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LA CAPACITE DE GAUCHISSAGE DES VEHICULES
) DE CHEMIN DE FER
(ETUDE PRATIQUE DES DERAILLEMENTS)

PARTIE III*

P. KERESZTY
ATELIERS MAV DE DUNAKESZI

[Manuscrit présenté le 14 novembre 1957]

E) Exemples pratiques
I. Examen du déraillement d'une voiture a quatre essieux

Dans la courbe d’une ligne secondaire, une voiture a quatre essieux a
déraillé avec les roues avant de son bogie avant. C’était la deuxiéme voiture
d’une rame Diesel, dont la vitesse n’était que de 20 km/h selon le diagramme
du tachymétre de la voiture motrice.

La caisse de la voiture s’appuie, au lieu des glissiéres, sur les deux bogies.
De ce point de vue, le mécanisme de I’appui est conforme au schéma ,,a”
de notre fig. 31. Par un autre c6té, il en différe cependant, en tant que le pivote-
ment entre le chéssis et le bogie (dans le plan horizontal) ne se fait pas autour
d’un pivot, mais autour d’un centre de rotation théorique, dont la position est
déterminée par des appuis glissants latéraux d’une construction spéciale.
Ceux-ci sont connus dans la littérature sous la dénomination d’«appui Ronai»
[9,10].** Nous ne nous en occuperons pas dans la suite, ces appuis n’inté-
ressant pas de plus prés notre étude.

a) La voiture

Les données numériques de notre voiture déraillée sont les suivantes:

Poids: Q = 32 000 kg; Q1= Q2= 16000 kg; G = 22000 kg.

Suspension:® = f2= 0,02 mm/kg;/3= 0,01 mm/kg. — On a mesuré le
facteur de gauchissage de ce type de caisse sur plusieurs voitures. Les chiffres
ont montré une assez grande dispersion, les valeurs ayant varié entre 0,003
et 0,00127 mm/kg. Dans le cas présent, nous calculerons avec la valeur la plus
défavorable de ip3 = 0,00127 mm/kg. On n’a pas mesuré le facteur de gauchis-
sage des bogies soudés, il nous fallait donc le fixer par estimation a yr = ip*=
= 0,01 mm/kg.

Les principales dimensions en mm sont: a= b= e= 1,920; ¢ = 1,500;
d = 2,950; t — 15,200. Avec ces chiffres, les facteurs figurant dans nos formules
(voir partie supérieure de I’annexe V1II), seront:

* Les parties | et Il de I’étude sont parues dans le tome XXV, pp. 301— 348, et le tome
XXVIIl, pp. 171—203 de I'Acta Technica.
** [9, 10] Les chiffres arabes entre parenthéses renvoient a la bibliographie présentée
a fin de la Partie Il. de I’étude.

1*



4 P. KERESZTY

&10= 020= 0,0225 mm/kg; On = 02l = 0,02125 mm/kg;

030= 0,04127 mm/kg; 03= 0,12627 mm/kg; 04= 0,218; (1 —64) = 0,782.

Comme on suppose, pour le moment, une disposition symétrique, le
facteur de gauchissage total est, suivant I’annexe X:

Z = 6>io(l — 64) = 16000X0,61X0,0225X0,782 = 171mm

et la décharge de la roue:

5 S4+ 042+ 2(t—d) "] 1 S4+ 04[S2+ 2(f—a)"]

1 J—

N Z4 -1 Z4

C’est cette derniére que nous avons représentée dans la partie inférieure de la
fig. 34. Pour des raisons pratiques, nous effectuons I’examen sur du papier
quadrillé.

b) La voie

Ayant déterminé les principales données de notre voiture, examinons
maintenant la section de voie sur laquelle s’est produit le déraillement. Nous
avons mesuré la voie avec un simple mesureur de surhaussement muni d’un
niveau; nous avons procédé par étapes de deux meétres. Le diagramme supérieur
de notre figure montre le résultat obtenu. En représentant le rail au coOté
extérieur de la courbe comme une ligne horizontale (ne figurant pas sur notre
schéma), la courbe (a) nous montre le surhaussement (ou plus exactement
I’abaissement) du rail du c6té intérieur par rapport au précédent. Pour déter-
miner, de cette courbe, la déviation du plan au-dessous du bogie d’un entraxe
de 2950 mm, nous soustrayons le surhaussement sous |’essieu arriére de celui
sous I’essieu avant. C’est cette différence S4, c’est-a-dire la déviation du plan
sous le bogie avant, qui est représentée dans le deuxiéme diagramme de notre
figure, par une courbe au trait plein (cette courbe est le quotient des différences
finies de la courbe de surhaussement). Partout nous avons fait figurer les valeurs
S4 appartenant au bogie avant sous le lieu correspondant de I’essieu monté
avant.

La distance (non théorique) entre pivots, ou s’effectue la transmission
des charges, est de 15,200 mm. Sans tenir compte de cette distance des pivots,
nous devons déterminer, suivant notre déduction théorique, la déviation du
plan au-dessous de «l’entr’axe intérieur» (t—d) = 15, 200—2950 = 12, 250
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longueur de voie  (m)

mm, que nous avons marquée dans nos déductions théoriques par (t—d) X
Nous la déterminons a partir de la courbe (A), comme nous I’avons déja fait
pour Sr lIci encore, nous avons fait figurer les valeurs de la déviation du plan
sous les points correspondant a I’essieu avant du bogie avant, donc la ou I’essieu
avant se trouve quand la longueur (t—d) de la voiture se trouve au-dessus de
la déviation du plan donnée. Nous avons ainsi obtenu la courbe (S).
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Nous avons ensuite dessiné la courbe S2 des déviations du plan sous le
bogie arriere. Quant a I’allure de cette courbe, elle est naturellement congruente
avec la courbe Sv I’entr’axe du bogie arriere étant identique a celui du bogie
avant. Ici encore, nous avons dessiné les valeurs S2 la, oUu I|’essieu avant du
bogie avant se trouve quand le bogie arriére arrive sur la déviation du plan
indiquée. Ainsi, nous avons pu dessiner la courbe S2 en déplacant simplement

la courbe 5 de 15,200 mm. Des courbes Sv S2et (B) ainsi disposées, il serait
bien difficile de déterminer le lieu de la voie présentant un danger pour notre
voiture. Mais nous savons des déductions du chapitre D) 111 que, sous cerapport,

c’est la déviation «transformée» du plan qui importe. Aussi avons-nous déter-
miné par calcul les valeurs 2 0 4(b) de la courbe (b), et les valeurs 0452 de la
courbe S2. En additionnant ces trois valeurs, nous avons obtenu comme résul-
tat la courbe (c) de notre figure, c’est-a-dire la déviation «transformée» du
plan.

c) Examen et résultats

Dans cette déviation «transformée» du plan, il y a deux maxima corres-
pondant aux deux valeurs les plus défavorables pour notre voiture. De ces
deux, la seconde est un peu plus grande et atteint 20 mm. Si nous regardons main-
tenant le diagramme S-(p de notre voiture, au bas de la figure, nous y voyons
que sur cette déviation de 20 mm, la charge de la roue dérailleuse diminuera
a 88%, c’est-a-dire a 3520 kg, au lieu des 4000 kg originaux.

Mais nous savons aussi que notre voiture n’était pas d’une construction
idéale, et qu’elle comportait certainement des asymétries provenant des pro-
jets et de la fabrication. Admettons pour celles-ci les valeurs estimées suivan-
tes: g = 80 mm; m — 160 mm; Wo = 6 mm. Avec ces chiffres, lesfacteurs
énumérés en haut de I’annexe VIII seront:

80 160
0, 22000 = 575
1500 15200
160
02= — 7% 22000 = 600
2 1500 2 15200

160
03l= 0-04 80X1500 13,7 x10 -6
15200 19202

avec ces valeurs
[20DD 20U04012- 20402+ 203Ls fi]

= [2(0,0225 — 0,0425 X 0,218) 575 + 2 X 0,02 X 0,218 X600 +
+ 0,0000137 X 0,418 X22000] 0,61 = 12,5 mm
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2—m0, iva= 2 - 0,218 X6 = 2,05 mm
1920

L’asymétrie équivaut donc a 12,5 mm, et le gauchissage de la caisse a 2 mm de
déviation «transformée» du plan. Ainsi, la déviation du plan de la voie aug-
mente au total de 14,5 mm, et on peut lire du diagramme, qu’environ 79,5%
de la charge de roue appartient a cette valeur. Mais le bogie avant supportera
maintenant un poids plus petit, la charge étant déja asymétrique. Q==Q>

32000 — 22000
Qi = + 22000 -160 | = 15767 kg
2 2 15200 ]

Ainsi, la charge de roue diminuée est d’environ 3134 kg.

1 faut remarquer en passant que, dans les études du déraillement, on
admet par approximation qu’une force directrice latérale horizontale n’est
dangereuse que si elle équivaut a la charge verticale agissant sur la roue. Ainsi
dans notre cas, une trés grande force latérale avait dd agir sur la roue, pour
que le déraillement pat avoir lieu. Nous avons dessiné, sous la courbe (c), le
rayon de courbure de la voie, mesuré par une corde de 10 m de longueur. Nous
voyons qu’a I’endroit de la deuxieme plus grande valeur de la déviation «trans-
formée» du plan, le rayon de la voie était minime. Le déraillement s'est donc
produit la, ou les valeurs extrémes des deux facteurs défavorables coincident.
A premiere vue, il semblerait peut-étre facile d’expliquer le déraillement par
la coincidence de ces deux facteurs défavorables, car plus le rayon est petit,
plus la force directrice latérale est grande. Mais a cet endroit le plus défavo-
rable, ou le déraillement s’est en effet produit, le rayon de la courbe était de
170 m, et nous savons aussi que la vitesse de la voiture était seulement de
20 km/heure. En de pareilles circonstances, si les autres conditions avaient été
normales, il ne pouvait pas se produire une force directrice de 3134 kg.

Pour résumer les résultats de notre examen, constatons d’abord que la
voiture a bien déraillé sur la section de la voie qui était la plus défavorable
pour elle, et dont les défauts horizontaux devaient aussi produire de grandes
forces directrices latérales; mais comme tous ces défauts ne sont pas assez
importants pour avoir pu causer, a eux seuls, le déraillement, il faudra compter
avec un facteur non considéré jusqu’a présent et décisivement défavorable,
qui devait intervenir et augmenter dans une grande mesure la force directrice
horizontale.

En décrivant notre voiture, nous avons déja mentionné que le chassis
s’appuie sur les bogies a I’aide d’un mécanisme a glissiéres. La construction de
ce dernier est telle qu’en en négligeant I’entretien et le graissage, le frottement
y devient considérable, et il faut alors une force relativement grande pour dé-
tourner le bogie horizontalement par rapport au chassis. C’est la la raison de
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I’apparition de la grande force directrice qui était aussi la cause principale du
déraillement [11]. Les glissiéres de la voiture déraillée avaient été, en effet,
fortement rongées, faute de graissement.

Ce type de voiture a été d’ailleurs particulierement instructif, au point de
vue de notre étude des déraillements. A I’époque trouble d’aprés-guerre, quand
I’entretien des véhicules aussi bien que de la voie laissaient beaucoup a désirer,
ce type de voiture avait pour ainsi dire dépisté, pendant sa course, les sections
défavorables de la voie. Les conduites glissantes latérales étaient trés vite ron-
gées et leur graissage ne pouvait pas étre assuré de fagon durable, en raison
méme de leur construction. Comme de simples modifications ne suffisaient
pas pour changer la construction, et permettre ainsi un graissage durable des
surfaces glissantes, il fallait recourir aux expédients suivants, pour assurer
la circulation sans danger des véhicules:

1. Contréle et graissage fréquents des glissiéres;

2. Comme les déviations permises de la voie (dans le plan vertical et
horizontal) sont bien plus faibles sur les lignes principales ques sur les
lignes secondaires, le type de voiture en question a été exclu de la
circulation sur les lignes secondaires.

3. Méme sur les lignes principales, a I’entrée de certaines stations, remi-
ses, etc. . ., il peut y avoir des changements de voie de disposition
défavorable, qui font que les longs véhicules modernes accouplés
forment entre eux des angles trop grands; sur de telles dispositions
de voie défavorables, les deux fronts des voitures accouplées se dépla-
cent assez fortement I’'un par rapport a I’autre. Dans ces cas, le bord
du tampon mord pour ainsi dire sur le disque du tampon opposé.
L’expérience montre que méme sur une voie défavorable comme la
notre, les deux disques de tampons glissent plus aisément I’un sur
I’autre quand ils sont bombés, car ainsi le bord du disque ne peut pas
venir au contact du disque opposé. Pour cela, il faut naturellement
employer des disques bombés sur les deux voitures, au lieu d’un
disque bombé du cdté gauche, et d’un disque plat du cdté droit.
On peut éviter ainsi que la force transversale par rapport a la voiture,
qui nafit sur les disques de tampons, ne vienne augmenter excessive-
ment la force directrice naissant sur la roue conductrice;

4. On contrdle les caisses des véhicules, lors des surveillances aux ateliers,
et alors les gauchissages éventuels sont simplement éliminés (voir an-
nexe Il). Le fait que, selon le calcul, les déviations du plan provenant du
gauchissage initial de la caisse et de la répartition asymétrique des
poids n’atteignent que quelques mm, ne doit pas nous induire en
erreur. La déviation «transformée» du plan sur laquelle notre voiture
a déraillé, était également petite. Pourtant, le concours de tous ces
facteurs avait pour résultat le déraillement du véhicule. Donc ceux
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de ces facteurs dont la modification ne tient qu’a nous, doivent
étre déterminés de la facon la plus avantageuse. En mesurant le
gauchissage, on s’assure aussi que celui-ci n’est pas trop grand dans
la caisse.
Aprés avoir observé ces dispositions spéciales, on a pu constater que les
déraillements, assez fréquents pour ce type, avaient cessé.

Il. Surcharge provenant du gauchissage

Chaque fois que chez un véhicule roulant sur une déviation du plan,
deux roues disposées sur une diagonale se déchargent, la charge des roues
sur l'autre diagonale augmente. Comme a I’étude des projets des véhicules,
on doit tenir compte aussi de cette surcharge, il sera utile de la calculer en pour
cent, a propos de notre exemple numérique.

Jusqu’ici, nous nous sommes toujours intéressés a la roue qui était la plus
déchargée. Maintenant, par contre, nous cherchons la roue la plus chargée.
C’est pourquoi, au lieu du véhicule vide, nous devrons:

1. compter avec les valeurs du véhicule chargé;

2. considérer le bogie arriére soumis a une plus grande charge, a cause
de la répartition de poids asymétrique de la caisse;

3. partir, dans nos calculs, des conditions les plus défavorables de la voie
déterminées au chapitre B. 1V/b,;

ad 1. La voiture a 88 places, donc en prenant 100 kg de charge par voya-
geur assis, nous avons une charge utile de 8800 kg. Pour plus de simplicité,
supposons cette charge utile symétrique, de sorte qu’il ne reste comme asym ét-
rique que la tare G de la caisse. Ainsi, Q = 32 000 -f- 8800 = 40 800 kg;

ad 2. Chez le bogie arriére, nous calculons avec «—m», et «g» aussi
aurait une valeur négative. Cela signifie seulement qu’en regardant le bogie
arriere par derriéere, c’est maintenant la roue droite qui pourrait se décharger
plus facilement, et non la roue gauche. Mais ce qui nous intéresse maintenant,
c’est seulement le pour cent de la surcharge. Comme «m» figure avec un signe
négatif, les facteurs 012 02 et 0 3L plus haut calculés se modifient:

012 = + 600; 02= —575; 031= - 13,7 X10~¢e
et ainsi

[2(010- 20n 6x4)6>12- 220402+ 203i04G] 12,5 mm

La charge totale du bogie est maintenant Q = 20 633 kg, et ainsi la capacité
de gauchissage totale du véhicule au bogie arriére est
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Z2= 20633 X 0,61 X 0,0225 X 0,782 Z2= 222 mm

Pour la roue gauche de I’essieu arriére du bogie arriére, on peut écrire le rap-
port entre la décharge de roue et la déviation du plan

, S2+ 04[S1+ 2(t-d)"] 12,5 + 2,05
222 222

ad 3. Les valeurs de la déviation du plan a considérer seront, suivant le
chapitre B. 1V/b.:

S, = S2= 2950:167 = 17,7 mm ;

t—d) >l = - h5= 458 mm; S2+ 04[S4+ 2 (t—d) ;] = 39,35 mm

La décharge mq,appartenant a la somme des déviations «transformées» du plan:

39,35+ 125+ 2,05 = 53,9 mm

est de 75,75%. La deuxiéme roue de cet essieu recevra donc une surcharge de
24% env., ce qui est une valeur trés élevée, puisqu’une valeur de méme gran-
deur est prise en général comme facteur dynamique. Mais tandis que I’effet des
oscillations dynamiques charge de fagcon continue la voiture pendant sa marche,
la surcharge provenant du gauchissage ne touche que rarement le véhicule
dans une mesure aussi grande, des sections de voie aussi défavorables ne se
rencontrant, en effet, que trés rarement. Par contre, le véhicule passera souvent
au-dessus de déviations plus faibles, et notamment en montant et en descen-
dant les surhaussements dans chaque courbe. Si a ces endroits, nous calculons
en général avec » = 1/500, alors:

S1= S2= 6mm; (t—d);| = 245mm; S2+ 04[S4+ 2(t—d) >] = 18 mm.

Avec ces chiffres, la valeur des déviations «transformées» du plan sera, au total:
18 + 14,55 = 32,55 mm, et le pour cent de la décharge 2= 85,4%. On doit
donc calculer avec une surcharge fréquente d’env. 15%, provenant de la dévia-
tion du plan et de I’asymétrie du véhicule.

I1l. Examen du déraillement d'un wagon a quatre essieux

Examinons a présent le déraillement d’un autre wagon, celui-ci a quatre
essieux. Il s’agit d’un wagon couvert, dont la caisse en tdle d’acier ne comporte
pas les grandes portieres usuelles, mais constitue une boite soudée presque
entiéerement close. Le wagon sert au transport en vrac des terres alumineuses
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(A120 3), dont le chargement et le déchargement se font a travers cing ouvertures
pratiquées au plafond. On peut ainsi considérer la caisse comme une bofte
relativement courte, et assez raide contre le gauchissage.

Les cadres des bogies du wagon sont en fer plat, du type diamond, et
ne comportent que des ressorts secondaires. Les boites n’ayant pas de ressorts
séparés, sont rigidement unis au cadre du bogie. Celui-ci differe d’ailleurs de
la construction usuelle de type diamond, les deux cadres latéraux étant reliés,
a leurs extrémités, par des traverses de téte auxquelles sont suspendus les
sabots a freins, puisque chaque roue est freinée par deux sabots.

La voie sur laquelle s’est produit le déraillement est un embranchement
particulier, dont I’état d’entretien était bien plus mauvais que celui des voies
ouvertes au trafic général. L’accident s’est produit pendant la manoeuvre,
donc la locomotive avait poussé devant elle la rame sur la partie courbe de la
voie, et le déraillement a eu lieu sur larampe de surhaussement formant transi-
tion entre cette partie courbe et la partie droite de la voie. Chose singuliere,
le véhicule a encore une fois déraillé au méme endroit, pendant I’enquéte qui
suivit le déraillement, ce qui n’arrive que tres rarement. Le déraillement est,
en effet, produit généralement par un ensemble de facteurs défavorables, qui
n’agissent plus de la méme facon ou n’agissent pas simultanément lors de I’en-
quéte. Déja ce fait laissait pressentir que quelques facteurs bien défavorables
avaient d0 causer le déraillement. A I’examen, on a pu encore observer que
quelques autres véhicules de méme type auraient bien déraillé au méme endroit,
sans la précaution qu’on avait prise de manoeuvrer trés lentement sur la partie
de la voie en question, ce qui a permis d’arréter la manoeuvre encore a temps.
On pouvait penser qu’il ne s’agissait pas ici d’un défaut particulier a un seul
véhicule, mais d’une particularité de la construction caractérisant ce type de
véhicules.

D ’ailleurs, sur la section de voie considérée comme dangereuse, le jeu
entre les glissieres — qui devait étre de 2 mm suivant les projets — s’est accru
du coté de la roue dérailleuse, fait qui faisait encore conclure a I’'extréme rigi-
dité de la caisse. Chez quelques véhicules, le jeu entre les glissiéres a atteint
24 a 28 mm au-dessus de la roue dérailleuse, tandis que le jeu entre les glissiéres
diagonalement opposées était de 1a 6 mm. Entre les glissiéres situées sur I’autre
diagonale, il n’y avait naturellement aucun jeu, celles-ci venaient au contact
I’'une de I’autre. La somme des jeux entre les glissieres situées sur une méme
diagonale, c’est-a-dire la déviation du plan désignée au chapitre D par la lettre
L, était de 27 a 34 mm.

a) Les caractéristiques du véhicule étaient d’ailleurs les suivantes:
Q = 22 300 kg; Q1= ¢2= 11150 kg; G = 12620 kg; a= b= 1970 mm;
c= 1500 mm; c= 1530 mm; t= 8000 mm; d= 1800 mm. Comme les
boites d’essieux n’avaient pas de ressorts primaires, fi= f2— 0;f3= 0,00344
mm/kg. La détermination par mesures du facteur de gauchissage de la caisse
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et du cadre de bogie a donné yr — y2= 0,0324 mm/kg, et tp3— 0,00175 mm/kg.
La caisse et les bogies étaient de construction symétrique, donc 01= 02= ¢ =
= M = 0. Avec ces chiffres, les facteurs des équations de I’annexe V11l devien-
nent:

010= 020=0,0081; On = 021= 0,004; 03D= 0,01292 mm/kg

04= 0,328; 1-0 4= 0,672; = 058, 012= 05, @31 —®
Suivant I’équation X du chapitre D.III, si nous prenons le jeu entre les glissiéres
V=2 mm,
1500

Z = 11150 X 0,58 X0,0081 X0,672 + 2X0,328 1530 4x2 =

= 35,2 + 5,15 = 40,35 mm

Sx+ 04 S2+ 2(t—d) X -(-2 — wo 2X0,328 1— 8
e 1530
- N
9i= 1 35,2 35,2

Si+ 04 s2+ 2(t—d)a +2 — w0
€

= 1,146 -
35,2

Nous avons représenté cette derniere relation, c’est-a-dire la décharge de roue
du wagon en cas d’un jeu de glissieres v = 2 mm, par la ligne «a», visible au
bas de la fig. 35.

b) Nous examinons ensuite la voie, comme nous l|’avons fait pour la
voiture déraillée figurant dans notre exemple précédent. Dans la partie supé-
rieure de la figure 35, nous avons dessiné la courbe (a) des surhaussements
mesurés dans la voie. Nous avons aussi tracé, auprés de cette courbe, une ligne
inclinée a 1:300, montrant clairement qu’il y avait des déviations du plan beau-
coup plus grandes aux alentours du déraillement. L’entretien des embranche-
ments particuliers étant bien plus mauvais que celui des voies ouvertes au tra-
fic général, on doit aussi compter avec ce genre de défauts de la voie dans le
cas des wagons a marchandises. Au-dessous de la courbe ;A , nous avons de
nouveau dessiné les courbes S4, S2et (b), ainsi que la courbe (c) des déviations
«transformées» du plan. Comme nous savons, du chapitre D. Ill, que la for-
mule calculée ci-dessus pour le wagon n’est valable qui si I’inégalité suivant
la formule XV 1 existe, nous avons marqué aussi, dans la courbe (B), la somme
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'S7*

<3

am

Sx+ S2+ 2 (t—d)>|. Elle indique la limite a laquelle le pivotement relatif
des deux bogies utilise totalement le jeu existant entre les glissiéres.
c¢) En cas du jeu de glissieres v = 2 mm prescrit pour les voitures, la

quantité 8 — v = 16 mm. La courbe (5) dépasse presque partout la hauteur de

16 mm; nous pouvons donc calculer avec la formule ci-haut mentionnée de 9
aux alentours du déraillement.
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En vertu de notre raisonnement, la courbe (c) montrerait clairement le
lieu du déraillement. La valeur max. de la déviation «transformée» du plan est,
en effet, presque 39 mm, et par contre, la capacité de gauchissage totale de
notre wagon est Z = 40,35 mm, comme nous l’avons calculée ci-dessus. Sur
ce point de la voie, la roue aurait été, pour ainsi dire, entierement déchargée.

d) Cette méthode d’examen n’est cependant valable que dans les cas
ou le mécanisme du wagon fonctionne correctement. Dans le cas présent, il
nous faut réfléchir sur le fait, constaté lors de I’enquéte, que le jeu entre les
glissieres s’est augmenté a 20— 30 mm a I’endroit du passage de la roue sur le
champignon. Selon les reglements, il ne doit y avoir qu’un jeu de 2 mm entre
les glissieres latérales. Si la caisse s’incline sur un c6té (ce qui se produit
presque toujours, parce que le centre de gravité ne se trouve jamais exactement
dans la ligne médiane des appuis, et de plus, les deux rails ne forment pas non
plus un plan horizontal), le jeu peuty augmenter a4 mm et disparaitre de I’autre
cOté. Si le jeu est encore plus grand, il faut alors que le pivot se soit soulevé de
la crapaudine. C’est la un nouveau point qu’il nous faudra examiner, avant
d’arriver a un jugement définitif dans I’appréciation du déraillement.

La valeur de la déviation du plan des quatre glissieres inférieures, qui
forment les quatre appuis de la caisse, sera désignée par «Ls», et se trouve
exprimée par la formule IX. b. Mais comme la caisse n’est pressée contre ces
appuis que par son propre poids, le moment de torsion (marqué par «eH»

dans nos formules) ne peut pas étre plus grand que Si la déviation du plan
formée par les appuis était si grande que le moment naissant dans la caisse
dépasserait"f e, la caisse se souleverait simplement de son appui et basculerait

autour d’une de ses diagonales. Ainsi, si la construction d’un wagon corres-
pond par exemple au schéma «a» de la fig. 31, la caisse s’appuyera sur trois
glissieres seulement, et il y aura un jeu au quatrieme appui. Si, par contre,
nous avons affaire a un véhicule construit suivant le schéma «b» ou «c» de la
méme figure, la caisse s’appuyera sur deux glissieres situées sur une diagonale,
et les deux pivots (ou I'un seulement) se souléveront de la crapaudine. C’est
ce dernier cas qui devait se produire aussi chez notre véhicule, parce que la
somme des jeux entre les glissiéres situées sur I’'une des diagonales s’est accrue
a plus de 20 mm, au lieu des 8 mm originalement prévus sur les projets du véhi-
cule.

La caisse ne peut donc pas gauchir plus qu’une déviation du plan Lg,
que nous pouvons facilement déterminer de la formule IX. a, si nous substituons
Gj4 a «H». La différence Ls—Lgdonne le jeu existant entre les glissiéres, quand
la caisse se souléve de sa traverse danseuse. Nous avons fait le calcul a I’annexe
X 111, ou nous avons regu pour résultat final (en tenant compte des membres
disparaissant par suite de la symétrie):
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— (Ls- Lg) = ® [Sx+ S2+ 2(»- a) N]- -f030@ -(4 v - wo)

Notons que le calcul restera identique, qu’il s’agisse des schémas «a»
ou «b» de la fig. 31, parce que dans le premier cas, le moment de torsion maxi-

mum est e-46—-, tandis que dans le deuxieme, il est ;— -%-. Si nous augmentons

progressivement la déviation du plan, nous arrivons avec Ls= Lga la position
limite, ou le pivot touche encore tout juste la crapaudine. Nous devons donc
déterminer maintenant les conditions de la voie, ou Ls = Lg. D’aprés I’équation
ci-dessus, cela arrive quand

N+ 2+ 2 (-—d) 1 — —030 - —b (4V—w0)
e

En y substituant les chiffres du véhicule déraillé, et en supposant pour le mo-
ment un wagon de construction symétrique, ou wi0 = 0,

S,+S2+ 2(f—d) N = -3—1970— 0,01292 12220 + 4x 27 62+ 16 = 78 mm

Nous avons tracé, en regard de la courbe (B), la hauteur de 78 mm, et vérifié
numériquement qu’aux alentours du déraillement, le pivot et la crapaudine
devaient forcément se séparer, méme quand Wo = 0 et le jeu entre les glissiéres
V=2 mm.

Cependant, nous n’avons considéré jusqu’ici que les facteurs les plus
essentiels, et pourtant d’autres devaient aussi intervenir a coup sdr, lors du
déraillement. Nous avons compté, en effet, avec un véhicule symétrique de
construction et de fabrication idéales, et d’autre part I’enquéte a prouvé que la
roue directrice de quelques véhicules de ce type est montée sur le champignon,
mais ce fait ne s’est pas reproduit dans chaque cas. Il y avait donc des différen-
ces de fabrication qui sont intervenues au moment du déraillement. Comme

nous l’avons dit, la valeur de; (Ls—L,,) mesurée sur les sections de voie les
plus défavorables était, sur les véhicules les plus désavantageux, de 27 a 34 mm.
Si nous comptons avec une moyenne de— (Ls—Lg) = 30 mm, nous obtenons
pour ces véhicules, suivant notre précédente formule:

w0 —4v) =30 -—--- -° -9+ i— 0,01292— =30- 49+ 31= 12mm
2x1500 1970 4
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au point maximum de la courbe (B) (96 mm). Il devait donc y avoir aussi un
gauchissage initial dans la caisse, et en outre les jeux entre les glissiéres n’étaient
pas non plus observés au moment du montage de la caisse sur les bogies.
e) Le centre de gravité d’une caisse ne coincide que trés rarement avec
le plan de symétrie des appuis. C’est pourquoi la caisse s’appuie toujours d’un
coté sur les glissiéres. Aussi, dans les conditions ordinaires, le controle se limite
généralement a savoir si la somme des jeux sous les deux glissiéres d’un méme
bogie équivaut au double du jeu prescrit. Mais il peut arriver qu’a cause du

b
Fig. 36

gauchissage de la caisse (rarement contr6lé pour les wagons), ou par suite de
I’abaissement spécifique différent des ressorts, ou des tolérances de montage,
la caisse s’appuie sur les deux bogies de facon qu’elle se repose sur des glissieres
diagonalement opposées. Ainsi, en utilisant les notations de la fig. 36, la caisse
peut s’appuyer sur les glissiéres «a» et «c», par exemple, et alors les glissiéres
«b» et «d» auront un jeu d’une valeur double.

C’est naturellementaéviter, car dans ces cas, il peut méme arriver que la tra-
verse danseuse du bogie, sur laquelle on met la caisse, est plus oblique que la
traverse intermédiaire principale de cette derniére. De cette fagon, la caisse
du wagon subit un gauchissage méme sur une voie horizontale, a cause de I’ap-
pui oblique, et dans ces cas, le jeu des glissiéres «v» prend un signe négatif
dans les formules précédentes.

Au montage de la caisse sur les bogies, on doit donc veiller a ce que,
méme si la caisse s’incline sur un co0té, et le jeu a ainsi, de l’autre coté, une
valeur double, I'appui ne se produise jamais sur des glissieres en diagonale. Le
jeu pourra se doubler, par exemple, en «a» et «b» en méme temps. De méme,
il peut se doubler en «d» et «c», mais il faut éviter le jeu double en «a» et «c»,
avec appui simultané en «b» et «d».
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f) Revenons maintenant a I’exemple numérique de notre véhicule déraillé.
Nous avons trouvé que la valeur de (w0—4t>) y était de 12 mm. Avec cela, la
limite a laquelle le pivot se souléve de la crapaudine, se modifie ainsi:

S, + S2+ 2(t- d) /1= 62- 12 - %1500 37,5 mm
12 1530

Nous avons aussi inscrit cette valeur au-dessous de la courbe (B) de notre
figure. Mais pour la partie supérieure a celle-ci, ce ne sont plus les formules
du chapitre D. Ill, qui nous donneront la valeur de la décharge de roue. En
effet, du moment que le pivot s’est déja soulevé de la crapaudine, la cinématique
de I’appui des charges se trouve changée, et ainsi la corrélation entre la charge
de roue et la déviation du plan se modifiera a son tour.

La formule X du chapitre D. Ill. caractérise la situation cinématique
avant la disjonction du pivot et de la crapaudine. Si I’on veut analyser la
situation apres cette disjonction, il faut remonter a la formule V et déduire
une nouvelle relation cinématique. Le moment de torsion gauchissant la caisse

. Q
a dans ce cas une valeur maximum et constante. Comme <9’Q: Oet H = ?

nous avons, selon la formule (Y):

. 1 G e bt2 S1 12620 1530
<Pl = _
Qi 2c¢c e ioQt " 11150 2X1500
13
0,1745

0,58x11150x0,0081

1) en ressort, que le déraillement n’a pas eu lieu au maximum de la courbe (C),
mais probablement un demi-metre avant, au maximum de Sv A cet endroit,
la charge de roue n’était que 17,5% de la valeur originale, c’est-a-dire 485 kg.
Chez une rame poussée, quand il y a une longue file de véhicules devant le
wagon en question, et le boudin de la roue directrice se presse fortement sur le
coté du champignon, quand en outre aucun effort de traction n’agit sur le
véhicule dont le composant, agissant en direction du milieu du cercle, pourrait
décharger la force transversale sur la roue directrice du wagon remorqué, la
charge de roue relativement faible ne peut plus empécher le passage de la roue
sur le champignon.

Pour éviter d’autres déraillements possibles, on a effectué sur ce type de
véhicules une modification bien simple. Le jeu entre les glissiéres a été augmenté
a 10 mm, au lieu des 2 mm prescrits. On pouvait le faire, car méme quand la
caisse s’est trouvée tout a fait inclinée sur les glissieres d’un seul cdté, le véhi-
cule n’a pas dépassé le gabarit. Yu qu’il s’agit de wagons a marchandises, cette

2 Acta Technica XXIX/1—2.
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position oblique n’est pas un défaut, contrairement aux voitures ou le confort
des voyageurs ne permettrait pas une telle inclinaison. Grace a cette modifica-
tion, les bogies avant et arriere se conforment, indépendamment les uns des
autres, aux déviations du plan de la voie, jusqu’a la limite supérieure de
8 —v= 8-ms 10 = 80 mm, au lieu des 16 mm précédents. Si lavaleur (d)
e 1530

de la voie est plus petite, la formule (XIIl)s’imposera, comme avant, pour la
décharge de la roue. Ainsi, la charge de roue se modifie suivant

M2 -Si Si
cj 010Q1 52,5

Pi- 1

(Voir ligne «b», au bas de la fig. 35). La capacité de gauchissage totale du véhi-
cule s’en est accrue a 61 mm au lieu de Z = 40,35 mm; et la charge de roue
est représentée, pour une déviation totale supérieure a 80 mm, par la droite

Si - Oi 2+ 2(t—d) » 2 — w0
e

H= 173 —
35,2

désignée par «c» au bas de la fig. 35.
La limite de la déviation du plan, au-dessus de laquelle se séparent déja

les pivots et les crapaudines, s’est accrue aussi presqu’au double des 77,7 mm
précédents, a

Si-f-S2+ (t—d)yl= 62 + 78,7 = 140,7 mm

Ainsi, on ne doit plus craindre que les pivots et crapaudines viennent
se disjoindre sur la section de voie étudiée, car cette limite n’y était que de
96 mm. Comme a I’endroit le plus défavorable de la voie, la déviation «trans-
formée» du plan est de prés de 39 mm, selon la ligne «c» représentée au bas de
la fig. 35, 65% env. de la charge restera encore sur la roue dérailleuse.

En vertu de ces résultats, nous pouvons déja déterminer le gauchissage
maximum qu’on peut permettre dans la caisse du véhicule, et le jeu minimum
nécessaire entre les glissieres. Pour y arriver, on devra faire abstraction de ce
cas de déraillement particulier, et partir d’une constatation plus générale.
Nous savons que l’entretien des embranchements particuliers est en général
plus négligé que celui des voies ouvertes au trafic public, au point de vue des
déviations du plan fixées au chapitre B. 1V. b. D’autre part, nous savons que
la majorité des wagons circulent encore sans difficulté sur ces embranchements
particuliers et I’on peut, a plus forte raison, exiger que les nouveaux wagons
puissent, eux aussi, circuler sur des sections de voie mal entretenues. En général,
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les rails ayant une déviation du plan de 1:150 = >l,sont rares méme sur ces
voies, aussi pouvons-nous choisir cette valeur comme base du contrdle des
projets.

En général, les constructeurs ne comptent pas avec la possibilité que les
pivots peuvent se soulever des crapaudines pendant le service. On peut donc
poser comme condition, que le pivot ne se souléve pas de la crapaudine, méme
sur la déviation du plan la plus défavorable mentionnée ci-dessus.

Chez le wagon examiné, la somme des déviations du plan est

1800 1800 2 6200
M+ (< —(0) A 106,5mm.
150 150 150

La limite pour la disjonction des pivots est, comme nous l’avons vu,
Ls—Lg= 0, et il est utile qu’elle soit Ls—Lg< 0. De la, suivant ce qui pré-
cede:

4>- wo0> - [Sx+ S2+ 2(t- d) N]- Q) =
2¢ b 4

1530
2x1500

106,5 —31 = 22,8 mm

Il est donc utile d’avoir 4v—Wo”" 22,8 mm. Si I’on regarde, par exemple, le
jeu des glissiéres de 10 mm, choisi comme un maximum (cette valeur figurant
dans les réglements SMGS [13]), on devrait prescrire, comme minimum, un
jeu des glissiéres de 22,8:4 = 5,7 mm. Mais nous devons aussi prévoir une cer-
taine tolérance de fabrication pour le gauchissage de la caisse, dont nous prend-
rons wo— 7 mm comme une valeur maximum. Ainsi, on obtient la tolérance
du jeu des glissiéres

v= 10 mmzo 5.

Nous venons d’étudier un wagon dont les défauts se sont déclarés pen-
dant le service, et nous avons cherché a éliminer ceux-ci le plus simplement
possible. Mais quand il s’agit des projets d’un wagon neuf, on cherchera plutdt
a rendre les ressorts durs plus mous, ou a changer la caractéristique de la sus-
pension, au lieu de trop accroitre le jeu existant entre les glissieres.

IV. Wagons de grande capacité

Nous allons examiner deux types de wagons au point de vue des sur-
charges causées par les déviations du plan, et aussi pour savoir si le jeu des
glissieres avait été choisi convenablement. L’usage était jusqu’ici de maintenir,
chez les wagons aussi, un jeu des glissieres v.= 2 mm. Nous examinerons deux

2%
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wagons a quatre essieux, dont les bogies et les ressorts sont tout afaitidentiques,
les chéassis et les caisses différant seulement les uns des autres.

a) IVagon tombereau & quatre essieux

Ce wagon a été construit pour une charge d’essieu de 21 tonnes. Le bogie
est sans balancier, comme c’est général chez les wagons. Il n’y a donc pas de
ressorts a balancier, seulement desressorts a lames au-dessus des boftes d’essieux.
La caisse s’appuie par des crapaudines sphériques (schéma «b» de la fig. 31) sur
les bogies.

La tare du wagon est Q = 24 900 kg, le poids de la caisse G — 14 900
kg, le poids brut a charge totale. 84 000 kg. Dans les ressorts au-dessus des
boites, fi = f3= 0,00673 mm/kg + 8%, tandis que /3= 0. On a mesuré sur
un wagon le facteur de gauchissage spécifique de la caisse, et le mesurage
a donné ip3= 0,0077 mm/kg. On a constaté en méme temps que le gauchissage
initial de la caisse était: w0O= 10 mm.

b = 2000; ¢ = 1500; d = 2000; e = 1560; t = 9600. Ces mesures sont
données en mm.

On n’a pas procédé au mesurage du facteur de gauchissage spécifique du
bogie, c’est pourquoi nous calculerons par estimation, chez ce bogie relative-
ment raide et court, avec y)1= ip2= 0,0024 mm/kg.

A part ce qui précéde, le plan et la construction du wagon peuvent étre
considérés comme symétriques, et ainsi m = ox= 02= g = 0, et par consé-
quent 012= 02= 03 = 0.

Quant aux ressorts de la bofite, nous calculons avec les ressorts les plus
durs fixés par les tolérances, c’est-a-diref = f2= 0,0062, de sorte que les fac-
teurs des équations seront:

0 = 02= 0,0062 + 0,0006 = 0,0068; 0 U= 02L= 0,0065

030= 0,0077 = 0,0099; 02= 0,0099 + 4 X0,0065 = 0,0387
1560 1560

0,0068
4= = 0,213; 1-0 4= 0,787

0,0387 — 0,0068

Suivant le chapitre D. Ill, en cas d’un wagon chargé, quand nous devons
compter avec Q — 42 000 kg, la surcharge sur une roue sera

{Sx+ 04[S2+ 2(t—d) N]} f- 2 X0,213 550 (10 — 4x2)
(1 — <P) =
42000 X 0,0068 X 0,787 X 0,56
L- Vvl)=1j 21+ 04tS2+ 2(t—d) M + 0;0065
126
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Nous étudierons notre wagon sur les voies suivantes:
1. Voie industrielle, sur une déviation du plan 3 = 1: 150, comme a la
fin de I’exemple précédent

1.1 Il'y a encore du jeu entre les glissieres latérales:

si+ S2+ 2(t—d) » = (2000 + 2000 + 2X 7600) — — = 128 mm

1.2 Les glissiéres latérales se touchent déja:
Si+ 64[S2+ 2(t- d) 1] = —1|5_0 [2000 + 0,213 (2000 + 2 X 7600)] = 37,8 mm

2. Voie ouverte au trafic public, valeur rare suivant le chapitre B. IV. b.

2.1 1l'y a encore du jeu entre les glissiéres latérales:

S, + S,+ 2(t—d)» = 2-7"22.+ 27222. + 5= 24+ 50,6 + 5en80 mm
1 2 \% ' 167

300

2.2 Les glissieres latérales se touchent déja:

si+ 04[S2+ 2(* —d)A] = 12 + 0,213 (80 - 12) = 26,5

3. Voie ouverte au trafic

public, valeur de » = 1 :500,
I’exemple du chapitre E. II.

suivant

3.1 Il y a encore du jeu entre les glissieres latérales:

S, + S, + 2(t—d)j = -~ 19200 = 38,4 mm
500

3.2 Les glissieres latérales se touchent déja:

17200
S1+ e4[S2+ 2(t-d)J]=4 + 0,213 — —

= 11,3 mm
500

Etant donné que

8— v=281500 2= 154 mm
e 1560

et que les déviations du plan réunies, qui ont été calculées ci-dessus sous 1.1, 2.1,
et 3.1, ont sans exception des valeurs plus grandes que celle-ci, la caisse du
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véhicule gauchira sur les trois voies, et nous devrons calculer, dans nos formules,
avec les déviations «transformées» du plan. Sur les voies citées précédemment,
les valeurs en pour cent de la surcharge de roue seront donc:

ad 1.2 (_ ¢g)= -IM . [ 0,0065 = 0,3065 soit 30,65 %
126

ad 2.2 calculée de la méme facon 21,65 %

ad 3.2 calculée de la méme facon 9,65 %

Nous devons remarquer ici, que des fissures sont apparues sur les cadres
des bogies. Celles-ci étaient dues a une surcharge plus grande que les précédentes,
qui n’intéresse pas notre étude. Mais comme sur ces bogies, le bord de la cra-
paudine a aussi présenté des fissures sur de nombreux wagons, il a paru utile
d’essayer de réduire la charge des bogies par tous les moyens possibles. L’un
de ces moyens consiste, comme nous l’avons déja vu, a augmenter le jeu entre
les glissieres latérales.

A la fin de I'exemple précédent nous avons déduit la formule suivante,
permettant de déterminer le jeu minimum des glissiéres chez les wagons symé-
triques:

4t) —w”™ — [Sx-j- S2+ 2 (i—d) M]— b—<)3)— = 66,5 —28,7= 37,8 mm
2C ' 4

Si on acceptait encore une fois, chez ce wagon, un gauchissage initial Wo — 7
mm comme maximum de la tolérance de fabrication, on devrait prescrire un
jeu minimum v = 448 :4 = 112 mm. A cejeu minimum on doit encore ajouter
une certaine tolérance de fabrication, qui donnerait un jeu maximum d’environ
13,5 mm. Mais suivant les prescriptions en vigueur, on ne peut pas laisser un
jeu aussi grand, les jeux supérieurs a 10 mm étant d’ailleurs a proscrire a
cause du mouvement basculant. Ainsi, pour ce wagon encore, un jeu de glissi-
éres de 8 mmiosemble devoir étre prescrit de préférence, étant entendu que
sur les embranchements particuliers mal entretenus, le pivot se soulévera de
la crapaudine. D’ailleurs, on doit toujours construire la crapaudine de facon
que la cheville ouvriére traversant son milieu ait le jeu nécessaire en sens verti-
cal. (Voir f dans la fig. 37). Chez ce wagon, on devra donc veiller a ce que ce
jeu £ dépasse toujours une certaine valeur minimum. Nous pouvons donner
facilement la valeur de ce jeu. Comme le jeu minimum des glissieres était de
11,2 mm, et que, pour d’autres raisons, nous I’avons choisi 8 mm, ainsi la valeur
f doit étre de 3,2 mm au moins, pour que les vis retenant la crapaudine ne
soient exposées a des forces ayant un sens inverse a la suspension ordinaire,
c’est-a-dire soulevant le pivot de la crapaudine. Dans la pratique, en général, ce
jeu n’est déja pas inférieur a 10 mm, ainsi dans le cas présent, il importera seule-
ment de le controler expressément.
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Avec le jeu choisiv — 8 mm, 8 ¢ v = 61,5 mm, etainsi la surcharge de
e

la roue sur les voies 1. et 2. devra se calculer sur base de la déviation «trans-
formée» du plan (donc selon 1.2 et 2.2), tandis que la surcharge sur la voie 3.
dépendra seulement de Sr En cas d’un jeu de glissieres augmenté, les surcharges
auront les valeurs suivantes:

ad 1.2 (1—cp)= —— - 0081l = 0,219, soit 21,9 %
126

ad 2.2 13 °/o

ad 3.1 (sur base de la formule XI1II):

4
(1- 9= -—--= 0,025
160

c’est-a-dire diminue de prés de 10 a 2,5% seulement. Il est en outre probable
que la charge particuliére, encore insuffisamment éclaircie, qui provoque la
fracture des crapaudines, diminuera a son tour.

b) Wagon-citerne a quatre essieux

Les bogies, absolument identiques a ceux du wagon tombereau calculé
plus tét, ont été montés sous un wagon citerne a quatre essieux. Le chassis de
ce wagon est entierement soudé a la citerne, et est ainsi rendu rigide contre le
gauchissage. Sur le premier wagon construit, on a mesuré y>8= 0,00283 mm/kg,
et le mesurage du méme wagon a donné wo= 2,5 mm. La distance entre les
pivots t = 6600 mm, la tare du wagon Q = 21 850 kg, le poids total du chassis
et de la citerne G = 12 750 kg, le poids brut avec charge totale 72 000 kg, les
autres caractéristiques s’accordant avec celles du wagon tombereau. Les fac-
teurs figurant dans nos formules restent aussi les mémes, excepté les suivants:

©a,, = 0,00362; 0= 0,03065; 04= 0,285; (1 - 04) = 0,715,

Aussi la formule servant au calcul de la surcharge de roue devient-elle, suivant
le chapitre D. III:

a@—gy)= "1 "4 - + 0,0056 (WO—4u);w0=25mm; t'=2mm

@_,0I= 31+ 6432+ 2(, - ~ ] _ 0,0307
98

En examinant ce wagon citerne dans les mé&mes conditions de voie que le wagon
tombereau, on obtient comme résultats:
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1. Sur embranchement particulier 11 ... ... 88 mm
1.2 ... ... 347 mm

2. Sur voie ouverte au trafic public, valeur rare

21 ... ... 59,65 mm

22 ... ... 25,6 mm
3. Sur voie ouverte au trafic public, valeur fréquente

3.1 ... 26,4 mm

32 ... __ 88 mm

Comme précédemment, 8 — v — 15,9 mm, nous devons donc calculer encore
e

avec les déviations «transformées» 1.2, 2.2 et 3.2. Ainsi, la valeur en pour cent
des surcharges sur une roue sera, sur ces déviations du plan:

34-7
ad 1.2 1- PN= —-—-mmm 0-0307 = 0-3243, soit 32,4%
98
A0 2.2 s 23,1%
B0 3.2 s 5,9%

Chez ce type, des fissures semblables a celles observées sur le wagon tom -
bereau se sont produites sur le cadre du bogie et sur la crapaudine. Nous déter-
minerons donc, ici encore, les jeux de glissiéres minima.

) n 1560 1560 12750 o
4v — te}%; 88 0-00362---------- = 45775—9 = 36,75 mm
4

2 X 1500 2000

La caisse de ce wagon-citerne est presque trois fois plus rigide que celle
du wagon tombereau, aussi serait-il utile de réduire ici le gauchissage initial,
ou pour mieux dire le Wo maximum du wagon. Voyons s’il est bien nécessaire
de le faire, et si nous ne pouvions tout de méme pas prescrire uniformément une
tolérance maximum de wo = 7 mm pour le wagon-citerne aussi.

Dans le cas présent encore, vm\, = 43,75 : 4~ 11 mm, la valeur mini-
mum est donc plus grande que 10 mm. A cause des prescriptions en vigueur,

nous ne pouvons admettre qu’un jeu de v — 81 0 chez ce wagon. Ainsi, 8 — v=
e

= 61,5 mm, et nous devons donc calculer avec les déviations 1.2, 2.1, et 3.1.
Par un calcul identique a celui déja décrit, nous obtenons pour la surcharge
de la roue les chiffres suivants:

ad 1.2 21 %
ad 2.1 8,8%
ad 3.1 2,9%
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Comme nous voyons, ces valeurs ne sont pas plus défavorables que dans
le cas du wagon tombereau, et en prenant une valeur w0 plus petite, les sur-
charges de roues ne diminueraient que d’une facon insignifiante. Ainsi, nous
pouvons aussi admettre la tolérance de fabrication maximum Wo = 7 mm pour
ce type de véhicule, mais naturellement dans le cas seulement, ou le jeu des
glissieres a la valeur v = 870-

Par ce qui précede, nous avons voulu prouver que chez les wagons, on a
des avantages effectifs a prendre le jeu des glissieres un peu supérieur a la
valeur normale. D’une part, nous diminuons ainsi les surcharges sur le méca-
nisme de suspension et les organes de roulement, et d’autre part, nous pouvons
obtenir, sur les sections de voies défavorables, un roulement plus sr du wagon.

V. Examen des défectuosités d'un type de wagon plat a six essieux

a) Avant transformation

Le wagon plat a six essieux, devenu défectueux, comportait les bogies
décrits au chapitre C. Il. Leur mécanisme de suspension rend instable la posi-
tion du cadre. C’est ce qui explique probablement les fréquents heurts dans
I’appareil de suspension, de sorte que I’'idée s’imposait tout naturellement de
transformer ce dernier de la fagon la plus simple, selon le schéma décrit au
chapitre C. 1l1l. Les crapaudines montées sur les bogies (voir fig. 37) sont
aussi devenues défectueuses chez un assez grand nombre de wagons.

Fig. 37

Aussi a-t-on dd examiner avant la transformation, si celle-ci ne créerait pas
une situation plus mauvaise du point de vue de la disjonction des pivots et des
crapaudines. D’ailleurs, cet examen a aussi semblé utile pour savoir si le jeu
de 2 mm existant entre les glissiéres n’a pas été mal fixé, et n’a pu contribuer a
produire cette défectuosité.

Comme nous I’avons dit au chapitre C. Il., les traverses intermédiaires
principales s’adaptent, pour ainsi dire, a la voie se trouvant au-dessous, c’est-a-
dire la traverse intermédiaire principale est parallele a I’essieu monté corres-
pondant. Nous pouvons ainsi considérer le chassis comme s’appuyant sur quatre
ressorts, au lieu des quatre glissiéres, tandis que ces quatre ressorts s’appuient
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sans intermédiaire sur la voie. Naturellement, chacun de ces quatre ressorts
représente la somme des forces des trois ressorts disposés sur un c6té du bogie.
Les bogies ne comportant pas de traverse danseuse, la seule modification
dans le schéma de la fig. 28 sera, que la distance des ressorts sous les balanciers
est «b» au lieu de «a», et que ce n’est plus le cadre du bogie, mais la voie, qui
se trouve au-dessous des ressorts du balancier.

Les caractéristiques du wagon examiné sont les suivantes: poids du chas-
sis G = 10 348 kg, a — b = 1970, e = 1280, ¢ — 1500, t= 8160 mm. L’a-
baissement spécifique d’un ressort fx= f2= 0,0063 mm/kg, de sorte qu’on
doit calculer, pour les trois ressorts, avec un abaissement/ = 0,0021 mm/kg.
Nous avons mesuré sur un wagon ipz= 0,0082 mm/kg et wO= 7,5 mm.
Quoique nous sachions par expérience que ces valeurs présentent une grande
dispersion, nous avons dd les utiliser, dans I'impossibilité de procéder au mesu-
rage d’autres wagons.

La disposition du wagon est entierement symétrique, et ainsi = 02=
= m=g9g=03= 0. En vertu du chapitre C. II.:

= - gA, et ainsi Y1+ Y2=d b A
c

Notre formule IX. b. se simplifiera donc, et avec elle, la déduction compléte
de I’annexe XIII, de la fagcon suivante:

o

Ls= M —4'iv; tg= (yp,,,c-'; ------- %.ico

? e 4 e
~(LS—Lg ——t —(4u—w0) — ~ ®30-y-
a [ a 4

Nous cherchons la valeur limite, ou le pivot et la crapaudine se disjoignent.
Commenouslesavons déja, celaseproduit encas de Ls—Lg=0. Acélaappartient
un angle maximum des deux files de rails de la voie, ou pour mieux dire sa
valeur tangente, qui est

c . cn G
A= — (4> — 0 H-—-630 —
et 4

et en y substituant nos chiffres:

030= 4i???- 0,0021 + 0,0082 = 0,018 mm/kg
1970 1280
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1500 1500 10348
A = (4» - 7,5) + 0,018
1280 X 8160 1970 x 8160

= 0,00325 + 0,000577 v

Avec le jeu prescrit, v= 2 mm, le pivot et la crapaudine se disjoignent déja
sur des sections de voies plus défavorables que M= 1:228. Parmi les trois
configurations de la voie, énumérées au chapitre E. IV., c’est donc sur I’em-
branchement particulier que la disjonction du pivot et de la crapaudine avait
pu se produire. Dans le cas le plus défavorable, quand » = 1 ; 150, il faut un
jeu minimum v = 6 mm entre les deux glissiéres.

Si le jeu des glissiéres était, par exemple, zéro a cause d’un défaut de mon-
tage, le jeu (au niveau de la cheville ouvriére de la crapaudine) désigné par f
sur la fig. 37, devrait étre d’au moins 6 mm sur une telle voie; ce jeu est néces-

Fig. 38

saire pour que la cheville ouvriere ne souléve pas tout le bogie a I’aide de la
crapaudine. Donc, avec un jeu de glissieres v — 2 mm, la cheville ouvriére
n’a pu soulever la partie inférieure de la crapaudine, en résultat du fort gau-
chissage survenu dans la caisse, que si le jeu désigné par f était plus petit que
6—2 = 4 mm. Naturellement, le fait de ne pas avoir tenu compte du jeu de
glissiéres prescrit lors du montage du wagon, ou le gauchissage initial trop
grand du chéssis pouvaient aussi y contribuer. Notons aussi que notre wagon
plat de grande capacité a des longerons extérieurs qui enveloppent pour
ainsi dire les bogies, de sorte qu’il est difficile de contrdler les jeux des glissiéres
sur ce wagon. Ainsi, la possibilité d’un montage défectueux existait réellement,
a cause de la difficulté du contréle. Naturellement, a part les facteurs énumérés,
une différence importante peut aussi se présenter, si la valeur du facteur m3
differe de celle déterminée par les mesures. Sur base du calcul de contrbole
ci-dessus, les valeurs v = fomnb (wO)max = 7 mm, et f = 10+5mm, auraient
dd étre prescrites lors de la construction du wagon.

b) Aprés transformation

Comme nous I’avons déja dit, on devait transformer le mécanisme de
suspension comme décrit au chapitre C. I1l. Comme nous I’avons fait au cha-
pitre E. Il1, nous calculerons encore pour cette construction le jeu nécessaire
entre les glissiéres. Nous utiliserons les formules de et ¢cq, déduites au chapitre
C. 111, mais il nous faut substituer Pl -f- G1+ Ki a Qv et olP1-f-gGl1+ eH
a —Mj.
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Comme le wagon est de construction et a charges symétriques, la tare des
bogies est identique: Px= P2, le poids réuni de la caisse et du chassis 2 G1l=
= 2G,, — G, et le poids total du wagon 2 = 2Q2— Q. En outre, ox= oa=
=g — 0; fx=fr Avec ces conditions simplificatrices, suivant la déduction
de lNannexe XIV:

3= E (4»_))0) + .EJ "‘JT‘OS(H‘ 3 6 1

Il ressort déja de cette formule que le membre contenant le poids G du chassis
s’est accru par rapport a celui calculé dans I’article a) précédent, et avec lui,
la valeur de » s’est augmentée parallelement. Les doutes concernant la valeur
de la tuansformation de I’appareil de suspension étaient donc sans fondement.
Le calcul numérique de I’accroissement montre que le pivot et la crapaudine
ne se disjoindront que sur des sections de voies plus défavorables que > =
= 1:175. On devrait augmenter le jeu entre les glissiéeres a v = 4_0mm, pour
que le pivot et la crapaudine ne se disjoignent pas méme sur les embranche-
ments particuliers caractérisés par la valeur > = 1:150, que nous avons
considérés jusqu’a présent comme les plus défavorables.

Voici donc les résultats de notre examen:

1. le jeu de glissiéres de 2 mm prescrit jusqu’ici est insuffisant ;

2. en raison de la coincidence d’inexactitudes défavorables de la fabri-
cation et du montage, le pivot et la crapaudine ont pu se disjoindre,- et contri-
buer ainsi a la détérioration de cette derniére;

3. pour éviter les défauts mentionnés, il est utile de prescrire I’'observa-
tion des tolérances de montage: v= 4ij; (tvO)max= | mm; I~ 10 mm;
lors de la transformation de I’appareil de suspension;

4. la transformation de I’appareil de suspension, nécessitée pour d’autres
raisons, n’altérera pas la construction au point de vue des sollicitations qui
naissent dans le wagon roulant sur des embranchements particuliers.

Etant question de wagons, il convient de noter en parlant de I’Taugmenta-
tion du jeu des glissieres, que celle-ci a aussi d’autres limites que les prescrip-
tions SMGS déja citées. Comme une de ces limites, nous avons déja mentionné,
pour les voitures, I'influence facheuse de cette augmentation au point de vue
du confort des voyageurs, quand la caisse s’incline trop sur un c6té. En cas de
wagons (surtout lorsqu’il s’agit de marchandises chargées en hauteur), le jeu
de glissieres choisi trop grand risque de transgresser le gabarit de chargement.
Les différences de dimensions entre le «gabarit d’obstacles» et le «gabarit pour
véhicules» ne tiennent pas compte, en effet, d’un grand jeu des glissieres.

V1. Voiture motrice a cing essieux

On a constaté que le déraillement d’une voiture motrice a cing essieux,
qui a eu lieu dés le premier parcours d’essai, fut causé par la mauvaise disposi-
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tion de la transmission mécanique. Remarquons tout de suite que I’étude du
déraillement d’un véhicule est déja bien compliquée par elle-méme. Mais en
outre, on doit faire le plus souvent des recherches dignes d’un détective pour
pouvoir élucider les faits réels, c’est-a-dire les conditions ayant existé dans le
véhicule et dans la voie avant le déraillement. L’une des raisons en est, qu’en
cas d’un trouble survenu dans I’exploitation du chemin de fer, lors d’un dérail-
lement par exemple, il importe avant tout de rétablir le plus vite possible le
trafic normal. Sous ce prétexte, on s’efforce souvent de remettre la voie en
ordre avant I’enquéte plus approfondie, faisant ainsi disparaftre les défauts
éventuels de la voie qui ont causé le déraillement. Il faut considérer aussi
qu’aprés le déraillement, le véhicule subit I’action de forces différentes des
forces normales, qui changent en général I’état du véhicule et rendent difficile
a reconstruire I’état d’avant le déraillement. De plus, a toutes ces difficultés
empéchant une enquéte approfondie, se joint souvent le manque de données
suffisantes, relatives par exemple a la capacité de gauchissage de la caisse.
Or, la connaissance de ces données nécessite des mesures longues et onéreuses
(détermination du centre de gravité, du facteur spécifique de gauchissage),
que le manque de temps, d’argent, et méme de compréhension rendent souvent
trés difficiles. Aussi le lecteur ne devra-t-il pas s’étonner de trouver souvent,
dans nos exemples numériques, des valeurs estimées ou admises par hypo-

these. Il arrive le plus fréquemment que I’enquéte doit partir d’'une masse de
données incompletes, dont il faut tirer des conclusions reflétant le mieux la
réalité. Quant a obtenir ultérieurement les données nécessaires, il n’y faut

généralement pas penser a cause du temps écoulé depuis le déraillement, durant
lequel I’état de la voie aussi bien que celui du véhicule ont changé. Un des
buts de cette étude consiste méme a attirer I’attention sur des facteurs impor-
tants, dont il convient de déterminer quelques-uns dés le moment de la fabri-
cation, et qu’il faut enregistrer parmi les autres données du véhicule. C’est
ainsi que la situation actuelle pourra s’améliorer et que I’étude des déraille-
ments pourra aussi serrer de plus prés la réalité.

Les données de la voiture motrice examinée comportent aussi des lacunes
que nous compléterons avec des données estimées. Par devant, la voiture mo-
trice s’appuie sur un bogie moteur a trois essieux traité au chapitre C. IV, tandis
que la partie postérieure de la caisse s’appuie sur un bogie porteur a deux
essieux. La construction de ce dernier est identique a celle du bogie de la voiture
a quatre essieux, calculé au chapitre E. I. Sur les deux bogies, la caisse s’appuie
par I’intermédiaire des glissiéres, il n’y a donc pas de jeu entre celles-ci, v — 0.

Le bogie moteur ne comporte pas de traverse danseuse et donc de ressorts
secondaires. Il y a seulement des ressorts primaires — paraissant assez durs —
entre la poutre reliant par en bas les boftes, et le cadre de bogie. Il y a aussi de
grandes asymeétries dans la répartition de poids de la caisse. Tous ces facteurs
peuvent, a premiére vue, sembler avoir eu une part décisive dans le déraille-
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Les forces dessinées obliqguement sont réellementperpendiculaires auplan du dessin.

Fig. 39
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ment. Comme il fallait ainsi se demander si, la transmission mécanique de la
voiture motrice non comprise, la voiture elle-méme présentait la sécurité néces-
saire contre le déraillement, il a semblé opportun d’effectuer, outre I’examen
du déraillement, le controle de la capacité de gauchissage de la voiture. C’est
ainsi qu’on peut éviter les nouveaux déraillements et découvrir I’élément de
construction qu’il faudra modifier a cet effet. Nous commencerons par examiner
d’abord la capacité de gauchissage.

La fig. 39 représente en plan les mesures principales du véhicule et des
bogies. Nous y avons numéroté les fusées d’essieux de (7) a (dj), pour pouvoir
nous y reporter plus facilement. Nous avons inscrit, sous la figure, les charges
des dix roues, déterminées par pesage du véhicule, dans I’ordre correspondant
a la disposition des roues sur le plan dessiné au-dessus. Nous avons aussi marqué
sur notre figure, les poids du véhicule et leur position asymétrique.

Le bogie moteur est un mécanisme sans traverse danseuse, tandis que le
bogie porteur en comporte une, avec des ressorts secondaires. Les valeurs en
mm/kg de I’abaissement spécifique des ressorts sont:// = 0,0128,f7 = 0,02273,
f2= 0,02055. Sur le bogie porteur, la suspension secondaire a la valeur/3 = 0,01,
tandis que sur le bogie moteur qui ne comporte pas cette suspension, f3 = 0.
La construction de la caisse étant identique a celle de la voiture calculée dans
I’exemple E. I., on calculera encore, a défaut d’autres données, avec y)3 = 0,0013
et chez les bogies, avec une valeur de gauchissage xpl — ip,= 0,01.

Comme c’est le bogie moteur qui a déraillé, nous affecterons les données
de celui-ci de I'index «1», et celles du bogie porteur de I'index «2». Les donnés
de la caisse ont été marquées en général de I'index «3» (excepté la valeur
«¢3» se rapportant au bogie moteur).

a) Décharge de la roue @ .

Nous examinerons d’abord le bogie moteur, naturellement sur base des
résultats déja contenus dans I’annexe VI. Il nous faut substituer a présent
«jRj» a la place de «P», et <<alP 1-|-e/1» au moment M /=0oP; de méme que «-m //»
au moment M// = mP. Nous négligerons encore la torsion initiale éventuelle
des bogies, donc w0l = 0 et w02 = 0. Avec ces simplifications, on peut écrire,

sur base de I'annexe VI:
* ~
(1-< P|)2Q3J 1b\2 1
gc  \c¢ dl I c ! g

ousi o+ Y (01IR1—eH) (XV11)
c | 4
Le membre
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a été ici éliminé, car le couple de forces «<eH» n’aun moment que dans son propre
plan, mais pas perpendiculairement, dans la direction de «ffij». De la méme
facon, d’aprés I’annexe VI:

Y, = 2’bq*<8(1- cq) + ° q +

y*+ [+ — — ¥l
+ L #! —eH) Ao + ~ax N (XV1I1)

Les formules se rapportant au bogie arriére nous sont données a I’annexe
I, mais on y doit substituer «P2+ G2 a «P», et «xeH—gG2 au moment
«Po», et ainsi

La valeur du gauchissage se produisant dans le plan de I’'appui de la caisse est
prise du chapitre C. I., mais nous devons y faire aussi les susbstitutions menti-
onnées:

G2— eH
vi= i+ W L—co+ 2/2+ . g (XX)

Nous y ajoutons enfin les formules (IX) et (I1Xb) contenant la relation
entre le gauchissage de la caisse et les moments gauchissants, et nous les
réunissons tout de suite en une seule équation:

(Y XY )t (*F-«®) N--d« = 2—(/3+/3) Hys H +
b c e a e
+ /3-F3+"t/3+ a) —G6G——Ur

Les deux bogies comportent des appuis Rénai, ou e— a = b et v=0.
Désignons I’entr’axe intérieur de la voiture, c’est-a-dire la distance des essieux
extrémes opposés des deux bogies par (t—d)3. Comme dans le bogie moteur
il n’y a pas de ressorts secondaires, f3= 0. En outre, nous savons que
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et ainsi, la forme simplifiée de notre formule sera:
*I+ Y%+t - (I- d)y3n= (2/'+vy,,)H - 2/3%C2- w0 (XX1)
c

Nous avons cing équations avec sept inconnues, de méme qu’au chapitre
D., nous pouvons donc chercher la solution de la méme fagon qu’au chapitre
D, c’est-a-dire a annexe VIII. Mais on peut aussi résoudre les équations avec
des déterminants. A I’annexe XV, nous avons trouvé la valeur de ¢d de cette
maniere. (L’expression des coefficients est parfois fort compliquée, et des erreurs
peuvent facilement se glisser dans notre calcul. Aussi est-il utile de contr6ler
la solution trouvée au moyen des déterminants, par la méthode décrite a
I’annexe VIIL.).

Revenons a présent aux chiffres de notre voiture; nous les substituons
et ainsi, les coefficients figurant dans la formule de gxseront:

g* — 0,572 ; Q3—5754kg; @5— 3,05 kg/mm ; Om= 0,0482
y>* = 0,0252 mm/kg ; /* = 0,04053 mm/kg
0 13— 0,02523 inm/kg ; = 0,08978 mm/kg

Enfin la charge de roue sera, suivant I’'annexe XV:
5754 9x = 6304 - 12,25S1—5S2— 126700 A4 — 7,83 w0

Le gauchissage initial de la caisse (si nous prenons une valeur maximum de
7 mm pour w0) ne peut produire qu’une décharge de roue de 56 kg (1%).
Chez une voiture se trouvant sur deux rails absolument horizontaux, ou pour
mieux dire paralleles, il se produit une surcharge de 9,5% (en ce cas, dans
I’équation ci-dessus, la valeur de S15 S2 et AH est zéro, mais nous avons pris
aussi w0 avec cette valeur); et si nous mettons la voiture sur deux rails d’une
dénivellation M= 1 :300 (Sx= 13,67 mm et S2— 9,83 mm), la charge diminue
encore de 11,1% a 5609 kg, c’est-a-dire il reste encore 97,4% de charge sur la
roue, ce qui est une valeur trés favorable.

b) La charge des trois autres roues directrices

Nous n’avons étudié jusqu’ici que la roue avant gauche, et nous ne savons
pas encore si, parmi les quatre roues directrices extrémes du bogie moteur,
c’est vraiment celle-ci qui est la plus dangereuse au point de vue du déraille-
ment. Les données de la voiture et des bogies étant précisées, nous devrons
déterminer les voies les plus dangereuses pour chacune des quatre roues direc-
trices. Nous examinerons a présent cette question, en supposant que le gauchis-
sage initial de la caisse agit toujours dans un sens favorable a la décharge de la

3 Acta Technica XXIX/1—2.
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roue étudiée. De cette facon, nous éliminons I’'un des facteurs inconnus, w0,
dont I’ordre de grandeur n’est d’ailleurs que de 1%, comme nous venons de le
calculer.

Comme facteur inconnu de valeur variable il ne reste, dans la voiture,
que le moment «eff» gauchissant la caisse. Nous choisissons donc toujours
la voie de sorte, que le moment «eff» produise sur la roue étudiée la plus grande
décharge possible. Sur la fig. 40, nous avons encore une fois esquissé en plan
les essieux montés de la voiture. Sur les quatre plans, nous avons dessiné suc-
cessivement les conditions de décharge de chacune des quatre roues directrices
du bogie a trois essieux. Au-dessus de ces plans, nous avons fait figurer, en
vue de devant, le déplacement angulaire des essieux ou, ce qui revient au méme,
la dénivellation des surhaussements de la voie sous le essieux des roues direc-
trices. Nous avons aussi tracé au méme endroit le déplacement angulaire des
essieux du bogie porteur, dont I’étude serait ici sans intérét.

Nous expliquerons la disposition de la fig. 40 par le schéma du troisiéme
plan choisi pour exemple. Nous partons toujours du bogie moteur étudié, et
cherchons donc le genre de voie le plus défavorable pour la roue directrice (T).
Nous avons marqué par un cercle la roue (j>), ainsi que la roue directrice (To)
située a l’autre extrémité de la méme diagonale, parce que ce sont celles-ci
que nous voulons décharger. Les deux roues sur l’autre diagonale du bogie
recoivent le surcroit de charge; nous avons marqué cette diagonale par une
ligne double. Nous marquons I’angle (Sx) formé par les deux essieux montés
directeurs (exet /q) au-dessus du plan, de sorte que la roue déchargée vienne
se placer au-dessous du plan formé par les trois autres roues. Nous considérons
ensuite, sur le méme bogie, le moment «eli», comme agissant dans le sens ou
il continue a décharger la roue (J), en soumettant par conséquent la roue (io)
a un surcroft de charge. Nous passons ensuite au bogie porteur, ou nous tra-
cons la réaction du moment «eff» ayant un sens inverse au moment «ei/»
pris ci-dessus. Nous prenons enfin, dans la figure de la section de voie, le dépla-
cement angulaire relatif des deux bogies (/q et /12) dans une direction telle que,
parmi les quatre roues, ce soit encore la déviation du plan de la roue (J) qui
se dirige vers le bas. (Cette derniere déviation a été désignée par T—(t—d)3>|).
Des exemples précédents, il nous est en effet apparu déja que cette valeur,
c’est-a-dire le déplacement angulaire des deux essieux montés opposés des
deux bogies, détermine décisivement la direction de la torsion se manifestant
dans la caisse. Nous choisissons aussi le déplacement angulaire (S2) de Il’autre
essieu (e2) du bogie arriere, de sorte qu’il augmente encore le gauchissage déja
prévu de la caisse.

Pour les autres roues directrices, nous avons fixé, de la méme facon, sur
la fig. 40, la configuration de la voie la plus défavorable pour la roue en question.
Nous avons, en outre, marqué sur le plan les charges asymeétriques, car leur
signe est également décisif pour le résultat de notre calcul.
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e = axe déssieu avant du bogie moteur
h, = « " oarriere » » «
otions £ 2 2 avent o« remoraue
dans ]
la figure -u/w cto ga« Jia/a diagonale déchargée du bogie,marqué dbn cercle

= roue susceptible a dérailler (marqué d'un cercle seconde)

les deux roues sur la diagonale chargée du bogie,Hées ensemble par
deux lignes @ wT;

Les forces dessinées obliquement sont réellementperpendiculaires au plan du dessin.

Fig. 40

c) La décharge de la roue (T)

Les caractéristiques des voies | et Il de la fig. 40 montrent bien que,
pour la décharge de la roue (7), il faut une déviation de plan de sens justement
inverse a celui avec lequel on devait calculer chez la roue (50). Mais outre la
disposition de la voie, les moments agissant sur les bogies sont aussi de sens
inverse par rapport a la roue (io). Nous pouvons donc appliquer les formules

3*
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employées a I’étude du déraillement de la roue (io), mais dans les formules
XV Il et XVIII, c’est-a-dire chez le bogie moteur, le moment oP sera mainte-
nant remplacé par oIR1-f- eH (changement de signe), et dans les formules X IX
et XX, par gG2 eH (changement de signe). En examinant le gauchissage
de la caisse, nous voyons que le moment eH aide la décharge de roue, tandis
que le moment gG agit contrairement. Ainsi, dans la formule X X1, le signe du
membre contenant G2changera a son tour. Comme tous ces changements ne pro-
duisent des transformations de signes que dans les facteurs U, V, W, E et F,
nous pouvons reprendre sans modification notre déduction faite a I’annexe
XV jusqu’a la formule XX 1I, puis en substituant les facteurs modifiés quant
a leur signe, nous regevons pour résultat:

<3 mi Vv
— - w_oyr4 - X * 4 |k -
; 2 - (2 - @m A J avx+ X T |)\|
2 (/2+ 2/ 3 — G2+ b9 4 2 —d)3F gl N[+ 2—w0
C ®13 MM

Apres substitution des valeurs numériques, on obtient comme décharge de la
roue

5754 = 6304 — 12,25 Sj—5S82- 1267004 - 7,83 w0

valeur identique a celle obtenue pour la roue @ .

d) La décharge de la roue (3.

Chez le bogie moteur, c’est I’essieu monté (T)—(¥) que nous regardons
maintenant comme essieu «avant», aussi ce sont les valeurs

gt = — %— = 0,757 ; ypr=1'+ g~ = 0,0153;
0,0153 ; Q3= 7284 kg

que nous devrons substituer aux résultats de I’annexe VI. La charge agissant
sur le bogie moteur a maintenant une direction ou mP — mijfij et
oP — 0lR1 eH sont les valeurs des moments, et ainsi la forme des deux
équations caractéristiques du bogie seront:

- 1R 1 + 1,11 \I\ﬂ - -
2'&;& il~<Pi)= di * mi + 2318 °i Ri
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Le mode de chargement du bogie arriere, et la déviation du plan sur la-
quelle se trouve le bogie, sont ceux du schéma Il de la fig. 40. Nous pouvons
donc reprendre sans modification les deux équations appartenant a ce bogie,
de I’étude relative a la roue (T). Le mode de gauchissage de la caisse est aussi
conforme a celui que nous avons tracé dans notre schéma Il de la fig. 40, mais

la déviation formée par les traverses danseuses des deux bogies sera mainte-
nant:

Nos cing équations caractéristiques prendront ainsi la forme suivante:

Le cOté gauche des cing équations est resté encore identique a celui calculé
chez les roues (io) et (T), mais au lieu de/i, nous devons calculer a présent avec
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fl. Nous pouvons ainsi nous servir encore une fois de I’équation (XX 11), ol nous
devons substituer a U, V, W, E et F les mémes valeurs, mais marquées de
Ilindex «2»; en méme temps, les deux constantes ci-dessous se modifieront a
leur tour:

2 =fi+/2+ 2/3 + y3+ vw= 0,06995 mm/kg; 05= 2,446 kg/mm.

La formule de la décharge de roue sera:

2.4 2" -f* —2ip*r—= A fii-
c q 0,4 @3 c
+
~2(/2+ 213) — G2+ 2—_ 2 . + 2 [(t — d)3 -f-
»13 *1
+ Ti] 3>+ 2

et en substituant les valeurs numériques, nous avons comme résultat final:
7284 9x = 6554 — 4,67 Sx— 4 S2— 101 700 » - 6,3 tv0 (X XI11T1)

Le gauchissage initial de la caisse (7 mm) donne maintenant une décharge
inférieure a 1%. Sur une voie ou X = 1 :300, la charge de roue s’abaisse déja,
a présent, a 6068 kg, soit 83,5% par rapport a la répartition symétrique (7284
kg). C’est encore une valeur favorable, parce que cette roue avait une charge
de base relativement grande. Celle-ci est la charge de roue se produisant sous
charge symétrique de la voiture. Ainsi, méme sur une voie aussi défavorable,
il reste, sur cette roue, une charge aussi grande qu’était la charge de base des
roues (T) et @ (6068 kg). Il serait sans intérét de calculer encore la roue © .
parce que nous recevrions le méme résultat que pour la roue (T) ci-dessus.

Si nous considérons la décharge de roue en pour cent, celle-ci se montre
la plus grande pour la roue (T). Ceci nous avertit que chez les constructions
de véhicules ou charges asymétriques, il ne suffit pas d’examiner seulement les
roues extrémes, au point de vue de la sreté contre le déraillement, mais il
faut contrdler aussi les roues intermédiaires.

e) Résultat de lI'examen du gauchissage de la voiture

En récapitulant notre étude sur la capacité de gauchissage du véhicule,
nous pouvons qualifier les roues (o) et (7) des plus défavorables parmi les
quatre roues directrices, car ce sont elles dont la charge de roue descend a la
valeur la plus basse sur la section de voie la plus défavorable (p| = 1 :300).
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Mais puisque méme sur cette voie la plus défavorable, nous n’avons pu constater
qu’un abaissement de charge de roue de 16,5%, nous pouvons conclure que le
mécanisme de la voiture motrice peut s’adapter convenablement aux inégalités
de la voie.

f) Etude du déraillement

Les données de la voie, établies lors de I’enquéte qui suivait le déraille-
ment, sont représentées par la courbe inférieure de notre fig. 41. C’est de ces
données de la voie et de celles de I’équation (XX 111) que nous avons déterminé

Fig. 41

les déviations «transformées» du plan se rapportant a la roue dérailleuse (T).
Nous en avons ensuite calculé la décharge de roue, sur base de I’é¢quation

J
05 N+ N2 ~ d)3A+ 2(—qi) A
. 013 M

= 4,67 (- Sj)+ 4S2+ 101700

et nous I’avons reportée au-dessus des déviations du plan, sur la fig. 41. Cette
courbe représente donc la décharge de la roue (T) pendant que la voiture passe
au-dessus des surhaussements de la voie. Si on ne regardait pas la valeur absolue
de la décharge (qui n’était, selon la figure, que de 116 kg au maximum), il
faudrait bien réfléchir a I'idée que cette valeur atteint son maximum au point
méme ou devait survenir le déraillement. Il est possible que, pendant le pas-
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sage sur la voie, une décharge subite se produisant sur une courte section puisse
avoir des effets dynamiques. Mais la faiblesse de la valeur absolue montre
que, méme s’il y a eu un tel effet, il ne pouvait pas étre décisif a cause de la
faible vitesse de la voiture.

Selon d’autres calculs non détaillés ici, la roue (?) aurait été la plus défa-
vorable des quatre roues directrices parce que, sur la section de voie examinée:

— la vitesse était plus petite que celle pour laquelle le surhaussement de
la voie avait été construit, et ainsi la charge des roues (?) et (s) passant sur
la file de rail intérieure de la courbe s’est accrue, tandis que celle des roues
(T) et (?) a diminug;

— la force poussante produite par le fonctionnement du moteur se trans-
met par les appuis a la caisse, et le moment basculant de cette force diminue
la charge des roues (s) et (?);

— enfin la charge de la roue (?) a aussi fortement diminué pendant le
fonctionnement du moteur, a cause de la disposition particuliére de la trans-
mission mécanique.

La valeur statique (ne variant pas en fonction du temps) de ces trois
facteurs énumérés est, au total, de 1,915 kg.

En résumant donc ce qui précede, la charge de 6,554 kg de la roue dérail-
leuse (?), pesée en palier, était de 1,915 kg plus faible quand la voiture passait
dans la courbe. Par suite du gauchissage de la caisse, cette charge de roue a
diminué encore, assez rapidement, de 116 kg, et c’est ainsi qu’une charge de
4,523 kg est restée en définitive. Cette charge de roue constitue encore une
valeur trés élevée, parce qu’une force directrice équivalente aurait été nécessaire
pour produire le déraillement, et avec la faible vitesse de la voiture, il est tout
a fait invraisemblable qu’une telle force ait pu surgir.

Nous pouvons donc établir, sur base de notre étude, que

— les ressorts durs et la construction du véhicule ne pouvaient pas
causer le déraillement;

— la voie n’a causé qu’une décharge de roue relativement petite (on
n’a pas non plus trouvé de défauts de courbure dans la voie);

— selon I’examen statique, il est resté encore assez de charge sur la roue
pour que le déraillement ne se produise pas;
donc les effets non traités dans I’étude, de caractére probablement dynamique
(provenant non seulement de la coopération du véhicule et de la voie, mais
aussi du fonctionnement du moteur, du démarrage, du freinage, etc. ..) ont
contribué a produire le déraillement. La preuve, c’est que sans avoir rien changé
sur la voie ou dans la construction du véhicule, on n’a pas réussi a provoquer
un nouveau déraillement de la voiture motrice (en queue d’une rame), remise
sur la voie et passant plusieurs fois sur la méme section apres le déraillement.

En définitive, ce cas examiné semble encore prouver que, généralement,
le concours de plusieurs facteurs défavorables est nécessaire pour provoquer le
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déraillement. C’est pourquoi quand on cherche, aprés un tel déraillement, la
solution permettant d’éviter la reproduction de I’accident, le mieux vaut de
choisir, parmi les facteurs les plus importants au point de vue du déraillement,
celui dont on peut diminuer I’action déchargeante par des moyens simples et
dans une mesure essentielle. C’est ce qui a été fait aussi dans le cas de la voiture
motrice examinée. L’effet du fonctionnement du moteur ayant diminué la
charge de la roue (T) de pres de 1200 kg, a pu étre modifié moyennant un
changement de la construction, de sorte que dans le nouvel arrangement, le
fonctionnement du moteur ne diminue plus la décharge de la roue (T) que de
670 kg environ. Au point de vue de la charge de la roue, cet arrangement re-
présente donc un avantage de plus de 500 kg. Nous avons vu plus haut que, par
suite du gauchissage, la voiture n’avait allégé la roue dérailleuse que de 116
kg; c’est dire qu’en transformant éventuellement I’appareil de suspension, nous
ne pourrions réaliser qu’une bien faible partie de I’amélioration obtenue par
transformation de la transmission mécanique.

Postface

Toute étude tend a mettre en lumiére un groupe particulier de problemes,
aux dépens d’autres laissés nécessairement dans I'ombre. C’est ce que nous
avons fait aussi, en examinant les dévations par rapport au plan, et les gauchis-
sages de la caisse des véhicules. Nous ne voudrions cependant pas commettre
I’erreur de surestimer I'importance de leur role dans les déraillements, et de
considérer ces deux facteurs comme étant les plus décisifs. Des exemples cités,
il ressort en effet que ce n’est que sous certaines conditions extrémes de la
voie et de la construction du véhicule que le concours de ces deux facteurs a pu
provoquer le déraillement (chapitre E. I111).

Comme résultat, nous pourrions plutét conclure, qu’il faut la coincidence
défavorable de beaucoup de facteurs pour produire le déraillement des véhi-
cules de chemin de fer actuellement en usage. Le constructeur des véhicules
doit toutefois compter avec tous les facteurs déja connus, et éviter leurs effets
désavantageux, pour ne pas s’exposer aux surprises désagréables que peuvent
causer les actions dynamiques insuffisamment éclaircies.

ANNEXE XIll1

(Augmentation du jeu entre les glissiéres)

Selon la formule (I1X. b):

a
Ls=T (Yi+ Y®+ -7(t_d)>1 ~ 4"
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Selon la formule (IX. a), si H = —, alors

=>
[ 63068 amt_ 2.

De celles-ci, nous devons d’abord exprimer les valeurs de <l et g2 a I’aide des formules (V) et
(V1), a partir des données Sx et S2 de la voie. De la

oo
>~ o

E(1- *»)=«l*+e ol 1 —vyr)—022
*K)> (tr %

et ainsi

Comme nous mesurons le jeu entre les glissieres & I’endroit des glissiéres, nous devons

encore multiplier par . Ainsi,

A2 (©i2i + 0222 — (4e —u'0)
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ANNEXE XIV

(Wagon plat a six essieux)

De I’équation ci-dessus, si

Si
---.-04,1=*>=171 +(1
(1+1)
alors

\' bSi+d» 2 e r rr
YI~T 4 “"TT/IH

Comme notre disposition est tout a fait symétrique, I’expression de Y2 sera entierement sem-
blable chez le bogie arriére, et ainsi, comme S2= S2et Y2+ Y2= 2Y1?selon I'annexe XIII:

Nous y substituons la valeur de Y trecue ci-haut, oo if = G/4, et en résultat de la disposition
symétrique, ©31 = 0. Ainsi

ANNEXE XV

(Voiture motrice & cing essieux)

(Formule XVII)

(Formule XVIII)
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Pour simplifier, nous avons introduit dans ces formules les notations suivantes :

®:0-,, +y-; ®13=/1+ -"p5 " =/i+ 1 +2/T+Vs + V*

et sur base de I’annexe VI :

Dans ces cing équations, nous considérons comme inconnues :

tandis que nous laissons les facteurs et Sj également «inconnus» parmi les facteurs connus,
au coté droit des équations. Nous avons désigné le coté droit des équations par des majuscules,
afin de rendre plus simple le calcul des déterminants. Des coefficients du c6té gauche de nos
équations, nous formons le déterminant Dt:

=2 (X)z@‘°<_>2<4 [2 {*-- 2037

Comme nous désirons déterminer (1 —e<t), nous avons aussi besoin du déterminant D2.
Nous produisons ce dernier en écrivant le coté droit de nos cing équations dans la premiere
colonne du déterminant précédent:
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D = (y)2€20Qz U+ (-)20IsV+ 2A ©B(F- E—IF)]; Q- <P)= 1

(1- Fiy= 2 £ + (y)*F+ 2A (F- E- W)  (Formule XXII)

dans laquelle

En y substituant a présent les valeurs de U, V, W, F, E :

b "-f)--[28& <-- ®>+T (/*+ -1 »W) -y 2»e] *o+
+<2+1)2 G+ j*) (™ J-S+S)+ (A) [(-.i>, , U i-2* »,

RESUME

Dans la premiére et la seconde partie de notre étude, nous avons fait connaftre le calcul
de la capacité de gauchissage des véhicules de chemin de fer. Dans la suite, nous examinons
dans le détail les données numériques de trois cas de déraillements, et démontrons la nécessité
de compter avec la capacité de gauchissage des véhicules, lors du controle des nouvelles cons-
tructions.

En général, les facteurs qui entrent en jeu dans le déraillement des véhicules a plusieurs
essieux sont nombreux. Dans notre étude des déraillements, ces facteurs ne pouvaient étre
mentionnés, jusqu’a présent, que du seul point de vue qualitatif. Quantitativement, on ne
pouvait pas évaluer leurs effets, faute de recherches communiquées sur ce sujet par la littéra-
ture. La présente communication voudrait combler cette lacune.

DIE VERWINDUNG VON EISENBAHNWAGEN.
TEIL I1Il. UNTERSUCHUNG VON ENTGLEISUNGEN

P. KERESZTY

ZUSAMMENFASSUNG

Im ersten und zweiten Teil haben wir eine Methode ber die Berechnung der Verwin-
dung von Eisenbahnwagen verdffentlicht. Im folgenden behandeln wir ausfihrlich die numeri-
sche Untersuchung von drei Entgleisungen, die im Verkehr auftraten,um damit nachzuweisen,
daB auch die Fahrzeugkonstrukteure die Verwindungsfahigkeit der Wagen bei der Kontrolle
ihrer Neukonstruktionen beachten mussen.

Bei den Entgleisungen von mehrachsigen Wagen spielen viele Faktoren mit. Bisher
waren diese Koeffizienten in der Untersuchung von Entgleisungen nur qualitativ erwahnt,
ihre Wirkung konnte man aber quantitativ nicht ermitteln, denn die Forschungen hiezu
fehlten in der eisenbahntechnischen Literatur. Die vorliegende Veroffentlichung bezweckt
auch die Behebung dieses Mangels.
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TWISTING CAPACITY OF RAILWAY CARRIAGE STRUCTURES.
PART IlIl. EXPLORING OF DERAILMENTS

P. KERESZTY

SUMMARY

In the first and second part we have published a method for the calculation of the
twisting ability of railway vehicles. In the following we treat exhaustively the numerical
analysis of three derailments of vehicles, which occured in traffic and this way we prove
that the carriage-designers must not forget to take into consideration the twisting ability of
vehicles when controlling their new constructions.

The derailment of multi-axled vehicles is usually caused by more than one factor.
Investigating derailments these factors have been mentioned up to this day only qualitatively
but their effect could not yet be valued out quantitatively, because the research in this line
failed in the technical literature of railways. This publication aims to fill in this gap.

CKPYUMBAHWE KAPKACOB >EMNE3HOAOPOX>XHbIX BAIOHOB.
1. NCCNEAOBAHUA CNIYYAEB CXOOA C PEJBLC

N. kepecTwmn

PE3IOME

B nepBoM ¥ BO BTOPOM COOGBLLEHMSIX U3naranack MeToavKa pacyera CKpy4YMBaHusl Kap-
KacoB )Xe/e3HO0POXHbIX BaroHOB. B AafbHeillem faeTcs AeTanbHbIA YMC/IOBOM aHaNn3 Tpex
c/lyyaeB cxofa C PefbC B YCNOBUAX IKCM0ATALMN U C ITUM OAHOBPEMEHHO faeTcs foKasaTe lb-
CTBO TOMO, YTO CMOCOGHOCTb KPy4eHWs MOABUXKHBIX CPEACTB A0/KHA 6OblTb yudTeHa TaKXe
NpoeKTaHTamy MpPU MPOM3BOACTBE MPOBEPOK HOBbLIX KOHCTPYKLUMIA.

Mpu cxode C PenbC MHOMOOCHbIX MOABUXHbBIX CPEACTB 06bIUHO MrpatoT poib psf (ak-
TopoB. lpu uccnesoBaHWM CNyvaeB €xoAa C PenbC A0 CUX MOpP 3TV (PaKTOpbl  YNOMUHANNC
NNl KAYyeCTBEHHO, HO UX [IeCTBME HeMb3sa 6bI10 OLEHWUTb KOIMUECTBEHHO, T. K. HeAocTaBaiv
COOTBETCTBYIOLLME WUCCMEA0BAHUS B TEXHUYECKO Yele3HoA0pOoXHOM nuTepatype. Ans Bocnon-
HEHUs1 3TOr0 HefocTaTKa [enalnTcsl MOMbITKA AaHHbIM COOBLLEHUEM.



INFLUENCE OF BINDERS UPON THE SURFACE
BRIGHTNESS OF CATHODE-RAY TUBE SCREENS
THE ROLE OFmT.HE COAGULATOR

I. HANGOS, H. TOPERCZER and GY. POZSGAY
RESEARCH LABORATORIES FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST

[Manuscript received February 12, 1958]

1. Introduction

In their previous papers the authors [1,2] discussed the surface bright-
ness of cathode-ray tube screens produced by the settling process. If binders
are used to fix the screens, the surface brightness is inferior to that of screens
produced without binders [1, 2, 3, 4]. If the nitrates of Ca, Sr or Ba are used
as coagulators, a relationship may be found between the decrease of surface
brightness and the concentration of the coagulator in the settling liquid.

The decrease in brightness of the screens is caused by the attenuating
effect of the binder layer surrounding the grains. It may be assumed that
if the concentration of the coagulator in the settling liquid is increased, either
the thickness of this binder layer, or the amount of coagulator in the binder
layer, or both will change. Measurements were therefore carried out to estab-
lish the dependence of the thickness of the binder layer and the quantity of
coagulator in the binder layer on the composition of the settling liquid.

2. Measurement method, materials used

The coagulator was determined by a radioactive tracer method, similar
to thatdescribed by Boer and Emmens [5]. The phosphors werea Zn2Si04 « Mn
phosphor made by Tungsram (average grain size 4—5 fj,) and a cub. ZnS « Ag
phosphor made by Tungsram. For the former phosphor, which had already
been used in previous experiments, the screen thickness was chosen to be
10 mg/cm2, while for the ZnS < Ag, because of the determination of the thick-
ness of the binder layer, an optimal screen thickness of 5 mg/cm2 was used.

The binder was a potassium waterglass solution produced by dissolving

Si02g/1

Si02in a KOH solution. A parameter Ks ~ was introduced to char-
KOHg/1

acterize the waterglasses.

*Part | of this paper has been published in Acta Techniea, Tom. XIX, pp. 67— 84.
of this journal, Part Il in Tom. XX, pp. 129—136.
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The coagulator used was strontium nitrate, whose solution was activated
by the Sr®isotope. Due to the relatively long half period (22 years), the meas-
urements did not need correction.

The experimental procedure was as follows: 4 mm thick, 25 mm dia.
plexiglass discs were placed at the bottom of 25 ml cylindrical jars. The tops
of the discs had a 1 mm deep, 18 mm dia. milled cradle into which a 16 mm
dia. glass disc was placed. 10 ml of coagulator solution activated with Sr90
isotope were now poured into the jar. The phosphor was suspended in 10 ml
waterglass solution and poured to the coagulator solution. After the settling

----- aanes/on curve
- coagulation curve
Kau,49

time (60 minutes) had elapsed, the liquid was removed from the vessel by
suction and the layers of phosphor were desiccated. To determine the original
activity 0,5 ml of the solution that had been activated by the Sr% isotope
were evaporated from an 18 mm dia. aluminium tray and measured under
identical circumstances as the specimens. Knowing the activity of the speci-
mens and the total activity, the amount of Sr in the binder layer could be
calculated and was given with respect to 1 g of phosphor.

The measurements took place with an endwindow, 4,5 mg/cm2 thick
Geiger—Mauller tube.

The thickness of the binder layers was determined from the attenuation
of the cathode rays. The loss of energy of the electron rays may be found
from the decrease in brightness due to the attenuating effect of the binder
layers. The energy losses may be written according to the modified Stinchfield
formula [6,7]. The thickness of the attenuating layers may be calculated
from the loss of energy of the cathode rays [7]. The experimental cathode-
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ray tube described in the authors’ previous paper [1] was used for the meas-
urements. The results published are average values for 5 parallel meas-

urements each.

3. Test results

It has been shown in the previous papers that for a given value Kt
there is a relationship between the composition of the settling liquid and
the screen preparation range, such as that shown in Fig. 1. The circles in the
figure denote the settling liquid compositions with which measurements were
taken in the case of ZnZXSi04.

The results of the readings have been complied in Table 1

Table 1

The dependence ofthe amount of coagulator in the binder layer on the composition ofthe settling liquid

SHN03.4 +HD SrO « 10- ~ g/g ZnSi04 with a Si02 concentration of

gl 291 * gfi 6 g 8 gl 10 g1
0,05 2,00 - _ _ _
01 3,60 2,98 2,72 4,87 3,28
0,2 12,5 8,88 6,99 9,46 6,84
0,3 30,0 22,60 14,09 20,01 13,43
0,4 62,6 39,6 23,7 32,6 18,8
0,5 K K 49,32 44,9 24,6
0,6 K K K K 38,22

W ith a coagulator concentration of 0,05 g/1 there is no adhesion between
4—10 g¢/1 Si02. The coarse coagulation of the settling liquid commences at
the places marked k, the coagulate settles on the screen and the results of
measurement are thus falsified.

The amount of coagulator in the binder layer thus depends not only
on the concentration of coagulator in the settling liquid, but also very pro-
nouncedly on its Si02 concentration. For identical Si02 concentration the
amount of Sr in the binder layer increases with increasing concentrations of
coagulator in the settling liquid, right up to coagulation, while for an identical
concentration of coagulator it decreases with increasing concentrations of
Si02in the settling liquid. This may be clearly seen in Fig. 2, where the results
have been graphically displayed.

The horizontal axis represents the concentration of coagulator in the
settling liquid, the vertical the concentration of Sr in the binder layer. Each
curve is for a different concentration of Si02

4 Act» Technica XXIX/1—2.
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The curves of Fig. 2 may be divided into two sections of flat and steep
curves. The section of f.at curves terminates around 0,2 g/1 and the amount
of Sr in the binder layer is here hardly dependent on the concentration of
Si02 in the settling liquid, being approximately identical for identical con-
centrations of electrolyte. For higher concentrations of coagulator the amount
of Sr in the binder layer increases rapidly with constant Si0O2.

It has been shown in the previous paper that the surface brightness
changes with the concentration of coagulator in the settling liquid according
to a similar curve. This has been shown in Fig. 2, marked F. It may be noted
that the flat portion of this curve also lasts up to a value of 0,2 g/l and in
this part the curves of Fig. 2 serve adequately to explain the empirical fact
that the decrease in surface brightness is approximately independent of the
Si02 concentration of the settling liquid. In the second section, however, the
values belonging to the various concentrations of Si02 show considerable
differences.

In the second series of experiments changes in the thickness of the
binder layer and its Sr content as a function of the concentration of coagulator
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in the settling liquid were examined, for an Si02 concentration of 2 g/1 and
3 different values of Ks. The results are contained in Tables 2 and 3.

Table 2
The effect of Ks on the amount of coagulator in the binder layer

ZnS phosphor, 5 mg/cm* +Si02 2 g1

SHNO3j +4H,0 SrO <10 4g/g ZnS

g1 K, = 149 K, = 164 K, =20
0,05 1,37 0,9 -

0,1 2,80 1,8 1,53
0,2 7,11 3,6 3,56
0,3 11,0 5,7 6,35
0,4 27,6 10,0 8,93
0,5 K 15,9 17,25
0,6 K K 20,14

Table 3

The dependence of the thickness of the binder layer on the concentration of coagulator in the settling
liquid for two different values of Ks
ZnS phosphor, 5 mg/cm1+Si02 2 g1

SI(NOJ), *4HjO Thickness of binder lyer in A

91 K. = 164 kg = 2,00
0,1 121 99
0,2 169 108
0,3 252 115
0,4 322 260
0,5 404 397

The data of the tables are graphically displayed in Figs. 3 and 4.
It may be seen from a comparison of the two figures that the thickness of
the binder layer increases with increasing concentrations of coagulator in
the settling liquid up to the coagulation point, while the strontium content
of the binder layer also increases. If the increase in strontium content were
only due to the increase in the thickness of the binder layer, then curves
B and C of Figs. 3 and 4, respectively, would be parallel to each other. This,
however, is only true for electrolyte concentrations up to about 0,3 g/1, after
which the two curves diverge, showing that not only the thickness, but also
the composition of the binder layer changes as a function of the composition
of the settling liquid.

4*
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Discussion of the results

The experimental results may be summed up by stating that the sur-
face brightness of cathode ray-tube screens prepared by the settling process
decreases if a binder is used to fix the screen. In the case of strontium nitrate
coagulator the reason for this phenomenon is that a binder layer of a certain
thickness and composition is formed on the surface of the grains, which

01 02 03 01 05 06
Sr(N032. 4H20 g /1

Fig. 3

absorbs part of the energy of the electron rays. A change in the composition
of the settling liquid causes a change in the thickness of this binder layer
so that the attenuation effect also changes. If the concentration of coagulator
in the settling liquid is increased the thickness of the binder layer increases,
right up to the coagulation point. At the same time the strontium content
of the binder layer also changes as a function of the composition of the settling
liqguid. In general, all changes in the composition of the settling liquid that
tend to shift the composition towards the coagulation point, involve a thicken-
ing of the binder layer.
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Up to an electrolyte concentration of about 0,2 g/l the thickness and
strontium content of the binder layer do not significantly depend on the
Si02 concentration of the settling liquid. It is also up to about this concen-
tration that the flat section of the curve for surface brightness [1, 2] extends,
within which the surface brightness of screens prepared with binders depends
only slightly on the concentration of coagulator in the settling liquid and
hardly differs from the surface brightness of screens prepared without binders.
For greater concentrations of coagulator, the surface brightness of the screen
rapidly decreases with increasing coagulator concentrations in the settling

liquid, and the thickness of the binder layer and the amount of strontium in
the binder layer also increase rapidly. A change in the composition of the
settling liquid, however, causes change not only in the thickness of the binder
layer but also in its composition, depending on the Kj-value of the waterglass
used, the composition of the settling liquid, the quality of the phosphor and
the thickness of the screen. The thickness of the binder layer and its strontium
content increase as Ks decreases. This explains the experimental fact [2] that
the attenuation effect decreases with increasing values of Ks for identical
concentrations of coagulator.
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SUMMARY

The decrease in surface brightness of cathode ray-tube screens settled with strontium
nitrate coagulator was examined and its dependence on the thickness and strontium content
of the binder layer adsorbed on the grains of phosphor was investigated. The amount of stron-
tium in the binder layer was carried out by a radioactive tracer method and the thickness
of the binder layer was determined from the attenuation ofthe cathode rays. The tests were
carried out with Zn2Si04 « Mn. and ZnS-Ag phosphors.

The results showed that the decrease in surface brightness depends partly on the
thickness of the binder layer and partly on its composition. The thickness and composition
of the binder layer adsorbed on the phosphor grains differs as a function of the composition
of the settling liquid, depending on the concentration of coagulator and of Si02in the settling
liquid, the molar composition of the waterglass used, and the quality of the phosphor.

EINFLUR DES BINDEMITTELS AUF DIE OBERFLACHENHELLIGKEIT
VON KATHODENSTRAHLROHRENSCHIRMEN
1. DIE WIRKUNG DES KOAGULATORS

I. HANGOS, H. TOPERCZER und GY. POZSGAY

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde die Helligkeits-Abnahme der Leuchtschirme von Kathodenstrahlréhren
untersucht, die mit Strontiumnitratkoagulator sedimentiert wurden. lhr Zusammen-
hang mit der Dicke der auf die Leuchtstoffkdrnchen adsorbierten Bindeschicht und die
Abhéngigkeit vom Strontiumgehalt wurden auch untersucht. Der Strontium-Gehalt der
Bindeschicht wurde mit radioaktiven Isotopen, ihre Dicke auf Grund der Abbremsung der
Kathodenstrahlen bestimmt. Die Untersuchungen erfolgten mit Zn2Si04Mn und ZnS-Ag
Leuchtpulvern. Laut den Resultaten hédngt die Abnahme der Helligkeit teils von der
Dicke der Bindeschicht, teils von ihrer Zusammensetzung ab. Die Dicke und die Zusam-
mensetzung der Bindeschicht anderten sich mit der Koagulatorenkonzentration der Sedimen-
tationsflussigkeit, der SiOa-Konzentration, der molaren Zusammensetzung des verwendeten
W asserglases und der Qualitdt des Leuchtstoffes.

L’EFFET DU LIANT SUR LA BRILLANCE DES ECRANS DES TUBES CATHODIQUES
11l. LE ROLE DU COAGULATEUR

I. HANGOS, H. TOPERCZER, GY. POZSGAY

RESUME

Les auteurs ont examiné la réduction de la brillance des écrans des tubes cathodiques
sédimentés par du nitrate de strontium, en fonction de |’épaisseur de la couche de liant adsorbé
par les grains de la poudre luminescente, et de la teneur en strontium. Le strontium se trouvant
dans la couche de liant & été déterminé par la méthode des traces radioactives, et |’épaisseur
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de la couche de liant par le freinage des rayons cathodiques. Les recherches ont porté sur des
poudres luminescentes de Zn2Si04Mn et de ZnS-Ag. Suivant les résultats, la réduction de la
brillance dépend en partie de |’épaisseur de la couche de liant, et en partie de sa composition.
En fonction de la composition du liquide de sédimentation, I’épaisseur et la composition de la
couche de liant adsorbée par les grains varient avec la concentration en coagulateur et en
Si02 du liquide, la composition molaire du verre soluble utilisé, et la qualité de la poudre
luminescente.

BIMNAHWE ,,BUHAOEPA” HA APKOCTU 3KPAHOB KATOAOJIYYEBbLIX TPYBOK,
Il. PO/Ib KOATYNATOPA

N. XAHrow, X. TONEPLEP un . NMOXIAN

PE3IOME

VccnepoBasiocb  YMeHbLUeHME SPKOCTW 3KPaHOB  KaTOHO-/ly4YeBbIX TPYy6OK, o0Ocax-
[eHHbIX C MUCMOMb30BaHWEM KOarynsatopa HuTpara CTPOHLMSA, U ero 3aBUCUMOCTb 0T TOJLUMHbI
ancopbrpoBaBLLErocs Ha 3epHa JIIOMUHECLEHTHOrO MaTepuana CBA3YIOLLEro Cnos U 0T cogep-
XaHUS HuTpaTa CcTpoHums. Konn4yecTBO B CBA3YIOLLEM Cfl0e CTPOHUMA Onpefenserca npu
MOMOLLM PafNOaKTUBHBIX MEYEHHbIX aToMOB, TO/LLMHA CBA3YIOLLEro €10 — M0 TOPMOXEHUIO
KaTOAHbIX Ny4yeid. ViccnegoBaHWs NPOBOAMAUCHE AN CAy4vas JIIOMUHECLEHTHbIX MaTepuasioB
Zn2SiOMn n ZnSAg. M3 nony4veHHbIX pe3ybTaToB CNefyeT,vTO CHVDKEHUe SPKOCTU 3aBUCUT
YaCTMYHO OT TOMWWMHbI CBA3YIOLLEro C/0S, M 4YaCTUYHO — OT ero cocrtasa. B 3aBm3nmocTun
0T coCTaBa OCaXJalollel XUAKOCTU MONyvatoTcs pasnNnyHas TONWMHA U Pas/INYHbIA cocTas
CBA3YIOLLLEr0 €nosl, afcopbupoBaBLUErocs Ha 3epHa JIIOMUHECLLEHTHOrO mMaTepuana, OHO Wu3Me-
HSeTCA fasiee B 3aBM3MMOCTM OT KOHLEHTpauuuM Koarynstopa B Ocaxparlolleli cpefe U KOH-
LueHTpauun Si02MONIAPHOro cocTaBa UCMONb30BAHHOMO XMWAKOr0 CTeKNa, U, HAKOHeL, KayecTsa
JIIOMUHECLLEHTHOIO  MOpPOLLKa.






SPECIAL FEATURES OF THE LOADABILITY OF LATHES

B. SZOKE

[Manuscript received March 2, 1959]

1. Advantages of the logarithmic co-ordinate system and practicability
of the Cartesian one as regards lathes

The use of logarithmic co-ordinates in computation charts relating to
lathes has been made almost all-dominant by a number of circumstances.
Contrary to many machine tools, lathes are not run at only one number
of revolutions; recently their range of speeds comes to a regulability 1 :200.

Work-pieces with % metre diameter are to be made with tolerances
expressible in hundredth millimetres (ratio of the orders of magnitude 105).

The successive speeds make a geometrical progressive which can be
plotted with uniform scale on the logarithmic cross section paper.

Besides, this system of co-ordinates being suitable for plotting very
ample scales, it makes possible by straight lines to represent the power products
so much used in the theory of cutting.

The logarithmic co-ordinate system eminently complies with natural
laws not only by its suitable representation of the Weber —Fechner law
(i. e. that the increase of the intensity of any external phenomena according
to a geometrical progressive is followed according to an arithmetical progres-
sive by our perception) but also by the fact that differential quantities (e. g.
tolerances) which may be incident to technically considerable qualitative
variations will increase together with the order of magnitude, so that the
consequences of possible reading errors are very much lessened.

In spite of the mentioned significant advantages it must be pointed
out that description in the Cartesian co-ordinate system may give a far clearer
picture of the operation features of the machine when investigating specific
qualities of the lathe from a theoretical point of view. Reproducing spatial
proportions some relationships can be made lucid, about which obscure notions
have been developed, even by groups of experts.

This fact also seems to be supported by our following study.

2. Constitutional diagram of loadability

A well-arranged picture of the lathe’s loadability is obtained by repre-
senting the main technical characteristics in a spatial co-ordinate system, one
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horizontal axis of which means cutting speed v m/min, the other one means
the diameters to be turned i. e. the corresponding R mm while the vertical
one means the main cutting force Pf kg.

The power in h. p. produced on the faceplate is in the case of a motor
of N h. p. and with a mechanical efficiency r] of the machine:

Nrj: Nj

= h.p. (1)

4500

Fig. 1. Constitutional diagram of loadability

It appears as an equilateral hyperbola in the coordinate plane (v, Pf)
and in the spatial co-ordinate system it is the leading curve of a round surface
whose generatrices are parallel to R (Fig. 1).

The permissible maximum torque to be transmitted by the drive of
the lathe is

Mm= PfR = 716 000 — kg mm 2)
nk

It appears as an equilateral hyperbola in the co-ordinate plane (R, Pf)
and it is the leading curve of a round surface whose generatrices are parallel
to the axe v.
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The speeds of the main spindle

N = i —— % = - = 159 tan a (3)

compose a sequence of planes which are borne by the vertical co-ordinate
axe Pf.

The surface of the cylinder on the equilateral hyperbola, meaning the
output in h. p., is intersected by the plane of speeds in the form of an equi-
lateral hyperbola, the constant of which is 1/sin a-times bigger than that of
the curve Nf appearing in the plane (r, P/). The equilateral hyperbolas belong-
ing to the speeds nmax and are reproduced in Fig. 1. The equation of such
an equilateral hyperbola is

v | 4500 Nf _ C

sin a sin a sin a

The equilateral hyperbolas corresponding to the planar sections of
the various speeds projected upon the plane (R, Pf) again supply equilateral
hyperbolas whose equation is

v cosa , 4500 C
sin a tana tana tana

i. e. taking (3) into consideration

_45M XJ59 . 0NL=M

n n

4)

The lower is the speed and the angle a of its plane the higher is the torque

M =PfR=716000"

The cylinder of the highest permissible torque

Mm= 716 000—"
nk

intersects the cylinder of the cutting power Nf h. p. in the plane of the critical
speed rak.
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The planes of speeds lower than the critical speed intersect the cylinder
of the permissible maximum torque Mm also in equilateral hyperbolas which
have the following bigger constant

Mm =p R
cos a cosa

The projection of this equilateral hyperbola in the plane (v, Pj) is itself
an equilateral hyperbola which, considering (2) and (3) has a constant with
the diminished value

R sin a
PIR v=p v= tan a
cos a R
716 000 Nf N,
n = 4500
159 n.
i. e
Pf* N, NLH
4500

Therefore, the power necessary at this lower speed must be also lower
than Nf according to

to prevent the transmitting gear from being overloaded by a torque
above the permissible one.
The space which represents the lathe’s loadahility in a spatial co-ordinate
system is bordered by the following surfaces:
1. The cylindrical surface of the horse-power output
Nf = const.
2. The cylindrical surface of torque
Mm = const transmittible by the gear.
3. The horizontal plane of the highest permissible main cutting force
Pfm determined by the dimensions of the main spindle and its bearing support.
4. The plane of the minimum speed remjn.
5. The plane of the maximum speed nmax.
6. The reference plane Pf = 0 corresponding to idle running.
7. The plane of the radius Rmex of the biggest circle to be turned.
8. The plane of the radius Rm\, of the smallest circle to be turned.
If we determine the plane of Pjm in such a way that at turning the
circle with the maximum radius Rs which can revolve above the slide
furthermore at turning with maximum speed a workpiece of the smallest
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diameter to be clamped should be reached by exerting total power, then the
space bounded has 11 angular points.

Should it not be possible to reach Pfm when exerting total power at remax
then 12 angular points would form.

It is justified to consider the point K of the concurrence of the sur-
faces Nf, Mm and Pjm as a critical one among these angular points.

The plane of the critical speed runs through this critical point; the
total cutting power Nf, exerting simultaneously the highest permissible torque,
can be employed at this speed.

The plane of the critical cutting speed, by which the total output of the
motor can be employed at Pfm runs through this critical point. The plane
of the critical turning radius, with which the maximum permissible torque and
the maximum permissible main cutting force occur at the same time,* also
runs through the point K.

This characteristic point K corresponds, therefore to that loading
condition at which gear, main spindle and driving motor are totally exploited.

Surface 2 depending on the gear, and surface 3 depending on the main
spindle, arc fixed by the lathe’s design features, while surface 1 is fixed by
the motor output, supposing an efficiency independent of the speed. It fol-
lows from this that by changing the motor output also the location of the
critical point K will change. Following statements are valid for these three
fields:

Field Full load on Not under full load
| Motor Gear, main spindle
2 Gear Motor, main spindle
3 Main spindle Gear, motor

The cylindrical knee configuration in Fig. 1 gives accurate information
about the changes of loadability also for the case of increasing the peak-
height or modifying the speed range while simultaneously keeping the gear
unchanged.

Taking characteristic data which correspond to inner points of the
spatial configuration bounded by these 8 surfaces not a single part of the lathe’s
will be overloaded while with operational data corresponding to outer points
one of them will be damagingly overloaded.

In the following special importance will be gained by the boot-shaped

*1In the technical literature only the notion of critical r. p. m. has been mentioned.
Nevertheless, the attribute “critical” is due with an equally good reason also to the notions
of the cutting speed and of the turning radius resp. diameter as it is apparent from our con-
stitutional diagram.
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planar figure which isthe projection of the spatial configuration on plane (v, Pf).
Its parts not covered by the spatial configuration are marked by hachure.

The co-ordinate-planes of Fig. 1 are shown spread out in Fig. 2 from
which it appears that to any point of the constitutional diagram of loadability,
taken in the plane (v, R) we can easily determine the other four characteris-

Fig. 2. Spread-out projections of the loadability diagram

tics (n, Nf, Pf M) only we must mind to start with an adverse flow of arrows
in the field under the critical speed as shown by the marking lines to points
Bv B2 B3resp. Cx C2 C3.

3. The part of the tool

The question arises of the possibility of employing under real opera-
tional conditions the data characterized by the boundary surfaces in the load-
ability constitutional diagram.
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In this respect the notions of the economical cutting speed and of tool
life as determined by Taylor [1] play a leading part. Connections of these
values, to be determined by experiments and calculations [2], to additional
operational data are shown in Fig. 3. There are

V = stock-removal

g = chip area
v = cutting speed
\%

t = -——-= — = net cutting time
q.v \Y

v
Fig. 3. Construction of the economical cutting speed and tool life

T = e = tool life

m = exponent depending on tool material
i — time for grinding one tool

t .
tk—— 1 = waste time for an optional value of = It is evident, of course,

that as many tool grindings are necessary on using any value of v as many
times tool life T is comprised in the period t.

Experimental values of the economical cutting speed corresponding to
the lowest point of the total time curve t0 and related to high-speed steel
and a tool life of 60 min are
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49,9 .
‘60 40,25 0033 m/min ; when e 0,25 (5)
31,6 .
m/min, when e/> 0,25 (6)
fo,25 0,66

where fis depth of cut and e is feed per revolution. For a carbid tool, at a tool
life of 150 min

155 .
M50 Jo118.02 m/min, when e <C0.3 (2)
129 ;
>
VIO e 0 m/min, when el> 0,3 (8)

Considering the expression for the main cutting force, obtained from
other experiments

Pj = ce075/ (9)

where Cis a constant depending on the material to be turned and on the proc-
essing method (rough-cutting, finishing) we can write the expression (5) in
the following way

49,9 const

A"
€0 — 0,25
r 0,33 p0,25 g0,14

Ce075
In the case of a given feed, but varying depth of cut, the main cutting force
also varies, and the economical speed is:

YEOPj const (10)

For carbide tools it can be deduced with a constant similarly depending
on the feed range
visoPf = const (11

Let us plot in the coordinate plane (v, Pj) e. g. the rough-cutting curve,
belonging to the line Nj = const in Fig. 1, for a carbide tool, according to
the expression (11). We can see in Fig. 4 that these two intersecting curves
divide the co-ordinate plane bound by the co-ordinate axes vand Pj into 4 fields
and following summary notes are valid for these fields.

However, it is not quite sure that point A of the intersection of the
two curves marking the simultaneous best utilization of both machine and
tool will really be produced in the characteristic diagram of all lathes.
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Fig. 4. Constructing the simultaneous utilization of machine and tool by means of Brauer’s
graphic method of polytrope curve construction

Field  Not fully utilized Overloaded

| the machine

the tool
2 the machine
the tool
the machine the tool
4 the tool the machnie

Regarding the problem, which kind of lathe may form by employing,
beside carbide tools, also rough-cutting with high-speed steel, information
is given in Fig. 5. Curve Pfabelonging to the high-speed steel can intersect
the curve of constant power only at lower value of v than the curve P/t of
the carbide tool and the curve of tool life for high-speed steel passing through
this point B slopes more gently than that of the carbide tool. This is evident
from (10) and (11). Therefore it is certain to intersect the curve of tool life
for carbide in a point C. These 3 curves will divide the whole operational field
into 7 lots.

5 Acta Technics XXIX/1—S.
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Fig. 5. Character of the operating fields
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In point B machine and high-speed tool are both at the same time
fully utilized. In point C both kinds of tools can be fully utilized economically
but the machine is not fully utilized.

The question which kind of characteristic is found in the operational
field of a certain machine depends on the fact which field sections fall into
the mentioned boot-shape projection in Fig. 1 upon the plane (v,Pj).

It may arouse our interest, from a fully theoretical point of view, which
kind of lathes will form on taking into consideration the tool-life curves at
various operational conditions and for different kinds of tools.

4. The mosaic-like characteristic field

Tool life and economical cutting speed connected to it depend not only
upon tool material, range of feed (roughing, finishing), but also on the fact,
whether the cutting edge is cooled or not. Thus the following operational
conditions must be taken into consideration.

Tool material High-speed steel Carbide
Kind of operation Roughing Finishing Roughing Finishing
Cooling.......... yes no yes no yes no yes no

This means that on the base of the expressions (10) and (11) the equations
of 8 different curves can be determined which differ from each other as regards
the value of the constant or the exponent of v, or both. The line of the cutting
power Nf must be still considered as the ninth curve, and the question can
be put, into how many fields do these nine curves divide the plane (v, Pj).
According to the former,itis certain that each field means its special operational
conditions.

It has been mentioned in the introduction that the power expressions
stated here can be represented by straight lines in the logarithmic co-ordinate
system ; these straight lines divide the plane of the logarithmic co-ordinate
system into as many fields as the corresponding curves do the plane of
the Cartesian co-ordinate system. The problem can thus be also put in the
following way: into how many parts can a plane be divided by n straight lines?

This problem was solved [4] by Jacob Steiner (1796—1863), the
greatest genius of geometrical science since Apollonius (about 200—170
B. C.), by means of the following simple train of thought:

The greatest number of parts will be obtained if no parallels are among
the straight lines and only two straights pass through any of the inter-
section points.

5*
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The plane is divided into Sn parts by n lines which give n points of
intersection on the (n + 1)-st line. These n points of intersection mean that
the new straight line passes through (n -(-1) fields dividing each of them
into two parts. After drawing the (n + I)-st straight line the number of
fields will be therefore:

An+l) = &+ (n + 1)
Adapting this consideration for

i —0, 1, 2

the following expressions can be put down

Sj= 1+1
S2= Si +2
$a= "2 +3

el = So,.!) + n
And, after summing up we get
Sn=1 + (Il +2+3+ ...+ n)=1+nm —
Thus not more than
Sn=1i (N2+ n+ 2) (12)
z

fields will be obtained. In our case we have 9 straight lines, the number of
operational fields is, therefore, not more than

= -2(9 2+ 9+ 2)= 46 (12a)

Disregarding that the eventual identity of exponents m of some tool
life curves means a case of parallelity, the whole number of the calculated
fields certainly cannot be present within the characteristic configuration
plotted in the plane (v, Pj) of an optional lathe. It is nevertheless sure that
the order of the number of characteristic fields having different operational
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conditions is considerable, and this fact can account for the reason why the
best specialists of the branch, real artists of their profession, do adhere to the
lathe they had got to know and become used to.

5. Part of the efficiency depending on the speed

In the former chapters we confined ourselves to mean values of effi-
ciency; supposed to be independent of speed. There are, nevertheless, machines
the efficiency of which may differ by 30 and even 50% at various speeds.
This can be partly explained by their eventual design i.e. driving through
as many intermediate shafts at high speeds as at low speeds [7].

The concept according to Fig. 1 facilitates the plotting of a loadability
constitutional diagram depending on the design features of any optional
machine type.

Let the following notation be introduced:

NO= input power of the motor in h. p.

7I0 = efficiency of the electric motor

N = iVOr0 = power output at the axle of the motor

nn = mechanical efficiency valid for an optional speed (marked with
the index number of the corresponding speed)

Von — Vo ' Vn — total efficiency at an optional speed

NJn = IVVn— NOrjon = cutting power measured on the main spindle,
at an optional speed.

The characteristic surface of the cutting power ceases to be a cylindrical
surface with straight generatrices, though it maintains its quality of being
intersected by any of the planes of the set of planes of the co-ordinate axe
Pf, belonging to various speeds, in such equilateral hyperbolas, the projection
of which in the plane (v, Pf) means the curve of the power in h. p., that in
the plane (R, Pf) means the curve of torque. From the power curves plotted
by means of efficiencies at various speeds we can thus also construct back-
wards the equilateral hyperbolas of the speed planes. This characteristic
surface of the power consisting of equilateral hyperbolas as generatrices can
be, of course, a continuous surface only in case of having a stepless gear, while
the generating curves of this surface in the various speed planes exist in case
of a multi-stage speed range only.

a) The level-line network of Pf and the characteristic direction

This contorted surface of cutting power exerged on the face-plate is
intersected by any horizontal plane corresponding to an optional Pf = const
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in waved or zig-zag level lines (Fig. 6) indicating which cutting speeds are
co-ordinated to various r.p.m. according to

4500
v = _ Nrin  -Crjn (13)
Pl

while fully utilizing the disposable output N of the motor at a main cutting
force Pf.

Fig. 6. Network of the level lines

To any value v of the level line, determined in this way belongs according

to the expression
n

Y- tana-= (3a)
R 159
the value
v . 159w 159 Crjn (14)
tan a n n
The points Av A2 of the values
vAl = VICI
VA2 =

VA3= VIC3
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belonging to the values of the main cutting force Pjv Pf2 Pj3. .. are lined-up,
according to (13), along the straight of rex, while the points Bv B2 B3...
of the values

vbi ~ V2Q
»Br = b Ca
VB3 = ViC3

along the straight of n2.1t follows from the fact that the proportionality factors
tq, Vi’ % <<« are unvaried valid along the straight of the various speeds that
the level line sections produced on the series of straights of speeds are paral-
lel i. e.:

Sdl-® M2®2 ( T® 3 o *e

Therefore, the level line sections belonging to the main cutting force
values ®/i> ®/2° ®/3 «++» which occur between the straights of consecutive
speeds, are of the same proportions, and thus the level lines themselves are
similarly related to the point of similitude O.

Indicating the various level lines with the corresponding main cutting
force values their singular points can give information concerning the turning
radius, t. p. m. and cutting speed at which this force occurs.

This sort of level line which determines the cutting data for an invariable
main cutting force may be called, in one word “isofort”. The directions, pre-
senting themselves at the singular points, also give very important infor-
mation about the constitutional change of loadability and this direction
therefore is called “characteristic direction”. Variations of this direction,
depending on loading conditions, are shown in Fig. 7, where power curves
are given for three optionally selected r.p.m. nlt n2 n3. As efficiency can
have different changes, it is possible that

N N 2N 3

therefore, the figure of the isofort can have six different variations according
to the relative arrangement of points A, B and C. The figure also gives the
manner of how to construct the torque values belonging to various points
of the isofort.

Marking with @ the angle between the characteristic direction and
that of the coordinate R (Fig. 8) we get for the directional tangent, taking
the expressions (13) and (14) into consideration:

2—W1 ¢y — Vi tan ogtan a2(r]2—tq (15)
Ri -Ri c Vi Vi 2tan cq — Iy tan a2
tan a2 tan cq)
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Fig. 7. Various cases of the characteristic direction
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Fig. 8. Construction of the characteristic direction

Fig. 8a—c. Explanation of the characteristic direction from the point of view of power and
torque

and further utilizing the expression (3a)
~in2(Vi — Vi) (15a)
159 &b - M2V
If the value of the numerator is zero, then
Vi= Vi
i. e. an isofort parallel to the coordinate R means an invarying cutting power

Nf, a direction towards the right means its increase, that towards the left
means its decrease.
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If the denominator of tg <pis zero i.e. when the direction of the isofort
is parallel to the co-ordinate axe v then

W= ">
nr n2
= 12N
nj n2
N fi const
ni n2

which means according to (2) an invariable torque as is also apparent from
Fig. 7. An upward-directed isofort points to the decrease of the torque, a down-
ward-directed one to its increase.

Fig. 9. Explanation of the characteristic direction in the Cartesian co-ordinate system

Fig. 8a shows that the characteristic direction starting to the right
from the vertical, through any point A of the straight of the r.p.m. nxmeans
the increase of the cutting power, while the left-directed level line means
its decrease. Fig. 8b illustrates that in case of a characteristic direction going
downward from the horizontal the torque increases, in case of an upward
one it decreases. From Fig. 8c it is apparent e. g. that in case of a character-
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istic direction going upward to the right the torque decreases with a simulta-
neous increase of power.

The possibility of the characteristic direction taking any values between
the angles from 0 to 360 grades exists only in case of infinitely variable gears.
In a multi-stage speed range a dead area will be formed which the charac-
teristic direction cannot ever enter into under any condition. This is shown
in Fig. 9 where the isofort directions starting from point B of the straight
of speed re2 are plotted against the straights of speed rex< re2 and n3 n2
The dead area is bounded by the straights starting from point B and parallel
to nl and n3 An explanation of the 10 different characteristic directions,
as sketched in Fig. 9, is summarized in the following table.

Explanation of the characteristic direction according to Fig. 9

Index

number Speed Cutting power Torque
| increasing diminishing diminishing
2 foe) invariable 0
3 o increasing o
4 % % invariable
5 % % increasing
(«3—=1) dead area dead area dead area
6 diminishing increasing increasing
7 % invariable »
8 % diminishing %
9 % 0 invariable
10 % % diminishing

b) Critical values in case ofefficiency varying with the speed and the reduced power

In case of a mean mechanical efficiency t] supposed in Chapter 2 as
being valid for all speeds, three surfaces concur in the critical point K of the
loadability constitutional diagram : the hyperbolic cylinder representing the
normal output of the electric motor, the hyperbolic cylinder corresponding
to the highest permissible torque of the gear and the horizontal plane of
the permissible main cutting force Pfm-

As mentioned in the introductory part of this chapter we may obtain,
owing to efficiency variations depending on the r.p.m., different powers
at different speeds, as is shown in Fig. 10 in the projections of the loadability
constitutional diagram and in Fig. 10a in an axonometric illustration.

From the point of view of having the lathe delimited, it is important
that the conjoint values P/, re, R and v fixed by different points of the level
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Fig. 10. Construction of critical values and of reduced power

lines, should never demand a power higher than the normal output N of
the electric motor; to avoid the motor being overloaded. This condition is,
of course, automatically answered by the level lines, as surely this normal
output N was the basis of the calculation in expression (13) while computing
the conjoint values of Pf, n and v.

At the points, wherein the horizontal plane of the permissible main
cutting force Pjr. intersects the power curves in the planes of speeds, both
main spindle and electric motor are fully exploited. To these points critical
cutting speeds are attached which must not be exceeded at any given n and



SPECIAL FEATURES OF THE LOADABILITY OF LATHES 77

Fig. 10a. Axonometrie illustration of a portion of the constitutional diagram

R. In case of Fig. 1 these are lined up along a straight, passing through
point K and parallel to the axe R i.e. the lathe had only one cutting speed
in the horizontal plane of Pjm.

In the present case the horizontal plane of Pjm intersects the power
curves of the speed planes in such Kv K2 B points ... which do not any
longer line up along a straight parallel to the co-ordinate R but they define
such a zig-zag like level line (Figs. 10 and 10a) which supplies the critical
cutting speeds, usable at various r.p.m. and a permitted main cutting force.
E. g. for any optional r.p.m. nB in Fig. 10 the value vB means that critical
cutting speed at which the driving motor is still preserved from overloading.
The zig-zag line at the same time means that different critical speeds are
attached to the different r. p. m., owing to varying efficiency.

The maximum torque Mmpermitted by the gear drive can be determined,
according to Fig. 10 from the values of the straight Pjmand of the turning
radius Rs turning off just above the slide. In case of a fixed Mm the critical
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radius will be

M T
Rk
Pm

The critical radius, respectively, in case of appropriate dimensioning,
the horizontal index line of Rsintersects the critical r.p.m. from the isofort
of Pfm which will be, of course, lower than that calculable without considering
the efficiency. It can follow from the efficiency varying with the speed that
not only one but several critical speeds may exist related to the same part
of the gear drive. In Fig. 10 the horizontal of Rs intersects the isofort line
Pjmat point Kyand passes through its point K2. The possibility of the exist-
ence of several critical speeds is still more apparent in Fig. 10a.

Between points Kx and K2of Fig. 10, along the isofort Pfm, the motor
is allowed to run with full power N. Should, nevertheless, the level line of
Pfm run, in the field of critical speeds, across that part of the plane divided
by the horizontal line Rs, which does not contain the starting-point of co-ordi-
nates 0, the power of the motor must be reduced in such a way that at value
Pjmthe part of the level line to the left from the point Kxshould he continued
along the horizontal through Rs, i. e. ensuring the constant torque.

That part of the isofort Pjm which marks the critical turning radii fall
into the field of critical speeds. If this part of the isofort falls from the hori-
zontal of Rs to the origin ofco-ordinate system, then only the main spindle
runs under full load, while the gear drive does not. In the case, should it be
required to “straighten’ the isofort Pfmin the field of critical speeds by means
of reducing the power attached to the various r.p.m., only the Rs belonging
to this straight is to be looked upon as a critical turning radius. However,
as has been mentioned, in this case both gear drive and mains pindle run
simultaneously under full load.

The method for constructing the power reduction upon the permissible
torque M m can be clearly seen in Fig. 10. Let any optional r.p.m. be marked
by nA and the mechanical efficiency belonging to it by na- The equilateral
hyperbola of the speed plane with the track line ng will pass, considering the
efficiency which belongs to this r.p.m., through the spatial point A of the
horizontal plane of Pfm- The projection of this equilateral hyperbola upon
the plane (v, Pf) across point A" isthe h.p. curve, that upon the plane (R, Pf)
across point A" is the torque curve.

As the equilateral hyperbola of the torque, passing through point A'",
points according to

Pfm «Pa > Pfm'Rs ~

a torglie which is higher than the permissible M m, we reduce the power upon
the equilateral hyperbola which is intersected by the plane of r.p.m. from
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the hyperbolic cylinder with generatrix Mm. This cylinder of torque, further
the projecting plane of speed ng and the horizontal plane of Pjm = const,
define a point Av through the projection A'[ of which the h. p. curve of
the reduced power will pass.

At non-reduced power

VAPjm = 4500 vAN = C

At reduced power Nr

VAiPfm= 4500 JANr = Cx

or
N:Nr= vA:vAl= OA':0Ax= RA:RAL
and thus
Nr= N 7~ = JV = Nv
OA'

where the factor of reduction is

VA OA'

It appears from the construction that a reduction factor differing
according to varying efficiency is attached to each r.p.m. within the range
of the critical r.p.m.

A thoroughly different reduction of the motor power is needed when
aiming to prevent damages of the main spindle and of the bearing support,
in case of small turning diameters and in taking a too big chip area.

If we wish to utilize the full motor power at a turning radius R Bx and
at some r.p.m. Mb, we may raise the main cutting power as high as point
B'[ without reaching the permissible torque even when taking such a big
chip area. The power of the motor must be, therefore, reduced to such a degree
at which the h. p. curve will pass through point B[ of the horizontal of P'jm.

To simplify our discussion we suppose the efficiency valid at a certain
r.p.m. to be independent of the loading

vo pjm = 4500 rjBN = C

vBiPfm = 45007]5 NI’: Cr
whence
N :Nr= vB:vBl= OB':0OB[ =V

As long as the power of the motor
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and together with it the factor v remains constant, we can write for any
r.p.m. ng marked with G

(vav)P/m — 450010 Nv — Cv (17)

At an identical reduction factor v and supposing a reduced power of
the motor Nr— N v there will appear in the layer Pfm the reduced power

ar r ob; r.
for the speed nB ™B — Nr]B—— = NrjBv
Un
. 0C
for the speed nc NrC = Nrjc y * = Nr]cv
u

This means that, as long as the output of the motors is Nv, the equi-
lateral hyperbolas computed by using the efficiencies valid in the planes of
the various speeds will be intersected by the plane of layer Pfmin such points

<> -Bj, Cli.ccvcve,

the level lines of which run parallel to the isoforts determined before.

Fig. 10a also shows that the plane of the isofort lies higher than Pfm>
in the horizontal plane through point Bx when the workpiece of the radius
RBIl is cut e. g. at an optional r.p.m. nB with the normal power of the motor.
This isofort is to be projected perpendicularly upon the horizontal plane
of Pfm to get in the plane of nB and at a turning radius RBI in the plane of
Pfm that point B1through which the hyperbola of the reduced h. p. is running.

The reduction factor

OB’ oC

may also be called the load coefficient of the electric motor, as it clearly indi-
cates in what proportion of the normal power the electric motor may be loaded
at some turning radius RBI and r. p. m. nB.

The level lines of power grades which correspond to an identical load-
coefficient of the motor but are different according to r. p. m. because of the
varying efficiency marked with a dashed line and they may be called isoeffects
(or simply isofects).

For the isofort line of any optional main cutting force Pf, according
to the proportion of radii, that load coefficient v may be determined at which
the main cutting force rests at the value P supposing a given value of R or v.



e V (p)

6 Acta Technics XXIX/1

SPECIAL FEATURES OF THE LOADABILITY OF LATHES
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v (mp)

------ - D(mm)

Fig. 12. Network of level lines in the logarithmic co-ordinate system

c) Practical example

At any lathe with the peak-height of 200 mm there are

input power Ni = 15,5 h. p.
highest permissible torque Mm = 80 kgm
main cutting force Pfm = 800 kg

The Vand R values calculated according to the expressions (13) and (14) from the total
efficiency measured at the singular r. p. m. are plotted along the speed straight lines in

Fig. 11. The level line of the isofort Pfm = 800 kg intersects the line of r. p. m. n = 100 at
R = 90 mm. At this point the torque is

800 kg ¢<0.09 m = 72 mkg

The point of intersection on the line of r. p. m. n = 80 should, however, give, a torque higher

than the permissible one.
The network of level lines is plotted in Fig. 12. in the usual logarithmic co-ordinate

system, depending on the turning diameter D and the cutting speed v.
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Fig. 13. Network of level lines in the transformed logarithmic co-ordinate system

The grade of isofort displacement in the direction of r. p. m. lines with a slope of 45°
will be

f2 log 2, /2 log 3. ..

and that of the isofects

1/2 (log 10 — log 7.5), /2 (log 20 — log 5)...

The disadvantage of this usual logarithmic co-ordinate system consists of containing
much disused area and of the diameter index lines not perpendicular to the speed index lines.
To prevent these disadvantages author has transformed the service boards of the machine
tools designed in 1940, namely into the co-ordinate system shown in Fig. 13 in which
the plane of the hoard contains no disused area and also can be drawn up in one line
with the horizontal index lines of r. p. m. the respective lever position.

In this system also the factor \~2 is not needed in connection with the displacement of
the isoforts and isofects.

Comparing Fig. 9 and Fig. 13 some statements can be made also in this logarithmic
co-ordinate system, as regards the characteristic direction of the isofort. However, the direction
of the transformed axe D is actually parallel to the sloping straights v and its scale is ~2-times

6%
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Fig. 14. Explanation of the characteristic direction in the transformed co-ordinate system

bigger must be taken into consideration. Nevertheless, this construction is not necessary as
the vertical index lines D run through the identical index numbers of the horizontal scale.

The explanation of the characteristic direction in this transformed logarithmic co-ordi-
nate system is given in Fig. 14. The directions which have the same sense as those in Fig. 9
have the same index number as in Fig. 9.
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SUMMARY

In connection with nomograms for lathes a special service is rendered by using the
logarithmic co-ordinate system. However, for plotting the constitutional diagram of loadability
it is suitable and forcibly descriptive to use the spatial Cartesian co-ordinate system. W ith the
system of axes (v, Pf, R) i. e. cutting speed, main cutting force, turning radius, we obtain
such a perspicuous constitutional diagram of loadability which immediately shows three
other technical data i. e. the values of cutting power (Nfh. p.), torque (M) and r.p.m. (n).
The constitutional diagram is a spatial configuration which is bound by the elbow of two
perpendicular hyperbolic cylinders and by four vertical and two horizontal planes. From
the critical point K ofthis configuration three lines start out which bound the areas correspond-
ing to the full load on the motor, the gear and the main spindle.

On the basis of plotting the curve of tool life in the co-ordinate plane (v, Pf) it can be
stated that in case of using only one type of tool we obtain four fields of different character
as regards utilization of tool and machine, while in the case of two kinds of tool (high-speed
steel and carbide) we obtain 7 fields. Taking also the into consideration feed ranges of roughing,
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finishing and cooling, 46 different fields can originate at the very most and only a fraction of
them can fall within the characteristic figure of a certain lathe. This may be the explanation
for the fact why just professional bigwigs who do their work with the perfection of an artist,
stick to the machine which they have come to know perfectly and are accustomed to.

In a special chapter the problem was investigated as to how the constitutional diagram
is influenced by the efficiency varying with the speed. We arrived at the conclusion that the
level lines of constant cutting power, the isoforts are not only including the related technologi-
cal data but it is also possible to conclude from their direction to constitutional variations of
the load. From the point of view of sparing the machine also the isofects, characterizing the
constant load coefficient of the motor, have an important part.

In connection with a practical example author shows the network of level lines in a
transformed logarithmic co-ordinate system, too.

CHARAKTERISTISCHE REZIEHUNGEN DER RELASTRARKEIT DER DREHBANK
B. SZOKE

ZUSAMMENFASSUNG

Das logarithmische Koordinatensystem leistet ausgezeichnete Dienste bei den Nomo-
grammen fur Arbeiten an der Drehbank, jedoch es ist zweckmdaRig und veranschaulichend,
bei der Aufzeichnung des Zustandsdiagrammes der Belastbarkeit das Descartes’sche Raum-
koordinatensystem zu benttzen. In dem Achsensystem (v, Pf, R) d. h. Schnittgeschwindigkeit,
Hauptschnittdruck, Drehhalbmesser wird man ein so leicht Ubersichtbares Zustandsdiagramm
der Belastbarkeit erhalten, welches noch drei weitere Betriebsdaten unmittelbar veranschau-
lichen kann, undzwar die Werte fir Zerspannungsleistung (Nf PS), Drehmoment (M) und
Drehzahl (n). Das Zustandsdiagramm ist eine rdumliche Konfiguration, welche durch das
Knie von zwei senkrechten hyperbolischen Zylinder sowie durch vier vertikalen und zwei
horizontalen Ebenen begrenzt ist. Von dem kritischen Punkt K der Konfiguration gehen
die drei Linien aus, welche die Vollastfelder des Motors, des Getriebes und der Hauptspindel
voneinander begrenzen.

Nach Aufzeichnung der Kurve der Lebensdauer des Drehstahles in der Koordinaten-
ebene (V, Pf) kann man feststellen, daB man 4 Felder von verschiedenem Charakter beziiglich
der Ausnitzung der Maschine und des Drehstahles bekommt, wenn nur eine Art des Dreh-
stahles benitzt wird, dagegen im Falle von zwei Arten des Drehstahles (Schnellstahl, Hart-
metall) bekommt man 7 Felder. Wenn auch die Gebiete von Schruppen und Schlichten, sowie
die Kiuhlung in Betracht gezogen werden, kénnen hdchstens 46 Betriebszonen entstehen, von
welchen nur ein Teil in die Charakteristik einer gewissen Drehbank fallen kann. Dies kann auch
die Tatsache erklaren, warum gerade die besten Fachleute, die mit kiinstlerischer Vollendung
arbeiten, ihrer erprobten und angewdhnten Maschine zugetan sind.

In einem speziellen Abschnitt wurde die Frage untersucht, wie ein mit der Drehzahl
sich verdndernder Wirkungsgrad das Zustansdiagramm beeinfluBt. Es konnte festgestellt
werden, daB die Niveaulinien der konstanten Schnittleistung, die Isoforten, nicht nur die
zusammenhdngenden technologischen Daten in sich enthalten, sondern kdnnen wertvolle
Folgerungen auch aus ihrer Richtung beziglich der Zustandsédnderungen der Belastung gezo-
gen werden. Hinsichtlich Schonung der Maschine spielen auch die Isofekten, welche durch eine
stetige Belastung des Motors charakterisiert sind, eine wichtige Rolle.

In Verbindung mit einem praktischen Beispiel hat der Verfasser das Netz der Niveau-
linien auch in einem transformierten logarithmischen Koordinatensystem dargestellt.

QUELQUES CARACTERISTIQUES DE LA CAPACITE DE CHARGE DES TOURS
B. SZOKE

RESUME

Le systeme de coordonnées logarithmiques donne des résultats excellents dans
lenomogrammes rélatifs aux travaux de tour. Cependant, le systtme de coordonnées de Des-
cartes reste pratique, et donne des résultats visuels dans les diagrammes d’état de la capacité
de charge. Dans le systéme de coordonnées formé par la vitesse de coupe, la force de coupe
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principale et le rayon de tournage (v, Pf, R), on obtient une surface caractérisant la capacité
de charge de facon bien visible, et qui permet de se rendre compte directement de la valeur de
trois données relatives au fonctionnement, a savoir la puissance de coupe (Nj CV), le couple
tournant (M) etlenombre de tours par minute (n). Le diagramme d’état est une configuration
située dans l’espace, limitée par le coude de deux cylindres hyperboliques perpendiculaires
I'un a l’autre, ainsi que par quatre plans verticaux et deux plans horizontaux. Du point
critique K de la configuration, partent les trois lignes qui délimitent les surfaces correspondant
a la pleine charge du moteur, du dispositif d’entrainement et de la broche principale.

La courbe de durée de vie de I’outil de tour, dessinée dans le plan de coordonnées
(v, Pf) permet d’établir que dans le cas d’une seule sorte d’outil, on obtient quatre champs
de caractéres différents, relatifs au degré d’utilisation de la machine et de I'outil, tandis que
dans le cas de deux sortes d’outils (acier rapide et carbide), on obtient 7 champs. Si I’on tient
aussi compte du cas de I’avance pour le dégrossissage et pour le polissage, il ne peut se produire
que 46 champs d’utilisation au maximum, dont une partie seulement peut étre réalisée par
un tour donné. Ceci explique aussi, pourquoi justement les meilleurs ouvriers tourneurs,
possédant a fond leur métier, s’attachent aux machines qu’ils connaissent bien, et auxquelles
ils sont habitués.

On a examiné dans un chapitre a part le question de savoir comment le rendement,
variant avec le nombre de tours, influe sur le diagramme d’état. On est arrivé a la conclusion
que les courbes de niveau construites pour des puissances de coupe identiques, c’est-a-dire
les isofortes contiennent non seulement les données techniques en connexion, mais permettent
aussi de déduire, par leur direction, des renseignements essentiels relatifs aux changements
d’état de la charge. Au point de vue du ménagement de la machine, les isofectes caractérisant
les degrés de charge maintenus identiques du moteur, jouent un réle important.

A propos d’un exemple pratique, l’auteur présente le réseau de courbes de niveau
dans un systtme de coordonnées logarithmiques transformées.

HEKOTOPbIE XAPAKTEPHbBIE YEPTblI HAMPY>XAEMOCTU TOKAPHOIO CTAHKA
B. COKE

PE3IOME

[ns HomorpaMm TOKApHOro CTaHKa O4YeHb XOPOLUO MOAXOAAT Norapudmmyeckune cuc-
TeMbl KOOPAMHAT, OfHAKO ANl 0TOOPAXeHWUS 3MPbl HArPy>KaemocTy Lie/iecoobpasHo UCMosb-
30BaThb CUCTEMY MPOCTPAHCTBEHHbIX KOOpAMHAT [lekapTa, KOTopble AalT HeobXoAMMYH Ha-
rnagHocTb. B cucteme oceld (y, Pf, R) ckopocTu pesaHus, cCwibl pe3aHust U paguyca TOYeHUs
noslyyaeTcs Takasi XopoLlo 0603pumas antopa A8 Harpy>KaemocTu, KoTopasi HermocpeLCcTBEHHO
WNNIOCTPUPYET elle TPU AOMOSTHUTENbHbLIX [JaHHbIX PaboThbl, 3HAYEHUSI @ MMEHHO MOLLHOCTY
pesaHus (N/n. C.), kpyTsiero momeHTa (M) 1 umcna obopoToB (/). Sntopa NpeacTaBAsieT coboro
TaKylo NPOCTPaHCTBEHHY (HOPMY, KOTopasi OrpaHuMuMBaeTCsl [ABYMS MepreHANKYNspHbIMU
APYT K ApYry runep6o/iMyecKUMUN LUAMHAPAMU, YeTbIPbAMS BEPTUKA/IbHLIMU U ABYMS FOpU-
30HTaNIbHbIMK MIOCKOCTSIMUA. V3 K KpUTUYECKOl TOUKM (DOPMbI UCXOASIT TPU JIMHUK, KOTOPble
O0rpaHNYMBaOT TEPPUTOPUM, COOTBETCTBYHOLLME MOMHOW Harpyske MOTopa, MPUBOAHOrO0 Mexa-
HMU3Ma W [NaBHOTO LUMWHAENS.

Ha ocHoBe 0TOGpakeHMs1 B MMOCKOCTM KPUBOW CTOMKOCTM pe3ua (v, P;) MOXHOo onpe-
LeNuTb, 4YTO B C/yyae NMPUMEHEeHWs pe3lia OAHOro Tuna MoJslyyaeTcsl YeTbIpe Pas3/IMYHbLIX MO
XapaKTepy u4acTeli Mons A1 MCMO/b3yeMOCTU MalUMHbI U pe3ua, B C/lydae [BYX BUAOB pesla
(6bicTpopexyLlas cTanb U TBEpPAbIA cniaB) nonydaetca 7 nonei. Ecnu yuutbiBaTb AuanasoH
nogauym npu 06AMPKe M YMCTOBOM OTAENKE, a TaKXe OXnaxfeHue, Torga mMoryT o6pasoBaTbCcs
Hebonee ueM 46 pa3MUHbLIX YHAaCTKOB peXuma paboTbl, /MWL ONpefesieHHast YacTb KOTOpbIX
BXOAUT B KPMBYIO XapaKTEPUCTMKM HEKOTOPOro OMpefe/ieHHOro TOKapHOro craHka. W aToT
(haKT CNYXMT B KayecTBe 0OBSCHEHWUSI TOrO, YTO MOYEMY CU/IbHEE BCEr0 CTapalTcs COXpaHUTb
3a 060/ TOT CTaHOK, K KOTOPOMY OHV MPVBBLIKIN W OCBOWIW, WMEHHO /y4llne MacTepcKu
pa6oTaloLine ToKaps.

B 0TfenbHoM rnaBe MccnefoBasicst BOMPOC BAUSIHUA K. H. [., U3MEHSIHOLLEroCst C YNUC/IOM
060p0OTOB, Ha 3MPy. YCTAHOB/IEHO, YTO M30hOPThbl OXBATbIBAKT He TOMLKO COr/acytoLinecst
TEXHOJIOTMYECKME JaHHble, HO M MO WX HamnpaBfeHWIO MOXHO CfenaTb CyLLeCTBEHHble 3aK/lio-
UYeHWS1 B OTHOLLEHUM U3MEHEHUS COCTOSIHWUSI Harpy3ku. C TOUKM 3peHUst 6epeXkHOro obpatleHuns
CO CTAHKOM CYLLECTBEHHYIO POJib UFPalT TAKXKe M30(EKTbI, XapaKTepuaytoLime UHAEHTUYHYHO
CTeneHb Harpysku MoTopa.

Ha KpynHOM MpaKTUYeCcKOM MpUMepe MOKasbiBaeT CETKY C/I0EBbIX JIMHUIA TakXe B
cUcCTeMe B TPaHCMMPOBAHHOM CUCTEME NIOrapuMUUECKUX KOOpPAMHAT.
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1. Introduction

It is known [1] that the calculation of the elastic circular cylindrical
shell (Fig. 1) is outstandingly difficult owing to the complicated character of
the differential equations of the problem.

Therefore, several researchers [2—4] have tried to simplify the differential
equations of this problem by omitting some of their less important members.
The aim of these attempts is the simplification dealing with these equations
from the view-point of calculation technique.

Several attempts have also been made to produce such a stress-function
[5, 6] which would offer the possibility for a direct deduction of the shell’s
displacement-, strain- and stress-characteristics. Unfortunately, these efforts
have not led to any objectionable results, complying with the differential
equations of the problem, although it is desirable to obtain a solution
which would be not contradictory.

Author has already dealt with the question concerning the stress-
function of the problem on circular cylindrical shells during his spring lec-
ture series held in 1949, at the Institute for Advanced Training in Engineering
Sciences [7]; and later he also determined the stress-function pertaining to
the accurate solution of this problem [8]. In addition to the above-mentioned
studies, the present paper reports on stress-functions of several approximate
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solutions. The knowledge of the functions in question, offers the possibility
of eliminating contradictions appearing in the formula stock of the approaching
methods used in practice.

2. Suppositions and notations

We will use in our paper notations applied by Firugge, W. and for the
indication of differential operations we shall also follow Firuagge’s notation
system, i. e :

S'=

Furthermore, we agree to use the operation symbol A in conformity with the
explanation

AI=T +/"

In respect to the demands of reinforced concrete structure Poisson’s
number will be taken into consideration with the value

-0

Our paper only includes the case of a circular cylindrical shell loaded
along its edges, thus, it does not deal with the general solution of the problem,
but only with the solution of the problem’s homogeneous equations.

3. The stress-function of the accurate solution

It is known that a circular cylindrical shell loaded along its edges
[10, 11] has to fulfill the following equilibrium equations:

Wx+ N, =0
aN\ + aNX¥p—M\ —M"'Xp= 0
aNf + + M\, + M"x+ M'v, =0

Expressing the internal forces appearing in these formulae with the
displacement-functions u, v, w pertaining to the points of the middle sur-
face, and applying the abbreviation

&
12a2

P
1]

where $is the shell-thickness, we obtain the following expressions:
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By substituting these expressions into equations (1) we obtain Fluagge’s
differential equations of the circular cylindrical shell, that is:

For the determination of such displacement-functions u, v, w, which
should he in exact compliance with the above differential equations, we
will introduce a stress-function F(x, y) from which displacement-functions
u, v, w could be deduced by simple differential operations. In accordance
with the author’s statement [8], the stress-function in question has to agree
with the following differential equation:
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Displacement-functions n, v, w could be expressed with the help of the above
stress-function F (x, y) in the following way:

m=(—1+ 3A)F"21: - 2+ I5fc)F"" - F i+

+ (1+ 3fc)F ...... - (2+ 15 Fm: - 2F1:- F1#

v=(2- 2k)F"... + 5+ 3*)F""” 4- (4+ 15k)F":* +

+ 1+ f)F::*+ 2F""* + (6 + 15k)FIL" + (5)

+ (2+ 2k)Fis*+ 2F 1+ (1+ KF”
w=2FIM: +(2 + I,5k)F":: + + 3 E"" +

+ (2+ 15K)F":

Knowing displacement-functions u, t> ic, internai forces can be computed
from formulae (2), strain-characteristics, however, can be calculated using
the following formulae:

= — (et ) — (m+ m:) (6)
a al

YX¢ = - (vi+ u®) KXf —

4. Stress-functions of some approximate solutions

As Flugge’s exact differential equations are very complicated, it
became customary to neglect certain less important members of equations (4).
This offers the possibility to produce different approximate solutions.
In the following, we wish to present several of these approximate solutions,
and we will also disclose the differential equation corresponding to the stress-
function of the respective solution. These differential equations could he de-
duced by using the method disclosed in paper [8]. The accuracy of the disclosed
formulae could be directly proved by substituting the formulae in question
into the differential equation of the problem.

For a completion of the formula-stock referring to circular cylindrical
shells, we will also present formulae relating to the plane disk and the plane
slabs, furthermore, to circular cylindrical shells without flexural resistance.
The knowledge of these formulae may provide an aid in certain cases.
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1st approximation : plane disk

If we evolve the middle surface of a circular cylindrical shell into a plane,
and suppose at the same time that the shell is only loaded with forces acting
on its middle surface, then the equilibrium equations will have the following
simple form:

“Mb-r + 7.2 °

u* Vm

(1.3)

In this case the differential equation of the problem’s stress-function F (x,y)
will obtain the form:
NNF=0 (1,4)

while the displacement-functions u, v, w are given by the following simple
formulae:

= F7*I

F 'y (1,5)
0

s < c
1]

Internal forces and strain-characteristics can also be simply computed, that is

= eX =

a a
Nf: ILjpni. - ! flﬂ
3 ef = (16
= =_ R.fl\: _
< T Vit = 3

Ifthe solution of the problem does not require data on displacements, or
strains, respectively, internal forces can be calculated directly from Airy’s
known stress-function.

2nd approximation : membrane-shell

If we disregard the flexural resistance of the shell, and in compliance
with this omit the members with coefficients k expressing the flexural resist-
ance of the shell, then formulae of the internal forces will obtain the following,
considerably simpler form:
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(2.2)

In such a case equilibrium equations expressed by displacement-functions
will be the following:

It should be mentioned that in this case the two last members figuring on
the left-hand side of the second equilibrium equation could be omitted with
respect to the third equlibrium equation.

It can be proved by a simple calculation that the stress-function of the
above equation-system has to fulfill the condition

while displacement-functions can be computed with the help of the stress-
function according to the following formulae:

In accordance to this, formulae of the internal forces and of the strain-charac-
teristics are the following:
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3rd approximation : plane slab

W hen evolving the middle surface of the shell into a plane, and taking
into consideration only forces being perpendicular to the middle surface,
the formulae for the internal forces will be the following:

Nx =N/ =8x =Ny =G
Mx = Dkw"

(3.2)
Mf = Dkw e

M X¥P= M gx= Dkw'-
In this case displacement-function w can he regarded as being the stress-
function itself. In accordance with the third equilibrium equation this function

has to fulfill the condition

AAw = 0 (3,3)

4th approximation : plane disk + plane slab -|- membrane-shell

If we omit from the formulae of the internal forces all the members
not appearing either in the formulae referring to a plane disk, or in those
relating to a plane slab, or to a membrane shell, formulae of the internal
forces will have the following form:

NT = — (v- + w)
a

D lu-

N Xf= NfX= (4,2)
2 + 2
Mx — Dkwll
Mf — Dkw e

M Xf= MfX= Dkw'-

This simplification had been suggested — as far as is known — for the first
time by the author in 1949. Since that time this possibility for simplification
has been raised by a number of scientists; recently also by GruninG, G. [13],
Girkmann, K. [10], Frugge, W. [11], Rudiger, D. and Urban J. [12].
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In the case of the above-mentioned simplifications, equilibrium equations
will obtain the following form:

Now the differential equation of the stress-function will be as follows:

The displacement-functions are also easily calculable:

m——AAF":
V= AAF:*+ 2AA F 1It* (4°5)
F

As a consequence of the afore-mentioned relations, the formulae of the in-
ternal forces and strain-characteristics will obtain the following form:
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We have to mention that in cases when there is no need either of displacement-,
or for strain-data, internal forces can be determined from the following simpler
formulae:

(4.7)

5th approximation

Omitting the members containing the J1-fohl values of the displacement
components u and v, the formulae can be written in the following manner:

(5.2)

In this case equilibrium equations will be formed as follows

(5.3)
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while the differential equation of the stress-function will be the following:

AAAA F + 4F"" 1 + 6F "7 + 2P +
4 1+ — F"" + 2F"* +F =0 (5.4)
K]

At the same time the formulae of the displacement functions will be the ones

below :
m= —FIM1 2Fm!l — F I +
4- 2FIMI1l—2F1': - 3F*‘" — I1——
K
V= 2Fim "+ S5Fmil*+ 4FIl:*+ Fs::'+
+ 4F""- + 8F":* +2F "+ (5.,5)
1)
~p 2 F'- + 1— F*

2Fim + 2F": + F

6. Evaluation of the approximate solutions

Among the previously discussed solutions, it is generally only the exact
solution and the approximate solutions in 4 and 5 which offer the possibility
of conforming to the boundary conditions, which could optionally be estab-
lished at the shell’s edge ¢ = const. Formulae disclosed in 1, 2 and 3 could
be applied only in certain special cases.

Different approximate solutions will, of course, replace the exact solu-
tion, only then, when internal forces which could be calculated with their
aid, would deviate only slightly from internal forces corresponding to the
exact solution. The author wishes to deal with the elucidation of this question
in a later paper.
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SUMMARY

Instead of F1ugge’s differential equations referring to the problem of circular cylindrical
shells, different approximate differential equations are generally used in engineering practice.

The present paper deals with several, such approaching equation systems, as are
used in practice. It is demonstrated that there is a possibility of establishing these approaching
equation systems by a stress-function from which the shell’s displacement-, strain- and stress-
characteristics can directly be deduced by simple differential operations. Hereby, it becomes
possible to achieve a perfect agreement between the formulae involved in the formula-stock
referring to such shells on the one hand, and on the other hand, between these formulae and
the simplified differential equations of the problem.

The paper does not touch upon the examination of the extent of the difference appearing
between internal forces obtained by the discussed approaching solutions, and internal forces
corresponding to the exact solution. The author wishes to clear up this question in a later

paper.

UBER DIE SPANNUNGSFUNKTION DER KREISZYLINDERSCHALEN
p. csonka

ZUSAMMENFASSUNG

Die Ingenieurpraxis bedient sich allgemein an Stelle der FLUGGE’schen Differential-
gleichungen der Kreiszylinderschalen verschiedener annédhernder Differentialgleichungen.

Der vorliegende Aufsatz befat sich mit einigen dieser in der Praxis gebrauchlichen
Gleichungssysteme. Es wird nachgewiesen, dal es mdoglich ist, zu diesen annahernden Glei-
chungssystemen eine solche Spannungsfunktion darzustellen, aus welcher die Verschiebungs-,
die Verformungs- und die Spannungskennwerte mit Hilfe einfacher Differentialoperationen
unmittelbar abgeleitet werden konnen. Hiedurch kann man sowohl zwischen den Formeln
des auf die Schale bezuiglichen Formelnmaterials wie auch zwischen diesen Formeln und den
ve_rehinfachten Differentialgleichungen der Aufgabe eine vollkommene Ubereinstimmung er-
reichen.

Der Aufsatz beschaftigt sich nicht damit, es zu untersuchen, wie weit die auf dem Wege
der annaherungsweisen Losungen gewonnene Schnittkrafte von den der genauen Ld&sung ent-
Ii__rechenden abweichen. Diese Frage winscht der Verfasser in einem spateren Aufsatz zu

aren.

7 Acta Technica XXIX/1—2.
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SUR LA FONCTION DE TENSION DU VOILE CILINDRIQUE CIRCULAIRE
ELASTIQUE

P. CSONKA

RESUME

Au lieu des équations différentielles de Frugge pour le voile cylindrique circulaire, on
travaille, dans la pratique, avec différentes équations différentielles approchées.

L ’étude traite de certains de ces systemes d’équations différentielles utilisées en pratique,
et démontre que I'on peut établir pour ceux-ci une fonction de tension, a partir de laquelle
on déduit directement les déplacements, les déformations et les tensions du voile par des
opérations différentielles simples. On obtient ainsi, que les formules concernant le voile
soient en accord parfait entre elles et avec les équations différentielles simplifiées du probléme.

L’auteur ne discute pas la question de I’écart entre les forces dans les sections calculées
suivant la méthode approchée, et celles calculées selon la méthode exacte, cette question
devant étre élucidée dans un travail ultérieur.

O ®YHKUUN HAMPSAXEHUA 3NACTUYHON UMANHAPWYECKOWM OBOJIOUKM

n 4YOHKA

PE3FOME

BmecTo anddpepeHUManbHbIX ypaBHeHUA dfiorre Ans UWINHAPUYECKON 060M104KN B
MHYXEHEPHOM NpaKTUKe NMPUMEHSIIOTCS pPa3iMuHble NPUGAVKEHHble AudhepeHUManbHbIe YpaB-
HeHUS.

[aHHas pabota paccmaTpuBaeT MCMO/b3yeMble Ha MNPaKTMKe HEKOTOpble TakuWe Mpu-
6/11XKeHHble cucTeMbl. MoKasaHo, YTO ANt NPUGAVKEHHbIX CUCTEM YpaBHEHWI NpeAcTaBnsieTcs
BO3MOXHbIM BbIBECTU TaKyl (YHKLMIO HaMpshKeHUsi, KOTopas MpeAcTaBnsieT BO3MOXHOCTb
HenocpeACTBEHHO YCTaHOBUTbL MPU MOMOLUM MPOCTbIX AnddepeHLnanbHbIX YpaBHEHUA napa-
MeTpbl CABWra, AehopMaL N HaMPsSHKEHUSA 000/104KN. STUM CTAHOBUTCS BO3MOXHbLIM 4OCTUT-
HYTb, UTOGbl (hOPMy/ibl 0B60/TIOYKUN HaXOAMINCL MeX Ay co60i B COBEPLLEHHOM COT/lacum, a TakxXe
C YNPOLEHHbIMU AN depeHUNaTbHBIMU  YPaBHEHUSIMUA  3aJauu.

PaboTa He 3aHMMaeTCsi aHa/IM30M TOro, YTO HACKO/IbKO OTK/OHSATCA CWIbl pa3pesos,
noslyyYeHHbIe Ha OCHOBE PACCMOTPEHHbIX MPUBMXKEHHbIX PeLleHni, 0T TOUHbIX CUM Pa3pesoB,
COOTBETCTBYHLUMX TOUHOMY peLleHMt0. 3TOT Bonpoc ByfeT paccmMaTpuBaTcsl aBTOPOM B ApYroi
ero paborte.



LA POUSSEE DES TERRES SUR LES MURS
DE SOUTENEMENT DANS LE CAS DE MASSIFS
COMPLETEMENT PLASTIQUES

A. BALLA

UNIVERSITE D’ARCHITECTURE ET DE COMMUNICATIONS A BUDAPEST, CHAIRE DE CONSTRUCTION
DES TUNNELS ET DE MECANIQUE DES SOLS

[Manuscrit présenté le 27. Avril 1959]

1. Introduction

La résistance au cisaillement des sols est donnée par la formule:
t= nmg®+ ¢ (1)

Dans le cas ou la résistance au cisaillement est indépendante de la tension nor-
male (® — 0), on a:
t=c¢ (2)

c’est-a-dire la résistance au cisaillement est constante.

Au cours du chargement des argiles saturées, les pressions se transm et-
tent a I’eau interstitielle; et la tension normale qui charge les grains est prati-
quement égale a zéro. Donc si le changement de la teneur en eau, c’est-a-dire la
consolidation ne se produit pas, les sols saturés se comportent comme les sols
qui possedent seulement de la cohésion. Dans ce cas, |’application de I’hypo-
thése ® = 0 est valable.

Si la quantité d’eau incluse diminue avec le temps (I’argile se consolide),
la résistance au cisaillement augmente. L’hypothése ® — O représente donc,
dans ce cas seulement, I’état qui regne immédiatement aprés la construction.
L’application de I’hypothése @ = 0 pour les sols en état de trois phases n’est
juste d’aucune maniére. Selon Skempton [1], dans certains cas — compte tenu
des limites d’application — I’hypothése ® — 0 est une méthode bien utilisable
dans les calculs d’ingénieur. Cette méthode rend possible la résolution mathé-
matique exacte du probleme.

2. Rapports fondamentaux

Il est connu que le long des surfaces de glissement, I’équation de Kotter
est valable:

— - 2ttg D = y sin @ sin (a — @) @)
da da

7*
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Jaky a prouvé que I’équation de Kotter est valable aussi dans le cas des
sols cohérents. Pour le cas ou ® = 0, il a trouvé I’expression suivante:

--------- Jc— dSy sina (4
d

Apres intégration et transformation en coordonnées polaires, la tension nor-
male qui s’exerce sur la surface de glissement s’explicite comme suit:

n=rysin0+ 2c(d—0)+ K (5)

A partir de la mise en équilibre du coin élémentaire, et par le cercle de MoHR,
il est évident que les tensions sont:

ar=n 1sin21 = n + csin 21 (6)
oe=n—tsin2l= n—csin2l (7)
r=tcos2l= ccos?21 (8)

En considérant I’équation (5), on trouve:

ar— Tysin0+ 2c(1—0) + csin21 + K 9)
oe=rysin0-f2c(1—0) —csin21 + K (10)
r—ccos2l (H)

Les équations d’équilibre sont:

. —a, ., 1 3r .
i_ a, + _,qa_H ___________ y sin 0 (12)
r ar r 00
21 orlpe y cos 0 (13)

En différentiant les expressions des tensions, et en les substituant dans les
équations d’équilibre, on obtient de I'une comme de I’autre, I’équation diffé-
rentielle suivante [3]:

01

1— 2 tgl+r—=0 14)°
o 9T or (4

La difficulté fondamentale des problemes de pression des massifs de terre
complétement plastiques réside dans la résolution de cette équation différen-
tielle.
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La solution générale de I’équation différentielle est, comme on peut s’en
convaincre trés facilement [3]:

rsin 4= /(0 —9) (15)

L’expression r sin Aest donc une fonction arbitraire, continue et différentiable,
de I’expression variable (0—#4)

Remarquons que I’équation différentielle (14) a deux solutions particu-

- ’ 7 % 8ﬂ
lieres généralement connues; I'une est—= 11 = 0; A= O -f- 0 et dans

ce cas, les surfaces de glissement sont planes. Dans |’autre cas: tg 9= 0; A= 0;
= 0; = 0. A cette derniére solution correspond le cas des surfaces de

glissements circulaires concentriques.

Jaky a surtout employé ces deux derniéres solutions particulieres pour
des buts pratiques. Il a supposé des surfaces de glissement respectivement
cylindriques et planes, et a étudié sur ces bases le probléme de la poussée des
terres sur les murs de souténement, celui de la stabilité des talus, et celui de
la rupture des sols sous les fondations.

Dans I'étude présente, nous avons l'intention d'employer la solution générale.

Supposons que les points particuliers ne sont pas situés sur des surfaces
de glissement cylindriques. Dans ce cas, il ressort de la figure 3:

rsin 9= y0cos (0 —f) — x0sin (0 — A) (16)

Dans la formule, m0etyOsont les coordonnées du centre de la surface de glisse-
ment cylindrique, laquelle passe par le point examiné.

La forme de I’expression est analogue a la solution générale reprise a la
formule (15), c’est-a-dire les surfaces de glissement cylindriques avec centres
variables constituent une solution possible du probléme. Le lieu géométrique des
centres de ces cercles est une courbe arbitraire.

Examinons les lois de ces surfaces de glissement cylindriques. En trans-
formant I’équation (16), on obtient:

r = y0(cos 0ctg A-f- sin 0) —x0(sin 0 ctg 4— cos 0) (17)

En différenciant I’équation par rapport a 0 on trouve:

9r . cos0 A
= y0 —sinOctg A— —-b cos 0
90 sin24 90
sin0 A .
__* C0S 0 Ctg § —-mm-mmmmomm —m b sin 0 (18)
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De la Figure 1, il ressort que

Si I’on y substitue les valeurs r
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(20)
X0
on obtient:
aﬂ . . A an a
sin 0sin O4" cos0cos d tg f= ctg (0 — <5)Ié 5 21)
30 ~ sin0cos6 —cos0sind
d’ou il vient:
ctg H+34= ctg (0 —O) m90 (22)
La solution de I’équation différentielle est:
sin 1= ksin (0-3) (23)

Cette formule traduit la relation entre I’angle ¢ caractérisant la pente de la
surface de glissement, et I’angle 6 caractérisant la situation du centre du cercle.
Substituons la valeur 9 dans I’équation (17). Aprés calcul fait, on trouve:

1 Jocos0O—x0sin0 12

(- Fo2+ (Y- Joj2 sin (0 — ) (4)

Cette expression est I’équation d’un cercle, dont le centre a les coordonnées x(
et jO, et dont le rayon est:
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En appliquant la formule y0 = x0tg(5 on trouve:

R= —N*— = *- (26)
K cosd K
C’est-a-dire le rapport entre le rayon vecteur (q) et le rayon (R) d’un centre
de cercle quelconque est constant.

3. La poussée des terres s’exergant sur un mur rigide tournant autour de son
angle inférieur, et animé d’'un mouvement vers le bas

Par suite des forces effectives, un mur de souténement n’a pas seulement
une rotation vers le vide autour de son aréte inférieure (A), mais il s’enfonce
aussi; c’est-a-dire le mur de soutenement complet (y compris son point d’angle
inférieur) est animé d’un mouvement vertical vers le bas. Un tel mode d’enfon-
cement du mur exerce une influence sur la formation des surfaces de glissement
qui sont convexes si on les regarde d’en haut.

Nous voudrions maintenant faire usage des rapports fondamentaux qui
ont été discutés au paragraphe précédent, pour obtenir les valeurs des
tensions s’exercant sur un mur de souténement.

A. La détermination des constantes
Si le terre-plein n’est pas chargé, on trouve:
T0O= ccos240= 0 27)

D’ou il vient, si on prend en considération la forme de la surface de glissement,
la situation du centre et I’interprétation de I’angle A

A (28)

On trouve qu’au niveau du terre-plein, la tension verticale est zéro, c’est-a-
dire:

" sin . "'e k= o0 (29)
°Vo — °e0 - ¢ -
~T 1-7)
D’ou il vient:
(30)
- - n 7 -
Au niveau du terre-plein 4 I’équation (23) donne:
—= —kKsin(—0) (31)

p
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d’ou
1 1
K= (32)
|/2 sin &
Ainsi:
- i s 33
Sin, sin (0—0) (33)

B. Rapports géométriques
On doit expliciter la position du point qui est repéré par rapport a la
face du mur \0 = — | par les coordonnées rH et XH.

De la Figure 3, il s’ensuit que

Yo= rH + R ros *h = R (34)

X0=R sinXH= —=R + r0 (35)

d’ou les valeurs caractéristiques de la surface de glissement cylindrique, qui

/ 71
passe par un point quelconque de la face arriere du mur 0= — ;

_ 12
R =rH (36)
1— Y2 cosSH
\2 sis AH
x 0 ‘H (37)
1—\2 cos Xn
' (38)
Yo =
0= ™ 1—1](2cossH
¢ Y2sindH — 1
r0 'H (39)
1—Y2cos5H

Nous désignons les valeurs caractéristiques du cercle qui passe par le point
d’angle inférieur (A) de la face arriere du mur par les lettres Ra, xoai Y0At rog.
Dans ce cas, on doit écrire Ag et H au lieu de fg et Iu.

C. Détermination de la situation des surfaces de glissement

Il ressort des paragraphes précédents que, le lieu géométrique des centres
des surfaces de glissement cylindriques est une courbe.
Pour résoudre ce probleme, on peut suivre deux méthodes:
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a) On peut choisir a volonté la courbe qui constitue le lieu géométrique
des centres de cercle. Dans ce cas, on obtient un état défini des contraintes sur
les surfaces limites du corps.

b) Sur la base des expériences et des observations, nous construisons une
hypothése quelconque sur I’état de contrainte qui doit régner sur les surfaces
limites. Dans ce cas, nous obtenons une courbe unique, c’est-a-dire le lieu géo-
métrique des centres des cercles.

Dans notre étude, nous employons la deuxiéeme méthode. Examinons
comment varie, sur la face arriere du mur, I’angle AH qui caractérise I’intersec-
tion entre le mur de souténement et la tangente a la surface de glissement.

. n
Au niveau du sol, ou (r*= 0), comme nous avons déja vu: tH=U, et AH= 7

En examinant la face arriere du mur de souténement, et allant du haut
vers le bas, on trouve que les déplacements relatifs diminuent de plus en plus,
d’ou il vient que les tensions grandissent avec la profondeur. Mais de ce fait,
il s’ensuit que la pente des surfaces de glissement differe de plus en plus de
I’angle A/4, et on peut supposer que celles-ci coupent le mur suivant des angles
graduellement plus aigus, c’est-a-dire A/ 1/,

En désignant par Ag la valeur A, qui correspond au point d’angle A,
et en supposant le cas le plus simple, a savoir que la variation de AH est linéaire
suivant la profondeur, on trouve:

iL Tm L 71 (40)
4 H 4

Si on prend en considération I’équation (33), on obtient:

n\
rH | 71 1 *o (41)
H 4 P yoO

sin AH = sin

Cette expression peut aussi se déduire des équations (37) et (38). Le rayon
vecteur du centre du cercle est:

Q@= xo+ Jo (42)

Il ressort de la Figure 3, que
Rsin (0—A) =y0—rsin0 (43)
Rcos (0 — A = x0—rcos0 (44)

Si on éleve au carré les deux membres de I’équation, et si on fait les calculs,
on obtient.

r2—r 2 (y0sin 0 -f- x0cos 0) + + Jo ~mK2= 0 (45)



LA POUSSEE DES TERRES SUR LES MURS DE SOUTENEMENT 107

Grace a cette équation, il est possible de calculer le rayon r, vecteur d’un point
se trouvant sur un cercle donné et caractérisé par un angle arbitraire 0.
En transformant cette équation en coordonnées orthogonales, on trouve:

(x —x02+ (y —Jo)2—R2= 0 (46)

Cette équation est identique a I’expression (24).

Quand on a déterminé la situation des surfaces de glissement, c’est-a-
dire quand on a posé I’hypothese concernant la valeur de $H, on doit écrire des
tensions qui régnent sur la surface de glissement et sur la face arriéere du mur.

Sur la surface de glissement on a:

n = Tysin0 4- 2¢ (A — 0) 4- ¢ I—1 (47)
t=oc¢c (48)
. 1 1 . N
sin A= sin (0 — 0) (49)
/2 sin 6

Sur la face arriére du mur, on obtient

n
son = FHy + 2c 9 — ™ rcos ? (} A\ E: (50)
4 H

TA 1)

gl
T
n
I
H

H=—=—cCsin2|ag - MH (51)
H

Enfin on doit écrire la relation entre I’angle A et I’angle que fait la surface de
glissement par rapport a I’horizontale (Figure 1)

A+ — = a+ 0 (52)

2
D. Le probleme de I'équilibre

Dans nos résultats précédents, la valeur de I’angle fg joue un rdle. Cet
angle, caractéristique a la surface de glissement qui passe par le point A, est
inconnu au départ.

Le caractere du probleme exige que non seulement les conditions de I’équi-
libre de translation soient satisfaites, mais aussi que la condition de I’équilibre
de rotation sous I’effet des forces extérieures s’exergcant sur toute la masse
glissante de terre, soit vérifiée. Ainsi nous écrivons que la somme des moments,
par rapport aux centres des surfaces de glissement cylindrique, est égale a zéro:

Mg+ MK--MEN-(- MET = 0 (53)



Le moment di a la masse glissante est:

Le moment di a la force de cohésion est:

Le moment dd a la force normale qui s’exerce sur le mur est:

Le moment dd a la force tangentielle qui s’exerce sur le mur est:

En substituant les valeurs des moments dans I’équation (50) et en faisant les
calculs et les simplifications, on obtient I’équation:
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45 60 75 90

Fig. 4

Sur la base de ces expressions, on peut déterminer les valeurs correspon-
dantest:-:y—et Ag, qui satisfont a la condition du moment. Nous avons fait les
calculs nécessaires et le résultat en est donné a la Figure 4.

Nous remarquerons, que dans le cas ou Ap = % les surfaces de glisse-
ment cylindriques se transforment en plans de glissement, qui font avec I’hori-

Tt

zontale I’angle a = = 45% ce qui conduit au résultat bien connu

—- =4 (62)
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4. Détermination de la poussée des terres

La composante normale de la poussée des terres qui s’exerce sur le mur

La composante tangentielle de la poussée des terres est:

De I’expression (58) on tire:

On peut déterminer le poids de la masse de sol glissant, de méme que la force

de cohésion:

La composante verticale de la force de cohésion est:

La composante horizontale est:
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La somme des projections verticales et la somme des projections horizontales
de ces quatre forces donne les composantes de la force normale qui s’exerce sur
la surface de glissement.

Nous avons déterminé ces quatre forces en fonction du rapport -—-
c

et nous les avons représentées sur la Figure 5.

Dans le cas ou la hauteur du mur (H) et les caractéristiques du sol (c, y) sont

Hy
données, on doit former le rapport-—-. Les valeurs correspondantes Jig
c

peuvent étre lues sur la Figure 4, et on peut chercher les valeurs correspondan-
tes G, Em, E t, Kh, Kv, Nh et Nvsur la Figure 5.

et la surface

NP

Hy .
Selon la Figure 5, dans le cas o0 -—- = 9,34, on a =
c
de glissement aboutit tangentiellement au point A du mur.

Hy
Dans le cas ou -—-9,34, la surface de glissement aboutit tangentielle-
c

ment au point Aj du mur, qui se trouve au-dessus du point A. Le long de la
section AA]j, la surface de glissement se confond avec la face arriere du mur
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Le long de cette section, on a:

«= 9% = rHY +

Il paraft enfin utile de résumer les limites de la méthode présentée.

Comme nous I’avons vu, le but du travail était d’examiner la poussée des
terres sur un mur de soutenement, sur la base de la solution de Jaky. De ce
fait subsisteront naturellement toutes les limites de la solution générale se
basant sur I’équation de Kotter, laquelle n’est valable que pour I'une des sur-
faces de glissement. Nous n’examinerons pas le probléme des autres surfaces
de glissement.

Contre les surfaces de glissement obtenues par la solution (cercles a
centres de position variable), il est possible de faire des objections du point de
vue cinématique. La solution ne permet, en définitive, que la satisfaction de
I’équilibre des moments. Il ne résulte pas nécessairement de cette méthode que
la somme de la projection des forces soit zéro.

Il faut souligner toutefois, que toutes les méthodes servant a déterminer
la poussée des terres ont plus ou moins ces limites. La méthode présentée, qui
se base sur I’équilibre des tensions et sur la condition de rupture, est donc, mal-
gré ses limites, une solution théoriquement rigoureuse. Deés lors, elle est sans
doute bien outillée pour fixer une direction aux études ultérieures, et pour leur
fournir aussi une base solide.

5. Exemple pratique

Examinons un mur de souténement de 10 m de hauteur.
La cohésion est: ¢ = 3,5 t/m 2 le poids unitaire esty = 1,985 t/m3
En ce cas:

Hy 5,67

On peut chercher la valeur correspondante de Ag sur la Figure 4; elle est en ce cas 75°.
A 1’aide des formules (36)— (39), on obtient les résultats suivants, relatifs & la surface de glisse-
ment qui passe par le point d’angle inférieur:

Ra = 22,305 m
X0A = 21,544 m
Y0n = 15,773 m
ROA = 5771 m

On peut chercher sur la Figure 5 les valeurs des forces en présence. Ce sont:

G = 456t
Kv — 350 t Kh = 20,3 t



LA POUSSEE DES TERRES SUR LES MURS DE SOUTENEMENT 113

Fig. 7

Nv = 27,3 t Nh = 742 t

Et = 16,7 t En= 539t
Nous avons dessiné la surface de glissement, la position des forces et la répartition

des tensions sur les Figures 6 et 7.
Il est visible que les résultats théoriques satisfont aux conditions de I’équilibre.

8 Acta Technics XXIX/1—2.
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RESUME

La littérature de la mécanique des sols étudie souvent, ces derniers temps, I’'état de
sols ou la résistance au cisaillement est indépendante de la tension normale. Ce cas subsiste
meéme sil’angle de frottement du sol est zéro (® = 0). C’est I’état dit «parfaitement plastique»,
qui fait aussi I’'objet de la présente étude. A partir des équations d’équilibre et de I’équation
de Kotter, on peut écrire une équation différentielle. Selon la solution de celle-ci, les surfaces
de glissement sont des cercles a centre variable (non concentriques).

La solution peut s’appliquer a de nombreux problémes pratiques. L’étude présente le
cas d’un mur de souténement basculant autour de son point d’angle inférieur, et animé d’un
mouvement vertical vers le bas. Les formules sont illustrées par un exemple numérique

DER BODENDRUCK AUF EINE STUTZMAUER IM FALLE EINES VOLLKOMMEN
PLASTISCHEN ERDKORPERS

A BALLA

ZUSAMMENFASSUNG

Die Fachliteratur der Bodenmechanik widmet neuestens groBe Aufmerksamkeit dem
Zustand der Bdden, in dem die Schubfestigkeit unabhdngig von der Normalspannung ist.
Dieser Fall besteht auch dann, wenn der Reibungswinkel des Bodens Null ist (® = 0). Dies
ist der sogenannte «vollkommen plastische Zustand», mit diesem beschéftigt sich die vorlie-
gende Arbeit. Ausgehend von den Gleichgewichtsbedingungen und den Kdtterschen Gleichun-
gen kann eine Differentialgleichung angeschrieben werden, deren LOsung ergibt, daB die
Gleitflachen Kreise mit verdnderlichem Mittelpunkt (nicht konzentrische Kreise) sind.

Diese Losung kann fir Losung von mehreren praktischen Aufgaben angewendet werden.
Die Arbeit behandelt den Fall der Stitzmauer, die um den nach unten sich verschiebenden
unteren Eckpunkt kippt, und erldutert die Formeln durch ein numerisches Beispiel.

THE SOIL PRESSURE ON A SUSTAINING WALL, IN THE CASE OF A PERFECTLY
PLASTIC EARTH BODY

A BALLA

SUMMARY

During the last time, literature on soil mechanics devotes great attention to the state
of the soil where the shear strength is independent from the normal stresses. This state
occurs also if the angle of friction of the soils is zero (® = 0); this is the so-called
»perfectly plastic state«, with which deals the present paper. On the base of the equilibrium
equations and the Kdotter equation, a differential equation can be established, the solu-
tion of which shows that the sliding surfaces are (non-concentric) circles of varying centres.

This solution can be applied to severalpractical cases. In the paper, the case of the sustain-
ing wall, tilting around its lower edge sliding downwards, is shown and the formulae are illus-
trated by a numerical example.
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OABMEHUWE TPYHTA, JENCTBYIOWEE HA OMOPHYIO CTEHY, B C/IYYAE CO-
BEPLWUEHHO TMJIACTUYHOIO TE/NA TPYHTA

A. BAJINA

PE3IOME

B nocnegHee Bpems B MTepaType Mo rPyHTOBOV MexaHWKe yaensieTcsi Go/iblioe BHU-
MaHue COCTOSIHWIO FPYHTOB, MPW ""KOTOPOM COMPOTMB/IEHWE CABUTY HE3aBUCUT OT HOPMasibHOro
HanpsHKeHUsi. ITOT Cydall MMeeT MeCcTO M TOrfa, eciv yron TPeHWst TpyHTa paBeH Moo
(P = 0). 370 ABNSIETCA T. H. COCTOSIHMEM «COBEPLUEHHOM MiacTUUHOCTV». CTaTbsi MOCBSILLEHA
3TOMY Cny4alo. Vicxofss M3 ypaBHeHWii paBHOBECUSI WM ypaBHeHWst KaTTepa, MOXHO BbIBECTU
avddepeHUManbHoe ypaBHeHWe. PelleHne AMddepeHLMabHOTO YpaBHEHWSI MOKasblBaeT, UTo
MNOCKOCTW CKOJMBXKEHUS MPEACTABAAIOT COG0 HEKOHLIEHTPUUHBIE KPYTW.

3T0 pelleHre MOXHO NMPUMEHUTb ANs cyyas psafa NpakTUUYeckux nprumepos. B paboTe
paccMaTpuBaeTCs Criyyaii OMOPHOM CTeHbl, BpaLLaloLLeiics BOKPYT HUXKHEro yrna, v (opmysbl
PasACHAIOTCA YMC/IOBLIM  MPYMEPOM.






DIE STRENGE BERECHNUNG DER VERHINDERTEN
DEHNUNG VON LANGSCHIENEN UND LUCKENLOSEN
GLEISEN AUF GRUND EXPERIMENTELLER
GLEISWIDERSTANDSKURVEN

Dr. techn. E. NEMESDY
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

LEHRSTUHL FUR STRASSEN- UND EISENBAHNBAU DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE FUR BAUINDUSTRIE
UND VERKEHRSWESEN, BUDAPEST

[Eingegangen am 27. April 1959]

I. Einleitung und Zielsetzung

Mit der stirmischen Verbreitung der luckenlos verschweiten Gleise
drangt sich in letzter Zeit die Untersuchung der Bewegung der Schienenenden
und die Frage ihrer konstruktiven L&sung besonders im Falle verhinderter
Dehnung in den Vordergrund. Die GréfRenédnderung der Bewegungen von
Schienenenden kann abh&ngig von einer wechselnden und stetigen Temperatur-
&nderung, gegebenenfalls bei Schienenbriichen im W inter, am einfachsten
und Ubersichtlichsten unter der Voraussetzung eines konstanten, von den
Verschiebungen unabhéngigen Bettungswiderstandes von der GrofRe p kg/cm
berechnet werden. Dieses Berechnungsverfahren wurde nach der Initiative
von Dr. Nemesdy-Nemcsek [1], Wattmann [3] und Ghuenewaldt [4]
nach einer entsprechenden Weiterentwicklung [5, 6, 7, 8, 14] ein allgemein-
giltiges Verfahren.

Durch inzwischen durchgefiihrte Versuche von Bettungswiderstands-
messungen (sowohl frihere [4] als auch die neuesten [13]) wurden Bettungs-
widerstands-Verschiebungskurven fir mehrere Oberbauarten gewonnen. Die
Abbildungen la und Ib stellen ihre charakteristische Form dar. Aus diesen
geht hervor, dall der Gleiswiderstand in L&ngsrichtung (p kg/cm) von einem
sehr kleinen Anfangswert schon wé&hrend einer ersten Verschiebung von 4—5
mm bis zu seinem vollen Wert ansteigt, der sich jedoch bei einer weiteren
Verschiebung nicht mehr wesentlich &ndert, mithin also von hier an tat-
sédchlich konstant ist (Abb. la). In einem anderen Fall konnte auch im zweiten
Abschnitt eine langsame W iderstandszunahme festgestellt werden (Abb. Ib).

Teils auf Grund solcher Versuche, teils auf Grund rein theoretischer
Uberlegungen wurden diejenigen Dehnungsberechnungen entwickelt, die auf
einer Berucksichtigung des mit der Verschiebung sich d&ndernden Widerstandes
p kg/cm basieren. So stellt die Abb. 2a die Annahmen des Ungarn Dr.Nemesdy-
Nemcsek [2], Abb. 2b die des Schweizers Stussi [9], 2c die des Japaners
HoshiNo [10] und des Kuméanen C. Miklési [11] beziglich der Anderung
des Bettungswiderstandes dar. Eine gemeinsame Charakteristik dieser uber-
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aus verwickelten Berechnungsverfahren ist die Tatsache, da in ihren End-
formeln ihre Verwandtschaft mit dem Berechnungsverfahren, das mit einem
konstanten Gleiswiderstand arbeitet, verschwindet; infolgedessen kdnnte man
im ersten Augenblick glauben, dall ihre Resultate von dem »Nd&herungs-
verfahren« stark abweichen und viel »genauere« Werte ergeben.

Abb. 2
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Im folgenden soll eine »strenge« Dehnungsberechnung vorgefihrt wer-
den, die sich der Widerstands-Verschiebungskurve eng anschmiegt und
nicht nur »genauer« als die vorhin erwdhnten Verfahren ist, sondern auch in
ihren Endformeln die Verwandtschaft mit dem »N&herungsverfahren« behélt
und gleichzeitig zeigt, wie grofl die formel- und zahlenmdRige Abweichung
zwischen dem »Nd&herungs-« und dem »strengen« Verfahren bzw. bei
Berucksichtigung eines konstanten (p kg/cm) und eines verdnderlichen Bet-
tungswiderstandes ist.

Auf diese Weise kann also nach einem Vergleich entschieden werden,
ob es bei Dehnungsberechnungen notwendig oder wert ist, »strenge« Berech-
nungsverfahren anzuwenden, oder ob man das »Ndaherungsverfahren« beibe-
halten kann, das mit einem konstantem Gleiswiderstand p kg/cm arbeitet,
Ubersichtlich und einfach ist und auferdem die Wirkung der Temperatur-
schwankungen plastisch darstellt.

Deshalb werden im folgenden Kapitel Il die Grundzusammenhénge der
einen konstanten Gleiswiderstand voraussetzenden N&herungsberechnung kurz
zusammengefallt, um in Kapitel Il die auf den experimentellen Widerstands-
kurven beruhende strenge Berechnung zu behandeln.

Il. Die Berechnung der verhinderten Dehnung bei konstantem Gleiswiderstand

Es ist eine bekannte Tatsache, dal eine Temperaturdnderung A t°
in einer in ihrer Ausdehnung vollkommen behinderten unbeweglichen Schiene
eine innere Dehnungskraft P = aEF At hervorruft. Das Ende einer Lang-
schiene kann sich wegen des Widerstandes (H kg) der Laschen und wegen
des L&ngswiderstandes (p kg/cm) des Gleises nur in einer begrenzten — tem-
peraturbedingten — Léange 2 verschieben. Das Ende einer sog. Atmungs-
lange befindet sich dort, wo die der Bewegung entgegenwirkenden passiven
Krafte gerade den Dehnungskrédften gleich sind: H -\-pz =a EF At.

Daraus ist die jeweilige L&nge einer Atmungslédnge :

aEFAt-H

In der Abb. 3a sind Uber dem Schienenende die waagrechte Komponente
BC der Dehnungskraft P und die schiefe Gerade AB'C der Widerstandskrifte
dargestellt.

Vom Schnittpunkt C an findet gegen die Schienenmitte zu keine Bewe-
gung mehr statt, weil die Summe der Widerstdnde schon grofer ist als die
die Bewegung hervorrufende Dehnungskraft; von Punkt C an dehnt sich
die Schiene immer mehr, da sich der Widerstand verringert. Die gréfite Dehn-
bewegung vollfuhrt naturlich der Querschnitt des Schienenendes: Az . Die
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tatsdachliche Schienenendverschiebung Az wird um den Betrag AzH,P der
durch die Widerstandskréfte hervorgerufen wurde und entgegengesetzt
gerichtet ist, kleiner als die ungehemmte Dehnung A zt = az At des Abschnit-
tes z sein: Az = Azt— AzHp. Die Ladngen&nderung d Az eines Abschnittes
von der L&nge dz ist nach dem Hookeschen Gesetz unter der Einwirkung der
W iderstandskréafte (H -f-pz):

dAzBHz dzes=dz— = A2 Noodz
"H E EF

und bei einem Abschnitt von der L&nge z hingegen :

H + pz H pz*
Ao — dz = 7+
P EF EF 2EF

Die tatsdchliche Verschiebung des Schienenendes ist somit :

A pz2
Az Azt —AzpH = az- At — ----—-- z b.
EF 2EF

Wird hier die Formel (1) der jeweiligen L&nge z des Atmungsabschnittes
eingesetzt, dann ist die Formel fir die Verschiebung der Schienenenden, die
besonders fur die Untersuchung der Enden lickenloser Geleise angewendet

werden kann :

Az = (aEFAt-H)t 2)
2EF p
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Daraus geht hervor, daR bei einer Temperaturzunahme die Atmungslédnge
(Formel 1) linear, die Schienenendverschiebung dagegen (Formel 2) quadratisch
zunimmt.

Bei einer kirzeren Schiene kann sich die Atmungsldnge hdéchstens auf
eine halbe Schienenlédnge | erstrecken (Abb. 3b):

aEF Atu — H ,

SMAX = e e =1

Daraus ist die Temperaturdifferenz A t/, bei der eine Kurzschiene sich schon
in ihrer ganzen L&nge zu dehnen beginnt:

H rpl
Ath 3)
akEF

Die Verschiebung A | des Endes einer kurzen Schiene liefert im Falle einer
kleineren Temperaturdifferenz als A th Formel 2 (Az = Al), wéhrend sie bei
einer gréRBeren durch die folgende Formel 4 gegeben ist, nachdem im obigen
Zusammenhang 6 der nunmehr konstante Wert z = | eingesetzt wurde :

p 12
Al —a [At--—--- — 1— (4)
EF 2EF

Eine kurze Schiene dehnt sich also nach der Uberwindung der Wider-
stdnde bei gleichgerichteter Temperaturdnderung linear aus.

Nun mufR man den wichtigen Umstand zur Kenntnis nehmen, dall die
Flachendifferenz zwischen der die Dehnungskraft P darstellenden Fléche
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und der die Widerstandskrafte darstellenden Flache T mit der GroRe der Be-
wegung des Schienenendes unmittelbar proportional ist (Abb. 3a).

-
Az bzw. Al = ———-- (5)

Die durch die Dehnungskraft P = aEF At allein hervorgerufene Bewegung
ist offensichtlich im Falle keiner Behinderung dem Hookeschen Gesetz ent-
sprechend (Abb. 3a) :

Az = z'aEFAt __ T(ABCP)
' EF " EF

Die durch die Widerstandskréafte allein verursachte Verschiebung A zph kann
im Hinblick auf den obigen Zusammenhang a und auf die Abb. 3a von neuem
mit einer Fldche gemessen werden :

z
H 1
Azp,h = ' Pz dz ) (H -)_ pz) dz = T(ab cd,
EF i f EJ
0 0

Die tatsdchliche Bewegung des Schienenendes ist also wieder :
Az = Az, — Az,, H— (ABCD) - (AB'CD) = - (BCag,)
p’ EF EF EF

Dadurch wurde der Zusammenhang 5 bestétigt, da T stets die zwischen der
Dehnungskraftfliche und W iderstandskraftflaiche herrschende Flachendiffe-
renz bedeutet.

I1l. Die genaue Berechnung der verhinderten Dehnung auf Grund experimen-
teller Widerstandskurven

1. Ein strenges Berechnungsverfahren jiir die Bewegung der Schienenenden bei
lickenlos verschweifiten Gleisen
a) Die Berechnung einer Doppelabschnittsdehnung

Die beste und zweckmaé&Rigste Ndherung an die experimentellen Gleis-
widerstands (p kg/cm) -Verschiebungs (y cm) -Kurven geschieht — wie Lev
Sackmauer [12] 1958 in Tatra-Lomnitz (Ceskoslovensko) auf der Kon-
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ferenz fur lickenlos verschweiffte Gleise im Zusammenhang mit dem Referat
von C. Mikleési [11] hinwies — in zwei Abschnitten, wobei ein Anfangs-
reibungswert angenommen wird. Im ersten wdchst der Gleiswiderstand von
einem kleinen Anfangswert p0 kg/cm linear bis zu einer GrdoRe p kg/cm,
um im zweiten — von der Verschiebung y (z. B. von 5 mm) an — kon-
stanten Charakter zu besitzen: p kg/cm = konst. Die den Gleislangswider-
stand darstellenden Formeln sind also gemdR Abbildung 4 :

Abschnitt |I:
Ao Px= Po+ 4-y (6a)
o ,kg/cm
/.Abschnitt /l. Abschnitt
A - 1p,=p-const.
. p
I/’I
R) o7
y
Y,
Abb. 4
Abschnitt II:
px—p — konst. (66)

worin also die GréBen p0, q, y x gegeben sind.

Wenn sich ein Gleiselement von der Ldnge dx infolge der verhinderten
Dehnung um den Betrag dy dehnt, dann gilt wieder nach dem Hookeschen
Gesetz und Abb. 5:

dy = ¢c_ a _ Tx _ (7a)
dx E EF

das heiBt:

aEFAt-H- ( Px.dx
a

Die Gleichung wird nach x differenziert:
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Abb. 5

_ . JPjn_ (76)
dx2 EF

Das ist die Differentialgleichung der verhinderten Dehnung, die fir die von-
einander abweichenden zwei Abschnitte getrennt geldst werden mufR.

a) Abschnitt 1. In den zum ersten Abschnitt gehdrenden Teil der kleinen
Verschiebungen vy und des Atmungsabschnittes x < xxnimmt die Dif-
ferentialgleichung infolge des linear anwachsenden Widerstandes px die Form:

y'= P> =3Y+ Po.= I_ = AY +B
] EF EF EF EF
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lhre allgemeine Ldsung ist:

y\ = Cxchax + C2shax—b (8)
worin :
(8a)
8b
A q (8b)
b) Abschnitt Il. Im Abschnitt der gr6Beren Verschiebungen y ]>y4

und im zweiten Teil des Atmungsabschnittes x~y>x1ist der Gleiswiderstand
bereits konstant: Px= P — konst, und dadurch die Differentialgleichung
und ihre allgemeine Ldsung jetzt:

das heilt:
j,i=A£f+C3*+ Gl ©)

Die Integrationskonstanten Cv C2 C3 und C4 werden aus den folgenden vier
Gleichungen berechnet, die ihrerseits aus den die Abschnittsanschlisse zum
Ausdruck bringenden Randbedingungen entstanden sind:

1. Bei x = 0 ist =0 (am Ende des Atmungsabschnittes tritt also
keine Verschiebung auf).

2. Bei X =x1listyl =jn (im AnschluBpunkt der zwei Abschnitte ist
die Verschiebung dieselbe).

3. Bei * isty' = jn (d. h.im AnschluBpunkt der zwei Abschnitte
hat die Verschiebungskurve —y = F (x) — eine gemeinsame Tangente. Mit
anderen Worten: im Sinne des Zusammenhanges la ist die Grofle der Kraft
Tx, die die Dehnung hervorruft, nach Abb. 5 im AnschluBpunkt gleich groR).

4. Bei X = z0ist

EF At —H
J 0 a = a At —H._ - aatn

N — ek EF aEF

(beim Schienenende ist also die GroRe der die Dehnung hervorrufenden Kraft
Tzo = (@EF At — H) unmittelbar bekannt).

Aus diesen 4 Bedingungen kann das Gleichungssystem gelést werden
und es ergeben sich die gesuchten Integrationskonstanten

C4=b (10a)
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c _b (106)
EF achaxr

c3= aAt, % (10c)
EF

aEF Atm—p @0 —x1 axl-]- 6 [ch axx — th axl esh axx — 1] —
EF a

aAtmXI-P hb- + J™ME. (10d)
EF 2EF

In allen diesen Zusammenhdngen (wie auch in den spéteren) wird, um den

Laschenwiderstand H einfacher beriicksichtigen zu kdénnen, die Temperatur-
differenz A tm benltzt, bei der gilt:

H

aEF

Atm — At — AtH= At (n)

Damit héatten wir das Gesetz der Dehnung theoretisch bestimmt, unbekannt
ist dagegen noch die in den Zusammenhdngen vorkommende Abszisse der
Abschnittsgrenze xx und die GrofRe der Atmungslédnge z0.

Die Lé&nge der Atmungsstrecke kann aus der Bedingung berechnet
werden, dal die die Dehnung hervorrufende Kraft am Anfang der Atmungs-
strecke Null ist: Tx = TO = 0. Dann ist auf Grund des Zusammenhanges la
offensichtlich:

Ty = vi
EF erp Y

Die Bedingung ist also: bei m = 0istjj =0. Wird die Funktion 8 also dif-
ferenziert und im Punkt x = 0 gleich Null gesetzt:

CrmashO0 -}C2ach0 =0
und daraus

C2=0
Mit der Einsetzung von 10h

C2= °EFAtm-p(b-_xJ_ _ bthaXi=20
EF ach axx

Daraus kann z0 ausgedriickt werden:
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Da man durch die Einsetzung der Formeln (8a) und (86) abEF = (p0/a)
erhdlt, so ist die Formel fur die Ldnge des Atmungsabschnittes schlieBlich :

[0 2 commcmm oo e b *1 sh axx (12)
ap

Danach wird die Lange des Abschnitts xx aus derjenigen letzten Bedingung
berechnet, daB die Kurve der inneren Kréfte (siehe Abb. 5) bei der Abschnitts-
grenze nicht nur eine gemeinsame Ordinate, sondern auch eine gemeinsame
Tangente besitzt. Mit einer neuerlichen Benlitzung des Zusammenhanges (7a)

d d
dx dx(/)_/

ist die letzte Bedingung somit: bei x = xx isty'[ = y"\. Die zwei Zusammen-
h&dnge (8) und (9) werden differenziert und einander gleichgesetzt:

Cja2ch axx-)- C2a2sh axr P
EF

Werden nun die Konstanten C, und C2 mit ihren in den Formeln (10a) und
(106) angegebenen Werten eingesetzt, so kann als Resultat wieder die Ldnge
des Atmungsabschnittes z0 ausgedriickt werden :

aEFAt—H p,, I, char, 1
+ Xy---—- — sh axx ------ (124a)
p ap ( thaxj a th axj

Werden die beiden Ausdriicke 12 und 12a fur diesen Atmungsabschnitt mit-
einander verglichen, so kann folgender Zusammenhang gewonnen werden:

1
shaxx - PO shaxx ch axx

+
ap ap th ax, ath axx

Die Gleichung kann gekirzt werden und es wird:

chaxj= —
Po

Daraus entsteht die Formel fir die gesuchte Abschnittsldnge xt:

xl ~ — arch (13)
a po



128 E. NEMESDY

oder mit der Einsetzung von a aus der Formel 6a:
(13a)

Damit wurde die gestellte Aufgabe bereits geldst, da es nunmehr mdglich ist,
fir jeden beliebigen Schienenquerschnitt die verhinderte Dehnungsverschie-
bung zu berechnen. Bei der Berechnung der Verschiebung der Schienenenden
m ifte nach der Einsetzung von x = z0 der Reihe nach mit den Formeln 8a,
86, 13, 12, 11, 106, 10c und 9 gerechnet werden. Dadurch wirde sich die
Berechnung auBerordentlich langwierig gestalten und auflerdem kdénnte man
die Verwandtschaft mit dem Verfahren, das mit dem konstanten W iderstand
p kg/cm arbeitet, nicht feststellen.

b) Die strenge Formel der Schienenendenbewegung
fiar die Praxis

Im folgenden soll gezeigt werden, dafl es mdéglich ist, die Schienenenden-
bewegung auch mit einer einzigen Formel genau darzustellen, ohne die oben
erwédhnten acht nacheinander ausrechnen zu miussen. Aullerdem erhellt sie
die GroBe und das Wesen der Abweichung von Né&herungsverfahren und deckt
ihre Verwandtschaft mit diesem auf.

Man untersuche Abb. 6, in der die inneren Krafte eines lickenlosen
Schienenendes nach den oben gewonnenen Resultaten im Falle einer Dehnung
in zwei Abbschnitten dargestellt sind. Die inneren Krafte sind entlang der
Atmungslédnge gleich den jeweiligen Summen Rxder Widerstdnde vom Schienen-
ende an gerechnet. Dort, am Schienenende ist Rx = H. In Abschnitt 11,
wo der Widerstand die konstante GroRe p kg/cm hat, werden die inneren Kréfte
durch die Gerade BG, die unter dem Winkel tg B = p ansteigt, dargestellt.
Entlang der Ladnge des Abschnitts | nimmt der Gleiswiderstand p kg/cm auf
den Atmungsabschnitt zu stetig ab, bis er einen WertpOerreicht; infolgedessen
werden die inneren Krafte von diesem Punkt an nicht durch die Gerade GC,
sondern durch die Kurve GE dargestellt, deren Tangentenneigung von der
GroRe tgR =p allméhlich bis zum Wert tgR0 = p0im Punkt E sinkt. Die
GroRe der Schienenendendehnung ist hier, ebenso wie in Formel (2), mit dem
Hookeschen Gesetz:

X=z,, X=z,,
1
z Rx)dx — T
EF (BDEGB)
0 0

Die Schienenendenbewegung kann also durch die Flache (BDEGB) der Abb.
6 dargestellt werden. Entsprechend den oben erw&hnten Formeln (2) und
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(5) betrédgt die Verschiebung des Schienenendes bei durchwegs konstantem

P kg/cm

Aok {aEFAt —H f 25)
EF °CP® T 2EF p '

Die »genaue«, aus zwei Abschnitten bestehende, zum Teil mit verdnderlichem
W iderstand gerechnete Schienenendenbewegung A zp weicht also von dem
leicht zu ermittelnden N&herungswert A z* um einen Betrag 6 Az ab. Diese
»Korrektion« ist, wie vorhin gesagt wurde, der in Abb. 6 schraffierten Fléche

(GCEG) proportional. Der genaue Wert kann also auch auf diese Weise zum
Ausdruck gebracht werden:

EF At —H)2 GCEV)
Azp= Azk+ O0Az (a ) " («)

2EF p EF

Berechnen wir nun den Flacheninhalt (GCEG). Wir wissen, dal an der Grenze
der beiden Abschnitte die Verschiebung des Querschnittes x = xx gerade mit
der bekannten Grolie Ubereinstimmt (siehe Abb. 4). Die entsprechende
Flache ist in Abb. 6 (EGFCE), d. h. es ist

T(ecfce) = Ji (*)

Die zu subtrahierende Dreiecksflaiche (CFG) kdénnen wir bereits berechnen,
denn die L&nge des Atmungsabschnittes zOist nach der erwdhnten Formel (12):

9 Acta Technics XXIX/1—2.
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aEFAt —H
20 — + — ——shax1

P ap

Das erste Glied (a EF At — H)lp ist nichts anderes als der Abstand DC in
Abb. 6, wadhrend dem zweiten Glied xr die Entfernung EF entspricht. Das
dritte Glied gibt demnach offenbar die Uberdeckungsstrecke CF an:

CF = P-°-sh axXl
ap

Die lotrechte Strecke FG ist wegen der Neigung tg B = p gleich FG = CF mp.
Demnach ist die Flache des Dreiecks (CFG):

CF-FG 1
sh2ax, («0

(CFGC) —

a-p

Nun kann der Korrektionswert 6 Az mit den Zusammenhédngen a), b) und c)
berechnet werden:

T(GCEG) = [T(EGFCE) A(CFGC)] =
1
EFyl PO_ sh2ax.
le W 2 aAp

Zieht man in Betracht, dall nach Formel (6a) a2 = q/EF ist, dann wird:

Po
2qp

SAz=Jj —- sh2ax.

Hierin wird die Ldnge des Abschnitts % durch die Formel (13) bestimmt

= -f-arch — « 13
a 00 (13)

W ird dieser Ausdruck in die obige Formel eingesetzt, so erhdlt man die Dif-
ferenz zwischen dem »N&herungs-« und dem »strengen« Wert der Schienen-
endenverschiebung:

2 t
aAz = y,——— —sh2 arch (14a)
24P ' Po.
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Benutzt man den Nd&herungswert 3 fir konstanten p kg/cm Gleiswiderstand,
so sieht die Formel fiir den »strengen« Wert der Schienenendenverschiebung
folgendermalen aus:

(14)

Ein &uBerst groBer Vorteil der obigen Formel ist es, daR an Stelle der im
urspringlichen strengen Verfahren zu berechnenden acht Formeln nur eine
einzige, nicht komplizierte Formel geldst werden mufl. Der andere grofle
Vorteil besteht darin, dalR das erste Glied der Formel die anndhernde GroRe
derjenigen Schienenendenbewegung darstellt, die mit dem durchwegs kon-
stanten Widerstand berechnet worden war. Die Wirkung der Vernachldssigung
des sich stark &ndernden Anfangsabschnittes (Abb. 1 und 4) der Bettungs-
widerstand-Verschiebungskurve bzw. seine Berlcksichtigung, also die end-
gultige Wahl des Nd&herungs- oder des strengen Verfahrens kann also erst
bei der zahlenmé&Rigen Auswertung unmittelbar beurteilt werden.

Untersuchen wir nun den Giltigkeitsbereich des in a)—c) dargestellten
strengen Verfahrens und damit offensichtlich den der obigen Formel (14).

Den obigen Berechnungen wurde nur eine einseitige, also nicht schwan-
kende Temperaturdnderung zugrunde gelegt. Wir wissen [2, 4, 8, 23], daR
bei wiederkehrenden und schwankenden Zwischentemperaturen die vorange-
gangenen Schwankungen und Temperaturzwischenwerte die Grofle der Bewe-
gungen bereits beeinflussen und infolgedessen ein eindeutiger Zusammenhang
zwischen der Temperatur und der Schienenendenbewegung immer nur bei
solchen Grenztemperaturen entsteht, die seit dem Zeitpunkt der Gleisver-
legung nicht vorgekommen sind; es handelt sich nun um diese Grenztemperatur.
Die vorangegangenen Berechnungen einerseits und die Endformel (14) ander-
seits gelten also immer fir den &uBersten, seit der Verlegung entstandenen
groften bziv. kleinsten Temperaturwert ; eigentlich bendtigt man immer diesen.
Es ist selbstverstandlich, daR, wenn das Schienenende z. B. in einer Laschen-
bindung liegt und sein Spiel Uber die SchlieRung oder die volle GrofRe der
StoRlucke nicht hinausgehen kann, die erwdhnten Grenztemperaturen nicht
groRer bzw. kleiner als die Temperaturen der LuckenschlieBung bzw. der
vollen Lickendffnung sein kdnnen.

Die bisherigen Formel bezogen sich alle auf eine Doppelabschnittsdehnung.
At mull deshalb mindestens eine so grole Temperaturdifferenz sein, bei der
die Schienenendenbewegung eine Verschiebung von cm erreichte (siehe
Abb. 4), d. h. der volle Widerstand p kg/cm konnte beim Schienenende bereits
minimal auftreten. Darum erh&lt man die GrolRe der die Gultigkeitsgrenze

9*
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bedeutenden Temperaturdifferenz A t12 aus Formel (14), indem die Verschie-
bung A zp durch y1 ersetzt wird und die Formel nach At aufgeldst wird:

At. 2= H 4 B = sh arch (15)
aEF al/lEFq Po

Wird demnach die Bedingung

At>A t12 (15a)

erfillt, dann besteht die Dehnung aus zwei Abschnitten, und die Formel (14)
bzw. die vorangegangenen Berechnungen besitzen Gultigkeit.

c) Die Berechnung <einer »Einabschnitt s-Dehnun g«

Wird die Bedingung (15a) nicht erfullt, ist also

At< At12 (15h)

dann erstreckt sich die Dehnung nur auf einen Abschnitt und es gilt nur der
erste, linear ansteigende Teil der Widerstandskurve der Abb. 4. Dieser ziem-
lich selten vorkommende Sonderfall ist jetzt im wesentlichen identisch mit der
in einer anderen Form von Dr. Josef Nemesdy-Nemcsek angegebenen
Berechnung [2]; der einzige Unterschied ist, daB er den linearen W iderstands-
zuwachs nicht nur im Anfangsabschnitt, sondern wéhrend des ganzen Deh-
nungsvorganges als giltig annahm (siehe Abb. 2a an Stelle von Abbildung 4).

Die allgemeine Form der die Verschiebung der einzelnen Querschnitte
darstellenden Verschiebungsfunktion wird auch jetzt der Zusammenhang (8)
sein, nur werden sich jetzt die Integrationskonstanten Cx und C2 infolge der
Verdnderung der Randbedingungen in C[ und C2 verwandeln:

y = Cich ax -f-Cr sh axr—b

worin in diesem Fall ebenfalls sein wird:

und 6= — o (8a,b)
EF p

Von den vorigen 4 Randbedingungen (siehe Seite 125) bleiben infolge des ent-
fallenen Abschnittsanschlusses nur zwei, und zwar die erste und die letzte Ubrig:

1. Bei X =0 isty = 0 (d. h.: am Ende der Atmungsldnge tritt keine
Verschiebung auf).
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2. Bei X=2z0isty" =a Atm=a At — (d. h.: beim Schie-

EF EF

nenende ist die Kraft, die die Dehnung Tz0 = (P —Rz0) = (aEF At — H)

hervorruft, wieder unmittelbar bekannt).

Aus diesen beiden Bedingungsgleichungen ergeben sich leicht die neuen

Integrationskonstanten :

C[= 6
r> aAtm— abshaz0
ach az0

worin wieder

Atm= At--—----- Ho .

bedeutet.

(16a)

(166)

(11)

Die Formeln (16), (16a) und (166) ergeben eine allgemeine Berechnungs-

mdglichkeit der Dehnung, wenn die Atmungsldnge z0 bekannt ist.

Diese Lange z0 ergibt sich jedoch aus der Bedingung, daB am Anfang
der Atmungsldnge keine Dehnung vorhanden ist, die Kraft TO = (P — RDO0),
d. h. die Differenz aus der Dehnungskraft und der Summe der W iderstadnde

also Null ist, und somit bei

x =0 T—0 ist, also ——=y"' =0
EF

Dadurch ist:
y'= C(ash0+ C2ach0=0

und mit der Vereinfachung C2 = 0, also mittels (166):

C = aAtm —abshazo = o
achazn

Der Zéhler ist offenbar Null und daraus folgt:

und daraus schlieBlich die gesuchte L&ange des Atmungsabschnitts :

Q= 1 arch _8Atn

a ab

(2]

(17a)

(17)
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Danach kann mit den Formeln (16), (16a) und (166) durch die Einsetzung
von x — z0die GroRe der Schienenendenverschiebung A zp ausgedrickt werden:

(Atm — ab sh az0
Azp= Jzo= b ech az0+ sh azn
ach azn

Das Ganze wird auf einen gemeinsamen Nenner gebracht. AuBerdem muR
im Z&hler hei der Kirzung der Grundzusammenhang (ch2* — sh2*) = 1 der
hyperbolischen Funktionen in Betracht gezogen werden; dann wird der
genaue Wert der Schienenendenverschiebung:

a Atmsh az0-|- ab (1 — ch az0)
ach az0

Az (18a)

Die Schienenendenverschiebung A zp kann jedoch auch unter Umgehung der
hyperbolischen Funktionen ausgedriickt werden. Die GrdfRe von sh az0 ist
ndmlich der Formel (17a) zu entnehmen; dann ist nach dem oben erlduterten
Grundzusammenhang:

aAtm 2

/
chaz0= Y1+ sh2az0= ;|
’ ab
Setzen wir die Werte von sh azOund ch az0 in die Formel (18a) ein:

. At . aAtm 2
aAtm anin —[ab 1—
ab

a At,,
ab

all

Die hyperbolische Funktion ist damit verschwunden. Die Formel kann noch
vereinfacht werden und sie nimmt dann folgende Form an:

aAtn
Ai 62 + (18b)

SchlieBlich setzt man fir die Koeffizienten a, b und A tm die in den Formeln
(8a), (86) und (11) angegebenen Werte ein; damit erhdlt man die praktische
Formel fur die Berechnung der Schienenendenverschiebung

[Fol2 , (aEF At —H)2 po (18)

Azp =
1\q) EFq q
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Diese Formel gilt also fiir den Fall, wenn der von der Gleislegung an gerechnete
Temperaturunterschied At relativ klein ist und kleiner bleibt als der Grenz-
temperaturunterschied Al112 aus Formel (13):

AtgA tl2
Dies bedeutet mit anderen Worten, dal auch der gréRte Wert der Schienenen-
denbewegung unter der in Abb. 4 dargestellten Verschiebung cm bleibt.
A

Die Bewegungen sind also im ganzen beweglichen Schienenende und im
Atmungsabschnitt so beschrédnkt, daB von der Gleiswiderstandskurve p —y
nur der erste, linear ansteigende Abschnitt zur Geltung kommen kann (Abb.
4, Abschnitt 1), und der endgultige konstante Gleiswiderstandswert p kg/cm
sich noch nicht entfalten kann (Abb. 4, Abschnitt II).

d) Doppelabschnittsdehnung bei stédndig
zunehmendem Gleiswiderstand

Bereits in der Einleitung wurde im Zusammenhang mit Abb. Ib erwéhnt,
daB sich in einigen Fé&llen in der Gleiswiderstandskurve nach dem anfangs
stark ansteigenden Abschnitt | kein horizontaler Abschnitt Il mit einem kon-
stanten Wertp = konst, (kg/cm) bildet, sondern wie z. B. bei den Birmann-
schen Versuchen mit Stahlbetonschwellen [13], die Widerstandskurve auch
im Abschnitt Il ansteigt, aber natirlich viel flacher als in Abschnitt | (siehe
die Abb. Ib und 7). In solchen Fé&llen entsteht auch bei gréReren Bewegungen
keine gleitende Reibung, sondern es tritt daneben immer eine weitere Stauchung
auf, die einen zusétzlichen geringen stidndigen W iderstandszuwachs verur-

Abb. 7
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sacht. Abb. 7 stellt diesen Fall dar. Die zwei Abschnitte wurden hier durch
zwei ansteigende Gerade ersetzt, deren Gleichungen lauten:

Im Abschnitt I: px —pO0+ g my (19a)
Im Abschnitt 1l: px =p' +q' my (19b)

Werden diese zwei Geraden in die experimentelle Widerstandskurve einge-
tragen, so werden sich die Angaben p0, g, p', q' bzw. die den Schnittpunkt
M charakterisierenden, aus elementaren Zusammenhé&ngen ableitbaren Werte

Ji = —- 7~[cm] (19c¢)
q-g

P=Po+ 9Ji=Fo+ ? P--—---qf [km/cm] (w)

ergeben, bzw. bekannt werden. Mit diesen Angaben miuRten, &hnlich dem
Abschnitt 11l la, die Berechnungsformeln fir den Fall der verhinderten
Doppelabschnittsdehnung mit stdndig wachsendem W iderstand (Abb. 7) abge-
leitet werden. Die exakte Losung wiirde auch hier, wie in Formel (6), flir beide
Abschnitte die Verschiebungsfunktion getrennt angeben — ebenso wie die
Lésung der Differentialgleichung (5b) der verhinderten Dehnung:

yi = Cikhax -j-Ciishax — b

= Cm echax -f-Civshax— b

Bei der Durchfihrung der Ableitung kann aber festgestellt werden, dal der
Ausdruck der vier Integrationskonstanten (Ci — CIV) so kompliziert ist, daf
auf diesem Wege auf keinen Fall praktische Endformeln gewonnen werden
kénnen.

Praktisch jedoch kann auf Grund der oben gegebenen Resultate und
Berechnungsendformclin eine gute — wenn auch nicht exakte — Nd&herungs-
und Informatividsung angegeben werden.

In Abb. 8 sieht man das Bild der inneren Kréafte am Ende einer licken-
losen Schiene bzw. im Atmungsabschnitt; mit anderen Worten: die Summe
aller Gleiswiderstdnde (und Laschenwiderstdnde) fur jeden Schienenquer-
schnitt vom Schienenende bis zum betreffenden Querschnitt. Die gestrichelte
Linie ABGE ist die in Abb. 4 dargestellte Widerstandskurve, die stark
ausgezogene Linie ABG'E' dagegen bezieht sich auf die in Abb. 7 darge-
stellte Dehnung, die sich auf Grund der jetzt zu behandelnden W iderstands-
kurve vollzog.
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In erster Naherung sei vorausgesetzt, daB die Widerstandskurve wéahrend
des ganzen Verschiebungsprozesses mit der Geraden L — M — N aus Abb.
7 identisch ist. Dies gilt bis zum Schluf. Dann kann im allgemeinen von einer
»Einabschnitts-Dehnung« gesprochen werden, im Falle eines zunehmenden
W iderstandes, fiir dessen Schienenendenverschiebung die genaue Formel schon
im vorangegangenen Punkt von neuem abgeleitet worden war [2], nur missen
freilich in Formel (18) an die Stelle von p0 und g die Groen p' und q' ein-
gesetzt werden:

FiPT , {aEFAt—9)2 _ p'

; (20)
M+  eFrq q

In Abb. 8 entspricht dieser Schienenendenverschiebung die Fla&che BG'C'DB.
Die Linie der inneren Kréafte dagegen wird durch die Linie BG'C' dargestellt,
fiir die es charakteristisch ist, daR entsprechend einervorausgesetzten Anderung
des Gleiswiderstandes die Neigung der Linie im Anfangspunkt der Atmungs-
l&nge (in Punkt C) gleich tg B' = p' ist und dafR diese Neigung allmdhlich
etwas zunimmt. An Stelle der bei der Voraussetzung eines konstanten p kg/cm
gultigen Geraden BGC ist also die flache Kurve BG'C' maRgebend.

In der zweiten N&herung ziehen wir bereits in Betracht, dal die in Abb.
7 dargestellte flachere Widerstandslinie px = p' -\-g'ynurim zweiten Abschnitt
Gultigkeit besitzt, wenn y yv Statt der bisher berlcksichtigten Linie LM
ist also KM giltig, im Falle vony e<yr nach der Gleichung px —p0 -f-qy.
Die anfdnglichen kleineren W iderstdnde verursachen eine Zunahme der
Schienenendenverschiebung, deren Wert wir mit der Formel (14) fir den Fall
berechnet haben, daB im zweiten Abschnitt die Voraussetzung p = konst,
galt. Dann war die in Abb. 6 dargestellte Flache GCEG mit dem Verschiebungs-
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Zuwachs OA z proportional; dieselbe Fldche kommt als gestrichelte Linie
ebenfalls mit den Buchstaben GCEG, in der Abb. 8 vor.

Es kann nunmehr vorausgesetzt werden, dalR die GroBe dieser Flache
sich kaum @&ndern wird, wenn sie sich nicht an die gerade Linie CGB des
konstanten Gleiswiderstandes, sondern an die Kurve C'G'B (die im Abschnitt
Il ebenfalls ein wenig zunehmende Gleiswiderstandslinie) anschliet. Diese
Nd&herung und Voraussetzung ist desto verstdndlicher, da im Abschnitt | der
Abb. 7 (wenn alsoy <[yr) die Linien LM und L'M nur sehr wenig voneinander
abweichen. Infolgedessen sind in Abb. 8 die Linien CG und C'G' fast parallel.
Dann kann jedoch die GrdBe des vorhin in Formel (14) angegebenen Ver-
schiebungszuwachses OA z hier ebenfalls als sehr gute Niherung betrachtet
werden und damit wird mit den bisher abgeleiteten 18 Formeln eine gute
N&herungsformel der Schienenendenverschiebung fir die Praxis in diesem Falle
folgendermalen aussehen :

AzZp=Az f06Az
Folglich:

(21

Die verhinderte Dehnung lickenloser Schienenenden kann damit auch im
Falle eines Doppelabschnittes, aber stdndig zunehmender Gleiswiderstdnde
berechnet werden.

2. Eine strenge Dehnungsberechnung bei Schienen von der endlichen Lange 2 |

a) Die Doppelabschnittsdehnung bei einer Schiene
von der L&nge 2 |

Die Bewegungen der verhinderten Dehnung von Schienen von der end-
lichen Ldnge 2 1 m miussen mit von den vorigen abweichenden Formeln
berechnet werden, da hier bei einer Zunahme der Temperaturdifferenz die
Atmungsldnge zOnicht, wie im Falle der lickenlosen Schiene mit der Tempera-
tur nach Formel (10) stetig linear zunehmen kann, da die Atmungsldnge bei
einer groReren Temperaturdifferenz schon einen stdndigen Wert annehmen
wird: z0 =1, d. h. gleich der halben Schienenldnge sein wird. Die Schiene
dehnt sich somit in ihrer ganzen ldnge nach beiden Richtungen, ein bewe-
gungsloser Abschnitt existiert somit nicht, nur der Mittelpunkt der Schiene
bleibt bewegungslos. Doch koénnen die voranstehenden, fir die stoRfreien
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Schienenenden gultigen Berechnungen sehr wohl als Ausgangspunkt dienen
und entsprechend den Verhdltnissen von Schienen mit endlicher L&nge umge-
formt werden.

Diese Situation sieht man nun in Abb. 9a, in der neben der Linie FEF'
der Dehnungskraft P —a EF At die bei einer Schiene von der L&nge 2 / die
von den Schienenenden gerechnete Summe der Widerstdnde, also die Linie
der inneren Kré&fte (BCDC'B') dargestellt wurden.

Der Anfangspunkt der Abszissen x ist der die Schienenmitte bezeich-
nende Punkt 0. Von hier stellt bis zur Entfernung xx die Kurve DC bzw. DC'
die Linie der inneren Kréafte nach beiden Seiten dar — entsprechend der
Tatsache, dall die GroRe des Gleiswiderstandes px in diesem Abschnitt ver-
&nderlich ist. Die Verschiebungen sind hier nd&mlich noch kleiner als yx und
deshalb ist in der Widerstandskurve (Abb. 9b) noch der erste, linear anstei-
gende Abschnitt (px = p0 -f g my) gultig. Die Widerstandslinien CB bzw.
C'B' verlaufen bereits gerade und haben die Neigung tg R = p = konst.
In diesen Abschnitten sind nd&mlich die Verschiebungen grofer alsyxund des-
halb gilt hier der zweite Abschnitt, wo der Widerstand nach Abb. 9b bereits
Px = P — konst, ist.

Fir beide Abschnitte (I und Il) sind die allgemeinen Verschiebungs-
funktionen yi =f\(x) und ya = fu(x) auch jetzt dieselben wie sie es im
Falle des lickenlosen Schienenendes waren (Formel 8 und 9). Besonders da
die auf Seite 125 behandelten 4 Randbedingungen (bei x = 0 yx = 0; bei
X —x1 ¥l =yu und y\ =y'u; bei x = z0y\\ —a Atm) auch jetzt unver-
&ndert bestehen bleiben, besitzen die Formeln (10a—I10d) fur die Integrations-
konstanten Cx — C4 ebenfalls Gultigkeit, nur muf3 an die Stelle der Atmungs-
ldénge z0 wegen z0 = Z die halbe Schienenlédnge eingesetzt werden. Deshalb
nehmen die allgemeinen Verschiebungsfunktionen fliir Schienen von der Lange
2 |1 mit den bekannten Bezeichnungen

H
aEF

auf Grund der Formeln (8, 9, 10a—10d) folgende Gestalt an:
I. Im ersten Abschnitt (x < xr und y

yr= bchax -\- aBF Atm—p(l —xi) bth axx mshax — b (22)
EF ach axx

Il. Im zweiten Abschnitt (x > xxund vy )>yX

(23d)
2EF
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Abb. 9
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C, = -a A tfn—- —-—-X%— th ax, + b (ch ax, —th ax, - sh ax, — 1). (236)
EFa

Die Formel fir die Schienenendenverschiebung aber wird (A Ip —y\\ im Falle
von x = 2 sein:

£ adtm (I—xj +

DRSS 24
p EF 2EF ’ (24)

In diesen Zusammenhdngen ist jedoch die Abschnittsldnge xxnoch unbekannt.
Diese berechnen wir nach der auf Seite 127 angegebenen Begrindung wieder
aus der Bedingung: bei x = xx ist: y[ =yu- Diese Bedingung liefert mit
der Verwendung der Formel (22) und (23) folgende Gleichheit:

aEF & m—p (_— X))
EFa

a-b ch axL+ 02th axx— a2 th axresh axv

Daraus erhédlt man mit der Bezeichnung a2 = (qlEF) folgende Berechnungs-
formel nach xx aufgeldst :

ch axx— Po

* = | — + (25)
a sh ax.

Leider kann mit dieser Formel (25) die Abschnittslange xx bei der Schiene
von der endlichen L&nge 2 | mit Probieren, durch lIteration bestimmt werden
und nicht wie bei der stoRfreien Schiene mit der expliziten Formel (13a).

Nun kdnnten auch die Verschiebungsformeln (23) und (24) berechnet
werden; doch ist ihre Gestalt wieder sehr unbequem und weist Uberhaupt
nicht die Verwandtschaft mit den einfachen Formeln des konstanten Wider-
standes auf. Deshalb missen noch — ebenso wie bei der lickenlosen Schiene
im Abschnitt 111 16 — praktische und einfacher zu berechnende, vollkommen
genaue Formeln, den vorangegangenen entsprechend, festgelegt werden.

b) Die strenge Formel der Praxis fir die
Schienenendenbewegung bei Schienen von der
Lange 21

Den bisher besprochenen Abschnitten entsprechend wissen wir bereits
(siehe z. B. Formel 5), dal die GroRe der Schienenendenbewegung mit der
Flache, die von der Linie der Dehnungskraft P —a EF Atund der Summen-
linie der Widerstdnde begrenzt wird, proportional ist, da also in unserem
Falle fir Abb. 9a gilt:
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ni= dx = e £\ ~ ~ Rx*dX= EF T (BFEDCB>
o 0
In dieser Abbildung stellt also die Flache BFEDCB die genaue GroRe der
Schienenendenbewegung dar. Da wir von der Abschnittsgrenze xx wissen,
daB die Verschiebung dort eben dem bekannten yx entspricht, ist offenbar
die Teilflaiche CJEDC mit der Verschiebung proportional:

T (CIJDEC)

EF

W dre die Schiene sehr lang (lickenlos verschweifft) und gleichzeitig der Gleis-
widerstand uberall konstant p = konst., dann ist nach den Formeln (2) und
(5) bekannt, daB die Schienenendenbewegung dem Dreieck BFH (in Abb.
3 dem Dreieck (BCD) proportional sein wird und daBR dementsprechend :

A(bfh) _ (@EF At —H f

le F 2EFDp (@

Am Ende des letzten Abschnittes erhielten wir fir die Abschnittsldnge xx
folgende Formel :

Po
iEF At —H ch axx
Xx= 1 —
a sh ax, (23)
Aus Abb. 9a geht hervor, dal xx =JE und | — FE sind. Die Atmungslédnge

der lickenlos verschweillt gedachten Schiene, d. h. das zweite Glied (a EF At
- H)Ip der Formel entspricht FH. Offensichtlich ist dann das dritte
Glied der obigen Formel die Lange JH, denn nur so wird der der Formel
(25) entsprechende, der Abb. 9a zu entnehmende Zusammenhang mdglich:

xx = JE = FE —FH + JH
Somit ist offensichtlich

ch axn— -

JH = e 72—
a sh axx

Nun kann die Fldche des Dreieckes ebenfalls ausgedrickt werden ;

p ch axx Po
JH-JHp _ (@Hfp (d)

T ((icw) 2 a2sh2axx
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Nun kann die mit der genauen Schienenendenbewegung A z proportionale
Flache BFEDCB als algebraische Summe der folgenden Teilflichen ausge-
drickt werden :

T @repce) = T (srue) — 1 (Hacu) + T (caenc) (e)

Somit kann mit den Zusammenh&ngen a—e flr die Schiene von der Ldange

2 | die préazise und praktische Berechnungsformel der Schienenendenverschiebung
dargestellt werden :

(26)

Hier wurde von neuem die Bezeichnung 02 = (q/EF) verwendet. Die Léange
Xj muBB vorher mit der Formel (25) durch Iteration berechnet werden.

Obwohl hinsichtlich der praktischen Berechnung diese Formel die
bequemste ist, zeigt sie nicht unmittelbar den Unterschied 6 A l, der bei
der Schienenendenverschiebung zwischen dem genauen Wert (A Ip), der mit
der Widerstandskurve berechnet worden war und dem »Nd&herungswert,
der mit der Voraussetzung eines konstanten p kg/cm berechnet worden war.
Dieser Ndherungswert ist nach Formel (4):

Al=alAt-A—1--pl2-- (4)
EF \Y;

Ilhm entspricht in Abb. 9a die Trapezfliche BFEDCB. Die der genauen Schie-
nenendenverschiebung A Ip entsprechende Fla&che BFEDCB wird nun durch
folgende Teilflachen ausgedrickt :

Hierin ist die Flache T "Eqcj)noch unbekannt. Da aus der Abb. 9a EH =

= (@EF Ntmlp) — lund EG =p <EH, ist mit Berucksichtigung des Zusam-
menhanges d :
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Damit nimmt der Ausdruck der genauen GréfRe der Schienenendenverschiebung
mit den Zusammenhéngen (f, 3b,gund 6) die Form

H pl2 (aEF At- H —plf
AP = al At — +
EF " 2EF 2EFp
chan—p0
+ Ai (27a)
2 gsh2axl Al

Darin ist derAusdruck der ersten eckigen Klammer der N&herungswert Al
wdhrend der zweite Klammerausdruck den Korrektionswert 6A | der 2I-
Schiene angibt:

chaxj — PO
. aEF At — H - If
om= ¢ P A- P
2EFp 2 gsh2axl (27b)

Diese Formel verfugt nur Uber eine theoretische Bedeutung, weil die Formel
(26) offenbar viel bequemer zu berechnen ist.
Nun mussen die Giultigkeitsgrenzen untersucht werden.

c) Die Giltigkeitsgrenzen und die »Einabschnitts-
dehnun g«

Man kann sich besonders bei einer hohen Verlegungstemperatur und
bei einer verh&ltnism&Rig kleinen Verlegungslicke vorstellen, daB bei der
untersuchten, gentigend geringfligigen Temperaturschwankung At (z. B. bis
zur Temperatur der LickenschlieBung) auch die gréfRte Schienenendenbewe-
gung den Grenzwert cm nicht erreicht. Das bedeutet jedoch, dall in der
ganzen Schiene von der Ldnge 21 die Dehnung aus einem Abschnitt besteht
und daB ausschlieBlich der erste linear ansteigende Abschnitt (px —p 0 + qQy)
der Widerstandskurve gultig sein wird. Die Grenze zwischen der im vorigen
Abschnitt behandelten Doppelabschnittsdehnung und der jetzt behandelten
mit nur einem Abschnitt wird durch die Grenztemperaturdifferenz At1, 21
bestimmt. Diese Differenz erhdlt man aus Formel (24) durch die Einsetzung
von Alp = und xf =1:

n. p Anal —po0 H 28)

EF ash al aEF
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Ist also At"> A tV2 1, dann besteht die Dehnung aus zwei Abschnitten und
mufl dem letzten Punkt entsprechend berechnet werden, ist dagegen
At< At\ 2ldann besteht der Fall einer Einabschnitts-Dehnung. Die Berech-
nung der letzteren fir den Fall eines lickenlosen Schienenendes wurde im ver-
gangenen Abschnitt 111 Ic bereits behandelt und die fir die Praxis interes-
sante GroBe der Schienenendenbewegung A | kann mit der dort angefihrten
Formel (18a) berechnet werden, wenn an die Stelle der Atmungsldnge z0 die
halbe L&nge der Schiene | eingesetzt wird.

aAtmesh al + ab(1—ch ai)

Al (29)

P a chal

Die aus dieser Formel gewonnene GrofRe der Schienenendenverschiebung wird
also immer kleiner oder hdchstens gleich sein mit dem Verschiebungswert
Y\, der den Bruch der Bettungswiderstandskurve charakterisiert.

3. Die theoretische Auswertung und Zusammenfassung der Resultate

Den bisherigen Ausfihrungen entsprechend haben wir sowohl fur das
lickenlose Schienenende als auch fur eine Schiene von der Ldnge 21 =36 m

Tabelle 1

Die Zusammenfassung der Resultate der Zahlenbeispiele

Azp bzw. Az bzw. OA bzw.

Bei- Gleis
; Dehnung Angaben Al A1 Y
spiel (48,3 kg/lm) g mm oy o kg/ecm
Liickenloses In einem A4 = 10°
! Schienenende Abschnitt At = 22° 3.8 24 1.4 5
2 1 In zwei Ab- F e ©
schnitten B & 238 22,2 1.4 7.5
2/ = 36 mlan- In einem A4 = 10°
3 ge Schiene Abschnitt At = 30° 4.2 3.8 0.4 5.4
i In zwei Ab- A = 10°
4 schnitten At = 45° .3 6.9 0.4 5.4

Die Hauptangaben der zugrunde gelegten Gleiswiderstandskurve (eine gut gesetzte
Bettung) :
y~ 05 cm: px= 3+ 10y; Vy 0,5 cm: px=p — 8 kg/cm

10 Acta Tcchnica XXIX/1—2.
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die genauen Werte der Schienenendenbewegung fir charakteristische Félle
zahlenm&Rig ermittelt (A zp bzw. A Ip), den N&herungswert fir einen voraus-
gesetzten konstanten W iderstand (A z bzw. A1), den Fehler der Ndherungs-
berechnung (6 Az bzw. & A I) und schlieRlich die GréBe desjenigen fiktiven
konstanten Widerstandes p', mit dem die N&herungsberechnung dasselbe
Ergebnis liefert wie das strenge Verfahren (»der gleichwertige konstante
W iderstand«). Die Ergebnisse der Zahlenbeispiele sind in der folgenden
Tabelle 1 zusammengefalit.

Diese Resultate beziehen sich auf den relativ hohen Bettungswiderstand eines
gut gesetzten Gleises (Abb. 10a). Fur dieselben Félle fuhrten wir die Berech-
nung auf Grund der Widerstandskurven der Abb. 10i» bei nur halben Wider-
stand durch, die fir den Gleiswiderstand eines nach der Verlegung noch nicht
gesetzten Gleises charakteristisch sein kann. Die Berechnungen und ihre
Ergebnisse enthdlt Tabelle 2.
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Tabelle 2
. : Az,, bzw. Az bzw. 6Az bzw.
sBp?é-l (48,§|Iflgsllm) Dehnung Angaben oo ZAI ’ ZC)AI ng/’;m
mm mm mm
Liickenloses In zwei Ab- H = 10° .
la Schienenende schnitten At = 22° 6.3 a1 1.6 3.0
H= 0
2a
At = 45° 45,8 44,2 1,6 3,9
21 = 36mlan- In einem H = 10l
3a ge Schiene Abschnitt At = 30° 4.4 4.3 0.1 3.8
q In zwei Ab- A = 101
7
4a schnitten At = 45° 75 7.4 0.1 3.8

Die Hauptangaben der zugrunde gelegten Gleiswiderstandskurve (frische, noch nicht
gesetzte Bettung):

y <0,5 cm: px= 15+ 5y; y~ 05 cm: px=p = 4 kg/cm

Aus diesen Resultaten kdnnen folgende Konsequenzen gezogen werden:

1. Bei einem Langschienengleis mit StoRlicken (z. B. bei Schienen von
36 m Lange) ist die Abweichung zwischen dem strengen und dem Nd&herungs-
verfahren verschwindend klein (ndmlich kleiner als ein halber mm), obwohl
der gleichwertige Widerstand p' = 5,4 kg/cm vom konstanten 8 kg/cm unge-
fahr 30% abweicht. Diese Tatsache beweist, daB bei Gleisen dieser Art (Schie-
nenldngen von 30—60 m) hei der Ausbildung der Schienenendenbewegung
mit verhinderter Dehnung die Anderung des Bettungswiderstandes, ja sogar
die GroRe des absoluten Wertes auch des konstanten Widerstandes p kg/cm
nur von geringer Bedeutung ist.

2. Sowohl bei Langschienengleisen als auch bei solchen aus kurzen
Schienen mit StoRliicken kann daher mit einer praktisch vollkommen befriedi-
genden Genauigkeit gerechnet werden, wenn man das einen konstanten
W iderstand p kg/cm voraussetzende N&herungsverfahren wéhlt.

3. Bei luckenlos verschweiflten Gleisen betrdgt die Abweichung zwischen
der genauen und der N&herungsberechnung der Schienenendenverschiebung
ungefdhr 5—6%, wenn der untersuchte Temperaturunterschied nicht zu
klein ist (also bei einer Doppelabschnittsdehnung). Praktisch kann also auch
in diesem Fall die einen konstanten W iderstand p kg/cm voraussetzende ein-
fache N&herungsformel der Schienenendenverschiebung gut angewandt werden.

4. Ist die Temperaturdifferenz At bei der Berechnung der Bewegung
des lickenlosen Schienenendes von einem kleinerem Wert (besteht also die
Dehnung aus einem Abschnitt), dann ist die Abweichung zwischen den stren-
gen und den Né&herungsformeln bereits relativ viel gréfer, doch bedeutet
dies absolut auch dann nur 1,5 Millimeter. Der gleichwertige W iderstand

10~
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p' ist hier 5 kg/cm, was ungefédhr der Durchschnitt der Widerstdnde p0 = 3
kg/cm und p = 8 kg/cm sein mag.

Die Néaherungsformel kann daher praktisch auch hier mit sehr groBer
Genauigkeit angewandt werden, wenn die Gréfe des stdndigen W iderstandes
in der Berechnung auf den Durchschnittswert (p0 -fp) :2 verringert wird.
Dies entspricht der Durchschnittsordinate des ersten ansteigenden Abschnit-
tes der Yerschiebungswiderstandskurve. Doch sei wiederholt, daR der absolute
W ert des Fehlers auch dann genligend gering bleibt, wenn in der Ndherungs-
formel einfach der Wert p stehen bleibt.

5. Zusammenfassend kann daher gesagt werden, daB das einen konstan-
ten Bettungswiderstand p kg/cm voraussetzende Nd&herungsverfahren und
seine Formeln fur die Praxis genligend genau sind und zwar sowohl bei der
kurzen Schiene als auch beim lickenlosen Schienenende. Die Sicherheit wird
noch gesteigert, wenn der Wert des Widerstandes p kg/cm ein wenig verringert
in Betracht gezogen wird.

6. Das vorgefihrte strenge Berechnungsverfahren folgt eng den experi-
mentell gewonnenen Gleiswiderstands-Verschiebungskurven und berick-
sichtigt sie in einem hohen Male, vielleicht genauer und theoretisch richtiger
als z. B. das dasselbe Ziel verfolgende Verfahren des Japaners HoshiNO
[10] und des Rumdnen Mikloési [11]. AuBerdem hielten wir hinsichtlich
der Form die Verwandtschaft mit dem Né&herungsverfahren aufrecht. Dieser
Umstand sicherte uns nicht nur eine leichtere Rechenarbeit, sondern bewies
auch formelmd&Rig, daB die strengen Verfahren in ihren Ergebnissen von
dem mit einem konstanten Widerstand arbeitenden N&herungsverfahren nicht
allzusehr abweichen.

7. Das strenge Rechenverfahren muff dann unbedingt bevorzugt wer-
den, wenn der ansteigende Anfangsabschnitt der W iderstandskurve ausge-
dehnter ist und der konstante Widerstand nur im Falle einer gréfReren Ver-
schiebung yx (z. B.yr =1 — 1,5 cm) entsteht. Diese Situation jedoch kann
nur im Falle einer Bettung von minderwertiger Qualitdt und schlechter
Schienenbefestigung maRgebend sein; z. B. bei Bettungen aus Sand oder
taubem Gestein; dieses Material kommt jedoch fiir Langschienen bzw. licken-
lose Gleise ohnehin nicht in Frage.

8. Schlielflich mulR beachtet werden, daR der BettuEjgswiderstand selbst
oder seine Versuchskurve Uberhaupt nicht unverdnderlich oder genau umris-
sen ist, und die in jedem Gleisabschnitt, bei jeder Schwelle immer die gleichen
sind. Es kann vielmehr nur von einem statistischen Durchschnittswert die
Rede sein. Tatséchlich ist offenbar die Streuung des Gleiswiderstandswertes
ziemlich groB, da sowohl das Verdichtungsmal als auch die Strenge der
Schienenbefestigung manchmal kleine, manchmal jedoch groRe Abweichungen
bei den einzelnen Querschwellen aufweisen kann. Wegen der im Gleiswider-
standswert bestehenden natlirlichen Streuung dirfen die Resultate der »stren-
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gen« Berechnungen nicht Uberschdtzt werden. Die Unsicherheit bei den Aus-
gangsangaben erlaubt es praktisch in vollem Male, die Dehnungsberechnung
mit einem vorsichtig festgestellten konstanten Gleiswiderstand p kg/cm zu voll-
ziehen, zumal oben gezeigt wurde, dall die Differenz zwischen den Ergebnissen
des Ndherungs- und des »strengen« Verfahrens nur duRerst gering ist.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die Berechnung der Ausdehnung und der Verschiebung der Enden von Langschienen
und von lickenlosen Eisenbahngleisen erfolgt im allgemeinen auf Grund der von Dr. J.
Nemesdy-Nemcsek, Wattmann und Gruenewaldt schon 1928 begriindeten Berechnungs-
verfahren, unter Zugrundelegung eines konstanten, also von der Bewegung unabhéngigen
Gleiswiderstands p kg/cm. Die bekannten Grundformeln fiir die GroRe der Schienenenden-
bewegung sind fir eine luckenlose Schiene bzw. eine Schiene von der Léange 21

(AEFAt-Hf H N
Al =aAtl — - 1
2EFp a EF 2EF

Die vielerorts durchgefiuhrten Gleiswiderstandsversuche zeigen, daf der Bettungswiderstand
nur nach einer anfénglichen GrenzVerschiebung yx= 5—6 mm ein konstanter Wert wird,
wéhrend bei kleineren Verschiebungen der Widerstandswert p kg/cm von einem kleinen Anfangs-
wert p0 bis zu einem stdndigen Wert p kg/cm wéchst. In der gegenwdrtigen Arbeit wird im
ersten Abschnitt durch eine Gerade px — pO+ gy das Anwachsen berticksichtigt, im zweiten
Abschnitt wird mit p = konst, gerechnet. Aus der Differentialgleichung der behinderten Deh-
nung werden neben den komplizierten genauen Formeln auch solche genaue Werte der Schie-
nenendenbewegung abgeleitet, welche die Abweichung von dem mit einem konstanten Wider-
stand p arbeitenden einfachen Berechnungsverfahren in exakten Formeln aufzeigen. Die
genaue Verschiebung des lickenlosen Schienenendes ist z. B., wenn Az groéfBer ist als die obige
GrenzVerschiebung yx:
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t—HYy

Azp — Fp

! };M gPF;)q gR2 March i)\

Ist hingegen Azp <yx dann ist:

aEF At- HY  po

Azp - r,) + EF g q

In der Arbeit wird nicht nur die Verschiebung des lickenlosen Schienenendes, sondern auch die
genaue Ausdehnungsberechnung der Langschienen von der L&nge 21mitgeteilt fir den Fall von
Al <[yrund fir den Fall Al > yx. Bei der zahlenméaRigen Auswertung der genauen Formeln
zeigt es sich, daR die Ergebnisse der genauen Rechnung und der Rechnung mit konstantem
W iderstand in praktischen Fdallen sehr gut tbereinstimmen, und daR der Wert der groften
Abweichung ungefédhr 1,5 mm ist, was vernachldssigbar ist.

Die Arbeit beweist daher exakt, daR die mit einem konstanten W iderstand arbeitende
einfache Dehnungsrechnung fiur praktische Zwecke vollkommen genligende Genauigkeit
bietet.

THE EXACT CALCULATION OF THE DILATATION OF LONG AND OF CONTINUOUS
RAILS, ON THE BASE OF EXPERIMENTAL TRACK RESISTANCE CURVES

E. NEMESDY

SUMMARY

Usually, the dilatation and the displacement of the ends of long and of continuous
railway tracks are calculated on the base of a constant track resistance p kg/cm independent
of movement, according to a method established by Dr. J. Nemesdy-Nemcsek, W attmann
and Gbuenewatdt already about the year 1928. In the case of a continuous rail or of a rail
of length 21, the known basic formulae are:

aEF At H)2 13
A’:\$ Al=aAl-JLI- P
’ 2 EFp 2EF

According to track resistance tests carried out in a great many places, the ballast resistance
will become constant only after an initial limit displacement of yl=5—6 mm, and for smaller
displacements it raises from an initial small coefficient of friction p0Oto the constant value
p kg/cm. In the present paper, the increase is taken into consideration by a straight line
px = Po + 9 «Yin the first section and in the second section, p = const. From the differential
equation of the hindered dilatation the complicated accurate formulae as well as accurate
values of the rail end displacement are deduced, which show by clear formulae what is the
difference between the simplified method of calculation using p = const, and the exact method.
E.g., the displacement of a continuous rail end is tor Az larger than the former limit displace-
ment yx

pp  BEFAL- HE J 1 sh2(arch

2EFp " 2pq \

On the other hand, if Azp myi then

Azp = (aEF At - Hy Po
The paper shows the exact calculation of the dilatation not only for the end of the continuous
rail, but also for long rails of length 21, for both the cases of Al <y xand of Al<”yr. The
numerical evaluation of the exact formulae shows that the results of the exact calculation and
of the approximate calculation based on p = const, agree very well, and the value of the
maximum discrepancy is about 1.5 mm, which value may be neglected.

Thus the paper proves exactly that the simplified calculation of dilatation using con-
stant resistance is of completely satisfactory accuracy for practical purposes.
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CALCUL EXACT DE LA DILATATION DES RAILS LONGS ET DES VOIES FERREES
SANS JOINTS, SUR BASE DES COURBES EXPERIMENTALES DE RESISTANCE
DES VOIES FERREES

E. NEMESDY

RESUME

Les calculs de la dilatation et du déplacement des extrémités des rails longs et des voies
ferrées sans joints, s’effectuent généralement par la méthode de calcul établie vers 1928, par
MM. le Dr.J. Nem esdy-Nemcsek, Wattmann €l Gruenewaldt, €Nn Se basant sur une résis-
tance de la voie constante p kg/cm, indépendante du mouvement.

Les formules de base bien connues et donnant le déplacement de I'extrémité du rail
pour les rails sans joints ou d’une longueur 21, sont:

(@EF At- Hy H pF
LAl = aAtl— -
2EFp ’ a EF 2EF

D’apres de nombreux essais de résistance des rails, la résistance du ballast ne sera constante
qu’apres un déplacement limite préliminaire yx= 5—6 mm. Pour les déplacements plus petits,
la valeur de la résistance p kg/cm croft progressivement, d’une valeur de frottement pOjusqu’a
la valeur constante p kg/cm.

Le calcul de I’accroissement est effectué en supposant une droite px = pO+ g my dans
la premiére, et une valeur p = const, dans la seconde période.

De I’équation différentielle de la dilatation retardée, nous déduisons les formules exactes
compliquées, puis les valeurs exactes des déplacements des extrémités de rails, qui montrent
bien la différence d’avec la méthode de calcul simple, basée sur la résistance constante p.
Par exemple, si Az est plus grand que le déplacement limite précédent yx, le déplacement
exact de I'extrémité du rail sans joints sera, de cette maniére:

, (aEF At —H)2
A*» = ~2EFp +

Si par contre, Azp < yX, alors:

(@EFAt—Hf  pg

Azp = EF g a

L’étude présente le calcul exact de la dilatation non seulement pour les extrémités de rails
sans joints, mais aussi pour les rails de longueur 21, dans les deux cas: zli < yx et Al ">yx

L’évaluation numérique des équations exactes montre que les résultats du calcul exact
et du calcul approché tenant compte de la résistance constante, présentent une bonne con-
cordance dans les cas pratiques, et que le plus grand écart est d’environ 1,5 mm, valeur néglige-
able.

L’étude prouve donc d’une facon exacte que le calcul simple de la dilatation basé sur
la résistance constante est d’une précision tout & fait suffisante pour les calculs se présentant
dans la pratique.

TOUHbLIN OUNATALMOHHBLIN PACYET
ONVHHbBIX PENLC W BECCTbIKOBbIX PE/IbCOBbLIX MYTEW
HA OCHOBE 3MIMUPUNYECKUX KPUBbLIX COMPOTUB/EHWS PE/ICOBbLIX MYTEN

3. HEMEW AN
PE3FOME

BooblLue pacyeT aunaTauuyM  [AJMHHBLIX PenbC, a TaKXe 6ecCTbIKOBbIX >Kene3Ho-
[OPOXHbIX PENbCOBbIX MNyTeli U [ABWXEHWS KOHLA PenbC 06bIMHO MPUHSATO BbIMOMHATL
Npu NoMoLLy YCTaHOB/IEHHONW yxe B 1928 r. uccnegoBatensamm Hemewaym —Hemuek, BaTTMaH
1 TptoHeBanbA METOAVKW pacuyeTa, T. €. 6eps 3a OCHOBY MpW pacyeTe CONPOTMBEHME PEibCo-
BbIX MyTeli B p Kr/CM BEMIMUMHON, HE3aBUCMMO OT ABWXKEHUS. W3BECTHbIMU OCHOBHbIMU (hop-
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MynaMmun ABNAKTCA ONA BENIMYUHBI ABUXKEHUA KOHUAa penbC B Cy4dae 6ecCTbIKOBbIX, COOTBET-
CTBEHHO penbC AvHOKW 21:

(@EFAt-Hy _ JL P11
M= — owm -~ ATl 2EF

Ha ocHOBe OMbITOB MO WCC/IEA0BAHMIO COMPOTUBEHWS PENbCOBbLIX NyTell CONPOTUBMEHUE MO-
CTeNM CTAHOBMTCS MOCTOAHHOW BE/IMUMHOM TOMLKO MOCME HEKOTOPOro HauyasbHOro npeaesb-
HOro caBura YXx= 5—6 MM, B c/lydyae, eCiM CABWUM MeHbLUEe 3TOW BeNWUMHBLI, TOrfa BeluynHa
COMPOTMB/IEHNA B p KI/CM BO3pacTaeT OT HEKOTOPOro HauasbHOro 3HadeHuss TpeHus pO Ao
NOCTOAHHOW BeNMUMHLI B p KricM. B gaHHoli pa6oTe pocT y4nTbIBaeTCs Npsamoit px = p0 + Y-y
Ha MepBOM OTPe3Ke M Ha BTOPOM OTPE3Ke PacyeT MPOM3BOAUTCA BEIMUMHOM P = KOHCT.
M3 anddepeHLManbHOro ypaBHEHNSI TOPMOXEHHOM AunaTauum BbIBOAUTCS Hapsigy CO CNOX-
HbIMM TOUYHLIMW (YOPMYSIAMUN TaKXKe TaKue TOUHbIE 3HAUEHUST ABUXKEHWUSA KOHLOB PesibC, KOTOpbIe
XOPOLIO M HarfsfHO MOKasbiBAlOT OTK/IOHEHWE OT NPOCTOM METOAMKM pacyeTa, MUCMOosb3yHoLLet
NOCTOSIHHOE COMPOTMB/IEHME p. Hanpumep, TOUHbIA CABUT KOHLA 6ECCTLIKOBLIX penbc 6GyaeT
COOTBETCTBOBATb HMKENpUBeAeHHOW (opMyne, ecnm Az 6onblue, YemM MPEeXHW npeaenbHbIi
CABUT YX.
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B pa6oTe coobLiaroTcsi hopMy/bl He TONbKO A8 pacyeTa Aunatauum KoHua 6eccTblKo-
BbIX P€/1bC, HO U AN1A1 PenibC A/IMHOM 21 TaKKe MPUBOASITCS COOTBETCTBYHOLLME POPMY/bI KaK A1
cnyydaa Al > yl( Tak n Al < yj. Mpn 4MCIOBOM PELLEHMU TOYHbIX (DOPMYN BbISICHAETCHA, YTO
pe3ynbTaTbl TOYHbIX PAacHeTOB U MPUGMXKEHHbIX PacHETOB, UCXOAALUMX M3 MOCTOSIHHOrO CO-
NPOTVB/IEHUS, B MPAKTUYECKUX C/ly4YasiXx XOPOLUO COBMAafalT, W 3HayeHWe Hambonbluero oT-
K/IOHEHWSI COCTaBAsieT OK. 1,5 KOTOPbIM MOXHO MpeHe6peYb.

CnepoBaTenbHO, paboTa CTPOro [oKasbiBaeT, UTO MPOCTOM AWnaTalUMOHHBIA pacuyeT,
NCXOASALWMNIA N3 NOCTOSIHHOTO COMPOTMB/EHNSA, 4151 MPaKTUYECKUX PacveToB SIBASIETCA BMOJHe
YOBNETBOPUTENbHLIM B OTHOLLUEHUWM TOYHOCTW.
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Fundamental laws of capillary physics had already been established
for a century (Laplace 1806, Gauss 1830), when the first experiments of
Atterberg initiated the systematical investigation into the capillary properties
of the soil. Practical problems requiring solution were encountered first in
agricultural chemistry, yet hydraulic engineering and soil mechanics were
soon to follow. Protection of roads, foundations and of ice houses against
damages by frost, watersealing of walls and subterranean rooms, seepage
from earth canals, percolation below the surface, soil shrinkage and the appar-
ent cohesion of soils are all subjects closely related to capillary phenomena.

Results of physics and chemistry cannot readily be applied to porous
materials. In order to overcome the difficulties caused by the differences
between the “individual capillary tube” and the soil of involved textural
structure, the concept of the “ideal soil” — of regular structure and consisting
of identical particles — has been introduced. This approach, however, does
not seem to have proved satisfactory, and has in many instances even led to
a departure from actual conditions and to the uniformized treatment of
problems. Thus e. g. “the height of the capillary rise” is considered, to this
very day, the most significant characteristic, although its value is different
for various ducts in the soil, the degree of saturation of the cross sections
being influenced also by their distance from the water surface. The reason
for our inability to solve a very great number of problems is, that no infor-
mation is as yet available on the changes in the ratio of active and passive
forces during capillary flow, and on the relationships between this distribution
of forces and the distribution of the water content.

An attempt has been made by the author to solve these problems, relying
on the results of almost three hundred laboratory experiments, of which the
evaluation and theoretical discussion are presented in the following. Thus,
the relationships applying to the *“closed” and “open” capillary ranges had
to be established first (Sections 1 and 2) in order to obtain information there-
from on the laws governing the distribution of forces and percolation velo-
cities (Section 3). In the parts relating to laboratory experiments (Section 4)
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and to practical applications (Section 5) we endeavour to make use of the
conclusions arrived at in the preceding Sections.

Granular soil samples of disturbed structure were used in these experi-
ments. One of the soils (denoted by A) was a quartz-sand of alluvial origin,
while the second (denoted by B) was a loess soil of macroporous texture and
deposited by the wind. Several fractions and blends were prepared from
soil A (Fig. 1). Data on the chemical composition determined by oxide-analysis
of the soils have been compiled in Table 1.

Fig. 1. Grain-size distribution curves, notation (Ad, Ae...) and uniformity coefficient
(U) of soils investigated

Table 1

Chemical composition of soils investigated

Components present, %

Soil

volatiles Si02 r23 CaO MgO (CaCO9)
Ak 4,91 87,24 2,68 3,42 0,98 4,32
B 17,79 58,89 6,67 9,19 3,37 11,79 *

Ordinary tap-water stored at laboratory temperature was used for
the experiments. The temperature of water was 22,2 -j- 2,1 centigrades.
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1. The degree of saturation of the closed capillary zone (Se)

The definition of Zunker [29] introducing the concept of the closed
capillary zone has left unanswered the question as to the extent to which
this zone, bordering on the free water surface, is filled with water. Following
a brief review of the literature on the subject, the corresponding laboratory
experiments will be described.

a) Conclusions published in the literature on the problem

Dealing with the origin and development of soil water content, dis-
tinctions are usually made by the authors between the water absorption of
dry soils and the drainage of previously saturated (inundated) soils. The unani-
mous opinion of all authorities concerned is that the amount of water remain-
ing in the soil after drainage is in excess of that which can be absorbed by
capillarity. The phenomenon can be demonstrated in physics by the Jamin
tube which has a varying cross section (Fig. 20). In the course of previous
saturation water enters also into the large pores, more or less suitable for
water retention, of the open zone, which are unable to draw water from the
finer pores during the process of capillary rise.

Above the groundwater table three zones are distinguished by Terzaghi
[25] who regards the bottom one as complete saturated though, it must be
remembered, he explains the development of zones by drainage. According
to the interpretation given by Weiland [27] to the definition of Zunker
“every space, even the large pores, is completely filled with water” in this
zone. Complete saturation is mentioned also by Goldstein [4], Terzaghi
and Peck [26], as well as by Kezdi [7]. According to Taylor [24], the
correctness of assuming saturation is questionable, while KryNine [12] is of
the opinion that such an assumption is practically correct. In the experiments
of Lambe [13] on horizontal capillary movement in fine sand, 80 per cent
of the soil voids became saturated, and the experiments on capillary rise yield-
ed similar results (Fig. 2a). In his book published a year later [14] a schemati-
cal diagram of general validity is given according to which the relative mois-
ture content (degree of saturation) of the closed capillary zone (hcn) is almost
without exception smaller than one (Fig. 2b).

Measurements of Vasilev [21, p. 304] carried out on undisturbed
samples are noteworthy in this respect. These have revealed after water
absorption a relative moisture content of 0,82 to 0,88 for the siltunder consid-
eration. Information on a field measurement by him is also available, in
which the saturation of the same soil was observed. His conclusion is that
complete saturation does not occur either above or below the groundwater
table (Fig. 3).
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a> b) 0
Fig. 2. Capillary absorption and drainage. Experimental (a) and theoretical (b) charac-
teristic curves of Lambe, with notations introduced by him. Demonstration of capillary hyste
resis by means of a Jamin tube (c)
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Fig. 3. Changes in the degree of saturation with time, at various depths below terrain surface
(observations of Vasilev)
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The above examples cited from the literature were included to illustrate
the wide variety of contradictory opinions prevailing in this field. The thought
that the ability of a soil for capillary saturation could depend on some physical
property of the soil itself, did not occur even to the authors who observed
partial saturation.

b) Laboratory investigations into saturation

The device constructed for this purpose is illustrated in Fig. 4. The
sample is placed into a 4 cm diameter, 6 cm high metal cylinder which, in

Fig. 4. Device constructed for determining the water content of the capillary zone
above the water surface

turn, is supported on a second perforated cylinder standing in a water-filled
vessel and covered with a rigid screen. Constant water level is ensured by
means of an overflow. A double screen is used to support the sample. The
upper screen serves as to protect the grains of the sample against scouring,
while the purpose of the lower rigid screen is to prevent any deflection of
the first. A glass-plate placed on top of the sample supports the indicator
point of a dial gage, by the aid of which any change in volume due to water
absorption can be observed with an accuracy of 0,01 mm. The water content
of the sample, its degree of saturation and specific slump can be computed
from the dry weight and the wet weight determined after water absorption,
as well as from the cylinder volume corrected according to the dial reading.

Prior to starting the experimental work, the permissible accuracy limits
of weight- and volume determinations were established. For this purpose



158 L. RETHATI

the relative moisture content (S) was expressed as a function of the specific
weight (s), the volume of the sample (V), the absorbed water (AW) and the
dry weight (W0). Hereafter the partial differentials of S according to the above
factors were formed. It could be established by this method that a deviation
of -f- 0,01 in relative moisture content may be caused by the errors of obser-
vation given below: 9s = — 0,018 g/cu.cm, dV = — 0,31 cu.cm, d(AW) =
= -f-0,30 g and 91F0 = — 0,47 g.

Using a scale sensitive to centigrams, the accuracy limit of weight
measurements can readily be observed. The measurement of AW is a more
delicate task, because while being removed from the water, the sample is
likely to loose some water. Cylinder volumes were determined by immersion
and the condition that the volume of the sample should be identical with
that of the cylinder was met by using the double screen, and checked by
the dial gage. As far as specific weight is concerned, an error of the order of
magnitude of i 0,01 had to be taken into account, owing to the miscellaneous
composition of the material.

As revealed by control computations, the accuracy attained was gener-
ally within the desired limits. Standard errors computed by the method of
least squares for individual experiments within some series and for the calcu-
lated averages are given in Table 2.

Table 2
Experiments for determining the saturation (Se) of the closed capillary zone

Standard error
Number

Soil of tosta Void ratios (€) gt st average Average u

Ad 10 0,59—0,76 0,016 0,005 0,979 1,27
Ae li 0,56-0,74 0,014 0,003 0,986 1,13
Af 10 0,58 —0,79 0,012 0,004 1,008 1,22
Ag 7 0,73-0,86 0,021 0,009 0,975 1,42
Ak 12 0,56—0,72 0,017 0,005 0,977 1,62
Aa 14 0,60—0,78 0,015 0,004 0,849 2,11
B 4 0,80—0,97 0,019 0,009 0,840 2,34

Series comprising from 10 to 12 observations were designed with different
soil densities in each experiment. Increments of Ae = 0,20 to 0,25 were
successfully attained by manual compacting and shaking. The majority of
experiments were carried out on dry soil, in those with Aa soil previously
wetted samples were also used.
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c¢) Experimental results

The average relative water contents (Se) together with the corresponding
standard errors are compiled in Table 2 for the various fractions investigated.
The limits of the void ratio (e) observed after the completion of the process
of capillary rise can be seen in the same table.

As will be perceived from the data in the table, the degree of saturation
of the soil fractions considered, at the end of the process of rising, attained
values lying within the range Se = 0,84 to 1,0 (in order to illustrate accuracy
limits, the value 1,008 has also been included in the Table). It can be con-
cluded therefrom that the degree of saturation of the closed capillary zone
varies from soil to soil and can be partial and complete alike.

ifJ ... 1 1
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Fig. 5. Variation in the water content (w) and degree of saturation (S) of the lower capil-
lary zone, plotted against the void ratio (e) observed after absorption (Soil Aa)

Let us examine now which of the physical soil properties is the one
influencing capillary saturation.

The gradation of individual fractions is within very close limits, so
that they may practically be replaced by a multitude of uniform grains of
a size corresponding to the average particle diameter. In view of the fact
that the four fractions within the particle range D = 0,08 to 0,50 mm have
shown a value Se = 0,98, it can be stated that within the range considered
the degree of saturation is independent of particle size.

The same can be said about soil density. This fact seems to be corrobor-
ated by the circumstance that the standard error of individual measurements
within a series of experiments, made with samples of different density, is
hardly in excess of the accuracy limit mentioned above. The conclusion lies
therefore close at hand: the fluctuation about the average value is of unpredict-
able character. Relative moisture contents of the Aa soil, together with the
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analytically determined equalizing line thereof observed at various void
ratios, have been plotted in Fig. 5. The change in relative moisture content
over the entire void-ratio range investigated amounts to no more than 0,013,
i. e. about 1,5 per cent.

The water content of the capillary fringe is not independent of density,
and is thus a soil property not as unique and characteristic as the relative
moisture content. This is clearly illustrated by Fig. 5 which shows that the
w ater content increases by 25,9 per cent within the density range investigated,
while Se remains fairly constant.

An interesting result is obtained when Seis plotted against the uniform-
ity coefficient (Fig. 6), inasmuch as the degree of saturation is seen to decrease

Fig. 6. Relation between the Sevalue and uniformity coefficient (U) for the soils investigated

with increasing graduation. Having once recognized this trend, experiments
were made with various blends of different fractions as well (Table 3). The

Table 3
Degree of saturation (Se) of soil mixtures in the closed” capillary zone

Number Average

Blend of tests  Void ratios (€) S u
Ad -)- Ae 5 0,60—0,72 0,972 1,32
Af + Ag 4 0,61-0,79 0,967 1,74
Ad + Ag 4 0,55—0,70 0,901 3,26

result was that components, which could be saturated separately, attained
a saturation of only 90 to 97 per cent when blended. These results fit well
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into the relationship presented in Fig. 6. The relatively high value observed
with the Ad -f- Ag blend can be attributed either to the stepped gradati®,
curve that cannot be described by U, or to the circumstance that the compo-
nents which could be saturated separately, were not blended completely.
The series of experiments made with samples previously wetted to various
degrees is represented graphically in Fig. 7. As to be seen therefrom, the degree
of saturation of a soil soaked owing to capillarity depends also upon the initial
water content. The extent of previous wetting may attain a limit value (Sf)
beyond which the water absorption of the sample during the actual test
becomes zero.

Fig. 7. Saturation of previously wetted soils

Consequently, these experiments have revealed the existence of two
limit values characteristic for the degree of saturation of the closed capillary
zone: 1. the relative moisture content of the initially dry soil (Se), observed
after water absorption, 2. the minimum relative moisture content (Sh) which
may develop above a free water surface, regardless of the initial water content
of the soil. Numerous data were obtained on the slump due to capillary water
absorption as well. These will, however, be described in a separate paper.

d) Discussion of physics involved

A detailed examination of the problem is impossible without considering
the results of material investigation in a wider sense, as well as of physics
and chemistry in this fields.

11 Acta Technica XXIX/1—2.
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According to the definition formulated by Manegoitd [17], the soil is
a polycapillary system in which the pore volume is built up of pores forming
an open network or intercommunicating ducts as well as of bubbles (totally
enclosed) and bags (open on one side). Obviously, the degree of saturation of
any particular soil will depend on how the various pores can be filled, and on
the ratio in which they are present in the entire pore volume.

Experiments by K. Schultze [22] have shown the readiness of the
capillary voids for being filled with water to depend upon the magnitude of
surface tension (the smaller the former, the higher the latter), upon the posi-
tion of the capillary void, upon the shape of the cross section, upon the degree
to which the capillary space is enclosed, as well as on the cross section and
position of the opening communicating with the adjacent system.

The experiments conducted by Smith and Browning (1942) are note-
worthy in this respect. They found the samples to contain 9 to 22 per cent
air after the usual laboratory method of saturation. Christiansen (1944)
succeeded in completely removing the air content only at a vacuum approaching
the atmospheric pressure. Vasilev attempted the saturation of the
samples referred to in Section la, but could in no case observe any ab-
sorption of water.

A characteristic feature of water movement in the closed capillary
zone is that the large voids become filled first, flow velocities in these being
higher in the initial phases of rising. Small menisci supplied from these enter
into the small pores, yet cannot drive out part of the entrapped air since the
latter does not communicate with the outer atmosphere. Differences in velo-
city, which may be considered as the primary cause of entrapped air bubble
formation, are evidently the greater, the more varied the gradation of the soil,
inasmuch as the number of possible combinations as regards the length of
ducts, the shape and diameter of cross sections, the degree of enclosedness
of the pores, is much greater. In soils having a flat grain-size distribution
curve there are numerous sack-like and bubble formations, and their number
may be increased even by water, in an attempt to enter the pores, closing part
of the narrower ports.

All these conditions may be described by the “pore distribution curve”
of the soil. The flatness thereof is proportionate to that of the grain-size
distribution curve of the soil, and the assumption that in the case of structure-
less soils this ratio is unaffected by the size of the grains, lies close at hand.
Accordingly, this curve would be displaced parallel to itself during the com-
paction of the soil. If these assumptions are accepted as correct, this concept,
abstract as it may seem for the time being, readily lends itself for the expla-
nation of why the Se value of various soils investigated failed to respond to
changes in grain size and density, yet at the same time, reacted to gradation
and similar wetting.
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2. Distribution of water content in the open zone

The distribution curves shown in Fig. 2 after Lambe, are similar to
the distribution curves of capillary moisture, determined in laboratory test
or in the field and published in the literature. The decrease of soil-moisture
content with increasing distances from the free-water surface is a problem
of great significance in technical, agricultural and agrochemical respects, yet
the observation of this phenomenon is a prerequisite also for the study of the
distribution of the capillary forces. It has been attempted to construct for this
purpose a device permitting the rising height, velocity, and the relative mois-
ture content of any arbitrary point of the wetted soil column to be computed
already during the experiment.

a) Description of the device

The soil sample to be investigated is inserted into a glass tube of constant
cross section and enclosed at its bottom by a screen. The glass tube may be
introduced by the aid of a Bunsen rack into the water column of a vessel
having a constant cross section and supported on the pan of a balance. The
experiment is started by immerging the bottom of the tube, after compen-
sation of the scale, into the water contained in the vessel. During the process
of capillary rise, sufficient weight is always removed from the balance to keep
the index of the scale between the two extreme marks. The height of the
capillary rise, the weight balancing the vessel and the scale of the balance
are read simultaneously. From these data the summation curve of the absorbed
water quantity (a) can hereafter be computed and plotted in a co-ordinate
system against the height (s) above the water surface.

W ith the porosity (n) known, the relative moisture content of the soil
cylinder, having a cross-sectional areaf and a height Az, can be computed as

AX
f Aznd (1)

where  AX

0

the water quantity absorbed over the path Az
the density of water (=1 in the following).

In case of a sample composed of discs placed upon one another, again
Eq. (1) would have to be applied. A similar arrangement of the experiment
would involve the disadvantage that, in order to attain the necessary degree
of accuracy, each disc would have to have a considerable height, and the
average degree of saturation related to their central plane would not reflect
actual conditions, not to mention other sources of errors. Advantages resulting

]l-k
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from the continuity of the sample may be exploited best by computing the
relative moisture content from the tangent (lim Ax/Az = z') of the water
absorption curve.

It is not possible to register the quantity (x) of absorbed water directly
since the loss in weight (IP) determined from the scale includes besides x the
following factors as well: 1. the weight of the evaporated water (W'p), 2. the
change in uplift acting on the tube and due to evaporation, as well as to 3. water
absorption. If the uplift acting on 1 cm length of the tube is denoted by (p,
and the cross-sectional area of the vessel by F, the observed loss in weight
may be expressed as

W=x + <pX~+Wp+ <p\-A{]L,
N t

whence the absorbed water quantity may be computed.

Readings taken on the scale of the balance should also be corrected
since the force required for compensation is bound to overcome also the change
in uplift due to displacement. The correct scale reading is obtained if the
actual reading is divided by the displacement of the pan due to a change
in load of 1 gram and expressed in scale graduation units. The latter may
be determined at any arbitrary time of the rise. From these data, further
from the length of the arm and of the index of the balance, as well as from the
distance of scale graduations, also (p may be computed. Wp may be deter-
mined by continuously measuring the loss in weight of water stored in a vessel
having a cross section identical with the original.

The derivation is based on the assumption that the entire water volume
absorbed by the sample is used up to soak dry soil particles lying above the
momentary contour line of wetting. This assumption seems acceptable,
although, according to Kruger [11], “until equilibrium is reached, respective-
ly until the completion of capillary saturation, more water enters into every
tube section at the bottom than departs at the top”. True enough there are
some phenomena that seem to corroborate Kruger’s statement (e. g. the
wetted surface continues to rise slowly even after the sample has been removed
from the water), yet this effect, which could be referred to as the “secondary
saturation process”, may probably be neglected in most cases.

b) Conclusionsfrom laboratory tests

Absorption tests have been carried out with every material, except
for soil B. A typical absorption curve is shown in Fig. 8, and the diagram of
changes with height in the relative moisture content has also been plotted
at the side thereof.
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All experiments have confirmed uniformly that the first leg of the
absorption diagram is straight, saying that the relative moisture content is
constant up to a certain height. This height hc (or henaccording to the notation
of Lambe) increases as the grain size is reduced. It was found to be about
7 and 17 cm with the fractions Ad and Ag, respectively.

Decrease in water content (relative moisture content) in the range
z'> hen are described by a sigmoid curve, which —in a manner similar to the
corresponding section of the water-absorption diagram —emerges tangentially

z=30cm
S-0,11pj

Y L

V

ousen 'eO-

°ComfiuteclHJjues

DecTret3 o,
Sotmraf/onﬁsj
— = | —
0 020A0608 1

Fig. 8. Absorption diagram and moisture distribution determined therefrom for Ak soil

from the vertical Se = constant. The moisture content decreases rapidly;
the values observed at a height z = 2hen were not higher than S = 0,5 to
0,6. With coarse soils this means that the water content reduces to half of
the original value over a distance of 7 to 8 cm.

¢) The analytical form of the distribution curve

Data obtained from the literature, experimental evidence and certain
theoretical considerations appear to point to the fact that the hydraulic gra-
dient is very low in the open zone, the instantaneous lifting force (H) hardly
exceeding the weight of the raised water column, i. e. H z. As the distance
above the water surface increases, the number of pores capable of lifting the
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weight of a water column corresponding to the geometrical elevation be-
comes gradually less, the number of empty ducts increases and the relative
moisture content gradually diminishes. The diameter of active pores varies
according to a maximum curve; there exists a soil cylinder of height Az,
to the central plane of which a lifting force H ~ z of most frequent occurrence,
respectively a corresponding pore diameter pertains. The point of inflexion
of the moisture distribution curve will be found at this height.

The trend of the distribution curve to resemble the form of a probability
summation curve can be explained by the above considerations. Owing to
the fact that the determination of the “pore distribution curve” in laboratory
conditions is impossible for the time being, the qualitative relationship thereof
to the grain-size distribution curve must be relied upon for the analytical
definition of moisture distribution. The equation of the grain-size distribution
curve is known to be expressed by mostresearchers on the basis of probability
distribution. Modifying the equation given by JAKY ([7], Fq. 30a), the
following expression is obtained:

- =-Jrin (f-
S — See RI ( ) 2)

wherein R is the distribution index characteristic of the elongation of the
curve. According to the equation, forz = hc, S = Se and for z—y co, S— oo
(the latter condition can be satisfied in the case of granular soils only).

As will be perceived from Fig. 8, the distribution curve determined at
the laboratory is well described by the proposed expression, and, as far as
the significance of the possibility for extrapolation is concerned, it should suf-
fice to point out that, for attaining a height of z = 30 cm, capillary water
would have required some 60 days.

d) The “state of ideal balance”

The distribution curve obtained by a capillary rise, test carried out
at the laboratory on dry soil, is a reproduction of the state (distribution)
of ideal balance. According to the curve a well-defined water content pertains
to every height z. This water content (relative moisture content or capillary
water capacity) is the minimum value which is re-established sooner or later,
if once reduced artifically. If e. g. the specific water quantity withdrawn by
evaporation or by the transpiration of plants is in excess of the capillary
rising velocity (or water quantity) pertaining to the influenced depth, the
soil becomes gradually drier. Yet the dry zone starts to refill immediately
after the external influence has ceased to act. The rate of refilling will be
governed by the height above the water surface.
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The ideal distribution outlined above is not likely to occur frequently
in nature. Infiltrating water, withdrawal by plants, evaporation, inhomoge-
neity and stratification of the soil, changes in temperature, thermic currents,
rapid variations of the groundwater table, etc. may cause appreciable dis-
crepancies.

According to experiments of Krischer [10], the moisture distribution
depends also on the evaporation from the surface since, owing to changes
in frictional resistance, the moisture gradient is increased. Any extended
"withdrawal of water can be expected to entail similar effects. No surplus
water content in excess of that pertaining to the balanced state following
drainage can prevail for longer periods as a result of infiltration, although
the slow downward percolation caused thereby may temporarily increase
the water volume that can be computed from the ideal distribution.

In spite of these considerations, the concept of the “ideal balanced
distribution” can successfully be applied to a great number of practical prob-
lems. If the water supplied by capillary forces is consumed at a certain height
above the water surface (e. g. freezing on the frost limit, entering into walls
of buildings), the existence of a water quantity in excess of the ideal value
at any level below this height is indifferent as far as extended supply is con-
cerned, inasmuch as with the excess once consumed, the water will be supplied
at a rate corresponding to the degree of saturation, respectively velocity,
pertaining to the ideal distribution.

3. Velocity and limit height of capillary flow

a) Revieiv of the literature on the subject

Definitions of the upper limit of capillary rise published in the litera-
ture are far from being uniform.

The boundary of the range above the open capillary zone is drawn
by Terzaghi [25] where the water filaments disintegrate into individual,
hydrostatically independent droplets. According to Lambe [14], the maxi-
mum rise is defined by the projection on the vertical of the longest capillary
duct still communicating with the groundwater. Kezdi [7] is of the opinion
that the limit of the open zone is where the soil contains no more water than
corresponding to its molecular water capacity. As to be concluded from the
syphon analogy of Zunker [29], the practical limit is considered by him as
a zone of minimum moisture content, the water-conveying capacity of which
is almost zero. According to Rode [21], the water-content distribution curve
becomes vertical above the maximum height (this statement is otherwise in
no contrast to the opinion of Lambe) (see Figs. 1 and 2). Briggs and Lapham
[29, p. 100] observed the evaporation from the surface of wet samples cf
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different length, and adopted as the maximum rise the height at which a
reduction in evaporation could be established.

Some of the definitions are likely to produce identical results, yet pre-
ference should be given to those enabling the experimental determination of
the capillary rise. A definition may be found acceptable, according to which
the upper limit of capillary water movement is the height above which aj no
hydrostatical connection exists, b) the water content of the soil becomes
fairly constant and c) the laws of capillary physics apply no longer.

Though several authors relate the height of boundaries of various capil-
lary zones to the water content, respectively to the moisture gradient, it
may be observed that the values of rise published in various papers are not
accompanied by the corresponding water-content figures. A typical example
for this is the compilation by Busch [2], containing “capillary rise values”
obtained by some 20 investigators for various soils, without yielding infor-
mation about whether these heights lie within or above the open zone.

It is a generally accepted principle that the “lifting force” and the
“maximum height of rise” represent quantities differing only as far as their
dimension is concerned, but being interchangeable and constant during the
entire process of water movement (“lifting force” will hereafter be under-
stood as the difference in surface pressure between the meniscus and the plane
water surface). This is the principle underlying all theories on percolation
velocity, thus the classic formula (3) of capillary rise, according to which
z = hc at the time i — oo.

The more significant ones from among the theories concerning the
time-distance relationship of capillary phenomena, namely the percolation
velocity, may he classified into one of the following four groups:

1. Heat-transfer (diffusion) analogy,

2. Kinetic equation of Euler,

3. Theories founded on the Poiseuille—Darcy law,

4. Approximating and empirical formulae.

The heat transfer analogy is employed by Krischer [10] using the
concept of the pore distribution curve and the law of Poiseuille as well.
As admitted even by himself and pointed out e. g. by Croney [3], the actual
cause of movement is not the moisture gradient, i. e., the rate of change
in water content with distance.

Considerations of Kozeny [8] are based on the kinetic equation of
Euler, yet some assumptions were found necessary concerning the lifting
force. These were modified subsequently by Zunker. The derivation of
Madgwick [15, 16] rests on the same principle.

The formula founded on the Poiseuille —Darcy law can be derived
from the basic equations of Madgwick as well, and is to-day the most widely
accepted one:
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®3)

(The substitution Kk = kr has been suggested by Lambe [13] with the expla-
nation that, owing to the unsaturated condition of the pores, a “reduced
permeability coefficient” may only he considered. As established is Section
Ic, the condition kr = Kk may also arise.)

It can be demonstrated, either by starting from Eq. (3), or from deri-
vations based on the fundamental equation of Eurer, that over the initial
section the square of the distance is proportionate to time, saying that the rise

Fig. 9. Rising diagrams plotted in log-log chart for various fractions (experiments of Novak—
Pechanek)

can be described for all soils by a parabola of second degree. This relationship
could be corroborated by numerous experiments.

The above property of the soil has mislead many investigators who
mttempted to describe the rising diagram by means of empirical formulae.
Novak and Pechanek [21, p. 321] found the process of rising to follow an
exponential parabola of the form

z = atb (4)

which, when plotted in a log-log chart, results in a straight line. The figure
published by them to demonstrate this fact (Fig. 9) reveals, however, that
the exact relation holds good for the colloid fraction only, and that the coarser
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the soil, the sooner and the steeper the curve deviates from the initial straight
line. An explanation is thereby given also for the fact that the coefficient b
applying to initial branches approximates the value 0,5 for every soil.

The same applies to the formulae of Don Kirkham and Feng (1949),
Vasilev and Agapov as well. The experiments failed to verify also the
hyperbolical relation of Vogeler.

It was JAky [5] who has recognized that the rising diagram consists
of two parabolical legs, and that the constants a and b of the second of these
are characteristic of the soil. Although the discussion is not extended to the
above properties of the first section, and the assumption of a direct connection

Fig. 10. Development of the linear branch of the rising diagram (experiment of JAky)

between the two parabolae having different constants is mechanically incor-
rect [19], his statements must be regarded as very valuable. The great number
of experiments carried out by him, some of which exceeded 1000 hours in
duration [6] have, verified with an astonishing accuracy the validity of
Eq. (4) for the “second phase” of the rising process (Fig. 10).

However conflicting the various theories may be, they have one com-
mon feature that of using constants which maintain their validity for the
entire rising process, implying thereby that the same physical laws prevail
and the same distribution efforcés applies during the entire process. It is pro-
posed to demonstrate subsequently that the failure of solving satisfactorily
the problem of describing, in an analytical form, the process of rising is due
to this very reason.

b) Experimental evidence on the subject

Numerous experiments have been carried out with the aim of investi-
gating the rising velocity. Dry soil placed in 8 to 10 mm diameter tubes has

been used for these experiments.
Experimental evidence points uniformly to the fact that, when

plotted in a log-log chart,
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1. the first leg of the rising diagram is characterized by a straight line
having a slope b = 0,5,

2. this is joined tangentially by a convex curve, while

3. the connecting final leg is again a straight line.

The first of these statements is in harmony with the theories outlined
in the foregoing section. Observations concerning the linear trend in the final
— or at least very wide — range agree with experimental results obtained
by Jaky. The exponent b was found to vary between 0,10 and 0,16 for sand
fractions, whereas the rising diagram of soil B failed to become straight even
at a height z = 80 cm. It is interesting to compare (Table 4) the results with
some of Jaky’s experiments [6].

Table 4

Duration of some experiments of JAKY and the observed capillary rise

Effective Duration Highest rise
No particle of test observed b
size
l. 0,188 mm 936 hours 49,0 cm 0,05
2. 0,161 mm 936 « 90,7 cm 0,17
3. 0,095 mm 1025 « 89,1 cm 0,15
4. 0,035 mm 1035 « 126,5 cm 0,17
5. 0,020 mm 845 « 75,5 cm 0,15

Let us examine now the trend expressed by the hydraulic relation
based on the Darcy law. Expanding Eq. (3) into Taylor series, the following
expression is obtained:

t * 4+ * L oo +
()
(i-)-1Dk
Three conclusions can be drawn from the structure of this expression:

1. If, hcis small relative to z, that is, at the beginning of the rising process,
members of an order higher than second may be neglected and the fol-
lowing well known expression is obtained:

2 khr

n T (6)
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2. In later phases of the rising process the members of higher order may no
longer be neglected, and — provided that the accuracy limit is maintained
constant — the exponent of z increases gradually; the exponent 0,5 of t
in Eq. (4) decreases gradually. Evidently, this applies also to the slope
of a straight line joining at any point.

3. The higher hcis, i. e., the smaller the grains composing the soil, the longer
the range over which the diagram can be approximated by a parabola of
second order, and the smaller the rate at which the exponent of t reduces.
The diagrams of N ovAk and Pechanek Should be remembered in this
context: the finer the fraction examined, the higher lies the point where

Fig. 11. Theoretical and experimental rising diagrams of soil Aa, compared to the absorption diagram

the diagram obtained departs from the straight line defined by Eq. (4).
In case of a multitude of grains having a diameter of 0,002 mm (Fig. 9)
this limit is beyond 200 cm (1000 hours).

As actually demonstrated by these experiments, the initial phase of rising
can very well be described by the classical formula, Eq. (3). The time—distance
curve obtained during an experiment with soil Aa is shown in Fig. 11. Two
points of the curve suffice for the computation of the constants hc and kr
in Eq. (3), and therewith the co-ordinates of the theoretical curve. Unless
one of the two points lies on the “second” linear section, the experimental
curve and the theoretical one can be made to coincide. The agreement comes
to an abrupt end in the vicinity ofz — hc, inasmuch as the experimental curve
continues in a mildly sloping straight line, while the theoretical curve tends
towards a horizontal asymptote (6 ~ 0).
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The fact that the initial section of the theoretical curve and that of
the experimental curve coincide, demonstrates that

1. capillary flow can be described in this range with the aid of the Darcy law,
2. within this range the permeability coefficient and thus necessarily
3. the relative moisture content are equally constant

Indeed, our experiments have demonstrated (Section 2) that immedi-
ately above the water surface there always ensues a range of constant water
content, the height of which is characteristic of the soil, and increases as the
particle size reduces. The diagram of capillary absorption is also shown for
the soil Aa in Fig. Il illustrating that the computed hc=11,9 cm value
agrees fairly well with the height of the Se — constant range (even if the 15
centimetres or so corresponding to the immersion depth of the tube are

subtracted).
Eqg. (3) is based on an assumed proportionality between velocity and

the hydraulic gradient:

(?)

In the above expression hc represents the active, while kr and z the passive
forces: frictional resistance and gravity. The facts established hitherto lead
to the conclusion that in case of a hc = constant value the hydraulic gradient
decreases gradually.

W hat happens when the hydraulic gradient attains a limit value ? How
to explain the phenomenon found to be in sharp contrast to the physics of
individual pipes, namely that instead of stopping, the capillary rise continues
and the new section is characterized by a greater distance and longer duration?

The only explanation for the phenomenon is the fundamental change
in the relation of active and passive forces beyond the height 2~/1C A water
mass — bounded from above by menisci — is accumulated here and the
force hc characterizing the lifting capacity of the coarse pores is no longer
sufficient to raise it further. This is the point where the fine pores become
effective. In these pores menisci can develop which are of a curvature just
capable of balancing a water column of the given height. Proceeding upward
the number of passages meeting this conditions becomes gradually less — in
these pores the menisci come to a standstill — and the relative moisture
content and therewith the permeability coefficient decrease accordingly.
In other words, the increase of the momentarily effective active force H is
accompanied by a simultaneous increase of the passive forces: the dead weight
of the water columns and frictional resistance.
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c) Definition of the hc value and of the capillary zones

Comparing the relationships governing the distribution of the water
content as well as the ratio of active and passive forces, two characteristic
and readily definable capillary zones may be established:

“The zone of uniform saturation” is a capillary range immediately above
the water surface, in which the active force (hcn md), the relative moisture
content (Se) and permeability (kr) are constant, while the velocity of rising
follows the Darcy law.

This range is followed by a “zone of decreasing saturation” which is
characterized by the gradual increase of the effective active force (H) and
of the frictional resistance and by a simultaneous reduction according to the
probability law of the relative soil moisture (S). Corresponding to the combi-
nation of these, velocity can be described by an exponential parabola having
a constant exponent.

The limit of the “closed” and “open” capillary zones defined by Zunker
cannot be determined either at the laboratory or in the field, inasmuch as
it is impossible to determine the level above which passages communicating
with the atmosphere exist. Neither is this limit characteristic of the capil-
lary properties of the soil, being not related closely to the degree of saturation
(which commences to decrease, according to zunker, even below this line)
and to the distribution of forces and thus to the physics of capillary flow.

The value of hc must, consequently, be defined in a manner differing
from the conventional. Accordingly, hc (or using the notation of Lambe hcn)
is the height below which both S and k are constant. This, in turn, involves
that the value hcis the force (hcmd) that remains the constant active force
effective over this zone. As soon as the hydraulic gradient attains a limit
value (z r>=hc), the surface pressure hce6is no longer sufficient for lifting, re-
spectively balancing, the water column, and the active passages become
gradually narrower. It should be noted that the height hc is not an asymptote
of lifting, and reference to it as the “capillary rise” would be inappropriate.

4- Laboratory determination of the capillary properties of soil

The most common laboratory methods may be classified into three
groups, namely into those aiming at the determination of hc, hac and moisture
distribution, respectively.

1. The value of hc can be measured, respectively computed, from

a) capillarimeters using a balancing force,

b) the state of stress due to capillary pressure,

c) deformations,

d) the velocity of capillary flow.
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All of the above methods are indirect, i. e. instead of the lifting force
(respectively, the corresponding height) one of the physical effects thereof
is measured. In the opinion of the author, when applied to the same sample,
the afore-said methods are bound to yield different results.

It is the specific pressure, required to disrupt the menisci formed pre-
viously in the sample, that is measured by capillarimeters. This is realized
by air under pressure (Jirgenson), DYy vacuum (Beskow), Or simply by
measuring the air pressure which prevents further capillary rise (Botychev,
[23]. Most authors point to the fact that capillarimeters disrupt the water
columns of the coarse pores first (or exclusively), thus the balancing force
is equal to the lifting force that can be computed from the surface tension in
them. As generally accepted [9, 14, 6] this value in nothing else than that
corresponding to the closed capillary zone. No experimental evidence is avail-
able to support this theory which isby no means surprising since the definition
of capillary zones did not render their laboratory determination feasible.

Menisci developing on the surface of the sample result in an apparent
cohesion of the soil. This effect of capillary pressure is made use of by
Bernatzik [1] to compute the value of hc. In a silty clay sample bounded
by free surfaces the menisci of the evaporating surface withdraw slowly,
under the action of capillary pressure, towards the interior of the sample.
The static pressure resulting in the same reduction of the void ratio as shrink-
age may be computed for any given case, by relying upon oedometer experi-
ments. Some authors [9] are of the opinion that this force is exactly equal
to the capillary force to be determined, respectively, in case of a sample having
free lateral surfaces, to the modified value thereof [18]. No corroboration of
this theory has as yet become known to the author.

Methods relying on the measurement of flow velocity give the closest
approximation of actual conditions, provided the test is arranged properly.

At the 3rd International Conference Pertier [19] described four
methods of the ’Laboratoire Central des Ponts et Chaussées”. The product
kh, which is characteristic of the soil, can be determined by the first of these.
The horizontal capillary test suggested by casagrande rests on similar
principles, yet should be regarded as the more reliable on since a) it is guar-
anteed in this case that the progress remains proportionate to the square
root of time (Eq. 9), which cannot be expected with a 27,5 cm high vertical
sample —especially if the latter is of coarse-grained soil; b) it isnot necessary
to remove the sample for weighing, which may result in numerous errors;
c) as demonstrated by experiments of Lambe, the coefficient K remains
constant for horizontal flow, which does not always apply to vertical flow
(of Section 2b). Similar problems arise in connection with the second method
as well. Ppertier himself pointed out that the application of the latter is
much more delicate than that of the first. With the two remaining methods,
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difficulties are again encountered in assumming, respectively determining
correctly, the value of frictional resistance (kr). This applies especially to the
fourth method where — two layers being superimposed — the problem of
saturation is even less cleared.

Conventional laboratory methods in use for determining the value of
hcentail thus, in our opinion, the following fundamental shortcomings: a) the
values observed or computed are not identical with the height of the full
rise, and often not even with that ofthe “zone of uniform saturation”; b) conse-
quently, the result is unsuitable for describing capillary phenomena in the
soil; ¢) methods relying on velocity measurement appear to be suitable for
the (purpose, yet only in the lower zone, and only if the relations governing
moisture distribution and flow velocity in this zone are taken into consideration
during the designing of the experimental device.

2. Three methods have been developed for measuring the value of hcc :

a) Experiments with samples placed into transparent tubes, or into
metal cylinders; sometimes free-standing samples are used;

b) methods based on surface drying of the sample; and

c) on syphon action.

Samples of disturbed grain structure are mostly investigated by the
first method.

Many authors report to have observed in dry soils a rising height and
velocity lower than in wet ones, especially in fine-grained soils, because of
the large amount of wetting work required for hydratation (see e. g. 9). Con-
siderable significance was further attributed by zunker to the absence of
interstitial moisture. Dried-out soils do not possess the original adsorption
complex, which results in an additional discrepancy from actual conditions.
The initial water content has a bearing also as far as saturation is concerned
(Section lIc).

It is stated by zunker that flow velocities are influenced by the resist-
ance of air as well, so that height of the soil column above the wetted surface
is also of significance. As expressed in his formula, the resistance is highest
at the beginning of rising, however experimental data are not published. The
statement made by zZimmerman [28], according to which the height of the
capillary rise is greater in tubes having a greater diameter (Fig. 12), is of
interest. Reference is made by him also to experiments of wadswortn and
smith (Soil Science, 22, 199, 1926) carried out with fine sandy silt. They
observed in a tube having a cross-sectional area of 25 sq. inches after 263
days a capillary rise higher by 65 per cent than in the tube having a cross-
sectional area of 1 sq. inch only. None of the authors succeeded in finding an
explanation for this phenomenon.

The second method consists essentially of measuring the evaporation
from the surface of samples which have different lengths, adopting as maxi-
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mum rise the height at which a reduction in evaporation can be experienced
(Bkiggs and Lapham, 29, p. 100).

Syphon experiments of vogeirer carried out using U-shaped tubes
yield the height at which the water quantity conveyed by capillarity becomes
almost zero.

A serious shortcoming of data published in the literature is that no
control tests are reported. Researchers omit to publish data on the moisture
content of various layers within the sample, and on the moisture gradient.
It can mainly be attributed to these deficiencies that no satisfactory defini-
tion has up to this date been found for the upper boundary of the “open”
capillary zone, i. e. for the full capillary rise (cf. Section 3a).

Significant advances have been achieved during the last years as regards
the capillary properties of cohesive soils. As demonstrated by both laboratory
and field experiments, the full capillary rise usually remains below 3 to 5 metres
[21] in both silt and clay soils.

0 Tube
mm

7050
201

3 050
0,685
Aon

Fig. 12. Effect of diameter of test tube on rising velocity

3. Krischer [10] and zZimmerman [28] designed ingenious devices for
measuring the moisture distribution.

Krischer USes a container in which the water level is maintained
constant by a float equipped with a needle valve. The quantity of absorbed
water can be obtained from the calibrated feeding pipe; regular weighing of
the sample yields the quantity of water retained in the sample, whereas the
difference is the amount evaporated from the surface.

The essential arrangement of zimmerman’s “voidometer” can be de-
scribed as follows: the test tube of glassis connected to a burette which, in turn,
is filled with air-entrained fuel oil. Air displaced by capillary rising water
accumulates in the burette above the oil. The quantity of water absorbed
as well as the moisture content in any arbitrary section of the sample can
be computed from simultaneous readings of the height attained and of air
escaped into the burette.

12 Acta Tcchnica XXIX/1—2.
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The periodical method of measurement proposed by Lambe and the
one described in Section 2a can also be classified into this group.

5. Examples of results applied

It is intended to single out a few theoretical and practical problems,
where the information gathered about the capillary properties of the soil
can be utilized, respectively, where the statements made in this paper indi-
cate the necessity of certain modifications.

a) Every formula and theory of hydraulics should be revised, where,
regardless of the position of the point considered, the capillary lifting force
is characterized by hc, respectively, where flow velocities are to be computed
with Eq. (3).

b) The permeability coefficientis constant up to a height of hcn immedi-
ately above the free water surface only, and is even here not necessarily in
agreement with the value determined at the laboratory, since the degree of
saturation (Se) of this zone is not necessarily equal to unity. Above the height
hGn proceeding upward from the water surface, the coefficient k of the soil
decreases rapidly, and this involves the necessity of considering increased
frictional resistance should during seepage. Some evidence points to the fact
(Fig. 3) that complete and constant saturation does not exist even below the
ground-water table. All this leads to the conclusion that permeability varies
tvith depth even in homogeneous soils.

¢) The Freiberg criterion [9] of frost danger should also be modified.
The water volume supplied by capillarity can be computed by Eq. (7) in the
zone of identical saturation only. Above this height the actual velocity deter-
mined by laboratory experiments must be considered, with allowance being
made in both cases to the reduced conveying cross section (r Z=1).

d) A similar approach should be used in all other cases as well, for
computing the supplied water quantity. As established in Section 2a, compu-
tations based on the concept of an “ideal moisture distribution” are likely
to give a fair representation of actual conditions, this distribution being signi-
ficant for extended supply. This principle can e. g. be applied for determining
the water quantity that can be absorbed by the wall of a building from the soil.

e) The value of hen plays an important role also in soil explorations.
As is well-known, geoelectric measurements are suitable for determining the
location of the groundwater table. Evidently, the approximating value of
hen should be available for the soil, since the change in resistance should be
expected at, or slightly above, this level. A change in sounding resistance
also occurs as soon as the “saturated” layer is reached [26].

f) These experiments have shown that the disturbed structure of
granular soils can be reproduced. This is indicated also by the series of experi-
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ments in which the density of the samples varies. In spite of this, consistent
relationships could be established between the void ratio and one of the physi-
cal properties, or identical results could be found for these properties if samples
of identical density were examined. The conclusion lies therefore close at
hand that in granular soils the structure of the soil, the dimensions, shape,
and relation to each other of the capillary spaces are uniquely determined
by the grain-size distribution curve. From this it may be assumed that the
deformations caused by a given unit load are identical in both disturbed and
undisturbed samples, provided they are of an identical density. It follows
that settlement tests can be carried out with disturbed samples as well.

g) Experimental evidence has revealed the process of capillary saturation
to be related to the relative moisture content rather than to the absolute
water content. The concept of “capillary water capacity'” should be modified
accordingly, inasmuch as this depends also on density. Since relative moisture
within a zone of uniform saturation is practically independent of soil density,
the water capacity (w”) pertaining to e2 can be computed from the water
capacity (wkl) pertaining to void ratio as

»M:%g. (8)
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SUMMARY

A zone of uniform saturation (h@) develops above the free water surface, the relative
moisture content (Se) of which may, depending upon the gradation of the soil, equal unity,
yet may as well be significantly lower. The capillary water capacity (water content) decreases
with increasing soil density, while Seremains practically constant. Preliminary wetting tends
to impair conditions for saturation of the soil; beyond a certain initial relative moisture con-
tent (if S> Sh) there is no additional capillary water absorption.

Flow velocities within this zone may be described by the Darcy law; the lifting force
(hc, or hen) and frictional resistance (kr)are constant. As soon as the hydraulic gradient attains
a lower limit value, water conveyance is continued by finer pores, and this role is transferred
to gradually decreasing passages. The relative moisture content diminishes accordingly, while
frictional resistance increases. The combination of active (H) and passive (z and kr) forces
foUows in this zone of reducing saturation a relationship which can be described by the para-
bola of JAKY.

The physical conditions of flow being thus closely related to the relative moisture con-
tent, moisture distribution should also be determined in each laboratory test. The height of
the zone of uniform saturation (hQ@) isthus obtained. This is much more characteristic of the
soil than the concept of a “closed range” which has no particular practical significance and
cannot be determined experimentally.

Primarily characteristic of a given soil is the “ideal balanced distribution” which defines
for every height above the water surface corresponding values of moisture content and velo-
city. The water quantity that can be delivered by capillarity for extended periods may be
computed herefrom.
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DIE KAPILLARITAT DES BODENS

L. réthAti

ZUSAMMENFASSUNG

Eine gleichméaRig gesattigte Zone (h@) entsteht tber dem freien Wasserspiegel. Die
relative Feuchtigkeit (Se) dieser Zone kann, je nach der Kornung des Bodens den Wert eins,
aber auch bedeutend niedrigere Werte erreichen. Mit zunehmender Verdichtung nimmt
die kapillare W asserkapazitdt (Wassergehalt) des Bodens ab, wahrend Sepraktisch unverdndert
bleibt. Bei vorangehender Befeuchtung verschlimmern sich die Sattigungsmdglicheiten des
Bodens, und idber einem gewissen Anfangswert der relativen Feuchtigkeit (wenn S > Sa)
findet keine nachtragliche kapillare Wasseraufnahme mehr statt.

In diesem Bereich kann die Strémungsgeschwindigkeit mittels des Gesetzes von Darcy
beschrieben werden; die »Hebekraft« (hc oder h@) wie auch der Reibungswiderstand (kr)
sind konstant. Sobald der hydraulische Gradient einen unteren Grenzwert erreicht, wird die
W asserforderung von feineren Poren Gbernommen, wobei der Durchmesser der wasserfiithren-
den Géange immer kleiner wird. Die relative Feuchtigkeit verringert sich dementsprechend,
wéhrend der Reibungswiderstand zunimmt. Die Kombination der aktiven (H) und passiven
(z und kr) Krafte folgen in dieser Zone abnehmender Sattigung einer Relation, die durch die
JAKYsche Parabel beschrieben werden kann.

Da die physikalischen Stromungsgesetze so eng mit der relativen Feuchtigkeit ver-
bunden sind, muR wdahrend der Laboratoriumsversuche stets die Feuchtigkeitsverteilung
mitbestimmt werden. So ergibt sich die Hohe (hcn) des gleichmaBig gesattigten Bereiches,
die viel mehr kennzeichnend fir den Boden als der Begriff des »geschlossenen Bereiches«
ist, der von wenig praktischer Bedeutung und auferdem versuchstechnisch nicht zu bestim-
men ist.

Am meisten kennzeichnend fir einen gegebenen Boden ist die »ideale Gleichgewichts-
verteilung«, wodurch bestimmte Wassergehalts- und Geschwindigkeitswerte zu jeder Hohe
iber dem Grundwasserspiegel zugeordnet werden; daraus kann die dauernd lieferbare kapillare
W assermenge berechnet werden.

LES CARACTERISTIQUES CAPILLAIRES DU SOL
L. RETHATI
RESUME

Au-dessus de la surface d’eau libre, il se produit un domaine de saturation uniforme
(hm), dont I’humidité relative (Se) peut atteindre I’'unité, mais aussi des valeurs considérable-
ment plus faibles, suivant la graduation du sol. En compactant le sol, la capacité d’eau capil-
laire (la teneur en eau) diminue, tandis que Sereste pratiquement invariable. En humidifiant
préalablement le sol, les conditions de saturation s’empirent, et au-dessus d’une valeur initiale
d’humidité relative (S > Sa), la réception supplémentaire d’eau capillaire n’aura plus lieu.

Dans cette zone, la vitesse d’écoulement est décrite par la loi de Darcy; la force levante
(hcou hen) et la résistance de frottement (kr) sont constantes. Dés que le gradient hydraulique
atteint une valeur limite inférieure, le transport de I’eau s’effectue par les pores de plus en plus
fines. Conformément, I'lhumidité relative diminue, et la résistance de frottement augmente.
Les forces actives (H) et passives (z et kr) varient selon une combinaison telle que la montée
capillaire peut étre décrite dans ce domaine — a saturation décroissante — au moyen de la
parabole de JAky.

Les lois physiques de I’écoulement ayant une rélation aussi étroite avec I’himidité
rélative, il faut toujours déterminer la répartition de I’humidité au cours des expériences de
laboratoire. On recoit ainsi la hauteur (hcn) de la zone & saturation uniforme, laquelle est
bien plus caractéristique pour le sol que la notion du «domaine clos», qui n’aguére d’importance
pratique et ne peut pas étre déterminé par des expériences.

La «répartition d'équilibre idéale», qui est le plus caractéristique pour un sol donné,
adjoint a chaque hauteur au-dessus de la surface d’eau, des valeurs bien déterminées de la
teneur en eau et de la vitesse, d’ou se calcule le débit capillaire permanent.
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KAMUNNAPHBLIE CBOWCTBA MPYHTOB
J1. PATXATU
PE3IOME

Haz cBo6OAHLIM rOPU3OHTOM BOAbl CO34aeTcst 0611acTb C PaBHOMEPHOW HACbILLEHHOCTbLIO
(hen), oTHocUTeNbHast BNaXXHOCTb (Se) KOTOPOI B 3aBUCMMOCTW OT rpafyMpoBaHHOe™ rpyHTa
MOXeT ObITb paBHa efMHULIE, @ TakXe MeHbLUe ee. C YN/IOTHEHWEM TPYyHTa COfepXXaHWe Kanw-
NSAPHOI BoAbl NafiaeT, 0AHAKO NPaKTUYECKN MOXHO CUMTaTbh HeusMeHHbIM. [pu npesBapuTeb-
HOM MpoMayMBaHUM FPyHTa YXYALIAOTCS YC/OBMSI HACbILLAEMOCTU, W MOC/e OMNpefesIeHHOro
Haya/ibHOro 3Ha4YeHWs1 HayaslbHOM OTHOCUTENbHOM BRaXKHOCTWU (ecnu S > Sh) He MMeeT MecTa
[OMONIHUTENIbHOT0 MOT/IOLLEHNS] KanUIsipHON Bodbl. B 3TOW 30He CKOPOCTb ABMXEHMS MOTOKa
MOXHO onucatb hopmynoi fapcu ; «nogbemHas cuna» (hc unu ha) n conpoTuBieHWe TPeHWIO
(kr) siBNAOTCA NOCTOSIHHbIMU.  Korpja ruapaBnuyecknii rpagneHT JOXOAUT [0 HEKOTOPON HUX-
Hell rpaHUYHOIN BeNMYMHbI, NepeaBMKEHWe BOAbl OCYLLECTBMSAETCS MENKAMM ropamu, nepe-
[aBasi PyKOBOASALLYIO pPo/ib X04aM CO BCe YMeHbLUAOLLMMCS AuameTpoM. COOTBETCTBEHHO 3TOMY
OTHOCUTENIbHAs BNIAXHOCTb MajfaeT, COMPOTUB/IEHWE TPEHWUID Bo3pacTaeT. AKTuBHble (H) wn
naccuBHble (I U K,) CUIbl M3MEHSAIOTCS MO Takoli KOMOWMHALUKU, YTO KanWiispHblid NogbeM B
3TOi 06/1acTV C NagaloLleil BNaXXHOCTbI MOXHO onucaTb napabonoi Aku.

MockonbKy (hr3nyeckme 3aKOHbl ABUXEHWUS MOTOKA HaxXOAsITCSA B TECHOM CBSI3W C OTHO-
CUTENbHON BMAXHOCTbIO, HEOOXOAMMO OMNpefenUTb B X0fe NabopaTOpHbIX MCCNeAoBaHWi pac-
npegeneHve BNaXKHOCTW. Takum 06pa3oM MOy4MM BbICOTY 06/11aCTU C paBHOMEPHON Hacbl-
LeHHocTblo (hm), KOTOpasi xapaKTepHee ANSl TPYHTa, YeM MOHATUE T. H. «3aKPbITO 30HbI»,
KOTOpasi MOCMefHsIs He UMeeT 0C060r0 MPaKTUYECKOro 3HAUeHUs, U HeNb3sl ee onpesenTb Uc-
CNefoBaHUEM.

[na paHHOro rpyHTa caMbiM XapaKTepHbIM SIBASETCA «MiealbHOe PaBHOMEPHOE pacrpe-
[eNeHne», KOTOPOe OTHOCMT OMpefesieHHOe 3HayeHVe CKOPOCTU U COAepXXaHus BOAbl K KaXc-
[OMY YPOBHIO, MEIOLLEMYCS HaJ, FTOPU3OHTOM BOAbl ; W3 3TOr0 MOXHO MOACUMTATb COAepyKaHue
KanunnsipHoli Bofbl, MofaBaeMOW NPOAO/DKUTENbHOE BPEMS.
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Introduction

The magnetic amplifier circuit published in the literature of the subject
by Scorgie, Geyger and others and discussed in detail below, has been widely
used especially in automatic controls and to measure small DC voltages.
The circuit has been developed from the self-saturating magnetic amplifier
with DC input and output (Fig. 1) by having rigid negative feedback applied
to the input circuit from the whole or part of the output signal (Fig. 2). This
circuit can, with certain additions, be used to construct a magnetic amplifier
with theoretically infinite power gain and input impedance, operating within
one period. These properties place it among the most developed and most
valuable magnetic amplifier circuits.

In papers published hitherto, this circuit has been discussed on a qual-
itative basis and quantitative consideration has been based on figures obtained
by evaluating experimentally-determined characteristic curves. A characteris-
tic feature of these investigations was an approach based on mean values and
the obscurity of processes taking place in the amplifier within the half period.
In order to obtain a better understanding and to facilitate calculation and
design, a detailed analysis of the operation of the circuit was undertaken. This
led to quantitative relations with whose help, on the one hand, the effect of
the various parameters of the circuit on the operation of the amplifier could be
elucidated and on the other, the amplifier circuit could be numerically designed
since the measured and computed values show good agreement.

Since the literature only deals with processes taking place within the half
period for the cases of ordinary self-saturating magnetic amplifiers and not
for those with negative feedback from the output signal, and because the
changes in time of fluxes and of the control current are considerably different
in the latter case, a detailed examination of the operation of the feedback
amplifier was first undertaken.

As a result of this examination a clearer picture of the operating mecha-
nism of the amplifier may be obtained than that afforded by the mean value
approach used in the literature and, moreover, it became possible quantita-
tively to determine the static characteristics of the circuits and to elucidate
dynamic relations.
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The equations for the static characteristics, i. e. the expressions for load
current, control voltage and input power as functions of the control current,
differ considerably from those familiar for self-saturating magnetic amplifiers
in general. As final conclusions of the discussion of the transient process in
the amplifier, the expressions for the transfer function, the response and the

time constant are found. A relation was also obtained for the criterion of
operation within one period.

Considerations relative to the figure of merit showed that it was larger
if negative voltage feedback was applied than in the case of ordinary self-
saturating magnetic amplifiers and increased with increases in the feedback
gain.

It has been known that the magnetic amplifier circuit concerned had a
large input impedance and made it possible — according to the type of feed-
back used —to construct an amplifier with a large or small output impedance,
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but the expression to determine these impedances was not known. As a result
of the investigation now carried out, simple, and comparatively precise rela-
tions were obtained to calculate input and output impedances.

A construction and examination of the block diagram of the amplifier
led to the very valuable conclusion that if the circuit of the self-saturated mag-
netic amplifier were supplemented by

a) positive feedback taken from the output voltage or current, of a
magnitude which may be determined from the block diagram,

b) constant DC bias,

c¢) a small DC voltage to compensate the voltage drop on the feedback
resistance caused by the minimum load current,

then it could theoretically be achieved that the control current should be
zero over the entire range, without thereby changing the dynamic behaviour
of the amplifier

Finally, there are experimental results to substantiate the results obtained
and to show that they can be used for numerical calculations.

I. Symbols

The instantaneous values of currents and voltages are designated by small letters, the
constant, mean, r. m. s. and peak values by capitals. In the case of r. m. s. values, the letter
r, in that of peak values the letter p have been used as suffixes. The Laplace transformation

L [F(0] =/(p) =/ F(t) e~-P>dt
@
has been used in this paper. Letters with dashes symbolise the values of quantities reduced
to the gate winding.

A Gain of the self-saturating magnetic amplifier,

A* Gain of the self-saturating magnetic amplifier with feedback,
A Fe Cross section of magnetic material,

Ag Winding area occupied by gate winding,

Af Gain of rigid feedback,

B Induction,
f Frequency,
Hco Coercitive field strength,

| Cgercitive current (with respect to the gate winding),
11 Load current,

Ic Control current,
J Figure of merit,

Power gain,

Mean length of turn on gate winding,
fce Mean length of core,
Na Number of turns on gate winding,
M Number of turns on control winding,
s.n Self-saturating magnetic amplifier,
Pc Output power,
Pi Input power,

Differential operator,
Eg Resistance of gate winding,
RC Resistance of control winding,
t Time,
Te Equivalent time constant,

UL Voltage across load,
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Control voltage,

Feedback voltage,

Transfer function of s. m. a. without feedback,
Flux,

Firing angle,

Angular frequency,

Half the period of the supply frequency.

Il. Assumptions made in the course of the investigation

The following are the assumptions made in the course ofthe investigation :

a) The magnetic amplifier is electrically and magnetically symmetrial

in construction. The dynamic hysteresis loop of the magnetic material used is
rectangular (Fig. 3).

b) The dynamic characteristic of the rectifier is as shown in Fig. 4.

The rectifier is treated in the equivalent circuit diagram as a resistance with
zero value in the forward direction and constant value in the reverse direction.

¢) The load is a pure ohmic.

d) The supply voltage is constant and sinusoidal.

e) Leakage flux from both the control and gate windings is neglected.
f) The control voltage is a positive DC voltage. We shall be limited to a

positive control voltage in the sense of the direction of measurement of Fig. 1,
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because in the case of rigid negative feedback from the output voltage Uc is
always positive within the control range.

g) Discussion can be considerably simplified if it is confined to fast re-
sponse magnetic amplifiers, i. e. those with “strong” feedback from the output
voltage. For ifit be presumed that the control voltage with feedback increases
by at least one order of magnitude compared to that without feedback, then
(since the order of magnitude of the control current belonging to a particular
firing angle does not change) the DC voltages in the control circuit (Fig. 2)
are approximately related by

Uc= IcRe+ U £A U f. (2,1)

It is presumed, moreover, that even the largest value of IQRC is negligible
compared to the maximum of the mean value (C/g)tax) of the induced AC volt-
age, in the control circuit.

The assumption that

Rc= 0’ (2,2)

which involves a considerable simplification of the investigation, may then be
made, and is justified provided that the inequalities

Uc9>IcRc and UAimax I'R'C (2,3)

are fulfilled.
Equation (2,2) means that the magnetic amplifieris considered with ideal
free even harmonic currents. Further assumptions are mentioned where they

occur.
I1l. The self-saturating magnetic amplifier with free even harmonic currents

A) Principle of operation

The operation of the amplifier cannot be understood clearly without a
knowledge of the processes occurring within the period, i.e. of the changes with
time of the characteristic quantities. These must therefore first be determined.
Since, if (2,2) is fulfilled, even the operation of the ordinary s. m. a. without
feedback from the output signal is considerably different to that generally
familiar for this amplifier [9], the first step must be to examine the behaviour
of the amplifier without feedback (Fig. 1).

The examination of the operation of the s. m. a. during the half period
may be undertaken in three stages, consecutive in time. Since both the rectifier
and the core may within each stage — if the boundaries of the stages are suit-
ably chosen — have linear elements substituted for them, the values of the
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dependent variables and the validity ranges of the stages may hedetermined
by elementary methods for each stage. A detailed mathematical discussion is
presented in Appendix 1. The method used in Appendix 1 was that assumptions
were made for the magnetic state of both the cores, and the functioning of all
four rectifiers, within each stage. On the basis of these assumptions the equi-
valent circuit diagram of the magnetic amplifier, valid for each particular
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stage, was constructed, all the unknowns were hence found, and finally the
correctness of the assumptions was checked and the range of their validity
determined.

On the basis of the Appendix, the movement of the point characterizing
the magnetic state of the core was in Fig. 5 shown by stages on the dynamic
hysteresis loops of both cores “A” and “B”. The figure affords a good view of
the operation of the magnetic amplifier. It shows that at the end of the half
period considered, the flux of core “B” is nearer positiv saturation than was
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that of core “A” at the beginning of the half period, or in other words, that the
absolute value of the change offlux in “ A" in a halfperiod is larger than in core
“B” (Fig. 6).

The change in flux in core “A” during a half period is, according to Fig. 5

—AO® (3.2)
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where ng\ and uan are the voltages on core “A” in stages | and Il, and ubu
and wuBhi are those on “B” in stages Il and III.

Substituting the equations (F,5), (F,Il), (F,12) and (F,24) deduced in
Appendix 1 in (3,1) and (3,2),

In the half period subsequent to that examined, the flux of core “B”
will have to change by

less flux to attain positive saturation that the flux of core “A” had to change
in the first half period. It also follows from equation (3,5) that the output
voltage is always changing with time, or, what amounts to the same thing, that
the firing angle is different for each half period. The change in the mean value
of the voltage across the load in the first half period after the control voltage
is switched on is

and for each subsequent half period, e. g. the n-th,



A FAST RESPONSE MAGNETIC AMPLIFIER 191

where a is the firing angle in the half period previous to switching on the

control voltage,
a,, is the firing angle in the n-th half period after switching on the control

voltage.
The relations (3,6) and (3,7) are deduced in Appendix 2. The change in
output voltage is, of course, —apart from coercitive current —Ilimited by the

zero value and the maximum value of the supply voltage.

Fig. 6, based on Appendix 1, shows the changes with time of the fluxes
(Fig. 66), the load current (Fig. 6¢c) and the control current (Fig. 6d) for
the case when at atimet = 0 a DC step voltage of U'c is switched on the control
circuit (Fig. 6a).

Different scales were chosen, for ease of representation, for the load cur-
rent before and after the firing angle in Fig. 6¢c. The change in load current in
the first and second half period with respect to its value in the previous half
period is shown by the shaded areas.

B) Response and transfer function

As arule, when using the amplifier it is not the change in time of the
instantaneous value of the voltage across the load, but only that of its mean
value that is interesting. The change in the latter due to a step change of Uq
in the control voltage, i. e. the response, may be illustrated by curves 1 of
either Fig. 7a, or 76. In Figs, la and 6 the change of UL in the first half
period was neglected. This can be done to a fair degree of approximation if
U'cis small, compared to the supply voltage. In the second and each subsequent

halfperiod the change in I/Lwill —according to (3,7) —be R1 UQ Thus

Ri + R1
the approach according to which Fig. la illustrates the change in Uc, is that

the total voltage change throughout the half period appears across the load
suddenly at the beginning of the half period, while Fig. 76 corresponds to
the idea that the change in voltage across the load through the half period
takes place at a constant rate, with no step.

If the time T is negligibly small compared to the duration of the transient
process, then according to the approach illustrated in Fig. 76 the response
may be approximated by the straight line 2 in Fig. 76.

That of the two approaches is the more advantageous to use, which in the
case of feedback from the output voltage leads to the more-easily manipulated
expressions.

While the response curve gives a good physical picture of the dynamic
behaviour of the amplifier, a quantitative description is best given by the trans-
fer function. Corresponding to the three response curves of Fig. 7, three trans-
fer functions may be determined.
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They may, for instance, be found by determining the Laplace transforms
of U'c and of the voltage across the load (i. e. L [U'c] and L [Ui] for a step
change U'c in control voltage), and finding the quotient of the two. For a step
change in control voltage

L [utl= -~ - (3,8)
p

Fig. 7

Using the approach of Fig. 7a, UL can be taken to be composed of step

2/\
functions of magnitude  --—-- — Uc, following each other at intervals of x.
Correspondingly, since the Laplace transform of unit step shaped time func-

e-npz
tions with a time shift of nr is ------- ,
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Summing the infinite geometrical series,

is obtained.
For the approach of Fig. 7b, the Laplace transform of Uli and is

on the basis of the equations (3,8) and (3,9) the appropriate transfer functions
are:

If the first two terms of the series around p = 0 are substituted for e~pr in
the numerator of (3,11) then (3,11a) is obtained. For small values of pr,
i.e. large ones of t/r,

Y1i(p) ™Y 2(p), (3,12)
if Ipr I<g 1.

The fulfillment of (3,12) may be well seen in Fig. 7c, where the Nyquist
diagrams have been drawn on the basis of equations (3,11).

The above solutions show that the s. m. a. may, if the criteria of (2,2) and
(2,3) are fulfilled, be regarded as an integrating device.

The effect of Ut is that the output voltage changes at a constant rate
with time, until it reaches its limiting value. If, however, after the transient
process has been started, Uc is again reduced to zero before the output voltage
has attained its limiting value, the change ceases. The condition for a steady
state — here, as with all integrating devices — is that the input signal should
be zero.

If, therefore, rigid negative feedback is applied from the output signal, the
output voltage changes until the feedback voltage Up becomes equal to U'c.

13 Act« Technic« XXIX/1—2.
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IV. The steady state operation of a self-saturating magnetic amplifier
with feedback from the output signal

The above considerations permit the relatively simple determination of
the changes with time of the characteristic quantities of a self-saturating mag-
netic amplifier with negative feedback from the output signal (Fig. 2), for
the only difference to the preceding case is in stage IIl after the firing angle.

Previously to the firing angle, a maximum of twice the coercitive current
flows through the load resistance. The voltage drop caused by this current
across the resistance Rp is negligible compared to the control voltage, since the
current through the load after the firing angle may be larger than that before
firing, by several orders of magnitude.

The presence of feedback does not, therefore, influence the operation of
the amplifier before the firing angle. What has been said in discussing the oper-
ation of the amplifier without feedback, and the relations deduced there,
remain valid in unchanged form right up to the firing angle.

The movements of the points characterizing the magnetic states of the
cores during the half period, have been inscribed in stages on the dynamic hys-
teresis loops of both cores “A” and “B”, for the case of an amplifier with nega-
tive feedback from the output signal, in Fig. 8. In accordance with the preceding

considerations, the diagrams for stages | and Il in the figure, agree with those
of stages | and Il in Fig. 5.
After firing, in stage Ill, there are two possibilities:

11«

lip Ua (44)
1116

nf<cUc, (4,2)
where

" R” NOu (4.3)

Rp + RJ+ R1 N¢ -

Ng
is the voltage across the resistance Rp after firing, multiplied by --—-—-- .

Nc
Ilia. The flux through core “A” remains unchanged after firing, while
that in core “B” will —because of (4,1) —change in a negative direction (Fig.

8). This state continues right up to the angle Bm, which may be determined
from the equation

Na ypsingm —uc. (4,4)

Up —_—
Rf+ R+ RI Nc

1116 From angle Bm onwards the flux through core “B” increases posi-
tively right up to the end of the half period, while that in core “A” of course
remains unchanged (Fig. 8).
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The values of the variables for stage Ill if feedback is applied are con-
tained in Appendix 3.

On the basis of the above considerations and of Appendix 3, the changes
with time of the fluxes (Fig. 96), the load current (Fig. 9¢c), and the control
current (Fig. 9d) for feedback —in the steady state —have been constructed

in Fig. 9. For convience of representation different scales have been used in
Fig. 9c for the load currents before and after the firing angle. Compared to
the case discussed in Chap. Ill, considerable differences can be observed in
the time functions of the fluxes and of the control current (cf. Figs. 6 and 9).
A steady state is also possible if 11cgp 0. The flux change in core “A” in the
half period is then of the same magnitude but opposite sense to that in core
“B” (Fig. 96).

13*
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The change in flux through core “A” during a half period is, according
to (F,5) and (F,Il), proportional to a voltage area of

I'uAd(cot) = J U'cd (cot) + J[u—2I1DO(RF+ Rt+ RI)]d (cot) (4,5)
0 0

0 BI

while that in core “B” is, according to (F,12) and (F,39), proportional to a
voltage area of

\uBd (cot) — ([—un+ Uc+ 2I0(RFf+ Ri+ RI1)+
0 (4.6)

Ng d (cot)

*UUe-R e Re+ RE+ RI
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In the steady state (4,5) and (4,6) are equal. Hence the equation

u
_ d (cot) (4.7)
Rf+ Rj-f-RF
holds.
If the operations are performed,
* r *L
T, Nc IT 1+ cosa
. (4,8)
c Rf+ Rj+ RI U 2

where U is the mean value of the supply voltage. The right hand side of equa-
tion (4,8) is no other than I/f,the mean value of the feedback voltage, so that
the equation is identical with (2,1).

Naturally, the approach through instantaneous values yields the same
result as that using mean values. The mean value of the voltage across the load
resistance, neglecting the coercitive currents flowing in stages | and II, is

R1 1-fcosa
ul = ilrl =u (4,9)
Rf-\-Rj--RFf 2

If UL is regarded as the output signal, then, according to the two preceding
expressions, its product with

(4,10)
*1 Nc

is feedback negatively. A Fis the feedback gain. The input and output voltages
are related by the expression

UL= -+-U'c (4,11)

The method of feedback shown in Fig. 2 may be advantageously used if
NC$>NC.

In this case the same value of AF can be established with a far larger
R1/R fratio, which isadvantageous in regard to the maximum power output to
be obtained from the amplifier, and to the efficiency of the amplifier. If the
ratio of windings is chosen to comply with the inequality

No . .. 4,12
Nc
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then it is preferable to feed back the total output voltage.
In this case the feedback gain is

(4,13)

V. Static characteristics

The static characteristics of s. m. a. with negative feedback differ sub-
stantially from those of amplifiers without feedback. Despite the fact that the
equations of these characteristics are important for use, they have hitherto
partly not been known.

Based on the preceding discussion, let the changes in the mean values
of the load current and the control voltage first be determined as functions
of the mean value of the control current of a s. m. a. with negative feedback
from the output signal. These are the functions | F— 1t (I'c) and U'c= U'c (It)-

According to Appendix 4 and Fig. 8c,

lcad — IO[Rx— (Bul —Ri) + n — /Pw] —
n

(54)
= -1 cO[n+ 2(R1-R m)].
n

According to (F, 18a), (F, 19) and (4,4) the following approximation may
be made:

Bi c* sin Bx= (5.2)
n n
Uc RfF+ Ri+ RI
N — Biu = sin Bm (5.3)
ur. rfnn?
Nr

Contracting (5,1), (5,2) and (5,3),

Ri+Rf (I+ ™ + R
ur (5,4)

Nr

Substituting Uc in (5,4) from equation (2,1) of the voltage equilibrium in the
control circuit,
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Introducing the notation

s = (5,7)

the required relation between the control current and the load current may be
written in the easily manipulated form of

1= 37+ Ic)- (5.,8)

From (5,4) the relation between the control voltage and the control current is

Uc= Rf S (Id+ lc). (5,9)
~C

According to (5,9), the input power is

P.= Uclc= Rf S Jdlc+ I7). (5,10)
Nc

The validity of the last three equations, describing the static characteristics,
is limited to the control range. The control range is limited with respect to
the control current by the inequality

-lco<lc<l'ci (541)
and in respect to the control voltage by the inequality
0<t/c<t7c;. (5,12)

For if the load current has reached its maximum value of J®max, then it is
no use decreasing |I'c], or increasing U'c, the load current (and thus also
the feedback voltage) will remain unchanged. The control current and voltage
values corresponding to 11 ,max were in (5,11) and (5,12) respectively, marked
I'd and U'cieFrom (5,8) and (5,9) these limiting values are
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lci= — lcot+ ~ T
UCIEdRp |

W ithin the control range the assumption of R'c = 0 was a good approximation,
but at control voltages U'c ]> UG its use is no longer permissible, for the

voltage (U'c—Uwa) developes entirely across Rc, since the feedback voltage
is now constant.

It was with regard to this fact that the relations

I = ? (5,8a)
Uc= UC+ Rc(lc —Ici)a (5,9a)

and
P,"(U cl- Rcla) I'c+ Rcl'c2 (5,10a)

to give the static characteristics in the range for Ut )> U'ci, were determined.
Based on the above considerations, the static characteristics of the s. m.
a. with feedback were constructed in Fig. 0. For completeness’ sake the

figure also includes the characteristic Up = Ui(U'c), obtained by use of equa-
tion (4,11).
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The dotted lines in Fig. 10 also show the static characteristics for no
feedback. The divergence between the cases with and without feedback is
obvious.

The equations of the static characteristics of the amplifier are — within

the limits of tolerable error — also suited to numerical calculations (see
Chap. X).

(641)
where

*Pomax is the greatest power developed on the load resistance,
Pi,max is the greatest input power.
According to (5,10) the input power has a maximum at a control current

of eitherl'c = --—--- ,20r It — I'ci’ according to whether--—--——-- "%" falls within
the control range or not.
Presuming that — —IEZQ is within the control range, then the maximum
\Y L'

The negative sign has appeared because within the control range the
control current is of opposite direction to Uq. Henceforth the negative sign
will not be used.

The maximum output power is
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In writing (6,5) the relations

and (4,10) were considered, where

Bp — the peak value of the maximum induction in the magnetic

material [Vs/cm?2].

Ipe —the mean length of the lines of force in the core [cm].

lg —the length of the turns of the gate winding [cm].

A g —the window area occupied by the gate winding [cm2].

Ape— the cross section of the core [cm2].
0 —the ratio of the forward resistance of the rectifier to the internal
resistance of the gate winding.

If the total output voltage is fed back [see equations (4,12) and (4,13)],
the power gain is

VII. The transient state operation of the self-saturating magnetic amplifier
with feedback from the output signal

A) Transfer function, response, equivalent time constant

Given the transfer functions of the amplifier without feedback [equations
(3,11)] and the gain of the feedback [equation (4,10)] the transfer function
of the amplifier with feedback may be determined, using the familiar relation

Yy

Sy o T m___

m~ 1-fApYm'

From the expressions (3,11), (3,11a) and (3,116) the transfer functions of the
amplifier with feedback are
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The gain of the amplifier with feedback may be obtained from the transfer
function by substitution of p = 0. It is

[cf. expressions (4,11) and (7,3)].
In order to decide the use of which of the possible expressions for the
transfer function is the more advantageous, let us determine the expression

for the response in the case of a step change of control voltage Uc = -——-- ,
A

i. e.of magnitude J—*. Then, using the summing formula for an infinite geomet-

rical series, the Laplace transforms of the response are

If (7,4) is transformed back term by term, it may be directly seen that
the change in the output signal with time is — using the approach correspond-
ing to Fig. 7a — that shown in Fig. 11.
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The reverse transformation term by term of (7,4a), which corresponds
to the approach of Fig. 76, yields a time function that is very much more
difficult to handle, for

Te "(t- 1) 1 (t—2¢)
uu(t)= + +
r L Te T\ 2! T? 3!
(7.6)
(t- nm)"
+ ~
Te n!
iu-
u LO
AA,
(l-aaA 4 _
(1-A8) 3 n
(m.)s
1-AAr

T 2T 3T 4T 5T
Fig. 11

where at a time tonly those terms maybe considered, which fulfil the inequal-
ity
(t—nr)> 0.

The expression for UL2 (t) may be considerably simplified, if only the times
t nr are considered, i. e. if Tis negligibly small compared to the duration
of the transient process being considered. In this case nr may be neglected
beside t in (7,6) and

1 i2 I t3

UL2(t) = UL3(t) o Te s 3l 1o
(7.,6a,6)

(1-e-UTe),

so that the same response is obtained as that given by (7,46).
In regard to the use of the three expressions for the transfer function
that have been given, the preceding considerations permit the statement to
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be made that in the case of “fast” response amplifiers it is best to use expres-
sion (7,1), in the case of “slow” response (7,16) for the transfer function,
while the use of (7,1a) is not advantageous. The question of when to regard
the magnetic amplifier as having a fast or a slow response will be elucidated
later, in thé discussion of Fig. 14.

Fig. 12 shows the Nyquist diagrams based on expressions (7,1), (7,1a)
and (7,16) for a loop gain of AA p= 0,5. Rigid feedback from the output signal
puts an end to the integrating character of the amplifier. This effect of feed-
back can be clearly seen from a comparison of Figs. 7a, 6 and 11 or 7c and 12.

Fig. 12

Fig. 11 enables the following important statement to be made on the
progress of the transient process in the feedback amplifier:

Apartfrom thefirst halfperiod after the change in control voltage, the change
in the mean value of the output voltage for any of the subsequent half periods
compared to the ones preceding them is equal to the product of the mean value of
the resultant control voltage applied to the control circuit in the preceding half
period, and of the factor

Rf - Rj+ RI

This statement is also true for the amplifier without feedback. [See equation
(3,7) and Fig. 7a, 6].

From the dynamic point of view the behaviour of the amplifier is similar
to that of elements with single time constants. The speed of response may
here also be characterized by a quantity, the so-called equivalent time constant.
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Proceeding as with single-time constant members, the shaded area in
Fig. 13 may be regarded as the equivalent time constant of the amplifier.
According to the deduction of Appendix 4, the equivalent time constant is

(7:5)

1 1
2f AAT

for all three transfer functions.

The equivalent time constant decreases as Apis increased. A suitable choice
of Ap will permit Up to reach its steady state value by the second halfperiod after
the application of a step change in the control voltage at the beginning of the first

halfperiod. This leads to the theoretically attainable fastest response for a magnet-
ic amplifier.
In this circuit

If (7,8) is fulfilled, Fig. 11 visibly shows the response of the amplifier within
one period. The increase in output voltage is, because of (7,8), zero in the third
and subsequent periods.

For compliance with (7,8) the transfer function is

If feedback is from Rp, the value of Rp necessary for response within one
period is, according to (7,8),
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O _ Ri+ RI
Kp ~ N
Nr

(7,10)

It may be seen from the expression for RPthat response within one period may
only be brought about if the ratio of turns in the windings is such that
No > 1

Nr

If feedback is from R ,, the ratio of turns has to be chosen so that

Ng R, R,
(7A1)
Nr R1
for AAp =1 to be true.

It must be regarded as a considerable advantage to be attained by this
circuit —as opposed to ordinary s. m. a. —that whereas Teis here inversely
proportional to the supply frequency, the time constant is in their case inde-
pendent of the supply frequency.

A time constant defined in the following way might also have been intro-
duced to characterize the speed of response of the amplifier with feedback:
let the time constant be the time that elapses from applying the control voltage,
till the mean value of the output value attains 63% of its final value.

The time constant obtained by this latter definition is, according to
Appendix 5,

11 log 0,37 1 (7.12)
2/ ilog (1 AAf)
Fig. 14 shows the changes in Te and T63 as functions of the open loop gain
AAp. For an exponential response the two definitions of the time constant
will, of éourse, yield identical results.

In the present case the numerical values of the two time constants show
good agreement for small values of AAp, since for small loop gain, i. e. slow
response, the transfer function is approximately YI(p), so that the response
is exponential. For large values of AAp, however, there is considerable diver-
gence (Fig. 14). In the latter case it is best to use the transfer function givenin
(7,1). The choice of Tefrom among the two types of time constant is justified
partly by the fact that it is simple to determine, and partly by the fact that
for values of AAp near unity T63 as calculated from (7,12) is negative and
cannot therefore be interpreted.

The increase in output voltage taking place in the first half period after
application of the control voltage, which may be calculated from equation
(3,6), has hitherto been neglected. In the case of amplifiers with very fast



208 I. NAGY

response, particularly of those operating within one period, this omission is
not justified. Its correction is, however, simple and does not essentially alter
anything that has been said. For instance the change in the mean value of
the output voltage for the m. a. operating within one period according to (3,6)
is, in the first half period and neglecting the potential drop caused by coercitive
current,

AULI= A —Jf(— u - U'c) d@>t) . (7,13)
n

The mean value of the control voltage in the first half period is
U't) n -f- 1/2) d(cot) . (7,14)

As has been pointed out the change in the mean value of the output voltage
compared to the previous half period is — from the second half period onwards
— the product of the mean value of the resultant control voltage applied to
the control circuit in the previous half period and of the factor A. The change
in the mean value of the output voltage in the second half period is therefore

AUL2= A Uc n-j-Ut)d (cot) (7,15)

The mean value of the control voltage in the second half period is, from (7,13)
and (7,15),
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Ua —Uc—Ap(AULL AUL)—O

The transient process thus ceases in the second half period.

B) Block diagram. Fast response self-saturating magnetic amplifier with
“infinite” power gain

As a conclusion of the foregoing, the block diagram of the feedback
amplifier has been drawn in Fig. 15a. The diagram does not include the effect

Fig. 15

of the voltage I'cR'c developing on the control circuit resistance. In order to
obtain the resultant control voltage that causes changes in the voltage U1,
not only U'F but also the voltage I'cRt bas to be subtracted from Ug.

I'cR'c may easily be determined, using equations (4,9) and (5,8). The more
precise block diagram thus obtained is shown in Fig. 15b.

According to the precise block diagram of Fig. 156, the expressions for
the transfer function, gain, response and equivalent time constant found for
the feedback amplifier correspond to relations (7,1), (7,3), (7,4) and (7,5)
above, with the difference that they have, instead of Ap, a feedback factor

14 Acta Technics XXIX/1—2.
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Afi—Ap § R¢

rils
The block diagram of Fig. 156 shows that the amplifier has not only outside
negative feedback, but also an inherent, internal negative feedback. Compen-
sation of this internal negative feedback makes it possible with zero control current
to influence the value of the output signal by changing only the control voltage.
This, in other words, means that it thus becomes possible to construct a mag-
netic amplifier with theoretically “infinite™ power gain and “infinite” input

impedance.

Fig. 16

The method of compensating the internal negative feedback is shown
in the block diagram of Fig. 15c. It may here be seen that apart from the extant
external negative feedback, the amplifier must be supplied on the one hand,
with a bias of —I@N g on a separate control winding and on the other, with a
weak positive feedback on a third control winding.

The control current will be zero over the control range if the gain of this

1
latter positive feedback is Ax = — —-
bRL

A detailed circuit diagram constructed on the basis of Fig. 15¢c and the
foregoing is shown in Fig. 16. The only part that has not been elucidated in the
circuit diagram is that played by the constant DC voltage [/& The need for
it is shown by the following consideration: If Ug = 0 and [/* = 0, then what-
ever value of 12is chosen, the value of Ic cannot be reduced to zero, because
the voltage UFf — 2 IGR f caused by the minimal value (2 Ico) of the load cur-
rent will always maintain some I¢ current. In order, with the help of —12,
to reduce the value of Ic to zero, even for zero or near zero values of the control



A FAST RESPONSE MACNETIC AMPLIFIER Zl

voltage, it is necessary to have a constant DC voltage of magnitude
Uk = 210 RF.

It should be emphasised that the circuit to compensate the internal nega-
tive feedback can, with relative ease be so constructed as not to alter the dynam -
ic properties of the amplifier.

VI1Il. The figure of merit

The figure of merit is defined as the quotient

(844)

In the case of the circuit of Fig. 16, where theoretically an “infinite” power
gain may be obtained, the figure of merit is not a characteristic quantity. The
figure of merit, however, provides useful information on the effects of the vari-
ous quantities, insofar as the advantages ofthe circuit of Fig. 16 cannot — due
to deviations of the magnetic material used from the ideal —be fully secured.
Let the figure of merit therefore be determined for the circuit of Fig. 2.

For feedback from Rp the value of the figure of merit, using (6,5), (7,5)
and (8,1), is

R,
1+ -- 1+ Ap 1+ -

j - 128 1 p Bp -"Fe"G R,
n2 e(i + 6) hdd Ifelg Bj Nc
1+Rr~{1+ apn-3

8.2

Ifthe whole ofthe output voltage is fed back the value of J, according to (6,5a),
(7,5) and (8,1) is

1+ — (1 + Ap)
128 Bp AFeAG RL Rj
R e(i+ 9 | 3 (8:3)
Bow 1lFelo Rt 1+ &
R,

For both feedback from Rp and from the whole of the output voltage, the
figure of merit rises if Apis increased. For the latter case this is directly observ-
able in (8,3). Changes in the figure of merit as a function of Ap are shown in
Figs. 17 and 18, constructed according to equations (8,2) and (8,3). The

ordinates of the Figs, are calibrated in values of —-, where

126 1 B, ApeAG

(84)
n* e(H HoO IFclG

14-
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The value of Ap at which equation (7,8) — the condition for operation within
one period —is fulfilled is different for each of the eight cases shown and the
eight curves of Figs. 17 and 18 therefore also extend to differing values of Ap.

N a
It follows from the figures that if the ratio ’\Ajr is increased, the figure of
r

No
merit rises. The reason is that as isincreased, Rp and the power lost across
Nr

it, decrease. Apart from increasing the maximum power output that can be

e . N .

taken from the amplifier, it is also desirable to use as large an -9 ratio as
Nc

possible to obtain a given value of Ap, in order to increase the figure of merit,

for the circuit of Fig. 2. If feedback is from the whole of the output voltage

then, since there is no power loss on the feedback resistance, the curve Rp =

= R 1 showing the figure of merit as a function of A p, will everywhere be above

Nr

the curves for feedback from Rp. In the boundary case, where N 0, equa-
r,

tion (8,2) goes over into (8,3) and there is no difference as far as the figure of

merit is concerned, between feedback from Rp or from the whole output volt-

RI .
age. A comparison of Figs. 17 and 18 shows that J decreases if——is increased.
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It is therefore correct to choose the value of ——as near unity as possible. It is

also worth noting the f 2term in the expression for J. (It is a familiar fact that
for magnetic amplifiers with classical circuits and current transformers J is
only proportional to f.)

The following should, moreover, be noted in respect of what has been set
forth. Since the deduction of the expressions (8,2) and (8,3) for the figure of

merit ultimately rests on the condition (2,3), and since at the point AP =0
and within a certain distance from zero (2,3) is certainly not fulfilled, J should
not be determined for these values of A F, using (8,2) and (8,3).

For Ap =0, i. e. the case of an ordinary s. m. a., the figure of merit
should be calculated from the expression

i = 1 /2 Bp AFeAg RJR,
1 n eu+ V a* iFcig (1+BL4)2”°

(8,5)
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42N
deduced in Appendix 6 (8,5) will give values of J that are -i-z-é-z 0.393 times

smaller than those calculated from (8,2) and (8,3). Since in Figs. 17 and 18
\g/c()) = 0.393, the J(AF) curves will start from D' instead of D, and will
approximate the curves shown faster, if the value of AF at which (2,3) is
fulfilled is smaller.

IX. Self-saturating magnetic amplifier with feedback
as a DC “impedance transformer”

Often one of the most important considerations in selecting an amplifier
circuit is the value of the input impedance that can be realised. In the case of
automatic regulating equipment, for instance, amplifiers with a large input
impedance are preferred as preamplifiers, for they have the following advan-
tages:

a) Both the sensing element and the reference element can have low
power levels;

b) for a given departure of the controlled quantity from the desired
value — from the reference signal — the error signal will be largest, due to
the fact that the error-measuring device will, for practical purposes, be operat-
ing in a no-load circuit;

c) rigid and frequency-dependent feedback can be easier and more
advantageously effected to a place of high, than to one of low impedance;

d) it is far easier and cheaper to locate regulating loop stabilizing ele-
ments in places of high, than of low impedance levels.

If an electronic pre-amplifier is used, a large input impedance is automat-
ically assured. Since, however, magnetic amplifiers are, on account of their
numerous familiar advantages, frequently preferred to electronic amplifiers,
magnetic amplifier circuits which permit a high input impedance to be at-
tained are particularly important.

The magnetic amplifier circuit which has been discussed makes it possible
to construct an amplifier with a large input impedance and, depending on the
type of feedback used, with a small or a large output impedance. If an ideal
magnetic material is used, then theoretically an infinitely great input imped-
ance and either a zero, or an infinitely great output impedance can be
achieved.

In cases, however, when the advantages offered by the circuit of Fig. 16
cannot be fully secured due to the departure of the magnetic material from the
ideal, the following relations for the calculation of input and output impedance
for the circuit of Fig. 2 will provide useful information on the effects of the
various quantities.
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Using (2,1) and (5,8), the input impedance for the circuit of Fig. 2 is

._ 3Uc Nc
Z;= —Rc+ R/ 9n)
ol'r Nr

With (4,10), (5,7), (6,6) and (6,7), (9,1) can be brought to the form

RI_

Z,=Rc+9 ,85 /i~ APN% (9,2)

HoO 1Fe 1+ R1

Ri
(where Z- is not a reduced value). If feedback is not from RF but from RL
then the denominator of the second term of the right hand side of (9,2) will

changeto 1 4+ A (1 + ~F) In other respects (9,2) remains unaltered,

(9,2) shows that to achieve a large value of Z- a magnetic material with a high
value of Bpl[H®should be used. If Bp/His given, Z-can be increased by increas-
ing the number of turns on the control winding, the feedback gain, the supply
frequency and the linear dimensions of the core. According to Appendix 7 the
value of the output impedance for feedback from RFis

3U1 n

Zgr — —Ri+ RI"F 1+ — + (9,3)
911 Nr. 2 Rc lco

and for feedback from RL

QU1 2 Rj Relm

Zy
o 91L tTAF Up

(9.4)
Since Upis generally larger by a few orders of magnitude than Rcld, (9,3)
is a large and (9,4) a small impedance value compared to Rj.

A physical explanation for changes in the input and output impedances
can easily be given. The input impedance increases, because the input voltage
has not only to balance the ohmic voltage drop on the input circuit but also
the feedback voltage, which is generally several times greater. The output im-
pedance is large for feedback from RF and small for that from RL, because if
Ucis constant the voltage across RPor RLis also constant, so that the current
through the load is constant despite changes in Rc, or, in the other case, the
voltage across the load is constant, despite changes in RL.

The amplifier in the first case therefore closely resembles an ideal current
generator, in the second, an ideal voltage generator.

It may, furthermore, easily be seen from the foregoing that the output
voltage will remain practically constant for changes within a wide range of
the supply voltage and supply frequency. This may also be seen from equations
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(F,52) and (F,52a) of Appendix 7, for R'c in the denominator may usually
Ng Ng
be neglected beside SRF —— or SRL——m The impedance properties of the

magnetic amplifier discussed agree with the well-known case of the electronic
amplifier with negative feedback from the current. In the case of the electronic
amplifier the input impedance also increases considerably as a result of feed-
back and the output impedance is large or small compared to the circuit without
feedback, according as the feedback is done from the anode or the cathode.

Experimental results

In order to test the correctness of the theoretical line of thought involved
and its utility for numerical calculations, readings were taken with a 10 V
magnetic amplifier constructed with Permenorm 5000 Z type magnetic mate-
rial, on a toroidal core. Its data were:

Supply voltage: 18 ¥ (r. m. s.);

Supply frequency: 50 c/s;

0.25;
Nc

lco: 3.36-10 3/1;
R'c: 18.8 Q.

The circuit diagram of the experiment is shown in Fig. 19. The instruments
used for the readings were:

Fig. 19
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N]|

without feedback

Fig. 20
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Supply /oltage: ISY
Supply frequency : 50 c/s
ftL=20a M

Vx and V2—Q 0.5 7.5, 15, 150V/1500, 10000 fi/V,
A —Q 0.2 45 mV — 10 IA/1500.

The rectifiers were Konverta type selenium discs. For all readings two discs
were connected in series in one branch of the Graetz circuit.

The curves for different values of RL of IL — Il (I'c)> Ug= U'c(l'c),
Pi = P,(jy, and Ui — UI1(U'c) drawn according to the readings taken,
are shown in Figs. 20a, b, cand d. A comparison of Figs. 10 and 20 will straight-
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away show that the calculations and readings resulted in qualitatively identical
curves. Some characteristic values of the magnetic amplifier circuit were cal-
culated, — partly from the formula deduced in this paper, partly from the
readings taken, and presented in the accompanying Table 1. The Table 1
also contains the percentage deviation between the calculated and the measured
results. The second column of the table contains the values of R, calculated
from the readings, using the expression

xTL , max

All calculations are based on the corresponding values of Rit taken from
the second column.

One of the main reasons for the divergence between the calculated and
the measured results is the finite value of the resistances of the selenium recti-
fiers in the reverse direction. This is proved by a comparison for RL =5 12
ofthe calculated and measured results obtained with selenium rectifiers measur-
ing (50 X 50) mm2and (43 X 43) mm2respectively, and by the fact that the
calculated value of S is greater than the measured value, for it is well-known,
that if the reverse resistance of the rectifier decreases, the gradient of the
IL = IL (I'c) characteristic will also decrease. (It should here be pointed out
that all the characteristics of Figs. 20 for RL = 5 U were taken with selenium
rectifiers of (50 X 50) mm2).

The dotted curve of Fig. 20a is the IL = IL (It) characteristic of the
same magnetic amplifier without feedback, for RL = 10i2. The difference be-
tween the characteristics with and without feedback is obvious. The dot-dash
straight line of Fig. 20d shows the Uc = U™ (Uct) relation for the ideal case,
when (R'c =0). In actual fact UL = UL (U'c) will — according to equation
(2,1) — always be higher by the value of I'cR'c corresponding to the instanta-
neous value of U'c. A larger value of RL involves a “mildly” higher curve.
This may also be understood from Fig. 20c.

According to the Table 1 the input impedance increases by about two
orders of magnitude in consequence of the voltage feedback, and the output
impedance decreases by about the same order.

To facilitate comparison of the figure of merit of the circuit discussed
with the figure of merit J1of the ordinary s. m a., the values of the latter —
calculated from (8,5) — have also been presented in Table 1.

Readings were also taken with the same amplifier in the circuit of Fig.
16. Fig. 21 shows the = IL(I'C) characteristics thus obtained. Curves
1, 2 and 3 which were measured with consecutively weaker positive feedback,
refer to the case of U = 0. Because there is no compensating voltage, the
control current in the case of these three curves assumes a “large” value for
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10
15
20

10.4
115
12.85
13.7
14.9

[m]
selenium
rect.
dimen-
sions

50x50
43X43
43x43
43x43
43x43

tanf=S
measurement

0.564 103
0.564 103
0.442 103
0.348 103
0.298 103

S
calculation

0.733 103
0.679 103
0.463 103
0.368 103
0.298 103

percent-

age
error
23

17

4.6
5.5

[mwW]
Pi, Max
meas-  calcula-
ure- tion
ment
1.745 2.52
1.762 2.305
2.84 3.26
3.37 3.83
3.8 4.15

percent-
age
error

30.8
23.6
12.8
12
8.4

Table 1

meas-
ure-
ment

3345
2725
1795
1424
1138

Kp

cal-
cula-
tion

2320
2080
1564
1250
1042

"
Sec
percent- Z([ percent- z,[,B] T[ } 1
age 8¢  calcula- calcula-
error error  tjon tion

measurement calculation

44 1.095 104 1.495 104 27 0.0656 0.1204
31

146 1.706 101 1.88 104 9.5 0.0812 0.0914
14 2 104 2.225 104 10.5 0.0865 0.0765
9 2.285 104 2.42 104 5 0.0941 0.0699

[sec *] [sec- *

3

T. Wwithout

calcula-
tion

19.250

17.100
16.350
14.900

feed-
back

6.770

5.930

5.560
5.015

(/44

AOVN
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zero control voltage. The most interesting is curve 2. Here the control current
is — except for zero control voltage and its immediate vicinity —e well nigh
zero throughout the control range. (Its value was between -(-IO"uA and —10
I\,{)In the case of curve 2 a resistance of R =22 k Q was connected before
the control winding for the positive voltage feedback. Theoretically, the value
that would secure invarying control current is

R = SR, "=23.9kQ.
Nc

If a compensating voltage of I/t =21cORL = 0.134 Y is applied and a resist-
ance of R = 22 kQ used, curve 4 is obtained. Here the control current is zero
even in the immediate vicinity of zero control voltage.

If the bias current is changed, the characteristics are shifted parallel to
themselves. This is shown by curves 5, 6 and 7 which are obtained instead of
1, 2 and 3, if the bias current is decreased.

Appendix 1

This Appendix contains the detailed mathematical discussion of the s. m. a. shown
in Fig. 1, for the postulates previously mentioned.

Stage |

Range of validity: 0 cot ™ Ri.
The equivalent circuit diagram for this stage is shown in Fig. FI. In the equivalent
circuit all quantities relating to the control winding have been reduced to the gate winding.

Fig. FI

The following assumptions were made in constructing the equivalent circuit diagram:

a) The magnetic amplifier is to be examined in the positive half period;

b) at the zero cross-over time of the supply voltage the point characteristic of the
magnetic state of the cores will be at O' on the dynamic hysteresis loop of core “A” and
at O" on that of “B” (see Fig. 5);
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c) the flux in core “A” changes in the positive direction;

d) the change of flux in core “B” is zero;

e) the rectifiers “1” and “2” are used in the reverse, rectifiers “3” and “4” in the for-
ward direction. On account of c), “A” may be substituted by a current generator + JQ

According to Fig FI,

id = %o .PZUC = tiou (F.1)
o, (F2
i = F,3
8= (F3)
iu=o0, (F.4)
UAl = Ucn (F.5)

The accuracy of the approximate expressions for the values of the unknown quantities
depends on how closec% the rectifiers used approach the ideal. The values of the unknown
quantities for Rz are also given for stages Il and III. /

Let the correctness of the suppositions made, be checked. Since Ugq is positive, the
assumptions on the change of flux are correct.

The assumption on rectifiers “1” and “4” is correct if the inequality

Uc >nu (F,6)
is fulfilled.
The assumptions on rectifiers “2” and “3” are correct, because of (F,3) and (F,4).
The equations of stage | describe the operation of the m. a. in the angular range

o<,wt<,Bi
Due to (F,6), i may be found from the relation

Uc = Upsin Bi. (F,6a)

Stage 11

The equivalent circuit diagram for this stage is shown in Fig. F2. The following assump-
tions were made in its construction:

a) The flux in core “A” changes in a positive, that in core “B” in a negative
direction ;

b) the rectifiers “1” and “3” are used in a forward, rectifiers “2” and “4” in a
reverse direction. Because of a), the core “A” may be substituted by a current generator
producing + IC0, core “B” by one producing — Ic0-

Fig. F2
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In this stage the point characterizing the magnetic state of core “A” moves from 1*
to 2', that for core “B” from 1" to 2" of Fig. 5.
According to Fig. F2, the values of the unknowns are:

(F.7)
(F.8)
(F.9)
(F.10)
mun — 2Jfo(Ri + RI)t (F.1)
, UcRz (R:+ RI)+ 2/.0[A'(Ri+ RI)+ RzRiR1]
“Bll= — “ i 332
a*x —u+ UC+ 21Ico (R, + RI), (F.,12)
where
R*= Ri+ Rz(2R1 + Ri)+ RIRi* Rim (F.13)

Let the assumptions made with regard to the magnetic states of the cores and the use of the
rectifiers first be checked.

In regard to the assumptions on the direction of the change of flux the angles BAi
and sei must be found, starting from which ngn and ngun are positive and negative respec-
tively. BAi and Rei may he obtained from equations (F, 11) and (F, 12) by substituting ngun =
= 0 and wuen = 0, giving

Up sin /1p1 az 21i0 (Ri + R1) (F,14)

and
Up Sin BRI S* Uc + 2lco(Ri + R1) m (F,15)

Since Be\ > /7gb stage Il can ensue — as far as the magnetic state of the cores is concerned —
from time “si/co.

Let the assumptions with regard to the rectifiers next be checked.

Since Rz is generally large, from (F,8) it may he said with fair approximation that

»All + 2 lca.
Hence »awn is positive and rectifier - 1~ is really used in the forward direction.
Since, according to (F,9), £Buy <0, the assumption on rectifier “2” is also correct.
According to (F,9) and (F,10) ibu is negative and i/ji positive, so rectifier “3” functions

in the forward direction. In order that rectifier “4” he used in the reverse direction it is
necessary that the inequality

»All > L1 (F.,16)

be fulfilled. According to (F,8) and (F,10), (F,16) is fulfilled, since generally

[N
/19 2 m
On the basis of the foregoing, the range of validity of stage Il is the angular interval

Rei < < 1 — BBI. (F.17)
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Since for the greater part of the s- m. a.-s that occur in practice (B/-Hi) varies within

the order of magnitude of the reduced resistance of the control winding — for the area of
the gate winding is chosen to be many times the area of the control winding, to ensure a high
figure of merit — and since Ico = | fc.nax |, the expression (F,15) may, using (2,2) and (2,3)
be simplified to become
UpsinBmatUc. (F,18)
From (F,6a) and (F,18) together,
BirBei- (F,19)

According to (F,19) the conditions for stage Il exist from the angle at which those of stage
| cease. (F,15) shows that Rei is, because of the voltage 21®(Ri + Hi)» somewhat larger
than Ri. The transitional phase thus arising between stages | and Il is, however, according
to the assumptions made, short so that neglecting it will cause no appreciable error. The
jump of the point “1” Fig. 5is due to neglecting this transitional phase.

Stage Il extends over the angular range where

Bl <, (*>t<,n —RB\. (F,17an

Stage 111

The equivalent circuit diagram for this stage is shown in Fig. F3. In constructing the

diagram the following assumptions were made:
a) Core “A” is saturated, its flux is constant, while that of core “B” is changing

in a positive direction;
b) rectifiers “1” and “3” are being used in the forward, “2” and “4” in the reverse

direction.
In this stage, as shown in Fig. 5, the point characterizing the magnetic state of core

‘A” moves from 2' to 3', that for core “B” fro/r 2" to 3".

Fig. F3

According to Fig. F3, the values of the unknowns are:

cin —Jo +° F}QUC = foi (F,20)
. 1+ RI/R , n
L1 — Pp = p p o» (F.21)
Ri+ R1+\ RI- Ri+ R1
+ 1
yruc =70 (F,22)
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1
L=« KiR1 Ri+ R1 " (F.23)
Rl + K1 + Ry
«SHI — Uc . (F,24)

It may be directly seen from equations (F,20)... (F,24) that all assumptions are fulfilled

from the time — of the saturation of core “A”. The range of validity of stage Il is

a< wt<.n.

Appendix 2

Let a control voltage Uq he applied to the m.a. at the moment of the zero cross-over
of the supply voltage. The magnitude of the change of voltage on the load must then be found
in the first and in any subsequent n-th half period. Assume that in the half period previous
to applying the control voltage core “A” was being reset and this took place according to
(3,4) with a flux of

a
- NOA=-4 - 1[-u+ 2/, (Ri + R1)d(cot). F,25
Lol ( nd(con) (F.25)
0
A change of flux of the same size but opposite sense is necessary for the core “A” to become

saturated in the first half period after switching on the control voltage. (3,3) shows this change
of flux to be

| ft “i
Ada o Na I'l/cd(o.<)+j'[« 21l (Ri+ RI)]d(WI) (3.3)
6 Bi
Adding and suitably rearranging (F,25) and (3,3), the expression
a Bi
aJx[u —2lo(Ri+ RI)]d(cot) = g) [Uc —u-f-2 Too(Ri -(“R1)]d (cot)

is obtained. Since the change in the mean value of the voltage across the load in the first half
period is proportional to the area 7\ of Fig. 66, its value may be determined from the expres-
sion
a
AUl = - — {[u-21cO(R, + RL)]d (e t).
Ri-rRI1 noj
ai

The voltage 21@(Ri+ R1) is to be found in the integrand because this voltage drop
has either already been present in the previous half period, or will appear on the load
resistance in the half periods subsequent to switching on the control voltage.

From the two latter expressions

AULI = ~ ™ RI [« - 2lco(Ri + R1)]d(mt) =
«
Bi
= RALRI ~\(U c- u+ 2lo(Ri+ RI)]d(wt). (3.6)
0

15 Acta Technica XXIX/1—2.
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The change in flux in core “B” which is operating in a reset phase in the first half period, is,
according to (3,4)

Ads = |I ?"[-“ + Uc+ 2/™(Ri+ R1)] d(cot) + JUc d (tot) (3.4)
It

A similar but opposite change of flux is necessary in core “B” in the second half period, for it
to become saturated. Similarly to (3,3) this change of flux is

1 Ri »! 1
Nps = o I'bUc d(<ot)+ I'[u- 21d (B, + RI)] d(tot) _. (F,26)
B

The change in the mean value of the voltage across the load resistance in the second half
period is, from (3,4) and (F,26)

2
JULi= RLKI ~ j[u- 210(B,+ RIA((0t)= r ~ R1 Uc. (F,27)
i

The change in the mean value of the voltage across the load resistance in the n-th half period
may be deduced by the same argument with which AU 1z was obtained. Hence

an—1

JU = B+ BI-1r Tu- 2icow dwo>= B +BL Ucm (37
‘N

The firing angle is generally within the angular range of stage Il [see inequality (F,17a)].
Even in the most critical case when the m. a. is completely closed (a = ) before Uc
is applied, the firing angle a, will already in the first half period fall near the boundary of the
angular range of stage Il. This statement may, on the basis of (3,6) be seen to be true for
example for the case of @ = n as follows.
According to what has been said of equation (F,18) the approximate relation

Bl

Jude>t) = I(Uc—ud (1) (F.28)

may be obtained from (3,6). It follows from (F,28) that while u can be substituted by its tan-
gentatt = 0, 4—og= Ri. The firing angle falls just on the boundary of the angular range
of stage Il.

Appendix 3

Let the values of the variables first be determined for the stage Ilia subsequent to
firing.

The assumptions necessary to construction of the fundamental equations are:

a) The flux in core “A ” remains unchanged, that in core “B” changes in a negative
direction;

b) rectifiers “1” and “3” are used in the forward, rectifiers “2” and “4” in the reverse
direction. On the basis of these assumptions and of Fig. 2, the following five equations can
be written for the five unknows:

) jya
Ut —iiHi ~ uBn’ (F,29)

uBiii + Min B, + inn (Rf+ R1)+ ism Rz = 0, (F,30)
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Mill I/ + (Mill —ILI) Rz —« , (F,31)
«+ BAW+ »BinRz= 0, (F.32)
—let = icill + »Bill (F,38)

From equations (F,29). ..(F,33):

e, < - R1)
- + - +iit+ :
i = —lco+ -JjSh - R+R(1-w ) III?{‘i:(RIfE-I;I’) A _la  (F.34)
Ri+ RF+ RL+
Rz
RF+ R1
Ml =u Re (F.35)
. R, (RfF+ R1) ~ ~R,+ Rf+ R1 ~’
Ri+ RI+ Rf +
Rz
Ri (Rf+ RL)
Uc U R+ R%+ coomeeee M +Rf ( -
R& R RI (R +(R F) v, ¢om
Ri"b R4 R1+ N(RTHRD
Rz
" . (F’37)
Ri+ Rf+ Ry + RIRF+ R Ri-f RF+ RI
Rz
«Bin = Uc —RFf No
Nc Ri+ Rf+ RI+ R‘(Rﬁ; Al)
Uc —RF NO $ (F.38)

Ne Ri+ Rf+ R1

The assumptions made are correct and the operation of the m. a. is described by equations
(F,34). . ,(F,38) as long as the inequality

Ry Nc Rf No
M- = w ng' Rf + R Rf+ R’:IE— R1 > uc (448)
Rf+ Ri+RL * RIRT+RI)
Rz
is fulfilled according to (F,38).
The validity range of stage llia is
a<”cot<, Bjn , (F,39)

where Bm may be determined from relation (4,4). It may easily be seen that from angle
Bm to n, i. e, within stage 1lU>, where the inequality

No
Rf Nc
4,2
Rf+Ri+R1 <~ UC (4.2)
is satisfied, equations (F,34) and (F,38) remain in force, with the condition that — 1 ® must
everywhere be substituted for -\-lco- The only difference compared to case Ilia is that the

flux in core “U” changes in the opposite, i. e. positive direction. The reason for the change
in direction of the change in flux is clear from a comparison of (F,38) and (4,2).

15*
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Appendix 4
It is known that the transfer function of single time constant element is
y« T +10r-
If the input signal is
X = Ap-

then the area given by the difference between the steady state value of the output signal x0
and its instantaneous value (see Fig. F,4) is

J[1 —*©1dt- limj[l- *o(0]A= lim -~ fofo-T-
0 /->»0

, T, (F,40)
p-0 P LP 1*rP1 fIP

[

i. e itisjust equal to the time constant.

Similarly to the single time constant element, the equivalent time constant of the
voltage feedback m. a. is

Te= 6[U La- UL{t)\dt, (F,41)
where
Via=1 (F.42)
is the steady state value of the output signal for an input of Ug = Ap.

If the transfer function (7,1) is used, the equivalent time constant, similarly to (F,40)
is, from (F,41) and (F,42),

00 t
Te= j[1- ur(]dt= limj [I - ui<y * =
= lim o Ap (F.43)
p-+0 .[t 1- (1—AAp) e~Pr

Developing the series of (F, 43) for p — 0, the value
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Te= (7.5)

is obtained for the equivalent time constant.
If the transfer function expressions (7,1a) and, of course, (7,1b) are used, the expression
from the equivalent time constant given by (7,5) is obtained.

Appendix 5

For a step change in control voltage of I/c= - , the change in mean value of the

output voltage — compared to the state preceding the transient process — is, in the n-th
half period according to Fig. 11 and the summation formula for the geometric series

1- (1- AAF)n+1
F,44
Vin 1- 1- AAF) ' ( )

while in the steady state the change, according to (7,3), is
Ulo= (F.45)

Supposing that the output voltage change reaches 63 percent of its ultimate value in the
n-th half period,
urn

1- (1- AAPN+l = 0.63,
Ulo

whence
log 0.37

(F,46)
"= Tog (1- AAf)

The time taken for the output voltage change to attain 63 percent of the ultimate value is
given by the expression

log 0.37 )
LA—F ~ 3 g - AAf) ~ (7.12)

Appendix 6
For an ordinary s. m. a. the largest control voltage is

Uc= loRcw

Therefore the maximum input power, using (6,7) is
2/, max — 20 &tc — -—-4\c 0 ' (F.47)
NG

The maximum output power, from (6,7) and (6,8) is
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ri 1 yy 3,2 AFeAaRi/Ri
Pomax — U2 pis Rj)2 " Q@+ O)} tip le(1+ RIR)* (F.48)
The power gain is
K P 1 Bp Ah Ao Nb RI/Ri (F 49)
p Q1+ 0)J Hlo falc ' Rc (1 +RIRY '
The time constant of the m. a. [according to expressions (16,19) of reference [9]] is
Bp Afc Ng (F.50)
Ho he R
From (F,49) and (F,50) the figure of merit is
J _ Kp L2 1 Bp ApeAg RI1IR, (8.5)

1 T 7i-q¢l + 0)J Hco he la (I+R1/RNH2"

Appendix 7

First let the value of the output impedance for feedback from r+ be determined.
The three equations needed are

u'c = i'cRec+ Rf— 11, 2n)
I1=s(In+ Ic), (5.8)
Vi=11R1, (4,9)
hence
It = (hoRc+ Uc)—- Sh - M- (F,51)
Rec + SRf"
and
Uil = (leaRc + Uc)—- - V,- . (F,52)
C Pk VG
NC
From (F,51) and (5,7)
ILI§|'1LJUC= const 2 InR (F.53)

C
n Un (IcoRc + Uc)

From (F,52) and (5,7)

2 haRc + Re NI
n U, 4
Il_gll?J:!]uc:< <(ICORC + UC) " 4 1ewo Ne (F.54)
where
a_ 2 IldRc Ng
n Up [i*f+ R¥ (1 + + Rf NC

From (F,53) and (F,54) the value of the output impedance is
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roun1 o
1oL} TEOR) tue- ot L BRI jhg = const
r. No
R £ Rril. I_\IOI_i T Rfw
iVc r IcoR'c ’
Up

or, using (4,10),

Nc n Up \
m+ No * 2 IcoRc

For feedback from since R I must be substituted for Rf in (2.1), (F,51) and (F,52) become

ZF =Ri + RI1 AT (9-3)

S
11 = (lcoRc+Uc) (F,51a)
Rc+ SR1
and
SR
UL = (ho Rc + Ugc) (F,52a)
Rc+ SR1 - -

(5,7) is

l I (F ,55)
“n ~Upk L

From (F,51a), (F,55) and (4,13)
i : b2

m 1, o (F,53a)
LOII luc = const = @+ Af) _IC»U_E-Q-“i AF lcoR'c+U’c
From (F,52e), (F,55) and (4,13)
2 Ju’oReRi
3 :Zp (F 542)
where
b= - I(IHBC' [Ri+ Ri(1+ Af)]+ RIAF.
The value of the output impedance from (F,53a) and (F,54a) is
9 uUr | ry url f
ZoL = 911 1 19RI ICc = const .\\&gFFF]Jué:const
I oRc
Up 2 Rj IlmRc (9.4)

—2 n Af Up
= (1 + A¥) 1gRc + AT
71 p

In (9,4) the approximation
2 .. 1 .. lcoRc ,
- (I+ Af) —fj— < AFf

was used, which is justified because

Up ImoRce
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SUMMARY

The paper deals with the detailed qualitative and quantitative investigation of the
static and dynamic behaviour of DC input and output self-saturating magnetic amplifiers
with negative voltage or current feedback. The characteristic feature of the method of investiga-
tion used, was that the periodically changing quantities arising in the circuit which contains
non-linear elements (cores, rectifiers), were determined by dividing the period up into stages
within which the non-linear elements could be regarded as linear.

Since the processes taking place within the half-period are only familiar from the
literature of the subject in respect to ordinary self-saturating magnetic amplifiers and not to
those with feedback from the output signal, it was mainly the latter whose operation was
investigated in detail.

These investigations resulted, on the one hand in a clear picture being obtained of
the mechanism by which the amplifier operates, and on the other, in permitting the determina-
tion of the equations describing the static characteristics of the circuit.

Discussion of transient phenomena in the amplifier includes determination of the trans-
fer function, the Nyquist diagram, the response and the time constant.

It was shown that the figure of merit of the amplifier increases if negative voltage
feedback is applied.

The effect of feedback on the input and output impedance of the amplifier was inves-
tigated.

The construction of the block diagram of the amplifier led to the very valuable con-
clusion that with suitable additions a magnetic amplifier with theoretically unlimited power
gain, operating within a period, could be built.

Finally, there are experimental results to substantiate the theoretical considerations.

SCHNELLWIRKENDER MAGNETVERSTARKER
. NAGY

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz befalt sich mit der eingehenden quantitativen und qualitativen Unter-
suchung des statischen und dynamischen Verhaltens eines ein- und ausgangseitig gleichstrom-
gespeisten, selbstsédttigenden Magnetverstarkers mit negativer Riuckkoppelung von der aus-
gehenden Spannung bzw. dem Strom. Es ist charakteristisch fir die angewendete Unter-
suchungsmethode, dal die periodisch wechselnden GroBen in einem Stromkreis, der aus nicht-
linearen Elementen (Eisenkern, Gleichrichter) besteht, so erfalBt werden, daf die Periode in
Abschnitte unterteilt wird, innerhalb deren die nichtlinearen Elemente bereits als linear
aufgefalBt werden kdénnen.
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Da aus der Literatur die innerhalb einer Halbperiode stattfindenden Erscheinungen
nur fir die gewdhnlichen selbstsdttigenden Magnetverstarker bekannt sind, die fir die von
Ausgangsgrofe riuckgekoppelten jedoch nicht, wurde zuerst deren Funktion eingehend
untersucht.

Das Ergebnis der Untersuchung gab einerseits ein klares Bild uUber den Wirkungs-
mechanismus des Verstarkers, andererseits konnten die Gleichungen aufgestellt werden, die
die statischen Kennlinien der Schaltung bestimmen. Bei der Besprechung der transienten
Erscheinungen des Verstarkers wurden die Gleichungen der Ubertragungsfunktion, Amplituden-
Phasenkennlinie, Ubergangsfunktion und Zeitkonstante bestimmt.

Es wurde bewiesen, daB bei der Riuckkoppelung der negativen Spannung die Gitezahl
des Verstarkers steigt.

Es wurde die Wirkung der Rickkopelung auf die Eingangs- und Ausgangsimpedanz
des Verstarkers untersucht.

Nach Aufzeichnung des Wirkschemas des Verstarkers ergab sich das sehr wertvolle
Ergebnis, dal es die Mdglichkeit besteht, durch zweckméRBige Ergédnzung einen wéahrend einer
Periode arbeitenden Magnetverstarker fur theoretisch unendlich groRe Leistungsverstarkung
zu bauen.

Die theoretischen Uberlegungen wurden mit MeRergebnissen unterstiitzt.

AMPLIFICATEUR MAGNETIQUE A FONCTIONNEMENT RAPIDE
. NAGY

RESUME

Examen quantitatif et qualitatif détaillé du comportement statique et dynamique
de I'amplificateur magnétique auto-saturant, a courant continu du cdté entrant et du coté
sortant, et a réaction négative & partir de la tension ou du courant sortant.

Ce qui caractérise la méthode d’examen employé, c’est que les quantités variant périodi-
quement et se présentant dans les circuits contenant des éléments non-linéaires (fer, soupape
électrique), sont déterminées par décomposition de la période en des sections, a I’'intérieur
desquelles les éléments non-linéaires peuvent déja étre considérés comme linéaires.

Comme parmi les phénomeénes se déroulant a I'intérieur de la demi-période, la littérature
ne considere que le cas des amplificateurs magnétiques ordinaires, négligeant la réaction a
partir du signal sortant, I'auteur effectue, avant tout, I’examen détaillé de ce dernier cas.

Au cours de la discussion du phénomene transitoire de I’amplificateur, I’6tude détermine
I’expression de la fonction de la transmission, de la courbe caractéristique amplitude/phase,
de la fonction de transition et de la constante de temps.

L’auteur démontre que le facteur de qualité de I'amplificateur augmente avec la réac-
tion de tension négative, et examine I’'influence de la réaction sur I'impédance d’entrée et de
sortie de I'amplificateur.

En tragant la courbe du rendement de I'amplificateur, on arrive & un résultat tres
intéressant, a savoir qu’avec un appoint convenable, il y a possibilité de construire un ampli-
ficateur magnétique fonctionnant sous période d’une amplification de puissance théoriquement
infinie.

L’étude estterminée par la communication des résultats des mesures effectuées, appuyant
les considérations théoriques de l’auteur.

BbICTPOAENCTBYOWWNA MATHUTHBLIN YCUNUTE/b
N. HALb

PE3IOME

CTaTbsi 3aHMMaeTCs NOAPOGHLIMM KOMMYECTBEHHBLIM U KaueCTBEHHbIM MWCCefoBaHMEM
CTaTUYECKOro U AMHAMMUYECKOro MOBEAeHUS MarHWTHOIO YCWAWUTENsi C BHYTPeHHel 06paTHOM
CBA3bIO U BXOOM M BbIXOAOM Ha MOCTOSIHHOM TOKe MpMW OTpuULAaTe/IbHOW 06paTHOW CBS3M MO
BbIXOZHOMY HanpPsKEHWO WM TOKY. TpUMeHsieMblii MeTOf, WUCCNEeA0BaHNsS XapaKTepeH Tem,
YTO MEPMOANYECKU W3MEHSIIOLLMECS BE/MUYMHBLI LIENK, COAEpXKalleri HenuHelHble 3/1eMeHTbI
(cepieUHMK, BbIMPAMUTENN), OMpPeaenaoTca NyTemM pasfeneHnss nepuoga Ha TakKue YyacTKu,,
B Npeaenax KoTopbIX He/IMHeRHbIe 3N1eMeHTbl MOXHO CUMTaTb YXKe SIMHEHHbIMMU.
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BBuay TOro, 4to nNpoTeKawlive 3a MOMYMepuos SIBMEHUSI W3BECTHbI U3 NUTepaTypbl
TONbKO A1 06bIYHbIX MArHUTHbIX YCUIMTeNel ¢ BHYTpPeHHel 06paTHOM CBS3bI0, HO He U3BECTHbI
ONA Tex Xe ycunuteneil ¢ 06paTHOM CBA3LIO MO BbIXOAHOMY CUFHasy, MO3TOMY MpeXAe BCero
BbIMOJ/IHEHO MOAPO6GHOE MCCMefoBaHMe pPaboTbl MOCNeLHUX.

B pesynbTaTe uccnefoBaHWUsl, C OAHOM CTOPOHbI, NOy4YeHa sicHasi KapTMHa MexaHu3ma
paboTbl ycunuTens, ¢ APyron CTOPOHbI, OMNpefeNieHbl YpaBHEHWS, OMUCbIBAOLLME CTaTUYecKue
XapaKTepUCTUKMN CXeMb.

Mpy rccnegoBaHWM MepexoAHbIX MPOLECCOB YCUAUTeNs 6biin onpejesieHbl nepefaTouy-
Has (YHKUUS, aMNauTyaHO-(ha30Bas XapaKTepucTuKa, nepexofHast (hyHKUMS U BblpaXKeHue
ONA MOCTOSIHHON BpeEMEHN.

MNokaszaHo, YTO NpWM OTpULATENIbHOM 06pPaTHOM CBSA3N MO HaMPSHKEHUIO KO3WDUUNEHT
[OGPOTHOCTU YBE/IMUMBAETCS.

ViccnegoBaHo BAMsiHWE 06paTHOM CBSI3M Ha MMMefaHC BXOAAa W BbIXOAa.

Mocne MOCTPOEHUSI CTPYKTYPHOW CXeMbl YCUAUTENS Obll MOMy4YeH TOT OYeHb BadKHbIi
pe3ynbTaT, 4TO, NPV COOTBETCTBYHLLUX [AOMOSIHEHMAX WMEETCA BO3MOXHOCTb MOCTPOEHUSI
MarHMUTHOrO YCUIMTENs1 C TeOPETUYECKM OECKOHEYHO 6OMbLUMM YCW/IEHVWEM MO MOLLHOCTM U
ObiCTpoAelicTBMEM B MNpefenax BpeMeHW MNepuoja.

B KOHUg, [15 MOATBEPXKAEHWUS OMUCAHHBIX PACCYXAEHUs, MPUBEAEHbI  PE3y/bTaTbl
N3MepeHNiA.



THE L IFE A N D ACTIVITY OF J. CSONKA

P. CSONKA
D. ENG. SC.

[Manuscript received October 27, 1959]

This brief paper wishes to make known the life and activity of John
Csonka, the founder of the Hungarian Motor Industry, on the twentieth anni-
versary of his death.

J. Csonka Was born in Szeged January the 22nd, 1852. In his youth he
worked in his fathers’ smithy, and later, between 1871 —77, in different fac-
tories, in Hungary, and abroad. He spent two years in Paris, and came back
to Budapest in 1877. At that time he became the Leader of the training-shop
of the Technical University.

J. Csonka was making intensive experiments on perfecting the petrol
and gas-motors which was at that time still at a primitive stage. He constructed,
on the base of his experiments, a new type gas engine and obtained a patent
for it entitled “Gas- and petroleum-motor™ (1884).

Later on, together with D. Banki, an engineer of the Ganz factory —
his junior by 7 years —he continued his experiments. This collaboration resulted
in a series of important inventions. The patents showing the results of this
collective labour are: Improvement on gas-motors (1888), Innovation on gas-
and petroleum motors (1888), Control gear for four-cycle motors (1889), Gas-
and petrol hammer (1890), Improvement on petrol motors (1893), Automatic
tube-ignition for motors (1896).

One of the most important results of the collaboration with D. BANKI
was the so-called “Banki—Csonka motor” (Figs. 1and 2). On that were employed
for the first time, two remarkable inventions of the collaborators: the carbu-
retter and the ignition-tube.

The Banki —Csonka carburetter does not suck the petrol (gazoliné)
as gas, but dispersed and mixed with air, into the cylinder. The carburation
happens similarly to the principle of the nozzle of a flower vaporiser — not
by a blowing impulse —but by the engine’s suction effect. The fixed fluid level
is assured by a floating regulator. The engine’s power-effect and the revolution-
number can be regulated by a flap valve, and the most suitable explosive com-
pound — also while working — by a needle valve.

The first specimen (Fig. 3) of the carburetter was already carried out
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Fig. 1. Banki—Csonka motor

by the collaborators in 1891, but the construction only got patented on Fe-
bruary 11th, 1893, as one of the characteristic components ofthe Banki— Csonka
motor. The patent exactly described the working principle and the mechanism
of the carburetter. This patent hindered w. Maybach — who was considered
by many of people as being the inventor of the carburetter —to have his con-
struction patented in Germany. In consequence of this w. Maybacnh could only
get a French patent for his carburattor, only in August 17, 1893, it means half
a year later than Banki —Csonka’s patent.

At that time the automatic ignition-tube, Banki—Csonka type, was the
most perfect ignition-construction. It consisted principally of a properly insu-
lated copper tube, which had to be heated by a petroleum flame 5 minutes
before starting the motor, after that, the lamp could be removed as the self-
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Fig. 2. Banki—Csonka motor

heat of the explosions kept the ignition-tube constantly in a glowing state.
The collaborators applied this construction, for the first time, in 1894. It was
patented April 25th, 1896.

J. csonka had manufactured in the University’s training-shop — by
order of the Ganz Works—more than a hundred gasoline motors of the Banki—
Csonka type, brought on market by the Ganz W orks, afterwards. These motors
proved extremely good in practice.

D. Banki and J. Csonka Were in collaboration until 1898. At this time
the interest ofJ. csonka turned more and more towards motorcars. His experi-
ments attracted the attention of the Hungarian Post. By the order of the Post
he constructed — beginning from the year 1896 — several motorcars of the
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Fig. 3. The first carburetter of the world (1891). Patent Banki—Csonka

Fig. 4. The motor of the four-cylinder small car, system Csonka (1911)
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Fig. 5. The motor of the four-cylinder small car, system Csonka (1911)

experimental kind. As these carriages proved to be very good, the Hungarian
Post decided to organize the transport of parcels by automobiles, and ordered
8 pieces of these autocars designed by J. csonka. The driving-machinery of
these was manufactured by J. csonka at the University’s training-shop. He
also drew up the plans for the further parcel-carrying postal motorcars and
also for their motors. For the mail-collection in 1908 he constructed one-cylinder
cars, and in 1912 four-cylinder ones.

The J. csonka motorcars were able to compete with any other motor
of the time — yet they preceded them in many aspects. The motors were of
shortstroke and high-speed, with blocks of cylinders cast in one. They were
made, if possible, with ball-breaking supports. The clutch, gear box, and the
brake of this small car, type 1912, were assembled in a common block. (Figs. 4
and 5.) The project and the manufacturing license was purchased by a Hunga-
rian and also by a Canadian factory.

He retired from his technical post after working there for 48 years. At
this time — at the age of 73 — he founded an independent work-shop (1924).
This developed very rapidly, and in 1925, as “John Csonka Engine Works”
went on to manufacturing small motors. The new type of these motors were
designed in his old age by J. csonka himself. He applied for his last license
in 1935, at the age of 84.

He met his death on October 27th, 1939, at the age of 88.
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DAS LEBEN UND SCHAFFEN VON J. CSONKA

P. CSONKA

Dieser kleine Bericht bezweckt das Leben und die Téatigkeit von Johann Csonka,
Grinder des ungarischen Motorenbaus, anlaflich der zwanzigsten Jahreswende seines Todes
darzulegen.

J. Csonka wurde am 22. Januar, 1852 in Szeged geboren. In seinen jungen Jahren
arbeitete er in der Schmiede seines Vaters; in den Jahren zwischen 1871 und 1877 war er in
verschiedenen in- und auslédndischen Fabriken tatig. Er verbrachte zwei Jahre in Paris, von
wo er in 1877 nach Budapest zuriickkehrte. Da wurde er Leiter der Lehrwerkstatt der Techni-
schen Hochschule Budapest.

Zur Vervollkommnung der damals noch im primitiven Stadium befindlichen Gas-
und Petroleummotoren fuhrte J. Csonka in der Lehrwerkstatt der Technischen Hochschule
eingehende Versuche durch. Als Ergebnis seiner diesbezlglichen Versuche konstruierte er
einen neuartigen Gasmotor, den er unter dem Namen »Gas- und Petroleummotor« patentieren
lieB (1884).

Spater setzte er seine Versuche in Gemeinschaft mit dem um sieben Jahre jingeren
Ingenieur der Ganz-Fabrik, Donat Banki, fort. Diese Zusammenarbeit hatte eine ganze
Reihe von bedeutenden Erfindungen zur Folge. Das Ergebnis der erfolgreichen Zusammen-
arbeit kennzeichnen die folgenden Patente: »Neuerungen an Gasmaschinen« (1888), »Neuerun-
gen an Gas- und Petroleummotoren« (1888), »Steuerung fir Viertaktmotore« (1889), »Gas-
und Petroleumhammer« (1890), »Neuerungen an Petroleummotoren« (1893), » Automatischer
Rohrzinder fur Gas- und Petroleummotore« (1896).

Einer der schonsten Erfolge der Zusammenarbeit mit D. Banki war der sogenannte
Banki— Csonka-Motor (Fig. 1 und 2). Zum erstenmal gelangten hier zwei bedeutsame Erfin-
dungen der Arbeitsgenossen zur Anwendung: der Vergaser und der automatische Rohrzinder.

Durch den Banki— Csonkaschen Vergaser wird das Petroleum (Benzin) nicht in Gas-
form, sondern in Form von aus Flussigkeitstropfchen bestehenden Wolken dem Motor zuge-
fihrt. Die Zerstdubung erfolgt nach einem Prinzip, &hnlich dem der Spritzdise eines Blumen-
berieslers, doch wird hier an Stelle der Blaswirkung die Saugwirkung des Motors herangezogen.
Der Stand des Flussigkeitsspiegels wird mit Hilfe einer Schwimmervorrichtung gesichert.
Die Leistung des Motors und die Umdrehungszahl kann mit Hilfe eines Flatterventils, die
glnstigste Zusammensetzung des Explosionsgemisches mit Hilfe eines Nadelventils auch
wéhrend des Betriebes geregelt werden.

Das erste Exemplar des Vergasers (Fig. 3) wurde von den Erfindern bereits im Jahre
1891 verfertigt, doch wurde die Konstruktion, als ein charakteristischer Bestandteil des Banki—
Csonkaschen Motors, erst zwei Jahren spdter, am 11. Februar 1893, patentiert. In der Patent-
anmeldung wird die Konstruktion und Wirkungsweise des Vergasers genau beschrieben.
Durch diese Patentanmeldung wurde W. Maybach — der irrtimlicherweise von vielen fir
den Erfinder des Vergasers gehalten wird — daran verhindert, seine Konstruktion in
Deutschland patentieren zu lassen. So konnte W. Maybach fir seinen Vergaser nur den
franzésischen Patentschutz erhalten, doch wurde auch dieses Patent erst am 17. Aug. 1893
erteilt, das heift ein halbes Jahr nach erfolgter Erteilung des Bénki—Csonkaschen Patent-
schutzes.
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Der automatischer Rohrzinder von Banki— Csonka war seinerzeit die vollkommenst
Zundvorrichtung. Im Wesen bestand dieser Ziinder aus einem geschlossenen und entsprechend
isolierten Rohr aus Kupfer, das vor dem Anlassen des Motors 5 Minuten lang mit einer Petro-
leumflamme vorgewédrmt werden mufBte. Von nun an konnte die Lampe entfernt werden,
da in der Folge das Zundrohr lediglich durch die Wé&rme der Explosionen in glihendem Zustand
erhalten wurde. Diese Konstruktion wurde von den Erfindergenossen in 1894 zum erstenmale
zur Anwendung gebracht. Die Anmeldung des Patentes erfolgte aber erst am 25. April, 1896.

Johann Csonka verfertigte in der Lehrwerkstatt der Technischen Hochschule, im
Auftrdge der Ganz-Fabrik, mehrere hundert Stick Benzinmotoré nach dem System Banki—
Csonka, die sodann von der Ganz-Fabrik abgesetzt wurden. Diese Motoré bewdéhrten sich in
der Praxis ausgezeichnet.

Die Kooperation von D. Banki und J. Csonka dauerte bis 1898. Zu dieser Zeit wurde
die Aufmerksamkeit von J. Csonka immer mehr auf die motorisierten Fahrzeuge gelenkt.
Seine Versuche erweckten das Interesse der ungarischen Postverwaltung. Im Auftrage dieser
konstruierte er von 1896 an mehrere Versuchskraftwagen. Im Besitze der an diesen Versuchs-
kraftwagen gewonnenen gilinstigen Erfahrungen beschlo die ungarische Postverwaltung, die
Beforderung der Pakete mit Kraftfahrzeugen zu besorgen und bestellte zu diesem Zwecke
acht Kraftwagen nach den Planen von J. Csonka. Die Getriebe dieser Kraftwagen wurden in
der Lehrwerkstatt der Technischen Hochschule von J. Csonka selbst verfertigt. Die Plane
der weiteren Kraftwagen fir Paketenbeférderung und auch die Motoré derselben wurden
gleichfalls von ihm selbst verfertigt. Zur Einsammlung der Briefe konstruierte er fir die
Postverwaltung in 1908 einen Einzylinder-, in 1912 einen Vierzylinder-Kleinwagen.

Die Kraftwagenmotore von J. Csonka waren den Motoren der damaligen Zeiten in
jeder Beziehung ebenbiirtig, sie gingen ihnen sogar in zahlreicher Beziehung voraus. Diese
Motoré waren schnellaufende Kurzhubmotore mit EinguB-Zylinderblécken, und wo nur
irgendmoglich, wurden Kugellager angewendet. Die Motoré, Wellenkupplungen, Wechsel-
getriebe und Bremsen seiner Kleinwagen vom Jahre 1912 waren in einem gemeinsamen Block
zusammengebaut (Fig. 4 und 5). Die Plane und Baulizenz seines Motors wurden von einer
inlandischen und auch einer kanadischen Fabrik erworben.

Nach einer schaffenden Arbeit von 48 Jahren zog er sieh von seinem Amte an der
Technischen Hochschule in den Ruhestand zurick. Zu dieser Zeit— im Alter von 73 Jahren —
grindete er eine selbstandige W erkstatt (1924). Diese kam zu einer rapiden Entwicklung,
und kehrte unter dem Namen »Maschinenfabrik von Johann Csonka« bereits im Jahre
1925 zur Erzeugung von Kleinmotoren Uber. Die neuen Motorentype der Fabrik wurden von
dem bejahrten J. Csonka selbst konstruiert. Sein letztes Patent meldete er im Jahre 1935,
in einem Alter von 84 Jahren, an.

Am 27. Oktober, 1939, in einem Alter von 88 Jahren, schloB ihm die Augen der Tod.*

LA VIE ET L'OEUVRE DE J. CSONKA

p. csonka

RESUME

A I’occasion du vingtiéme anniversaire de la mort de Jean Csonka, pionnier de la
fabrication des moteurs en Hongrie, nous donnons ici un court apercu de sa vie et de ses
travaux.

J. Csonka naquit a Szeged le 22 janvier 1852. Dans ses années de jeunesse, il travailla
dans la forge de son peére, puis de 1871 a 1877, en différentes fabriques du pays et de I’étranger.
Il passa deux ans & Paris, d’ou il rentra en 1877 a Budapest. On le nomma alors chef des ateliers
d’études de I’'Université Technique.

A son poste, J. Csonka poursuivit des recherches approfondies en vue du perfectionne-
ment des moteurs a combustion interne (a gaz et a pétrole), alors encore au stade primitif.
Un moteur a gaz d’un systéme nouveau, breveté en 1884 sous le nom de «Moteur a gaz et a
pétrole», fut le résultat de ces premiéres recherches. Plus tard, il continua celles-ci en collabora-

* Schrifttum siehe am Ende des englischen Textes.
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tion avec Donat Banki, un ingénieur de I'usine Ganz, de sept ans plus jeune que lui. De cette
collaboration est née toute une série d’inventions importantes. Les brevets marquant les étapes
de cette coopération fructueuse sont les suivante: Innovation sur les machines a gaz (1888),
Innovations sur les moteurs a gaz et a pétrole (1888), Organe de distribution pour moteurs a quatre
temps (1889), Marteau a gaz et a pétrole (1890), Innovations sur les moteurs & pétrole (1893),
Tube d'allumage automatique pour moteurs a gaz et a pétrole (1896).

Un des résultats les plus brillants de son travail en commun avec D. Banki fut le
moteur dit Banki—Csonka (figs. 1 et 2). C’est dans ce moteur que, pour la premiére fois, ont
trouvé emploi lesinventionsimportantes des deux associés: le carburateur etle tube d’allumage
automatique.

Le carburateur de Banki—Csonka introduit le pétrole (I’essence) non pas en état gazeux,
mais sous forme d’un nuage de fines goutelettes de liquide. La pulvérisation s’opére selon le
principe de fonctionnement du pulvérisateur pour fleurs, mais utilisant au lieu soufflage du
I’effet aspirant du moteur. Un flotteur assure le niveau constant du liquide. La puissance du
moteur et le nombre de tours sont commandés par un papillon, la composition la plus appro-
priée du mélange détonant peut-étre réglée, méme pendantlamarche,parun soupape a pointeau.

Le premier modéle du carburateur (figure 3) fut mis au point dés 1891 par les inventeurs,
mais ce mécanisme ne fut breveté que deux ans plus tard, le 11 février 1893, comme un des
organes caractéristiques du moteur Banki—Csonka. Le brevet décrit de facon précise le
mécanisme et le principe de fonctionnement du carburateur. C’est ce brevet qui empécha W.
Maybach —mque d’aucuns tiennent, a tort, pour I'inventeur du carburateur — de faire breve-
ter son mécanisme en Allemagne. W. Maybach ne réussit ainsi a obtenir pour son carburateur
qu’une licence francgaise délivrée en date du 17 aolt 1893, donc six mois aprés la délivrance du
brevet de Banki et Csonka.

Le tube d'allumage automatique de Banki—Csonka fut, a son époque, le plus perfectionné
des dispositifs d’allumage. En principe, c’est un tube de cuivre fermé et diment isolé, devant
étre chauffé a la flamme d’une lampe a pétrole pendant cing minutes, avant le démarrage du
moteur. A partir de ce moment, la lampe n’est plus nécessaire, car la chaleur produite par les
explosions suffit, par la suite, @ maintenir le tube d’allumage en incandescence permanente.
Ce fut en 1894 que les deux inventeurs associés employérent pour la premiére fois ce mécanisme,
qui ne fut cependant breveté que le 25 avril 1896.

Dans les ateliers d’études de I’'Université, J. Csonka avait fabriqué, pour le compte
des Usines Ganz, plusieurs centaines de moteurs & essence de type Banki— Csonka. Ces moteurs,
mis en vente par Ganz, avaient fait brillamment leurs preuves dans la pratique.

La collaboration de D. Banki et J. Csonka dura jusqu’a 1898. A cette époque déja,
I'intérét de J. Csonka s’était tourné de plus en plus vers les véhicules a moteur. Ses recherches
éveillérent I’attention de la direction, des P. T. T. Chargé par les postes hongroises, il con-
struisit a partir de 1896, plusieurs véhicules a moteur a titre d’essai. Convaincue par les
expériences favorables, faites avec ces véhicules, la direction des P. T. T. hongrois décida
en 1904, d’organiser le service des colis par automobiles, et commanda huit voitures d’apres
les plans de J. Csonka. Les mécanismes d’entrainement de ces voitures ont été exécutés aux
ateliers d’études de I’'Université Technique, par J. Csonka lui-méme. C’était également lui
qui avait exécuté les projets et les moteurs des autres automobiles postales. Il a aussi construit,
en 1908, une petite voiture a un cylindre, et en 1912 un autre type a quatre cylindres, destinés
a I’enlevement de la correspondance.

Les moteurs d’automobiles de J. Csonka ont bien soutenu la concurrence des moteurs
de I’époque, et les ont méme devancés sous de nombreux rapports. Ses moteurs étaient a
courte course et a l’allure rapide, avec cylindres coulés en un bloc, et munis partout, ou cela
s’avérait réalisable, de roulements a billes. Le moteur, le dispositif d’embrayage, la boTte de
vitesses et le frein de ses petites voitures de 1912 ont été réunis en un bloc commun (figs. 4
et 5). Les plans et le droit de fabrication de son moteur ont été achetés par une entreprise
hongroise et une autre, canadienne.

Apres 48 ans de service, il prit sa retraite, abandonnant son poste a I’'Université Tech-
nique. C’est alors, al’dge de 73 ans, qu’il posa les fondements de sa propre entreprise (1924).
Cet atelier prit bientdét'un essor considérable, et sous le nom de »Fabrique de machines Jean
Csonka«, se spécialisa des 1925, dans la fabrication des petits moteurs. Les nouveaux types
de moteurs de la fabrique ont été élaborés par le vieux J. Csonka lui-méme, qui obtint son
dernier brevet en 1935, & I’4ge de 84 ans.

Il décéda le 27 octobre 1939, age de 88 ans.*

* Pour la Bibliographie, Se reporter a la fin du texte anglais.
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XN3Hb N TPYAbl 8. YOHKA

n. YOHKA

PE3IOME

HacTosiwas Hebonbluaa cTaTbs CTaBUT Leflbl0 03HAKOMWUTb UUTATENs C XKU3HbIO U TPYy-
famm AHowa YOHKA, cos3gatensi MOTOPOCTPOeHUst B BeHrpuu, no cnyyato 20-0/ rogoBLyMHbI
CO [AHA ero CMepTu.

A- YoHka pogunca B Cerefie 22 ssHBaps 1852 r. B toHOLLIECKME Fofbl OH paboTan B Ky3HULe
CBOEro 0Tua, 3aTem Mexay 1871—1877 rr. Ha pa3NINUHbIX BEHIePCKUX U 3arpaHNYHbIX 3aB0OJax.
[Ba roga oH nposen B MNapuxe, oTKyga oH B 1877 r. BepHyncsa B byganewt. Ero B 310 Bpems
HasHauWMIn HavasbHVKOM y4ebHOM MacTepckol ByfanelwTCKoro noIMTEXHUYECKOro NHCTUTYTA.

- YUoHka B y4ebHOl MacTepcKoM MHCTUTYyTa MPOBOAU 3KCNEPUMEHTbI MO YCOBEPLUEH-
CTBOBaHMIO ra3oBbIX U KEPOCMHOBbLIX MOTOPOB, KOTOPble B TO BpeMs ObliM eLle O4eHb HecoBep-
WeHHbIMW. B pe3ynbTaTe NPOBOAMBLLMXCA VMM 3KCMNEPUMMEHTOB OH CKOHCTPyMpoBasa rasoBblii
MOTOP HOBOW CWCTEMbI, KOTOPbIA OH 3anaTeHToBa/l B KayecTBe «[@30BOr0 M KEpPOCUHOBOIO
MoTopa» (1884).

[Mo3gHee coBMeCTHO ¢ [l. BaHKu (KOTOpbIA Ha 7 NneT 6bln MOSIOXKeE ero 1 paboTan Ha 3a-
Bofe [@aH3) OH Npojo/mKan CBOWM 3KCNEePUMEHTbl. B pesynbTate 3TOro coTpyfgHU4YecTBa Obli
pa3paboTaH Uenbli psafg KPYNHbIX M306peTeHnin. B ntore coBMeCTHOM paboTbl UM ObI BblgaHbl
Cnegytolime naTeHTbl : HoBaTopckoe W3MeHeHVe ras3oBbiX MawuvH (1888), Hosatopckue
M3MEHEHWUS1 Ta30BbIX M KEPOCMHOBLIX MOTOPOB (1888), YnpaBnswoWmMin MexaHU3M AN YeTbl-
pexTaKTHbIX MOTOpOB (1889), Ma30BbI 1 KepoCcUHOBbLIN MooT (1890), HoBaTopcKMe N3MEHEHUS
KepOCUHOBbLIX MOTOPOB (1893), ABTOMaTMYeCKUA TPy6UaTbIin 3aXXuraTeNnb 4ns rasoBblX U Kepo-
CMHOBbIX MoTOpoB (1896).

OfHUM 13 Hanbonee BbIJAKOLLUNXCA SOCTUXKEHUIA coTpyaHWYecTBa ¢ [. BaHkuM 6bin T. H.
MoTop BaHkn—YoHka (puc. 1—2). Ha 3Tom MoTOpe BMepBble OblIN MPUMEHEHbI KpPYMHble
N306pETEHNS MX KOMMEKTMBA : pacnblnTeNlb U aBTOMATUYECKUIA TpybuaTblli 3aXKuratenb.

Pacnbinutens cuctembl BaHkun —YoHka nogaeT KepocuH (6eH3VH) B MOTOpP He B Bufie
rasa, a B opme 061aka, COCTOSALLEr0 U3 MeNKUX Kanesb >XWAKOCTW. PacnblieHne nponsso-
ONTCA MO CXOXXEMY C MPMMEHEHSEMbIM MPW OPOLLEHMS LBETOB pacnblInTeNeM NPUHLMAY, HO
He HarHetaloLWMM 3hdeKToM, a BcacblBaloLMM 3¢eKTOM MOoTopa. [MOCTOSHCTBO YPOBHSA XUA-
KocTM obecneymBaeTcs nonsaBkoM. MOLLHOCTb MOTOpa W 4YMCI0 060POTOB MOXKHO Perynupo-
BaTb MpPW MOMOLLM KnanaHa ¢ 6a604Koi, a Hanbonee BbIrOAHbIV COCTaB ropsiyein CMecu Uronb-
4yaToro KnamnaHa TakXXe BO Bpems paboTbl ABUraTens.

MepBblii 06pasey, pacnbinutens (puc. 3) 6bl1 M3roTOBMEH 3TMM KOMIEKTMBOM B 1891
rofy, Ho KOHCTPYKLMA ero bbina 3anaTeHToOBaHa /MLb 4epes ABa roga — 11 eBpans 1893 r.
B KayecTBe OfHOW OCHOBHOW XxapaKTepHoW geTann motopa baHku—YoHka. B naTeHTe paetcsa
TOYHOE OMucaHWe KOHCTPYKLMW pacnblIMTens, a TakXXe NPUHUMN ero paboTbl. ITOT MaTeHT
nomewan B. Malibaxy 3anaTeHTOBaTb CBOK KOHCTPYKUMIO B ['epMaHun (MHOrve OLIMG0YHO
cuMTann, YTO pacnblinTenb Obln ero M3obpateHnem). Takum obpasom, B. Maiibaxy ypanocb
nony4nTb NMLLb (IPaHLY3CKUIA NaTe'HT, 1 gaxke ero Tonbko 17 aBrycra 1893 roga, T. e. Ha non-
roga nosgHee nareHTa BaHkW—YoOHKa.

ABTOMaTMYeCKNA TpybuaThIA 3a>kuraTenb cucTtembl BaHkn—YoHKa B CBOe Bpems
6b1 Hambonee COBEPLUEHHbIM 3aXWUraTeslbHbIM YCTPOMCTBOM. OH, MO CyLLecTBY, COCTOSN U3
3aKpbITO 1 COOTBETCTBYHOLMM 06pa3oM M30MPOBAHHOMW TPYOKM, U3roTOBMEHHOW U3 KpacHOM
Megn. 3Ty Tpy6OKy nepes MycKOM mMoTopa Heo6XoAMMO Obl1o MoAorpeBaTb KeEPOCMHOBLIM Ma-
MEHEM B TeYeHUW 5 MUH. 0 UCTEYeHWM 3TOr0 BPEeMeHV KEPOCUHOBYIO NaMny MOXHO 6blio
ybpaTb, T. K. B Ja/ibHelilleM Ternno B3pblBO YXXe caM0 C060/ MOCTOSHHO HaKansno MeaHyt
TpybKy. 3T0 npucnocobneHne n306peTaTeNIbCKU KOMNEKTUB NPUMEHUAN BrnepBble B 1894
rogy. 3anaTteHTOBaHO >Xe OHO 6bl0 Tonbko 25 anpens 1896 ropa.

B yuebHOl MacCTepcKOW NpU MNOAUTEXHUYECKOM WHCTUTYTe, e HavalbHUKOM 6bln
AHow YoHkKa, Mo 3akasy 3aBofa [MaH3 6b1710 M3rOTOBIEHO HECKONbKO COT 6eH3MHOBLIX MOTOPOB
cuctembl BaHKM—YoHKa, KOTOpble 3aTeM bbbl NPoAaHbl 3aBOAOM [[aH3. 3T MOTOpPbl OT/IMYHO
onpaBfaiuCb Ha MNPaKTUKe.

CotpygHuyecTtBo [oHaTta baHkn n AHowa YoHka npogomkasock o 1898 roga. Catoro
BpemMeHn . YoHKa Bce 60sblue U 60MblUe YAeNsieT BHYMaHMe OCHaLLeHHbIM MOTOPOM TpaHc-
NopTHbIM cpeAcTBaM. Ero onbimbl 06paTtunv Ha cebs BHMMaHWe BeHrepckol noutu. Mo nopy-
YEeHUO MOoYThbl, HauUMHaa ¢ 1896 r. UM 6bI10 CKOHCTPYMPOBAHO PAL OMNbITHLIX MOTOPHbIX TPAHC-
MOPTHbIX CpeAcTB. Pacnonaras MonoXWUTENbHbIM OMbITOM, MPUOBPETEHHBLIM MPU UCMbITAHMAX
3KCMepMeHTasIbHbIX 00pasLoB, BeHrepckas noyTa peluvna, 4To MepeBO3KY MOCbIIOK 6yaeT
nNpou3BoANTbL NPW MOMOLLUY aBTOMOGWIER, M NOYTOBLIM ynpas/ieHMeM 6blL10 3aKasaHo 8 aBTo-
MawwnH no npoektam fA. YoHka. MNpuBOAHOM MexaHU3M 3TUX aBTOMAlUWH 6bl1 U3rOTOB/EH B

16"
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YMOMSIHYTOWM y>Ke y4ebHoI MacTepckoii camum A. UoHKa. UIm e 6bln paspaboTaHbl NPOeKThI
oCTa/lbHbIX 3aKa3aHHbIX BEHMEPCKON MOYTON aBTOMAaLUMH A/ MepeBO3KW MOCbIIOK U U3roTOB-
NleHbl MOTOpbl K HUM. [ns c6opa no4vtoii nucem B 1908 MM 6blna CKOHCTpPyMpoBaHa O4HOLMU-
NMHApoBas MawuvHa, a B 1912 rogy 4eTblpexunnvHApoBas.

ABTOMO6W/NbHbIE MOTOPbI A. YOHKa ¢ MOTOpaMu TOro BPeMeHW MOMM KOHKYpUpOBaTb
BO BCEX OTHOLIeHMAX, 60/iee TOro ero MOTOpbl BO MHOMMX OTHOLUEHMS 6bian fydlle ux. Ero
MOTOPbl WUMeSIN HebOoNbLIOA XOf4 MOPLWHA U 6bIN ObICTPOXOAHbI, MMEM MOHOMUTHBLIA 610K
LMAVHAPOB, U e 3T0 TObKO 6bI/10 BO3MOXHO, M3rOTOBASAANCH HA LUAPUKOBbLIX MOALUIMMHUKAX.
Y paspaboTaHHOW MM B 1912 r. KOHCTPYKLUMW ManoMTPaXKHOW aBTOMaLUMHbI MOTOpP, Cuense-
Hue, KopobKa nepegay 1 Topmo3 6bIn cobpaHbl B 06wmii 610K (puc. 4—5). MpoeKT ero MoTopa
N NNLEH3NIO Ha ero M3roToBfieHWe OblNM KynjeHbl OAHON BEHrepckoW M OLHON KaHaACcKoW
hupmamm.

M3 MHCTUTYTa OH YyLlen B MeHcuio nocne 48 neT paboTbl. B 310 Bpems emMy MCMOMHWUAOCH
73 roga, U OH OpraH13oBan COBCTBEHHYH MacTepckyto (1924). 3ta macTepckas Havana 6ypHoe
pasBuTre 1 B 1925 r. Kak MalMHOCTPOUTENbHbIN 3aB0g AHOW YOHKa Hayan BblMycKaTb Maso-
MOLLHbIE MOTOpPbI. HOBble TuMbl MOTOPOB 3aBofa ObLIM paspaboTaHbl camu FAHowem YoHKa.
MocnegHnin nateHT 6bin UM 3asiBneH B 1935 r. B 84 neTHeM Bo3pacTe.

OH ymep B 88 neTHem Bo3pacTe 27 okTa6psa 1939 r.
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DETERMINATION O F LIMITS I'N SOLUTIONS

O F PLATE PROBLEMS

K. SZMODITS
CAND. TECHN. SC.

HUNGARIAN SCIENTIFIC INSTITUTE FOR STRUCTURAL ENGINEERING, BUDAPEST

[Manuscript received September 11, 1958]

A lower and an upper limit to the solution of linear boundary value
problems are defined in this paper. These limits are values characteristic of
the approximate solutions of the partial differential equations investigated.

As it is known, the approximate solutions may be found in two ways:
m

either by a linear combination Vlzl a,gv of the functions gv(x,y) satisfying

precisely the boundary conditions, at the same time satisfying the differential
n

equation “as nearly as possible”, or by a linear combination E a/tg"t of the
#=1

functions gk (X,y) which precisely satisfies the differential equation, satisfying
also the boundary conditions “as nearly as possible”. The constants avand a,,
may be determined from one of the systems of differential equations which
express a minimum principle, or, in the case of orthogonal functions, from
closed formulae. The first procedure is known as the domain method, the
second as the boundary method.

The above linear combinations of the functions g, and g/t constitute
series tending towards the required solution, though they must not be con-
vergent series. It is sufficient if the variance integrals of the approximate
solutions with successively increasing values of vand g form monotonous series

tending to zero. If the required solution is u(x,y), the approximate solution is
m
u'(x,y) = E am,, the range of validity is V and @is any integrable function,

then 71

m
f WU)Y~dV = J [ 2 (avti)\*dV

\ I>=1

tends towards the value | [(p(w)]2dV of the exact solution and ( [(p(u")]2dV is
\ \%
a limit of j [cp(u)]2dV for any value of m.
Vv

The determination of a lower and an upper limit for ) [y>u)]2dV will
\

1 Acta Technica XXIX/3—4.
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be discussed, the lower limit being the | [¢>(u")]2dV value, the upper limit the

\%
( [cp(ii™)]2dV value of the approximate solutions u', obtained by the domain
\%

method and u", by the boundary method, respectively.

The solutions u' and u" are lower and upper limits of the solution u if
the following conditions are fulfilled. In this deduction the theory of function-
spaces [1] is applied.

Let approximate solutions that may be produced by series composed
of an infinite number of linearly independent functions, correspond to points
in an infinite function-space and let these points be given as the ends of vectors

beginning at point 0. Let the ends of the vectors S' of functions exactly satisfy-
ing the boundary conditions lie in an infinite subspace L', and let the ends of
the vectors S' of functions exactly satisfying the differential equation lie in
an infinite subspace L". It follows from the uniqueness of the solution that
the subspaces L' and L™ have only one point in common, the end of the vector
S of the function which is a solution of the problem. This is geometrically
represented symbolically in Fig. 1.
W ithin range V, the scalar product of the function vectors Sx  cp(u

and S2 <p(u?) is defined by the value

S 'S2= jVK) <pu2 dV,
so that
s\ = {(p[wr) cp(ux) dV (1)

and since the metric of the function-space is positive-definite, if S2= 0, S = 0.
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The ends of vectors representing solutions obtainable by the domain
method and a given r number of linearly independent functions are in the
subspace L' and a linear portion of space of dimension L Ff, and thus define
this portion of space. Similarly, the endpoints of vectors representing solutions
obtainable by the boundary method and a given s number of linearly inde-
pendent functions define the subspace L" and a linear portion of space of
dimension L.

The constants of the terms of the function series giving the solutions S’
and S" are determined from the condition of optimum approximation to the
solution S, so that the values (S —S")2and (S —S")2, i. e. the sum of the
variance of the approximation should be a minimum. Hence it follows that
the point S" of the portion of space L% and the point S' of the portion of
space -Lrare the points of these space portions that lie closest to S. Thus the
vectors S —S" and S —S' are perpendicular to the portions of space Ls
and L', respectively, i.e. according to the definition of orthogonality the
vectors S' —S" and S — S' are perpendicular to all vectors in the portions
of space L" and L'r, respectively. The function @ should be chosen so that the
subspaces L' and L™ should also be orthogonal and let us suppose that the
vector Ois in the portion of space L”. Since the hypotenuse of the right-angled
triangle 0, S", S is a side of the right-angled triangle U, S', S, Fig. 1. permits
the direct conclusion that

§"2< S2< S'2

Summing up the result, the following theorem may be established:

The values S"2and S'2o0f solutions obtained by the boundary and the domain
methods of a function to solve a boundary value problem are lower and upper
bounds, respectively, of the value S2as defined in Fig. 1, if (but notonly if) the sub-
spaces L' and L™ containing the endpoints ofthe vectors of all the possible solutions
S' and S" are orthogonal, and the approximate solutions S' and S" approach S
in compliance with the minimal error quadrate sense and finally the vector O
is in the subspace L" defined by the solution S".

The foregoing method may be applied to a solution of the boundary
value problem

9it
AAu=p(x.y); (WB=1; =
dn g
of the inhomogeneous bipotential equation. The function has to be chosen

so that the subspaces L' and L" be orthogonal. Let the following tensor belong
to the endpoint of the vector S [2]:

-+ ij -+

T 02u T7 321t —92vu
n— 1l
dx2 dx dy dy2

mU a =

1*
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Of the vectors T' — S[ —S2and T" = S'i —S2 in the subspaces L'
and L", respectively, since they are the differences between the two solutions
to AAwn =p, T' satisfies the boundary conditions / = 0, g = 0, and T"
the inhomogeneous bipotential equation ZlzZl v = 0. Hence

The scalar product ofthe vectors T'and T", with due attention to the boundary
conditions and applying Green’s formula that is

f grad (pegrad ipdV = —1[ (pAipdV -j- Bgrad ipdji ,
\%

gives
T .T"= J ujju”ijdv = - fu'u'mJdv + | u'u"(jdB = o,
\% v'
so that any vectors T'and T" are orthogonal and thus the subspacesL'and L"
are also orthogonal.
The inequality S"2 S2~ S'2is therefore

or in greater detail

The relations deduced may be applied to the investigation of arectangular
elastic plate, with a constant load p, sides a and b, and freely supported along
its edges.

The solution by the domain method may be the so-called Navier solution
with the well-known double Fourier series
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and the solution by the boundary method be the well known simple Fourier
series expression [3]

4pa* 11 2 1 ba,, ba,,\ . T X .
(2 +~2 tky |cn“nyY- anyshany sman:
1 2
an= &0 pn -1£85%

Both approximate solutions approach the required solution by the Fou-
rier series, i. e. with the minimum variance integral and the trivial solutions
obtained if the Fourier constants disappear, satisfy the equation AAun = 0,
so that the vector 0 is in the portion of space L". The conditions for using the
procedure are thus assured.

For instance let a = b = 10 in, p = 1,0 t/m2and K = 100 tm. Then
taking the first four terms of the poorly convergent w' solution and the first
term of the strongly convergent w" solution into account, the limits defined
by expression (2) are

24-3752 < ) UjjujjdVv ~24-8144.

The procedure here developed differs from the similar one by synge [1]
in that here the approximate solutions are the orthogonal series converging
towards the required solution, familiar in the theory of plates, whereas the
so-called pyramid functions giving the approximate solutions in Synge’s
method are not orthogonal.

In the present procedure the interval of the limits may be diminished
at will by considering further terms of the series, whereas in Synge’s procedure
this interval cannot be diminished within a solution containing a given number
of pyramid functions because this would require the calculation of a new
solution containing more pyramid functions. Furthermore, the deduction of
Synge’s theorem which was taken as our basis is here simpler.
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SUMMARY

The limits of boundary value problems in the theory of plates are determined, using
functional spaces. The basic idea was set out by Synge, but bis solutions do not include all
the possible applications of the procedure. The method discussed extends the field of applica-
tion of Synge's procedure to the method of expanding into series of eigenfunctions, while
Synge's solutions resemble those obtained by the difference method.

DIE BESTIMMUNG DER LOSUNGSSCHRANKEN YON PLATTENPROBLEMEN
K. SZMODITS

ZUSAMMENFASSUNG

Die Studie befal3t sich mit der Bestimmung der Schranken der in der Plattentheorie
vorkommenden Randwertprobleme durch Anwendung von Funktionsrdumen. Diese Methode
wurde durch Synge eingefiihrt,doch erschépfte er nicht samtliche hierdurch gebotenen Mdglich-
keiten. Die hier behandelte Lésung wendet die Synge’s Methode auf die Reihenentwicklung in
Eigenfunktionen an, wahrend Synge's Losungen den durch das Differenzenverfahren berech-
neten L&sungen ahnlich sind.

DETERMINATION DES LIMITES DES SOLUTIONS DU PROBLEME DES PLAQUES
K. SZMODITS

RESUME

L’étude examine les possibilités de déterminer les limites des problémes de valeurs au
contour, connus de la théorie des plaques, par I’emploi des champs fonctionnels. L’idée fonda-
mentale du procédé vient de Synge, dont les solutions n’ont cependant pas épuisé toutes les
possibilités d’application de cette méthode. La solution examinée par |’auteur étend le champ
d’application de la méthode de Synge & la méthode du développement en série dans les fonc-
tions caractéristiques, tandis que les solutions de Synge ressemblent a celles obtenues parla
méthode des différences finies.

OMPEJENEHWE MPEAENOB PELWIEHWA 3A0AYUN MJACTUH
K cmognu

PE3IOME

Pa6oTa MocBsillieHa OMpPefeNeHnto NpeaenoB 3ajay 3HaueHMii OKPYXXHOCTM, BCTpeyato-
weics B TeOPUM NAACTMH, MPY MOMOLLM (PYHKLMOHA/IbHBIX MOoMeid. Mbicib MeToga Gblna nog-
HATA CUHre, 04HAKO COO6LUEHHbIE UM Pe3y/bTaTbl HE MCUepnbIBAOT BCE BO3MOXHOCTU MpuUMe-
HeHWs MeToda. PacCcMOTpeHHoe 3[ecb peLleHMe BO3MOXHOCTU MpuUMeHeHWs meToga CUHre Ha
MeTO/], Pa3fiOKEHUN B P B COGCTBEHHbIE (YHKLUMMW, B TO XKe BPEMsi pellieHnsi CUHre CX0XM ¢
peLeHNsIMI, NOMYyHeHHbIMU MPY MOMOLLM  AnddepeHLMaNbHOTO METOAA.
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[Eingegangen am 24. Dezember 1958]

Einleitung

Die Aufgabe des planenden Ingenieurs ist es, zur Aufnahme gegebener
Lasten entsprechende und gleichzeitig maéglichst wirtschaftliche Tragkon-
struktionen zu verwirklichen. Die derzeitigen Methoden der Ingenieurpraxis
fordern die Losung dieser Aufgabe nur mittelbar. Dieselben entsprechen nédm-
lich nur dem Zweck, die Krafteverteilung eines sozusagen im Ganzen gegebenen
Tragwerkes zu bestimmen und zu entscheiden, ob das Tragwerk im Hinblick
auf die gegebene Belastung der Sicherheit entspricht, oder nicht. Unter diesen
Umstédnden ist der Ingenieur gezwungen, seine Entwurfsarbeit gleichsam
intuitiv zu vollfihren, und die Berechnungen dienen im Grunde nur der Uber-
prifung seiner Vorstellungen.

Unter solchen Umstédnden erscheint es winschenswert, mdglichst ein-
fache Berechnungsmethoden auszuarbeiten, welche die wirtschaftliche, gleich-
zeitig aber auch die Sicherheit gewé&hrleistende Planung von Tragwerken
ermdglichen. Ein solches Streben macht sich in der ganzen Welt bemerkbar,
und die einheimische Fachliteratur befallte sich ebenfalls mit dieser Frage
[1,2,3,5]. Der Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist die Erdrterung einer
Methode, die den Anforderungen der wirtschaftlichen Planung von Trag-
werken entspricht und als eine Verallgemeinerung der in der angefiihrten Lite-
ratur behandelten Methoden angesehen werden kann, ferner die Klarung
der auftauchenden grundsétzlichen Fragen.

Das vorzufiihrende Verfahren ist auf dem ganzen Gebiet der technischen
Festigkeitslehre (fir Durchlauftrager, Rahmen, Trégerroste, Fachwerke, fer-
ner mit gewissen Einschrdnkungen auch fiir Platten, Schalen usw.) anwendbar.
Das Verfahren ist sowohl fir die Auswahl der wirtschaftlichsten statisch
bestimmten Konstruktion wie auch fir den Entwurf des wirtschaftlichsten,
aus elastischem oder plastischem Material bestehenden, statisch unbestimmten
Tragwerkes geeignet. Die vorliegende Studie behandelt ausfuhrlich nur die auf
statisch bestimmte Konstruktionen beziglichen Anwendungen des Verfahrens.
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1. Grundbegriffe und Bezeichnungen

1/1. Der Aufsatz befallt sich mit einzelnen, auf statisch bestimmte Trag-
konstruktionen bezugnehmenden Fragen. Irgendein Tragwerk kann dadurch
beschrieben werden, daB man:

a) die Achse oder die Mittelfliche des Tragwerkes bzw. im allgemeinen
den Bereich T der Raumpunkte P, und

b) in jedem einzelnen Punkt P innerhalb des Bereiches T die zu diesem
Punkt gehdrenden Querschnittsabmessungen, im allgemeinen die zur voll-
kommenen Bestimmung des Tragwerkes bendtigten sdmtlichen Detailangaben
anfihrt. Diese Detailangaben kdnnen allgemein in den einzelnen Punkten P
m it mehreren skalaren MefRzahlen (z. B. im Falle eines homogenen Viereck-
querschnittes mit dessen Hdéhe und Breite) gekennzeichnet werden, die man in
einer VektorgroBe* G zusammenfassen kann. Die im allgemeinen Sinne genom-
mene Funktion, die in jedem einzelnen Punkt des Bereiches die Detailangaben
der Konstruktion liefert, bezeichnen wir mit G = G(P).

1/2. Wenn auf eine Konstruktion eine Last wirkt, so entstehen infolge
deren Wirkung in der Konstruktion innere Kréafte. Zur Beschreibung der
Innenkrédfte missen in einem jeden einzelnen Punkt des Bereiches T im allge-
meinen mehrere skalare Angaben angefiuhrt werden (z- B. im Falle von Stab-
konstruktionen drei Kraftkomponenten und drei Momentenkomponenten).
Diese skalaren Angaben kdénnen wir als Koordinaten des verallgemeinerten
Innenkraftvektors betrachten. Diese verallgemeinerte Innenkraft bezeichnen
wir mit Y, ihre einzelnen Koordinaten mit X, 2/, ... KY (oder wo dies unno-
tig ist, einfach mit Y). Jene Funktion V = Y(P), die in jedem einzelnen Punkt
P des Bereiches T den Wert der Innenkraft liefert, nennen wir die Innen-
kraftverteilung. Die Konstruktion muR sowohl im Ganzen als auch in ihren
Teilen im Gleichgewicht sein. Im weiteren werden nur solche Innenkraftvertei-
lungen erdrtert, welche das Gleichgewicht der Konstruktion entweder im Falle
einer gegebenen Belastung oder im unbelasteten Zustande derselben gewéhr-
leisten.

Der Aufsatz geht von statisch rc-fach unbestimmten Konstruktionen aus.
Im Falle solcher Konstruktionen k&nnen sdmtliche Innenkraftverteilungen,
welche zusammen mit der gegebenen Belastung die Gleichgewichtsbedingungen
befriedigen, in Gestalt der folgenden Summe

Y = Y(P)=YOMP)+ 2 Yiw Ap) (D
1- 1

*Im vorliegenden Aufsatz ist unter dem Wort Vektor nicht unbedingt ein dreidimen-
sionaler Vektor zu verstehen. Die Sdtze der Vektoranalysis, die an den dreidimensionalen
Raum gebunden sind, gelangen hier nicht zur Anwendung.
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(largestellt werden. Die Bedeutung der einzelnen Bezeichnungen ist die fol-
gende:

Y = YQP) ist eine der gegebenen Belastung das Gleichgewicht haltende
(im dbrigen beliebige) Innenkraftverteilung;

Y = Y,(P) ist eine im unbelasteten Zustand der Konstruktion das
Gleichgewicht gewdhrleistende Innenkraftverteilung, die in einem Teil-
bereich von gleicher Dimension des Bereiches T (z. B. in einem Abschnitte
der Trdgerachse) von Null abweicht. Solche Innenkraftverteilungen werden
wir Grundverteilungen nennen. In der Formel (1) erscheinen n Grundverteilun-
gen, diese mussen voneinander linear unabhédngig sein (d. h. keine dieser darf
als eine Lincarkombination der ubrigen darstellbar sein), im Ubrigen sind sie
jedoch beliebig.

yi ist ein freier Parameter. Die Formel (1) enthdlt n freie Parameter,
eine entsprechende W ahl derselben ermdéglicht die Darstellung jeder statisch
maoglichen Innenkraftverteilung.

Der Zusammenhang (1) kann selbstverstdndlich nach den Koordinaten
Y der Innenkraft Y aufgeldst werden, d. h.:

Y=Y(P) = YQP)+ J yr Y'(P). (1a)
1=1

Die Untersuchungsergebnisse des Aufsatzes kdnnen auch im Falle solcher
Konstruktionen angewendet werden, fir welche die beliebige Funktion
Y = Y(P) nicht als die Summe aus einer endlichen, sondern aus einer unend-
lichen Anzahl von Gliedern dargestellt werden kann.

1/3. In einer mit einer gegebenen Last belasteten Konstruktion wird
von den nach Formel (1) mdéglichen unendlich vielen Innenkraftverteilungen
nur eine einzige auftreten. Diese tatsdchlich auftretende Innenkraftverteilung
bezeichnen wir mit Y =Y E(P).

Die Aufgabe des planenden Ingenieurs besteht im Entwurf von der
Sicherheit entsprechenden Konstruktionen. Eine Konstruktion wird als sicher
bezeichnet, wenn die aus der tatsdchlichen Innenkraftverteilung entstehende
Innenkraft Y = Ye(P) in jedem einzelnen Punkt P innerhalb des Sicherheits-
bereiches zu liegen kommt, der auf Grund der Kenntnis der zu dem fraglichen
Punkte gehdrenden Detailangaben bestimmbar ist. Z. B.: im Falle mittiger
Beanspruchung muB die tatsdchlich auftretende Kraft innerhalb der Grenzen
liegen, die als Funktion der Querschnittsflaiche auf Zug und auf Druck fest-
gesetzt werden koénnen; im Falle eines durch eine mittige Kraft und gleich-
zeitig auf Biegung beanspruchten elastischen Tragwerkes missen die beiden
Koordinaten M und N der Innenkraft Y die den Sicherheitsbereich bestim-
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mende Ungleichung

»"M+M

F K

in jedem Punkte des Trégers befriedigen.

Die Erfillung der soeben erwdhnten Sicherheitsbedingung ist in jedem
Falle notwendig, an sich selbst jedoch nicht in jedem Falle hinreichend.
Einzelne Stabilitdtsprobleme (unter anderen die Knickung von Stdben mit
verdnderlichen Querschnitt) kénnen z. B. nicht so formuliert werden, daB ein
punktweiser Vergleich der Innenkraft mit dem Sicherheitsbereich die Frage
der Sicherheit entscheiden kdnnte. Solche Fragen werden aus den folgenden
Erdrterungen ausgeschlossen, und die im vorigen Absatz erwdhnte Bedingung
wird gleichzeitig auch als hinreichende Bedingung der Sicherheit angesehen.

1/4. Die Konstruktionen miissen im Falle einer gegebenen Belastung nicht
nur die Sicherheit gewdhrleisten, dieselben missen gleichzeitig auch entspre-
chend wirtschaftlich sein. Zur Messung der Wirtschaftlichkeit kann in jedem
Punkte des Bereiches T eine nicht negative Zahl A als Funktion der Detail-
angaben G derart angegeben werden, dal der Wert des Integrals

a= j AdT
T

um so kleiner wird, je wirtschaftlicher die Konstruktion ist. Die Zahl A
bezeichnen wir als die spezifischen Kosten, die Zahl a dagegen als die Mel3-
zahl der Wirtschaftlichkeit. Bei der Bildung der spezifischen Kosten A kdnnen
folgende Faktoren in Betracht kommen: der Materialbedarf (bei Konstruk-
tionen aus homogenem M aterial kann A einfach die Querschnittsfliche sein),
die verschiedenen Materialpreise (welche im Falle inhomogener Konstruk-
tionen bedeutsam sind), wie auch einige Faktoren der Herstellung und der
Instandhaltung (z. B. die Schalungsflache, das Gewicht, welchem bei der Mon-
tagebauweise eine besondere Bedeutung zukommt, die GrofRe der gegen Kor-
rosion zu schitzenden Oberflache und &hnliche). Es ist naturlich, dall die tat-
sédchliche Wirtschaftlichkeit des Tragwerkes auch von solchen Faktoren abhén-
gen kann, die durch die punktweise angegebenen spezifischen Kosten A
bzw. mittels deren Integrals nicht ausgedriickt werden kénnen. Von solchen
Faktoren wird im weiteren Abstand genommen.

2. Die Planung wirtschaftlicher Konstruktionen
Das vorher erwdhnte Problem, ndmlich die Planung wirtschaftlicher

und gleichzeitig Sicherheit gewdhrender Konstruktionen, bildet die Haupt-
aufgabe der Ingenieurpraxis. Im Falle statisch bestimmter Konstruktionen



DIE PLANUNG WIRTSCHAFTLICHER TRAGWERKE 255

bieten auch die gebrduchlichen Verfahren der Festigkeitslehre die Mdglich-
keit, den Gesichtspunkten der Wirtschaftlichkeit Geltung zu verschaffen. Hier
sind ndmlich nur der Bereich T der Konstruktion (die Trdgerachse) und die
Belastungen von vornherein festgesetzt, aus diesen kann die statisch einzig
mdogliche tatsédchliche Innenkraftverteilung Y = Y e(P) eindeutig bestimmt
werden, und wir sind in der Lage, die Detailangaben (die Querschnittsabmes-
sungen) so zu bestimmen, daB die Konstruktion einerseits in einem jeden
Punkte den tatsdchlichen Innenkréften entspreche und anderseits die spe-
zifischen Kosten A (lberall die niedrigsten sein sollen. Es gibt jedoch kein
entsprechend ausgearbeitetes Verfahren, welches zwischen mehreren Mdglich-
keiten die Auswahl der wirtschaftlichsten statisch bestimmten Konstruktion
ermoéglichen wiirde (z. B. die zweckmaRigste Anordnung der Gelenke eines
Gerber-Tragers bei gegebener Belastung). Bei statisch unbestimmten Kon-
struktionen st6Rt man auf besonders groRe Schwierigkeiten; so muB man
z. B. bei der gebrduchlichen Berechnung eines Durchlauftrdgers das Trag-
heitsmoment der Querschnitte von einer Verhdltniszahl abgesehen von vorn-
herein festsetzen, was die Berucksichtigung der Gesichtspunkte der W irt-
schaftlichkeit nur innerhalb sehr enger Grenzen ermdglicht. Es ist daher
wiinschenswert solche Entwurfsverfahren auszuarbeiten, die von mdglichst
wenig von vornherein festgesetzten Angaben ausgehend die Auswahl der ent-
sprechenden wirtschaftlichen Konstruktionen auf eine womdglich einfache
Weise gestatten. Die folgenden Erdrterungen bezwecken die Darlegung eines
solchen Verfahrens.

Diese Methode betrachtet den Bereich T der Konstruktion und deren
Lasten als gegeben, und entwirft die Detailangaben auf eine solche Art, dal}
sowohl die Wirtschaftlichkeit wie auch die Sicherheit der Konstruktion gewé&hr-
leistet wird. Dieses Verfahren ist fiur den wirtschaftlichen Entwurf eines
groBen Teiles der in der Praxis vorkommenden statisch bestimmten und
unbestimmten Konstruktionen anwendbar, einerlei ob diese aus elastischem
oder plastischem M aterial bestehen. Das Verfahren wurde in hohem Grade
dadurch vereinfacht, dafl die zwischen einigen Wirtschaftsgrundsédtzen und
den Grundprinzipien der herkémmlichen Trdgerlehre bestehenden Relationen
benitzt wurden. Das vorgeschlagene Verfahren wird in der Folge eingehend
beschrieben.

2/1. Der Bereich T der Konstruktion und deren Belastungen sind gege-
ben; ferner sind mit Hilfe der Grundverteilungen die die gegebenen Lasten im
Gleichgewicht haltenden samtlichen Innenkraftverteilungen Y =Y (P) in der
in Formel (1) angegebenen Weise angeschrieben. Man beschlieft nun, nach
welchen Grundsdtzen die einzelnen Angaben der zu entwerfenden Konstruk-
tion zu gestalten sind — im Falle einer Stabkonstruktion kann man beispiels-
weise die Bedingung stellen, daB die Querschnitte Rechtecke sein sollen,
und dal man deren Hohe h und Breite b (oder nur eine dieser beiden Abmes-
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sungen) den Grundsdtzen der Wirtschaftlichkeit und der Sicherheit entspre-
chend zu entwerfen wiinscht. Die zu den in Frage kommenden Detailangaben
G gehdrenden spezifischen Kosten A und die Sicherheitsbereiche sind bekannt,
wenn z. B. die spezifischen Kosten eines rechteckigen Stabes mit der Quer-
schnittsflaiche gemessen werden und die Beanspruchung reine Biegung ist,
dann bestehen die Relationen

A =b-h und \M\< _6 -bh2.

2/2. In Kenntnis des obigen wird nun zu einem jeden, vom Gesichts-
punkte der Aufgabe aus erdenklichen WertY der Innenkraft aus den in Frage
kommenden Detailangaben die »entsprechend wirtschaftlichste«, daher die-
jenige ausgewdhlt, bei der die betreffende Innenkraft Y noch innerhalb des
Sicherheitsbereiches liegt, die spezifischen Kosten A aber ihr KleinstmaR
erreichen. Auf diese Art wird jedem Y ein G, G = G(Y) und ein A, A = A(Y)
zugeordnet, d. h. die zum Tragen der betreffenden Innenkraft Y geeigneten
wirtschaftlichsten Detailangaben und deren spezifische Kosten. Wenn man
nun aufdasim vorigen Absatz erwédhnte Beispiel zurtickgreift und voraussetzt,
dalR die Breite b des Querschnittes von vornherein gegeben ist, und nur die
Hohe h bestimmt werden soll, dann entspricht in diesem Falle der Funktion

G = G(Y) der Ausdruck eV No>

und der Funktion

A = A(Y) der Ausdruck A =

2/3. Im Falle einer gegebenen Belastung wéhlen wir von den statisch
maoglichen Innenkraftverteilungen

Y(P)= YOP)+ J yr YtP)
i=i

diejenige aus, bei der das auf den Bereich T bezugliche Integral der spezifischen
Kosten A = A(Y) der in den einzelnen Punkten P zur Gewdhrleistung der
Sicherheit unbedingt notwendigen wirtschaftlichsten Detailangaben — die
W irtschaftlichkeitsmefRzahl der Konstruktion im ganzen —ein Minimum wird,
d. h.

a= J A [Y(P)] dT = Min!

T

Die Losung des Extremwertproblems bedeutet die entsprechende Auswabhl
der beim Anschreiben der beliebigen statisch maéglichen Innenkraftverteilungen



DIE PLANUNG WIRTSCHAFTLICHER TRAGWERKE 257

Y (P) auftretenden freien Parameter y,, (i =1,2, Dieses Problem
kann unbedingt geldst werden; da die spezifischen Kosten nicht negativ sein
kénnen, so gibt es unter den zu den verschiedenen Innenkraftverteilungen
Y(P) gehdrenden a Werten unbedingt einen solchen Wert am;n, daR unter
sdmtlichen a Werten kein Kkleinerer zu finden ist. Es ist selbstredend nicht
sicher, daB die Losung des Problems in einer einzigen Innenkraftverteilung
Y(P) besteht; fur zahlreiche praktische Félle gibt es tatsdchlich mehrere
Losungen. In der Folge bedeutet die Bezeichnung Y =Y A(P) die L6sung,
oder falls mehrere Losungen mdglich sind, eine derselben. Die Innenkraft-
verteilung Y = Y A(P) als solche wollen wir die »wirtschaftlichste Innenkraft-
verteilung« nennen.

2/4. AnschlieBend werden die zu Beginn noch unbekannten Detailanga-
ben bestimmt. Dies erfolgt so, dal man zu den aus einer wirtschaftlichsten
Innenkraftverteilung Y = Y A{P) stammenden Innenkrdften mit Hilfe der
schon frither angeschriebenen Funktion G = G(Y) in allen Punkten P die
entsprechenden und gleichzeitig die wirtschaftlichsten Detailangaben aus-
sucht. Die auf diese Weise gewonnenen Detailangaben werden mit G = GA(P)
bezeichnet und die »wirtschaftlichsten Detailangaben« genannt.

Wenn man das auf dem obigen Gedankengang beruhende Verfahren
(im weiteren »W irtschaftlichkeitsverfahren«) durchstudiert, so wird man es
selbstverstdndlich finden, dal es in jedem Falle die wirtschaftlichste Kon-
struktion ergibt, da esja die Lésung einer hierauf beztglichen Minimumaufgabe
liefert. Es mag jedoch, im Gegensatz hierzu, als fraglich erscheinen, ob die
wirtschaftlichste Konstruktion auch als sicher anzusehen sei. Es ist zwar
wahr, dall dieInnenkraftverteilung Y =Y A(P) mit der gegebenen Belastung
im Gleichgewichtist, und dall die Detailangaben G = GA(P) gerade so bestimmt
wurden, dall sie den Innenkrdften Y =Y A(P) in jedem Punkte entsprechen,
es erscheint aber nicht als sichergestellt, dal die in dem mit Hilfe des Wirt-
schaftlichkeitsverfahrens entworfenen Tragwerk tatsdchlich entstehende Innen-
kraftverteilung Y —Y e(P) mit Y = Y A(P) Ubereinstimmt. Ganz allgemein
gesehen ist es auch nicht so (hierauf greifen wir an Hand von Abb. 8b noch
zuriick), da wir ja im Laufe der gemdaB dem W irtschaftlichkeitsverfahren
durchgefihrten Konstruktionsplanung nirgends darauf Ricksicht genommen
hatten, dall die tatsdchliche Innenkraftverteilung gerade Y = Y A(P) sein
mufll. Trotzdem kann fur einen weiten Kreis der in der Praxis verwendeten
Konstruktionen nachgewiesen werden, dalR die tatsdchliche Innenkraftvertei-
lung der gem&R dem W irtschaftlichkeitsverfahren entworfenen Konstruktion
genau Y =Y A(P) ist, und daB diese Konstruktion demnach nicht nur wirt-
schaftlich ist, sondern auch die Sicherheit gewdhrleistet.

Das Wirtschaftlichkeitsverfahren ist auf verschiedenen Gebieten der
Ingenieurpraxis anwendbar; so zum Entwurf

a) statisch bestimmter,
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b) statisch unbestimmter aus elastischem Material wie auch

c) statisch unbestimmter aus plastischem Material herzustellender Kon-
struktionen.

Das Anwendungsgebiet und die die Anwendungsmadglichkeit sichernden
theoretischen Erwégungen gestalten sich fur diese drei Konstruktionstypen
verschieden. Der vorliegende Aufsatz winscht sich nur mit dem Fall a) zu
befassen, die auf die Fdlle b) und c) beziglichen bisherigen Forschungsergeb-
nisse werden den Gegenstand einer spdteren Studie bilden.

3. Die Anwendung des W irtsehaftlichkeitsverfahrens
heim Entwurf statisch bestimmter Konstruktionen

Fur statisch bestimmte Konstruktionen ist es bekanntlich kennzeich-
nend, dall im Falle einer gegebenen Belastung nur eine einzige, das statische
Gleichgewicht sichernde Innenkraftverteilung mdglich ist, im Gegensatz zu
statisch unbestimmten Tragwerken, bei welchen es mehrere solche Innen-

kraftverteilungen gibt. Auf diese Weise kénnen unter den statisch mdglichen
Innenkraftverteilungen einer unbestimmten Konstruktion die Innenkraft-
verteilungen zahlreicher statisch bestimmter Konstruktionen aufgefunden
werden. So kann z. B. zwischen den statisch mdglichen Momentenlinien des
in Abb. la dargestellten statisch unbestimmten Durchlauftrdgers auf drei
Stlitzen auch die Momentenlinie des in Abb. 16 gezeigten Gerber-Trdgers auf
drei Stitzen — wie auch diejenige samtlicher Trager dhnlichen Typs — auf-
gefunden werden. Wir miissen aber auch gleich bemerken, daB unter den
mdglichen Innenkraftverteilungen derunbestimmten Konstruktion auch solche
Vorkommen kdnnen, denen keine statisch bestimmte Konstruktion zugeordnet
werden kann. Solche sind beispielsweise die in Abb. la mit A und C bezeich-
nten Momentenlinien. Eine statisch unbestimmte Konstruktion kann néam -
lich grundsdtzlich so in eine bestimmte umgewandelt werden, dal man den
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Wert irgendeiner Koordinate der Innenkraft durch lokale Abdnderungen in
einzelnen Punkten fixiert. Durch Einsetzen entsprechender Konstruktions-
elemente (Gelenke, Gleitverbindungen usw.) kann man aber praktisch nur ver-
wirklichen, dal irgendeine Koordinate der Innenkraft (z. B. Moment, Normal-
kraft) verschwindet. Infolgedessen kann eine Innenkraftverteilung nur dann
als die Innenkraftverteilung irgendeiner statisch bestimmten Konstruktion
angesehen werden, wenn dieselbe Uber die geniigende Anzahl von Nullpunkten
verflgt, die der statisch bestimmte Zustand bendtigt. Wir wollen diese Frage
nun ausfuhrlicher erdrtern.

Es sei Y —Yb(P) eine der statisch mdglichen Innenkraftverteilungen
einer, mit einer gegebenen Last belasteten, n-fach statisch unbestimmten Kon-
struktion, d. h., sie gehdre zu den mit der Formel

Y=YOQP)+ VylY, (P)
~1

ausdriuckbarcn Innenkraftverteilungen. Nach dem hier Y O(P) eine beliebige,
die gegebene Belastung im Gleichgewicht haltende Innenkraftverteilung
bedeutet, kdnnen wir hierfiir gerade auch Y B(P) wdhlen, daher kdnnen wir
obige Formel auch in der folgenden Form anschreiben:

Y = YB(P)+ <>,y,(P).
i=l

Im weiteren werden wir immer von dieser Form ausgehen, weil hier
durch die Erdrterung anschaulicher wird, z. B. dadurch, dalR die zur Diskussion
stehende Innenkraftverteilung Y B(P) gerade durch die Parameterwerte
J] = — ... =¥Yn = 0 dargestellt wird. Als Nullpunkte der Innenkraft-
verteilung Y =Y B(P) bezeichnen wir jene Punkte P des Bereiches T,
in denen irgendeine Koordinate der Innenkraft Y = Y B(P)> sagen wir Y,

gleich Null ist. Wenn in einem Punkte P gleichzeitig zwei, drei ... Innenkraft-
koordinaten gleich Null sind, dann betrachten wir einen solchen Punkt als
einen zwei-, drei- .. . -fachen Nullpunkt. Es seien Pv P2 ..., Pj, ..., Pmdie

Nullpunkte von Y B(P)>und es seien weitere Nullpunkte ausgeschlossen. Du rch
eine entsprechende Gestaltung der Konstruktion (z. B. durch das Einsetzen
von Gelenken) kénnen wir erreichen, daB in den Nullpunkten die entsprechende
Innenkraft gleich Null wird. Diesen Umstand formelartig ausdriickend erhalten
wir das Gleichungssystem

0=Y = YBPj)+ 2 'YIeYiPi)> 0= 1,2, ..., m);

1= 1
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bzw. mit Ricksicht auf den Umstand, daB die Punkte Pj Nullpunkte von
Y 8(P) sind, daher Y e(Pj) = 0 ist, das Gleichungssystem

j>'yl-YiPj) =0, (j= 1,2,. . m). 2)
1=1

Dies ist ein homogenes, lineares Gleichungssystem, welches der Zahl der Null-
punkte von Y B(P) entsprechend aus m Gleichungen besteht und n Unbekannte
enth&lt, ndmlich die Parameter yvy2 ...,vy,. Die Koeffizienten der Unbe-
kannten sind die in den Nullpunkten angenommenen Werte der entsprechen-
den Koordinaten der Grundverteilungen. Das Gleichungssystem hat unbedingt
eine Ldsung, und zwar die Innenkraftverteilung Y B(P) bzw. die dazugehdren-
den Werte der Parameter y, d. h.yr —y2= ... =yn =0. Die Innenkraft-
verteilung Y = Y B{P) kann nur dann zu einer statisch bestimmten Konstruktion
gehdren, wenn das Gleichungssystem (2) bloB eine einzige Lésung hat. In diesem
Falle werden wir — der Kirze halber — auch die Innenkraftverteilung
Y — Y B{P) selbst als (statisch) bestimmt bezeichnen.

Um es entscheiden zu koénnen, ob die Innenkraftverteilung Y = Y B(P)
bestimmt oder unbestimmt ist, muB man daher das Gleichungssystem (2)
untersuchen. Wenn die Anzahl der Nullpunkte bzw. die der Gleichungen
kleiner ist als die Anzahl der Unbekannten y,-, wenn daher m < n ist, dann
hat das Gleichungssystem (2) gewil mehrere Ldsungen. Die Bestimmtheit
von Y B(P) ist aber auch dann nicht sicher, wenn m n ist, da es Vorkommen
kann, daR die Nullpunkte bzw. die denselben entsprechenden Gleichungen aus-
einander folgen. Zur ausfihrlichen Erdrterung ist es zweckmaRig, den Begriff
der Uber einer Grundverteilung Y,(P) liegenden Nullpunkte von Y B(P) ein-
zufihren. Als Gber Y j(P) liegender Nullpunkt der Innenkraftverteilung Y B(P)
wird jeder Punkt P bezeichnet, in welchem irgendeine Koordinate Y =
= YB(P) von Ys(P) gleich Nidl ist, die entsprechende Koordinate Y,(P)
dagegen von Null abweicht. Die Wichtigkeit dieses Begriffes wird offenbar,
wenn man bedenkt, daf im Gleichungssystem (2) als Koeffizienten gerade die
zu den Nullpunkten von Y B(P) gehérenden Werte der entsprechenden Koor-
dinaten der Grundverteilungen erscheinen. Wenn Y B(P) tGber der Grund-
verteilung Y i(P) keinen einzigen Nullpunkt hat, dann erscheint der zu Y,(P)
gehdrende Parameter y- im Gleichungssystem (2) nur mit dem Koeffizienten
Null. Demzufolge lassen die Gleichungen den Wert von y; frei, und YB{P)
kann nicht statisch bestimmt sein. Es folgt daher, dafl die Zugehdrigkeit einer
Innenkraftverteilung Y = Y B(P) zu einer statisch bestimmten Konstruktion an
die notwendige Bedingung gekniipft ist, daB Y = Y B(P) iiber samtliche Grund-
verteilungen mindestens einen Nullpunkt besitze.

Man kann aber leicht einsehen, daR die obige Bedingung nicht nur not-
wendig, sondern auch hinreichend ist, d. h., dal die Innenkraftverteilung
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Y = Y B(P) unbedingt statisch bestimmt ist, wenn sie Gber sémtlichen Grund-
verteilungen einen Nullpunkt besitzt. Falls ndmlich Y B(P) tber allen Grund-
verteilungen wirklich Gber einen Nullpunkt verfigt, dann hat sie unbedingt
einen Nullpunkt PIr nachdem bei einer statisch unbestimmten Konstruktion
wenigstens eine Grundverteilung Y ,(P) vorliegt. Zu diesem Nullpunkt Px
gehort eine Gleichung des Gleichungssystems (2), und zwar:

Ji “N0(-f) + Y2 AL 4 eee + Yn'Yn(P1l= 0. 3)

Wenn die den Ausgangspunkt bildende statisch unbestimmte Konstruktion
einfach unbestimmt war, dann hat die obige Gleichung nur eine einzige
Losung (yt = 0), und so ist Y B(P) offensichtlich statisch bestimmt. Falls eine
mehrfache statische Unbestimmtheit bestinde, hé&tte die obige Gleichung
auBer der Losung y, = y2= eee ~¥n =0 noch weitere Loésungen, z. B.:
yi — —Y2((PX,y2=Y1(P1,y3=y4= ... =y'n=0. Wir wollen mit Hilfe
der letzteren die Innenkraftverteilung

Y\P) = - Y2(Pj) mF XP) + Y 1(P1) mYZP)

anschreiben. ¥YXP) und Y 2P) sind linear unabhangige GrundVerteilungen,
d. h., sie kénnen nicht durch Multiplikation mit einem Faktor auseinander
dargestellt werden, sie haben in einem Teil identischer Dimension des Bereiches
T einen von Null abweichenden Wert und sind im unbelasteteten Zustand des
Tréagers, jede flr sich, im Gleichgewicht. Daher wird auch Y'(P) als eine Linear-
kombination von Y~AP) und Y 2(P) in einem entsprechenden Teil des Bereiches
T von Null abweichen und im unbelasteten Zustand des Trégers die Gleich-
gewichtsbedingungen erfillen, d. h., Y'(P) ist selbst eine Grundverteilung.
Wenn Y B(P) uber sdmtlichen Grundverteilungen einen Nullpunkt hat, so
mufll sie Uber Y'(P) auch iUber einen verfiigen, dieser kann jedoch nicht Px
sein, da hier die entsprechende Koordinate von Y'(P) selbst gleich Null ist:

Y'iPJ = -¥Y 2N) «Y,(Pi) +y x(Pi) ey 2Pi) = 0.

Es gibt daher auch einen zweiten Nullpunkt P2, aber in diesem Punkte weicht
die entsprechende Koordinate von Y'(P) unbedingt von Null ab, d. h.

Y'(P) = - *.(J1) oy ta) + yi(Pi) *Y2P2 o O. (4)

Zum Nullpunkt P2 gehort selbsverstandlich eine weitere Gleichung des Glei-
chungssystems (2), namlich:

YYYAP,)) +Y2Y2AP2 + ... +y,Y,(P2 = 0. 5)

2 Acta Tcchnica XXIX/3—4.
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Diese Gleichung (5) folgt nicht aus der Gleichung (3), weil das System der
Unbekannten

nzong(n1y» YZEYAPPYBEY'\= woh =i

die Losung der Gleichung (3) ist, wogegen es mit Ricksicht auf die Ungleichung
(4) offensichtlich keine Lésung der Gleichung (5) darstellt. Wenn wir von einer
zweifach unbestimmten Konstruktion ausgehen, so haben wir die Bestimmt-
heit von Y B(P) schon bewiesen, da die Lésung der Gleichungen (3) und (5)
im Falle zweier Unbekannten nur Jj = y2=0 sein kann. Wenn die Unbe-
stimmtheit héheren Grades wdére, dann hdtten die Gleichungen (3) und (5)
abermals eine von y1 —y2 = ... =yn =0 abweichende Ldsung. Mit Hilfe
irgendwelcher dieser Lésungen kénnen wir abermals eine Grundverteilung
Y"(P) derart darstellen, daB weder Pj noch P2 Nullpunkte Uber der Grund-
verteilung Y"(P) sind, da hier die entsprechende Koordinate von Y"(P) auch
selbst Null ist. So muB es nach den vorstehenden Ausfiihrungen einen weiteren
Nullpunkt geben, und die zu diesem gehdrende neuere Gleichung wird aber-
mals nicht aus den schon bestehenden folgen. Dieses Verfahren kdnnen wir
so lange fortsetzen, bis wir eine dem Grade der Unbestimmtheit entsprechende
Anzahl voneinander unabhédngiger homogener Gleichungen erhalten, fur welche
offenbar nur eine einzige Ld6sung besteht. Auf diese Weise haben wir nach-
gewiesen, daB falls die Innenkraftverteilung Y B(P) Uber samtlichen Grund-
verteilungen einen Nullpunkt besitzt, Y B(P) unbedingt zu einer statisch
bestimmten Konstruktion gehdren kann.

Die obigen Erdrterungen zusammenfassend kdnnen wir feststellen, daR
eine statisch unbestimmte Konstruktion in dem Sinne als die Zusammen-
fassung mehrerer statisch bestimmter Konstruktionen aufgefallt werden kann,
daB unter den mdglichen Innenkraftverteilungen der statisch unbestimmten
Konstruktion die Innenkraftverteilungen zahlreicher statisch bestimmter
Konstruktionen aufgefunden werden kdnnen. Damit eine Innenkraftverteilung
Y B(P) die Innenkraftverteilung einer statisch bestimmten Konstruktion sein
kénne, ist es notwendig und auch hinreichend, dafl Y B(P) uber jeder Grundver-
teilung einen Nullpunkt besitze.

In Kenntnis dieser Tatsachen kénnen wir auch die Frage beantworten, in
welchen Féllen das Wirtschaftlichkeitsverfahren zur Planung wirtschaftlicher
und gleichzeitig sicherer statisch bestimmter Konstruktionen anwendbar ist.
Offensichtlich dann und nur dann, wenn die wirtschaftlichste Innenkraftverteilung
Y a(P) Uber jeder Grundverteilung einen Nullpunkt hat. In diesem Falle gibt es
unbedingt eine statisch bestimmte Konstruktion, bei welcher die tatséchlich
auftretende Innenkraftverteilung gerade Y a(P) ist, und welchen Innenkréaften
die Konstruktion injedem Falle entspricht, wurden doch die Detailangaben
Ga(P) gerade soentworfen. Wir bemerken gleichzeitig, da das Wirtschaftlich-
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keitsverfahren in vielen Fé&llen automatisch zu derjenigen statisch bestimmten
Konstruktion fiithrt, deren tatsachliche Innenkraftverteilung gerade Y a(P) ist.
Wenn beispielsweise im Falle eines statisch unbestimmten Fachwerktrdgers die
Funktion G — G(Y) einer Innenkraft gleich Null eine Querschnittsfliche gleich
Null zuordnet, dann fuhrt das Wirtschaftlichkeitsverfahren gleich zur Hin-
weglassung der Uberzahligen Stédbe. In anderen Fé&llen dagegen, wenn man das
W irtschaftlichkeitsverfahren zur Gestaltung einer statisch bestimmten Kon-
struktion anzuwenden winscht, muB fiur die statisch bestimmte Ausbildung
separat gesorgt werden. Wenn man z. B. bei einem Durchlauftrdger sowohl
die Wirkung der Momente wie auch die der Schubkréfte berlicksichtigt, so
erhdlt man auch im Momentennullpunkt einen Querschnitt, und zwar gerade
jenen, der die hier auftretende Schubkraft aufnehmen kann und dieser Quer-
schnitt schlieBt auch die Mdglichkeit der Aufnahme gewisser kleiner Momente
nicht aus. In einem solchen Falle muB fir die statische Bestimmtheit des
Trdgers durch das Einsetzen von Gelenken separat gesorgt werden. Nachdem
aber die statische Bestimmtheit immer dieselbe Zahl von Gelenken erfordert,
welche Art von Gerber-Trédger man von den im urspringlichen unbestimmten
Durchlauftrdger inbegriffenen Mdglichkeiten auch wé&hlen mdge, so beein-
flussen die Kosten der Gelenke die Auswahl des wirtschaftlichsten Gelenk-
trdgers Uberhaupt nicht.

Die wirtschaftlichste Innenkraftverteilung Y =Y a(P) bat nicht unbe-
dingt Uber jeder Grundverteilung einen Nullpunkt, da wir w&hrend ihrer Aus-
wahl diese Forderung nicht in Betracht genommen hatten. Im Laufe der For-
mulierung des W irtschaftlichkeitsverfahrens war es deshalb zweckmaRig,
diese Forderung auBer acht zu lassen, da deren Berilicksichtigung das Ver-
fahren zu sehr kompliziert hdtte. Die AuBerachtlassung der obigen Forderung
war dadurch erméglicht, daB — wie wir dies in der Folge beweisen werden —
die wirtschaftlichste Innenkraftverteilung Y =Y A(P) wenn auch nicht in
jedem Falle, so doch in der GUberwiegenden Mehrzahl der Fdlle Giber die zur
statischen Bestimmtheit ndtigen Nullpunkte verfugt. Dem Erkennen der
praktisch wichtigsten Fé&lle, in denen das W irtschaftlichkeitsverfahren zur
Planung statisch bestimmter Konstruktionen tatsdchlich angewendet werden
kann, dient ein in der Folge zu behandelnder Satz.

In diesem Satze Averden wir beziglich des Verlaufes der Funktion A =
= A (Y) eine Einschrdnkung anwenden. Die Funktion A = A(Y) beschreibt,
wie erinnerlich, die Anderung der spezifischen Kosten der zur Aufnahme der

nnenkraft Y ndtigen wirtschaftlichsten Detailangaben (Stabquerschnitt,
Plattendicke usw.). Wenn der Innenkraftvektor ¥ blof Gber zwei Koordinaten
verfiigt, d. h. ein ebener Vektor ist, dann kann die Funktion A = A(Y) in
einem rdumlichen Koordinatensystem durch eine Flache dargestellt werden
(siehe Abb. 2). Wenn die Innenkraft Y ein Vektor von der Dimension K ist,
und wir senkrecht zu dem durch ihre Koordinaten bestimmten Raum von der

2%
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Dimension k die Achse A aufnehmen, so erhalten wir einen Raum von der
Dimension (k -f- 1); und die Funktion A = A(Y) kann mit dessen (im allge-
meinen gekrimmtem) Unterraum von der Dimension Kk dargestellt werden.
Der Anschaulichkeit halber werden wir den die Innenkraftvektoren Y ent-
haltenden geraden Unterraum von der Dimension kK des Raumes von der Dimen-
sion (k -|- 1) als »Grundebene«, den die Funktion A(Y) darstellenden gekrimm -
ten Unterraum von der Dimension Kk dagegen »Flache« nennen, wobei die
Anfihrungszeichen darauf hinweisen, daB die obigen allgemeinen Begriffe
nur im Falle k = 2 tatsédchlich in eine Grundebene bzw. in eine Fldche Uber-

Abb. 2

gehen. Vor der Demonstrierung des Satzes bemerken wir noch, daB die spezi-
fischen Kosten bei einem Anwachsen jeder beliebigen Koordinate der Innen-
kraft Uber alle Grenzen hinaus selbst iGber alle Grenzen hinaus anwachsen;
diese Eigenschaft der Funktion A — A(Y) wurde — als aus der Natur des
Problems folgend — stets vorausgesetzt.

Der Satz : Das Wirtschaftlichkeitsverfahren ist zur Planung statisch bestimm-
ter Konstruktionen dann anwendbar, wenn die die Funktion A = A(Y) dar-
stellende »Flache« vom positiven Zweig der Achse A aus gesehen nirgends konkav
ist, jene Punkte ausgenommen, in denen irgendeine Koordinate der Innenkraft
Y gleich Null ist. Genauer genommen bedeutet dies, dal der zwischen zwei
Punkten der die Funktion A = A(Y) darstellenden »Flache« liegende Ab-
schnitt der diese Punkte verbindenden Geraden unter der »Fladche« (siehe in
Abb. 2 die Strecke CC) oder héchstens in der Flache (siehe in Abb. 2 die
Strecke DD"') liegt, ausgenommen wenn die die »Fldchenpunkte« verbindende
Gerade eine der Koordinatenebenen durchsticht (siehe in Abb. 2 die Gerade
BB', welche die durch die Achsen A und 2Y bestimmte Koordinatenebene
durchsticht).
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Die Beweisfihrung. — Um den Satz beweisen zu kdnnen, mussen wir
nachweisen, daB im Falle der Erfullung obiger Forderung die wirtschaftlichste
Innenkraftverteilung Y — Y a(P) (oder wenn es mehrere solche gibt, wenig-

stens eine von diesen) Uber jeder Grundverteilung einen Nullpunkt besitzt.
Zu diesem Zwecke untersuchen wir vorerst, wie sich die Funktion

A = A(Y)

andert, wenn hier
F = YOPY +y,Fi(P])

bedeutet, d. h., wenn Y die Linearkombination der aus der die gegebene
Belastung im Gleichgewicht haltenden Innenkraftverteilung im festgesetzten

Punkte Pt entstehenden Inienkraft YO(P1), und der dortselbst aus einer
beliebigen Grundverteilung auftretenden Innenkraft Y j(Px) ist. Die die Ande-
rung von Y als Funktion des Parameters y- bestimmende obige Formel ist
die Gleichung einer in der »Grundebene« liegenden Geraden. Wenn wir durch
diese Gerade eine mit der Achse A parallele Ebene legen, so schneidet diese
Ebene die die Funktion A = A(Y) darstellende »Fladche« in einer ebenen
Kurve, und diese Kurve wird offenbar die Funktion

A = AIVAP,)) +yIYI(PD] = Ar(y)

darstellen (siehe Abb. 3, welche das Gesagte in jenem besonderen Falle dar-
stellt, wennY ein ebener Vektor ist). Aus derauf A — A(Y) beziglichen Bedin-
gung, wie auch aus dem Umstand, daB die Funktion A — 7~41(y,) eine ebene
Kurve ist, kénnen im Hinblick auf die weiteren Ausfithrungen einige wichtige
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Schlusse gezogen werden. Es ist vor allem offensichtlich, dal die die Funk-
tion A = A"yi) darstellende ebene Kurve (siehe Ahb. 4) in jenen Punkten,
wo irgendeine Koordinate der Innenkraft Y gleich Null wird, besondere Eigen-
schaften aufweisen wird (siehe in Abb. 4 auf dery,-Achse die Punkte B, C, D),
da hier die die Funktion A(Y) darstellende »Flache«, deren ebener Schnitt
diese Kurve ist, selbst eine Singularitat besitzt. Von diesen Punkten abgesehen
kann jedoch die Kurve der Funktion A = A”yf) vom positiven Zweig der
Achse A aus gesehen nirgends konkav sein, da in diesem Falle — weil sie ein
ebener Schnitt der die Funktion A(Y) darstellenden »Flache« ist — die
»Fladche« A(Y) auch konkav sein miRBte, was der Bedingung widerspricht.

Wenn daher der Punkt Px nicht geradezu der Nullpunkt von Y O(P) Uber Y ,(P)
ist, dann kann die Kurve Ax(yr) in der Umgebung des Wertesyt = 0 nicht konkav
sein.

Aus der zu einem einzigen Punkt Pxgehdrenden Verdnderung der spezi-
fischen Kosten A kann man auf das Integral der spezifischen Kosten wie auch
auf die Verédnderung der WirtschaftlichkeitsmefRzahl a schlieBen. Es ist ndm-
lich offenbar, dalk die Summe nicht konkaver Kurven, wie auch allgemein deren
mit positiven Faktoren gebildete Linearkombinationen ebenfalls nicht konkav
sein kdnnen. So kann man von der das Integral

«= f A YOP)+ ytY,(P)]dT = «0(y,)
f

von unten und von oben ann&hernden beliebigen Summe sagen, dal dieselbe
in der Umgebung des Wertesyi — 0 nicht konkav sein kann, wenn die Funk-
tion A = A(yj) in keinem einzigen Punkt eine Singularitdt besitzt, d. h.,
wenn die Innenkraftverteilung Y O(P) Gber der Grundverteilung Y,(P) keinen
Nullpunkt hat. Dieselbe Feststellung gilt auch fir das Integral. Wenn daher
die Innenkraftverteilung Y O(P) iber der Grundverteilung Y j(P) keinen Null-
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punkt hat, dann kann die Kurve der Funktion

«= TA [qu) + y'[Y,(P)] dT = aO(y,)
m f

in der Umgebung des Wertes y, — 0 nicht konkav sein.
Zum Beweis des Satzes missen wir nunmehr nur noch nachweisen,
daB die Losung Y = Ya(P) des Problems

I A[Y(P)jdT = Min !
;

[oder falls mehrere Lésungen mdglich sind, hiervon wenigstens eine, ndmlich
Y = ¥Ya(P)] derart beschaffen ist, daR die Funktion

a= \ A[YAP) + vy, Y.(P)]dT = «a(y,)
T

r

Abb. 5

in der Umgebung des Wertesy, = 0 konkav ist, welche Grundverteilung Y ,(P)
auch bedeuten mdge. Wenn ndmlich apg(y,) im Falle jeder Grundverteilung
Ya(P) in der Tat konkav ist, dann hat Y A(P) im Sinne der am Ende des vorigen
Absatzes zusammengefallten Feststellung Uber jeder Grundverteilung einen
Nullpunkt, und zum Nachweis des Satzes ist gerade dies notwendig.

Nachdem Y A(P) die Ldsung einer Minimumaufgabe ist, kann man das
konkave Wesen von aA{y) leicht einsehen. Wenn YA(P) die einzige Ld&sung
des Problems ist, dann wird eine Verdnderung von Y A(P) um das y,-fache
einer beliebigen Grundverteilung ¥ ,(P) ein Anwachsen des Wertes von a zur
Folge haben, d. h. die Funktion

«= T" A[Ya(P)+ y-Y,(P)1dT = aa (v,

ist in der Umgebung von y- = 0 unbedingt konkav (Abb. 5). Wenn die W irt-
schaftlichkeitsminimumaufgabe mehrere Ldsungen hat, dann erfillen nicht
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unbedingt alle Lésungen die Bedingung der Konkavitdt, doch gibt es unbe-
dingt eine, welche sie erfullt. Die diesbezliglichen Erscheinungen werden gut
veranschaulicht, wenn man die folgende Funktion

a= ] ALYOP)+ y,Yj(P)+ y2Y2AP)] dT = a(yvyt),
T
d. h. den Verlauf der WirtschaftlichkeitsmefRzahl einer statisch zweifach
unbestimmten Konstruktion als Funktion der Parameter yn und y2 darstellt
(siehe Abb. 6). Wir mussen vor allem bemerken, daB wenn irgendein y,- Gber
alle Grenzen hinaus anwdchst, in einem Teilbereich gleicher Dimension des

Bereiches T dann auch die Innenkraft Uber alle Grenzen hinaus anwachst,
was mit einem grenzenlosen Anwachsen der spezifischen Kosten A, und als
deren Integral mit dem grenzenlosen Anwachsen der WirtschaftlichkeitsmefR-
zahl a verknupft ist. Hiernach liegen sdmtliche Ldsungen der W irtschaft-
lichkeitsminimumaufgabe unbedingt im Endlichen. Es kann aber auch solche
Losungen geben (z. B. die in Abb. 6 mit einem schwarzen Punkt bezeichnete),
in deren Umgebung die Funktion a = a(yl;y2 konstant bleibt; da die auf die
Konkavitdt bezugliche Bedingung in einem solchen Falle nicht erfullt ist,
ist eine solche Lésung zur Gestaltung einer statisch bestimmten Konstruktion
nicht geeignet. Da aber s&mtliche Losungen im Endlichen liegen, sind am Rande
des »Losungsbereiches« unbedingt auch solche Punkte zu finden (in Abb. 6
einzelne hiervon mit kleinen Kreisen bezeichnet), in denen die Funktion

a= f A [YA(P)+yiVi(P)]dT = aA(yi)
T

aus dem konstanten Wert ins Wachsen tUbergeht, d. h. konkav ist, welche
Innenkraftverteilung Y,(P) auch bedeuten mdge. Die durch diese Punkte



DIE PLANUNG WIRTSCHAFTLICHER TRAGWERKE 269

(largestellten Innenkraftverteilungen Y a(P) entsprechen — wie schon friher
nachgewiesen — wahrlich dem Zwecke der Gestaltung einer statisch bestimm -

ten Konstruktion.
*

Der soeben bewiesene Satz umfalt einen weiten Kreis der praktischen
Félle. Als Sonderfall enthalt er die in den Studien [5] und [6] enthaltenen
Feststellungen. Der Satz beweist, daB das im Aufsatz [4] mitgeteilte Rech-
nungsverfahren in allen Féllen, auf die es sich bezieht, zum Entwurf der wirt-
schaftlichsten statisch bestimmten Konstruktion anwendbar ist, da der Auf-
satz [4] den Fall der zahlenméRigen L&sung des Wirtschaftlichkeitsminimum -
problems behandelt, in dem die Funktion A = A(Y) folgende Struktur hat:

A = cxljy j+ c212y J+ ... + ck:ky |

Eine Funktion A = A(Y) dieser Struktur erfullt aber offensichtlich die im
vorigen Satz bezuglich der Funktion A = A(Y) gestellte Bedingung. Es kom-

«) b)
Abb. 7

men aber auch solche Probleme vor, fir welche der Satz keinen AufschluR
gibt. Diesbezuglich ist es zweckmé&Rig, an Hand des folgenden Sonderfalles
einige Gedanken zu erwéhnen.

Wir wollen eine auf Biegung beanspruchte Stahlbetonkonstruktion mit
rechteckigem Viereckquerschnitt untersuchen. Betrachten wir den Beton-
querschnitt als gegeben und nur die Querschnittsflaiche der Zugeiseneinlagen
als verdanderlich. Die Wirtschaftlichkeit sei einfach mit der Querschnittsflache
der Zugeiseneinlagen gemessen, daher ist A = Fe. In diesem Falle ist die das
Verhéltnis ZAvischen den spezifischen Kosten A und der Innenkraft (derzeit
das Biegungsmomenl M) ausdrickende Funktionskurve die in Abb. 7a fett
ausgezogene Kurve; da ein Anwachsen des Momentes M eine Verminderung
des Hebelarmes der Innenkrafte nach sich zieht, ist die Zunahme von Fe
derjenigen von M nicht proportional, sondern steigt immer mehr an. Die in
Abb. 7a dargestellte Kurve stellt aber offenbar nur eine theoretische Vor-
stellung dar, in der Praxis kann wegen der festgelegten Durchmesser der Rund-
eisenfabrikation, wie auch aus anderen Konstruktionsgrinden nicht erreicht



270 J. PEREDY

werden, daB die Querschnittsflaiche der Zugeiseneinlagen in jedem Querschnitt
genau so grofl sei, wie es zur Aufnahme des auftretenden Momentes gerade
notwendig wé&re. Aus diesem Grunde kdnnte die Beziehung zwischen den
pezifischen Kosten und dem Momente eher mit der in Abb. 7h gezeigten
stufenartigen Kurve dargestellt werden. Es ist jedoch offenbar, daB die Bedin-
gung des Satzes weder im Falle der in Abb. 7a dargestelltcn »theoretischen«
noch im Falle der in Abb. 7b gezeigten »tatsdchlichen« Kurve erfillt ist. Die
»theoretische« Kurve ist von oben gesehen (berall konkav, der Satz wére
aber nur im Falle einer, vom Mittelpunkt des Koordinatensystems abgesehen,
nirgends konkaven Kurve anwendbar; die »tatsdchliche« Kurve weist dagegen
Unstetigkeiten auf; in der Bedingung des Satzes ist jedoch inbegriffen, dal
die Kurve mit Ausnahme des Mittelpunktes des Koordinatensystems uberall
stetig zu sein hat. Es sieht daher so aus, als ob der Satz in einem praktisch so
wichtigen Falle, wie der des auf Biegung beanspruchten rechteckigen Stahl-
beton Yiereckquerschnittes, unbrauchbar wére. Aber sowohl die »theoretische«
wie auch die »tatsdchliche« Kurve kénnen mit der in Abb. 7a bzw. in Abb. 7b
durch eine dinne Linie angedeuteten gebrochenen Geraden A = c¢ M gut
angendhert werden. Die Funktion A — c\M\ erfillt aber schon die Bedingung
unseres Satzes, und so wird die Lésung der mit ihrer Hilfe angeschriebenen
W irtschaftlichkeitsminimumaufgabe unbedingt eine solche Momentenvertei-
lung ergeben, die Uber einen fir die Gestaltung einer statisch bestimmten
Konstruktion ndtigen Nullpunkt verfiigt. Dieser Umstand ist auch an sich
selbst wichtig, denn er deutet an, dal wir aus dem Anwendungsbereich des
Satzes nur dann herausfallen, wenn wir uns mit der Anndherung A =c¢'M

nicht begniigen und die Gesichtspunkte der Wirtschaftlichkeit mit besonders
grofRer Genauigkeit zu bertcksichtigen wiinschen. Dieser Umstand ist jedoch
von einem anderen Gesichtspunkt aus gesehen ebenfalls bedeutend. Da die
Losung der mit Hilfe der Funktion A = c\M angeschriebenen W irtschaftlich-
keitsminimumaufgabe zu einer statisch bestimmten Konstruktion fihrt,
erscheint es als sehr unwahrsheinlich, dal im Falle einer anderen, die Bedin-
gung des Satzes zwar nicht erfullenden, im Ubrigen aber der Funktion A =
= c\M\ naheliegenden Funktion A = A(M), die wirtschaftlichste Konstruk-
tion unbedingt statisch unbestimmt sei. Das ist auch wahrlich nicht der Fall.
Die Bedingung des Satzes ist insoweit eine notwendige Bedingung, als beim
Verlassen deren Giltigkeitsbereiches bereits Falle Vorkommen, in welchen die
wirtschaftlichste Konstruktoin statisch nicht bestimmt ist. Das erdrterte
W irtschaftlichkeitsverfahren ist aber trotz alledem in einem grofen Teil der
Félle zur Planung der wirtschaftlichsten statisch bestimmten Konstruktion
auch dann geeignet, wenn die Bedingung des Satzes nicht erfillt wird. Die
Behandlung der auf diesem Gebiet auftauchenden zahlreichen Probleme wiirde
zur Ubermé&Rigen Erdrterung von Einzelnheiten fihren. Wir wollen eher die
in den Abb.-en 8a und 8b dargestellten zwei charakteristischen Beispiele eror-
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tern. Die Achse und die Stitzung des Trdgers ist in beiden Fd&llen dieselbe,
nur die Belastung ist verschieden. Fir beide Félle sind je zwei Momentenlinien
dargestellt. Die obere wurde mit Hilfe der Ann&dherung A =c1M\, die untere
dagegen auf Grund der Funktion A = A(M) = c2jM +2 «M2J] aus der
W irtschaftlichkeitsbedingung bestimmt. Diese zwei Funktionen verhalten sich
in der in Abb. 7a dargestellten Weise. Die obere, »ann&hernd wirtschaftlichste«
Momentenlinie verfigt im Sinne des Satzes im Falle a) Uber eine bzw. im Falle
b) Uber zahlreiche Nullstellen. An dieser, bzw. im Falle b) an einer dieser Null-
stellen ein Gelenk einsetzend gelangen wir zur wirtschaftlichsten und gleich-
zeitig beziiglich der gegebenen Belastung sicheren statisch bestimmten Kon-

£ 07 oL
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struktion. Im Falle der unteren Momentenlinie ist die Bedingung des Satzes
wegen der konkaven Natur der die Funktion A =c2jjM +2 <M 2\ darstel-
lenden Kurve nicht erfullt. Im Falle a) erhielten wir trotzdem wieder solch
eine Momentenlinie, die zu einer statisch bestimmten Konstruktion gehdren
kann und von der tber ihr liegenden »ann&dhernd wirtschaftlichsten« Momen-
tenverteilung kaum abweicht. Im Falle b) verfiigt bereits die untere Momenten-
linie Uber keinen Nullpunkt, und demnach existiert auch kein solcher statisch
bestimmter Gerber-Trager, dessen Momentenlinie im Falle der gegebenen
Belastung die fragliche Form haben kdnnte. Der Grund dieser ungilinstigen
Erscheinung besteht darin, dafl im Falle der gegebenen besonderen Belastung
die Momentenverteilung nicht kontinuierlich ist. Aber auch zu dieser beson-
deren konzentrierten Momentenbelastung gehdrt nur dann eine statisch unbe-
stimmte Momentenverteilung, wenn der Angriffspunkt in einen besonderen
Abschnitt der Trégerachse zu liegen kommt. Die L&nge dieses Abschnittes ist
im ganzen nur etwa 5% der Spannweite.

*

Damit betrachten wir die auf die Anwendung des W irtschaftlichkeits-
verfahrens zum Entwurf statisch bestimmter Konstruktionen bezugnehmenden
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Untersuchungen als abgeschlossen. Letzten Endes kénnen wir feststellen, daR
das W irtschaftlichkeitsverfahren zur Auswahl der wirtschaftlichsten und gleich-
zetig der Sicherheit entsprechenden statisch bestimmten Konstruktion im
allgemeinen geeignet ist. Diese Behauptung wurde im Laufe der Beweisfiihrung
unseres Satzes, in dem sozusagen alle in der Praxis vorkommenden Fdlle inbe-
griffen sind — gewisse Falle allerdings nur dann, wenn die Gesichtspunkte der
W irtschaftlichkeit nicht mit besonders groBer Genauigkeit geltend gemacht
werden sollen — streng nachgewiesen. Die Anwendung des Verfahrens kann
auch dann mit berechtigter Hoffnung auf Erfolg versucht werden, wenn der
Satz fir die gegebene Aufgabe nicht glltig wéare. Eine die Mdglichkeit der
Gestaltung einer statisch bestimmten Konstruktion ausschlieRende Innen-
kraftverteilung kann nur in auBergewdhnlichen Fé&llen die Ldsung der Wirt-
schaftlichkeitsminimumaufgabe sein.
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ZUSAMMENFASSUNG

Die gebrduchlichen Berechnungsmethoden der Ingenieurpraxis bezwecken im allgemei-
nen die Bestimmung der Innenkraftverteilung einer gegebenen Konstruktion bzw. die Kontrolle
eines gegebenen Tragwerkes. Der vorliegende Aufsatz behandelt die Grundsatze eines zur Pla-
nung wirtschaftlicher Konstruktionen geeigneten Verfahrens. Diese Grundprinzipien kdénnen
auf allen Gebieten der technischen Festigkeitslehre (fir Durchlauftrager, Rahmen, Tréager-
roste, ferner mit gewissen Beschrankungen auch fiir Platten, Schalen usw.) angewendet werden.
Das Verfahren ist zur Auswahl der wirtschaftlichsten statisch bestimmten Konstruktion sowie
auch zum Entwurf von aus elastischem oder plastischem Material bestehenden statisch unbe-
stimmten Konstruktionen geeignet. Dieser Aufsatz befaflt sich ausfuhrlich nur mit den auf
statisch bestimmte Konstruktionen beziglichen Fragen. Die Anwendung des erdrterten W irt-
schaftlichkeitsverfahrens zur Planung statisch unbestimmter Konstruktionen wiinscht der Ver-
fasser in einem folgenden Aufsatz zu behandeln. Die im Laufe der praktischen Anwendung des
erdrterten Verfahrens auftauchenden mathematischen Probleme bildeten bereits den Gegen-
stand mehrerer Abhandlungen [1, 2, 3, 4].
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DESIGNING OF ECONOMICAL STRUCTURES
J. PEREDY

SUMMARY

The usual designing methods of engineering practice, generally try to determine the
distribution of the interior forces of a given structure, or to control this structure, respectively.
The present paper deals with the fundamental principles of a method suitable for designing
economical structures. These basic principles can be applied in the whole field of the Theory
on Strenght of Materials (continuous beams, frame-works, beam-grids, furthermore, with some
restrictions in the case of slabs, shells, etc.). The method in question can be used for selecting
the most economical statically definite structures, as well as, for the design of statically redun-
dant structures, consisting of elastic or plastic material. The present paper deals, in detail,
with questions referring to statically definite structures only, the application of the presented
economical method to the design of statically redundant structures, the author wishes to discuss
in a further paper. Mathematical problems emerging when using the introduced method in
practice, were already discussed in several studies [I, 2, 3, 4].

ETABLISSEMENT DES PROJETS DE CONSTRUCTIONS ECONOMIQUES
J. PEREDY

RESUME

Les méthodes courantes, utilisées dans la pratique de I’ingénieur, visent en général la
détermination du jeu desforces intérieures, ou le contrdle d’une construction donnée. La présente
étude expose les principes généraux d’une méthode pour Vétablissement des projets de construc-
tions économiques. Ces principes fondamentaux peuvent s’appliquer dans tous les domaines
de la résistance des matériaux (poutres continues, cadres, poutres a treillis, poutres a grillage,
et avec certaines restrictions: tdles, voiles minces, etc. ..). La méthode permet le choix des
constructions statiqguement déterminées les plus économiques, ainsi que |’établissement des
projets de constructions statiquement indéterminées les plus économiques, en matiére élastique
ou plastique. L’étude n’examine en détail que les problemes concernant les constructions sta-
tiguement déterminées, I’examen de I’application de ces méthodes aux constructions statique-
ment indéterminées faisant I’objet d’une autre étude. Les problémes mathématiques posés
par I’application de la méthode ont déja donné lieu a plusieurs publications [1, 2, 3, 4].

MPOEKTUPOBAHMWE 3KOHOMWUHBLIX HECYWMWX KOHCTPYKLWN
N. NMEPEAN

PE3IOME

OO6bIYHble METOAbl MHXEHEpUeli NPaKTUKKU CTaBAT nepes coboli Lenb onpefeneHus pa6o-
Tbl BHYTPEHHUX CU HEKOTOPOW faHHOW KOHCTPYKLUWUW, WAN HKe MPCBEPKM HEKOTOPOI AaHHONA
KOHCTPYKUMKW. B faHHO/ paboTe onucbiBaloTcA 06LUMe OCHOBbI METOAa, MPUIOAHOr0 ANS NPOeK-
TUWPOBaHUSI SKOHOMUYHbIX KOHCTPYKLUA. 3TN NPUHLMUMBLI MOXHO MPUMEHSITL BO BCEX 06/1aCTAX
TEXHUYECKOI Teopun CONPOTMB/IEHUSI MaTepuanoB (HepaspesHble 6aniku, pambl, (epMbl, ganee ¢
onpefeneHHbIMM OFPaHUYeHUSIMU MIACTUHBI, 060M104KU U T. A.). MeTog NpUMEHUM TaKxXe fAnsi
Bblbopa Hambosiee 3IKOHOMUYHbIX CTATUYECKM OMpeAeneHHbIX KOHCTPYKUWIA, Aanee Ansi Npoek-
TMPOBaHUSI Hanbosiee 3KOHOMUYHbIX CTaTUYECKU HeOMpeAenieHHbIX KOHCTPYKUMIA U3 ynpyrux
WM NNacTUYHbIX MaTepuanoB. B paHHO paboTe pasbupatoTcsi AeTaslbHO TO/IbKO BOMPOCHI,
CBSI3aHHble CO CTaTUYeCKM OMNpeaenieHHbIMY KOHCTPYKLMSMUW, a MpPUMEHEHVEM  WIOCTPUPO-
BaHHOr0 MeTO/a 3KOHOMWYHOI0 MPOEKTUPOBAHWSA A1 C/lyHas CTaTUYeCKN HeomnpeaeneHHbIX KOH-
CTPYKUMIA aBTOp OyAeT 3aHMMaTbCA B 4PYroi cBoeil paboTe. B cBS3M ¢ MaTemMaTUYeCKMMK NpPo6-
neMamMy, BO3HUKAKOLWMMK MpU NPaKTUYECKOM MPYMEHEHUN OMWUCaHHOTr0 Ebille MeToaa, 6bi10
ony6/MKoBaHo yxe psg pa6ot [1, 2, 3 n 4].
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Introduction

If the weight ofa structure and the loads to be carried by it cannot directly
he transferred to a layer of sufficient bearing capacity lying in a relatively
not too great depth, then we have to use a deep foundation. The oldest method
in deep foundations is piling: between the structure and the load-bearing
layer such load-transmitting members are inserted, the length of which is
greatin comparison to their diameter. The loads to be carried by these members
become transferred to the soil, partly on their lateral surface, and partly on
their tip.

In the course of designing pile-foundations, as regards to statics, the
following questions have to be solved:

1) What should be the length and the diameter of piles to be used ?

2) How great is the bearing capacity of an individual pile? W hat is the
magnitude of the ultimate load, and what part of the latter could be con-
sidered as safe-load?

3) What relation exists between the bearing capacity of a pile-group and
that of an individual pile ?

The afore-mentioned three questions arc in close connection, and their
solution demands taking interactions existing between them into consideration.

The first question, first of all, depends on the soil’s strata, on the depth
of the layer which can be termed as load-bearing, but the measurements of
the foundation and the question of load-bearing also play a role. If the strata
and the physical characteristics of the soil are known, the solution of this
question becomes relatively easy.

It is the second question to which the most attention was paid in con-
struction practice and in literature. Methods for determining the probable
bearing capacity of piles are so far known more than a century. Before the
development of soil-mechanics the solution of this question was chiefly sought
for by empirical methods, but later, theoretical procedures gained an always
increasing importance.
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To clear up the third question, so far, only a few investigations were
made.

Methods used at present for determining the bearing capacity of piles,
in designing and construction practice, are usually divided into three groups.
The first of these draws conclusions on the dynamic bearing capacity from the
relationship between the measured penetration and the impact-work necessary
to reach this, obtained during driving in a test-pile, or permanent piles, respecti-
vely. The second method determines the bearing capacity of a pile by calcula-
tions, based on the application of theories on earth-pressure and on the failure
of the ground, and taking into consideration the physical characteristics of the
soil surrounding the pile. Finally, the third one determines the penetration of
a test-pile, carried out in situ, during its loading, continued — if possible —
until the soil fails. In addition, foundation specifications and tabulations of
hand-books, compiled on the base of theoretical considerations and practical
experiences, also give an assistance for estimating the probable bearing capac-
ity of piles during preliminary design.

The theoretical correctness of dynamic pile driving formulae may give
rise to many objections. The elastic compression of a pile is calculated by
these formulae on a statical base, although it is due to a dynamic effect. Newton’s
theory on impact, figuring in the deduction of many such formulae cannot
be applied to piles, because Newton deduced it for such bodies, the deforma-
tion of which could freely develop during impact (balls hanging on a yarn),
conversely to pile-driving, during which external forces hinder a free defor-
mation. The combination of compressive and impact losses in the same for-
mula means that we take certain losses into account twice. The supposition
in all these formulae is that the entire resistance acts on the pile’s tip; finally,
their fundamental mistake is the identification of the pile’s dynamic bearing
capacity with its statical load-bearing; although in most cases there is no rela-
tion between these two values. So, the statical resistance of piles driven into
clays and muds, the permeability of which is low, changes at a sudden loading,
owing to stresses arising in pore water, to such a degree that skin-friction
and tip-resistance behave quite differently during driving or in the case of
statical loading, respectively. The dynamic penetration is also a function of
the driving speed; and it can often be observed that an interruption in driving
is followed by a considerable increase of resistance. The time factor has a very
substantial effect in the case of such soils, formulae, however, cannot take
this into account. Furthermore, only a part of the driving work is utilized for
the pile’s penetration, another part of it causes the lateral displacement of
the soil. A natural limitation of this method is given by the fact that it can
only be used for the determination of the bearing capacity of driven piles.

In spite of the many reasons advanced against dynamic pile-driving for-
mulae, their use cannot be entirely refused; the only fact we have to bear in
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mind is that these formulae cannot be utilized for determining the statical
bearing capacity, but they may fairly well be used for a relative comparison
of probable load-bearing of piles, driven on the same site, under identical
driving conditions.

Researches led to such a negative result that there is no possibility of
establishing a mathematical relationship between statical and dynamical resist-
ances, and under the same conditions empirical relations can only be used.

The second method determines the ultimate load of a pile by calculation
that is by applying the so-called stability-method used in soil-mechanics. In this
respect many formulae are to be found in the literature, too. The principal
mistake of these formulae is the separate calculation and subsequent addition
of the bearing capacity’s two fundamental factors, i.e. of the skin-friction
and the point-resistance, although a close relationship between these two values
exists, and both depend on the value of the displacement resulting from the
pile’s compression and penetration. Furthermore, these formulae do not allow
for the fact that the development of effective sliding surfaces in soil masses
below the pile’s point, or in those surrounding the pile, can occur in the most
exceptional cases and in extraordinarily dense granular soils only; a lateral
directed compaction of the soil occurs rather around the pile’s point. Many for-
mulae calculate the skin-friction on such a basis that the skin of the pile is
affected by an active earth-pressure, which assumption does not cover reality at
all; normal stresses acting on the skin-surface of driven piles rather approach
stresses belonging to passive earth-pressure, they even, in the case of bored
piles do not fall below the limiting stresses belonging to the state at rest. Finally,
values connected with earth-pressure are calculated by most theories on the
basis of procedures referring to the plane state, the spatial effect being taken
into consideration by not more than a coefficient; and this is also a grave mis-
take. Therefore, Dorr’s formula (1922), which was used for a long time, and
formulae of a similar structure can to-day be regarded as unsatisfactory.

A new idea for calculating the bearing capacity of piles was developed
by JAKY (1945, 1948), who determined the point-resistance from the value of
the cleft-resistance, a new concept developed by him. He was the first who
introduced the form of the sliding surface returning to the pile’s skin, and he
determined the value of the member proportionate to the cohesion of the cleft-
resistance, for a sliding surface composed from a plane and a logarithmic
spiral.

This solution only meant the first step concerning questions on pile-load-
ing because the above-mentioned value of the sliding resistance is valid for a
cleft of infinite length, without lateral support and cut into a weightless me-
dium; stresses acting on the pile’s skin are not taken into consideration. This
is the reason why we obtain such a result, that in the case ¢ = 0, i. e., in the-
case of a cohcsionless soil, the value of the point-resistance is equal to zero.

3 Acta Tchnica XXIX/3—4.
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L’Herminier’s research (1953), who took into account that stresses
arising on the skin of a pile are not perpendicular to its surface but d-angled
to its normal, is a logical continuation of Jaky’s idea.

The deduction for the specific value of the point-resistance belonging to
failure gives a relation composed of three members,' similar to formulae refer-
ring to spread foundation:

g=cNc+ pONg+ yDNy,

where Nc, Ngand NYare dimensionless hearing capacity factors depending on
the angle of internal friction of the soil and on the angle of lateral friction.
Meyernhof iN his investigations obtained (1955) a similar equation. Save
the inadequacy for supposing a plane state in the course of his deduction, this
solution may be considered as the last step ofthe limit-equilibrium method stand-
ing on bases which can be regarded as classic. This method is based on the
assumption of the state of general failure; a local failure, the possibility of com-
paction and displacements are not taken — because they cannot be taken —
into consideration. The interaction of skin-friction and point-resistance on each
other appears only by the fact that different lateral friction-angles belong to
different point-resistances; but in each case the general limiting state can only
be determined; the process of pile-loading, the variation in distribution of the
two load-bearing components during loading cannot be investigated. The effec-
tive development of a “load-bearing bulb” can be demonstrated in exceptional
cases only. The development of a definite sliding surface could only be ima-
gined, if the pile were embedded along its whole length into a compact granular
soil; an upwards directed movement of the mass inside the sliding surface grat-
ing against the pile’s lateral surface, however, would be possible only then, if
the occured failure were not followed by a loosening, and this is, on the other
hand, in contradiction to the afore-mentioned demand on compaction. There-
fore, a new solution should be searched for, taking into consideration not the
limiting state only, but the entire process of pile-loading, displacements, and
the interaction of the mantle-friction and the tip-resistance on each other.
According to present opinion, the test-loading is likely to be the most reli-
able method for determining the probable bearing capacity of piles. Although,
there is no doubt, that for the time being no better method is known, it should
be stated that this procedure does not supply complete information. In cohe-
sive soils tests cannot be continued for such a long time, which would be neces-
sary to obtain reliable data on consolidation; and this difficulty exists even if
below the point of a pile standing in granular soil, a compressible layer of low
permeability is to be found at a greater depth only. With regards to safety,
loading cannot be continued until a total failure occurs, and this is the very
reason, why just the wanted value can be determined only by extrapolation.
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But even in the case of a complete test-loading diagram, we have always to
examine which load should be regarded as permissible; relevant informations
could only be obtained on the base of practical experiences and official specifi-
cations, respectively. It must be added that it is generally impossible to attain
a general failure, i. e., where the tangent of the curve becomes vertical, and so
even the ultimate load itself, which should be taken as a basis, cannot be deter-
mined in a clear-cut manner.

Looking over the methods used for determining the bearing capacity, it
can be established that as yet there is not method at our disposal, by the use
of which the bearing capacity of piles could be solved as a complex problem,
and which would offer the possibility to determine the pile-load pertaining to
a given settlement, furthermore, that we know very little about questions refer-
ring to pile-groups.

The aim of the present paper is to promote the solution of the above
problem by some ideas, theoretical and test results; bearing in mind that a
total solution demands a still more profound knowledge of the laws on the
strength and deformations of the soil. The study describes the theoretical deter-
mination of loading diagrams of friction- and point-bearing piles, by applying
a new law on shear; furthermore, it presents results of model-tests referring
to the determination of the ultimate load of individual piles.

1. The new law on shear

Loads on a pile embedded into a homogeneous soil are transferred to the
ground lying around and below the pile, partly on the skin-surface and partly
on the point of the pile. While there is no load on the pile, = 0, and the skin-
surface is only affected by stresses normal to it, resulting from the own-weight
of the soil. When a load is applied, the settlement of the pile begins, followed
by shear-stresses developing on the skin-surface and a point-resistance occur-
ring on the point. Both values are functions of the pile’s settlement; the magni-
tude of the friction arising on the skin-surface is always adequate to the displa-
cement, the point-resistance, however, is at the beginning in proportion to the
magnitude of the settlement, but later, when the state of failure is approached,
settlements grow more suddenly. Both components have separately an upper
limit, on one hand the mobilization to the full of the friction on the skin-sur-
face, on the other hand the ultimate bearing capacity of the soil on the point;
but at the same time a close interaction exists between these two components.
The force transferred onto the soil by skin-friction increases vertical normal
stresses acting on the plane of the point, by this impeding the settlement; the
force acting on the point, however, especially, when the state of failure is
approached, reacts by the lateral displacement on the skin-friction. Thus, the

3*
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displacement has to be considered as to be the fundamental factor, both com-
ponents depend on it as on a common parameter and exert a mutual action on
each other.

First of all, let us deal with the question onfriction arising on the bound-
ary surface between the soil and the pile. In the case of piles embedded into
granular soil a transmission of shearing forces on the pile’s surface will only
be possible, if a relative displacement between the two mediums occurs. The
Theory of Elasticity supposes a linear relationship between displacement and
shearing stress, this assumption, however, cannot be applied, if the investiga-
tion has to be extended to the state of failure, too. Consequently, it was neces-

Fig. 1. Shear test with dry sand on rough concrete surface; Coulomb’s line and displacement
curves

sary to establish a new law on shear. For the formularization of this law we
utilized test-data compiled in the laboratory of our Institute for determining
angles of friction. Tests were made by using a shear-apparatus the area of
which was 30/30 cm; into one half of the shear-box a filling specimen was put,
made of some building material — wood, concrete, steel, bricks — while the
other half was filled with soil; shearing stresses were measurad at different
normal stresses during pulling away the shear-frame at a constant rate, and
in this way the stress-strain curve of shear was determined. Fig. 1 shows a
characteristic result of these tests. The relation between a and 1 belonging to
shear-failure is given by the known Coulomb’s line —this is illustrated in the
lower part ofthe Fig. —; displacement-curves, on the other hand, were without
exception of such a nature that in the case of surface-shear they gave identical
values for the maximum and for the ultimate shearing strength. It follows from
this that in the case of surface-shear such an effect that the shear-stress after
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reaching its maximum value decreases with a further increase of displacement
and so the general shear occurs at a so-called ultimate value of the shearing
stress does not take place even in cohesive soils. Displacement-curves —in the
upper part of the Fig. — were plotted in the function of t/cr; and an unam-
biguous relation was obtainad. Plotting the values of shearing stresses belong-
ing to a certain horizontal displacement s in the function of the corresponding
normal stresses, we also obtain a straight line, similarly as in the instance of
values belonging to failure. According to this, the sought for relation must
have the following form:

~=Cf(s). 1)
G

It was observed during tests that the absolute magnitude of displacement,
necessary for the development of the total frictional resistance, varied between
very close limits, and did not depend on the value of the normal stress. Denot-
ing this limiting displacement by S(, the best way to approach these test-curves
was attained by a law on shear expressed with the following formula:

x = atg<p(l —e s°~s). (2)

Herein x means the shear-stress necessary for producing a displacement s at
a normal stress <7, gis the angle of lateral friction pertaining to general shear
that is to failure, k is a constant depending on the sort and the density of the
soil.

Equation (2) fulfils all boundary conditions, namely:

1) Ata=0r=20

2) If s =0then x=20

3) If s = s0then x = atg 9 (Coulomb’s line)

8t .

4) At s =50 — = 0.

Boundary condition in 4) expresses the end-tangent of the strain-curve
of shear being horizontal.

The determination of constants figuring in equation (2) is simple: the
value of cp is equal to the slope-angle of Coulomb’s line, sO can be read from
the figure of the strain-curves, while k can be computed from the slope of the

tangent at the starting point of the curve — = tg That is (see Fig. 2)
a
or

= Otg(p ke > 1;

0s (so- s)2 4
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and so
K
tg« = — |,
and herefrom
K = s0tg a0. (3)

It should be mentioned that Rowe (1954) thought he had discovered
the law on shear valid for granular soils on the base of the fact that the devel-
opment of the general shearing resistance demands for a specific strain on the
sliding surface; furthermore, that the value of the *“angle of friction” also

Fig. 2. Determination of constants figuring in the equation of the stress-strain curve of shea

depends on the specific strain. According to my opinion, the absolute value of
displacement must unconditionally play a part in the development of the
shearing resistance, because the grains of the original structure can settle or
move only along a certain length in such a manner that the development of
a continuous shearing strain could come into being. Rowe’s tests really con-
firm this fact, too; the absolute values ofthe horizontal displacements measured
during direct shearing tests and plotted in the function of the value T/tr simil-
arly to Fig. 1, proved the decisive part of the absolute strain also in this case.2

2. Horizontal stresses on the mantle-surface of piles

The calculation of the shearing resistance arising on the skin-surface of
piles demands the knowledge of horizontal stresses acting here. If a pile could
be put into the ground in such a manner, which would cause no displacement
in the surrounding soil, then its surface would be affected by stresses belonging
to the so-called earth-pressure at rest, acting at all points of an earth-mass at
the state of repose. These stresses are directly proportional to the depth, i. e,
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their distribution is hydrostatical. Neither bored, nor driven piles are in com-
pliance with this condition: in the case of a bored pile the surrounding soil
becomes loosened; in the course of boring — even if a shell tube is used —
the grains will move to a small degree towards the pile, and this means that the
value of the pressure at rest will decrease and will approach the active limiting
state corresponding to the axial symmetrical state of stress. Instead of AQan
other coefficient shall be effective; the value of this will perhaps not be con-
stant; but the radial displacement of the soil due to boring is nearly constant
along the whole length of the pile, and the strain conditions necessary for the
development of an active earth-pressure are not fulfilled: therefore, there is no

uniform deformation — a loosening — in the earth-mass.
In the case of a driven pile the situation will be quite different: the arising
radial displacement is of an opposite sign — it is directed outwardly — and

it is considerably greater; its magnitude is constant along the whole length
of the pile and equal to tfye half of the pile’s diameter. Thus, the stress-state
occurring on the skin-surface approaches stresses belonging to the spatial pas-
sive earth-pressure; these stresses rapidly grow with increasing depth, as was
established by Beresantsev (1958).

We investigated displacements taking place during the driving of a pile
by model-tests: we produced painted vertical lines in a wet layer of sand, and
after the driving of the pile was finished, the sand-layer was opened by a ver-
tical plane going through the pile’s axis; by this it became possible to deter-
mine the magnitude of the displacement.

The most important conclusion we could draw from several tests o.fthis
character was that lines parallel to the pile's axis displace during driving parallel
to themselves, and henceforward remain vertical. This means that the particles
of soil in the environement of t*he pile’s shaft displace horizontally, in radial
direction only, i. e., horizontal planes which are normal to the axis of the pile,
henceforward remain horizontal. The range disturbed by piling is represented
by a cylinder having the same axis as the pile and the radius of which is
the six-fold of the pile’s radius.

Allowing for the above experiences we are able to determine, on one hand
horizontal stresses acting on the lateral surface of an unloaded driven pile, on
the other hand the compacting effect of pile-driving on the soil, furthermore
the rate and the distribution of the decrease of the void-ratio.

Fig. 3 shows the pile to be investigated, the diameter of which is 2r.
Driving does not cause any displacement outside of an imagined cylinder with
a radius R = or circumscribed around the axis of the pile; this means, that the
surface of this cylinder is affected by the earth-pressure at rest, i. e., the hori-
zontal stress is ox = ADzy. The stress acting on the surface of an intermediate
cylinder with radius Qin the depth zis a , while the stress on a cylinder-surface
with an infinitesimally increased radius Q-(-d qis ax -f-d ax. Taking into ac-
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Fig. 3. Stresses on cylinder surfaces around the pile

count the demand on equilibrium we have:

that is

The solution of this differential equation is:
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Hence, horizontal stresses are in an inverse ratio to the distance from the
pile’s axis, the normal stress acting on the surface of the pile (a = r) is

°x0 = a Azy .

The stress-distribution is also shown in Fig. 3. The increase of <X is in linear
proportion to the depth, the stress-distribution diagram is the n-fold of the
pressure at rest. This is the very reason, why driven piles are more advantegeous
than bored ones : the value of the skin-friction will he considerably higher,
because it comes into being at a much higher normal stress.

During the driving of a pile considerable horizontal displacements occur,
and so it can rightly be assumed that on the mantle-surface of a pile driven
into sand th<; state of passive pressure comes into being. Moving away from
the pile’s mantle-surface the fulfilment of this condition becomes impossible,
because displacements —in accordance with the afore-mentioned test-results —
suddenly decrease and by this the same force is distributed over a greater strr-
face. In compliance with this the relation between the lowest and the highest
principal stresses acting on the skin-surface is:

a, | ]

— = tg245° — -

ax 1 2
2 - jg and a= A (5)
aAlzy 2|

In the case of a given sand of medium density AO= 0,5, A, = 0,33, thus
0 = 6, and th"is is in excellent agreement with test-results.

Giving heed to the fact that the compacting effect of a driven pile at a
distance R = ar from the pile-axis ceases to exist, th,e average decrease of the
void ratio or of the specific compression, respectively, can also be determined:

Zle = 1+ eo and eY=

or expressed in the term of porosity

If in the case of a given sand the relation between the density and the
angle of friction is known, then the above formulae offer the possibility to
determine the increase of the angle of friction due to the effect of piling.
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According to the above assumption, stresses acting on the skin-surface
attain a value which corresponds to the limiting value of the plane state of
passive earth-pressure. This result was proved by Irerana’s tests (1957), who
made pulling tests with piles 4 —5 m long with a diameter of 36 cm, driven
into sand. Supposing that the shearing strength during pulling was fully mobi-
lized, furthermore, that the increase of normal stresses acting on the skin-sur-
face was in a linear proportion to the depth, he determined the factors on lateral
pressure; the obtained values were in compliance with Rankine’s plane pas-
sive state. Mansur’s and Kaufmann’sVvery substantial tests (1954) proved just
the same fact.

It isimportant to point out that the assumed stress-state only indicates
a limit of failure in the case of plane state: in the stress-state of axial symmetry
— as known from Beresantsev’s exact theoretical investigations (1952 and
1958) — horizontal stresses belonging to the limiting state are higher than the
assumed ones. This is due to the arching-effect acting just inversely as in an
active case: earth-pressure stresses arising on the walls of a cavity — if the
earth moves towards it — are lower than in the instance of plane state; but
in the case of an opposite directed displacement — just because of the arching-
effect — higher stresses are necessary for producing the limiting state. Thus,
the assumed state is not the limiting state of failure.

For this very reason, we suppose during the following investigations
that stresses acting on the mantle-surface of piles driven into sand are the same
as Rankine’s stresses pertaining to the plane state of passive earth-pressure.
The author wishes to revert to a more exact theoretical investigation of thi3
guestion in a subsequent paper.

3. Theoretical determination of the loading diagrams of piles

The following deals with the determination of the settlement and the
self-same compression of piles during their loading and in the function of it.
The skin-surface of an unloaded pile is affected by horizontal stresses only.
Conversely, in the case of a driven pile considerable vertical stresses arose dur-
iug driving in the soil, not only hard by the pile, but also at a greater distance
from it. After the driving is at end the soil becomes released, and so a statical
loading essentially means a reloading, but the modulus of elasticity of the soil
is then much higher than during the first loading. This circumstance, in addi-
tion to the considerable value of earth-pressure stresses acting on the skin-
surface, emphasizes the advantage of driven piles again.

a) The loading diagram of pure friction piles

As first approximation let us consider the pile as being an infinitely
stiff, weightless bar of circular cross section, and let us suppose that this ver
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tical bar is embedded into a weighty medium being in a state of rest, between
the pile’s surface and the soil there is no adhesion and no resistance acts on
the point; this is the case of a pure friction pile.

Then, if a given displacement s occurs, shearing resistances T will develop
on the skin-surface the circumference of which is K; the sum of these must be
equal to the total force P acting on the pile. In compliance with our assump-
tions the normal stresses arising on the skin surface are in direct proportion
to the depth, consequently in a depth z a horizontal stress A2y comes into
being. Thus, we can write:

/ ( - K—
P = (rKdz= 1 KXyztg (l1—e s“s)dz
;=0 0

P.(t) T t/m 2 Pile load Pit)

Depth (m)

Fig. 4. Pure friction pile: a) forces arising in a pile at different displacements as a function
of depth; — b) distribution of skin-friction; — ¢) loading diagram

Integrating we obtain:
P = KXytge? — (1 —e s 59). (6)
The limiting value will be attained at s = sO0, then:

PO= > KXy tg yI2 = 5 Xyn tg <pDI2, (7

and this means that the ultimate bearing capacity is proportional to the
quadrate of the length and to the diameter of the pile.
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Fig. 4 presents a numerical example referring to a pure friction pile. The
pile in question is of circular cylindrical form, its length is 10 m, its diameter
0,38 m. Taking a certain settlement (displacement) y = s, the magnitude of
the force belonging to this settlement can be calculated from equation (6), and
the loading diagram can also be plotted. The shearing stress arising on the skin
surface is in proportion to the normal stress; and increases —according to our
assumption —in direct proportion to the increase of the depth.

It may be considered as interesting to know the decrease of force P
transferred on the pile’s head appearing on the lower cross sections of the pile.
This relation can be determined on the basis of the formula

Pz= P — | rKdz
z'=0
that is
f S -
Pz= C 1—e<p — K (8)
sO—s\_
wherein
1
c= ) AytgtpK. (9)

Curves calculated on the basis of formula (9) are also shown in Fig. 4.

For controlling the presented theoretical issue, test-results ofseea, H.B.
and Reese, L. C. (1955), referring to actual piles, may be used quite well. Electric
strain-gauges were placed on steel piles of tubular cross section (D = 15 cm),
about 4 —5 m long and embedded into a soft clay (Bay Mud, F =41,5%,
P = 23,5%,iv=40—50%), which was in the state of the liquid limit. Loading
the piles, stresses arising in their walls were measured at different depths. The
obtained data offered the possibility for calculating forces transferred on the
individual cross sections. The overwhelming greater part of the force trans-
ferred on to the piles head was consumed by the skin-friction, because of the
outstandingly disadvantageous consistency of the soil, and by this, the force
transferred on to the pile’s point was near to zero. On the basis of test-curves
it could unanimously be established that in the case of a pile being longer,
for N1 = 22 cm, the curves would give a tip-resistance P = 0; therefore,
when comparing test-results with calculations, a pile-length of / = 4,78 m
was chosen as basis. Results obtained by calculations, and by tests, respectively,
are shown in Fig. 5; these show an agreement which could be considered as
satisfactory. The extraordinarily low shearing stress of the soil was indicate!
by the fact that the numerical value of the factor Atg 5 which is character-
istic for the soil (see equation (9)), was 0,3 only (at a specific weighty = 1,7
t/m 3).
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Pile load (t)

Fig. 5. Seed’s and Reese’s test on the determination of the pile-load

b) Pile with fixed tip

Let us now investigate the other limiting case, the behaviour of a pile
perfectly fixed at its lower end, but at the same time compressible. This is the
case of a pure point-bearing pile. The lateral surface of the pile is affected by
normal stresses arising from earth-pressure, skin-friction, however, could
exclusively come into being due to a relative displacement between the pile
and the soil;, caused by the pile’s compression.

Let us denote the displacement of a point of this pile in the depth z by s
(Fig. 6). The specific strain is

ds _ P

dz EF
that is

P=EFdS; (10)
dz
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where E is the modulus of elasticity and F the area of the cross section of the
pile. Differentiating equation (10) we obtain:

P, *4Pt

Fig. 6. Deformations (strains) occurring in piles

If the shearing stress belonging to the displacement z is denoted by r(s)
and K is the circumference of the pile, then:

dP = t{s) Kdz

and

= t(s)K. (12)

From a subtraction of equation (12) from equation (11) we obtain:

d2s K

22 rs)= 0. (13)
The value of t(s) was obtained from equation (2); unfortunately, the solution
of the differential equation resulting from a substitution of this value into equa-
tion (13) seems to be hopeless. In this case, however, we may choose a simpler
way. The elastic compression of a pile is — as will be seen later — even in the
instance of a wooden pile so small that within this range the relation between
the shearing stress arising on the mantle-surface and the displacement may with
good approximation be considered as linear.
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That is, instead of equation (2), we will use the law on shear given below:

Then equation (13) can be written in the case of a bored pile (allowing for
a = Aly z) in the following manner:

Let us denote

then differential equation (15) will have the following form:

A particular solution of this differential equation is:

After a repeated differentiation:
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From this system of equations:

np = 0 A = 0 A8 — 0
A o
A » A o _a3
2.3 2356 o 2.3.5.6.8.9
A
A A7 a2 L a3 A
4 3.4 3.467 io 3.4.6.7.9.10

The general solution of this differential equation is

a o2 a3
s= A |-\ Z3-| Z6+ ~ -Z9 + +
2.3 2.35.6 2.3.5.6.8.9
zH Z4 H Zl H z10+ (19)
3.4 3.4.6.7 3.4.6.7.9.10

Boundary conditions, if force P acts on the head of pile, are:

a) at z= 0, ds - P - e
dz EF
b) at z = 1, s = 0 (the pile’s tip does not move).
From condition a): Ar = e0,
From condition b):
a a2
1+ 13+ 6 F+ ..
34 3.4.6.7
AO0 _ —£01 (20)
a a2
1+ 13+ J<+
2.3 2.3.5.6

Consequently, the constant Axis the strain which occurs on the head of the
pile, while A gis the vertical displacement of the pile’shead surrounded by soil.

W hen, after the determination of these constants vertical displacements
of the pile’s individual points are calculated from equation (19), then shearing
stresses arising on the skin-surface can be computed from equation (14); the
knowledge of these gives the possibility of determining that part of force P,
acting on the head of the pile, which will be transferred onto the pile’s per-
fectly fixed tip.

In compliance with our assumptions (linear law on shear) the loading
diagram will now be linear, compressions, on the other hand, will be very small.
This method offers a practical possibility for the investigation of piles supported
by rocks, or by extraordinarily dense layers of gravel, respectively.
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A complete numerical example is shown in Fig. 7. We determined displa-
cements of a wooden pile embedded into sand and fixed at the point, on the
base of equation (19); the pile had a circular cross section with a diameter D =
= 38 cm, the load was P = 40 tons. Displacements are given in diagram (a) by
the curve drawn with a full line, as the function of depth. The dotted line
refers to a free-standing column loaded with the same load; both cases deviate
from each other to a very small degree only. It can also be seen that the appli-
cation of the linear law on shear is — with respect to the very low absolute
values of displacement — justified throughout. The values of shearing stres-

Vertical displacement (cm) Skm friction rt/mr ' P(t)
0 0 20 30 40

Force/nthe pne shaft

Point resistance
E = 100000 kg/cm *

Fig. 7. Numerical example for determining the deformation and the pile-load of a fixed
pile: a) displacements of individual pile-points; b) distribution of skin-friction; ¢) magnitude
of the load transferred by the pile versus depth

ses, caused by the pile’s compression, are shown in Fig. 7(b), they were cal-
culated on the base of formula (14). The shearing stresses are very low, the
force resulting from their integration, i. e., the skin-friction scarcely reaches
8 per cents of the whole load.

For controlling the above-described theoretical result, let us examine
measuring data obtained during the loading of a large-sized pile. The Benoto
firm* in Paris submitted a pile, which was carried out by the *“Colcrete”
method, to aloading test. The length of this pile was 15,6 m, the diameter 1,0 m.
The bore-hole prepared by using the “Benoto” method and supplied with a
shell-tube was filled with aggregate of 5—10 cm in size, the voids between the
grains were then filled up with an injecting pipe placed in the pile’s axis. The

*The data on measurements were given to the authors’ disposal by Mr.noack, M,
representative and director of the “Benoto-"firm in Paris; the author expresses his thanks for
his kindness also in this place.

4 Acta Technic» XX1X/3—4.
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aim of this test was a separate determination of the skin-friction and the point-
resistance. Therefore, a so-called “Vermiculite”-concrete stopper was placed
at the bottom of the bore-hole, the thickness of which was 25 cm. Such a
stopper is highly compressible and it was calculated that this stopper could
only carry the weight of the aggregate. By this, until the stopper in question
did not become compressed the whole load was to be carried by skin-friction,
and so, the value of the latter could be determined. Later, after the total com-

Fig. 8. Data and loading diagram of the BENOTO-firm’s test pile

pression of the stopper, it seemed possible to determine the total bearing capac-
ity. But the test could not be finished, because the compression of the stopper
did not begin evenatthe greatest load that could be applied (560 tons); the pile-
load was carried only by the skin-friction. Consequently, the tip of the pile
was fixed; and by this, the respective measured data are eminently suitable
for controlling the above theoretical result.

Fig. 8 shows the strata of the soil, the loading diagram and other data
of the pile. The loading diagram can be regarded — as is to be seen — as being
straight along a long section; this also complies with the theoretical result.
Constants AOand Ar, and the coefficient a, respectively, can be calculated from
test-results; on the base of these the distribution of the skin-friction can also
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be determined. Integrating skin-friction along the whole length and circum-
ference of the pile, the force acting on the pile’s head must be obtained. The
course of the calculation is the following:

Displacement of the pile’s head at a load of P =426 tons:

From the above equation:

that is

Vertical displacements s(mm) Shear stress V kfflcm*

Fig. 9. Deformations (strains) and skin friction of the test [il:
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herefrom

oYtgy 200000-7580-2,55-10-9
314

1,2.10 2kg/cm4

and the shearing stress:

r= Aoyztg<p— = 1,2.10-2 oz s.
SO

Displacements can now be calculated from equation (19); knowing these
the distribution of shearing forces can also be established. The result of this
calculation is shown in Fig. 9. Now determining the sum of the frictional forces
we obtain:

P = fK Tdz =414 t (426 1)
§

that is, the obtained stress distribution is right; the skin friction deviates from
the total pile-load by a few per cents only.

c) Stiff pile with point-resistance and skin-friction

Let us investigate in the following the case of a pile penetrating into the
soil at the point like a stiff bar. As regards to the examination, there is no
difference between apile embedded into ahomogeneous soil and apile supported
at the point by a harder but not stiff soil; and it will be seen that merely
the determination of the characteristic constants will be decisive. Conversely,
to preceding theories based on the ultimate load of the soil, we will follow
another route for expressing the pile’s point-resistance. It was observed that
during loading tests — carried out with piles of average measurements and
usual ratios between the length and the diameter — a general failure of soil
almost never occured. This fact can be completely understood if we bear in
mind that to reach a failure it would require the development of a bulb-like
shaped sliding surface turning back to the pile’s shaft, but if a failure should
really occur, this would demand such a great displacement along the imagined
sliding surface, which would by all means be detained, by the surface of the
pile. Consequently, the penetration ofthe pile’stip does not occur either because
of a lateral und upwards directed displacement of the grains, or due to an up-
wards directed displacement of the bulb-like shaped with sliding surfaces
bordered solid along the surface of the pile, but owing to a lateral almost
horizontal displacement of the grains of the soil below the point of the pile
causing, hereby, a compaction of the soil. This statement was proved by
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Stuart, G.'s, Fleming’'s and scariet’s tests (Belfast, Queen’s University,
1957), who tested pile-models placed into sand. Afterwards, the mass of sand
shot through with coloured strips had been petrified and then opened up; by
this the investigation of the displacements could be accomplished. In spite of
high values of penetration a settlement was established only, but no lateral
sliding surfaces were observed. Thus afailure of soil does not occur ; and so the
pile’s loading diagram does not proceed towards a vertical tangent either, but
thenceforward the limiting displacement is exceeded and by this the skin-
friction reaches its maximum, the relation between the tip’s penetration and
the load will be linear.

Fig. 10. Stresses on a horizontal plane laid across the pile’s tip

The interaction between tip-resistance and skin-friction appears in this
case also; the run of the investigation is the following.

The loading on a pile causes stresses in the surrounding soil, these are
due partly to the skin friction and partly to the point resistance. These stresses
can be calculated according to the Theory of Elasticity (Kezai, 1955), their
values, of course, depend on the distribution of forces between the tip and the
mantle. A horizontal plane laid across the tip of a pile is not affected by a geo-
static pressure of the magnitude Iy only, because vertical stresses also increase
due to forces transferred to the soil by friction arising on the skin surface, and
these forces are also distributed to deeper layers. Plotting vertical forces acting
on a horizontal plane going through the point of the pile, we obtain the lines
shown in Fig. 10. Thus, these vertical stresses will also hamper the penetration
of the pile’s point. Assuming now — on the basis 0f Keverting-Buisman's
(1955) and our own tests — that the point-resistance is directly proportional to
the average value of these vertical stresses and to the diameter of the pile, the cal-
culation of the pile-load becomes possible. The afore-mentioned average value
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can be determined by a uniform distribution of the value of skin-friction about
an imagined circle around the pile’s axis with the radius nr (see Fig. 11), the
value of n can be assumed —on the basis of investigations dealt with in para-
graph 2 — to be between 5 and 6. Thus, in compliance with conditions on
equilibrium:

P=Px P2= asD ly +
n2b27

wherein

P
P2= Xthx—2 tg cpy 1

Fig. 11. Approximate assumption referring to the distribution of vertical stresses due to
skin-friction

Consequently, the pile-load causing a given penetration s can be deter-
mined from the following relation:

P = ayIlD -f- RyP (21)

w'herein

a—as and B = Atg<pf(s) 2a + -0 (22)

f(s) expresses the relation referring to the frictional stress of the surface, i. e.:

S

[(*)=1-e ~ KkT"~s.

The most accurate determination of the coefficient a can be obtained
by a loading test made on the bottom of a bore-hole, in such a way that the
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skin-friction can be taken as entirely eliminated. An informative value, on the
other hand, can be determined from the complete loading diagram, by using
the nearly linear section of it.

In the case of driven piles in equation (22) instead of A0 the value Ap
should be used.

The loading diagram of the pile can now be calculated on the basis of
equations (21) and (22); Fig. 12 shows a numerical example. In accordance

Fig. 12. Pile-loading diagram plotted on the base of a calculation allowing for the interaction
between skin-friction and tip-resistance

with our starting principles, the curve does not keep to a vertical tangent, but
to an inclined one. The equation clearly demonstrates that skin-friction and
point-resistance are not independent of each other, both are functions of dis-
placement. At values s > s Othe skin-friction had already developed to the full,
there was no possibility for a further increase; the point-resistance will sub-
sequently be directly proportional to the penetration. The coefficient of pro-
portion a is a pure number, a function of the internal friction and the modulus
of elasticity; but our present knowledge gives no possibility for the establish-
ment of a respective exact mathematical relation.

Plotting pile-loads belonging to a certain defined settlement — e. g.,
s = 1cm — as a function of the pile-length we obtain an interesting sketch
(see Fig. 13). Allowing for numerical data to be seen in Fig. 12, the relation
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between the pile-load and the pile-length is given by the following composite
expression of the second degree:

PO= 0,41/ + 0,186/2

The pile-force belonging to a specified settlement can be determined in this
way. Part (b) of Fig. 13 also shows an interesting result which illustrates the

Fig. 13. a) Pile-load causing a penetration s = 1 cm plotted as a function of pile-length;
b) distribution of pile-load between skin-friction and tip-resistance at a given penetration,
plotted as the function of pile-length

distribution of the total pile-load between skin-friction and point-resistance in
percents, plotted as a function of the length of the pile.

Finally, Fig. 14 gives the distribution in per cents of the total pile-load
between skin-friction and point-resistance plotted as the function of the pile-
load, valid for the loading diagram plotted in Fig. 12. While at small loads the
value of the skin-friction is predominant, later, henceforward from a certain
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load when the skin-friction became almost exhausted, the point-resistance will
become the greater. It seems as likely that this Fig. expresses in the best way
that fact that it is incorrect in principle to determine the permissible load of
a pile in such a way that the value of the ultimate load —obtained by sum-
ming up the separately determined ultimate values of the skin-friction and of
the point-resistance — should be devided with a certain factor of safety: the
distribution of the load between its two components depends on the magnitude of
the load itself, and by this, in the value resulting from the division by a common
factor of safety the two components will appear with entirely different safeties-

Pile load P(t)

Fig. 14. Distribution of pile-load between skin-friction and point-resistance plotted versus;
pile-load

The only right way is a calculation based on the displacements and the settle-
ments of the pile.

The above deduction and consideration can also be applied to such a.
case, if the tip of the pile stands on a harder, stiffer soil. The skin-friction
can be calculated according to the foregoing ones, on the base of the properties-
of the soil surrounding the pile, only the value of a should be determined in
compliance with the lower layers. The occasionally negative skin-friction can
also be taken into consideration.

It should be mentioned that in accordance with the disclosed mental pro-
cess it is also obvious that the value of the skin-friction is not equal to the
magnitude of the force necessary for pulling out the pile. The upwardly directed
pulling force diminishes the vertical geostatic pressure around the pile, conse-
quently, the value of horizontal stresses must vary, too ; this, on the other hand,
already influences the value of the skin friction.

To prove the theoretical result illustrated in Fig. 14, Fig. 15 shows curves
obtained on the basis of measurements made during the hitherto most far-
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reaching pile-test. On the site Loiv-Sill Structure detailed pile-tests were carried
out by Mansur and Kaufmann (1956); they measured displacements of piles
with tubular and H-formed cross sections in different depths as function of the
pile-load. In this way the skin-friction could separately be determined; the Figs
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Fig. 15. Mansur’s and Kaufmann’s test; distribution of pile-load

show the magnitude of it expressed in percents of the total load. The char-
acter of these curves is accurately the same as that of the curves obtained by
calculations shown in Fig. 14, and this proves the reliability of theoretical con-
siderations. The skin-friction arising on parts of the pile embedded into silt
or silty sand, respectively, and the value of the point-resistance are illustrated
separately in the Fig.

The statement to be found in paragraph 2 of this paper, namely, that
normal stresses acting on the skin of a pile can be computed on the base of
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the relation as = Apzy, can also be verified by Mansur’s and Kaufmann's
tests.

In the case of such a load at which the skin-friction was mobilized to the
full and reached its upper limit, in the curves showing the percentile distribu-
tion a break or an inflexion appeared, this can be seen in the Fig. Let us choose
these inflection-points shown in Fig. 15, and let us determine the value of the
factor of earth-pressure valid for the part of the pile embedded into silt (geo-
metrical and other data of the piles are given in the Fig.).

Values ofthe skin-friction at inflection-points:

at pile Nr.2- Ps= 0,70 <244 = 174 t,
at pile Nr.4 —Ps= 0,56 «250 = 140 t,

at pile Nr.6- Ps= 0,68 «250 = 174 t.

The length of those partsof the piles which were embedded into silt was
in turn (thicknesses of the silt-layers): 14,46 m, 14,60 m and 15,00 m.
On the basis of the expression

p, = ~ *yntgu 1)~

which is valid for the upper limiting value of the skin-friction we obtain

2 Ps
Dnl2y

Atgc>

The bulk density of the layers in question was according to data of the
paper y = 0,89 t/m 3 (layers below ground-water level) and so the values of
Atg qpwere in compliance with the above formula:

in the caseof pile Nr. 2 —4dtg p —1,113,
in the caseof pile Nr. 4 —4dtg o = 1,032,
in the caseof pile Nr. 6 —Atg o = 1,170 ;
i. e., the value of Atg @ was on the average with a little dispersion Atg @ —

= 1,122. Assuming —in compliance with paragraph 1) —that the skin-surface
of a driven pile is being acted upon by a normal pressure corresponding to the

limiting state of passive earth-pressure, e., 1,122 = tg ptg2

obtain for qthe value @ =25°. With respect to the fact that authors on the
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base of their tests obtained for pan average value s = 28° for the layers cut
through by their piles —among which layers of silty sand were also be found —
it can be said that the agreement between the two results may be considered
as good.

4. Tests for the determination of the bearing capacity
of individual piles

For investigating the bearing capacity of individual piles the Institute of
Tunnel-construction, Earth-works and Soil-mechanics of the Technical Uni-
versity of Architecture, Building, Civil and Transport Engineering in Buda-
pest carried out model-tests. The aim of these tests was the verification of
theoretical results described in paragraph 3 of this paper.

Particle size D (mm)

Fig. 16. Profile of ground of test area and grain size curves of the soil layers

The piles to be tested were made of concrete, their length was in turn
0,40, 0,80, 1,20, 1,60 and 2,00 m, their cross section 10/10 cm. The piles
were formed in such a way that their steel-tip could be loaded separately.
As regards to the applied pile-loads the piles could be taken as perfectly stiff,

the elastic compression of the longest pile with a length of I = 200 m — if
calculated as that belonging to a free bar — was at the greatest load of P — 5
tons: Al = 0,016 cm only. Therefore, the selfsame compression of these piles

could be neglected.
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The ground of the test-area consisted of brown and yellow sand; the phys-
ical characteristics of it are to be seen in Fig. 16, where the variation of poros-
ity and water-content according to depth, furthermore grain-size curves of
the soil are also shown. The results of tests referring to the determination of
the angle of internal friction and the angle of surface-friction in the case of a
sliding on a concrete surface were the following:

angle of internal friction & =36°,

cohesion ¢ = 0,08 kg/cm2,

friction between concrete and sand @ = 34°.

The porosity of the silty sand in question during tests was n = 38%,
the water content ofitic =7,5% .

Pile load (t)

Fig. 17. Characteristic pile-driving and pile-loading diagram

The sand was an aeolian sedimentation with considerably rounded grains.
The piles were driven into the ground, then loaded by a hydraulic press and at
the same time the penetration diagram was also plotted. All in all 38 piles
were loaded in such a manner; during these tests we measured the driving work
necessary to reach the penetration, furthermore the force which was needed
for pulling out a pile.

A characteristic pile-driving and pile-loading diagram is shown in Fig. 17.

We could establish from loading diagrams that it was not possible to
reach a real ultimate load, the loading curve did not turn to a vertical tangent,
but kept towards an inclined straight line. While plotting a sufficiently long
section of this “failure” curve, at each test we applied a total release of loading.

Plotting results of all these tests in similar diagrams and compiling data
on driving and on other circumstances in tabulations we could draw the fol-
lowing conclusions.
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First of all, it appeared that even diagrams referring to piles of the same
length showed a fairly significant dispersion. This dispersion could be explained
by deviations occurring in the density of the soil, by small excentricities during
the loading process and by other unmeasurable effects. The mentioned disper-
sions meant a difficulty while selecting curves to be considered as suitable for
the purpose of atheoretical elaboration. Therefore, we proceeded in such a way
that we utilized the driving diagram available in the case of each pile; looking

Fig. 18. Relation between works of pile-driving and of penetration; selection of an average
pile-loading diagram

at the driving process as if it were a sounding, the result of which —the total
work necessary for driving in the pile —is by all means characteristic for the
relative comparison of the density of the layers which were cut through by the
pile. For this reason, we determined the total impact-work on the basis of the
integrating pile-driving diagram. This value, however, cannot be characteristic
for the ultimate bearing capacity, it will only be competent with respect to the
development of the skin-friction, or the lateral directed stresses, respectively,
the state ofthe layers below the final depth of the pile’s tip influences this value
but to a small degree. For the characterization of this latter item we used
penetration-diagrams plotted during the separate loading of the pile's tip. This
value, as it appears from discussions in paragraph 3, cannot be used for the
determination of the real value of the point resistance because this latter value
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varies in the case of a loaded skin; as a so called statical sounding, however, it
is adequate for supplying relative comparative data on the compaction of the
soil below and around the point.

As basis of comparison we chose the specific work ofpenetration, i. e., the
force which was necessary to attain a penetration (settlement) of 1 cm. Both
values, the total driving work necessary for driving-in the pile, as well as the
statical work performed during the settlement of 1 cm, are functions of the
pile’s length. These two works can also be plotted as a function of each other;
the so obtained relation can be conceived as a quantity which is characteristic
for the total bearing capacity.

The results of the accomplished 38 tests on pile-loading represented in
accordance with the foregoing are shown in Fig. 18.

The existence of a relation leaps to the eye immediately; but there are
several points lying far off the curve which may be traced through most of
the points. The piles giving these points must thus be excluded from elabora-
tion; the afore-mentioned deviation was due to some local effect.

When the extremely distant points (e. g. those pertaining to piles Nr. 3,
11 and 31) were left out, and then the curve fairly well averaging most points
was plotted; it was possible to select those tests for each pile-length, which
could be considered as to be of good average values. According to my opinion,
the above-described procedure is by all means better than the mechanical com-
puting of an average value, because it offers the possibility for eliminating such
test-results, the offset of which may be due to some undeterminable local dis-
turbing effect.

Using the described method it was possible to establish that for the indi-
vidual pile-length the loading diagrams belonging to piles Nr. 6, 15, 22, 26 and
33 could be accepted as the most reliable average values, these are plotted in
Fig. 19. The curves show the already known character: there is no “ultimate
load”; the greatest measured penetration — at which each curve arrived at
the inclined straight line — was about 10 mm: the slope of the initial tangent
considerably decreases with an increase of the pile-length. Fig. 20 shows the
variation of the total pile-load versus the pile-length, if the penetration was
chosen as parameter.

The theoretical curve was in accordance with formula (21) a parabola of
the second degree; formed

P =ayID Ry l2

this means that if | =0, then P = 0. It can be established that although all
these curves follow with sufficient accuracy the parabolic law, none of them
arrives to the zero point. This circumstance can easily be understood: in the case
of a pile-length 1 =0 the bearing capacity is not equal to zero, but equal to the
value of the ultimate load on the surface, which is also in the case of a small
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pile-diameter a finite value. This ultimate load, however, was not taken into
consideration during our deduction. The value of the latter, on the other hand,
can be computed with a sufficient reliability: so e.g., in the case of spread
foundations Meyerhof’s theory (1954) can be fairly well applied, and all the
more by the fact, as Meyerhof verified his theory on ultimate bearing capac-
ity by laboratory model-tests carried out with model specimens of small sizes,
and so there is no great deviation between the measurements of model founda-
tion specimens and those of our piles. Determining this limiting bearing capac-

Pife loao P(t)

Fig. 19. Average pile-loading diagrams

ity — allowing for an angle of internal friction ® = 36° and a cohesion ¢ =
= 0,08 kg/cm2 (Nc = 52, Ny =60) — the value

B
Py= F cNh -N,, = 825kg

was obtained; this result — with respect to the range of magnitude — excel-
lently agrees with the value of 700 kg belonging to a penetration of 1 cm,
extrapolated in Fig. 19. The variation ofthe value POwith the settlement —ob-
tained on the basis of extrapolations — was plotted in Fig. 19 by punctuated
lines; the obtained line was a characteristic surface test-load diagram.

In compliance with the above, if we wish to obtain the total bearing
capacity of a pile, the value Pot must be added to the bearing capacity belong-
ing to a penetration of 1 cm. Allowing for this correction, we obtain such curves
which verify our theoretical results perfectly; taking into consideration test-
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Fig. 20. Pile-loads versus pile-length and penetration (settlement)

data the relation between pile-length and pile-load can be expressed by the
following formula: in the instance of a penetration s = 6 mm

P(kg) = 640 + 3,2/ + 0,0645/2;
in the instance of a penetration s = 8 mm

P(kg) = 680 + 4,27/ + 0,0648/2;
in the instance of a penetration s = 10 mm

P(kg) = 700 + 5,33/ + 0,065/2

5 Acta Technica XXIX/3—4.
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Fig. 20 shows fundamental data on calculations, test-curves and in one
case also results obtained from calculations.

Thus, the bearing capacity of a pile is a function of second degree of the
length of the pile; all the three members are —in addition to the pile’s diame-
ter, the roughness of the surface and the physical properties of the soil — also
functions of the penetration, i. e. of the settlement. At pile-measurements to
be met in practice the importance of the quantity PO may be much less than
in the case of piles used in model-tests: in the instance of a pile with a diameter
of 30 cm and a length of 10 —15 m the value of P Ocan either be neglected
to the advantage of safety, or at penetrations above 5—10 mm this value
may be regarded as being independent of the settlement, and it may — for
instance — be taken as being equal to the surface ultimate load calculated on
the basis of Meyernof’s theory. Tests and theoretical results show a good
agreement, regularities appear in the same way. From the view-point of prac-
tice the essence of our results may be defined therein, that the finished test-
loading of a pile can be elaborated in a more realistic way than on the base
of the so far known theories; all the factors which have an influence on the
bearing capacity can be better investigated, and by this, more reliable data can
be obtained for the final construction. We are relieved from an arbitrary deter-
mination of the factors of safety on the basis of the loading diagram of the pile;
finally, deformations — which are of fundamental importance from the view-
point of structure — can also be numerically examined.

*

The author wishes to express his sincere thanks to Research Engineer H. Herzog for
carrying out the experiments and supervizing the field tests and also to L. Farkas for his
valuable help in the tests.
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SUMMARY

The range of application of piling. Questions to be solved during designing. Known
methods for the determination of the load-bearing capacity and their insufficiencies. Dynamic
and statical pile-driving formulae; test loading. Establishment of anew law on shear by empir-
ical methods. Relation between displacement and shearing stress. Introduction of the idea on
limiting displacement. .

Investigation of the loading process upon an individual pile. The case of a pile embedded
into a granular soil at a tip-resistance of zero value. Relation between pile-load and vertical
displacement. The case of a pile fixed at the tip; the value of the available skin-friction as a
function of the pile’s elastic compression. Examination of normal stresses arising on the surface
of driven and of bored piles. Determination of loading diagrams. Verification of theoretical
results on the base 0f Seed— Reese’s, Mansur— Kaufmann's and other test-results.

Expression of factors on bearing capacity versus displacement. Interaction between
skin-friction and point-resistance. Tests with large-sized (I = 200 cm) model piles for investi-
gating the bearing capacity of an individual pile. Pile-load versus pile-length and displacement.
Elaboration and evaluation of test-loading diagrams of piles.

BEITRAGE ZUR FRAGE DER TRAGFAHIGKEIT VON PFAHLEN

A. KEZDI

ZUSAMMENFASSUNG

Der Anwendungsbereich der Pfahlgrindungen. Im Laufe der Planung zu I8sende Fragen-
Bekannte Methoden zur Bestimmung der Tragfahigkeit und deren Unzuldnglichkeiten. Dyna-
mische und statische Formeln; Probebelastung. Die Bestimmung eines neuen Gesetzes fir
Schub auf empirischem Wege. Zusammenhang zwischen der Verschiebung infolge Schubwir-
kung und der Schubspannung. Einfihrung des Begriffes der Grenzverschiebung.

Untersuchung der Belastung des einzelnen Pfahles. Der Fall des in kdrnigen Boden
eingebetteten Pfahles bei nullwertigem Spitzenwiderstand. Verhdltnis zwischen der Pfahl-
kraft (Pfahllast) und der vertikalen Verschiebung (Setzung). Der Fall des an seiner Spitze
eingespannten Pfahles; der Wert der annehmbaren Mantelreibung als Funktion der elastischen
Pfahlkompression. Untersuchung der an der Oberflaiche von Ramm- und Bohrpfédhlen auftre-
tenden Normalspannungen. Bestimmung des Belastungsdiagramms. Kontrolle der theoreti-
schen Ergebnisse auf Grund der Versuchsergebnisse von Seed — Reese, Mansur— Kaufmann
und Anderer.

Ausdruck der Faktoren der Tragfahigkeit als Funktion der Setzung. Wechselwirkung
zwischen der Mantelreibung und dem Spitzenwiederstand. Versuche mit grossen Modellpfahlcn
(= 200 cm) zwecks Untersuchung der Tragfahigkeit eines Einzelnpfahles. Die vom Pfahl
aufgenommene Last als Funktion der Pfahllange und der Setzung. Auswertung von Probe-
belastungsdiagrammen von Pféhlen.

5*
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DE IA CAPACITE PORTANTE DES PIEUX

A KEZDI

RESUME

Terrain d’application des pieux. Questions a résoudre au cours de la construction. Métho-
des connues et imperfections des méthodes de détermination de la capacité portante. Formules
dynamiques et statiques; charge d’épreuve. Détermination empirique d’une nouvelle loi pour
le cisaillement. Le rapport entre le déplacement de cisaillement et la tension de cisaillement.
L’introduction de la notion de déplacement limite.

Examen du processus de chargement du pieu individuel. Cas d’un pieu se trouvant
dans un sol granulé, si la résistance au point est zéro. Rapport entre le chargement du pieu
et le déplacement vertical. Cas d’un pieu encastré au point; valeur limite du frottement latéral
en fonction des compressions du pieu. Examen des tensions normales sur la surface du pieu
battu et du pieu foré. Détermination du diagramme de charge. Vérification des résultats
théoriques a l'aide des résultats expérimentaux obtenus par Seed — Reese, Manstje— K auf-
man, etc.

Expression des facteurs de la capacité portante, en fonction du déplacement. L ’effet
réciproque du frottement latéral et de la résistance au point du pieu. Essais sur modeéles de
pieux de grandes dimensions (1 = 200 cm) pour I’examen de la capacité portante d’un pieu
individuel. Le chargement porté par le pieu, en fonction de la longueur et du déplacement.
Evaluation des diagrammes des charges d’épreuves des pieux.

K HECYLWL,EN CMNOCOBHOCTU CBAW
A. KE3ON

PE3IOME

O6nacTb MprYMeHeHUs 3a6UBKYK cBail. Bonpocbl, KoTopble HEo6X0AMMO peLlaTb B Npo-
LLecce MPOEKTUPOBaHMSA. M3BeCTHbIe MeTOAbl OMpPefeNieHNsl HecyLleil CrnocobHOCTM U UX  Hepjo-
CcTaTKu. [MHaMu4yeckMe M cTaTuUdeckue HOpMy/ibl; OMbITHAs Harpyska. OnpefeneHWe OfHOrO
HOBOr0 3aKOHa Cpe3a 3MMUPUYECKMM MyTeM. 3aBUCMMOCTb MEXJY CABUIOM cpe3a W Hanps-
XeHnem cpe3a. BBefeHVe MOHATUSA MNpPefenbHOro CABUra.

AHanus npouecca Harpysku OTAeNbHO cBau. Cnydali cBau, OMyLLEHHOM B 3epHUCTbIN
rPYHT, B C/lydae MWKOBOr0 COMPOTWUBEHUSA BEIMYMHON HOMb. 3aBUCMMOCTb MEXAY CUJION,
[e/iCTBYIOLLEN Ha CBalo, M BepTUKa/bHbIM caBuroMm. Cnyyald cBau, HaMepTBO 3a)KaToll Ha Bep-
LLNHE; 3HaYeHNe BOCMPUMUMAEMOro TPeHUst 060MI0UKM B (PYHKLMMK CXKaTuii cBan. AHanm3 Hop-
MasibHbIX HanpshKeHWl, BOSHUKAKLWMX Ha MOBEPXHOCTU 3abUTbIX U GYpeHHbIX cBaid. Omnpe-
feneHne guarpaMmbl Harpysku. MpoBepKa TeOPeTUYUECKUX Pe3yibTaToB MpU MOMOLLY 3KCMepu-
MeHTaNbHbIX AaHHbIX MaH3yep—Kaydmara, 3uag—Pusze un gp.

BblpaxxeHne (hakTOpoB Hecylleii cnocobHocTM B (hyHKUMW caBura. BsammopelicTeue
MeXAy TPeHMeM 060/I0YKU M COMPOTUBEHNEM BepLUMHbI. OMbITbl MPY MOMOLM KPYMHbIX MO-
fenbHbIX caii (1 = 200 cm) gNa uccnefoBaHWUS HeCyLeld CNocoBHOCTM OTAenbHOM cean. Cuna,
BOCMpPUHMMaeMas cBaeil, B (PYHKLUUM AMHbI cBan U caBura. O6paboTKa M OLeHKa Auarpamm
OMbITHBIX Harpy3oK cBaii.
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1. Introduction

The present paper deals with the calculation of a membrane shell shaped
according to a rotation paraboloid and centrically placed over an equilateral
triangle basis (Fig. 1). The edges of the investigated shell are supported by

Fig. 1. Paraboloid shell of revolrtion over equilateral triangle basis (perspective view)

edge beams (e. g., tie arches) lying in vertical planes, which do not resist to any
laterally directed forces. The shells in question can fairly-well be used for the
solution of different architectural problems, their calculation, however, is by
the so far known methods, exceedingly difficult.

As matters stand, it would be of some interest to introduce a method of
calculation, by the use of which the set problem could be solved within the
range of basic assumptions on calculations, but at the same time, with an accur-
acy adequate from the view-point of practice.2

2. Basic relations

During our investigations we disregard the flexural and the torsional
resistance of the shell, and we also neglect the disturbing effects between the
shell and the edge beams.

As a load upon the shell vertical distributed forces are only allowed for,
circular-symmetrically arranged with respect to the rotation-axis of the shell’s



314 P. CSONKA

middle surface. These forces are taken as being positive if pointing downwards.
The values of their intensity related to the surface-unit of the plane projection
area will be denoted by Z.

The shape of the shell’s middle surface (Fig. 2) is defined by the equation

z= —g2 k = const. 1)
2
Herein

e= - . (2)

Fig. 2. Paraboloid shell of revolution over equilateral triangle basis (orthogonal projection)

For the solution of the problem, i. e., for the determination ofinner forces
caused by given load Z = Z(g), we set out from the well-known differential
equation of shells of revolution. In the case on hand, the latter may be written
in the following form:

82F 8F 82F
AF= (3)

892 8g nep2

In the above formula F = F (q, ep)is Pucher’s stress function ofthe problem [2].
Between the function F and the basis-projections of the shell’sinner forces the
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following relations are valid (Fig. 3a)

. 11 dF 1 32F
*\e dg = 52 9@
I a 1 OF
- N, - — (4)
e e a2 ae g 8
1 :RF
f a2 992

In general, if x and y are two arbitrary directions of the basis-projection, but
perpendicular to each other, then the intensity of the x- or y-directed projec-

Fig. 3. Components of plane projection inner forces

tions of the inner forces, respectively, can be calculated in the following way
(Fig. 36):

d"F
dy2
02F
>, oy ©
2F
X2

Since the investigated shell cannot exert any lateral directed pressure on
the edge beams, it is necessary that along the sides of the triangle basis the
second derivative of the stress function, taken in the direction of the respective
lateral edge, should vanish. It follows from this condition, as well as for reasons
of symmetry, that along the sides of the basic triangle function F must be of
constant value, i. e.:

F contour — constant. (6)
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Allowing for the above, our task can be fonnularized as follows: we have
to look for a function f(r, cp) corresponding to differential equation (3), the
value of which is constant at all points of the circumference of the basic tri-
angle. If we could succeed in producing such a function, our problem could
be taken as solved, because forces characteristic for the stress-distribution of
the shell can already be computed from formulae (4) and (5).

3. Auxiliary functions to be applied

In the case of a given load function Z —Z(q) it is generally impossible
to establish the exact-stress function in aclosed form. Therefore, we have gener-
ally to resort to an approximate solution, i.e., instead of the exact stress
function F we have to be satisfied with the establishment of some approxi-
mately exact stress function F*. The latter will be produced as a combination
of auxiliary functions exactly complying with boundary condition (6).

There exists an infinite number of functions corresponding to boundary
condition (6). Such a function could be obtained, e. g., by setting up equations
of the three straight lines bordering the triangle basis in their form reduced to
zero, and by a subsequent multiplication of these equations with each other.
The equations of the three bordering straight lines are:

pcoscecp— 1=0,

p cos n —<p 1=0,
p cos 1=0.

Thus, the function in question is:

2 f4 -
V = (qcos ¢ Q COS -3—71—Cp—1 0COS —n —¢ — 1
(3

Herefrom, after some transformation:
3 1
W= — 1-1l-—p2 mmes p3COoS 3 cn.
4 ~ 4

This function vanishes along the sides of the basic triangle. The following
function has similar properties:

® = —4 {—3p3 -f- p3cos bp. (?)
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Each function resulting from a multiplication of function ® -with some
finite expression, will, of course, also comply with condition (6).

In the following we shall select from functions which could be produced
according to the above, those functions, which putinto differential equation(3)
will give loading system independent of < Such functions are e. g., the fol-
lowing:

These functions Avere produced using the method of indefinite coefficients and
exponents. In the course of the computation we allowed for the fact that

1 ” 1
COS nup *COS TH) — —2 cos (m n) <p-}-—--é-cos (m —n)m;

and we also took into consideration that expressions of the form
q' cos icp

are potential functions, thus, put into differential equation (3), they give a
result equal to zero.
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For the purpose of further calculations formulae (8) will be transformed”
that is, @ will be replaced by expression (7) and the indicated multiplications
will then be carried out. In this way we obtain the following formulae:

Thereafter, the auxiliary functions which have to be applied in the course
of the approaching procedure will be set up in the following way:

Accomplishing the substitutions here indicated, the following formulae will
be obtained for the auxiliary functions:
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The above auxiliary functions were constructed in such a way that load func-
tions complying with them according to diff. equation (3), namely the functions

20— 1,

should have a structure as simple as possible.
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4. Solution of the problem in general

In possession of the auxiliary functions introduced in paragraph 3, we
wish to apply the function series

F* —cOFO0 + cxFt -j-... + ¢, Fn (13)

as approximate stress function. Parameters c-figuring here, of course, cannot
be chosen at will. Their values must be determined in such a way that the
loading system

Z* —c0Z0 -j- GZ1+ ... -j-cnZn (14)

corresponding to stress function F* should deviate as little as possible from the
given loading system Z.

For the determination of the parameters c, in question, we have to resort
to some suitable adjustment. Since in accordance with our condition Z is only
a function of Q and the loading system Z* also depends on g only, it will be
sufficient to accomplish the adjustment along one single radius, notably along
the longest radius.

As adjustment different methods could be taken into consideration. In
such cases, e.g., if the Taylor-series of the loading system Z(q) is convergent,
and the first members of the series approach the value of Z with sufficient
accuracy, then a successive adaptation could give good results for the para-
meters c- This method could be applied in many cases also beyond the limit
of convergence.

In other cases, the method of a sectionwise adaptation seems to be the
most suitable for determing parameters c-. If we apply this method, the longest
radius branching off from the center has to be divided into (re -j- 1) sections of
equal length, and we have to set up the demand that the average value of Z*
should agree with the average value of Z along each of these sections, i. e. :

2 21
j Z*do= "fzdQ. i= 1,2, ..., e+ 1.
e=0 e=0

In this way we obtain a system of linear equations consisting of (n -j- 1) equa-
tions, and from this we can determine parameters c0,cv ..., cn.

For the sake of a more simple calculation, it may be expedient to com-
bine the above-described method with an adjustment point by point. This
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compound method is particularly simple, if the adaptation has to be accom-
plished at locus g = 0 only, thus, this being the only point at which an agree-
ment between the average value of function Z* and that of function Z is
required. From condition

[Z*Uo= [Z]e. o

which can be written in this way, the value of the parameter c0 can imme-
diately be calculated, that is:

= [2]9=0- (15)

For the determination of parameters c0, cx, ...,c, still required, the longest
radius has to be divided into n equal sections, and we have to establish the
condition, that along each of these sections the average value of Z* must agree
with the average value of Z, i. e. :

2i 2
n n
| Zz* dqg =\ Z dq, =1, 2, , n
0=0 0=0
From the so obtained n equations, the so far unknown parameters cr, c2, .. ¢n

can also be determined.

5. The solution of the problem in the case of snow load

In the above case, as well as in other cases, if the intensity of the projec-
tional load upon the shell is

Z = p = constant,

the form of the problem’s stress function is exactly the same as in the case of
a bar with a regular triangle cross section affected by pure torsion. According
to this

F =P «FO. (16)

Applying the substitution given in (11), the latter formula can also be
written in this form:

Pa3 (4 —342 —q3 cos 3<p), A7)
12k
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6. Solution of the problem in the case of dead load

In this case, as well as in other instances, if the intensity of the load upon
the shell related to the surface-unit of the middle surface at all points is

g = constant,

the intensity of the projection load can be expressed by the formula

Z=9g =gYl+ f2Q@-

In the following we introduce three alternatives for the calculation of this
important case of loading. Among these alternatives, the solution to be given
in a) is the least exact, while that to be found in c) is the most accurate.

a) Monoparametric solution

Under this circumtance the approximate stress function is produced
using one single auxiliary function only. By so doing

* = cOFO. (18)
Substituting into the above formula the value of F O given in (11), we obtain

cpaa
12fc

F*= (4-3e2-e 3cos30>), (19)

It is expedient to replace, in the above formula, the parameter cO by a
value that the average value of the loading system Z* should comply along
the longest radius with the average value of the accurate load Z, i. e.i

| Z*dg=J Zdq.
0 0

Carrying out this calculation for different values of k, as parameters cO the
values compiled in Table 1, are obtained. The last column of this Table
shows the relative values of the quadratic mean error. The value £ of
this error, as well as the values of errors figuring in the following are defined
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by the formula

The integration above-indicated was numerically accomplished, and the same
method will also be followed in the future when determining the value of G

Table 1

Data belonging to the monoparametric solution

K ®© o
0,000 1,000 00 ¢ 0,0000
0,125 1,010 32 g 0,0001
0,250 1,040 21 g 0,0337
0,375 1,087 10 g 0,0677

As is to be seen from the above tabulation, the here presented mono-
parametric solution gives results of sufficient accuracy for very oblate shells
only.

b) Biparametric solution

The approximate stress function will now be produced using two auxi-
liary functions, i.e. :
* = cOF0 + CIFv (20)

Replacing FO0 and Fx with the corresponding expressions to be found in (11)
we obtain herefrom:

F* — c°a .(4 —3p2—p3cos 3 9 -
2k

(21)
cnad .
+ -f 16 —9 R+ m £6 —8 Bcos 3 (p -|---—--- £6C0s 6 (p\.
L k 2 2

For the determination of parameters cO and cx the radius branching off
from the center should be divided into two equal parts and the sectionwise
adjustment must be used.
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Finishing the afore-mentioned calculation for different values of k, the
values compiled in Table 2a, are obtained. The last column of this Table shows
the relative value of the quadratic mean error due to the use of the ap-

proaching procedure.

Table 2a

Data belonging to the biparametric solution using a sectionu ise adjustment

K (O] c C
0,000 1,000 00 g 0,000 00 g 0,0000
0,125 0,998 79 g 0012 35 g 0,0020
0,250 0,995 57 g 0,047 82 g 0,0069
0,375 0,991 33 g 0,102 61 g 0,0126
0,500 0,987 14 g 0172 13 g 0,0177
0,625 0,983 95 g 0252 30 g 0,0214
0,750 0,982 24 g 0,340 07 g 0,0238

If for the sake of a more simple calculation instead of the sectionwise
adjustment the compound adjustment —presented in paragraph 4 — is applied
for the parameters cOand cv furthermore, for the value £ of the relative error,
the values shown in Table 2> are obtained.

Table 21>

Data belonging to the biparametric solution using a compound adjustment

K © a
0,000 1,0 g 0,000 00 ¢ 0,0000
0,125 10 g 0,011 07 g 0,0023
0,250 10 g 0,043 08 g 0,0080
0,375 10 g 0,093 32 g 0,0144
0,500 1,0 g 0,158 35 g 0,0199
0,625 10 g 0,235 10 g 0,0236
0,750 10 g 0,321 05 g 0,0257

Between the two procedures introduced here, the first one is more precise»
but, with respect to the requirements of practice, the accuracy of the second
method is, in general, also perfectly satisfactory.
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c) Triparametric solution

The approximate stress function will now be produced with the help
of three auxiliary functions, i.e. :

F* = cOF0 + clF1 + c2F2 (22)

Replacing the terms FO, Fx and F2with the corresponding expressions to be
found in (11), the above formula will obtain the following form:

F*="A  (4—3Q@— Bcos3)+

12fc
9" 16 9p4+ — p®—8qg3cos3 P+
+ -1 — — P®—0q
144fc
m®Cos 6 (b + (23)
c,a’
+ —2-— 128 — 48 06-|]--——-p8 — 96 p3 cos 3 P -f-
1728fc 2

+ 12 p®cos 695----"-g9cos9 9|.

Determining the parameters figuring in the foregoing formulae by section-
wise adjustment in such a way that the longest radius branching off from the
center should be divided into three equal parts, we obtain the values com-
piled in Table 3«.

Table 3a
Data belonging to the triparametric solution using a sectionwise adjustment

K o) a ct c

0,00 1,000 00 ¢ 0,000 00 g 0,000 00 g 0,0000
0,25 1,000 76 ¢ 0,024 29 ¢ 0,010 01 g 0,0031
0,50 1,002 49 ¢ 0,102 06 g 0,029 86 g 0,0079
0,75 1,005 07 ¢ 0233 59 g 0,045 68 g 0,0116
1,00 1,009 374 0408 06 g 0,052 93 g 0,0146
1,25 1,016 25 ¢ 0612 66 ¢ 0,052 30 g 0,0175

On the other hand, if the compound adjustment presented in paragraph 4
is applied, results shown in Table 3b are obtained.

6 Acta Tcchnica XX1X/3—4.
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Data belonging to the triparamentric solution using a compound adjustment

K

0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
125

As can be established from these Tables, from the two methods the
first one is the more exact, but the less accurate second procedure is also much

P. CSONKA

Table 3b

@

a

10g 0000 00g
FOg 0028 9 g
10g 0117 38 g
FOg 026448 g
FOg 046355
FOg 07059 g

more precise than is necessary.

Fig. 4 shows the middle surface of a paraboloid shell of revolution placed over an
equilateral triangle basis. The radius of the circle inscribed into the triangle basis isa= 10,0 m,

the total height of the shell is h = 10,0 m, and so the value of the coefficient K figuring in

Table 4

0,000 00 g
0,007 85 g
0,022 81 g
0,031 50 g
0,027 62 g
0,010 08 g

Accurate and approximate values of load

0,00
0,25
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00

z

1,00 000
1,00 778
1,03 078
1,06 800
1,11 803
1,17 925
1,25 000
1,32 877
141 421

7. Numerical example

formula (1) of the middle surface is

z*

1,00
1,00
1,02
1,06
1,12
1,18
1,26
1,32
1,35

000
737
979
792
172
878
201
662
643

while the equation of the middle surface has the form

r= kL«Z: 0,025r2

2

0,0000
0,0036
0,0095
0,0141
0,0182
0,0225

100 (2 —2)/

+0,00
-0,04
-0,10
-0,01
+0,33
+0,81
+0,96
-0,16
-4,09
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The task to he solved is the determination of the stress function pertaining to the shell
in question, furthermore, the establishment of formulae of projection inner forces in the case
of a uniformly distributed snow load

p = 75 kg/m2,
and in the instance of a dead load

g = 180 kg/m2,
respectively.
a) Snow load. — Under such circumstances formula (17) of the stress function, after

substituting the above numerical values into it, will have the following form:

75 X 10,02

12 X 0.5 (4 — 3g2— @@Bcos 3 ).

Introducing orthogonal co-ordinates shown in Fig. 6 and using notations

1= — d u~ 24
3 an a (24)

the above formula can be written in the folowing form:
F = 12500 (4 — 3|2— 3L2—f3+ 3E72).

Projection inner forces can he calculated using formula (5). The result of the calcula-
tion is:

nx=— A(l — (),
Nxy= MNyx — — 471
ny= — JI(1 + £)e
Herein
75 X 100 750 kg/m.
n~ 2h ~ 2X05

6*
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-7637

-U099

Fig. 5. Values of projection inner forces along central line AD; 1I.

I1. in the instance of dead load

Fig. 6. Values of projection inner forces along lateral edge BC; I.

I1. in the instance of dead load

in the case of snow load;

in the case of snow load;
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The values of the projection inner forces along the center-line AD, and along the lateral
edge BC, respectively, are shown in Fig. 5, and by the curve marked with | in Fig. 6, respecti-
vely. As is to be seen, the corners of the shell are affected by considerable tension. The value
of the greatest projection tensional force is 7S0 kg/m.

b) Dead load. — As the investigated shell is fairly convex, the accuracy of the mono-
parametric solution would not be sufficient, therefore, the biparametric solution should he
used. In the case on hand parameters figuring in formula (21) were taken into account,
using values to be found in Table 2a, i. e.:

c0= 0,987 14 X 180 = 177,68 kg/m2
d = 0,172 13 X 180 = 30,98 kg/m2

Substituting the above values and the geometric data of the shell into formula (21), the appro-
ximate stress function obtains the following form:

™ 177,68 X 10,03 (!3 « a 0 X
F = —]2 x 0g-—- (4 — 3p2— o03cos 3P +

30,98 X 10,03
144 X 05F(u _ 9Q@-\- 2 56— 8(@Bcos 3 P-f- pecos6 | .

Turning from polar co-ordinates to orthogonal ones and using notations (24), the formula of
the approximate stress function may he written as follows:

F* = 29 614 (4 — 3| 2— 3in— £3 + 3it]2) +
+ 430 (16 — 8£3+ 24irf— 9f4a— 18122— 9»4+ £o— 6£452+ 91 2).

Projection inner forces can be calculated using formulae (5). Their values are:

nx= — A(l — £) — B (— 8f + 6012+ 18»2+ 2i4— 18129),
ny = nyx= — Arl— H(8Y— 12ir] — 8i3» + 12ifr/3),
ny= — A(l + f)— B (8f + 18(* + 6ij2— 51+ 12s22— 3»%4).

The valu e of terms A and B figuring in the above formulae are:

cun 177,68 X 10,0

A= 1776,8 kg/m,
2k 2 X0,T 9
cl 30,98 X 10,0
e - 0 Y= 258 kg/m.
21A 21X 05

The values of projection inner forces computed by the above formulae and acting along
the center line AD, and along the lateral edge BC, respectively, are illustrated in Fig. 5, and
by the curve marked with Il to be seen in Fig. 6, respectively.

To judge the accuracy of the accomplished calculation it would be expedient to compare
the load-system Z* corresponding to the approximate solution with the accurate dead load Z
along different points of the longest radius. The results of this comparison are shown in
Table 4. As can herefrom be established, the greatest deviation between the two values of
load appeared at locus @ = 2,0, that is on the corner points. The amount of the relative quad-
ratic mean error here reached — 6,90 per cents. The calculated values of the projection inner
forces pertaining to the corner points were, in consequence of this error by 6,90 per cents,
lower than the effective accurate values. The latter are indicated in Figures 5 and 6 by small
circles.

To judge the accuracy a further good opportunity is given by the fact that the accurate
values of the projection normal forces parallel to the edge arches and acting along them can
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be computed in a primary way. The exact values of the projection inner force ny acting
along the edge arch BC is shown in Fig. 6 by the parabola drawn with a dotted line. This curve
does not considerably deviate from the curve drawn with a full line showing the result of the
approximate calculation.
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SUMMARY

The present paper deals with the calculation of a paraboloid shell of revolution cen-
trically placed over an equilateral triangle basis. The determination of the plane projection
inner forces of the shell in question is in the case of a uniformly distributed vertical loading
system exceedingly simple, but in the instance of another sort of loading serious mathe-
matical difficulties are to be met with.

A relatively simple mode of calculation is dealt with, which can he applied in the case
of circular—symmetrically-arranged vertical distributed loads — e.g., snow load, or dead
load. Although the introduced method is approximate only, its accuracy completely satisfies
practical requirements.

For producing the stress function of the problem, the paper sets out from auxiliary
functions vanishing along the circumference of the triangle base. To each of these functions
a circular—symmetrically-arranged loading system — independent of the central angle — can
be attached. The approximate stress function is produced from a combination of these auxiliary
functions in such away that the approximate loading system corresponding to the approaching
stress function should deviate as little as possible from the given loading. Therefore, the para-
meters belonging to the combination of functions in question are determined by a sectionwise,
or by a partly sectionwise and partly point by point adjustment, respectively.

The paper was completed by anumerical example. The latter proved the plain possib-
ility of the application and the sufficient accuracy of the method suggested.

EINE ROTATIONSPARABOLOIDFORMIGE SCHALE
UBER GLEICHSEITIGEM DREIECKGRUNDRISS

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Der vorliegende Aufsatz befallt sich mit der Berechnung einer rotationsparaboloidfdr-
migen, Uber einem gleichseitigen Dreieckgrundri mittig aufgebauten Membranschale. Die
Bestimmung der Schnittkraftprojektionen der zur Diskussion stehenden Schale ist im Falle
eines vertikalen, Giber die GrundriBprojektion gleichmé&Rig verteilten Belastungssystem auBerst
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einfach, wogegen man im Falle anderer Belastungen auf ernste mathematische Schwierigkeiten
stoRt.

In der Folge wird ein verhaltnismaRig einfaches Rechnungsverfahren erdrtert, welches
fur den Fall kreissymmetrisch verteilter Vertikallasten anwendbar ist. Das behandelte Ver-
fahren ist zwar ebenfalls nur anndhernd, doch entspricht dessen Genauigkeit weitgehend den
Anforderungen der praktischen Anwendung.

Zur Herstellung der Spannungsfunktion des Problems wird im Aufsatz von Hilfsfunk-
tionen ausgegangen, zu deren jeder ein kreissymmetrisch angeordnetes Belastungssystem zuge-
ordnet werden kann. Die ann&hernde Spannungsfunktion wird aus der Kombination dieser
Hilfsfunktionen auf solche Weise hergestellt, daB das der annahernden Spannungsfunktion
entsprechende Belastungssystem vom gegebenen Belastungssystem so wenig als moglich abwei-
che. Aus diesem Grunde werden die Parameter der obengenannten Funktionskombination mit
Hilfe einer abschnittsweisen, bzw. mittels einer zum Teil abschnittsweisen und zum Teil punkt-
weisen Anpassung bestimmt.

Der Aufsatz ist durch ein Zahlenbeispiel ergédnzt. Dieses rechtfertigt sowohl die ein-
fache Anwendungsmaoglichkeit wie auch die gentigende Genauigkeit des vorgeschlagenen Ver-
fahrens.

CALOTTE DE FORME PARABOLOIDE DE REVOLUTION,
CONSTRUITE SUR UN TRIANGLE EQUILATERAL

P. CSONKA

RESUME

L’étude donne le calcul d’une calotte de forme paraboloide de révolution, d’une dispo-
sition concentrique, construite sur un triangle équilatéral. La détermination des forces inté-
rieures projectives de la calotte en question est bien simple dans le cas d’un systeme de charges
verticales réguliérement réparties sur la base, mais se heurte a de graves difficultés de calcul
dans les autres formes de chargement.

L’étude propose une méthode de calcul relativement simple, applicable dans le cas de
charges verticales de répartition circulaire-symétrique (charge de neige, poids mort, etc. . .).
La méthode présentée n’a qu’un caractere approché, mais son exactitude satisfait entierement
les exigences de la pratique.

Pour établir la fonction de tension du probleme I'étude part de fonctions auxiliaires
disparaissant sur le contour de triangle, dont chacune peut étre adjointe a un systeme de charge
circulair-symétrique (indépendant de I’angle central). La fonction de tension approchée est
produite de la combinaison linéaire de ces fonctions auxiliaires, d’une fagon telle que le systéme
de charges correspondant a la fonction de tension approchée difféere le moins possible du
systéme de charges donné. Dans ce but, on détermine les parametres de la combinaison de
fonctions par un ajustement d’étape en étape, c’est-a-dire un ajustement fait en partie par éta-
pes, et en partie effectué sur certains points.

L’étude est complétée par un exemple numérique. Celui-ci démontre I’application simple
et I’exactitude satisfaisante de la méthode proposée par l’auteur.

OBO/NIOYKA B BUAE MAPABEONONAA BPALWLEHNA [HAL MJTIAHOM B BUAE]|
MPABW/IbHOIO TPEYTOJIbHUKA

Nn. YOHKA

PE3IOME

[aHHasi paboTa 3aHMMaeTCA pacyeToM MembpaHHOW 060/704KM B Buae napabonounga
BpAaLLEHUs1 LLeHTPaSIbHOro pasMelLieHnsl, MOCTPOEHHOr0 Haf MJiaHoM B BUAe MpaBWUIbHOTO Tpe-
yronbHuKa. OnpegeneHne MPOEKLUMOHHBLIX CUM HaTSXKEHUs1 paccMaTprBaemoli 060/104KMN ABNSA-
€TCSl OTHOCUTE/IbHO MPOCTbIM B C/lydae OTBECHOlM CUCTEMbl HarpysoK, paBHOMEPHO pacnpeje-
NAOLWeRca Ha NpoeKUMM OCHOBaHMWSl, 0AHAKO B MPOYUX C/y4vasxX Harpysok CTa/IKUBaeTCst
BbIYMC/IEHUAX C CEPbe3HbIMW 3aTPYAHEHUSIMU MpU.
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[aHHas paboTa 3HAaKOMWUT uMTaTeNst ¢ OTHOCUTE/IbHO MPOCTbIM BbIYUCIUTENbHBIM MeTO-
[OM, MPVYMEHUMbIM B Cflyvyae Harpy3ky OTBECHOTrO pacnpefefieHUs KpyroBOoA CUMMETPUYHON
cXeMbl (HarmpuMmep, CHeXHasi Harpyska, Harpyska OT COGCTBEHHOro Beca). MnniocTpupoBaHHbIi
MeTOJ HOCUT TakXe MPUOAMKEHHbIA XapaKTep, OAHAaKO TOYHOCTb MeTofa C M3GbITKOM
Y0BNeTBOPSeT Tpe6oBaHWUA MPaKTUKW.

CraTbsi Ansl BbIBOAA (DYHKLMMN HaMpPshKeHWs 3ajaui UCXOAUT M3 TaKMX BCMOMOraTebHbIX
(OYHKLMI, McUe3aloWmMX Ha MepuMeTpe TPEYrosibHOro OCHOBaHMUS, AN Kax[oli M3 KOTOpbIX
MOXHO MpUAaTb CUCTEMY HArpy3oK C KPyroBOi CMMMETPUYHOM CXeMoii (He3aBUCUMOL OT LieHT-
panbHoro yrna). MpubnmxeHHas QYHKUMA HanpsyKeHWS BbIBOAUTCA W3 NIMHEAHON KOMOW-
HauuMy 3TUX BCMOMOraTeNbHbIX (PYHKLUIA Takum 06pa3oM, UTOBbl CUCTeMa Harpysku, COOTBET-
CTBYIOLWLAA NPUBAMKEHHON (YHKUMM HanpshKeHWsi, OT/M4anacb, No Mepe BO3MOXHOCTW, OT
[aHHOl cucTeMbl Harpysku. [na aToli Lenv napameTpbl QYyHKLMOHATbHOW KOM6GUHALUKM onpe-
[enstTCcs CONPSHKEHMEM MO y4yacTKaM, COOTBETCTBEHHO YacTUYHO COMPsDHKEHMEM MO TOYKaM,
a YacTMYHO MO Yy4acTKam.

Pa6oTa fONOMHSeTCA YMCI0BLIM NPUMEPOM. ITOT NpMMep MOATBepPXKAaeT MPOCTOTY Mpu-
MEHEHUS U COOTBETCTBYHOLLYID TOYHOCTb PEKOMEHJOBAHHOIO MeTofa.
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RUCKSICHT AUF DIE METALLISCHEN UND
NICHTMETALLISCHEN VERUNREINIGUNGEN

DES ALUMINIUMS

A. DOMONY

KANDIDAT DER TECHN. WISSENSCHAFTEN,
FORSCHUNGSINSTITUT FUR DIE METALLINDUSTRIE, BUDAPEST

[Eingegangen am 18. Juni 1959]

Im Interesse einer genaueren Erkenntnis der Eigenschaften der Metalle
besteht eine alte Tendenz der Materialpriufer darin, an Stelle der die wahren
physikalischen Vorgdnge nicht deckenden mechanischen Kennwerte (wie z. B.
Zugfestigkeit, FlieRgrenze, Dehnungsgrenze, Héarte usw.) Malzahlen zu ent-
wickeln, die auf Grund der zeitgemé&Ben metallphysikalischen und in bezug
auf die Feinstruktur der Materie erworbenen Kenntnisse definiert werden kén-
nen. MaRzahlen dieser Art bieten ferner die Mdglichkeit, auf einzelne, bisher
unerschlossen gebliebene Zusammenh&nge zwischen Struktur, Zusammenset-
zung und Eigenschaften der Metalle hinzuweisen.

Einer der Kennwerte die auf zeitgemdfRen metallphysikalischen und me-
tallstrukturellen Begriffen beruhen, wurde von Gitrtemot und Sinay [1] erdr-
tert. Nach der Ansicht dieser Autoren kann dieBrucharbeit zur genauen Erm itt-
lung der bei der Zugfestigkeitsmessung in einem definiert geringen Querschnitt
des Metalles vor sich gehenden Vorgénge herangezogen werden. Die an der
Bruchstelle des Prufkdrpers geleistete Kontraktionsarbeit wurde dabei mit
Hilfe der folgenden Formel berechnet:

de
Ac [ [oF 2] + 4,6u8 log L &2 1 .

1+ & LLL 1+4
wo
Ac— Brucharbeit, mkg/cm2,
0e = gleichméaRige Dehnung, %,
d= ; = Kontraktion, % ,
1—x»
ag = Zugfestigkeit, kg/mm2,
dp = FlieRgrenze, kg/imm2.

Bei der Untersuchung des aufverschiedenem Wege bearbeiteten Aluminiums
begegneten wir bereits bisher zahlreichen Fé&llen, wo die anomale Gestaltung
einzelner Eigenschaften des Metalles (so z. B. Anomalien in der elektrischen
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Leitfadhigkeit, erhdhte Korrosionsempfindlichkeit, schwierige Entgasbarkeit
usw.) durch mit chemischer Analyse nachweisbare Anderungen in der Zusam-
mensetzung nicht erkldrt werden konnten. Wir beobachteten ferner einen
bedeutenden Unterschied zwischen dem Verhalten des mit metallischen Zuséat-
zen kinstlich legierten Reinstaluminiums und dem des Hittenaluminiums mit
dhnlicher chemischer Zusammensetzung. All diese Versuchsergebnisse lieRen
darauf schlieBen, daB das Huttenaluminium bei seiner Herstellung oder Bear-
beitung solche Verunreinigungen aufnehmen kann, die bisher mit Hilfe von
analytischen Verfahren nicht nachgewiesen werden konnten. Diese geringflgi-
gen Verunreinigungen kénnen aber auf die Eigenschaften des Metalles einen
entscheidenden EinfluR austben.

Die bezuglich der Brucharbeit entwickelten allgemeingiltigen Feststel-
lungen von Gittemot UNd Sinay versuchten wir nun auf Reinaluminium und
schwach legiertes Aluminium anzuwenden. Auf Grund der auf die Brucharbeit
bezuglichen theoretischen Erdrterungen war es ndmlich zu erhoffen, daB die
sich bei der Bearbeitung der Leichtmetalle zeitweise bemerkbar machenden
und bis zur Zeit noch nicht gentigend aufgeklarten Anomalien durch die Anwen-
dung der neuen MaRzahl eine Begriindung oder mindestens eine ndherungsweise
Erkldrung erhielten.

1. Die Wirkung einzelner geringflgiger metallischer Verunreinigungen
auf die Brucharbeit des Reinstaluminiums, Hittenaluminiums
und der aus E. Al—Mg—Si-Legierungen hergestellten Drédhte

Als die erste und ausfihrliche Verwendung der MaRzahl der Brucharbeit
in der Aluminiumindustrie wurden zundchst die an Leichtmetall-PreRdrahten
durchgefiihrten Messungen von Gittemot UNd Sinay [1] ergdnzt. Zu diesem
Zwecke wurden die Brucharbeiten der aus Aluminium verschiedenen Reinheits-
grades bzw. aus schwach legiertem Aluminium unter den gleichen Bedingungen
hergestellten Drédhte gemessen.

Die erste Serie wurde mit aus Reinstaluminium hergestellten Drédhten
vorgenommen. Die Legierungen mit Fe und Si wurden durch Zusatz von
Al—Si 10% bzw. Al—Fe 3% Vorlegierungen durchgefihrt.

Das zu den Proben verwendete Material wurde einheitlich, mit Hilfe
eines halbkontinuierlichen BlockgieBverfahrens zu Prefblécken mit einem
Durchmesser von 75 mm gegossen. Die PreRblécke mit gefrédster Oberflache
wurden bei einer Temperatur von 450° C 6 Stunden lang homogenisiert und
anschlieBend in einer hydraulischen Strangpresse zu Stdben mit einem Durch-
messer von 10 mm gepreBt. Ein Anteil der vorgepreften Stangen wurde 3
Stunden lang einer Warmebehandlung bei 320° C unterzogen und anschlieBend
im Ofen langsam abgekuhlt (segregierende Wadarmebehandlung); ein zweiter
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Anteil der Proben wurde 3 Stunden lang bei einer Temperatur von 520° C in
einem Ofen mit Luftzirkulation homogenisiert und sodann in kaltem W asser
abgeschreckt. Der dritte Anteil der Proben wurde in gepreftem Zustand wei-
terverarbeitet. Die Drahtproben wurden mit einer einheitlichen Ziehsteinreihe
und auf einer Einzelziehmaschine zu Drdhten mit 2,5 mm Durchmesser abge-

Tabelle 1

Brucharbeiten von Dréhten aus Beinstaluminium (Acmkg/cm2)

Material bew;mg;]g 10 mmo 6—8 mmo 25—3mm 0

99,99 Al 320° C 52 53 52
500° C

99,99 Al + Fe 0,1 320° C 50 53 55
500° C

99,99 Al + Fe 0,23 320° C 52 - 58
500° C

99,99 Al + Fe 0,3 320° C 52 — 60
500° C

99,99 Al + Fe 05 320° C 53 — 60
500° C

99,99 + Si Spur. 320° C — 53 58
350° C

64 61

99,99 + Si 0,02 320° C _ 60 55

500° C — 66 65

— — 55

99,99 + Si 0,20 320° C 50 47 51

500° C 50 60 64

— 48 50 78

99,99 + Si 0,40 320° C 48 48 53

500° C 48 55 80

— 54 51 64

99,99 + Si 0,67 320° C 52 45 57

500° C 47 57 74

— — 60

99,99 + Si 0,93 320° C 52 45 64

500° C 41 61 77

— — — 55

99,99 + Si 0,08 + Fc 0,23 320° C 55 — 54

500° C 52 — 56
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zogen. Die Brucharbeiten der Drdhte verschiedener Zusammensetzung wurden
bei Durchmessern von 8,4 und 6 mm bzw. 3 und 2,5 mm untersucht. Die Durch-
schnitte der MeRergebnisse sowie die Zusammensetzungen der untersuchten
Proben sind in Tabelle 1 angefiuhrt.

Aus der Tabelle 1 geht folgendes hervor:

1. Die Brucharbeit wird weder durch die Legierung mit geringen Men-
gen Fremdmetallen (0—0,5% Fe, 0—L0% Si) noch durch die Warmebehand-
lung — bei den Metallen, die beziglich der Zusammensetzung innerhalb der
oben angegebenen Grenzen liegen — in bedeutendem Male beeinfluflt. Eine
Ausnahme bildet die homogenisierte Probe mit einem Gehalt an Si von 1%,
wo — in Ubereinstimmung mit den fritheren Messungen von Girttemot und
Sinay [1] — bei den PrefRdrdhten eine bedeutende Abnahme der Brucharbeit
beobachtet werden konnte.

2. Durch das Kaltziehen der PreRdrédhte aus Reinstaluminium werden
die Werte der Brucharbeit bei Durchmessern von 10—2,5 mm nicht beein-
tréchtigt.

3. Bei mit Fe und Si legiertem Reinstaluminium wird die Brucharbeit
bis zu Durchmessern von 10—2,5 mm durch das Kaltziehen im allgemeinen
vergroRert.

4. Bei den mit Fe legierten Proben Ubt die Wéarmebehandlung der PreR3-
drdhte auf die Brucharbeit der kaltgezogenen Dréhte keinen Einfluf aus.

5. Bei den mit Si legierten Metallen macht sich die Wirkung der Wéarme-
behandlung von PrefRdrédhten hei den kalt gezogenen Drdhten bemerkbar. Die
Brucharbeit der aus homogenisiertem PreRdraht gezogenen Dréhte ist gréfRer
als die der heterogenisierten Drdahte.

6. Durch das in fester Ldosung befindliche Si wird die Brucharbeit der
Metalle nach du der Warmebehandlung folgenden Kaltbearbeitung in héherem
M aRe als durch die Silizium- oder Eisenaluminidausscheidungen erhdht.

Tabelle 2

Brucharbeiten von Dréhten aus Hittenaluminium (A cmkg/ernd)

Fertiggezogene r

. Draht mit

Material gegfe{{{e’? OStab Durchmesser

zwischen

2und 4 mm
99,99% Al 52 52
99,5% Al 44,5 48
99,5% Al in Vakuum geschmolzen 53,4 —

99,5% Al aus Aluminiumspénen
gepreBter Stab (oxydischer Stab) 35,2 -
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In Tabelle 2 wurden die Brueharbeiten der aus Reinstaluminium und aus
Huttenaluminium mit 99,5% Reinheitsgrad hergestellten PreRdréhte und der
aus diesen durch Kaltziehen hergestellten Drédhte mit Durchmessern von 2—4
mm miteinander verglichen. Die Untersuchungen wurden nicht nur mit Draht-
proben, die in der oben beschriebenen Weise im Laboratorium hergestellt wer-
den sind, sondern im Falle des Hittenaluminiums auch mit Proben, die aus
der Erzeugung im GroRbetrieb hervorgingen, durchgefihrt. Unsere Messungen
wurden ferner auch mit den MeRergebnissen ergénzt, die wir an PreRdréhten
erhielten, die einerseits aus einem in einem Yakuumofen umgeschmolzcnen Hiit-
tenaluminiumblock, andererseits aus oxydischen Spé&nen durch Warmpressen
hergestellt worden sind.

Nach denin der Tabelle 2 zusammengefalRten Ergebnissen wird die Bruch-
arbeit des Fertigdrahtes auch bei dem Hiuttenaluminium durch das Kaltzie-
hen erhéht. Die Brucharbeiten des Prefdrahtes sowie des kaltgezogenen Hut-
tenaluminiumdrahtes sind aber geringer als die des Reinstaluminiums. Die
Brucharbeit des PreRdrahtes, der aus im Yakuum umgeschmolzenem Hiutten-
aluminium hergestellt worden ist, ist der des Reinstaluminiums geich. Dem-
gegenlber nimmt der Wert der Brucharbeit bei dem aus oxydischen Spénen
geprelten Draht bedeutend ab.

Wir untersuchten ferner auch die Ausbildung der Brucharbeit der aus
mit verschiedenen Mengen an Mg2Si legierten Hittenaluminium hergestellten
PreB- und Fertigdrdhte. Bei den Proben wurden auch die bei der Herstellung
der Al—Mg—Si-Leitungsdréhte Ublichen Waéarmebehandlungen zur Warm-
ausscheidung mit bertcksichtigt. Die Ergebnisse der teils aus dem Laborato-
rium, teils aus GroBbetrieb stammenden Proben wurden in Tabelle 3 zusam-
mengefalt.

Aus der Tabelle geht hervor, da durch eine groRere Menge an Mg3Si
die Brucharbeit der PreRdrahte — unabh&ngig von der Wé&rmebehandlung —

Tabelle 3

Brueharbeiten von Al— Mg—Si-Drahten aus Huttenaluminium-Basis (A cmkg/cm2)

Zusammensetzung Geprefiter Draht Fertig-
in %-en 8—10 mm O Fertig- gezogener
Material gezogener warm aus-
In ge- In homo- ) I33raht geBértr?ter
" resstem enisiertem 2—3mm 0 raht
Mg Si Fe a9 Zhsand 2—3mm o
Konduktal 0,16 0,10 0,23 45 47 51
Klassisches
Aldrey 0,40 0,51 0,23 32 29 43 50
Aludur 0,65 0,62 0,25 — — 38 46
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im Vergleich zu dem Hittenaluminium vermindert wird. Durch das Kaltziehen
und die letzte AnlaBwéarmebehandlung wird die Brucharbeit erhéht. Die die
Brucharbeit erniedrigende Wirkung einer gréReren Menge an Mg2Si macht sich
jedoch selbst nach dem der homogenisierenden Wéarmebehandlung folgenden
Kaltzug und Ausscheidungsglihen geltend. Das in Ldsung gegangene Mg2Si
weist nach dem der Homogenisierung folgenden Kaltziehen eine dem geldsten
Silizium entgegengesetzte Wirkung auf. Nach unserer Vorstellung dirfte diese
Erscheinung auf die du Gitterspannung erhéhende Wirkung des in duBerst fei-
ner Dispersion ausgeschiedenen Mg2Si zuriickgefiuhrt werden. Fir die Bekréafti-
gung unserer Ansicht durfte auch der Umstand sprechen, daR die Brucharbeit
durch die Ausscheidungsglihung — die auf das Metall eine Anlalwirkung und
auf die Mg2Si-Ausscheidungen eine in einem gewissen Grad agglomerierende
Wirkung ausiibt — zunimmt.

Bezuglich der bisher durchgefuhrten Untersuchungen wollen wir bemer-
ken, daB in den Tabellen die Mittelwerte unserer Messungen angefithrt worden
sind. Die einzelnen Messungen wiesen untereinander eine starke Streuung auf
(der Extremwert der Streuung betrug +H % )- Aus diesem Grunde kann aus
den angefihrten MelRergebnissen mehr auf eine Tendenz der Erscheinungen als
auf zahlenmé&Rige W erte geschlossen werden.

Aus einem Vergleich der Durchschnitte der Brucharbeiten, die an Prel3-
drédhten aus Aluminium verschiedener Zusammensetzung und an kaltgezoge-
nen Aluminiumdrdhten gemessen wurden, kénnen jedoch die folgenden Fest-
stellungen gemacht werden:

1. Die Brucharbeit des Reinstaluminiums sowie die des mit geringen
Mengen Eisen und Silizium (in der GrdBenordnung von 0,1%) legierten
Reinstaluminiums ist sowohl in gepreftem wie auch in gepreftem und
kaltgezogenem Zustande groéfRer als die des in gleicher Weise behandel-
ten Hiittenaluminiums. Durch die dem Reinstaluminium zugesetzten gerin-
gen Mengen einzelner Legierungsmetalle wird die Brucharbeit des kaltverform -
ten Stoffes entweder erhdht oder aber nicht verdndert.

2. Die Brucharbeit des Hittenaluminiums wird in bedeutendem Male
durch diejenigen Verunreinigungen (wie z. B. Si oder Mg2Si) beeinfluf3t, die sich
im Gitter l6sen bzw. in einer dulRerst feinen Dispersion im Gitter ausgeschieden
die Gitterspannung zu erhdhen vermdgen.

2. EinfluR der Aluminiumoxyd-Verunreinigungen auf die Brucharbeit
des Aluminiums

Im weiteren Verlaufe unserer Versuche wurden die Brucharbeiten unter-
sucht, die an Stdben gemessen wurden, die aus Reinstaluminium sowie aus ega-
lisierten Huttenmetallchargen verschiedenen Ursprungs aber nahe der gleichen
chemischen Zusammensetzung gegossen wurden und deren Durchmesser 7 mm
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betrug. Bei allen Untersuchungen erfolgte das Schmelzen der Metalle in einem
elektrischen Ofen mit Widerstandsheizung, bei einer Schmelztemperatur von
710—720° C und bei einer GieBtemperatur von 690—700° C.

Die Proben wurden in eine kalte Kokille aus GuBeisen, nach Abb. 1,
gegossen. Wegen der starken Streuung der an den einzelnen Probestdben gemes-
senen Werte beziehen sich die mitgeteilten Werte auf den Durchschnitt von
10—50 Einzelmessungen.

Nach den Ergebnissen der Tabelle 4 st die groRere Brucharbeit des
Reinstaluminiums sowie die des mit metallischen Zusédtzen schwach legierten
Reinstaluminiums im Vergleich mit dem Hiuttenaluminium auch hier augen-
fallig. Es ist ferner auch interessant, in welchem MaRe sich der Durchschnitt
der Brucharbeiten von Hiuttenaluminiumchargen verschiedenen Ursprungs
&ndert. Die Abweichungen in der Brucharbeit bei den einzelnen egalisierten
Huttenaluminiumchargen von nahezu gleicher chemischer Zusammensetzung
kénnen durch die analytisch ermittelte Zusammensetzung der Metalle nicht
begriindet werden.

Zur Erklarung der bei den Hittenmetallen beobachteten groRen Abwei-
chungen in der Brucharbeit versuchten wir, die Metalle mit Aluminiumoxyd
zu verunreinigen. Die Zuflihrung des Oxyds erfolgte in seinerreaktionsfahig-
sten Form, indem der Schmelze anodisch oxydierte Blechstiicke zugefihrt
wurden. Die Schmelztemperatur sowie die Temperatur der Probenahme betrug
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Tabelle 4

Brucharbeiten von aus Reinstaluminium sowie aus egalisierten Huttenaluminiumchargen gegossenen
Proben mit 7 mm Durchmesser (A c mkg/cm2

(Jede einzelne Charge im Laboratoriumsofen umgesctmolzcn)

Zusammensetzung Bruch-
Fe Si Ti arbeit
Umgeschmolzene Massel aus Reinstaluminium 0,003 0,002 - 26-30
Mit Fe -f- Si venirreinigtes Reinstaluminium 0,1 0,1 — 25
Mit £i veruneinigtes lie-insta'un iiiiimi 0,006 0,4 — 25
Durchschnitt aus zehn verschiedenen egalisierten
Hittermetallen mit einem Reinheitsgrad ven
69,i% Al — — — 19,5
Metall | (egalisiertes Huttenmetall) 0,20 0,15 0,013 20
Metall U (egalisiertes Hiitteniretall) 0,22 0,18 0,010 18
Metall Y (egalisiertes Huttenmetall) 0,18 0,20 0,010 16
Ein egalisiertes, ausldndisches Hittenmetall, das
nach unserer Kenntnis 18 Stunden im Abstehofen
verweilte 0.23 0,11 0,023 24,1

auch hier 720 bzw. 690° C. Die mit Oxyd verunreinigten Chargen wurden nach
der Entnahme von Proben mit entsprechender Menge von oxydlésenden Reini-
gungssalzen (40% NacCl -f- 40% KCI % 20% Na3AlF6) gereinigt, eine Stunde
abstehen gelassen, abermals mit Salz gereinigt, und die neueren Proben wurden
nach dem Abschlacken bei einer Temperatur von 690° C enthommen.

Tabelle 5

Wirkung des Zusatzes von Verunreinigungen und des nachtraglichen Reinigens aufdie Brucharbeiten
der aus Reinstaluminium und aus Hittenaluminium gegossenen Probestdabe (A c mkg/cm2

Mit Oxyd ver-
Urspriinglicher ~ Mit Oxyd ver- unreinigtes
GUE unreinigtes und nachtréag-
Metall lich %/leremlgtes
etall
Reinstaluminium 26 26 30
Hittenaluminium 16 10 12

Aus einem Vergleich der in Tabelle 5 angefliihrten Ergebnisse kann es
festgestellt werden, dall durch den Zusatz von Blechen mit oxydierter Ober-
flache bzw. durch das nachtrdgliche Reinigen die Brucharbeit des Reinstalu-
miniums kaum beeintrdchtigt wurde. Die Ergebnisse lagen innerhalb der
Streuungsgrenzen der Messungen. Demgegeniuber wurde die Brucharbeit durch
Versetzen des Huttenmetalls mit oxydiscben Blechen in bedeutendem Male
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erniedrigt. Die Verschlechterung der Brucharbeit konnte durch das Reiningen
der Metallschmelze nicht kompensiert werden.

Die gegossenen Priifstdbe wurden auch einer heterogenisierenden W éarme-
behandlung unterzogen, indem sie 3 Stunden lang bei einer Temperatur von
320° C gehalten und anschlieBend langsam abgekihlt wurden. W ahrend die
Brucharbeit bei allen Proben des Reinstaluminiums ungefdhr die gleiche blieb,
wurden die Werte der Brucharbeit bei den Proben aus Huttenaluminium durch
die Warmebehandlung verbessert, wobei jedoch die Wirkung der oxydischen
Verunreinigungen und der nachtrdglichen Reinigung auch so zur Geltung kam.

Eine dem MaR der dem Huttenaluminium zugesetzten Oxyd-Verunreini-
gung dhnliche Anderung der Brucharbeit wurde auch bei den einigen Proben
beobachtet, die an einem Ofen mit normalem Gang oder aber einem Uber-
hitzten [2], verschlammten Ofen entnommenen Metallen bzw. an Proben
gemessen wurden, die aus diesen Chargen nach der Egalisierung gegossen wor-
den sind (siehe Tabelle 6).

Tabelle 6

Brucharbeiten, gemessen an Probestdben, die nach dem Umschmelzen von Rohmasseln aus 99,5%
Aluminium gegossen worden sind. Das Aluminium stammte aus unter verschiedenen Bedingungen
arbeitenden Ofen bzw. aus egalisierten Chargen (Ac mkg/cm2

Rohmetall Egﬂgﬁﬁtes

Metalle, die aus verschlammten Wan-

nen mit unausgeglichenen Arbeits-

bedingungen stammen 6,2 10,5
Metalle aus einer Wanne mit korrigier-

ten Arbeitsbedingungen 14,3 17,6
Metalle aus einer Wanne mit norma-

lem Arbeitsgang 15,3 19,5

Auch die geringen Werte der Brucharbeit, die an dem einem Ofen mit
unausgeglichenen Betriebsbedingungen entnommenen Metall gemessen wurden,

scheinen daflr zu sprechen, dafl das Aluminium — in &hnlicher Weise wie bei
den friheren Versuchen — mit einem die Brucharbeit in hohem Male erniedri-
genden nichtmetallischen Stoff — mutmaRlicherweise mit irgendeinem im

Metall fein dispergiertem Oxyd — verunreinigt wurde.

Grobere Ausscheidungen oder sonstige metallische Verunreinigungen ver-
mdgen nicht — wie wir es bereits sahen — den Wert der Brucharbeit in diesem
MafRe zu verschlechtern.

Unsere Annahme, wonach die Brucharbeit des Hittenaluminiums durch
irgendeine in das Metall bereits bei seiner Herstellung hineingeschlcppte nicht-

7 Acta Technica XXIX/3—4.
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metallische Verunreinigung verringert wird, scheinen auch die Ergebnisse zu
bekréaftigen, die wir bei unseren in anderer Richtung vorgenommenen Unter-
suchungen erhielten.

Bei unseren friheren, der Verbesserung der elektrischen Leitfdhigkeit des
Aluminiums dienenden Arbeiten begegneten wir des 6fteren solchen schlechten
W erten, die weder durch die Zusammensetzung des Metalles noch durch erzeu-

Abb. 2. Apparat zur Bestimmung der Viskositat bzw. der FlieBzeit von geschmolzenem
Aluminium

gungstechnologische Vorgdnge erklart werden konnten [2, 3, 4]. Die bei der
elektrischen Leitfadhigkeit der einzelnen Chargen beobachteten Anomalien
begriundeten wir damit, dal »das im unausgeglichenen Ofengang hergestellte
Metall &uBerst fein verteilte, nahezu in fester L&ésung befindliche Verunreini-
gungen (z. B.Oxyde, Karbide usw.) enthdlt, die die elektrischen Eigenschaften
und auch die Festigkeit des Metalles beeinflussen« [3]. Beim Abstehenlassen
bzw. bei der Reinigung mit Salz oder Schwefelchloriir der Schmelze beobachte-
ten wir, dall diese »Verunreinigungen nachtréglich entweder berhaupt nicht
oder aber nur duflerst schwierig entfernt werden konnten« [2].

Unsere Annahme wurde auch durch die Ergebnisse der betrieblichen
Untersuchungen bekraftigt. Nach den statistischen Daten uUber die elektrische
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Leitfahigkeit und Festigkeit der aus verschiedenen Hiitten und aus Metallen mit
nahezu der gleichen Zusammensetzung mit der gleichen Technologie herge-
stellten Dréhte ist die elektrische Leitfdhigkeit der aus dem Betrieb mit aus-
geglichenem Ofengang stammenden Metalle um 0,2—0,4 Siemens besser, wobei
ihre Festigkeit um 1 kg/mm2 geringer ist. Der GroBteil der Metalle, deren
schlechte Leitfahigkeit mit der Zusammensetzung der einzelnen Metallchargen
nicht erklart werden konnte, stammte aus Uberhitzten, verschlammten Ofen.

Nach unserer Vorstellung konnte das Metall in diesen Ofen in dem Mo-
ment seiner Entstehung mit irgendeiner Aluminiumoxyd-Modifikation unter

Zeicen  Ac
mkg/mm b)
A 153
B 195

Abstehzeit Stunde

Abb. 3. Die mit Hilfe des in Abb. 2 dargestellten Apparates gemessenen FlieRzeiten und die
Werte der Brucharbeit in Abh&ngigkeit von der Abstehzeit (nach Laar [5])

a) Metall aus einer Wanne mit ausgeglichenem Ofengang
b) Metalle aus Wannen mit unausgeglichenem Ofengang

anderen Bedingungen als in den Ofen mit ausgeglichenem, normalem Gang in
Berihrung kommen.

Ahnliche Erscheinungen wurden beobachtet, als die Viskositdt [6] und
die Entgasbarkeit der Huttenmetalle in Abh&ngigkeit von der Abstehzeit unter-
sucht wurde. Die Diunnflissigkeit des geschmolzenen Metalls wurde von
Laar [5] mit Hilfe einer dem umgekehrten Englerschen Viskosimeter dhnlichen
Versuchsanordnung (siehe Abb. 2) gemessen. Die Festigkeitseigenschaften wur-
den von ihm an Probestdben, die in Kokillen nach Abb. 1 gegossen worden
sind, gemessen.

Nach den MeRergebnissen kénnen die aus den Aluminiumhitten erhalte-
nen Metalle — unabh&ngig von der scheinbaren chemischen Zusammenset-

7*
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zung — in zwei Typen eingereiht werden. Bei der einen Art geht die Erniedri-
gung der Viskositdt und die Verbesserung der gemessenen physikalischen und
mechanischen Eigenschaften bei der Abstehung rasch vor sich. Bei der anderen
Art gehen diese Verdnderungen hingegen nur &uflerst langsam vor sich. Es
konnte im allgemeinen beobachtet werden, dall die Metalle, die den Gberhitzten
Ofen mit unausgeglichenen Betriebsbedingungen entstammten, dem zweiten
Typ angehdrten (siehe Abb. 3).

Auch konnten wir beobachten, daR sich die gasvolumetrischen Mylius-
Zahlen, die in einer 3,5%igen Salzsdure an aus rohen Hittenaluminiummas-
seln ausgeschnittenen Prismen mit polierten Fldchen und Abmessungen von
30 X 10 X 10 mm gemessen wurden, voneinander in hohem Male unterschieden,
wenn die Blocke mit nahe der gleichen Zusammensetzung aus Ofen mit unter-
schiedlichem Ofengang stammten.

Tabelle 7

. Waérmebehandelt Wéarmebehandelt
Rohes Prisma bei 380° C bei 500° C
Ursprung des Metalls

c¢m3 Hj/60 Minuten

Durchschnitt von Proben, die aus Wannen mit nor-
malem Hduttengang stammen 18,4 1,8 1,2

Durchschnitt von Proben, die aus Wannen mit un-
ausgeglichenem Ofengang stammen 35,9 4.3 3,2

In Tabelle 7 wurden die Ergebnisse der Mylius-Zahlen miteinander ver-
glichen, die an den der gleichen Wé&rmebehandlung unterworfenen rohen Metall-
prismen mit nahe der gleichen Zusammensetzung gemessen wurden, die aber
teilweise mit normalem, teilweise mit unausgeglichenem Ofengang hergestellt
worden sind.

Aus der Tabelle geht es deutlich hervor, daB die den Ofen mit unaus-
geglichenen Betriebsbedingungen entstammenden rohen Metalle ein hdheres
W asserstoffentwicklungsvermdgen aufweisen. Nach der Wéarmebehandlung
geht jedoch das W asserstoffentwicklungsvermdégen in hohem MalRe zuriick, ein
Zeichen dafur, daB bei der Warmebehandlung in der Struktur des Metalls
wesentliche Verdnderungen vor sich gehen. Mit Hilfe des Lichtmikroskops
konnten in der Struktur der Metalle weder in rohem noch in w&rmebehandel-
tem Zustande irgendwelche Unterschiede sichergestellt werden, ob nun die
Metalle aus Wannen mit normalem oder unausgeglichenem Ofengang her-
rihrten.

Auf Grund unserer Untersuchungen kamen wir zu der SchluRRfolgerung,
daBR das Aluminium bei seiner Herstellung bzw. Bearbeitung mit analytisch
noch nicht nachgewiesenen Stoffen verunreinigt werden kann. Bei der Prifung
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des Hittenmetalls auf seinen Gehalt an S, N, F, C, P, K [4, 7] wurde es besta-
tigt, dall die Gegenwart dieser Stoffe (in Mengen von 0,001%) fiur das anomale
Verhalten der einzelnen Aluminiumchargen nicht verantwortlich ist. Obschon
die Ca- und Na-Analysen bei einzelnen Proben eine Anreicherung um eine
GroRenordnung aufwiesen, stand auch dieser Umstand mit dem anomalen Ver-
halten des Metalls in keinerlei enger Beziehung [4, 6]. Es konnte ferner nicht
eindeutig sichergestellt werden, ob sich diese Verunreinigungen im Aluminium
in metallischer Form oder in Form von Oxyden vorfinden. Im Falle des Kal-
ziums wurde durch die spektroskopischen Untersuchungen die letztere Mdg-
lichkeit unterstitzt [6].

Das metallische Aluminium kann im Laufe seiner Darstellung und Beaf-
beitung — unter den verschiedensten Bedingungen — mit Aluminiumoxyd-
bzw. Aluminiumhydroxydverbindungen in Beruhrung kommen. Die Bestim-
mung der im Aluminium vorhandenen Oxyde wird aber zur Zeit mit Hilfe von
nur recht unvollkommenen Verfahren vorgenommen. Bis zur Zeit stehen noch
keine entsprechenden und zuverldssigen analytischen Verfahren zur Verfliigung,
mit Hilfe deren die Mengen der im Aluminium gegenwértigen Oxyde mit recht
unterschiedlichen Eigenschaften auch nur anndhernd bestimmt werden kdnn-
ten. Zu diesem Zweck sind die bekannten chemischen Methoden selbst nach
der Ansicht der Autoren recht unsicher [8]. Auch die mikroskopischen Unter-
suchungen erwiesen sich zu diesem Zweck als ziemlich ungeeignet [9]. In jung-
ster Zeit wurde von Novotny UNd Ponanito [8] der Versuch gemacht, durch
die réntgenstrukturelle Untersuchung der nach dem Ldsen des Metalls zurlck-
bleibenden Oxydrickstande diese Frage zu kldren. Der gréfRte Nachteil dieser
Methode besteht — selbst nach der eigenen Ansicht dieser Autoren — darin,
dall die von der Oberflache des Metalls herrihrenden und die im Inneren des
Metalles befindlichen fein dispergierten Oxyde nicht auseinandergehalten wer-
den kdnnen. Eine weitere Schwierigkeit erwdchst dadurch, dal die urspriing-
lichen Aluminiumoxyd-Modifikationen unter der Wirkung von chemischen und
thermischen Energien ihre Struktur verdndern. Novotny und Ponahlo konnten
jedoch die folgenden Feststellungen machen:

1. Bei verschiedenen Proben des Hittenaluminiums liegen in der Struk-
tur und der Menge des Aluminiumoxyds bedeutende Unterschiede vor.

2. Das im Metall befindliche feinverteilte Aluminiumoxyd erwies sich im
Groliteil als eine reaktionsfdhige Modifikation des Aluminiumoxyds.

3. Wurde der Metallschmelze fein verteilter a-Korund zugesetzt, so
erschien neben amorphem Aluminiumoxyd und a-Korund auch eine geringe
Menge y-Aluminiumoxyd.

4. Die verschiedenen Aluminiumoxyd- und Oxyhydrat-Modifikationen
erleiden im Kontakt mit dem flissigen Metall strukturelle Verdnderungen.

Es liegen jedoch keine Angaben darliber vor, ob das metallische Alumi-
nium in festem Zustand, bei oder Uber seinem Schmelzpunkte, irgendwelche
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Sauerstoffverbindungen des Aluminiums zu lésen oder in sein Gitter ein-
zubauen vermag. Es fehlen ferner Beobachtungen auch daruber, in welcher
Weise die OH-lonen, die aus der Zersetzung der mit dem Aluminiummetall
in Kontakt stehenden Aluminiumoxyhydrate entstehen, mit dem Metall
reagieren und in welcher Weise sie die physikalischen und mechanischen Eigen-
schaften des Metalls verdndern. In Ermangelung genauerer Daten bildete sich
die allgemeine Auffassung aus, dall das geschmolzene Metall jegliche Art der
mit ihm in Kontakt stehenden Aluminiumoxyde oder Oxyhydrate zu a-Korund
umsetzt. Dabei liegt der a-Korund im Metall in Form von Einschliussen als
kleiner oder groRerer Fremdkdrper vor.

D iese Ansicht wurde zuerst von Zeerleder und Irmann [10, 11] wider-
legt, und zwar auf Grund der Erfahrungen, die genannte Autoren bei der aus-
fahrlichen Untersuchung der in der von ihnen entdeckten Pulvermetallurgie
des gesinterten Aluminiums vor sich gehenden Reaktionen machten. Diese
Autoren beobachteten ndmlich bei der Untersuchung der Sinterung von mit
Oxydhaut verschiedener Dicke und Struktur bedeckten Aluminiumpulvern,
dal das Aluminium unter der Wirkung von Druck und Wé&rme mit der Oxyd-
haut in Reaktion tritt. Diese Erkenntnis diente als Grundlage zur Begrindung
der bei den gesinterten Aluminiumpulverkdérpern beobachteten Erscheinungen.
Bei dem dem Sintern folgenden Warmpressen kommt unter der Wirkung von
Druck und Wé&rme — trotz der an der Oberfldche der einzelnen Aluminium-
teilchen vorhandenen und dem metallischen Verschweiflen entgegenwirkenden
Oxydhaut — eine feste Bindung zustande. Die Oxydhaut der miteinander in
Berlhrung befindlichen Teilchen reift unter den Bedingungen der Sinterung
auf. Das mit dem metallischen Aluminium in Beriuhrung stehende, fein disper-
gierte Aluminiumoxyd zersetzt sich dabei unter der Wirkung von Druck und
W drme in eine Subverbindung des Aluminiums. Nach dem Aufhéren der Ein-
wirkung von &duBeren Energien erfolgt eine Disproportionierung des Suboxyds
in Aluminiumoxyd und metallisches Aluminium. Das metallische Zusammen-
schweiflen wird durch das derart entstandene &uBerst fein verteilte Alumi-
nium gesichert. Die Vergroberung der einzelnen Kristalle wird durch das an
der Grenze der Aluminiumpulverteilchen in &duferst feiner Verteilung angela-
gerte Oxyd verhindert [11, 12]. Nach Seith und Lipmann [13] disproportio-
niert die die Oberflache des Aluminiumpulvers deckende Oxydhaut unter der
W irkung von Druck und Warme. Das duBerst fein verteilte Oxyd findet sieh
im Metall gleichsam als eine Ldsung vor, wodurch die Rekristallisation der
gesinterten Aluminiumpulverteile verhindert wird.

Unsere in Zusammenhang mit der Kaltschweifung desAluminiums durch-
gefuhrten Versuche scheinen ebenfalls die obigen Ansichten zu bekréftigen.

Von Varga [14] wurden Aluminiumstdbe mit einem Durchmesser von
10 mm mit Hilfe eines Werkzeuges nach Abb. 4 unter einem Druck von 50
kg/mm2durch Kaltschweifung vereinigt. Bei der Kaltschweifung von Stdben,
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die an ihren Oberflachen mit einer naturlichen Oxydhaut bedeckt waren, konn-
ten die feinverteilten Oxydteilchen, an Schliffen unter dem Mikroskop, in der
Naht entdeckt werden. Unter der Wirkung einer 24stiindigen W éarmebehand-
lung im Vakuum lésten aber die wachsenden Kristallite des rekristallisierenden
Metalls die fein dispergierten Oxydteilchen entweder auf oder aber bauten sie
diese in einen duBerst dispersen Zustand ein, so da die Gegenwart der Oxyd-

Abb. 4. Vorrichtung zur Kaltschweifung von Aluminiumstaben

teilchen mit Hilfe des Lichtmikroskops nicht mehr nachgewiesen werden konnte
(siehe Abb. 5/a und 5/b).

Demgebentber konnten wir nach der Kaltschweifung von Stdben mit
anodisch oxydierter Oberflache die verhdltnismé&Rig grofRen Plattchen der zer-
brochenen Oxydhaut in den von der Naht verfertigten Schliffen unter dem
Mikroskop entdecken (siehe Abb. 6).

Wurde der Schliff von der Naht der durch Kaltschweilen hergestellten
Proben unter Vakuum und an der Luft bei einer Temperatur von 550° C 72
Stunden lang gegliiht, so wurde weder die Form noch die GroRe des Oxyd-
plattchens verdndert. Auch die obigen Versuche sprechen dafiir, daB das Metall
mit dem fein verteilten Aluminiumoxyd in Reaktion treten kann.

Auf Grund des vorangehenden kann in dem Metall auch eine duBerst fein
verteilte Aluminiumoxyd-Modifikation, in geldstem oder beinahe geldstem
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Abb. 5. Querschnitte der kaltgeschweiRten Nahte von mit natlrlicher Oxydhaut bedeckten
Stdben
a) Nach kalter Schweifung und vor Warmebehandlung (VergroRerung 400 X)
b) Nach Warmebehandlung bei 500° C (VergréBerung 400 X)
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Zustande, erscheinen, die sich in die Struktur des Metalls einbauen oder mit
dem Metall in Reaktion treten kann. Es erscheint als wahrscheinlich, daB d as
Erscheinen des fein verteilten Oxyds durch die Gegenwart einzelner Legierungs-
metalle beférdert wird. Wir konnen dabei in erster Linie daran denken, daB
beim Legieren mit dem Legierungsmetall geringe Mengen an Metalloxyd in die
Metallschmelze hineingeschleppt werden. Das M etalloxyd kana hierbei mit dem
Aluminium eine aluminothermische Reaktion eingehen, und als Ergebnis'dieser

Abb. 6. Querschnitt der kaltgeschweiften N&hte von Stiben mit anodisch oxydierter Ober-
flache (VergroBerung 400 X)

Reaktion kann irgendwelche Art eines dufRerst fein verteilten Aluminiumoxyds
auftreten. Der Verlauf &hnlicher Reaktionen bei der Sinterung von Aluminium-
und Metallpulvern, unter der gleichzeitigen Einwirkung von Druck und méaRiger
Wiéarme (400—600° C), wurde bereits von Coke [15] beobachtet.

Nach Beleckij [16] soll das Aluminium eine Tendenz haben, in sauer-
stoffarmer Atmosphdre zwei- bzw. einwertige Suboxyde zu bilden. Diese Sub-
oxyde setzen sich erst in der Gegenwart von weiteren Mengen an Sauerstoff
in Aluminiumtrioxyd um. Bei einem Mangel an Sauerstoff disproportionieren
hingegen diese Suboxyde in Aluminium und Aluminiumtrioxyd. Die Reaktions-
produkte, die bei der Vakuumglihung eines Gemenges aus metallischem Alu-
minium und Aluminiumoxyd erhalten worden sind, wurden von Hoch und
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Johnston [17] untersucht, wobei auch die Gittorkonstanten der entstandenen
Subverbindungen des Aluminiums (A120 és A10) ermittelt wurden. DemgemaéR
betrdgt die Gitterkonstante des bei niedrigerer Temperatur (zwischen 1050—
1500° C) mit kubischer Struktur entstehenden AlaO 4,98 A, die von der
Gitterkonstante des Aluminiums (4,04 4) um nicht ganz 25% abweicht. Durch
die relativ geringe Abweichung der Gitterkonstanten wird es ermdglicht, dal
sich das Suboxyd in das Gitter des Aluminiums einbaue oder aber entlang der
Fehlstellen des Gitters anhé&ufe.

Beziiglich der Ldslichkeit des Suboxyds im Aluminium fanden wir nur
einen einzigen Hinweis. INach den Erfahrungen von Wfbb und Forgeng [18]
weist das mit einer wenig W asserdampf enthaltenden W asserstoffatmosphare
in Beruhrung stehende metallische Aluminium bei 1300° G eine starke Subli-
mation aufund lagert sich an den kélteren Stellen der Versuchsapparatur mit-
samt den kleinen Aluminiumkugeln enthaltenden Aluminiumoxydkristallen
(Saphir) ab. Der Verlauf der Reaktionen wird von Webb und Forgeng in der
W eise erklért, dal das melallische Aluminium unter der gleichzeitigen Wirkung
von Wasserstoff und Feuchtigkeit Subverbindungen des Aluminiums bildet.
Es wurde von den genannten Autoren auch festgestellt, daB das a" den kélte-
ren Stellen der Versuchsapparatur abgeschiedene metallische Aluminium auch
Suboxydgase adsorbiert.

All diese neueren Erkenntnisse lassen die SchluRfolgerung zu, dafl das
metallische Aluminium und die sauerstoffhaltigen Aluminiumverbindungen
— insbesondere bei hoheren Temperaturen — eine Wechselwirkung aufeinan-
der ausliben. Der genaue Verlauf der Reaktionen und die Wirkung dieser
Reaktionen auf die Eigenschaften des Metalls sind — in Ermangelung entspre-
chender experimenteller Methoden — zur Zeit bis in die Einzelheiten noch
unbekannt. Durch die unterschiedlichen Eigenschaften und Verhalten der zahl-
reichen Aluminiumoxyd und Oxyhvdrat-Modifikationen wird das Problem
noch weiter verwickelt.

Nach Nowotny und Ponahlo [8] soll sogar das stabilste Aluminium-
oxyd (a-Korund) zur Zersetzung neigen, obwohl seine Strukturformel, auf
Grund einer Mitteilung von Heyd [19], dem wahren stabilen Sesquioxyd des
Aluminiums entspricht. Demgegeniber wird das y-Al20 3 das reaktionsfdhiger
als der Korund ist, von Heyd als ein Aluminiumaluminat mit ionischen Eigen-
schaften betrachtet; das heiflt als eine Verbindung, die eine heteropolare Bin-
dung des Kations A10+ und des Anions A102 darstellt. Diese Auffassung
entspricht unter anderen der von Doucet [20] entwickelten und auf die Lds-
lichkeit der Tonerde im Kryolith bezliglichen Theorie.

Dieser Gedankengang wurde von Niderkorn [21] und seiner Schule uUber-
nommen, als die erste Phase der bei der SchmelzfluBelektrolyse des Alu-
miniums verlaufenden Vorgdnge die durch den Strom bedingte Wanderung
des Kations A10 ! und des Anions AIO” betrachtet wird.
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Nach Doucet [20] soll die Menge der Kationen AIO von den Bedin-
gungen der Elektrolyse abhangen. Man kdnnte sich vorstellen, dall in einer
Uberhitzten und verschlammten Wanne das Inlésunggehen der Tonerde nur
unvollstdndig vor sich geht. Aus diesem Grunde durfte infolge der Wechsel-
wirkung zwischen der Tonerde und dem Metall auBer der Bildung von A10+
und A102 -lonen noch die Bildung von Suboxyden mdglich sein. In diesem Falle
dirfte das Metall mit einer Uber 950° C liegenden Temperatur eine Modifika-
tion der Aluminium-Sauerstoff-Verbindung in duferst feiner Verteilung adsor-
bieren. Bei der Abklihlung aber kann diese Sauerstoffverbindung des Alumi-
niums in die Elementarzelle des Aluminiums als feste Ldsung oder nahezu feste
Loésung eingebaut werden.

Ahnliche Vorgidnge kénnen sich abspielen beim Schmelzen von Alumi-
niumabféallen. Auch hier kommt das geschmolzene Metall mit verschieden sta-
bilen bzw. reaktionsféhigen, dulRerst fein verteilten Aluminiumoxyden und Oxy-
hydraten in innigen Kontakt, wodurch die zwischen dem Metall und dem Oxyd
verlaufenden Vorgdnge befdrdert werden.

SchlieBlich durfte es angenommen werden, dall bei der Bearbeitung
(z. B. beim Warmwalzen oder beim Strangpressen) eine Wechselwirkung zwi-
schen dem Aluminium und der die Oberfliche des Aluminiums deckenden
Schutzhaut einsetzt. Je dicker und reaktionsfédhiger die die Oberfldche des Alu-
miniums deckende Oxydhaut ist, um so gréBer ist die Mdéglichkeit dafir, dal
sich eine Wechselwirkung zwischen dem Metall und der Oxydhaut ausbildet.

Wird die Richtigkeit der Vorstellungen angenommen, wonach die Alu-
miniumoxyd-M odifikationen in die Gitterstruktur des Aluminiums eingebaut
werden oder aber in Form einer feinen Dispersion vorhanden sind, so kénnen
hierdurch auch die bei der Bearbeitung des Aluminiums beobachteten und
bisher theoretisch nicht begriindeten Anomalien (so z. B. die Anomalien der
elektrischen Leitfahigkeit, der Entgasbarkeit, der Viskositdt, der Korrosions-
anfalligkeit und der Festigkeit) verstandlich und erkldrlich werden.
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ZUSAMMENFASSUNG

Im Laufe unserer der Ermittlung der Brucharbeit dienenden Untersuchungen wurde es
festgestellt, daB die MeRwerte beim Aluminium durch geringe Mengen Fremdmetalle, die im
Aluminium in geldstem Zustande oder in Form von groben Ausscheidungen vorliegen, in
bedeutendem MaRe nicht verdndert werden. Demgegeniber wird die Brucharbeit durch fein
dispergierte, nahezu in geléstem Zustande befindliche Fremdkdrper in hohem MaRe beeinfluB3l.
Nach unserer Annahme dirfte die Verunreinigung, die einzelne Eigenschaften des Aluminiums
in entscheidendem MalBe beeinfluBt, irgendwelche Oxyd-Modifikation des Aluminiums dar-
stellen, die sich im Grundmetall in &uRerst feiner Dispersion oder nahezu in geldstem Zustande
vorfindet. In Ermangelung einer unmittelbaren experimentellen Methode bemihten wir uns,
unsere Vorstellungen durch die Ergebnisse unserer Untersuchungen beziglich der Brucharbeit
sowie durch die SchluRfolgerungen zu unterstiitzen, die aus unseren anderweitigen Versuchen
bezuglich der elektrischen Leitfahigkeit, Viskositdt des geschmolzenen Metalls, Korrosionsver-
halten und Kaltschweiung gewonnen wurden.



UNTERSUCHUNGEN DER BRUCHARBEIT BEEINFLUSSENDEN FAKTOREN 353

FACTORS AFFECTING THE CHANGES IN CONTRACTION WORK VALUES WITH
SPECIAL REGARD TO THE METALLIC AND NONMETALLIC IMPURITIES OF
ALUMINIUM

A. DOMONY

SUMMARY

On the basis of tests carried out with the aim of determining contraction work, it has
been established that in the case of aluminium, the characteristic value will not be considerably
modified by small quantities of metallic impurities dissolved in the metal or forming in it
coarse segregations. Finely dispersed, almost solute foreign materials, however, affect the con-
traction work to a high extent. In the opinion of the author, the impurity is either some sort
of oxide modification very finely dispergated in the basis metal or almost solute in it, which
might decisively influence the features of the metal.

In lack of a direct test method we have endeavoured to support these ideas by the results
of contraction work tests and by the conclusions drawn from tests on electric conductivity,
viscosity of molten metal, corrosion and cold welding.

EXAMEN DES FACTEURS INFLUANT SUR LA VARIATION DES VALEURS DU
TRAVAIL DE CONTRACTION, COMPTE TENU DES IMPURETES METALLIQUES
ET NON METALLIQUES DE L’ALUMINIUM

A. DOMONY

RESUME

D’aprés nos recherches tendant a la détermination du travail de contraction, en ce qui
concerne I'aluminium, la valeur numérique de ce travail n’est pas influencée sensiblement par
les impuretés répandues dans le métal, ou y formant des précipitations grossiéres. Par contre,
les matieres étrangéres finement dispersées et presque dissoutes I’'influencent notablement.

D’apres nos suppositions, I'impureté influant d’une fagcon prépondérante sur certaines
caractéristiques de I'aluminium, est celle qui provient de quelques modifications d’oxydes trés
finement dispersés ou presque dissous dans le métal de base. Dans I’absence de méthodes
d’essais directes, nous avons cherché a justifier notre théorie par les déductions résultant de
nos recherches sur le travail de contraction, ainsi que des divers essais concernant la conducti-
bilité électrique, la viscosité du métal fondu, la corrosion et le soudage a froid.

NCCNELOBAHUNE ®AKTOPOB, BAVAIOWMX HA WU3MEHEHWE 3HAYEHUIA PA-
BOTbl KOHTPAKLUWWN, OBPAWLAA OCOBEOE BHUMMAHWME HA METAJITMYECKUE
N HEMETANNTNYECKWME MNMPUMECU AJTFOMUHUA

a. IOMOHb

PE3IOME

Mo faHHLIM UCCNefoBaHUA, CTABSLLMX CBOEI LieMblo onpeaesieHne paboTbl KOHTPaKLMK,
B CNy4ae a/lOMUHUS NapaMeTp He M3MEHSIeTCS B 3HAUMTENIbHOW Mepe MPUCYTCTBYIOLLME B He-
60NbLUMX KOMMYECTBAaxX MeTaf/IMUecKue NpUMecKH, pacTBOPeHHble B MeTase Uau obpasyioLime
B HeMm rpy6ble BblfeneHns. Hao60poT, Ha paboTy KOHTPaKLMM OKasblBalT GO/bLUOE BMSIHWE
NOCTOPOHHME BELLLECTBA, TOHKO AMCTEprMpoBaHHble M TakXe HaxoAsalumecsl B PacTBOPEHHOM
COCTOSIHUW. o HalleMy MPeAnosioXEeHWI0 VMEILAscs B aloOMUHUM OKCUAHAs MoamduKaums
KaKoro TO BUfa O4YeHb TOHKOFO pacrpefesneHnsi UM e TakXKe pacTBOPSIOLLAscs B OCHOBHOM
MeTafe ABMSIETCA TOW NPUMEChIO, KOTOpas peLualolmM 06pasoM MOXET M3MEHSITb OTAe/bHble
cBoiicTBa MeTanna. Halle npeanosioxxeHve M3-3a OTCYTCTBUA NPSIMOr0 OMbITHOMO MeToAa Mbl
cTapasivch MoATBEPAUTbL KaK pe3y/bTaTamu UCC/efoBaHUsA paboTbl KOHTPaKLMKM, FaK U Npounmm
BbIBOJAMY, CAENAaHHLIMM Ha OCHOBE OfbITOB 3/1EKTPUYECKOM NPOBOAMMOCTM, BSI3KOCTU pacrn/ias-
NIEHHOTr0 MeTan/ia, KOPPO3UOHHBIX OMbITOB, OMbITOB XO/0A4HOM CBapKW.
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1. Introduction

Calotte shells, i. e., cupola-like twice curved shells supported by edge
beams (e.g., tie arches) lying in a vertical plane are important roofing struc-
tures ofreinforced concrete architecture (Fig. 1). The calculation of these shells
generally encounters grave mathematical difficulties and this is the very reason
why different approaching methods must usually be applied in practice.

It would be helpful for forming an opinion on the accuracy of different
approximate methods used for the calculation of calotte shells, if we could
succeed in exactly determining — at least at certain points of the shell —
the accurate values of inner forces without solving the differential equation
of the problem. In the following we present several simple controlling formulae
adequate for this purpose.

2. Basic relations

Our discussions are based on the well-known theory of membrane shells.
We suppose a uniform distribution of the inner forces over the shell’s thick-
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ness, furthermore, that the deformation of individual particles of the shell can
freely develop, independently of the deformation of the other particles.

The edge beams of the shell are assumed as being plane structures only
resisting to forces acting in their own plane. We disregard conditions on a space-
less fitting at junctions of the shell and the edge beams.

Our discussions refer to an orthogonal system of co-ordinates the z axis
of which is vertical and the positive branch of it points downwards. In this
system of co-ordinates the shape of the shell’s middle surface is characterized
by the equation

z =/(*>Y)- (")

As loading only vertical forces, namely, downwards directed distributed
forces are taken into consideration. The intensity of these forces related to the

Fig. 2. Plane projections of inner forces

plane projection area is expressed by the load function
Z=Z7(x,y). ' )

For the characterization of the shell’s stress state the plane projections
of inner forces nx, nxy, nyx and ny are used (Fig. 2). These are not independent
of each other, between them, with respect to reasons of equilibrium, the reciproc-
ity

nxy = nyx (3)

exists. A further connection between the plane projections of inner forces is
given by the partial differential equation expressing the equilibrium between
the arbitrary bordered elements of the shell:
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3nx

+ Y=o, (4)
3 Sy
sny ANXy —

. =0, (5)
3y ox
y 92/ 9*/

Moy P8y ey e 2 (6)

*2 3ady 3y2

If the projection forces nx, n™, ny of a certain shell are known, then the
projection forces nx, nxy, ny of a shell distorted on the base of affinity a-fold in
direction X and /5-fold in direction y can be calculated from formulae

»X = az2nx,
nxy= [ItBIlIxy ,

ny = R2ny.

The application of the above formula, however, depends on the preliminary
condition, that the intensity of the load upon the distorted shell related to the
plane projection area must be the same as it was on the corresponding points
of the original shell.

3. Stress state oil corner points of shells

Let us choose an arbitrary corner point B of the shell and investigate
what statements of general validity could be established with respect to the
stress state on the corner point in question.

Fig. 3. Horizontal projection of the corner part

The plane projection of the middle surface of the corner to be investigated
is shown in Fig. 3. For the sake of simplicity, the system of co-ordinates was
placed in such a way that its x-axis should be perpendicular to the plane pro-
jection of one of the two edge lines intersecting at this corner point.

8 Acta Technica XXIX/3—4.
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Since the edge beams do not resist to laterally directed forces, for the
inner forces nx and nu shown in Fig. 3 relations

nx= 0, nu=20 7)

are valid.
For the recognition of the stress state on corner point B, let us cut out
from corner part B of the shell the infinitesimal particle illustrated in Fig. 4,
and let us set up the condition on equilibrium referring to the ~-directed plane

projections of inner forces. By this, and with respect to (3), we obtain the
relation

According to the above, the intensity of plane projections of shearing forces
acting along the two edges intersecting at corner point B is the same, and both
forces point towards corner point B or off from it.

vy

Fig. 4. Balancing of the cut-out corner part

W ith respect to the component ny shown in Fig. 4, we can also arrive to
an interesting statement. Namely, writing down the condition on equilibrium

referring to the y-directed components of projection forces, we obtain the
relation

ny = (8

Since along the two lateral edges joining at corner B shearing forces are
transferred to the shell only, the bisectrix of the angle at corner B, as well as
the straight line normal to this bisectrix, are the principal directions of projec-

tion forces belonging to corner point B (Fig. 5). The principal values of the pro-
jection forces are

nl= nxytg—B, 9)

Y [ — . (10)
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For the determination of the real values of the projection forces, condi-
tion on equilibrium (6) can be used. By substituting relations (7) and (8) into
the latter we obtain the equation

2y, 9V 2nxy sy _ 7

dx 8y 4R 9y2
and herefrom

e s 1 oV b
O0y2 3e Jy
Fig. 5. Principal directions of inner forces belonging to corner point B
Thereafter, using relation (8) we obtain
Z
(12
3e3y 9y2

In the particular case, if the denominator of the fraction written on the
right hand side of equation (11) is equal to zero, the value of nxy will grow
beyond measure. This case occurs, e. g., on corners of common shells of transla-
tion over a rectangular basis, supposing, that on these loci the value of dfloy2
is finite.

4. Stress state on the shell’s edge

Let us choose an arbitrary straight side of the horizontal projection of
the boundary line, and place the system of co-ordinates in such a way, that
its m-axis should be perpendicular to the horizontal projection of the side in
question (Fig. 6).

g*
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Since the edge beams cannot transfer to the shell forces being normal to
the edge lines, thus, along the lateral edge in question, relation

nx= 0 (13)
is valid.

In the case of shells of translation the generating curves of which are
parallel to the planes of co-ordinates xz and yz, referring to the investigated

Fig. 6. Horizontal projection of the shell’s part joining the edge line

Fig. 7. Calotte shells shaped like a paraboloid of revolution

lateral edge, further interesting statements can be established. Namely, in such
a case relation

34

= (14)
FHBy

is valid, consequently, normal forces parallel to the lateral edge in question can
directly be computed from equation (6) by using relations (13) and (14), that is

(15)

2
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If the shell’s middle surface is a paraboloid of revolution then condition
(14) will be fulfilled for each of the two directions normal to each other. In such
a case, a formula similar to formula (15) can be written for all sides ofthe shell’s
basis. Two interesting examples of such shells are shown in Fig. 7. In both
cases all corners are placed at the same height, formula (15), however, also
remains valid, if the corners are placed at different heights.

Finally, we have to deal with those bisecting points of the lateral edges
which are placed in the common symmetry plane of the shell and of the system
of the loading forces. At such points of the lateral edges, for reasons of sym-
metry, relation

nxy = 0 (16)

is valid, so that at these loci all three characteristics of the stress state can be
calculated by simple formulae.

5. Stress state of the axis point
As axis point of a shell such a point is to be understood, across which

at least three planes can be laid, which are symmetry planes of the shell’s
middle surface, and at the same time, also symmetry planes of the system of

the loading forces upon the shell. The shell is at such a point — due to the
multifold symmetry — in hydrostatical stress state, consequently here is
nx=ny, nxy=-0. (17)

Since at the same place for reasons of symmetry relation

*f =jv

dx2 32

is valid, nx can directly be computed from relation (6), i. e.:

Nx=~7 W <18)
dx2

Rotation shells illustrated in Fig. 8 may be mentioned as an example
for the application of the above formula. The axis point of such shells is the
point of intersection of the middle surface and the rotation axis.

As special case, shells produced from multifold symmetrical shells by
transformation based on affinity, shall also be dealt with. If on a point of these
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Fig. 8. Multifold symmetrical rotation shells

shells, corresponding and affined to the original axis point, the principal direc-
tions of curvature are x and y, then the values of projection forces acting on
the point in question are:

1 "02f MY (19)
dx2

6. Example of application

Let us illustrate the application of the afore deduced relations in the case
of a shell shaped like a paraboloid of revolution centrically placed over a
regular n-gon and loaded by its own weight.

The zero point of the system of co-ordinates should be the center 0 of
the basis, and the «-axis the bisecting normal straight line of the horizontal
projection of one of the lateral edges (Fig. 9). In this system of co-ordinates
the equation of the shell’s middle surface is:

2=1(>y) =, (*2+ ¥2)-

The intensity of the shell’s own weight related to the surface unit of the
middle surface should be g = constant. In such a case the intensity of the
projection load related to the surface unit of the basis will be

3/ 3/ 2

Z=9/1+ o 3



FORMULAE FOR CONTROLLING STRESS CALCULATIONS 363

that is

Z = 1164+ 4A2(*2+ y2) .
The vertex angle of the regular n-gon is

G:(n'Z)E,

Fig. 9. Shell formed like a paraboloid of revolution over regular pentagonal basis

and so
2n

tsR = - tg
n

After these we can begin the calculation of the plane projections of the
inner forces. On the base of relations (7), (11) and (12) we obtain for the forces
in question acting on corner point B the formulae:
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while calculating on the base of relations (13), (15) and (16) we obtain for the
forces acting on the bisecting point A of the lateral edge the formulae:

rex= 0.
nxy = 0,
My = - /hV + 4ft2«2.

The calculation of projection forces acting on axis point 0 can also be simply
carried out. Here we obtain on the basis of relations (17) and (18)

gV
n
. 4h
nxy 0,
gh2
4fi

In addition to the above, concerning the stress state of the shell, we can
also establish further statements. With respect to symmetry it is obvious that
no shearing forces can act along the axes of symmetry, thus, e. g., along the
symmetry axisy = 0

nxy = 0,

while along the lateral edge x = a, according to formulae (13) and (15), we
obtain
nx= 0,

ny = ———1/64 4h2(a2+ y2).

As is to be seen, the projection forces being parallel to the lateral edges vary
along the respective lateral edge parabolically.

7. Inner forces of the cupola shell over a Fair-pavilion in Belgrade

To verify the useful nature of the disclosed formulae, let us check statical calculations
referring to the magnificent cupola shell over a Fair-pavilion in Belgrade, built in 1957. The
mode of calculation of this famous cupola was described by Khstic, M. [4].

The base of the shell in question is a square (Fig. 10). The half length of its sides is
a = 23,75 m. The middle surface is spherical, its radius is K = 56,2 m. The shell’s thickness
— inside the circle inscribed into the basic square — is 9 cm, advancing from here towards
the corners the thickness increases, reaching 20 cm at the corners. As total load upon the
9 cm thick parts of the shell 0,435 t/m2was taken into consideration. Over the corner parts
this value might be higher — according to the author’s estimation — by about 60 per cents.
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In compliance with the published diagrams the values of the projection forces were the
following.

At axis point x = 0,y = 0O:
nx= — 119t/m, nxy=0, ny= — 11,9 t/m. (20)
At side bisecting point x = a,y = O0:

R
Tx= 0, iy —0, Ty—— 26,1f o= — 28,8 t/m. (21
it

Fig. 10. Middle surface of the calotte shell over the Fair-pavilion in Belgrade

At corner point x — a,y — b:
nx—0, nxy— — 357tm, ny= 0. (22)

Severel small errors, however, slipped into this calculation. After their correction, the
approximate values of projection forces are the following:
At axis point x = 0,y = 0O:

nx= — 119 t/m, ny =0, ny= — 11,9 t/m. (23)

At side bisecting point £= a,y = O:

"x=0, ny—0 w = —216 — 23,8 t/m. (24)

At corner point x = a,y = b:

nx= 0, nxys= 31,8 /tm, ny= 0. (25)
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Conversely to the above numarica! values, the accurate values resulting from formulae
published in the present paper are the following.
At axis point X= 0,y = 0:

e — PR s 2 um ny=o0, ny= — A% = 122 um. (26)
At side bisecting point x = a,y — b:
nx= 0, n¥=0, riy= —gR = — 244 t/m. 27)
At corner point X =a ,y = b:
v—o, nxy——16°"‘F 22:2 2a2) 56,5 t/m, iiy = O. (28)

The factor 1,6 to be seen in formula (28) of projection force nxy expresses the surplus
in weight due to the increase of the shell’ thickness.

As is to be seen, approaching values of projection forces given in (23)—(25) deviate to
a considerable extent from the accurate values to be found in (26)—(28). So e.g., the exact
value of force nX¥ valid for the corner point is higher by about 80 per cents, than the value
resulting from the approximate calculation.

In the given case the demonstration of the error committed in the course of the appro-
ximate calculation was very simple. This fact also clearly verifies the useful and expedient
nature of the published controlling formulae.
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SUMMARY

The calculation of calotte shells is usuelly carried out in practice by different approaching
methods. For the control of these calculations such formulae might be very helpful, by the use
of which stresses arising in calotte shells — at least on certain characteristic points of these
structures — could be calculated in an exact manner. The present paper introduces formulae
adequate for this purpose.

The formulae published here offer the possibility for the direct calculation of character-
istics of stresses arising on corner points of arbitrary shaped and loaded calotte shells. By their
use the characteristics of stresses belonging to the centres of the edge lines can also be calculated
directly, supposing, that these points are placed in a common symmetry plane of the shell’s
middle surface and of the loads upon the shell. Normal stresses arising along the edge lines of
shells of translation can also be computed directly, if the plane of the edge line is parallel to
the plane of one of the generating curves.
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For the verification of the adequacy of the published formulae author shows the cal-
culation of stress characteristics at certain points of a shell formed like a rotation paraboloid
over a regular polygone basis.

As a further example the case of cupola shells over the Fair-Pavilion in Belgrade is also
mentioned. In this instance, the error made during designing by the use of approximate cal-
culations could be demonstrated in a simple way.

KONTROI.LFORMELN ZUR SPANNUNGSBERECHNUNG DER KAPPENSCHALEN
P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Die Berechnung der Kappenschalen erfolgt in der Praxis mit Hilfe verschiedener Annéa-
herungsmethoden. Zur Kontrolle derselben kénnen Formeln gute Dienste leisten, mit deren
Hilfe die in den Kappenschalen auftretenden Spannungen — wenigstens an gewissen charak-
teristischen Punkten — genau berechnet werden kénnen. Vorliegender Aufsatz verdffentlicht
einfache, diesem Zweck entsprechende Formeln.

Die hier mitgeteilten Formeln ermdéglichen die unmittelbare Bestimmung der Kenn-
werte der in den Eckpunkten beliebig gestalteter und belasteter Kappenschalen auftretenden
Spannungen. lhr Gebrauch ermdéglicht ferner die Bestimmung der in den Mittelpunkten der
Randlinien auftretenden Spannungen, vorausgesetzt, daf die genannten Punkte in einer
gemeinsamen Symmetrieebene der Schalenmittelflaiche und der die Schale belastenden Kréfte
liegen. Die entlang der Randlinien der Translationschalen auftretenden Normalspannungen
kénnen ebenfalls unmittelbar berechnet werden, wenn die Randlinie der Schale parallel zur
Ebene der einen Leitkurve verlauft.

Zum Nachweis der ZweckmaRigkeit der bekanntgegebenen Formeln wird die Berech-
nung der Spannungskennwerte in einzelnen charakteristischen Punkten eines Rotationspara-
boloides tber einem regelmaBigen vieleckigen Grundrifl gezeigt.

Als weiteres Beispiel wird der Fall der Kappenschalen der Messehalle in Belgrad erwéhnt.
Hier konnten mittels der im Aufsatz bekanntgegebenen Kontrollformeln die im Laufe der
anndhernden Entwurfsberechnung begangenen Fehler aufeinfache Weise nachgewiesen werden.

FORMULES POUR LE CONTROLE DE LA TENSION DES CALOTTES
P. CSONKA

RESUME

Dans la pratique, le calcul de la calotte se fait par différentes méthodes approximatives.
Pour contrdler celles-ci, on peut se servir de formules par lesquelles la tension de la calotte est
déterminable avec exactitude, du moins dans certains points caractéristiques. La présente
étude propose des formules simples pouvant étre utilisées a cet effet.

Les formules proposées permettent la détermination directe des caractéristiques de ten-
sion dans les coins d’une calotte de forme et a charge données, ainsi que les caractéristiques de
tension des centres des bordures, a condition que les points mentionnés se trouvent sur le
plan de symétrie commun de la surface moyenne de la calotte et des forces chargeant cette
derniere. On peut aussi déterminer directement, par elles, les tensions normales se produisant
le long des bordures des voiles de translation, lorsque la bordure du voile est paralléle au plan
de | 'une des directrices.

Pour démontrer I'utilité des formules qu’il propose, I'auteur présente le calcul, en cer-
tains points caractéristiques, des caractéristiques de tension d’une calotte de forme paraboloide
de révolution, construite sur un polygone régulier.

Un autre exemple pratique est fourni par les calottes du pavillon de la foire de Belgrade,
ou I’erreur du calcul approximatif, effectué au cours de la construction, pouvait étre démontrée
de facon simple par les formules de contréle proposées dans I’étude.
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®OPMY/bl ANA MPOBEPKW PACYETA HAMPAXEHUM KYMO/IOOBPAS-
HblX OBOJIOYEK

M. YOHKA

PE3IOME

Ha npakTuke pacyeT Kyrnosoo6pasHbIX 060/104eK MPOM3BOAMTCA MPWU MOMOLLM Pasny-
HbIX NPUBIMKEHHbIX METOAO0B. 415 NPOBEPKM NPUBAMKEHHbIX METO0B AAOT 60/bLUYI0 NO/Mb3Y
Takue opMy/bl, NPV MOMOLLM KOTOPbIX HaMpsKeHWs KyrnosoobpasHbiX 060/04HeK BO3MOXHO
TOYHO BbIUMC/IUTL XOTSI 6bl B OTAE/bHBLIX XapaKTepHbIX MecTax. B AaHHOI pa6oTe npuBeaeHbl
NPUrofiHble ANs 3TOM LieNn NpPocTble (opMy/ibl.

MprBeaeHHble 3eCb (POPMY/bI NMO3BONAT HEMOCPEACTBEHHO OMpeaenATb MoKasaTenn
Hamnps)XeHUs B YIMOBbIX TOYKax Kynosoo6pasHbiX 060/104eK MPOU3BO/bHOWM (OPMblI U Ha-
rpysku. Mpy nomoLy 3TUX (POPMYN MPeACTABNAETCS BO3MOXKHbLIM MPOCTO BbIYMCIATH TakxKe
nokasaTte/in HamnpsHKeHWsl LEHTPOB MepuMeTPpasibHbIX MHWIA, UCXOAs U3 MPEANOOoXKEeHUs, UTo
YMOMSIHYTbIE TOUKW ieXXaT Ha 06LLeil NAOCKOCTM CUMMETPUUN LEHTPa/IbHON MOBEPXHOCTU 060-
NIOYKKN, a TaKXkKe Harpyxawoumx 0607104Ky cun. MoryT 6biTb HEMoCpPeACTBEHHO OMpeaenieHbl
TaKXXe HOpPMa/lbHble HANPSXKeHWs, BO3HMKAlOWWME BAOMb MEPUMETPOB TPAHC/ALMOHHBIX 060-
/I0YeK, eC/IM MepuMeTp 000/I0UKU NapasiiefieH ¢ NIOCKOCTbIO OAHOW OCHOBHON KPWBOIA.

ABTOP ANs MOATBEPXKAEHUS LENecoo6pa3HOCTV PACCMOTPEHHbIX (HOPMY/ AeMOHCTpMpYeT
ONS XapaKTepHbIX TOYEK pacuyeT MokasaTeneil HanpsiKeHUs 060/104KM B BUAe Napa6onouia
BpAalLeHNsI, MOCTPOEHHOr0 Haj MPaBWU/IbHLIM MHOTOYro/IbHbIM OCHOBAHVEM.

B KauecTBe []ONO/IHUTENILHOIO MpUMepa YNOMUHAETCS C/lydaii Kynosos B BUae 060/104eK
naBunboHa 6eNbrpafckoii Apmapku. Ha 3ToM NprMepe MPU MOMOLLUM M3NOXKEHHbIX B CTaTbe
(hopMy/n MOXHO 6bI/I0 NMOKas3aTb [AOMYLLEHHbIE B MPOLECCE MPOEKTMPOBAHMSI OLIWMGKA MpUMe-
HEHHOr0 NPUG/IMKEHHOTO MeTofa.
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LABORATORIUM DER PECSER LEDERFABRIK

[Eiiigegangen am 2. Juli, 1959]

Im vergangenen Jahr fihrten wir Ermidungsversuche mit Hilfe von
Dauerbelastungen sowie dynamischen Beanspruchungen bei Treibriemen
durch, und setzten dabei voraus, dall die Lederfasern unter der Wirkung von
Spannungen, die die ReilRfestigkeit um vieles unterschreiten, nacheinander zer-
reifen. Diese Voraussetzung konnte im Laufe unserer Versuche bestatigt wer-
den, indem mit Hilfe eines Schallverstarkers das Knallgerdusch der Fasern beim
Reilen wahrgenommen werden konnte. Wir dachten dabei daran, dafl das
stundenlang andauernde Auseinanderziehen des Reilprozesses und die Beob-
achtung der Anzahlund Stdrke der Faserrisse zur Erkenntnis der Faserstruktur
des Leders beitragen durfte.

Das ZerreiBen der Fasern ruft Schwingungen im Leder hervor, die mit
Hilfe eines empfindlichen Mikrophons hdrbar gemacht werden kénnen. Der
durch das Mikrophon angezeigte Schall wurde mit Hilfe eines Dreirdhrenver-
stdrkers — dessen Schaltschema in Abb. 1 dargestellt wurde —auf etwa das
10 000-fache verstdrkt. Selbstredend wirkt bei dieser hohen Verstdrkung jedes
&uBere Gerdusch &ufBerst stérend, und das Mikrophon mufl bei diesen Ver-
suchen mit einem schallddmpfenden Material umhillt werden. In der jingsten
Zeit konnten wir auf diese Weise erreichen, daB bei einzelnen Ledern bereits
bei 35 —40% der ZerreiBfestigkeit Knallgerdusche wahrgenommen werden
kénnen, deren Lautheit (3) und Haufigkeit duRerst verschieden sind. Bei nied-
rigen Belastungen sind lediglich einige Knallgerdusche je Minute hdrbar, deren
Intensitdt sich —noch bei einer 10 000-fachen Verstdrkung —auf dem Niveau
der Horbarkeitsgrenze befindet. Bei Belastungen in der N&he der ReiRfestig-
keit wéchst nicht nur die Haufigkeit, vielmehr auch die Lautheit der Knall-
gerdusche in hohem Grade an. Der ReilRprozeB im Leder wurde auch auf Ma-
gnettonband aufgenommen.

Die durch das Mikrophon angezeigten und verstdrkten Knalle kénnen
entweder mit einem Kopfhdrer oder mit Hilfe eines Oszillographen wahrgenom -

* Vorgetragen auf der Sitzung des Wissenschaftlichen Vereines fur die Lederindustrie
am 2. Oktober 1959. Im Laufe des Vortrages wurden auch die Magnetophonaufnahmen tber
den ReiRproze der Fasern vorgefihrt.
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men werden. Bei unseren ersten Versuchen wurde ein Oszillograph Typ Orion
SP 20981 verwendet.

Beide Perzeptionsmethoden weisen gewisse Vorteile auf. Mit Hilfe des
Kopfhorers kénnen wir durch die Tonfarbe die Faserrisse von dem etwaigen
dulleren Gerausch leicht unterscheiden, und so kann die Anzahl der Knalle
leicht festgestellt werden. Ein Nachteil des Kopfhdrers besteht jedoch darin,
daR die Beurteilung der Lautheit der Knalle recht subjektiv ist. Demgegeniber
kann am Oszillographen aus der GroRe der Strahlenbewegung (aus der Ampli-
tude des Strahles) auf die Schallintensitdt gefolgert werden, wobei jedoch die
Stdérgerdusche und die durch die Fasern des Leders bedingten Knallgerdusche
nicht auseinandergehalten werden kénnen. Aus diesem Grunde kann die H4u-

1T4AT 1S5T 1r4T

Abb. 1. Widerstande sind in Megohm, Kapazitidtswerte in Nanofarad angegeben
H = Kopfhorer M = Mikrophon

figkeit der Knallgerdusche in Ermangelung eines stillen Arbeitsraumes mit
Hilfe dieses Instruments nicht mit der Sicherheit wie beim Kopfhdrer fest-
gestellt werden. Bei gleichzeitiger Beobachtung des Kopfhérers und des Oszillo-
graphen kann sowohl die Anzahl wie auch die Starke der Knallgerdusche gemes-
sen werden. Mit Hilfe des technischen Oszillographen vom Typ Orion AF kdn-
nen die Strahlenbewegungen auch photographiert werden, wobei deren Ampli-
tuden und H&ufigkeiten aus der Photographie genau bestimmt werden kénnen.

Abb. 2 und 3 zeigt die oszillographische Aufnahme einer an einem Kkalt
geschmierten Treibriemencroupon vorgenommenen Dauerermidung, wobei die
Belastung 160 kg/cm2bzw. 200 kg/cmabetrug. Jeder Knall kann als eine gerin-
gere oder groBere Strahlenbewegung gesondert wahrgenommen werden.

Zur Untersuchung des Reillprozesses missen wir den Zusammenhang
zwischen dem zerrissenen Faserquerschnitt und der Strahlenbewegung des
Oszillographen kennen. Die Konstruktion unserer Vorrichtung ist derart be-
schaffen, dall aufeine Proportionalitdt dieser Beziehung gefolgert werden kann.
Der Abstand des Membrane vom Elektromagneten des Mikrophons ist ndmlich
im Vergleich zu der Amplitude der Schwingungen ziemlich gro8, und aus diesem
Grunde sind die Deviation des Membrans und die induzierte Stromstérke einan-
der anndhernd proportional. Zwischen der im Mikrophon induzierten Strom -
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stdrke und der Strahlenbewegung am Oszillographen besteht ebenfalls eine Pro-
portionalitat.

Die Proportionalitdt zwischen der GréRe des zerrissenen Faserquerschnit-
tes und der Strahlenbewegung am Oszillographen wurde experimentell auf die
folgende Weise bestétigt. In einem Abstande von 20 cm vom Mikrophon wurde

Abb. 2

Abb. 3

ein Textilfaden mit einem Gewicht von 37 mg/m bzw. 748 mg/m zerrissen, wobei
die Strahlenbewegung am Oszillographen Gber den Schallverstarker gemessen
wurde. Beim ZerreiBen des zweiten Garns, bei welchem 20-mal mehr Textil-
faden zerrissen werden mufiten, wurde eine 20 —25-fach gréRBere Strahlenbewe-
gung als beim dinneren Garn beobachtet. Die erwdhnte Proportionalitdt kann
aus diesem Grunde zwischen bestimmten Grenzen vorausgesetzt werden.

Zur Untersuchung des Reillprozesses wollen wir die am Schirm des Oszillo-
graphen gemessenen Strahlenbewegungen, die den bei kleinen Belastungen eben
noch auftretenden schwdachsten Knallgerduschen entsprechen, als Einheit wéah-
len und die GroBRen der bei den hdheren Belastungen entstehenden Verrickun-
gen in dieser Einheit ausdricken.Bezeichnen wir die Amplituden der am Schirm
des Oszillographen erscheinenden Verrickungen mit Av A2 A3 usw., und
betrdgt die Anzahl der Knallgerdusche mit Verrickung Axje Minute nv die
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der Knalle mit Verrickung A3n2 die der Knalle mit Verrickung A 3 ns, usw., so
kénnen wir als einen fir den zerrissenen Faserquerschnitt charakteristischen
Index die folgende Summe nehmen: n1A 1l -j- n2A 2 -)- n3A 3 —E A.
Betrug ndmlich die GroBe der dem am schwdéchsten hérbaren Knall ent-
sprechenden Verrickung am Schirm des Oszillographen Av so gibt das Ver-
héltnis
EA:AX 1)

an, wievielfach der in einer Minute zerrissene Faserquerschnitt den den Aus-
schlag Axbedingenden und als Einheit gewdhlten Faserquerschnitt ubertrifft.
Erfolgt der RifR in t Minuten, so gibt der Ausdruck

b (2)

Abb. 4

an, wievielfach der zerrissene Faserquerschnitt des ganzen Leders den als Ein-
heit gewdhlten Faserquerschnitt ubertrifft.

Ist der Wert von E A veranderlich, so mufl an Stelle des Produktes t<E A
t

das Integral | E A und an Stelle des Ausdrucks (2) der Ausdruck
0
(EA

gesetzt werden.

Es empfiehlt sich, die Verstdrkung des Oszillographen derart einzuregeln,
daB die bei den geringen Belastungen noch gerade wahrnehmbaren Faserrisse
am Schirm des Oszillographen eine Verrickung von etwa 1 mm bedingen. In
diesem Falle ist Ax = 1 mm.

Die Messung von E A erfolgte in der Weise, daB nach Einstellung der
Belastung die Anzahl der mit einem Kopfhdérer hérbaren Knalle je Minute mit
einer Stopperuhr verfolgt wurde, und gleichzeitig wurden auch die am Oszillo-
graphen verursachten Verrickungen beobachtet. Die Lichtsignale des Oszillo-
graphen werden an Stelle des auseinandergezogenen Zustandes mit Vorteil in
stehendem Zustand gemessen.
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4bb. 5. Zusammenhang zwischen der Belastung und dem je Minute zerrissenen
Faserquerschnitt

Abb. 6. Darstellung des je Minute zerrissenen Faserquerschnittes in Abhéngigkeit von der Zeit

Um mit dem RiBquerschnitt den Querschnitt des Priufkdrpers je enger
anzundhern, wurde an Stelle der lblichen 8-er Formlinge ein Prufkdrper nach
Abb. 4 verwendet, bei dem der RiRR stets an der meist verjingten Stelle erfolgt,
wobei an den Ubrigen Stellen des Priufkdrpers kaum 40% der auf den verjing-
ten Querschnitt entfallenden Zugspannung auftritt.

Zur Messung der Werte von 27 A wurden die Yorversuche mit einem
Oszillographen vom Typ SP 20981 durchgefiuhrt. Auf Grund dieser Versuche

9 Acta Technica XXIX/3—4.
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wurde der Zusammenhang zwischen den W erten von E A und den Belastungen
bei den kalt geschmierten Treibriemencrouponen in Tabelle | angefihrt bzw.
in Abb. 5 dargestellt. Wie aus der Figur ersichtlich, steigt die Kurve bei Anna-
herung der ReilRfestigkeit &ulRerst steil an. In Tabelle Il und Abb. 6 werden die

Tabelle 1

Ermudung eines kalt geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,75 cm2

Dauerbelastung Knallg erdusche

durch- Berechnete

durchschnitt- schnittlicher Reilzeit in
durch liche Ausschlag n-A=ZA meZA Minuten log t.

Minuten _Anzahl am Oszillo- 1,3 « 105

je Minute  graphen in -~ ~7A
L n A
135 2 4 1 (M) 4 8 33 000 4,52
150 2 6 2 12 24 11 000 4,05
170 2 11 4 44 88 3 000 3,47
185 2 18 3 54 108 2 400 3,38
200 3 35 4 140 420 930 2,97
210 3 52 5 260 780 500 2,70
220 3 160 7 1120 3 360 116 2,06
230 3 150 12 1800 5 400 73 1,86
240 4 180 11 2 000 8 000 65 1,81
250 4 170 18 3 050 12 200 43 1,52
260 10 180 28 5000 50 000 26 1,41
260 2 200 40 8 000 16 000 16 1,21
270 1 500 50 25 000 25 000 5 0,70
Zusammen: 41 — - — 1,3 m105 — -

Werte von E A in Abhéngigkeit von der Zeit bei verschiedenen (statischen)
Dauerbelastungen eines kalt geschmierten Treibriemencroupons mit einem
Querschnitt von 0,75 cm2 dargestellt. Durch Integration der Werte von E A
wird der gesamte zerrissene Faserquerschnitt in Werten des als Einheit gewé&hl-
ten Faserquerschnittes erhalten. Als die ReiBdauer noch mehr verldngert wurde
(siehe Tab. Il und Abb. 7), konnten wir beobachten, dall sich die Werte von
E A mit der Zeit verringerten, wobei nicht nur die Haufigkeit der Knallgerdu-
sche, doch auch ihre Intensitdt abnahm. Diese Erscheinung kann darauf zuriick-
gefuhrt werden, daBR sich w&hrend der Ermidung Faserbelastungen ausbilden
kénnen, bei denen infolge der gleichméRigeren Beanspruchung der Fasern weni-
ger Faserblndel bis zur Bruchdehnung belastet sind. Diese Erscheinung hé&ngt
auch mit der Relaxation zusammen. In den dem RiR des Leders unmittelbar
vorangehenden Minuten wurden derartige der Relaxation &hnliche Erschei-
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logT A

JO mo 200 Minuten

Abb. 8. Logarithmus des je Minute zerrissenen Faserquerschnittes in Abhéngigkeit von der
Zeit, bei einer Belastung von 215 kg/cm2

nungen nicht mehr beobachtet, vielmehr nahm die Intensitdt und auch die
Hé&ufigkeit der Knallgerdusche stufenweise zu, wie es aus den Tabellen 11l und
IV sowie aus den letzten Abschnitten der Abb. 7 und 8 ersichtlich ist.

Beidynamischer Ermidung kommt die Abnahme der Geschwindigkeit der
Faserrisse seltener vor, da die schwankende Belastung dem Ermidungsvorgang
Uber den Stillstand der Risse hinweghilft. Hierauf dirfte teilweise auch der
Umstand zuriuckgefihrt werden, dal bei der dynamischen Ermudung die
Dauerlinie des Leders steiler verlauft.

Auf Grund der mit einem Oszillographen vom Typ 20981 durchgefihrten
Messungen fiuhrte in Tab. | die Summierung der Werte von m «27 A, auf einen
Lederquerschnitt von 1 cm2bezogen, zu einem Ergebnis von derGréRenordnung

9*
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Tabelle 11

Ermiudung eines kalt geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,73 cm2

Dauerermidung Knallgerdusche
Berechnete
durch i in" Minte
ren- schnittlicher - in Minuten

durch schnittliche neA =LA m eHA log t.

kg/cm2 Minuten ~ Anzahl je ﬁ\nus(g(s:gilﬁg 165 +105 9

Minute  graphen in = HA
mm
m n A

75 | 3 i 3 3 55 000 4,44
82 2 12 2 24 48 6 900 3,84
92 3 20 5 100 300 1650 3,21
102 2 30 7 210 400 790 2,90
117 3 60 5 300 900 550 2,74
127 3 70 7 490 1500 340 2,52
138 3 120 12 1 440 4 300 120 2,15
152 5 170 15 2 550 12 800 65 1,81
163 4 180 17 3060 12 200 54 1,73
173 2 200 22 4 400 8 800 37 1,57
183 11 300 30 9 000 100 000 19 1,28

183 1 400 60 24 000 24 000 - -

Zusammen: 40 — - 1,65-105 N -

von 1,7 m105. Bei verschiedenen Treibriemen wurde der Wert dieser Summe
von der GréBenordnung von 1,3 —2,7 « 105 gefunden. Aus Abb. 6 geht her-
vor, daB bei einer nur wenige Minuten andauernden geringen Belastung der zer-
rissene Faserquerschnitt nur einen vernachldssigbaren Anteil des gesamten
Lederquerschnittes ausmacht. Die Prifung bei diesen geringen Belastungen
kann somit berechtigt als zerstdrungsfrei bezeichnet werden.

Bei der Fortsetzung unserer Versuche wurde ein Oszillograph vom Typ
Orion AF 9916 verwendet, bei dem die Strahlenbewegung mit Hilfe eines Photo
Recorders photographiert werden kann. Die GroBe und H&ufigkeit der Strah-
lenbewegung kann mit Hilfe dieses Apparates viel genauer gemessen werden.
Die Empfindlichkeit der Vorrichtung kann dadurch weiter erh6ht werden, daR
das Mikrophon Uber einen Resonator mit der Lederprobe in Kontakt gebracht
wird. Mit dieser Anordnung erhdhte sich der Wert der Formel (3) bereits auf
einen Wert von der GréBenordnung 6 « 105.

Nach Michaitov [4] sollen die Durchmesser der Faserbindel des Kolla-
gens 30 —130 Mikron, die der einzelnen Fasern 7 —10 Mikron betragen. Nehmen
wir noch in Betracht, daR infolge der Porositat der zerrissene Faserquerschnitt
nur etwa 50% des Lederquerschnittes ausmacht, so betrdgt die Anzahl der
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Tabelle 111

geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,75 cm2

istung Knallgeréusche
durch- sch?llijtrtclPéher
Lgom  prch  sclnitliche Ausschlag """ = e
je Minute  graphen in

mm

m n A
85 2 10 | 2 20
100 3 60 7 420 1300
120 3 200 8 1600 4 800
120 2 160 6 960 1900
120 2 140 5 700 1400
120 10 120 4 480 4 800
120 8 100 3 300 2 400
140 3 200 7 1400 4 200
140 3 180 7 1 250 3800
140 2 170 7 1190 2 380
140 5 160 6 960 4 800
140 5 140 5 700 3 500
140 12 100 5 500 6 000
160 5 200 11 2 200 11 000
160 5 200 10 2 000 10 000
160 5 170 9 1520 7 600
160 5 150 6 900 4 500
160 30 140 5 700 21 000
160 10 170 8 1520 15 200
160 3 200 10 2 000 6 000
160 4 250 15 3 750 15 000
160 3 300 15 4 500 13 500
160 3 350 20 7 000 21 000
160 1 400 50 20 000 20 000

134 _ - — 1,86- 105
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Tabelle IV

Ermidung eines kalt geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,90 cm2

Dauerbelastung Knallgerdusche

durch schdnli{ﬁ?éhe scr?#irt(t:n;:her . naa = za meza 1 og zA
kg/cm2 Minuten Alr\}lzimlteje é‘i?ﬁ%'g?gpﬁg
in mm
m n A
215 10 150 6 900 9 000 2,96
215 10 120 3 360 3 600 2,55
215 40 60 4 240 9 600 2,38
215 60 120 4 480 29 000 2,68
215 50 150 4 600 90 000 2,78
215 10 200 10 2 000 20 000 3,30
215 6 300 30 9 000 54 000 3,95
215 1 50 000 50 000 4,00
Zusammen: 187 2,05- 105

Faserblindel in dem scheinbaren Querschnitt des Leders von 1 cm2

Die Anzahl der einzelnen Fasern betrdgt laut dhnlicher Rechnungen 640 000 —
1 300 000. Bei unseren Versuchen wurden flr die verschiedenen Leder Zahlen-
werte zwischen diesen Grenzen gefunden (siehe Tab.

Aus diesen Berechnungen kdnnen wir darauf schlieRen, da bei der lang-
samen Ermidung des Leders stufenweise Faserquerschnitte nacheinander zer-
reifen, die geringer als die der Faserbindel sind und die die Querschnitte der
einzelnen Fasern anné&hern. Zwischen der Zugbeanspruchung und der Ermiu-
dung des Leders besteht somit der Unterschied, daB bei der Bestimmung der
Zugfestigkeit Aggregate der Faserbindel zerreiBen, wobei die Knalle an der
Anzahl verh&ltnismdRig gering, doch starker Intensitdt sind; die Haufigkeit der
Knalle nimmtrasch zu, und der volle Querschnitt des Leders zerreilt gleichsam
detonationsartig wéhrend einiger Sekunden. Demgegeniber zereiRen bei der
Ermidung des Leders die einzelnen Fasern, wobei die Knalle zwar hoch an der
Anzahl, doch von geringer Intensitdt sind. Es ist fir die Ermidung kennzeich-
nend, dall die Fasern mit einer nahezu konstanten Geschwindigkeit zerreilen.
Der ReiBprozess kann somit mit der Fldche eines sich entlang der Ordinate
erstreckenden, wéhrend die Ermidung mit der Fldche eines sich entlang der
Abszisse erstreckenden dufRerst schmalen Streifens charakterisiert werden.
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Die ZerreiBzeit (f) kann fir jede Belastung auf Grund der folgenden For-
mel berechnet werden:

fZA 1Al fZA

0 = . t
LA TAl LA

Wird ndmlich von dem durch die Relaxation bedingten Nachlassen der Knalle
sowie den dem RiB unmittelbar vorangehenden starkeren Knallen abgesehen,
und werden die Faserrisse Uber die volle Ermiudungsdauer als gleichmaRig ver-
teilt vorausgesetzt, so wird der Quotient aus dem zerrissenen gesamten Faser-
querschnitt (siehe Formel 3) und dem auf eine Minute entfallenden durch-

log t

1 2 3 4 5
Abb. 9

Schnittlichen Faserquerschnitt (siehe Formel 1) die ReiRzeit in Minuten erge-
ben. Die Logarithmen der derart berechneten Reiflzeiten und die Belastungen
stehen miteinander in einer linearen Beziehung. In Abb. 9 wurden die Dauer-
linien der in den Tabellen | und Il angefiihrten Leder dargestellt. Unsere frii-
here Beobachtung, dafl die Logarithmen der Dauerbelastungen und die der
ReilRzeiten auf einer Geraden liegen — die wir als Dauerlinie bezeichneten —
erhielt hierdurch von einer anderen Seite ihre theoretische Bestdtigung.

Unsere Apparatur durfte zur Zeit zu Routinetesten noch nicht genligend
geeignet sein, wir hoffen aber, daB mit der Vervollkommnung der Apparatur
auch die akustische Methode der Qualitdtspriifung der Leder gute Dienste lei-
sten wird, wie auch der Elektrokardiograph zur Zeit eineunentbehrliche Hilfe
der inneren Medizin bei der Aufstellung der Diagnosen leistet.

Der Ungarischen Akademie der Wissenschaften sei unser Dank auch auf diesem Wege
fur die Oszillographen ausgesprochen, die sie durch ihren Instrumentenanleihdienst zu unserer

Verfugung stellte. Auch danken wir unserem Kollegen Jézsef Erter fir seine wirksame Hilfe
hei der Aufnahme der Photographien. SchlieBlich wollen wir noch erwédhnen, daB unser Kollege
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Janos Zitles im Laufe unserer Versuche zu unserer Kenntnis brachte, daR er es bereits im
Jahre 1953 vorschlug, einen Apparat zu konstruieren, mit Hilfe dessen eine Beziehung zwischen
der Farbe der beim ZerreiRen des Leders entstehenden Tone und der Qualitat des Leders ermit-
telt werden kann. Obschon sein Vorschlag nicht verwirklicht wurde, trugen doch seine ldeen
auch zu den Ergebnissen unserer Arbeit fruchtsam bei.
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ZUSAMMENFASSUNG

Der ReilRprozeR des Leders wurde von den Autoren bei einer 10 000-fachen Schall-
verstarkung studiert. Die Faserrisse kénnen mit einem Kopfhdrer gut wahrgenommen werden;
die Knalle kdnnen auf ein Magnettonband aufgenommen oder mit Hilfe eines Oszillographen
auch photographiert werden (siehe Fig. 2 und 3). Auf Gmnd der Photographien kénnen die
GroRen der zerrissenen Faserquerschnitte miteinander verglichen werden. Der je Minute zer-
rissene Faserquerschnitt nimmt mit zunehmender Belastung in hohem MaBe zu (siehe Fig. 4
und 5). Bei auf lange Zeitdauer erstreckten Ermudungsprozessen kann eine der Relaxation
&dhnliche Erscheinung beobachtet werden. Zwischen den Logarithmen der Reiflzeiten und den
Belastungen besteht eine lineare Beziehung. Auf Grund der Versuchsergebnisse besteht zwi-
schen der Ermiudung und Zugbeanspruchung ein Unterschied, indem im Laufe der Ermidung
nacheinander Querschnitte zerreiBen, die geringer als die Faserbiindel sind, wahrend bei der
Bestimmung der ZerreilRfestigkeit Aggregate der Faserbindel mit einer zunehmenden Geschwin-
digkeit zerreilRen.

ACOUSTIC TESTS FOR STUDYING HIDE FIBRE TEARING
G. TOTH and J. ORKENYI

SUMMARY

The authors have investigated the tearing process of hides, using a 10 000-fold sound
amplification. Hide fibre tears can be well heard by means of earphones; the cracks might
either be recorded on tape or else might be photographed with the help of an oscillograph
(Figs. 2—3). The photos permit to compare the fibre cross sections having been torn per minute.
W ith growing loads the fibre cross section torn per minute will increase considerably (Figs.
4—05). In the case of a prolonged fatigue process relaxation-like phenomenons are observed.
There is a linear relation between the loads and the logarithms of the tearing time. On the
basis of the experiments it has been established that the difference between tearing and fatigue
consists of the following: during fatiguing the cross sections being torn subsequently are smaller
in size than the fibre bundles, whereas in the case of tensile strength determination groups of
fibre bundles are torn at an increasing speed.
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ETUDE DE Li RUPTURE DES FIBRES DE CUIR AU MOYEN D’EXAMENS
ACOUSTIQUES

G. TOTH et J. ORKENYI

RESUME

Les auteurs ont examiné le processus du déchirement du cuir au moyen d’une amplifica -
lion de 10 000 du son. Les ruptures des fibres peuvent étre bien entendues au moyen d’un écouteur,
les crépitements peuvent étre enregistrés sur le ruban du magnétophone ou bien photographiés
au moyen d’un oscillographe (Fig. 2 et 3). Sur la base des photos, on peut comparer la grandeur
des sections des fibres rompues par minutes. La section des fibres rompues en une minute
s’accroft trés rapidement lorsque la charge augmente (Fig. 4 et 5).

Avec les essais de fatigue de longue haleine, on peut observer des phénoménes semblables
a la relaxation. Il y a une relation directe entre les logarithmes des temps de rupture et les
charges. Sur la base des essais, on a constaté que la différence entre la fatigue et la rupture
consiste en ce que durant I’essai de fatigue, de petites sections sont rompues successivement
dans les faisceaux de fibres, tandis que durant la détermination de la résistance a la rupture,
es ensembles de faisceaux de fibres se rompent avec une vitesse accélérée.

N3YYEHUMNE AKYCTUYECKNMU NCCJIEAOBAHVNAMUN PA3PLIBA BOJTOKOH KOXXWU
. TOT n 4. 3PKEHbW

PE3IOME

ABTOpbI M3yyann MPOLIECC paspbiBa KOXM Npu ycnoBuax 10000 KpaTHOro YycuieHust
3ByKa. PaspblB BOMIOKOH MOXHO XOPOLLO MPOC/YLIMBaTL MPY MOMOLLY HAYLIHWKOB; TPECKMU
MOXHO 3aMM1CbIBaTh HA MArHUTOMOHHYIO NIEHTY, W/ XK€ OUH MOTYT 6bITb CHHOTOrpParpPoBaHbl Npu
nomowm ocumnnsTopa (puc. 2—3). Ha 0CHOBE CHMMKOB BO3MOXXHO CPaBHWUTb BENUYMHY MJ10-
LLafeil NomepeyHoro ceyeHVsl BOJIOKOH, PasopBaBLUMXCS 3@ MWHYTY. [owagb nonepevyHoro
CeYeHMs1 BOSIOKOH, Pa30BaBLUMXCS 3a MWHYTY, MpK BO3pacTalolleil Harpyske pacTeT OueHb
6bIcTpo (puc. 4—5). B c/lyuae npouecca UCMbITaHUs Ha YCTanoCcTb, PAaCcTAHYTOrO Ha ANUTe/bHOe
BpeMsi, HabMoaaeTCa ABMEHME, CXO0XKee C penakcaumeid. Mexay 3HaueHUsIMU BPeMeHU paspbiBa
M 3HAYEHVSIMM HarpysKu CyLIecTBYeT MpsiMasi 3aBMCMMOCTb. Ha OCHOBE OMbITHbIX [AaHHbIX
MeXay WCMbITaHWeM Ha YCTafiocTb M PaspbIiBOM CYLLECTBYET TO OT/MUME, YTO MpW Mpouecce
MCMbITaHWA Ha YCTaNoCTb PaspbIBAOTCA APYr 3a [JPYrOM MeHbLUVe CeYeHUs MYy4YKOB BOJIOKOH,
B TO )X€ BpeMs Npy onpedeneHnn COMpOTUB/EHWSI PaspbiBy C BO3PACTAOLLE CKOPOCTbIO pas-
pbIBAIOTCA MHOXECTBA My4YKOB BOJIOKOH.






K ONJUGIERTE ZAHNPROFILPAARE

L. SZENICZEI f
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 7. Juli 1959]

Im Laufe der Entwicklung der Technik kommt es gleichsam alltdglich
vor, daB erfinderische Konstrukteure, aber noch &fters findige Technologen,
neue ldeen verwirklichen und neue Verfahren cinfihren, die durch die Praxis
zwar bestdtigt werden, deren theoretische Begrindung jedoch noch aussteht.
In solchen Fallen, und insbesondere, wenn der neuen Methode eine hohe wirt-
schaftliche Bedeutung zukommt, werden in der Kegel neue Theorien geschaffen
oder aber die alten mit einer neuen Deutung ergdnzt. Es kommt aber auch vor
— und leider nicht einmal so selten —, daR die Theorie die neuen Ergebnisse
der Praxis nicht zur Kenntnis nimmt und sie in die eigenen Rahmen einzu-
fugen sich nicht bemuht. Insbesondere tritt der letztere Fall ein, wenn die vor-
herrschende Theorie ein »geschlossenes System« bildet, das nur schwer auf-
gespaltet werden kann.

Die Geometrie der Verzahnungstheorie stellt ein typisches Beispiel eines
solchen Systems dar, das das Ergebnis einer Entwicklung von etwa zweieinhalb
Jahrhunderten darstellt. Wahrend dieser langen Zeitspanne wurde sie selbstre-
dend auBerordentlich verfeinert und ist aus diesem Grunde auch ein wenig
starr geworden. Es bildete sich eine gewisse skolastische Behandlungsart aus,
von welcher abzuweichen eine immer schwierigere Aufgabe ist, da die alten
vollkommenen Formen stets eine groRe Gebundenheit bedeuten, insbesondere
im Bereich des technischen Unterrichts. Es seien im folgenden die Griinde dieser
Gebundenheiten analysiert.

Die theoretischen Grundlagen der Verzahnungsgeometrie wurden von
dem franzésischen Astronomen de 1a Hire [1] am Ende des 17. Jahrhunderts
niedergelegt. Auf dieser Grundlage wurde von einer langen Reihe der Wissen-
schaftlern eine wunderbare Theorie ausgebaut, die etwa bis zum ersten Welt-
krieg, das heilt zwei Jahrhunderte hindurch immer mehr entwickelt wurde,
wobei jedoch ihre bereits bewiesenen S&tze unberthrt blieben, da doch wéhrend
dieser zwei Jahrhunderte der Begriff »Zahnrad« ausschlieBlich das zylindrische
Rad bedeutete. Den Kegel- und Schneckenrddern kam dabei eine v6llig unter-
geordnete Rolle zu, und so war es ganz natlrlich, daR die Theorie ganz auf den
Leib der zylindrischen Rd&der zugeschnitten wurde. Es wurde nachgewiesen,
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dall die vollkommenste Profilkurve durch die Evolvente dargestellt wird, und
als Pfand hierfir wurde das geradlinige Grundprofil betrachtet.* In den Lehr-
bichern um die Wende des Jahrhunderts — so z.B.beiHerrmann [2] und
Bach [3] — wurde sogar bei den Kegel- und Schneckenrddern als Grund-
profil die Evolvente aufgefunden und nachgewiesen. Dies stellt jedoch lediglich
eine Eigenschaft der zylindrischen Getriebe mit parallelen Achsen dar, da bei
diesen sowohl das Satzrédderproblem wie auch das geradkantige Abwé&lzwerk-
zeug mit Hilfe des Grundprofils der Evolvente geldst werden konnte. Aber eben
aus diesem Grunde ist es Uberflussig bei Getrieben, bei denen der Bedarf nach
Satzrddern garnicht auftreten kann, das heillt bei den Getrieben mit sich schnei-
denden oder kreuzenden Achsen. Vor den Fachleuten der Praxis ist es bereits
seit langem bekannt, daB das Zahnprofil der nicht parallelachsigen Getrieberé-
der nie eine Evolvente darstellt, nicht einmal, wenn sie mit Hilfe des Abwalz-
verfahrens hergestellt werden.

Als Grundlage zur Theorie der geradverzahnten Kegelrdder dient heute
bereits das »ideale« Planrad, dessen Teilkegelwinkel 90° betrdgt und bei denen
die Profilflichen der Zdhne — aus technologischen Grinden — Ebenen dar-
stellen. Die Profilflaichen der Planrédder bei Kegelgetrieben mit einem theore-
tisch moglichen Kugelevolventenprofil stellen ndmlich gekrimmte Inflexions-
flachen dar, zu denen entsprechende zeitgemdRe Abwalzverkzeuge nicht her-
gestellt werden kénnen.

Es wurde bereits am Anfang beobachtet, unter anderen auch von Dr.
Videka [4], dal die Eingriffslinie der auf ein Planrad mit ebener Profilfliche
abgewdlzten Kegelrdder keine ebene Kurve, vielmehr eine 8-férmige Raum-
kurve darstellt, die wegen ihrer Form als Okloid benannt wurde. Es wurde auch
nachgewiesen, daB das Profil der Kegelrdder aus diesem Grunde keine Kugel-
evolvente darstellt. Heute bereits wird in den meisten Lehrbichern dieOktoid-
verzahnung erwéhnt, und zwar als die einzige, die nicht nach der Profilkurve,
sondern nach der Eingriffslinie benannt wurde, wobei jedoch auch mitgeteilt
wird, dall die »ganz unbedeutende« Abweichung von der Kugelevolvente in der
Praxis vernachlédssigt werden kann. Dies trifft auch zu, die Geometrie der Ke-
gelrdder wurde aber dennoch durch die TREDGOLDsche Transformation [5] fur
die Theorie auf das Gebiet der Geometrie der zylindrischen Getriebe hinlber-
gerettet. Es bedurfte lediglich der Einfihrung einiger neuer Begriffe (Ergén-
zungskegel, Ergdnzungsz&dhnezahl, mittlere Module, usw.), und mit Hilfe dieser
Begriffe konnten die Kegelgetriebe in der gleichen Weise wie die zylindrischen
behandelt werden, wobei den beiden auch eine gemeinschaftliche Geometrie
zukam. Es sei betont, daB diese Transformation fir die Praxis vollkommen

*Unter Grundprofil wird entsprechend der internationalen Konvention stets das Zahn-
slangenprofil ohne Kopfspiel verstanden, ob nun die Konturen der Profile symmetrisch oder
asymmetrisch, geradlinig oder krumm sind, also auch jene, mit denen Satzrader nicht ange-
fertigt werden kdnnen.
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richtig und berechtigt war, die Entwicklung der Theorie wurde jedoch durch
sie in hohem MaRe gehemmt. Die allgemeine Gultigkeit der auf die zylindrischen
Réader zugeschnittenen Theorie blieb dabei, samt der Evolventenzahnkurve und
dem Grundprofil, erhalten.

Durch das Erscheinen der bogenverzahnten Kegelradgetriebe in den
Zwanzigerjahren und insbesondere durch die Verbreitung der europdischen
Systeme mit konstanter Zahnhdhe wurden die Grundlagen dieser Betrachtungs-
weise stark erschittert, da doch das Grundprofil an den Zahnrddern
dieser Getriebe nicht mehr aufzufinden war. Die Form des am Umfang dieser
Réader erscheinenden Stirnprofils stellt ndmlich eine Funktion des Schrédgungs-
winkels dar und ist somit als Grundprofil ungeeignet, wobei das Normalprofil
— inshesondere bei den mit Messerkopf abgewélzten Rddern — nicht definiert
werden konnte. Die bogenverzahnten Getriebe besitzen aus diesem Grunde kein
Grundprofil mehr (mit Ausnahme des KbiNGELNBERGschen Systems), und als
einzige Grundlage der Theorie blieb das Planrad. Das Ausfallen des Grund-
profils bei den Kegelrddern fallt deshalb nicht auf, weil es keine Kegelsatzrader
gibt.

Die Hypoidgctriebe mit sich kreuzenden Achsen wurden trotz aller
Theorie von den Technologen entwickelt. Bei den schrdgverzahnten Hypoiden
konnte der Begriff des Planrades noch beibehalten werden, obschon jedes Rad
des Getriebes ein anderes Planrad besitzt; aber die bogenverzahnten Hypoidra-
der, wie es von w itanaber [6] Nnachgewiesen wurde, besitzen keine Planréader
mehr, vielmehr kommt ihnen eine aullerordentlich schwer zu deutende Schrau-
benflachc zu, die von ihm als »Platéid« bezeichnet wurde. Bei den Hypoid-
getrieben fehlt somit auch das das Grundprofil ersetzende Planrad, obwohl die
einzelnen Ré&der des Getriebes — aus technologischen Griinden — noch je ein
Planrad besitzen. Eben aus diesem Grunde wurde in der Theorie der alte Satz
noch weiter beibehalten: »Das Abwdalzwerkzeug verkdrpert einen Zahn des
Planrades und ist ihm gleichwertig.«

In den DreiBegerjahren wurde von der Fabrik Gleason die »Formate« Ver-
zahnung entwickelt, die sowohl bei den klassischen wie auch bei den hypoiden
Kegelrad getrieben verwendet werden konnte. Dies war in der Tat eine revolu-
tiondre Neuerung, da in der Technologie der Formateverzahnung die Plan-
lader nicht mehr verwendet werden. Das Tellerrad wird nicht mehr abgewdlzt,
sondern ausgerdumt, das Ritzel wird aber auch bei dieser Methode mit Hilfe
des Abwdélzverfahrens hergestellt. Das Abwélzwerkzeug jedoch ist nicht mehr
das Planrad, es »verkdrpert« vielmehr die Z&hne des Tellerrades. Sie wird aus
diesem Grund auch als »halbabgewdlzte« Verzahnung bezeichnet. Im System
Formate kommt es aber darliber hinaus auch mit der Evolvente zum offenen
Bruch, da die »Profilkurven« der Z&dhne des Tellerrades gerade Linien dar-
stellen. So ist das Profil des Ritzels auch keine Evolvente mehr, es weist viel-
mehr eine »geringe Abweichung« von der Evolvente auf. Wenn wir noch erwali-
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nen, daf die Formate-Verzahnung mit dem Oktoid nicht einmal dann in irgend-
welche Beziehung gebracht werden kann, wenn es sich um kein Hypoidgetriebe
handelt, so missen wir einsehen, dall die klassische Behandlungsweise in eine
Sackgasse geriet. Die Evolvente, das Grundprofil und das Planrad stellen keine
allgemeingultigen Begriffe mehr dar.

Die allgemeine L6sung der Yerzahnungstheorie liegt fiir die zylindrischen
Getriebe im Evolventenprofil, fur die Ubrigen Typen aber in den konjugierten
Profilen vor, worauf im nachstehenden ausfihrlich eingegangen werden soll.

Es dirfte interessant sein, daB, wenn wir die Forderung nach den Satz-
rddern aufgeben, die konjugierten Profile auch von den bekannten S&tzen der
Yerzahnungstheorie abgeleitet werden koénnen, ein Zeichen dafir, daBR die
Grundlagen der Theorie richtig sind, wenn nur offen eingestanden wird, daR
sich die Giltigkeit der bisher verallgemeinerten S&tze auf die zylindrischen
Getriebe beschrankt.

Den dritten Satz des Lehrganges der nunmehr klassisch verstarrten Yer-
zahnungstheorie stellt der Satz von Reu1eaux dar, nach dem die Eingriffslinie
in Kenntnis des Teilkreises und der Profilkurve auf Grund des Satzes der Zahn-
normalen konstruiert werden kann. Diese Konstruktion wird auch in den mei-
sten Lehrblchern vorgefihrt, wobei in der Regel auch hinzugefugt wird, dal
die Profilkurve »beliebig« gewéhlt werden kann.

Flier aber stellt sich im Lehrgédnge ein Knick ein! Die REULEAUXsche
Konstruktion wird namlich im weiteren zu nichts verwendet, vielmehr wird
nach dem Aufwerfen des Problems der Satzrdder als die »zweckmaRigste Art«
der zentralsymmetrischen Angriffslinie die schrdge Gerade, die Evolvente und
das Grundprofil eingefihrt.

Im nachstehenden wollen wir diese Begriffe nicht einfuhren, vielmehr wol-
len wir die REULEAUXsche Konstruktion verwenden und den urspringlichen
Gedankengang ungebrochen weiterfihren.

Zunéchst wollen wir die erste Halfte der REULEAUXschen Konstruktion
einer ndheren Untersuchung unterziehen. Die Regel sagt aus, dal die Eingriffs-
linie in Kenntnis des Teilkreises und bei Aufnahme eines beliebigen Profils
(s. Abb. 1) konstruiert werden kann. Dieses beliebige Profil muR aber eine
stetige Kurve von der Art darstellen, daB der Teilkreis von der in einem belie-
bigen Punkte errichteten Normalen geschnitten wird (s. Abb. Ib). Im Sinne
des Satzes der Zahnnormalen kann sich jedoch ein beliebiger Punkt des Pro-
fils nur dann im Eingriff befinden, wenn die im Punkte Plerrichtete Normale
durch den Walzpunkt F geht. Aus diesem Grunde muR das Dreieck Pi-YjOj*
(s. Abb. Ic) soweit um den Punkt Ox als Mittelpunkt des Rades verdreht
werden, bis der Punkt in den W élzpunkt F zu liegen kommt. In dieser Lage
stellt der Punkt Kreinen Punkt der Eingriffslinie dar. In Rezug auf den inner-
halb des Teilkreises liegenden Punkt P2 (s. Abb. Id) ist dasselbe maRRgebend,
nur mufl hier das Dreieck P 2iV20 1im entgegengesetzten Sinne verdreht werden.
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Auf diese Weise erhalten wir den Beriuhrungspunkt k 2. Wird nun diese Kon-
struktion fir einige weitere Punkte des aufgenommenen Profils durchgefihrt,
so kénnen wir die Eingriffslinie genau konstruieren (s. Abb. le).

W urde eine Profilkurve aufgenommen, deren Eingriffslinie an ihren En-
den zuriickbiegt (s. Abb. If), so kann die Eingriffslinie — und damit auch
das Profil selbst — nur zwischen den Punkten verwendet werden, in welchen
sie von den Teilkreisradien beriihrt wird. Die zuriickbiegenden Aste kénnen
nicht mehr verwendet werden, da doch ein Radprofil in zwei Punkten gleich-
zeitig nicht eingreifen kann.

Das Profil kann auch eine Gerade darstellen (s. Abb. Ig), wobei aber
zu beachten ist, daR die im duBersten Punkt errichtete Normale eine Tangente
des Teilkreises darstellt.

Wenn sowohl das Profil wie auch die Endpunkte der Eingriffslinie (s.
Abb. Ih) bekannt sind, so schneiden sich die Halbierungsnormalen der die kor-
respondierenden Punkte verbindenden Geraden im Punkte Ox und der Teil-
kreisradius OjJE = Ty kann somit bestimmt werden. Dies bedeutet, daB wenn
von den drei Kurven zwei bekannt sind, und eine der beiden Kurven das Profil
darstellt, die dritte Kurve durch Konstruktion ermittelt werden kann; das
Profil kann jedoch aus der Eingriffslinie und dem Teilkreis nicht konstruiert
werden, die REULEAuxsche Konstruktion kann somit nicht umgekehrt werden.

Diese Konstruktion weist zwei wichtige Eigenschaften auf, auf die in
Ungarn Universitdtsprofessor Dr. Imre Véros [7] als Erster hinwies:

1. Durch ein Profil und einen Teilkreis ist eine einzige Eingriffslinie gege-
ben, die Konstruktion ist somit eindeutig;

2. bei der Bestimmung der Eingriffslinic bedarf es nicht des Gegenprofils.

In der Folge wollen wir nun die zweite Halfte der REULEAuxschen Kon-
struktion untersuchen. Der Punkt Pj des dem Punkt Pxdes Profils entsprechen-
den Gegenprofils wird erhalten (s. Abb. 2a), wenn das Dreieck k xo 2F um
den Punkt 02um eine Bogenldnge r n~n 1 verdreht wird, die gleich der Bogen-
ldnge F n; ist, um die das Dreieck pynyoy um den Punkt 0Xin der ersten Héalfte
der Konstruktion verdreht wurde. Das heiRt, die zwei Bogenldngen FN Xund
F N 1lsind einander gleich. Wird nun diese Konstruktion fiir zahlreiche Punkte
der Eingriffslinie durchgefihrt, so kann das Gegenprofil genau konstruiert
werden (s. Abb. 2b).

Wenn die Eingriffslinie von irgendeinem Kreise des Gegenrades zweimal
geschnitten wird (s. Abb. 2c), so kann die Eingriffslinie — und damit auch
das urspriunglich aufgenommene Profil selbst — nur bis zu dem Punkte ver-
wendet werden, in dem sie von einem Kreise des Gegenrades eben bertihrt wird.
Der Teil jenseits dieses Punktes kann nicht mehr verwendet werden, da doch
kein Punkt des Profils zweimal nacheinander eingreifen kann. Dies kommt des
O6fteren bei geraden oder konkaven Profilen vor, bei konvexen Profilen jedoch
seltener.
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10 Acta Technica XXIX,'3—4.
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Mit Hilfe dieser Konstruktion kann nicht nur das Gegenprofil, vielmehr
auch das Zahnstangenprofil konstruiert werden, wobei dies als eine Folge der
Konstruktion das gemeinsame Zahnstangenprofil der beiden R&ader darstellt
(s. Abb. 2d).

Auch aus dieser Konstruktion kénnen wertvolle Schlisse gezogen werden.

1. Die beiden Profile — die nunmehr als konjugierte Profile bezeichnet
AVerden — reichen nie bis zu den FuBkreisen, sondern nur den Grenzkreisen
herab (s. Abb. 2e), deren Radien durch die Punkte Kxund K2, die Endpunkte
der Eingriffslinie, bestimmt sind.

2. Durch die nd&mlichen Punkte werden auch die Radien der Kopfkreise
bestimmt, woraus folgt, dall bei konjugierten Profilen der Kopfkreis des Rades
und der Grenzkreis des Gegenrades* einander stets im Punkte K schneiden.

3. Dieser Satz gilt selbstredend auch dann, wenn die Anzahl der Z&hne
des Gegenrades unendlich ist, wenn es somit eine Zahnstange darstellt (s. Abb.
2f). Zwischen FuB- und Grenzlinie der Zahnstange fehlt somit das Profil; dies
kann mit Hilfe der REULAuxschen Konstruktion nicht bestimmt werden. Das
gleiche gilt auch fur das Rad und Gegenrad: zwischen dem FuBBkreis und Grenz-
kreis fehlt das Radprofil. Das volle Grundprofil kann somit mit Hilfe der
REULAuxschen Methode nicht bestimmt werden, woher die Aussage, dall die
konjugierten Profile kein Grundprofil besitzen.

Es sei jedoch bemerkt, daR die Ubergangskurve zwischen dem Grenzkreis
und FuBKkreis, die am Eingreifen nicht beteiligt ist, mit Hilfe der etwas modifi-
zierten Jurek—BiROschen Zeichenmaschine konstruiert werden kann [8].

Der Umstand, dall die konjugierten Profile kein Grundprofil besitzen,
stért uns aber nicht, da wir doch die Forderung nach Satzréddern bereits zu
Beginn unserer Erérterungen fallen lieBen.**

Nebenbei wollen wir hier bemerken, dalR eine beliebige Verzahnung nur
in dem Falle ein Grundprofil besitzen kann, wo das Grundprofil selbst zundchst
aufgenommen und die Verzahnung hiervon abgeleitet wird.

Soll ein Getriebe mit konjugierten Profilen konstruiert werden, so muf
die Teilung konstant gehalten werden, wobei jedoch die Zahndicke und die
der Zahnliickenbreite nicht mehr gleich sein missen (s. Abb. 2g), und auch die
beiden gegentberstehenden Profile miussen keine Spiegelbilder voneinander dar-
stellen (s. Abb. 2h). Obschon dies fiir den ersten Augenblick als 4uBerst ungewdhn-
lich erscheint, sind die Verzahnungsfachleute sich dessen jedoch wohl bewuft,
dalR auch Kegelradgetriebe hergestellt zu werden pflegen, bei denen der rechte

* Der Grenzkreis stellt jenen Kreis dar, bis zu dem das Eingriffsprofil reicht und erzeugt
werden kann. Der Radius des Grenzkreises Ubertrifft stets den des FulRkreises, auch bei Evol-
ventenverzahnung mit Grundprofil. S.: Szeniczei Lajos: »Az &ltaldnos fogazas« (Die allge-
meine Verzahnung), Budapest, |I. Auflage, 1941, S. 164; II. Auflage, 1955.

** Die Verzahnungsfachleute staunen oft dariiber, daR ein Getriebe kein Grundprofil
besitzt. Bei den seit lange her Ublichen konjugierten Profilen — beim Abwalzen von Ketten-
rddern, Kerb- und Vielkeilwellen — denkt hingegen niemand daran, ein Grundprofil zu suchen
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und linke Profilwinkel einander nicht gleich sind. Selbstredend stellen die bei-
den Profile auch bei diesen Systemen keine Spiegelbilder zueinander dar.

Es darf dabei nicht vergessen werden, dall auch bei den Getrieben mit
konjugierten Profilen die wichtige Regel der Verzahnung einzuhalten ist, daR
der zur Eingriffsstrecke gehdrende Eingriffsbogen grofRer als die Teilung, das
heilt die Eingriffsdauer groBer als 1 sein muB (s. Abb. 3).

Fur den Fachmann ist selbstredend in erster Linie die Frage von Interesse,
wie die konjugierten Profile, in Ermangelung des Grundprofils, konstruiert
werden kénnen. Wird nun das Profil des einen Rades als Werkzeugschneide
ausgebildet, so wird diese mit dem wohlbekannten Abwdalzverfahren am Gegen-

Abb. 3. 1. a. Das Profil greift ein ; 1. b. dasselbe Profil tritt aus dem Eingriff aus ; Il. a. die
Lage des Profils des vor dem Zahn 1. liegenden Zahns 11., als der ndchste Zahn in Eingriff
tritt; 1,2 der Eingriffsbogen; 1,3 die Teilung, die kleiner als der Eingriffsbogen sein muR

rad die notwendige volle Zahnliicke selbst erzeugen, und zwar nicht nur das
am Eingreifen beteiligte Profil, sondern auch die Ubergangskurven zwischen
dem Grenzkreis und FuBkreis des Gegenrades; genau so, wie die Ubergangs-
kurve unter dem Grenzkreis des Rades auch durch das genormte Fellows-
W erkzeug erzeugt wird.

W ir wollen hier auch den wichtigen Umstand betonen, da wenn die
Form der Eingriffslinie den vorgeschriebenen Bedingungen genugt, das heiflit,
wenn die Eingriffslinie von keinem Radius des Rades (s. Abb. If) und keinem
Kreis des Gegenrades zweimal geschnitten wird (s. Abb. 2c), so kann im Ge-
triebe weder ein Unterschnitt noch eine Interferenz anderer Art entstehen,
und das ungehinderte Abrollen ist unbedingt gesichert.

Offenbar wird vor jedem die Frage auftauchen, welcher Sinn Uberhaupt
den konjugierten Profilen zukommt. Es bedarf doch zu beiden R&dern des
Getriebes der Anfertigung von speziellen Abwélzwerkzeugen mit Konturen, die
dem Profil des anderen Rades entsprechen. Dazu kommtnoch, dal dieSchnei-

10*
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den dieser besonderen Abwé&lzwerkzeuge krumme Linien darstellen, weshalb
ihre Anfertigung einen hohen Aufwand an Arbeit erfordert und so &ufBerst
kostspielig ist.

Dieses Bedenken ist unbedingt stichhaltig, insofern es sich um die Fabri-
kation einzelner Werkstiicke handelt, doch im Falle einer Serienfabrikation
liegt die Sache anders. Es mdge nur daran erinnert werden, daB die konjugierten
Profile in der Praxis bereits allgemeine Verwendung finden, insbesondere zum
Abwalzen von Kettenradern, Vielkeilwellen, manchmal aber auch von Klinken-
radern, Vielecken und anderen zu diesem Zweck geeigneten Formstiicken, all
dies selbstredend nur in Serienfabrikation. Dabei handelt es sich in der Regel
darum, zu geraden Profilen Abwéalzwerkzeuge zu verfertigen, die dem krumm -
linigen Gegenprofil entsprechen.*

Es tauchte noch nie der Gedanke auf, zylindrische Getriebe mit konju-
gierten Profilen herzustellen, wenn es sich um Serienfabrikation handelt und
wenn die Forderung nach Satzrddern entfdllt. Das ist aber durchaus nicht aus-
geschlossen, und dirfte erforderlichenfalls sicherlich herangezogen werden. Im
folgenden wollen wir diesen Versuch im Gedanken durchfihren, um die Glea-
Ronsche Formate-Verzahnung besser verstehen zu kdnnen.

W ir wollen uns vorstellen, daR zylindrische Getriebe mit groRer Uber-
setzung in groBer Menge erzeugt werden sollen. Bei der Arbeit mit dem klassi-
schen Evolventenprofil miRten beide Rader abgewé&lzt werden, ein Verfahren,
das bei dem grofen Rad besonders viel Arbeit beansprucht. Die gleiche Lage
liegt vor, wenn wir die Getriebe mit beliebigen krummlinigen konjugierten Pro-
filen anfertigen wollten. Wird aber das Profil des groRen Rades als eine schrage
gerade Linie angenommen, wofir die Mdglichkeit, wie wir es wissen (s. Abb. 1g),
eben besteht, so kdnnen wir das groRe Rad schon ohne Abwadlzung, durch Pro-
filierung — durch Frdsen oder R&umen — anfertigen; beide Verfahren uber-
treffen vielfach die Abwé&lzung an Produktivitdt.

Den konjugierten Profilen kommt somit insbesondere dann eine hohe Bedeu-
tung zu, wenn das Profil des grofRen Rades eine Gerade darstellt, und eine groRe
Ubersetzung vorliegt. Offenbar stellen die Schneiden des Profilierungswerk-
zeuges gerade Linien dar und kdénnen somit leicht verfertigt werden.**

Das Ritzel mull aber abgewdlzt werden. Dazu muf} ein geradlinig profi-
liertes Schneiderad mit einer Z&hnezahl gleich der des grofen Rades angefertigt
werden, und dieses wird das Profil des Ritzels nach den Gesetzen der konju-
gierten Profile einwandfrei abwdlzen. Wenn auch die ublichen Fellowschen

*Sehr interessante Ergebnisse erzielte auf diesem Gebiet bereits im Jahre 1936 der
sowjetische Ingenieur Schewtschenko [9], nur bestimmte er noch das »wirksame Zahnprofil«,
da er den Begriff des Grundprofils in seinen Abhandlungen nicht ausgeschlossen hatte.

** Es sei hier bemerkt, daB wenn das Profil des groRen Rades keine Gerade, sondern einen
Kreisbogen darstellt, die Werkzeuge auch in diesem Falle leicht angefertigt werden kdénnen,
da die Kreisbewegung leicht zu steuern ist.
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StoBmaschinen ein derart grofes Werkzeug nicht ertragen, so sind jedoch die
Planetary-Maschinen dieser Aufgabe bereits gewachsen.

All dies erscheint selbstredend ein wenig schwerféllig, doch stand es nicht
in unserer Absicht, dieses Verfahren genau auszuarbeiten, vielmehr wollten
wir am Beispiel der zylindrischen Getriebe lediglich demonstrieren, dall bei
einem geradlinigen Profil des groRen Rades beide Rdder mit einem geradschnei-
digen Werkzeug hergestellt werden kénnen, wobei nur das Ritzel, nicht aber
das groBe Rad, abgewélzt werden mufll. Es sei betont, dal diese Methode um
so wirtschaftlicher, je groBer die Ubersetzung ist.

Die Formate-Verzahnungsmethode der Gleason Werke ist die gleiche, die
hier beschrieben worden ist, nur wird sie fur Kegelradgetriebe angewendet.

Die Ubersetzung der Ergdnzungszdhnezahlen ist auch so ziemlich groB (i2), das
Eribrigen der Abwélzung bedeutet somit eine bedeutende Ersparung.

Das grole Rad wird mit einem besonderen single-cycle Messerkopf ver-
fertigt (s. Abb. 4), an dessen Umfang mehrere geradschneidige Messer in Grup-
pen angebracht sind. Die Hohen und Verstellungen sind dabei unterschiedlich,
gerade so wie die der Rdumwerkzeuge. Die vorderen Messergruppen schneiden
vor und schruppen, die anderen schlichten. Das letzte und erste Messer befin-
den sich in einem Abstande voneinander, bei dem die Maschine — wahrend
sich das Werkzeug in der Zwischenzeit weiter dreht — schnell auf den ndchsten
Zahn teilen kann. Der Messerkopf kann sich auf diese Weise mit einer kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit drehen. Seine Umdrehungszahl betrdgt 7—12
je Minute, die Ausarbeitung einer Zahnlicke wird somit wé&hrend einer einzigen
Messerkopfumdrehung in 5—8 Sekunden vollendet. Diese Zeitspanne betragt
in Abhéangigkeit von der Ubersetzung 1/3—1/8 der klassischen Abwilzzeit.

Auf einer normalen Gleason-Maschine werden die Kegelrdder mit dem
Ublichen Messerkopf abgewdlzt, und zwar nach der einseitigen Methode, das
heillt mit einer Einstellung fir die linke und mit einer weiteren Einstellung fur
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die rechte Profilflache. Die Schneiden der Messer stellen Geraden dar, und aus
diesem Grunde muB der Messerkopf nicht das Planrad, sondern das Tellerrad
ersetzen. Wie hei den zylindrischen Getrieben nicht das Profil des Kammstah-
les, sondern das des Schneiderades geradlinig ist, so sind es auch hier nicht die
Profile des Planrades, vielmehr die des Tellerrades, die Geraden darstellen,
womit eine volle Analogie besteht.

Fir den ersten Augenblick dirfte die Losung des Problems als schwer
erscheinen, wie der Messerkopf die Rolle des Tellerrades Ubernehmen kann.
Dabei ist die Losung duBerst einfach. Die relativen Lagen des abwélzenden
Kegelrades und des Messerkopfes sind die gleichen, ob nun das Planrad oder
das Tellerrad den Grund des Abwalzens darstellt; die einzige Anderung besteht

Abb. 5. Schema einer Unitool-Verzahnungsmaschine a. Abwélzen des Evolventenprofils,
b. Formate-Profil am Ritzel

darin, daR in der kinematischen Kette des Abwilzens die Ubersetzung beim
Planrade zplzv beim Tellerrade aber 32rr betrdgt. Die Fachliteratur ist bei der
Behandlung dieser Frage — vielleicht mit Absicht — ein wenig unklar [10],
[11], denn obschon es richtig ist, dal die Werkzeugachse der neuen Gleason-
Maschinen fir die Zwecke des unitool-Verfahrens auch unter einem Winkel
eingestellt werden kann (s. Abb. 5), dies dient aber einem anderen Zwecke.

Bei der Anfertigung der bogenverzahnten Kegelradgetriebe wird das For-
mate-Verfahren sowohl bei den sich kreuzenden wie auch bei den sich schnei-
denden Wellen laufend verwendet, und es kann angenommen werden, dafl auch
geradverzahnte Kegelgetriebe mit Hilfe dieses Verfahrens hergestellt werden
kdnnten, nur sollte ein kithner Technologe die entsprechenden Versuche durch-
fihren.

Zum SchlulR sei noch erwéahnt, daB auch das Profil der Schnecken-
getriebe ein konjugiertes Profil darstellt, nur wird es zur Zeit noch nicht so
benannt, da diese Begriffe noch nicht verbreitet sind.
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ZUSAMMEN FASSUNG

Wenn wir die Forderung nach Satzradern bei Getrieben, wo sie auch ohnehin nicht ange-
wendet werden kdonnen, fallen lassen, so konnen wir auf Grund der bereits bekannten Ver-
zahnungsgesetze die konjugierten Profile einfihren. Diese sind durch das Fehlen des Grund-
profils charakterisiert.

Die besonderen Vorteile dieser konjugierten Profile werden erst merklich, wenn das
Profil des groRen Rades eine gerade Linie darstellt, denn in diesem Falle muB nur das Ritzel
abgewaélzt werden, das groRe Rad kann jedoch durch Frasen oder Raumen mit dem Profilier-
verfahren angefertigt werden, das vielfach produktiver als die Abwaéalzung ist. Wenn das Profil
des einen Rades eine Gerade darstellt, so kann auch das Gegenrad mit einem geradschneidigen
Werkzeug abgewélzt werden, das heilt, beide Rader des Getriebes kénnen mit geradschnei-
digen Werkzeugen hergestellt werden. Durch das konjugierte Profil werden fir den Techno-
logen neue Mdoglichkeiten und neue Perspektiven erdffnet.

CONJUGATE TEETH PROFILES
L. SZENICZEI f
SUMMARY

If we put aside the requirement of intermating series with drives where they cannot
be employed anyhow, we can introduce, on the base of the already known laws of gearing,
conjugate tooth profiles. These are characterized by their lacking a basic profile. Their special
advantage will show itself only in case of the wheel having a straight-line tooth profile. In this
case, namely, only the pinion must be produced by generating while the wheel can be made
by profile milling, breaching or any other forming process, displaying a many times higher
productivity than the generating process. If one of the gears has a straightline tooth profile,
the counter wheel can be generated by a straight-edged tool, i. e. both wheels of the drive can
be made by straight-edged tools. Conjugate profiles offer new possibilities and open a new
prospect for production engineers.

PROFILS DE DENTS CONJUGUES
L. SZENICZEIf
RESUME
Les profils conjugués peuvent étre appliqués, sur la base des lois bien connues des
engrenages, si nous ne tenons pas compte des conditions imposées aux roues échangeables

dans ces transmissions, ou leur application est de toute fagon impossible. Les profils conjugués
sont caractérisés par l’absence de profil de base. Leurs avantages spéciaux ne se présentent
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que si le profil de la grande roue est une ligne droite, car alors seul le pignon doit étre taillé
par génération, la grande roue pouvant étre exécutée par fraisage, ou par brochage de forme,
qui sont de beaucoup plus économiques. Si le profil de I’'une des roues est droit, la denture de
I’autre roue engrenant avec elle peut étre aussi générée avec un outil & aréte tranchante droite,
par conséquent les deux roues de I’engrenage peuvent étre fabriquées avec un outil a tranchant
droit.

Le profil conjugué offre de grandes possibilités et ouvre des voies nouvelles aux techni-
ciens de la fabrication.

KOHBHOTNPOBAHHBIE MPO®PUNIN 3YBbLEB
N. CEHMLUEWN f
PE3IOME

Ecnn Tpe6oBaHUA CMeHHbIX LUECTEPEH YMYCTUTb B C/lydae TeX NPMBOLOB, Y KOTOPbIX
OHW HEBO3MOXXHbI, TOrfa Ha OCHOBe Y)K€ M3BECTHbIX 3aKOHOB 3aLlen/ieHnNs1 CTaHOBUTCSA BO3MOX-
HbIM BBECTM KOHBLIOTMPOBaHHblE NPOGUAN. STWU NPOUIN XapaKTepU3YyTCs TEM, UTO OHW He
MMET OCHOBHOro npocuns. CrelumanbHble NPerMyLLEeCTBa CTAHOBSITCA O4YEBUAHBLIMW TOMbKO'
Torga, Korga npotunb GONbLUOK LUeCTEpHU MpPeAcTaBAsieT co6oi npsiMyto, T. K. TOrja To/bKo,
Masible LUECTEPHU HEOBXO0AMMO M3roTOBASATL NMPU MOMOLLM MeToda 06KaTKK, a 60/bluve LIecTepHU
MOFYT U3roTOBMATLCA (hpe3epoBaHMEM UM NMPOTSXKKOW, NPOGUAN3MPYIOLLM METOLOM, KOTopble
ABNSAOTCA BO MHOrO pa3 6osiee Npov3BOAMTENbHBIMM, YeM obkaTka. Ecnu npodwunb ofHol
LwiecTepHM NPsIMOIA, Torfda Apyrasi WecTepHs Mapbl MOXeT ObITb 06paboTaHa 06KaTKOl npu no-
MOLLM MHCTPYMEHTa C MpPsSIMOA peXxyllleli KPOMKOW, crefoBaTe/lbHO 06e LLEeCTepHW NprBoja
MOXHO W3roTOBWUTb C MOMOLLI0 MHCTPYMEHTA C MPsSIMOiA pexylueli Kpomkoid. KoHblormposaH-
Hblli Npoduab NPesocTaBAsieT /151 TEXHO/I0MOB HOBble BO3MOXHOCTU M HOBble MEPCMNEKTUBBI.
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E. DULACSKA
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[Eiiigegangen am 9. Juli 1959]

Einleitung

Muschelschalentragwerk nennen wir in der Folge eine Uber einem regel-
maRigen Vieleckgrundril aufgebaute, an eine Seemuschel erinnernde, kuppel-
artige Schalenkonstruktion (s. Abb. 1) [1].

Bei der Berechnung dieser Art von Schalen kann als Randbedingung die
Biegungslosigkeit der inneren Rippen benttzt werden. Die Beriicksichtigung
dieser Bedingung ermdglicht die Bestimmung der Membrankrafte der Schale
fur eine beliebig verteilte Belastung. Im weiteren werden wir beziiglich der
Form der Schalenfldche gewisse Einschrdnkungen einfiihren und werden unter
Bericksichtigung der Biegungslosigkeit der in den Mulden liegenden Rippen
die Form der Schale an die vorausgesetzte einfache Kréfteverteilung anpassen.

In der Folge wollen wir einen Uber einem Ausschnitt des Vieleckgrund-
risses liegenden Schalenausschnitt untersuchen. Durch eine Verdrehung des
Koordinatensystems kénnen wir die Flache der Ubrigen Vieleckausschnitte wie
auch die Schnittkraftprojektionen erhalten.

Grundbedingungen

Die verwendeten Bezeichnungen sind aus den Abbildungen 2a und 2b
ersichtlich.

1. Die Belastung der Schale bilde eine vertikale, gleichmé&Rig verteilte
Last g. Diese Voraussetzung ist eine gute Anndherung der Wirklichkeit, da das
Eigengewicht liber den steileren Flachenteilen zwar gréRer, die Schneelast dage-
gen kleiner ist, weil der Schnee von den steileren Fldchen eher abrutscht.

2. Das Eigengewicht der inneren Rippe sei durch den Zusammenhang

g(l) = go -1

gekennzeichnet. Diese Bedingung wird durch den in der Richtung der anwach-
senden Rippenkréfte zunehmenden Betonquerschnitt erfordert.



Abb. 1
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3. Die Schale ist im Zustande der Membranspannung. Die aus dem Ver-
formungszwang entstehenden Randstérungen werden wir bei der Bestimmung
der Membranspannungen vernachldfigen.

4. Das Verh'altnish-z—-)-z A sei konstant. Hier sind f(x) und h(x) vor-
X

&ufig unbekannte Funktionen, und zwar/(r) diejenige der Rippenachse, h(x)

Abb. 2
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dagegen diejenige der in der Richtung y liegenden Bogenhdhe der Schalen-
fliche. Zwischen den Koordinaten t und x kann der Zusammenhang x =

= t e« cos a angeschrieben werden. Die Funktion h(x) werden wir auf Grund
der Bedingung bestimmen, daR die in der Ebene (t, r) liegenden Rippen die
Seilpolygone der von der Schale Ubertragenen Kréafte sein sollen.

5. Die Gleichung der Schalenfldche sei:

z(x,y) = h() A —14+ (1)

Die Gleichgewichtsbedingungen

Die Schnittkraftprojektionen seien nx, ny, und nxy (im Sinne des Rezipro-
zitétssatzes ist nxy = nyx). Die Gleichgewichtsgleichungen der Schale sind mit
Ricksicht auf die in 1. und 3. erdrterten Voraussetzungen:

(2)
tg2amx?2

Wenn nxy = nx = 0ist, und ny nur eine Funktion von x ist, dann sind die zwei

ersten Gleichungen befriedigt, aus der dritten folgt unter Berticksichtigung des
Zusammenhanges

32z 2h(x)
3y2 tg2a-A:2
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fir den Wert von ny die Formel

— q tg2a X2
nv— (3)

Yy LLix)

Die Schnittkraft ist im Falle von Zug positiv.

Die Bestimmung der Funktion h(x)

Wenn V die in der Richtung z liegende Komponente des auf die Bogen-
formige Rippe wirkenden verteilten Kréaftesystems, und T dessen in der Rich-
tung t liegende Komponente ist, dann haben wir auf Grund der Abb. 2b und
unter Bericksichtigung des Zusammenhanges (3):

dx
VvV = 2qtsina—d--g0t= 2gsinacosam gOt,
t
und

T = 2sinaeny dx —— esin3acos a *t2.
dt h(x)

Die Integro-Differentialgleichung der Seilkurve des Bogens lautet:

fL=a.EL (4)
dt dt

Die fur die Differentialquotienten zu beniltzenden Bezeichnungen sind:

dh d*h
h' und
dt dt2~

Wenn wir die Gleichung (4) in der Form

t
t Vdt

Mt dt ,
5 Ah
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anschreiben, diese nach t differenzieren, nachher ordnen und vereinfachen, so
erhalten wir die folgende gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit verédnderlichen Koeffizienten, die nicht linear und homogen ist:

(2gsinacosa g0)hmh' gsin acosa-t-\-

. (5)
— Aq (sin3acosa) -t m(h')2= 0.

W ir wollen nun versuchen, diese Differentialgleichung mit Hilfe des Zusam-
menhanges

(6)

zu ldsen.

Wird letzterer in die Gleichung (5) eingesetzt und die Differenzierung
durchgefihrt, so entfallen die verédnderlichen Glieder und wir erhalten fiir den
Wert von m die Formel

3+ - .30°
_ 2gsinacos a
m = (7)
1+ —go- — \- A sin2a
2gqsinacos a

So lautet die Gleichung der Schalenfliche unter Berlcksichtigung der
Gleichungen (1) und (6)

xom V2
r(x.y) A — 1-)eemm e 8)
a tg2a+x2

wéhrend wir fur den Wert der Schnittkraftprojektion ny die Gleichung

—(qmg2a cammx?2
2h0Omxm

nv

erhalten.

Im Falle m >> 2 ist der Wert der Schnittkraftprojektion ny an der Stelle
x = 0 unendlich gro3, nimmt jedoch auBergewdhnlich schnell ab, so daR dieser
Umstand praktisch belanglos ist.

Die Horizontalprojektion der im Rippenbogen auftretenden Kraft ist:

—Aq sin3acosacme
/o(3 — m)

(10
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Bemerkungen und Konstruktionsgrundsatze

a) Eine gleichmd&Rig verteilte Last q gibt bis zu einer Neigung von etwa
45° eine gute Anndherung.
b) Entlang der Rippenanschlisse entstehen infolge des Verformungs-

Zwanges Biegungsmomente. Der Rand der Schalenplatte mufl dementsprechend
verstarkt werden.

c¢) Zwecks Sicherstellung der Knickfestigkeit muB am Rande x = a ein
versteifender Randtrdger angebracht werden, und die in den Mulden liegenden
Rippen mussen auch tUber die entsprechende Biegesteifigkeit verfigen.

d) Mit Hilfe einer affinen Transformation kann der Grundrifl der Schalen-
konstruktion auch in ein verzerrtes Vieleck umgewandelt werden [2].

Zahlenbeispiel

Wir wollen die in Abb. 4 dargestellte kreuzgewdlbeartig geformte Schalenkonstruktion
untersuchen.

Die Angaben der Schale:

a= 1000 m,c= 14,1 m,

h, = /0= 5,0 m, daher ist A = 1,

a = 45°, daher ist sina — cos a = 0,707,

q 0,3 t/m2 g0= 0,02 t/m2

Auf Grund der Gleichung (8) ist die Gleichung der Schalenflache:

=y -UT

Abb. 4
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Der Wert von m ist nach Formel (7):

0,06
0,6 X 0,5
m - 00'2 ! 2,04.
' 0,50

0,6 X 0,5
Aus Formel (9) ergibt sich fir den Wert von ny:

0,3 X 10,02°4 « *2 3,31
My ~ 2X6Tor"20M- ~ *ond t/m’

Aus der obigen Formel ergeben sieh fiur ny die folgenden Werte in t/m;

X 0 0,01 0,1 1,0 2,0 6,0 10,0

ny 00 4,02 3,66 3,31 3,20 3,07 3,00

W ie ersichtlich, ist ny im Punkte x = 0 unendlich groB, aber im Abstand x — 1 cm nur mehr
4,02 t/m, was bei einer 6 cm dicken Schalenplatte eine Spannung a = 6,7 kg/cm2verursacht.
Die GroRe der Kraft H ist an der Stelle t = ¢ nach Formel (10):

Hoo oo 03X025X14l3 o0
5(3 — 2,04)

SCHRIFTTUM

1. Royan: Covered Market. Préfabrication 602. (1958).
2. Dischingeb, F.: Der Spannungszustand in affinen Schalen und Raumfachwerken unter
Anwendung des statischen Massenausgleiches. Der Bauingenieur 17., H. 23— 28 (1936).

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz befaBt sich mit den Fragen der Gestaltung muschelformiger Schalen-
konstruktionen. Es wird ferner die Bestimmung der Schalenflache behandelt, bei der, unter
Berlicksichtigung der Biegungslosigkeit der Innenrippen, gleichméRBig verteilte Yertikallasten
in der Schalenplatte nur in der Richtung der Schalenkrimmung wirkende Druckkrafte erzeugen.

SHELL-STRUCTURE SHAPED LIKE A SCALLOP-SHELL

E. DLACSKA

SUMMARY

The author dealt with questions on the forming of shell-structures resembling the shape
of a scallop-shell. He also determined, that surface of this kind of shells which is characterized
by the fact, that taking into consideration the flexureless nature of the interior ribs, a uni-
formly distributed vertical load in the slab of such a shell only produces compressive forces
acting in the direction of the shell’s curvature.
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LES VOILES MINCES VALVIFORMES
E. DULACSKA

RESUME

L’auteur traite des problemes de construction des voiles minces valviformes, et déter-
mine la surface de voile dont I'application assure qu’il ne se produisent pas de moments de
flexion dans les nervures intérieures, et que des charges uniformément réparties dans la paroi
du voile ne font naitre des forces de pression que dans la direction des arcs.

OBOJIOYKN B BUAE PAKOBWH
3. AYNAYKA

PE3FOME

PaccmaTpuBanuck BOMPoChbl OPOPMIeHMsI 060/104eK B BMAE PAKOBWH, W onpeaenieHa Ta
NOBEPXHOCTb, HA KOTOPOI C y4eTOM OTCYTCTBMSI M3rn6a BHYTPEHHUX pebep Mog BO3AeiACTBMEM
Harpysku, pacnpefensiolleiics paBHOMEPHO B MacTMHe 060/MI0UKM, 06pasytoTcs AaBsLme
YCUNUA TONbKO B HampaBfieHUn fyru.

11 Acta Technica XXIX/3—4.






D IE BEMESSUNG V O N PFEILERN

J. SZIDAROVSZKY
UVATERV — ENTWURFSBURO FUR STRASSEN UND EISENBAHNEN, BUDAPEST

[Eingegangen am 23. April 1958]

Einleitung

Zur Bestimmung der in Pfeilern entstehenden Zug- und Druckspannun-
gen hat die Praxis zwei Verfahren entwickelt. Beim ersten erfolgt zuerst die
Ermittlung der Stitzlinie, um dann die Spannungen in jenen Querschnitten zu
berechnen, beidenen die relative Abweichung dieser Stiitzlinie von der Schwere-
linie des Querschnittes am gréBRten ist. Beim zweiten werden in mehreren, ziem-
lich dicht aufeinander folgenden Querschnitten die Spannungen berechnet, und
die auf diese Weise gewonnenen groRten Werte als Maximalwerte angesehen.
Falls bei der Bestimmung der Spannung, die im Pfeiler entsteht, die Wirkung
des Bodenseitendruckes ebenfalls bericksichtigt wird, erfordern die obigen
zwei Verfahren eine praktisch kaum zu bewdltigende Rechenarbeit.

Deshalb soll im folgenden ein analytisches Verfahren zur Bemessung von
Pfeilern vorgefiithrt werden, das mit einem verhdltnismé&Rig kleinen Arbeitsauf-
wand auch die durch den Verfasser in seiner unter [1] angezogenen abgelei-
teten Bodenspannungen berlicksichtigt.

1. Die Stelle der maximalen Spannung

Die Spannung a in der duBersten Faser wird durch den Quotienten aus
dem sich aufden der untersuchten Faser gegeniberliegenden Kernpunkt bezie-
henden Moment M und dem Widerstandsmoment W bestimmt:

M

W (L1

Die Spannung hat dort einen Maximalwert, wo

11~
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also — weil W2==0 — dort, wo

M'W - MW' = 0 ist. 1,2)

2. Die Untersuchung des Mauerwerks

Die Anderung der Querschnittsfliche und des Kernhalbmessers des
Mauerwerkes wird, ebenso wie der Ort des Schwerpunktes und des Kernpunk-

tes, mit hinreichender Genauigkeit durch einen Ausdruck ersten Grades dar-
gestellt. Die Querschnittsflache ist als Funktion von rj dargestellt (Abb. 1).

WV) = Fo+ Fin (2,1)
Die Schwerpunktsordinate ist
iv{rj) =w 0 +W1r]. (2,2)

Der Kernradius hat die GrdRe

W) = ko+ kirl 2.9)
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und die Ordinate des untersuchten Kernpunktes ist

m(rj) =m(+ mll] (2.41)
beziehungsweise
m(rj) -w(n) = L) . (2.42)

In der Praxis ist es zweckmdlRig, die GroBen F, w und K in der obersten, mitt-
leren und unteren Ebene des Mauerwerkes zu berechnen, und mit ihnen die
einen guten Ersatz bildenden linearen Funktionen zu bestimmen.

Ist der Pfeiler auf beiden Seiten in einem Verhéltnis 20 : 1 ausgebildet,

dann ist
F(n) = FO+ ~1t]
und

k(v) = K + — V

worin s die Pfeilerbreite ist.
Die Uber dem Querschnitt t2 = 0 wirkenden Krafte sind:
die lotrechte Kraft Q mit der Exzentrizitdt eq und
die waagrechte Kraft H mit dem Hebelarm Z
Unterhalb der Ebene rj = 0 wirkt noch das Eigengewicht

j gF(t]) di].
b

In dieser Formel stellt g die Wichte dar.
Das Kernpunktmoment an der Stelle f] —z betragt

M(z) = —Q[m(z) —eq]l + H(l + i) —g g[m(z) — wx(72)] F(rj) d .

Mit den Zusammenhangen (2,1) —(2,42) wird, wenn die Bezeichnungen.

A = Q(eq — m,,) -F HI (2.51)
B =H —Qm, —gFO(m0 —ic0) (2.52)

1

C=g Fl(mO— wu) — FO(\M — ™) (2.53)

D=gFi (2,54)
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eingefuhrt werden:
M (z) — A + Bz -fCz2+ Dz3 J (2,6)

M'(z) = B + 2Cz + 3Dz2 |

Das Widerstandsmoment ist

W{z) = F(z) k(z) = WO + Wxz + W22 2,7)
und
W'(z) = Wx + 2W 2,
worin
JTO= FOku (2,81)
Wi = FOkx + Fxk0 (2,82)
W2 = Fxktist. (2,83)

Werden diese in den Ausdruck (1,2) eingesetzt, so gewinnt man die
Gleichung vierter Ordnung

(BWO - AW\) + 2(CWO0 - AWXz + (3DWO+ CWX- RIF2)z2+

+ 2DWx3 + DW2* = 0 (2,9)

zur Bestimmung der Stelle der maximalen Spannung z. Im Zusammenhang
(2,9) ist der Koeffizient der Glieder dritten und vierten Grades klein, deshalb
gewinnt man als erste Ndherung einen Wert, bei dem nur solche Glieder bertick-
sichtigt worden sind, die kleiner als dritten Grades sind. Wird der unbekannte,
soeben bestimmte N&herungswert in die Glieder dritten und vierten Grades
eingesetzt, so erhédlt man eine verbesserte Gleichung zweiten Grades, deren
W urzel bereits einen korrigierten Wert darstellt. Da es sich darum handelt,
einen Maximalwert zu bestimmen, genlgt es, die GréRe von zaufdm Genauig-
keit zu bestimmen. Deshalb fuhrt dieses Ndherungsverfahren rasch zum Ziel.

Ist die Tiefe bekannt, so kann die Maximalspannung in der &uBersten
Faser mit der Formel (1,1) berechnet werden.

3. Die Untersuchung des Uber dem Boden befindlichen Fundamentteiles

Der Querschnitt des GUber dem Boden befindlichen Fundamentteiles ist
konstant, somit verschwinden die mit dem Index 1 und 2 versehenen GrofBen
(C=D —Wx= W2=0)und dadurch wéchst sowohl die Druck- als auch die
Zugfaserspannung linear an. In diesem Abschnitt tritt also die gr6Rte Spap-
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nung im unteren Querschnitt auf. Diese Spannung ist jedoch bereits der obere
Grenzfall des unter dem Boden befindlichen Fundamentteiles (s. Abschnitt 4).
In diesem Abschnitt tritt die groRte Spannung in einem tiefer gelegenen Quer-
schnitt auf. Dadurch ist der Gtber dem Boden befindliche Fundamentteil, vom
Standpunkt der Spannung aus betrachtet, nicht malRgebend.

4. Die Untersuchung des im Boden befindlichen Fundamentteiles

Der Querschnitt des Fundamentes ist konstant und sein Schwerpunkt
fallt in die y-Achse.
In den folgenden Bezeichnungen bedeuten

F die Querschnittsflache
K den Kernradius
ff = F ek das Widerstandsmoment.

Die oberhalb des Punktes y = 0 wirkenden Krafte sind: Q die lotrechte
Kraft mit der Exzentrizitdt eq(diese ist nicht identisch miteqim Abschnitt 21).
H die waagrechte Kraft am Hebelarm h.

Unterhalb des Punktesy = 0 wirkt noch das Eigengewicht

FgFdy =gpz
6

und der waagrechte Bodendruck

r
S bll o(y) dy

(wenn die Mantelreibung vernachléssigt wird).
Das Kernpunktmoment an der Stelley — z hat die GroRe

M(z) = Q(e, - k) + HI +[H ~gFk]z — sf(’)‘fa(y) dy dy. (4,1)

In der im Schrifttum erw&hnten Abhandlung [1] ist nach Formel (3,34) jedoch
a(y) = C(d(to —y) ©y,

worin cr(y) den auf die Seitenflaichen des Fundaments wirkenden Bodendruck

in der Tiefe y, Ct den seitlich gerichteten Bettungskoeffizienten in der Grund-
£
flache des Fundamentes, = — den Quotienten aus der GroRe des in der

Tiefey auftretenden waagrechten Bettungskoeffizienten Cvund des in der Tiefe
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t auftretenden Wertes Cf, 6 den Verdrehungswinkel des Pfeilers und i0die Tiefe
des Drehungspunktes unterhalb des Geldndes bedeuten. Alle diese W erte wer-
den bei der Bemessung von Pfeilern auf Grund der erw&hnten Abhandlung
als bereits bekannt vorausgesetzt.

Damit wird

Fur den Fall, dal CL(y) konstant oder der Tiefe proportional ist oder aber
bis zu einer Grenztiefe tv der Tiefe proportional und dartber hinaus konstant
ist oder der Quadratwurzel der Tiefe proportional angenommen worden war,
wurden die bestimmten Integrale Q@z)’ QA2)’ Gi(z) und £3(r) bestimmt und in
der Tabelle zusammengefaBt. Ubrigens kdénnen diese sowohl graphisch als
auch mit anderen N&herungsverfahren immer bestimmt werden.

Ein Grenzwert tritt dort auf, wo

M'(z) = H —gFk —sCj(i) Ot0g2(z) + sC;i(t) agj(z) =0 ist. 4,7)

Aus dem Zusammenhang (4,7) ist die Formel

tQ2(z) - Q3z) = H ~ ~ 1k (4,8)
sCto

bereits geeignet, die Tiefe z, und damit den Ort der maximalen Faserspannung
zZu bestimmen.

Ist ndmlich die Form der Funktionen @(z) und £3(r) bekannt, so kann
z mit der Formel (4,8) ausgedriickt oder durch iterative N&herung bestimmt
werden.
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Ist die Form dieser Funktionen nicht bekannt, so kann die GrolRe

tQ'M - e'Az) (4,9)

als Funktion von z graphisch dargestellt werden. Die LOsung liefert derjenige
Wert von z, wo die Summe von (4,9) dem Wert

H-gFk

sC'0

gleich ist, der bereits eine von der Tiefe z unabhdngige Konstante darstellt.

Nach der Ldsung von z kann das Kernpunktmoment nach Formel (4,2)
bestimmt werden, und die Spannung in der dufRersten Faser nach (1,1) berech-
net werden.

Andert sich die Breite s, oder wirken auch verteilte waagrechte Krafte
(z. B. einseitige Bodenhinterfiillung) oder ist die Querschnittsflaiche des Funda-
ments nicht konstant, so kdnnen den obigen &hnliche Zusammenhé&nge abge-
leitet werden.

Fallt die Maximalspannung oberhalb oder unterhalb des untersuchten
M auerteiles, so tritt das Maximum in dessen oberster oder unterster Ebene auf.

5. Die Formeln von Sonderfallen

Bei den verschiedenen Fé&llen der Praxis vereinfachen sich die abgelei-
teten Formeln. Dies sei nun gezeigt.
5,1 Die Untersuchung des Mauerwerkes

Ist das Mauerwerk eines Pfeilers an den beiden Seitenflachen im Verhalt-
nis 20 : 1 geneigt, und sind die zwei Endflachen senkrecht, so ist

sb F >
n = r= 10 F(v) = Fo+
b s
ko = *i = k(7)) = =
6 "= 60 0+
w0= 0 Nad = 0
b 1
mO0= mJ =
6 60
sh- sh S
Nb: Wl.._ 2

6 30 600
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A = Qeq— mO0)+ HI = Q \eq--—-- — + HI
b2
B=H —Qmt— gFO(m0- it)= H Q gbzs
60 6
= gbs
C=, J FI(o—Mo)- Fo(wi- ml) 40
D gs
D=gPI 1200

Nach Einsetzung der Zahlenwerte kann die Gleichung (2,9) bereits angeschrie-
ben und mit Hilfe des skizzierten Verfahrens leicht geldst werden.
5,2 Die Untersuchung des Fundamentes

Bei der Untersuchung des Fundaments ist die Gleichung (4,8), wenn
CJj) der Tiefe proportional ist,

L0+ H-*Fk 0
2 sC,d

dritten Grades, die bereits schnell gelést werden kann. Die graphische Ldsung
nach (4,9) fihrt auch jetzt rasch zum Ziel.

6. Zahlenbeispiel

Es ist in der erwdhnten Abhandlung die groBte Druckspannung im Fundament des im
Beispiel vorkommenden Pfeilers zu bestimmen. Die notwendigen Angaben sind dort angegeben.

Es wird vorausgesetzt, daR der Bettungskoeffizient bis zur Tiefe tv= 10,0 m ihr pro-
portional ist, darunter jedoch konstant ist (Abb. 2).

6,1. Im Abschnitt z <[tv= 10,0 m

Auf Grund der Tabelle 1 ist

4G) = 5., 00522

C3) = 5., 003328

Auf Grund von (4,7) ist, bezogen auf den auf der Seite der waagrechten Kraft befind'
liehen Kernpunkt (auf die Druckspannung!);

M'(z) = 45,9 + 2,2 » 13,82 «6,0 + 10— 7,23 » 14 «0,05z22+ 7,23 «0,033z3 =
= 229 — 5,05z2+ 0,241z3= 0.
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Es ist namlich

K
und

1,0 m
F= 83 m2

Die Wurzel der Gleichung ist im Abschnitt 0 <[ z 10 m

Z=89 m

(Der zweite Diffcrentialquotient M{z) ist hier negativ, also besteht hier ein Maximum.)
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Nach (4,2) ist
3035(0,1 + 1,0) + 45 m9 « 1726 + (45 *9 +

M(8,9) =
5400 tm

2,2 m83 «1,0)89 — 7,23 «14 « 11,7 + 7,23 52,2 =

und die Druckspannung in der &uRersten Faser ist

6,51 kg/cm2

6,2. Im Abschnitt z > 10,0 m
al) =z

GemaB (4,7) ist
0.

M'(z) 229 — 7,23 ¢ 14 o1 + 7,23 -y 229 — 101 «* + 3,615z2=
Diese Gleichung hat im untersuchten Abschnitt keine Wurzel; deshalb stellt die unter (6.1)

dargestellte Spannung ein Maximum dar.

SCHRIFTTUM

1. Szidarovszky,J.: Die Bestimmung von auf Pfeilerfundamente wirkenden Bodendrucken.
Acta Technica, Tom. XXVII, Fase. 3—4, Budapest, 1960.

ZUSAMMENFASSUNG
Die ublichen Methoden zur Bestimmung der maximalen Spannungen in Pfeilern erfor-
dern — besonders, wenn der Bodenseitendruck berlicksichtigt werden soll — eine sehr umfang-
bei dem

reiche Arbeit. Die vorliegende Abhandlung empfiehlt ein analytisches Verfahren,
leicht in Betracht gezogen werelen kann.

auch der erwéahnte Seitendruck

STRENGTH CALCULATION OF PIERS
J. SZIDAROVSZKY

SUMMARY

Methods generally used for calculating max. stresses in piers, especially when the effect

of lateral earth pressure is taken into account, require a good deal of reckoning work.
This paper presents an analytical method with the aid of which the above mentioned

effect of lateral earth pressure can easily be considered.
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DIMENSIONNEMENT DES PILIERS
J. SZIDAROVSZKY

RESUME

La détermination, par les méthodes usuelles, des tensions maxima se produisant dans
les piliers, exige un travail considérable, surtout sil’on veut tenir compte de I’effet de la pression
latérale du sol.

L’étude propose un procédé analytique, a I’aide duquel I’effet de la pression latérale
peut étre facilement déterminé.

PACYET YCTOEB
A. CWOAPOBCKUN

PE3FOME

OnpefeneHnre BOHMKAKOLINX B YCTOAX HAMBONbLUMX HaNpPshXKeHWA Ha OCHOBE MpPUMeEHsie-
MbIX 06bIYHO A1 3TOI LieIM MeTOA0B OCOBEHHO MPW YCNOBUM YdeTa TakxKe GOKOBOF0 JaBreHUst
rpyHTa CBSA3aHO C OYeHb 0O0MbLIOK BbIUUCAUTENLHOW PaboTOMN.

[aHHas pa6oTta npefgnaraeT aHaMTUYeCKUIA MeTOA, NPV MOMOLUM KOTOPOro BAUSIHWE
YNOMSIHYTOro 60KOBOFO [aB/IEHWNSI MOXHO JIErKO Y4eCTb.
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TEMPERATURES UNDER ISOTHERMIC CONDITIONS BY A CONDUCTOMETRIC
METHOD
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[Manuscript received August 21, 1959]

In a previous study [1] a conductometric analysis of setting of cement
pastes under isothermic conditions at normal temperature has been published.
The tests have been executed under exact isothermic conditions at a tempera-
ture of 20° C. After these tests the development of the setting of cement pastes
having different water contents have been examined at elevated temperatures
(between 20° C and 90° C).

It is well-known that by increasing the temperature the setting and hard-
ening process of hydraulic materials is accelerated. This experience is often
applied to accelerated hardening methods as steam curing, treatment by Joule
effect etc. These methods are known in the literature and in practice but lacking
a method of measurement, experiments were seldom performed to control the
physicochemical changes occurring during the treatment.

First Shimizu [2] applied in 1928 the conductometric method for the
determination of the setting time of slagcement paste. His results could be
considered as preliminary experiments in this field. In 1950 Calleja proved [3]
that this method is better than any other classical one. Our tests at atemper-
ature of 20° C confirmed his statements. Calleja examined the setting period
in an almost adiabatic condition and in the electrical resistance-time graph
established two well-defined minima, indicating beginning and end of setting.
Our isothermic experiments showed three minima in the diagram of which the
first signified a great ion-concentration at the beginning (proved by p ti-
measurement), the second beginning and the third end of the setting period
(identified by the thermic method). It was possible to draw an inference from
the wave form concerning physicochemical processes occurring in the paste
during setting. At elevated temperatures, from 20° C to 90° C, the minima
mentioned above appeared nearly in every case i. e. the beginning and the end
ofthe setting could both be exactly determined. In a few cases, especially above
70° C the values which made the reading impossible were indefinite on account
of the rapidity of physicochemical changes.



Test
temperature

90

80

70

60

50

40

30

20

26%

045m

0h21m

0h23m

0625m

Oh35m

0645m

0645m

First

28%

0h16m

0620m

0623 m

0630m

0640m

0650 m

0650m

0630m

30%

0615m

0h22rn

0623m

0630m

0645 m

0h45m

1607 m

1637 m

32%

0615m

0h20m

0623 m

0630m

0650m

0645 m

Ih15m

1645m

26%

1613m

Ih12m*

1612m

1628m

1645m

2h25m

3615m

4h10m

Table 1

Second

minima
28% 30% 32%
1614m* 1614m 1614m
lh14m * Ih15m * lh15m *
lhi2m 1613m 1614m
1629m* 1630m 1633m
1647m* Ih50m 1652m*
2627m* 2630m 2640 m
3617m 3620m 3622m
4h12m 4615m 4h17m

(The values denoted by an asterisk showed no minima)

26%

1632m

lh26m

1634m

1645m

2611m

3600m

4600m

5635m

Third

28%

1h33m

1h27m

1635m

1647 m

2hi2m

2655m

4603 m

5h42m

30%

1633m

1629m

1635m

1h37m

2612 m

3600m

4h05m

5645m

32%

1h33m

1633m

1635m

1647m

2h13m

3605m

4h07m

5655m

0cy

MNZS 'O
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Test method

Cement pastes made of cement brand Tata-C-600 Portland and 26, 28, 30
and 32 p. c., respectively, water added were used for tests. Below 70° C the
measuring cells were of plastics and above 70° C of porcelain, having a cubic
shape of 20x20x20 mm3. The copper electrodes 0.3 mm thick formed two
opposite sides of the open cell. The filling and compacting was done in the
same way as in previous experiments [1]. An ultrathermostat of Heppirer,
limit of error 1/100° C ensured the required isothermic condition. In a separate
cell, thermic setting time measurements were made. After mixing, all the cells
were placed in the openwaterbath of the thermostat. This occurred in the 15th
minute. Measuring was continued after the last minimum appeared, for half
an hour. An electronic resistance meter bridge with instrument reading was
used as measuring device (accuracy 0.5%) with a frequency of 50 c. p. s. at
6.3 Y a. c. As mentioned above the minima could be seen but a short time, so
a multipole switch was used between the cells and an instrument for quick
switching over. This device ensured a nearly simultaneous mesurement of test
specimens with different water contents.

Results

The test temperatures were between 20° C and 90° C at a rate of 10° C.
The three minima appeared in the following way (see Table 1)
According to Table 1, the setting times are:

Table 2
Test W uter content
Temperature

° 26% 28% 30% 32%
90 19m 19m 19m 19m
80 14m 13m 14m 18m
70 22" 23m 22m 21m
60 17m 18m 17m 14m
50 26m 25m 22m 21lm
40 35m 28m 30m 25m
30 45m 46m 45m 45m
20 Ih25m mo™ Ih30m lh28m

The minima shown in Table 1 are plotted in Fig. 1.

12 Acta Technica XX I1X/3—a.
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The boundary curves referring to pastes with watercontents of 26 p. c.
to 32 p. c. approach and diminish with time, that means that in our tests the
ion-concentration in the solution of Ca and OH increases between 20° C to
90° C on account of the hydrolysis of Ca-silicates and alcali compounds in the
paste. The behaviour of the curve belonging to the second minimum is quite
different, namely the values, indicating the beginning of setting, up to 70° C
decrease more vigorously if the test temperature is rising, as it may be seen
from the diagram and displacement — however small — occurs to the right

Fig. J

from this point i. e. the beginning of the setting is postponed. At the third
minimum boundary curves signifying the end of setting, this displacement is
more conspicuous. At 90° C the end of setting occurs later than at 80° C. This
means a prolongation of the setting time, which could be explained at higher
temperatures by a quicker drying of the paste. Above 50° C the sudden rise
of the resistance diagram refers to the same phenomenon.

It is known that the temperature of the paste rises from the beginning of
setting in consequence of exothermic reaction. In ourisothermic experiments at
20° C it was shown that in spite of excellent heat exchange the temperature
of the paste rises until the end of setting and at this point it reaches the maxi-
mum. This point coincides with the third minimum ofthe R-t graph. In recent
tests thermic setting time determinations have been carried out. Compared
with the electrical results we get:



SETTING AND HARDENING OF HYDRAULIC MATERIALS. 111 423

Table 3
Beginning End Beginning End Difference, a%ainst
Test temperature of setting R-t grap
°C
in R-t graph in T-t graph Beginning End

90 lhi4ni 1 h33hl 1hOOm 1815m —14m —18m
80 Ih15m 1h29m — — _ _
70 1hi3m 1835™ 1813m 1833m Oorn om
60 mom I1h47m 1830m 1845m 0Om —2m
50 I1h50m 2hl2m 1845m 2812 m —5m 0Om
40 2h30m 3800m 2830m 3800m om Om
30 3h20m 4h05m 3815m 4805m —5m om
20 4hl5m 5h45m 4hl5m 6800m om + 15m

It is obviousthat singular points of both methods agree veil. Tests could be
reproduced. The results are plotted in Fig. 2. When the setting time of a cement

12*
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is being determined, the temperature of the mixing water and the atmosphere
is rarely taken into consideration, nevertheless, from a technical point of view
these circumstances sometimes alter decisively concreting, considering the fact
for example that the time of workability of the cement C-600 Portland of Tata
at a temperature between 20° C and 30° C is 55 minutes shorter. Previously
it was shown that at 20° C a temperature rise of 5° may hasten the end of
setting by 2 hours [1]. The climate, the place of concreting, the temperature
of the season, etc. individually influence the setting time and herewith the time
of workability.

The characteristic oxide analysis of the cement brand Tata C-600 Port-
land is as follows:

W ater loss 0.74 p. c
Sio2 20.40 p. c
ai2o3 6.54 p. c
FeOo 292 p.c
CaO 63—93 p. C
MgO 285 p.c
so03 2.03 p.c
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Analysing the graphs in Fig. 3 it is obvious that

1. the higher the test temperature the greater the solubility of the easily
soluble compounds of the cement and herewith the speed of solvation. By ana-
logy the speed of hydration of the hydraulic materials increases. At the begin-
ning the graph of resistance is sloping and this is more indicative the higher
the temperature. In the next table this decrease is given from the beginning
of the mixing, to the appearance of the first minimum. It is obvious that till
the appearance of the first minimum the resistance drop diminishes (except
in tests of 60° C temperatures). Compared to the first minimum in Table 1 it
can be seen that the minimum gets sharper with rising temperatures.

Table 4

Decrease of resistance in ohms

Test terllc?eratu re 2% 28 30 P

pc. water added

90 0,0 0,1 0,0 0,0
80 0,9 1,0 2,5 0,6
70 1,0 5,6 4,8 4,7
60 11,1 11,2 10,6 9,4
50 4,7 4,7 7,7 18
40 19,0 17,8 14,3 15,7
30 20,3 18,4 15,2 13,0
20 16,8 22,7 20,7 20,7

2. With rising test temperatures the solubility gets greater, consequently
the concentration increases. This means an increase of the conductibility of
the solution i. e. decrease of its electrical resistance. From the graphs it is
clear that the higher the temperature, the smaller are the initial resistance
values. Diagrams of rising temperatures have been situated beneath each other
in the course of tests.

3. Examining the graphs in the function of humidity-time it can be seen
clearly that by increasing the test temperature the times of the first minima
as well as the beginning and the end of setting become shorter (Fig. 4).

Altogether the tests proved that

a) the conductometric method can be applied to setting — time deter-
minations at higher than normal temperatures.

b) The determination of the beginning and the end of setting could be
carried out with great accuracy.
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Setting time % Beginningofsetting B
First minimum 1Im End of setting  f

Fig. 4

¢) This method is suitable to demonstrate the physico-chemical changes
which occur during the setting time at higher temperatures too.
d) It might be used for examination of the steam curing procedure.
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SUMMARY

Conductomatric analyses of the setting of cement pastes at higher than normal tempe-
ratures (20° Cto 90° C) were performed: the shape of the waves in the electric resistance — time
diagrams has proved to be similar to the course of the curves obtained from isothermic tests
made at a temperature of 20° C. The initial high OH-ion concentration, as also the beginning
and the end of the process of setting, are manifesting themselves through marked minima in
the resistance diagram, so that the method enables us to follow the physico-chemical pheno-
mena which occur in the cement paste during hydration even at higher temperatures.

The present experiments serve to pave the way for examinations concerning the process
of steam curing.
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ABBINDUNG UND ERHARTUNG HYDRAULISCHER STOFFE

I1l. BESTIMMUNG DER ABBINDUNGSZEIT VON ZEMENTBREI BEI HOHER TEMPERATUR UNTER
ISOTHERMISCHEN BEDINGUNGEN DURCH DAS KONDUKTOMETRISCHE SYSTEM

G. SZUK

ZUSAMMEN FASSUNG

Die Wellenformen des elektrischen Widerstand-Zeit-Diagrammes der bei Uber der Nor-
maltemperatur (20° C—90° C) durchgefuhrten konduktometrischen Abbindungszeituntersu-
chungen fur Zeinentbrei sind den Kurven der bei 20° C durchgefihrten isothermischen Ver-
suche dhnlich. Die groBe Anfangskonzentration der OH-lonen sowie Anfang und Ende des
Abbindens sind im W iderstandsdiagramm durch klar definierte Minima charakterisiert.
Mittels dieser Methode kann man also wéahrend der Hydratation, die sich im Zementbrei ab-
wickelnden physiko-chemischen Phenomena auch iiberder Normaltemperatur deutlich erkennen.

Diese Versuche dienten als Vorstudien zu den Untersuchungen des Warmebehandlungs-
verfahrens.

PRISE ET DURCISSEMENT DES MATIERES HYDRAULIQUES

111. DETERMINATION, PAR LA METHODE CONDUCTOMETRIQUE, DU TEMPS DE PRISE DE LA PATE
DE CIMENT A UNE TEMPERATURE ELEVEE, DANS DES CONDITIONS ISOTHERMIQUES

G. SZUK.

RESUME

lees recherches conductoinétriques du temps de prise de la pate de ciment, effectuées a
un température au-dessus de la normale (de 20° C a 90° C), offrent des diagrammes
résistance électrique-temps en forme d’ondes, analogues aux courbes des essais isothermiques
exécutés a 20° C. La grande concentration initiale d’ions OH, le début et la fin de la prise
sont caractérisés dans le diagramme de résistance par des minima bien définis. La méthode
permet donc de bien suivre pendant I’hydratation méme & un température au-dessus de la
normale, les phénomeénes physico-chimiques se produisant dans la pate de ciment.

Les essais ont servi d’étude préliminaire a I’examen du processus du traitement par la
chaleur.

CXBATbIBAHVWE N TBEPAEHWE TMAPABNINYECKNX MATEPWAIOB

1. ONPEAENTEHWNE BPEMEHW CXBATbIBAHWA UEMEHTHOIO PACTBOPA TPW BOJIEE
BbICOKNX TEMMEPATYPAX N N3OTEPMUYECKUX YCNOBUAX KOHAYKTOMETPUYECKUM
METO4OM

. CYK

PE3FOME

dopma BOMH AMarpamMm  3/IEKTPUYECKOro  COMPOTUBEHUA — BPEMEHW aHanusa
BPEMEHWN CXBaTbIBAHUS LEMEHTHOr0 pPacTBopa, BbIMO/IHEHHONO KOHAYKTOMETPUYECKMM METO-
[OM npu 6onee BbICOKMX TemnepaTypax (20°C —90° C), yeM HopMa/ibHasA, SB/sETCA
aHasIorMyHoM M3MEHEHNIO KPUBbIX U30TEPMUYECKMX OMbITOB, MPOBEAEHHbIX MpW Temnepatype
20° C 1 co06LeHHbIX 3aecb. HauanbHaa BbicOKass KOHUeHTpaumsi OH-noHoB, Havyasno npouecca
CXBaTbIBaHUA M €ro KOHEL, OTPaXKaeTCA XOPOLUO BbIPKEHHbIMW Ha AvarpaMmMe COnpoTUBEHWUI
MUH/MYyMamu, Takum 06pa3oM Mnpv MOMOLLM Mpej/iaraemMoro MeToga MOXKHO XOpOLUO npocie-
ONTb 1 Npu TemnepaTypax Bbllle HOPMasbHOW (IU3NKO-XMMUYECKME SIBMEHUS, NPOUCXOAALLMe
B LEMEHTHOM pacTBOpe.

OnbITbl CNYXWUNN B KayecTBe NpejBapuTeNibHOM paboTbl MpW ucciefoBaHUMM npolecca
TENns0BOro CO3peBaHus.






SETTING A N D H ARDENING O F HYDRAULIC
M ATERIALS

IV. DETERMINATION OF THE OPTIMAL STEAM CURING OF CEM ENT PASTES
AND CONCRETE AT A GIVEN TEMPERATURE BY A CONDUCTOMETRIC
METHOD

G. SZUK
LABORATORY OF THE HUNGARIAN INSTITUTE FOR BUILDING RESEARCH BUDAPEST

[Manuscript received August 21, 1959]

The conductometric analysis of concrete and hydraulic building materials
which is based on the variations of electrical resistance during the period of
setting and hardening has been found suitable for the demonstration of struc-
tural changes, i. e. — expressed in terms of electricity — for the demonstration
of the variations in the electric cross section [3,4]. The electrical resistance-time
graphs (called ,,R-t” in the following) offer many data and much information
revealing the phenomenon of development in the different phases, especially
in the boundary region of the examined specimens.

It was with this method that we determined the optimal water—cement
ratio of concrete in 1954 [1,2]. We examined subsequently the setting period
of cement pastes under isothermic conditions at normal and elevated temper-
atures [4, 5, 6]. During these investigations the idea arose that the structural
changes in the cement pastes and concretes during steam curing might be
ascertained which would enable us to determine the optimal time of steam
curing at a given temperature.

Two series of experiments were made with the same cement paste, while
later different concretes were tested. The time of steam curing for cement
pastes was 8 hours in the first and 15 hours in the second series. Concrete was
cured until the characteristic point of the optimal time appeared. This charac-
teristic point appeared in the R—t graph at a well-defined maximum and
coincides with the specimen’s maximal crushing strength at 28 days.

Method

Cement pastes

The same cement paste was examined throughout our investigations.
It consisted of cement (brand Tata C-600 Portland) and 26, 28, 30, 32, 35, 40,
45 and 50 p.c. (by weight) of water. The test temperatures were 60, 70, 80
and 90° C respectively. The cube shaped cuvettes (with 2 cm edges) were of
plastics and, at higher temperatures, of porcelain. Two copper electrodes (0,3
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mm thick, each) formed two opposite sides of the open cell. After a mixing
for one minute, the measuring cell was idled in 3 layers, each layer being com-
pacted by 20 strokes of a metal stick, the diameter of which was 8 mm.

Concrete

Different kinds of concrete, with different gradings and made of different
cement brands, were examined. Generally, measuring was performed in cubic-
shaped steal cells, the size of which varied between 10 and 20 cm edges. A
radiant electric field was thus obtained, since the other electrode was the con-
ductive steel cell itself. To ensure the desired experimental conditions, the bot-
tom of the cell was insulated by a solution of plexiglas. To control the propa-
gation of the effect of steam curing, it was measured in a few cases by means
of a special electrode, formed by several cylindrically shaped and coaxially
mounted bodies, insulated from each other. This arrangement made it possible
to take progressive measurements from cm to cm. The final measurements were
made with two flat copper electrodes of 1 X5 cm, immersed into the specimens
at right angles to their surface. The measuring distance varied according to
ihe maximum particle size.

General

All the measurements were carried out in a nearly isothermic condition,
ensured by a Hoppler ultratherm ostat. A copper vessel containing water, intend-
ed to produce the necessary steam, was placed into the water hath of the
device. The steam area was closed by a rubber-sealed cover. Underneath, a
grid was mounted on which the measuring cells were placed. To ensure better
contact, the electrodes of the cells were soldered to the terminals of the measur-
ing cables (Fig. 1). The measuring device was an electronic-resistance meter-
bridge with an instrument for zero indication (accuracy i0,5 p. c.). Measuring
voltage came to 6,3 Y a. c. at a frequency of 50 c. p. s.

Results

1. Cement pastes. Test series INo. I. Cement brand: Tata C-600 Portland.

W ater added: 26, 28, 30 and 32 p. c., respectively.

Temperature of steam: 60, 70, 80 and 90° C, respectively.

Introduction into the steam area at the 15tli minute.

Time of curing: 8 hours.

The measurement of the electrical resistance of the examined paste begun
the moment it was placed into the steam area. This provided an opportunity
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to observe the formation of the minima occurring during the process of setting,
as established in the course of an earlier investigation [3,4]. After these charac-
teristic singular points, the R-t curves rise always (Fig. 2). This rise, irrespec-
tive of small fluctuations, is almost linear until a certain point, which means
that the hardening process advances at an accelerated but constant rate. After
this marked rise, a new section follows where the resistance values increase
with essentially smaller values for time than in the previous section. The course
of the curve is flatter. The change in the rate of resistance-increase justifies the

conclusion that a new structural transformation begins in this section. The paste
made with 26 p. c. of water shows the most characteristic deviation at 90° C.
This was the first graph from which the possibility of a physicochemical
change, due to steam curing, could be concluded. It is further obvious from
the graphs that if the water content increases 1) the curves become flatter,
2) and that later, the singular point begins to fluctuate.

Test series No. |1

Cement brand: Tata C-600 Portland.

W ater added: 26, 28, 30, 32, 35, 40 and 45 and 50 p. c., respectively.
Temperature of steam: 60, 70, 80 and 90° C, respectively.

Introduced into the steam area at the 15th minute.

Time of curing: 15 hours.
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The results obtained in the preliminary tests demonstrate that — during
the period of hardening — the curve of resistance gradually becomes flatter
after a certain point has been reached. For this reason, and also in order to
obtain further information, it was necessary to prolong the time ofcuring. From
the graphs for 15 hours curing, especially at higher temperatures, it is clear
that there really exists a singular point where the increase of resistance stops
and its decrease begins (Fig. 3). This section of the diagram has a great resem-
blance to the one of crushing strength plotted against isothermic curing, devel-
oped by Marosszeki and Kunszt. It is well known in practice that while the
strength of the specimen increases for a certain time at a given temperature
structural changes will cause it to decrease slowly after having passed a certain
point of maximum; in consequence of a new structural transformation, the
crushing strength will increase once more after a certain time.

That some structural change does occur at the point of the maximum
electrical resistance cannot be doubted, for — as has been noted — the con-
ductance ceases to increase and begins to decrease after having reached the
singular point at the greater electrical resistance cross section. According to
this, the maximum of resistance means a certain moment in the process of
steam-curing after which a decrease of strength follows. This phenomenon is
confirmed by comparisons with strength standards. The results refer to 2 cm
cubes, they are surely valid for larger test specimens also.

On examination of the R-t graphs it was found that — in the case of
all pastes — the diagrams for 90° C and 80° C invariably show maxima, while
only 35 per cent of the diagrams for 70° C do so; on the other hand, no maxima
can be observed in the diagrams for 60° C. This means that 15 hours of steam
curing were not enough in the latter case. The graph for 80—90° C — and 35
p. c. shows the most marked wave form. It may be noted that the wave form
is smooth up to 35 p. c. but becomes unsteady at a higher water content. This
phenomenon needs further investigation. When the steam curing is stopped
and the cooling period sets in, the electrical resistance will suddenly rise, of
course. The rate of this increase becomes slower between the 20th to the 25th
hour, and the pattern of the curve becomes subsequently similar to that of
pastes hardened at atmospheric conditions.

Concrete

After concrete mixing there is a liquid phase, which is gradually trans-
formed into a solid one. Owing to alkali compounds, the electrical resistance
in the initial liquid phase differs essentially from the narrower electrical cross
section of resistance in the solid phase. In the presence of water, hydration
begins during storage. The concentration of Ca and OH-ions increased in cement
pastes on account of the solvation of alcali compounds and the hydration of
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Ca-silicates. This was demonstrated by our cement-paste investigations [4]
where the pH-value of the solution was known. In case of concrete, this pheno-
menon develops during the period of setting because the initial electrical resist-
ance begins to drop. Onthe other hgnd, the preheating begins at the same time.
It is well-known, however, that electrical resistance is very heat-depending;
therefore, the decrease in resistance is due to the superposition of the above-
mentioned phenomenon and the warming-up of the specimen (Figs. 4, 5).
In this section it would be interesting to measure the pH-value ofthe specimen.
On account ofthe homogeneity of the mix this was possible with cement pastes,

but is impossible in the case of concrete because of its heterogeneity. We have
found no report on such measurements in the available literature. The ion
concentration reaches a point of maximum conductivity. At this point of small-
est resistance, the unstable system begins to change into a stable one. This
means the beginning of the formation of a new system or a new process of
crystallization; consequently electrical resistance increases from this point
onward. The second minimum of the R-t curve indicates a new section in the
change of structure. In cement pastes, this point means the beginning of the
setting. Henceforth, resistance increases vigorously for a short time after which
the rate of increase slows down. This point probably coincides with the third
minimum seen in the curves for cement pastes, indicating the end of the setting
time; however, we did not find any third minimum during our recent investiga-
tion. After this point, the resistance curve either rises and assumes a constant
value, or decreases. According to our tests of rupture, this singularity signifies
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the optimal curing time giving the maximum crushing strength of the concrete
at 28 days.

Results

In the following, some test results are presented.

Test “F"
Grading of the aggregates:
0 — 0,2 mm 10 p.c.
0,2— 0,5 mm 10 p. c.
0,5— 1,0 mm 10 p. c.
1.0— 5,0 mm 25 p.c.
5.0— 10,0 mm 45 p.c.

Cement brand: Tata C-500 Portland.

Dosage of cement: 300 kg/m3.

W ater/cement ratio: 0,50.

Time of storage: 1h00ra.

Preheating: 1h30m.

Steam space: 70° C.

Measuring cell: iron.

Dimension of measuring cell: 10 X 10 X 10 cm.
Electrode: Cu, 10 X 50 mm.

Intervals between measurements: 5 to 15 min.

The electrodes were immersed at right angles to the upper surface at
measuring distances of 40 mm.

From the diagram in Fig. 4 it is obvious that the zero point of the R-t
graph coincides with the maximum of the a-1 strength graph. Point | (first
minimum) indicates the initial OH-ion concentration. The second, point B, is
the beginning of the setting. At point E, setting is finished.

Test “H”
Grading of the aggregates:
0,2—- 1,0 mm 10 p. c.
1.0— 25 mm 19 p.c.
2,5— 50 mm 27 p.c.
50— 10,0 mm 44 p.c.

Cement brand: Sowiet Portland.

Dosage of cement: 450 kg/m3.

W ater/cement ratio: 0,34.

Time of storage: P30T.

Preheating: 1"O0Om.

Steam space: 80° C.

Measuring cell: iron.

Dimension of measuring cell: 7 X7 X 7 cm.
Electrode: Cu, 10 X 50 mm.

The electrodes were placed as described above.

Measurements at 30 min. intervals.

The diagram (Fig. 5) shows a deep wave (ion-concentration) in the initial
section but — after a curing time of one hour — the graph rises markedly.
The intervals between measurements were 30 minutes; therefore, the circum-
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stances of setting could not be observed. It is interesting, however, that there
is a striking change in the direction of the graph after a curing of 8 1/2 hours.
From this point, the curve takes a flatter shape and decreases after having
reached a maximum. The results for strength after 28 days, referring to an
average of 3 cubes 7x7x7 cm3each, clearly show the coincidence of the two
methods (12 hours). A further analysis of the diagram reveals that when the
change in the R-t graph occurs (8 1/2 ho irs) the strength is nearly at a maxi-
mum, but reaches the real maximum only after 4 hours of further curing.

Taking the economical side of the problem into consideration, it would be
useless to continue steam curing after 8 1/2 hours, as the further increase of
strength is not more than 23 kg/cm2

Conclusions

The tests prove that the conductometric method is suited for the deter-
mination of the optimal steam curing time of cement pastes or any kind of
concrete at a given temperature. The R-t graph obtained for steam curing has
a marked point (0) which is always characteristic for a given individual case.
This point is indicated by the stop or the slowing down of the rate of the
increase in resistance in the second section of the diagram. According to our
tests, this is the point where the maximum crushing strength at 28 days was
obtained.

13 Acta Technica XXIX/3—4.
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SUMMARY

Experiments have proved that the conductometric method is suitable for the determi-
nation of the optimal duration of steam curing for cement pastes and any kind of concrete at
a given temperature. Curves showing the values of electric reistance against time during the
process of steam curing reach a point in their later ascending portion where electric resistance
ceases to increase or the rate of increase begins to slow down: this indicates the time at which
the test specimen reaches the maximum, i. e. 28-day, crushing strength. Simultaneously per-
formed breaking tests confirmed the reliability of the conductometric method.

ABBINDUNG UND ERHARTUNG HYDRAULISCHER STOFFE

IV. BESTIMMUNG DER OPTIMALEN DAMPFBEHANDLUNGSZEIT VON ZEMENTBREI UND
BETON BElI GEGEBENER TEMPERATUR, DURCH DAS KONDUATOMSIRISCHE SYSTEM

G. SZUK

ZUSAMMENFASSUNG

Nach den Experimenten kann die optimale Dampfbehandlungszeit von Zementbrei und
jeder beliebigen Betonart bei einer bestimmten Temperatur durch die konduktometrische
Methode bestimmt werden. Das wahrend der Wéarmebehandlung aufgenommene elektrische
W iderstand-Zeit-Diagramm zeigt, in einer spateren ansteigenden Phase, durch Abnahme
oder Aufhéren der Widerstandszunahme den Zeitpunkt an, bei welchem der Probewdrfel die
28 tadgige maximale Hérte aufweist. Dieser durch das konduktometrische System angezcigte
Zeitpunkt wurde durch parallel durchgefihrte Bruchversuche ebenfalls bes tatigt.

PRISE ET DURCISSEMENT DES MATIERES HYDRAULIQUES

IV. DETERMINATION, PAR LA METHODE CONDUCTOMETRIQUE, DE LA DUREE OPTIMUM DU
TRAITEMENT A LA VAPEUR DE LA PATE DE CIMENT ET DU BETON, A UNE TEMPERATURE
DONNEE

G. SZUK

RESUME

D ’apres les essais, la méthode conductométrique permet de déterminer la durée opti-
mum du traitement & la vapeur a une température donnée de la pate de ciment, ou de n’importe
quelle espéce de béton. Le diagramme résistance électrique-temps enregistré pendant le traite-
ment & la vapeur, indique le moment ou le cube d’essai atteint la dureté maximum de 28 jours,
par I’arrét de I’laugmentation de la résistance a un point de la section ascendante de la courbe.
Ce moment indiqué par les mesures conductométriques a été vérifié par des essais d’écrasement
exécutés parallelement.
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CXBATbIBAHVNE N TBEPAEHWE T'MAPABINYECKUX MATEPVAJOB,

IV. ONPEAENEHWE ONTUMA/NBHOIO BPEMEHW MPOMAPKW LEMEHTHOIO PACTBOPA W
BEETOHA MNPV LAHHOW TEMMEPATYPE KOHAYKTOMETPUYECKNUM METOAOM

. CYK

PE3IOME

Ha OCHOBE OMbITOB MPY MOMOLM KOHAYKTOMETPUYECKOTO METoda BO3MOXHO Orpe-
[eNnTb ONTUMa/IbHOe BPeMsl MPonapKu LieMeHTHOro pacTeBopa M Nto6oro copta 6eToHa Npu AaH-
Hoit TemnepaType. MpekpalleHne UM cnaj pocTa COMPOTUBEHWUS! Ha MO3HEM BO3PaCcTaloLLEM
yuacTKe AMarpamMmmbl 31eKTPUYECKOro CONpPoTUBIEHNS — BPEMEHU, CHSITO B Mepuoj TemnioBoro
CO3peBaHNsA, CUrHaNU3MPYET TOT Nepuod, Npu KOTOpoM obpasel, faeT MakcuMasbHyo 28 aHeB-
HYI0 MPOYHOCTb. 3TY TOUKY KOHAYKTOMETPUUECKUX M3MEePeHWi NoATBepaMaM MpPOBOAMBLLINECS
napanfefibHo WCMbITaHUS Ha W3/10M.

13
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[Eingegangen am 14. September, 1959]

Die derzeitige Entwickelungsstufe im Maschinenbau ist durch die weit-
gehende Verwendung von Planetengetrieben gekennzeichnet; dieser Umstand
1aRt sich dadurch erkldren, daB durch diese Bauart manche Probleme geldst
werden konnen, fiir welche man mit Hilfe von starren Getrieben nur durch
Anwendung von &ullerst komplizierten Konstruktionen eine Ldésung finden
konnte. Diese Arbeit behandelt die mechanischen Verhéltnisse des einfachen
Planetengetriebes, u. zw. mit doppeltem Antrieb, also in jenem Fall, wo das
bei der normalen Bauart ruhende Reaktionsglied auch angetrieben wird. Dieser

Abb. 1

Doppelantrieb im Planetengetriebe ist durch zwei Antriebselemente und ein
Abtriebselement gekennzeichnet; mit anderen W orten haben wir es hier mit dem
Fall einer Verzweigung der Eingangsleistung zu tun. Diese Leistungsverzwei-
gung beim Doppelantrieb besteht aus einer primé&ren und einer sekundéren Teil-
leistung. In der primdren Abzweigung ist das eigentliche Antriebselement wirk-
sam, in der sekunddren wird durch das Reaktionsglied —das nicht in Ruhelage
gehalten wird — eine Anderung der Drehzahlverminderung, ja eventuell eine
Drehzahlerhéhung erwirkt.

Ein einfaches Planetengetriebe ist in Abb. 1. dargestellt, wo

a das Sonnenrad,
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b das Planetenrad,

¢ den Steg und

d das Ringrad bedeutet.

Zur Aufnahme der Eingansleistung und zur Abgabe der Ausgangsleistung
kénnen drei Elemente dienen:

das Sonnenrad a,

der Steg c (samt Planetenrddern), und

das Ringrad d.

Diesen Hauptelementen entsprechend ist bei antreibendem Sonnenrad a,
und dem Ringrad als Reaktionsglied, der Steg c (samt Planetenréder) das ange-
triebene Element; ist der Steg c der Antrieb, und das Sonnenrad a das Reak-
tionsglied, so wird das Ringrad d zum Abtrieb, usw.

In der Praxis kommen sechs Variationen des einfachen Planetengetriebes
in Betracht, die in der folgenden Tabelle zusammengestellt sind:

Bauart: | | hi v Vv \A|
Antrieb: a a c c d d
Abtrieb: c d a d
Reaktionsglied: d c d a c a

Zunéchst nehmen wir an, daB in allen sechs Féllen das Reaktionsglied ruht;
in der Praxis wird es durch eine Bremsvorrichtung festgehalten; in allen sechs
Féllen erreicht man eine bestimmte Ubersetzung des Planetengetriebes, die wir
als Grundibersetzung definieren, und deren Zahlenwert durch das Durch-
messerverhdltnis der Elemente a und d (und natirlich das Element ¢ mit
inbegriffen) festgelegt ist. Praktisch aber gibt es gewisse gebundene, dem Kon-
strukteur durch die Bauart der Innenverzahnung aufgezwungene MaBverhélt-
nisse:

— Der Durchmesser des Sonnenrades ist immer kleiner als der Durch-
messer des Ringrades:

a<d ,

— der Durchmesser des Ringrades ergibt sich als Summe aus dem Durch-
messer des Sonnenrades und denen der beiden Planetenrdder:

d —a+ 2¢+b,

— der Durchmesser des Steges ist gleich der halben Summe aus Sonnen-
raddurchmesser und Ringraddurchmesser:
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(Bemerkung: einfachheitshalber bezeichnen die Buchstaben a, b,c und d
zugleich die Durchmesser der mit denselben Buchstaben bezeichneten mecha-
nischen Elemente.)

Das Ubersetzungsverhiltnis des Planetengetriebes kann durch irgendein
bekanntes Verfahren rechnerisch ermittelt werden; es ist aber einfacher, den
Geschwindigkeitsplan und auf dessen Grund auch den Drehzahlplan aufzu-
zeichnen.

In der Abb. 2 sind fur die oben angefiihrten sechs Félle die Geschwin-
digkeits- und die Drehzahlpldne aufgezeichnet. Wie ersichtlich, sind in den
Fé&llen I und 111 bezw. IV und VI die Diagramme paarweise in ihren Linien-
zlugen identisch, da das Durchmesserverhaltnis a/d zwischen Sonnenrad und
Ringrad unverdndert ist; der Unterschied besteht lediglich darin, daB Antrieb
und Abtrieb unter sich vertauscht sind. Bezeichnend ist fur die Falle I, 111,
IV u. VI die gleiche Drehrichtung des Antriebs und des Abtriebs. Das Uber-
setzungsverhdltnis kann aus dem Drehzahlplan leicht bestimmt, oder auch
errechnet werden.



Fall 1

Sonnenrad a treibt an,
Steg ¢ wird angetrieben;
Geschwindigkeiten:

Ubersetzungsverhaltnis:

Setzen wir an Stelle der Halbmesser die Durchmesser ein:

so erhalten wir die bekannte Formel der Untersetzung:

Fall 111
dieser Fall ist die Umkehrung des Falles I, d. h.

Steg c treibt an,
Sonnenrad a wird angetrieben;

Ubersetzungsverhaltnis:



VERZWEIGUNG DER EINGANGSLEISTUNG IN PLANETENGETRIEBEN 445

Fall 1V :

Steg c treibt an,
Ringrad d wird angetrieben;
Ubersetzungsverhaltnis:

(ins Schnelle).

Fall VI :

(Umkehrung des Falles 1Y)

Ringrad d treibt an,

Steg ¢ wird angetrieben;
Ubersetzungsverhiltnis, eigentlich Untersetzung:

a—d

lvi = g

(ins Langsamere).

Die Falle Il und Y weichen von den oben behandelten ab, da in diesen
Fallen der Abtrieb eine dem Antrieb entgegengesetzte Drehrichtung hat; diese
Falle,wo in beiden Féllen der Steg cin der Ruhelage bleibt, erscheinen alsWende-
getriebe und sind dadurch gekennzeichnet, daB sich die Planetenrdder nur um
die eigene Achse drehen, so daR das Umlaufgetriebe ins einfache Zahnradge-
triebe ausartet; das Ubersetzungsverhéaltnis ist ein einfacher Bruch aus den
Durchmessern a und d:

Fall I'l :

Antrieb: Sonnenrad a,
Abtrieb: Ringrad d,
Untersetzung:

(Wendegetriebe, ins Langsamere).

Fall V :

Antrieb: Ringrad d,
Abtrieb: Sonnenrad a,
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ijbersetzung:

(Wendegetriebe, ins Schnelle).

W ir wollen bei allen sechs Bauarten die durch die angefihrten Formeln
definierten Ubersetzungen — nadmlich unter der definitionsmé&Rigen Voraus-
setzung eines ruhenden Reaktionsgliedes —als Grundubersetzungen bezeichnen.

In unserer allgemeinen kritischen Betrachtung wollen wir die Typen | und
V1, also die beiden durch Untersetzung (i /> 1) und durch die gleichbleibende
Drehrichtung im Antrieb und Abtrieb charakterisierten Grundfélle besprechen,
indem wir die Variationen der auf irgendeine Art modifizierten Ubersetzung
analysieren. In der Praxis wird dies mit Hilfe eines vorgeschalteten Umlauf-
getriebes verwirklicht, es gibt aber auch andere Ldsungsarten. Dieses Problem
der effektiven Modifizierung bildet jedoch nicht Gegenstand unserer Arbeit.

Die Modifizierung der Grundibersetzung entsteht, indem man auch das
Reaktionsglied antreiben 14Rt. Das MaR dieser Modifizierung wollen wir mit
Hilfe eines Ubersetzungskoeffizienten s, d.h. durch die Verhiltniszahl zwischen
Grundubersetzung und modifizierter | bersetzung ausdricken. Laut unserer
Definition ist also x = ijix (anders geschrieben: ix —i/x), worin i = Grund-
tibersetzung, X = Ubersetzungskoeffizient und ix — modifizierte Ubersetzung
ist.

Es soll hier sofort bemerkt werden, dal wiruns in der Analyse der Félle |
und VI auf einen Bereich beschranken wollen, fir welchen x > 1 als Vor-
aussetzung gilt; anders formuliert: ix < .

In der speziellen Betrachtung wird es zweckmdafig sein, konkret die
Variationen der Grundbauart | zu analysieren, weil dieser Typ in der Praxis
am meisten vorkommt; wir werden in einem Zahlenbeispiel die Koeffizienten
mit Werten x = 1,2, 3,4 usw. der Reihe nach einsetzen; hierzu wollen wir
eine Konstruktion annehmen, bei welcher d = 3a, also i[ = 4 ist (laut Formel
il = (a -j-d)/a = 1 -j-d/a).

In diesem Beispiel wird bei x = 1, ix = 4; es ist cLefinitionsméaRig selbst-
verstdndlich, dal bei x = 1 keine wirkliche Modifizierung der Grundiberset-
zung auftritt; eine andere interessante Variation finden wir in der Annahme
X = i, in unserem Beispiel x = 4; in diesem Fall wird ndmlich ix = ijx =
= 4/4 = 1, mit anderen Worten ergibt hier die Modifizierung einen »direkten
Gang«, Antrieb und Abtrieb haben dieselbe Drehzahl, d. h. die Planetenrdder
fihren keine rollende Bewegung aus, das ganze Getriebe bewegt sich als eine
starre Verbindung.

Nun kann man durch eine spezielle Hilfskonstruktion den W ert x weiter
erhohen, so dall x /> i wird; in diesem Bereich erhalten wir eine modifizierte
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Ubersetzung mit ix <C 1» d. h., es entsteht eine Ubersetzung ins Schnelle. Wir

kommen darauf noch zuriick.
Nun kehren wir auf den konkreten Fall der Bauart | zuriick (mit dem

MaRverhdltnis d = 3 «a, und x = 1).

In Abb. 3 sehen wir den Geschwindigkeits- und den Drehzahlplan und
auch die Umfangskréafte fur den Fall I. Bekanntlich ist hier das Sonnenrad
a antreibend, der Steg c angetrieben und das Ringrad d als Reaktionsglied in
Ruhelage fixiert. Im gewé&hlten Fall ist das Verhdltnis der Halbmesser:

und die Grundlbersetzung

oder auch:

Der Vollstandigkeit halber sollen auch fir diesen einfachen Fall die
Umfangsgeschwindigkeiten, Drehzahlen, Umfangskrdfte, Drehmomente und
die Ubertragenen Leistungen in relativem MaR zur gewd&hlten Einheit ange-
fuhrt werden.

Umfangsgeschwindigkeiten:

Va= 1, Vc= VJ2 = 5,5, vd= 0
Drehzahlen:

na =1, nc = nc/4d = 0,25, nj —o0
Umfangskréfte :

P,=1 Pc = 2Pa=2, Pd= Pa- 1
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Drehmomente:

A. JURER

Eingangsmoment

Ma= Para=I-1= 1
Mc= Pcrc= 2-2 = 4 Ausgangsmoment
Md= Pdrd= 3«1= 3 Reaktionsmoment
Leistungen:
Na— Mana— 1+1= 1 Eingangsleistung
Nc= Mcnc= 40,25 = 1 Ausgangsleistung
Nd= Mdmnd= 3 <0 = 0.

Wie ersichtlich, sind Eingangs- und Ausgangsleistung einander gleich:

d. h., hier tritt eine Verzweigung der Leistung nicht in Erscheinung.
Die Eingangsleistung kann als Motorleistung NM bezeichnet werden:

NM= Na= Nc.

Jetzt wollen wir denselben Grundtyp in seiner Variation mit einem Koeffi-
zienten x = 2 untersuchen. Hier erscheint das Planetengetriebe bereits in der

Abart eines Doppelantriebes; antreibend wirken

das Sonnenrad a,
das Ringrad d und

angetrieben wird der Steg c.
Geschwindigkeits- und Drehzahlplan und auch die Umfangskrafte sind

in Abb. 4 dargestellt. Aus den Pldnen gehen folgende Werte hervor:
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Umfangsgeschwindigkeiten:

va=1, vVt = 1, vd= 1
Drehzahlen:
na=1, nc= 0,5, nd= 0,33
Untersetzung:
ox —1tg — nuijiq —2

oder auch:

Vorderhand sind uns die Umfangskréfte und die Leistungen unbekannt; hin-
gegen kdénnen wir die Momente bestimmen. Wir kénnen als Ausgangspunkt
folgenden Zusammenhang aufschreiben:

Na+ Nd= NM (= No.
Bekannt is auch das Ausgangsmoment am Steg c:
Mc= ix-MM= 2-1 = 2,

wo das Moment des Antriebsmotors, MM, die Einheit darstellt.
Fur das Verhéltnis der Momente gilt das Folgende:

Ma:Mc:Md= 1:4:3
Ma= Md4 = 2/4 =05
Md= 3-Md4 = 6/4 =15
d.h. Mc+ Ma= Mc

Daher berechnen sich die Umfangskréfte:

Pa=MJra= 0,5/1= 05
Pc= Mdrc= 2/2=1 (= 2Pa)
Pd= MJrd= 1,5/3= 0,5 (=P a).

und die Leistungen:

Na= Mamna= 05-+1= 0,5, primdre Eingangs-Teilleistung
Nd= Md e*nd 1,5 «0,33 = 0,5, sekunddre Eingangs-Teilleistung
Nc= Mcenc = 2 <05 = 1, Ausgangsleistung.
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In Worten: bei einem Ubersetzungskoeffizienten * = 2wird die Motorleistung
Ny[ im Eingang auf zwei gleiche Teilleistungen aufgeteilt; hiervon ist N a die
primdare, Nd die sekunddre Abzweigung.

In Formeln:

Na+ Nd= NM 0,5+ 05 = 1)
und
Na+ Nd= Nc.

Es folgt die Variation mit x = 3.

Abb. 5

In Abb. 5 sind Geschwindigkeitsplan, Drehzahlplan und Umfangskréfte
fir den Fall x = 3 dargestellt.

Antreibende Elemente sind

das Sonnenrad a,

das Ringrad d;

angetrieben wird der Steg c.
Umfangsgeschwindigkeiten:

Va= 1, Vc= 15 Vd= 2.
Drehzahlen:
na= 1, nc= 0,75, nd= 0,66.

Die modifizierte Ubersetzung:

ix=1i3=njnc= 1/0,75 = 1,33
oder auch:

ix=ijx = 4/3 = 1,33.
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Ausgangsmoment am Steg c:
Mc= ix*MM=1,33 1= 1,33,

wobei das Moment des Antriebmotors als Einheit gilt: My =1.
Um die Momente zu bestimmen, schreiben wir die folgende Gleichung an:
(Eingangs- und Ausgangsleistung sind einander gleich):
Nc= NM= 1 und Nc= Mcmc
d.h. Mc= NJnc= 1/0,75 = 1,33,

und weil das Momentenverhdltnis im Planetengetriebe unverdndert bleibt:

Ma= MJ4= 1,33/4= 0,33
Md= 3Mt/4= 1,00
Ma+ Md= Mc

Die Umfangskrafte werden aus den Momenten errechnet:

Pa= MJra= 0,33
Pc= 2Pa= 0,66

Pd= P, - O
Die Ubertragenen Leistungen:

Na= Mamna= 0,331= 0,33 primére Eingangs-Teilleistung;
Nc= Mcmnc= 1,330,755 =1 Ausgangs-Leistung;
Nj = Mdend— 10,66 = 0,66 sekundére Eingangs-Teilleistung.

Es gilt also der Zusammenhang:

Na= 0,33 NM,
und selbstverstandlich:
Nd= 0,66 NM
und
Na+ Nd= Na= N M.

Nun folgt die Variation mit einem Ubersetzungskoeffizienten x = 4.

In unserem Zahlenbeispiel ist it = 4, d. h. x = i, daherist ix = i/x = 1,
das ist der bereits erwéhnte Grenzfall des direkten Ganges, mit Planetenrédern,
die keine rollende Bewegung ausfihren.
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In Abb. 6 sind die mechanischen Verhdltnisse in einem modifizierten
Planetengetriebe dargestellt, wenn x = i (im gegebenen Fall x = i — 4).In der
Praxis wird dieser Grenzfall mittels eines Kraftschlusses, meistens mit Hilfe
einer ldsbaren Achsenkupplung verwirklicht. Im Seitenbild der Abbildung

sehen wir die sogenannte KurzschluB-Kupplung K, eingebaut zwischen Sonnen-

rad a und Steg c. Bei dieser Modifizierung lassen sich folgende W erte bestim-
men:

U mfangsgeschwindigkeiten:

va= 1> ve= 2, vd = 3

Drehzahlen:

Momente:
Mc— Ndnc— 1
Ma= MJ4 = 0,25
Md= 3Md4 = 0,75
Umfangskréfte:
Pa+ MJra= 0,25, Pc— 0,5, Prf= 0,25
Leistungen:
Na= Mana= 0,25, priméare Eingangs-Teilleistung

Nc=Mcnc= 1, Ausgangsleistung

Nd= Mdnd— 0,75, sekundéare Eingangs-Teilleistung



VERZWEIGUNG DER EINGANGSLEISTUNG IN PLANETENGETRIEBEN 453

Summe der Eingangs-Teilleistungen:

Na+ Nd= Nc (= NM)

(gleich der Motorleistung).

Als letzte Variation wollen wir den Fall besprechen, wo wir Uber den
Grenzfall X = i hinausgehen; das ist die Variation einer Ubermodifizierung,
die mit Hilfe einer besonderen Vorrichtung, z. B. mittels eines zwischen
der primédren Antriebswelle und dem Ringrad eingebauten Zahnradgetriebes,
ausgefiuhrt wird.

Abb. 7

Abb. 7 zeigt den Geschwindigkeitsplan, den Drehzahlplan und die
Umfangskrifte einer Ubermodifizierung. In gegebenem Fall ist x/>i, u. zw. bei
i =4, X =5. Die Verhéltniszahl der Ubermodifizierung kann als ein Faktor
Aausgedriickt werden, namlich als ein Quotient des Ubersetzungskoeffizienten
x zu der Grundiibersetzung i, d. h. A= x/i.In unserem Fall ist A= 5/4 = 1,25.
Die modifizierte Ubersetzung ist also ix —ijx =4/5 =0,8. Aus den Vektor-
plénen ist folgender Zusammenhang ersichtlich:

Vd>Vc>Va
und
nd> nc>na.

Wir wollen jetzt die Gestaltung der Leistungswerte im untersuchten Gebiet
Uberblicken. Die angefihrten Beispiele stellen es klar, dal? die primdre Eingangs-
Teilleistung immer den x-ten Teil der Motorleistung ausmacht. In Formel aus-
gedrickt ist der Wert der Uber das Sonnenrad a uUbertragenen Eingangs-Teil-

leistung:
Na= N M/x.

14 Acta Technica XXIX/3—4.
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Die Summe der beiden Teilleistungen:
Na+ Nd= Nc= NM,
daher ist die sekunddre Teilleistung Uber das Ringrad d:
Nd= (I- I/x) NM.

Verallgemeinert werden die Abzweigungs-Leistungen im modifizierten Plane-
tengetriebe wie folgt ausgedrickt:

N primdr = N M/x

N sekundédr = (1 — I/x) NM
Np+ NS= NM.

Mit Hilfe der angefihrten Gleichungen kénnen wir die Abzweigungsleistungen
fir das als Beispiel gewdhlte Planetengetriebe, fur verschiedene Werte des
Ubersetzungskoeffizienten x, der Reihe nach errechnen; es ergibt sich folgende
Tabelle: (Ausgangswert: i = 4)

X ix N a Nd
1,00 4 1,00 0,00
1,10 3,64 0,91 0,09 .

b Nm —Na Ni -1
1,25 3.2 0,80 020 f
1,33 3,00 0,75 025 g Na= Nm/x
1,50 2,66 0,66 033 Y )

Ni= [1— I/x] *NM

2,00 2,00 0,50 0,50
3,00 1,33 0,33 0,66
4,00 1,00 0,25 0,75  bRo direkter Gang
5,00 0,75 0,20 080 @
10,00 0,40 0,10 090 -§

Die Tabellenwerte der Teilleistungen sind funktionsmé&Rig in den Kurven
des Bildes (a) der Abb. 8 dargestellt. Die Kurve der Leistungswerte in der
priméren Abzweigung, ausgedriickt als Nm/x, entspricht einer Funktionsform
von

ji = Vx>

und die Kurve der sekunddren Leistungsabzweigung, ausgedrickt als
[L — /8] iVm, entspricht einer Funktionsform von

y2=1 —Ijx.
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Beide Gleichungen sind Hyperbelgleichungen, fir welche x nur die W erte 1
annehmen kann. Bei einem Koeffizientenwert x = 2 sind die Teilleistungen
einander gleich (d. h. je die H&lfte der Motorleistung). Bei Zunahme des Koef-
fizienten x nimmt auch die Sekunddrleistung zu, ohne je den vollen Wert der

Motorleistung zu erreichen; in &hnlicher Weise wird mit zunehmendem x die
primdre Zweigleistung immer kleiner, ohne aber den Nullwert je zu erreichen.
Die Summe der beiden Teilleistungen ist immer der Motorleistung gleich.

ZUSAMMENFASSUNG

Fur Planetengetriebe mit doppeltem Antrieb schlagt der Verfasser die Einfihrung des
Begriffes eines Ubersetzungskoeffizienten x vor, mit der Definition x = i/ix, und entwickelt
eine neue Methode zur Untersuchung der Ueistungsabzweigung. Dieses Verfahren ist. nicht
nur im Falle eines einfachen Planetengetriebes interessant, sondern auch in F&llen von mehre-
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ren, aneinander gekoppelten Getrieben. Das Verfahren fuhrt zu einem raschen Ermitteln der
gesuchten Werte, inshesondere hei der Untersuchung der Leistungsabzweigungen bei beson-
ders komplizierten Umlaufgetrieben.

POWER BIFURCATION IN PLANETARY GEARS WITH DOUBLE INPUT
A. JUREK

SUMMARY

As proposed by the author, a modification factor expressed by x—i/ix may be introd-
uced for double drive type planetary gears, and leads to a new method for the investigation
of bifurcated power-input. The method is highly interesting not only for simple planetary
gears but also for the case of more gears coupled together, and a very quick evaluation of power
bifurcation is possible for the especially complicated types of coupled planetary gears.

VALEURS DE LA PUISSANCE BIFURQUEE DANS LES ENGRENAGES PLANETAIRES
SIMPLES

A. JUREK

RESUME

L’introduction d’un facteur de modification du rapport x —ijix, pour les engrenages
planétaires simples & double action, constitue une nouvelle méthode pour I’examen de la bifur-
cation de la puissance introduite. La méthode intéresse aussi les engrenages planétaires accou-
plés. Elle permet également d’obtenir des résultats trés rapides a I’examen des bifurcations
de la puissance des engrenages planétaires plus compliqués.

OTBOJ, MOWHOCTU C MJIAHETAPHOW MNEPEAAUYM [BOMHOIO TMPUBOJA
A. OPEK

PE3IOME

BBefeHMe B Crydae MaHeTapHbIX Mepefay PeKOMEeHAyemMoro aBTOpoM KoapuumeHTa
nepefaun X = i/ix ABNAETCA HOBbIM METOAOM MPW aHann3e OTBOAOB MOLLUHOCTM. STOT MeTof,
MHTEpeceH He TOMIbKO B C/lyyae MPOCTbIX M/IaHeTapHbIX Mepeaad, HO U BO BCEX TAKUX Cllyvasix,
Korfa pa6oTaroT COBMECTHO Psf, CoeAMHEHHbIX MeX/ly co6oii NnaHeTapHbIX nepefady. 3TOT MeTof
O4YeHb 6bICTPO MPMBOAMT K Pe3ynbTaTy Mpu aHain3e O0TBOAA MOLLHOCTY O4YeHb C/IOXKHO Coeau-
HEHHbIX MNaHeTapHbIX nNepeaauy.



OB ABTOMATMWYECKOM PETY nWPOBAHMWUMWN
B O3BY X AEHMWSA4A CWMWHXPOHHBbB X M AWl NH B CANOXHOM

39HEPIFIETWUYECKOMW CMCTEME

. B. MUXHEBU/Y
KAHA. TEXH. HAYK

9HEPFETUYECKUN UHCTUTYT UM T. M. KPXXVXKAHOBCKOIO AH CCCP

[MocTtynuno 15. Hos6psa 1959 r.]

Heo6xoaMMOCTb NepefayyM MOWHOCTM Ha fAajbHUE pacCTOAHWS Bbl3Bana
pa3BuTMe uccnegoBaHWit B 061acTW CpPeAcTB MNOBbIWEHWS YCTOWUYMBOCTU: MOBbI-
WeHWA Hanps>XeHWa nepefjayun, NPOJONbHOW KOMMeHcauuu, aBTOMATUUYECKOro
perynupoBaHusa Bo036YX[AeHUs, aCUHXPOHHOrO X0ja W PECUHXPOHM3ALMUU, NpO-
MEXYTOUHbIX CUHXPOHHbLIX KOMMEHCATOPOB, 3/1EKTPUYECKOr0 W MEXaHWYecKoro
TopMoXxeHus [J1.1]. B pesynbTate 3TUX UCCNeA0BaHUI CTano BO3MOXHbLIM BKJ/IO-
YyeHMe B TexXHMUYecKMe MpPOeKTbl Psifjla HOBbIX YCTPOMCTB, KOTOpble B HacToslyee
BpemMsi NpoBepsAlOTCA B aKCNAyaTauuu. HekoTopble M3 3TUX YCTPOWCTB, Bbl3BaH-
Hble K XXW3HW COOPYXeHMeM JanbHWX nepefay, 0Kasanucb 3h(HeKTUBHbIM Cpej-
CTBOM Y/y4lleHUsI CBOWCTB 3HEProCMCTEM U MOTYT GblTb PEKOMEHAOBaHbl ANs
WHUPOKOTO WCNONb30BaHUA B 06bEAMHEHHbIX 3HEProcUcTemMax.

OTNUUUTENBbHOW 0CO6EHHOCTHIO O06bEAWHEHUS 3HEPreTUUYECKUX CUCTEM
ABNSAETCSA HanMunMe OTHOCUTEeNbHO cnabbix cBA3eli. HajeXHocTb WX paboThbl
MOXeT 6blTb MOBbIWEHA NyTeM WCNOMb30BaHWUS BblLENepeYnCcieHHbIX CPeACcTB.
B cBA3M C OTHOCMUTENbHO HeGOMbWMMU 3aTpaTamMu Ha CUCTEMY aBTOMATUUYECKOro
perynupoBaHus B036YXJAeHUS, WCNONb30BaHWEe BO3MOXHOCTEN, KOTOpble MNOSIB-
NATCA NpyY NPaBUNbHOM ee MOCTPOEHWMU, CNeAyeT cCUMTaTb Lenecoo6pasHbiM 1 B
cnydyae MNPUMEHEHWUsS [APYTMX CPEeACTB MNOBbIWEHUA YCTONYMBOCTHU.

CHUCTeMbl CUNbHOTO PErynuMpoBaHus BO36GyXAeHus
KakK CpPeACTBO YNyYlWeHUS AUHAMWUYECKMX CBOWCTB 3HEPrOCUCTEM bl

K uucny cpeacTB aKTUBHOr0 BO34eNCTBUSA Ha CMCTeMy napannenbHo pabo-
TalWNX CUHXPOHHbLIX FeHepaTopoB CAefyeT OTHECTU PerynAaTopbl BO36GYXAeHMUSA
ACUNBbHOTO» felicTBMA, T. e. TaKne perynsitopbl, B KOTOPbIX OCHOBHOE perynunpo-
BaHWe OCYL eCTB/ASAETCA B (PYHKLWUWN OTK/NOHEHUSA PEXWMHbIX Be/MYUH TreHepa-
TopoB, a fAna cTabunumsauum WUCMNONbL3YKTCA MPOU3BOAHbIE 3TUX BeNUYUH. OTU
perynaTopbl o6nafatoT 6onbwum 6bicTpogeicTBmeM. Maesa mcnonb3oBaHMA nNpo-
M3BOAHbLIX [ANA nNpefoTBpalleHNa camopackauymBaHWUA CUCTeM PperyamposaHus
B0O30OYyXaeHWSA BbliCKasblBanacb euwie B KoHue 30-x rogosB [/1. 2, 3], HO nepBblii
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NPOMbILW NEHHbIA PerynsaTop CUAbHOFO felicTBMA 6bln co3aaH B NOCAeAHWE TOAbl
[n. 4].

OpfHOM M3 CylWw ecTBEHHbIX 0COGEHHOCTEN CUCTEM CUNbLHOTO perynupoBaHmus
AaBnaeTcsa TpeboBaHWe 6ONbLW Oro O6bICTPOAEWCTBUS K 371eMeHTaM CXeM BO36YyX-
feHnsa. XXenaTenbHo 3anasjblBaHue B BO3byaMTene uUMeTb MNOpPAAKa HECKO/b-
KWX COTbIX AONeA CeKyHAbl. B Haubonbwel cTeneHn 3aTomy TpeboBaHWU YAOB-
NeTBOPSAT MOHHble CXeMbl BO36yxpeHus [J/1. 8]. Bnarofaps mManoli MOLWHOCTH
ynpaBfeHNsA MOHHbIX CXeM MNOSABNAETCA BO3MOXHOCTb YMNPOLWEHNSA KOHCTPYKLUK
perynatopa. B pesynbTaTe nccnefosaTtenbCKux paboT nocnefHUX net nossmnach
BO3MOXHOCTb BbINOMNHUTb Perynatopbl BO36YyXAeHUA CUNbHOTO AeicTBua 6es
3N1eKTPOHHbLIX Namn Ha 6as3e MarHUTHbIX ycunuTenem W NONYNPOBOLHUKOBbIX
TPUOAOB.

TeopeTnyecKMe U 3KCNepUMEHTaNbHble WCCNe[0BaAaHUA CUCTEM CUJTbHOTO
perynmpoBaHusA, a TakXe MUCNbITaHWe WX Ha 3NeKTPOCTaHUMAX MNokas3anm 60Nb-
LW oe NPeUMYLLECTBO 3TUX CUCTEM B CPABHEHUU C CUMCTeEMaMW MPONOPLUOHANBHOIO
perynuposaHusa 6e3 Npou3BOAHbIX, B KOTOPbIX OCHOBHOE peryamMposaHue BbINoJ-
HAEeTCSA Ha OCHOBe TeX e MPUHLWUNOB, a cTabunumsaynsa ocyuw,ecTBNAeTCA 3a CYET
yBEeNMYEHUSA 3KBMBAJIEHTHOro 3anasfblBaHWs B 3/IeMeHTax Lenun BO30OYXAeHUA.

Mcnonb3oBaHne CUCTEMbl CUIBHOTO PperynnpoBaHnsa Mo3BonsAeT [OCTUYDL
npefena ycToM4ymMBOoCTW, ONPefeNnsaemMoro W3 yc/0BWUS MNOCTOAHCTBA HanNpsaXeHuUsA
Ha 3aXwmmax reHepaTopa WAW TMOCTOAHCTBA HaNpsAXeHWA B KaKOW-ToO Touke
CMCTEMbl 3@ 3aXuMMmaMu TFeHepaTOpPOB, OCYL,eCTBNSA aBTOMAaTUYeCKWA KOHTPONb
Hanpsa>XeHWA B aTol Touyke. CunbHOe perynmposaHue BO36YyXAeHWS no3sonser
YBENUYUTbL Npeaen AUHaAMMUUYECKOW ycTohuymBocTM Ha 8— 12% [/1. 5] M aKTUBHO
BO3felicTBOBaTb.HAa KayecTBO MepexofHblX MpoueccoB. B cucTtemax CcuUAbHOTO
perynnpoBaHus BO36YXAeHUS norapuMUUYecKUn feKpeMeHT 3aTyxXxaHusa mMoxeT
foCcTUraTb BefUYUHBI nopsafgka 3—4, a NpyY HEKOTOPbIX YCNOBUAX MOXHO NOoNy-
YNTb anepuogmyeckuii nepexodHblii npouecc [/1.6, 7]. CucTemMbl NpPoONoOpLUOHANb-
HOFO0 perynmpoBaHuWs xapakTepusywTca cnabbim gemndupoBaHuem KonebaHuUi.
3HayeHVe NnorapuPMmUYecKoro feKpemMeHTa 3aTyxXxaHWa B 3TUX CUCTeMax WUMeeT
BeNUYUHy nopagka 1,1— 1,2,

Pa3BuTune sHepretmyeckoro obopyfoBaHusa WAeT N0 JUHUU YBesIUYEHUSA
eANHNYHONW MOLWHOCTM TreHepaTopoB. 3TOMYy npoueccy 6yaeT cnocobcTBOBaTb
o6beAMHEHME 3HepreTUYecknx cuctem. bnarofapa nporpeccy B peweHun npob-
NeM HenocpefcTBEHHOro oXJaXfeHWA O0O6MOTOK NOABNAETCA BO3MOXHOCTb CO3-
pgaHuns Typ6orenepatopos 500 MITBT n 6onee. Cuctembl cunbHoro perynnposaHus
B036yXeHNsA MOryT cofeicTBoBaTb CO3jaHWIO 3KOHOMWYeCKU Haubonee uene-
co06pa3Hbl X KOHCTPYKLWA CBepXMOLWHbIX Typ6oreHepaTopoB C HemocpeACTBeH-
HblM oXxnaxpfeHvem. [N NOBbIWEHMUA K. M. 4. TAKUX MallUH Heo6X0AMMO WATU
Ha yBenuM4YyeHue peakKTUBHOCTel TypboreHepaTopoB. [ N1A 3TUX MaWUH XapaKTepHO
NOHUXXEHHOe 3HayeHMe MOCTOSAHHON wWHepuun. WMcnonb3oBaHMe perynAaATopoBs
BO30YXAEHUS CUNbHOTO AeNCTBUA Ha TaKMX KPYMNHbIX FreHepatopax Mno3BonfeT
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KOMMEeHCUpPOBAaTb yXyAlWleHNe NapameTpoB 3TUX MalWlUH M 06ecnedynTb yaydlleHune
UX AUHAMMWYECKUX CBONCTB, KaK B OTHOWEHWMW YyBeNMUYEHUS MpefenoB ycTohuu-
BOCTW, TAK U B OTHOWEHUWN YBENUYEHUS MHTEHCUBHOCTM AemMnuUpoBaHMA Kofe-
6aHNi.

HekoTopble 0COGEHHOCTM aHanuM3a CTaTUYECKOW yCcTOUMBOCTH
npu cCUCTEM HANUYUN PETYNATOPOB BO3OYXAEHNS CUAbHOTO JeiCTBUA

B pacuyeTax YCTOMUYMBOCTU cCUCTEM, COfepXalWux reHepatopbl C peryns-
Topamu BO36YXAeHUA, paboTalwWMMN B BYHKLUU OTKNOHEHUSA PEXUMHbBIX Benu-
YNH 6€e3 30Hbl HEYYyBCTBUTEAbHOCTU [J1. 2], NPUHATO y4YnTbiBaTb 3P PeKT perynm-
poBaHMA nNyTeM 3aMelW,eHWss TreHepaTOpoOB €ero nNepexoAHOlN PeaKTUBHOCTbIO
(X8 n BBefeHWA ycnoBWs NOCTOSHCTBA 3. f. C. 3a 3TOW peakTuBHocThi (EU—
—const). Mpun Takoli cxeme 3aMel,eHNA reHepaToOpoB MOTYT 6bITb MCNONb30BaHbI
yNpoULeHHble KPUTEPUW YCTOMUYMBOCTM, paspaboTaHHble ANA Heperynampyemblx
cuctem [/1. 9]. Mo aHanorMm 3sTu Xe KpUTepuun MOryT 6bITb MCNOMb30BaHbl ANA
CUCTEM, COAepXalW nx Perynatopbl CUNbHOFO AelcTBMA, nonaras, 4To OHW obe-
cneynBalT MOCTOAHCTBO HaNpPsAXeHWUA Ha 3aXumMax reHepaTopoB.

Takune pacyeTbl MO3BONSAKT MNONYYUTb NpefcTaBieHMe 0 3anace YCTOWYM-
BOCTU NPW NPaBUNbHO Bbl6paHHbIX pexmmax perynatopos. OAHAKO MCNONb30-
BaHMe YyNpoLWeHHbIX KPUTepUEeB He MO3BONAET BCKPbITb CleyndpUUYecKnUX 0CO6GEeH-
HOCTeld paccMaTpuMBaeMblX CUCTEM perynupoBaHua W AaTb peKoMeHjauuu no
KOHCTPYMPOBAaHWUIO M 3KCN/AyaTauum TakKMx cUcTemM. TakKue pacyeTbl He NO3BONAIT
nony4YnTb OTBET Ha BOMPOC — KakKue credyeT Bbl6paTb napaMeTpbl peryaupo-
BaHWA W peXWMbl perynsTopoB, 4Tobbl 06ecneynTb YCTOMUYUBOCTb CUCTEMbI WU
BbICOKOE Ka4yeCTBO MepexofHblX MNPOLECCOB.

CyuwecTBylolU,me MeToAbl aHanm3a YCTOWYMBOCTU CUCTEM aBTOMAaTUYeECKOrO
perynupoBaHusa MOryT 6biTb UCMO/MIb30BaHbl ANA 3HEPTEeTUYECKUX CUCTEM, B KOTO-
pblX UMEKTCA PerynAaTopbl CUMbHOFO AEACTBUA, HO NMPU YBENUNYEHUUN 4YUCNa FeHe-
paToOpHbIX eAWHWL, B aHaNM3MpyemMon cucTeme 3ajaya nonyyaeTca BeCbMa C/IOX-
HO. Be3 MCcnoNb30BaHWA 3NeKTPOHHbIX BbIYUCAUTENbHbLIX MallWH 3TU MeTOf4bl
No3BONMAIT aHaNM3npoBaTb YCTONYMBOCTb CUCTEM CUNbLHOINO PeryinpoBaHnsA BO3-
OyX[EeHNA TONBbKO NPW 0YeHb BONbLWIMNX YNPOLW EHNAX MPAKTUUYECKN MPU YCNOBUN,
4TO CUCTEMY MOXHO CBECTW K OfHOMY reHepaTtopy, paboTatwueMmy 4vyepes /IMHUIO
afeKTponepegayn Ha WWHbI 6CKOHEYHOW MowWwHOCTM. [lo nocnegHero BpeMeHU
3Ta cxema 6blla OCHOBHOW ANA M3y4YeHWS CBOWCTB CUCTEMbl CMIbHOFO peryampo-
BaHWA BO30OYXAeHUSA.

3HaunTeNnbHO 60NblIMe BO3MOXHOCTU OTKpPbIBAalTCA MNPU UCNONb30BAHUMN
COBPEMEHHbIX CpeACcTB WCCNEAOBAHUA: 3NeKTPOAMHAMMYECKNX MOoAened M 3NeKT-
POHHbIX BbIYUCAUTENbHbLIX MawwH [/1. 6, 10, 11, 14]. WNccnepoBaHue yCTOWYM-
BOCTM MNapannenbHoi paboTbl OAMHAKOBbLIX FeHepaTopoB CTaHLWW, CHabXeHHbIX
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perynatopamMun BO36YX[AeHWS CUNbHOTO0 [AeNCTBMA MNoKa3ano, 4YTO 3aMelieHue
rpynnbl reHepaTopoB OAHWUM 3KBWBANEHTHbIM MOXET MNPUBECTU K OWMNBOYHBLIM
pesynbTaTam B pacuyeTe ycTolhiumsocTtu [J1. 10, 11, 12, 13]. Ans nony4dyeHusa npa-
BU/NIbHOro pesynbTata Heob6bxoaumo [l reHepaTopoB cTaHUuUW 3amel,aTb fBYMA
reHepaTopamMu, 3KBUBaNeHTHbIMW 3TOl rpynne nNo CTaTUYECKMM XapaKTepucTu-
kKaMm. [ na pacyeTta ycTOWYMBOCTM B 3TOM CcAy4vyae MNPUHUWMNUANbHOE 3HayeHUe
MMeeT y4yeT ManbliXx 3anas3gblBaHWin B perynatope. Heo6Xof4MMOCTb YCNOXHeEHUSA
pacyeTHOW cxeMbl 06bACHSAETCA TeM, YTO MPU HANUUYUK PerynsaToOpoB CUbHOTO
fencTBunA cnefyeT yuyuTbiBaTb B3auMofelicTBUMe CUCTeM perynMpoBaHusa napan-

dur. 7. Cuctema ABYX napas/eNilbHO paboTalolmMx reHepaTopoB

nenbHo paboTalwlWMUX FeHepaTOpoOB, T. e. paccMaTpuBaTb CUCTEMY, XapaKTepu-
3yl LUyl Ccs HEeCKONbKUMMW CTeneHsiMU cBO6GoAbl. B Takoil cucTemMe poTOpbl reHe-
paTopoB B 06WeM Clyyae COBepLIAT C/IOXKHOE ABUXXEHUE, UMetloLLee AN TPYNMbl
OAVMHAKOBbLIX MallWH ABe COCTaBAsOWMUX: Kone6aHue B aze M B npoTuBodase.
WccnepoBaHuWe YyCTOWUYMBOCTM COCTABASAIOLWMX CMAOXHOTNO ABUXEHUS MOXHO Mpo-
BOAWTbL MNOPO3Hb HA CXeMax 3aMeu,eHUs TFpynnbl reHepaTopoB OofHMM. Takas
BO3MOXHOCTb MOABASETCA B pe3yfbTaTe Pas3fioXeHUs XapaKTepucTUUecKoro
YypaBHEHWUS HAa MHOXMUTenu. Perynsitop CUNbHOro AeliCTBUA, aKTUBHO BO3jeWi-
CTBYSl Ha CcuUCTeMy, Npu NpaBUNbHON HacTpoliKe MOXEeT Bbi3BaTb WHTEHCUBHOE
geMndupoBaHue kKonebaHuii 060MXx BWUAOB, a NPU OWMNGOYHONW HAcTpoOilke camo-
packauyvBaHue cucTemMbl B (hase WM B NpoTMBOGdase.

CNnoXHoe ABUXEHUe B CUCTeMe FeHepaTopOB C Pas/IMUYHbIMU peXUMamu u
napameTpaMu MMeeT Ty Xe MPMpPOAY, HO aHa/U3 CBOWCTB TaKOW cCUCTeMbl MPOBO-
AWTb 3HAUYUTENbHO CMOXHee. NS Ka4yecTBEHHOro aHanu3a NpPoOLECCOB B TaKoii
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CMCTEMEe B HEKOTOPbIX CAyyYasiXx MOXeT OblTb MCNoNb3oBaHa 6nmMxaliwaa KpaTHas
cucTema, T. e. Takas cucTema, B KOTOpPOI CTPOro BblepXMBAKTCA COOTHOLWEHUSA
MeX Ay napamMeTpamMu, BXOAALW WX B Hee reHepatopoB. [ n1A CACTEMbl JBYX MallVH
(ur. 1), paboTarwWmMX Ha MOULHY MNPUEMHYK CUCTeMY, YCAOBWUA KpaTHOCTHU
MOXHO 3anucaTb chegywowum obpasom:

a Takxe Tpe6yeTcss paBeHCTBO mapamMeTpoB Bo36yauTeneil u perynatopoB. 3gech
NPpUHATbLI Chefylow e 0603HAUEHUSA:

M1 M2 — NOCTOSIHHbIE WHEPUUN TeHepaTopoB,
Pi.: P2 — aKTMBHasA MOLLHOCTb,
39
Du DI — JemMndepHble KOahhULMEHTbI,
VI3 A3 — B3auUMHble NPOBOAUMOCTH,
Xdn, xan — CUHXPOHHble PEaKTUBHOCTWM reHepaTopoB,
X'dn: x 'dn — [MEPEXO[HbIe PeaKTUBHOCTU TeHepaTopos,
Tdou 1dol — MOCTOSIHHbIE BPEMEHW POTOPOB,

—YINbl CMELLEHUS OCeil POTOPOB reHepaTopoB OTHOCMTENbHO BekTopa U.

YCcNnoBUS KpPaTHOCTU BCerfa BbIMNOMHAWTCA ANA MallWH, UMEKLWNX OfMHA-
KOBble MapamMeTpbl U pPeXuMbl. OCHOBHOW 0COGEHHOCTbIO KpaTHbIX CACTEM SIBNSI-
eTCcA TO, YTO UX XapaKTepuUCTMUYecKUe ypaBHEHUS paclenfsaoTcss Ha MHOXUTeNN
no uucny cTeneHeil cBoGoAbl. 3TO AaeT BO3MOXHOCTb CaMOCTOSTe/IbHOro pac-
CMOTPEHUS YCNOBWUIA YCTOMUYMBOCTM KaXAoW M3 COCTABAAWLWMUX CNOXHOIO ABU-
XEeHUS CUCTeMbl N-KpaTHbIX reHepaTtopoB. PaccMoTpum cucTeMy M3 ABYX KpaT-
HbIX MawWwWH (pur. 1), 4N KOTOPbIX Bbille NPUBeAeHbl YCNOBUS KPaTHOCTU. Y paB-
HEeHMe CMCTEMbl MOXHO 3anNncaThb C/efyolL UM 06pa3om:



a WHAeKChl YKa3blBalT KaKOMY TeHepaTopy MpUHagnexuT faHHas
BeNIMUNHA.
Td u N — koshdhuumeHThl, onpesensemMbie mapameTpamu U pexu-
Mamu cuctem [/1. 12].
Tv, Tf, Tv T2 — nocTositHHble BpemMeHU 06MOTKM BO36yaUTens w
GUNLTPOB, 3BEHLEB NOMYyUYEHWUS MepBO 1 BTOPOK NPON3BOAHOM.
KaK'eka; Ke, Ke, K'e —koshpuymMeHTbl perynmpoBaHus no OTKO-
Heuuam u npoussogHsim yrnos A0 MRus. a. c. En, Ech.
3HaueHue onepatopHbix kosdduuuentos FZAP), F2(p); v 02p), G2(p)
MOTFyT 6bITh MOMYyYeHbl COOTBETCTBYHLel 3aMeHO LNGHPOBLIX NWHAEKCOB B ypaB-
HeHnax (6), (7), (8) un (9).
MaTpuuy cucTeMbl ypaBHeHUN (2)— (5) npejcTaBUM cocToslW el U3 YeTbipex

cybmaTpuy:

cy6matpuubl J, Se, F, G moryTt 6bITb nerko npeo6pasoBaHbl K Tpeyrons-
Holi topme. lMpeaBapuTenbHO yMHOXasi ypaBHeHus (2) Ha T, npubaBnsieMm K
nepBomMy ctonbuy matpuubl (10) BTOpoi, a K TpeTbeMy YeTBepTbliA, 3aTeM M3 BTOPOWA
CTPOKMW BbIYTEM MEPBYK, @ UX YeTBepTOl TpeTblo. Mocne 3Toro nonyyaem:

Onpegenutenb cuctembl (2)— (5) HaxoguTca no opmyne:
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Onpepaenutenb (15) pacnagaetcss Ha MHOXUTenu. lNpupaBHUBAs Kax/blii
M3 HUX K HYN0, NONYYUM XapaKTepUCTUYECKUe ypaBHeHUA [NS COCTaBAAWLWUX

C/IOXHOTO ABUXEHUS B (ase U NpoTUBO(ase:

XapakTepucTuyeckune ypaBsHeHnsa (16) n (17) MoXXHO NpeAcTaBUTb KakK peLle-
HWe COOTBETCTBYILW MX CUCTEM ypaBHEHW, HaANMCaHHbIX AN reHepaTopoB, KOTO-
pble ABNATCA 3KBUBANIEHTHLIMU NS [BYX KpaTHbIX FreHepaTopoB nNpu pasfenb-
HOM aHanu3e COCTaBNAWWMUX CMNOXHOrNO [BUXeHWA B (paze M B npoTtusodase.
YpaBHeHut (16) cooTBeTCTBYeT cucTema:

a ypaBHeHui (17) coOTBeTCTBYeT cucTeMma:

YpaBHeHusa (18), (19) u (20), (21) no3BONAAKT NOCTPOUTbL 0606LW EHHYIO
CTPYKTYPHYI CXeMy perynumpoBaHusa BO30YX[eHUA ANS KaX[oro Bupja fBUXe-
HWA. 3TU cXeMbl MOTyT 6blTb BecbMa MONE3Hbl ANA W3YYEeHUSA CBONCTB CUCTEM
CUNbHOro perynupoBaHusa. Ha dur. 2 n3obpaxeHa o0606WeHHas CTPYKTypHas
cXema CUCTeMbl perynupoBaHuWs BO36YXJAeHWA ANA LBUXeHUA B npoTuBodase
OBYXKpaTHbIX reHepaTopoB. 3Ta CXema MOCTpPOeHa Ha OCHOBe ypaBHeHMW (20)
n (21).

Mony4yeHHble BbIBOAbI O pa3/foXeHUW onpeaennuTens CcUCTeMbl ABYXKpaT-
HbIX FeHepaTOpPoOB Ha MHOXWTenuW MOryT O6biTb pacnpocTpaHeHbl Ha CUCTeMy C
No6bIM YUCNOM KpaTHbIX MallWH.

YpaBHeHusa (18), (19) u (20), (21) no3BONSAKT OTAE/NbHO M3y4yaTb yCTONUU-
BOCTb [BMWXeHWUA B (a3e M yCTOWYMBOCTb ABWXXeHWS B npoTuBogase. Cucrema
perynupoBaHunsa B0o36YyX[JeHWS [ONXHA Y4OBNeTBOPATb YCAO0BUAM YyCTOWYMBOCTH,
nony4yeHHbIM fAns o06eumx nap ypaBHeHWn. MOCKONbKY OCHOBHOW 3afayveild pac-
yeTa YCTOMYMBOCTU CUCTEM CUNbHOIO PerynupoBaHns ABNSeTCA onpefeneHue
KO3 (hMLUMEHTOB perynmMpoBaHna No NPoM3BOAHbLIM, NPU KOTOPbIX ob6ecneynBaeTcs
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yCTOWUYMBOCTL CUCTENbl, TO BecbMa YyA061bIM GblBaeT WCMNO/Mb30BaHWe MeToda
nocTpoeHmsa o61acTeil ycTOWYMBOCTU B MNAOCKOCTUM KOI(D(ULUUEHTOB pPeryampo-
BaHWA No NPou3BOAHbIM. O61acTb YCTOMUYMBOCTU BblfjensieT BCe 3HAUEHUS KO3(-
OULUNEHTOB PeryMpoBaHuns No NPOU3BOAHLIM, NPU KOTOPbIX CUCTEMA OKasbiBaeTcs

®ur. 2. CTpyKTypHasi cxema CUCTeMbl PEry/iMpoBaHusl BO3GYXAEHUS AN ABUXKEHUS B MPO-
TBO(hase [BYX MapanfiefibHo PaGoTaloWMX KpPaTHbIX reHepaTopoB

®ur. 3. O6nacTb YCTOMYMBOCTM CUCTEMbI KPaTHbIX FeHepaTopoB

1- Ap=j(AuU,, p*5. 2- AUp = f(AUr.pa, p26).

ycTohuunBol. Ecnn nmeetcs cucrtema ABYXKpPaTHbIX reHepaTopoB, 061acTbi0 yCTOW-
YMBOCTM cucTeMbl 6yfeT o06WMIA yyacTok o6nacTeli yCTOWYMBOCTU ABUXKEHWA B
hase m B npoTtuBogase.

Ha cur. 3 npeactaBneHbl 061acTU YyCTOWYMBOCTM B NNOCKOCTU KO3 ULUNEH-
TOB perynupoBaHus Mo nepsoii M BTopoi npowsson! biM yrna O gns KpaTHbIX
reHepaTtopoB. [lyHKTMpOM un306paxeHbl o06nacTu YCTOAYMBOCTU [ABUXKEHUA B
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hase {A(*X: A,Cl,a n B npoTtuBodase |[*ax== — 1 J1ii2| ;KoTOopble APyl OTHOCUTE/NIbHO

fpyra cmelieHbl, N0O3TOMY MX 06W W yyacToK, NnpejcTaBNSAWMUA 06n1acTb yCcTOl-
YUBOCTU CNOXHOIO [BUXEHWUA, UMEET 3HAUYUTENIbHO MeHblMe pasMmepbl. Ob6nacTb
CNOXHOro [BUXeHUA 1 OTHOCUTCA K Clyvarkw, Korja OCHOBHOE perynmposaHue
OCYLW, ecTBNANOCL B (DYHKLUUW OTKJOHEHUA HaNpsAXeHUA Ha 3aXumax (Ur), a
2 — K cfy4yarkw, KoOrfja OCHOBHOe peryampoBaHue OCYLW ecTBAANOCL B (PYHKLUMN
HanpsXeHns B 06WeA ToUKM (UT)

O6nacTb YyCTOWYMBOCTM C/IOXKHOTO ABUXEHUA MMeeT XapaKTepHYH CTPYK-
Typy. NMpaBaa “ BepXHASA 4YacTb rpaHuubl 06/1acTU CNOXHOIO ABUXEHUSA coBMa-
faeT C rpaHuueli o6bnactu ycTolWYMBOCTM ABWXXEeHWA B npoTuBodase, a nesas wu
HUXHSAS 4YacTW rpaHuMubl — C FpaHWUein o06nacTtm yCTONYMBOCTUM ABUXEHUSA B
thase. CTpykTypa rpaHuy o6nacTtum YCTOMYMBOCTM CAOXHOFNO0 ABUXXEHWS MNO3BO-
NAeT oueHMBaTb XapakKTep CBO6GOAHOro ABUXeEHMSA N0 TOMY, rfe pacrnosioXeHa
TOYKa, COOTBETCTBYHOLW aA HacTpolike perynatopoB. B Touyke @ npeob6nagawwum
6yneT gBuXxeHue B hase, a B Touke C— B npoTmBoase. B Touke b 6ypeT cyuec-
TBOBaTb 06e cocTaBnswmne. Takum 06pa3om, U3MEHASS HACTPOMKY, MOXHO U3Me-
HATbL KayeCcTBO MepexofHOro npouecca B cucTteme. [Na YCNewHOro peweHusn
3afayn NOBbIWEHUS YCTOMUYMBOCTU W YNy4YlleHUS KayecTBa MepexofHblX npouec-
COB He06XOAMMO MMeTb AOCTaTO4YHO 60NbliNe pasMepbl ob6nacTeld ycTonyumBoCTH,
KOTOpble MOTYT 6bITb 06ecrneyvyeHbl NyTeM Bblbopa NPaBUAbHON CTPYKTYypbl 3akKoHa
perynuposaHus.

MonyyeHHble BbIBOAbI 06 0COGEHHOCTAX aHanM3a YyCTOMYMBOCTU CUCTEMBbI
LBYXKpPaTHbIX FeHepaToOpoB MOrYT OblTb pacnpocTpaHeHbl Ha CUCTEMY C /O6bIM
YUCNOM KpaTHbIX MalluuH.

MpoBefeHHbIA aHanM3 CBOWCTB CUCTEM, B KOTOPbIX HapylwawTca ycnosus
KpaTHOCTW, noKa3an, 4TO OTKJ/IOHEHWS B 3HaUYeHMAX OCHOBHbIX MapameTpax B
npegenax 10—20% He o0Ka3blBaeT CYWECTBEHHOro B/AUAHWNA Ha pesynbTaThbl
pacyeTa ycToliumMBOCTM. HapylweHne KpPaTHOCTU CUCTeMbl BCNeLCTBME OTK/IOHEHMA
napameTpoB B036yauTenen W perynsiTopoB OKa3blBaeT He3HayuWTeNnbHOe BAUSAHUE
Ha YCNnoBWSA YCTOWYUBOCTMH.

AHanuni paboTbl CUCTeMbl HeKpaTHbIX reHepaToOpoB 3aTPyAHEH TeMm, YToO
onpefennTenb CUCTEMbl Ke paclwennisaerca Ha MHOXUTenu. AHanus 6nuxanwei
KpaTHOM CUCTeMbl MOXET 0Ka3aTb MOMOLWb ANA NOMyYeHUA KayeCTBEHHON xapak-
TEPUCTUKM MNpPOLECCOB B HEKPaTHOW cucteme.

O CMHTe3e ONTUMANbHOW CTPYKTYypbl 3aKOHA perynupoBaHus
CNOXHOW cuUCTEMBbI

Ona peanusayuyM BO3MOXHOCTE, KOTOpble OTKPbIBAeT MWCNO/ib30BaHUe
pPerynsiTopoB CUNbHOTO JeACTBUS, HEO6XOAUMO UMeTb METOAUKY CUHTe3a CTPYK-
Typbl 3aKOHa peryimpoBaHus.
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B OCHOBY CMHTe3a [O/IKHblI 6blTb MONOXEHbI 0606LW eHHbIe XapaKTepUcTnKM,
oTpaxawuwmne CTPYKTYpHble 0COOGEHHOCTW CUCTEM CUNBHOTO pPerynvMpoBaHus.

CwurHanbl NepBOli 1 BTOPOI NMPOM3BOAHBIX PEXUMHbIX BE/IM4UH FeHepaTopoB,
KOTOpble NCNONb3YOTCA ANA cTabunusauumn, cogep)at HECKONbKO COCTaBNA WL UNX,
NPONOPLUOHANbHBIX COOTBETCTBYIOLW UM MPOU3BOAHLIM 3. 4. ¢. EAn yrna 6 rexe-
paTopoB CUCTeMbl. YMcno 3aTUX COCTaBNSAUWMUX ONpefensieTcd 4YUCNOM TreHepa-
TOpPOB B CMUCTeMe. Y CTaHOB/IEHO, YTO Be/IMYMHA BEPXHEro NMpefeNbHOr0 3HavyeHuMA
KO3 PULMEHTOB perynMpoBaHmsa MO MNPOW3BOAHbLIM 3aBUCUT OT OTHOCUTENIbHOW
BENNYNHbI 3TUX COCTABNAKLWUX B CAOXHOM CUFHane MPOW3BOAHbLIX PEXMUMHbIX
BeIMYNH. MpaBUNbHbIM Bbl6OPOM BEANUYUH 3TUX COCTABAALWNX MOXHO B JeCATKMN
pa3 M3MeHWTb BepxHee npefefibHOe 3HayeHWe KOIPPUULWEHTOB perynmpoBaHusa,
a TeM cambiM yBeNMYUTb pa3Mepbl o6nacteil ycToWYMBOCTU. STO NONOXKEHME O0CO-
6eHHO Nerko npocnefuTb [JNS CUCTEM KpaTHbIX reHepaTtopoB. 3afjaya cuHTe3a
oNTUManbHOW CTPYKTYpbl KpaTHbIX reHepaToOpOB 3Ha4YMWTeNbHO ynpouiaeTcs,
T. K. cornacHo ypaBHeHuam (18), (19) u (20), (21) curHanbl nNepBoOil KM BTOPOW
NPOM3BOAHON B CXemMax 3amel,eHUs ANA KaX[Ooro HOpManbHOro Kone6aHus
UMeloT TONbLKO fABe COCTABASIOW WX, NponopuuoHanbHbiXx 3. 4. ¢. EAdu yrny b
HEKOTOpPOro 3KBMBA/IeHTHOT0 reHepaTtopa ANSA AaHHOr0 BWAa ABUXeEHWS. B aTom
cnydyae Nerko NonyyYynTb 0606l eHHble KPUBbIe, KOTOPble JalT 3aBUCMMOCTb MakK-
CUManbHO [ONYCTUMOro 3HayeHWA KoapduumeHTa perynmpoBaHms nNo BTOPOWA
NPOM3BOLHOIA (Km) OT COOTHOWEHNA KOIPHULNEHTOB YCUNEHNS B KOHTYpe BTO-
pbix nponssoaHbix 3. 4. ¢. EAK'E) n yrna a(Kg)'

Km=f " =/(«")e (22)

MpUMeHUTENbHO K CXeMe, M306paxXeHHOW Ha ¢ur. 2:

= 1
KE= K{, e (23)
T
— K 2 (24)
m
Ha ¢wur. 4 npuBejeHbl 3aBUCUMOCTHU K = /(a™) Ona gBuXeHuna B dase u

B nNpoTuBodase ANA KOHKPETHOW CUCTeMbl M3 [BYX KpaTHbIX reHepaTopoB. 3Tu
KPUBble UMEKT XapaKTepHbl SAPKOBbIPaXeHHbI MakKCMMyM, KOTOPOMY COOTBET-
CTBYeT ONTUManbHOe 3HaueHuWe & ANA [AHHOTO BUAA ABUXEHWA. DTU KPUBLIE
noATBEPX Al T, YTO NpaBWAbHbLIM BblGOPOM PEXUMOB KOHTYPOB BTOPbIX MPOU3-
BOAHbIX yrna 6(1,5,7,8,4,3,2, 1Ldur.2)wmn 3. 4. c. Ed(Z, 10, 11,4, 3, 2 wur. 2)
MOXHO BO MHOIO pa3 yBeNMUYNUTb BepxHee nNpefe/ibHOe 3Ha4YeHUe KOIPPULUNEHTOB
perynumpoBaHusa no NPOU3BOAHLIM W COOTBETCTBEHHO 3TOMY pa3mepbl ob6nacTei
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ycToilumBocTu. Ha ¢ur. 5 unsobpaxeHbl 06/1acTU YCTOWYMBOCTU B MNJOCKOCTU
Ka, KO gns Toil e cucTeMbl MpuU pasAMuHbIX 3HAYEHUAX a". BoNbline pasMepsbl
o6nacTeil ycToliUMBOCTM NO3BONSAIT YCMEWHO PewuUTb 3ajavyu yBequuUeHuUs npe-
Aena cTaTu4eckoi ycToliuMBOCTM U o6ecneyeHUss WHTEHCUBHOTO AeMNUPOBaHMUA
KoneGaHWM CNOXHOIO ABUXEHUS. Haubonbluee 3HaueHue ANA MONYy4YeHUs pas-

dyr. 4. O606weHHbIe 3aBucMMocT Km = /(«')m 1 — aBmXeHWe B (phase; 2 — [ABUXEHUNE B
npoTusogase

®ur. 5. O6nacTy YCTOMUMBOCTUA ABUXEHUS B (hase NpW Pas/MyHbIX 3HAYeHUsX a'

No 06NACTU ..cvevciereciiceeeee, 1 2 3 4 5 6 7

3HAYEHME A" 0,3 0,2 0,1 0 -0,02 -0,04 -0,05
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MepoB 06nacTeil YCTOMUYMBOCTM UMeeT o6ecredeHne ONTUManbLHOro sHadeHus a'.
K BennunHe Q' NpefbsBASIOTCA MeHee XXeCTKUe Tpe6oBaHWs. [M03TOMY MOXHO
nonarate a = a.

MpU MCNONb30BAHWM MPOU3BOAHBLIX OJHOM PEXWUMHOW BEAUUMHBLI 3HAYEHUE
a" pukcupoBaHo. OHO onpefensieTcss KaK OTHOLWEHMWE CYyMMbl (PasHoOCTM) Mpous-
BOAHbIX 3TOW BenuumHbl no 3. 4. c. Ed renepatopos k cymme (pasHocTu) mpous-
BOoAHbIX no yrny O reHepaTopoB. Tak, Hanpumep, 4N CXeMbl, M306paxeHHON Ha

GUr. 2, NPM NCNONb30BAHUW MPOUIBOAHBLIX HanpsxXeHus Ha saxumax UV

[ns Toro, uTo6bl M3MeHUTb B TPeGyeMOM HanpaBneHUU BennuuHy A Heo6-
X0AMMO MCNONb30BaTb COYeTaHWe ABYX PEXMWMHbIX BeNW4YUH. Bbibupas cooTBeT-
cTBylO WM o6pa3oM KOIGMULNEHTbl [J0NEBOr0 Yy4yacTuUa PeXUMHbIX BelUYUH,
MOXHO o6ecneuynTb oNTUManbHoe 3HaueHue dh.

OnpegeneHve KO3IPdhMLUMEHTOB [0/IEBOr0 y4yacTusa MOXET MPOU3BOAUTLCAH
ANA KpaTHOW CcMCTEMbl C MOMOLLbIO NPOCTbIX aHAaNUTU4YeCKUX hopmyn. B KayecTBe
npumepa paccMoTpumM onpefesnieHne KoapuymeHTa f0EBOr0 y4yacTMsa NpuM MCNoNb-
30BaHUM COUETAHWA MPOU3BOAHLIX HanpsxeHuem WT u Toka 1M gns gBuxeHus B
npoTmBogase KpaTHOW CUCTeMbl U3 ABYX MawWH (pur. 2). BennumHa an 6ypeTt
onpefensATbCsA MO ypPaBHEHMWIO:

3pecs K'Y, n K'l — koshduunentsl perynuposaHus no nponssofHbIM Toka U
HanpskeHus. Monaras Ko3h(ULUEHT JONEBOT0 YYAcCTWA NPOU3BOAHON Hanps-
XEHNA 33 efuHULY, KO3PDULUMUEHT [0MEBOr0 y4yacTus ToKa:

3nauenue M| onpesennTcs No ypaBHeHWIO, NONYyUYeHHOMY U3 (27) C y4eTom
(28):
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Ona onpegeneHus M], o6ecneusBaioliero onTuManbHoe 3HayeHue &,
JOCTAaTOUHO B ypaBHeHMe (29) nogcTaBuTh 3HauveHue dll, onpegenenHoe no 0606-
uenHoii sasucumoctn K'T@M) (qpur. 4).

ECNM OrpaHUuMBaTHCA WCMOMb30BAHUEM TMPOU3BOAHBIX [BYX PEXUMHbIX
BeWUMH, TO BbllWeHalifeHHoe 3HaueHne T[] 6yaeT Ans ABUXeHMS B thase npego-
npefensTh HEKOTOpOe 3HaudeHWe @}, KOTopoe GyAeT OTAMUHLIM OT OMTUMANbHOTO.

Benuuuny @' MOXHO HaliTu Mo ypaBHEHWIO:

(30)

Takum o06pasom, MPU UCNONb30BAHUWM MPOU3BOAHBLIX ABYX PEXWUMHbIX Benu-
UMH HeNnb3n 06eCNevYMTh OfHOBPEMEHHO ONTUManbHoe 3HadeHue gns ay u dll
Mo3ToMy Heo6xoauMo Bbi6UpaTh [ U3 cooGpakeHnii oGecneyeHUs MpPUeMIEMblX
Benuunn a" gna o6eux coOCTaBNAWIWLMX CAOXKHOFO ABUXeHWA. Ecnm umeetcs
Heo6X0AMMOCTL OfHOBPEMEHHO o6ecrneunTh ONTUManbHble 3HadeHus ap u dh,
TO HEO6XOAUMO B3SiTb MPOU3BOAHbIE 6OMbLIEro YMCAa PEXUMHBLIX BenuuuH (J1. 7).

CUHTEe3 ONTUMAaNbHOW CTPYKTYpbl 3aKoHa peryaupoBaHuWsa AN CUCTEMbl
HeKpaTHbIX reHepaToOpoB MNpeAcTaBAsieT 3afjadvyy 3HA4YMTeNbHO 6osee CAOXHYHO,
KoTopas TpeGyeT CBOero peweHWsa B fanbHelwem.

3aKknwuyeHune

CucTemMbl perynmpoBaHusi BO36YX[JAEHWS CUHXPOHHbIX TreHepaTopoB ¢
MCNOMb30BAHWEM MPOM3BOAHbLIX PEXUMHbLIX BeUYUH SABASKTCSA CPeACTBOM aK-
TUBHOTO BO34eNCTBUS Ha MNepexofHble PeXWMbl 3HepreTUYeckmMx cuctem. OKwM
No3BONAKT MOBbICUTL MNpefen CcTaTWYecKol, AMHAMMUYeCcKOW YycTolMuymBOCTUM W
3HAUYNTENbHO YNYYLWNTb KayecTBO MEPEXOAHbIX NMPOLeccoB. 3HAUYUTENbHOE YyNyu-
WeHNe AMHAMUYECKUX CBOWCTB CUCTEM OTKPbIBaeT BO3MOXHOCTU co3faHus 6onee
9KOHOMMWYHbIX CUHXPOHHbIX MallUWH.

MpaBUNbHOE NOCTPOEHNE CUCTEMbI PEFYNMPOBAHUS BO36YXAEHUSA C UCMNONb-
30BaHMeM MNPOM3BOAHbLIX PEXWMHbIX BEIMYMH TpeGyeT pasBUTUS MeTOL0B aHanmsa
YCTOMYMBOCTU WM NepexoAHbIX MPOLECCOB B CMAOXHbIX cucTemax. 3ajayvya 3Hauyu-
TeNbHO YNpoOLWaeTca ANA CUCTEMbl KPaTHbIX MalWWUH, B KOTOPOI aHanu3 ycTtohumn-
BOCTW MOXET MPOBOAMTLCA C NOMOLW b 3KBUBANEHTMPOBAHUSA KPaTHbIX MallWUH
OAHOW MaWWHOW ANA KaXLOW W3 COCTABAALWMUX CNOXHOTO ABUXEHUS CUCTEMbI.
KauecTBeHHbI aHanM3 NpPOLECCOB B CMOXHOW CUCTEME MOXHO NPOBOAUTL ra
cxeMe 6nmxalileil KpaTHOW CUCTEMBI.

Ona cuctembl KpaTHbIX MalWWH MOXeT 6biTb MpPefnoXeHa MeToAMKA CUH-
Te3a ONTMMAaNbHOW CTPYKTYpbl 3aKOHa peryinpoBaHus. dTa MeToAMKA OCHOBbI-

15 Aclu Technics XXIX/3—».
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BaeTCsl Ha WCNONb30BaHMU 0606LEHHbIX 3aBUCUMOCTE BEpPXHEro MNpeaefibHOro
3HaUYeHUs Koa((ULMEHTA PerympoBaHumsa No NPouM3BOAHbLIM OT Be/IMUYUHBLI OTAENb-
HblX COCTAaBASAKWMUX CNOXHOINO CWUrHana perynupoBaHus. MeTogMka CUHTe3a
No3BONSAEeT 0TKA3aTbCs OT COMNOCTABMEHUSA CBOWCTB CAy4YailHO Bbl6GpaHHbIX BapuaH-
TOB CTPYKTYpbl 3aKOHA peryinupoBaHus 1 nyTem pacuyeTa OnpejeuTb ONTUMaNb-
HYl0 CTPYKTYypy, KoTopas B Haunyuylweii cTeneHW OTBe4yaeT 3ajaye yBenU4yeHUs
npegena ycToliumBocTM U 06GecrnevyeHWs BbICOKOTO KauyecTBa MepexofHbIX Npo-
LLeccosB.
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PE3IOME

TeopeTnUecknme U OMbITHbIE WCCMEf0BaHNUS COBPEMEHHbIX PErynsaTopoB BO36YXAeHWs
CUHXPOHHbIX reHepaTopoB, COCTOSALMX U3 3MEKTPUYUECKMX 3/IEMEHTOB, a TaKXe WX MCMbITa-
HUA Ha 3MeKTPOCTaHUMAX MOKasaiy MPeMMyLLecTBa AaHHbIX PEeryfnsTopoB Mo CPaBHEHWUIO C
perynaTopamu, KoTopble He WCMo/ib3yloT MNPOMopLMOHa/bHbIe C MPOU3BOAHBLIM CUrHaMbl. WX
NPUMEHEHMWE, C OAHOV CTOPOHbI, MO3BOMUT 3HAUMTENLHO MOBLICUTL CTATUUYECKYID U AMHAMUuYe-
CKYI0 CTabW/IbHOCTW, & C APYroii CTOPOHbI, 06/ErYnUT MOCTPOWKY 6oNiee 3KOHOMUYHBLIX CBEpPX-
MOLLIHbIX CUHXPOHHbIX reHepaTopoB (500 Mrea), o6najaroLimx 60/ee BbICOKAM K. M. [,
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MoKasaHo, YTO ec/iM SHeProcucTeMa COCTOMT M3 MPOMOPLNOHAbHBIX CUHXPOHHbIE TeHe-
paTopoB, Torga PoTopbl MOryT Kofe6aTbCs He TOMbKO CUH(a3HO, HO U NMPOTUBO(A3HO.

Mo3ToMy NPW MCCNeoBaHWM CTaGUNIBLHOCTY Perynsitopa Helb3s 3amellaTb 9MeKTpo-
CTaHUMI0 NPOCTO OfiHUM FeHepaToOpPOM, a TO/IbKO ABYMS «3KBUBAEHTHLIMW» FeHepaTopamm, Co-
OTBETCTBEHHO BO3MOXHOCTU KofiebaHUs B hase M MPOTUBOGA3HO.

Pa6oTa KpoMe W3/10KEHHOT0 3aHMMAETCs Ha OCHOBE BbILLEM3NI0XKEHHbIX Pe3ynbTaToB
ONTUMa/IbHLIM BbIGOPOM MapaMeTPoB PerynsTopa BO36YXAeHWs, UCMOMb3YIOLLEr0 NMPOU3BOAHbIe
CUTHaNbI.

UBER DIE AUTOMATISCHE REGELUNG DER ERREGUNG EINER IN KOMPLEXEM
ENERGIEZUSTAND ARBEITENDEN SYNCHRONMASCHINE

G. V. MICHNEVITS

ZUSAMMENFASSUNG

Die mit den aus modernen elektrischen Elementen konstruierten Synchrongenerator-
Erregungsreglern durchgefiuhrten theoretischen und experimentellen Untersuchungen und Ver-
suchsproben haben die groRen Vorteile dieser Regler gegen diejenige bewiesen, die keine mit
dem Differentialquotienten verhéltnisgleiche Signale anwenden. Die Anwendung dieser Regler
sichert eine bedeutende Verbesserung in der statischen und dynamischen Standfestigkeit und
erleichtert die Konstruktion von Synchrongeneratoren, die einen besseren Wirkungsgrad,
héhere Leistung, (500 MVA) aufweisen und auch wirtschaftlicher sind.

Vorliegender Aufsatz weist darauf hin, daR — falls das Energiesystem aus »verhéaltnis-
gleichen« Synchrongeneratoren besteht — die Rotoren nicht nur zusammen, in Phase, sondern
auch in Gegenphase miteinander schwingen kénnen.

Aus dem Obigen geht es klar hervor, daB bei der Stabilitdtsuntersuchung des Reglers
die Kraftanlage keinesfalls einfach mit einem Generator ersetzt werden kann, sondern es
mussen — der Mdglichkeit des Schwingens sowohl in Phase wie in Gegenphase entsprechend —
zwei »gleichwertige« Generatoren angewandt werden.

Auf Grund der obigen Resultate befalt sich vorliegender Aufsatz weiterhin ausfihrlich
mit der optimalen Aviswahl der Parameter eines Erregungsreglers, der die Differentialquotient-
signale anwendet.

ON THE AUTOMATIC REGULATION OF THE EXCITATION OF SYNCHRONOUS
MACHINES WORKING IN COMPLEX ENERGETIC SYSTEMS

G. V. MIKHNIEVITCH

SUMMARY

The theoretical and experimental tests as well as the mechanical tests carried out with
the field regulators of synchronous generators constructed of the most up to date electric com-
ponents have proved the advantages of these regulators against the ones which do not utilize
signals proportional to the differential quotient. The application of these regulators renders
a possibility of considerably improving both static and dynamic stability and facilitates the
construction of synchronous super generators (output 500 MVA) with a higher efficiency
and better economy.

The paper proves that if the energy system consists of “proportional” synchronizing
generators, the rotors might oscillate not only together, in phase, but in antiphase as well.

Thus when testing the stability of the regulator, the generating station can not be simply
substituted by a generator but — in compliance with the possibility of oscillation both in
phase and in antiphase — two “equivalent” generators have to be used.

On the basis of the above results the paper presents a detailed analysis on the optimal
selection of the parameters of a field regulator using the differential quotient signals.

15*
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SUR LE REGLAGE AUTOMATIQUE DE L’EXCITATION DES MACHINES SYNCHRO-
NES FONCTIONNANT DANS LES SYSTEMES COMPLIQUES DE DISTRIBUTION
D’ENERGIE

G. V. MIHNIEVITCH

RESUME

Les recherches théoriques et les essais concernant les régulateurs de générateurs syn-
chrones, modernes et composés d’éléments électriques, de meme que leur utilisation dans les
centrales ont prouvé leur grande supériorité par rapport aux régulateurs n’utilisant pas les
signaux proportionnels au coefficient différentiel.

Leur utilisation permet d’une part, I’amélioration notable des stabilités statiques et
dynamiques, et facilite, d’autre part, la construction de générateurs synchrones a trés grande
puissance (500 MYA), plus économiques et de meilleur rendement.

L’étude démontre que si le systtme de distribution d’énergie se compose de générateurs
synchrones «proportionnels», les rotors peuvent osciller ensemble non seulement en phase,
mais aussi en opposition de phase.

C’est pourquoi en examinant la stabilité d’un régulateur, on ne peut pas remplacer tout
simplement une centrale électrique par un générateur, mais il faut le faire avec deux généra-
teurs «équivalents», en tenant compte de la possibilité d’oscillation en phase et en opposition
de phase.

Sur la base de ces résultats, I’étude examine en détail le choix optimum des paramétres
du régulateur d’excitation utilisant les signaux a coefficient différentiel.



UNTERSUCHUNG D ER KRAFTEVERHALTNISSE AN
EINEM STATISCH DREIFACH UNRESTIMMTEN RAHMEN,
D ER EINE GESCHLOSSENE E B EN E K UR V E BILDET,

I'M FALLE EINER I' N D IE E B ENE DES RAHMENS

FALLENDEN BELASTUNSG

B. SALYI

TECHNISCHE UNIVERSITAT BUDAPEST, IIl. LEHRSTUHL FUR TECHNISCHE
MECHANIK

[Eingegangen am 22. Dezember 1959]

Bei der Untersuchung der Kréfteverhdltnisse an statisch unbestimmten
Konstruktionen ergeben sich neben den zur Verfiugung stehenden statischen
Gleichgewichtsgleichungen die fehlenden Gleichungen aus den Zusammen-
hdngen, die sich fiir die Bedingungen der Formdnderung anschreiben lassen.
Die Zahl dieser Gleichungen muB mit der Grofe der statischen Unbestimmtheit
Ubereinstimmen. Wird diese Zahl mit n bezeichnet, so ergeben sich die unbe-
kannten — duBeren oder inneren — Kraftwirkungen durch Ldsung des aus
n 3 Gleichungen bestehenden Gleichungssystems. Durch die allgemeinen
Losungsmethoden 4Rt sich die Bestimmung der einzelnen Unbekannten im
allgemeinen nicht voneinander trennen, d. h. zur Bestimmung jeder beliebigen
Unbekannten ist die Lésung des gesamten Gleichungssystems notwendig.

Bei den Bahmentypen, deren Untersuchung den Gegenstand der vorlie-
genden Arbeit bildet, wird zur Klarung der Kréfteverhé&ltnisse allgemein die
sog. cr-Punkt-Methode angewendet, bei der das Gleichungssystem in Gleichun-
gen mit je einer Unbekannten zerlegt wird, d. h., die Bestimmung der Unbe-
kannten wird voneinander unabhdngig ermdglicht.

Die in der gegenwadrtigen Arbeit angewandte Methode fuhrt auf Grund
anderer Uberlegungen zu einem &hnlichen Ergebnis, wobei in ihrem Gedan-
kengang — entsprechend der allgemein eingefiihrten Gewohnheit — die durch
Scher- und Normalbeanspruehungen bewirkten Formd&nderungen neben den
durch Biegung bewirkten Formé&nderungen vernachlédssigt werden.

Die Bestimmung der unbekannten Kréaftewirkungen
durch Berechnung

Der in Abb. 1 angegebene geschlossene Rahmen wird durch ein in der
Rahmenebene wirkendes — sonst aber beliebiges — im Gleichgewicht befind-
liches Kraftesystem belastet (das belastende Kraftesystem ist in der Abbil-
dung nicht angedeutet). In bezug auf die inneren Kréafte ist der Rahmen sta-
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tisch dreifach unbestimmt. Um diese Unbestimmtheit zu beseitigen, wird der
Rahmen in einem beliebigen Punkt A aufgeschnitten und die Unterbrechung
der materiellen Kontinuitdt durch entsprechende Kraftwirkungen ersetzt,
dam it sich die Krafteverhdltnisse nicht &ndern (Abb. 2). Werden die Richtun-

Abb. 1

gen der Krafte Flund F2 so gewé&hlt, daR sie aufeinander senkrecht stehen,
so bestimmen die Richtungen des Vektors der drei unbekannten Kraftwirkun-
gen die Richtungen der Achsen des im Punkte A angenommenen rechtwinkli-
gen Koordinatensystems. Zum Ansatz der Funktion der Biegemomente M
wird die Durchlaufrichtung nach Abb. 3 angenommen. Durch die Durchlauf-
richtung wird es zugleich festgesetzt, welcher von den beiden Stabenden als
Anfang bzw. Ende des gekrimmten Stabes zu betrachten ist. Das letztere wird
als eingespannt betrachtet, wodurch sich die Kraftwirkungen nicht &ndern.
Die unbekannten Kraftwirkungen am freien Stabende kénnen im angenom-
menen Koordinatensystem folgendermaBen angeschrieben werden:

fi F2=FJ Ma = MAK.
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Unter Benltzung der Superposition kann man die Funktion der Biegemomente
folgendermalen ansetzen:

M = MK+"»171 + m2F2 -\-m3MA. 1)

M K ist das Biegemoment der urspringlichen dufReren Belastung, rnv m2, m3
sind die Biegemomente der am Orte der unbekannten Kraftwirkungen angrei-
fenden Einheitskré&fte (die positive Richtung der Biegemomente wird durch die
Richtung des positiven k bezeichnet).

Die relative Verschiebung der beiden Stabenden betrdgt Null. Es soll
angenommen werden, dall der Querschnitt und der Elastizitdtsmodul des Sta-
bes gleichmdRig ist. Unter Anwendung des Satzes von Castigtiano lassen sich
dann folgende Gleichungen anschreiben, die die gegenseitige Unverdnderlich-
keit der beiden Stabenden ausdricken:

Mit den Bezeichnungen der Abb. 3 ist

Die so erhaltenen Werte werden in (2) eingesetzt, wobei folgende Gleichungen
erhalten werden:
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Durch diese drei Gleichungen wird ausgedrickt, daB das entlang der Kurve
s angreifende, aus parallelen Vektoren zusammengesetzte Biegemoment-Vek-
torsystem M ein Gleichgewichts-Vektorsystem bildet. Nachfolgend wird eben
diese Tatsache zur Bestimmung der unbekannten Kraftwirkungen heran-
gezogen.

Das Vektorsystem M wird entsprechend der Gleichung (1) in vier Vektor-
systeme zerlegt und ihre Resultierende sowie ihr Angriffspunkt jeweils getrennt
festgestellt (Abb. 3):

QK = QkK:O\'Mde

S

S
Qi—ka—(mxds:i.grds:Sqa -7
0

s s (5)
2 =Qzk = Im2ds jx I rds = s~Q xj
Q2 =Q 3 i 0 Q X]j

S

ba=(?3K = \m3ds — % Jds = >sfe.

s ist die volle Lange des Stabes, S der Schwerpunkt des als krumme Linie
S

aufgefaBten Stabes, ( gAds = 0 das statische Moment der krummen Linie,
0

bezogen auf den Schwerpunkt.

W as den Angriffspunkt der Resultierenden betrifft, ist es klar, dall der
Angriffspunkt von QKvon der jeweiligen dufReren Belastung abhé&ngt, wé&hrend
die Wirkungslinie von Q3 durch den Schwerpunkt S hindurchgeht. Die Lage
von und Q2 mull aber weiter untersucht werden.

Die Frage soll allgemein folgendermaBen gestellt werden:

Wo wird sich die Resultierende Qp des Momentenvektorsystems M f —
= F Xr der am Punkt A angreifenden Kraft F befinden oder mit anderen
W orten: wie ergibt sich der den Angriffspunkt der Resultierenden festlegende
Ortsvektor gf ?

Nach Gleichung (5) ist

Qf = s QAXF. (5"

Zur Bestimmung von qgf schreibt man das Moment des Vektorsystems ~MF
am Schwerpunkt S auf:

QrXQf = I t?X[FX(E - OA)] ds = J SF- 6)
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J s ist der auf den Schwerpunkt bezogene Trédgheitstensor der krummen Linie.
Aus der Gleichung folgt sofort, daB

Qf sF = 0 (7)

d. h., die Richtungen von gf und F sind einander konjugiert zugeordnet.
Man multipliziert Gleichung (6) vektoriell von links mit fc

k( XQF X Qf) —QfQf = k X JsF,

sodann nochmals skalar mit dem \ektor gad s:

QFf QuJ sQF — (K X JSF) Qads —k(JSF X qgals) — — kJt\(QA X F)~

Jn ist die zweite skalare Invariante des Tensors J nach Gleichung (5') ist

Setzt man diesen Wert in obige Gleichung ein, fihrt die mdglichen Kirzungen
durch und reduziert die Gleichung auf Null, so erhdlt sie die folgende Form:

Qals6F + — - 0. (8)

Wenn man in Gleichung (8) an Stelle des konstanten gF das verdnderliche g
setzt, stellt sie die Gleichung der Antipolaren aA des Punktes A als Antipol
dar. Gleichung (8) besagt also, dafl die Resultierende Qp des zur Kraft F —die
am Punkte A angreift — gehdérenden Momentenvektorsystems an der Anti-
polaren aA des Punktes A als Antipol angreift. Dieses Ergebnis ist von der
GroRe der Kraft unabhé&ngig, und hdngt auch von ihrer Richtung nur insofern
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ab, als sich der Endpunkt von gf mit einer Anderung der Richtung der
Kraft auf der Antipolaren aA verschiebt.

Dieses Ergebnis bedeutet, dall auch die den Kréften Eiund E2zugeordne-
ten Resultierenden QFL = QiFlund QF2 = 2ebenfalls auf der Antipolaren
aA des Punktes A liegen. Daraus folgt wiederum weiters, daB die Unbekannten
-Ei und F2im Moment des Yektorsystems M auf die Gerade aA nicht Vor-
kommen, d. h., MA kann unmittelbar aus der Momentengleichung bestimmt
werden.

Rechnet man an Stelle der Krafte Fi und Fsounm ittelbar mit ihrer Resul-
tierenden F, so kann man das Yektorsystem ~M als eine Summe aus drei Glie-
dern anschreiben:

M =MK+'MF+ m3MJ (M, = ~FXr).

Statt Fj_und F2erscheint hier die Unbekannte F ¢« Die Resultierenden der drei
Vektorsysteme QF, QFund M AQ3halten einander das Gleichgewicht, ihre An-
griffspunkte liegen also notwendigerweise aufeiner Geraden. Andererseits befin-
det sich der Angriffspunkt von QF nach den vorangehenden Uberlegungen auf
der Antipolaren aA. Wenn der Angriffspunkt von Qk mit Pk und dessen Orts-
vektor mit gk bezeichnet wird (Abb. 5), so ergibt der Schnittpunkt P F der
Geraden aA und der Wirkungslinie von den Angriffspunkt des Vektors QF.
Wenn man weiter in Betracht zieht, dall ¢ = cqk. so Wird im Sinne der Glei-
chung (7)
&k JsF =0,

woraus sich die Richtung von F bestimmen |4Rt, wdhrend aus den fur die
Punkte S und PF angesetzten Momentengleichungen die Werte von F und
M A berechnet werden kdnnen:

esqga (e X%
©)
MAa= 1 Qk
e s
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Uber die Verhaltnisse ergibt sich ein vollstindigeres Bild, wenn man nicht fest-
legt, dall sich Punkt A auf dem Rahmen befinden soll, sondern dieser Punkt
nur mittels eines starren, krummen Stabes an den entsprechenden Punkt A’
des Rahmens angeschlossen gedacht wird (Abb. 6). Die bisher aufgestellten
Gleichungen werden auch in diesem Falle gelten, wozu man noch hinzufligen
muf}, dall das Vektorsystem M auch weiterhin nur auf die Linie s, die die wirk-
liche Lage des Rahmens bezeichnet, bezogen werden mufl. Die starre Verbin-
dung durch Stdbe &ndert ndmlich nichts an den mechanischen Verhéltnissen
des Rahmens und das am starren Stab befindliche Vektorsystem M f&llt aus
den Gleichungen aus.

Nach der Kldrung dieser Tatsachen kdnnen folgende Aussagen gemacht
werden:

Aus Gleichung (8) ist es klar, dall die friheren Behauptungen lber die
gegenseitige Lage der Punkte A und Pp auch umgekehrt richtig sind: Punkt
A liegt auf der Antipolaren ap des Punktes P F (Abb. 6). Aus Gleichungen (7)
und (9) ist es ferner offensichtlich, da® Ma und F unabh&ngig sind von der
Lage des Punktes A auf der Geraden ap, d. h., Punkt A kann auf der Geraden
ap verschoben werden, ohne dall sich m a nnd F &andern.

Die obige Behauptung ergibt sich auch aus einer einfachen mechanischen
Uberlegung:

Die im Punkt A' auftretenden inneren Kraftwirkungen sind ndmlich
von der Annahme des Punktes A unabhdngig, das heillt, dal auch F selbst
davon unabhdngig ist, wahrend m a sieb mit der senkrecht auf die Richtung
von F gemessenen Entfernung der Punkte A und A' linear &ndert. Verschiebt
sich also Punkt A auf einer zur Richtung von F parallelen Geraden, so &ndert
sich auch Ma nicht. Nun ist die Gerade aF zu F parallel gerichtet, da ihre
Richtung zu der Richtung des den Ort des Antipols bestimmenden Ortsvektors
gp konjugiert ist, was nach Gleichung (7) auch fir die Richtung von F zu-
trifft.
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Auf Grund der Gleichung (9) wird der Wert von M a Null, falls der Wert
von £ = 1list, d. h., die Punkte Pp und Pp fallen zusammen. Dies ist aber der
Fall, wenn Punkt A auf der Antipolaren aK des Punktes P K liegt.

Bei einer derart angenommenen Lage des Punktes A wird zugleich mit
M A auch m aq@agleich Null und aus den Gleichgewichtsbedingungen ergibt sich

Qf + Qk — o}
d. h.,

Wenn man noch in Betracht zieht, dal gf = gk ist, so laBt sich aus Gleichung
(6) fur F die folgende Gleichung aufstellen:

Qk X Qk =,JsF =

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit dem Tensor Jg 1 ergibt sich F
unm ittelbar:

Js 1(Qk x k) = F o (10)

Aus Gleichung (5') ist jedoch

Tjiixi . L =.11, in»

S S

also eben das Moment der Kraft F, bezogen auf den Schwerpunkt S. Offen-
sichtlich wird M a diesen Wert erreichen, wenn der Punkt A — entsprechend
der er-Punkt-Methode —im Schwerpunkt S angenommen wird.

Graphische Ldésung

Die unbekannten Kraftwirkungen lassen sich auch graphisch bestimmen.
In Gleichung (10) werden die Werte QK = Qpk und & — QKn eingesetzt
(Abb. 7):

Qk k'Js (fe X re) = — QK QpJs (n x K) = F- (12)

Wenn man den Mohrschen Kreis des symmetrischen Tensors —QK QpJsl —
= U konstruiert, so kann man auf diesem den zum Einheitsvektor n X fe
gehdrigen Vektor F ablesen. Der ausfihrliche Gang der graphischen Ermitt-
lung gestaltet sich nach Abb. 7 wie folgt:

Im entsprechend gewéhlten Schwerpunkts-?, y)-Koordinatensystem wer-
den die Vektoren iU = Ux undj U = Uy ermittelt. In Kenntnis dieser
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GroBen — und nach Festsetzung der KraftmaBeinheit Mt und der Léangen-
mafReinheit N{ — wird der Mohrsche Kreis in dem durch die Einheitsvektoren
n X k und n festgelegten Koordinatensystem (£, ) konstruiert. Die Punkte
X und Y sind die zu der *- bzw. y-Achse gehdrenden Bildpunkte. Y' ist das
auf die i-Achse bezogene Spiegelbild des Punktes Y. Zieht man durch diesen
Punkt Y' eine Parallele zur «-Achse, so schneidet diese Gerade den Kreis in
dem zur £-Achse gehdrenden Bildpunkt 3. Nach der Abbildung ist

sa-

Die Lage der Antipolaren aK kann auf Grund der Gleichung (11) konstruiert
werden. Multipliziert man die Gleichung skalar mit k- so erhdlt man

QA (Fxk)= FgA(eXk) = Fh = - Qk,

S

woraus sich ergibt, daR

sh 1 (13)

Nach Annahme der Momenteneinheit Nm trdgt man auf die u-Achse den vor-

. k .
zeichengerechten Wert von -—-=— ,auf die v-Achse die dimensionslose Einheit
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auf. Der MaRstab N der letzteren ergibt sich aus (13) durch die friiher schon
angenommenen uUbrigen Einheiten eindeutig:

N .N,Nk
Nm *

Zieht man nun aus Punkt D eine Parallele zur Geraden S E, so schneidet
diese die v-Achse in Punkt B, durch welchen die mit der Richtung von —F
parallele Antipolare —Ok hindurchgeht. Die Gerade BD veranschaulicht zu-
gleich auch die Anderung des Momentes Mg. Man nimmt Punkt A beliebig
an und zieht durch ihn eine zur u-Achse parallele Gerade. Die Lange der durch
die Ii-Achse und durch die Gerade BD aufihr ausgeschnittenen Strecke ergibt
— nach der Momentenskala gemessen — den Wert von Mg.

Anwendung bei verdnderlichem Querschnitt und verdnderlichem
Elastizitaitsmodul

Im Laufe der bisherigen Uberlegungen wurde der Einfachheit halber
vorausgesetzt, daB der Querschnitt des Stabes des Rahmens und sein Elesti-
zitdtsmodul konstant sind. Bei dieser Annahme wurde der Schwerpunkt S und
der Tragheitstensor lediglich durch die geometrischen Verhdltnisse der durch
die Mittellinie des Rahmenstabes gegebenen krummen Linie bestimmt.

Bei veranderlichem Querschnitt und verdanderlichem Elastizitdtsmodul
(d. h. verénderlichen Biegesteifigkeit 1E, wobei unter I das Moment zweiten
Grades des Stabquerschnittes auf die Biegeachse zu verstehen ist), fuhrt man
die Bezeichnung

ds
JE

= dir

ein. d/L bezeichnet die »elementare Masse« der schweren Linie. Bei einer der-
artigen Bezeichnungsweise bedeuten Punkt S und TensorJs den Schwerpunkt
bzw. den auf den Schwerpunkt bezogenen Tragheitstensor der schweren Linie
m it inhomogener Massenverteilung. Der Gang der Berechnung bleibt im ubri-
gen unverédndert.

AbschlieBend folgt ein Rechenbeispiel. Der in Abb. 8 dargestellte geschlossene Rabmen
mit konstantem Biegewiderstand soll in Punkt n* aufgeschnitten und die unbekannten
inneren Kraftwirkungen bestimmt werden. Fir die Berechnungen soll das auf der Abbildung
dargestellte Koordinatensystem (x,y) angenommen werden, dessen Achsen zugleich die
auf den Schwerpunkt bezogenen Tragheitshauptachsen des Rahmens darstellen.
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In Abb. 9 wurde am ausgerichteten Stab die durch die &uRere Belastung bedingte Funk-
tion des Biegemoments M/c dargestellt. Mit ihrer Hilfe bestimmt man die Vektoren und ~o"



da die auf die x- bzw. y-Achse bezogenen Trdgheitsmomente des Rahmens:
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Mit diesen Werten ergibt sich

F = JJHQK X ?K) = — 95,267 — 33,3i f kg.

Wird Punkt A im Schwerpunkt angenommen, so ist der Wert von M g:

Mh = %k: 2785,7 cinkg.

Der Gang der graphischen Ldsung wird in Abb. 10 veranschaulicht. Der Wert von Q" wird in
der Abbildung abgemessen:

= 34,37 cm
QKgK — 26,8086 « 10« cm3Kg.
Die Matrix des Tensors U betragt:
96,66 0
0 — 1489
d. h.,, Ul = = 96,66i kg, Uy = — 148,9/kg.

Bei der Konstruktion des Mohrschen Kreises ergibt sich, daB die Punkte X und Y
aufder f-Achse liegen, d. h., die Punkte ¥ und Y' fallen zusammen. Legt man eine zur x-Aehse
parallele Gerade durch Punkt ¥, so erhdlt man den Endpunkt S des Vektors F. Das Momen-
tendiagramm der Konstruktion ist aus Abb. 11 ersichtlich.

ZUSAMMENFASSUNG

Die Arbeit befalt sich mit der Untersuchung der Krafteverhdltnisse an statisch dreifach
unbestimmten Rahmen, die eine geschlossene, ebene Kurve bilden, im f alle einer in die Ebene
des Rahmens fallenden Belastung und fiihrt eine Methode zur voneinander unabhédngigen
Bestimmung der unbekannten KraftWirkungen vor. Die Methode beruht auf der Erkennt-
nis, dal das am Rahmen angreifende Biegemoment-Vektorsystem ein Gleichgewichts-Vektor-
system bildet, und ermodglicht (durch Anwendung des Mohrschen Kreises fir symmetrische
Tensoren) eine einfache graphische Bestimmung der unbekannten Kraftwirkungen.

INVESTIGATION INTO THE FORCES IN A TRIPLY STATICALLY INDETERMINATE
FRAME, FORMING A CLOSED PLANE CURVE, IF THE LOAD ISIN THE PLANE OF
THE FRAME

B. SALYI

SUMMARY

This paper deals with the forces acting on a triply statically indeterminate frame, form-
ing a closed plane curve, if the load is in the plane of the frame. A method is shown by which
the unknown force effects may be determined independently from each other. The method is
based on the recognition that the vector system of bending moments is an equilibrium vector
system, allowing a simple graphical determination of the unknown force effects by use of
Mohr’s circle representing symmetrical tensors.

16 Acta Technics XXIX/3—4.



486 B. SALYI

RECHERCHES SURLES CONDITIONS DES FORCES AGISSANT AUX CADRES TIRPLE-
MENT HYPERSTATIQUES ET FORMANT UNE COURBE PLANE FERMEE, EN CAS
DE CHARGES TOMBANT DANS LE PLAN DU CADRE

B. SALYI
RESUME

L’auteur examine les forces agissant aux cadres triplement hyperstatiques et formant
une courbe plane fermée, en cas de charges tombant dans le plan du cadre. Il indique une
méthode pour la détermination des effets de force inconnus, considérés indépendamment les
uns des autres. La méthode est basée sur la considération que le systéeme vectoriel des moments
de flexion représente un systeme vectoriel en équilibre, et permet une détermination graphique
simple des effets de force inconnus, par utilisation du cercle de Mohr représentant les tenseurs
symétriques.

AHANN3 PABOTbl CUN PAMBbI, OBPA3YIOUWEN CTATUYECKW TPUXAbI HE-
OMPEAENEHHYIO 3AMKHYTYKO KPUBYIO HA TMNOCKOCTWU, B MNMJIOCKOCTHU
PAMbl B CNYUYAE MEPBOWN HATPY3KMU

5. LWAWN

PE3IOME

B pa6oTe [aeTca aHasiM3 CTaTMUeCKN TPUKAbl HEomnpeaeNieHHbIX 3aMKHYTbIX paM, o6pa-
3YIOLULMX KPUBYIO Ha MMIOCKOCTU, B C/lyyae Harpysku, najatolleil B naoCKOCTU pam, U UAo-
CTPUPYEeTCA METOf OMpeaeNieHnst HEeM3BECTHbIX [ECTBMIA CUM He3aBUCMMO ApYr OT apyra.
MeTof, OCHOBbIBAETCSi Ha TOM (haKTe, YTO BEKTOPHAsi CUCTEMA M3rM6aloLLero MOMeHTa pambl
06pasyeT paBHOBECHYID BEKTOPHYID CMUCTEMY M C UCMO/Ib30BaHMEM Kpyra Mopa, oToGpaato-
LLLEero CUMMETPUYHbIE TEH30Pbl, CTAHOBMTCS BO3MOXHbLIM MPOCTOE OMNpeAesieHVe Npu MOMOLLM
MOCTPOEHMSA HEU3BECTHbIX [EMCTBWIA  cu.
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