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LA CAPACITÉ DE GAUCHISSAGE DES VÉHICULES 
DE CHEMIN DE FER

(ÉTUDE PRATIQUE DES DÉRAILLEMENTS)
P A R T IE  III*

P . K E R E S Z T Y

ATELIERS MÁV DE DUNAKESZI 

[M anuscrit p ré se n té  le 14 n o v em b re  1957]

E )  E xem ples p ra tiq u es

I . E xa m en  du  déraillement d 'une  voiture à quatre essieux

D ans la co u rb e  d ’une ligne seco n d a ire , une  v o itu re  à  q u a tre  essieux a 
d é ra illé  avec les ro u es a v a n t de son  bogie a v a n t. C’é ta i t  la  deux ièm e v o itu re  
d ’un e  ram e D iesel, d o n t la  v itesse n ’é ta i t  que de 20 k m /h  selon le d iag ram m e 
d u  tac h y m è tre  de la  vo itu re  m o trice .

L a caisse de la  v o itu re  s’ap p u ie , au  lieu  des glissières, su r  les d eu x  bogies. 
D e ce p o in t de v u e , le m écanism e de l’a p p u i e s t conform e au  sch ém a ,,a ”  
de n o tre  fig. 31. P a r  u n  a u tre  côté, il en  diffère cep en d an t, en t a n t  que  le p iv o te 
m e n t e n tre  le châssis e t le bogie (d an s  le p la n  ho rizon ta l) ne  se fa it  p a s  a u to u r  
d ’un  p iv o t, mais a u to u r  d ’un cen tre  de ro ta tio n  th éo riq u e , d o n t la  positio n  est 
d é te rm in ée  p a r des appu is g lissan ts la té ra u x  d ’une c o n s tru c tio n  spéciale. 
C eux-ci son t connus d an s  la  l i t té ra tu re  sous la  d én o m in a tio n  d ’« a p p u i R ó n a i »

[9 ,1 0 ].* *  Nous ne n o u s  en occuperons pas dan s la  su ite , ces ap p u is  n ’in té 
re s sa n t pas de p lu s  p rès no tre  é tu d e .

a) L a  voiture

Les données n u m ériq u es de n o tre  v o itu re  déraillée so n t les su iv a n te s : 
P o id s: Q =  32 000 kg; Q1 =  Q2 =  16 000 kg ; G =  22 000 kg.
S u s p e n s io n :^  =  f 2 =  0,02 m m /k g ; / 3 =  0,01 m m /kg . —  On a m esu ré  le 

fa c te u r  de gauchissage de ce ty p e  de caisse su r p lusieu rs v o itu re s . Les chiffres 
o n t m o n tré  une assez g rande d ispersion , les v a leu rs  a y a n t  v a rié  e n tre  0,003 
e t 0,00127 m m /kg. D a n s  le cas p ré se n t, nous calcu lerons avec  la  v a le u r  la  p lus 
d é fav o rab le  de ip3 =  0,00127 m m /kg. O n n ’a pas m esuré le fa c te u r  de  g au ch is
sage des bogies soudés, il nous fa lla it donc le f ix e r  p a r  e s tim a tio n  à у>г =  ip*=  
=  0,01 m m /kg.

Les p rincipales d im ensions en m m  so n t: a =  b =  e =  1 ,920; c =  1,500; 
d  =  2 ,950; t — 15,200. A vec ces ch iffres, les fac teu rs  f ig u ra n t dan s nos form ules 
(vo ir p a r tie  supérieu re  de l ’annexe V I I I ) ,  se ro n t:

* Les parties I e t  I I  de  l’é tu d e  so n t p a ru e s  d an s le to m e  X X V I, pp . 301— 348, e t  le to m e  
X X V II, pp . 171— 203 de l ’A c ta  T echnica.

** [9, 10] Les ch iffres a rabes en tre  p a re n th è se s  ren v o ien t à  la b ib lio g rap h ie  p résen tée  
à f in  de la  P a rtie  II. d e  l ’é tu d e .

1*



4 P. KERESZTY

&10 =  0 2O =  0,0225 m m /kg ; 0 n  =  0 21 =  0,02125 m m /k g ;

0 3O =  0,04127 m m /kg; 0 32 =  0 ,12627 m m /kg ; 0 4 =  0 ,218; (1 — 6>4) =  0 ,782.

C om m e on sup p o se , p o u r  le  m om en t, u n e  d ispo sitio n  sy m é triq u e , le 
f a c te u r  de gauchissage to ta l  e s t, su iv an t l’an n ex e  X :

Z  = 6>io(l — 6>4) =  1 6 0 0 0 X 0 ,6 1 X 0 ,0 2 2 5 X 0 ,7 8 2  =  1 7 1 m m

e t la  décharge  de la  ro u e :

-, S4 +  0 4 [^2 +  2 (t — d) ^|] _1 S 4 +  0 4 [S2 +  2 (f — à)^ |]

^ z4 - 1 z4

C’e s t c e tte  dernière que  n o u s avons rep résen tée  d an s  la  p a r tie  in férieu re  de la 
f ig . 34 . P o u r des ra iso n s p ra tiq u e s , nous e ffec tuons l’ex am en  su r du  p ap ie r 
q u a d rillé .

b ) L a  voie

A y a n t dé te rm iné  les p rin c ip a les  données de n o tre  v o itu re , exam inons 
m a in te n a n t  la  section  de v o ie  su r  laquelle  s’est p ro d u it  le d éra illem en t. N ous 
a v o n s  m esuré la voie av ec  u n  sim ple m esu reu r de su rh au ssem en t m un i d ’un 
n iv e a u ;  nous avons p ro céd é  p a r  é tapes de d eux  m è tre s . Le d iag ram m e su p érieu r 
d e  n o tre  figure m o n tre  le  r é s u l ta t  o b ten u . E n  re p ré s e n ta n t le ra il au  cô té 
e x té r ie u r  de la courbe com m e une ligne h o rizo n ta le  (ne f ig u ra n t pas su r n o tre  
sc h é m a ), la courbe (a ) n o u s  m o n tre  le su rh au ssem en t (ou p lus ex ac tem en t 
l ’ab a issem en t) du  ra il d u  c ô té  in té rieu r p a r  r a p p o r t  au  p récéd en t. P o u r d é te r 
m in e r , de ce tte  cou rbe , la  d é v ia tio n  du  p lan  au-dessous du  bogie d ’u n  e n tra x e  
de  2950 m m , nous so u s tra y o n s  le su rh au ssem en t sous l ’essieu arriè re  de celui 
so u s l ’essieu a v a n t. C’es t c e t te  différence S4, c’es t-à -d ire  la d év ia tio n  d u  p lan  
sous le  bogie a v a n t, q u i e s t rep résen tée  dans le deux ièm e d iag ram m e de n o tre  
f ig u re , p a r  une courbe  au  t r a i t  p le in  (ce tte  courbe  es t le q u o tie n t des d ifférences 
f in ie s  de la courbe de su rh a u sse m e n t) . P a r to u t  nous avons fa it f ig u re r les v a leu rs  
S 4 a p p a r te n a n t  au  bogie  a v a n t  sous le lieu  c o rre sp o n d a n t de l ’essieu m o n té  
a va n t.

L a d istance (non  th é o riq u e ) en tre  p iv o ts , où  s’effec tue  la  tran sm iss io n  
des charges, est de 15,200 m m . Sans te n ir  co m p te  de c e tte  d is tan ce  des p iv o ts , 
n o u s  devons d é te rm in e r, s u iv a n t  no tre  d éd u c tio n  th é o riq u e , la  d év ia tio n  du  
p la n  au-dessous de « l’e n t r ’axe  in té rieu r»  (t— d) =  15, 200— 2950 =  12, 250
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longueur de voie (m)

m m , que nous avons m arq u ée  d ans nos déd u c tio n s th éo riq u es p a r  (t—d) Ж 
N ous la  dé term inons à p a r t i r  de la  co u rb e  (A), com m e nous l ’av o n s  d é jà  fa it 
p o u r  Sr  Ic i encore, nous avons fa it f ig u re r  les v a leu rs  de la  d é v ia tio n  d u  p lan  
sous les po in ts  c o rre sp o n d an t à l’essieu a v a n t  d u  bogie a v a n t, donc là  où  l’essieu 
a v a n t  se tro u v e  q u an d  la  longueur (t— d) de la  v o itu re  se tro u v e  au -dessus de 
la  d év ia tio n  d u  p lan  donnée . Nous av o n s  a in si o b te n u  la  cou rbe  (S).
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N o u s avons ensu ite  d ess in é  la  courbe S 2 des d év ia tio n s  du  p lan  sous le 
b o g ie  a rr iè re . Q uan t à l ’a llu re  de  c e tte  courbe, elle e s t n a tu re lle m e n t co n g ru en te  
a v e c  la  courbe Sv  l ’e n tr ’a x e  d u  bogie arrière é ta n t  id e n tiq u e  à celui du  bogie 
a v a n t .  I c i  encore, nous a v o n s  dessiné les v a leu rs  S2 là , où l ’essieu a v a n t du  
b o g ie  a v a n t  se tro u v e  q u a n d  le  bogie arrière  a rr iv e  su r  la  d év ia tio n  d u  p lan  
in d iq u é e . A insi, nous av o n s p u  dessiner la courbe  S 2 en  d ép laçan t s im p lem en t 
la  c o u rb e  5^ de 15,200 m m . D es courbes S v  S2 e t (в ) a in si disposées, il se ra it 
b ie n  d iffic ile  de d é te rm in er le  lie u  de la voie p ré s e n ta n t  u n  danger p o u r n o tre  
v o i tu r e .  M ais nous savons des d éd u c tio n s du  c h a p itre  D )  I I I  que, sous ce ra p p o r t,  
c’e s t  la  dév ia tion  « tra n sfo rm é e »  d u  p lan  qu i im p o rte . A ussi avons-nous d é te r 
m in é  p a r  calcul les v a le u rs  2 0 4 ( b ) de la courbe (b ), e t  les va leurs 0 4S2 de la  
c o u rb e  S 2. E n  a d d itio n n a n t ces tro is  valeurs, nous av o n s o b ten u  com m e ré su l
t a t  la  cou rbe  (c) de n o tre  f ig u re , c’est-à-d ire  la  d é v ia tio n  « transfo rm ée»  du  
p la n .

c) E x a m e n  et résultats

D an s ce tte  d év ia tio n  « tran sfo rm ée»  du  p lan , il y  a d eux  m ax im a co rres
p o n d a n t  au x  deux v a le u rs  les p lus défavorables p o u r  n o tre  v o itu re . D e ces 
d e u x , la  seconde est u n  p e u  p lu s  g rande  et a t te in t  20 m m . Si nous regardons m a in 
t e n a n t  le d iagram m e S-(p de  n o tre  vo itu re , au  b as  de la  figu re , nous y  voyons 
q u e  s u r  ce tte  dév ia tion  de  20 m m , la  charge de la  ro u e  dérailleuse d im inuera  
à  88% , c’est-à-dire à 3520 k g , au  lieu  des 4000 kg  o rig in au x .

M ais nous savons a u ss i q u e  n o tre  v o itu re  n ’é ta i t  pas d ’une co n stru c tio n  
id é a le , e t  qu ’elle c o m p o rta it  ce rta in em en t des a sy m é trie s  p ro v en an t des p ro 
j e t s  e t  de la fab rica tio n . A d m e tto n s  pour celles-ci les v a leu rs  estim ées su iv a n 
t e s :  g  =  80 m m ; m —  160 m m ; Wo =  6 m m . A vec ces chiffres, le s fa c te u rs  
é n u m é ré s  en h a u t de l ’a n n e x e  V II I  seron t:

0 12
80 

1500 

80

22000

0 22 =  — ” -- 22000
2 1500

160 

15200 

160

=  575

2 15200
=  - 6 0 0

0 31 =  0-04
160 80X 1500  

15200 19202
13,7 x l O - 6

a v e c  ces valeurs

[2(01O 2 0 U 0 4)0 12 -  2\ft 0 4 0 22 +  2 0 31 в  f i ]

=  [2 (0,0225 — 0 ,0425  X 0,218) 575 +  2 X 0,02 X 0,218 X 600 +  

+  0 ,0000137 X 0,418 X 22000] 0,61 =  12,5 m m
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2 —■ 0 ,  iva =  2 ---------0,218 X 6 =  2,05 m m
e 1920

L ’asy m étrie  é q u iv a u t donc à 12,5 m m , e t le gauchissage de la  caisse à 2 m m  de 
d é v ia tio n  « tran sfo rm ée»  du  plan . A in si, la  d év ia tio n  du  p lan  de la  vo ie  au g 
m e n te  au  to ta l  de 14,5 m m , e t on p e u t  lire  d u  d iag ram m e, q u ’en v iro n  79 ,5%  
de la  charge de ro u e  a p p a rtie n t à c e t te  v a leu r. M ais le bogie a v a n t  su p p o rte ra  
m a in te n a n t u n  po ids p lus p e tit , la  ch arg e  é ta n t  d é jà  a sy m é triq u e . Qi=/=Q.>-

Q i =
32000 — 22000

2
+  22000

2
- 160 I =  15767 kg 
15200 j

A insi, la  charge de ro u e  dim inuée e s t  d ’env iron  3134 kg.
I l  fa u t re m a rq u e r  en p a ssa n t q u e , dan s les é tudes d u  d é ra illem en t, on 

a d m e t p a r  ap p ro x im a tio n  qu ’u n e  fo rce  d irec trice  la té ra le  h o riz o n ta le  n ’est 
d angereuse  que si elle é q u iv au t à la  ch a rg e  v e rtic a le  ag issan t su r la  ro u e . A insi 
d a n s  n o tre  cas, u n e  trè s  grande fo rce  la té ra le  a v a it dû  ag ir su r la  ro u e , p o u r 
q u e  le  d éra illem en t p û t  avoir lieu. N ous avons dessiné, sous la  co u rb e  (c ), le 
ra y o n  de courbure  de la  voie, m esuré  p a r  une  corde de 10 m  de lo n g u eu r. N ous 
v o y o n s  qu ’à l’e n d ro it de la  deuxièm e p lu s  g ran d e  v a leu r de la  d é v ia tio n  « tra n s 
fo rm ée»  du p lan , le ra y o n  de la v o ie  é ta i t  m in im e. Le déraillem ent s'est donc 
p ro d u it là, où les valeurs extrêmes des deux facteurs défavorables coïncident. 
A p rem iè re  vue , il sem b le ra it p e u t-ê tre  facile  d ’exp liq u er le d é ra illem en t p a r  
la  coïncidence de ces deux  fac teu rs  d é fav o rab les , car p lus le ra y o n  e s t p e ti t ,  
p lu s  la  force d irec trice  la té ra le  e s t g ra n d e . M ais à cet en d ro it le p lu s d é fav o 
ra b le , où le d é ra illem en t s’est en e ffe t p ro d u it, le ray o n  de la  co u rb e  é ta i t  de 
170 m , e t nous sav o n s aussi que la  v ite sse  de la  v o itu re  é ta i t  seu lem en t de 
20 k m /h eu re . E n  de pare illes c irco n stan ces , si les au tre s  cond itions a v a ie n t é té  
n o rm a le s , il ne p o u v a it  pas se p ro d u ire  u n e  force d irec trice  de 3134 kg .

P o u r ré su m er les ré su lta ts  de n o tre  ex am en , co n sta to n s d ’a b o rd  que  la 
v o itu re  a b ien  d éra illé  su r la sec tion  de la  voie qu i é ta i t  la  p lus d é fav o rab le  
p o u r  elle, e t d o n t les d é fau ts  h o riz o n ta u x  d e v a ie n t aussi p ro d u ire  de g ran d es 
fo rces d irectrices la té ra le s ; mais co m m e to u s  ces d éfau ts  ne so n t p a s  assez 
im p o r ta n ts  po u r a v o ir  p u  causer, à e u x  seuls, le d é ra illem en t, il fa u d ra  co m p te r 
av ec  u n  fac teu r n o n  considéré ju s q u ’à p ré se n t e t d écisivem en t d é fav o rab le , 
q u i d e v a it in te rv e n ir  e t au g m en te r d a n s  une  g ran d e  m esure la  force d irec tr ice  
h o rizo n ta le .

E n  d éc riv an t n o tre  vo itu re , n o u s  avons d é jà  m en tio n n é  que  le châssis 
s ’a p p u ie  sur les bogies à l ’aide d ’un  m écan ism e à glissières. L a  c o n s tru c tio n  de 
ce d e rn ie r  est te lle  q u ’en en nég ligean t l’e n tre tie n  e t le g raissage, le f ro t te m e n t 
y  d e v ie n t considérab le , e t  il fau t a lo rs  u n e  force re la tiv e m e n t g ran d e  p o u r  d é 
to u rn e r  le bogie h o rizo n ta lem en t p a r  r a p p o r t  a u  châssis. C’est là  la  ra iso n  de



8 P. KERESZTY

l ’a p p a r it io n  de la  g ra n d e  force d irec trice  qu i é ta i t  aussi la  cause p rin c ip a le  d u  
d é ra ille m e n t [11]. Les g lissières de la  v o itu re  déra illée  a v a ie n t é té , en  effe t, 
fo r te m e n t rongées, f a u te  de g ra issem en t.

Ce ty p e  de v o itu re  a é té  d ’ailleurs p a r tic u liè re m e n t in s tru c tif , au  p o in t de 
v u e  de n o tre  é tu d e  des d é ra illem en ts . A l ’époque tro u b le  d ’après-guerre , q u a n d  
l’e n tre tie n  des véh icu les  aussi b ien  que de la  vo ie  la issa ien t beaucoup  à désirer, 
ce ty p e  de v o itu re  a v a i t  p o u r  a insi d ire d ép is té , p e n d a n t sa course, les sec tions 
d é fav o rab les  de la  v o ie . Les condu ites g lissan tes  la té ra le s  é ta ie n t trè s  v ite  ro n 
gées e t  le u r  g ra issage  n e  p o u v a it pas ê tre  a ssu ré  de façon  d u rab le , en  ra iso n  
m êm e de leu r c o n s tru c tio n . Com m e de sim ples m od ifica tio n s ne su ffisa ien t 
p as  p o u r  changer la  c o n s tru c tio n , e t p e rm e ttre  a in s i u n  graissage d u rab le  des 
su rfaces g lissan tes, il fa lla it  reco u rir au x  ex p é d ie n ts  su iv an ts , p o u r a ssu re r 
la  c ircu la tio n  sans d a n g e r  des véh icu les:

1. C ontrô le  e t  g ra issage  fréq u en ts  des g lissières;
2. Com m e les d é v ia tio n s  perm ises de la  vo ie  (dans le p lan  v e r tic a l e t 

h o rizo n ta l)  so n t b ien  p lus faib les su r  les lignes princ ipales ques su r les 
lignes seco n d a ires , le ty p e  de v o itu re  en  q u estio n  a été exclu  de la  
c ircu la tio n  su r  les lignes secondaires.

3. M ême su r les lignes p rinc ipa les, à l ’e n tré e  de certa in es  s ta tio n s , re m i
ses, e tc . . ., il  p e u t  y  avo ir des ch an g em en ts  de voie de d ispo sitio n  
d é fav o rab le , qu i fo n t que les longs v éh icu les m odernes accouplés 
fo rm en t e n tre  eu x  des angles tro p  g ra n d s ; su r de te lles d ispositions 
de voie d é fav o rab les , les d eux  fro n ts  des v o itu re s  accouplées se d é p la 
cen t assez fo r te m e n t l ’u n  p a r  r a p p o r t  à  l ’a u tre . D ans ces cas, le b o rd  
d u  ta m p o n  m o rd  p o u r ainsi d ire  su r  le  d isque  d u  ta m p o n  opposé. 
L ’ex périence  m o n tre  que m êm e su r u n e  voie défavo rab le  com m e la  
n ô tre , les d e u x  d isques de tam p o n s  g lissen t p lus a isém en t l ’u n  su r 
l’a u tre  q u a n d  ils so n t bom bés, c a r a in s i le  b o rd  d u  d isque ne p e u t  pas 
v en ir au  c o n ta c t d u  d isque opposé. P o u r  cela, il fa u t n a tu re lle m e n t 
em ployer des d isques bom bés su r les d eu x  v o itu res , au  lieu  d ’u n  
d isque b o m b é  du  cô té gauche, e t d ’u n  d isque  p la t  du  cô té  d ro it. 
O n p e u t é v ite r  a in si que la  force tra n sv e rsa le  p a r  ra p p o r t à la  v o itu re , 
qu i n a ît  su r  les d isques de ta m p o n s , ne  v ien n e  au g m en te r excessive
m en t la  fo rce  d irec trice  n a issa n t su r  la  roue  conductrice ;

4. O n co n trô le  les caisses des véh icu les, lo rs  des su rveillances a u x  a te lie rs , 
e t alors les gauchissages éven tu e ls  s o n t sim p lem en t élim inés (vo ir a n 
nexe I I ) .  L e fa it  que, selon le calcu l, les d év ia tio n s  du  p lan  p ro v e n a n t d u  
gauch issage  in it ia l  de la  caisse e t de la  ré p a r ti t io n  asy m é triq u e  des 
poids n ’a t te ig n e n t  que quelques m m , ne  d o it pas nous in d u ire  en  
e rreu r. L a  d é v ia tio n  « tran sfo rm ée»  d u  p la n  su r laquelle  n o tre  v o itu re  
a déraillé , é ta i t  éga lem en t p e tite . P o u r ta n t ,  le concours de to u s  ces 
fac teu rs  a v a i t  p o u r ré s u lta t  le d é ra ille m e n t d u  véhicu le. D onc ceux
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de ces fac teu rs  d o n t la  m o d ific a tio n  ne tie n t q u ’à n o u s , d o iv en t 
ê tre  dé te rm inés de la  façon  la  p lu s  avan tag eu se . E n  m e su ra n t le 
gauchissage, on s’assu re  aussi q u e  celui-ci n ’est pas t ro p  g ra n d  dans 
la  caisse.

A près av o ir observé ces d isp o sitio n s spéciales, on a p u  c o n s ta te r  que  les 
d é ra illem en ts , assez fréq u en ts  p o u r ce ty p e , a v a ie n t cessé.

I I .  Surcharge provenan t du  gauchissage

C haque fois que chez u n  véh icu le  ro u la n t  su r une d é v ia tio n  d u  p la n , 
deux  roues d isposées su r u n e  d iagona le  se d éch arg en t, la  ch a rg e  des roues 
su r l’a u tre  d iagonale  au g m en te . C om m e à l ’é tu d e  des p ro je ts  des véh icu les , 
on d o it te n ir  co m p te  aussi de c e tte  su rc h a rg e , il sera  u tile  de la  ca lcu le r en  po u r 
cen t, à p ropos de n o tre  exem ple n u m ériq u e .

J u s q u ’ici, nous nous som m es to u jo u rs  in té ressés à la roue qu i é ta i t  la  plus 
déchargée. M a in te n a n t, p a r  c o n tre , nous cherchons la  roue la  p lu s  chargée . 
C’est p o u rq u o i, au  lieu  du  véh icu le  v id e , n o u s devrons:

1. co m p te r  avec les v a leu rs  d u  v éh icu le  chargé;
2 . considérer le bogie a rr iè re  soum is à u n e  p lus g rande c h a rg e , à cause 

de la  r é p a r ti t io n  de poids a sy m é triq u e  de la  caisse;
3. p a r t i r ,  d an s nos calculs, des co n d itio n s  les p lus d éfavo rab les de la  voie 

dé te rm inées au  c h a p itre  B. IV /b .;
ad  1. L a  v o itu re  a 88 p laces, donc en  p re n a n t  100 kg de ch arg e  p a r  v o y a 

geur assis, nous avons une charge  u tile  de  8800 kg. P o u r p lus de s im p lic ité , 
supposons c e tte  charge u tile  sy m é triq u e , de so r te  q u ’il ne reste  com m e a s y m é t
rique  que la  ta re  G de la  caisse. A insi, Q =  32 000 -f- 8800 =  40  800 kg ;

ad  2. Chez le bogie a rr iè re , nous ca lcu lons avec «— m », e t  «g» au ssi 
a u ra it u n e  v a le u r n ég a tiv e . Cela sign ifie  se u le m e n t q u ’en re g a rd a n t  le  bogie  
arrière  p a r  d erriè re , c’est m a in te n a n t la  ro u e  d ro ite  qui p o u rra it se d é c h a rg e r  
p lus fac ilem en t, e t non  la roue  gauche. M ais ce qui nous in téresse  m a in te n a n t ,  
c’est seu lem en t le p o u r cen t de la  su rch arg e . Com m e «m » figu re  av ec  u n  signe 
négatif, les fac teu rs  0 12, 0 22 e t 0 31 p lus h a u t  calculés se m odifien t:

0 12 =  +  600; 0 22 =  — 575; 0 31 =  -  13,7 X I0 ~ e
e t ainsi

[2 ( 0 1O -  2 0 n  6>4) 6>12 -  2f 2 0 4 0 22 +  2 0 3ï 0 4 G] 12,5 m m

L a charge to ta le  d u  bogie est m a in te n a n t Q =  20 633 kg, e t a insi la  c a p a c ité  
de gauch issage to ta le  du  véhicu le  a u  bogie a rr iè re  est
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Z 2 =  20633 X 0,61 X 0,0225 X 0,782 Z 2 =  222 m m

P o u r la  ro u e  gauche de l ’essieu  arrière  du  bogie a rr iè re , on p eu t écrire le r a p 
p o r t  e n tre  la  d écharge  de ro u e  e t la  d év ia tio n  d u  p la n

,  S 2 +  0 4 [S 1 +  2 ( t - d ) ^ ]  12,5 +  2,05

222 222

a d  3. Les v a leu rs  de la  dév ia tio n  du  p la n  à considérer se ron t, s u iv a n t le 
c h a p itre  B. IV /b .:

S , =  S2 =  2 9 5 0 :1 6 7  =  17,7 m m  ;

12250
(t — d) >I = -------------h 5 =  45,8 m m ; S2 +  0 4 [S 4 +  2 (t — d) ; |] =  39,35 m m

L a d éch arg e  cp„ a p p a r te n a n t  à la  som m e des d é v ia tio n s  « transfo rm ées»  d u  p la n :

39,35 +  12,5 +  2,05 =  53,9 m m

e s t de 75 ,75% . L a deux ièm e roue de cet essieu  re c e v ra  donc une su rch arg e  de 
2 4 %  e n v ., ce qu i e s t u n e  v a le u r  trè s  élevée, p u is q u ’u n e  va leu r de m êm e g ra n 
d e u r  e s t p rise  en gén éra l com m e fac teu r d y n a m iq u e . M ais tan d is  que l’effe t des 
o sc illa tio n s d y n am iq u es ch a rg e  de façon continue  la  v o itu re  p e n d a n t sa m a rc h e , 
la  su rch a rg e  p ro v e n a n t d u  gauchissage ne  to u c h e  que rarement le v éh icu le  
d a n s  u n e  m esure au ssi g ra n d e , des sections de vo ie  aussi défavorab les n e  se 
r e n c o n tra n t , en effe t, que trè s  ra rem en t. P a r  c o n tre , le véhicule passe ra  souvent 
au -d essu s de d év ia tio n s  p lu s  fa ib les, e t n o ta m m e n t  en  m o n ta n t e t en  d escen 
d a n t  les su rh au ssem en ts  d an s  chaque co u rb e . Si à  ces endro its, nous ca lcu lons 
en  g én é ra l avec »  =  1/500, alors:

S 1 =  S 2 =  6 m m ; (t — d) ; | =  24,5 m m ; S 2 +  0 4 [S4 +  2 (t — d) >|] =  18 m m .

A v ec  ces chiffres, la  v a le u r  des dév ia tions « tran sfo rm ées»  du  p lan  sera , a u  to ta l :  
18 +  14,55 =  32,55 m m , e t  le p ou r cen t de la  d éch arg e  <p2 =  85 ,4% . O n d o it 
d o n c  ca lcu ler avec u n e  su rch arg e  fréq u en te  d ’e n v . 15% , p ro v en an t de la  d é v ia 
tio n  d u  p la n  e t de l’a sy m é trie  du  véhicu le.

I I I .  E xa m en  du  déraillement d 'u n  w agon  à quatre essieux

E x am in o n s  à p ré se n t le d éra illem en t d ’u n  a u tre  w agon, celui-ci à q u a tre  
essieux . I l  s’ag it d ’u n  w agon  couvert, d o n t la  caisse  en tô le  d ’acier ne co m p o rte  
p a s  les g ran d es p o rtiè re s  usuelles, m ais c o n s titu e  une  boîte  soudée p re sq u e  
e n tiè re m e n t close. Le w agon  se rt au  t r a n s p o r t  en  v rac  des te rres  a lu m in eu ses
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(A120 3), don t le ch a rg em en t et le d é ch a rg em en t se fo n t à tra v e rs  c inq  o u v e rtu re s  
p ra tiq u ées  au  p la fo n d . On p e u t  a in si considérer la  caisse com m e une bo îte  
re la tiv e m e n t c o u r te , e t assez ra id e  co n tre  le gauch issage .

Les cadres d es  bogies du  w ag o n  so n t en fe r p la t ,  d u  ty p e  d iam o n d , e t 
n e  co m p o rten t q u e  des ressorts seco n d a ires . Les b o îtes n ’a y a n t pas de re sso rts  
sép a rés , sont r ig id e m e n t unis a u  cad re  d u  bogie. Celui-ci diffère d ’ailleu rs de 
la  co n stru c tio n  u su e lle  de ty p e  d ia m o n d , les d eu x  cad res la té ra u x  é ta n t  reliés, 
à  leu rs  e x tré m ité s , p a r  des tra v e rse s  de tê te  au x q u e lles  so n t susp en d u s les 
sa b o ts  à freins, p u isq u e  chaque ro u e  es t freinée p a r  d e u x  sab o ts .

La voie su r  laq u e lle  s’est p ro d u it  le d é ra illem en t e s t u n  em b ran ch em en t 
p a rtic u lie r , d o n t l ’é t a t  d ’e n tre tie n  é ta i t  b ien  p lus m au v a is  que celui des voies 
o u v e rte s  au  t r a f ic  général. L ’ac c id e n t s’e s t p ro d u it p e n d a n t la m an o eu v re , 
d o n c  la  locom otive  a v a it  poussé d e v a n t elle la  ram e  su r la  p a r tie  courbe  de la 
vo ie , e t le d é ra ille m e n t a eu  lieu s u r  la  ram p e  de su rh a u sse m e n t fo rm a n t t r a n s i
t io n  en tre  ce tte  p a r t ie  courbe e t  la  p a r tie  d ro ite  de la  vo ie . Chose singulière , 
le  véh icu le  a en co re  une fois d é ra illé  au  m êm e e n d ro it, p e n d a n t l’en q u ê te  qu i 
su iv it  le d é ra illem en t, ce qui n ’a r r iv e  que trè s  ra re m e n t. Le d é ra illem en t est, 
en  effe t, p ro d u it g én éra lem en t p a r  u n  ensem ble de fa c te u rs  d éfav o rab les , qu i 
n ’ag issen t plus de la  m êm e façon o u  n ’ag issen t pas s im u lta n é m e n t lors de l’en 
q u ê te . D éjà ce f a i t  la issa it p re sse n tir  que quelques fa c te u rs  b ien  d éfavo rab les 
a v a ie n t dû cau ser le  déra illem en t. A  l’ex am en , on a p u  encore observer que 
q u e lq u es au tres v éh icu les  de m êm e ty p e  a u ra ie n t b ien  déra illé  au  m êm e e n d ro it, 
san s  la  p récau tio n  q u ’on ava it p rise  de m a n o eu v re r trè s  le n te m e n t su r la  p a rtie  
de la  voie en q u e s tio n , ce qui a p e rm is  d ’a r rê te r  la  m an o eu v re  encore à tem p s. 
O n p o u v a it p en ser q u ’il ne s’ag issa it pas ici d ’u n  d é fa u t p a r tic u lie r  à u n  seul 
v éh icu le , mais d ’u n e  p a rticu la rité  de  la  c o n s tru c tio n  c a ra c té r is a n t ce ty p e  de 
véh icu les.

D ’ailleurs, s u r  la  section de vo ie  considérée com m e dangereuse , le je u  
e n tre  les glissières —  qu i devait ê tre  de 2 m m  su iv a n t les p ro je ts  —  s ’est accru  
d u  cô té  de la roue  dérailleuse, fa it  q u i fa isa it encore conclu re  à l’ex trêm e  rig i
d ité  de la  caisse. C hez quelques véh icu les , le je u  e n tre  les glissières a a t te in t  
24 à 28 m m  au -dessus de la roue d éra illeu se , ta n d is  que le je u  en tre  les glissières 
d iag o n a lem en t opposées é ta it de 1 à  6 m m . E n tre  les g lissières situées su r l’au tre  
d iagona le , il n ’y  a v a i t  n a tu re llem en t a u cu n  je u , celles-ci v e n a ie n t au  c o n ta c t 
l ’u n e  de l’au tre . L a  som m e des je u x  e n tre  les glissières s itu ées  su r une m êm e 
d iag o n a le , c’es t-à -d ire  la  déviation  d u  p lan  désignée au  c h a p itre  D p a r  la  le ttre  
L , é ta i t  de 27 à 34 m m .

a )  Les c a ra c té ris tiq u e s  du  v éh icu le  é ta ie n t d ’a illeu rs les su iv an te s : 
Q =  22 300 kg; Q1 =  Ç2 =  11 150 k g ; G =  12 620 k g ; a  =  b =  1970 m m ; 
c =  1500 m m ; c =  1530 m m ; t =  8000 m m ; d =  1800 m m . Com m e les 
b o îte s  d ’essieux n ’a v a ie n t  pas de re sso rts  p rim a ires , f i = f 2 — 0; f 3 =  0,00344 
m m /k g . La d é te rm in a tio n  p ar m esures du  fa c te u r  de gauch issage  de la  caisse



12 P. KERESZTY

e t d u  c a d re  de bogie a donné у>г — y>2 =  0,0324 m m /kg , e t tp3 —  0,00175 m m /kg . 
L a  ca isse  e t les bogies é ta ie n t de c o n s tru c tio n  sy m é triq u e , donc o1 =  o2 =  g =  
=  7П =  0. A vec ces ch iffres, les fa c te u rs  des éq u a tio n s  de l’an n ex e  V I I I  d ev ien 
n e n t:

0 1O =  020 = 0 ,0 0 8 1 ;  0 n  =  0 21=  0,004; 0 3O =  0,01292 m m /k g  

0 4 =  0,328; 1 - 0 4 =  0 ,672; =  0 ,58; 0 12 =  0 ,'22 ®31 — ®

S u iv a n t  l ’éq u a tio n  X  d u  c h a p itre  D .I I I ,  si nous p renons le je u  e n tre  les glissières 
V =  2 m m ,

Z  =  11150 X 0,58 X 0,0081 X 0,672 +  2 X 0,328
1500

1530
4 x 2  =

=  35,2 +  5,15 =  40,35 m m

9 i  =  1
Sx +  0 4 S 2 +  2 (t — d) }1 -(-2 —  w0

e
35,2

S i +  0 4

+

2 X 0,328 -1 —  8 
1530

35,2

=  1,146 -

S 2 +  2 (t — d) à  + 2  —  w 0 
e

35,2

N ou s avons rep résen té  c e tte  d e rn iè re  re la tio n , c’est-à -d ire  la  décharge  de roue 
d u  w ag o n  en  cas d ’u n  je u  de glissières v =  2 m m , p a r  la  ligne «a» , v isib le  au  
b as  de  la  fig . 35.

b)  N ous exam inons e n su ite  la  voie, com m e nous l ’av o n s fa it  p o u r la  
v o itu re  déraillée f ig u ra n t d an s  n o tre  exem ple p récéd en t. D an s la  p a r tie  su p é
r ie u re  de la  figure  35, nous av o n s dessiné la  courbe (a) des su rh au ssem en ts  
m esu ré s  dan s la  voie. N ous a v o n s  aussi tra c é , au p rès  de c e tte  courbe , une  ligne 
in c lin ée  à 1 :300, m o n tra n t c la ire m e n t q u ’il y  a v a it  des d év ia tio n s  du  p lan  b e a u 
co u p  p lu s  grandes au x  a le n to u rs  du  d éra illem en t. L ’e n tre tie n  des em b ran ch e 
m e n ts  p a rticu lie rs  é ta n t  b ien  p lu s  m au v a is  que  celu i des voies o u v erte s  au  t r a 
f ic  g én é ra l, on d o it aussi c o m p te r  avec ce genre de d é fau ts  de la  voie dan s le 
cas des w agons à m arch an d ise s . A u-dessous de la  courbe  ; A , nous avons de 
n o u v e a u  dessiné les courbes S4, S 2 e t (b ) ,  ainsi que la  cou rbe  ( c )  des d év ia tio n s 
« tran sfo rm ées»  d u  p lan . C om m e nous savons, d u  c h a p itre  D . I I I ,  que  la  fo r
m u le  calculée ci-dessus p o u r  le w agon n ’est v a lab le  qu i si l ’in ég a lité  su iv a n t 
la  fo rm u le  X V I ex iste , nous av o n s m arq u é  aussi, dan s la  cou rbe  (Б), la  som m e
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'S?*
*
<3
Q?+

>NJ+■
■t-
<-o

Sx +  S 2 +  2 (t— d)>|. E lle  in d iq u e  la  lim ite  à laque lle  le p iv o te m e n t re la tif  
des d eu x  bogies u tilise  to ta le m e n t le je u  e x is ta n t e n tre  les g lissières.

c) E n  cas d u  je u  de glissières v =  2 m m  p re sc rit p o u r  les v o itu re s , la

quantité 8 —  v =  16 mm. La courbe (5) dépasse presque partout la hauteur de

16 m m ; nous pouvons donc ca lcu le r avec la  form ule c i-h a u t m en tio n n ée  de 99, 
a u x  a len to u rs  du  d éra illem en t.
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E n  v e r tu  de n o tre  ra iso n n e m e n t, la courbe (c ) m o n tre ra it  c la irem en t le 
lieu  d u  déra illem en t. L a v a le u r  m a x . de la  d év ia tio n  « tran sfo rm ée»  d u  p lan  est, 
en  e f fe t , p resque 39 m m , e t  p a r  co n tre , la  cap ac ité  de g auch issage  to ta le  de 
n o tr e  w ag o n  est Z  =  40,35 m m , com m e nous l’avons ca lcu lée ci-dessus. Sur 
ce p o in t  de la voie, la  ro u e  a u r a i t  é té , po u r ainsi d ire , e n tiè re m e n t déchargée.

d )  C ette  m éthode d ’e x a m e n  n ’est c ep en d an t v a la b le  que  dans les cas 
où  le  m écanism e du w agon  fo n c tio n n e  co rrec tem en t. D an s le cas p résen t, il 
n o u s  f a u t  réfléchir su r le f a i t ,  c o n s ta té  lors de l ’e n q u ê te , que  le  je u  en tre  les 
g liss iè res  s’est augm enté  à 20 — 30 m m  à l ’en d ro it du  p assage  de la  roue su r le 
c h a m p ig n o n . Selon les rè g le m e n ts , il ne do it y  av o ir q u ’u n  je u  de 2 m m  en tre  
les g lissières la téra les. Si la  caisse s’incline su r u n  cô té  (ce qu i se p ro d u it 
p re s q u e  to u jo u rs , p arce  que le  c e n tre  de g rav ité  ne se tro u v e  ja m a is  ex ac tem en t 
d a n s  la  ligne m édiane des a p p u is , e t de p lus, les d eu x  ra ils  ne fo rm e n t pas non 
p lu s  u n  p la n  horizon tal), le j e u  p e u t  y  aug m en ter à 4 m m  e t d isp a ra ître  de l’au tre  
c ô té . Si le  je u  est encore p lu s  g ra n d , il fa u t alors que le p iv o t se so it soulevé de 
la  c ra p a u d in e . C’est là  u n  n o u v e a u  p o in t q u ’il nous fa u d ra  ex am in er, a v an t 
d ’a r r iv e r  à un  ju g em en t d é f in i t i f  dans l’ap p réc ia tio n  du  dé ra illem en t.

L a  v a leu r de la  d é v ia tio n  d u  p lan  des q u a tre  g lissières in fé rieu res, qui 
fo rm e n t les q u a tre  ap p u is  de  la  caisse, sera désignée p a r  «L s», e t se tro u v e  
e x p rim é e  p a r  la form ule I X .  b . M ais com m e la  caisse n ’est pressée con tre  ces 
a p p u is  que p ar son p ro p re  p o id s , le m om en t de to rs io n  (m arq u é  p a r  «eH »

d a n s  n os form ules) ne p e u t  p a s  ê tre  plus g ran d  que Si la  d é v ia tio n  du p lan

fo rm é e  p a r  les appuis é ta i t  si g ran d e  que le m o m en t n a is sa n t dans la  caisse
Gd é p a s s e ra i t^  e, la  caisse se so u lèv e ra it s im p lem en t de son  a p p u i e t b ascu le ra it 
4

a u to u r  d ’une de ses d iag o n a le s . A insi, si la  c o n s tru c tio n  d ’u n  w agon corres
p o n d  p a r  exem ple au  sc h é m a  « a»  de la  fig . 31, la  caisse s ’a p p u y e ra  su r tro is  
g liss iè res  seulem ent, e t il y  a u ra  un  jeu  au  q u a tr iè m e  a p p u i. Si, p a r  contre , 
n o u s  av o n s affaire à u n  v é h ic u le  c o n s tru it su iv a n t le sch ém a «b» ou «c» de la 
m ê m e  fig u re , la  caisse s’a p p u y e ra  su r deux  glissières s itu ées  su r  une  d iagonale, 
e t  les d eux  p ivots (ou l ’u n  seu lem en t) se sou lèv ero n t de la  c rap au d in e . C’est 
ce d e rn ie r  cas qui d e v a it se p ro d u ire  aussi chez n o tre  véh icu le , p arce  que la 
so m m e  des jeu x  e n tre  les g lissières situées su r l’une  des d iagonales s’e s t accrue 
à  p lu s  de 20 m m , au  lieu  des 8 m m  orig inalem en t p rév u s  su r les p ro je ts  d u  v éh i
cu le .

L a  caisse ne p e u t d o n c  p as  gauch ir p lus q u ’une d é v ia tio n  du  p lan  L g, 
q u e  n o u s  pouvons fa c ile m e n t d é te rm in e r de la fo rm ule IX . a, si nous su b stitu o n s  
Gj4 à  «H » . La différence L s— L g donne le jeu  e x is ta n t e n tre  les g lissières, q u an d  
la  ca isse  se soulève de sa t r a v e r s e  danseuse. N ous avons fa i t  le calcu l à l’annexe 
X I I I ,  où nous avons re ç u  p o u r  ré s u lta t  f in a l (en te n a n t  co m p te  des m em bres 
d is p a ra is s a n t p a r  su ite  de  la  sy m étrie ):
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—  (Ls -  Lg) =  -® [Sx +  S2 +  2 (» -  à ) Л] -  - f  0 3OGr  - ( 4 v -  w0)

N otons q u e  le  calcul r e s te ra  id en tiq u e , q u ’il s ’agisse des schém as «a»
ou  «b» de la fig . 31, pa rce  que d an s  le p rem ier cas, le m o m en t de to rsion  m axi-

G в Gm u m  est e ■—■, ta n d is  que dans le deuxièm e, il e st —  • —-. Si nous aug m en to n s 
4 2 2

prog ressivem en t la  d év ia tio n  du  p la n , nous a rriv o n s  avec  L s =  L g à la  p o sition  
lim ite , où le p iv o t to u ch e  encore to u t  ju s te  la  c ra p a u d in e . N ous devons donc 
d é te rm in e r m a in te n a n t les co n d itio n s de la  vo ie, où L s =  L g. D ’après l ’éq u a tio n  
ci-dessus, cela a rr iv e  quand

’̂i +  2̂ +  2 (* — d) Л ---- — 030 ~— b (4 V — w0)
b 4 e

E n  y  su b s titu a n t les chiffres du  véh icu le  déraillé , e t  en  su p p o san t po u r le m o 
m e n t u n  wagon de co n stru c tio n  sy m é triq u e , où wi0 =  0,

S , + S 2 +  2(f — d) Л =  -3—  —  0,01292 12620 +  4 x  2 ^  62 +  16 =  78 mm
1970 4

N ous avons tracé , en  reg a rd  de la  courbe (Б), la  h a u te u r  de 78 m m , e t vérifié  
n u m ériq u em en t q u ’a u x  a len to u rs  d u  dé ra illem en t, le p iv o t e t la  c rap au d in e  
d e v a ie n t forcém ent se séparer, m êm e q u an d  Wo =  0 e t le je u  en tre  les glissières 
V =  2 m m .

C ependan t, n o u s n ’avons considéré  ju s q u ’ici que  les fac teu rs  les p lus 
essen tie ls , e t p o u r ta n t  d ’au tres d e v a ie n t aussi in te rv e n ir  à coup sû r, lors du  
d éra illem en t. N ous avons com pté , en  effet, avec u n  véh icu le  sy m étriq u e  de 
co n stru c tio n  et de fa b ric a tio n  id éa les , e t d ’a u tre  p a r t  l ’en q u ê te  a p rouvé  que la  
ro u e  d irectrice  de que lques véhicu les de ce ty p e  es t m o n tée  su r le cham pignon , 
m ais ce fa it ne s’e s t p as  rep ro d u it d a n s  chaque cas. I l  y  a v a it  donc des d iffé ren 
ces de fab rica tio n  q u i son t in te rv en u es  au  m o m en t du  dé ra illem en t. Com m e

nous l’avons d it, la  v a le u r d e —  ( L s— L„) m esurée  su r  les sections de voie les
a

p lu s défavorables é ta i t ,  su r les véh icu les les p lus d é sa v a n ta g e u x , de 27 à 34 m m . 

Si nous com ptons av ec  une  m oyenne d e —  ( L s— L g)  =  30 m m , nous o b tenons 

p o u r  ces véhicules, su iv a n t n o tre  p récéd en te  fo rm ule :

w0 — 4v) = 3 0 ------ - ° -  96 +  i —  0,01292 — =  30 -  49 +  31 =  12 mm
2x1500 1970 4
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a u  p o in t  m ax im u m  de la  cou rbe  (Б) (96 m m ). I l  d ev a it donc y  av o ir  aussi un  
g a u ch issag e  in itia l dans la  caisse, e t en  o u tre  les je u x  en tre  les glissières n ’é ta ie n t 
p a s  n o n  p lu s  observés au  m o m e n t d u  m o n tag e  de la  caisse su r  les bogies.

e)  L e cen tre  de g rav ité  d ’une  caisse ne coïncide que trè s  ra re m e n t avec 
le p la n  de sym étrie  des ap p u is . C’est p o u rq u o i la  caisse s’ap p u ie  to u jo u rs  d ’un 
cô té  s u r  les glissières. A ussi, d a n s  les co n d itions o rd inaires, le co n trô le  se lim ite  
g é n é ra le m e n t à savo ir si la  som m e des je u x  sous les deux  glissières d ’u n  m êm e 
bogie  é q u iv a u t au  doub le  d u  je u  p re sc rit. M ais il p e u t a rr iv e r  q u ’à cause du

a

b
Fig. 36

g au ch issag e  de la  caisse ( ra re m e n t con trô lé  p o u r les w agons), ou p a r  su ite  de 
l ’a b a isse m e n t spécifique d iffé ren t des re sso rts , ou des to lé ran ces de m on tage , 
la  ca isse  s ’appuie  su r les d eu x  bogies de façon  q u ’elle se repose su r des glissières 
d ia g o n a le m e n t opposées. A insi, en u ti l is a n t les n o ta tio n s  de la  fig . 36, la  caisse 
p e u t  s’a p p u y e r su r les glissières «a»  e t «c», p a r  exem ple, e t a lors les glissières 
« b »  e t  «d»  au ro n t u n  je u  d ’u n e  v a le u r  double.

C’es t n a tu re llem en t à é v ite r , c a r d ans ces cas, il p e u t m êm e a rr iv e r  que la  t r a 
v e rse  danseuse  du  bogie, su r  laque lle  on m et la  caisse, es t p lu s  ob lique  que la 
t r a v e r s e  in te rm éd ia ire  p rin c ip a le  de c e tte  dern ière . De c e tte  façon , la  caisse 
d u  w ag o n  su b it un  gauch issage m êm e su r une voie h o rizo n ta le , à cau se  de l’ap 
p u i ob liq u e , e t dans ces cas, le je u  des glissières «v» p re n d  u n  signe n ég a tif  
d a n s  les form ules p récéd en tes .

A u  m ontage  de la  caisse su r  les bogies, on do it donc ve ille r à ce que, 
m êm e si la  caisse s’incline su r  u n  cô té , e t le je u  a ainsi, de l ’a u tre  côté, une 
v a le u r  double, l ’ap p u i ne se p ro d u ise  ja m a is  su r des glissières en diagonale. Le 
je u  p o u rra  se doub ler, p a r  exem ple , en «a» e t «b» en m êm e te m p s . De m êm e, 
il p e u t  se doubler en  «d» e t «c», m ais il fa u t  év ite r  le je u  doub le  en  «a»  e t «c», 
av e c  a p p u i sim u ltan é  en «b»  e t «d».
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f )  R evenons m a in te n a n t  à l’exem ple n u m ériq u e  de n o tre  véh icu le  déraillé . 
N ous avons tro u v é  que  la  v a le u r  de (w0— 4t>) y  é ta i t  de 12 m m . A vec cela, la 
l im ite  à laquelle  le p iv o t se soulève de la  c rap au d in e , se m odifie  a in si:

S ,  +  S 2 +  2 (t -  d) Л =  62 -  12 -  X-1500 
1 2  1530

37,5 m m

N ous avons aussi in s c r it  ce tte  v a leu r au -dessous de la courbe  (Б) de n o tre  
fig u re . M ais p o u r la  p a r t ie  supérieu re  à celle-ci, ce ne son t p lus les form ules 
d u  ch ap itre  D . I I I ,  qu i n o u s  d o n n ero n t la  v a le u r de la  décharge  de ro u e . E n  
e ffe t, du m o m en t que le p iv o t  s’est dé jà  soulevé de la  c rap au d in e , la  c in ém atiq u e  
de l ’ap p u i des charges se tro u v e  changée, e t a in si la  co rré la tion  e n tre  la  charge 
de  roue  e t la  dév ia tio n  d u  p la n  se m odifiera  à son  to u r.

L a fo rm ule  X  d u  c h a p itre  D . I I I .  ca rac té rise  la s itu a tio n  c in ém a tiq u e  
avant la  d isjonction  d u  p iv o t e t de la c ra p a u d in e . Si l ’on v e u t  a n a ly se r  la 
s itu a tio n  après ce tte  d is jo n c tio n , il fa u t re m o n te r  à la form ule V  e t dédu ire  
u n e  nouvelle  re la tio n  c in é m a tiq u e . Le m o m en t de to rs io n  g a u ch issan t la  caisse

Q
a dans ce cas une  v a leu r m ax im u m  e t c o n s ta n te . Com m e <9,„ =  0 e t  H  =  —.

2 4
n o u s avons, selon la fo rm u le  (Y):

<Pi =  1 —

G e

Qi 2 C

b t2 S 1 12620 1530

e i0 Qt " 11150 2 X 1 5 0 0

13

0 ,5 8 x 1 1 1 5 0 x 0 ,0 0 8 1
0,1745

I) en  resso rt, que le d é ra illem en t n ’a pas eu  lieu  au  m ax im um  de la  co u rb e  (C), 
m ais p ro b ab lem en t u n  d em i-m è tre  a v a n t, au  m ax im u m  de S v  A ce t e n d ro it, 
la  charge de roue  n ’é ta it  q u e  17,5%  de la v a le u r  orig inale , c’es t-à -d ire  485 kg. 
Chez une ram e  poussée, q u a n d  il y  a une longue file  de véh icu les d e v a n t le 
w agon  en questio n , e t le b o u d in  de la  roue d irec trice  se presse fo r te m e n t su r le 
cô té  du cham pignon , q u a n d  en  o u tre  au cu n  e ffo rt de tra c tio n  n ’a g it su r  le 
véh icu le  d o n t le com p o san t, ag issan t en d irec tio n  du  m ilieu  du  cercle, p o u rra it  
déch arg er la  force tra n sv e rsa le  su r la  roue d irec trice  d u  w agon re m o rq u é , la 
ch arg e  de roue  re la tiv e m e n t fa ib le  ne p e u t p lus em pêcher le passage  de la  roue  
su r  le cham pignon .

P o u r é v ite r  d ’au tre s  d é ra illem en ts  possib les, on a effectué su r  ce ty p e  de 
véhicu les une  m od ifica tion  b ie n  sim ple. Le je u  e n tre  les glissières a é té  a u g m e n té  
à 10 m m , au  lieu  des 2 m m  p re sc rits . On p o u v a it le fa ire , car m êm e q u a n d  la  
caisse s’est tro u v ée  to u t  à  f a i t  inclinée sur les glissières d ’un  seul cô té , le v é h i
cu le n ’a pas dépassé le g a b a r i t .  Y u q u ’il s’ag it de w agons à m arch an d ises , c e tte

2 A c ta  T echn ica  X X IX /1 — 2.
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p o s it io n  oblique n ’est p a s  u n  d é fa u t, c o n tra ire m en t a u x  v o itu res  où le con fo rt 
d es  v o y ag eu rs  ne p e rm e t t r a i t  p as  une te lle  in c lin a iso n . G râce à ce tte  m o d ifica 
t io n ,  les bogies a v a n t e t  a r r iè re  se con fo rm en t, in d é p e n d a m m e n t les u ns des 
a u tr e s ,  au x  dév ia tio n s d u  p la n  de la  vo ie, ju s q u ’à  la  lim ite  su p érieu re  de

c 1500 , .
8 — V =  8 ---------10 =  80 m m , au  lieu des 16 m m  p récéd en ts . Si la  v a le u r  (d)

e 1530
d e  la  vo ie  est plus p e t i te ,  la  form ule (X III )  s’im p o se ra , com m e a v a n t, p o u r  la  
d é c h a rg e  de la  roue . A in si, la  charge de roue  se m o d ifie  su iv a n t

•P i  =  1 M 2 -Si S i
c j  0 1OQ1 52 ,5

(V o ir ligne «b», au  b as  de la  fig . 35). La c ap ac ité  de gauchissage to ta le  d u  v é h i
cu le  s ’en  est accrue à 61 m m  au lieu  de Z  =  40 ,35 m m ; e t la  ch arg e  de roue 
e s t  rep résen tée , p o u r u n e  d év ia tio n  to ta le  su p é rieu re  à 80 m m , p a r  la  d ro ite

<Pi =  1,73 —

•Si -f- Oi ■S2 +  2 (t — d) ^  -j-2  —  w0
e

35,2

désig n ée  p a r «c» au  b a s  de  la  fig . 35.
L a lim ite  de la  d é v ia tio n  du p lan , au -dessus de laquelle  se sé p a re n t dé jà  

les p iv o ts  e t les c ra p a u d in e s , s’est accrue aussi p re sq u ’au  double des 77,7 m m  
p ré c é d e n ts , à

S i -f- S 2 +  (t — d)y I =  62 +  78,7 =  140,7 m m

Ainsi, on ne d o it p lu s  c ra indre  que les p iv o ts  e t c rap au d in es  v ien n en t 
se d isjo ind re  su r la  se c tio n  de voie é tu d iée , c a r  c e tte  lim ite  n ’y  é ta i t  que de 
96 m m . Comme à l ’e n d ro it  le plus défavo rab le  de la  voie, la d év ia tio n  « tra n s 
fo rm ée»  du p lan  est de p rè s  de 39 m m , selon la  ligne  «c» rep résen tée  au  bas de 
la  fig . 35, 65%  en v . de  la  charge re s te ra  encore su r  la  roue dérailleuse.

E n  v e r tu  de ces ré s u lta ts , nous p o u v o n s d é jà  d é te rm in er le gauchissage 
m ax im u m  qu ’on p e u t  p e rm e ttre  dans la caisse d u  véhicu le , e t le je u  m in im um  
nécessa ire  en tre  les g lissières. P o u r y  a rr iv e r , o n  d ev ra  faire a b s tra c tio n  de ce 
cas de d éra illem en t p a r tic u lie r , e t p a r t i r  d ’un e  c o n s ta ta tio n  p lus générale. 
N o u s savons que l’e n tre t ie n  des em b ran ch em en ts  pa rticu lie rs  e s t en  général 
p lu s  négligé que ce lu i des voies ouvertes au  tra f ic  pub lic , au  p o in t de vue  des 
d év ia tio n s  du p la n  fix é e s  a u  chap itre  В . I V .  b. D ’a u tre  p a r t ,  nous savons que 
la  m a jo rité  des w agons c ircu len t encore sans d ifficu lté  su r ces em b ran ch em en ts  
p a rticu lie rs  e t l ’on p e u t ,  à p lus fo rte  ra iso n , ex iger que les n o u v eau x  w agons 
p u issen t, eux aussi, c irc u le r  su r des sections de vo ie  m al en tre ten u es . E n  général,
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les ra ils a y a n t  une d év ia tio n  d u  p la n  de 1 :1 5 0  =  > l,son t rares m êm e s u r  ces 
voies, aussi pouvons-nous choisir c e tte  v a le u r  com m e base du  c o n trô le  des 
p ro je ts .

E n  généra l, les co n s tru c teu rs  ne c o m p te n t p as  avec la possib ilité  q u e  les 
p ivo ts p e u v e n t se sou lever des c rap au d in es  p e n d a n t le service. O n p e u t  donc 
poser com m e cond ition , que le p iv o t ne se so u lèv e  pas de la c ra p a u d in e , m êm e 
su r la  d é v ia tio n  du  p lan  la  p lus d é fav o rab le  m en tio n n ée  ci-dessus.

Chez le w agon exam iné, la  som m e des d év ia tio n s  du p lan  es t

^1 +  -̂ 2 "Ь (< — d)  A 1800 1800 2 6200

150 150 150
106,5 m m .

La lim ite  p ou r la  d is jo n c tio n  des p iv o ts  e s t, com m e nous l ’a v o n s  v u , 
L s— L g =  0, e t  il e st u tile  q u ’elle so it L s— L g <  0. De là , su iv a n t ce q u i p r é 
cède:

4t> -  w0> -  [Sx +  S2 +  2 (t -  d) Л] -  <930 =
2 c b 4

1530

2 x 1 5 0 0
106,5 — 31 =  22,8 m m

Il es t donc u tile  d ’av o ir 4 v — Wo ^  22,8 m m . Si l ’on regarde, p a r  ex em p le , le 
je u  des glissières de 10 m m , choisi com m e u n  m ax im u m  (cette  v a le u r f ig u ra n t  
dans les règ lem en ts  SMGS [13]), on d e v ra it p resc rire , comme m in im u m , u n  
je u  des glissières de 2 2 ,8 :4  =  5,7 m m . Mais n o u s  devons aussi p rév o ir u n e  ce r
ta in e  to lé ran ce  de fab rica tio n  p our le gauch issage  de la  caisse, d o n t n o u s p re n d 
rons w0 — 7 m m  com m e une v a le u r m ax im u m . A insi, on o b tien t la  to lé ra n c e  
du  je u  des glissières

V =  10 m m ±o 5 .

N ous ven o n s d ’é tu d ie r  un  w agon d o n t les d é fau ts  se sont déc la rés p e n 
d a n t le serv ice, e t nous avons cherché à é lim in er ceux-ci le plus s im p le m e n t 
possible. M ais q u an d  il s’ag it des p ro je ts  d ’u n  w ag o n  neuf, on ch e rch era  p lu tô t  
à ren d re  les re sso rts  durs p lus m ous, ou à c h an g e r la  ca rac téris tiq u e  de  la  su s 
pension, au  lieu  de tro p  accro ître  le je u  e x is ta n t  e n tre  les glissières.

I V .  W agons de grande capacité

N ous allons ex am in er deux  ty p e s  de w agons au  po in t de v u e  des s u r 
charges causées p a r  les dév ia tio n s du  p lan , e t  au ssi p o u r savoir si le je u  des 
glissières a v a it  é té  choisi co n v en ab lem en t. L ’usag e  é ta i t  ju sq u ’ici de m a in te n ir ,  
chez les w agons aussi, u n  je u  des glissières v =  2 m m . N ous exam inerons d eu x

2*
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w ag o n s  à  q u a tre  essieux , d o n t les bogies e t  les re s so r ts  son t to u t à fa it id e n tiq u e s , 
les ch âss is  e t les caisses d iffé ra n t seu lem en t les u n s  des au tres.

a) IV agon tombereau à quatre essieux

Ce w agon a é té  c o n s tru it  pour une ch a rg e  d ’essieu de 21 to n n es. L e bogie 
e s t  sa n s  ba lan c ie r, com m e c’es t général chez les w agons. I l  n ’y  a donc p as  de 
re s s o r ts  à ba lan c ie r, seu lem en t des resso rts  à lam es au-dessus des bo îtes d ’essieux . 
L a  ca isse  s ’appu ie  p a r  des c rap au d in es  sp h é riq u e s  (schém a «b» de la  fig . 31) su r 
les b o g ies .

L a  ta re  du  w agon  es t Q =  24 900 k g , le  po ids de la caisse G —  14 900 
k g , le  po id s  b ru t  à ch arg e  to ta le . 84 000 k g . D a n s  les ressorts au -d essu s des 
b o îte s , f i  =  f 3 =  0 ,00673 m m /k g  ±  8% , ta n d is  que  / 3 =  0. On a m esu ré  su r 
u n  w a g o n  le fa c te u r de gauchissage sp éc ifiq u e  de la  caisse, e t le m esu rag e  
a  d o n n é  ip3 =  0,0077 m m /k g . On a co n sta té  en  m êm e tem ps que le gau ch issag e  
in i t ia l  de  la  caisse é ta i t :  w 0 =  10 m m .

b =  2000; c =  1500; d =  2000; e =  1560; t =  9600. Ces m esu res  son t 
d o n n é e s  en  m m .

O n n ’a pas p ro céd é  au  m esurage d u  fa c te u r  de gauchissage sp éc ifiq u e  du  
b o g ie , c’e s t p o u rquo i n o u s calculerons p a r  e s tim a tio n , chez ce bogie r e la t iv e 
m e n t  ra id e  e t co u rt, av ec  y)1 =  ip2 =  0 ,0024 m m /k g .

A p a r t  ce qu i p récèd e , le p lan  e t la  c o n s tru c tio n  du w agon p e u v e n t ê tre  
co n sid é ré s  com m e sy m é triq u e s , e t a in si m  =  ox =  o2 =  g =  0, e t p a r  consé
q u e n t  0 12 =  0 22 =  0 31 =  0 .

Q u a n t au x  re sso rts  de la  bo îte , nous ca lcu lo n s avec les re sso rts  les p lus 
d u rs  fix é s  p a r  les to lé ran ces , c’est-à-d ire  f  =  f 2 =  0,0062, de so rte  q u e  les fa c 
te u r s  des équ a tio n s se ro n t:

0  =  0 2O =  0,0062 +  0,0006 =  0 ,0 0 6 8 ; 0 U =  0 21 =  0,0065

0 3O =  0,0077 =  0 ,0099; 0 32 =  0,0099 +  4 X 0,0065 =  0,0387
1560

0 4 =
0,0068

0,0387 — 0,0068

1560

=  0 ,213 ; 1 - 0 4 =  0,787

S u iv a n t le c h a p itre  D . I I I ,  en cas d ’u n  w ag o n  chargé, q u an d  n o u s devons 
c o m p te r  avec Q — 42 000 k g , la su rch arg e  s u r  u n e  roue sera

(1 — <Pi) =

{Sx +  0 4 [S2 +  2 (t — d) Л]} -f- 2 X 0,213 ~ ~  (10 — 4 x 2 )
1560

42000 X 0,0068  X 0,787 X 0,56

(1 -  Vl) =  j 1! +  0 4 t S2 +  2 (t — d) M  +  0;0065
1 2 6
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N ous é tu d ie ro n s  n o tre  w agon su r les vo ies su iv an te s :

1. Voie in d u s tr ie lle , su r une  d é v ia tio n  d u  p la n  >1 =  1 :  150, com m e à la  
fin  de l ’exem ple p récéd en t

1.1 II y  a encore d u  je u  e n tre  les g lissières la té ra le s :

s i +  S 2 +  2 (t — d) »  =  (2000 +  2000 +  2 X  7600) — — =  128 m m
150

1.2 Les g lissières la té ra les  se to u c h e n t d é jà :

S i +  6>4 [S2 +  2 (t -  d) Л ] =  —L  [2000 +  0,213 (2000 +  2 X 7600)] =  37,8 m m
150

2. Voie o u v e rte  au  tra f ic  pub lic , v a le u r  ra re  su iv a n t le c h a p itre  В . IV . b .

2.1 II y  a encore  du  je u  e n tre  les g lissières la té ra le s :

S , +  S , +  2 (t — d) »  =  2 - ^ 2 2 .  +  2 ^ 2 2 2 . +  5 =  24 +  50,6 +  5 en 80 m m  
1 2 V '  167 300

2.2 Les glissières la té ra les  se to u c h e n t d é jà :

s i +  0 4 [S2 +  2 (* — d) A]  =  12 +  0,213 (80 -  12) =  26,5

3. Voie o u v e rte  au  tra f ic  pub lic , v a le u r  de »  =  1 :5 0 0 , su iv a n t 
l’exem ple d u  c h a p itre  E . I I .

3.1 II y  a encore  du  je u  en tre  les glissières la té ra le s :

S , +  S ,  +  2 (t — d) j  = -------19200 =  38,4 m m
500

3.2 Les g lissières la té ra le s  se to u c h e n t d é jà :

17200
S 1 +  e 4 [ S2 +  2 ( t - d ) J ] = 4  +  0,213 — -----  =  11,3 m m

500

É ta n t  donné que

8 —  V =  8 1500 2 =  15,4 m m  
e 1560

e t que  les d év ia tio n s d u  p la n  réun ies, qu i o n t é té  calculées ci-dessus sous 1.1, 2 .1, 
e t  3 .1 , on t sans ex cep tio n  des va leu rs p lus g ran d es  que celle-ci, la  caisse d u
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v é h ic u le  g au ch ira  su r les tro is  vo ies, e t  nous dev rons calculer, dans nos fo rm u les , 
a v ec  les dév ia tio n s « tran sfo rm ées»  d u  p la n . S u r les voies citées p ré c é d e m m en t, 
les v a le u rs  en p o u r c en t de la  su rch arg e  de ro u e  se ro n t donc:

a d  1 .2  (1 _  çq) =  - I M .  _[_ 0,0065 =  0,3065 so it 30,65 %
126

a d  2 .2  calculée de la  m êm e faço n  21,65 %
a d  3 .2  calculée de la  m êm e façon  9 ,65 %

N ou s devons re m a rq u e r  ic i, que  des fissu res so n t ap p aru es su r  les cad res 
des bog ies. Celles-ci é ta ie n t dues à u n e  su rch arg e  p lus g rande  que les p récéd en tes , 
q u i n ’in té resse  pas n o tre  é tu d e . M ais com m e su r ces bogies, le b o rd  de la  cra- 
p a u d in e  a aussi p ré sen té  des fissu res  su r de n o m b reu x  w agons, il a p a ru  u tile  
d ’e ssa y e r  de réd u ire  la  ch arg e  des bogies p a r  to u s les m oyens possib les. L ’un  
de ces m oyens consiste , com m e nous l ’avons d é jà  v u , à au g m en te r le je u  en tre  
les g lissières la té ra les .

A  la  fin  de l’exem ple p ré c é d e n t nous avons d éd u it la  fo rm ule  su iv a n te , 
p e r m e t ta n t  de d é te rm in e r le  je u  m in im u m  des glissières chez les w agons sy m é
tr iq u e s :

4 t)  — w  ^  —  [Sx -j- S 2 +  2 (i — d)  >| ] — — <930 —  =  66,5 — 28,7 =  37,8 m m  
2c b ' 4

Si on  a c c e p ta it encore une  fois, chez ce w agon , u n  gauchissage in it ia l  Wo — 7 
m m  com m e m ax im um  de la  to lé ran ce  de fa b ric a tio n , on d e v ra it p resc rire  un  
je u  m in im u m  v =  44,8 : 4 =  11,2 m m . A ce je u  m in im um  on d o it encore a jo u te r  
u n e  c e rta in e  to lé ran ce  de fa b ric a tio n , qu i d o n n e ra it un  je u  m ax im u m  d ’en v iro n  
13,5 m m . Mais su iv a n t les p re sc rip tio n s  en  v ig u eu r, on ne p e u t p as  la isse r un  
je u  au ss i g rand , les je u x  su p é rieu rs  à 10 m m  é ta n t  d ’ailleurs à  p ro sc rire  à 
cau se  d u  m o u v em en t b a sc u la n t. A insi, p o u r  ce w agon encore, u n  je u  de glissi
è res de 8 m m í  о sem ble d ev o ir ê tre  p re sc rit de p référence, é ta n t  e n te n d u  que 
s u r  les em b ran ch em en ts  p a rtic u lie rs  m al e n tre te n u s , le p iv o t se so u lèv era  de 
la  c ra p a u d in e . D ’ailleurs, on  d o it to u jo u rs  co n stru ire  la  c rap au d in e  de façon 
q u e  la  cheville o uv riè re  tr a v e r s a n t  son m ilieu  a it le je u  nécessaire  en  sens v e r t i 
ca l. (V oir f  dans la  fig . 37). Chez ce w agon, on  d ev ra  donc v eille r à ce que  ce 
je u  £ dépasse to u jo u rs  u n e  c e rta in e  v a le u r m in im um . N ous pouv o n s d o n n er 
fa c ile m e n t la  v a leu r de ce je u . C om m e le je u  m in im um  des glissières é ta i t  de
11,2 m m , e t que, p o u r d ’a u tre s  ra iso n s, nous l’avons choisi 8 m m , a in si la  v a leu r 
f  d o it  ê tre  de 3,2 m m  au  m oins, p o u r que  les vis re te n a n t  la  c ra p a u d in e  ne 
so ie n t exposées à des forces a y a n t  u n  sens inverse  à la  suspension  o rd in a ire , 
c ’e s t-à -d ire  so u lev an t le p iv o t de la  c ra p a u d in e . D ans la  p ra tiq u e , en g én éra l, ce 
je u  n ’es t dé jà  pas in fé rieu r à  10 m m , ainsi dan s le cas p résen t, il im p o r te ra  seu le
m e n t de le co n trô le r ex p ressém en t.
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c
A vec le je u  cho isi v — 8 m m , 8 v =  61,5 m m , e t ainsi la  su rc h a rg e  de

e
la  roue  su r les voies 1. e t  2 . d e v ra  se ca lcu ler su r base  de la  d é v ia tio n  « tra n s 
fo rm ée»  du  p lan  (donc selon 1.2 e t  2.2), ta n d is  que la su rcharge  su r  la  vo ie  3. 
d é p e n d ra  seu lem en t de Sr  E n  cas d ’u n  je u  de glissières au g m en té , les su rch arg es  
a u ro n t  les va leurs su iv a n te s :

a d  1.2 (1 — cp,) =  — —  -  0 081 =  0,219 , so it 21,9 %
126

ad  2.2 ____ ____ 13 °/o

ad  3.1 (su r base de la  fo rm ule  X I I I ) :

(1  -  <рг) =
4

----- =  0,025
160

c’est-à -d ire  d im inue de p rès de 10 à 2 ,5%  seu lem en t. I l  est en  o u tre  p ro b ab le  
q u e  la  charge p a r tic u liè re , encore in su ffisam m en t éclaircie, qu i p ro v o q u e  la 
f ra c tu re  des c rap au d in es , d im in u era  à son to u r .

b) W agon-citerne à quatre essieux
Les bogies, a b so lu m en t id en tiq u es à ceux  d u  w agon to m b e re a u  calculé 

p lu s tô t ,  o n t é té  m o n tés  sous u n  w agon c ite rn e  à q u a tre  essieux. Le châssis de 
ce w agon  est e n tiè re m e n t soudé à la  c ite rne , e t  est ainsi re n d u  r ig id e  c o n tre  le 
gauch issage . Sur le p rem ie r w agon  co n s tru it, on  a m esuré y>3 =  0,00283 m m /kg , 
e t le m esurage d u  m êm e w agon  a donné w о =  2,5 m m . L a d is ta n c e  e n tre  les 
p iv o ts  t =  6600 m m , la  ta re  d u  w agon Q =  21 850 kg, le poids to ta l  d u  châssis 
e t  de la  c iterne G =  12 750 kg , le poids b ru t  avec  charge to ta le  72 000 k g , les 
a u tre s  c a rac té ris tiq u es  s ’a c c o rd a n t avec celles d u  w agon to m b e re a u . L es fac 
te u rs  f ig u ra n t dan s nos fo rm ules re s te n t aussi les m êm es, excep té  les su iv a n ts :

©a,, =  0,00362; 0 32 =  0,03065; 0 4 =  0,285; (1 -  0 4) =  0 ,715.

A ussi la  form ule s e rv a n t au  calcul de la su rch arg e  de roue d ev ien t-e lle , su iv a n t 
le c h a p itre  D. I I I :

(1 — qPj) =  ‘̂ 1 " 4 +  0,0056 (w0 — 4u) ; w0 =  2,5 m m ; t '= 2m m
98

(1 _  , l} =  3 1 +  6>4 [3 2 +  2 (, - ^ ]  _  o,0307
98

E n  e x a m in a n t ce w agon  c ite rn e  dans les m êm es cond itions de voie q u e  le w agon 
to m b e re a u , on o b tie n t com m e ré su lta ts :



2 4 P. KERESZTY

1. S u r  em b ran ch em en t p a r t ic u lie r

2. S u r  voie ouverte a u  t r a f ic  pub lic , va leur ra re

3. S u r  vo ie  ouverte  a u  t r a f ic  public, v a leu r f ré q u e n te

1.1 . . . . . . 8 8 m m
1.2 . . . . . .  34,7 m m

2.1 . . . . . .  59,65 m m
2.2 . . . . . .  25,6 m m

3.1 . . . . . .  26,4 m m
3.2 . . . ___  8,8 m m

C o m m e p récédem m ent, 8 —  v — 15,9 m m , n o u s  devons donc ca lcu ler encore
e

a v e c  les  déviations « tra n sfo rm é e s»  1.2, 2.2 e t  3 .2 . A insi, la  v a leu r en  p o u r  cen t 
d es  su rch arg es su r u n e  ro u e  se ra , sur ces d é v ia tio n s  du  p lan :

34-7
a d  1.2 (1 -  <рЛ =  -- ---------  0-0307 =  0-3243, so it 32 ,4%

98

a d  2 .2  ..................................................................................................23,1%
a d  3 .2  .................................................................................................. 5 ,9%

Chez ce ty p e , des f is su re s  sem blables à celles observées su r le w agon to m 
b e re a u  se sont p ro d u ite s  s u r  le  cadre du bogie e t  su r  la  c rap au d in e . N ous d é te r 
m in e ro n s  donc, ici en co re , les je u x  de g lissières m in im a.

. ^ 1560 1560 12750 _ _
4 v  — te,} % ;--------------- 88 -------------- 0-00362---------- =  45,75 — 9 =  36,75 m m

2 X 1500 2000 4

L a caisse de ce w ag o n -c ite rn e  est p re sq u e  tro is  fois plus rig ide que  celle 
d u  w ag o n  to m b ereau , a u ss i se ra it-il u tile  de ré d u ire  ici le gauchissage in itia l, 
o u  p o u r  m ieux dire le Wo m ax im u m  du w agon . V oyons s ’il est bien  nécessaire  
de  le  fa ire , et si nous ne  p o u v io n s  to u t de m êm e p a s  p rescrire  u n ifo rm ém en t une 
to lé ra n c e  m axim um  de w о =  7 m m  pour le w ag o n -c ite rn e  aussi.

D  ans le cas p ré se n t en co re , vm\„ =  43,75 : 4 ^  11 m m , la  v a le u r  m in i
m u m  es t donc plus g ra n d e  q u e  10 mm. A cau se  des p rescrip tions en v ig u eu r,

n o u s  ne  pouvons a d m e ttre  q u ’un  jeu  de v — 8 l 0 chez ce w agon. A insi, 8 -— v =
e

=  61 ,5  m m , et nous d e v o n s  donc calculer av ec  les dév ia tio n s 1.2, 2.1, e t 3.1. 
P a r  u n  calcul id e n tiq u e  à ce lu i déjà d écrit, n o u s  o b ten o n s pour la su rch arg e  
d e  la  ro u e  les chiffres s u iv a n ts :

a d  1.2 
a d  2.1 
a d  3.1

21 %  
8,8 % 
2 ,9 %
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Comme nous v o y o n s , ces va leu rs ne so n t p as  p lus d é fav o rab les  que dans 
le cas d u  w agon to m b e re a u , e t en p re n a n t u n e  v a leu r w 0 p lus p e tite , les su r
charges de roues ne d im in u e ra ie n t que d ’une façon  in s ig n if ian te . A insi, nous 
pouvons aussi a d m e ttre  la  to lé ran ce  de fa b ric a tio n  m ax im u m  Wo =  7 m m  pour 
ce ty p e  de véh icu le , m ais n a tu re lle m e n t dan s le cas seu lem en t, où le je u  des 
glissières a la  v a le u r  v =  8^0-

P a r  ce qu i p récède , nous avons v o u lu  p ro u v e r  que chez les w agons, on a 
des av an tag es  effectifs à p ren d re  le je u  des glissières u n  p eu  su p érieu r à la 
v a le u r norm ale . D ’u n e  p a r t ,  nous d im inuons a in si les su rch arg es su r  le m éca
n ism e de suspension e t les o rganes de ro u le m e n t, e t  d ’a u tre  p a r t ,  n o u s pouvons 
o b ten ir , sur les sec tions de voies d éfavo rab les , un  ro u lem en t plus sû r  d u  w agon.

V. E xam en des défectuosités d 'u n  type de wagon p la t à s ix  essieux

a) A v a n t transform ation

Le w agon p la t  à six  essieux, d ev en u  d é fec tu eu x , c o m p o rta it les bogies 
d éc rits  au  ch ap itre  С. I I .  L eu r m écanism e de suspension  ren d  in s ta b le  la posi
t io n  du  cadre. C’est ce q u i exp lique p ro b a b le m e n t les fré q u e n ts  h e u rts  dans 
l’ap p are il de suspension , de so rte  que l’idée s ’im p o sa it to u t  n a tu re lle m e n t de 
tra n sfo rm e r ce d e rn ie r de la  façon la  p lu s sim ple , selon le schém a d écrit au  
c h a p itre  С. I I I .  Les c rap au d in es  m ontées su r  les bogies (vo ir fig . 37) son t 
aussi devenues d éfec tu eu ses  chez un  assez g ran d  nom bre  de w agons.

Fig. 37

A ussi a-t-on  dû ex am in er a v a n t la tra n s fo rm a tio n , si celle-ci ne c ré e ra it pas 
u n e  s itu a tio n  p lus m au v a ise  du  p o in t de v u e  de la  d is jo n c tio n  des p iv o ts  et des 
crap au d in es . D ’ailleu rs, ce t exam en  a aussi sem blé  u tile  p o u r  sav o ir si le je u  
de 2 m m  e x is ta n t e n tre  les glissières n ’a pas é té  m al fixé , e t n ’a p u  co n tr ib u e r à 
p ro d u ire  ce tte  dé fec tu o sité .

Comme nous l’av o n s d it  au  ch ap itre  С. I I . ,  les trav e rse s  in te rm éd ia ires  
p rinc ipa les s’a d a p te n t, p o u r  a in si dire, à la  vo ie  se tro u v a n t au -dessous, c’est-à- 
d ire  la  trav e rse  in te rm é d ia ire  p rinc ipale  e s t p a ra llè le  à l’essieu m o n té  corres
p o n d a n t. Nous pouvons a in si considérer le châssis com m e s’a p p u y a n t su r  q u a tre  
re sso rts , au  lieu des q u a tre  glissières, ta n d is  que  ces q u a tre  re sso rts  s ’ap p u ien t
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sans in te rm é d ia ire  su r la  vo ie . N a tu re lle m e n t, c h a c u n  de ces q u a tre  re sso rts  
re p ré se n te  la  som m e des forces des tro is  resso rts  d isposés su r u n  côté d u  bogie. 
Les b o g ies  ne c o m p o rta n t p a s  de tra v e rse  d an seu se , la  seule m o d ifica tio n  
d an s  le  sch ém a  de la  fig . 28 se ra , que  la  d istance  des re sso rts  sous les b a lan c ie rs  
e s t « b »  a u  lieu  de «a», e t q u e  ce n ’e s t plus le cad re  d u  bogie, m ais la  vo ie, qu i 
se t ro u v e  au-dessous des re s so rts  d u  balancier.

L es ca rac té ris tiq u es  du  w ag o n  exam iné so n t les su iv an te s : po ids du  ch âs
sis G =  10 348 kg, a — b =  1970, e =  1280, c —  1500, t =  8160 m m . L ’a 
b a is se m e n t spécifique d ’un  re sso rt f x =  f 2 =  0,0063 m m /kg , de so rte  q u ’on 
d o it c a lc u le r , pour les tro is  re s so r ts , avec u n  ab a issem en t /  =  0,0021 m m /kg . 
N ous av o n s  m esuré su r  u n  w agon  ipz =  0,0082 m m /k g  e t w0 =  7,5 m m . 
Q u o iq u e  nous sachions p a r  ex p érien ce  que ces v a le u rs  p ré se n te n t u n e  g ran d e  
d isp e rs io n , nous avons dû  les u tilise r , dans l’im possib ilité  de p rocéder au  m esu 
rag e  d ’a u tre s  w agons.

L a  d isposition  du  w ag o n  est en tiè rem en t sy m é tr iq u e , e t a in si =  o2 =  
=  m  =  g  =  0 31 =  0. E n  v e r tu  d u  ch ap itre  С. I I . :

= - d A , e t  ainsi Y 1 +  Y 2 =  d b- A  
c 2 c

N o tre  fo rm ule  IX . b . se s im p lifie ra  donc, e t avec elle, la  d éd u c tio n  com plète  
de l ’a n n e x e  X II I , de la  faço n  su iv a n te :

t °  . a _ „  G aL s =  — M — 4 — v; Lg =  (Уд,,----------ic0
c e  4 e

~ ( L S — L g) — — t — (4u — w0) — ~  ®з0 -y- 
a c a 4

N o u s cherchons la  v a le u r  lim ite , où  le p iv o t e t la  c rap au d in e  se d is jo ig n en t. 
C om m e n o u s le savons d é jà , ce la  se p ro d u it en cas de L s— L g= 0 . A cé la  a p p a r t ie n t  
u n  an g le  m ax im um  des d e u x  files de rails de la  vo ie , ou p o u r m ieu x  d ire  sa 
v a le u r  ta n g e n te , qui est

c . c л  G
A =  —  (4t> — u>0) H------ 6>30 —

et at 4

et en y  substituant nos chiffres:

0 3O =  4 i ? ? ? -  0 ,0021 +  0,0082 =  0,018 m m /kg
1970 1280
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A =
1 5 0 0

(4» -  7 ,5 ) +
1500

1280 X 8160 1970 x  8160

=  0 ,00325 +  0,000577 v

0,018
10348

4

A vec le je u  p re sc rit, v =  2 m m , le  p iv o t e t la  c rap au d in e  se d is jo ig n en t dé jà  
su r  des sections de voies plus d é fav o rab les  que M =  1 : 228. P a rm i les tro is  
co n fig u ra tio n s  de la  voie, énum érées a u  ch ap itre  E . IV ., c’est donc s u r  l ’em 
b ra n c h e m e n t p a rtic u lie r  que la d is jo n c tio n  du  p iv o t e t de la c ra p a u d in e  a v a it 
p u  se p ro d u ire . D an s le cas le p lu s  d éfav o rab le , q u a n d  »  =  1 ; 150, il f a u t  un  
je u  m in im u m  v =  6 m m  en tre  les  d e u x  glissières.

Si le je u  des glissières é ta it ,  p a r  exem ple , zéro à cause d ’u n  d é fa u t de m o n 
ta g e , le je u  (au  n iv e a u  de la  chev ille  ouv rière  de la  c rapaud ine) désigné  p a r  f  
su r  la  fig . 37, d e v ra it  ê tre  d ’au  m o in s 6 m m  su r une  te lle  voie; ce je u  e s t néces-

Fig. 38

sa ire  p o u r que la  cheville o uv riè re  n e  soulève pas to u t  le bogie à l ’a id e  de la  
c rap au d in e . D onc, avec un  je u  de  glissières v — 2 m m , la  cheville  o u v riè re  
n ’a p u  sou lever la  p a r tie  in fé rieu re  de  la  c rap au d in e , en ré s u lta t  d u  fo r t  gau- 
ch issage su rv en u  d an s  la caisse, q u e  si le je u  désigné p a r  f  é ta it  p lu s  p e t i t  que 
6— 2 =  4 m m . N a tu re llem en t, le f a i t  de ne pas av o ir te n u  com pte  d u  je u  de 
g lissières p re sc rit lo rs du  m o n tag e  d u  w agon, ou le gauchissage in i t ia l  t ro p  
g ra n d  d u  châssis p o u v a ien t aussi y  co n tr ib u e r. N o tons aussi que n o tre  w agon 
p la t  de g rande  cap ac ité  a des long ero n s ex té rieu rs  qu i e n v e lo p p e n t p o u r  
a in si d ire  les bogies, de sorte q u ’il e s t  d ifficile de co n trô le r les je u x  des glissières 
su r  ce w agon. A insi, la  possib ilité  d ’u n  m o n tag e  d é fec tu eu x  e x is ta it ré e lle m e n t, 
à cause de la  d ifficu lté  du  contrô le . N a tu re lle m e n t, à p a r t  les fac teu rs  én u m érés , 
u n e  d ifférence im p o rta n te  p e u t a u s s i se p ré sen te r , si la  v a leu r d u  fa c te u r  rp3 
d iffère  de celle dé te rm inée  p a r  les m esu res. S u r base  d u  calcul de c o n trô le  
c i-dessus, les v a leu rs  v =  í o m nb  ( w 0) ma,x =  7 m m , e t f  =  10 + 5 m m , a u ra ie n t 
d û  ê tre  p rescrites lo rs de la c o n s tru c tio n  d u  w agon.

b) A p rès  transformation

Com m e nous l ’avons dé jà  d i t ,  on d e v a it tra n sfo rm e r le m écan ism e  de 
susp en sio n  com m e d éc rit au  c h a p itre  С. I I I .  Com m e nous l’avons fa i t  a u  c h a 
p itre  E . I I I ,  nous calculerons en co re  p o u r  ce tte  co n stru c tio n  le je u  nécessa ire  
e n tre  les glissières. N ous u tiliserons les form ules de e t çq, d édu ites au  c h a p itre  
С. I I I ,  m ais il nous fa u t su b s ti tu e r  P l -f- G1 +  K i à Qv  e t olP 1 -f- gG 1 +  e H  
à — M j.
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Com m e le w agon e s t  de  co n stru c tio n  e t à charges sy m étriq u es, la  ta re  des 
bog ies e s t id en tiq u e : P x =  P 2, le poids ré u n i de  la  caisse e t du  châssis 2 G1 =  
=  2 G„ — G, e t le po ids t o ta l  d u  w agon 2 =  2 Q2 — Q. E n  o u tre , ox =  oa =
== g  —  0; f x =  f r  A vec  ces conditions s im p lific a trice s , su iv a n t la  d éd u c tio n  
de Г апп ехе X IV  :

>1 =  —  (4 » - » о )  +  "Г~-т(03(,+et bt 4 I 3 6 1

I l re sso rt dé jà  de c e tte  fo rm u le  que le m em bre  c o n te n a n t le poids G d u  châssis 
s’es t accru  p ar r a p p o r t  à  ce lu i calculé dan s l ’a r tic le  a )  p récéd en t, e t avec lu i, 
la  v a le u r  de » s’es t a u g m e n té e  para llè lem en t. Les d o u tes  co n ce rn an t la  v a leu r 
de la  tu an sfo rm a tio n  de  l ’ap p a re il de suspension  é ta ie n t donc sans fo n d em en t. 
L e ca lcu l num érique  de  l ’accro issem ent m o n tre  que  le p iv o t e t la  c rap au d in e  
n e  se d is jo in d ro n t q u e  su r  des sections de vo ies p lu s  d éfavo rab les que >| =  
=  1 : 175. On d e v ra it a u g m e n te r  le je u  e n tre  les glissières à v =  4 _ 0 m m , p o u r 
q u e  le  p iv o t e t la c ra p a u d in e  ne se d is jo ig n en t p as  m êm e su r les em b ran ch e 
m e n ts  pa rticu lie rs  c a ra c té r isé s  p a r  la  v a le u r  >| =  1 : 150, que nous avons 
considérés ju sq u ’à p ré s e n t  com m e les p lus d é fav o rab les .

V oici donc les ré s u l ta ts  de n o tre  ex am en :
1. le jeu  de glissières de 2 m m  p resc rit ju s q u ’ici est in su ffisan t ;
2. en raison  de la  co ïncidence d ’in e x a c titu d e s  défavorab les de la  fa b r i

c a tio n  e t du  m on tage , le p iv o t e t la c rap au d in e  o n t p u  se disjoindre,- e t c o n tr i
b u e r  a in si à la d é té r io ra tio n  de ce tte  d e rn iè re ;

3. pour év ite r les d é fa u ts  m en tionnés, il e s t u tile  de prescrire  l’o b se rv a 
t io n  des to lérances de m o n ta g e : v =  4 í j ;  (tv0) max =  l  m m ; Í  ^  10 m m ; 
lors de la  tra n s fo rm a tio n  de l ’appare il de su sp en sio n ;

4. la  tra n s fo rm a tio n  de l’appare il de su sp en sio n , nécessitée p o u r  d ’au tres  
ra iso n s , n ’a lté re ra  p a s  la  co n stru c tio n  au  p o in t de vue des so llic ita tions qu i 
n a is se n t dans le w agon  ro u la n t sur des e m b ra n c h e m en ts  p a rticu lie rs .

E ta n t  question  de w agons, il conv ien t de n o te r  en p a r la n t de l ’a u g m e n ta 
tio n  d u  je u  des g lissières, q u e  celle-ci a aussi d ’a u tre s  lim ites que les p resc rip 
tio n s  SMGS déjà c itées. C om m e une de ces lim ite s , nous avons dé jà  m en tionné , 
p o u r  les vo itu res, l’in flu e n c e  fâcheuse de c e tte  a u g m e n ta tio n  au  p o in t de vue  
d u  con fo rt des v o y ag eu rs , q u an d  la caisse s’in c lin e  tro p  su r un  cô té . E n  cas de 
w agons (su rto u t lo rsq u ’il s ’ag it de m arch an d ises  chargées en h a u te u r) , le je u  
de glissières choisi t r o p  g ra n d  risque de tra n sg re sse r  le g ab a rit de ch arg em en t. 
Les différences de d im en sio n s en tre  le « g a b a rit d ’obstacles»  e t le « g a b a rit p o u r 
véh icu les»  ne t ie n n e n t p a s  com pte, en e ffe t, d ’u n  g rand  je u  des glissières.

V I .  Voiture motrice à cinq essieux

O n a co n sta té  q u e  le déra illem ent d ’un e  v o itu re  m otrice  à c in q  essieux, 
q u i a eu  lieu dès le p re m ie r  parcours d ’essai, f u t  causé p a r la m au v a ise  d isposi
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t io n  de la  tran sm iss io n  m écan ique. R em arq u o n s  to u t  de su ite  que  l ’é tu d e  du  
dé ra illem en t d ’u n  véhicu le  est d é jà  b ien  com pliquée p a r elle-m êm e. M ais en 
o u tre , on do it fa ire  le p lus so u v en t des rech erch es dignes d ’u n  d é te c tiv e  p o u r 
p o u v o ir é luc ider les fa its  réels, c’es t-à -d ire  les conditions a y a n t ex is té  d an s  le 
véh icu le  e t dans la  voie a v a n t le d é ra illem en t. L ’une des ra isons en  e s t, q u ’en 
cas d ’u n  tro u b le  su rv en u  dans l’ex p lo ita tio n  d u  chem in de fer, lors d ’u n  d é ra il
lem en t p a r  exem ple , il im p o rte  a v a n t  to u t  de ré ta b lir  le plus v ite  possib le  le 
t ra f ic  no rm al. Sous ce p ré te x te , on s’efforce so u v en t de re m e ttre  la  voie en 
o rd re  a v a n t l’en q u ê te  p lus app ro fond ie , fa is a n t ainsi d isp a ra ître  les d é fau ts  
év en tue ls  de la  voie qui on t causé le d é ra illem en t. Il fa u t co n sid érer aussi 
q u ’après le d é ra illem en t, le véh icu le  su b it l ’a c tio n  de forces d iffé ren tes  des 
forces norm ales, qu i changen t en généra l l ’é ta t  du  véhicule e t re n d e n t d ifficile 
à reco n stru ire  l’é ta t  d ’a v a n t le d é ra illem en t. De plus, à to u te s  ces d ifficu ltés  
em p êch an t une  en q u ê te  approfond ie , se jo in t  sou v en t le m an q u e  de données 
su ffisan tes , re la tiv e s  p a r  exem ple à la  ca p a c ité  de gauchissage de la  caisse. 
O r, la  connaissance de ces données nécessite  des m esures longues e t onéreuses 
(d é te rm in a tio n  d u  cen tre  de g rav ité , d u  fa c te u r  spécifique de gauch issage), 
que le m an q u e  de tem p s, d ’arg en t, e t m êm e de  com préhension  re n d e n t so u v en t 
trè s  difficiles. A ussi le lec teu r ne d ev ra -t- il p a s  s’é to n n er de tro u v e r  so u v en t, 
dans nos exem ples num ériques, des v a leu rs  estim ées ou adm ises p a r  h y p o 
th èse . I l  a rriv e  le p lus fréq u em m en t que l’en q u ê te  do it p a r tir  d ’une m asse  de 
données in com plè tes, d o n t il fa u t t ire r  des conclusions re f lé ta n t le m ieu x  la  
réa lité . Q u an t à o b ten ir  u lté rieu rem en t les données nécessaires, il n ’y  fa u t 
g énéra lem en t pas penser à cause du  tem p s écoulé depuis le d é ra illem en t, d u ra n t  
lequel l ’é ta t  de la  voie aussi bien que celui d u  véhicule on t changé. U n  des 
b u ts  de c e tte  é tu d e  consiste m êm e à a t t i r e r  l ’a t te n tio n  su r des fac teu rs  im p o r
ta n ts ,  d o n t il co n v ien t de d é te rm in er que lq u es-u n s dès le m om en t de la  fa b r i
ca tio n , e t q u ’il fa u t  en reg istrer p a rm i les a u tre s  données d u  véh icu le . C’est 
a in si que la  s i tu a tio n  actuelle  p o u rra  s’am élio re r e t que l’é tu d e  des d é ra ille 
m en ts  p o u rra  aussi se rrer de plus près la  ré a lité .

Les données de la v o itu re  m o trice  ex am in ée  co m p o rten t aussi des lacunes 
que nous com pléterons avec des données e stim ées. P a r  d ev an t, la v o itu re  m o 
tr ice  s’appu ie  su r u n  bogie m o teu r à tro is  essieux  t r a i té  au  ch ap itre  С. IV , ta n d is  
que la  p a r tie  p o sté rieu re  de la  caisse s’ap p u ie  su r un  bogie p o r te u r  à  d eu x  
essieux. La c o n stru c tio n  de ce dern ier est id e n tiq u e  à  celle du  bogie de la  v o itu re  
à q u a tre  essieux, calculé au  ch ap itre  E . I .  S u r les deux  bogies, la  caisse s’ap p u ie  
p a r  l’in te rm éd ia ire  des glissières, il n ’y a donc p as  de je u  en tre  celles-ci, v — 0.

Le bogie m o teu r ne com porte  pas de tra v e rse  danseuse e t donc de re sso rts  
secondaires. Il y  a seu lem en t des re sso rts  p rim a ires  —  p a ra issan t assez d u rs  —  
en tre  la p o u tre  re lia n t p a r en bas les bo îtes, e t  le  cadre de bogie. I l y  a au ssi de 
grandes asym étries dans la  ré p a r titio n  de po ids de la  caisse. Tous ces fa c te u rs  
p eu v en t, à p rem ière  vue, sem bler av o ir eu  u n e  p a r t  décisive dans le d éra ille -
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m e n t. Com m e il fa lla it ainsi se d em a n d e r si, la  tran sm ission  m é c an iq u e  de la  
v o itu re  m otrice  n o n  com prise, la  v o itu re  elle-m êm e p ré se n ta it la  sé c u rité  néces
sa ire  contre  le  déra illem en t, il a sem blé  o p p o rtu n  d ’effectuer, o u tre  l ’ex am en  
d u  d éra illem en t, le contrôle de la  cap ac ité  de gauchissage de la  v o itu re . C’est 
a in si qu ’on p e u t év ite r les n o u v e a u x  déra illem en ts  e t découvrir l ’é lém en t de 
c o n stru c tio n  q u ’il fau d ra  m o d ifie r à ce t effet. N ous com m encerons p a r  ex am in e r 
d ’ab o rd  la c ap ac ité  de gauch issage .

L a fig . 39 rep résen te  en  p la n  les m esures p rincipales d u  v éh icu le  e t des 
bogies. N ous y  avons n um éro té  les fusées d ’essieux  de (7) à (âj), p o u r  pouvo ir 
nous y  re p o rte r  p lus facilem ent. N ous avons in sc rit, sous la  fig u re , les charges 
des d ix  roues, déterm inées p a r  pesage  d u  véh icu le , dans l’o rdre  co rre sp o n d a n t 
à la  d isposition  des roues sur le p la n  dessiné au -dessus. Nous avons au ss i m arq u é  
su r n o tre  fig u re , les poids du  v éh icu le  e t leu r positio n  a sy m étriq u e .

Le bogie m o teu r est un  m écan ism e sans tra v e rse  danseuse, ta n d is  que le 
bogie p o rte u r en  com porte  u n e , avec  des re sso rts  secondaires. Les v a le u rs  en 
m m /k g  de l’abaissem en t spécifique des resso rts  s o n t : / /  =  0,0128, f î  =  0,02273, 
f 2 =  0,02055. S u r le bogie p o rte u r , la  suspension  secondaire  a la  v a le u r / з  =  0,01, 
ta n d is  que su r le bogie m o teu r q u i ne co m p o rte  pas ce tte  su sp en sio n , f 3 =  0. 
L a  co n stru c tio n  de la  caisse é ta n t  id e n tiq u e  à celle de la  v o itu re  ca lcu lée  dans 
l’exem ple E . I .,  on calculera enco re , à d é fau t d ’au tre s  données, avec y)3 =  0,0013 
e t chez les bogies, avec une v a le u r  de gauchissage xp1 — ip„ =  0,01.

Comme c’e s t le bogie m o te u r  qu i a déra illé , nous affecterons les données 
de celui-ci de l’in d ex  «1», e t celles d u  bogie p o r te u r  de l’index  «2». L es donnés 
de la  caisse o n t é té  m arquées en  généra l de l ’in d ex  «3» (ex cep té  la  v a leu r 
«ç3» se r a p p o r ta n t  au  bogie m o teu r).

a) Décharge de la roue @ .

Nous exam inerons d’ab o rd  le  bogie m o teu r, n a tu re llem en t su r  b ase  des 
ré su lta ts  déjà  con tenus dans l’an n ex e  V I. I l  nous fa u t su b s titu e r  à  p ré se n t 
«jRj» à la  place de « P » , e t <<-о1Р 1- |-еЛ »  au  m om en t M /= o P ; de m êm e q u e  « - m / / »  
au  m om ent M // =  m P .  Nous nég ligerons encore la  to rsion  in itia le  éven tu e lle  
des bogies, donc w0l =  0 e t w02 =  0. A vec ces sim plifica tions, on p e u t  écrire, 
su r b ase  de l ’an n ex e  V I:

f*  1 b \ 2 
( l - < Pl) 2 Q 3 J _î_

q* \ c d 1 l c ! q

- - I / Í  +
Vi (o1R 1 — eH) (X V II)

c l 4
Le m em bre



3 2 P. KERESZTY

a é té  ic i élim iné, car le co u p le  de forces «e H» n ’a u n  m o m en t que dans son p rop re  
p la n , m a is  pas p e rp en d icu la irem en t, dans la  d ire c tio n  de «ffij». De la  m êm e 
fa ç o n , d ’après l’an n ex e  V I:

Y, =  2 ^  <?3(1 -  çq) +  +b q* ° q

+  Ц # !  — eH)
у*  + / ; + — — ¥> 1 

я я
+  ~ Ях  Л (X V III )

Les form ules se r a p p o r ta n t  au  bogie a rr iè re  nous so n t données à l ’annexe 
I I I ,  m ais on y  do it s u b s t i tu e r  « P 2 +  G2» à « P » , e t « e H— gG2» au  m o m en t 
« P o » , e t ainsi

L a  v a le u r  du gauch issage  se p ro d u isan t dan s le p la n  de l’ap p u i de la  caisse est 
p rise  d u  ch ap itre  С. I . ,  m a is  nous devons y  fa ire  au ssi les su sb s titu tio n s  m e n ti
on n ées:

Y t = f i  +
Wi (1 —  ç>2) +  2 / 2 +

8
g G 2 — e H

(X X )

N ous y  a jo u to n s  e n fin  les form ules ( IX )  e t  ( IX b ) c o n te n a n t la  re la tio n  
e n tre  le gauchissage de  la  caisse e t les m o m e n ts  g auch issan ts, e t  nous les 
réu n isso n s  to u t  de s u ite  en  une seule é q u a tio n :

( Y , *  Y , ) + - ( * - « * )  Л - - 4 «  =
b c e

2 — (/з  + / з )  H-----У>з
a e

H  +

+ / з - Г з  +  ^ / з + Я )t
— G — — U’r

Les deux  bogies c o m p o rte n t des ap p u is  R ónai, o ù  e — a =  b e t v = 0 .  
D ésignons l’e n tr ’axe  in té r ieu r  de la  v o itu re , c’es t-à -d ire  la  d istance  des essieux 
e x trê m e s  opposés des d e u x  bogies p a r ( t— d ) 3. C om m e dans le bogie m o teu r 
il n ’y  a pas de re sso rts  seco n d a ires , f 3 =  0. E n  o u tre , nous savons que

G
1

2 t
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e t a in si, la  form e sim plifiée  de n o tre  fo rm u le  se ra :

* i  +  Y % +  -  (I -  d)3 Л =  ( 2 / '  +  y, , ) .H  -  2 /3  4  C2 -  w0 (X X I)  
c b

N ous avons c in q  équations avec  se p t inco n n u es, de m êm e q u ’a u  c h a p itre  
D ., nous pouvons d onc  chercher la  so lu tio n  de la  m êm e façon  q u ’au  c h a p itre  
D , c’est-à -d ire  à Гаппехе  V I I I .  M ais on p e u t  aussi résoudre les é q u a tio n s  avec 
des d é te rm in a n ts . A  l ’annexe X V , nous av o n s  tro u v é  la  v a leu r de q>i de c e tte  
m an ière . (L ’expression  des coefficients e s t p arfo is  fo rt com pliquée, e t des e rreu rs  
p e u v e n t facilem ent se glisser dans n o tre  ca lcu l. A ussi est-il u tile  de co n trô le r  
la  so lu tio n  tro u v é e  a u  m oyen des d é te rm in a n ts , p a r  la  m éth o d e  d é c rite  à 
l’an n ex e  V III.) .

R evenons à p ré se n t au x  chiffres de n o tre  v o itu re ; nous les su b s titu o n s  
e t a insi, les coefficien ts f ig u ran t d an s la  fo rm u le  de <px sero n t:

q* — 0,572 ; Q3 — 5754 kg ; @5 — 3 ,05 kg /m m  ; O m =  0,0482 

y>* =  0,0252 m m /kg  ; / *  =  0,04053 m m /kg 

0 13 — 0,02523 in m /k g  ; =  0,08978 m m /kg

E n fin  la  charge de ro u e  sera, su iv a n t l ’a n n ex e  X V :

5754 <px =  6304 -  12,25 S 1 — 5 S 2 —  126 700 Д — 7,83 w0

Le gauchissage in itia l de la  caisse (si nous p ren o n s  une  v a leu r m ax im u m  de 
7 m m  p o u r w0) ne p e u t  p rodu ire  q u ’une d éch arg e  de roue  de 56 k g  (1% ). 
Chez u n e  v o itu re  se t r o u v a n t  sur d eu x  ra ils  ab so lu m en t h o rizo n tau x , ou  p o u r 
m ieux  d ire  p ara llè les, il se p ro d u it u n e  su rch a rg e  de 9 ,5%  (en ce cas, dans 
l’éq u a tio n  ci-dessus, la  v a leu r de S15 S2 e t ZH e s t zéro, m ais nous av o n s pris 
aussi w 0 avec c e tte  v a le u r) ; e t si nous m e tto n s  la  v o itu re  su r d eux  ra ils  d ’une  
d én iv e lla tio n  M =  1 : 300 (Sx =  13,67 m m  e t S 2 — 9,83 m m ), la charge  d im in u e  
encore de 11,1%  à 5609 kg , c’est-à -d ire  il re s te  encore 97 ,4%  de ch arg e  su r la 
roue , ce qu i es t une v a le u r très  fav o rab le .

b) L a  charge des trois autres roues directrices

N ous n ’avons é tu d ié  ju sq u ’ici que  la  ro u e  a v a n t  gauche, e t nous ne  savons 
pas encore si, p a rm i les q u a tre  roues d irec tr ices  ex trêm es du  bogie m o teu r, 
c’est v ra im e n t celle-ci q u i est la p lus d an g ereu se  au  p o in t de vue  d u  d é ra ille 
m en t. Les données de la  v o itu re  e t des bogies é ta n t  précisées, nous d ev ro n s 
d é te rm in e r les voies les p lus dangereuses p o u r ch acu n e  des q u a tre  roues d irec 
trices. N ous exam inerons à p résen t c e tte  q u e s tio n , en  su p p o san t que le g au ch is
sage in it ia l  de la  caisse ag it to u jo u rs  d an s  u n  sens favo rab le  à la  décharge  de la

3  A cta Technica X X IX /1—2.
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ro u e  é tu d ié e . D e c e tte  façon , n o u s élim inons l’u n  des fac teu rs  inco n n u s, w 0, 
d o n t l ’o rd re  de g ran d eu r n ’e s t d ’ailleurs que de 1 % , com m e nous venons de le 
ca lc u le r .

C om m e fac teu r in co n n u  de v a leu r v a ria b le  il ne re ste , dans la  v o itu re , 
que  le  m o m e n t «eff»  g au ch issan t la  caisse. N ous choisissons donc to u jo u rs  
la  v o ie  de so rte , que le m o m en t «eff»  p rodu ise  su r la  roue é tud iée  la p lus g ran d e  
d é c h a rg e  possib le. Sur la fig . 40, nous avons encore une  fois esquissé en  p la n  
les e ss ie u x  m ontés de la  v o itu re . Sur les q u a tre  p lan s, nous avons dessiné su c 
c e ss iv e m e n t les cond itions de d écharge  de ch acu n e  des q u a tre  roues d irec trices  
d u  b o g ie  à  tro is  essieux. A u-dessus de ces p la n s , nous avons fa it f ig u re r , en  
v u e  d e  d e v a n t, le dép lacem en t an g u la ire  des essieux  ou, ce qui rev ien t au  m êm e, 
la  d é n iv e lla tio n  des su rh au ssem en ts  de la  voie sous le essieux des roues d irec 
tr ic e s . N ou s avons aussi t ra c é  au  m êm e e n d ro it le d ép lacem en t an g u la ire  des 
e ss ieu x  d u  bogie p o rte u r, d o n t l’é tu d e  se ra it ici sans in té rê t.

N ou s exp liquerons la  d ispo sitio n  de la  fig . 40 p a r  le schém a du  tro is ièm e  
p la n  cho is i p o u r exem ple. N ous p a r to n s  to u jo u rs  du  bogie m o teu r é tu d ié , e t  
c h e rc h o n s  donc le genre de vo ie  le p lus d é fav o rab le  po u r la  roue d irec trice  (T ). 
N o u s av o n s  m arq u é  p a r  u n  cercle la  roue  (j>), a in si que la  roue d irec trice  (То) 
s itu é e  à l ’a u tre  ex trém ité  de la  m êm e d iag o n a le , parce que ce so n t celles-ci 
q u e  n o u s  voulons décharger. Les deux  roues su r  l’a u tre  d iagonale d u  bogie 
re ç o iv e n t  le su rc ro ît de ch a rg e ; nous avons m a rq u é  ce tte  d iagonale  p a r  u n e  
lig n e  d o u b le . N ous m arq u o n s  l ’angle (Sx) fo rm é p a r  les deux  essieux m o n tés  
d ire c te u rs  (ex e t /q) au -dessus d u  p lan , de so rte  que la  roue déchargée v ien n e  
se p la c e r  au-dessous du  p la n  fo rm é p a r les tro is  a u tre s  roues. N ous considérons 
e n s u ite , su r le m êm e bogie, le  m o m en t « е й » , com m e ag issan t dans le  sens où 
il c o n tin u e  à décharger la  ro u e  (J ) ,  en s o u m e tta n t  p a r  conséquen t la  ro u e  (îo) 
à  u n  su rc ro ît de charge. N ous passons en su ite  a u  bogie p o rte u r, où n o u s  t r a 
çons la  réac tio n  du  m o m en t «eff»  a y a n t un  sens inverse au  m o m en t « e i/»  
p r is  c i-dessus. N ous p renons en fin , dans la  fig u re  de la  section  de voie, le d é p la 
c e m e n t angu la ire  re la tif  des d eu x  bogies (/q e t Л2) dans une d irec tion  te lle  que , 
p a rm i  les q u a tre  roues, ce so it encore la  d é v ia tio n  du  p lan  de la ro u e  ( J )  qu i 
se d ir ig e  vers le bas. (C ette  d ern iè re  d év ia tio n  a é té  désignée p a r  T — (t— d )3>|). 
D es exem ples p récéd en ts , il nous est en e ffe t a p p a ru  dé jà  que c e tte  v a le u r, 
c’e s t-à -d ire  le dép lacem en t angu la ire  des d eu x  essieux m ontés opposés des 
d e u x  bog ies, dé te rm ine  d éc isivem en t la  d ire c tio n  de la  to rsion  se m a n ife s ta n t 
d a n s  la  caisse. N ous choisissons aussi le d ép lacem en t angu la ire  (S2) de l ’a u tre  
e ss ieu  (e2) du  bogie a rriè re , de so rte  q u ’il au g m en te  encore le gauch issage d é jà  
p r é v u  d e  la  caisse.

P o u r  les au tre s  roues d irec trices , nous avons fixé , de la  m êm e faço n , su r 
la  f ig . 40 , la  con figu ra tion  de la  voie la  p lus dé fav o rab le  po u r la  roue en q u es tio n . 
N o u s  av ons, en o u tre , m a rq u é  su r le p lan  les charges a sy m étriques, c a r leu r 
s ig n e  e s t égalem ent décisif p o u r  le r é s u lta t  de n o tre  calcul.
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notations 
dans 

la figure

e-j = axe d ’essieu avant du bogie moteur 
h-, = « " arrière » » «
ez = » " avant » « remorqué
h-j = « « arriéré « « «

-ц /w c t o  д а «  Jî/a /a diagonale déchargée du bogie,marqué dbn cercle
= roue susceptible à dérailler (marqué d'un cercle seconde)

les deux roues sur la diagonale chargée du bogie,Hé es ensemble par 
deux lignes ( ^ шТ;

Les forces dessinées obliquement sont réellement perpendiculaires au plan du dessin.

Fig. 40

c) L a  décharge de la roue (T)

Les ca rac té ris tiq u es  des voies I  e t I I  de la  fig . 40 m o n tren t b ien  q u e , 
p o u r la décharge de la  roue (7), il fa u t une d é v ia tio n  de p lan  de sens ju s te m e n t 
inverse  à celui avec  lequel on d e v a it calcu ler chez la  roue  (5o). Mais o u tre  la  
d isposition  de la  vo ie , les m om en ts ag issan t su r les bogies son t aussi de sens 
inverse  p ar ra p p o r t à la  roue  (io). N ous pouvons d onc  ap p liq u er les fo rm ules

3*
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em p lo y ées à l’é tu d e  d u  d é ra illem en t de la  ro u e  (io), m ais dan s les form ules 
X V I I  e t  X V II I , c’est-à -d ire  chez le bogie m o te u r, le m om ent oP  se ra  m a in te 
n a n t  rem p lacé  p a r  o1R 1 -f- e H  (ch an g em en t de signe), e t dans les fo rm ules X IX  
e t  X X , p a r  gG2 e H  (ch an g em en t de signe). E n  ex am in an t le gauch issage 
de la  caisse, nous voyons que le m o m en t e H  a ide la  décharge de ro u e , ta n d is  
q u e  le m o m en t gG ag it c o n tra ire m en t. A insi, dans la form ule X X I , le signe du 
m e m b re  c o n te n a n t G2 changera  à son  to u r . Com m e tous ces ch an g em en ts  ne p ro 
d u is e n t  des tra n sfo rm a tio n s  de signes que  d ans les fac teu rs U, V ,  W , E  e t F,  
n o u s  pou v o n s rep ren d re  sans m o d ifica tio n  n o tre  déduction  fa ite  à l’annexe 
X V  ju s q u ’à la  form ule X X I I ,  pu is en  s u b s t i tu a n t  les fac teu rs m odifiés q u a n t 
à le u r  signe, nous reçevons p o u r ré s u l ta t :

<?з
в

m
2 —  ( 2  ~  @m)

c q
1 V

0 ,
J * — 2V* + - X * 4 | k -

013 c l)\

2 ( / 2+  2/ 3) — G2+  
C

I  g

®13 ^1
+  ^2 2 [(* ~~ d)3 -f- g4] )\ [ +  2 — w0

A p rès su b s titu tio n  des v a leu rs  n u m ériq u es , on o b tien t com m e d éch arg e  de la 
ro u e

5754 =  6304 — 12,25 S j — 5 S 2 -  126 700 Д -  7,83 w0

v a le u r  id en tiq u e  à celle o b ten u e  p o u r  la  ro u e  @ .

d) L a  décharge de la roue ( 3) .

Chez le bogie m o teu r, c’est l ’essieu m o n té  (T)— (¥) que n o u s reg ard o n s 
m a in te n a n t  com m e essieu « a v a n t» , aussi ce so n t les valeurs

y>* = / '  +  q ~  =  0 ,0153 ;
q 2

0,0153 ; Q3 =  7284 kg

q* =  — ??—  =  0,757 ;
Ï3 +  Î4

q u e  nous devrons su b s titu e r  au x  ré s u lta ts  de l’annexe V I. La ch a rg e  ag issan t 
su r  le bogie m o teu r a m a in te n a n t u n e  d irec tion  où m P  —  m jfij e t 
o P  — o1R 1 e H  so n t les v a leu rs  des m o m en ts , e t a insi la  fo rm e des deux  
é q u a tio n s  ca rac té ris tiq u es  du  bogie se ro n t:

2 ' T & i 1 ~<Pi ) =q* d i
* mi + O / 3  ° 1  R 1 +  1 , 1 1Z 1У13 Wi

°i R i



LA CAPACITÉ DE CAUCHISSAGE DES VÉHICULES 37

Le m ode de ch a rg em en t du  bogie  a rriè re , e t  la  d év ia tio n  d u  p la n  su r la 
quelle se tro u v e  le bogie , so n t ceux  d u  schém a I I  de la  fig . 40. N ous pouv o n s 
donc rep ren d re  sans m od ifica tio n  les d eux  é q u a tio n s  a p p a r te n a n t  à ce bogie, 
de l’é tu d e  re la tiv e  à la  roue  (T). Le m ode de gauch issage de la  caisse e s t au ssi 
conform e à celui que  nous avons tra c é  dans n o tre  schém a I I  de la  fig . 40, m ais 
la  d év ia tio n  form ée p a r  les tra v e rse s  danseuses des d eux  bogies sera  m a in te 
n a n t:

Nos cinq  équ a tio n s ca rac té ris tiq u es  p re n d ro n t a in si la  fo rm e su iv a n te :

Le cô té  gauche des c inq  équ a tio n s e s t res té  encore id en tiq u e  à celu i calculé 
chez les roues (io) e t (T), m ais au  lieu  d e / i ,  nous devons calcu ler à p ré se n t avec
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f l .  N ou s pouvons a in si n o u s  se rv ir encore une  fois de l ’éq u a tio n  (X X II) , où nous 
d e v o n s  su b s titu e r  à U, V ,  W , E  e t F  les m êm es v a leu rs , m ais m arq u ées de 
l’in d e x  «2»; en m êm e te m p s , les deux  c o n s ta n te s  ci-dessous se m o d ifie ro n t à 
le u r  to u r :

2  = f i  + / 2 +  2 /3  +  y>3 +  v>* =  0,06995 m m /k g  ; 0 5 =  2,446 k g /m m . 

L a  fo rm ule  de la  d éch arg e  de roue  sera:

2 - 4 2 '
C  q 0

- f *  — 2 ip*--- = — y>1 —I

~  2 ( /2 +  2 / 3 )  — G2 + 2_ ±
»13 *1

13

-  2

@13 c
f í i -

^ 1  +  +  2  [ ( t  —  d ) 3  - f -

+  î i ]  >1 > +  2

e t  en  su b s titu a n t les v a le u rs  num ériques, nous avons com m e ré s u lta t  fina l: 

7284 <px =  6554 — 4 ,67  S x — 4 S2 — 101 700 »  -  6,3 tv0 (X X II I )

Le gauchissage in it ia l  de la  caisse (7 m m ) donne m a in te n a n t une  décharge 
in fé r ie u re  à 1% . Sur une  v o ie  où X =  1 : 300, la  charge  de roue  s’abaisse  déjà , 
à  p ré se n t, à 6068 kg , so it 8 3 ,5 %  p a r  ra p p o r t à la  ré p a r ti t io n  sy m é triq u e  (7284 
k g ) . C’est encore une  v a le u r  favorab le , p arce  q u e  c e tte  roue  a v a it u n e  charge 
d e  b a se  re la tiv em en t g ra n d e . Celle-ci est la  ch arg e  de roue  se p ro d u isa n t sous 
c h a rg e  sy m étrique  de la  v o itu re . Ainsi, m êm e su r une  voie aussi défav o rab le , 
il  r e s te ,  su r ce tte  roue , u n e  charge aussi g ran d e  q u ’é ta i t  la  charge  de base  des 
ro u e s  (T) et @  (6068 kg). I l  se ra it sans in té rê t  de calcu ler encore la  roue  © .  
p a rc e  que nous recev rio n s le m êm e ré s u lta t  q u e  p o u r la  roue  (T) ci-dessus.

Si nous considérons la  décharge de roue  en  p o u r  cen t, celle-ci se m o n tre  
la  p lu s  g rande p o u r la  ro u e  (T ). Ceci nous a v e r t i t  que chez les co n stru c tio n s  
d e  véh icu les ou charges a sy m é triq u es , il ne  su ff it  pas d ’exam iner seu lem en t les 
ro u e s  ex trêm es, au  p o in t de vue  de la sû re té  co n tre  le dé ra illem en t, m ais il 
f a u t  con trô ler aussi les ro u es  in te rm éd ia ires .

e) Résulta t de l'examen d u  gauchissage de la voiture

E n  ré c a p itu la n t n o tre  é tu d e  sur la  c ap ac ité  de gauchissage d u  véhicu le , 
n o u s  pouvons qu a lifie r les roues (îo) e t (7) des p lus d éfavo rab les p a rm i les 
q u a t r e  roues d irec trices , c a r  ce so n t elles d o n t la  charge de roue  descend  à la 
v a le u r  la  plus basse su r la  sec tio n  de voie la  p lu s  d éfavo rab le  (p| =  1 : 300).
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M ais p u isq u e  m êm e su r c e tte  voie la  p lus défav o rab le , nous n ’avons p u  co n s ta te r  
q u ’u n  ab a issem en t de charge de roue  de 16 ,5% , nous pouvons co n c lu re  que le 
m écan ism e de la  v o itu re  m o trice  p e u t s’a d a p te r  convenab lem en t a u x  inégalités 
de la  voie.

f) Étude du déraillement

Les données de la  voie, é tab lies lors de l ’enquête  qu i su iv a it  le déra ille 
m e n t, so n t rep résen tées p a r  la  courbe in fé rieu re  de n o tre  fig . 41. C’e s t de ces 
données de la  voie e t de celles de l’éq u a tio n  (X X II I )  que nous avons dé te rm iné

Fig. 41

les dév ia tio n s « transfo rm ées»  d u  p lan  se ra p p o r ta n t  à la roue d éra illeu se  (T). 
N ous en  avons en su ite  calculé la  décharge  de roue, su r base de  l ’é q u a tio n

05
J

. 013 ^1
• î̂ +  ^2 ~  d)3 A +  2 ( — qi) A

=  4,67 ( -  S j) +  4 S 2 +  101700 >|

e t  nous l’avons rep o rtée  au-dessus des d év ia tio n s du  p lan , su r la  fig . 41. C ette 
courbe rep ré sen te  donc la  décharge de la  roue  (T) p e n d an t que la  v o itu re  passe 
au -dessus des su rh au ssem en ts  de la  voie. Si on ne reg a rd a it pas la  v a le u r  absolue 
de la d écharge  (qui n ’é ta it, selon la fig u re , que de 116 kg au  m ax im u m ), il 
fa u d ra it  b ien  réfléch ir à l’idée que c e tte  v a le u r a tte in t  son m ax im u m  au  p o in t 
m êm e où d ev a it su rv en ir le dé ra illem en t. I l  es t possible que, p e n d a n t le p as
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sag e  s u r  la  voie, une d é c h a rg e  su b ite  se p ro d u isa n t su r  une  courte  section  puisse  
a v o ir  des effets d y n a m iq u e s . Mais la faiblesse de la  v a leu r absolue m o n tre  
q u e , m êm e s’il y  a eu  u n  te l  e ffet, il ne p o u v a it p a s  ê tre  décisif à  cause de la  
fa ib le  v itesse  de la  v o itu re .

Selon d’au tres ca lcu ls  n o n  détaillés ici, la  ro u e  (? )  a u ra it été  la  plus d éfa 
v o ra b le  des quatre  roues d irec tr ices  parce que , su r  la  sec tion  de voie exam inée:

—  la  vitesse é ta i t  p lu s  p e ti te  que celle p o u r  laq u e lle  le su rh au ssem en t de 
la  v o ie  a v a it été c o n s tru it , e t  a in si la  charge des ro u e s  (? )  e t ( s )  p a ssa n t su r 
la  f ile  de rail in té rieu re  de  la  courbe s’est accrue , ta n d is  que celle des roues 
(T) e t  (? ) a d im inué;

—  la  force p o u ssa n te  p ro d u ite  p ar le fo n c tio n n e m e n t d u  m o teu r se t r a n s 
m e t  p a r  les appuis à la  ca isse , e t le m om ent b a s c u la n t de ce tte  force d im inue 
la  c h a rg e  des roues ( s )  e t  (? )  ;

—  enfin  la charge  de  la  roue (?) a aussi fo r te m e n t d im inué p e n d a n t le 
fo n c tio n n e m e n t du  m o te u r , à  cause de la d isp o sitio n  p a rticu liè re  de la  t r a n s 
m iss io n  m écanique.

L a  valeur s ta tiq u e  (n e  v a r ia n t pas en  fo n c tio n  d u  tem ps) de ces tro is  
f a c te u rs  énum érés e s t, a u  to ta l ,  de 1,915 kg.

E n  résu m an t donc ce q u i précède, la charge  de 6,554 kg de la  roue  d é ra il
le u se  (? ) , pesée en p a lie r , é t a i t  de 1,915 kg p lus fa ib le  q u an d  la v o itu re  p a ssa it 
d a n s  la  courbe. P a r  su ite  d u  gauchissage de la  ca isse , ce tte  charge de roue  a 
d im in u é  encore, assez ra p id e m e n t, de 116 kg , e t  c’e s t ainsi q u ’une charge  de 
4 ,523  k g  est restée en  d é f in it iv e . C ette charge de ro u e  co nstitue  encore une  
v a le u r  trè s  élevée, pa rce  q u ’u n e  force d irectrice  é q u iv a le n te  a u ra it été  nécessaire  
p o u r  p ro d u ire  le d é ra ille m e n t, e t  avec la fa ib le  v ite sse  de la  v o itu re , il est to u t  
à  f a i t  inv ra isem blab le  q u ’u n e  te lle  force a it p u  su rg ir .

N ous pouvons d o n c  é ta b lir ,  sur base de n o tre  é tu d e , que
—  les ressorts d u rs  e t  la  construc tion  d u  véh icu le  ne p o u v a ien t pas 

c a u se r  le déraillem ent;
—  la  voie n ’a cau sé  q u ’une décharge de ro u e  re la tiv e m e n t p e tite  (on 

n ’a p a s  non  plus tro u v é  de  d é fa u ts  de courbure  d a n s  la  voie);
—  selon l’exam en  s ta t iq u e ,  il est resté  enco re  assez de charge su r la  roue  

p o u r  q u e  le d é ra illem en t n e  se  produise pas;
d o n c  les effets non t r a i té s  d a n s  l ’é tude, de c a ra c tè re  p ro b ab lem en t d y n am iq u e  
(p ro v e n a n t non seu lem en t de  la  coopération  d u  v éh icu le  e t de la  voie, m ais 
a u ss i d u  fo n c tionnem en t d u  m o teu r, du d ém arrag e , d u  freinage, e tc . . .) o n t 
c o n tr ib u é  à produire le d é ra ille m e n t. La p reuve, c’e s t que  sans avo ir rien  changé 
s u r  la  voie ou dans la  c o n s tru c tio n  du  véhicule, on  n ’a pas réussi à p ro v o q u e r 
u n  n o u v e a u  d éra illem en t de  la  v o itu re  m otrice  (en  qu eu e  d ’une ram e), rem ise 
s u r  la  vo ie  e t p assan t p lu s ie u rs  fois sur la m êm e sec tio n  après le d éra illem en t.

E n  défin itive, ce cas ex am in é  sem ble encore  p ro u v e r  que, g énéra lem en t, 
le concours de plusieurs fa c teu rs  défavorables e s t nécessa ire  po u r p ro v o q u er le
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d éra illem en t. C’est p o u rq u o i q u a n d  on cherche, après u n  te l d é ra ille m e n t, la  
so lu tio n  p e rm e tta n t d ’év ite r  la  rep ro d u c tio n  de l’acc iden t, le m ieu x  v a u t  de 
cho isir, p a rm i les fac teu rs  les p lus  importants  au  p o in t de vue du  d é ra illem en t, 
ce lu i don t on p e u t d im in u er l ’ac tio n  d éch a rg ean te  p a r  des m oyens sim ples e t 
d an s une m esure essen tie lle . C’est ce qu i a été fa it  aussi dans le cas de la  v o itu re  
m o trice  exam inée. L ’effe t du  fo n c tio n n em en t du  m o teu r a y a n t d im in u é  la 
ch arg e  de la  roue (T ) de p rès de 1200 kg, a p u  ê tre  m odifié  m o y e n n a n t un  
ch an g em en t de la  co n s tru c tio n , de so rte  que d an s  le nouvel a rra n g e m e n t, le 
fo n c tio n n em en t d u  m o te u r  ne d im inue p lus la  décharge  de la  roue  (T) que  de 
670 kg  env iron . A u p o in t de v u e  de la  charge de la  roue, ce t a rra n g e m e n t re 
p ré sen te  donc un  a v a n ta g e  de p lus de 500 kg. N ous avons vu  plus h a u t  que , p a r 
su ite  du  gauchissage, la  v o itu re  n ’a v a it  allégé la  roue dérailleuse q u e  de 116 
k g ; c’est d ire q u ’en tra n s fo rm a n t év en tu e llem en t l’appare il de susp en sio n , nous 
ne  pou rrions réa liser q u ’une b ien  faible p a r tie  de l’am élio ra tion  o b te n u e  p a r  
tra n s fo rm a tio n  de la  tran sm iss io n  m écan ique.

Postface

T ou te  é tu d e  te n d  à m e ttre  en lum ière  un  g roupe p a rticu lie r de p ro b lèm es, 
a u x  dépens d ’au tre s  laissés nécessa irem ent d an s l’om bre. C’est ce que  nous 
av o n s fa it aussi, en e x a m in a n t les d éva tions p a r  ra p p o r t au  p lan , e t les gauchis- 
sages de la  caisse des véh icu les. N ous ne v o u d rio n s cep en d an t pas co m m e ttre  
l’e rre u r  de su restim er l ’im p o rtan ce  de leu r rô le dans les d é ra illem en ts , e t  de 
considérer ces deux  fa c te u rs  com m e é ta n t  les p lu s décisifs. Des exem ples c ités, 
il re sso rt en effet que ce n ’est que sous ce rta in e s  cond itions e x trê m e s  de la  
vo ie  e t de la  co n stru c tio n  d u  véhicu le  que le concours de ces d eux  fa c te u rs  a pu  
p ro v o q u e r le d é ra illem en t (ch ap itre  E . I I I ) .

Com m e ré s u lta t ,  nous pou rrio n s p lu tô t conclure , q u ’il fa u t la  co ïncidence 
d é fav o rab le  de b eau co u p  de fac teu rs  p o u r p ro d u ire  le d é ra illem en t des v é h i
cules de chem in de fe r  ac tu e llem en t en usage. Le co n s tru c teu r des v éh icu les 
d o it to u te fo is  co m p te r avec  to u s  les fac teu rs  d é jà  connus, e t év ite r  leu rs  effets 
d é sav an tag eu x , p o u r ne  pas s’exposer au x  su rp rises  désagréables q u e  p e u v e n t 
cau se r les ac tions d y n am iq u es  in su ffisam m en t éclaircies.

ANNEXE XIII

(A u g m e n ta tio n  du  je u  e n tre  les glissières) 

Selon la  fo rm ule  ( IX . b ) :

L s = T  (Yi +  Y*) +  - 7 ( t_ d ) > l  ~ 4
a
—  V



4 2 P. KERESZTY

S e lo n  la  form ule (IX . a ) , si H  =  — , alors

r  / = > G a  a лл r  aL g  —  O 30 —  - j  c  ° 3 i  G  —  e  « V

D e celles-ci, nous devons d ’a b o rd  ex p rim er les v a leu rs  de  <p1 e t  <p2, à l ’aide des fo rm u les (V) e t 
(V I) , à  p a r t i r  des don n ées S x e t  S 2 de la voie. D e là

£ ( 1 -  * » )= « !* + •
*K)>

+  — -|-i (1 — Уг) — 022

:(тГ 0„

e_ G
c 4

e t  ainsi

^2 (©i2/ i  +  0 22/ 2) — (4e — u’o)

C o m m e nous m esurons le je u  e n tre  les glissières à  l ’e n d ro it  des glissières, n o u s devons 

e n c o re  m ultip lie r p a r  . A in si,
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ANNEXE XIV

(W agon p la t  à  six  essieux)

D e l ’éq u a tio n  c i-dessus, si

- - - . - о  4 ,1  = *.> = ! т  + (тГ
S i

alo rs
(/ l  +  î )

v  ь S i  +  d» 2  e r  r r  

Y l ~ T  4 " T T /lH

ANNEXE XV

(V o itu re  m o trice  à c inq  essieux)

(F orm ule  X V II)

(F orm ule  X V II I )

N ous y  su b s titu o n s  la  v a le u r  de  Y t reçue  c i-h au t, où  i f  =  G/4, e t  en  ré s u lta t  de la  d isp o sitio n  
sy m é triq u e , ©31 =  0. A insi

C om m e n o tre  d isp osition  e s t to u t  à  fa it  sy m é triq u e , l ’ex p ress io n  de Y 2 sera  en tiè re m en t sem 
b lab le  chez le bogie a rriè re , e t a in si, com m e S 2 =  S 2 e t  Y 2 +  Y 2 =  2 Y 1? selon  l’annexe  X III :
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® 2 o = / 2  +  y - ; ® 1 3 = Л  +  -^р5 ^  = / i + Л + 2 / î  + V s  +  V*;

e t s u r  b a se  de l ’annexe V I :

ta n d is  q u e  nous laissons les fa c te u rs  e t  S j ég a lem en t « inconnus»  p a rm i les fa c te u rs  connus, 
a u  c ô té  d ro i t  des équations. N ous a v o n s  désigné le cô té  d ro it des é q u a tio n s  p a r  des m aju scu les , 
a f in  d e  re n d re  plus sim ple le calcu l des d é te rm in a n ts . Des coeffic ien ts d u  cô té  g au ch e  de nos 
é q u a t io n s ,  n o u s form ons le d é te rm in a n t  D t :

=  2 (x) 2 @*° <?2 <4 [2 {*- -  2 ©13 ^ ]

C om m e nous désirons d é te rm in e r  (1 —• <pt), nous avons aussi beso in  d u  d é te rm in a n t  D 2. 
N o u s  p ro d u iso n s  ce d ern ier en  é c r iv a n t  le cô té  d ro it  de nos c in q  é q u a tio n s  d an s la  p rem ière  
co lo n n e  d u  d é te rm in a n t p ré c é d e n t:

D a n s  ces c in q  éq u ations, nous co n sid éro n s com m e in co n n u es :

P o u r  sim plifier, nous av o n s in tr o d u i t  d an s ces fo rm ules les n o ta tio n s  su iv a n te s  :
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D =  ( y ) 2 ©20 Qz U +  ( ~ ) 2 ©ls V +  2 A  © 13 ( F  -  E —  IF)] ; (1 -  <Pi) =  î

d ’où

(1 -  F i)  =  2  £  +  ( y )* F  +  2 A  ( F  -  E  -  W) (F o rm u le  X X I I )

d an s laquelle

© -------------013 q *
5 2 . £ /*  -  4 © 13 «F*

E n  y  su b s ti tu a n t  à p ré se n t  les v a leu rs de U, V, W , F , E  :

b ' - f,) -  -  [2 at  <- -  ®->+ T  ( / * + - г  »■) -  y 2 »•] * •+

+  <2/; + / , ) 2  *- G, +  j * )’ ( f^  J -  S, +  S,) +  !  (A ) ' [(, -,i> , , , U  i - 2*  »,

R É SU M É

D ans la p rem iè re  e t  la  seconde p a r tie  de  n o tre  é tu d e , n o u s  avons fa it co n n a ître  le calcu l 
de la  cap acité  de g au ch issag e  des véhicules de ch em in  de fe r. D an s la su ite , nous ex am in o n s 
d an s le d é ta il les don n ées n u m ériq u es de tro is  cas de  d é ra ille m e n ts , e t  d ém o n tro n s la  nécessité  
de c o m p te r avec la  c a p a c ité  de gauchissage des v éh icu les , lors du  con trô le  des nouvelles cons
tru c tio n s .

E n  généra l, les fa c te u rs  qu i e n tre n t en je u  d a n s  le d é ra ille m e n t des véh icu les à  p lu sieu rs  
essieux  so n t n o m b reu x . D an s n o tre  é tu d e  des d é ra ille m e n ts , ces fa c teu rs  ne  p o u v a ie n t ê tre  
m en tio n n és , ju s q u ’à p ré se n t , que  d u  seul p o in t de v u e  q u a lita tif .  Q u a n tita tiv e m e n t, on  ne  
p o u v a it  p as éva lu er le u rs  e ffe ts , fa u te  de recherches co m m u n iq u ées su r ce su je t  p a r  la  l i t t é r a 
tu re . L a  p résen te  c o m m u n ica tio n  v o u d ra it com bler c e t te  lacune.

D IE  V E R W IN D U N G  VO N  E IS E N B A H N W A G E N .
T E IL  I I I .  U N T E R S U C H U N G  VO N  E N T G L E IS U N G E N

P. KERESZTY

ZU SA M M EN FA SSU N G

Im  ersten  u n d  zw eiten  T eil h ab en  w ir eine M ethode  ü b e r  die B erechnung  der V erw in 
dun g  v o n  E isen b ah n w ag en  v e rö ffen tlich t. Im  fo lgenden  b e h an d e ln  w ir ausfü h rlich  die n u m e ri
sche U n te rsu ch u n g  v o n  d re i E n tg le isu n g en , die im  V e rk eh r a u f tra te n ,  um  d a m it nachzuw eisen , 
d aß  a u ch  die F a h rz e u g k o n s tru k te u re  die V erw in d u n g sfäh ig k e it der W agen bei der K o n tro lle  
ih re r  N e u k o n s tru k tio n e n  b e a c h te n  m üssen.

B ei den  E n tg le isu n g en  von  m ehrachsigen  W agen  sp ie len  viele F a k to re n  m it. B isher 
w aren  diese K o effiz ien ten  in  d e r U n te rsu ch u n g  v o n  E n tg le isu n g en  n u r  q u a li ta t iv  e rw ä h n t, 
ih re  W irkung  k o n n te  m a n  a b e r q u a n ti ta t iv  n ic h t e rm itte ln , denn  die F o rsch u n g en  h iezu  
feh lten  in  de r e isen b ah n tech n isch en  L ite ra tu r . D ie v o rlieg en d e  V eröffen tlichung  b ezw eck t 
a u ch  die B ehebung  dieses M angels.
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T W IS T IN G  C A PA C IT Y  O F  R A IL W A Y  C A R R IA G E  ST R U C T U R E S .
P A R T  I I I .  E X P L O R IN G  O F  D E R A IL M E N T S

P. KERESZTY

SU M M A RY

I n  th e  f irs t  an d  second p a r t  we h av e  p u b lish ed  a  m eth o d  fo r th e  c a lcu la tio n  o f th e  
tw is t in g  a b il i ty  o f ra ilw ay  v eh ic les. I n  th e  follow ing we t r e a t  ex h au s tiv e ly  th e  n u m erica l 
a n a ly s is  o f  th ree  d e ra ilm en ts  o f  v eh ic les, w hich  occu red  in  tra f f ic  an d  th is  w ay  w e p ro v e  
t h a t  th e  carriage-designers m u s t n o t  fo rg e t to  ta k e  in to  co n sid era tio n  th e  tw is tin g  a b ili ty  o f 
v eh ic les  w h en  contro lling  th e ir  n ew  c o n stru c tio n s .

T h e  d e ra ilm en t o f m u lti-a x le d  vehicles is u su a lly  caused  b y  m ore th a n  one  fa c to r. 
In v e s t ig a t in g  d e railm en ts th ese  fa c to rs  h av e  been  m en tio n ed  u p  to  th is  d ay  on ly  q u a li ta t iv e ly  
b u t  th e i r  effec t could n o t y e t b e  v a lu e d  o u t q u a n ti ta t iv e ly ,  b ecause  th e  resea rch  in  th is  line  
fa ile d  in  th e  tech n ica l l i te ra tu re  o f  ra ilw ay s. T his p u b lic a tio n  aim s to  fill in  th is  g ap .

СКРУЧИВАНИЕ КАРКАСОВ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫХ ВАГОНОВ.
III . ИССЛЕДОВАНИЯ СЛУЧАЕВ СХОДА С РЕЛЬС

п. керести

РЕЗЮМЕ

В первом и во втором сообщениях излагалась методика расчета скручивания кар
касов железнодорожных вагонов. В дальнейшем дается детальный числовой анализ трех 
случаев схода с рельс в условиях эксплоатации и с этим одновременно дается доказатель
ство того, что способность кручения подвижных средств должна быть учтена также 
проектантами при производстве проверок новых конструкций.

При сходе с рельс многоосных подвижных средств обычно играют роль ряд фак
торов. При исследовании случаев схода с рельс до сих пор эти факторы упоминалис 
лишь качественно, но их действие нельзя было оценить количественно, т. к. недоставали 
соответствующие исследования в технической железнодорожной литературе. Для воспол
нения этого недостатка делаются попытки данным сообщением.



INFLUENCE OF BINDERS UPON THE SURFACE 
BRIGHTNESS OF CATHODE-RAY TUBE SCREENS
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I. H A N G O S, H . T O P E R C Z E R  a n d  GY. PO ZSGAY

RESEARCH LABORATORIES FOR TELECOMMUNICATION, BUDAPEST 

[M anuscrip t received F e b ru a ry  12, 1958]

1. Introduction

In  th e ir  p rev ious p ap ers  th e  au th o rs  [1 ,2 ]  d iscussed  th e  su rface  b r ig h t
ness o f ca th o d e-ray  tu b e  screens p roduced  b y  th e  se ttlin g  process. I f  b in d ers  
are  used  to  fix  th e  screens, th e  surface b rig h tn e ss  is in fe rio r to  th a t  o f  screens 
p ro d u ced  w ith o u t b inders [1, 2, 3, 4]. I f  th e  n i tra te s  o f Ca, Sr or B a are  used  
as co ag u la to rs , a re la tio n sh ip  m ay  be found  be tw een  th e  decrease o f  su rface  
b rig h tn e ss  an d  th e  c o n cen tra tio n  of th e  c o a g u la to r  in  th e  se ttlin g  liq u id .

T he decrease in  b rig h tn ess  o f th e  screens is caused  b y  th e  a t te n u a t in g  
effect o f th e  b in d e r lay e r su rro u n d in g  th e  g ra in s . I t  m ay  be assu m ed  th a t  
if  th e  c o n cen tra tio n  o f th e  co ag u la to r in  th e  se ttlin g  liq u id  is in c reased , e ith e r  
th e  th ick n ess  of th is  b in d e r lay e r, o r th e  a m o u n t o f coag u la to r in  th e  b in d e r 
la y e r, o r b o th  will change. M easurem ents w ere th e re fo re  carried  o u t to  e s ta b 
lish  th e  dependence  of th e  th ick n ess  o f th e  b in d e r  lay e r an d  th e  q u a n t i ty  of 
co ag u la to r  in  th e  b in d e r lay e r on th e  co m position  o f th e  se ttlin g  liq u id .

2. Measurement m ethod, m aterials used

T he co ag u la to r w as d e te rm in ed  b y  a ra d io a c tiv e  tra c e r  m e th o d , s im ila r 
to  th a td e s c r ib e d  b y  B oer and  E m m ens [5]. T h e  pho sp h o rs  w erea  Zn2S i0 4 • M n 
p h o sp h o r m ade b y  Tungsram  (average g ra in  size 4 — 5 fj,) and  a cub. ZnS • Ag 
p h o sp h o r m ade b y  Tungsram.  F o r th e  fo rm er p h o sp h o r, w hich h a d  a lre a d y  
been  used  in  prev ious ex p erim en ts , th e  screen  th ick n ess  w as chosen  to  be 
10 m g/cm 2, while fo r th e  ZnS • A g, because o f  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  th ic k 
ness o f  th e  b in d e r lay e r, an  o p tim a l screen th ick n ess  o f 5 m g/cm 2 w as used.

T he b in d e r w as a p o tassiu m  w aterg lass so lu tio n  produced  b y  d isso lv ing

S i0 2 in  a K O H  so lu tion . A p a ra m e te r  K s 

ac te rize  th e  w aterg lasses.

_  S i0 2g/1 
K O H g /1

w as in tro d u ced  to  char-

* P a r t  I  o f th is  p ap er has been  p u b lished  in A c ta  Techniea, Tom . X IX , p p . 67— 84. 
o f th is  jo u rn a l, P a r t  I I  in  T om . X X , pp . 129— 136.
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T h e  co ag u la to r used  w as s tro n tiu m  n i t r a te ,  w hose so lu tion  w as a c tiv a te d  
b y  th e  S r90 iso tope . D ue to  th e  re la tiv e ly  long  h a l f  period  (22 y ea rs), th e  m eas
u re m e n ts  d id  n o t need  co rrec tio n .

T h e  ex p e rim en ta l p ro ced u re  w as as follow s: 4 m m  th ick , 25 m m  dia. 
p le x ig la ss  discs w ere p laced  a t  th e  b o tto m  o f 25 m l cy lind rica l ja rs . T h e  to p s 
o f  th e  d iscs h ad  a 1 m m  deep , 18 m m  dia . m illed  crad le  in to  w hich a 16 m m  
d ia . g lass  disc was p laced . 10 m l o f c o a g u la to r  so lu tion  a c tiv a te d  w ith  Sr90 
iso to p e  w ere now  p o u red  in to  th e  ja r .  T he p h o sp h o r was suspended  in  10 ml 
w a te rg la s s  so lu tion  an d  p o u red  to  th e  c o a g u la to r  so lu tion . A fte r th e  se ttlin g

-----aanes/on curve
----  coagulation curve

КаЧ,49

t im e  (60 m inu tes) h a d  e lapsed , th e  liq u id  w as rem oved  from  th e  vesse l by  
s u c tio n  an d  th e  layers o f p h o sp h o r were d es icca ted . To d e te rm in e  th e  orig inal 
a c t iv i ty  0,5 m l of th e  so lu tio n  th a t  h a d  b een  a c tiv a te d  b y  th e  Sr90 iso to p e  
w ere  e v a p o ra te d  from  an  18 m m  dia. a lu m in iu m  tra y  an d  m easu red  u n d e r 
id e n tic a l  c ircum stances as th e  specim ens. K now ing  th e  a c tiv ity  o f th e  speci
m en s a n d  th e  to ta l  a c tiv ity , th e  am o u n t o f S r in  th e  b in d e r lay e r cou ld  be 
c a lc u la te d  an d  was g iven  w ith  resp ec t to  1 g o f  phosphor.

T h e  m easu rem en ts to o k  p lace w ith  a n  endw indow , 4,5 m g/cm 2 th ic k  
G e i g e r — Mü ller  tu b e .

T h e  th ickness o f th e  b in d e r  layers w as d e te rm in ed  from  th e  a tte n u a tio n  
o f  th e  ca th o d e  ray s. T he loss o f energy  o f th e  elec tron  ray s  m ay  be found  
f ro m  th e  decrease in  b rig h tn e ss  due to  th e  a tte n u a tin g  effect o f th e  b in d e r 
la y e rs . T h e  energy losses m a y  be  w ritte n  acco rd in g  to  th e  m odified  St in c h f ie l d  
fo rm u la  [6 ,7 ] . T he th ick n ess  of th e  a t te n u a t in g  layers m ay  be ca lcu la ted  
fro m  th e  loss of energy  o f  th e  ca th o d e  ray s  [7]. T he ex p erim en ta l ca th o d e-
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ra y  tu b e  described in  th e  a u th o rs ’ p revious p a p e r  [1] w as used  fo r th e  m eas
u rem en ts . The re su lts  p u b lish ed  are average  va lu es  fo r 5 p ara lle l m eas
u rem en ts  each.

3. Test results

I t  h as been show n in  th e  p rev ious p ap ers  th a t  fo r a g iven value K t  
th e re  is a re la tio n sh ip  b e tw een  th e  com position  o f  th e  se ttlin g  liqu id  and  
th e  screen p re p a ra tio n  ra n g e , such  as th a t  show n in  F ig . 1. T he circles in  th e  
figu re  deno te  th e  se ttlin g  liq u id  com positions w ith  w hich  m easu rem en ts  were 
ta k e n  in  th e  case o f Z n2S i0 4 .

T he  results o f th e  read in g s have  been com plied  in  T ab le  1

Table 1

The dependence o f the amount o f coagulator in the binder layer on the composition o f the settling liquid

Sr(N03),4 • H20 
g/l

SrO • 10— * g/g Zn2Si04 with a Si02 concentration of

2 g/1 * g/i 6 g/i 8 g/1 10 g/1

0,05 2,00 — ___ ___ ___

0,1 3,60 2,98 2,72 4,87 3,28
0,2 12,5 8,88 6,99 9,46 6,84

0,3 30,0 22,60 14,09 20,01 13,43
0,4 62,6 39,6 23,7 32,6 18,8
0,5 к к 49,32 44,9 24,6

0,6 к к к к 38,22

W ith  a co ag u la to r co n c e n tra tio n  of 0,05 g/1 th e re  is no adhesion  betw een  
4 — 10 g/1 S i0 2. T he coarse  coag u la tio n  of th e  se ttlin g  liq u id  com m ences a t 
th e  p laces m arked  k ,  th e  co ag u la te  se ttles on th e  screen  an d  th e  re su lts  of 
m easu rem en t are th u s  fa lsified .

T h e  am o u n t o f  c o a g u la to r  in  th e  b in d er la y e r  th u s  depends n o t only  
on th e  co n cen tra tio n  o f  c o a g u la to r  in  th e  se ttlin g  liq u id , b u t  also v e ry  p ro 
n o u n ced ly  on its  S i0 2 c o n c e n tra tio n . F o r id en tica l S i0 2 co n cen tra tio n  th e  
a m o u n t o f  Sr in  th e  b in d e r  la y e r  increases w ith  in c reasin g  co n cen tra tio n s  o f 
c o ag u la to r in  th e  se ttlin g  liq u id , r ig h t up to  co ag u la tio n , w hile for an  id en tica l 
co n cen tra tio n  o f c o ag u la to r i t  decreases w ith  in c reasin g  co n cen tra tio n s  o f 
S i0 2 in  th e  se ttlin g  liq u id . T h is m ay  be clearly  seen in  F ig . 2, w here th e  resu lts  
h av e  b een  g raph ica lly  d isp lay ed .

T he ho rizon ta l ax is re p re se n ts  th e  c o n cen tra tio n  o f  c o ag u la to r in  th e  
se ttlin g  liqu id , th e  v e rtic a l th e  co n cen tra tio n  o f Sr in  th e  b in d e r  lay e r. E ach  
curve  is fo r a d iffe ren t co n c e n tra tio n  o f S i0 2.

4  Act» Technica XXIX/1—2.
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T h e  curves o f F ig . 2 m a y  be d iv ided  in to  tw o  sections o f f la t  an d  steep  
cu rv e s . T h e  section of f .a t  cu rv es  te rm in a te s  a ro u n d  0,2 g/1 a n d  th e  am o u n t 
o f  S r in  th e  b inder la y e r  is h e re  h a rd ly  d ep en d en t on th e  c o n c e n tra tio n  of 
S i0 2 in  th e  se ttling  liq u id , b e in g  ap p ro x im a te ly  id en tica l fo r id en tica l con
c e n tra t io n s  o f e lec tro ly te . F o r  h ig h e r co n cen tra tio n s o f co ag u la to r  th e  am o u n t 
o f  S r in  th e  b inder lay e r in c rea se s  rap id ly  w ith  c o n s ta n t S i0 2.

I t  has been show n in  th e  prev ious p a p e r th a t  th e  su rface  b rig h tn ess  
c h a n g e s  w ith  the  c o n c e n tra tio n  o f coag u la to r in  th e  se ttlin g  liq u id  according 
to  a  s im ila r curve. T his h a s  b een  show n in  Fig. 2, m ark ed  F.  I t  m a y  be n o ted  
t h a t  th e  f la t  p o rtio n  o f th is  cu rv e  also la s ts  u p  to  a v a lu e  o f 0,2 g/1 an d  in  
th is  p a r t  the  curves o f F ig . 2 serve  ad eq u a te ly  to  ex p la in  th e  em pirica l fac t 
t h a t  th e  decrease in  su rface  b rig h tn ess  is a p p ro x im a te ly  in d e p e n d e n t of th e  
S i0 2 co n cen tra tio n  o f th e  s e t t l in g  liqu id . In  th e  second sec tion , how ever, th e  
v a lu e s  belonging to  th e  v a rio u s  co n cen tra tio n s o f S i0 2 show  considerab le 
d iffe ren ces.

In  the  second series o f  ex perim en ts changes in  th e  th ick n ess  o f th e  
b in d e r  lay er and its  Sr c o n te n t  as a function  of th e  c o n c e n tra tio n  o f coag u la to r
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in  th e  se ttlin g  liq u id  were exam ined , fo r  a n  S i0 2 co n cen tra tio n  o f  2 g/1 and  
3 d iffe ren t values o f  K s. The resu lts  a re  co n ta in ed  in  T ables 2 a n d  3.

Table 2

The effect o f Ks on the amount o f coagulator in  the binder layer

ZnS phosphor, 5 mg/cm* • Si02 2 g/1

Sr(N03)j • 4H,0 
g/1

SrO • 10 4 g/g ZnS

K ,  = 1,49 К ,  =  1,64 К ,  = 2,0

0,05 1,37 0,9 —

0,1 2,80 1,8 1,53

0,2 7,11 3,6 3,56

0,3 11,0 5,7 6,35

0,4 27,6 10,0 8,93

0,5 к 15,9 17,25

0,6 к к 20,14

Table 3

The dependence o f the thickness o f the binder layer on the concentration o f coagulator in  the settling 
liquid for two different values o f Ks

ZnS phosphor, 5 mg/cm1 • Si02 2 g/1

Sr(NOj), • 4HjO 
g/1

Thickness of binder Iyer in Â

K ,  =  1,64 K g  = 2,00

0,1 121 99

0,2 169 108

0,3 252 115

0,4 322 260

0,5 404 397

T h e d a ta  o f th e  tab les  are  g rap h ica lly  d isp layed  in  F igs. 3 an d  4. 
I t  m a y  be  seen from  a com parison  o f  th e  tw o  figures th a t  th e  th ic k n e ss  o f 
th e  b in d e r  lay e r increases w ith  in creasin g  co ncen tra tions o f c o a g u la to r  in  
th e  se ttlin g  liq u id  up  to  th e  coag u la tio n  p o in t, while th e  s tro n tiu m  c o n te n t 
o f  th e  b in d e r  lay e r also increases. I f  th e  in crease  in  s tro n tiu m  c o n te n t  w ere 
o n ly  d u e  to  th e  increase  in  th e  th ick n ess  o f  th e  b in d er lay e r, th e n  curves 
В  an d  C  o f F igs. 3 an d  4, respective ly , w o u ld  be para lle l to  each  o th e r . T h is, 
how ever, is on ly  tru e  fo r e lec tro ly te  co n c e n tra tio n s  up  to  ab o u t 0,3  g/1, a f te r  
w hich th e  tw o curves d iverge, show ing t h a t  n o t on ly  th e  th ick n ess , b u t  also 
th e  com position  o f  th e  b in d er lay e r changes as a fu nc tion  o f th e  co m p o sitio n  
o f th e  se ttlin g  liqu id .

4 *
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D iscussion of the results

T h e  ex p erim en ta l re su lts  m ay  be su m m ed  u p  b y  s ta tin g  th a t  th e  s u r 
face  b rig h tn ess  of c a th o d e  ra y - tu b e  screens p re p a re d  b y  th e  se ttlin g  process 
d ec reases  if  a b in d e r is u sed  to  fix  th e  screen. I n  th e  case o f s tro n tiu m  n i t r a te  
c o a g u la to r  th e  reason  fo r th is  phenom enon is t h a t  a b in d e r layer o f a c e r ta in  
th ic k n e ss  an d  co m p o sitio n  is form ed on th e  su rface  o f th e  g ra ins, w h ich

0,1 0,2 0,3 0Л 0,5 0,6
Sr(N03)2. 4H20 g / l  

Fig. 3

a b so rb s  p a r t  of th e  e n e rg y  o f  th e  electron ra y s . A  change in th e  com position  
o f  th e  se ttlin g  liq u id  causes a change in  th e  th ic k n e ss  of th is  b in d e r la y e r  
so t h a t  th e  a t te n u a tio n  e ffec t also changes. I f  th e  co n cen tra tio n  o f co ag u la to r  
in  th e  se ttlin g  liq u id  is in c reased  the  th ick n ess  o f  th e  b inder lay e r increases, 
r ig h t  up  to  th e  c o a g u la tio n  p o in t. A t th e  sam e  tim e  th e  s tro n tiu m  c o n te n t 
o f  th e  b in d e r lay e r also  changes as a fu n c tio n  o f  th e  com position  of th e  se ttlin g  
liq u id . In  general, all ch an g es in  the co m p o sitio n  o f  th e  se ttling  liq u id  th a t  
t e n d  to  sh ift the  co m p o sitio n  tow ards th e  c o a g u la tio n  p o in t, involve a th ic k e n 
in g  o f  th e  b in d er lay e r.
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U p to  an  e lec tro ly te  c o n cen tra tio n  o f a b o u t 0,2 g/1 th e  th ic k n e ss  an d  
s tro n tiu m  c o n te n t o f th e  b in d er la y e r  do n o t  s ig n ifican tly  d ep en d  on  th e  
S i0 2 c o n c e n tra tio n  o f  th e  se ttlin g  liq u id . I t  is also  u p  to  ab o u t th is  co n cen 
tra tio n  th a t  th e  f la t  sec tio n  o f th e  cu rve  fo r su rface  b righ tness [1, 2] e x te n d s , 
w ith in  w hich  th e  su rface  b rig h tn ess  o f screens p re p a re d  w ith  b in d ers  d ep en d s  
o n ly  s lig h tly  on  th e  c o n cen tra tio n  o f c o a g u la to r  in  th e  se ttlin g  liq u id  a n d  
h a rd ly  d iffers from  th e  su rface  b rig h tn ess  o f  screens p repared  w ith o u t b in d e rs . 
F o r g rea te r  c o n cen tra tio n s  o f coagu la to r, th e  su rface  b righ tness o f  th e  screen  
ra p id ly  decreases w ith  increasing  co ag u la to r co n cen tra tio n s in  th e  se ttlin g

liq u id , an d  th e  th ick n ess  o f  th e  b in d er lay e r a n d  th e  am o u n t o f  s tro n tiu m  in  
th e  b in d e r la y e r  also in crease  rap id ly . A ch an g e  in  th e  com position  o f  th e  
se ttlin g  liq u id , how ever, causes change n o t on ly  in  th e  th ickness o f th e  b in d e r  
lay e r b u t also in  its  com position , depend ing  on  th e  K j-value of th e  w a te rg la ss  
used , th e  com position  o f  th e  se ttlin g  liq u id , th e  q u a lity  o f th e  p h o sp h o r an d  
th e  th ick n ess  o f  th e  screen. T he th ickness o f th e  b in d e r  layer and its  s tro n tiu m  
c o n te n t increase  as K s decreases. T his exp la ins th e  experim en ta l fa c t [2] th a t  
th e  a tte n u a tio n  effect decreases w ith  in c reasin g  values of K s fo r id e n tic a l 
co n cen tra tio n s  o f  co ag u la to r.
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SU M M A R Y

T h e  decrease in  su rface  b r ig h tn e ss  o f c a th o d e  ra y - tu b e  screens se ttled  w ith  s tro n tiu m  
n i t r a t e  coag u la to r w as e x a m in e d  a n d  i ts  d ependence  on  th e  th ickness and  s tro n tiu m  co n te n t 
o f  th e  b in d e r  layer ad so rb ed  o n  th e  g ra ins o f p h o sp h o r w as in v es tig a ted . The a m o u n t o f  s tro n 
t iu m  in  th e  b inder lay e r w as c a rr ie d  o u t b y  a ra d io a c tiv e  tra c e r  m ethod  a n d  th e  th ick n ess 
o f  th e  b in d e r  lay e r was d e te rm in e d  from  th e  a t te n u a t io n  o f th e  ca thode  ray s. T h e  te s ts  w ere 
c a r r ie d  o u t  w ith  Zn2S i0 4 • M n. a n d  ZnS-Ag p h o sp h o rs .

T h e  resu lts  show ed t h a t  th e  decrease in  su rface  b rig h tn ess  depends p a r t ly  on  th e  
th ic k n e s s  o f  th e  b in d er la y e r  a n d  p a r tly  on its  c o m p o s itio n . T he th ickness an d  com p o sitio n  
o f  th e  b in d e r  layer a d so rb ed  o n  th e  phosphor g ra in s  d iffers as a function  o f th e  com position  
o f  th e  se ttlin g  liquid , d e p en d in g  o n  th e  c o n ce n tra tio n  o f c o ag u la to r and  of S i0 2 in  th e  se ttlin g  
l iq u id ,  th e  m olar co m p o sitio n  o f  th e  w aterg lass u sed , a n d  th e  q u a lity  o f th e  p h o sp h o r.

E IN F L U ß  D ES B IN D E M IT T E L S  A U F D IE  O B E R F L Ä C H E N H E L L IG K E IT  
V O N  K A T H O D E N S T R A H L R Ö H R E N S C H IR M E N  

I I I .  D IE  W IR K U N G  D E S  K O A G U L A T O R S

I. HANGOS, H. TOPERCZER und GY. POZSGAY

Z U SA M M EN FA SSU N G

E s w urde die H e llig k e its-A b n ah m e  der L eu c h tsch irm e  von K a th o d e n s tra h lrö h re n  
u n te r s u c h t ,  die m it S tro n tiu m n itra tk o a g u la to r  se d im e n tie r t  w urden. Ih r  Z u sam m en 
h a n g  m it der Dicke de r a u f  d ie  L eu c h ts to ffk ö rn c h e n  a d so rb ie rten  B in d esch ich t u n d  die 
A b h ä n g ig k e it  vom  S tro n tiu m g e h a lt  w urden  a u ch  u n te rs u c h t . D er S tro n tiu m -G e h a lt der 
B in d e sc h ic h t w urde m it ra d io a k tiv e n  Iso to p en , ih re  D icke a u f  G rund de r A b b rem su n g  der 
K a th o d e n s tra h le n  b e s tim m t. D ie  U n te rsu ch u n g en  e rfo lg ten  m it Zn2S i0 4M n u n d  ZnS-Ag 
L e u c h tp u lv e rn . L au t d e n  R e su lta te n  h ä n g t d ie A b n ah m e  der H elligkeit te ils  v o n  der 
D ic k e  d e r B indesch ich t, te ils  v o n  ih re r  Z u sam m en setzu n g  ab . Die D icke u n d  d ie  Z usam 
m e n se tz u n g  der B in d esch ich t ä n d e r te n  sich m it d e r K o ag u la to ren k o n z e n tra tio n  d e r  Sed im en
ta tio n sf lü ss ig k e it , der S iO a-K o n z e n tra tio n , der m o la ren  Z usam m ensetzung  des v e rw en d e ten  
W asse rg la se s und  der Q u a litä t  des L euch tsto ffes.

L ’E F F E T  D U  L IA N T  S U R  L A  B R IL L A N C E  D E S  É C R A N S  D E S T U B E S C A T H O D IQ U E S  
I I I .  L E  R Ô L E  D U  C O A G U L A T E U R

I. HANGOS, H. TOPERCZER, GY. POZSGAY

R É S U M É

L es au teu rs  o n t e x a m in é  la  réd u ctio n  de la  b rilla n ce  des écrans des tu b e s  ca th o d iq u es  
s é d im e n té s  p a r  du n i tr a te  de  s tro n tiu m , en fo n c tio n  de l ’ép a isseu r de la  couche de l ia n t  adso rbé  
p a r  les g ra ins de la p o u d re  lu m in e sc en te , e t  de la  te n e u r  en  s tro n tiu m . Le s tro n tiu m  se tro u v a n t  
d a n s  la  couche de l ia n t  à  é té  d é te rm in é  p a r  la m é th o d e  des trac es  rad io ac tiv es , e t  l ’épaisseu r
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de la  couche de l ia n t  p a r  le fre in ag e  des rayons c a th o d iq u e s . L es recherches o n t p o r té  s u r  des 
p o u d re s  lu m inescen tes de Z n 2S i0 4M n e t de ZnS-Ag. S u iv a n t  les ré su lta ts , la  ré d u c tio n  de la 
b rilla n ce  dépend  en  p a r tie  de l ’épaisseu r de la couche d e  l ia n t ,  e t  en  p a rtie  de sa com p o sitio n . 
E n  fo n c tio n  de la  com p o sitio n  d u  liqu ide de sé d im e n ta tio n , l ’épaisseu r e t la  c o m p o s itio n  de la 
couche  de l ia n t  adso rbée  p a r  les g ra ins v a r ie n t av ec  la  co n ce n tra tio n  en c o a g u la te u r  e t  en 
S i0 2 d u  liq u id e , la  co m p o sitio n  m olaire  du  ve rre  so lu b le  u tilisé , e t  la  q u a lité  de  la  p o u d re  
lu m in escen te .

ВЛИЯНИЕ „БИНДЕРА” НА ЯРКОСТИ ЭКРАНОВ КАТОДОЛУЧЕВЫХ ТРУБОК,
III. РОЛЬ КОАГУЛЯТОРА

И. ХАНГОШ, X. ТОПЕРЦЕР и Д . ПОЖГАИ

РЕЗЮМЕ

Исследовалось уменьшение яркости экранов катоно-лучевых трубок, осаж
денных с использованием коагулятора нитрата стронция, и его зависимость от толщины 
адсорбировавшегося на зерна люминесцентного материала связующего слоя и от содер
жания нитрата стронция. Количество в связующем слое стронция определяется при 
помощи радиоактивных меченных атомов, толщина связующего слоя — по торможению 
катодных лучей. Исследования проводились для случая люминесцентных материалов 
Zn2SiOMn и ZnSAg. Из полученных результатов следует,что снижение яркости зависит 
частично от толщины связующего слоя, и частично — от его состава. В завизимости 
от состава осаждающей жидкости получаются различная толщина и различный состав 
связующего слоя, адсорбировавшегося на зерна люминесцентного материала, оно изме
няется далее в завизимости от концентрации коагулятора в осаждающей среде и кон
центрации S i02 молярного состава использованного жидкого стекла, и, наконец, качества 
люминесцентного порошка.





SPECIAL FEATURES OF THE LOADABILITY OF LATHES

В. SZŐ K E

[M anuscrip t received M arch  2, 1959]

1. Advantages o f  the logarithm ic co-ordinate system  and practicability 
o f  the Cartesian one as regards lathes

The use o f lo g a rith m ic  co-ord inates in  co m p u ta tio n  c h a rts  re la tin g  to  
la th e s  has been m ad e  a lm o st a ll-d o m in an t b y  a n u m b er o f  c ircum stances.

C on tra ry  to  m a n y  m ach ine  tools, la th e s  are  n o t ru n  a t  o n ly  one n um ber 
o f rev o lu tio n s; re c e n tly  th e ir  range of speeds com es to  a re g u la b ility  1 : 200.

W ork-pieces w ith  %  m etre  d iam e te r  a re  to  be  m ade w ith  to lerances 
expressib le  in h u n d re d th  m illim etres (ra tio  o f th e  orders o f m a g n itu d e  105).

T he successive speeds m ake a g eom etrica l p rogressive w hich  can be 
p lo tte d  w ith  u n ifo rm  scale on th e  lo g arith m ic  cross sec tion  p a p e r.

Besides, th is  sy s tem  o f co -o rd inates be in g  su itab le  for p lo ttin g  very 
ample scales, it  m ak es possib le  by straight lines to represent the power products  
so m uch used in  th e  th e o ry  o f  cu ttin g .

The lo g arith m ic  co -o rd ina te  system  e m in en tly  com plies w ith  n a tu ra l 
law s n o t only b y  i ts  su ita b le  re p re se n ta tio n  o f  th e  W e b e r  — F e c h n e r  law  
(i. e. th a t  th e  in c rea se  o f  th e  in te n s ity  o f a n y  e x te rn a l p h en o m en a  according 
to  a geom etrical p ro g ressiv e  is followed accord ing  to  an  a r ith m e tic a l p rogres
sive b y  ou r pe rcep tio n ) b u t  also by  th e  fa c t th a t  d iffe ren tia l q u a n titie s  (e. g. 
to lerances) w hich m a y  be in c id en t to  te ch n ica lly  considerab le  q u a lita tiv e  
v a ria tio n s  will in c re a se  to g e th e r  w ith  th e  o rd e r o f m ag n itu d e , so th a t  the  
consequences o f p o ssib le  read in g  errors are  v e ry  m uch lessened .

In  sp ite  o f th e  m en tio n ed  sign ifican t a d v a n ta g e s  i t  m u s t be  po in ted  
o u t th a t  descrip tion  in  th e  C artesian  co -o rd ina te  sy stem  m ay  give a f a r  clearer 
p ic tu re  o f th e  o p e ra tio n  fea tu re s  o f th e  m ach in e  w hen investigating specific 
qualities o f the  la th e  from  a th eo re tica l p o in t o f  view . R ep ro d u c in g  sp a tia l 
p ro p o rtio n s some re la tio n sh ip s  can be m ade luc id , a b o u t w hich ob scu re  notions 
h av e  been  developed , even  b y  groups o f ex p e rts .

T his fac t also seem s to  be su p p o rted  b y  o u r follow ing s tu d y .

2. Constitutional diagram of loadability

A w ell-arranged  p ic tu re  o f  th e  la th e ’s lo a d a b ility  is o b ta in e d  b y  rep re 
sen tin g  th e  m ain te c h n ic a l ch arac teris tics  in  a sp a tia l co -o rd ina te  sy s tem , one



58 В. SZŐKE

h o r iz o n ta l  axis o f w hich m e a n s  c u ttin g  speed v m /m in , th e  o th e r one m eans 
th e  d ia m e te rs  to  be tu rn e d  i. e. th e  correspond ing  R  m m  while th e  v e rtic a l 
o n e  m e a n s  th e  m ain c u tt in g  force Pf  kg.

T h e  pow er in  h. p . p ro d u c e d  on th e  facep la te  is in  th e  case o f  a m o to r 
o f  N  h . p . and  w ith  a m e c h a n ic a l efficiency r] o f  th e  m ach ine:

N r j  : N j  =  ^ ~
1 4500

h .p . ( 1 )

I t  appears as an  e q u ila te ra l  hyperbo la  in  th e  coo rd in a te  p lan e  (v , Pf) 
a n d  in  th e  spatia l c o -o rd in a te  sy s tem  it is th e  lead in g  cu rve  o f a ro u n d  surface 
w h o se  generatrices are  p a ra lle l  to  R (F ig. 1).

T h e  perm issible m a x im u m  to rq u e  to  be t ra n s m itte d  b y  th e  d riv e  of 
th e  la th e  is

M m =  Pf R  =  716 000 —  kg  m m  (2)
n k

I t  appears as an  e q u ila te ra l  hyperbo la  in  th e  co -o rd ina te  p lan e  (R , Pf) 
a n d  i t  is th e  leading cu rv e  o f  a ro u n d  surface w hose g en era trices  a re  p a ra lle l 
to  th e  axe  v.

Fig. 1. C o n s titu tio n a l d iag ram  o f lo ad a b ili ty
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T he speeds o f  th e  m ain  sp ind le

1 0 0 0 u (m /m in ) 159 v
n  =  -----------— —— -  = --------- =  159 ta n  a

2 л й ( т т )  R
(3)

com pose a sequence  o f p lanes w hich  are b o rn e  b y  th e  v e rtic a l co -o rd in a te  
ax e  P f.

T he su rface  o f  th e  cy lin d er on  th e  e q u ila te ra l h y p erb o la , m ean in g  th e  
o u tp u t  in  h . p ., is in te rse c te d  b y  th e  p lane  o f  speeds in  th e  fo rm  o f an  eq u i
la te ra l  h y p erb o la , th e  c o n s ta n t o f  w hich is 1 /sin  а -tim es b igger th a n  t h a t  of 
th e  cu rve  N f  a p p ea rin g  in  th e  p lane  (r , P/). T h e  eq u ila te ra l h y p erb o las  b e lo n g 
ing  to  th e  speeds n max an d  are  rep ro d u ced  in  F ig . 1. T h e  eq u a tio n  o f  such 
an  eq u ila te ra l h y p e rb o la  is

v I 

sin  a

4500 Nf  _  C 

sin  a s in  a

T he e q u ila te ra l h y p erb o las  co rresp o n d in g  to  th e  p la n a r  sec tio n s of 
th e  v a rio u s speeds p ro jec ted  u p o n  th e  p lan e  (R , Pf) again  su p p ly  e q u ila te ra l 
h y p e rb o la s  w hose eq u a tio n  is

cos a  , _
v -------- 1 = P f

sin  a t a n a

4500 C

t a n a  t a n a

i. e. ta k in g  (3) in to  co n sid e ra tio n

I ' , V  R -  =
45 M XJ59 6 o Q  0 NL =  M

n n
(4)

T he low er is th e  speed  an d  th e  angle  a  o f its  p lan e  th e  h igher is th e  to rq u e  

M  =  P f R  =  7 1 6 0 0 0 ^

T h e  cy lin d er o f  th e  h ig h est perm issib le  to rq u e

M m =  716 0 0 0 —^
n k

in te rse c ts  th e  cy lin d e r o f  th e  c u ttin g  pow er N f  h . p . in  th e  p lan e  o f th e  c ritic a l 
speed  rak.
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T h e  p lanes of speeds low er th a n  th e  c ritic a l speed in te rse c t th e  cy lin d er 
o f  th e  perm issib le  m ax im u m  to rq u e  M m also in  eq u ila te ra l h y p e rb o la s  w hich 
h a v e  th e  following b igger c o n s ta n t

M m =  p  R
cos a  cos a

T h e  p ro jec tion  o f th is  e q u ila te ra l h y p e rb o la  in  th e  p lane  (v, P j) is its e lf  
an  e q u ila te ra l  hy p erb o la  w h ich , considering  (2) an d  (3) has a c o n s ta n t w ith  
th e  d im in ish ed  value

R  sin a

cos a R

716 000 N f

p f RJ v =  P , v =  ta n  a

i. e.
159

P f*
4500

n =  4500
N ,

n .

N ,_  NL H

T h erefo re , th e  pow er n ecessa ry  a t  th is  low er speed m u st be also  low er 
t h a n  N f  accord ing  to

N.. =  N,
n

n L.
< N f

to  p re v e n t  th e  t r a n s m itt in g  g ear from  being  overloaded  b y  a to rq u e  
a b o v e  th e  perm issib le one.

T h e  space w hich  re p re se n ts  th e  la th e ’s lo a d a h ility  in  a sp a tia l co -o rd ina te  
s y s te m  is bo rdered  b y  th e  follow ing su rfaces:

1. T he cy lind rica l su rface  o f th e  ho rse-pow er o u tp u t 
N f  =  const.

2. T he cy lind rica l su rface  o f to rq u e
M m =  const tra n s m itt ib le  b y  th e  gear.

3. T he h o rizo n ta l p lan e  o f th e  h ig h es t perm issib le  m ain  c u ttin g  force 
P fm d e te rm in e d  b y  th e  d im ensions o f the  m a in  sp ind le  and  its  b ea rin g  su p p o rt.

4 . T he p lane o f  th e  m in im u m  speed remjn.
5. T he p lane o f th e  m ax im u m  speed n max.
6. T he reference p la n e  P f  =  0 co rresp o n d in g  to  idle ru n n in g .
7. The p lane o f  th e  ra d iu s  R max o f th e  b iggest circle to  be tu rn e d .
8. T he p lane o f th e  ra d iu s  R m\„ o f  th e  sm allest circle to  be  tu rn e d . 
I f  we d e te rm in e  th e  p lan e  o f  P jm in  such  a w ay  th a t  a t  tu rn in g  th e

c irc le  w ith  th e  m ax im u m  rad iu s  R s w h ich  can  revo lve  above th e  slide 
fu r th e rm o re  a t  tu rn in g  w ith  m ax im u m  speed  a w orkpiece o f th e  sm allest
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d ia m e te r  to  be c lam p ed  shou ld  be re a c h e d  b y  ex ertin g  to ta l  p o w er, th e n  th e  
space  b o u n d ed  h as  11 a n g u la r  p o in ts .

S hou ld  i t  n o t  be  possib le  to  reach  P fm w hen  exerting  to ta l  p o w e r a t  remax 
th e n  12 a n g u la r  p o in ts  w ould  form .

I t  is ju s t if ie d  to  consider th e  p o in t К  o f th e  concurrence o f  th e  su r
faces Nf, M m a n d  P jm as a critical one am o n g  th e se  angu la r p o in ts .

T he p lan e  o f  th e  c ritica l speed  ru n s  th ro u g h  th is c r itic a l p o in t ;  the 
total cutting  pow er Nf, exerting sim u ltaneously  the highest p erm issib le  torque, 
can  be em ployed  a t  th is  speed.

The p lane  o f  the critical cutting speed, b y  w hich  th e  to ta l  o u tp u t  o f th e  
m o to r  can  be em p lo y ed  a t  P fm ru n s  th ro u g h  th is  critical p o in t. The p lane  
o f  the critical tu rn in g  radius, w ith  w hich  the m a xim u m  perm issib le torque and  
the m a x im u m  p e rm issib le  m ain  c u ttin g  fo rce  occu r a t  th e  sam e tim e ,*  also 
ru n s  th ro u g h  th e  p o in t K .

T his c h a ra c te r is tic  p o in t К  c o rre sp o n d s , therefore  to  t h a t  load in g  
co n d itio n  a t  w hich  gea r, m ain  sp indle  an d  d r iv in g  m o to r are to ta l ly  e x p lo ite d .

S urface 2 d ep en d in g  on th e  gear, a n d  su rface  3 depending  o n  th e  m ain  
sp ind le , a rc  fix ed  b y  th e  la th e ’s design fe a tu re s , while surface 1 is  fix e d  by  
th e  m o to r  o u tp u t ,  supposing  an  effic iency  in d e p e n d e n t of th e  sp e e d . I t  fo l
lows from  th is  t h a t  b y  chang ing  th e  m o to r  o u tp u t  also th e  lo c a tio n  o f  th e  
c ritica l p o in t К  w ill change. Follow ing s ta te m e n ts  are valid  fo r th e s e  th re e  
fie lds:

Field Full load on Not under full load

l M otor G ear, m a in  spindle

2 G ear M otor, m ain  spindle

3 M ain spindle G ear, m o to r

T he cy lin d rica l knee  con fig u ra tio n  in  F ig . 1 gives accu ra te  in fo rm a tio n  
a b o u t th e  changes o f lo a d a b ility  also fo r th e  case of increasing  th e  peak - 
h e ig h t or m o d ify in g  th e  speed range w hile s im u ltan eo u sly  k eep ing  th e  gear 
unch an g ed .

T ak in g  c h a ra c te r is tic  d a ta  w hich  co rre sp o n d  to  inner p o in ts  o f  th e  
sp a tia l c o n fig u ra tio n  b o u n d ed  b y  these  8 su rfaces  n o t  a single p a r t  o f  th e  la th e ’s 
w ill be o v erloaded  w hile w ith  o p e ra tio n a l d a ta  corresponding  to  o u te r  p o in ts  
one o f  th e m  will be dam ag in g ly  overloaded .

In  th e  fo llow ing special im p o rtan ce  w ill be gained  b y  th e  b o o t-sh a p e d

* In  th e  tech n ica l l ite ra tu re  on ly  th e  n o tio n  o f c ritica l r. p. m. has b een  m en tio n ed . 
N ev erth e less , th e  a t t r ib u te  “ c ritica l”  is due w ith  a n  e q u a lly  good reason also to  th e  n o tio n s  
o f th e  c u ttin g  speed a n d  o f th e  tu rn in g  rad iu s resp . d ia m e te r  as i t  is a p p a re n t f ro m  o u r  co n 
s ti tu t io n a l  d iag ram .
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p la n a r  fig u re  w hich is th e  p ro je c tio n  of the  s p a tia l  co n fig u ra tio n  on p lan e  (v, P f ). 
I t s  p a r ts  n o t covered b y  th e  sp a tia l co n fig u ra tio n  a re  m ark ed  b y  h ach u re .

T h e  c o -o rd in a te -p lan es  o f Fig. 1 are sh o w n  sp read  ou t in  F ig . 2 from  
w h ich  i t  appears th a t  to  a n y  p o in t of the  c o n s ti tu t io n a l  d iag ram  of lo a d a b ili ty , 
ta k e n  in  th e  p lane  (v, R)  w e can easily d e te rm in e  th e  o th e r four c h a ra c te r is 

tic s  (n , Nf ,  P f  M )  o n ly  w e m u st m ind to  s t a r t  w ith  an  adverse flow  o f a rro w s 
in  th e  fie ld  u n d e r th e  c r itic a l speed as show n b y  th e  m ark ing  lines to  p o in ts  
B v  B 2 B 3 resp . Cx C2 C3.

3. The part of the too l

T h e question  a rises  o f  th e  possib ility  o f  em ploy ing  u n d er re a l o p e ra 
t io n a l  cond itions th e  d a ta  ch arac terized  b y  th e  b o u n d a ry  surfaces in  th e  load- 
a b il i ty  c o n s titu tio n a l d ia g ra m .

Fig. 2. S p re a d -o u t  p ro jections o f  th e  lo a d a b ili ty  d iagram
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In  th is  re sp ec t th e  n o tio n s  o f th e  econom ical c u ttin g  speed  a n d  o f  to o l 
life as de te rm in ed  b y  Taylor [1] p lay  a le ad in g  p a r t .  C onnections o f  th e se  
v a lu es , to  be d e te rm in ed  b y  ex p erim en ts  an d  ca lcu la tio n s [2], to  a d d itio n a l 
o p e ra tio n a l d a ta  a re  show n in  F ig . 3. T here  a re

V  =  s to ck -rem o v a l
q =  ch ip  a rea
V =  c u ttin g  speed

V C  .
t =  ------=  —  =  n e t  c u ttin g  tim e

q . v  V

const
T  = ---------  =  to o l life

m  =  ex p o n en t d ep en d in g  on  too l m a te r ia l 
i  — tim e fo r g rin d in g  one too l 

t .
tk — —  I =  w aste  tim e  fo r an  op tio n a l v a lu e  o f t>. I t  is ev id e n t, o f  cou rse ,

t h a t  as m any  too l g rin d in g s are  necessary  on  using  an y  v alue  o f v as m a n y  
tim es  to o l life T  is co m p rised  in  th e  period  t.

E x p e rim en ta l v a lu es  o f  th e  econom ical c u ttin g  speed  co rresp o n d in g  to  
th e  low est p o in t o f  th e  to ta l  tim e  curve t0 a n d  re la te d  to  h ig h -sp eed  stee l 
a n d  a too l life o f 60 m in  are

V

F ig . 3. Construction of the economical cutting speed and tool life
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' 6 0
49,9

у 0 ,2 5  е 0,33

3 1 ,6
f 0 , 2 5  е 0 ,6 6

m /m in  ; w h en  е 0,25 

m /m in , w h en  e />  0,25

(5)

( 6)

w h e re  f i s  d ep th  of c u t a n d  e is feed p er re v o lu tio n . F o r a ca rb id  to o l, a t  a too l 
life  o f  150 m in

1̂50

vloO

/ ° '

155
18 „0,2

129
j ~  0,18 e0,35

m /m in , w hen  e <C 0.3 

m /m in , w hen  e I>  0,3

( ? )

( 8 )

C onsidering th e  ex p ressio n  fo r th e  m a in  c u ttin g  force, o b ta in e d  from  
o th e r  experim en ts

Pj =  Ce0’75/  (9 )

w h e re  C is a c o n s tan t d e p en d in g  on th e  m a te r ia l  to  be tu rn e d  and  on th e  p ro c 
e ss in g  m e th o d  (ro u g h -c u ttin g , fin ishing) w e can  w rite  th e  exp ression  (5) in  
th e  fo llow ing w ay

^eo —
49,9

r s
Ce0’75

0 ,2 5
„0,33

con st
p 0 , 2 5  g 0 ,1 4

I n  th e  case o f a given feed , b u t  varying depth  o f  cut, th e  m ain  c u ttin g  force 
a lso  v a rie s , and  th e  econom ica l speed is:

p  0 2 , b

l. e.
y60 Pj co n st (10)

F o r  carb ide  too ls i t  c a n  be  deduced  w ith  a c o n s ta n t s im ila rly  depend ing  
o n  th e  feed range

V150 P f =  c o n s t ( 11)

L e t us p lo t in  th e  c o o rd in a te  p lane (v, P j) e. g. th e  ro u g h -c u ttin g  curve, 
b e lo n g in g  to  th e  line N j  =  con st in  F ig . 1, fo r a ca rb id e  to o l, acco rd in g  to  
th e  exp ression  (11). W e c a n  see in  Fig. 4 t h a t  th e se  tw o in te rse c tin g  curves 
d iv id e  th e  co -o rd inate  p la n e  b o u n d  by  th e  c o -o rd in a te  axes v and  P j in to  4 fields 
a n d  fo llow ing su m m a ry  n o te s  are  v a lid  fo r  th e se  fie lds.

H ow ever, i t  is n o t  q u ite  su re  th a t  p o in t A  o f  th e  in te rse c tio n  o f  the  
tw o  cu rves m ark ing  th e  s im u ltan eo u s b e s t u tiliz a tio n  o f  b o th  m ach in e  and  
to o l  w ill rea lly  be p ro d u c e d  in  th e  c h a ra c te r is tic  d iag ram  o f all la th e s .
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Fig. 4. C o n struc ting  th e  s im u ltan eo u s  u tiliza tio n  o f m ach in e  a n d  to o l b y  m eans o f B ra u e r’s 
g rap h ic  m eth o d  o f p o ly trope  cu rv e  c o n stru c tio n

Field Not fully utilized Overloaded

l th e  m achine 
th e  tool

2 th e  m ach ine  
th e  too l

3 th e  m achine th e  too l
4 th e  tool th e  m achn ie

R eg ard in g  th e  p ro b lem , w hich  k ind  o f la th e  m a y  fo rm  b y  em ploy ing , 
beside carb ide  too ls, also ro u g h -c u ttin g  w ith  h ig h -sp eed  steel, in fo rm a tio n  
is g iven  in  F ig . 5. C urve P fa be long ing  to  th e  h ig h -sp eed  stee l can  in te rse c t 
th e  cu rve  of c o n s ta n t pow er o n ly  a t  low er v a lu e  o f  v th a n  th e  cu rv e  P / t o f  
th e  ca rb id e  to o l an d  th e  cu rve  o f  too l life fo r h ig h -sp eed  s tee l passing  th ro u g h  
th is  p o in t В  slopes m ore g e n tly  th a n  th a t  o f th e  ca rb id e  to o l. This is ev id en t 
from  (10) an d  (11). T herefo re  i t  is ce rta in  to  in te rs e c t th e  cu rve  o f  to o l life 
fo r ca rb id e  in a p o in t C. T hese 3 curves will d iv ide  th e  w hole o p e ra tio n a l fie ld  
in to  7 lo ts .

5  A cta Technics X X IX /1—S.
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— V

Fig. 5. C h a rac te r  o f th e  o p e ra tin g  fields

Field Not fully utilized Overloaded

l th e  m ach ine  
th e  carb ide

th e  high-speed steel

2
th e  m achine
th e  carbide
th e  h igh-speed steel

3
th e  m achine
th e  carb ide
th e  h igh-speed  steel

4 th e  h igh-speed  steel 
th e  carb ide

th e  m achine

5 th e  m ach ine
th e  carbide
th e  h igh-speed steel

6 th e  m achine
th e  h igh-speed steel

th e  carbide

7 th e  carb ide
th e  m achine
th e  h igh-speed steel
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I n  p o in t В  m ach in e  an d  h ig h -sp eed  to o l are  b o th  a t  th e  sa m e  tim e  
fu lly  u tiliz ed . I n  p o in t  C b o th  k inds o f to o ls  c a n  be  fu lly  u tilized  eco n o m ica lly  
b u t  th e  m ach ine  is n o t fu lly  u tilized .

T h e  questio n  w hich  k in d  o f c h a ra c te r is tic  is found  in  th e  o p e ra tio n a l 
fie ld  o f  a ce rta in  m ach in e  depends on  th e  f a c t  w hich field  sec tio n s  fa ll in to  
th e  m en tio n ed  b o o t-sh a p e  p ro jec tio n  in  F ig . 1 up o n  th e  p lan e  (v ,P j ).

I t  m a y  arouse  o u r in te re s t , from  a fu lly  th e o re tic a l p o in t o f  v iew , w hich  
k in d  o f  la th e s  w ill fo rm  on ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  th e  too l-life  cu rv es  a t  
v a rio u s  o p e ra tio n a l co n d itions an d  fo r d iffe re n t k inds of tools.

4 . The m osaic-like c h a ra c te r is tic  field

T oo l life an d  econom ical c u ttin g  sp eed  co n n ec ted  to  i t  d e p e n d  n o t  only  
upon  to o l m a te ria l, ran g e  o f feed (ro u g h in g , fin ish in g ), b u t also on  th e  fa c t, 
w h e th e r th e  c u ttin g  edge is cooled or n o t .  T h u s  th e  follow ing o p e ra tio n a l 
co n d itio n s m u st be  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n .

Tool material High-speed steel Carbide

Kind of operation Roughing Finishing Roughing Finishing

C o o lin g ............ yes no yes no yes no yes no

T h is  m eans t h a t  on th e  base  o f th e  ex p ressio n s (10) and (11) th e  e q u a tio n s  
o f 8 d iffe ren t curves can  be d e te rm in ed  w hich  d iffe r from  each o th e r  as reg a rd s  
th e  v a lu e  o f th e  c o n s ta n t o r th e  ex p o n en t o f  v, o r b o th . The line o f  th e  c u ttin g  
pow er N f  m u st be  s till  considered  as th e  n in th  cu rve, and  th e  q u e s tio n  can  
be  p u t ,  in to  how  m a n y  fie lds do th e se  n in e  cu rves divide th e  p la n e  (v, P j). 
A ccord ing  to  th e  fo rm er, i t  is c e rta in  th a t  each  f ie ld  m eans its  special o p e ra tio n a l 
co n d itio n s.

I t  h as  been m en tio n ed  in  th e  in tro d u c tio n  th a t  th e  pow er ex p ressio n s 
s ta te d  h ere  can  be rep re se n te d  b y  s tra ig h t lines in  th e  logarithm ic  c o -o rd in a te  
sy s tem  ; th ese  s tra ig h t  lines d iv ide  th e  p la n e  o f  th e  logarithm ic  c o -o rd in a te  
sy s tem  in to  as m a n y  fields as th e  co rresp o n d in g  curves do th e  p la n e  o f  
th e  C a rte s ian  co -o rd in a te  sy stem . T h e  p ro b lem  can  th u s  be also p u t  in  th e  
fo llow ing w ay : in to  how m any parts  can  a p lan e  be  d iv ided b y  n  s t r a ig h t  lines?

T h is  p rob lem  w as solved [4] b y  Jacob Steiner (1796 —1863), th e  
g re a te s t  genius o f g eo m etrica l science since Apollonius (a b o u t 200—170
В. C.), b y  m eans o f  th e  follow ing sim ple t r a in  o f  th o u g h t:

T h e  g re a te s t n u m b e r  o f p a r ts  w ill be o b ta in e d  if  no para lle ls a re  am ong  
th e  s tra ig h t  lines a n d  o n ly  tw o  s tra ig h ts  p a ss  th ro u g h  an y  o f  th e  in te r 
sec tion  p o in ts .

5*
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T h e p lane is d iv id e d  in to  S n p a r ts  b y  n  lin es  w hich give n  p o in ts  o f 
in te rse c tio n  on th e  (n  +  l ) - s t  line. These n  p o in ts  o f  in te rsec tion  m ean  th a t  
th e  new  s tra ig h t lin e  p a sse s  th ro u g h  (n -(- 1) f ie ld s  d iv id ing each  o f  th e m  
in to  tw o  p a rts . A f te r  d ra w in g  th e  (n +  l ) - s t  s t r a ig h t  line th e  n u m b e r  o f 
fie ld s  w ill be th e re fo re :

^(n+l) =  &n +  (n  +  1)

A d ap tin g  th is  c o n s id e ra tio n  for

ti — 0, 1, 2 . . .

th e  fo llow ing  ex p ressio n s c a n  be p u t dow n

Sj =  1 + 1

S2 =  S i + 2  

$a =  ^2 + 3

■Sf! =  S o ,.! )  +  n

A nd , a fte r  su m m in g  u p  we get

S n = l  +  ( l  +  2 +  3 +  . . .  +  n )  =  1 +  n ■■ —

T h u s n o t m ore  th a n

Sn =  i (n2 +  n +  2) (12)
z

fie ld s  w ill be o b ta in e d . I n  o u r case we h a v e  9 s tra ig h t  lines, th e  n u m b e r  o f 
o p e ra tio n a l fields is, th e re fo re , no t m ore th a n

■S9 =  - ( 9 2 +  9 +  2) =  46 (12a)
2

D isregard ing  t h a t  th e  even tual id e n t i ty  o f  exponen ts m  o f  som e too l 
life  cu rves m eans a case  o f  para lle lity , th e  w h o le  n u m b er of th e  c a lc u la ted  
f ie ld s  ce rta in ly  c a n n o t b e  p resen t w ith in  th e  ch a rac te ris tic  c o n fig u ra tio n  
p lo t te d  in  th e  p lan e  (v , P j)  o f  an  op tio n a l la th e .  I t  is nevertheless su re  th a t  
th e  o rd e r o f  th e  n u m b e r  o f  cha rac teris tic  f ie ld s  h a v in g  d ifferen t o p e ra tio n a l
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co n d itio n s is co n sid erab le , an d  th is  fac t c an  ac c o u n t fo r th e  reaso n  w h y  th e  
b e s t specialists o f  th e  b ra n c h , rea l a r tis ts  o f th e ir  p rofession , do a d h e re  to  th e  
la th e  th e y  h ad  go t to  kno w  an d  becom e used  to .

5. Part o f  the efficiency depending on the speed

In  th e  fo rm er c h a p te rs  we confined  ou rse lves to  m ean  v a lu es  o f  effi
c ie n c y ; supposed  to  be in d e p e n d e n t of speed . T h e re  are , n ev erth e less , m ach ines 
th e  efficiency o f  w h ich  m a y  d iffer by  30 a n d  even  50%  a t  v a rio u s  speeds. 
T h is  can  be  p a r t ly  ex p la in ed  b y  th e ir  e v e n tu a l design i. e. d r iv in g  th ro u g h  
as m an y  in te rm e d ia te  sh a fts  a t  h igh  speeds as a t  low  speeds [7].

T he concept acco rd in g  to  F ig . 1 fa c ilita te s  th e  p lo ttin g  o f  a lo a d a b ili ty  
c o n s titu tio n a l d iag ram  d ep en d in g  on th e  d esign  fea tu re s  o f a n y  o p tio n a l 
m ach in e  ty p e .

L e t th e  follow ing n o ta tio n  be in tro d u c e d :
N 0 =  in p u t p o w er o f  th e  m o to r in  h . p.
7/0 =  efficiency o f  th e  e lec tric  m o to r 
N  =  iV0r?0 =  pow er o u tp u t  a t  th e  ax le  o f  th e  m o to r 
r\n =  m echan ica l effic iency  valid  fo r an  o p tio n a l speed (m a rk e d  w ith  

th e  index  n u m b er o f  th e  co rrespond ing  speed)
Vön — Vo ' Vn —  to ta l  effic iency  a t an  o p tio n a l speed 
N Jn =  ÍV Vn— N 0rjön =  c u ttin g  pow er m easu red  on  th e  m a in  sp in d le , 

a t  an  o p tiona l speed.
T he ch a ra c te ris tic  su rface  o f  th e  c u ttin g  pow er ceases to  be a cy lin d rica l 

su rface  w ith  s tra ig h t g en e ra trice s , th o u g h  i t  m a in ta in s  its  q u a lity  o f  be ing  
in te rse c te d  b y  any o f  the p lanes o f  th e  se t o f  p lanes o f  th e  co -o rd in a te  axe 
P f, belonging to various speeds, in  such e q u ila te ra l h y p erb o las , th e  p ro je c tio n  
o f  w hich  in  th e  p lan e  (v , P f) m eans th e  cu rv e  o f th e  pow er in  h . p .,  t h a t  in  
th e  p lan e  (R , Pf) m eans th e  cu rv e  o f to rq u e . F ro m  th e  pow er cu rv es  p lo tte d  
b y  m eans o f efficiencies a t  vario u s speeds we can  th u s  also c o n s tru c t b a c k 
w ard s th e  eq u ila te ra l h y p e rb o la s  o f th e  speed  p lanes. This c h a ra c te r is tic  
su rface  of th e  pow er co n sisting  o f  eq u ila te ra l h y p erb o las  as g en e ra tr ice s  can  
b e , o f  course, a co n tin u o u s su rface  only  in  case o f  h av in g  a stepless g ea r, w hile 
th e  g enera ting  curves o f  th is  surface in  th e  v a rio u s  speed p lanes e x is t in  case 
o f  a m u lti-stage  speed  ran g e  only .

a) The level-line network o f  P f and the characteristic direction

This co n to rted  su rface  o f c u ttin g  pow er exerged on th e  fa c e -p la te  is 
in te rse c te d  b y  an y  h o riz o n ta l p lan e  correspond ing  to  an  o p tio n a l P f  =  const
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in  w a v e d  or zig-zag lev e l lines (Fig. 6) in d ic a tin g  w hich c u ttin g  speeds are 
c o -o rd in a te d  to  v a rio u s r .p .m . according to

V  =
4500

P Í
Nrin - Crjn (13)

w h ile  fu lly  u tiliz ing  th e  d isp o sab le  o u tp u t N  o f  th e  m o to r a t  a m a in  c u ttin g  
fo rc e  P f.

0

T o any  value v o f  th e  level line, d e te rm in e d  in  th is  w ay  belongs accord ing  
to  th e  expression

th e  v a lu e

T h e  p o in ts  A v  A 2,

V
—  =  ta n  a =

n
(3a)

R 159

v  159 v 159 Crjn (14)'
ta n  a n n

o f th e  values

vAl =  VlCl 
V A 2  =
VA3 =  Vl C3

F ig. 6. N etw ork  o f th e  lev e l lines
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belonging  to  th e  values o f  th e  m ain  cu ttin g  fo rce  Pjv  Pf2, Pj3 . . . are lin ed -u p , 
accord ing  to  (13), along th e  s tra ig h t o f rex, w hile  th e  po in ts B v  B 2, B 3 . . . 
of th e  values

vb i ~  V2 Q  

»вг =  Ъ С  a 

VB3 = Vi C3

along th e  s tra ig h t o f n2. I t  follows from  th e  fa c t  t h a t  th e  p ro p o rtio n a lity  fac to rs  
tq , Vi’ %  • • • a re  u n v a rie d  v a lid  along th e  s t r a ig h t  o f  th e  various speed s th a t  
th e  level line sections p ro d u c e d  on th e  series o f  s tra ig h ts  of speeds a re  p a ra l
lel i. e. :

-'dl-®! Л ^2®2 (I Л ® 3  • * •

T herefo re , th e  level lin e  sections belo n g in g  to  th e  m ain c u tt in g  force 
values ®/i> ®/2’ ®/з • • • » w h ich  occur b e tw een  th e  s tra ig h ts  o f co n secu tiv e  
speeds, are  o f  th e  sam e p ro p o rtio n s , and  th u s  th e  level lines th em se lv es  are 
sim ilarly  re la te d  to  th e  p o in t  o f sim ilitude 0 .

In d ic a tin g  th e  v a rio u s  level lines w ith  th e  corresponding m ain  c u ttin g  
force values th e ir  s ingu la r p o in ts  can  give in fo rm a tio n  concerning th e  tu rn in g  
rad iu s , t .  p . m . and  c u ttin g  speed a t  w hich th is  force occurs.

T his sort o f  level lin e  w hich  determ ines th e  c u ttin g  d a ta  for an  invariable  
m ain  cutting force  m ay  be  called , in  one w o rd  “ isofort” . The d irec tio n s , p re 
sen ting  them selves a t  th e  singu lar p o in ts , a lso  g ive v e ry  im p o r ta n t in fo r
m atio n  a b o u t th e  c o n s titu tio n a l change o f  lo a d a b ility  and  th is  d irec tio n  
there fo re  is called  “ characteristic direction” . V a ria tio n s  o f th is  d ire c tio n , 
depend ing  on  load ing  co n d itio n s , are  show n in  F ig . 7, where pow er cu rves 
are  g iven fo r th re e  o p tio n a lly  selected  r .p .m . n lt n2, n3. As e ffic iency  can 
h av e  d iffe ren t changes, i t  is possible th a t

N ^ N 2 ^ N 3

th e re fo re , th e  fig u re  o f  th e  iso fo rt can  h av e  s ix  different variations acco rd in g  
to  th e  re la tiv e  a rra n g e m en t o f  po in ts A , В  a n d  C. T he  figure also g ives th e  
m an n e r o f  how  to  c o n s tru c t th e  to rq u e  v a lu e s  belonging  to  v a rio u s  p o in ts  
o f th e  iso fo rt.

M ark ing  w ith  cp th e  angle betw een  th e  ch a rac te ris tic  d ire c tio n  an d  
th a t  o f  th e  c o o rd in a te  R  (F ig . 8) we get fo r  th e  d irec tio n a l ta n g e n t, ta k in g  
th e  expressions (13) an d  (14) in to  c o n s id e ra tio n :

V2 — V1 с Л ъ  — V i) ta n  oq ta n  a2 (r]2 — tq

Ri - R i  c V i V i  \ r]2 ta n  cq — 1q  ta n  a2
ta n  a2 ta n  cq )

( 15)
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Fig. 7. V ario u s cases o f th e  c h a ra c te r is tic  d irection
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0

Fig. 8. C o n stru c tio n  o f th e  c h a ra c te ris tic  d irec tion

Fig. 8a—c. E x p la n a tio n  o f  th e  ch ara c te ris tic  d irec tio n  fro m  th e  p o in t o f v iew  o f  p o w er and
to rq u e

an d  fu r th e r  u tiliz in g  th e  expression  (3a)

1
ta n  w =  -------

159
” i n2 (Vi — Vi) 
rai Ъ  —  П2 Vi

(15a)

I f  th e  value  of th e  n u m e ra to r  is zero, th e n

Vi =  Vi

i. e. an  iso fo rt p a ra lle l to  th e  coo rd inate  R  m ean s an  in v a ry in g  c u t t in g  pow er 
N f,  a d irec tion  to w a rd s  th e  r ig h t m eans i ts  increase , th a t  to w a rd s  th e  left 
m eans i ts  decrease.
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I f  th e  d en o m in a to r o f  tg  <p is zero i.e. w h en  th e  d irec tion  o f th e  iso fo rt 
is p a ra l le l  to  th e  c o -o rd in a te  axe  v th en

Vx =  Ъ
п г n 2

=  rj2 N

n j n 2

N fi
n i n2

co n st

w h ic h  m eans accord ing  to  (2) a n  invariab le  to rq u e  as is also a p p a re n t from  
F ig . 7 . A n  u p w ard -d irec ted  iso fo r t po in ts  to  th e  d ec rease  o f th e  to rq u e , a d ow n
w a rd -d ire c te d  one to  i ts  in c rea se .

F ig . 9. E x p la n a tio n  o f th e  c h a ra c te r is tic  d irec tion  in  th e  Cartesian co -o rd ina te  sy s te m

F ig . 8a show s t h a t  th e  ch a rac te ris tic  d ire c tio n  s ta r tin g  to  th e  r ig h t 
f ro m  th e  v ertica l, th ro u g h  a n y  p o in t A  o f th e  s t r a ig h t  o f  th e  r .p .m . n x m eans 
th e  in c re a se  of th e  c u t t in g  pow er, while th e  le f t-d ire c te d  level line m eans 
i ts  d ec rea se . F ig . 8b i l lu s tr a te s  t h a t  in  case o f  a c h a ra c te r is tic  d irec tio n  going 
d o w n w a rd  from  th e  h o r iz o n ta l th e  to rq u e  in c rea se s , in  case o f an  u p w ard  
o n e  i t  decreases. F ro m  F ig . 8c i t  is ap p a ren t e. g. t h a t  in  case o f a c h a ra c te r 
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is tic  d irec tion  go ing  u p w a rd  to  th e  r ig h t th e  to rq u e  decreases w ith  a s im u lta 
n eo u s increase o f  pow er.

T he p o ss ib ility  o f  th e  ch a ra c te ris tic  d irec tio n  ta k in g  a n y  va lu es  be tw een  
th e  angles from  0 to  360 g rad es ex ists only  in  case o f  in f in ite ly  va riab le  gears. 
I n  a m u lti-s tag e  sp eed  ra n g e  a dead  area  w ill be  fo rm ed  w hich  th e  c h a ra c 
te r is tic  d irec tion  c a n n o t ev e r e n te r  in to  u n d e r a n y  co n d itio n . T his is show n 
in  F ig . 9 w here th e  iso fo rt d irec tions s ta r tin g  from  p o in t В  o f th e  s tra ig h t 
o f  speed  re2 are p lo tte d  a g a in s t th e  s tra ig h ts  o f  sp eed  rex <  re2 an d  n3 n2. 
T h e  d ead  a rea  is b o u n d e d  b y  th e  s tra ig h ts  s ta r t in g  fro m  p o in t В  an d  p a ra lle l 
to  n 1 and  n3. A n e x p la n a tio n  o f  th e  10 d iffe ren t c h a ra c te r is tic  d irec tions, 
as sk e tch ed  in  F ig . 9, is sum m arized  in  th e  fo llow ing tab le .

E xplanation o f the characteristic direction according to Fig. 9

Index
number Speed Cutting power Torque

l increasing diminishing diminishing
2 99 invariable 99

3 99 increasing 99

4 99 99 invariable
5 99 99 increasing

(«3—“ l) dead area dead area dead area
6 diminishing increasing increasing
7 99 invariable „
8 99 diminishing 99

9 99 99 invariable
10 99 99 diminishing

b) Critical values in  case o f  e ffic iency  varying w ith  the speed and the reduced power

In  case o f  a m e a n  m echan ica l efficiency t] supposed  in  C h ap te r 2 as 
b e in g  valid  for a ll speeds, th re e  surfaces concur in  th e  c ritica l p o in t К  o f  th e  
lo a d a b ility  c o n s titu tio n a l d iag ram  : th e  hy p erb o lic  cy lin d er rep resen tin g  th e  
n o rm a l o u tp u t o f  th e  e lec tric  m o to r, th e  h y p erb o lic  cy lin d er co rrespond ing  
to  th e  h ighest p e rm issib le  to rq u e  o f th e  gear a n d  th e  h o rizo n ta l p lan e  o f 
th e  perm issib le  m a in  c u ttin g  force P fm-

As m en tio n ed  in  th e  in tro d u c to ry  p a r t  o f  th is  c h a p te r  we m ay  o b ta in , 
ow ing to  efficiency v a r ia tio n s  depend ing  on th e  r . p . m ., d iffe ren t pow ers 
a t  d iffe ren t speeds, as is show n in  F ig . 10 in  th e  p ro jec tio n s  o f  th e  lo a d a b ility  
c o n s titu tio n a l d iag ram  a n d  in  F ig . 10a in  an  ax o n o m e tric  illu s tra tio n .

F ro m  th e  p o in t  o f  v iew  o f hav in g  th e  la th e  d e lim ited , i t  is im p o r ta n t 
th a t  th e  con jo in t v a lu es  Р / ,  re, R  an d  v f ix ed  b y  d iffe ren t p o in ts  o f th e  level
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F ig . 10. Construction of critical values and of reduced power

lin e s , sh o u ld  never d e m an d  a pow er h ig h er th a n  th e  n o rm a l o u tp u t  N  o f 
th e  e le c tr ic  m o to r; to  av o id  th e  m o to r  be ing  overloaded . T h is co n d itio n  is, 
o f  c o u rse , a u to m a tica lly  an sw ered  b y  th e  level lines, as su re ly  th is  no rm al 
o u tp u t  N  was th e  basis o f  th e  ca lcu la tio n  in  expression  (13) w hile co m p u tin g  
th e  c o n jo in t values o f  P f, n  a n d  v.

A t th e  po in ts , w h ere in  th e  h o riz o n ta l p lane  o f th e  p e rm issib le  m ain  
c u t t in g  force Pjr. in te rse c ts  th e  pow er cu rves in  th e  p lan es o f  speeds, b o th  
m a in  sp in d le  and  e lec tric  m o to r  are  fu lly  ex p lo ited . To th e se  p o in ts  critical 
cu ttin g  speeds are a t ta c h e d  w h ich  m u s t n o t be exceeded  a t  a n y  g iven  n  an d
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F ig . 1 0a. Axonometrie illustration of a portion of the constitutional diagram

R . I n  case o f F ig . 1 th ese  are  lined  u p  a long  a s tra ig h t, p a ss in g  th ro u g h  
p o in t К  an d  p a ra lle l to  th e  axe R  i.e. th e  la th e  h ad  only one c u t t in g  speed 
in  th e  h o riz o n ta l p lan e  o f P jm.

In  th e  p re se n t case th e  h o riz o n ta l p lan e  of P jm in te rse c ts  th e  pow er 
cu rv es  o f  th e  sp eed  p lanes in  such  K v  K 2, В  p o in ts  . . . w h ich  do  n o t  any  
lo n g er line u p  a long  a s tra ig h t p a ra lle l to  th e  co-ord inate R  b u t  th e y  define 
su ch  a zig-zag lik e  level line (F igs. 10 a n d  10a) w hich supp lies th e  c ritica l 
c u tt in g  speeds, u sa b le  a t  various r .p .m . a n d  a p e rm itted  m ain  c u t t in g  force. 
E . g . fo r an y  o p tio n a l r.p .m . n B in  F ig . 10 th e  value vB m eans t h a t  c r itica l 
c u tt in g  speed  a t  w hich  th e  d riv in g  m o to r  is  s till p reserved  from  o verload ing . 
T h e  zig-zag line  a t  th e  sam e tim e  m ean s t h a t  d ifferen t c r itic a l speed s are 
a tta c h e d  to  th e  d iffe ren t r. p . m ., ow ing to  v a ry in g  efficiency.

T he m ax im u m  to rq u e  M m p e rm itte d  b y  th e  gear drive can  be  d e te rm in e d , 
acco rd in g  to  F ig . 10 from  th e  va lu es  o f  th e  s tra ig h t Pjm an d  o f  th e  tu rn in g  
ra d iu s  R s tu rn in g  o ff ju s t  above th e  slide . I n  case o f a fixed  M m th e  c ritica l
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ra d iu s  w ill be

R k
м т

Pm

T h e  c ritica l ra d iu s , re sp ec tiv e ly , in  case o f  a p p ro p ria te  d im ension ing , 
th e  h o r iz o n ta l in d e x  line o f  R s in te rsec ts  th e  critica l r.p .m . from  th e  iso fo rt 
o f  P fm  w h ich  will b e , o f  co u rse , low er th a n  th a t  c a lcu lab le  w ith o u t considering  
th e  e ffic iency . I t  can  fo llow  fro m  th e  effic iency  v a ry in g  w ith  th e  speed  th a t  
n o t  o n ly  one b u t  several critical speeds m a y  e x is t  re la te d  to  th e  sam e p a r t  
o f  th e  g ea r d rive. I n  F ig . 10 th e  h o rizo n ta l o f  R s in te rsec ts  th e  iso fo rt line 
P jm a t  p o in t К -y an d  passes  th ro u g h  its  p o in t K 2. T h e  possib ility  o f th e  e x is t 
ence  o f  sev era l c r itica l speed s is s till m ore a p p a re n t  in  Fig. 10a.

B e tw een  p o in ts  K x a n d  K 2 o f  Fig. 10, a lo n g  th e  iso fo rt P fm, th e  m o to r  
is a llo w ed  to  ru n  w ith  fu ll p ow er N . S hould , n ev e rth e le ss , th e  level lin e  o f  
P fm r u n ,  in  th e  fie ld  o f  c r itic a l speeds, across t h a t  p a r t  o f th e  p lane  d iv id ed  
b y  th e  h o riz o n ta l line R s, w h ich  does n o t c o n ta in  th e  s ta rtin g -p o in t o f co -o rd i
n a te s  0 ,  th e  pow er o f  th e  m o to r  m u st be re d u c e d  in  such  a w ay  th a t  a t  v a lu e  
P jm th e  p a r t  o f  th e  level lin e  to  th e  left from  th e  p o in t  K x should he c o n tin u e d  
a lo n g  th e  h o rizo n ta l th ro u g h  R s, i. e. en su rin g  th e  c o n s ta n t to rq u e .

T h a t  p a r t  o f  th e  iso fo rt Pjm w hich m a rk s  th e  critical turning ra d ii fa ll 
in to  th e  fie ld  o f  c ritic a l sp eed s. I f  th is p a r t  o f  th e  iso fo rt falls from  th e  h o r i
z o n ta l  o f  R s to  th e  o rig in  o f  co -o rd inate  sy s te m , th e n  on ly  th e  m ain  sp in d le  
ru n s  u n d e r  fu ll lo ad , w hile  th e  g ear drive does n o t .  I n  th e  case, shou ld  i t  be  
r e q u ire d  to  “ straighten’’’ th e  iso fo rt Pfm in  th e  f ie ld  o f  c ritica l speeds b y  m ean s  
o f  re d u c in g  th e  pow er a t ta c h e d  to  the  v a rio u s  r .p .m ., on ly  th e  R s b e long ing  
to  th is  s tra ig h t  is to  be  lo o k ed  upon  as a c r itic a l tu rn in g  rad ius. H o w ev er, 
as h a s  b een  m en tio n ed , in  th is  case b o th  g e a r  d riv e  and  m ains p in d le  ru n  
s im u lta n e o u s ly  u n d e r fu ll lo ad .

T h e  m eth o d  fo r  c o n s tru c tin g  th e  pow er reduction upon the perm issib le  
torque M m can  be c learly  seen  in  Fig. 10. L e t a n y  o p tio n a l r .p .m . be m a rk e d  
b y  n A a n d  th e  m ech an ica l efficiency belong ing  to  i t  b y  г\а - The e q u ila te ra l 
h y p e rb o la  o f  th e  speed  p la n e  w ith  th e  tra c k  line  п д  w ill pass, considering  th e  
e ff ic ien cy  w hich belongs to  th is  r .p .m ., th ro u g h  th e  sp a tia l p o in t A  o f  th e  
h o r iz o n ta l  p lane o f Pfm - T h e  p ro jec tion  o f  th is  eq u ila te ra l hy p erb o la  u p o n  
th e  p la n e  (v, Pf) across p o in t A "  is th e  h. p . c u rv e , t h a t  upon  th e  p lane  (R , P f) 
ac ro ss  p o in t  Ä "  is th e  to rq u e  curve.

A s th e  eq u ila te ra l h y p e rb o la  o f th e  to rq u e , p assin g  th ro u g h  p o in t A '" ,  
p o in ts  accord ing  to

P f m  • P a  >  P fm  '  R s  ~

a to rq l ie  w hich is h ig h e r th a n  th e  perm issib le  M m, we reduce th e  pow er u p o n  
th e  e q u ila te ra l  h y p e rb o la  w h ich  is in te rsec ted  b y  th e  p lane of r .p .m . fro m
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th e  h y p erb o lic  cy lin d er w ith  g e n e ra tr ix  M m. T h is cy linder o f to rq u e , fu r th e r  
th e  p ro jec tin g  p lane  o f  speed  пд an d  th e  h o rizo n ta l p lane o f P jm =  co n st, 
define  a p o in t A v  th ro u g h  th e  p ro jec tio n  A'[ o f  w hich th e  h . p . cu rv e  of 
th e  red u ced  pow er w ill pass.

A t non -reduced  pow er

VA Pjm =  4500 v A N  =  C 

A t reduced  pow er N r

vA iP fm =  4500 rjA N r =  Cx 
o r

N : N r =  vA :v A 1=  O A ' : O A x =  R A : R A1
a n d  th u s

N r =  N  ^  =  JV =  N v
O A '

w here  th e  fa c to r  o f  re d u c tio n  is

VA O A '

I t  ap p ea rs  fro m  th e  c o n stru c tio n  th a t  a red u c tio n  fa c to r  d iffering  
acco rd ing  to  v a ry in g  effic iency  is a tta c h e d  to  each  r .p .m . w ith in  th e  ran g e  
o f  th e  c ritica l r .p .m .

A th o ro u g h ly  d iffe ren t red u c tio n  o f th e  m o to r pow er is n eed ed  w hen 
a im in g  to  p re v e n t d am ages o f  th e  m ain  sp in d le  an d  o f  th e  b ea rin g  su p p o rt, 
in  case o f  sm all tu rn in g  d iam ete rs  a n d  in  ta k in g  a too  big ch ip  a re a .

I f  we w ish to  u tiliz e  th e  fu ll m o to r pow er a t  a tu rn in g  ra d iu s  R Bx an d  
a t  som e r .p .m . M b , we m a y  ra ise  th e  m ain  c u ttin g  pow er as h ig h  as p o in t 
B'[ w ith o u t reach in g  th e  perm issib le  to rq u e  even  w hen ta k in g  su ch  a b ig  
ch ip  a rea . T he pow er o f  th e  m o to r m u s t be, th e re fo re , reduced  to  su c h  a degree 
a t  w hich  th e  h . p . cu rv e  w ill pass th ro u g h  p o in t B [  o f th e  h o riz o n ta l o f  P'jm.

To sim p lify  o u r d iscussion  we suppose  th e  efficiency va lid  a t  a  ce rta in  
r .p .m . to  be in d e p e n d e n t o f  th e  load ing

v b  p jm =  4500 rjB N  =  C 

v B i P f m  =  4500 7 ] в  N r =  Cr
w hence

N  : N r =  vB : v B1 =  O B ' : O B[ =  v

As long as th e  p ow er o f  th e  m o to r
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a n d  to g e th e r w ith  i t  th e  fa c to r  v rem ain s c o n s ta n t , we can  w rite  fo r  an y  
r .p .m . ng m arked  w ith  G

(va v ) P/m — 4 5 0 0 1]0 N v  —  Cv (17)

A t an  id e n tic a l re d u c tio n  fac to r v a n d  su p p o sin g  a reduced  pow er o f 
th e  m o to r N r — N  v th e re  w ill ap p ear in  th e  la y e r  Pfm th e  red u ced  pow er

лг _r o b ; _r
fo r th e  sp eed  n B ™rB — Nr]B ——— =  N rjB v

U n

ОС
fo r th e  sp eed  n c N rC =  Nrjc * =  Nr]c v

l /u

T h is m eans t h a t ,  as long  as th e  o u tp u t  o f  th e  m otors is N v , th e  eq u i
la te r a l  hyperbo las c o m p u te d  b y  using th e  efficiencies v a lid  in th e  p lan es o f 
th e  v a rio u s speeds w ill be  in te rse c te d  b y  th e  p la n e  o f lay e r Pfm in  such  po in ts

-<4i> -Bj, C i .....................

th e  level lines o f  w h ich  ru n  para lle l to  th e  iso fo rts  de te rm in ed  befo re .
F ig . 10a also show s t h a t  th e  p lane  o f  th e  isofort lies h ig h er th a n  Pfm> 

in  th e  ho rizon ta l p la n e  th ro u g h  p o in t B x w hen  th e  w orkpiece o f th e  rad iu s  
R Bl is c u t e. g. a t  a n  o p tio n a l r .p .m . nB w ith  th e  n o rm al pow er o f  th e  m o to r. 
T h is  iso fo rt is to  b e  p ro je c te d  p e rp en d icu la rly  u p o n  th e  h o riz o n ta l p lane 
o f  Pfm  to  get in  th e  p la n e  o f  n B and  a t a tu rn in g  rad iu s  R Bl in  th e  p lan e  of 
Pfm  t h a t  p o in t B 1 th ro u g h  w hich  th e  h y p e rb o la  o f  th e  reduced  h . p . is ru n n in g .

T he red u c tio n  fa c to r

O B ' O C

m a y  also be called th e  load coefficient of th e  e lec tric  m o to r, as i t  c lea rly  in d i
c a te s  in  w hat p ro p o rtio n  o f  th e  norm al pow er th e  elec tric  m o to r m ay  be  loaded  
a t  som e tu rn in g  ra d iu s  R Bl and  r. p . m . n B.

T he level lines o f  p ow er grades w hich  co rresp o n d  to  an identical load- 
coefficient o f  the motor b u t  are  d ifferen t acco rd in g  to  r . p . m . because  o f th e  
v a ry in g  efficiency m a rk e d  w ith  a dashed  lin e  a n d  th e y  m ay  be called isoeffects 
(o r s im p ly  isofects).

F o r th e  iso fo rt line  o f  an y  o p tio n a l m a in  c u ttin g  force P f, accord ing  
to  th e  p roportion  o f  ra d ii, t h a t  load coeffic ien t v m ay  be de te rm in ed  a t  w hich 
th e  m ain  cu ttin g  fo rce  re s ts  a t  th e  v alue  P  su p p o sin g  a given v alue  o f  R  o r v.
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Fig. 12. N e tw o rk  o f  level lines in th e  lo g a rith m ic  co -o rd in a te  system

c) Practical exam ple

A t any la th e  w ith  th e  p e ak -h e ig h t o f 200 m m  th e re  are

in p u t p o w er N i =  15,5 h. p.
h ighest p e rm iss ib le  to rq u e  Mm =  80 kgm

,, „  m ain  cu ttin g  force  Pfm =  800 kg

T he V and  R  v a lu e s  c a lc u la te d  according to  th e  ex p ress io n s (13) an d  (14) fro m  th e  to ta l  
e ffic ien cy  m easured  a t  th e  s in g u la r  r. p. m. are  p lo tte d  a lo n g  th e  speed s tra ig h t  lines in  
F ig . 11. The level line o f  th e  iso fo rt Pfm =  800 kg  in te rse c ts  th e  line o f r. p . m . n =  100 a t  
R  =  90 m m. A t th is  p o in t  th e  to rq u e  is

800 kg  • 0.09 m  =  72 m k g

T h e  p o in t of in te rsec tio n  o n  th e  lin e  o f r. p. m. n =  80 sh o u ld , how ever, give, a to rq u e  h igher 
t h a n  th e  perm issible one.

The netw ork  of lev e l lin e s  is p lo tted  in  F ig . 12. in  th e  u su a l lo g arith m ic  co -o rd ina te  
sy s te m , depending on th e  tu rn in g  d iam ete r D a n d  th e  c u tt in g  speed v.
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Fig. 13. N e tw o rk  o f leve l lines in  th e  tran sfo rm e d  lo g arith m ic  c o -o rd in a te  sy s te m

T he grade  o f iso fo rt d isp lacem en t in  th e  d irec tio n  o f r .  p. m . lines w ith  a  slope o f  45° 
w ill be

f 2  log 2, / 2  log 3 . . .

a n d  t h a t  o f th e  isofects

]/2 (log 10 —  log 7.5), / 2  (log 20 —  log 5 ) . . .

T he d isad v an tag e  o f th is  u su a l log arith m ic  co -o rd in a te  system  consists o f  c o n ta in in g  
m u ch  disused area  and  o f th e  d ia m e te r  in d ex  lines n o t p e rp en d icu la r to  th e  speed  in d e x  lines. 
T o p re v e n t these  d isa d v an tag e s  a u th o r  h as tran sfo rm ed  th e  service bo ard s o f th e  m achine 
to o ls  designed in  1940, n am e ly  in to  th e  co -o rd in a te  sy s tem  show n in  F ig . 13 in  w hich  
th e  p lan e  o f th e  h o a rd  co n ta in s  n o  d isused  area  a n d  also can  be d raw n  u p  in  one  line  
w ith  th e  h o rizo n ta l in d ex  lines o f  r. p . m . th e  re sp ec tiv e  lev er position .

In  th is  system  also th e  fa c to r  \~2 is n o t  needed  in  connection  w ith  th e  d isp lac em e n t o f 
th e  iso fo rts an d  isofects.

C om paring  F ig . 9 a n d  F ig . 13 som e s ta te m e n ts  can  be m ade  also in  th is  lo g a rith m ic  
co -o rd in a te  sys tem , as reg ard s  th e  c h a ra c te ris tic  d irec tio n  o f th e  isofort. H ow ever, th e  d irec tio n  
o f th e  tran sfo rm ed  axe D  is a c tu a lly  p a ra lle l to  th e  slop ing  s tra ig h ts  v a n d  its  sca le  is ^2 -tim es

6 *
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F ig . 14. E x p la n a tio n  o f th e  c h a ra c te ris tic  d irec tio n  in  th e  tran s fo rm e d  co -o rd in a te  system

b ig g e r  m u s t be tak e n  in to  c o n sid e ra tio n . N ev erthe less , th is  co n s tru c tio n  is n o t  n ecessa ry  as 
th e  v e r tic a l  index  lines D  r u n  th ro u g h  th e  id en tica l in d e x  n u m b ers  o f th e  h o rizo n ta l scale.

T h e  ex p lan atio n  o f  th e  c h a ra c te ris tic  d irec tio n  in  th is  tran sfo rm e d  lo g arith m ic  co-ord i
n a te  sy s te m  is given in  F ig . 14. T h e  directions w h ich  h a v e  th e  sam e sense as th o se  in  F ig . 9 
h a v e  th e  sam e in d ex  n u m b e r  a s  in  F ig. 9.
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SUM M ARY

I n  connection  w ith  n o m o g ram s fo r la thes a  sp ec ia l serv ice  is ren d ered  b y  u sin g  th e  
lo g a r ith m ic  co-ord inate  sy s te m . H o w ev er, for p lo ttin g  th e  c o n s titu tio n a l d iag ram  of lo ad a b ility  
i t  is  su itab le  and fo rc ib ly  d e sc rip tiv e  to  use th e  sp a tia l  C a rte s ian  co -o rd in a te  system . W ith  th e  
s y s te m  of axes (v, Pf, R )  i. e. c u tt in g  speed, m a in  c u tt in g  force , tu rn in g  rad iu s , we o b ta in  
su c h  a  perspicuous c o n s t itu t io n a l  d iag ram  of lo a d a b ili ty  w hich  im m ed ia te ly  show s th ree  
o th e r  tech n ica l d a ta  i. e. th e  v a lu e s  o f cu ttin g  p ow er (N f  h . p .) , to rq u e  (M ) an d  r .p .m . (n). 
T h e  co n stitu tio n a l d ia g ra m  is a  sp a tia l  co n fig u ra tio n  w h ich  is b o u n d  b y  th e  e lbow  o f tw o 
p e rp e n d ic u la r  h yperbo lic  c y lin d e rs  an d  b y  four v e r tic a l a n d  tw o h o rizo n ta l p lan es. F ro m  
th e  c r itic a l p o in t К  o f th is  c o n f ig u ra tio n  th ree  lines s t a r t  o u t  w h ich  b o u n d  th e  a reas co rre sp o n d 
in g  to  th e  fu ll load  on  th e  m o to r ,  th e  gear and  th e  m a in  sp ind le.

O n th e  basis o f  p lo tt in g  th e  cu rve  of tool life  in  th e  co -o rd in a te  p lane (v, Pf) i t  c an  be 
s t a te d  t h a t  in  case o f u s in g  o n ly  one  ty p e  of too l w e o b ta in  fo u r fie lds o f d ifferen t c h a ra c te r  
a s  re g a rd s  u tiliza tio n  o f  to o l a n d  m ach ine, while in  th e  case  o f  tw o  k inds o f to o l (h igh-speed 
s te e l  a n d  carb ide) we o b ta in  7 f ie ld s . T ak ing  also th e  in to  co n sid e ra tio n  feed ranges o f roughing ,
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fin ish in g  a n d  cooling, 46 d iffe ren t fields can  o rig in a te  a t  th e  v e ry  m ost and  on ly  a f ra c tio n  o f 
th e m  can  fa ll w ith in  th e  c h a ra c te ris tic  figu re  o f  a c e r ta in  la th e . T his m ay  be th e  e x p la n a tio n  
fo r th e  fa c t w h y  ju s t  p ro fessional bigw igs w ho do th e ir  w o rk  w ith  th e  perfec tion  o f  a n  a r t is t ,  
s tick  to  th e  m achine w hich  th e y  hav e  come to  know  p e rfe c tly  an d  are accustom ed  to .

In  a special c h a p te r  th e  p ro b lem  was in v es tig a te d  as to  how  th e  c o n s titu tio n a l d iag ra m  
is in flu en ced  b y  th e  effic iency  v a ry in g  w ith  th e  speed. W e a rriv ed  a t  th e  conclusion  th a t  th e  
leve l lines o f  co n s tan t c u tt in g  pow er, the isoforts a re  n o t  o n ly  in c lud ing  th e  re la ted  tec h n o lo g i
cal d a ta  b u t  i t  is also possib le  to  conclude from  th e ir  d ire c tio n  to  co n stitu tio n a l v a r ia tio n s  o f  
th e  load . F ro m  th e  p o in t o f  v iew  o f sparing  th e  m ach in e  also th e  isofects, ch a ra c te riz in g  th e  
c o n s ta n t  lo ad  coefficient o f th e  m o to r, hav e  an  im p o r ta n t  p a r t.

In  connection  w ith  a  p ra c tic a l exam ple  a u th o r  show s th e  ne tw ork  of level lines in  a 
tra n s fo rm e d  lo g arith m ic  co -o rd in a te  sys tem , too .

C H A R A K T E R IS T IS C H E  R E Z IE H U N G E N  D E R  R E L A S T R A R K E IT  D E R  D R E H B A N K

В. SZŐKE

ZU SA M M EN FA SSU N G

D as lo g arith m isch e  K o o rd in a ten sy s tem  le is te t au sg eze ich n e te  D ienste  bei d e n  N om o- 
g ram m en  fü r  A rb e iten  a n  de r D reh b an k , jed o ch  es is t  zw eckm äß ig  u n d  v e ran sc h a u lic h en d , 
bei d e r A ufzeichnung  des Z u stan d sd iag ram m es der B e la s tb a rk e it  das D escartes’sche R a u m 
k o o rd in a ten sy stem  zu b e n ü tz en . In  dem  A chsensystem  (v, Pf,  R ) d. h. S ch n ittg e sch w in d ig k e it, 
H a u p tsc h n ittd ru c k , D reh h alb m esse r w ird  m an  ein so le ic h t ü b e rs ich tb a re s  Z u s tan d sd ia g ram m  
d e r B e la s tb a rk e it e rh a lte n , w elches noch drei w eitere B e tr ie b sd a te n  u n m itte lb a r  v e ra n sc h a u 
lich en  k a n n , u n d zw ar d ie W erte  fü r  Z ersp an n u n g sle is tu n g  (Nf  PS),  D reh m o m en t (M)  u n d  
D reh zah l (n). D as Z u stan d sd ia g ram m  is t eine räu m lich e  K o n fig u ra tio n , w elche d u rc h  das 
K n ie  von  zwei sen k rech ten  hyperb o lisch en  Z ylinder sow ie d u rch  v ier v e rtik a len  u n d  zw ei 
h o rizo n ta len  E benen  b e g ren z t is t. Von dem  k ritisch en  P u n k t  К  der K o n fig u ra tio n  g ehen  
d ie d re i L in ien  aus, w elche d ie V ollastfe lder des M otors, des G etriebes und  der H a u p tsp in d e l 
v o n e in a n d e r begrenzen.

N ach  A ufzeichnung  d e r K u rv e  der L eb en sd au er des D reh stah les  in  de r K o o rd in a te n 
eb en e  (V, Pf) k an n  m an  fe s ts te llen , daß  m an  4 F e ld er v o n  versch iedenem  C h a rak te r  b ezü g lich  
de r A u sn ü tzu n g  der M aschine u n d  des D reh stah les b e k o m m t, w enn n u r  eine A rt des D re h 
s ta h le s  b e n ü tz t  w ird , dagegen  im  Falle  von zwei A rte n  des D rehstah les (S chnellstah l, H a r t 
m eta ll)  b ek o m m t m an  7 F e ld er. W en n  auch  die G ebiete  v o n  S chruppen  u n d  S ch lich ten , sow ie 
die K ü h lu n g  in  B e tra c h t gezogen w erden , können  h ö c h sten s  46 B etriebszonen  e n ts te h en , v o n  
w elchen  n u r  ein Teil in  die C h a rak te ris tik  einer gew issen D re h b a n k  fallen k an n . D ies k a n n  a u ch  
d ie  T a tsa ch e  e rk lären , w a ru m  gerad e  die besten  F a c h le u te , d ie  m it k ü n stlerisch er V o llen d u n g  
a rb e ite n , ih re r  e rp ro b te n  u n d  an g ew ö h n ten  M aschine z u g e ta n  sind.

In  e inem  speziellen  A b sc h n itt  w urde d ie  F rag e  u n te r s u c h t ,  wie ein m it de r D re h za h l 
sich  v e rän d e rn d e r W irk u n g sg rad  das Z u stan sd iag ram m  b e e in flu ß t. E s k o n n te  fe s tg e s te ll t  
w erd en , d a ß  die N iv eau lin ien  der k o n s ta n te n  S c h n ittle is tu n g , die Isoforten, n ic h t n u r  d ie  
zu sam m en h än g en d en  techno log ischen  D a ten  in  sich e n th a lte n ,  sondern  kön n en  w ertv o lle  
F o lg e ru n g en  auch aus ih re r  R ich tu n g  bezüglich  der Z u stan d sän d e ru n g en  der B e lastu n g  gezo
gen w erden . H insich tlich  S chonung  der M aschine sp ielen  a u ch  die Isofekten, welche d u rc h  eine 
s te tig e  B elastung  des M otors c h a ra k te ris ie rt sind , eine w ich tig e  Rolle.

In  V erb indung  m it e inem  p ra k tisc h en  Beispiel h a t  d e r V erfasser das N e tz  de r N iv e a u 
lin ien  au ch  in einem  tra n s fo rm ie r te n  lo garithm ischen  K o o rd in a ten sy s tem  d arg este llt.

Q U E L Q U E S  C A R A C T É R IS T IQ U E S  D E  LA C A P A C IT É  D E  C H A R G E  D E S T O U R S

B. SZŐKE

R É SU M É

Le systèm e de coordonnées lo g arith m iq u es d o n n e  des ré su lta ts  ex ce llen ts d a n s  
len o m o g ram m es ré la tifs  a u x  tra v a u x  de to u r. C ep en d an t, le sy s tèm e  de coordonnées de  D es
c a r te s  re s te  p ra tiq u e , e t d o n n e  des ré su lta ts  visuels d a n s  les d iag ram m es d ’é ta t  de la  c a p a c ité  
de charge . D ans le sy s tèm e  de coordonnées form é p a r  la  v ite sse  de coupe, la force de  co u p e
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p r in c ip a le  e t  le ray o n  de to u rn a g e  (v, Pf, R),  on  o b t ie n t  une  surface  c a ra c té ris a n t la  cap acité  
d e  c h a rg e  de façon b ien  v is ib le , e t  qu i p e rm e t de se re n d re  com pte  d irec tem en t de la  v a le u r de 
t r o is  d o n n ées re la tives a u  fo n c tio n n e m e n t, à sa v o ir  la  p u issan ce  de coupe ( N j  C V ) ,  le couple 
t o u r n a n t  (M )  e t le n om bre  de to u rs  p a r  m in u te  (n ) .  L e d iag ram m e  d ’é ta t  e st u n e  c o n fig u ra tio n  
s i tu é e  d a n s  l ’espace, lim itée  p a r  le coude de d e u x  cy lin d res hyperbo liques p e rp en d icu la ire s  
l ’u n  à  l ’a u tre , ainsi que p a r  q u a tr e  p lan s v e r tic a u x  e t  deux  p lans h o rizo n tau x . D u  p o in t 
c r i t iq u e  K  de la  co n fig u ra tio n , p a r te n t  les tro is lignes qu i d é lim ite n t les surfaces co rre sp o n d a n t 
à  la  p le in e  charge du  m o te u r , d u  d isp o sitif  d ’e n tra în e m e n t e t de la  broche p rin c ip a le .

L a  courbe de durée  de  v ie  de l ’o u til de to u r ,  dessinée dans le p lan  de  coordonnées 
(v,  Pf)  p e rm e t d ’é ta b lir  que  d a n s  le cas d ’une  seu le  so rte  d ’o u til, on o b tie n t q u a tr e  cham ps 
d e  c a ra c tè re s  d ifféren ts, re la tif s  a u  degré  d ’u til is a tio n  de la  m achine e t de l’o u til ,  ta n d is  que 
d a n s  le  cas de deux sortes d ’o u tils  (acier rap id e  e t  c a rb id e ), on o b tie n t 7 cham p s. Si l ’on  t ie n t 
a u s s i  c o m p te  d u  cas de l ’av an c e  p o u r  le dégrossissage e t  p o u r  le polissage, il ne  p e u t  se p ro d u ire  
q u e  46 ch am p s d ’u tilisa tio n  a u  m ax im u m , d o n t u n e  p a r tie  seu lem ent p e u t ê tre  réalisée  p a r 
u n  t o u r  donné. Ceci ex p liq u e  au ssi, po u rq u o i ju s te m e n t  les m eilleurs o u v rie rs  to u rn eu rs , 
p o s s é d a n t  à fond leu r m é tie r , s ’a t ta c h e n t  au x  m ach in es q u ’ils connaissen t b ien , e t  auxquelles 
i ls  s o n t  h ab itu és.

O n  a  exam iné dans u n  c h a p itre  à p a r t  le q u e s tio n  de savo ir co m m ent le re n d em en t, 
v a r ia n t  av ec  le nom bre de to u rs ,  in flu e  su r le d iag ra m m e  d ’é ta t .  On est a rriv é  à la  conclusion  
q u e  les courbes de n iv eau  c o n s tru ite s  p o u r des p u issan ces de coupe id en tiq u es , c ’est-à -d ire  
le s  isofortes co n tien n en t n o n  se u lem en t les données tec h n iq u es  en connexion, m ais  p e rm e tte n t  
a u s s i  d e  déd u ire , p a r  leu r d ire c tio n , des re n se ig n em en ts  essentiels re la tifs  a u x  ch an g em en ts  
d ’é t a t  de  la  charge. Au p o in t de  v u e  d u  m én ag em en t de  la  m achine, les isofectes c a ra c té r is a n t 
le s  d e g ré s  de charge m a in ten u s  id en tiq u e s  du  m o te u r , jo u e n t  u n  rôle im p o rta n t.

À  propos d ’u n  exem ple  p ra tiq u e , l ’a u te u r  p ré sen te  le réseau  de courbes de  n iv eau  
d a n s  u n  systèm e de coo rd o n n ées lo g arith m iq u es tran sfo rm ées .

НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРНЫЕ ЧЕРТЫ НАГРУЖАЕМОСТИ ТОКАРНОГО СТАНКА
Б .  С Э К Е

РЕЗЮМЕ

Для номограмм токарного станка очень хорошо подходят логарифмические сис
темы координат, однако для отображения эпюры нагружаемости целесообразно исполь
зовать систему пространственных координат Декарта, которые дают необходимую на
глядность. В системе осей (у, Pf, R) скорости резания, силы резания и радиуса точения 
получается такая хорошо обозримая эпюра для нагружаемости, которая непосредственно 
иллюстрирует еще три дополнительных данных работы, значения а именно мощности 
резания (N/л . С.), крутящего момента (М) и числа оборотов (л). Эпюра представляет собою 
такую пространственную форму, которая ограничивается двумя перпендикулярными 
друг к другу гиперболическими цилиндрами, четырьямя вертикальными и двумя гори
зонтальными плоскостями. Из К  критической точки формы исходят три линии, которые 
ограничивают территории, соответствующие полной нагрузке мотора, приводного меха
низма и главного шпинделя.

На основе отображения в плоскости кривой стойкости резца (v, Р;) можно опре
делить, что в случае применения резца одного типа получается четыре различных по 
характеру частей поля для используемости машины и резца, в случае двух видов резца 
(быстрорежущая сталь и твердый сплав) получается 7 полей. Если учитывать диапазон 
подачи при обдирке и чистовой отделке, а также охлаждение, тогда могут образоваться 
неболее чем 46 различных участков режима работы, лишь определенная часть которых 
входит в кривую характеристики некоторого определенного токарного станка. И этот 
факт служит в качестве объяснения того, что почему сильнее всего стараются сохранить 
за собой тот станок, к которому они привыкли и освоили, именно лучшие мастерски 
работающие токаря.

В отдельной главе исследовался вопрос влияния к. н. д., изменяющегося с числом 
оборотов, на эпюру. Установлено, что изофорты охватывают не только согласующиеся 
технологические данные, но и по их направлению можно сделать существенные заклю
чения в отношении изменения состояния нагрузки. С точки зрения бережного обращения 
со станком существенную роль играют также изофекты, характеризующие индентичную 
степень нагрузки мотора.

На крупном практическом примере показывает сетку слоевых линий также в 
системе в трансмированной системе логарифмических координат.
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1. In tro d u c tio n

I t  is know n [1] t h a t  th e  ca lcu la tion  o f  th e  e lastic  c ircu la r cy lind rica l 
shell (F ig . 1) is o u ts ta n d in g ly  d ifficu lt ow ing to  th e  com p lica ted  c h a ra c te r  o f 
th e  d iffe ren tia l e q u a tio n s  o f th e  problem .

T herefo re , severa l re sea rch ers  [2 — 4] h av e  tr ie d  to  sim plify  th e  d iffe ren tia l 
e q u a tio n s  of th is  p rob lem  b y  o m ittin g  som e o f th e ir  less im p o r ta n t m em bers. 
T h e  a im  o f th ese  a t te m p ts  is th e  sim p lifica tio n  dealing  w ith  th e se  eq u a tio n s  
from  th e  v iew -po in t o f  ca lcu la tio n  tech n iq u e .

S evera l a t te m p ts  h a v e  also been  m ade to  p ro d u ce  such  a s tre ss-fu n c tio n  
[5, 6] w hich  w ould o ffe r th e  possib ility  fo r a d ire c t d ed u c tio n  o f  th e  shell’s 
d isp lacem en t-, s tra in -  a n d  s tre ss-ch a rac te ris tic s . U n fo rtu n a te ly , th e se  efforts 
h av e  n o t  led  to  a n y  o b jec tio n ab le  re su lts , com ply ing  w ith  th e  d iffe ren tia l 
e q u a tio n s  of th e  p ro b lem , a lth o u g h  i t  is d esirab le  to  o b ta in  a so lu tio n  
w hich  w ould be n o t c o n tra d ic to ry .

A u th o r  has a lre a d y  d e a lt w ith  th e  q u e s tio n  concern ing  th e  stress- 
fu n c tio n  o f  th e  p ro b lem  on  c ircu la r cy lin d rica l shells d u rin g  h is sp rin g  lec
tu re  series held  in  1949, a t  th e  In s t i tu te  fo r A d v an ced  T ra in in g  in  E ng ineering  
Sciences [7]; an d  la te r  he  also de te rm in ed  th e  s tre ss-fu n c tio n  p e r ta in in g  to  
th e  accu ra te  so lu tion  o f  th is  p rob lem  [8]. In  ad d itio n  to  th e  abo v e-m en tio n ed  
s tu d ies , th e  p re se n t p a p e r  re p o rts  on s tre ss-fu n c tio n s o f  severa l ap p ro x im a te
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so lu tio n s . The know ledge o f  th e  functions in  q u e s tio n , offers th e  p o ssib ility  
o f  e lim in a tin g  c o n tra d ic tio n s  ap p earin g  in  th e  fo rm u la  sto ck  o f th e  ap p ro ach in g  
m e th o d s  used in  p ra c tic e .

2. Suppositions and notations

W e will use in  o u r p a p e r  n o ta tio n s  ap p lied  b y  F l ü g g e , W . a n d  fo r  th e  
in d ic a t io n  of d iffe ren tia l o p e ra tio n s  we shall also follow  F lüg g e’s n o ta t io n  
s y s te m , i. e. :

S ' =

F u r th e rm o re , we agree to  u se  th e  opera tio n  sy m b o l A  in  co n fo rm ity  w ith  th e  
e x p la n a tio n

Д /  =  Г  + / ”

In respect to the demands of reinforced concrete structure P oisson’s 
num ber will be taken into consideration with the value

/1 =  0

Our paper only includes the case of a circular cylindrical shell loaded 
along its edges, thus, it does not deal with the general solution of the problem, 
b u t on ly  with the solution o f the problem’s homogeneous equations.

3. The stress-function  of the accurate solution

I t  is know n th a t  a c ircu la r cy lind rica l shell loaded  along i ts  edges 
[10 , 11] has to  fu lfill th e  fo llow ing  equ ilib rium  eq u a tio n s:

W x +  N ‘„  =  0

a N \  +  a N 'Xip — M \  — M 'X(p =  0 

a N f  +  +  M \ „  +  M " x +  M 'v ,  =  0

( 1 )

Expressing the internal forces appearing in these formulae with the 
displacement-functions u, v, w pertaining to the points of the middle sur
face, and applying the abbreviation

к =
Ő2

12a2

where <5 is the shell-thickness, we obtain the following expressions:
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B y  su b s titu tin g  th e se  expressions in to  e q u a tio n s  (1) we o b ta in  F lü g g e ’s 
d iffe ren tia l e q u a tio n s  o f  th e  c ircu la r cy lin d rica l shell, t h a t  is:

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f such d isp lacem en t-fu n c tio n s  u , v, w , w hich 
sh o u ld  he in  e x a c t com pliance  w ith  th e  ab o v e  d iffe ren tia l e q u a tio n s , we 
w ill in tro d u ce  a s tre ss -fu n c tio n  F (x , y )  from  w hich  d isp lacem en t-fu n ctio n s 
u , v, w  could b e  d ed u ced  b y  sim ple d iffe ren tia l o p e ra tio n s . I n  acco rdance  
w ith  th e  a u th o r ’s s ta te m e n t [8], th e  s tre ss-fu n c tio n  in  questio n  h as  to  agree 
w ith  th e  follow ing d iffe ren tia l eq u a tio n :
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D isp lacem en t-fu n c tio n s  и, v, w  cou ld  be exp ressed  w ith  th e  help  o f  th e  above 
s tre s s -fu n c tio n  F  (x , y )  in  th e  follow ing w ay :

и  =  ( — 1 +  ЗА) F " 11 1 : -  (2 +  l,5fc) F " '  :: -  F ,::: +  

+  (1 +  3fc) F ...... -  (2 +  1,5*) F 111 : -  2 F 1 :: -  F 1 •*

v =  (2 -  2k) F " ...... +  (5 +  3*) F " " ”  4- (4 +  1,5k) F " ::*

+  (1 +  fc) F :: :* +  2 F " " *  +  (6 +  1,5k) F ll;" +

+  (2 +  2k) F :s* +  2 F 11- +  (1 +  k) F ”

w  =  2 F IIM : + ( 2  +  l , 5 k ) F " : :  +  

+  (2 + 1,5k) F " :

+  3 F " "  +

+

(5)

K n o w in g  d isp lacem en t-fu n c tio n s  u, t>, ic, in te rn a i  forces can  be c o m p u ted  
f ro m  fo rm u lae  (2), s tra in -c h a ra c te r is tic s , how ever, can  be ca lcu la ted  using 
th e  fo llow ing  fo rm ulae:

a

£f  =  —  (»• +  u>) 
a

Yxç =  —  (v1 +  u ‘) 
a

—  (m’ +  m, : ) 
a1

кXf —

( 6 )

4. Stress-functions of som e approximate solutions

A s F lug g e’s e x a c t d iffe re n tia l e q u a tio n s  a re  v e ry  co m p lica ted , i t  
b ec a m e  cu sto m ary  to  n eg lec t c e r ta in  less im p o r ta n t  m em bers o f  e q u a tio n s  (4). 
T h is  o ffers th e  p o ss ib ility  to  p ro d u ce  d iffe ren t a p p ro x im a te  so lu tio n s. 
I n  th e  follow ing, we w ish  to  p re se n t severa l o f  th e se  ap p ro x im a te  so lu tions, 
a n d  w e w ill also disclose th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  correspond ing  to  th e  stress- 
fu n c tio n  o f  th e  re sp ec tiv e  so lu tio n . These d iffe ren tia l eq u a tio n s  could  he d e 
d u c e d  b y  using th e  m e th o d  d isclosed  in  p a p e r [8]. T he accu racy  o f  th e  d isclosed 
fo rm u la e  could be d ire c tly  p ro v e d  b y  s u b s titu tin g  th e  fo rm ulae  in  q u estio n  
in to  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  o f  th e  p rob lem .

F o r  a com pletion  o f  th e  fo rm u la -s to ck  re fe rrin g  to  c ircu la r cy lin d rica l 
sh e lls , w e will also p re se n t fo rm u lae  re la tin g  to  th e  p lan e  d isk  an d  th e  p lan e  
s la b s , fu rth e rm o re , to  c irc u la r  cy lind rica l shells w ith o u t f le x u ra l re s is tan ce . 
T h e  know ledge of th e se  fo rm u lae  m ay  p ro v id e  an  aid  in  c e r ta in  cases.
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1st approximation : plane disk

I f  we evolve th e  m idd le  surface o f  a c irc u la r  cy lindrical shell in to  a p lan e , 
an d  suppose a t  th e  sam e tim e  th a t  th e  shell is o n ly  loaded  w ith  fo rces ac tin g  
on  its  m idd le  su rface , th e n  th e  eq u ilib riu m  e q u a tio n s  will h av e  th e  fo llow ing 
sim ple fo rm :

“M+ - r  +  -T -  =  °
U  '* V м

------- +  --------(- V" =  0
2 2

(1,3)

In  th is  case th e  d iffe re n tia l e q u a tio n  o f th e  p ro b le m ’s s tre ss-fu n c tio n  F  (x , y)  
w ill o b ta in  th e  fo rm :

ЛЛ F  =  0 (1,4)

w hile th e  d isp lacem en t-fu n c tio n s  u, v, w  a re  g iven  b y  th e  fo llow ing  sim ple 
fo rm ulae :

u =  F ” * !
v =  F ' " \  (1,5)
w  =  0

In te rn a l  forces an d  s tra in -c h a rac te r is tic s  can  also  be sim ply  c o m p u te d , t h a t  is

II ex =
1

a a

N f  = I L  j p n i . ef  =
1

a a

II

X

II _  R .  f \ \  :
a Vx<e =

1

a

f i n ( 1,6 )

I f  th e  so lu tio n  o f  th e  p rob lem  does n o t  req u ire  d a ta  on d isp lacem en ts , o r 
s tra in s , re sp ec tiv e ly , in te rn a l forces can  be  c a lcu la ted  d irec tly  f ro m  A i r y ’s 
know n stre ss-fu n c tio n .

2nd approximation : m em brane-shell

I f  we d isreg a rd  th e  flex u ra l re s is tan ce  o f  th e  shell, and  in  com pliance  
w ith  th is  om it th e  m em bers w ith  coeffic ien ts к  expressing th e  f le x u ra l re s is t
ance o f  th e  shell, th e n  fo rm ulae  o f th e  in te rn a l  forces will o b ta in  th e  fo llow ing, 
con sid erab ly  sim p ler fo rm :
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( 2 , 2 )

I n  su c h  a  case equ ilib riu m  eq u a tio n s  ex p ressed  b y  d isp lacem en t-fu n c tio n s 
w ill b e  th e  follow ing:

I n  a c c o rd a n ce  to  th is , fo rm u lae  o f th e  in te rn a l fo rces an d  of th e  s tra in -c h a ra c 
te r is t ic s  a re  th e  follow ing:

I t  sh o u ld  be m en tio n ed  th a t  in  th is  case th e  tw o  la s t m em bers f ig u rin g  on 
th e  le f t-h a n d  side of th e  second  equ ilib rium  e q u a tio n  could be o m itte d  w ith  
re sp e c t to  th e  th ird  e q u lib riu m  eq u a tio n .

I t  c a n  be p roved  b y  a sim p le  ca lcu la tio n  t h a t  th e  stre ss-fu n c tio n  o f  th e  
ab o v e  e q u a tio n -sy s te m  h as to  fu lfill th e  co n d itio n

w hile  d isp lacem en t-fu n c tio n s  can  be co m p u ted  w ith  th e  help o f th e  s tre ss- 
fu n c tio n  accord ing  to  th e  fo llow ing fo rm u lae :
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3rd approximation : plane slab

W h en  evolving th e  m id d le  su rface  o f  th e  shell in to  a p la n e , a n d  ta k in g  
in to  co n sid e ra tio n  o n ly  forces being  p e rp en d icu la r  to  th e  m id d le  su rface , 
th e  fo rm u lae  fo r th e  in te rn a l  forces will be  th e  follow ing:

N  =  N  =  N  =  N  = 0-‘■’ x  — 11 f  — -‘■’ XIf  —  1 ' l f X  —  u

M x =  Dkw"

M f  =  D kw •

M X<P =  M <px =  Dkw'-

I n  th is  case d isp lacem en t-fu n c tio n  w  can  he  reg a rd ed  as b e in g  th e  stress- 
fu n c tio n  itse lf. In  acco rd an ce  w ith  th e  th ird  equ ilib rium  e q u a tio n  th is  fu n c tio n  
h as  to  fu lfill th e  co n d itio n

(3,2)

A Aw =  0 (3,3)

4th approximation : plane disk +  plane slab -|- m em brane-shell

I f  we om it from  th e  fo rm ulae  o f th e  in te rn a l forces all th e  m em bers 
n o t ap p ea rin g  e ith e r in  th e  form ulae  re fe rrin g  to  a p lane  d isk , o r  in  those 
re la tin g  to  a p lane  s lab , o r  to  a m em b ran e  shell, fo rm ulae  o f  th e  in te rn a l 
fo rces w ill have  th e  fo llow ing  fo rm :

N x =  - u '
a

N T =  —  (v- +  w) 
a

N Xf =  N fX =
D  I u-

2 +  2

M x — D k w 11 

M f  — D kw  •

M Xf =  M fX =  Dkw'-

(4,2)

T h is sim p lifica tio n  h a d  b een  suggested  — as fa r  as is know n — fo r th e  f irs t 
tim e  b y  th e  a u th o r  in  1949. Since th a t  tim e  th is  p o ssib ility  fo r s im p lif ic a tio n  
has been  ra ised  b y  a n u m b e r  o f  sc ie n tis ts ; re c e n tly  also b y  Gr ü n i n G, G. [13], 
G i r k m a n n , K . [10], F l ü g g e , W . [11], R ü d i g e r , D . an d  U r b a n  J .  [12].
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I n  th e  case o f  th e  ab o v e-m en tio n ed  s im p lific a tio n s , equ ilib rium  equ a tio n s 
w ill o b ta in  the  fo llow ing fo rm :

T h e  d isp lacem en t-fu n c tio n s  a re  also easily  ca lcu lab le :

и — — AA F ' : 

v =  AA F :‘ +  2 A A  F 11* 

F 11"

(4‘5)

A s a  consequence o f  th e  a fo re -m en tioned  re la tio n s , th e  form ulae o f  th e  in 
t e r n a l  forces and  s tra in -c h a ra c te r is tic s  w ill o b ta in  th e  follow ing fo rm :

N o w  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  o f th e  s tre ss -fu n c tio n  w ill be as follow s:
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(4 ,7 )

5th approximation

(5 ,2 )

(5 ,3)

In  th is  case equ ilib rium  e q u a tio n s  w ill be fo rm ed  as follows

O m ittin g  th e  m em bers co n ta in in g  th e  Л-fohl va lues o f th e  d isp lacem en t 
co m p o n en ts  u an d  v,  th e  fo rm u lae  can  be w ritte n  in  th e  fo llow ing m an n e r:

W e h a v e  to  m en tio n  th a t  in  cases w hen th e re  is no need  e ith e r  o f d isp la c e m e n t- , 
o r fo r  s tra in -d a ta , in te rn a l forces can  be d e te rm in ed  from  th e  fo llow ing  sim pler 
fo rm u lae :
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w hile  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  o f th e  s tre ss -fu n c tio n  will be th e  fo llow ing:

A A A A  F  +  4 F " "  : +  6 F " ”  +  2 F*** +

+ 1 +  — F " "  +  2 F " *  + F :: =  0
к]

(5,4)

A t th e  sam e tim e th e  fo rm u la e  o f th e  d isp lacem en t fu n c tio n s will be th e  ones 
b e lo w  :

2 F m!! — F l::: +и =  — F IMI 1 :

4- 2 F IMI1 — 2 F 1": -  3 F ‘ ” — 1 — —
l к

V =  2 F im "• +  5 F mi!* +  4 F II::* +  F s::' +  

+  4 F " " -  +  8 F " :* + 2 F ” ’ +

~b 2 F " -  +  1 —

2 F im +  2 F "  : +  F

1)
F "

(5,5)

6. E v a lu a tio n  of the  ap p ro x im ate  so lu tions

A m ong th e  p re v io u s ly  discussed so lu tio n s , i t  is genera lly  only  th e  ex ac t 
so lu tio n  and  th e  a p p ro x im a te  solu tions in  4 a n d  5 w hich offer th e  p o ssib ility  
o f  co n fo rm in g  to  th e  b o u n d a ry  conditions, w h ich  could  o p tio n a lly  be  e s ta b 
lis h e d  a t  th e  shell’s edge  q> =  const. F o rm u lae  d isclosed  in  1, 2 a n d  3 could 
b e  a p p lie d  only in  c e r ta in  specia l cases.

D ifferen t a p p ro x im a te  so lu tions w ill, o f  cou rse , rep lace  th e  e x a c t so lu 
t io n ,  o n ly  th en , w hen  in te rn a l  forces w h ich  cou ld  be ca lcu la ted  w ith  th e ir  
a id , w ou ld  dev ia te  o n ly  s lig h tly  from  in te rn a l  forces co rrespond ing  to  th e  
e x a c t  so lu tion . The a u th o r  w ishes to  deal w ith  th e  e lu c id a tio n  o f th is  q u estio n  
in  a  la te r  paper.
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SUMMARY

Instead of F l ü g g e ’s differential equations referring to the problem of circular cylindrical 
shells, different approximate differential equations are generally used in engineering practice.

The present paper deals with several, such approaching equation systems, as are 
used in practice. It is demonstrated that there is a possibility of establishing these approaching 
equation systems by a stress-function from which the shell’s displacement-, strain- and stress- 
characteristics can directly be deduced by simple differential operations. Hereby, it becomes 
possible to achieve a perfect agreement between the formulae involved in the formula-stock 
referring to such shells on the one hand, and on the other hand, between these formulae and 
the simplified differential equations of the problem.

The paper does not touch upon the examination of the extent of the difference appearing 
between internal forces obtained by the discussed approaching solutions, and internal forces 
corresponding to the exact solution. The author wishes to clear up this question in a later 
paper.

ÜBER DIE SPANNUNGSFUNKTION DER KREISZYLINDERSCHALEN
p. c so n k a

ZUSAMMENFASSUNG

D ie In g en ieu rp rax is  b e d ie n t sich  a llgem ein  a n  S te lle  der FLÜGGE’sch en  D iffe re n tia l
g le ich u n g en  der K re iszy lin d ersch a len  v e rsch ied en e r an n äh e rn d er D ifferen tia lg le ich u n g en .

Der vorliegende Aufsatz befaßt sich mit einigen dieser in der Praxis gebräuchlichen 
Gleichungssysteme. Es wird nachgewiesen, daß es möglich ist, zu diesen annähernden Glei
chungssystemen eine solche Spannungsfunktion darzustellen, aus welcher die Verschiebungs-, 
die Verformungs- und die Spannungskennwerte mit Hilfe einfacher Differentialoperationen 
unmittelbar abgeleitet werden können. Hiedurch kann man sowohl zwischen den Formeln 
des auf die Schale bezüglichen Formelnmaterials wie auch zwischen diesen Formeln und den 
vereinfachten Differentialgleichungen der Aufgabe eine vollkommene Übereinstimmung er
reichen.

Der Aufsatz beschäftigt sich nicht damit, es zu untersuchen, wie weit die auf dem Wege 
der annäherungsweisen Lösungen gewonnene Schnittkräfte von den der genauen Lösung ent
sprechenden abweichen. Diese Frage wünscht der Verfasser in einem späteren Aufsatz zu 
klären.

7 Acta Technica XXIX/1—2.
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S U R  LA FO N C T IO N  D E  T E N S IO N  DU V O IL E  C IL IN D R IQ U E  C IR C U L A IR E
ÉLASTIQUE

P. CSONKA

RÉSUMÉ

A u  lieu des équations d ifférentielles de F lügge pour le  voile  cylindrique circulaire, on  
tr a v a ille , dans la pratique, a v ec  différentes équations d ifférentielles approchées.

L ’étu d e  tra ite  de c e r ta in s  d e  ces systèm es d ’éq u a tio n s  d iffé ren tie lle s  u tilisées en  p ra tiq u e ,  
e t  d é m o n tre  que l’on p e u t  é ta b l i r  p o u r  ceux-ci une  fo n c tio n  de  ten s io n , à p a r tir  de laq u e lle  
o n  d é d u it  d irec tem en t les d é p la c e m e n ts , les d é fo rm a tio n s  e t  les tensions du  voile  p a r  des 
o p é ra t io n s  différentielles s im p le s . O n o b tien t a in s i, q u e  le s  fo rm ules co n ce rn an t le vo ile  
s o ie n t  e n  accord p a rfa it e n tre  e lles e t  avec les éq u atio n s d iffé ren tie lle s  sim plifiées d u  p ro b lèm e .

L ’au te u r  ne d iscu te  p a s  la  q u estio n  de l’éca rt e n tre  les fo rces dans les sections calcu lées 
s u iv a n t  la  m éthode a p p ro ch é e , e t  celles calculées se lon  la  m é th o d e  exacte , c e tte  q u e s tio n  
d e v a n t  ê tre  élucidée d an s u n  t r a v a i l  u ltérieur.

О ФУНКЦИИ НАПРЯЖЕНИЯ ЭЛАСТИЧНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ
П. Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Вместо дифференциальных уравнений Флюгге для цилиндрической оболочки в 
инженерной практике применяются различные приближенные дифференциальные урав
нения.

Данная работа рассматривает используемые на практике некоторые такие при
ближенные системы. Показано, что для приближенных систем уравнений представляется 
возможным вывести такую функцию напряжения, которая представляет возможность 
непосредственно установить при помощи простых дифференциальных уравнений пара
метры сдвига, деформации и напряжения оболочки. Этим становится возможным достиг
нуть, чтобы формулы оболочки находились между собой в совершенном согласии, а также 
с упрощенными дифференциальными уравнениями задачи.

Работа не занимается анализом того, что насколько отклоняются силы разрезов, 
полученные на основе рассмотренных приближенных решений, от точных сил разрезов, 
соответствующих точному решению. Этот вопрос будет рассматриватся автором в другой 
его работе.
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[M anuscrit p résen té  le 27. A v ril 1959]

1. In tro d u c tio n

L a  rés is tan ce  a u  c isaillem ent des sols e s t donnée p a r la  fo rm u le :

t =  n ■ tg  Ф +  c (1)

D ans le cas où la ré s is tan ce  au  cisa illem ent e s t in d ép en d an te  de la  te n s io n  n o r 
m ale (Ф — 0), on a:

t =  c (2)

c’es t-à -d ire  la  ré s is tan ce  au  c isa illem ent e s t co n s tan te .
A u cours du  ch a rg em en t des argiles sa tu ré e s , les pressions se t r a n s m e t 

te n t  à l ’eau  in te rs titie lle ; e t la  ten sio n  n o rm a le  qu i charge les g ra in s e s t p r a t i 
q u em en t égale à zéro . D onc si le ch an g em en t de la  te n e u r en eau , c’e s t-à -d ire  la  
co n so lida tion  ne se p ro d u it  pas, les sols s a tu ré s  se co m p o rten t com m e les sols 
qu i p o ssèd en t seu lem en t de la  cohésion. D an s ce cas, l ’ap p lica tio n  de l ’h y p o 
th èse  Ф =  0 est v a lab le .

Si la  q u a n tité  d ’eau  incluse d im inue av ec  le tem p s (l’argile se consolide), 
la  ré s is tan ce  au  c isa illem en t au gm en te . L ’h y p o th è se  Ф — 0 re p ré se n te  do n c , 
dans ce cas seu lem en t, l ’é ta t  qui règne im m é d ia te m e n t après la  c o n s tru c tio n . 
L ’ap p lica tio n  de l’h y p o th è se  Ф =  0 p o u r les sols en é ta t  de tro is  p h ases  n ’es t 
ju s te  d ’au cu n e  m an iè re . Selon Skempton [1], d an s  certa in s cas —  c o m p te  te n u  
des lim ites d ’ap p lic a tio n  —  l’h y p o th èse  Ф — 0 e s t une m éthode b ien  u tilisa b le  
dan s les calculs d ’in g én ieu r. C ette  m éth o d e  re n d  possible la  ré so lu tio n  m athé
matique  ex ac te  d u  p rob lèm e.

2. R apports fo n d am en tau x

I l est connu que le long des surfaces de glissem ent, l ’équation de K ötter 
est valable:

—----- 2t tg  Ф =  y  sin  Ф sin (a — Ф) (3)
da da

7*
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J á k y  a p ro u v é  que  l’é q u a tio n  de K ötter es t v a lab le  aussi dans le cas des 
sols co h éren ts . P o u r  le cas où Ф =  0, il a t ro u v é  l ’expression su iv a n te :

dn  „ ds  . . .
--------- 2 c — -------y s i n a  (4)
da da

A p rès in té g ra tio n  e t  tra n s fo rm a tio n  en coo rdonnées polaires, la  te n s io n  n o r 
m a le  qu i s’exerce su r  la  su rface  de g lissem en t s ’exp lic ite  com m e su it:

n =  r y  sin 0 +  2 с (Я — 0) +  K  (5)

A  p a r t i r  de la  m ise en  éq u ilib re  du  coin é lé m e n ta ire , e t p a r le cercle de MoHR, 
il e s t é v id e n t que les ten sio n s so n t:

ar =  n  1 sin 21 =  n  +  c sin  21 

oe =  n  — t sin 21 =  n  — c sin  21 

r  =  t cos 21 =  c cos 21

E n  c o n s id é ra n t l ’é q u a tio n  (5), on tro u v e :

ar — ту sin  0 +  2c (1 — 0) +  c sin  21 +  K  

oe = r y  s in  0 -f- 2c (1 —  0) — c s in  21 +  K  

r  — c cos 21

L es é q u a tio n s  d ’équ ilib re  so n t:

a. — a„ да. , 1 Эт
— — -  + — — H------------

r Эг r  00
y  sin  0

2т Эт 1 дав

r ^  дг Г 00
y  cos 0

(6)

( 7 )

( 8 )

(9)

( 10)

( H )

( 12)

(13)

E n  d iffé re n tia n t les expressions des ten s io n s , e t  en les su b s ti tu a n t d an s les 
é q u a tio n s  d ’éq u ilib re , on o b tie n t de l’u n e  com m e de l’au tre , l ’éq u a tio n  d iffé
re n tie lle  su iv a n te  [3]:

1 —
01
00

tg l  +  r —  =  0
0Г

(14)'

L a  d ifficu lté  fo n d a m e n ta le  des p rob lèm es de p ression  des m assifs de te r re  
c o m p lè te m e n t p la s tiq u es  réside  dans la  ré so lu tio n  de ce tte  éq u a tio n  d iffé ren 
tie lle .
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L a solution générale de l ’éq u a tio n  d ifféren tie lle  est, com m e on p e u t  s’en 
con v a in cre  trè s  fac ilem en t [3]:

r  sin Я =  / ( 0  — Я) (15)

L ’expression  r sin Я est donc u n e  fonction  a rb itra ire , co n tin u e  e t d iffé re n tia b le , 
de l’expression  v a riab le  ( 0— Я)

R em arquons que l’éq u a tio n  d ifféren tie lle  (14) a deux solutions particu-
ЭЯ 8Я

lières g énéra lem en t connues; l ’une est —— =  1 1 =  0 ; Я =  Я0 -f- 0 e t dan s

ce cas, les surfaces de glissement sont planes. D ans l ’a u tre  cas: tg  Я =  0; Я =  0;

=  0 ; =  0. A c e tte  d ern iè re  so lu tion  co rrespond  le cas des surfaces de

glissements circulaires concentriques.
J á k y  a su r to u t em ployé ces deux  dern ières solutions particulières  p o u r  

des b u ts  p ra tiq u es . I l  a su pposé  des surfaces de g lissem ent re sp e c tiv e m en t 
cy lin d riq u es e t p lanes, e t a é tu d ié  su r ces bases le  p rob lèm e de la  poussée  des 
te rre s  su r les m urs de so u tè n e m e n t, celui de la  s ta b ilité  des ta lu s , e t  ce lu i de 
la  ru p tu re  des sols sous les fo n d a tio n s .

D ans l'étude présente, nous avons l ' intention d'employer la solution générale.

Supposons que les p o in ts  particu lie rs  ne so n t pas situés su r des su rfaces  
de g lissem ent cy lindriques. D an s ce cas, il re sso rt de la figure 3:

r sin  Я =  y 0 cos (0 — Я) — x0 sin  (0 — Я) ( 16)

D ans la  form ule, лс0 e t y 0 so n t les coordonnées d u  c e n tre  de la  su rface  de g lisse
m e n t cy lind rique , laquelle  passe  p a r  le p o in t exam iné.

L a form e de l ’exp ression  est analogue à la  so lu tio n  générale  re p rise  à la  
fo rm u le  (15), c’est-à-d ire  les surfaces de glissement cylindriques avec centres 
variables constituent une solution possible du problème. Le lieu  g éo m é triq u e  des 
cen tre s  de ces cercles es t u n e  courbe a rb itra ire .

E xam in o n s les lois de ces surfaces de g lissem en t cy lind riques. E n  t r a n s 
fo rm a n t l’équa tion  (16), on o b tie n t:

r  =  y 0 (cos 0 c tg  Я -f- sin  0) — x 0 (sin  0 c tg  Я — cos 0) (17)

E n  d iffé renc ian t l ’éq u a tio n  p a r  ra p p o r t à 0 on tro u v e :

9 r

90
=  y 0 — sin  0 c tg  Я —

cos 0 ЭЯ

sin2 Я 90
---- b cos 0

— *0
, s in 0  ЭЯ . 

cos 0 c tg  Я ------------- ------- b sin 0
sin2 Я 90

(18)
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D e la  F igure 1, il re s so r t  q u e

Si l’on  y  sub stitu e  les v a le u rs  r
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on  o b tie n t:
xo

(20)

ая sin  0 sin Ô 4" cos 0 cos ô
tg  Я =  ctg  (0 — <5)1ё Я (21)

Э0 ~ sin  0 cos ô — cos 0 sin ó

d ’où il v ien t:
c tg  Я • Э Я =  c tg  (0 —- Ô) ■ 9 0 (22)

L a so lu tio n  de l’éq u a tio n  d ifféren tie lle  e s t:

sin  Я =  к sin (0 - à ) (23)

C ette  form ule t r a d u it  la  re la tio n  en tre  l’ang le  Я ca ra c té risa n t la  p e n te  de la  
su rface  de g lissem ent, e t l ’angle ô c a ra c té r isa n t la  s itu a tio n  d u  cen tre  d u  cercle. 

S u b stitu o n s la v a le u r Я dans l’éq u a tio n  (17). A près calcul f a i t ,  on  tro u v e :

(* -  *o)2 +  (У -  Jo)2
1 Jo cos 0 — x0 sin 0 l 2 

к  sin  (0 — ô)
(24)

C e tte  exp ression  est l’é q u a tio n  d ’u n  cercle, d o n t le cen tre  a les coo rd o n n ées x ( 
e t  j 0, e t d o n t le ray o n  e s t:
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E n  a p p liq u a n t  la fo rm u le  y 0 =  x0 tg(5 on tro u v e :

R =  —  Л * —  =  ± -  (26)
к cos ô к

C’e s t-à -d ire  le ra p p o rt e n tre  le  ray o n  v ec teu r ( q)  e t le ray o n  (R) d ’u n  cen tre  
de  cerc le  quelconque e s t  c o n s ta n t.

3. L a poussée des terres s’exerçant sur un m ur rigide tournant autour de son  
angle inférieur, e t anim é d’un m ou vem en t vers le bas

P a r  suite  des forces effec tiv es , un m ur de so u tè n e m e n t n ’a pas seu lem en t 
u n e  ro ta t io n  vers le v id e  a u to u r  de son a rê te  in fé rieu re  (A), m ais il s’enfonce 
a u s s i;  c ’est-à-d ire  le m u r de  so u tèn em en t co m p le t (y  com pris son p o in t d ’angle 
in fé r ie u r)  est anim é d ’u n  m o u v e m e n t v e rtica l v e rs  le  bas. U n te l m ode d ’en fo n 
c e m e n t du  m ur exerce u n e  in flu en ce  sur la fo rm a tio n  des surfaces de g lissem ent 
q u i s o n t  convexes si on  les reg a rd e  d ’en h a u t .

N ous voudrions m a in te n a n t  faire usage des ra p p o r ts  fo n d a m e n ta u x  qu i 
o n t  é té  discutés au  p a ra g ra p h e  p récéden t, p o u r  o b te n ir  les v a leu rs  des 
te n s io n s  s’exerçan t su r  u n  m u r  de so u tèn em en t.

A . L a  détermination des constantes

Si le te rre-p le in  n ’e s t p a s  chargé, on tro u v e :

т0 =  c cos 2Я0 =  0 (27)

D ’o ù  il v ien t, si on p re n d  en  considéra tion  la  fo rm e  de la  surface de g lissem ent, 
la  s i tu a tio n  du cen tre  e t l ’in te rp ré ta tio n  de l’an g le  A:

(28)4

O n  tro u v e  q u ’au n iv e a u  d u  te rre -p le in , la  te n s io n  v e rtic a le  es t zéro, c’est-à - 
d ire :

°Vo — °eo

D ’o ù  il v ien t:

Л л  \

~ т —  с  sin
1 - т )

+  K =  0

A u  n iv e a u  du te rre -p le in
л

4
l ’é q u a tio n  (23) donne:

(29)

(30)

—=  — к  sin ( — ó)
p

(31)
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d ’où

A insi:

к  =
1 1

|/2 sin ô

~ r  sin  (0 — ô) 
Sin 0

(32)

(33)

B. Rapports géométriques

face

On do it ex p lic ite r la position  du p o in t qu i e s t rep é ré  p a r  ra p p o r t à la 

du  m u r \0  = —  I p a r les coordonnées rH e t XH.

De la  F igure 3, il s ’en su it que

Уо =  гн  +  R  ros *h =  R

x o = R  sin XH =  —= R  +  r0

(34)

(35)

d ’où les va leurs c a ra c té ris tiq u e s  de la  su rface  de g lissem en t cy lin d riq u e , qui
/ 71

passe p a r  un p o in t q uelconque de la  face a rriè re  d u  m u r 0 =  —  ;

R  =  rH
][2

(36)
1 — У2 cos Ян

\ 2  sis Ян
(37)x 0  ' H

1 — \ 2  cos Xn

Уо =  гн
1

(38)
1 — ](2 cos Ян

4 У2 sin Ян — 1
(39)r0 ' H

1 — У2 cos Ян

N ous désignons les v a le u rs  ca rac té ris tiq u es  du  cercle qu i passe p a r  le p o in t 
d ’angle in férieu r (A) de la  face arrière  d u  m u r p a r  les le ttre s  R  a , x oai У о At год. 
D ans ce cas, on d o it écrire  Яд e t H  au  lieu  de Яд e t Гц.

C. Détermination de la situation des surfaces de glissement

I l resso rt des p a ra g ra p h es  p récéden ts que, le lieu  g éo m étriq u e  des cen tres 
des surfaces de g lissem en t cy lindriques e s t une  courbe.

P o u r résoudre  ce p rob lèm e, on p e u t su iv re  d eu x  m éth o d es:



10 6 A. BÁLLÁ

a )  O n p eu t choisir à v o lo n té  la  courbe qu i co n s titu e  le lieu  g éo m étriq u e  
des c e n tre s  de cercle. D ans ce cas , on o b tie n t u n  é ta t  défin i des c o n tra in te s  su r 
les su rfa c e s  lim ites du  corps.

b)  S u r la  base des ex p érien ces  e t  des o b se rv a tio n s, nous constru isons une  
h y p o th è s e  quelconque su r l’é t a t  de c o n tra in te  qu i d o it rég n er su r  les su rfaces 
lim ite s . D an s ce cas, nous o b te n o n s  u n e  courbe u n iq u e , c’est-à -d ire  le lieu  géo
m é tr iq u e  des cen tres des cerc les.

D a n s  n o tre  é tu d e , nous em ployons la  deuxièm e m éth o d e . E x am in o n s  
c o m m e n t va rie , sur la  face a rr iè re  d u  m ur, l ’angle AH qu i ca rac té rise  l’in te rse c 
t io n  e n t r e  le m u r de so u tè n e m e n t e t  la  ta n g e n te  à la  su rface  de g lissem en t.

. n
A u  n iv eau  du  sol, où ( r ^ =  0), com m e nous avons d é jà  v u : t H= U , e t  AH = — .

4
E n  ex am in an t la  face a rr iè re  d u  m ur de so u tèn em en t, e t  a lla n t d u  h a u t  

v e rs  le  b a s , on tro u v e  que les d ép lacem en ts  re la tifs  d im in u en t de p lus en p lus, 
d ’où  il  v ie n t  que les tensions g ra n d isse n t avec la  p ro fo n d eu r. M ais de ce fa it, 
il s’e n s u i t  que la  p en te  des su rfaces  de g lissem ent diffère de p lus en p lus de 
l’an g le  A/4, e t on p eu t su p p o se r que  celles-ci co u p en t le m u r su iv a n t des angles 
g ra d u e lle m e n t plus aigus, c’e s t-à -d ire  A// л/,,.

E n  désignan t p a r  Ад la  v a le u r  Ая , qu i co rrespond  a u  p o in t d ’angle A, 
e t en  su p p o sa n t le cas le p lus s im p le , à savo ir que la  v a r ia tio n  de AH es t linéa ire  
s u iv a n t  la  p ro fondeur, on t ro u v e :

ÍL Tn  _L 71 
4 H  4

(40)

Si on  p re n d  en con sid éra tio n  l ’éq u a tio n  (33), on o b tie n t:

sin AH =  sin
n  \ rH I 71

H  4
1 *o

P  y 0
(41)

C e tte  exp ression  p e u t aussi se déd u ire  des éq u a tio n s  (37) e t (38). Le ray o n  
v e c te u r  d u  cen tre  du  cercle e s t:

Q2 =  x o +  Jo  (42)

Il re s s o r t  de la F igure 3, q u e

R  s in  (0 — A) =  y 0 — r sin 0 (43)

R  cos (0 — A) =  x 0 — r cos 0 (44)

Si o n  é lève  au  carré les d eu x  m em b res de l’éq u a tio n , e t si on fa it les calculs, 
on o b t ie n t .

r 2 — r • 2 (y0 s in  0 -f- x 0 cos 0) +  +  Jo ~ ■ -K2 =  0 (45)
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G râce à c e tte  é q u a tio n , il e st possible de ca lcu le r le ray o n  r , v e c te u r  d ’u n  p o in t 
se tro u v a n t  su r un  cercle donné e t c a rac té risé  p a r  un  angle a rb itra ire  0 .

E n  tra n s fo rm a n t c e tte  éq u a tio n  en coordonnées o rthogonales, on  tro u v e :

(x  — x0)2 +  (y  — Jo )2 — R 2 =  о (46)

C ette  éq u a tio n  est id en tiq u e  à l’ex p ressio n  (24).
Q uan d  on a d é te rm in é  la  s itu a tio n  des surfaces de g lissem en t, c’est-à- 

d ire  q u an d  on a posé l’h y p o th èse  c o n c e rn a n t la  v a leu r de Ян , on d o it  éc rire  des 
ten sio n s qui ré g n e n t su r la  surface de g lissem en t e t sur la face a rr iè re  d u  m ur. 

S ur la  su rface  de g lissem ent on a:

n  =  ту sin 0 4- 2c (Я — 0) 4- с I —---- 1
Л

t =  с

sin Я =
1 1

]/2 sin ô
sin (0 — ô)

(47)

(48)

(49)

Sur la face a rriè re  du  m ur, on o b tien t

J 0 H =  rH y  +  2c Яд —
n

ТИ r cos ? (} я \ pH1U1

il&
î (50)

4 H  1 A 4 )

H == — c sin 2 |я д ----- Гн
H

(51)

E n f in  on d o it écrire  la  re la tio n  e n tre  l’ang le  Я e t  l ’angle que fa it la  su rface  de 
g lissem ent p a r  r a p p o r t  à l’ho rizon ta le  (F ig u re  1)

Я +  —  =  a  +  0
2

(52)

D . Le problème de l'équilibre

D ans nos ré su lta ts  p récéden ts, la  v a le u r  de l’angle Яд jo u e  u n  rô le . Cet 
angle , c a ra c té ris tiq u e  à la  surface de g lissem en t qu i passe p a r  le  p o in t  A , est 
in co n n u  au  d é p a rt.

Le ca rac tè re  du  problèm e exige que non  seu lem en t les co n d itio n s de l ’éq u i
lib re  de tra n s la tio n  so ien t sa tisfa ite s , m ais au ssi que la cond ition  de l ’équ ilib re  
de ro ta tio n  sous l’effe t des forces ex té rieu res  s’ex erçan t su r to u te  la  m asse 
g lissan te  de te r re , so it vérifiée. A insi nous écriv o n s que la som m e des m o m en ts , 
p a r  r a p p o r t  au x  cen tres  des surfaces de g lissem en t cy lindrique, est égale  à zéro:

M q +  M K -f- M EN -(- M ET =  0 (53)



L e m o m e n t dû  à la  m asse  g lissan te  est:

L e m o m e n t dû  à la  force de cohésion est:

Le m o m e n t dû à la force n o rm a le  qui s’exerce su r  le m u r est:

L e m o m e n t dû à la force ta n g e n tie lle  qui s’exerce  su r  le m ur est:

E n  s u b s t i tu a n t  les v a leu rs  des m om ents dan s l ’éq u a tio n  (50) e t en fa is a n t  les 
ca lcu ls  e t  les sim p lifica tions, on o b tien t l ’éq u a tio n :
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45 60 75 90

Fig. 4

S ur la base de ces expressions, on p e u t d é te rm in e r les va leurs co rresp o n -
H y

d a n t e s ----- e t Ад, qu i sa tis fo n t à la  cond itio n  d u  m om en t. Nous av o n s fa i t  les
c

calcu ls  nécessaires e t le ré s u lta t  en est donné à  la  F igure 4.
n

N ous rem arq u ero n s, que dans le cas où Ад =  — , les surfaces de glisse-
4

m e n t cy lindriques se tra n s fo rm e n t en p lans de g lissem ent, qui fo n t av ec  l’hori-
7t

zo n ta le  l’angle a  =  —  =  45% ce qui c o n d u it a u  ré su lta t  bien co n n u

— -  = 4 (62)
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4. D éterm ination de la poussée des terres

L a  com posan te  n o rm a le  de la poussée des te r re s  qui s’exerce su r  le  m u r

L a co m p o san te  ta n g e n tie lle  de la poussée des te r re s  est:

De l ’exp ression  (58) on t ire :

O n p e u t  d é te rm in er le po ids de la  m asse de so l g lissan t, de m êm e que la  force 
de cohésion :

L a co m p o san te  v e r tic a le  de la  force de cohésion  e s t:

L a  co m p o san te  h o riz o n ta le  e st:
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L a som m e des p ro jec tions ve rtica les  e t  la  som m e des p ro jec tions h o rizo n ta le s  
de ces q u a tre  forces donne les co m p o san tes  de la  force norm ale qu i s’ex erce  su r 
la  su rface  de glissem ent.

H y
N ous avons d é te rm in é  ces q u a tre  forces en fonction  du  r a p p o r t  -----

c
e t n o u s les avons rep résen tées su r la  F ig u re  5.

D an s le cas où la  h a u te u r  du  m u r (H) e t les ca rac té ris tiq u es  du  sol (c, y)  so n t
H y

d onnées, on d o it fo rm er le r a p p o r t ----- . Les valeurs co rre sp o n d an te s  Лд
c

p e u v e n t ê tre  lues su r la F igure  4, e t on p e u t  chercher les valeurs c o rre sp o n d a n 
tes G, Ем, E t , Kh, K v, Nh e t N v su r la  F ig u re  5.

H y  . 71
Selon la  F igu re  5, dans le cas où  - — - =  9,34, on a == —  e t la  su rface

c 4
de g lissem en t a b o u tit  ta n g en tie llem en t a u  p o in t A  d u  m ur.

H y
D an s le cas où ----- 9,34, la  su rface  de g lissem ent a b o u tit ta n g e n tie lle -

c
m e n t a u  p o in t A j du  m ur, qu i se tro u v e  au -dessus du  p o in t A. L e lo n g  de la  
sec tio n  A A j, la  su rface de g lissem ent se con fond  avec la  face a rriè re  d u  m u r
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Le long  de ce tte  se c tio n , on  a:

« =  %  =  гнУ +

I l  p a ra ît en fin  u ti le  de résum er les l im ite s  de la m éthode p résen tée .
Com m e nous l’a v o n s  v u , le b u t du  t r a v a i l  é ta i t  d ’exam iner la  poussée des 

te r re s  su r  un  m u r de so u tè n e m e n t, sur la  b a se  de la  so lu tion  de J á k y . D e ce 
fa it  su b sis te ro n t n a tu re lle m e n t to u tes les lim ite s  de la  so lu tion  généra le  se 
b a s a n t  su r l ’éq u a tio n  de  K ö tte r , laquelle n ’es t v a la b le  que po u r l’une des s u r 
faces de g lissem ent. N ou s n ’exam inerons p as  le  p ro b lèm e des au tre s  su rfaces 
de  g lissem ent.

C ontre les su rfaces  de glissem ent o b te n u e s  p a r  la  so lu tion  (cercles a 
c en tre s  de position  v a r ia b le ) , il est possible de fa ire  des objections du  p o in t de 
v u e  c iném atique . L a  so lu tio n  ne p erm et, en  d é f in itiv e , que la sa tis fac tio n  de 
l ’éq u ilib re  des m o m en ts . I l  ne résu lte  pas n é cessa irem en t de ce tte  m é th o d e  que 
la  som m e de la  p ro je c tio n  des forces so it zéro.

I l  fa u t sou ligner to u te fo is , que to u te s  les m é th o d es  se rv an t à d é te rm in e r 
la  poussée des te rre s  o n t  p lu s  ou m oins ces lim ite s . L a  m éthode p résen tée , qu i 
se b ase  sur l’équ ilib re  des ten sio n s et sur la  c o n d itio n  de ru p tu re , est donc, m a l
gré ses lim ites, u n e  so lu tio n  th éo riq u em en t rig o u reu se . Dès lors, elle es t sans 
d o u te  b ien  outillée p o u r  f ix e r  une d irection  a u x  é tu d e s  u ltérieu res, e t p o u r le u r 
fo u rn ir  aussi une b a se  so lide.

5. Exem ple p ra tiq u e

E x am in o n s u n  m u r  de  so u tèn em en t de 10 m  de h a u te u r .
L a  cohésion e s t:  c =  3,5 t /m 2, le poids u n ita ire  e s t  y  =  1,985 t /m 3.

E n  ce cas:

H y
5,67

On p e u t c h erch er la  v a le u r  co rrespondan te  de  Яд su r  la  F ig u re  4; elle e st en  ce cas 75°. 
A  l ’aid e  des fo rm ules (36)— (39), o n  o b tien t les r é s u lta ts  su iv a n ts , re la tifs  à  la  su rface  de g lisse
m e n t qu i passe p a r  le p o in t  d ’angle  inférieur:

R a  =  22,305 m  

X oA =  21,544 m  

У0д =  15,773 m  

R 0A =  5,771 m

On p e u t c h e rc h e r  su r  la  F igu re  5 les v a leu rs  d es fo rces en  présence. Ce so n t:

G =  45,6 t  

K-v — 35,0 t Kh  =  20,3 t
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F ig . 7

Nv =  27,3 t 

Et =  16,7 t

Nh =  74,2 t  

E n =  53,9 t

N ous av o n s dessiné  la  surface  de g lissem en t, la  p o sitio n  des forces e t  la  ré p a r t i t io n  
des ten s io n s  su r les F ig u res 6 e t 7.

I l  e s t v isib le  q u e  les ré su lta ts  th éo riq u es sa t is fo n t  a u x  conditions de l ’éq u ilib re .

8  Acta Technics XXIX/1—2.
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R É SU M É

L a  l it té ra tu re  de la  m éc an iq u e  des sols é tu d ie  so u v e n t ,  ces dern iers tem p s, l ’é ta t  de 
so ls o ù  la  résistance  au  c is a il le m e n t est in d ép e n d an te  de  la  ten s io n  norm ale. Ce cas su b s is te  
m êm e  si l ’angle de f ro t te m e n t d u  sol e st zéro (Ф =  0). C’e s t  l ’é ta t  d it  « p a rfa item en t p la s tiq u e » , 
q u i f a i t  au ssi l ’o b je t de la  p ré se n te  é tu d e . A p a r t i r  des é q u a tio n s  d ’équilib re  e t de l ’é q u a tio n  
de  K ö t te r ,  on p eu t écrire  u n e  é q u a tio n  d ifféren tie lle . Se lon  la  so lu tion  de celle-ci, les su rfaces  
de  g lis se m e n t so n t des cerc les à  c en tre  v ariab le  (non  co n cen triq u es).

L a  so lu tion  p e u t s ’a p p liq u e r  à de nom b reu x  p ro b lèm es  p ra tiq u es . L ’é tu d e  p ré se n te  le 
c a s  d ’u n  m u r de so u tè n em en t b a sc u la n t a u to u r de son  p o in t  d ’angle in férieu r, e t a n im é  d ’u n  
m o u v e m e n t  v e rtica l v e rs  le b a s . Les form ules so n t i llu s tré e s  p a r  un  exem ple n u m é riq u e

D E R  B O D E N D R U C K  A U F  E I N E  ST Ü T Z M A U E R  IM  F A L L E  E IN E S  V O L L K O M M E N
PL A S T IS C H E N  E R D K Ö R P E R S

Á. BALLA

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie  F a c h lite ra tu r  d e r B oden m ech an ik  w id m et n e u e s te n s  große A u fm erk sam k e it dem  
Z u s ta n d  d e r B öden, in  d e m  d ie  Schubfestigke it u n a b h ä n g ig  v o n  der N o rm a lsp an n u n g  is t. 
D ie se r  F a ll  b e s teh t a u ch  d a n n , w en n  der R eib u n g sw in k el des B odens N ull is t (Ф =  0). D ies 
i s t  d e r  so g en an n te  « v o llk o m m en  p las tisch e  Z u stan d » , m it  d iesem  b esch äftig t sich d ie  v o rlie 
g e n d e  A rb e it. A usgehend v o n  d e n  G le ich g ew ich tsbed ingungen  u n d  den K ö tte rsch en  G le ich u n 
g en  k a n n  eine D ifferen tia lg le ich u n g  angeschrieben  w e rd en , deren  Lösung e rg ib t, d a ß  die 
G le itf lä c h e n  K reise m it v e rä n d e rlic h e m  M itte lp u n k t (n ic h t  k o n zen trische  K reise) sind .

D iese  Lösung k a n n  fü r  L ö su n g  von  m ehreren  p ra k tis c h e n  A ufgaben an g ew en d e t w e rd en . 
D ie  A rb e it  b eh an d e lt den  F a ll  d e r  S tü tzm au er, d ie u m  d e n  n a ch  u n ten  sich v e rsch ie b en d e n  
u n te r e n  E ck p u n k t k ip p t,  u n d  e r lä u te r t  die F o rm e ln  d u rc h  e in  num erisches B eisp ie l.

T H E  SO IL  P R E S S U R E  O N  A SU ST A IN IN G  W A L L , IN  T H E  CASE O F A P E R F E C T L Y
PLA STIC  E A R T H  B O D Y

Á. BALLA

SU M M A RY

D u rin g  th e  la s t tim e , l i te r a tu re  on soil m ech an ics  d e v o te s  g rea t a tte n tio n  to  th e  s ta te  
o f  t h e  soil w here th e  sh e a r  s tre n g th  is in d e p e n d e n t f ro m  th e  norm al stresses. T h is  s ta te  
o c c u rs  a lso if  th e  ang le  o f f r ic t io n  of th e  soils is zero  (Ф =  0); th is  is th e  so -called  
» p e r fe c t ly  p las tic  s ta te« , w i th  w h ich  deals th e  p re se n t p a p e r .  O n th e  base  o f th e  e q u ilib r iu m  
e q u a t io n s  an d  th e  K ö t te r  e q u a tio n , a  d iffe ren tia l e q u a t io n  can  be estab lished , th e  so lu 
t io n  o f  w h ic h  shows th a t  th e  s lid ing  surfaces a re  (n o n -co n c e n tr ic )  circles o f v a ry in g  c en tre s .

T h is  so lu tion  can  be  a p p lie d  to  sev e ra lp rac tic a l c ases. I n  th e  p aper, th e  case o f th e  s u s ta in 
in g  w a ll, tiltin g  a ro u n d  i ts  lo w er edge sliding do w n w ard s , is show n and  th e  fo rm ulae  a re  i llu s 
t r a t e d  b y  a n u m erica l ex am p le .
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ДАВЛЕНИЕ ГРУНТА, ДЕЙСТВУЮЩЕЕ НА ОПОРНУЮ СТЕНУ, В СЛУЧАЕ СО
ВЕРШЕННО ПЛАСТИЧНОГО ТЕЛА ГРУНТА

А. БАЛЛА 

РЕЗЮМЕ

В последнее время в литературе по грунтовой механике уделяется большое вни
мание состоянию грунтов, при "котором сопротивление сдвигу независит от нормального 
напряжения. Этот случай имеет место и тогда, если угол трения грунта равен полю 
(Ф =  О). Это является т. н. состоянием «совершенной пластичности». Статья посвящена 
этому случаю. Исходя из уравнений равновесия и уравнения Кэттера, можно вывести 
дифференциальное уравнение. Решение дифференциального уравнения показывает, что 
плоскости скольжения представляют собою неконцентричные круги.

Это решение можно применить для случая ряда практических примеров. В работе 
рассматривается случай опорной стены, вращающейся вокруг нижнего угла, и формулы 
разясняются числовым примером.

8*
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DIE STRENGE BERECHNUNG DER VERHINDERTEN 
DEHNUNG VON LANGSCHIENEN UND LÜCKENLOSEN 

GLEISEN AUF GRUND EXPERIMENTELLER 
GLEISWIDERSTANDSKURVEN

D r. tech n . E . N E M E SD Y
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

LEHRSTUHL FÜR STRASSEN- UND EISENBAHNBAU DER TECHNISCHEN HOCHSCHULE FÜR BAUINDUSTRIE
UND VERKEHRSWESEN, BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  27. A pril 1959]

I . E in le itu n g  und  Z ielsetzung

M it der s tü rm isch en  V erb re itu n g  d er lücken los v e rsc h w e iß te n  Gleise 
d rä n g t sich in  le tz te r  Z eit die U n te rsu ch u n g  d er B ew egung d e r  S ch ienenenden  
u n d  die F rage ih re r  k o n s tru k tiv e n  L ösung besonders im  F a lle  v e rh in d e rte r  
D eh n u n g  in  den  V o rd e rg ru n d . Die G rö ß en än d eru n g  d e r B ew egungen  von 
S chienenenden  k a n n  ab h än g ig  von  einer w echselnden  u n d  s te tig e n  T e m p e ra tu r
än d e ru n g , gegebenenfalls be i S ch ienenbrüchen  im  W in te r , am  e in fach sten  
u n d  ü b ersich tlich sten  u n te r  d er V orausse tzung  eines k o n s ta n te n , von  den 
V ersch iebungen  u n ab h än g ig en  B e ttu n g sw id e rs tan d es  v o n  d e r  G röße p  kg/cm  
b e re c h n e t w erden . D ieses B erech n u n g sv erfah ren  w urde  n a c h  d e r  In itia tiv e  
von  D r . N em esdy-N emcsek  [1], W attmann [3] u n d  Ghuenew aldt  [4] 
n a c h  e iner e n tsp rech en d en  W eite ren tw ick lu n g  [5, 6, 7, 8, 14] e in  a llgem ein
g ü ltiges V erfahren .

D urch  inzw ischen  d u rch g e fü h rte  V ersuche von  B e ttu n g sw id e rs ta n d s-  
m essungen  (sowohl frü h e re  [4] als au ch  die n eu es ten  [13]) w u rd e n  B e ttu n g s- 
w id e rstan d s-V ersch ieb u n g sk u rv en  fü r  m ehrere  O b e rb a u a r te n  gew onnen . D ie 
A bb ild u n g en  la  u n d  l b  ste llen  ih re  c h a ra k te ris tisch e  F o rm  d a r . A us diesen 
g eh t h e rv o r, daß  d er G le isw iderstand  in  L än g srich tu n g  (p  kg /cm ) v o n  einem  
seh r k le inen  A n fangsw ert schon  w äh ren d  einer e rs ten  V ersch ieb u n g  v o n  4 —5 
m m  b is zu  seinem  v o llen  W ert a n s te ig t, d er sich  jed o ch  b e i e in e r  w eiteren  
V ersch iebung  n ic h t m e h r w esen tlich  ä n d e r t, m ith in  also v o n  h ie r  an  t a t 
säch lich  k o n s ta n t is t  (A bb. la ) .  In  einem  an d eren  F a ll k o n n te  au c h  im  zw eiten 
A b sc h n itt eine lan g sam e W id e rs tan d szu n ah m e  fe s tg es te llt w e rd en  (A bb. lb ) .

Teils au f G ru n d  so lcher V ersuche, te ils  a u f  G ru n d  re in  th eo re tisch e r 
Ü berlegungen  w u rd en  d ie jen igen  D eh n u n g sb erech n u n g en  e n tw ic k e lt, die au f 
e iner B erü ck sich tig u n g  des m it der Verschiebung sich ändernden Widerstandes 
p  kg/cm  basieren . So s te ll t  die A bb. 2a die A n n ah m en  des U n g a rn  D r . N em esdy- 
N emcsek [2], A bb . 2b die des Schw eizers Stüssi [9], 2c d ie  des Jap an e rs  
H oshiNo [10] u n d  des K u m än en  C. M iklósi [11] b ezü g lich  d e r  Ä nderung  
des B e ttu n g sw id e rs tan d es  d a r . E ine  gem einsam e C h a ra k te r is tik  d ieser üb er-
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au s  v e rw ic k e lte n  B e re c h n u n g sv e rfah re n  is t die T a tsa c h e , d aß  in  ih re n  E n d 
fo rm e ln  ih re  V e rw an d tsch a ft m i t  dem  B e rech n u n g sv e rfah ren , das m it einem  
k o n s ta n te n  G le isw iderstand  a r b e i te t ,  verschw indet; in fo lgedessen  k ö n n te  m an  
im  e r s te n  A ugenblick  g la u b e n , d aß  ihre R e su lta te  v o n  dem  » N äh e ru n g s
v e r fa h re n «  s ta rk  ab w eichen  u n d  v ie l »genauere« W e rte  ergeben .

Abb. 2
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Im  fo lgenden  soll eine »strenge«  D eh n u n g sb erech n u n g  v o rg e fü h rt w er
den , die sich  d e r  W id ers tan d s-V ersch ieb u n g sk u rv e  eng an sch m ieg t u n d  
n ic h t n u r  » genauer«  als die v o rh in  e rw ä h n te n  V erfah ren  is t, so n d ern  a u c h  in  
ih ren  E n d fo rm eln  die V e rw an d tsch a ft m it d em  » N äh eru n g sv erfah ren «  b e h ä lt  
u n d  gleichzeitig  ze ig t, w ie groß die fo rm el- u n d  zah lenm äßige A bw eichung  
zw ischen dem  »N äherungs-«  u n d  dem  » stren g en «  V erfah ren  bzw . bei 
B erü ck sich tig u n g  eines k o n s ta n te n  (p  kg/cm ) u n d  eines v e rän d erlich en  B e t
tu n g sw id ers tan d es  is t.

A u f diese W eise k a n n  also n ach  einem  V erg leich  en tsch ied en  w erd en , 
ob es bei D eh n u n g sb erech n u n g en  n o tw en d ig  o d e r  w e rt is t, » strenge«  B e re c h 
n u n g sv e rfah ren  an zu w en d en , oder ob m an  d as  » N äh eru n g sv erfah ren «  b e ib e 
h a lte n  k a n n , das m it e inem  k o n s ta n te m  G le isw id erstan d  p  kg/cm  a rb e i te t ,  
ü b e rs ich tlich  u n d  e in fach  is t und  au ß erd em  d ie  W irkung  der T e m p e ra tu r 
schw ankungen  p la s tisch  d a rs te llt.

D eshalb  w erden  im  folgenden K a p ite l I I  d ie  G ru n d zu sam m en h än g e  d er 
e inen  k o n s ta n te n  G le isw iderstand  v o ra u sse tz e n d e n  N äh eru n g sb erech n u n g  k u rz  
zu sam m en g efaß t, u m  in  K a p ite l I I I  die a u f  d en  experim en te llen  W id e rs ta n d s 
k u rv en  b e ru h en d e  strenge B erechnung  zu  b eh a n d e ln .

II. Die Berechnung der verhinderten D ehnung bei konstantem  Gleiswiderstand

E s is t eine b e k a n n te  T a tsach e , d aß  eine  T em p e ra tu rän d e ru n g  A  t° 
in e iner in  ih re r  A u sd eh n u n g  vollkommen  b e h in d e rte n  unbew eglichen Schiene 
eine innere  D e h n u n g sk ra ft P  =  a E F  A t h e rv o rru f t . D as E nde  e iner L a n g 
schiene k a n n  sich  w egen des W id ers tan d es  (H  kg) der L aschen  u n d  w egen 
des L än g sw id erstan d es (p  kg/cm ) des G leises n u r  in  einer beg ren z ten  — te m 
p e ra tu rb e d in g te n  — L änge  2 versch ieben . D as E n d e  einer sog. A tm u n g s 
länge b e f in d e t s ich  d o rt, wo die der B ew egung en tgegenw irkenden  p assiv en  
K rä f te  gerade  den  D eh n u n g sk rä ften  gleich s in d : H  -\-pz  = a  E F  A t .

D arau s is t die jew eilige Länge e iner A tm u n g slän g e  :

a E F A t - H

In  der A bb . 3a s ind  ü b e r dem  S ch ienenende d ie w aagrech te  K o m p o n en te  
B C  d e r D e h n u n g sk ra ft P  u n d  die schiefe G erad e  Ä B 'C  der W id e rs ta n d sk rä fte  
d a rg es te llt.

V om  S c h n ittp u n k t C an  f in d e t gegen d ie  S ch ien en m itte  zu keine B ew e
gung m eh r s t a t t ,  w eil die Sum m e d er W id e rs tä n d e  schon größer is t  a ls die 
die B ew egung h e rv o rru fen d e  D e h n u n g sk ra f t;  v o n  P u n k t C an  d e h n t sich  
die Schiene im m er m eh r, da sich d er W id e rs ta n d  v e rrin g e rt. D ie g rö ß te  D e h n 
bew egung v o llfü h rt n a tü r lic h  der Q u e rsc h n itt des Schienenendes: A z . D ie
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ta ts ä c h lic h e  S ch ienenendversch iebung  A z  w ird  u m  den  B e trag  A z H, Pi d e r  
d u rc h  die W id e rs ta n d sk rä f te  h e rv o rg e ru fen  w urde u n d  en tg e g e n g e se tz t 
g e r ic h te t  is t , k le iner a ls die u n g eh em m te  D e h n u n g  A zt =  a z A t des A b s c h n it
te s  z  se in : A z =  A zt — A z H p . D ie L ä n g e n ä n d e ru n g  d A z  eines A b sc h n itte s  
v o n  d e r  L änge dz is t  n ach  d em  H ookeschen  G esetz  u n te r  der E in w irk u n g  der 
W id e rs ta n d s k rä f te  (H  -f- pz):

d A z p H =  dz • s =  dz —  =  ^  ^  dz
P’H E  E F

u n d  b e i  e inem  A b sc h n itt v o n  d er L änge z h ingegen  :

^  z p,n ~~
H  +  p z  

E F
dz =

H
E F

z +
p z *

2 E F

D ie ta ts ä c h lic h e  V ersch ieb u n g  des S ch ienenendes is t som it :

Az A z t — A zp H =  az- A t  —
Я

-------z
E F

p z 2

2 E F
b.

W ird  h ie r  die F o rm el (1) d er jew eiligen  L änge  z des A tm u n g sa b sc h n itte s  
e in g e se tz t , d a n n  is t die F o rm e l fü r  die V ersch ieb u n g  der S ch ien en en d en , die 
b e so n d e rs  fü r die U n te rsu c h u n g  d er E n d e n  lücken loser Geleise an g ew en d e t 
w e rd e n  k a n n  :

A z  =  (a E F A t - H ) t
2 E F  p

( 2 )



DIE STRENGE BERECHNUNG DER VERHINDERTEN DEHNUNG VON LANGSCHIENEN 121

D a ra u s  g eh t h e rv o r, d a ß  bei e iner T e m p e ra tu rzu n a h m e  die A tm u n g slän g e  
(F o rm el 1) lin ea r, die S ch ien en en d v ersch ieb u n g  dagegen  (F orm el 2) quadratisch  
z u n im m t.

B ei e iner k ü rze ren  Schiene k a n n  sich  die A tm ungslänge h ö c h s te n s  a u f  
eine halbe Schienenlänge l e rs treck en  (A b b . 3b) :

a E F  Atu — H  ,
* m a x  =  ----------- --------------------- =  I

P

D a ra u s  is t  die T em p era tu rd iffe ren z  A  t/, b e i d e r eine K urzsch iene  sich  schon 
in  ih re r  ganzen  L änge zu dehnen  b eg in n t:

A th
H ^ r p l

a E F
(3)

D ie V ersch iebung  A l des E n d es  einer k u rz e n  Schiene liefert im  F a lle  e iner 
k le in e ren  T em p era tu rd iffe ren z  als A th F o rm e l 2 ( A z  =  Al ) ,  w ä h re n d  sie bei 
e iner g rößeren  d u rch  die fo lgende F o rm el 4 gegeben  is t, n ach d em  im  obigen  
Z u sam m en h an g  6 der n u n m e h r k o n s ta n te  W e rt z =  l e ingesetz t w u rd e  :

Al  — a l A t -------—  1 —
p  l2

E F 2 E F
(4)

E in e  ku rze  Schiene d e h n t sich also n a c h  der Ü berw indung  d e r  W id e r
s tä n d e  bei g le ichgerich teter T e m p e ra tu rän d e ru n g  linear aus.

N u n  m uß  m an  den  w ich tigen  U m sta n d  zu r K en n tn is  n eh m en , d a ß  die 
F läch en d iffe ren z  zw ischen  d er die D e h n u n g sk ra ft P  d a rs te llen d en  F läch e
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u n d  d e r  d ie  W id e rs ta n d sk rä f te  d a rs te llen d en  F lä c h e  T  m it der G röße d e r B e
w e g u n g  des Schienenendes u n m itte lb a r  p ro p o r tio n a l is t  (A bb. 3a).

T
A z bzw . A l = ------

E F
(5)

D ie d u rc h  die D e h n u n g sk ra f t P  =  a E F  A t a lle in  hervo rgeru fene  B ew egung 
is t  o ffen s ich tlich  im  F a lle  k e in e r B eh in d eru n g  d em  Hookeschen G esetz  e n t 
s p re c h e n d  (A bb. 3a) :

A z  =  z ' a E F At  __ Т (ДВСР)
' E F  ' E F

D ie d u rc h  die W id e rs ta n d sk rä f te  allein v e ru rs a c h te  V ersch iebung  A zp h  k a n n  
im  H in b lic k  a u f den  o b ig en  Z u sam m en h an g  a u n d  a u f  die A bb . 3a von  neuem  
m it  e in e r  F läche  gem essen  w erden  :

A z p ,h  =

Z

r  H p z

E F
dz

i f
( H  -)- pz )  dz  = T (a b 'cd,

E J
о о

D ie ta ts ä c h lic h e  B ew egung des S chienenendes i s t  also w ieder :

Az =  Az, — Az„ H — (ABCD) -  (AB'CD) =  -  (BCg,) 
p’ E F  E F  E F

D a d u rc h  w urde d er Z u sam m en h an g  5 b e s tä t ig t ,  d a  T  s te ts  die zw ischen  d er 
D e h n u n g sk ra f tf lä c h e  u n d  W id e rs ta n d sk ra f tf lä c h e  h errschende Flächendiffe
renz  b e d e u te t.

I I I .  D ie  genaue B erech n u n g  der v erh in d erten  D e h n u n g  a u f  G rund ex p e rim en 
te lle r  W id e rs tan d sk u rv en

1. E i n  strenges Berechnungsverfahren j i i r  die Bewegung der Schienenenden bei
lückenlos verschweißten Gleisen

a )  D i e  B e r e c h n u n g  e i n e r  D o p p e l a b s c h n i t t s d e h n u n g

D ie beste  u n d  zw eckm äß igste  N äh e ru n g  a n  die ex p erim en te llen  G leis
w id e rs ta n d s  (p  kg/cm ) -V ersch iebungs (y  cm ) -K u rv e n  gesch ieh t — w ie L ev 
Sack m auer  [12] 1958 in  T a tra -L o m n itz  (C eskoslovensko) a u f  d e r K on-
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ferenz  fü r  lücken los ve rsch w eiß te  Gleise im  Z u sam m en h an g  m it dem  R e fe ra t 
v o n  C. Miklósi [11] h inw ies — in  zwei A b sc h n itte n , w obei ein  A n fan g s
re ib u n g sw ert an g en o m m en  w ird . Im  e rs ten  w ä c h s t d er G le isw iderstand  von  
einem  kleinen A n fan g sw ert p 0 kg/cm  lin e a r b is  zu  einer G röße p  kg /cm , 
u m  im  zw eiten  — v o n  d e r  V ersch iebung y  (z. B . von  5 m m ) an  — k o n 
s ta n te n  C h a ra k te r  zu  b e s itz e n : p  kg/cm  =  k o n s t. D ie den  G le islängsw ider
s ta n d  d a rs te llen d en  F o rm e ln  sind  also gem äß  A bb ild u n g  4 :

A b sc h n itt I :

Л ' ' '  Px =  Po +  4 - y  (6a)
* =

p* , kg/cm 
/.Abschnitt //. Abschnitt

A -

rí
/

Po

1 p,=p-const. 

p

y °”
У,

Abb. 4

A b sc h n itt I I :

p x — p  —  k o n s t.  (66)

w orin  also die G rößen  p 0, q, y x gegeben sind .
W enn sich  ein G leiselem ent von d er L än g e  dx  infolge der v e rh in d e rte n  

D eh n u n g  um  d en  B e tra g  d y  d e h n t, d an n  g ilt w ieder nach  dem  H ookeschen  
G esetz u n d  A bb . 5:

d y  = c _  a  _  T x

d x  E  E F
=  У (7a)

d as  h e iß t:

a E F A t - H -  (' P x .d x
à

D ie G leichung w ird  n a c h  x  d ifferenziert:
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Abb. 5

_  * _  J P j^ _  ( 7 6 )

d x 2 E F

D a s  i s t  d ie  D ifferen tia lg leichung  d e r  v e rh in d e r te n  D ehnung , die fü r  d ie  v o n 
e in a n d e r  abw eichenden  zw ei A b sc h n itte  g e tre n n t  gelöst w erden  m u ß .

a) Abschnitt I .  I n  d en  zu m  e rs te n  A b sc h n itt  gehörenden  T eil d e r  k le inen  
V ersc h ie b u n g e n  y  u n d  des A tm u n g sa b sc h n itte s  x  <  x ± n im m t d ie  D if
fe re n tia lg le ich u n g  infolge des lin e a r  an w ach sen d en  W id erstan d es p x d ie  F o rm :

y" =  P>: =  З У  +  Ро. = _ ! _  =  A У + В
J  E F  E F  E F  E F
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Ih re  allgem eine L ösung is t:

w orin  :
y \  =  Cx ch ax  +  C2 sh ax  —  b

A  q

(8)

(8a)

(8b)

b) Abschnitt  I I .  Im  A b sc h n itt d e r  g rößeren  V ersch iebungen  y  ]>  y 4 
u n d  im  zw eiten  Teil des A tm u n g sa b sc h n itte s  x~y> x 1 is t der G le isw id ers tan d  
b e re its  k o n s ta n t:  P x = P — k o n st, u n d  d a d u rc h  die D iffe ren tia lg le ich u n g  
u n d  ih re  a llgem eine Lösung je tz t :

y" =  -E *- =  S —
E F  E F

das h e iß t:

j ,i = Æ f +C3* + C4 (9)

D ie In te g ra tio n sk o n s ta n te n  Cv  C2, C3 u n d  C4 w erden aus den  fo lg en d en  v ie r 
G leichungen  b e rech n e t, die ih re rse its  au s  d en  die A b sch n ittsan sch lü sse  zum  
A u sd ru c k  b rin g en d en  R an d b ed in g u n g en  e n ts ta n d e n  sind:

1. B ei X  =  0 is t  = 0  (am  E n d e  des A tm u n g sab sch n itte s  t r i t t  also 
keine V ersch iebung  auf).

2. B ei X =  x 1 is t  y I = j n  (im  A n sc h lu ß p u n k t der zwei A b s c h n it te  is t 
d ie  V ersch iebung  dieselbe).

3. B ei *  i s t y '  =  j n  (d. h . im  A n sc h lu ß p u n k t der zw ei A b sc h n itte  
h a t  die V ersch iebungskurve  — y  =  F  (х ) — eine gem einsam e T a n g e n te . M it 
a n d e ren  W o rte n : im  Sinne des Z u sam m en h an g es l a  is t die G röße d e r  K ra f t  
T x, d ie die D eh n u n g  h e rv o rru ft, n ach  A b b . 5 im  A n sch lu ß p u n k t g le ich  g roß).

4. B ei X =  z0 is t

J n  —
J  zO

E F
a E F  A t  — H  

E F
Л H  A=  a A t  — —------=  a A t n

a E F

(beim  S ch ienenende is t  also die G röße d e r  d ie  D ehnung  h e rv o rru fe n d en  K ra f t  
T z о =  (a E F  A t  — H )  u n m itte lb a r  b e k a n n t) .

A us d iesen  4 B ed ingungen  k a n n  d a s  G leichungssystem  g e lö s t w erden  
u n d  es ergeben  sich die gesuch ten  In te g ra tio n sk o n s ta n te n

C 4 = b (1 0 a )
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С , ,  _ b
E F  a ch ахг

C3 =  aAt„ P 2 о 
E F

( 106)

(10c)

a E F  A tm — p  (z0 — x 1 
E F  a

th  ax1 -|- 6 [ch  a xx — th  axl • sh axx — 1] —

(lO d)a A t m X l - P h b -  +  J ™ E .
E F  2 E F

I n  a llen  diesen Z u sam m en h än g en  (wie au ch  in  d e n  späteren) w ird , u m  d en  
L a sc h e n w id e rs tan d  H  e in fach e r b e rü ck sich tig en  z u  können , die T e m p e ra tu r 
d iffe ren z  A tm b e n ü tz t ,  b e i d e r g ilt:

H
A tm — A t  — A tH =  A t

a E F
( И )

D a m it h ä t te n  w ir das G ese tz  d er D ehnung th e o re tis c h  b estim m t, u n b e k a n n t 
i s t  dag eg en  noch d ie in  d e n  Z usam m en h än g en  v o rkom m ende  A bszisse d e r  
A b sch n ittsg ren ze  x x u n d  d ie  G röße der A tm u n g s lä n g e  z0.

D ie L änge d e r  A tm u n g ss treck e  k a n n  au s  d e r  B edingung b e re c h n e t 
w e rd e n , d aß  die d ie  D e h n u n g  h e rv o rru fen d e  K r a f t  am  A nfang d er A tm u n g s 
s tre c k e  N u ll is t:  T x =  T 0 =  0. D ann  is t  a u f  G ru n d  des Z usam m enhanges l a  
o ffen sich tlich :

TJ X

E F E F
=  yi

D ie B ed ingung  is t a lso : b e i л: =  0 is t j j  = 0 .  W ird  die F u n k tio n  8 also d if 
fe re n z ie r t  und  im  P u n k t  x  =  0 gleich N u ll g e s e tz t:

Сг ■ a sh 0 -}- C2 a ch 0 = 0
u n d  d a rau s

M it d e r  E in se tzu n g  v o n  10h
C2 = 0

C2 =  ° E F A t m - p ( b - _ x J _  _ b t h a X i  =  0
E F  a ch ахх

D a ra u s  k a n n  z0 a u sg e d rü c k t w erden:

a E F  A tm , a b E F
z0 =  ------------ —— x t ------------------ sh

P P
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D a m an  d u rch  die E in se tzu n g  der F o rm eln  (8a) u n d  (86) a b E F  =  (p 0/a) 
e rh ä lt, so is t die F o rm el fü r  die L änge des A tm u n g sa b sc h n itte s  sch ließ lich  :

a E F A t - H
го =  ------------- --------- b *1 sh a xx 

a p
( 12)

D anach  w ird  die Länge des Abschnitts x x au s de rjen ig en  le tz te n  B ed in g u n g  
b e rech n e t, d aß  die K u rv e  d e r in n eren  K rä f te  (siehe A b b . 5) bei d er A b s c h n it ts 
grenze n ic h t n u r  eine gem einsam e O rd in a te , so n d e rn  auch eine gem einsam e  
Tangente  b e s itz t. M it e in er neuerlichen  B e n ü tz u n g  des Z usam m enhanges (7a)

d

dx

d

dx
( / ) = / '

i s t  die le tz te  B ed ingung  so m it: be i x  =  x± is t  y'[ =  y"\. Die zwei Z u sa m m e n 
hänge (8) u n d  (9) w erden  d iffe renz iert u n d  e in a n d e r  g leichgesetzt:

C j a 2 ch axx -)- C2 a 2 sh а хг P
E F

W erden  n u n  die K o n s ta n te n  C, u n d  C2 m it ih re n  in  den  F orm eln  (10a) u n d  
(106) angegebenen  W erten  e ingese tz t, so k a n n  als R e su lta t  w ieder d ie  L än g e  
des A tm u n g sab sch n itte s  z0 au sg ed rü ck t w erden  :

a E F A t  — H  p„ I , c h a r ,
+  X y -----—  sh axx -------

p  ap  ( t h a x j

1

a th  axj
(12 a)

W erden  die be iden  A usd rü ck e  12 u n d  12a fü r  d iesen  A tm u n g sa b sc h n itt m i t 
e in an d e r verg lichen , so k a n n  fo lgender Z u sam m en h an g  gew onnen w e rd e n :

sh a x x - 
ap

Po
ap

sh axx
ch a x x 
th  a x ,

+
1

a th  axx

D ie G leichung k a n n  g e k ü rz t w erden  u n d  es w ird :

ch a x j =  —
Po

D arau s e n ts te h t  die F o rm el fü r  die gesu ch te  A b sch n itts län g e  x t :

x l ~  —  arch
a p 0

(13)
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o d e r  m it  d er E in se tzu n g  v o n  a aus d er F o rm e l 6a:

(13a)

D a m it  w urde  die g e s te llte  A ufgabe b e re its  g e lö s t, da es n u n m eh r m öglich  is t, 
fü r  je d e n  beliebigen S ch ien en q u e rsch n itt d ie  v e rh in d e rte  D ehnungsversch ie- 
b u n g  zu  berechnen . B ei d e r  B erechnung  d e r V ersch iebung  der S ch ien en en d en  
m ü ß te  n ach  der E in se tz u n g  von  x  =  z0 d e r  R e ih e  nach  m it den  F o rm e ln  8a, 
86, 13, 12, 11, 106, 10c u n d  9 g erech n e t w erd en . D adurch  w ü rd e  sich  die 
B e re c h n u n g  a u ß e ro rd e n tlich  langw ierig  g e s ta l te n  u n d  außerdem  k ö n n te  m an  
d ie  V e rw an d tsch a ft m it  d em  V erfah ren , d a s  m it  dem  k o n s ta n te n  W id e rs ta n d  
p  k g /cm  a rb e ite t, n ic h t fe s ts te llen .

b )  D i e  s t r e n g e  F o r m e l  d e r  S c h i e n e n e n d e n b e w e g u n g
f ü r  d i e  P r a x i s

Im  folgenden soll gezeig t w erden , d a ß  es m öglich  is t, die S ch ien en en d en 
b ew eg u n g  auch m it e in e r einzigen F o rm el g en a u  d arzuste llen , o hne  die oben 
e rw ä h n te n  ach t n a c h e in a n d e r  au srechnen  zu  m üssen . A ußerdem  e rh e llt sie 
d ie  G röße und das W esen  d e r  A bw eichung v o n  N äh eru n g sv erfah ren  u n d  d eck t 
ih re  V e rw an d tsch a ft m it  d iesem  auf.

M an u n te rsu ch e  A b b . 6, in  d er d ie in n e re n  K rä fte  eines lücken losen  
S ch ien en en d es n ach  d en  o b en  gew onnenen  R e su lta te n  im  Falle e in e r D ehn u n g  
in  zw ei A b b sch n itten  d a rg e s te llt  sind . D ie  in n e ren  K rä fte  sind  e n tla n g  d er 
A tm u n g slän g e  gleich d en  jew eiligen  S um m en  R x d e r  W iderstän d e  vom  S ch ien en 
e n d e  an  gerechnet. D o r t ,  am  S ch ienenende  is t  R x =  H.  I n  A b s c h n itt  I I ,  
w o d e r  W id erstan d  d ie  k o n s ta n te  G röße p  k g /c m  h a t ,  w erden die in n e re n  K rä f te  
d u rc h  die G erade B G ,  d ie  u n te r  dem  W in k e l tg  ß  =  p  a n s te ig t, d a rg e s te llt. 
E n t la n g  der L änge des A b sc h n itts  I  n im m t d e r  G le isw iderstand  p  k g /cm  a u f  
d e n  A tm u n g sa b sc h n itt zu  s te tig  ab , bis er e in en  W ert p 0 e rre ich t; in fo lgedessen  
w e rd e n  die inneren  K rä f te  von  diesem  P u n k t  an  n ich t du rch  die G erad e  GC, 
so n d e rn  durch  die K u rv e  G E  d a rg e s te llt, d e re n  T an g en ten n e ig u n g  v o n  d er 
G rö ß e  tg ß  = p  a llm ä h lic h  b is zum  W e rt t g ß 0 = p 0 im  P u n k t E  s in k t. D ie 
G rö ß e  d er S ch ien en en d en d eh n u n g  is t  h ie r , ebenso  wie in  F o rm el (2), m it  dem  
H o o k esch en  G esetz:

zP

x=z„ x=z„

0 0

R x) d x  —
1

E F
T ( B D E G B )

D ie  S ch ienenendenbew egung  k an n  also d u rc h  d ie  F läche (B D E G B )  d e r A bb. 
6 d a rg e s te llt  w erden . E n tsp re c h e n d  d en  o b en  e rw äh n ten  F o rm e ln  (2) u n d
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(5) b e tr ä g t  die V ersch iebung  des Sch ienenendes bei durchwegs konstan tem  
P kg/cm

A zk
E F

( B C D B )  —

{ a E F A t  — H f  

2 E F  p
(2,5)

D ie »genaue« , aus zwei A b sc h n itte n  b es teh en d e , zum  Teil m it v e rä n d e rlich e m  
W id e rs ta n d  gerechnete  S ch ienenendenbew egung  A zp w eicht also v o n  dem  
le ic h t zu  e rm itte ln d en  N äh e ru n g sw ert A z^ u m  einen  B etrag  ô A z a b . D iese 
» K o rre k tio n «  is t, wie v o rh in  gesag t w urde, d e r  in  A bb. 6 sch ra ff ie rten  F läch e

D

5

A

(GCEG) p ro p o rtio n a l. D er gen au e  W ert k a n n  also  auch  a u f diese W eise zum  
A u sd ru ck  g eb rach t w erden :

A zp =  A z k +  öAz
( a E F  A t  — H ) 2 r (GCEÜ)

2 E  F  p  E F («)

B erech n en  w ir n u n  den  F lä c h e n in h a lt (GCEG). W ir w issen, daß  an  d e r  G renze 
d e r b e id en  A b sch n itte  die V ersch iebung  des Q u e rsch n itte s  x  =  x x g e ra d e  m it 
d e r b e k a n n te n  G röße ü b e re in s tim m t (siehe A bb . 4). Die e n tsp re c h e n d e  
F läch e  is t  in  A bb. 6 (E G F C E ),  d. h. es ist

T ( e c f c e ) =  J i  (*)

D ie zu  su b trah ie ren d e  D reiecksfläche  (CFG) k ö n n e n  w ir bere its  b e re c h n e n , 
d e n n  die L änge des A tm u n g sa b sc h n itte s  z0 is t n a c h  d e r e rw äh n ten  F o rm e l (12):

9 Acta Technics XXIX/1—2.
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Z0 —
a E F A t  — H  

P
+  — — — sh  ax1 

ap

D a s  e rs te  Glied (a E F  A t  — H )lp  is t n ic h ts  an d e re s  als der A b s ta n d  DC  in  
A b b . 6, w ährend  d e m  zw e iten  Glied хг d ie  E n tfe rn u n g  E F  e n tsp r ic h t. D as 
d r i t t e  Glied g ib t d e m n a c h  offenbar die U b erd eck u n g ss treck e  C F  an :

C F  =  P-°- sh  aXl 
ap

D ie lo trech te  S treck e  F G  i s t  wegen der N eig u n g  tg  ß  =  p  gleich F G  =  C F  ■ p .  
D em n ach  is t die F lä c h e  des Dreiecks (CFG):

C F  - FG
( C F G C )  —

1

2
sh2 ax,

a -p («0

N u n  k a n n  der K o rre k tio n sw e r t ó A z m it d en  Z usam m en h än g en  a), b) u n d  c) 
b e re c h n e t w erden:

T ( G C E G )  =  [ T ( E G F C E )  ^ ( C F G C ) ]  =

Z ie h t m an  in  B e tra c h t ,

1

Ie W
E F y  1 Po_ 

2 aAp
sh 2 ax.

d a ß  nach  F o rm el (6a) a 2 =  q /E F  is t , d a n n  w ird :

SAz =  J j  — - Po
2 qp

sh 2 ax.

H ie rin  w ird die L än g e  des A bschn itts %  d u rc h  die F orm el (13) b e s tim m t

=  -Í- a rc h  —  •
a p 0

(13)

W ird  dieser A u sd ru c k  in  d ie  obige F o rm el e in g e se tz t, so e rh ä lt m a n  die D if
fe ren z  zw ischen d e m  »N äh eru n g s-«  und  d em  » stren g en «  W ert d e r S ch ien en 
en d en v ersch ieb u n g  :

(14a)
2 t

à A z  =  y , -----—— sh 2 a rc h
2 ЯР ' Po.
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B e n ü tz t m an  den  N äh e ru n g sw ert 3 fü r  k o n s ta n te n  p  kg/cm  G le isw iderstand , 
so s ie h t die Formel f ü r  den » strengen« Wert der Schienenendenverschiebung  
fo lg en d erm aß en  aus:

(14)

E in  ä u ß e rs t g roßer V orte il d e r obigen F o rm el is t  es, d aß  an  Stelle d e r im  
u rsp rü n g lich en  s tren g en  V erfah ren  zu b e rech n en d en  a c h t F orm eln  n u r  eine 
einzige, n ich t k o m p liz ie rte  F o rm el gelöst w erd en  m uß . D er an d ere  große 
V o rte il b e s te h t d a rin , d aß  das e rs te  Glied d er F o rm e l die an n äh ern d e  G röße 
derjen ig en  Sch ienenendenbew egung  d a rs te llt , d ie m it dem  durchw egs k o n 
s ta n te n  W id e rs tan d  b e rech n e t w orden  w ar. D ie W irk u n g  d er V ernach lässigung  
des sich  s ta rk  än d ern d en  A n fan g sab sch n itte s  (A bb . 1 u n d  4) der B e ttu n g s 
w id erstan d -V ersch ieb u n g sk u rv e  bzw . seine B e rü ck sich tig u n g , also die e n d 
gü ltige  W ahl des N äh eru n g s- oder des s tren g en  V erfah ren s k an n  also e rs t 
be i d e r zah lenm äß igen  A u sw ertu n g  u n m itte lb a r  b e u r te il t  w erden.

U n te rsu ch en  w ir n u n  d en  Gültigkeitsbereich des in  a) — c) d a rg e s te llte n  
s tren g en  V erfah rens u n d  d a m it o ffensich tlich  d en  d e r ob igen  F orm el (14).

D en obigen B erech n u n g en  w urde n u r  eine einseitige, also nicht schw an
kende  T e m p e ra tu rän d e ru n g  zu g ru n d e  gelegt. W ir w issen [2, 4, 8, 23], d aß  
bei w ied erk eh ren d en  u n d  sch w ankenden  Z w isch en tem p era tu ren  die v o ra n g e 
gangenen  S chw ankungen  u n d  T em p era tu rzw isch en w erte  die Größe d er B ew e
gungen  b e re its  beein flussen  u n d  infolgedessen ein e in d eu tig e r  Z u sam m en h an g  
zw ischen  d er T e m p e ra tu r  u n d  d er S ch ienenendenbew egung  im m er n u r  bei 
so lchen  G ren z tem p era tu ren  e n ts te h t, die se it dem  Z e itp u n k t der G le isv er
legung  n ic h t vo rgekom m en  sind ; es handelt sich n u n  u m  diese Grenztemperatur. 
D ie vo ran g eg an g en en  B erech n u n g en  e inerseits u n d  die E n d fo rm el (14) a n d e r 
se its  ge lten  also im m er fü r  d en  äu ß ers ten , se it d e r  V erlegung e n ts ta n d e n e n  
größten bziv. kleinsten Temperaturwert ; e igen tlich  b e n ö tig t m an  im m er d iesen . 
E s is t s e lb s tv e rs tän d lich , d a ß , w enn das S ch ienenende z. B . in  einer L a sc h e n 
b in d u n g  lieg t u n d  sein  Spiel ü b e r die S ch ließung o d e r die volle G röße d er 
S to ß lü ck e  n ic h t h in au sg eh en  k a n n , die e rw äh n ten  G ren z tem p era tu ren  n ic h t 
g rößer bzw . k le in e r als die T e m p e ra tu ren  d er L ü ckensch ließung  bzw . d er 
vo llen  L ückenöffnung  sein können .

D ie b isherigen  F o rm el bezogen  sich alle a u f  eine Doppelabschnittsdehnung.  
A t m u ß  deshalb  m ind esten s eine so große T em p e ra tu rd iffe re n z  sein, b e i d er 
die S ch ienenendenbew egung  eine V ersch iebung v o n  cm  erre ich te  (siehe 
A bb . 4), d . h . d e r volle W id e rs ta n d  p  kg/cm  k o n n te  beim  Schienenende b e re its  
m in im al a u f tre te n . D aru m  e rh ä lt  m an  die G röße d e r die G ü ltigke itsg renze

9 *
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b e d e u te n d e n  T em p era tu rd iffe ren z  A t12 au s  F o rm e l (14), indem  die  V ersch ie
b u n g  A zp d u rch  y 1 e rse tz t w ird  u n d  die F o rm e l nach  A t au fg e lö st w ird :

At. 2 =  H  4------ ß = s h
a E F  a l / E F q

arch
Po

(15)

W ird  d em n ach  die B ed in g u n g

A t > A  t12 (15a)

e r fü ll t ,  d a n n  b e s te h t die D eh n u n g  aus zwei Abschnitten,  u n d  die F o rm e l (14) 
b zw . d ie  v o rangegangenen  B erech n u n g en  b es itzen  G ü ltigke it.

c )  D i e  B e r e c h n u n g  e i n e r  » E  i n a b s c h n i t t  s-D  e h  n  u  n  g« 

W ird  die B ed ingung  (15a) n ic h t e rfü llt , is t also

A t < , A t 12 (15 b)

d a n n  e rs tre c k t sich die D eh n u n g  n u r  a u f  e in en  A b sch n itt u n d  es g ilt n u r  der 
e rs te , lin e a r  anste igende  T e il d er W id e rs ta n d sk u rv e  der A bb . 4 . D ieser ziem 
lic h  s e lte n  v o rkom m ende  S o n d erfa ll is t j e t z t  im  w esentlichen  id e n tisc h  m it der 
in  e in e r  an d eren  F o rm  v o n  D r . J o se f  N e m e s d y -N e m c se k  angegebenen  
B e re c h n u n g  [2]; d er einzige U n te rsch ied  is t ,  d a ß  er den lin e a re n  W id e rs ta n d s 
z u w a c h s  n ic h t n u r  im  A n fa n g sa b sc h n itt, so n d e rn  w äh ren d  des g an zen  D eh 
n u n g sv o rg an g es  als g ü ltig  a n n a h m  (siehe A b b . 2a an  Stelle v o n  A b b ild u n g  4).

D ie allgem eine F o rm  d e r die V ersch ieb u n g  der e inzelnen  Q u e rsch n itte  
d a rs te lle n d e n  V ersch ieb u n g sfu n k tio n  w ird  a u c h  je tz t  der Z u sam m en h an g  (8) 
se in , n u r  w erden sich  je tz t  die In te g ra tio n sk o n s ta n te n  Cx u n d  C2 infolge der 
V e rä n d e ru n g  der R an d b ed in g u n g en  in  C[ u n d  C2 ve rw andeln :

у  =  Ci ch ax  -f- Сг sh а хг — b

w o rin  in  diesem  F a ll ebenfa lls sein  w ird :

u n d  6 =  —  • (8 a,b)
E F  p

V o n  d e n  vorigen  4 R a n d b ed in g u n g en  (siehe Seite  125) b le iben  in fo lge  des e n t
fa lle n e n  A b sch n ittsan sch lu sses  n u r  zwei, u n d  zw ar die e rste  u n d  die le tz te  üb rig : 

1. B ei X =  0 is t  y  =  0 (d. h .:  am  E n d e  d er A tm u n g slän g e  t r i t t  keine 
V e rsch ieb u n g  auf).
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2. B ei X =  z0 is t  y "  = a  A  tm = a  A t  —
H T  zn

E F  E F
(d . h . : b e im  S chie

n en en d e  is t  die K ra f t ,  d ie die D eh n u n g  T z 0 =  (P  — R z 0) =  (a E F  A t  — H)  
h e rv o rru f t, w ieder u n m itte lb a r  b e k a n n t) .

A us diesen beiden  B ed ingung sg le ich u n g en  ergeben sich  le ic h t d ie  neuen  
In te g ra tio n sk o n s ta n te n  :

w orin  w ieder

C[ =  6 (16 a)

r> a A tm — a b s h a z 0 
a ch az0

(166)

Л A  HA tm =  A t --------------
a E F (11)

b e d e u te t.
D ie F o rm eln  (16), (16a) u n d  (166) ergeben  eine allgem eine B e re c h n u n g s

m ög lich k e it der D eh n u n g , w enn die A tm u n g slän g e  z0 b e k a n n t i s t .
D iese L änge z0 e rg ib t sich jed o ch  au s d e r B edingung, d a ß  a m  A nfang  

d e r  A tm u n g slän g e  keine D eh n u n g  v o rh a n d e n  is t, die K ra f t  T 0 =  ( P  —  R 0), 
d . h . die D ifferenz aus d e r D e h n u n g sk ra f t u n d  d er Sum m e d e r  W id e rs tä n d e  
also N u ll is t, u n d  som it bei

X  =  0 T  — 0 is t, a lso  — — =  y ' =  0
E F

D a d u rc h  is t:
y '  =  C( a sh 0 +  C'2 a ch 0 =  0

u n d  m it d er V ere in fachung  C2 =  0, also m itte ls  (166):

C  =  aA tm  ~~ ab sh  azo =  о 
a ch azn

D er Z äh le r is t o ffen b ar N ull u n d  d a ra u s  fo lg t:

sh azn
aAt„

ab
(17a)

u n d  d a ra u s  sch ließ lich  die gesuchte Länge des A tmungsabschnitts  : [2]

1 , a A t nzQ =  —  a rch  —
a ab

(17)
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D a n a c h  k an n  m it d en  F o rm e ln  (16), (16a) u n d  (166) du rch  die E in se tz u n g  
v o n  X  — z 0 die G röße d e r Schienenendenverschiebung A  zp au sged rück t w erd en :

A zp =  Jzo =  b  • c h  az0 +
( A tm — ab sh  az0 

a ch  azn
sh azn

D as G anze w ird a u f  e in en  gem einsam en N e n n e r  g e b ra c h t. A ußerdem  m u ß  
im  Z ä h le r  hei der K ü rz u n g  d e r G ru n d zu sam m en h an g  (ch2* — sh2*) =  1 d er 
h y p e rb o lisch en  F u n k tio n e n  in  B e trach t gezogen  w erden ; dann  w ird  d er 
g e n a u e  W ert der S ch ien en en d en v ersch ieb u n g :

A z p
a A tm sh az0 -|- ab (1 — ch  az0) 

a ch az0
(18a)

D ie  S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  A zp k ann  je d o c h  au ch  u n te r  U m gehung  d e r 
h y p e rb o lisch en  F u n k tio n e n  ausged rück t w erd en . D ie Größe von  sh az0 is t  
n ä m lic h  der Form el (17a) z u  en tnehm en; d a n n  i s t  n a c h  dem  oben e r lä u te r te n  
G ru n d zu sam m en h an g  :

ch az0 =  У1 +  sh2 az0 =
/ a A tm 2
/  !  + ab

S e tz e n  w ir die W erte  v o n  sh  az0 und  ch az0 in  d ie  F o rm e l (18a) ein:

. a A t m , .
a A tm -------------[- ab 1 —

a A t m 2

ab

а I' I a A t„
ab

D ie  hyperbo lische  F u n k t io n  is t  dam it v e rsc h w u n d e n . D ie Form el k a n n  noch  
v e re in fa c h t w erden u n d  sie  n im m t dann  fo lg en d e  F o rm  an:

A i 62 +
a A t n

(18 b)

S ch ließ lich  se tz t m an  fü r  d ie  K oeffiz ien ten  a, b u n d  A tm die in  den  F o rm e ln  
(8 a ), (86) u n d  (11) a n g e g e b e n en  W erte e in ; d a m it  e rh ä lt  m an die p ra k tisc h e  
F o rm e l fü r die B e rech n u n g  d e r  Schienenendenverschiebung

A z p = [F o l2 , ( a E F  A t  — H) 2 p 0 
1 \ q )  E F q  q

(18)
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D iese F o rm el gilt also  fü r  den F a ll, w enn  d e r v o n  d e r G leislegung an  g e rech n e te  
T e m p e ra tu ru n te rsc h ie d  A t re la tiv  k le in  is t  u n d  k le iner b le ib t als d e r  G ren z 
te m p e ra tu ru n te rsc h ie d  A l 12 aus F o rm el (13):

A t g A  t12

D ies b e d e u te t m it a n d e ren  W o rten , d a ß  au ch  d e r  g rö ß te  W ert d er S ch ien en en 
denbew egung  u n te r  d e r in  A bb. 4 d a rg e s te llte n  V erschiebung cm  b le ib t.

A

D ie B ew egungen s in d  also im  g an zen  bew eg lichen  Schienenende u n d  im  
A tm u n g sa b sc h n itt so b e sch rän k t, d a ß  v o n  d e r G le isw id erstan d sk u rv e  p  — y  
n u r  d e r erste , lin ea r anste igende A b sc h n itt  z u r  G eltung  kom m en k a n n  (A bb. 
4 , A b sc h n itt I), u n d  d e r endgü ltige  k o n s ta n te  G le isw iderstandsw ert p  kg /cm  
sich  n och  n ich t e n tfa lte n  k ann  (A bb . 4 , A b sc h n itt  I I ) .

d )  D o p p e l a b s c h n i t t s d e h n u n g  b e i  s t ä n d i g  
z u n e h m e n d e m  G l e i s w i d e r s t a n d

B ere its  in  d er E in le itu n g  w u rd e  im  Z u sam m en h an g  m it A bb. l b  e rw ä h n t, 
d a ß  sich  in  einigen F ä llen  in  d e r G le isw id e rs tan d sk u rv e  nach  d em  an fan g s 
s ta rk  anste ig en d en  A b sc h n itt I  k e in  h o riz o n ta le r  A b sch n itt I I  m it e in em  k o n 
s ta n te n  W ert p  =  k o n s t, (kg/cm ) b ild e t, so n d e rn  wie z. B. bei den  B ir m a n n - 
schen  V ersuchen  m it  S tah lb e to n sch w ellen  [13], die W id e rs ta n d sk u rv e  au ch  
im  A b sc h n itt I I  a n s te ig t, aber n a tü r lic h  v ie l f la c h e r  als in  A b sc h n itt I  (siehe 
d ie  A b b . lb  und  7). I n  solchen F ä llen  e n ts te h t  au ch  bei größeren B ew eg u n g en  
ke in e  g le itende  R e ib u n g , sondern  es t r i t t  d a n e b e n  im m er eine w eitere  S ta u c h u n g  
au f, d ie einen zu sä tz lich en  geringen  s tä n d ig e n  W iderstan d szu w ach s v e ru r-

A b b .  7
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s a c h t . A b b . 7 s te ll t  d iesen  F a ll dar. D ie zw ei A b sch n itte  w urden  h ie r  d u rch  
zw ei an s te ig en d e  G erade  e rse tz t, deren  G le ich u n g en  lau ten :

I m  A b sc h n itt I :  p x — p 0 +  q ■ y  (19a)

Im  A b sc h n itt I I :  p x =  p '  + q '  ■ y  (19b)

W e rd e n  diese zw ei G erad en  in  die e x p e rim en te lle  W id e rs tan d sk u rv e  e inge
t r a g e n ,  so w erden  sich  die A ngaben  p 0, q, p ' , q' bzw . die den S c h n i t tp u n k t  
M  c h a ra k te ris ie re n d e n , aus e lem en taren  Z u sam m en h än g en  a b le itb a re n  W erte

J i  =  —------7 ~ [cm ] (19c)
q - q

P  =  Po +  9 J i  =  F o +  ? P ------f  [km /cm ] ( Ш )
q — q

e rg e b e n , bzw . b e k a n n t w erden . M it d iesen  A n g ab en  m ü ß ten , äh n lic h  dem  
A b s c h n it t  I I I  l a ,  d ie  B erech n u n g sfo rm eln  fü r  den  F a ll der v e rh in d e r te n  
D o p p e la b sc h n ittsd e h n u n g  m it s tän d ig  w ac h se n d e m  W id erstand  (A b b . 7) ab g e
le i te t  w erd en . D ie e x a k te  L ösung w ürde a u c h  h ie r , wie in  F orm el (6), fü r  beide 
A b s c h n itte  die V e rsch ieb u n g sfu n k tio n  g e tr e n n t  angeben  — ebenso  w ie die 
L ö su n g  d e r  D iffe ren tia lg le ich u n g  (5b) d e r  v e rh in d e rte n  D eh n u n g :

y i  =  Ci ■ ch ax  -j- Ci i sh  a x  — b 

=  C m  • ch ax  -f- C iv sh a x  —  b

B ei d e r  D u rch fü h ru n g  d e r A b le itung  k a n n  a b e r  fe s tg este llt w erd en , d a ß  der 
A u sd ru c k  d er v ie r In te g ra tio n s k o n s ta n te n  (Ci — CIV) so k o m p liz ie rt is t ,  daß  
a u f  d iesem  W ege a u f  k e in en  F a ll p ra k tis c h e  E n d fo rm eln  gew onnen  w erden  
k ö n n e n .

P ra k tis c h  je d o c h  k a n n  au f G rund  d e r  o b en  gegebenen R e s u lta te  u n d  
B erech n u n g sen d fo rm cln  eine g u te  — w enn  a u c h  n ic h t exak te  — N ä h e ru n g s 
u n d  In fo rm a tiv lö su n g  angegeben  w erden .

I n  A bb . 8 s ieh t m an  das B ild der in n e re n  K rä f te  am  E nde  e in e r lü c k e n 
lo sen  S ch iene bzw . im  A tm u n g sa b sc h n itt;  m it  an d eren  W o rten : d ie  Sum m e 
a lle r  G le isw id erstän d e  (u n d  L asch en w id e rs tän d e ) fü r  jeden  S ch ien en q u e r
s c h n i t t  vom  S chienenende bis zum  b e tre ffen d en  Q uersch n itt. D ie g e s tr ic h e lte  
L in ie  A B G E  is t  d ie in  A bb . 4 d a rg e s te llte  W id ers tan d sk u rv e , d ie  s ta rk  
ausgezogene  L in ie  A B G 'E '  dagegen b e z ie h t s ich  a u f die in  A b b . 7 d a rg e 
s te l l te  D eh n u n g , die sich  a u f  G rund  d er j e t z t  zu  b ehande lnden  W id e rs ta n d s 
k u rv e  vollzog.
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I n  erster N äherung  sei v o rau sg ese tz t, d a ß  die W id ers tan d sk u rv e  w ä h re n d  
des gan zen  V ersch iebungsprozesses m it d e r  G erad en  L  — M  — N  au s  A bb . 
7 id en tisch  is t. D ies g il t  b is zum  S chluß . D a n n  k a n n  im  allgem einen  v o n  e iner 
» E in a b sc h n itts -D e h n u n g «  gesprochen w e rd e n , im  Falle eines z u n e h m e n d e n  
W id ers tan d es , fü r  d e ssen  S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  die genaue F o rm e l schon  
im  v o ran g eg an g en en  P u n k t  von neuem  a b g e le ite t  w orden  w ar [2], n u r  m üssen  
fre ilich  in  F o rm el (18) an  die S telle  von  p 0 u n d  q die G rößen p '  u n d  q' e in 
gese tz t w erden :

Г iP T  , { a E F  A t  — Я ) 2 _  p '

(VJ + ËFq' q’
( 20 )

In  A bb . 8 e n tsp r ic h t d ieser S ch ienenendenversch iebung  die F läch e  B G 'C 'D B .  
D ie L in ie  d er in n e re n  K rä f te  dagegen w ird  d u rc h  die Linie BG 'C '  d a rg e s te llt , 
fü r  die es c h a ra k te r is tis c h  is t, daß  e n tsp re c h e n d  e iner v o rausgesetz ten  Ä n d e ru n g  
des G le isw id erstan d es d ie  N eigung d er L in ie  im  A n fan g sp u n k t d e r  A tm u n g s 
länge (in  P u n k t C )  g leich  tg  ß '  =  p '  i s t  u n d  d a ß  diese N eigung a llm äh lich  
etw as zu n im m t. A n S te lle  der bei der V o rau sse tzu n g  eines k o n s ta n te n  p  kg/cm  
gü ltigen  G eraden  B G C  is t  also die fla ch e  K u rv e  BG'C' m aß g eb en d .

In  der zweiten N äherung  ziehen w ir b e re its  in  B e trach t, d a ß  d ie  in  A bb. 
7 d a rg es te llte  f lach ere  W iderstan d slin ie  p x =  p '  -\- g 'y n u r im  zw eiten  A b s c h n itt  
G ü ltig k e it b e s itz t , w en n  у  y v  S ta t t  d e r  b ish e r  b e rü ck sich tig ten  L in ie  L M  
is t  also K M  g ü ltig , im  F alle  von  у  •< у г n a c h  d er G leichung p x — p 0 -f- qy. 
D ie an fän g lich en  k le in e ren  W id e rs tän d e  v e ru rsach en  eine Z u n a h m e  der 
S ch ien en en d en v ersch ieb u n g , deren  W ert w ir  m it  d er Form el (14) f ü r  d en  F a ll 
b e re c h n e t h ab en , d a ß  im  zw eiten A b s c h n it t  d ie V orausse tzung  p  =  k o n st, 
ga lt. D an n  w ar die in  A b b . 6 d a rg este llte  F lä c h e  GCEG m it dem  V ersch ieb u n g s-
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Z uw achs ôA z p ro p o rtio n a l; dieselbe F lä c h e  k o m m t als g e s trich e lte  L in ie  
e b en fa lls  m it den B u c h s ta b e n  GCEG, in  d e r A b b . 8 vor.

E s  k a n n  n u n m e h r v o rau sg ese tz t w e rd en , d a ß  die Größe d ieser F lä c h e  
s ich  k a u m  än d ern  w ird , w en n  sie sich  n ic h t  a n  die gerade L inie C G B  des 
k o n s ta n te n  G le isw id erstan d es, sondern  an  die K u rv e  C'G'B  (die im  A b s c h n it t  
I I  eb en fa lls  ein w enig  zun eh m en d e  G le isw iderstandslin ie ) a n sch ließ t. D iese 
N ä h e ru n g  u n d  V o rau sse tzu n g  is t  desto  v e rs tä n d lic h e r , da im  A b sc h n itt  I  der 
A b b . 7 (w enn also y  <[ у г) d ie L in ien  L M  u n d  L ' M  n u r  sehr wenig v o n e in a n d e r  
a b w e ich en . In fo lg ed essen  s in d  in  A bb. 8 die L in ie n  CG und  C'G' fa s t  p a ra lle l. 
D a n n  k a n n  jed o ch  die G röße des v o rh in  in  F o rm e l (14) an g eg eb en en  V e r
sch ieb u n g szu w ach ses  ÖA z h ie r ebenfalls als s e h r  g u te  N äherung  b e tr a c h te t  
w e rd e n  u n d  d a m it w ird  m it den b ish er a b g e le ite te n  18 F o rm eln  eine  gute  
Näherungsform el der Schienenendenverschiebung f ü r  die Praxis  in  d iesem  F a lle  
fo lg e n d e rm a ß en  au sseh en  :

A z'p =  A z ' -f- öA z
F o lg lich :

( 21)

D ie v e rh in d e r te  D e h n u n g  lücken loser S ch ien en en d en  k an n  d a m it a u c h  im  
F a lle  eines D o p p e la b sc h n itte s , aber s tä n d ig  zu n eh m en d er G le isw iderstände  
b e re c h n e t  w erden .

2. E in e  strenge Dehnungsberechnung bei Sch ienen  von der endlichen L änge  2 l

a )  D i e  D o p p e l a b s c h n i t t s d e h n u n g  b e i  e i n e r  S c h i e n e
v o n  d e r  L ä n g e  2 l

D ie B ew egungen  d e r v e rh in d e rte n  D e h n u n g  von  Schienen v o n  d e r  e n d 
lic h e n  L än g e  2 1 m  m ü ssen  m it von  d en  v o rig e n  abw eichenden F o rm e ln  
b e re c h n e t w erden , d a  h ie r  be i einer Z u n ah m e  d er T em p era tu rd iffe ren z  die 
A tm u n g s lä n g e  z0 n ic h t, w ie im  Falle d er lü ck e n lo se n  Schiene m it d er T e m p e ra 
t u r  n a c h  F o rm el (10) s te tig  lin ea r zu n eh m en  k a n n , da die A tm u n g slän g e  bei 
e in e r  g rö ß eren  T e m p e ra tu rd iffe re n z  schon  e in e n  stän d ig en  W ert a n n e h m e n  
w ird : z 0 =  l, d. h . g leich  d e r ha lb en  S ch ien en län g e  sein w ird. D ie Schiene 
d e h n t  sich  som it in  ih re r  g an zen  länge n a c h  b e id e n  R ich tungen , e in  b ew e
g u n g s lo se r  A b sc h n itt e x is tie r t  som it n ic h t, n u r  d e r  M itte lp u n k t d e r  S ch iene  
b le ib t  bew egungslos. D och  k ö nnen  die v o ra n s te h e n d e n , fü r die s to ß fre ie n
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S ch ienenenden  gü ltig en  B erech n u n g en  seh r w oh l als A u sg an g sp u n k t d ienen  
u n d  en tsp rech en d  den  V erh ä ltn issen  von  S ch ienen  m it end licher L än g e  um ge
fo rm t w erden.

Diese S itu a tio n  s ieh t m a n  n u n  in  A bb . 9a, in  der neben  d er L in ie  F E F '

v o n  den S ch ienenenden  g e rech n e te  Sum m e d e r W id erstän d e , also  d ie  L inie 
d e r in n eren  K rä f te  (B C D C 'B ')  d a rg e s te llt  w u rd en .

D er A n fan g sp u n k t d er A bszissen  x  is t  d e r die S ch ien en m itte  b eze ich 
n en d e  P u n k t 0. V on h ie r s te llt b is z u r E n tfe rn u n g  x x die K u rv e  DC bzw . D C ' 
die L inie d er in n e ren  K rä f te  n a c h  beid en  S e iten  d a r  — e n tsp re c h e n d  der 
T a tsa c h e , d aß  die G röße des G le isw id erstan d es p x in  diesem  A b s c h n it t  v e r 
än d erlich  is t. D ie V ersch iebungen  s ind  h ie r n äm lich  noch  k le in e r a ls y x und  
desh a lb  is t in  d e r W id e rs ta n d sk u rv e  (A bb. 9b) noch  der e rs te , l in e a r  a n s te i
g en d e  A b sc h n itt (p x =  p 0 - f  q ■ y )  gü ltig . D ie W id ers tan d slin ien  CB bzw . 
C 'B ' v e rlau fen  b e re its  gerad e  u n d  h ab en  die N eigung tg  ß  =  p  =  k o n st. 
I n  diesen A b sc h n itte n  sind  n äm lich  die V ersch ieb u n g en  g rößer als y x u n d  des
h a lb  g ilt h ie r d e r zw eite A b sc h n itt, wo d er W id e rs ta n d  n ach  A b b . 9b b e re its  
Px =  P — k o n s t, is t.

F ü r  beide A b sch n itte  (I u n d  I I )  s in d  d ie allgem einen  V ersch ieb u n g s
fu n k tio n e n  y i  = f \ ( x )  u n d  y  a  = f u (x) au c h  j e tz t  d ieselben  w ie sie es im  
F a lle  des lücken losen  Sch ienenendes w aren  (F o rm el 8 u n d  9). B eso n d ers  da 
d ie  a u f Seite  125 b e h an d e lten  4 R an d b e d in g u n g e n  (bei x  =  0 y x =  0; bei 
x  — X 1 УI = y u u n d  y \  = y 'u ; be i x  =  z0 y \\  — a A tm) auch  j e t z t  u n v e r 
ä n d e r t  besteh en  b le iben , besitzen  die F o rm eln  (1 0 a— lOd) fü r  die In te g ra t io n s 
k o n s ta n te n  Cx — C4 ebenfalls G ü ltig k e it, n u r  m u ß  an  die Stelle d e r  A tm u n g s
lä n g e  z0 w egen z0 =  Z die h a lb e  S ch ienen länge e ingese tz t w erd en . D esha lb  
n eh m en  die a llgem einen  V e rsch ieb u n g sfu n k tio n en  fü r  S chienen v o n  d e r L änge 
2 l m it den  b e k a n n te n  B ezeichnungen

d e r D eh n u n g sk ra ft P  — a E F  A t d ie bei e in er Schiene von  der L än g e  2 / die

a E F

H

a u f  G rund  d er F o rm eln  (8, 9, 1 0 a — lOd) fo lgende G esta lt an : 
I . Im  e rs te n  A b sc h n itt (x  <  х г u n d  у

у г =  b ch ax -\-
a E F  A tm —  p ( l  — x  i) 

E F  a ch  axx
b th  axx ■ sh ax  — b (22)

I I .  Im  zw eiten  A b sc h n itt (x  >  x x u n d  у  )>  y x)

2 E F
(23 d)
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w orin

C, =  - a  ^ tfn-- - — ----X—  th  ax , +  b (ch a x , — th  ах, - sh ах , — 1). (236)
E F a

D ie F o rm el fü r die S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  ab er wird 
von  x  =  Z) sein:

Æ p a d t m
E F

(l — x j  + P (/2 -  x 'i) 
2 E F

(A lp — y \ \  im  F alle

+  C; (24)

In  d iesen  Z u sam m en h än g en  is t  jed o ch  d ie  A b sch n itts län g e  x x noch  u n b e k a n n t. 
D iese b e rech n en  w ir n ach  d er a u f  S eite  127 angegebenen  B e g rü n d u n g  w ieder 
aus d e r  B e d in g u n g : bei x  =  x x i s t :  y [  = y u -  D iese B ed ingung  lie fe r t m it 
d er V erw endung  d e r F o rm el (22) u n d  (23) fo lgende G leichheit:

a-b ch  axL +
a E F  &t_m — p  (/_— Xj)

E F a
o2 th  axx — a 26 th  ахг • sh axv P

E F

D arau s  e rh ä lt m a n  m it d er B eze ichnung  a 2 =  (qlE F ) fo lgende B e re c h n u n g s
fo rm el n ach  x x au fg e lö s t :

*! =  l —
a E F A t - H

ch axx — Po

+
a sh ax.

(25)

L eid er k a n n  m it d ieser F o rm el (25) die A b sch n itts län g e  х х be i d e r  Schiene 
v o n  d e r  end lichen  L änge 2 l m it  Probieren, durch Iteration  b e s tim m t w erd en  
u n d  n ic h t wie bei d e r  stoß fre ien  Schiene m it d e r exp liz iten  F o rm el (13a).

N u n  k ö n n te n  au ch  die V ersch iebungsfo rm eln  (23) u n d  (24) b e re c h n e t 
w erd en ; doch is t  ih re  G esta lt w ieder seh r u nbequem  u n d  w e is t ü b e rh a u p t 
n ic h t die V e rw an d tsch a ft m it den  e in fach en  F o rm eln  des k o n s ta n te n  W id e r
s ta n d e s  auf. D esh a lb  m üssen  noch  — ebenso  w ie bei der lücken lo sen  Schiene 
im  A b sc h n itt I I I  16 — p rak tisch e  u n d  e in fach er zu b erechnende, v o llk o m m en  
g en au e  F o rm eln , den  v o ran g eg an g en en  en tsp rech en d , festgeleg t w erd en .

b) D i e  s t r e n g e  F o r m e l  d e r  P r a x i s  f ü r  d i e  
S c h i e n e n e n d e n b e w e g u n g  b e i  S c h i e n e n  v o n  d e r

L ä n g e  2 1

D en b isher besp rochenen  A b sc h n itte n  en tsp rech en d  w issen w ir b e re its  
(siehe z. B . F o rm e l 5), d aß  die G röße d e r Sch ienenendenbew egung  m it der 
F lä c h e , die von  d e r  L inie d er D e h n u n g sk ra f t P  — a E F  A t u n d  d e r S u m m e n 
lin ie  d e r W id e rs tä n d e  b eg ren z t w ird , p ro p o rtio n a l is t, d aß  also in  un serem  
F alle  fü r  A bb. 9a  g ilt:
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I I

Л 1 =  d x  =  e f \ ~ ~  R x  ̂dX =  E F  T (BFEDCB'>
о о

In  d ieser A b b ild u n g  s te l l t  also die F läch e  B F E D C B  die genaue G röße d er 
S ch ienenendenbew egung  d a r . Da w ir v o n  d e r A b sch n ittsg ren ze  x x w issen, 
d aß  die V ersch iebung  d o r t  eben dem  b e k a n n te n  y x en tsp ric h t, is t o ffen b ar 
die T eilfläche C JE D C  m it d e r V ersch iebung p ro p o rtio n a l:

_  T ( C J D E C )

E F

W äre  die Schiene seh r la n g  (lückenlos v e rsch w e iß t) u n d  gleichzeitig  d e r G leis
w id e rs ta n d  ü b era ll k o n s ta n t  p  =  k o n st., d a n n  is t  n ach  den F orm eln  (2) u n d
(5) b e k a n n t, d aß  die S ch ienenendenbew egung  dem  D reieck  B F H  (in A bb . 
3 dem  D reieck  (BCD ) p ro p o rtio n a l sein w ird  u n d  d aß  d em en tsp rech en d  :

^ ( b fh ) _ (a E F  A t  — H f
Ie F  2 E F p («0

A m  E n d e  des le tz te n  A b sch n itte s  e rh ie lten  w ir fü r  die A b sch n itts län g e  x x 
fo lgende F orm el :

(23)

A us A b b . 9a g e h t h e rv o r , d a ß  x x = J E  u n d  l —  F E  sind . D ie A tm u n g slän g e  
d e r lückenlos v e rsch w e iß t g ed ach ten  Schiene, d. h . das zw eite Glied (a E F  A t  
-  H )lp  der F o rm e l e n tsp r ic h t F H . O ffen sich tlich  is t d ann  das d r i t te  
G lied  d e r obigen F o rm e l d ie  L änge J H , d e n n  n u r  so w ird  der der F o rm el 
(25) en tsp rech en d e , d e r  A b b . 9a zu e n tn e h m e n d e  Z usam m enhang  m öglich :

x x =  J E  =  F E  — F H  +  J H

S om it is t  o ffensich tlich

ch ахл — d>̂ -
J H  = ---------------- ?—

a sh a xx

x x =  l —
i E F  At  — H

ch axx Po

a sh  ax ,

N u n  k a n n  die F läch e  des D reieckes ebenfalls a u sg e d rü c k t w erden ;

T  ((H j C H ))
J H - J H p  _  (J H f p

p  ch axx Po

2 a2 sh 2 a x x
(d)
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N u n  k a n n  die m it d er gen au en  Sch ienenendenbew egung  A z p ro p o rtio n a le  
F läch e  B F E D C B  als a lg eb ra isch e  Sum m e d er fo lgenden  T e ilflächen  au sg e 
d rü c k t w erden :

T  ( B F E D C B ) =  T  ( B F H B )  —  T  (H J C H ) +  T  (C J E D C ) ( e )

S om it k a n n  m it d en  Z u sam m en h än g en  a — e fü r  die Schiene von  d e r L änge 
2 l die präzise  und  praktische Berechnungsformel der Schienenendenverschiebung  
d a rg e s te llt w erden  :

(26)

H ie r w urde  von neuem  die B ezeichnung o2 =  (q / E F ) v e rw en d e t. D ie L änge 
Xj m u ß  v o rh er m it der F o rm e l (25) d u rch  I te ra t io n  b e rech n e t w erden .

O bw ohl h in s ich tlich  d e r p rak tisch en  B erech n u n g  diese F o rm e l die 
b eq u em ste  is t, ze ig t sie n ic h t u n m itte lb a r  den  U n te rsch ied  ô A l, d e r  bei 
d e r S ch ienen en d en v ersch ieb u n g  zw ischen dem  g enauen  W ert (A Ip), d e r m it 
d er W id e rs ta n d sk u rv e  b e re c h n e t w orden w ar u n d  dem  » N äh eru n g sw ert« , 
d er m it d er V o rau sse tzu n g  eines k o n s ta n te n  p  kg/cm  b e re c h n e t w o rd en  w ar. 
D ieser N äh eru n g sw ert is t n ach  F orm el (4):

A l =  a l A t - ^ — l - - p l 2 - -  (4)
EF 2 EF  v

Ih m  e n tsp r ic h t in  A bb . 9a d ie T rap ezfläch e  B F E D C B .  D ie d er g en au en  Schie
n en en d en v ersch ieb u n g  A lp  en tsp rech en d e  F läch e  B F E D C B  w ird  n u n  d u rch  
fo lgende T eilflächen  au sg e d rü c k t :

H ie rin  is t die F läch e  T ^ Eqcj) noch  u n b e k a n n t. D a aus d er A bb . 9a E H  =  
=  (a E F  Л tmlp) — l u n d  E G  =  p  • E H ,  is t m it  B erü ck sich tig u n g  des Z u sam 
m enhanges d :
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D a m it  n im m t der A u sd ru c k  d e r genauen  G röße d e r Sch ienenendenversch iebung  
m it  d e n  Z usam m en h än g en  ( f ,  3b, g  und  6) die F o rm

^ P  = al A t  —
H

E F

p l2 

" 2 E F
'
ch aXj —

+

Po

2 q sh2 ax1

( a E F  A t  -  H  — p l f  

2 E F p

+  Ai (27a)

D a r in  is t  der A usd ruck  d e r  e rs te n  eckigen K la m m e r der N äh e ru n g sw ert A l, 
w ä h re n d  der zw eite K la m m e ra u sd ru c k  den  K o rre k tio n sw e rt ôA l d e r 2 l- 
S ch ien e  an g ib t:

(27 b)
ÔAI =

( a E F  A t  — H  -  p l f  

2 E F p

ch ax j — Po

+  A i ~
P

2 q sh2 a x1

D iese  F o rm el v e rfü g t n u r  ü b e r  eine th eo re tisch e  B ed eu tu n g , weil die F orm el 
(26) o ffen b ar viel b e q u e m e r zu  berechnen  is t.

N u n  m üssen die G ü ltig k e itsg ren zen  u n te rs u c h t  w erden .

c) D i e  G ü l t i g k e i t s g r e n z e n  u n d  d i e  » E i n a b s c h n i t t s -
d e h  n u  n  g«

M an k ann  sich b eso n d e rs  be i e iner h o h en  V e rle g u n g s te m p e ra tu r  u n d  
b e i e in e r  v e rh ä ltn ism äß ig  k le in en  V erlegungslücke v o rs te llen , d aß  bei der 
u n te rs u c h te n , genügend  gering füg igen  T e m p e ra tu rsch w a n k u n g  A t (z. B . bis 
z u r  T e m p e ra tu r  d er L ü ck en sch ließ u n g ) au ch  d ie  g rö ß te  S ch ienenendenbew e
g u n g  d e n  G renzw ert cm  n ic h t erre ich t. D as b e d e u te t jed o ch , d aß  in  der 
g a n z e n  Schiene von  d e r L än g e  2 l die D ehnung  aus einem Abschnitt  besteht 
u n d  d a ß  ausschließlich d e r  e rs te  lin ear an s te ig en d e  A b sc h n itt (p x — p 0 +  qy) 
d e r  W id e rs ta n d sk u rv e  g ü ltig  sein  w ird. D ie G renze zw ischen d er im  vorigen  
A b s c h n i t t  b eh an d e lten  D o p p e la b sc h n ittsd e h n u n g  u n d  d er j e tz t  b e h an d e lten  
m it  n u r  einem  A b sc h n itt w ird  d u rch  die G ren z te m p e ra tu rd iffe re n z  A  t 1, 2 l 
b e s t im m t. Diese D ifferenz e rh ä lt  m an aus F o rm e l (24) d u rc h  die E in se tzu n g  
v o n  A l p  =  u n d  x-f =  l :

л .  p  Anal — p 0 H
—

E F  a  s h  a l a E F
(28)



I s t  also  A t ^ >  A tV2 l, d a n n  b e s te h t die D ehnung aus zwei A bschn itten  und  
m uß  dem  le tz te n  P u n k t  e n tsp rech en d  b e re c h n e t w erden , is t  dagegen  
A t <  A t\ 2 I d a n n  b e s te h t  d e r F a ll e iner E in a b sc h n itts -D e h n u n g . D ie  B erech 
n u n g  d e r le tz te re n  fü r  d en  F a ll eines lücken losen  S chienenendes w u rd e  im  v e r
gangenen  A b sc h n itt I I I  lc  b e re its  b e h a n d e lt u n d  die fü r die P ra x is  in te re s 
sa n te  G röße d er S ch ienenendenbew egung  A l k a n n  m it der d o r t  a n g e fü h rte n  
F o rm el (18a) b e re c h n e t w erden , w enn an  die S telle  d er A tm u n g slän g e  z0 die 
h a lb e  L änge der Schiene l e in g ese tz t w ird .
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Al p
a A tm • sh al +  ab(  1— ch ai) 

a ch al
(29)

D ie aus d ieser F o rm el gew onnene G röße d e r S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  wird 
also im m er k le in e r oder h ö ch sten s gleich  sein  m it dem  V ersch ieb u n g sw ert 
У\, d e r den B ru ch  d er B e ttu n g sw id e rs ta n d sk u rv e  c h a ra k te ris ie rt.

3. Die theoretische Ausw ertung  und  Zusam m enfassung  der Resultate

D en b isherigen  A u sfü h ru n g en  e n tsp re c h e n d  hab en  w ir sow ohl fü r  das 
lücken lose Sch ienenende als auch  fü r eine Schiene von  d er L änge  2 l = 3 6  m

Tabelle 1

Die Zusammenfassung der Resultate der Zahlenbeispiele

Bei
spiel

Gleis
(48,3 kg/lm) Dehnung Angaben

A z p  bzw. 

mm

A z  bzw. 
A I  
mm

ÔA bzw. 
ö A l
mm

P
kg/cm

l Lückenloses
Schienenende

In  einem  
A b sch n itt

Я  =  10‘ 
At =  22° 3,8 2,4 1,4 5

2 11 In  zwei A b
sch n itten

О
о

 ю

Il 
II 

Ï4 ■п 23,8 22,2 1,4 7,5

3 2 / =  36 m lan 
ge Schiene

In  einem  
A b sch n itt

Я =  10‘ 
At =  30° 4,2 3,8 0,4 5,4

4 i l In  zwei A b
sch n itten

Я  =  10‘
At =  45° 7,3 6,9 0,4 5,4

Die H a u p tan g a b en  de r zugrunde gelegten  G leisw iderstandskurve (eine g u t  gesetzte 
B e ttu n g )  :

у  ^  0,5 cm : p x =  3 +  10 у ; у  0,5 cm : p x =  p  — 8 kg/cm

10 Acta Tcchnica XXIX/1—2.
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d ie  g en au en  W erte  d e r S ch ienenendenbew egung  fü r  ch a rak te ris tisch e  F ä lle  
z a h le n m ä ß ig  e rm itte lt (A zp b zw . A lp), den  N ä h e ru n g sw e rt fü r  e inen  v o ra u s 
g e s e tz te n  k o n s tan ten  W id e rs ta n d  (A z bzw . A l), d en  F eh le r der N ä h e ru n g s 
b e re c h n u n g  (ő A z bzw . ö A  l) u n d  schließlich d ie G röße desjen igen  f ik tiv e n  
k o n s ta n te n  W id erstan d es p ' ,  m it dem  die N ä h e ru n g sb e rech n u n g  dasse lbe  
E rg e b n is  liefert wie das s tre n g e  V erfahren  (» d e r gleichw ertige k o n s ta n te  
W id e rs ta n d « ). Die E rg e b n is se  der Z ah lenbeisp ie le  sind  in  d er fo lgenden  
T a b e lle  1 zu sam m engefaß t.

D iese  R esu lta te  beziehen  s ich  a u f  den re la tiv  h o h e n  B e ttu n g sw id e rs ta n d  eines 
g u t  g e se tz ten  Gleises (A bb . 10a). F ü r d ieselben  F ä lle  fü h r te n  w ir die B e rech 
n u n g  a u f  G rund der W id e rs ta n d sk u rv e n  d er A b b . 10i» bei n u r  h a lb en  W id e r
s ta n d  d u rch , die fü r  d en  G le isw id erstan d  eines n a c h  d e r V erlegung n och  n ic h t 
g e s e tz te n  Gleises c h a ra k te r is t is c h  sein k a n n . D ie B erechnungen  u n d  ih re  
E rg e b n is se  e n th ä lt T ab e lle  2.
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Tabelle 2

B ei
sp iel

Gleis
(48,3 kg/lm ) D e h n u n g A n gaben

A z „  bzw . 

m m

A z  bzw . 
A l

m m

ô A z  bzw . 
ÔAI
m m

P*
k g /cm

l a Lückenloses
Schienenende

In  zwei A b 
sc h n itte n

H  =  10‘ 
At =  22° 6,3 4,7 i,6 3,0

2 a H =  0
At =  45° 45,8 44,2 1,6 3,9

3a 2 l  =  36 m lan 
ge Schiene

In  einem  
A b sch n itt

H  =  10l 
At =  30° 4,4 4,3 0,1 3,8

4a 7Î In  zwei A b 
sc h n itte n

Я  =  10l 
At =  45° 7,5 7,4 0,1 3,8

Die H au p tan g ab en  de r zu g runde  gelegten G le isw iderstandskurve  (frische, noch  n ic h t 
g ese tz te  B ettung):

y  < 0 ,5  cm : p x =  1,5 +  5 y ;  y  ^  0,5 cm : p x =  p  =  4 kg/cm

A us diesen  R e su lta te n  k ö n n e n  folgende K o n seq u en zen  gezogen w erden :
1. B ei einem  Langschienengleis mit S toß lücken  (z. B . bei S ch ienen  v o n  

36 m  L änge) is t  die A bw eichung  zw ischen dem  s tre n g e n  u n d  dem  N ä h e ru n g s
v e rfa h re n  versch w in d en d  k le in  (näm lich  k le in e r als ein  h a lb e r m m ), obw ohl 
d er gleichw ertige W id e rs ta n d  p '  =  5,4 kg/cm  v o m  k o n s ta n te n  8 kg /cm  u n g e 
fä h r  3 0%  ab w eich t. D iese T a tsa c h e  bew eist, d aß  b e i G leisen d ieser A r t  (Schie
n en län g en  von 30 — 60 m) hei d er A usb ildung  d e r  S ch ienenendenbew egung  
m it v e rh in d e rte r  D eh n u n g  d ie  Ä nderung  des B e ttu n g sw id e rs ta n d e s , j a  sogar 
die G röße des a b so lu ten  W ertes  auch  des k o n s ta n te n  W id ers tan d es  p  kg/cm  
n u r  von  geringer B e d e u tu n g  is t.

2. Sowohl be i L angsch ieneng leisen  als au ch  be i so lchen aus k u rzen  
Schienen  m it S to ß lü ck en  k a n n  d a h e r m it e iner p ra k tis c h  vo llkom m en b e frie d i
genden  G enau igkeit g e rech n e t w erden , w enn m a n  das einen  k o n s ta n te n  
W id ers tan d  p  kg /cm  v o rau sse tzen d e  N ä h e ru n g sv e rfah ren  w äh lt.

3. Bei lückenlos verschweißten Gleisen b e trä g t  die A bw eichung zw ischen 
d er genauen  u n d  d e r N äh e ru n g sb e rech n u n g  d e r S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  
u n g e fä h r 5 — 6 % , w enn  d e r  u n te rsu c h te  T e m p e ra tu ru n te rsc h ie d  n ic h t zu  
k lein  is t  (also bei e in er D o p p e lab sch n ittsd eh n u n g ). P ra k tis c h  k a n n  also auch  
in  d iesem  F a ll die e inen  k o n s ta n te n  W id e rs tan d  p  kg /cm  v o rau sse tzen d e  e in 
fache N äh eru n g sfo rm el d e r S ch ien en en d en v ersch ieb u n g  g u t an g ew an d t w erden .

4 . I s t  die T e m p e ra tu rd iffe re n z  A t be i d e r B erech n u n g  d e r B ew egung 
des lücken losen  S ch ien en en d es v o n  einem  k le in e rem  W e rt (b e s teh t a lso  die 
D eh n u n g  aus e inem  A b s c h n itt) ,  d an n  is t die A b w eich u n g  zw ischen d en  s t r e n 
gen u n d  den N äh e ru n g sfo rm e ln  bere its  r e la tiv  v ie l g rößer, doch  b e d e u te t 
d ies a b so lu t au ch  d a n n  n u r  1,5 M illim eter. D er g leichw ertige W id e rs ta n d

10*
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p '  i s t  h ie r 5 kg/cm , w as u n g e fä h r der D u rc h sc h n itt der W id e rs tä n d e  p 0 =  3 
k g /c m  u n d  p  =  8 k g /cm  se in  m ag.

D ie N äh eru n g sfo rm el k a n n  d a h e r p ra k tis c h  auch  h ie r m it seh r g roßer 
G e n a u ig k e it an g ew an d t w e rd en , w enn  die G röße des s tän d ig en  W id e rs tan d es  
in  d e r  B erechnung  a u f  d en  D u rc h sc h n ittsw e rt (p 0 - f  p)  : 2 v e rr in g e r t  w ird . 
D ies  e n tsp r ic h t d er D u rc h sc h n ittso rd in a te  des e rs ten  an s te ig en d en  A b sc h n it
te s  d e r  Y e rsch ieb u n g sw id e rs tan d sk u rv e . D och  sei w iederho lt, d aß  d e r ab so lu te  
W e r t  des Fehlers a u c h  d a n n  genügend  gering  b le ib t, w enn in  d e r N ä h e ru n g s
fo rm e l einfach der W e rt p  s te h e n  b le ib t.

5. Z u sam m en fassen d  k a n n  d a h e r  gesag t w erd en , daß  das e inen  k o n s ta n 
t e n  B e ttu n g sw id e rs ta n d  p  kg /cm  v o rau sse tzen d e  N äh e ru n g sv e rfah re n  und  
se in e  F o rm eln  fü r  d ie  P ra x is  genügend  g en au  sin d  u n d  zw ar sow ohl be i der 
k u rz e n  Schiene als au c h  b e im  lücken losen  Schienenende. D ie S ich erh e it w ird 
n o c h  g este ig e rt, w enn  d e r W e rt des W id e rs tan d es  p  kg/cm  ein w enig  v e rrin g e rt 
in  B e tra c h t  gezogen w ird .

6. D as v o rg e fü h rte  s tre n g e  B erech n u n g sv erfah ren  fo lg t eng d en  e x p e ri
m e n te l l  gew onnenen G le isw id erstan d s-V ersch ieb u n g sk u rv en  u n d  b e rü c k 
s ic h t ig t  sie in  einem  h o h e n  M aße, v ielle ich t g en au e r und  th e o re tisc h  r ich tig e r 
a ls  z. B . das dasselbe Z iel verfo lgende V erfah ren  des J a p a n e rs  H oshiNO 
[10] u n d  des R u m än en  Miklósi [11]. A u ß erd em  h ie lten  w ir h in sich tlich  
d e r  F o rm  die V e rw a n d tsc h a ft m it dem  N äh e ru n g sv e rfah ren  a u fre c h t. D ieser 
U m s ta n d  sicherte  u ns n ic h t  n u r  eine le ich te re  R ec h e n a rb e it, so n d e rn  bewies 
a u c h  fo rm elm äßig , d a ß  d ie  s tren g en  V e rfah ren  in  ih ren  E rgebn issen  von 
d e m  m it  einem  k o n s ta n te n  W id e rs ta n d  a rb e ite n d e n  N ä h e ru n g sv e rfah re n  n ich t 
a llz u se h r  abw eichen.

7. D as strenge  R e c h e n v e rfah re n  m u ß  d a n n  u n b ed in g t b e v o rz u g t w er
d e n , w en n  der a n s te ig e n d e  A n fa n g sa b sc h n itt d e r W id e rs ta n d sk u rv e  au sg e
d e h n te r  is t u n d  d er k o n s ta n te  W id e rs ta n d  n u r  im  F alle  e in er g rö ß eren  V er
sc h ie b u n g  y x (z. В. у г = 1  — 1,5 cm) e n ts te h t .  D iese S itu a tio n  je d o c h  kann  
n u r  im  F alle  e in e r B e t tu n g  v o n  m in d e rw ertig e r  Q u a litä t u n d  sch lech te r 
S ch ien en b efestig u n g  m aß g e b e n d  sein ; z. B . b e i B e ttu n g e n  aus S and  oder 
ta u b e m  G estein ; dieses M a te ria l k o m m t je d o c h  fü r  L angsch ienen  bzw . lü ck en 
lo se  G leise ohneh in  n ic h t  in  F rag e .

8. Schließlich m u ß  b e a c h te t  w erden , d a ß  d e r B e ttuE jgsw iderstand  selbst 
o d e r  se ine  V ersu ch sk u rv e  ü b e rh a u p t n ic h t u n v e rä n d e rlich  o d er g en au  U m r i s 

sen  is t ,  u n d  die in  je d e m  G le isa b sc h n itt, be i je d e r  Schwelle im m er die g leichen 
s in d . E s  k an n  v ie lm eh r n u r  von  einem  s ta tis tis c h e n  D u rc h sc h n ittsw e rt die 
R e d e  se in . T a tsäch lich  is t  o ffen b a r die S tre u u n g  des G le isw id erstan d sw ertes  
z ie m lic h  groß, da  sow ohl d as  V e rd ic h tu n g sm a ß  als auch  die S tren g e  der 
S ch ien en b efes tig u n g  m a n c h m a l k leine, m a n ch m a l jed o ch  große A bw eichungen  
b e i d e n  einzelnen Q u ersch w ellen  aufw eisen  k a n n . W egen d er im  G leisw ider
s ta n d s w e r t  b e s teh en d en  n a tü r l ic h e n  S treu u n g  d ü rfen  die R e su lta te  d e r » s tre n 
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gen« B erech n u n g en  n ic h t ü b e rsc h ä tz t w erden . D ie U nsicherheit be i d en  A u s
g an g san g ab en  e r la u b t es p ra k tisc h  in  vollem  M aß e , die D eh n u n g sb erech n u n g  
m it e inem  v o rs ich tig  fe s tg e s te llten  konstanten Gleiswiderstand p  kg/cm  zu  v o ll
z iehen , zu m al oben  gezeig t w urde , d aß  die D iffe renz  zw ischen den E rg eb n issen  
des N äh eru n g s- u n d  des » stren g en «  V erfah ren s n u r  äu ß e rs t gering is t.

S C H R IF T T U M

1. Nemesdy-Nemcsek, J . :  D ie A usdehnung  der S ch ien en  d u rc h  die W ärm e. O rg an , 1927
N r. 16.

2. N emesdy-Nemcsek, J . :  A  hosszúsines és h é zag m en tes  v á g án y o k  elm élete  (D ie  T heorie
d e r lü ck en lo sen  u n d  L angsch ienengleise) B u d a p e s t,  1934.

3. Wattmann: W ärm e W irkungen im  L an g sch ien en o b e rb au . O rgan, 1928 N r. 10.
4. Ammann— Gruenewaldt: V ersuche ü b e r die W irk u n g  v o n  L än g sk rä ften  im  Gleis.

O rg an , 1929 N r. 24.
5. M e i e r : K rä fte  u n d  S p an n u n g en  im  L an g sch ien en -O b erb au . V D I-Z eitsch rift, 1935 N r. 12.
6. R a a b : Die S ta b il i tä t  des Schienenw eges u n te r  n e u en  G esich tsp u n k ten . V D I-Z e itsc h rif t,

1934 N r. 13.
7. Schahunjanc: P u t’ i p u te v o je  h o z ja js tv o . M oskau , 1949.
8. R u b i n : B e tra ch tu n g e n  ü b e r  d ie S to ß lücken  im  G leis. D er E isen b ah n in g en ieu r, 1955

N r. 2.
9. S t ü s s i : Z ur T heorie  de r S ch ien en atm u n g . S chw eizerische B au ze itu n g , 1943 S. 153 ff.

10. H o s h i n o ,  Y .: T h erm al ex p an s io n  of v e ry  long ra ils . B u lle tin  R a ilw ay  T echn . L a b o ra to ry
N a tio n a l R a ilw ay s. T ok io , 1951.

11. M i k l ó s í ,  C.: T eorie b ezs ty k o v é  koleje ja k o  zàk lad  v ÿ z k u m u . In te rn a tio n a le  T schecho-
slovak ische  K o nferenz  fü r  E isen b ah n b au . T a tra n s k à  L om nica, N ov . 1958.

12. Sackmauer, L. : D isk u ssio n sb e itrag  zu r In te rn a tio n a le n  T schechoslow akischen  K o n fe ren z
fü r  E isen b a h n b au  1958 N o v . T a tr . L om nica.

13. B irmann: N euere  M essungen a n  Gleisen m it v e rsch ied en en  U n te rsch w ellu n g en . E is e n 
b a h n te ch n isc h e  R u n d sc h a u , 1957, N r. 7.

14. N e m e s d y ,  E .: A sínvégek  m ozgása és k ia la k ítá sa  h ézag m en tes v a sú ti p á ly á k n á l  (D ie
B ew egung u n d  A usb ild u n g  de r Sch ienenenden bei lück en lo sen  E isen bahng leisen ). M ély
é p íté s tu d o m á n y i Szem le, 1959, N r. 3. (B u d ap es t.)

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie B erech n u n g  der A u sd eh n u n g  und  de r V ersch ieb u n g  der E n d en  v o n  L an g sch ien en  
u n d  v o n  lücken losen  E isen b ah n g leisen  erfo lg t im  a llg em e in en  a u f  G rund  d e r v o n  D r. J .  
N e m e s d y -N e m c sek , W a ttm a nn  u n d  Gr u e n e w a l d t  sch o n  1928 b eg rü n d eten  B e rech n u n g s
v e rfa h re n , u n te r  Z u g rundelegung  eines k o n s ta n te n , a lso v o n  der Bew egung u n a b h än g ig en  
G le isw iderstands p  kg/cm . D ie b e k an n ten  G ru n d fo rm eln  fü r  d ie Größe der S ch ien en en d en 
bew egung  sind  fü r  eine lücken lose  Schiene bzw . eine Sch iene  v o n  de r L änge 2 l

. ( a E F A t - H f  
2 E F p

Al = a A t l  —
H

E F
l -  I *

2 E F

Die v ie le ro rts  d u rch g efü h rten  G le isw iderstandsversuche  zeigen, daß  der B e ttu n g sw id e rs ta n d  
n u r  n a ch  e iner an fäng lichen  G renz Verschiebung y x =  5— 6 m m  ein k o n s ta n te r  W e rt w ird , 
w äh ren d  bei k leineren  V ersch iebungen  der W id e rs tan d sw ert p  k g /cm  von  einem  k le inen  A n fa n g s
w ert p 0 bis zu  e inem  s tän d ig en  W ert p  kg/cm  w ächst. I n  d e r  gegenw ärtigen  A rb e it w ird  im  
e rs ten  A b sch n itt d u rch  eine G erade px — p 0 +  q • y  das A n w ach sen  b e rü ck sich tig t, im  zw eiten  
A b sc h n itt  w ird m it p  =  k o n st, g e rechnet. Aus der D ifferen tia lg le ichung  der b e h in d e rte n  D eh 
n u n g  w erden  neb en  den k o m p liz ie rten  genauen  F o rm eln  a u ch  solche genaue W erte  de r Sch ie
nen en d en b ew eg u n g  ab g ele ite t, w elche die A bw eichung von  d em  m it einem  k o n s ta n te n  W id e r
s ta n d  p  a rb e ite n d e n  e infachen  B erech n u n g sv erfah ren  in  e x a k te n  F orm eln  au fzeigen . Die 
g enaue  V ersch iebung  des lückenlosen  Schienenendes is t z. B ., w enn  Az  g rößer is t als d ie obige 
G renz V erschiebung y x:
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Azp —

I s t  h in g e g e n  Azp < y x, d a n n  is t :

Azp -

t — н у  , Г „ 2 
V Po sh2 ^ arch

F p \ j l  9 __ Sn
L 2 pq

r;) +
a E F  A t -  Н У Po

E F  q q

i ) \

I n  d e r  A rb e it  w ird n ic h t n u r  d ie  V ersch iebung  des lückenlosen  Schienenendes, so n d e rn  a u ch  die 
g e n a u e  A u sd eh n u n g sb erech n u n g  d e r  L angsch ienen  v o n  d e r L änge  2 1 m itg e te ilt  fü r  d e n  F a ll von 
A l  < [у г u n d  fü r  den F a ll Al  >  y x. B ei de r z ah len m äß ig en  A u sw ertu n g  der g e n a u e n  F o rm eln  
z e ig t es sich , daß  die E rg eb n isse  d e r  gen au en  R e ch n u n g  u n d  der R echnung  m it  k o n s ta n te m  
W id e r s ta n d  in  p rak tisch en  F ä lle n  sehr g u t  ü b e re in s tim m en , u n d  d aß  der W e r t  d e r  g rö ß ten  
A b w e ic h u n g  ungefäh r 1,5 m m  is t ,  was v e rn ac h lä ss ig b a r  is t.

D ie  A rb e it bew eist d a h e r  e x a k t , d a ß  die m it  e in em  k o n s ta n te n  W id e rs ta n d  a rb e ite n d e  
e in fa c h e  D eh nungsrechnung  f ü r  p rak tisch e  Zw ecke vo llk o m m en  genügende  G en au ig k e it 
b ie te t .

T H E  E X A C T  C A LC U LA TIO N  O F  T H E  D IL A T A T IO N  O F  LO N G  A N D  O F  C O N T IN U O U S 
R A IL S , ON T H E  B A SE O F  E X P E R IM E N T A L  T R A C K  R E SIS T A N C E  C U R V E S

E . N E M E S D Y

SU M M A R Y

U su a lly , th e  d ila ta tio n  a n d  th e  d isp lacem en t o f  th e  ends o f long a n d  o f  c o n tin u o u s  
r a ilw a y  tra c k s  are ca lcu la ted  o n  th e  b ase  o f a  c o n s ta n t  t r a c k  resistance  p k g /cm  in d e p e n d e n t 
o f  m o v e m e n t, according to  a  m e th o d  e stab lish ed  b y  D r. J .  N e m e s d y - N e m c s e k ,  W a t t m a n n  
a n d  G b u e n e w a l d t  a lread y  a b o u t  th e  y e a r 1928. In  th e  case o f a co n tin u o u s ra il o r  o f a ra il 
o f  le n g th  2 l, th e  know n basic  fo rm u la e  are:

,  (a E F  At
Az =  Y

H)2
2 E F p

Al =  a A l - J L l - p l3 
2 E F

A c c o rd in g  to  tra c k  resis tan ce  t e s t s  c arried  o u t in  a  g re a t  m a n y  places, th e  b a lla s t  re s is tan c e  
w ill b eco m e  co n stan t o n ly  a f te r  a n  in itia l lim it d isp lac em e n t o f y 1= 5 — 6 m m , a n d  fo r sm aller 
d isp la c e m e n ts  i t  raises f ro m  a n  in it ia l  sm all co effic ien t o f f r ic tio n  p 0 to  th e  c o n s ta n t  v a lu e  
p  k g /c m . I n  th e  p re sen t p a p e r , th e  increase  is ta k e n  in to  considera tion  b y  a  s tra ig h t  line  
p x  =  Po +  9 • У in  th e  f i r s t  se c tio n  an d  in  th e  second  sec tio n , p  =  const. F ro m  th e  d iffe ren tia l 
e q u a t io n  o f th e  h indered  d i la ta t io n  th e  co m p lica ted  a c c u ra te  fo rm ulae  as w ell as a ccu ra te  
v a lu e s  o f  th e  ra il end d isp lac em e n t a re  deduced , w h ich  show  b y  c lear fo rm u lae  w h a t  is th e  
d iffe re n c e  be tw een  th e  sim p lified  m eth o d  of ca lcu la tio n  u sin g  p  =  const, an d  th e  e x a c t  m eth o d . 
E .g . ,  th e  d isp lacem en t o f a  c o n tin u o u s  ra il  end is tor A z  la rg e r  th a n  th e  fo rm er l im it  d isp lace
m e n t  y x

Azp (a  E F  At -  H f  
2 E F  p  "

J  11 sh 2 ( a rch  
2 pq \

O n  th e  o th e r  han d , i f  Azp ■ Г у i th e n

Azp = (a E F  At -  H y  
E F  q

Po
q

T h e  p a p e r  shows th e  e x ac t c a lc u la tio n  o f th e  d i la ta t io n  n o t  on ly  fo r th e  end o f  th e  c o n tin u o u s  
r a i l ,  b u t  also for long ra ils  o f  le n g th  2 l, fo r b o th  th e  cases o f Al  < y x a n d  o f  А1<^уг. T he 
n u m e r ic a l  ev a lu a tio n  of th e  e x a c t  fo rm u lae  show s t h a t  th e  re su lts  o f th e  e x ac t c a lcu la tio n  and  
o f  t h e  ap p ro x im a te  c a lcu la tio n  b a se d  on  p  =  c o n s t, ag ree  v e ry  w ell, an d  th e  v a lu e  of th e  
m a x im u m  discrepancy  is a b o u t  1.5 m m , w h ich  v a lu e  m a y  be neg lected .

T h u s  th e  p ap er p ro v es e x a c tly  t h a t  th e  s im p lif ied  ca lcu la tio n  o f d i la ta t io n  using  co n 
s t a n t  re s is tan c e  is o f c o m p le te ly  sa tis fa c to ry  a c c u ra c y  fo r  p ra c tic a l purposes.
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CALCUL E X A C T  D E  LA D IL A T A T IO N  D E S R A IL S  L O N G S E T  DES V O IES F E R R É E S  
SANS JO IN T S , S U R  BASE D E S C O U R B E S E X P É R IM E N T A L E S  D E  R É S IS T A N C E

D E S V O IE S F E R R É E S

E . N E M E S D Y

R É SU M É

Les calcu ls de la  d ila ta tio n  e t  d u  d ép lacem en t des e x tré m ité s  des rails longs e t  des voies 
ferrées sans jo in ts ,  s’e ffec tu en t g é n éra le m en t p a r  la  m é th o d e  de calcul é tab lie  v e rs  1928, p a r  
MM. le D r. J .  N e m e s d y - N e m c s e k ,  W a t t m a n n  e t G r u e n e w a l d t ,  en se b a sa n t s u r  u n e  résis
tan ce  de la  voie c o n s ta n te  p  k g /cm , in d ép e n d an te  d u  m o u v em e n t.

Les fo rm u le s  de base b ien  connues e t  d o n n a n t le d ép lacem en t de l ’e x tré m ité  d u  ra il 
p o u r les ra ils  san s  jo in ts  ou d ’une lo n g u eu r 21, son t:

z
(a E F  At -  Н у  

2 E F  p
; Al  =  a A t l---- H

E F
pF _ 

2 E F

D ’après de n o m b reu x  essais de ré s is tan ce  des ra ils , la  ré s is tan c e  du  ba lla st ne se ra  c o n s ta n te  
q u ’ap rès u n  d é p la ce m en t lim ite  p ré lim in a ire  y x=  5— 6 m m . P o u r les dép lacem ents p lu s  p e ti ts ,  
la  v a le u r de la  ré s is tan c e  p  kg/cm  c ro ît p ro g ress iv em en t, d ’u n e  v a le u r de f ro tte m e n t p 0 ju s q u ’à 
la  v a leu r c o n s ta n te  p  kg/cm .

Le calcu l de l ’accro issem en t e s t e ffec tué  en  su p p o s a n t  une  dro ite  px =  p 0 +  q ■ y  d an s 
la p rem ière , e t  u n e  v a le u r p  =  co n st, d an s  la  seconde période .

De l ’é q u a tio n  d ifféren tie lle  de la  d ila ta tio n  re ta rd é e ,  nous déduisons les fo rm u le s  e x ac te s  
com pliquées, p u is  les va leu rs  ex ac tes  des d ép lacem en ts  des ex tré m ités  de ra ils , q u i m o n tre n t  
b ien  la  d ifférence  d ’avec  la  m éth o d e  de calcu l s im p le , basée  su r la résistance c o n s ta n te  p. 
P a r  exem ple, si A z e s t plus g ran d  que  le d é p la ce m en t l im ite  p récéd en t y x, le d é p la c e m e n t 
e x ac t de l ’e x tré m ité  du  ra il sans jo in ts  se ra , de c e tte  m an iè re :

, (a E F  At  — H ) 2 
A * » = ~ 2 E F p  +

Si p a r  co n tre , Azp <  y x, alors:

Azp = (a E F  A t — H f  
E F  q

P о 
Я

L ’é tu d e  p ré sen te  le  calcu l exac t de la  d ila ta tio n  n o n  se u le m e n t p o u r les e x tré m ité s  de ra ils  
sans jo in ts , m ais aussi p o u r les ra ils  de lon g u eu r 21, d a n s  les deu x  cas: zli <  y x e t  A l ^>yx.

L ’é v a lu a tio n  n u m ériq u e  des é q u a tio n s  ex ac tes  m o n tre  que les ré su lta ts  d u  c a lc u l e x ac t 
e t  du  calcu l ap p ro ch é  te n a n t  c o m p te  de  la  ré s is tan ce  c o n s ta n te , p ré sen ten t u n e  b o n n e  con
cordance dans les cas p ra tiq u es , e t que le p lus g ra n d  é c a r t  e s t  d ’env iro n  1,5 m m , v a le u r  nég lige
able .

L ’é tu d e  p ro u v e  donc d ’une faço n  ex ac te  que  le c a lcu l sim ple  de la d i la ta t io n  b a sé  sur 
la ré sistan ce  c o n s ta n te  e s t d ’une p réc is io n  to u t  à f a i t  su f f is a n te  p o u r les calculs se p ré s e n ta n t  
dans la p ra tiq u e .

ТОЧНЫЙ ДИЛАТАЦИОННЫЙ РАСЧЕТ 
ДЛИННЫХ РЕЛЬС И БЕССТЫКОВЫХ РЕЛЬСОВЫХ ПУТЕЙ 

НА ОСНОВЕ ЭМПИРИЧЕСКИХ КРИВЫХ СОПРОТИВЛЕНИЯ РЕЛЬСОВЫХ ПУТЕЙ

Э . Н Е М Е Ш Д И

РЕЗЮМЕ

Вообще расчет дилатации длинных рельс, а также бесстыковых железно
дорожных рельсовых путей и движения конца рельс обычно принято выполнять 
при помощи установленной уже в 1928 г. исследователями Немешди —Немчек, Ваттман 
и Грюневальд методики расчета, т. е. беря за основу при расчете сопротивление рельсо
вых путей в р  кг/см величиной, независимой от движения. Известными основными фор-
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мулами являются для величины движения конца рельс в случае бесстыковых, соответ
ственно рельс длиною 21 :

. (a E F A t - Н у
м = — 2ш г ~

Al =  aAtl J L  , P1'1
E F  2 EF

На основе опытов по исследованию сопротивления рельсовых путей сопротивление по
стели становится постоянной величиной только после некоторого начального предель
ного сдвига Ух =  5—6 мм, в случае, если сдвиг меньше этой величины, тогда величина 
сопротивления в р кг/см возрастает от некоторого начального значения трения р0 до 
постоянной величины в р кг!см. В данной работе рост учитывается прямой рх =  р 0 +  Ч-у 
на первом отрезке и на втором отрезке расчет производится величиной р  =  конст. 
Из дифференциального уравнения торможенной дилатации выводится наряду со слож
ными точными формулами также такие точные значения движения концов рельс, которые 
хорошо и наглядно показывают отклонение от простой методики расчета, использующей 
постоянное сопротивление р. Например, точный сдвиг конца бесстыковых рельс будет 
соответствовать нижеприведенной формуле, если Az больше, чем прежний предельный 
сдвиг у х.

Azp (a EF  At — HY  
2 E F p +

а если ж е Azp <  ylt 
тогда :

,  ]1( Po Y  , (.a EF A t - н у  р0
AZp- n ~ q J + - - - KFq- - - - - - q

В работе сообщаются формулы не только для расчета дилатации конца бесстыко
вых рельс, но и для рельс длиной 21 также приводятся соответствующие формулы как для 
случая Al  >  у1( так и Al <  yj. При числовом решении точных формул выясняется, что 
результаты точных расчетов и приближенных расчетов, исходящих из постоянного со
противления, в практических случаях хорошо совпадают, и значение наибольшего от
клонения составляет ок. 1,5 которым можно пренебречь.

Следовательно, работа строго доказывает, что простой дилатационный расчет, 
исходящий из постоянного сопротивления, для практических расчетов является вполне 
удовлетворительным в отношении точности.
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F u n d a m e n ta l law s o f  cap illa ry  physics h a d  a lread y  been  e s tab lish ed  
fo r a c e n tu ry  (L a place  1806, Ga u s s  1830), w h en  th e  f irs t ex p e rim en ts  o f 
A t t e r b e r g  in it ia te d  th e  sy s te m a tic a l in v e s tig a tio n  in to  th e  cap illa ry  p ro p e rtie s  
o f th e  soil. P ra c tic a l p rob lem s req u irin g  so lu tio n  w ere en co u n te red  f ir s t  in  
a g r ic u ltu ra l ch em is try , y e t  h y d rau lic  en g ineering  an d  soil m echan ics w ere 
soon to  follow . P ro te c tio n  o f ro ad s, fo u n d a tio n s  a n d  o f  ice houses a g a in s t 
dam ages b y  fro s t, w a te rsea lin g  o f w alls an d  s u b te r ra n e a n  room s, seepage 
from  e a r th  can a ls , p e rco la tio n  below  th e  su rface , soil sh rinkage an d  th e  a p p a r 
e n t cohesion o f soils a re  a ll su b jec ts  closely r e la te d  to  cap illa ry  p h en o m en a .

R e su lts  o f physics a n d  ch em is try  c a n n o t re a d ily  be app lied  to  p o ro u s 
m a te ria ls . I n  o rd e r to  overcom e th e  d ifficu ltie s  caused  b y  th e  d ifferences 
b e tw een  th e  “ in d iv id u a l cap illa ry  tu b e ”  an d  th e  soil o f in v o lv ed  te x tu ra l  
s tru c tu re , th e  co n cep t o f th e  “ idea l so il”  — o f re g u la r  s tru c tu re  an d  co n sis tin g  
o f id e n tic a l p a rtic le s  — has been  in tro d u ced . T h is  ap p ro ach , how ever, does 
n o t seem  to  have  p ro v ed  sa tis fa c to ry , an d  has in  m a n y  in stances even led  to  
a d e p a r tu re  from  a c tu a l co n d itio n s an d  to  th e  u n ifo rm ized  tr e a tm e n t  o f 
p rob lem s. T h u s  e. g. “ th e  h e ig h t o f th e  c a p illa ry  r ise ”  is considered , to  th is  
v e ry  d ay , th e  m o st s ig n ifican t c h a rac te ris tic , a lth o u g h  i ts  value is d iffe ren t 
fo r v a rio u s d u c ts  in  th e  soil, th e  degree o f  s a tu r a t io n  o f th e  cross sec tio n s 
being  in flu en ced  also  b y  th e ir  d is tan ce  from  th e  w a te r  surface. T h e  rea so n  
fo r o u r in a b ili ty  to  solve a v e ry  g re a t n u m b e r o f  p ro b lem s is, th a t  no in fo r 
m a tio n  is as y e t av a ilab le  on  th e  changes in  th e  ra tio  o f ac tiv e  an d  p assiv e  
forces d u rin g  cap illa ry  flow , and  on th e  re la tio n sh ip s  b e tw een  th is  d is tr ib u tio n  
o f forces a n d  th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  w a te r  c o n te n t.

A n a t te m p t  h as  been  m ade b y  th e  a u th o r  to  so lv e  th ese  p rob lem s, re ly in g  
on th e  re su lts  o f a lm o st th re e  h u n d re d  la b o ra to ry  ex p e rim en ts , o f  w h ich  th e  
e v a lu a tio n  an d  th e o re tic a l d iscussion are  p re se n te d  in  th e  follow ing. T h u s , 
th e  re la tio n sh ip s  a p p ly in g  to  th e  “ closed”  an d  “ o p e n ”  cap illa ry  ran g es h ad  
to  be e s tab lish ed  f ir s t  (Sections 1 an d  2) in  o rd e r to  o b ta in  in fo rm atio n  th e re 
from  on th e  law s g o v ern in g  th e  d is tr ib u tio n  o f  forces an d  p e rco la tio n  v e lo 
c itie s  (Section  3). In  th e  p a r ts  re la tin g  to  la b o ra to ry  ex p erim en ts  (Section  4)
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a n d  to  p rac tica l a p p lica tio n s  (Section  5) we en d eav o u r to  m ake use o f th e  
co n c lu sio n s arriv ed  a t  in  th e  p reced ing  S ections.

G ran u la r soil sam p les  o f  d is tu rb e d  s tru c tu re  w ere used  in  th e se  ex p eri
m e n ts .  O ne of th e  soils (d en o ted  b y  A )  w as a q u a rtz -san d  o f  a llu v ia l origin, 
w h ile  th e  second (d e n o te d  b y  B) w as a loess soil of m acroporous te x tu re  an d  
d e p o s ite d  by  th e  w ind . S evera l frac tio n s  a n d  b lends w ere p re p a re d  from  
so il A  (F ig . 1). D a ta  on  th e  chem ical co m p o sitio n  d e te rm in ed  b y  o x ide-ana lysis  
o f  th e  soils have b een  com piled  in  T ab le  1.

Fig. 1. G rain-size d is tr ib u tio n  cu rves, n o ta t io n  (A d ,  A e  . . . )  an d  u n ifo rm ity  coefficient
( U )  o f soils in v e s tig a te d

Table 1

Chemical composition o f  soils investigated

Soil
Components present, %

volatiles Si02 r 20 3 CaO MgO (CaCOa)

A k 4,91 87,24 2,68 3,42 0,98 4,32

В 17,79 58,89 6,67 9,19 3,37 11,79 *

O rd in a ry  ta p -w a te r  s to red  a t  la b o ra to ry  te m p e ra tu re  w as u sed  for 
th e  ex p erim en ts . T he te m p e ra tu re  o f w a te r  w as 22,2 -j- 2,1 cen tig rad es .
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1. The degree o f saturation o f the closed capillary zone (S e)

T he d e fin itio n  o f  Zunker [29] in tro d u c in g  th e  concep t o f  th e  closed 
c a p illa ry  zone h as  le f t  unansw ered  th e  q u e s tio n  as to  th e  e x te n t  to  w hich 
th is  zone, b o rd erin g  on th e  free w a te r  su rface , is filled  w ith  w a te r . Follow ing 
a b r ie f  review  o f th e  lite ra tu re  o n  th e  su b je c t, th e  co rrespond ing  la b o ra to ry  
ex p erim en ts  will be  described.

a) Conclusions p u b lished  in  the literature on the problem

D ealing w ith  th e  origin a n d  d ev e lo p m en t o f  soil w a te r  c o n te n t, d is
t in c tio n s  are u su a lly  m ade by  th e  a u th o rs  b e tw een  th e  water absorption  of 
d ry  soils and  th e  drainage  of p rev io u sly  s a tu ra te d  (in u n d a ted ) soils. T he u n a n i
m ous opinion o f  a ll a u th o ritie s  co n cern ed  is t h a t  th e  a m o u n t o f w a te r  re m a in 
in g  in  th e  soil a f te r  d ra inage  is in  excess o f  t h a t  w hich can  be  ab so rb ed  by  
c a p illa r ity . The p h en o m en o n  can  b e  d e m o n s tra te d  in  physics b y  th e  J amin 
tu b e  w hich has a v a ry in g  cross sec tio n  (F ig . 20). In  th e  course o f p rev ious 
s a tu ra t io n  w a te r  e n te rs  also in to  th e  large  p o res , m ore o r less su ita b le  for 
w a te r  re te n tio n , o f  th e  open zone, w hich  a re  u n a b le  to  d raw  w a te r  from  th e  
f in e r  pores d u rin g  th e  process o f  cap illa ry  rise .

A bove th e  g ro u n d w a te r  ta b le  th re e  zones a re  d is tin g u ish ed  b y  T erzaghi 
[25] who regards th e  b o tto m  one as co m p le te  s a tu ra te d  th o u g h , i t  m u s t be 
rem em b ered , he ex p la in s  the  d ev e lo p m en t o f  zones b y  d ra in ag e . A ccording 
to  th e  in te rp re ta tio n  given b y  W eiland  [27] to  th e  defin itio n  o f Zunker  
“ e v e ry  space, e v e n  th e  large p o res , is co m p le te ly  filled  w ith  w a te r”  in  th is  
zone . C om plete s a tu ra t io n  is m en tio n ed  also  b y  Goldstein  [4], T erzaghi 
a n d  P eck [26], as w ell as b y  K ezdi [7]. A ccord ing  to  T aylor  [24], th e  
co rrec tness o f a ssu m in g  sa tu ra tio n  is q u es tio n ab le , w hile K r y Nin e  [12] is o f 
th e  opinion th a t  su ch  an  a ssu m p tio n  is p ra c tic a lly  co rrec t. In  th e  ex p erim en ts  
o f  Lambe [13] on  h o rizo n ta l c a p illa ry  m o v e m e n t in  fine  san d , 80 p e r cen t 
o f  th e  soil voids b ecam e  sa tu ra te d , an d  th e  ex p e rim en ts  on cap illa ry  rise  y ie ld 
ed  sim ilar re su lts  (F ig . 2a). In  h is book  p u b lish ed  a y e a r la te r  [14] a schem ati- 
ca l d iag ram  of g e n e ra l v a lid ity  is g iven acco rd in g  to  w hich th e  re la tiv e  m ois
tu re  co n ten t (deg ree  o f  sa tu ra tio n ) o f th e  closed cap illa ry  zone (hcn) is a lm ost 
w ith o u t ex cep tio n  sm aller th a n  one (F ig . 2b).

M easu rem en ts o f  Vasilev  [21, p . 304] carried  o u t on u n d is tu rb e d  
sam p les  are n o te w o rth y  in  th is  re sp ec t. T hese  h av e  rev ea led  a f te r  w a te r 
a b so rp tio n  a re la t iv e  m oisture  c o n te n t o f 0,82 to  0,88 for th e  s ilt u n d e r  consid
e ra tio n . In fo rm a tio n  on a f ie ld  m e a su re m e n t b y  h im  is also av a ilab le , in  
w h ich  th e  s a tu ra t io n  o f the  sam e  soil w as o b serv ed . H is conclusion  is th a t  
com p le te  s a tu ra t io n  does no t o ccu r e ith e r  above  o r below  th e  g ro u n d w a te r  
ta b le  (Fig. 3).
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а> b) с)
F ig. 2. C ap illa ry  ab so rp tio n  a n d  d ra in a g e . E x p e rim e n ta l (a )  a n d  th e o re tic a l (b )  c h a ra c 
te r i s t ic  c u rv e s  o f Lam be , w ith  n o ta t io n s  in tro d u c ed  b y  h im . D e m o n s tra tio n  o f c ap illa ry  h y s te

resis b y  m ean s o f a Jam in  tu b e  ( c)

May June
10 16 21 26 1 6 11 16 21 26

Degree of Saturation
(S .% )

□  < s o

Il I ! I 50-70

70-60

80-90

90-100

Fn J  Orounchvater
— ^  fable

Fig. 3. C h an g es in  th e  degree o f s a tu r a t io n  w ith  tim e , a t  v a rio u s  d e p th s  below  te r r a in  su rface
(observations of Va silev )
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T he above ex am p les  c ited  from  th e  l i te ra tu re  w ere in c lu d ed  to  i l lu s tra te  
th e  w ide v a r ie ty  o f c o n tra d ic to ry  o p in ions p rev a ilin g  in  th is  fie ld . T h e  th o u g h t 
th a t  th e  a b ility  of a so il fo r cap illa ry  s a tu ra tio n  could  d ep en d  on som e p h ysica l 
p ro p e r ty  o f  th e  so il itself, d id  n o t occu r even  to  th e  a u th o rs  w ho observed  
p a r tia l  sa tu ra tio n .

b) Laboratory investigations into saturation

T he device c o n s tru c te d  fo r th is  p u rp o se  is il lu s tra te d  in  F ig . 4. The 
sam ple  is p laced  in to  a 4 cm  d ia m e te r , 6 cm  h ig h  m e ta l cy lin d e r w hich , in

Fig. 4. D evice c o n s tru c te d  for d e te rm in in g  th e  w a te r  c o n te n t o f th e  c ap illa ry  zone
above th e  w a te r  su rface

tu rn ,  is su p p o rted  on  a second p e rfo ra te d  c y lin d e r s ta n d in g  in  a w ate r-filled  
vessel an d  covered  w ith  a rig id  screen . C o n s ta n t w a te r  leve l is en su red  b y  
m eans o f an  overflow . A double sc reen  is u sed  to  su p p o r t th e  sam p le . The 
u p p e r screen  serves as to  p ro te c t th e  gra ins o f  th e  sam p le  a g a in s t scouring , 
w hile th e  p u rpose  o f  th e  low er rig id  screen  is to  p re v e n t a n y  d e flec tio n  of 
th e  f ir s t .  A g lass-p la te  p laced  o n  to p  o f th e  sam p le  su p p o rts  th e  in d ic a to r  
p o in t o f  a d ial gage, b y  th e  aid  o f  w hich  an y  change in  vo lu m e d u e  to  w a te r 
ab so rp tio n  can be o b se rv ed  w ith  a n  accu racy  o f  0,01 m m . T he w a te r  co n ten t 
o f th e  sam ple , its  deg ree  o f s a tu ra t io n  an d  specific  s lum p  can  be  co m p u ted  
from  th e  d ry  w eig h t a n d  th e  w et w eig h t d e te rm in e d  a f te r  w a te r  a b so rp tio n , 
as w ell as from  th e  cy lin d er v o lu m e  co rrec ted  acco rd ing  to  th e  d ia l read ing .

P rio r  to  s ta r t in g  th e  e x p e rim e n ta l w ork , th e  perm issib le  acc u ra cy  lim its 
o f  w eigh t- and  v o lu m e  d e te rm in a tio n s  w ere e s tab lish ed . F o r  th is  purpose
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th e  re la t iv e  m o istu re  c o n te n t  (S) w as expressed  as a fu n c tio n  o f th e  specific 
w e ig h t  (s), th e  vo lum e o f th e  sam ple  (V ) ,  th e  ab so rb ed  w a te r  (A W )  a n d  th e  
d r y  w e ig h t (W 0). H e re a f te r  th e  p a r t ia l  d iffe ren tia ls  o f  S  acco rd ing  to  th e  above 
f a c to r s  w ere form ed. I t  co u ld  be  estab lished  b y  th is  m e th o d  th a t  a d ev ia tio n  
o f  -f- 0,01 in  re la tiv e  m o is tu re  c o n te n t m ay  be caused  b y  th e  erro rs o f  o b se r
v a t io n  g iven  below : 9s = — 0,018 g/cu.cm , d V  = — 0,31 cu .cm , d (A W ) =  
=  -f- 0 ,30 g and  91F0 =  — 0,47 g.

U sin g  a scale se n s itiv e  to  cen tig ram s, th e  accu racy  lim it o f  w eight 
m e a su re m e n ts  can  re a d ily  b e  observed . T he m e a su re m e n t o f A W  is a m ore 
d e lic a te  ta sk , because w h ile  b e in g  rem oved from  th e  w a te r , th e  sam ple  is 
l ik e ly  to  loose som e w a te r . C y lin d er vo lum es w ere d e te rm in ed  b y  im m ersion  
a n d  th e  cond ition  th a t  th e  vo lu m e of th e  sam p le  shou ld  be id e n tic a l w ith  
t h a t  o f  th e  cy linder w as m e t  b y  using  th e  doub le  screen , an d  checked  by  
th e  d ia l  gage. As fa r  as sp ec ific  w eight is concerned , an  e rro r o f th e  o rd e r of 
m a g n i tu d e  of i  0,01 h a d  to  b e  ta k e n  in to  a cco u n t, ow ing to  th e  m iscellaneous 
c o m p o s itio n  of th e  m a te r ia l.

A s revealed  b y  c o n tro l co m p u ta tio n s , th e  accu racy  a t ta in e d  w as gener
a lly  w ith in  th e  desired  l im its . S ta n d a rd  erro rs co m p u ted  b y  th e  m e th o d  of 
le a s t  sq u a re s  for in d iv id u a l ex p e rim en ts  w ith in  som e series an d  fo r th e  ca lcu 
la te d  av e rag es are g iven  in  T a b le  2.

Table 2

Experiments for determining the saturation (S e) o f  the closed capillary zone

Soil
N u m b e r  
o f  te s ts V o id  r a t io s  ( e)

S ta n d a rd  e rro r
A v erag e u

single te s t av e ra g e

A d 10 0,59 — 0,76 0,016 0,005 0,979 1,27
Ae l i 0 ,5 6 - 0 ,7 4 0,014 0,003 0,986 1,13

A f 10 0,58 — 0,79 0,012 0,004 1,008 1,22

Ag 7 0 ,7 3 -0 ,8 6 0,021 0,009 0,975 1,42

A k 12 0 ,5 6 —0,72 0,017 0,005 0,977 1,62
A a 14 0,60 — 0,78 0,015 0,004 0,849 2,11
В 4 0 ,8 0 —0,97 0,019 0,009 0,840 2,34

Series com prising  fro m  10 to  12 o b se rv a tio n s w ere designed  w ith  d iffe ren t 
so il d en s itie s  in  each  e x p e r im e n t. In c rem en ts  o f  A e =  0,20 to  0,25 w ere 
su c c e ss fu lly  a tta in e d  b y  m a n u a l  com pacting  a n d  sh ak in g . T he m a jo r ity  of 
e x p e r im e n ts  were ca rr ied  o u t  on d ry  soil, in  th o se  w ith  A a  soil previously  
w etted  sam ples w ere also  u se d .



CA PILLA RY  P R O P E R T IE S  OF SOIL 159

c) E xperim enta l results

The av erag e  re la tiv e  w a te r  c o n te n ts  (S e) to g e th e r  w ith  th e  co rre sp o n d in g  
s ta n d a rd  erro rs a re  com piled in  T a b le  2 for th e  v a rio u s  frac tions in v e s tig a te d . 
T h e  lim its  o f th e  vo id  ra tio  (e) o b se rv ed  a f te r  th e  com pletion  o f th e  p rocess 
o f  cap illa ry  rise  can  be seen in  th e  sam e ta b le .

A s will be  p erce ived  from  th e  d a ta  in  th e  ta b le , th e  degree o f  s a tu ra t io n  
o f  th e  soil fra c tio n s  considered, a t  th e  end  o f  th e  p rocess o f ris ing , a t ta in e d  
v a lu es  ly ing  w ith in  th e  range S e =  0 ,84 to  1,0 (in  o rd e r to  i llu s tra te  a c c u ra c y  
lim its , th e  v a lu e  1,008 has also b e e n  inc luded  in  th e  T able). I t  c a n  b e  co n 
c lu d ed  th e re fro m  th a t  th e  degree o f  s a tu ra tio n  o f  th e  closed c a p illa ry  zone 
varies fro m  soil to soil an d  can be  p a rtia l and  complete alike.
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Fig. 5. V a ria tio n  in  th e  w a ter c o n te n t (w )  an d  degree o f sa tu ra t io n  (S )  of th e  lo w er c a p il
la ry  zone, p lo tte d  ag a in st th e  v o id  ra tio  (e) o b se rv ed  a f te r  ab so rp tio n  (Soil A a )

L et us ex am in e  now  w hich  o f  th e  p h y s ic a l soil p ro p ertie s  is th e  one 
in fluencing  c a p illa ry  sa tu ra tio n .

The g ra d a tio n  o f in d iv id u a l frac tio n s  is w ith in  v e ry  close l im its , so 
t h a t  th e y  m ay  p ra c tic a lly  be re p la c e d  b y  a m u ltitu d e  o f un ifo rm  g ra in s  of 
a size co rrespond ing  to  th e  av e ra g e  p a rtic le  d iam e te r . In  view  o f  th e  fa c t 
t h a t  th e  four f ra c tio n s  w ith in  th e  p a rtic le  ran g e  D  =  0,08 to  0,50 m m  h a v e  
show n a value S e =  0,98, i t  can  b e  s ta te d  th a t  w ith in  th e  range  co n sid e red  
the degree o f  sa tura tion  is independent o f  partic le  size.

T he sam e can  be said  a b o u t so il density . T h is fa c t seem s to  be  c o rro b o r
a te d  by  th e  c ircu m stan ce  th a t  th e  s ta n d a rd  e rro r  o f in d iv id u a l m e a su re m e n ts  
w ith in  a series o f  exp erim en ts , m ad e  w ith  sam p les  o f d iffe ren t d e n s ity , is 
h a rd ly  in  excess o f  th e  accu racy  lim it  m en tio n ed  above. T he co n c lu sio n  lies 
th e re fo re  close a t  h a n d : th e  f lu c tu a tio n  ab o u t th e  average  value  is o f  u n p re d ic t
ab le  ch a ra c te r . R e la tiv e  m o is tu re  c o n ten ts  o f  th e  A a  soil, to g e th e r  w ith  th e
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a n a ly tic a lly  d e te rm in e d  equaliz ing  line th e re o f  observed  a t  v a rio u s  void 
r a t io s ,  have been p lo t te d  in  Fig. 5. The c h a n g e  in  re la tiv e  m o is tu re  co n ten t 
o v e r  th e  en tire  v o id - ra t io  ran g e  in v e s tig a te d  a m o u n ts  to  no m ore th a n  0,013, 
i. e. ab o u t 1,5 p e r  c e n t .

The water content o f  th e  capillary  fr in g e  is n o t  in d ep en d en t o f  d en sity , 
a n d  is th u s  a soil p r o p e r ty  n o t as un iq u e  a n d  ch a ra c te ris tic  as th e  re la tiv e  
m o is tu re  co n ten t. T h is  is  c learly  i l lu s tra te d  b y  F ig . 5 w hich show s th a t  th e  
w a te r  co n ten t in c reases  b y  25,9 per cen t w ith in  th e  d en sity  range in v e s tig a te d , 
w h ile  S e rem ains f a i r ly  c o n s ta n t.

A n in te re s tin g  r e s u l t  is ob ta ined  w h en  S e is p lo tte d  ag a in s t th e  u n ifo rm 
i ty  coefficient (F ig . 6 ), in a sm u ch  as the degree o f  saturation is seen to decrease

F ig. 6. Relation between the S e value and uniformity coefficient (U )  for the soils investigated

w ith  increasing g ra d u a tio n . H av ing  once reco g n ized  th is  tre n d , ex p erim en ts  
w ere  m ade w ith  v a r io u s  blends o f  different fra c tio n s  as well (T ab le  3). The

Table 3
Degree o f saturation (Se) o f soil mixtures in  the 44closed” capillary zone

Blend Number 
of tests Void ratios (e) Average

S. u

A d  -)- A e 5 0,60—0,72 0,972 1,32

A f  +  A g 4 0 ,6 1 -0 ,7 9 0,967 1,74

A d  +  A g 4 0,55—0,70 0,901 3,26

r e s u l t  was th a t  c o m p o n e n ts , w hich could  b e  s a tu ra te d  se p a ra te ly , a tta in e d  
a  s a tu ra tio n  of o n ly  90 to  97 per cen t w h en  b len d ed . T hese re su lts  f i t  well
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in to  th e  re la tio n sh ip  p resen ted  in  F ig . 6. T h e  re la tiv e ly  h igh  v a lu e  o b se rv ed  
w ith  th e  A d  -f- A g  b len d  can be a t t r ib u te d  e ith e r  to  th e  s te p p e d  g r a d a t i ^ ,  
cu rv e  t h a t  c an n o t b e  described  b y  U , o r to  th e  c ircum stance  th a t  th e  co m p o 
n e n ts  w hich  could  b e  sa tu ra te d  s e p a ra te ly , w ere n o t b lended  co m p le te ly . 
T h e  series of ex p e rim en ts  m ade w ith  sam p les  p rev iously  wetted to  v a rio u s  
degrees is rep re sen ted  graph ica lly  in  F ig . 7. A s to  be seen th e re fro m , th e  degree 
o f  s a tu ra t io n  of a soil soaked ow ing to  c a p illa r i ty  depends also upon  the in itia l 
water content. T he  e x te n t  o f p rev io u s w e ttin g  m a y  a tta in  a lim it v a lu e  (S ft) 
b ey o n d  w hich th e  w a te r  a b so rp tio n  o f  th e  sam p le  during  th e  a c tu a l  te s t  
becom es zero.

F ig .  7. Saturation of previously wetted soils

C o nsequen tly , th e se  ex p erim en ts  h a v e  rev ea led  th e  ex is ten ce  o f  tw o  
lim it v a lu es  c h a ra c te r is tic  for th e  deg ree  o f  s a tu ra t io n  of th e  closed  c a p illa ry  
zone: 1. th e  re la tiv e  m o istu re  c o n te n t o f  th e  in itia lly  d ry  soil (S e), o b se rv ed  
a f te r  w a te r  a b so rp tio n , 2. the  m in im u m  re la tiv e  m o istu re  c o n te n t (S h) w hich  
m a y  develop  above a free  w ate r su rface , reg a rd less  o f  th e  in itia l w a te r  c o n te n t 
o f  th e  soil. N um erous d a ta  were o b ta in e d  on  th e  slum p due to  c a p illa ry  w a te r  
a b so rp tio n  as w ell. T hese  will, h o w ev er, b e  describ ed  in  a s e p a ra te  p a p e r .

d) D iscussion  o f  p h ys ics  involved

A  d e ta iled  e x a m in a tio n  of th e  p ro b le m  is im possib le  w ith o u t co n sid e rin g  
th e  re su lts  of m a te r ia l  in v es tig a tio n  in  a w ider sense, as well as o f  ph y sics  
a n d  ch em is try  in  th is  fields.

11 Acta Technica XXIX/1—2.
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A ccord ing  to  th e  d e fin itio n  fo rm u la ted  b y  M aneg o ld  [17], th e  soil is 
a p o ly cap illa ry  sy s te m  in  w hich  th e  pore v o lu m e  is b u ilt  up o f po res fo rm in g  
an  o pen  n e tw o rk  or in te rc o m m u n ic a tin g  d u c ts  as w ell as o f b u b b les  ( to ta lly  
enclosed) an d  bag s (o p en  o n  one side). O b v io u sly , th e  degree o f s a tu ra t io n  o f 
a n y  p a r tic u la r  soil w ill d e p e n d  on how  th e  v a r io u s  po res can be filled , an d  on 
th e  ra tio  in  w hich  th e y  a re  p resen t in  th e  e n tire  p o re  volum e.

E xperim ents b y  K . S chultze [22] h ave show n the readiness o f the  
capillary voids for being filled  with w ater to  depend upon the m agnitude o f  
surface tension (the sm aller the former, the h igher the latter), upon the posi
tion  o f  the capillary v o id , upon the shape o f  th e  cross section, upon the degree 
to  w hich the capillary space is enclosed, as w ell as on the cross section  and  
p osition  o f the open ing  com m unicating w ith  th e  adjacent system .

T he ex p e rim en ts  c o n d u c ted  b y  Sm ith  a n d  B r o w ning  (1942) are  n o te 
w o r th y  in  th is  re sp e c t. T h e y  found the  sam p le s  to  con ta in  9 to  22 p e r c en t 
a ir  a f te r  th e  u su a l la b o ra to ry  m ethod  o f  s a tu ra t io n .  Ch r is t ia n se n  (1944) 
succeeded  in  co m p le te ly  rem o v in g  th e  air c o n te n t  o n ly  a t  a vacuum  ap p ro ach in g  
th e  a tm o sp h eric  p re ssu re . V a sile v  a t te m p te d  th e  sa tu ra tio n  o f  th e  
sam p le s  re fe rred  to  in  S ec tio n  la ,  b u t co u ld  in  no case observe a n y  a b 
so rp tio n  o f w a te r.

A  c h a ra c te ris tic  fe a tu re  o f w a te r m o v e m e n t in  th e  closed cap illa ry  
zone is th a t  th e  large voids become fille d  f i r s t ,  f lo w  velocities in  th e se  being  
h ig h e r  in  th e  in it ia l  p h a se s  o f  rising. Sm all m en isc i supp lied  from  th e se  e n te r  
in to  th e  sm all p o re s , y e t  c a n n o t drive o u t p a r t  o f  th e  en trap p ed  a ir  since th e  
l a t t e r  does n o t c o m m u n ic a te  w ith  th e  o u te r  a tm o sp h e re . D ifferences in  v e lo 
c ity , w hich  m ay  be  co n sid e red  as th e  p r im a ry  cause  o f  en trap p ed  a ir  b u b b le  
fo rm a tio n , are e v id e n tly  th e  g rea te r, th e  more varied  th e  g rad a tio n  o f  th e  soil, 
in a sm u c h  as th e  n u m b e r  o f  possible c o m b in a tio n s  as regards th e  le n g th  o f  
d u c ts , th e  shape  a n d  d ia m e te r  o f cross sec tio n s , th e  degree o f enclosedness 
o f  th e  pores, is m u c h  g re a te r . In  soils h a v in g  a f la t  grain-size d is tr ib u tio n  
cu rv e  th e re  are n u m e ro u s  sack-like and  b u b b le  fo rm a tio n s , and  th e ir  n u m b e r 
m a y  be  increased  ev en  b y  w a te r , in  an  a t te m p t  to  e n te r  th e  pores, closing p a r t  
o f  th e  n a rro w er p o r ts .

A ll th ese  c o n d itio n s  m a y  be described  b y  th e  “ pore d is tr ib u tio n  c u rv e ”  
o f  th e  soil. T he f la tn e s s  th e re o f  is p ro p o r tio n a te  to  th a t  of th e  g rain-size  
d is tr ib u tio n  curve o f  th e  so il, and th e  a ssu m p tio n  t h a t  in  th e  case o f  s t ru c tu re 
less soils th is  ra tio  is u n a ffe c ted  b y  th e  size o f  th e  g rains, lies close a t  h a n d . 
A ccord ing ly , th is  cu rv e  w o u ld  be d isp laced  p a ra lle l  to  itse lf  d u ring  th e  com 
p a c tio n  o f  th e  soil. I f  th e s e  assum ptions a re  a c c e p te d  as correct, th is  concep t, 
a b s tr a c t  as i t  m a y  seem  fo r  th e  tim e being , re a d ily  lends itse lf  fo r th e  e x p la 
n a tio n  o f  w hy th e  S e v a lu e  o f  various soils in v e s tig a te d  failed to  re sp o n d  to  
ch an g es in  g ra in  size a n d  d e n s ity , y e t a t th e  sa m e  tim e , reac ted  to  g ra d a tio n  
a n d  s im ila r w e ttin g .
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2. D istribution o f water content in  the open zone

T he d is tr ib u tio n  cu rv es  show n in  F ig . 2 a f te r  L a m b e , are  s im ila r to  
th e  d is tr ib u tio n  curves o f  cap illa ry  m o is tu re , d e te rm in ed  in  la b o ra to ry  te s t  
o r in  th e  fie ld  an d  p u b lish e d  in  th e  l i te ra tu re . T h e  decrease o f so il-m o istu re  
c o n te n t w ith  increasing  d is tan ces  from  th e  fre e -w a te r  surface is a p ro b lem  
o f g rea t s ign ificance in  tech n ica l, a g ric u ltu ra l a n d  ag rochem ical re sp ec ts , y e t 
th e  o b se rv a tio n  of th is  p h en o m en o n  is a p re re q u is ite  also for th e  s tu d y  o f  th e  
distribution  o f  the capillary forces. I t  has been  a t te m p te d  to  c o n s tru c t fo r th is  
purpose a device p e rm ittin g  th e  rising  h e ig h t, v e lo c ity , an d  th e  re la tiv e  m o is
tu re  c o n te n t o f any  a rb i t r a ry  p o in t o f th e  w e tte d  soil co lum n to  be co m p u ted  
a lread y  d u rin g  th e  e x p e rim en t.

a) D escription o f  the device

T he soil sam ple to  b e  in v e s tig a te d  is in se r te d  in to  a glass tu b e  o f  c o n s ta n t 
cross sec tion  an d  enclosed  a t  its  b o tto m  b y  a screen . T he glass tu b e  m a y  be 
in tro d u c e d  b y  th e  a id  o f  a  B unsen  ra c k  in to  th e  w a te r  colum n o f a vesse l 
hav in g  a c o n s ta n t cross sec tio n  an d  su p p o rte d  o n  th e  p a n  o f a b a lan ce . T he 
ex p erim en t is s ta r te d  b y  im m erg ing  th e  b o tto m  o f th e  tu b e , a f te r  c o m p en 
sa tio n  o f  th e  scale, in to  th e  w a te r  co n ta in ed  in  th e  vessel. D uring  th e  process 
o f cap illa ry  rise , su ffic ien t w eigh t is a lw ays re m o v ed  from  th e  balance  to  keep  
th e  in d e x  o f  th e  scale b e tw een  th e  tw o  e x tre m e  m ark s . The h e ig h t o f  th e  
cap illa ry  r ise , th e  w e ig h t b a lan c in g  th e  v esse l a n d  th e  scale o f  th e  b a lan ce  
are  read  s im u ltan eo u sly . F ro m  th ese  d a ta  th e  su m m a tio n  curve o f th e  a b so rb ed  
w a te r q u a n t i ty  (a) c an  h e re a f te r  be co m p u te d  a n d  p lo tte d  in  a co -o rd in a te  
sy stem  a g a in s t th e  h e ig h t (s) above th e  w a te r  su rface .

W ith  th e  p o ro s ity  (n) know n, th e  re la tiv e  m o is tu re  co n ten t o f  th e  soil 
cy linder, h a v in g  a c ross-sec tional area f  an d  a h e ig h t A z, can  be co m p u ted  as

A x
f  A zn ô ( 1 )

w here A x  =  th e  w a te r  q u a n t i ty  ab so rb ed  o v e r th e  p a th  Az 
ô =  th e  d e n s ity  o f  w a te r  ( = 1  in  th e  follow ing).

In  case o f  a sam p le  com posed o f discs p laced  u p o n  one a n o th e r , ag a in  
E q . (1) w ould  have  to  be  ap p lied . A s im ila r a rra n g e m e n t o f th e  e x p e rim e n t 
w ould  in v o lv e  th e  d isa d v a n ta g e  th a t ,  in  o rd e r  to  a t ta in  th e  n ecessary  degree 
o f  accu racy , each  d isc w ould  h av e  to  h a v e  a considerab le  h e ig h t, a n d  th e  
average  degree o f s a tu ra t io n  re la te d  to  th e ir  c e n tra l  p lan e  w ould n o t  re f le c t 
a c tu a l co n d itio n s , n o t to  m en tio n  o th e r sources o f  e rro rs. A d v an tag es re su ltin g

11*
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f ro m  th e  c o n tin u ity  o f  th e  sam ple  m a y  be ex p lo ited  b es t b y  co m p u tin g  th e  
r e la t iv e  m o istu re  c o n te n t  from  th e  ta n g e n t  (lim  A x / A z  =  z') o f th e  w a te r  
a b so rp tio n  cu rve .

I t  is n o t possib le  to  reg is te r  th e  q u a n t i ty  (x ) o f  abso rbed  w a te r  d ire c tly  
s in ce  th e  loss in  w e ig h t (IP ) d e te rm in ed  fro m  th e  scale inc ludes besid es  x  th e  
fo llow ing  fac to rs  as w ell: 1. th e  w eigh t o f  th e  e v a p o ra te d  w a te r  (W'p), 2. th e  
c h a n g e  in  u p lif t a c tin g  on th e  tu b e  an d  due  to  e v a p o ra tio n , as w ell as to  3. w a te r 
a b so rp tio n . I f  th e  u p lif t  a c tin g  on 1 cm  le n g th  o f th e  tu b e  is d e n o te d  b y  (p, 
a n d  th e  c ross-sec tional a re a  o f  th e  vesse l b y  F , th e  observed loss in  w eight 
m a y  b e  expressed  as

" x  WW = x  +  < p ~ + W p +  <p-JL,
JV t

w h en ce  th e  ab so rb ed  w a te r  q u a n ti ty  m a y  b e  com pu ted .
R ead in g s ta k e n  on  th e  scale o f  th e  b a lan ce  should  also be  co rrec ted  

s in ce  th e  force re q u ire d  fo r  co m p en sa tio n  is b o u n d  to  overcom e also th e  change 
in  u p lif t  due to  d isp lacem en t. T he co rrec t scale read ing  is o b ta in e d  i f  th e  
a c tu a l  read ing  is d iv id e d  b y  th e  d isp lacem en t o f  th e  p an  due to  a change 
in  lo a d  o f 1 g ram  a n d  expressed  in  scale g ra d u a tio n  u n its . T he la t t e r  m ay  
b e  d e te rm in ed  a t  a n y  a rb i t r a ry  tim e  o f th e  rise . F ro m  th ese  d a ta ,  fu r th e r  
f ro m  th e  len g th  o f  th e  a rm  a n d  o f  th e  in d e x  o f  th e  b alance , as w ell as from  th e  
d is ta n c e  o f scale g ra d u a tio n s , also (p m a y  be co m p u ted . W p m ay  be  d e te r 
m in e d  b y  co n tin u o u sly  m easu rin g  th e  loss in  w eig h t o f  w a te r s to re d  in  a vessel 
h a v in g  a cross sec tio n  id e n tic a l w ith  th e  o rig ina l.

T h e  d e riv a tio n  is b a sed  on th e  a s su m p tio n  th a t  th e  en tire  w a te r  vo lum e 
a b s o rb e d  b y  th e  sam p le  is used  u p  to  so ak  d ry  soil partic les  ly ing  ab o v e  th e  
m o m e n ta ry  co n to u r line  o f  w e ttin g . T h is assu m p tio n  seem s a ccep tab le , 
a lth o u g h , accord ing  to  K r ü g e r  [11], “ u n ti l  eq u ilib riu m  is reach ed , re sp e c tiv e 
ly  u n t i l  th e  com pletion  o f  cap illa ry  s a tu ra t io n , m ore w a te r en te rs  in to  every  
tu b e  sec tio n  a t  th e  b o tto m  th a n  d e p a rts  a t  th e  to p ” . T rue  enough  th e re  are 
so m e  p h enom ena  t h a t  seem  to  co rro b o ra te  K r u g e r ’s s ta te m e n t (e. g. th e  
w e t te d  surface co n tin u es to  rise  slow ly ev en  a f te r  th e  sam ple h as  b een  rem o v ed  
f ro m  th e  w a te r), y e t  th is  effec t, w h ich  cou ld  be  re fe rred  to  as th e  “ seco n d ary  
s a tu ra t io n  process” , m a y  p ro b a b ly  be  n eg lec ted  in  m ost cases.

b ) Conclusions fro m  laboratory tests

A b so rp tio n  te s ts  h av e  been  ca rried  o u t  w ith  every  m a te r ia l, ex cep t 
fo r  so il B . A ty p ic a l absorption curve is show n in  F ig . 8, an d  th e  d ia g ra m  o f 
c h a n g e s  w ith  h e ig h t in  th e  re la tiv e  m o is tu re  c o n te n t has also been p lo tte d  
a t  th e  side thereo f.
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A ll ex p erim en ts  h a v e  con firm ed  u n ifo rm ly  th a t  th e  f irs t  le g  o f  th e  
a b so rp tio n  d iag ram  is straight, say ing  th a t  th e  re la tiv e  m o istu re  c o n te n t  is 
c o n s ta n t up  to  a ce rta in  h e ig h t. T h is h e ig h t hc (or hcn according to  th e  n o ta t io n  
o f  L a m b e ) increases as the gra in  size is reduced. I t  was found  t o  b e  a b o u t 
7 a n d  17 cm  w ith  th e  fra c tio n s  A d  an d  A g , respective ly .

D ecrease in  w a te r  c o n te n t (re la tiv e  m o is tu re  con ten t) in  th e  ra n g e  
z '>  hcn are  described  b y  a sigm oid  curve, w h ich  — in  a m an n er s im ila r  to  th e  
co rrespond ing  section  o f  th e  w a te r-a b so rp tio n  d iag ram  — em erges ta n g e n tia l ly

Fig. 8. A b so rp tio n  d iag ra m  a n d  m o is tu re  d is tr ib u tio n  de te rm in ed
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th e re fro m  fo r  A k  soil

fro m  th e  v e rtic a l S e =  c o n s ta n t. T he m o is tu re  co n ten t d ecreases ra p id ly ; 
th e  v a lu es  observed  a t  a h e ig h t z  =  2hcn w ere n o t h igher th a n  S  =  0 ,5  to  
0 ,6 . W ith  coarse soils th is  m eans th a t  th e  w a te r  co n ten t red u ces to  h a lf  o f 
th e  o rig inal va lu e  o v er a d is tan ce  o f 7 to  8 cm .

c) The analytical fo rm  o f  the distribution  curve

D a ta  o b ta in ed  fro m  th e  l i te ra tu re , ex p e rim en ta l evidence a n d  c e r ta in  
th e o re tic a l co n sid era tio n s a p p e a r  to  p o in t to  th e  fa c t th a t  th e  h y d ra u lic  g ra 
d ie n t  is v e ry  low in  th e  o pen  zone, th e  in s ta n ta n e o u s  lifting  force (H ) h a rd ly  
exceed ing  th e  w eigh t o f  th e  ra ised  w a te r  co lu m n , i. e. H  z. As th e  d is ta n c e  
ab o v e  th e  w a te r  su rface  increases, th e  n u m b e r  o f  pores capab le  o f  l if t in g  th e
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w e ig h t o f a w a te r c o lu m n  corresponding to  th e  g eom etrica l e lev a tio n  b e 
co m es g radually  less , th e  n u m b e r of e m p ty  d u c ts  increases an d  th e  re la tiv e  
m o is tu re  co n ten t g r a d u a lly  dim inishes. T h e  d ia m e te r  o f active po res v a rie s  
acco rd in g  to  a m a x im u m  cu rve ; there  ex is ts  a  so il cy linder of h e ig h t A z, 
to  th e  cen tra l p lan e  o f  w h ic h  a lifting  force H  ~  z o f  m ost freq u en t occu rrence , 
re sp e c tiv e ly  a c o rre sp o n d in g  pore d iam ete r p e r ta in s . The p o in t o f in flex ion  
o f  th e  m oisture  d is t r ib u t io n  curve will be fo u n d  a t  th is  heigh t.

The tre n d  o f th e  d is tr ib u tio n  curve to  re se m b le  th e  form  of a p ro b a b ility  
su m m a tio n  curve c a n  b e  exp la ined  b y  th e  a b o v e  considera tions. O w ing  to  
th e  fa c t  th a t  th e  d e te rm in a tio n  of th e  “ p o re  d is tr ib u tio n  curve”  in  la b o ra to ry  
c o n d itio n s  is im possib le  fo r  th e  tim e being, th e  q u a li ta t iv e  re la tionsh ip  th e re o f  
t o  th e  grain-size d is tr ib u tio n  curve m ust b e  re lie d  u p o n  for th e  a n a ly tic a l 
d e f in itio n  of m o is tu re  d is tr ib u tio n . The e q u a tio n  o f  th e  grain-size d is tr ib u tio n  
c u rv e  is know n to  be  e x p re sse d  b y  m ost re se a rc h e rs  on th e  basis o f p ro b a b ility  
d is tr ib u tio n . M odify ing  th e  equation  g iv en  b y  JÁKY ( [7], F q . 30a), th e  
fo llow ing  expression is  o b ta in e d :

-  -Jr in' (f-)
S  — See R (2)

w h e re in  R  is th e  d is t r ib u t io n  index c h a ra c te r is tic  o f th e  elongation  o f th e  
c u rv e . A ccording to  th e  e q u a tio n , for z =  hc, S  =  S e, an d  for z —у со, S —> оо 
(th e  la t te r  cond ition  c a n  b e  satisfied  in th e  case  o f  g ran u la r  soils only).

A s will be p e rc e iv e d  from  Fig. 8, th e  d is t r ib u t io n  curve d e te rm in e d  a t 
th e  la b o ra to ry  is w ell d esc rib ed  b y  the  p ro p o se d  expression , an d , as fa r  as 
t h e  significance o f  th e  p o ss ib ility  fo r  extrapolation  is concerned, it  shou ld  su f
f ic e  to  p o in t ou t t h a t ,  fo r  a tta in in g  a h e ig h t o f  z  =  30 cm, cap illa ry  w a te r  
w o u ld  have req u ired  so m e  60 days.

d ) The  “state o f ideal balance”

T he d is tr ib u tio n  c u rv e  obtained b y  a  c a p illa ry  rise , te s t  ca rried  ou t 
a t  th e  lab o ra to ry  on  d ry  soil, is a re p ro d u c tio n  o f  th e  s ta te  (d is trib u tio n ) 
o f  id e a l balance. A c c o rd in g  to  th e  curve a w e ll-d e fin ed  w a te r co n ten t p e r ta in s  
t o  e v e ry  heigh t z. T h is  w a te r  con ten t (re la tiv e  m o is tu re  co n ten t o r cap illa ry  
w a te r  capacity) is the m in im u m  value w hich is re-established sooner or later, 
i f  once reduced a rtifica lly . I f  e. g. th e  sp ec ific  w a te r  q u a n tity  w ith d ra w n  b y  
e v a p o ra tio n  or b y  th e  tra n s p ira tio n  of p la n ts  is  in  excess o f th e  cap illa ry  
r is in g  velocity  (or w a te r  q u a n tity )  p e r ta in in g  to  th e  in fluenced  d e p th , th e  
so il becom es g ra d u a lly  d r ie r . Y e t the d ry  zo n e  s ta r ts  to  refill im m ed ia te ly  
a f te r  th e  e x te rn a l in f lu e n c e  has ceased to  a c t .  T h e  ra te  o f refilling  w ill be 
g o v e rn e d  by  th e  h e ig h t  a b o v e  th e  w ate r su rfa c e .
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T he id ea l d is tr ib u tio n  o u tlin ed  above is n o t  like ly  to  occur fre q u e n tly  
in  n a tu re . I n f i l t r a t in g  w a te r , w ith d raw a l b y  p la n ts , ev ap o ra tio n , in h o m o g e
n e ity  an d  s tra tif ic a tio n  o f  th e  soil, changes in  te m p e ra tu re , th e rm ic  c u rre n ts , 
ra p id  v a r ia tio n s  o f th e  g ro u n d w a te r  ta b le , e tc . m a y  cause ap p rec iab le  d is 
crepancies.

A ccord ing  to  e x p e rim e n ts  o f K r isc h er  [10], th e  m o is tu re  d is tr ib u tio n  
depends also  on th e  e v a p o ra tio n  from  th e  su rface  since, ow ing to  changes 
in  f r ic tio n a l re s is tan ce , th e  m o istu re  g ra d ie n t is in c reased . A ny  e x te n d e d  
"w ithdraw al o f  w a te r  can  be  ex p ec ted  to  e n ta il s im ila r effects. No su rp lu s  
w a tè r  c o n te n t  in  excess o f  th a t  p e rta in in g  to  th e  ba lan ced  s ta te  fo llow ing 
d ra inage  can  p re v a il fo r longer periods as a r e s u lt  o f in f iltra tio n , a lth o u g h  
th e  slow d o w n w ard  p e rco la tio n  cau sed  th e re b y  m a y  te m p o ra rily  in crease  
th e  w a te r  vo lu m e th a t  can  be co m p u ted  from  th e  id e a l d is tr ib u tio n .

In  sp ite  o f  th e se  co n sid e ra tio n s , th e  co n cep t o f  th e  “ id ea l b a lan ced  
d is tr ib u tio n ”  can successfu lly  be ap p lied  to  a g re a t n u m b e r o f p ra c tic a l p ro b 
lem s. I f  th e  w a te r  su p p lied  b y  cap illa ry  forces is co nsum ed  a t  a ce rta in  h e ig h t 
above th e  w a te r  su rface  (e. g. freezing  on  th e  f ro s t  lim it, e n te rin g  in to  w alls 
o f  bu ild in g s), th e  ex is ten ce  o f  a w a te r  q u a n ti ty  in  excess o f  th e  id ea l v a lu e  
a t  an y  level below  th is  h e ig h t is in d iffe ren t as fa r  as extended su p p ly  is c o n 
cerned , in a sm u ch  as w ith  th e  excess once consum ed , th e  w a te r w ill be  su p p lied  
a t  a ra te  co rresp o n d in g  to  th e  degree o f  s a tu ra t io n , re sp ec tiv e ly  v e lo c ity , 
p e rta in in g  to  th e  idea l d is tr ib u tio n .

3. V elocity and  lim it h e ig h t o f cap illa ry  flow

a) Revieiv o f  the literature on the subject

D efin itio n s  o f  the upper lim it o f  capillary rise  p u b lish ed  in  th e  l i te r a 
tu re  are  fa r  from  being  un ifo rm .

T he b o u n d a ry  o f th e  ra n g e  above  th e  o p en  cap illa ry  zone is d ra w n  
b y  T erzaghi [25] w here  th e  w a te r  filam en ts  d is in te g ra te  in to  in d iv id u a l, 
h y d ro s ta tic a lly  in d e p e n d e n t d ro p le ts . A ccord ing  to  Lambe [14], th e  m a x i
m um  rise  is d efin ed  b y  th e  p ro jec tio n  on  th e  v e r t ic a l  o f  th e  lo n g est c a p illa ry  
d u c t s till co m m u n ica tin g  w ith  th e  g ro u n d w a te r . K ezdi [7] is o f  th e  o p in io n  
th a t  th e  lim it  o f th e  o pen  zone is w here th e  soil c o n ta in s  no m ore w a te r  th a n  
co rresp o n d in g  to  its  m o lecu la r w a te r  c ap ac ity . A s to  be  concluded  from  th e  
sy p h o n  a n a lo g y  o f  Zu n k er  [29], th e  p ra c tic a l lim it  is considered  b y  h im  as 
a zone o f m in im u m  m o is tu re  c o n te n t, th e  w a te r-co n v ey in g  c a p ac ity  o f  w h ich  
is a lm o st ze ro . A ccord ing  to  R ode [21], th e  w a te r -c o n te n t d is tr ib u tio n  cu rve  
becom es v e r t ic a l  above th e  m ax im u m  h e ig h t ( th is  s ta te m e n t is o therw ise  in  
no c o n tra s t to  th e  op in ion  o f  Lambe) (see F igs. 1 a n d  2). B riggs an d  Lapham  
[29, p . 100] o b serv ed  th e  e v a p o ra tio n  from  th e  su rface  o f w et sam ples c f
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d if fe re n t  len g th , an d  a d o p te d  as th e  m a x im u m  rise  th e  h e ig h t a t  w hich a 
re d u c tio n  in  e v a p o ra tio n  could  be e s tab lish ed .

Som e o f th e  d e fin itio n s  are lik e ly  to  p ro d u ce  identical re su lts , y e t p re 
fe re n c e  should  be g iven  to  tho se  en a b lin g  th e  experimental determination  of 
t h e  c a p illa ry  rise . A  d e f in it io n  m a y  b e  fo u n d  accep tab le , acco rd in g  to  w hich 
th e  u p p e r  lim it o f  c ap illa ry  w a te r  m o v e m e n t is th e  h e ig h t above w h ich  a j  no 
h y d ro s ta t ic a l  con n ec tio n  ex is ts , b)  th e  w a te r  c o n te n t o f th e  so il becom es 
fa ir ly  c o n s ta n t an d  c)  th e  law s o f  c a p illa ry  physics ap p ly  no lo n g er.

T h o u g h  sev era l a u th o rs  re la te  th e  h e ig h t o f b o u n d aries  o f  v a rio u s  cap il
la ry  zones to  th e  w a te r  c o n te n t, re sp e c tiv e ly  to  th e  m o istu re  g ra d ie n t, i t  
m a y  be  observed  th a t  th e  va lu es  o f rise  p u b lish ed  in  v a rious p a p e rs  are  n o t 
a c co m p an ied  b y  th e  co rresp o n d in g  water-content figu res. A ty p ic a l exam ple  
fo r  th is  is th e  co m p ila tio n  b y  B usch [2], co n ta in in g  “ cap illa ry  rise  v a lu es”  
o b ta in e d  b y  som e 20 in v e s tig a to rs  fo r  v a r io u s  soils, w ith o u t y ie ld in g  in fo r
m a tio n  a b o u t w h e th e r th e se  h e ig h ts  lie w ith in  o r above th e  o pen  zone.

I t  is a g en era lly  accep ted  p rin c ip le  t h a t  th e  “ liftin g  fo rce”  an d  th e  
“ m a x im u m  h e ig h t o f  rise”  re p re se n t q u a n tit ie s  d iffering  on ly  as f a r  as th e ir  
d im e n s io n  is concerned , b u t  be ing  interchangeable an d  constant d u rin g  th e  
e n t i r e  process o f  w a te r  m o v em en t (“ lif tin g  fo rce”  w ill h e re a f te r  b e  u n d e r
s to o d  as th e  d ifference in  su rface  p ressu re  be tw een  th e  m eniscus a n d  th e  p lane 
w a te r  surface). T his is th e  p rin c ip le  u n d e rly in g  all th eo ries  on  p e rco la tio n  
v e lo c ity , th u s  th e  classic fo rm u la  (3) o f  cap illa ry  rise , accord ing  to  w hich 
z =  hc a t  th e  tim e  i —> oo.

T h e  m ore s ig n if ican t ones fro m  am o n g  th e  theo ries concern ing  th e  
tim e -d is ta n c e  re la tio n sh ip  o f  cap illa ry  p h en o m en a , nam ely  th e  percolation 
velocity, m ay  he c lassified  in to  one o f  th e  follow ing fo u r g roups:

1. H e a t- tra n s fe r  (d iffusion) an a logy ,
2. K in e tic  eq u a tio n  o f  E uler,
3. Theories founded on the P o iseuille— D arcy law,
4 . A p p ro x im atin g  a n d  em pirica l fo rm u lae .
T h e  h e a t tra n s fe r  an a lo g y  is em p lo y ed  b y  K rischer [10] usin g  th e  

c o n c e p t o f th e  po re  d is tr ib u tio n  cu rv e  a n d  th e  law  o f P oiseuille  as well. 
A s a d m itte d  even b y  h im se lf  an d  p o in te d  o u t e. g. b y  Croney  [3], th e  a c tu a l 
cau se  o f  m ovem en t is n o t th e  m o is tu re  g ra d ie n t, i. e., th e  r a te  o f  change 
in  w a te r  co n ten t w ith  d is tan ce .

C onsidera tions o f  K ozeny  [8] a re  b a sed  on th e  k in e tic  e q u a tio n  o f 
E u l e r , y e t som e assu m p tio n s  w ere fo u n d  n ecessary  concern ing  th e  lifting  
fo rc e . T hese w ere m o d ified  su b se q u e n tly  b y  Zu n k er . T he d e riv a tio n  of 
Madgw ick  [15, 16] re s ts  on  th e  sam e p rin c ip le .

T h e  fo rm ula  fo u n d ed  on  th e  P oiseuille  —D arcy law  can  b e  derived  
f ro m  th e  basic  e q u a tio n s  o f Madgwick as w ell, and  is to -d a y  th e  m o s t w idely  
a c c e p te d  one:
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(3)

(The su b s titu tio n  к =  k r h as  been  su g g ested  b y  L a m b e  [13] w ith  th e  e x p la 
n a tio n  th a t ,  ow ing to  th e  u n s a tu ra te d  co n d itio n  o f  th e  p o re s , a “ red u ced  
p e rm e a b ility  co e ffic ien t”  m a y  on ly  he  considered . A s estab lish ed  is S ection  
lc ,  th e  cond itio n  kr =  к  m a y  also arise.)

I t  can  be d e m o n s tra te d , e ith e r  b y  s ta r t in g  from  E q . (3), o r  from  d e ri
v a tio n s  based  on th e  fu n d a m e n ta l e q u a tio n  o f  E u l e r ,  t h a t  over the initial 
section t he square o f  the distance is proportionate to time, say in g  t h a t  th e  rise

Fig. 9. R ising  d iag ram s p lo tte d  in  log-log c h a r t  fo r v a rio u s  frac tio n s  (e x p erim en ts  o f N ovak—
P e c h a n e k )

can  be  described  fo r  a ll soils b y  a parabola o f second degree. T his re la tio n sh ip  
could  be co rro b o ra ted  b y  num erous ex p e rim en ts .

T he above p ro p e r ty  o f  th e  soil h as  m islead  m a n y  in v e s tig a to rs  who 
■ a t te m p te d  to  d escribe  th e  ris ing  d iag ram  b y  m eans o f  empirical formulae. 
N o v a k  an d  P e c h a n e k  [21, p . 321] fo u n d  th e  process o f ris in g  to  follow  an  
ex p o n en tia l p a ra b o la  o f  th e  form

z =  atb (4)

w hich , w hen p lo tte d  in  a log-log c h a r t , re su lts  in  a s tra ig h t  lin e . T he figu re  
p u b lish ed  b y  th e m  to  d e m o n s tra te  th is  fa c t (F ig . 9) rev ea ls , how ever, th a t  
th e  e x a c t re la tio n  h o ld s  good fo r th e  colloid fra c tio n  on ly , an d  th a t  th e  coarser
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th e  so il, th e  sooner an d  th e  s te e p e r  th e  cu rve  d ev ia te s  from  th e  in itia l s tra ig h t 
lin e . A n  ex p lan a tio n  is th e re b y  g iven  also fo r th e  fa c t  th a t  th e  coeffic ien t b 
a p p ly in g  to  in itia l b ra n c h e s  a p p ro x im a te s  th e  v a lu e  0,5 fo r ev e ry  soil.

T h e  sam e applies to  th e  fo rm u lae  o f D on K irkham  an d  F eng  (1949), 
V a sil e v  an d  A gapov as w ell. T he ex p erim en ts  fa iled  to  v e rify  also th e  
h y p e rb o lic a l re la tion  o f  V ogeler .

I t  w as JÁky  [5] w ho h a s  recognized  th a t  th e  ris ing  d iag ram  consists 
o f  tw o  p arab o lica l legs, a n d  t h a t  th e  c o n s ta n ts  a a n d  b o f  th e  second o f  th ese  
a re  c h a ra c te ris tic  o f th e  soil. A lth o u g h  th e  d iscussion is n o t ex ten d ed  to  th e  
a b o v e  p ro p ertie s  of th e  f i r s t  sec tio n , an d  th e  assu m p tio n  o f  a d irec t conn ec tio n

F ig . 10. D evelopm ent o f  th e  l in e a r  b ra n c h  o f th e  rising  d iag ra m  (ex p erim en t o f  JÁ k y )

b e tw e e n  th e  tw o p a ra b o la e  h a v in g  d iffe ren t c o n s ta n ts  is m ech an ica lly  in c o r
re c t  [19], his s ta te m e n ts  m u s t be  reg a rd ed  as v e ry  v a lu ab le . T he g rea t n u m b e r 
o f  e x p e rim e n ts  ca rried  o u t b y  h im , som e o f w hich  exceeded  1000 h o u rs  in  
d u ra t io n  [6] have , v e rif ie d  w ith  an  asto n ish in g  accu racy  th e  v a lid ity  o f  
E q . (4) fo r the  “ second  p h a s e ”  o f  th e  ris ing  process (F ig . 10).

H ow ever co n flic ting  th e  v a rio u s  th eo rie s  m a y  b e , th e y  h av e  one com 
m o n  fe a tu re  th a t  o f u s in g  constants w hich  m a in ta in  th e ir  v a lid ity  fo r th e  
e n t i r e  ris in g  process, im p ly in g  th e re b y  th a t  th e  sam e p h ysica l laws p rev a il 
a n d  th e  same distribution  e ffo rc é s  app lies d u rin g  th e  e n tire  process. I t  is p ro 
p o se d  to  d em o n stra te  su b se q u e n tly  th a t  th e  fa ilu re  o f  so lv ing sa tis fa c to rily  
th e  p ro b le m  of d escrib ing , in  an  a n a ly tic a l fo rm , th e  p rocess o f  rising  is due 
to  th is  v e ry  reason.

b) E xperim en ta l evidence on the subject

N u m ero u s e x p e rim e n ts  h a v e  b een  ca rried  o u t w ith  th e  aim  o f in v e s ti
g a t in g  th e  rising  v e lo c ity . D ry  soil p laced  in  8 to  10 m m  d ia m e te r  tu b e s  has 
b e e n  u sed  for these  e x p e rim e n ts .

E x p e rim e n ta l ev id en ce  p o in ts  u n ifo rm ly  to  th e  fa c t  th a t ,  w hen  
p lo t te d  in  a log-log c h a r t ,
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1. th e  f irs t  leg o f  th e  ris in g  d iag ram  is ch a rac te rized  b y  a stra ight line  
h av in g  a  slope b =  0,5,

2 . th is  is  jo in e d  ta n g e n tia lly  b y  a convex curve, while
3. th e  connec ting  f in a l leg is ag a in  a straight line.
T h e  f irs t  o f  th e se  s ta te m e n ts  is in  h a rm o n y  w ith  th e  th e o rie s  o u tlin ed  

in  th e  fo rego ing  section . O b se rv a tio n s  co n cern in g  th e  lin ear tre n d  in  th e  f in a l 
— o r a t  le a s t v e ry  w ide — ran g e  ag ree  w ith  ex p erim en ta l re su lts  o b ta in e d  

b y  J a k y . T he ex p o n en t b w as fo u n d  to  v a ry  betw een  0,10 a n d  0 ,16  fo r  sand  
f ra c tio n s , w hereas th e  rising  d iag ram  o f so il В  failed  to  becom e s t r a ig h t  even 
a t  a h e ig h t z =  80 cm . I t  is in te re s tin g  to  com pare  (T able 4) th e  r e s u lts  w ith  
som e o f  J a k y ’s ex p erim en ts  [6].

Table 4

Duration o f some experiments o f  JÁKY and the observed capillary rise

No
Effective
particle

size
Duration 
of test

Highest rise 
observed b

l . 0,188 m m 936 hours 49,0 cm 0,05

2. 0,161 m m 936 « 90,7 cm 0,17

3. 0,095 m m 1025 « 89,1 cm 0,15

4. 0,035 m m 1035 « 126,5 cm 0,17
5. 0,020 m m 845 « 75,5 cm 0,15

L et us exam ine now th e  trend expressed by the hydraulic relation  
based on  the D arcy law. E xpanding E q. (3) into Taylor series, th e  follow ing  
expression is obtained:

t
n

2к
* +

n

3 к
* + • • •  +

n

(i -)- 1) к
z +  . . .

(5)

T h re e  conclusions can be d raw n  fro m  th e  s tru c tu re  o f th is  ex p ressio n :

1. I f , h c is  sm all re la tiv e  to  z, t h a t  is, a t  th e  beg inning  of th e  ris in g  p rocess, 
m em b ers  o f  an  o rd e r h ig h e r th a n  second  m ay  be neg lec ted  a n d  th e  fo l
low ing  w ell know n expression  is o b ta in e d :

2 kh r
T*n

(6 )
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2. I n  la te r  p h ases  o f  th e  ris in g  process th e  m em b ers  o f  h igher o rd e r m a y  no 
lo n g e r  be  n eg lec ted , a n d  — p ro v id ed  th a t  th e  a c c u ra cy  lim it is m a in ta in e d  
c o n s ta n t  — th e  e x p o n e n t o f  z inc reases g ra d u a lly ; the exponent 0 ,5  o f  t 
in  E q . ( 4 )  decreases gradually . E v id e n tly , th is  applies also to  th e  slope 
o f  a s tr a ig h t  line jo in in g  a t  an y  p o in t.

3. T h e  h ig h e r hc is , i. e., th e  sm alle r th e  g ra in s  com posing  th e  soil, th e  lo n g er 
th e  ra n g e  over w h ich  th e  d iag ram  can be  a p p ro x im a te d  b y  a p a ra b o la  o f  
seco n d  o rd e r, a n d  th e  sm alle r th e  ra te  a t  w h ich  th e  exp o n en t o f  t red u ces. 
T h e  d iag ram s o f N o v Á k  an d  P e c h a n e k  sh o u ld  be rem em bered  in  th is  
c o n te x t :  th e  f in e r  th e  f ra c tio n  ex am in ed , th e  h ig h e r lies th e  p o in t w here

Fig. 11. T h e o re tic a l a n d  ex p erim en t a l risin g  d iag ram s o f  so il A a ,  co m p ared  to  th e  ab so rp tio n  d iag ram

th e  d iag ram  o b ta in e d  d e p a r ts  from  th e  s t r a ig h t  line defined  b y  E q . (4). 
I n  case  o f a m u lti tu d e  o f  gra ins h av in g  a d ia m e te r  o f  0,002 m m  (F ig . 9) 
th is  lim it is b ey o n d  200 cm  (1000 h o u rs) .

A s a c tu a lly  d e m o n s tra te d  b y  th ese  e x p e rim e n ts , th e  in itia l phase  o f  ris in g  
can very well be described by the classical fo rm u la , E q. ( 3 ) .  The tim e — d is tan ce  
cu rv e  o b ta in e d  d u rin g  an  ex p e rim en t w ith  soil A a  is show n in  F ig . 11. Tw o 
p o in ts  o f  th e  cu rv e  suffice  fo r  th e  c o m p u ta tio n  o f  th e  co n stan ts  hc a n d  k r 
in  E q . (3), an d  th e re w ith  th e  co -o rd ina tes o f  th e  th e o re tic a l cu rv e . U nless 
one o f  th e  tw o  p o in ts  lies on  th e  “ second”  lin e a r  sec tion , th e  e x p e rim e n ta l 
cu rv e  a n d  th e  th e o re tic a l one can  be m ade to  co incide . The ag reem en t com es 
to  a n  a b ru p t  end  in  th e  v ic in ity  o f  z — hc, in a s m u c h  as th e  ex p erim en ta l cu rv e  
c o n tin u e s  in  a m ild ly  s lo p ing  s tra ig h t lin e , w h ile  th e  th e o re tic a l curve te n d s  
to w a rd s  a h o riz o n ta l a sy m p to te  (6 ~  0).
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T h e  fa c t th a t  th e  in itia l sec tion  o f  th e  th e o re tic a l cu rve  a n d  t h a t  of 
th e  e x p e rim e n ta l cu rve  coincide, d e m o n s tra te s  th a t

1. capillary flow  can be described in th is range w ith  the aid o f the D arcy  law,
2. w ith in  th is  ran g e  th e  perm eability  coefficient an d  th u s  n ecessarily
3 . the relative m oisture content are equally  constant

In d e e d , o u r ex p erim en ts  h av e  d e m o n s tra te d  (Section 2) t h a t  im m e d i
a te ly  a b o v e  th e  w a te r  su rface  th e re  a lw ays ensues a range o f  c o n s ta n t  w a te r  
c o n te n t, th e  h e ig h t o f  w hich  is c h a ra c te r is tic  o f  th e  soil, an d  in c reases  as th e  
p a r tic le  size reduces. T h e  d iag ram  o f c a p illa ry  a b so rp tio n  is also  show n  for 
th e  so il A a  in  F ig . I I  i l lu s tra tin g  th a t  th e  c o m p u ted  hc = 1 1 ,9  cm  v a lu e  
agrees f a i r ly  w ell w ith  th e  h e ig h t o f  th e  S e — constant range (even  i f  th e  1,5 
c e n tim e tre s  or so co rrespond ing  to  th e  im m ersio n  d e p th  o f  th e  tu b e  are 
s u b tra c te d ) .

E q . (3) is b ased  o n  an  assum ed  p ro p o r tio n a lity  betw een  v e lo c ity  an d  
th e  h y d ra u lic  g ra d ie n t:

n z (? )

In  th e  ab o v e  exp ression  hc re p re se n ts  th e  a c tiv e , while k r an d  z  th e  p assiv e  
forces: f r ic tio n a l res is tan ce  an d  g ra v ity . T h e  fa c ts  e s tab lished  h ith e r to  lead  
to  th e  conclusion  th a t  in  case o f  a hc =  constant va lu e  th e  h y d ra u lic  g ra d ie n t 
decreases g rad u a lly .

W h a t h ap p en s w hen  th e  h y d rau lic  g ra d ie n t a tta in s  a lim it va lue ? H ow  
to  e x p la in  th e  phenom enon  found  to  be  in  sh a rp  c o n tra s t to  th e  p h y sics  o f 
in d iv id u a l p ip es , n am ely  th a t  in s te a d  o f s to p p in g , th e  cap illa ry  rise  co n tin u es  
a n d  th e  new  section  is ch a rac te rized  b y  a g re a te r  d is tan ce  an d  longer d u ra tio n ?

T h e  on ly  e x p lan a tio n  fo r th e  p h en o m en o n  is th e  fu n d a m e n ta l ch an g e  
in  th e  re la tio n  o f  ac tiv e  a n d  passive  forces b e y o n d  th e  h e ig h t 2~ Л С. A w a te r  
m ass — b o u n d ed  from  above b y  m enisci — is accu m u la ted  h e re  a n d  th e  
force hc ch a rac te riz in g  th e  lif tin g  c a p a c ity  o f  th e  coarse pores is no  lo n g er 
su ffic ien t to  ra ise  i t  fu r th e r . T his is th e  p o in t w here th e  fine  po res becom e 
effec tive. I n  th ese  pores m enisci can  d ev e lo p  w hich  are o f a c u rv a tu re  ju s t  
cap ab le  o f  b a lanc ing  a w a te r  co lum n o f th e  g iven  h e ig h t. P roceed ing  u p w ard  
th e  n u m b e r  o f passages m eetin g  th is  co n d itio n s becom es g rad u a lly  less — in  
th e se  p o re s  th e  m enisci com e to  a s ta n d s til l  — an d  th e  re la tiv e  m o is tu re  
c o n te n t a n d  th e re w ith  th e  p e rm e a b ility  coeffic ien t decrease acco rd in g ly . 
I n  o th e r  w ords, th e  increase  o f  th e  m o m e n ta r ily  effective ac tiv e  fo rce  H  is 
a cco m p an ied  b y  a sim u ltan eo u s increase o f  th e  passive  forces: th e  d e a d  w eig h t 
o f  th e  w a te r  colum ns an d  fric tio n a l re s is tan ce .
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c) D e fin it io n  o f  the hc value and  o f  the capillary zones

C om p arin g  th e  re la tio n sh ip s  govern ing  th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  w a te r  
c o n te n t  as w ell as th e  ra tio  o f  ac tiv e  and  p ass iv e  forces, tw o c h a ra c te r is tic  
a n d  re a d ily  d efin ab le  c a p illa ry  zones m ay  be  estab lish ed :

“ T h e  zone of u n ifo rm  s a tu ra t io n ”  is a c a p illa ry  range  im m ed ia te ly  above 
th e  w a te r  surface, in  w h ich  th e  ac tiv e  fo rce  (hcn ■ ô), th e  re la tiv e  m o is tu re  
c o n te n t  (S e) and  p e rm e a b ility  (k r) are  c o n s ta n t, w hile  th e  ve lo c ity  o f  ris in g  
fo llow s th e  D a r c y  law .

T h is  ran g e  is fo llow ed b y  a “ zone o f  decreasing saturation”  w h ich  is 
c h a ra c te r iz e d  b y  th e  g ra d u a l increase  o f  th e  e ffec tive  active force (H )  an d  
o f  th e  f r ic tio n a l re s is tan ce  a n d  b y  a s im u ltan eo u s  red u c tio n  accord ing  to  th e  
p ro b a b il i ty  law  o f th e  re la tiv e  soil m o istu re  (S ). C orresponding  to  th e  co m b i
n a t io n  o f  th e se , v e lo c ity  can  be  described  b y  a n  ex p o n en tia l p a ra b o la  h av in g  
a c o n s ta n t  ex p o n en t.

T h e  lim it o f th e  “ c lo sed”  an d  “ open”  c a p illa ry  zones defined  b y  Z u n k e r  

c a n n o t b e  d e te rm in ed  e ith e r  a t  th e  la b o ra to ry  o r  in  th e  field , in a sm u c h  as 
i t  is im p o ssib le  to  d e te rm in e  th e  level above w h ich  passages co m m u n ica tin g  
w ith  th e  a tm o sp h ere  e x is t. N e ith e r  is th is  lim it ch a rac te ris tic  o f th e  c a p il
la ry  p ro p e r tie s  o f th e  soil, b e in g  n o t re la ted  closely  to  th e  degree o f s a tu ra tio n  
(w h ich  com m ences to  decrease , according to  Z u n k e r , even below  th is  line) 
a n d  to  th e  d is tr ib u tio n  o f  forces an d  th u s  to  th e  physics o f cap illa ry  flow .

T he  value o f  hc m u s t, co n seq u en tly , be  d efin ed  in a m an n er d iffering  
fro m  th e  co n v en tio n a l. A cco rd ing ly , hc (or u s in g  th e  n o ta tio n  o f L a m b e  hcn) 
is th e  h e ig h t below  w hich  b o th  S  and  к a re  c o n s ta n t. T his, in  tu rn , in v o lv es  
t h a t  th e  v a lu e  hc is th e  fo rce  (hc ■ Ô) th a t  re m a in s  th e  c o n s ta n t a c tiv e  force 
e ffe c tiv e  o v er th is  zone. A s soon  as th e  h y d ra u lic  g rad ien t a t ta in s  a lim it  
v a lu e  (z r̂ > hc), th e  su rface  p re ssu re  h c • ô is no lo n g er su ffic ien t fo r lif tin g , r e 
sp e c tiv e ly  b a lanc ing , th e  w a te r  colum n, a n d  th e  ac tive  passages becom e 
g ra d u a lly  n a rro w er. I t  sh o u ld  be n o ted  t h a t  the height hc is not an asym ptote  
o f  l i f t in g ,  an d  reference to  i t  as th e  “ cap illa ry  r is e ”  w ould be in a p p ro p r ia te .

4- Laboratory determ ination of the capillary properties o f  soil

T h e  m ost com m on la b o ra to ry  m eth o d s  m a y  be classified  in to  th re e  
g ro u p s , n am e ly  in to  th o se  a im ing  a t  th e  d e te rm in a tio n  of hc, hcc an d  m o is tu re  
d is t r ib u t io n , re spec tive ly .

1. T h e  value o f  hc c a n  be m easu red , re sp ec tiv e ly  co m p u ted , from
a )  cap illa rim e ters  u sin g  a balancing force,
b)  the state o f  stress d u e  to  capillary p ressure ,
c)  deform ations,
d )  th e  velocity o f  c a p illa ry  flow.



CAPILLARY P R O P E R T IE S  O F SOILS 175

A ll o f  th e  ab o v e  m eth o d s are  indirect, i. e. in s tead  of th e  lif tin g  force 
(resp ec tiv e ly , th e  co rrespond ing  heigh t) one  o f  th e  physical effects th e re o f  
is m easu red . In  th e  op in ion  o f th e  a u th o r , w h en  app lied  to  th e  sam e  sam p le , 
the afore-said methods are bound to yield  different results.

I t  is th e  specific  p ressu re , req u ired  to  d is ru p t th e  m enisci fo rm ed  p re 
v io u sly  in  th e  sam p le , th a t  is m easu red  b y  cap illa rim e ters . T h is is rea lized  
b y  a ir  u n d e r  p ressu re  ( J ü r g e n s o n ) ,  b y  v a c u u m  ( B e s k o w ) ,  or s im p ly  b y  
m easu rin g  th e  a ir  p ressu re  w hich p re v e n ts  f u r th e r  cap illary  rise ( B o l y c h e v ,  

[23]. M ost a u th o rs  p o in t to  th e  fa c t th a t  cap illa r im e te rs  d is ru p t th e  w a te r  
co lum ns o f  th e  coarse pores f irs t  (or ex c lu siv e ly ), th u s  th e  b a lan c in g  force 
is e q u a l to  th e  lif tin g  force th a t  can  be c o m p u te d  from  th e  surface te n s io n  in  
th e m . A s g en era lly  accep ted  [9, 14, 6] th is  v a lu e  in  no th ing  else th a n  th a t  
co rresp o n d in g  to  th e  closed cap illa ry  zone. N o ex p erim en ta l ev idence is a v a il
ab le  to  su p p o rt th is  th e o ry  w hich is b y  no m e a n s  su rp rising  since th e  d e fin itio n  
o f c a p illa ry  zones d id  n o t  ren d er th e ir  la b o ra to ry  d e te rm in a tio n  feasib le .

M enisci develop ing  on  th e  surface o f  th e  sam p le  resu lt in  a n  a p p a re n t  
cohesion  o f  th e  soil. T h is effect o f  c a p illa ry  p ressu re  is m ade u se  o f  b y  
B e r n a t z i k  [1] to  co m p u te  th e  value o f  hc. In  a s ilty  clay sam ple  b o u n d e d  
b y  free  su rfaces th e  m en isc i o f th e  e v a p o ra tin g  surface w ith d raw  slow ly, 
u n d e r  th e  ac tio n  o f  cap illa ry  p ressure , to w a rd s  th e  in te rio r o f th e  sam p le . 
T he s ta t ic  p ressu re  re su ltin g  in  th e  sam e re d u c tio n  o f  th e  void ra tio  as s h r in k 
age m a y  be  co m p u ted  fo r an y  given case, b y  re ly in g  upon oed o m eter e x p e ri
m e n ts . Som e a u th o rs  [9] are  of th e  op in ion  t h a t  th is  force is e x a c tly  eq u a l 
to  th e  c ap illa ry  force to  b e  d e te rm in ed , re sp e c tiv e ly , in  case of a sam p le  h a v in g  
free la te ra l  su rfaces, to  th e  m odified  va lu e  th e re o f  [18]. No co rro b o ra tio n  o f  
th is  th e o ry  h as  as y e t  becom e know n to  th e  a u th o r .

M ethods re ly in g  on  th e  m easu rem en t o f  flo w  velocity give th e  closest 
ap p ro x im a tio n  o f a c tu a l conditions, p ro v id ed  th e  te s t  is a rranged  p ro p e rly .

A t th e  3 rd  In te rn a tio n a l Conference P e l t i e r  [19] described  fo u r 
m e th o d s  o f  th e  ’’L a b o ra to ire  C en tra l des P o n ts  e t  C haussées” . T h e  p ro d u c t 
kh, w hich  is c h a ra c te r is tic  o f  th e  soil, can  be  d e te rm in e d  b y  th e  f i r s t  o f  th e se . 
T h e  h o riz o n ta l c a p illa ry  te s t  suggested  b y  C a s a g r a n d e  re sts  on  s im ila r 
p rin c ip les , y e t  shou ld  be  re g a rd ed  as th e  m o re  re liab le  on since a)  i t  is g u a r
an te e d  in  th is  case t h a t  th e  progress re m a in s  p ro p o rtio n a te  to  th e  sq u a re  
ro o t o f  tim e  (E q . 9), w h ich  can n o t be  ex p ec ted  w ith  a 27,5 cm h ig h  v e r tic a l 
sam p le  — especia lly  i f  th e  la t te r  is o f  co a rse -g ra in ed  soil; b) i t  is n o t n ec e ssa ry  
to  rem o v e  th e  sam p le  fo r  w eighing, w hich  m a y  re su lt in  n u m ero u s e rro rs ;
c) as d e m o n s tra te d  b y  ex perim en ts o f  L a m b e ,  th e  coefficient к  re m a in s  
c o n s ta n t fo r  h o riz o n ta l flow , w hich does n o t  a lw ays app ly  to  v e r tic a l flow  
(of S ec tio n  2b). S im ilar p rob lem s arise in  c o n n e c tio n  w ith  th e  second m e th o d  
as w ell. P e l t i e r  h im se lf  p o in ted  o u t t h a t  th e  ap p lica tio n  of th e  l a t t e r  is 
m uch m ore  d e lica te  th a n  th a t  o f th e  f irs t . W ith  th e  tw o rem ain ing  m e th o d s ,
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d iff ic u ltie s  are  ag a in  en co u n te red  in  a ssu m m in g , respectively  d e te rm in in g  
c o rre c tly , th e  v a lu e  o f  fr ic tio n a l re s is tan ce  (k r). T h is  applies especially  to  th e  
fo u r th  m e th o d  w here — tw o  layers be ing  su p erim p o sed  — th e  p ro b le m  o f 
s a tu r a t io n  is even  less c leared .

C o n v en tio n a l la b o ra to ry  m ethods in  u se  fo r  determ in ing  th e  v a lu e  o f  
hc e n ta i l  th u s , in  o u r op in ion , th e  follow ing fu n d a m e n ta l sho rtcom ings: a )  th e  
v a lu e s  o b serv ed  o r co m p u te d  are  n o t id e n tic a l  w ith  th e  h e ig h t o f  th e  fu l l  
r ise , a n d  o ften  n o t even  w ith  th a t  o f th e  “ zone o f  u n ifo rm  sa tu ra tio n ” ; b)  co n se 
q u e n tly ,  th e  re su lt is u n su ita b le  fo r d esc rib in g  cap illa ry  p h enom ena  in  th e  
so il; c)  m e th o d s  re ly in g  on  velo c ity  m e a su re m e n t ap p ear to  be su ita b le  for 
th e  (p u rp o se , y e t o n ly  in  th e  low er zone, a n d  o n ly  if  th e  re la tions g o v e rn in g  
m o is tu re  d is tr ib u tio n  an d  flow  velocity  in  th is  zone are tak en  in to  co n sid e ra tio n  
d u r in g  th e  design ing  o f  th e  e x p e rim e n ta l dev ice .

2. T h ree  m eth o d s  h a v e  been  deve loped  fo r  m easuring  the value  o f  hcc :
a )  E x p e rim e n ts  w ith  sam ples p laced  in to  tra n sp a re n t tubes, o r  in to  

m e ta l  cy linders; so m etim es free -s tan d in g  sa m p le s  are used;
b)  m e th o d s b ased  on  surface dry ing  o f  th e  sam ple; and
c )  on  syphon  a c tio n .
S am ples o f  d is tu rb e d  g ra in  s tru c tu re  a re  m o stly  in v e s tig a te d  b y  the 

f i r s t  m ethod.
M an y  a u th o rs  re p o r t  to  have  o b se rv ed  in  d ry  soils a rising  h e ig h t an d  

v e lo c ity  low er th a n  in  w et ones, especia lly  in  fin e-g ra in ed  soils, b ecau se  of 
th e  la rg e  a m o u n t o f  w e ttin g  w ork  req u ired  fo r h y d ra ta tio n  (see e. g . 9). C on
s id e ra b le  sign ificance w as fu r th e r  a t t r ib u te d  b y  Z u n k e r  to  th e  ab sen ce  o f 
in te r s t i t ia l  m o istu re . D ried -o u t soils do n o t possess th e  o rig inal adsorption  
com plex, w hich  re su lts  in  an  ad d itio n a l d isc re p a n c y  from  ac tu a l co n d itio n s . 
T h e  in i t ia l  w a te r  c o n te n t h a s  a bearing  also  as f a r  as sa tu ra tio n  is co n cern ed  
(S ec tio n  lc ) .

I t  is s ta te d  b y  Z u n k e r  th a t  flow  v e lo c itie s  a re  in fluenced  b y  th e  resist
ance o f  a ir  as w ell, so t h a t  h e ig h t o f th e  soil co lu m n  above th e  w e tte d  su rface  
is a lso  o f  s ign ificance . A s expressed  in  h is  fo rm u la , th e  resistance  is h ig h e s t 
a t  th e  beg in n in g  o f  ris in g , how ever e x p e rim e n ta l d a ta  are  n o t p u b lish e d . T he 
s ta te m e n t  m ade b y  Z i m m e r m a n  [28], a cco rd in g  to  w hich th e  h e ig h t o f  th e  
c a p illa ry  rise  is g re a te r  in  tu b e s  h av in g  a g re a te r  d iam ete r (F ig . 12), is o f 
in te r e s t .  R eference is m ad e  b y  h im  also to  ex p e rim en ts  o f W a d s w o r t h  a n d  
S m i t h  (Soil Science, 22, 199, 1926) c a rr ie d  o u t  w ith  fine  sa n d y  s ilt . T h e y  
o b se rv e d  in  a tu b e  h a v in g  a c ross-sec tional a re a  o f 25 sq. inches a f te r  263 
d a y s  a cap illa ry  rise  h ig h e r b y  65 p e r c e n t th a n  in  th e  tu b e  h av in g  a cross- 
s e c tio n a l a rea  o f 1 sq . in ch  only . N one o f  th e  a u th o rs  succeeded in  f in d in g  an  
e x p la n a tio n  fo r th is  phen o m en o n .

The second m ethod  consists e ssen tia lly  o f  m easuring  th e  e v a p o ra tio n  
fro m  th e  surface o f  sam ples w hich h av e  d iffe re n t len g ths, a d o p tin g  as m a x i
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m um  rise the height at which a reduction in  evaporation can be exp erien ced  
(B kiggs and Lapham , 29, p. 100).

S yphon  e x p e rim e n ts  o f V o g e l e r  c a rr ie d  o u t using U -sh ap ed  tu b e s  
y ie ld  th e  h e ig h t a t  w h ich  th e  w a te r q u a n t i ty  conveyed  b y  c a p illa r ity  beco m es 
a lm o st zero.

A  serious sh o rtco m in g  o f d a ta  p u b lish e d  in  th e  lite ra tu re  is t h a t  no 
co n tro l te s ts  are  re p o r te d . R esearchers o m it to  p u b lish  d a ta  on th e  m o is tu re  
c o n te n t o f  v a rio u s  lay e rs  w ith in  th e  sam p le , a n d  on th e  m o istu re  g ra d ie n t . 
I t  can  m ain ly  be  a t t r ib u te d  to  th e se  defic iencies th a t  no sa tis fa c to ry  d e f in i
t io n  has u p  to  th is  d a te  been  found  for th e  u p p e r  b o u n d a ry  o f th e  “ o p e n ”  
cap illa ry  zone, i. e. fo r th e  fu ll cap illa ry  rise  (cf. Section  3a).

S ign ifican t ad v an ces  h av e  b een  ach iev ed  d u rin g  th e  la s t years as re g a rd s  
th e  cap illa ry  p ro p e rtie s  o f cohesive soils. As d e m o n s tra te d  b y  b o th  la b o ra to ry  
an d  fie ld  ex p e rim en ts , th e  fu ll cap illa ry  rise u su a lly  rem ains below 3 to  5 m e tre s  
[21] in  b o th  s ilt a n d  c lay  soils.

0
mm

Tube

7 0,50
1,52A

2 0,11

3 0,50
0,685

A o,n

Fig. 12. E ffec t o f  d iam e te r  o f  te s t  tu b e  on  rising  ve loc ity

3. K r i s c h e r  [10] an d  Z i m m e r m a n  [28] designed  ingenious d ev ices  fo r 
m easu ring  th e  m oisture d istribution.

K r i s c h e r  uses a co n ta in e r in  w hich  th e  w a te r  level is m a in ta in e d  
c o n s ta n t b y  a f lo a t  eq u ip p ed  w ith  a needle v a lv e . T he q u a n tity  o f  a b so rb e d  
w a te r  can  be o b ta in e d  from  th e  ca lib ra ted  feed in g  pipe; regu lar w e ig h in g  o f 
th e  sam ple y ields th e  q u a n ti ty  o f  w a te r  r e ta in e d  in  th e  sam ple, w h e re a s  th e  
d ifference is th e  a m o u n t e v a p o ra te d  from  th e  surface.

T he e ssen tia l a rra n g e m en t o f  Z i m m e r m a n ’ s  “ vo id o m eter”  ca n  b e  d e 
scribed  as follow s: th e  te s t  tu b e  of glass is c o n n e c te d  to  a b u re tte  w hich , in  tu r n ,  
is filled  w ith  a ir -e n tra in e d  fuel oil. A ir d isp laced  b y  cap illa ry  r is in g  w a te r  
accu m u la tes  in  th e  b u re tte  above th e  oil. T h e  q u a n ti ty  of w a te r  a b so rb e d  
as w ell as th e  m o is tu re  co n ten t in  a n y  a r b i t r a r y  section  of th e  sa m p le  can  
be co m p u ted  from  sim u ltan eo u s read ings o f  th e  h e ig h t a tta in e d  a n d  o f  a ir  
escaped  in to  th e  b u re tte .

12 Acta Tcchnica XXIX/I—2.
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T h e  period ica l m e th o d  o f  m easu rem en t p rop o sed  b y  L a m b e  a n d  th e  
o n e  d esc rib ed  in  S ec tio n  2a  can  also be c la ss if ied  in to  th is  group.

5 . Exam ples of results applied

I t  is in te n d e d  to  sing le  ou t a few th e o re tic a l  and  p rac tica l p ro b lem s, 
w h e re  th e  in fo rm a tio n  g a th e re d  ab o u t th e  c a p illa ry  p roperties o f  th e  soil 
c a n  b e  u tilized , re sp e c tiv e ly , w here th e  s ta te m e n ts  m ade in  th is  p a p e r  in d i
c a te  th e  necessity  o f  c e r ta in  m odifications.

a )  E v ery  fo rm u la  a n d  th eo ry  o f h yd ra u lic s  should  be rev ised , w here , 
re g a rd le s s  of th e  p o s itio n  o f  th e  p o in t c o n s id e red , th e  cap illa ry  lif tin g  force 
is c h a ra c te riz e d  b y  hc, re sp ec tiv e ly , w here f lo w  velocities are to  be c o m p u te d  
w ith  E q . (3).

b)  The p e rm e a b ility  coefficien t is c o n s ta n t  u p  to  a h e igh t o f hcn im m e d i
a te ly  above th e  free  w a te r  surface only , a n d  is  even  here n o t n ecessa rily  in  
a g re e m e n t w ith  th e  v a lu e  de term ined  a t  th e  la b o ra to ry , since th e  d eg ree  of 
s a tu r a t io n  (Se) o f th is  zone is no t necessarily  e q u a l to  u n ity . A bove th e  h e ig h t 
hCm p roceed ing  u p w a rd  fro m  the  w ate r su rfa c e , th e  coefficient к  o f  th e  soil 
d e c re a se s  rap id ly , a n d  th is  involves th e  n e c e ss ity  of considering in c reased  
f r ic t io n a l  resistance  sh o u ld  during  seepage. S om e evidence po in ts  to  th e  fac t 
(F ig . 3) th a t  com plete  a n d  c o n s tan t s a tu ra t io n  does n o t ex ist even b e lo w  th e  
g ro u n d -w a te r  ta b le . A ll th is  leads to  th e  co n c lu sio n  th a t  perm eability  varies 
tv ith  depth even in  homogeneous soils.

c)  The Freiberg criterion  [9] o f fro s t d a n g e r  should also be m o d ified . 
T h e  water volume su p p lie d  by capillarity  c a n  b e  com puted  b y  E q . (7) in  th e  
zo n e  o f  iden tica l s a tu ra t io n  only. A bove th is  h e ig h t th e  ac tu a l v e lo c ity  d e te r 
m in e d  b y  la b o ra to ry  ex p e rim en ts  m ust be  co n sid ered , w ith  allow ance being  
m a d e  in  b o th  cases to  th e  reduced  co n v ey in g  cross section (r ={= 1).

d )  A  s im ilar a p p ro a c h  should be u se d  in  all o ther cases as w ell, for 
c o m p u tin g  th e  su p p lie d  water quantity. A s e s ta b lish e d  in  Section  2a, co m p u 
ta t io n s  based  on th e  co n cep t of an “ id ea l m o is tu re  d is tr ib u tio n ”  a re  lik e ly  
to  g iv e  a fa ir re p re s e n ta tio n  o f  ac tual c o n d itio n s , th is  d is trib u tio n  b e in g  sign i
f i c a n t  fo r ex ten d ed  su p p ly . T his princip le c a n  e. g. be applied for d e te rm in in g  
th e  w a te r  q u a n tity  t h a t  c an  be absorbed b y  th e  w all o f a bu ild ing  from  th e  soil.

e)  The v a lu e  o f  hcn p lays an  im p o r ta n t  ro le  also in  soil explorations. 
A s is  w ell-know n, geoelectric m easurem ents a re  su itab le  for d e te rm in in g  th e  
lo c a t io n  o f th e  g ro u n d w a te r  tab le . E v id e n tly , th e  ap p ro x im atin g  v a lu e  of 
hcn sh o u ld  be av a ilab le  fo r  th e  soil, since th e  ch an g e  in  resistance  sh o u ld  be 
e x p e c te d  a t , o r s lig h tly  above, th is  level. A  change in  sounding resistance  
a lso  occurs as soon as th e  “ sa tu ra te d ”  la y e r  is reached  [26].

f )  These e x p e rim e n ts  have show n t h a t  th e  d is tu rb ed  s t ru c tu re  of 
g r a n u la r  soils can  b e  reproduced. This is in d ic a te d  also b y  th e  series o f  experi-
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m e n ts  in  w hich th e  d e n s ity  o f  th e  sam ples v a r ie s . In  sp ite  o f  th is , c o n s is te n t 
re la tio n sh ip s  could be estab lish ed  betw een  th e  v o id  ra tio  and  one o f  th e  p h y s i
cal p ro p e rtie s , or id e n tic a l re su lts  could  be fo u n d  fo r these  p ro p ertie s  i f  sam p les  
o f  id e n tic a l d en sity  w ere exam in ed . T he conclusion  lies th e re fo re  close a t  
h a n d  th a t  in  g ran u la r  soils th e  s tru c tu re  o f  th e  soil, th e  d im ensions, sh a p e , 
an d  re la tio n  to  each  o th e r  o f  th e  cap illa ry  spaces are un iquely  d e te rm in e d  
b y  th e  grain-size d is tr ib u tio n  cu rve . F ro m  th is  i t  m ay  be assum ed  t h a t  th e  
d e fo rm atio n s caused b y  a g iven  u n it load  are id e n tic a l in  b o th  d is tu rb e d  an d  
u n d is tu rb e d  sam ples, p ro v id e d  th e y  are  o f  a n  id en tica l d en sity . I t  follow s 
th a t  se tt le m e n t te s ts  can  be carried  o u t w ith  d is tu rb e d  sam ples as w ell.

g )  E x p e rim e n ta l ev idence  has rev ea led  th e  process o f cap illa ry  s a tu ra t io n  
to  b e  re la te d  to  th e  re la tiv e  m o istu re  c o n te n t ra th e r  th a n  to  th e  a b so lu te  
w a te r  c o n te n t. T he co n cep t o f  “capillary water capacity '’’ shou ld  b e  m o d ified  
acco rd ing ly , inasm uch  as th is  depends also on  d e n s ity . Since re la tiv e  m o is tu re  
w ith in  a zone o f u n ifo rm  s a tu ra tio n  is p ra c tic a lly  in d ep en d en t o f soil d e n s ity , 
th e  w a te r  c a p ac ity  (w ^)  p e rta in in g  to  e2 can  b e  com p u ted  from  th e  w a te r  
c a p a c ity  (wkl) p e rta in in g  to  vo id  ra tio  as

» и  =  %  — • (8)
ei
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SU M M A RY

A  zone of u n ifo rm  s a tu ra t io n  (hCn) develops a b o v e  th e  free  w a te r surface , th e  re la tiv e  
m o is tu re  c o n ten t (Se) o f  w h ic h  m ay , depending  u p o n  th e  g ra d a tio n  of th e  soil, e q u a l u n ity , 
y e t  m a y  as well be  s ig n if ic a n tly  low er. The c ap illa ry  w a te r  c a p a c ity  (w ater c o n te n t)  decreases 
w i th  in creas in g  soil d e n s ity , w h ile  Se rem ains p ra c t ic a lly  c o n s ta n t. P re lim in ary  w e ttin g  ten d s  
to  im p a ir  conditions fo r s a tu ra t io n  of th e  soil; b e y o n d  a  c e r ta in  in itia l re la tiv e  m o is tu re  con
t e n t  ( if  S  >  Sh) th e re  is no  a d d it io n a l  cap illa ry  w a te r  a b so rp tio n .

F low  velocities w ith in  th is  zone m ay  be d esc rib ed  b y  th e  D arcy law ; th e  l if t in g  force 
(hc, o r hen) and  fr ic tio n a l re s is ta n c e  (kr) are c o n stan t. A s so o n  as th e  h y drau lic  g ra d ie n t a tta in s  
a  lo w e r lim it v a lue , w a te r  co n v ey an ce  is co n tin u ed  b y  f in e r  pores, and  th is  ro le  is tra n s fe rre d  
to  g ra d u a lly  decreasing  p a ssa g es . T he re la tiv e  m o is tu re  c o n te n t  dim inishes a cco rd in g ly , while 
f r ic t io n a l  resistance  in c re a se s . T h e  com bination  o f  a c t iv e  (H ) an d  passive (z a n d  k r) forces 
foUows in  th is  zone o f  re d u c in g  sa tu ra tio n  a re la tio n sh ip  w h ich  can  be described b y  th e  p a ra 
b o la  o f JÁKY.

T he physical c o n d itio n s  o f  flow  being th u s  c losely  re la te d  to  th e  re la tiv e  m o is tu re  con
te n t ,  moisture distribution  sh o u ld  also be d e te rm in e d  in  eac h  la b o ra to ry  te s t.  T h e  h e ig h t o f 
th e  zone o f un iform  s a tu ra t io n  (hCn) is th u s o b ta in e d . T h is  is m u ch  m ore c h a ra c te ris tic  o f th e  
so il th a n  th e  concep t o f  a  “ c losed  range”  w hich  h a s  no  p a r tic u la r  p rac tica l sign ifican ce  and  
c a n n o t be  de te rm in ed  e x p e rim e n ta lly .

P rim arily  c h a ra c te r is tic  o f  a given soil is th e  “ ideal balanced distribution”  w h ic h  defines 
fo r  e v e ry  h e ig h t ab ove  th e  w a te r  surface co rre sp o n d in g  v a lu e s  o f m oistu re  c o n te n t  a n d  v e lo 
c ity .  T he w a te r q u a n ti ty  t h a t  c an  be delivered  b y  c a p il la r ity  fo r ex ten d ed  p e rio d s  m ay  be 
c o m p u te d  herefrom .
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D IE  K A P IL L A R IT Ä T  D E S  BO D EN S 

L. r é t h At i

Z U SA M M E N FA SSU N G

E in e  g leichm äßig  g e sä ttig te  Zone (hCn) e n ts te h t  ü b e r  dem  freien W asse rsp ieg e l. Die 
re la tiv e  F eu ch tig k e it (Se) d ieser Zone k a n n , je  n a c h  d e r  K ö rn u n g  des B odens d e n  W e r t  eins, 
ab er a u ch  b e d eu ten d  n ied rig ere  W erte  e rre ich en . M it zunehm ender V e rd ic h tu n g  n im m t 
d ie k a p illa re  W asse rk a p a z itä t  (W asserg eh a lt) des B o d en s ab , w ährend  Se p ra k tis c h  u n v e rä n d e r t  
b le ib t. Bei v o ran g eh en d er B e feu ch tu n g  v e rsch lim m e rn  sich  die S ä ttig u n g sm ö g lic h e ite n  des 
B od en s, u n d  ü b er e inem  gew issen A n fan g sw ert d e r  re la tiv e n  F eu ch tig k e it (w e n n  S >  Sa) 
f in d e t  ke ine  n ach träg lich e  k a p illa re  W asse rau fn ah m e  m eh r s ta tt .

In  diesem  B ereich  k a n n  die S trö m u n g sg esch w in d ig k e it m itte ls des G ese tzes v o n  D arcy  
b e sch rieb en  w erden ; d ie » H e b ek ra ft«  (hc o d er hCn) w ie a u ch  der R e ib u n g sw id e rs ta n d  (kr) 
sin d  k o n s ta n t. Sobald  d e r h y d rau lisch e  G ra d ien t e in en  u n te re n  G renzw ert e r re ic h t ,  w ird  die 
W asserfö rd eru n g  v o n  fe in e ren  P o re n  ü b e rn o m m en , w o b e i de r D urchm esser d e r  w a sse rfü h re n 
den  G änge im m er k le in e r w ird . D ie re la tiv e  F e u c h tig k e it  v e rrin g ert sich d e m e n tsp re c h e n d , 
w ä h ren d  de r R e ib u n g sw id ers tan d  zu n im m t. D ie  K o m b in a tio n  der ak tiv en  (H )  u n d  passiven  
(z u n d  k r) K rä f te  fo lgen in  d ieser Zone a b n e h m e n d e r  S ä ttig u n g  einer R e la tio n , d ie  d u rc h  die 
jAKYsche P a ra b e l b e sch rieb en  w erden  k an n .

D a die ph y sik a lisch en  S trö m u n g sg ese tze  so eng  m it der re la tiv en  F e u c h tig k e it  v e r
b u n d e n  sind , m uß w ä h ren d  de r L ab o ra to riu m sv e rsu c h e  s te ts die Feuchtigkeitsverteilung 
m itb e s t im m t w erden. So e rg ib t sich die H ö h e  (hcn) des g leichm äßig g e sä tt ig te n  B ereiches, 
die v ie l m eh r k en n ze ich n en d  fü r  den  B oden  als d e r B eg riff des »gesch lossenen  B ereiches«  
is t, d e r  von  wenig p ra k tisc h e r  B ed eu tu n g  u n d  a u ß e rd e m  versuchstechnisch  n ic h t  zu  b es tim 
m en  is t.

A m  m eisten  k en n ze ich n en d  fü r e inen  g eg eb en en  B oden  is t die » ideale Gleichgewichts
verteilung«, w o durch  b e s tim m te  W asserg eh a lts- u n d  G eschw indigkeitsw erte  z u  je d e r  H öhe 
ü b e r  d em  G rundw assersp iegel zug eo rd n e t w erd en ; d a ra u s  k a n n  die dau ern d  l ie fe rb a re  k ap illa re  
W asserm enge  b e rech n e t w erd en .

L E S  C A R A C T É R IS T IQ U E S  C A P IL L A IR E S  DU SOL

L. RÉTHÁTI

R É S U M É

A u-dessus de la  su rface  d ’eau  lib re , il se p ro d u i t  u n  dom aine de s a tu r a t io n  un ifo rm e  
(hm), d o n t  l’hu m id ité  re la tiv e  (S e) p e u t a tte in d re  l ’u n ité ,  m ais aussi des v a le u rs  c o n sid é rab le 
m e n t p lu s  fa ib les, su iv a n t  la  g ra d u a tio n  d u  sol. E n  c o m p a c ta n t  le sol, la c a p a c ité  d ’eau  cap il
la ire  (la  te n e u r  en  eau ) d im in u e , tan d is  que S e re s te  p ra tiq u e m e n t in v ariab le . E n  h u m id if ia n t 
p ré a la b le m e n t le sol, les co n d itio n s de sa tu ra t io n  s’e m p ire n t, e t au-dessus d ’u n e  v a le u r  in itia le  
d ’h u m id ité  re la tiv e  (S  >  S a), la  récep tio n  su p p lé m e n ta ire  d ’eau cap illa ire  n ’a u r a  p lu s  lieu.

D an s ce tte  zone, la  v ite sse  d ’éco u lem en t e s t d é c r ite  p a r  la  loi de D a rcy ; la  fo rce  lev an te  
(hc ou  hcn) e t la ré s is tan ce  de  fro t te m e n t (kr) so n t c o n s ta n te s . Dès que le g ra d ie n t  h y d ra u liq u e  
a t t e in t  u n e  v a le u r l im ite  in fé rieu re , le t r a n s p o r t  de  l ’eau  s’effectue p a r les p o res d e  p lu s  en  plus 
fin es . C onfo rm ém ent, l ’h u m id ité  re la tiv e  d im in u e , e t  la  résistance de f r o t te m e n t  au g m en te . 
Les fo rces activ es (H ) e t  p assiv es (z e t kr) v a r ie n t  se lon  u n e  com binaison te lle  q u e  la  m on tée  
cap illa ire  p e u t ê tre  d é c rite  d an s ce dom aine —  à s a tu ra t io n  décroissante —  a u  m o y en  de la 
p a ra b o le  de J A k y .

Les lois p h y siq u es de  l ’écou lem en t a y a n t  u n e  ré la tio n  aussi é tro ite  a v e c  l ’hü m id ité  
ré la tiv e , il fa u t to u jo u rs  d é te rm in e r  la  r é p a r t i t io n  de  l ’h u m id ité  au  cours des ex p érien ces  de 
la b o ra to ire . On reço it a in s i la  h a u te u r  (hcn) de  la  zone  à  sa tu ra tio n  u n ifo rm e , laq u e lle  est 
b ien  p lu s  c a ra c té ris tiq u e  p o u r  le sol que la  n o tio n  du  « d o m ain e  clos», qui n ’a g u è re  d ’im p o rta n ce  
p ra tiq u e  e t  ne  p e u t p a s  ê tre  d é te rm in é  p a r  des ex p érien ces.

L a  «répartition d'équilibre idéale», qu i e s t le p lu s  carac téris tique  p o u r  u n  sol donné , 
a d jo in t  à  chaque  h a u te u r  au -dessus de la su rface  d ’eau , des valeurs b ien  d é te rm in é e s  de la 
te n e u r  en  eau  e t de la  v ite sse , d ’où se calcule  le d é b it  cap illa ire  p e rm an en t.
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КАПИЛЛЯРНЫЕ СВОЙСТВА ГРУНТОВ
Л. РЭТХАТИ
РЕЗЮМЕ

Над свободным горизонтом воды создается область с равномерной насыщенностью 
(hen), относительная влажность (Se) которой в зависимости от градуированное™ грунта 
может быть равна единице, а также меньше ее. С уплотнением грунта содержание капил
лярной воды падает, однако практически можно считать неизменным. При предваритель
ном промачивании грунта ухудшаются условия насыщаемости, и после определенного 
начального значения начальной относительной влажности (если S >  Sh) не имеет места 
дополнительного поглощения капиллярной воды. В этой зоне скорость движения потока 
можно описать формулой Дарси ; «подъемная сила» (hc или hcn) и сопротивление трению 
(кг) являются постоянными. Когда гидравлический градиент доходит до некоторой ниж
ней граничной величины, передвижение воды осуществляется мелкими порами, пере
давая руководящую роль ходам со все уменьшающимся диаметром. Соответственно этому 
относительная влажность падает, сопротивление трению возрастает. Активные (Н) и 
пассивные (г и к,) силы изменяются по такой комбинации, что капиллярный подъем в 
этой области с падающей влажностью можно описать параболой Яки.

Поскольку физические законы движения потока находятся в тесной связи с отно
сительной влажностью, необходимо определить в ходе лабораторных исследований рас
пределение влажности. Таким образом получим высоту области с равномерной насы
щенностью (hm), которая характернее для грунта, чем понятие т. н. «закрытой зоны», 
которая последняя не имеет особого практического значения, и нельзя ее определить ис
следованием.

Для данного грунта самым характерным является «идеальное равномерное распре
деление», которое относит определенное значение скорости и содержания воды к каж
дому уровню, имеющемуся над горизонтом воды ; из этого можно подсчитать содержание 
капиллярной воды, подаваемой продолжительное время.
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In troduc tion

T he m agnetic  am p lifie r c ircu it pub lished  in  th e  li te ra tu re  o f  th e  su b jec t 
b y  S c o r g i e , G e y g e r  a n d  o th e rs  an d  discussed in  d e ta il below , has b een  w idely  
used  especially  in  a u to m a tic  contro ls an d  to  m easu re  sm all DC v o ltag es . 
T he c ircu it has been  developed  from  th e  se lf-sa tu ra tin g  m agnetic  am p lifie r 
w ith  DC in p u t an d  o u tp u t  (F ig . 1) b y  hav in g  rig id  n eg a tiv e  feedback  app lied  
to  th e  in p u t c ircu it fro m  th e  w hole or p a r t  o f  th e  o u tp u t  signal (F ig . 2). T h is 
c ircu it can , w ith  c e r ta in  ad d itio n s , be used to  c o n s tru c t a m ag n etic  am p lifie r 
w ith  th eo re tica lly  in f in ite  pow er gain  and  in p u t im p ed an ce , o p e ra tin g  w ith in  
one period . T hese p ro p e rtie s  p lace i t  am ong th e  m o st developed  a n d  m ost 
v a lu ab le  m agnetic  am p lifie r c ircu its .

I n  papers p u b lish ed  h ith e r to , th is  c ircu it h as  b een  discussed on  a q u a l
i ta tiv e  basis an d  q u a n ti ta t iv e  considera tion  h as  b een  b ased  on figu res o b ta in e d  
b y  ev a lu a tin g  ex p e rim en ta lly -d e te rm in ed  c h a ra c te r is tic  cu rves. A c h a ra c te r is 
t ic  fe a tu re  o f th ese  in v e s tig a tio n s  w as an  a p p ro ach  b ased  on  m ean  v a lu es  an d  
th e  o b scu rity  o f p rocesses ta k in g  p lace in  th e  am p lifie r w ith in  th e  h a lf  period . 
In  o rd e r to  o b ta in  a b e t te r  u n d e rs tan d in g  an d  to  fa c ilita te  ca lcu la tio n  an d  
design, a de ta iled  an a ly s is  o f  th e  o p era tio n  o f th e  c ircu it w as u n d e rta k e n . T h is 
led  to  q u a n tita tiv e  re la tio n s  w ith  whose help , on th e  one h an d , th e  effect o f  
th e  various p a ram e te rs  o f  th e  c ircu it on th e  o p e ra tio n  o f th e  am p lifie r could  be 
e lu c id a ted  and  on th e  o th e r , th e  am plifier c ircu it cou ld  be num erica lly  designed  
since th e  m easured  a n d  co m p u ted  values show  good ag reem en t.

Since th e  l i te ra tu re  on ly  deals w ith  processes ta k in g  p lace w ith in  th e  h a lf  
period  fo r th e  cases o f  o rd in a ry  se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am plifie rs  an d  n o t 
fo r th o se  w ith  n eg a tiv e  feedback  from  th e  o u tp u t  signal, an d  because  th e  
changes in  tim e  o f flu x es  a n d  o f th e  con tro l c u rre n t are  considerab ly  d iffe ren t 
in  th e  la t te r  case, a d e ta ile d  ex am in a tio n  o f th e  o p e ra tio n  o f th e  feed b ack  
am plifier was f irs t u n d e rta k e n .

As a re su lt o f  th is  e x am in a tio n  a c learer p ic tu re  o f  th e  o p e ra tin g  m ech a
n ism  o f th e  am plifier m a y  be  o b ta in ed  th a n  th a t  a ffo rd ed  b y  th e  m ean  v a lu e  
ap p ro ach  used in  th e  l i te ra tu re  and , m oreover, i t  becam e possible q u a n t i ta 
tiv e ly  to  de te rm ine  th e  s ta tic  ch a rac teris tic s  o f  th e  c ircu its  an d  to  e lu c id a te  
d y n am ic  re la tions.
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T h e  equa tions fo r th e  s ta tic  c h a ra c te ris tic s , i. e. th e  exp ressions fo r load 
c u r re n t ,  co n tro l v o ltag e  a n d  in p u t pow er as fu n c tio n s  of th e  c o n tro l c u rre n t, 
d iffe r  considerab ly  fro m  th o se  fam ilia r fo r se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am plifiers  
in  g en e ra l. As f in a l conclusions o f  th e  d iscussion  o f  th e  t r a n s ie n t  p rocess in  
th e  am p lifie r, th e  exp ressio n s fo r th e  tra n s fe r  fu n c tio n , th e  re sponse  an d  th e

Ад / А/

tim e  c o n s ta n t are  fo u n d . A  re la tio n  w as also o b ta in ed  fo r th e  c rite r io n  of 
o p e ra t io n  w ith in  one p erio d .

C onsiderations re la tiv e  to  th e  figu re  o f  m e rit show ed th a t  i t  w as la rger 
i f  n e g a tiv e  vo ltage  fe e d b a c k  w as app lied  th a n  in  th e  case o f o rd in a ry  self- 
s a tu r a t in g  m agnetic  am p lifie rs  an d  increased  w ith  increases in  th e  feedback  
g a in .

I t  has been  kn o w n  t h a t  th e  m ag n etic  am p lifie r c ircu it concerned  h a d  a 
la rg e  in p u t im pedance  a n d  m ad e  i t  possib le — accord ing  to  th e  ty p e  o f  feed
b a c k  u sed  — to  c o n s tru c t a n  am p lifie r w ith  a la rg e  or sm all o u tp u t  im p ed an ce ,
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b u t  th e  expression  to  d e te rm in e  these  im p ed an ces w as n o t know n. A s a re su lt 
o f th e  in v es tig a tio n  now  ca rried  o u t, sim ple, a n d  co m p ara tiv e ly  p rec ise  re la 
tio n s  w ere o b ta in ed  to  ca lcu la te  in p u t and  o u tp u t  im pedances.

A co n stru c tio n  an d  ex am in a tio n  of th e  b lock  d iagram  of th e  a m p lif ie r  
led  to  th e  v e ry  v a lu a b le  conclusion  th a t  if  th e  c irc u it o f th e  se lf-sa tu ra te d  m ag 
n e tic  am p lifie r w ere su p p lem en ted  by

a )  p o sitiv e  feed b ack  ta k e n  from  th e  o u tp u t  v o ltage  or c u r re n t , o f  a 
m ag n itu d e  w hich m ay  be  d e te rm in ed  from  th e  b lock  d iagram ,

b)  c o n s ta n t DC b ias ,
c) a sm all DC v o lta g e  to  com pensate  th e  v o ltag e  d rop  on th e  feed b ack  

resis tan ce  caused  b y  th e  m in im um  load  c u rre n t,
th e n  i t  could th e o re tic a lly  be ach ieved  t h a t  th e  con tro l c u rre n t sh o u ld  be 

zero over th e  en tire  ra n g e , w ith o u t th e re b y  ch an g in g  th e  dynam ic  b e h a v io u r  
o f th e  am plifie r.

F in a lly , th e re  are  ex p e rim en ta l re su lts  to  s u b s ta n tia te  th e  re su lts  o b ta in e d  
a n d  to  show  th a t  th e y  can  be used fo r n u m erica l ca lcu la tions.

I . Sym bols

T he in s ta n ta n e o u s  v a lu es o f cu rren ts  and  v o ltag es  a re  d esignated  by  sm all le t te r s ,  th e  
c o n s ta n t, m ean , r. m . s. a n d  p e ak  va lues b y  cap ita ls . I n  th e  case o f r. m. s. v a lu es, th e  le t te r  
r , in  t h a t  o f p eak  va lues th e  le t te r  p  have  been used  as suffixes. T he L aplace  tra n s fo rm a tio n

L  [ F ( 0 ]  = / ( p )  =  /  F(t) e~P> dt
CO

has been  used  in  th is  p a p e r. L e tte rs  w ith  dashes sy m b o lise  th e  v a lues o f q u a n ti t ie s  red u ced  
to  th e  g a te  w ind ing .

A
A*
A  Fe
A g
A f
В
f
Hco
I  CO

I I  
Ic 
J

fce
Na
JVC
S. П

Pc
Pi
p
Rg
R c
t
T e
UL

G ain of th e  se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am plifie r,
G ain o f th e  se lf-sa tu ra tin g  m agnetic  am p lifie r w ith  feedback , 
Cross section  o f  m ag n e tic  m ate ria l,
W ind ing  area  occu p ied  b y  g a te  w inding,
G ain  o f  rig id  feed b ack ,
In d u c tio n ,
F req u en cy ,
C oercitive  fie ld  s tre n g th ,
C oercitive  c u rre n t (w ith  resp ec t to  th e  g a te  w ind in g ),
L o ad  c u rre n t,
C ontro l c u rre n t,
F ig u re  o f m erit,
P ow er gain ,
M ean len g th  o f tu r n  on  g a te  w inding,
M ean len g th  o f core,
N u m b er o f tu rn s  on  g a te  w ind ing ,
N u m b er o f  tu rn s  on  co n tro l w inding,
S e lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am plifie r,
O u tp u t  pow er,
I n p u t  pow er,
D ifferen tia l o p e ra to r,
R esis tan ce  of g a te  w in d in g ,
R esistan ce  of co n tro l w ind ing ,
T im e,
E q u iv a len t tim e  c o n s ta n t ,
V oltage  across load ,
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Uq C o n tro l vo ltage ,
U f  F e e d b ac k  vo ltag e ,
Y( p )  T ran s fe r  fu n c tio n  o f s. m . a. w ith o u t feed b ack , 
Ф F lu x ,
a  F ir in g  angle,
io A n g u la r freq u en cy ,
r  H a lf  th e  period  of th e  su p p ly  frequency .

II. Assum ptions m ade in the course o f  the investigation

T h e  follow ing are  th e  assu m p tio n s m ade in  th e  course of th e  in v e s tig a tio n  :

a )  T h e  m agnetic  am p lifie r is e lec trica lly  a n d  m agnetica lly  sy m m e tr ia l 
in  c o n s tru c tio n . T he d y n am ic  hyste resis  loop o f  th e  m agnetic  m a te r ia l used  is 
r e c ta n g u la r  (Fig. 3).

b)  T he  d y n am ic  c h a ra c te r is tic  o f th e  re c tif ie r  is as show n in  F ig . 4. 
T h e  re c t if ie r  is t r e a te d  in  th e  eq u iv a len t c irc u it d iag ram  as a re s is ta n c e  w ith  
zero  v a lu e  in  th e  fo rw ard  d irec tio n  and  c o n s ta n t v a lu e  in  th e  reverse  d irec tio n .

c)  T h e  load is a p u re  ohm ic.
d )  T h e  supp ly  v o ltag e  is c o n s ta n t an d  s inuso ida l.
e )  L eakage f lu x  from  b o th  th e  co n tro l a n d  g a te  w indings is n eg lec ted .
f )  T h e  con tro l v o ltag e  is a positive  DC v o lta g e . We shall be lim ite d  to  a 

p o s it iv e  co n tro l v o ltag e  in  th e  sense o f th e  d ire c tio n  o f m easu rem en t o f  F ig . 1,
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because  in  th e  case o f rig id  n eg a tiv e  feed b ack  from  th e  o u tp u t  v o lta g e  U c is 
a lw ays po sitiv e  w ith in  th e  co n tro l ran g e .

g )  D iscussion can  be con sid erab ly  sim plified  if  it  is co n fin ed  to  fa s t  re 
sponse  m ag n etic  am plifie rs , i. e. th o se  w ith  “ s tro n g ”  feedback  fro m  th e  o u tp u t  
v o lta g e . F o r  i f i t  be p resu m ed  th a t  th e  co n tro l vo ltage  w ith  fe e d b a c k  increases 
by  a t  le a s t one o rd er o f  m ag n itu d e  co m p ared  to  th a t  w ith o u t fee d b a c k , th e n  
(since th e  o rd er of m ag n itu d e  o f  th e  co n tro l c u rre n t belonging to  a p a r tic u la r  
f ir in g  ang le  does n o t change) th e  DC vo ltag es  in  th e  co n tro l c irc u it  (F ig . 2) 
are  a p p ro x im a te ly  re la te d  by

Uc =  I cR c+ U f ^ U f . (2,1)

I t  is p resu m ed , m oreover, th a t  even  th e  la rg e s t value o f I CR C is neglig ib le 
co m p ared  to  th e  m ax im u m  o f th e  m ean  v a lu e  (С/д)тах) of th e  in d u c e d  AC v o lt
age, in  th e  con tro l c ircu it.

T h e  assu m p tio n  th a t

R c =  0 , (2,2)

w hich  invo lves a considerab le  s im p lifica tio n  o f  th e  in v es tig a tio n , m a y  th e n  be 
m ad e , a n d  is ju s tif ie d  p ro v id ed  th a t  th e  in eq u a litie s

U c9 > IcR c a n d  U Ai max I'CR'C (2,3)

are  fu lfilled .
E q u a tio n  (2,2) m eans th a t  th e  m ag n etic  am p lifie r is co n sid ered  w ith  ideal 

free even  harm on ic  c u rre n ts . F u r th e r  assu m p tio n s are m en tio n ed  w h ere  th e y  
occur.

III. The self-saturating m agnetic am plifier w ith free even harm onic currents

A) P rincip le  o f  operation

T h e o p era tio n  o f  th e  am p lifie r c an n o t be  u n d erstood  c lea rly  w ith o u t a 
know ledge o f  th e  processes occurring  w ith in  th e  period, i.e. o f  th e  ch an g es  w ith  
tim e  o f th e  ch a rac te ris tic  q u a n titie s . T hese m u s t therefo re  f irs t  be  d e te rm in e d . 
S ince, i f  (2,2) is fu lfilled , even  th e  o p e ra tio n  o f  th e  o rd in a ry  s. m . a . w ith o u t 
feed b ack  from  the  o u tp u t  signal is co n sid e rab ly  d ifferen t to  t h a t  g en era lly  
fam ilia r fo r th is  am p lifie r [9], th e  f i r s t  s tep  m u s t be to  exam ine th e  b e h a v io u r 
o f  th e  am p lifie r w ith o u t feedback  (F ig . 1).

T h e  ex am in a tio n  o f  th e  o p e ra tio n  o f  th e  s. m . a. d u rin g  th e  h a l f  period  
m ay  be u n d e rta k e n  in  th re e  s tages, consecu tive  in  tim e . Since b o th  th e  re c tif ie r  
an d  th e  core m ay  w ith in  each  stag e  — if  th e  bou n d aries  of th e  s ta g e s  a re  s u i t 
a b ly  chosen  — have lin e a r  e lem en ts  s u b s ti tu te d  for th em , th e  v a lu e s  o f  th e
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d e p e n d e n t  variab les a n d  th e  v a lid ity  ranges o f  th e  s tag es  m ay  he d e te rm in ed  
b y  e le m e n ta ry  m eth o d s fo r  e a c h  stage. A d e ta ile d  m a th e m a tic a l d iscussion  is 
p re s e n te d  in  A ppend ix  1. T h e  m e th o d  used in  A p p e n d ix  1 w as th a t  a ssu m p tio n s  
w e re  m a d e  for th e  m a g n e tic  s ta te  o f b o th  th e  co res, a n d  th e  fu n c tio n in g  o f  a ll 
fo u r  re c tif ie rs , w ith in  each  s ta g e . O n th e  basis  o f  th e se  a ssum ptions th e  e q u i
v a le n t  c ircu it d iag ram  o f t h e  m agnetic  a m p lif ie r , v a lid  fo r each p a r tic u la r

Stage /.

% к 1 0"

/

j  -MiJC0 fí; Гr -j + MLJco

ti
г  " и
O'

ZJB

O i u t i ß ,

ß , < c j t  üß ^- o t ,

Stage Ht.

r %

2 '

~ Jco t(z 2 ' ► ♦rc?----1

ZJB

ß , - « ,  i  ca t  < T  
Fig.  5

s ta g e , w as co n stru c ted , a ll th e  unknow ns w ere h en ce  found , an d  f in a lly  th e  
c o rre c tn es s  of th e  a s su m p tio n s  was checked  a n d  th e  ran g e  of th e ir  v a lid ity  
d e te rm in e d .

O n  th e  basis o f  th e  A p p en d ix , the  m o v e m e n t o f  th e  p o in t ch a rac te riz in g  
th e  m ag n e tic  s ta te  o f  th e  co re  was in F ig . 5 sh o w n  b y  stages on th e  d y n am ic  
h y s te re s is  loops of b o th  co res  “ A ” and  “ B ” . T h e  f ig u re  affords a good v iew  of 
th e  o p e ra tio n  of th e  m a g n e tic  am plifier. I t  show s t h a t  a t  th e  end  o f th e  h a lf  
p e r io d  considered, the f l u x  o f  core “ B ” is nearer p o s itiv  saturation than was
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that o f  core “ A ”  at the beginning o f  the h a l f  period , or in  other w ords, that the 
absolute value o f  the change o f  f l u x  in  “ A "  in  a h a lf  period is larger than  in  core
“ B ” (F ig . 6 ) .

T he change in  f lu x  in  core “ A ”  d u rin g  a h a lf  period  is, acco rd in g  to  F ig . 5

— А Ф (3,2)
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w h e re  и д \ and  иди a re  th e  v o ltag es  on core “ A ”  in  s tag es  I  and  I I ,  a n d  ubu 
a n d  и в  hi are  those on  “ B ”  in  stages I I  an d  I I I .

S u b s titu tin g  th e  e q u a tio n s  (F ,5), ( F , l l ) ,  (F ,1 2 ) an d  (F,24) d ed u ced  in  
A p p e n d ix  1 in  (3,1) a n d  (3 ,2 ),

I n  th e  ha lf period  su b se q u e n t to  th a t  e x a m in e d , th e  flu x  o f core “ B ” 
w ill h a v e  to  change b y

less f lu x  to  a tta in  p o s itiv e  s a tu ra t io n  th a t  th e  f lu x  o f  core “ A ”  h ad  to  ch an g e  
in  th e  f i r s t  h a lf  period . I t  a lso  follows from  e q u a tio n  (3,5) th a t  th e  o u tp u t  
v o lta g e  is always ch an g in g  w ith  tim e, or, w h a t a m o u n ts  to  th e  sam e th in g , th a t  
th e  f ir in g  angle is d iffe re n t fo r  each half period . T h e  change in  th e  m ean  v a lu e  
o f  th e  v o ltag e  across th e  lo a d  in  th e  firs t h a lf  p e r io d  a f te r  th e  co n tro l v o ltag e  
is sw itc h e d  on is

a n d  fo r  each su b seq u en t h a l f  period , e. g. th e  n - th ,



A FA ST RESPONSE M AGNETIC A M P L IF IE R 191

w here a is th e  firin g  ang le  in  th e  h a lf  perio d  p rev io u s  to  sw itch ing  o n  th e  
co n tro l v o ltag e ,

a„ is th e  firin g  ang le  in  th e  n - th  h a lf  p e rio d  a f te r  sw itch ing  on th e  c o n tro l 
v o ltag e .

T he re la tio n s  (3,6) a n d  (3,7) are deduced  in  A p p en d ix  2. T he c h an g e  in  
o u tp u t  v o ltag e  is, o f  course, — a p a r t  from  co e rc itiv e  c u rren t — lim ited  b y  th e  
zero v a lu e  an d  th e  m ax im u m  v alue  o f th e  su p p ly  v o ltag e .

F ig . 6, based  on A p p en d ix  1, shows th e  ch an g es  w ith  tim e  o f th e  f lu x es  
(F ig . 66), th e  lo ad  c u rre n t (F ig . 6c) and  th e  c o n tro l cu rren t (F ig . 6d) fo r 
th e  case w hen  a t  a tim e  t =  0 a DC step  v o ltage  o f  U'c  is sw itched on th e  c o n tro l 
c ircu it (F ig . 6a).

D iffe ren t scales w ere chosen , for ease o f  re p re se n ta tio n , for th e  lo a d  c u r
re n t  b efo re  a n d  a fte r  th e  f ir in g  angle in  F ig . 6c. T h e  change in  load  c u r re n t  in  
th e  f ir s t  an d  second h a lf  perio d  w ith  resp ec t to  i ts  v a lu e  in  th e  p rev io u s h a lf  
period  is show n b y  th e  sh ad ed  areas.

B ) Response and transfer fu n c tio n

As a ru le , w hen  using  th e  am plifier i t  is n o t  th e  change in  tim e  o f  th e  
in s ta n ta n e o u s  value  o f th e  v o ltag e  across th e  lo a d , b u t  on ly  th a t  o f i ts  m ean  
v a lu e  t h a t  is in te re s tin g . T h e  change in  th e  l a t t e r  d u e  to  a step  change o f  U q 
in  th e  c o n tro l v o ltag e , i. e. th e  response, m a y  b e  i llu s tra te d  by  cu rv es  1 o f  
e ith e r  F ig . 7a, o r 76. In  F igs, la  and  6 th e  c h an g e  o f  U'L in  th e  f i r s t  h a lf  
period  w as n eg lec ted . T h is can  be done to  a fa ir  degree of a p p ro x im a tio n  if  
U'c is sm all, com pared  to  th e  su p p ly  vo ltage . In  th e  second  an d  each su b se q u e n t

h a lf  period  th e  change in  I /L w ill — according to  (3 ,7) — be R l U Q. T h u s
Ri +  R l

th e  a p p ro ach  accord ing  to  w hich  Fig. la  i l lu s tra te s  th e  change in  U c, is t h a t  
th e  to ta l  v o ltag e  change th ro u g h o u t th e  h a lf  p e r io d  ap p ears  across th e  lo ad  
su d d en ly  a t  th e  b eg inn ing  o f  th e  h a lf  period , w hile  F ig . 76 co rresponds to  
th e  idea th a t  th e  change in  v o ltage  across th e  lo a d  th ro u g h  th e  h a lf  p e rio d  
ta k e s  p lace a t  a c o n s ta n t r a te ,  w ith  no step .

I f  th e  tim e  т is neg lig ib ly  sm all com pared  to  th e  d u ra tio n  of th e  t r a n s ie n t  
process, th e n  accord ing  to  th e  app ro ach  il lu s tra te d  in  F ig . 76 th e  re sp o n se  
m ay  be a p p ro x im a te d  b y  th e  s tra ig h t line 2 in  F ig . 76.

T h a t  o f  th e  tw o ap p ro ach es  is th e  m ore a d v a n ta g e o u s  to  use, w h ich  in  th e  
case o f  feed b ack  from  th e  o u tp u t  vo ltage  leads to  th e  m ore-easily  m a n ip u la te d  
expressions.

W hile th e  response  cu rv e  gives a good p h y s ic a l p ic tu re  of th e  d y n a m ic  
b eh av io u r o f th e  am plifie r, a q u a n tita tiv e  d e sc rip tio n  is b e s t given b y  th e  t r a n s 
fe r fu n c tio n . C orrespond ing  to  th e  th ree  response  cu rv es  o f Fig. 7, th re e  t r a n s 
fe r fu n c tio n s  m ay  be d e te rm in ed .
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T h e y  m ay , for in s ta n c e , be  found  b y  d e te rm in in g  th e  L ap lace  tra n s fo rm s  
o f  U'c a n d  o f th e  v o ltag e  across th e  lo ad  (i . e. L  [U 'c ] and  L  [U i]  fo r  a step  
c h a n g e  U'c  in  con tro l v o lta g e ), and  f in d in g  th e  q u o tie n t o f th e  tw o . F o r  a s tep  
c h a n g e  in  co n tro l v o ltag e

L [U’c] =  ~  • ( 3 ,8 )
P

Fig. 7

U sin g  th e  a p p ro ach  o f  Fig. 7a, U L c a n  be  ta k e n  to  be co m posed  o f step
2^

fu n c tio n s  o f  m ag n itu d e  ------—  U c , fo llow ing  each  o th e r a t  in te rv a ls  o f  x.

C o rre sp o n d in g ly , since th e  L ap lace  tra n s fo rm  o f u n it s tep  sh a p e d  tim e  func-
e-npz

t io n s  w ith  a tim e  sh ift o f  n r  is -------,
P



I f  th e  f irs t tw o  te rm s  o f th e  series a ro u n d  p  =  0 are s u b s ti tu te d  fo r  e ~ pr in  
th e  n u m e ra to r  o f  (3,11) th e n  (3,11a) is o b ta in e d . For sm all v a lu e s  o f  p r ,  
i. e. la rg e  ones o f  t / r ,

Y 1 ( p ) ^ Y 2 ( p ) ,  (3,12)
if  I p r  I <g 1.

T he fu lfillm en t o f (3,12) m ay be well seen  in  F ig . 7c, w here th e  N y q u ist  
d iag ram s h av e  b een  d raw n  on th e  basis o f e q u a tio n s  (3,11).

The above solutions show that the s. m . a . m a y , i f  the criteria o f  (2 ,2) and
(2,3) are fu lfille d , be regarded as an in tegrating  device.

T he e ffec t o f  U ’c is th a t  th e  o u tp u t  v o lta g e  changes a t  a c o n s ta n t  ra te  
w ith  tim e , u n til  i t  reaches its  lim iting  v a lu e . I f , how ever, a fte r th e  tr a n s ie n t  
process has b een  s ta r te d , U c is again  red u ced  to  zero before the  o u tp u t  v o lta g e  
has a tta in e d  its  lim itin g  v a lue , th e  change ceases. The condition  fo r a s te a d y  
s ta te  — here, as w ith  all in te g ra tin g  devices — is th a t  th e  in p u t s ig n a l sh o u ld  
be zero.

I f ,  therefore, rig id  negative feedback is a p p lied  fro m  the output s ig n a l, the 
output voltage changes u n til the feedback voltage U p  becomes equal to U'c.

13 Act« Technic« XXIX/1—2.

Sum m ing th e  in f in ite  geom etrica l series,

A FAST RESPONSE MAGNETIC AMPLIFIER

is o b ta in ed .
F o r th e  a p p ro ach  o f  F ig . 7b, th e  L a p la c e  tran sfo rm  of U l i a n d  is

on th e  basis o f  th e  eq u a tio n s  (3,8) an d  (3,9) th e  ap p ro p ria te  tra n s fe r  fu n c tio n s  
are :
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IV . T he steady state operation of a se lf-saturating  magnetic am plifier  
w ith feedback from the ou tput signal

T h e  above co n sid e ra tio n s  p e rm it th e  r e la t iv e ly  sim ple d e te rm in a tio n  o f  
th e  c h a n g e s  w ith  tim e  o f th e  ch a rac te ris tic  q u a n t i t ie s  of a se lf-sa tu ra tin g  m a g 
n e tic  a m p lif ie r  w ith  n e g a tiv e  feedback  fro m  th e  o u tp u t signal (F ig . 2 ), for 
th e  o n ly  difference to  th e  p reced in g  case is in  s ta g e  I I I  a fte r th e  f ir in g  angle .

P rev io u sly  to  th e  f ir in g  angle, a m a x im u m  o f  tw ice th e  coercitive c u r re n t  
flo w s th ro u g h  th e  lo ad  re s is ta n c e . The v o lta g e  d ro p  caused b y  th is  c u r re n t 
a c ro ss  th e  resistance  Rp  is neglig ib le com pared  to  th e  con tro l vo ltag e , s ince  th e  
c u r r e n t  th ro u g h  th e  lo a d  a f te r  th e  firin g  ang le  m a y  be larger th a n  th a t  b efo re  
f ir in g , b y  severa l o rd e rs  o f  m ag n itu d e .

T h e  presence o f  fe e d b a c k  does n o t, th e re fo re , in fluence th e  o p e ra tio n  o f 
th e  a m p lif ie r  before th e  f ir in g  angle. W h a t h a s  b e e n  said  in  discussing th e  o p e r
a t io n  o f  th e  am p lifie r w ith o u t feedback , a n d  th e  re la tions d educed  th e re , 
re m a in  v a lid  in  u n ch an g ed  fo rm  rig h t u p  to  th e  f ir in g  angle.

T h e  m ovem ents o f  th e  po in ts  c h a ra c te r iz in g  th e  m agnetic  s ta te s  o f  th e  
co res  d u rin g  th e  h a lf  p e rio d , h av e  been in sc rib e d  in  stages on th e  d y n a m ic  h y s 
te re s is  loops of b o th  cores “ A ”  and  “ B ” , fo r th e  case  o f an  am plifier w ith  n e g a 
t iv e  fe e d b a c k  from  th e  o u tp u t  signal, in  F ig . 8. I n  accordance w ith  th e  p reced in g  
c o n s id e ra tio n s , th e  d ia g ra m s fo r stages I  a n d  I I  in  th e  figure, agree w ith  th o se  
o f  s ta g e s  I  and  I I  in  F ig . 5.

A f te r  firing , in  s ta g e  I I I ,  th e re  are  tw o  possib ilities:
I I I «

l i p  U q ( 4 Д )
I I I 6

и f <C U c , (4 ,2 )
w h e r e

и R ” N O u (4 ,3 )
" Rp +  Rj +  R l N c "

i s  t h e  v o lt a g e
N q

a cro ss t h e  r e s is ta n c e  Rp a fte r  f i r in g ,  m u ltip lie d  b y ------  .
N c

I l i a .  The f lu x  th ro u g h  core “ A ”  re m a in s  unch an g ed  a fte r f ir in g , w hile 
t h a t  in  core “ B ” w ill — b ecau se  o f (4,1) — c h a n g e  in  a negative d ire c tio n  (F ig . 
8 ). T h is  s ta te  co n tin u es r ig h t  up  to  th e  an g le  ß m ,  w hich m ay  be d e te rm in e d  
f ro m  th e  equa tion

U p ______________  N q

R f +  JR, +  R l N c
U p  s in  ß m  — U c . (4,4)

I I I 6  F ro m  ang le  ß m  onw ards th e  f lu x  th ro u g h  core “ B ”  in c reases  p o si
t iv e ly  r ig h t up  to  th e  en d  o f  th e  h a lf  p e rio d , w h ile  th a t  in  core “ A ”  o f  course  
r e m a in s  u n changed  (F ig . 8).
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T h e values o f  th e  v a riab le s  for stage  I I I  i f  feedback  is ap p lied  a re  con
ta in e d  in  A ppen d ix  3.

O n  th e  basis o f  th e  ab o v e  consid era tio n s a n d  o f A p p en d ix  3, th e  changes 
w ith  tim e  o f th e  flu x es (F ig . 96), th e  load  c u r re n t (Fig. 9c), a n d  th e  co n tro l 
c u rre n t (F ig . 9d) fo r feed b ack  — in  th e  s te a d y  s ta te  — h av e  been  c o n s tru c te d

in  Fig. 9. F o r convience o f  re p re se n ta tio n  d iffe re n t scales h av e  b e e n  u sed  in 
F ig . 9c fo r th e  load  c u rre n ts  before  and  a f te r  th e  firin g  angle. C o m p ared  to  
th e  case discussed in  C hap . I l l ,  considerab le  d ifferences can  be o b se rv e d  in  
th e  tim e  fu n c tio n s o f  th e  flu x es an d  o f th e  c o n tro l c u rre n t (cf. F ig s. 6 a n d  9). 
A  s te a d y  s ta te  is also possib le  if  11 с ф  0. T h e  f lu x  change in  core “ A ”  in  th e  
h a lf  perio d  is th e n  o f  th e  sam e m ag n itu d e  b u t  oppo site  sense to  t h a t  in  core
“ B ”  (F ig . 96).

13*
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T h e  change in  f lu x  th ro u g h  core “ A ”  d u rin g  a h a lf  period  is, accord ing  
to  (F ,5 ) and  ( F , l l ) ,  p ro p o r tio n a l to  a v o ltag e  a rea  o f

I' u A d ( c o t )  =  J  U'c d  (со t) +  J [u — 2 I c0 (R F +  R t +  R l)] d (со t) (4,5)
ö ö ß l

w h ile  t h a t  in  core “ B ”  is, acco rd ing  to  (F ,12 ) an d  (F ,39), p ro p o rtio n a l to  a 

v o lta g e  area  of

\  u Bd (cot) —  ( [ — и +  U'c +  2 I c0 (R f +  Ri +  R l ) +
ö ß i

+  U  U 'c - R f
N g

N c R f +  R t +  R l
d (со t)

(4 ,6)
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In  th e  s te a d y  s ta te  (4,5) a n d  (4,6) are  e q u a l. H ence th e  e q u a tio n

u

R f +  Rj -f- R f
d (со t)

holds.
I f  th e  o p era tio n s are  p erfo rm ed ,

* r * L
TT, _  N c IT 1 +  cos a

c R f  +  R j +  R l U 2

(4,7)

(4,8)

w here U  is th e  m ean  va lu e  o f  th e  su p p ly  v o ltag e . T he r ig h t h a n d  side o f  eq u a 
tio n  (4,8) is no o th e r  th a n  I / f , t h e  m ean  v a lu e  o f th e  feedback  v o lta g e , so th a t  
th e  eq u a tio n  is id en tica l w ith  (2,1).

N a tu ra lly , th e  ap p ro ach  th ro u g h  in s ta n ta n e o u s  values y ie ld s th e  sam e 
re su lt as th a t  using m ean  va lues. T he m ean  va lu e  o f  th e  v o ltag e  ac ro ss  th e  load 
res is tan ce , neg lecting  th e  co erc itive  c u rre n ts  flow ing  in  s tag es  I  a n d  I I ,  is

u l =  i l r l =  u
R l 1 -f- cos a

R f -\- R j -(- R f 2
(4,9)

I f  U L is reg a rd ed  as th e  o u tp u t  signal, th e n , accord ing  to  th e  tw o  p reced ing  
expressions, its  p ro d u c t w ith

(4,10)
* l N c

is feed b ack  n eg a tiv e ly . A F is th e  feed b ack  gain . T he in p u t a n d  o u tp u t  v o ltages 
are  re la te d  b y  th e  expression

U L =  - ± - U ' c  (4,11)
A  F

T he m eth o d  o f feedback  show n in  F ig . 2 m a y  be a d v a n ta g e o u s ly  used  if
N C $ > N C.

In  th is  case th e  sam e va lu e  o f  A F can  be e stab lish ed  w ith  a f a r  la rger 
R l /R f ra tio , w hich is a d v an tag eo u s  in  reg a rd  to  th e  m ax im um  p o w er o u tp u t  to  
be o b ta in ed  from  th e  am p lifie r, an d  to  th e  effic iency  o f th e  a m p lif ie r . I f  th e  
ra tio  o f w indings is chosen to  com ply  w ith  th e  in eq u a lity

N_o

N c
< 1 , (4 , 12)
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t h e n  i t  is  p referable to  feed  b a c k  th e  to ta l  o u tp u t  v o lta g e . 
I n  th is  case th e  fe e d b a c k  g a in  is

(4,13)

V . Static characteristics

T h e  s ta tic  c h a ra c te r is tic s  o f  s. m. a. w ith  n e g a tiv e  feedback  d iffer su b 
s ta n t ia l ly  from  those  o f  a m p lif ie rs  w ith o u t feed b ack . D esp ite  th e  fa c t th a t  th e  
e q u a tio n s  o f these  c h a ra c te r is tic s  are im p o r ta n t  fo r u se , th e y  h av e  h ith e r to  
p a r t l y  n o t  been know n.

B ased  on th e  p re c e d in g  discussion, le t th e  chan g es in  th e  m ean  values 
o f  th e  lo ad  cu rren t an d  th e  co n tro l vo ltage f i r s t  be  d e te rm in ed  as fu n c tio n s 
o f  th e  m ean  value of th e  c o n tro l cu rren t o f a s. m . a . w ith  neg a tiv e  feedback  
f ro m  th e  o u tp u t signal. T h ese  a re  th e  functions I F — I t  (I 'c ) an d  U'c =  U'c ( I ’c)-

A ccording to  A p p e n d ix  4 an d  Fig. 8c,

I c ad —  I c0 [ß x — (ßul — ßi) +  л  — /?ш ] — 
л

( 5 Д )

=  - I c0[n +  2 ( ß 1 - ß m ) ] .  
л

A ccording to  (F , 18а), (F , 19) and (4,4) th e  fo llow ing  a p p ro x im a tio n  m ay  
b e  m a d e :

ßi c* sin ß x =
и  n

л  — ß iu  =  s in  ß m

C o n tra c tin g  (5,1), (5,2) a n d  (5 ,3),

Uc Rf + R-i + Rl
U r , r f -n ^

N r

(5.2)

(5.3)

R l +  R f ( l +  ™ +  R l

N r

U'r (5,4)

S u b s t i tu t in g  U'c in  (5,4) f ro m  e q u a tio n  (2,1) o f  th e  v o lta g e  equ ilib riu m  in  th e  
c o n tro l  c ircu it,



In tro d u c in g  th e  n o ta tio n

s  = (5 ,7 )

th e  req u ired  re la tio n  b e tw een  th e  con tro l c u rre n t a n d  th e  load  c u rre n t m a y  be 
w ritte n  in  th e  easily  m a n ip u la te d  form  o f

I I  =  3  (7co +  Ic )-  (5,8)

F ro m  (5,4) th e  re la tio n  b e tw een  th e  con tro l v o lta g e  an d  th e  co n tro l c u rre n t is

U'c =  R f S  ( I c0 +  I c ).
^ C

A ccording to  (5,9), th e  in p u t pow er is

P,. =  U'c I'c =  R f S  ( J c0 I c  +  I ^ ) .  
Nc

(5,9)

(5 ,10)

T he v a lid ity  o f th e  la s t  th re e  eq u a tio n s, d esc rib in g  th e  s ta tic  ch a ra c te ris tic s , 
is lim ited  to  th e  co n tro l ran g e . T he con tro l ra n g e  is lim ited  w ith  re sp ec t to  
th e  co n tro l c u rre n t b y  th e  in e q u a lity

- I c o < I c < I 'c i  ( 5 Д 1 )

an d  in  re sp ec t to  th e  co n tro l v o ltage  b y  th e  in e q u a lity

0 < t / c < t 7 c ; . (5 ,12)

F o r i f  th e  lo ad  c u rre n t h a s  reached  its  m a x im u m  v a lu e  o f J^m ax, th e n  i t  is 
no use d ecreasing  | I'c ] , o r increasing  U'c , th e  lo ad  cu rren t (an d  th u s  also 
th e  feed b ack  v o ltag e ) w ill rem ain  unch an g ed . T h e  co n tro l c u rren t a n d  v o ltag e  
va lu es  co rresp o n d in g  to  I I ,max w ere in  (5,11) a n d  (5,12) re sp ec tiv e ly , m ark ed  
I 'd  an d  U'ci• F ro m  (5,8) an d  (5,9) th ese  lim itin g  v a lu es  are

A FAST RESPONSE MAGNETIC AM PLIFIER
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I  C l  =  —  I СО +  ~  î

U СI £sd Rp I L,ma*

W ith in  th e  control ran g e  th e  a ssu m p tio n  o f R'c =  0 w as a good a p p ro x im a tio n , 
b u t  a t  co n tro l vo ltages U'c  ]>  U’Ci its  use is no longer p erm issib le , fo r th e

v o lta g e  (U 'c — U'a )  d ev e lo p es en tire ly  across R c , since th e  fee d b a c k  v o ltage  
is n o w  co n stan t.

I t  w as w ith  reg a rd  to  th is  fac t th a t  th e  re la tio n s

I I  =  ? (5,8a)

U c =  U CI +  R c  ( I c  — I c i ) a (5,9a)
a n d

P, ^ ( U c l-  R'c la )  I'c +  R'c I'c2 (5,10a)
to  g iv e  th e  sta tic  c h a ra c te r is tic s  in  th e  ran g e  fo r U ’c )> U'ci, w ere d e te rm in ed .

B ased  on the  ab o v e  co n sid e ra tio n s , th e  s ta t ic  ch a rac te ris tic s  o f  th e  s. m. 
a . w ith  feedback  w ere c o n s tru c te d  in  F ig . Í0 . F o r  com ple teness’ sake  th e  
f ig u re  also  includes th e  c h a ra c te r is tic  Up =  U i( U 'c ) ,  o b ta in ed  b y  u se  o f  e q u a 
t io n  (4,11).
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T he d o tte d  lines in  F ig . 10 also show  th e  s ta tic  ch a ra c te ris tic s  fo r no 
feedback . T he d ivergence  betw een  th e  cases w ith  and  w ith o u t feed b ack  is 
obvious.

T he e q u a tio n s  o f th e  s ta tic  ch a ra c te ris tic s  o f  th e  am p lifie r a re  — w ith in  
th e  lim its  o f  to le rab le  e rro r  — also su ite d  to  num erica l ca lcu la tio n s  (see 
C hap. X ).

(6Д)

w here
•Po,max is th e  g re a te s t  pow er developed  o n  th e  load  resis tan ce ,
Pi,max is th e  g re a te s t in p u t pow er.
A ccord ing  to  (5,10) th e  in p u t pow er h as  a m ax im um  a t  a co n tro l c u rre n t

o f e ith e r  I'c  = ----- , o r I ’c — I'ci’ acco rd in g  to  w h e th e r --------- ^5° falls w ith in
2 2

th e  co n tro l range  or n o t.
IcOP resu m in g  th a t  — ----  is w ith in  th e  c o n tro l range, th e n  th e  m ax im u m
2

V L, '
T he n eg a tiv e  sign  h as  appeared  b ecau se  w ith in  th e  c o n tro l ra n g e  th e  

co n tro l c u rre n t is o f  o p p o site  d irec tion  to  U q . H encefo rth  th e  n e g a tiv e  sign 
w ill n o t be  used.

T he m ax im u m  o u tp u t  pow er is
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I n  w r it in g  (6,5) th e  re la tio n s

a n d  (4 ,10) were considered , w here
B p  — th e  p eak  v a lu e  o f  th e  m ax im u m  in d u c tio n  in  th e  m a g n e tic  

m ateria l [V s/cm 2].
lp e — th e  m ean  le n g th  o f  th e  lines o f  force in  th e  core [cm ].
Iq — th e  len g th  o f  th e  tu rn s  of th e  g a te  w ind ing  [cm].
A q — th e  w indow  a re a  occupied  b y  th e  g a te  w inding  [cm2].
A p e — th e  cross se c tio n  o f  th e  core [cm 2].
ô — th e  ra tio  o f th e  fo rw ard  res is tan ce  o f  th e  rec tifie r to  th e  in te rn a l  

re s is ta n c e  o f  th e  gate  w in d in g .
I f  th e  to ta l o u tp u t  v o lta g e  is fed b a c k  [see eq u a tio n s  (4,12) a n d  (4 ,13)], 

th e  p o w e r gain  is

V II. The transient state operation o f the self-saturating m agnetic am plifier  
w ith  feedback from the output signal

A) Transfer fu n c tio n , response, equivalent tim e constant

G iv en  th e  tra n sfe r  fu n c tio n s  o f th e  am p lif ie r  w ith o u t feedback  [eq u a tio n s  
(3 ,1 1 )] a n d  th e  gain  o f  th e  fe e d b a c k  [eq u a tio n  (4,10)] th e  tra n s fe r  fu n c tio n  
o f  th e  am p lifie r w ith  fe e d b a c k  m a y  be d e te rm in e d , using  th e  fam ilia r re la tio n

У- у *  ___ _______ m_______

m ~  1 - f  A p  Y m '

F ro m  th e  expressions (3 ,11), (3,11a) an d  (3,116) th e  tra n sfe r  fu n c tio n s  o f  th e  
a m p lif ie r  w ith  feedback  a re
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T he gain  of th e  a m p lif ie r  w ith  feedback  m a y  b e  o b ta in ed  from  th e  tr a n s fe r  
fu n c tio n  b y  s u b s ti tu t io n  o f  p  =  0. I t  is

[cf. expressions (4,11) a n d  (7,3)].

In  o rder to  dec ide  th e  use of w hich o f  th e  possib le expressions fo r th e  
tra n s fe r  fu n c tio n  is  th e  m ore ad v an tag eo u s , le t  u s  de te rm ine  th e  e x p re ss io n

fo r th e  response in  th e  case o f a step  change o f  co n tro l vo ltage  U'c =  ------ ,
A p

i. e. o f  m ag n itu d e  —*. T h en , using th e  su m m ing  fo rm u la  for an  in fin ite  geom et-
Jtl

rica l series, th e  L a p lace  tran sfo rm s o f th e  re sp o n se  are

I f  (7,4) is tra n s fo rm e d  b ack  te rm  b y  te rm , i t  m ay  be d irec tly  seen  th a t  
th e  change in  th e  o u tp u t  sig n a l w ith  tim e  is — u s in g  th e  app roach  c o rre sp o n d 
in g  to  F ig . 7a — t h a t  show n in  F ig . 11.
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T h e  reverse tra n s fo rm a tio n  te rm  b y  te rm  o f  (7,4a), w hich  co rresp o n d s 
to  t h e  ap p ro ach  o f F ig . 76, y ields a tim e  fu n c tio n  th a t  is v e ry  m u c h  m ore 
d if f ic u l t  to  hand le , for

u u (t) =
T e ' (t -  r ) 1 (t — 2 t)

r L те T \  2!

+  ~
(t -  пт)"

T ne n  !

i u -

+
T? 3!

+

u L O
A A ,

(1-AAf) 3
(1-aaA

(m„)s
1-AAr

l l

и-

T  2 T  3 T  4 T  5 T
Fig. 11

(7,6)

w h e re  a t  a tim e  t o n ly  th o se  te rm s  m a y b e  con sid ered , w hich fu lfil th e  in e q u a l
i t y

(t — n r) >  0 .

T h e  exp ression  for UL2 (t) m a y  be co n sid e rab ly  sim plified , i f  o n ly  th e  tim es 
t n r  a re  considered, i. e. i f  T is neg lig ib ly  sm all com pared  to  th e  d u ra tio n  
o f  th e  tra n s ie n t process b e in g  considered . I n  th is  case n r  m ay  be  neg lec ted  
b e s id e  t in  (7,6) and

U L2(t) =  U L3(t)
1 i2 I t 3

~ ~2\ T 2e +  3! T?

(1 - e - U T e ) ,
(7 ,6 a ,6)

so t h a t  th e  sam e response  is o b ta in ed  as t h a t  g iven  b y  (7,46).
I n  regard  to  th e  u se  o f  th e  th ree  ex p ressio n s for the  tra n s fe r  fu n c tio n  

t h a t  h a v e  been given , th e  p reced ing  co n s id e ra tio n s  p e rm it th e  s ta te m e n t  to
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be m ad e  th a t  in  th e  case o f “ fa s t”  response  am plifiers  i t  is b e s t to  use e x p re s 
sion  (7,1), in  th e  case o f “ slow ”  response  (7,16) for th e  tra n s fe r  fu n c tio n , 
w hile th e  use o f  (7,1a) is n o t a d v a n ta g e o u s . T he question  o f  w hen  to  re g a rd  
th e  m ag n e tic  am p lifie r as h av in g  a fa s t  o r a slow  response w ill be  e lu c id a ted  
la te r , in  th é  d iscussion o f Fig. 14.

F ig . 12 show s th e  N y q u i s t  d iag ram s based  on expressions (7 ,1), (7,1a) 
an d  (7,16) for a loop gain  of A  A  p =  0,5. R ig id  feedback  from  th e  o u tp u t  signal 
p u ts  a n  end  to  th e  in te g ra tin g  c h a ra c te r  o f  th e  am plifier. T h is e ffec t o f  fe e d 
b ack  can  be c learly  seen from  a com parison  o f  F igs. 7a, 6 an d  11 o r 7c an d  12.

Fig. 12

F ig . 11 enab les th e  follow ing im p o r ta n t  s ta te m e n t to  be m ad e  on th e  
progress o f  th e  tra n s ie n t process in  th e  feed b ack  am plifier:

A p a r t fro m  the f i r s t  h a lf  period after the change in  control voltage, the change 
in  the mean value o f  the output voltage fo r  a n y  o f  the subsequent h a l f  periods  
com pared to the ones preceding them is equal to the product o f  the m ean value o f  
the resultant control voltage applied  to the control circuit in  the preceding h a lf  
period, and  o f  the factor

R f -f- Rj +  R l

T his s ta te m e n t is also tru e  for th e  am p lifie r w ith o u t feedback . [See eq u a tio n
(3,7) an d  Fig. 7a, 6].

F ro m  th e  d y n am ic  p o in t o f v iew  th e  b eh av io u r o f th e  a m p lif ie r  is s im ila r 
to  th a t  o f  e lem ents w ith  single tim e  c o n s ta n ts . T he speed o f re sp o n se  m ay  
here  also be ch a rac te rized  b y  a q u a n ti ty , th e  so-called eq u iv a len t tim e  c o n s ta n t.
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P ro ceed in g  as w ith  sing le-tim e c o n s ta n t m em b ers , th e  shaded  a re a  in  
F ig . 13 m a y  be reg a rd ed  as th e  e q u iv a len t tim e  c o n s ta n t of th e  am p lifie r. 
A cco rd in g  to  th e  ded u c tio n  o f  A p p en d ix  4 , th e  e q u iv a le n t tim e  c o n s ta n t is

1 1
2 f  A A f

(7,5)

fo r a ll th re e  tra n s fe r  fu n c tions.
The equivalent tim e constant decreases as A p i s  increased. A  suitable choice 

o f  A  p  w ill p e rm it U p to reach its steady state value by the second h a lf  period  after 
the a p p lica tion  o f  a step change in  the control voltage at the beginning o f  the f i r s t

h a l f  p er io d . T h is leads to the theoretically attainable fa stest response fo r  a m agnet
ic a m p lifie r .

I n  th is  c ircu it

I f  fe e d b a c k  is from  R p , th e  v a lu e  o f  R p  n ecessa ry  for response w ith in  one 
p e rio d  is, accord ing  to  (7,8),

I f  (7,8) is fu lfilled , F ig . 11 v is ib ly  show s th e  re sponse  o f  th e  am p lifie r w ith in  
one p e rio d . T he increase in  o u tp u t  vo ltag e  is, b ecau se  o f  (7,8), zero in  th e  th ird  
a n d  su b se q u e n t periods.

F o r  com pliance w ith  (7,8) th e  tra n s fe r  fu n c tio n  is
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O _  R i +  R l
K p  ~  A'

^---- 1
N r

(7,10)

I t  m a y  be seen fro m  th e  expression fo r R P t h a t  re sp o n se  w ith in  one p e rio d  m a y  
o n ly  be  b ro u g h t a b o u t if  th e  ra t io  o f tu rn s  in  th e  w indings is such  th a t
N o
N r

>  1 •

I f  feedback  is from  R , , th e  ra t io  o f tu rn s  h a s  to  be chosen so t h a t

N q

N r
R , R ,

R l
(7Д 1)

fo r A A p  = 1  to  b e  tru e .
I t  m ust be  re g a rd e d  as a consid erab le  a d v a n ta g e  to  be a tta in e d  b y  th is  

c irc u it — as o p p o sed  to  o rd in a ry  s. m . a . — t h a t  w hereas T e is here  in v e rse ly  
p ro p o rtio n a l to  th e  su p p ly  freq u en cy , th e  tim e  c o n s ta n t is in  th e ir  case in d e 
p e n d e n t o f th e  su p p ly  frequency .

A tim e c o n s ta n t defined  in  th e  follow ing w ay  m ig h t also h av e  b een  in t r o 
d u ced  to  ch a rac te rize  th e  speed o f  response  o f  th e  am p lifie r w ith  feed b ack : 
le t th e  tim e  c o n s ta n t be th e  tim e  t h a t  elapses from  a p p ly in g  th e  con tro l v o ltag e , 
till  th e  m ean  v a lu e  o f  th e  o u tp u t v a lu e  a t ta in s  6 3 %  o f its  f in a l v a lu e .

T he tim e  c o n s ta n t o b ta in ed  b y  th is  l a t te r  d e fin itio n  is, acco rd ing  to  
A p p en d ix  5,

1 Í log 0,37 1
2 /  i log  (1 A A f )

(7,12)

F ig . 14 shows th e  changes in  T e a n d  T 63 as fu n c tio n s  o f  th e  open  loop g a in  
A A p .  F o r an  e x p o n e n tia l response  th e  tw o d e fin itio n s  o f  th e  tim e  c o n s ta n t 
w ill, o f  éourse, y ie ld  id en tica l re su lts .

I n  th e  p re se n t case th e  n u m erica l va lu es  o f  th e  tw o  tim e  c o n s ta n ts  show  
good ag reem en t fo r  sm all values o f  A A p ,  since fo r sm all loop gain , i. e. slow  
resp o n se , th e  t r a n s fe r  function  is a p p ro x im a te ly  Y l ( p ) ,  so th a t  th e  re sp o n se  
is exp o n en tia l. F o r  la rg e  values o f  A A p ,  how ever, th e re  is considerab le  d iv e r
gence (F ig. 14). In  th e  la t te r  case i t  is b e s t to  u se  th e  tra n s fe r  fu n c tio n  g iven  in  
(7,1). T he choice o f  T e from  am ong th e  tw o ty p e s  o f  tim e  c o n s ta n t is ju s t if ie d  
p a r t ly  b y  th e  fa c t t h a t  i t  is sim ple to  d e te rm in e , a n d  p a r t ly  b y  th e  fa c t th a t  
fo r v a lu es  of A A p  n e a r  u n ity  T 63 as ca lcu la ted  fro m  (7,12) is n e g a tiv e  an d  
c a n n o t therefo re  b e  in te rp re te d .

T he increase  in  o u tp u t v o ltag e  ta k in g  p lace  in  th e  f irs t  h a lf  perio d  a f te r  
ap p lica tio n  o f th e  co n tro l vo ltag e , w hich  m a y  b e  ca lcu la ted  from  e q u a tio n  
(3,6), has h ith e r to  b een  neglected . In  th e  case o f  am p lifie rs  w ith  v e ry  fa s t
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re sp o n se , p a rtic u la rly  o f  th o se  o p e ra tin g  w ith in  one period , th is  om ission  is 
n o t  ju s tif ie d . I ts  c o rre c tio n  is, how ever, sim p le  a n d  does n o t e s se n tia lly  a lte r  
a n y th in g  th a t  has b een  sa id . F o r in s ta n c e  th e  change in  th e  m ean  v a lu e  o f 
th e  o u tp u t  voltage fo r th e  m . a. o p e ra tin g  w ith in  one period  a cco rd in g  to  (3,6) 
is , in  th e  f irs t h a lf  p e rio d  a n d  neg lecting  th e  p o te n tia l  d rop  caused  b y  coerc itive  
c u r r e n t ,

ß i

A U Ll =  A  —  f  (— u -f- U'c) d(a> t) . 
л  J

(7,13)

T h e  m ean  value o f th e  c o n tro l vo ltag e  in  th e  f i r s t  h a lf  period  is

U'fCl и -f- 1/^) d(co t) . (7,14)

A s h a s  been po in ted  o u t th e  change in  th e  m ean  v alue  o f  th e  o u tp u t  v o ltag e  
c o m p a re d  to  th e  p rev io u s h a lf  period  is —  from  th e  second h a lf  p e rio d  onw ards 
— th e  p ro d u c t o f th e  m e a n  va lu e  o f th e  r e s u lta n t  contro l v o lta g e  ap p lied  to  

th e  c o n tro l c ircu it in  th e  p rev io u s h a lf  p e rio d  a n d  o f th e  fa c to r  A .  T h e  change 
in  th e  m ean  value o f  th e  o u tp u t  vo ltage  in  th e  second h a lf  perio d  is th e re fo re

A U L2 =  A  U c и -j- U ’c ) d (со t) (7,15)

T h e  m ean  value o f th e  c o n tro l vo ltage  in  th e  second  h a lf  period  is, from  (7,13) 
a n d  (7,15),
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U a  — U c  — A  p (A U L1 A U Li) — 0

T h e  tra n s ie n t p rocess th u s  ceases in  th e  second h a lf  p e rio d .

B) Block diagram. F ast response self-sa turating  magnetic a m p lifie r  with
“ in fin ite ”  power ga in

As a conclusion o f  th e  fo rego ing , th e  b lock  d iag ram  o f th e  feedback  
am p lifie r h as  been d raw n  in  F ig . 15a. T h e  d iag ram  does n o t in c lu d e  th e  effect

Fig. 15

o f  th e  v o ltag e  I'cR 'c  developing  on  th e  co n tro l c ircu it re s is ta n c e . I n  o rd e r to  
o b ta in  th e  re su lta n t co n tro l v o ltag e  t h a t  causes changes in  th e  v o ltag e  U ’i ,  
n o t o n ly  U'F b u t also th e  vo ltage  I 'c R ’c bas to  be su b tra c te d  fro m  U ’q.

I'cR 'c  m ay easily  be d e te rm in ed , u sin g  eq u a tio n s (4,9) a n d  (5,8). T h e  m ore 
precise  b lock  d iag ram  th u s  o b ta in ed  is show n in  F ig . 15b.

A ccording to  th e  precise b lock  d iag ram  o f F ig . 156, th e  expressions for 
th e  tra n s fe r  fun c tio n , ga in , response a n d  eq u iv a len t tim e  c o n s ta n t  found  for 
th e  feed b ack  am p lifie r co rrespond  to  re la tio n s  (7,1), (7,3), (7,4) an d  (7,5) 
ab o v e , w ith  th e  d ifference th a t  th e y  h av e , in s te a d  o f  A p ,  a feed b ack  fac to r

14 Acta Technics XXIX/1—2.
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A fi — Ap -j- R ç
r l s

T h e  b lo ck  diagram  o f F ig . 156 show s th a t  th e  a m p lif ie r  has n o t on ly  o u ts id e  
n e g a t iv e  feedback, b u t  a lso  a n  in h e re n t, in te rn a l n e g a tiv e  feedback . C om pen
sa tio n  o f  this internal negative feedback makes it possib le w ith  zero control current 
to in flu en ce  the value o f  the o u tp u t signal by changing on ly  the control voltage.

T h is , in  other words, m ea n s that it thus becomes possib le  to construct a m ag
netic  am p lifier  w ith theoretically “ in fin ite ’’'’ pow er g a in  and  “ in fin ite ”  in p u t  
im pedance.

Fig. 16

T h e  m ethod  o f c o m p e n sa tin g  th e  in te rn a l n e g a tiv e  feedback  is show n 
in  th e  b lo ck  diagram  o f F ig . 15c. I t  m ay here be seen th a t  a p a r t  from  th e  e x ta n t  
e x te rn a l  negative  feed b ack , th e  am plifier m ust be  su p p lied  on th e  one h a n d , 
w ith  a  b ias  of —I CoN g on  a s e p a ra te  contro l w in d in g  a n d  on th e  o th e r, w ith  a 
w e a k  p o sitiv e  feedback  o n  a  th i r d  contro l w ind ing .

T h e  contro l cu rren t w ill be  zero over th e  co n tro l ran g e  i f  th e  gain  o f th is
1

l a t t e r  p ositive  feedback  is A x =  —— — •
b R L

A  deta iled  circu it d ia g ra m  co n stru c ted  on th e  b as is  o f Fig. 15c an d  th e  
fo re g o in g  is shown in  F ig . 16. T h e  on ly  p a r t th a t  h as  n o t b een  e lu c id a ted  in  th e  
c ir c u i t  d iag ram  is th a t  p la y e d  b y  th e  co n stan t DC v o lta g e  [/&. T he need  fo r 
i t  is  sh o w n  b y  th e  fo llow ing co n sid e ra tio n : I f  U q =  0 a n d  [/* =  0, th e n  w h a t
e v e r  v a lu e  o f  I 2 is chosen, th e  v a lu e  of I c  c a n n o t be  re d u c e d  to  zero, because  
th e  v o lta g e  Uf — 2 I C0R f c a u se d  b y  th e  m in im al v a lu e  (2 I co) o f th e  load  c u r
r e n t  w ill alw ays m a in ta in  so m e  I ç  cu rren t. In  o rd e r, w ith  th e  help  o f —12, 
to  re d u c e  th e  value o f I c  to  ze ro , even  for zero or n e a r  zero  values of th e  c o n tro l



A FAST RESPONSE MACNETIC A M PL IFIE R 211

v o lta g e , i t  is n ecessary  to  h av e  a c o n s ta n t DC v o ltag e  o f  m a g n itu d e
Uk =  2 I c0 R F.

I t  shou ld  be  em phasised  th a t  th e  c ircu it to  co m p en sa te  th e  in te rn a l n e g a 
tiv e  feedback  can , w ith  re la tiv e  ease be so c o n stru c ted  as n o t to  a lte r  th e  d y n a m 
ic p ro p e rtie s  o f  th e  am p lifie r.

V III. The figure o f m erit

T he fig u re  o f m erit is d efin ed  as th e  q u o tie n t

(8Д)

I n  th e  case o f  th e  c ircu it o f  F ig . 16, w here th e o re tic a lly  an  “ in f in ite ”  p ow er 
g a in  m ay  be o b ta in e d , th e  f ig u re  o f  m erit is n o t a c h a ra c te r is tic  q u a n t i ty .  T he 
fig u re  o f m erit, how ever, p ro v id es  usefu l in fo rm a tio n  on th e  effects o f  th e  v a r i 
ous q u a n titie s , in so far as th e  ad v a n ta g e s  o f th e  c ircu it o f  F ig . 16 c a n n o t — due 
to  d ev ia tio n s o f  th e  m ag n e tic  m a te ria l used from  th e  idea l — be fu lly  secu red . 
L e t th e  figu re  o f  m erit th e re fo re  be d e te rm in ed  for th e  c ircu it o f F ig . 2.

F o r feedback  from  R p  th e  v alue  o f th e  fig u re  o f  m e rit, using  (6 ,5), (7,5) 
a n d  (8,1), is

R ,

J  =

1 +  - - 1 +  A p 1 +  -
128 ___ 1____p  B p
л 2 e ( i  +  ő) h c0

-^F e^G R, N

I f e  1g Bj
1 + R r ~ { 1 +  à

N c
P ^~ a

(8 , 2)

I f  th e  whole o f th e  o u tp u t v o ltag e  is fed back  th e  v a lu e  o f  J ,  accord ing  to  (6 ,5a), 
(7,5) an d  (8,1) is

J  =
128

л* e ( i  +  <5) P
1 +  — (1 +  A p )  

B p A FeA G R L R j

В  со 1 Fe lo  R t 1 +  &
3

R ,

(8,3)

For both feedback fro m  R p  and fro m  the whole o f  the output voltage, the 
f ig u re  o f  m erit rises i f  A p i s  increased. F o r th e  la t te r  case th is  is d ire c tly  o b se rv 
ab le  in  (8,3). C hanges in  th e  figu re  o f m erit as a fu n c tio n  o f  A p  a re  show n in  
F igs. 17 an d  18, c o n s tru c te d  accord ing  to  eq u a tio n s  (8,2) an d  (8,3). T he

o rd in a te s  o f th e  F igs, are  c a lib ra te d  in  values o f  —- ,  w here

128 _ 1 ___  B„ A p eA G

n* e ( H  (5) H c0 l F c l G
(8,4)

14*
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T h e  v a lu e  o f A p  a t  w h ich  eq u a tio n  (7,8) — th e  co n d itio n  fo r o p e ra tio n  w ith in  
o n e  p e rio d  — is fu lfilled  is d iffe ren t for each  o f th e  eigh t cases show n an d  th e  
e ig h t  curves of F igs. 17 a n d  18 therefo re  also  e x te n d  to  d iffering  v a lu es  o f  A p .

N a
I t  follows from  th e  f ig u re s  th a t  if  th e  ra t io  Ar is increased , th e  figu re  of

m e r i t  rises. The reaso n  is t h a t  as
N o

N r

N r

is in c reased , R p  an d  th e  pow er lo s t across

i t ,  decrease. A p a rt fro m  in creasin g  th e  m a x im u m  pow er o u tp u t  t h a t  can  be
N g

t a k e n  from  th e  a m p lif ie r , i t  is also d esirab le  to  use as la rge  an  —— ra tio  as
N c

p o ss ib le  to  o b ta in  a g iv en  v a lu e  of A p ,  in  o rd e r to  increase th e  f ig u re  o f m erit, 
fo r  th e  circu it o f F ig . 2. I f  feedback  is from  th e  w hole o f th e  o u tp u t  vo ltage  
th e n ,  since th ere  is no p o w er loss on th e  fee d b a c k  res is tan ce , th e  cu rve  R p  =  
=  R l show ing th e  f ig u re  o f  m e rit as a fu n c tio n  o f  A  p ,  w ill everyw here  b e  above

th e  cu rves for feed b ack  fro m  R p . In  th e  b o u n d a ry  case, w here
N r

N r,
0, e q u a 

t io n  (8,2) goes over in to  (8,3) and  th ere  is no d ifference as fa r  as th e  fig u re  of 
m e r i t  is concerned, b e tw e e n  feedback  from  R p  o r from  th e  w hole o u tp u t  v o lt-

R l .
ag e . A  com parison o f  F ig s . 17 and  18 show s t h a t  J  decreases i f —— is increased .

R,
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I t  is th e re fo re  co rrec t to  choose th e  v alue  o f  —— as n ear u n ity  as p o ssib le . I t  is

also w o rth  n o tin g  th e  f 2 te rm  in  th e  exp ression  fo r J .  ( I t  is a fa m ilia r  fa c t th a t  
for m ag n e tic  am plifiers  w ith  classical c ircu its  a n d  c u rren t tra n s fo rm e rs  J  is 
only  p ro p o rtio n a l to  f .)

T h e follow ing shou ld , m oreover, be n o te d  in  re sp ec t o f w h a t h a s  b een  set 
fo r th . Since th e  d ed u c tio n  o f  th e  expressions (8,2) and  (8,3) fo r th e  f ig u re  of

m erit u ltim a te ly  re s ts  on th e  cond ition  (2,3), an d  since a t  th e  p o in t  A P = 0  
an d  w ith in  a ce rta in  d is tan ce  from  zero (2,3) is c e rta in ly  n o t fu lf illed , J  should  
n o t be d e te rm in ed  for th e se  values o f A F, u sing  (8,2) an d  (8,3).

F o r  A p  = 0 ,  i. e. th e  case o f  an  o rd in a ry  s. m . a ., th e  f ig u re  o f  m erit 
shou ld  be ca lcu la ted  from  th e  expression

j  =  ü ____1 / 2  B p A Fe A g R J R ,

1 л  eU  +  V  я *  i Fc i g (1 +  В Д ) 2 ’
(8,5)
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42Л
d e d u c e d  in  A ppendix  6 (8 ,5) w ill give values o f  J  t h a t  a re  ------=  0.393 tim es

128
sm a lle r  th a n  those c a lc u la te d  from  (8,2) an d  (8 ,3). S ince in  F igs. 17 an d  18
WÖ
D O

=  0.393, th e  J ( A F) c u rv e s  will s ta r t  f ro m  D ' in s te a d  of D , an d  will

a p p ro x im a te  th e  cu rves sh o w n  faste r, if  th e  v a lu e  o f  A F a t  w hich (2,3) is 
fu lf ille d  is sm aller.

IX. Self-saturating m agnetic am plifier w ith feedback 
as a DC “ impedance transform er”

O fte n  one of th e  m o s t im p o r ta n t  co n sid e ra tio n s in  selecting  an  am p lifie r 
c ir c u it  is th e  value o f th e  in p u t  im pedance th a t  c a n  be  realised . In  th e  case o f 
a u to m a tic  regu la ting  e q u ip m e n t, for in stan ce , am p lif ie rs  w ith  a la rg e  in p u t 
im p e d a n c e  are p re fe rred  as p ream p lifie rs , for th e y  h a v e  th e  follow ing a d v a n 
ta g e s :

a )  B o th  the  sen sin g  e le m e n t and  th e  re fe ren ce  e lem ent can  h av e  low  
p o w e r levels;

b)  fo r a given d e p a r tu r e  o f the  co n tro lled  q u a n t i ty  from  th e  desired  
v a lu e  — from  the  re fe ren ce  sig n a l — the  e rro r s ig n a l w ill be la rg es t, due  to  
th e  f a c t  th a t  the  e rro r-m e asu rin g  device will, fo r p ra c tic a l purposes, be  o p e ra t
in g  in  a no-load c ircu it;

c)  rig id  and f re q u e n c y -d ep e n d e n t feed b ack  can  be easier an d  m ore 
a d v a n ta g e o u s ly  effected  to  a p lace  of h igh , th a n  to  one of low im p ed an ce ;

d )  i t  is fa r easier a n d  ch eap e r to  loca te  re g u la tin g  loop stab iliz in g  ele
m e n ts  in  places of h igh , t h a n  o f  low im pedance leve ls .

I f  an  electronic p re -a m p lif ie r  is used, a la rge  in p u t  im pedance  is a u to m a t
ic a lly  assu red . Since, h o w e v e r , m agnetic am p lifie rs  a re , on accoun t o f  th e ir  
n u m e ro u s  fam iliar a d v a n ta g e s , frequen tly  p re fe rred  to  electron ic am p lifie rs , 
m a g n e tic  am plifier c irc u its  w h ich  perm it a h igh  in p u t  im pedance  to  be a t 
ta in e d  a re  p a rticu la rly  im p o r ta n t .

T h e  m agnetic a m p lif ie r  c irc u it which has b e e n  d iscussed  m akes i t  possib le 
to  c o n s tru c t  an am p lifie r w ith  a large in p u t im p e d a n c e  a n d , depend ing  on th e  
ty p e  o f  feedback used , w ith  a sm all or a large o u tp u t  im pedance . I f  an  ideal 
m a g n e tic  m ateria l is u sed , th e n  th eo re tica lly  an  in f in i te ly  g rea t in p u t  im p e d 
a n ce  a n d  e ither a zero , o r  a n  in fin ite ly  g re a t o u tp u t  im pedance  can  be 
a c h ie v e d .

I n  cases, how ever, w h e n  th e  ad van tages o ffe red  b y  th e  c ircu it o f  F ig . 16 
c a n n o t  b e  fully secured d u e  to  th e  d ep artu re  o f th e  m ag n e tic  m a te ria l from  th e  
id e a l, th e  following re la tio n s  fo r  th e  calcu lation  o f  in p u t  an d  o u tp u t im p ed an ce  
fo r  th e  c ircu it of F ig . 2 w ill p ro v id e  useful in fo rm a tio n  on th e  effects o f th e  
v a r io u s  quan titie s .
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U sing (2,1) an d  (5 ,8), th e  in p u t im p ed an ce  fo r th e  c irc u it o f  F ig . 2 is

z; = 3 U'c

Ql'r
— R c  +  R /

N c
N r

(9Л )

W ith  (4,10), (5,7), (6,6) a n d  (6,7), (9,1) can  be  b ro u g h t to  th e  fo rm

Z, =  R c  +  9 , 8 5 / i ^  A P N% 
H c0 1 Fe 1 + R l

R í

R l_

(9,2)

(w here Z,- is n o t a red u ced  va lu e). I f  feed b ack  is n o t from  R F b u t  f ro m  R L 
th e n  th e  d e n o m in a to r o f  th e  second te rm  o f th e  r ig h t h a n d  side o f  (9,2) will

change to 1 + ^ ( 1  + ^ F) 
R ,:

In  o th e r  re sp ec ts  (9,2) rem a in s  u n a lte re d ,

(9,2) show s th a t  to  ach ieve  a la rge  value o f  Z,- a m ag n e tic  m a te r ia l w ith  a h igh  
v a lu e  o f B plH c0 shou ld  be  u sed . I f  B p/H c0 is g iven , Z,- can  be  in c reased  b y  in c reas
in g  th e  n u m b e r o f  tu rn s  on  th e  con tro l w inding , th e  feed b ack  ga in , th e  supp ly  
freq u en cy  an d  th e  lin e a r  d im ensions of th e  core. A ccord ing  to  A p p e n d ix  7 th e  
v a lu e  o f th e  o u tp u t im p ed an ce  for feedback  from  R F is

Z q f  —
3 U l 

9 I I
— Ri +  R l ^  F 1 + —  

Nr.
+

n

2 R c  Ico
(9,3)

an d  for feedback  from  R L

Z,о/.
9 U_l

9 I L

2 Rj R ç  I  с о 
7t A  F U  p

(9,4)

Since Up is genera lly  la rg e r b y  a few o rders o f  m ag n itu d e  th a n  R cIc0, (9,3) 
is a large an d  (9,4) a sm all im pedance  va lu e  co m p ared  to  Rj.

A p hysica l e x p la n a tio n  fo r changes in  th e  in p u t an d  o u tp u t  im pedances 
can  easily  be  given. T h e  in p u t im pedance  increases, because th e  in p u t  vo ltage  
has n o t o n ly  to  b a lan ce  th e  ohm ic v o ltag e  d ro p  on  th e  in p u t c irc u it b u t  also 
th e  feed b ack  vo ltag e , w h ich  is genera lly  severa l tim es  g rea te r . T h e  o u tp u t  im 
pedance  is large fo r feed b ack  from  RF an d  sm all fo r th a t  from  R L, because  i f  
U'c is c o n s ta n t th e  v o ltag e  across R P or RL is also c o n s ta n t, so t h a t  th e  c u rre n t 
th ro u g h  th e  load  is c o n s ta n t desp ite  changes in  R c ,  o r, in  th e  o th e r  case, th e  
v o ltag e  across th e  lo ad  is c o n s ta n t, desp ite  changes in  R L.

The am plifier in  the f i r s t  case therefore closely resembles an ideal current 
generator, in  the second, an ideal voltage generator.

I t  m ay , fu r th e rm o re , easily  be seen from  th e  foregoing th a t  th e  o u tp u t 
v o ltag e  w ill rem ain  p ra c tic a lly  c o n s ta n t for changes w ith in  a w ide ran g e  of 
th e  su p p ly  vo ltag e  an d  su p p ly  frequency . T h is m ay  also be  seen from  eq u a tio n s
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( F ,52) an d  (F,52a) o f  A p p e n d ix  7, for R 'c in  th e  d e n o m in a to r m a y  u su a lly
N g N g

b e  n e g le c te d  beside S R F — — o r S R L — — ■ T h e  im p ed an ce  p ro p e rtie s  o f  th e

m a g n e tic  am plifier d iscu ssed  agree w ith  th e  w ell-know n  case of th e  electron ic  
a m p lif ie r  w ith  neg a tiv e  fe e d b a c k  from  th e  c u rre n t. I n  th e  case o f th e  e lec tron ic  
a m p lif ie r  th e  in p u t im p e d a n c e  also increases co n sid e rab ly  as a re su lt  o f  feed 
b a c k  a n d  th e  o u tp u t im p e d a n c e  is large or sm all co m p ared  to  th e  c irc u it w ith o u t 
f e e d b a c k , according as th e  feed b ack  is done fro m  th e  anode or th e  ca th o d e .

E x p erim en ta l re su lts

I n  o rder to  te s t  th e  c o rre c tn es s  of th e  th e o re tic a l line o f  th o u g h t in v o lved  
a n d  i t s  u ti l i ty  for n u m e ric a l ca lcu la tions, read in g s  w ere ta k e n  w ith  a 10 V  
m a g n e tic  am plifier c o n s tru c te d  w ith  P e rm en o rm  5000 Z ty p e  m a g n e tic  m a te 
r ia l ,  o n  a to ro idal core. I t s  d a ta  were:

S u p p ly  v o ltag e : 18 У  (г. m . s.);

S u p p ly  frequency : 50 c/s;

0 .2 5 ;
N c
I c0: 3 .3 6 - 1 0  3 Л ;

R'c : 18.8 Q .

T h e  c irc u it diagram  o f th e  e x p e rim en t is show n in  F ig . 19. T he in s tru m e n ts  
u s e d  fo r  the  readings w e re :

Fig. 19
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Jl

without feedback

Fig. 20
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Supply /oltage: IS У 
Supply frequency : 50 c/s

ftL = 20 a  M

V x and V2 — Q 0.5 7.5, 15, 150V /1500, 10 000 fí/V ,

A  —  Q 0.2 45 m V  — 10 Й /1500.

T h e  re c tif ie rs  w ere K o n v e r ta  ty p e  selenium  discs. F o r all read in g s tw o  discs 
w ere  co n n ec ted  in  series in  one b ran ch  o f  th e  G r a e t z  c ircu it.

T h e  curves fo r d iffe re n t values o f R L o f  I L — I I  (I'c)> U ç =  U'c(I'c), 
Pi =  P , ( j y ,  and  U i — Ul(U'c) d raw n  acco rd ing  to  th e  read in g s ta k e n , 
a re  sh o w n  in Figs. 20a, b, c a n d  d. A com parison  o f  F igs. 10 an d  20 w ill s tra ig h t-
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aw ay  show  th a t  th e  ca lcu la tio n s  and  read ings re s u lte d  in  q u a lita tiv e ly  id e n tic a l 
cu rves. Som e c h a ra c te r is tic  va lues o f th e  m a g n e tic  am plifier c ircu it w ere c a l
c u la te d , — p a r t ly  from  th e  fo rm ula deduced  in  th is  paper, p a r tly  fro m  th e  
read in g s ta k e n , an d  p re se n te d  in  th e  acco m p an y in g  T able 1. T h e  T a b le  1 
also co n ta in s th e  p e rcen tag e  dev ia tio n  b e tw een  th e  ca lcu la ted  and  th e  m easu red  
re su lts . T he second co lu m n  o f th e  ta b le  c o n ta in s  th e  values of R , c a lc u la te d  
from  th e  read ings, u sin g  th e  expression

Tx  L ,  max

All ca lcu la tions are  b ased  on th e  co rresp o n d in g  values of R it ta k e n  from  
th e  second colum n.

O ne of th e  m ain  reaso n s for th e  d iv erg en ce  betw een  th e  c a lc u la ted  an d  
th e  m easu red  resu lts  is th e  f in ite  value o f  th e  re s is ta n c e s  o f th e  se len ium  r e c t i 
fie rs  in  th e  reverse  d irec tio n . T his is p ro v ed  b y  a  com parison  for R L = 5  Í2 
o f  th e  ca lcu la ted  an d  m easu red  resu lts  o b ta in e d  w ith  selenium  rec tif ie rs  m e a su r
in g  (50 X 50) m m 2 a n d  (43 X 43) m m 2 re sp e c tiv e ly , and  b y  th e  fa c t t h a t  th e  
ca lcu la ted  value o f  S  is g re a te r  th a n  th e  m easu red  va lu e , for it  is w e ll-k n o w n , 
t h a t  if  th e  reverse  re s is tan ce  o f  th e  re c tif ie r  decreases , th e  g ra d ie n t o f  th e  
I L =  I L (I'c ) c h a ra c te r is tic  w ill also decrease. ( I t  should  here be p o in te d  o u t 
th a t  all th e  ch a ra c te ris tic s  o f  F igs. 20 for R L =  5 Ű  w ere ta k e n  w ith  se len iu m  
rec tif ie rs  o f (50 X 50) m m 2).

T he d o tte d  cu rv e  o f  F ig . 20a is th e  I L =  I L (I 'c ) ch a rac te ris tic  o f  th e  
sam e m agnetic  a m p lif ie r  w ith o u t feedback , fo r  R L =  10Í2. T he d iffe rence  b e 
tw een  th e  c h a rac te ris tic s  w ith  and  w ith o u t fee d b a c k  is obvious. T he d o t-d a sh  
s tra ig h t line of F ig . 20d  show s th e  U c =  U ^ ( U 'c ) re la tio n  for th e  id ea l case, 
w hen  (R'c = 0 ) .  In  a c tu a l fac t U L =  U L (U'c ) w ill — according to  e q u a tio n  
(2,1) —  alw ays be h ig h e r b y  th e  value o f I'c R'c co rrespond ing  to  th e  in s ta n ta 
neous v alue  o f U'c. A la rg e r value o f R L in v o lv es  a “ m ild ly”  h ig h e r cu rv e . 
T h is m ay  also be u n d e rs to o d  from  F ig . 20c.

A ccording to  th e  T ab le  1 th e  in p u t im p e d a n c e  increases b y  a b o u t tw o  
o rders o f  m ag n itu d e  in  consequence o f  th e  v o lta g e  feedback, and  th e  o u tp u t  
im p ed an ce  decreases b y  a b o u t th e  sam e o rd e r.

To fac ilita te  com p ariso n  o f th e  figu re  o f  m e rit o f th e  c ircu it d iscussed  
w ith  th e  figure o f  m e rit J 1 o f  th e  o rd in a ry  s. m  a ., th e  values of th e  l a t t e r  — 
ca lcu la ted  from  (8,5) —  h av e  also been  p re se n te d  in  T able 1.

R eadings w ere also  ta k e n  w ith  th e  sam e a m p lif ie r  in  th e  c irc u it o f  F ig . 
16. F ig . 21 show s th e  = I L (I'C) c h a ra c te r is tic s  th u s  o b ta in ed . C urves 
1, 2 an d  3 w hich w ere m easu red  w ith  c o n secu tiv e ly  w eaker p ositive  feed b ack , 
re fe r to  th e  case o f  U =  0. B ecause th e re  is no  com pensating  v o lta g e , th e  
co n tro l c u rren t in  th e  case o f  these  th re e  cu rv es  assum es a “ la rg e”  v a lu e  fo r
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zero  co n tro l vo ltag e . T he m o st in te re s tin g  is cu rv e  2. H ere th e  c o n tro l c u rre n t 
is — ex cep t for zero c o n tro l v o ltag e  and  its  im m ed ia te  v ic in ity  —• w ell nigh 
zero  th ro u g h o u t th e  c o n tro l ran g e . ( I ts  va lu e  w as betw een  -(-lO^uA a n d  —10

MO
In  th e  case o f cu rve  2 a re s is tan ce  o f  R  = 2 2  к Q  w as c o n n e c te d  before  

th e  co n tro l w ind ing  fo r th e  po sitiv e  vo ltage  feed b ack . T h eo re tica lly , th e  v alue  
t h a t  w ould  secure in v a ry in g  co n tro l cu rren t is

R  =  S R ,  ^ = 2 3 . 9 kQ .
N c

I f  a  co m pensa ting  v o ltag e  o f  I /fc = 2 I c0R L =  0.134 Y is ap p lied  a n d  a re s is t
an ce  o f R  =  22 kQ  u sed , cu rv e  4 is o b ta in ed . H ere  th e  con tro l c u r re n t  is zero 
ev en  in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  o f zero co n tro l vo ltag e .

I f  th e  b ias c u rre n t is ch an g ed , th e  ch a ra c te ris tic s  are sh ifted  p a ra lle l to  
th em se lv es . T his is show n b y  curves 5, 6 an d  7 w hich  are  o b ta in e d  in s te a d  of 
1, 2 an d  3, if  th e  b ias c u rre n t is decreased.

A ppendix 1

T his A p p en d ix  co n ta in s  th e  d e ta iled  m a th e m a tic a l discussion o f th e  s. m . a. show n 
in  F ig . 1, fo r th e  p o s tu la te s  p rev io u s ly  m en tioned .

Stage I

R an g e  o f v a lid ity :  0 cot ^  ßi.
T he eq u iv a len t c irc u it d iag ra m  fo r th is  s tage  is show n in  F ig . F I .  In  th e  eq u iv a len t 

c irc u it  a ll q u a n tit ie s  re la tin g  to  th e  co n tro l w inding h a v e  b een  reduced  to  th e  g a te  w inding.

T h e  follow ing a ssu m p tio n s  w ere m ade  in  c o n s tru c tin g  th e  eq u iv a len t c irc u it  d iag ram :
a) T he m ag n e tic  a m p lif ie r  is to  be  ex am ined  in  th e  po sitiv e  h a lf  p e rio d ;
b) a t  th e  zero c ro ss-over t im e  o f th e  su p p ly  v o lta g e  th e  p o in t c h a ra c te ris tic  o f  th e  

m ag n e tic  s ta te  o f th e  cores w ill be a t  O ' on th e  d y n a m ic  hyste res is  loop o f  co re  “ A ”  and 
a t  O" on t h a t  o f  “ B”  (see F ig . 5);

Fig. F I
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c) th e  flu x  in  core “ A ”  chan g es in  th e  p o sitiv e  d i r e c t i o n ;
d)  th e  change of f lu x  in  co re  “ B ” is zero;
e) th e  rectifiers “ 1”  a n d  “ 2”  are used in  t h e  rev erse , rec tifie rs  “ 3” an d  “ 4”  in  th e  fo r 

w a rd  d irec tio n . On acco u n t o f  c ) ,  “ A ”  m ay  be s u b s t i tu te d  b y  a c u rre n t g e n e ra to r  +  J Co.
A ccording to  F ig  F I ,

i d  = г Uc ,
I CO  b =  I l O чJ*Z (F ,l )

Í A I  — T “ » ’
(F,2)

iß l =
- X “ ' -

(F,3)

i u  =  о , (F ,4)

U A l  =  U c ■ (F ,5)

T h e  accuracy of th e  a p p ro x im a te  expressions fo r th e  v a lu es o f th e  u n k n o w n  q u a n titie s  
d e p e n d s  on how closely th e  re c t if ie r s  used approach  th e  id ea l. T he va lues o f th e  unkn o w n  
q u a n ti t ie s  for R z °o a re  also  g iv e n  for stages I I  a n d  I I I .  /

L e t th e  correctness o f  th e  suppositions m ad e , b e  checked . Since Uq is p o s itiv e , th e  
a s su m p tio n s  on the  change  o f  f lu x  are  correct.

T h e  assum ption  on  re c t if ie rs  “ 1”  and “ 4”  is c o rre c t i f  th e  in eq u a lity

Uc >  и (F ,6)
is  fu lf illed .

T h e  assum ptions o n  re c tif ie rs  “ 2”  and “ 3”  a re  c o rre c t,  because  of (F ,3 ) a n d  (F ,4). 
T h e  equations o f  s ta g e  I d e sc rib e  th e  o p e ra tio n  o f th e  m . a. in  th e  a n g u la r  ra n g e

0< ,w t< ,ßi

D u e  to  (F ,6 ), ß i  m ay be fo u n d  fro m  th e  re la tion

Uc =  Up sin  ß i . (F ,6a)

Stage I I

T h e  equivalen t c irc u it d ia g ra m  for th is stage is sh o w n  in  F ig . F2. T he follow ing a ssu m p 
t io n s  w ere  m ade in  its  c o n s tru c tio n :

a )  T he f lu x  in  core  “ A ”  changes in  a  p o sitiv e , t h a t  in  core “ B ”  in  a  n egative  
d ire c tio n  ;

b )  th e  rectifiers “ 1”  a n d  “ 3”  are  used in  a  fo rw a rd , rec tifie rs  “ 2”  a n d  “ 4”  in  a 
re v e rse  d irection . B ecause o f  a ) ,  th e  core “A ” m ay  be s u b s ti tu te d  by  a c u rre n t g en era to r 
p r o d u c in g  +  Ico, core “ B ”  b y  o n e  p roducing  —  Ico-

Fig. F2
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In  th is  stage th e  p o in t ch arac te riz in g  th e  m ag n e tic  s ta te  o f core “A ” m o v es from  1* 
to  2 ',  t h a t  fo r core “ B ” f ro m  1" to  2" o f F ig . 5.

A ccord ing  to  F ig . F 2 , th e  va lues o f th e  u n k n o w n s are :

и и  — 2 J fo (R i  +  R l )  t

, Uc Rz (R: +  R l) +  2 / .о  [Д! (Ri +  R l) +  Rz Ri R l ] 
“ ВII =  —  “  i ------------------------------------------------------JJ2-----------------------------------------------

a* — u +  u'c +  2 Ico (R, +  R l ) ,
w here

R* =  R i  +  Rz (2R l +  R í) +  R l R í ^  R i ■

(F ,7)

(F ,8)

(F ,9)

(F.10)

( F . l l )

( F , l  2) 

(F .13)

L e t  th e  a ssu m p tio n s m ad e  w ith  reg ard  to  th e  m ag n e tic  s ta te s  o f  th e  cores a n d  th e  use  o f  th e  
rec tif ie rs  f irs t  be checked.

In  reg ard  to  th e  assu m p tio n s on th e  d irec tio n  of th e  change of f lu x  th e  angles ßAi 
a n d  ß e i  m u st be fou n d , s ta r tin g  from  w hich  и д и  a n d  иди are  positive  an d  n e g a tiv e  respec
tiv e ly . ßAi an d  ßei  m ay  he o b ta in e d  from  e q u a tio n s  (F , 11) an d  (F , 12) b y  s u b s ti tu tin g  и д и  =  
=  0 an d  и е н  =  0, g iv ing

Up sin  /1д1 az 2 I í0 (Rí +  R l) ( F ,14)

an d
Up Sin ßßi S* Uc +  2Ico (Ri +  R l) ■ (F ,15)

Since ße\  >  /7дь s tage  I I  c an  ensue —  as fa r as th e  m ag n e tic  s ta te  o f th e  cores is co n cern ed  —  
fro m  tim e  ^si/co.

L e t th e  a ssu m p tio n s w ith  reg ard  to  th e  rec tifie rs  n e x t be checked.
Since Rz is gen era lly  large , fro m  (F ,8 ) i t  m ay  h e  sa id  w ith  fa ir a p p ro x im a tio n  th a t

»All +  2 Ica .

H en ce  » д и  is p o sitive  a n d  re c tif ie r  “ 1 ”  i s  rea lly  used  in  th e  fo rw ard  d irec tion .
Since, accord ing  to  (F ,9 ), £вц < 0 ,  th e  a ssu m p tio n  on  rec tif ie r  “ 2”  is also  co rrec t. 

A ccord ing  to  (F ,9 ) an d  (F ,1 0 ) íbu  is n e g a tiv e  a n d  i / j i  p o sitive , so re c tif ie r  “ 3”  fu n c tio n s 
in  th e  fo rw ard  d irec tio n . In  o rd er th a t  re c tif ie r  “ 4”  h e  used  in  th e  rev erse  d ire c tio n  i t  is 
n ecessa ry  t h a t  th e  in e q u a lity

»All >  »LII (F ,16)

be fu lfilled . A ccording to  (F ,8 ) and  (F ,10), (F ,1 6 ) is fu lfilled , since generally

I  > U 'c
/l9 2ЙГ ■

O n th e  basis o f th e  fo regoing , th e  ran g e  o f v a lid ity  o f stage II  is th e  a n g u la r  in te rv a l

ßei <  <ot л  — ß ß i . ( F ,17)
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Since  fo r  th e  g reater p a r t  o f  th e  s- m . a.-s t h a t  occur in  p ra c tic e  (В / -  Hi ) varies w ith in  
th e  o rd e r  o f m agn itude  o f th e  re d u ce d  resistance of th e  c o n tro l  w ind ing  — fo r th e  a rea  o f 
th e  g a te  w inding is chosen to  b e  m a n y  tim es th e  a rea  o f th e  co n tro l w inding, to  ensu re  a h ig h  
f ig u re  o f  m erit —  and  since Ico =  | fc.nax | , th e  expression  (F ,1 5 ) m ay , using  (2,2) an d  (2,3) 
b e  s im p lif ied  to  becom e

U p s in ß m a tU c .  ( F ,18)

F ro m  ( F ,6a) and (F ,18) to g e th e r ,
ß i ^ ß e i -  ( F ,19)

A c co rd in g  to  (F,19) th e  c o n d itio n s  fo r stage I I  ex is t f ro m  th e  ang le  a t  w hich  th o se  o f s tag e  
I cease . (F ,15 ) shows th a t  ß e i  is , because  of th e  v o lta g e  2 I Co (Ri +  Hi.)» so m ew h at la rg e r  
t h a n  ßi. T h e  tran s itio n a l p h a se  th u s  arising  be tw een  s tag es  I  a n d  I I  is, how ever, acco rd ing  
to  th e  assum ptions m ade , s h o r t  so t h a t  neglecting  i t  w ill cau se  no  ap p rec iab le  e rro r. T h e  
ju m p  o f  th e  p o in t “ 1”  F ig . 5 is  d u e  to  neglecting  th is  t r a n s i t io n a l  phase .

S ta g e  II  ex tends o v er th e  a n g u la r  range  w here

ßl <, (*>t < ,л  — ß \ . (F ,17a^

Stage I I I

T h e  eq u iva len t c irc u it d ia g ra m  fo r th is  stage is sh o w n  in  F ig . F3 . In  co n stru c tin g  th e  
d ia g ra m  th e  following a s su m p tio n s  w ere m ade:

a)  Core “ A ”  is s a tu r a te d ,  i ts  f lu x  is c o n s tan t, w h ile  t h a t  o f core “ B ”  is ch an g in g  
in  a  p o s itiv e  d irection ;

b)  rectifiers “ 1”  a n d  “ 3”  a re  being used in  th e  fo rw a rd , “ 2”  and  “ 4”  in  th e  reverse  
d ire c tio n .

I n  th is  stage, as show n  in  F ig . 5, th e  p o in t c h a ra c te riz in g  th e  m agnetic  s ta te  o f  core 
‘A ”  m o v es fro m  2 ' to  3 ', t h a t  fo r  core “ B ”  fro /r 2" to  3".

Fig. F3

A ccord ing  to  Fig. F 3 , th e  v a lu e s  o f th e  unkn o w n s a re :

•' г 1 “  +  Uc . r ICIII — Jco Г  tV =  ico Í riz
(F ,20 )

_._______  1 +  Rl /R z _ , и
M ill ^  p  p  — p  p  »

R í +  R l  +  \ R l- R i +  R l

(F .21)

U+u'c  _ . „ W in  = ---------- 5 ------ =  о  ,
Л2

(F ,22)
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ILIII =  «
1

Rl +  Kl + Ki R l

Rz
«SHI — Uc .

R i +  R l ’
(F ,23)

(F ,24)

I t  m ay  b e  d irec tly  seen from  e q u a tio n s  ( F ,2 0 ) . . .  (F ,2 4 ) t h a t  all a ssum ptions a re  fu lfilled  

fro m  th e  tim e  —  of th e  s a tu ra tio n  of core “ A ” . T he ra n g e  o f v a lid ity  o f s tag e  I I I  is

a <, ш t <. л .

Appendix 2

L e t  a  co n tro l v o ltag e  U q he app lied  to  th e  m . a. a t  th e  m om ent o f th e  zero  c ro ss-o v e r 
o f th e  su p p ly  v o ltag e . T he m ag n itu d e  of th e  ch an g e  o f v o lta g e  on th e  load m u st th e n  b e  fo u n d  
in  th e  f i r s t  a n d  in  a n y  su b seq u en t n - th  h a lf  p e rio d . A ssum e th a t  in th e  h a lf  p e r io d  p rev io u s  
to  ap p ly in g  th e  co n tro l vo ltag e  core “ A ”  w as b e in g  re se t  a n d  th is  took  p lace  a cc o rd in g  to 
( 3,4) w ith  a f lu x  of

a

-  Л ФА =  - 4 -  I [ -  u +  2 / „  ( R i  +  R l )] d ( c o t ) .  (F,25)
CO i \ G  J  

0

A ch an g e  o f f lu x  of th e  sam e size b u t  opposite  sense  is n ecessa ry  for th e  core “ A ”  to  becom e 
s a tu ra te d  in  th e  f i r s t  h a lf  period  a f te r  sw itch ing  on th e  co n tro l voltage. (3,3) show s th is  change  
of f lu x  to  be

АФа
1_

to Na

I  ft “i

I' l /c d (o .< )+ j’[«

6 ßi

2 I со (R í +  R l)] d (w I) (3,3)

A dd in g  a n d  su ita b ly  re a rra n g in g  (F ,25) an d  (3 ,3 ), th e  ex p ress io n

a ßi
J  [u  — 2 I  со (Ri +  R l)] d (со t) =  J  [U c  — u - f - 2  I c о (Ri -(“ R l )] d (со t)
ax 0

is  o b ta in e d . S ince th e  change in  th e  m ean  v a lu e  o f  th e  v o lta g e  across th e  load  in  th e  f i r s t  h a lf  
period  is p ro p o rtio n a l to  th e  a rea  7 \  o f F ig . 66, i ts  v a lu e  m a y  be de te rm in ed  fro m  th e  e x p re s 
s io n

a

A Uli =  ------ —  { [ u - 2 I c0(R , +  R L) ] d ( œ t) .
R i  - r  R l  л  j

ai

T he v o lta g e  2 I Co (Ri +  R l) is to  be found  in  th e  in te g ran d  because th is  v o lta g e  drop  
h as e ith e r  a lre ad y  been p resen t in  th e  p rev ious h a lf  p e rio d , or will a p p ea r on  th e  load  
re s is tan ce  in th e  h a lf  periods su b seq u en t to  sw itc h in g  on th e  contro l vo ltage .

F ro m  th e  tw o la t te r  expressions

a

A U Ll =  ~ ^ R l [«  -  2 Ic о (Ri +  R l)] d (m t)  =
«I

ßi

=  R . ^ LR l ~ \ ( U c - u +  2 I co (Ri +  R l)] d ( w t) .  
о

(3 ,6 )

15 Acta Technica XXIX/1—2.
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The change in flux in core “B” which is operating in a reset phase in the first half period, is, 
according to (3,4)

I a'
-  А ф в  =  I ( ' [ - “ +  U c  +  2/™ (R í +  R l )] d ( c o t )  +

Ift
A similar but opposite change of flux is necessary in core “B” in the second half period, for it 
to become saturated. Similarly to (3,3) this change of flux is

I  ß i  »! 1

Л ф в  =  I j  U c d(<ot) +  I' [u -  2 I c0 (B, +  R l )] d (to t) . (F,26)
° Io ß i  J

The change in the mean value of the voltage across the load resistance in the second half 
period is, from (3,4) and (F,26)

<*«
J U Li =  R}LK l ~  j  [u -  2 I c0 (B, +  R l )] d ( ( o t ) =  r  ^ R l Uc . (F,27)

«1

JU c  d  (to t) (3,4)

The change in the mean value of the voltage across the load resistance in the n-th half period 
may be deduced by the same argument with which A U  l z  was obtained. Hence

а П— 1

J U =  в, +  вГ ~ 1 Г  Ï [u - 2 ico w  d  (w *> =  B, +  BL U c  ■ (3’7)
“n

The firing angle is generally within the angular range of stage II [see inequality (F,17a)].
Even in the most critical case when the m. a. is completely closed (a =  я) before U c  

is applied, the firing angle a, will already in the first half period fall near the boundary of the 
angular range of stage II. This statement may, on the basis of (3,6) be seen to be true for 
example for the case of a  =  n  as follows.

According to what has been said of equation (F,18) the approximate relation
Л  ß l

J u d(o> t) =  J ( U c — и) d  (со t) (F,28)

may be obtained from (3,6). It follows from (F,28) that while u can be substituted by its tan
gent at t =  0, я — cq =  ß i .  The firing angle falls just on the boundary of the angular range 
of stage II.

Appendix 3

Let the values of the variables first be determined for the stage Ilia subsequent to
firing.

The assumptions necessary to construction of the fundamental equations are:
a )  The flux in core “ A ” remains unchanged, that in core “B” changes in a negative 

direction;
b)  rectifiers “1” and “3” are used in the forward, rectifiers “2” and “4” in the reverse 

direction. On the basis of these assumptions and of Fig. 2, the following five equations can 
be written for the five unknows:

, jyq
U c  — ii.HI ~  UB,n  ’

uB iii +  M in  B , +  i n n  ( R f  +  R l )  +  i s m  Rz  =  0,

(F,29)

(F ,3 0 )



I

Mill Й/ +  (Mill — ILIll) Rz — « , (F,31)

«  +  ВДШ +  »Bin Rz =  0 , (F,32)

— let =  icill +  »Bill • (F,3â)
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F ro m  eq u atio n s (F ,2 9 ). . .(F ,3 3 ):

Uc»ein =  — Ico +  -jj-----h -д —» R'+R'(1- w ) +iít+Í£T ;
•- R l)

Ri +  R F +  R L + Ri (Rf  +  R l )
Rz

^  — la ( F ,34)

R F +  R l

Mill = и Rz

Ri +  R l +  R f  + R, (Rf +  R l) ~  ~ R ,+  Rf +  R l ’
Rz

Ri (R f  +  R L)
Uc u  R ‘ +  R ‘- + ----------ъ ---------+  R f

Rz Rz
( - f )

Ri "b Rf 4" R l + Ri (R f  +  R l)
Rz

(F ,35)

^  0 , (F ,36)

Ri +  Rf +  Rl +  

No

R í (R f  +  R l) R í - f  R F +  R l
Rz

«Bin =  Uc — R f

Nc Ri +  Rf +  R l +  R‘ (Rf +  Äl)Rz

Uc — RF No и
Ne Rí +  R f +  R l

(F,37)

( F ,38)

T he a ssu m p tio n s  m ade  are  co rrec t a n d  th e  o p e ra tio n  o f th e  m. a. is described  b y  eq u a tio n s  
(F ,3 4 ). . ,(F ,3 8 )  as long as th e  in eq u a lity

и i- =  и
R f

R f  +  Ri + R L

Nc
Nc____________

, R i (R f  +  R l)
Rz

R f
No
NC

R f +  Ri +  R l >  UC (4Д)

is fu lfilled  acco rd ing  to  (F,38).
T h e  v a lid ity  ran g e  of stage I l i a  is

a< ^co t< , ßjn , ( F ,39)

w here ß m  m ay  be d e te rm in ed  fro m  re la tio n  (4 ,4 ). I t  m ay  easily  be seen t h a t  fro m  angle  
ßm  to  n , i. e, w ith in  s tage  1Ш>, w here th e  in e q u a lity

u
R f

No
Nc

R f  +  Ri +  R l
<  Uc (4,2)

is sa tis fied , eq u a tio n s  (F ,34) and  (F ,38) rem a in  in  fo rce , w ith  th e  cond ition  t h a t  — I Co m u s t 
every w h ere  b e  su b s titu te d  fo r -\-Ico- T he on ly  d iffe ren ce  com pared to  case I l i a  is  t h a t  th e  
f lu x  in  co re  “ U ”  changes in  th e  opposite , i. e. p o s itiv e  d irec tion . The reason  fo r th e  ch an g e  
in  d irec tio n  o f th e  change  in  f lu x  is c lear from  a  co m p ariso n  o f (F ,38) and  (4,2).

15*
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Appendix 4

I t  is know n  t h a t  th e  t ra n s fe r  fu n c tio n  of single t im e  c o n s ta n t  elem ent is

I f  th e  in p u t  signal is

y « “ T + ï r -

X‘ =  ---Ap

th e n  th e  a rea  given b y  th e  d ifferen ce  betw een  th e  s te a d y  s ta te  v a lu e  of th e  o u tp u t  s ig n a l x0 
a n d  i ts  in s ta n ta n e o u s  v a lu e  (see F ig . F ,4 ) is

J  [1 — *o (01 dt - lim  j  [1 -  * o (0 ]  A =  lim  ------, f  f  - т - l  =  T  , (F ,40 )
0 / -> » 0  p - 0  P L P 1 “Г P 1 ЛР J

i. e. i t  is  ju s t  equal to  th e  tim e  c o n s tan t.

S im ila rly  to  th e  single t im e  co n stan t e lem en t, th e  eq u iv a len t tim e c o n s ta n t o f  th e  
v o lta g e  feed b ack  m . a. is

w h e re

T e =  ([ U La-  UL { t) \d t ,  (F ,41 )
0

V  La =  1 (F ,42)

is th e  s te a d y  s ta te  v a lu e  o f th e  o u tp u t  signal for an  in p u t  o f  U q =  A p.
I f  th e  tra n s fe r  fu n c tio n  (7,1) is used, th e  e q u iv a le n t t im e  co n stan t, sim ilarly  to  (F ,40 ) 

is , f ro m  (F ,41) a n d  (F ,42),

00 t

T e =  j  [1 -  U l  (*)] dt =  lim  j  [ I  -  U l  <*)] *  =
0 00 0

=  lim
P-* 0 ■[t

™-pr Ap
1 -  (1 — A A p )  e ~ P r

(F ,43 )

D e v e lo p in g  th e  series o f  (F , 43) fo r p  — 0, th e  v a lu e
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Te = T
(7 .5)

is o b ta in e d  fo r th e  e q u iv a len t tim e  co n stan t.
I f  th e  tra n s fe r  fu n c tio n  expressions (7,1a) an d , o f  course , (7,1 b) are used , th e  expression  

from  th e  eq u iv a len t tim e  c o n s ta n t given by  (7,5) is o b ta in e d .

A ppendix 5

F o r a step  change in  co n tro l vo ltage of l / c =  —д  , th e  change in  m ean  v a lu e  o f th e

o u tp u t  vo ltag e  —  com p ared  to  th e  s ta te  p reced ing  th e  tra n s ie n t  process —  is, in  th e  n -th  
h a lf  period  accord ing  to  F ig . 11 an d  th e  su m m atio n  fo rm u la  fo r th e  geom etric  series

V Ln
1 -  (1 -  A A F )n+ 1 

1 -  (1 -  A A f ) '

while in  th e  s te ad y  s ta te  th e  ch ange , according to  (7 ,3), is

Ulo =

(F ,44)

(F ,45)

Supposing  th a t  th e  o u tp u t  v o ltag e  change reaches 63 p e rce n t o f its  u ltim a te  v a lu e  in  th e  
n - th  h a lf  p eriod ,

Urn
U lo

1 -  (1 -  A A F)n + l =  0 .6 3 ,

w hence
log 0.37

"  =  T og (1 -  A A f )
(F ,46)

T he tim e  ta k e n  for th e  o u tp u t  vo ltage  change to  a t t a in  63 p e rcen t o f th e  u l t im a te  v a lu e  is 
g iven  b y  th e  expression

T  -  —  -  1-L «Я — <-» —
log 0.37

2 /  2 /  log (1 -  A A f )
-  1 (7,12)

Appendix 6

F o r a n  o rd in a ry  s. m . a . th e  larg est co n tro l v o lta g e  is

Uc =  I со Rc ■

T herefore  th e  m ax im u m  in p u t  pow er, using (6,7) is

p  тг  r ‘ __  ^ c 0 r '4 /, max — 4c0 etc — ----- 4\c .
JVG

(F ,47)

T he m ax im u m  o u tp u t  pow er, fro m  (6,7) and  (6,8) is
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P  0 ,max — U2
r l 1 ,, J,2 A F e A a R i / R i

(R L +  R j)2 ‘ '  Q (2 +  Ô) }  ‘ típ  le (  1 +  R l/R,)*

T h e  p o w e r  g a in  is

к  _Л2 1 B 2p Ah Ao Nb R l / R í

p Q(1 +  0 )J Hlo fa lc  ' R'c (1 + R lIRíY

(F ,48)

(F ,49)

T h e  t im e  c o n s ta n t of th e  m . a. [acco rd in g  to  expressions (16,19) o f reference [9]] is

Bp A fc Ng 
H c о h e  R '

(F ,50 )

F ro m  (F ,4 9 )  an d  (F,50) th e  f ig u re  o f  m erit is

J  _  Kp 42 1 Bp ApeA g RlIR,
1 T 7 i ~ Q ( l  +  0 ) J Hco h e  la ( I + R l/Rí)2 '

(8,5)

Appendix 7

F i r s t  le t  th e  value o f th e  o u tp u t  im pedance  fo r feed b ack  from  R f  be d e te rm in e d . 
T h e  th r e e  equ atio n s needed are

h en ce

a n d

u'c =  i 'c R'c +  R f — I l , (2Д )

I l =  S  ( I n  +  I'c), (5,8)

V l  =  I l R l , (4,9)

I l =  ( h о R'c +  U c)--------- S^ -  7V—
R c +  S R f ^

(F ,51 )

Ul =  (lea Rc +  U c)----------- ------- V , -  •
Ç J? r-. iVG

(F ,52)

F ro m  (F ,5 1 )  an d  (5,7)
N C

Щ  ,
I 9 1L J  UC =  const 2 In  R'c

л  Un (IcoRc +  Uc)

F ro m  (F ,5 2 )  an d  (5,7)

(F ,53)

l d Ul I
L 9 R l J uc = <

2 ha Rc

= (ICORC +  UC)
n U,H * +  4 1 +  w )

+  Rf
Ng
NC

w here

a _  2 I c0 Rc
л  Up [ i* f  +  Rf ( l  +  +  Rf

Ng
NC

(F ,54 )

F ro m  (F ,5 3 )  a n d  (F,54) th e  v a lu e  o f  th e  o u tp u t  im p ed an ce  is
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or, u sing  (4,10),

1 9 Ul 1 1Г 9 Ul 1 1 d R l  1 '1 9 I L J IL 9 R l u ’c ~ const L 0 I I  ]Uq =“ const

R L  Rr 1 1 _l_ N0 Ï _1_ T
r. No
R f w-f- 1 1

iVc J 1 г IcoR'c ’
Up

ZqF = Ri +  R l A f (■ +
Nc
No +

л  Up \
2  Ico Rc J

(9 .3 )

F o r feed b ack  from  since R l m u st be su b s ti tu te d  fo r R f  in  (2 .1), (F ,51) and  (F ,5 2 ) beco m e

and

I l  =  ( I c o R c + U c )
S

( F ,51a)
R c +  S R l

UL =  ( h o  Rc  +  Uc) 

(5 ,7) is

S R l
( F ,52a)

R'c +  S R l -Щ -

~ ~ k -л  Up L Ч1+ж)] ( F ,55)

F ro m  (F ,5 1 a), (F ,55) a n d  (4,13)

i m i ,
L 9 I I  I uc =  const

F ro m  (F ,5 2 e), (F ,55) a n d  (4,13)

b2
2 . . . .  . Ic»RC I . IcoR'c+U'c ■— (1 +  A f) — —------1- A F

Un

2 J ío Re

w here

л  Up 
b2

- R i

b =  —  IcoTTR-C- [Ri +  R l ( 1 +  A f )] +  R l A f .л  Up

T he v a lu e  of th e  o u tp u t  im p ed an ce  from  ( F ,53a) a n d  (F ,5 4 a) is 

ZoL ■
9 Ul I Г 9  U l I  f ■ \ \ d R L ]  .
9  I I  1 1 9  R l I C c  =  c o n s t \ L 9  I I  J uc =  c o n s t

— 2

I  со Rc
Up

- ~ ( 1  +  A f) -Icj Rc +  A f
71 U p

2 Rj I  со Rc
л  A f Up

In  (9,4) th e  a p p ro x im a tio n

2 .. 1 . . IcoRc  ,
—  (1 +  A f ) — f j —  <  A f71 U p

(F ,5 3 a)

(F ,5 4 a)

(9,4)

w as u sed , w hich is ju s tif ie d  because

Up I  со Rc •
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SU M M A RY

T he p ap er d eals w i th  th e  detailed  q u a li ta t iv e  a n d  q u a n tita tiv e  in v es tig a tio n  o f th e  
s ta t ic  a n d  d y nam ic  b e h a v io u r  o f  DC in p u t a n d  o u tp u t  se lf-sa tu ra tin g  m ag n e tic  am p lifie rs  
w ith  n e g a tiv e  vo ltag e  o r c u r re n t  feedback. The c h a ra c te r is tic  fe a tu re  o f th e  m eth o d  o f  in v e s tig a 
t io n  u sed , w as th a t  th e  p e rio d ica lly  changing q u a n ti t ie s  a ris in g  in  th e  c ircu it w h ich  co n ta in s  
n o n -lin e a r  e lem ents (co res, rec tif ie rs) , were d e te rm in e d  b y  d iv id ing  th e  period  u p  in to  stages 
w ith in  w hich th e  n o n -lin e a r  e lem ents could be re g a rd e d  as linear.

Since th e  p rocesses ta k in g  place w ith in  th e  h a lf-p e rio d  are only fa m ilia r  f ro m  th e  
l i te r a tu r e  o f th e  su b je c t in  re sp e c t to o rd in ary  se lf - s a tu ra tin g  m agnetic  am plifie rs a n d  n o t to  
th o se  w ith  feedback  fro m  th e  o u tp u t  signal, i t  w as m a in ly  th e  la t te r  whose o p e ra tio n  w as 
in v e s tig a te d  in d e ta il.

T hese  in v e s tig a tio n s  re su lte d , on th e  one h a n d  in  a  c lear p ic tu re  being  o b ta in e d  of 
th e  m echan ism  by  w h ich  th e  am p lifie r operates, a n d  on  th e  o th e r , in  p e rm ittin g  th e  d e te rm in a 
t io n  o f  th e  eq u atio n s d e sc rib in g  th e  s ta tic  c h a ra c te ris tic s  o f th e  circuit.

D iscussion  o f t r a n s ie n t  p henom ena in  th e  a m p lif ie r  in clu d es d e te rm in a tio n  o f  th e  t r a n s 
fe r  fu n c tio n , th e  N y q u is t  d ia g ra m , the  response a n d  th e  t im e  co n stan t.

I t  w as show n t h a t  th e  fig u re  of m erit o f  th e  a m p lif ie r  increases if  n e g a tiv e  v o ltag e  
fe ed b a ck  is applied.

T he effect o f fe e d b a c k  on  th e  in p u t and o u tp u t  im p e d a n ce  o f th e  am p lifie r w as in v es
t ig a te d .

T h e  co n stru c tio n  o f  th e  b lock  d iagram  o f th e  a m p lif ie r  led to  th e  v e ry  v a lu a b le  con
c lu s io n  t h a t  w ith  su itab le  a d d itio n s  a m agnetic  a m p lif ie r  w ith  th eo re tically  u n lim ite d  pow er 
g a in , o p e ra tin g  w ith in  a  p e r io d , could be b u ilt.

F in a lly , th e re  a re  e x p e rim e n ta l re su lts  to  s u b s ta n t ia te  th e  theo re tica l co n sid era tio n s.

S C H N E L L W IR K E N D E R  M A G N E T V E R S T Ä R K E R
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ZU SA M M EN FA SSU N G

D er A ufsatz  b e fa ß t  sich  m it der e ingehenden  q u a n ti ta t iv e n  u n d  q u a li ta t iv e n  U n te r 
su c h u n g  des s ta tisc h e n  u n d  d y n am isch en  V e rh a lten s  e in es ein- u n d  ausgangseitig  g le ic h stro m 
g e sp e is te n , se lb s tsä tt ig e n d e n  M agn e tv erstä rk e rs  m it n e g a tiv e r  R ückkoppelung  v o n  de r a u s 
g e h e n d e n  Span n u n g  b zw . d e m  S trom . E s is t c h a ra k te r is t is c h  fü r  die ang ew en d e te  U n te r 
su ch u n g sm eth o d e , d a ß  d ie  p e rio d isch  w echselnden G rö ß e n  in  einem  S trom kreis, d e r  au s n ic h t
lin e a re n  E lem en ten  (E ise n k e rn , G leichrichter) b e s te h t ,  so e r fa ß t w erden, daß  d ie P erio d e  in  
A b s c h n itte  u n te r te i l t  w ird , in n erh a lb  deren d ie n ic h tl in e a re n  E lem ente  b e re its  als lin ea r 
a u fg e fa ß t  w erden k ö n n e n .
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Da aus de r L ite ra tu r  d ie in n e rh a lb  einer H a lb p erio d e  s ta ttf in d e n d e n  E rsch e in u n g en  
n u r  fü r  die gew öhnlichen  se lb s tsä ttig en d e n  M a g n e tv e rs tä rk e r b e k a n n t  sind , d ie fü r  d ie  von  
A usgangsgröße rü c k g ek o p p e lten  je d o c h  n ich t, w urde z u e rs t de ren  F u n k tio n  e ing eh en d  
u n te rsu ch t.

D as E rg eb n is  d e r U n te rsu ch u n g  gab e inerseits ein k lare s  B ild  ü b er den W irk u n g s
m echan ism us des V e rs tä rk e rs , an d e re rse its  ko n n ten  die G leichungen  au fg este llt w e rd en , die 
die s ta tisch en  K enn lin ien  de r S ch a ltu n g  bestim m en . Bei de r B esp rechung  d e r t ra n s ie n te n  
E rsch ein u n g en  des V e rs tä rk e rs  w u rd en  d ie G leichungen d e r Ü b e rtra g u n g sfu n k tio n , A m p litu d en - 
P h asen k en n lin ie , Ü b e rg an g sfu n k tio n  u n d  Z e itk o n stan te  b e s tim m t.

E s w urde  bew iesen, d aß  bei de r R ü ckkoppelung  der n eg a tiv en  S p an n u n g  die G ü tezah l 
des V e rstä rk e rs  s te ig t.

E s w urde  die W irk u n g  d e r R ü ck kopelung  a u f  die E in g an g s- u n d  A u sgangsim pedanz  
des V e rs tä rk e rs  u n te rsu c h t.

N ach  A ufzeichnung  des W irkschem as des V e rs tä rk e rs  e rg ab  sich das seh r w ertv o lle  
E rg eb n is , d aß  es die M öglichkeit b e s te h t, du rch  zw eckm äßige E rg än z u n g  einen w ä h ren d  e iner 
Periode  a rb e iten d en  M a g n e tv e rs tä rk e r  fü r  th eo re tisch  u n e n d lich  große L e is tu n g sv e rs tä rk u n g  
zu bau en .

D ie th eo re tisch e n  Ü b erleg u n g en  w urden  m it M eßergebnissen  u n te r s tü tz t .

A M P L IF IC A T E U R  M A G N É T IQ U E  À F O N C T IO N N E M E N T  R A P ID E

I. NAGY

R É SU M É

E x am en  q u a n ti ta t i f  e t  q u a li ta t i f  dé ta illé  du  c o m p o rtem e n t s ta tiq u e  e t  d y n a m iq u e  
de l ’am p lif ic a te u r  m ag n é tiq u e  a u to -s a tu ra n t ,  à  c o u ran t c o n tin u  d u  cô té  e n tra n t  e t  d u  cô té  
so r ta n t,  e t  à  ré ac tio n  n é g a tiv e  à  p a r t i r  de la  ten s io n  ou d u  c o u ra n t so r ta n t.

Ce qu i carac té rise  la  m é th o d e  d ’exam en  em ployé, c ’e s t que  les q u a n tité s  v a r ia n t  p é rio d i
q u e m e n t e t  se p ré se n ta n t d an s les c ircu its  c o n te n an t des é lém en ts  non-linéaires (fer, sou p ap e  
é lec triq u e), so n t dé te rm in ées p a r  décom position  de la  p é rio d e  en  des sections, à l ’in té r ie u r  
desquelles les é lém ents n o n -lin éa ires  p e u v en t déjà  ê tre  considérés com m e linéaires.

C om m e p a rm i les p h én o m èn es se d é ro u lan t à l ’in té r ie u r  de la  dem i-période, la  l i t t é r a tu r e  
ne  considère que  le cas des a m p lif ic a te u rs  m ag n é tiq u es o rd in a ires , n ég ligean t la  ré a c tio n  à 
p a r t i r  d u  signal so r ta n t, l ’a u te u r  e ffec tu e , a v a n t to u t,  l ’ex am en  d é ta illé  de ce d e rn ie r  cas.

A u  cours de la  d iscussion  d u  phén o m èn e  tran s ito ire  de  l ’am p lif ic a te u r, l ’é tu d e  d é te rm in e  
l ’expression  de la  fo n c tio n  de la  tran sm iss io n , de la  co urbe  c a ra c té ris tiq u e  a m p litu d e /p h ase , 
de la  fo n c tio n  de tra n s it io n  e t  de  la  co n s tan te  de tem p s.

L ’a u te u r  d é m o n tre  que  le fa c te u r  de q u alité  de l ’a m p lif ic a te u r  aug m en te  avec  la  ré a c 
t io n  de ten s io n  n ég a tiv e , e t  e x am in e  l ’in fluence  de la  ré ac tio n  su r l ’im pédance  d ’en tré e  e t  de 
so rtie  de l ’am p lif ic a te u r.

E n  t r a ç a n t  la  co urbe  d u  re n d e m e n t de l ’am p lif ic a te u r, on  a rriv e  à u n  ré s u l ta t  trè s  
in té re s sa n t, à savo ir q u ’avec  u n  a p p o in t convenable , il y  a  po ss ib ilité  de co n stru ire  u n  a m p li
f ic a te u r  m ag n é tiq u e  fo n c tio n n a n t sous période d ’une a m p lif ica tio n  de pu issance  th éo riq u e m e n t 
in fin ie .

L ’é tu d e  e s t te rm in ée  p a r  la  co m m u n ica tio n  des ré su lta ts  des m esures e ffectuées, a p p u y a n t  
les con sid éra tio n s th éo riq u es  de l ’au te u r .

БЫСТРОДЕЙСТВУЮЩИЙ МАГНИТНЫЙ УСИЛИТЕЛЬ
И. НАДЬ

РЕЗЮМЕ

Статья занимается подробными количественным и качественным исследованием 
статического и динамического поведения магнитного усилителя с внутренней обратной 
связью и входом и выходом на постоянном токе при отрицательной обратной связи по 
выходному напряжению или току. Применяемый метод исследования характерен тем, 
что периодически изменяющиеся величины цепи, содержащей нелинейные элементы 
(сердечник, выпрямители), определяются путем разделения периода на такие участки,, 
в пределах которых нелинейные элементы можно считать уже линейными.
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Ввиду того, что протекающие за полупериод явления известны из литературы 
только для обычных магнитных усилителей с внутренней обратной связью, но не известны 
для тех же усилителей с обратной связью по выходному сигналу, поэтому прежде всего 
выполнено подробное исследование работы последних.

В результате исследования, с одной стороны, получена ясная картина механизма 
работы усилителя, с другой стороны, определены уравнения, описывающие статические 
характеристики схемы.

При исследовании переходных процессов усилителя были определены передаточ
ная функция, амплитудно-фазовая характеристика, переходная функция и выражение 
для постоянной времени.

Показано, что при отрицательной обратной связи по напряжению коэффициент 
добротности увеличивается.

Исследовано влияние обратной связи на импеданс входа и выхода.
После построения структурной схемы усилителя был получен тот очень важный 

результат, что, при соответствующих дополнениях имеется возможность построения 
магнитного усилителя с теоретически бесконечно большим усилением по мощности и 
быстродействием в пределах времени периода.

В конце, для подтверждения описанных рассуждения, приведены результаты 
измерений.



T H E  L I F E  A N D  A C T I V I T Y  O F  J .  C S O N K A

P . CSO NKA
D. ENG. SC.

[M an u scrip t received O c to b er 27, 1959]

T his b rie f p a p e r  w ishes to  m ake know n  th e  life an d  a c tiv i ty  o f Jo h n  
C s o n k a , th e  fo u n d e r o f  th e  H u n g a rian  M otor In d u s try , on th e  tw e n tie th  a n n i
v e rsa ry  o f his d e a th .

J .  C s o n k a  w as b o rn  in  Szeged J a n u a ry  th e  22nd , 1852. I n  h is  y o u th  he 
w orked  in  his f a th e r s ’ sm ith y , and  la te r , be tw een  1871 —77, in  d iffe ren t fac 
to rie s , in  H u n g a ry , a n d  ab ro ad . H e sp e n t tw o  years  in  P a ris , an d  cam e back  
to  B u d a p e s t in  1877. A t t h a t  tim e  he becam e th e  L ead er o f th e  tra in in g -sh o p  
o f th e  T echnical U n iv e rs ity .

J .  C s o n k a  w as m ak in g  in ten siv e  ex p e rim en ts  on p e rfec tin g  th e  p e tro l 
an d  gas-m otors w h ich  w as a t  th a t  tim e  s till a t  a p rim itiv e  s tag e . H e co n stru c ted , 
on  th e  base of his ex p e rim e n ts , a new  ty p e  gas engine an d  o b ta in e d  a p a te n t  
fo r i t  e n titled  “ Gas- and  petroleum -m otor’’'’ (1884).

L a te r  on, to g e th e r  w ith  D. B á n k i ,  an  eng ineer o f  th e  G anz fa c to ry  — 
his ju n io r  by  7 y ea rs  —he co n tin u ed  his ex p erim en ts . T h is co llab o ra tio n  resu lted  
in  a series of im p o r ta n t  in v en tio n s . T he p a te n ts  show ing th e  re su lts  o f  th is  
collective lab o u r a re : Im provem ent on gas-motors (1 8 8 8 ), Innova tion  on gas- 
and petroleum  motors (1 8 8 8 ) , Control gear fo r  four-cycle motors (1 8 8 9 ), Gas- 
and petrol ham m er (1 8 9 0 ) , Im provem ent on petrol motors (1 8 9 3 ) , A u tom atic  
tube-ignition fo r  motors (1 8 9 6 ).

O ne of th e  m o s t im p o r ta n t  re su lts  o f th e  co llab o ra tio n  w ith  D . B Á N K I  

w as th e  so-called “ B á n k i—Csonka motor”  (F igs. 1 a n d  2). O n th a t  w ere em ployed 
for th e  f irs t  tim e , tw o  rem ark ab le  in v en tio n s  o f  th e  co llab o ra to rs : th e  ca rb u 
r e t te r  an d  the  ig n itio n -tu b e .

T he B á n k i  — C s o n k a  carburetter does n o t suck  th e  p e tro l (gazoliné) 
as gas, b u t  d ispersed  an d  m ixed  w ith  air, in to  th e  cy linder. T he c a rb u ra tio n  
h ap p en s  sim ilarly  to  th e  p rinc ip le  o f th e  nozzle o f  a flow er v a p o rise r  — n o t 
b y  a blow ing im pu lse  — b u t  b y  th e  eng ine’s su c tio n  effect. T h e  f ix e d  flu id  level 
is assu red  b y  a f lo a tin g  re g u la to r . T he eng ine’s pow er-effec t an d  th e  revo lu tion- 
n u m b e r can be re g u la te d  b y  a f la p  v a lv e , an d  th e  m o st su ita b le  explosive com 
p o u n d  — also w hile  w ork ing  — b y  a needle va lve .

T he f irs t spec im en  (F ig . 3) o f th e  c a rb u re tte r  w as a lre a d y  carried  ou t
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F ig . 1. B án k i— Csonka m o to r

b y  th e  co llabora to rs in  1891, b u t  th e  co n stru c tio n  on ly  go t p a te n te d  on F e 
b r u a r y  11 th , 1893, as one o f  th e  ch a rac te ris tic  co m p o n en ts  o f th e  B án k i— C sonka 
m o to r . T h e  p a te n t ex ac tly  d e sc rib ed  th e  w orking  p rin c ip le  an d  th e  m echan ism  
o f th e  c a rb u re tte r . T his p a te n t  h in d e red  W .  M a y b a c h  — w ho w as considered  
b y  m a n y  o f people as b e in g  th e  in v e n to r  of th e  c a rb u re tte r  — to  h a v e  h is con
s tru c t io n  p a te n te d  in G e rm an y . In  consequence of th is  W .  M a y b a c h  could  on ly  
g e t a F re n c h  p a te n t fo r h is c a rb u ra t to r ,  only  in  A u g u st 17, 1893, i t  m eans h a lf  
a y e a r  la te r  th a n  B án k i — C so n k a ’s p a te n t.

A t th a t  tim e th e  a u to m a tic  ignition-tube, B á n k i—C sonka ty p e , w as th e  
m o s t p e rfe c t ig n itio n -co n s tru c tio n . I t  consisted  p rin c ip a lly  o f a p ro p e rly  in su 
la te d  co p p e r tu b e , w hich  h a d  to  be  h ea ted  b y  a p e tro le u m  flam e  5 m in u tes  
b e fo re  s ta r tin g  the  m o to r, a f te r  th a t ,  th e  lam p could  be  rem oved  as th e  self-
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L

Fig. 2. B án k i— C sonka  m o to r

h e a t o f  th e  explosions k e p t th e  ig n itio n -tu b e  co n s ta n tly  in  a g low ing  s ta te . 
T he co llab o ra to rs  app lied  th is  co n stru c tio n , fo r  th e  f irs t tim e , in  1894. I t  w as 
p a te n te d  A pril 25 th , 1896.

J .  C s o n k a  h ad  m a n u fac tu red  in  th e  U n iv e rs ity ’s tra in in g -sh o p  — b y  
o rd e r o f th e  G anz W orks — m ore th a n  a h u n d re d  gasoline m otors o f th e  B á n k i—  
C sonka ty p e , b ro u g h t on m ark e t b y  th e  G anz W orks, afterw ards. T h ese  m o to rs  
p ro v ed  e x tre m e ly  good in  p rac tice .

D . B á n k i  an d  J .  C s o n k a  w ere in  co llab o ra tio n  u n til 1898. A t th is  tim e  
th e  in te re s t o f J .  C s o n k a  tu rn e d  m ore an d  m ore  tow ards m o to rcars. H is  e x p e ri
m en ts  a t tr a c te d  th e  a tte n tio n  of th e  H u n g a ria n  P o st. B y th e  o rd e r o f  th e  P o s t 
he c o n s tru c te d  — beg inning  from  th e  y e a r 1896 — several m o to rc a rs  o f  th e
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Fig. 3. The f i r s t  c a rb u re tte r  of th e  w orld  (1891). P a te n t  Bá n k i— Cson k a

3. '

Fig. 4. T he m o to r o f th e  fou r-cy linder sm a ll c a r , system  Csonka  (1911)
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Fig. 5. T he m o to r  o f  th e  fou r-cy linder sm a ll c a r , system  Cso n k a  (1911)

ex p e rim en ta l k in d . A s th e se  carriages p ro v ed  to  be  v e ry  good, th e  H u n g a ria n  
P o s t decided  to  o rg an ize  th e  tra n sp o rt o f p a rce ls  b y  au tom ob iles, a n d  o rdered  
8  pieces o f  these  a u to c a rs  designed b y  J .  C s o n k a . T he d riv in g -m ach in e ry  o f 
these  was m a n u fa c tu red  b y  J .  C s o n k a  a t  th e  U n iv e rs ity ’s tra in in g -sh o p . H e 
also drew  u p  th e  p la n s  fo r  th e  fu r th e r  p a rc e l-ca rry in g  p o sta l m o to rc a rs  and  
also fo r th e ir  m otors. F o r  th e  m ail-collection in  1908 he  co n stru c ted  o n e-cy lin d er 
cars, an d  in  1912 fo u r-cy lin d e r ones.

T he J .  C s o n k a  m o to rc a rs  were ab le  to  co m p e te  w ith  a n y  o th e r  m o to r 
o f th e  tim e  — y e t th e y  p receded  th em  in  m a n y  aspects . T he m o to rs  w ere of 
sh o rts tro k e  and  h ig h -sp eed , w ith  blocks o f  cy lin d ers  cast in  one. T h e y  were 
m ade, i f  possible, w ith  b a ll-b reak in g  su p p o rts . T h e  c lu tch , gear b o x , a n d  th e  
b rak e  of th is  sm all c a r, ty p e  1912, were a ssem bled  in  a com m on b lo ck . (F igs. 4 
and  5.) T he p ro jec t a n d  th e  m an u fac tu rin g  license w as pu rchased  b y  a H u n g a 
rian  a n d  also b y  a C an a d ia n  fac to ry .

H e re tired  from  h is  tech n ica l post a f te r  w ork ing  th ere  fo r 48 y e a rs . A t 
th is  tim e  — a t  th e  age o f  73 — he founded  an  in d ep en d en t w ork -shop  (1924). 
T his developed v e ry  ra p id ly , and  in  1925, as “ Jo h n  Csonka E n g in e  W orks” 
w en t on to  m a n u fa c tu r in g  sm all m otors. T h e  new  ty p e  o f th ese  m o to rs  were 
designed in  his old age b y  J . C s o n k a  h im self. H e  app lied  for h is la s t  license 
in  1935, a t  th e  age o f  84.

H e m et his d e a th  on O ctober 27th , 1939, a t  th e  age of 88.
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R E F E R E N C E S

D . BÁNKI: G as-und P e tro le u m h a m m e r  von  B ánki u n d  C sonka . Zeitschrift des Vereines Deutsches
Ingenieure 38 (1894), p p . 582— 584.

E . M a y e r : Die Gas- u n d  P e tro le u m m o to re n  au f den  L an d e sa u ss te llu n g e n  G en f u . B erlin .
Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure 41 (1897), p . 422.

N . F r e y t a g : Die E x p lo s io n sm a sc h in en  au f der M illen iu m s-L an d esau sste llu n g  in  B u d a p e s t 
1896. Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure 41 (1897), pp . 357— 363.

P . C s o n k a : Csonka Já n o s  é le te  és  m u n k ássá g a  (The L ife a n d  A c tiv ity  o f J .  C sonka). A  M agyar 
T u d o m án y o s A k ad ém ia  M ű szak i T udom án y o k  O sz tá ly á n a k  K özlem ényei, 25 (1960) 
p p .  343—404.

DAS L E B E N  U N D  SC H A F FE N  V O N  J .  CSONKA

P. CSONKA

D iese r kleine B erich t b e z w e c k t das L eben u n d  d ie  T ä tig k e it  von  J o h a n n  C s o n k a , 
G rü n d e r  des ungarischen M o to re n b au s , an läßlich  der zw an z ig s ten  Jah resw en d e  se ines T odes 
d a rz u le g e n .

J .  C so n k a  w urde am  22. J a n u a r ,  1852 in  Szeged geb o ren . In  seinen ju n g e n  J a h re n  
a r b e i te te  e r in  der Schm iede se in es  V a te rs ; in den J a h re n  zw ischen  1871 u n d  1877 w a r  e r  in  
v e rsc h ie d e n e n  in- und  a u s lä n d isc h e n  F ab rik en  tä tig . E r  v e rb ra c h te  zwei J a h re  in  P a r is , v o n  
wo e r  in  1877 nach  B u d ap es t z u rü c k k e h r te . Da w urde er L e ite r  de r L e h rw e rk s ta tt  d e r  T e c h n i
sch en  H o chschu le  B u d ap es t.

Z u r  V ervollkom m nung d e r  d am als  noch im  p r im it iv e n  S tad iu m  b e fin d lich e n  Gas- 
u n d  P e tro le u m m o to ren  fü h r te  J .  C s o n k a  in  der L e h rw e rk s ta tt  de r T echn ischen  H o ch sch u le  
e in g e h e n d e  V ersuche d u rch . A ls E rg eb n is  seiner d iesb ezü g lich en  V ersuche k o n s tru ie r te  er 
e in e n  n e u a r t ig e n  G asm otor, d e n  e r u n te r  dem  N am en »G as- u n d  P e tro leu m m o to r«  p a te n tie re n  
lie ß  (1884).

S p ä te r  setzte  er seine V e rsu c h e  in  G em einschaft m it  d em  u m  sieben J a h re  jü n g e re n  
In g e n ie u r  d e r G anz-F abrik , D o n a t  B á n k i , fo rt. D iese Z u sam m en arb e it h a t te  e ine  ganze 
R e ih e  v o n  bedeu tenden  E rf in d u n g e n  zu r Folge. D as E rg e b n is  de r erfo lgreichen Z u sa m m e n 
a r b e i t  ken n ze ich n en  die fo lg en d en  P a te n te :  »N euerungen  a n  G asm aschinen«  (1888), » N e u e ru n 
g en  a n  G as- u n d  P e tro le u m m o to re n «  (1888), »S teu eru n g  fü r  V ie rtak tm o to re«  (1889), »G as- 
u n d  P e tro leu m h am m er«  (1890), » N eu eru n g en  an  P e tro le u m m o to ren «  (1893), » A u to m a tisc h e r  
R o h rz ü n d e r  fü r  Gas- u n d  P e tro le u m m o to re«  (1896).

E in e r  der schönsten  E rfo lg e  d e r Z usam m en arb e it m it  D . B á n k i  w ar d e r  so g e n a n n te  
B á n k i— C sonka-M otor (F ig . 1 u n d  2). Zum  erstenm al g e la n g te n  h ier zwei b e d eu tsa m e  E r f in 
d u n g e n  d e r  A rbeitsgenossen z u r  A n w en d u n g : der V erg aser u n d  de r au to m atisch e  R o h rz ü n d e r .

D u rc h  den B ánki— C so n k asch en  V ergaser w ird  d as  P e tro le u m  (B enzin) n ic h t  in  G as
fo rm , so n d e rn  in F orm  v o n  au s  F lü ss ig k eits trö p fch en  b e s te h e n d e n  W olken dem  M o to r zuge
f ü h r t .  D ie  Z erstäubung  e rfo lg t n a c h  e inem  Prinz ip , ä h n lic h  d em  der Spritzdüse  e ines B lum en- 
b e r ie s le rs , doch wird h ier a n  S te lle  d e r  B lasw irkung die S a u g w irk u n g  des M otors h e ran g ezo g en . 
D er S ta n d  des F lüssigkeitssp iege ls w ird  m it H ilfe e in e r S ch w im m erv o rrich tu n g  gesich ert. 
D ie  L e is tu n g  des M otors u n d  d ie  U m d rehungszah l k a n n  m it H ilfe  eines F la tte rv e n tils ,  die 
g ü n s tig s te  Z usam m ensetzung  des Explosionsgem isches m it  H ilfe  eines N a d e lv e n tils  au ch  
w ä h re n d  des B etriebes g e reg e lt w e rd en .

D a s  erste  E xem p lar des V e rg ase rs  (Fig. 3) w u rd e  v o n  d en  E rfin d e rn  b e re its  im  J a h re  
1891 v e r fe r t ig t ,  doch w urde d ie  K o n s tru k tio n , als ein c h a ra k te r is tis c h e r  B e s tan d te il des B án k i—  
C so n k a sc h e n  M otors, e rs t zw ei J a h r e n  sp ä ter, am  11. F e b ru a r  1893, p a te n tie r t.  I n  d e r  P a te n t 
a n m e ld u n g  w ird die K o n s tru k t io n  u n d  W irkungsw eise des V ergasers genau  b esch rieb en . 
D u rc h  d iese  P a ten ta n m e ld u n g  w u rd e  W . M a y b a c h  —  d e r irrtüm licherw eise  v o n  v ie len  fü r  
d e n  E r f in d e r  des V ergasers g e h a lte n  w ird  -—- d a ra n  v e rh in d e r t,  seine K o n s tru k tio n  in 
D e u ts c h la n d  p a ten tie ren  zu  la s se n . So k onn te  W . M a y b a c h  fü r  seinen V erg ase r n u r  den 
f ra n z ö s isc h e n  P a ten tsc h u tz  e rh a l te n ,  doch w urde a u ch  d ieses P a te n t  e rs t am  17. A ug. 1893 
e r te i l t ,  d a s  h e iß t ein ha lbes J a h r  n a c h  erfo lg ter E rte ilu n g  des B ánki— C sonkaschen  P a te n t 
s c h u tz e s .
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D er a u to m a tisc h e r  R o h rz ü n d e r von  B ánki— C so n k a  w ar se inerzeit die v o llk o m m en s t 
Z ü n d v o rrich tu n g . Im  W esen  b e s ta n d  dieser Z ünder au s  e in em  geschlossenen u n d  e n tsp re c h e n d  
iso lie rten  R o h r au s  K u p fe r, das v o r dem  A nlassen des M oto rs 5 M in u ten  lang m it e in e r P e tro 
leu m flam m e v o rg e w ärm t w erd en  m uß te . Von n u n  a n  k o n n te  die L am pe e n tfe rn t  w erd en , 
d a  in  der Folge d as  Z ü n d ro h r  led ig lich  d u rch  die W ärm e d e r  E xp lo sio n en  in  g lü h en d em  Z u s ta n d  
e rh a lte n  w urde . D iese K o n s tru k tio n  w urde von den E rfin d e rg en o ssen  in  1894 zum  e rs ten m a le  
zu r A nw endung  g e b ra c h t. D ie A nm eldung  des P a te n te s  e rfo lg te  a b e r e rs t am  25. A p ril, 1896.

J ohann Csonka v e rfe r tig te  in  de r L e h rw e rk s ta tt  d e r  T echnischen  H o ch sch u le , im  
A u fträg e  de r G a n z -F a b rik , m eh re re  h u n d e rt S tü ck  B en z in m o to ré  n ach  dem  S y stem  B á n k i—  
C sonka, d ie so d an n  v o n  d e r G an z-F ab rik  ab g ese tz t w u rd e n . D iese M otoré b e w ä h rte n  sich  in  
d e r P ra x is  ausg eze ich n e t.

D ie K o o p e ra tio n  v o n  D . Bánki u n d  J .  Csonka d a u e r te  bis 1898. Zu d ieser Z e it w u rd e  
die A u fm erk sam k e it v o n  J .  Csonka im m er m ehr a u f  d ie  m o to ris ie rten  F ah rzeu g e  g e le n k t. 
Seine V ersuche e rw ec k ten  d as  In te re sse  der u n g a risch en  P o s tv e rw a ltu n g . Im  A u fträ g e  d ieser 
k o n s tru ie r te  er v o n  1896 a n  m eh re re  V ersu ch sk ra ftw ag en . Im  B esitze de r an  d iesen  V e rsu c h s
k ra ftw a g e n  gew onnenen  g ü n stig en  E rfah ru n g en  b esch lo ß  d ie ungarische  P o s tv e rw a ltu n g , die 
B efö rd eru n g  de r P a k e te  m it K ra ftfah rzeu g en  zu b eso rg en  u n d  b este llte  zu d iesem  Zw ecke 
a c h t  K ra ftw ag en  n a c h  d e n  P lä n en  von J .  Csonka. D ie G e trieb e  d ieser K ra ftw ag en  w u rd e n  in  
d e r L e h rw e rk s ta tt  d e r  T ech n isch en  H ochschule v o n  J .  Csonka selbst v e rfe rtig t. D ie P län e  
d e r w e ite ren  K ra f tw ag e n  fü r  P ak e ten b efö rd e ru n g  u n d  a u ch  die M otoré derse lb en  w u rd en  
g leichfalls von  ih m  se lb st v e rfe r tig t. Z ur E in sam m lu n g  der Briefe k o n stru ie rte  e r  fü r  die 
P o s tv e rw a ltu n g  in  1908 e inen  E in zy lin d er-, in  1912 e in en  V ierzy linder-K le inw agen .

Die K ra ftw ag e n m o to re  v o n  J .  Csonka w aren  d e n  M otoren  der dam aligen  Z e iten  in  
je d e r  B eziehung e b e n b ü rtig , sie gingen ih n en  sogar in  zah lre ich er B eziehung v o ra u s . D iese 
M otoré  w aren  sch n e llau fen d e  K u rzh u b m o to re  m it E in g u ß -Z y lin d erb lö ck en , u n d  wo n u r 
irgendm öglich , w u rd e n  K u g e llag er angew endet. D ie M oto ré , W ellenkupp lungen , W ech se l
g e trieb e  u n d  B rem sen  se iner K leinw agen  vom  J a h re  1912 w aren  in  einem  gem einsam en  B lock  
zu sam m en g eb au t (F ig . 4 u n d  5). D ie P läne  und  B a u lizen z  seines M otors w u rd en  v o n  e iner 
in län d isch en  u n d  a u ch  e in e r k an ad isch en  F a b rik  e rw o rb en .

N ach  e in e r sch a ffen d en  A rb e it von  48 J a h re n  zog er sieh v o n  seinem  A m te  a n  der 
T ech n isch en  H o chschu le  in  den  R u h e stan d  zurück. Z u d iese r  Z eit —  im  A lter v o n  73 J a h r e n  —  
g rü n d e te  er eine se lb s tän d ig e  W e rk s ta tt  (1924). D iese  k a m  zu e iner rap id en  E n tw ic k lu n g , 
u n d  k e h rte  u n te r  d em  N am en  »M aschinenfabrik  v o n  J ohann Csonka« b e re its  im  J a h re  
1925 zu r E rzeu g u n g  v o n  K le in m o to ren  ü ber. Die n e u en  M o to re n ty p e  de r F a b rik  w u rd e n  von  
dem  b e ja h rte n  J . Csonka se lb st k o n stru ie rt. Sein le tz te s  P a te n t  m eldete  er im  J a h r e  1935, 
in  einem  A lte r  v o n  84 J a h re n , an.

A m  27. O k to b e r, 1939, in  einem  A lter von 88 J a h r e n ,  schloß ihm  die A ugen  d e r  T o d .*

L A  V IE  E T  L ’O E U V R E  D E  J .  CSO NKA 

p. csonka

R ÉSU M É

A l’occasion  du  v in g tièm e  an n iversa ire  de la m o r t  de  J ean Csonka, p io n n ie r  de  la 
fa b ric a tio n  des m o te u rs  en  H o n g rie , nous donnons ici u n  c o u rt aperçu  de sa v ie  e t  de  ses 
tra v a u x .

J . Csonka n a q u it  à Szeged le 22 ja n v ie r  1852. D a n s ses années de jeunesse , il t r a v a il la  
d an s  la forge de son p è re , p u is de 1871 à 1877, en d iffé re n te s  fab riq u es du  pays e t de  l ’é tra n g e r . 
Il p a ssa  deux ans à P a r is , d ’où il r e n tra  en 1877 à B u d a p e s t. O n le nom m a alors ch ef des a te lie rs  
d ’é tu d es de l’U n iv e rs ité  T echn ique .

A son p o ste , J .  Csonka p o u rsu iv it des recherches ap p ro fo n d ie s  en vue du  p e rfe c tio n n e 
m e n t des m o teu rs  à c o m b u s tio n  in te rn e  (à gaz e t à p é tro le ) , a lors encore au  s ta d e  p r im itif .  
U n  m o te u r à gaz d ’u n  sy s tèm e  n o u v eau , b rev e té  en  1884 sous le nom  de «Moteur à gaz et à 
pétrole», fu t  le r é s u l ta t  de ces p rem ières  recherches. P lu s t a r d ,  il c o n tin u a  celles-ci en  co llab o ra -

* Schrifttum  siehe am  E n d e  des englischen T e x te s .
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t io n  a v e c  D o n á t  B á n k i , u n  in g én ie u r de l ’u sine  G an z , de  se p t ans p lus jeu n e  que  lu i. D e  c e tte  
c o lla b o ra t io n  e s t née to u te  u n e  série d ’in v en tio n s  im p o r ta n te s .  Les b rev ets  m a rq u a n t  les é tap es 
de  c e t te  co o p é ra tio n  fru c tu eu se  so n t  les su iv a n te : Innovation sur les machines à gaz  (1888), 
Innovations sur les moteurs à gaz et à pétrole (1888), Organe de distribution pour moteurs à quatre 
tem ps (1 8 8 9 ), Marteau à  gaz et à pétrole (1890), Innovations sur les moteurs â pétrole (1893), 
Tube d'allum age automatique pour moteurs à gaz et à pétrole (1896).

U n  des ré su lta ts  les p lus b r illa n ts  de  son t r a v a i l  en  com m un avec  D . B á n k i  f u t  le 
moteur d i t  B á n k i— Csonka (figs. 1 e t  2). C’e s t dans ce m o te u r  que, p o u r la  p rem iè re  fo is, o n t 
t ro u v é  e m p lo i les in v en tio n s im p o r ta n te s  des deu x  associés: le  c a rb u ra te u r  e t  le tu b e  d ’a llu m ag e  
a u to m a tiq u e .

L e  carburateur de B án k i— C sonka  in tro d u i t  le p é tro le  (l’essence) n o n  pas en  é ta t  g azeu x , 
m a is  so u s  fo rm e  d ’u n  n uage  de f in e s  g o u te le tte s  de  liq u id e . L a  p u lv érisa tio n  s’op ère  se lon  le 
p r in c ip e  d e  fo n c tio n n em en t du  p u lv é r isa te u r  p o u r  f le u rs , m ais  u til isa n t a u  lieu  so u ffla g e  du 
l ’e ffe t  a s p i r a n t  d u  m o teu r. U n  f lo t te u r  assu re  le n iv e a u  c o n s ta n t du  liqu ide . L a  p u issa n c e  du 
m o te u r  e t  le  n o m b re  de to u rs  so n t co m m an d és p a r  u n  p ap illo n , la  com position  la  p lu s  a p p ro 
p riée  d u  m é lan g e  d é to n a n t p e u t-ê tre  rég lée, m êm e p e n d a n t  la  m a rc h e ,p a ru n  sou p ap e  à  p o in te a u .

L e  p re m ie r  m odèle d u  c a rb u ra te u r  (fig u re  3) f u t  m is  a u  p o in t dès 1891 p a r  les in v e n te u rs , 
m a is  ce m écan ism e  ne fu t  b re v e té  q u e  d e u x  ans p lu s  t a r d ,  le 11 fév rie r 1893, co m m e u n  des 
o rg a n es  c a ra c té ris tiq u es  d u  m o te u r  B án k i— C sonka. L e  b re v e t d écrit de faço n  p réc ise  le 
m é c a n ism e  e t le p rincipe  de fo n c tio n n em e n t d u  c a rb u ra te u r .  C’est ce b re v e t qu i e m p ê c h a  W . 
M a y b a c h  —■ que  d ’aucuns t ie n n e n t,  à  to r t ,  p o u r l ’in v e n te u r  d u  c a rb u ra te u r  —  de fa ire  b re v e 
te r  so n  m éc an ism e  en  A llem agne. W . M a y b a c h  ne ré u s s i t  a in s i à  ob ten ir p o u r son  c a rb u ra te u r  
q u ’u n e  lic en ce  française  déliv rée  en  d a te  du  17 a o û t 1893, do n c  six m ois ap rès la  d é liv ran c e  du 
b re v e t  d e  B á n k i  e t C s o n k a .

L e  tube d'allumage automatique de B án k i— C sonka  fu t ,  à  son époque, le p lus p e rfec tio n n é  
des d isp o s itif s  d ’allum age. E n  p rin c ip e , c’e s t u n  tu b e  de  cu iv re  ferm é e t d û m e n t iso lé , d e v a n t 
ê tre  c h a u f fé  à  la  flam m e d ’une  lam p e  à  p é tro le  p e n d a n t  c in q  m inu tes, a v a n t  le d é m a rra g e  du  
m o te u r .  A  p a r t i r  de ce m o m en t, la  lam p e  n ’est p lu s nécessa ire , car la  ch a leu r p ro d u ite  p a r  les 
ex p lo s io n s  su ff i t ,  p a r  la  su ite , à  m a in te n ir  le tu b e  d ’a llu m ag e  en incandescence p e rm a n e n te . 
Ce f u t  e n  1894 que les d eux  in v e n te u rs  associés e m p lo y è re n t p o u r  la prem ière  fois ce m écan ism e , 
q u i n e  f u t  c ep e n d an t b re v e té  q u e  le 25 a v ril 1896.

D a n s  les a te lie rs  d ’é tu d es de  l ’U n iv e rsité , J .  C s o n k a  a v a it fab riq u é , p o u r  le  co m p te  
des U s in e s  G an z, p lusieu rs cen ta in es  de  m o teu rs  à  essence de ty p e  B ánk i— C sonka. Ces m o te u rs , 
m is e n  v e n te  p a r  G anz, a v a ie n t f a i t  b r illa m m e n t le u rs  p reu v es dans la  p ra tiq u e .

L a  c o llab o ra tio n  de D. B á n k i  e t J .  C s o n k a  d u ra  ju s q u ’à  1898. A c e tte  é p o q u e  d é jà , 
l ’i n té r ê t  d e  J .  C so n k a  s’é ta i t  to u rn é  de p lu s en  p lu s v e rs  les véh icu les à  m o te u r. Ses rech e rch es 
é v e il lè re n t  l ’a tte n tio n  de la  d irec tio n , des P . T . T . C h arg é  p a r  les p ostes hongro ises , i l  con 
s t r u is i t  à  p a r t i r  de 1896, p lu s ieu rs  véh icu les à  m o te u r  à  t i t r e  d ’essai. C onvaincue  p a r  les 
e x p é rie n c e s  fav o rab les , fa ite s  av ec  ces véh icu les, la  d ire c tio n  des P. T . T. h o n g ro is  décida  
en  1904 , d ’org an iser le serv ice  des colis p a r  a u to m o b ile s , e t  com m anda h u it  v o itu re s  d ’apres 
les p la n s  d e  J .  C s o n k a . Les m écan ism es d ’e n tra în e m e n t de ces v o itu res o n t é té  e x éc u té s  aux  
a te l ie r s  d ’é tu d e s  de l ’U n iv ersité  T ech n iq u e , p a r  J .  C s o n k a  lui-m êm e. C’é ta i t  é g a lem e n t lui 
qu i a v a i t  e x éc u té  les p ro je ts  e t  les m o te u rs  des a u tre s  a u to m o b ile s  posta les. I l  a aussi c o n s tru it ,  
en  1908 , u n e  p e tite  v o itu re  à  u n  c y lin d re , e t  en  1912 u n  a u tre  ty p e  à q u a tre  cy lin d res , d estinés 
à  l ’e n lè v e m e n t de la  co rresp o n d an ce .

L es  m o te u rs  d ’au to m o b iles  de  J .  C s o n k a  o n t b ie n  so u ten u  la concurrence des m o teu rs  
de  l ’é p o q u e , e t  les o n t m êm e d ev an cés sous de n o m b re u x  rap p o rts . Ses m o te u rs  é ta ie n t  a 
c o u r te  c o u rse  e t  à  l ’allu re  ra p id e , av ec  cy lin d res cou lés en  u n  bloc, e t  m unis p a r to u t ,  o ù  cela 
s ’a v é r a i t  ré a lisab le , de ro u lem en ts  à  billes. Le m o te u r , le  d isp o sitif  d ’em b ray ag e , la  b o îte  de 
v ite sse s  e t  le fre in  de ses p e tite s  v o itu re s  de 1912 o n t  é té  réun is en u n  bloc c o m m u n  (figs. 4 
e t  5). L es  p la n s  e t  le d ro it de fa b ric a tio n  de son m o te u r  o n t  été  achetés p a r  u n e  e n tre p rise  
h o n g ro ise  e t  une  a u tre , c an ad ien n e .

A p rè s  48 ans de serv ice , il p r i t  sa r e tra ite ,  a b a n d o n n a n t  son p o ste  à l ’U n iv e rs ité  T ech 
n iq u e . C ’e s t  a lo rs, à  l ’âge de  73 an s , q u ’il p o sa  les fo n d e m e n ts  de sa p ro p re  e n tre p rise  (1924). 
C et a te l ie r  p r i t  b ie n tô t 'u n  essor co n sid érab le , e t sous le n o m  de » Fabrique de machines Jean 
Csonka«, se spécia lisa  dès 1925, d an s  la fa b ric a tio n  des p e ti ts  m oteurs. Les n o u v e a u x  ty p es 
de  m o te u r s  de la  fab riq u e  o n t é té  é laborés p a r  le v ie u x  J .  Csonka lu i-m êm e, q u i o b t in t  son 
d e rn ie r  b re v e t  en  1935, à l ’âge de  84 ans.

I l  d é cé d a  le 27 oc to b re  1939, âge de 88 ans.*

* P o u r  la  B ib liog raph ie , Se re p o rte r  à  la  f in  d u  te x te  anglais.
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ЖИЗНЬ И ТРУДЫ я .  ЧОНКА
П. Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Настоящая небольшая статья ставит целью ознакомить читателя с жизнью и тру
дами Яноша ЧОНКА, создателя моторостроения в Венгрии, по случаю 20-ой годовщины 
со дня его смерти.

Я- Чонка родился в Сегеде 22 января 1852 г. В юношеские годы он работал в кузнице 
своего отца, затем между 1871 —1877 гг. на различных венгерских и заграничных заводах. 
Два года он провел в Париже, откуда он в 1877 г. вернулся в Будапешт. Его в это время 
назначили начальником учебной мастерской Будапештского политехнического института.

Я- Чонка в учебной мастерской института проводил эксперименты по усовершен
ствованию газовых и керосиновых моторов, которые в то время были еще очень несовер
шенными. В результате проводившихся им экспериментов он сконструировал газовый 
мотор новой системы, который он запатентовал в качестве «Газового и керосинового 
мотора» (1884).

Позднее совместно с Д. Банки (который на 7 лет был моложе его и работал на за
воде Ганз) он продолжал свои эксперименты. В результате этого сотрудничества был 
разработан целый ряд крупных изобретений. В итоге совместной работы им были выданы 
следующие патенты : Новаторское изменение газовых машин (1888), Новаторские
изменения газовых и керосиновых моторов (1888), Управляющий механизм для четы
рехтактных моторов (1889), Газовый и керосиновый молот (1890), Новаторские изменения 
керосиновых моторов (1893), Автоматический трубчатый зажигатель для газовых и керо
синовых моторов (1896).

Одним из наиболее выдающихся достижений сотрудничества с Д. Банки был т. н. 
мотор Банки—Чонка (рис. 1—2). На этом моторе впервые были применены крупные 
изобретения их коллектива : распылитель и автоматический трубчатый зажигатель.

Распылитель системы Банки —Чонка подает керосин (бензин) в мотор не в виде 
газа, а в форме облака, состоящего из мелких капель жидкости. Распыление произво
дится по схожему с примененяемым при орошения цветов распылителем принципу, но 
не нагнетающим эффектом, а всасывающим эффектом мотора. Постоянство уровня жид
кости обеспечивается поплавком. Мощность мотора и число оборотов можно регулиро
вать при помощи клапана с бабочкой, а наиболее выгодный состав горячей смеси иголь
чатого клапана также во время работы двигателя.

Первый образец распылителя (рис. 3) был изготовлен этим коллективом в 1891 
году, но конструкция его была запатентована лишь через два года — 11 февраля 1893 г. 
в качестве одной основной характерной детали мотора Банки—Чонка. В патенте дается 
точное описание конструкции распылителя, а также принцип его работы. Этот патент 
помешал В. Майбаху запатентовать свою конструкцию в Германии (многие ошибочно 
считали, что распылитель был его изобратением). Таким образом, В. Майбаху удалось 
получить лишь французский пате'нт, и даже его только 17 августа 1893 года, т. е. на пол
года позднее патента Банки—Чонка.

Автоматический трубчатый зажигатель системы Банки—Чонка в свое время 
был наиболее совершенным зажигательным устройством. Он, по существу, состоял из 
закрытой и соответствующим образом изолированной трубки, изготовленной из красной 
меди. Эту трубку перед пуском мотора необходимо было подогревать керосиновым пла
менем в течении 5 мин. По истечении этого времени керосиновую лампу можно было 
убрать, т. к. в дальнейшем тепло взрыво уже само собой постоянно накаляло медную 
трубку. Это приспособление изобретательский коллектив применили впервые в 1894 
году. Запатентовано же оно было только 25 апреля 1896 года.

В учебной мастерской при политехническом институте, где начальником был 
Янош Чонка, по заказу завода Ганз было изготовлено несколько сот бензиновых моторов 
системы Банки—Чонка, которые затем были проданы заводом Ганз. Эти моторы отлично 
оправдались на практике.

Сотрудничество Доната Банки и Яноша Чонка продолжалось до 1898 года. С этого 
времени Я. Чонка все больше и больше уделяет внимание оснащенным мотором транс
портным средствам. Его опыты обратили на себя внимание венгерской почти. По пору
чению почты, начиная с 1896 г. им было сконструировано ряд опытных моторных транс
портных средств. Располагая положительным опытом, приобретенным при испытаниях 
экспериментальных образцов, венгерская почта решила, что перевозку посылок будет 
производить при помощи автомобилей, и почтовым управлением было заказано 8 авто
машин по проектам Я. Чонка. Приводной механизм этих автомашин был изготовлен в
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упомянутой уже учебной мастерской самим Я. Чонка. Им же были разработаны проекты 
остальных заказанных венгерской почтой автомашин для перевозки посылок и изготов
лены моторы к ним. Для сбора почтой писем в 1908 им была сконструирована одноци
линдровая машина, а в 1912 году четырехцилиндровая.

Автомобильные моторы Я. Чонка с моторами того времени могли конкурировать 
во всех отношениях, более того его моторы во многих отношения были лучше их. Его 
моторы имели небольшой ход поршня и были быстроходны, имели монолитный блок 
цилиндров, и где это только было возможно, изготовлялись на шариковых подшипниках. 
У разработанной им в 1912 г. конструкции малолитражной автомашины мотор, сцепле
ние, коробка передач и тормоз были собраны в общий блок (рис. 4 —5). Проект его мотора 
и лицензию на его изготовление были куплены одной венгерской и одной канадской 
фирмами.

Из института он ушел в пенсию после 48 лет работы. В это время ему исполнилось 
73 года, и он организовал собственную мастерскую (1924). Эта мастерская начала бурное 
развитие и в 1925 г. как машиностроительный завод Янош Чонка начал выпускать мало
мощные моторы. Новые типы моторов завода были разработаны сами Яношем Чонка. 
Последний патент был им заявлен в 1935 г. в 84 летнем возрасте.

Он умер в 88 летнем возрасте 27 октября 1939 г.

A k iad ásé rt felel az A kadém iai K iadó igazgatója M űszaki szerkesztő: F a rk as  Sándor

A kézirat nyom dába érkezett: 1960. I I I .  16 — T erjedelem : 21,25 (A/5) ív, 90 ábra

60.51015 — A kadém iai N yom da, Budapest — Felelős vezető: Bernât György
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A z A c ta  T echn ica  n ém e t, angol, f ran c ia  és orosz nyelven közöl é rtekezéseket a m ű szak i 
tu d o m á n y o k  köréből.

A z A c ta  T echnica  vá ltozó  te rjed e lm ű  fü z e tek b e n  je len ik  m eg , ti b b  fü ze t a lk o t egy 
k ö te te t .

A közlésre szán t k éz ira to k  a kővetkező  c ím re  kü ldendők  :

Acta Technica 
Budapest V., Nádor u. 7.

U gy an erre  a  c ím re  kü ldendő  m in d en  szerkesztőségi és k iad ó h iv a ta li levelezés.
Az A c ta  T echnica  előfizetési á ra  k ö te te n k é n t  belföldre 80 fo r in t,  kü lfö ldre  110 fo rin t. 

M egrendelhető  a  belfö ld  szám ára  az « A k ad ém iai K iad ó ” -nál (B u d ap es t V. A lk o tm án y  u tc a  21. 
B an k szám la  05-915-111-44), a  kü lfö ld  szám ára  p ed ig  a  „ K u ltú ra ”  K ö n y v - és H írlap  K ü lk e res
k ed elm i V á lla la tn á l (B u d ap es t V I. N ép k ö z tá rsa ság  ú t ja  21. B an k szám la  : 43-790-057-181), 
v a g y  a n n a k  kü lfö ld i képviselete inél és b izo m án y o sa in á l.

D ie  A c ta  T ech n ica  v e rö ffen tlichen  A b h an d lu n g en  aus dem  B ereiche der tech n isch en  
W issenschaften  in  d eu tsch e r, französischer, en g lisch er oder russischer Sprache.

D ie  A c ta  T echn ica  erscheinen in  H e ften  w echselnden U m fanges. M ehrere H e fte  b ilden  
e inen  B an d .

D ie  z u r  V eröffen tlichung  b estim m ten  M a n u sk rip te  sind an  fo lgende A dresse zu  senden:

Acta Technica 
Budapest V ., Nádor и. 7.
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A b o nnem en tsp re is p ro  B a n d : 110 F o rin t.  B este llb ar bei dem  B uch- u n d  Z eitungs-A ußen- 
b a n d e ls-U n tem eh m en  » K u ltu ra«  (B u d ap est V I. N épköztársaság  ú t ja  21. B a n k k o n to  N r. 
43-790-057-181) oder b e i seinen A u s la n d sv e rtre tu n g en  u n d  K om m issionären .



D E T E R M I N A T I O N  O F  L I M I T S  I N  S O L U T I O N S  

O F  P L A T E  P R O B L E M S

K . SZM O D ITS
CAND. TECHN. SC.

HUNGARIAN SCIENTIFIC INSTITUTE FOR STRUCTURAL ENGINEERING, BUDAPEST 

[M an u sc rip t received S e p tem b e r  11, 1958]

A low er an d  an  u p p e r lim it to  th e  so lu tio n  o f linear b o u n d a ry  v a lu e  
p ro b lem s are  defined  in  th is  p ap er. T hese  lim its  are  values c h a ra c te r is tic  o f 
th e  a p p ro x im a te  so lu tio n s o f  th e  p a r tia l  d iffe ren tia l equations in v e s tig a te d . 
As i t  is know n, th e  ap p ro x im a te  so lu tio n s m a y  be found in  tw o  w ays:

m
e ith e r  b y  a lin e a r  c o m b in a tio n  E  a„g'v o f  th e  functions g'v( x ,y )  sa tis fy in g

V=1
precise ly  th e  b o u n d a ry  cond itions, a t  th e  sam e tim e  sa tisfy ing  th e  d iffe re n tia l

n
e q u a tio n  “ as n ea rly  as possib le” , or b y  a lin e a r  com bination  E  a/tg''t o f  th e

#< = 1
fu n c tio n s  g/x (X, y )  w h ich  p recisely  sa tisfies th e  d iffe ren tia l eq u a tio n , sa tis fy in g  
also th e  b o u n d a ry  con d itio n s “ as n ea rly  as possib le” . T he c o n s ta n ts  av a n d  a,, 
m ay  be d e te rm in ed  from  one o f th e  sy s tem s o f d ifferen tia l e q u a tio n s  w hich 
exp ress a m in im um  p rin c ip le , or, in  th e  case o f  o rthogonal fu n c tio n s , from  
closed fo rm ulae . T h e  f ir s t  p rocedure  is k n o w n  as th e  dom ain  m e th o d , th e  
second as th e  b o u n d a ry  m ethod .

T he above lin e a r  com binations o f  th e  fu n c tio n s  g[, and  g/t c o n s ti tu te  
series te n d in g  to w a rd s  th e  req u ired  so lu tio n , th o u g h  th e y  m u st n o t  be  co n 
v e rg e n t series. I t  is su ffic ien t if  th e  v a ria n c e  in teg ra ls  o f th e  a p p ro x im a te  
so lu tions w ith  successively  increasing  v a lu es  o f  v an d  g  form  m o n o to n o u s series
te n d in g  to  zero. I f  th e  req u ired  so lu tion  is u ( x ,y ), th e  ap p ro x im a te  so lu tio n  is

m
u '( x ,y )  =  E  arg „  th e  ran g e  o f v a lid ity  is V  a n d  cp is any  in teg rab le  fu n c tio n , 
th e n  ’’ 1

m
f  W (u')Y~dV  =  J  [cp 2 ( a vt i ) \* d V

V l>= 1

te n d s  to w ard s  th e  va lu e  | [(p(w)]2 d V  o f th e  e x a c t so lu tion  and  ( [(p (u ') ]2 d  V  is
V V

a lim it o f j [cp(u)]2 d V  for an y  v alue  o f  m. 
v

T h e d e te rm in a tio n  o f a low er a n d  an  u p p e r lim it for ) [y>(u)]2 d V  will
v

1 Acta Technica XXIX/3—4.
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b e  d iscussed , th e  low er lim it being  th e  | [ç>(u')]2 d V  value, th e  u p p e r  lim it  th e
V

( [cp(ii")]2 d V  va lu e  o f  th e  ap p ro x im a te  so lu tio n s  u ', ob ta in ed  b y  th e  do m ain
V

m e th o d  an d  u " , b y  th e  b o u n d a ry  m e th o d , re sp ec tiv e ly .
T h e  so lu tions u ' a n d  u "  are low er a n d  u p p e r  lim its o f th e  so lu tio n  и  if  

th e  fo llow ing co n d itio n s are  fu lfilled. In  th is  d ed u c tio n  th e  th e o ry  o f fu n c tio n - 
sp a c e s  [1] is ap p lied .

L e t  ap p ro x im a te  so lu tio n s th a t  m a y  b e  p roduced  b y  series com posed  
o f  a n  in fin ite  n u m b er o f lin ea rly  in d e p e n d e n t fu n c tio n s , co rrespond  to  p o in ts  
in  a n  in f in ite  fu n c tio n -sp ace  an d  le t these  p o in ts  be given as th e  ends o f  v e c to rs

b e g in n in g  a t  p o in t 0. L e t th e  ends of th e  v e c to rs  S '  o f functions e x a c tly  s a tis fy 
in g  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s  lie in  an  in f in ite  su b sp ace  L', and  le t th e  en d s o f  
th e  v e c to rs  S ' o f fu n c tio n s  ex ac tly  sa tisfy in g  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  lie in  
a n  in f in i te  subspace L " .  I t  follows from  th e  u n iq u en ess  of th e  so lu tio n  t h a t  
th e  su b sp aces  L ' an d  L "  h a v e  only one p o in t in  com m on, the end  o f  th e  v e c to r  
S o f  th e  fu n c tio n  w hich  is a so lu tio n  o f  th e  p ro b le m . This is g eo m e trica lly  
re p re s e n te d  sym bolica lly  in  Fig. 1.

W ith in  range V , th e  sca la r p ro d u c t o f  th e  fu n c tio n  vecto rs S x cp(u 
an d  S 2 <p(u2) is d e fin ed  b y  th e  value

■Si ’ S2 =  j V K )  <p(u2) d V ,
so t h a t

s \  =  { (р[иг) cp(ux) d V  (1)

a n d  sin ce  th e  m etric  o f th e  func tion -space  is p o s itiv e -d e fin ite , if  S 2 =  0, S  =  0 .
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T he ends of v ec to rs  re p re se n tin g  so lu tions o b ta in a b le  b y  th e  d o m a in  
m e th o d  an d  a given r n u m b e r  o f lin ea rly  in d e p e n d e n t fu n c tio n s  a re  in  th e  
su b sp ace  L '  an d  a lin ea r  p o r tio n  o f  space of d im ension  L ‘r, an d  th u s  d e fin e  
th is  p o rtio n  o f space. S im ila rly , th e  en d p o in ts  o f  v e c to rs  re p re se n tin g  so lu tio n s  
o b ta in a b le  b y  th e  b o u n d a ry  m e th o d  an d  a g iven  s n u m b e r of lin e a rly  in d e 
p e n d e n t fu nc tions define th e  subspace  L "  an d  a lin e a r  p o rtio n  o f  space  of 
d im ension  L '.

T h e  co n stan ts  o f th e  te rm s  o f th e  fu n c tio n  series g iv ing  th e  so lu tio n s  S ' 
a n d  S "  a re  de te rm in ed  from  th e  cond itio n  o f o p tim u m  a p p ro x im a tio n  to  th e  
so lu tio n  S ,  so th a t  th e  v a lu es  (S — S ")2 an d  (S  — S ')2, i. e. th e  sum  o f th e  
v a ria n c e  o f th e  a p p ro x im a tio n  shou ld  be a m in im u m . H ence i t  follow s th a t  
th e  p o in t S "  o f th e  p o rtio n  o f  space L  "s an d  th e  p o in t S '  o f th e  p o r tio n  of 
space -L'r are  th e  p o in ts  o f  th e se  space p o rtio n s th a t  lie c losest to  S . T h u s  th e  
v e c to rs  S  — S "  an d  S  — S '  a re  p e rp en d icu la r to  th e  p o rtio n s  o f space  L s 
a n d  L ' ,  respective ly , i. e. acco rd in g  to  th e  d e fin itio n  o f o r th o g o n a lity  th e  
v ec to rs  S '  — S "  an d  S — S '  a re  p e rp en d icu la r to  all v ec to rs  in  th e  p o rtio n s  
o f  space  L " and  L'r, re sp ec tiv e ly . T he fu n c tio n  cp shou ld  be chosen so t h a t  th e  
su b sp aces L '  and  L "  sh o u ld  also be o rth o g o n al an d  le t us suppose t h a t  th e  
v e c to r  0 is in  th e  p o rtio n  o f  space  L ”. Since th e  h y p o te n u se  o f th e  r ig h t-a n g le d  
tr ia n g le  0 ,  S " ,  S  is a side o f  th e  rig h t-ang led  tr ia n g le  Ü, S ' ,  S ,  F ig. 1. p e rm its  
th e  d irec t conclusion th a t

S " 2 <  S2 <  S '2.

Sum m ing up th e  re s u lt ,  th e  following th e o re m  m ay  be e s ta b lish e d : 
The values S " 2 and  S '2 o f  solutions obtained by the boundary and  the domain  

methods o f  a function  to solve a boundary value problem are lower and  upper  
bounds , respectively, o f  the value S 2 as defined in  F ig . 1, i f  ( but not only i f )  the sub
spaces L '  and L "  con ta in ing  the endpoints o f  the vectors o f  all the possible solutions 
S '  and  S "  are orthogonal, and  the approximate solutions S '  and S "  approach S  
in  compliance with the m in im a l  error quadrate sense and  f in a l l y  the vector 0 
is in  the subspace L "  de fined  by the solution S " .

T he foregoing m e th o d  m a y  be ap p lied  to  a so lu tio n  of th e  b o u n d a ry  
v a lu e  prob lem

A A u = p ( x , y ) ;  (u)B =  / ;
9 it 
dn =  g

of th e  inhom ogeneous b ip o te n tia l  eq u a tion . T h e  fu n c tio n  has to  b e  chosen  
so th a t  th e  subspaces L '  a n d  L "  be o rthogonal. L e t th e  follow ing te n so r  belong  
to  th e  en d p o in t of th e  v e c to r  S  [2]:

T-. 0 2 U  T7 3 2 It — 9 2 U
■u a  = n — - +  2 i j  -  +  j j

dx2 dx dy  d y2

1*
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O f th e  v ec to rs  T ' — S [  — S 2 an d  T "  =  S'í — S 2 in  th e  subspaces L ' 
a n d  L " ,  respective ly , s in ce  th e y  are th e  d iffe ren ces b e tw een  th e  tw o  so lu tions 
t o  A A  и = p ,  T ' s a tis f ie s  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s /  =  0, g =  0, and  T "  
t h e  inhom ogeneous b ip o te n tia l  eq u a tio n  Zlzl и =  0. H ence

T h e  sca la r p ro d u c t o f  th e  v e c to rs  T ' and  T " ,  w ith  due a tte n tio n  to  th e  b o u n d a ry  
c o n d itio n s  and  a p p ly in g  G re e n ’s form ula t h a t  is

f g rad  (p • g ra d  ip d V  =  — [ (pAip d V  -j- <£99 g rad  ip d j i  ,
V 1

g iv es
T  . T"  =  J  u ' jj  u ” ij d V  =  -  f u ' u"m J  d V  +  I  u ' u" (j d B  =  o ,

V v '

so t h a t  any  vec to rs T '  a n d  T "  a re  o rth o g o n al a n d  th u s  th e  su b sp aces L '  an d  L "  
a re  a lso  orthogonal.

T h e  in eq u a lity  S " 2 S 2 ^  S '2 is th e re fo re

T h e  re la tions d ed u ced  m a y  be applied  to  th e  in v es tig a tio n  o f  a re c tan g u la r  
e la s t ic  p la te , w ith  a c o n s ta n t  lo ad  p ,  sides a a n d  b, an d  free ly  su p p o rte d  along 
i t s  edges.

T h e  solution b y  th e  d o m a in  m ethod  m a y  be  th e  so-called N a v ie r  so lu tion  
w i th  th e  w ell-know n d o u b le  F o u rie r  series

o r  in  g rea te r  detail
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an d  th e  so lu tion  b y  th e  b o u n d ary  m e th o d  b e  th e  w ell know n sim ple F o u rie r 
series expression [3]

w
4 pa* 1 Í 2 1 ba„ ba„\ . . T

(2 + ~2 tk  у | сЛ“ пУ - an y s h a n y

1 2

sm  an X ;

n n  1 Q can = ----- ; n - 1 ,3 ,5 . . .
a

B o th  a p p ro x im a te  so lu tions a p p ro a c h  th e  req u ired  so lu tion  b y  th e  F o u 
rie r  series, i. e. w ith  th e  m inim um  v a ria n c e  in te g ra l an d  th e  tr iv ia l  so lu tions 
o b ta in e d  if  th e  F o u r ie r  co n stan ts  d isa p p e a r , sa tis fy  th e  eq u a tio n  А А и  =  0, 
so t h a t  th e  v ec to r 0 is in  th e  p o rtio n  o f  space  L " .  T he  con d itio n s fo r using  th e  
p ro ced u re  are  th u s  a ssu red .

F o r in stan ce  le t  a =  b =  10 in , p  =  1,0 t /m 2 an d  К  =  100 tm . T h en  
ta k in g  th e  f irs t fo u r  te rm s  of th e  p o o rly  co n v e rg e n t w'  so lu tion  a n d  th e  f irs t  
te rm  o f th e  s tro n g ly  convergen t w "  so lu  tio n  in to  acco u n t, th e  lim its  defined  
b y  expression  (2) a re

2 4 -3 7 5 2  <  J  U jjU j j d V  ^ 2 4 - 8 1 4 4 .

T he p rocedure  here  developed d iffers from  th e  sim ilar one b y  S y n g e  [ 1 ]  

in  t h a t  here th e  a p p ro x im a te  so lu tio n s a re  th e  o rth o g o n al series converg ing  
to w a rd s  th e  re q u ire d  solu tion , fam ilia r  in  th e  th e o ry  o f p la te s , w hereas th e  
so-called  p y ram id  fu n c tio n s g iv ing  th e  a p p ro x im a te  so lu tions in  S ynge’s 
m e th o d  are  no t o rth o g o n a l.

In  th e  p re se n t p rocedure th e  in te rv a l o f  th e  lim its  m ay  be  d im in ished  
a t  w ill b y  considering  fu r th e r  te rm s  o f  th e  se ries , w hereas in  S ynge’s p ro ced u re  
th is  in te rv a l c a n n o t b e  dim inished w ith in  a so lu tio n  co n ta in in g  a g iven  n u m b er 
o f p y ra m id  fu n c tio n s  because th is  w ould  re q u ire  th e  ca lcu la tio n  o f a new  
so lu tio n  con ta in in g  m ore  p y ram id  fu n c tio n s . F u rth e rm o re , th e  d ed u c tio n  of 
S y n g e ’s theorem  w h ich  was ta k e n  as our b as is  is here sim pler.

R E F E R E N C E S
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2. I . A G A L L Y ,  M.— F r a n z ,  W . : V orlesungen ü b e r  V ek to rre c h n u n g . A kadem ische  V erlagsgese ll
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3. G i r k m a n n ,  K .: F läch en trag w erk e . S p rin g e r V erlag , W ien , 1954.
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SU M M A RY

T h e  lim its  o f b o u n d a ry  v a lu e  p ro b lem s in  th e  th e o ry  o f  p la tes  a re  d e te rm in e d , using  
fu n c tio n a l  spaces. The basic  id ea  w as se t o u t  by  Sy n g e , b u t  bis so lu tions do n o t  in c lu d e  a ll 
th e  p o ss ib le  ap p licatio n s o f th e  p ro c ed u re . T he m eth o d  d iscussed  ex ten d s  th e  field  o f  a p p lic a 
t io n  o f  Sy n g e 's procedure  to  th e  m e th o d  o f  ex p an d in g  in to  series o f e igen fu n ctio n s, w hile  
Sy n g e 's so lu tio n s resem ble th o se  o b ta in e d  by  th e  d ifference m eth o d .

D I E  B E ST IM M U N G  D E R  L Ö S U N G S S C H R A N K E N  Y O N  P L A T T E N P R O B L E M E N

K. SZMODITS

ZU SA M M E N FA SSU N G

D ie S tu d ie  b e faß t sich m it  d e r  B estim m u n g  der S c h ran k en  der in  der P la tte n th e o r ie  
v o rk o m m e n d en  R a n d w ertp ro b lem e  d u rc h  A n w endung  v o n  F u n k tio n srä u m e n . D iese M ethode  
w u rd e  d u rc h  Synge  e in g efü h rt, d o ch  e rsch ö p fte  er n ic h t säm tlich e  h ie rd u rc h  g eb o ten en  M öglich
k e ite n . D ie  h ie r  beh an d e lte  L ösung  w e n d e t die Sy n g e ’s M ethode  a u f  die R e ih en en tw ick lu n g  in 
E ig e n fu n k tio n e n  a n , w ährend  Sy n g e 's L ösungen  d en  d u rc h  das D ifferen zen v erfah ren  b e rec h 
n e te n  L ö su n g en  ähnlich  sind.

D É T E R M IN A T IO N  D E S L IM IT E S  D E S SO L U T IO N S D U  P R O B L È M E  D E S P L A Q U E S

K. SZMODITS

R É S U M É

L ’étude exam ine les possib ilités de déterm iner les lim ites des problèm es de valeurs au 
contour , connus de la théorie des p laq ues, par l’em ploi des cham ps fonctionnels. L’idée fonda
m enta le  du procédé vien t de Sy n g e , dont les solutions n’ont cependant pas épuisé to u te s les 
p ossib ilités d ’application de cette  m éthode. La solution exam inée par l ’auteur étend le cham p  
d ’app lica tion  de la m éthode de Sy n g e  à la m éthode du développem ent en série dans les fonc
t io n s  caractéristiques, tandis que les solutions de Sy ng e  ressem blent à celles obtenues p a r la  
m éth od e des différences finies.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ПЛАСТИН
К. смодич

РЕЗЮМЕ

Работа посвящена определению пределов задач значений окружности, встречаю
щейся в теории пластин, при помощи функциональных полей. Мысль метода была под
нята Синге, однако сообщенные им результаты не исчерпывают все возможности приме
нения метода. Рассмотренное здесь решение возможности применения метода Синге на 
метод разложения в ряд в собственные функции, в то же время решения Синге схожи с 
решениями, полученными при помощи дифференциального метода.



D I E  P L A N U N G  W I R T S C H A F T L I C H E R  T R A G W E R K E

J .  P E R E D Y

ARBEITSGEMEINSCHAFT FÜR BAU- UND VERKEHRSWESEN DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, FORSCHUNGSGRUPPE FÜR FESTIGKEITSLEHRE, BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  24. D ezem ber 1958]

Einleitung

D ie A ufgabe des p lan en d en  Ingen ieu rs is t es, zu r A u fn ah m e gegebener 
L a s te n  en tsp rech en d e  u n d  g leichzeitig  m öglichst w irtsch a ftlich e  T ra g k o n 
s tru k tio n e n  zu v e rw irk lichen . D ie derzeitigen  M ethoden  der In g e n ie u r  prax is 
fö rd e rn  die Lösung d ieser A ufgabe n u r  m itte lb a r . D ieselben e n tsp re c h e n  n ä m 
lich  n u r dem  Zw eck, d ie  K rä f te v e r te ilu n g  eines sozusagen  im  G anzen  gegebenen  
T ragw erkes zu b e s tim m en  u n d  zu en tsch e id en , ob das T rag w erk  im  H in b lick  
a u f  die gegebene B e la s tu n g  d er S ich erh e it e n ts p r ic h t, oder n ic h t. U n te r  diesen 
U m stä n d e n  is t d e r  In g e n ie u r gezw ungen , se ine  E n tw u rfsa rb e it  g leichsam  
in tu it iv  zu vo llfü h ren , u n d  die B erechnungen  d ien en  im  G runde  n u r  d e r  Ü b er
p rü fu n g  se iner V o rste llungen .

U n te r  so lchen  U m stä n d e n  e rsch e in t es w ü n sch en sw ert, m ö g lich s t e in
fache  B e rech n u n g sm eth o d en  au szu a rb e iten , w elche die w ir tsc h a ftlic h e , gleich
ze itig  a b e r au ch  die S ich erh e it g ew ährle istende  P lan u n g  v o n  T ragw erken  
erm ög lichen . E in  so lches S treb en  m a c h t sich in  d e r ganzen  W elt b em e rk b a r, 
u n d  die e inheim ische  F a c h li te ra tu r  b e faß te  sich  ebenfalls m it d iese r F rage  
[ 1 ,2 ,3 ,  5]. D er Zw eck des v o rliegenden  A ufsa tzes is t  die E rö r te ru n g  einer 
M ethode, die den  A n fo rd e ru n g en  d er w irtsch a ftlich en  P la n u n g  v o n  T ra g 
w erken  e n tsp r ic h t u n d  als eine V era llgem einerung  der in  der a n g e fü h r te n  L ite 
r a tu r  b e h an d e lten  M ethoden  angesehen  w erden  k an n , fe rn e r d ie  K lä ru n g  
d e r  a u f tau ch en d en  g ru n d sä tz lich en  F rag en .

D as v o rzu fü h ren d e  V erfah ren  is t a u f  dem  g anzen  G ebiet d e r  tech n isch en  
F estig k e its leh re  (für D u rch lau fträg e r, R ah m en , T räg erro s te , F ach w erk e , fe r
n e r  m it gew issen E in sch rän k u n g en  auch fü r  P la t te n , Schalen usw .) an w en d b ar. 
D as V erfah ren  is t sow ohl fü r  die A usw ahl d e r w irtsc h a ftlic h s te n  s ta tisch  
b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  wie au ch  fü r  den  E n tw u rf  des w ir tsc h a ftlic h s te n , 
au s  e lastischem  oder p las tisch em  M ateria l b e s teh en d en , s ta tisc h  u n b e s tim m te n  
T rag w erk es geeignet. D ie vorliegende S tu d ie  b e h a n d e lt au sfü h rlich  n u r  die au f 
s ta t is c h  b e s tim m te  K o n s tru k tio n e n  bezüglichen  A nw endungen  des V erfah rens.
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1. G rundbegriffe  und B eze ich n u n g en

1/1. D er A ufsatz b e f a ß t  sich m it e inzelnen , a u f  s ta tisc h  b es tim m te  T ra g 
k o n s tru k tio n e n  b e z u g n eh m en d en  F ragen. I rg e n d e in  T rag w erk  k a n n  d ad u rch  
b e sc h rie b e n  w erden, d a ß  m a n :

a) die Achse o d er d ie  M itte lfläche  des T rag w erk es  bzw . im  a llgem einen  
d e n  B e re ich  T  der R a u m p u n k te  P,  und

b) in  jedem  e in ze ln en  P u n k t  P  in n e rh a lb  des B ereiches T  d ie zu diesem  
P u n k t  gehörenden Q u e rsc h n ittsa b m e ssu n g e n , im  a llgem einen  die zu r vo ll
k o m m e n e n  B estim m ung  d es  T ragw erkes b e n ö tig te n  sämtlichen Detailangaben 
a n f ü h r t .  Diese D e ta ila n g a b e n  k ö nnen  allgem ein  in  den  e inzelnen  P u n k te n  P  
m i t  m eh re ren  skalaren  M eß zah len  (z. B. im  F a lle  e ines hom ogenen  V iereck
q u e rs c h n itte s  m it dessen  H ö h e  u n d  B reite) g ek en n ze ich n e t w erden , die m an  in 
e in e r  V ektorgröße*  G zu sa m m e n fa sse n  k an n . D ie im  allgem einen  S inne genom 
m e n e  F u n k tio n , die in  je d e m  einzelnen  P u n k t des B ere iches die D e ta ilan g ab en  
d e r  K o n s tru k tio n  lie fe rt, b eze ich n en  wir m it G =  G (P ).

1/2. W enn au f e ine  K o n s tru k tio n  eine L a s t  w irk t, so e n ts te h e n  infolge 
d e re n  W irkung  in  d e r  K o n s tru k tio n  innere  K rä f te . Z u r B esch re ib u n g  der 
I n n e n k r ä f te  m üssen in  e in e m  je d e n  einzelnen P u n k t  des B ereiches T  im  allge
m e in e n  m ehrere  skalare  A n g a b e n  an g efü h rt w e rd en  (z- B . im  F a lle  v o n  S ta b 
k o n s tru k tio n e n  drei K ra f tk o m p o n e n te n  u n d  d re i M o m en ten k o m p o n en ten ). 
D ie se  sk a la ren  A ngaben  k ö n n e n  w ir als K o o rd in a te n  des v e ra llg em ein erten  
In n e n k ra f tv e k to rs  b e tr a c h te n . D iese v e ra llg em e in erte  In n e n k ra f t  bezeichnen  
w ir  m i t  Y , ihre einzelnen K o o rd in a te n  m it XY , 2Y,  . . . кY  (oder wo dies u n n ö 
t ig  i s t ,  e in fach  m it Y).  J e n e  F u n k tio n  V  =  Y(P),  die  in  jed em  einzelnen  P u n k t 
P  d e s  B ereiches T  den  W e r t  d er In n e n k ra f t l ie fe r t, n en n en  wir die In n e n 
kraftverte ilung.  Die K o n s tru k t io n  m uß sow ohl im  G anzen  als au ch  in  ih ren  
T e ile n  im  G leichgew icht se in . Im  w eiteren  w erd en  n u r  solche In n e n k ra f tv e r te i
lu n g e n  e rö r te r t, welche d as  G leichgew icht d er K o n s tru k tio n  en tw ed er im  F alle  
e in e r  gegebenen B e la s tu n g  o d e r  im  u n b e la s te ten  Z u s ta n d e  derse lben  gew äh r
le is te n .

D e r  A ufsatz geh t v o n  s ta t is c h  rc-fach u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n e n  aus. 
Im  F a lle  solcher K o n s tru k tio n e n  können säm tlich e  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n , 
w e lch e  zusam m en m it d e r  g eg eb en en  B elastung  die G le ichgew ich tsbed ingungen  
b e fr ie d ig e n , in  G esta lt d e r  fo lg en d en  Sum m e

Ÿ  =  Y ( P )  =  У0 (P ) +  2  У1 ■ Y Áp ) ( 1 )
1 =  1

* Im  vorliegenden A u fsa tz  i s t  u n te r  dem  W ort V e k to r n ich t u n b e d in g t ein d re id im en 
s io n a le r  V ek to r zu v e rstehen . D ie  S ä tze  der V ek to ran a ly s is , d ie an  den dreid im ensionalen  
R a u m  g e b u n d en  sind, g e langen  h ie r  n ic h t zur A nw endung .
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(la rg este llt w erden. D ie  B ed eu tu n g  d e r e inzelnen  B eze ichnungen  is t  d ie  fo l
gende:

Y  =  Y 0(P) is t e ine d er gegebenen  B e las tu n g  das G leichgew icht h a lte n d e  
(im  ü b rig en  beliebige) In n e n k ra f tv e r te ilu n g ;

Y  =  Y ,(P) is t  eine im  u n b e la s te te n  Z u s ta n d  d e r K o n s tru k tio n  d as  
G leichgew icht gew äh rle is ten d e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g , die in  einem  T e il
b e re ich  von  gleicher D im ension  des B ereiches T  (z. B . in  einem  A b sc h n itte  
d e r  T rägerachse) v o n  N u ll abw eich t. Solche In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  w erden  
w ir Grundverteilungen  n en n en . In  d er F o rm el (1) e rsche inen  n G ru n d v e rte ilu n 
gen, d iese m üssen v o n e in a n d e r l in e a r  u n ab h än g ig  sein  (d. h . keine d ieser d a r f  
als e in e  L in ca rk o m b in a tio n  der ü b rig en  d a rs te llb a r  sein), im  üb rigen  sind  sie 
jed o ch  beliebig.

y i  is t  ein fre ie r P a ra m e te r . D ie F o rm el (1) e n th ä l t  n  freie P a ra m e te r , 
eine en tsp rech en d e  W a h l derselben  e rm ög lich t die D a rs te llu n g  je d e r  s ta t is c h  
m öglichen  In n e n k ra ftv e rte ilu n g .

D er Z usam m enhang  (1) k ann  se lb s tv e rs tä n d lic h  n ach  den K o o rd in a te n  
Y  d e r In n e n k ra f t Y  au fg e lö s t w erden , d. h .:

Y = Y ( P )  =  Y 0( P ) +  J  y r Y ' ( P ) .  ( l a )
i=i

D ie U ntersuchungsergebn isse  des A ufsa tzes k ö n n en  auch  im  F alle  so lcher 
K o n s tru k tio n e n  a n g ew en d e t w erden , fü r w elche die beliebige F u n k tio n  
Y  =  Y ( P ) n ich t als d ie  Sum m e aus e in e r  end lichen , so n d e rn  aus e in er u n e n d 
lichen  A nzahl von G liedern  d a rg es te llt w erden  k a n n .

1/3. In  einer m it e in er gegebenen  L a s t b e la s te te n  K o n s tru k tio n  w ird  
von  d en  nach F orm el (1) m öglichen un en d lich  v ie len  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  
n u r  eine einzige a u f tre te n . D iese ta tsä c h lic h  a u f tre te n d e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  
b eze ich n en  wir m it Y  = Y E(P).

D ie A ufgabe des p lan en d en  In g en ieu rs  b e s te h t  im  E n tw u rf  von  d e r  
S ich erh e it en tsp rech en d en  K o n s tru k tio n e n . E in e  K o n s tru k tio n  w ird  als s ich er 
b eze ich n e t, wenn die au s  d er ta tsä c h lic h e n  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  e n ts te h e n d e  
In n e n k ra f t  Y =  Y e (P)  in  jed em  e inzelnen  P u n k t P  in n e rh a lb  des S ic h e rh e its 
b ere iches zu liegen k o m m t, der a u f G ru n d  d er K e n n tn is  d e r zu dem  frag lich en  
P u n k te  gehörenden  D e ta ilan g ab en  b e s tim m b a r is t . Z. B .: im  F alle  m itt ig e r  
B ean sp ru ch u n g  m uß  d ie  ta tsä c h lic h  a u f tre te n d e  K ra f t  in n e rh a lb  d er G ren zen  
liegen, die als F u n k tio n  d er Q u ersch n ittsfläch e  a u f  Zug u n d  a u f  D ru ck  f e s t 
g e se tz t w erden könn en ; im  F alle  eines d u rch  eine m ittig e  K ra f t  u n d  g le ich 
zeitig  a u f  B iegung b e a n sp ru c h te n  e lastisch en  T rag w erk es m üssen  die b e id e n  
K o o rd in a te n  M  und  N  d e r  In n e n k ra f t  Y  die den  S ich erh e itsb e re ich  b e s tim -
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m e n d e  U ngleichung

„^M  + M
F  K

in  je d e m  P u n k te  des T rä g e rs  befried igen .
D ie  E rfü llung  d e r so eb en  e rw äh n ten  S icherh e itsb ed in g u n g  is t  in  jedem  

F a l le  no tw end ig , an  s ich  se lb s t jedoch  n ic h t in  jed em  F alle  h in re ichend . 
E in z e ln e  S ta b ilitä tsp ro b le m e  (u n te r  an d e ren  die K n ick u n g  v o n  S tä b e n  m it 
v e rä n d e r lic h e n  Q u e rsc h n itt)  k ö n n en  z. B . n ic h t so fo rm u lie rt w erd en , d aß  ein 
p u n k tw e is e r  V ergleich d e r  In n e n k ra f t  m it  dem  S ich erh e itsb ere ich  die F rage  
d e r  S ich e rh e it en tsch e id en  k ö n n te . Solche F ra g e n  w erden  aus d en  fo lgenden 
E rö r te ru n g e n  ausgesch lossen , u n d  die im  v o rig en  A b sa tz  e rw ä h n te  B ed ingung  
w ird  g leichzeitig  au ch  als h in re ich en d e  B ed in g u n g  der S ich erh e it angesehen .

1/4. Die K o n s tru k tio n e n  m üssen  im  F a lle  e in er gegebenen B e la s tu n g  n ich t 
n u r  d ie  S icherheit g ew äh rle is ten , d ieselben  m üssen  gleichzeitig  au ch  e n tsp re 
c h e n d  w irtsch aftlich  se in . Z u r  M essung d e r W irtsc h a ftlic h k e it k a n n  in  jedem  
P u n k te  des B ereiches T  e in e  n ic h t n eg a tiv e  Z ah l A  als F u n k tio n  d er D e ta il
a n g a b e n  G d e ra rt a n g eg eb en  w erden , d aß  d er W e rt des In te g ra ls

a =  j  A d T
T

u m  so k leiner w ird, je  w irtsc h a ftlic h e r  die K o n s tru k tio n  is t . D ie  Z ah l A  
b e z e ic h n e n  w ir als die spezifischen Kosten, die Z ah l a dagegen  als die M e ß 
za h l  der Wirtschaftlichkeit. B e i d e r B ildung  d e r spezifischen  K o s te n  A  können  
fo lg e n d e  F ak to ren  in  B e tr a c h t  kom m en: d e r M ate ria lb ed arf  (bei K o n s tru k 
t io n e n  aus hom ogenem  M a te ria l k a n n  A  e in fach  die Q u e rsch n itts f läch e  sein), 
d ie  v ersch ied en en  M a te ria lp re ise  (w elche im  F alle  inhom ogener K o n s tru k 
t io n e n  b ed eu tsam  sin d ), w ie auch  einige F a k to re n  der H e rs te llu n g  u n d  der 
I n s ta n d h a l tu n g  (z. B . d ie  S ch a lu n g sfläch e , das G ew icht, w elchem  b e i der M on
ta g e b a u w e ise  eine b eso n d e re  B ed eu tu n g  z u k o m m t, die G röße d e r gegen K o r
ro s io n  zu  schü tzenden  O b e rfläch e  u n d  äh n liche). E s is t n a tü r lic h , d aß  die t a t 
sä c h lic h e  W irtsc h a ftlic h k e it des T ragw erkes au ch  von  solchen F a k to re n  abhän- 
g e n  k a n n , die d u rch  d ie  p u n k tw e ise  an g eg eb en en  spezifischen  K o sten  A  
b z w . m itte ls  deren  In te g ra ls  n ich t a u sg ed rü ck t w erden  kö n n en . V on solchen 
F a k to r e n  w ird im  w e ite re n  A b s ta n d  genom m en.

2. Die P la n u n g  w irtsch aftlich e r K o n stru k tio n en

D as vo rher e rw ä h n te  P ro b lem , n äm lich  die P lan u n g  w irtsch a ftlich e r 
u n d  gleichzeitig  S ich erh e it g ew ährender K o n s tru k tio n e n , b ild e t die H a u p t
a u fg a b e  der In g e n ie u rp ra x is . Im  F alle  s ta tis c h  b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n
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b ie te n  au ch  die g eb räu ch lich en  V erfah ren  d er F e s tig k e its le h re  die M öglich
k e it, d en  G e s ich tsp u n k ten  der W irtsc h a ftlic h k e it G e ltu n g  zu verschaffen . H ier 
s in d  n äm lich  n u r d e r  B ereich  T  d e r K o n s tru k tio n  (die T rägerachse) u n d  die 
B e las tu n g en  von  v o rn h e re in  fe s tg e se tz t, aus d iesen  k an n  die s ta tisc h  einzig 
m ögliche ta tsäch lich e  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  =  Y e (P)  e in d eu tig  b e s tim m t 
w erd en , u n d  w ir s ind  in  d er Lage, d ie  D e ta ila n g a b en  (die Q u e rsch n ittsab m es
sungen) so zu b e s tim m e n , daß  die K o n s tru k tio n  e inerse its  in  einem  jed en  
P u n k te  den  ta tsä c h lic h e n  In n e n k rä f te n  en tsp re c h e  u n d  a n d e rse its  die spe
z ifisch en  K osten  A  ü b e ra ll die n ied rig s ten  sein  sollen. E s g ib t jed o ch  kein  
en tsp re c h e n d  a u sg ea rb e ite te s  V erfah ren , w elches zw ischen m eh reren  M öglich
k e ite n  die A usw ahl d e r  w irtsc h a ftlic h s te n  s ta tis c h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  
e rm öglichen  w ürde (z. B . die zw eckm äßigste  A n o rd n u n g  d er G elenke eines 
G erber-T rägers bei gegebener B e lastu n g ). B ei s ta tis c h  u n b e s tim m te n  K o n 
s tru k tio n e n  s tö ß t m a n  a u f  besonders große S ch w ierig k e iten ; so m uß  m an  
z. B . b e i der g eb räu ch lich en  B erech n u n g  eines D u rch lau fträg e rs  das T rä g 
h e itsm o m e n t der Q u e rsc h n itte  von  e in e r V erh ä ltn iszah l abgesehen  v o n  v o rn 
h ere in  festse tzen , w as die B erü ck sich tig u n g  d e r G esich tsp u n k te  d er W ir t
sc h a ftlic h k e it n u r in n e rh a lb  sehr en g e r G ren zen  e rm öglich t. E s  is t  d ah e r 
w ünschensw ert so lche  E n tw u rfsv e rfah ren  a u sz u a rb e iten , die v o n  m öglichst 
w enig v o n  v o rn h ere in  fe s tg e se tz ten  A n g ab en  au sg eh en d  die A usw ahl d er e n t
sp rech en d en  w irtsch a ftlich en  K o n s tru k tio n e n  a u f  eine w om öglich einfache 
W eise g e s ta tte n . D ie fo lgenden  E rö r te ru n g e n  bezw ecken  die D arleg u n g  eines 
so lchen  V erfahrens.

D iese M ethode b e tra c h te t  den  B ere ich  T  d e r  K o n s tru k tio n  u n d  deren  
L as ten  als gegeben, u n d  en tw irft d ie  D e ta ila n g a b en  a u f  eine solche A r t,  d aß  
sow ohl die W irtsc h a ftlic h k e it wie au ch  die S ich erh e it d er K o n s tru k tio n  gew äh r
le is te t  w ird . D ieses V erfah ren  is t  f ü r  den  w irtsc h a ftlic h e n  E n tw u rf  eines 
g ro ß en  Teiles der in  d e r  P rax is v o rk o m m e n d e n  s ta tis c h  b e s tim m te n  u n d  
u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n e n  an w en d b a r, e inerle i ob diese aus elastischem  
o d er p lastischem  M a te ria l bestehen . D as V erfah ren  w urde  in  h o h em  G rade 
d a d u rc h  v e re in fach t, d a ß  die zw ischen ein igen  W irtsc h a ftsg ru n d sä tz e n  und  
d en  G ru n d p rin z ip ien  d e r  herköm m lichen  T räg e rleh re  b esteh en d en  R e la tio n en  
b e n ü tz t  w urden . D as vorgesch lagene V erfah ren  w ird  in  d er Folge eingehend  
b esch rieb en .

2/1. D er B ereich  T  d e r K o n s tru k tio n  u n d  d e ren  B e lastu n g en  s ind  gege
b e n ; fe rn e r  sind m it H ilfe  der G ru n d v e rte ilu n g en  d ie  die gegebenen L a s te n  im  
G leichgew icht h a lte n d e n  säm tlichen  In n e n k ra f tv e r te ilu n g e n  Y  = Y ( P )  in  der 
in  F o rm e l (1) an g eg eb en en  W eise an g esch rieb en . M an b esch ließ t n u n , nach  
w elchen  G ru n d sä tzen  d ie  einzelnen A n g ab en  d e r zu  en tw erfen d en  K o n s tru k 
tio n  zu g es ta lten  s ind  — im  Falle e in e r  S ta b k o n s tru k tio n  k a n n  m a n  beisp ie ls
weise d ie  B ed ingung  ste llen , daß  d ie  Q u e rsc h n itte  R ech teck e  sein  sollen, 
u n d  d aß  m an  deren H ö h e  h und  B re ite  b (oder n u r  eine d ieser b e id en  A bm es-
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su n g e n ) den  G ru n d sä tzen  d e r  W irtsch a ftlich k e it u n d  d er S ich erh e it e n tsp re 
c h e n d  zu  entw erfen  w ü n sc h t. D ie zu den in  F rag e  ko m m en d en  D e ta ila n g a b en  
G g e h ö ren d en  spezifischen K o s te n  A  und  die S icherhe itsbere iche  s in d  b e k a n n t, 
w e n n  z. B . die spezifischen K o s te n  eines rech teck ig en  S tab es m it d e r  Q u er
sc h n itts f lä c h e  gem essen w erd en  und  die B ean sp ru ch u n g  re ine  B iegung  is t, 
d a n n  b es teh en  die R e la tio n e n

A  =  b - h  u n d  \ M \ <  —  -bh2 .
6

2/2 . I n  K en n tn is  des o b ig en  w ird  n u n  zu einem  jed en , vom  G esich ts
p u n k te  d e r A ufgabe au s e rd en k lich en  W ert Y  d e r In n e n k ra f t  aus d en  in  F rag e  
k o m m e n d e n  D e ta ilan g ab en  d ie  » en tsp rech en d  w irtsch a ftlich s te« , d a h e r  d ie
je n ig e  ausgew ählt, be i d e r d ie  b e tre ffen d e  In n e n k ra f t  Y  noch  in n e rh a lb  des 
S ich erh e itsb ere ich es lieg t, d ie  spezifischen  K o s te n  A  ab e r ih r  K le in s tm a ß  
e rre ic h e n . A uf diese A rt w ird  jed em  Y  ein G, G =  G(Y) u n d  ein  A ,  A  =  A ( Y ) 
z u g e o rd n e t, d. h. die zu m  T ra g e n  d er b e tre ffen d en  In n e n k ra f t  Y  gee igneten  
w irtsc h a ftlic h s te n  D e ta ila n g a b en  und  deren  spezifische K o sten . W en n  m an  
n u n  a u f  das im  vorigen A b sa tz  e rw äh n te  B eispiel zu rü ck g re ift u n d  v o ra u sse tz t , 
d a ß  d ie  B reite  b des Q u e rsc h n itte s  von v o rn h ere in  gegeben is t, u n d  n u r  die 
H ö h e  h  bestim m t w erden  soll, d an n  e n tsp ric h t in  d iesem  F alle  d er F u n k tio n

G =  G(Y)  d e r A u sd ru c k •V № >

u n d  d e r  F u n k tio n

A  =  A  (Y)  d e r A u sd ru c k  A  =

2/3. Im  Falle e in e r g eg eb en en  B e la s tu n g  w äh len  w ir von  d en  s ta tis c h  
m ö g lich en  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n

Y ( P ) =  Y0(P ) +  J  y r Y t(P)
i=i

d ie jen ig e  aus, bei der das a u f  d en  B ereich T  bezügliche In te g ra l d er spezifischen  
K o s te n  А  =  A ( Y )  d e r in  d e n  einzelnen P u n k te n  P  zu r G ew äh rle is tu n g  d er 
S ic h e rh e it un b ed in g t n o tw en d ig en  w irtsc h a ftlic h s te n  D e ta ila n g a b en  — die  
W irtsc h a ftlic h k e itsm eß z a h l d e r  K o n s tru k tio n  im  ganzen  — ein M in im um  w ird , 
d . h .

a =  J  A  [Y (P)] d T  =  Min!
T

D ie L ösung  des E x tre m w e rtp ro b lem s  b e d e u te t die en tsp rech en d e  A usw ahl 
d e r  b e im  A nschreiben d e r b e lieb igen  s ta tisc h  m öglichen  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n
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Y (P ) a u f tre te n d e n  fre ien  P a ra m e te r  y , ,  (i = 1 , 2 ,  D ieses P rob lem
k a n n  u n b ed in g t ge löst w erden; d a  d ie  spezifischen  K o sten  n ic h t n e g a tiv  sein 
k ö n n en , so g ib t es u n te r  den  zu  d en  v e rsch iedenen  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  
Y ( P )  gehörenden  a  W e rte n  u n b e d in g t einen solchen W ert a m;n, d a ß  u n te r  
sä m tlich en  a  W erten  k e in  k le in ere r zu f in d en  is t. E s  is t  se lb s tre d e n d  n ich t 
sicher, d aß  die L ösung  des P ro b lem s in  e in er einzigen In n e n k ra f tv e rte ilu n g  
Y ( P )  b e s te h t;  fü r zah lre iche  p ra k tis c h e  F ä lle  g ib t es ta ts ä c h lic h  m ehrere  
L ösungen . In  der Folge b e d e u te t d ie  B ezeichnung  Y  = Y A(P)  d ie  L ösung, 
o d e r fa lls m eh rere  L ösungen  m ög lich  sind , eine derselben . D ie In n e n k ra f t 
v e rte ilu n g  Y  =  Y  A(P)  als solche w ollen  w ir die » w irtsch a ftlich s te  In n e n k ra f t 
v e rte ilu n g «  nennen .

2/4. A nsch ließend  w erden  d ie  zu  B eginn  noch  u n b e k a n n te n  D e ta ila n g a 
b en  b e s tim m t. D ies erfo lg t so, d a ß  m an  zu den  aus einer w ir tsc h a ftlic h s te n  
In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y  =  Y  A{P) s ta m m e n d e n  In n e n k rä f te n  m it H ilfe  der 
sch o n  frü h e r an gesch riebenen  F u n k tio n  G =  G (Y)  in  allen  P u n k te n  P  die 
e n tsp rech en d en  u n d  g leichzeitig  d ie  w irtsch a ftlich s ten  D e ta ila n g a b en  aus
su c h t. D ie a u f  diese W eise gew onnenen  D e ta ilan g ab en  w erden  m it G =  GA(P) 
b eze ich n e t u n d  die » w ir tsc h a ftlic h s te n  D e ta ilan g ab en «  g en an n t.

W enn  m an  das a u f  dem  o b ig en  G ed an k en g an g  b e ru h en d e  V erfahren  
(im  w eite ren  » W irtsch a ftlich k e itsv e rfah ren « ) d u rc h s tu d ie r t, so w ird  m an  es 
se lb s tv e rs tän d lich  f in d e n , daß  es in  jed em  F a lle  die w irtsc h a ftlic h s te  K o n 
s tru k tio n  e rg ib t, da es ja  die L ösung e in er h ie rau f bezüg lichen  M in im u m au fg ab e  
lie fe rt. E s  m ag jed o ch , im  G egensatz  h ierzu , als frag lich  e rsch e in en , ob die 
w irtsch a ftlich s te  K o n s tru k tio n  a u c h  als sicher an zu seh en  sei. E s  is t  zw ar 
w a h r, d aß  die In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  = Y A(P) m it d er gegebenen  B e las tu n g  
im  G leichgew icht is t, u n d  d aß  die D e ta ila n g a b en  G =  GA(P)  ge rad e  so b e s tim m t 
w u rd en , d aß  sie den  In n e n k rä f te n  Y  = Y A(P)  in  jed em  P u n k te  e n tsp re c h e n , 
es e rsch e in t ab e r n ic h t als s ich e rg es te llt, d aß  die in  dem  m it H ilfe  des W ir t
sc h a ftlich k e itsv e rfah ren s  en tw o rfen en  T rag w erk  ta tsä c h lic h  e n ts te h e n d e  In n e n 
k ra ftv e r te ilu n g  Y  — Y e(P)  m it Y  =  Y A(P) ü b e re in s tim m t. G anz a llgem ein  
gesehen  is t  es auch  n ic h t so (h ie ra u f g reifen  w ir an  H a n d  von  A bb . 8b noch 
zu rü ck ), da w ir ja  im  L aufe  d er g em äß  dem  W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  
d u rc h g e fü h rte n  K o n s tru k tio n sp la n u n g  n irgends d a ra u f  R ü ck sich t genom m en 
h a t te n , d aß  die ta tsä c h lic h e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  gerade  Y  = Y A( P ) sein 
m u ß . T ro tzd em  k an n  fü r  einen w e ite n  K reis d e r in  d e r P rax is  v e rw en d e ten  
K o n s tru k tio n e n  nachgew iesen  w e rd e n , daß  die ta tsä c h lic h e  In n e n k ra f tv e r te i
lu n g  d er gem äß  dem  W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  en tw o rfen en  K o n s tru k tio n  
g en au  Y  = Y A(P) is t , u n d  daß  d iese  K o n s tru k tio n  dem nach  n ic h t n u r  w ir t
sch aftlich  is t , sondern  au ch  die S ich erh e it g ew äh rle is te t.

D as W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  is t a u f  v e rsch iedenen  G eb ie ten  der 
In g e n ie u rp ra x is  an w en d b ar; so zum  E n tw u rf

a) s ta tisc h  b e s tim m te r,
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b) sta tisch  u n b e s tim m te r  aus e lastischem  M ate ria l wie au ch
c) sta tisch  u n b e s tim m te r  aus p lastischem  M ate ria l h e rzu s te llen d er K o n 

s tru k tio n e n .
D as A n w en d u n g sg eb ie t u n d  die die A n w en d u n g sm ö g lich k e it s ichernden  

th e o re tis c h e n  E rw äg u n g en  g e s ta lte n  sich fü r  d iese  d re i K o n s tru k tio n s ty p e n  
v e rsc h ie d e n . D er v o rlie g e n d e  A ufsa tz  w ü n sch t sich  n u r  m it dem  F a ll a) zu 
b e fa sse n , die au f die F ä lle  b) u n d  c) bezüg lichen  b ish e rig en  F o rsch u n g se rg eb 
n is se  w erden  den G e g e n s ta n d  einer sp ä te ren  S tu d ie  b ild en .

3. Die A n w en d u n g  des W irtseh aftlich k e itsv erfah ren s 
heim  E n tw u r f  s ta tisch  bestim m ter K o n s tru k tio n e n

F ü r  sta tisch  b e s t im m te  K o n s tru k tio n e n  is t  es b e k a n n tlic h  k ennze ich 
n e n d , d aß  im Falle e in e r  gegebenen  B e las tu n g  n u r  eine einzige, das s ta tisch e  
G le ichgew ich t sichernde  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  m öglich  is t, im  G egensatz  zu 
s ta t i s c h  u n b estim m ten  T rag w erk en , bei w elchen  es m eh rere  solche In n en -

k ra f tv e r te ilu n g e n  g ib t. A u f  diese W eise k ö n n en  u n te r  den  s ta tisc h  m öglichen 
In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  e in e r  u n b es tim m ten  K o n s tru k tio n  die In n e n k ra f t
v e rte ilu n g e n  zah lre ich e r s ta tis c h  b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n  au fgefunden  
w e rd e n . So k ann  z. B . zw ischen  den s ta tisc h  m öglichen  M om enten lin ien  des 
in  A b b . l a  d a rg e s te llte n  s ta tis c h  u n b e s tim m te n  D u rc h la u fträ g e rs  a u f  drei 
S tü tz e n  auch die M o m en ten lin ie  des in  A bb . 16 geze ig ten  G erber-T rägers a u f  
d re i  S tü tzen  — wie a u c h  d iejen ige säm tlich e r T rä g e r  ähn lichen  T y p s  — au f
g e fu n d e n  w erden. W ir  m ü ssen  aber auch  g le ich  b em erk en , d aß  u n te r  den 
m ög lich en  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  der u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  auch  solche 
V orkom m en können , d e n e n  k eine  s ta tisch  b e s tim m te  K o n s tru k tio n  zu g eo rd n e t 
w e rd e n  kann . Solche s in d  beispielsw eise die in  A b b . l a  m it A  u n d  C bezeich
n t e n  M om enten lin ien . E in e  s ta tisch  u n b e s tim m te  K o n s tru k tio n  k a n n  n ä m 
lic h  g rundsätz lich  so in  e ine  bestim m te  u m g e w a n d e lt w erden , d aß  m an  den
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W ert irgende iner K o o rd in a te  d e r In n e n k ra f t  d u rch  lokale  A b ä n d e ru n g e n  in  
e inze lnen  P u n k te n  f ix ie rt. D u rch  E insetzen  e n tsp rech en d er K o n s tru k tio n s 
e lem en te  (G elenke, G le itv e rb in d u n g en  usw.) k an n  m an  ab e r p ra k tis c h  n u r  v e r
w irk lichen , daß  irgendeine  K o o rd in a te  der In n e n k ra f t  (z. B . M om ent, N o rm a l
k ra f t)  verschw indet. In fo lgedessen  k an n  eine In n e n k ra f tv e rte ilu n g  n u r  d a n n  
als d ie  In n e n k ra ftv e rte ilu n g  irg en d e in er s ta tis c h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  
an g eseh en  w erden, w enn dieselbe ü b e r die genügende A nzah l von  N u llp u n k te n  
v e rfü g t, die d er s ta tisc h  b e s tim m te  Z u stan d  b e n ö tig t. W ir w ollen d iese F ra g e  
n u n  au sfü h rlich er e rö rte rn .

E s  sei Y  — Y b (P)  eine d er s ta tisch  m öglichen  In n e n k ra f tv e r te i lu n g e n  
einer, m it einer gegebenen L a s t b e la s te ten , n -fach  s ta tisc h  u n b e s tim m te n  K o n 
s tru k tio n , d. h ., sie gehöre zu d en  m it der F o rm el

Ÿ = Ÿ 0(P) +  V y / Y , ( P )
~ 1

a u sd rü c k b a rc n  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n . N ach dem  h ie r Y 0(P)  eine b e lieb ig e , 
die gegebene B elastung  im  G leichgew icht h a lte n d e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  
b e d e u te t,  können  wir h ie rfü r  gerade  auch Y B(P)  w äh len , d ah e r k ö n n e n  w ir  
obige F o rm e l auch in  d e r fo lgenden  F orm  an sch re ib en :

Y  =  Y B( P ) +  < > , . у , ( Р ) .
i = l

Im  w eiteren  w erden  w ir im m er von d ieser F o rm  ausgehen , w eil h ie r  
d u rch  die E rö rte ru n g  an sch au lich e r w ird , z. B . d a d u rc h , d aß  die zu r D isk u ssio n  
s te h e n d e  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  B(P)  gerade d u rch  die P a ra m e te rw e r te  
J ]  =  —  . . .  = У п  =  0 d a rg e s te llt  w ird. A ls N ullpunk te  d e r I n n e n k r a f t 
v e r te ilu n g  Y  = Y B(P) beze ich n en  w ir jene  P u n k te  P  des B ere iches T ,  
in  d en en  irgendeine K o o rd in a te  d er In n e n k ra f t Y  =  Y в(Р)> sagen  w ir Y , 
g leich N u ll is t. W enn in einem  P u n k te  P  g leichzeitig  zw ei, d re i . . . I n n e n k r a f t 
k o o rd in a te n  gleich N ull s in d , d a n n  b e tra c h te n  w ir e inen  solchen P u n k t  als 
e inen  zw ei-, drei- . .  . -fachen  N u llp u n k t. Es seien  P v  P 2, . . . ,  Pj, . . . ,  P m d ie 
N u llp u n k te  von Y в(Р)> u n d  es se ien  w eitere  N u llp u n k te  ausgesch lossen . D u  rch  
eine en tsp rech en d e  G esta ltu n g  d e r K o n s tru k tio n  (z. B . d u rch  das E in se tz e n  
v o n  G elenken) können  w ir e rre ich en , d aß  in  den  N u llp u n k te n  die e n tsp re c h e n d e  
In n e n k ra f t  gleich N ull w ird . D iesen  U m stan d  fo rm ela rtig  au sd rü ck en d  e rh a lte n  
w ir das G leichungssystem

0  =  Y  =  Y B(Pj)  +  2 'У! • Y i P i) > 0 ' =  1 ,2 , . . . ,  m) ;
1 =  1
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b zw . m it R ücksich t a u f  d e n  U m stan d , d a ß  die P u n k te  Pj N u llp u n k te  von 
Y в (Р )  sind , daher Y e(Pj) =  0 is t, das G le ichungssystem

j > ' y l - Y i(Pj) =  0 , ( j  =  1, 2, . . m) .  (2)
I = I

D ie s  is t  ein hom ogenes, lin ea res  G le ichungssystem , w elches d e r Z ah l d er N ull
p u n k te  von Y в(Р)  e n ts p re c h e n d  aus m  G le ichungen  b e s te h t u n d  n  U n b e k a n n te  
e n th ä l t ,  näm lich  d ie P a ra m e te r  y v  y 2, . . . ,  y „ . D ie K o effiz ien ten  d e r U nbe
k a n n te n  sind die in  d e n  N u llp u n k te n  an g en o m m en en  W erte  d er e n tsp rech en 
d e n  K o o rd in a ten  d e r G ru n d v e rte ilu n g en . D as G le ichungssystem  h a t u n b ed in g t 
e in e  L ösung, u n d  zw ar d ie  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y в(Р)  bzw . die dazu g eh ö ren 
d e n  W erte  der P a ra m e te r  y ,  d. h . у г — y 2 =  . . . = y n = 0 .  Die In n e n k ra f t 
verteilung Y  =  Y в{Р ) k a n n  nur dann zu einer statisch bestimmten K onstruktion  
gehören, wenn das Gleichungssystem (2 )  bloß eine einzige Lösung hat. In  diesem 
F a lle  w erden w ir — d e r K ürze  h a lb e r — au ch  die In n e n k ra f tv e rte ilu n g  
Y  — Y в{Р ) selbst a ls  (s ta tisc h )  b estim m t bezeichnen .

U m  es en tsch e id en  z u  können , ob die In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y  =  Y B(P) 
b e s tim m t oder u n b e s tim m t is t, m uß m a n  d a h e r  das G le ichungssystem  (2) 
u n te rsu c h e n . W en n  d ie  A nzah l der N u llp u n k te  bzw . die d e r G leichungen 
k le in e r  is t als die A n z a h l d e r  U n b ek an n ten  y,-, w enn  d a h e r m  <  n is t ,  dann  
h a t  das G le ichungssystem  (2) gewiß m eh re re  L ösungen . D ie B estim m th e it 
v o n  Y B(P) is t ab e r a u c h  d a n n  n ich t sicher, w en n  m n  is t , da es V orkom m en 
k a n n , daß  die N u llp u n k te  bzw . die denselben  e n tsp rech en d en  G leichungen  a u s 
e in a n d e r  folgen. Z u r  au sfü h rlich en  E rö rte ru n g  is t  es zw eckm äßig , den  B egriff 
d e r  ü b e r einer G ru n d v e rte ilu n g  Y ,(P) lieg en d en  N u llp u n k te  von  Y  B(P) ein
z u fü h re n . Als ü b e r  Y j(P) lieg en d er N u llp u n k t d e r  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  B(P) 
w ird  jed e r P u n k t P  b ez e ic h n e t, in  w elchem  irgende ine  K o o rd in a te  Y  =  
=  Y B(P) von Y в (Р )  g le ich  N idl is t, d ie  en tsp re c h e n d e  K o o rd in a te  Y ,(P ) 

d a g e g e n  von N ull a b w e ic h t. Die W ich tig k e it dieses B egriffes w ird  offenbar, 
w e n n  m an b e d e n k t, d a ß  im  G leichungssystem  (2) als K o effiz ien ten  gerade  die 
z u  den  N u llp u n k te n  v o n  Y B(P) gehörenden  W e rte  d er e n tsp rech en d en  K oor
d in a te n  der G ru n d v e rte ilu n g e n  erscheinen . W enn  Y  B(P) ü b e r  d e r G ru n d 
v e r te ilu n g  Y i(P) k e in e n  einzigen  N u llp u n k t h a t ,  d an n  e rsch e in t der zu Y ,(P) 
g eh ö ren d e  P a ra m e te r  у,- im  G leichungssystem  (2) n u r m it dem  K oeffiz ien ten  
N u ll .  D em zufolge la sse n  die G leichungen d en  W e rt von  y ; fre i, u n d  Y B{P) 
k a n n  n ich t s ta tisc h  b e s tim m t sein. E s fo lg t daher, daß  die Zugehörigkeit einer 
Innenkra ftverte ilung  Y  = Y B(P) zu einer statisch bestimmten K onstruk tion  an 
d ie  notwendige B ed ingung geknüpft  ist, d a ß  Y  =  Y B(P) über sämtliche G rund
verteilungen mindestens einen N u llp u n k t  besitze.

M an k an n  a b e r  le ic h t einsehen, d aß  die obige B ed ingung  n ic h t n u r n o t
w end ig , sondern  a u c h  h in re ichend  is t, d. h ., d aß  die In n e n k ra f tv e rte ilu n g
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Y  =  Y в (Р )  u n b ed in g t s ta t is c h  b e s tim m t is t, w en n  sie ü b e r säm tlich en  G ru n d 
v e rte ilu n g en  einen  N u llp u n k t b e s itz t. Falls n äm lich  Y B(P)  ü b e r a llen  G ru n d 
v erte ilu n g en  w irklich  ü b e r  e in en  N u llp u n k t v e rfü g t, d a n n  h a t  sie u n b e d in g t 
e inen  N u llp u n k t P lr n a c h d e m  be i einer s ta tisc h  u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  
w en igstens eine G ru n d v e rte ilu n g  Y ,(P) v o rlieg t. Z u  diesem  N u llp u n k t P x 
gehört eine G leichung des G le ichungssystem s (2), u n d  zw ar:

J i  ‘ ^ i(-f\) +  У2 ’ ^ 2( ^ 1) +  • • • +  Уп ' Y n (P  1) =  0. (3)

W enn  die den  A u sg a n g sp u n k t b ildende s ta tis c h  u n b e s tim m te  K o n s tru k tio n  
e in fach  u n b e s tim m t w ar, d a n n  h a t  die obige G leichung  n u r  e ine  einzige 
L ösung  ( y t =  0), u n d  so i s t  Y B(P)  o ffensich tlich  s ta t is c h  b e s tim m t. F a lls  eine 
m ehrfache  s ta tisch e  U n b e s tim m th e it  b e s tü n d e , h ä t te  die obige G leichung  
au ß e r d e r Lösung y , =  y 2 =  • • •  ~ У п  = 0  noch  w eite re  L ösungen , z. B .: 
y i  — — У 2 (P x), y 2 =  Y 1( P 1), у з  =  у 4=  . . .  = y 'n = 0 .  W ir w ollen m it H ilfe 
der le tz te re n  die In n e n k ra f tv e r te ilu n g

Y \ P )  =  -  Y 2(P j) ■ F X(P) + Y 1(P 1) ■ У2(Р )

an sc h re ib e n . У Х(Р) u n d  У 2(Р ) sind  lin ear u n a b h ä n g ig e  G rund V erteilungen , 
d. h ., sie kön n en  n ich t d u rc h  M ultip lika tion  m it e inem  F a k to r  a u se in a n d e r 
d a rg es te llt w erden , sie h a b e n  in  einem  Teil id e n tisc h e r D im ension  des B ere iches 
T  einen von  N ull ab w eich en d en  W ert und  sind im  u n b e la s te te te n  Z u s ta n d  des 
T räg ers , je d e  fü r  sich, im  G leichgew ich t. D aher w ird  au ch  Y ' ( P )  als eine L in e a r
k o m b in a tio n  von  Y ^ P )  u n d  Y 2( P ) in  einem  e n tsp re c h e n d en  T eil des B ereiches 
T  von  N u ll abw eichen u n d  im  u n b e la s te ten  Z u s ta n d  des T rägers die G le ich
gew ich tsbed ingungen  e rfü llen , d . h ., Y '(P )  is t  s e lb s t eine G ru n d v erte ilu n g . 
W enn  Y B(P)  ü b e r sä m tlic h e n  G ru n d v erte ilu n g en  e in en  N u llp u n k t h a t ,  so 
m uß  sie ü b e r  Y ' ( P )  au ch  ü b e r  einen  verfügen , d ie se r k a n n  jed o ch  n ic h t P x 
sein , da h ie r die en tsp re c h e n d e  K o o rd in a te  von  Y ' ( P ) se lb st gleich N u ll is t:

Y ' i P J  =  - У 2( Л )  • У , (P i) + y x(P i)  • y 2(P i) = 0 .

E s  g ib t d a h e r  auch  einen zw eiten  N u llp u n k t P 2, a b e r  in  d iesem  P u n k te  w e ich t 
die e n tsp re c h e n d e  K o o rd in a te  v o n  Y '(P )  u n b e d in g t v o n  N ull ab , d . h .

У'(Р) =  -  * . ( Л )  • Y t ä )  +  y i(P i)  • У2(Р2) Ф  0. (4)

Zum  N u llp u n k t P 2 g eh ö rt se lb sv ers tän d lich  eine w e ite re  G leichung des G lei
ch u n gssystem s (2), n äm lich :

УуУАР,)  + У 2У 2(Р 2) +  . . .  + у „ У „ (Р 2) =  0. (5)

2 Acta Tcchnica XXIX/3—4.
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D iese  G leichung (5) fo lg t n ic h t aus d er G le ichung  (3), weil das S ystem  der 
U n b e k a n n te n

^ = - ^ 2 ( ^ 1 ) »  y z = Y ÀPi)> Уъ=у'\ =  • • •  = J n = 0

d ie  L ö su n g  der G leichung (3) is t ,  wogegen es m it R ü ck sich t a u f  d ie  U ngle ichung  
(4) o ffensich tlich  keine L ö su n g  der G leichung (5) d a rs te llt . W enn  w ir von  einer 
zw e ifa c h  u n b estim m ten  K o n s tru k tio n  au sg eh en , so h ab en  w ir d ie  B es tim m t
h e it  v o n  Y B(P) schon b ew iesen , da die L ösung  der G leichungen (3) und  (5) 
im  F a lle  zweier U n b e k a n n te n  nu r J j  =  y 2 = 0  sein kan n . W en n  die U nbe
s t im m th e i t  höheren G rad es  w äre, d an n  h ä t te n  die G le ichungen  (3) und  (5) 
a b e rm a ls  eine von  y 1 — y 2 =  . . .  = y n = 0  abw eichende L ö sung . M it H ilfe 
irg en d w e lch e r dieser L ö su n g en  können  w ir ab erm als  eine G ru n d v e rte ilu n g  
Y " ( P )  d e ra r t d a rs te llen , d a ß  w eder P j  noch  P 2 N u llp u n k te  ü b e r  d e r G ru n d 
v e r te i lu n g  Y " (P )  s ind , d a  h ie r  die e n tsp rech en d e  K o o rd in a te  v o n  Y " ( P )  auch 
s e lb s t  N u ll is t. So m u ß  es n a c h  den v o rs te h e n d e n  A u sfüh rungen  e in en  w eiteren  
N u llp u n k t geben, u n d  d ie  zu diesem  g ehörende  neuere G le ichung  w ird  ab e r
m a ls  n ic h t aus den  sch o n  b es teh en d en  fo lgen. D ieses V erfah ren  k ö n n en  wirо
so la n g e  fo rtse tzen , b is w ir  e ine dem  G rade d e r U n b e s tim m th e it en tsp rech en d e  
A n z a h l voneinander u n a b h ä n g ig e r  hom ogener G leichungen e rh a lte n , fü r  welche 
o ffe n b a r  nur eine e inzige  L ösung b e s te h t. A u f  diese W eise h ab e n  w ir n ach 
g ew iesen , daß  falls d ie  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y в(Р)  ü b e r sä m tlic h e n  G rund
v e rte ilu n g e n  einen N u llp u n k t b e s itz t, Y B(P)  u n b ed in g t zu e in e r sta tisch  
b e s t im m te n  K o n s tru k tio n  gehören  k an n .

D ie obigen E rö r te ru n g e n  zusam m enfassend  können  w ir fe s ts te llen , daß  
e in e  s ta tisc h  u n b e s tim m te  K o n s tru k tio n  in  dem  S inne als d ie  Z u sam m en 
fa s su n g  m ehrerer s ta tis c h  b e s tim m te r K o n s tru k tio n e n  au fg e faß t w erd en  k an n , 
d a ß  u n te r  den m öglichen  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  der s ta tisc h  u n b e s tim m te n  
K o n s tru k tio n  die In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  zah lre icher s ta tis c h  b es tim m te r 
K o n s tru k tio n e n  au fg e fu n d e n  w erden kö n n en . D am it eine Innenkraftverte ilung  
Y в ( Р )  die Innenkra ftverte ilung  einer statisch bestimmten K onstruk tion  sein 
kö n n e ,  ist es notwendig u n d  auch hinreichend, d a ß  Y в(Р) über jeder Grundver
te i lung  einen N u l lp u n k t  besitze.

I n  K enn tn is  d iese r T a tsa c h e n  k ö n n en  w ir auch  die F rag e  b e a n tw o rte n , in  
w e lch en  Fällen das W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  zur P lan u n g  w irtsch a ftlich e r 
u n d  gleichzeitig s ich e re r s ta tisc h  b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n  a n w en d b a r is t. 
Offensichtlich dann u n d  n u r  dann, wenn die wirtschaftlichste Innenkraftverteilung  
Y a (P )  über jeder Grundverteilung einen N u l lp u n k t  hat. In  d iesem  F a lle  g ib t es 
u n b e d in g t  eine s ta tis c h  b e s tim m te  K o n s tru k tio n , be i w elcher d ie  ta tsäch lich  
a u f tr e te n d e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  gerade Y a (P)  is t, und  w elchen  In n e n k rä f te n  
d ie  K o n s tru k tio n  in  je d e m  F alle  e n tsp r ic h t, w u rd en  doch  die D e ta ilan g ab en  
G a (P )  gerade so e n tw o rfe n . W ir bem erken  g le ichzeitig , d aß  das W irtsch a ftlich -
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k e itsv e rfah ren  in  v ie len  F ä llen  a u to m a tisc h  zu  derjen igen  s ta tis c h  b e s tim m te n  
K o n s tru k tio n  fü h r t ,  deren  ta tsäch lich e  In n e n k ra f tv e r te ilu n g  g e rad e  Ÿ a (P)  is t. 
W enn  beispielsw eise im  F alle  eines s ta tisc h  u n b e s tim m te n  F a c h w e rk trä g e rs  die 
F u n k tio n  G — G (Y)  e iner In n e n k ra f t  gleich  N u ll eine Q u ersch n itts fläch e  gleich 
N ull zu o rd n e t, d a n n  fü h r t  das W irtsch a ftlich k e itsv e rfah ren  g leich  z u r  H in 
w eglassung d e r ü b erzäh lig en  S täb e . In  a n d e re n  F ä llen  dagegen, w en n  m a n  das 
W irtsch a ftlich k e itsv e rfah ren  zur G e s ta ltu n g  e in er s ta tisch  b e s tim m te n  K o n 
s tru k tio n  an zu w en d en  w ü n sch t, m uß  fü r  d ie  s ta tisc h  b e s tim m te  A usb ild u n g  
se p a ra t geso rg t w erden . W enn m an  z. B . be i einem  D u rc h la u fträ g e r  sow ohl 
die W irk u n g  d er M om ente wie auch  die d e r  S ch u b k rä fte  b e rü c k s ic h tig t, so 
e rh ä lt  m an  au ch  im  M o m en ten n u llp u n k t e in en  Q u e rsch n itt, u n d  zw ar gerade  
jen en , d er die h ie r a u f tre te n d e  S c h u b k ra f t au fn eh m en  k an n  u n d  d ieser Q u er
sc h n itt  sch ließ t au ch  die M öglichkeit d er A u fn ah m e gewisser k le in e r M om ente 
n ich t aus. In  einem  solchen Falle  m uß  fü r  die s ta tische  B e s tim m th e it  des 
T rägers d u rch  das E in se tzen  von G elenken  s e p a ra t gesorgt w erd en . N ach d em  
ab e r die s ta tisc h e  B e s tim m th e it im m er d iese lbe  Z ahl von G elenken  e r fo rd e r t , 
w elche A rt von  G erb er-T räg er m an  von  d en  im  ursp rüng lichen  u n b e s tim m te n  
D u rc h la u fträ g e r inbeg riffenen  M öglichkeiten  auch  w ählen m öge, so b ee in 
flu ssen  die K o s te n  d er G elenke die A usw ah l des w irtsch a ftlich s ten  G elenk
trä g e rs  ü b e rh a u p t n ic h t.

D ie w irtsch a ftlich s te  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  = Y a (P) b a t  n ic h t u n b e 
d in g t ü b e r je d e r  G ru n d v erte ilu n g  einen  N u llp u n k t, da w ir w äh ren d  ih re r  A us
w ahl d iese F o rd e ru n g  n ich t in  B e tra c h t g en o m m en  h a tte n . Im  L au fe  d e r F o r 
m ulierung  des W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n s  w ar es deshalb  zw eckm äß ig , 
diese F o rd eru n g  a u ß e r  a ch t zu lassen , da  d e re n  B erü ck sich tig u n g  das V er
fah ren  zu sehr k o m p liz ie rt h ä tte . D ie A u ß e rach tla ssu n g  der ob igen  F o rd e ru n g  
w ar d ad u rch  e rm ö g lich t, d aß  — wie w ir d ies in  d e r Folge bew eisen  w erd en  — 
die w irtsc h a ftlic h s te  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  = Y A(P)  w enn a u c h  n ic h t  in 
jed em  F a lle , so doch  in  d er überw iegenden  M ehrzahl der F älle  ü b e r  d ie  zu r 
s ta tisc h e n  B e s tim m th e it nö tigen  N u llp u n k te  v e rfü g t. D em  E rk e n n e n  der 
p rak tisch  w ich tig sten  Fälle , in  d enen  d as  W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  zu r 
P lan u n g  s ta tisc h  b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n  ta tsä c h lic h  an g ew en d e t w erden  
k an n , d ie n t ein in  d er Folge zu b e h a n d e ln d e r S a tz .

In  diesem  S a tze  Averden w ir bezüg lich  des V erlaufes d er F u n k tio n  A  =  
=  A  ( Y )  eine E in sc h rä n k u n g  an w en d en . D ie F u n k tio n  A  =  A ( Y )  b e sc h re ib t, 
wie erinnerlich , die Ä n d eru n g  d er spezifischen  K o sten  der zu r A u fn ah m e  der 

n n e n k ra f t Y  n ö tig en  w irtsch a ftlich s ten  D e ta ilan g ab en  (S ta b q u e rs c h n itt ,  
P la tte n d ic k e  usw .). W en n  der In n e n k ra f tv e k to r  У  bloß über zwei K o o rd in a te n  
v e rfü g t, d. h . ein eb en er V ek to r is t, d a n n  k a n n  die F u n k tio n  А  =  A ( Y )  in 
einem  räu m lich en  K o o rd in a ten sy stem  d u rch  eine F läche d a rg e s te llt  w erd en  
(siehe A bb . 2). W enn  die In n e n k ra f t Y  e in  V e k to r  von der D im en sio n  к  is t, 
u n d  w ir sen k rech t zu dem  durch  ihre K o o rd in a te n  b estim m ten  R a u m  v o n  der

2 *
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D im e n s io n  к  die A chse A  a u fn eh m en , so e rh a lte n  w ir einen R au m  v o n  d e r  
D im e n s io n  (к  -f- 1); u n d  die F u n k tio n  А  =  A ( Y )  k a n n  m it dessen (im  a llge
m ein en  g ek rü m m tem ) U n te rra u m  von  d er D im en sio n  к d a rg es te llt w erd en . 
D er A n sc h a u lic h k e it h a lb e r w erd en  w ir d en  die In n e n k ra f tv e k to re n  Y  e n t 
h a lte n d e n  g e rad en  U n te rra u m  v o n  d e r D im ension  к  des R aum es von  d er D im e n 
sion  (к  -|- 1) a ls »G ru n d eb en e« , den  die F u n k tio n  A ( Y )  d a rs te llen d en  g e k rü m m 
te n  U n te r ra u m  von  d er D im ension  к d ag eg en  » F läch e«  nennen , w obei d ie  
A n fü h ru n g sze ich en  d a ra u f  h inw eisen , d aß  die ob igen  allgem einen B egriffe 
n u r  im  F a lle  к =  2 ta ts ä c h lic h  in  eine G ru n d eb en e  bzw . in  eine F läch e  ü b e r-

Abb. 2

g eh en . V or d er D em o n str ie ru n g  des S atzes b e m e rk e n  w ir noch, d aß  d ie  sp ez i
f isc h e n  K o s te n  be i einem  A nw achsen  je d e r  b e lieb ig en  K o o rd in a te  d e r In n e n 
k ra f t  ü b e r  alle G renzen  h in a u s  se lb s t ü b e r  alle  G renzen  h inaus an w ach sen ; 
d iese  E ig e n sc h a ft d er F u n k tio n  А  — A ( Y )  w u rd e  -— als aus der N a tu r  des 
P ro b le m s  fo lgend  — s te ts  v o ra u sg e se tz t.

D er Satz  : Das Wirtschaftlichkeitsverfahren ist zur P lanung statisch bestim m 
ter K on s tru k t io n en  dann anwendbar, wenn die die Funktion  А  =  A ( Y )  dar
stellende »Fläche« vom positiven  Zweig der Achse  A  aus gesehen nirgends konkav  
ist, j e n e  P u n k te  ausgenommen, in  denen irgendeine Koordinate der In n e n k ra f t  
Y  gleich N u l l  ist. G en au er genom m en b e d e u te t  d ies, daß  der zw ischen  zwei 
P u n k te n  d e r die F u n k tio n  A  =  A ( Ÿ ) d a rs te lle n d e n  »F läche« lieg en d e  A b 
s c h n i t t  d e r  diese P u n k te  v e rb in d e n d e n  G erad en  u n te r  der »F läche«  (siehe in  
A b b . 2 d ie  S treck e  C C )  o d e r h ö ch sten s in  d e r F läch e  (siehe in  A b b . 2 die 
S tre c k e  D D ')  lieg t, au sg en o m m en  w enn d ie  die » F lä c h e n p u n k te «  v e rb in d e n d e  
G e ra d e  e ine  d e r K o o rd in a te n e b e n en  d u rc h s tic h t  (siehe in A bb. 2 die G erade  
B B ' ,  w elche  die d u rch  die A chsen  A  u n d  2Y  b e s tim m te  K o o rd in a te n e b e n e  
d u rc h s tic h t) .
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Die Bew eisführung .  — U m  den S a tz  b ew eisen  zu k ö n n en , m ü ssen  wir 
nachw eisen , d aß  im  F a lle  d e r E rfü llung  ob iger F o rd e ru n g  die w irtsc h a ftlic h s te  
In n e n k ra f tv e rte ilu n g  Y  — Y a (P)  (oder w en n  es m ehrere  solche g ib t,  w enig
s ten s  eine von d iesen) ü b e r je d e r  G ru n d v e rte ilu n g  einen N u llp u n k t besitz t. 
Z u  diesem  Zw ecke u n te rsu c h e n  w ir v o re rs t, w ie sich  die F u n k tio n

A  =  A ( Y )

ä n d e r t ,  w enn h ie r
F  =  У 0(Р 5) + y , F í( P ])

b e d e u te t, d. h ., w enn  Y  d ie L in ea rk o m b in a tio n  d e r aus d er d ie  gegebene 
B e las tu n g  im  G leichgew ich t h a lten d en  In n e n k ra f tv e rte ilu n g  im  fe s tg ese tz ten

P u n k te  P t e n ts te h e n d e n  I n ie n k r a f t  Y 0(P 1), u n d  d e r d o rtse lb s t a u s  e iner 
be lieb igen  G ru n d v e rte ilu n g  a u ftre te n d e n  In n e n k ra f t  Y j(Px) is t . D ie  d ie  Ä n d e
ru n g  v o n  Y  als F u n k tio n  des P a ra m e te rs  у,- b es tim m en d e  obige F o rm e l is t 
die G leichung e iner in  d e r  »G rundebene«  lieg en d en  G eraden . W en n  w ir  du rch  
diese G erade eine m it d e r  A chse A  paralle le  E b e n e  legen, so s c h n e id e t diese 
E b en e  die die F u n k tio n  А  =  A ( Y )  d a rs te llen d e  »F läche«  in  e in e r  ebenen  
K u rv e , u n d  diese K u rv e  w ird  o ffenbar die F u n k tio n

A  =  A I Ÿ ^ P , )  + y lY l(P 1)]  =  А г(у,)

d a rs te llen  (siehe A bb. 3, w elche das G esagte in  je n e m  besonderen  F a lle  d a r 
s te ll t , w enn  Y  ein  eb en e r V e k to r  is t). Aus d er a u f  A  — A ( Y )  bezü g lich en  B e d in 
gung , wie au ch  aus dem  U m sta n d , daß  die F u n k t io n  A  — ^41(y,) e in e  ebene 
K u rv e  is t, können  im  H in b lic k  a u f  die w eite ren  A u sfü h ru n g en  ein ige w ich tige
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S ch lü sse  gezogen w erden . E s  i s t  v o r allem o ffen sich tlich , daß  die d ie  F u n k 
t io n  A  =  A ^ y i )  d a rs te llen d e  eb en e  K urve (siehe A h b . 4) in  je n e n  P u n k te n , 
wo irg e n d e in e  K o o rd in a te  d e r  In n e n k ra f t  Y  g leich  N u ll w ird, besondere  E ig e n 
s c h a f te n  aufw eisen w ird  (siehe  in  A bb. 4 a u f  d e r у ,-A chse  die P u n k te  В , C, D ), 
da  h ie r  d ie  die F u n k tio n  A ( Y )  darste llende  » F lä c h e « , deren  eb en e r S c h n itt  
d iese  K u rv e  is t, selbst e ine  S in g u la r itä t  besitz t. V on  d iesen  P u n k te n  ab g eseh en  
k a n n  je d o c h  die K u rv e  d e r  F u n k tio n  А  =  A ^ y f )  vom  p o sitiv en  Zw eig der 
A chse  A  aus gesehen n irg e n d s  k o n k av  sein, da  in  d iesem  Falle — w eil sie ein  
e b e n e r  S c h n itt der d ie  F u n k t io n  A ( Y ) d a rs te lle n d e n  »F läche«  is t  — die 
» F lä c h e «  A ( Y )  auch k o n k a v  se in  m üß te , w as d e r  B ed ingung  w id e rsp ric h t.

W e n n  daher der P u n k t  P x n icht geradezu der N u l lp u n k t  von Y 0(P) über Y ,(P ) 
is t ,  d a n n  kann die K urve  А х(у г) in  der Umgebung des Wertes у  t =  0 nicht konkav  
sein .

A us der zu einem  e in z ig en  P u n k t P x g eh ö re n d e n  V erän d eru n g  d e r spezi
f is c h e n  K osten  A  k a n n  m a n  a u f  das In teg ra l d e r spezifischen  K o sten  wie auch  
a u f  d ie  V eränderung  d e r  W irtsc h a ftlic h k e itsm eß z a h l a schließen. E s is t  n ä m 
lich  o ffen b ar, daß die S u m m e  n ic h t konkaver K u rv e n , wie auch allgem ein  deren  
m it  p o s itiv e n  F a k to re n  g e b ild e te  L in ea rk o m b in a tio n en  ebenfalls n ic h t k o n k av  
se in  k ö n n e n . So k a n n  m a n  v o n  der das In te g ra l

« =  f  А  [Y 0(P)  +  y t Y ,(P)] d T  =  «0 (y,)
f

v o n  u n te n  und von o b en  a n n ä h e rn d e n  b e lieb igen  Sum m e sagen, d a ß  d ieselbe 
in  d e r  U m gebung des W e r te s  y i  — 0 n ich t k o n k a v  sein  kan n , w enn  d ie  F u n k 
t io n  А  =  A(yj)  in  k e in e m  einzigen P u n k t e ine  S in g u la ritä t b e s i tz t ,  d. h ., 
w e n n  d ie In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y 0(P) über d e r G ru n d v e rte ilu n g  Y ,(P ) keinen  
N u llp u n k t  h a t. D ieselbe F e s ts te llu n g  g ilt au c h  f ü r  das In te g ra l. W enn  daher 
die Innenkraftverteilung Y 0(P) über der Grundverteilung Y j(P) keinen  N u l l 
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p u n k t  hat, dann kann  die Kurve der F unktion

« =  ï A [Y0(P) +  y t Y,(P)] d T  =  a0(y,)
■ f

i n  der Umgebung des Wertes y, — 0 nicht konkav sein.
Z um  B ew eis des S atzes m üssen  w ir n u n m e h r n u r  noch n achw eisen , 

daß  die L ösung Y  =  У д(Р) des P rob lem s

I' A  [Y (P )j d T  =  M in !
T

[oder falls m ehrere  L ösungen  m öglich sin d , h ie rv o n  w en igstens eine, n äm lich  
Y  =  Уд(Р)] d e ra r t  beschaffen  is t, d aß  die F u n k tio n

a =  \  А  [У А (P) +  у, У,. (P)] d T  =  «д(у,)
T

г
Abb. 5

in d er U m gebung  des W erte s  у, =  0 k o n k av  is t, w elche G ru n d v erte ilu n g  Y ,(P ) 
auch  b ed eu ten  m öge. W enn  näm lich  ад(у ,) im  F a lle  je d e r  G ru n d v e rte ilu n g  
У д (Р ) in  der T a t  k o n k a v  is t , d an n  h a t  Y A(P) im  S inne d er am  E nde des v o rig en  
A bsatzes zu sam m en g efaß ten  F ests te llu n g  ü b e r  je d e r  G ru n d v e rte ilu n g  e inen  
N u llp u n k t, u n d  zum  N achw eis des S atzes is t ge rad e  dies no tw end ig .

N achdem  Y A(P)  d ie Lösung einer M in im um aufgabe  is t, k ann  m an  d as  
kon k av e  W esen v o n  a A{yt)  le ich t e insehen. W en n  У A(P) die einzige L ösung  
des P rob lem s is t , d a n n  w ird  eine V erän d eru n g  von  Y A(P)  um  das y ,-fach e  
einer belieb igen  G ru n d v e rte ilu n g  У ,(Р ) ein  A nw achsen  des W ertes von  а  zu r 
Folge h ab en , d. h. die F u n k tio n

« =  Í А  [У д  (P ) +  у,- У,(P )] d T  =  а д  (y,-)
T

is t  in d e r U m gebung  von  у,- =  0 u n b ed in g t k o n k a v  (A bb. 5). W enn die W ir t 
sch a ftlich k e itsm in im u m au fg ab e  m ehrere  L ösungen  h a t ,  dann  erfü llen  n ic h t



2 6 8 J .  P E R ED Y

u n b e d in g t  alle Lösungen die B ed ingung  d e r K o n k a v itä t , doch g ib t es u n b e 
d in g t  e in e , w elche sie e rfü llt. D ie d iesbezüg lichen  E rsch e in u n g en  w erd en  g u t 
v e ra n sc h a u lic h t, w enn m a n  d ie  fo lgende F u n k tio n

a =  j  A  [ Ÿ 0(P )  +  y ,  Y j(P)  +  y 2Ÿ 2(P )] d T  =  a ( y v y t ) ,
T

d. h . d e n  V erlau f d er W irtsc h a ftlic h k e itsm eß z a h l e iner s ta tisc h  zw eifach 
u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  a ls  F u n k tio n  d e r  P a ra m e te r  у л u n d  y2 d a rs te ll t  
(s ieh e  A b b . 6). W ir m üssen  v o r  allem  b e m e rk e n , daß  w enn irg en d e in  у,- ü b e r 
a lle  G re n z e n  h inaus a n w ä c h s t, in  einem  T eilbere ich  gleicher D im en sio n  des

B e re ic h e s  T  dann  au ch  die In n e n k ra f t  ü b e r  alle  G renzen h in au s  a n w ä c h s t, 
w as  m i t  einem  grenzenlosen  A nw achsen  d e r  spezifischen  K o s te n  A ,  u n d  als 
d e re n  In te g ra l  m it dem  g renzen losen  A n w ach sen  d er W irtsc h a ftlic h k e itsm eß 
z a h l  a  v e rk n ü p ft is t. H ie rn a c h  liegen säm tlich e  L ösungen  d e r W ir ts c h a f t
lic h k e itsm in im u m a u fg a b e  u n b e d in g t im  E n d lic h e n . E s k a n n  ab er au ch  solche 
L ö su n g e n  geben (z. B . die in  A bb . 6 m it e inem  schw arzen  P u n k t  b eze ich n e te ), 
in  d e re n  U m gebung  die F u n k tio n  а =  a (y 1; y 2) k o n s ta n t b le ib t; da  d ie  a u f  die 
K o n k a v i tä t  bezügliche B ed in g u n g  in  e in em  solchen F a lle  n ic h t e rfü llt  is t , 
i s t  e in e  solche Lösung zu r G e s ta ltu n g  e in e r s ta tis c h  b es tim m ten  K o n s tru k tio n  
n ic h t  geeignet. Da ab e r sä m tlic h e  L ösungen  im  E n d lichen  liegen, sind  am  R an d e  
d es  »L ösungsbere iches«  u n b e d in g t au ch  solche P u n k te  zu f in d en  (in  A bb. 6 
e in ze ln e  h iervon  m it k le in en  K re isen  b eze ich n e t), in denen  die F u n k tio n

a =  f A  [ Y A( P ) + y i Ÿ i( P ) ] d T  =  aA(y i) 
т

a u s  d e m  k o n s ta n te n  W e r t  in s  W achsen  ü b e rg e h t, d. h . k o n k a v  is t ,  w elche 
In n e n k ra f tv e r te ilu n g  Y ,(P ) au ch  b e d e u te n  m öge. Die d u rch  d iese P u n k te
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(la rgeste llten  In n e n k ra f tv e rte ilu n g e n  Y д(Р)  e n tsp rech en  — wie sch o n  f rü h e r  
nachgew iesen  — w ahrlich  dem  Z w ecke d er G e s ta ltu n g  einer s ta tis c h  b e s t im m 
te n  K o n s tru k tio n .

*

D er soeben  bew iesene S a tz  u m fa ß t e inen  w eiten  K reis d er p ra k tis c h e n  
Fälle . A ls S onderfa ll e n th ä lt e r d ie  in  d en  S tu d ie n  [5] und  [6] e n th a lte n e n  
F es ts te llu n g en . D er S a tz  bew eist, d a ß  d as  im  A ufsa tz  [4] m itg e te ilte  R e c h 
n u n g sv e rfah ren  in  allen  Fällen , a u f  d ie  es sich  b e z ie h t, zum  E n tw u r f  d e r  w ir t 
sch a ftlich s ten  s ta tis c h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  an w en d b ar is t , d a  d e r  A u f
sa tz  [4] den  F a ll d e r zah len m äß ig en  L ösung  des W irtsc h a ftlic h k e itsm in im u m 
p rob lem s b e h a n d e lt, in  dem  die F u n k tio n  А  =  A ( Y )  folgende S t r u k tu r  h a t :

А  =  cx I j Y  j +  c2 12Y  J +  . . .  +  ck : kY  |.

E in e  F u n k tio n  A  =  A ( Y )  d ieser S tru k tu r  e rfü llt ab e r offensich tlich  d ie  im  
vo rigen  S a tz  bezüglich  der F u n k tio n  A  =  A (  Y) g este llte  B ed ingung . E s  k o m -

«) b)
Abb. 7

m en ab e r auch  solche P rob lem e v o r, fü r  w elche d er Satz  keinen  A u fsch lu ß  
g ib t. D iesbezüglich  is t  es zw eckm äßig , an  H a n d  des folgenden S o n d erfa lle s  
ein ige G ed an k en  zu  erw ähnen .

W ir w ollen eine a u f  B iegung b e a n sp ru c h te  S ta h lb e to n k o n s tru k tio n  m it  
rech teck ig em  V ie reck q u ersch n itt u n te rsu c h e n . B e tra c h te n  w ir d en  B e to n 
q u e rsc h n itt  als gegeben  und  n u r  d ie  Q u ersch n itts fläch e  der Z u g e isene in lagen  
als v e rän d erlich . D ie W irtsch a ftlich k e it sei e in fach  m it der Q u e rsc h n itts f lä c h e  
d e r Z ugeisenein lagen  gem essen, d a h e r  is t  A  =  F e. In  diesem  F alle  i s t  d ie  d a s  
V erh ä ltn is  ZAvischen den  spezifischen  K o s te n  A  u n d  d er In n e n k ra f t  (d e rz e it 
das B iegungsm om en l M )  au sd rü ck en d e  F u n k tio n sk u rv e  die in  A b b . 7a f e t t  
ausgezogene K u rv e ; da ein A nw achsen  des M om entes M  eine V e rm in d e ru n g  
des H eb e la rm es d e r In n e n k rä f te  n ach  sich z ie h t, is t  die Z u n ah m e v o n  F e 
derjen ig en  von  M  n ich t p ro p o rtio n a l, so n d e rn  s te ig t im m er m ehr a n . D ie  in  
A bb . 7a d a rg es te llte  K u rv e  s te llt a b e r  o ffen b ar n u r  eine th e o re tisc h e  V o r
s te llu n g  d a r, in  d e r P ra x is  kann  w egen  d e r  fe s tg e leg ten  D urchm esser d e r  R u n d 
e isen fab rik a tio n , wie auch  aus a n d e re n  K o n s tru k tio n sg rü n d e n  n ic h t e r re ic h t
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w erd en , d aß  die Q u e rsch n itts f läch e  der Z u g e isene in lagen  in  jedem  Q u e rsc h n itt 
g e n a u  so groß  sei, w ie es zu r A ufnahm e des a u f tre te n d e n  M om entes gerad e  
n o tw e n d ig  w äre. A us d iesem  G runde k ö n n te  d ie  B eziehung zw ischen den  
pez ifischen  K osten  u n d  dem  M om ente eh e r m it  der in A bb. 7h gezeig ten  

s tu fe n a r tig e n  K u rv e  d a rg e s te ll t  w erden. E s is t  je d o c h  offenbar, d aß  die B e d in 
g u n g  des S a tzes w ed er im  F alle  der in A bb . 7a da rg este lltcn  » th eo re tisch en «  
noch  im  F alle  der in  A b b . 7b gezeigten » ta tsä c h lic h e n «  K urve  e rfü llt is t. D ie 
» th eo re tisch e«  K u rv e  is t  v o n  oben gesehen  ü b e ra ll konkav , der S a tz  w äre  
a b e r  n u r  im  F alle  e in e r , v o m  M itte lp u n k t des K o o rd in a ten sy stem s abgesehen , 
n irg en d s  k o n k av en  K u rv e  anw endbar; die » ta tsä c h lic h e «  K urve  w eist dagegen  
U n s te tig k e ite n  auf; in  d e r  B edingung des S a tz e s  is t jedoch  in b eg riffen , daß  
d ie  K u rv e  m it A u sn ah m e  des M itte lp u n k te s  des K o o rd in a ten sy stem s ü b e ra ll 
s te t ig  zu sein h a t. E s  s ie h t d ah er so aus, a ls ob d e r  S atz  in einem  p ra k tisc h  so 
w ich tig en  Falle , wie d e r  des a u f  B iegung b e a n sp ru c h te n  rech teck ig en  S ta h l
b e to n  Y ie re c k q u e rsch n itte s , u n b rau ch b a r w äre . A b e r sowohl die » th eo re tisch e«  
w ie a u c h  die » ta tsä c h lic h e «  K urve  k ö n n en  m it  d e r  in  A bb. 7a bzw . in  A bb . 7b 
d u rc h  eine d ü n n e  L in ie  an g ed eu te ten  g eb ro ch en en  G eraden A  =  c M  gu t 
a n g e n ä h e r t  w erden . D ie F u n k tio n  A  — c \M \  e r fü llt  ab e r schon die B ed in g u n g  
u n se re s  S atzes, u n d  so w ird  die Lösung d e r  m it  ih re r  H ilfe an g esch rieb en en  
W irtsch a ftlich k e itsm in im u m au fg ab e  u n b e d in g t eine solche M o m en ten v erte i- 
lu n g  ergeben , die ü b e r  e inen  für die G e s ta ltu n g  einer s ta tisch  b e s tim m te n  
K o n s tru k tio n  n ö tig en  N u llp u n k t v e rfü g t. D iese r U m stan d  is t au ch  an  sich 
se lb s t w ich tig , d en n  er d e u te t  an , daß  w ir au s  dem  A nw endungsbere ich  des 
S a tz e s  n u r  d an n  h e rau sfa llen , w enn w ir u n s  m it  der A n n äh eru n g  A  = c ' M  
n ic h t begnügen  u n d  d ie  G esich tsp u n k te  d e r  W irtsc h a ftlic h k e it m it  b eso n d ers  
g ro ß e r  G enau igke it zu  b erücksich tigen  w ü n sch en . D ieser U m stan d  is t jed o ch  
v o n  einem  a n d e ren  G esich tsp u n k t aus g eseh en  ebenfalls b ed eu ten d . D a die 
L ösung der m it H ilfe d e r F u n k tio n  A  =  c \M  angeschriebenen  W irtsc h a ftlic h 
k e itsm in im u m a u fg a b e  zu  einer s ta tisc h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  fü h r t ,  
e rsc h e in t es als seh r unw ahrshein lich , d a ß  im  F a lle  einer an d eren , die B ed in 
g u n g  des Satzes zw ar n ic h t erfü llenden , im  ü b rig e n  ab er der F u n k tio n  A  =  
=  c\M \  n ah e lieg en d en  F u n k tio n  A  =  A ( M ) ,  d ie w irtsch a ftlich s te  K o n s tru k 
t io n  u n b e d in g t s ta t is c h  u n b e s tim m t sei. D as i s t  au ch  w ahrlich  n ic h t d e r F all. 
D ie  B ed ingung  des S a tz e s  is t insow eit e ine  no tw end ige  B ed ingung , als beim  
V erlassen  deren  G ü ltig k e itsb ere ich es b e re its  F ä lle  V orkom m en, in  w elchen  die 
w irtsc h a ftlic h s te  K o n s tru k to in  s ta tisch  n ic h t  b e s tim m t is t. D as e rö r te r te  
W irtsc h a ftlic h k e itsv e rfa h re n  ist ab e r t r o tz  a lled em  in  einem  g ro ß en  T eil der 
F ä lle  zu r P la n u n g  d e r  w irtsch a ftlich s ten  s ta t is c h  b estim m ten  K o n s tru k tio n  
a u c h  d a n n  g ee ig n e t, w en n  die B ed ingung  des S atzes n ich t e rfü llt w ird . D ie 
B e h an d lu n g  der a u f  d iesem  G ebiet a u f ta u c h e n d e n  zahlreichen P ro b lem e  wüirde 
z u r üb erm äß ig en  E rö r te ru n g  von E in z e ln h e ite n  füh ren . W ir w ollen eh er die 
in  d en  A b b .-en 8a u n d  8b d argeste llten  zw ei ch a rak te ris tisch en  B eisp iele erör-
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te rn . D ie A chse u n d  die S tü tz u n g  des T räg e rs  is t  in  be iden  F ä llen  d ieselbe, 
nu r die B e las tu n g  is t versch ieden . F ü r  beide F ä lle  sind  je  zwei M om enten lin ien  
d a rg es te llt. D ie obere w urde m it H ilfe der A n n ä h e ru n g  A  = c 1 M \,  d ie u n te re  
dagegen  a u f  G ru n d  d e r F u n k tio n  A  =  A ( M )  =  c2 j M  + 2  • M 2J au s der 
W irtsch a ftlich k e itsb ed in g u n g  b es tim m t. D iese zw ei F u n k tio n e n  v e rh a lte n  sich 
in  d er in  A bb. 7a d a rg e s te llte n  W eise. D ie o b ere , » a n n ä h e rn d  w irtsch aftlich s te«  
M om en ten lin ie  v e rfü g t im  S inne des S atzes im  F a lle  a) ü b e r eine bzw . im  F alle  
b) ü b e r zah lre iche  N u lls te llen . A n dieser, bzw . im  F a lle  b) an  einer d ieser N u ll
s te llen  ein G elenk  e in se tzen d  gelangen  w ir zu r w irtsc h a ftlic h s te n  u n d  g le ich 
zeitig  bezüglich  der gegebenen  B elastu n g  s icheren  s ta tisc h  b e s tim m te n  K on-
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s tru k tio n . Im  F alle  d e r u n te re n  M om enten lin ie  is t  die B ed ingung  des S a tzes  
w egen d er k o n k a v e n  N a tu r  d er die F u n k tio n  A  = c 2 j j M + 2  • M 2\ d a rs te l
len d en  K u rv e  n ic h t e rfü llt. Im  F alle  a) e rh ie lten  w ir tro tz d e m  w ieder solch 
eine M om en ten lin ie , die zu  e iner s ta tisc h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  gehören  
k an n  u n d  von  d e r ü b e r  ih r  liegenden  » a n n ä h e rn d  w irtsch a ftlich s ten «  M om en- 
te n v e rte ilu n g  k a u m  abw eich t. Im  Falle b) v e rfü g t b e re its  die u n te re  M o m en ten 
lin ie  ü b e r keinen  N u llp u n k t, u n d  dem nach  e x is tie r t au ch  kein  solcher s ta tisc h  
b e s tim m te r  G erb er-T räg er, dessen M om en ten lin ie  im  F alle  der gegebenen  
B e la s tu n g  die frag liche F o rm  h ab en  k ö n n te . D er G ru n d  d ieser u n g ü n s tig e n  
E rsch e in u n g  b e s te h t d a rin , d aß  im  Falle d er gegebenen  besonderen  B e la s tu n g  
die M o m en ten v erte ilu n g  n ic h t k o n tin u ie rlich  is t. A b er au ch  zu d ieser b e so n 
d eren  k o n z e n tr ie r ten  M o m en ten b e lastu n g  g e h ö rt n u r  d a n n  eine s ta tisc h  u n b e 
s tim m te  M o m en ten v erte ilu n g , w enn der A n g riffsp u n k t in  einen beso n d eren  
A b sc h n itt d er T räg erach se  zu liegen k o m m t. Die L änge dieses A b sch n itte s  is t 
im  g anzen  n u r  e tw a 5 %  d e r S pannw eite .

*

D a m it b e tra c h te n  w ir die a u f  die A n w en d u n g  des W irtsc h a ftlic h k e its 
v e rfah ren s  zum  E n tw u r f  s ta tis c h  b e s tim m te r K o n s tru k tio n e n  b ezu g n eh m en d en
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U n te rsu c h u n g e n  als abgesch lossen . L e tz ten  E n d e s  können  w ir fe s ts te lle n , d aß  
d as  W ir tsc h a ftlic h k e its v e rfa h re n  zur A usw ahl d e r  w irtsch a ftlich s ten  u n d  gleich- 
z e tig  d e r  S icherheit e n tsp re c h e n d en  s ta tis c h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  im  
a llg em e in en  geeignet is t. D iese B e h a u p tu n g  w u rd e  im  Laufe d e r B ew eisfü h ru n g  
u n se re s  S a tzes , in  dem  sozusagen  alle in  d e r P ra x is  v o rk o m m en d en  F ä lle  in b e 
g riffen  s in d  — gewisse F älle  a lle rd in g s  n u r d a n n , w enn  die G e s ic h tsp u n k te  d er 
W ir ts c h a f tl ic h k e it  n ich t m it b eso n d ers  g ro ß e r G en au ig k e it g e lte n d  g e m a c h t 
w e rd e n  so llen  — stren g  nachgew iesen . D ie A n w en d u n g  des V erfah ren s  k a n n  
a u c h  d a n n  m it b e re c h tig te r  H o ffn u n g  a u f  E rfo lg  v e rsu c h t w erd en , w en n  d e r 
S a tz  fü r  die gegebene A u fg ab e  n ic h t g ü ltig  w äre . E in e  die M ö g lich k e it d e r  
G e s ta l tu n g  einer s ta tisch  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  au ssch ließ en d e  In n e n 
k ra f tv e r te i lu n g  k an n  n u r  in  au ß erg ew ö h n lich en  F ä llen  die L ösung  d e r  W irt-  
sc h a ftlic h k e itsm in im u m a u fg ab e  sein.
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Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie g ebräuch lichen  B erech n u n g sm eth o d en  d e r In g en ieu rp rax is  bezw ecken  im  a llgem ei
n e n  d ie  Bestimmung der Innenkraftverteilung  e iner g egebenen  K o n s tru k tio n  bzw . d ie Kontrolle 
e in es g egebenen  T ragw erkes. D er vo rlieg en d e  A u fsa tz  b eh an d e lt die G ru n d sä tze  e ines z u r  Pla
nung  w irtsch aftlich e r K o n s tru k tio n e n  geeigneten  V erfah ren s. Diese G ru n d p rin z ip ien  kön n en  
a u f  a lle n  G ebieten  der te c h n isch e n  F estig k e its leh re  (fü r  D u rc h lau fträg e r, R a h m e n , T räg e r
ro s te ,  fe rn e r  m it gewissen B e sc h rän k u n g e n  au ch  fü r  P la tte n ,  Schalen usw .) an g ew en d e t w erden . 
D a s  V e rfah re n  is t zur A usw ahl d e r  w ir tsc h a ftlic h s ten  s ta tisc h  b e s tim m te n  K o n s tru k tio n  sowie 
a u c h  z u m  E n tw u rf  v o n  aus e la s tisch em  oder p las tisch em  M ateria l b e s teh en d en  s ta tis c h  u n b e 
s t im m te n  K o n s tru k tio n en  g eeig n et. D ieser A u fsa tz  b e fa ß t sich a u sfü h rlich  n u r  m it den  a u f  
s ta t i s c h  b es tim m te  K o n s tru k tio n e n  bezüglichen  F ra g e n . D ie A nw endung  des e rö r te r te n  W ir t 
sc h a ftlich k e itsv e rfah re n s  zu r P la n u n g  s ta tisc h  u n b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n  w ü n sch t d e r V er
fa s se r  in  einem  folgenden A u fsa tz  zu  b eh an d e ln . D ie im  L aufe  der p ra k tisc h en  A n w en d u n g  des 
e rö r te r te n  V erfahrens a u f ta u c h e n d e n  m a th e m a tisc h e n  Prob lem e b ild e ten  b e re its  den  G egen
s ta n d  m eh re re r A b h an d lu n g en  [1, 2, 3, 4 ].
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D E S IG N IN G  O F  EC O N O M IC A L S T R U C T U R E S

J. PEREDY

SU M M A RY

T he usual design ing  m ethods o f  eng ineering  p ra c tic e , generally  t r y  to  d e te rm in e  the  
d is tr ib u tio n  o f th e  in te r io r  forces o f a g iv en  s tru c tu re , o r to  co n tro l th is s tru c tu re ,  resp ec tiv e ly . 
T h e  p re se n t pap er deals w ith  th e  fu n d a m e n ta l p rinc ip les  o f  a m eth o d  su ita b le  fo r  designing 
econom ical s tru c tu re s . T hese  basic p rin c ip les  can  be  ap p lie d  in th e  w hole fie ld  o f  th e  T heory  
o n  S tre n g h t o f M aterials (co n tin u o u s b e am s, fram e-w o rk s, beam -grids, fu r th e rm o re , w ith  some 
re s tr ic tio n s  in  th e  case o f slabs, shells, e tc .) . T he m eth o d  in  q u estio n  can  be u sed  fo r selecting 
th e  m o st econom ical s ta tic a l ly  defin ite  s tru c tu re s , as w ell as, for th e  design o f s ta tic a l ly  re d u n 
d a n t  s tru c tu re s , consisting  o f e lastic  o r p las tic  m a te ria l. T h e  p resen t p a p e r  d ea ls , in  d e ta il, 
w ith  q u estio n s re ferring  to  s ta tic a lly  d e f in ite  s tru c tu re s  o n ly , th e  ap p lica tio n  o f  th e  p resen ted  
econom ica l m ethod  to  th e  design  of s ta tic a l ly  re d u n d a n t s tru c tu re s , th e  a u th o r  w ishes to  discuss 
in  a fu r th e r  p aper. M a th em atica l p ro b lem s em erg ing  w hen  using  th e  in tro d u c e d  m eth o d  in 
p rac tice , w ere a lread y  d iscussed  in severa l s tud ies [ I ,  2, 3, 4].

É T A B L IS S E M E N T  D E S P R O JE T S  D E  C O N ST R U C T IO N S É C O N O M IQ U E S

J. PEREDY

R É SU M É

Les m éthodes c o u ran te s , u tilisées d an s la  p ra tiq u e  de l’ingén ieur, v ise n t en  g én éra l la 
détermination du jeu des forces intérieures, ou  le contrôle d ’un e  c o n stru c tio n  d onnée. L a  p résen te  
é tu d e  expose les p rincipes g én érau x  d ’un e  m éth o d e  p o u r  Vétablissement des projets de  c o n stru c 
tio n s économ iques. Ces p rin c ip es fo n d a m e n ta u x  p e u v e n t s’ap p liq u e r dans to u s  les dom aines 
de  la  ré sis tan ce  des m a té ria u x  (p o u tres  c o n tin u es , cad res, p o u tre s  à treillis , p o u tre s  à  grillage, 
e t  avec  ce rta in e s  re s tr ic tio n s : tô les, vo iles m inces, e tc . . .). L a  m éthode  p e rm e t le ch o ix  des 
co n s tru c tio n s  s ta tiq u e m e n t d é term inées les p lus éco nom iques, ainsi que l ’é ta b lis se m e n t des 
p ro je ts  de c o n stru c tio n s s ta tiq u e m e n t in d é te rm in ées  les p lu s économ iques, en  m a tiè re  é lastiq u e  
ou  p las tiq u e . L ’é tu d e  n ’ex am in e  en d é ta il que les p ro b lèm es co n ce rn an t les c o n s tru c tio n s  s ta 
tiq u e m e n t dé te rm inées , l’ex am en  de l’a p p lic a tio n  de ces m éth o d es a u x  c o n s tru c tio n s  s ta tiq u e 
m en t in d é te rm in ées fa is a n t l’o b je t d ’un e  a u tre  é tu d e . Les p rob lèm es m a th é m a tiq u e s  posés 
p a r  l ’ap p lic a tio n  de la m é th o d e  o n t d é jà  donné lieu  à p lusieu rs  pub lica tio n s [1, 2, 3, 4].

П Р О Е К Т И Р О В А Н И Е  Э К О Н О М И Ч Н Ы Х  Н Е С У Щ И Х  К О Н С Т Р У К Ц И Й

Й. П ЕРЕДИ

Р Е З Ю М Е

Обычные методы инженерией практики ставят перед собой цель определения рабо
ты внутренних сил некоторой данной конструкции, или же прсверки некоторой данной 
конструкции. В данной работе описываются обшие основы метода, пригодного для проек
тирования экономичных конструкций. Эти принципы можно применять во всех областях 
технической теории сопротивления материалов (неразрезные балки, рамы, фермы, далее с 
определенными ограничениями пластины, оболочки и т. д.). Метод применим также для 
выбора наиболее экономичных статически определенных конструкций, далее для проек
тирования наиболее экономичных статически неопределенных конструкций из упругих 
или пластичных материалов. В данной работе разбираются детально только вопросы, 
связанные со статически определенными конструкциями, а применением иллюстриро
ванного метода экономичного проектирования для случая статически неопределенных кон
струкций автор будет заниматься в другой своей работе. В связи с математическими проб
лемами, возникающими при практическом применении описанного Еыше метода, было 
опубликовано уже ряд работ [1, 2, 3 и 4].
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Introduction

I f  th e  w eig h t o f a s tru c tu re  a n d  th e  loads to  be carried  b y  i t  c a n n o t d irec tly  
he tra n sfe rre d  to  a layer o f  su ffic ien t b ea rin g  cap ac ity  ly ing  in  a re la tiv e ly  
n o t too  g re a t d e p th , th e n  we h a v e  to  use a deep foundation.  T h e  o ld e s t m eth o d  
in  deep fo u n d a tio n s  is p ilin g : b e tw een  th e  s tru c tu re  an d  th e  lo ad -b ea rin g  
la y e r  such lo a d -tra n sm ittin g  m em b ers  a re  in se rted , th e  le n g th  o f  w hich  is 
g re a t in com parison  to  th e ir  d ia m e te r . T h e  loads to  be carried  b y  th e se  m em bers 
becom e tra n s fe rre d  to  th e  soil, p a r t ly  on th e ir  la te ra l  su rface , a n d  p a r t ly  on 
th e ir  tip .

In  th e  course of design ing  p ile -fo u n d a tio n s, as reg a rd s  to  s ta tic s , th e  
fo llow ing q u estio n s  have to  b e  so lved :

1) W hat should be the length and  the diameter o f  piles to be used ?
2) How great is the bearing capacity o f  an individual p i le ?  W h a t is th e  

m a g n itu d e  o f th e  u ltim a te  lo a d , a n d  w h a t p a r t  o f th e  la t te r  cou ld  be  con
s id ered  as safe-load?

3) What relation exists between the bearing capacity o f  a p ile-group  and  
that o f  an ind iv idual pile ?

T he afo re-m entioned  th re e  q u estio n s a rc  in  close co n n ec tio n , a n d  th e ir  
so lu tio n  d em an d s  tak in g  in te ra c tio n s  ex is tin g  be tw een  th em  in to  c o n sid e ra tio n .

T he f ir s t  q uestion , f ir s t  o f  all, d ep en d s on th e  soil’s s t r a ta ,  o n  th e  d e p th  
o f th e  lay e r w hich can be te rm e d  as lo ad -b ea rin g , b u t th e  m e a su re m e n ts  o f 
th e  fo u n d a tio n  an d  th e  q u es tio n  o f  lo ad -b ea rin g  also p lay  a ro le . I f  th e  s t r a ta  
a n d  th e  ph y sica l ch a rac te ris tic s  o f  th e  soil a re  know n, th e  so lu tio n  o f th is  
q u es tio n  becom es re la tiv e ly  easy .

I t  is th e  second question to  w hich th e  m o st a tte n tio n  w as p a id  in  con
s tru c tio n  p ra c tic e  and  in  l i te ra tu re .  M ethods for de te rm in in g  th e  p ro b ab le  
b ea rin g  c a p a c ity  o f  piles a re  so fa r  know n  m ore  th a n  a c e n tu ry . B efo re  th e  
d ev e lo p m en t o f  so il-m echanics th e  so lu tio n  o f  th is  question  w as ch ie fly  so u g h t 
for b y  em p irica l m e th o d s , b u t  la te r ,  th e o re tic a l p rocedures g a in e d  a n  alw ays 
increasin g  im p o rtan ce .
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T o  clear up th e  th ird  question, so fa r, o n ly  a few  in v estig a tio n s w ere 
m a d e .

M ethods used  a t  p re s e n t  fo r  d e te rm in ing  th e  b ea rin g  cap ac ity  o f  p iles, 
in  design ing  and  c o n s tru c tio n  p rac tice , a re  u su a lly  d iv id ed  in to  three groups.  
T h e  f i r s t  of these  d raw s conclusions on th e  d y n a m ic  b e a r in g  cap ac ity  from  th e  
re la tio n sh ip  betw een  th e  m e a su re d  p e n e tra tio n  a n d  th e  impact-work  n ecessary  
to  re a c h  th is , o b ta in ed  d u rin g  d riv in g  in a te s t-p ile , o r p e rm a n e n t p iles, re sp e c ti
v e ly . T h e  second m e th o d  d e te rm in e s  the b e a rin g  c a p a c ity  o f a pile b y  calcula
t ions ,  based  on th e  a p p lic a t io n  o f theories on earth-pressure  an d  on th e  fa i lu re  
o f  the ground, an d  ta k in g  in to  considera tion  th e  p h y s ic a l ch a rac te ris tic s  o f  th e  
so il su rro u n d in g  th e  p ile . F in a lly , th e  th ird  one d e te rm in e s  th e  p e n e tra tio n  of 
a te s t-p ile , carried  o u t  in  s i tu ,  du ring  its  lo ad in g , c o n tin u e d  — if  possib le  — 
u n t i l  th e  soil fails. I n  a d d itio n , foundation specifications  an d  tabulations o f  
hand-books, com piled on  th e  base  of th e o re tic a l c o n sid e ra tio n s  an d  p ra c tic a l 
ex p erien ces , also give a n  a ss is ta n c e  for e s tim a tin g  th e  p ro b ab le  bearing  cap ac 
i t y  o f  piles during  p re lim in a ry  design.

T he th eo re tica l c o rre c tn ess  of dynam ic p ile  d riv in g  form ulae m ay  give 
r is e  to  m any  o b jec tio n s . T h e  elastic  com pression  o f  a pile is c a lcu la ted  by  
th e s e  form ulae on a statical base, a lthough  i t  is d u e  to  a d y n am ic  effect. N ew to n ’s 
th e o ry  on im p ac t, f ig u r in g  in  th e  deduc tion  o f  m a n y  such  form ulae c an n o t 
b e  ap p lied  to  piles, b e c a u se  N ew ton deduced  i t  fo r such  bodies, th e  d e fo rm a
t io n  o f  w hich could  f re e ly  develop  during  im p a c t (ba lls  hang ing  on a y a rn ) , 
c o n v e rse ly  to  p ile -d riv in g , d u rin g  which e x te rn a l  fo rces h in d e r a free d e fo r
m a tio n . The co m b in a tio n  o f  com pressive a n d  im p a c t  losses in  th e  sam e fo r
m u la  m eans th a t  w e ta k e  ce rta in  losses in to  a c c o u n t tw ice . T he su p p o sitio n  
in  a ll these  form ulae  is t h a t  th e  en tire  re s is tan ce  a c ts  on th e  p ile’s t ip ;  f in a lly , 
th e i r  fu n d am en ta l m is ta k e  is  th e  id en tif ic a tio n  o f  th e  p ile ’s dynam ic  b ea rin g  
c a p a c ity  w ith  its  s ta t ic a l  lo ad -b ea rin g ; a lth o u g h  in  m o s t cases th e re  is no  re la 
t io n  betw een  th e se  tw o  v a lu e s . So, th e  s ta tic a l re s is ta n c e  o f piles d riv en  in to  
c la y s  and  m uds, th e  p e rm e a b il i ty  of w hich is low , changes a t  a sudden  lo ad ing , 
o w ing  to  stresses a ris in g  in  pore  w ater, to  su ch  a degree th a t  sk in -fric tio n  
a n d  tip -res is tan ce  b e h a v e  q u ite  d ifferen tly  d u rin g  d riv in g  or in  th e  case o f 
s ta t ic a l  load ing , re sp e c tiv e ly . T he dynam ic  p e n e tra t io n  is also a fu n c tio n  o f 
th e  d riv ing  speed ; a n d  i t  c a n  o ften  be o b serv ed  t h a t  an  in te r ru p tio n  in  d riv in g  
is  follow ed by  a c o n s id e ra b le  increase o f re s is ta n c e . T h e  tim e  fac to r h as  a v e ry  
s u b s ta n tia l  effect in  th e  case o f  such soils, fo rm u la e , how ever, c a n n o t ta k e  
th is  in to  accoun t. F u r th e rm o re , only a p a r t  o f  th e  d riv in g  w ork  is u tiliz ed  for 
th e  p ile ’s p e n e tra tio n , a n o th e r  p a r t  o f i t  cau ses  th e  la te ra l d isp lacem en t o f 
th e  soil. A n a tu ra l l im ita t io n  o f th is  m e th o d  is g iv en  b y  th e  fac t t h a t  i t  can  
o n ly  be used fo r th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  b e a r in g  c a p a c ity  o f d riv en  piles.

In  sp ite  o f th e  m a n y  reasons adv an ced  a g a in s t d y n am ic  p ile -d riv ing  fo r
m u la e , th e ir  use c a n n o t b e  en tire ly  re fu sed ; th e  o n ly  fa c t we h av e  to  b e a r  in
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m in d  is t h a t  th ese  fo rm ulae  c a n n o t be u tiliz ed  fo r d e te rm in in g  th e  s ta tic a l 
b ea rin g  c a p a c ity , b u t  th e y  m ay  fa ir ly  w ell be  used  fo r a re la tiv e  comparison  
o f  p ro b ab le  lo ad -b ea rin g  o f  piles, d riv en  on  th e  sam e site , u n d e r  id en tica l 
d riv in g  co n d itio n s .

R esearch es led  to  such a n e g a tiv e  re s u lt  th a t  there is no poss ib i l i ty  o f  
establishing a mathematical relationship between statical and dynam ica l  resist
ances, a n d  u n d e r  th e  sam e co n d itio n s em p irica l relations can only be used.

T he second m e th o d  d e te rm in es th e  u l t im a te  load o f  a pile b y  ca lcu la tio n  
th a t  is b y  a p p ly in g  th e  so-called stability-method  used  in  so il-m echanics. In  th is  
re sp ec t m a n y  fo rm u lae  are  to  be fo u n d  in  th e  lite ra tu re , too . T h e  p rin c ip a l 
m is tak e  o f th e se  fo rm ulae  is th e  se p a ra te  c a lc u la tio n  an d  su b seq u en t ad d itio n  
o f  th e  b e a rin g  c a p a c ity ’s tw o fu n d a m e n ta l  fa c to rs , i. e. o f th e  sk in -fric tio n  
an d  th e  p o in t-re s is ta n c e , a lth o u g h  a close re la tio n sh ip  betw een  th e se  tw o  values 
ex is ts , an d  b o th  d ep en d  on th e  v a lu e  o f  th e  displacement re su ltin g  from  th e  
p ile ’s com pression  an d  p e n e tra tio n . F u r th e rm o re , th e se  fo rm ulae  do n o t allow 
fo r th e  fa c t t h a t  th e  dev e lo p m en t o f  e ffec tiv e  slid ing  surfaces in  so il m asses 
below  th e  p ile ’s p o in t, o r in  tho se  su rro u n d in g  th e  p ile , can occur in  th e  m ost 
ex cep tio n a l cases an d  in  e x tra o rd in a r ily  d en se  g ran u la r  soils o n ly ; a  la te ra l 
d irec ted  co m p ac tio n  o f  th e  soil occurs r a th e r  a ro u n d  th e  p ile’s p o in t. M any  fo r
m u lae  ca lcu la te  th e  sk in -fric tion  on such  a b as is  th a t  th e  sk in  o f  th e  p ile  is 
a ffec ted  b y  an  active earth-pressure, w hich  a ssu m p tio n  does n o t cover re a li ty  a t  
a ll;  n o rm al stre sses  ac tin g  on th e  sk in -su rface  o f  d riv en  piles r a th e r  ap p ro ach  
stresses belong ing  to  passive  e a r th -p re ssu re , th e y  even , in  th e  case  o f  bo red  
piles do n o t fall below  th e  lim iting  s tre sses  b e lo n g in g  to  th e  s ta te  a t  r e s t .  F in a lly , 
va lues co n n ec ted  w ith  ea rth -p re ssu re  a re  c a lc u la te d  b y  m ost th e o rie s  on th e  
basis o f p ro ced u res  re fe rring  to  th e  p lan e  s ta te ,  th e  sp a tia l e ffect b e in g  ta k e n  
in to  co n sid e ra tio n  b y  n o t m ore th a n  a c o e ff ic ien t; an d  th is  is also a g ra v e  m is
ta k e . T h erefo re , D o r r ’s fo rm ula (1922), w h ich  w as used  for a lo n g  t im e , and  
fo rm ulae  o f a s im ila r s tru c tu re  can to -d a y  b e  re g a rd e d  as u n sa tis fa c to ry .

A new idea for calculating the bearing capacity of piles was developed 
by JÁKY (1945, 1948), who determined the point-resistance from the value of 
the cleft-resistance, a new concept developed by him. He was the first who 
introduced the form of the sliding surface returning to the pile’s skin, and he 
determined the value of the member proportionate to the cohesion of the cleft- 
resistance, for a sliding surface composed from a plane and a logarithmic 
spiral.

T his so lu tio n  on ly  m ean t th e  f i r s t  step  co n cern in g  questions on  p ile -lo ad 
in g  because  th e  ab o v e-m en tio n ed  v a lu e  o f  th e  slid ing  resistance  is v a lid  for a 
c le ft o f in f in ite  le n g th , w ith o u t la te ra l  s u p p o r t  a n d  cu t in to  a w e ig h tle ss  m e
d iu m ; s tresses ac tin g  on th e  p ile’s sk in  a re  n o t  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . T h is 
is th e  reaso n  w h y  we o b ta in  such a re su lt , t h a t  in  th e  case c =  0 , i. e., in  th e- 
case o f a cohcsionless soil, th e  v a lu e  o f  th e  p o in t-re s is tan ce  is e q u a l to  zero.

3 Acta Tchnica XXIX/3—4.
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L’H erminier’s research (1953), who took into account that stresses 
arising on the skin of a pile are not perpendicular to its surface but d-angled 
to its  normal, is a logical continuation of Jaky’s idea.

T h e  dedu c tio n  for th e  specific  v a lue  o f  th e  p o in t-re s is tan ce  b e lo n g in g  to  
fa ilu re  g iv es  a re la tio n  co m p o sed  o f  th ree  m e m b e rs , ' s im ilar to  fo rm u lae  re fe r 
r in g  to  sp re a d  fo u n d a tio n :

q = c N c +  p 0 N q +  y D N y ,

w h e re  N c, N q and  N Y a re  d im en sio n less  h ea rin g  c a p a c ity  fac to rs d e p e n d in g  on  
th e  a n g le  o f in te rn a l fr ic tio n  o f  th e  soil an d  on  th e  angle of la te ra l  f r ic tio n .

M e y e r h o f  in  h is in v e s tig a tio n s  o b ta in e d  (1955) a sim ilar e q u a tio n . S a v e  
th e  in a d e q u a c y  for su p p o sin g  a plane state in  th e  cou rse  of his d e d u c tio n , th is  
so lu tio n  m ay  be considered  as th e  la s t s tep  of th e  limit-equilibrium method  s ta n d 
in g  o n  b ase s  w hich can  be  re g a rd e d  as classic. T h is  m eth o d  is b a sed  on  th e  
a s s u m p tio n  of th e  s ta te  o f  g en era l fa ilu re ; a loca l fa ilu re , th e  possib ility  o f  c o m 
p a c t io n  a n d  d isp lacem en ts a re  n o t ta k e n  — b e cau se  th e y  can n o t be ta k e n  — 
in to  co n sid e ra tio n . T he in te ra c tio n  o f sk in -fric tio n  a n d  p o in t-res is tan ce  on  each  
o th e r  a p p e a rs  only b y  th e  f a c t  th a t  d iffe ren t la te r a l  fric tion -ang les b e lo n g  to  
d if fe re n t  p o in t-re s is tan ces ; b u t  in  each  case th e  g e n e ra l lim iting  s ta te  can  o n ly  
b e  d e te rm in e d ; th e  process o f  p ile-loading , th e  v a r ia t io n  in  d is tr ib u tio n  o f  th e  
tw o  lo a d -b e a rin g  co m p o n en ts  d u rin g  load ing  c a n n o t be in v es tig a ted . T h e  effec
t iv e  d ev e lo p m en t of a “load-bearing bulb”  can  b e  d em o n stra ted  in  e x c e p tio n a l 
c a se s  o n ly . The d e v e lo p m en t o f  a d e fin ite  slid in g  surface could on ly  be  im a 
g in e d , i f  th e  pile were e m b e d d e d  along its  w hole le n g th  in to  a co m p act g ra n u la r  
so il; a n  u p w ard s d irec ted  m o v e m e n t o f th e  m ass  in s id e  th e  slid ing su rface  g r a t 
in g  a g a in s t  th e  p ile ’s la te ra l  su rface , how ever, w o u ld  be possible on ly  th e n , i f  
th e  o ccu red  failure w ere n o t  follow ed b y  a lo o sen in g , and  th is  is, on th e  o th e r  
h a n d ,  in  co n trad ic tio n  to  th e  a fo re -m en tioned  d e m a n d  on com paction . T h e re 
fo re , a new  so lu tion  shou ld  b e  searched  for, ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  n o t  th e  
l im it in g  s ta te  only, b u t  th e  e n tire  process o f  p ile -load ing , d isp lacem en ts , a n d  
th e  in te ra c tio n  of th e  m a n tle -fr ic tio n  and  th e  tip -re s is ta n c e  on each o th e r .

A ccord ing  to  p re se n t o p in io n , th e  test-loading is likely  to  be  th e  m o s t re l i
a b le  m e th o d  for d e te rm in in g  th e  p robab le  b e a r in g  c a p ac ity  o f piles. A lth o u g h , 
th e r e  is  no doub t, th a t  fo r th e  tim e  being no b e t te r  m e th o d  is know n, i t  sh o u ld  
b e  s t a te d  th a t  th is  p ro c e d u re  does n o t su p p ly  co m p le te  in fo rm atio n . I n  co h e 
s iv e  so ils te s ts  can n o t b e  c o n tin u e d  for such a lo n g  tim e , w hich w ould  b e  n eces
s a ry  to  o b ta in  reliab le  d a ta  o n  conso lid a tio n ; a n d  th is  d ifficu lty  ex is ts  ev en  i f  
b e lo w  th e  p o in t o f a p ile  s ta n d in g  in  g ra n u la r  so il, a com pressib le la y e r  o f  low 
p e rm e a b il i ty  is to  be fo u n d  a t  a g re a te r  d e p th  o n ly . W ith  reg a rd s  to  s a fe ty , 
lo a d in g  can n o t be c o n tin u e d  u n til  a to ta l  fa ilu re  occurs, an d  th is  is th e  v e ry  
re a s o n , w hy ju s t  th e  w a n te d  v alue  can be d e te rm in e d  only b y  e x tra p o la t io n .
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B u t even  in  th e  case o f  a com plete  te s t- lo a d in g  d ia g ra m , we h av e  a lw ays to  
ex am in e  w hich lo a d  shou ld  be  reg a rd ed  as p e rm issib le ; re le v a n t in fo rm a tio n s  
could on ly  be  o b ta in e d  on th e  base  o f  p ra c tic a l ex p erien ces  an d  official sp ec ifi
ca tio n s , re sp ec tiv e ly . I t  m u st be a d d ed  th a t  i t  is g en era lly  im possib le  to  a t ta in  
a genera l fa ilu re , i. e., w here th e  ta n g e n t o f th e  cu rv e  becom es v e rtic a l, a n d  so 
even  th e  u lt im a te  lo ad  itse lf, w hich shou ld  be ta k e n  as a basis , c a n n o t be  d e te r 
m ined  in  a c lea r-cu t m an n e r.

L ooking o v er th e  m e th o d s used fo r d e te rm in in g  th e  b ea rin g  c a p a c ity , i t  
c an  be e s tab lish ed  th a t  as y e t th e re  is n o t m e th o d  a t  o u r d isposal, b y  th e  use 
o f  w hich th e  b ea rin g  c a p a c ity  o f  p iles could  be  so lved  as a com plex  p ro b lem , 
an d  w hich w ould offer th e  possib ility  to  d e te rm in e  th e  p ile-load  p e rta in in g  to  
a  g iven se ttle m e n t, fu rth e rm o re , th a t  we know  v e ry  l i t t le  a b o u t q u es tio n s  re fe r 
rin g  to  p ile-g roups.

T he aim  o f  th e  p re se n t p a p e r is to  p ro m o te  th e  so lu tio n  o f  th e  ab o v e  
p rob lem  b y  som e ideas, th e o re tic a l a n d  te s t  r e s u lts ;  b e a rin g  in  m in d  th a t  a 
to ta l  so lu tio n  d em an d s  a s till m ore p ro fo u n d  know ledge o f  th e  law s on th e  
s tre n g th  an d  d e fo rm atio n s o f th e  soil. T h e  s tu d y  describes th e  th e o re tic a l d e te r 
m in a tio n  o f lo ad in g  d iag ram s of fric tion - a n d  p o in t-b e a r in g  p iles, by  ap p ly in g  
a new  law  on sh e a r ; fu rth e rm o re , i t  p re sen ts  re su lts  o f  m o d e l-te s ts  re fe rrin g  
to  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  u ltim a te  load  o f in d iv id u a l p iles.

1. The new law on shear

L oads on a pile  em b ed d ed  in to  a hom ogeneous soil a re  tra n s fe rre d  to  th e  
g round  ly ing  a ro u n d  a n d  below  th e  p ile , p a r t ly  on th e  sk in -su rface  an d  p a r t ly  
on th e  p o in t o f th e  p ile . W hile  th e re  is no  load  on th e  p ile , =  0, an d  th e  sk in - 
su rface is only  a ffec ted  b y  stresses no rm al to  i t ,  re su ltin g  from  th e  ow n-w eight 
o f  th e  soil. W hen  a lo ad  is app lied , th e  s e ttle m e n t o f  th e  p ile  beg ins, follow ed 
b y  sh ear-stresses develop ing  on th e  sk in -su rface  a n d  a p o in t-re s is ta n c e  o ccu r
ring  on th e  po in t. B o th  va lu es  a re  fu n c tio n s o f th e  p ile ’s s e tt le m e n t;  th e  m ag n i
tu d e  of th e  fric tion  aris in g  on th e  sk in -su rface  is a lw ays a d e q u a te  to  th e  d isp la 
cem en t, th e  p o in t-re s is tan ce , how ever, is a t  th e  b eg in n in g  in  p ro p o rtio n  to  th e  
m ag n itu d e  o f th e  s e ttle m e n t, b u t  la te r , w hen th e  s ta te  o f  fa ilu re  is a p p ro ach ed , 
se ttle m e n ts  grow  m ore sudd en ly . B o th  co m p o n en ts  h a v e  se p a ra te ly  an  u p p e r 
lim it, on one h a n d  th e  m o b iliza tion  to  th e  fu ll o f  th e  fr ic tio n  on th e  sk in -su r
face, on th e  o th e r  h a n d  th e  u ltim a te  b ea rin g  c a p a c ity  o f  th e  soil on th e  p o in t;  
b u t  a t  th e  sam e tim e  a close in te ra c tio n  ex is ts  b e tw een  th e se  tw o  co m p o n en ts . 
T h e  force tra n sfe rre d  o n to  th e  soil b y  sk in -fric tio n  in c reases  v e rtic a l n o rm al 
s tresses ac tin g  on th e  p lan e  o f  th e  p o in t, b y  th is  im p ed in g  th e  se tt le m e n t;  th e  
force ac tin g  on th e  p o in t, how ever, especially , w hen  th e  s ta te  o f fa ilu re  is 
ap p ro ach ed , reac ts  b y  th e  la te ra l d isp lacem en t on th e  sk in -fric tio n . T h u s , th e

3*
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d isp la c e m e n t has to  be co n sid ered  as to  be th e  fu n d a m e n ta l fa c to r , b o th  com 
p o n e n ts  d ep e n d  on i t  as on a com m on param eter  an d  e x e rt a m u tu a l a c tio n  on 
each  o th e r .

F i r s t  o f  all, le t us deal w ith  th e  q u e s tio n  on fr ic tio n  a ris in g  on  th e  b o u n d 
a ry  su rfa c e  b e tw een  th e  soil a n d  th e  p ile . I n  th e  case o f p iles e m b ed d ed  in to  
g r a n u la r  so il a tran sm issio n  o f  sh e a rin g  forces on th e  p ile ’s su rface  w ill only  
be  p o ss ib le , i f  a re la tiv e  d isp la c e m e n t b e tw een  th e  tw o m ed iu m s occurs. T he 
T h e o ry  o f  E la s tic ity  supposes a linear  re la tio n sh ip  b e tw een  d isp lacem en t an d  
s h e a r in g  s tre ss , th is  a ssu m p tio n , h o w ever, c a n n o t be a p p lied , i f  th e  in v e s tig a 
tio n  h a s  to  be  ex ten d ed  to  th e  s ta te  o f  fa ilu re , to o . C on seq u en tly , i t  w as neces-

Fig. 1. S h e a r te s t  w ith  d ry  san d  o n  ro u g h  co n cre te  su rface ; C oulom b’s line  an d  d isp lacem en t
curves

s a ry  to  e s tab lish  a new  law  o n  sh ea r. F o r th e  fo rm u la riz a tio n  o f  th is  law  we 
u ti l iz e d  te s t -d a ta  com piled in  th e  la b o ra to ry  o f  ou r I n s t i tu te  fo r d e te rm in in g  
a n g le s  o f  fric tion . T ests  w ere m ad e  b y  usin g  a s h e a r-a p p a ra tu s  th e  a rea  o f 
w h ich  w as 30/30 cm ; in to  one h a l f  o f  th e  sh ea r-b o x  a f illin g  spec im en  w as p u t , 
m a d e  o f  som e build ing  m a te r ia l  — w ood, co n cre te , s tee l, b rick s  — w hile th e  
o th e r  h a l f  w as filled  w ith  soil; sh ea rin g  s tre sses  w ere m e a su ra d  a t  d iffe ren t 
n o rm a l stre sses  during  p u llin g  aw ay  th e  sh ea r-fram e  a t  a c o n s ta n t r a te ,  an d  
in  th is  w ay  th e  s tre ss -s tra in  c u rv e  o f sh ea r w as d e te rm in e d . F ig . 1 show s a 
c h a ra c te r is t ic  re su lt o f th e se  te s ts .  T h e  re la tio n  b e tw een  a a n d  т belong ing  to  
s h e a r- fa ilu re  is g iven b y  th e  k n o w n  C oulom b’s line — th is  is i l lu s tr a te d  in  th e  
lo w er p a r t  o f  th e  F ig . —; d isp la c e m e n t-cu rv e s , on th e  o th e r  h a n d , w ere  w ith o u t 
e x c e p tio n  o f  such a n a tu re  t h a t  in  th e  case o f  su rface -sh ea r th e y  gave  identical 
va lues  fo r  th e  m ax im um  an d  fo r  th e  u ltim a te  sh ea rin g  s tre n g th . I t  fo llow s from  
th is  t h a t  in  th e  case o f su rfa c e -sh ea r such a n  effect th a t  th e  sh ea r-s tre ss  a fte r
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reach in g  its  m ax im um  v a lu e  decreases w ith  a  fu r th e r  increase o f  d isp la c e m e n t 
a n d  so th e  general sh ea r occurs a t  a so -ca lled  u ltim a te  v alue  o f  th e  sh ea rin g  
s tre ss  does n o t ta k e  p lace  even  in  cohesive soils. D isp lacem en t-cu rv es  — in  the  
u p p e r p a r t  o f  th e  F ig . — w ere p lo tte d  in  th e  fu n c tio n  o f  t/cr; a n d  a n  u n a m 
biguous re la tio n  was o b ta in a d . P lo tt in g  th e  v a lu e s  o f shearing  s tre s se s  b e lo n g 
in g  to  a ce rta in  h o rizo n ta l d isp lacem en t s in  th e  fu n c tio n  of th e  c o rre sp o n d in g  
no rm al stresses , we also  o b ta in  a s tra ig h t  lin e , s im ila rly  as in  th e  in s ta n c e  of 
va lues belong ing  to  fa ilu re . A ccord ing  to  th is , th e  sough t for re la t io n  m ust 
h av e  th e  follow ing fo rm :

~ = C f ( s ) .  (1)
G

I t  was observed  d u rin g  te s ts  th a t  th e  a b so lu te  m ag n itu d e  o f  d isp la c e m e n t, 
n ecessary  fo r th e  d ev e lo p m en t o f th e  to ta l  f r ic tio n a l resistance , v a r ie d  be tw een  
v e ry  close lim its , an d  d id  n o t depend  on th e  v a lu e  o f  the  norm al s tre s s . D e n o t
in g  th is  lim itin g  d isp lacem en t b y  S(,, th e  b e s t w a y  to  approach  th e s e  te s t-c u rv e s  
w as a t ta in e d  b y  a law  on  shear exp ressed  w ith  th e  following fo rm u la :

x =  a tg < p (l — e s°~s) . (2)

H ere in  X m eans th e  sh ea r-s tre ss  n ecessa ry  fo r  p roducing  a d isp la c e m e n t s a t  
a  no rm al s tre ss  <7; <p is th e  angle o f  lateral fr ic tio n  p e rta in in g  to  g e n e ra l shear 
t h a t  is to  fa ilu re , к  is a c o n s ta n t d ep en d in g  o n  th e  so rt and  th e  d e n s i ty  o f  the 
soil.

E q u a tio n  (2) fu lfils  all b o u n d a ry  co n d itio n s , nam ely :
1) A t a  =  0 г  =  0
2) I f  s =  0 th e n  X =  0
3) I f  s =  s 0 th e n  X =  a tg  <p (C ou lom b’s line)

8t .
4) A t s = s 0 —  =  0 .

B o u n d a ry  co n d itio n  in  4) exp resses th e  e n d -ta n g e n t o f th e  s tra in -c u rv e  
o f  sh ea r be ing  h o rizo n ta l.

T h e  d e te rm in a tio n  o f c o n s ta n ts  f ig u rin g  in  equation  (2) is  s im p le : the 
v a lu e  o f  cp is equal to  th e  slope-angle  o f C ou lom b’s line, s0 can  b e  re a d  from 
th e  fig u re  o f th e  s tra in -cu rv es , w hile к  can  b e  co m p u ted  from  th e  slo p e  o f  the

ta n g e n t a t  th e  s ta r tin g  p o in t o f th e  cu rve  —  =  tg  T h a t  is (see F ig . 2)
a

0Г

ke >  1 ;
(so -  s )2 -1

Эт
=  Otg(p 

OS
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a n d  so

a n d  herefrom

к
tg  «о =  —  ,

к =  s0 tg  a 0. ( 3)

I t  should  be m e n tio n e d  th a t  R o w e  (1954) th o u g h t he h ad  d isco v ered  
th e  la w  on shear v a lid  fo r  g ra n u la r  soils on th e  b a se  o f  th e  fac t th a t  th e  d ev e l
o p m e n t  o f the  general s h e a r in g  resistance d e m a n d s  fo r a specific stra in  on  th e  
s l id in g  su rface; fu r th e rm o re , th a t  the  value o f  th e  “ angle of f r ic tio n ”  also

F ig . 2 . D e term in a tio n  o f c o n s ta n ts  fig u rin g  in  th e  e q u a tio n  o f  th e  stress-s tra in  cu rv e  o f  shea

d e p e n d s  on th e  specific s t r a in .  According to  m y  o p in io n , the  absolute va lue o f  
d isp la cem en t m ust u n c o n d itio n a lly  p lay  a p a r t  in  th e  developm ent o f  th e  
s h e a r in g  resistance, b e c a u se  th e  grains of th e  o rig in a l s tru c tu re  can s e t t le  or 
m o v e  o n ly  along a c e r ta in  le n g th  in such a m a n n e r  th a t  th e  d ev e lo p m en t of 
a c o n tin u o u s  shearing s t r a in  cou ld  come in to  b e in g . R o w e’s te s ts  re a lly  con
f i r m  th is  fac t, to o ; th e  a b s o lu te  values of th e  h o r iz o n ta l d isp lacem ents m e a su re d  
d u r in g  d irec t shearing  te s t s  a n d  p lo tted  in th e  fu n c tio n  of the  value т/tr s im il
a r ly  to  Fig. 1, p roved  th e  d ec is iv e  p a rt of th e  a b s o lu te  s tra in  also in  th is  case. 2

2. Horizontal stresses on the m antle-surface of piles

T h e  calculation  o f  th e  sh ea rin g  resistance  a r is in g  on the  sk in -su rface  o f 
p ile s  d em an d s  the k n o w led g e  o f  horizontal s tre sse s  a c tin g  here. I f  a p ile  cou ld  
b e  p u t  in to  the  g round  in  s u c h  a m anner, w hich  w o u ld  cause no d isp lacem en t 
in  t h e  su rro u n d in g  soil, th e n  i t s  surface w ould b e  a ffe c ted  b y  stresses be lo n g in g  
to  th e  so-called earth-pressure at rest, acting  a t  a ll p o in ts  of an  e a r th -m a ss  a t 
th e  s t a te  of repose. T hese  s tre s se s  are d irec tly  p ro p o r tio n a l to  th e  d e p th , i. e.,
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th e ir  d is tr ib u tio n  is h y d ro s ta tic a l. N e ith e r  b o red , no r driven  piles a re  in  com 
p liance  w ith  th is  cond ition : in  th e  case o f a b o red  pile th e  s u rro u n d in g  soil 
becom es loo sen ed ; in  th e  course o f  b o rin g  — even  if  a shell tu b e  is u se d  — 
th e  g ra ins w ill m ove to  a sm all deg ree  towards the p ile , a n d  th is  m ean s  t h a t  th e  
v a lu e  o f th e  p re ssu re  a t  re s t w ill decrease  a n d  w ill ap p ro ach  th e  active  lim itin g  
s ta te  co rrespond ing  to  th e  a x ia l sy m m e tric a l s ta te  o f stress. I n s te a d  o f  A0 an  
o th e r  coeffic ien t shall be e ffec tiv e ; th e  va lu e  o f th is  will p e rh ap s  n o t  be  con
s ta n t ;  b u t th e  ra d ia l d isp lacem en t o f  th e  soil due  to  boring  is n e a r ly  c o n s ta n t 
a lo n g  th e  w hole len g th  of th e  p ile , a n d  th e  s tra in  cond itions n ecessa ry  fo r th e  
d ev e lo p m en t o f an  active e a rth -p re ssu re  are  n o t fu lfilled : th e re fo re , th e re  is no 
un ifo rm  d efo rm atio n  — a loosen ing  — in th e  earth -m ass.

In  th e  case o f a driven p ile  th e  s itu a tio n  will be  q u ite  d iffe ren t: th e  a ris in g  
ra d ia l  d isp lacem en t is o f an  o p p o site  sign — it  is d irec ted  o u tw a rd ly  — an d  
i t  is co nsiderab ly  g re a te r; its  m a g n itu d e  is c o n s ta n t along th e  w hole  len g th  
o f  th e  pile a n d  eq u a l to  tfye h a lf  o f  th e  p ile ’s d ia m e te r . T hus, th e  s tr e s s - s ta te  
occu rring  on th e  sk in -su rface  a p p ro a c h e s  stre sses  belong ing  t;o th e  s p a t ia l  p a s 
sive e a r th -p re ssu re ; these  s tre sse s  ra p id ly  grow  w ith  increasing  d e p th ,  as was 
e s tab lish ed  b y  B e r e s a n t s e v  (1958).

W e in v e s tig a te d  d isp lacem en ts  ta k in g  p lace  d u rin g  th e  d r iv in g  o f  a p ile  
b y  m o d e l-te s ts : we p roduced  p a in te d  v e r tic a l lines in  a w et la y e r  o f  s a n d , an d  
a f te r  th e  d riv in g  o f  th e  p ile  w as f in ish e d , th e  san d -lay e r w as o p e n e d  b y  a v e r
tic a l p lane go ing  th ro u g h  th e  p ile ’s a x is ; by  th is  i t  becam e possib le  to  d e te r 
m in e  th e  m a g n itu d e  o f th e  d isp la c e m e n t.

T he m o s t im p o r ta n t conclusion  we could  d raw  from  sev e ra l t e s t s  o.f th is  
c h a ra c te r  w as th a t  lines para lle l to the p ile 's  a x is  displace during d r iv in g  parallel 
to themselves, a n d  hencefo rw ard  re m a in  vertical. T h is  m eans th a t  th e  p a r tic le s  
o f  soil in th e  e n v iro n em en t o f  t^he p ile ’s sh a f t  d isp lace horizontally , in  rad ia l 
d irec tio n  o n ly , i. e., h o riz o n ta l p la n e s  w hich  a re  n o rm al to  th e  ax is  o f  th e  p ile , 
h en cefo rw ard  rem ain  h o rizo n ta l. T h e  ran g e  d is tu rb e d  b y  piling  is re p re se n te d  
b y  a cy lin d er hav in g  th e  sam e ax is  as th e  p ile  an d  th e  ra d iu s  o f  w h ich  is 
th e  six-fold o f  th e  pile’s ra d iu s .

A llow ing fo r th e  above e x p e rien ces  we a re  ab le  to  d e te rm in e , o n  o n e  h an d  
h o rizo n ta l s tre sses  ac tin g  on th e  la te ra l  su rface  o f  an  un loaded  d r iv e n  p ile , on 
th e  o th e r h a n d  th e  co m p ac tin g  e ffec t o f  p ile -d riv in g  on th e  soil, fu r th e rm o re  
th e  ra te  a n d  th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  decrease  o f  th e  void-ratio.

F ig . 3 show s th e  p ile  to  be  in v e s tig a te d , th e  d iam ete r o f  w h ich  is 2r. 
D riv in g  does n o t  cause a n y  d isp la c e m e n t o u ts id e  o f  an  im ag ined  c y lin d e r  w ith  
a ra d iu s  R  =  o r c ircum scribed  a ro u n d  th e  ax is o f th e  p ile ; th is  m e a n s , t h a t  th e  
su rface  o f  th is  cy lin d er is a ffe c te d  b y  th e  earth-pressure at rest, i. e., th e  h o ri
z o n ta l s tre ss  is o x =  A0 z y . T h e  s tre ss  a c tin g  on  th e  surface o f an  in te rm e d ia te  
cy lin d e r w ith  rad iu s  Q in  th e  d e p th  z is a , w hile th e  s tre ss  on a cy lin d e r-su rfa ce  
w ith  an  in fin ite s im a lly  in c re a se d  ra d iu s  Q -(- d q is a x -f- d ax. T a k in g  in to  ac 
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t h a t  is

T he  solution o f  t h i s  d ifferentia l e q u a t io n  is:

Fig. 3. S tre sse s  on cylinder su rfaces a ro u n d  th e  pile

c o u n t  th e  dem and  o n  eq u i l ib r iu m  we have :
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H ence , h o rizo n ta l s tresses are  in  an  in v e rse  ra tio  to  th e  d is ta n c e  from  th e  
p ile’s ax is , th e  n o rm a l s tre ss  ac tin g  on  th e  su rface  o f th e  p ile  (a  =  r) is

°xo =  a A0 zy .

T he s tre s s -d is tr ib u tio n  is also show n in  F ig . 3. T h e  increase o f  <7X0 is in  lin e a r  
p ro p o rtio n  to  th e  d e p th , th e  s tre s s -d is tr ib u tio n  d iag ram  is th e  n -fo ld  o f  th e  
p ressu re  a t  re s t. T h is is th e  very  rea so n , w h y  driven p iles are more advantegeous 
than bored ones : th e  va lu e  o f th e  sk in -fr ic tio n  will he c o n s id e ra b ly  higher, 
because  i t  com es in to  b e ing  a t a m u ch  h ig h e r n o rm a l stress.

D u rin g  th e  d r iv in g  o f  a pile c o n s id e ra b le  h o rizo n ta l d isp lacem en ts  occur, 
an d  so i t  can  r ig h tly  be  assum ed th a t  on th e  m an tle -su rface  o f  a p ile  d riv en  
in to  sa n d  th<; s ta te  o f  passive  p re ssu re  com es in to  being. M oving a w a y  from  
th e  p ile ’s m an tle -su rface  th e  fu lfilm en t o f  th is  co n d ition  becom es im p o ssib le , 
because d isp lacem en ts  — in  accordance  w ith  th e  a fo re -m en tioned  te s t- re s u lts  — 
su d d en ly  decrease a n d  b y  th is  th e  sam e  fo rce  is d is tr ib u te d  over a g re a te r  strr- 
face. I n  com pliance w ith  th is  th e  r e la t io n  b e tw e e n  th e  low est a n d  th e  h ig h e s t 
p rin c ip a l s tresses a c tin g  on  th e  sk in -su rface  is:

a, l Ф
—  =  tg 2 45° — =
ax 1 2

zr  : 1—-—  =  Àa an d Aa =  —1
aA0zy Я

(5)

I n  th e  case o f a g iven  sand  o f  m e d iu m  d e n s ity  A0 =  0,5, A„ =  0 ,33 , th u s  
o = 6 , a n d  tb^is is in  excellen t a g reem en t w ith  te s t-re su lts .

G iv in g  heed to  th e  fac t th a t  th e  c o m p a c tin g  effect o f a d r iv e n  p ile  a t  a 
d is tan ce  R  =  ar from  th e  pile-axis ceases to  e x is t, th,e average  d ec rease  o f  th e  
vo id  ra t io  or o f th e  specific  com pression , re sp ec tiv e ly , can  also be  d e te rm in e d :

Zle = 1 +  eo a n d  eY =

or e x p re ssed  in  th e  te rm  o f p o ro s ity

. 1 — n„An = --------- - .
a2 -  1

I f  in  th e  case o f  a g iven san d  th e  r e la tio n  betw een  th e  d e n s ity  a n d  th e  
ang le  o f  fric tion  is k n o w n , th en  th e  ab o v e  fo rm u lae  offer th e  p o ss ib ility  to  
d e te rm in e  th e  increase  o f  th e  angle o f  f r ic tio n  d u e  to  th e  effect o f  p ilin g .
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A cco rd in g  to  th e  ab o v e  assu m p tio n , s tre sse s  a c tin g  on th e  sk in -su rface  
a t t a i n  a v a lu e  w hich c o rre sp o n d s  to  th e  l im itin g  va lu e  o f th e  p lan e  s ta te  o f 
p a s s iv e  e a r th -p re ssu re . T h is re su lt was p ro v e d  b y  I r e l a n d ’ s  te s ts  (1957), w ho 
m a d e  p u llin g  te s ts  w ith  p iles 4 —5 m long w ith  a d ia m e te r  o f  36 cm , d r iv e n  
in to  s a n d . S upposing  t h a t  th e  sh earin g  s tre n g th  d u rin g  pulling  w as fu lly  m o b i
liz e d , fu r th e rm o re , th a t  th e  in c rease  o f n o rm a l s tre sse s  ac tin g  on th e  sk in -su r
face  w as  in  a lin ear p ro p o rtio n  to  th e  d e p th , he d e te rm in e d  th e  fac to rs on la te r a l  
p re s s u re ;  th e  o b ta in e d  v a lu es  w ere in  co m pliance  w ith  R a n k i n e ’s  p la n e  p a s 
s iv e  s ta te .  M a n s u r ’ s  a n d  K a u f m a n n ’s  v e ry  s u b s ta n t ia l  te s ts  (1954) p ro v e d  ju s t  
th e  sa m e  fa c t.

I t  is im p o r ta n t to  p o in t  o u t th a t  th e  a s su m e d  s tre s s -s ta te  on ly  in d ic a te s  
a  l im it  o f  fa ilu re  in  th e  case o f  p la n e  s ta te :  in  th e  s tre s s -s ta te  o f axial sym m etry  
— as  k n o w n  from  B e r e s a n t s e v ’s  ex ac t th e o re tic a l  in v es tig a tio n s  (1952 a n d  
1958) — h o rizo n ta l s tre sses  belong ing  to  th e  lim itin g  s ta te  are h igher th a n  th e  
a s s u m e d  ones. T h is is due  to  th e  arch in g -effec t a c tin g  ju s t  inv erse ly  as in  an  
a c tiv e  case : ea rth -p re ssu re  s tre sses  a rising  on  th e  w alls o f a cav ity  — if  th e  
e a r th  m o v es to w ard s i t  — a re  low er th a n  in  th e  in s ta n c e  of p lane s ta te ;  b u t  
in  th e  case o f an  o p p o site  d ire c te d  d isp lacem en t — ju s t  because of th e  a rch ing - 
e f fe c t — h ig h er s tresses a re  necessary  for p ro d u c in g  th e  lim iting  s ta te . T h u s , 
th e  a s su m e d  s ta te  is n o t th e  lim itin g  s ta te  o f  fa ilu re .

F o r  th is  v e ry  rea so n , we suppose d u rin g  th e  follow ing in v e s tig a tio n s  
t h a t  s tre sse s  ac tin g  on th e  m an tle -su rface  o f p iles d riv e n  in to  sand  are  th e  sam e  
a s  R a n k in e ’s stresses p e r ta in in g  to  th e  p lan e  s ta te  o f passive e a r th -p re ssu re . 
T h e  a u th o r  w ishes to  r e v e r t  to  a m ore e x a c t th e o re tic a l in v es tig a tio n  o f  th Í 3 
q u e s t io n  in  a su b se q u e n t p a p e r .

3. Theoretical determ ination of the loading diagrams of piles

T h e  follow ing deals w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  se ttle m e n t a n d  th e  
se lf-sa m e  com pression  o f  p iles d u rin g  th e ir  lo a d in g  a n d  in  th e  fu n c tio n  o f i t .  
T h e  sk in -su rface  o f  a n  u n lo a d e d  pile is a ffe c te d  b y  h o rizo n ta l s tre sse s  o n ly . 
C o n v e rse ly , in  th e  case o f  a d riv e n  p ile  co n sid e rab le  v e r tic a l stresses a ro se  d u r-  
iu g  d r iv in g  in  th e  soil, n o t  o n ly  h a rd  by  th e  p ile , b u t  also a t  a g re a te r  d is ta n c e  
f ro m  i t .  A fte r  th e  d riv in g  is a t  end  th e  soil b eco m es re leased , and  so a s ta t ic a l  
lo a d in g  essen tia lly  m ean s a re lo ad in g , b u t th e  m o d u lu s  o f e la s tic ity  o f  th e  soil 
is t h e n  m u ch  h ig h er th a n  d u rin g  th e  f irs t  lo ad in g . T h is  c ircum stance, in  a d d i
t io n  to  th e  considerab le  v a lu e  o f ea rth -p re ssu re  s tre sses  ac tin g  on th e  skin- 
s u r fa c e , em phasizes th e  a d v a n ta g e  of d riv en  p iles  ag a in .

a) The loading diagram  o f  pure  fr ic tio n  p ile s

A s f ir s t  a p p ro x im a tio n  le t  us co n sid e r th e  p ile  as b e ing  an  in f in i te ly  
s t if f ,  w e ig h tle ss  b a r  o f c irc u la r  cross sec tio n , a n d  le t  us suppose th a t  th is  v e r
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tica l b a r  is em b ed d ed  in to  a w eigh ty  m ed ium  b e in g  in  a s ta te  o f  re s t, b e tw e e n  
th e  p ile ’s surface an d  th e  soil th e re  is no ad h esio n  an d  no resis tan ce  a c ts  on 
th e  p o in t;  th is  is th e  case o f  a pure fr ic tio n  p ile .

T h en , i f  a g iven  d isp lacem en t s occurs, sh e a rin g  resistances T w ill d ev e lo p  
on  th e  sk in-surface th e  circum ference  o f  w hich is K ;  th e  sum  o f th e se  m u s t  be 
e q u a l to  th e  to ta l  fo rce  P  ac tin g  on th e  p ile. I n  com pliance  w ith  ou r a s su m p 
tio n s th e  n o rm al stre sses  arising  on th e  sk in  su rfa c e  are  in  d irec t p ro p o r tio n  
to  th e  d e p th , co n seq u en tly  in  a d e p th  z a h o riz o n ta l s tress A 2 y com es in to  
being . T h u s, we can  w rite :

/ ( -  к —
P  = ( r K d z  =  I KXyz tg  ( 1 — e s“ s) dz 

; = 0  0

P,(t) T t /m 2 Pile load P it)

F ig . 4. Pure friction pile: a )  forces arising in a pile at different displacements as a function 
of depth; — b ) distribution of skin-friction; —  c )  loading diagram

In te g ra tin g  we o b ta in :

P  =  KXy  tgç? —  (1 — e s“ s).

T h e  lim itin g  v a lu e  w ill be a tta in e d  a t  s =  s 0, th en :

P 0 =  —  KXy  tg  <y l2 =  —  Х ул  tg  <pDl2, 
2 2

( 6)

(7)

a n d  th is  m ean s t h a t  th e  u ltim a te  b earin g  c a p a c ity  is p ro p o rtio n a l to  th e  
q u a d ra te  o f  th e  le n g th  a n d  to  th e  d ia m e te r  o f  th e  p ile.
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F ig . 4 p resen ts  a n u m erica l ex am p le  re fe rr in g  to  a pu re  f r ic tio n  p ile . T h e  
p ile  in  q u estio n  is o f  c irc u la r  cy lin d rica l fo rm , i ts  len g th  is 10 m , i t s  d ia m e te r  
0 ,38  m . T ak in g  a c e r ta in  s e tt le m e n t (d isp la c e m e n t)  y  =  s, th e  m a g n itu d e  o f  
th e  fo rc e  belonging  to  th is  s e t t le m e n t can  b e  c a lc u la ted  from  e q u a tio n  (6), a n d  
th e  lo a d in g  d iagram  can  also  be  p lo tte d . T h e  sh ea rin g  stress  a ris in g  o n  th e  sk in  
su rfa c e  is in  p ro p o rtio n  to  th e  n o rm al s tre s s ;  a n d  increases — a cco rd in g  to  ou r 
a s s u m p tio n  — in  d ire c t p ro p o rtio n  to  th e  in c re a se  o f  th e  d e p th .

I t  m ay  be co n sid e red  as in te re s tin g  to  know  th e  decrease  o f  fo rce  P  
t r a n s f e r r e d  on th e  p ile ’s h e a d  ap p earin g  on  th e  low er cross sec tio n s o f  th e  p ile . 
T h is  re la tio n  can be  d e te rm in e d  on th e  b as is  o f  th e  form ula

t h a t  is

w h e re in

P z =  P  — I r K d z
z'=  0

P Z =  C
f , s -

1 — e <p — к
s0 — s \_

c  = 1
2

ÀytgtpK.

( 8)

( 9 )

C urves ca lcu la ted  on  th e  basis o f  fo rm u la  (9) are also show n in  F ig . 4 .
F o r  con tro lling  th e  p re se n te d  th e o re tic a l issue , te s t- re su lts  o f  S e e d , H .B . 

a n d  R e e s e , L. C. (1955), re fe rr in g  to  a c tu a l p ile s , m ay  be used q u ite  w ell. E le c tr ic  
s tra in -g a u g e s  w ere p laced  o n  stee l p iles o f  tu b u la r  cross sec tion  (D  =  15 cm ), 
a b o u t  4 —5 m long a n d  em b ed d ed  in to  a so f t clay  (B ay  M ud, F  = 4 1 ,5 % ,  
P  =  2 3 ,5 % , ív =  40 —5 0 % ), w hich w as in  th e  s ta te  o f th e  liq u id  l im it . L o ad in g  
th e  p ile s , stresses a ris in g  in  th e ir  w alls w ere  m easu red  a t d iffe ren t d e p th s . T h e  
o b ta in e d  d a ta  offered  th e  p o ss ib ility  fo r c a lc u la tin g  forces tra n s fe r re d  on  th e  
in d iv id u a l  cross sec tions. T h e  o verw helm ing  g re a te r  p a r t  o f th e  fo rce  t r a n s 
fe r re d  on to  th e  piles h e a d  w as consum ed  b y  th e  sk in -fric tion , b e c a u se  o f  th e  
o u ts ta n d in g ly  d isa d v a n ta g e o u s  co n sis ten cy  o f  th e  soil, an d  b y  th is ,  th e  fo rce  
t r a n s f e r r e d  on to  th e  p ile ’s p o in t w as n e a r  to  zero . On th e  basis o f  te s t-c u rv e s  
i t  c o u ld  unan im o u sly  be  e s tab lish ed  th a t  in  th e  case o f a p ile  b e in g  lo n g er, 
fo r  Л l =  22 cm , th e  cu rv es  w ould g ive a tip -re s is tan ce  P  =  0 ; th e re fo re , 
w h e n  com paring  te s t- re s u lts  w ith  ca lc u la tio n s , a p ile-leng th  o f  / =  4,78 m 
w a s  ch o sen  as basis. R e su lts  o b ta in e d  b y  c a lc u la tio n s , and  b y  te s ts , re sp e c tiv e ly , 
a re  sh o w n  in  Fig. 5 ; th e s e  show  an  a g re e m e n t w hich could be  co n sid e red  as 
s a t is fa c to ry . The e x tra o rd in a r ily  low  sh e a rin g  s tre ss  of th e  soil w as in d ic a te !  
b y  th e  fa c t th a t  th e  n u m e ric a l v a lu e  o f th e  f a c to r  A tg  <p, w hich  is c h a ra c te r 
is t ic  fo r  th e  soil (see e q u a tio n  (9)), w as 0,3 o n ly  (a t a specific w e ig h t y  =  1,7 
t /m 3).
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Pile load (t)

b) Pile wi th f i x e d  t ip

L e t us now  in v e s tig a te  th e  o th e r lim itin g  case, th e  b e h a v io u r o f  a p ile  
p e rfec tly  fix ed  a t  its  low er e n d , b u t  a t  th e  sam e tim e  com pressib le . T h is  is th e  
case o f a pure  point-bearing p i le .  T he  la te ra l su rface  o f  th e  p ile  is a ffec ted  b y  
n o rm al s tresses arising  fro m  ea rth -p re ssu re , sk in -fric tio n , how ever, could  
exclusively  com e in to  b e in g  d u e  to  a re la tiv e  d isp lacem en t b e tw een  th e  p ile  
a n d  th e  soil,;, caused b y  th e  p ile ’s com pression.

L e t us den o te  the  d isp la c e m e n t o f a p o in t o f  th is  p ile  in  th e  d e p th  z by  s 
(F ig . 6). T h e  specific s tra in  is

d s _ P  
dz E F

th a t  is

P = E F d S ; ( 10)
d z

Fig. 5. Se e d ’s and R e e s e ’s test on the determ ination o f  the pile-load
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w h e re  E  is th e  m odulus o f  e la s tic ity  an d  F  th e  a rea  o f  th e  cross sec tio n  of th e  
p ile . D iffe ren tia tin g  e q u a t io n  (10) we o b ta in :

P,*4Pt

F i g .  6 .  D eform ations (strains) occurring in piles

I f  th e  shearing s tre ss  belong ing  to  th e  d isp lacem en t z is d e n o te d  b y  r(s) 
a n d  К  is th e  circum ference  o f  th e  p ile, th e n :

d P  =  t{s) K d z

a n d

d P

dz
=  t ( s ) K . ( 12)

F ro m  a su b tra c tio n  o f  eq u a tio n  (12) from  eq u a tio n  (11) we o b ta in :

d 2 s К
dz2 E  F

г (s) =  0 . (13)

T h e  v a lu e  of t (s) w as o b ta in e d  from  eq u a tio n  (2); u n fo r tu n a te ly , th e  so lu tion  
o f  th e  d ifferen tia l e q u a tio n  re su ltin g  from  a su b s titu tio n  o f th is  v a lu e  in to  eq u a
t io n  (13) seems to  be h o pe less. In  th is  case, how ever, we m ay  choose a sim pler 
w a y . T h e  elastic co m p ressio n  o f a pile  is — as w ill be seen la te r  — even  in  th e  
in s ta n c e  o f a w ooden pile  so sm all th a t  w ith in  th is  ran g e  th e  re la tio n  betw een 
th e  sh ea rin g  stress a ris in g  o n  th e  m an tle -su rface  a n d  th e  d isp lacem en t m ay  w ith  
g o o d  ap p ro x im atio n  be  co n sid ered  as linear.
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T h a t  is, in s tead  of eq u a tio n  (2), we will use th e  law  on sh ear g iven  below :

T hen  e q u a tio n  (13) can be w ritte n  in  th e  case o f a bored  pile (a llow ing  fo r 
a =  A0y z) in  th e  follow ing m an n e r:

th e n  d iffe ren tia l eq u a tio n  (15) will h av e  th e  follow ing form :

A p a r tic u la r  so lu tion  o f  th is  d iffe ren tia l eq u a tio n  is:

L et us d en o te

A fte r  a re p e a te d  d iffe ren tia tio n :
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F ro m  th is  system  o f e q u a tio n s :

^2 =  0 A =  0 A  8 — 0

A „ A A

оC A a3
2.3

6
2.3 .5 .6 л 9 ~

2 .3 .5 .6.8.9

4 A A a2 4 a 3 ^^ 4
3.4

2^7
3.4.6 .7

y iio
3.4.6.7.9.10

T h e  g en era l so lu tion  o f  th is  d iffe ren tia l e q u a tio n  is

s =  A
a. ct2 a 3

l - \ -------- Z3 -|-----------------Z6 + ~  -Z9 +
2.3 2.3.5 .6 2 .3 .5 .6 .8 .9

zH----------Z4 H--------------- Z7 H----------------  z10 +
3.4 3.4.6 .7 3 .4 .6 .7 .9 .10

B o u n d a ry  cond itions, i f  fo rce  P  ac ts  on th e  h e a d  o f  pile, are:

\ ds Pa) a t  z = 0 , - =  —  =  en ;
dz E F

b) a t  z =  l, s =  0 ( th e  p ile ’s t ip  does n o t  m ove).

F ro m  co n d itio n  а): А г =  e0, 
F ro m  co n d itio n  b):

A  0 _ — £01
1 +

a /3 + a 2
F  +  . . .

3.4 3 .4 .6.7

1 +
a

/3 +
a 2

/« +  . . .

2.3 2 .3 .5 .6

+

(19)

( 20 )

C o n seq u en tly , th e  c o n s ta n t A x is the s tra in  w hich  occurs on th e  h e a d  o f  th e  
p ile , w hile  A g is th e  v e r tic a l d isp lacem en t o f  th e  p ile ’s head su rro u n d ed  b y  soil.

W h en , a fte r  th e  d e te rm in a tio n  o f th e se  c o n s ta n ts  v ertica l d isp lacem en ts  
o f  th e  p ile ’s in d iv id u a l p o in ts  are  ca lcu la ted  from  eq u a tio n  (19), th e n  sh earin g  
s tre sse s  arising  on th e  sk in -su rface  can be  c o m p u te d  from  eq u a tio n  (14); th e  
k n o w led g e  of these  gives th e  possib ility  o f d e te rm in in g  th a t  p a r t  o f force P , 
a c tin g  o n  th e  h ead  of th e  p ile , w hich will be  tra n s fe r re d  on to  th e  p ile ’s p e r
fe c tly  f ix e d  tip .

I n  com pliance w ith  o u r assum p tio n s (lin ear law  on shear) th e  load ing  
d ia g ra m  w ill now be linear, com pressions, on th e  o th e r  h an d , will be v e ry  sm all. 
T h is  m e th o d  offers a p ra c tic a l p o ssib ility  fo r th e  in v e s tig a tio n  of piles su p p o rte d  
b y  rocks, o r by  extraordinarily  dense layers o f  gravel, respective ly .
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A  com plete  num erica l exam ple  is show n  in  F ig . 7. W e d e te rm in e d  d isp la 
cem en ts  o f a w ooden  pile em bedded  in to  sa n d  an d  fixed  a t  th e  p o in t ,  on  th e  
base  o f  eq u a tio n  (19); th e  p ile  h a d  a c ircu la r cross sec tion  w ith  a d ia m e te r  D  =  
=  38 cm , th e  lo a d  w as P  =  40 tons. D isp lacem en ts  are  given in  d ia g ra m  (a) b y  
th e  cu rve  d raw n  w ith  a fu ll line, as th e  fu n c tio n  o f d ep th . T h e  d o t te d  line 
refers to  a free -s tan d in g  co lum n load ed  w ith  th e  sam e lo ad ; b o th  cases d e v ia te  
from  each  o th e r to  a v e ry  sm all degree o n ly . I t  can  also be seen th a t  th e  a p p li
c a tio n  o f  th e  lin e a r  law  on sh ea r is — w ith  re sp ec t to  th e  v e ry  low  ab so lu te  
va lu es  o f  d isp lacem en t — ju s tif ie d  th ro u g h o u t. T he values o f sh e a rin g  stres-

Vertical displacement (cm) Skm friction  Г  t / m г '

E  = 100000 kg/cm ‘

P(t)
0  Ю 2 0  3 0  4 0

Force / n the pne shaft

C / §

£
È5

Point resistance

F ig .  7. Numerical example for determining the deformation and the pile-load of a fixed 
pile: a)  displacements of individual pile-points; b) distribution of skin-friction; c )  magnitude 

of the load transferred by the pile versus depth

ses, caused  b y  th e  p ile’s com pression , a re  show n in  F ig . 7(b), th e y  w ere c a l
c u la te d  on th e  b ase  o f fo rm ula  (14). T h e  sh ea rin g  stresses are  v e ry  low , th e  
force re su ltin g  from  th e ir  in te g ra tio n , i. e., th e  sk in -fric tion  sca rce ly  reaches 
8 p e r cen ts o f  th e  w hole load .

F o r  co n tro llin g  th e  ab o ve-described  th e o re tic a l re su lt, le t u s  exam ine 
m easu rin g  d a ta  o b ta in e d  d u rin g  th e  lo ad in g  o f  a large-sized pile. T h e  Benoto 
firm *  in  P a ris  su b m itte d  a p ile, w hich w as carried  o u t b y  th e  “ C olcre te” 
m e th o d , to  a lo ad in g  te s t . T h e  len g th  o f  th is  pile  w as 15,6 m , th e  d ia m e te r  1,0 m. 
T he bore-hole p re p a re d  b y  using  th e  “ B e n o to ”  m eth o d  an d  su p p lied  w ith  a 
sh e ll-tu b e  w as filled  w ith  agg regate  o f  5 —10 cm  in  size, th e  vo ids b e tw een  th e  
g ra in s w ere th e n  filled  up  w ith  an  in je c tin g  p ipe  p laced  in  th e  p ile ’s ax is . T he

* The data on measurements were given to the authors’ disposal by Mr. N o a c k , M., 
representative and director of the “Benoto-”firm in Paris; the author expresses his thanks for 
his kindness also in this place.

4 A c ta  T echn ic»  Х Х 1 Х /3 — 4.
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a im  o f th is  te s t  w as a se p a ra te  d e te rm in a tio n  o f  th e  sk in -fric tion  an d  th e  p o in t-  
re s is ta n c e . T herefo re , a so-called  “ V erm icu lite” -co n cre te  s to p p e r w as p la c e d  
a t  th e  b o tto m  o f th e  bo re-ho le , th e  th ick n ess  o f  w hich w as 25 cm . S u ch  a 
s to p p e r  is h igh ly  com pressib le  an d  i t  was c a lc u la te d  th a t  th is  s to p p e r  co u ld  
on ly  c a rry  th e  w eig h t o f th e  aggregate . B y  th is , u n ti l  th e  s to p p er in  q u e s tio n  
d id  n o t  becom e co m p ressed  th e  whole load  w as to  be carried  b y  sk in -fr ic tio n , 
an d  so, th e  value o f th e  la t te r  could be d e te rm in e d . L a te r , a fte r th e  to ta l  com -

F i g .  8 .  D ata  and loading diagram o f the BENOTO-firm’s test pile

p ressio n  o f th e  s to p p e r, i t  seem ed possible to  d e te rm in e  th e  to ta l  b e a rin g  c a p a c 
ity . B u t th e  te s t  cou ld  n o t be  fin ished , because  th e  com pression of th e  s to p p e r  
d id  n o t begin  even a t  th e  g re a te s t load  th a t  cou ld  be ap p lied  (560 tons); th e  p ile 
lo ad  w as ca rried  o n ly  b y  th e  sk in -fric tion . C on seq u en tly , th e  t ip  of th e  pile  
w as f ix e d ; an d  b y  th is , th e  respective  m easu red  d a ta  are  em in en tly  su ita b le  
fo r co n tro llin g  th e  ab o v e  th e o re tic a l resu lt.

F ig . 8 show s th e  s t r a ta  of th e  soil, th e  lo ad in g  d iagram  an d  o th e r  d a ta  
of th e  p ile . T he lo ad in g  d iag ram  can be re g a rd e d  — as is to  be seen — as b e in g  
s tra ig h t  along a long se c tio n ; th is  also com plies w ith  th e  th eo re tica l re su lt. 
C o n s ta n ts  A 0 and  А г, a n d  th e  coefficient a, re sp e c tiv e ly , can  be ca lcu la ted  from  
te s t- re su lts ;  on th e  base  o f  th ese  th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  sk in -fric tion  can  also
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F rom  th e  above e q u a tio n :

th a t  is

Vertical displacements s(mm) Shear stress V kff/cm*

Fig. 9. D e fo rm a t ions  (s tra ins)  a n d  skin  f r iction  of the t e s t  [>il :

b e  d e te rm in ed . In te g ra tin g  sk in -fric tio n  a long  th e  whole len g th  a n d  c ircu m 
ference  o f th e  pile, th e  force ac tin g  on th e  p ile’s h ead  m u st be o b ta in e d . T he 
cou rse  o f th e  ca lcu la tion  is th e  follow ing:

D isp lacem ent o f th e  p ile ’s h ead  a t  a load  o f  P  = 4 2 6  to n s :
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h e re fro m

;-o У tg У 200 0 0 0 -7 5 8 0 -2 ,5 5 - IO -9 

314
1,2.10 2kg/cm 4

a n d  th e  shearing  s tre ss :

5
г =  A0 y z t g < p —  =  1,2.10-2 • z  s .  

so

D isp lacem ents can  n o w  be  ca lcu la ted  fro m  e q u a tio n  (19); know ing  th e se  
th e  d is tr ib u tio n  of sh e a r in g  forces can also be e s tab lish ed . T he re su lt o f th is  
c a lc u la tio n  is show n in  F ig . 9. N ow  d e te rm in in g  th e  sum  o f th e  fric tio n a l forces 
w e o b ta in :

P  =  f К  T d z  = 4 1 4  t  (426 t)
<j

t h a t  is, th e  o b ta ined  s tre s s  d is tr ib u tio n  is r ig h t ;  th e  sk in  fric tion  d ev ia te s  from  
th e  to ta l  pile-load b y  a few  p e r  cen ts only.

c) S t i f f  p ile  w ith  po int-resistance and  sk in -fr ic tio n

L e t us in v es tig a te  in  th e  following th e  case o f  a pile p e n e tra tin g  in to  th e  
so il a t  th e  p o in t like a s t i f f  b a r . As reg a rd s to  th e  ex am in a tio n , th e re  is no 
d iffe re n c e  betw een a p ile  em b e d d e d  in to  a h o m ogeneous soil a n d  a p ile  su p p o rte d  
a t  th e  p o in t b y  a h a rd e r  b u t  n o t s tiff  soil; a n d  i t  will be seen th a t  m erely  
t h e  d e te rm in a tio n  o f th e  c h a ra c te r is tic  c o n s ta n ts  w ill be decisive. C onversely , 
to  p reced in g  theories b a s e d  on  th e  u ltim a te  lo a d  o f  th e  soil, we will follow  
a n o th e r  ro u te  for e x p re ss in g  th e  p ile’s p o in t-re s is ta n c e . I t  was o b serv ed  th a t  
d u r in g  loading  te s ts  — c a r r ie d  ou t w ith  p iles o f  av e rag e  m easu rem en ts  a n d  
u s u a l  ra tio s  betw een th e  le n g th  and  th e  d ia m e te r  — a general fa ilu re  o f soil 
a lm o s t  never occured. T h is  fa c t can be co m p le te ly  u n d ers to o d  if  we b e a r in 
m in d  th a t  to  reach  a fa ilu re  i t  w ould req u ire  th e  dev e lo p m en t o f  a b u lb -lik e  
s h a p e d  sliding surface tu r n in g  b ack  to  th e  p ile ’s sh a f t , b u t  if  a fa ilu re  shou ld  
re a l ly  occur, th is w ould  d e m a n d  such a g rea t d isp lacem en t along th e  im ag in ed  
s lid in g  surface, w hich w o u ld  b y  all m eans b e  d e ta in e d , b y  th e  su rface  o f th e  
p ile . C onsequently , th e  p e n e tra t io n  of the  p ile ’s t ip  does n o t occur e ith e r  because 
o f  a  la te ra l  u n d  u p w ard s  d ire c te d  d isp lacem en t o f  th e  g rains, or due to  an  u p 
w a rd s  d irec ted  d isp la c e m e n t o f th e  b u lb -like  s h a p e d  w ith  slid ing su rfaces 
b o rd e re d  solid along th e  su rface  of th e  p ile , b u t  ow ing to  a la te ra l a lm o st 
h o r iz o n ta l d isp lacem ent o f  th e  grains of th e  soil below  th e  p o in t o f th e  pile 
c a u s in g , hereby , a c o m p a c tio n  o f th e  soil. T h is  s ta te m e n t was p ro v e d  b y
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S t u a r t ,  G . ’ s ,  F l e m i n g ’ s  an d  S c a r l e t ’ s  te s ts  (B e lfast, Q ueen’s U n iv e rs ity , 
1957), w ho te s te d  p ile-m odels p laced in to  san d . A fte rw ard s , th e  m ass o f  sa n d  
sh o t th ro u g h  w ith  co lo u red  s trip s  h ad  b een  p e tr if ie d  an d  th e n  opened  u p ;  b y  
th is  th e  in v es tig a tio n  o f  th e  d isp lacem en ts  cou ld  be  accom plished . I n  sp ite  o f 
h igh  values o f  p e n e tra tio n  a se ttle m e n t w as e s ta b lish e d  only , b u t  no la te ra l  
slid ing surfaces w ere o b se rv ed . Thus a fa i lu r e  o f  soil does not occur ; a n d  so th e  
p ile ’s load ing  d iag ram  does n o t p roceed  to w a rd s  a v e r tic a l ta n g e n t e ith e r , b u t  
th en ce fo rw ard  th e  lim itin g  d isp lacem en t is exceeded  a n d  by  th is  th e  sk in- 
fr ic tio n  reaches its  m ax im u m , th e  re la tio n  b e tw een  th e  t ip ’s p e n e tra tio n  a n d  
th e  load  will be linear.

Fig. 10. S tresses  on a ho rizo n ta l p lan e  la id  across th e  p ile’s tip

T he in te ra c tio n  be tw een  tip -re s is tan ce  a n d  sk in -fric tio n  ap p ears  in  th is  
case a lso ; th e  ru n  o f  th e  in v es tig a tio n  is th e  fo llow ing.

T he load ing  on a p ile  causes s tre sse s  in  th e  su rro u n d in g  soil, th e se  a re  
due p a r t ly  to  th e  sk in  fr ic tio n  and  p a r t ly  to  th e  p o in t resistance . T hese s tre sses  
can  be ca lcu la ted  acco rd in g  to  the  T h e o ry  o f  E la s tic ity  ( K e z d i , 1955), th e ir  
va lues, o f course, d ep en d  on th e  d is tr ib u tio n  o f forces betw een  th e  t ip  a n d  th e  
m an tle . A h o rizo n ta l p lan e  la id  across th e  t ip  o f a pile is n o t affected  b y  a geo
s ta tic  p ressu re  o f th e  m ag n itu d e  l y  o n ly , b ecau se  v e rtic a l s tresses also in c rea se  
due to  forces tra n s fe rre d  to  th e  soil b y  fr ic tio n  a ris in g  on th e  skin su rface , a n d  
th ese  forces a re  also d is tr ib u te d  to  d eep e r lay e rs . P lo tt in g  v e rtica l forces a c tin g  
on a h o rizo n ta l p lan e  going  th ro u g h  th e  p o in t o f  th e  p ile , we o b ta in  th e  lines 
show n in  F ig . 10. T h u s, th e se  v ertica l s tre sses  w ill also h am p er th e  p e n e tra tio n  
o f th e  p ile’s p o in t. A ssum ing  now — on  th e  basis  o f K e v e r l i n g - B u i s m a n ’ s  

(1955) an d  o u r ow n te s ts  — th a t  th e  p o in t-re s is ta n c e  is directly proportional to 
the average value o f  these vertical stresses a n d  to  th e  d ia m e te r  o f th e  p ile, th e  c a l
cu la tio n  o f th e  p ile-load  becom es possib le . T h e  a fo re -m en tio n ed  av erag e  v a lu e
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c a n  b e  d e te rm in ed  b y  a un ifo rm  d is tr ib u tio n  o f  th e  value o f sk in -fric tio n  a b o u t 
a n  im a g in e d  circle a ro u n d  th e  p ile’s ax is  w ith  th e  rad ius nr (see F ig . 11), th e  
v a lu e  o f  n  can  be assu m ed  — on th e  basis  o f  in v es tig a tio n s  d e a lt w ith  in  p a ra 
g ra p h  2 — to  be b e tw een  5 and  6 . T h u s , in  com pliance w ith  co n d itio n s  on 
e q u ilib r iu m :

P  =  P x P 2 =  asD ly  +
n 2 D 2 71

+  *̂2

w h ere in

P
P 2 =  Xq D tx —  tg  cpy 1

2

Fig. 11. A p p ro x im ate  a ssu m p tio n  referring  to  th e  d is tr ib u tio n  of v e rtica l s tre sses due  to
sk in -fric tio n

C o n seq u en tly , th e  p ile-load  causing  a g iv en  p e n e tra tio n  s can  be  d e te r 
m in e d  from  th e  fo llow ing re la tio n :

w 'herein

P  =  aylD  -f- ßyP

a — as an d  ß  =  A tg  <pf(s) 2a + - Ö

( 21 )

( 22 )

f ( s )  ex p resses  th e  re la tio n  re ferring  to  th e  fr ic tio n a l stress o f th e  su rface , i. e.:

S

/ ( * ) =  l - e ~ kT^~s .

T h e  m ost a c c u ra te  d e te rm in a tio n  o f  th e  coefficient a can  be o b ta in e d  
b y  a lo ad in g  te s t  m ad e  on th e  b o tto m  o f a b o re-ho le , in  such  a w ay  t h a t  th e
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sk in -fric tio n  can  be ta k e n  as en tire ly  e lim in a te d . A n in fo rm ativ e  v a lu e , on  th e  
o th e r  h a n d , can  be d e te rm in ed  from  th e  co m p le te  load ing  d iag ram , b y  using  
th e  n ea rly  lin ea r  sec tion  o f it.

In  th e  case o f  d riven  piles in  e q u a tio n  (22) in s te a d  of A0 th e  v a lu e  Ap 
sh o u ld  be used .

T he load in g  d iag ram  o f th e  p ile  can  now  be ca lcu la ted  on th e  b as is  of 
e q u a tio n s  (21) a n d  (22); F ig . 12 show s a n u m erica l exam ple. In  acco rd an ce

Fig. 12. P ile-load ing  d iag ram  p lo tte d  on th e  b ase  o f a ca lcu la tio n  allow ing for th e  in te ra c t io n  
be tw een  sk in -fric tio n  a n d  tip -re s is ta n ce

w ith  ou r s ta r t in g  princip les, th e  cu rv e  does n o t  keep  to  a vertica l ta n g e n t ,  b u t  
to  an  inclined  one. T he eq u a tio n  c learly  d e m o n s tra te s  th a t  sk in -fr ic tio n  an d  
p o in t-re s is tan ce  are  n o t in d ep en d en t o f  each  o th e r, b o th  are fu n c tio n s  o f  d is
p lacem en t. A t va lu es  s > s 0 th e  sk in -fric tio n  h a d  a lread y  developed to  th e  full, 
th e re  w as no p o ssib ility  for a fu r th e r  in c rease ; th e  p o in t-resis tan ce  w ill su b 
seq u en tly  be d ire c tly  p ro p o rtio n a l to  th e  p e n e tra tio n . T h e  coeffic ien t o f  p ro 
p o rtio n  a is a p u re  n u m b e r, a fu n c tio n  o f th e  in te rn a l fric tion  an d  th e  m o d u lu s 
o f  e la s tic ity ; b u t  o u r p re se n t know ledge gives no p o ssib ility  for th e  e s ta b lish 
m en t o f a re sp ec tiv e  ex ac t m a th e m a tic a l re la tio n .

P lo ttin g  p ile-loads belonging to  a certain defined settlement — e. g ., 
s =  1 cm  — as a fu n c tio n  o f th e  p ile -len g th  we o b ta in  an  in te re s tin g  sk e tc h  
(see Fig. 13). A llow ing fo r num erica l d a ta  to  be seen in  Fig. 12, th e  re la tio n
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b e tw e e n  th e  p ile-load  a n d  th e  p ile-leng th  is g iv en  b y  th e  follow ing com p o site  
e x p re ss io n  of th e  seco n d  degree:

P (0 =  0,41/ +  0 ,186 /2

T h e  pile-force b e long ing  to  a specified s e t t le m e n t can  be d e te rm in ed  in  th is  
w ay . P a r t  (b) o f F ig . 13 also shows an  in te re s t in g  re su lt w hich illu s tra te s  th e

F ig . 13. a)  P ile-load  cau sin g  a p e n e tra tio n  s =  1 cm  p lo tte d  as a fu n c tio n  of p ile - le n g th ; 
b)  d is tr ib u tio n  of p ile -load  b e tw ee n  sk in-friction  a n d  tip -re s is ta n ce  a t  a g iven  p e n e tra t io n , 

p lo tte d  as th e  fu n c tio n  o f p ile -len g th

d is t r ib u t io n  of th e  to ta l  p ile-load  betw een  sk in -fr ic tio n  an d  p o in t-re s is tan ce  in  
p e rc e n ts , p lo tte d  as a fu n c tio n  of th e  len g th  o f  th e  pile.

F in a lly , Fig. 14 gives th e  d is tr ib u tio n  in  p e r  cen ts o f th e  to ta l  p ile -lo ad  
b e tw e e n  sk in -fric tion  a n d  po in t-resis tan ce  p lo t te d  as th e  fu n c tio n  o f th e  p ile 
lo a d , v a lid  for th e  lo ad in g  d iag ram  p lo tte d  in  F ig . 12. W hile a t  sm all lo ad s th e  
v a lu e  o f  th e  sk in -fric tio n  is p red o m in an t, la te r ,  h encefo rw ard  from  a c e r ta in



CONTRIBUTIONS TO THE BEARING CAPACITY OF PILES 3 0 1

load  w hen th e  sk in -fric tio n  becam e a lm o s t e x h a u s te d , th e  p o in t-re s is tan ce  w ill 
becom e th e  g rea ter. I t  seem s as like ly  t h a t  th is  F ig . exp resses in  th e  b e s t w ay  
th a t  fac t th a t  it  is in co rrec t in  p rinc ip le  to  d e te rm in e  th e  perm issib le  lo ad  o f  
a p ile  in  such  a w ay th a t  th e  value o f th e  u lt im a te  lo ad  — o b ta in ed  b y  su m 
m ing  up th e  sep a ra te ly  d e te rm in ed  u ltim a te  values o f  th e  sk in -fric tio n  a n d  o f  
th e  p o in t-res is tan ce  — shou ld  be d ev id ed  w ith  a c e r ta in  fa c to r  of sa fe ty : the 
distribu tion  o f  the load between its two com ponents depends on the m agnitude o f  
the load itself, and  b y  th is , in  th e  v alue  re su ltin g  from  th e  d iv ision  by  a com m on  
fac to r  o f sa fe ty  th e  tw o  com ponen ts will a p p e a r  w ith  e n tire ly  d iffe ren t sa fe tie s-

Pile load P(t)
F ig. 14. D is tr ib u tio n  of p ile -load  betw een  sk in -fric tio n  a n d  p o in t-re s is ta n ce  p lo tte d  versus;

p ile -load

T h e  only  r ig h t w ay  is a ca lcu la tio n  b a se d  on th e  d isp lacem en ts  an d  th e  s e t t le 
m en ts  of th e  pile.

T he above d ed u c tio n  a n d  co n sid e ra tio n  can  also  be  ap p lied  to  su ch  a. 
case, if  th e  tip  o f th e  p ile  s tan d s  on  a h a rd e r, s tiffe r soil. T he  sk in -fric tio n  
can  be ca lcu la ted  acco rd in g  to  th e  fo regoing  ones, on th e  base  o f th e  properties- 
o f th e  soil su rro u n d in g  th e  p ile , on ly  th e  v alue  o f  a shou ld  be  d e te rm in ed  in  
com pliance  w ith  th e  low er layers. T h e  occasionally  n e g a tiv e  sk in -fric tio n  can  
also be  ta k e n  in to  co n sid era tio n .

I t  shou ld  be m e n tio n e d  th a t  in  acco rd an ce  w ith  th e  disclosed m en ta l p ro 
cess i t  is also obv ious th a t  th e  va lu e  o f  th e  sk in -fric tio n  is n o t equal to  th e  
m a g n itu d e  of th e  force n ecessary  for p u llin g  o u t th e  p ile . T h e  u p w ard ly  d ire c te d  
pu lling  force d im in ishes th e  v e rtica l g eo sta tic  p ressu re  a ro u n d  th e  pile, conse
q u e n tly , th e  value o f  h o rizo n ta l stresses m u s t v a ry , to o  ; th is , on th e  o th e r  h a n d , 
a lre a d y  in fluences th e  va lu e  o f th e  sk in  fric tion .

To prove th e  th e o re tic a l re su lt il lu s tra te d  in  F ig . 14, F ig . 15 shows cu rv es  
o b ta in e d  on th e  basis  o f m easu rem en ts  m ade d u rin g  th e  h ith e r to  m ost f a r -
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r e a c h in g  p ile -tes t. O n th e  s ite  Loiv-S ill S tructure  d e ta iled  p ile -te s ts  w ere ca rried  
o u t  b y  M a n s u r  an d  K a u f m a n n  (1956); th e y  m easured  d isp lacem en ts  of piles 
w i th  tu b u la r  an d  H -fo rm ed  cross sec tio n s in  d ifferen t d e p th s  as fu n c tio n  o f th e  
p ile -lo ad . In  th is  w ay  th e  sk in -fric tio n  cou ld  sep a ra te ly  be d e te rm in e d ; th e  Figs
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sh o w  th e  m ag n itu d e  o f  it  exp ressed  in  p e rcen ts  of th e  to ta l  lo ad . T he c h a r
a c te r  o f  these  curves is a c c u ra te ly  th e  sam e as th a t  of th e  cu rves o b ta in e d  by  
c a lc u la tio n s  show n in  F ig . 14, an d  th is  p ro v es  th e  re liab ility  o f th e o re tic a l con
s id e ra tio n s . T he sk in -fric tio n  arising  on p a r ts  of th e  p ile  e m b ed d ed  in to  silt 
o r  s i l ty  san d , resp ec tiv e ly , a n d  th e  value  o f  th e  p o in t-res is tan ce  a re  illu s tra te d  
s e p a ra te ly  in th e  Fig.

T h e  s ta te m e n t to  be fo u n d  in  p a ra g ra p h  2 o f th is  p a p e r , n am e ly , th a t  
n o rm a l stresses ac tin g  on th e  sk in  of a p ile  can  be co m p u ted  on th e  base o f
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th e  re la tio n  as =  Ap z y ,  can also be  verified  b y  M a n s u r ’s  a n d  K a u f m a n n ’ s  

te s ts .
In  th e  case o f  su ch  a load a t  w h ich  th e  sk in -fric tio n  was m obilized  to  th e  

fu ll an d  reached  i ts  u p p e r  lim it, in  th e  cu rves show ing  th e  percen tile  d is tr ib u 
tio n  a b reak  or an  in flex io n  a p p ea red , th is  can  be  seen in  th e  F ig . L et us choose 
th e se  in flec tio n -p o in ts  show n in F ig . 15, a n d  le t us d e te rm in e  th e  v alue  o f  th e  
fa c to r  of e a r th -p re ssu re  valid  for th e  p a r t  o f  th e  p ile  em bedded  in to  s ilt (geo
m e trica l an d  o th e r d a ta  o f the  piles a re  given in  th e  F ig .).

V alues of th e  sk in -fric tion  a t  in fle c tio n -p o in ts :

a t  p ile  N r. 2 -  P s =  0,70 • 244 =  174 t ,

a t  pile Nr. 4 — P s =  0,56 • 250 =  140 t,

a t  p ile  Nr. 6 -  P s =  0,68 • 250 =  174 t .

T he len g th  o f  th o se  p a rts  o f th e  piles w h ich  w ere em b ed d ed  in to  s ilt w as
in  tu r n  (th icknesses o f  th e  s ilt- lay e rs): 14,46 m , 14,60 m  an d  15,00 m .
O n th e  basis o f th e  expression

p, =  ~  *ул tg ч 1)l~

w hich  is va lid  fo r th e  u p p er lim iting  v alue  o f  th e  sk in -fric tio n  we o b ta in

Atgç> 2 Ps
D n l2 y

T he bu lk  d e n s ity  o f  the  lay e rs  in  q u es tio n  w as accord ing  to  d a ta  o f  th e  
p a p e r  y  =  0,89 t /m 3 (layers below g ro u n d -w a te r  level) a n d  so th e  va lu es  o f  
Я tg  cp were in co m p lian ce  w ith  th e  a b o v e  fo rm u la :

in  th e  case o f p ile  N r. 2 — Я tg  cp — 1,113,

in  th e  case of p ile  N r. 4 — Я tg  cp =  1,032,

in  th e  case o f p ile  N r. 6 — Я tg  cp =  1,170 ;

i. e., th e  value o f  Я tg  cp was on th e  av erag e  w ith  a l i t t le  d ispersion  Я tg  cp — 
=  1,122. A ssum ing — in com pliance w ith  p a ra g ra p h  1) — th a t  th e  sk in -su rface  
o f  a d riven  pile is b e in g  ac ted  upon  b y  a n o rm al p ressu re  correspond ing  to  th e

lim itin g  s ta te  o f p ass iv e  ea rth -p ressu re , e., 1,122 =  tg  cp tg 2

o b ta in  for cp th e  v a lu e  cp = 2 5 ° .  W ith  re sp ec t to  th e  fac t th a t  a u th o rs  on  th e
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b a se  o f  th e ir  te s ts  o b ta in e d  fo r <p an  av e rag e  va lu e  <p =  28° for th e  la y e rs  c u t 
th ro u g h  b y  th e ir  piles — am ong  w hich  la y e rs  o f silty  san d  w ere also be  fo u n d  — 
i t  c an  be  said  th a t  th e  ag reem en t b e tw een  th e  tw o resu lts  m ay  be considered  
as good .

4. Tests for the determ ination o f the bearing capacity  
o f individual piles

F o r in v es tig a tin g  th e  b ea rin g  c a p a c ity  o f  in d iv id u a l piles th e  I n s t i tu te  o f  
T u n n e l-c o n s tru c tio n , E a rth -w o rk s  a n d  S oil-m echanics o f  th e  T ech n ica l U n i
v e r s i ty  o f  A rch itec tu re , B u ild ing , Civil a n d  T ra n sp o rt E n g in ee rin g  in  B u d a 
p e s t  ca rr ied  o u t m o d e l-te s ts . T he aim  o f  th e se  te s ts  w as th e  v e r if ic a tio n  o f  
th e o re tic a l resu lts  described  in  p a ra g ra p h  3 o f  th is  p ap er.

Particle size D (mm)

Fig. 16. P rofile  o f g ro u n d  o f te s t  a rea  a n d  g ra in  size curves o f th e  soil lay e rs

T h e piles to  be te s te d  w ere m ade o f  concre te , th e ir  le n g th  w as in  tu rn  
0 ,4 0 , 0 ,80, 1,20, 1,60 a n d  2,00 m , th e ir  cross section  10/10 cm . T h e  piles 
w ere  fo rm ed  in  such  a w ay  th a t  th e ir  s te e l- tip  could be lo ad ed  se p a ra te ly . 
A s re g a rd s  to  th e  ap p lied  p ile-loads th e  p iles could be ta k e n  as p e rfe c tly  stiff, 
th e  e la s tic  com pression o f th e  longest p ile  w ith  a len g th  o f l =  2,00 m  — if  
c a lc u la te d  as th a t  belong ing  to  a free b a r  — w as a t  th e  g re a te s t lo ad  o f  P  — 5 
to n s :  A l =  0,016 cm only . T herefo re , th e  selfsam e com pression  o f  th e se  p iles 
c o u ld  be  neg lected .
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T h e  g ro u n d  o f th e  te s t-a re a  co n sis ted  o f  b row n  a n d  yellow  s a n d ;  th e  p h y s
ic a l ch a ra c te ris tic s  o f  i t  a re  to  be seen in  F ig . 16, w here  th e  v a r ia tio n  o f  poros
i ty  a n d  w a te r-c o n te n t accord ing  to  d e p th , fu rth e rm o re  g rain -size  cu rves of 
th e  soil a re  also sh ow n . T h e  resu lts  o f  te s ts  re fe rring  to  th e  d e te rm in a tio n  of 
th e  ang le  of in te rn a l fr ic tio n  and  th e  ang le  o f  su rface-fric tio n  in  th e  case o f  a 
s lid in g  on  a concrete  su rface  were th e  follow ing: 

angle of in te rn a l fric tio n  Ф = 3 6 ° ,  
cohesion c =  0 ,08 kg/cm 2, 
fric tio n  b e tw een  concre te  an d  sa n d  cp =  34°.
T h e  p o rosity  o f  th e  s ilty  san d  in  q u es tio n  d u rin g  te s ts  w as n  =  38% , 

th e  w a te r  co n ten t o f i t i c  = 7 ,5 % .

Pile load (t)

T h e  san d  was an  aeo lian  se d im e n ta tio n  w ith  con sid erab ly  ro u n d e d  grains. 
T h e  p iles were driven  in to  th e  g ro u n d , th e n  loaded  b y  a h y d rau lic  p ress a n d  a t 
th e  sam e tim e  th e  p e n e tra tio n  d iag ram  w as also p lo tte d . A ll in  a ll 38 piles 
w ere load ed  in such a m a n n e r; during  th e se  te s ts  we m easu red  th e  d r iv in g  w ork  
n ecessary  to  reach  th e  p e n e tra tio n , fu r th e rm o re  th e  force w hich w as needed  
fo r pu lling  ou t a pile.

A ch a rac te ris tic  p ile-d riv ing  an d  p ile-load ing  d iag ram  is show n in  F ig . 17.
W e could e s ta b lish  from  load ing  d iag ram s th a t  i t  w as n o t  possib le  to  

reach  a rea l u ltim a te  lo ad , th e  load ing  cu rv e  d id  n o t tu rn  to  a v e r tic a l ta n g e n t, 
b u t  k e p t  to w ard s an  in c lin ed  s tra ig h t lin e . W hile p lo tt in g  a su ffic ien tly  long  
sec tio n  o f  th is  “fa i lu re”  cu rv e , a t  each  t e s t  we ap p lied  a to ta l  re lease o f  load ing .

P lo ttin g  re su lts  o f  a ll these  te s ts  in  sim ilar d iag ram s a n d  com piling  d a ta  
on d riv in g  an d  on o th e r  c ircu m stan ces in  ta b u la tio n s  we could  d raw  th e  fo l
low ing  conclusions.

Fig. 17. C harac te r is t ic  p ile -dr iv ing  an d  pile-loading d iag ram
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F irs t of all, i t  a p p e a re d  th a t  even d iag ram s re fe rrin g  to  p iles o f th e  sam e 
le n g th  showed a fa irly  s ig n if ic a n t dispersion. T his d ispersion  could  be ex p la in ed  
b y  d ev ia tio n s occurring  in  th e  d en sity  of th e  soil, b y  sm all ex cen tric ities  d u rin g  
th e  load ing  process a n d  b y  o th e r  un m easu rab le  effects. T he m en tio n ed  d isp e r
s io n s m ean t a d ifficu lty  w hile  selecting  curves to  be considered  as su itab le  for 
th e  p u rp o se  of a th e o re tic a l e lab o ra tio n . T herefo re , we proceeded  in  such a w ay  
t h a t  we utilized th e  d riv in g  diagram  availab le  in  th e  case o f each  p ile ; look ing

F ig. 18. R ela tion  be tw een  w o rk s  o f p ile -d riv ing  an d  o f p e n e tra t io n ;  selection  o f an  av erag e
pile-loading d iag ram

a t  th e  driv ing process as i f  i t  w ere a sounding , th e  re su lt o f w hich  — th e  to ta l  
w o rk  necessary  for d r iv in g  in  th e  p ile  — is b y  a ll m eans ch a ra c te ris tic  fo r th e  
re la t iv e  com parison o f  th e  d e n s ity  o f th e  lay ers  w h ich  w ere cu t th ro u g h  b y  th e  
p ile . F o r  th is reason , w e d e te rm in e d  th e  to ta l  im pact-w ork  on th e  basis o f  th e  
in tegra ting  p ile-driving  d iagram . T h is v a lue , how ever, c an n o t be c h a ra c te r is tic  
fo r  th e  u ltim a te  b e a rin g  c a p a c ity , i t  will on ly  be  c o m p e te n t w ith  re sp ec t to  th e  
d ev e lo p m e n t of th e  sk in -fr ic tio n , o r th e  la te ra l d ire c te d  stresses, re sp ec tiv e ly , 
th e  s ta te  of the  layers below  th e  fin a l d e p th  of th e  p ile ’s tip  in fluences th is  v a lu e  
b u t  to  a sm all degree. F o r  th e  c h a ra c te riz a tio n  o f th is  la t te r  ite m  we used  
penetration-diagram s p lo tted  during the separate loading o f  the p ile 's  tip . T h is 
v a lu e , as i t  appears f ro m  d iscussions in  p a ra g ra p h  3, c a n n o t be used  fo r th e  
d e te rm in a tio n  of th e  re a l v a lu e  of th e  p o in t re s is tan ce  because  th is  la t te r  v a lu e
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v aries in th e  case o f a lo a d e d  sk in ; as a so called statical sounding , h o w ev er, i t  
is a d e q u a te  for su p p ly in g  re la tiv e  co m p ara tiv e  d a ta  on th e  co m p ac tio n  o f  th e  
soil below  an d  a ro u n d  th e  p o in t.

As basis of co m p ariso n  we chose th e  specific  work o f  penetra tion , i. e., th e  
force w hich was n ecessa ry  to  a t ta in  a p e n e tra tio n  (se ttle m e n t)  o f 1 cm . B o th  
va lues, th e  to ta l d riv in g  w o rk  necessary  for d riv in g -in  th e  p ile, as w ell as th e  
s ta tic a l w ork  p erfo rm ed  d u rin g  th e  se ttlem en t o f 1 cm , a re  fu n c tio n s  o f th e  
p ile ’s len g th . These tw o w o rk s can  also be p lo tte d  as a fu n c tio n  o f each  o th e r ;  
th e  so o b ta in ed  re la tio n  can  be  conceived as a q u a n t i ty  w hich is c h a ra c te r is tic  
for th e  to ta l  bearing  c a p a c ity .

T he resu lts  o f th e  accom plished  38 te s ts  on p ile-load ing  re p re se n te d  in  
acco rd an ce  w ith  th e  fo rego ing  are  show n in F ig . 18.

T he ex istence o f a re la tio n  leaps to  th e  eye im m e d ia te ly ; b u t  th e re  a re  
severa l p o in ts  ly ing  fa r  o ff th e  curve w hich m ay  be  tra c e d  th ro u g h  m ost o f 
th e  p o in ts . T he piles g iv in g  th e se  po in ts  m u st th u s  b e  ex c lu d ed  from  e lab o ra 
tio n ; th e  afo re -m en tio n ed  d e v ia tio n  was due to  som e local effect.

W hen  th e  e x trem e ly  d is ta n t  po in ts  (e. g. th o se  p e r ta in in g  to  p iles N r. 3, 
11 a n d  31) w ere left o u t, a n d  th e n  th e  curve fa irly  w ell averag in g  m o st p o in ts  
w as p lo tte d ; it  was possib le  to  select those te s ts  fo r each  p ile -len g th , w hich 
could  be considered as to  be  o f  good average values. A ccord ing  to  m y  op in ion , 
th e  above-described  p ro c e d u re  is b y  all m eans b e tte r  th a n  th e  m ech an ica l com 
p u tin g  o f an  average v a lu e , because  i t  offers th e  p o ss ib ility  for e lim in a tin g  such 
te s t-re su lts , th e  offset o f  w h ich  m ay  be due to  som e u n d e te rm in a b le  local d is
tu rb in g  effect.

U sing th e  describ ed  m e th o d  i t  was possible to  e s tab lish  th a t  for th e  in d i
v id u a l p ile-leng th  th e  lo ad in g  d iag ram s belonging  to  p iles N r. 6, 15, 22, 26 an d  
33 could  be accep ted  as th e  m o st re liab le  average  v a lu es , th e se  are  p lo tte d  in  
F ig . 19. T he curves show  th e  a lread y  know n c h a ra c te r :  th e re  is no “ ultim ate  
load”; th e  g rea tes t m e a su re d  p e n e tra tio n  — a t  w hich  each  curve  a rr iv e d  a t  
th e  inc lin ed  s tra ig h t line  — w as a b o u t 10 m m : th e  slope  o f  th e  in it ia l  ta n g e n t 
co n sid e rab ly  decreases w ith  an  increase of th e  p ile -len g th . F ig . 20 show s th e  
v a r ia tio n  o f th e  to ta l  p ile -lo ad  versus th e  p ile -len g th , i f  th e  p e n e tra tio n  w as 
chosen  as p a ram e te r.

T h e  th eo re tica l c u rv e  w as in  accordance w ith  fo rm u la  (21) a p a ra b o la  o f  
th e  second degree; fo rm ed

P  =  ay  ID  -f- ß y  l2

th is  m eans th a t  if  l = 0 ,  th e n  P  =  0. I t  can be e s ta b lish e d  th a t  a lth o u g h  all 
th e se  curves follow w ith  su ffic ien t accu racy  th e  p a rab o lic  law , none o f  them  
arrives to the zero p o in t. T h is  c ircum stance  can easily  be  u n d e rs to o d : in  th e  case 
o f  a p ile-leng th  1 = 0  th e  b e a r in g  cap ac ity  is not equal to zero, b u t  eq u a l to  th e  
value  o f th e  ultimate load on the surface, w hich is also in  th e  case o f  a sm all
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p ile -d ia m e te r  a f in i te  v a lu e . T h is u ltim a te  load , how ever, w as n o t ta k e n  in to  
c o n s id e ra tio n  d u rin g  o u r d ed u c tio n . T he v a lu e  o f  th e  la t te r ,  on  th e  o th e r han d , 
c a n  be  com puted  w ith  a su ffic ien t re liab ility : so e. g ., in  th e  case o f sp read  
fo u n d a tio n s  Me y er h o f’s th e o ry  (1954) can be fa irly  well ap p lied , an d  all th e  
m o re  b y  th e  fac t, as Meyerh o f  verified  his th e o ry  on u ltim a te  b ea rin g  capac
i t y  b y  laboratory model-tests ca rried  ou t w ith  m odel specim ens o f  sm all sizes, 
a n d  so th e re  is no g re a t d e v ia tio n  betw een  th e  m easu rem en ts  o f  m odel fo u n d a
t io n  specim ens an d  th o se  o f  o u r piles. D e te rm in in g  th is  lim itin g  b ea rin g  capac-

Pi/e loao P (t)

I
I

Fig. 19. A verage  p ile -load ing  d iag ram s

i t y  — allowing fo r a n  an g le  o f in te rn a l fric tio n  Ф =  36° a n d  a cohesion c =  
=  0 ,08  kg/cm 2 (N c =  52, N y = 6 0 )  — th e  va lu e

P  — Fr o/ — r c N h
В

- N„ =  825 kg

w as o b ta in e d ; th is  re su lt  — w ith  respect to  th e  ran g e  o f m a g n itu d e  — excel
le n t ly  agrees w ith  th e  v a lu e  o f 700 kg b e long ing  to  a p e n e tra tio n  o f 1 cm, 
e x tra p o la te d  in Fig. 19. T h e  v a r ia tio n  o f th e  v a lu e  P 0 w ith  th e  s e ttle m e n t — o b 
ta in e d  on th e  basis o f  e x tra p o la tio n s  — w as p lo tte d  in  F ig . 19 b y  p u n c tu a te d  
l in e s ;  th e  o b ta ined  line  w as a ch a ra c te ris tic  surface test-load diagram .

In  com pliance w ith  th e  above, if  we w ish to  o b ta in  th e  to ta l  bearing  
c a p a c i ty  of a pile, th e  v a lu e  Pot m u s t be a d d ed  to  th e  b ea rin g  c a p a c ity  belong
in g  to  a p en e tra tio n  o f  1 cm . A llow ing for th is  co rrec tio n , we o b ta in  such  curves 
w h ic h  v erify  our th e o re tic a l re su lts  p e rfec tly ; ta k in g  in to  c o n sid e ra tio n  tes t-
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Fig. 20. P ile-lo ad s versus p ile -len g th  a n d  p e n e tra tio n  (se ttlem en t)

d a ta  th e  re la tio n  b e tw een  p ile -leng th  a n d  p ile -load  can be exp ressed  b y  th e  
fo llow ing fo rm u la : in  th e  in s tan ce  o f a p e n e tra tio n  s =  6 m m

P (kg) =  640 +  3 ,2/ +  0,0645/2 ;

in  th e  in s tan ce  o f a p e n e tra tio n  s =  8 m m

P (kg) =  680 +  4 ,27/ +  0,0648/2 ;

in  th e  in s tan ce  of a p e n e tra tio n  s =  10 m m

P (kg) =  700 +  5 ,33/ +  0 ,065/2.

5  Acta Technica XXIX/3—4.
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F ig . 20 shows fu n d a m e n ta l d a ta  on ca lcu la tio n s , te s t-c u rv e s  a n d  in  one 
case  a lso  re su lts  o b ta in ed  f ro m  calcu la tio n s.

T h u s , th e  bearing  c a p a c ity  o f  a pile is a fu n c tio n  o f second  degree o f  th e  
le n g th  o f  th e  p ile ; all th e  th re e  m em b ers  are  — in  a d d itio n  to  th e  p ile ’s d iam e
te r ,  t h e  ro u g h n ess  o f th e  su rface  a n d  th e  p h y sica l p ro p ertie s  o f  th e  so il — also 
fu n c tio n s  o f  th e  p e n e tra tio n , i .  e. o f  th e  s e ttle m e n t. A t p ile -m easu rem en ts  to  
be  m e t  in  p rac tice  th e  im p o r ta n c e  o f  th e  q u a n t i ty  P 0 m a y  be m u ch  less th a n  
in  t h e  case  o f piles used  in  m o d e l- te s ts : in  th e  in s ta n c e  o f a p ile  w ith  a d ia m e te r  
o f  30  cm  a n d  a len g th  o f 10 —15 m  th e  v a lu e  o f  P 0 can  e ith e r  be n eg lec ted  
to  t h e  a d v a n ta g e  o f sa fe ty , o r  a t  p e n e tra tio n s  ab o v e  5 —10 m m  th is  v a lu e  
m a y  b e  re g a rd e d  as be ing  in d e p e n d e n t o f th e  s e ttle m e n t, a n d  i t  m a y  — for 
in s ta n c e  — be ta k e n  as b e ing  e q u a l to  th e  su rface  u ltim a te  lo ad  ca lcu la ted  on 
th e  b a s is  o f  M e y e r h o f ’ s  th e o ry . T ests  a n d  th e o re tic a l re su lts  show  a good 
a g re e m e n t ,  regu la rities  a p p e a r  in  th e  sam e w ay . F ro m  th e  v iew -p o in t o f  p ra c 
tic e  t h e  essence o f our re su lts  m a y  be d e fin ed  th e re in , th a t  th e  fin ish ed  t e s t 
lo a d in g  o f  a pile can be e la b o ra te d  in  a m ore  rea lis tic  w ay  th a n  on  th e  b ase  
o f  t h e  so fa r  know n th eo ries; a ll  th e  fac to rs  w hich  h av e  an  in fluence  on  th e  
b e a r in g  c a p a c ity  can be b e t te r  in v e s tig a te d , a n d  b y  th is , m ore  re liab le  d a ta  can  
be  o b ta in e d  for th e  fin a l c o n s tru c tio n . W e are  re liev ed  from  an  a rb itr a ry  d e te r 
m in a t io n  o f  th e  fac to rs o f s a fe ty  on  th e  basis o f  th e  lo ad in g  d iag ram  o f th e  p ile ; 
f in a l ly ,  d e fo rm atio n s — w h ich  a re  o f  fu n d a m e n ta l im p o rtan ce  from  th e  v iew 
p o in t  o f  s tru c tu re  — can also b e  n u m erica lly  exam in ed .

*

T h e  a u th o r  wishes to  ex p ress h is  sincere  th a n k s  to  R esearch  E n g in eer H . H e r z o g  fo r 
c a r ry in g  o u t  th e  experim en ts a n d  su p e rv iz in g  th e  f ie ld  te s ts  a n d  also to  L. F a r k a s  fo r h is  
v a lu a b le  h e lp  in  th e  tests .
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SU M M A R Y

T he ra n g e  o f a p p lic a tio n  o f p iling. Q u estio n s to  be  solved du ring  d es ig n in g . K now n 
m eth o d s  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  lo ad -b earin g  c a p a c ity  an d  th e ir in su ffic ien c ies . D ynam ic 
a n d  s ta tic a l p ile -d riv ing  fo rm u lae ; te s t  load ing . E s ta b lish m e n t o f a new  law  o n  sh e a r  b y  em pir
ica l m eth o d s. R e la tio n  b e tw een  d isp lacem en t a n d  sh ea rin g  stress. In tro d u c tio n  o f  th e  id ea  on 
lim itin g  d isp lacem en t. •

In v e s tig a tio n  of th e  lo ad in g  process u p o n  a n  in d iv id u a l pile. The case o f a p ile  em bedded  
in to  a g ra n u la r  soil a t  a t ip -re s is ta n ce  of zero  v a lu e . R e la tio n  betw een  p ile -lo ad  a n d  v e rtica l 
d isp lacem en t. T h e  case o f  a p ile  f ix ed  a t  th e  t ip ;  th e  v a lu e  of th e  av ailab le  sk in -fr ic tio n  as a 
fu n c tio n  o f th e  p ile ’s e lastic  com pression . E x a m in a tio n  o f  no rm al stresses a ris in g  o n  th e  surface 
o f  d riv en  a n d  of bo red  p iles. D e te rm in a tio n  o f lo ad in g  d iagram s. V e rific a tio n  o f  th eo re tic a l 
re su lts  on  th e  b ase  o f S e e d — R e e s e ’ s ,  M a n s u r — K a u f m a n n ’s  and  o th e r  te s t- re s u lts .

E x p ress io n  of fac to rs  on  bearin g  c a p a c ity  v e rsu s  d isp lacem ent. In te r a c t io n  be tw een  
sk in -fric tio n  a n d  p o in t-re sis tan ce . T ests  w ith  la rg e-sized  (Í =  200 cm) m odel p ile s  fo r in v es ti
g a tin g  th e  b ea rin g  cap ac ity  o f a n  in d iv id u a l pile . P ile-lo ad  versus p ile -leng th  a n d  d isp lacem en t. 
E la b o ra tio n  a n d  ev a lu a tio n  o f  te s t- lo ad in g  d iag ra m s o f piles.

B E IT R Ä G E  Z U R  F R A G E  D E R  T R A G F Ä H IG K E IT  VON P F Ä H L E N

Â . K É Z D I

Z U SA M M EN FA SSU N G

D er A n w en dungsbere ich  de r P fa h lg rü n d u n g en . Im  L aufe  der P lan u n g  zu  lö sen d e  F ra g e n - 
B e k an n te  M eth o d en  zur B estim m u n g  der T ra g fä h ig k e it  u n d  deren  U n z u län g lich k e ite n . D y n a 
m ische u n d  s ta tisc h e  F o rm e ln ; P ro b eb e la s tu n g . D ie  B estim m ung  eines n e u e n  G esetzes fü r 
S chub  a u f  em p irischem  W ege. Z u sam m en h an g  zw ischen der V ersch iebung  in fo lg e  S ch u b w ir
k u n g  u n d  d e r S ch u b sp an n u n g . E in fü h ru n g  des B egriffes der G ren zversch iebung .

U n te rsu ch u n g  de r B e la s tu n g  des e in zelnen  P fah les . D er Fall des in  k ö rn ig e n  B oden 
e in g e b e tte te n  P fah les bei n u llw ertig em  S p itze n w id e rs tan d . V erhältn is zw isch en  d e r P fa h l
k ra f t  (P fa h lla s t)  u n d  de r v e r tik a le n  V ersch iebung  (Setzung). Der F a ll des a n  se in er Spitze 
e in g e sp a n n te n  P fah les; de r W e r t de r an n eh m b are n  M an te lre ib u n g  als F u n k tio n  d e r  e lastischen  
P fah lk o m p ress io n . U n te rsu ch u n g  de r an  de r O b erfläch e  v o n  R am m - u n d  B o h rp fä h le n  a u ftre 
ten d e n  N o rm a lsp an n u n g en . B estim m u n g  des B elastu n g sd iag ram m s. K o n tro lle  d e r th e o re ti
sch en  E rg eb n isse  a u f  G ru n d  de r V ersuchsergebn isse  v o n  S e e d — R e e s e ,  M a n s u r — K a u f m a n n  
u n d  A n d erer.

A u sd ru ck  de r F a k to re n  de r T rag fä h ig k e it als F u n k tio n  der S e tzung . W ech se lw irk u n g  
zw ischen de r M an te lre ib u n g  u n d  dem  S p itze n w ie d ers ta n d . V ersuche m it g rossen  M odellpfählcn  
(Í =  200 cm ) zwecks U n te rsu ch u n g  der T ra g fä h ig k e it eines E inzelnp fah les. D ie  vom  Pfahl 
au fg enom m ene L as t als F u n k tio n  der P fa h llä n g e  u n d  de r Setzung. A u sw e rtu n g  v o n  P ro b e 
b e la s tu n g sd ia g ra m m e n  v o n  P fäh len .

5*
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C O N T R IB U T IO N  À L ’É T U D E  D E  I A  C A P A C IT É  P O R T A N T E  D ES P IE U X

A. K É Z D I

RÉSUMÉ

T erra in  d ’ap p lica tio n  des p ie u x . Questions à ré so u d re  a u  co u rs  de la  co n stru c tio n . M é th o 
d es c o n n u es  e t im perfec tions d es m éth o d e s  de d é te rm in a tio n  d e  la  capacité  p o rta n te . F o rm u les  
d y n a m iq u e s  e t s ta tiq u es; c h a rg e  d ’épreuve. D é te rm in a tio n  e m p iriq u e  d’une nouvelle  lo i p o u r  
le  c isa illem en t. Le ra p p o rt  e n tr e  le  dép lacem ent de c is a il le m e n t et. la tension  de c isa illem en t. 
L ’in tro d u c tio n  de la n o tio n  de  d ép lacem en t lim ite.

E x am en  du  processus d e  c h arg em en t du  p ieu  in d iv id u e l. Cas d ’un  p ieu  se t r o u v a n t  
d a n s  u n  sol granulé, si la  r é s i s ta n c e  au  po in t est zéro. R a p p o r t  e n tre  le ch arg em en t d u  p ieu  
e t  le  d ép lacem en t v e rtica l. C as d ’u n  pieu  encastré au  p o in t;  v a le u r  lim ite  du fro tte m e n t la té ra l  
e n  fo n c tio n  des com pressions d u  p ieu . E xam en des te n s io n s  n o rm ales  su r la  surface  du  p ieu  
b a t t u  e t  du  pieu foré. D é te rm in a t io n  du d iag ram m e de c h arg e . V érification  des r é s u lta ts  
th é o r iq u e s  à l ’aide des r é s u l ta t s  ex p é rim e n tau x  o b ten u s  p a r  S e e d — R e e s e , M a n s t j e — K a u f 
m a n ,  e tc .

E xpression  des f a c te u rs  d e  la  capacité  p o r ta n te , en  fo n c tio n  du  dép lacem en t. L ’effet 
r é c ip ro q u e  du fro ttem en t l a t é r a l  e t  de la résistance au  p o in t d u  p ieu . Essais su r m odèles de 
p ie u x  de grandes d im ensions (1  =  200  cm) pour l ’ex am en  de la  cap ac ité  p o rta n te  d ’u n  p ieu  
in d iv id u e l.  Le chargem en t p o r té  p a r  le pieu, en fo n c tio n  de  la  lon g u eu r et du  d ép lacem en t. 
É v a lu a t io n  des d iag ram m es d e s  c h arg e s  d ’épreuves des p ieu x .

К НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ СВАЙ
A. к  ЕЗД И

РЕ ЗЮ М Е

Область применения забивки свай. Вопросы, которые необходимо решать в про
цессе проектирования. Известные методы определения несущей способности и их недо
статки. Динамические и статические формулы; опытная нагрузка. Определение одного 
нового закона среза эмпирическим путем. Зависимость между сдвигом среза и напря
жением среза. Введение понятия предельного сдвига.

Анализ процесса нагрузки отдельной сваи. Случай сваи, опущенной в зернистый 
грунт, в случае пикового сопротивления величиной ноль. Зависимость между силой, 
действующей на сваю, и вертикальным сдвигом. Случай сваи, намертво зажатой на вер
шине; значение воспримимаемого трения оболочки в функции сжатий сваи. Анализ нор
мальных напряжений, возникающих на поверхности забитых и буренных свай. Опре
деление диаграммы нагрузки. Проверка теоретических результатов при помощи экспери
ментальных данных Манзуер—Кауфмана, Зид—Ризе и др.

Выражение факторов несущей способности в функции сдвига. Взаимодействие 
между трением оболочки и сопротивлением вершины. Опыты при помощи крупных мо
дельных свай (1 =  200 см) для исследования несущей способности отдельной сваи. Сила, 
воспринимаемая сваей, в функции длины сваи и сдвига. Обработка и оценка диаграмм 
опытных нагрузок свай.
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[M an u sc rip t received  Ju n e  17, 1959]

1. Introduction

T h e p resen t p a p e r  deals w ith  th e  c a lcu la tio n  o f  a m em b ran e  shell shaped  
accord ing  to  a ro ta t io n  p a rab o lo id  an d  cen tr ica lly  p laced  over an  eq u ila te ra l 
trian g le  basis (F ig . 1). T h e  edges o f th e  in v e s tig a te d  shell a re  su p p o r te d  by

Fig. 1. P a rab o lo id  she ll o f re v o lr t io n  over e q u ila te ra l tr ia n g le  basis (p e rsp ec tiv e  view )

edge beam s (e. g., t ie  arches) ly ing  in  v e rtic a l p lan es , w hich do n o t re s is t  to  an y  
la te ra lly  d irec ted  forces. T h e  shells in  q u e s tio n  can  fairly -w ell be u se d  fo r the  
so lu tio n  o f d iffe ren t a rc h ite c tu ra l p rob lem s, th e ir  ca lcu la tio n , h ow ever, is by 
th e  so fa r know n m e th o d s , exceedingly  d ifficu lt.

As m a tte rs  s ta n d , i t  w ould be o f som e in te re s t  to  in tro d u c e  a m e th o d  of 
ca lcu la tio n , by  th e  use o f  w hich th e  se t p rob lem  could  be so lved  w ith in  the  
range o f  basic a ssu m p tio n s  on ca lcu la tions, b u t  a t  th e  sam e tim e , w ith  an  accu r
acy  a d e q u a te  from  th e  v iew -p o in t o f p rac tice . 2

2. Basic relations

D uring  ou r in v e s tig a tio n s  we d isreg a rd  th e  flex u ra l a n d  th e  to rs io n a l 
re s is tan ce  of th e  shell, a n d  we also neglect th e  d is tu rb in g  effects b e tw een  th e  
shell a n d  th e  edge b eam s.

As a load  u p o n  th e  shell v e rtic a l d is tr ib u te d  forces a re  o n ly  allow ed  for, 
c ircu la r-sy m m etrica lly  a rra n g e d  w ith  re sp ec t to  th e  ro ta tio n -a x is  o f  th e  shell’s
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m id d le  su rface . These fo rce s  a re  ta k e n  as be in g  p o s itiv e  i f  p o in tin g  dow n w ard s. 
T h e  v a lu e s  o f th e ir  in te n s i ty  r e la te d  to  th e  su rfa c e -u n it o f  th e  p lan e  p ro je c tio n  
a re a  w ill be d eno ted  b y  Z .

T h e  shape of th e  sh e ll’s m id d le  surface (F ig . 2) is defined  by  th e  eq u a tio n

z =  —— g2, k  =  c o n s t .  (1)
2

H e re in

e =  - .  (2)
a

F ig . 2. P a ra b o lo id  shell o f  r e v o lu t io n  o ver e q u ila te ra l tr ia n g le  basis  (o rth o g o n al p ro jec tio n )

F o r  th e  solu tion  o f  th e  p ro b le m , i. e., for th e  d e te rm in a tio n  o f in n e r  forces 
c a u s e d  b y  given load  Z  =  Z (g ) , we set o u t fro m  th e  w ell-know n d iffe ren tia l 
e q u a t io n  o f  shells o f re v o lu tio n . I n  th e  case on  h a n d , th e  la t te r  m a y  be  w ritte n  
in  t h e  fo llow ing form :

A F =
82 F

8  g 2

8 F

8 g

82 F
дер2

(3 )

I n  t h e  a b o v e  form ula F  =  F ( q, ep) is P u ch er’s s tre ss  fu n c tio n  o f  th e  p ro b lem  [2]. 
B e tw e e n  th e  function  F  a n d  th e  b asis-p ro jec tions o f  th e  shell’s in n e r  forces th e
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follow ing re la tio n s are  v a lid  (F ig . 3a)

1  11 d F 1 Э2 F

" ■  * \ e dg
+  -  

в 2 9 <р2

=  n _  =  —
l а 1 0 F

er re a2 ае ô
-

C
DCL»

(4)

1 Э2 F

f  a 2 9g2

In  general, i f  x  a n d  y  a re  tw o  a rb itr a ry  d irec tions o f  th e  b as is -p ro jec tio n , b u t 
p e rp e n d ic u la r  to  each  o th e r , th e n  th e  in te n s ity  o f  th e  x-  o r  у -d irec ted  projec-

Fig. 3. C om ponen ts o f  p lan e  p ro jec tio n  in n er forces

tio n s  o f th e  in n e r forces, re sp ec tiv e ly , can  be ca lcu la ted  in  th e  follow ing w ay 
(F ig . 36):

d ^ F
dy2

Э2 F  

Эх2

02 F  

Эя; ду
(5)

Since th e  in v e s tig a te d  shell c a n n o t e x e r t a n y  la te ra l  d ire c te d  p ressu re  on 
th e  edge b eam s, i t  is n ecessa ry  th a t  a long  th e  sides o f  th e  tr ia n g le  basis th e  
second  d e riv a tiv e  o f  th e  s tre ss  fu n c tio n , ta k e n  in  th e  d ire c tio n  o f  th e  respective  
la te ra l  edge, shou ld  v an ish . I t  follows from  th is  c o n d itio n , as w ell as fo r reasons 
o f  sy m m etry , th a t  a long  th e  sides o f th e  basic  tr ia n g le  fu n c tio n  F  m u s t be  of 
c o n s ta n t  va lu e , i. e.:

F contour —  c o n s t a n t . (6)
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A llow ing for th e  ab o v e , o u r  ta s k  can be fo n n u la r iz e d  as follow s: we h av e  
to  lo o k  fo r  a function  f ( r ,  cp) co rresp o n d in g  to  d iffe re n tia l eq u a tio n  (3), th e  
v a lu e  o f  w hich is c o n s ta n t a t  a ll p o in ts  of th e  c ircum ference  o f th e  basic  t r i 
a n g le . I f  we could succeed in  p ro d u c in g  such  a fu n c tio n , o u r p ro b lem  could  
be  t a k e n  as solved, because  fo rces  ch a rac te ris tic  fo r th e  s tre s s -d is tr ib u tio n  o f  
th e  sh e ll can  already  be c o m p u te d  from  fo rm ulae  (4) a n d  (5).

3. A uxiliary functions to be applied

I n  th e  case of a g iven  lo a d  fu n c tio n  Z  — Z ( q) i t  is g enera lly  im possib le  
to  e s ta b lis h  the  exact-stress fu n c tio n  in  a closed fo rm . T here fo re , we h av e  gener
a lly  to  re so rt to  an  a p p ro x im a te  so lu tion , i. e., in s te a d  o f  th e  ex ac t s tress 
fu n c t io n  F  we have to  be  s a tis f ie d  w ith  th e  e s ta b lish m e n t o f som e a p p ro x i
m a te ly  e x a c t stress fu n c tio n  F * . T h e  la t te r  will be p ro d u c e d  as a c o m b in a tio n  
o f  a u x i l ia ry  functions e x a c tly  com ply ing  w ith  b o u n d a ry  co n d itio n  (6).

T h e re  exists an  in f in ite  n u m b e r  of fu n c tio n s co rresp o n d in g  to  b o u n d a ry  
c o n d it io n  (6). Such a fu n c tio n  co u ld  be o b ta in ed , e. g ., b y  se tt in g  up  eq u a tio n s  
o f  th e  th re e  stra ig h t lines b o rd e r in g  th e  trian g le  basis  in  th e ir  fo rm  red u ced  to  
ze ro , a n d  b y  a su b seq u en t m u ltip lic a tio n  o f th ese  e q u a tio n s  w ith  each  o th e r. 
T h e  e q u a tio n s  of the  th re e  b o rd e r in g  s tra ig h t lines a re :

p  c o s  cp —  1 = 0  ,

p  c o s

p  c o s

n  —  <p 1 =  0 ,

1 = 0 .

T h u s , th e  function  in q u e s tio n  is:

V =  (q cos q>
2 f 4 -

Q  COS •—— 71 —  Cp
3

—  1 0  COS —  n  —  cp
( 3

—  1

H e re fro m , a fte r some tra n s fo rm a tio n :

3 1
w  =  —  1 -1 ------- p 2 -I-------- p 3 cos 3 cn .

4 ~ 4

T h is  fu n c tio n  vanishes a lo n g  th e  sides of th e  b asic  tr ia n g le . T he follow ing 
fu n c tio n  h as  sim ilar p ro p e r tie s :

Ф =  — 4 -(— 3 p 3 -f- p 3 cos Ъср. (? )
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E a c h  fu n c tio n  re su ltin g  from  a m u ltip lica tio n  of fu n c tio n  Ф -with some 
fin ite  expression , w ill, o f course, also com ply  w ith  cond itio n  (6).

In  th e  follow ing we shall se lect from  fu n c tio n s  w hich cou ld  be  p ro d u ced  
acco rd in g  to  th e  ab o v e , th o se  fu n c tio n s , w hich p u t  in to  d iffe ren tia l eq u a tion (3 ) 
will g ive loading  sy stem  in d e p e n d e n t o f <p. S uch  fu n c tio n s  a re  e. g ., th e  fol
low ing:

T hese fu n c tio n s Avere p ro d u ced  using  th e  m e th o d  o f in d e fin ite  coeffic ien ts  an d  
e x p o n en ts . In  th e  course o f th e  co m p u ta tio n  we allow ed fo r th e  fa c t th a t

1 , „ 1
cos nup  • cos ткр —  —  cos (m  n) <p -J-------cos (m  — n) cp ;

2 2

a n d  we also took  in to  co n sid e ra tio n  th a t  expressions o f th e  form

q '  c o s  i cp

are  p o te n tia l  fu n c tio n s, th u s , p u t  in to  d iffe ren tia l eq u a tio n  (3), th e y  give a 
re su lt e q u a l to  zero.
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F o r  th e  p u rpose  o f  f u r th e r  calcu lations fo rm u lae  (8) w ill be transform ed^ 
t h a t  is , Ф will be rep la c e d  b y  expression (7) a n d  th e  in d ic a te d  m u ltip lica tio n s 
w ill th e n  be carried  o u t. I n  th is  w ay  we o b ta in  th e  fo llow ing fo rm ulae:

T h e rea fte r, th e  a u x il ia ry  func tions w hich  h a v e  to  be ap p lied  in  th e  course 
o f  th e  app roach ing  p ro c e d u re  w ill be set u p  in  th e  fo llow ing w ay:

A cco m p lish in g  th e  s u b s t i tu t io n s  here in d ica ted , th e  follow ing fo rm ulae  will 
b e  o b ta in e d  for th e  a u x ilia ry  fu n c tio n s:
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T h e ab o v e  a u x ilia ry  fu n c tio n s  w ere c o n s tru c te d  in  such  a w ay  t h a t  lo ad  func
tio n s  com ply ing  w ith  th em  accord ing  to  d iff. e q u a tio n  (3), n am e ly  th e  fu n c tio n s

Z 0 — 1 ,

sh o u ld  h av e  a s tru c tu re  as sim ple as possib le.
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4. S o lu tio n  o f the  problem  in  g e n e ra l

I n  possession o f th e  a u x ilia ry  func tions in tro d u c e d  in  p a ra g ra p h  3, we 
w ish  to  ap p ly  th e  fu n c tio n  series

F*  — c0F 0 +  cxF t -j- . . .  +  c„ F n (13)

as a p p ro x im a te  stress fu n c tio n . P a ram e te rs  с,-f ig u rin g  here , o f course, c a n n o t 
b e  c h o se n  a t  will. T h e ir v a lu e s  m u st be d e te rm in e d  in  such a w ay  t h a t  th e  
lo a d in g  system

Z*  — c0Z 0 - j -  CjZ-l +  . . .  -j- cn Z n (14)

c o rre sp o n d in g  to  stress fu n c tio n  F*  should  d e v ia te  as l i ttle  as possib le from  th e  
g iv e n  lo ad in g  system  Z .

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  p a ram e te rs  c, in  q u estio n , we h av e  to  re so r t 
to  so m e  su itab le  a d ju s tm e n t. S ince in  acco rdance  w ith  ou r co n d itio n  Z  is on ly  
a fu n c t io n  of Q, an d  th e  lo a d in g  system  Z* also d ep en d s  on q on ly , i t  w ill be  
su f f ic ie n t  to  accom plish  th e  a d ju s tm e n t along one sing le  rad iu s , n o ta b ly  a long  
th e  lo n g e s t rad ius.

A s a d ju s tm e n t d iffe re n t m e th o d s could  be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . In  
su c h  cases, e. g., if  th e  T ay lo r-se rie s  of th e  lo ad in g  sy stem  Z ( q) is co n v e rg en t, 
a n d  th e  f irs t  m em bers o f  th e  series ap p ro ach  th e  v a lu e  o f Z  w ith  su ffic ien t 
a c c u ra c y , th e n  a successive a d a p ta t io n  could give good resu lts  fo r th e  p a ra 
m e te rs  c,-. This m eth o d  co u ld  be app lied  in m a n y  cases also b ey o n d  th e  lim it 
o f  convergence .

I n  o th e r cases, th e  m e th o d  o f a sectionw ise a d a p ta tio n  seem s to  be th e  
m o s t su ita b le  for d e te rm in g  p a ra m e te rs  c,-. I f  we a p p ly  th is  m e th o d , th e  lo n g est 
ra d iu s  b ran ch in g  o ff from  th e  c e n te r  has to  be d iv id e d  in to  (re -j- 1) sec tio n s o f  
e q u a l le n g th , and we h av e  to  se t up th e  d em an d  th a t  th e  average  v a lu e  o f Z* 
sh o u ld  ag ree  w ith  th e  a v e ra g e  v alue  of Z  a long  each  o f th ese  sec tio n s, i. e. :

2/ 21_

j  Z* dQ =  "f Z  dQ . i  =  1 ,2 , . . . ,  re +  1 .
e=o e=o

I n  th is  w ay  we o b ta in  a s y s te m  o f linear eq u a tio n s  consisting  o f (n -j- 1) e q u a 
t io n s , a n d  from  th is  we can  d e te rm in e  p a ra m e te rs  c0, cv  . . . ,  cn.

F o r th e  sake o f a m o re  sim p le  ca lcu la tio n , i t  m a y  be ex p ed ien t to  com 
b in e  th e  above-described  m e th o d  w ith  an  a d ju s tm e n t p o in t b y  p o in t. T h is
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c o m p o u n d  m eth o d  is p a r tic u la r ly  sim ple, i f  th e  a d a p ta tio n  has to  b e  acco m 
p lish e d  a t  locus q =  0 o n ly , th u s , th is  b e in g  th e  on ly  p o in t a t  w h ich  a n  ag ree 
m e n t betw een  th e  av e rag e  v alue  o f fu n c tio n  Z*  an d  th a t  o f fu n c tio n  Z  is 
re q u ire d . F rom  cond ition

[ Z * U  о =  [Z]e.  0

w h ic h  can  be w ritte n  in  th is  w ay, th e  v a lu e  o f  th e  p a ra m e te r  c0 c a n  im m e
d ia te ly  be ca lcu la ted , t h a t  is:

=  [Z]9=0- (15)

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f p a ra m e te rs  c0, cx, . . . , c „  still req u ired , th e  longest 
ra d iu s  has to  be d iv id ed  in to  n  eq u a l sec tions, a n d  we have to  e s ta b lis h  th e  
c o n d itio n , th a t  a long  each  o f  th ese  sec tions th e  average  value o f Z* m u s t  agree 
w ith  th e  average  va lu e  o f  Z, i. e. :

2i 2 ;
n n
I Z *  dq  = \ Z  dq, i =  1, 2, . . . ,  n.

o = o  0=0

F ro m  th e  so o b ta in e d  n  eq u a tio n s , th e  so fa r  u n k n o w n  p a ram e te rs  сг, c2, . . cn 
c an  also  be d e te rm in ed .

5. The so lu tion  o f th e  problem  in  th e  case o f snow  load

In  th e  above  case, as w ell as in  o th e r  cases, i f  th e  in te n s ity  o f  th e  pro jec- 
t io n a l  load  upon  th e  shell is

Z  =  p  =  c o n s ta n t,

th e  fo rm  o f th e  p ro b lem ’s s tre ss  fu n c tio n  is e x a c tly  th e  sam e as in  th e  case of 
a b a r  w ith  a reg u la r tr ia n g le  cross sec tion  a ffec ted  by  pu re  to rs io n . A cco rd in g  
to  th is

F  = P  • F 0. (16)

A pp ly in g  th e  s u b s titu tio n  g iven  in  (11), th e  la tte r  fo rm ula c a n  also  be 
w r itte n  in  th is  form :

_  Pa3 
12 к

(4 — 3 q 2 — Q3 cos 3 < p ) . (17)
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6. Solution o f  th e  problem in th e  case  o f dead load

I n  th is  case, as w ell a s  in  o th e r in s tan ces , i f  th e  in te n s ity  of th e  lo a d  u p o n  
th e  she ll re la ted  to  th e  su rfa c e -u n it of th e  m id d le  su rface  a t  all p o in ts  is

g =  co n s tan t,

th e  in te n s ity  of th e  p ro je c tio n  load  can be  e x p re sse d  b y  th e  fo rm ula

Z = g =  g Y 1 +  fe2 Q2 •

I n  th e  following we in tro d u c e  th ree  a lte rn a tiv e s  fo r  th e  ca lcu la tion  o f  th is  
im p o r ta n t  case o f lo a d in g . A m ong  these a l te rn a t iv e s ,  th e  so lu tion  to  be  g iven  
in  a ) is th e  least e x a c t, w h ile  th a t  to  be fo u n d  in  c) is th e  m ost a c cu ra te .

a) M onoparam etric so lu tion

U n d er th is  c irc u m ta n c e  th e  a p p ro x im a te  s tre s s  fu n c tio n  is p ro d u c e d  
u s in g  one single a u x ilia ry  fu n c tio n  only. B y  so do in g

F* =  c0F 0. (18)

S u b s ti tu t in g  in to  th e  a b o v e  fo rm ula the  v a lu e  o f  F 0 given in  (11), w e o b ta in

(19)
cn aaF * =  0 ( 4 - 3 e 2 - e 3 cos3o>),
12fc

I t  is exped ien t to  re p la c e , in the ab o v e  fo rm u la , th e  p a ra m e te r  c0 b y  a 
v a lu e  th a t  th e  av e rag e  v a lu e  o f the  load ing  s y s te m  Z*  should  com ply  a long  
th e  lo n g est rad ius w ith  th e  average  value o f  th e  a c c u ra te  lo ad  Z, i. e.i

I Z* dq =  J  Z  dq .
о о

C a rry in g  ou t th is  c a lc u la tio n  for d ifferent v a lu e s  o f  k, as p a ram e te rs  c0 th e  
v a lu e s  com piled in  T a b le  1, are  ob ta ined . T h e  la s t  co lum n o f th is  T ab le  
sh o w s th e  re la tiv e  v a lu e s  o f  th e  q u a d ra tic  m e a n  e rro r. T he v a lu e  £ o f  
th is  e rro r, as well as th e  v a lu e s  of errors f ig u r in g  in  th e  following a re  d efin ed
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b y  th e  fo rm ula
2

T he in te g ra tio n  ab o v e-in d ica ted  w as n u m e ric a lly  accom plished, a n d  th e  sam e  
m e th o d  w ill also be follow ed in  th e  fu tu re  w h en  determ in ing  th e  v a lu e  o f  C-

Table 1

Data belonging to the monoparametric solution

к C0 С

0 ,000 1 ,000  00  g 0 ,0000

0,125 1,010 32 g 0,0091

0,250 1,040 21 g 0,0337

0,375 1,087 10 g 0,0677

A s is to  be seen from  th e  above ta b u la t io n , th e  here p re se n te d  m ono- 
p a ra m e tr ic  so lu tion  gives re su lts  of su ffic ien t accu racy  for v e ry  o b la te  shells 
on ly .

b) B iparam etric  so lu tion

T he a p p ro x im a te  s tress fu n c tio n  w ill no w  be  p roduced  u sin g  tw o  a u x i
lia ry  fu n c tio n s , i. e. :

F* =  c0F  0 +  ClF v  (20)

R ep lac ing  F 0 a n d  F x w ith  th e  co rresp o n d in g  expressions to  be fo u n d  in  (11) 
we o b ta in  herefrom :

F * — c° a . (4 — 3 p2 — p3 cos 3 <p) -f- 
12k

+  - £
сл aö

Ш к
16 — 9 É?4 +  ■— £6 — 8 Q3 cos 3 (p -|------£6 cos 6 ( p \ .

2 2

( 21)

F o r th e  d e te rm in a tio n  o f  p a ra m e te rs  c0 a n d  cx th e  rad ius b ra n c h in g  o ff  
from  th e  c e n te r  shou ld  be d iv ided  in to  tw o  e q u a l p a r ts  a n d  th e  sectionw ise  
adjustm ent m u s t be  used .
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F in ish in g  th e  a fo re -m en tio n ed  ca lcu la tio n  fo r  d ifferen t va lu es  o f  k , th e  
v a lu e s  com piled  in  T a b le  2 a , are o b ta in ed . T h e  la s t  colum n of th is  T ab le  show s 
th e  re la tiv e  v alue  o f  th e  q u ad ra tic  m ean  e r ro r  due  to  th e  use o f  th e  a p 
p ro a c h in g  p rocedure.

Table 2a

Data belonging to the biparametric solution using a sectionu ise adjustment

к C0 C1 C

0 ,0 0 0 1,000  00 g 0 ,0 0 0  00  g 0,0000

0,125 0,998 79 g 0,012 35 g 0,0020

0,250 0,995 57 g 0,047 82 g 0,0069

0,375 0,991 33 g 0 ,1 0 2  61 g 0,0126

0,500 0,987 14 g 0,172 13 g 0,0177

0,625 0,983 95 g 0,252 30 g 0,0214

0,750 0,982 24 g 0,340 07 g 0,0238

I f  fo r th e  sake  o f  a m ore  sim ple c a lc u la tio n  in s tead  of th e  sec tionw ise  
a d ju s tm e n t  th e  com pound  adjustm ent — p re se n te d  in  p a rag rap h  4 — is ap p lied  
fo r  th e  p a ram e te rs  c0 a n d  cv  fu rth e rm o re , fo r  th e  v a lu e  £ of th e  re la tiv e  e rro r, 
th e  v a lu es  show n in T a b le  2l> are o b ta in ed .

Table 2I>

Data belonging to the biparametric solution using a compound adjustment

к C0 Cl

0 ,0 0 0 1,0 g 0 ,000  00  g 0,0000

0,125 1,0 g 0,011 07 g 0,0023

0,250 1.0 g 0,043 08 g 0,0080

0,375 1,0 g 0,093 32 g 0,0144

0,500 1,0 g 0,158 35 g 0,0199

0,625 1,0 g 0,235 10 g 0,0236

0,750 1,0 g 0,321 05 g 0,0257

B etw een  th e  tw o  p ro ced u res  in tro d u ced  h e re , th e  f irs t one is m ore  precise» 
b u t ,  w ith  respect to  th e  req u irem en ts  o f p ra c tic e , th e  accuracy  o f  th e  second  
m e th o d  is, in g enera l, a lso  perfec tly  sa tis fa c to ry .
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c) Triparam etric so lu tion

T h e a p p ro x im a te  s tre s s  fu n c tio n  will now  be  p ro d u ced  w ith  th e  help  
o f  th ree  a u x ilia ry  fu n c tio n s , i. e. :

F *  =  c0F 0 +  c1F 1 +  c2F 2. ( 22)

R ep lac in g  th e  te rm s F 0, F x a n d  F 2 w ith  th e  co rresp o n d in g  exp ressions to  be 
fo u n d  in  (11), th e  above fo rm u la  will o b ta in  th e  follow ing form :

F*  =  ^  (4 — 3 Q2 — Q3 cos 3 q>) +  
12fc

c, cr
+  —1- 

144fc
16 — 9 p4 +  — p® — 8 q3 cos 3 <p +

■ p® cos 6 (p +

c„ a '
+  —2------

1728fc
128 — 48 o6 -|----- p8 — 96 p 3 cos 3 <p -f-

2

+  12 p® cos 695----^-g9 c o s 9  9? | .

(23)

D e te rm in in g  th e  p a ra m e te rs  figu rin g  in  th e  foregoing fo rm ulae  b y  section- 
wise ad justm en t in  such  a w a y  th a t  th e  lo n g est rad iu s  b ran ch in g  o ff  from  th e  
cen te r shou ld  be d iv id e d  in to  th ree  equal p a r ts ,  we o b ta in  th e  v a lu es  com 
p iled  in T ab le  3«.

Table 3a

D a t a  b e l o n g i n g  to  t h e  t r i p a r a m e t r i c  s o l u t i o n  u s i n g  a  s e c t i o n w i s e  a d j u s t m e n t

к C0 Cl c t Ç

0,00 1,000 00 g 0,000 00 g 0,000 00 g 0,0000
0,25 1,000 76 g 0,024 29 g 0,010 01 g 0,0031
0,50 1,002 49 g 0,102 06 g 0,029 86 g 0,0079
0,75 1,005 07 g 0,233 59 g 0,045 68 g 0,0116
1,00 1,009 37 g 0,408 06 g 0,052 93 g 0,0146
1,25 1,016 25 g 0,612 66 g 0,052 30 g 0,0175

O n  th e  o th e r h a n d , i f  th e  com pound  a d ju s tm e n t p resen ted  in  p a ra g ra p h  4 
is  a p p lie d , re su lts  show n in  T ab le  3b a re  o b ta in e d .

6  A c ta  T cch n ica  Х Х 1 Х /3 — 4.
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Table 3b

Data belonging to the triparamentric solution using a compound adjustment

к Co C1 C2 i

0,00 1,0 g 0,000 00 g 0,000 00 g 0,0000
0,25 FO g 0,028 99 g 0,007 85 g 0,0036
0,50 1,0 g 0,117 38 g 0,022 81 g 0,0095
0,75 FO g 0,264 48 g 0,031 50 g 0,0141
1,00 FO g 0,463 55 g 0,027 62 g 0,0182
1,25 F0 g 0,705 90 g 0,010 08 g 0,0225

A s can be e s ta b lish e d  from  these  T ab le s , from  th e  tw o m e th o d s  th e  
f i r s t  o n e  is th e  m ore e x a c t , b u t  th e  less a c c u ra te  seco n d  p rocedure  is also  m uch  
m o re  p rec ise  th a n  is n e c e ssa ry .

Table 4

Accurate and approximate values o f  load

Í/ Z Z* 100 (Z* — Z)/

0,00 1,00 000 1,00 000 ±0,00
0,25 1,00 778 1,00 737 -0 ,04
0,50 1,03 078 1,02 979 -0 ,10
0,75 1,06 800 1,06 792 -0,01
1,00 1,11 803 1,12 172 +0,33
1,25 1,17 925 1,18 878 +0,81
1,50 1,25 000 1,26 201 +0,96
1,75 1,32 877 1,32 662 -0,16
2,00 1,41 421 1,35 643 -4,09

7. N um erical exam ple

F ig . 4 shows the  m id d le  su rfa c e  o f  a  parab o lo id  she ll o f  rev o lu tio n  p lac ed  o v er an  
e q u ila te ra l  triang le  basis. T h e  r a d iu s  o f  th e  circle in sc rib ed  in to  th e  trian g le  basis is a =  10,0 m , 
th e  t o t a l  h e ig h t o f  th e  shell is  h =  10,0 m , and  so th e  v a lu e  o f  th e  coefficien t к f ig u rin g  in  
fo rm u la  (1) o f the  m iddle su rfa c e  is

w h ile  th e  eq u atio n  o f th e  m id d le  su rface  has th e  fo rm

kr2г =  —— =  0,025r2. 2«
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T h e  ta s k  to  h e  solved is th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  s tre ss  function  p e r ta in in g  to  th e  shell 
in  q u estio n , fu r th e rm o re , th e  e s tab lish m en t o f  fo rm u la e  o f  p ro jec tio n  in n er fo rces in  th e  case 
o f  a  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  snow  lo ad

p  =  75 k g /m 2,

a n d  in  th e  in s ta n c e  o f  a  dead  lo ad

g =  180 k g /m 2,
resp ec tiv e ly .

a )  Snow load. —  U n d e r such  c irc u m stan c es  fo rm u la  (17) o f  th e  stress fu n c tio n , a f te r  
su b s ti tu tin g  th e  ab ove  n u m erica l v a lu es in to  i t ,  w ill h a v e  th e  follow ing fo rm :

75 X 10,02 
12 X 0,5

(4 —  3 g 2 —  Q3 cos 3 <p).

In tro d u c in g  o rth o g o n a l co -o rd ina tes show n in  F ig . 6 a n d  using  n o ta tio n s

I  =  —  a n d  U ^  , (24)a a

th e  ab ove  fo rm u la  can  be w r itte n  in  th e  fo low ing  fo rm :

F =  12 500 (4 —  3 |2 — 31;2—f 3 +  3£??2).

P ro je c tio n  in n e r  forces c an  he  ca lcu la ted  u sin g  fo rm u la  (5). T he re su lt o f  th e  ca lcu la 
tio n  is:

nx =  —  A(1 —  () ,

H erein

П х у  =  П у х  —  —  4 ^ 1

ny =  —  Л(1  +  £)•

75 X 100 
Л  ~  2h ~  2 X 0,5

750 kg /m .

6*
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-7637

-U099

Fig. 5. V alues o f p ro jec tio n  in n e r  forces along c e n tra l  lin e  A D ;  I. in th e  case o f snow  lo ad ;
I I .  in  th e  in stan ce  o f d e a d  lo ad

Fig. 6. V alues o f p ro jec tio n  in n e r  forces along la te ra l  edge  BC; I. in  th e  case o f  snow  lo ad ;
I I .  in  th e  in stan ce  of d e ad  lo ad
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T he v a lues o f  th e  p ro jec tio n  in n er fo rce s  a long  th e  cen ter-line  A D , an d  a lo n g  th e  la te ra l 
edge  Б С , resp ec tive ly , a re  show n in  F ig . 5, a n d  by  th e  cu rv e  m arked  w ith  I  in  F ig . 6 , re sp ec ti
ve ly . A s is to  be seen, th e  corners o f  th e  she ll a re  a ffec ted  by  considerable te n s io n . T h e  value  
o f  th e  g re a te s t p ro jec tio n  tensional force is 7S0 kg /m .

b) Dead load. —  As th e  in v es tig a te d  shell is fa ir ly  convex , th e  a cc u rac y  o f  th e  m ono- 
p a ra m e tr ic  so lu tion  w ould  n o t be su ffic ie n t, th e re fo re , th e  b ip a ram e tric  so lu tio n  shou ld  he 
u sed . In  th e  case on  h a n d  p a ram ete rs  f ig u r in g  in fo rm u la  (21) were ta k e n  in to  acco u n t, 
u sin g  v a lu es to be found  in T able  2a, i. e.:

c0 =  0,987 14 X 180 =  177,68 k g /m 2,

Cl =  0,172 13 X 180 =  30,98 k g /m 2.

S u b s ti tu tin g  th e  above v a lu es an d  th e  g e o m e tric  d a ta  o f  th e  shell in to  fo rm u la  (2 1 ), th e  a p p ro 
x im a te  stress fu n c tio n  o b ta in s  th e  fo llow ing  fo rm :

™  177,68 X 10,03 q « a o x
F  =  — ] 2  x  0  g-----  (4 —  3 p 2 —  o3 cos 3 <p) +

30,98 X 10,03
144 X 05F (“ - 9 Q2 -\- 2 O6—  8 Q3 cos 3 <p -f- pe cos 6  | .

T u rn in g  from  p o lar co -o rd ina tes to  o r th o g o n a l ones a n d  using  n o ta tio n s  (24), th e  fo rm u la  o f 
th e  a p p ro x im a te  stress fu n c tio n  m ay  he w r i t te n  as follow s:

F *  =  29 614 (4 —  3 | 2 —  3i?2—  s£3 +  3 it]2) +

+  430 (16 —  8£3 +  24i r f —  9 f 4 —  1 8 Í2»?2 —  9 »?4 +  £• —  6£4»?2 +  9 Í 2»?4).

P ro jec tio n  in n er forces can  be c a lc u la te d  using  form ulae  (5). T heir v a lu e s  a re :

nx =  —  A(1 —  £) —  В  (—  8 f  +  6 Í 2 +  18»?2 +  2 Í4 — 1812»?2), 

nXy =  nyx =  —  A r/ —  H (8 1/ —  12 ír] —  8 Í 3»; +  12ifr/3), 

ny =  —  A ( l  +  f ) —  В  (8 f  +  18Í* +  6 íj2—  5 Í1 +  12s2»?2—  3»?4).

T h e  v a lu  e o f  te rm s A  a n d  В  fig u rin g  in  th e  ab o v e  fo rm u lae  are :

A = cun 
2 k-

177,68 X 10,0 
2 X 0 ,T

1776,8 k g /m ,

Clo _  30,98 X 10,0 
2 I A- 2 1. X 0,5

=  25,8 kg/m .

T he va lues o f  p ro jec tio n  in n er fo rces co m p u te d  b y  th e  above fo rm u lae  a n d  a c tin g  along 
th e  c e n te r  line  A D , a n d  along th e  la te ra l  edge  BC, re sp ec tiv e ly , are i llu s tra te d  in  F ig . 5, and 
b y  th e  cu rv e  m ark ed  w ith  I I  to  be seen in  F ig . 6 , re spec tive ly .

To ju d g e  th e  accu racy  o f  th e  acco m p lish ed  ca lcu la tio n  i t  w ould be e x p e d ie n t  to  com pare  
th e  lo ad -sy stem  Z* co rresponding  to  th e  a p p ro x im a te  so lu tion  w ith  th e  a c c u ra te  d ead  load  Z  
a long  d iffe ren t p o in ts  o f  th e  longest ra d iu s . T h e  re su lts  o f  th is  com p ariso n  a re  show n in 
T ab le  4. As can  herefrom  be e s tab lish ed , th e  g re a te s t  d ev ia tio n  betw een  th e  tw o  v a lu es o f  
lo ad  a p p ea red  a t  locus Q =  2,0, th a t  is o n  th e  co rn er p o in ts . T he a m o u n t o f  th e  re la tiv e  q u a d 
ra tic  m ean  e rro r here  reach ed  —  6,90 p e r  cen ts . T h e  ca lcu la ted  values o f  th e  p ro je c tio n  in n er 
forces p e rta in in g  to  th e  corner p o in ts  w ere , in  consequence  o f th is  e rro r b y  6 ,90  p e r cen ts, 
lo w er th a n  th e  effec tive  accu ra te  v a lues. T h e  la t te r  a re  in d ica ted  in  F ig u res 5 a n d  6 b y  sm all 
c irc les.

To ju d g e  th e  accu racy  a fu r th e r  goo d  o p p o r tu n ity  is given by  th e  fa c t t h a t  th e  accu ra te  
v a lu e s  o f  th e  p ro jec tio n  n o rm al forces p a ra l le l  to  th e  edge arches and  a c tin g  a lo n g  th e m  can
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b e  c o m p u te d  in  a  p r im a ry  w a y . T h e  e x ac t va lues o f  th e  p ro je c tio n  in n er force ny a c tin g  
a lo n g  th e  edge a rch  BC  is sh o w n  in  F ig . 6 b y  th e  p a ra b o la  d ra w n  w ith  a d o tte d  line . T h is  cu rv e  
d o es n o t  considerab ly  d e v ia te  f ro m  th e  curve d raw n  w ith  a  fu ll  lin e  show ing th e  re su lt  o f  th e  
a p p ro x im a te  calcu la tion .
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SU M M A RY

T h e  p re sen t p a p e r  d e a ls  w i th  th e  calcu la tio n  o f  a  p a ra b o lo id  shell o f rev o lu tio n  cen- 
tr ic a l ly  p lac ed  over a n  e q u ila te ra l  trian g le  basis. T h e  d e te rm in a tio n  of th e  p lane  p ro je c tio n  
in n e r  fo rces o f th e  shell in  q u e s tio n  is in  th e  case o f  a  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  v e r tic a l lo ad in g  
sy s te m  exceed ing ly  sim ple , b u t  in  th e  in s tan ce  o f a n o th e r  s o r t  o f  load ing  serious m a th e 
m a tic a l  d ifficu lties are  to  be  m e t w ith .

A  re la tiv e ly  sim ple m o d e  o f  ca lcu la tio n  is d e a lt  w ith , w h ic h  can  he  app lied  in  th e  case 
o f  c irc u la r— sy m m etrica lly -a rran g e d  v e rtica l d is tr ib u te d  lo a d s  —  e. g., snow  lo ad , o r d e ad  
lo a d . A lth o u g h  th e  in tro d u c e d  m e th o d  is ap p ro x im a te  o n ly , i t s  a ccu racy  com p le te ly  sa tis fie s  
p ra c t ic a l  requ irem en ts .

F o r  p roducing  th e  s tre s s  fu n c tio n  o f th e  p ro b lem , th e  p a p e r  se ts o u t fro m  a u x ilia ry  
fu n c tio n s  v an ish ing  a long  th e  c ircu m feren ce  of th e  tr ia n g le  b a se . To each of th ese  fu n c tio n s  
a  c irc u la r—sy m m etrica lly -a rran g e d  load ing  system  —  in d e p e n d e n t  o f  th e  cen tra l ang le  —  can  
b e  a tta c h e d . T he a p p ro x im a te  s tre s s  fu n c tio n  is p ro d u ced  fro m  a  co m b in a tio n  of th ese  a u x ilia ry  
fu n c tio n s  in  such  a w ay  t h a t  th e  a p p ro x im a te  load ing  sy s te m  co rresp o n d in g  to  th e  a p p ro ac h in g  
s tre ss  fu n c tio n  should  d e v ia te  as l i t t le  as possible f ro m  th e  g iv en  load ing . T herefo re , th e  p a r a 
m e te rs  belonging  to  th e  c o m b in a tio n  of functions in  q u e s tio n  a re  d e te rm in ed  b y  a sectionw ise , 
o r b y  a p a r t ly  sectionw ise a n d  p a r t ly  p o in t b y  p o in t a d ju s tm e n t,  respectively .

T h e  p a p e r w as co m p le te d  b y  a num erica l ex am p le . T h e  l a t t e r  p ro v ed  th e  p la in  p o ss ib 
i l i ty  o f  th e  a p p lica tio n  a n d  th e  su ffic ien t accu racy  o f th e  m e th o d  suggested.

E IN E  R O T A T IO N S P A R A B O L O ID F Ö R M IG E  SC H A LE 
Ü B E R  G L E IC H S E IT IG E M  D R E IE C K G R U N D R IS S

P. CSONKA

ZU SA M M EN FA SSU N G

D e r vorliegende A u fsa tz  b e fa ß t  sich m it der B e rec h n u n g  e in e r ro ta tio n sp a ra b o lo id fö r-  
m ig en , ü b e r  einem  g le ich se itig en  D re ieck g ru n d riß  m it t ig  a u fg e b a u te n  M em branschale . D ie 
B e s tim m u n g  der S c h n ittk ra f tp ro je k tio n e n  der zur D isk u ssio n  s te h en d e n  Schale is t  im  F a lle  
e in es v e r tik a le n , ü b e r d ie G ru n d riß p ro je k tio n  g le ichm äß ig  v e r te i l te n  B e lastu n g ssy stem  ä u ß e rs t
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e in fach , wogegen m an  im  F a lle  an d ere r B e la stu n g en  a u f  e rn s te  m ath em a tisch e  S ch w ierig k e iten  
s tö ß t.

In  der Folge w ird  e in  v e rh ä ltn ism äß ig  e in fach es R ech n u n g sv erfah ren  e rö r te r t ,  w elches 
fü r  d e n  F a ll k re is sy m m e trisch  v e r te ilte r  V e r tik a lla s te n  a n w en d b a r is t. D as b e h a n d e lte  V er
fa h re n  is t  zw ar eben fa lls  n u r  an n äh e rn d , doch  e n ts p r ic h t  dessen  G enauigkeit w e itg e h en d  den 
A n fo rd eru n g en  de r p ra k tis c h e n  A nw endung.

Z ur H ers te llu n g  d e r S p an n u n g sfu n k tio n  des P ro b lem s w ird  im  A u fsatz  v o n  H ilfs fu n k 
tio n e n  ausgegangen , zu  d e ren  jed e r ein  k re issy m m etrisch  an g eordnetes B e la s tu n g ssy s tem  zuge
o rd n e t  w erden  k a n n . D ie  an n äh e rn d e  S p a n n u n g sfu n k tio n  w ird  aus de r K o m b in a tio n  d ieser 
H ilfsfu n k tio n en  a u f  so lche W eise h e rg este llt, d a ß  d as  de r an n äh e rn d en  S p a n n u n g sfu n k tio n  
en tsp rec h en d e  B e la s tu n g ssy stem  v om  gegebenen B e la s tu n g ssy stem  so w enig als m ö g lich  abw ei
che. A us diesem  G ru n d e  w erd en  die P a ra m e te r  d e r o b e n g en a n n te n  F u n k tio n sk o m b in a tio n  m it 
H ilfe  e iner ab sc h n ittsw e isen , bzw. m itte ls  e iner zu m  T eil absch n ittsw e isen  u n d  zu m  T eil p u n k t 
w eisen  A npassung  b e s tim m t.

D er A u fsatz  i s t  d u rc h  ein Z ah lenbeisp iel e rg ä n z t. D ieses re ch tfe r tig t sow ohl d ie e in 
fach e  A n w en d u n g sm ö g lich k e it wie a u ch  die g en ü g en d e  G en au igkeit des v o rg esch lag en en  V er
fah ren s.

C A L O T T E  D E  FO R M E  P A R A B O L O ÏD E  D E  R É V O L U T IO N ,
C O N S T R U IT E  S U R  U N  T R IA N G L E  É Q U IL A T É R A L

P. CSONKA

R É S U M É

L ’é tu d e  d o n n e  le calcu l d’une c a lo tte  de  fo rm e p arab o lo ïd e  de ré v o lu tio n , d ’u n e  d isp o 
s it io n  co n cen triq u e , c o n s tru ite  su r u n  tria n g le  é q u ila té ra l . L a  d é te rm in a tio n  des fo rces in té 
r ieu re s  p ro jec tiv es de  la  c a lo tte  en q u estio n  e s t b ien  sim p le  dans le cas d ’u n  sy s tèm e  de charges 
v e rtic a le s  ré g u liè re m en t ré p a rtie s  su r la  base , m ais se h e u rte  à de g raves d iff icu lté s  de  calcul 
d a n s  les au tre s  fo rm es de  chargem en t.

L ’é tu d e  p ro p o se  u n e  m éthode  de calcu l re la tiv e m e n t sim ple, app licab le  d a n s  le cas de 
c h arg e s  ve rtica les  d e  r é p a r t i t io n  c ircu la ire -sy m é triq u e  (charge de neige, p o ids m o r t,  e tc . . .). 
L a  m é th o d e  p ré sen té e  n ’a q u ’un  ca rac tè re  ap p ro ch é , m ais  son ex ac titu d e  sa tis fa it  e n tiè re m en t 
les exigences de la  p ra tiq u e .

P o u r é ta b lir  la  fo n c tio n  de ten s io n  d u  p ro b lèm e  l ’é tu d e  p a r t  de fo n c tio n s  au x ilia ires  
d isp a ra is s a n t su r le  c o n to u r  de trian g le , d o n t ch ac u n e  p e u t  ê tre  a d jo in te  à  u n  sy s tè m e  de charge 
c irc u la ir-sy m é triq u e  ( in d é p e n d a n t de l’angle c e n tra l) . L a  fo n c tio n  de ten s io n  a p p ro ch é e  est 
p ro d u ite  de la  co m b in a iso n  linéaire  de ces fo n c tio n s au x ilia ires , d ’une  façon te lle  q u e  le sy s tèm e  
d e  ch arg es c o rre sp o n d a n t à  la  fo n c tio n  de te n s io n  ap p ro ch ée  d iffère  le m oins po ss ib le  du  
sy s tè m e  de charges d o n n é . D ans ce b u t ,  on  d é te rm in e  les p a ram ètre s  de la  co m b in a iso n  de 
fo n c tio n s  p a r  u n  a ju s te m e n t d ’é tap e  en  é tap e , c’e s t-à -d ire  u n  a ju s te m en t fa it  en  p a r t ie  p a r  é ta 
p e s , e t  en  p a r tie  e ffe c tu é  su r certa in s  p o in ts .

L ’é tu d e  est c o m p lé tée  p a r  un  exem ple n u m ériq u e . Celui-ci d ém ontre  l ’a p p lic a tio n  sim ple 
e t  l ’e x a c titu d e  sa tis fa is a n te  de la m éthode  p ro p o sée  p a r  l ’au teu r.

ОБОЛОЧКА В ВИДЕ ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ [НАД ПЛАНОМ В ВИДЕ| 
ПРАВИЛЬНОГО ТРЕУГОЛЬНИКА

П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

Данная работа занимается расчетом мембранной оболочки в виде параболоида 
вращения центрального размещения, построенного над планом в виде правильного тре
угольника. Определение проекционных сил натяжения рассматриваемой оболочки явля
ется относительно простым в случае отвесной системы нагрузок, равномерно распреде
ляющейся на проекции основания, однако в прочих случаях нагрузок сталкивается 
вычислениях с серьезными затруднениями при.
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Данная работа знакомит читателя с относительно простым вычислительным мето
дом, применимым в случае нагрузки отвесного распределения круговой симметричной 
схемы (например, снежная нагрузка, нагрузка от собственного веса). Иллюстрированный 
метод носит также приближенный характер, однако точность метода с избытком 
удовлетворяет требования практики.

Статья для вывода функции напряжения задачи исходит из таких вспомогательных 
функций, исчезающих на периметре треугольного основания, для каждой из которых 
можно придать систему нагрузок с круговой симметричной схемой (независимой от цент
рального угла). Приближенная функция напряжения выводится из линейной комби
нации этих вспомогательных функций таким образом, чтобы система нагрузки, соответ
ствующая приближенной функции напряжения, отличалась, по мере возможности, от 
данной системы нагрузки. Для этой цели параметры функциональной комбинации опре
деляются сопряжением по участкам, соответственно частично сопряжением по точкам, 
а частично по участкам.

Работа дополняется числовым примером. Этот пример подтверждает простоту при
менения и соответствующую точность рекомендованного метода.



UNTERSUCHUNG DER DIE WERTE DER RRUCHARBEIT 
BEEINFLUSSENDEN FAKTOREN, MIT BESONDERER 

RÜCKSICHT AUF DIE METALLISCHEN UND 
NICHTMETALLISCHEN VERUNREINIGUNGEN 

DES ALUMINIUMS

A .  D O M O N Y

KANDIDAT DER TECHN. WISSENSCHAFTEN, 
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR DIE METALLINDUSTRIE, BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  18. J u n i  1959]

Im  In te resse  e iner genaueren  E rk e n n tn is  d er E ig en sch aften  d e r  M etalle  
b e s te h t eine alte  T endenz der M a te ria lp rü fer d a rin , an  S telle  d e r  d ie  w ah ren  
p h y sika lischen  V orgänge n ich t deckenden  m echan ischen  K en n w erte  (w ie z. B. 
Z ugfestig k e it, F ließgrenze, D ehnungsg renze , H ä r te  usw .) M aßzah len  zu  e n t
w ickeln , die a u f  G rund  d er ze itg em äß en  m eta llp h y sik a lisch en  u n d  in  bezug  
a u f  die F e in s tru k tu r  d e r M aterie  erw orbenen  K en n tn isse  d e fin ie rt w e rd en  k ö n 
nen . M aßzahlen  dieser A r t b ie ten  fe rn e r die M öglichkeit, a u f  e inze lne , b ish er 
unersch lossen  gebliebene Z u sam m en h än g e  zw ischen S tru k tu r , Z u sa m m e n se t
zung  u n d  E igenschaften  d er M etalle  h inzuw eisen .

E in e r  der K en n w erte  die a u f ze itg em äß en  m e ta llp h y sik a lisch en  u n d  m e
ta lls tru k tu re lle n  B egriffen  b e ru h en , w u rd e  v o n  G i l l e m o t  u n d  S in a y  [ 1 ]  erö r
te r t .  N ach  d er A nsich t d ieser A u to ren  k a n n  die B ru c h a rb e it zu r g e n au en  E r m it t 
lu n g  der be i der Z ugfestigkeitsm essung  in  einem  defin ie rt geringen  Q u e rsc h n itt  
des M etalles vor sich gehenden  V orgänge herangezogen  w erden . D ie  an  der 
B ruchste lle  des P rü fk ö rp e rs  g e le iste te  K o n tra k tio n sa rb e it w u rd e  d a b e i m it 
H ilfe d er fo lgenden F o rm el b e rech n e t:

A c
de
3

[oF -\- 2<tb] +  4,6uß log 1 + *  
1 +  <5S

+  <Tß ( l + ^ ) 2-
1

Щ
1

1 + 4

wo
A c — B ru ch arb e it, m kg/cm 2, 
öe =  gleichm äßige D eh n u n g , % ,

d =  ; xp =  K o n tra k tio n , %  ,
1 — xp

a g =  Z ugfestigkeit, k g /m m 2, 
dp  =  F ließgrenze, k g /m m 2.

B ei d er U n te rsu ch u n g  des a u f  verschiedenem W ege bearbeiteten A lu m in iu m s 
begegne ten  w ir bere its  b ish e r zah lre ichen  F ä llen , wo die an o m ale  G e s ta ltu n g  
e inzelner E igenschaften  des M etalles (so z. B. A nom alien  in  d e r e lek trisch en
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L e itfä h ig k e it , e rhöh te  K o rro s io n sem p fin d lich k e it, schw ierige E n tg a sb a rk e it  
u sw .)  d u rch  m it ch em isch er A nalyse  n achw eisbare  Ä n d eru n g en  in d er Z u sam 
m e n s e tz u n g  n ich t e r k lä r t  w e rd e n  ko n n ten . W ir  b e o b a c h te ten  fe rn e r einen 
b e d e u te n d e n  U n tersch ied  zw ischen  dem  V e rh a lte n  des m it m eta llischen  Z u sä t
z e n  k ü n s tlic h  leg ierten  R e in s ta lu m in iu m s u n d  d em  des H ü tte n a lu m in iu m s m it 
ä h n l ic h e r  chem ischer Z u sam m en se tzu n g . A ll d iese  V ersuchsergebnisse  ließen  
d a r a u f  schließen, daß  d as  H ü tte n a lu m in iu m  b e i se in e r H erste llu n g  o d er B e a r
b e i tu n g  solche V e ru n re in ig u n g e n  aufnehm en k a n n , die b isher m it H ilfe  von  
a n a ly t is c h e n  V erfahren  n ic h t  nachgew iesen w erd en  k o n n te n . D iese gering füg i
g e n  V erun re in igungen  k ö n n e n  aber au f die E ig e n sc h a fte n  des M etalles einen  
e n tsc h e id e n d e n  E in flu ß  a u s ü b e n .

D ie  bezüglich d e r B ru c h a rb e it  en tw ick e lten  allgem eingü ltigen  F e s ts te l
lu n g e n  von  G i l l e m o t  u n d  S i n a y  versu ch ten  w ir  n u n  a u f  R e in a lu m in iu m  u n d  
sc h w a c h  legiertes A lu m in iu m  anzuw enden. A u f G ru n d  d er a u f die B ru c h a rb e it 
b e z ü g lic h e n  th eo re tisch en  E rö rte ru n g e n  w ar es n äm lich  zu erhoffen , d aß  die 
s ic h  b e i  der B ea rb e itu n g  d e r  L eich tm eta lle  ze itw eise  b em erk b ar m ach en d en  
u n d  b is  zu r Zeit noch n ic h t  g en ü g en d  au fg ek lä rten  A n om alien  du rch  die A nw en
d u n g  d e r  neuen M aßzahl e in e  B egründung  oder m in d e s te n s  eine näherungsw eise  
E r k lä r u n g  erhielten.

1 . D ie W irkung e in z e ln e r  geringfügiger m e ta llisc h e r V erunre in igungen  
a u f  die B ru c h a rb e it des R e insta lum in ium s, H ü tten a lu m in iu m s 
und  der aus E . A l— M g—Si-Legierungen herg este llten  D räh te

A ls die erste u n d  a u s fü h rlic h e  V erw endung  d e r M aßzahl der B ru c h a rb e it 
in  d e r  A lu m in iu m in d u strie  w u rd e n  zunächst d ie  a n  L e ic h tm e ta ll-P reß d rä h te n  
d u rc h g e fü h r te n  M essungen  v o n  G i l l e m o t  u n d  S i n a y  [1] e rg än z t. Z u  diesem  
Z w e c k e  w urden die B ru c h a rb e ite n  der aus A lu m in iu m  versch iedenen  R e in h e its 
g ra d e s  bzw . aus schw ach le g ie r te m  A lum inium  u n te r  den  gleichen B ed ingungen  
h e rg e s te ll te n  D räh te  g em essen .

D ie  erste Serie w u rd e  m it  aus R e in s ta lu m in iu m  herg este llten  D rä h te n  
v o rg e n o m m e n . Die L e g ie ru n g e n  m it Fe u n d  Si w u rd e n  du rch  Z u sa tz  von  
A l— S i 10%  bzw. A l— F e  3 %  V orlegierungen d u rc h g e fü h rt.

D as  zu den P ro b e n  v e rw en d e te  M a te ria l w u rd e  einheitlich , m it H ilfe 
e in e s  h a lb k o n tin u ie rlich en  B lockg ießverfah rens zu  P reßb löcken  m it einem  
D u rc h m e sse r  von 75 m m  gegossen. Die P re ß b lö c k e  m it gefräster O berfläche  
w u rd e n  be i einer T e m p e ra tu r  v o n  450° C 6 S tu n d e n  lan g  h o m o gen isie rt u n d  
a n sc h lie ß e n d  in  einer h y d ra u lis c h e n  S trangpresse  zu  S täb en  m it einem  D u rc h 
m e s s e r  v o n  10 m m  g e p re ß t .  E in  A nteil d er v o rg e p re ß te n  S tan g en  w urde  3 
S tu n d e n  lang einer W ä rm e b e h a n d lu n g  bei 320° C u n te rzo g en  u n d  ansch ließend  
im  O fen  langsam  a b g e k ü h lt  (segregierende W ärm eb eh an d lu n g ); e in  zw eiter
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A n te il d e r P roben  w u rd e  3 S tu n d en  la n g  b e i e iner T em p era tu r  v o n  520° C in  
e in em  O fen  m it L u ftz irk u la tio n  h o m o g en is ie rt u n d  sodann  in  k a lte m  W asser 
ab g esch reck t. D er d r i t te  A n te il der P ro b e n  w u rd e  in  gep reß tem  Z u s ta n d  w ei
te rv e ra rb e ite t .  D ie D ra h tp ro b e n  w u rd en  m it e iner e inheitlichen  Z ieh ste in re ih e  
u n d  a u f  e iner E inzelziehm asch ine zu D rä h te n  m it 2,5 m m  D u rch m esse r abge-

T abelle  1

Brucharbeiten von Drähten aus Beinstalum inium  ( A c mkg/cm2)

Material
Wärme

behandlung 10 mm 0 6—8 mm 0 2,5—3 mm 0

99,99 Al 320° C 
500° C

52 53 52

99,99 Al +  Fe 0,1 320° C 
500° C

50 53 55

99,99 Al +  Fe 0,23 320° C 
500° C

52 - 58

99,99 Al +  Fe 0,3 320° C 
500° C

52 — 60

99,99 Al +  Fe 0,5 320° C 
500° C

53 — 60

99,99 +  Si Spur. 320° C 
350° C

— 53 58

64 61
99,99 +  Si 0,02 320° C _ 60 55

500° C — 66 65
_ — 55

99,99 +  Si 0,20 320° C 50 47 51
500° C 50 60 64

_ 48 50 78
99,99 +  Si 0,40 320° C 48 48 53

500° C 48 55 80
_ 54 51 64

99,99 +  Si 0,67 320° C 52 45 57
500° C 47 57 74

_ — 60
99,99 +  Si 0,93 320° C 52 45 64

500° C 41 61 77

_ _ _ 55
99,99 +  Si 0,08 +  Fc 0,23 320° C 55 — 54

500° C 52 — 56
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zogen. Die B ru c h a rb e ite n  d e r D räh te  v e rsch ied en er Z usam m ensetzung  w u rd e n  
b e i D urchm essern  v o n  8,4 u n d  6 m m  bzw. 3 u n d  2,5 m m  u n te rsu c h t. D ie D u rc h 
sc h n itte  der M eßergebn isse  sowie die Z u sam m en se tzu n g en  d er u n te rs u c h te n  
P ro b en  sind in  T ab e lle  1 an g efü h rt.

Aus der T ab e lle  1 g e h t folgendes h e rv o r:
1. Die B ru c h a rb e it  w ird  w eder d u rch  d ie  L eg ie rung  m it geringen  M en

gen F rem d m eta llen  (0 — 0 ,5 %  Fe, 0 — L 0 %  Si) n o ch  d u rch  die W ä rm e b e h an d 
lu n g  — bei den M e ta llen , die bezüglich d er Z u sam m en se tzu n g  in n e rh a lb  d e r  
o b en  angegebenen G ren zen  liegen — in  b e d e u te n d e m  M aße b e e in flu ß t. E in e  
A usnahm e b ild e t d ie  hom ogen isierte  P ro b e  m it e in em  G ehalt an  Si v o n  1 % , 
w o — in Ü b e re in s tim m u n g  m it den frü h e ren  M essungen  von  G i l l e m o t  u n d  
S i n a y  [1] — bei d en  P re ß d rä h te n  eine b e d e u te n d e  A bnahm e der B ru c h a rb e it 
b e o b a c h te t w erden  k o n n te .

2. D urch das K a ltz ie h e n  der P re ß d rä h te  au s  R e in s ta lu m in iu m  w erd en  
d ie  W erte  der B ru c h a rb e it  be i D urch m essern  v o n  10 — 2,5 m m  n ic h t b e e in 
t r ä c h tig t .

3. Bei m it F e  u n d  Si leg iertem  R e in s ta lu m in iu m  w ird  die B ru c h a rb e it  
b is  zu D urchm essern  v o n  1 0 —2,5 m m  d u rc h  d as  K a ltz ieh en  im  a llg em ein en  
v e rg rö ß e rt.

4. Bei den m it F e  leg ie rten  P roben  ü b t  d ie W ärm eb eh an d lu n g  d er P re ß 
d rä h te  au f die B ru c h a rb e it  d e r ka ltgezogenen  D rä h te  keinen  E in flu ß  aus.

5. Bei den m it S i le g ie rte n  M etallen m a c h t sich  d ie  W irkung  der W ä rm e 
b e h an d lu n g  von P re ß d rä h te n  hei den k a lt  gezogenen  D rä h te n  b em erk b ar. D ie 
B ru c h a rb e it der aus h o m o g en is ie rtem  P re ß d ra h t  gezogenen D rä h te  is t g rö ß e r 
als d ie der h e te ro g e n is ie rten  D räh te .

6. D urch  das in  fe s te r  Lösung b e fin d lich e  Si w ird  die B ru c h a rb e it d e r 
M etalle  nach  du  d er W ärm eb eh an d lu n g  fo lgenden  K a ltb e a rb e itu n g  in  hö h erem  
M aße als durch  die S iliz ium - oder E isen a lu m in id au ssch e id u n g en  erhöh t.

Tabelle 2

Brucharbeiten von Drähten aus H üttenalum inium  ( A c mkg/ern1)

Material 10 mm 0  
gepreßter Stab

Fertiggezogene г 
Draht mit 

Durchmesser 
zwischen 

2 und 4 mm

99,99%  Al 52 52
99,5% Al 44,5 48

99,5%  Al in  V a k u u m  geschmolzen 53,4 —
99,5%  Al au s  A lum in ium spänen  

g ep reß ter S ta b  (oxydischer S tab) 35,2 -
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I n  T abe lle  2 w u rd en  die B ru e h a rb e ite n  d er aus R e in s ta lu m in iu m  u n d  aus 
H ü tte n a lu m in iu m  m it 99 ,5%  R e in h e itsg ra d  herg este llten  P re ß d rä h te  u n d  der 
aus d iesen  durch  K a ltz ie h e n  h e rg es te llten  D rä h te  m it D urchm essern  v o n  2 —4 
m m  m ite in a n d e r  ve rg lich en . D ie U n te rsu c h u n g e n  w urden  n ich t n u r  m it D ra h t
p ro b e n , die in  der o ben  beschriebenen  W eise  im  L ab o ra to riu m  h e rg e s te llt  w e r
d en  s in d , sondern  im  F a lle  des H ü tte n a lu m in iu m s  auch m it P ro b e n , d ie  aus 
der E rzeu g u n g  im  G ro ß b e tr ieb  h e rv o rg in g en , d u rch g efü h rt. U nsere  M essungen  
w u rd e n  fe rn e r auch  m it  den M eßergebn issen  e rg än z t, die w ir an  P re ß d rä h te n  
e rh ie lte n , die e inerseits aus einem  in e in em  Y ak u u m o fen  um geschm olzcnen  H ü t
ten a lu m in iu m b lo ck , andererse its  aus o x y d isch en  Spänen  d u rch  W a rm p re sse n  
h e rg e s te llt  w orden sind .

N ach  den in  d er T abe lle  2 zu sam m en g e faß ten  E rgebn issen  w ird  d ie  B ru c h 
a rb e it  des F e r tig d ra h te s  auch bei d em  H ü tte n a lu m in iu m  du rch  das K a ltz ie 
h en  e rh ö h t. Die B ru c h a rb e ite n  des P re ß d ra h te s  sowie des k a ltg ezo g en en  H ü t
te n a lu m in iu m d ra h te s  s in d  aber g e rin g e r als die des R e in s ta lu m in iu m s. Die 
B ru c h a rb e it  des P re ß d ra h te s , der aus im  Y ak u u m  um geschm olzenem  H ü t te n 
a lu m in iu m  h e rg es te llt w orden  ist, is t  d e r  des R ein sta lu m in iu m s geich . D em 
g eg en ü b er n im m t d e r W e rt der B ru c h a rb e it  bei d em  aus o x y d isch en  S p än en  
g e p re ß te n  D ra h t b e d e u te n d  ab.

W ir u n te rsu c h te n  fe rn e r auch  d ie  A u sb ild u n g  der B ru c h a rb e it  d e r  aus 
m it v e rsch iedenen  M engen  an  Mg2Si le g ie r te n  H ü tte n a lu m in iu m  h e rg e s te llte n  
P reß - u n d  F e r tig d rä h te . B ei den P ro b e n  w u rd en  auch die be i d er H e rs te llu n g  
d er A l — M g—S i-L e itu n g sd rä h te  ü b lic h e n  W ärm eb eh an d lu n g en  z u r W a rm 
a u ssch e id u n g  m it b e rü c k s ic h tig t. D ie  E rg eb n isse  der te ils aus d em  L a b o ra to 
r iu m , te ils  aus G ro ß b e tr ie b  s ta m m e n d e n  P ro b e n  w urden  in  T ab e lle  3 zu sam 
m e n g e fa ß t.

A us der T a b e lle  g eh t hervo r, d a ß  d u rch  eine größere M enge a n  Mg3Si 
d ie  B ru c h a rb e it d e r P re ß d rä h te  — u n a b h ä n g ig  von  der W ärm e b e h an d lu n g  —

T abelle  3

Brueharbeiten von A l — M g—Si-Drähten aus Hüttenaluminium-Basis ( A c mkg/cm2)

Material

Zusammensetzung 
in %-en

Gepreßter Draht 
8— 10 mm 0 Fertig-

gezogener
Draht

2—3 mm 0

Fertig- 
gezogener 
warm aus-

In homo
genisiertem 

Zustand

gehärteter
Draht

2—3 mm 0Mg Si Fe
In ge

presstem 
Zustand

K o n d u k ta l 0,16 0,10 0,23 45 47 51

K lassisches
A ld rey 0,40 0,51 0,23 32 29 43 50

A lu d u r 0,65 0,62 0,25 — — 38 46
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im  V erg leich  zu dem  H ü tte n a lu m in iu m  v e rm in d e r t  w ird . D urch  das K a ltz ie h e n  
u n d  d ie  le tz te  A n laß w ärm eb eh an d lu n g  w ird  d ie  B ru c h a rb e it e rh ö h t. D ie d ie  
B ru c h a rb e it  e rn ied rig en d e  W irk u n g  einer g rö ß e ren  M enge an  Mg2Si m a c h t s ich  
je d o c h  selbst n ach  d em  d e r  hom ogen isierenden  W ärm eb eh an d lu n g  fo lg en d en  
K a ltz u g  u n d  A ussch e id u n g sg lü h en  geltend . D as  in  L ösung gegangene M g2Si 
w e is t n ach  dem  d e r  H om ogen isierung  fo lgenden  K a ltz ie h e n  eine dem  g e lö s ten  
S iliz iu m  en tg eg en g ese tz te  W irk u n g  auf. N ach  u n se re r  V orstellung  d ü rf te  d ie se  
E rsch e in u n g  a u f die d u  G itte rsp an n u n g  e rh ö h en d e  W irk u n g  des in  ä u ß e rs t  fe i
n e r  D ispersion  ausgesch ied en en  Mg2Si z u rü c k g e fü h rt w erden . F ü r die B e k rä f t i
g u n g  un se re r A n sich t d ü rf te  auch  der U m s ta n d  sp rech en , daß  die B ru c h a rb e it  
d u rc h  die A u ssch e id u n g sg lü h u n g  — die a u f  d as  M eta ll eine A n laß w irk u n g  u n d  
a u f  d ie Mg2S i-A usscheidungen  eine in  e inem  gew issen  G rad  ag g lo m erie ren d e  
W irk u n g  au sü b t —  z u n im m t.

B ezüglich  d er b ish e r  d u rch g efü h rten  U n te rsu c h u n g e n  w ollen w ir b e m e r
k e n , d a ß  in  den T ab e llen  d ie  M itte lw erte  u n se re r  M essungen an g efü h rt w o rd en  
s in d . D ie einzelnen M essungen  wiesen u n te re in a n d e r  eine s ta rk e  S tre u u n g  a u f  
(d e r  E x tre m w e rt d e r S tre u u n g  b e tru g  ± Ю % )-  A us d iesem  G runde k a n n  au s 
d en  a n g e fü h rten  M eßergebn issen  m ehr a u f  eine T en d en z  der E rsch e in u n g en  a ls  
a u f  zah lenm äß ige  W e rte  geschlossen w erden .

A us einem  V erg le ich  d e r D u rch sch n itte  d e r B ru ch a rb e iten , die an  P re ß -  
d rä h te n  aus A lu m in iu m  v ersch iedener Z u sam m en se tzu n g  u n d  an  k a ltg ezo g e 
n en  A lu m in iu m d rä h te n  gem essen w urden , k ö n n e n  jed o ch  die fo lgenden  F e s t 
s te llu n g e n  gem ach t w e rd en :

1. D ie B ru c h a rb e it des R e in s ta lu m in iu m s sow ie die des m it g e rin g en  
M engen  E isen  u n d  S iliz ium  (in der G rö ß e n o rd n u n g  v o n  0 ,1 % ) le g ie r te n  
R e in s ta lu m in iu m s is t  sow ohl in  g ep reß tem  w ie au ch  in  gep reß tem  u n d  
kaltg ezo g en em  Z u s ta n d e  g rößer als die des in  g le icher W eise b e h a n d e l
te n  H ü tte n a lu m in iu m s . D u rch  die dem  R e in s ta lu m in iu m  zugese tz ten  g e r in 
gen M engen einzelner L eg ierungsm eta lle  w ird  d ie  B ru c h a rb e it des k a ltv e rfo rm - 
te n  S toffes en tw ed er e rh ö h t oder aber n ic h t v e rä n d e r t .

2 . D ie B ru c h a rb e it  des H ü tte n a lu m in iu m s w ird  in  b ed eu ten d em  M aße 
d u rc h  d iejen igen  V eru n re in ig u n g en  (wie z. B . S i o d e r Mg2Si) b ee in flu ß t, die sich  
im  G itte r  lösen bzw . in  e in e r  ä u ß e rs t feinen D isp e rs io n  im  G itte r  ausgesch ieden  
d ie  G itte rsp a n n u n g  zu  e rh ö h e n  verm ögen.

2. E in fluß  der A lu m in iu m o x y d -V eru n re in ig u n g en  a u f  die B ru ch arb e it
des A lum in ium s

Im  w eiteren  V erlau fe  u n se re r V ersuche w u rd e n  die B ru c h a rb e ite n  u n te r 
su c h t, d ie an  S täb en  gem essen  w urden , die aus R e in s ta lu m in iu m  sowie aus e g a 
lis ie r te n  H ü tte n m e ta llc h a rg e n  versch iedenen  U rsp ru n g s  ab er nahe  der g le ichen  
chem ischen  Z u sam m en se tzu n g  gegossen w u rd en  u n d  deren  D urchm esser 7 m m
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b e tru g . B ei allen  U n te rsu ch u n g en  erfo lg te  das S chm elzen der M etalle  in  e inem  
e lek trisch en  Ofen m it W id erstan d sh e izu n g , b e i e iner S c h m e lz tem p era tu r  v o n  
710—720° C und  bei e iner G ie ß te m p e ra tu r  v o n  690 — 700° C.

D ie P ro b en  w urden  in  e ine  k a lte  K o k ille  aus G ußeisen, n a c h  A bb . 1, 
gegossen. W egen der s ta rk e n  S tre u u n g  d er an  d en  einzelnen P ro b e s tä b e n  gem es
senen W e rte  beziehen  sich die m itg e te ilte n  W e rte  a u f den D u rc h s c h n itt  v o n  
10—50 E inzelm essungen .

N ach  den E rgebnissen  d e r  T abe lle  4 i s t  die größere B ru c h a rb e it  des 
R e in s ta lu m in iu m s sowie die des m it m e ta llisch en  Z usätzen  schw ach  le g ie rte n  
R e in s ta lu m in iu m s im  V ergleich m it dem  H ü tte n a lu m in iu m  au ch  h ie r  au g e n 
fällig . E s is t  fe rn er auch  in te re ssa n t, in  w elchem  M aße sich d er D u rc h s c h n itt  
der B ru c h a rb e ite n  von  H ü tte n a lu m in iu m c h a rg en  versch iedenen  U rsp ru n g s  
ä n d e rt. D ie A bw eichungen in  d e r B ru c h a rb e it be i den einzelnen  eg a lis ie rten  
H ü tte n a lu m in iu m c h a rg en  von  n ah ezu  g le icher chem ischer Z u sam m en se tzu n g  
k ö n n en  d u rch  d ie  an a ly tisch  e rm itte lte  Z usam m en se tzu n g  d er M eta lle  n ic h t 
b e g rü n d e t w erden.

Z u r E rk lä ru n g  der bei d en  H ü tte n m e ta lle n  b eo b ach te ten  g ro ß en  A bw ei
chungen  in  der B ru ch a rb e it v e rsu c h te n  w ir, d ie  M etalle m it A lu m in iu m o x y d  
zu v e ru n re in ig en . D ie Z u fü h ru n g  des O xyds erfo lg te  in  seiner re a k tio n s fä h ig 
s ten  F o rm , indem  der Schm elze anod isch  o x y d ie rte  B lechstücke  z u g e fü h rt 
w u rd en . D ie S ch m e lz tem p era tu r sow ie die T e m p e ra tu r  der P ro b e n a h m e  b e tru g
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Tabelle 4

Brucharbeiten von aus Reinstalum inium  sowie aus egalisierten Hüttenaluminiumchargen gegossenen 
Proben m it 7 mm Durchmesser ( A c mkg/cm2)

(Jede einzelne Charge im Laboratoriumsofen umgesctmolzcn)

Zusammensetzung Bruch-
Fe Si Ti arbeit

U m geschm olzene  M assel aus R e in s ta lu m in iu m 0,003 0,002 — 2 6 - 3 0

M it F e  -f- Si v e n ir re in ig tes R e in s ta lu m in iu m 0,1 0,1 — 25

M it £ i v e ru n e in ig te s  lie -in sta 'u n  iiiiimi 0,006 0,4 — 25

D u rc h s c h n it t  aus zehn ve rsch ied en en  egalisierten  
H ü t  te rm e t  allen m it einem  R e in h e itsg rad  v en
6 9 ,i%  Al — — — 19,5

M e ta ll  I  (egalisiertes H ü tte n m e ta ll) 0,20 0,15 0,013 20
M e ta ll U  (egalisiertes H ü t te n ir e ta l l ) 0,22 0,18 0,010 18

M e ta l l  Y  (egalisiertes H ü tte n m e ta ll) 0,18 0,20 0,010 16

E i n  eg a lis ie rtes , ausländ isches H ü tten m e ta ll, das 
n a c h  u n se re r  K en n tn is  18 S tu n d e n  im  A bstehofen
v e rw e ilte 0.23 0,11 0,023 24,1

a u c h  h ie r  720 bzw . 690° C. D ie m it O xyd v e ru n re in ig te n  C hargen w u rd en  n ach  
d e r  E n tn a h m e  von  P ro b e n  m it  en tsp rech en d er M enge von  oxyd lösenden  R ein i- 
g u n g ssa lz e n  (40%  N aCl -f- 4 0%  KCl % 20%  N a 3A lF 6) gerein ig t, eine S tu n d e  
a b s te h e n  gelassen, ab e rm a ls  m it Salz gere in ig t, u n d  die neueren  P ro b en  w u rd en  
n a c h  d e m  A bsch lacken  bei e iner T e m p e ra tu r  v o n  690° C en tnom m en .

Tabelle 5

W irkung  des Zusatzes von Verunreinigungen und des nachträglichen Reinigens a u f die Brucharbeiten 
der aus Reinstalum inium  und aus Hüttenaluminium gegossenen Probestäbe ( A c mkg/cm2)

Ursprünglicher
Guß

Mit Oxyd ver
unreinigtes 

Metall

Mit Oxyd ver
unreinigtes 

und nachträg
lich gereinigtes 

Metall

R einsta lum in ium 26 26 30

H ü tten a lu m in iu m 16 10 12

A u s einem  V erg leich  d e r in  T abelle 5 a n g e fü h rte n  E rgebn isse  k a n n  es 
f e s tg e s te l l t  w erden , d aß  d u rc h  den  Z usatz  v o n  B lechen  m it o x y d ie rte r  O b e r
f lä c h e  bzw . du rch  das n a c h trä g lic h e  R ein igen  d ie  B ru ch a rb e it des R e in s ta lu -  
m in iu m s  kau m  b e e in trä c h tig t w urde. D ie E rg eb n isse  lagen in n e rh a lb  der 
S tre u u n g sg re n z e n  der M essungen. D em gegenüber w u rd e  die B ru ch a rb e it d u rch  
V e rse tz e n  des H ü tte n m e ta lls  m it oxyd iscben  B lech en  in  b ed eu ten d em  M aße
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ern ied rig t. Die V ersch lech terung  der B ru ch a rb e it k o n n te  durch  das R ein ingen  
d e r  M etallschm elze n ic h t k o m p en sie rt w erden .

D ie gegossenen P rü fs tä b e  w urden  auch e in e r h e te rogen isie renden  W ärm e
b e h an d lu n g  u n te rzo g en , in d em  sie 3 S tu n d en  lan g  bei e iner T e m p e ra tu r  v o n  
320° C geha lten  u n d  ansch ließ en d  langsam  a b g e k ü h lt w urden . W äh ren d  die 
B ru c h a rb e it bei allen  P ro b e n  des R e in sta lu m in iu m s u n g efäh r die gleiche b lieb , 
w u rd en  die W erte  d er B ru c h a rb e it  bei den P ro b e n  aus H ü tte n a lu m in iu m  d u rch  
die W ärm eb eh an d lu n g  v e rb esse rt, w obei jed o ch  d ie  W irk u n g  der o x yd ischen  
V erun re in igungen  u n d  d e r nach träg lich en  R ein ig u n g  auch  so zu r G eltung  kam .

E in e  dem  M aß d e r dem  H ü tte n a lu m in iu m  zu g ese tz ten  O x y d -V eru n re in i
gung  ähn liche Ä n d e ru n g  d er B ru ch a rb e it w u rd e  auch  bei den ein igen P ro b en  
b e o b a c h te t, die an  e inem  O fen m it n o rm alem  G ang  oder ab er einem  ü b e r
h itz te n  [2], v e rsc h la m m te n  O fen en tn o m m en en  M etallen  bzw . an  P ro b en  
gem essen w urden , die aus diesen C hargen n ach  d e r E galis ie ru n g  gegossen w o r
den  sind  (siehe T abe lle  6).

Tabelle 6

Brucharbeiten, gemessen an Probestäben, die nach dem Umschmelzen von Rohmasseln aus 99,5% 
A lum inium  gegossen worden sind. Das A lum inium  stammte aus unter verschiedenen Bedingungen 

arbeitenden Öfen bzw. aus egalisierten Chargen (A c mkg/cm2)

Rohmetall Egalisiertes
Metall

M etalle, d ie au s v e rsch lam m ten  W an
nen m it unausgeglichenen  A rbeits
bed ingungen  stam m en 6,2 10,5

M etalle aus e iner W anne  m it korrig ier
ten  A rb e itsbed ingungen 14,3 17,6

M etalle aus e in e r W an n e  m it no rm a
lem A rb eitsgang 15,3 19,5

A u ch  die geringen  W erte  der B ru ch a rb e it, d ie an  dem  einem  O fen m it 
u nausgeg lichenen  B etrieb sb ed in g u n g en  en tn o m m en en  M etall gem essen w u rd en , 
scheinen  d a fü r zu sp rech en , d aß  das A lum in ium  — in  äh n lich er W eise wie bei 
d en  frü h e ren  V ersuchen  — m it einem  die B ru c h a rb e it  in  hohem  M aße e rn ie d ri
genden  n ich tm e ta llisch en  S to ff  — m u tm aß lich erw eise  m it irgendeinem  im  
M eta ll fein  d isp erg ie rtem  O x y d  — v eru n re in ig t w u rd e .

G röbere A ussche idungen  oder sonstige m e ta llisch e  V erun re in igungen  v e r
m ögen n ich t — w ie w ir es b e re its  sahen — den  W e rt der B ru ch a rb e it in  d iesem  
M aße zu ve rsch lech te rn .

U nsere A nnahm e, w o n ach  die B ru ch a rb e it des H ü tte n a lu m in iu m s d u rch  
irgendeine  in  das M etall b e re its  be i seiner H e rs te llu n g  h ineingesch lcpp te  n ic h t-

7 Acta Technica XXIX/3—4.
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m e ta llisc h e  V erunre in igung  v e rr in g e rt w ird , scheinen  auch  die E rg e b n isse  zu 
b e k rä f tig e n , die w ir b e i u n se re n  in  a n d e re r  R ic h tu n g  v o rg en o m m en en  U n te r 
su c h u n g e n  erh ie lten .

B e i un seren  frü h e ren , d e r V erb esseru n g  d er e lek trischen  L e itfä h ig k e it des 
A lu m in iu m s d ienenden  A rb e ite n  b eg eg n e ten  w ir des ö fteren  so lchen  sch lech ten  
W e rte n , die w eder d u rch  die Z u sam m en se tzu n g  des M etalles noch  d u rc h  erzeu-

Abb. 2. A p p a ra t zur B estim m u n g  der V isk o s itä t bzw . der F ließze it v o n  geschm olzenem
A lu m in iu m

g u ngstechno log ische  V orgänge e rk lä r t w erd en  k o n n te n  [2, 3, 4 ] . D ie  b e i d er 
e le k tr isc h e n  L e itfäh ig k e it d er e inzelnen  C hargen  b e o b ach te ten  A nom alien  
b e g rü n d e te n  w ir d am it, d a ß  »das im  u nausgeg lichenen  O fengang h e rg e s te llte  
M e ta ll ä u ß e rs t fein v e r te il te , n ah ezu  in  fe s te r  L ösung be fin d lich e  V e ru n re in i
g u n g e n  (z. В . O xyde, K a rb id e  usw .) e n th ä lt , d ie die e lek trischen  E ig en sch a ften  
u n d  a u c h  die F es tig k e it des M etalles beein flu ssen«  [3]. B eim  A b steh en lassen  
b zw . b e i der R ein igung  m it Salz oder Schw efelch lo rü r der Schm elze b e o b a c h te 
te n  w ir , daß  diese » V eru n re in ig u n g en  n a c h trä g lic h  en tw eder ü b e rh a u p t n ich t 
o d e r  a b e r  n u r ä u ß e rs t schw ierig  e n tfe rn t w erden  k o n n ten «  [2].

U nsere  A nnahm e w u rd e  auch  d u rch  die E rgebn isse  der b e trieb lich en  
U n te rsu c h u n g e n  b e k rä f tig t . N ach  den  s ta tis tisc h e n  D a ten  ü b e r d ie  e lek trisch e
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L e itfä h ig k e it und  F es tig k e it der aus v e rsch ied en en  H ü tte n  u n d  aus M eta llen  m it 
n a h e z u  d er gleichen Z usam m en se tzu n g  m it d e r  gleichen T echno log ie  herg e
s te ll te n  D rä h te  is t die e lek trische  L e itfä h ig k e it der aus dem  B e tr ie b  m it aus
geg lichenem  O fengang s tam m en d en  M etalle  u m  0,2 —0,4 Siem ens b esse r, w obei 
ih re  F es tig k e it u m  1 kg /m m 2 g erin g er is t . D e r G roßteil d er M eta lle , deren  
sch lech te  L e itfäh ig k e it m it d er Z u sam m en se tzu n g  der einzelnen M eta llch arg en  
n ic h t  e rk lä r t  w erden k o n n te , s ta m m te  aus ü b e rh itz te n , v e rsc h la m m te n  Öfen.

N ach  u nserer V orste llung  k o n n te  das M eta ll in  diesen Ö fen in  dem  Mo
m e n t seiner E n ts te h u n g  m it irg en d e in e r A lu m in iu m o x y d -M o d ifik a tio n  u n te r

Zeichen Ac
mkg/mm

A 15,3
в 19,5

Abstehzeit Stunde

b)

Abb. 3. D ie m it H ilfe des in  Abb. 2 d a rg es te llten  A p p a ra te s  gem essenen F lie ß z e ite n  u n d  die 
W erte  der B ru ch arb e it in  A b h än g ig k e it v o n  d e r A bstehzeit (nach  Laar  [5])

a) M etall aus e iner W anne m it ausgeg lichenem  O fengang
b)  M etalle  aus W an n en  m it unau sg eg lich en em  O fengang

a n d e re n  B ed ingungen  als in  den  Ö fen m it ausgeglichenem , n o rm alem  G an g  in  
B e rü h ru n g  kom m en.

Ä hnliche  E rsch e in u n g en  w u rd en  b e o b a c h te t, als die V isk o s itä t [6] u n d  
die E n tg a s b a rk e it  der H ü tte n m e ta lle  in  A b h än g ig k e it von der A b s te h z e it u n te r 
su c h t w u rd e . Die D ü n n flü ssig k e it des geschm olzenen  M etalls w u rd e  von  
L a a r  [5] m it H ilfe e iner dem  u m g ek eh rten  E n g le rsch en  V iskosim eter äh n lich en  
V e rsu ch san o rd n u n g  (siehe A bb. 2) gem essen. D ie F estig k e itse ig en sch aften  w u r
d en  v o n  ih m  an P ro b estäb en , die in  K o k illen  nach  Abb. 1 gegossen w orden  
s in d , gem essen.

N ach  den  M eßergebnissen k ö n n en  d ie  aus d en  A lu m in iu m h ü tte n  e rh a lte 
n en  M etalle  — u n ab h än g ig  von  d e r sch e in b a ren  chem ischen Z u sam m en se t-

7 *
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z u n g  — in  zwei T y p en  e in g e re ih t w erden. B ei d e r e in en  A rt geh t die E rn ie d r i
g u n g  d e r V isk o sitä t u n d  d ie  V erbesserung  d e r gem essenen  physikalischen  u n d  
m ech an isch en  E ig e n sc h a fte n  b e i der A b steh u n g  ra sc h  v o r  sich. Bei der a n d e re n  
A r t  geh en  diese V e rä n d e ru n g e n  hingegen n u r  ä u ß e rs t  langsam  v o r sich . E s 
k o n n te  im  allgem einen b e o b a c h te t  w erden, d aß  d ie  M eta lle , die den ü b e rh itz te n  
Ö fen  m it unausg eg lich en en  B e trieb sb ed in g u n g en  e n ts ta m m te n , dem  zw eiten  
T y p  an g eh ö rten  (siehe A b b . 3).

A uch  k o n n ten  w ir b e o b a c h te n , daß  sich d ie  gasvo lum etrischen  M ylius- 
Z ah len , die in  einer 3 ,5 % ig e n  Salzsäure an  au s ro h e n  H ü tte n a lu m in iu m m a s
se ln  au sg esch n itten en  P r is m e n  m it po lierten  F lä c h e n  u n d  A bm essungen  v o n  
30 X 10 X 10 m m  gem essen  w u rd e n , v o n e in an d e r in  h o h e m  M aße u n te rsch ied en , 
w en n  d ie  B löcke m it n a h e  d e r  gleichen Z u sam m en se tzu n g  aus Öfen m it u n te r 
sch ied lich em  O fengang s ta m m te n .

Tabelle 7

Ursprung des Metalls
Rohes Prisma Wärmebehandelt 

bei 380° C
Wärmebehandelt 

bei 500° C

cm3 Hj/60 Minuten

D u rc h sc h n it t  von P roben , d ie  au s  W an n en  m it no r
m ale m  H ü tten g a n g  s ta m m e n 18,4 1,8 1,2

D u rc h sc h n it t  von P ro b en , d ie  au s  W annen  m it u n 
ausgeg lichenem  O fengang  s ta m m e n 35,9 4,3 3,2

I n  T abelle 7 w u rd e n  d ie  E rgebnisse d e r  M ylius-Z ah len  m ite in an d e r v e r 
g lich en , die an  den d e r g le ich en  W ärm eb eh an d lu n g  un te rw o rfen en  ro h en  M eta ll
p r ism e n  m it nahe d e r g le ich en  Z u sam m en se tzu n g  gem essen w urden , d ie ab e r 
te ilw e ise  m it no rm alem , te ilw eise  m it un au sg eg lich en em  O fengang h e rg es te llt 
w o rd e n  sind.

A us der T abe lle  g e h t es deu tlich  h e rv o r, d a ß  d ie den Öfen m it u n a u s 
geg lichenen  B e trieb sb ed in g u n g en  e n ts ta m m e n d e n  ro h en  M etalle e in  höheres 
W asse rs to ffen tw ick lu n g sv erm ö g en  aufw eisen. N ach  der W ärm eb eh an d lu n g  
g e h t je d o c h  das W asse rs to ffen tw ick lu n g sv erm ö g en  in  hohem  M aße zu rü ck , ein  
Z e ich en  dafü r, daß  b e i d e r  W ärm eb eh an d lu n g  in  d e r S tru k tu r  des M etalls 
w esen tlich e  V e rä n d e ru n g en  v o r sich gehen. M it H ilfe  des L ich tm ik ro sk o p s 
k o n n te n  in  der S tru k tu r  d e r  M etalle w eder in  ro h e m  noch in  w ärm eb eh an d e l
te m  Z u stan d e  irg en d w elch e  U ntersch iede s ich e rg es te llt w erden, ob n u n  die 
M eta lle  aus W an n en  m it  norm alem  oder unausg eg lich en em  O fengang h e r
rü h r te n .

A u f G rund  u n se re r  U n te rsu ch u n g en  k a m e n  w ir zu der Sch lußfo lgerung , 
d a ß  d as  A lum in ium  b e i se in e r H erste llung  bzw . B ea rb e itu n g  m it a n a ly tisc h  
n o c h  n ich t nachgew iesenen  S toffen  v e ru n re in ig t w erd en  k an n . Bei der P rü fu n g
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des H ü tte n m e ta lls  a u f  seinen G eh alt an  S, N , F , C, P , К  [4, 7] w u rd e  es b e s tä 
t ig t ,  d aß  die G egenw art d ieser S toffe (in  M engen v o n  0 ,001% ) fü r  d a s  anom ale  
V e rh a lten  d er e inzelnen  A lu m in ium chargen  n ic h t  v e ran tw o rtlich  is t . O bschon  
die Ca- u n d  N a-A nalysen  bei einzelnen  P ro b e n  eine A nre icherung  u m  eine 
G rö ß en o rd n u n g  aufw iesen , s ta n d  auch  d ieser U m sta n d  m it dem  a n o m a le n  V er
h a lte n  des M etalls in  ke inerle i enger B ez iehung  [4, 6]. Es k o n n te  fe rn e r  n ich t 
e in d eu tig  sich erg este llt w erden , ob sich d iese V erun re in igungen  im  A lu m in iu m  
in m e ta llisch e r F o rm  oder in  F o rm  von  O x y d en  v o rfin d en . Im  F a lle  des K a l
zium s w urde  d u rch  die sp ek tro sk o p isch en  U n te rsu c h u n g e n  die le tz te re  M ög
lich k e it u n te r s tü tz t  [6].

D as m eta llisch e  A lum in ium  k a n n  im  L au fe  seiner D arste llu n g  u n d  B eaf- 
b e itu n g  — u n te r  den  v e rsch ied en sten  B e d in g u n g en  — m it A lu m in iu m o x y d - 
bzw . A lu m in iu m h y d ro x y d v e rb in d u n g en  in  B e rü h ru n g  kom m en. D ie  B e s tim 
m u n g  d er im  A lu m in iu m  v o rh an d en en  O xyde w ird  aber zur Z eit m it H ilfe  von  
n u r  re c h t un v o llk o m m en en  V erfah ren  v o rg en o m m en . Bis zur Z eit s te h e n  noch 
keine  en tsp rech en d en  u n d  zuverlässigen  a n a ly tisc h e n  V erfahren  zu r V erfü g u n g , 
m it H ilfe  deren  die M engen der im  A lum in ium  gegenw ärtigen  O xyde m it re c h t 
u n te rsch ied lich en  E ig en sch aften  auch  n u r a n n ä h e rn d  b es tim m t w erd en  k ö n n 
te n . Z u  diesem  Zw eck s in d  die b e k a n n te n  chem ischen  M ethoden se lb s t n ach  
d er A n sich t d er A u to ren  re c h t unsicher [8]. A u ch  die m ik roskop ischen  U n te r 
su ch u n g en  erw iesen sich zu diesem  Zw eck als z iem lich  ungeeignet [9]. I n  jü n g 
s te r  Z e it w urde  von  N o v o t n y  u n d  P o n a h l o  [8] d e r V ersuch  g e m a c h t, d u rch  
die rö n tg e n s tru k tu re lle  U n te rsu ch u n g  der n a c h  dem  Lösen des M etalls zu rü ck - 
b le ibenden  O x y d rü c k s tä n d e  diese F rag e  zu k lä re n . D er g röß te  N a c h te il d ieser 
M ethode b e s te h t — se lb st n ach  d er eigenen A n s ic h t d ieser A u to ren  — d a rin , 
d aß  d ie  von  der O berfläche  des M etalls h e rrü h re n d e n  und die im  In n e re n  des 
M etalles befin d lich en  fein  d isp erg ie rten  O xyde n ic h t au se in an d e rg eh a lten  w er
den k ö n n en . E in e  w eite re  S chw ierigkeit e rw ä c h s t d ad u rch , daß  die u r s p rü n g 
lichen  A lu m in iu m o xyd-M odifika tionen  u n te r  d er W irk u n g  von  ch em isch en  und  
th e rm isch en  E n erg ien  ih re  S tru k tu r  v e rä n d e rn . N o v o tn y  u n d  P o n ah lo  k o n n te n  
jed o ch  die fo lgenden  F es ts te llu n g en  m achen :

1. Bei versch iedenen  P ro b en  des H ü tte n a lu m in iu m s  liegen in  d e r  S t r u k 
tu r  u n d  der M enge des A lum in ium oxyds b e d e u te n d e  U ntersch iede  v o r.

2. D as im  M etall befind liche  fe in v e rte ilte  A lum in iu m o x y d  erw ies s ich  im  
G ro ß te il als eine reak tio n sfäh ig e  M od ifika tion  des A lum in ium oxyds.

3. W u rd e  der M etallschm elze fein v e r te i l te r  a -K o ru n d  z u g ese tz t, so 
ersch ien  neben  am orphem  A lum in ium oxyd  u n d  a -K o ru n d  auch eine geringe  
M enge y -A lum in ium oxyd .

4. D ie versch iedenen  A lum in ium oxyd- u n d  O x y h y d ra t-M o d ifik a tio n en  
e rle id en  im  K o n ta k t  m it dem  flüssigen M eta ll s tru k tu re lle  V e rän d e ru n g en .

E s liegen jed o ch  keine A ngaben  d a rü b e r  v o r , ob das m eta llische  A lu m i
n ium  in  festem  Z u stan d , be i oder ü b e r seinem  S ch m elzp u n k te , irg en d w elch e
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S a u e rs to ffv e rb in d u n g e n  des A lum in ium s zu  lö sen  oder in  sein  G itte r  e in 
z u b a u e n  ve rm ag . E s feh len  fe rn e r B eo b ach tu n g en  auch d a rü b er, in  w e lch er 
W e ise  d ie  O H -Ionen , d ie aus d e r Z erse tzung  d e r  m it dem  A lu m in iu m m eta ll 
in  K o n ta k t  s teh en d en  A lu m in iu m o x y h y d ra te  en ts teh en , m it dem  M etall 
r e a g ie re n  u n d  in  w elcher W eise sie die p h y sik a lisch en  und  m echan ischen  E ig en 
s c h a f te n  des M etalls v e rä n d e rn . In  E rm a n g e lu n g  g enauerer D a ten  b ild e te  sich 
d ie  a llg em ein e  A uffassung  au s , daß  das geschm olzene  M etall jeg liche  A r t  der 
m it  ih m  in  K o n ta k t s teh en d en  A lum in ium oxyde  o d er O x y h y d ra te  zu a -K o ru n d  
u m s e tz t .  D abei lieg t d er a -K o ru n d  im  M etall in  F o rm  von E in sch lü ssen  als 
k le in e r  o d e r größerer F re m d k ö rp e r  vor.

D  iese A nsich t w u rd e  z u e rs t von  Ze e r l e d e r  u n d  I rmann [10, 11] w id e r
le g t , u n d  zw ar au f G ru n d  d e r E rfah ru n g en , d ie  g en an n te  A u to ren  b e i d e r  au s
fü h r l ic h e n  U n te rsu ch u n g  d e r  in  der von  ih n e n  en td e c k te n  P u lv e rm e ta llu rg ie  
d es  g e s in te r te n  A lum in ium s v o r sich g eh en d en  R eak tio n en  m ach ten . D iese 
A u to re n  b eo b ach te ten  n ä m lic h  bei der U n te rsu c h u n g  der S in te ru n g  v o n  m it 
O x y d h a u t  versch iedener D ick e  und S tru k tu r  b ed eck ten  A lu m in iu m p u lv ern , 
d a ß  d a s  A lum in ium  u n te r  d e r  W irk u n g  v o n  D ru c k  u n d  W ärm e m it d er O x y d 
h a u t  in  R eak tio n  t r i t t .  D iese E rk e n n tn is  d ie n te  a ls G rundlage zur B eg rü n d u n g  
d e r  b e i  d en  g esin te rten  A lu m in iu m p u lv e rk ö rp e rn  b eo b ach te ten  E rsch e in u n g en . 
B e i d e m  dem  S in te rn  fo lg en d en  W arm p ressen  k o m m t u n te r  der W irk u n g  von  
D ru c k  u n d  W ärm e — tro tz  d e r an  der O b e rfläch e  der einzelnen A lu m in iu m 
te i lc h e n  v o rh an d en en  u n d  d em  m eta llischen  V erschw eißen  en tg eg en w irk en d en  
O x y d h a u t  — eine feste  B in d u n g  zu stan d e . D ie  O x y d h a u t der m ite in a n d e r  in  
B e rü h ru n g  b e find lichen  T eilch en  re iß t u n te r  d en  B ed ingungen  d er S in te ru n g  
a u f . D a s  m it dem  m e ta llisch en  A lum in ium  in  B e rü h ru n g  steh en d e , fe in  d isp e r
g ie r te  A lu m in iu m o x y d  z e rse tz t sich d ab e i u n te r  d e r W irkung  von  D ru c k  u n d  
W ä rm e  in  eine S u b v e rb in d u n g  des A lu m in iu m s. N ach  dem  A ufhören  d e r E in 
w irk u n g  von  äußeren  E n e rg ien  erfo lg t eine D isp ro p o rtio n ie ru n g  des S u b o x y d s 
in  A lu m in iu m o x y d  u n d  m eta llisch es A lu m in iu m . D as m etallische Z u sam m en 
sc h w e iß e n  w ird  d u rch  das d e ra r t  e n ts ta n d e n e  ä u ß e rs t fein  v e r te ilte  A lu m i
n iu m  gesichert. D ie V erg rö b eru n g  der e in ze ln en  K ris ta lle  w ird  d u rc h  das an  
d e r  G renze  der A lu m in iu m p u lv erte ilch en  in  ä u ß e rs t  feiner V erte ilu n g  an g e la 
g e r te  O x y d  v e rh in d e rt [11, 12]. N ach  S e it h  u n d  Lipm ann  [13] d isp ro p o rtio 
n ie r t  d ie  die O berfläche des A lu m in iu m p u lv ers  deckende O x y d h a u t u n te r  der 
W irk u n g  von D ruck  u n d  W ärm e . D as ä u ß e rs t  fe in  v e rte ilte  O xyd  f in d e t  sieh 
im  M eta ll g leichsam  als e in e  Lösung vo r, w o d u rch  die R e k ris ta llisa tio n  der 
g e s in te r te n  A lu m in iu m p u lv e rte ile  v e rh in d e rt w ird .

U nsere  in  Z u sam m en h an g  m it der K a ltsc h w e iß u n g  des A lum in ium s d u rc h 
g e fü h r te n  V ersuche sch e in en  ebenfalls d ie  ob ig en  A nsich ten  zu b e k rä ftig e n .

V on  Varga [14] w u rd e n  A lu m in iu m stäb e  m it einem  D u rch m esse r von 
10 m m  m it H ilfe eines W erkzeuges n ach  A bb . 4 u n te r  einem  D ru ck  v o n  50 
k g /m m 2 du rch  K a ltsch w e iß u n g  vere in ig t. B e i d e r  K altsch w eiß u n g  v o n  S tä b e n ,
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d ie  an  ih ren  O berflächen  m it e in er n a tü rlich en  O x y d h a u t bed eck t w aren , k o n n 
te n  die fe in v e rte ilte n  O x y d te ilch en , an  Schliffen u n te r  dem  M ikroskop, in  der 
N a h t e n td e c k t w erden . U n te r  d e r W irk u n g  e iner 2 4 stünd igen  W ä rm e b e h a n d 
lu n g  im  V a k u u m  lösten  ab er d ie  w achsenden  K ris ta llite  des rek ris ta llis ie ren d en  
M eta lls die fe in  d isp erg ie rten  O x y d te ilch en  en tw ed er a u f  oder ab e r b a u te n  sie 
d iese  in  einen ä u ß e rs t  d ispersen  Z u s ta n d  ein , so daß  die G egenw art d e r  O xyd-

Abb. 4. V orrich tu n g  zu r K a ltsch w eiß u n g  v o n  A lu m in iu m stäb en

te ilch en  m it H ilfe  des L ich tm ik ro sk o p s n ic h t m ehr nachgew iesen w erden  k o n n te  
(siehe Abb. 5/a u n d  5/b).

D em gebenüber k o n n ten  w ir n ach  der K a ltsch w eiß u n g  von  S tä b e n  m it 
an o d isch  o x y d ie r te r  O berfläche die v e rh ä ltn ism ä ß ig  großen  P lä t tc h e n  d e r  ze r
b ro ch en en  O x y d h a u t in  den  v o n  d er N a h t v e rfe rtig ten  Schliffen u n te r  dem  
M ikroskop  e n td e c k e n  (siehe A bb. 6).

W u rd e  d e r S chliff von  d e r N a h t d er d u rch  K a ltsch w eiß en  h e rg e s te llte n  
P ro b e n  u n te r  V ak u u m  u n d  an  d e r  L u ft bei e iner T e m p e ra tu r  von  550° C 72 
S tu n d e n  lang  g eg lü h t, so w urde  w eder die F o rm  noch die G röße des O x y d 
p lä ttc h e n s  v e rä n d e r t . A uch die ob igen  V ersuche sp rechen  d afü r, d aß  d as  M etall 
m it dem  fein v e r te il te n  A lu m in iu m o x y d  in  R eak tio n  tre te n  k an n .

A u f G ru n d  des v o ran g eh en d en  k a n n  in  dem  M etall auch  eine ä u ß e rs t  fein  
v e r te il te  A lu m in iu m o x y d -M o d ifik a tio n , in  gelöstem  oder be in ah e  gelöstem
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Abb. 5. Q uerschn itte  d e r  k a ltg e sch w eiß ten  N ä h te  v o n  m it n a tü r lic h e r  O x y d h a u t b ed eck ten
S täb en

a)  N ach  k a lte r  S ch w eiß u n g  u n d  vo r W ä rm e b e h a n d lu n g  (V erg rößerung  400 X )
b)  N ach W ä rm e b e h a n d lu n g  bei 500° C (V erg rö ß eru n g  400 X )
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Z u stan d e , e rscheinen , d ie  sich  in  die S tru k tu r  des M etalls e in b a u e n  oder m it 
dem  M etall in  R eak tio n  t r e te n  k a n n . E s e rsch e in t als w ah rsch e in lich , d aß  d as 
E rscheinen  des fein  v e r te il te n  O xyds du rch  die G eg en w art e inzelner L eg ie ru n g s
m eta lle  b e fö rd e rt w ird. W ir k ö n n en  dabei in  e rs te r  L inie d a ra n  d e n k e n , daß  
beim  L egieren  m it dem  L eg ie ru n g sm eta ll geringe M engen an  M e ta llo x y d  in  die 
M etallschm elze h in e in g esch lep p t w erden. D as M eta lloxyd  к а п а  h ie rb e i m it  dem  
A lum inium  eine a lu m in o th erm isch e  R eak tio n  eingehen , und  als E rg e b n is 'd ie se r

Abb. 6. Q u e rsc h n itt der k a ltg e sch w e iß ten  N äh te  von  S tä b en  m it anod isch  o x y d ie r te r  O ber
f lä c h e  (V erg rößerung  400 X )

R eak tio n  k a n n  irgendw elche A rt eines ä u ß e rs t fein  v e r te ilte n  A lu m in iu m o x y d s  
a u ftre te n . D er V erlau f äh n lic h e r R eak tio n en  bei d e r S in te ru n g  v o n  A lu m in iu m - 
u n d  M eta llpu lvern , u n te r  d e r  g le ichzeitigen  E in w irk u n g  v o n  D ru ck  u n d  m äß ig er 
W ärm e (400 — 600° C), w u rd e  b e re its  von  Coke [15] b e o b ach te t.

N ach  B eleckij [16] so ll das A lum in ium  eine T endenz h a b e n , in  sa u e r
sto ffa rm er A tm osphäre  zw ei- bzw . e inw ertige  S uboxyde  zu b ild en . D iese S u b 
oxyde se tzen  sich erst in  d e r  G egenw art von  w e ite ren  M engen a n  S a u e rs to ff  
in  A lu m in ium trioxyd  um . B e i einem  M angel an  S au e rs to ff  d isp ro p o rtio n ie ren  
hingegen diese Suboxyde in  A lu m in iu m  u n d  A lu m in iu m trio x y d . D ie R e a k tio n s 
p ro d u k te , die bei der V ak u u m g lü h u n g  eines G em enges aus m e ta llisch em  A lu
m inium  u n d  A lum in ium oxyd  e rh a lte n  w orden  sind , w urden  von  H och u n d
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J o h n st o n  [17] u n te rsu c h t, w obei auch die G itto rk o n s ta n te n  der e n ts ta n d e n e n  
S u b v e rb in d u n g e n  des A lu m in iu m s (A120  és A10) e rm itte l t  w urden . D em gem äß 
b e t r ä g t  die G itte rk o n s ta n te  des bei n ied rigerer T e m p e ra tu r  (zw ischen 1050— 
1500° C) m it k u b isch er S t r u k tu r  en ts teh en d en  A laO 4,98 Â, die von  der 
G it te rk o n s ta n te  des A lu m in iu m s  (4,04 ,4) um  n ic h t ganz 25%  ab w eich t. D urch  
d ie  r e la t iv  geringe A b w e ich u n g  der G itte rk o n s ta n te n  w ird es e rm ög lich t, daß  
s ich  d a s  Suboxyd in  d a s  G i t te r  des A lum inium s e in b a u e  oder ab er e n tla n g  der 
F e h ls te l le n  des G itte rs  a n h ä u fe .

B ezüglich der L ö s lic h k e it des Suboxyds im  A lum in ium  fan d en  wir n u r 
e in e n  einzigen H inw eis. IN a c h  den  E rfah ru n g en  v o n  W f.bb  und F orgeng  [18] 
w e is t  d a s  m it einer w en ig  W asse rd am p f e n th a lte n d e n  W asse rs to ffa tm o sp h äre  
in  B e rü h ru n g  stehende m e ta llisc h e  A lum inium  b e i 1300° G eine s ta rk e  S ub li
m a t io n  a u f  und la g e rt s ich  a n  den  k ä lte ren  S te llen  d e r V e rsu c h sa p p a ra tu r  m it
s a m t  d en  kleinen A lu m in iu m k u g e ln  e n th a lte n d e n  A lu m in iu m o x y d k ris ta llen  
(S a p h ir )  ab. Der V e rla u f d e r  R eak tio n en  w ird  v o n  W ebb  und  F orgeng  in  der 
W e ise  e rk lä rt, daß das m e la llisc h e  A lum inium  u n te r  d er gleichzeitigen W irkung  
v o n  W asse rs to ff u n d  F e u c h tig k e it  S u b v erb in d u n g en  des A lum inium s b ilde t. 
E s  w u rd e  von den g e n a n n te n  A u to ren  auch fe s tg e s te llt , daß  das a "  den  k ä lte 
re n  S te lle n  der V e rsu c h sa p p a ra tu r  abgeschiedene m eta llische  A lum in ium  auch  
S u b o x y d g a se  ad so rb ie rt.

A ll diese n eu eren  E rk e n n tn is se  lassen d ie  S ch lußfo lgerung  zu, daß  das 
m e ta ll is c h e  A lum inium  u n d  die sau e rs to ffh a ltig en  A lum in iu m v erb in d u n g en  
— insbesondere  bei h ö h e re n  T em p era tu ren  — eine  W echselw irkung  au fe in an 
d e r  au sü b en . D er g e n a u e  V e rla u f der R e a k tio n e n  u n d  die W irk u n g  dieser 
R e a k tio n e n  au f die E ig e n sc h a f te n  des M etalls s in d  — in  E rm an g e lu n g  en tsp re 
c h e n d e r  experim en te ller M ethoden  — zur Z e it b is  in  die E in ze lh e iten  noch 
u n b e k a n n t.  D urch die u n te rsch ied lich en  E ig en sch a ften  u n d  V erh a lten  der zah l
re ic h e n  A lum in ium oxyd  u n d  O xyhvdrat-M o d ifik a tio n en  w ird  das Problem  
n o c h  w e ite r verw ickelt.

N ach  Nowotny u n d  P onahlo [8] soll so g ar das s tab ils te  A lu m in iu m 
o x y d  (a-K orund) zu r Z e rse tz u n g  neigen, obw ohl seine S tru k tu rfo rm e l, au f 
G ru n d  einer M itte ilung  v o n  H eyd  [19], dem  w ah ren  s tab ilen  S esqu ioxyd  des 
A lu m in iu m s en tsp ric h t. D em gegenüber w ird  das y-A l20 3, das reak tio n sfäh ig e r 
a ls  d e r  K orund is t, v o n  H e y d  als ein A lu m in iu m a lu m in a t m it ion ischen  E ig en 
s c h a f te n  b e tra c h te t; d a s  h e iß t  als eine V erb in d u n g , d ie  eine h e te ro p o la re  B in 
d u n g  des K ations A 1 0 + u n d  des A nions A 102 d a rs te ll t . D iese A uffassung  
e n ts p r ic h t  u n te r a n d e re n  d e r  von  D oucet [20] en tw ick e lten  u n d  a u f  die Lös
l ic h k e it  der T onerde im  K ry o lith  bezüglichen T heorie .

D ieser G ed an k en g an g  w urde  von N id e rk o rn  [21] u n d  seiner Schule ü b e r
n o m m e n , als die e rs te  P h a se  der bei d er S chm elz flu ß e lek tro ly se  des A lu
m in iu m s  verlau fenden  V o rg än g e  die du rch  d en  S tro m  b ed in g te  W an d eru n g  
d e s  K a tio n s  A10 ! u n d  des A nions A lO ^ b e tr a c h te t  w ird .
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N ach  D oucet [20] soll die M enge d e r K a tio n e n  AlO von  d e n  B e d in 
g u n g en  der E lek tro ly se  abhängen . M an k ö n n te  sich vorstellen , d a ß  in  e iner 
ü b e rh itz te n  u n d  v e rsch lam m ten  W anne d as  In lösunggehen  der T o n e rd e  n u r 
u n v o lls tä n d ig  v o r  sich g eh t. A us diesem  G ru n d e  d ü rf te  infolge d e r W echsel
w irk u n g  zw ischen d er T o n erd e  u n d  dem  M eta ll a u ß e r  der B ildung  v o n  A 10+- 
u n d  A 102 -Ionen  noch  die B ildung  von S u b o x y d en  m öglich sein. In  d iesem  F alle  
d ü rf te  das M etall m it e iner ü b er 950° C lieg en d en  T em p era tu r  eine M o d ifik a 
tio n  d e r A lum in ium -S auersto ff-V erb indung  in  ä u ß e rs t  feiner V e rte ilu n g  ad so r
b ie ren . B ei d er A b k ü h lu n g  ab e r k an n  diese S au ers to ffv e rb in d u n g  des A lu m i
n iu m s in  die E lem en ta rze lle  des A lum inium s als fes te  Lösung oder n a h e z u  feste  
L ö su n g  e in g eb au t w erden .

Ä hnliche V orgänge k ö nnen  sich ab sp ie len  beim  Schm elzen v o n  A lu m i
n iu m ab fä llen . A uch  h ie r k o m m t das geschm olzene M etall m it v e rsch ied en  s ta 
b ilen  bzw . reak tio n sfäh ig en , ä u ß e rs t fein v e r te i l te n  A lum in ium oxyden  u n d  O xy- 
h y d ra te n  in  inn igen  K o n ta k t , w odurch  die zw ischen  dem  M etall u n d  d em  O xyd  
v e rla u fe n d en  V orgänge b e fö rd e rt w erden.

Schließlich  d ü rf te  es angenom m en w erd en , daß  bei der B e a rb e itu n g  
(z. B . b e im  W arm w alzen  oder be im  S tran g p re ssen ) eine W echselw irkung  zw i
sch en  dem  A lu m in iu m  u n d  der die O b erfläch e  des A lum inium s d eck en d en  
S c h u tz h a u t  e in se tz t. J e  d icker u n d  reak tio n sfä h ig e r die die O berfläche  des A lu 
m in iu m s deckende O x y d h a u t is t, um  so g rö ß er is t  d ie M öglichkeit d a fü r , d aß  
s ich  eine W echselw irkung  zw ischen dem  M eta ll u n d  der O x y d h au t au sb ild e t.

W ird  die R ic h tig k e it der V o rste llungen  angenom m en , w onach  d ie  A lu 
m in iu m o x y d -M o d ifik a tio n en  in  die G it te r s t ru k tu r  des A lum inium s e in g e b a u t 
w e rd e n  oder ab e r in F o rm  einer feinen D isp ersio n  v o rh an d en  sind , so kön n en  
h ie rd u rc h  auch  die b e i d er B earb e itu n g  des A lum in ium s b e o b a c h te te n  u n d  
b ish e r  th e o re tisc h  n ich t b eg rü n d e ten  A n o m alien  (so z. B. die A n o m alien  d e r 
e le k tr isc h e n  L e itfä h ig k e it, der E n tg a sb a rk e it, d e r  V iskositä t, der K o rro s io n s
a n fä llig k e it und  d er F es tig k e it)  v e rs tän d lich  u n d  erk lä rlich  w erden.
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ZU SA M M EN F A SSU N  G

Im  L aufe  unse rer d e r E rm ittlu n g  der B ru c h a rb e it  d ien en d en  U n te rsu ch u n g e n  w u rd e  es 
fe s tg e s te ll t ,  daß  die M eßw erte  b e im  A lum in ium  d u rc h  g e rin g e  M engen F re m d m e ta lle , d ie im  
A lu m in iu m  in  gelöstem  Z u s ta n d e  oder in  F o rm  v o n  g ro b en  A usscheidungen  v o rlieg en , in  
b e d e u te n d e m  M aße n ic h t  v e rä n d e r t  w erden. D em g eg en ü b er w ird  die B ru c h a rb e it d u rc h  fein  
d isp e rg ie r te , n ahezu  in  g e lö s tem  Z u stan d e  b e find liche  F re m d k ö rp e r  in hohem  M aße b e e in flu ß I. 
N a c h  u n se re r  A nnahm e d ü rf te  d ie  V eru nrein igung , d ie  e in zeln e  E igenschaften  des A lu m in iu m s 
in  e n tsch e id e n d e m  M aße b e e in f lu ß t, irgendw elche O x y d -M o d ifik a tio n  des A lu m in iu m s d a r
s te lle n , d ie  sich im  G ru n d m e ta ll in  ä u ß e rs t fe iner D isp e rs io n  oder nahezu  in  g e lö s tem  Z u stan d e  
v o r f in d e t .  I n  E rm an g elu n g  e in e r u n m itte lb a re n  e x p e rim e n te llen  M ethode b e m ü h te n  w ir u n s , 
u n se re  V ors te llu n g en  d u rc h  d ie E rgebn isse  u n se rer U n te rsu ch u n g e n  bezüglich de r B ru c h a rb e it  
sow ie  d u rc h  die S ch lu ß fo lg e ru n g en  zu u n te rs tü tz e n , d ie  a u s  unseren  an d erw eitig en  V ersu ch en  
b e z ü g lic h  de r e lek trisch en  L e itfäh ig k e it, V isk o s itä t des geschm olzenen M etalls, K o rro s io n sv e r
h a l t e n  u n d  K a ltsch w eiß u n g  gew o n n en  w urden.
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FA C TO R S A F F E C T IN G  T H E  C H A N G ES IN  C O N T R A C T IO N  W O R K  V A L U E S W IT H  
SP E C IA L  R E G A R D  TO  T H E  M E T A L L IC  A N D  N O N M E T A L L IC  IM P U R IT IE S  O F

A L U M IN IU M

A. DOMONY 

SU M M A RY

On th e  basis o f  te s ts  c a rried  o u t  w ith  th e  a im  o f d e te rm in in g  c o n tra c tio n  w ork , i t  has 
been  estab lish ed  t h a t  in  th e  case  o f a lu m in iu m , th e  c h a ra c te ris tic  v a lu e  will n o t  be co n sid erab ly  
m od ified  b y  sm all q u a n ti t ie s  o f  m eta llic  im p u ritie s  d isso lv ed  in th e  m e ta l o r fo rm ing  in  i t  
coarse  segregations. F in e ly  d ispe rsed , a lm ost so lu te  fo re ig n  m a te ria ls , how ever, affec t th e  con
t r a c tio n  w ork  to  a h ig h  e x te n t .  I n  th e  op in ion  o f th e  a u th o r ,  th e  im p u r i ty  is e ith e r som e so rt 
o f  ox ide  m o d ifica tio n  v e ry  f in e ly  d isp e rg a ted  in  th e  basis  m e ta l o r a lm o st so lu te  in  i t ,  w hich 
m ig h t decisively  in flu e n ce  th e  fe a tu re s  o f  th e  m eta l.

In  lack  of a d ire c t  te s t  m e th o d  we hav e  e n d eav o u red  to  su p p o rt th ese  ideas b y  th e  re su lts  
o f c o n tra c tio n  w ork  te s ts  a n d  b y  th e  conclusions d raw n  fro m  te s ts  on  e lectric  c o n d u c tiv ity , 
v isc o sity  o f m olten  m e ta l,  corrosion  a n d  cold w elding.

E X A M E N  D E S F A C T E U R S  IN F L U A N T  S U R  LA  V A R IA T IO N  D E S  V A L E U R S  D U  
T R A V A IL  D E  C O N T R A C T IO N , C O M PTE T E N U  D E S  IM P U R E T É S  M É T A L L IQ U E S 

E T  N O N  M É T A L L IQ U E S  D E  L ’A L U M IN IU M

A. DOMONY

R É SU M É

D ’après nos rech e rch es te n d a n t  à  la  d é te rm in a tio n  d u  tra v a il  de c o n tra c tio n , en  ce qui 
concerne  l’a lum in ium , la  v a le u r  n u m ériq u e  de ce tra v a il  n ’est pas in fluencée  sensib lem en t p a r  
les im p u re tés  rép an d u es  d a n s  le  m é ta l, ou  y  fo rm an t des p ré c ip ita tio n s  grossières. P a r  co n tre , 
les m a tiè re s  é tran g ère s f in e m e n t dispersées e t p resq u e  d isso u te s  l ’in f lu en cen t n o tab lem en t.

D ’après nos su p p o s itio n s , l ’im p u re té  in f lu a n t d ’u n e  faço n  p ré p o n d é ra n te  su r certa in es 
ca ra c té ris tiq u es  de l ’a lu m in iu m , e st celle qu i p ro v ien t de  q u e lq u es m od ifica tio n s d ’oxydes trè s  
f in e m e n t dispersés ou  p re sq u e  d issous d an s le m é ta l de  b ase . D ans l ’absence  de m éthodes 
d ’essais d irectes, nous av o n s  cherché  à ju s tif ie r  n o tre  th éo rie  p a r  les d éd u ctio n s ré su lta n t  de 
nos recherches su r le t r a v a i l  de c o n tra c tio n , ainsi que des d iv ers  essais co n ce rn an t la  co n d u c ti
b ilité  é lec triq u e , la v isco sité  d u  m éta l fo n d u , la  corrosion  e t le soudage  à fro id .

ИССЛЕДОВАНИЕ ФАКТОРОВ, ВЛИЯЮЩИХ НА ИЗМЕНЕНИЕ ЗНАЧЕНИЙ РА
БОТЫ КОНТРАКЦИИ, ОБРАЩАЯ ОСОБОЕ ВНИМАНИЕ НА МЕТАЛЛИЧЕСКИЕ 

И НЕМЕТАЛЛИЧЕСКИЕ ПРИМЕСИ АЛЮМИНИЯ
а. дом онь

РЕЗЮМЕ

По данным исследований, ставящих своей целью определение работы контракции, 
в случае алюминия параметр не изменяется в значительной мере присутствующие в не
больших количествах металлические примеси, растворенные в металле или образующие 
в нем грубые выделения. Наоборот, на работу контракции оказывают большое влияние 
посторонние вещества, тонко диспергированные и также находящиеся в растворенном 
состоянии. По нашему предположению имеющаяся в алюминии оксидная модификация 
какого то вида очень тонкого распределения или же также растворяющаяся в основном 
металле является той примесью, которая решающим образом может изменять отдельные 
свойства металла. Наше предположение из-за отсутствия прямого опытного метода мы 
старались подтвердить как результатами исследования работы контракции, гак и прочими 
выводами, сделанными на основе опытов электрической проводимости, вязкости расплав
ленного металла, коррозионных опытов, опытов холодной сварки.
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1. Introduction

C alo tte  shells, i. e., cupola-like tw ice cu rv ed  shells su p p o r te d  b y  edge 
b eam s (e. g.,  tie  arches) ly ing  in  a v e rtic a l p la n e  are  im p o r ta n t ro o fin g  s tru c 
tu re s  o f  re in fo rced  concre te  a rc h ite c tu re  (F ig . 1). T he calcu la tion  o f  th e se  shells 
g en era lly  en co u n te rs  grave m a th e m a tic a l d ifficu lties  an d  th is is th e  v e ry  reaso n  
w hy  d iffe ren t ap p ro ach in g  m ethods m u s t u su a lly  be app lied  in  p ra c tic e .

I t  w ou ld  be help fu l for fo rm ing  an  o p in io n  on th e  accu racy  o f  d iffe ren t 
a p p ro x im a te  m e th o d s used  for th e  ca lcu la tio n  o f  ca lo tte  shells, i f  w e could  
succeed  in  e x a c tly  d e te rm in in g  — a t  le a s t a t  ce rta in  po in ts o f th e  shell — 
th e  a c c u ra te  va lu es  o f in n e r forces w ith o u t so lv ing  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  
o f th e  p ro b lem . In  th e  follow ing we p re se n t sev e ra l sim ple con tro lling  fo rm u lae  
a d e q u a te  fo r th is  p u rpose .

2. Basic relations

O u r discussions are  based  on th e  w ell-know n  th e o ry  of m em b ran e  shells. 
W e su p p o se  a un ifo rm  d is tr ib u tio n  o f th e  in n e r  forces over th e  sh e ll’s th ic k 
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ness, fu r th e rm o re , t h a t  th e  d e fo rm a tio n  o f in d iv id u a l partic les  o f th e  she ll can  
free ly  d ev e lo p , in d e p e n d e n tly  o f  th e  d e fo rm a tio n  o f  th e  o th e r partic les.

T h e  edge beam s o f th e  shell are  assum ed  as b e in g  p lane  s tru c tu re s  o n ly  
re s is t in g  to  forces a c tin g  in  th e ir  ow n p lane. W e d is re g a rd  cond itions on a sp a c e 
less f i t t i n g  a t  ju n c tio n s  o f th e  shell an d  th e  edge  b eam s.

O u r discussions re fe r to  a n  o rtho g o n al sy s te m  o f co -ord inates th e  z  ax is  
o f  w h ic h  is v e rtic a l a n d  th e  p o s itiv e  b ran ch  o f  i t  p o in ts  dow nw ards. I n  th is  
s y s te m  o f  co -o rd in a tes  th e  sh a p e  o f  th e  shell’s m id d le  surface is c h a ra c te riz e d  
b y  th e  eq u a tio n

z = /(*> У )- (!)

A s lo ad in g  o n ly  v e r tic a l forces, n am ely , d o w n w ard s d irec ted  d is tr ib u te d  
fo rces a re  ta k e n  in to  c o n s id e ra tio n . T he in te n s i ty  o f  th e se  forces re la te d  to  th e

F ig. 2 . P lan e  p ro jec tio n s o f  in n e r  forces

p la n e  p ro jec tio n  a rea  is ex p ressed  b y  th e  lo ad  fu n c tio n

Z = Z ( x , y ) .  ' (2)

F o r  th e  c h a ra c te r iz a tio n  o f th e  shell’s s tre s s  s ta te  th e  p lane p ro je c tio n s  
o f  in n e r  forces nx, n xy, nyx a n d  ny are used  (F ig . 2). These are n o t in d e p e n d e n t 
o f  ea c h  o th e r, b e tw een  th e m , w ith  respect to  rea so n s  o f equ ilib rium , th e  re c ip ro c 
i ty

n xy =  n yx ( 3 )

e x is ts .  A  fu r th e r  co n n ec tio n  betw een  th e  p la n e  p ro jec tio n s o f in n e r fo rces is 
g iv e n  b y  th e  p a r t ia l  d iffe ren tia l eq u a tio n  e x p re ss in g  th e  equ ilib rium  b e tw een  
th e  a r b i t r a r y  b o rd e re d  e lem en ts  o f th e  shell:
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n X

3 n x
_ L 9  п Ху

Зд;
1

Эу

3  ny
+

д п х у

3 у д х

9  Ч 1 9  п
Э*2

“  п х у

=  0 ,

=  0 ,

_92/
Эя dy

+  n y
9* /
3y2

=  -  Z .

(4)

(5 )

(6)

I f  th e  p ro je c tio n  forces nx, n ^ ,  ny o f  a c e r ta in  shell are  k now n , th e n  th e  
p ro jec tio n  forces nx, nxy, ny o f  a shell d is to r te d  on  th e  base  of a f f in ity  а -fo ld  in  
d irec tio n  X an d  /5-fold in  d irec tion  у  can be c a lc u la te d  from  fo rm ulae

»X =  a2 n x , 

n x y =  l t ß l l x y  , 

ny =  ß 2 n y .

T he ap p lic a tio n  o f  th e  above  fo rm ula , h ow ever, depends on th e  p re lim in a ry  
co n d itio n , th a t  th e  in te n s ity  o f th e  load  up o n  th e  d is to r te d  shell re la te d  to  th e  
p lan e  p ro jec tio n  a rea  m u s t be th e  sam e as i t  w as on  th e  co rrespond ing  p o in ts  
o f th e  o rig inal shell.

3. Stress state oil corner points o f  shells

L e t us choose an  a rb itra ry  co rner p o in t В  o f  th e  shell an d  in v e s tig a te  
w h a t s ta te m e n ts  o f  g enera l v a lid ity  could be e s ta b lish e d  w ith  re sp ec t to  th e  
stress s ta te  on  th e  co rn e r p o in t in  question .

Fig. 3. H o riz o n ta l p ro jec tio n  o f th e  co rn er p a r t

T h e p lan e  p ro je c tio n  o f th e  m iddle  surface o f  th e  co rner to  be in v e s tig a te d  
is show n in  F ig . 3. F o r th e  sake o f sim plic ity , th e  sy s tem  o f co -o rd in a tes  w as 
p laced  in  such  a w ay  th a t  its  x -ax is should  be p e rp e n d ic u la r  to  th e  p lan e  p ro 
je c tio n  o f  one o f th e  tw o  edge lines in te rsec tin g  a t  th is  co rner p o in t.

8  Acta Technica XXIX/3—4.
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S in c e  th e  edge beam s do n o t  re s is t to  la te ra l ly  d irec ted  forces, fo r  th e  
in n e r fo rc e s  nx and  nu show n in  F ig . 3 re la tio n s

n x =  0 , n u =  0 (7)
a re  v a l id .

F o r  th e  recogn ition  of th e  stress  s ta te  o n  c o rn e r p o in t B ,  le t us c u t  o u t 
fro m  c o rn e r  p a r t  В  of th e  shell th e  in fin ite s im a l p a rtic le  il lu s tra te d  in  F ig . 4, 
a n d  l e t  u s  se t up th e  co n d itio n  o n  e q u ilib riu m  re fe rr in g  to  th e  ^ -d ire c te d  p lan e  
p ro je c tio n s  o f  in n e r forces. B y  th is , an d  w ith  re sp e c t to  (3), we o b ta in  the 
r e la t io n

A c c o rd in g  to  th e  above, th e  in te n s ity  of p lan e  p ro jec tions of sh ea rin g  forces 
a c tin g  a lo n g  th e  tw o edges in te rse c tin g  a t  c o rn e r p o in t В  is th e  sam e, a n d  b o th  
fo rces p o in t  to w ard s co rn er p o in t  В  or o ff f ro m  i t .

vy

' Fig. 4. B a lan c in g  of th e  c u t-o u t  co rn er p a r t

W ith  respect to  th e  co m p o n en t ny show n  in  F ig . 4, we can  also  a rr iv e  to  
a n  in te re s t in g  s ta te m e n t. N am ely , w ritin g  dow n  th e  cond ition  on e q u ilib riu m  
re fe r r in g  to  th e  у -d irec ted  co m p o n en ts  o f  p ro je c tio n  forces, we o b ta in  th e  
r e la t io n

ny = ( 8 )

S ince  along th e  tw o  la te ra l  edges jo in in g  a t  corner В  sh ea rin g  fo rces are 
t r a n s f e r r e d  to  th e  shell o n ly , th e  b isec trix  o f  th e  angle  a t  co rner B ,  as w ell as 
th e  s t r a ig h t  line n o rm al to  th is  b isec trix , a re  th e  p rin c ip a l d irec tio n s o f  p ro jec 
t io n  fo rces  belonging to  c o rn e r p o in t В  (F ig . 5). T h e  p rinc ipa l va lues o f  th e  p ro 
je c t io n  forces are

ß
n  1 =  nxy t g — , (9)

„ _  n ny n II — ---------- ъ •

- Í
(10)
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F o r th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  re a l v a lu es  o f  th e  p ro jec tio n  fo rce s , condi
t io n  on equ ilib rium  (6) can  be  u sed . B y  su b s titu tin g  re la tio n s (7) a n d  (8) in to  
th e  la t te r  we o b ta in  th e  eq u a tio n

a n d  herefrom

2 rexy
9V

dx  8y
2 n xy

4 ß

Э  V

9y2
=  -  Z

Z
'*xy

9 Э2/ 1 9 V
0y2 Зле Эу

( 11)

Fig. 5. P rin c ip a l d irec tio n s o f in n e r  forces belonging to  co rner p o in t  В

T h e re a f te r , using  re la tio n  (8) we o b ta in

9 4
Зле 3y

Z

• 4 ß -  - A
9 2/

9y2

( 12)

In  th e  p a r tic u la r  case, if  th e  d e n o m in a to r  of th e  frac tio n  w r i t te n  on th e  
r ig h t  h a n d  side o f eq u a tio n  (11) is e q u a l to  zero, th e  value o f  nxy w ill grow 
b e y o n d  m easu re . T his case occurs, e. g.,  on  co rners of com m on she lls  o f  t r a n s la 
t io n  over a re c ta n g u la r  basis, su p p o sin g , t h a t  on these  loci th e  v a lu e  o f  d2f l o y 2 
is f in ite .

4. Stress state on the shell’s edge

L et us choose an  a rb itr a ry  s tr a ig h t  side  o f  th e  h o rizo n ta l p ro je c tio n  of 
th e  b o u n d a ry  line, an d  p lace th e  sy s tem  o f  co -o rd inates in  such  a w a y , th a t  
i ts  лг-ax is shou ld  be p e rp en d icu la r to  th e  h o riz o n ta l p ro jec tion  o f  th e  side  in 
q u e s tio n  (F ig . 6).

8*
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Since th e  edge b e a m s c a n n o t transfe r to  th e  sh e ll forces being n o rm al to  
th e  edge lines, th u s , a lo n g  th e  la te ra l edge in  q u e s tio n , re la tion

nx =  0 ( 1 3 )
is v a lid .

I n  th e  case o f shells o f  tra n s la tio n  th e  g e n e ra tin g  curves of w hich  a re  
p a ra lle l  to  th e  p lanes o f  co -o rd in a tes  xz  an d  y z ,  re fe rr in g  to  th e  in v e s tig a te d

_______________ i

Fig. 6. H o riz o n ta l p ro je c tio n  of th e  shell’s p a r t  jo in in g  th e  edge line

0

Fig. 7. C a lo tte  sh e lls  shaped like a p a ra b o lo id  o f  rev o lu tion

la te ra l  edge, fu r th e r  in te re s t in g  sta tem en ts  c a n  b e  estab lish ed . N am ely , in  su ch  
a case  re la tio n

э 4
Эя; 8y

=  0 (14)

is  v a lid , consequen tly , n o rm a l forces para lle l to  th e  la te ra l  edge in  q u es tio n  can  
d ire c tly  be com pu ted  fro m  e q u a tio n  (6) by  u s in g  re la tio n s  (13) and  (14), t h a t  is

a: /
Эя;2

( 1 5 )
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I f  th e  shell’s m idd le  surface is a p a ra b o lo id  of revolu tion  th e n  co n d itio n  
(14) w ill be fu lfilled  fo r each of th e  tw o  d irec tio n s  norm al to  each  o th e r .  In  such 
a case, a fo rm u la  s im ila r to  fo rm ula  (15) c a n  b e  w ritte n  for all sides o f  th e  shell’s 
basis . Tw o in te re s tin g  exam ples o f su ch  shells are show n in F ig . 7. I n  b o th  
cases all co rners are  p laced  a t  th e  sam e h e ig h t, fo rm ula  (15), h o w ev e r, also 
rem a in s  va lid , i f  th e  corners are  p laced  a t  d iffe ren t heights.

F in a lly , we h av e  to  deal w ith  th o se  b isec tin g  p o in ts  o f th e  la te r a l  edges 
w h ich  are  p laced  in  th e  com m on sy m m e try  p lan e  o f th e  shell an d  o f  th e  sy stem  
o f  th e  lo ad in g  forces. A t such p o in ts  o f  th e  la te ra l  edges, for rea so n s  o f  sy m 
m e try , re la tio n

n x y  =  0  (1 6 )

is v a lid , so t h a t  a t  th e se  loci all th re e  c h a ra c te r is tic s  o f th e  s tress s ta te  can  be 
c a lc u la ted  b y  sim ple fo rm ulae .

5. Stress s ta te  o f th e  ax is  point

A s axis p o in t  o f  a shell such  a p o in t is to  be u n d ersto o d , a c ro ss  w hich  
a t  le a s t th re e  p lanes can  be la id , w hich  a re  sy m m e try  p lanes o f  th e  sh e ll’s 
m id d le  su rface , a n d  a t  th e  sam e tim e , a lso  sy m m e try  p lanes o f th e  sy s te m  of 
th e  lo ad in g  forces u p o n  th e  shell. T he she ll is a t  such a p o in t — d u e  to  th e  
m u ltifo ld  sy m m e try  — in  h y d ro s ta tic a l s tre ss  s ta te , co n seq u en tly  h ere  is

nx =  ny , nx y =- 0 . (17)

Since a t  th e  sam e p lace fo r reasons of sy m m e try  re la tio n

э *f  =  j v
dx2 Эy2

is v a lid , nx can  d irec tly  be com p u ted  from  re la tio n  (6), i. e.:

П х = ~ 7 Ш '  <18)
d x2

R o ta tio n  shells i l lu s tra te d  in  Fig. 8 m a y  be m en tio n ed  as a n  ex am p le  
fo r th e  ap p lica tio n  o f th e  above fo rm ula . T h e  ax is  p o in t o f such shells  is th e  
p o in t o f  in te rsec tio n  o f th e  m iddle su rface a n d  th e  ro ta tio n  axis.

A s special case, shells p roduced  from  m u ltifo ld  sym m etrica l shells  b y  
tra n s fo rm a tio n  based  on a ffin ity , shall also be  d e a lt w ith . I f  on a p o in t o f  th e se
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F ig . 8 . Multifold symmetrical rotation shells

sh e lls , co rrespond ing  a n d  a ffin ed  to  th e  o rig in a l ax is  p o in t, th e  p rin c ip a l d irec 
tio n s  o f  c u rv a tu re  are  x  an d  y ,  th e n  th e  v a lu es  o f  p ro jec tio n  forces a c tin g  on 
th e  p o in t  in  question  a re :

11X "02 f  '  П хУ 

d x2

(19)

6. Example of application

L e t  us illu s tra te  th e  ap p lic a tio n  of th e  a fo re  deduced  re la tions in  th e  case 
o f  a  sh e ll shaped  like a p a rab o lo id  of re v o lu tio n  cen trica lly  p laced  o v e r a 
re g u la r  n-gon an d  lo a d e d  b y  i ts  ow n w eight.

T h e  zero p o in t o f  th e  sy s tem  o f co -o rd in a te s  should  be th e  c e n te r  0 o f 
th e  b a s is , an d  th e  « -ax is th e  b isec tin g  n o rm a l s tr a ig h t  line of th e  h o riz o n ta l 
p ro je c t io n  o f one o f th e  la te ra l  edges (F ig . 9). I n  th is  system  o f co -o rd in a tes  
th e  e q u a tio n  of th e  sh e ll’s m id d le  su rface is:

2 =  /(*> y)  =  (*2 +  У2) -()-

T h e  in te n s ity  o f  th e  sh e ll’s own w eigh t re la te d  to  th e  surface u n i t  o f  th e  
m id d le  surface shou ld  be  g  =  c o n s ta n t. I n  su c h  a case th e  in te n s ity  o f  th e  
p ro je c tio n  load  re la te d  to  th e  surface u n it o f  th e  basis will be

/ 1 + Э /
9«

3 /

. 3y  ,
z  =  g

2
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th a t  is

Z  =  ]/64 +  4A2(*2 +  y 2) .

T he v e r te x  angle  o f th e  reg u la r n-gon is

ß =  ( n - 2) — ,
11

Fig. 9. Shell fo rm ed  like  a p a rab o lo id  o f rev o lu tion  o v er reg u la r p en tag o n a l basis

a n d  so

t s ß  =  -  tg
2 л

n

A fte r these  we can  begin  th e  ca lcu la tion  o f  th e  p lane  p ro jec tions o f  th e  
in n e r forces. On th e  b ase  o f re la tio n s (7), (11) a n d  (12) we o b ta in  for th e  forces 
in  q u estio n  ac tin g  on co rn e r p o in t В  th e  fo rm u lae :
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w h ile  c a lc u la tin g  on th e  b ase  o f  re la tio n s  (13), (15) an d  (16) we o b ta in  fo r th e  
fo rce s  a c tin g  on th e  b isec tin g  p o in t A  o f th e  la te ra l edge th e  fo rm u lae :

rex =  0.

nxy =  0 ,

Пу = ----- |/V  +  4 ft2«2.
2h

T h e  c a lc u la tio n  of p ro je c tio n  forces a c tin g  on  axis po in t  0 can  also  b e  sim ply  
c a r r ie d  o u t .  H ere we o b ta in  o n  th e  basis  o f  re la tio n s (17) an d  (18)

n X

g V  

4 h ’

nxy 0 ,

gb2 
4/i

I n  a d d itio n  to  th e  a b o v e , concern ing  th e  s tress s ta te  o f th e  shell, we can 
a lso  e s ta b lish  fu r th e r  s ta te m e n ts . W ith  re sp e c t to  sy m m etry  i t  is ob v io u s th a t  
n o  sh e a r in g  forces can a c t a long  th e  axes o f sy m m etry , th u s , e. g., along the 
s y m m e tr y  axis у  =  0

nxy =  0 ,

w h ile  along the lateral edge x  =  a, acco rd in g  to  form ulae (13) a n d  (15), we 
o b ta in

nx =  0 ,

ny = ----- — ]/б4 4h2 (a2 +  y 2) .

A s is  to  be  seen, th e  p ro je c tio n  forces b e in g  p a ra lle l to  th e  la te ra l  edges v a ry  
a lo n g  th e  respective la te ra l  edge parab o lica lly .

7 . In n e r  forces o f th e  cupo la  shell over a  F air-pav ilion  in  B elg rade

T o v erify  th e  usefu l n a tu re  o f  th e  d isc losed  fo rm u lae , le t  us check s ta tic a l  c a lcu la tio n s 
re fe r r in g  to  th e  m agn ificen t c u p o la  shell o v e r a  F a ir-p av ilio n  in  B e lg rade, b u i lt  in  1957. The 
m o d e  o f  calcu la tion  o f  th is  fa m o u s cupola  w as desc rib ed  b y  K h stic , M. [4].

T h e  base o f th e  shell in  q u e s tio n  is a  sq u a re  (F ig . 10). T he h a lf  le n g th  o f  i ts  sides is 
a =  23,75 m . The m iddle  su rface  is  sp h erica l, i ts  ra d iu s  is К  =  56,2 m . T he sh e ll’s th ick n ess 
—  in s id e  th e  circle in scribed  in to  th e  b asic  sq u a re  —  is 9 cm , a d v an c in g  fro m  h e re  tow ards 
th e  co rn ers  th e  th ickness in c reases , reach in g  20 cm  a t  th e  corners. As to ta l  lo a d  u p o n  th e  
9 cm  th ic k  p a r ts  o f th e  shell 0,435 t /m 2 w as ta k e n  in to  co nsidera tion . O v er th e  co rn er p a r ts  
th is  v a lu e  m ig h t be h ig h er —  acco rd in g  to  th e  a u th o r ’s e s tim a tio n  —  b y  a b o u t 60 p e r  cen ts.
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In  com pliance w ith  th e  published d ia g ra m s  th e  va lues o f  th e  p ro jec tio n  forces w ere  th e  
fo llow ing.

A t ax is p o in t X  =  0, y  =  0:

nx =  —  11,9 t/m , nxy = 0 ,  ny =  —  11,9 t/m . 

A t side b isectin g  p o in t x  =  а, у  =  0:

Tix =  0, iixy — 0, Пу — —  26,1
R

fi t*
• =  —  28,8 t/m .

( 20)

( 21)

Fig. 10. M iddle surface  of th e  c a lo t te  shell over th e  F a ir-p av ilio n  in  B elg rade

A t corner p o in t  x  — a, y  — b:

nx — 0, nxy — —  35,7 t /m , ny =  0. (22)

Severel sm all e rro rs , how ever, s l ip p e d  in to  th is  ca lcu la tio n . A fte r  th e ir  c o rre c tio n , th e  
a p p ro x im a te  values o f  p ro jec tio n  forces a re  th e  fo llow ing:

A t ax is p o in t x  =  0, y  =  0:

nx =  —  11,9 t /m , nXy = 0 ,  ny =  —  11,9 t/m . (23)

A t side b isec tin g  p o in t яс =  а , у  =  0:

"x =  0, nxy — 0, t t y  =  — 21,6 —  23,8 t/m . (24)

A t corner p o in t x  =  a, y  =  b:

nx =  0, nxy = 31,8 / tm , ny =  0. (25)
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Conversely to  th e  a b o v e  num arica! va lues, th e  accurate values re su ltin g  fro m  form ulae  
p u b lished  in  th e  p re sen t p a p e r  are the  following.

A t axis p o in t X =  0, y  =  0 :

p R  pR
nx =  — ~ - =  —  12,2 t/m , nxy = 0 ,  ny = — ^ - =  —  12,2 t /m . (26)

A t side b isec tin g  p o in t  x  =  a, y  — b:

n x =  0, n Xy  = 0 ,  r i y =  —  g  R  =  — 24,4 t/m . (27)

A t corner p o in t x  = a  , y  =  b:

I1V — 0, nxy — —  1,6
g R ( R 2 — 2a2)

2a2
56,5 t/m , iiy =  0. (28)

T he fac to r 1,6 to  be  seen  in form ula (28) o f  p ro je c tio n  force nxy expresses th e  su rp lu s 
in  w e ig h t due to th e  in c re a se  o f  th e  she ll’ th ick n ess.

As is to  be seen , a p p ro a c h in g  values o f  p ro je c tio n  forces given in (23)— (25) d e v ia te  to  
a  considerab le  e x te n t  f ro m  th e  accu rate  va lues to  be fo u n d  in  (26)— (28). So e. g ., th e  e x ac t 
v a lu e  o f  force nXy v a lid  fo r  th e  corner p o in t is h ig h e r  b y  a b o u t 80 pe r cen ts, th a n  th e  va lue  
re su ltin g  from  th e  a p p ro x im a te  calcula tion .

In  th e  given case th e  d em o n s tra tio n  o f th e  e r ro r  co m m itte d  in  th e  course o f  th e  a p p ro 
x im a te  calcu la tion  w as v e ry  sim ple . T his fac t also c le a rly  verifies th e  useful an d  ex p ed ien t 
n a tu re  o f  th e  p u b lish ed  c o n tro llin g  form ulae.
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SU M M A RY

T he calcu la tion  o f  c a lo t te  shells is u suelly  c a rr ie d  o u t in  practice  by  d iffe ren t approaching 
m eth o d s . F o r th e  co n tro l o f  th ese  calcu la tio n s such  fo rm u lae  m ight be v e ry  h e lp fu l, b y  th e  use 
o f  w h ich  stresses a ris in g  in  c a lo tte  shells —  a t le a s t  on  c e r ta in  ch arac te ris tic  p o in ts  o f these  
s tru c tu re s  —  could be  c a lc u la te d  in an exact m an n e r. T h e  p re sen t p ap er in tro d u c es  fo rm ulae  
a d e q u a te  for th is  p u rp o se .

T h e  form ulae  p u b lish e d  h ere  offer th e  p o ss ib ility  fo r th e  d irec t ca lcu la tio n  o f c h a ra c te r 
is tic s  o f stresses a ris ing  o n  c o rn er poin ts o f a rb it ra ry  sh ap ed  and  loaded c a lo tte  shells. B y  th e ir  
u se  th e  ch arac te ris tic s  o f  s tre sse s  belonging to  th e  c e n tre s  o f th e  edge lines can  also be  ca lcu la ted  
d ire c tly , supposing, t h a t  th e se  p o in ts  are p laced  in  a com m on  sy m m etry  p lan e  o f th e  sh e ll’s 
m id d le  surface an d  of th e  lo ad s  upo n  th e  shell. N o rm a l s tresses arising  along th e  edge lines o f 
she lls  o f tran s la tio n  c an  a lso  be  com puted  d irec tly , i f  th e  p lan e  of th e  edge line  is p a ralle l to  
th e  p lan e  of one of th e  g e n e ra tin g  curves.
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F o r  th e  v e rif ica tio n  o f th e  a d eq u acy  o f th e  p u b lish ed  fo rm ulae  a u th o r  show s th e  c a l
c u la tio n  o f stre ss  c h a ra c te ris tic s  a t  c e rta in  p o in ts  o f  a  shell fo rm ed  like  a ro ta tio n  p a rab o lo id  
over a re g u la r  polygone basis.

A s a  fu r th e r  exam ple  th e  case o f cu p o la  shells o v er th e  F a ir-P av ilio n  in  B e lg rad e  is also 
m en tio n ed . In  th is  in s tan c e , th e  e rro r m ad e  d u rin g  d esign ing  b y  th e  use  o f a p p ro x im a te  c a l
c u la tio n s  cou ld  be d e m o n s tra te d  in  a  sim ple way.

K O N T R O I.L F O R M E L N  Z U R  S P A N N U N G S B E R E C H N U N G  D E R  K A P P E N S C H A L E N

P. CSONKA

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie B erechnung  d e r K ap p en sch a len  erfo lg t in  de r P ra x is  m it H ilfe v e rsch ied en er A n n ä 
h e ru n g sm eth o d en . Z ur K o n tro lle  d e rselben  kön n en  F o rm e ln  g u te  D ienste  le isten , m it  d e ren  
H ilfe d ie  in  den K ap p en sch a len  a u ftre te n d e n  S p an n u n g en  —  w enigstens an  gew issen c h a ra k 
te ris tisc h en  P u n k te n  —  g en au  b e rech n et w erden  kön n en . V orliegender A ufsatz  v e rö ffe n tlic h t 
e in fache, diesem  Zw eck e n tsp rech en d e  F orm eln .

D ie h ier m itg e te ilten  F o rm e ln  erm öglichen d ie u n m itte lb a re  B estim m ung  d e r K e n n 
w erte  de r in  den E c k p u n k te n  belieb ig  g e s ta lte te r  u n d  b e la s te te r  K ap p en sch a len  a u f tre te n d e n  
S p an n u n g en . Ih r  G eb rau ch  e rm ög lich t fe rn e r die B estim m u n g  der in  den M itte lp u n k te n  de r 
R a n d lin ien  a u ftre te n d e n  S p an n u n g en , v o rau sg ese tz t, d a ß  die g en an n ten  P u n k te  in  e in e r 
gem einsam en  S ym m etrieeb en e  de r S ch a len m itte lfläch e  u n d  d e r die Schale b e la s ten d en  K rä f te  
liegen. D ie en tla n g  der R a n d lin ien  der T ran s la tio n sch a len  a u ftre te n d e n  N o rm a lsp an n u n g e n  
k ö n n en  ebenfa lls  u n m itte lb a r  b e rech n e t w erden , w enn die R an d lin ie  de r Schale p a ra lle l  zu r 
E b en e  d e r e inen  L e itk u rv e  v e rläu ft.

Z u m  N achw eis d e r Z w eckm äß igkeit de r b ek an n tg eg e b e n en  F o rm eln  w ird d ie B e rec h 
nun g  d e r S p an n u n g sk en n w erte  in  e inzelnen c h a ra k te r is tis c h e n  P u n k te n  eines R o ta tio n sp a ra -  
bolo ides ü b e r  e inem  reg elm äß ig en  v ieleckigen G ru n d riß  geze ig t.

A ls w eiteres B eispiel w ird  d e r F a ll de r K ap p en sch a len  de r M essehalle in  B elgrad  e rw ä h n t. 
H ier k o n n te n  m itte ls  d e r im  A u fsa tz  b ek an n tg eg eb en en  K o n tro llfo rm eln  die im  L au fe  de r 
a n n ä h e rn d e n  E n tw u rfsb ere c h n u n g  begangenen  F eh ler a u f  e in fach e  W eise nachgew iesen  w erd en .

F O R M U L E S  P O U R  L E  C O N T R Ô L E  D E  LA  T E N S IO N  D E S C A L O T T ES

P. CSONKA

R É SU M É

D an s la p ra tiq u e , le calcu l de la ca lo tte  se fa it p a r  d iffé ren te s  m éthodes a p p ro x im a tiv e s . 
P o u r c o n trô le r  celles-ci, on p e u t se serv ir de form ules p a r  lesquelles la tension  de la  c a lo t te  e st 
d é te rm in a b le  avec e x a c titu d e , du  m oins d an s ce rta in s  p o in ts  carac té ris tiq u es . L a  p ré se n te  
é tu d e  propose  des fo rm ules sim ples p o u v a n t ê tre  u tilisées à  c e t effet.

Les fo rm ules p roposées p e rm e tte n t la d é te rm in a tio n  d irec te  des c a ra c té ris tiq u es  de  te n 
sion d a n s  les coins d ’une c a lo tte  de form e e t à charge don n ées , a insi que les c a ra c té ris tiq u e s  de  
ten s io n  des cen tres des b o rd u res , à co n d itio n  que les p o in ts  m en tionnés se t ro u v e n t  su r  le 
p lan  de sy m é trie  com m un  de la  surface  m oyenne de la c a lo tte  e t des forces c h a rg e a n t c e tte  
d e rn ière . O n p e u t aussi d é te rm in e r d irec tem en t, p a r  elles, les ten s io n s norm ales se p ro d u isa n t 
le long des b o rd u res des voiles de tra n s la tio n , lo rsque la b o rd u re  du  voile est p a rallè le  a u  p lan  
de l ’une  des d irectrices .

P o u r  d é m o n tre r  l’u til i té  des fo rm ules q u ’il p ropose, l’a u te u r  p résen te  le calcu l, en  c e r
ta in s  p o in ts  c a ra c té ris tiq u es , des ca ra c té ris tiq u es  de ten s io n  d ’une c a lo tte  de form e p a rab o lo ïd e  
de rév o lu tio n , c o n s tru ite  su r u n  polygone régulier.

U n  a u tre  exem ple p ra tiq u e  est fourn i p a r  les c a lo tte s  d u  pav illon  de la foire de  B e lg rad e , 
o ù  l’e rre u r  du  calcu l a p p ro x im a tif , effec tué  a u  cours de la c o n s tru c tio n , p o u v a it ê tre  d é m o n trée  
de  façon  sim ple p a r  les fo rm ules de co n trô le  p roposées d a n s  l’é tu d e .
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ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПРОВЕРКИ РАСЧЕТА НАПРЯЖЕНИЙ КУПОЛООБРАЗ
НЫХ ОБОЛОЧЕК

П. ЧОНКА 

РЕЗЮМЕ

На практике расчет куполообразных оболочек производится при помощи различ
ных приближенных методов. Для проверки приближенных методов дают большую пользу 
такие формулы, при помощи которых напряжения куполообразных оболочек возможно 
точно вычислить хотя бы в отдельных характерных местах. В данной работе приведены 
пригодные для этой цели простые формулы.

Приведенные здесь формулы позволяют непосредственно определять показатели 
напряжения в угловых точках куполообразных оболочек произвольной формы и на
грузки. При помощи этих формул представляется возможным просто вычислять также 
показатели напряжения центров периметральных линий, исходя из предположения, что 
упомянутые точки лежат на общей плоскости симметрии центральной поверхности обо
лочки, а также нагружающих оболочку сил. Могут быть непосредственно определены 
также нормальные напряжения, возникающие вдоль периметров трансляционных обо
лочек, если периметр оболочки параллелен с плоскостью одной основной кривой.

Автор для подтверждения целесообразности рассмотренных формул демонстрирует 
для характерных точек расчет показателей напряжения оболочки в виде параболоида 
вращения, построенного над правильным многоугольным основанием.

В качестве дополнительного примера упоминается случай куполов в виде оболочек 
павильона бельградской ярмарки. На этом примере при помощи изложенных в статье 
формул можно было показать допущенные в процессе проектирования ошибки приме
ненного приближенного метода.
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D E R  F A S E R R I S S E  V O N  L E D E R N *

G. T Ó T H

DOKTOR DER CHEM. WISSENSCHAFTEN 

u n d

J .  Ö R K É N Y I

LABORATORIUM DER PÉCSER LEDERFABRIK

[E iiigegangen  a m  2. Ju li , 1959]

Im  verg an g en en  J a h r  fü h rte n  w ir E rm ü d u n g sv e rsu ch e  m it H ilfe  v o n  
D a u e rb e la s tu n g en  sow ie d y n am isch en  B ean sp ru ch u n g en  bei T re ib rie m e n  
d u rc h , u n d  se tz ten  d ab e i v o rau s, d a ß  d ie  L ed erfasern  u n te r  der W irk u n g  von  
S p an n u n g e n , die die R eiß festig k e it u m  vieles u n te rsc h re ite n , n a c h e in a n d e r ze r
re iß en . D iese V o rau sse tzu n g  k o n n te  im  L aufe  u n se re r  V ersuche b e s tä t ig t  w er
d en , in d em  m it H ilfe eines S c h a llv e rs tä rk e rs  das K n a llg e räu sch  der F a se rn  beim  
R e iß en  w ahrgenom m en  w erden  k o n n te . W ir d a c h te n  dabei d a ra n , d a ß  das 
s tu n d e n la n g  a n d au e rn d e  A u se in an d erz ieh en  des R eißprozesses u n d  d ie  B e o b 
a c h tu n g  der A nzahl u n d  S tä rk e  der F ase rrisse  zu r E rk e n n tn is  der F a s e r s t ru k tu r  
des L eders b e itrag en  d ü rfte .

D as Z erreißen  d er F asern  ru f t  S chw ingungen  im  L eder h e rv o r, d ie  m it 
H ilfe eines em pfind lichen  M ikrophons h ö rb a r g em ach t w erden k ö n n en . D er 
d u rc h  das M ikrophon angezeig te  S cha ll w urde m it H ilfe eines D re irö h re n v e r
s tä rk e rs  — dessen S cha ltschem a in A b b . 1 d a rg es te llt w urde — a u f  e tw a  das 
10 000-fache v e rs tä rk t .  S e lb s tred en d  w irk t  bei d ieser hohen  V e rs tä rk u n g  je d e s  
äu ß e re  G eräusch  ä u ß e rs t s tö ren d , u n d  das M ik rophon  m uß  bei d iesen  V er
su ch en  m it einem  sch a lld äm p fen d en  M a te ria l u m h ü llt  w erden . In  d e r jü n g s te n  
Z e it k o n n te n  w ir a u f  diese W eise e rre ich en , d aß  b e i einzelnen L ed ern  b e re its  
bei 35 —4 0%  der Z erre iß fes tig k eit K n a llg e räu sch e  w ahrgenom m en w erd en  
k ö n n e n , deren  L a u th e it  (3) u n d  H ä u fig k e it ä u ß e rs t versch ieden  sind. B e i n ie d 
rigen  B e las tu n g en  s ind  lediglich einige K n a llg e räu sch e  je  M inute h ö rb a r , d e ren  
I n te n s i tä t  sich — noch  bei einer 10 000-fachen  V e rs tä rk u n g  — a u f dem  N iv e a u  
d e r  H ö rb a rk e itsg ren ze  b e fin d e t. B ei B e la s tu n g en  in  d er N ähe der R e iß fe s tig 
k e it w äch st n ich t n u r  die H äu fig k e it, v ie lm ehr au ch  die L au th e it d e r  K n a ll
g e räu sch e  in  hohem  G rade an . D er R e iß p ro zeß  im  L ed e r w urde auch  a u f  M a
g n e tto n b a n d  aufgenom m en.

D ie du rch  das M ikrophon an g eze ig ten  u n d  v e rs tä rk te n  K nalle  k ö n n en  
e n tw e d e r m it einem  K o p fh ö re r oder m it  H ilfe eines O szillographen w a h rg e n o m 

* V o rg e trag en  a u f  d e r  S itzu n g  des W isse n sc h aftlic h en  V ereines fü r  d ie L e d e r in d u s tr ie  
am  2. O k to b e r 1959. Im  L aufe  des V o rtrag es w u rd en  au ch  d ie  M ag n e to p h o n au fn ah m en  ü b e r  
d en  R e iß p ro zeß  de r F a se rn  v o rg efü h rt.
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m e n  w erden. Bei u n s e re n  ers ten  V ersuchen  w u rd e  ein O szillograph  T y p  O rion 
S P  20981 v e rw en d et.

Beide P e rz e p tio n sm e th o d e n  w eisen gew isse V orteile au f. M it H ilfe des 
K o p fh ö re rs  können  w ir  d u rc h  die T o n fa rb e  d ie  Faserrisse  von  dem  etw aigen  
ä u ß e re n  G eräusch le ic h t  un terscheiden , u n d  so k an n  die A nzah l d er K nalle  
le ic h t festgestellt w e rd e n . E in  N achteil des K o p fh ö re rs  b e s te h t je d o c h  d arin , 
d a ß  die B eurte ilung  d e r  L a u th e it  der K n a lle  r e c h t  su b jek tiv  is t. D em gegenüber 
k a n n  am  O szillog raphen  au s  der Größe d e r S trah len b ew eg u n g  (aus d er A m pli
tu d e  des S trahles) a u f  d ie  S ch a llin ten sitä t g e fo lg e rt w erden , w obei jed o ch  die 
S tö rgeräusche  u n d  d ie  d u rc h  die F asern  des L ed ers  b ed in g ten  K n a llg e räu sch e  
n ic h t  au se in a n d e rg eh a lte n  w erden können . A us d iesem  G runde k a n n  die H äu -

1T4T 1S5T 1Г4Т

Abb. 1. W id erstän d e  s in d  in  Megohm, K a p a z itä tsw e r te  in  N an o farad  angegeben  
H  =  K o p fhörer M =  M ikrophon

f ig k e it  der K n a llg e rä u sc h e  in  E rm an g e lu n g  eines stillen  A rb e its rau m es m it  
H ilfe  dieses In s tru m e n ts  n ic h t m it der S ic h e rh e it wie beim  K o p fh ö re r  fe s t
g e s te llt  w erden. B ei g le ich ze itig e r B eo b ach tu n g  des K opfhörers u n d  des O szillo
g ra p h e n  k ann  sow ohl d ie  A n zah l wie auch  d ie S tä rk e  der K n allg eräu sch e  gem es
se n  w erden. Mit H ilfe  d es  techn ischen  O sz illo g rap h en  vom  T yp  O rion  A F  k ö n 
n e n  die S trah len b ew eg u n g en  auch p h o to g ra p h ie r t  w erden , w obei d e ren  A m pli
tu d e n  u n d  H ä u fig k e ite n  a u s  der P h o to g rap h ie  g e n a u  b es tim m t w erd en  k ö n n en .

A bb. 2 und  3 z e ig t d ie  oszillographische A u fn ah m e einer a n  einem  k a lt  
geschm ierten  T re ib riem en cro u p o n  v o rg en o m m en en  D a u e re rm ü d u n g , w obei d ie  
B e la s tu n g  160 k g /cm 2 b zw . 200 kg/cm a b e tru g . J e d e r  K n a ll k a n n  als eine gerin 
g e re  oder größere S trah len b ew eg u n g  g e so n d e rt w ahrg en o m m en  w erd en .

Z ur U n te rsu c h u n g  des R eißprozesses m ü ssen  w ir den Z u sam m en h an g  
zw ischen  dem  z e rr isse n e n  F a se rq u e rsc h n itt u n d  der S trah len b ew eg u n g  des 
O szillographen  k e n n e n . D ie  K o n stru k tio n  u n s e re r  V o rrich tu n g  is t  d e ra r t  b e 
sch affen , daß au f eine P ro p o r tio n a litä t  d ieser B ez iehung  gefo lgert w e rd en  k an n . 
D  e r A bstand  des M em b ran e  vom  E le k tro m a g n e te n  des M ikrophons is t näm lich  
im  Vergleich zu d er A m p litu d e  der S chw ingungen  ziem lich groß, u n d  aus d iesem  
G ru n d e  sind die D e v ia t io n  des M em brans u n d  d ie  in d u z ie rte  S tro m s tä rk e  e in an 
d e r  annähernd  p ro p o r t io n a l . Zwischen d e r im  M ikrophon in d u z ie r te n  S tro m 
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s tä rk e  u n d  d er S trah lenbew egung  am  O szillographen  b e s te h t ebenfalls eine P r o 
p o rtio n a litä t.

D ie P ro p o r tio n a litä t  zw ischen d e r G röße des zerrissenen  F a se rq u e rsc h n it
te s  u n d  d er S trah lenbew egung  am  O szillographen  w urde  ex p erim en te ll a u f  die 
fo lgende W eise b e s tä tig t. In  e inem  A b stan d e  von  20 cm  vom  M ikrophon  w u rd e

Abb. 2

Abb. 3

ein T e x tilfa d e n  m it einem  G ew icht von  37 m g/m  bzw. 748 m g/m  zerrissen , w obei 
die S trah len b ew eg u n g  am  O szillographen  ü b e r den  S ch a llv e rs tä rk e r gem essen  
w urde. B eim  Z erreißen  des zw eiten  G arns, be i w elchem  20-m al m eh r T e x ti l
fäd en  zerrissen  w erden  m u ß ten , w urde  eine 20 —25-fach größere S tra h le n b e w e 
gung  als beim  d ü n n eren  G arn  b e o b a c h te t. D ie e rw äh n te  P ro p o r tio n a litä t  k a n n  
aus d iesem  G ru n d e  zw ischen b e s tim m te n  G renzen  v o rau sg ese tz t w erden .

Z u r U n te rsu ch u n g  des R eißprozesses w ollen w ir die am  Schirm  des O szillo 
g rap h en  gem essenen S trah lenbew egungen , die den  bei k leinen  B e lastu n g en  eben  
noch  a u ftre te n d e n  schw ächsten  K n a llg e räu sch en  en tsp rech en , als E in h e it  w ä h 
len  u n d  die G rößen  der bei den h öheren  B elastu n g en  en ts teh en d en  V e rrü c k u n 
gen in  d ieser E in h e it ausd rü ck en .B ezeich n en  w ir die A m p litu d en  der am  S ch irm  
des O szillographen  erscheinenden  V errü ck u n g en  m it A v  A 2, A 3, u sw ., u n d  
b e trä g t  die A nzahl der K nallgeräusche  m it V errü ck u n g  A x je  M inu te  n v  d ie
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d e r  K n a lle  m it V e rrü c k u n g  A 3 n2, die der K n a lle  m it V errü ck u n g  A 3 ns, usw ., so 
k ö n n e n  w ir als e in en  fü r  den zerrissenen  F a se rq u e rsc h n itt  c h a ra k te ris tisch e n  
In d e x  die fo lg en d e  S um m e n eh m en : n 1A 1 - j -  n2A 2 -)- n3A 3 — E  A .

B etru g  n ä m lic h  die G röße d er dem  am  sch w äch sten  h ö rb a re n  K n a ll e n t
sp rech en d en  V e rrü c k u n g  am  Schirm  des O szillographen  A v  so g ib t das V er
h ä ltn is

E A : A X (1)

a n , w iev ielfach  d e r in  e in er M inu te  zerrissene  F a se rq u e rsc h n itt  den  den  A u s
sch lag  A x b ed in g en d en  u n d  als E in h e it g ew äh lten  F a se rq u e rsc h n itt  ü b e r tr if f t . 
E rfo lg t der R iß  in  t M inu ten , so g ib t d er A u sd ru ck

E  A
t --------

A

Abb. 4

( 2 )

an , w iev ielfach  d e r  zerrissene  F a se rq u e rsc h n itt  des ganzen  L eders den  als E in 
h e it  gew ählten  F a se rq u e rsc h n itt  ü b e r tr if f t .

I s t  der W e rt v o n  E  A  v e rän d erlich , so m u ß  an  Stelle des P ro d u k te s  t • E  A
t

das In te g ra l | E  A  u n d  an  Stelle des A u sd ru ck s  (2) der A usd ruck
о

(  E  A

g e se tz t w erden.
E s em p fieh lt sich , die V e rs tä rk u n g  des O szillographen  d e ra r t  einzuregeln , 

d a ß  die bei den  g e rin g en  B e lastu n g en  n och  ge rad e  w ah rn eh m b aren  F aserrisse  
am  S chirm  des O sz illog raphen  eine V errü ck u n g  v o n  e tw a 1 m m  bed ingen . In  
d iesem  Falle is t A x =  1 m m .

D ie M essung v o n  E  A  erfo lg te in  d e r W eise, daß  n ach  E in s te llu n g  d er 
B e la s tu n g  die A n zah l d e r m it einem  K o p fh ö re r  h ö rb a re n  K nalle  je  M inu te  m it 
e in er S to p p e ru h r v e rfo lg t w urde, u n d  g le ichzeitig  w urden  au ch  die am  O szillo
g ra p h e n  v e ru rsa c h te n  V errü ck u n g en  b e o b a c h te t. D ie L ich tsignale  des O szillo
g ra p h e n  w erden  a n  S te lle  des au se in an d erg ezo g en en  Z u stan d es m it V orte il in 
s te h e n d e m  Z u s ta n d  gem essen.
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4bb. 5. Z u sam m en h an g  zwischen d e r B elastung  u n d  d em  je  M inute zerrissenen
F  a se rq u e rsch n itt

Abb. 6. D a rs te llu n g  des je  M inute z e rrissen en  F ase rq u ersch n itte s  in A bhängigkeit von  d e r  Z eit

U m  m it d em  R iß q u e rsc h n itt d en  Q u e rsc h n itt des P rü fk ö rp ers  je  en g er 
an zu n äh e rn , w u rd e  an  Stelle d e r ü b lichen  8-er F o rm lin g e  ein P rü fk ö rp e r  n ach  
A bb . 4 v e rw en d e t, bei dem  der R iß  s te ts  an  der m e is t v e rjü n g ten  S telle  e rfo lg t, 
w obei an  den ü b rig e n  Stellen des P rü fk ö rp e rs  k a u m  40 %  der au f den  v e r jü n g 
te n  Q u e rsch n itt en tfa llen d en  Z u g sp an n u n g  a u f t r i t t .

Z ur M essung der W erte  v o n  27 A  w u rd en  d ie  Y orversuche m it e inem  
O szillographen  v o m  T yp  SP 20981 d u rch g e fü h rt. A u f G ru n d  dieser V ersu ch e

9  Acta Technica XXIX/3—4.
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w u rd e  d e r Z u sam m en h an g  zw ischen den W e rte n  von  E  A  u n d  d en  B e la s tu n g en  
b e i d e n  k a lt  geschm ierten  T re ib riem en cro u p o n en  in  T abelle I  a n g e fü h r t  bzw . 
in  A b b . 5 darg este llt. W ie au s der F ig u r e rs ic h tlic h , s te ig t die K u rv e  b e i A n n ä 
h e ru n g  d er R e iß festig k e it ä u ß e rs t ste il an . I n  T abelle  I I  u n d  A bb . 6 w erden  die

Tabelle I

Erm üdung eines kalt geschmierten Treibriemens m it einem Querschnitt von 0 ,75 cm2

Dauerbelastung Knallg eräusche

n  - A  =  Z A m • Z A

Berechnete 
Reißzeit in 

Minuten 
1,3 • 105 

~  ~ Z A

log t.durch
Minuten

Ш

durchschnitt
liche 

Anzahl 
je Minute

n

durch
schnittlicher 

Ausschlag 
am Oszillo
graphen in 

mm
A

135 2 4 1 (M ) 4 8 33 000 4,52
150 2 6 2 12 24 11 000 4,05
170 2 11 4 44 88 3 000 3,47
185 2 18 3 54 108 2 400 3,38
200 3 35 4 140 420 930 2,97

210 3 52 5 260 780 500 2,70
220 3 160 7 1 120 3 360 116 2,06

230 3 150 12 1 800 5 400 73 1,86

240 4 180 11 2 000 8 000 65 1,81

250 4 170 18 3 050 12 200 43 1,52

260 10 180 28 5 000 50 000 26 1,41

260 2 200 40 8 000 16 000 16 1,21

270 1 500 50 25 000 25 000 5 0,70

Z u sa m m e n : 41 — - — 1,3 ■ 105 — -

W e rte  v o n  E  A  in  A b h ä n g ig k e it von  d e r Z e it b e i v e rsch iedenen  (s ta tisch en ) 
D a u e rb e la s tu n g en  eines k a l t  g esch m ierten  T re ib riem en cro u p o n s m it einem  
Q u e rs c h n it t  von  0,75 cm 2 d a rg es te llt. D u rc h  In te g ra tio n  d er W e rte  v o n  E  A  
w ird  d e r  gesam te zerrissene  F a se rq u e rsc h n itt  in  W erten  des als E in h e it  gew ähl
te n  F a se rq u e rsc h n itte s  e rh a lte n . Als die R e iß d a u e r  noch m ehr v e r lä n g e r t  w urde 
(siehe  T a b . I I I  u n d  A bb . 7), k o n n te n  w ir b e o b a c h te n , daß  sich die W e rte  von  
E  A  m it  der Z eit v e rr in g e rte n , w obei n ic h t n u r  d ie  H äu fig k e it d er K n a llg e rä u 
sc h e , d o ch  auch ih re  In te n s i tä t  ab n ah m . D iese E rsch e in u n g  k a n n  d a ra u f  zu rü ck 
g e fü h r t  w erden , daß  sich  w äh ren d  d er E rm ü d u n g  F ase rb e la s tu n g en  ausb ilden  
k ö n n e n , be i denen infolge d e r  g le ichm äß igeren  B ean sp ru ch u n g  d er F a se rn  w eni
g e r F a se rb ü n d e l bis z u r  B ru c h d e h n u n g  b e la s te t  sind . Diese E rsc h e in u n g  h ä n g t 
a u c h  m it  der R e la x a tio n  zu sam m en . In  d e n  dem  R iß  des L eders u n m itte lb a r  
v o ra n g e h e n d e n  M inu ten  w u rd en  d e ra rtig e  d e r  R e lax a tio n  ähn lich e  Erschei-
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/ о д  Г  A

J Ö  7T Ô  2 0 0  M i n u t e n

A b b .  8 .  L o g arith m u s des je  M in u te  zerrissenen F a se rq u e rsch n itte s  in  A b h äng igkeit von der 
Z eit, be i e in e r B elastung  v o n  215 k g /cm 2

nungen  n ich t m ehr b e o b a c h te t, v ielm ehr n ah m  die In te n s i tä t  u n d  auch  die 
H äu fig k e it der K n a llg e räu sch e  stufenw eise zu , wie es aus den  T abellen  I I I  u n d  
IV  sow ie aus den le tz te n  A b sc h n itte n  der A bb. 7 u n d  8 e rs ich tlich  is t.

B ei dy n am isch er E rm ü d u n g  k o m m t die A b n ah m e d er G eschw ind igkeit der 
F aserrisse  se ltener vo r, da  die schw ankende B e la s tu n g  dem  E rm ü d u n g sv o rg an g  
über den  S tills tan d  d er R isse  h inw eghilft. H ie ra u f  d ü rf te  teilw eise au ch  der 
U m sta n d  zu rü ck g e fü h rt w erd en , daß bei d er d y n am isch en  E rm ü d u n g  die 
D auerlin ie  des L eders s te ile r  v e rläu ft.

A u f G ru n d  d er m it e inem  O szillographen  v o m  T y p  20981 d u rch g e fü h rten  
M essungen fü h rte  in  T ab . I  die S um m ierung  d er W e rte  von  m  • 27 A ,  a u f  einen 
L e d e rq u e rsch n itt von  1 cm 2 bezogen , zu einem  E rg eb n is  v o n  d er G rö ß en o rd n u n g

9*
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Tabelle II

Erm üdung eines kalt geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,73 cm2

Dauerermüdung Knallgeräusche

n • A  .-= L A m • H A

Berechnete 
Reißzeit 

in Minuten 
1,65 • 105

* =  ~HÄ

log t.kg/cm2 durch
Minuten

m

durch
schnittliche 
Anzahl je 

Minute

n

durch
schnittlicher 

Ausschlag 
am Oszillo
graphen in 

mm 
A

75 l 3 i 3 3 55 000 4,44

82 2 12 2 24 48 6 900 3,84

92 3 20 5 100 300 1 650 3,21

102 2 30 7 210 400 790 2,90

117 3 60 5 300 900 550 2,74
127 3 70 7 490 1 500 340 2,52
138 3 120 12 1 440 4 300 120 2,15
152 5 170 15 2 550 12 800 65 1,81
163 4 180 17 3 060 12 200 54 1,73
173 2 200 22 4 400 8 800 37 1,57
183 11 300 30 9 000 100 000 19 1,28
183 1 400 60 24 000 24 000 - -

Z u sa m m e n : 40 — - 1,65-105 - -

v o n  1,7 ■ 105. Bei v e rsch ied en en  T re ib riem en  w urde  der W e rt d ieser Sum m e 
v o n  d e r  G rößenordnung  v o n  1,3 —2,7 • 105 gefunden . A us A bb . 6 g e h t h e r
v o r , d a ß  bei einer n u r w enige M in u ten  a n d a u e rn d e n  geringen  B e la s tu n g  d er zer
r is se n e  F a se rq u e rsc h n itt n u r  e inen  v e rn ach läss ig b aren  A n te il des g esam ten  
L e d e rq u e rsc h n itte s  a u s m a c h t. D ie P rü fu n g  bei d iesen  geringen  B e lastu n g en  
k a n n  so m it b erech tig t als z e rs tö ru n g sfre i b eze ich n et w erden .

B e i der F o rtse tz u n g  u n se re r  V ersuche w urde  ein O szillograph  vom  Typ 
O rio n  A F  9916 v e rw en d et, b e i dem  die S trah len b ew eg u n g  m it H ilfe eines P h o to  
R e c o rd e rs  p h o to g rap h ie rt w e rd en  k a n n . D ie G röße u n d  H ä u fig k e it d e r S tra h 
le n b ew eg u n g  k ann  m it H ilfe  dieses A p p a ra te s  v iel g en au er gem essen  w erden . 
D ie  E m p fin d lic h k e it d er V o rr ic h tu n g  k an n  d a d u rc h  w eite r e rh ö h t w e rd en , daß  
d as  M ik ro p h o n  über e inen  R e s o n a to r  m it d er L ed erp ro b e  in  K o n ta k t  g eb rach t 
w ird . M it dieser A n o rd n u n g  e rh ö h te  sich d er W e rt d er F o rm el (3) b e re its  au f 
e in e n  W e r t  von der G rö ß e n o rd n u n g  6 • 105.

N ach  M i c h a i l o v  [4] so llen  die D u rch m esser d er F a se rb ü n d e l des K olla- 
gen s 30 —130 M ikron, die d e r e inze lnen  F ase rn  7 —10 M ikron b e tra g e n . N ehm en  
w ir n o c h  in  B e trach t, d aß  in fo lge  d e r P o ro s itä t  d er zerrissene F a se rq u e rsc h n itt  
n u r  e tw a  50%  des L e d e rq u e rsc h n itte s  a u sm ach t, so b e trä g t  die A n zah l der
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85

100

120

120
120
120
120

140

140

140

140

140

140

160

160

160

160

160

160

160

160

160

160

160

ÜBER EINE AKUSTISCHE UNTERSUCHUNGSMETHODE 3 7 7

Tabelle III

geschmierten Treibriemens mit einem Querschnitt von 0,75 cm2

istung Knallgeräusche

n • A  => L A m • H Adurch
Minuten

m

durch
schnittliche 

Anzahl 
je Minute

n

durch
schnittlicher 

Ausschlag 
am Oszillo
graphen in 

mm 
A

2 10 l 2 20

3 60 7 420 1 300

3 200 8 1 600 4 800

2 160 6 960 1 900

2 140 5 700 1 400

10 120 4 480 4 800

8 100 3 300 2 400

3 200 7 1 400 4 200

3 180 7 1 250 3 800

2 170 7 1 190 2 380

5 160 6 960 4 800

5 140 5 700 3 500

12 100 5 500 6 000

5 200 11 2 200 11 000

5 200 10 2 000 10 000

5 170 9 1 520 7 600

5 150 6 900 4 500

30 140 5 700 21 000

10 170 8 1 520 15 200

3 200 10 2 000 6 000

4 250 15 3 750 15 000

3 300 15 4 500 13 500

3 350 20 7 000 21 000

1 400 50 20 000 20 000

134 — - — 1,86- 105
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Tabelle IV

Ermüdung eines kalt geschmierten Treibriemens m it einem Querschnitt von 0,90 cm2

Dauerbelastung Knallgeräusche

n ■ А  =  Z A m • Z A l og Z A
kg/cm2

durch
Minuten

m

durch
schnittliche 
Anzahl je 

Minute

n

durch
schnittlicher . 

Ausschlag am 
Oszillographen

in mm
А

215 10 150 6 900 9 000 2,96
215 10 120 3 360 3 600 2,55
215 40 60 4 240 9 600 2,38
215 60 120 4 480 29 000 2,68
215 50 150 4 600 90 000 2,78
215 10 200 10 2 000 20 000 3,30

215 6 300 30 9 000 54 000 3,95
215 1 50 000 50 000 4,00

Z u sam m en : 187 2,05- 105

D ie  A n zah l der e in ze ln en  F a se rn  b e trä g t l a u t  äh n lich e r R ech n u n g en  640 000 — 
1 300 000. B ei u n se ren  V ersu ch en  w urden  fü r  die versch iedenen  L ed er Z ah len 
w e r te  zw ischen d iesen  G ren zen  gefunden (siehe T ab .

A us diesen B e re c h n u n g e n  können  w ir d a r a u f  sch ließen , d aß  be i d er lan g 
sa m e n  E rm ü d u n g  des L e d e rs  stufenw eise F a se rq u e rsc h n itte  n a c h e in an d er zer
re iß e n , die geringer a ls d ie  d e r  F ase rb ü n d e l s in d  u n d  die die Q u e rsch n itte  der 
e in ze ln en  F asern  a n n ä h e rn . Zw ischen d er Z u g b ea n sp ru c h u n g  u n d  der E rm ü 
d u n g  des Leders b e s te h t  so m it der U n te rsch ied , d aß  bei d er B estim m u n g  der 
Z u g fe s tig k e it A g g reg a te  d e r  F aserbünde l ze rre iß en , w obei die K nalle  an  der 
A n z a h l v e rh ä ltn ism ä ß ig  g e rin g , doch s ta rk e r  I n te n s i tä t  s in d ; die H äu fig k e it der 
K n a lle  n im m t rasch  zu , u n d  d e r volle Q u e rsc h n itt  des L eders ze rre iß t gleichsam  
d e to n a tio n sa r tig  w ä h re n d  e in iger S ekunden . D em g eg en ü b er zereißen  bei der 
E rm ü d u n g  des L eders d ie  e inzelnen  F ase rn , w o b ei die K n a lle  zw ar hoch  an  der 
A n z a h l, doch von g e rin g e r In te n s i tä t  sind . E s  is t fü r  die E rm ü d u n g  k ennze ich 
n e n d , d aß  die F a se rn  m it  e in e r  nahezu k o n s ta n te n  G eschw ind igkeit zerreißen . 
D e r  R eißprozess k a n n  so m it m it der F läch e  eines sich e n tla n g  d er O rd in a te  
e rs tre c k e n d en , w ä h re n d  d ie  E rm ü d u n g  m it  d er F läch e  eines sich e n tla n g  der 
A bsz isse  e rs treck en d en  ä u ß e rs t  schm alen S tre ifen s  c h a ra k te ris ie r t w erden .

F a se rb ü n d e l in  dem  sc h e in b a re n  Q u e rsch n itt des L eders von  1 cm 2
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D ie Z erre iß zeit (f) k an n  fü r jed e  B e la s tu n g  a u f  G rund  der fo lg en d en  F o r 
mel b erech n e t w erden:

f Z A  : A 1 f Z A
0________ =  •_________ t

Z A  : A 1 Z A

W ird  n äm lich  von  dem  durch  die R e la x a tio n  b ed in g te n  N achlassen  d e r  K n a lle  
sow ie d en  dem  R iß  u n m itte lb a r  v o ra n g e h e n d e n  s tä rk e re n  K n allen  ab g eseh en , 
u n d  w erden  die F aserrisse  ü b er die volle E rm ü d u n g sd a u e r  als g le ich m äß ig  v e r 
te i l t  v o ra u sg e se tz t, so w ird  der Q u o tien t au s  dem  zerrissenen g esam ten  F a se r
q u e rsc h n itt  (siehe F o rm el 3) u n d  dem  a u f  eine M inute  en tfa llen d en  d u rch -

/ o g  t
T--------------1--------------1--------------1--------------I ►

1 2  3  4  5

Abb. 9

S ch n ittlich en  F a se rq u e rsc h n itt  (siehe F o rm e l 1) die R eißzeit in  M in u te n  e rg e
b en . D ie L o g a rith m en  der d e ra r t b e re c h n e ten  R eiß ze iten  und  die B e la s tu n g e n  
s teh en  m ite in a n d e r  in  e iner lin ea ren  B ez iehung . I n  A bb. 9 w u rd en  d ie  D a u e r
lin ien  d e r in den  T abellen  I u n d  I I  a n g e fü h rte n  L eder d arg este llt. U n se re  f rü 
here  B e o b a c h tu n g , d aß  die L o g arith m en  d e r  D au erb e lastu n g en  u n d  die d er 
R e iß ze iten  a u f  e in er G eraden  liegen — die w ir als D auerlin ie  b e z e ic h n e te n  — 
e rh ie lt h ie rd u rc h  von  e iner an d eren  S eite  ih re  th eo re tisch e  B e s tä tig u n g .

U n sere  A p p a ra tu r  d ü rfte  zu r Z eit zu  R o u tin e te s te n  noch n ic h t g en ü g en d  
geeignet sein, w ir hoffen aber, d aß  m it d e r  V ervo llk o m m n u n g  d e r A p p a ra tu r  
au ch  die ak u stisch e  M ethode der Q u a litä tsp rü fu n g  der L eder g u te  D ie n s te  le i
s te n  w ird , wie auch  d e r E le k tro k a rd io g ra p h  zu r Z eit eine u n e n tb e h rlic h e  H ilfe 
d e r in n e ren  M edizin bei d er A u fste llu n g  d e r  D iagnosen  le iste t.

D er U n g arisch en  A kadem ie de r W issen sch aften  sei u n se r D ank  au ch  a u f  d iesem  W ege 
fü r  die O szillog raphen  ausgesp rochen , die sie d u rc h  ih re n  In s tru m e n te n a n le ih d ie n s t zu u n se re r  
V erfü g u n g  s te llte . A uch d an k en  w ir unserem  K o lleg en  Jó z se f  E l t e r  fü r seine w irk sam e  H ilfe 
hei de r A u fn ah m e d e r P h o to g rap h ien . S chließlich  w ollen  w ir noch  erw ähnen , d a ß  u n se r  K ollege
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J á n o s  Z il l e s  im  L aufe  u n se re r  V ersuche zu u n se re r  K e n n tn is  b rach te , daß  er es b e re its  im  
J a h r e  1953 vorsch lug , e in en  A p p a ra t  zu k o n stru ie ren , m it  H ilfe  dessen eine B eziehung zw ischen  
de r F a rb e  de r beim  Z erre iß en  des L eders en ts te h en d e n  T ö n e  u n d  der Q u a litä t des L ed ers e rm it
te l t  w e rd en  k an n . O bschon  sein  V orschlag  n ich t v e rw irk lic h t w urde, tru g en  doch seine Id e e n  
a u c h  zu  d en  E rg eb n issen  u n se re r  A rb e it fru ch tsam  bei.
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ZU SA M M EN FA SSU N G

D e r R e ißprozeß  des L eders w urde von  den  A u to re n  bei einer 10 000-fachen  S c h a ll
v e rs tä rk u n g  s tu d ie rt. D ie F ase rrisse  kön n en  m it e inem  K o p fh ö re r  g u t w ahrgenom m en  w e rd en ; 
die K n a lle  k ö n n en  a u f  ein M ag n e tto n b an d  au fg en o m m en  o d e r  m it Hilfe eines O szillo g rap h en  
a u ch  p h o to g ra p h ie r t  w e rd en  (siehe Fig. 2 u n d  3). A u f G m n d  der P h o to g rap h ien  k ö n n e n  d ie  
G rö ß en  d e r  zerrissenen  F a se rq u e rsc h n itte  m ite in a n d e r v e rg lich en  w erden. D er je  M in u te  z e r
r issen e  F a se rq u e rsc h n itt  n im m t m it zu nehm ender B e la s tu n g  in  hohem  M aße zu (siehe F ig . 4 
u n d  5). B ei a u f  lange Z e itd au e r e rs trec k te n  E rm ü d u n g sp ro ze sse n  k an n  eine de r R e la x a tio n  
äh n lich e  E rsch ein u n g  b e o b a c h te t w erden . Zw ischen den  L o g a rith m e n  der R e iß ze iten  u n d  den  
B e la s tu n g e n  b e s te h t eine lin e a re  B eziehung. A u f G ru n d  d e r  V ersuchsergebnisse b e s te h t  zw i
sch en  d e r  E rm ü d u n g  u n d  Z u g b ean sp ru ch u n g  ein U n te rsc h ie d , indem  im  L aufe der E rm ü d u n g  
n a c h e in a n d e r  Q u e rsch n itte  zerre iß en , die geringer als d ie F a se rb ü n d e l sind, w äh ren d  bei d e r 
B es tim m u n g  der Z erre iß fe s tig k e it A ggregate  der F a se rb ü n d e l m it einer zunehm enden  G eschw in
d ig k e it zerre ißen .

ACO USTIC T E S T S  F O R  S T U D Y IN G  H ID E  F IB R E  T E A R IN G

G. TÓTH and J. ÖRKÉNYI

SU M M A R Y

T h e  a u th o rs  h av e  in v e s tig a te d  th e  tea rin g  p rocess o f h ides, using a 10 000-fold so u n d  
a m p lif ic a tio n . H ide  fib re  te a rs  can  be well h ea rd  b y  m ean s of earphones; th e  c rack s m ig h t 
e ith e r  be  reco rd ed  on ta p e  or else m ig h t be p h o to g ra p h e d  w ith  th e  help o f an  o sc illog raph  
(F igs. 2— 3). T he p h o to s p e rm it  to  com pare  th e  fib re  cross sec tio n s hav ing  been  to rn  p e r m in u te . 
W ith  grow ing  loads th e  f ib re  cross section  to rn  pe r m in u te  w ill increase co n sid erab ly  (F ig s . 
4— 5). I n  th e  case o f a  p ro lo n g ed  fa tig u e  process re la x a tio n -lik e  phenom enons a re  o b se rv ed . 
T h ere  is a  lin e a r  re la tio n  b e tw een  th e  loads and  th e  lo g a rith m s  of th e  tea rin g  tim e. O n th e  
basis o f th e  ex p erim en ts  i t  h a s  been  estab lished  t h a t  th e  d ifference  betw een  tea rin g  an d  fa tig u e  
co n sis ts  o f  th e  follow ing: d u rin g  fa tig u in g  th e  cross sec tio n s b e in g  to rn  su b seq u en tly  a re  sm a lle r  
in  size th a n  th e  fib re  b u n d les , w hereas in  th e  case o f  ten s ile  s tre n g th  d e te rm in a tio n  g ro u p s o f  
fib re  b u n d le s  a re  to rn  a t  a n  in creas in g  speed.
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ÉTUDE DE L i  RUPTURE DES FIBRES DE CUIR AU MOYEN D’EXAMENS
ACOUSTIQUES

G. TÓTH et J. ÖRKÉNYI

RÉSUMÉ

Les a u te u rs  on t exam iné  le p rocessus du  d éch irem en t du  c u ir  au  m oyen d ’une a m p lifica  - 
lion  de 10 000 du son. Les ru p tu re s  des fib res  p e u v en t ê tre  b ien  en ten d u es  au m oyen d ’u n  é c o u te u r , 
les c rép item en ts  p eu v en t ê tre  en reg istrés su r le ru b a n  d u  m ag n é to p h o n e  ou b ien  p h o to g rap h ié s  
au  m oyen d ’un  oscillographe (F ig . 2 et 3). S u r la base des p h o to s , on  p eu t co m p arer la  g ra n d e u r  
des sections des fib res ro m p u es p a r  m in u te s . La section  des f ib res  rom pues en  u n e  m in u te  
s ’acc ro ît trè s  ra p id em en t lo rsq u e  la  ch arg e  aug m en te  (F ig . 4 e t 5).

Avec les essais de fa tig u e  de longue ha le in e , on p e u t o b se rv e r des phénom ènes sem blab les 
à la  re lax a tio n . Il y a une re la tio n  d irec te  e n tre  les lo g arith m es des tem ps de ru p tu r e  e t les 
charges. S u r la  base des essais, on  a c o n s ta té  que la d ifféren ce  e n tre  la fa tig u e  e t la  ru p tu re  
consiste  en ce que d u ra n t  l ’essai de fa tig u e , de p e tite s  sec tio n s son t rom pues successivem en t 
d an s  les fa isceau x  de fib res , ta n d is  que d u ra n t  la  d é te rm in a tio n  de la ré sistan ce  à  la  ru p tu re , 
es ensem bles de faisceaux  de fib res  se ro m p e n t avec une  v ite sse  accélérée.

ИЗУЧЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИМИ ИССЛЕДОВАНИЯМИ РАЗРЫВА ВОЛОКОН КОЖИ
Г. ТОТ и я. ЭРК ЕН ЬИ

РЕЗЮМЕ

Авторы изучали процесс разрыва кожи при условиях 10 000 кратного усиления 
звука. Разрыв волокон можно хорошо прослушивать при помощи наушников; трески 
можно записывать на магнитофонную ленту, или же оин могут быть сфотографированы при 
помощи осциллятора (рис. 2 —3). На основе снимков возможно сравнить величину пло
щадей поперечного сечения волокон, разорвавшихся за минуту. Площадь поперечного 
сечения волокон, разовавшихся за минуту, при возрастающей нагрузке растет очень 
быстро (рис. 4 —5). В случае процесса испытания на усталость, растянутого на длительное 
время, наблюдается явление, схожее с релаксацией. Между значениями времени разрыва 
и значениями нагрузки существует прямая зависимость. На основе опытных данных 
между испытанием на усталость и разрывом существует то отличие, что при процессе 
испытания на усталость разрываются друг за другом меньшие сечения пучков волокон, 
в то же время при определении сопротивления разрыву с возрастающей скоростью раз
рываются множества пучков волокон.





K O N J U G I E R T E  Z A H N P R O F I L P A A R E

L. S Z E N IC Z E I f

DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E in g eg an g en  am  7. J u l i  1959]

Im  L aufe der E n tw ic k lu n g  d e r T echn ik  k o m m t es g leichsam  a lltäg lich  
v o r, d aß  e rfinderische  K o n s tru k te u re , ab er noch  ö fters find ige  T echno logen , 
neue  Id een  verw irk lich en  u n d  neue V erfah ren  c in fü h ren , die d u rch  die P ra x is  
zw ar b e s tä t ig t  w erden , deren  th eo re tisch e  B eg rü n d u n g  jed o ch  noch a u s s te h t. 
I n  so lchen  F ä llen , u n d  in sbesondere , w enn d er neuen  M ethode eine hohe w ir t 
sch a ftlich e  B e d eu tu n g  z u k o m m t, w erd en  in  der Kegel neue T h eorien  geschaffen  
o d e r ab e r die a lten  m it e iner n euen  D e u tu n g  e rg än z t. E s k o m m t ab er au ch  v o r 
— u n d  le id er n ich t e in m al so se lten  — , daß  die T heorie  die neuen  E rg eb n isse  
d e r  P ra x is  n ic h t zu r K e n n tn is  n im m t u n d  sie in  die e igenen  R ah m en  e in zu 
fü g en  sich  n ic h t b e m ü h t. In sb eso n d ere  t r i t t  der le tz te re  F a ll ein , w enn die v o r 
h e rrsch en d e  T heorie  e in  »geschlossenes S ystem « b ild e t, das n u r  schw er a u f
g e sp a lte t w erden  k an n .

D ie G eom etrie  d er V erzah n u n g sth eo rie  s te llt  ein  ty p isch es B eisp iel eines 
so lchen  S ystem s d a r, das das E rg eb n is  e iner E n tw ick lu n g  von  e tw a zw eie inhalb  
J a h rh u n d e r te n  d a rs te llt . W äh ren d  d ieser langen  Z e itsp an n e  w urde  sie se lb s tre 
d e n d  au ß e ro rd en tlich  v e rfe in e rt u n d  is t aus d iesem  G ru n d e  auch  ein  w en ig  
s ta r r  gew orden . Es b ild e te  sich  eine gewisse sko lastische  B e h a n d lu n g sa r t aus, 
v o n  w elcher abzuw eichen  eine im m er schw ierigere A ufgabe is t, da  die a lte n  
v o llkom m enen  F orm en  s te ts  eine große G eb u n d en h e it b ed eu ten , in sb eso n d ere  
im  B ere ich  des tech n isch en  U n te rr ic h ts . Es seien im  fo lgenden  die G rü n d e  d ieser 
G eb u n d en h e iten  an a ly s ie rt.

D ie th eo re tisch en  G ru n d lag en  der V erzahnungsgeom etrie  w u rd en  v o n  
d em  französischen  A stro n o m en  de l a  Hire [1] am  E n d e  des 17. J a h rh u n d e r ts  
n ied e rg e leg t. A u f d ieser G ru n d lag e  w urde  v o n  einer lan g en  R eihe d e r  W issen 
sc h a ftle rn  eine w u n d e rb a re  T heorie  au sg eb au t, die e tw a b is  zum  e rs ten  W e lt
k rieg , d as  h e iß t zwei J a h rh u n d e r te  h in d u rc h  im m er m eh r en tw ick e lt w u rd e , 
w obei jed o ch  ih re  b e re its  bew iesenen  S ä tze  u n b e rü h r t  b lieb en , da doch w äh ren d  
d ieser zw ei J a h rh u n d e r te  d er B eg riff  » Z ah n rad «  aussch ließ lich  das zy lind rische  
R a d  b e d e u te te . D en K egel- u n d  S ch n eck en räd ern  k am  d ab e i eine vö llig  u n te r 
g eo rd n e te  R olle zu, und  so w ar es ganz n a tü r lic h , daß  die T heorie  ganz a u f  den 
L e ib  d e r zy lind rischen  R ä d e r zu g esch n itten  w urde . E s w u rd e  nachgew iesen ,
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d a ß  die vo llk o m m en ste  P ro filk u rv e  d u rch  d ie E v o lv e n te  d a rg e s te llt w ird , u n d  
als P fan d  h ierfü r w u rd e  d as  geradlin ige G ru n d p ro fil b e tra c h te t .*  In  den  L eh r
b ü c h e rn  um  die W en d e  des J a h rh u n d e r ts  — so z. B. be i H e r r m a n n  [2] u n d  
B a c h  [3] — w u rd e  so g a r bei den K egel- u n d  S ch n eck en räd ern  als G rund- 
p ro fil die E v o lv en te  a u fg e fu n d en  u n d  nachgew iesen . D ies s te llt jed o ch  lediglich 
e ine  E igenschaft d e r  zy lin d risch en  G etriebe  m it para lle len  A chsen  d a r, da  bei 
d iesen  sowohl das S a tz rä d e rp ro b lem  wie au c h  das g e rad k an tig e  A bw älzw erk
zeug  m it H ilfe des G ru n d p ro fils  der E v o lv e n te  gelöst w erden  k o n n te . A ber eben 
au s diesem  G runde is t  es überflüssig  bei G e trieb en , be i den en  der B e d a rf  nach  
S a tz rä d e rn  g a rn ich t a u f tr e te n  kan n , das h e iß t  b e i den  G etrieb en  m it sich schnei
d e n d e n  oder k re u z e n d e n  A chsen. V or den  F a c h le u te n  d er P ra x is  is t es b e re its  
s e it  langem  b e k a n n t, d a ß  das Z ah n p ro fil d e r nicht  para lle lach sig en  G e trie b e rä 
d e r  nie eine E v o lv e n te  d a rs te llt , n ich t e in m a l, w enn  sie m it H ilfe  des A bw älz
v e rfa h re n s  h e rg e s te llt w erd en .

Als G rund lage  z u r  T heorie  der g e ra d v e rz a h n te n  K eg e lräd e r d ien t h e u te  
b e re its  das »ideale« P la n ra d , dessen T eilkegelw inkel 90° b e trä g t  u n d  bei denen  
d ie  P ro filflächen  d e r Z äh n e  — aus tech n o lo g isch en  G rü n d en  — E b en en  d a r 
s te llen . Die P ro filf lä ch en  d er P lan räd e r b e i K eg e lg e trieb en  m it e inem  th e o re 
tisc h  m öglichen K u g e lev o lv en ten p ro fil s te llen  näm lich  g ek rü m m te  In flex io n s
f lä c h e n  dar, zu d en en  en tsp rech en d e  ze itg em äß e  A bw älzverkzeuge n ic h t h e r
g e s te ll t  w erden k ö n n e n .

Es w urde b e re its  am  A nfang b e o b a c h te t, u n te r  a n d e ren  auch  v o n  D r. 
V i d é k a  [4], daß die E in g riffs lin ie  der a u f  e in  P la n ra d  m it ebener P ro filflä ch e  
ab g ew älz ten  K eg e lrä d e r k e in e  ebene K u rv e , v ie lm eh r eine 8-förm ige R a u m 
k u rv e  d a rs te llt, d ie w egen  ih re r  F orm  als Okloid  b e n a n n t w u rd e . E s w urde  auch 
nachgew iesen , daß  d as  P ro f il  der K eg e lräd e r aus d iesem  G ru n d e  keine K u g e l- 
ev o lv en te  d a rs te llt. H e u te  bere its  w ird in  d en  m eisten  L eh rb ü ch ern  d ie O k to id -  
v e rz a h n u n g  e rw äh n t, u n d  zw ar als die e inzige , die n ich t n ach  der P ro filk u rv e , 
so n d e rn  nach der E in g riffs lin ie  b e n a n n t w u rd e , w obei jed o ch  auch  m itg e te ilt  
w ird , daß die »ganz u n b e d e u te n d e «  A bw eichung  von  der K u g e lev o lv en te  in  der 
P ra x is  v e rn ach lässig t w e rd en  kan n . D ies t r i f f t  au ch  zu, die G eom etrie  d er K e 
g e lrä d e r w urde ab e r d en n o ch  durch  die TREDGOLDsche T ra n sfo rm a tio n  [5] fü r  
d ie  T heorie a u f  das G eb ie t d er G eom etrie d e r zy lin d risch en  G etriebe  h in ü b e r
g e re tte t .  Es b ed u rfte  led ig lich  der E in fü h ru n g  ein iger n eu er B egriffe (E rg ä n 
zungskegel, E rg än zu n g szäh n ezah l, m ittle re  M odule, usw .), u n d  m it H ilfe d ieser 
B egriffe  konn ten  die K ege lg e trieb e  in  d er g le ichen  W eise w ie die zy lin d risch en  
b e h a n d e lt w erden , w obei den  beiden  auch  eine gem ein sch aftlich e  G eom etrie  
z u k a m . Es sei b e to n t , d aß  diese T ra n sfo rm a tio n  fü r  d ie  P ra x is  v o llkom m en

* U nter G ru n d p ro fil w ird  en tsp rech en d  de r in te rn a tio n a le n  K o n v e n tio n  s te ts  das Zahn- 
slangenprofil ohne K opfspiel v e rs tan d e n , ob n u n  d ie  K o n tu re n  der P ro file  sy m m etrisch  oder 
a sy m m etrisch , gerad lin ig  o d e r k ru m m  sind, also a u ch  je n e , m it d en en  S a tz rä d e r  nicht an g e 
fe r t ig t  w erden können .
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r ic h tig  u n d  b e re c h tig t w ar, d ie  E n tw ic k lu n g  d er T h eo rie  w urde jed o ch  du rch  
sie in  hohem  M aße g ehem m t. D ie allgem eine G ü ltig k e it d e r a u f  die zy lindrischen  
R ä d e r zu g esch n itten en  T heorie  b lieb  dabei, sa m t d e r  E v o lv e n te n z a h n k u rv e  und  
dem  G ru n d p ro fil, e rh a lte n .

D urch  das E rsch e in en  d er b o g e n v e rz a h n ten  K eg e lrad g e trieb e  in  den  
Z w anzigerjah ren  u n d  in sb eso n d ere  du rch  d ie  V e rb re itu n g  der eu ropä ischen  
S ystem e m it k o n s ta n te r  Z ah n h ö h e  w u rd en  die G ru n d lag en  d ieser B e tra c h tu n g s 
w eise s ta rk  e rs c h ü tte r t ,  da doch  das G ru n d p ro fil an  den Z ah n räd e rn  
d ieser G etriebe n ic h t  m eh r a u fzu fin d en  w ar. D ie F o rm  des am  U m fang  d ieser 
R ä d e r erscheinenden  S tirn p ro fils  s te l l t  näm lich  eine F u n k tio n  des S ch räg u n g s
w inkels d a r und  is t  so m it als G ru n d p ro fil u n g ee ig n e t, w obei das N o rm alp ro fil 
— insbesondere b e i den  m it M esserkopf ab g ew älz ten  R ä d e rn  — n ich t d e fin ie rt 
w erden  k o n n te . D ie b o g e n v e rz a h n ten  G etriebe b es itzen  aus diesem  G runde  k e in  
G ru n d p ro fil m eh r (m it A usnahm e des KbiNGELNBERGschen System s), u n d  als 
e inzige G rund lage  d er T heorie  b lieb  das P la n ra d . D as A usfallen  des G ru n d 
profils  bei den K eg e lräd e rn  fä ll t  d esh a lb  n ich t au f, w eil es keine K eg e lsa tz räd e r 
g ib t.

D ie H y p o id g c trieb e  m it s ich  k reuzenden  A chsen  w urden  trotz a lle r 
T heorie  von  den T echno logen  en tw ick e lt. B ei den  sch räg v e rzah n ten  H ypo id en  
k o n n te  d e r B eg riff  des P la n ra d e s  n o ch  b e ib e h a lte n  w erd en , obschon jedes R ad  
des G etriebes ein an d eres  P la n ra d  b e s itz t;  ab e r die b o g en v e rzah n ten  H y p o id rä - 
d e r, wie es von  W i l d h a b e r  [6] nachgew iesen  w u rd e , b esitzen  keine P la n rä d e r  
m eh r, v ie lm ehr k o m m t ih n en  eine  a u ß e ro rd e n tlich  schw er zu d eu ten d e  S chrau- 
b en fläch c  zu, die v o n  ihm  als » P la tó id «  b eze ich n e t w u rd e . Bei den  H y p o id - 
g e trieb en  feh lt so m it au ch  das das G ru n d p ro fil e rse tzen d e  P la n ra d , obw ohl die 
e inzelnen  R äd er des G etriebes — au s techno log ischen  G rü n d en  — noch  je  ein  
P la n ra d  b esitzen . E b e n  aus d iesem  G runde w u rd e  in  d er T heorie  d er a lte  S atz  
noch w eite r b e ib e h a lte n : »D as A bw älzw erkzeug  v e rk ö rp e r t  einen  Z ah n  des 
P la n ra d e s  und  i s t  ihm  g le ichw ertig .«

In  den D re iß eg erjah ren  w urde  von  der F a b r ik  G leason  die » F o rm ate«  V er
z a h n u n g  en tw ick e lt, d ie sow ohl be i den  k lassischen  w ie auch  bei den hy p o id en  
K egelrad  g e trieb en  v e rw en d e t w e rd en  k o n n te . D ies w a r in  der T a t  eine rev o lu 
tio n ä re  N eu eru n g , da  in  der T echnologie  d er F o rm a te v e rz ah n u n g  die P lan - 
lä d e r  n ich t m ehr v e rw e n d e t w erd en . D as T e lle rrad  w ird  n ich t m ehr abgew älz t, 
so n d e rn  a u sg e räu m t, das R itze l w ird  aber auch  b e i d ieser M ethode m it H ilfe 
des A b w älzv erfah ren s h e rg es te llt. D as A bw älzw erkzeug  jedoch  is t n ich t m ehr 
das P la n ra d , es » v e rk ö rp e rt«  v ie lm e h r die Z ähne  des T ellerrades. Sie w ird  aus 
d iesem  G rund  au ch  als »ha lb ab g ew älz te«  V erzah n u n g  bezeichnet. Im  S ystem  
F o rm a te  k o m m t es ab e r d a rü b e r h in a u s  auch  m it d e r E v o lv en te  zum  offenen 
B ru ch , da  die » P ro filk u rv e n «  d er Z ähne des T e lle rrad es  gerade L in ien  d a r 
ste llen . So ist das P ro f il des R itze ls  auch  keine E v o lv e n te  m ehr, es w eist v ie l
m eh r eine »geringe A bw eichung« v o n  der E v o lv e n te  au f. W enn  w ir noch  erw äli-
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n e n , d a ß  die F o rm a te -V erzah n u n g  m it dem  O k to id  n ich t e in m a l d a n n  in  irg en d 
w elch e  B eziehung g e b ra c h t w erd en  k a n n , w enn  es sich u m  k e in  H y p o id g e trieb e  
h a n d e l t ,  so m üssen  w ir e insehen , d a ß  die k lassische B eh an d lu n g sw eise  in  eine 
S ack g asse  geriet. D ie E v o lv en te , das G ru n d p ro fil u n d  das P la n ra d  s te llen  keine 
a llgem ein g ü ltig en  B egriffe  m eh r d a r .

D ie allgem eine L ösung  der Y erzah n u n g sth eo rie  lieg t fü r  die zy lin d risch en  
G e tr ie b e  im  E v o lv en ten p ro fil, fü r  d ie  ü b rig en  T y p en  aber in  d en  konjugierten  
P rofilen  vo r, w o rau f im  n a c h s te h e n d e n  au sfü h rlich  eingegangen  w erd en  soll.

E s  d ü rfte  in te re s sa n t sein, d a ß , w enn  w ir die F o rd e ru n g  n a c h  den  S a tz 
r ä d e rn  aufgeben, d ie k o n ju g ie rte n  P ro file  auch  v o n  den  b e k a n n te n  S ä tzen  der 
Y e rzah n u n g sth eo rie  a b g e le ite t w erd en  k ö n n en , ein  Z eichen  d a fü r , d aß  die 
G ru n d la g e n  der T heorie  r ic h tig  s in d , w enn  n u r offen e in g e s ta n d e n  w ird , daß 
sich  d ie  G ü ltigke it d er b ish e r v e ra llg em e in erten  S ätze a u f  die zy lind rischen  
G e tr ie b e  b e sc h rä n k t.

D en  d r it te n  S a tz  des L eh rg an g es d er n u n m e h r k lassisch  v e r s ta r r te n  Y er
z ah n u n g sth eo rie  s te ll t  der S a tz  v o n  R e u l e a u x  d ar, nach  dem  die  E ingriffslin ie  
in  K e n n tn is  des T eilk re ises u n d  d er P ro f ilk u rv e  a u f  G rund  des S a tze s  d er Z ah n 
n o rm a le n  k o n s tru ie r t w erden  k a n n . D iese K o n s tru k tio n  w ird  au ch  in  den  m ei
s te n  L eh rb ü ch e rn  v o rg e fü h rt, w obei in  d er R egel auch h in z u g e fü g t w ird , daß  
d ie  P ro f ilk u rv e  »belieb ig«  g ew äh lt w erd en  k an n .

F lier aber s te ll t  sich  im  L eh rg än g e  ein  K n ick  ein! D ie REULEAUXsche 
K o n s tru k tio n  w ird  n äm lich  im  w e ite ren  zu n ich ts  verw en d et, v ie lm e h r  w ird  
n a c h  d em  A ufw erfen des P ro b lem s d e r S a tz rä d e r als die » zw eck m äß ig s te  A rt«  
d e r  z e n tra lsy m m etrisch en  A ngriffslin ie  d ie  schräge G erade, d ie E v o lv e n te  und  
d as  G ru n d p ro fil e in g efü h rt.

Im  n ach steh en d en  w ollen  w ir diese B egriffe n ich t e in fü h ren , v ie lm e h r wol
le n  w ir  die REULEAUXsche K o n s tru k tio n  verw en d en  u n d  d en  u rsp rü n g lich en  
G e d an k en g an g  u n g eb ro ch en  w e ite rfü h ren .

Z u n äch st w ollen  w ir d ie  e rs te  H ä lfte  d er REULEAUXschen K o n s tru k tio n  
e in e r  n äh e ren  U n te rsu c h u n g  u n te rz ie h e n . D ie R egel sag t aus, d aß  d ie  E ing riffs
lin ie  in  K enn tn is  des T eilk reises u n d  b e i A ufnahm e eines belieb igen  P rofils 
(s. A b b . 1) k o n s tru ie r t w erden  k a n n . D ieses beliebige P ro f il  m u ß  ab er eine 
s te tig e  K u rv e  von  d er A rt d a rs te lle n , d aß  d er T eilkreis von  d er in  e inem  belie
b ig e n  P u n k te  e rr ic h te te n  N o rm alen  g e sc h n itte n  w ird  (s. A bb . l b ) .  Im  Sinne 
des S a tze s  der Z ah n n o rm a len  k a n n  sich  jed o ch  ein belieb iger P u n k t  des P ro 
fils  n u r  d an n  im  E in g riff  b e fin d en , w en n  die im  P u n k te  P 1 e r r ic h te te  N orm ale 
d u rc h  den  W ä lzp u n k t F  geh t. A us d iesem  G runde m uß  das D re ieck  Pi-YjOj^ 
(s. A b b . lc )  sow eit u m  den  P u n k t  Ox als M itte lp u n k t des R ad es  v e rd re h t 
w e rd e n , bis der P u n k t  in  den  W ä lz p u n k t F  zu liegen k o m m t. I n  d ieser Lage 
s te l l t  d e r  P u n k t К г e inen  P u n k t  d er E in g riffs lin ie  d a r. In  R ezug a u f  den  in n e r
h a lb  des Teilkreises lieg en d en  P u n k t  P 2 (s. A bb. Id )  is t dasse lbe  m aß g eb en d , 
n u r  m u ß  h ier das D re ieck  P 2iV20 1 im  en tgegengese tzten  S inne v e rd re h t  w erden .
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A u f  diese W eise e rh a lte n  w ir  den B e rü h ru n g sp u n k t K 2 . W ird  n u n  diese K o n 
s t r u k t io n  für einige w e ite re  P u n k te  des au fg en o m m en en  P ro fils  d u rch g e fü h rt, 
so  k ö n n e n  w ir die E in g riffs lin ie  genau k o n s tru ie re n  (s. A bb. le ).

W urde eine P ro f i lk u rv e  aufgenom m en, d e ren  E ing riffslin ie  an  ih ren  E n 
d e n  zu rückb ieg t (s. A b b . l f ) ,  so k an n  d ie  E in g riffs lin ie  — u n d  d a m it auch 
d a s  P ro f il  selbst — n u r  zw ischen  den P u n k te n  v e rw en d e t w erden , in  w elchen 
s ie  v o n  den T e ilk re is ra d ien  b e rü h rt w ird . D ie  zu rü ck b ieg en d en  Ä ste  können  
n ic h t  m ehr v erw en d et w e rd e n , da doch ein  R a d p ro f il  in zwei P u n k te n  gleich
z e it ig  n ich t e ingreifen  k a n n .

D as P ro fil k a n n  a u c h  eine Gerade d a rs te lle n  (s. A bb. lg ) , w obei aber 
z u  b e a c h te n  ist, daß  d ie  im  äu ß ersten  P u n k t e rr ic h te te  N orm ale eine T an g en te  
d e s  T eilkreises d a rs te ll t .

W enn  sowohl d as  P ro f i l  wie auch die E n d p u n k te  der E ingriffslin ie  (s. 
A b b . lh )  b ek an n t s in d , so schneiden  sich d ie H a lb ie ru n g sn o rm a len  d er die k o r
resp o n d ie ren d en  P u n k te  v erb in d en d en  G erad en  im  P u n k te  Ox, u n d  der T eil
k re is ra d iu s  O jE  =  Гу k a n n  som it b es tim m t w erd en . D ies b e d e u te t, d aß  w enn 
v o n  d en  drei K u rv en  zw ei b e k a n n t sind , u n d  eine d er beiden  K u rv e n  das P ro fil 
d a r s te l l t ,  die d r it te  K u rv e  durch  K o n s tru k tio n  e rm itte lt w erden  k a n n ; das 
P r o f i l  k an n  jedoch  au s d e r  E ingriffslin ie u n d  dem  T eilk reis n ich t k o n s tru ie r t 
w e rd e n , die REULEAuxsche K o n stru k tio n  k a n n  so m it n ich t u m g e k e h rt w erden.

D iese K o n s tru k tio n  w e is t zwei w ich tig e  E ig en sch a ften  au f, a u f  die in  
U n g a rn  U n iv e rs itä tsp ro fe sso r D r. Im re  V örös [7] als E rs te r  hinw ies:

1. D urch ein  P ro f i l  u n d  einen  T eilkreis is t  eine einzige E ing riffslin ie  gege
b e n , d ie  K o n s tru k tio n  i s t  so m it e indeu tig ;

2. bei der B e s tim m u n g  d er E ingriffslin ic  b e d a r f  es n ich t des G egenprofils.
I n  der Folge w o llen  w ir  nun  die zw eite  H ä lf te  d er REULEAuxschen K o n 

s t r u k t io n  u n te rsu ch en . D e r  P u n k t P j des dem  P u n k t  P x des P ro fils  en tsp re c h e n 
d e n  G egenprofils w ird  e rh a lte n  (s. A bb. 2 a ) , w en n  das D reieck  K x 0 2 F  um  
d e n  P u n k t  0 2 um  eine B ogen länge  F N 1 v e rd re h t  w ird , die gleich der B ogen
lä n g e  F N j  ist, um  d ie  d a s  D re ieck  P y N y O y  u m  den  P u n k t  0 X in der e rs ten  H ä lfte  
d e r  K o n s tru k tio n  v e rd re h t  w urde . Das h e iß t ,  d ie zwei B ogenlängen  F N X und  
F N  1 s in d  e inander g le ich . W ird  nun diese K o n s tru k tio n  fü r zah lre iche  P u n k te  
d e r  E ingriffslin ie  d u rc h g e fü h r t ,  so k an n  d as  G egenprofil genau k o n s tru ie r t 
w e rd e n  (s. Abb. 2b).

W enn die E in g riffs lin ie  von irgendeinem  K re ise  des G egenrades zweimal 
g e s c h n itte n  w ird (s. A b b . 2c), so k an n  d ie  E ing riffs lin ie  — u n d  d a m it auch 
d a s  u rsp rüng lich  au fg en o m m en e  Profil se lb st — n u r  bis zu dem  P u n k te  v e r
w e n d e t  w erden, in  d em  sie v o n  einem  K reise des G egenrades eben b e rü h r t  w ird. 
D e r  T e il jense its  d ieses P u n k te s  kann  n ic h t m e h r  v e rw en d e t w erd en , da  doch 
k e in  P u n k t des P ro fils  zw e im al nacheinander e ing re ifen  k an n . D ies k o m m t des 
ö f te re n  bei geraden o d e r k o n k a v e n  P ro filen  v o r , b e i konvexen  P ro filen  jedoch  
se lte n e r .
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M it H ilfe d ieser K o n s tru k tio n  k a n n  n ic h t n u r das G egenpro fil, v ie lm eh r 
a u c h  d as  Z ah n stan g en p ro fil k o n s tru ie r t  w erden , w obei dies als eine Folge der 
K o n s tru k tio n  das g em einsam e Z ah n s ta n g e n p ro fil der be id en  R ä d e r  d a rs te llt  
(s. A b b . 2d).

A uch  aus d ieser K o n s tru k tio n  k ö n n e n  w ertvo lle  Schlüsse gezogen  w erden .
1. Die beiden  P ro file  — die n u n m e h r als k o n ju g ie rte  P ro file  b eze ichnet 

AVer d e n  — reichen n ie  b is zu  den  F u ß k re ise n , sondern  n u r den  G renzkre isen  
h e ra b  (s. A bb. 2e), deren  R a d ie n  durch  d ie  P u n k te  K x u n d  K 2, d ie  E n d p u n k te  
d e r  E ing riffslin ie , b e s tim m t sind.

2. D urch die n äm lich en  P u n k te  w erd en  auch  die R ad ien  d e r K opfk re ise  
b e s t im m t, w oraus fo lg t, d a ß  bei k o n ju g ie r te n  P ro filen  der K o p fk re is  des R ades 
u n d  d e r G renzkreis des G egenrades*  e in a n d e r s te ts  im  P u n k te  К  schneiden .

3. D ieser S atz  g ilt  s e lb s tred en d  au ch  d an n , w enn  die A nzah l d er Z ähne 
des G egenrades u n en d lich  is t ,  w enn  es so m it eine Z ah n stan g e  d a rs te l l t  (s. A bb. 
2 f) . Z w ischen Fuß- u n d  G renzlin ie  der Z ah n stan g e  feh lt som it das P ro fil; dies 
k a n n  m it Hilfe der REU LA uxschen K o n s tru k tio n  nicht b e s tim m t w erden . D as 
g le ich e  g ilt  auch fü r  das R a d  u n d  G egenrad : zw ischen dem  F u ß k re is  u n d  G renz
k re is  fe h lt das R a d p ro fil. D as volle G ru n d p ro fil k a n n  som it m it H ilfe der 
R EU LA uxschen M ethode n ic h t b e s tim m t w erden , w oher die A ussage , daß  die 
k o n ju g ie r te n  P rofile  kein  G ru n d p ro fil b esitzen .

E s  sei jedoch  b e m e rk t, daß  die Ü b erg an g sk u rv e  zw ischen dem  G renzkreis 
u n d  F u ß  kreis, die am  E in g re ifen  n ic h t b e te ilig t is t, m it H ilfe der e tw as m o d ifi
z i e r t e n  J u r e k —B iR O schen  Z eichenm asch ine  k o n s tru ie r t w erden  k a n n  [8].

D e r U m stand , d aß  d ie k o n ju g ie rte n  P ro file  k e in  G ru n d p ro fil b esitzen , 
s tö r t  u n s  aber n ich t, d a  w ir  doch  die F o rd e ru n g  n ach  S a tz rä d e rn  b e re its  zu 
B e g in n  u nserer E rö rte ru n g e n  fallen  ließen .**

N ebenbei w ollen w ir h ie r b em erk en , d aß  eine beliebige V e rzah n u n g  n u r  
in  d e m  F alle  ein G ru n d p ro fil b esitzen  k a n n , wo das G ru n d p ro fil se lb s t zu n äch st 
a u fg en o m m en  u n d  die V e rzah n u n g  h ie rv o n  ab g e le ite t w ird .

Soll ein G etriebe m it k o n ju g ie rte n  P ro file n  k o n s tru ie r t w e rd en , so m uß 
d ie  T e ilu n g  k o n s ta n t g e h a lte n  w erden , w obei jed o ch  die Z a h n d ic k e  u n d  die 
d e r  Z ah n lü ck en b re ite  n ic h t m eh r gleich sein  m üssen  (s. A bb. 2g), u n d  auch  die 
b e id e n  g eg enüberstehenden  P ro file  m üssen  keine S piegelb ilder v o n e in a n d e r  d a r
s te lle n  (s. A bb. 2h). O bschon  dies fü r  den  e rs te n  A ugenb lick  als ä u ß e rs t  ungewöhn
lic h  e rsch e in t, sind  die V e rzah n u n g sfach leu te  sich dessen jed o ch  w oh l bew u ß t, 
d a ß  a u c h  K eg elrad g e trieb e  h e rg es te llt zu  w erden  p flegen , bei d en en  d e r rech te

* D er Grenzkreis s te ll t  je n e n  K reis da r, b is zu  dem  das E ingriffsp ro fil r e ic h t u n d  erzeugt 
w e rd e n  k a n n . D er R ad iu s des G renzkre ises ü b e r tr i f f t  s te ts  den  des F u ß k re ise s , a u ch  bei E v o l
v e n te n v e rz a h n u n g  m it G ru n d p ro fil. S .: S z e n ic z e i  L a j o s : » A z á lta lán o s  fog azás«  (D ie a llge
m e in e  V erzahnung), B u d a p es t, I .  A uflage, 1941, S . 164; I I . A uflage, 1955.

** D ie V erzah n u n g sfach leu te  s ta u n e n  o f t d a rü b e r, d aß  ein  G etriebe  k e in  G ru n d p ro fil 
b e s i tz t .  B ei den seit lange  h e r ü b lich en  k o n ju g ie r te n  P rofilen  —  beim  A bw älzen  von  K e tte n 
r ä d e r n ,  K erb - und  V ielkeilw ellen  -— d e n k t h ingegen  n iem an d  d a ran , ein G ru n d p ro fil zu suchen
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u n d  lin k e  P rofilw inkel e in an d e r n ic h t gleich sin d . S e lbstredend  s te lle n  die b e i
d en  P ro file  auch bei diesen S y stem en  keine Spiegelb ilder z u e in a n d e r  d a r.

E s  d a r f  d ab e i n ic h t vergessen  w erden , d aß  auch bei den  G e trie b e n  m it 
k o n ju g ie r te n  P ro filen  die w ich tige  R egel d er V erzahnung  e in z u h a lte n  is t , daß  
d e r zu r E ing riffsstrecke  g ehörende  E in g riffsbogen  größer als die T e ilu n g , das 
h e iß t  die E ingriffsdauer g rößer als 1 sein m uß  (s. A bb. 3).

F ü r  den  F ach m an n  is t  se lb s tred en d  in  e rs te r  L inie die F rag e  v o n  In te re sse , 
w ie die k o n ju g ie rten  P ro file , in  E rm an g e lu n g  des G ru n d p ro fils , k o n s tru ie r t  
w erd en  können . W ird  n u n  das P ro f il des e inen  R ades als W erk zeu g sch n e id e  
au sg eb ild e t, so w ird  d iese m it dem  w o h lb e k a n n te n  A b w älzv erfah ren  a m  G egen-

Abb. 3. 1. a. D as Pro fil g re ift e in  ; I .  b. dasselbe  Pro fil t r i t t  aus dem  E in g riff  a u s  ; I I . a. die 
L ag e  des P ro fils  des v o r dem  Z ah n  I .  liegenden  Z ahns I I . ,  als der n ä ch s te  Z a h n  in  E in g riff  
t r i t t ;  1,2 de r E in g riffsb o g en ; 1,3 d ie T eilung , d ie k leiner als der E in g riffsb o g en  sein m uß

ra d  d ie  no tw end ige vo lle  Z ah n lü ck e  se lb st erzeugen , und  zw ar n ic h t  n u r  das 
am  E in g re ifen  b e te ilig te  P ro fil, sondern  auch  d ie  Ü b e rg an g sk u rv en  zw ischen 
d em  G renzkreis und F u ß k re is  des G egenrades; genau  so, wie d ie  Ü b e rg an g s
k u rv e  u n te r  dem  G renzkreis des R ad es auch  d u rch  das g e n o rm te  Fellow s- 
W erk zeu g  erzeug t w ird.

W ir w ollen h ier auch  den  w ich tig en  U m sta n d  b e to n en , d a ß  w enn  die 
F o rm  d e r  E ingriffslin ie  d en  v o rgesch riebenen  B ed ingungen  g e n ü g t, das h e iß t, 
w en n  die E ing riffslin ie  v o n  k e in em  R ad iu s  des R ad es (s. A bb . l f )  u n d  k e inem  
K re is  des G egenrades zw eim al g e sc h n itte n  w ird  (s. A bb. 2c), so k a n n  im  G e
tr ie b e  w eder ein U n te rsc h n itt  noch  eine In te rfe ren z  an d e re r A r t  e n ts te h e n , 
u n d  das un g eh in d erte  A bro llen  is t  u n b e d in g t gesichert.

O ffenbar w ird  vo r je d e m  die  F rag e  au ftau ch en , w elcher S in n  ü b e rh a u p t 
d en  k o n ju g ie rten  P ro filen  zu k o m m t. E s b e d a rf  doch zu b e id en  R ä d e rn  des 
G e trieb es  d er A nfertigung  von  speziellen  A bw älzw erkzeugen m it K o n tu re n , die 
d em  P ro fil des anderen  R ad es en tsp rech en . D azu  k o m m t noch , d a ß  d ieS ch n e i-

10*



ЗЭ2 L. SZENICZEI

d e n  d ieser besonderen  A bw älzw erkzeuge k ru m m e  L in ien  dars te llen , w eshalb  
ih re  A n fertig u n g  e inen  h o h e n  A ufw and an  A rb e it  e rfo rd e rt u n d  so ä u ß e rs t 
k o s tsp ie lig  ist.

D ieses B edenken  is t  u n b e d in g t s tich h a ltig , in so fe rn  es sich um  die F a b r i
k a t io n  einzelner W e rk s tü c k e  h an d e lt, doch im  F a lle  e iner S e rien fab rik a tio n  
l ie g t d ie  Sache anders. E s  m ö g e  n u r d a ran  e r in n e r t  w e rd en , daß  die k o n ju g ie rte n  
P ro f ile  in  der P rax is  b e re its  allgem eine V erw en d u n g  fin d en , insbesondere zum  
A b w älzen  von  K e tte n rä d e rn , V ielkeilw ellen, m a n c h m a l ab er auch von  K lin k e n 
r ä d e rn , V ielecken u n d  a n d e re n  zu diesem  Z w eck g ee ig n e ten  F o rm stü ck en , all 
d ie s  se lb s tred en d  n u r  in  S e rien fab rik a tio n . D ab e i h a n d e lt  es sich in  d er R egel 
d a ru m , zu  geraden  P ro f ile n  A bw älzw erkzeuge zu  v e rfe rtig e n , die dem  k ru m m 
lin ig e n  G egenprofil en tsp re c h e n .*

E s  ta u c h te  noch  n ie  d e r  G edanke au f, z y lin d risc h e  G etriebe m it k o n ju 
g ie r te n  P ro filen  h e rz u s te lle n , w enn es sich um  S e rie n fa b rik a tio n  h a n d e lt  und  
w e n n  d ie  F o rderung  n a c h  S a tz rä d e rn  e n tfä llt . D as  is t  ab e r d u rchaus n ic h t au s
gesch lossen , und  d ü rf te  e rfo rd e rlich en fa lls  s ich e rlich  herangezogen  w erden . Im  
fo lg e n d e n  wollen w ir d ie se n  V ersuch  im  G ed an k en  d u rch fü h ren , u m  d ie  G lea- 
ßonsche  F o rm a te -V e rz a h n u n g  besser v e rs te h e n  zu  kö n n en .

W ir  wollen uns v o rs te lle n , daß  zy lin d risch e  G e trieb e  m it g roßer Ü b e r
s e tz u n g  in  großer M enge e rz e u g t w erden sollen . B e i d e r A rb e it m it dem  k lassi
sch en  E v o lv en ten p ro fil m ü ß te n  beide R äd e r ab g e w ä lz t w erden , ein V erfah ren , 
d as  b e i dem  großen R a d  b eso n d e rs  viel A rb e it b e a n sp ru c h t. D ie g leiche L age 
lie g t  v o r , w enn w ir d ie  G e tr ie b e  m it beliebigen k ru m m lin ig e n  k o n ju g ie rten  P ro 
f i le n  an fe rtig en  w ollten . W ird  ab er das P ro fil des g ro ß en  R ades als eine schräge 
g e ra d e  L inie angenom m en , w o fü r die M öglichkeit, w ie w ir es wissen (s. A bb . lg ) ,  
e b e n  b e s te h t, so k ö n n en  w ir  d as  große R ad  schon  o h n e  A bw älzung, du rch  P ro 
f i l ie ru n g  — durch  F rä s e n  o d e r  R äum en  — a n fe r tig e n ; beide V erfah ren  ü b e r
t r e f f e n  v ielfach  die A b w ä lz u n g  an  P ro d u k tiv itä t .

D en konjugierten P ro f i len  kommt somit insbesondere dann eine hohe Bedeu
tung  zu , wenn das P ro fi l  des großen Rades eine Gerade darstellt, und  eine große  
Übersetzung vorliegt. O ffe n b a r  stellen die S ch n e id en  des P ro filie ru n g sw erk 
zeuges gerade L in ien  d a r  u n d  können  som it le ic h t v e rfe r tig t  w erden.**

D as R itzel m uß  a b e r  ab gew älz t w erden . D a z u  m uß  ein gerad lin ig  p ro fi
lie r te s  S chneiderad  m it e in e r  Z ähnezah l gleich d er des g roßen  R ades a n g e fe rtig t 
w e rd e n , u n d  dieses w ird  d a s  P ro f il des R itze ls  n a c h  den  G esetzen d e r k o n ju 
g ie r te n  P ro file  e in w an d fre i abw älzen. W en n  a u c h  d ie  üb lichen  F ellow schen

* S ehr in te ressan te  E rg e b n is se  erzielte  a u f  d iesem  G e b ie t b e re its  im  J a h re  1936 d e r  
so w je tisch e  Ingen ieu r S c h e w t s c h e n k o  [9], n u r b e s tim m te  e r  n o c h  das »w irksam e Z ahnpro fil« , 
d a  e r  d e n  B egriff des G ru n d p ro fils  in  seinen A b h an d lu n g en  n ic h t  ausgeschlossen  h a tte .

** E s sei h ier b em erk t, d a ß  w e n n  das Profil des g ro ß en  R a d e s  keine G erade, so n d e rn  einen 
K re isb o g en  darste llt, die W erk z eu g e  au ch  in diesem  F a lle  le ic h t  an g efe rtig t w erden  k ö n n en , 
d a  d ie  K reisbew egung le ic h t zu  s te u e rn  ist.



KONJUGIERTE ZAHNPROFILPAARE 3 9 3

S to ß m asch in en  e in  d e ra r t  großes W erk zeu g  n ic h t e r tra g e n , so sind  jed o ch  d ie  
P lan e ta ry -M asch in en  d ieser A ufgabe b e re its  gew achsen .

A ll dies e rsch e in t se lb stredend  e in  w enig schw erfä llig , doch s ta n d  es n ic h t 
in  u n se re r A b sich t, dieses V erfah ren  genau  a u sz u a rb e iten , v ie lm eh r w o llten  
w ir am  B eispiel d e r zy lind rischen  G etrieb e  led ig lich  d em o n strie ren , d aß  bei 
e inem  gerad lin igen  P ro fil des g ro ß en  R ad es beide R ä d e r  m it einem  geradschnei- 
d ig en  W erkzeug h e rg e s te llt w erden  k ö n n en , w obei n u r  das R itze l, n ic h t ab e r 
d as  große R ad , ab g ew älz t w erden m u ß . E s sei b e to n t ,  daß  diese M ethode um  
so w irtsch aftlich e r, je  g rößer die Ü b e rse tzu n g  is t.

D ie F o rm a te -V erzah n u n g sm e th o d e  der G leason  W erke is t die g leiche, die 
h ie r  beschrieben  w o rd en  is t, n u r w ird  sie fü r K eg e lrad g e trieb e  an g ew en d e t.

D ie Ü b erse tzung  d e r E rg än zu n g szäh n ezah len  is t au ch  so ziem lich groß (i2), das 
E rü b rig e n  der A b w älzung  b e d e u te t so m it eine b e d e u te n d e  E rsp a ru n g .

D as große R a d  w ird  m it e inem  b eso n d eren  single-cycle M esserkopf v e r 
fe r tig t  (s. A bb. 4 ), an  dessen U m fan g  m ehrere  gerad sch n e id ig e  M esser in  G ru p 
p e n  an g eb rach t sin d . D ie H öhen u n d  V erste llungen  s in d  d abei u n te rsch ied lich , 
g e rad e  so w ie die d e r R äum w erkzeuge. Die v o rd e ren  M essergruppen  schneiden  
v o r  u n d  sc h ru p p en , die anderen  sch lich ten . D as le tz te  u n d  e rste  M esser b e f in 
d en  sich in  e inem  A b stan d e  v o n e in an d e r, b e i dem  die M aschine — w ä h re n d  
sich  das W erkzeug  in  der Z w ischenzeit w eite r d re h t — schnell a u f  den  n äch s ten  
Z a h n  te ilen  k a n n . D er M esserkopf k a n n  sich a u f  diese W eise m it e iner k o n 
s ta n te n  W inkelgeschw ind igkeit d reh en . Seine U m d reh u n g szah l b e trä g t  7 — 12 
je  M inute , die A u sa rb e itu n g  einer Z ah n lü ck e  w ird  so m it w äh ren d  e iner einzigen  
M esserkopfum drehung  in  5 —8 S ek u n d en  v o llen d e t. D iese Z e itsp an n e  b e trä g t  
in  A b h äng igke it v o n  der Ü b erse tzu n g  1/3 —1/8 d e r k lassischen  A bw älzzeit.

A u f einer n o rm alen  G leason-M aschine w erd en  die K ege lräder m it dem  
ü b lich en  M esserkopf abgew älzt, u n d  zw ar n ach  d er einseitigen  M ethode, das 
h e iß t  m it e iner E in s te llu n g  fü r die lin k e  und  m it e in e r  w eiteren  E in s te llu n g  fü r
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d ie  r e c h te  P ro filfläche . D ie  S chne iden  d er M esser ste llen  G erad en  d a r , u n d  aus 
d ie se m  G runde m uß d e r M esse rk o p f n ic h t das P la n ra d , so n d ern  das T e lle rrad  
e rs e tz e n . W ie hei d en  z y lin d risc h e n  G e trieb en  n ic h t das P ro f il des K a m m sta h 
les , so n d e rn  das des S ch n e id e rad es g e rad lin ig  is t ,  so sind  es au ch  h ie r  n ic h t  die 
P ro f i le  des P lan rad es, v ie lm e h r die des T e lle rrad es , d ie  G erad en  d a rs te llen , 
w o m it e ine  volle A nalog ie  b e s te h t.

F ü r  den  ersten  A u g en b lick  d ü rfte  d ie  L ösung  des P ro b lem s als schw er 
e rsc h e in e n , wie der M esserkopf die R olle des T e lle rrad es ü b e rn e h m e n  kan n . 
D a b e i  i s t  die Lösung ä u ß e rs t  e in fach . D ie  re la tiv e n  L agen  des abw älzenden  
K e g e lra d e s  und  des M esserkopfes s ind  die g le ichen , ob n u n  das P la n ra d  oder 
d a s  T e lle r ra d  den G ru n d  des A bw älzens d a rs te ll t ;  d ie einzige Ä n d e ru n g  b e s te h t

Abb. 5. Schem a einer U n ito o l-V erzah n u n g sm asch in e  a. A bw älzen des E v o lv en ten p ro fils ,
b . F o rm a te -P ro fil am  R itze l

d a r in ,  d a ß  in  der k in e m a tisc h e n  K e tte  des A bw älzens die Ü b e rse tzu n g  beim  
P la n ra d e  zplzv  beim  T e lle rra d e  ab e r з2/гг b e trä g t .  D ie F a c h li te ra tu r  is t  be i der 
B e h a n d lu n g  dieser F ra g e  — v ie lle ich t m it A b sich t — ein w enig  u n k la r  [10], 
[1 1 ], d e n n  obschon es r ic h tig  is t, d aß  die W erkzeugachse  der n eu en  G leason- 
M asch in en  fü r die Z w ecke des u n ito o l-V erfah ren s  auch  u n te r  e in em  W inkel 
e in g e s te ll t  w erden k a n n  (s. A bb . 5), dies d ie n t ab e r einem  a n d e re n  Zw ecke.

B ei der A n fertigung  d e r  b o g en v e rzah n ten  K eg elrad g e trieb e  w ird  das F o r
m a te -V e rfah re n  sow ohl b e i d en  sich  k reu zen d en  wie auch  bei d en  sich  schnei
d e n d e n  W ellen  lau fend  v e rw e n d e t, u n d  es k a n n  angenom m en w erd en , d aß  auch 
g e ra d v e rz a h n te  K eg e lg e trieb e  m it H ilfe dieses V erfah rens h e rg e s te llt  w erden  
k ö n n te n ,  n u r  sollte e in  k ü h n e r  T echnologe d ie  en tsp rech en d en  V ersuche d u rc h 
fü h re n .

Z u m  Schluß sei n och  e rw ä h n t, d a ß  auch  das P ro fil d er S chnecken 
g e tr ie b e  ein  kon ju g ie rtes  P ro f i l  d a rs te llt , n u r  w ird  es zu r Z eit n och  n ic h t so 
b e n a n n t ,  da  diese B egriffe noch  n ic h t v e rb re ite t  sind.
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ZUSAM M EN FA SSU N G

W enn wir die F o rd e ru n g  nach  S a tz rä d e rn  bei G e trieb en , wo sie au ch  ohneh in  n ich t an g e
w en d et w erden kön n en , fa llen  lassen , so k ö n n en  w ir a u f  G ru n d  d e r b e re its  b e k an n ten  V er
zahnungsgese tze  die k o n ju g ie r te n  P ro file  e in führen . D iese s in d  d u rc h  das Fehlen des Grund
profils ch arak te ris ie rt.

D ie besonderen  V o rte ile  dieser k o n ju g ie rten  P ro file  w erd en  e rs t m erk lich , w enn  das 
P ro fil des großen R ad es  e ine  gerade L in ie  d a rs te llt, den n  in  d iesem  F a lle  m uß n u r  das R itze l 
ab g ew älz t werden, d a s  g ro ß e  R ad  k a n n  je d o c h  du rch  F rä se n  o d er R ä u m e n  m it dem  P ro filie r
v e rfa h re n  angefertig t w e rd en , das v ie lfach  p ro d u k tiv e r  als d ie  A bw älzung  ist. W enn das P rofil 
d e s  einen R ades eine G erad e  d a rs te llt, so k a n n  auch  das G eg en rad  m it e inem  g eradschneid igen  
W erkzeug  abgew älzt w e rd en , das h e iß t, b e id e  R äd er des G e trieb es k ö n n en  m it gerad sch n e i
d igen  W erkzeugen h e rg e s te llt  w erden. D u rc h  das k o n ju g ie r te  P ro fil w erden fü r  den T ech n o 
logen neue  M öglichkeiten  u n d  neue P e rsp e k tiv e n  e rö ffne t.

C O N JU G A T E  T E E T H  P R O F IL E S

L. SZENICZEI f  

SU M M A RY

I f  we p u t aside  th e  req u irem en t o f  in te rm a tin g  series w ith  d rives w here th e y  c an n o t 
be em ployed  anyhow , we can  in tro d u ce , on  th e  base  o f  th e  a lre a d y  know n law s of gearing , 
c o n ju g a te  to o th  p rofiles. T hese  are c h a ra c te riz ed  b y  th e ir  la c k in g  a b asic  profile . T heir special 
a d v a n ta g e  will show i ts e lf  o n ly  in  case o f  th e  w heel h av in g  a  s tra ig h t- l in e  to o th  profile . In  th is 
case, nam ely , only th e  p in io n  m u st be p ro d u ced  b y  g e n e ra tin g  w hile  th e  wheel can  be  m ade 
b y  p ro file  m illing, b re a c h in g  or a n y  o th e r  fo rm ing  p rocess , d isp lay in g  a  m an y  tim es h igher 
p ro d u c tiv ity  th an  th e  g en era tin g  process. I f  one of th e  g ears  has a  s tra ig h tlin e  to o th  p rofile , 
th e  c o u n te r  wheel can  b e  g en era ted  by  a  s tra ig h t-ed g ed  to o l, i. e. b o th  w heels o f th e  d rive  can 
be  m ad e  b y  s tra ig h t-ed g e d  tools. C o n ju g ate  profiles o ffer new  possib ilities and  open a new  
p ro sp ec t for p ro d u c tio n  engineers.

P R O F IL S  D E  D E N T S C O N JU G U É S  

L. SZENICZEIf 

R É SU M É

Les profils co n ju g u és peu v en t ê tre  app liqués, su r la  b ase  des lois b ien  connues des 
engrenages, si nous n e  ten o n s  pas c o m p te  des con d itio n s im posées a u x  roues échangeables 
d a n s  ces transm issions, où  leu r ap p lica tio n  e s t de to u te  faço n  im possib le . Les profils con jugués 
so n t caractérisés p a r  l ’absence  de pro fil de  base. L eurs a v a n ta g e s  spéc iaux  ne se p ré sen ten t
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q u e  si le  p ro fil de la  g rande  ro u e  e s t u n e  ligne droite, car a lors seul le p ig n o n  d o it  ê tre  taillé  
p a r  g é n é ra tio n , la  g rande  roue  p o u v a n t  ê tre  ex écu tée  p a r  fraisage, ou  p a r  b ro ch ag e  de form e, 
q u i s o n t  d e  beaucoup  p lus économ iques. Si le p ro fil de l ’une des roues e s t d ro it, la  d e n tu re  de 
l ’a u t r e  ro u e  en g ren an t avec elle p e u t  ê tre  au ssi générée avec u n  ou til à  a rê te  t r a n c h a n te  d ro ite , 
p a r  c o n sé q u e n t les deux  roues de l ’en g ren ag e  p e u v en t ê tre  fab riquées avec  u n  o u til  à  t ra n c h a n t 
d ro it .

L e  p ro fil conjugué offre de g ra n d es  poss ib ilité s  e t ouvre  des voies no u v e lles  a u x  tech n i
c ien s d e  la  fab rica tio n .

К О Н Ъ Ю Г И Р О В А Н Н Ы Е  П Р О Ф И Л И  З У Б Ь Е В

Л . СЕН И Ц ЕИ  f

Р Е З Ю М Е

Если требования сменных шестерен упустить в случае тех приводов, у которых 
они невозможны, тогда на основе уже известных законов зацепления становится возмож
ным ввести конъюгированные профили. Эти профили характеризуются тем, что они не 
имеют основного профиля. Специальные преимущества становятся очевидными только' 
тогда, когда профиль большой шестерни представляет собой прямую, т. к. тогда только, 
малые шестерни необходимо изготовлять при помощи метода обкатки, а большие шестерни 
могут изготовляться фрезерованием или протяжкой, профилизирующим методом, которые 
являются во много раз более производительными, чем обкатка. Если профиль одной 
шестерни прямой, тогда другая шестерня пары может быть обработана обкаткой при по
мощи инструмента с прямой режущей кромкой, следовательно обе шестерни привода 
можно изготовить с помощью инструмента с прямой режущей кромкой. Конъюгирован
ный профиль предоставляет для технологов новые возможности и новые перспективы.
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E . D U LÁ C SK A

PLANUNGSUNTERNEHMEN »BUVATI«, BUDAPEST 

[E iiigegangen  am  9. Ju l i  1959]

E in leitung

M usche lscha len tragw erk  nennen  w ir in  d er Folge eine ü b e r e in em  reg e l
m äß igen  V ie leck g ru n d riß  au fg eb au te , an  eine Seem uschel e rin n ern d e , k u p p e l
a rtig e  S ch a le n k o n s tru k tio n  (s. A bb . 1) [1].

B ei d er B erech n u n g  d ieser A rt von  Schalen  k a n n  als R a n d b e d in g u n g  d ie  
B iegungslosigkeit d e r in n e re n  R ip p en  b e n ü tz t w erden . Die B erü ck sich tig u n g  
dieser B ed ingung  e rm ö g lich t die B estim m ung  d e r M em b ran k rä fte  d e r  Schale  
fü r eine beliebig  v e r te il te  B e lastu n g . Im  w eite ren  w erden  w ir b ezü g lich  der 
F o rm  der S chalenfläche  gewisse E in sch rän k u n g en  e in fü h ren  u n d  w erd en  u n te r  
B erücksich tigung  d e r B iegungslosigkeit der in  d en  M ulden liegenden  R ip p en  
die F o rm  d er Schale an  die v o rau sg ese tz te  e in fache  K rä f te v e r te ilu n g  a n p a sse n .

In  d er Folge w ollen w ir einen  ü b er e inem  A u ssch n itt des V ie le c k g ru n d 
risses liegenden  S ch a le n a u ssc h n itt u n te rsu ch en . D u rch  eine V e rd re h u n g  des 
K o o rd in a ten sy stem s k ö n n e n  w ir die F läche d e r ü b rig en  V ie leck au ssch n itte  w ie 
auch  die S c h n ittk ra f tp ro je k tio n e n  e rh a lten .

G rundbedingungen

D ie v e rw en d e ten  B ezeichnungen  sind  au s d en  A b b ild u n g en  2a  u n d  2b 
e rsich tlich .

1. D ie B e la s tu n g  d er Schale b ilde  eine v e r tik a le , g le ichm äßig  v e r te il te  
L as t q. D iese V o rau sse tzu n g  is t eine g u te  A n n ä h e ru n g  d e r W irk lich k e it, da  das 
E igengew ich t ü b er d en  ste ile ren  F läch en te ilen  zw ar g rößer, die S ch n ee la s t d ag e 
gen k le iner is t, w eil d e r  Schnee von  den  ste ile ren  F läch en  eher a b ru ts c h t .

2. D as E ig en g ew ich t d e r in n e ren  R ip p e  sei d u rch  den  Z u sa m m e n h a n g

g(l) =  go • 1

gekennzeichnet. D iese B ed in g u n g  w ird  du rch  d en  in  d e r R ich tu n g  d e r  a n w a c h 
senden  R ip p e n k rä f te  zu n eh m en d en  B e to n q u e rsc h n itt  e rfo rd e rt.



Abb. 1
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3. D ie Schale is t im  Z u stan d e  der M e m b ran sp an n u n g . Die aus dem  V e r
fo rm ungszw ang  e n ts te h e n d e n  R an d stö ru n g en  w erd en  w ir bei der B estim m u n g  
d e r M em b ran sp an n u n g en  vernach läß igen .

fix')
4. D as V e rh ä l tn is - ----- =  A  sei k o n s ta n t. H ie r  sin d  f ( x )  u n d  h(x) v o r-

h(x)
äu fig  u n b e k a n n te  F u n k tio n e n , u n d  zw ar / ( r )  d ie jen ige  d e r R ippenachse , h(x)

Abb. 2
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d a g e g e n  d iejenige d er in  d e r R ic h tu n g  y  liegenden  B ogenhöhe d e r  S chalen
flä c h e . Zw ischen den  K o o rd in a te n  t u n d  x  k an n  der Z u sam m en h an g  x  =  
=  t • cos a angeschrieben  w erden . D ie F u n k tio n  h(x) w erden  w ir a u f  G rund  
d e r  B ed in g u n g  b estim m en , daß  die in  d e r E b en e  (t, г) liegenden  R ip p e n  die 
S eilp o ly g o n e  d er v o n  d er Schale ü b e r tra g e n e n  K rä fte  sein sollen.

5. D ie G leichung d er S chalen fläche  sei:

z  (x , y )  =  h(x) А  — 1 +Г

tg 2 а ■ x 2

( 1 )

Die Gleichgewichtsbedingungen

D ie S c h n ittk ra f tp ro je k tio n e n  seien n x, ny, u n d  nxy (im S inne des R ez ip ro 
z i tä ts s a tz e s  is t nxy =  nyx). D ie G le ichgew ichtsg leichungen  der S chale  sin d  m it 
R ü c k s ic h t  a u f  die in  1. u n d  3. e rö r te r te n  V oraussetzungen :

( 2)

W e n n  n xy =  nx =  0 is t , u n d  ny n u r  eine F u n k tio n  von x  is t , d a n n  s in d  die zwei 
e r s te n  G le ichungen  b e fried ig t, aus d e r d r i t te n  fo lg t u n te r  B e rü ck s ich tig u n g  des 
Z u sam m en h an g es

32z 2h(x)
3y 2 tg 2a-A:2
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f ü r  d e n  W ert von  n y die Form el

—  q t g2 a • X2
n v —

У Щх)

D ie  S c h n ittk ra f t i s t  im  Falle von  Z u g  p o sitiv .

(3 )

Die B estim m ung der Funktion h(x)

W enn V  d ie  in  der R ich tu n g  z liegende K o m p o n en te  des a u f  d ie  B ogen
fö rm ig e  R ippe w irk en d en  v e r te ilte n  K rä f te sy s te m s , u n d  T  dessen in  d e r  R ic h 
tu n g  t liegende K o m p o n en te  is t, d a n n  h ab en  w ir a u f  G rund  d er A b b . 2b u n d  
u n te r  B erü ck sich tig u n g  des Z u sam m en h an g es  (3):

dx
V  =  2 qt sin а ---- g 0 t =  2 q sin a cos а ■ t g0t ,

dt

u n d

T  = 2 sin а • n y
d x
d t

—-— • sin3 a cos а • t2. 
h(x)

D ie In teg ro -D iffe ren tia lg le ich u n g  d e r  S e ilk u rv e  des Bogens la u te t :

£L= a . ËL
dt dt

(4)

D ie fü r  die D iffe re n tia lq u o tien te n  zu b e n ü tz e n d e n  B eze ich n u n g en  sind :

dh

dt
h '  u n d

d*h

d t2~

W enn w ir d ie  G leichung (4) in  d er F o rm

t
Г t  dt
ö

t
V d t

A h '
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ansch re ib en , diese n a c h  t d ifferenzieren, n a c h h e r  o rd n en  u n d  v e re in fach en , so 
e rh a lte n  wir die fo lg en d e  gew öhnliche D iffe ren tia lg le ich u n g  zw eiter O rd n u n g  
m it  v e ränderlichen  K o e ffiz ien ten , die n ic h t l in e a r  u n d  hom ogen is t:

(2 q sin a cos a g0) h ■ h' q sin a cos a - t - \ -

( 5 )
— A q  (sin3 a cos a) • t ■ (h ')2 =  0 .

W ir wollen n u n  v e rsu c h e n , diese D iffe ren tia lg le ich u n g  m it H ilfe des Z u sam 
m enhanges

(6 )

zu  lösen.
W ird  le tz te re r  in  d ie  G leichung (5) e in g e se tz t u n d  die D iffe renz ierung  

d u rch g e fü h rt, so e n tfa lle n  d ie  v eränderlichen  G lied er u n d  w ir e rh a lte n  fü r  den  
W e rt von  m  die F o rm e l

3 +  - .3g°_____
2q sin a cos a

m  =  ----------------- ---------------------------
1 +  —go- — \- A  sin2 a

2q sin a cos a

(7)

So la u te t die G le ich u n g  der S chalen fläche  u n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r 
G leichungen  (1) u n d  (6)

г ( x ,y )
’ X m V2

.4 — 1-)-------y- ------
a tg 2 а • x 2

( 8 )

w ä h re n d  wir fü r d en  W e r t  d er S c h n ittk ra f tp ro je k tio n  ny die G leichung

— q ■ tg 2 а • am ■ x 2 
n v

2 h0 ■ x m

e rh a lte n .
Im  Falle m  >> 2 i s t  d e r  W ert der S c h n ittk ra f tp ro je k tio n  ny an d e r S telle  

x  =  0 unendlich  g ro ß , n im m t jedoch au ß erg ew ö h n lich  schnell ab , so d aß  d ieser 
U m s ta n d  p rak tisch  b e la n g lo s  ist.

D ie H o riz o n ta lp ro je k tio n  der im R ip p e n b o g e n  au ftre te n d en  K ra f t  is t:

— Aq  sin3 a  cos a cm •

о
/o(3  — m )

( 10)
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Bem erkungen und K onstruktionsgrundsätze

a) E in e  g leichm äßig  v e r te il te  L a s t q g ib t bis zu e iner N eigung  v o n  e tw a  
45° eine g u te  A n n äh eru n g .

b) E n tla n g  d er R ip p en an sch lü sse  en ts te h e n  infolge des V erfo rm ungs- 
Zwanges B iegungsm om ente . D e r R a n d  d er S c h a le n p la tte  m uß  d e m e n tsp re c h en d  
v e r s tä rk t  w erden .

c) Zw ecks S icherste llung  d er K n ick fe s tig k e it m uß  am  R a n d e  x  =  a  ein 
v e rs te ife n d e r R a n d trä g e r  a n g e b ra c h t w erden , u n d  die in  den  M ulden liegenden  
R ip p e n  m üssen  au ch  ü b e r d ie  en tsp re c h e n d e  B iegeste ifigkeit verfügen .

d) M it H ilfe e iner affinen  T ra n sfo rm a tio n  k a n n  der G ru n d riß  der S ch a len 
k o n s tru k tio n  auch  in  ein v e rz e rr te s  V ieleck um g ew an d elt w erden  [2].

Zahlenbeispiel

W ir w ollen die in  A bb. 4 d a rg e s te llte  k reu zg ew ö lb eartig  gefo rm te  S ch a le n k o n s tru k tio n  
u n te rsu c h e n .

D ie  A ngaben  de r Schale :

a =  10,0 m , c =  14,1 m ,

h„ =  / 0 =  5,0 m , d a h e r is t A  =  1,

a  =  45°, d a h e r is t sin  a — cos a = 0,707,

q 0,3 t /m 2, g 0 = 0,02 t /m 2.

A u f G rund  de r G leichung (8) is t d ie  G leichung  d e r Schalenfläche:

= (*,y) -U T

Abb. 4
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D e r  W e r t  von m is t n a c h  F o rm e l (7):

m -

0,06
0,6 X 0,5

0,02
0,6 X 0,5

0,50
2,04.

A u s  F o rm e l (9) e rg ib t s ich  fü r  d e n  W ert v o n  ny :

0,3 X 10,02.°4 • *2 3,31
Пу ~  2 X б Т о ^ 2'04 -  ~  *o n4 t /m ’

A u s d e r  ob igen  F o rm el e rg eb en  sieh  fü r  ny d ie fo lg en d en  W erte  in  t /m ;

X 0 0,01 0,1 1,0 2,0 6,0 10,0

П у OO 4,02 3,66 3,31 3,20 3,07 3,00

W ie  e rsich tlich , is t ny im  P u n k te  x  =  0 u n en d lich  g ro ß , a b e r  im  A b s ta n d  x — 1 cm  n u r  m eh r 
4 ,02 t /m ,  was bei e in e r 6 cm  d ick en  S c h a len p la tte  e in e  S p an n u n g  а =  6,7 kg /cm 2 v e ru rsac h t. 

D ie  G röße de r K r a f t  H  is t  an  der Stelle  t =  c n a ch  F o rm e l (10):

H  =  —
0,3 X 0,25 X 14 ,l 3 

5(3 —  2,04)
—  43,30 t  .
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ZU SA M M EN FA SSU N G

D e r A ufsatz  b e fa ß t  sich  m it den F ra g e n  d e r G esta ltu n g  m uschelfö rm iger S ch a len 
k o n s tru k tio n e n . Es w ird  fe rn e r d ie B estim m ung  der S ch alen fläche  b e h an d e lt, bei der, u n te r  
B e rü ck s ich tig u n g  de r B ieg u ngslosigkeit de r In n e n rip p e n , g le ichm äß ig  v e rte ilte  Y e rtik a lla s ten  
in  d e r  S c h a len p la tte  n u r  in  d e r R ich tu n g  de r S ch a len k rü m m u n g  w irkende  D ru c k k rä fte  erzeugen.

S H E L L -S T R U C T U R E  S H A P E D  L IK E  A S C A L L O P -SH E L L

E . D IJL Ä C S K A

SU M M A R Y

T h e  a u th o r d e a lt w i th  q u estio n s on th e  fo rm ing  o f sh e ll-s tru c tu re s  resem bling  th e  shape  
o f  a  scallop-shell. H e a lso d e te rm in e d , th a t  surface  o f  th is  k in d  o f shells w hich  is ch arac te rized  
b y  th e  fa c t, th a t  ta k in g  in to  co n sid era tio n  th e  f lex u re le ss  n a tu re  o f th e  in te r io r  rib s, a  u n i
fo rm ly  d is tr ib u te d  v e r tic a l  lo ad  in  th e  slab  of such  a  shell o n ly  p roduces com pressive  forces 
a c t in g  in  th e  d irec tion  o f  th e  sh e ll’s c u rv a tu re .
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L E S V O IL E S  M INCES V A L V IF O R M E S

E. DULACSKA 

R É SU M É

L ’a u te u r  t ra ite  des p ro b lèm es de  co n stru c tio n  des vo iles m inces va lv iform es, e t d é te r 
m ine la  surface  de voile  d o n t l’ap p lic a tio n  assure q u ’il ne  se p ro d u ise n t p as de m o m en ts de  
flex io n  d an s les n e rv u re s in té rieu re s , e t que des charges u n ifo rm é m en t ré p a rtie s  dans la p a ro i 
d u  voile  ne  fo n t n a ître  des forces de p ression  que dans la  d ire c tio n  des arcs.

ОБОЛОЧКИ В ВИДЕ РАКОВИН
Э. ДУЛАЧКА

РЕЗЮМЕ

Рассматривались вопросы оформления оболочек в виде раковин, и определена та 
поверхность, на которой с учетом отсутствия изгиба внутренних ребер под воздействием 
нагрузки, распределяющейся равномерно в пластине оболочки, образуются давящие 
усилия только в направлении дуги.

11 Acta Technica XXIX/3—4.





D I E  B E M E S S U N G  V O N  P F E I L E R N

J .  SZ ID A R O V SZK Y

UVATERV — ENTWURFSBÜRO FÜR STRASSEN UND EISENBAHNEN, BUDAPEST 

[E in g eg an g en  am  23. A pril 1958]

Einleitung

Z u r B estim m u n g  d er in  P fe ilern  e n ts teh en d en  Zug- u n d  D ru c k sp a n n u n 
gen  h a t  die P rax is  zw ei V erfah ren  en tw ick e lt. B eim  e rs te n  erfo lg t z u e rs t die 
E rm itt lu n g  der S tü tz lin ie , u m  d an n  die S p an n u n g en  in  je n e n  Q u e rsc h n itte n  zu 
b e rech n en , bei d enen  die re la tiv e  A bw eichung d ieser S tü tz lin ie  von  d e r Schw ere
lin ie  des Q u ersch n ittes  am  g rö ß te n  is t. B eim  zw eiten  w erden  in  m eh re ren , z iem 
lich  d ic h t au fe in an d er fo lgenden  Q u e rsch n itten  die S p a n n u n g en  b e re c h n e t, u n d  
die a u f  diese W eise gew onnenen  g rö ß ten  W erte  als M ax im alw erte  angesehen . 
F a lls  bei der B estim m u n g  d e r S p an n u n g , die im  P fe ile r e n ts te h t ,  die W irk u n g  
des B o d en se iten d ru ck es eben fa lls  b e rü ck sich tig t w ird , e rfo rd e rn  die obigen 
zw ei V erfah ren  eine p ra k tis c h  k a u m  zu bew ältigende  R e c h e n a rb e it.

D eshalb  soll im  fo lgenden  ein an a ly tisch es V erfah ren  zu r B em essung  von  
P fe ile rn  v o rg e fü h rt w erd en , das m it einem  v e rh ä ltn ism ä ß ig  k le inen  A rb e itsa u f
w an d  au ch  die d u rch  den  V erfasser in  seiner u n te r  [1] angezogenen ab g e le i
te te n  B o d en sp an n u n g en  b e rü c k s ic h tig t.

1. Die Stelle der m axim alen Spannung

D ie S p an n u n g  a  in d e r ä u ß e rs te n  F ase r w ird  du rch  den Q u o tie n te n  aus 
dem  sich  a u f den  der u n te rs u c h te n  F aser gegenüberliegenden  K e rn p u n k t bezie
h e n d e n  M om ent M  u n d  dem  W id e rs tan d sm o m en t W  b e s tim m t:

M  

W  ' ( 1, 1)

D ie S p an n u n g  h a t  d o rt e inen  M ax im alw ert, wo

da  M 'W  — M W '  .
— =  ------------ ---------- i s t ,

dz  W 2

11*
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also  — weil W 2 =f= 0 — d o r t ,  wo

M ' W  -  M W '  =  0 is t. (1,2)

2. D ie Untersuchung des Mauerwerks

D ie Ä nderung  d e r Q u e rsch n itts fläch e  u n d  des K ern h a lb m esse rs  des 
M auerw erkes w ird , ebenso  w ie der O rt des S ch w erp u n k te s  u n d  des K e rn p u n k 

te s ,  m it  h in re ich en d er G en au ig k e it du rch  e inen  A u sd ru ck  e rs ten  G rades d a r
g e s te llt . Die Q u e rsch n itts f läch e  is t als F u n k tio n  v o n  rj d a rg e s te llt (A bb. 1).

Щ  V)  = F 0 + F i n  (2,1)

D ie  S c h w e rp u n k tso rd in a te  is t

iv{rj) = w 0 + W 1 r]. (2 ,2)

D  e r K ern rad iu s  h a t  d ie  G röße

Щ )  =  k o + ki r1 ( 2 , 3 )
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u n d  die O rd in a te  des u n te rs u c h te n  K e rn p u n k te s  is t

beziehungsw eise
m(rj) = m() +  m1 Г] 

m(rj) -  w (n) ±  Щ )  •

(2.41)

(2.42)

In  d er P rax is  is t  es zw eckm äß ig , d ie  G rößen  F, w  u n d  к  in  d e r o b e rs ten , m i t t 
le ren  u n d  u n te re n  E b en e  des M auerw erkes zu  b e re c h n e n , u n d  m it ih n en  die 
e inen  g u te n  E rs a tz  b ild en d en  lin e a re n  F u n k tio n e n  zu  b es tim m en .

I s t  der P fe ile r a u f  b e id en  S e iten  in  einem  V e rh ä ltn is  20 : 1 au sg eb ild e t, 
d an n  is t

u n d

F(n) =  F 0 +  ~ t ]  

k (v) =  К  +  —  V

w orin  s die P fe ile rb re ite  is t .
D ie ü b er dem  Q u e rsc h n itt  t? =  0 w irkenden  K rä f te  sind : 

die lo tre c h te  K ra f t  Q m it der E x z e n tr iz i tä t  eq u n d  
die w aag rech te  K ra f t  H  m it dem  H eb e la rm  Z.
U n te rh a lb  d er E b e n e  rj =  0 w irk t noch  d as  E igengew ich t

j  gF(t]) d i ] . 
b

In  d ieser F o rm el s te llt g d ie W ich te  dar.
D as K e rn p u n k tm o m e n t an  d e r Stelle t] — z b e trä g t

M(z)  =  — Q[m(z) — eq] +  H (l  +  i,) — f g[m(z) — и>(??)] F(rj) d rj.
о

M it den  Z u sam m en h än g en  (2,1) —(2,42) w ird , w enn  die B ezeichnungen .

A  =  Q(eq — m„) -F Hl  

В  =  H  — Q m , — g F 0(m 0 — ic0) 

1
C = g Fi(mo —  w u) —  Fo(Wl — ™ l )

D = g F i

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2,54)
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e in g e fü h r t  w erden:

M  (z) — А  +  B z  - f  Cz2 +  D z3 J (2,6)

M '(z) =  ß  +  2Cz +  3 Dz2 I

D a s  W id e rs tan d sm o m en t i s t

W{z) =  F(z) k(z) =  W 0 +  W xz  +  W2z2 (2,7)
u n d

W '(z)  =  W x +  2 W 2z ,

w o rin
JT0 =  F 0k u (2,81)

W i =  F  0k x +  F xk 0 (2,82)

W 2 =  F xk t is t . (2,83)

W erd en  diese in  d en  A u sd ru ck  (1,2) e ingese tz t, so g ew in n t m an  die 
G le ich u n g  v ie rte r O rd n u n g

( ß W 0 -  A W \)  +  2 ( C W 0 -  A W X) z +  ( 3 D W 0 +  C W X -  ß l F 2) z2 +

+  2 D W xz3 +  D W 2z* =  0 (2,9)

z u r  B estim m u n g  d er S te lle  d e r  m ax im alen  S p an n u n g  z. Im  Z u sam m en h an g  
(2,9) i s t  d er K oeffiz ien t d e r  G lieder d r it te n  u n d  v ie rten  G rades k le in , deshalb  
g e w in n t m an  als e rs te  N ä h e ru n g  einen  W ert, be i dem  n u r solche G lieder b e rü ck 
s ic h t ig t  w orden  sind , d ie  k le in e r  als d r i t te n  G rades sind . W ird  d e r u n b e k a n n te , 
so e b e n  b estim m te N ä h e ru n g sw e rt in  die G lieder d r itte n  u n d  v ie r te n  G rades 
e in g e se tz t , so e rh ä lt m a n  e in e  v e rb esse rte  G leichung zw eiten  G rades, deren 
W u rz e l bere its  einen k o rr ig ie r te n  W ert d a rs te llt . Da es sich d a ru m  h a n d e lt, 
e in e n  M axim alw ert zu  b e s tim m e n , g en ü g t es, die G röße von  z a u f  dm  G enauig
k e i t  z u  bestim m en. D esh a lb  fü h r t  dieses N ä h e ru n g sv e rfah ren  ra sc h  zum  Ziel.

I s t  die Tiefe b e k a n n t ,  so k an n  die M ax im alsp an n u n g  in  d e r äußersten  
F a s e r  m it  der Form el (1,1) b e re c h n e t w erden .

3 . D ie  Untersuchung des über dem Boden befindlichen Fundam entteiles

D er Q uerschn itt des ü b e r  dem  B oden  befind lichen  F u n d a m e n tte ile s  ist 
k o n s ta n t ,  som it v e rsch w in d en  die m it dem  In d e x  1 u n d  2 v e rseh en en  G rößen 
(C =  D  — W x =  W 2 =  0) u n d  d ad u rch  w äch st sow ohl die D ru ck - a ls auch  die 
Z u g fa se rsp an n u n g  lin e a r  an . I n  d iesem  A b sc h n itt t r i t t  also d ie g rö ß te  S pap-
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n u n g  im  u n te re n  Q u e rsc h n itt  auf. D iese S p a n n u n g  is t jedoch  b e re its  d e r  obere  
G renzfall des u n te r  d em  B oden  b e fin d lich en  F u n d a m e n tte ile s  (s. A b s c h n it t  4). 
In  d iesem  A b sc h n itt t r i t t  die g rö ß te  S p a n n u n g  in  einem  tie fe r g e legenen  Q u e r
s c h n it t  auf. D a d u rc h  is t  der über dem  B o d en  befind liche  F u n d a m e n tte il , vom  
S ta n d p u n k t d er S p a n n u n g  aus b e tra c h te t ,  n ic h t  m aßgebend .

4. Die U ntersuchung des im Boden befindlichen Fundam entteiles

D er Q u e rsc h n itt  des F u n d a m e n te s  is t  k o n s ta n t u n d  sein S c h w e rp u n k t 
fä llt  in  die y-A chse.

I n  den  fo lg en d en  B ezeichnungen  b e d e u te n

F  d ie Q u ersch n ittsfläch e  
к den  K e rn ra d iu s
f f  =  F  • к das W id e rs tan d sm o m en t.

D ie o b erha lb  des P u n k te s  у  =  0 w irk en d en  K rä fte  sind: Q d ie  lo tre c h te  
K ra f t  m it d er E x z e n tr iz i tä t  eq (diese is t n ic h t id e n tisc h  m it eq im  A b s c h n it t  2!). 
H  die w aag rech te  K r a f t  am  H ebelarm  h.

U n te rh a lb  des P u n k te s  у  =  0 w irk t n o ch  das E igengew icht

Г g F d y  =  g p z
6

und  d er w aag rech te  B odendruck

г
s Í o(y) dy

b

(w en n  die M an te lre ib u n g  v e rn ach lässig t w ird ).
D as K e rn p u n k tm o m e n t an  d er S telle  у  — z h a t  die Größe

M(z) =  Q (e, -  k) +  H l  + [ H  ~ g F k ] z  —  s f*f a(y) dy dy.  (4,1)
0

In  d e r im  S c h rif ttu m  e rw äh n ten  A b h a n d lu n g  [1] is t nach Form el (3,34) jed o ch

a ( y )  =  C( d ( t 0 —  y) ©y,

w orin  cr(y) den  a u f  d ie  S eiten flächen  des F u n d a m e n ts  w irkenden B o d e n d ru c k  
in  d er T iefe y , Ct d en  se itlich  g e rich te ten  B e ttu n g sk o effiz ien ten  in  d e r  G ru n d -

£
f lä c h e  des F u n d a m e n te s , =  —-  den  Q u o tie n te n  aus der G röße des in  der

T iefe у  a u f tre te n d e n  w aag rech ten  B e ttu n g sk o e ffiz ien ten  Cv und  des in  d e r  T iefe
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0

F ü r  den F a ll, d aß  CL(y)  k o n s ta n t o d er d e r  T iefe  p rop o rtio n a l is t o d e r a b e r 
b is  zu  e iner G renztiefe  tv d e r Tiefe p ro p o r tio n a l u n d  d a rü b e r h in au s k o n s ta n t  
is t  o d e r  der Q u a d ra tw u rz e l d er Tiefe p ro p o r tio n a l angenom m en w o rd e n  w ar, 
w u rd e n  die b e s tim m te n  In te g ra le  Q2(z)’ QÁ2) ’ Gsi(z ) u n d £?з(г) b e s tim m t u n d  in  
d e r  T ab e lle  zu sam m en g e faß t. Ü brigens k ö n n e n  diese sowohl g rap h isch  als 
a u c h  m it  an d eren  N ä h e ru n g sv e rfah ren  im m e r b e s tim m t w erden.

E in  G renzw ert t r i t t  d o r t  auf, wo

M'(z)  = H  — g F k  — sCj(i) Ö t0g'2(z) +  sC;i(t) à gj(z) = 0  is t. (4,7) 

A us d em  Z u sam m en h an g  (4,7) is t die F o rm e l

tQ2( z )  -  Q3( z )  =  H  ~ ^ l k  (4,8)
sCt о

b e re its  geeignet, die T iefe  z, u n d  d am it den  O r t  d e r  m ax im alen  F a se rsp a n n u n g  
zu  b e s tim m e n .

I s t  näm lich  die F o rm  d er F u n k tio n e n  Q2(z) u n d  £з(г) b e k a n n t, so k a n n  
z  m it  d e r F orm el (4,8) a u sg ed rü ck t oder d u rc h  ite ra tiv e  N äh eru n g  b e s t im m t 
w erd en .

t a u f tre te n d e n  W erte s  Cf, ô d en  V erd reh u n g sw in k e l des Pfeilers u n d  i0 d ie  T iefe 
d es  D re h u n g sp u n k te s  u n te rh a lb  des G eländes b e d e u te n . Alle diese W e rte  w e r
d e n  b e i d er B em essung  v o n  Pfeilern  a u f  G ru n d  der e rw ähn ten  A b h a n d lu n g  
a ls  b e re its  b e k a n n t v o rau sg ese tz t.

D a m it w ird
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I s t  die F o rm  d ie se r F u n k tio n en  n ic h t  b e k a n n t, so k a n n  die G röße

tQ 'M  -  e'Áz ) (4,9)

a ls  F u n k tio n  von  z g ra p h isc h  d arg este llt w erd en . D ie L ösung lie fe rt derjen ige 
W e r t  v o n  z, wo die S u m m e von  (4,9) d em  W e rt

H - g F k

sC 'ö

g le ich  is t, der b e re its  e ine  von  der T iefe z  u n ab h än g ig e  K o n s ta n te  d a rs te llt.
N ach  der L ö su n g  v o n  z kann  das K e rn p u n k tm o m e n t n a c h  F o rm el (4,2) 

b e s tim m t w erden, u n d  d ie S p an n u n g  in  d e r  ä u ß e rs te n  F aser n ach  (1,1) berech 
n e t  w erden .

Ä n d e rt sich die B re ite  s, oder w irk en  au c h  v e rte ilte  w aag rech te  K rä fte  
(z. B . einseitige B o d en h in te rfü llu n g ) oder is t  d ie  Q u ersch n itts fläch e  des F u n d a 
m e n ts  n ich t k o n s ta n t , so können  den ob ig en  ähn liche  Z u sam m en h än g e  abge
le i te t  w erden .

F ä llt  die M a x im a lsp an n u n g  o b e rh a lb  o d er u n te rh a lb  des u n te rsu c h te n  
M au erte iles , so t r i t t  d a s  M axim um  in  dessen  o b e rs te r  oder u n te rs te r  E b en e  auf.

5 . D ie Formeln von Sonderfällen

B ei den v e rsch ied en en  Fällen der P ra x is  v e re in fachen  sich  die abgelei- 
t e te n  F orm eln . D ies sei n u n  gezeigt.

5,1 D ie  Untersuchung des Mauerwerkes

I s t  das M auerw erk  eines Pfeilers an  d en  b e id en  Seiten flächen  im  V erh ä lt
n is  20 : 1 geneigt, u n d  s in d  die zwei E n d flä c h e n  sen k rech t, so is t

n = sb Fr =
s

10
F (v) = Fo +

k0 =
b
6 *i =

s

60
k(7j) = *0 +

u>0 = 0 №i = 0

m0 =
b
6

m j =
1

60

M’o =
sb- IV — sb s

6 W1 ~ 30 2 600
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A  =  Q(eq — m 0) +  H l  =  Q \eq -----— +  H l

В  = H  — Q m t — g F 0 (m 0 -  it’0) =  H Q
60

gb2 s
6

c  =  , J  F l ("»o — M’o) -  F o(w i -  m l)

D=gPi gs
1200

gbs

40

N ach  E in se tz u n g  der Z ah len w erte  k a n n  die G leichung  (2,9) bere its  a n g e sc h rie 
b en  u n d  m it H ilfe des sk izz ie rten  V erfah rens le ich t gelöst w erden .

5,2 Die Untersuchung des Fundamentes

B ei d er U n te rsu ch u n g  des F u n d a m e n ts  is t  die G leichung (4 ,8 ), w enn  
C J j )  d e r  T iefe p ro p o rtio n a l is t,

, ü +  H - * F k
2 sC,d

0

d r i t te n  G rades, die b e re its  schnell gelöst w erden  k a n n . Die g rap h isch e  L ö su n g  
n ach  (4,9) fü h r t  auch  je tz t  ra sch  zum  Ziel.

6. Z ahlenbeispiel

E s  is t  in  de r e rw äh n ten  A b h an d lu n g  die g rö ß te  D ru ck sp an n u n g  im  F u n d a m e n t  des im  
B eispie l v o rk o m m en d en  Pfeilers zu  b es tim m en . Die n o tw en d ig en  A ngaben sind  d o r t  ang eg eb en .

E s w ird  vo rau sg ese tz t, d a ß  d e r  B e ttu n g sk o e ffiz ien t b is zu r T iefe tv =  10,0 m  ih r  p ro 
p o rtio n a l is t ,  d a ru n te r  jedoch  k o n s ta n t  ist (A bb. 2).

6 ,1. Im  Abschnitt z <[ tv =  10,0 m 

A u f  G ru n d  de r T abelle  1 ist

eáG) = 2 • io

С'з(-) = з • io

0,05z2

0,033z3.

A u f  G ru n d  von (4,7) is t, bezogen a u f  den  a u f  d e r S eite  de r w aag rech ten  K r a f t  befind ' 
lie h e n  K e rn p u n k t (a u f die D ru c k sp a n n u n g !);

M '(z) =  45,9 +  2,2 • 13,82 • 6 ,0  • 1,0 —  7,23 • 14 • 0,05z2 +  7,23 • 0,033z3 =

=  229 —  5,05z2 +  0,241z3 =  0.



4 1 6 J. SZIDAROVSZKY

E s  is t  näm lich  

u n d
к =  1,0 m  

F =  83 m 2

Die W urzel de r G le ic h u n g  is t im  A b sch n itt 0 <[ z 10 m

z =  8,9 m

(D e r  zw eite  D iffc re n tia lq u o tie n t M{z)  is t hier n e g a tiv , also  b e s te h t h ie r ein  M axim um .)
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N a ch  (4,2) ist

M (8,9) =  3035(0,1 +  1,0) +  45 ■ 9 • 1726 +  (45 • 9 +

2,2 ■ 83 • 1,0) 8,9 —  7,23 • 14 • 11,7 +  7,23 • 52,2 =  5400 tm

u n d  die D ru ck sp an n u n g  in  d e r ä u ß e rs te n  F a se r ist

6,51 k g /cm 2.

6,2. Im Abschnitt z >  10,0 m

q'2(z) =  z

*ÍM =  T -
G em äß (4,7) ist

M'(z)  229 —  7,23 • 14 • г +  7,23 - y  =  229 —  101 • * +  3,615z2 =  0.

D iese G leichung h a t  im  u n te rs u c h te n  A b sch n itt keine W urze l; d esh a lb  s te llt  d ie  u n te r  (6.1) 
d a rg este llte  S pan n u n g  ein  M ax im u m  d a r.

SC H R IF T T U M

1. S z id a r o v s z k y , J . : D ie B estim m u n g  von a u f  P fe ile rfu n d am en te  w irkenden  B o d en d rü ck en . 
A c ta  T echnica , T om . X X V II , Fase . 3— 4, B u d ap es t, 1960.

D ie üb lichen  M ethoden  zu r B estim m u n g  der m ax im alen  S p an n u n g en  in  P fe ile rn  e rfo r
d e rn  —  besonders, w enn de r B o d e n se iten d ru ck  b e rü ck sich tig t w erden  soll —  eine  seh r u m fan g 
re ich e  A rb e it. D ie vorliegende  A b h a n d lu n g  em pfieh lt ein  an a ly tisch es V erfah ren , be i dem  
a u ch  de r e rw äh n te  S e iten d ru ck  le ic h t in B e tra ch t gezogen werelen kan n .

M ethods genera lly  used  fo r ca lcu la tin g  m ax. stresses in  p iers, especially  w hen  th e  effect 
o f  la te ra l  e a r th  p ressu re  is ta k e n  in to  acco u n t, req u ire  a good deal o f reckon ing  w ork.

T h is p ap er p re sen ts  an  a n a ly tic a l m ethod  w ith  th e  a id  o f  w h ich  th e  a b o v e  m en tio n ed  
e ffec t o f la te ra l e a r th  p ressu re  can  eas ily  be considered.

ZU SA M M EN FA SSU N G

S T R E N G T H  C A LC U LA TIO N  O F  P IE R S

J. SZIDAROVSZKY

SUM M ARY
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DIMENSIONNEMENT DES PILIERS
J. SZIDAROVSZKY

RÉSUMÉ

L a  d é te rm in a tio n , p a r  le s  m éth o d es usuelles, des ten s io n s  m ax im a  se p ro d u isa n t dans 
le s  p ilie rs , exige un  tra v a il  c o n s id é ra b le , su rto u t si l ’on  v e u t  te n ir  co m p te  de  l ’effe t de la  pression  
l a té ra le  du  sol.

L ’étude  propose u n  p ro c é d é  an a ly tiq u e , à l ’a id e  d u q u e l l ’effe t de  la  p ression  la té ra le  
p e u t  ê tre  facilem ent d é te rm in é .

РАСЧЕТ УСТОЕВ
Я. СИДАРОВСКИ

РЕЗЮМЕ

Определение возникающих в устоях наибольших напряжений на основе применяе
мых обычно для этой цели методов особенно при условии учета также бокового давления 
грунта связано с очень большой вычислительной работой.

Данная работа предлагает аналитический метод, при помощи которого влияние 
упомянутого бокового давления можно легко учесть.



S E T T I N G  A N D  H A R D E N I N G  O F  H Y D R A U L I C

M A T E R I A L S

I I I .  D E T E R M IN A T IO N  O F  SE T T IN G  O F C E M E N T  P A ST E S AT E L E V A T E D  
T E M P E R A T U R E S  U N D E R  ISO T H E R M IC  C O N D ITIO N S B Y  A C O N D U C T O M ET R IC

M E T H O D

G. SZU K

LABORATORY OF THE HUNGARIAN INSTITUTE FOR BUILDING RESEARCH, BUDAPEST

[M an u sc rip t received A u g u st 21, 1959]

In  a p rev ious s tu d y  [1] a co n d u c to m etric  an a ly s is  o f se ttin g  o f cem en t 
p a s te s  u n d e r iso th erm ic  con d itio n s a t  no rm al te m p e ra tu re  has been p u b lish ed . 
T h e  te s ts  h av e  been  ex ecu ted  u n d e r ex ac t iso th e rm ic  co n d itio n s a t  a te m p e ra 
tu re  o f 20° C. A fte r th e se  te s ts  th e  d ev e lopm en t o f th e  se ttin g  of cem en t p a s te s  
h av in g  d iffe ren t w a te r  c o n te n ts  h av e  been  exam ined  a t  e lev a ted  te m p e ra tu re s  
(betw een  20° C and  90° C).

I t  is w ell-know n th a t  b y  increasing  th e  te m p e ra tu re  th e  se ttin g  an d  h a rd 
en ing  process of h y d rau lic  m a te ria ls  is acce lera ted . T h is  experience is o ften  
app lied  to  acce lera ted  h a rd en in g  m eth o d s as s team  cu rin g , tre a tm e n t by  J o u le  
effect e tc . T hese m ethods a re  know n  in  th e  l i te ra tu re  an d  in  p rac tice  b u t  la ck in g  
a m e th o d  of m easu rem en t, ex p e rim en ts  w ere seldom  p erfo rm ed  to  c o n tro l th e  
physicochem ical changes occu rring  du ring  th e  tre a tm e n t .

F irs t Shimizu [2] ap p lied  in  1928 th e  co n d u c to m e tric  m eth o d  fo r th e  
d e te rm in a tio n  of th e  se ttin g  tim e  o f s lagcem ent p a s te . H is re su lts  cou ld  b e  
considered  as p re lim in a ry  ex p e rim en ts  in  th is  fie ld . I n  1950 Calleja  p ro v ed  [3] 
t h a t  th is  m eth o d  is b e tte r  th a n  an y  o th e r c lassical one. O ur te s ts  a t  a te m p e r
a tu re  o f  20° C confirm ed  his s ta te m e n ts . Calleja  ex am in ed  th e  se ttin g  p e rio d  
in  an  alm ost a d iab a tic  co n d itio n  an d  in  th e  e lec trica l re s is tan ce -tim e  g rap h  
estab lish ed  tw o  w ell-defined  m in im a, in d ica tin g  b eg in n in g  an d  end  o f se ttin g . 
O ur iso th e rm ic  ex p erim en ts  show ed th ree  m in im a in  th e  d iag ram  of w hich  th e  
f ir s t  s ign ified  a g rea t io n -co n cen tra tio n  a t  th e  b eg in n in g  (proved  b y  p ti- 
m easu rem en t), th e  second b eg in n in g  and  th e  th ird  en d  o f th e  se ttin g  p e rio d  
(id en tified  b y  th e  th e rm ic  m eth o d ). I t  w as possib le  to  d raw  an  in ference  from  
th e  w ave fo rm  concern ing  physicochem ical p rocesses occurring  in  th e  p a s te  
d u rin g  se ttin g . A t e lev a ted  te m p e ra tu re s , from  20° C to  90° C, th e  m in im a  
m en tio n ed  above ap p eared  n e a rly  in  every  case i. e. th e  b eg inn ing  an d  th e  end  
o f th e  se ttin g  could  b o th  b e  e x a c tly  de te rm in ed . In  a few  cases, especially  ab o v e  
70° C th e  values w hich m ade th e  read in g  im possib le w ere in d efin ite  on acco u n t 
o f  th e  ra p id ity  of physicochem ical changes.



Table 1

First Second Third

Test
temperature minima

26% 28% 30% 32% 26% 28% 30% 32% 26% 28% 30% 32%

90 0 4  5 m 0 h16m 0 6 1 5 m 0615m 1613m 1614m * 1614m 1614m 1632m lh 3 3 m 1633m lh 3 3 m

80 0h21m 0620m 0 h22rn 0 h20m lh !2 m * lh l4 m * lh l5 m * lh l5 m * lh 2 6 m lh 2 7 m 1629m 1633m

70 0h23m 0623 m 0623m 0623 m 1612m lh l2 m 16 1 3 m 1614m 1 6 3 4 m 1635m 1635m 1635m

60 0625m 0630  m 0630m 0630m 1628m 1629m * 1630m 1633m 1 6 4 5 m 1647 m lh 3 7 m 1647m

50 Oh35m 0640 m 0645 m 0650m 1645m 1647m * lh 5 0 m 1652m * 261 lm 2 h l2 m 2612 m 2 h l3 m

40 0645m 0650 m 0 h45m 0645 m 2h25m 2627m * 2630m 2640 m 3600m 2 6 5 5 m 3600m 3605m

30 0645m 0650m 1607 m lh l5 m 3615 m 3617m 3620m 3 6 2 2 m 460 0  m 4603 m 4 h05m 4h07m

20 Ш 5 т 0630m 1637 m 1 6 4 5 m 4 h10m 4 h l2 m 4615m 4 h l7 m 5 6 3 5 m 5h42m 5 6 4 5 m 5655m

(The values denoted  by  an  a sterisk  show ed no m in im a)

420 
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SETTING AND HARDENING OF HYDRAULIC MATERIALS. I l l 421

Test method

C em en t p astes m ade of cem en t b ra n d  T ata-C -600 P o rtla n d  a n d  26, 28, 30 
a n d  32 p . c., re spec tive ly , w a te r  ad d ed  w ere used  fo r te s ts . Below  70° C th e  
m easu rin g  cells w ere of p lastics  an d  above 70° C o f porcelain , h a v in g  a cub ic  
sh ap e  of 2 0 x 2 0 x 2 0  m m 3. T h e  copper e lectrodes 0.3 m m  th ic k  fo rm ed  tw o 
oppo site  s id e s  o f th e  open  cell. T he  fillin g  a n d  com pacting  w as d o n e  in  th e  
sam e w ay  as in  p rev io u s ex p e rim en ts  [1]. A n u ltra th e rm o s ta t  o f H ö p p l e r ,  

lim it o f e rro r  1/100° C en su red  th e  req u ired  iso th e rm ic  cond ition . I n  a se p a ra te  
cell, th e rm ic  se ttin g  tim e  m easu rem en ts  w ere m ad e . A fte r m ix ing , a ll th e  cells 
w ere  p laced  in  th e  open  w a te rb a th  of th e  th e rm o s ta t .  This occurred  in  th e  15 th  
m in u te . M easuring  w as co n tin u ed  a fte r  th e  la s t  m in im um  a p p ea red , fo r h a lf  
a n  h o u r. A n electron ic  re s is tan ce  m e te r  b rid g e  w ith  in s tru m e n t re a d in g  w as 
u se d  as m easu rin g  device (accu racy  0 .5% ) w ith  a freq u en cy  o f 50 c. p . s. a t
6.3 Y a. c. A s m en tio n ed  above  th e  m in im a could  be  seen b u t  a sh o rt tim e , so 
a m u ltip o le  sw itch  w as u sed  b e tw een  th e  cells a n d  an  in s tru m e n t fo r qu ick  
sw itch in g  over. T his device en su red  a n ea rly  s im u ltan eo u s m esu rem en t o f te s t  
sp ec im en s w ith  d iffe ren t w a te r  co n ten ts .

Results

T h e te s t  te m p e ra tu re s  w ere  betw een  20° C an d  90° C a t  a r a te  o f  10° C. 
T h e  th re e  m in im a  ap p ea red  in  th e  follow ing w ay  (see T ab le  1.)
A ccord ing  to  T ab le  1, th e  se tt in g  tim es are:

Table 2

T e s t
T e m p era tu re

°C

W u te r  c o n te n t

26% 28% 30% 32%

90 19 m 19m 19m 19m

80 14m 13m 14m 18m

70 2 2 "i 23m 22  m 21m

60 17m 18m 17m 14m

50 26 m 25m 22 m 21m

40 35 m 28 m 30  m 25 m

30 45  m 46m 45  m 45  m

20 lh 2 5 m m o ™ lh 3 0 m lh 2 8 m

T h e  m in im a  show n in  T ab le  1 are  p lo tte d  in  F ig . 1.

1 2 A cta  Technïca X X IX /3 — 4.
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T he b o u n d ary  c u rv e s  referring  to  p a s te s  w ith  w a te rco n ten ts  o f  26 p . c. 
to  32 p . c. approach  a n d  d im in ish  w ith  tim e , t h a t  m eans th a t  in  our te s ts  th e  
io n -co n cen tra tio n  in  th e  so lu tion  of Ca a n d  O H  increases b e tw een  20° C to  
90° C on account o f  th e  h y d ro ly s is  of C a-silicates a n d  alcali com pounds in  th e  
p a s te . T he beh av io u r o f  th e  curve belong ing  to  th e  second m in im u m  is q u ite  
d iffe re n t, nam ely  th e  v a lu e s , ind icating  th e  b eg in n in g  of se ttin g , u p  to  70° C 
d ec rea se  m ore v ig o ro u sly  i f  th e  te s t te m p e ra tu re  is ris in g , as i t  m a y  be  seen 
f ro m  th e  d iagram  a n d  d isp lacem en t — h o w ev er sm all — occurs to  th e  r ig h t

F ig . J

f ro m  th is  p o in t i. e. th e  b eg in n in g  of th e  s e tt in g  is p o stponed . A t th e  th ird  
m in im u m  b o u n d ary  c u rv e s  signifying th e  en d  o f  se ttin g , th is  d isp lacem en t is 
m o re  conspicuous. A t 90° C th e  end of s e ttin g  occurs la te r  th a n  a t  80° C. This 
m e a n s  a p ro longation  o f  th e  se ttin g  tim e , w h ich  cou ld  be exp la ined  a t  h ig h er 
te m p e ra tu re s  by  a q u ic k e r  d ry in g  of th e  p a s te . A bove 50° C th e  su d d en  rise  
o f  th e  resistance d ia g ra m  re fe rs  to  th e  sam e phen o m en o n .

I t  is know n th a t  th e  te m p e ra tu re  o f th e  p a s te  rises from  th e  beg in n in g  of 
s e t t in g  in  consequence o f  ex o th e rm ic  reac tio n . I n  o u r  iso th erm ic  ex p e rim en ts  a t 
20° C i t  was show n t h a t  in  sp ite  of excellen t h e a t  exchange th e  te m p e ra tu re  
o f  th e  p a s te  rises u n t i l  th e  e n d  o f se tting  a n d  a t  th is  p o in t i t  reaches th e  m a x i
m u m . T his po in t co in c id es  w ith  th e  th ird  m in im u m  of th e  R -t g rap h . I n  recen t 
te s ts  th e rm ic  se ttin g  t im e  d e te rm in a tio n s h a v e  b een  ca rried  o u t. C om pared 
w ith  th e  electrical r e s u lts  w e  get:
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Table 3

Beginning End Beginning End Difference, against
Test temperature 

°C
of setting R -t graph

in R-t graph in T-t graph Beginning End

90 I h i 4.n1 l h33hl lhOOm 181 5 m — 14m — 18m

80 lh l5 m lh 2 9 m — — — —
70 l h13m 1835™ 1813m 1833m Orn 0 m

60 m o m lh 4 7 m 1830 m 1845 m 0  m —  2 m

50 lh 5 0 m 2 h l 2 m 1845m 2812 m — 5m 0  m

40 2 h3 0 m 3800m 2830  m 3800 m 0m 0  m

30 3h2 0 m 4 h0 5 m 3815m 4805  m — 5m 0 m

2 0 4 h l5 m 5h45m 4 h l5 m 6800 rn 0m +  15m

I t  is  obvious th a t  s in g u la r p o in ts  o f b o th  m e th o d s  agree v e il .  T e s ts  cou ld  be 
re p ro d u c e d . T he re su lts  a re  p lo tte d  in  F ig. 2. W hen  th e  se ttin g  tim e  o f a cem en t

12*
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is b e in g  d e te rm in ed , th e  te m p e ra tu re  of th e  m ix in g  w a te r  and  th e  a tm o sp h ere  
is r a r e ly  tak en  in to  c o n s id e ra tio n , nev erth e less , f ro m  a tech n ica l p o in t of view  
th e s e  c ircum stances so m e tim es  a lte r  decisively  co n cre tin g , considering  th e  fac t 
fo r  ex am p le  th a t  th e  t im e  o f  w o rk ab ility  o f th e  cem en t C-600 P o r tla n d  o f T a ta  
a t  a te m p e ra tu re  b e tw e e n  20° C an d  30° C is  55 m in u te s  sh o rte r. P rev io u sly  
i t  w a s  show n th a t  a t  20° C a te m p e ra tu re  rise  o f  5° m ay  h a s te n  th e  en d  of 
s e t t in g  b y  2 hours [1]. T h e  c lim ate , th e  p lace  o f  concre ting , th e  te m p e ra tu re  
o f  th e  season, etc. in d iv id u a lly  influence th e  s e t t in g  tim e  an d  h e rew ith  th e  tim e  
o f  w o rk ab ility .

T h e  c h a ra c te ris tic  o x id e  analysis o f  th e  ce m e n t b ra n d  T a ta  C-600 P o r t
la n d  is as follows:

W a te r  loss
S i 0 2
a i 2o 3
FeOo
CaO
MgO
s o 3

0.74 p . c. 
20.40 p. c. 

6.54 p . c. 
2.92 p . c. 

63 — 93 p . c. 
2.85 p . c.
2.03 p . c.

T
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A nalysing  th e  g rap h s in  F ig . 3 i t  is obv ious th a t
1. th e  h igher th e  te s t  te m p e ra tu re  th e  g re a te r  th e  so lub ility  o f th e  easily  

so lub le  com pounds o f th e  cem en t an d  h e rew ith  th e  speed  of so lv a tio n . B y  a n a 
logy th e  speed of h y d ra tio n  of th e  h y d rau lic  m a te r ia ls  increases. A t th e  b e g in 
n ing  th e  g rap h  o f re s is tan ce  is slop ing  an d  th is  is m ore in d ica tiv e  th e  h ig h e r 
th e  te m p e ra tu re . I n  th e  n e x t  ta b le  th is  decrease  is g iven from  th e  b eg in n in g  
o f th e  m ix ing , to  th e  ap p e a ra n ce  o f th e  f irs t  m in im u m . I t  is o bv ious t h a t  t i l l  
th e  ap p earan ce  o f th e  f i r s t  m in im u m  th e  re s is ta n c e  d rop  d im in ishes (ex cep t 
in  te s ts  o f 60° C te m p e ra tu re s ) . C om pared  to  th e  f i r s t  m in im um  in  T a b le  1 it  
can  b e  seen th a t  th e  m in im u m  gets sh a rp e r w ith  ris in g  te m p e ra tu re s .

Table 4

Test temperature
°C

Decrease of resistance in ohms

26 28 30 32

pc. water added

90 0,0 0,1 0,0 0,0

80 0,9 1,0 2,5 0,6

70 1,0 5,6 4,8 4,7

60 11,1 11,2 10,6 9,4

50 4,7 4,7 7,7 1,8

40 19,0 17,8 14,3 15,7

30 20,3 18,4 15,2 13,0

20 16,8 22,7 20,7 20,7

2. W ith  ris in g  te s t  te m p e ra tu re s  th e  so lu b ility  gets g rea te r, c o n se q u e n tly  
th e  co n cen tra tio n  in creases . T h is m eans an  in c rease  of th e  c o n d u c tib il i ty  of 
th e  so lu tio n  i. e. decrease o f its  e lec trica l re s is tan ce . F rom  th e  g ra p h s  i t  is 
c lear th a t  the  h ig h e r th e  te m p e ra tu re , th e  sm alle r are  th e  in it ia l  re s is ta n c e  
v a lu es . D iagram s o f ris in g  te m p e ra tu re s  h av e  b een  s itu a te d  b e n e a th  e ach  o th e r  
in  th e  course of te s ts .

3. E x am in in g  th e  g rap h s  in  th e  fu n c tio n  o f h u m id ity -tim e  i t  c a n  be seen 
c lea rly  th a t  by  in c reasin g  th e  te s t  te m p e ra tu re  th e  tim es of th e  f i r s t  m in im a  
as w ell as th e  beg in n in g  a n d  th e  end  o f se ttin g  becom e sh o rte r (F ig . 4 ).

A lto g e th er th e  te s ts  p ro v ed  th a t
a) th e  co n d u c to m e tric  m eth o d  can  be ap p lied  to  se ttin g  —  tim e  d e te r 

m in a tio n s  a t  h ig h er th a n  n o rm al tem p era tu res .
b) T he d e te rm in a tio n  of th e  b eg inn ing  a n d  th e  end  of se tt in g  cou ld  be 

c a rr ie d  o u t w ith  g rea t accu racy .
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Setting tim e % Beginning of setting В
First minimum 1m End of setting  f

Fig. 4

c) This m e th o d  is su ita b le  to  d e m o n s tra te  th e  physico-chem ical changes 
w h ich  occur du ring  th e  s e t t in g  tim e a t h ig h er te m p e ra tu re s  too .

d) I t  m igh t be u se d  fo r  exam ination  o f  th e  s te a m  curing  p rocedure .
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SU M M A RY

C o n d u c to m atric  a n a ly se s  o f  th e  se tting  of c em en t p a s te s  a t  h igher th a n  n o rm a l tem p e 
r a tu r e s  (20° C to  90° C) w ere  p e rfo rm e d : th e  shape o f th e  w av es  in  th e  e lectric  re s is tan ce  —  tim e  
d ia g ra m s  has p roved  to  b e  s im ila r  to  th e  course o f  th e  c u rv e s  o b ta in ed  from  iso th e rm ic  te s ts  
m ad e  a t  a  tem p e ra tu re  o f  20° C. T h e  in itia l h igh O H -io n  c o n ce n tra tio n , as also th e  beg inn ing  
a n d  th e  en d  o f th e  p rocess o f  s e t tin g , are m an ifes tin g  th em se lv es  th ro u g h  m ark ed  m in im a  in  
th e  re s is tan c e  d iag ram , so t h a t  th e  m ethod  enab les u s  to  fo llow  th e  physico -chem ical p h e n o 
m e n a  w h ich  occur in  th e  c e m e n t p a s te  d u rin g  h y d ra tio n  e v en  a t  h igher tem p e ra tu re s .

T h e  p resen t e x p e rim e n ts  se rv e  to  pave th e  w a y  fo r e x am in a tio n s  concern ing  th e  process 
o f  s te a m  curing .
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A B B IN D U N G  U N D  E R H Ä R T U N G  H Y D R A U L IS C H E R  S T O F F E

III . BESTIMMUNG DER ABBINDUNGSZEIT VON ZEMENTBREI BEI HOHER TEMPERATUR UNTER 
ISOTHERMISCHEN BEDINGUNGEN DURCH DAS KONDUKTOMETRISCHE SYSTEM

G. SZUK

ZUSA M M EN FASSUNG

Die W ellenform en des e le k trisch en  W id erstan d -Z e it-D iag ram m es de r bei ü b e r  d e r N o r
m a lte m p e ra tu r  (20° C— 90° C) d u rc h g e fü h rten  k o n d u k to m e trisch e n  A b b in d u n g sz e itu n te rsu 
ch u n g en  fü r  Z einen tb re i sind  d en  K u rv e n  der bei 20° C d u rc h g e fü h rten  iso th e rm isch en  V er
su ch e  ähnlich . Die große A n fa n g sk o n z en tra tio n  der O H -Io n en  sowie A nfan g  u n d  E n d e  des 
A b b in d en s sind  im  W id e rs tan d sd ia g ra m m  d u rc h  k la r  d e fin ie rte  M inim a c h a ra k te r is ie r t. 
M itte ls  d ieser M ethode k a n n  m an  also w äh ren d  der H y d ra ta t io n , die sich  im  Z em en tb re i a b 
w ickelnden  physiko-chem ischen  P h en o m en a  auch  ü b er de r N o rm a lte m p e ra tu r  d e u tlich  e rken n en .

D iese V ersuche d ien te n  als V o rs tu d ien  zu den U n te rsu ch u n g e n  des W ärm eb e h a n d lu n g s
v e rfah ren s.

P R IS E  E T  D U R C IS S E M E N T  D ES M A T IÈ R E S  H Y D R A U L IQ U E S

III. DETERMINATION, PAR LA MÉTHODE CONDUCTOMÉTRIQUE, DU TEMPS DE PRISE DE LA PATE 
DE CIMENT A UNE TEMPÉRATURE ÉLEVÉE, DANS DES CONDITIONS ISOTHERMIQUES

G. SZUK.

R É SU M É

læ s recherches c o n d u c to in é tr iq u e s  d u  tem p s de prise de  la p â te  de c im en t, effectuées à 
u n  tem p é ra tu re  au-dessus de la  no rm ale  (de 20° C à 90° C), o ffren t des d iag ram m es 
ré s is tan ce  é lec triq u e-tem p s en form e d ’ondes, analogues a u x  courbes des essais iso th erm iq u es 
ex écu té s  à 20° C. La g ran d e  c o n c e n tra tio n  in itia le  d ’ions O H , le d é b u t e t la  f in  de  la  prise 
so n t caractérisés dans le d iag ram m e  de résistance  p a r des m in im a b ien  définis. L a  m éthode  
p e rm e t donc de bien su ivre  p e n d a n t  l ’h y d ra ta tio n  m êm e à  u n  te m p é ra tu re  au -d essu s de la 
n o rm ale , les phénom ènes p h y sico -ch im iques se p ro d u isan t d an s la p â te  de c im en t.

Les essais on t serv i d ’é tu d e  p ré lim inaire  à l ’exam en  du  p rocessus du  tra i te m e n t  p a r la 
ch a leu r.

СХВАТЫВАНИЕ И ТВЕРДЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ
I I I .  О П РЕ Д Е Л ЕН И Е  ВРЕМ ЕН И  СХВАТЫ ВАНИЯ ЦЕМ ЕНТНОГО РАСТВОРА П РИ  БО Л ЕЕ 
ВЫ СОКИХ ТЕМ ПЕРАТУРАХ И ИЗОТЕРМ ИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ КОН ДУКТОМ ЕТРИЧЕСКИМ

МЕТОДОМ

Г. СУК

РЕЗЮМЕ

Форма волн диаграмм электрического сопротивления — времени анализа 
времени схватывания цементного раствора, выполненного кондуктометрическим мето- 
дом при более высоких температурах (20° С — 90° С), чем нормальная, является 
аналогичной изменению кривых изотермических опытов, проведенных при температуре 
20° С и сообщенных здесь. Начальная высокая концентрация ОН-ионов, начало процесса 
схватывания и его конец отражается хорошо выраженными на диаграмме сопротивлений 
минимумами, таким образом при помощи предлагаемого метода можно хорошо просле
дить и при температурах выше нормальной физико-химические явления, происходящие 
в цементном растворе.

Опыты служили в качестве предварительной работы при исследовании процесса 
теплового созревания.
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M A T E R I A L S

IV. D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  OPTIM AL STEA M  C U R IN G  O F CEM E N T  P A S T E S  
A N D  C O N C R E T E  A T A G IV E N  T E M P E R A T U R E  B Y  A CO N D U C TO M ETR IC

M ETH O D

G. SZUK

LABORATORY OF TH E HUNGARIAN INSTITUTE FOR BUILDING RESEARCH BUDAPEST 

[M an u sc rip t received A u g u s t 21, 1959]

The co n d u c to m e tric  analysis of concrete  a n d  h y d ra u lic  bu ild ing  m a te r ia ls  
w hich is based  on  th e  v a ria tio n s  o f e lec trical re s is ta n c e  d u ring  th e  p e rio d  o f  
se ttin g  an d  h a rd e n in g  h a s  been  found su itab le  fo r  th e  d em o n stra tio n  o f  s t ru c 
tu ra l  changes, i. e. — exp ressed  in  term s o f e le c tr ic ity  — for th e  d e m o n s tra tio n  
of th e  v a ria tio n s  in  th e  e lec tric  cross section [3 ,4 ]. T h e  elec trical re s is tan ce -tim e  
g raphs (called , ,R - t”  in  th e  follow ing) offer m a n y  d a ta  an d  m uch in fo rm a tio n  
revealing  th e  p h en o m en o n  o f developm ent in  th e  d iffe ren t phases, e sp ec ia lly  
in  th e  b o u n d a ry  reg ion  o f  th e  exam ined sp ec im en s.

I t  w as w ith  th is  m e th o d  th a t  we d e te rm in ed  th e  op tim al w a te r— cem en t 
ra tio  of concrete  in  1954 [1,2]. W e exam ined  su b se q u e n tly  th e  se ttin g  period  
o f cem ent p a s te s  u n d e r  iso th e rm ic  conditions a t  n o rm a l and  e leva ted  te m p e r
a tu re s  [4, 5, 6 ]. D u rin g  th ese  investig a tio n s th e  id ea  arose th a t  th e  s t ru c tu ra l  
changes in  th e  cem en t p a s te s  an d  concretes d u rin g  steam  curing  m ig h t be 
asce rta in ed  w hich  w ould  enab le  us to  d e te rm in e  th e  o p tim al tim e  o f steam  
cu ring  a t  a g iv en  te m p e ra tu re .

Two series o f e x p e rim e n ts  w ere m ade w ith  th e  sam e cem ent p a s te , w h ile  
la te r  d iffe ren t con cre tes  w ere te s ted . T he tim e  o f s team  cu rin g  fo r cem en t 
p as tes  w as 8 h o u rs  in  th e  f ir s t  an d  15 hours in  th e  second series. C oncre te  w as  
cured  u n til th e  c h a ra c te r is tic  p o in t of th e  o p tim a l tim e  appeared . T h is  c h a ra c 
te ris tic  p o in t ap p e a re d  in  th e  R —t  g rap h  a t  a  w ell-defined  m ax im u m  a n d  
coincides w ith  th e  specim en’s m axim al c ru sh in g  s tre n g th  a t  28 days.

M ethod

Cement pastes

T he sam e cem en t p a s te  w as exam ined  th ro u g h o u t our in v e s tig a tio n s . 
I t  consisted  of cem en t (b ra n d  T a ta  C-600 P o r tla n d )  an d  26, 28, 30, 32, 35, 40 , 
45 an d  50 p. c. (b y  w eigh t) o f w ater. T h e  te s t  te m p e ra tu re s  w ere 60, 70, 80 
an d  90° C re sp ec tiv e ly . T h e  cube shaped c u v e tte s  (w ith  2 cm edges) w ere o f  
p lastics  an d , a t  h ig h e r te m p e ra tu re s , of p o rce la in . Tw o copper e lec trodes (0,3
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m m  th ic k , each) fo rm ed  tw o  opp o site  sides o f  th e  open cell. A fte r  a  m ix ing  
fo r  o n e  m in u te , th e  m easu rin g  cell w as id le d  in  3 layers, each la y e r  b e in g  com 
p a c te d  b y  20 strokes o f  a m e ta l  stick , th e  d ia m e te r  of w hich w as 8 m m .

Concrete

D iffe ren t k inds o f co n c re te , w ith  d iffe ren t g rad ings and  m ad e  o f  d iffe ren t 
c e m e n t b ran d s , w ere ex am in ed . G enerally , m easu rin g  was perfo rm ed  in  cub ic
s h a p e d  s te a l cells, th e  size o f  w hich v a ried  b e tw een  10 and  20 cm  edges. A 
r a d ia n t  electric  field  w as th u s  o b ta in ed , since th e  o th e r e lectrode w as th e  con
d u c tiv e  stee l cell itself. To en su re  th e  desired  ex p erim en ta l co n d itio n s, th e  b o t
to m  o f  th e  cell w as in su la te d  b y  a so lu tion  of p lex ig las. To co n tro l th e  p ro p a 
g a tio n  o f  th e  effect o f s te a m  cu rin g , i t  w as m easu red  in  a few cases b y  m ean s 
o f a sp ec ia l electrode, fo rm ed  b y  severa l cy lin d rica lly  shaped  an d  coax ia lly  
m o u n te d  bodies, in su la te d  fro m  each o th e r. T h is a rran g em en t m ad e  i t  possib le  
to  ta k e  progressive m e a su re m e n ts  from  cm  to  cm . T he fin a l m easu rem en ts  w ere 
m a d e  w ith  tw o f la t co p p er e lec trodes of 1 X 5 cm , im m ersed  in to  th e  specim ens 
a t  r ig h t  angles to  th e ir  su rface . T he m easu rin g  d is tan ce  v aried  acco rd in g  to  
ih e  m a x im u m  p artic le  size.

General

A ll th e  m easu rem en ts  w ere  carried  o u t in  a n early  iso therm ic  co n d itio n , 
e n su re d  b y  a H öppler u l tra th e rm o s ta t .  A copper vessel con ta in ing  w a te r , in te n d 
ed  to  p ro d u ce  the n ecessary  s team , w as p laced  in to  th e  w a te r h a th  o f  th e  
d ev ice . T h e  steam  area  w as closed b y  a ru b b e r-sea led  cover. U n d e rn e a th , a 
g rid  w as  m ounted  on w h ich  th e  m easu ring  cells w ere  placed. To en su re  b e tte r  
c o n ta c t ,  th e  electrodes o f th e  cells w ere so ldered  to  th e  te rm in a ls  o f th e  m e a su r
in g  c ab le s  (Fig. 1). T h e  m easu rin g  device w as an  e lec tron ic-resistance  m eter- 
b r id g e  w ith  an in s tru m e n t fo r zero  in d ica tio n  (accu racy  i 0 , 5  p . c.). M easuring  
v o lta g e  cam e to  6,3 Y a . c. a t  a frequency  o f  50 c. p . s.

Results

1. Cement pastes. T e s t series INo. I. C em ent b ra n d : T a ta  C-600 P o r tla n d . 
W a te r  added: 26, 28, 30 an d  32 p. c., re sp ec tiv e ly .
T e m p e ra tu re  of s te a m : 60, 70, 80 an d  90° C, respectively .
In tro d u c tio n  in to  th e  s te a m  area a t  th e  15tli m inu te .
T im e  of curing: 8 h o u rs.
T h e  m easu rem en t o f th e  e lec trica l re s is tan ce  of th e  exam ined  p a s te  begun  

th e  m o m e n t it  was p la c e d  in to  th e  steam  a rea . T h is provided  an  o p p o r tu n ity
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to  o b se rv e  th e  fo rm a tio n  o f  th e  m in im a o c c u rrin g  during  th e  p rocess o f  se ttin g , 
as e s tab lish ed  in th e  co u rse  of an earlie r in v e s tig a tio n  [3,4]. A fte r th e se  ch a rac 
te r i s t ic  singu lar p o in ts , th e  R -t cu rv es  r ise  a lw ays (F ig. 2). T h is r ise , irrespec
t iv e  o f  sm all f lu c tu a tio n s , is a lm ost lin e a r  u n t i l  a ce rta in  p o in t, w h ich  m eans 
t h a t  th e  h a rd en in g  p rocess advances a t  a n  acce le ra ted  b u t  c o n s ta n t r a te .  A fte r 
th is  m ark ed  rise, a new  section  follows w h e re  th e  resis tan ce  v a lu e s  increase  
w ith  essen tia lly  sm alle r v a lu e s  for tim e  th a n  in  th e  p rev ious sec tion . T h e  course 
o f  th e  cu rve  is f la t te r .  T h e  change in  th e  r a te  o f resistance-increase  ju s tif ie s  th e

co n c lu s io n  th a t  a new  s tru c tu ra l  tra n s fo rm a tio n  begins in  th is  sec tion . T h e  p a s te  
m a d e  w ith  26 p. c. o f w a te r  shows th e  m o s t c h a ra c te ris tic  d ev ia tio n  a t  90° C. 
T h is  w as th e  f irs t  g ra p h  from  w hich th e  p o ssib ility  o f a p hysicochem ical 
c h a n g e , due to  steam  cu rin g , could be co n c lu d ed . I t  is fu r th e r  o b v ious from  
th e  g ra p h s  th a t  if  th e  w a te r  co n ten t in c reases  1) the  curves becom e f la t te r ,  
2) a n d  th a t  la te r, th e  s in g u la r  p o in t beg ins to  f lu c tu a te .

Test series No. I I

C em ent b ra n d : T a ta  C-600 P o rtla n d .
W a te r  added: 26, 28, 30, 32, 35, 40 a n d  45 and  50 p . c., re sp ec tiv e ly .
T e m p e ra tu re  of s te a m : 60, 70, 80 a n d  90° C, respective ly .
In tro d u c e d  in to  th e  s team  area  a t  th e  1 5 th  m inu te .
T im e of cu ring : 15 h o urs.
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T he re su lts  o b ta in ed  in  th e  p re lim in a ry  te s ts  d e m o n s tra te  th a t  — d u r in g  
th e  period  of h a rd e n in g  — th e  cu rv e  o f re s is tan ce  g rad u a lly  becom es f l a t t e r  
a f te r  a ce rta in  p o in t h as  been  reach ed . F o r th is  reaso n , and  also in  o rd e r to  
o b ta in  fu r th e r  in fo rm a tio n , i t  w as n ecessary  to  p ro lo n g  th e  tim e  o f cu ring . F ro m  
th e  g raphs for 15 h o u rs  cu ring , especia lly  a t  h ig h e r tem p era tu res , i t  is c lea r 
th a t  th e re  rea lly  ex is ts  a s ingu la r p o in t w here th e  in crease  of re s is tan ce  s to p s  
a n d  its  decrease b eg in s  (F ig. 3). T h is sec tion  of th e  d ia g ra m  has a g rea t re se m 
b lan ce  to  th e  one o f crush ing  s tre n g th  p lo tte d  a g a in s t iso therm ic  curing , d e v e l
o ped  by  M a r o s s z é k i  and  K u n s z t . I t  is w ell k n o w n  in  p rac tice  th a t  w hile th e  
s tre n g th  of th e  specim en  increases fo r a ce rta in  tim e  a t  a given te m p e ra tu re  
s tru c tu ra l changes w ill cause i t  to  decrease  slow ly a f te r  h av in g  passed  a c e r ta in  
p o in t of m ax im u m ; in  consequence  o f  a new s tru c tu ra l  tran sfo rm a tio n , th e  
c ru sh in g  s tre n g th  w ill increase once m o re  a fte r a c e r ta in  tim e.

T h a t som e s tru c tu ra l  ch an g e  does occur a t  th e  p o in t of th e  m a x im u m  
e lec trica l re s is tan ce  can n o t be d o u b te d , fo r — as h a s  been  no ted  — th e  c o n 
d u c ta n c e  ceases to  increase  an d  b eg in s  to  decrease  a f te r  hav ing  reach ed  th e  
s in g u la r p o in t a t  th e  g rea te r e le c tr ic a l re s is tan ce  cross section. A ccord ing  to  
th is , th e  m ax im u m  o f re s is tan ce  m eans a c e r ta in  m o m en t in  th e  p rocess o f  
s team -cu rin g  a f te r  w hich a decrease  o f  s tre n g th  follow s. This p h enom enon  is 
con firm ed  b y  com parisons w ith  s tre n g th  s ta n d a rd s . T h e  resu lts  refer to  2 cm  
cubes, th e y  are  su re ly  valid  fo r la rg e r  te s t  specim ens also.

On e x a m in a tio n  o f th e  R -t g rap h s  i t  w as fo u n d  th a t  — in th e  case o f 
a ll p as tes  — th e  d iag ram s for 90° C an d  80° C in v a r ia b ly  show m ax im a, w h ile  
o n ly  35 p er cen t o f th e  d iag ram s fo r 70° C do so; on  th e  o th e r h an d , no m a x im a  
c a n  be  observed  in  th e  d iag ram s fo r  60° C. T h is m ean s  th a t  15 hours o f s te a m  
c u rin g  w ere n o t enough  in  th e  la t te r  case. T he g ra p h  fo r 8 0 —90° C — a n d  35 
p . c. shows th e  m o s t m ark ed  w ave fo rm . I t  m ay  b e  n o te d  th a t  th e  w ave fo rm  
is sm oo th  u p  to  35 p . c. b u t  becom es u n s te a d y  a t  a h ig h e r w a te r c o n te n t. T h is  
phenom enon  needs fu r th e r  in v e s tig a tio n . W hen  th e  s team  curing is s to p p e d  
a n d  th e  cooling p e rio d  sets in , th e  e lec trica l re s is ta n c e  w ill sudden ly  rise , o f  
cou rse . T he r a te  o f  th is  increase  becom es slow er b e tw een  th e  20 th  to  th e  2 5 th  
h o u r, and th e  p a t te rn  of th e  cu rv e  becom es su b se q u e n tly  sim ilar to  t h a t  o f 
p a s te s  h a rd en ed  a t  a tm ospheric  cond itio n s.

Concrete

A fter co n cre te  m ix ing  th e re  is a liqu id  p h ase , w hich  is g rad u a lly  t r a n s 
fo rm ed  in to  a so lid  one. O w ing to  a lk a li com pounds, th e  elec trical re s is ta n c e  
in  th e  in itia l liq u id  phase  d iffers e ssen tia lly  from  th e  n a rro w er electrical c ross 
sec tio n  of re s is tan ce  in  th e  solid  p h ase . In  th e  p resence  o f w ater, h y d ra tio n  
beg ins du ring  s to rag e . T he c o n c e n tra tio n  of Ca an d  O H -ions increased in  c e m e n t 
p a s te s  on acco u n t o f th e  so lv a tio n  o f a lcali co m pounds and  th e  h y d ra tio n  o f
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C a-silicates. T his w as d e m o n s tra te d  b y  our cem en t-p aste  in v e s tig a tio n s  [4] 
w here  th e  p H -v a lu e  o f  th e  so lu tion  w as know n . I n  case o f co n cre te , th is  p h e n o 
m enon  develops d u rin g  th e  period  of se ttin g  because th e  in itia l e lec trica l re s is t
ance beg ins to  d rop . O n th e  o th e r hgnd , th e  p re h e a tin g  begins a t  th e  sam e tim e. 
I t  is w ell-know n, h o w ever, th a t  e lec trical re s is tan ce  is v e ry  h ea t-d ep en d in g ; 
th e re fo re , th e  decrease in  re s is tan ce  is due to  th e  su p erp o sitio n  o f th e  above- 
m en tio n ed  phenom enon  an d  th e  w arm in g -u p  o f th e  spec im en  (F igs. 4, 5). 
I n  th is  sec tion  i t  w ould  be in te re s tin g  to  m easu re  th e  p H -v a lu e  o f th e  specim en. 
O n acco u n t of th e  h o m o g en e ity  o f th e  m ix th is  w as possible w ith  cem en t pastes ,

b u t  is im possib le  in  th e  case of concre te  because  of its  h e te ro g e n e ity . W e have 
fo u n d  no re p o rt on such  m easu rem en ts  in  th e  av a ilab le  l i te r a tu r e .  T he ion 
co n c e n tra tio n  reaches a  p o in t of m ax im um  c o n d u c tiv ity . A t th is  p o in t o f sm all
e s t re s is tan ce , th e  u n s ta b le  system  begins to  change in to  a s ta b le  one. This 
m eans th e  beg inn ing  of th e  fo rm atio n  of a new  sy stem  or a new  process of 
c ry s ta lliz a tio n ; co n seq u en tly  e lec trica l re s is tan ce  increases from  th is  p o in t 
o n w ard . T he second m in im u m  of th e  R -t cu rv e  in d ica tes  a new  sec tio n  in  the  
ch an g e  o f  s tru c tu re . I n  cem en t pastes , th is  p o in t m eans th e  b eg in n in g  of th e  
se ttin g . H en cefo rth , re s is tan ce  increases v igo rously  for a sh o rt tim e  a f te r  w hich 
th e  r a te  o f increase slows dow n. T h is p o in t p ro b ab ly  co incides w ith  th e  th ird  
m in im u m  seen in  th e  cu rves for cem en t p a s te s , in d ica tin g  th e  end  o f  th e  se ttin g  
tim e ; how ever, we d id  n o t f in d  an y  th ird  m in im um  d uring  o u r re c e n t in v es tig a 
tio n . A fte r  th is  p o in t, th e  resis tan ce  curve e ith e r  rises and  assum es a co n stan t 
va lu e , o r decreases. A ccord ing  to  our te s ts  o f  ru p tu re , th is  s in g u la r ity  signifies
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t h e  o p tim a l curing tim e  g iv in g  th e  m ax im um  c ru sh in g  s tre n g th  of th e  concre te  
a t  28 d ay s .

R esults

I n  th e  follow ing, som e te s t  resu lts  are p resen ted .

Test “ F "
G ra d in g  o f th e  ag g reg a tes:

0 —  0,2 m m  10 p. c.
0 ,2 —  0,5 m m  10 p . c.
0 ,5 —  1,0 m m  10 p. c.
1 .0—  5,0 m m  25 p. c.
5 .0 —  10,0 m m  45 p. c.

C em en t b ran d : T a ta  C-500 P o r t la n d .
D osag e  o f cem ent: 300 k g /m 3.
W ate r/c em en t ra tio : 0,50.
T im e  o f  storage: l h00 ra.
P re h e a tin g : l h30m.
S te a m  space: 70° C.
M easuring  cell: iron.
D im en sio n  o f m easu ring  cell: 10 X 10 X 10 cm .
E le c tro d e : Cu, 10 X 50 m m .

In te rv a ls  betw een  m e a su re m e n ts : 5 to  15 m in .
T h e  electrodes w ere im m e rse d  a t r ig h t ang les to  th e  u p p e r surface a t 

m e a s u r in g  d istances of 40 m m .
F ro m  th e  d iag ram  in  F ig . 4 i t  is obvious t h a t  th e  zero  p o in t of th e  R -t 

g r a p h  coincides w ith  th e  m a x im u m  of th e  a-1 s tre n g th  g rap h . P o in t I  (firs t 
m in im u m ) ind ica tes th e  in i t ia l  O H -ion  c o n cen tra tio n . T h e  second, p o in t B , is 
th e  b e g in n in g  of th e  se ttin g . A t p o in t E , se ttin g  is f in ish ed .

Test “H ”
G ra d in g  o f th e  ag g regates:

0 ,2 —- 1,0 m m  10 p. c.
1 .0—  2,5 m m  19 p. c.
2 ,5 —  5,0 m m  27 p. c.
5 .0 —  10,0 m m  44 p. c.

C em e n t b ran d : Sow iet P o r t la n d .
D o sag e  o f cem ent: 450 k g /m 3.
W ate r/c em en t ra tio : 0,34.
T im e  o f  storage: Р 3 0 т .
P re h e a tin g : l^OOm.
S te a m  space: 80° C.
M easu rin g  cell: iron .
D im en s io n  o f m easu rin g  cell: 7 X 7 X 7  cm.
E le c tro d e : Cu, 10 X 50 m m .

T h e  electrodes w ere p la c e d  as described above .
M easu rem en ts  a t  30 m in . in te rv a ls .
T h e  d iagram  (F ig . 5) show s a deep w ave ( io n -co n cen tra tio n ) in th e  in itia l 

s e c tio n  b u t  — afte r a cu rin g  tim e  of one h o u r — th e  g ra p h  rises m ark ed ly . 
T h e  in te rv a ls  betw een  m e a su re m e n ts  were 30 m in u te s ; th e re fo re , th e  c ircu m 
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stances o f se ttin g  could  n o t be  observed . I t  is in te re s tin g , how ever, t h a t  th e re  
is a s trik in g  change in  th e  d ire c tio n  of th e  g rap h  a f te r  a cu ring  o f 8 1/2 hours. 
F ro m  th is  p o in t, th e  cu rv e  ta k e s  a f la t te r  sh ap e  a n d  decreases a f te r  h av in g  
reach ed  a m ax im u m . T h e  re su lts  for s tre n g th  a f te r  28 days, re fe rr in g  to  an  
average  of 3 cubes 7 x 7 x 7  cm 3 each, clearly  show  th e  coincidence o f  th e  tw o 
m ethods (12 h o u rs). A fu r th e r  analysis o f th e  d ia g ra m  reveals th a t  w h en  th e  
change in  th e  R - t g rap h  occurs (8 1/2 ho irs) th e  s tre n g th  is n ea rly  a t  a m ax i
m um , b u t  reaches th e  re a l m ax im u m  only  a f te r  4 h ou rs of fu r th e r  cu ring .

T ak in g  th e  econom ical s ide  o f th e  problem  in to  co n sid e ra tio n , i t  w o u ld  be 
useless to  co n tin u e  s team  cu rin g  a fte r  8 1/2 h o u rs , as th e  fu r th e r  in c rease  of 
s tre n g th  is n o t m ore  th a n  23 kg /cm 2.

Conclusions

T he te s ts  p ro v e  th a t  th e  co n d u c to m etric  m e th o d  is su ited  for th e  d e te r
m in a tio n  o f th e  o p tim a l s team  cu ring  tim e  o f cem en t p astes  or a n y  k in d  of 
concre te  a t  a g iven  te m p e ra tu re . T he R -t g rap h  o b ta in e d  for s team  cu rin g  has 
a m ark ed  p o in t (0) w h ich  is a lw ays ch a rac te ris tic  fo r a g iven in d iv id u a l case. 
T h is p o in t is in d ic a te d  b y  th e  stop  or th e  slow ing  dow n o f th e  r a te  o f  th e  
increase in  re s is tan ce  in  th e  second section  o f  th e  d iag ram . A ccord ing  to  our 
te s ts , th is  is th e  p o in t w h ere  th e  m ax im um  cru sh in g  s tre n g th  a t  28 d ay s  w as 
ob ta in ed .

13 Acta Technica XXIX/3—4.
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SUM M ARY

E x p erim en ts  hav e  p ro v e d  th a t  th e  co n d u cto m etric  m eth o d  is su itab le  fo r th e  d e te rm i
n a t io n  o f  th e  optim al d u ra tio n  o f  s te a m  curing  fo r c em en t p a s te s  an d  an y  k in d  o f co n cre te  a t  
a  g iv e n  tem p era tu re . C urves sh o w in g  th e  values o f e lec tr ic  re is tan ce  ag a in s t tim e  d u rin g  th e  
p ro c e ss  o f  s team  curing re a c h  a  p o in t  in  th e ir  la te r  a scen d in g  p o rtio n  w here e le c tr ic  re sis tan ce  
c e a se s  to  increase or th e  r a te  o f  in c re a se  begins to  slow d o w n : th is  in d ica te s  th e  tim e  a t  w hich 
th e  t e s t  specim en reaches th e  m a x im u m , i. e. 28-day, c ru sh in g  s tre n g th . S im u ltan eo u s ly  p e r
fo rm e d  b reak in g  tes ts  c o n firm ed  th e  re liab ility  o f th e  co n d u c to m e tric  m eth o d .

A B B IN D U N G  U N D  E R H Ä R T U N G  H Y D R A U L IS C H E R  S T O F F E

IV. BESTIMMUNG DER OPTIMALEN DAMPFBEHANDLUNGSZEIT VON ZEMENTBREI UND
BETON BEI GEGEBENER TEMPERATUR, DURCH DAS KONDUATOMS IRISCHE SYSTEM

G. SZUK

Z U SA M M EN FA SSU N G

N a c h  den E x p e rim en ten  k a n n  die op tim ale  D a m p fb eh an d lu n g sze it v o n  Z em en tb re i u n d  
j e d e r  belieb igen  B e to n a rt be i e in e r  b estim m ten  T e m p e ra tu r  d u rc h  die k o n d u k to m e trisch e  
M e th o d e  b estim m t w erden . D as w ä h ren d  der W ärm eb e h a n d lu n g  aufgenom m ene e lek trisch e  
W id e rs tan d -Z e it-D iag ra m m  z e ig t,  in  e iner sp ä te ren  an ste ig en d en  P h ase , d u rc h  A b n ah m e 
o d e r  A u fh ö re n  der W id e rs ta n d sz u n a h m e  den Z e itp u n k t an , bei w elchem  der P ro b ew ü rfe l die 
28 tä g ig e  m axim ale H ä rte  a u fw e is t .  D ieser d u rch  das k o n d u k to m e tr is c h e  S y s te m  an g ezcig te  
Z e i tp u n k t  w urde durch  p a ra lle l  d u rc h g e fü h rte  B ru ch v ersu ch e  ebenfalls bes tä t ig t .

PR IS E  E T  D U R C IS S E M E N T  D ES M A T IÈ R E S  H Y D R A U L IQ U E S

IV . DÉTERMINATION, PAR LA M ÉTHODE CONDUCTOMÉTRIQUE, DE LA DURÉE OPTIMUM DU 
TRAITEM ENT A LA VAPEUR D E  LA PÂTE DE CIMENT ET DU BÉTON, A UNE TEM PÉRATURE

DONNÉE

G. SZUK

R É SU M É

D ’ap rès les essais, la  m é th o d e  co n d u cto m étriq u e  p e rm e t de d é te rm in e r la  durée  o p ti
m u m  d u  tra ite m e n t à la v a p e u r  à  u n e  tem p éra tu re  donnée  de la  p â te  de c im en t, ou  de n ’im p o rte  
q u e lle  espèce de béton. Le d ia g ra m m e  résistance  é le c tr iq u e -tem p s en reg istré  p e n d a n t  le t r a i te 
m e n t  à  la  v ap eu r, ind ique  le m o m e n t où  le cube d’essai a t t e in t  la  d u re té  m ax im u m  de 28 jo u rs , 
p a r  l ’a r r ê t  de l’au g m en ta tio n  de  la  ré sis tan ce  à u n  p o in t de  la  sec tion  a sc en d a n te  de la  courbe. 
Ce m o m e n t  indiqué p a r les m esu re s  co n d u cto m étriq u es a é té  vérifié  p a r  des essais d ’écrasem en t 
e x é c u té s  parallè lem ent.
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СХВАТЫВАНИЕ И ТВЕРДЕНИЕ ГИДРАВЛИЧЕСКИХ МАТЕРИАЛОВ,
IV. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ОПТИМАЛЬНОГО ВРЕМ ЕН И  ПРО П А РК И  ЦЕМ ЕНТНОГО РАСТВОРА И 

БЕТО Н А  ПРИ ДА ННОЙ ТЕМ П ЕРА ТУ РЕ КОН ДУКТОМ ЕТРИЧЕСКИМ  МЕТОДОМ

Г. СУК 

РЕЗЮМЕ

На основе опытов при помощи кондуктометрического метода возможно опре
делить оптимальное время пропарки цементного раствора и любого сорта бетона при дан
ной температуре. Прекращение или спад роста сопротивления на позднем возрастающем 
участке диаграммы электрического сопротивления — времени, снятой в период теплового 
созревания, сигнализирует тот период, при котором образец дает максимальную 28 днев
ную прочность. Эту точку кондуктометрических измерений подтвердили проводившиеся 
параллельно испытания на излом.

1 3
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I N  P L A N E T E N G E T R I E B E N  M I T  D O P P E L A N T R I E B

Prof. A . J U R E K
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN,

LEHRSTUHL FÜR GASMASCHINEN UND KRAFTFAHRZEUGE, TECHNISCHE UNIVERSITÄT BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  14. S e p tem b e r, 1959]

D ie derzeitige E n tw ick e lu n g sstu fe  im  M asch in en b au  is t d u rc h  die w eit
gehende V erw endung  v o n  P lan e ten g e trieb en  g ek en n ze ich n e t; d ie se r U m stan d  
lä ß t  sich  d ad u rch  e rk lä re n , d aß  d u rch  diese B a u a r t  m anche P ro b lem e  gelöst 
w erden  können , fü r  w elche m an  m it H ilfe  v o n  s ta r re n  G e trieb en  n u r  du rch  
A nw endung  von  ä u ß e rs t  ko m p liz ie rten  K o n s tru k tio n e n  eine L ö su n g  fin d en  
k ö n n te . Diese A rb e it b e h a n d e lt  die m echan ischen  V erh ä ltn isse  des einfachen  
P lan e ten g e trieb es , u . zw. m it d oppeltem  A n tr ie b , also in  jen em  F a ll, wo das 
bei der norm alen  B a u a r t  ru h en d e  R eak tio n sg lied  au ch  an g e trieb en  w ird . D ieser

I
ö 

a

Abb. 1

D o p p e lan trieb  im  P la n e te n g e tr ie b e  is t d u rch  zw ei A n trieb se lem en te  u n d  ein 
A b trieb se lem en t g e k e n n z e ich n e t; m it a n d e ren  W o rte n  h ab en  w ir es h ie r m it dem  
F a ll e iner V erzw eigung  d e r E in g an g sle is tu n g  zu  tu n . D iese L eistu n g sv erzw ei
gung beim  D o p p e la n tr ie b  b e s te h t aus e iner p r im ä re n  u n d  e iner se k u n d ä re n  T eil
le is tu n g . In  der p r im ä re n  A bzw eigung is t das e igen tliche  A n trie b se le m e n t w irk 
sam , in  der se k u n d ä re n  w ird  d u rch  das R e ak tio n sg lied  — das n ic h t in  R uhelage 
g eh a lten  w ird  — e ine  Ä n d eru n g  der D reh zah lv e rm in d e ru n g , j a  ev en tu e ll eine 
D reh zah le rh ö h u n g  e rw irk t.

E in  einfaches P la n e te n g e tr ie b e  is t in  A b b . 1. d a rg es te llt, wo
a das S o n n en rad ,



4 4 2 A. JUREK

b das P lan e ten rad , 
c d en  Steg und  
d  das R ingrad b e d e u te t .
Z u r  A ufnahm e d er E in g a n s le is tu n g  u n d  zu r A b g ab e  der A usgan g sle is tu n g  

k ö n n e n  d re i E lem ente d ie n e n : 
d a s  Sonnenrad a,
d e r  S teg c (sam t P la n e te n rä d e rn ) , u n d  
d a s  R ingrad  d.
D iesen  H a u p te le m e n ten  e n tsp rech en d  is t bei an tre ib en d em  S o n n e n ra d  a, 

u n d  d e m  R in g rad  als R e a k tio n sg lie d , der S teg  c (sa m t P la n e te n rä d e r)  d as  an g e 
tr ie b e n e  E lem en t; is t d er S te g  c d e r A n trieb , u n d  das S o n n en rad  a das R e a k 
t io n s g lie d , so wird das R in g ra d  d  zum  A b trieb , usw .

I n  d e r P rax is k o m m en  sechs V aria tio n en  des e in fachen  P la n e te n g e tr ie b es  
in  B e tr a c h t ,  die in der fo lg e n d e n  T abelle  zu sam m en g este llt sind :

B au art: I I I h i IV V V I

A ntrieb : a er c C d d
A btrieb : c d a d a c
R eak tionsg lied : d c d a c a

Z u n ä c h s t  nehm en w ir an , d a ß  in  allen  sechs F ä llen  das R eak tio n sg lied  ru h t;  
in  d e r  P ra x is  wird es d u rch  e in e  B rem sv o rrich tu n g  fe s tg eh a lten ; in  allen  sechs 
F ä lle n  e rre ic h t m an eine b e s t im m te  Ü b erse tzu n g  des P la n e te n g e tr ie b es , die w ir 
a ls  G ru n d ü b e rse tzu n g  d e fin ie re n , u n d  deren  Z ah len w ert d u rch  das D u rc h 
m e sse rv e rh ä ltn is  der E le m e n te  a u n d  d (und  n a tü r lic h  das E le m e n t c m it 
in b e g riffe n )  festgelegt is t. P r a k t is c h  ab er g ib t es gew isse gebundene , dem  K o n 
s t r u k te u r  durch  die B a u a r t  d e r  In n e n v e rz ah n u n g  aufgezw ungene M a ß v e rh ä lt
n isse :

— D er D urchm esser d es  S onnenrades is t im m e r k le iner als d e r D u rc h 
m e sse r  des R ingrades:

a < d  ,

— d e r D urchm esser des R in g ra d e s  e rg ib t sich als Sum m e aus d em  D u rc h 
m e sse r  des Sonnenrades u n d  d en e n  d er beiden  P la n e te n rä d e r:

d — a +  2 • b ,

— d e r D urchm esser des S teges is t gleich der h a lb e n  Sum m e au s S o n n en 
ra d d u rc h m e s s e r  und R in g ra d d u rc h m e sse r:

(a  d)
c = ------------

2
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(B em erk u n g : e in fach h e itsh a lb e r bezeichnen  d ie  B u ch stab en  a, b, c u n d  d 
zug le ich  die D urchm esser d er m it denselben  B u c h s ta b e n  b ezeichneten  m e c h a 
n isch en  E lem en te .)

D as Ü b e rse tzu n g sv erh ä ltn is  des P la n e te n g e tr ie b es  k an n  d u rch  irg en d e in  
b e k a n n te s  V erfah ren  rechnerisch  e rm itte lt  w erd en ; es is t ab er e in fach e r, den 
G eschw in d ig k e itsp lan  u n d  a u f  dessen  G ru n d  au c h  den D reh zah lp lan  a u fz u 
zeichnen .

I n  d er A bb. 2 sin d  fü r  die oben  a n g e fü h rte n  sechs Fälle  die G eschw in- 
d ig k e its- u n d  die D reh zah lp län e  au fg eze ich n e t. W ie ersich tlich , s in d  in  den 
F ä llen  I  u n d  I I I  bezw . IV  u n d  V I die D iag ram m e paarw eise  in  ih re n  L in ien 
zügen  id en tisch , da  das D u rch m esse rv e rh ä ltn is  а/d zw ischen S o n n e n ra d  u n d  
R in g ra d  u n v e rä n d e r t  is t; d er U n te rsch ied  b e s te h t ledig lich  darin , d a ß  A n trieb  
u n d  A b trieb  u n te r  sich v e r ta u sc h t s in d . B ezeichnend  is t fü r die F ä lle  I ,  I I I ,  
IV  u . V I die gleiche D reh rich tu n g  des A n trie b s  u n d  des A b triebs. D a s  Ü b e r
se tz u n g sv e rh ä ltn is  k an n  aus dem  D reh zah lp lan  le ich t b e s tim m t, o d e r auch  
e rre c h n e t w erden .



so e rh a l te n  w ir die b e k a n n te  F orm el der U n te rse tz u n g :

S e tz e n  w ir an  Stelle d e r H alb m esser die D u rch m esse r ein:

Ü b e rse tz u n g sv e rh ä ltn is  :

S o n n e n ra d  a t re ib t an , 
S te g  c w ird  an g e trieb en ; 
G esch w in d ig k e iten  :

F a l l  I  :

F a ll  I I I  :

d ie se r  F a ll  is t die U m k e h ru n g  des Falles I ,  d . h . 
S teg  c t r e ib t  an,
S o n n e n ra d  a w ird  an g e trieb en ; 
Ü b e rse tz u n g sv e rh ä ltn is :
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Fall  I V :

S teg  c tre ib t  an ,
R in g ra d  d  w ird a n g e tr ie b e n ; 
Ü b e rse tzu n g sv e rh ä ltn is :

d

(ins Schnelle).

Fall  V I  :

(U m k eh ru n g  des F a lle s  1Y)
R in g ra d  d t re ib t an ,
S teg  c w ird  a n g e tr ieb en ;
Ü b erse tzu n g sv e rh ä ltn is , e igen tlich  U n te rse tzu n g :

. a —(" d
l v i  =  ~ ~

d

(ins L angsam ere).
D ie F älle  I I  u n d  Y w eichen  von  den  o ben  b e h a n d e lte n  ab , da  in  diesen 

F ä llen  der A b trieb  eine dem  A n trieb  en tg eg en g ese tz te  D re h ric h tu n g  h a t;  diese 
F ä lle , wo in  beid en  F ä llen  d er S teg  c in  der R uh elag e  b le ib t, e rscheinen  als W en d e
ge trieb e  und  sind  d a d u rc h  g ek en n ze ich n e t, d aß  sich  die P la n e te n rä d e r  n u r  um  
die eigene A chse d reh en , so d aß  das U m lau fg e trieb e  ins einfache Z a h n ra d g e 
tr ie b e  a u sa r te t;  d as  Ü b e rse tzu n g sv e rh ä ltn is  is t e in  e in fach er B ru ch  aus den 
D urchm essern  a u n d  d:

Fall  I I  :

A n trie b : S o n n en rad  a,
A b trie b : R in g rad  d,
U n te rse tzu n g :

d
i n  —  —

a

(W endege triebe , ins L angsam ere). 

Fal l  V  :

A n trie b : R in g rad  d,
A b trie b : S o n n en rad  a,



4 4 6 А. Д Ж Е К

ï jb e rs e tz u n g :

a

(W en d eg e trieb e , ins Schnelle).

W ir  wollen bei a llen  sechs B a u a rte n  die d u rch  die a n g e fü h rte n  F o rm eln  
d e f in ie r te n  Ü berse tzungen  — näm lich  u n te r  d er d e fin itio n sm äß ig en  V o rau s
s e tz u n g  eines ru h en d en  R eak tio n sg lied es  — als Grundübersetzungen bezeichnen .

I n  un serer a llgem einen  k r it is c h e n  B e trach tu n g  w ollen w ir die T y p e n  I  u n d  
V I , a lso  die beiden d u rc h  Untersetzung  (i />  1) u n d  d u rch  die g leichb le ibende 
D re h r ic h tu n g  im A n trieb  u n d  A b trie b  c h a ra k te ris ie r te n  G ru n d fä lle  besp rechen , 
in d e m  w ir die V aria tio n en  d e r  a u f  irgendeine  A rt m o d ifiz ie rten  Ü b erse tzu n g  
a n a ly s ie re n . In  der P ra x is  w ird  dies m it H ilfe eines v o rg e sc h a lte ten  U m lau f
g e tr ie b e s  verw irk lich t, es g ib t  a b e r  au ch  an d ere  L ö su n g sa rten . D ieses P rob lem  
d e r  e ffek tiv en  M odifizierung  b ild e t jedoch  n ich t G eg en stan d  u n se re r  A rbe it.

D ie  M odifizierung d e r  G ru n d ü b e rse tzu n g  e n ts te h t , in d em  m an  au ch  das 
R e a k tio n sg lie d  an tre ib e n  lä ß t .  D as M aß d ieser M odifiz ierung  w ollen  w ir m it 
H ilfe  e ines Ü berse tzu n g sk o effiz ien ten  я;, d .h .  d u rch  die V e rh ä ltn iszah l zw ischen 
G ru n d ü b e rse tz u n g  u n d  m o d ifiz ie rte r  I b e rse tzu n g  a u sd rü ck en . L a u t un sere r 
D e f in it io n  is t also x  =  i j i x (a n d e rs  geschrieben : ix — i/x),  w orin  i =  G ru n d 
ü b e rs e tz u n g , X =  Ü b erse tzu n g sk o e ffiz ien t u n d  ix — m o d ifiz ie rte  Ü b erse tzu n g  
is t .

E s  soll hier so fo rt b e m e rk t  w erden , d aß  w ir uns in  d er A n aly se  d e r F älle  I 
u n d  V I  a u f  einen B ere ich  b esc h rä n k e n  w ollen, fü r  w elchen x  >  1 als V or
a u s s e tz u n g  gilt; anders fo rm u lie r t:  i x <  i.

I n  d er speziellen B e tra c h tu n g  w ird  es zw eckm äßig  sein , k o n k re t die 
V a r ia t io n e n  der G ru n d b a u a r t  I  zu an a ly sie ren , w eil d ieser T y p  in  d e r P rax is 
a m  m e is te n  vo rkom m t; w ir w erd en  in  einem  Z ah lenbeisp iel die K oeffiz ien ten  
m it  W e rte n  x  =  1, 2, 3, 4 u sw . d er R eihe n ach  e insetzen ; h ie rzu  w ollen wir 
e in e  K o n s tru k tio n  an n e h m e n , be i w elcher d  =  3a, also i[ =  4 is t ( la u t F orm el 
i] =  (a  -j- d)/a =  1 -j- d/a).

I n  diesem  B eispiel w ird  b e i  x  =  1, ix =  4; es i s t  cLefinitionsm äßig se lb s t
v e r s tä n d lic h , daß bei x  =  1 k e in e  w irk liche  M odifizierung d e r G ru n d ü b e rse t
z u n g  a u f t r i t t ;  eine an d e re  in te re s s a n te  V aria tion  fin d en  w ir in  d e r  A nnahm e 
x  =  i ,  in  unserem  B eisp iel x  =  4; in  d iesem  F a ll w ird  n äm lich  i x =  i j x  =  
=  4 /4  =  1, m it an d eren  W o rte n  e rg ib t h ie r die M odifizierung  e inen  » d irek ten  
G an g « , A n trieb  und  A b tr ie b  h a b e n  dieselbe D rehzah l, d. h. die P la n e te n rä d e r  
fü h re n  keine  rollende B ew eg u n g  aus, das ganze G etriebe  b ew eg t sich  als eine 
s ta r r e  V erb indung .

N u n  k ann  m an d u rc h  e in e  spezielle H ilfsk o n s tru k tio n  d en  W e rt x  w e ite r 
e rh ö h e n , so daß x  />  i w ird ; in  d iesem  B ereich  e rh a lte n  w ir eine m o d ifiz ie rte
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Ü b e rse tz u n g  m it ix <C 1» d . h ., es e n ts te h t  eine Ü b erse tzu n g  ins S chne lle . W ir 
k o m m en  d a ra u f  noch  zu rü ck .

N u n  k eh ren  w ir a u f  den  k o n k re ten  F a ll d e r  B a u a r t  I  zu rück  (m it  dem  
M aß v e rh ä ltn is  d =  3 • a, u n d  x  =  1).

In  A bb. 3 sehen  w ir den  G eschw ind igkeits- u n d  den  D reh zah lp lan  u n d  
au c h  d ie  U m fan g sk rä fte  fü r  den F a ll I . B e k a n n tlic h  is t h ier das S o n n e n ra d  
a a n tre ib e n d , d e r S teg  c ang e trieb en  u n d  das R in g ra d  d  als R e a k tio n sg lie d  in  
R u h e lag e  f ix ie r t. Im  gew äh lten  Fall is t das V e rh ä ltn is  der H a lb m esse r:

u n d  die G ru n d ü b e rse tzu n g

i, =  n ,/n c = 4  ( =  ü )
o d e r au ch :

a

D er V o lls tän d ig k e it h a lb e r sollen au ch  fü r  d iesen  einfachen  F a ll  die 
U m fan g sg esch w in d ig k e iten , D rehzah len , U m fa n g sk rä fte , D re h m o m e n te  u n d  
d ie  ü b e rtra g e n en  L e is tu n g en  in re la tiv em  M aß zu r gew ählten  E in h e it  a n g e 
f ü h r t  w erden .

U m fangsgeschw ind igkeiten :

V a =  1, V  c =  V J 2  =  5,5, V d =  0
D reh zah len :

na = 1 ,  nc =  n c/4 =  0 ,25 , n j  — 0
U m fan g sk rä fte  :

P„ =  1 Pc =  2P a = 2 ,  P d =  P a -  1
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D re h m o m e n te :

L e is tu n g e n :

M a =  P a ra = l - l =  1 
M c =  P c rc =  2 - 2  =  4 

M d =  P d rd =  3 • 1 =  3

E in g an g sm o m en t

A u sg an g sm o m en t

R e a k tio n sm o m e n t

N a — M a na —  1 • 1 =  1 E in g an g sle is tu n g  

N c =  M c nc =  4 • 0 ,25  =  1 A usgangsle istung  

N d =  M d ■ nd =  3 • 0 =  0.

W ie  e rs ich tlich , sind  E in g a n g s- und  A u sg an g sle is tu n g  e inander g le ich :

N a =  N c ,

d. h . ,  h ie r  t r i t t  eine V erzw eigung  der L e is tu n g  n ic h t  in  E rsche inung .
D ie  E in g an g sle is tu n g  k an n  als M o to rle is tu n g  N M b eze ich n et w e rd e n :

N M =  N a =  N c .

J e t z t  w ollen  wir d en se lb en  G ru n d ty p  in  se in e r  V aria tio n  m it e inem  K o effi
z ie n te n  X  =  2 u n te rsu c h e n . H ie r e rsche in t d a s  P lan e ten g e trieb e  b e re its  in  d er 
A b a r t  eines D o p p e lan trieb es ; a n tre ib en d  w irk e n  

d as  S onnenrad  a, 
d a s  R in g rad  d  u n d  
an g e trieb en  w ird  d e r  S teg  c.
G eschw ind igkeits- u n d  D rehzah lp lan  u n d  au c h  die U m fa n g sk rä fte  sin d  

in  A b b . 4 darg este llt. A us d en  P länen  g eh en  fo lg en d e  W erte  h e rv o r:
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U m fangsgeschw ind igke iten :

D rehzah len :

U n te rse tzu n g :

oder au ch :

v a = l ,  V t  =  1, V d =  1

n a = 1 ,  nc =  0,5, n d =  0,33

ь х  — tg —  Л и / j i q — 2

V o rd e rh an d  sind  u n s  d ie U m fan g sk rä fte  u n d  die L e istungen  u n b e k a n n t;  h in 
gegen kön n en  w ir die M om ente  bestim m en . W ir kön n en  als A u sg a n g sp u n k t 
fo lgenden  Z u sam m en h an g  aufschre iben :

N a +  N d =  N M ( =  N c).

B e k a n n t is auch  das A usg an g sm o m en t am  S teg  c:

M c =  ix - M  M =  2 - 1  =  2,

wo das M om ent des A n trieb sm o to rs , M M, d ie  E in h e it  d a rs te llt.
F ü r  das V e rh ä ltn is  d e r  M om ente g ilt das Fo lgende:

M a : M c : M d =  1 : 4 : 3  

M a =  M c/4 =  2 /4  =  0,5 

M d =  3 - M c/4 =  6 /4  = 1 ,5  

d. h. M c +  M a =  M c.

D ah er berechnen  sich  d ie  U m fan g sk rä fte :

Pa = M J r a =  0,5/1 =  0,5

P c =  M c/rc =  2 / 2 = 1  ( =  2 P a)

P d =  M J r d =  1,5/3 =  0,5 ( = P a).

u n d  die L eistungen :

N a =  M a ■ n a =  0,5 • 1 =  0,5, p r im ä re  E in g an g s-T e ille is tu n g
N d =  M d • nd =  1,5 • 0,33 =  0,5, s e k u n d ä re  E in g an g s-T e ille is tu n g
N c =  M c • nc =  2 • 0,5 =  1, A usgangsle istung .
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I n  W o rte n : bei einem  U b erse tzu n g sk o effiz ien ten  *  =  2 w ird  die M o to rle is tu n g  
Ny[  im  E ingang  a u f  zw ei g leiche T e ille istungen  au fg e te ilt; h ie rv o n  is t  N a die 
p r im ä re ,  N d die se k u n d ä re  A bzw eigung.

I n  Form eln:

N a +  N d =  N M (0,5 +  0,5 =  1)
u n d

N a +  N d =  N c .

E s  fo lg t die V aria tio n  m i t  x  =  3.

Abb. 5

I n  Abb. 5 sind  G esch w ind igke itsp lan , D reh zah lp lan  u n d  U m fa n g sk rä fte  
f ü r  d e n  Fall x  =  3 d a rg e s te ll t .

A n tre ibende E le m e n te  sind 
d as  Sonnenrad a, 
d as  R ingrad d ; 
angetrieben  w ird  d e r  S teg  c.

U  m fangsg esch w in d ig k e iten  :

V a =  1, V  c =  1,5, V d =  2.

D re h z a h le n :
n a =  1, nc =  0,75, n d =  0,66.

D ie  m odifiz ierte  Ü b e rse tz u n g :

i x = i 3 =  n j n c =  1/0,75 =  1,33

o d e r  au ch :

ix =  i j x  =  4/3 =  1,33.
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A usgangsm om en t am  S teg  c :

M c =  ix • M M = 1 ,3 3  • 1 =  1,33,

wobei das M om en t des A n trieb m o to rs  als E in h e it g ilt: M y[ = 1 .
U m  die M om ente  zu b estim m en , schre iben  w ir die folgende G le ichung  a n : 

(E ingangs- u n d  A usgangsle istung  sind  e in an d er g leich):

N c =  N  M =  1 und  N c =  M c ■ n c 

d. h . M c =  N J n c =  1/0,75 =  1,33,

u n d  weil das M o m en ten v erh ä ltn is  im  P la n e te n g e tr ie b e  u n v e rä n d e rt b le ib t :

M a =  M J  4 =  1,33/4 =  0,33 

M d =  3 M t/ 4 =  1,00

M a +  M d =  M c.

Die U m fan g sk rä fte  w erden  aus den  M om enten  e rre c h n e t:

P a =  M J r a =  0,33 

P c =  2 P a =  0,66

P d =  P „  -  o,:

Die ü b e rtra g e n en  L e istungen :

N a =  M a ■ na =  0,33 • 1 =  0,33 

N c =  M c ■ nc =  1,33 • 0,75 =  1 

N j  =  M d • nd — 1 • 0,66 =  0,66

Es g ilt also d e r Z usam m en h an g :

N a =  0,33 N M,
und  se lb s tv e rs tä n d lic h :

N d =  0,66 N M
und

N a +  N d =  N a = N M.

N un fo lg t d ie  V a ria tio n  m it einem  Ü berse tzu n g sk o effiz ien ten  x  =  4.
In  u n se rem  Z ahlenbeisp ie l is t i t =  4, d. h . x  =  i, d ah e r is t ix =  i /x  =  1; 

das is t der b e re its  e rw äh n te  G renzfall des d ire k te n  G anges, m it P la n e te n rä d e rn , 
die keine ro llen d e  B ew egung ausfüh ren .

p rim ä re  E ingangs-T eille is tu n g ;

A u sg angs-L eistung ;

se k u n d ä re  E in g an g s-T e ille is tu n g .
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I n  A bb . 6 sin d  die m echan ischen  V erh ä ltn isse  in  e inem  m o d ifiz ie rten  
P la n e te n g e tr ie b e  d a rg es te llt, w enn x  =  i  (im  gegebenen F a ll x  =  i  —  4). In  der 
P ra x is  w ird  d ieser G renzfall m itte ls  eines K raftsch lu sses , m e is ten s  m it H ilfe 
e in e r  lö sb a re n  A ch sen k u p p lu n g  v e rw irk lic h t. Im  S eitenb ild  d e r A bb ild u n g

se h e n  w ir  die so g en an n te  K u rz sc h lu ß -K u p p lu n g  K ,  e ingebau t zw ischen  S o n n en 
r a d  a  u n d  S teg  c. B ei d ieser M odifiz ierung  la ssen  sich folgende W e rte  b e s tim 
m en :

U  m fangsgeschw ind igke iten  :

D re h z a h le n :

M o m en te :

U m fa n g sk rä f te :

v a  =  1> v c  =  2 , V d  =  3

n a =  h  n c = l ,  n d =  1

M c — N c/ n c — 1 

M a =  M J  4 =  0,25 

M d =  3M c/4  =  0,75

P a +  M J r a =  0,25, P c — 0 ,5 , Prf =  0,25

L e is tu n g e n :

N a =  M a na =  0,25, 

N c = M c nc =  1,

N d =  M d nd — 0,75,

p r im ä re  E in gangs-T eille istung

A usgangsle istung

sek u n d ä re  E ingan g s-T eille is tu n g
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S u m m e d e r E in gangs-T eille istungen :

N a +  N d =  N c ( =  N M)

(gleich  d e r M otorleistung).
A ls le tz te  V a ria tio n  w ollen  w ir den  F a ll besprechen , wo w ir ü b e r  den 

G ren z fa ll X =  i h in ausgehen ; das is t die V a ria tio n  einer Ü b erm o d ifiz ie ru n g , 
d ie  m it H ilfe e iner besonderen  V o rrich tu n g , z. B . m itte ls  eines zw ischen 
d e r  p r im ä re n  A ntriebsw elle  u n d  dem  R in g ra d  e in g eb au ten  Z a h n ra d g e tr ie b e s , 
a u sg e fü h rt w ird .

Abb. 7

A b b . 7 zeig t den  G esch w in d ig k e itsp lan , den  D reh zah lp lan  u n d  die 
U m fa n g sk rä f te  e in er Ü b erm od ifiz ie rung . In  gegebenem  F all is t x /> i ,  u . zw. bei 
i  = 4 ,  X = 5 .  D ie V e rh ä ltn iszah l d e r Ü b erm o d ifiz ie ru n g  k a n n  als e in  F a k to r  
A a u sg e d rü c k t w erden , näm lich  als ein  Q u o tie n t des Ü b erse tzu n g sk o effiz ien ten  
X  zu d e r G ru n d ü b e rse tzu n g  i , d. h . A =  x/i . I n  u n se rem  Fall is t  A =  5/4 =  1,25. 
D ie m o d ifiz ie rte  Ü b erse tzu n g  is t  also ix — i jx  = 4 / 5  = 0 ,8 .  A us d e n  V e k to r
p lä n e n  is t  fo lg en d er Z u sam m en h an g  e rs ich tlich :

u n d
V d > V c > V a

nd >  nc > n a .

W ir w ollen  je tz t  die G e s ta ltu n g  d e r L e is tu n g sw erte  im  u n te rs u c h te n  G ebiet 
ü b e rb lic k e n . D ie an g e fü h rten  B eispiele s te llen  es k la r, daß  die p rim ä re  E in gangs- 
T e ille is tu n g  im m er den  x -ten  T eil d er M o to rle is tu n g  au sm ach t. In  F o rm e l aus- 
g e d rü c k t  is t  d er W ert der ü b e r  das S o n n e n ra d  a ü b e rtrag en en  E in g a n g s-T e il
le is tu n g :

N a =  N M/ x .

14 Acta Technica XXIX/3—4.
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D ie  S um m e der b e id e n  T e ille istungen :

N a +  N d =  N c =  N M,

d a h e r  is t  die se k u n d ä re  T e ille is tu n g  ü b e r das R in g ra d  d :

N d =  ( l -  l / x )  N M.

V era llg em ein ert w erd en  d ie  A bzw eigu n g s-L eis tu n g en  im  m o d ifiz ie rten  P la n e 
te n g e tr ie b e  wie fo lg t a u sg e d rü c k t:

N  p rim är =  N M/ x  

N  sekundär =  (1 — l / x )  N M 

N p +  N S =  N M.

M it H ilfe  der a n g e fü h rte n  G leichungen k ö n n e n  w ir  die A bzw eigungsle istungen  
f ü r  d a s  als B eispiel g e w ä h lte  P la n e te n g e tr ie b e , fü r  versch iedene W e rte  des 
Ü b e rse tzu n g sk o e ffiz ien ten  x ,  der R eihe n ach  e rre c h n en ; es e rg ib t s ich  fo lgende 
T a b e lle : (A usgangsw ert: i =  4)

X i x N a N d

1,00 4 1,00 0,00

1,10 3,64 0,91 0,09 bß

1,25 3,2 0,80 0,20
Д
ДN

1,33 3,00 0,75 0,25 0J
Cß

1,50 2,66 0,66 0,33 V

2,00 2,00 0,50 0,50

3,00 1,33 0,33 0,66

4,00 1,00 0,25 0,75 b ß 0
N

5,00 0,75 0,20 0,80 О
03
U

10,00 0,40 0,10 0,90
<v

-Q
: P

N m  — Na Ni  - 1

N a =  N m /x

N i  =  [1 —  l/x ]  • N M

d ire k te r  Gang

D ie T ab e llenw erte  d e r T eille istungen  s in d  fu n k tio n sm ä ß ig  in  den  K u rv e n  
des B ild es  (a) der A b b . 8 d a rg este llt. D ie K u rv e  d e r L eis tu n g sw erte  in  d e r 
p r im ä re n  A bzw eigung, a u sg e d rü c k t als N m /x , e n ts p r ic h t  einer F u n k tio n sfo rm  
v o n

j i  =  V х >

u n d  d ie  K u rv e  d e r s e k u n d ä re n  L e is tu n g sab zw e ig u n g , a u sg e d rü c k t als 
[1 — l /я;] • íVm, e n ts p r ic h t  e in er F u n k tio n sfo rm  v o n

y 2 = 1  — I j x  .
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B eide  G leichungen s in d  H y p erb e lg le ichungen , fü r  w elche x  n u r  die W e rte  1 
a n n e h m e n  kan n . B ei e inem  K o effiz ien ten w ert x  =  2 sin d  die T e ille is tu n g en  
e in a n d e r  gleich (d. h . je  die H ä lfte  d e r M o to rle is tu n g ). B ei Z unahm e des K o ef
f iz ien ten  x  n im m t au ch  die S ek u n d ä rle is tu n g  zu , o hne  je  den vo llen  W e r t  der

M o to rle is tu n g  zu  erre ichen ; in  äh n lich e r W eise w ird  m it zu n eh m en d em  x  die 
p r im ä re  Z w eig leistung  im m er k le iner, ohne ab e r d en  N ullw ert je  zu  e rre ich en . 
D ie S um m e der b e id en  T eille istungen  is t im m er d e r M otorle istung  g leich .

ZU SA M M EN FA SSU N G

F ü r  P la n e te n g e trie b e  m it d o p p e ltem  A n trieb  sc h läg t d e r V erfasser d ie E in fü h ru n g  des 
B egriffes eines Ü b erse tzu n g sk o effiz ien ten  x  vor, m it d e r D efin ition  x  =  i/ix, u n d  e n tw ic k e lt 
e ine  neu e  M ethode zu r U n te rsu ch u n g  de r U eistungsabzw eigung . Dieses V erfah ren  ist. n ich t 
n u r  im  F a lle  eines e in fach en  P lan e ten g e trieb es  in te re s sa n t, so n d ern  au ch  in  F ä lle n  v o n  m ehre-

1 4 *
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re n , a n e in an d e r  g ek o p p e lten  G etrieben . D as V e rfah re n  f ü h r t  zu einem  rasch en  E rm it te ln  d e r  
g e su c h te n  W erte , in sb eso n d e re  hei der U n te rsu ch u n g  de r L eistungsabzw eigungen  bei b e so n 
d e rs  k o m p liz ie rten  U m lau fg e tr ie b en .

P O W E R  B IF U R C A T IO N  IN  P L A N E T A R Y  G E A R S  W IT H  D O U B L E  IN P U T

A. JUREK

SU M M A R Y

As p roposed  b y  th e  a u th o r , a m o d ifica tio n  fa c to r  expressed  by  x —i/ix m ay  be in t r o d 
u ced  fo r double  d rive  ty p e  p la n e ta ry  gears, a n d  lead s  to  a new  m ethod  for th e  in v es tig a tio n  
o f b ifu rc a te d  p o w e r-in p u t. T he m ethod  is h ig h ly  in te re s t in g  n o t only fo r sim ple  p la n e ta ry  
g e a rs  b u t  also fo r th e  case  o f  m ore gears coupled  to g e th e r ,  an d  a very  qu ick  e v a lu a tio n  o f pow er 
b ifu rc a tio n  is possib le fo r th e  especially  co m p lica ted  ty p e s  o f coupled p la n e ta ry  gears.

V A L E U R S  D E  LA PU ISS A N C E  B IF U R Q U É E  D A N S L E S  E N G R E N A G E S  P L A N É T A IR E S
S IM PL E S

A. JUREK

R É S U M É

L ’in tro d u c tio n  d ’u n  fa c te u r  de m o d ifica tio n  d u  ra p p o r t  x  — ijix, p o u r les engrenages 
p la n é ta ire s  sim ples à  d o u b le  a c tio n , co n stitu e  u n e  n o u v e lle  m éthode  p o u r l ’ex am en  de la  b ifu r
c a t io n  de  la  pu issance  in tro d u ite . La m éthode  in té re s se  aussi les engrenages p lan é ta ire s  acco u 
p lés. E lle  p e rm e t ég a lem en t d ’ob ten ir  des r é su lta ts  t r è s  rap id es  à l ’exam en  des b ifu rca tio n s  
de  la  p u issance  des en g ren ag es p lan é ta ires  p lus co m p liq u és .

ОТВОД МОЩНОСТИ С ПЛАНЕТАРНОЙ ПЕРЕДАЧИ ДВОЙНОГО ПРИВОДА
А. Ю РЕК

РЕЗЮМЕ

Введение в случае планетарных передач рекомендуемого автором коэффициента 
передачи х =  i/ix является новым методом при анализе отводов мощности. Этот метод 
интересен не только в случае простых планетарных передач, но и во всех таких случаях, 
когда работают совместно ряд соединенных между собой планетарных передач. Этот метод 
очень быстро приводит к результату при анализе отвода мощности очень сложно соеди
ненных планетарных передач.



О Б  А В Т О М А Т И Ч Е С К О М  Р Е Г У Л И Р О В А Н И И  

В О З Б У Ж Д Е Н И Я  С И Н Х Р О Н Н Ы Х  М А Ш И Н  В  С Л О Ж Н О Й  

Э Н Е Р Г Е Т И Ч Е С К О Й  С И С Т Е М Е

Г. В. МИХНЕВИЧ
КА Н Д . ТЕХ Н . НАУК

ЭН ЕРГЕТИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ ИМ Г. М. КРЖ ИЖ АНОВСКОГО АН СССР

[Поступило 15. ноября 1959 г.]

Н ео б х о д и м о сть  п ер едач и  м ощ ности  на д а л ь н и е  р а сст о я н и я  вы звала  
р азв и ти е и ссл едован и й  в обл асти  ср едств  п овы ш ения у ст о й ч и в о ст и : повы
ш ен и я  н а п р я ж ен и я  п ер ед а ч и , п р одол ь н ой  к ом п ен сац и и , ав том ати ч еск ого  
р ег у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я , а си н х р о н н о го  х о д а  и р еси н х р о н и за ц и и , п ро
м еж у т о ч н ы х  си н хр он н ы х к ом п ен сатор ов , эл ек т р и ч еск ого  и м ех а н и ч еск о го  
т о р м о ж е н и я  [Л . 1 ]. В р езу л ь т а т е  эт и х  и ссл едов ан и й  ст ал о  в озм ож н ы м  вклю 
ч ен и е в т ех н и ч еск и е проек ты  р я да  новы х уст р ой ств , к оторы е в н астоя щ ее  
в р ем я  п р ов ер я ю т ся  в эк сп л у а т а ц и и . Н екоторы е из эт и х  у ст р о й с т в , вы зван
ны е к  ж и зн и  с о о р у ж е н и ем  д а л ь н и х  п ер едач , о к а за л и сь  эф ф ективны м  ср ед 
ств ом  у л у ч ш ен и я  свой ств  эн ер г о си ст ем  и м о г у т  быть р ек ом ен дов ан ы  дл я  
ш и р о к о го  и сп ол ь зов ан и я  в объ еди н ен н ы х эн ер г о си ст ем а х .

О тли чи тельн ой  осо б ен н о ст ь ю  о бъ еди н ен и я  эн е р г ет и ч е ск и х  систем  
я в л я ет ся  н аличие о т н оси тел ь н о  сл абы х св я зей . Н а д е ж н о с т ь  и х  работы  
м о ж е т  быть повы ш ена п утем  и сп ол ь зов ан и я  в ы ш еп ер еч и сл ен н ы х средств . 
В св я зи  с относи тельн о н ебол ь ш и м и  затратам и на си ст ем у  ав том ати ч еск ого  
р ег у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я , и сп ол ь зов ан и е в о зм о ж н о ст ей , к отор ы е п оя в 
л я ю т ся  при  п равил ьном  ее п ост р оен и и , сл ед у ет  считать  ц ел есо о б р а зн ы м  и в 

сл у ч а е  п р и м ен ен и я  д р у г и х  ср едств  повы ш ения уст ой ч и в ости .

С и с т е м ы  с и л ь н о г о  р е г у л и р о в а н и я  в о з б у ж д е н и я  
к а к  с р е д с т в о  у л у ч ш е н и я  д и н а м и ч е с к и х  с в о й с т в  э н е р г о с и с т е м ы

К  ч и сл у  ср едств  а к т и в н о го  в оздей ств и я  на си стем у  п а р а л л е л ь н о  р або 
т а ю щ и х  си н хр он н ы х ген ер а т о р о в  сл ед у ет  отнести  р егу л я то р ы  в о зб у ж д е н и я  
^сильного» дей ств и я , т. е. т а к и е  р егул я тор ы , в к отор ы х о сн о в н о е  р ег у л и р о 
в ан и е о сущ еств л я ет ся  в ф у н к ц и и  от к л он ен и я  р еж и м н ы х  в ел и чи н  ген ер а
т о р о в , а  д л я  ст аби л и зац и и  и сп о л ь зу ю т ся  п рои зводн ы е эт и х  в ел и ч и н . Эти 
р егу л я т о р ы  обл адаю т  бол ьш и м  бы стродей стви ем . И д ея  и сп о л ь зо в а н и я  п ро
и зв одн ы х  д л я  п р ед о т в р а щ ен и я  сам ор аск ач и в ан и я  систем  р егу л и р о в а н и я  
в о зб у ж д е н и я  вы сказы валась  ещ е в конце 3 0 -х  годов  [Л . 2 , 3 ] ,  н о  первый
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п ром ы ш л ен н ы й  р е г у л я т о р  си л ь н о г о  дей ств и я  бы л со зд а н  в п о сл ед н и е годы  
[л . 4 ] .

О дн ой  из су щ ес т в е н н ы х  особен н остей  си стем  си л ь н о го  р егу л и р о в а н и я  
я в л я е т с я  требован и е б о л ь ш о г о  бы стродей стви я  к  эл ем ен т ам  сх ем  в о зб у ж 
д е н и я .  Ж ел ател ьн о  за п а зд ы в а н и е  в в о зб у д и т ел е  им еть  п о р я д к а  н еск о л ь 
к и х  со т ы х  долей  се к у н д ы . В  н аи бол ьш ей  ст еп ен и  эт о м у  т р ебов ан и ю  у д о в 
л е т в о р я ю т  ионные сх ем ы  в о зб у ж д е н и я  [Л . 8 ] . Б л а г о д а р я  м а л о й  м ощ ности  
у п р а в л е н и я  ионны х с х е м  п о я в л я е т с я  в о зм о ж н о ст ь  у п р о щ ен и я  к он стр ук ц и и  
р е г у л я т о р а . В р езу л ь т а т е  и ссл ед о в а т ел ь ск и х  р а б о т  п о сл ед н и х  л ет  п оя в и л ась  
в о з м о ж н о с т ь  вы пол нить р ег у л я т о р ы  в о зб у ж д е н и я  си л ь н о го  дей ств и я  б ез  
э л е к т р о н н ы х  ламп н а б а зе  м агн и тн ы х у си л и т е л е й  и п ол у п р о в о д н и к о в ы х  
т р и о д о в .

Т еор ети ч еск и е и эк сп ер и м ен тал ь н ы е и сс л е д о в а н и я  си стем  си л ь н ого  
р е г у л и р о в а н и я , а т а к ж е  и сп ы т а н и е и х  н а  эл е к т р о с т а н ц и я х  п о к азал и  боль
ш о е  п р еи м ущ ест в о  э т и х  с и с т е м  в сравнении  с си стем ам и  п р о п о р ц и о н а л ь н о го  
р е г у л и р о в а н и я  без п р о и з в о д н ы х , в которы х о сн о в н о е  р ег у л и р о в а н и е  вы пол
н я е т с я  н а  основе т е х  ж е  п р и н ц и п о в , а ст а б и л и за ц и я  о су щ ест в л я ет ся  за  счет  
у в е л и ч е н и я  эк в и в а л ен тн о го  зап азды в ан и я  в эл е м е н т а х  ц еп и  в о зб у ж д е н и я .

И сп ол ь зов ан и е си ст ем ы  си л ьн ого  р е г у л и р о в а н и я  п о зв о л я ет  достичь  
п р е д е л а  устойчивости , о п р е д е л я е м о г о  из у с л о в и я  п о ст о я н ст в а  н а п р я ж ен и я  
н а  з а ж и м а х  ген ер атор а  и л и  постоянства н а п р я ж е н и я  в к ак ой -т о  точке  
с и с т е м ы  за  заж и м ам и  г е н е р а т о р о в , о су щ ест в л я я  ав том ат и ч еск и й  к он троль  
н а п р я ж е н и я  в этой  т о ч к е . С и л ь н ое р егу л и р о в а н и е  в о з б у ж д е н и я  п озв ол я ет  
у в е л и ч и т ь  предел д и н а м и ч е с к о й  устойчивости  н а  8 — 12%  [Л . 5] и ак ти вн о  
в о з д е й с т в о в а т ь . на к а ч ес т в о  п ер ех о д н ы х  п р о ц ессо в . В  си ст ем а х  си л ьн ого  
р е г у л и р о в а н и я  в о з б у ж д е н и я  логари ф м и ч еск и й  д ек р ем ен т  за т у х а н и я  м о ж ет  
д о с т и г а т ь  величины п о р я д к а  3 — 4 , а при н ек о т о р ы х  у с л о в и я х  м о ж н о  п о л у 
ч и ть  ап ер и оди ч еск и й  п е р е х о д н ы й  процесс [ Л .6 , 7 ] .  С истемы  п р оп ор ц и он ал ь 
н о г о  р егу л и р о в а н и я  х а р а к т е р и зу ю т с я  слабы м  д ем п ф и р о в а н и ем  к ол ебан и й . 
З н а ч е н и е  л огар и ф м и ч еск ого  д ек р ем ен та  з а т у х а н и я  в эт и х  си ст ем а х  имеет  
в е л и ч и н у  п орядк а 1 ,1— 1,2 .

Р а зв и т и е  эн е р г е т и ч е с к о г о  обо р у д о в а н и я  и д ет  п о  л и н и и  ув ел и ч ен и я  
е д и н и ч н о й  м ощ ности г е н е р а т о р о в . Э том у п р о ц е с с у  б у д ет  сп особств овать  
о б ъ е д и н е н и е  эн ер г ет и ч еск и х  си стем . Б л а г о д а р я  п р о г р е с с у  в р еш ен и и  п р об
л е м  н еп о ср ед ст в ен н о го  о х л а ж д е н и я  обм оток  п о я в л я е т ся  в о зм о ж н о ст ь  со з
д а н и я  т у р б о ген ер а т о р о в  5 0 0  М ГВТ  и более. С истем ы  си л ь н о го  р егу л и р о в а н и я  
в о з б у ж д е н и я  м огут  со д е й ст в о в а т ь  созданию  эк о н о м и ч еск и  н а и б о л ее  ц ел е
с о о б р а з н ы х  к о н ст р у к ц и й  св ер х м о щ н ы х  т у р б о г е н е р а т о р о в  с н еп о ср ед ст в ен 
н ы м  о х л а ж д ен и ем . Д л я  п о в ы ш ен и я  к. п. д. т а к и х  м аш ин н ео б х о д и м о  идти  
н а  у в е л и ч е н и е  р еа к т и в н о ст ей  т у р б о ген ер а т о р о в . Д л я  эт и х  м аш ин х ар ак т ер н о  
п о н и ж е н н о е  зн ач ен ие п о с т о я н н о й  и н ерции . И с п о л ь зо в а н и е  р егул я тор ов  
в о з б у ж д е н и я  си л ьн ого  д е й с т в и я  на т а к и х  к р у п н ы х  г ен ер а т о р а х  п озв ол я ет
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к ом п ен си ров ать  у х у д ш е н и е  п ар ам етр ов  эт и х  м аш ин и обесп еч и ть  у л у ч ш ен и е  
и х  ди н ам и ч еск и х  св ой ств , к а к  в отнош ении  у в ел и ч ен и я  п р ед ел о в  у ст о й ч и 
в ости , так  и в отн ош ен и и  у в ел и ч ен и я  и н тен си вн ости  д ем п ф и р о в а н и я  к о л е 
б а н и й .

Н е к о т о р ы е  о с о б е н н о с т и  а н а л и з а  с т а т и ч е с к о й  у с т о й ч и в о с т и  
п р и  с и с т е м  н а л и ч и и  р е г у л я т о р о в  в о з б у ж д е н и я  с и л ь н о г о  д е й с т в и я

В р асч етах  у ст ой ч и в ости  систем , с о д е р ж а щ и х  ген ер атор ы  с р е г у л я 
тор ам и  в о зб у ж д е н и я , р аботаю щ и м и  в ф ун к ц и и  от к л о н ен и я  р еж и м н ы х  в ел и 
чин б ез зоны  н еч ув ств и тел ь н ост и  [Л . 2 ] , п р и н я т о  учиты вать эф ф ек т  р е г у л и 
р о в а н и я  путем  за м ещ ен и я  ген ер атор ов  его  п ер ех о д н о й  р еа к ти в н о сть ю  
(х'а) и в в еден и я  у с л о в и я  п о ст оя н ст в а  э. д . с. за  этой  р еак ти в н ость ю  (E ’d — 
— co n st) . П ри т а к о й  сх ем е  за м ещ ен и я  ген ер атор ов  м о гу т  быть и сп ол ь зов ан ы  
уп рощ ен н ы е к р и т ер и и  уст ой ч и в ости , р азр аботан н ы е д л я  н е р е г у л и р у е м ы х  
си стем  [Л . 9 ] . П о  а н а л о г и и  эти  ж е  кри тери и  м о г у т  быть и сп ол ь зов ан ы  д л я  
си стем , с о д е р ж а щ и х  р егу л я то р ы  си л ь н ого  д ей ст в и я , п о л а г а я , что о н и  о б е
сп еч и ваю т п о ст о я н ст в о  н а п р я ж е н и я  на за ж и м а х  ген ер атор ов .

Т ак и е расчеты  п о зв о л я ю т  п ол уч и ть  п р едст ав л ен и е о за п а с е  у ст о й ч и 
вости  при п р ав и л ь н о  в ы бран н ы х р еж и м а х  р егу л я т о р о в . О дн ак о  и сп о л ь зо 
в ан и е у п р ощ ен н ы х к р и т ер и ев  н е п о зв о л я ет  вскры ть сп ец и ф и ч еск и х  о со б е н 
н о ст ей  рассм атри в аем ы х си стем  р егу л и р о в а н и я  и дать  р ек о м ен д а ц и и  по  
к он ст р уи р ов ан и ю  и эк сп л у а т а ц и и  т а к и х  си стем . Т а к и е расчеты  н е п о зв о л я ю т  

п ол уч и ть  ответ н а  в о п р о с  —  к ак и е сл ед у е т  вы брать парам етры  р е г у л и р о 
в а н и я  и реж им ы  р ег у л я т о р о в , чтобы  обесп еч и ть  устой ч и в ость  си стем ы  и 
вы сок ое к ач еств о  п ер ех о д н ы х  п р оц ессов .

С ущ ествую щ и е м етоды  ан ал и за  устой ч и в ости  систем  а в то м а т и ч еск о го  
р егу л и р о в а н и я  м о г у т  быть и сп ол ьзован ы  д л я  эн ер г ет и ч еск и х  си ст ем , в к о т о 
р ы х и м ею тся р егу л я т о р ы  си л ь н о го  дей ств и я , н о  при  ув ел и ч ен и и  ч и сл а  ген е
ратор н ы х еди н и ц  в а н а л и зи р у е м о й  систем е за д а ч а  п о л у ч а ется  в есь м а  с л о ж 
н ой . Б ез  и сп о л ь зо в а н и я  эл ек т р о н н ы х  вы числительны х м аш ин эти  м етоды  

п озв ол я ю т ан а л и зи р о в а ть  уст ой ч и в ость  си стем  си л ь н ого  р е г у л и р о в а н и я  в о з
б у ж д е н и я  тол ь к о  п ри  оч ен ь  бол ь ш и х у п р о щ ен и я х  прак ти ч еск и  п р и  у сл о в и и , 
что си стем у  м о ж н о  свести  к о д н о м у  ген ер а т о р у , р аботаю щ ем у  ч е р е з  л и н и ю  
эл ек т р оп ер едач и  н а  ш ины б еск он еч н ой  м ощ н ости . Д о  п о сл ед н его  врем ен и  
эта  сх ем а  бы ла о сн о в н о й  д л я  и зу ч ен и я  св ой ств  систем ы  си л ь н ого  р е г у л и р о 

в а н и я  в о зб у ж д е н и я .
З н ач и тел ь н о  бол ь ш и е в о зм о ж н о сти  откр ы ваю тся  при и сп ол ь зов ан и и  

сов р ем ен н ы х ср ед ст в  и ссл ед о в а н и я : эл ек т р оди н ам и ч еск и х  м о д ел ей  и эл ек т 
р онн ы х вы числительны х м аш ин [Л . 6 , 10, 11, 14]. И ссл ед ов ан и е у ст о й ч и 
вости  п а р а л л ел ь н о й  р аботы  оди н ак ов ы х ген ер атор ов  стан ц и и , с н а б ж е н н ы х
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р е г у л я т о р а м и  в о з б у ж д е н и я  си л ьн ого  д е й с т в и я  п о к а за л о , что зам ещ ен и е  
г р у п п ы  ген ер атор ов  о д н и м  эквивалентны м  м о ж е т  при вести  к  ош ибочны м  
р езу л ь т а т а м  в р асчете уст о й ч и в о сти  [Л . 10, 11, 12, 13]. Д л я  п о л у ч ен и я  п р а
в и л ь н о г о  р езул ь тата  н е о б х о д и м о  п г ен ер а т о р о в  стан ц и и  зам ещ ать  д в у м я  
ген ер а т о р а м и , эк в и в ал ен тн ы м и  этой  гр у п п е  п о  стати ч еск и м  х а р а к т ер и ст и 
к а м . Д л я  расчета у ст о й ч и в о ст и  в этом с л у ч а е  п р и н ц и п и ал ь н ое зн ач ен и е  
и м ее т  уч ет  м алы х за п а зд ы в а н и й  в р ег у л я т о р е . Н ео б х о д и м о ст ь  у с л о ж н е н и я  
р а сч ет н о й  схемы  о б ъ я с н я е т с я  тем , что при  н а л и ч и и  р егу л я т о р о в  си л ь н о го  
д е й с т в и я  сл едует  уч и ты в ать  в заи м одей стви е си стем  р егу л и р о в а н и я  п а р а л -

Фиг. 7. Система двух параллельно работающих генераторов

л е л ь н о  р аботаю щ и х г е н е р а т о р о в , т . е. р а ссм а т р и в а т ь  си стем у , х а р а к т ер и 
з у ю щ у ю с я  н еск ол ь к и м и  ст еп ен я м и  свободы . В  т а к о й  систем е роторы  ген е
р а т о р о в  в общ ем сл у ч а е  со в ер ш а ю т  с л о ж н о е  д в и ж е н и е , им ею щ ее д л я  группы  
о д и н а к о в ы х  маш ин д в е  состав л я ю щ и х: к о л е б а н и е  в ф азе и в п роти воф азе. 
И с с л е д о в а н и е  уст ой ч и в ости  состав л я ю щ и х  с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  м о ж н о  п р о 
в о д и т ь  п орозн ь  на с х е м а х  зам ещ ен и я  гр у п п ы  ген ер атор ов  одн и м . Т а к а я  
в о з м о ж н о с т ь  п о я в л я ет ся  в р езул ьтате р а з л о ж е н и я  х а р ак т ер и ст и ч еск ого  
у р а в н е н и я  н а  м н о ж и т е л и . Р ег у л я т о р  си л ь н о г о  д ей ст в и я , ак ти в н о  в о зд ей 
с т в у я  н а  си стем у, п ри  п р а в и л ь н о й  н а ст р о й к е м о ж е т  вы звать и н тен си в н ое  
д ем п ф и р о в а н и е  к о л еб а н и й  о б о и х  видов, а п р и  ош и боч н ой  н аст р ой к е сам о-  
р а ск а ч и в а н и е  системы  в ф а зе  или в п р оти в оф азе.

С л о ж н о е  д в и ж ен и е  в си стем е ген ер атор ов  с различны м и р еж и м ам и  и 
п а р а м ет р а м и  имеет т у  ж е  п р и р о д у , но а н а л и з  св о й ст в  так ой  систем ы  п р о в о 
д и т ь  зн ач и тел ь н о  с л о ж н е е . Д л я  к ач еств ен н ого  а н а л и за  п р оц ессов  в такой
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си стем е в н ек оторы х с л у ч а я х  м о ж е т  быть и сп о л ь зо в а н а  б л и ж а й ш а я  к ратн ая  
си стем а , т. е. та к а я  си стем а , в к оторой  стр ого  в ы д ер ж и в а ю т ся  соотн ош ен и я  
м е ж д у  п арам етр ам и , в х о д я щ и х  в н ее  ген ер атор ов . Д л я  систем ы  д в у х  маш ин  
(ф и г. 1), р аботаю щ и х н а  м ощ н ую  п рием ную  си ст ем у , у сл о в и я  кратности  
м о ж н о  зап и сать  сл едую щ и м  образом :

а т а к ж е  т р е б у ет с я  р ав ен ст в о  парам етров  в о зб у д и т ел ей  и р егу л я т о р о в . З д ес ь  
приняты  сл едую щ и е обозн ач ен и я :

М1; м 2 
Pi,; Р2 
Dú Dl 
V13; ^ 3  

X d n ,  x ä n  
X 'd n ;  x 'd n  
T d o ú  I d o l  

<5b

— постоянные инерции генераторов,
— активная мощность,
— демпферные коэффициенты,
— взаимные проводимости,
— синхронные реактивности генераторов,
— переходные реактивности генераторов,
— постоянные времени роторов,
— углы смещения осей роторов генераторов относительно вектора U.

У сл о в и я  к ратн ости  в сегда  вы полняю тся д л я  м аш и н , им ею щ и х оди н а
ковы е парам етры  и р еж и м ы . О сновной  о собен н ост ь ю  к ратн ы х систем  я в л я 
ет ся  то , что и х  х а р а к т ер и ст и ч еск и е у р а в н ен и я  р а сщ еп л я ю т ся  н а  м н ож и тел и  
п о  ч и сл у  ст еп ен ей  св ободы . Это дает  в о зм о ж н о ст ь  сам остоя т ел ьн ого  р а с
см от р ен и я  усл о в и й  устой ч и в ости  к а ж д о й  из со ст а в л я ю щ и х  с л о ж н о г о  дв и 
ж е н и я  системы  л -к р ат н ы х  ген ер атор ов . Р ассм отр и м  си стем у  и з  д в у х  к рат
ны х маш ин (ф иг. 1), д л я  к отор ы х выше приведены  у с л о в и я  к ратн ости . У р а в 
н ен и е системы  м о ж н о  за п и са т ь  сл едую щ им  обр азом :



а индексы  ук азы в аю т к а к о м у  г ен ер а т о р у  п р и н а д л е ж и т  д а н н а я  
в ел и ч и н а .

Td и N  —  к оэф ф и ц и ен ты , оп редел я ем ы е п а р а м ет р а м и  и р е ж и 
м а м и  систем  [Л . 1 2 ].

Tv, Tf, Tv Т2 —  п о ст о я н н ы е врем ен и  обм отк и  в о зб у д и т е л я  и 
ф и л ь тр ов , звеньев  п о л у ч е н и я  п ер в о й  и второй  п р о и зв о д н о й .

Kô,K'ôKá; K e, K e, K"e  — коэф ф ициенты  р ег у л и р о в а н и я  п о  о т к л о
н ен и я м  и производны м  у г л о в  д1} д2 и э. д . с. En, E d2 .
З н а ч ен и е  оп ер атор н ы х к оэф ф и ц и ен тов  F22(p), F21(p); и ö 22(p), G21(p) 

м о г у т  бы ть получены  со о т в ет ст в у ю щ ей  зам ен ой  ц и ф ровы х и н д ек с о в  в у р а в 
н е н и я х  (6 ), (7), (8) и (9 ).

М а т р и ц у  системы  у р а в н е н и й  (2 )— (5) п редстави м  со с т о я щ ей  и з  четы рех  
с у б м а т р и ц :

С убм атрицы  J, S e , F, G м о г у т  бы ть л егк о  п реобр азов ан ы  к  т р е у г о л ь 
н о й  ф о р м е . П р едв ар и тел ь н о  у м н о ж а я  у р а в н ен и я  (2 ) н а  т, п р и б а в л я ем  к  
п е р в о м у  ст о л б ц у  матрицы  (1 0 )  в т о р о й , а к  т р еть ем у  четверты й, за т ем  и з второй  
с т р о к и  вы чтем п ервую , а и х  ч ет в ер то й  третью . П осл е эт о го  п о л у ч а ем :

О п р едел и тел ь  систем ы  (2 )— (5) н а х о д и т с я  по ф ор м ул е:
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У р а в н ен и я  (1 8 ), (1 9 ) и (2 0 ), (2 1 ) п озволяю т п ост р ои т ь  о б о б щ ен н у ю  
ст р у к т у р н у ю  с х е м у  р ег у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я  д л я  к а ж д о г о  в и да  д в и ж е 
н и я . Эти схем ы  м о г у т  быть весьм а полезны  д л я  и зу ч ен и я  св о й ст в  систем  

си л ь н о го  р егу л и р о в а н и я . Н а  ф и г. 2  и зо б р а ж ен а  о б о б щ ен н а я  с т р у к т у р н а я  
сх е м а  системы  р ег у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я  д л я  д в и ж е н и я  в п роти в оф азе  
д в у х к р а т н ы х  ген ер атор ов . Э та сх е м а  п остроен а  н а  о сн о в е  у р а в н е н и й  (2 0 )  
и (2 1 ).

П ол учен н ы е вы воды  о р а зл о ж ен и и  оп р едел и тел я  си стем ы  д в у х к р а т 
н ы х  ген ер атор ов  н а  м н о ж и т е л и  м о г у т  быть р асп р остр ан ен ы  н а си ст ем у  с 
лю бы м  числом  к ратн ы х м аш и н .

У р а в н ен и я  (18 ), (19 ) и (2 0 ), (2 1 ) п озв ол я ю т от дел ь н о  и зу ч а т ь  у ст ой ч и 
в ость  д в и ж ен и я  в ф азе и у ст ой ч и в ость  д в и ж ен и я  в п р о т и в о ф а зе . Система  
р егу л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я  д о л ж н а  удов л етв ор я ть  у сл о в и я м  уст ой ч и в ости , 
п олученны м  д л я  о б еи х  п ар  у р а в н е н и й . П о ск о л ь к у  о сн о в н о й  за д а ч е й  р ас
чета устой ч и вости  систем  си л ь н о г о  р егул и р ов ан и я  я в л я ет ся  о п р ед ел ен и е  
коэф ф и ц и ен тов  р ег у л и р о в а н и я  п о  п роизводны м , при к отор ы х о б есп еч и в а ет ся

Х а р а к т ер и ст и ч еск и е у р а в н е н и я  (1 6 ) и (17) м о ж н о  п р ед ст а в и т ь  к а к  р еш е
н и е  соотв етствую щ и х си стем  у р а в н е н и й , н ап и сан н ы х д л я  г е н ер а т о р о в , к ото
ры е яв л я ю тся  эк в и в ал ен тн ы м и  д л я  д в у х  кратны х г ен ер а т о р о в  п ри  р а зд ел ь 
ном  ан ал и зе со ст а в л я ю щ и х  с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  в ф азе и в п р о т и в о ф а зе . 
У р а в н ен и ю  (1 6 ) со о т в ет ст в у ет  си стем а:

О п р едел и тел ь  (1 5 ) р а сп а д а ет ся  н а  м н ож и тел и . П р и р а в н и в а я  к а ж д ы й  
и з н и х  к  н у л ю , п ол уч и м  х а р а к т ер и ст и ч еск и е у р а в н ен и я  д л я  со ст а в л я ю щ и х  
с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  в ф азе и п р от и в оф азе:

а ур ав н ен и ю  (1 7 ) со о т в ет ст в у ет  систем а:
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у ст о й ч и в о ст ь  си стелы , т о  весь м а  у д об 1 ым бы вает  и сп ол ь зов ан и е м етода  
п о с т р о е н и я  областей  у ст о й ч и в о ст и  в п л оск ости  к оэф ф и ц и ен тов  р егу л и р о 
в а н и я  п о  производны м . О б л а с т ь  устойчивости  в ы д ел я ет  все зн ач ен и я  коэф 
ф и ц и е н т о в  р егу л и р о в а н и я  п о  производны м , при  к о т о р ы х  си стем а  оказы вается

Фиг. 2. Структурная схема системы регулирования возбуждения для движения в про
тивофазе двух параллельно работающих кратных генераторов

Г * * —.
\\\\

Л Г" ' ч
\
J

5 -V ' - ) щ í

—
—

Фиг. 3. Область устойчивости системы кратных генераторов 

1 -  А р =  j ( A U , , р * ,5) . 2 -  A U p  =  f ( A U r . p à ,  р 2 ô ) .

у с т о й ч и в о й . Если и м еется  си с т е м а  дв ухк р атн ы х  г е н ер а т о р о в , областью  у ст о й 
ч и в о ст и  системы б у д ет  о б щ и й  уч асток  обл астей  уст о й ч и в о сти  д в и ж ен и я  в 

ф а з е  и в противоф азе.
Н а  фиг. 3 п р ед ст а в л ен ы  обл асти  устой ч и вости  в п л оск ост и  коэф ф ициен

т о в  р егу л и р о в а н и я  по п е р в о й  и второй прои звол! ым у г л а  ô д л я  кратны х  
г е н е р а т о р о в . П ун к ти р ом  и зо б р а ж е н ы  обл асти  уст о й ч и в о сти  д в и ж ен и я  в



ф азе {А(*х =  Ад2) и в п роти в оф азе |^ д х== — 1 Лй2| ; к оторы е д р у г  относительно

д р у г а  см ещ ены , п оэт ом у  и х  общ ий  у ч аст ок , п р едст ав л я ю щ и й  обл асть  у с т о й 
чивости с л о ж н о г о  д в и ж е н и я , им еет зн ач и т ел ь н о  м ен ь ш и е разм еры . О бл асть  
с л о ж н о г о  д в и ж е н и я  1 о т н о си т ся  к  сл уч аю , к о гд а  осн ов н ое р егу л и р о в а н и е  
о су щ ест в л я л о сь  в ф ун к ц и и  от к л он ен и я  н а п р я ж е н и я  на за ж и м а х  (Ur), а 
2 —  к сл у ч а ю , к огда  осн о в н о е  р егул и р ов ан и е осу щ еств л я л о сь  в ф у н к ц и и  

н а п р я ж е н и я  в общ ей  точки  ( UT)■
О бл асть  устой ч и в ости  с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  и м еет  х а р ак т ер н ую  с т р у к 

т у р у . П р а в а я  и в е р х н я я  часть  границы  области  с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  со в п а 
д а ет  с гр ан и ц ей  обл асти  устой ч и в ости  д в и ж е н и я  в противоф азе, а л е в а я  и 
н и ж н я я  части  границы  —  с гр ан и ц ей  обл асти  устой ч и в ости  д в и ж е н и я  в 
ф азе. С тр ук тур а  гр ан и ц  обл асти  устой ч и вости  с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  п о зв о 
л я ет  оц ен и в ать  х а р а к т ер  св о б о д н о го  д в и ж ен и я  п о  т ом у , где р а сп о л о ж е н а  
точ к а , соот в ет ст в ую щ ая  н а ст р о й к е р егу л я т о р о в . В точ к е а п р еобл адаю щ и м  
б у д ет  д в и ж ен и е  в ф азе, а в точ к е с —  в п р оти в оф азе. В  точке Ь б у д ет  с у щ е с 
твовать  обе состав л я ю щ и е. Т ак и м  обр азом , и зм ен я я  н а ст р о й к у , м о ж н о  и зм е 
н я ть  к ач еств о  п ер ех о д н о г о  п р оц есса  в си стем е. Д л я  усп еш н ого  р еш ен и я  
задач и  повы ш ен и я  устой ч и в ости  и ул уч ш ен и я  к ач еств а  п ер еходн ы х п р о ц е с 
сов  н ео б х о д и м о  иметь д о ст аточ н о  больш ие разм еры  обл астей  у ст ой ч и в ости , 
которы е м о г у т  быть обесп ечен ы  путем  вы бора п р а в и л ь н о й  стр уктур ы  за к о н а  

р егу л и р о в а н и я .
П ол уч ен н ы е выводы об о со б ен н о ст я х  а н а л и за  устой ч и вости  систем ы  

д в у х к р а т н ы х  ген ер атор ов  м о гу т  быть р асп р остр ан ен ы  на си стем у с лю бы м  
числом  к ратн ы х м аш ин.

П р ов еден н ы й  а н а л и з  св ой ств  систем , в к о то р ы х  н ар уш аю тся  у с л о в и я  
к ратн ости , п о к а за л , что о т к л он ен и я  в зн а ч ен и я х  осн овн ы х п а р а м етр а х  в 
п р е д ел а х  10— 20%  н е ок азы вает  сущ еств ен н ого  в л и я н и я  на р езул ь таты  
расчета устой ч и в ости . Н а р у ш ен и е  кратности  систем ы  в сл едстви е о т к л о н ен и я  
п арам етр ов  в о зб у д и т ел ей  и р егу л я т о р о в  ок азы вает н езн ач ител ьн ое в л и я н и е  
на у сл о в и я  устой ч и в ости .

А н а л и з  работы  систем ы  н ек р атн ы х г ен ер а т о р о в  затр удн ен  тем , что  
о п р ед ел и тел ь  систем ы  к е р а сщ еп л я ется  на м н о ж и т е л и . А н ал и з б л и ж а й ш ей  
к ратн ой  систем ы  м о ж е т  ок азат ь  пом ощ ь дл я  п о л у ч е н и я  кач ествен н ой  х а р а к 
тер исти к и  п р оц ессов  в н ек р а тн о й  систем е.

О Б АВТОМАТИЧЕСКОМ РЕГУ Л И РО В А Н И И  В О З Б У Ж Д Е Н И Я  С И Н Х РО Н Н Ы Х  МАШИН 4 6 5

О  с и н т е з е  о п т и м а л ь н о й  с т р у к т у р ы  з а к о н а  р е г у л и р о в а н и я  
с л о ж н о й  с и с т е м ы

Д л я  р еал и зац и и  в о зм о ж н о ст ей , которы е откры вает и сп ол ь зов ан и е  
р егу л я т о р о в  си л ь н ого  д ей ст в и я , н ео б х о д и м о  им еть  м ет од и к у  си н теза  с т р у к 
туры  за к о н а  р егу л и р о в а н и я .
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В  осн ов у  си н теза  д о л ж н ы  быть п о л о ж ен ы  обобщ енны е х а р а к т ер и ст и к и , 
о т р а ж а ю щ и е  ст р у к т у р н ы е особен н ости  си стем  си л ьн ого  р ег у л и р о в а н и я .

С игналы  п ер в ой  и в то р о й  п р ои зв одн ы х  р еж и м н ы х  величин ген ер а то р о в , 
к о т о р ы е  и сп ол ь зую тся  д л я  ст аби л и зац и и , с о д е р ж а т  н еск ол ь к о  со ст а в л я ю щ и х , 
п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  соотв етствую щ и м  п р ои зв одн ы м  э. д. с. Ed и у г л а  б ген е
р а т о р о в  системы. Ч и сл о  э т и х  со ст а в л я ю щ и х  о п р ед ел я ет ся  ч и сл ом  ген ер а 
т о р о в  в систем е. У ст а н о в л ен о , что в ел и ч и н а  в ер х н ег о  п р ед ел ь н о го  зн а ч ен и я  
к оэф ф и ц и ен тов  р е г у л и р о в а н и я  по п рои зв одн ы м  зав и си т  от о т н оси тел ь н ой  
в ел и ч и н ы  эти х  со ст а в л я ю щ и х  в сл о ж н о м  си г н а л е  п р ои зв одн ы х р еж и м н ы х  
в ел и ч и н . П равильны м  вы бором  величин эт и х  состав л я ю щ и х  м о ж н о  в деся тк и  

р а з  и зм ен и ть  в ер х н ее  п р ед ел ь н о е  зн а ч ен и е коэф ф ициентов р ег у л и р о в а н и я ,  
а т ем  самы м ув ел и чи ть  р азм ер ы  обл астей  у ст о й ч и в о ст и . Это п о л о ж е н и е  о со 
б е н н о  л егк о  п р о сл ед и ть  д л я  систем  к р а т н ы х  ген ер атор ов . З а д а ч а  си н теза  
о п т и м а л ь н о й  ст р ук т ур ы  к р атн ы х г ен ер а т о р о в  зн ач и тел ь н о  у п р о щ а ет ся , 
т. к . со г л а сн о  у р а в н ен и я м  (1 8 ), (19 ) и (2 0 ), (2 1 ) сигналы  п ер в о й  и второй  

п р о и зв о д н о й  в с х е м а х  за м ещ ен и я  д л я  к а ж д о г о  н о р м а л ь н о го  к о л еб а н и я  
и м ею т  тол ь к о  две со ст а в л я ю щ и х , п р о п о р ц и о н а л ь н ы х  э. д . с . E d и у г л у  Ь 
н е к о т о р о г о  эк в и в а л ен тн о го  ген ер атор а  д л я  д а н н о г о  вида д в и ж е н и я . В этом  
с л у ч а е  л егк о  п ол уч и ть  обобщ ен н ы е к ри вы е, к отор ы е даю т за в и си м о ст ь  м а к 
си м а л ь н о  доп уст и м ого  зн а ч е н и я  к оэф ф и ц и ен та р егу л и р о в а н и я  п о  втор ой  

п р о и зв о д н о й  (Km) от со о т н о ш ен и я  к оэф ф и ц и ен тов  у си л ен и я  в к о н т у р е  в то
р ы х  п р ои зв одн ы х э. д . с. Ed(K"E) и угл а  д(Кв)'

K m  = f
К

. к
= / ( « " ) •

П р и м ен и тел ьн о к  с х е м е , и зо б р а ж е н н о й  н а  ф иг. 2:

( 22 )

К'Е = К ff
E l l

1

т

ТУ~гг 
E V 2 (23)

—  к 12 (24)
тп

Н а  фиг. 4  п ри в еден ы  зав и сим ости  К  =  / ( а " )  Для д в и ж е н и я  в ф азе и 
в п р о т и в о ф а зе  д л я  к о н к р ет н о й  системы  и з д в у х  кратн ы х ген ер а т о р о в . Эти 
к р и в ы е им ею т х а р а к т ер н ы й  я р к ов ы р аж ен н ы й  м ак си м ум , к о т о р о м у  соотв ет
с т в у е т  оптим альное зн а ч е н и е  а" дл я  д а н н о г о  вида д в и ж ен и я . Эти кривы е  
п о д т в е р ж д а ю т , что п рав и л ь н ы м  вы бором  р еж и м о в  к он тур ов  в тор ы х  п р ои з
в о д н ы х  у гл а  б (1 ,5 , 7 , 8 , 4 , 3 , 2 , 1 ф иг. 2 ) и э . д . с. Ed (2 , 10, 1 1 , 4 ,  3 , 2  ф иг. 2 )  

м о ж н о  в о  м ного р аз у в ел и ч и т ь  в ер х н ее  п р е д ел ь н о е  зн ач ен и е коэф ф и ц и ен тов  
р е г у л и р о в а н и я  по п р ои зв одн ы м  и со о т в ет ст в ен н о  этом у  р азм ер ы  областей
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у ст ой ч и в ости . Н а  ф и г. 5  и зо б р а ж ен ы  о б л а сти  устойчивости  в п л о ск о ст и  

Ká, К'б д л я  той  ж е  систем ы  при  р азл и ч н ы х зн а ч е н и я х  а". Б о л ь ш и е р азм ер ы  
о б л а ст ей  уст ой ч и в ости  п о зв о л я ю т  у сп е ш н о  р еш ить  задачи у в ел и ч е н и я  п р е
д ел а  стати ч еск ой  уст ой ч и в ости  и о б есп еч ен и я  и н тенсивного  д ем п ф и р о в а н и я  
к о л еб а н и и  с л о ж н о г о  д в и ж е н и я . Н а и б о л ь ш ее зн ач ен и е дл я  п о л у ч е н и я  р аз-

Фчг. 4. Обобщенные зависимости Km =  /(«")■ 1 — движение в фазе; 2 — движение в
противофазе

Фиг. 5. Области устойчивости движения в фазе при различных значениях а"

№ области ................................ 1 2 3 4 5 6 7

Значение а".............................. 0,3 0,2 0,1 0 -0 ,0 2 - 0 ,0 4 - 0 ,0 5
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м ер ов  областей  у ст о й ч и в о ст и  имеет о б ес п еч е н и е  опти м ал ьн ого  зн а ч е н и я  а". 
К  вел ичине а' п р е д ъ я в л я ю т ся  м енее ж е с т к и е  т р ебов ан и я . П о эт о м у  м о ж н о  
п о л а г а т ь  а' =  а".

П ри и сп о л ь зо в а н и и  производны х о д н о й  р еж и м н о й  величины  зн а ч ен и е  

а"  ф и к си р ов ан о . О н о  о п р ед ел я ет ся  как  о т н о ш е н и е  суммы  (р а зн о ст и ) п р о и з
в одн ы х  этой  вел и чи н ы  п о  э. д. с. Ed г е н е р а т о р о в  к  сум м е (р а зн о ст и ) п р о и з
в о д н ы х  по у г л у  ô г е н е р а т о р о в . Т ак , н а п р и м е р , д л я  схем ы , и зо б р а ж е н н о й  на  
ф и г. 2 , при и сп о л ь зо в а н и и  производны х н а п р я ж е н и я  на за ж и м а х  Uv

Д л я  того, чтобы  и зм ен и ть  в т р ебуем ом  н ап р а в л ен и и  в ел и ч и н у  а" н ео б 
х о д и м о  и сп ол ь зов ать  соч ета н и е дв ух  р еж и м н ы х  величин. В ы би р ая  со о т в ет 
ствую щ и м  обр азом  коэф ф ициенты  д о л е в о г о  у ч а ст и я  р еж и м н ы х в ел и ч и н , 
м о ж н о  обеспечить оп ти м а л ь н о е  зн а ч ен и е а"п.

О пр едел ен и е к оэф ф и ц и ен тов  д о л ев о го  у ч а с т и я  м о ж ет  п р о и зв о д и т ь ся  
д л я  кратн ой  систем ы  с пом ощ ью  просты х а н а л и т и ч ес к и х  ф орм ул. В  к ач естве  
п р и м ер а  рассм отри м  о п р е д ел ен и е  к оэф ф и ц и ен та д о л ев о го  уч асти я  п ри  и сп о л ь 
зо в а н и и  соч етан и я  п р о и зв о д н ы х  н а п р я ж ен и ем  и г и тока 1г дл я  д в и ж е н и я  в  
п роти в оф азе к р ат н ой  си стем ы  из дв ух  м аш и н  (ф и г. 2 ). В ели чи н а а'п б у д ет  
о п р ед ел я т ь ся  по у р а в н е н и ю :

З д е с ь  К", и К'ц —  к оэф ф ициенты  р е г у л и р о в а н и я  п о  производны м  т ок а  и 
н а п р я ж е н и я . П о л а г а я  коэф ф ициент д о л е в о г о  у ч а ст и я  п рои зв одн ой  н а п р я 
ж е н и я  за еди н и ц у , к оэф ф и ц и ен т  дол ев ого  у ч а с т и я  тока:

З н ач ен и е п] о п р е д е л и т с я  по у р а в н ен и ю , п о л у ч е н н о м у  и з (2 7 ) с уч етом
( 28 ) :
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Д л я  о п р ед ел ен и я  п], обесп еч и ваю щ его оп ти м ал ьн ое зн а ч ен и е а", 
дост аточ н о  в у р а в н е н и е  (2 9 )  п одставить зн а ч ен и е а"п, о п р ед ел ен н о е  п о  о б о б 
щ енной  зав и си м ости  К "т(а"п) (ф иг. 4).

Е сл и  огр а н и ч и в а т ь ся  и спол ьзованием  п р о и зв о д н ы х  д в у х  р еж и м н ы х  

в ел ичин , то в ы ш ен ай ден н ое зн ач ен и е п] б у д ет  д л я  д в и ж е н и я  в ф азе п р ед о 
п р едел я ть  н ек о т о р о е  зн а ч е н и е  а}, которое б у д ет  отличны м  от оп ти м ал ьн ого .

В ел и ч и н у  а" м о ж н о  н ай ти  по ур ав н ен и ю :

Т аким  об р а зо м , при и сп ол ьзов ан и и  п р ои зв одн ы х  д в у х  р еж и м н ы х в ел и 
чин н ел ь зя  о бесп еч и т ь  од н ов р ем ен н о  оп ти м ал ьн ое зн а ч ен и е д л я  а} и а"п. 
П оэтом у  н ео б х о д и м о  вы бирать п", и з со о б р а ж е н и й  о б есп еч ен и я  п ри ем лем ы х  
величин а" д л я  о б еи х  состав л я ю щ и х  с л о ж н о г о  д в и ж е н и я . Е сл и  им еется  
н еобходи м ость  о д н о в р ем ен н о  обеспечить оп ти м ал ьн ы е зн а ч ен и я  а} и а"п , 
то н еобходи м о  в зя т ь  п рои зв одн ы е больш его числа р еж и м н ы х  величин (Л . 7).

С интез о п ти м ал ь н ой  ст р ук т ур ы  за к о н а  р ег у л и р о в а н и я  д л я  системы  
н ек р атн ы х ген ер а т о р о в  п р ед ст ав л я ет  за д а ч у  зн а ч и т ел ь н о  бол ее с л о ж н у ю ,  
к о т о р а я  т р еб у ет  св о е г о  р еш ен и я  в дал ь н ей ш ем .

Системы р е г у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я  си н х р о н н ы х  ген ер атор ов  с 
и сп ол ьзован и ем  п р о и зв о д н ы х  реж и м н ы х вел и чи н  я в л я ю т ся  ср едств ом  а к 
ти в н ого  в оздей ств и я  на п ер еходн ы е реж и м ы  эн ер г ет и ч еск и х  си стем . Оки  
п озв ол я ю т повы сить п р ед ел  статической , д и н а м и ч еск о й  устой ч и в ости  и 
зн ач и тел ь н о  ул у ч ш и т ь  к ач еств о  п ер еходн ы х  п р о ц ессо в . З н а ч и тел ь н о е  у л у ч 
ш ение ди н ам и ч еск и х  св ой ств  систем  откры вает в о зм о ж н о ст и  со зд а н и я  бол ее  
эконом ичны х си н х р о н н ы х  м аш ин.

П р ав и л ь н ое п о ст р о ен и е  систем ы  р ег у л и р о в а н и я  в о зб у ж д е н и я  с и сп о л ь 
зов ан и ем  п р ои зв одн ы х р еж и м н ы х  величин т р е б у ет  р азв и ти я  м етодов  ан ал и за  
устой чи вости  и п е р ех о д н ы х  п роц ессов  в сл о ж н ы х  си ст ем а х . З а д а ч а  зн а ч и 
тел ь н о  уп р о щ а ет ся  д л я  систем ы  кратны х м аш и н , в к о то р о й  а н а л и з у ст о й ч и 
вости  м о ж ет  п р о в о д и т ь ся  с пом ощ ью  эк в и в а л ен т и р о в а н и я  кратн ы х м аш ин  
одн ой  м аш иной д л я  к а ж д о й  из состав л я ю щ и х с л о ж н о г о  д в и ж ен и я  систем ы . 
К ачественны й а н а л и з  п р о ц ессо в  в сл о ж н о й  си стем е м о ж н о  п р ов оди т ь  г а  
сх ем е  бл и ж ай ш ей  к р ат н ой  систем ы .

Д л я  систем ы  к р атн ы х маш ин м ож ет  бы ть п р е д л о ж е н а  м етоди к а  си н 
теза  оп тим ал ьной  ст р у к т у р ы  за к о н а  р егу л и р о в а н и я . Эта м етоди к а основы -

(3 0 )

З а к л ю ч е н и е
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в а е т с я  н а  и сп ол ь зов ан и и  о б о б щ ен н ы х  зав и си м остей  в е р х н е г о  п р едел ь н ого  
з н а ч е н и я  коэф ф ициента р е г у л и р о в а н и я  п о  производны м  от вел ичины  отдель
н ы х  со ст а в л я ю щ и х  с л о ж н о г о  си гн ал а  р егу л и р о в а н и я . М етоди к а  синтеза  
п о з в о л я е т  отказаться  от со п о с т а в л ен и я  св ой ств  сл у ч а й н о  в ы бран н ы х в ари ан 
т о в  ст р у к т у р ы  за к о н а  р е г у л и р о в а н и я  и п утем  расчета оп р ед ел и ть  оптим аль
н у ю  с т р у к т у р у , к о т о р а я  в н а и л у ч ш ей  степ ен и  отвечает за д а ч е  ув ел и ч ен и я  
п р е д е л а  устой ч и вости  и о б ес п еч е н и я  в ы сок ого  качества п е р ех о д н ы х  про
ц е с с о в .
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Р Е З Ю М Е

Теоретические и опытные исследования современных регуляторов возбуждения 
синхронных генераторов, состоящих из электрических элементов, а также их испыта
ния на электростанциях показали преимущества данных регуляторов по сравнению с 
регуляторами, которые не используют пропорциональные с производным сигналы. Их 
применение, с одной стороны, позволит значительно повысить статическую и динамиче
скую стабильности, а с другой стороны, облегчит постройку более экономичных сверх
мощных синхронных генераторов (500 мгва), обладающих более высоким к. п. д.
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Показано, что если энергосистема состоит из пропорциональных синхронные гене
раторов, тогда роторы могут колебаться не только синфазно, но и противофазно.

Поэтому при исследовании стабильности регулятора нельзя замещать электро
станцию просто одним генератором, а только двумя «эквивалентными» генераторами, со
ответственно возможности колебания в фазе и противофазно.

Работа кроме изложенного занимается на основе вышеизложенных результатов 
оптимальным выбором параметров регулятора возбуждения, использующего производные 
сигналы.

Ü B E R  D IE  A U T O M A T ISC H E  R E G E L U N G  D E R  E R R E G U N G  E IN E R  IN  K O M P L E X E M  
E N E R G IE Z U S T A N D  A R B E IT E N D E N  S Y N C H R O N M A SC H IN E

G. V. MICHNEV1TS

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie m it den  au s m o d ern en  e lek trisch en  E le m en ten  k o n s tru ie r te n  S y n c h ro n g e n era to r-  
E rreg u n g sreg le rn  d u rc h g e fü h rten  th eo re tisch e n  u n d  ex p erim e n te llen  U n te rsu ch u n g en  u n d  V er
su ch sp ro b en  h a b en  die g roßen  V orte ile  d ieser R egler gegen d iejen ige bew iesen, d ie k e in e  m it 
dem  D iffe re n tia lq u o tie n te n  v e rh ä ltn isg le ich e  Signale a n w en d en . D ie A nw endung d ieser R eg le r 
s ic h e rt eine b e d eu ten d e  V erb esserung  in  der s ta tisc h e n  u n d  dynam isch en  S ta n d fe s tig k e it u n d  
e r le ic h te r t  die K o n s tru k tio n  v o n  S y n ch ro n g en era to ren , d ie  e inen  besseren  W irk u n g sg rad , 
h ö h e re  L e is tu n g , (500 MVA) aufw eisen  u n d  a u ch  w ir tsc h a ftlic h e r  sind.

V o rliegender A u fsa tz  w eist d a ra u f  h in , d aß  —  falls d a s  E n erg iesy stem  au s » v e rh ä ltn is 
g leichen«  S y n ch ro n g en era to ren  b e s te h t —  die R o to ren  n ic h t  n u r  zusam m en , in  P h a se , so n d e rn  
a u c h  in  G egenphase  m ite in a n d e r  schw ingen kön n en .

A us dem  O bigen g e h t es k la r  h e rv o r, d aß  bei de r S ta b ili tä tsu n te rsu c h u n g  des R eg le rs  
d ie  K ra f ta n la g e  ke inesfa lls e in fach  m it e inem  G en era to r e rs e tz t  w erden  k a n n , so n d e rn  es 
m ü ssen  —  der M öglichkeit des Schw ingens sow ohl in  P h ase  w ie in  G egenphase e n tsp rec h en d  —  
zw ei » g le ichw ertige«  G en era to ren  an g ew a n d t w erden .

A u f G ru n d  de r ob igen  R e su lta te  b e fa ß t sich v o rlieg en d e r A u fsatz  w e ite rh in  a u sfü h rlic h  
m it de r o p tim a le n  Aviswahl de r P a ra m e te r  eines E rreg u n g sreg le rs , de r die D iffe re n tia lq u o tie n t
s ignale  a n w en d e t.

O N  T H E  A U TO M A TIC  R E G U L A T IO N  O F  T H E  E X C IT A T IO N  O F  SY N C H R O N O U S  
M A C H IN ES W O R K IN G  IN  C O M P L E X  E N E R G E T IC  SYSTEM S

G. V. MIKHNIEVITCH

SU M M A R Y

T h e  th eo re tic a l an d  e x p e rim e n ta l te s ts  as well as th e  m ech an ica l te s ts  c a rried  o u t  w ith  
th e  fie ld  reg u la to rs  o f  sy n ch ro n o u s g en era to rs  c o n s tru c ted  o f  th e  m ost u p  to  d a te  e lec tr ic  co m 
p o n e n ts  h a v e  p ro v ed  th e  a d v a n ta g e s  o f  th ese  re g u la to rs  a g a in s t  th e  ones w hich do n o t  u tilize  
signals p ro p o rtio n a l to  th e  d iffe ren tia l q u o tie n t. T he a p p lic a tio n  of these  re g u la to rs  re n d e rs  
a  p o ss ib ility  o f  co n sid erab ly  im p ro v in g  b o th  s ta tic  a n d  d y n a m ic  s ta b ili ty  and  fa c ili ta te s  th e  
c o n s tru c tio n  o f synchronous su p e r g en era to rs  (o u tp u t  500 MV A) w ith  a  h igher e ffic ien cy  
a n d  b e tte r  econom y.

T h e  p a p e r  p roves t h a t  i f  th e  en erg y  sy s tem  con sis ts  o f  “ p ro p o rtio n a l”  sy n c h ro n iz in g  
g e n e ra to rs , th e  ro to rs  m ig h t o sc illa te  n o t  o n ly  to g e th e r, in  phase , b u t  in an tip h a se  as w ell.

T h u s w hen  te s tin g  th e  s ta b il i ty  o f th e  re g u la to r, th e  g e n e ra tin g  s ta tio n  can  n o t  be  s im p ly  
s u b s ti tu te d  b y  a g e n e ra to r b u t  —  in  com pliance w ith  th e  p o ss ib ility  o f o sc illa tion  b o th  in  
p h a se  a n d  in  an tip h a se  —  tw o “ e q u iv a le n t”  g en era to rs  h a v e  to  be used .

O n th e  basis o f  th e  above  re su lts  th e  p a p e r p re se n ts  a  d e ta iled  analysis on  th e  o p tim a l 
se lec tio n  o f  th e  p a ram e te rs  o f a  fie ld  re g u la to r using  th e  d iffe re n tia l q u o tie n t signals.

1 5 *
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S U R  L E  R É G L A G E  A U T O M A T IQ U E  D E  L ’E X C IT A T IO N  D ES M A C H IN E S S Y N C H R O 
N E S  FO N C T IO N N A N T  D A N S L E S  S Y S T È M E S  C O M PL IQ U É S D E  D IS T R IB U T IO N

D ’É N E R G IE

G. V. MIHNIEVITCH

R É S U M É

L es recherches th é o riq u e s  e t  les essais c o n c e rn a n t les rég u la teu rs  de g é n é ra te u rs  sy n 
c h ro n e s , m odernes e t com posés d ’é lém en ts é lec triq u es , de m em e que leu r u t il is a tio n  d an s les 
c e n tr a le s  o n t  prouvé leu r g ra n d e  su p ério rité  p a r  r a p p o r t  au x  rég u la teu rs  n ’u t il i s a n t  p a s  les 
s ig n a u x  p rop o rtio n n e ls  a u  c o effic ien t d ifféren tie l.

L e u r  u tilisa tio n  p e rm e t d ’u n e  p a r t ,  l ’a m é lio ra tio n  n o tab le  des s ta b ilité s  s ta tiq u e s  e t 
d y n a m iq u e s ,  e t facilite, d ’a u tre  p a r t ,  la  co n s tru c tio n  de g én éra teu rs  sy n chrones à  trè s  g ran d e  
p u is sa n c e  (500 МУА), p lu s écon o m iq u es e t de m eilleu r ren d em en t.

L ’é tu d e  dém ontre  que  si le  systèm e de d is tr ib u tio n  d ’énergie se com pose de g én éra teu rs  
s y n c h ro n e s  «proportionnels» , les ro to rs  p e u v en t o sciller ensem ble non  se u lem en t en  phase , 
m a is  a u ss i en opposition  de p h a se .

C’e s t pourquoi en e x a m in a n t  la s tab ilité  d ’u n  ré g u la te u r , on ne  p e u t p as re m p lac e r to u t  
s im p le m e n t une  cen tra le  é le c tr iq u e  p a r  u n  g é n é ra te u r , m ais il fa u t le fa ire  avec  d eu x  g én éra 
te u r s  « éq u iv a len ts» , en te n a n t  c o m p te  de la  p o ss ib ilité  d ’oscilla tion  en phase  e t en  o p position  
d e  p h a se .

S u r la  base de ces r é s u l ta ts ,  l ’é tu d e  exam ine  en  d é ta il  le choix  o p tim u m  des p a ram è tre s  
d u  ré g u la te u r  d ’ex cita tio n  u t i l i s a n t  les signaux  à  co effic ien t différentiel.
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F A L L E N D E N  B E L A S T U N G

B. SÄ LY I

TECHNISCHE UNIVERSITÄT BUDAPEST, III. LEHRSTUHL FÜR TECHNISCHE
MECHANIK

[E in g eg an g en  am  22. D ezem b er 1959]

B ei d e r U n te rsu c h u n g  d er K rä f te v e rh ä ltn is se  an  sta tisch  u n b e s tim m te n  
K o n s tru k tio n e n  e rg eb en  sich  n eben  den  zu r V erfü g u n g  stehenden  s ta tis c h e n  
G leichgew ich tsg le ichungen  die feh lenden  G le ich u n g en  aus den Z u sa m m e n 
h ängen , die sich  f ü r  die B ed ingungen  d er F o rm än d e ru n g  ansch re ib en  lassen . 
Die Z ahl d ieser G le ichungen  m uß  m it d er G röße d e r  sta tisch en  U n b e s tim m th e it  
ü b e re in s tim m en . W ird  diese Z ahl m it n  b e ze ich n e t, so ergeben sich  d ie  u n b e 
k a n n te n  — ä u ß e re n  o d er inneren  — K ra ftw irk u n g e n  durch L ösung  des aus 
n  3 G leichungen  b esteh en d en  G le ichungssystem s. D urch die a llg em ein en  
L ösungsm ethoden  lä ß t  sich  die B estim m u n g  d e r  einzelnen U n b e k a n n te n  im  
allgem einen  n ich t v o n e in a n d e r tren n en , d . h . z u r  B estim m ung  je d e r  b e lieb ig en  
U n b e k a n n te n  is t die L ösung  des gesam ten  G le ichungssystem s n o tw en d ig .

Bei den  B a h m e n ty p e n , deren  U n te rsu c h u n g  den  G egenstand d e r  v o rlie 
genden  A rb e it b ild e t, w ird  zu r K lä ru n g  d er K rä ftev e rh ä ltn isse  a llg em ein  die 
sog. cr-P unk t-M ethode angew endet, bei d er d as  G leichungssystem  in  G le ich u n 
gen m it je  e iner U n b e k a n n te n  zerlegt w ird , d . h ., d ie B estim m ung d e r  U n b e 
k a n n te n  w ird  v o n e in a n d e r  u n ab h än g ig  e rm ö g lich t.

Die in  d er gegen w ärtig en  A rbeit a n g e w a n d te  M ethode fü h rt a u f  G ru n d  
a n d e re r  Ü berleg u n g en  zu  einem  ähn lichen  E rg e b n is , wobei in ih re m  G e d a n 
kengang  — e n tsp re c h e n d  d er allgem ein e in g e fü h rte n  G ew ohnheit — d ie  d u rc h  
Scher- u n d  N o rm alb ean sp ru eh u n g en  b e w irk ten  F o rm änderungen  n e b e n  den 
d u rch  B iegung b ew irk ten  F o rm än d eru n g en  v e rn a c h lä ss ig t w erden.

Die B estim m ung der unbekannten Kräftewirkungen  
durch Berechnung

D er in  A bb . 1 angegebene geschlossene R a h m e n  wird d u rch  e in  in  der 
R ah m en eb en e  w irk en d es — sonst ab er b e lieb iges — im G leichgew icht b e f in d 
liches K rä f te sy s te m  b e la s te t (das b e la s ten d e  K rä fte sy s tem  is t in  d e r  A b b il
du n g  n ich t a n g e d e u te t) . I n  bezug a u f die in n e re n  K rä fte  is t der R a h m e n  sta-
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t is c h  d re ifach  u n b e s tim m t. U m  diese U n b e s tim m th e it  zu bese itigen , w ird  der 
R a h m e n  in  einem  b e lieb ig en  P u n k t A  a u fg e s c h n itte n  und  die U n te rb re c h u n g  
d e r  m a te rie lle n  K o n tin u i tä t  durch  e n tsp re c h e n d e  K ra ftw irk u n g en  e rse tz t, 
d a m it  s ich  die K rä f te v e rh ä ltn is se  n ich t ä n d e rn  (A b b . 2). W erden  d ie  R ic h tu n -

A b b .  1

gen  d e r  K rä f te  F 1 u n d  F 2 so gew ählt, d aß  sie au fe in an d e r sen k rech t s te h e n , 
so b e s tim m e n  die R ic h tu n g e n  des V ektors d e r  d re i  u n b ek an n ten  K ra f tw irk u n 
g en  d ie  R ic h tu n g e n  d e r A ch sen  des im  P u n k te  A  angenom m enen re c h tw in k li
g en  K o o rd in a te n sy s te m s . Z u m  A nsatz  d e r F u n k t io n  der B ieg em o m en te  M  
w ird  d ie  D u rc h la u fr ic h tu n g  n a c h  A bb. 3 a n g e n o m m e n . D urch  die D u rc h la u f
r ic h tu n g  w ird  es zug le ich  fes tg e se tz t, w elcher v o n  den  beiden S ta b e n d e n  als 
A n fa n g  bzw . E n d e  des g e k rü m m te n  S tabes zu  b e tra c h te n  ist. D as le tz te re  w ird  
als e in g e sp a n n t b e tr a c h te t ,  w odurch  sich d ie  K ra ftw irk u n g en  n ic h t ä n d e rn . 
D ie  u n b e k a n n te n  K ra f tw irk u n g e n  am  fre ien  S ta b e n d e  können  im  a n g e n o m 
m e n e n  K o o rd in a te n sy s te m  fo lgenderm aßen  an g esch rieb en  w erden:

f i  F 2 =  F J  M a  =  M A k .
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U n te r  B en ü tzu n g  der S u p e rp o sitio n  k a n n  m an  d ie  F u n k tio n  d e r B ieg em o m en te  
fo lg en d erm aß en  an se tzen :

M  =  M K + " » 1 ^ 1  +  m 2F 2 - \ -m 3 M A. (1)

M K i s t  das B iegem om ent d e r u rsp rü n g lich en  äu ß e ren  B e la s tu n g , rnv  m2, m 3 
s in d  d ie  B iegem om ente d e r  am  O rte  d e r  u n b e k a n n te n  K ra f tw irk u n g e n  a n g re i
fen d e n  E in h e itsk rä fte  (die po sitiv e  R ic h tu n g  d e r B iegem om ente  w ird  d u rch  die 
R ic h tu n g  des p o sitiv en  к  beze ich n et).

D ie re la tiv e  V ersch iebung  d er b e id en  S ta b e n d e n  b e trä g t  N u ll. E s  soll 
an g en o m m en  w erden , d a ß  d e r Q u e rsc h n itt u n d  d er E la s tiz itä tsm o d u l des S ta 
bes g leichm äßig  is t. U n te r  A n w endung  des S a tzes  von C a s t i g l i a n o  la ssen  sich 
d a n n  fo lgende G le ichungen  an sch re ib en , die die gegenseitige U n v e rän d e rlich - 
k e it  d e r  beiden  S tab en d en  au sd rü c k e n :

M it d en  B ezeichnungen  d e r  A b b . 3 is t

D ie so e rh a lten en  W e rte  w erden  in  (2) e in g ese tz t, w obei fo lgende G le ichungen  
e rh a lte n  w erden:
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D u rc h  diese drei G le ich u n g en  w ird  a u sg e d rü c k t, d a ß  das en tlan g  d er K u rv e  
s an g re ifen d e , aus p a ra lle le n  V ek to ren  z u sam m en g ese tz te  B iegem om ent-V ek- 
to r s y s te m  M  ein G le ichg ew ich ts-V ek to rsy s tem  b ild e t. N achfo lgend  w ird  eben 
d iese  T a tsach e  zu r B e s tim m u n g  der u n b e k a n n te n  K ra ftw irk u n g e n  h e ra n 
gezogen .

D as V ek to rsy stem  M  w ird  en tsp rech en d  d er G le ichung  (1) in  v ie r V ek to r
sy s te m e  zerlegt u n d  ih re  R e su ltie re n d e  sowie ih r  A n g riffsp u n k t jew eils g e tre n n t 
fe s tg e s te ll t  (Abb. 3):

Q k =  Q k  к =  \' M к ds 
0

S S

Qi — Q xk  —  ( m x ds =  i  . I rds =  s qa -7 
o b

s s
Q2 = Q z k  =  I m 2ds =  j x  I rds =  s~Q x j  

Ô 0

s  S

Ь з = ( ? з  к =  \ m 3ds — %• J ds =  >sfe.

(5)

s i s t  d ie  volle Länge des S ta b e s , S  der S c h w e rp u n k t des als k ru m m e Linie
s

a u fg e fa ß te n  S tabes, ( gAds  =  0 das s ta tisch e  M om en t d er k ru m m en  L inie,
ó

b ezo g en  a u f  den S c h w e rp u n k t.
W as den A n g riffsp u n k t d er R esu ltie ren d en  b e tr if f t ,  is t es k la r, d aß  der 

A n g r if fsp u n k t von QK v o n  d e r  jew eiligen ä u ß e re n  B e la s tu n g  a b h ä n g t, w äh ren d  
d ie  W irkungslin ie  von  Q3 d u rc h  den S ch w erp u n k t S  h in d u rch g eh t. D ie Lage 
v o n  u n d  Q2 m uß a b e r  w e ite r  u n te rsu c h t w erd en .

D ie  F rage soll a llg em e in  fo lgenderm aßen  g e s te llt  w erden:
W o w ird  sich die R e su ltie re n d e  Qp des M o m en ten v ek to rsy s tem s M f — 

=  F  X r der am  P u n k t A  an g re ifen d en  K ra f t  F  b e fin d en  oder m it an d eren  
W o r te n :  wie erg ib t sich  d e r d en  A n griffspunk t d e r R esu ltie ren d en  festlegende 
O r ts v e k to r  qf ?

N ach  G leichung (5) is t

Qf = s ~QA X F .  (5')

Z u r  B estim m u n g  von  qf s c h re ib t m an das M o m en t des V ek to rsy stem s ~MF 
am  S ch w erp u n k t S au f:

Qf X Q f =  Г t ? X [ F X ( £  -  ÖA)] ds =  J SF- 
Ô

(6 )
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J s is t  d e r  a u f  den  S ch w erp u n k t bezogene T rä g h e its te n so r der k ru m m e n  Linie. 
Aus d e r G le ichung  fo lg t so fo rt, d aß

Qf J s F  =  0 (7)

d. h ., d ie  R ic h tu n g e n  von  qf u n d  F  sin d  e in a n d e r  k o n ju g ie rt z u g e o rd n e t.
M an m u ltip liz ie rt G leichung (6) v ek to rie ll von links m it fc:

k (  X Qf X  Q f ) — Q f Qf  =  к  X J s F ,

sodann  n o ch m als  sk a la r  m it dem  \ e k t o r  qaJ  s :

Q f Qa J s Qf — ( к X J s F )  Qa J s — k ( J  s F  X qaJ s ) — ~~ kJt \ (QA X F)~

J и is t d ie  zw eite  sk a la re  In v a r ia n te  des T en so rs  J nach  G le ichung  (5') is t

í (í a X F ) = - ^ .
s

S e tz t m a n  d iesen  W ert in  obige G leichung ein , fü h r t  die m öglichen K ü rz u n g e n  
du rch  u n d  re d u z ie rt die G leichung a u f  N u ll, so e rh ä lt sie die fo lg en d e  F o rm :

Qa J s 6f +  —  =  0 .  ( 8)
s

W enn m a n  in  G leichung (8) an  S telle  des k o n s ta n te n  gF das v e rä n d e rlich e  g 
se tz t, s te l l t  sie die G leichung d er A n tip o la ren  aA des P u n k te s  A  a ls  A n tip o l 
d ar. G le ichung  (8) besag t also, d aß  die R esu ltie ren d e  Q p des zu r K ra f t  F  — die 
am  P u n k te  A  an g re ift — gehörenden  M o m en ten v ek to rsy stem s a n  d e r A n ti
po la ren  a A des P u n k te s  A  als A n tip o l a n g re if t. D ieses E rg eb n is  is t  v o n  d er 
G röße d e r K ra f t  u n ab h än g ig , u n d  h ä n g t au ch  v o n  ih re r R ich tu n g  n u r  in so fern
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a b , a ls  sich  der E n d p u n k t  v o n  qf m it e in e r Ä n d eru n g  der R ic h tu n g  der 
K r a f t  a u f  der A n tip o la re n  a A v e rsch ieb t.

D ieses E rgebn is b e d e u te t ,  daß  auch die d en  K rä f te n  E i  u n d  E 2 zu g eo rd n e
te n  R esu ltie re n d e n  Q F1 =  Qi F 1 u n d  QF2 =  2 ebenfalls a u f  der A n tip o la re n
aA d es  P u n k te s  A  liegen . D a ra u s  fo lg t w ied eru m  w eite rs , daß  die U n b e k a n n te n  
-Ei u n d  F 2 im  M om ent des Y ek to rsy stem s M  a u f  die G erade aA n ic h t  Vor
k o m m e n , d . h ., M A k a n n  u n m itte lb a r  aus d e r  M om en teng le ichung  b e s tim m t 
w e rd e n .

R e c h n e t m an  an  S te lle  d e r K rä fte  F i  u n d  F% u n m itte lb a r  m it ih re r  R esu l
t ie r e n d e n  F ,  so k a n n  m a n  d as  Y ek to rsy stem  ~M a ls eine Sum m e aus d re i G lie
d e rn  an sch re ib en :

M  = M K + ' M F +  m 3M J ( M ,  =  ~F X r ) .

S t a t t  Fj_ u n d  F 2 e rsch e in t h ie r  die U n b e k a n n te  F • D ie  R esu ltie ren d en  d e r d re i 
V e k to rsy s te m e  QF, QF u n d  M AQ3 h a lte n  e in a n d e r  das G leichgew icht, ih re  A n 
g r if fsp u n k te  liegen also n o tw end igerw eise  a u f  e in e r  G eraden . A ndererse its  b e f in 
d e t s ich  d e r A n g riffsp u n k t v o n  Q F nach den  v o ra n g e h e n d e n  Ü berlegungen  a u f  
d e r  A n tip o la re n  aA. W e n n  d e r A n g riffsp u n k t v o n  Q k  m it P к  u n d  dessen  O rts 
v e k to r  m it  qk  b eze ich n e t w ird  (A bb. 5), so e rg ib t der S c h n ittp u n k t P F d e r 
G e ra d e n  a A u n d  der W irk u n g slin ie  von  d en  A n g riffsp u n k t des V ek to rs  QF. 
W e n n  m a n  w eiter in  B e tra c h t  z ieh t, d aß  g F  =  e q k ,  s o  w ird  im  S inne d e r  G lei
c h u n g  (7)

Qk  J s F  =  0 ,

w o ra u s  sich  die R ic h tu n g  v o n  F  b estim m en  lä ß t ,  w äh ren d  aus den  fü r  die 
P u n k te  S  u n d  P F a n g e se tz te n  M o m en teng le ichungen  die W erte  v o n  F  u n d  
M A b e re c h n e t w erden k ö n n e n :

F  =

M A =

es qa  (e X %)

1 Qk
(9)

e s
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Ü b e r  die V erh ä ltn isse  e rg ib t sich ein v o lls tän d ig e re s  B ild , w enn m an  n ic h t  fe s t
le g t, d aß  sich P u n k t  A  a u f  dem  R ah m en  b e fin d e n  soll, sondern  d ieser P u n k t  
n u r  m itte ls  eines s ta r re n , k ru m m en  S tabes a n  d e n  en tsp rech en d en  P u n k t  A '  
des R ah m en s angesch lossen  ged ach t w ird  (A b b . 6). D ie b isher a u fg es te llten  
G le ichungen  w erd en  au ch  in  d iesem  F alle  g e lten , w ozu m an  noch  h in zu fü g en  
m u ß , d a ß  das V e k to rsy s te m  M  auch  w e ite rh in  n u r  a u f  die L inie s, d ie d ie  w irk 
liche  L age des R ah m en s b ezeichnet, bezogen w erd en  m uß . D ie s ta r re  V e rb in 
d u n g  d u rch  S täb e  ä n d e r t  näm lich  n ich ts  a n  d en  m echan ischen  V erh ä ltn issen  
des R ah m en s u n d  das am  s ta rre n  S tab  b e fin d lich e  V ek to rsy stem  M  f ä l l t  aus 
d en  G leichungen  aus.

N ach  der K lä ru n g  d ieser T a tsach en  k ö n n e n  fo lgende A ussagen g em ach t 
w erden :

A b b .  6

A u s G leichung (8) is t  es k la r, d aß  die frü h e re n  B eh au p tu n g en  ü b e r  die 
gegenseitige  L age d er P u n k te  A  u n d  P p  a u c h  u m g e k e h rt r ich tig  s in d : P u n k t  
A  lieg t a u f  der A n tip o la re n  ap  des P u n k te s  P F (A bb. 6). Aus G le ichungen  (7) 
u n d  (9) is t  es fe rn e r o ffensich tlich , d aß  M a  u n d  F  u n ab h än g ig  s in d  v o n  der 
L ag e  des P u n k te s  A  a u f  d er G eraden  ap,  d. h ., P u n k t  A  k an n  a u f  d e r G eraden  
a p  v e rsch o b en  w erden , o hne  d aß  sich M a  n n d  F  än d ern .

D ie obige B e h a u p tu n g  e rg ib t sich au ch  au s  e iner e infachen m ech an isch en  
Ü berlegung :

D ie im  P u n k t  A '  a u f tre te n d en  in n e re n  K ra ftw irk u n g en  s in d  näm lich  
v o n  d er A n n ah m e des P u n k te s  A  u n a b h ä n g ig , das h e iß t, d aß  au c h  F  selbst 
d a v o n  u n ab h än g ig  is t , w äh ren d  M a  sieb m it d e r  sen k rech t a u f  d ie  R ic h tu n g  
v o n  F  gem essenen E n tfe rn u n g  d er P u n k te  A  u n d  A '  lin ea r ä n d e rt. V ersch ieb t 
s ich  also P u n k t  A  a u f  e in er zu r R ich tu n g  v o n  F  pa ra lle len  G eraden , so ä n d e r t  
s ich  au ch  M a n ic h t. N u n  is t  die G erade aF zu  F  p ara lle l g e ric h te t, d a  ih re  
R ic h tu n g  zu  d er R ic h tu n g  des den  O rt des A n tip o ls  bestim m en d en  O rtsv e k to rs  
qp k o n ju g ie r t is t ,  w as n a c h  G leichung (7) a u c h  fü r  die R ich tu n g  v o n  F  zu 
tr if f t .
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A u f  G rund  der G leichung (9) w ird  d er W e r t  von  M a N ull, fa lls d e r  W ert 
v o n  £ =  1 is t, d. h ., die P u n k te  P p  u n d  P p  fa lle n  zusam m en. D ies is t  a b e r  der 
F a ll, w e n n  P u n k t A  a u f  d er A n tip o la ren  a K des P u n k te s  P K l ie g t.

B e i e iner d e ra r t  angen o m m en en  L age des P u n k te s  A  w ird  zug le ich  m it 
M A  a u c h  M a Q 3 gleich N ull u n d  aus den  G le ichgew ich tsbed ingungen  e rg ib t sich

Q f  +  Q k  —  Ô
d . h .,

Q f  =  —  Q k -

W e n n  m a n  noch in  B e tra c h t z ieh t, d aß  qf =  qk  is t , so lä ß t sich aus G leichung
(6) f ü r  F  d ie fo lgende G leichung au fste llen :

Q k  x  Qk  = , J s F  ■

D u rc h  M u ltip lik a tio n  d ieser G leichung m it d em  T ensor J g 1 e rg ib t sich  F  
u n m it te lb a r :

J s  1 ( Q k  x  Qk ) =  F  • (10)

A us G le ichung  (5') is t jed o ch

ÎjiXï . L  = . Î l , in»
s s

also  e b e n  das M om ent d er K ra f t  F ,  bezogen  a u f  den  S ch w erp u n k t S . O ffen
s ic h tlic h  w ird  M a  d iesen W e rt e rre ichen , w en n  d e r P u n k t A  — e n tsp re c h e n d  
d e r er-P unk t-M ethode  — im  S ch w erp u n k t S  angenom m en  w ird.

Graphische Lösung

D ie u n b e k a n n te n  K ra ftw irk u n g e n  lassen  sich  auch g raph isch  b e s tim m e n . 
I n  G le ich u n g  (10) w erden  die W erte  Q K =  Q p k  und  Qk  — QKn  e in g ese tz t 
(A b b . 7):

Qk Qk ' J s (fe X re) =  — Q K Q p J s  (n x  к) =  F - (12)

W e n n  m a n  den  M ohrschen K re is  des sy m m etrisch en  T ensors — Q K Q p J s 1 — 
=  U  k o n s tru ie r t ,  so k a n n  m a n  a u f  d iesem  d en  zum  E in h e itsv e k to r  n  X fe 
g e h ö rig e n  V ek to r F  ab lesen . D er au sfü h rlich e  G ang  der g rap h isch en  E r m i t t 
lu n g  g e s ta l te t  sich n ach  A bb . 7 w ie fo lg t:

I m  en tsp rech en d  gew äh lten  S c h w e rp u n k ts -^ , y )-K o o rd in a te n sy s te m  w er
d en  d ie  V ek to ren  i U  =  U x u n d  j  U  =  Uy  e rm itte lt . In  K e n n tn is  d ieser
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G rößen  — und  nach  F e s tse tz u n g  der K ra f tm a ß e in h e it JVfc u n d  d e r  L än g en 
m a ß e in h e it N { — w ird  d e r  M ohrsche K reis in  dem  durch  d ie  E in h e its v e k to re n  
n  X к  u n d  n festgeleg ten  K o o rd in a te n sy s te m  (£, r\) k o n s tru ie r t. D ie  P u n k te  
X  u n d  Y  sind  die zu d e r *- bzw . y-A chse  geh ö ren d en  B ild p u n k te . Y '  is t  das 
a u f  die i-A ch se  bezogene S piegelb ild  des P u n k te s  Y .  Z ieh t m an  d u rc h  diesen 
P u n k t  Y '  eine P ara lle le  zu r «-A chse, so sch n e id e t diese G erade d e n  K re is  in 
d em  zu r £-Achse gehörenden  B ild p u n k t 3 .  N ach  d er A b b ild u n g  is t

sä  =  F-

D ie L age d er A n tip o la ren  a K k a n n  a u f  G ru n d  d er G leichung (11) k o n s tru ie r t  
w erd en . M ultip liz iert m an  die G leichung sk a la r  m it k- so e rh ä lt  m a n

QA ( F x k ) =  F g A ( e X k )  =  F h  =  -  Qk ,
s

w oraus sich e rg ib t, daß

sh 1
(13)

N a c h  A nnahm e der M o m en ten e in h e it N m t r ä g t  m an  a u f  die u -A ch se  d en  vor-
. , , Qk .

ze ichengerech ten  W ert v o n ----------, a u f  die v- A chse die d im ensio n slo se  E in h e it
s
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a u f . D e r  M aßstab  N  d e r  le tz te r e n  erg ib t sich  au s  (13) d u rch  d ie  frü h e r  schon  
a n g en o m m en en  ü b rig en  E in h e ite n  eindeutig :

N  . N , N k 
N m ‘

Z ie h t m a n  nun  aus P u n k t  D  eine P aralle le  zu r G erad en  S  E,  so sch n e id e t 
d ie se  d ie  v - Achse in  P u n k t  B ,  durch  w elchen d ie  m it  d er R ich tu n g  v o n  —F  

p a ra lle le  A ntipo lare  —Ok h in d u rch g eh t. D ie G e ra d e  B D  v e ran sch au lich t z u 
g le ich  au c h  die Ä n d e ru n g  d e s  M om entes М д .  M an  n im m t P u n k t A  be lieb ig  
a n  u n d  z ieh t durch  ih n  e in e  z u r  u-Achse p a ra lle le  G erad e . Die L änge d er d u rc h  
d ie  lî-A chse und  d u rch  d ie  G erad e  B D  a u f  ih r  a u sg e sc h n itte n e n  S trecke  e rg ib t 
— n a c h  der M o m en ten sk a la  gem essen — d en  W e r t  v o n  М д .

A nw endung bei v e rän d erlich em  Q u ersch n itt u n d  veränderlichem
E lastizitätsm odul

I m  Laufe der b is h e r ig e n  Ü berlegungen w u rd e  d er E in fach h e it h a lb e r  
v o ra u sg e se tz t , daß  d e r Q u e rs c h n it t  des S tab es  d es  R ah m en s u n d  sein  E lesti- 
z i tä ts m o d u l k o n s ta n t s in d . B e i dieser A n n ah m e w u rd e  d e r  S ch w erp u n k t S  u n d  
d e r  T rä g h e its te n so r le d ig lic h  durch  die g e o m e trisch en  V erhältn isse  d e r d u rch  
d ie  M itte llin ie  des R a h m e n s ta b e s  gegebenen k ru m m e n  L inie b e s tim m t.

B e i v erän d erlich em  Q u e rsc h n itt  u n d  v e rä n d e rlic h e m  E la s tiz itä tsm o d u l 
(d . h . v erän d erlich en  B ieg es te ifig k e it I E ,  w obei u n te r  I  das M om ent zw eiten  
G ra d e s  des S ta b q u e rsc h n itte s  a u f  die B iegeachse z u  v e rs te h e n  is t) , f ü h r t  m an  
d ie  B ezeichnung

ds
JE

=  d/г

e in . d/L bezeichnet die » e le m e n ta re  Masse« d e r  sch w eren  L inie. B ei e in e r d e r
a r t ig e n  B ezeichnungsw eise b e d e u te n  P u n k t S  u n d  T e n so r  J s  den S ch w erp u n k t 
b z w . d e n  a u f  den S c h w e rp u n k t bezogenen T rä g h e its te n s o r  der schw eren  L inie 
m i t  in h o m o g en er M assen v e rte ilu n g . D er G ang  d e r  B erech n u n g  b le ib t im  ü b r i
g en  u n v e rä n d e rt.

*

Abschließend folgt ein Rechenbeispiel. Der in Abb. 8 dargestellte geschlossene Rabmen 
m it konstantem Biegewiderstand soll in Punkt Л '  aufgeschnitten und die unbekannten 
inneren Kraftwirkungen bestimmt werden. Für die Berechnungen soll das auf der Abbildung 
dargestellte Koordinatensystem ( x , y )  angenommen werden, dessen Achsen zugleich die 
auf den Schwerpunkt bezogenen Trägheitshauptachsen des Rahmens darstellen.
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In  A b b . 9 w u rd e  am  au sg e rich te ten  S tab  d ie  d u rc h  d ie  äu ß ere  B elastung  b e d in g te  F u n k 
t io n  des B ieg em o m en ts М/с d a rg este llt . M it ih re r  H ilfe b e s t im m t m an  die V ek to ren  u n d  ~o^



d a  d ie  a u f  d ie x- bzw. y -A chse  bezogenen T räg h e itsm o m en te  des R ahm ens:
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M it d iesen W erten  e rg ib t sich

F  =  JgHQK X ? K) =  —  95,2бГ—  33,3i f  kg.

W ird  P u n k t  A  im  S c h w e rp u n k t an g en o m m en , so is t d e r  W e r t von  M д:

QkM .  = ------K- =  2785,7 c inkg .
л  s

D er G ang  de r g rap h isch en  L ösung  w ird  in  A bb. 10 v e ran sc h a u lic h t. D er W ert v o n  Q^ w ird  in  
d e r A b b ild u n g  abgem essen :

=  34,37 cm

QKgK —  26,8086 • 10« cm 3kg.

D ie M a tr ix  des T enso rs U  b e trä g t:

96,66 0

0 —  148,9

d . h ., Ü l =  ■— 96,66i kg , Uy =  —  1 4 8 ,9 /k g .
B ei de r K o n s tru k tio n  des M ohrschen K reises e rg ib t sich , d a ß  d ie P u n k te  X  u n d  У 

a u f  d e r f-A chse liegen, d . h ., d ie  P u n k te  У  u n d  Y '  fa llen  zu sam m en . L eg t m an  e ine  zu r x-Aehse 
p a ra lle le  G erade d u rc h  P u n k t  У , so e rh ä lt  m an  den  E n d p u n k t  S  des V ek to rs F.  D as M om en- 
te n d ia g ra m m  der K o n s tru k tio n  is t aus A bb. 11 e rsich tlich .

ZU SA M M EN FA SSU N G

D ie A rbeit b e fa ß t sich  m it de r U n te rsu ch u n g  d e r K rä f te v e rh ä ltn is se  a n  s ta tis c h  d re ifach  
u n b e stim m te n  R ah m en , d ie  eine geschlossene, ebene K u rv e  b ilden , im  f  a lle e in e r in die E bene  
des R ah m en s fa llen d en  B e la s tu n g  u n d  fü h r t  eine M ethode zu r v o n e in an d er un ab h än g ig en  
B estim m u n g  der u n b e k a n n te n  K ra f t  W irkungen vor. D ie M ethode b e ru h t a u f  de r E rk e n n t
n is, d a ß  das am  R a h m e n  an g reifen d e  B ieg em o m en t-V ek to rsy stem  ein G leichgew ich ts-V ektor- 
sy s tem  b ild e t, und  e rm ö g lich t (d u rch  A nw endung  des M ohrschen  K reises fü r  sym m etrische  
T en so ren ) eine e in fache  g ra p h isch e  B estim m ung  der u n b e k a n n te n  K ra ftw irk u n g en .

IN V E S T IG A T IO N  IN T O  T H E  FO R C E S IN  A T R IP L Y  ST A T IC A L L Y  IN D E T E R M IN A T E  
F R A M E , FO R M IN G  A C L O SE D  P L A N E  C U R V E , IF  T H E  LOAD IS IN  T H E  P L A N E  O F

T H E  FR A M E

B. SÂLYI

SU M M A RY

T his paper d eals w ith  th e  forces ac tin g  on a tr ip ly  s ta tic a lly  in d e te rm in a te  fram e, fo rm 
ing a  c losed p lane  cu rv e , i f  th e  load  is in  th e  p lane  o f th e  fram e . A m eth o d  is show n b y  w hich 
th e  u n k n o w n  force e ffec ts  m ay  be d e te rm in ed  in d e p e n d e n tly  fro m  each  o th e r. T he m eth o d  is 
based  on  th e  reco g n itio n  th a t  th e  v e c to r sy s tem  o f b e n d in g  m o m en ts  is an  eq u ilib riu m  vec to r 
sy s tem , allow ing a sim p le  g rap h ica l d e te rm in a tio n  o f th e  u n k n o w n  force e ffects b y  use  o f 
M ohr’s circle  re p re se n tin g  sy m m etrica l tensors.

16 Acta Technics XXIX/3—4.
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R E C H E R C H E S  SU R L ES C O N D IT IO N S  D E S  FO R C E S A G ISSA N T A U X  C A D R E S  T IR P L E -  
M E N T  H Y P E R S T A T IQ U E S  E T  F O R M A N T  U N E  C O U R B E  P L A N E  F E R M É E , E N  CAS 

D E C H A R G E S T O M B A N T  DANS L E  P L A N  D U  C A D R E

B. SÁLYI

R É SU M É

L ’a u te u r  exam ine les fo rces a g is sa n t a u x  cadres tr ip le m e n t h y p e rs ta tiq u e s  e t  fo rm a n t 
u n e  c o u rb e  p lane ferm ée, en  cas d e  ch arg es to m b a n t d an s le  p la n  d u  cad re . I l  in d iq u e  une  
m é th o d e  p o u r  la  d é te rm in a tio n  d es effe ts de  force inco n n u s , considérés in d é p e n d a m m e n t les 
u n s  d e s  a u tre s .  L a m éthode e s t b a sé e  su r la  co n sid éra tio n  que  le sy s tèm e  v ec to rie l des m o m en ts  
d e  f le x io n  rep résen te  u n  sy s tèm e  v e c to r ie l en  équ ilib re , e t p e rm e t u n e  d é te rm in a tio n  g rap h iq u e  
s im p le  d es  effets de force in co n n u s , p a r  u tilisa tio n  du  cercle de  M ohr re p ré se n ta n t  les ten seu rs  
sy m é tr iq u e s .

А Н А Л И З  Р А Б О Т Ы  С И Л  Р А М Ы , О Б Р А З У Ю Щ Е Й  С Т А Т И Ч Е С К И  Т Р И Ж Д Ы  Н Е 
О П Р Е Д Е Л Е Н Н У Ю  З А М К Н У Т У Ю  К Р И В У Ю  Н А  П Л О С К О С Т И , В П Л О С К О С Т И  

Р А М Ы  В С Л У Ч А Е  П Е Р В О Й  Н А Г Р У З К И

Б . ШАЙИ 

Р Е З Ю М Е

В работе дается анализ статически трижды неопределенных замкнутых рам, обра
зующих кривую на плоскости, в случае нагрузки, падающей в плоскости рам, и иллю
стрируется метод определения неизвестных действий сил независимо друг от друга. 
Метод основывается на том факте, что векторная система изгибающего момента рамы 
образует равновесную векторную систему и с использованием круга Мора, отображаю
щего симметричные тензоры, становится возможным простое определение при помощи 
построения неизвестных действий сил.
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