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O N  T H E  V A R I A B I L I T Y  O F  M I C R O P U L S A T I O N -

P E R I O D S

J .  V E R Ő

CAND. OF TECH. SCIENCES
GEOPHYSICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, SOPRON 

[M anuscrip t rece iv ed  Ja n u a ry  13, 1968]

T he artic le  a ffirm s V o e l k e r ’s re su lts  in connection  w ith  th e  la titu d e -d ep e n d e n ce  of 
geom agnetic  m ic ro p u lsa tio n s, b u t  a t  th e  sam e  tim e it  gives ev idence  for geologic in flu en ce  on 
th e se  periods.

1. In  re c e n t years  an  in c reas in g  n u m b er o f in v e s tig a to rs  h av e  d e a lt  w ith  
th e  la titu d e -d ep en d en ce  of m icro p u lsa tio n -p erio d s o f th e  geoe lec trom agnetic  
f ie ld , follow ing V o e l k e r ’s f l ]  a n d  S ie b e r t ’s [2] p a p e rs , m ain ly  o f  th e  ty p e s  
pc  2 —pc 4 w ith  periods betw een  10 sec an d  som e m in u te s . T he p ro b lem  consists  
o f  tw o  m ain  p a r ts :  how  does th e  p e rio d  of m ic ro p u lsa tio n s change a t  a given 
s ta t io n  du ring  th e  d ay , an d  how  does it  depend  in  a g iven p a r t  o f th e  d a y  on 
th e  (geographic or m agnetic) l a t i tu d e ?  L et us s ta r t  o u t from  V o e l k e r ’s s ta te 
m e n t: he considered  th e  period  o f m icro p u lsa tio n s in  W in g st, G ö ttin g e n , F ü r 
s ten fe ld b ru ck , a t  a d is tan ce  of 2 — 3° m agnetic  la t i tu d e  each . A t b o th  n o r th e rn  
s ta tio n s  (W n, G t) th e  period  h as  increased  from  daw n  to  su nse t (F ig . 1), also 
d u rin g  th e  w hole period  of th e  occu rrence  of d a y -tim e  p u lsa tio n s. In  F u , how 
ev er, i t  has been  m in im al a t  6 h  (U T ), and  la te r  in c reased  c o n tin u o u sly . T h e  p e 
rio d  decreased  d u rin g  th e  w hole d a y  in th e  d irec tio n  o f th e  E q u a to r , b u t  th e  
d im in u tio n  w as m ore ra p id  a ro u n d  noon (4 p e r cen t/deg ree  m a g n e tic  la t i 
tu d e ) . F ig. 1 show s th e  average  p e rio d  of reg u la r p u lsa tio n s  in  th e  O b se rv a to ry  
n e a r  N agycenk  (H u n g ary , Ф =  47,2°, Л  =  98,3°) for J u n e  —J u ly  1961, to 
g e th e r w ith  V o e l k e r ’s d a ta . Som e cases o f ex cep tio n a l pc 2 w ith  p e rio d s  8 — 
11 sec d is tu rb e d  th e se  v a lu es , w ith o u t th e m  th e  m o rn in g  periods w o u ld  be 
longer (d o tte d  line). In  1962 th e  periods for th e  sam e m o n th s a re  v e ry  close, 
b u t  som ew hat longer. T he cu rv e  seem s to  c o n tin u e  th e  tre n d  on V o e l k e r ’s 
s ta tio n s . T he m in im um  of F u  a t  6 h  appears in N c to  be so m ew h at la te r  (8 h) 
in b o th  y ea rs , i f  we ta k e  1961 w ith o u t th e  pc 2 -s .T h e  decrease in  th e  p e r io d  is 
q u ick er th a n  m ore to  th e  N o rth  (a t  least 10 p e r c e n t/0). This q u ick  decrease 
m a y  n o t be p ro d u ced  b y  sc a tte r ,  as th e  m ean  e rro r  in  all cases is a b o u t 1 sec. 
N agycenk  is, how ever, n o t a t  th e  sam e m erid ian  as V o e l k e r ’s s ta tio n s  a n d , as 
will be la te r  exp la in ed , geologic causes d is to r t th e  sp ec tru m  o f e a r th -c u r re n t 
v a ria tio n s  i: i N c, to o . The lack  o f  th e  evening  increase  m a y  be due  to  th e  lack  
o f  su ffic ien t reg u la r pu lsa tio n s in  N c.

1* Acta Geodaetica, Geophysica el Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969
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Fig. 1. A verage periods o f  re g u la r  p u lsa tio n s  a t  V o e l k e r ’s s ta tio n s  a n d  in  N ag y cen k  (3. J u n e — 
Ju ly  1961, 2. th e  sam e  m o n th s , b u t w ith o u t  p c  2, 1. J u n e — J u ly  1962)

Table I

Periods with maximal frequency in  different parts o f the day during the period 1957—67.

O b serv a to ry  near N ag y cen k

Year 0—3 h 3—6 h 6—9 h 9—12 h 12—15 h 15—18 h 18—21 h 21—0 h

1957 (34) 16 20 22 22 21 24 ( 3 0 ) sec

1958 (26) 23 26 28 30 30 (26) (21) sec

1959 (27) 20 24 26 26 26 (24) (2 4 )sec

1960 (28) 20 21 24 24 24 (32) ( 3 6 ) sec

1961 27 23 19 20 20 20 34 (28) sec

1962 24 24 21 21 21 24 30 (2 0 )sec

1963 34 30 21 21 24 27 30 ( 3 0 ) sec

1964 32 32 24 21 21 32 (30) ( 3 2 ) sec

1965 48 32 32 21 22 32 32 ( 2 8 ) sec

1966 (36) 32 25 24 25 29 40 (32) sec

1967 30 32 24 24 24 24 (40) ( 2 7 ) sec

( In  b ra c k e ts  less reliable d a ta )

1957— 1961 28 20 22 24 24 24 28 27 sec

1962— 1966 34 30 24 21 22 28 30 28 sec

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei Hung. 4, 1969



ON THE VARIABILITY OF MICROPULSATION-PERIODS О

In  T ab le  I th e  m ost f re q u e n t periods o f  m ic ro p u lsa tio n s in  N c a re  a r 
ran g ed  acco rd ing  to  local tim e  in  th e  y ears  1957 — 67 (inc lud ing  ir re g u la r  p u lsa 
tio n s). T he d a ily  d is tr ib u tio n  o f periods is q u ite  d iffe ren t d u rin g  th e  y e a rs  w ith  
m ax im u m  a n d  m in im um  so la r a c t iv i ty  (F ig . 2a). M inim al periods a p p e a r  d u rin g  
so lar m ax im u m  a t  ab o u t 3 — 6 h , d u rin g  so lar m in im u m  a t  a b o u t 9 — 12 h . T he 
daily  v a r ia tio n  o f periods seem s to  be ra th e r  d iffe ren t for d iffe re n t ty p e s  of 
p c -p u lsa tio n , as i t  was fo u n d  in  [3] th a t  fo r th e  m ost reg u la r p u lsa tio n s  th e

perio d  increases from  th e  m o rn in g  19 sec to  an  even ing  26 sec, s im ila r  to  V o e l - 
k e r ’s n o r th e rn  s ta tio n s  (F ig . 2b).

One fin d s th a t  th e  d a ily  v a r ia tio n  o f p e riods as fo u n d  b y  V o e l k e r  ho lds 
for N ag y cen k  in  b ro ad  o u tlin e s , to o .

2. T h e  la titu d e -d e p e n d en c e  o f m ic ro p u lsa tio n  periods w as in v e s tig a te d  
b y  m eans o f records fro m  th e  T a m a n ra sse t a n d  N iem egk o b se rv a to r ie s , in 
a d d itio n  to  V o e l k e r ’s d a ta .

A re m a rk a b ly  reg u la r  m ic ro p u lsa tio n -se rie s  o ccu rred  b e tw een  5 a n d  8 h , on 
J u ly  26, 1961. S m oothed  sp e c tra  a re  to  be seen in  F ig . 3 fo r N c a n d  N iem egk , 
w ith  m ax im a  a t  23 sec fo r N k  a n d  19 sec for N c. As th e  la titu d e -d iffe re n c e  b e 
tw een  th e se  observ a to ries  is 5°, th e  perio d  decrease  is 3 —4 p e r c e n t/0. F o r th e  
e a rly  m orn in g  hours V o e l k e r  o b ta in e d  2 p er c e n t/0. So i t  w as a g a in  fo u n d  th a t  
th e  p e rio d  decrease is a b o u t tw ice  th a t  o f  V o e l k e r ’s one. In  case o f V o e l k e r ’s 
d a ta  a n d  N ag y cen k , th e  q u ick e r decrease cou ld  be in te rp re te d  as a  r e s u lt  o f  th e  
lo n g itu d e-d iffe ren ce , b u t  th e  decrease  b e tw een  N c a n d  N k c a n n o t to  b e  u n d e r
s to o d  in  th is  w ay.
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Fig. 2b. A verage p e rio d  o f th e  m o st re g u la r  p u lsa tio n  s 
a t  N ag y cen k  (from  [3] )

Fig. 2a. A verage period  of a ll 
p u lsa tio n s  in  N agycenk  in  so lar 
m ax im u m  (1) an d  m in im um

y ears  (2)
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A g rea te r  q u a n t i ty  o f d a ta  was used  fro m  T am a n ra sse t (Ф =  25,4°). 
T h e  sp e c tra  for th e  d ay s  considered  (Ju n e  9, 13 — 14, S ep t. 9 — 10, 1958) was 
c o m p u te d  b y  th e  m e th o d  u sed  in th e  O b se rv a to ry  o f  N agycenk  fo r ra p id -ru n  
re c o rd s . All th e  reco rd s  w ere fo r 68  hours. S p e c tra  fo r som e p a r ts  o f th is  m a te ria l 
c a n  be  seen in  F igs 4 — 7; th e  sp ec tru m  o f th e  m id d a y  hours of J u n e  m erits 
sp ec ia l a tte n tio n , as acco rd in g  to  V o e l k e r  th e  period-d ifference  shou ld  be th e  
g re a te s t  in th is p a r t  o f  th e  d ay . Fig. 8 show s th e  ra tio  o f occurrence frequencies 
fo r  som e groups o f  th e  d a ta .  T here is a fa ir  co rrespondence  am ong  th e  th ree  
c u rv es . In  T a m a n ra s se t th e  frequency  w as g re a te r  fo r th e  periods 10— 16 see

Fig. 3. Sm oothed  sp e c tra  o f m ic ropu lsa tions a t  N c a n d  N k , J u ly  26, 1961, 5— 8 h  U T

Fig. 4. S p e c tra  o f  T am an ra sse t an d  N a g y ce n k , S ep t. 8—9, 1958
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a n d  35 — 60 sec (tw ice  a n d  five tim es , resp .). A t 25 sec th e  frequency  in  N c is 
a b o u t one and  h a l f  tim e s  h igher th a n  in  T m . B elow  10 sec an d  above  60 sec, 
th e  frequency  in  T m  is less re su ltin g  from  in s tru m e n ta l causes. A num erica l v a lu e  
fo r th e  decrease o f  periods is h a rd ly  to  be d e te rm in e d  because for d e te rm in in g  
an  “ av erag e”  p e rio d  th e se  sp ec tra  do n o t a p p ly  p ro p erly . I f  one chooses 
th e  periods w ith  m ax im a l freq u en cy , i.e. fo r  T m  18 sec an d  fo r N c 21 
sec, th e  decrease is less th a n  1 p e r c e n t/0. W h en  th e  ex trem e values in  F ig . 8 
a re , how ever, co n sid e red  (12 an d  25 sec, resp .) th e n  th e  decrease is a b o u t 3 —4 
p e r  c e n t/0. This v a lu e  corresponds w ell w ith  th e  ea rlie r ones, b u t  i t  is q u e s tio n 
ab le  w h e th e r su ch  a choice could  be  a d m itte d .

Fig. 5. S p e c tra  o f T am an ra sse t and N a g y ce n k , Ju n e  9, 13— 14, 1958
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3. Some d a ta  on geologic in fluences on  m ic ropu lsa tion  perio d s in  e a rth -  
c u r r e n t  records.

M rs. Czuczor [4] c o m p ared  som e reco rd s  (th ree  days) o f B u d k o v  (Ф =  
=  49 .1°) in  C zechoslovakia a n d  N agycenk  in  re sp ec t o f th e ir  m ic ro p u lsa tio n  
s p e c tra .  She found  (F ig . 9 in  [4]), th a t  in  B u d k o v  th e  freq u en cy  o f  p e rio d s  over

Fig. 8. R a tio s  o f  th e  freq u en c ies  o f  d iffe ren t pe rio d s a t  N ag y cen k  an d  T a m a n ra sse t 
(1. Ju n e  1958, 9— 15 h ; 2. Ju n e  1958, 15— 9 h , 3. Sep t. 1958)

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4,1969

Fig. 7. A s F ig . 5, b u t  o n ly  15 — 9 h  LT
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30 sec is (ab o u t tw ice) g re a te r  th a n  in  N ag y cen k ; below  30 sec th e  d ifferences 
are  sm alle r an d  n o t reg u la r.

I t  can  be reg a rd ed  as a c o n tr ib u tio n  to  th is  p rob lem  a com parison  o f 
th e  m ag n e tic  d a ta  o f th e  O b se rv a to ry  in  G archy  (99 =  47° 17 ') w ith  e a rth -  
c u rre n t d a ta  o f Nc w hich w as m ad e  possib le  d u rin g  a s ta y  in  F ran ce  b y  a g ra n t

I ---------Nc
1200 I --------Gy (all amplitudes)

-------- Gy (significant amplitudes)

Fig. 9. C u m u la tiv e  sp e c tra  o f N ag y cen k  an d  G archy  fo r 20— 22 J u ly  an d  19— 21 O cto b er 196S

of th e  C N R S. As G arch y  a n d  N ag y cen k  lie n e a r ly  a t  th e  sam e la t i tu d e , th is  
com parison  m ain ly  show s th e  effects o f local geologic fac to rs  on th e  e a r th -  
c u rre n t reco rd s, as no p lau sib le  ex p la n a tio n  is e v id e n t fo r lo n g itu d e -d ep en d en t 
p r im a ry  freq u en cy  v a r ia tio n s .

T h e  reco rds o f G arch y  from  6 days o f th e  y e a r  1965 (20—22 J u ly  a n d  
19—21 O ctober) w ere co m p ared  w ith  reco rds o f Nc from  th e  sam e p erio d . C u
m u la tiv e  sp ec tra  can  be seen in  F ig . 9, in  G arch y  fo r s ig n ifican t a m p litu d es  
a n d  fo r all am p litu d es  se p a ra te ly  (in th e  la t te r  som e cases o f no ise  m ay  be  in 
cluded ). The d ifferences b e tw een  b o th  th e  cu rves o f G arch y  do n o t d is to r t  th e  
sp e c tru m  in re sp ec t to  N c. B etw een  N c an d  G arch y  th e  d ifferences a p p e a r 
again  m a in ly  a ro u n d  60 sec. T h e  d ifference below  20 sec is o f in s tru m e n ta l o r i
g in. These differences shall be d iscussed  la te r .

T his com parison  gave ev idence  of th e  s im u ltan eo u s  ap p ea ran ce  o f re g u 
la r  m ic ro p u lsa tio n s a t  a d is ta n c e  o f a b o u t 1000 k m . In  th e  573 q u a rte r-h o u rs  
s tu d ie d  th e  re g u la r ity  o f m ic ro p u lsa tio n s  w as in  241 cases (42% ) v e ry  s im ila r , 
in  290 cases (50 ,5% ) s im ila r a n d  on ly  in 42 cases (7 ,5% ) d iffe ren t. T h ere  is, 
how ever, a de lay  o f a b o u t 90 m in  in  G arch y  in  th e  a c t iv i ty  o f m ic ro p u lsa tio n s
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in  re sp e c t to  Nc. T h is d ifference ap p ea rs  ro u g h ly  so th a t  in  th e  forenoon th e re  
is m ore  reg u la r m ic ro p u lsa tio n  in  N c, in  th e  a fte rn o o n  in  G arch y  (F ig . 10). 
T h is  d e lay  is so m ew h at m ore th a n  it  w ould  h av e  been  acco rd in g  to  th e  long i
tu d e -d iffe ren ce  (60 m in).

4. Fig. 11 su m m arizes  th e  re su lts  o f T a m a n ra sse t, B u d k o v  an d  G archy  
in  re sp ec t to  N ag y cen k  fo r th e  d is to r tio n  o f th e  sp e c tra . I t  can  be  seen th a t  in 
th e  ran g e  20  — 60 sec w here  b o th  co m p o n en ts  (m ag n etic  a n d  e lec tric ) a n d  all

Fig. 10. D istrib u tio n  o f re g u la r  p u lsa tio n s  (U T ) a t  G arch y  a n d  N ag y cen k  fo r th e  sam e d ay s
as in  F ig . 9

F ig . 11. R a tio s  of th e  freq u en c ies  o f d iffe re n t pe rio d s a t  T am an ra sse t, B u d k o v  a n d  G arch y  to
N ag y cen k

Acl a GeodablicatGeophysica cl Siontanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969
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in s tru m e n ts  w ork p ro p e rly , th e  ra tio s  o f th e  frequencies in th e  o b se rv a to r ie s  
m e n tio n e d  above a t  N agycenk  h av e  c e r ta in  s im ila r tren d s . T his co m m o n  tre n d  
can  on ly  be a t t r ib u te d  to  th e  geologic s t ru c tu re  below  Nc (or below  th e  w hole 
C a rp a th ia n  B asin), an d  th e  d ev ia tio n s  from  th is  com m on tre n d  to  th e  geologic 
s tru c tu re s  of th e  o th e r  o b se rv a to rie s , n o t re g a rd in g  th e  la t i tu d e -d e p e n d e n t 
v a r ia tio n s .

T he fac t, t h a t  th e  freq u en cy  o f  m ic ro p u lsa tio n s  w ith  p e rio d s  o v e r 30 sec 
is re la tiv e ly  sm all, h a d  a lread y  been  fo u n d  ea rlie r in N agycenk . S im u lta n e o u s ly  
(or p e rh ap s  co n seq u en tly ) th e  fre q u e n c y  o f  periods 20 — 25 sec is g re a te r . This 
sh if t in th e  sp e c tru m  could  be u n d e rs to o d  as being  th e  re su lt  o f  th e  geologic 
s itu a tio n , as has a lre a d y  been m e n tio n e d . T h e  suggestion  t h a t  th e  anom aly  
e x te n d s  to  th e  w hole basin  is b a se d  on th e  fac t th a t  on r a p id - ru n  reco rd s in 
d iffe re n t p a r ts  o f  H u n g a ry , no  a p p a re n t  d e p a r tu re  has been  fo u n d  fro m  th e  
sp e c tru m  o f N c. A d ifficu lty  o f  th is  e x p la n a tio n  is, how ever, t h a t  n o  overall 
su p p o r t is fo u n d  on m ag n e to te llu ric  so u n d in g  curves for th is  su p p o s itio n . So it 
is m ore  p ro b ab le  t h a t  th e  an o m aly  is cau sed  b y  a con d u c tiv e  zone o r  h o riz o n ta l 
in h o m o g en e ity  below  N agycenk  in  a d e p th  correspond ing  to  th e s e  periods 
(F ig . 12).

Acta Geodaetica, Geophysica el Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969
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C oncerning th e  o th e r  p a r t  of th e  p ro b lem  n o  g re a t v a ria b ility  in th e  la t i 
tu d e -d e p e n d e n ce  o f m ic ro p u lsa tio n  periods w as fo u n d , an d  V o e l k e r ’s s ta te 
m e n t w as n o t co n firm ed  co m p arin g  his re su lts  to  N c. O nly th e  spo rad ic  early  
m o rn in g  d a ta  show  Y o e l k e r ’s daily  tre n d .

A  fu r th e r  p ro b lem  w o u ld  be an in v e s tig a tio n  in to  th e  m ic ro s tru c tu re  of 
la titu d e -d e p e n d en c e . W ith  th e  found  d ep en d en ce  o f  4 p e r cen t/0, for a s ta tio n -  
d is ta n c e  o f 100 k m  in  th e  N — S d irection  (a b o u t 1°) a period-d ifference  of 4 
p e r  cen t, or th e  lack  o f  a  s in u so id  from  ev e ry  25 sin u so id s  w ould re s u lt .  Such 
d is ta n c e s  were o ften  re a c h e d  during  th e  re g io n a l e a r th -c u rre n t su rv e y  o f 
H u n g a ry , b u t  no case o f  su ch  a lack  has b een  fo u n d . In  som e cases th e  reco rd s  
co u ld  n o t  be used b e cau se  o f  differences o f a c t iv i ty .  T he tra n s itio n  m ay  n o t he 
a c o n tin u o u s  one, b u t  w ith  ju m p s  d u rin g  a m p li tu d e  m in im a.
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Й. ВЕРЁ

РЕ ЗЮ М Е

С т ат ья  подтверж дает р е зу л ь т а т ы  В олкера в отнош ении  периодической зависим ости  
гео м агн и тн ы х  м и кр о п у л ьсац и й , но в  то ж е врем я д о к а зы в ае т  вл и ян и е  на эти периоды  
гео л о ги ч еск и х  ф акторов.
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E L E C T R O N  D E N S I T Y  ( N ( h ) )  P R O F I L E S  A B O Y E  

B É K É S C S A B A ,  H U N G A R Y ,  I .  S U N S P O T  M I N I M U M .

Q U I E T  D A Y S

P. B E N C Z E

CAND. OF GEOSCIENCES
GEOPHYSICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, SOPRON 

[M anuscrip t rece ived  J a n u a ry  25, 1968]

R ecognizing  th e  necessity  o f th e  know ledge  o f th e  e lectron  d is tr ib u tio n  in  th e  ionosphere  
in  th e  s tu d y  of th e  re la tio n s  be tw een  th e  io n o sp h ere  a n d  th e  com p o n en ts  o f th e  e lec tro m ag n e tic  
f ie ld  o f th e  E a r th  th e  a u th o r  describes th e  p ro ced u re  used  to  co m p u te  e lec tro n  d e n sity  p ro files 
fro m  ionogram s o f th e  ionospheric  s ta tio n  B ék éscsab a , H u n g a ry , fo r th is  p u rp o se . Q u ie t d ay  
av era g e  N (h) profiles a re  given fo r th e  su m m er, eq u in o x  a n d  w in te r  m o n th s  o f 1964.

T he d irec t m easu rem en t of th e  v a r ia tio n  of e lec tron  d e n s ity  w ith  h e ig h t 
en ab les  th e  d e te rm in a tio n  of va lues re fe rrin g  only  a t  a g iven p o in t to  a given 
m o m e n t, an d  besides th is , i t  is an  ex p en siv e  p rocedure . T here fo re , th e  m ost 
im p o r ta n t  m e th o d  for th e  d e te rm in a tio n  o f th e  e lec tron  d e n s ity  d is tr ib u tio n  
rem ain s th e  c o m p u ta tio n  o f e lec tron  d e n s ity  profiles from  io n o g ram s. N am ely  
w e n eed  th e  know ledge o f th e  v a r ia tio n  o f th e  e lec tron  d e n s ity  w ith  h e ig h t 
n o t  o n ly  in our in v e s tig a tio n s  re la te d  to  th e  physics of th e  ion o sp h ere  b u t  also 
in th e  s tu d y  of th e  re la tio n s  betw een  th e  ionosphere  an d  th e  co m p o n en ts  o f th e  
e lec tro m ag n etic  f ie ld  o f th e  E a r th .  As reg a rd s  th e  d iu rn a l v a r ia tio n  of th e  geo
m ag n e tic  fie ld  we n eed  i t  fo r th e  c o m p u ta tio n  of th e  e lec trica l c o n d u c tiv itie s  
o f th e  ionosphere . I t  is n ecessa ry  to  k n o w  th is  also for th e  d e te rm in a tio n  of 
th e  to ta l  e lec tron  c o n te n t o f th e  io n o sp h ere , if  we w ill in v e s tig a te  th e  a t te n u a 
tio n , or screen ing  effect ex e rted  b y  th e  ionosphere  on th e  sh o rt perio d  v a r ia 
tio n s  of th e  geom agnetic  fie ld  (m icro p u lsa tio n s) an d  e lec tro m ag n e tic  w aves 
o rig in a tin g  ab o v e  th e  ionosphere . M oreover we also n eed  th is , if  we w a n t to  
s tu d y  th e  ro le o f  th e  ionosphere  as one o f th e  b o u n d aries  o f th e  e a rth -io n o 
sp h ere  w avegu ide p lay ed  in  th e  p ro p a g a tio n  o f ex trem ely  low  (E L F ) to  m ed ium  
freq u en cy  (M F) n a tu ra l  a n d  a rtif ic ia l e lec tro m ag n etic  w aves.

This reco g n itio n  led  us as we s ta r te d  to  co m p u te  e lec tro n  d e n s ity  p ro 
files from  ionogram s of th e  ionospheric  s ta tio n  B ékéscsaba (46° 4 0 ' N , 21° 10' E ) 
o f th e  C en tra l M eteoro logical I n s t i tu te  (B u d ap est) . A ccord ing  to  th e  dem ands 
o f  th e  in v es tig a tio n s  u rg ing  th e se  c o m p u ta tio n s  we d e te rm in e  e lec tro n  d e n 
s ity  profiles fo r g eom agnetically  q u ie t an d  d is tu rb e d  day s o f b o th  th e  m in im um  
a n d  th e  m ax im u m  of th e  so lar cycle . Q u ie t a n d  d is tu rb e d  day s w ere selec ted  
on th e  basis o f К  n u m b ers  d e te rm in ed  from  th e  m ag n e to g ram s o f th e  G eophys-
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ical O b se rv a to ry  n e a r  N agycenk  o f th e  G eophysica l R esearch  L a b o ra to ry  o f 
th e  H u n g a r ia n  A cad em y  o f Sciences (S opron). U n fo r tu n a te ly  th e  often  u n s a tis 
fa c to ry  q u a lity  o f th e  ionogram s g re a tly  d im in ish ed  th e  n u m b e r of th e  u sab le  
h o u rs . T h e  poor q u a lity  is due  f irs t o f all to  th e  in te rfe ren ce  p ro d u ced  all over 
E u ro p e  b y  b ro a d c a s tin g  s ta tio n s  in  th e  fre q u e n c y  ran g e  o f 1 to  1.6 Me an d  th e  
ab sen ce  o f th e  tra c e  n e a r  th e  c ritic a l f req u en cy  c re a te d  b y  dev ia tiv e  a b so rp 
tio n , w h ich  m ay  p a r t ly  be a t t r ib u te d  to  th e  sm all pow er o u tp u t of th e  soun d in g  
e q u ip m e n t.

Fig. 1. F an -lik e  d iag ra m  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  tru e  h e ig h t a t  a g iven freq u en cy

A t th e  iono sp h eric  s ta tio n  B ékéscsaba  an IR X  ty p e  a u to m a tic  iono 
sp h eric  re c o rd e r  is w ork ing . T h e  freq u en cy  scale o f  th is  eq u ip m en t is linear. 
T h ere fo re , i t  seem ed  rea so n ab le  to  use th e  m e th o d  o f S c h m e r l in g  [1] fo r th e  
d e te rm in a tio n  o f th e  e lec tro n  d e n s ity  p rofiles. W e ap p lied  th e  follow ing p roce
d u re : T h e  v ir tu a l  h e ig h ts  n ecessary  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  tru e  h e ig h t a t 
a g iven  fre q u e n c y  a n d  belong ing  to  frac tio n s  o f th is  freq u en cy  m ay  be read ily  
fo u n d , i f  w e c o n s tru c t a fan -lik e  d iag ram  scaled  acco rd in g  to  th ese  frac tio n s on 
t r a n s p a re n t  p a p e r  (F ig . 1). L ay in g  th e  v e r tic a l in itia l line o f th e  d iag ram  on th e  
zero f re q u e n c y  m a rk  o f th e  io n o g ram  an d  th e  la s t line  of th e  fo rm er on th e  
freq u en cy  m a rk  to  w hich  th e  p e rta in in g  tru e  h e ig h t we w ish to  fin d , th e  in te r 
sections o f  th e  slop ing  lines a n d  th e  zero line  o f th e  v ir tu a l h e igh t scale give 
tho se  freq u en c ies  to  w hich  th e  belong ing  v ir tu a l h e ig h ts  m u s t be read . T hen  we 
slide th e  d ia g ra m  u p w ard s  an d  m ake th e  p o in ts  o f  in te rse c tio n  an d  th e  tra c e  
on th e  io n o g ram  coincide. T he a p p ro p ria te  v ir tu a l  h e ig h ts  m ay  be re a d  from  
th e  h e ig h t scale . To m ak e  th e  sca ling  m ore easy  th e  ionogram s w ere p rep a red
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Fig. 2. D a y tim e  and  n ig h ttim e  e lec tro n  d en sity  d is tr ib u tio n  of a su m m er d a y

Fig. 3. D ay tim e  and  n ig h tt im e  electron  d e n s ity  d is tr ib u tio n  o f a  w in te r  d a y
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as follow s: W e m ade p r in ts  o f th e  35 m m  film  lay ing  a tr a n s p a re n t  film  
w ith  e q u id is ta n t scale p rep a red  by  m ak in g  sc ra tch es on th e  p h o to g ra p h ic  p a p e r . 
P u t t in g  th e  film  w ith  th e  ionogram s in to  th e  en la rg er we v a ried  th e  e n la rg e m e n t 
t i l l  th e  100  km  h e ig h t m ark s o f th e  v ir tu a l h e ig h t scale of th e  io n o g ram  an d  
e v e ry  te n th  m ark  of th e  e q u id is ta n t scale conicided . I t  w as re la tiv e ly  easy  to  do 
th a t  since th e  h e ig h t scale o f th e  ionogram s is su ffic ien tly  un ifo rm . T h u s , we 
o b ta in e d  a h e ig h t scale w ith  10 k m  m arks.

W e u sed  th e  so-called  “ te n  p o in t”  m e th o d  [1]. As a t th e  io n o sp h eric  s t a 
tio n  B ékéscsaba  th e  m ag n etic  d ip  is 63°, th e  va lu e  of th e  fie ld  in te n s i ty  a t  
300 km  o b ta in ed  by  e x tra p o la tio n  o f th e  g ro u n d  v alue  accord ing  to  th e  in v erse  
cube  law  0.411 oe rs ted , th e  g y ro freq u en cy  1.15 Mc/s, th e  coeffic ien ts u sed  b y  
us w ere tho se  show n in  th e  fo llow ing tab le .

1 2 3 4 5 6
f l f n 0.071 0.208 0.388 0.461 0.576 0.683

7 8 9 10
f l f n 0.782 0.870 0.941 0.986

w here  f n is th e  freq u en cy  a t  w hich  th e  tru e  h e ig h t is desired .
F igs 2 an d  3 show  as an  i l lu s tra tio n  o f th e  resu lts  o b ta in e d  b y  th e  p ro 

ced u re  d ay tim e  an d  n ig h ttim e  e lec tro n  d is tr ib u tio n s  for a su m m er a n d  a w in te r  
d ay . O n th e  follow ing F igu res 4 ,5  a n d  6 h o u rly  average  e le c tro n -d en s ity  p ro files 
fo r th e  q u ie t days o f su m m er, eq u in o x  a n d  w in te r m o n ths o f 1964 (su n sp o t 
m in im um ) are  rep ro d u ced . T he sh ap e  of th e  profiles is in fluenced  b y  th e  fac t 
t h a t  th e y  are  averages of d iffe ren t e lec tron  d en sity  d is tr ib u tio n s  d u e  to  the  
v a r ia tio n  of th e  zen ith  d is tan ce  o f th e  sun .

T his p rocedure  lim its  th e  d e te rm in a tio n  of th e  e lec tro n  d e n s ity  profiles 
to  h e ig h t in te rv a ls  v isib le on th e  ionogram  w ith o u t an y  e x tra p o la tio n  o f th e  
pro file  to  th e  F 2 -lay er m ax im u m , resp . below  f mm . T herefo re , to  h a v e  m ore 
co m p le te  an d  m ore a c c u ra te  e lec tro n  d e n s ity  profiles th e  p ro g ra m  o f a com 
p u te r  m e th o d  has been  developed  fo r th e  co m p u te r recen tly  a c q u ire d  b y  th e  
L a b o ra to ry . T he resu lts  w ill be p u b lish ed  in  a la te r  p ap e r.

R E F E R E N C E

1. S c h m e r lin g , E . R .—V e n t r ic e , C. A .: C oefficients fo r th e  R ap id  R e d u c tio n  o f h ’— f  R e
cords to  N —h Profiles w ith o u t C om puting  A ids. J . Atmosph. Terr. P hys . ,14 (1959), 249.
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С Е Ч Е Н И Я  П Л О Т Н О С Т Е Й  Э Л Е К Т Р О Н О В  Н А Д  Б Е К Е Ш Ч А Б О Й  (В Е Н Г Р И Я )
I. М И Н И М У М  С О Л Н Е Ч Н Ы Х  П Я Т Е Н , С П О К О Й Н Ы Е  Д Н И

П. Б Е Н Ц Е

Р Е З Ю М Е

А втор, при знав  необходим ость в знании  р асп р ед ел ен и я  плотностей электрон ов  в 
ионосф ере, при р ассм о тр ен и и  зависимостей м еж д у  ком понентам и ионосферы и зем ного 
электром агн итн ого  п о л я , по ионограм мам  ион осф ерной  станции в Б екеш чабе  вы числил 
сеч ен и я  плотностей эл е к тр о н о в . Описывает п р и м ененны й  им  способ и извещ ает о среднем 
часо во м  распределении  п л отностей  электронов, о тн осящ ем ся  к  спокойны м  дн ям  летни х , 
равн оденствен ны х  и зи м н и х  м есяцев 1964 года (м и н и м ум  солнечны х пятен).
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D A S  A N L E G E N  A N S C H L I E S S E N D E R  W E G E S Y S T E M E  

F Ü R  M A T E R I A L B E W E G U N G

J .  ZAMBÓ

KORRESP. MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  am  26. M ärz  1968]

An ein b e re its  v o rh a n d e n e s  W egesystem  k a n n  in  d e r  W eise angeschlossen w e rd en , d a ß  
en tw ed er d ie von  den  n e u e n  P u n k te n  ausgehenden W ege sich  in  einem  K n o te n p u n k t tre f fe n , 
o der diese W ege in eine K a m m lin ie  e inm ünden . Im  le tz te re n  F a lle  is t die o p tim ale  L ag e  der 
K am m lin ie  im m er an  e in en  P u n k t  gebunden ; sie v e r lä u f t  im m er d u rch  einen d e r P u n k te .  
Im  e rs te ren  Fa lle  is t d ieses n ic h t  eine ausschließliche B ed in g u n g  des O ptim um s. A u s dem  
V ergleichen de r beiden  S y s tem e  g e h t h ervor, d aß  im  a llg em e in en  das günstigere A n legen  d a n n  
vorlieg t, w enn die n euen  P u n k te  sich  an  eine K am m lin ie  an sch ließ en , besonders d a n n , w enn 
das von  den  n euen  P u n k te n  ged eck te  G ebiet in  irg en d e in e r  R ich tu n g  eine g e s trec k te  F o rm  
aufw eist.

B eim  E n tw e rfe n  des W egesystem s fü r  M ateria lbew egung  k a n n  fre i von  
G eb u n d en h e iten  a llgem ein  n u r  bei N eu an lag en  v e rfa h re n  w erden. In  so lchen  
F ä llen  is t d an n  das W egesystem  je  nach  d em  C h a ra k te r  der L a g e rs tä t te  ein 
K n o te n p u n k t-  oder ein  K am m lin ien -S y stem , m it e iner geraden , g eb ro ch en en  
oder m it m eh reren  K am m lin ien , sch ließ lich  au ch  eine K o m b in a tio n  d ieser 
S ystem e. E n tsp r ic h t das von  den P u n k te n  des S ystem s bedeck te  G e b ie t e tw a  
einem  K reise , so w erd en  w ir das K n o te n p u n k tsy s te m  bevorzugen , is t  es a b e r 
ellipsenförm ig , so k o m m t das System  e in e r K am m lin ie  oder g eb ro ch en en  
K am m lin ie  in  F ra g e . H a t  das von den P u n k te n  ok k u p ierte  G eb ie t auch  
flü g e la rtig e  E rs tre c k u n g e n , so w ählen w ir a ls L ö su n g  ein System  m it m eh re ren  
K am m lin ien  [1, 2 ]. S e lb s tred en d  k an n  au c h  d e r  F a ll e in tre ten , d a ß  d e r  C ha
ra k te r  des S ystem s im  vo rnh in e in  n ich t e in d e u tig  festgeleg t w e rd en  k a n n ; 
in  so lchen F ä llen  m ü ssen  w ir dann  zum  V e rfa h ren  des V ergleichens a l te r n a t i 
v er L ösungen  g reifen .

In  der P ra x is  s te h e n  w ir m eist F ällen  g eg en ü b er, die in  erh eb lich em  M aße 
G eb u n d en h e iten  e n th a lte n . Die häu fig ste  d ie se r B edingungen  is t ein  b e re its  
bestehendes W eg esy stem , an  welches an g esch lossen  w erden so ll: H ierb e i 
m uß  eine gewisse A n zah l neuer P u n k te  d em  b esteh en d en  S ystem  zu g efü g t 
w erden . E in  so lcher F a ll is t beispielsw eise in  A b b . I  d a rg es te llt, w o a n  ein 
b e re its  v o rh an d en es  W egesystem  die A n zah l n  n eu e r P u n k te  an g esch lossen  
w erden  soll. D as A nsch ließen  dieser n  n e u e n  P u n k te  kann  g le ich fa lls  m it 
einem  K n o te n p u n k t, m it einer K am m lin ie  u sw . erfolgen.

Bei P rü fu n g  des A nschlusses von n  w e ite re n  P u n k te n  w enden  w ir  zu ers t 
das A ugenm erk  a u f  ein  K n o te n p u n k tsy s te m , u m  es dann  m it d e r  L ösu n g
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d u rc h  ein  K am m lin ien sy stem  zu v e rg le ich en . Es sollen d esh a lb  z u e rs t die 
th e o re tis c h e n  Z u sam m en h än g e  fü r  das ansch ließende E in p u n k t-K n o te n 
p u n k ts y s te m  einer n ä h e re n  B e tra c h tu n g  u n te rz o g e n  w erden .

G em äß  A bb. 2 is t  e ine  frü h ere  K a m m lin ie  gegeben, d e ren  E n d p u n k t 
m it  В u n d  ein w e ite re r  ih re r  P u n k te  m it  A  bezeichnet is t. F e rn e r  is t  eine 
n -A n z a h l von  neu en  P u n k te n  gegeben ( P 15 P 2, . . ., P ,, . . . P „ ). Z u  suchen

is t e in  O -P u n k t, w elcher e inerse its  m it d en  P 15 . . . P „ -P u n k te n , a n d e re r
se its  m it  dem  B -E n d p u n k t so zu v e rb in d en  is t ,  d aß  in dem  d a m it g esch affe 
n en  W eg esy stem  die S um m e der gew uchteten  E n tfe rn u n g en  ein M in im um  
b e tra g e .

Z u  je d e m  einzelnen  P j-P u n k t gehören  zw ei G ew ichte. D as e in e , p,-, 
g e h ö r t  zu m  W ege P ,0 ,  das an d e re , g,-, g e h ö rt zu m  W ege OB. D e m n ach  sind  
d ie  G ew ich te  der W ege P x0 ,  P 20 ,  . . ., P ;0 ,  . . ., P „ 0  der R eihe n a c h  p v  p 2, 
. . p h . . ., p n, fü r den  A b sc h n itt OB a b e r  q1 -f- g2 -J- . . . g, -j- . . . -f- qn =

П
=  J ?  g;. F e rn e r  s te llen  w ir fe s t, daß  

i—1

g, <  p i  is t.

E s  se i d er U rsp ru n g  des rech tw in k lig en  K o o rd in a ten sy stem s d e r E n d 
p u n k t  d e r  v o rh a n d e n e n  K am m lin ie  B , w ä h re n d  d ie  R ich tu n g  der -f- x  -A chse 
d u rc h  d ie  R ic h tu n g  A B  gegeben  sei. D ie K o o rd in a te n  des e instw eilen  belieb ig
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an g en o m m en en  O -P u n k te s  s in d  : x , y .  Som it k a n n  die Sum m e der g e w ic h te te n  
E n tfe rn u n g e n  einfach  fo lg en d erm aß en  geschrieben  w erden :

s =  £  Pi Yi*!—*)* +  (yi — yf +  Yx2 + y2 ■ 2:4i‘
i=l i=l

D a S  =  Ф (X, y )  is t , b e s itz t  S  e inen  ex trem en  W e rt, w enn

3S n n
-----=  — "V p i  cos <Pi -f- cos a  >•' g, =  0
Эх i—1 / = l

u n d
dS  n n
---- - =  — У' P i sin  q>i -f- sin a  N" 9/ — 0 is t.
Эу 1 = 1  1 = 1

( 1 )

( 2)

(3)

H ab en  w ir uns d av o n  ü b e rz e u g t, daß  d er E x tre m w e rt ein M in im u m  is t, 
so k a n n  das das o p tim a le  A nlegen  bezeichnende G le ichungssystem  fo lg en 
d e rm a ß e n  au fg este llt w erd en :

n n
^  Pi cos cpi -f- cos ос У^ qi = 0  (4)
i= l /=1

n n
У' p i  s in  <pi — sin а  qi — 0 . 

1 = 1 1 = 1
(5)

Die B ed ingung  k a n n  au c h  in  dem  verschobenen  x  , y '-S y s te m  au sg e
d rü c k t w erden , u n d  zw ar:

2  *  cos ô' ~  J *  4 i=  0 (6)
í = i  i = i

P isinSj =  0. (7)
i=i

D er O -K n o te n p u n k t s ic h e rt d er Sum m e der g ew ich te ten  E n tfe rn u n 
gen d ann  ein M in im um , w enn  er so gelegen is t, d aß  die R e su ltie re n d e  des in 
ih m  angre ifenden  p v  p 2, . . ., p,-, . . p n V ek to rsy stem s gleich N u ll u n d  das 
V ek to rpo lygon  ein geschlossenes is t.

I s t die R ic h tu n g  d e r n eu en  K am m lin ie  von  v o rn h ere in  f ix ie r t ,  d . h . а  
gegeben , d an n  la u te t  die B ed in g u n g  fü r das O p tim u m :

V  p i cos dj — ^  ç, =  0 . (8 )
( = i  i = i

Dies b esag t: D ie re su ltie ren d e  des V ek to rsy stem s is t n ic h t g leich  N ull,
n u r  die R esu ltie ren d e  d e r a u f  d er K am m lin ie  erscheinenden  K o m p o n en ten

n
des V ek to rsy stem s u n d  des V ek to rs У- 9 , is t  gleich N ull. D as V ek to rp o ly g o n

1 = 1
is t dem nach  offen , die R esu ltie ren d e  d eck t sich m it e iner im  N u llp u n k t au f
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d e r  K am m lin ie  e r r ic h te te n  S en k rech ten . K u rz  gesag t: sie e n tfä ll t  a u f  die 
N o rm a le , m it a n d e rn  W o rte n : die R e s u lta n te  des Y ek to rsy s tem s is t  ein M i
n im u m .

I n  A bb. 3 is t В d e r  E n d p u n k t der f rü h e re n , schon v o rh a n d e n e n  K a m m 
lin ie , deren  R ic h tu n g  d u rc h  einen a n d e ren  P u n k t  A f ix ie rt is t. W eite re  v ie r 
n e u e  P u n k te  (P x, P 2, P 3, P 4) sollen n u n  so an  das b es teh en d e  S y stem  an g e
sch lo ssen  w erden , d a ß  d e ren  Zw eiglinien in  e inen  gem einsam en P u n k t ,  den 
K n o te n p u n k t (0 )  m ü n d e n , w elcher a u f  d e r  V erlän g eru n g  von  A B  liegen soll.

D ie d en  einzelnen  P u n k te n  b e igeo rdne ten  G ew ich te  s ind  a u f  den  Zw eiglin ien: 
p x =  12,3 , p 2 =  7,8, p 3 =  9 ,1 , j>4 =  5,6; a u f  d e r  K am m lin ie  a b e r: qx =  7,2,

4
q, =  3 ,9 , q3 =  5,0, qi  =  2 ,6 , d . h . ^  qt =  18,7.

l
I n  d e r P rax is  b ie te n  sich  zwei L ö su n g en : eine n u m erisch -g rap h isch e  

u n d  e ine  n u r  g rap h isch e  L ösung . In  der P ra x is  is t  näm lich  n iem als  eine 
g rö ß ere  G enau igke it n ö tig  als d ie  h ier e rz ie lb a re , da  es sich  ja  um  ein E n tw e r
fen  h a n d e lt .

D as  n u m erisch -g rap h isch e  V erfahren  b e d e u te t  das Suchen des N u llo rtes  
der F u n k tio n

4 4

ф (ö) =  2 :  cos ô‘ — 2 £  9/ •
1 1

Es w erd en  a u f  der G eraden  A B  die P u n k te  0 4, 0 2, . . ., O^, . . ., Om angenom m en 
u n d  d ie  h ie rzu  gehörigen Ф(Ь) W erte  b e re c h n e t. D iese ergeben  in  dem  x ,  Ф(6)
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S y stem  eine K u rv e  (Ф). D ie K u rv e  (Ф) schn e id e t die A chse, d . h . die G erade 
A B  in dem  gesuch ten  P u n k t  O. D er A n schau lichke it h a lb e r  en tw arfen  w ir 
au ch  die S -K u rv e , d. h . die K u rv e , d ie  die Ä nderungen  d er S um m e d e r gew ich
te te n  E n tfe rn u n g e n  d a rs te ll t . D as h a t  insofern  auch  einen  p ra k tisc h e n  N u tzen , 
als d a ra u s  zu ersehen  is t , w ie sich  S  in  der N ähe des o p tim a le n  K n o te n p u n k te s  
ä n d e r t .  D as E n tw erfen  d er S -K u rv e  w ird  jedoch  n ic h t u n b e d in g t b e n ö tig t.

D ie zw eite is t die g rap h isch e  M ethode u n d  b e s te h t aus dem  A ufzeichnen 
des V ek to r polygons. A u f der G erad en  AB w ird  ein P u n k t an g en o m m en , von

4
diesem  aus der W e rt ^  qi =  18,7 au fg e trag en , u n d  in  dem  an d e rn  E n d p u n k t

l
(C) die N orm ale (CD) e r r ic h te t .  E n tfä l l t  der E n d p u n k t (D) des V ek to rp o ly 
gons p y, . . ., p 4 a u f  die N o rm ale , d a n n  b e d e u te t der P u n k t  das O ptim um
(O). S e lb stred en d  k a n n  im  e rs ten  S c h ritt  0/< n u r  zu fällig  r ic h tig  gew äh lt w er
d en ; allgem ein w ird  d er D -P u n k t im  e rs ten  S ch ritt n ic h t a u f  die N orm ale  zu 
liegen  kom m en. E n tf ä l l t  d er D -P u n k t von der N o rm alen  in R ic h tu n g  des 
B -P u n k te s , d an n  m u ß  d e r O -P u n k t in der R ich tu n g  a u f  В h in  verschoben  
w erd en , u n d  se lb s tv e rs tä n d lic h  au ch  u m gekehrt. W ird  dieses b e a c h te t, so 
k o m m en  w ir m it jed em  n eu en  E n tw erfen  im m er n ä h e r  an  den  das O ptim um  
b e d e u te n d e n  O -P u n k t h e ra n , den w ir d ann  n ach  d rei- b is v ie rm alig em  P ro 
b ie ren  schon m it e in er fü r  die P ra x is  genügenden  G en au ig k e it bezeichnen 
kö n n en .

D as W esen d e r M ethode  ä n d e r t  sich auch  d an n  n ic h t, w enn w ir fü r den 
P u n k t  В eine K n ick u n g  v o rsch re ib en , sodaß BA m it d er дс-A chse einen  gege
b en en  K nickw inkel b ild e t.

D ie K am m lin ie  k a n n  au ch  eine k rum m e L inie sein . In  d iesem  F alle  ist 
das P ro b lem  ein fach  a u f  g rap h isch e  W eise zu lösen (A bb. 4). E s t r i t t  näm lich  
d a n n  anste lle  des v o rh e rig en  x ,  y -K o o rd in a te n sy s te m s  ein bew egliches x ’, 
y ’-K o o rd in a te n sy s te m , w obei die я -Achse jew eils m it d er T a n g e n te  zu 
sam m en fä llt. D ie g rap h isch e  M ethode u n te rsc h e id e t sich  d em n ach  n u r  da-

П
d u rch  von der v o rh e rig en , d aß  be i d ieser die W erte  qi s te ts  a u f  d e r T angen te

i=i
au fzu trag en  sind . D as O p tim u m  d e r K u rv e  w ird  d u rc h  den  P u n k t  bezeichnet, 
fü r  den  die R e su lta n te  d er in  ih m  angreifenden  p v  p.,, . . ., p „  . . ., p n und

П
JÏ? qi m it der zu d iesem  K u rv e n p u n k t gehörigen N o rm alen  zu sam m en fä llt,
i=i
d . h . die R e su lta n te  ein  M inim um  b e trä g t.

K ehren  w ir n u n  zu  A bb . 3 zu rü ck , w obei jed o ch  d iesm al in  d e r V erlän 
g erung  d er K am m lin ie  k e inerle i B in d u n g  vorliegen soll, u n d  sie fre i so angelegt 
w erden  k an n , d aß  die S um m e d e r gew ich teten  E n tfe rn u n g e n  ein M inim um  
b e trä g t.

D ie L ösung d e r A ufgabe b e d e u te t das Suchen  eines O -P u n k te s , fü r 
den die G leichungen (4) u n d  (5) e rfü llt w erden . W ir k en n en  m a th em atisch e
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I te ra tio n s -M e th o d e n , m it d e re n  H ilfe diese A ufgabe  au ch  n u m erisch  gelöst 
w e rd e n  kann . Die P ra x is  je d o c h  e rh eb t keinen  A n sp ru ch  a u f  die d am it erziel
b a re  G enau igkeit, fü r  ih re  Zw ecke is t auch  die g rap h isch e  M ethode völlig 
a u s re ic h e n d .

In  A bb. 5 sind  d ie se lb en  v ie r P u n k te  zu sehen  w ie in  A bb . 3, u n d  auch  
d ie  ih n e n  beigeo rdneten  G ew ich te  sind id en tisch .

D ie Lösung e rfo lg t m it stu fenw eiser A n n äh e ru n g . Als e rs te r  S ch ritt 
w ird  eine R ich tung  ( B 0 t) an g en o m m en  u n d  d a n n  gem äß  dem  in  A bb. 3 befolg
te n  V erfah ren  der O j-P u n k t  e rm itte lt , bei dem  die R e su lta n te  des V ektor-

Abb. 4

p o ly g o n s  (C D) m it d er in  C e rr ic h te ten  N orm alen  zu sam m en fä llt. Im  allge
m e in en  is t C1D 1 =f= 0. Im  fo lg en d en  S ch ritt w ird  die R ic h tu n g  B 0 2 n u n  schon 
so g e w ä h lt, daß diese v o n  d e r  vorherigen  B O j-R ic h tu n g  in  gleicher W eise 
a b w e ic h e  wie der P u n k t  D 2 v o n  d er G eraden B C r  W en n  im  zw eiten  S ch ritt 
d e r  S ch luß feh ler C2D 2 n o ch  im m e r au f der g leichen Seite  von  BC2 erschein t, 
d a n n  m u ß  auch im  d r i t te n  S c h r i t t  in  der vo rh erig en  R ic h tu n g  fo rtg e sch ritten  
w e rd e n , andernfalls w ir e in en  R ü c k sc h ritt  begehen . A u f diese W eise kom m en 
w ir v o n  S ch ritt zu S c h r it t  im m e r n ä h e r an  die gesu ch te  B O -R ich tu n g  heran  
u n d  so m it zu dem  d a ra u f  lieg en d en  gesuchten  O -P u n k t, fü r  den  dann  die 
P u n k te  C u n d  D zu sam m en fa llen .

D ie  R eihe der O -P u n k te  (O x, 0 2, . . .) lieg t a u f  e iner K u rv e  (G), welche 
in  d e n  P u n k te n  Gx, G2, . . . K n ic k p u n k te  b e s itz t. D iese K u rv e  k an n  nach  
d e r  g rap h isch en  E rm ittlu n g  v o n  zwei bis d rei O -P u n k te n  schon  in  einer p ra k 
t is c h  a k zep tab len  W eise e x tra p o lie r t  w erden , u n d  d a m it k a n n  p ra k tis c h  auch 
d e r  O r t  des folgenden O -P u n k te s  fe s tg ese tz t w erd en .
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J e  n a c h  dem  O rte  u n d  dem  G ew icht d e r  P u n k te  kann  es V orkom m en , 
daß  ein  restloses Schließen  des Y ek to rpo lygons n ic h t erfo lg t, da , b e v o r  n o ch  
dies e in t r i t t ,  d ie sich bew egende G erade BO d u rc h  einen gegebenen  P u n k t  
v e rlau fen  k a n n , so d aß  d an n  bei w eite rem  F o rtsc h re ite n  die R e s u l ta n te  
b e re its  a u f  die an d ere  S eite  von BC e n tfä llt  u n d  eine zunehm ende T e n d e n z  
au fw e ist. Es is t sogar m öglich , daß  der g e su ch te  O -P u n k t m it e in em  gege
b en en  P u n k t zu sam m en fä llt, denn  d o rt is t  d ie  R esu ltan te  ein M in im u m .

D as E in o rd n en  u n d  A nschließen d er n e u e n  P u n k te  an das sch o n  b e s te 
h en d e  S ystem  k an n  au ch  als K am m lin ien lö su n g  erfolgen. Das A n leg en  nach  
d ieser M ethode is t schon  b e k a n n t [1]. D ie K am m lin ie  ve rläu ft im m e r du rch  
e inen  gegebenen P u n k t, der N eigungsw inkel d e r  Zweiglinien a b e r  is t  du rch  
die B eziehung

cos Ó, 0 =  —
P i

gegeben .
In  A bb. 6 w erden  eine K am m lin ien- u n d  eine K n o te n p u n k t-A n o rd n u n g  

m it e in an d e r verg lichen .
G egeben sind  v ier P u n k te : P x, P 2, P 3, P 4. D ie ihnen  zugehörigen  G ew ichte 

s in d : p i  =  4 ,1 , p 2 ~  Ю?3, p 3 =  3,7, p^ — 2,9^ ^  =  2,5, ^  =  6 ,0 , q^ — 2,4,
4

=  1 ,8; ^  qi =  12,7. Die aus der B ez ieh u n g
l

u i =  t p J  —  Ti
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b e re c h n e te n  u -G ew ich te  a b e r :

u 4 =  3 ,25 , u , =  8,37, u3 =  2 ,82 , u4 =  2 ,27 .

Im  Falle des A n leg en s m it einer K a m m lin ie  [I] k ann  die E n tsc h e id u n g  
b e z ü g lic h  der Lage d e r  K am m lin ie  a u fg ru n d  d e r  B eziehung

le ic h t  g e fä llt w erden, d a  d iese  e indeutig  den  P u n k t  P 2 als den P u n k t b eze ich 
n e t ,  d u rc h  den die K a m m lin ie  verlaufen  m u ß . A u ch  die op tim alen  N e ig u n g s
w in k e l lassen  sich aus d e r  B eziehung

, 2,5o, n =  arc c o s-----  u sw .
4,1

le ic h t  berechnen .
Im  F alle  des E in -K am m lin ien sy s tem s  is t  d ie Sum m e der g ew ich te ten  

E n tfe rn u n g e n  S v  D ie Ä n d e ru n g e n  dieser G rö ß e  s te llte n  w ir im  P o la rk o o rd i
n a te n s y s te m  dar. M an s ie h t, d aß  die K u rv e  S ± v o n  u n ten  gesehen k o n k a v  
is t ,  u n d  som it n u r  d a n n  ein M inim um  b e s itz e n  k a n n , w enn die K am m lin ie  
d u rc h  e in en  der gegebenen P u n k te ,  in u n se rem  F a lle  du rch  P u n k t P 2 v e r lä u f t .  
W ä h re n d  die K am m lin ie  v o n  P 2 bis P3 u m b ie g t, än d ern  sich die W e rte  
n a c h  d e r  C o sin u s-F u n k tio n . D as Gleiche is t  d e r  F a ll auch dan n , w en n  sich 
d ie K a m m lin ie  zw ischen P 2 u n d  P 4 oder P3 u n d  P 4 bew egt. W enn w ir d a h e r 
d ie Z w eig lin ien  n ich t in  e ine m  K a m m lin ie n p u n k t anschließen  k ö n n en , d an n
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is t das O p tim u m  (S 10pt =  127,4 g ew ich te te  km ) im m er an  einen  gegebenen 
P u n k t  gebunden .

E rfo lg t der A nsch luß  d er Zw eiglinien in e inem  P u n k t d er K am m lin ie , 
d. h . tre ffe n  sich die Z w eiglinien in einem  P u n k t, u n d  es lieg t som it eine K n o te n 
p u n k ta n o rd n u n g  v o r (g estrich e lte  L in ien), d an n  ä n d e r t  sich schon die Sum m e 
d e r geAvichteten E n tfe rn u n g e n  — von u n te n  gesehen  — n ach  e in er k o n v ex en  
K u rv e . Sie b e s itz t d a h e r p rin z ip ie ll auch  d ann  ein M in im um , w enn die K a m m 
lin ie d u rch  keinen  der gegebenen  P u n k te  v e r lä u f t. S e lb stred en d  h ä n g t die 
M öglichkeit h ie fü r von  d e r A n o rd n u n g  u n d  dem  G ew icht d er P u n k te  ab. 
W ä h re n d  d ieser F a ll n ach  A bb . 5 noch  m öglich w ar, is t er bei d er A n o rd n u n g  
n ach  A bb . 6 n u n  n ic h t m eh r m öglich: D as O p tim u m  is t in d iesem  F a lle  an 
d en  P u n k t P 2 geb u n d en . Im  allgem einen  is t  be im  v o rh erig en , d . h . heim  
A nlegen  n ach  dem  E in -K am m lin ien sy stem  das M inim um  d er S um m e der 
g ew ich te ten  E n tfe rn u n g e n  k le iner als in le tz te re m  F a lle , d . h . bei d er K n o te n 
p u n k t-A n o rd n u n g

(S j opt =  127,4; ab e r S 2 0pt =  132,0 g ew ich te te  km ).

D as E in -K n o te n p u n k tsy s te m  k an n  tech n isch e  V orteile  b e s itzen , d ah er 
w ird  das F ä llen  e iner E n tsc h e id u n g  du rch  einen  V erg leich  der be id en  System e 
e r le ic h te rt. I s t  n äm lich  d e r  W ert von  S2;0pt — S lj0pt n ic h t e rh eb lich , so sp re 
chen  die tech n isch en  V orte ile  fü r  die E in -K n o te n p u n k tlö su n g .

D as Suchen n ach  d e r E in -K n o te n p u n k tlö su n g  sch e in t u m stä n d lic h e r 
zu  sein als eine L ösung ohne K n o te n p u n k t, d . h . eine L ösung m it K am m lin ie  
zu  fin d en .

I s t  die A nzahl d er P u n k te  gering, d an n  is t d ie  L ösung  w eder u m stä n d lic h  
noch  langw ierig ; w äch st jed o ch  die A nzahl d e r P u n k te , d an n  is t au ch  die 
E in -K n o te n p u n k tlö su n g  eher an  einen gegebenen  P u n k t, ja  o ftm a ls  auch 
b eide  L ösungen  an  den  gleichen P u n k t g eb u n d en .

Bei der L ösung  von  A ufgaben  aus d er P ra x is  m u ß  im m er g e p rü ft w er
d en , ob auch  die m a th e m a tisc h e n  B ed ingungen  e rfü llt s ind . D ies is t besonders 
von  W ich tig k e it, w enn es sich  u m  w enige P u n k te  h a n d e lt. U m  dies zu v e r
an sch au lich en , sei in A bb . 7 ein  k o n k re te r  F a ll v o rg e fü h rt.

G egeben s ind  zwei P u n k te  Р г u n d  P.,. D ie zug eo rd n e ten  G ew ich te  la u te n :
4

Pi  =  3,5, p 2 =  3 ,0; - 2,2, q2 =  2 ,6 ; =  4,8.
1

N ach d er L ösung  ohne K n o te n p u n k t, d . h . m it einer K am m lin ie  is t die 
K am m lin ie  d u rch  B P 2 b eze ich n e t. D ie Zw eiglinie P /T j is t u n te r  einem  W inkel 
<5b0 =  arc  cos 2,5 zu r K am m lin ie  BT2 gen e ig t. D ie Sum m e d e r g ew ich te ten  
E n tfe rn u n g e n  la u te t :

S ,  =  Pl  P j T , +  4l T L В +  q2 P ,  В =  3,5 • 4,0 +  2,2 ■ 2,3 +  2,6 • 7,3 =  38,04 

g ew ich te te  k m , w obei die E n tfe rn u n g e n  d er Z e ichnung  e n tn o m m en  w urden .
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B ei der E in -K n o te n p u n k tlö su n g  la u te t  die Sum m e der g ew ich te ten  E n t
fe rn u n g e n

2

S 2 =  P i  P 2 0  +  Pi  P 2 О +  £  9i B 0  =  3,5 • 1,5 +  4,0 • 3,4 +  4,8 • 4,5 =  40,45
l

g e w ic h te te  km .
E s  h a t sich d em n ach  au ch  je tz t  erw iesen , d aß  die E in -K am m lin ien - 

A n o rd n u n g  günstiger is t , da  w ir angenom m en h a t te n ,  daß  die m a th e m a tisc h e  
B e d in g u n g  erfü llt is t, d. h . d a ß  P.,B h in sich tlich  des C h arak te rs  w irk lich  eine

K a m m lin ie  is t, ferner d aß  das G ew ich t der a u f  d ieser S trecke  zu  vo llz iehenden  
M ate ria lb ew eg u n g  im  A b s c h n it t  T 1B ta tsä c h lic h  =  2,2 b e trä g t ,  u n d  daß  
das G ew dcht q2 =  2,6 fü r  d en  g an zen  A b sc h n itt P 2B g ü ltig  is t.

W ird  vom  A b sch n itt P 2B  n u r  der Teil T jB  zu einer K am m lin ie  au sg e
b a u t ,  w ä h re n d  der T e ila b sc h n itt  T XP 2 den C h a ra k te r  d er Zw eiglinie b e ib e h ä lt, 
da  es beispielsw eise n ic h t in  u n s e re r  A bsich t lieg t, d ie K am m lin ie  ü b e r  P u n k t 
P 2 h in a u s  zu v erlän g ern , d a n n  w ird  se lb s tv e rs tä n d lic h  eine K n o te n p u n k t
lö su n g  d ie  günstigere  sein , d a  s ich  u n te r  diesen B ed ingungen  fo lgende Sum m e 
d e r g e w ic h te te n  E n tfe rn u n g e n  e rg ib t:

S i =  p i P j T x +  p 2 P 2 Tx +  y ;  qt ■ B T X =  3,5 • 4,0  +  4,0 • 5,0 +  4,8 • 2,3 =  44,56
l

g e w ic h te te  km .
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I s t  die A nzah l d e r P u n k te  n ic h t gering, so k a n n  sich von  v o rn h ere in  
ein solches P ro b lem  n ic h t ergeben , denn die als K am m lin ie  m a th em a tisch  
angenom m ene S treck e  is t au ch  in W irk lichke it eine K am m lin ie .

In  u n se re r k u rzen  A b h an d lu n g  w ollten  w ir n u r  a u f  die prinz ip ie llen  
Z u sam m en h än g e  dieses P ro b lem s hinw eisen. A u f die p ra k tisc h e n  B eziehungen , 
wie beispielsw eise a u f  das B ilden  d er G ew ichte u n d  deren  Ä n d e ru n g  w urde 
h ier n ic h t n ä h e r  e ingegangen , da von  diesen schon f rü h e r  a .a .O . die R ede  w ar.
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J. ZAMBÓ

SUM M ARY

O ne can co n n ec t w ith  an  ex is tin g  ro ad  sy s tem  b y  m ak in g  th e  ro ad s fro m  new  p o in ts  
to  m ee t in  a ju n c tio n  or b y  lead in g  th e m  in  a p rincipal line . In  th e  la t te r  case  th e  o p tim a l 
p o sitio n  of th e  p rin c ip a l line  is a lw ay s b o u n d  to  a c e rta in  p o in t,  i.e. i t  passes th ro u g h  a p o in t; 
in  th e  fo rm er case th e re  is n o t  to  b e  fo u n d  such  an  ab so lu te  co n d itio n  fo r th e  o p tim a l position . 
C om paring  b o th  sy s tem s i t  is show n  t h a t  th e  b e tte r  s e ttin g  on  is, if  th e  new  p o in ts  a re  
co n n ec ted  w ith  a p rin c ip a l line , especially  if  th e  a rea  co v ered  b y  th e  new  p o in ts  is s tre tc h e d .

УСТАНОВЛЕНИЕ ПРИМЫКАЮЩЕЙ ДОРОЖНОЙ СИСТЕМЫ 
ДЛЯ ТРАНСПОРТИРОВКИ МАТЕРИАЛА 

Я .З А М Б О

РЕЗЮМЕ

К существующей дорожной системе можем примыкать так, что псходящние из 
более новых точек дороги встречаются в одной узловой точке или же так, что эти последние 
примыкают к гребню. В последнем случае оптимальное положение гребня всегда связано 
с одной точкой, всегда проходит через одну точку; в первом же случае это не является 
исключительным условием оптимума. Из сравнения двух систем выясняется, что более 
выгодным установлением является вообще примыкание к одному гребню более новых 
точек особенно тогда, когда покрытая этими точками территория растянута в каком-то 
направлении.
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G E D A N K E N  Ü B E R  D I E  K O M P A R I E R U N G

GY. A L PÂ R

KANDIDAT DEK TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,

SOPRON

[E ingegangen  am  2. N ovem ber 1967]

D er e in le iten d e  Teil de r S tu d ie  b e la ß t sich m it den  v e rk n ü p fte n  P rob lem en  d e r K o m 
p a rie ru n g  u n d  de r T eilu n g sp rü fu n g  sowie de ren  A bsonderung .

Im  w eite ren  w ird  die M einung des V erfassers d a rg e leg t, d aß  die d u rch  K o m p a rie ru n g  
zu b es tim m en d en  d u rc h sch n ittlich e n  T eilungsw erte  s tre n g  genom m en n u r  a u fg ru n d  e in e r 
vo rh erig en  T eilu n g sp rü fu n g  ab g e le ite t w erden können. E s  k a n n  n äm lich  n u r in  d iesem  F a lle  
die H äu fu n g  de r bei de r B erechnung  m it d u rc h sch n ittlich e n  T eilungsw erten  v e rn ach lä ss ig ten  
in d iv id u e llen  T eilungsfeh ler num erisch  k o n tro llie r t w erden . D an ach  w erden m it H inw eis a u f  
die Z u sam m en h än g e  zw ischen d e r P rü fu n g  v o n  Kreis- u n d  L ängste ilungen  die M öglichkeiten  
d e r V erm in d eru n g  d e r Meß- u n d  R ech en arb e iten  von T e ilu n g sp rü fu n g en  e rö rte r t. Z u le tz t  w ird  
a n h an d  des Beispieles de r K o m p arie ru n g  von P räz is io n sn iv e llie rla tten  auch  au f d ie B e rec h 
n u n g sprob lem e der d u rch sch n ittlich en  T eilungsw erte  h ingew iesen.

D ie W ich tig k e it d er K o m p arie ru n g  m uß  den  G eodäten  n ich t eigens 
b e to n t w erden . M an k ö n n te  ohne dies die M essungen n ich t a u f  eine g em ein 
sam e G run d lag e  beziehen . Die K o m p arie ru n g  h a t  n a tu rg e m ä ß  h a u p tsä c h lic h  
in Z u sam m en h an g  m it P räzisionsm essungen  eine w ichtige Rolle, u n d  die 
e rh ö h te n  G en au ig k e itsan sp rü ch e  bringen  auch  in d ieser B eziehung im m er 
neuere  P ro b lem e h ervo r.

D er A u sd ru ck  »K om parierung« b e d e u te t im  u rsp rü n g lich en  S inne des 
W ortes den V ergleich zw eier M eßzeuge, w obei das eine m eistens als E ta lo n  
angenom m en  w ird . In  ein igen F ällen  aber, z .B . bei d er K o m p arie ru n g  von 
N iv e llie rla tten , is t die G renze zw ischen T e ilu n g sp rü fu n g  u n d  K o m p arie ru n g  
schon verschw om m en , u n d  so w urden  im  G eo dätischen  F o rsc h u n g s la b o ra to 
riu m  d e r  U ngarischen  A kadem ie d er W issenschaften  diesbezügliche U n te r 
su ch u n g en  vollzogen.

B ei den sog. T e ilu n g sp rü fu n g en  w ird die a u f  einen  A usgangsstrich  bezo 
gene ab so lu te  G en au igke it der T eilstriche u n d  die re la tiv e  G enau igkeit der 
b e n a c h b a rte n  T e ilstriche  m it d er d u rch  die P rü fe in ric h tu n g  g ew äh rle is te ten  
G en au ig k e it b e s tim m t.

A us den , w ährend  d er K o m p arie ru n g  vollzogenen  M essungen w ird  bei 
den b esp ro ch en en  F ällen  ein »durchschn ittlicher«  T eilu n g se in h e itsw ert ab g e 
le ite t. D er A u sd ru ck  »durchschn ittlich«  w ird h ie r  in E rm an g elu n g  eines b esse
ren  g ew äh lt, u n d  w ir keh ren  d a ra u f  gleich w ieder zu rück .

A us den beiden  obigen D efin itionen  is t es schon ersich tlich , d a ß  bei d er 
K o m p arie ru n g  von m it U n te rte ilu n g en  v e rseh en en  M eßzeugen viel d av o n
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a b l iä n g t ,  was m an u n te r  » d u rchschn ittlichen«  T e ilungsw erten  v e rs te h t. W enn 
n ä m lic h  w ährend  d e r M essung m it dem  M eßzeug säm tliche U n te rte ilu n g e n  m it 
g le ich e r W ah rsch e in lich k e it zu r A n w en d u n g  kom m en k ö n n en , so is t es offen
s ic h tlic h , daß die d u rc h sc h n ittlic h e  T e ilu n g se in h e it so b e s tim m t w ird , daß  die 
Q u a d ra tsu m m e  d e r A bw eichungen  sä m tlic h e r  U n te rte ilu n g en  vom  D u rch 
s c h n i t t  ein M inim um  sei. In  diesem  F alle  b e s tü n d e  ab e r kein  U n te rsch ied  m ehr 
zw isch en  den M essungen d e r T e ilu n g sp rü fu n g  u n d  der K o m p arie ru n g , und  
w o ra u f  w ir bereits in d e r E in le itu n g  h ingew iesen  h ab en , s teh en  die G renzen 
zw isch en  den zwei g e n a n n te n  O pera tio n en  n ic h t m ehr fest.

D em nach  e rh e b t sich  m it R ech t die F ra g e , ob in den b e h a n d e lte n  Fällen  
ü b e rh a u p t  ein U n te rsc h ie d  zw ischen T e ilu n g sp rü fu n g  u n d  K o m p arie ru n g  
b e s te h t .  Es kann  n ic h t b e s tr i t te n  w erden , d a ß  bezüglich  des Zw eckes von zwei 
v e rsch ied en en  P rü fu n g en  die Rede is t. B ei geodätischen  M essungen w ar es 
n ie  v o rte ilh a f t, w enn m an  die speziellen W e rte  der einzelnen  T eilungen  (ob 
K re is -  oder L ängste ilungen ) in  B e tra c h t z iehen  m u ß te . Bei d er h eu tig en  E n t
w ic k lu n g  der In s tru m e n te n e rze u g u n g  is t dies allgem ein n ich t m eh r n ö tig , und  
m a n  k a n n  m it d u rc h sc h n ittlic h e n  T e ilu n g se in h e iten  a rb e iten . D iese m üssen 
a b e r  eben  wegen d e r A n s tre b u n g  von  g ro ß e r G enauigkeit auch  seh r genau 
b e s t im m t w erden, d a m it die u n g ü n stig e  H ä u fu n g  d er v e rn ach lä ss ig ten  regel
m ä ß ig e n  Fehler das e r la u b te  M aß n ic h t ü b e rsch re ite . Dies is t also d e r  Zweck 
d e r  K o m p arie ru n g , u n d  es is t nun  schon k la r  ersich tlich , d aß  auch  in  jenem  
F a lle , w enn w ir die speziellen  Feh ler d e r e inzelnen  T e ilungsw erte  n ic h t in 
B e tr a c h t  ziehen w ollen , m üssen  sie im L aufe  d e r  K o m p arie ru n g  doch b e s tim m t 
w e rd e n . Dies is t n ic h t n u r  deshalb  n ö tig , d a m it die d u rc h sc h n ittlic h e n  T ei
lu n g se in h e iten  am  g en a u e s te n  b es tim m t w erden  k ö n n en , so n d e rn  au ch  um  
sich  ü b e r  die Y e rn ach läss ig b ark e it d er T eilungsfeh ler auch n u m erisch  zu 
ve rg ew isse rn . Es k ö n n en  also  jen e  K o m p arie ru n g sm e th o d en , die n u r  a u f  der 
P rü fu n g  von einigen T e ilu n g s-In te rv a llen  b e ru h e n , oder bei den en  —  wie es 
be i d e r  K o m p arie ru n g  v o n  P räz is io n sn iv e llie rla tten  auch  h eu te  noch  üblich 
is t —  die d u rch sch n ittlich e  T e ilungseinheit n u r  aus u n k o rre lie rten  M essungen 
a b g e le ite t  w ird, n ic h t fü r  befried igend  b e tr a c h te t  w erden. Die L age is t aber 
a u c h  be i der a llb ek an n ten  H euvelin k sch en  K re is te ilu n g sp rü fu n g  n ic h t besser, 
w eil au ch  h ier — eben  e in fach h e itsh a lb e r —  die K o rre la tion  d er gem essenen 
W in k e lw e rte  n ich t g esich ert is t , u n d  weil in  d e r  P rax is  diese P rü fu n g  au ch  n u r 
a u f  e in en  kleinen Teil d e r  T eilstriche  vo llzogen  w ird. In  d iesem  F a lle  k ann  
d a h e r  n u r  von K o m p a rie ru n g  im  b isherigen  S inne des W ortes gesprochen  
w e rd e n . (Es sei noch e rw ä h n t, daß  m an  die H euvelinksche M ethode eben 
d e sh a lb  fü r  eine q u a lifiz ie ren d e  P rü fm e th o d e  h ä l t ;  die B runssche  M ethode 
is t  a b e r  eine w irkliche K re is te ilu n g sp rü fu n g  au ch  d an n , w enn h ie r  n u r  die 
so g e n a n n te n  D urchm esserfeh ler b es tim m t w erd en . (Siehe [1; S. 57— 58].) A uf
g ru n d  d e r bisherigen is t es le ic h t e inzusehen , d aß  m an  zur K o m p a rie ru n g  der 
m it U n te rte ilu n g en  v e rseh en en  M eßzeuge T e ilungsp rü fungen  zu  vo llfüh ren
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h a t .  Dies h ab en  u i r  zw ar so in  d ieser A bfassung n o ch  n irg en d s  gelesen —  u n e r
w ä h n t die P ra x is , die la u t den  b ish e r gezeigten n ic h t d iesen  W eg fo lg t —  m öch
te n  ab e r doch n ic h t b e h a u p te n , d aß  dieser G edanke n e u  sei. Die u m  die J a h r 
h u n d ertw en d e  a u sg e a rb e ite te n , speziell geo d ä tisch en  Zw ecken d ienenden  
T e ilu n g sp rü fv e rfah ren  w eisen au ch  d a ra u fh in . E in e  solche is t z.B . zu r P rü fu n g  
d e r L ängste ilungen  a u sg e a rb e ite te  H ansensche u n d  L oren tzensche  M ethode, 
zu r P rü fu n g  d er K re is te ilu n g en  die Schreibersche u n d  die b e re its  e rw äh n te  
B runssche  M ethode, siehe [1]. U n län g st w urde im  G eodätischen  F o rsch u n g s
la b o ra to riu m  d er U ngarisch en  A kadem ie der W issen sch aften  von A. T á r c z y - 
H o r n o c h  au ch  ein L ib e llen p rü fv e rfah ren  zur B e s tim m u n g  d er spezifischen 
F eh le r der L ibellen -T eilungen  a u sg ea rb e ite t [2], das im  besp rochenen  Sinne 
au ch  eine A rt d e r T e ilu n g sp rü fu n g en  d a rs te llt. A u fg ru n d  dieser Beispiele ist 
es also offensich tlich , d aß  die N otw end igkeit d e r  T e ilu n g sp rü fu n g en  schon 
lä n g s t e rk a n n t w u rd e , u n d  d e r V erb re itu n g  d er g e n a n n te n  ä lte ren  M ethoden 
zog n u r  der U m sta n d  G renzen , d a ß  deren A n w en d u n g  m it sehr v iel M eß- und  
R ech en arb e it v e rb u n d e n  w ar. A b er eben die in [2] b e k a n n t gegebene L ibellen
p rü fm eth o d e  is t ein Bew eis d a fü r, daß  in b e s tim m te n  F ällen  die A nw endung 
d ieser M ethoden  au ch  h e u te  n o ch  erforderlich  is t, u n d  w ir k ö n n en  uns bezü g 
lich d er T e ilu n g sp rü fu n g en  n ic h t allein a u f  die von  d e r  H erste lle rfirm a angege
benen  D a ten  v e rlassen . Es w u rd e  die T a tsache  eben  au fg ru n d  d e r in unserem  
L ab o ra to riu m  vollzogenen L ibellenprüfungen  a llgem ein  b e k a n n t, d aß  m an 
bei M essungen m it den Sekunden libellen  in d en  m eisten  F ä llen  n u r  u n te r  
B each tu n g  d e r spezifischen  T eilungsw erte  a n n e h m b a re  E rgebn isse  e rh a lten  
k a n n , es is t a b e r  auch  zu b em erk en , daß  w ir au ch  schon  bei der K re is te ilu n g s
p rü fu n g  von  P räz is io n sth eo d o liten  w esentliche T e ilungsfeh ler gefunden  
h ab en .

Es e rg ib t sich d em n ach  die F rage , wie d iese T e ilungsp rü fungen  w irt
schaftlich  v e rw irk lich t w erden  kö n n en , w enn h ie r fü r  N o tw en d ig k e it b e s te h t. 
E s sind , wie b e re its  e rw ä h n t, m ehrere  T e ilu n g sp rü fm eth o d en  b e k a n n t, ab e r es 
w ürde zu w eit fü h ren , w enn  w ir uns a u f  deren  E rö r te ru n g  —  w enn au ch  n u r  
in  großen Z ügen  —  ein ließen . G em einsam  c h a ra k te ris tisch  fü r all diese M etho
den ist ab e r, d aß  m an  V erm ittlungsg le ichungen  m it den  gem essenen In te r 
vallen  der e inzelnen  T e ils trich e  fü r  den A b so lu tw ert d e r in F rag e  s teh en d en  
T eilstriche o d er deren  A bw eichung  von der n o m in e llen  au fsch re ib t. B ezüglich 
der M eß an o rd n u n g  sind  a b e r  —  um  m it je  w eniger M essungen eine je  größere 
K o rre la tion  d e r M eßw erte zu sichern  —  schon viele  V aria tio n en  au fzu finden .

Die b esteh en d en  P ro b lem e  k ö n n ten  w ir am  e in fach sten  an  einem  p ra k 
tischen  B eispiel sch ild ern . H ie rfü r fanden  w ir die T e ilu n g sp rü fu n g  d er P räz i
s io n sn iv e llie rla tten  am  g ee ig n e ts ten , weil sich d a m it die F a c h lite ra tu r  k au m  
b esch äftig t, u n d  weil d iesbezüglich  in der u n g a risch en  F a c h lite ra tu r  in Z usam 
m enhang  m it d e r K o m p a rie ru n g  der P räz is io n sn iv e llie rla tten  auch  einige 
G edanken  aufgew orfen  w orden  sind [3].
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A bgesehen  von den  m eß tech n isch en  P rob lem en  sch e in t eine A n ordnung  
a m  g ee ig n e ts ten  zu sein , be i d e r  die In te rv a lle  der b e n a c h b a rte n  T eilungsstriche  
g em essen  w ürden, wie dies a u c h  in  S tud ie  [3] em pfohlen  w u rd e .

E s  sei nebstbei e rw ä h n t, d aß  eine solche P rü fu n g  ohne jeg lich e  E in rich 
tu n g e n  au c h  m it den P rä z is io n sn iv e llie r-In s tru m e n ten  se lb st vo llzogen  w erden 
k ö n n te ,  w enn  deren o p tisch es M ik rom eter m it einigen E b e rte ilu n g e n  versehen 
u n d  f ü r  e ine en tsp rechende  E in r ic h tu n g  zur L a tte n v e rsc h ieb u n g  gesorg t w ürde. 
D iese M ethode  h ä tte  au ch  n o c h  den V orteil, d aß  das A nvisieren  d e r T eilstriche 
im  L a u fe  d er T eilu n g sp rü fu n g  m it derselben  M ethode vollzogen w erden  könn te  
w ie b e i d en  p rak tischen  M essungen , d. h . a llgem ein  m it K e ils trich e in ste llu n g . 
U n d  d ies h a t  deshalb B e d e u tu n g , weil w ir unsere  M essungen a u f  die Sym m e
tr ie lin ie  d e r  re la tiv  d icken  T e ils tr ich e  beziehen m üssen, u n d  in  d iesem  Falle ist 
es b e i d e r  e rfo rderten  G e n a u ig k e it d er T eilungsp rü fungen  n ic h t ganz  gleich
g ü ltig , ob  diese S y m m etrie lin ie  m it H ilfe des K eilstriches o d e r m it dem  bei 
d en  je tz ig e n  K o m p ara to ren  a n g e w a n d te n  K o in z id en zv erfah ren  o d er ev. m it 
d e r f rü h e re n  D o p p e lfad en -E in s te llu n g  gesucht w ird . Bei d ieser A no rd n u n g  
k ö n n te  fe rn e r  die L a tte n te ilu n g sp rü fu n g  bzw . die K o m p arie ru n g  in v e rtik a le r 
L age v e rw irk lic h t w erden , a u f  deren  N o tw end igke it K n e is s l  in  [4] bereits 
h in g e w ie se n  liâ t.

N a c h  dieser k leinen A bsch w eifu n g  m üssen w ir ab e r b em erk en , d aß  H a n 
s e n  b e re i ts  1874 eine M eth o d e  zu r T e ilu n g sp rü fu n g  au fg ru n d  d e r  u n m itte l
b a re n  A b m essung  der In te rv a lle  der b e n a c h b a rten  T eilun g strich e  beschrieben  
h a t ;  d ie se  M ethode w ar a b e r  w egen d er oben e rö rte rte n  M eß an o rd n u n g  m it 
dem  F e h le r  b eh a fte t, d aß  die M essungen  u n k o rre lie r t w aren , d. h ., es b es tan d  
u n te r  ih n e n  keine Ü b e rlap p u n g . D em nach  e rgaben  sich die F e h le r  d e r aufein
a n d e r  fo lgenden  T e ilu n g strich e  in  d er B eihenfolge der B es tim m u n g  im m er 
u n g e n a u e r . U m  dies zu e lim in ie ren , w urde von  H a n s e n  au ch  eine andere 
M e th o d e  au sg earb e ite t, be i d e r  e r die In te rv a lle  d er T e ilu n g strich e  in  jed er 
K o m b in a tio n  abm aß, u n d  so d ie  m ax im ale  K o rre la tio n  der M eßw erte  (siehe
[1] S. 1 0 0 — 103) g ew ährle iste te . D iese M ethode b e d e u te t ab e r bei d e r P rü fu n g  
von  v ie le n  T eilungsstrichen  e ine  so große Meß- u n d  B e c h e n a rb e it, d aß  m an 
an  d e re n  A nw endung n u r  in A u sn ah m efä llen  denken  k an n . Die B erech n u n g s
v e re in fa c h u n g e n , die noch  se in e rze it in  Z usam m enhang  m it d e r M ethode au s
g e a rb e ite t  w orden  sind, v e rm in d e rn  ab e r w esentlich  die K o rre la tio n  des ü b ri
gens u n v e rä n d e r t  großen M eß m ate ria ls . Es sei z u le tz t noch  b e m e rk t, daß 
sow ohl d iese  als auch die v o rh e r  e rw ä h n te  L oren tzensche  M ethode zu r T eilungs
p rü fu n g  d e r  M eßlatten  fü r  L ä n g en m essu n g  au sg ea rb e ite t w orden  s in d .

I m  w eite ren  gelang ten  w ir  n a c h  einer e in facheren  L ösung  su ch en d  zu 
dem  S ta n d p u n k t ,  daß es bei d en  h eu tig en  G egebenheiten  zw eck m äß ig er ist, 
die Z a h l d e r  T e ilu n g sp rü fungsm essungen  a u f  ein zugelassenes M in im um  zu 
re d u z ie re n , u n d  dabei die B e re c h n u n g  ohne V ernach lässigung  v o n  K o rre la tio 
n en  zu  v o llfü h ren . H ier d en k en  w ir in  Z u sam m en h an g  m it den  B erechnungen
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n ic h t n u r  an  die M öglichkeit der A n w en d u n g  v o n  G roßrechenan lagen , so n d ern  
es is t la u t den  in  [2] b e re its  besprochenen  P rü fu n g e n  schon b e k a n n t ,  d a ß  die 
K o effiz ien ten -M atrix  d er h ier zu lö senden  N orm alg leichungen  d u rc h  zw eck
m äßige A n o rd n u n g  d er M essungen n u r  in  d e r  N äh e  ih rer H a u p td ia g o n a le n  von 
N ull abw eichende E lem en te  e n th a lte n  w ird  u n d  so ihre B e rech n u n g  sich  we
sen tlich  v e re in fa ch t. Es w erden G renzen d e r  V erm inderung  der Z a h l d e r  Mes
sungen  d ad u rch  g es te llt, daß  w enigstens so v ie l V erm ittlu n g sg le ich u n g en  fü r 
die gesuch ten  T e ilungsw erte  au fg esch rieb en  w erden  m üssen, w iev ie l d ie  Z ahl 
d er zu  b es tim m en d en  U n b ek an n ten , im  vo rlieg en d en  Falle die Z a h l d e r T ei
lu n g sstrich e  is t. D iese Z ahl ist n a tü r lic h  a u c h  bei einer Skale d e r  P rä z is io n s
n iv e llie r la tte  seh r b e trä c h tlic h . Bei der ü b lic h e n  L a tten län g e  von  3 m  m u ß  m an 
im  F alle  von  cm -T eilung  die F eh le r v o n  e tw a  300, bei 1/2 cm -T e ilu n g  aber 
u n g e fäh r von  600 T eilstrichen  oder d e ren  A bso lu tw erte  b e s tim m e n . W ir e r
w äh n en  n u r  d esha lb  einen etw aigen Z a h le n w e r t, weil an  beid en  E n d e n  der 
L a tte  einige T e ils trich e  fü r die M essung m eistens u nzugäng lich  s in d . W ir 
b enö tigen  also w en igstens so viel V erm ittlu n g sg le ich u n g en . D a in  d en  V e rm itt
lungsg le ichungen  im m er die D ifferenz zw e ie r T eilstrichw erte  v o rk o m m t, m uß 
ein je d e r  T e ils trich  in  den M essungen zw eim al Vorkommen (die M in d estzah l 
d er G leichungen v o rau sg ese tz t) , w enn g le ich ze itig  auch die m a x im a le  K o rre la 
tio n  d er M essungen a n g estreb t w ird . A u f d iese Weise kann  m an  im  F a lle  von 
ü berschüssigen  M essungen sogar g ew äh rle is ten , daß  die b e re c h n e te n  U nbe
k a n n te n , d .h . die W erte  der T e ilstriche  d as  gleiche Gewicht h a b e n . D ie, der 
obigen E rw äg u n g  en tsp rechende M eß an o rd n u n g en  können v e rsch ied en  sein, 
es soll ab e r von  ihnen  beispielsweise n u r  e ine  hervorgehoben w e rd e n . W ollen 
w ir in  d iesem  F alle  den  abso lu ten  W ert e ines jed en  Teilstriches b e s tim m e n , so 
w erden  die In te rv a lle  d er en tsp rech en d en  T eils trich e  m it H ilfe e ines 1-m -K om - 
p a ra to rs  d u rch  V ersch iebung  je  T eilu n g  gem essen; sp ä te r w erd en  a m  ersten  
u n d  d r it te n  L a tte n m e te r  dieselben M essungen  m it einem  0,5 m  la n g e n  K om 
p a ra to r  vollzogen. D a w ir bei der M essung m it einem  1 -m -K o m p a ra to r  fü r  das 
in  d er M itte  liegende L a tte n m e te r  eine vo llkom m ene Ü b e rla p p u n g  e rh a lten , 
d .h ., ein je d e r  T eils trich  ko m m t h ie r in  d en  M essungen zw eim al v o r, kann  
au fg ru n d  d er b e re its  e rw äh n ten  G e s ic h tsp u n k te  m it der A n w e n d u n g  eines 
0 ,5 -m -K o m p ara to rs  e rre ich t w erden , d a ß  au c h  die T eilstriche des e rs te n  u n d  
d r it te n  L a tte n m e te rs  zweim al in den M essungen  V orkom m en. D iese A nord
n u n g  w urde  als B eispiel auserw äh lt, w eil m it H ilfe des m eistens z u r  V erfügung 
s teh en d en  1 -m -K o m p ara to rs  die L änge  des 0 ,5 -m -K o m p ara to rs  e in fach  ab le it
b a r  is t.

W eitere  E in ze lh e iten  können  n ic h t  m e h r  von allgem einem  In te re sse  sein, 
deshalb  wollen w ir uns w ieder m it d en  Z usam m enhängen  d e r T e ilu n g sp rü 
fungen  u n d  d e r K o m p arie ru n g  befassen . E s  is t offensichtlich, d a ß  d ie T eilungs
p rü fu n g en  so g a r m it den von uns v o rgesch lagenen  V ere in fach u n g en  eine so 
große A rbeit b e d e u te n , daß  ihre h äu fig e  A nw en d u n g  fü r K o m p arie rungszw ecke
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u n w ir ts c h a f t l ic h  w äre. E s w ü rd e  eine w esentlich  e in fachere  Lösung b e d e u te n , 
w en n  m it  H ilfe der T e ilu n g sp rü fu n g en  solche E ta lo n é  verschafft w erden  k ö n n 
te n , d ie  m it den zu k o m p a rie re n d en  M eßzeugen ü b ere in stim m ende  T e ilu n g en  
h a b e n , w od u rch  die T e ilu n g sfeh le r des zu k o m p arie ren d en  M eßzeuges au s 
u n m it te lb a re n  verg le ichenden  M essungen b e s t im m t w erden können . E s sei 
h ie r  n o c h  a u f  jenen  in [2] b e re its  e rö r te r te n  U m s ta n d  hingew iesen, d a ß  es 
m e is te n s  v o rauszuse tzen  is t, d a ß  die T e ilungsfeh le r sich  w ährend der e in ze ln en  
K o m p a r ie ru n g s -Z e ita b sc h n itte  p roportione ll v e rä n d e rn , und  so k ö n n e n  die 
K o m p arie ru n g sm essu n g en  in  d iesem  Falle n o ch  w e ite r  vere in fach t w e rd e n .

W ir  m üssen zu le tz t n o c h  a u f  die F rag e  z u rü ck k eh ren , wie die d u rc h 
s c h n it t l ic h e  T eilungseinheit in  K en n tn is  d er T e ilu n g sfeh le r berechnet w erd en  
k a n n . W ir  wiesen bere its  in  d e r  E in le itung  in d iesem  Z usam m enhang a u f  die 
A n w e n d u n g  der M ethode d e r k le in sten  Q u ad ra te  h in . E s g ib t bereits a u f  d iesem  
G eb ie te  b e k a n n te  V erfah ren , von  welchen die W an ach sch e  M ethode [5] z u r  
P rü fu n g  d e r  S ekunden libellen  als th eo re tisch  a m  s tä rk s te n  b eg rü n d e t e igens 
h e rv o rg e h o b e n  w erde. D iese M ethode w urde s p ä te r  ausführlich  au c h  v o n  
H i r v o n e n  [6 ] e rö rte rt. U n se re rse its  sei n u r  h in z u g e fü g t, daß lau t u n se re n  
P rü fu n g e n  [7] bei der A n w e n d u n g  dieser M ethode  a u c h  gesichert is t, d a ß  die 
A b w e ic h u n g  der in  b e lieb ig e r K o m bina tion  b e re c h n e ten  D ifferenzen d e r  
T e ils tr ic h e  von  den m it d e r d u rc h sc h n ittlic h e n  T e ilungseinheit b e re c h n e ten  
e n tsp re c h e n d e n  W erten  das M inim um  sei. In  d iesem  Z usam m enhang m ü ssen  
w ir a b e r  n o c h  a u f  einen U m s ta n d  hinw eisen, d e r  d ie G esta ltung  des d u rc h 
sc h n it t l ic h e n  T eilungsw ertes aussch laggebend  b e e in f lu ß t. Es ist näm lich  n ic h t  
g le ich g ü ltig , ob w ir die in  F ra g e  s tehende  lineare  S u b s titu tio n  d e ra rt b e s c h rä n 
ken , d a ß  w ir  die A u sg an g ste ilu n g  fü r feh lerfrei a n n e h m e n  oder n ich t. M it d e r  
E in s c h rä n k u n g  geht ein F re ih e itsg ra d  der S u b s ti tu t io n  verloren , und  so lieg t 
es a u f  d e r  H a n d , daß  d a d u rc h  d ie  A nschm iegung d e r  zu  berechnenden  d u rc h 
sc h n it t l ic h e n  T eilungseinheit z u m  ganzen T e ilu n g sb ere ich  b esch rän k t w ird . 
W enn d a h e r  eine solche B e d in g u n g  u n nö tig  e in g e fü h rt w ird , so verg rößern  w ir 
u n b e g rü n d e t  die A bw eichungen  von  der d u rc h sc h n ittlic h e n  T e ilungse inhe it. 
Dies k a n n  be i k ritischen  F ä llen  au ch  sow eit fü h re n , d a ß  ein M eßzeug fü r  die 
A n w e n d u n g  m it d u rch sc h n ittlic h e m  T eilungsw ert fü r  ungeeignet e rk lä rt w erd en  
m uß . D ie se r  U m stan d  w ird  d esh a lb  b e to n t, w eil in  Z usam m enhang  m it d e r  
K o m p a r ie ru n g  von P räz is io n sn iv e llie rla tten  in [3], v o n  d er bisherigen P ra x is  
a b w e ic h e n d , eben  zu der N o tw en d ig k e it einer so lch en  B eschränkung  S te llu n g  
g en o m m en  w urde . Es ist d e r in [3] b e to n te  U m sta n d  zw eifellos rich tig , d a ß  eine 
jede  L a tte n a b le s u n g  sich a u f  d en  O-Strich der L a t te  b ez ieh t. U nserer M einung  
nach  is t  d ies ab e r keine g en ü g en d e  B egründung  u m  d en  N ullstrich  fü r fe h le r 
frei a n z u n e h m e n . In  diesem  Z u sam m en h an g  w ollen w ir uns n ich t d a ra u f  b e z ie 
hen , d a ß  d e r  F eh le r des N u ll-S trich es  nö tigenfalls in  d ie  sog. F u ß p u n k tsk o rre k 
tion  d e r  N iv e llie r la tte  e inbezogen  w erden k önne , o d e r  d a ra u f , daß die ü b lich e  
M e ß a n o rd n u n g  keine L a tte n a b le su n g en  u n te r  0,5 m  zu läß t,,so n d e rn  es soll
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b e m e rk t w erden, d aß  im  L aufe  d er P räz isionsn ive llem en ts p rak tisch  m it 
L a tten ab lesu n g sd iffe ren zen  g e a rb e ite t w ird. D a bei dem  P räz is io n n iv e llem en t 
zusam m engehörige L a tte n p a a re  angew endet w erden , bei w elchen zu  den  b e i
den  L a tte n  eben zu r V ere in fach u n g  der B erechnungen  ein g em ein sam er 
K o m p arie ru n g sfak to r, d .h . m eistens eine gem einsam  d u rch sch n ittlich e  L ä n 
g en e in h e it b erech n e t w ird , k a n n  es im  G edanken  v o rau sg ese tz t w erden , d aß  
d ie  M essungen n u r  m it e iner L a tte  vollzogen w erden . Es k an n  sogar im  G e d a n 
k en  angenom m en w erden , d a ß  keine Teilungen an  d er L a tte  v o rh an d en  sin d . 
W enn  nun  beim  R ück- u n d  H inv isieren  a u f  diese L a tte  je  ein S trich  e n ts p re 
chend  der Lage d er R ich tu n g slin ie  gezeichnet w ird , so können  w ir zw ischen  
den  zwei S trichen  u n m itte lb a r  die H öhend ifferenz  d er L a t te n s ta n d p u n k te  
bem essen . Es is t o ffensich tlich , d aß  dies eine seh r v e re in fach te  V o rste llu n g  ist, 
a b e r  die A nw endung  d er m it den F u ß p u n k tsk o rre k tio n e n  a u f  gem einsam en  
N u llp u n k t g eb rach ten  u n d  m it gem einsam en K o m p arie ru n g sfak to ren  v e rse h e 
n en  L a tte n p a a re  e n tsp r ic h t ih r  vo llkom m en.

Z ule tz t soll n och  d a ra u f  hingew iesen w erden , daß  im  G runde genom m en  
kein  U ntersch ied  zw ischen d e r P rü fu n g  der L ängen- und  K re iste ilungen  b e s te h t, 
u n d  d aß  die einzelnen  T e ilu n g sp rü fm eth o d en  —  v o rau sg ese tz t, d a ß  sie im  
s tren g en  Sinne des W ortes zu r T eilu n g sp rü fu n g  b e s tim m t w orden sind  —  all
gem ein a n w en d b a r sind . Die M eßum stände k ö nnen  n a tü rlic h  m ehrere  V a r ia tio 
n en  erfo rdern , h ie r w urden  a b e r  vornehm lich  die p rinzip iellen  u n d  re c h e n te c h 
n ischen  F ragen  u n te rs u c h t, um  fü r a u f k o n k re te  F älle  a u szu a rb e iten d e  K om - 
parie rungs- und  d a m it zu sam m en h än g en d e  T e ilu n g sp rü fu n g sm eth o d en  R ic h t
linien geben zu k ö n n en .
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N E W  A SPE C TS O F C O M PA R A TIO N

GY. ALPÁR

SUM M ARY

In the  in tro d u c tio n , th e  a rtic le  deals w ith th e  in te rw o v en  prob lem s of c o m p a ra tio n  and  
th e  ex am in atio n  o f scale d iv is ions an d  also w ith  th e  sep a ra tio n  of b o th  processes.

In  th e  follow ing th e  a u th o r  expresses his op in ion  th a t  th e  average  v a lu es o f d iv isions 
d e te rm in ed  by  co m p ara tio n  can  he rigorously  deduced  on ly  based on the  re su lts  o f  a p rev ious
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e x a m in a tio n  of d iv is ions, as tlie  accum ulation  o f in d iv id u a l div ision  e rro rs neg lected , w hen 
c a lcu la tin g  w ith  th e  a v e ra g e  d iv ision  value  can  b e  c o n tro lled  q u a n tita tiv e ly  o n ly  in  th is  case. 
W ith  reference to  th e  c o n n ec tio n  betw een c ircu la r a n d  leng thw ise  d iv isions th e  a u th o r  e x am 
in es  possib ilities o f re d u c tio n  o f th e  m easu rem en t a n d  ca lcu la tio n  w orks in ex am in a tio n  of 
d iv is io n s . F inally , on th e  e x am p le  of th e  c o m p a ra tio n  o f precise  s ta ffs, p ro b lem s in th e  calcu 
la tio n  of th e  average d iv is io n  v a lu e  are p resen ted , too .

НОВЫЕ ПОЗИЦИИ ПО КОМПАРИРОВАНИЮ

Д. А Л ЬП А Р

Р Е З Ю М Е

В вводной части работы рассматриваются переплетающиеся проблемы компари- 
рования и исследования делений, а также возможности их разделения.

В дальнейшем автор излагает своё мнение о том, что средние значения делений, 
определяемые компарированием, могут быть выведены только на основании предшест
вующего им исследования делений. Только в этом случае может быть численно про
контролировано накопление отдельных ошибок делений, пренебрегаемых при вычисле
ниях со средним значением деления. Затем указывается связь между исследованиями 
делений круга и длины и рассматриваются возможности уменьшения объема измеритель
ных и вычислительных работ при исследовании делений. Наконец на примере компари- 
рования высококлассных нивелирных реек анализируются и проблемы вычисления сред
него значения деления.
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A  S I M P L E  A N D  R I G O R O U S  M E T H O D  F O R  T H E  

A D J U S T M E N T  O F  G E O D E T I C  S A T E L L I T E  N E T W O R K S  

B Y  A P P L Y I N G  A R B I T R A R Y  A P P R O X I M A T E  

C O O R D I N A T E S

I. KÁ DÁR

GEODETIC AND CARTOGRAPHIC INSTITUTE, BUDAPEST

F . KARSAY

INSTITUTE FOR GEODESY AND GEOTECHNICS, BUDAPEST 

[M an u scrip t received D ecem ber 19, 196 7 1

A t p resen t, th e  a d ju s tm e n t o f geodetic  sa te llite  n e tw o rk s  is considerab ly  im peded  by  
th e  large  n u m b er o f eq u a tio n s  o f o b se rv a tio n , by  th e  lack  of good a p p ro x im ate  va lues and by  
th e  need of e stab lish in g  th e  no rm al equ atio n s w ith  ex cessive ly  len g th y  co m p u ta tio n s.

T he so lu tion  p re sen ted  h ere  is based  on th e  m eth o d  o f th e  least squares of G auss. T he 
p a ram etric  e q u a tio n s , lin e a r  fo r th e  unknow n co o rd in a te  v a r ia tio n s ,  a re  given b y  a v ec to r 
an d  a sca lar p ro d u c t (F o rm u la  1). T h e  estab lish ing  of e q u a tio n s  o f  o b se rv a tio n  is o m itted , since 
th e  coefficien ts o f th e  no rm al e q u a tio n s  can be estab lished  d ire c tly  from  th e  ob se rv a tio n  re su lts  
and  from  th e  ap p ro x im a te  co o rd in a tes .

T he a p p ro x im a te  c o o rd in a te s  m ay  be equal to zero , ro u g h ly  a p p ro x im ate  round  n u m eri
cal v a lu es o r even  v a lu es o f good ap p ro x im atio n .

T he fo rm ulas can  be e q u a lly  app lied  for p lan ar a n d  for sp a tia l  fo rm ations, for single 
«Joints and  fo r n e tw o rk s, and  th ey  a re  especially a d v an tag e o u s  in case of e lectronic co m p u te r 
d jo g ram s.

1. The problem

T he u su a l a d ju s tm e n t o f  sa te llite  n e tw o rk s  en co u n te rs  th re e  e ssen tia l 
d ifficu lties:

1. T he n u m b e r o f th e  eq u a tio n s of o b se rv a tio n  is v e ry  large.
2. Good a p p ro x im a te  v alues are lack ing , co n seq u en tly  th e  a d ju s tm e n t 

can  be solved b y  w ay  o f  ite ra tio n  only.
3. T he e s tab lish in g  o f  th e  coefficients o f  th e  n o rm al equ a tio n s requ ires 

c o m p u ta tio n s  o f excessive  le n g th .
T he p rocedure  p re se n te d  here m eans to  su rm o u n t these  d ifficu lties. 

A lread y  in  papers b y  Zh o ng o lo vich  [1 ,2 ] ,  D u f o u r  [3 ], St ie f e l  [10 ], K rau s  
[4 ] an d  F irago  [5 ] , e ffo rts  a re  m ade to  use lin e a r  eq u a tio n s  from  th e  v e ry  
f ir s t  a n d  to  solve th e  a d ju s tm e n t b y  a single n o rm a l eq u a tio n . T heir co n sid e ra 
tio n s , how ever, d id  n o t a t ta in  genera lization ; th e y  re fe rred  to  p la n a r figures or 
to  th e  sp a tia l d e te rm in a tio n  o f a single p o in t.

O ur p ro ced u re , b ased  on th e  m ethod  o f th e  le a s t squares of G auss, re s u lt
ing  acco rd ing ly  in  a precision  a d ju s tm e n t, reach es th e  p a ram e tric  eq u a tio n s  
in a sim ple w ay, w ith  th e  aid  o f a vecto r p ro d u c t.
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T h e  problem  is to  c a lc u la te  th e  m ost accu ra te  va lues o f  th e  sp a tia l 
r e c ta n g u la r  coord inates o f p o in ts  c o n s titu tin g  a sa te llite  n e tw o rk  (F ig . 1) and  
th e  m easu re s  ch a rac te ris tic  fo r  th e  re lia b ility , if

—  th e  o bserva tion  v a lu e s ,
—  d a ta  usable fo r th e  choice a n d  estab lish in g  of w eigh t fa c to rs , fu rth e r
—  th e  m a th e m a tic a l re la tio n s  to  he estab lished  be tw een  th e  observed  

m a g n itu d e s  an d  th e  u n k n o w n s a re  a t  o u r d isposal.
N o lim ita tio n s as to  th e  p o in ts  a n d  d irec tions fig u rin g  in  th e  ne tw o rk  

a re  m a d e  a t  all. T hus, fo r ex am p le , a c tu a l d irec tions (d iverse ly  o r sep a ra te ly )
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fro m  te r r e s tr ia l  po in t to  s a te llite  p o in t m ay  occur, b u t  also d e riv ed  (fic titious) 
d ire c tio n s  connecting  a te r r e s tr ia l  p o in t w ith  a te rre s tr ia l p o in t m a y  ex ist in 
th e  n e tw o rk . The po in ts  th em se lv es  m a y  be know n or can  be d e te rm in ed , 
in d e p e n d e n tly , of being a te r re s tr ia l  or a sa te llite  p o in t in q u es tio n  (F ig . 2). 
T h e  o n ly  cond itions ex p ec ted  fro m  th e  n e tw o rk  is th a t  it  shou ld  be  determinate ,
i.e. i t  sh o u ld  contain  a t  le a s t as m a n y  d a ta  o f observation  as n ec e ssa ry  for 
c a lc u la t in g  all its  u n k n o w n  p o in ts .

F o r  un iqueness’ sake i t  w ill he assu m ed  in th e  follow ing t h a t  o u r  (fic ti
tio u s)  d ire c tio n  observa tion  re su lts  a re  to p o c e n tr ic  d irection  cosines re fe rring  
to  th e  n e tw o rk  sides, th a t  is, th e  co m p o n en ts  o f th e  u n it v ec to rs  d e te rm in in g  
th e  s p a t ia l  d irections, re fe rrin g  to  t h a t  sp a tia l re c ta n g u la r  sy s tem  o f  co o rd in a 
te s , in  w h ich  th e  coord inates o f  th e  fix ed  s ta tio n s  are  a t  ou r d isp o sa l. These 
d ire c tio n  cosines (m, n, p)  a re  g en e ra lly  n o t  d irec tly  co m p u ted  fro m  m easu re 
m e n ts , b u t  from  th e  p h o to g ra p h ic a lly  or v isu a lly  d e te rm in ed  e q u a to r ia l 
c o o rd in a te s  (a, Ö) an d  in  th e  k n o w led g e  o f th e  sidereal tim e  s b e lo n g in g  to  
th e se  f ro m  th e  following re la tio n s :

m  =  cos <5 cos (s — oc) 

n =  cos ô sin  (s — oc) 

p  =  sin  ô .

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1960
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Fig. 2. D e te rm in a tio n  p lan e  o f th e  sa te llite  ne tw ork . 1 k n o w n  te rre s tr ia l p o in ts , 2 te r re s tr ia l  
p o in ts to  be d e te rm in ed , 3 sa te llite  po in ts , 4 a c tu a lly  m easu red  d irec tions, 5 derived  ( f ic titio u s)

d irections

/

/
/

/

aR(/ ,(ч "rJ

Fig. 3. T h e  v ecto r o f th e  d ifference o f  co ord ina tes

On th e  o th e r  h a n d , also th e  leng th  of an  a rb i t r a ry  n u m b er o f sides can  
he m easu red  in th e  n e tw o rk . I t  is assum ed , h o w ev e r, th a t  also th e  d irec tio n  
o f th a t  side is k n o w n , th e  len g th  of w hich is m easu red .

2. Param etric eq u ation s

L et us select tw o  ne ig h b o u rin g  po in ts  I  a n d  J  from  th e  n e tw o rk  (F ig . 3) 
an d  le t us assum e th a t  o u r  m easu rem en ts w ere  ex ecu ted  w ith o u t a n y  e rro r . 
In  th is  case, tw o  co n d itio n s m ust he sa tisfied :
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1. The co o rd in a te -d iffe ren ce  v e c to r  A R  =  R j —  R h fo rm ab le  from  th e  
a d ju s te d  coord inates Й, a n d  Rj  o f th e  p o in ts  I a n d  J ,  on th e  one h a n d , an d  th e  
m e a su re d  u n it v e c to r  r  on  th e  o th e r m u s t h a v e  th e  sam e d ire c tio n , i.e. th e ir  
v e c to r  p ro d u c t m u s t he zero:

7 X Л К  =  0 . ( la )

2. The d is tan ce  t \  co m p u tab le  from  th e  a d ju s te d  co o rd in a tes  R ,■ an d  Rj 
o f  th e  po in ts  I  an d  J ,  m u s t be equal to  th e  m easu red  side len g th  i, t h a t  is, th e  
d iffe ren ce  of th e  sca la r  p ro d u c t

t' =  7 A R

a n d  th e  d istance t m u s t be zero:

r • A  R  — t =  0  . ( lb )

T hese are th e  tw o  p a ra m e tr ic  e q u a tio n s  fo rm ing  th e  basis o f  o u r  a d ju s t
m e n t procedure  to  b e  p re se n te d . Since th e se  tw o  re la tions are b a sed  on  th e  tw o 
m o s t im p o r ta n t o p e ra tio n s  o f  lin ea r a lg eb ra , u p o n  th e  scalar m u ltip lic a tio n  an d  
th e  v e c to ria l m u ltip lic a tio n , th e  m e th o d  m ig h t also be called linear adjustment .

3. T h e eq u ation s o f  d irection -correction

A s it will be seen  in  th e  fo llow ing, i t  is n o t necessary  to  estab lish  
e q u a tio n s  of o b se rv a tio n  in  th e  course o f  th e  c o m p u ta tio n a l w ork in  o u r  p roce
d u re , because  th e  coeffic ien ts  o f th e  n o rm a l e q u a tio n s  can be e s ta b lish e d  d irec t
ly  f ro m  th e  o b se rv a tio n  v a lu es . H ere, h o w ev e r —  in o rder to  c re a te  a  connec
tio n  w ith  th e  eq u a tio n s  o f  o b se rv a tio n  o f  th e  tra d itio n a l a d ju s tm e n t —  also 
th e  e q u a tio n s  of th e  o b se rv a tio n  th em se lv es  w ill be derived.

O n accoun t o f th e  e rro rs  of m e a su re m e n t, th e  d irections o f th e  vecto rs 
? a n d  A R  p resen ted  in  e q u a tio n  ( la )  will n o t  coincide en tire ly . I n s te a d  of th e  
v e c to r  r ac tu a lly  an  u n it  v e c to r  e d iffe rring  b y  a v ec to r  v  from  th e  v e c to r  r  is 
m e a su re d  (F ig. 4):

r  =  e -f- v (2 )

S u b s titu tin g  th is  in to  ( la ) :

(e -f- v) x A R  — 0 (3)

a n d  hence

e X A R  -j- v X A R  =  ) (4)
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L et us in tro d u ce  th e  follow ing d en o ta tio n s , to o :
L e t th e  ax ia l co m p o n en ts  o f th e  v ec to r he A R : A X ,  A Y ,  AZ\  m ore p re 

cisely

A X  =  X j  -  X j  =  X oj +  d X j  -  X oi -  d X ,

A Y  =  Y j  -  Y j =  Y 0j +  d Y j  -  Y 0, -  d Y ,  (5)

A Z  =  Z,- -  Z, =  Z 0;- +  dZj  -  Z 0, -  d Z , ,

.Fig. 4. T he in te rp re ta tio n  of d irec tion  co rrec tio n

w here Xj, Yj ,  Zj a n d  X,-, Y ,, Z, a re  th e  f in a l (a d ju s te d ) co o rd ina tes o f th e  
p o in ts  J  resp . I , X oj, Y 0j, Z uj a n d  X 0(-, Y 0„ Z 0, are  th e  a p p ro x im a te  co o rd in a tes  
o f  th e  po in ts  J ,  resp . I , a n d  fin a lly  d X , d Y  and  dZ are  th e  co rrespond ing  changes 
in th e  coo rd inates.

L et us d en o te  th e  ab so lu te  value of A R  b y  t :

I A R  | =  I .  (6)

F inally  le t us use th e  le tte rs  m, n, p  for th e  d e n o ta tio n  of th e  co m p o n en ts  
o f th e  v ec to r e, resp . —  b e in g  th e  u n it v ec to r in q u estio n  —  of its  d irec tion  
cosines re la te d  to  th e  axes o f  coo rd inates.

L et us perfo rm  th e  v ec to ria l m u ltip lica tio n  re fe rred  to  in E q u . (4) also 
w ith  th e  sca la r co m p o n en ts :

e X AR  =  (nAZ  — p A Y )  i  +  (pAX  — m \ Z ) j  -f- (mAY — nAX) к  .

L et us su b s ti tu te  th is  in to  (4) an d  tran sp o se  i t  to  th e  r ig h t-h a n d  side o f  th e  
eq u a tio n :

V X AR =  (pA Y  — nAZ) i  -j- (m /lZ  — pAX)  j  -)- (nAX  — m zlY ) к  . (7)
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T h e  le ft-hand  side o f  e q u a tio n  (7) is equal to  a v ec to r W,  th e  ab so lu te  value of 
w h ich  is

W  I =  I V j ■ i]R  sin 90° =  t 1 V 1 . (8 )

i f  eq u a tio n  (6) is also  ta k e n  in to  co n sidera tion .
Since V is sm all a n d  n o rm a l to  A R  (F ig. 3), it  can be reg a rd ed  as iden tica l 

w ith  th e  arc, i.e. th e  a n g u la r  co rrec tion  itse lf  expressed  in  a n a ly tic a l un its .
The triang le  I J K  o f  F ig . 4 is s im ila r to  th e  trian g le  enclosed  in i t ;  from  

th e  p ro p o rtio n a lity  o f  its  sides it  follows th a t

t |® | =  | F | .  (9)

C onsequently , a c c o rd in g  to  E q u . (8 ) a n d  (9) th e  lin ea r  co rrec tio n  | V  \ 
is e q u a l to  | W  | ; th e se , as v ec to rs , are  ro ta te d  b y  90° to  each  o th e r . The sam e 
c a n  b e  said  for th e  v e c to rs  v an d  w,  th a t  is

V ' =  w  ! an d  V ■ ui =  0 . ( 10)

in g
In  case of eq u a l p ro b a b le  m easu rem en ts*  th e  a d ju s tm e n t is m ade accord- 

to  th e  conditions
[v • n] =  m in .

O n th e  basis o f th e  fo rm u las  (9) an d  (10) i t  is easy  to  see th a t  th e  follow 
in g  cond itions are  id e n tic a l to  th e  above one:

a n d  f in a lly ,

[t> v~\ =  [n> w]
1
- V V

t

[ r n ]  = w w ( 11 )

A s can be seen i t  is th e  lin ea r  corrections w eigh ted  in a p ro p o rtio n  inverse 
to  th e  sq u are  of th e  a p p ro x im a te  d istance  th a t  co rrespond  to  th e  u n it w eight 
c o rre c tio n s  of th e  o b serv ed  angles.

T hese  corrections a re  co rrec tions o f fic titio u s  o b se rv a tio n  resu lts .
I t  can  be d e m o n s tra te d  th a t  th is  m in im u m , estab lish ed  fo r th e  square 

su m  o f  th e  fic titious c o rre c tio n s , occurs in th e  sam e place as th e  m in im u m  re la t
ed  to  th e  square sum  o f th e  re a l o b se rv a tio n  co rrec tions, th a t  is , th e  fic titious 
c o rre c tio n s  chosen p ro p e rly  e x a c tly  for th is  pu rpose  are  in d e p e n d e n t of each

* I n  case of n o n -eq u al p ro b a b le  m easu rem en ts  th e  co rresponding  w e ig h ts m u st be 
c o n s id e re d  —  anyw here in th e  fo llow ing -  in th e  w ay  u su a l in a d ju s tm e n t c o m p u ta tio n s .
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o th e r, i f  th e  im age co o rd ina tes x  and  y  a re  eq u a lly  accura te , in d e p e n d e n t 
o b se rv a tio n  resu lts . In  th is  case th e  w eigh t m a tr ix  re la ted  to  th e  f ic titio u s  
co rrec tions is sim plified  to  an  un it m a trix .

T h is follows also from  th e  fact th a t  th e  a lg eb ra ic  form  of th e  coeffic ien ts  
o f th e  sy s tem  o f n o rm a l equa tions derived  b y  us ex ac tly  agrees w ith  th e  fo r
m ulas o f  o th e r  a u th o rs  (e. g. o f [11]), e s ta b lish e d  fo r  th e  real o b se rv a tio n  resu lts  
b u t derived  in a m ore com plica ted  way.

In  th a t  case, th e n , if  th e  above m en tio n ed  condition  is n o t fu lf illed , th a t  
is, th e  rea l o b se rv a tio n  resu lts  are  of d iffe re n t w eights, ev en tu a lly  n o t  even 
in d e p e n d e n t o f each  o th e r , our general fo rm u la  (18) published in [ 1 2 ] h a s  to  
be app lied  fo r a d irec t estab lish in g  o f th e  n o rm a l equation .

31. First  varian t

In  th e  f irs t p lace in  ou r p rocedure, as the f i r s t  variant,  E q u . (11) w ill be 
ap p lied ; th a t  is, th e  m in im um  condition  o f  th e  w eigh ted  square su m  o f  vec to rs 
W  —  eq u a lly  n o rm a l to  th e  p lane o f th e  coo rd inate-d ifference  v e c to rs  a n d  of 
th e  m easu rin g  re su lt v ec to rs  — will be sa tis fied . A c tua lly , the  p rev io u s f ic titio u s  
co rrec tio n  v e c to r  is u sed :

W  =  (p A Y  -  n/IZ) i +  (m AZ -  p A X )  j  f  ( nAX -  m A Y )  к  , (12)

th e  sca la r  com p o n en ts  o f  which are

W x  =  p A Y  — nAZ

W у — mAZ  — p A X  (13)

W7 =  nAX -  m A Y  .

L et us s u b s ti tu te  here  th e  q u an tities f ig u rin g  in  E qu . (5) an d  le t  us sep ara te  
th e  ab so lu te  te rm s , w h ereb y  th e  form  o f th e  eq u a tio n s of o b se rv a tio n , su itab le  
for c o m p u ta tio n s , is o b ta in ed :

W x =  p  {dYj -  d Y ,) -  n (dZj -  dz,)  -f { p ( Y oj — Y oi) -  n (Z0J -  Z ol) }

W Y =  m (dZj -  dZ,) -  p  (dXj -  dX,) +  { m ( Z oj -  Zoi) -  P( X 0j -  X oi) } (14) 

W z  =  n (dX,  dX,)  -  m (dY j — d Y , )  +  {  n ( X oj-  X oi) -  m ( Y nj -  Y 0,)}

I t  can  easily  be seen th a t  th e  th re e  e q u a tio n s  of observa tion  a re  in d ep en 
d e n t on ly  b y  p a irs , th e  th ird  one follows fro m  th e  o th e r tw o. In  th e  in te re s t  of 
th e  possib ility  o f w ritin g  them  up  sy m m e tric a lly , how ever, it  is ad v isab le  to  
use all th ree .
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I n  th e  equations, e ach  tw o r ig h t-h a n d  m em b ers  do n o t c o n ta in  u n 
k n o w n s ;  th e  absolute te rm s  o f  th e  eq u a tio n s a re  o b ta in ed  by  th e ir  re d u c tio n . 
T h e  a b o v e  p resen ted  sy s te m  o f equations o f  o b se rv a tio n  has to  be  w e ig h ted , 
a c c o rd in g  to  (11), in an  in v e rse  ra tio  to  th e  s q u a re s  of th e  a p p ro x im a te  le n g th  
o f  t h e  sides.

32. Second varian t

A s a second variant , th e  lin ea r co rrec tion  | V  | itself, too, can  b e  e s ta b -
lish e d , i f  th e  vecto r p ro d u c t o f  th e  vectors W  a n d  e is form ed. B y th is , n a m e ly , 
th e  v e c to r  W ,  ro ta tin g  it b y  90° a round  in  th e  d irection  e, is b ro u g h t in to  
c o v e ra g e  w ith  vecto r V,

V  =  W X e

i j  к
V  =  \n.  1Z  -  p A Y p A X  — m A Z  m A Y  — n A X

m n p

th e  c o m p o n e n ts  of w hich are

V x  — ( p A X  - mAZ)  p  — ( m A Y  — n A X )  n

V у =  ( n A Z  — p A Y )  p  -  (m A Y  — n A X )  m 

V z  =  (n A Z  -  p A Y )  n -  ( p A X  -  m A Z )  m

A fte r  re d u c tio n ,

V % =  (1 — m m )  A X  — mn A Y  — m p  A Z  

V у — — m n  A X  +  (1 — nn)  A Y  — np AZ  (15)

V y =  — m p  A X  — np A Y  +  ( 1 — pp )  A Z

T h e se  corrections, to o , re q u ire  a w eigh ting  in v e rse ly  p ro p o rtio n a l to  th e  
sq u a re  o f  th e  d istance. U sing  (5), th e  r ig h t-h a n d  sides can be sim ilarly  e s ta b 
lished  in  d e ta il.

33. Third variant

I n  th e  following, as a th ird variant,  also a s y s te m  of equations o f  o b se r
v a tio n , co n sis tin g  of tw o e q u a tio n s , is given.

F o r  th is  purpose, such  a local system  o f co o rd in a tes  will be a d d e d  to  
each  p o in t  (I) , th e  cen ter o f  w h ich  will be in th e  p o in t  I, its axis Z '  co incides 
w ith  th e  d irec tio n  of e, a n d  its  ax is  X '  will be ch o sen  so th a t  th e  p lan e  X ' Z '
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will be  p a ra lle l to  X  ax is . B y  a su itab le  tra n s fo rm a tio n  of c o o rd in a te s  th e  
fo llow ing sy s tem  of e q u a tio n s  is o b ta in ed :

=  V x'  =  ) / l  —  m m  A X  —

m n
A Y m p A Z

\ 1 m m У 1 —  m m

W X ^  y  »
)  1  —  m m  1 1

1 z P  1 y  ( 1 6 )

m m У 1 mm

Vy.- 0  .

1
B y  in tro d u c in g  an  au x ilia ry  w eight th is  can be w ritte n  ev en  in

1 m m

a s till  s im p le r  w ay :

V ' x ’ =  (1 — mm) A X  m n  A Y  mp  IZ  =  V  x
V ' y '  =  n A Z  — p A Y  = ~  W x
V ’7;  =  0 .

I t  can  be seen th a t  V arian t 3 is a c tu a lly  an  exped ien t co m b in a tio n  o f th e  
v a r ia n ts  1 a n d  2.

T he above-d escrib ed  form  has th e  a d v a n ta g e , th a t  m erely tw o  eq u a tio n s  
o f o b se rv a tio n  m u st be e stab lished  for each  d irec tion . The d e r iv a tio n  o f th e  
sy s te m  of eq u a tio n s  (16) is o m itted  here; i t  can  be proved by  d ed u c tio n  th a t  th e  
id e n t i ty  I W  =  I V  I =  I V  I ex ists , t h a t  is,

\iw\ +  w\ + w\ =  yv\ + v\ + v\ = У v\, +  v\7 =  ypv\ +  PWÇ

4 . E q uation s for the corrections to the m easu red  distance and con stra in t
conditions eq u a tio n s

T he e q u a tio n  fo r th e  correction  to  th e  m easu red  d istance  can  be  e s ta b 
lished  on th e  basis o f F o rm u la  ( lb ) , resp , o f  F ig . 5, if th e  fixed d is ta n c e  t ' of th e
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tw o  f in a l  p o in ts  of th e  n e tw o rk  side is s u b s t i tu te d  b y  th e  sum  t '  =  t v 
o f  t h e  m easu red  d is tan ce  t a n d  of th e  co rrec tio n  v t belonging to  it . In  th is  w ay

f  ■ Ä R  — (t +  v,) =  0 .

H en ce

vt — r ■ A R  — t - m I X  -j- n IY -к P JZ — t ,

t h a t  is ,

v , — m (d X j  — d X j )  4 - n ( d Y , — d Y  t) p  (dZ,  — d Z ,) +

+  { m ( X 0j — X ni) -j- n ( Y oj — Y ,„■) +  p  (Z 0, — Z(„) — t J . (17)

T h is  is th e  eq u a tio n  fo r  th e  co rrec tion  to  th e  m easured  d is tan ce  so u g h t 
fo r, w h ic h , as is to  be seen , assum es —  on a c c o u n t of th e  ap p lica tio n  o f  th e  
c o e ffic ien ts  m, n and  p  —  t h a t ,  besides th e  m e asu rem en t o f d is tan ce , a lso  a 
m e a su re m e n t of direction has ta k e n  p lace .T he  ro le o f  these  coefficients, how ever, 
is so s e c o n d a ry  here th a t  th e y  can  also be s u b s t i tu te d  b y  ra th e r  rough  a p p ro x i
m a te  v a lu e s  m 0, n 0, p n; m e re ly  th e  condition

'«0 +  n5 +  Po =  1

has to  b e  s tr ic t ly  fulfilled.
I n  case  of co n stra in t o f  d is tan ce  vt =  0, th e re fo re  th e  r ig h t-h a n d  side 

o f th e  e q u a tio n  (17) is eq u a l to  zero.
F o r  th e  calculation  o f  th e  values m„, n„, p ,„  an  accu racy  of a few  m in u te s  

of a rc , o b ta in a b le  from  th e  fo llow ing (sigh ting) d a ta  anyw ay  n ecessa ry  fo r 
d is ta n c e  m easu rem en t, is su ffic ien t.

5. C om parisons

51.  First  variant

I n  o u r  co m p u ta tio n s, th e  sam e n u m erica l e x a m p le  has been re p e a te d  b y  
w hich  th e  sa te llite  ne tw ork  a d ju s tm e n t m e th o d  used  in Poland  was d e m o n 
s t r a te d  b y  M i l b e r t  [6 ]. In  th e  sam e w ay d id  th e  a d ju s tm e n t o f a c o n ti
n e n ta l  n e tw o rk  tak e  p lace, m easu red  in 1963 w h ich  w as rep o rted  b y  D o b a - 
c z e w s k a  a n d  B a r a n  [7, 8 ], to o .

O u r  ex am p le  was w o rk ed  o u t firs t acco rd in g  to  th e  f irs t v a r ia n t u n d e r  
th e  a p p lic a t io n  of th e  sy s tem  o f  eq u a tio n s  (14). E q u a tio n s  of o b se rv a tio n  a n d  
n o rm a l e q u a tio n s  were c o m p u te d  sep ara te ly . T h e  n u m b e r  of e q u a tio n s  o f  
o b se rv a tio n  w as th e  th ree fo ld  o f  th e  m easured  p a irs  o f  po in ts, also in c rea sed  
b y  an  e q u a t io n  of co n stra in t o f  d is tan ce  co n d itio n .
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T he exam ple  is o f  i llu s tra tiv e  c h a ra c te r , m ere ly  involv ing  te r re s tr ia l  
po in ts  an d  th e  f ic titio u s  d irec tio n s connectir g ihem , since it is desirable to  red u ce  
th e  c o m p u ta tio n  o f  n e a rly  all observations h a v in g  a geodetic purpose to  th is  
basic form . T here  a re  no  d ifficu lties, how ever, in  in c lu d in g  also an  a rb i t r a ry  
n u m b e r o f sa te llite  p o in ts  in th e  a d ju s tm e n t.

T he d a ta  given from  an ea rlie r s ta tio n  a d ju s tm e n t are  th e  fic titious m eas
u rem en t resu lts  m , n, p  (to p o cen tric  eq u a to ria l d irec tio n  cosines), th e  w eigh ts 
belonging  to  th ese , th e  fixed  coordinates of one p o in t ,f u r th e r  a base len g th  to  he 
in tro d u ced  in th e  a d ju s tm e n t as a co n stra in t c o n d itio n .T h e  ap p ro x im ate  co o rd i
n a te s  w ere es tab lish ed  as ro u n d ed  off to  1000 k m . I t  is also to  be re m a rk e d , 
th a t  —  fo r th e  sake  o f a com parison  w ith  th e  o rig in a l a d ju s tm e n t (and  so lely  
for th is) —  th e  a lread y  know n fixed  d istances h a v e  been used  as w eights to  th e  
c o m p u ta tio n . O therw ise even d istances m easu red  o ff  on a schem e are su ita b le .

As u su a lly  th e  r ig h t- tw is t system  of c o o rd in a te  axes was ad o p ted  in  such  
a w ay  th a t  th e  Z  ax is shou ld  coincide w ith  th e  ax is  o f  ro ta tio n  of th e  E a r th  
(its p o sitive  d irec tio n  p o in tin g  to w ard s n o r th ) , an d  th e  X Y -ax is  shou ld  lie in  
th e  p lan e  o f th e  E q u a to r .

Table I

Observation results

Serial 
numbers 
of the 

direction
Stations

Number 
of obser
vations 

N

t
[103km]

Weight
p=

0,5 10s
z

Direction cosines measure 

m I n

ll

l N ikolaev

Poznan 19 1,2 0,06 + 0 ,0 2 7  000 30 —0,948 844 26 +  0,314 588 11
2 R ig a— 11 1,2 0,04 + 0 ,4 1 7  733 83 +  0,719 834 72 —0,554 379 31

N ikolaev •

3 R ig a—Poznan 19 0,7 0,20 + 0 ,7 9 9  743 31 —0,421 808 61 —0,427 186 29

4 P o zn an —

B u ch are s t 9 U 0,04 + 0 ,3 2 8  070 77 +  0,783 730 35 -  0,527 386 30

5 Riga

B ucharest 9 1,4 0,02 + 0 ,6 5 3  763 52 + 0 ,4 1 8  603 89 0,630 368 18

6 N iko laev—

B ucharest 2 0,5 0,03 + 0 ,7 4 2  252 75 0,559 557 29 0,368 723 51

The m easu rem en t re su lts  are sum m ed in T ab le  I. The c o o rd in a te s  of 
th e  given p o in t (P o zn an ) a re : X P — 3 732 188 in, Y P 1 132 435 m  an d  
Z P — 5 030 006 m.

T he base  ( th e  d is tan ce  o f th e  po in ts P o z n a n -B u c h a re s t) :

1 116 375,5 m .
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Table II

Equations оf

Y b Z ß  J  X y  j Y y Z y

+ 0 ,9 4 8  844 26 | + 0 ,0 2 7  000 30

—0,314 588 11 -0 ,9 4 8  844 26

+ 0 ,3 1 4  588 11 — 0,027 000 30
+ 0 ,7 1 9  834 72 —0,417 733 83

—0,554 379 31 — 0,719 834 72
+ 0 ,5 5 4  379 31 + 0 ,4 1 7  733 83

— 2,200 329 19 +  1,259 876 48

0,527 386 30 0,783 730 35

— 1,259 876 49 +  1,175 864 40

— 1,653 769 03 + 0 ,6 7 2  921 75

— 0,630  368 18 - 0,418 603 89

— 1,505 890 55 +  1,667 104 47

+ 0 ,5 9 4  477 22 - 0 ,8 9 9  509 72 + 0 ,5 5 9  557 29 1 + 0 ,7 4 2  252 75

— 0,368  723 51 + 0 ,5 5 9  557 29 | + 0 ,3 6 8  723 51 —0,559 557 29
- 0 ,8 8 0  845 94 +  1,334 989 88 1 —0,368 723 51 — 0,742 252 75

T h e  ap p ro x im a te  co o rd in a tes : 

X  [m]

B u c h a re s t
N ik o laev
R ig a

+  4 000 000 
+  3 000 000 
+  3 000 000

Y  [m]

+  2 000 000 
+  2 000 000 
+  1 000  000

Z  [m ]

-4 000 000 
-4 000 000 
5 000 000

A s co o rd in a te -in d ex , in th e  fo llow ing th e  in itia l o f th e  re sp ec tiv e  to w n ’s 
n a m e  w ill be  used.

T h e  eq u a tio n s o f  o b se rv a tio n  a re  p re se n te d  in  T able I I ,  th e  n o rm a l 
e q u a tio n s  in  Table I I I ,  an d  th e  fin a l re su lts  in  T ab le  IV.

I n  th e  course o f th e  c o m p u ta tio n s , u n d e r  th e  app lication  o f th e  d is tan ce  
fo rced -co n d itio n  eq u a tio n , Vt =  0, th e  c o o rd in a te  X B was ex p ressed  and 
s u b s t i tu te d  in all th e  o th e r  eq u a tio n s  o f o b se rv a tio n .

T h e  a d ju s te d  co o rd in a te  values p rec ise ly  agree w ith  th e  values o b ta in e d  
b y  M i l b e r t . T hough , he o b ta in e d  th e m  w ith  a c c u ra te  ap p ro x im a te  co o rd in a tes
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direction-correcti on

X « Y r Z B l

—0,719 834 72 + 0 ,4 1 7  733 83

— 671 307,865 771 38 

+  704 389,647 213 41

— 202 527,168 082 88 

417 733,830 000 00

+ 0 ,5 5 4  379 31 + 0 ,7 1 9  834 72 +  165 455,410 000 00

—0,554 379 31 

4-0,421 808 61 + 0 ,7 9 9  743 31

0,417 733 83 — 417 733,830 000 00

— 414 757,207 798 53

+ 0 ,4 2 7  186 29 0,421 808 61 43 917,627 164 49

— 0,427 186 29

— 0,418 603 89 +  0,653 763 53

0,799 743 31 +  336 777,773 062 38 

539 692,433 132 79 

+  349 705,067 522 60 

— 509 555,877 506 78 

483 503,916 999 28

+ 0 ,6 3 0  368 18 +  0,418 603 89 — 211 764,290 000 00

—0,630 368 18 —0,653 763 53 - 3 9 7  372,595 900 54 

— 227 589,876 546 85 

0

4  149 971,664 422 11

a n d  w ith  tw ice as m uch w ork  (n am ely  th e  e s tab lish m en t an d  d ev e lo p m en t of 
e q u a tio n s  o f  observ a tio n s a n d  o f  n o rm a l eq u a tio n s  were tw ice  c a rr ie d  o u t), 
o u r co m p u ta tio n s  im m ed ia te ly  fu rn ish ed  th e  f in a l resu lts .

In  th e  fo llow in g  w e com p are our m eth od  w ith  th e  p rocedu re o f  P a c h e l - 
Sk i , p u b lish ed  in [9].

F o r th e  a d ju s tm e n t o f  th e  n e tw o rk , P a c h e l sk i gives an  a lg o rith m  
w ritte n  in  a m a tr ix  form , acco rd in g  to  w hich th e  general form  o f th e  eq u a tio n s  
o f  o b se rv a tio n  is as follows (his F o rm u la  10):

V  =  CA ,  -  C A j +  L  ,

w here  th e  in d iv id u a l q u a n tit ie s , u sing  ou r earlie r described  n o ta tio n s , a re : 
v e c to r  o f co rrec tio n :

V =

V 7. -•
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Table IV

Final results

S e ria l n u m 
b e r  o f  
d ire c tio n s

C o m p o n en ts A b so lu te  v a lu e s 10» •pvv

o f  th e  co rrec tions

according  to  
our exam ple

1

accord ing  
! to  MlLBERT

( in  m )
wx
wT
Wz

( in  rad ian s)
Wx =  u'xl1 
W у =  Wr/< 
Wz =  Wzl1

"  =  + ] Ю* + иу* +  U>1
a cco rd in g  to  o u r  

e x am p le

a cco rd in g  to  M il b e k t

L

+  85,72

— 18,75

-  63,87

+  0,000 069 14 

- 0 ,0 0 0  015 12 

- 0,000 051 52

p  0.95 

0.000 087 54 

0,000 087 76

0,728 009 0.731 673

— 82,37 —0,000 066 84 p  =  0,55

2 +  80,54 + 0 ,0 0 0  065 36 0,000 099 65 0,546 157 0.544 952
+  42,51 + 0 ,0 0 0  034 50 0,000 099 54

— 7,24 0,000 010 56 p  =  0.95

3 -  31.66 — 0,000 046 17 0,000 053 93 0.276 302 0.275 381

+  17 69 +  0,000 025 79 0,000 053 84

+  22,09 +  0,000 019 78 p  =  0,45

4 — 8.01 — 0,000 007 17 0,000 021 11 0,020 053 0.020 130

+  1,86 + 0 ,0 0 0  001 67 0,000 021 14

76,41 — 0,000 054 62 p  — 0,45

5 +  108.51 +  0,000 077 57 0,000 095 01 0,406 210 0,405 954

7.20 — 0,000 005 15 0.000 094 98

18,55 — 0,000 034 44 P =  0,1
6 — 50,53 - 0,000 093 80 0,000 123 78 0,153 215 0,152 473

+  39,35 + 0 ,0 0 0  073 05 0.000 123 48

m0 =  Ÿp w ] l10 =  +  0,000 046 16; [pvv] • 108 = 2,129 946 2,130 563

A d ju sted  c o o rd in a te s

S ta tio n X  [m ] У  [m ] Z  [m]
B u c h a re s t 4 098 435,40 2 007 360,08 4 441 224,91

N iko laev 3 698 646,04 2 308 799,67 4 639 893,42

R iga 3 183 786,42 1 421 700,57 5 322 976,63

V a ria tio n -v ec to rs  o f  th e  u n k n o w n s:

d X j ~ \ d X j ]

II d Y , II d Y  j
. d l , U Z j \
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+ 0 ,4 0 9  936 04

+ 0 ,6 4 0  262 48

Normal equations 

V a ria n t 1

—0,281 971 60 + 0 ,0 2 2  657 12 + 0 ,0 1 0  521 41 + 0 ,0 2 9  642 76 +  0,037 744 94 —0,033 996 94 + 0 ,0 1 6  569 71 +  85 397,100 777 84

+ 0 ,3 0 7  855 30 0,034 310 34 —0,015 899 23 —0,044 939 94 - 0 ,0 3 0  640 78 + 0 ,0 0 4  048 19 —0,029 089 72 -  62 801,326 869 41

+ 0 ,1 0 7  130 75 + 0 ,0 0 5  006 57 + 0 ,0 1 7  294 31 — 0,029 896 98 + 0 ,0 1 0  890 39 - 0 ,0 0 8  387 21 - 68 876,143 320 86

+ 0 ,0 4 7  284 61 + 0 ,0 2 5  790 12 +  0,010 890 39 — 0,017 450 67 — 0,014 452 76 17 639,155 951 56

+ 0 ,1 1 0  550 12 — 0,008 387 22 — 0,014 452 76 0,025 086 11 55 437,998 598 50

+ 0 ,1 1 5  873 04 f  0,050 966 06 -[-0,086 881 06 34 715,802 095 05

+ 0 ,2 0 2  491 05 — 0,015 881 93 — 84 135,445 975 10

+ 0 ,2 0 4  096 45 36 100,231 936 02

169 642 161 666,698 808 58

85 396,311 881 27 + 1
62 802,451 817 54 + 2
68 877,052 936 25 — 1
17 640,104 261 12 + 2
55 438,908 187 22 — 1
34 716,568 664 49 — 5
84 136,259 361 71 0
36 101,017 286 52 + 1

887 357,690 720 83

—0,440 400 00 + 0 ,0 3 5  387 23 + 0 ,0 1 6  432 97 + 0 ,0 4 6  297 82 + 0 ,0 5 8  952 29 —0,053 098 44 + 0 ,0 2 5  879 55 +  133 378,268 203 13 — 1,561 859 44

+ 0 ,3 3 7  495 39 —0,055 484 61 0,025 665 98 —0,072 742 86 —0,013 861 49 —0,057 293 70 —0,052 422 55 12 034,349 721 78 — 2,038 080 88 — 2,963 003 44

+  0,320 624 31 + 0 ,0 0 9  359 80 + 0 ,0 3 6  241 32 — 0,102 151 46 f  0,029 911 89 —0,038 087 13 — 231 622,336 982 78 —0,180 311 47 —0,512 753 04

-f 0.215 100 48 + 0 ,1 0 6  104 27 -(-0,048 916 58 —0,085 209 40 — 0,073 765 66 83 551,146 241 84 —0,116 018 66 — 0,331 236 45

+ 0 ,3 0 0  904 56 — 0,045 240 45 — 0,027 268 11 — 0,069 425 56 — 150 310,457 426 43 —0,189 762 29 —0,537 741 60

+ 0 ,3 1 1  979 29 + 0 ,1 9 0  051 78 + 0 ,2 6 0  291 66 — 221 550,625 222 68 +  0,136 212 82 —0,325 581 96

+ 0 ,3 8 9  063 55 — 0,190 250 43 — 102 621,880 165 95 —0,604 672 06 — 0,348 103 15

+  0,291 581 36 -  94 173,960 165 95 —0,842 013 52 —0,748 006 93
— 26 489,102 532 93 — 7360,083 525 60 —441 224,913 001 17

— 7,769 — 10,228

+  133 377,036 057 57 +  5
— 12 039,290 781 99 — 9

—3,118 915 09 — 231 625,893 063 63 +  3
+ 0 ,1 3 5  715 27 4,648 990 09 — 83 555,895 625 43 +  5
+ 0 ,3 2 7  790 21 +  1,639 316 13 — 3,323 312 88 — 150 312,382 166 22 +  20
—0,994 973 35 +  0,966 654 22 0,481 917 14 -  3,205 340 96 - 2 2 1  553,767 846 16 +  16
+ 0 ,7 7 8  514 33 -  1,375 484 72 +  0,002 489 95 +  1,565 761 55 — 2,570 274 18
+  1,101 145 76 -  2,546 198 32 0,359 454 18 +  3,882 899 68 - 1,677 047 42 — 33,429 574 51 — 102 624,233 121 17 -  6

698 646, 040420 34 — 308 799,666 350 12 — 639 893,424 862 12 — 183 786,423 532 82 — 421 700,573 973 43 — 322 976,629 962 51 -  94 178,291 595 14 _L_ 2
— 12,662 — 33,607 — 11,404 — 27,802 9,417 — 11,765 - 3 0 5 0  876,788 968 25 85 816 104
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T he coefficien t m a tr ix :

C

AX2 — t- AX AY AXAZ  
AX AY AY2 — t2 AY AZ 

'3 L AX AZ AY AZ AZ2 -  f-

The ab so lu te  te rm  v ec to r:

AX
— m

t

t
A Z

Pt

P a c h e l s k i  p r e s c r i b e d  t h e  m i n i m u m  c o n d i t i o n  X P v v ,  w h e r e  P  is t h e  w e i g h t  o f  
t h e  f i c t i t i o u s  m e a s u r e m e n t s ,  o b t a i n e d  f r o m  t h e  s t a t i o n - p a i r  a d j u s t m e n t .

T he coefficient m a tr ix  of ou r p ro ced u re  is, accord ing  to  th e  sy s te m  of 
eq u a tio n s  (14),

C  =
—  m 0

+  P — n
0 +  m

its  ab so lu te  te rm  v ec to r, if  th e  fin a l p o in t J  is given and  th e  fina l p o in t I  is an 
u n know n  p o in t:

L ' =
nXj  —  mYj 
pY j  —  nZj
tnZj  — p X j

a n d  if b o th  ends of th e  d irec tion  are u n k n o w n  po in ts:

L'
0
0 . 
0

On accoun t o f th e  lin ea rity , in s te a d  o f  th e  coord inate v a r ia t io n s  the  
un k n o w n  co ord ina tes them selves can be w r it te n ;  th ere fo re , if b o th  f in a l po in ts  
are  u nknow n  as

X , \ X J
a ; = y , A j  = y j

Z , Z j

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



56 I. KÁDÁR and F. KAR SAY

t h a t  is , th e  equa tion  o f o b se rv a tio n s , ap p lied  b y  u s :

V' =  C'A] — C'A],
re sp e c tiv e ly , if  th e  p o in t J  is given:

V'  =  C'A', +  L ' .

T h e  essen tia l d ifference  is th a t  in our p ro c e d u re  b o th  th e  coeffic ien t m a 
t r ix  a n d  th e  abso lu te  te rm  v e c to r  contain  observation data only, w hile th e  for-

Fig. 6. T he vector t>min n o rm a l to  11Î

m u l a s  o f  P a c h e l s k i  a s s u m e ,  r e s p e c t i v e l y ,  c o n t a i n ,  g o o d  a p p r o x i m a t e  c o o r d i 
n a t e s .

I t  is also to  he re m a rk e d  th a t  th e  co n d itio n  of P a c h e l s k i , e s ta b lish e d  
in th e  fo rm u la  (11) o f h is a r tic le , is fulfilled —  ag a in s t his s ta te m e n t m ad e  
th e re  —  even  in case i f  o n e  does no t dispose o f  good  ap p ro x im ate  c o o rd in a te , 
since  th e  fu lfilm en t o f th e  co n d itio n  is m ade p o ss ib le  a lread y  b y  th e  re lia b ili ty  
o f o b se rv a tio n s  and  b y  th e  m in im um  co n d ition  in  i ts e lf  (Fig. 6).

52. Second varian t

T h e  m ost c o m p u ta tio n a l ad v an tag e  is c o n ta in e d  in th e  second v a r ia n t  
e x p re sse d  w ith  th e  sy s te m  o f  equations (15). I n  th is  case, nam ely , th e  n o rm a l 
e q u a tio n s  are  o b ta in ed  b y  a sim ple su m m a tio n  in s tead  of m u ltip lica tio n s . 
T h u s , i f  th e  equation  o f o b se rv a tio n  in (15) is w r i t te n  in th e  m a trix  fo rm

Vij =  Aij  Ä R , j  (15a)

th e n  th e  i-e th  n o rm al e q u a tio n  is

m = o .

H ere  th e  sum m ation  m u s t be  carried  ou t re fe r r in g  to  every  p o in t у,г, j , 2 . . ., 

j i n w h ich  is in connection  w ith  po in t i .  T he s y s te m  o f equations, d e te rm in in g  
th e  in d iv id u a l co rrec tions, w ill be called in th e  fo llow ing  th e  system  o f p a r t ia l  
n o rm a l eq u a tio n s. K eep in g  in  m ind (15a), th e  v e c to r ia l sum  o f th e  c o rre c 
tio n s  can  be expressed w ith  th e  unknow n c o o rd in a te s  in th e  follow ing w ay :

[ Ä - Ä R ] ,  =  0 ,
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o r m ore d e ta iled ,

A Uil (Rjii — Rí) +  A ij,2 (Rji2 —  R,)  +  • • • +  Aiji n (Rj in ;  — Rj)  =  0 ,

re sp ec tiv e ly , by  in tro d u c in g  th e  n o ta tio n

А ц =  [A],

an d  b y  reso lv ing  th e  b ra c k e ts ,

A R ,  — Ai j il RJll — Ai j i% R j it — . . .  — Ai j irii R j irii =  0.*

H ere , b y  th e  sy m bo l A n ,  th e  le a d in g  te rm  o f th e  p a r t ia l  n o rm a l e q u a tio n  
is in d ica ted . A n in te re s tin g  fea tu re  o f  th e  above-described  n o rm a l e q u a tio n  is 
th a t  i t  has no ab so lu te  te rm  p ro v is io n a lly , fu r th e r  th a t  th e  sum  o f th e  coeffi
c ien ts  alw ays resu lts  in  a zero m a tr ix .

A ccord ingly  a coefficien t m a tr ix  o f th e  form

1 —  mm mil —  mp
—  mn 1 —  nn —  np
—  mp np 1 - p p

belongs to each a rb i t r a ry  d irec tion  i j t (w here 1 <C к  <C n ,), fu r th e r  a p a r tia  
n o rm a l eq u a tio n  of th e  fo rm  * to  each  u n k n o w n  p o in t i. T h e  coeffic ien t m a
tr ic e s  are  functions o f  th e  o b se rv a tio n  d a ta  on ly , for th e ir  e s ta b lish m e n t no  o th e r 
a u x ilia ry  d a ta  (ap p ro x im a te  co o rd in a tes) w h atso ev er a re  n ecessa ry . T h e  A  
va lu es  are generally  co m p u tab le  fro m  th e  m easu rem en t o f  a sing le  d irec tio n , 
w ith  th e  exception  o f th e  A n  lead in g  te rm s , fo r th e  fo rm a tio n  o f  w hich  th e  
d irec tio n s passing  to w ard s  all th e  k n o w n  an d  unknow n p o in ts  m easu red  from  
p o in t i m ust be used. Since th e  coeffic ien t m atrices are sy m m e tric a l, n u m e ri
ca lly  i t  is su ffic ien t —  sim ilar to  th e  n o rm a l equ a tio n s —  to  give th e  u p p e r 
tr ia n g le  m a tr ix  only .

C onsequen tly  th e  second v a r ia n t  o f  o u r procedure  m akes th e  fo rm in g  of 
th e  coefficients o f th e  n o rm al e q u a tio n s  d irec tly  from  th e  o b se rv a tio n  d a ta  
possib le.

T he steps of th e  n u m erica l so lu tio n  o f th e  a d ju s tm e n t a re :
1. In  th e  o rd e r o f n u m b erin g  th e  e lem ents o f th e  A  m a tr ix  a re  fo rm ed  

acco rd in g  to  eq u a tio n  (15) for each  d irec tio n :

(1 — m m ) — m n — m p

-)^(1 — nn) — np

+  (1 -  PP)

Acta Geodaetica, Geophysica et Monianistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



58 I. KÁDÁR and F. KARSAY

F o r  exam ple, in th e  ca se  of D irection 1 (N ik o laev  — P o zn an ):

+  0,999 270 98 +  0,025 619 08 —  0,008 493 97

+  0,099 694 57 +  0,298 495 12

+  0,901 034 32

I t  is advisable to  g ro u p  th e  d irections in  such  a w ay  th a t  th e  ex trem e  
r ig h t-b a n d  colum ns sh o u ld  b e  occupied b y  th e  d irec tio n s  co inm ensured  w ith  
th e  p o in t of know n c o o rd in a te  (in our ex am p le , th e  d irec tions belonging  to  
P o z n a n ) .

2. The m a trix  e le m e n ts  are  m ultip lied  b y  th e  w eigh t P  belonging to  th e  
d ire c tio n  (here, P  =  -)- 0 ,061 802 81):

+  0,061 757 75 +  0,001 583 33 +  0,000 524 95

+  0,006 161 40 +  0,018 447 84

+  0,055 686  45

These P (1— m m ), . . . e tc . values m u ltip lied  b y  th e  w eights are  in scribed , 
a c c o rd in g  to  the  schem e o f T a b le  V, in to  T ab le  V I I ;  th u s  th e  so-called indefinite  

f o r m  o f  th e  norm al e q u a tio n s  are  ob tained  ( th e  th ic k -p r in te d  figures in d ica te  
t h e  se ria l num bers o f th e  d irec tio n s) . Then th e  c a lcu la tio n  o f th e  lead ing  te rm s 
m u s t  he  carried o u t, a d d in g , fo r th is  pu rpose , th e  co rrespond ing  coefficients 
in d ic a te d  in the  schem e.

3. N ex t, th e  d is tan ce -co rrec tio n  eq u a tio n s  a re  w ritte n  up .
D ep artin g  from  th e  e q u a tio n  of o b se rv a tio n  (17), fo rm ing  th e  n o rm a l 

e q u a tio n s  in th e  t r a d i t io n a l  w ay , th e  follow ing sy s tem s  o f n o rm al equ a tio n s 
a re  o b ta in e d  for th e  i-e th  p o in t .

[B ÄR]/  — [et],- == 0 ,

o r  m o re  in detail,

Sij,, (Rib — Rj)  +  Biji2 ( Rji,  —  Й , ■)  +  . . .  +  Bijirti (Rjint —  Rj) —

—  t i jh  eiJh —  tijh ë ijj2 — . . .  —  * / / , „ .  eijini —  0  ,

re sp e c tiv e ly , by  in tro d u c in g  th e  no ta tions

В a =  [ B ] t ;  i f  =  М /  a n d  ( oiiik =  —  tijilc eijlk
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a n d  b y  resolving th e  b ra c k e ts  of th e  co o rd in a te  d ifferences,

В и Rj — B ijh R jh — Biih R jÍ2 — Bijin Biin. +  0 A

B y  th e  sym bol В ц  th e  lead ing  te rm  o f th e  p a r tia l n o rm a l equa tion  is 
d e n o te d  also here. A cco rd in g  to  these , a coeffic ien t m a tr ix  o f  th e  form

m m m n m p
В  = m n n n n p

m p n p P P  -

a n d  an  ab so lu te -te rm  v e c to r  o f th e  form

tm m
tn =  — t n

- t p . P

b e lo n g  to  each a rb i t r a ry  d is tan ce  ijik.
T he ab o v e -m en tio n ed  sy stem  of n o rm a l eq u a tio n s m a y  be  w ritte n  even 

in  th is  w ay  w hen i t  o rig in a te s  from  th e  f ic titio u s  co rrec tion  eq u a tio n  (Fig. 5)

vt =  B A R  te

in  th e  sam e w ay as i t  w as fo rm ed  from  (15) in  th e  case o f d irec tio n  m easuring. 
H e re , th e  form ing o f  th e  n o rm a l eq u a tio n  is sim plified  —  b y  th e  in tro d u c tio n  
o f  th e  f ic titio u s  d is ta n c e  correc tion  v e c to r  v t —  to  th e  fo rm

M i  =  o .

A ssum ing th a t  a ll th e  six d istances b e tw een  th e  fo u r p o in ts  figuring  in 
o u r  ex am p le  have b een  m easu red , th e  schem e o f T able V I is o b ta in ed . Since, 
h o w e v e r, ac tu a lly  a sing le  d istance  m easu rem en t occu rred , in  th e  ta b le  it is 
o n ly  th e  p a rtia l n o rm a l e q u a tio n  in d ica ted  b y  4 w hich is d iffe ren t from  zero.

In  th e  case i f  th e  d irec tio n  and  also  th e  len g th  o f  th e  sam e side were 
m e a su re d , th e  un ified  p a r t ia l  no rm al e q u a tio n  belonging  to  th e m  will assum e 
th e  follow ing form :

( P a a  +  P BB ) J r  +  ш =  о .

In  th e  special case , th e n , if  th e  d e te rm in a tio n  of d ire c tio n  an d  leng th  
w as ca rried  ou t w ith  a n  e q u a l w eight, t h a t  is , i f  P A — P b ,

A  +  B  =  E ,
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Table VI

Normal équations formed o f distance-condition equations 
(V arian t 2)

XB YB ZB \ Xn j У У Z.v Xft Yr Z R Xp Y P Z P S)
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(4 + 5 + 6 ) -  E P pp  6 Ppp 5 Ppp 4 Ppp E tp

—E  Pmm  — E  Pmn E P m p Pmm Pmn Pmp Pmm Pmn Pmp Etm

—E  Pnn —E  Pnp Pnn Pnp Pnn Pnp Etn

- ( 6 + 2 + 1 ) - E P p p 2 Ppp 1 Ppp E tp

—E  Pmm  —E  Pmn —E  Pmp Pmm Pmn Pmp Etm

- E  Pnn —E  Pnp Pnn Pnp Etn

(5 + 1 + 3 ) —E  Ppp 3 Ppp E tp

—E  Pmm - E  Pmn —E  Pmp Etm

— E  Pnn —E  Pnp Etn

- ( 1 +-3 + 4 ) a.
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w h e re  E  is th e  u n it  m a tr ix , an d  th u s  th e  co rrespond ing  p a r t ia l  n o rm a l equa tion  
is

E  Л R  +  u) =  R j  — /?, — te =  0 ;

i.e . th e  sim plest case o f p o la r  m e a su re m e n t h as  been a tta in e d .
I f  every  d irec tio n  a n d  e v e ry  d is tan ce  w ere m easured  w ith  eq u a l re lia

b i l i ty ,  th e  unified  sy s tem  o f n o rm a l e q u a tio n s  is s im ilar to  th e  n o rm a l equation  
s y s te m  know n in th e  a d ju s tm e n t o f  th e  levelling  n e tw o rk , since  i t  does no t 
c o n ta in  th e  side cosine v a lu es  m, n, p ,  i ts  coeffic ien ts will be 0 a n d  1 .

I n  o u r exam ple , th e  n u m e ric a l va lu e  o f  th e  d istance  co rrec tio n  equa tion  
a c c o rd in g  to  (17) is th e  fo llow ing:

v b =  +  0,328 070 77 d X B - f  0,783 730 35 d Y B —  0,527 386 30 d Z B 

—  0,328 070 77 X P —  0,783 730 35 Y P +  0,527 386 30 Z P —

1 116 375,5 =  0.

H e re  i t  m ust be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  th a t
a) fo r th e  ca lcu la tio n  th e  d irec tio n  cosines of D irection  5 w ere used, 

since  th e  co n s tra in t o f  d is ta n c e  refers to  D irec tio n  5;
b ) th e  a p p ro x im a te  co o rd in a tes  o f B u c h a re s t are  equal to  zero , th a t  is,

X  g — Y B =  Z B =  0;
c) X p ,  Y P an d  Z P (P o zn an ) a re  g iven  coo rd inates n o t su ffe rin g  an y  

v a r ia t io n , co n seq u en tly  d X P — d Y P =  d Z P =  0.
S u b s ti tu t in g  th e  g iven  v a lu es  o f  X P, Y P a n d  Z P, th e  f in a l fo rm  o f th e  

d is ta n c e  correc tion  eq u a tio n  (w ritin g  also  h e re  X B in s tead  of d X B, Y B in s tead  
o f d Y B, e tc .)  will be:

+  0,328 070 77 X B +  0,783 730 35 Y B —  0,527 386 30 Z B —

—  575 564,716 529 21 =  0.

T h e  n u m erica l va lu es  acco rd in g  to  th e  gen era l form  of th e  f ic titio u s  
d is tan ce  co rrec tio n  e q u a tio n s , red u ced  w ith  th e  coefficients o f th e  f ir s t  th ree  
n o rm a l e q u a tio n s :

0,107 630 43 — 0,257 119 02 +  0,173 020 03 +  188 825,957 568 50

— 0,614 233 26 +  0,413 328 65 +  451 087,534 678 38

—  0,278 136 31 —  303 544,945 726 18

4. W e pass now  from  th e  in d e fin ite  fo rm  o f th e  n o rm al eq u a tio n  to  th e  
definite f o r m ,  w hen  in  th e  la s t co lu m n  (in case o f sev e ra l p o in ts  o f given co o rd i
n a te s : in  th e  la s t  colum ns) fo r  th e  d irec tio n s th e  g iven  coord inates (w hich  are
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Table VH

Normal equations 

V arian t 2
The approximate coordinates are equal to zero In d e te rm in a te  form

x B * В X y Vjv Z N XB У н X p У р Z P

—0,060 862 85 +  0,001 262 81 —0,025 155 24 + 0 ,0 1 5  476 00 + 0 ,0 1 4  313 63 +  0,009 432 05 f  0,013 165 99 —0,006 292 62 +  0,009 475 94 + 0 ,0 3 2  220 86 — 0,009 283 82 + 0 ,0 0 6  247 25

1 — 0,056 565 89 —0,013 881 04 + 0 ,0 1 4  313 63 + 0,023 672 51 —0,007 110 48 —0,006 292 62 + 0 ,0 1 8  964 47 + 0 ,0 0 6  067 43 —0,009 283 82 + 0 ,0 1 3  928 91 +  0,014 924 09

- ( 4  +  5  +  6 ) —0,069 698 71 -1-0,009 432 05 —0,007 110 48 +  0,029 777 54 + 0 ,0 0 9  475 94 + 0 ,0 0 6  067 43 +  0,013 856 78 + 0 ,0 0 6  247 25 + 0 ,0 1 4  924 09 + 0 ,0 2 6  064 39

—0,107 130 73 — 0,005 006 57 —0,017 294 31 + 0 ,0 2 9  896 98 —0,010 890 39 +  0,008 387 21 + 0 ,0 6 1  757 75 +  0,001 583 33 — 0,000 524 95

— 0,047 284 58 —0,025 790 12 —0,010 890 39 1 +  0,017 450 67 +  0,014 452 76 + 0 ,0 0 1  583 33 +  0,006 161 40 +  0,018 447 84

- ( 1  +  2  +  6 ) — 0,110 550 10 + 0 ,0 0 8  387 21 + 0 ,0 1 4  452 76 +  0,025 086 11 — 0,000 524 95 +  0,018 447 84 + 0 ,0 5 5  686 45

— 0,115 873 04 —0,050 966 06 —0,086 881 06 + 0 ,0 7 2  810 07 +  0,068 149 07 + 0 ,0 6 9  017 91
I
1 —0,202 491 05 + 0 ,0 1 5  881 93 + 0 ,0 6 8  149 07 +  0,166 075 91 — 0,036 402 12

- ( 2  +  3 f  5 ) —0,204 096 45 + 0 ,0 6 9  017 91 —0,036 402 12 + 0 ,1 6 5  153 56

—0,166 788 68 —0,060 448 58 — 0,074 740 21

- ( 1  +  3 +  4)

I  —0,186 166 22 -f-0,003 030 19

—0,246 904 40



Table V il i

D eterm inate  fo rm

X B YB z B X y y n Z y X r Yr z s Q

—0,168 493 28 - 0 ,2 5 5  856 21 + 0 ,1 4 7  864 79 4-0,015 476 00 f  0,014 313 63 4-0,009 432 05 + 0 ,0 1 3  165 99 — 0,006 292 62 + 0 ,0 0 9  475 94 f  329 990,646 891 98

—0,670 799 15 4-0,399 447 61 + 0 ,0 1 4  313 63 +  0,023 672 51 - 0 ,0 0 7  110 48 — 0,006 292 62 + 0 ,0 1 8  964 47 4-0,006 067 43 +  507 280,420 520 61

— 0,347 835 02 + 0 ,0 0 9  432 05 — 0,007 110 48 + 0,029  777 54 + 0 ,0 0 9  475 94 + 0 ,0 0 6  067 43 + 0 ,0 1 3  856 78 — 132 224,434 297 69

—0,107 130 73 — 0,005 006 57 - 0 ,0 1 7  294 31 +  0,029 896 98 —0.010 890 39 + 0 ,0 0 8  387 21 +  229 644,050 115 85

— 0,047 284 58 —0,025 790 12 — 0,010 890 39 +  0,017 450 67 + 0 ,0 1 4  452 76 + 105 679,416 122 08

— 0,110 550 10 + 0 ,0 0 8  387 21 +  0,014 452 76 + 0 ,0 2 5  086 11 +  299 034,945 218 50

— 0,115 873 04 —0,050 966 06 —0,086 881 06 + 696 075,763 026 07

— 0,202 491 05 4-0,015 881 93 +  259 312,432 393 29

—0,204 096 45 +  1047 088,327 733 76
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in o u r  exam ple th e  X P, Y P, an d  Z P co o rd in a tes  o f  P o zn an ) are  s u b s ti tu te d . 
T h u s , in a general case th e  follow ing ab so lu te  te rm s  a re  o b ta in e d :

=  6 (N0 -  B 0) +  5 (Rn -  B J  +  4 (P -  B 0) 

m1 =  6 (Bn -  N 0) 4- 2 (R0 -  N0) +  1 (P -  K )

Ö3 =  5 (B0 -  /?„) +  2 (N0— R0) +  3 ( P  -  R 0) .

T h e reg u la rity  is well recognizable in th e  e q u a tio n s . In  those cases, w here  
th e  a p p ro x im a te  co o rd in a te s  are equal to  zero,

d>4 =  4 P  

m1 — 1 P

S . =  3 P

In  ou r exam ple, th e  ca lcu la tion  o f  a>x w ith  th e  d a ta  referring  to  D irec tio n  
1 w as carried  ou t as follow s:

<olx =  P  (1 — mm) X p  — Pmn Y P — Pmp Z P 

ojiY  =  — Pmn Xp  -f- P ( 1  — nn) Y p  — Pnp Z P 

foiz =  — Pmp Xp  — Pnp Y  p +  P  (1 — pp)  Z p .

N u m erica lly :

+  230 491,533 457 00 4- 1 793,018 308 55 — 2 640,501 649 70
=  4 - 229 644,050 115 85

4- 5 909,285 226 04 +  6 977,385 009 00 +  92 792,745 887 04
=  +  105 679,416 122 08

—  1 959,212 090 60 +  20 890,979 690 40 +  280 103,177 618 70
=  +  299 034,945 218 50.

In  th is  w ay th e  d a ta  o f  T ab le  V II I  a re  o b ta in e d , w hich  y ie ld  th e  defin ite  fo rm  
o f th e  sy tem  of n o rm a l eq u a tio n s.

5. F inally , th e  n o rm a l eq u a tio n s are  so lved .
T he a d v an tag es  o f  o u r p rocedure  are  th e  fo llow ing:
a) n e ith e r  for th e  te rre s tr ia l p o in ts , n o r  fo r th e  sa te llite  p o in ts  are  a c c u 

ra te  ap p ro x im a te  co o rd in a te s  needed ;
b) th e  single n o rm a l eq u a tio n  se t-u p  a n d  d ev e lo p m en t im m ed ia te ly  

fu rn ish  th e  final re su lts  o f  desired accu racy ;
c) no  sep a ra te  e q u a tio n s  of o b se rv a tio n  h a v e  to  be form ed;
d) th e  no rm al e q u a tio n s  are fo rm ed  d ire c tly  from  th e  (original o r f ic t i 

tio u s)  observation  d a ta ;

írta (reodaetica, Geophysica el Montanistica Acad. Sei. Hung. 4 , /969
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e) w ith in  th e  n o rm a l eq u a tio n s  a m ic ro -sy m m etry  can  be ex p erien ced  
( th e y  ca n  be w ritte n  u p  w ith  lead ing  te rm s ) ;

f) th e  co m p u ta tio n s  can  be d iv id ed  in to  groups, co n seq u en tly  th e  co m p u 
ta t io n  w ork  can be d is tr ib u te d . One h as  n o t  to  w ait for th e  a r r iv a l o f  a ll o b ser
v a t io n  d a ta  p lan n ed  to  he in v o lved  in  th e  a d ju s tm e n t, an d  th e  s e tt in g  up  o f 
n o rm a l equa tions can  be begun  im m e d ia te ly  a f te r  th e  a r r iv a l o f  th e  f irs t  
o b se rv a tio n  re su lts ;

g) th e  fo rm ulas a re  v e ry  su itab le  fo r co m p u te r p ro g ram m in g , th e y  can 
he  p ro g ram m ed  v e ry  s im p ly ;

h ) b y  m eans o f e s ta b lish in g  th e  e q u a tio n s  of o b se rv a tio n  in  th e  w ay  
su g g e s te d  b y  us, even  such  o b se rv a tio n  d a ta  can  be invo lved  in  th e  a d ju s tm e n t 
w h ic h  do n o t fu rn ish  a ll th e  th re e  (m , n, p )  com ponen ts o f  th e  v e c to r  e, b u t  
o n ly  one  of th em  (e.g. o n ly  th e  h e ig h t) , o r  o n ly  tw o  (m erely  th o se  in  th e  h o r i
z o n ta l  d irec tion ). T h is m akes th e  p a r tic ip a tio n  of m ore o b se rv a tio n  d a ta  
(m o re  d irec tions) in  th e  a d ju s tm e n t possib le . T he sam e can b e  sa id  in  re la tio n  
o f  th e  p a r tia lly  given p o in t (of co o rd in a tes  less th a n  th ree ), to o .

W h en  using  a c o m p u te r  o f su ita b le  c a p a c ity , ou r p ro ced u re  h a s , besides 
th e  a d v a n ta g e s  e n u m e ra te d , v ir tu a lly  n o  d isad v an tag es  a t  all.

53. T h ird  variant

I f  th e  co m p u ta tio n  is m ade w ith  fo rm u la  (16), th e  c o m p u ta tio n  resu lts  
e n t i r e ly  agree w ith  th e  va lu es  an d  fo rm u las  p resen ted  in T ab les  V I a n d  V II . 
T h e  v a lu es  of th e  coeffic ien ts fig u rin g  in  th e  n o rm a l equ a tio n s can  b e  o b ta in e d  
in  th e  follow ing w ay :

[Paa] =  24,5,6 P  (K1 — m m f  =  2 *4,5,6 P  (1 — m m )  ;

[Fab] =  24 ,5 ,6  P  Уi — m m  ,,, тП----=  — 2 4 ,5,6 P m n  ;
\ 1 — m m  

— mn  — m n

[ P b b ] =  2 4 ,5 .6 ^

S u b s titu tin g  p-  =

[Pbb] =  24.5.6 P  

a n d  h en ce , finally ,

j 1 — m m n — m m
Г ^  4.

9 9m m - V p P 1
1 m m 5 6  1 — mm

1 —  m 2 —

m 2n2 +  1 - mr nr V

1 — m m  У 1 — m m

m 2n 2 -|- p 2 
1 m m

V P^4,5,6 1

1 mm
, ( 1  -  w - ) ( l  —  m2)

1  —  m -

[Pbb] 2  4,5,6 P ( l  nn)

a n d  so on.
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УПРОЩЕННЫЙ И СТРОГИЙ СПОСОБ ДЛЯ УРАВНИВАНИЯ КОСМИЧЕСКИХ 
СЕТЕЙ С ПРИМЕНЕНИЕМ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫХ КООРДИНАТ

И. К А Д А Р—Ф. КАРШАМ

В настоящее вре.мя в уравнивании космических сетей создают значительные труд
ности большое количество уравнений поправок, отсутствие хороших приближённых 
значений и составление через трудоёмкие вычисления нормальных уравнений.

Публикуемый здесь метод основан на Гауссовом способе наименьших квадратов. 
Уравнения, линеарные по отношению неизвестных приращений координат, могут быть 
получены посредством одного векторного и одного скалярного произведения (формула I.). 
Уравнения поправок не составляются потому, что коэффициенты нормальных уравнений 
могут быть непосредственно определены по результатам измерений и предварительным 
координатам.

Предварительные координаты могут быть равны нулю, а также с грубым или хоро
шим приближением круглые цифры.

Формулы с успехом могут быть применены для плоскостных и пространственных 
фигур, для отдельных точек и сетей. Имеют особое преимущество на вычислительных 
машинах.
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E I N  L I N E A R E S  R O T A T I O N S P L A N I M E T E R

SZ. F É N Y I u n d  J .  D É N E S

INSTITUT FÜR PHYSIKALISCHE CHEMIE DER «ATTILA JÖZSEF.-UNIVERSITÄT, SZEGED 

[E ingegangen  am  7. J a n u a r  196 8 1

E s w ird ein P la n im e te r  vo rgesch lagen , das d ie F läch en  u n te r  den  im  rech tw in k lig en  
K o o rd in a ten sy s tem  an g egebenen  K u rv en  m iß t, ohne  d a ß  es n ö tig  w äre , die v o lls tän d ig en  
G renzlin ien  dieser F läch en  a b zu tas te n . D ie zu r F läch en b es tim m u n g  b e n ö tig te  Z e it w ird  d a 
d u rc h  b e träch tlich  h e rab g e se tz t.

A us der a llgem einen  F orm el des P lan im e te rs  k ö n n en  die G rößen  le ich t 
ab g e le ite t w erden, die v o n  den versch ied en tlich  g eb au ten  linearen  S ta n g e n p la n i
m e te rn , so z.B. vom  K u g e lro llp lan im e te r [1] bei d e r A b ta s tu n g  d e r  K u rv e  L 
zw ischen den P u n k te n  Lj und  L2 gem essen w erden . Die a llgem eine F orm el 
la u te t :

l [ dh  =  —  l2ä 2 -\—— I q-,--- — Z2A  -  S  . (1)
i  2 2 2

2
D ie V erd rehung  des M eßrades is t d e r  G röße \dh  p ro p o rtio n a l, sie b e d e u te t

n äm lich  das In te g ra l d e r zum  A rm  re k ta n g u lä re n  e lem en ta ren  B ew egungen . 
q2 b e d e u te t die sen k re c h te  E n tfe rn u n g  d er R ic h tu n g  des A rm es v o m  P u n k t
A , u n d  so ist die F läch e  des D reiecks ACL2 l/2 lq2 gleich. D ie B e d e u tu n g  der

2
a n d e re n  Größen is t au s  A bb. 1 zu e n tn e h m e n . Som it is t die G röße l \d h  dem

i
F lä c h e n in h a lt der F o rm  B L jL2E  p ro p o rtio n a l. M it dem  K u g e lro llp lan im e te r 
erfo lg t die M essung d e r  F lächen  fo lgenderw eise:

1st L  eine geschlossene K u rv e , so b e d e u te t die G röße

Z § d /i,

la u t  G leichung (1), die von K urve  L  um g ren z te  F läch e , da säm tlich e  an d eren  
G rößen  gleich nu ll s in d .

E n tsp r ic h t die K u rv e  L der in  A bb. 1 an g eg eb en en , so is t die gem essene 
G röße n ic h t der F läch e  LjL^C’B ’ u n te r  d er K u rv e , sondern  d er F läch e  der
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F o rm  B L ]L 2E p ro p o rtio n a l, d ie  —  wie aus A bb . 1 e rsich tlich  —  von  dem  m it 
d em  P la n im e te ra rm  als R a d iu s  gezeichneten  K re isbogen  ab g eg ren z t i s t .1

W ill m an die F läch e  u n te r  d e r K urve  b e s tim m e n , so m uß  m an  m it der 
N a c h fü h ru n g sn a d e l n eb en  d e r  L in ie  L2€ ’ bis zu  d em  m it P u n k t L j in  gleicher 
H ö h e  gelegenen P u n k t L 2 zu rü c k k e h ren . D a d u rc h  m iß t m an  n äm lich  die 
F lä c h e  d e r  Form  B L jL 2L 2D , v o n  d er der Teil B LjL^D  m it d er F läch e  von 
B ’L jL ^C ’ iden tisch  is t. (D as k a n n  z.B . m it d e r T heorie  von C a v a l i e r i  le ich t 
n a c h  gew iesen  w erden.)

E s  w äre zw eckm äßig , e in  P lan im e te r  zu k o n s tru ie re n , das die F läche  
u n te r  e in e r  K urve d e ra r t  m iß t ,  d aß  n u r  die K u rv e  se lb st a b g e ta s te t  w ird. 
D essen  V o rte il ist in dem  F a ll  w esentlich , w enn m an n ac h trä g lic h  die I n te 
g ra t io n  v o n  R eg istrierungen  d u rc h fü h re n  w ill, die v o n  solchen R eg is trie rg e rä ten  
g e lie fe r t w orden  sind, d ie  n a c h  dem  P rinz ip  des rech tw in k lig en  K o o rd in a te n 
sy s te m s  a rb e iten . Zu d ie sem  Zw eck können  versch ied en e  In te g ra to re n , wie 
z .B . d e r  v o n  T h o m s o n  v e rw e n d e t w erden; solche In te g ra to re n  sind  jed o ch  fü r

1 D a s  k an n  auch a u f  e le m e n ta re m  W ege n achgew iesen  w erden . M an b erech n e , welche 
F lä c h e  v o m  K ug e lro llp lan im eter g em essen  w ird, fa lls es a u f  der zu r B asislin ie  sen k rech ten  
L in ie  b is  zu m  P u n k t Lj (m it O rd in a te  y d  verschoben  w ird . E s  su m m ie rt d a n n  w ohl d ie F lä ch e n 
e le m e n te  yd x , die du rch  d ie  Z w an g sb ed in g u n g  l =  c o n st, b e s tim m t sind . D iese Z w angs
b e d in g u n g  v e rb in d e t x m it y  fo lgenderw eise:

y  =  Ÿ P =  (1 —  x f

u n d  so b e k o m m t man fü r die D iffe re n z  de r V erdrehung:

i - Y i 2- y \  __________  1 _
A n =  f  P /2 —  (Í — x f  dx =  j  ]fP —  t- dt.

Ó l
D iese  Form  is t n ich ts a n d e re s  als de r In te g ra la u sd ru c k  des F läch en in h a lte s  des K reisseg

m e n te s  B ’L jB . Ü brigens w ird  d as  so fo r t  o ffensich tlich , w enn  m an  die N ach fü h ru n g sn ad e l vom  
P u n k t  y x b is zur Basislinie z u rü c k fü h r t ;  dabei ä n d e rt  sich d e r W ert An  n ich t, d a  keine  Bewe
g u n g  in  R ich tu n g  x v o rhanden  is t. So m uß  An  also d as M aß des F läch en in h a lte s  des b esch riebe
n e n  K re isseg m en tes sein.
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die B estim m u n g  von F lächen  u n te r  K u rv en , die a u f  P a p ie r  g eze ichnet sind , 
n ic h t geeignet, da die Ü b e rtra g u n g  d e r B ew egungen a u f  den In te g ra to r  in den 
R ich tu n g en  x  u n d  y  n u r  k o m p liz ie rt, m eistens d u rch  die K o m b in a tio n  von 
Z ah n stan g e  und  S ch rau b en sp in d e l m öglich is t.

D er der o b g en an n ten  A n fo rd e ru n g  n ach k o m m en d e  V orschlag  is t  d e r  fol
gende: Man b eh a lte  die S tange  als ex ak te s  k in em a tisch es  E lem en t, d ie  N ach 
fü h ru n g sn ad e l sei jed o ch  in  e in er G erade zw an g sg efü h rt, u n d  die S tan g e  
verfolge diese B ew egung (A bb. 2). D ie a n d e ren  Teile lasse m an v o re rs t  dem

K u g e lro llp lan im ete r ähn lich  se in . D urch  diese K in e m a tik  k a n n  gesichert 
w erden , d aß  bei d e r A b ta s tu n g  d e r  Basislinie sow ie d e r a u f  diese sen k re c h te n  
L in ien , das M eßrad  sich n ich t v e rd re h t. Zu ä n d e rn  is t jedoch  d er kugelfö rm ige  
In te g ra to r te il  des K u g e lro llp lan im ete rs . Die G ru n d fo rd e ru n g , d aß  b e i d e r in 
R ich tu n g  x  e rfo lg ten  B ew egung d e r  bis zu e in er gew issen y -O rd in a te  b ew eg ten  
N ach fü h ru n g sn ad e l die erfo lg te  V e rd reh u n g  des M eßrades y  p ro p o r tio n a l sei, 
w ird  bei dem  m it l in e a rg e fü h rte r  N a c h fü h ru n g sn ad e l versehenen  P la n im e te r  
d u rch  die K ugelfo rm  n ich t e rfü llt. Sie w ird  je d o c h  d u rch  ein R o ta tio n sp a ra -  
bo lo id  e rfü llt; die R ic h tu n g s ta n g e n te  d er dazu  gezogenen T an g en te  is t  näm lich  
d e r Abszisse p ro p o rtio n a l, da la u t  A bb. 2:

und

tg x У
а

tg  а  =  cl

у  — a d
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i s t ,  d .h .,  die B ed ingung  is t  e rfü llt. Bei d er B ew egung  der N a ch fü h ru n g sn ad e l 
m u ß  d as  P arabo lo id  o ffen s ich tlich  paralle l v e rsch o b en  w erden . D as k ö n n te  am  
e in fa c h s te n  m it in e in an d e rsch ieb b a ren  N u tw ellen  gelöst w erden . (M an m ü ß te  
e x t r a  u n te rsu ch en , b is zu  w elcher G en au ig k e itsan fo rd eru n g  die b e im  K ugel
ro llp la n im e te r  an g e w a n d te  K ip p lag eru n g  b e n ü tz b a r  ist.)

D e r B o llzy linder, d e r  d as  M eßrad a n t r e ib t ,  m uß  m it dem  P a rab o lo id  in 
d e r  d u rc h  die N a c h fü h ru n g sn a d e l und  die A chse d e r S tan g en lag e ru n g  b e s tim m 
te n  E b e n e  in B e rü h ru n g  k o m m en , sonst is t die k in em atisch e  B ed in g u n g  n ich t 
e r fü ll t .  (Bei der K ip p la g e ru n g  k a n n  diese B e d in g u n g  e x ak t n ic h t e rfü llt w erden , 
ih re  A n w en d u n g  is t schon  d esha lb  fragw ürd ig .)

B ezüglich  der A n w e n d u n g  is t die v o rgesch lagene K o n s tru k tio n  besonders 
zu  e in e r  n ach träg lich en  In te g ra t io n  der o b g e n a n n te n  B eg is trie ru n g en  geeignet. 
W e n n  die Abszisse (G ru n d lin ie ) m it der B asislin ie  des G erätes g u t in  D eckung  
g e b ra c h t  w ird , z.B. m ech an isch  m it dem  gu t d e fin ie rb a ren  R a n d  des R eg is tr ie r
p a p ie rs  oder m it den d a r a u f  g ed ru ck ten  H ilfs lin ien , u n d  w enn das P la n im e te r  
n ic h t  a u f  R ädern  lä u f t, so n d e rn  die B ew egung in  die R ich tu n g  d e r Abszisse a u f 
e in e r  m echanischen  Z w an g sb a h n , wie z.B . S ch ienen  a b lä u ft, so k a n n  der 
sy s te m a tis c h e  Feh ler d u rc h  sorgfältige M essungen  b e s tim m t bzw . red u z ie rt 
w e rd e n . D ieser F eh le r e rg ib t sich  aus der V ersch ieb u n g  der be iden  B asislin ien  
v o n  R eg is trie ru n g  u n d  G e rä t;  e r  w ächst lin ea r b e i e iner para lle len  V ersch iebung  
u n d  q u a d ra tisc h  im  F a ll, d a ß  die beiden L in ien  einen  W inkel b ild en . So kann  
b e h a u p te t  w erden, d aß  m a n  d en  V orteil b e n u tz e n  k a n n , daß m an  z .B . bei der 
B e s tim m u n g  von ze itlich en  D u rc h sc h n ittsw e rte n  n ich t a u f  die B asislinie 
z u rü c k k e h re n  m uß, so n d e rn  a u f  einem  belieb igen  P u n k t d er K u rv e  stehen  
b le ib e n  u n d  das M aß d e r  u n te r  der K u rv e  gelegenen  F läche ab lesen  k an n . 
D ie M eßzeit k an n  d a b e i b e trä c h tlic h  (um  e tw a  50— 70% ) ab n e h m e n , die 
G e n a u ig k e it b le ib t je d o c h  e rh a lte n .

D ie K o n s tru k tio n  g e s ta t te t  n a tü rlich  au ch  die u rsp rü n g lich e  M eßm ethode, 
d .h . b e i geschlossener K u rv e  g ib t sie den u m g re n z te n  F lä c h e n in h a lt.

B ei der e rw ä h n te n  tech n isch en  A u sfü h ru n g  m üssen zwei au fe in an d e r 
s e n k re c h te  Z w angsbahnen  se in , wo m an die u n b e h in d e r te  B ew egung  z .B . m it 
k le in e n  K ugellagern  s ich e rn  k a n n . (U m  fü r  d ie N a ch fü h ru n g sn ad e l einen 
le ic h te re n  K o n ta k t m it d em  P a p ie r  zu s ich e rn , k a n n  auch  z .B . die T schebi- 
sch ev sch e  G erad fü h ru n g  [2] v erw en d et w erden .)

D ie ex ak te  A n fe rtig u n g  des R o ta tio n sp a rab o lo id es  is t bei d em  K egel
sc h n itt-G e n e rie ru n g s v e rfa h re n  kein  P rob lem . D ie Ä n d eru n g  d er P la n im e te r
k o n s ta n te  is t auch m öglich , w en n  der A b stan d  a  d e r  G erad fü h ru n g  v e rä n d e rb a r  
an  g e fe r tig t  w ird .
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A L IN E A R  R O T A T IO N  P L A N IM E T E R

SZ. FÉNYI and J. DÉNES

SU M M A RY

A proposal is m ade fo r a p la n im e te r  t h a t  m easures th e  a rea  below  unclosed  cu rv es in a 
sy s tem  of re c tan g u la r  coord ina tes w ith o u t i t  being  necessary  to  tra c e  th e  w hole b o rd er-lin e  
o f  cu rv es; on ly  th e  cu rv e  itse lf m ust be tra c e d . Such an im p o rta n t re d u c tio n  is reach ed  in th e  
d e te rm in a tio n  of areas.

Л И Н Е А Р Н Ы Й  Р О Т А Ц И О Н Н Ы Й  П Л А Н И М Е Т Р

С. ФЕНИ—Й. ДЕНЕШ

РЕЗЮМЕ

Был предложен планиметр, определяющий в прямоугольной системе координат 
площадь, ограниченную незамкнутыми кривыми, при этом не нужно обходить её по пол
ному контуру. Достаточно пройти только по кривой. Этим самым в существенной мере 
уменьшится время для определения площади.
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T A  N  G  E N T E N  D I A G R A M M A N S T A T T  T A N G E N T E N S K A L E

V . V IN C Z E

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
INGENIEURSCHULE FÜR VERMESSUNGSWESEN, SZÉKESFEHÉRVÁR

[E ingegangen a m  25. J a n u a r  1968]

Die S tud ie  b e fa ß t sich m it den bei R e d u k tio n s ta c h y m e te rn  an g ew en d e ten  E n tfe rn u n g s 
m eß d iag ram m en . E s w erden  a llgem eingültige  Z u sam m en h än g e  gezeig t, die a u f  säm tlich e  
E n tfe rn u n g sin eß d ia g ra in m e  gültig  sind u n d  g le ichze itig  a u ch  d ie D ia g ram m sch a r b e s tim m en , 
d u rc h  d ie die T an g en ten sk a le  stufenfrei e r s e tz t  w ird.

1. E in le itu n g

D ie v ersch ied en artig en  D ia g ra m m ta c h y m e te r , fe rn e r die T a c h y m e te r  
m it T an g en ten sk a le , die sog. T a n g e n te n ta c h y m e te r  b ilden  die b e id en , v ie lle ich t 
b e d e u te n d s te n  G ru p p en  der die h o riz o n ta le  E n tfe rn u n g  u n m itte lb a r  g eb en d en  
R e d u k tio n s ta c h y m e te r .

D a der T a n g e n te n ta c h y m e te r  auch  als F a d e n ta c h y m e te r  v e rw en d e t 
w erd en  k an n  [3, 7 ], so sind die b e id en  A rten  d e r e rw äh n ten  T a c h y m e te r  
e igen tlich  R e d u k tio n s ta c h y m e te r  m it  v e rä n d e rlich e r F a d e n e n tfe rn u n g . W ä h 
re n d  bei den e rs te n  eine k o n tin u ie rlich e  K u rv e  —  das D iag ram m  —  die sich 
v e rä n d e rn d e  F a d e n e n tfe rn u n g  lie fe r t , so geben die T e ilu n g sin te rv a lle  der 
T an g en ten sk a le  bei den  T a n g e n te n ta c h y m e te rn , falls ein T e ilu n g ss trich  sich 
an  d en  h o rizo n ta len  F ad en  bzw. d ie  R ich tu n g slin ie  des F ern ro h res  a n sc h m ie g t, 
die red u z ie rten  F a d e n e n tfe rn u n g en . D a rau s  e n ts te h t  die v o rte ilh a f te  E ig en 
s c h a f t  der T a n g e n te n ta ch y m e te r  —  u n d  dies w ird  auch in den  bezogenen  
A rb e ite n  [3, 7] h e rvo rgehoben  — d a ß  bei e iner so lchen E in s te llu n g  im  G esich ts
fe ld  zugleich n ic h t n u r  die zur M u ltip lik a tio n sk o n s ta n te  k t — 100 gehörigen , 
so n d e rn  auch  g leichzeitig  jene  z u r  M u ltip lik a tio n sk o n s ta n te  k t =  200 bzw . 
k t =  66,667, sogar k t =  50 gehörigen  T a n g e n te n sk a len te ilu n g e n  s ic h tb a r  sind .

D a ab er d er e rw ä h n te  T a c h y m e te r  n u r  in d e r o b en g en an n ten  L age und 
n u r  zu  jen en  H öhenw inkeln  die re d u z ie r te n  F a d e n e n tfe rn u n g en  lie fe rt, d ie von 
d en  S trich en  der T ag en ten sk a le  an g eg eb en  w erden , deshalb  k an n  d ieser T a c h y 
m e te r  auch ein T ach y m e te r  m it s tu fen w eisem  D iag ram m  g e n a n n t w erden . 
Ä h n lich e  A uffassung  is t übrigens a u c h  in |7 ] zu lesen.

D ie a u f  die U n s tä tig k e it bezo g en e  F e s ts te llu n g  ist s in n g em äß  au c h  im  
F alle  gü ltig , w enn d e r  horizon ta le  F a d e n  n ic h t a u f  einen T a n g e n te n s tr ic h , son-
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d e m  schätzungsw eise  a u f  e inen  beliebigen H a lb ie ru n g ss tr ich  der T an g en ten - 
ska lc  e in g este llt w ird .

D ie U n s tä tig k e it k a n n  ab er au sg e sc h a lte t w erden . E s k a n n  n äm lich  
eine so lche D iag ram m sch a r h e rg es te llt w erd en , bei d er die E n tfe rn u n g  d er e in 
ze lnen  D iag ram m lin ien  v o n e in a n d e r m it d en  T e ilu n g sin te rv a llen  d er zu den 
b e lieb igen  H öhen- (oder T iefen-)w inkel gehörigen  T an g en ten sk a le  id en tisch  
s in d . W ird  diese D iag ram m sch a r an  belieb iger S telle  in  R a d ia lr ic h tu n g  d u rc h 
s c h n it te n , so sind  die e n ts ta n d e n e n  S egm en te  den  T eilun g sin te rv a llen  d er 
T a n g e n te n sk a le  gleich (A bb. 7).

B ev o r w ir dies e rö r te rn  w ürden , sollen zu m  V ergleich zuerst die a u f  die 
d e rze itig en  E n tfe rn u n g sm eß d iag ram m e  bezogenen  g rund legenden  Z u sam m en 
h än g e  k u rz  z u sam m en g e faß t w erden .

2. E n tfe rn u n g sm eß d iag ram m e

D ie E n tfe rn u n g sm e ß d ia g ram m e  w erden  allgem ein  in zwei G ruppen  
g e te ilt:  e in er G ruppe gehören  die L eem an n -K ern sch en  D iag ram m e, d er an d eren  
ab e r je n e , die a u f  das H am m er-F en n e lsch e  P rin z ip  b a s ie rt u n d  v o n e in an d e r 
h ö c h s te n s  insofern  v ersch ied en  sind, daß  d e r d ia g ra m m -e n th a lten d e  G laskreis 
bei d e r  E in s te llu n g  des F e rn ro h rs  unbew eglich  o d er als F u n k tio n  d er N eigung 
des F e rn ro h re s  versch iedenerw eise  d re h b a r  is t. D a unsere  U n te rsu ch u n g en  
vom  le tz tg e n a n n te n  U m s ta n d  n ich t b e e in flu ß t w erden , so se tz ten  w ir im  w ei
te re n  bei beiden  T y p e n  ein  unbew egliches D iag ram m  v o rau s. F ü r  die e rste  
G ru p p e  is t es c h a ra k te ris tisc h , d aß  zwei E n tfe rn u n g sm eß d iag ram m lin ien  
v o rh a n d e n  sind , die den  a n  die R ich tungslin ie  des F ern ro h res  angeschm ieg ten , 
a b e r  n ic h t  m a rk ie rte n  G ru n d k re is  e in sch ließen ; be i den der an d eren  G ruppe 
gehörigen  is t n u r  e ine  E n tfe rn u n g sd ia g ra m m lin ie  v o rh an d en  u n d  diese 
b e f in d e t sich o b erha lb  (oder u n te rh a lb )  des G ru n d k re ises . (A uf das sog. K re is
d ia g ra m m  k eh ren  w ir n o ch  sp ä te r  zurück .)

21. Leemann-Kernsches D iagram m

L a u t A bb. 1 k ö n n en  w ir — gleich in re ih e n e n tw ic k e lte r  F o rm  — a u f 
sch re ib en , daß

L f =  t [ tg  (a,- -F mi) — tg  а ,]

L f =  t
1 , sin  а, „ cos2 а,- +  3 s in 2 а,- ,

——  0)i +  ш1 +  ------- т-----:— —  w ic o s -а, cos-а, о cos4 а,
-  tg  а/ ( с )

L a  =  t [ tg  ж,- -  tg  (а,- — со,)]

X o u t  I*,;
-  tg  ас,- H------ —  со, -  — — co7 F

c o s -а, co s-а,

cos2 ос I -(- 3 sin2 а,--------------------- (j
3  COS4 OL I

■•• +  tg  Ж, ( 1 ")
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wo L p  u n d  L a die R ich tu n g slin ie  des F e rn ro h re s  und  die Länge des von  d e r 
oberen  bzw . u n te re n  D iagram m lin ie  e ingeschlossenen  L a tte n a b sc h n itte s  
beze ich n en ; t ist die h o rizo n ta le  E n tfe rn u n g ; a,- b eze ichnet den H ö h en w in k e l 
und

is t, d .h . со,- is t die H ä lf te  des E n tfe rn u n g sm eß w in k e ls , d ah er is t:

Lp=t=LA (3)

M it d er S u m m ieru n g  der G leichungen  (1 ') u n d  (1") k a n n  fo lg en d er 
Z u sam m en h an g  au fgesch rieben  w erden:

L p  +  L a =  L  =  t — 2 to, + R .  (4)
cos2 а,-

D as e rs te  Glied des a u f  d er rech ten  Seite d e r G leichung s teh en d en  R estes  R :

R  ... 9 cos2 а; +  3 s in 2 «,- 
3 cos4 а,-

erre ic lit auch  beim  G renzfall n ich t den W ert 2 • 10- 7 ; die Sum m e d e r w eite ren  
u n g e ra d e n  P o ten zen  von  ft), is t auch n u r  dessen  B ru ch te il. So g ib t die G le ichung  
(4) au ch  bei der V ernach lässigung  des R estg liedes R  ein präzises E rg eb n is .

k t sei die M u ltip lik a tio n s-K o n s ta n te  des E n tfe rn u n g sm esse rs ; z 0 u n d  
Zi b e d e u te  die E n tfe rn u n g  der E n tfe rn u n g sd ia g ra m m lin ien  v o n e in a n d e r  b e im  
H ö h en w in k e l а ; — 0° bzw . x,’, fe rn e r soll f  d ie re su ltie ren d e  (a e q u iv a le n te )
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B re n n w e ite  b ed e u te n . Es k a n n  in d iesem  F a lle  a u fg ru n d  (4) au fg esch rieb en  
w e rd e n :

L I  1 „
—  =  —  = ----- ;—  2 a>i
t k t COS2 *,-

B eide  S eiten  m it f  m u ltip liz ie r t, u n d  da

fjz0 =  _ und  — f  w,-
k,

si n d , so is t

d .h .

/
*'* .» 1 ’ 

COS- * ,

Zi =  z„ cos- *,-,

bzw .

*0
2

(1  -f- COS2 X j )  . (5)

W ie e rs ich tlich , is t bezüg lich  d er vo llk o m m en en  F a d e n e n tfe rn u n g  der 
a u fg ru n d  d er G leichung (4) gew onnene Z u sam m en h an g  (5) eine präz ise  F o rm el, 
da  a b e r  d e r M itte lp u n k t des F ad en k reu zes die a m  v e rtik a len  F ad en  des F a d e n 
k re u z e s  m eß b are  E n tfe rn u n g  der be iden  D iag ram m lin ien  —  d er F a d e n e n t
fe rn u n g  —  h a lb ie r t , k a n n  dieses D ia g ra m m p a a r  fü r  E n tfe rn u n g sm essu n g  n u r  
m it e in e r  einzigen (k t =  100) M u ltip lik a tio n sk o n s ta n te  angew endet w erd en , 
a b e r  d ie  F o rm el is t d iesbezüglich  präzis.

22. H am m er- Fennelsches E n tfernungsm eßdiagram m  

A u fg ru n d  d er A rb e it [4] la u t A bb. 2 k a n n  aufgeschrieben  w erd en , d aß

L  =  —  =  t [ tg  (а,- +  e j  -  tg  «,]
kt

( 6)

J _  t g Xj +  tg  F„ +  tg  Xj (1 — tg  X j  tg  c j  _  £ 1 +  tg 2 а,-

k t 1 — t g a ,  tg £ a " 1 +  tg  Xj t  g £a

COS“ *,- .
tg  G = ---- ;----- (1 -  tg *,• tg  f ,)

k t
(7)

ist.
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D a bei d e r ersten  A n n äh e ru n g

cos- x,

k,

u n d  £a e in en  kleinen W inkel b e d e u te t,  k an n  G leichung (7) auch  fo lg en d e rm a
ßen auf geschrieben  w erden :

(8 ')

( 8" )

3. T an gen ten sk a le  ersetzen de T an gen ten -D iagram m sch ar

D as W esen d er T an g en ten sk a le  w ird du rch  A bb . 3 v e ra n sc h a u lich t. 
B e k a n n tlic h  e n ts te h t diese d a d u rc h , daß  die E n d p u n k te  d er a u f d e r T an g e n te  
eines K reises m it beliebigem  R ad iu s  r () m ark ie rten  T eilu n g sin te rv a lle

r„ _  _£o_ 
k, 200

in R a d ia lr ic h tu n g  a u f  den K reisbogen  p ro jiz ie rt w erden . Die so e n ts ta n d e n e  
R ad ien re ih e  (A bb. 3)

a„ =  0"; a, =  to„; a , =  a>0 +  со,; co3 =  co0 -f- со, +  со,;. . . 

u n d  allgem ein :
«i =  w0 +  wi +  со, +  • • • +  <»i- 1
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ih re  N eigungsw inkel k ö n n e n  aufg rund  des fo lgenden  Z usam m enhanges berech 
n e t  w erden  [5]:

ro tg  («/ +  wi) -  rü tg  ос,- =  ru tg  co0 (9)

D a co0 ein k le in e r  W in k e l und  m it r 0 zu  red u z ie ren  is t, k a n n  G leichung 
(9) a u c h  so au fgesch rieben  w erden:

tg  (а,- +  со,) -  tg  а i — ct)0 =  0 (10)

w o coQ den zum а,- =  0° gehörigen  E n tfe rn u n g sm eß w in k e l in  B og en m aß  au s
g e d rü c k t  bezeichnet; ü b lic h e r  W ert (hier k t —  200) is t:

—  =  —1—  =  0,005 .
k ,  2 0 0

N a c h  R e ih en en tw ick lu n g  des A usdruckes tg (a , со,) e rh a lte n  w ir, d aß :

tg  («/ +  " , )  =  t g a , - f  

is t .
cos“ а,-

со,- -f-
sin а,- 

cos3 а,-
cos2 а,- -f- 3 s in 2 ос,-

>ï +  R  ( i l )

D as G lied  со, au f d er r e c h te n  Seite des A u sd ru ck es  (11) is t in  B ogenm aß  zu 
v e rs te h e n .

N ach  S u b stitu tio n  d e r  G l. (11) in Gl. (10) (die G lieder d r i t te n  u n d  höheren  
G ra d e s  von со,- w eggelassen) u n d  nach den  m öglichen  R ed u k tio n e n  erh a lten  
w ir , d a ß
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sin a. „
CO?

COS*1 (X,-
4

1

cos2 a  ,•
со, — co0 =  0 ( 12)

is t. D iese G leichung k a n n  bezüg lich  со/ als eine präz ise  b e tra c h te t  w erd en , weil 
die V ernach lässigung  n ic h t den  W ert 10~7, d . h .  einige H u n d e r ts te l  S ek u n d en , 
ü b e r tr if f t . Die L ösung  d e r Gl. (12):

wo

Mi
В  ±  ]/B2 -  4 A C  

2 А

sin  а,-
9

cos3 а,
В  ==---------- und  C =  — con .

cos2 а,

(13)

(14)

V erringert sich d er W inkel а,- lau fen d , so n ä h e r t  sich  Л  im  N e n n e r der 
Gl. (13) Null.

E s k an n  bew iesen w erd en , d aß  Gl. (13) auch  in d iesem  F alle  n ic h t u n b e 
s tim m t is t, weil:

lim  Wj =  ft>0 (15)
*f—>0

ist. D ies is t se lb s tv e rs tä n d lic h , weil co0 so d e fin ie rt w urde, d aß  dies d e r  E n t 
fernungsw inkel im  F alle  v o n :

«, =  0° 
is t.

D ie zum  H ö h en w in k e l а,- gehörige O rd in a te  z, des E n tfe rn u n g sm e ß - 
d iag ram m es ist au ch  in d iesem  Falle:

z, = / « , .

D as T a n g en ten d iag ram m  w ird  im  P rin z ip  so h e rg es te llt, d aß  d ie  T e ilungs
in te rv a lle  z ( (A bb. 3) d e r T an g en ten sk a le  n ic h t am  B ogen des G ru n d k re ises , 
so n d ern  an  dessen R ad ien  a n g e m e rk t w erden , u n d  die so gew onnene P u n k t
re ihe  m it e iner k o n tin u ie rlich en  L inie v e rb u n d en  w ird  (A bb. 4).

Bei der oberen  u n d  u n te re n  E n tfe rn u n g sm eß -D iag ram m lin ie  s in d  also 
die zu sam m en h än g en d en  W erte , falls sie einen  H öhenw inkcl b e z e ic h n en , die
f o l g e n d e n  :

a o =  0 » ** °4
j

II ’S
*

о II U о =
1 II ’•g
»

C 11 4*

а ,  =  ы0 fTII

ÍII** и c 9 II

X2 =  W j z F  =  / a > 2 =  Z , Z2 = f Wl =  Z1

а,- =  (o0 +  w i  +  ’ • • +  а ) , _ !  z f  =fco, - z/ = / « , - 1  =
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0°

Abb. 4. D ie  H e rste llu n g  des T an g e n te n d iag ra m m s

W e n n  es ein T iefenw inkel is t :

©О

ок

О О

- Л
z () ©IIо

£II

х 1 —  (Од 2 f = . fco0 -  z 0 ZAZ1 = / "  1  =  2 i
х 2 =  (О0 +  со1 z í  = . f°h  =  2 i z A =  f f»2 =  %

Ж /  =  CJ„ +  C01 - b  •  ■• • + " / - !  2 f = . K - i  =  2 / - i z A *TII

E s is t e rk en n b ar, d a ß  d ie  O rdinaten  d e r o b eren  E n tfe rn u n g sd ia g ra m m 
k u rv e  a u f  den zum  T ie fen w in k e l:
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u n d  jen e  d er u n te re n  E n tfe rn u n g sd ia g ra m m k u rv e  a u f  den zum  H ö h en w in k e l:

*/ = (16")

gehörigen R ad iu s  bezogen  sym m etrisch  v e r te il t  s in d . Es kann  a b e r  a u fg ru n d  
d er folgenden E rw ä g u n g  auch  die ü b er den  G ru n d k re is  befind liche zw eite 
E n tfe rn u n g sd ia g ra m m k u rv e  aufgezeichnet w erd en  (A bb. 7).

Es sei a, zu e rs t ein  H öhenw inkel:

a0 — C0 q

«l =  шо +

4  =  M  

4

J
-1
.1Áf.)

а 2 =  o j 0  +  coj +  (> \)
^ii f« h -I“:s

*< =  +  «Ol +  • • • +  0>i 2j.[ = f(Oi + l =  z) : !

I s t %i ein T iefenw inkol :

*1 - (0„ <.11
~1 —  f<% —  ztl

a 2 — « 0  - f °>1
J I
~i2 =  f(Oi =  z\

*1! = ">0 + (01 -j~ (0., _ll
*3 — f(02 — г !

* /  = « о  + +  <’>i-1 zi =  f (0i - 1 =  s ' -1

Die O rd in a ten  d ieser K u rv e  (Ahb. 7) s in d  a u f  den zum  T ie fen w in k e l:

gehörigen R ad iu s  bezogen  von sy m m etrisch er L age.
A u f den Z u sam m en h an g  (12) z u rü c k k e h ren d  u n d  in B e tra c h t z ieh en d ,

da 1.1
2/ =  f0>i

is t, k an n  die G le ichung  au ch  fo lgenderm aßen  au fgeschrieben  w erd en :

1sin  «, 2 a  ,

f  cos3 а,- cos2 а,
0 . (17)

Die L ösung d e r Gl. (17), ähnlicherw eise wie die d er Gl. (12) is t:

-  В  ±  у в * — 4  A C

2,1  ’

(18)
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j e t z t  a b e r  is t:

A В I

COS* ОС/f  cos1 ос,-

So i s t  d ie  G leichung d e r o b e re n  (F ) K u rv e  (A b b . 4):

С (19)

(1 +  cos 2 ос,) — у  tg  а,- г? ,

u n d  d e r  u n te re n  (А):

.А __ “О (1 - f  cos 2 ос,-) +  —  tg  а,- zj .

( 20 ' )

( 20")

D ie  Z u sam m enhänge  (20 ') u n d  (20") zeigen offensich tlich , d a ß  ihre 
S u m m e  zw ar m it der d u rc h  die Gl. (5) b e s tim m te n  F ad e n e n tfe rn u n g  ü b e re in 
s t im m t,  a b e r  die zwei K u rv e n  sind bezüglich  des G rundkreises a sy m m e trisc h .

W ir  h ab en  b e re its  fe s tg e s te llt, d aß  d ie  Gl. (5) eine präzise F o rm e l is t, 
a b e r  n u r  desh a lb , weil in  d iesem  Falle die R ich tu n g s lin ie  die W in k e lh a lb ie ren d e  
des E n tfe rn u n g sm e ß w in k e ls  is t .

D iese  Form el k a n n  d a h e r  fü r das T a n g e n te n d ia g ra m m  n ic h t an g ew en d e t 
w e rd e n . Sollten  aber die N eigungsw inkel d e r  die obere und  u n te re  F a d e n e n t
f e rn u n g  h a lb ie ren d en  R ich tu n g s lin ie  s e p a ra t b e k a n n t sein, so k a n n  m an  die 
G le ich u n g en  der oberen u n d  d e r  u n te ren  D iag ram m lin ie  auch eigens a u fsc h re i
b en .

A n  A bb. 5 w urden  sow ohl die R ic h tu n g s lin ie  des F e rn ro h res  m it N ei
g u n g sw in k e l a, als auch  d e r  z u r  oberen D iag ram m lin ie  gehörige E n tfe rn u n g s 
m e ß w in k e l со, und  dessen  W in k e lh a lb ie ren d e  m it N eigungsw inkel oc, au fg e 
z e ic h n e t .  D .h .

9 ( 21)

D e r Z u sam m en h an g  (5) h a t  in d iesem  F a lle , eigens au f die o b e re  D ia
g ra m m lin ie  bezogen, die fo lgende F orm :

1 4- cos 2
9

( 22 )

I n  d iesem  Z u sam m en h an g  ist ab er d er E n tfe rn u n g sw in k e l o>, n o c h  n ich t 
b e k a n n t ;  e r k ann  ab er b e re c h n e t w erden , w eil bei e rs te r  A n n äh eru n g :

co\ =  (1 +  cos 2 a,-) Q" ( 23 ' )
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u n d  se in , d em  Zw ecke e n tsp re c h e n d e r  p räz ise r W ert:

A  bb. 5

N ach  dem  M uster des Z u sam m en h an g es (22) k an n  au ch  die G le ichung  der 
u n te re n  D iagram m lin ie  au fgesch rieben  w erden . In  d iesem  F alle  is t:

l

und
z()
2

1 -)- cos 2 «/
Щ -

2

(O0
1 -f- cos 2 L 0>i

2 ' 2

(24)

(25)

(26)

ist.
co\ k an n  auch  in d iesem  F a lle  m it H ilfe des Z u sam m en h an g es (23') 

b e re c h n e t w erden .
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Diagramm I.

Diagramm I.

Grundkreis

Diagramm I.

Diagramm I.

Ä hnlich  den Z u sam m en h än g en  (22) u n d  (26) k ö n n en  n u n  die G leichungen 
eines je d e n  Gliedes d e r  die T an g en ten sk a len lin ie  e rse tzen d en  D iag ram m sch ar 
(A bb. 7) au fg esch rieb en  w erden.

In  A bb. 6 h a b e n  w ir an  der in  t E n tfe rn u n g  b e find lichen  L a tte  m it E in 
te ilu n g e n , die zu den  L a tte n lä n g e n

I .] : i ':j . . .  7 ■■ Lj

gehörigen , m ite in a n d e r
fo„, ro,, OK, . . . COj
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0

W inkel e in sch ließenden  R ieh tungslin ien  a n g e m e rk t. Die L a tte n lä n g e n  L, 
w u rd en  so gew äh lt, d aß

I =  k, Li

sei.
Es sollen zu e rs t die über dem  G ru n d k re is  befind lichen  D iag ram m e 

(A bb. 7) u n te rsu c h t w erden .
Die G leichung d e r  m it I b ezeichneten  L in ie  der oberen D iag ram m lin ien  

ist m it der Gl. (22) id en tisch .
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D ie N eigungsw inkel d e r  W in k e lh a lb ie ren d en  der zum  D ia g ra m m  I I  
g e h ö rig e n  E n tfe rn u n g sm eß w in k e l sind p räzis (A bb . 6):

«!•' =  а,-
ü)t +  wi+i

b zw . m i t  dem  Zwecke e n tsp re c h e n d e r  S tren g e :

<x'' =  а,- +  to,- ,

(2 7 0

(27")

u n d  d ie  zu r ho rizon ta len  R ich tlin ie  gehörige F a d e n e n tfe rn u n g :

2 —

2 k,
2 20 ,

d .h .,  d ie  G leichung des m it I I  bezeichneten  D iag ram m es:

z '' =  *o [ 1 +  cos 2 (a i +  W‘)J ’ (28)
WO

СО/ =  C00 [1 +  cos 2 (а,- +  со')] q" , (2 9 0
u n d

со]- =  co0 (1 - f  cos 2 а ,) о" (29")
is t.

M it ähnlicher E rw ä g u n g  ist die G le ichung  der m it I I I  b eze ich n e ten
K u rv e  au fsch re ib b ar; da j e t z t  (A bb. 6):

bzw .

u n d

is t ,  w o

is t.

. .  I l l _______ I W i +  ft>i + l + eo/+2ОС/ --  ОС/ I

а ,1,1 =  а,- -f- со/ -j- - -’/'-И

zlll / Z,

r  + ~ T .
1 +  cos 2 a í +  to,- -j-

Cüи -l

„  _  "о
"«•+! -  “W~ 1 -f- cos 2 , (ai+1а,- +  со,- 0— ------

2

CO/+1 = COn 1 +  cos 2 а,- =  со,

(зоо

(30")

(31)

(3 2 0

( 32")
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Z uletz t k an n  die O rd in a te  z* d e r  zum  N eigungsw inkel a  gehörigen  belie
b igen  oberen D iag ram m k u rv e  sow ie die O rd in a te  z„ des gleichfalls belieb igen  
u n te re n  D iag ram m s auch in ganz  a llgem einer F orm  au fgesch rieben  w erden :

wo

u n d

is t. F e rn e r

wo

и n d

is t .

ZF f _

2 k,

O)
1 -f- cos 2 1 oca 4 ---------

2

OK =
1

2 * 7
1 4- cos 2 a  4 -

OK

„i 1
coi — ( 1 -f- cos 2 a) p"

2k ,

-л  /
2 k,

1 4- cos 2 a

1

2 k,
1 cos 2 a —

2 k,
(1 -f- cos 2 a) q"

(33)

(34')

(34")

(35)

(36 ')

(36")

D urch  die en tsp rech en d e  W ah l des in d er allgem einen F o rm el v o rk o m 
m en d en  W ertes k,  k ann  die G le ichung  d er m it I ,  I I ,  . . .  N  beze ich n eten  
K u rv en  der in  A bb. 7 s ic h tb a re n  T an g en ten d iag ram m sch a r au fgesch rieben  
w erd en ; es is t n äm lich :

k, =  200, k, =  100, k, =  66,666, k, =  50 

u n d  z u lä tz t die zu r N -ten  K u rv e  gehörige M u ltip lik a tio n sk o n s ta n te :

k,
200
~ N ~ '

(37)

Aus den G leichungen d er T an g en ten d iag ram m lin ien  is t e rs ic h tlic h , daß  
deren  K o n s tru k tio n  a u f  die H e rs te llu n g  d er L eem an n -K ern sch en  D iag ram m 
lin ien  z u rü c k fü h rb a r ist.

Es e n ts te h t  ein T a n g e n te n d ia g ra m m , w enn m an den  das L eem ann- 
K ernsche  D iag ram m  tra g e n d e n  G laskreis w äh ren d  d er Z e ich n u n g  dieses 
D iagram m es stufenw eise u m  e in en  W inkelw ert

CO0, C O - • • • 9 СО/
v e rd re h t.
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F ü r  säm tliche  Z w ecke k a n n  ab er das T a n g e n te n d ia g ra m m  m it e n tsp re 
c h e n d e r  G enau igkeit a u c h  so h erg este llt w erd en , d aß  d e r D iagram m -G laskreis 
v o r B eg inn  des Z eichnens u m  einen b e s tim m te n , d u rc h sc h n ittlic h e n , k o n s ta n 
te n  W in k e lw ert w u v e rd re h t  w ird .

D ie G leichung d e r  o b eren  K urve  ist in  d iesem  F alle :

r F  __ J^O 1 r  cos 2 a, *

u n d  die der u n te re n :

- .4 _"0 1 4- cos 2 <•>«
о

(38 ')

(38")

W ir w erden  sehen, d aß  in  dem  Falle, w enn

o>a - -1 3 ' 40"

is t ,  so w eichen die a u fg ru n d  d e r Gin. (38') u n d  (3 8 ') e rh a lte n e n  W erte  von г,- 
n u r  u m  einige Z ehn te l M ikron  von den präz isen  W e rte n  von  г,- ab.

4 . K o n tro llb e rech n u n g en

D ie R ich tigke it d e r e rö r te r te n  F o rm eln  w ird  an  einigen B eispielen 
k o n tro llie r t.
E s sei:

f  =  240; k t =  200 bzw . w 0 =  0,005

D er N eigungsw inkel x14(, des zu m  P u n k t

i =  140 (I)

gehörigen  R ad ius des o b eren  T an g en ten d iag ram m es k a n n  fo lgenderm aßen  
b e s tim m t w erden:

tg  a, =  i • co„ — 140 • 0,005 = 0 ,700 00 (II)

x 140 =  34° 59 ' 31,27" ( I I I )

Die T a n g e n te  des n ach  d iesem  folgenden R ad iu s :

tg  a ,+ 1 = tg  аш  =  0,705 00 

a 141 =  35° 11 ' 01,81"

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4. 1969



TANGENTEXDIAGRAMM ANSTATT TANGENTENSKALE 89

D er zum  x ,40 gehörige E n tfe rn u n g sm eß w in k e l:

(Oj =  <Uj40 =  a 141 a 140 =  11 30,54

ft>140 =  0,003 347 8

So ist d er p räz ise  W ert von  z,:

z, = /со , =  2 4 0 -0 ,0 0 3  347 8 

“но =  0,803 47 m m  

D asselbe nach  Z u sam m en h an g  (18):

В  ±  \ B- 4 1C

wo na  ch (19):

А  =  -  

В  =

sin а,

2 А

0,573 462 3

/ cos3 «, 2 4 0 -0 ,8 1 9  231 9я 

1 1

=  0 ,004 345 9

=  1,490 000 ,
cos2 а,- 0.819 231 92

C = -  1 , 2 .

В 2 =  2,220 10 und -  4 А С  =  +  0,020,860 

— 1,49 ±  У2,220 10 +  0,020 860

2 -0,004 345 9

und

F ern er

Also

L au t (23"): 

L au t (23 '):

co140 =  0 ,0025 • 1,339 127 2 q" =  1 Г  30,49" 

A ufg rund  des Z u sam m en h an g es (22):

= 0,803 46 mm

0,005
w, - (1 +  cos 2 a 140) q”

(tí;4ü =  0 ,0025 -1,342 281 о" =  1 1 '3 2 ,1 1 "

0,0025 1 -f- cos 2 «MO +  (>" " \2 )

z140 =  0,0025 1 +  cos 2 a I40 -f-
(o.

6140 =  0 ,0025 • 1,139 134 58 =  0 ,803  46 m m

(IV )

(V II)

(V III)

(V)

(IX )
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Z u le tz t  m it dem  W ert:

соа =  1 3 '4 0 "  (VI)

b e re c h n e t  la u t (38 '):

zl10 =  0 ,0 0 2 5 1 cos 2 1 Ыа
а 140 H----—

" _

z140 =  0 ,0025  • 1,338 543 9 =  0,803 13 m m , (X )

so m it i s t  die A bw eichung k a u m  m eh r als 0,3 /и.
D ieselben B e rech n u n g en  w urden  auch  im  Z u sam m en h an g  m it den  R ad ien  

von  N eigungsw inkeln

a32’ a 100’ a125’ a150 u n d  X175

v o llzo g en  u n d  die e rh a lte n e n  E rgebn isse  w u rd en  in  Tabelle I so zu sam m en g e
f a ß t ,  d a ß  die au f d em selb en  W ege gew onnenen  R esu lta te  in  die m it e n tsp re 
c h e n d e r  röm ischer Z ah l b eze ich n e te  S palte  fa llen .

W ir  hab en  den p rä z ise n  W ert von z,- au fgesch rieben , fe rn e r die au fg ru n d  
d e r  Z u sam m en h än g e  (22) b zw . (38 ') m it einem  D rehungsw inke l

ma =  13' 40"

b e re c h n e te n  z,-W erte.
L a u t  der T abelle  e rg ib t au ch  der Z u sam m en h an g  (22) e inen  präzisen  

W e r t , a b e r  auch d er m it d em  e rw äh n ten  d u rc h sch n ittlich en  D rehungsw inke l 
b e re c h n e te  W ert von  Z; w e ich t auch  in  dem  seh r u n g ü n stig en  F a lle  eines 
N eigungsw inkels

а , а  41°

л о т  p räz isen  W ert n ic h t u m  m eh r als 0,7 // ab .

5 . Z u sam m en fassu n g

W ie ersich tlich , s in d  d ie  G in. (22) u n d  (25) von  allgem einer G ü ltig k e it. 
A n a lo g  k ö n n en  die a u f  sä m tlic h e  G lieder d e r die vo llkom m ene T an g en ten sk a le  
e rse tz e n d e n  D iag ram m sch ar bezogenen  G leichungen  (33) u n d  (35) ab g e le ite t 
w e rd e n .

Z w ei G lieder d ieser D iag ram m sch a r —  die u n te ren  u n d  o b eren , m it I  
b e z e ic h n e te n  D iagram m e —  k ö n n en  als u m  v erän d erlich  bzw . k o n s ta n te  
W in k e l v e rd reh te  V a ria n te n  d er L eem an n -K ern sch en  D iag ram m e b e tra c h te t  
>verden; ein  Glied der o b e ren  D iag ram m sch a r —  das m it I I  b eze ich n e te  —  ist
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Tabelle I

—

i ‘g =ч a « (»i он O J
Z (

mm
Zi

Gl. (18) Gl. *(22)
Ц

Gl. (38 )

I II III IV V VI VII VIII IX x

32 0 ,1 6 0  00 9 °0 5  '25 ,00" 16 '4 4 ,7 9 " 16 '4 4 ,8 " 13'40" 1 ,1 6 9  13 1 ,1 6 9  12 1 ,1 6 9  13 1 ,1 6 9  30

100 0 ,5 0 0  00 2 6 °3 3 '5 4 ,2 " 13 '4 3 ,4 1 " 1 6 '4 3 ,4 " 13'40" 0 ,9 5 8  08 0 ,9 5 8  0 9 0 ,9 5 8  08 0 ,9 5 8  09

125 0 ,6 2 5  00 3 2 °0 0 '1 9 ,4 " 12'20" 12'20" 13'40" 0 .8 6 0  98 0 ,8 6 0  96 0 ,8 6 0  96 0 ,8 6 0  78

140 0 ,7 0 0  00 3 4 °5 9 '3 1 ,3 " 11 '3 0 ,5 4 " 11 '30 ,49" 13'40" 0 ,8 0 3  47 0 ,8 0 3  46 0 ,8 0 4  46 0 ,8 0 3  13

150 0 ,7 5 0  00 3 6 °5 2 '1 1 ,6 " 10 '5 8 ,4 7 " 10 '5 8 ,4 5 " 13'40" 0 ,7 6 6  17 0 ,7 6 6  15 0 ,7 6 6  15 0 ,7 6 5  71

175 0 ,8 7 5  00 41„1 1 '0 9 ,3 " 9 '4 2 ,6 7 " 9 '4 2 ,6 3 " 13'40" 0 .6 7 7  97 0 ,6 7 7  92 0 ,6 7 7  92 0 .6 7 7  28
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im  w esen tlich en  m it d e r  H am m er-F en n e lsch en  D ia g ra m m k u rv e  ü b e re in s tim 
m e n d .

H ie r  k an n  b e m e rk t w e rd e n , d aß  auch das B ezzeghsche K re isd iag ram m  
a u f  d ie  v o rh e r  e rw äh n ten  G rundg le ichungen  z u rü c k fü h rb a r  is t. D ie u n te ren  
u n d  o b e re n , m it I  b e z e ic h n e te n  D iagram m lin ien  k ö n n en  n äm lich  im  Falle 
e in e r  2a-V erd reh u n g  d u rc h  ex zen trisch e  K reise  e rs e tz t  w erd en , u n d  du rch  
die en tsp re c h e n d e  W ah l d e r  E x z e n tr iz itä t  k a n n  au c h  die in  d er F o rm el v o r
k o m m e n d e  um  einen v e rä n d e r lic h e n  bzw. k o n s ta n te n  W inkel d u rch g e fü h rte  
V e rd re h u n g  m it g u te r A n n ä h e ru n g  in  B e tra c h t gezogen w erden .

D e r  T an g e n te n d ia g ra m m -T a c h y m e te r  b e d e u te t  sow ohl im  V ergleich m it 
den  je tz ig e n  D iagram m - als a u c h  im  Vergleich m it d en  T an g en ten -T ach y m e te rn  
e in en  F o r ts c h r i t t .  Sein V o rte il gegenüber den D iag ram m -T ach y m e te rn  is t, daß 
es a u c h  ohne  V erd rehung  des D iag ram m es m it v e rsch ied en en  M u ltip lik a tio n s
k o n s ta n te n  an w en d b ar is t . I m  V erh ä ltn is  zum  T a n g e n te n -T ac h y m e te r  is t sein 
V o rte il a b e r , daß bei d e r M essung  ein T an g en ten -T eils trich  n ic h t a u f  den h o ri
z o n ta le n  F ad en  des F a d e n k re u z e s  eingestellt w erd en  m uß , d .h ., es is t in jed e r 
L age m e ß b e re it.

D a ra u s  folgt au ch  d e r  V o rte il, daß  belieb ige zwei d er D iag ram m lin ien  
fü r  E n tfe rn u n g sm e ssu n g  bei belieb igem  H ö h en w in k e l an g ew en d e t w erden 
k ö n n e n .

D e r  T an g e n te n d ia g ra m m -T a c h y m e te r  v e re in t also in h o h em  M aße die 
g u te n  E ig en sch aften  d e r  je tz ig e n  D iagram m - sow ie T an g e n te n -T ac h y m e te r .
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T A N G EN T  D IA G R A M  IN S T E A D  O F  T A N G E N T  SCA LE

V. VINCZE

SUMMARY

T h e  p a p e r  deals w ith  th e  s ta d ia  d iag ram s used in  re d u c in g  tac h eo m e te rs . I t  generally  
show s v a lid  re la tions w hich can  be  u se d  a t  every  s ta d ia  d iag ra m  an d  w hich  d e te rm in e  a se t of 
d ia g ra m s  (F ig . 7) su b s titu tin g  th e  t a n g e n t  scale  w ith o u t d isco n tin u itie s .
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ВМЕСТО ШКАЛЫ ТАНГЕНСОВ ДИАГРАМ ТАНГЕНСОВ
В. ВИНЦЕ

РЕЗЮМЕ
Статья ознакомит читателя с дальномерными диаграммами, применяемыми и редук

ционных тахометрах. Выводятся такие общие связи, которые могут применяться для 
всех дальномерных диаграмм, кроме того они определяют и множество диаграмм (рис. 7), 
безразрывно заменяющие шкалу тангенсов.
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A N A L Y S I S  O F  T H E  S E I S M I C  G R O U N D  R O L L

O. ÁDÁM

CAND. OF TECHN. SCIENCES 
CENTRAL OFFICE OF GEOLOGY, BUDAPEST

[M an u scrip t received M ay 29, 1968]

T he g o ru n d  roll, in fa c t, com prises tw o w av e-ty p es: th e  f irs t  an d  of g rea tes t in te n s i ty  is 
th e  v e r tic a lly  po larized  tran sv e rse  w ave (SV); th e  second a n d  o f sm aller in te n sity  is th e  R a y 
leigh w ave co n sis tin g  of one cycle, e v en tu a lly  of tw o  cycles. T he d ifferen t co m p o n en ts  o f  th e  
fo rm er tra v e l in d iffe ren t w ave-gu ides an d  th e  in d iv id u a l c o m p o n en ts  orig ina te  fro m  d iffe re n t 
sources. B eside  th is , co n sid era tio n  is given to  th e  g ro u n d  ro ll m echanism  and  th e  d y n a m ic a l 
c h a ra c te ris tic s  o f th e  g round  ro ll com ponents.

E v en  th e  m ost u p - to -d a te  seism ic m eth o d o lo g y  could no t e x te rm in a te  
th e  p ro b lem  o f  the  g ro u n d  roll, w hich is as o ld  as th e  seismic m e th o d  itse lf.

T he su b su rface  geological p a tte rn  rem ain s und iscovered  as lo n g  as th e  
“ s ig n a l”  rem ain s covered h y  th e  “ noise” , a n d  v a s t  a reas are know n all over 
th e  w orld  w ith  sw eeping “ n o ise”  d o m in a tin g  on th e m .

In  H u n g a ry , tap e -reco rd in g , se ism o m eter-g ro u p in g , p a tte rn -sh o o tin g  
a n d  —  la s t  b u t  n o t leas t —  “ s tack in g ”  has re c e n tly  m ade a g rea t im p ro v e 
m en t in  th e  q u a lity  o f reco rd ing . T he g ro u n d -ro ll is, nevertheless, a p ro b lem  
n o t e n tire ly  so lved; th e  a reas  of d o m in a tin g  g ro u n d  roll are n e ith e r  sm all, 
n o r econom ically  in s ig n if ican t.

T he g ro u n d  ro ll in o u r c o u n try  is in co n n ec tio n  w ith  certa in  loose u n c o n 
so lid a ted  y o u n g  sed im en ts . Such are  e.g. th e  loess covered  SW H u n g a ry  [65], 
an d  o th e r  m ild  ro lling  co u n trie s  of T ra n sd a n u b ia  w ith  deep-ly ing g ro u n d  w a te r . 
Beside th is , th e re  are “ g ro u nd-ro lling”  c o u n trie s  in  th e  G re a t-P la in , to o , 
w here th e  g ro u n d -w a te r  ta b le  is th o u g h  in  th e  v e ry  nearness o f th e  su rface , 
s till th e  su rface  o r n ea r-su rface  v e ry  loose, u n c o n so lid a te d  alluvia offer e x ceed 
ing ly  po o r e n e rg y -tra n sfe r  a n d  are  excellen t g ro u n d  roll g enera to rs (H a jd ú 
szoboszló, Z ag y v a rék as , e tc .) [51, 55, 66].

T here  is a ra th e r  com prehensive  c o m p ila tio n  ab o u t ou r g ro u n d -ro ll 
s trick en  a rea s  in th e  g ra d u a te  w ork  of I. P o l c z  [55], w hich reveals t h a t  th e  
old, n o to rio u s “ d u m b ”  (N R ) areas, even in  o u r d a y s  although  sh ru n k e n  
still hold  th e ir  positions.

T he follow ing consid era tio n s are  based  u p o n  such  ex perim en ts as w ere 
ex p ec ted  to  g ive answ er to  th e  follow ing q u es tio n s .

1. W h a t k ind  o f soil com position  g en e ra te s  th e  g round  roll;
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2. is th e  g ro u n d  ro ll com posed of one sing le  surface w ave, o r  o f  severa l 
w av es  o f  d ifferring  c h a ra c te r ;

3. if  com posed o f  d iffe ren t w av e-g ro u p s, w h a t are th e  co n d itio n s  o f  th e ir  
g e n e ra tio n ;

4 . w h a t is th e  e ffec t o f  th e  q u a n ti ty , d e p th  and  shape of th e  tra d itio n a l 
e x p lo s iv es  upon  th e  g ro u n d  ro ll or on its  in d iv id u a l  co m p o n en ts?

T h e  g round ro ll — ow ing to  th e  su rface -w av e  c h a ra c te r  o f  i ts  com po
n e n ts  is a tta c h e d  to  th e  u p p e rm o st, few  m e te r  th ick , w ea th e red  la y e r , as a 
ru le  [18, 42]. In  th e  h i th e r to  m ade m o d e l-ex p e rim en ts  u su a lly  th e  R ay le igh , 
S ez a w a  M ,, M 2 w aves a n d  Love w ave c o m b in a tio n s  have  been  recognized . 
G u id e d  w aves are seldom  m en tio n ed  in  th e  l i te ra tu re  [15, 34]. T h e  p ro b lem  is 
in  g e n e ra l solved o n ly  u p  to  th e  d e te rm in a tio n  of th e  w av e-ty p es  an d  th e ir  
m a in  p a ra m e te rs . A p a r t  fro m  th e  analy sis  o f  som e d ispersion -cu rves, n e ith e r  
th e  so il-com position  n o r  th e  g round-ro ll rec e iv e d  p roper tr e a tm e n t.

O n ly  H agedoorn [29] and  R udnitsky  [59] seem to  h av e  b e e n  engaged 
in  th e  la t te r  s tud ies. W h ile  H agedoorn g ives co nsidera tion  to  th e  im m erg ing  
t r a n s v e r s a l  w ave, R udnitsky  is inc lined  to  a t ta c h  considerab le  sign ificance  
to  th e  conversion  o f th e  in d iv id u a l w aves; th e  g round  roll g ro u p s insensib le  
to  th e  q u a lity  an d  d e p th  o f  shoo ting  can  be  in te rp re te d  acco rd in g  to  his 
c o n c e p tio n  — in th e  te rm s  o f  th e  la t te r .

T h e  re su lts  re fe rr in g  to  th e  u n d e rd e v e lo p p e d  ch a rac te r o f th e  R ay le igh  
w a v e  [46, 15] are likew ise  in te re s tin g  in  th is  th e m e . The sum  of th e se  ideas is 
t h a t  w h en  a h e te ro g e n e ity  o f  soil is e n c o u n te re d , ch a rac te ris tic  fo r th e  g round- 
ro ll g e n e ra tin g  areas, no  R ay le ig h  w ave, in  th e  classical sense o f th e  w o rd , can  
b e  ex p e c te d .

The ground ro ll experim ents on th e  G reat-P lain  (L S K -2 )

T h ere  is a n o to rio u s  g round  roll s tr ic k e n  area  betw een  B a lm azú jv á ro s  
a n d  N ag y iv án  (H o rto b á g y , N E  H u n g a ry ). S ev era l efforts h a v e  b een  m ade 
[20, 52 , 66] to  o b ta in  re lia b le  seismic m a te r ia l  on  th is  area. A m ore  so p h is ti
c a te d  tech n iq u e  — g ro u p in g , lin ea r-sh o o tin g , e tc . — succeeded in  reduc ing  
th e  e x ten s io n  of th e  u n e x p lo ra b le  sp o t, b u t  th e  p roblem  has n o t b een  solved 
ev en  u n til  to d ay .

T h e  below  d esc rib ed  ex p erim en t w as c a rr ie d  ou t along a p ro file  (called 
h e n c e fo rw ard  LSK ) o f th e  la te s t  w ork [66] (F ig . l ) .T h e  nea r-su rface  geological 
p a t t e r n  o f th e  area acco rd in g  to  th e  d rillin g  H o rto b ág y -I  [61] is as follow s:

0 0,50 m  soil
1,20 ,, s lig h tly  lim ey yellow  c lay  
3,50 ,, b lu ish  g rey  clay
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6,00 in ligh t grey 1im ey clay
23,00 99 d iffe ren t san d y  clays
34,00 99 blu ish  grey clayey  m arl

111,80 99 grey , b row nish  grey sa n d y  c lay  layers of 1
each

127,80 99 grey , b row nish  grey m a r ly  c lay  layers

2 in th ic k n e ss

И-Г-50000Г
Fig. 1. An o u tline  sk e tch  of th e  a re a  o f  th e  experim ents

The b o tto m  of th e  hole lies a t 1115,04 m below  sea-level. T h e  g ro u n d 
w a te r ta b le  is in  2— 3 m even in th e  a r id e s t periods.

The sha llo w  re frac tio n  profiles sh o t to  exp lo re  the  n ea r-su rface  soil- 
com position , fu r th e r  th e  velocities of th e  f irs t  a rr iv a ls  o f the  re flec tio n  reco rds 
in d ica te  n o th in g  e x tra o rd in a ry , a t  f irs t s ig h t.

R eflec tion  records o f th e  spo t are u su a lly  ch a rac te rized  by  in ten se  reg u la r  
g round-ro ll, tu rn in g  som etim es, in consequence  o f  in terferences, in to  irre g u la r . 
T h e ir a p p a re n t  ve locity  is 250, 230 m/s a ro u n d  H ajdúszoboszló  a n d  160 m /s, 
b u t  som etim es 470 an d  290— 300 m/s v e loc ities w ere observed.

T he in s tru m e n ta tio n  app lied  in th e  e x p e rim en ts : a p o rta b le  seism ic 
reflection  e q u ip m e n t T ype GS-11 (m ade b y  th e  G am m a W orks) w ith  se ism o
m eters o f 7 cps n a tu ra l  freq u en cy ; fu r th e r  a n o th e r  seism ic reflection  e q u ip m e n t 
(m ade b y  th e  E L G I) w ith  tra d itio n a l reco rd in g  allow ing a b e tte r  p a ss  in th e  
low -frequency  range.
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E n d e a v o u rs  w ere m ade to  keep th e  c h a n n e l response on a s te a d y  level. 
S ince th e  eq u ip m en ts  m en tio n ed  did n o t m e e t th is  req u irem en t, th e  se n s it iv ity  
o f  th e  am plifie rs  w as fix ed  on th e  records. In  th is  w ay  th e  changes cou ld  alw ays 
be  ta k e n  in to  acco u n t. T he in-line se ism o m eters  w ere orien ted  in th e  fo llow ing 
w a y : th e  h o rizo n ta l one wras forced to  d isp la y  positive  am p litu d e  a t  m o v ing  
o ff f ro m  th e  sho o tin g ; th e  v e rtic a l ones m ad e  th e  sam e d isp lay  a t  th e  g ro u n d  
p a r tic le s  m oving  u p w ard .

The travel-time diagram s and displacem ent velocity trajectories o f  the ground  
roll. T h e  fie ld  p a ra m e te rs  o f  th e  ex p erim en ts  a re  th e  following:

F irs t  e x p e rim en t: v e r tic a l and  in-line o r ie n te d  horizon tal tw in -se ism o 
m e te rs , sp ac ing  25 m , sp re a d  145 m , sh o o tin g  w ith  1 kg b y  5 m-s dow n to  25 m , 
in 25 m  0,25, 0,5, 1,0, 2,0, 4 ,0 , 8,0 kg.

S econd  e x p e rim en t: to  a t ta in  a b e t te r  c o rre la tio n : spacing 12,5 m , sp read  
215 m , a long  th e  sp read  a t  6 po in ts six  h o r iz o n ta l an d  v e rtica l se ism o m ete r- 
tw in s , a t te n u a tio n  1 : 4 , sh o o tin g  in 25, 10 a n d  5 m w ith  0,5 kg .

In  F ig . 2, a d e ta iled  tra v e l- tim e  d ia g ra m , in Fig. 3, the  co rre la tio n -p o ss i
b ilitie s , in  F ig . 4 th e  in te rre la tio n  of th e  a rr iv a ls  (x  =  145 m) in th e  f i r s t  e x p e ri
m en t a re  show n.

B ey o n d  50 m  th e  h y p erb o le  shape  o f  th e  curve changes in to  ones of 
m ild  c u rv a tu re  p ro v id in g  th e  key  to  d is tin g u ish  th e  ind iv idual w av e-g ro u p s.

T he f i r s t  wave-group (K j)  o f sm all a m p litu d e s  im m ed ia te ly  fo llow s th e  
re f le c ted  body-w aves. I ts  a p p a re n t v e lo c ity  co n tin u o u sly  varies b e tw e e n  275 
a n d  350 m /s. I ts  a m p litu d e  is dw indling as co m p a re d  to  the  la te r  co m p o n en ts  
(K 2— K 3— M — Ar); to w a rd s  th e  end  of th e  sp re a d  i t  is no t m ore th a n  1j h— 1/10 
o f th e  com p le te  n o ise -am p litu d e . The g ro u n d -m o tio n  s ta rts  in th e  h o riz o n ta l 
p lan e  a n d  tu rn in g  a long  a f la t  ellipse it  g ra d u a lly  tu rn s  in to  a p lan e  m ak in g  
60° w ith  th e  v ertica l. F ig . 4 ind ica tes t h a t  th is  g ro u p  appears on e v e ry  record  
b u t  i ts  a m p litu d e  dep en d s on th e  d ep th  o f  th e  sh o t.

T he second group (K 2— K 3-— M — N )  o f  g re a t  am plitudes can be, in fo lded  
b y  th e  v e lo c ity -tra je c to rie s  (hencefo rw ard : t r a je c to ry , for sh o rt) in to  severa l 
c o m p o n e n ts . I ts  tim e-sp an  is th e  longest o f  th e  th re e  groups, sp re a d -e n d  tim e : 
0,525 sec. I ts  a p p a re n t v e lo c ity  is a t  th e  b e g in n in g  of th e  g roup  225— 300 
m /s, a t  th e  end  o f i t :  200— 225 m /s. This g ro u p  (upon  th e  last tra c e  o f  th e  Fig. 
3) a r r iv e s  a t  0,866 sec, w ith  a sudden  b re a k ; in  th e  f irs t cycle it  is n e a r ly  c ircu 
la r  wTi th  fo rw ard  ro ta t in g  tra je c to ry . T he second  cycle’s a rr iv a l is likew ise 
su d d e n  (a b t  tre b le , resp . doub le  a m p litu d e -in c rease ); a t  the  b eg in n in g  th e re  is 
a l in e a r , fro m  left to  r ig h t ro ta tin g  t r a je c to ry  a t  a n  angle of 45— 50° ch an g in g  
in to  th e  v e r tic a l.T h e  th ird  cycle ind ica tes a g re a t  v ertica l d isp lacem en t-v e lo c 
i ty ,  th e  fo u r th  s ta r ts  h o riz o n ta lly  tu rn in g  in to  th e  vertical. T his g ro u p  con
ta in s  w av es o f id en tica lly  o rie n te d  ro ta tio n  a n d  o f  d ifferring  angles o f  inc idence . 
T h e  p a t t e r n  of th e  g roup  (see F ig . 4) show s n o  e ssen tia l change u n til  th e  25 m 
s h o t, a c o n tin u o u s  decrease  o f  th e  a m p litu d e  o f  th e  te rm in a tin g  g rea t v e rtic a l
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Fig. 2. T rav e l-tim e  d iag ram  of th e  g ro u n d  roll (10 m , 0,5 kg)
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F ig . 3. A  seism ogram  a n d  th e  d isp lacem en t v e lo c ity  tra je c to r ie s  o f th e  d iag ram  of Fig. 2

d isp lacem en t-v e lo c ity  ca n  b e  observed , a t  m o st. On th e  record  o b ta in ed  from  
25 m  th e re  appears a lre a d y  som e change in  th e  c h a ra c te r , too .

The third wave-group  (R ) consists, in  fa c t,  o f  tw o  cycles. I ts  a p p a re n t 
v e lo c ity  varies b e tw een  150— 170 m/s (occu rring  also 190 m /s in  th e  tra n s itio n a l 
zone). T h e  tr a je c to ry  ro ta te s  b ack w ard , i.e. fro m  th e  r ig h t to  th e  le f t. The la s t 
t r a c e  on  Fig. 3 is, h o w ev e r, n o t  en tire ly  c lear, for th e  ellipse is lean in g  forw ard . 
F ig . 4 c learly  show s th e  d isap p ea rin g  of th e  w ave w ith  th e  d e p th  o f shooting .

A t closer e x a m in a tio n  o f  th e  co m p o n en ts  th e  follow ing ch a rac te ris tic s  
w ere  o b served :

a )  T he tra v e l- t im e  d iag ram s are  cu rv ed , i.e. th e  a p p a re n t v e lo c ity  in 
creases w ith  th e  d is ta n c e ;
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LSK-2 old

Fig. 4. In te r-c h a n n e l co rre la tio n  a n d  tra jec to rie s  fro m  seism ogram s a t  x  =  145;
d e p th - in te rv a ls  b y  5 m

b)  T he ch aracter  o f  th e  tra jec to r y  is lin ear , resp. fo rw a rd -ro ta tin g  in 
th e  first tw o  w ave-grou p s; it is b a ck w a rd -ro ta tin g  in th e  th ird  grou p . T h e first  
tw o  groups are ch aracteristic  o f  th e  v er tica lly  (in th e  v ertica l p lan e) p o larized  
tra n sv erse  w a v e , th e  th ird , o f  th e  R a y le ig h -w a v e;

c)  T he ch aracter  o f  th e  co m p o n en ts  ( K t— N  phases) d o esn ’t ch a n g e  (at 
le a st  su b sta n tia lly )  w ith  th e  d ep th  o f  sh o o tin g  (henceforw ard  so m etim es:  
sou rce) th e  a m p litu d e  o f  th e  p h ase  R,  h ow ever , rap id ly  decreases w ith  th e  d ep th  
o f  th e  source.

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, I960
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Shallow-refraction results  (Fig. 5)

T h e  rap id  a t te n u a t io n  o f  th e  f irs t a rr iv a ls  in d ica te s  a th in  b ed  o f  high 
v e lo c ity  upon  th e  su rfa c e , b o rd e red  from  below  b y  a m ed ium  of m ino r velo c ity . 
T h e  fo rm e r is a h a rd  c lay , th e  la t te r  a w a te r-so a k e d  grey  san d  lay e r, as revealed
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Fig. 5. T he  n ea r - su r fa ce  complex a ccord ing  to  th e  shallow refrac tion
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b y  th e  sho t-ho le  log. F ro m  th e  u p p e r, n o  sim p ly  in te rp re ta b le  tra v e l- tim e  
cu rv e  w as o b ta in ed , th e  a rr iv a ls  d ied  aw ay  v e ry  soon. T here w ere , how ever, 
a r r iv a ls  fro m  20 an d  32, w ith  1450 m /s, resp . 2170 m/s velocities.

I n  th e  group follow ing th e  so u n d  w ave (350— 370 m/s) th re e  w aves can 
be d is tin g u ish e d  and  co rre la ted  (in F ig . 5 th e  scale, in th e  ra n g e  o f  th e  la te r  
a r r iv a ls , is exaggera ted ).

T h e  f irs t  w ave (K 2) can  be  tra c e d  from  x  =  26 m on, h a v in g  a n  a p p a re n t 
v e lo c ity  in  th e  beg inn ing  270 m /s, in c reasin g  to w a rd  th e  end  o f  th e  sp read  to  
350, re s p . 320 m /s. This w ave is a t te n u a te d  w ith in  a sh o rt ran g e . T h e  am p litu d e  
on a n  in -lin e  o rien ted  h o riz o n ta l se ism o m ete r, is n ea rly  doub le  as com pared  
to  t h a t  on  th e  v e rtic a l se ism o m ete r (F ig . 6). I ts  period  T  =  0 ,045— 0,050 sec.

T h e  a p p a re n t v e lo c ity  o f  th e  second w ave (K 2) s ta r ts  a t  x  =  26 m  as 
210 m /s , increasing  to  230— 240 m  a t  th e  en d  o f th e  sp read . I t s  a t te n u a tio n  is 
s u b s ta n t ia l ly  sm aller th a n  t h a t  o f th e  fo rm er one. The period  T 1 =  0,050 sec; 
T2 =  0 ,062  sec; i t  is a d isp ers iv e  w av e . T he tra je c to ry  is a fo rw a rd -ro ta t in g  
e llipse o f  a n ea rly  v e rtic a l (10° lean ing ) ax is . T he ax is-ra tio  W /U  =  2,4.

T h e  longest liv ing  th ird  w ave (R ) s ta r ts  w ith  160 m/s v e lo c ity  increasing  
to  190 m /s. I ts  am p litu d e  is th e  g re a te s t in th e  com plete  group . I t  is d ispersive; 
th e  p e r io d s  o f th e  th ree  cycles a rc : T , — 0,048 sec; T., 0,082 sec; T 3 - 0,081
sec. T h e  t r a je c to ry  is a b a c k w a rd  lean in g  (35°) ellipse (a t least i t  m a y  be a p 
p ro x im a te d  b y  such); its  a x is -ra tio  W /U  =  1,5.

T h e  shallow  re frac tio n  sh o o tin g  c leared  up  th e  inhom ogeneous b u ild  of 
th e  n e a r-su rfa c e  com plex a n d  fu rn ish e d  th e  fu n d a m e n ta l ty p e s  o f  th e  g round 
roll.

Well-logging data

A t p o in t “ B ” o f th e  sh a llo w -re frac tio n  p ro file  a reverse-logg ing  w as c a r
ried  o u t  in  a 25 m deep hole w ith  c o n s ta n t charge (d e to n a to r) in  o rd e r  to  d e te r
m ine  th e  ve lo c ity  curve a n d  th e  tra n sv e rse  w ave-velocity  (F ig . 7).

T h e  f irs t  a rriv a l o f th e  lo n g itu d in a l w ave raises no p ro b lem . T h e  d e te r
m in a tio n  o f  th e  tra v e l tim e  o f th e  tra n sv e rse  w ave is p ro b lem a tic  because  of 
th e  sm a ll tim e-d ifference o f th e  tw o  w aves a n d  th e  reflec tions. C onsidering, 
h o w e v e r, th e  signal o f th e  tw o  se ism om eters (Z a n d  H II) , th e  a rr iv a ls  can  be 
p ic k e d , i f  som ew hat u n c e rta in ly , e ith e r .

B o th  trav e l-tim e  curves p ro v e  th e  h igh  degree of in h o m o g en e ity  of th e  
sec tio n  a n d  confirm s th e  conclusions d raw n  from  th e  re frac tio n  re su lts . The 
u p p e r , 9 m  th ick  section  is o f  c o m p a ra tiv e ly  g rea t ve locity : V P =  1900 m /s; 
on th e  to p m o s t  p a r t  o f it  no tra n s v e rs e  w av e-a rriv a ls  can be m a rk e d . P e n e tr a t
ing , h o w e v e r , deeper, th e  a rr iv a ls  can  be s e p a ra te d  an d  in th e  f i r s t  phase a 
400 m /s v e lo c ity  can be ca lcu la ted . U n d e r th is  lay e r th ere  is a la y e r  o f VP =  
=  1120 m /s average ve lo c ity  (for lo n g itu d in a l w aves) consisting  in  fa c t, o f a
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m ix tu re  o f low er v e lo c ity  em bedd ing  com plex  w ith  th in  high v e lo c ity  in te r 
b ed d in g s. F o r th e  tra n sv e rse  w aves, be tw een  9 a n d  17 m Vs — 240 m /s; b e n e a th  
i t  Vs =  475 m /s lay e r-v e lo c ity  can be ca lcu la ted .

T h e  accu racy  o f th e  logging w ith  re sp e c t to  th e  tran sv e rse  w av es, can 
h a rd ly  be ju d g ed . In  H u n g a ry  th is  is th e  f ir s t  such ex p erim en t. W h i t e  an d

Acta Gcodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969
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d -  tm 0,233-0,363 s

Ь

S e n g b u s h  [69] rep o rted  such  in v es tig a tio n s , h av in g  s ta te d  th a t  a t  sh o o tin g  
in  holes (an d  w ith  a ch arg e  n o t  exceeding  0,5 kg) th e  tu b e  w ave o r  w a te r  
pu lse  gen era tes  th e  tra n sv e rse  w ave.

K eep in g  th e  sp read  s te a d y  d u rin g  logging th e  h o rizo n ta l tra v e l- t im e  
cu rv e  was ca lcu la ted ; th e  la y -o u t o f th e  h o rizo n ta l se ism om eters o ffe red  m eans 
to  d e te rm in e  th e  tra je c to rie s  o f  th e  in d iv id u a l w ave-groups (see F ig s . 8, 9.; 
X =  37,5 m).

S hoo ting  in d =  1 m  (F ig . 8a) th e  d iag ram  a f te r  th e  sou n d  is c u rv e d , th e  
a p p a re n t  ve locity  varies b e tw een  162,5 an d  262,5 m /s a t  th e  end  o f  th e  sec tio n . 
Tw o w ave-groups can be s e p a ra te d . T he f irs t •— ra th e r  in th e  h ig h e r  ra n g e  —  
is o f fo rw a rd -ro ta tin g  ellipse sh ap ed , th e  g rea t-ax is  su b te n d in g  an  a n g le  o f  65° 
w ith  th e  v e rtica l (th is is p ro b a b ly  a so u nd-vave  m od ifica ted  a r r iv a l) ;  th e  
second  —  in th e  low er ran g e  —  is of b ack w ard  ro ta tin g , 50— 60° b a c k w a rd  
lean in g  tra je c to ry  (Fig. 9a). T h e  a p p a re n t velocities are  conform  w ith  th o se  of 
th e  la te r  arriv a ls  of th e  sh a llo w -refrac tio n .

Acta Geodaetica, Geophysica ct Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969
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T he shooting d —  7 m  (i.e. in th e  u p p e r  la y e r  o f h igh  velocity ) gave like
w ise tw o  w ave-groups, b u t  th e  in te n s ity  o f  th e  second , is v e ry  sm all (Figs 
8b  a n d  9b). The a rr iv a ls  s t a r t  m otion in th e  h o r iz o n ta l p lan e , tu rn in g  la te r  in to  
a n e a r ly  circular b a c k w a rd  ro ta tio n .

T he trav e l- tim e  d ia g ra m s  and  tra je c to r ie s  o f  th e  sho ts d =  13 m an d  25 m 
a re  v e ry  sim ilar (F igs 8c a n d  9c). The a p p a re n t  v e lo c ity  in th e  group  of g reat 
in te n s i ty  varies b e tw e e n  225— 250 m /s, i.e . s lig h tly . T he reco rd  o f d =  25 m  
re v e a ls  a t  th e  s ta r t  a w av e -g ro u p  of g rea te r  v e lo c ity  a n d  it  is o f m ore m arked  
c h a ra c te r  th a n  on o th e r  reco rd s . The w av e -g ro u p  o f 225— 250 m /s a p p a re n t 
v e lo c ity  indicates a f l a t ,  n e a r ly  ho rizon ta l, fo rw a rd  ro ta tin g  ellipse of th e  soil 
p a r t ic le  d isp lacem ent.

Sum m ing up  th e  conclusions of th e  a n a ly s is  o f  th e  n ea r-su rface  com plex, 
th e  follow ing can be s ta te d .

B o th  shallow  re f ra c t io n  shooting a n d  w ell-logging p ro v e  a velocity - 
d is tr ib u tio n  of th e  n e a r -s u r fa c e  com plex in d ic a tin g  a w ave-guide. T he p a ra m e 
te r s  o f  th e  la tte r : fo r P  w av es: under a 9 m  th ic k  1920 m /s lay e r a 1120 m/s 
o n e ; fo r S  w aves: u n d e r  a 9 m  th ick  400 m /s a 240 m /s one dow n to  17 m , fu r
th e r  a 475 m/s one.

T he tra jec to rie s  o f  th e  w ave groups in  th e  p ro file  a re , b o th  in  th e  shallow  
re fra c tio n  and in th e  w 'ell-logging, sim ilar to  th o s e  o f  th e  g round-ro ll, w ith  the  
o n ly  difference th a t  w h e n  logging , on th e  u p -h o le  ch an n e l, a fo rw ard  ro ta tin g  
t r a je c to r y  follow's a b a c k w a rd  ro ta tin g  one.

T h e  in terdependence b e tw e e n  the  w ave-types an d  th e  n ea r-su rface  geological
pattern

T he experim en ts r e v e a l  th e  follow ing:

a )  th e  a p p a re n t v e lo c ity  of certa in  w av e -g ro u p s  increases w ith  th e  d is
ta n c e ;

b)  th e  tr a je c to ry  in  th e  firs t tw o g roups is lin ea r , rcsp . fo rw ard  ro ta tin g , 
in  th e  th ird  group i t  is b a c k w a rd  ro ta tin g ;

c)  th e  ch a ra c te r  o f  th e  com ponents (K x— N  phases) o f th e  f irs t  tw o groups 
does n o t  change s u b s ta n t ia l ly  w ith th e  d e p th  o f  th e  sh o t, w hile th e  am p litu d e  
o f  th e  th ird  group r a p id ly  changes w ith th e  d e p th  o f  th e  source;

d )  b o th  sh a llo w -re fra c tio n  and  w ell-logging d a ta  p rove  a v e lo c ity -d is tri
b u t io n  suggesting a w a v e -g u id e  ch a rac te r in  th e  n ea r-su rface  com plex.

T he recogn ition  o f  th e  tran sv erse  w 'aves p o la rized  in  th e  v e rtic a l p lane 
(h en cefo rw ard : S F  w a v e s , o r  sim ply  S V ,  fo r sh o r t)  is p ro v id ed  b y  th e  d isp lace
m e n t  velocity  tra je c to r ie s  (tra jec to ries  fo r s h o r t ,  as agreed).

T he tra jec to ries  o f  th e  S V  waves a rr iv in g  to  th e  free surface are  defined
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b y  tw o p a ra m e te rs : th e  ang le  of em ergence a n d  th e  q u o tien t o f th e  Up a n d  
Us velocities o f th e  to p m o s t com plex. D e p e n d in g  upon w h e th e r

• V s/„ s E a rc s in  ,
* p

th e  tra je c to r ie s  w ill be d ifferen t.
T he S U  tra je c to r ie s  w ere ca lcu la ted  b y  M e i s s n e r  [48] an d  M a l i n o v 

s k a y a  [45]. M e i s s n e r  to o k  th e  differences em erg in g  from  th e  change o f  th e  
V si Vp, resp . th e  P oisson  ra tio  (oj in to  c o n sid e ra tio n . A ccording to  h is c a lc u la 
tio n s, a t  y0 =  45° th e  h o riz o n ta l com ponen t is ze ro ; in  th e  range j n =  0°— 45°, 
th e  ro ta tio n  is a lw ays d irec ted  to w ard s th e  source , i.e. from  th e  r ig h t to  
th e  le ft; in  th e  ran g e  j n =  45°— 90° from  th e  le f t to  th e  rig h t, i.e. clockw ise 
m ovin g o ff f fo m  th e  source.

I t  was show n, likew ise, th a t  th e  c ritica l ang le  determ in ing  th e  s t a r t  of 
th e  e llip tica l m o tio n  decreases w ith  th e  in c rease  o f  th e  Poisson ra tio , e .g . a t 
a =  0,475 j„  will be a ro u n d  20°.

O ur in d iv id u a l w ave-groups m ust be q u a lified  in th e  te rm s of th e  ab o v e- 
said  (in d raw in g  th e  tra je c to r ie s  no p h a se -c h a rac te ris tic s  have  been ta k e n  in to  
considera tion  on th e  co n d itio n , th a t  th e  p h ase -freq u en cy  sp ec tru m  o f  th e  
a rriv in g  w ave rem ain s u n ch an g ed  w ith in  one w av e le t; if  n o t so, it  changes 
id en tica lly  fo r b o th  com ponen ts).

F ig . 9 show s th e  tra je c to rie s  of signals fro m  d e to n a to r-logg ing  a t  *  = 
=  37,5 m  in d iffe ren ts  d ep th s .

I t  is rev ea led  th a t  (if w ith o u t sound-w ave) th e  m otion s ta r ts  in  th e  h o r i
zo n ta l p lane  th e n , to g e th e r  w ith  an  a m p litu d e -in c rease , it tu rn s  c o n tin u o u s ly  
in to  th e  v e rtic a l, ro ta t in g  from  th e  rig h t to  th e  le f t , i.e. backw ards. I n  th e  last 
phase , how ever, a t  least w hen  shoo ting  in 13 a n d  25 m , forw ard  ro ta tin g  m o tio n  
is observed . T he v e r tic a l m otion  due to  45° o r  90° doesn’t  show  up . U p o n  th e  
channel in  q u es tio n , th u s , S U  w aves w ere o b se rv ed , th e  linear tra je c to r ie s  
in d ica tin g  th e  n e a r ly  v e r tic a lly  a rriv in g  w aves, th e  b ackw ard  ro ta tin g  t r a je c 
to ries in d ic a tin g  w aves a rriv in g  a t  j 0 <7 45° ang le  o f em ergence, th e  fo rw ard  
ro ta tin g  ones in d ic a tin g  tho se  of j 0 45° an g le  o f  em ergence.

On Figs 3 an d  4 th e  m ore or less e llip tic a l t r a je c to ry  (K 1— K 2— K 3 a n d  
M — N  phases) h o riz o n ta lly  (or n ea rly  h o rizo n ta lly ) s ta r tin g  an d  tu rn in g  in to  
th e  v e rtic a l is c lea rly  recognizable. These p h ases  rep resen t such S V  w av es, as 
increase th e ir  ang le  o f  em ergence w ith  th e  tim e  an d  th e  ray  ad v an ces  m ore 
an d  m ore to w a rd s  th e  su rface ( j 0 45°).

T h u s, th e  S U  c h a ra c te r  o f th e  w aves is e s tab lish ed  b y  b o th  sh o t-n e a r  
an d  sh o t-fa r  tra je c to r ie s , m oreover, by  sh a llo w -re frac tio n  tra jec to rie s  (F ig . 6), 
too .

The characteristic fea tures o f  the S V  wave-guides
T he tu rn in g  in to  th e  v e rtic a l ind ica tes a c o n tin u o u s  v a ria tio n  o f  th e  angle
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o f em erg en ce , i.e. o f th e  a p p a re n t v e lo c ity . T h e  sam e is in d ic a te d  b y  th e  
c u rv e d  tra v e l- tim e  d ia g ra m s, too , d isclosing a t  th e  sam e tim e , likew ise , the  
p re sen ce  o f  a w ave-guide.

A ccord ing  to  B r e k h o v s k ik h  [12] e v e ry  fo rm atio n  h av in g  a re frac tio n  
in d e x  d ep en d in g  on th e  d e p th  (n(z) =  V (z ) /V 0) can  be regarded  as w ave-gu ide . 
In  su c h  cases th e  ray s  s te p p in g  o u t o f th e  so u rce  u n d e r a g rea t an g le , re tu rn  
to  th e  source  in a d is tan ce  d e te rm in ed  b y  th is  an g le , i.e. d iffe ren tly  p e n e tra tin g  
w a v e -g ro u p s , s im ilar to  th e  R g an d  L g p h ase s  o f  th e  seism ology, com e in to  
b e in g . T h is w ave-type  is w ell-know n in o u r  c o u n try ;  K il e n y i  [41] s tu d ie d  th is 
q u e s tio n  recen tly  in  d e ta ils .

T h e  ch a rac te ris tic  fe a tu re s  ju s t  e n u m e ra te d  offer a m odel w h ich  fairly  
a p p ro x im a te s  th e  genu ine  v e lo c ity -d is tr ib u tio n  an d  clears up , to  a ce rta in  
e x te n t ,  th e  g round-ro ll m echan ism .

T h is  ap p ro x im a tiv e  m odel will he b a se d  u p o n  th e  well p ro v ed  velocity - 
fu n c tio n  V(z) =  A z lin. O ne o f  th e  a d v a n ta g e s  o f  th is  function  is t h a t  i t  a p p ro x 
im a te s  r a th e r  well th e  ra p id  veloc ity -ch an g e, resp . th e  rap id  g rad ien t-d ecrease  
o f  th e  nea r-su rface  fo rm a tio n s , for

d V  (2) 

dz
l - A z ^ n 1 . 
n

( 1 )

A n o th e r  a d v a n ta g e  is t h a t  b o th  n  an d  A  c a n  be sim ply  ca lcu la ted  [39,9].
K n o w in g  th e  p a ra m e te rs  n and  A  th e  m ax im um  p e n e tra tio n  d ep th  

o f  th e  w ave

Zmax
1

A n p n '
( 2)

w h en  th e  angle o f th e  ra y  to  th e  v e rtica l is

0  =  9 0 ° . (3)

I n  o rd er to  m ake th e  calcu la tions ea s ie r , th e  following s im p lifica tio n s 
a re  su g g e s te d : th e  le n g th  o f  one cycle

w here
X  =  n л 1'"- zmax Г х

n  -j- 1

2
Г

(4 )
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Fig. 10. Travel-time diagrams in logarithmic coordinate-system

th e  tra v e l- tim e  o f one cycle

T  =
n  Л V», Г ,

V х
w here

(5)

a n d  V х is th e  a p p a re n t ve locity .
I t  com es from  th e  w ave-gu ide c h a ra c te r  t h a t  betw een  x  an d  t, fu r th e r  

X  a n d  T  th e  follow ing re la tio n  ex is ts :
в

x = N X ±  — —  I s in '1 в  d в  (6)
~ A np n J  

0
resp .

«

t =  N T ± ----- ------- I s in "-2 & d в
A n p n~1J

0
( 7 )
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w h ere  N  =  1, 2 . . .  e tc ., alw ays a w hole n u m b e r. W hen sh o o tin g  on th e  
su rface , th e  v a lu e  o f th e  in teg ra l is zero.

O u t of su rface  an d  near-su rface  sh o o tin g s  one could o b ta in  fo r n only  
v a lu es  be tw een  3,86— 4,00  (F ig . 10). T he v a lu e  o f th e  ex p o n en t is n o t in fluenced , 
as rev ea led  b y  fo rm u las  (3) an d  (4), b y  m u ltip lic a tio n . The value  o f A  is, h o w 
ev e r, th e  fu n c tio n  o f th e  n u m b er of th e  m u ltip lic a tio n . T he co n d itio n  Л  =  
whole num ber can  be  m e t on ly  b y  i te ra tio n . P e rfo rm in g  th e  ite ra tio n  fo r th e  
th re e  su rface  or n ea r-su rface  tra v e l- tim e  cu rv es  th e  to p m o st fo rm a tio n  can  be 
ch a ra c te riz e d  b y  th e  fo llow ing v e lo c ity -fu n c tio n :

V 1 (z) =  143 -  165 Z 1/-,

ta k in g  th e  m ean  v a lu e :

V x (z) =  154 Z 1/4.

T h e  in te rv a l o f th e  v e lo c ity -fu n c tio n  is, h ow ever, questio n ab le . I t  is a 
m a t te r  of fac t, t h a t  th e  m ax im u m  p e n e tra t io n  o f th e  surface or nea r-su rface  
shock -w aves is no m ore  th a n  7— 8 m .

F ro m  sho ts d eep e r th a n  10 m , th e  p h a se  K x is easily  traceab le . P u tt in g  
th e  tra v e l- tim e  cu rv e  in to  a logarithm ic  c o o rd in a te  system  an ex p o n en t n =  6 
is o b ta in e d .

F o r  ph ase  K 1, considering  th e  c o n d itio n a l fo rm ulas, A 2 =  187/sec.
I t  m u s t be  u n d e rs to o d  th a t  i f  tw o  m a rk e d  fo rm atio n s are p re se n t, th e  

v e lo c ity -fu n c tio n  o b ta in e d  from  th e  tra v e l- t im e  cu rv e  of th e  d irec t w ave [9] 
d iffers m o st from  th e  a c tu a l v e lo c ity -p a tte rn  in  th e  v e ry  nearness of th e  
b o u n d a ry  of th e  tw o  fo rm a tio n s ; b e n e a th  or ab o v e  i t  covers th em  ra th e r  n e a tly . 
H en ce , o u t o f su rface  o r near-su rface  sh o o tin g , f i r s t  of all, F x(z) can  be d e te r 
m in ed  co n tro lled  b y  th e  to p m o st fo rm a tio n ; th e  V2(z) fu n c tio n  o b ta in e d  o u t 
o f d eep e r sh o ts , is co n tro lled  b y  th e  d eep er v e lo c ity -p a tte rn .

T h e  tra v e l- tim e s  o f th e  K 2 and  K 3 p h ase s  o f deeper shots are ch a rac te rized  
b y  an  e x p o n en t n — 4 . F o r b o th  w av e-g ro u p s th e  sam e v e lo c ity -fu n c tio n  can  
b e  ca lcu la ted  if, ta k e n  (3) an d  (4) in to  c o n s id e ra tio n , in  th e  f irs t one a tr ip le , 
in  th e  o th e r a fo u rfo ld  m u ltip le  are a ssum ed .

T he in te rp re ta t io n  o f th e  M N  w av e-g ro u p s  o f th e  deeper sh o o tin g  is 
m u ch  m ore d ifficu lt th a n  th a t  of th e  fo rego ing  ones. A t th e  end of th e  sp read  
(X =  212,5 m) th e  a p p a re n t  ve locity  v a rie s  b e tw e e n  225— 250 m /s, th e  n ea re r  
v a lu es  te n d  to  200 m /s. T h e  trav e l- tim e  c u rv e  c a n n o t be, in  log-log co o rd in a te - 
sy s te m , a p p ro x im a te d  w ith  a s tra ig h t line , a lth o u g h  in  th e  lin ear sy s tem  th e  
cu rv e d  c h a ra c te r  is c lear. To de te rm ine  th e  q u a lity  of th is  w ave-g roup , tw o 
fa c to rs  m u st be k e p t  in  m ind.

a )  o u t o f a d =  10 m  deep source no w av e  of V х =  225— 250 m /s a p p a r 
e n t  v e lo c ity  can arise , since th e  p e n e tra tio n -d e p th  of th e  w aves is to o  l i ttle  to
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reach  th e  d e p th  o f th e  source, b o u n d  to  be re a c h e d  accord ing  to  Snel’s L aw . 
T he p e n e tra tio n  d e p th  o f  th e  225 m /s is 4,7 m . W hile  th e  form er ( th e  M ’s) 
d ep th  can  be assum ed to  b e  w ith in  th e  e q u iv a len t c a v ity , th e  la t te r  is to o  sm all 
fo r it;

b) to  h av e  been  g en era ted  in  th e  d e p th  o f  th e  source is o b jec ted  even  
in  th e  f ir s t  M  w ave, b y  th e  fac t th a t  th e  tra v e l- t im e  d iagram  is cu rv e d  also  
in  th e  log-log sy stem . T he cu rv ed  n a tu re  can  easily  b e  explained if  a ssu m ed  to  
h av e  been c rea ted  b y  a c o n s ta n t t 0 tim e  [9]. B y  lo garitlim ing  th e  fo rm u la

t =  t„
n n lh r  í X

~~A ~  ' | n * V T ~
( 8 )

a p a rab o la  of h ig h er o rd e r is o b ta in ed . In sc r ib in g  th e  form ula in  th e  fo rm

t -  t0
п л '1- 1( * -

~ Ä ~ - ' !{пл'1*Гх
(9)

a s tra ig h t  line m u st be o b ta in e d , d ipp ing  u n d e r th e  sam e angle as th e  h i th e r to  
ca lcu la ted  ones do.

All th e  ab ove-sa id  m ean  th a t  the w ave-group containing the M — N  
phases arises out o f  a secondary source. The level o f  th is  source is the surface and  
the generator o f  this wave-group is , in  the case o f  sm a ll charges, the so-called water- 
wave or lube-wave [70], in  the case o f  the larger charges, the direct S F  wave.

T h e up h o le-tim e  t n is upon  th e  f irs t ch a n n e l o f th e  d — 10 m  sh o o tin g  
0,080— 0,100 sec. T ak in g  th is  tim e  in to  co rrec tio n , i.e . e levating  th e  so u rce  u p  
to  th e  su rface , a tra v e l- tim e  d iagram  co rresp o n d in g  to  th e  near-su rface fo rm a 
tio n  is o b ta in ed .

F ig . 10 show s, am o n g  o thers, a few phases o f  th e  v ertica l d e to n a to r- lo g 
ging tra v e l- tim e  d iag ram , re fe rring  to  th e  S V  w av es. T h e  firs t tw o phases  can  
be  a p p ro x im a ted  b y  s tra ig h t  lines, d ipp ing  u n d e r  n — 4 and  m =  6; th e  sam e  
as th  ose o b ta in ed  fo r h o rizo n ta l trav e l-tim e  cu rv es . T h e  respective tw o  v e lo c 
ity -fu n c tio n s  from  th e  in te rcep t- tim es :

V 1 (z) = 185 z 4
resp .

V 2 (z) 215 г1/".

In  consequence o f th e  sc a tte rin g  of the  a r r iv a l  tim es, also a s tr a ig h t  line 
o f n '  =  5 ex p o n en t can  be p roduced  allow ing th e  ca lcu la tio n  of th e  fo llow ing  
velo c ity -fu n c tio n :

V  (z) =  179 г Ч
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T h u s , th e  v e loc ity  o f th e  m ed ium  c a lc u la te d  from  logging, is a p p a re n tly  
h ig h e r . T h is ap p a re n t c o n tra d ic tio n  can  b e , how ever, reconciled , ta k in g  th e  
e ffe c t o f  th e  h ig h -v e lo c ity  b eds and  th e  s u b s ta n tia l  difference b e tw e e n  the  
p e r io d s  o f  th e  observed  w av es, in to  co n sid e ra tio n . A t d e to n a to r-lo g g in g  sig
n a ls  in  th e  range of 50— 100 cps, a t  sh a llo w -re frac tio n  and  charges exceed ing  
0,5 k g , signals in  th e  ra n g e  o f  10— 20 cps w ere  recorded . T he h ig h -freq u en cy  
a r r iv a ls  a re  m ore sen s itiv e  to  th e  v e lo c ity  d is to rtio n -e ffec t of th e  th in  beds, 
t h a n  th e  low -frequency  ones.

T he  S V  wave-group can be interpreted in  the terms o f the geom etrical wave- 
optics (ra y -p a th ). B r e k h o v s k i k h  [9; p . 121] draw s th e  t r a n s i t io n  zone 
b e tw e e n  th e  dom ain  o f  th e  w ave th e o ry  a n d  th e  geom etrical o p tic s  in  the  
f ie ld  o f  th e  angle of em ergence, assum ing  t h a t  a ll surface-w aves can  b e  reg a rd ed  
as d e g e n e ra te d  reflec tions o f p lane-w aves [op. c it. p. 39.]. W hile, h o w ev e r, th e  
w a v e - th e o ry  describes th e  im age of th e  w av e  inhom ogeneous m e d iu m , too, 
th e  g e o m e trica l optics p ro v id es  X  an d  T  cycle  p a ra m e te rs  co rrec tly  o n ly  in  cases

*Hm =  («  *о)1/з (1 0 )

ao >  (a *0)l/%

x„ =  90° -f- Q  ; Ä0 = ----- =  —2- ; and  a
K„ co0

is th e  d e p th -g ra d ie n t o f th e  re frac tio n -in d ex .
F ro m  th e  low a p p a re n t  v e loc ity  a rr iv a ls  o f t h e S F  w ave-g roup  th e  veloc

i ty - fu n c t io n  V  =  154 z 4 c a n  be d erived . A  d isad v an tag e  o f th is  fu n c tio n  
t h a t  th e  s ta r tin g  ve lo c ity  is zero, so th e  an g le  o f em ergence is a lw ay s a 0 =  90°. 
T h e  e r ro r  is, how ever, neg lig ib le , if  th e  ab o v e  crite rion  is c a lc u la te d  for a 
d e p th  z =  1 m.

T h e  d ep th -d ep en d en ce  o f th e  re fra c tio n  in d e x  m ay he w ritte n  as

resp .

w h e re

n(z ) V  (z)
V n

th e  g ra d ie n t  of w hich is

t h a t  is

dn (z) 1

d z ~
' /  3,1 1 
i  v„

a — 0 ,25/m .

T a k in g  a m ean f re q u e n c y  of 15 cps a n d  a s ta rtin g -v e lo c ity  o f V 0 =  154 
m /s o f  th e  arrivals, th e  lim itin g  angle

L  nr 154
0,25 Va

94
=  0 ,74 .
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W hich m eans th a t  th e  law s of th e  geom etrica l op tics can  be ap p lied  to  
all a rriva ls of g re a te r  g raz ing-ang le . O n Fig. 2 in  th e  S U  w av e-g ro u p  th e  
low est ap p a re n t v e lo c ity  a rriv a l can  be observed  a ro u n d  V х =  225 m /s; the  
angle of em ergence of th e  la t te r  a t  z =  1 m is

th e  grazing  angle
47°

6>lm =  4 3 ° ;

in d 0,81

i.e. th e  low est a p p a re n t ve lo c ity  S U  w ave ta k e n  in to  acco u n t, can  be  in te r 
p re te d  in  th e  sim ple te rm s  of geom etrical op tics.

In  sum m ing u p , we m ay  s ta te :
T he f irs t, h igh  in te n s ity  g roup  of th e  g round  roll, com posed o f  v e rtica lly  

po la rized  tra n sv e rse  w aves, trav e ls  in  a w ave-gu ide. As to  th e  in d iv id u a l 
co m ponen ts, th e  w ave-gu ide  is n o t th e  sam e.

T he w ave-guide o f th e  f irs t group (phase К j) is ch a ra c te riz e d  b y  a veloc
i ty  func tion  V  =  187 z1 6 v a lid  u p  to  z >  10 m , t h a t  o f th e  second  group 
(phases K 2— K 3— M — N )  can  he described  b y  th e  fu n c tio n  U =  154 z 4, valid  
in  th e  range 0 <( z <[ 20 m .

T he in d iv id u a l phases  of th e  second g roup  a re  g en era ted  in  d iffe ren t 
sources, e.g. in d =  10 m  th e  K 2— K 3 phases in  th e  source  itse lf, a n d  th e  M — N  
phases upon  th e  su rface . To th is  g roup  o f th e  g ro u n d  ro ll th e  ru les o f th e  geo
m etrica l optics can  be ap p lied , th u s  th e ir  in te rp re ta tio n  becom es ra th e r  sim ple.

Another essential com ponent o f  the wave-pattern is the Rayleigh-w ave, w hich 
occurs in  dependence  o f th e  d ep th  of th e  source.

In  th e  l ite ra tu re  th e re  is in fo rm atio n  a b o u t th e  d ispersive an d  non-dis- 
persive  R ay leigh-w aves [18]. T he la t te r  comes in to  b e in g  on ly  if  th e  g enera tion  
ta k e s  place upon  th e  su rface  o f a (quasi) in fin ite , hom ogeneous half-space.

T o l s t o y  an d  U s d i n  [68], E w i n g  [18] an d  B r e k h o v s k i k h  [12] have  
s tu d ie d  th e  d ispersive p ro p e rtie s  o f th e  sy m m etrica l an d  a n tisy m m e tr ic a l su r
face w aves d en o ted  b y  K a n a i  an d  S e z a w a  as M 1 an d  M 2 w aves. T o l s t o y  

an d  U s d i n  gave th ese  M i an d  M 2 phases (w hich are  n o th in g  else th a n  so lu tions 
o f w ave-equations) a p h y sica l m ean ing  b y  qua lify in g  th em  as sy m m etrica l 
(M ,) and a n tisy m m e tric a l (M 2) p la te -v ib ra tio n s . A ny fu r th e r  v a r ia n ts  o f the  
d ispersion-curves can  be tra c e d  b a c k  to  th ese  tw o  w av e-ty p es .

T he b a c k w a rd -ro ta tin g  an d  la te  a rriv a ls  o f  g rea t periods o f th e  surface 
a n d  near-su rface  shoo tin g s give w ell-defined tra v e l- tim e  curves (F igs 3, 4, 6, 
9a an d  b). The a p p a re n t v e lo c ity  of th e  a rriv a ls  varies b e tw een  150— 190 m/s 
w ith  d istance . A c h a ra c te ris tic  fea tu re  of th e  p h ase  R  is th a t  its  a m p litu d e  de
creases w ith  th e  d ep th  o f  th e  source, c o n tra rily  to  th a t  o f th e  fo rm er w ave- 
groups.
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T h e  S V  waves w ere e a r lie r  se p a ra te d  in to  tw o  g ro u p s: th e  ones g enera ted  
in  th e  sou rce , and th e  ones g e n e ra te d  th ro u g h  th e  S  V  w aves re flec ted  from  th e  
su rface . I n  fac t, th e  sam e ap p lie s  to  th e  w ave-g roup  R  as w as p o in te d  o u t for 
th e  p h a se s  M  and  N  (F igs. 10 a , b , c), i.e. w hen  sh o o tin g  d eep er, th e ir  t r a v e l
tim e  c u rv e  tak es , in a log-log sy s te m , a convex  sh a p e ; one h as  to  a p p ly  a co r
re c tio n  t =  0,080— 0,100 sec to  s tra ig h te n  it. P h ase  R  is a s tr a ig h t  line on th e

J . S m lk Q  ,a " h * 9 m  *,**•«$»
; о 10ml,Okg,,/?" -//-

3 .0  \ Д 26m0.5kg
L26m0,5kq h . /в т

Fig. 11. D isp ersio n -cu rv es calcu la ted  fo r p h ases M n , M 2l a n d  M„„

t r a v e l- t im e  curves of d  =  1 m , d  =  7 m  an d  o f  th e  shallow  re fra c tio n , d ip p ing  
n —  4 . I n  f irs t  a p p ro x im a tio n  i t  can  be a sse rted  t h a t  th e  w av e-g ro u p  rem ains 
in  t h a t  u p p e r  w ave-guide w h ic h  has a v e lo c ity -fu n c tio n  o f V  =  154 z Л  This 
u p p e r , 9 m  th ick  fo rm a tio n  w h ich  is, in  fac t, a w ave-gu ide  o f g re a te r  v e lo c ity  
(F ig . 7) c a n  be rep laced  fo r  th e  M l an d  M 2 w a v e -ty p e s  b y  th e  fo llow ing m odel 
[68].

a  =  V p  =  1100 m /s

ß  =  V s  =  210 m /s 

a =  0,35.

R eg a rd in g  Fig. 11/a a n d  th e  tra v e l- tim e  cu rv es , th e  fo llow ing  can  be 
s ta te d :
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P h ase  R  co rresponds to  th e  R ay le ig h  p h ase  o f th e  M 21 w av e , n am ely , 
th e  w ave-gu ide  is 9 m  th ick , observ ing  a t  145 m  d is tan ce  (d =  5 m  a n d  10 m).

T ak in g  d =  10 m (charge: 0,5 kg), th e  p e n e tra tio n  of th e  p h a se  R  exceeds 
th e  th ick n ess  h =  9 m  ( V х — 175 m /s) a n d  th e  ca lcu la ted  values a p p ro x im a te  
th e  th e o re tic a l cu rve  on ly  if  a h =  18 m  th ic k n e ss  is chosen.

P hases M 22 com e from  th e  h =  9 m  th ic k  b ed  of high v e lo c ity  a n d  from  
th e  h — 18 m  th ic k  fo rm a tio n  (F ig. 11 a). T h is  is te s te d  b o th  b y  sh a llo w -re frac 
tio n  and  b y  d e to n a to r-lo g g in g . In  th e  p h a se -v e lo c ity  analysis th e  sam e  a rr iv a l 
ty p e s  can  he se p a ra te d  as tho se  b y  th e  r a y -p a th  analysis.

The m echan ism  of th e  g ro u n d  roll

In  th e  ho le-shoo tings, in  fac t, tw o  w av e-g ro u p s have  b een  se p a ra te d . 
T he f ir s t :  a p u re  S F  (ev en tu a lly  M 22) is g e n e ra te d  in  th e  source. T h e  second  of 
S V  (ev en tu a lly  M 22 an d  M 2J) an d  R ay le igh  p h ases  is g enera ted  a t  th e  su rface- 
im p a c t o f th e  d irec t S V  w ave (w ith  sm all ch a rg es : w ater-pulse). B o th  groups 
tra v e l  in  a w ave-gu ide ch a rac te rized  b y  th e  tra n sv e rse  velocity  p a t te r n  o f th e  
n ea r-su rface  fo rm a tio n . N o P  w aves p la y  ro le  in  th e  g round ro ll g ro u p .

C onsequen tly , in  th e  g round  ro ll m ech an ism , th e  tran sv erse  w av e  p a t te rn  
o f th e  m ed ium  an d  th e  w ay  o f gen era tio n  a re  th e  m ost im p o rta n t. I n  th e  fo l
low ing, th e  c ircu m stan ces o f th e  g e n e ra tio n  a re  exam ined  fo r b o th  w ave- 
g roups.

T he seism ic sho ts a re  m ade in  cy lin d rica l bore-holes. W hen t r e a t in g  th e  
m a th e m a tic a l p rob lem  o f th e  w ave-source, u su a lly  a uniform  im p a c t to  th e  
w alls o f  a spherica l c a v ity  is assum ed; th u s , th e  w ave trav e llin g  in  th e  m ed ium  
is o f  spherica l sy m m e try , all values a re  in d e p e n d e n t of th e  an g u la r co o rd in a te s , 
th e  shear-w aves a re  m issing, and  only  th e  ra d ia l  com ponen t has a ro le  [62 , 63, 
58 , 5 4 ]. H e e l a n  [30] assum ed  a cy lin d rica l ch a rg e  an d  tri-d irec tio n a l p ressu re-, 
resp . s tra in -d is tr ib u tio n .

I f  ex am in in g  H e e l a n ’s am p litu d e -fu n c tio n s , i t  becom es c lea r, t h a t  th e  
a m p litu d e  o f th e  S V  an d  P  d isp lacem en ts  is in d e p e n d e n t of th e  sh a p e  o f  th e  
p ressu re , resp . sh ea rin g  s tra in , b u t  n o t o f th e  d irec tion . R eg ard in g  th e  wall- 
p ressu re  P  (t) (i.e. in  case o f P  an d  S V  w aves th e  F x (Ф) and  F 2 (Ф) coefficients) 
on ly , i t  can  be seen th a t  th e  P  w aves are h o riz o n ta lly  polarized, w hile  th e  m axi- 
m u m -v a lu e  o f th e  d isp lacem en t-co m p o n en t o f  th e  S V  waves su b te n d s  an  angle 
o f  45° w ith  th e  v e rtic a l. E x am in in g  th e  d isp lacem en t-am p litu d e  coeffic ien ts  
G1 (Ф) an d  G2 (Ф) on ly , w hich deno te  th e  ax ia l sh ea rin g  s tra in  q (i), we f in d  th a t  
th e  d isp lacem en t o f  P  w aves is g rea te s t a long  th e  axis Z, while t h a t  o f th e  S F  
w ave in  th e  h o riz o n ta l p lane .

T h e  A  an d  A  va lues d en o ting  th e  d im en sio n s of th e  cy lin d rica l c a v ity  
define  h ere  th e  so-called eq u iv a len t c a v ity  [62], a b o u n d a ry , b ey o n d  w h ich  th e

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



118 о. àdâm

m ed iu m , acco rd in g  to  H o o k e’s L aw , can  be re g a rd e d  as perfec tly  e lastic . E x a m 
in ing  th e  a m p litu d e -co e ffic ien ts  in  th is  v iew , we f in d  th a t  th e  d isp lacem en t- 
a m p litu d e  is d irec tly  p ro p o rtio n a l w ith  th e  d im en sio n s of th e  e q u iv a len t c a v ity . 

A c c o rd in g  to  H e e l a n  th e  q u o tie n t of th e  energ ies of th e  P  an d  S V  w av es:

E'p _ n 3 V% , 15 П 5

E'sv V 3p 2 V% 8 V% 3

I n  o th e r  w ords, if  a  =  0,25, 60%  of th e  en e rg y  is tra n sp o rte d  b y  th e  S V  
w ave, re m a in in g  on ly  4 0 %  fo r th e  P  w ave.

T h is  th e o re tic a l re su lt  w as regarded  b y  W h i t e  and S e n g b u s h  [70] as a 
p ro v e d  one  in  v iew  of th e  p o la riza tio n  of th e  S  V  w aves, too . T hey  h a d , h ow ever, 
to  ta k e  th e  w a te r-p u lse , o r tu b e -w av e  (as a s tro n g  tran sv erse -w av e  source) in to  
c o n s id e ra tio n  to  id e n tify  th e  th e o re tic a l w av e -fo rm  w ith  th e  o b se rv ed  one.

T h  u s , th e  m echan ism  o f th e  g round  ro ll g e n e ra te d  a t th e  su rface  c a n  easily  
be e x p la in e d . In  a m ed iu m  o f v e lo c ity -g ra d ien t a 45° p o la riza tio n  o f 6 0 %  (in 
o u r case , b e in g  a =  0,35, 70% ) of th e  en e rg y  invo lves the  p o ss ib ility  o f  th e  
g e n e ra tio n  o f  a guided w ave-g ro u p  of g rea t e n e rg y : in  our case p h ases  К г, K ,  
an d  K 3 re p re se n tin g  th e  u p w a rd  ray . A nd since the energy is concentrated in  the 
surroun d in g s o f  the 45°, the w ays are provided fo r  the greater part o f  the energy to

. V s
arc  s in  —

Vp
of th e  u p p e rm o s t lay e r co n tr ib u te s  to  it, to o ) ; such wave is reflected fro m  the 
surface w ithou t conversion, resp. energy-loss.

T h e  o th e r  co m p o n en t o f th e  w ave-g roup  is th e  M — N — R  p h ase -g ro u p , 
w hich  is , acco rd ing  to  th e  d iag ram s, g e n e ra te d  in  th e  nearness of th e  source  
b u t  u p o n  th e  surface w hen  th e  S V  w ave a rr iv e s  th e re  (using g rea t ch arg es , 
fo r w ith  sm a ll charges th e  w a te r-p u lse  o b ta in s  a n  im p o r ta n t role).

B o th  th e  S L  w ave an d  th e  w a te r-p u lse  are  trav e llin g  u p w ard , re fle c ted  
on th e  in te rm e d ia te  b o u n d a rie s  and  on th e  su rfa c e ; on  th e  la t te r  th e y  g e n e ra te  
a new  g ro u p  of th e  gu ided  w aves. I f  th e  b o u n d a rie s  are p e rp en d icu la r to  th e  
axis o f  th e  ho le , th e  w a te r  pu lse  p e n e tra te s , re sp . is reflec ted , acco rd in g  to  th e  
ru les o f  th e  p e rp en d icu la r  incidence. A b o u n d a ry  o f g rea t v e lo c ity  c o n tra s t  
s u b s ta n t ia l ly  reduces th e  a m p litu d e  of th e  su rfa c in g  w ater-pulse .

T h e  S L  or w a te r-p u lse  im p ac ts  u p o n  th e  su rface  w ith  la rg e  s tr e n g th . 
T h is c o n c e n tra te d  (po in t-like) force, reach in g  th e  surface n e a r-v e r tic a lly , 
g e n e ra te s  P  an d  S V  w ave. I f  th is  w av e’s ang le  of em ergence 0  a rc  sin 
V s / V p ,  th e  tra n sv e rse  w ave s ta r ts  w ith  a freq u e n c y -in d ep e n d e n t a m p litu d e  
th o u g h , b u t  w ith  a p h a se -sh if t as co m p ared  to  th e  in c id en t w ave. A n d  since 
this w ave henceforward keeps th is angle, it is a lw ays reflected fro m  the surface w ith  
no conversion, i.e. w ithout a n y  energy-loss.

O u r ex p erim en ts  s u p p o r t th e  above s ta te m e n t  w ith  som e d a ta .

(the g re a te r  v e lo c ityreach the surface with an  angle fo r  which  0  >•
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Shots were m ade in  5— 10 an d  25 m d e p th  w ith  1 m , 2 m  a n d  4 m  long 
c o n c e n tra ted  charges in  o rd e r to  decide th e  dependence of th e  e n e rg y  o f the  
g round-ro ll from  F ., (Ф) an d  G2 (Ф), i.e. from  th e  cubical e x te n t o f th e  eq u iv a len t 
c a v ity  an d  from  th e  cy lin d e r-jack e t.

T he co n cen tra ted  ch arg e  gave th e  s lig h te s t surface w ave en e rg y , w hich 
—  in a form  of

Zw'FAt
i=0

Í  ,2 1«1 *, M 0_1
>2 a  

i.e 

1.6 

g 

о . 

1,2 

i,i 

10

VOm

/

/ 25m
К  / 

v  /I /  5 m(x*2l2.5 m\
/  (Д л 87,0m )

I
V  • '

charge elongation m 
Fig. 12. T he effect o f th e  e lo n g a tio n  of the  
ch arg e  upon  th e  in te n s ity  o f  th e  g round  
ro ll (гг’ is the  v e lo c ity -am p litu d e  in m m  in 

the  d irec tio n  Z)

2 Wfút
n 2
f Wo ùt
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Fig. 13. T he effect o f th e  in c l in a t io n  of the  
hole u p o n  th e  in te n s ity  o f  th e  g ro u n d  roll

can  be expressed  [32] (F ig . 12), w here tv' is th e  d isp lacem en t v e lo c ity  am p litu d e  
in m m  read  off on th e  v e r tic a l channel. S um m ing  b y  10 ms fo r th e  e n tire  wave- 
g roup , b u t  only for th e  v e r tic a l channel, an d  re fe rring  th e  re su lts  to  th e  v e r ti
cal channel-energy  o f th e  co n c e n tra ted  charge , th e  a p p a re n t v e lo c ity  o f the 
in d iv id u a l w ave-groups rem ain ed  unch an g ed . T h u s, th is  so -ca lled  energy- 
m easu re  co rrectly  d eno tes th e  change of th e  energy  of th e  g ro u n d  ro ll on the 
v e rtic a l channel. The fig u re  re fe rred  to  above c learly  reveals t h a t  th e  increase 
o f th e  e longation  of th e  ch arg e  increases th e  in te n s ity  o f th e  g ro u n d  roll.

On th e  effect o f th e  ch a rg e -o rien ta tio n  we collected som e d a ta  th ro u g h  
5 m  deep sho t, b u t in a reverse  w ay, i.e. charges of 1 m  e lo n g a tio n  w ere p laced 
in  bore-holes slan tin g  a t  30° an d  45°. In  th e  hole s lan tin g  a t  45°, th e  x  =  212,5 
m  ch an n e l carried  6 0 % , th e  x  =  87,5 m  ch an n e l 4 3 %  of th e  g ro u n d  ro ll energy 
g en era ted  b y  th e  c o n c e n tra te d  charge  on th e  v e rtica l ch an n e l. T h e  resu lts 
o f th e  hole slan tin g  a t  30° a re  n o t so clear, fo r a t  x  =  215,5 a m ere  1— 2 %  de
crease , a t  *  =  87,5 m , how ever, a 31%  decrease was observed  (F ig . 13).
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A n  in terestin g  re s u lt  w as  o b ta ined  th ro u g h  a n a ly s in g  th e  am p litu d es of 
th e  d e to n a to r-lo g g in g  (in  F ig . 14 th e  x  =  1 m  v e r t ic a l  chan n e l f ir s t  a rr iv a l of 
th e  P  a n d  th e  m a x im u m  w a te r-p u lse  a m p litu d e  is d e m o n s tra te d  in  a lin ear 
c o o rd in a te -sy s te m ; f u r th e r  w ' a n d  u ' m ax im um  w a te r-p id se  velocity  am p litu d es 
a re  d e m o n s tra te d  in  a sem i-lo g arith m ic  c o o rd in a te  sy stem ).

F ig . 14. The v a ria tio n  o f th e  w av e  am plitudes o f th e  d e to n a to r-lo g g in g  w ith  th e  d e p th

B etw een  th e  a m p litu d e - tre n d s  of th e  P  w aves an d  of th e  w a te r-p u lse  
n o  o r  p o o r  correlation  ca n  h e  fo u n d . The w a te r-p u lse  a m p litu d es  d e m o n s tra te d  
in  a sem i-logarithm ic s y s te m  c a n  be ap p ro x im a ted  b y  tw o  “ s tra ig h t lines” . These 
a re :

A  71 e x p  ( — 0,032 z) 0 <  г  <  17 m  (12)
a n d

A  =  480 e x p  ( — 0,143 2) 17 m <  z  <  25 m (13)

W ith  regard to  th e  fo rm u la

P  - ---- q c t w '

d e n o tin g  th e  re la tion  b e tw e e n  pressure an d  d isp la c e m e n t in  flu ids (w here 
Q is th e  d ensity  of th e  f lu id , cT is th e  velocity  o f  th e  w a te r-p u lse  an d  w ' is th e  
v e r t ic a l  d isp lacem ent v e lo c ity )  th e  above fu n c tio n s  c o n ta in  in fo rm atio n  ab o u t 
th e  “ re flex ion  loss”  in  th e  f i r s t  place. The change b e tw een  th e  tw o fu n c tio n s is 
a t ta c h e d  to  the  severa l t im e s  m en tioned  in te rb e d d in g s  o f h igh  velocity .

T h e  resu lts su p p o rt th e  s ta te m e n ts  a b o u t th e  c h a ra c te r  of th e  tw o  sources, 
na  m e ly :

—  an  increase o f th e  e lo n g a tio n  of th e  ch a rg e  w ith  a b u lk  left u n to u ch ed  
th e  in te n s i ty  of th e  g ro u n d  ro ll increases;

the  in ten s ity  o f  th e  ground-ro ll is r a th e r  sen s itiv e  to  th e  angle b e 
tw e e n  th e  vertical an d  th e  a x is  o f th e  charge: a t  45° th e  in te n s ity  is red u ced  
b y  4 0 — 50% ;
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th e  in te n s ity  of th e  g round  roll o rig in a te d  in a surface sou rce  is th e  
fu n c tio n  of th e  ch a rg e -d ep th . T he h a rd  th in  in te rb ed d in g s  of h ig h  v e lo c ity  
su b s ta n tia lly  red u ce  th e  energy  of th e  u p w ard  tra v e llin g  pulse. '

The d yn am ica l ch aracteristics o f  th e  in dividu al w ave-groups

To a co rrec t p lan n in g  of th e  seism ic se t-u p s  th e  essen tia l d y n am ica l 
p a ra m e te rs  of th e  signals an d  noises m u st be  k now n .

T hese are  th e  fo llow ing: th e  d u ra tio n  o f  th e  w ave; th e  freq u en cy  o f th e  
w ave, th e  change of th e  la t te r  w ith  th e  ch a rg e  an d  th e  d ep th  of th e  sou rce ; 
th e  a tte n u a tio n  o f th e  in d iv id u a l w ave-groups w ith  th e  d istance , resp . w ith  th e  
d e p th  o f th e  sh o t.

T he d u ra tio n  of a w ate r-g ro u p  is d e te rm in e d , in  th e  f irs t p lace , b y  th e  
p a ra m e te rs  o f th e  w ave-gu ide, i.e. its v e lo c ity  d is tr ib u tio n , resp. th e  h  th ick n ess  
o f it.

A sim ple re la tio n  is a tta in e d  i f  fo llow ing th e  below  co n sid e ra tio n s:
a )  W ith in  a g iven  d is tan ce  x  one can  observe  only  such w aves as are 

th e  N  w hole n u m b e r m u ltip les of th e  len g th  o f  one cycle. The sam e re fe rs  to  
th e  tim e  t o f o b se rv a tio n , i.e.

* =  N X ;  and  t =  N T .

b)  T he  m ax im u m  d e p th  o f p e n e tra tio n , th e  m in im um  n u m b e r o f cycles 
an d , th u s , th e  m ax im u m  a p p a re n t ve lo c ity  is lim ited  b y  th e  th ick n ess  h of 
th e  w ave-gu ide , i.e ., ta k in g  (4) and  (5) in to  co n sid e ra tio n ,

x  =  N X  =  JVmln n Л1’* Z max 1 \  ,
and

2m#Y --
Wmin П Л1'* Г ,

< .h  ,

(14)

(15)

y ie ld ing  th e  n u m erica l v a lu e  o f N min.
T he p e n e tra tio n -d e p th  o f th e  w ave a r r iv in g  a t  a d istance x  w ith  m a x i

m um  cycle n u m b e r N  is

Z min N  n л  A / 1x ’ ТЛЯ V x Y
>  0 . (16)

E x p ressin g  th e  a rr iv a l-tim es  in  th e  sam e  w ay , th e  relations

t — /и T  — *min — min J —
Timin n л 1/гГ , ^max (17)

V хr max

» __ AT rp _  ‘max — max x —
N1 * max n л 1̂  Г t 2  mtn (18)

V хr min
are  o b ta in ed .
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T h e  d u ra tio n  of th e  w ave-g roup  a t  a d is ta n c e  x  from  th e  source , is

A t —hnax ^min — П Л  ^  Г t
N  Z •1 ’ max ^m m N  71 ’ min ■'-‘max

V х ■ V хr mm . r max

D eriv in g  from  (15) an d  (16) th e  values lVmax Z min resp ., lVmin Z max, fo r 
d u ra t io n  o f th e  w ave-g roup  th e  te rm

m
LSK-2 o ld  x - t 2 0 m

Aff)
2 2 - M-N

I vertical component horizontal component

\ / \

' V
1о to 20  JO 40  50  cps

4  1
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- i\l V\ / Ц  „
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Fig. 15. G ro u n d  ro ll sp e c tra  fo r  v a ry in g  charge
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Г , 1 l

r x V х ■r  min V хr  m a x

( 20)

Г , _ n
will be o b ta in ed , w here —— can  be w ritte n  in  th e  f o r m -----

Л  n  -  1

I f  th e  ap p a re n t v e lo c ity  V х in  th e  to p m o s t com plex lies b e tw e e n  150 and  
300 m /s an d  th e  gam m a va lu es  are  Г t =  0 ,886; I \  =  0,605, th e  d u ra t io n  of 
th e  w ave-g roup , to g e th e r  w ith  phase  R , is t — 0,94 sec a t  x  =  212,5 m .

T his is, how ever, o n ly  an  a p p ro x im a tio n  of th e  observed  v a lu e s , since 
th e  source  differs acco rd ing  to  th e  in d iv id u a l w ave-types.

f

cps

LSK-2 л eu' T (к-Мт)
' x ew'-‘-

• 5  W  s p e c tr u m  (x - t? o m )  
d - 2 5 m  V i u ‘ (* •  9 5  m]

□ trU'
Í0,

Fig. 16. The v a r ia tio n  o f th e  freq u en cy  of p h a se  S V — К , w ith  th e  ch arg e

In  case of several com plexes of d iffe ren t v e lo c ity -p a tte rn s  th e  su m  o f th e  
p a r t ia l  d u ra tio n s  m u st be ta k e n  in to  acco u n t.

The am plitude-frequency spectrum  o f  the wave-group  is fo rm ed  b y  th o se  of 
th e  co m ponen ts. In  th e  fo rego ing , in  fa c t, p h ases  K v  K 2— K 3, M — N  an d  R  
w ere d e te rm in ed , th e  sum  o f th e ir  sp e c tra  m ak es th e  sp ec tru m  o f th e  en tire  
w av e-g ro u p . The sp ec tra  o f th e  in d iv id u a l w ave-com ponen ts, a g a in , d ep en d  
on th re e  essen tia l fac to rs . T h e  f irs t  an d  m ost im p o r ta n t  one is th e  p rocess in 
th e  source  itself: th e  w id th  a n d  am p litu d e  o f th e  s ta r tin g  pulse. T h e  seco n d  is 
th e  v e lo c ity -d is tr ib u tio n  o f th e  fo rm atio n  in v o lv ed ; th e  th ird  is th e  th ic k n e ss  
o f th e  in d iv id u a l layers.

T he v e lo c ity -am p litu d e  sp ec tru m , resp ., basic-period  of th e  in d iv id u a l 
w av e-g roups can be in flu en ced  su b s ta n tia lly , w ith  th e  w eight o f th e  charge  
an d  less w ith  th e  shape  o f th e  charge.

T h e  effect of charge w eig h t was ex am in ed  in  a 25 m  deep hole, w ith  sh o o t
ings o f 0,25, 0,5, 1,0, 4,0, an d  8 kg charges (F ig . 15).

T he sh ift o f th e  sp ec tru m -a m p litu d e s  to w a rd s  th e  low -frequenc ies is 
consp icuous chiefly  on th e  v e rtic a l channel. I t  can  be observed , in  f a c t ,  on  th e  
h o riz o n ta l channel, to o , b u t  on th e  la t te r  th e  sp e c tru m  is alw ays m o re  clear- 
c u t an d  w ider [8].
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T h e  in d iv id u a l w av es , resp . w ave-groups can  be  selected  ou t o f th e  sp ec tra  
o n ly  ro u g h ly , hence th e  in te rp re ta tio n  req u ires  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  q u as i
p e r io d s  an d  th e  s e p a ra te  an a ly sis  of th e  in d iv id u a l w ave-groups, to o .

F ig . 16 show s th e  v a r ia tio n  of th e  p e a k -fre q u en c y  of th e  w ave-g roup  
S V k  . T h is is a d e e p -p e n e tra tin g  w ave-g roup , th u s ,  th e  analysis w as carried  
o u t  u p o n  th e  H  I I  ch a n n e l. T h e  in te rre la tio n  o f  th e  charge and  p eak -freq u en cy  
can  h e  w ritten  in  th e  fo rm

/ « *  22 q ^  ,

w h ere  q is th e  w eight o f  th e  charge  in  kg, f  th e  p eak -freq u en cy  of th e  sp ec tru m .

Fig. 17. T he v a r ia tio n  o f  th e  freq u en cy  of phases S V  K„— K s— M — N  w ith  th e  charge

F ig . 17 show s th e  analy sis  of the p h ases  K 2— M — N  of th e  w ave-group  
S F .  T h ere  are tw o d iffe re n t freq u en cy -in te rv a ls . A p p ro x im ate ly  th e  follow ing 
re la tio n s  come to  h a n d :

f i  =  I 5 4 1/4,5
f 2 sd  28 q -1'™

A ccording to  Р е е т  [54], th e  v alue  o f  n  vraries betw een  х/2— 2/3. The 
v a r ia t io n  of th e  ch a rg e  ca n  b e  utilized , c o n se q u e n tly , in  sh ifting  th e  frequency- 
ra n g e . This is r a th e r  im p o r ta n t ,  for th e  s ig n a l, to o , is s im ilarly  ran g in g  from  25 
to  35 cps, as a ru le. T h ro u g h  th e  increase o f  th e  ch a rg e , th e  freq u en cy -sp ec tru m  
o f  th e  g round  roll can  be  sh if te d  tow ards th e  low  frequencies.

T he dependence o f  th e  am p litu d e -freq u en cy  sp ec tru m  of th e  g round  roll 
f ro m  th e  d ep th  o f th e  s h o t  is som ew hat m o re  com plica ted .

T h e  p a ram e te rs  o f  th e  w ave-group  a re  show n on Fig. 18. T he a p 
p ro x im a tin g  fu n c tio n  is

/ i  =  12,5 d 1,e,

w h ere  d is given in  m e te rs .
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This fu n c tio n  fo r som e frequencies o f th e  S  V  K 2— К л— M — N  an d  R  
Ph ases is

/ 3 ^ 2,1

esp ec tiv e ly  (F ig . 19).

3Vk at LSK-2

->-----1—I—г------------- —d
Ю <5 20 2S m

Fig. 18. T he v a r ia tio n  o f th e  S V — X j peak- 
freq u en cy  w ith  th e  d e p th  o f th e  charge

Fig. 19. T h e  v a r ia tio n  of th e  freq u en cy  of 
phases S V — X , — X 3— M — N  w ith  th e  d e p th  

of th e  charge

T hese re la tio n s are  v a lid , how ever, only if  d  5 m , fo r —  in  consequence 
of th e  h ig h -v e lo c ity  in te rb ed d in g s  —  w ith  sh o ts  shallow er th a n  5 m , a rriv a ls  
o f h ig h er frequencies w ere observed . T he p h en o m en o n  sim ila rly  o ccu rred  in  
th e  d e to n a to r-lo g g in g , to o , b u t  because  of th e  sc a tte re d  n a tu re  of th e  d a ta ,  
n o t even a p p ro x im a tiv e  re la tio n  can  be e s tab lish ed .

The sp ec tru m  o f th e  phase R  rem ains, a t  v a rio u s d ep th s  an d  w ith in  
th e  reso lv ing  pow er o f th e  analysis , n ea rly  c o n s ta n t. T he a m p litu d e -v a ria tio n  
is, how ever, su b s ta n tia lly  g re a te r  (F ig . 20).

LSK-2 
,R' X* IL5m

) A(f A(f) Aff)
d-5m ikg d* Ют /kg d* 15mlkg d=20m I kg

/\fcs*9cps

0 10 20 /0 20 to 20 to 20

Fig. 20. The v a r ia tio n  o f  th e  sp ec tru m  of phase  R  w ith  th e  d e p th  of th e  charge
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T h e  absorption coefficient of th e  o b se rv ed  w aves depends on th e  c h a ra c te r  
( P  o r  S) o f th e  w aves, ex p ressed  b y  th e  g eom etrica l fa c to r , to o . T w o w ays 
o ffe r th em se lv es  to  d e te rm in e  th is  p a ra m e te r :  th e  v e lo c ity -a m p litu d e  —  d is
ta n c e  re la tio n  [34, 38] an d  th e  v e lo c ity -a m p litu d e  freq u en cy  sp e c tru m  [35]. 
T h e  a c c u ra c y  of th e  ca lcu la tio n s  d ep en d s on  th e  d is tan ce  an d  on th e  in te r 
fe ren ces . T he K s an d  R  phases  o f F ig . 3 a re  m ore or less fa v o u ra b le  from  
th is  p o in t  o f view  (a lth o u g h , because  o f th e  sc a tte re d  a m p litu d es  a sim ple 
sm o o th in g  was ind isp en sab le ).

Fig. 21. The d e te rm in a tio n  o f th e  a b so rp tio n  coefficien ts o f th e  p h ase  S V — K 3

T h e  f irs t  ty p e  o f ca lcu la tio n s can  b e  ca rried  o u t b y  an  eq u a tio n -sy s tem  
d e v e lo p p e d  from  th e  re la tio n

A I  =  Xj n exp ( 21)

w h e re  n  is th e  g eom etrica l fa c to r  a n d  a  is th e  ab so rp tio n  coeffic ien t.
F ig . 21 shows th e  ca lc u la ted  v a lu e s ; th e  re su lt is

a  =  0,0074/m  

n =  — 1,33

T h e  ab so rp tio n  coeffic ien t is r a th e r  sm all accord ing  to  M e i s s n e r  [48], 
i t  is , fo r  th e  S V  w ave, a  =  0 ,01— 0,03/m . H o w e l l  and  B u n d e n s t e i n  [32] 
p u b lish e d  fo r th e  coup led  w ave, w hich  is in  c h a ra c te r  alike, a v a lu e  o f осв =  
=  0 ,033 /m  (а.в =  0 ,011/ft).

T h e  geom etrical fa c to r  w as c a lc u la ted  b y  H o w 'e l l  an d  B u n d e n s t e i n  

[32] fo r  th e  coupled  w ave as n =  (— 1,33) —(— 4,4). This w ave w as qualified  
b y  th e m  as surface w ave, a lth o u g h  th is  v a lu e -ran g e  c o n tra d ic ts  to  i t ,  since
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a v a lu e  of n =  — 1, o u t o f energy  m easure, an d  a v a lu e  o f n'  — — 1/2 o u g h t 
to  h a v e  offered them selves in  case o f a surface w ave. T hese d a ta  a n d  resu lts  
te s tify , a t  th e  sam e tim e , fo r th e  b o d y -w av e  c h a ra c te r  o f th e  SV.

F o r phase  R
% =  0,0074/m

n  =  — 1 ,2

T his ca lcu la tion  is b ased , how ever, upon  ra th e r  s c a tte re d  d a ta . T h e  d iffe r
ence , as com pared  to  tho se  in  l i te ra tu re  [53], is tw o  o rders o f m a g n itu d e . T he 
cause  is, in  all p ro b a b ility , th e  m a te r ia l difference.

A if)
L S K - 2  ( n e w )  

d ’ /Orr tf-0.5kg

SVM -N
A (f) x - 1 5 0 m  

R

V k J  if t

О Ю 20 30 1,0 30cps 0 10 20 30cps 0 10 20 cps
a b e

F ig. 22. V e locity  a m p litu d e  sp ec tra
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is o b ta in e d , w here fia( f )  is th e  sp e c tru m -a m p litu d e ; &a(fo) is th e  sp e c tru m  re fe 
ren ce  a m p litu d e ; r, is th e  len g th  o f  th e  ray .

F ig . 22 show s th ree  sp e c tra , F ig . 23 th e  re su lt o f th e  tra n fo rm a tio n .

T h e  geom etrica l fa c to r  n  is g re a te r  th a n  1/2, p ro b a b ly  for th e  reaso n , 
t h a t  in  th e  nearness of th e  sh o t-p o in t th e  su rface  w ave c h a ra c te r  o f  th e  p h ase  
R  is u n c e rta in , i t  can  be in te rp re te d  even  in  th e  te rm s o f th e  r a y -p a th  m e th o d  
[32].

I t  is a cond ition  o f th e  ca lcu la tio n s from  th e  a m p litu d e -sp e c tru m , th a t  
th e  ab so rp tion -coeffic ien t shou ld  be in  a lin ea r re la tio n  w ith  freq u en cy , i.e.
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Fig. 23. C a lcu la tio n  o f th e  a b so rp tio n  co effic ien t from  th e  sp ec tru m

C onsidering th e  p re v io u s ly  ca lcu la ted  geom etrica l fac to r, too , 
fo r phase S K fcl,

=  0 ,0005/m , cps 

resp . for p e a k -fre q u en c y  14 cps

a s v kl =  0 ,014/m

fo r phase S V MN,
x s v MN =  0 ,0004/m , cps

resp . for p e a k -fre q u en c y  12 cps

asv'vtN =  0 ,0096 /m  

=  0 ,0012/m , cps
fo r phase R

resp . for p e a k -fre q u en c y  7,5 cps

oiR =  0 ,018/m  .

C om paring th e  re su lts  of th e  tw o ca lcu la tio n s , i t  is seen th a t  w hile th e  
p h a se  SFynjv of th e  a rr iv a ls  is of n ea rly  id e n tic a l va lu e  w ith  th e  p h ase  S V Кз 
{>1s v k 3 =  0,0074/m ), th e  p h a se  R  shows a tw o fo ld  d ifference. I f  th e  geom etrica l 
fa c to r  is negliged, th e  d ifference  increases.

S um m ing u p : i t  c a n  be s ta te d  th a t
—  th e  d u ra tio n  o f  th e  ground roll a t  a g iv en  d is tan ce  can  be ca lcu la ted
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if  th e  ex p o n en t d e te rm in in g  th e  v e lo c ity -d is tr ib u tio n  an d  th e  m ax im u m  and  
m in im um  a p p a re n t v e lo c ity  are  know n;

—  th e  a m p litu d e -freq u en cy  sp ec tru m  o f  th e  in d iv id u a l g ro u n d  roll 
com ponen ts depends on th e  charge; b y  increasin g  th e  charge  th e  sp ec tru m  can 
he sh ifted  to w ard s  th e  low -frequency  range ;

—  th e  a m p litu d e -freq u en cy  sp ec tru m  o f th e  in d iv id u a l g ro u n d  ro ll com 
p o n en ts  depends on th e  d e p th  of th e  charge; w ith in  th e  sam e fo rm a tio n  th e  
sp ec tru m  w idens an d  sh ifts  to w ard s th e  h ig h e r frequencies;

—  th e  b o d y  (S V ) w ave c h a ra c te r  o f th e  in d iv id u a l g round  roll com po
n en ts  is su p p o rte d  b y  th e  va lu e  o f th e  g eom etrica l fac to r , to o ;

—  th e  v a lu e  o f th e  abso rp tion -coeffic ien ts  is id en tica l fo r th e  in d iv id u a l 
com ponen ts in  o rd e r o f m ag n itu d e .

Conclusions

T he aim  of th is  w ork  h as  been  to  clear u p  th e  gen era tio n  o f th e  g round  
ro ll in  th e  area  in v e s tig a te d  (see In tro d u c tio n ) , b u t  also som e genera l conclu 
sions can be d raw n .

T he a u th o r  in te n d e d  to  answ er four such g ro u p s o f questions u p o n  w hich 
a co rrec t and  effective f ilte r in g  th e o ry  can be  estab lish ed .

T he g round  ro ll fu n d a m e n ta lly  com prises tw o  w av e-ty p es: th e  f ir s t  and  
o f h ig h est in te n s ity  is th e  v e rtic a lly  po larized  tra n sv e rse  w ave, its  d u ra tio n  
being  w ith in  th e  (com m only  used) 200 m h a lf  sp re a d  0,7— 0,8 sec; th e  second, 
of low er in te n s ity , is th e  R ay le igh  w ave co n ta in in g  one, e v e n tu a lly  tw o  cycles.

The f irs t  g roup  (S F )  trav e ls  in  w ave-guides. T he w ave-gu ide is d iffe ren t 
fo r th e  in d iv id u a l co m p o n en ts :

—  th e  w ave-gu ide  o f th e  f irs t group (phase  К г) can  be ch a rac te rized  b y  
a ve lo c ity -fu n c tio n  V  =  187 z % valid  in th e  ran g e  z <  10 m ;

—  th a t  o f  th e  second  group  (phases K 2— K 3— M — iV) can  be  c h a ra c te r 
ized b y  a v e lo c ity -fu n c tio n  V  =  154 z ä, v a lid  in  th e  range  0 <[ z <[ 20 m.

T he com ponen ts o f th e  S F  group of th e  g ro u n d  roll are g en era ted  in 
consequence o f th e  tra n sv e rse  velo c ity  d is tr ib u tio n  o f th e  n ea r-su rface  com plex , 
from  d ifferen t sources:

—  phases K x— K 2— K 3 are  genera ted  in  th e  p o in t o f th e  exp losion ;
—  phases M — N  a re  g en era ted  b y  th e  re flec tio n  o f th e  n e a r-v e rtic a l S V  

w ave from  th e  su rface  (in th e  case of sm all ch arg es , th e  w ate r-p u lse , to o , gets 
som e role).

To th e  S F  g roup  o f th e  g round  roll th e  law s o f geom etrica l op tics can  be 
ap p lied , th e ir  in te rp re ta t io n  becom es, th u s , m ore  sim ple.

T he second g roup  o f th e  g round  roll (phase  R ) co rresponds to  th e  R a y 
leigh phase o f th e  iVf21 w ave-m od ification . T he p e n e tra tio n  d ep th  o f th is  phase 
increases, in th e  in te rv a l s tu d ie d , w ith  th e  d is tan ce . I t  is g en era ted  in  a su rface
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so u rc e  s im ila rly  to  th e  M  a n d  N  phases of th e  v e rtic a lly  po la rized  tra n sv e rse  
w a v e -g ro u p .

T h e  essential p a ra m e te rs  o f th e  g round  ro ll m echan ism  are  th e  fo llow ing:
—  S  V  waves g e n e ra te d  b y  cy lind rica l charge  a re  45° o rie n te d ;
—  th e  S T  w aves in  th e  near^surface lay e rs , because  of th e  g re a t P oisson 

r a t io  (<r >  0,25), resp. th e  g re a t  V s — Vp ve locity -d ifference , are re fle c ted  from  
th e  su rfa c e  w ith o u t co n v ersio n  even a t  sm all angles of incidence  (~ 1 0 ° ) ;

—  w hen th e  ax ia l u p h o le  trav e llin g  S V  w ave o f g rea t in te n s i ty  (w ate r- 
p u lse ) is reflec ted  from  th e  su rface , P  an d  S V  w aves are g en e ra ted ;

—  in  a loose s e d im e n ta ry  fo rm atio n , w hen  h av in g  sh o t in  a cy lin d rica l 
c a v i ty ,  th e  g rea ter p a r t  ( ~ 7 0 % )  o f th e  explosion  energy  is t r a n s p o r te d  b y  th e  
S V ,  t h e  sm aller p a r t  ( ~ 3 0 % )  o f i t ,  b y  th e  P  w ave;

—  th e  in ten s ity  o f th e  com ponen ts o rig in a ted  in  th e  su rface  source 
(ph  ase  R ,  in  the  firs t p lace) is a fu n c tio n  o f th e  d e p th  of th e  ch a rg e ; a g rea t 
p a r t  o f  th e  v ertica lly  tra v e llin g  S V  w ave is re flec ted  on th e  th in  h a rd  in te r-  
b e d d in g s  an d  th e  in te n s ity  o f  th e  su rface -g en era ted  group  becom es red u ced .

T h e  dynam ical p a ra m e te rs  of th e  g ro u n d  ro ll com p o n en ts ;
—  th e  d u ra tio n  o f th e  g ro u n d  ro ll is d e te rm in ed  b y  p a ra m e te rs  of th e  

w a v e -g u id e ;
—  th e  velocity  a m p litu d e  freq u en cy  sp e c tru m  of th e  g ro u n d  ro ll com po

n e n ts  d ep en d s on th e  ch a rg e ; b y  increasing  th e  charge th e  g round-ro ll sp ec tru m  
ca n  b e  sh if te d  tow ards th e  lo w -frequency  ran g e ;

—  th e  sp ec tru m  o f th e  w ave-group  d ep en d s, fu r th e r  on th e  p lace  of th e  
c h a rg e ;  w ith in  th e  sam e co m p lex , w hen  in creasin g  th e  d e p th , th e  sp ec tru m  
w id en s  a n d  shifts to w a rd s  th e  h ig h er frequencies;

—  th e  value of th e  a b so rp tio n  coefficients is id en tica l in  o rd e r for th e  
in d iv id u a l  com ponen ts;

—  th e  geom etrical fa c to r  is, in  b o th  w ave-g roups, g re a te r  th a n  th e  u n it. 
T h e  e x p e rim e n ta l resu lts  o b ta in e d  in  d iffe ren t areas o f th e  G re a t-P la in  an d  on 
th e  C se re h á t ro llin g -co u n try  (H e rn ád -v alley ) are  id en tica l in  c h a ra c te r  w ith  
th o s e  described  in th is  p a p e r , n am e ly , one can  d e te rm in e  th e  S V  an d  R ayleigh  
c o m p o n e n ts  and th e  w av e -g u id e  p a ra m e te rs .

T h e  repo rted  in v e s tig a tio n s  fu rn ished  resu lts  w hich are ap p licab le  in  th e  
p la n n in g  o f th e  p a tte rn s  a n d  g roup ing  in  up  to -d a te  seism ic p ro sp ec tin g s. 
S u ch  a re :

—  th e  possib ility  to  d e te rm in e  th e  d u ra tio n  of th e  g ro u n d  ro ll from  
p la c e  to  p lace, from  g ro u p  to  g roup ;

—  th e  possib ility  to  c o n tro l th e  am p litu d e -freq u en cy  sp e c tru m  o f th e  
g ro u n d  ro ll b y  chang ing  th e  q u a n t i ty  an d  th e  d e p th  o f th e  ch a rg e ;

—  th e  exact te rm s  o f  th e  a tte n u a tio n  o f th e  g ro u n d  ro ll w ith  th e  d istance .
T h e  quintessence o f o u r  s tu d y  is, —  a n d  th is  is su p p o rte d  b y  th e  b ib lio 

g ra p h y  o f th e  them e, t o o ,—  t h a t  th e  g round  ro ll is g en era ted  in  th e  n ear-su rface
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com plex , its  c h a ra c te r  is d e te rm in ed  b y  th e  la t te r ,  e ith e r; it  is, h o w ev e r, p r i
m a rily  no  su rface  w ave, b u t  a S F  ty p e  b o d y  w ave trav e llin g  in  a w av e-g u id e .

*

T he a u th o r  is in d eb ted  to  those  persons or in s titu tio n s  w ho su p p o r te d  
th e  fu n d a m e n ta l ex perim en ts o f th is  p a p e r: I .  P o l c z  an d  B. R á n e r  re sea rch  
asso c ia tes , th e  M anagem en t o f th e  “ R o lan d  E ö tv ö s”  G eophysical I n s t i tu te ,  
th e  M an ag em en t o f th e  C en tra l G eological B o a rd , T he M an ag em en t o f th e  
Seism ic S u rv ey  o f  th e  N a tio n a l Oil an d  Gas T ru s t.
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СЕЙСМИЧЕСКИЕ ПОВЕРХНОСТНЫЕ ВОЗМУЩЁННЫЕ ВОЛНЫ
О. АДАМ

РЕЗЮМЕ
Возмущённая волна по существу содержит два типа волн: первый тип с наиболь

шей интенсивностью есть вертикально-поляризованная трансверсальная (поперечная) 
волна (SV), а второй с меньшей интенсивностью — это т. н. волна Рейле (Rayleigh), кото
рая состоит из одного, или даже двух циклов. Различные компоненты первой группы 
волн распространяются в разных проводящих волны слоях и отдельные компоненты 
происходят от разных источников.

Помимо этого, автор рассматривает механизм возмущенной волны и динамические 
характеристики её компонентов.
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U S E  O F  C O M P U T E R S  I N  T H E  D E V E L O P M E N T  O F  T H E  

T H E O R Y  O F  G E O E L E C T R I C A L  S O U N D I N G  C U R V E S

J .  CSÓKÁS

CANDIDATE OF THE TECHNICAL SCIENCES 
TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC

[M anuscrip t received J u n e  3, 1968]

T he geological re so lu tio n -p o w er o f  th e  geoelectric  so u n d in g  w ith  focussed  cu rren t-sp ace  
is h ig h er th a n  t h a t  o f  th e  A M N B system s. T he m e th o d  allow s, beside th e  a p p a re n t  specific 
re s is tiv ity  sounding , th e  so u n d in g  w ith  cu rre n t ra tio s . T h e  p o te n tia l  va lues in  h a n d b o o k s are 
n o t precise enough fo r th e  c o m p u ta tio n s . W ith  th e  a id  o f  a n  a lg o rith m  given in  th e  p a p e r, th e  
resis tiv itie s  and  th e  c u rre n t  ra tio s  can  be de term ined  in  case  o f a n y  n u m b er o f c u rre n t and 
m easu ring  e lectrode .

One o f th e  g eoelec trica l sound ing  p ro ced u res  is th e  m e th o d  o f focussed 
cu rren t-fie ld  m e th o d . O u r th eo re tica l in v es tig a tio n s  concern ing  th e  d ifferen t 
re la te d  m ethods b eg an  w ith  th e  analysis o f th is  m e th o d . T he m easu rin g  cu rren t 
I 0 flow s in to  th e  g ro u n d  th ro u g h  th e  e lec trode  A 0 (F ig . 1), and  is deflec ted  in to  
a p la te -sh ap ed  p a r t  o f th e  space b y  th e  c u rre n t jf(/2 supp lied  th ro u g h  th e  elec
tro d e s  Ax an d  A2. In  th is  w ay  th e  d irec tion  o f  th e  c u rre n t will b e , to  a ce rta in  
d e p th , n ea rly  p e rp e n d ic u la r  to  th e  layer b o u n d a rie s  para lle l to  th e  surface. 
T h e  deflection  of th e  m easu rin g  cu rren t can  b e  reg u la ted  b y  th e  in te n s ity  of 
th e  deflec ting  c u rre n t so th a t  th e  p o ten tia l d ifference b e tw een  th e  con tro l 
—  an d  also p o te n tia l  —  electrodes MM’ sh o u ld  rem ain  zero a t  a n y  sp read  
d is tan ce . T he c u rre n t- re tu rn in g  electrode В a n d  th e  p o te n tia l e lec tro d e  N are 
p ra c tic a lly  in  an  in f in ite  d is tan ce  from  each o th e r .

T he e lab o ra tio n  o f th e  p rincip le  of th is  m e th o d  beg an  in 1962 [1]. A ccord
ing  to  i t ,  an  a p p a re n t re s is tiv ity  sounding  can  b e  m ade , if  in  case o f d ifferen t 

A xA2 sp read  d is tan ces  an d  w ith  e.g. n =  A 1A2/0102 =  5,0 sp re a d  ra tio  the  

p o te n tia l difference A V ,  m easu red  betw een  th e  p o in ts  MN is s u b s ti tu te d  in to
A  V  . i

th e  e q u a tio n  R a =  К ------- , th e n  th e  R a va lu es  o b ta in e d  are  p re sen ted  as func-
____  Jo

t io n  o f A 0AX in a b ilo g a rith m ic  system  of c o o rd in a te s . T he sp read  c o n s ta n t K , 
is com posed o f th e  e lec tro d e-d is tan ces , th e  e q u a tio n  is m erely  fo rm a lly  sim ilar 
to  th e  S ch lu m b erg er-eq u a tio n .

C om paring i t  to  th e  S ch lu m b erg er-m eth o d , besides th e  e lec tro d e-a r
ra n g e m e n t th ree  d ifferences are  rem ark ab le :

1. T he fie ld  o f  th e  m easu ring  cu rren t is re g u la te d ; th e  h o riz o n ta l inhom o
geneities can  be recogn ized  m ore easily.
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2. T h e  d irection  o f th e  c u r re n t  is p e rp en d icu la r to  th e  layers, to  a ce rta in  
d e p th ;  th e  g rea te r p a r t  o f th e  m easu red  vo ltage  A V  is falling  in  a d iffe re n t p a r t  
o f th e  g ro u n d , and in a d iffe re n t d irection .

3. B esides th e  re s is tiv ity  sound in g  curve, th e  cu rve  of th e  c u rre n t-ra tio  
Г] c a n  b e  recorded , too , w h ich  also m ay  be used  in  geological in te rp re ta tio n .

Fig. 1. E q u ip o te n tia l  and  c u rre n t  lin e s  o f th e  deflecting  c u r re n t  a rran g em en t in hom ogeneous 
m ed iu m . T h e  p o ten tia l is o b ta in e d  in  m V , if  th e  n u m b ers  a re  m u ltip lied  b y  ( R I J 2  na). a is th e  
d is ta n c e  fro m  A 0 in m eters, R  is th e  re s is tiv ity  o f th e  m ed iu m  in ohm m , I n is th e  c u rre n t

fed  th ro u g h  A 0, in  m A

T h e  geological in te rp re ta t io n  o f th e  so u n d in g  curves is m ad e , in  case 
of s e v e ra l layers, w ith  th e  a id  o f such  th e o re tic a l cu rves, w hich h a v e  been 
o b ta in e d  b y  co m p u ta tio n  fo r  th e  case of lay e r-th ick n esses  an d  res is tiv itie s  
chosen  acco rd ing  to  a c e r ta in  sy s te m . Since a g re a t v a r ie ty  o f lay e r sequences 
o ccu rs  in  n a tu re , i t  is s u ita b le  to  ca lcu la te  a n d  ta b u la te  also su ch  basic  
q u a n t i t ie s ,  from  w hich th e  so u n d in g  curve o f p ra c tic a lly  an y  sequence o f  layers 
can  b e  ca lcu la ted . Such ta b le s  can  be found  in  th e  l i te ra tu re  [2, 3 ]. These 
p o te n t ia l  an d  resis tiv ity  v a lu es  tu rn e d  ou t to  be n o t  su ffic ien tly  a c c u ra te  for
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th e  ca lcu la tio n  o f  d e flec tin g -cu rren t th e o re tic a l cu rves (Fig. 2). T h e  c u r re n t 
ra tio  ca lcu la ted  w ith  d a ta  ta k e n  from  th e  ta b le s  o f p u b lica tio n  [2] becam e  in 
f in ite , an d  even n e g a tiv e  in  ce rta in  cases, a lth o u g h  th is  is physica lly  im possib le  
in  case o f p ara lle l la y e r  bo u n d aries .

F o r th e  th e o re tic a l in v es tig a tio n  of th e  d e flec tin g -cu rren t m e th o d  in  
case o f lay e red  m ed ia , a p p a re n t re s is tiv ity  v a lu e s  R a an d  c u rren t ra tio  v a lu es  
r/ o f su itab le  accu racy  can  be o b ta in ed  only  fro m  n u m erica l values o f th e  noise-

h,
Fig. 2

p o te n tia l G(r) an d  th e  n o ise -p o ten tia l-g rad ien t H (r)  com p u ted  w ith  su ffic ien t 
accu racy . T he c o m p u ta tio n  of these  q u an titie s  fo r  a p o in t in a d is tan ce  r  fro m  
a p o in t source o f  in te n s i ty  I  in  case of re s is tiv ity  c o n tra s ts

*f =
R j  Д ,—1

R , +  R i - 1

an d  of lay e r th ick n esses  А,- is possible w ith  th e  fo llow ing fo rm ulas:

V  (r) =  - Ä -  G (r), and  
2 n r

3 V ( r )
8 r 2 n r 2

H ( r ) ,
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w h ere

H  {г) =  1 +  2 р------2J
N=ft,

q [ N ]

1 +
' 2 N  Y 3/2

r ) .

- 2 ,  a n d  C ( r ) = l  +  2  2 ' q [ л г]

лг=л, 1 4 -

in  th e se ,

\i+ i

Í V -  V  ( _  1 r . h i t_ „
m = 0

N

+

+  A -  1 +  ( 2 1)<+1

w h e re  th e  sum m atio n  h as  to  be  m ade fo r  all th e  i lf i2, . . . ip, . . .  is, . . . it 
c o m b in a tio n s  (ip +> i s, if  p  +> s) o f th e  m em b ers  I =  1, . . ., m of th e  e lem ents 
1, . . ., n .

q [iV] =  0, i f N  <  0, an d  A =
l , i f I V = V ( - l  )mhit_„

m-= 0

0, o therw ise

F ro m  th e  co m p lica ted  n a tu re  and  v o lu m e  o f th e  fo rm ula  i t  m a y  b e  seen, 
t h a t  ev en  in  case o f a few  lay e r sequences sev era l te n  th o u san d s  o f n u m erica l 
o p e ra tio n s  and th e ir  c o n tro l are necessa ry , a n d  th is  can n o t be  ca rr ied  ou t 
p ra c tic a l ly  b y  m anual ca lcu la tio n s.

F o r  th e  in v es tig a tio n s  in  q uestion , th e  use o f com pu ters are ru n n in g  since 
1962 ; i t  was in  1965 t h a t  th e  a lgo rithm  o f th e  ca lcu la tions of a q [N ] v a lid  for 
a r b i t r a r y  lay er sequences w as given. T h e  c o m p u te r  p ro g ram  o f th e  a lg o rith m  
w as  p re p a re d  in  1967, acco rd in g  to  th e  ab o v e  m en tio n ed  fo rm ula .

T h is  form ula is su ita b le , on th e  su rface  o f an y  sequence o f p a ra lle l layers, 
in  case  o f an y  c u rren t- an d  p o te n tia l-e le c tro d e  a rran g em en t, fo r th e  n u m erica l 
c a lc u la tio n  of p o ten tia ls  an d  p o te n tia l-g ra d ie n ts  in  an y  p o in t (ex cep t th e  place 
o f  th e  cu rren t-e lec tro d es), fu r th e r  of th e  a p p a re n t  re s is tiv ity  an d  o f th e  cu rren t- 
r a t io  v a lu es , w ith  th e  a id  o f  th e  co m p u te r  p ro g ra m  e lab o ra ted  fo r i t .

W ith  d e fle c tin g -cu rre n t m easu rem en ts , n o t  only  R a b u t  also ^ -so u n d in g  
c u rv e s  can  be recorded . T h e  geological pow er of re so lu tion  of th e  m e th o d  can  be 
in v e s tig a te d  also b y  th e  com parison  o f th e  sound ing  curves o f th e  cu rren t- 
r a t io  rj w hich signifies a new- m eth o d , to o . A lso th ese  in v estig a tio n s h a v e  been 
m a d e  possible b y  th e  p ro g ra m  of th e  c o m p u te r  m en tioned .

I n  Fig. 3 an  ex a m p le  is show n fo r  th e  geologically less f re q u e n t case 
R 2 -<  R v  T he d e p a rtu re  o f  th e  ^-curves in  case o f d iffe ren t re s is tiv ity  c o n tra s ts  
fo r  a  tw-o-layer case is a p p ro x im a te ly  s im ila r  to  th e  d e p a rtu re  o f th e  R a-tw o- 
la y e r  S ch lum berger cu rv es . A n essen tia l d ifference is, as co m p ared  to  th e  la s t 
m e n tio n e d  curves, th e  com m on  p o in t o f  in te rse c tio n  ap p earin g  in  th e  in itia l
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sec tio n  o f th e  ^ -curves, an d  th e  fa c t  th a t  th e  curves h a v e  g en era lly  sev era l 
ex trem e  va lues, an d  th e ir  a sy m p to te  is a s tra ig h t line co rresp o n d in g  to  th e  
c u rre n t-ra tio  developped  in  a hom ogeneous m ed ium .

In  Fig. 4 an  exam ple is show n fo r th e  geologically  m ore f re q u e n t case 
)> an d  fo r th e  geological pow er o f reso lu tion .

In  case o f re s is tiv ity -ra tio s  100 R 2/Ä x <J oo, th e  se p a ra tio n  o f  th e  re
curves is m uch m ore s trik in g , th a n  th a t  of th e  tw o -lay e r curves m easu red  
w ith  th e  S ch lum berger a r ra n g e m e n t; n am ely  th e  tw o -lay e r S ch lu m b erg er- 
cu rves are  h a rd ly  sep a ra ted , in  th is  ran g e , a t  all. This m akes a m ore  a c c u ra te  
d e te rm in a tio n  n o t only o f th e  d e p th  o f th e  second lay e r b u t  also of its  re s is tiv ity  
possib le. I f  th e  second lay e r is fo rm ed  b y  th e  b asem en t, th e  m ore a c c u ra te
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r e s is tiv ity  value gives m ean s fo r its  f in er s e p a ra tio n , to o , e.g. to  decide w h e th e r 
i t  is, in  a given case, c ry s ta llin e  or ca rb o n a te , v o lcan ic , or litho log ica lly  v a ry in g  
in  h o riz o n ta l d irec tio n . In  princ ip le , d is tin c tio n  can  be m ade b e tw een  fo rm a
tio n s  w hich  w ould be q u a lif ied , w ith  th e  u su a l geoelec trica l sound ing , as tho se  
of in f in ite  re s is tiv ity .

1/5 1 10 _AB_
2h,

Fig. 5

Fig. 5 show s a fo u r-la y e r curve reco rd ed  w ith  th e  S ch lum berger-m ethod  
(d o tte d  line w ith  circ les), w ith  a layer-seq u en ce  d e te rm in ed  w ith  an  aux ilia ry - 
cu rv e  p rocedure , a n d  w ith  th e  th e o re tic a l cu rv e  ca lcu la ted  from  th e  la t te r  
(co n tin u o u s  line). I n  F ig . 6 th e  r]-cu rren t-ra tio  v alues m easured  in  th e  sam e 
m easu rin g  p o in t w ith  th e  d eflec tin g -cu rren t m e th o d  (circles) and  th e  rj-curve 
c a lc u la ted  w ith  th e  d a ta  o f th e  previous lay e r-seq u en ce  are show n. T he sca t-

Fig. 6
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te r in g  of th e  p o in ts  in  th e  in itia l section  of th e  cu rv e  can  he ex p la ined  in  such  
a w ay  th a t  th e  e lec trodes h e re  c a n n o t be reg a rd ed  y e t  as p o in t-like , th e  accu 
ra c y  o f th e  a d ju s tm e n t o f th e  e lec trode-d is tances is in su ffic ien t, an d  th e  cur- 
ren t-d e flec tin g  e ffec t o f sm alle r h o rizo n ta l in hom ogeneities prevails. A long th e  
fu r th e r  section  o f th e  cu rv e , th e  ag reem ent of th e  v a lu es  m easured  w ith  th e  
ca lcu la ted  values is su ff ic ien tly  good.

An exam ple  fo r th e  geological pow er of re so lu tio n  is show n in F ig . 7. 
H ere , th e  S ch lum berger re s is tiv ity  curve and  th e  f i r s t  sec tions of tw o  deflecting- 
c u rre n t rj-curves, all c a lcu la ted  fo r th e  p rev io u sly  m en tio n ed  layer-sequence , 
m a y  be seen.

A m ong th e  d e f lec tin g -cu rren t curves, ry4 is ca lcu la ted  fo r th e  layer- 
sequence in  q u es tio n ; r)2 is th e  tw o -lay er curve b e s t a p p ro x im a tin g  th e  la t te r .  
T he sep ara tio n  o f th e  tw o -lay e r, resp. fo u r-lay er cu rves show s, a lread y  a t  th e  
sh o r t sp read -d is tan ce  p re sen ted , th a t  i t  is n o t a tw o -la y e r  case. T he sam e can n o t 
be s ta te d  of th e  co rresp o n d in g  section  of th e  S ch lum berger-cu rve .

O ur in v es tig a tio n s  p re se n tly  in  progress a re  a im ed  b y  th e  use o f  elec
tro n ic  co m p u te r to  a n iso tro p y -d e te rm in a tio n .T h e  b as ic  concep tion  o f th e  inv es
tig a tio n s  is, th a t  th e  c u rre n t fed  in to  th e  g round  flow s, in  case o f a S ch lu m b er
ger e lec tro d e -a rran g em en t, r a th e r  paralle l to  th e  lay e rin g ; in  th e  case o f  th e  
d e flec tin g -cu rren t m e th o d  on th e  c o n tra ry  i t  is n e a r ly  p e rp en d icu la r to  it. 
I t  m ay  be assu m ed , t h a t  th e  a p p a re n t re s is tiv ity  o f  an  an iso tro p ic  layer- 
com plex  is d e te rm in e d  in  th e  f ir s t  case b y  th e  h o riz o n ta l, in th e  second  case 
b y  th e  v e rtic a l c o n d u c tiv ity . B y  sounding  w ith  b o th  m eth o d s th e  a n iso tro p y  
m ay  be d e te rm in ed .
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F o r  these  in v e s tig a tio n s , th e  a ssu m p tio n  of a lay er-seq u en ce  consisting  
o f  n u m e ro u s  layers is n e c e ssa ry ; in  th is  case th e  co m p u ta tio n  o f  th eo re tica l 
cu rv e s  req u ires  th e  p e rfo rm a tio n  o f especially  num erous o p e ra tio n s , an d  th is  
w o u ld  b e  im possible w ith o u t e lec tron ic  co m p u te rs .

*

T h a n k s  are due to  c a n d id a te  L. Z i l a h i - S e b e s s , w ho p rep a re s  th e  com 
p u te r  p ro g ram s of th e  a lg o rith m s , since th e  b eg inn ing  of th e  in v es tig a tio n s ; 
b y  th is  close coopera tion , th e  good progress of th e  research  w o rk  h as  been 
g re a t ly  p rom oted .
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ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МАШИНЫ В РАЗВИТИИ ТЕОРИИ СПОСОБОВ 
ГЕОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ЗОНДИРОВАНИЯ

Я. ЧОКАШ

РЕЗЮМЕ
Геологическая разрешающая способность геоэлектрического зондирования с 

направленным электрическим полем лучше, чем у систем АМНБ. Помимо видимого зон
дирования удельного сопротивления может быть произведено и зондирование отно
шения токов. Данные в таблицах потенциалы для вычисления теоретических кривых 
не совсем точны. С помощью программы на ЭВМ алгоритма, описанного в работе, в случае 
любого количества электродов и при любом их расположении могут быть вычислены удель
ные сопротивления и отношения токов.
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V E R B E S S E R U N G  D E R  G E G E N S E I T I G E N  

O R I E N T I E R U N G  D E R  B I L D E R  

A M  S T E R E O K O M P A R A T O R ,

B E I  M E S S U N G E N  I M  B A S I S S Y S T E M

G. H A N K Ó

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen a m  10. J u n i  1968]

D er A u sg an g sp u n k t de r S tud ie  is t  das  b e k a n n te  V erfahren  der re la tiv e n  O rien tie ru n g  
de r B ild p a a re , u n d  zw ar d e r un ab h än g ig en  B ild p a a re . D ie re la tiv e  O rien tie ru n g  w ird  in  zwei 
T eile  g e te ilt . D er e rs te  T eil is t  die O rien tieru n g  u n d  M essung  des B ildpaares — in  e in e r  E b en e  — 
am  K o m p a ra to r . D er zw eite  Teil is t die räu m lich e  T ran sfo rm a tio n  des zw eiten  B ild e s a u f  das 
e rs te , d ie d u rc h  I te ra tio n  gelöst w ird. E s w erd en  d ie  e inzelnen  P hasen  h in s ich tlich  d e r  Z w eck
m äß ig k e it sow ohl d e r M essung als au ch  der B e rec h n u n g  e rö rte rt.

Im  w e ite ren  w ird  d ie E rh ö h u n g  der G e n au ig k e it de r O rien tierung  a m  K o m p a ra to r  
b e sp ro ch en . D a d u rc h  w ird  die genauere  L ösu n g  d e r  A ufgabe — ebenfalls d u rc h  d ie  A nw en
d u n g  d e r I te r a tio n  d e r räu m lich en  T ra n s fo rm a tio n  —  p ra k tisc h  erm öglicht.

R elative O rien tierung  m it T eilparallaxen

E in e  d er •wichtigen A ufgaben  d e r S te reo p h o to g ram m etrie  b e s te h t  in  der 
gegenseitigen  O rien tie ru n g  der B ilder. Z u r  Lösung des P ro b lem s w urden  
m eh rere  M ethoden  au sg earb e ite t. Ih re  m a th e m a tisc h e n  F orm eln  w a re n  schon 
am  B eg inn  unseres Ja h rh u n d e r ts  b e k a n n t. A n den A u sw erteg e rä ten  w erden  
diese G leichungen  m it dem  A nalogprinzip  gelöst. Die d irek te  U m b ild u n g  der 
F o rm eln  w urde  ab e r w egen ih re r K o m p liz ie rth e it e rs t sp ä te r  d u rc h g e fü h rt. 
Zu je n e r  Z eit w urde  die A ufgabe an  d en  S te reo g erä ten  m it o p tisc h -m e c h a n i
schem  V erfah ren  gelöst. Die erw ü n sch te  g rößere  G enauigkeit sow ie d ie  V er
b re itu n g  d e r R ech en an lag en  e rm ög lich ten  d ie  analy tisch e  L ösung  d e r  A ufgabe. 
D ie d ire k te  B estim m u n g  der O rien tie ru n g se lem en te  erw ünsch t so g a r b e i H ilfe 
v o n  R ech en an lag en  die A uflösung  k o m p liz ie rte ren  G le ich u n g ssy stem en  als 
die A n w en d u n g  v o n  linearisie rten  G le ichungen  und  I te ra tio n e n . B ei d ieser 
k o m m en  näm lich  die U n b ek an n ten  in  d en  G leichungen der O rien tie ru n g se le 
m en te  n u r  in  e rs te r  P o ten z  vor. E s geben  zw ar die G leichungen e r s te r  P o ten z  
der O rien tie ru n g se lem en te  n u r bei k le in e r B ildneigung  und  bei g e rin g en  G elän
d e -H ö h en u n te rsch ied en  eine zu re ichende L ö su n g , infolge der I te r a t io n e n  b e 
s te h t  a b e r auch  h ie r  eine günstigere  L age. N eb en  den  in der P rax is  v o rk o m m e n 
den B ildne ig u n g en  von  2— 3° u n d  bei so lche  A ufnahm ehöhen , die in  U n g arn  
15%  d e r  G eländehöhe en tsp rech en , k a n n  m a n  —  ohne die E rh ö h u n g  d e r  Z ahl 
d e r  I te ra t io n e n  —  en tsp rech en d e  E rg eb n isse  erreichen. Die P ro g ra m m ie ru n g  
is t e in fach er, u n d  es können  auch  H an d rech en m asch in en  an g ew en d e t w erden .

N e b s t d e r  B ew ahrung  der G en au ig k e it w ird  die E rh ö h u n g  d e r  W irt-
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s c h a f tl ic h k e it  a n g e s tre b t. D ie K o n stru ie ru n g  v o n  k le ineren  Z ie lin s tru m en ten  
k a n n  d ie  bessere L ösung  des P roblem s fö rd e rn , le id e r sind aber diese n ic h t  
v o rh a n d e n . E s g ib t F älle  u n d  In s titu tio n e n , b e i d en en  d ah er die A n w en d u n g  
v o n  H an d re c h e n m asc h in e n  n ic h t  ausgesc lia lte t w e rd en  kann .

B ei d er a n a ly tisch en  B estim m ung  d e r r e la tiv e n  O rien tie rung  w ird , 
so g a r  im  F alle  d er A n w en d u n g  von  R e c h e n a u to m a te n  großer K a p a z itä t , das 
I te ra t io n s v e r fa h re n  an g ew en d e t. M an m uß  a b e r  je n e  M eßm ethode u n d  je n e s  
R e c h e n v e rfah re n  w äh len , w elches dem  Z w eck e n tsp rech en d  am  w ir ts c h a f t
lic h s te n  is t.

A ls A u sg an g sp u n k t sei d ie M essung am  S te re o k o m p a ra to r  im  B as isk o o r
d in a te n s y s te m  u n d  zu r B e rech n u n g  das V e rfah ren  d e r  unabhäng igen  B ild p a a re  
g e w ä h lt.

D as B ild p aa r w ird  — n a c h  einer so rg fä ltig en  V o rb ere itu n g  an den  K o p ien  
—  a u fg ru n d  von  R a h m e n m a rk e n  in  den S te re o k o m p a ra to r  e ingesetz t. W ie 
he i d e n  te rre s tr isc h e n  A u fn ah m en , so w erden  d ie  R ic h tu n g  x  des linken  B ildes 
m it H ilfe  des y -R ades d u rch  K an tu n g , u n d  d ie  des rech ten  Bildes m it H ilfe  
des g -R ad es u n d  d u rch  y.2 K a n tu n g  m it d e r R ic h tu n g  x  des In s tru m e n te s , die 
d ie  p o s itiv e  x-A chse d er M essung sowie d e r B e re c h n u n g  b ilde t, p a ra lle lis ie rt. 
D ie O rien tie ru n g  d er B ilder in  der Ebene w ird  a n  d e r Basislinie des B ild p aa re s  
d u rc h  K a n tu n g  x 1 bzw . x2 vollzogen. Bei e inem  g en au  ju s tie r te n  I n s tru m e n t  
s in d  d e r  form elle M itte lp u n k t der R a h m e n m a rk e n  —  die beiden  in n e re n  
D a te n  des B ild h a u p tp u n k te s  v e rnach lässig t —  d e r P ro je k tio n sm itte lp u n k t, 
d e r  D re h u n g sp u n k t u n d  d e r P u n k t 1 bzw . 2 d e r  gegenseitigen O rien tie ru n g . 
D a d u rc h  s ind  ih re  q V e rtik a lp a ra llax en  gleich , w o d u rch  sie der B e rech n u n g  
e n tfa lle n . Die fü n f  U n b e k a n n te n  der g egense itigen  O rien tierung  v e rm in d e rn  
sich  b e i d e r e rs ten  A n n ä h e ru n g  au f drei, u n d  au ch  die F orm eln  der B e rech n u n g  
w e rd e n  e in facher.

W ird  in  B e tra c h t gezogen, daß  d u rch  in s tru m e n te lle  O rien tie rung  v o n  
x 1 u n d  x 2 d ie F o rm eln  e in fach e r w erden, u n d  w ird  — Acp1 du rch  -\-Abz2 s u b s ti
tu ie r t ,  so w urde  zu r gegenseitigen  O rien tie ru n g  e in  solches kom b in ie rtes  V e r
fa h re n  a u sg e s ta lte t, hei dem  die  b ek an n te  V erbesserungsg le ichung  der V e r tik a l
p a ra l la x e  im  P u n k t i aus d en  D a ten  des B ildes 2 d ie folgende ist:

4i +  —  y12Aa>2 +  —  y "A  bz2 -f- —  x " y " A (p 2 =  0 (1)
c c c

D as K o o rd in a te n sy s te m  d e r M essung und  d e r B e rech n u n g  w ird in  d e r A b b . 
1 g eze ig t.

A us den fü r die P u n k te  i =  3 . . 6 au fg esch rieb en en  v ier V erb esseru n g s
g le ich u n g en  sind  die O rien tie ru n g se lem en te  d ie  fo lgenden  (In d ex  2 w ird  im  
w e ite re n  w eggelassen):

Аса =  — (qs +  q{ +  q5 +  9g) Ф  а2 (2)
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Abz — — (?) —9c) c /2 a  (3)

A<P =  [(?3 -  9s) — (?4 — 9e)] c/ 2ab (4 )

Z u r E rh ö h u n g  d e r G enau igkeit u n d  d e r V erm inderung  d e r Z ah l d er 
I te ra tio n e n  bezeichnen  a u n d  b in  den  obigen  F o rm e ln  n ich t den  D u rc h s c h n itts 
w ert d e r  gew ählten  P u n k te , sondern  im m er d ie  K o o rd in a ten  je n e r  P u n k te ,  aus 
w elchen das in  F rag e  s teh en d e  O rien tie ru n g se lem en t b e rech n e t w ird , d .h .

in  d e r F o rm el (2) : а =  (|y '| +  \y[\ +  |y"| +  |y"|)/4 (5)

in d e r  F o rm el (3) : 2 а =  |y"| - f -  \y”j  (6)

in  d e r F o rm e l (4) : 2 ab =  \x" y ''| -(- \x” y ”\ (7)

A us den F o rm eln  (2)— (4) gelangen w ir zu den  A n n äh e ru n g sw erten  d e r 
O rie n tie ru n g s-U n b ek an n ten . W erden  d iese lben  in  G leichungssystem  (1) w ieder

su b s ti tu ie r t ,  so e rh a lte n  w ir bei säm tlich en  v ie r  P u n k te n  eine k le in e re  Aqm- 
R e s tv e r tik a lp a ra llax e . Aus den  W erten  Aqjm w erden  die w e ite ren  E rg ä n 
zu n g en  d e r  O rien tie ru n g se lem en te  m it H ilfe  v o n  I te ra tio n e n  b e re c h n e t.

W ird  der A n n äh e ru n g sw ert d er O rien tie ru n g se lem en te  m it  In d e x  0 
b eze ich n e t, so k a n n

4, +  -  У? {Aœо +  ôca) +  ~ y " (A bz„ - f  ő bz) +  —  х ”у ” {Аср0 +  àcp) =  0 (8)
с с с

au fgesch rieben  w erd en , w obei ôa>, bbz, bq> die  E rg än zu n g  d er O rien tie ru n g s- 
U n b e k a n n te n  b e d e u te n . W erden  aus d en  G leichungen  (8) die G le ichungen  (1) 
s u b s tra h ie r t ,  u n d  w ird  bei d er e rs ten  A n n ä h e ru n g  v o rau sg ese tz t, d a ß  Aco0 =  
=  A<x> is t , so gelangen  w ir zu den G le ichungen :

0 +  - 1  y ?  dm +  -  f i  à bz +  —  x l y l  ôq>— — A qim (9)
c c c

D ie s ind  bezüglich d e r  G lieder Ö u n d  Aqim v o n  gleichem  A u fb au  w ie die u r 
sp rü n g lich en  G leichungen . Die E rg ä n z u n g e n  d er O rien tie ru n g sd a ten  sind
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d a h e r  (ev . m it H ilfe von  mehrfacher I te ra tio n )  d u rc h  die B ild k o o rd in a ten  d e r 
u rsp rü n g lic h e n  P u n k te  zu b e rech n en ; dies b e d e u te t  die V ere in fachung  der 
B e re c h n u n g . Die E rgänzungen  s in d  m it e n tsp re c h e n d em  V orzeichen zu  den  
A u sg a n g sw e rte n  d er O rien tie ru n g se lem en te  lau t G leichungssystem ( 8 )  zu  ad
d ieren.

D ie O rien tie ru n g se lem en te  sowie ih re  E rg än zu n g en  wre rd en  d u rc h  
I te r a t io n e n  b e rech n e t. D ie B erechnung  w ird  in n e rh a lb  einer I te ra t io n  m it 
Aco b e g o n n e n , weil dies d u rc h  den  M u ltip lik a tio n sfa k to r  y 2 a u f  die V e r t ik a l
p a ra l la x e n  säm tlich e r v ie r P u n k te  die g rö ß te  W irk u n g  h a t. N ac h h e r w ird  
Abz —  m it  den  T e ilp a ra llax en  d er P u n k te  4 u n d  6 —  berech n e t. Z u le tz t w ird  
Acp b e re c h n e t, bei dem  —  im  F alle  der ob igen  A nordnung  —  allgem ein  die 
T e ilp a ra lla x e n  n u r  d er P u n k te  3 u n d  5 e rfo rd e rlich  sind . Dies is t au ch  eine 
V e re in fa ch u n g , weil k le inere  W erte  V orkom m en.

D e r B egriff d er T e ilp a ra llax e  w urde also e in g efü h rt. D as w esen tliche  
is t  d a r in ,  d aß  bei d er B e rech n u n g  der e inzelnen  O rien tie ru n g se lem en te  im m er 
die v o n  d e r vorigen  O rien tie ru n g  zu rü ck g eb lieb en e  T eilpara llaxe  Aqir an g e 
w e n d e t w ird . M it dem  aus (2) b e rech n e ten  Aco w ird  die T eilpara llaxe

Aq'ir =  1 , ± -  У р Л ы
C

(11)

^ 9 / r ± —  y î  Abz =  A q"ir 
c

(12)

M"ir ±  —  x 'lfi M 2 =  Л 4irn (13)
c

b e re c h n e t . W erden  in  die Gl. (13) die T e ilp a ra lla x en  la u t  den G le ichungen  (12) 
u n d  (11) n ach e in an d er w ieder su b s titu ie r t, so gelangen  w ir zur u rsp rü n g lich en  
G le ich u n g  (1). Dies e n ts p r ic h t d er bei der o p tisch -m ech an isch en  O rie n tie ru n g  
a n g e w e n d e ten  M ethode. Die Z ahl der I te ra tio n e n  is t  vom  ersten  A n n ä h e ru n g s 
w e rt a b h än g ig , ab er d u rch  die A nw endung  d e r  T eilpara llaxen  v e rm in d e r t  
sich ih re  Z ah l, da diese im m er k le iner sind .

Tabelle I

p ж’ x" y* у

1 0,000 — 78,412 0,000 0,000

2 +  78,921 — 0,001 0,000 0,000

3 +  36,642 —43,452 +  79,048 + 7 7 ,579

4 +  80,363 — 0,534 +  69,046 + 67 ,616

5 +  26,912 — 49,496 — 76,492 — 78,131

6 + 62 ,072 — 14,302 — 81,174 — 82,590
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In  der T abelle I  f in d e n  w ir die D a ten , die zu r B erech n u n g  v o n  am  Stereo
k o m p a ra to r  vollzogenen  M essungen eines B ild p aares  n ö tig  s in d . Aus der 
T abelle  en tn o m m en , s in d :

q — y"  — y '  u n d  p  — x ' — x"

D er e rs te  S ch ritt is t die B erech n u n g  der K o n s ta n te n  m it H ilfe d e r angegebenen  
F orm eln :

e =  209,13 m m ; a =  76,438 m m ; c/4a2 =  —  0,008947;

c/2a =  —  1,392155; c/2«6 =  +  0,028890

Die B erechnung  w u rd e  in  der besprochenen  W eise in  v ie r  I te ra tio n e n  
d u rch g e fü h rt. D ie in  d en  einzelnen  I te ra tio n e n  gew onnenen  O rien tie ru n g s
elem ente  sowie die R e s tv e r tik a lp a ra llax e n  A qm w u rd en  in  T ab e lle  I I  zusam 
m engefaß t.

Tabelle II

T
J ^ Aa> A bz A ff

1 +  0,053 270 44 + 0 ,8 1 7  056 + 0 ,021  858 17

2 — 0,001 309 84 + 0,157  592 + 0 ,0 0 3  406 13

3 —0,000 135 99 + 0 ,0 2 5  616 + 0 ,0 0 0  554 69

4 —0,000 020 58 + 0 ,0 0 4  176 •f-0,000 086 67

E + 0 ,051  804 03 +  1,004 440 + 0 ,0 2 5  905 66

P
4 + 3 + 4 _ +  5 + 6 —

ч 1,4690 1,4300 1,6390 1,4160

К 0,0149 0,0049 0,0149 0,1224

4 ! 0,0192 0,0169 0,0192 0,0367

V m 0,0225 0,0220 0,0225 0,0253

V mv 0,0230 0,0230 0,0230 0,0233

Die R e s tv e r tik a lp a ra llax e n  A q^  sind  zu w eite ren  B e re c h n u n g e n  n ich t 
m eh r geeignet, weil E A q j^  =  -f- 0,0003 m m  is t; dies g ib t auch  be i d e m  größ ten  
q u ad ra tisch en  Glied y 2 in  d e r  v ie rten  D ezim alstelle  keine V erb esse ru n g . D a die 
ü b rig en  k leiner sind , k a n n  die I te ra tio n  als b e e n d e t b e tra c h te t  w e rd en .

Die G enau igkeit d e r  B estim m u n g  b e trä g t 0,0231 m m . D ies k a n n  auch  
als K onfidenz-G renze d e r am  S te reo k o m p ara to r vo llzogenen  P u n k tid e n tif iz ie 
ru n g  u n d  M essung in  den  sch lech t id en tifiz ie rb a ren  P u n k te n  1 u n d  2 b e tra c h 
t e t  w erden, da die M eßgenau igkeit des angew endeten  S te re o k o m p a ra to rs  einen 
W ert von  ca +  0,01 m m  b e trä g t .
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V erb esseru n g  der O rientierung

D ie  e rö rte rte  M eth o d e  e r re ic h t das e n tsp rech en d e  E rg eb n is  m it w eniger 
I te r a t io n e n .  Bei m eh re ren  a u sg e a rb e ite te n  B eisp ie len  w u rd en  d re i-v ie r I te ra 
t io n e n  angew endet.

B e i dem  b esch rieb en en  V erfah ren  w urde die re la tiv e  O rien tie ru n g  ei
g e n tl ic h  in  zwei Teile g e te il t . I m  ersten  Teil w erd en  die q V e rtik a lp a ra llax en  
m it  K a n tu n g e n  x 1 und  x 2 a n  d e r  Basislinie 1,2 des am  S te re o k o m p a ra to r  in

g e m e in sa m e r  Ebene lie g e n d e n  B ildpaares e lim in ie rt. W ird  dies fehlerlos 
g e lö s t, g e s ta lte t  sich die g eo m e trisch e  Lage der B ild e r des e n ts ta n d e n e n  R a u m 
m o d e lls  la u t  Abb. 2. D er zw e ite  Teil der gegenseitigen  O rien tie ru n g  is t die 
r ä u m lic h e  E instellung  des z w e ite n  Bildes zum  e rs te n . W ie auch  aus d er A bbil
d u n g  e rs ich tlich , k an n  d ies m i t  einer re la tiv en  N eigung  Aw  u n d  Aq> in  zwei 
R ic h tu n g e n  und  m it e in e r  e in e  M aß stab än d eru n g  b e d e u te n d e n  V ersch iebung 
Abz, d .h .  m it einer rä u m lic h e n  T ran sfo rm atio n  gelöst w erden . D as w ird  m it 
3— 4 I te ra t io n e n  vollzogen. D ie  G röße der zu le tz t zu rü ck g eb lieb en en  V ertik a l
p a r a l la x e n  Aq,m ist von d e r  G en au ig k e it der am  S te re o k o m p a ra to r  vollzogenen 
O r ie n tie ru n g  in B a s is r ic h tu n g  abhäng ig . D a die O rie n tie ru n g sp u n k te  1 und  
2, d .h .  d ie  D reh u n g sp u n k te  f ik t iv e  P u n k te  sind , m u ß  m an  m it geringen  O rien
tie ru n g s fe h le r  in B as is r ich tu n g  rech n en , auch w enn  in  d e ren  N ähe —  in  0,1— 0,2 
m m  E n tfe rn u n g  — H ilfso rie n tie ru n g sp u n k te  g ew äh lt w orden  sind . I s t  bei 
d e n e n  so g a r  ql =  q2 =  0, t r e t e n  in  den P u n k ten  v o n  g ro ß er j -O rd in a te  e rfah 
ru n g s g e m ä ß  R e s tv e r tik a lp a ra l la x e n  Z)g,m =  +  0 ,0229 —  0,0241 m m  au f, als 
B ew eis d a fü r , daß u n se re  O rien tie ru n g  nach B as is r ich tu n g  fe h le rh a ft ist. 
W e rd e n  d ie  nach den I te r a t io n e n  zurückgeb liebenen  Aq,m R e s tv e r tik a lp a ra l
la x e n  u n te rs u c h t, so k ö n n e n  gew isse R ege lm äß igke iten  fe s tg e s te llt w erden. 
D as M o d e ll zeigt eine V e rw in d u n g . Es sind näm lich  die an  den  O rien tie ru n g s
p u n k te n  3;5 und  4;6 z u rü ck g eb lieb en en  Aqlm V e rtik a lp a ra lla x e n  m it einer 
se h r  g e rin g e n  Differenz g le ich  g ro ß , aber sie sind  p aa rw e ise  v o n  en tgegengese tz 
te m  V orze ich en . D araus k a n n  m a n  auch au f die v e rk a n te te  Lage d e r B asislinie
1,2 fo lg e rn  (Abb. 3). D .h . :  es e rg ib t  sich aus d en  in  d e r T abelle  I I  vorgeleg ten
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A qj^-W erten d u rch  In te rp o la tio n  Aqx =  —  0,0230 u n d  Aq2 =  -f- 0,0231 m m ; 
d er F eh le r is t in  d e r O rien tie ru n g  xx u n d  x2 zu  suchen . M an k a n n  dies zw eck
m äßig  du rch  die in  en tsp rech en d em  Sinne vo llzogene E inste llung  v o n  by2 u n d  
x2 e lim inieren . D a d u rc h  n im m t die F o rm el d e r  re la tiv en  O rien tie ru n g  w ieder 
die vo llkom m ene F o rm  des B ildanschlusses au f.

V orzeichen u n d  G röße der V erbesseru n g en  sind  la u t A bb. 3 u n m itte lb a r  
au fsch re ib b ar. Im  P u n k t  2 is t die V erb esse ru n g  der negativen  W e rte  d e r im  
P u n k t 4 oder 6 zu rückgeb liebenen  V e rtik a lp a ra lla x e n , d. k ., es is t

Щ г  =  — A q 'J  (14)

F e rn e r is t

Ax2=2AqYYl( xx) (15)

da  im  P u n k t 1, n ach  d e r V ersch iebung la u t (14) die R estp a ra llax e  des P u n k te s  
3 bzw . 5 u n d  — Aqlm , d . h . in sg e sa m t— 2Aqj,Y z u m  V orschein k o m m t, u n d  die 
V erbesserung  is t p o s itiv .

M it den  so e rh a lte n e n  Aby  und  x" A x-W e rte n  w erden die z u rü ck g eb lieb e 
n en  Aq}m V e rtik a lp a ra lla x e n  in  säm tlich en  (3 . . 6) O rie n tie ru n g sp u n k te n  
v o rze ich en rich tig  v e rb e sse rt (in den F o rm eln  w u rd e  die B ezeichnung  2 w egge
lassen  u n d  x " b e d e u te t die zw eiten  B ild k o o rd in a te n  der e rw ä h n te n  P u n k te ) . 
N ach h er w erden  die E rg än zu n g en  der O rien tie ru n g se lem en te  Aco, Abz u n d  
Aq> m it den  u rsp rü n g lich en  K o n s ta n te n  u n d  K o o rd in a ten  noch  e in m a l b e 
rech n e t.

A ufg rund  d e r E x p e rim en te  w urde ab e r fe s tg e s te llt, daß  m it A by  =  —  Aq\Y  
u n d  zu diesen gehörigen  A x  W ert b e rech n e t, w u rd en  die b e n ö tig te n  O rie n tie 
ru n g sv erb esseru n g en  n ic h t erre ich t. N ach ein -zw ei I te ra tio n e n  gelangen  w ir in
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O rie n tie ru n g sp u n k te n  3 . . 6 zu  einer —  v o n  K a m m e rk o n s ta n te  u n d  v o n  d e r 
y  K o o rd in a te  abhäng igen  —  k le ineren  R e s tv e r tik a lp a ra lla x e  Aqm, d e re n  S inn  
m it A gleich ist. Z ur V e rrin g e ru n g  der Z ah l d e r  I te ra tio n e n  is t bei A b y  eine 
U b e rk o rre k tio n  e rfo rderlich , A x  ab er g e s ta lte t sich  au fg rund  der F o rm e l (15) 
im m e r  n a c h  dem  ta tsä c h lic h e n  W e rt von  Aby. D ie A n n äh eru n g  k a n n  —  d a  h ie r  
v o n  k le in e n  W erten  die R ed e  is t  —  m it e in er a rith m e tisch en  R eihe c h a ra k 
te r is ie r t  w erden , deren  e rs te s  G lied die in  b e id en  (4;6) P u n k te n  z u rü ck g eb lie 
b en e  Aqm V e rtik a lp a ra llax e  u n d  bei der die D ifferenz  d 0,1 Aqm is t. So g e s ta l te t  
sich  d ie  R e ih e  wie fo lg t: Aqm; l , l A q m; l,2 A q m; . . .

B ei d e r B erechnung  w ird  bei e rs te r A n n ä h e ru n g  zur V erb esseru n g  ein 
g e s c h ä tz te r  Ü b e rk o rre k tio n sfa k to r, z. B. Aby =  —  l,5zlç2m gew ählt. M it d iesem  
u n d  d e m  d azu  gehörigen A x  W e r t gelang t m an  n ach  ein-zwei I te ra t io n e n  zu 
e in e r  n e u e n  Aqt^  R e s tv e r tik a lp a ra lla x e . D ie V erb esse ru n g  b e trä g t A q \^— Aq^m 
w ozu  e in e  Ü b erk o rrek tio n  v o n  Aby  =  —  l,5A qlm  e rforderlich  w ar. D e r  vo ll
s tä n d ig e  К  Ü b e rk o rre k tio n s fa k to r  w ird aus e in em  e in fachen  V erhä ltn is  b e re c h 
n e t:

K =  1 ,5 ------ ^ ------
M Z  -  q W

I n  T abe lle  I I I  w u rd e  d ie B erechnung  des m itg e te ilte n  Beispieles m it  dem  
Ü b e rk o rre k tio n s fa k to r  К  =  1,5, ausgegangen  aus d en  in Tabelle I I  an g eg eb e 
n e n  Aq)ni R e s tv e r tik a lp a ra l la x e n , zu sam m en g este llt. Es w urde das I te r a t io n s 
v e r fa h re n  auch  zur d ie  S ch ä tz u n g  d ien en d en  räu m lich en  T ra n s fo rm a tio n  
a n g e w e n d e t.

Tabelle I I I

J
P

M + 3 — +  4 — -f- 5 — +  6 —

~ Л IV 
 ̂Q m 0,0230 0,0230 0,0230 0,0233

2 . A by 0,0346 1 0,0346 0,0346 0,0346

3.

4. x"  A x 0,0384

0,0576

0,0005

0,0116

0,0437

0,0576

0,0126

0,0113

5.

6.

I

w
 

g 0,0111

0,0192

0,0084

0,0111
0,0112

0,0139 0,0013

0,0126

7.

8.
A l'r 
A bz 0,0086

0,0081

0,0075

0,0027 0,0027

0,0087

0,0139

0,0092

9.

10. A(p

0,0005

0,0055

0,0048

0,0001 0,0063

0,0114 0,0047

0,0019

11. А <?т 0,0050 0,0047 0,0051 0,0066

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



ORIENTIERUNG DER BILDER AM STEREOKOMPARATOR 151

Die einzelnen  S ch ritte  s ind  die fo lgenden : Die erste  Zeile d e r  T abe lle  
I I I  e n th ä lt  die Aq™ R e s tv e r tik a lp a ra llax e n . D ie zw eite Zeile zeig t, d en  Ü b e r
k o rre k tio n s fa k to r  in B e tra c h t gezogen, den  W e rt Aby.

A by  =  -  1.5 A q™ =  — 1,5 • 0,0231 =  -  0.0346

D er n äch ste  S c h ritt is t la u t  F o rm el (15) die B erechnung von  A x \

A x  =  3 A q 'X / ( -  x î)  =  -  0 ,693/78,412 =  -  0,000 8838

D ie v ie rte  Zeile g ib t die XfAx V erbesserungen  m it en tsp rech en d em  V orzeichen  
in  den  P u n k te n  3 . . 6 an . Die 5. Zeile e n th ä lt  die T e ilpara llaxen  d er V '- I te r a t io n  
u n te r  B erück sich tig u n g  d er T e ilk o rrek tio n en .

D er nächstfo lgende  S c h r it t  is t n u n  die B erech n u n g  von Aco. H ie rz u  is t

Z A q r (3 . .6 ) = A  =  — 0,0429

L a u t F o rm el (2) is t

Aco =  A  • c/4 a- =  +  0,00038383 

Z u r  S u b s titu tio n  in die F orm el (1):

—  Aco y"  2 =  +  0,000 001 84 y"2

Die b e rech n e ten  V erbesserungen  e n th ä lt  die sechste u n d  d ie  Aq'r T eil
p a ra lla x e n  die sieben te  Zeile d er T abelle .

Die m it Abz v e rb u n d en en  D a te n  w erden  ähnlicherw eise b e re c h n e t. 
H ie rzu  ist

Aq'ri — Aq'r6 =  В  =  — 0,0166 

L a u t F orm el (3) is t

Abz =  В  ■ c\2a =  +  0,023110 

Z u r S u b s titu tio n  in  die F o rm el (1):

~  Abz y"  =  +  0 ,000111 y"  
c

D ie b e rech n e ten  V erbesserungen  fin d en  w ir in d e r ach ten , die Aqr T e ilp a ra lla x en  
in  d er n e u n te n  Zeile.

Es folgen n u n  die m it Acp v e rb u n d en en  B erechnungen . H ierzu  is t  

(Aq';3 -  Aq"r5) -  (Aq'rt -  A q '„) =  C = +  0,0118
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L a u t  F o rm el (4) is t

Acp =  C • c/2a6 =  +  0 ,000  340 90

u n d  z u r  F orm el (1):

—  Acp x"y"  =  +  0,000 001 63 x ”y"  
c

D ie V erbesserungen  s in d  in  der zeh n ten  u n d  die A qfn R e s tv e r tik a lp a ra l
la x e n  in  der e lften  Zeile v o rzu fin d en .

E A q l  =  -f- 0 ,0012 ; D ie I te ra tio n  V Iх b e g in n t  m it diesem  W e rt; n ach  
d e r D u rch fü h ru n g  d e r  I te r a t io n  gelangen w ir zu  d en  folgenden E rg eb n issen :

qí^  is t  am  O rie n tie ru n g sp u n k t 3 —  0,0053 m m ,

am  O rie n tie ru n g sp u n k t 4 -j- 0,0053 m m ,

am  O rie n tie ru n g sp u n k t 5 — 0,0053 m m ,

am  O rie n tie ru n g sp u n k t 6 -f- 0 ,0056 m m .

N ach  In te rp o la tio n : Aq^m — —  0,0054 m m  u n d  A q ,^  =  -f- 0,0054 m m . 
N ach  zw ei I te ra tio n e n  e rh ie lten  w ir den  W e r t  Aq^  =  -f- 0,0054 m m . D ie 
V erb esseru n g  b e tru g  also  -|- 0,0231 — 0,0054 =  0,0177 m m . D er d e r v o lls tä n 
d igen  V erbesserung  en tsp re c h e n d e  Ü b e rk o rre k tio n s fa k to r  b e trä g t la u t  F o rm el 
(16) : К  =  1,9576 ru n d  1,96. D am it w urde d ie  B erech n u n g  nochm als d u rc h 
g e fü h rt, u n d  w ir g e la n g te n  n ach  zwei I te ra t io n e n  in  den  O rien tie ru n g sp u n k ten  
3— 6 zu fo lgendem  R e s u l ta t :

Aq'xm =  +  0,0002 m m ; Aq^j, =  —  0,0003 m m ;

Aq'bm =  -f- 0,0002 m m ; Zlgem =  +  0,0001 m m ;

S A q 'J  =  +  0,0002 m m .

N ach  In te rp o la tio n : Aq^  =  -f- 0,0002 m m  u n d  /IçYm =  —  0,0002 m m ; 
die R est-M odell-V erw indung  is t im  V erh ä ltn is  zu m  ursp rüng lichen  gering  und  
v o n  en tg eg en g ese tz tem  S inne.

Als K on tro lle  w u rd e n  v o n  den sechs I te r a t io n e n  säm tliche O rien tie ru n g s
e lem en te  der gegenseitigen  O rien tie rung  zu sam m en g este llt:

Aby =  — 0 ,0453 m m , A n  =  — 0,0011554, А со =  - f  0,05229611 
„ (17)

Abz =  +  1 ,037991m m , Acp — +  0 ,02642279

V on d e r u rsp rü n g lich en  q V ertik a lp a ra llax e  aus gegangen  w urden  m it H ilfe 
d e r F o rm el

4i +  • %  +  x" A x  +  l - y r  Aco +  — Abzy"  +  —  x"y" Acp — A qim (18).
c c c
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die R e s tv e r tik a lp a ra lla x e n  A qim in  den O rie n tie ru n g sp u n k te n  3— 6 b erechne t. 
Sie s ind  die fo lgenden:

Aq3m =  +  0,0001 m m ,A q lm =  — 0,0004 m m ,

Aqsm =  +  0,0002 m m ,A q 6m =  -(- 0 ,0003 m m ,

E  Aqm =  -f- 0,0002 m m .

N ach In te rp o la tio n : A qim — -f- 0,0002 m m  u n d  Aqïm — —  0,0001 m m . 
M it d e r v e rte ilt vo llzogenen  B erechnung  verg lich en  b e trä g t  die A bw eichung 
0,0 —  0,2 pm .

D ie w eiteren  S c h r it te  erfo lg ten  in  der b e re its  b e k a n n te n  W eise. Aus den 
O rien tie rungse lem en ten  w erd en  sow ohl die Ax" V erbesserungen  als auch die 
n eu en  p  P a ra llax en , fe rn e r aus den  F orm eln  des N o rm a ls te reo g ram m s m it den 
K o o rd in a ten  (x 'y ') u n d  den  neu en  p  P a ra llax en  die M o d ellk o o rd in a ten  berech 
n e t.

D ie D u rch fü h ru n g  d e r B erechnung  w ird  im  w e ite ren  sch em atisch  b e 
sp rochen .

E s m üssen zu e rs t die x" B ild k o o rd in a ten  des 2. B ildes m it dem  W ert 
Ax"  red u z ie rt w erden . D ie d a z u  gehörige G leichung is t:

A x"  =  — A x y "  4------ Aco x'ly" -|------- A b zx "  -(- cA<p -(- -^ -А с р х "г (19)
c c c

in  w elcher A x, Aco, Abz, Acp d ie nach  den  e rg än zen d en  I te ra tio n e n  e rh a lten en  
su m m ierten  O rien tie ru n g se lem en te  (17) sind . Die x'j B ild k o o rd in a te n  w erden 
m it Ax'l vo rzeich en rich tig  v e rb esse rt und  die v e rä n d e r te n  p »  P a ra lla x e n  in 
B asisrich tu n g  b e rech n e t.

D urch die B estim m u n g  d er O ricn tie ru n g se lem cn te  w u rd en  die in  den 
P u n k te n  w a h rn eh m b aren  Aqj V e rtik a lp a ra llax en  —  m it g ew ü n sch te r G enauig
k e it —  elim in iert. In  T ab e lle  IV  w urden  die Ax" V erbesserungen , die verbes-

Tabelle IV

p Ax"
Verbessert

ÿ
Verbessert

PI
Rest 
А 4m

m m

1 +  5,913 — 72,499 0,000 0,000 +  72,499 + 0 ,0 0 0 2 P j=
2 + 5 ,5 2 4 +  5,523 + 7 8 ,921 0,000 +  73,398 —0,0001 =  X  — X  j

3 + 4 ,795 — 38,657 + 3 6 ,642 + 7 9 ,048 +  75,299 + 0 ,0 0 0 1

4 +  5,592 +  5,058 + 8 0 ,363 + 6 9 ,046 + 7 5 ,3 0 5 —0,0004

5 + 6 ,4 6 6 —43,030 +  26,912 —76,492 + 6 9 ,9 4 2 + 0 ,0 0 0 2

6 +  5,680 — 8,622 + 62 ,072 - 8 1 ,1 7 4 +  70,694 + 0 ,0 0 0 3
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s e r te n  X " B ildkoord ina ten , d ie  e rs te n  B ild k o o rd in a ten  x'j y,-, die n eu en  P a ra l
la x e n  p ij  in  B asisrich tung  u n d  d ie  v e rn ach lässig b aren  R e s tv e r tik a lp a ra lla x e n  
Aq,m a n g e fü h r t .

D a s  B ildpaar w ird  d a n a c h  schon als N o rm al-S te reo g ram m  b e h a n d e lt, 
d essen  G run d eb en e  die E b e n e  des ers ten  Bildes o d er eine m it d ieser parallellé  
E b e n e  is t .  D ie E n tfe rn u n g  v o n  d ieser ist die K a m m e rk o n s ta n te  c, oder deren  
a u f  d ie  para lle lle  E bene v e rg rö ß e r te r  W ert. A u sg a n g sp u n k t is t d e r P u n k t 1, 
B asis d ie  B ildkoord inate  x'2, d ie  O rien tierung  des K o o rd in a te n sy s te m s  erfo lg t 
la u t  A b b . 1. In  diesem S y stem  k ö n n e n  die M odellkoo rd ina ten  m it d en  b e k a n n 
te n  F o rm e ln  des N o rm al-S te reo g ram m s b e rech n e t w erden .

nb nb , nb ,
h-im =  c  •> x im =  x i 1 У  im —  У i

P i j  P i j  P i j
( 20)

A us d e m  W e rt ft, k ann  die a u f  d ie  G rundebene bezogene H öhe des P u n k te s  m, 
e in fa c h  b e rech n e t w erden, w e n n  die G rundebene d u rch  einen  d er tie fs te n  А,- 
P u n k te  fü r  einen ru n d en  W e r t  —  z.B. m — 100 m m  —  an g en o m m en  w ird. 
W ird  d ie se r  P u n k t m it h n b e z e ic h n e t, so is t

nij =  hn — hj -\~ m  (m m ) ( 21)

Tabelle V

blpil Xim У im him m im

mm

1 1,082 381 0,000 0,000 226,337 108,096

2 1,068 313 + 8 4 ,3 1 2 0,000 223,395 111,038

3 1,041 342 + 3 8 ,1 5 7 + 82,316 217,755 116,678

4 1,041259 +  83 ,679 +  71,895 217,738 116,695

5 1,121 100 + 3 0 ,1 2 1 — 85,755 234,433 h0 =  100,00

6 1,109175 -(-75,504 -9 0 ,0 3 6 231,940 102,493

D ie B e re c h n u n g  w urde in  T a b e lle  V zusam m engefaß t. U m  die B ild- u n d  M odell
k o o rd in a te n  vergleichen zu  k ö n n e n , w ird n  =  1 g ew äh lt.

D e r  Übergang a u f  g e n a u e n  M aßstab  o d er te r re s tr isc h e  K o o rd in a ten  
e r fo lg t d u rc h  die abso lu te  O rie n tie ru n g  au fg ru n d  gegebener h o riz o n ta le r  und  
H ö h e n p u n k te  m it b e k a n n te n  M odell- u n d  te rre s tr isc h e n  K o o rd in a ten .

D e r  V orteil der e rö r te r te n  B erechnung lieg t in  ih re r  E in fa c h h e it. Sie 
b e s te h t  au s  der W ied erh o lu n g  derse lben  S ch ritte . D as V erfah ren  k a n n  in  v ier 
H a u p t te i le  geteilt w erden. D e r  e rs te  Teil is t die M essung am  S te reo k o m p ara to r ,

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



ORIENTIERUNG DER BILDER AM STEREOKOMPARATOR 155

am  a u f  die B asislin ie m it x 1 u n d  x2 K a n tu n g e n  o r ie n tie r te n  B ildpaar. J e  g en au e r 
die O rien tie ru n g  is t, desto  w eniger w ird  d ie  w e ite re  A rbeit. Bei d iese r s ind  
die zwei B ilder in  e iner E bene. Bei e iner r ic h tig e n  Lösung m üssen  w ir eine 

p a ra llax isfre ie  1,2 B asislin ie erreichen.
D er zw eite Teil b e s te h t in der rä u m lic h e n  T ran sfo rm atio n  des zw e iten  

B ildes a u f  das e rs te  m it re la tiv en  N eig u n g sän d eru n g en  von Ato u n d  A(p u n d  m it 
e iner V ersch iebung  Abz. D as V erfahren  w u rd e  m it I te ra tio n  vollzogen. P r a k 
tisch  w aren  3— 4 I te ra tio n e n  erforderlich . D ie  Z ah l der I te ra tio n e n  is t  d esto  
w eniger u n d  die Aq,m R e s tv e rtik a lp a ra llax e  is t  desto  geringer, je  b e sse r  die 
L ösung d er O rien tie ru n g  am  S te re o k o m p a ra to r  is t.

L a u t d er e rz ie lten  u n d  erw ünsch ten  G e n a u ig k e it k ann  die re la tiv e  O rien 
tie ru n g  h ie r  als v o llen d e t b e tra c h te t  w erden .

Im  d r it te n  Teil k a n n  m an  die G en au ig k e it d er O rien tierung  in  B asis
r ic h tu n g  e igen tlich  d u rch  B erechnung  e rh ö h e n . D ies k ann  d ad u rch  e rre ic h t 
w erden , d aß  die am  S te reo k o m p ara to r vo llzogene O rien tierung  u m  A by2 u n d  
Ay.2 v e rb esse rt w ird . W ie ersich tlich , w ird Ü b e rk o rre k tio n  angew endet, d ie  m it 
zwei fü r  S ch ä tzu n g  d ienenden  I te ra tio n e n  u n d  P ro p o rtio n sb erech n u n g en  
d u rc h g e fü h rt w ird .

D er v ie rte , d e r  A b sch luß te il is t —  m it d e m  d r i t te n  Teil geko p p elt —  w ie
d e r eine aus zwei I te ra tio n e n  bestehende rä u m lic h e  T ran sfo rm atio n , g le ichsam  
F o rtse tz u n g  des zw eiten  Teiles. Die ganze O p e ra tio n  b es teh t aus 5— 6 I te r a t io 
n en  —  u n g e a c h te t d e r a u f  die B estim m u n g  des Ü b e rk o rrek tio n sfak to rs  К  
e rfo rderlichen  A rb e it —  m it u n v e rä n d e rten  K o n s ta n te n  und  m it den  u rs p rü n g 
lichen  K o o rd in a te n  d er P u n k te  is t sie d a h e r au c h  fü r  A nw endung v o n  H a n d 
rechenm asch inen  geeignet.

Bei d er oben  e rö r te r te n  V erbesserung d e r  O rien tie rung  in  B a s is r ic h tu n g  
k a n n  m an  in  dem  F alle  a u f  ein vo rte ilh aftes  E rg e b n is  rechnen, w enn  d ie n ach  
d er In s tru m e n te n o rie n tie ru n g  b erechne ten  R e s tv e r tik a lp a ra llax e n  Aqim n ach  
G rößen o rd n u n g  m it d er M eßgenauigkeit des S te reo k o m p ara to rs  in  E in k la n g  
sind.

Die e rz ie lten  E rgebn isse  beziehen sich a u f  ein  solches S ystem , b e i dem  
die ta tsä c h lic h e n  D re h u n g sp u n k te  die P ro je k tio n sz e n tre n  sind, w elche —  p r ä 
zis ju s tie r te s  In s tru m e n t u n d  präzis e in g ese tz te  N ega tive  v o rau sg ese tz t —  m it 
den  H a u p tp u n k te n  d er B ilder iden tisch  sind .
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C O R R E C T IO N  O F  T H E  R E L A T IV E  O R IE N T A T IO N  OF P IC T U R E S  
ON T H E  S T E R E O C O M P A R A T O R  M E A S U R E D  IN  B A SIS 

SYSTEM

G. HANKÓ

SUM M ARY

T h e  a rtic le  sets o u t fro m  th e  well know n m e th o d  o f re la tiv e  o rien ta tion  o f p ic tu re s  w ith  
in d e p e n d e n t  m odels. T he re la tiv e  o r ien ta tio n  is d iv id e d  in to  tw o parts . In  th e  f i r s t  p a r t  one 
h a s  to  c a r ry  o u t th e  o r ie n ta tio n  a n d  m easu rem en t o f  p ic tu re s  —  in plane —  on th e  s te reo c o m 
p a r a to r .  I n  th e  second p a r t  th e  second  p ic tu re  is f i t t e d  to  th e  f ir s t  one w ith  space tra n s fo rm a tio n  
b y  i te r a t io n .

T h e  a u th o r d iscusses th e  s tep s necessary  to  m a k e  th e  m easurem ents a n d  c a lcu la tio n s  
e a s ie r . F u r th e r  th e  increase  o f  accu racy  of o r ie n ta tio n  o n  s te reocom para to r is t r e a te d .  T his 
e n a b le s  th e  p rac tica lly  m ore  a c c u ra te  so lu tion  o f th e  ta s k  sim ilarly  by  th e  i te r a t iv e  space 
tra n s fo rm a tio n .

УЛУЧШЕНИЕ ВЗАИМНОГО ОРИЕНТИРОВАНИЯ СНИМКОВ НА 
СТЕРЕОКОМПАРАТОРЕ ПРИ ВЫПОЛНЕННЫХ В БАЗИСНОЙ СИСТЕМЕ

ИЗМЕРЕНИЯХ
Г. ХА Н К О

Р Е З Ю М Е

Статья исходит из известного метода относительного ориентирования — независи
мой — пары снимков. Относительное ориентирование разлагается на две части. Первая 
часть — это ориентирование и измерение пары снимков на компараторе — в одной плос
кости. Вторая — это пространственное трансформирование второго снимка при помощи 
первого, решаемое итерационным способом. Занимается вопросами, служащими для 
упрощения как измерений, так и вычислений.

В дальнейшем рассматривается вопрос повышения точности ориентирования на 
компараторе. Этим становится возможным практически более точное решение задачи, 
также с применением итерации в пространственном трансформировании.
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Ü B E R  D I E  K O N S T R U K T I O N  D E R  Z U  D E N  M I T T L E R E N  

F E H L E R E L L I P S E N  G E H Ö R I G E N  F U S S P U N K T K U R Y E N

Л . T Á R C Z Y -H O R N O C H

MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  am  15. J u n i  1968.]

W ir gaben b e re its  in [1] u. [2] eine g raph ische  M ethode  a n , d ie allein d u rc h  A n w en d u n g  
d e s  F eh lerfo rtp flan zu n g sg ese tzes d ie k o n s tru k tiv e  B e stim m u n g  d e r F u ß p u n k tk u rv e  a u ch  oh n e  
K e n n tn is  d e r großen u n d  k leinen  A chsen  u n d  deren  R ic h tu n g e n  erm öglich te. In  [3] w u rd e  m it 
H ilfe  d ieser W erte  eine g raph ische  N äheru n g slö su n g  d u rc h  zwei K reise  vo rg esch lag en , d e ren  
M itte lp u n k te  aus den  V erb in dungslin ien  zw eier e n tsp rec h en d e r P u n k te  de r F u ß p u n k tk u rv e  
a ls  Sehnen  d ieser K reise  b e s tim m t w erden . L e tz te re  L ö su n g  is t a b e r m ehrw ertig .

Bei V erw endung  von H ilfskreisen  w ird  v o rgesch lagen , an  den  E n d p u n k te n  d e r  g roßen  
u n d  k le in en  A chsen der m ittle ren  Feh lere llipse  die K rü m m u n g sk re ise  zu v e rw en d en , d e ren  
R ad ien  n a c h  Gin. (8) u. (9) le ich t zu b estim m en  sind . A us Gl. (9) g eh t u n m itte lb a r  h e rv o r, 
w an n  d e r K rü m m u n g srad iu s in  den E n d p u n k te n  de r k le in en  A chse p o sitiv  u n d  w a n n  n e g a tiv  
i s t .  Im  le tz te re n  Fa lle  h a t  h ie r d ie F u ß p u n k tk u rv e  E in b u c h tu n g en .

Zu dem  zu b e h an d e ln d en  P rob lem  h a b e n  w ir bere its  frü h e r  B e iträg e  
geliefert. In  [1] u n te rsu c h te n  w ir die B erech n u n g  d e r m ittle ren  F eh le re llip se  
des e in fachen  V o rw ärtse in sch n itte s  u n d  gab en  d ab e i neben  der rech n e risch en  
au ch  eine g raph ische B estim m u n g sm eth o d e  d e r  F u ß p u n k tk u rv e  d e r m itt le re n  
F eh le re llip se  an . In  [2] w urde  le tz te re  M ethode au ch  a u f  den e in fachen  R ü c k 
w ä rtse in sc h n itt, a u f  den  S e itw ä rtsa b sc h n itt, a u f  die po lare  P u n k tb e s tim m u n g , 
a u f  die P u n k tb e s tim m u n g  m it einem  V o rw ärtse in sch n ittw in k e l u n d  e iner 
B ogen länge, a u f  die P u n k tb e s tim m u n g  m it e inem  S e itw ä rtsa b sc h n ittsw in k e l 
u n d  e in er B ogenlänge u n d  endlich  a u f die P u n k tb e s tim m u n g  d u rc h  den  
S c h n itt zw eier B ogenlängen  au sg ed eh n t. Z um  Sch luß  w urde ku rz  au ch  a u f  die 
K o n s tru k tio n  d er F u ß p u n k tk u rv e  im  F alle  d e r überschüssigen  B eo b a c h tu n g e n  
h ingew iesen .

A u sfü h rlich e r w urde auch  in [2] n u r  d e r e in fache V o rw ä rtse in sc h n itt 
b e h a n d e lt  und  w iederho lt b e to n t, d aß  n ach  d e r K o n s tru k tio n  der als P a ra lle 
lo g ram m  b eh an d e lb a ren  F eh le rfig u r die w eitere  K o n s tru k tio n  der F u ß p u n k t 
k u rv e  be i den b eh an d e lten  w eiteren  P u n k tb e s tim m u n g e n  in  ä h n lic h e r W eise 
erfo lg t.

In  1964 ersch ien  n u n  eine V erö ffen tlichung  [3], in  der die K o n s tru k tio n  
d e r  F u ß p u n k tk u rv e  d er m ittle re n  Feh lere llipse  b e im  einfachen  B o g e n sc h n itt 
b e h a n d e lt  w urde , zuvor ab e r auch  die e n tsp rech en d en  m a th e m a tisc h e n  
B ez ieh u n g en  herg e le ite t w orden  sind . B ezüglich  d er le tz te re n  sei b e m e rk t, d aß  
d iese gleichfalls aus dem  F eh le rp a ra lle lo g ram m  h erg e le ite ten  B ez ieh u n g en  
n a tu rg e m ä ß  unseren , aus dem  F eh le rp a ra lle lo g ram m  e rh a lten en  B ez ieh u n g en
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e n ts p re c h e n  m üssen. [3] b e ru f t  sich  a u f  d en  e rs te n  sechs S eiten  w ied erh o lt 
a u f  u n se re  U n te rsu ch u n g en , u n d  dies ze ig t au ch , daß  m an diesen T eil du rch  
Ü b e rn a h m e  u nserer e n tsp re c h e n d en  E rg eb n isse  e tw as k ü rze r h ä t te  fassen 
k ö n n e n . In sb eso n d ere  e rsc h e in t es fü r e n tb e h rlic h , die R ich tu n g en  d e r großen 
u n d  k le in e n  Achse noch  e in m al du rch  D iffe re n tia tio n  h e rzu le iten , zu m al die 
G in . (7) u . (8) in  [3] (abgesehen  von einem  D ru ck feh le r in  [3; Gl. (8)]) in 
[1 ; S. 399] bere its  h e rg e le ite t w orden  w aren  u n d  so einfach von  d o rt ü b e rn o m 
m e n  w e rd e n  k o n n ten .

V o n  S. 373 an gefangen  g ib t [3] eine v o n  u n se re r M ethode abw eichende 
u n d  v o m  V erfasser w ohl als n äherungsw eise  a b e r als e infachere M ethode be- 
z e ic h n e te  K o n s tru k tio n  d e r F u ß p u n k tk u rv e  an .

U m  einen V ergleich an zu ste llen , w ollen w ir h ie r aus [2; S. 159] die le ite n 
d en  G ru n d sä tz e  un se re r g rap h isch en  L ösung  k u rz  w iederholen: Zu un se re r 
g ra p h isc h e n  Lösung b ra u c h e n  w ir w eder die m ittle re  Fehlerellipse, noch  deren 
k le in e  u n d  große A chse hzw . d e ren  R ic h tu n g e n  k en n en . W eiters sch rieb en  wir 
in  K u rs iv e :  W ir b ra u c h e n  n ic h t einm al d en  B eg riff der F u ß p u n k tk u rv e  der 
m i t t le r e n  F eh lerellipse e in zu fü h ren  und  diese zu defin ieren , weil w ir den  m itt le 
re n  F e h le r  du rch  die b e k a n n te  Z u sam m en se tzu n g  der m ittle re n  T eilfeh ler 
b e s tim m e n .

I s t  n u n  die in  [3] angegebene k o n s tru k tiv e  N äherungslösung  in  diesen 
B e z ie h u n g e n  v o rau sse tzu n g slo s?  N ach [3; S. 373] b ra u c h t m an  h ie rzu  zu 
n ä c h s t  d ie  R ich tu n g  u n d  G röße d er großen  A chse zu b estim m en , d a n n  b ra u 
ch en  w ir  d en  m ittle ren  P u n k tfe h le r , um  d a ra u s  d en  W ert der k le inen  H a lb ach se  
g ra p h isc h  e rm itte ln  zu k ö n n e n ; w eiters se tzen  w ir vo raus, daß  große Teile der 
F u ß p u n k tk u rv e  du rch  zwei K reise e n tsp re c h e n d  genau d a rg es te llt w erden  
k ö n n e n , deren  M itte lp u n k te  a u f  der g roßen  A chse liegen, endlich  w erden  je  
zw ei z u  dem selben  K reis gehörende P u n k te  d e r F u ß p u n k tk u rv e  g eb rau ch t. 
D ie in  [3] angegebene M ethode is t d ah er in  u n se rem  Sinne keinesfalls v o ra u s 
se tz u n g s lo s , und  sie is t d a h e r  n ic h t eine e in fach ere , sondern  eine an d ere  L ösung  
als d ie  u nsere .

D ie  in  [3] a n g e fü h rte  L ösung  ist d ab e i t r o tz  ihres N äh e ru n g sch a rak te rs  
k a u m  e in  allgem ein rasches V erfah ren , wie dies aus folgenden e rs ich tlich  ist.

D ie  bezogene L ösung g e h t (A bb. 1) v o n  d en  v ier P u n k te n  1, 2, 3, 4 aus, 
d ie  P u n k te  der F u ß p u n k tk u rv e  sind  u n d  vom  S c h n ittp u n k t d er gem essenen 
L ä n g e n  a u n d  b du rch  A u ftra g u n g  der m itt le re n  F eh ler /ua u n d  /jb e rh a lte n  
w e rd e n , y  is t  der du rch  die b e id en  L ängen  a u n d  b eingeschlossene W inkel. 
D a  in  d iesem  Falle die z u e in a n d e r n äh e r lieg en d en  P u n k te  1 u n d  3, hzw . 2 und  
4 z u  d en se lb en , die F u ß p u n k tk u rv e  te ilw eise  erse tzenden  K reisen  gehören , 
k ö n n e n  ih re  V erb indu n g slin ien  als deren  S eh n en  angesehen w erden  u n d  nach 
[3; S. 373] du rch  E rr ic h tu n g  d er N orm alen  in  d en  H a lb ie ru n g sp u n k ten  sowie 
d u rc h  d e re n  S ch n itt m it d e r  H au p tach se  die M itte lp u n k te  der en tsp rech en d en  
K re ise  b e s tim m t w erden . D iese M ethode v e rsa g t aber, w enn  /ra =  /jb is t,
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w elcher F a ll besonders bei d er e lek tro o p tisch en  Seitenm essung o ft V orkom m en  
k a n n , weil in  diesem  F alle  die N o rm alen  in den  H a lb ie ru n g sp u n k ten  d e r  Sehnen  
m it d e r g roßen  Achse zusam m en fa llen . Sind ц а u n d  ц ь n ich t m erk lich  v e rsc h ie 
d en , so s ind  die S ch n itte  seh r sp itz  u n d  u n g en au . In  beiden  F ä llen  s in d  d a h e r  
noch  an d ere  P u n k te  der F u ß p u n k tk u rv e  erfo rderlich , die am  e in fa c h s te n  d u rch  
die K o n s tru k tio n e n  n ach  [1], bzw . [2] e rh a lte n  w erden. Ä hnliches g ilt , w enn 
m a n  n ach  [3; Gl. (19)] zu r E rm ittlu n g  der k le inen  H albachse d en  m itt le re n  
P u n k tfe h le r  u n d  h ierzu  z u n ä c h s t den  m ittle re n  F eh ler in  einer u m  90° abw ei
ch en d en  R ich tu n g  su ch t.*  E n d lich  w erden  n ach  [3; S. 373] e rfo rd e rlich en fa lls

ZU DEN MITTLEREN FEHLERELLIPSEN GEHÖRIGE FUSSPUNKTKURVEN Ш>

au ch  die Ü b erg an g sp u n k te  in  d e r  N ähe d er E n d en  der k le inen  H a lb a c h se n  
d u rch  rech tw ink lige  P ro jiz ie ru n g en  b e s tim m t.

W ir wollen n u n  p rü fen , ob solche P u n k te  der U b e rg an g sk u rv en  oft 
e rfo rderlich  erscheinen u n d  w ieviel die begangenen  V ern ach lässig u n g en  b e 
tra g e n . Zu diesem  Zwecke gehen w ir aus e inem  k o n k re ten , m it Z a h le n  b e leg 
te n  B eisp iel aus. U m  die F eh le re in flü sse  d er K o n stru k tio n en  a u sz u sc h a lte n , 
w ollen w ir es rechnerisch  b eh an d e ln .

E s seien die e rm itte lte n  g roßen  u n d  k le inen  H albachsen  d e r  m itt le re n  
F eh le re llip se : а =  5 cm u n d  b =  3,7 cm . W ir suchen  n u n  die m itt le re n  F e h le r  

u n d  x 2 in  den  m it d er g roßen  A chse die W inkel =  65° u n d  | 2 =  —  75° 
e in sch ließenden  R ich tu n g en  (A bb. 2). G eb rau ch t w erden у  u n d  r , d ie  die 
M itte lp u n k te  u n d  den R ad iu s  d er K reise angeben .

* D ies k a n n  verm ieden  w erden , w enn  w ir aus d e r großen  H albachse u n d  e in e m  gegebe
n e n  P u n k t  (z. B. aus einem  der P u n k te  1, 2, 3, 4) de r F u ß p u n k tk u rv e  du rch  U m k e h ru n g  d e r  in 
[1, 2] angegebenen  M ethode d ie k leine H a lb ach se  k o n stru ie ren .
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W eil in  bezug a u f  d ie  H au p tach sen  y  =  90° is t , w ird  h ie r a u s [ l ;  Gl. (11)]:

n i2 =  X2 =  a~ cos2 f  -j~ b2 s in 2 £ (1)

u n d  d ah e r:

*x =  f  52 eos2 65° +  3,72 sin2 65° =  / 15 ,7097 =  3,9636 cm
________ __________ ____ ( la )

х г -  У52 cos2 75° +  3,72 sin2 75° =  \  14 ,4467 =  3,8009 cm

N u n  besteh en  nach  A b b . 2 die B eziehungen:

y 2 -f- x l — 2yx t cos £1 =  r2 

y 2 -f- x \ — 2yx2 cos =  r2

D a ra u s  w ird:
л*2   л - 2

y  =  . **___ ^
2 (*j cos — x 2 co s f 2)

( 2)

(3)

W e n n  w ir diesen W e rt in  e ine  der Gin. (2) e in se tz e n , so können  wir r b e rech n en . 
In  unserem  F a lle  w e rd e n :

15 ,7097 -  14,4467 _  1 ,2630  

2 (1 ,6 7 5 0 -0 ,9 8 3 7 )  ~~ 1 ,3826

sow ie  nach  Gin. (2):

r2 =  0,8345 +  15,7097 — 3,0602 =  13,4840, bzw . r =  3,6720

D er R adius des K re ise s , der durch die b e id e n , d u rch  u n d  x2 b e s tim m te n  
F u ß p u n k te  geht, b e t r ä g t  h ie r  also 3,6720 cm . N u n  soll ab er d ieser K reis
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gleichzeitig  auch  d u rch  d en  E n d p u n k t d er g ro ß en  H albachse  gehen u n d  dies 
b e s tim m t ab er h ie r  e inen  an d eren  R ad ius r ' f ü r  d en  K reis: r ' — 5 — y  =  
=  4,0865 cm , d er w ieder die beiden  P u n k te  m it  я , u n d  x2 n ich t e n th ä lt . D er 
U n tersch ied  zw ischen b e id en  R ad ien  is t 0 ,4145 cm  =  4,145 m m , also im  
Vergleich zu r =  3,6720 m eh r als 11% . D ieser U n te rsch ied  zw ischen den  m it 
be id en  R ad ien  g ezeichneten  K reisen  ist schon  m erk lich . D ieser k a n n  ab er d u rch  
die W ahl der zu r K o n s tru k tio n  v erw endeten  P u n k te  v e rm in d e rt w erden . Dies 
d e u te t  d a ra u f  h in , d a ß  zu r K o n stru k tio n  d e r K re ise  nach  [3] P u n k te  der 
F u ß p u n k tk u rv e  m it n ic h t zu großen |-W e r te n  herangezogen  w erden  sollen 
u n d  daß  die K reise  be i g roßen  £-W erten  b e re its  große A bw eichungen v o n  den  
r ich tig en  W erten  zeigen u n d  deshalb  diese T eile  d er F u ß p u n k tk u rv e  gleich
falls m it H ilfe d e r n ach  [1, 2] k o n stru ie rten  P u n k te  oder nach einer, h ie r noch 
anzugebenden  M ethode gezeichnet w erden  so llten .

A uf die w eitere  B eh an d lu n g  der K o n s tru k tio n  des K reises m it H ilfe der 
Sehne gehen w ir h ie r  n ic h t ein, da die U n te rsch ied e  zw ischen beiden  R ad ien , 
w ohl im  k le ineren  A u sm aß , auch w eiterh in  b e s te h e n  bleiben, u n d  so diese 
L ösung  uns n ic h t b efried ig t. E s sei b e m e rk t, d a ß  [3] die F rag e  offen lä ß t, 
w elcher R ad ius v o n  b e id en  zu w ählen  sei. D aß  diese Z w eiw ertigkeit (die be i den 
versch iedenen  Sehnen  versch iedene Z ah lenw erte  lie fert) im  d o rtigen  B eispiel 
n ic h t zum  V orschein  k a m , d ü rfte  seinen G ru n d  in  d er ungen au en  K o n s tru k tio n  
d er A bb. 5 in  [3] h a b e n : die be iden  K reise m ü ssen  sym m etrisch  zum  S c h n itt
p u n k t der g roßen  u n d  k le inen  Achse liegen, w as d o r t  in  A bb. 5 s ic h tb a r  n ich t 
d er F a ll ist.

W ir w ollen im  fo lgenden  eine Lösung su ch en , die zu eindeu tigen  W erten
fü h r t .

H a t m an  die große u n d  die kleine A chse d e r  m ittle re n  F ehlerellipse, u n d  
k e n n t m an die h ie r u n te r  (1) angefüh rte  G le ichung  d er F u ß p u n k tk u rv e , so is t 
es naheliegend , die K rü m m u n g sk re ise  fü r die E n d p u n k te  der großen  u n d  der 
k le inen  Achse zu b es tim m en . M an k ö n n te  a lle rd in g s die Z w eiw ertigkeit von  r 
auch  d ad u rch  bese itigen , d aß  m an  im  Sinne v o n  [3] als einen P u n k t d er Sehne 
u n d  der K o n s tru k tio n  den  E n d p u n k t d er g ro ß en  H albachse  w äh lt. D och w ir 
w ollen  im  folgenden  n u r  d en  F a ll m it den  K rü m m u n g sra d ie n  b eh an d e ln , weil 
d ieser auch d a n n  n ic h t v e rsa g t, w enn die Sehne n o rm a l zu r Achse s te h t.

D er K rü m m u n g srad iu s  q im  polaren  K o o rd in a ten sy s tem  is t b e k an n tlich  
(Vgl. [4; S. 128]):

_  (r2 +  r '2)3'2

6 ~  r2 +  2 r '2 -  r  • r

w obei in unserem  F alle

r  =  X =  j/о2 cos2£ -(- 62 sin2 £ (5)

b ed eu te t.
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A us Gl. (5) w erden:

, 1 (b2 — a2) sin  2 £

2 j/a2 cos2 £ +  62 sin2 £
(6)

u n d
(62 -  a2)2 sin2 2 I

2 (62 — a2)c o s 2 £  j/a2 cos2 £ -f- í>2 sin2 £ — ,__________________
„ _  _ _ _ _ _ _ _ _  _  ____________________2 |/a 2 cos2£ - f 6 2 sin2£

2 a 2 cos2 I  +  62 sin2 £

W en n  n u n  |  =  0 ist, d .h . in  d e r R ic h tu n g  d e r großen  H albachse  a , ergeben  
sich :

_____ , _  A _  62 -  a2t a — u, ra — 0, ra —
a

u n d  d a h e r  der K rü m m u n g srad iu s  ga:

Qa = 2 a2 -  62
( 8 )

W en n  £ =  90° ist, d .h . in  d er R ic h tu n g  der k le inen  H albachse  b w erd en :

,  , A „ 62 -  «2rb =  0 , rb =  0, r„ =  — -------------

u n d  d a h e r  d er K rü m m u n g srad iu s  gb:

9b —
b:s

2 b- -  a2
(9)

Die b e id e n  K rü m m u n g srad ien  Qa u n d  gb sind  d a h e r m it einem  R ech en sch ieb er 
seh r le ic h t  zu  berechnen . Bei qb b e d e u te t das po sitiv e  V orzeichen, d a ß  Qb dem  
S c h n i t tp u n k t  der be iden  A chsen  zu, hei n eg a tiv em  W ert, d aß  er in  d e r e n t
g eg en g ese tz ten  R ich tu n g  zu n eh m en  is t.

I n  d em  vorherigen  Z ah lenbeisp ie l m it a =  5 cm , b =  3,7 cm  e rh ä l t  m an :

Qa

Qb

125

50 — 13,69 

50,653 

27,38 - 2 5

=  -f- 3,4426 cm

=  +  21,283 cm

D a  Qb positiv  is t, e n ts p r ic h t d ieser F a ll dem  v o n  H omoródi  in  [5; S. 9] 
u n te r  2. b eh an d e lten  F all. In  d e r T a t, so lange 262 —  a2 >  0 is t, w ird  qb positiv  
u n d  d iese  B edingung e n ts p r ic h t d er fü r  d iesen  F a ll angegebenen  H o m o ró d i-
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sehen  B ed ingung
l

П '

Ke2
>  o .

D enn es fo lg t aus u nserer B ed ingung , daß

sein  m uß . S e tz t m an  diesen W ert in  die H om oród ische  U ngleichung, so w ird  
diese erfü llt.

W ir w ollen n u n  zeigen, d aß  ga u n d  Qb seh r gu te  W erte  sind . W enn  w ir 
näm lich  aus den  x l u n d  #2-W erten  fü r  =  45° u n d  £2 =  65° r b e rech n en , so 
e rh a lte n  w ir n ach  Gin. ( la ) :

x 1 =  У 19,345 - 4,3983 cm ; *2 =  yÏ577097 - 3,9636 cm

W eiters nach  Gl. (3): y  =  1,2667 cm und  n ach  G in. (2): r =  K l3,0720 =  
=  3,6153 cm . D ieser W ert is t noch  im m er u m  1,2 m m  k le iner als d er von  
5,000 — у  e rrech n e te  W ert 3,7333 cm , d. h ., d er K reis m it r  =  3,6153 cm  w eich t
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n o ch  im m e r um  1,2 m m  v o m  E n d p u n k t d er g roßen  H alb ach se  ab . D agegen  
e rh a lte n  w ir m it Qa =  3 ,4426 cm  y  =  5,0000 —  3,4426 =  1,5574 cm  u n d  so 
m it о a-, У sowie =  45°, x {  =  4 ,3559 cm , w elcher W ert n u r  u m  ru n d  0,4 m m  
k le in e r  is t  als der r ich tig e  W e rt 4,3983 cm . W ie groß  is t n u n  die A bw eichung  
be i | 2 =  65° ? D er d a m it u n d  m it ga sowie у  e rrech n e te  W ert x'% =  3,7982 cm  
w e ic h t b e re its  um  1,6  m m  v o m  rich tig en  ah . W ie groß is t ab e r h ie r  d e r m it 
Qb e rm it te l te  W ert Xg? N ach  A bb . 3 w erden :

u n d

s in  £ =  gin 1550 =  0,3491
21,283

£ =  20°26 '.

M ith in  (p =  180° —  (155° +  20°26 ') =  4°34 '

u n d  x \ —  2 1 ,2 8 3  Sin 4° 34/ =  3,9858 cm .
2 sin  155°

D er U n te rsch ied  zum  ric h tig e n  W ert is t so m it n u r  ru n d  0,2 m m , also h ie r 
e r s e tz t  die F u ß p u n k tk u rv e  den  K reis m it Q b  bere its  w esentlich  besser. N och 
m e h r  g ilt dies n a tü rlic h  fü r  £ =  75°, u n d  so k a n n  es uns n ic h t w u n d e rn , daß  
d e r  au s  G in. ( la )  b e re c h n e te  K re ish a lb m esser m it dem  M itte lp u n k t a u f  der 
g ro ß e n  A chse große A bw eichungen  zeig te. D ie V erw endung  von  zwei K rü m 
m u n g sra d ie n  is t bei g rö ß eren  G en au ig k e itsfo rd eru n g en  jeden fa lls  ra ts a m . D as 
Z e ich n en  d er K reise g ib t au ch  d a fü r  H inw eise (Vgl. A bb. 3) u n d  auch  A ufsch luß , 
ob d ie  K o n s tru k tio n  v o n  P u n k te n  zw ischen d en  K reisen  erfo rderlich  is t. Bei 
h ö h e re n  G en au ig k e itsfo rd e ru n g en  w ird  m an  in  A bb . 3 z. B . e tw a  bei |  =  +/_  55°
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v ie r P u n k te  z bestim m en . (In  der A bb. is t  n u r  die K o n s tru k tio n  eines so lchen  
P u n k te s  angegeben.)

W ir w ollen noch k u rz  den  F a ll b eh an d e ln , be i dem  die k le inen  H a lb a c h 
sen in  E inw ölbungen  liegen, d .h ., bei w elchen  gb n e g a tiv  ist. Die B e d in g u n g  ist 
h ie rfü r  aus Gl. (9) o ffenkund ig , d aß  a2 >  262 w erde. Es sei d ah er a =  4 ,16  cm , 
b =  2,08 cm . D an n  w erden nach  Gin. (8) u. (9): Qa =  2,3772 cm , gb =  1,0400 
cm . Z e ichne t m an  m it diesen die K reise  in  A bb . 4 , so genüg t o ft, d ie K reise  
d u rch  die h ie r v o rh an d en en  gem einsam en T a n g e n te n  zu v e rb in d en . B ei g rö 
ß e ren  G en au ig k e itsfo rd eru n g en  is t zu b e rü ck sich tig en , daß  in  d e r N äh e  der 
E n d p u n k te  d er k leinen  H a lb ach sen  die P u n k te  d e r  F u ß p u n k tk u rv e  zu  deren  
K rü m m u n g sk re ise  in  d er R egel n ä h e r  liegen. E s k a n n  in  diesem  F a lle  auch  
je  ein  P u n k t d er F u ß p u n k tk u rv e  d u rch  K o n s tru k tio n  b e s tim m t w erd en . In  
A bb. 4 fä ll t  d ieser ziem lich genau  a u f  d en  ta n g e n tia l  v e rb in d en d en  T eil.

Z usam m enfassend  k ö n n en  w ir sagen , d a ß  der in  [3] au fgew orfene  
H alm ossche  G edanke, die F u ß p u n k tk u rv e n  d e r m ittle ren  F eh le re llip se  zu r 
ra sch en  K o n s tru k tio n  d u rch  K reise zu e rse tzen , ein  g u te r G edanke is t . W ir 
g lauben  ab er, d aß  an  Stelle d er d o rt angegebenen  zwei K reise die v ie r  K rü m 
m ungsk re ise  in  den  E n d p u n k te n  d er H a u p ta c h se n , schon der E in d e u tig k e it  
ih re r  G rößen  h a lb e r, b e a c h te n sw e rt s ind .
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C O N ST R U C T IO N  O F  P E D A L  C U R V ES TO M EA N  S Q U A R E  E R R O R  E L L IP S E S

A. TÁRCZY-HORNOCH

SU M M A RY

A g rap h ica l m eth o d  was a lread y  pub lish ed  in  [1, 2] t h a t  m akes th e  c o n s tru c tiv e  d e te r 
m in a tio n  of p e d a l curves possib le on th e  basis o f th e  law  o f  e rro r p ro p ag a tio n  w ith o u t  th e  
know ledge of th e  m ajo r and  m inor axes an d  th e ir  d irec tio n . S ta r tin g  o u t from  th ese  v a lu e s , in 
[3] a  g rap h ica l a p p ro x im atio n  is g iven  w ith  th e  a id  o f tw o  circles, th e  cen tres o f  w h ich  can  he 
d e te rm in ed  fro m  s tra ig h t lines co n n ecting  tw o co rresp o n d in g  p o in ts each  of th e  p e d a l cu rv e ; 
these  s tra ig h t  lines are  th e  chords o f  th e  circles. T he la t te r  so lu tion  is, how ever, am b ig u o u s.

In  th is  p a p e r i t  w as p roposed  for th e  case o f th e  a u x ilia ry  circles th a t  a t  th e  e n d -p o in ts  
o f th e  m a jo r a n d  m inor axes o f th e  m ean  sq u a re  e rro r ellipse th e  cu rv a tu re  circles, b e lo n g in g  to 
th ese  p o in ts  shou ld  be used . T h eir rad ii can  be easily  d e te rm in e d  from  eq. (8) a n d  (9). E q . (9) 
show s d irec tly  w h e th er th e  c u rv a tu re  rad iu s  a t  th e  en d -p o in ts  o f th e  m inor ax is  is p o sitiv e  or 
n eg a tiv e . In  th e  la t te r  case here  th e  pedal curve  has e m b ay m en ts .
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1()6 A. TÁRCZY-HOKNOCH

О ПОСТРОЕНИИ КРИВЫХ ОСНОВАНИЙ, ОТНОСЯЩИХСЯ К ЭЛЛИПСУ 
СРЕДНИХ КВАДРАТИЧЕСКИХ ОШИБОК

А. ТА РЦ И -Х О РН О Х

РЕЗЮМЕ
В [1] и [2] уже был опубликован один графический метод, который при помощи 

закона распространения ошибок дает возможность для конструкционного определения 
кривой оснований, при этом большая и малая оси и их направление неизвестны. С исполь
зованием этих величин в [3] было дано одно приближённое графическое решение при 
помощи двух окружностей, центры которых могут быть определены по связующим линиям 
двух соответствующих точек кривой оснований, как по хордам этих окружностей. Но это 
последнее не однозначно.

В случае применения вспомогательных окружностей, в конечных точках большой 
и малой осей эллипса средних квадратических ошибок, предлагается воспользоваться 
относящимися к ним окружностями кривизны, радиус которых может быть легко опре
делён по уравнениям(8) и (9). Из уравнений (9) ясно видно, что радиус кривизны в конеч
ных точках малой оси когда будет положительным или отрицательным. В последнем 
случае кривая оснований здесь имеет вогнутости.
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E I N E  A B S C H Ä T Z U N G  D E R  V E R B E S S E R U N G  E I N E S  

A U S G L E I C H S  D U R C H  Z U S Ä T Z L I C H E  B E O B A C H T U N G E N

U N D  B E D I N G U N G E N

P. M E ISS L

TECHNISCHE HOCHSCHULE, WIEN 

[E ingegangen  am  15. J u n i  1968]

Als G en au igkeitsm aß  irgendw elcher s tren g  au sgeg lichener G rößen w ird  d ie Sum m e ihrer 
m itt le re n  F e h le rq u a d ra te  g ew äh lt. D iese Sum m e is t g leich  de r S p u r de r F e h le rm a tr ix  (K o v ari
an z-M atrix ) dieser G rößen. M it H ilfe de r E igenw erte  d ieser F e h le rm a tr ix  lä ß t  sich  eine a priori 
A b sch ä tzu n g  d a fü r an g eb en , u m  w ieviel das e in g e fü h rte  F eh le rm aß  v e rb e sse r t  w erden  kann , 
w en n  das A usgleichsprob lem  d u rc h  eine vorgegebene  A n zah l zu sä tz lich er B eo b ach tungen  
o d e r/u n d  B edingungen e rg ä n z t w ird.

1. P rob lem stellung

E in  A usgleichsproblem  is t gekennzeichnet d u rch  den  V e k to r 1 der n 
B eo b ach tu n g en , d u rch  die n  X n  F e h le rm a trix  (K o v a ria n z m atrix )  C =  Cov(l) 
d ie se r  B eobach tungen , die even tuell einen u n b e k a n n te n  S k a la rfa k to r  en th a l
te n  k a n n , du rch  d en  m -dim ensionalen  V ek to r x au szug le ichender P a ra m e te r , 
d u rch  eine A nzahl lin e a re r  (Z w angs-)B edingungen  zw ischen den  K om p o n en ten  
v o n  x : Tx =  t  u n d  sch ließ lich  durch  eine A nzah l lin ea re r V erm ittlu n g sg le i
chu n g en  zw ischen E x p ( l)  u n d  x: R (E x p ( l) )  =  Sx. (E x p  b e d e u te t E rw ar
tu n g sw e rt) .

Sei y ein p -d im en sio n a le r  von  x lin ea r  a b h än g en d e r V ek to r: y =  Bx. 
N ach  strengem  A usgleich  k o m m t y eine F e h le rm a tr ix  M — Cov(y) zu. M lä ß t 
sich aus C, R , S, T  und  В berechnen . (Siehe z. B. [3]. § 123.) E n th ä l t  C einen 
u n b e k a n n te n  S k a la rfa k to r , so e n th ä lt auch  M diesen. Als F e h le rm a ß  fü r die 
G en au igke it von  у  b e tra c h te n  w ir neben  M noch  sp(M ), die S p u r (S um m e der 
F laup td iagonalg lieder) v o n  M. sp(M) is t e in fach  die Sum m e d e r m ittle ren  
F e h le rq u a d ra te  d er K o m p o n en ten  von  y.

W ir ergänzen  n u n  das A usgleichsproblem  d u rch  r , z u sä tz lich e  B eobach
tu n g e n  1 sa m t e n tsp rech en d en  V erm ittlu n g sg le ich u n g en  u n d  d u rch  r2 zusä tz 
liche (Zwangs-) B ed in g u n g en . A uch die P a ra m e te r  x k ö n n en  d u rch  n eu  h inzu 
k om m ende  x v e rm e h rt w erden , die in  den  n eu en  Z w an g sb ed in g u n g en  u n d  V er
m ittlu n g sg le ich u n g en  a u f tre te n . Die neuen  B eo b ach tu n g en  I  k ö n n e n  auch m it 
d en  u rsp rü n g lich en  k o rre lie r t sein. Die frü h e re n  G rößen  у n e n n e n  w ir nach 
s tren g em  A usgleich des m od ifiz ie rten  P ro b lem s je tz t  y. Ih re  F e h le rm a tr ix  sei

M u n d  sp(M) das en tsp re c h e n d e  F eh le rm aß . W elche A ussagen  lassen  sich über
\
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sp(M ) m a c h e n , ohne den  n e u e rlic h e n  A usgleich ta ts ä c h lic h  d u rc h z u fü h re n ?  

T riv ia le rw e ise  gilt sp(M) <1 sp(M ), da  durch  zusätz liche  In fo rm a tio n  die F e h le r  

je d e n fa lls  k le iner w erden. U n se r  Ziel is t es, sp(M ) n a c h  u n te n  ab zu sch ä tzen .

2. F o rm u lie ru n g  des E rgebnisses

V o re r s t  benötigen w ir e in ig e  T a tsach en  aus d e r S p e k tra lth e o rie  d e r M a
tr iz e n . E in e  p X p  M atrix  M b e s i tz t  s te ts  p  E ig en w erte  Ax, . . . , ?.p. Sie s in d  die 
W u rz e ln  d e r  algebraischen G le ich u n g  p -te n  G rades.

D e t ( A E - M )  =  0 f l )

H ie r  u n d  im  folgenden b e d e u te t  E  die E in h e itsm a tr ix . D ie G leichung (1) 
b e n ü tz t  m a n  n u r bei k le inem  p  z u r  ta tsäch lich en  B erech n u n g  d e r A,-. E s  sind  
z a h lre ic h e  rationellere  V e rfa h ren  zu  ih re r n u m erisch en  E rm ittlu n g  b e k a n n t. 
V iele M öglichkeiten  g ib t es, d ie  E igenw erte  a p rio ri a b zu sch ä tzen . Die E ig en 
w e rte  e rfü lle n  die G leichung

sp (M) = : Aj -(- A2 -f-. . .  -f- Ap . (2)

F a lls  M  e in en  u n b ek an n ten  S k a la r fa k to r  e n th ä lt , so ü b e r tr ä g t  sich d ieser au f 
die A,-. I s t  M eine F e h le rm a trix  (d . h . eine sy m m etrisch e , n ic h t n e g a tiv  de fin ite  
M a tr ix ) , so sind  die A, 0. W ir num erie ren  sie d e r G röße n ach :

А, >  A2 > . . .  >  Ap ;>  0 (3)

N u n  fo rm u lie ren  wir fo lgenden

Satz. E rg ä n z t man ein A usgleichsproblem  durch rx zusätzliche Beobachtungen  
und  r2 zusätzliche Bedingungen u n d  ist M bzw. M die p  X p  Fehlerm atrix irgend
welcher streng ausgeglichener G rößen vor bziv. nach der E rgänzung , ist r =  rx -|- r„ 
und  r <  p  so gilt

sp (M) ^  sp  (M) -  Z  A.- =  Г  A, (4)
J=1 j=r+1

D abei s in d  Ax ]> A2 . . . ^  0 die Eigenwerte von  M.
«

Z u sa tz . E s  ist stets möglich r =  r2 zusätzliche B edingungen  fo rm a l so zu  w ählen, 
daß in  (4) statt V  ein =  steht. D er Sa tz ist also in  dieser A llgem einheit nicht mehr 
verbesserungsfähig.

D a  d e r  m a them atische  B ew eis dieser A ussagen  d en  L eser v ie lle ich t w en i
ger in te re s s ie r t ,  bringen w ir v o re r s t  Beispiele.

Acta Geodaetica, Geophysica et Monlanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



ABSCHÄTZUNG DER VERBESSERUNG EINES AUSGLEICHS 169

3. A nw endungsbeispiele

a) M ehrfacher Bogenschnitt. (Siehe A b b . 1.) Seien zu n äch st die D is tan zen  
von  A, B , C nach  dem  N e u p u n k t P  m it g leichem  m ittle ren  F eh le r 1 gem essen  
w orden . D ie F e h le rm a tr ix  M der be id en  ausgeg lichenen  K o o rd in a te n  v o n  P  
b e re c h n e t sich zu

3, - r  
- 1 ,  3

—> + X

A M . 1

Es is t sp(M) =  — — m ittle re r  q u a d ra tisc h e r P u n k tlag e feh le r. Die b e id en  E ig en -
2 . 3 1

w erte  Aj, A2von M k a n n  m an  h ier m itte ls  (1) b e rech n en . (1) w ird  zu  A2— — A +  —
1 . . . . 2 . 2 u n d  lie fe rt ?.x — 1, A2 =■—. A15 A2 sind  h ie r n a tü r lic h  die Q u ad ra te  d e r b e id en
2

H alb ach sen  der F eh lere llipse  von  P . Ax -f- A2 e rg ib t gem äß (2) sp(M ).
W ir e rgänzen  n u n  das A usgleichsproblem  du rch  eine M essung d e r D i

s ta n z  D P  m it m ittle re m  F eh le r g . D ie F e h le rm a tr ix  der K o o rd in a te n  v o n  P  
nach  neuerlichem  A usgleich  nennen  w ir M. A u f G rund  des Satzes w issen  w ir

sp ( M ) ^ y

R echnen  w ir M ta tsä c h lic h  aus, so fin d en  w ir

(5)

M
1

3 g ~ l
3, -  1

- 1 , 3  +  2 g ~ 2

und  sp(M ) =  (6 +- 2^  2)/(4 -f- 3 g  2). F ü r  g  =  oo (keine zusätz liche  In fo rm a 

tion) w ird sp(ÍVÍ) =  , wie früher. F ü r  g  — 0 (Z w angsbedingung: D P  fe s t !)

2
w ird  sp(IVÍ) =  — . Z w ischen diesen G renzfä llen  w ächst sp(ÍVÍ) m o n o to n  m it 

w achsendem  g. D as =  in  (5) w ird  nie e rre ic h t.
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M essen wir statt D P  d ie  D istanz  D 'P  m it m ittle re m  F eh ler so e rh a lte n
w ir

3 1 +  /t 2
\  (I -, 3 -)- [j,

u n d  sp(M ) =  (3 +  Ju _2)/(2 +  2 Im  In te rv a ll  0 <[ ц  <[ oo w äch st эр(Й )
1 . 3  .

v o n  — bis — . Für,«  =  0 g ilt  in  (5) das = .  D ie U rsach e  d a fü r is t n a tü r lic h  d a r in  
2 2

zu su c h e n , daß die große A chse der F eh lere llipse  v o n  P  au f G rund  d e r 3 u r 

sp rü n g lic h e n  M essungen d ie  R ich tu n g  D 'P  h a t te .
b ) N ivellem entschleife. Z ur B estim m ung  d e r H öhen  h0, hv  . . ., hn _ 1 

v o n  n  P u n k te n  P 0, P j, . . . , P „ _ x w u rd en  die n  H ö h en u n te rsch ied e  A  h 01,
A hV2, . . ., A hn_ 2r A hn_J.0 u n ab h än g ig  v o n e in a n d e r  m it m ittle re m  F e h le r
1 gem essen . Zur F ix ie ru n g  d e r abso lu ten  H ö h e  w urde  die Z w an gsbed ingung  
h 0 +  h 2 -f- • • • +  hn_ 1 =  0 angenom m en. D ie n X n  F eh le rm a trix  M =  
d e r  s tre n g  ausgeglichenen H ö h en  A„, . . ., hn_ 1 is t  gegeben durch

,п] к = п - 1 П£  Ç f  ^(2 — С, — СГ1) 1
t = 1

w o b e i Cy =  n m it i — V— 1 ist. Die B erech n u n g  von  M in d ieser F o rm  
b e r u h t  a u f  einer F e h le r tra n s fo rm a tio n , ü b e r die in  [4] genauer b e r ic h te t  w ird . 
D ie  S p u r  von M ist

sp (M) =  (n2 -  1)/12 =  n2/12 +  0 (1 ).

D a s  S ym bol 0(1) b e d e u te t  eine b esch rän k te  i. a . v o n  n abhängige G röße. F ü r  
g ro ß e  n  sp ielt sie eine u n te rg e o rd n e te  R olle. D ie E igenw erte  von  M s in d  der 
G rö ß e  nach

V -1 =  =  (2 -  C, -  f k l)~l =  [4 sin2 ( к л /п ) ] - \

k  =  1 , . . . , — - 1 ,  Я„_х =  4“ 1, An =  0 .

M
4 —j— 4 u r 2

(D iese  Form eln  gelten  fü r  gerades n, fü r u n g erad es  n läu ft к von  1 bis ———

u n d  4 -“1 t r i t t  n ich t als E ig e n w e rt auf.)
W ir nehm en je tz t  n g e rad e  an  und  e rg än zen  das A usgleichsproblem  d u rch  

e in e  B eo b ach tu n g  des H ö h en u n te rsch ied es  zw ischen  P 0 und  P „  m it m it t le 

re m  F e h le r  ji. Sei M die n eu e  F e h le rm a trix  d e r ausgeglichenen H ö h en . D er 
S a tz  lie fe rt die A b sc h ä tz u n g :о

sp (M) >
n2 — 1

12
1

4 sin2 (Jr/zi)
+  0 (1) (5a)
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E in e  ta tsäch lich e  D u rch rech n u n g  liefert das R e su lta t:

sj,(M ) =
n2 -  4 

16

[x2 n2 +  8

12 n +  4 fi1

n

12
f*  +  0(1) ( 6)

F orm el (6) zeig t, d aß  fü r  große n  die A b sch ä tzu n g  (5a) ziem lich g u t is t . I n te r 
e ssa n t is t dabei, d aß  p2 in  (6) n u r  von d er O rd n u n g  n l w irksam  is t.

Sei n u n  n  d u rch  r -f- 1 te ilb a r  u n d  m  =  n/(r  -f- 1). E rg än zen  w ir das 
u rsp rü n g lich e  A usgleichsproblem  durch  die r B ed ingungen

hjm — k a -f- ô ku j m, j  =  1 , . . . ,  r  ,

w obei öh0j m b e k a n n te  feste  H ö h en u n te rsch ied e  sind , so liefert d er S a tz

sp(M ) ]> sp(M) - - ^  К  =
k = 1

n2 n2 1

12 2 7t2 fc=i k2

n2 n2 O-^V2 1

12 2 я 2 fc=i k2

T a tsäch lich e  D u rch rech n u n g  e rg ib t:

0(1) . .  . r gerade

(r -(-1 ) 2-(-0 (1 )... r  u n g e rad e

( ? )

sj) (M)
(2 r +  1) [n2 -  (r +  l ) 2]

12 (r +  l ) 2

2 r  +  1 

12 (r +  l ) 2
n2 +  0(1) ( 8 )

F ü r  r =  2 lie fert (7) sp(M ) 0,033 n2 -f- 0(1), w äh ren d  (8) sp(Sí) =  0 ,046  n2 -(- 
-f- 0(1) erg ib t.

B em erkung : Bei diesem  Beispiel w äre  es sinnvo ll neben sp(M ), sp(IVI) 

noch  die F eh le rm aß e  r  =  Ksp(M)/n, ?  =  Ksp(M)/re zu b e tra c h te n  u n d  e tw a  
als d u rch sch n ittlich e  H öhenfeh ler zu b eze ich n en . W ir sehen, d aß  r  m it  |An 
an w äch st. A ber bei festem  r h a t  auch ?  dieses V erh a lten . E ine  b e sc h rä n k te  
A nzah l zusä tz lich er B eo b ach tu n g en  und  B ed in g u n g en  ä n d e rt also a n  d em  fü r 
e in  N ivellem ent c h a ra k te ris tisch e n  F eh le rw ach s tu m  ]/n n ich ts . B ezüg lich  
V era llgem einerungen  dieses S ach v erh a lten s  siehe  [4].

4. Beweis des Satzes

Jed es A usgleichsproblem  k a n n  m an  a u f  eines n ach  v e rm itte ln d e n  B eo b 
ach tu n g e n  tran sfo rm ie ren . Also genüg t es, ein  solches zu b e tra c h te n : E x p ( I )  =  
=  Ax, C ov(l) =  C. D abei b e d e u te t das S ym bo l E x p  E rw a rtu n g sw e rt. D ie 
F e h le rm a tr ix  d e r ausgeglichenen  x is t N =  Cov(x) =  (A7C-1A )-1 . H o ch g e
s te llte s  T b e d e u te t d abei T ran sp o sitio n . D ie uns in te ressie renden  G rö ß en  y 
se ien  gegeben d u rch  y  =  Bx. Ih re  F e h le rm a tr ix  is t dem nach  gleich M == Cov(y) 

BNBT. D er w eite re  Beweis ze rfä llt in  3 T eile.
(1). W ir bew eisen  den  Satz  zu n äch st fü r  гг =  0 u n d  r2 =  r zu sä tz lich e  

B ed in g u n g en , die die F o rm  F x  =  f  hab en . W ir n eh m en  also auch an , d a ß  keine
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n e u e n  P a ra m e te r  x d azu k o m m en . W ir k ö n n en  d a n n  einfach folgendes b ed in g te  
A u sg le ich sp ro b lem  b e tra c h te n :  Exp(x) == x , Cov(x) =  N ,  F x =  f. D ies fü h r t  
a u f  fo lg en d e  F e h le rm a tr ix  fü r  die x  : ?} =  Cov(x") =  N — N F 1 ( F N F  ' ) _ 1 F N .  

W ir w ä h le n  eine q u a d ra tisc h e  M atrix  V  so, d a ß  V ( F N F T ) V 1 =  E  g ilt, u n d  e rse t
zen in  d e r  F orm el fü r  N F  d u rch  V _ 1 G .  D an n  is t  N  =  N -  N G T G N .  A u ß erd em  
g ilt G N G 1 =  E .  N u n  e rse tzen  w ir noch N  d u rc h  N  =  W 2, w obei W  =  W : 
die so g e n a n n te  po sitiv e  W urze l aus N  is t (siehe [1], S. 253). M it H  =  G W  

w ird  u n se re  F o rm el zu N  =  N  W H TH W , w obei H H T =  E  gilt.
F ü r  die F e h le rm a tr ix  Й  =  Cov(y) von  y  =  B x , e rh a lten  w ir Й  =  B N B 1 =  

=  M  B W H T H B W T. Also sp(ÄÜ) =  sp(M ) — sp (B W H T H W B T). N u n  b e 
h a n d e ln  w ir den  le tz te n  T e rm  w eiter. D a  s p ( X 1X) =  sp(X X 1) fü r  beliebiges 
X  g ilt , fo lg t (m it X =  H W B T): sp (B W H TH W B T) =  sp (H W B TB W H T). H  h a t  
zu g le ich  m it F  r Zeilen. Sie sind  o r th o n o rm ie r t  wegen H H 1 =  E . A lso ist 
H W B 1B W H  1 eine r-d im ensiona le  S ek tion  d e r  M atrix  W BTB W  (siehe [2],
S. 76 !). S om it is t

sp (H W B T B W H T) ^  i  Ak (9)
k= 1

w en n  Aj, . . ., Ar die r  g rö ß ten  E igenw erte  v o n  W B  'B W  sind. D a bei belieb igem  
X d ie  v o n  N ull versch ied en en  E igenw erte  v o n  X 'X  und  X X 1 ü b e re in s tim m en , 
s in d  (m it  X  =  BW ) die A/( au ch  die r g rö ß te n  E igenw erte  v o n  B W W B  Г =  
B N B T =  M . D am it is t  Teil (1) bew iesen. W ä h lt  m an  in (9) die Zeilen v o n  H 
g leich  d e n  E ig en v ek to ren  v o n  W B 1 B W  zu  d e n  E igenw erten  Ax, . . . , A,, so 
g ilt in  (9) das =  Zeichen. D a  sich aus H  e in d e u tig  F  berechnen  lä ß t , is t der 
Z u sa tz  bew iesen.

(2). N u n  bew eisen w ir d en  Satz  fü r  rx 0 u n d  b e tra c h te n  das A usg leichs
p ro b le m  E x p ( l)  =  A x ,  E x p (I )  =  A x ,  F x  =  f  u n d

C C 

CT c

W ie d e ru m  lassen w ir noch  keine zu sä tz lich en  P a ra m e te r  x zu. D ie Z e ilen an 
z ah l v o n  A  is t rv  jen e  v o n  F  r 2 . r1 -j- r2 =  r. N e b e n  D b e tra c h te n  w ir die M atrix

l c T , CT C - 4 ;
E s i s t  D  =  U D U r m it

u  =  [ E ’ °  .
с т  с - 1, 0

D a h e r  is t  Ô eine F e h le rm a tr ix . Die M atrix  C  C TC — is t n ich t n e g a tiv  d e fin it, 
d e n n  sie  is t  gleich ( — C ' C _ 1 , E ) D ( — E T C - 1 , E ) T . D a h e r is t D — Û  n ic h t n e g a tiv  
d e f in i t .  D as b e d e u te t, d aß  w ir bei einem  s tre n g e n  Ausgleich m it Ô k le inere
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F eh le r, also auch ein k leineres sp(M ), e rh a lte n  als bei e inem  A usgleich  m it D. 
N u n  g ilt ab er ( — CTC_1, E )f) =  0 .  D as h e iß t bei einem  A usgleich  m it Ô b e s te 
h en  zw ischen den B eo b ach tu n g en  die B e d in g u n g e n !— C C-1 l  =  O. D a  diese 
B ed in g u n g en  auch  zw ischen den  E rw a rtu n g sw e rte n  g e lten  m üssen , g ilt E x p  
(1 —t ' C _1l )  =  (Ä C ' C _1A ) x =  0. D ah er re d u z ie rt sich  das A usg le ichsp ro 
b lem  a u f  E x p ( l)  =  Ax, C ov(l) =  C, (A C 'C _1A)x =  O, F x  =  f. D iesen Fall 
m it Tj r2 =  r zusä tz lich en  B ed ingungen  h a b e n  w ir a b e r oben  schon  b e h a n 
d e lt. J e tz t  liefert e r uns eine u n te re  S chranke fü r  sp(M ), w om it Teil (2) des 
B ew eises b een d e t is t.

(3). Z um  Schluß lösen w ir uns von  d er E in sc h rä n k u n g , d aß  in  d en  h in z u 
k o m m en d en  B edingungs- u n d  V erm ittlu n g sg le ich u n g en  keine zusä tz lich en  
P a ra m e te r  x au ftre te n . T re te n  w elche auf, so d en k en  w ir u ns das P ro b lem  d u rch  
die w eite ren  zusätz lichen  B ed ingungen  x  =  О e rg än z t. D ad u rch  s in k t  sp(M ) 
noch  w eite r ab . S etzen  w ir an d re rse its  x  =  0  in  die B ed ingungs- u n d  V e rm itt
lungsg le ichungen  ein, so e rh a lte n  w ir den  z u le tz t b e tra c h te te n  F a ll. E r  lie fe rt 
uns eine u n te re  S chranke fü r  sp(M ), w om it je tz t  alles bew iesen  ist.
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E ST IM A T IO N  O F  T H E  IM P R O V E M E N T  R E A C H E D  IN  A N  A D JU S T M E N T  
T H R O U G H  C O M PL E M E N T A R Y  M E A S U R E M E N T S A N D  C O N D IT IO N S

P. MEISSL

SU M M A RY

T he sum  of th e  squares o f th e  m ean  sq u are  e rro rs  is chosen as a confidence m easu re  o f 
rig o ro u sly  a d ju s te d  q u a n titie s . T h e  sum  is eq u al to  th e  tra c e  o f  th e  e rro r m a tr ix  (co v arian ce  
m a tr ix ) . T he e igenvalues o f  th is  e rro r-m a tr ix  allow  an  a p rio ri e s tim a tio n  of th e  decrease  o f th e  
given erro rs , w hen th e  a d ju s tm e n t is su p p lem en ted  b y  co m p le m e n ta ry  o b se rv a tio n s  o r co n d i
tions.

ОЦЕНКА ПОПРАВОК, ПОЛУЧЕННЫХ ИЗ УРАВНИВАНИЯ, ПРИ 
ПОМОЩИ ДОБАВОЧНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ И УСЛОВИЙ

П. МЕЙССЛ 

РЕЗЮМЕ
Ценой точности строго уравновешенных величин выбираем сумму квадратов их 

средней квадратической ошибки. Эта сумма равна сумме членов главной диагонали 
(следу) матрицы ошибок. При помощи собственных значений этой матрицы ошибок воз
можна априорная оценка, относящаяся к тому, что в какой мере уменьшается данное 
значение ошибки, если проблема уравновешивания дополняется определенным коли
чеством добавочных наблюдений, или же условий.
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Ü B E R  D I E  N O R M U N G  D E R  P R Ü F U N G E N  

G E O D Ä T I S C H E R  I N S T R U M E N T E

GY. A L PÁ R

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

A. O R B Á N

GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
SOPRON

[E ingegangen  am  22. Ju n i  1968]

D ie V erfasser d e r S tu d ie  e rö rte rn  die P rob lem e d e r N o rm u n g  der P rü fu n g e n  g e o d ä ti
scher In s tru m e n te . V o re rs t w erden  die Z ielsetzungen de r In s tru m e n te n p rü fu n g e n  b esp rochen . 
H ie r w erden  die zu r K o n tro lle  de r Ju s tie ru n g  der In s tru m e n te ,  w eiter zur B estim m u n g  d e r 
L eis tu n g sd a ten  v o llzu fü h ren d en  P rü fu n g en  bzw. deren  P ro b le m e  e rö rte r t.

Im  w eiteren  w erden  die F eh lerquellen  der m it g eo d ätisch en  In s tru m e n te n  vollzoge
n en  M essungen h in s ich tlich  d e r B estim m u n g  der L e is tu n g sd a ten  an a ly s ie rt, u n d  d ie  v o n  d e r  
K o n s tru k tio n  der In s tru m e n te  h e rrü h re n d e n  sog. in n eren  u n d  von üb rig en  U m stä n d en  s ta m 
m enden  äußeren  F eh lerq u e llen  u n tersch ied en .

E s w erden die fü r  die n u m erische  C harak teris ie ru n g  d e r L e is tu n g sd a ten  an g ew en d e ten  
m ittle re n  F eh ler u n d  de ren  B erech nungsm ethoden  k r itisc h  b e tra c h te t.

D ie N orm ung  is t  neuerd ings n ich t n u r in  d en  einzelnen  L än d e rn , so n d ern  
auch  a u f  in te rn a tio n a le r  E b en e  eine allgem eine B estreb u n g . Die Z ielsetzungen  
d er N o rm u n g  sind  bezüglich  d er F e rtig u n g  u n d  d er P ro d u k tio n  allgem ein  
w o h lb ek an n t, u n d  eine g u t o rgan isierte  K o o p e ra tio n  is t ohne deren  V erw irk 
lich u n g  k au m  v o rs te llb a r . Im m e r m ehr P rob lem e tr e te n  ab e r h in sich tlich  d e r  
K o n tro lle  der als E rgebn isse  d er N orm ung  e rsch e in en d en  D a te n  (M aße, q u a n 
t i ta t iv e  Z usam m en se tzu n g en  usw .) auf. Dies b ra c h te  uns schon  v o r  J a h re n  
zum  G edanken  d er N o rm u n g  d er P rü fu n g en  g eo d ä tisch er In s tru m e n te . D as 
G eodätische  F o rsch u n g slab o ra to riu m  der U A dW  b e sc h ä ftig t sich —  zw ar u n te r  
bescheidenen  V erh ä ltn issen  —  schon  seit drei J a h re n  m it d iesbezüglichen  F o r
schungen  [1], deren  E rg eb n is  die A u sarb e itu n g  m eh re re r  so lcher P rü fm e th o d e n  
w ar. D ie aufgew orfenen  P rob lem e sind  aber u n se re r  M einung nach  noch  w eitaus 
n ic h t gelöst, da die noch  b esteh en d en  S chw ierigkeiten  uns eben au fg ru n d  u n se 
re r  U n te rsu ch u n g en  offensich tlich  w urden .

O berfläch lich  b e tra c h te t  scheinen  die P ro b lem e  d er In s tru m e n te n p rü 
fu n g en  fü r  einfach, d a  ja  die ju n g e n  F o rscher a u f  dem  G ebiete d e r G eodäsie 
sich h äu fig  in  ih ren  e rs ten  S tu d ien  m it In s tru m e n te n p rü fu n g e n  befassen . Es 
sei ab e r b em erk t, d aß  in  d ieser B eziehung bis j e t z t  seh r viele V erw irrungen  
b es teh en  u n d  a u f  e in he itlichen  G ru n d sä tzen  b e ru h e n d e , zu r N o rm u n g  b ra u c h 
b a re  In s tru m e n te n p rü fu n g e n  z. Z. noch k au m  v o rh a n d e n  sind . D a h e r wollen 
w ir im  folgenden die In s tru m e n te n p rü fu n g e n  e iner so lchen  K ritik  u n te rz ie h e n , 
d aß  w ir durch  sie ein  k la res B ild bezüglich d er b e s teh en d en  P rob lem e, d e ren
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L ö su n g sm ö g lich k e iten  u n d  d e r  im  L aufe d er N o rm u n g  der P rü fu n g e n  zu  lösen
d en  A u fg ab en  e rh a lten .

V o re rs t soll die F ra g e  d e r genauen  Z ie lse tzungen  der In s tru m e n te n p rü 
fu n g e n  u n te rsu c h t w erden . D iese F rag es te llu n g  is t  g a rn ich t ü b erflü ssig , da  die 
m e is te n  b e s tr itte n e n  P ro b lem e  a u f  diese G ru n d lag e  z u rü ck zu fü h ren  sin d . Dies 
soll h ie r  ausführlich  e rö r te r t  w erden .

V o n  der b isherigen  P ra x is  —  die b e k a n n tlic h  n ic h t fü r  v o llk o m m en  falsch 
b e t r a c h te t  w erden k a n n  —  ausgegangen , k a n n  fe s tg e s te llt w erden , d a ß  In s tru 
m e n te n p rü fu n g e n  allgem ein  v o n  zwei G esich tsp u n k ten  v o llfü h rt w o rd en  sind. 
D e r  Ju s tie ru n g sz u s ta n d  d er In s tru m e n te  m u ß te  im m er —  u n d  m uß  au ch  in  der 
Z u k u n f t  —  u n ab h än g ig  v o n  d en  auch  von  den  In s tru m e n te n fa b r ik e n  d u rch g e
f ü h r te n  P rü fu n g en  k o n tro llie r t  w erden . Es k a n n  näm lich  n ic h t b e s tr i t te n  w er
d e n , d a ß  fü r  die g eo d ä tisch en  A rbe iten  in  e rs te r  L inie der G eodät v e ra n tw o r t
lich  i s t ,  u n d  eben seiner V e ra n tw o rtu n g  b e w u ß t, is t er gezw ungen, die allge
m e in  b e k a n n te n  P rü fu n g e n  zu r K on tro lle  des Ju s tie ru n g sz u s ta n d e s  —- in 
gew issen , von  den U m s tä n d e n  b ed in g ten  Z e ita b s tä n d e n  —  zu vo llfü liren . M it 
d ie se n  P rü fungen  u n d  d e ren  M ethoden  w ollen w ir uns —  da  sie allgem ein 
b e k a n n t  sind —  n ich t e in g eh en d  befassen , es sei ab e r b em erk t, d aß  sie die Basis 
a lle r  w eite ren  P rü fu n g en  b ild en . Es sei auch  b e m e rk t, daß  diese P rü fm e th o d e n  
in  Z u sam m en h an g  m it n e u e n  K o n s tru k tio n e n , wie z. B. bei au to m a tisc h e n  
N iv e llie r in s tru m e n te n , bei T h eo d o liten  m it au to m a tisch em  H ö h en in d ex , bzw . 
T a c h y m e te rn , oft noch  n ic h t  g e k lä rt oder w en igstens n ich t a llgem ein  b e k a n n t 
s in d . I n  gegebenen F ä llen  m u ß  m an  d ah e r im m er eigens u n te rsu c h e n , welche 
P rü fu n g e n  bei einer n eu en  In s tru m e n te n k o n s tru k tio n  die a llgem einen  E rfo r
d e ru n g e n  der Ju s tie ru n g  b en ö tig en .

D ie genaue B esch re ib u n g  d er Z ie lsetzungen  d er P rü fu n g en , b e i d enen  die 
L e is tu n g sd a te n  eines g eo d ä tisch en  In s tru m e n te s  zu  b estim m en  s in d , is t aber 
sch w ie rig e r. W ird  n äm lich  die F rag e  geste llt, w as die w eitere  V erw endung  
d e r  zu  bestim m en d en  L e is tu n g sd a te n  sein  w ird , so k o m m t n äm lich  gleich eine 
g an ze  R eihe ungelöster P ro b lem e  zum  V orschein . Von d er V erw en d u n g  is t es 
n ä m lic h  abhängig , w elche d ie  zu b estim m en d en  L e is tu n g sd a ten  sin d . U n ab 
h ä n g ig  davon  m uß  ab e r zugegeben  w erden , d aß  bezüglich  d e r w e ite ren  V erw en
d u n g  d e r in  F rage  s te h e n d e n  L e is tu n g sd a ten  uns seh r w enig an n eh m b are  
A n g a b e n  zur V erfügung s te h e n , u n d  un se re r M einung n ach  is t dies d e r sp rin 
g en d e  P u n k t des P ro b lem s d e r  N orm ung  von  In s tru m e n te n p rü fu n g e n . Es soll 
h ie r  d a ra u f  hingew iesen w erd en , d aß  die in  F rag e  s teh en d en  L e is tu n g sd a ten  
b e k a n n tl ic h  die F u n k tio n  m eh re re r , vom  In s tru m e n t u n ab h än g ig e r, u n d  schw ie
rig  k o n tro llie rb a re r  F a k to re n  sind . D ah er k ö n n en  die so b e s tim m te n  L e is tu n g s
d a te n  auch  im  F alle  g u t g e n o rm te r In s tru m e n te n p rü fu n g e n  n ic h t als v e rläß 
lich e  B asen  zur P la n u n g  u n se re r  M eßarbeiten , o d e r zu r B es tim m u n g  g eo d ä ti
s c h e r  A rbe itsno rm en  b e t r a c h te t  w erden , d a  die Z u sam m en h än g e  zw ischen  den 
g e n a n n te n  F ak to ren  u n d  d e n  L e is tu n g sd a ten  m it e n tsp rech en d er G enau igkeit
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noch  n ic h t g ek lä rt w orden  sind . Dieses P ro b lem  k a n n  u nserer A nsich t n a c h  n ich t 
e inm al so u m gangen  w erden , daß  au fg ru n d  —  u n te r  gleichen U m s tä n d e n  —  
vo llzogener Y erg leichsm essungen  re la tiv e  L e is tu n g sd a te n  b e s tim m t w erden , 
die sich in  gegebenem  F alle  z. B. a u f einen w o h lb e k a n n te n  u n d  sich g u t b e w ä h r
te n  In s tru m e n te n ty p  beziehen . Dieses P ro b lem  k o m m t noch sch ärfe r zu m  V or
schein , falls die zu b es tim m en d en  L e is tu n g sd a te n  zu r B eu rte ilu n g  d e r Q u a litä t 
eines gegebenen In s tru m e n te s , oder als G ru n d lag en  zur K lassen e in te ilu n g  in  
eine gegebene K a teg o rie  in  Z u sam m enhang  m it d er g ep lan ten  K la sse n e in te i
lung  d e r geodätischen  In s tru m e n te , v e rw en d e t w erden  so llten  (siehe z. B . [2]). 
Bei In s tru m e n te n p rü fu n g e n  solcher Z ielsetzung  k a n n  m an  näm lich  u n b e g rü n 
d e t ü b e r so n st seh r w irtsch a ftlich  an w en d b a re  In s tru m e n te  eine u n g ü n stig e  
B eu rte ilu n g  geben, w enn  w ir n u r  m it d e r In b e tra c h tn a h m e  d er ü b lich en  
G en au ig k e itsd a ten  ein U rte il fä llen , die D a te n  bezüglich  der G eschw ind igkeit 
d e r B ed ienung , d e r E lim in ie rb a rk e it der V ergessenheitsfeh ler, des M aßes der 
zu r B ed ienung  no tw en d ig en  F ach k en n tn isse  usw . ab e r au ß er a c h t lassen . 
In  d iesem  F alle  is t es d a h e r  au ß ero rd en tlich  w ich tig , bezüglich d er zu  b e rü c k 
sich tig en d en  L e is tu n g sd a te n  einig zu  sein u n d  die en tsp rech en d en  P rü fu n g e n  
zu no rm en .

W ird  also v e re in b aru n g sg em äß  an g en o m m en , d aß  die Z ie lse tzu n g  der 
P rü fu n g en  zu r B estim m u n g  der L e is tu n g sd a te n  von  geodätischen  In s tru m e n 
te n  die B estim m u n g  d er nö tig en  D a ten  zur K lassen e in te ilu n g  u n d  zu r P la n u n g  
d er geodätischen  M essungen bzw . N orm en is t , so steh en  w ir einem  k o m p liz ie r
te n  P ro b lem en k re is  gegenüber, dessen w esen tliche  G esich tsp u n k te  au fg ru n d  
u n se re r  b isherigen  U n te rsu ch u n g en  im  fo lgenden  zu sam m en g efaß t w erden .

Die geodätischen  In s tru m e n te n fa b rik e n  p flegen  ih re  In s tru m e n te  au ß e r 
den  üb lichen  P a ra m e te rn  (F e rn ro h r-V erg rö ß eru n g , freie Ö ffnung, k le in s te r  
K re isab lesew ert, L ibe llenangaben , usw .) bezüg lich  d er G enau igke it d e r  zu 
vo llz iehenden  M essungen m eistens n u r  m it e in e r einzigen A ngabe zu  c h a ra k te 
risieren . E s w erden  m eistens bei T h eodo liten  die W inkel- oder R ic h tu n g sm e ß 
gen au ig k e it, bei T a c h y m e te rn  au ß er den  V orherigen  noch die G en au ig k e it 
d er M essung von  E n tfe rn u n g - u n d  H ö h en u n te rsch ied en  au f 100 m  bezogen , 
bei N iv e llie rin s tru m en ten  ab e r der k m -m ittle re  F eh le r des H in- u n d  R ü c k n iv e l
lem en ts  angegeben . B edauerlicherw eise  w ar das B estreb en  der m e is ten  b ish e ri
gen In s tru m e n te n p rü fu n g e n  n ich t m ehr (siehe z. B . [3] u n d  [4]); so w u rd e  die 
G en au igke it der In s tru m e n te  n u r  m it den ob igen  D a te n  c h a ra k te ris ie r t. E s is t 
ab e r le ich t e inzusehen , d aß  die obigen G en au ig k e itsd a ten  von v ielen  U m s tä n 
den  ab h än g ig  sind , so d aß  w ir bei p ra k tisc h e n  M essungen sogar m it V e rä n d e 
ru n g en  von  m ehreren  100%  rechnen  k ö n n en . Im  w eiteren  soll a u f  d ie  w ich
tig e ren  F eh lerquellen  liingew iesen w erden , die die in  F rage  s teh en d en  G en au ig 
k e itsd a te n  beeinflussen  kö n n en . M an k an n  a llgem ein  innere und  äu ß e re  F e h le r
quellen  u n te rsch e id en , je  nach  dem , ob sie v o n  d e r K o n s tru k tio n  des I n s t r u 
m en tes  abh än g ig  oder u n ab h än g ig  sind . D iese A ufte ilu n g  b e tra c h te n  w ir aber
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n ic h t  f ü r  s tre n g  gültig , da  w ir auch  F eh le rq u e llen  zu e rö rte rn  h a b e n , d e ren  
E in g lie d e ru n g  n u r  w illkürlich  d u rch g e fü h rt w e rd en  kann .

Im  F alle  von  T h eo d o liten  wollen w ir z u e rs t  die Q uellen des R ic h tu n g s 
feh le rs  u n te rsu c h e n . H ier w erd en  allgem ein zw ei K o m p o n en ten : d er Z ie lfeh ler 
des F e rn ro h re s  u n d  d er K re isab lesefeh le r u n te rsc h ie d e n . B eide s te h e n  a b e r  
au ch  s e lb s t  noch u n te r  d er W irk u n g  von  z a h lre ich en  anderen  F a k to re n . Die 
G e n a u ig k e it d er Z ielfassung m it dem  F e rn ro h r  k a n n  z. B. m it e iner e inzigen  
A n g a b e  —  wie dies h e u te  n o ch  m eistens ü b lich  is t  —  n ich t c h a ra k te ris ie r t w er
den . W ü rd e n  w ir n u r au fg ru n d  d e r op tischen  D a te n  des F ern rohres e inen  a p rio ri 
Z ie lfeh le r berechnen , so m ü ß te n  w ir noch in  B e tra c h t  ziehen, d aß  dies noch  
die F u n k t io n  der B e le u c h tu n g s tä rk e  (w om it d ie  P rü fu n g  d er D ä m m e ru n g s
le is tu n g  d e r F e rn ro h re  z u sam m en h än g t) , d e r  Q u a litä t  der K o n tr a s tü b e r tr a 
g u n g  u n d  n ic h t zu le tz t d er F o rm  d er an zu z ie len d en  M arke, bzw . in  d iesem  
Z u sa m m e n h a n g  der A u sfü h ru n g  des F a d en k reu zes  is t. F ü r die P rax is  is t  schon  
w egen  d e r  versch iedenen  F o rm  d er an g ez ie lten  M arke die C h a rak te ris ie ru n g  
d e r R ic h tu n g sg en au ig k e it eines F ern ro h res  d u rc h  eine einzige A ngabe n ic h t 
m ö g lich . Es is t ja  a llgem ein  b e k a n n t, d aß  m a n  g en au er a u f  eine Z ie lta fe l als 
a u f  e in e n  F lu c h ts ta b  o rien tie ren  k an n  und  d a ß  au ch  ein num erisch  au sd rü c k - 
b a re r  Z u sam m en h an g  zw ischen  der F o rm  u n d  B e leu ch tu n g  d er Z ie lm arke , der 
Z ie le n tfe rn u n g , d er F o rm  des F ad en k reu zes u n d  dem  Zielfehler b e s te h t . Zu 
all d ie se n  m üssen  noch  die v o n  der Z eit u n d  R ic h tu n g  b ed in g ten  Ä n d eru n g en  
d e r o p tis c h e n  E ig en sch aften  d e r L u ftu m g eb u n g  h e rrü h re n d e n  F eh le r (L u f tv i
b ra t io n , R e fra k tio n  usw .) a d d ie r t  w erden . E s d a r f  n ich t au ß e r A ch t gelassen  
w e rd e n , d a ß  die Z ielfassung le tz te n  E ndes ein  zu  dem  B eobach te r g e b u n d en e r 
p sy ch o lo g isch e r V organg  is t  (S y m m etrie -S ch ä tzu n g ), der den  U rsp ru n g  von  
h e u te  n o ch  schw er k o n tro llie rb a re n  F eh le rq u e llen  b ild e t. A ußer d er o p tisch en  
L e is tu n g s fä h ig k e it  d er A b lesev o rrich tu n g  is t  d e r F eh ler d er K re isab lesu n g  
eb en fa lls  F u n k tio n  der g ü n s tig s te n  E in s te llu n g  d e r  B e leuch tung  (deshalb  w u rd e  
v o n  u n s  b e re its  v o r J a h re n  em pfohlen , die B e le u c h tu n g  der K re isab lesu n g en  
d e r  P rä z is io n s th e o d o lite  n u r  m it k ü n stlich en  L ich tq u e llen  zu lösen), des e tw a i
gen  m ech an isch en  Feh lers d e r  A b le sev o rrich tu n g  (des to te n  G anges des M ikro
m e te rs ) , d e r K re iste ilungsfeh le r, und  vom  T y p  d e r A b lesev o rrich tu n g  ab h än g ig  
d e r b e i d e r  K oinzidenz, bzw . b e i der S y m m etrie -E in s te llu n g  d er K re is te ils tr ich e  
b zw . S c h ä tz u n g  ih re r Lage (Z eh n te l-S ch ä tzu n g ) a u f tre te n d e n  psycho log ischen  
F e h le r  sow ie der T e ilungsfeh ler der M ik rom eterska le .

B is je tz t  w urde v o n  d en  die G en au ig k e it d e r  R ich tu n g sm essu n g  b ee in 
f lu s se n d e n  üb rigen  In s tru m e n te n fe h le rn  n ic h t gesprochen , obw ohl sie in  gege
b e n e m  F alle  b ed eu ten d  sein  kö n n en . W enn  w ir näm lich  d er obigen V o ra u s
s e tz u n g  en tsp rech en d  bei u n te r  L a b o rv e rh ä ltn isse n  k o n tro llie r ten  ä u ß e ren  
U m s tä n d e n  n u r  den  auch  e inzeln  b e s tim m b a re n  m ittle ren  F eh le r d e r Z ielfas
su n g  m it  dem  F e rn ro h r u n d  der K re isab lesu n g  ц к  in  B e tra c h t z iehen  u n d  
a u ß e rd e m  vorau sse tzen , d a ß  die F eh le r eine n o rm a le  (G auss’sche) V erte ilu n g
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h a b e n , so is t in  dem  ziem lich häu fig  v o rk o m m en d en  Falle , w enn d e r u n m it te l 
b a r  b es tim m b are  m ittle re  F eh le r fiR e iner R ich tu n g sm essu n g  g rö ß er als der 
v o n  d en  K o m p o n en ten  be rech en b are  W ert, d . h .

/4 > /4 +  И к

is t, so m uß  m an  das V orhan d en se in  von  w eite ren  F eh le rque llen  a n n eh m en . E s is t 
n u n  schon  e in leu ch ten d , d aß  besonders die ev en tu e llen  m echan ischen  F eh le r 
d e r K lem m - u n d  F e in sch rau h en  ( to te r  G ang, N achg ieb igkeit) u n m itte lb a r  a u f  
die G enau igkeit d er R ich tungsm essung  au sw irk en , ab e r die U n v o llk o m m en h e i
te n  d e r A chsen, d er F u ß sc h ra u b e n , der L ibellen  u n d  auch  die des S ta tiv e s  k ö n 
n en  F eh le r v e ru rsach en .

Es is t a u ß e ro rd en tlich  w ichtig , daß  eben  w egen  d er eventuellen  T e m p e ra 
tu ra b h ä n g ig k e it d er oben  e rw äh n ten  F eh ler m ech an isch en  C h arak te rs  die T e m 
p e ra tu r s ta b il i tä t  d er In s tru m e n te  gep rü ft w erde . H ie r  denken  w ir n ic h t a n  die 
U n te rsu ch u n g  d er R ich tu n g sm eß g en au ig k e it be i e inseitigen  d ra s tisch en  W ä r
m eeinw irkungen , so n d ern  an  U n te rsu ch u n g en  be i d u rch sch n ittlich e r T e m p e ra 
tu rv e r te ilu n g  in n e rh a lb  des gew ünsch ten  T em p era tu rb ere ich es  im  L au fe  d er 
p ra k tisc h e n  M essungen. F eh le r so lcher A rt k o m m en  häu fig  bei T h eo d o liten  
m it e inseitiger A b lesev o rrich tu n g  sowie bei T h eo d o liten  m it S p ieg e lfe rn ro h r 
vo r.

V om  m ittle re n  F eh le r d er R ich tu n g sm essu n g  k an n  der m ittle re  F e h le r  
d e r W inkelm essung  th eo re tisch  bere its  ab g e le ite t w erden. T ro tzd em  k ö n n en  
w ir in  vielen  F ä llen  sehen , d aß  der u n m itte lb a r  b e s tim m b a re  m ittle re  W in k e l
m eßfeh le r f iw g rößer als 2 is t, u n d  d ah er m ü ssen  w eitere F eh lerquellen  an g e 
n o m m en  w erden . D ie h äu fig s ten  u n te r  diesen s in d  die E x z e n tr iz itä ts fe h le r  d er 
In s tru m e n te n a u fs te llu n g  (bzw . der Z ie lau fste llung), die aber bei L a b o ru n te r 
su ch u n g en  d u rch  A nw endung  von  K o llim a to ren  e lim in ie rb a r sind . M an m u ß  
a b e r h a u p tsäch lich  bei P räz is io n sth eo d o liten  u n te r  den F eh le rq u e llen  d er 
W inkelm essung  auch  die F eh le r der K re is te ilu n g en  u n d  der T eilungen  d e r  M i
k ro m e te rsk a la s , die E x z e n tr iz itä ts feh le r  d er R ep e titio n sach sen sy stem e  u n d  
a llgem ein  die von  dem  speziellen A u fb au  des v o rh a n d e n e n  In s tru m e n te n ty p s  
h e rrü h re n d e n  ev en tu e llen  w eiteren  F eh ler in  R e tra c h t  ziehen.

Schon aus d er ob igen schem atischen  D a rs te llu n g  is t es e rs ich tlich , d aß  
die R ich tu n g - bzw . W in kelm eßgenau igkeit d e r  T h eo d o lite  die F u n k tio n  seh r 
v ieler in n e re r u n d  ä u ß e re r  F eh lerquellen  is t. D ie ä u ß e ren , vom  I n s tru m e n t  
u n ab h än g ig en  F eh le rq u e llen  können  zw ar bei L a b o rp rü fu n g e n  w e itgehend  a u s 
g e sch a lte t w erden , a u f  diese W eise können  w ir a b e r  n u r  w illkürliche, fü r  L a b o r
v e rh ä ltn isse  c h a ra k te ris tisch e  D a ten  e rh a lten .

Im  Falle v o n  T a c h y m e te rn  sind  die F eh le re lem en te  der R ich tu n g - bzw . 
W ink e lm eß g en au ig k eit m it denen  der T heod o lite  üb ere in stim m en d . Z u sä tz 
lich is t in  diesem  F alle  die P rü fu n g  d er o p tisch en  E n tfe rn u n g - u n d  H ö h en -
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U n te rsch ied sm eß g erä te  erfo rd erlich . T ro tz  d e r w e iten  Skale der v e rsch ied en en  
L ö su n g sm ö g lich k e iten  k a n n  au ch  dieses P ro b le m  a u f  die P rü fu n g  d er G en au ig 
k e it  v o n  p a ra lla k tisc h en  W in k e ln  (d ia s tin o m e trisch en  W inkeln) eines T a c h y 
m e te rs  (siehe [5] u n d  [5a]) v e re in fa ch t w erd en . I n  diesem  F alle  m essen  w ir 
zw ar, ab g eseh en  von ein igen  A usn ah m en  (z. B . B asis la tte ), die in  R ede  s te h e n 
d en  W in k e l n ich t, so n d ern  es w erden  die zu  d em  gegebenen W in k e lw ert gehö
rig en  L a tte n a b le su n g en  b e s tim m t, ab e r d e ren  F e h le r  können  im m er in  W in k e l
w e rte  u m g erech n e t w erden , u n d  so k ö n n en  im  P rinz ip  von  d e r E n tfe rn u n g  
u n a b h ä n g ig e  G enau igke itsw erte  e rh a lte n  w erd en . N ach  der b e s te h e n d e n  P ra 
xis p f le g t  m an  aber die G en au ig k e itsd a ten  d e r versch iedenen  o p tisch en  E n t
fe rn u n g -  u n d  H ö h en u n te rsch ied sm eß g erä te  v e re in b aru n g sg em äß  a u f  eine 
100 m -E n tfe rn u n g  zu b e rech n en , da  diese D a te n  sogar in  W inke lw erten  ausge
d r ü c k t  m e h r  oder w eniger en tfe rn u n g sa b h ä n g ig  sind . W as die F eh le rq u e llen  
d ie se r W inke lm essungen  b e tr if f t , so sind  v ie le  V aria tio n en  —  v o n  d en  v e r
sc h ie d e n e n  K o n s tru k tio n e n  b e d in g t —  m öglich , ab e r auch h ier k ö n n e n  d ie vom  
I n s t r u m e n t  abhäng igen  in n e re n  u n d  die v o n  ü b rig e n  U m stän d en  v e ru rsa c h te n  
ä u ß e re n  F eh le re lem en te  u n te rsch ied en  w erd en . B ei den sich n ach  k o n s ta n te n  
o d e r gegebenen  F u n k tio n e n  v e rä n d e rn d en  d ia s tin o m etrisch en  W in k e ln  is t  eine 
b e d e u te n d e  F ehlerquelle  n e b s t den  b ish erig en  noch  der sy s tem atisch e  F eh le r 
d ie se r W in k e l, dessen T e m p e ra tu ra b h ä n g ig k e it au ch  u n te rsu c h t w erd en  m uß. 
E s  so ll d ie bei den u n te r  v e rän d erlich en  U m stä n d e n  vollzogenen L a tte n a b le 
su n g e n  vo rk o m m en d e  D ezim al-S ch ä tzu n g  au ß e rd em  eigens h e rv o rg eh o b en  
w e rd e n , d ie  auch einen  v o m  B eo b ach te r ab h än g ig en  persönlichen  C h a ra k te r  
h a t .

D e r  fü r  die N iv e llie rin s tru m en te  c h a ra k te ris tisch e  m ittle re  k m -F e h le r  
b e s te h t  au ch  aus v ielen , g rö ß ten te ils  v o m  In s tru m e n t u n ab h än g ig en  F e h le r
e le m e n te n . S treng  genom m en  d ü rfte  auch  d ie  G enau igkeitsangabe n u r  gem ein
sa m  m it  d en  übrigen  w esen tlich en  D a te n  fü r  d ie  G enauigkeit des In s tru m e n te s  
als c h a ra k te ris tisc h  an g en o m m en  w erden . W ie es auch  aus einigen in  d e r  F a c h 
l i t e r a tu r  au ffin d b aren  au sfü h rlich en  U n te rsu c h u n g e n  h erv o rg eh t, is t  d e r  m it t 
le re  k m -F e h le r  die F u n k tio n  der L a tte n e n tfe rn u n g , der E in h e it d e r L a t te n 
te ilu n g  u n d  auch dessen , ob die L a tte n a b le su n g e n  m it oder ohne M ik ro m eter 
v o llzo g en  w urden . O hne diese D a te n  is t d e r k m -m ittle re -F eh le r n ic h te in m a l 
c h a ra k te r is tis c h  u n d  e in d eu tig .

W ird  der F eh ler d e r m it  dem  N iv e llie r in s tru m e n t vollzogenen e inm aligen  
L a tte n a b le s u n g  a n a ly s ie rt, so k a n n  der m itt le re  F eh ler e iner L a tte n a b le 
su n g  g ru n d sä tz lich  aus zwei K o m p o n en ten  b e re c h n e t w erden: aus dem  m ittle 
re n  F e h le r  fj,F der m it dem  F e rn ro h r  vo llzo g en en  L a tten ab le su n g , sow ie dem  
m it t le r e n  Feh ler fiE des E insp ie lens d er N ivellierlibelle  bzw. d e r E in sp ie lu n g  
des K o m p en sa to rs . K o m m t es ab er bei e in er gegebenen U n te rsu ch u n g  v o r,d a ß  
d e r  a u c h  u n m itte lb a r  b e rech en b are  to ta le  L a tten ab le su n g sfeh le r g rö ß er als 
d e r  au s  d en  auch einzeln  m eß b a ren  K o m p o n e n te n  berechnete  is t, d . h .
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so m üssen auch  h ie r  w eitere  F eh le rque llen  gesu ch t w erden . Im  L aufe d e r u n 
län g st in  u n serem  L ab o ra to riu m  vollzogenen  d iesbezüglichen au sfü h rlich en  
U n te rsu ch u n g en  k o n n te n  w ir auch  ex p erim en te ll festste llen , d aß  die m ech an i
schen  F eh ler d e r N iv e llie rin stru m en te  b eso n d ers  bei P räz isionsn ivellie ren  b e 
trä c h tlic h  sein k ö n n en  [6]. H ier sollen in  e rs te r  L inie die F eh le r d er K ip p ach se  
d e r N ivellie rsch raube, d er L ibellen fassung , d e r S tehachse , d er F ü h ru n g  d er 
B ildeinsteil-L inse sowie auch die F eh le r d e r F u ß sc h ra u b e n  u n d  des S ta tiv s  
hervo rgehoben  w erden . V on d er K o n s tru k tio n  ab h än g ig  soll ab er au ch  a u f  
w eitere F eh le rq u e llen  h ingew iesen w erden , wie z. B. a u f  die F eh le r des o p ti
schen  M ikrom eters u n d  die speziellen F eh le r d e r K o m p en sa to ren  bei K o m p en 
sa to r-N iv e llie r in s tru m en ten . H ier sei b e m e rk t, d aß  e rfah ru n g sg em äß  bei K o m 
p e n sa to r-N iv e llie rin s tru m en ten  der G roß te il d er m echan ischen  F eh le r die 
G enauigkeit d e r M essung k au m  b e e in flu ß t, die F u n k tio n sfeh le r d er K o m p en sa 
to re n  kom m en ab e r besonders bei g rößeren  G en au ig k e itsfo rd eru n g en  zum  V o r
schein . E in  b e trä c h tlic h e r  U n tersch ied  zeig t sich  zw ischen den  N iv e llie rin s tru 
m en ten  m it L ibellen  bzw . K o m p en sa to ren  h in sich tlich  der m it d er T e m p e ra 
tu rä n d e ru n g  zu sam m en h än g en d en  F eh le rq u e llen . Bei den L ibellen-N ivellier- 
in s tru m e n te n  ze ig t sich die W irkung  d er T e m p e ra tu rä n d e ru n g  in  v ersch ied en er 
W eise, die K o m p en sa to r-N iv e llie rin s tru m en te  w eisen m eistens eine g ü n stig ere  
T e m p e ra tu r-S ta b il itä t auf. Solche U n te rsu ch u n g en  s ind  d ah e r besonders bei 
L ib e llen -N iv e llie rin s tru m en ten  u nerläß lich .

In  K en n tn is  des to ta le n  m ittle re n  F eh le rs  d er L a tte n a b le su n g  k a n n  der 
m ittle re  F eh le r e iner H öh en u n tersch ied sm essu n g  n ach  dem  Z u sam m en h an g

Va =  Hl У 2

b erech n e t w erden . I s t  d er aus u n m itte lb a re n  M essungen  b es tim m te  /лá g rö ß er 
als der aus den  K o m p o n en ten  b e rech en b are  W e rt, so k ö n n en  w eitere  —  in  
e rs te r  Linie v o n  d e r S enkung  des In s tru m e n te s  bzw . d e r L a tte  w äh ren d  d er 
M essung h e rrü h re n d e  —  F eh lerquellen  v o rau sg ese tz t w erden . A u fg ru n d  eines 
solchen G edankenganges k a n n  auch  ein a p rio ri m ittle re r  k m -F eh le r b e re c h 
n e t w erden [7] u n d  so llte  d ieser m it dem  aus den  M essungen b e re c h n e ten  
m ittle ren  k m -F eh le r  n ich t ü b ere in stim m en , so m üssen  schon säm tlich e  in  
B e tra c h t k o m m en d en  F eh lerquellen  d er N ive llie rung  (R e frak tio n , L a tte n fe h le r , 
U n au fm erk sam k e it d er H ilfsa rb e ite r, usw .) u n te rs u c h t w erden.

Die b isherigen  E rö rte ru n g e n  beziehen  sich  n u r  a u f  die U n te rsu ch u n g  d er 
fü r  die G en au igke it der In s tru m e n te  c h a ra k te ris tisch e n  D a ten . So e rh a lte n  
w ir aber noch k e in en  Ü berb lick  ü b e r die G eschw ind igkeit und  B eq u em lich k e it 
d er B edienung d e r In s tru m e n te , ü b e r das M aß d e r zu r B ed ienung  nö tig en  V or
b ildung  und  n ic h t zu a lle rle tz t, inw iew eit das In s tru m e n t den Ju s tie ru n g sz u -
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s ta n d  in  G e län d ev erh ältn issen  b e ib e h ä lt, bzw ., w ie einfach  die fallw eise n ö tig en  
J u s t ie ru n g e n  vollzogen w erden  k ö n n en . A uch die W irtsch a ftlich k e its -C h arak 
te r is t ik e n  bezüglich  der A nsch affu n g , d er B en ü tzu n g  sowie ih re r  A n w endung  
zu v e rsc h ie d e n en  M eßaufgaben  s in d  ebenfalls seh r w ich tig , obw ohl sie n ic h t fü r  
L e is tu n g sd a te n  gehalten  w erd en  kö n n en . A u fg ru n d  des S tu d iu m s d e r b ezü g li
chen  in te rn a tio n a le n  F a c h li te ra tu r  k a n n  ru h ig  b e h a u p te t  w erden , d a ß  z. B. 
ein  e in h e itlic h e r und  b e g rü n d e te r  S ta n d p u n k t n ic h t e inm al ü b e r solche g ru n d 
sä tz lic h e n  P roblem e e n ts ta n d e n  is t, ob fü r  die säm tlich en  m it g eodä tischen  
In s tru m e n te n  zu lösenden  M eßaufgaben  w enig  G ru n d ty p e  h e rg es te llt w erd en , 
die m it  en tsp rech en d en  E rg än zu n g ste ilen  die V o llfü h ru n g  einer jed en  M eßauf
gabe e rm ög lichen , oder ab e r die F rag e  m it m eh re ren  In s tru m e n te n ty p e n  gelöst 
w erde . E s  s te h t  au ß er Zw eifel, d a ß  auch  dieses P ro b lem  e rn ste  w irtsch a ftlich e  
A u sw irk u n g e n  h a t. U n te r  d en  g roßen  In s tru m e n te n fa b rik e n  h ab e n  b eide  P r in 
z ip ien  V e rtre te r .

Z u r  E n tsch e id u n g  d er h ie r  au fg ezäh lten  P rob lem e du rch  In s tru m e n te n 
p rü fu n g e n  w urden  —  auch  u n se re rse its  —  E x p e rim e n te  d u rc h g e fü h rt, a b e r  die 
G e s ic h tsp u n k te  solcher U n te rsu c h u n g e n  sind  m eistens so versch ied en , d a ß  die 
zu r L ö su n g  nötigen  U n te rsu c h u n g e n  u n se re r M einung nach  den  P ro h lem cn - 
k re is d e r  In s tru m e n te n p rü fu n g e n  ü b e rsch re iten .

H ie r  sollen die als G ru n d lag e  d er L e is tu n g sd a te n  d ien en d en  o d e r jen e  
u n m it te lb a r  v e rk ö rp ern d en  m ittle re n  F eh le r u n d  deren  B erech n u n g  eigens 
e rw ä h n t w erden . In  le tz te r  Z e it k o n n te  m an  o ft die p rak tisch e  B em erk u n g  
h ö re n , d a ß  die m ittle ren  F e h le r  n ic h t e in d eu tig  die G enau igkeit d er M essungen 
c h a ra k te ris ie re n . W ir k o n n te n  au ch  bei u n se ren  eigenen U n te rsu ch u n g en  ö fters 
e r fa h re n , d a ß  in  den e in fach sten  F ä llen , d. h . be i aus u n m itte lb a re n  B eo b ach 
tu n g e n  b e rech n e ten  m ittle re n  F eh le rn  z. B . d ie  k lassischen  F e h le rfo r tp f la n 
zu n g sg ese tze  n ich t e rfü llt w u rd e n : in  gegebenen  F ä llen  w ar d er aus d en  K o m 
p o n e n te n  b erechne te  a p rio ri m ittle re  F eh le r g rößer als der aus den  u n m itte l
b a re n  B eo b ach tu n g en  b e re c h n e te  en tsp rech en d e  m ittle re  F eh le r. I n  a n d e ren  
F ä lle n  e rg ab en  sich die m itt le re n  F eh le r im  G egensatz  zu den  E rfa h ru n g e n  als 
zu k le in . S e lb stv e rs tän d lich  k a n n  es v o n  n iem an d em  b e s tr i t te n  w erd en , d aß  
die m it t le re n  F eh ler n u r  in  je n e m  F alle  den  k lassischen  R egeln  d e r F e h le r
th e o rie , d e r  F eh le rfo rtp flan zu n g  sowie der A usg leichsrechnung  folgen, w enn 
die M eß feh le r von  n o rm a le r (G auss’scher) V erte ilung  sind. M an m uß  auch  in 
d iesem  F a lle  —  auch th e o re tisc h  —  m it der v o n  d er Z ahl der M essungen a b h ä n 
g igen  U n sich erh e it des m itt le re n  Feh lers rechnen . B ei den In s tru m e n te n p rü 
fu n g e n  sp ie lt der zu e rw a rte n d e  g röß te  F eh le r —  in vielen  F ä llen  eben  als 
L e is tu n g sa n g a b e  —  eine w ich tig e  R olle. W ird  d ieser als das D reifache  des 
m it t le re n  Fehlers angegeben , so is t auch  eine no rm ale  V erte ilung  v o rau sg e 
s e tz t ,  w o b ei die U n sich erh e it au ch  d ieser A ngabe in  B e tra c h t gezogen w erden  
m u ß te . D ie E in fü h ru n g  so lcher neuen  F eh lerbeg riffe , wie die bezüglich  d er 
K re ise lth e o d o lite  neuerd ings e in g efü h rte  R ep ro d u k tio n sfäh ig k e it, s te ig e r t n u r
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noch die d iesbezüglich  b esteh en d e  V erw irrung , obw ohl fü r die P rax is  das A n
s treb en  v e rläß lich e r G en au ig k e itsd a ten  sow ohl v e rs tän d lich  als auch  n ö tig  ist. 
D ie bezüg lichen  S tu d ien  des P rob lem enkreises ü b e r die W ahrsche in lichke its-о
rech n u n g  se tzen  m eistens schon  einen gew issen F eh le rv e rte ilu n g sty p  v o rau s. 
D ah er h a lte n  w ir es fü r  unerläß lich , d aß  im  Z u sam m en h an g  m it den  In s tru m e n - 
ten p rü fu n g en  auch  die V erte ilung  der M eßfehler u n te rsu c h t w erde [8], d a  m an 
n u r  solche u n te r  k o n tro llie r te n  V erhä ltn issen  b e re c h n e ten  m ittle ren  F e h le r  z. B. 
bei der K lassen e in te ilu n g  d er In s tru m e n te  n a c h  G enau igkeit als Basis b e tra c h 
te n  k an n . Bei d en  in  unserem  L ab o ra to riu m  v o llfü h rte n  In s tru m e n te n p rü fu n 
gen w ird die V erte ilu n g  d er M eßergebnisse d u rc h  einen einfachen  N o rm a lte s t 
k o n tro llie r t u n d  im  F alle  von  größeren  A ussch lägen  w erden zur A u fk lä ru n g  
d e ren  G ründe ausfü h rlich e  U n te rsu ch u n g en  vollzogen . N ur die au fg ru n d  sol
cher e in h e itlich er P rin z ip ien  b e rech n e ten  c h a ra k te ris tisch e n  F eh le rw erte  w er
d en  fü r  V ergleiche als geeignet gehalten . D er C h a ra k te r  der n o rm alen  V e rte i
lung , die sy stem a tisch en  F eh lerquellen , d e ren  E in flu ß  das zulässige M aß 
ü b e rtr if f t , m üssen  u n se re r  M einung nach  im m er m it H ilfe besonders g rü n d li
ch e r U n te rsu ch u n g en  g ek lä rt w erden, d enn  die B en ü tzu n g  der sog. to ta le n  
m ittle re n  F eh le r fü h r t  zu den  oben e rw äh n ten  W idersp rüchen .

In  dem  b ish e r E rö r te r te n  w aren  w ir b e s tre b t , eine schem atische  Z u sam 
m en fassu n g  ü b e r die P rob lem e d er In s tru m e n te n p rü fu n g e n  zu geben. Im  w ei
te re n  sehen  w ir au fg ru n d  u n se re r d iesbezüglichen  F o rschungen  schon  eine Mög
lichke it, die N o rm u n g  d er In s tru m e n te n p rü fu n g e n  lösen zu kö n n en . H e u te  
kön n en  w ir zw ar a u f  viele F rag en  noch keine A n tw o rt geben, die n o tw en d ig en  
F o rsch u n g srich tu n g en  sind  ab er bere its  b e k a n n t, die in dem  w eite ren  k u rz  
besp rochen  w erden .

V o rers t k a n n  n u r  a u f  die L e is tu n g sd a ten  bezogen festg este llt w erden , 
d aß  die G en au ig k e itsd a ten  u n te r  s tren g  k o n tro llie r te n  V erhältn issen  n u r  aus 
L aborm essungen  b e s tim m t w erden  können . D iese L aborm essungen  m üssen  
ab e r tro tz d e m  so zusam m en g este llt w erden , d a ß  bei ihnen  all jen e  in n e ren  F e h 
lerquellen , die auch  die F eldm essungen  b e la s te n , zu r G eltung  kom m en , zugleich  
ab er die äu ß eren  F eh le rque llen  u n te r  L a b o rv e rh ä ltn isse n  s tab ilis ie r t w erden  
können . Z ur V erw irk lichung  dieser B ed ingungen  b e n ö tig t m an die N o rm u n g  
d er P rü fe in rich tu n g en . Die K o n s tru k tio n  so lcher E in rich tu n g en  is t in  un serem  
L ab o ra to riu m  b e re its  im  G ange, u n d  m it d e ren  H ilfe w ird es e rm ö g lich t, d aß  
u n ab h än g ig  von  den  sich v e rän d e rn d en  R e fra k tio n s- , B o d en b e leu ch tu n g sv er
h ä ltn issen , usw ., üb rigens aber den  G e län d ev erh ä ltn issen  doch ähn lich  die in  
F rag e  s teh en d en  G en au ig k e itsd a ten  b e s tim m t w erden  können . E s is t ab e r 
w eite rh in  zu b e to n en , d aß  diese G en au ig k e itsd a ten  n u r  in genau festg e leg ten  
F ä llen  v e rg le ich b ar sein w erden . D ah er w ird  em pfoh len , daß  die R ich tu n g s- 
hzw . W ink e lm eß g en au ig k eit d er T heodo lite  u n d  T ach y m e te r  a u f  ih rem  A n 
w endungsgeb ie t e n tsp rech en d e  Z ielw eite u n d  a u f  eine b estim m te  F o rm  d er 
Z ielm arke bezogen  w erde. So k ö n n ten  sich die fü r  die W in k e lm eß g en au ig k eit
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c h a ra k te ris tis c h e n  m itt le re n  F eh le r z. B . b e i P räz is io n sth eo d o liten  a u f  eine 
in  30 k m  E n tfe rn u n g  lieg en d e  genorm te  Z ie lp y ram id e  beziehen, se lb s tred en d  
im m e r  b e i im  L a b o ra to r iu m  genau  e in s te llb a ren  e inheitlichen  B e le u c h tu n g s
v e rh ä ltn is s e n  usw. E b en so  k ö n n te n  sich die m ittle re n  F eh ler d er R ic h tu n g s 
m e ssu n g  z. B. bei In g en ieu r-T h eo d o liten  u n d  T ac h y m e te rn  a u f  einen  in  200 m  
E n tf e rn u n g  sich tb aren  F lu c h ts ta b  beziehen . B ei N iv e llie rin s tru m en ten  h a lte n  
w ir  —  im  Falle von  L in ien n iv e llem en t —  n e b s t genauer A ngabe d e r  L a t te n 
e n tfe rn u n g  und  des L a tte n b ild e s  den a p rio ri g en a n n te n , d. h . aus d en  F e h le rn  
d e r  L a tte n a b le su n g  b e s tim m te n  m ittle ren  k m -F e h le r fü r  c h a rak te ris tisch . D arin  
s in d  n äm lich  n u r die in n e re  G enau igkeit des In s tru m e n te s  b ee in flu ssen d en  
F e h le r  e n th a lte n , die W irk u n g  der im  v e rsch ied en en  M aße h e rv o r tre te n d e n  
u n d  a u f  die G enau igkeit des In s tru m e n te s  n ic h t ch a ra k te ris tisch e n  F eh le r 
f ä l l t  w eg . Im  Laufe d e r d iesbezüg lichen  Y ersuchsm essungen  w u rd e  bew iesen , 
d a ß  m it  genauer N ivellie ru n g  d er a p rio ri m itt le re r  k m -F eh le r e rre ic h t w erden  
k a n n ,  u n d  so ist d ieser W e rt fü r  die innere  G en au ig k e it des In s tru m e n te s  ch a 
ra k te r is tis c h .

D ie  derartige B e s tim m u n g  der G e n au ig k e itsd a ten  e rm öglich t sch o n  den 
V erg le ich  der In s tru m e n te  u n d  ih re  E in re ih u n g  in  G enau igke itsk lassen . Im  
F a lle  e in e r  fe inm echanisch  g ü n stig en  K o n s tru k tio n  der zu p rü fe n d e n  I n s t ru 
m e n te ,  d . h ., w enn keine  m ech an isch en  F e h le r  als w ah rn eh m b are  sy s te m a ti
sch e  F eh le rq u e llen  a u f tre te n , k ö n n en  die c h a ra k te ris tisch e n  G en au ig k e itsd a ten  
l a u t  des obigen aus r e la tiv  w en igen  u n d  le ic h t d u rc h fü h rb a ren  U n te rsu c h u n g e n  
b e s t im m t w erden. M üssen a b e r  neben  den  H au p tfeh le rq u e llen  la u t  d e r b e re its  
e r ö r te r te n  noch w eitere  v o ra u sg e se tz t w erd en , w as besonders be i d en  P rä z i
s io n s in s tru m e n te n  h ä u fig  d e r  F a ll is t, so s in d  noch  w eitere  spezielle P rü fu n g e n  
n o tw e n d ig . D eren B esch re ib u n g  w ürde h ie r  zu  w eit füh ren , u n d  die präz ise  
P rü fm e th o d e  m ehrerer F eh le rq u e llen  w u rd e  b ish e r noch n ich t a u sg e a rb e ite t. 
I n  u n se re m  L ab o ra to riu m  w erd en  auch d iesbezüg liche F o rschungen  vollzogen , 
u n d  es so llen unsere n eu e n  p räz isen  P rü fm e th o d e n  bezüglich  des S te h a c h se n 
ta u m e ls  [9, 10] sowie u n se r  V erfah ren  zu r P rü fu n g  d er R ed u k tio n  d e r D ia g ra m 
m e v o n  T ach y m ete rn  b zw . deren  ü b rig en  R ed u k tio n se in ric h tu n g e n  [5a] 
e rw ä h n t  w erden.

D ie  h ier v o rg esch lag en en  M ethoden  d e r L ab o rp rü fu n g en  k ö n n e n  noch 
in  d e r  R ich tu n g  w e ite ren tw ick e lt w erden , d aß  die G en au ig k e itsd a ten  b e i v e r
sc h ie d e n e n , aber m eß b a r e in g este llten  ä u ß e ren  V erhältn issen  b e s tim m t w erden . 
D ie  zu  solchen P rü fu n g en  k o n s tru ie r te n  L a b o re in rich tu n g en  w erd en  o p tische  
S im u la to re n  genann t, m it d e ren  H ilfe die m eß b a re  H erste llu n g  v e rsch ied en er 
B e leu ch tu n g sv e rh ä ltn isse , z u r  S im ulierung  des N ebels versch iedene K o n tra s t-  
V e rh ä ltn is se  usw. v e rw irk lic h t w erden sollen. So is t die W irk u n g  d e r b e k a n n 
te n  ä u ß e re n  Fehlerquellen  au c h  eigens b e s tim m b a r, u n d  es kön n en  le tz e n  E ndes 
a u c h  d ie  a priori L e is tu n g sd a te n  k o n k re te r  F eldm essungen  b e re c h n e t w erden . 
N e b s t  d e r  vorgeschlagenen  L ab o rlö sung  d er In s tru m e n te n p rü fu n g e n  k a n n  m an
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d u rch  E in s te llu n g  en tsp rech en d er K lim aan lag en  auch die fü r d ie v o rg esch rie 
b en en  versch iedenen  k lim a tisch en  V erh ä ltn isse  gü ltigen  L e is tu n g sd a te n  k o n 
tro llie r te n  G e ländeverhältn issen  en tsp rech en d  bestim m en , ohne d a d u rc h  die 
K o sten  der P rü fu n g en  b e trä c h tlic h  zu  e rh ö h en . D ie K lim a tis ie ru n g  eines 
re la tiv  k leinen  L ab o ra to riu m s fü r  In s tru m e n te n p rü fu n g e n  sc h e in t z. Z. ein 
b e re its  gelöstes P rob lem  zu sein, u n d  die g rößeren  In s tru m e n te n fa b rik e n  b ed ie
n en  sich schon so lcher P rü fk a m m e rn , v o rläu fig  n u r  um  die F u n k tio n  d er In 
s tru m e n te  zu kon tro llie ren .

Die e inheitliche B estim m u n g  d er die G eschw indigkeit u n d  B eq u em lich 
k e it  d er B ed ienung  der In s tru m e n te  sowie die W irtsch a ftlich k e it d e r m it dem  
In s tru m e n t vollzogenen M essungen ch a rak te ris ie ren d en  D a ten  b e re i te t  so lang  
S chw ierigkeiten , bis auch  die M eßm ethoden  se lb s t, ganz bis zu d en  säm tlich en  
n ö tig en  O p era tionen , v e re in h e itlich t w erden . B ei solchen P rü fu n g e n  ergeben 
sich  ab e r auch  w eite rh in  v iele Schw ierigkeiten  psychologischer N a tu r . W ir w is
sen  ja  aus eigener E rfa h ru n g , d aß  m an  m it den  re la tiv  z e rs tre u te n  B ed ien u n g s
sch rau b en  des T heodo lits W ild T2 ebenso v e r t r a u t  w erden k a n n , wie z. B. m it 
dem  nach  g rü nd licher E rw äg u n g en  a n g eo rd n e ten  koax ia len  K lem m - u n d  F e in 
sch rau b en sy stem  der M O M -Theodolite. Es k a n n  z. B. noch b e s tr i t te n  w erden, 
be i w elchen In s tru m e n te n k a te g o rie n  die so rasch  aufgegriffenen a u to m a tisc h e n  
H öhen in d ex e  w irtsch aftlich  angew endet w erden  können . V on d en  b esteh en d en  
S chw ierigkeiten  u n d  den  u n b estre itlich  b es teh en d en  V orurteilen  u n a b h ä n g ig  ist 
a b e r die d e ra rtig e  U n te rsu ch u n g  der In s tru m e n te  bei d er von  u n s  v o rg esch la 
genen  L a b o ran o rd n u n g  m öglich, es is t sogar d e r Z e itb ed a rf d er e in ze ln en  Mes
sun g en  in  gegebenem  F alle  bei w eitgehend  k o n tro llie r ten  U m stä n d e n  m eßbar.

A us dem  b isherigen  is t es zw eifellos e rs ich tlich , daß  die N o rm u n g  der 
P rü fm e th o d e n  m it der A nw endung  d er von  u ns vorgesch lagenen  L a b o rm e th o 
d en  neben  der w eitgehenden  K o n tro lle  d er b e rü ck sich tig b aren  F eh le rq u e llen  
v e rw irk lich t w erden  k a n n  u n d  m it so lchen M ethoden  a u f  e in h e itlich en  G ru n d 
lagen  b e ru h en d e  L e is tu n g sd a ten  b e re c h n e t w erden  können . A lld ies w ürde 
n a tu rg e m ä ß  die bere its  f rü h e r  e rw äh n ten , in  gegebenen F ällen  au ch  im  Felde 
d u rch zu fü h ren d en  e in facheren  In s tru m e n te n p rü fu n g e n  n ich t b e e in trä c h tig e n .
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O N  S T A N D A R D IZ A T IO N  O F  T H E  G E O D E T IC  IN S T R U M E N T -T E S T IN G

GY. ALPÁR and A. ORBÁN

SUM M ARY

I n  th e  a rtic le  th e  a u th o rs  p re se n t th e  p rob lem s o f th e  s ta n d a rd iza tio n  o f geodetic  
in s tru m e n t- te s t in g .T h e y  m ak e  in tro d u c to ry  rem ark s on  th e  p u rp o se s  of th e  in s tru m e n t- te s tin g . 
E x a m in a tio n s  to  con tro l th e  a d ju s tm e n t o f th e  in s tru m e n ts  a n d  to  de term ine  th e  effic iency  are  
d iscu ssed  as w ell as p ro b lem s em erg in g  from  th is  co n n ec tio n .

I n  th e  follow ing th e  sources o f  e rro rs o f m ea su re m e n ts  w ith  geodetic  in s tru m e n ts  are 
a n a ly se d  fro m  th e  p o in t o f v iew  o f de te rm in in g  effic iency  d a ta .  So-called in n er sources o f 
e rro rs  ( ta k in g  th e ir  orig ine fro m  th e  s tru c tu re  o f th e  in s tru m e n ts )  a re  d istin g u ish ed  fro m  o u te r  
sou rces o f  e rro rs  w hich arise  fro m  o th e r  c ircum stances.

T h e  a u th o rs  exam ine  c r it ic a lly  th e  m ean  erro rs w h ich  u sed  to  charac te rize  th e  n u m e ri
cal e ffic ien cy  a n d  th e  m e th o d  u sed  to  co m pute  these  e rro rs .

F in a lly , th e  un so lv ed  p ro b lem s of s ta n d a rd iz a tio n  o f th e  in s tru m e n t- te s tin g  are  lis ted  
in  c o n n ec tio n  w ith  th e  rev iew  o f a p ro g ram  proposed  b y  th e  a u th o rs .

О СТАНДАРТИЗАЦИИ СПОСОБОВ ИССЛЕДОВАНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ
ПРИБОРОВ

Д . АЛЬП АР—А. О РБА Н

РЕЗЮМЕ
В работе излагаются проблемы, связаные с стандартизацией способов исследования 

геодезических приборов. Сначала рассматривается, с какой целью ведутся исследования, 
причем обсуждаются вопросы исследований, направляемых на проверку юстировки при
боров и на определение данных об их производительности, а также возникающие при 
этом проблемы.

Затем анализируются источники ошибок измерений, проводимых геодезическими 
приборами с точки зрения определения характеристики производительности приборов. 
Эти источники разделяются на так назыв. внутренние, вызванные конструкцией приборов, 
и на внешние, связанные с прочими факторами.

Критическому рассмотрению подвергаются средние ошибки, используемые для 
численной характеристики производительности, а также способы их вычисления.

В заключение излагается предлагаемая авторами программа исследований и 
определяются проблемы стандартизации исследования приборов, подлежащие решению.
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A P P E A R A N C E  O F  T H E  E L E C T R I C A L  Ш H O M O G E N E I T Y  

A N D  A N I S O T R O P Y  I N  T H E  R E S U L T S  O F  T H E  C O M P L E X  

E L E C T R I C A L  E X P L O R A T I O N  O F  T H E  C A R P A T H I A N

R A S I N

A. ÁDÁM

CAND. OF TECHNICAL SCIENCES
GEOPHYSICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, SOPRON 

[M an u sc rip t received J u n e  22, 1968]

T he p ap er deals w ith  fo rm s of ap p earan ce  of e lec trica l in hom ogeneity  a n d  a n iso tro p y  in 
th e  C a rp a th ian  B asin  on th e  re su lts  o f follow ing m easu rem en ts:

1. m agneto  te llu ric  so u n d in g ;
2. geom agnetic  d irec tio n s  based  on th e  d e te rm in a tio n  of ДН г/ДНр,
3. e a r th  c u rre n t an d  m ag n e to te llu ric  ellipses;
4. four-electrode  re s is tiv ity  m easu rem en ts  on rocks.
T he resu lts  allow  a  co m p ariso n  w ith  th e  te c to n ic  s tru c tu re  of th e  C a rp a th ia n  B asin.

In  H u n g a ry  som e reg io n a l d a ta  h av e  b een  o b ta in ed  as th e  re s u lt  o f elec
tro m a g n e tic  exp lo ra tio n s w ith  n a tu ra l fields (e a rth  c u rre n t m e a su re m e n ts  in 
th e  S -in te rv a l, re la tiv e  e a r th  c u rre n t freq u en cy  soundings, m ag n e to te llu ric  
(MT) profiling  and  so u nd ing ), th e  syn theses o f w hich m ay  p ro m o te  th e  know l
edge on th e  deep s tru c tu re  an d  geotectonics o f th e  C a rp a th ian  B asin .

S tru c tu ra l effects (h o rizo n ta l inhom ogeneities, an iso tro p y ) a p p e a r  as 
d is to rtio n s  of th e  hom ogeneous e lec trom agnetic  fie ld . In  th e  fo llo w in g  these 
effects will be sum m arized  an d  th e n  an  effo rt w ill be m ade to  o u tlin e  th e  m ost 
p ro b ab le  com m on cause o f  th e  discovered effects in  a syn th esis .

The ch arac te ris tic  reg io n a l effects in  th e  e lec tro m ag n etic  fie ld  in  th e  C ar
p a th ia n  B asin  are:

1. T he m ag n e to te llu ric  sound ing  curves in  th e  N — S d ire c tio n  {qx(Y T ))  
an d  in  th e  E — W  d irec tio n  (Qy(]l T))  do n o t coincide. B o th  curves u su a lly  in te r 
sec t each o th e r in  th e  perio d  range  of th e  p u lsa tio n s рсЪ (T  =  10— 45 sec) 
or pc4r (T  =  45— 150 sec). A t sh o rte r  periods qy )> qx is m ore f re q u e n t, a t 
longer ones nx Qy. T his fa c t h in ts  a t a g re a te r  a p p a re n t specific re s is tiv ity  
c o n tra s t  be tw een  sed im en t com plex  and  c ry s ta llin e  b a sem en t in  th e  d irec tion  
N — S, th a n  in E — W . As th e  curves diverge in s tead  of converg ing , th e  re sis t
iv i ty  difference ex ists in  th e  resistive  b a sem en t, an d  n o t in  th e  s e d im e n t com 
p lex , an d  i t  ex tends dow n to  v e ry  g rea t d ep th s .

This s itu a tio n  is i l lu s tra te d  b y  th e  sh o rt p e rio d  p a r t  of fou r M T sound ing  
curves o f th e  G reat H u n g a ria n  P la in  (F ig. 1), as well as o f th e  av e ra g e  curve 
o f sev e ra l MT curves from  th is  p a r t  o f th e  B asin  (F ig . 2). In  th e  av e ra g e  th e  
fo llow ing  n o t ex trem ely  an iso tro p ic  s ta tio n s  a p p e a r: N agycenk , G abcikovo  
(C S S R , n e a r to  th e  H u n g a ria n  fro n tie r), Y ezscny , E n d rő d , G y u la , T ú rk ev e . 
E a c h  curve  d isplays th is  ten d en cy .
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T h e steepness of th e  px-curves a t  T a k á c s  [11] is g rea te r  in  th e  m ean  
to o , th a n  th a t  of th e  py-curves. T he d ifference o f th e  angles b e tw een  th e  T -axis 
an d  th e  q x  an d  py-curves is ta k e n  from  19 cases:

in  6 cases >• a, 
in  13 cases x e >  a

m ean  Aocyx =  5° 
m ean  Zlaxy =  10°.

All angles are  m easured  in  th e  co o rd in a te  sy stem  q— T.
2. T he m ag n eto te llu ric  im pedance  ellipses a t  d iffe ren t p e riods an d  th e  

m ean  ab so lu te  ellipses from  e a r th -c u rre n t m easu rem en ts  for th e  w hole c o u n try  
in  re a lity  express th e  period  d ep en d en t d ifference of £x an d  Q y . Im p e d a n c e  
ellipses (e.g. th a t  o f th e  o b se rv a to ry  n e a r  N agycenk) reveal th is  tu rn in g  to

z*ïï

Fig. 3. T he ellipses o f im pedance in th e  O b se rv a to ry  n e a r N agycenk  fo r d iffe re n t p e rio d s  
1. 24-hour te rm  of Sq — 2. B ay s — 3. P u lsa tio n s

th e  N o rth  b eg inn ing  from  th e  period  o f th e  pu lsa tio n s up  to  th e  1 -d ay  period  
(Sq) [1]. T he p reva iling  of th e  N o rth  co m p o n en t am p litu d es is d e lay ed  b e tw een  
T  —  40 an d  70 sec b y  th e  decrease o f q x .  T his decrease can be cau sed  b y  s t ru c 
tu ra l  effects an d  i t  does n o t m ean  b y  a n y  m eans a conductive  la y e r. T h e  re g i
onal m ean  ab so lu te  ellipse th o ro u g h ly  changes betw een  20 sec a n d  1 m in . In  
c o n tra s t  to  th e  E — W  polarised  v a ria tio n s  w ith  periods of 20 sec, th e  v a ria tio n s  
a t  1 m in  h av e  alm ost no p o la risa tio n  [2]. T his in te rv a l corresponds to  th e  in te r 
sec tion  in te rv a l o f th e  freq u en cy  so u n d in g  curves px and  Q y .

3. T he sec tion  of th e  M T  freq u en cy  soun d in g  curves a t  lo n g  periods 
(g rea t d ep th s) reveal a conductive  zone in  H u n g a ry  [3, 4]. In  th e  p a p e r  re fe r
rin g  to  th e  la t te r  i t  was h in ted  th a t  th e  d e p th  o f th e  lay er d e te rm in ed  fro m  th e  
q x  curves is g rea te r  th a n  from  th e  Q y  cu rves. A ccording to  th e  new  in v e s tig a 
tio n s, th e  curves q x  an d  Q y  show  th e  co n d u c tiv e  zones in d ep th s  acco rd in g  to  
T ab le  I.

T he m ean  d ep th  of th e  co n d u c tiv e  lay e r a t  th e  q x  curves is a b o u t 80 km , 
a t  th e  Qy curves a b o u t 40— 50 km . F ig . 4 p resen ts  8 sound ing  cu rv es  h av in g  
long-period  sec tions, too .
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Table I

S ta tio n
w i th  a b b re v ia tio n

D e p th  o f  th e  c o n d u c tiv e  lay e r

6 x Q y

N agycenk  (N ) 100* 50
T ih an y  (T) 55 37
B aja  (B) 65 40
G abcikovo (C S S R ) (G )c

(m easu rem en t o f P ra u s  e t al.) 80 30
G E A B -II (T úrkeve) (G) 100 30
Vezseny (V) 80 40*
E n d rő d  (E ) 70* 1 0 0 -1 2 5 *
G yula (G y) 100* 55*

* T h e  in te rp re ta tio n  of q Yt  cu rv es d e n o te d  by  an  a s te r
isk to o k  p lace  b y  th eo re tica l cu rv es

50 © 100  100 300 400 [km] © 5 0  100 200 300 400 [km]

1Ç)5 Tfcec] 
3 0 0 y T [sec ]1/2

Fig. 4. M T  deep sounding  cu rv es (gx an d  g )
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T h e difference of th e  d ep th s  c a n n o t be sim p ly  exp la ined  b y  th e  d iffer
ence o f  th e  qx and  Qy v a lu es . T he th e o ry  of th e  m ag n eto te llu ric  so u n d in g  p re 
d ic ts  th e  sam e d ep th s  even  if  th e  curves are  sh ifted  in th e  d irec tio n  o f  th e  q- 
ax is. T h e  curves qx and  Qy a re , how ever, n o t on ly  sh ifted  in re sp e c t to  each 
o th e r , b u t  th e  left-side p a r ts  t h a t  co rrespond  to  th e  ra tio  of th e  b a sem en t 
a n d  se d im e n t resistiv ities in te rse c t each o th e r accord ing  to  p o in t 1. T h is cir
cu m sta n c e  m u st be ta k e n  in to  acco u n t to g e th e r  w ith  th e  d iffe ren t ind ications, 
o f th e  con d u c tiv e  zone w hen  in te rp re tin g  th e  curves.

F i g .  5. Induction arrows (m ethod of W ie s e ); R it t e r ’s data

4. F ig . 5 show s th e  d irec tions o f c o n d u c tiv ity  changes in  th e  C a rp a th ia n  
B asin , d e te rm in ed  b y  th e  m e th o d  o f W i e s e  [5]. T he d irections a re  d e te rm in e d  
from  m a n y  ra tio s  A H ZIA H» (A H z is th e  v e rtic a l, A H q th e  h o riz o n ta l co m p o 
n e n t o f  geom agnetic  v a ria tio n s) .

F o r  a co rrec t in te rp re ta tio n  i t  m u st be k n o w n , th a t  in W i e s e ’s m eth o d  
th ese  q u a n titie s  are opposite  to  th e  d irec tioned  q u a n ti ty  based  on  v a r ia tio n s  
of H z a n d  de te rm in ed  for th e  case o f tw o  d im ensional s tru c tu re s  f ro m  th e  
M axw ellian  eq u a tio n :

d E y __ d E x _  8 H ,

8 y  d t

assu m in g  дЕх/ду =  0  (л; is th e  d irec tio n  o f th e  d ip) as 8 Í Í - / 8  t =  — BEy/dx, 
a v a r ia tio n  in  th e  d irection  of th e  d ip . This q u a n ti ty  is rep resen ted  in  th e  d irec
tio n  o f  th e  d ip  ( - f -л;) accord ing  to  its  sign. T he q u a n t i ty  A H.JA Н» so d irec ted
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lies in  th e  case o f  a r e s is ta n t  b a sem en t in  th e  d irectio n  o f  th e  d ip , W ie s e ’s 
q u a n t ity ,  h ow ever , rep resen ts th e  d irection  o f  th e  rise.

In  a n  earlier p a p e r  [4] th e  connection  o f  th e  d irec tional q u a n titie s  
A H J A  H ö w ith  th e  geologic s tru c tu re  was e x a m in e d , m ain ly  fo r s ta tio n s  
in  T ra n sd a n u b ia , w ith  th e  re s u lt  th a t  a co n n ec tio n  ex is ts  w ith  th e  re lie f of th e  
b a s e m e n t, sim ilar to  th e  re su lts  o f th e  G erm an  in v es tig a tio n s . M easurem ents 
a long  th e  in te rn a tio n a l deep  seism ic profile V I en rich ed  th e  d a ta  b y  s ix  p o in ts  
[5, 6 ]. So an  outline o f th e  d is tr ib u tio n  of A H J A  H 9 h as  been  o b ta in e d  allow 
ing  re g io n a l s tud ies. A ll d a ta  are  d e te rm in ed  fro m  v a ria tio n s  w ith  periods 
18— 40 m in . A firs t su p e rv is io n  show s, th a t  m o st o f  th e se  q u an tité s  are  d irec ted  
to  th e  S o u th  w ith  d ev ia tio n s  accord ing  to  th e  v a r ia tio n s  of th e  b a se m e n t. In  
th e  t e r r i to r y  of th e  G re a t H u n g a ria n  P la in  th e  m ean  dev ia tio n  (9 p o in ts) is 
14,5° (to  th e  E  or to  th e  W ), th e  m ax im um  35°. In  T ran sd an u b ia  th e  d irec
tio n s  a re  m ore v a riab le  as a consequence o f sh a llo w  effects [4], a n d  even  th e  
m e a n  d e v ia tio n  from  fo u r  p o in ts , d irec ted  n e a r ly  to  th e  S o u th , is 20°.

I t  is to  be m en tio n ed  fu r th e r  th a t  th e  m ean  o f  A H J A  H № is sm all in  th e  
C a rp a th ia n  B asin  (0,18) in  com parison  to  o th e r  v a lu e s , e.g. in  N iem egk (0,32). 
A b o u t th e  d is tr ib u tio n  o f  th e  an o m aly  in  th e  d e p th  th e  frequency  so u n d in g  b y  
A H J A  H # (T )  gives som e in fo rm a tio n . A t th e  p o in t  E n d ro d , w here shallow  
effec ts  do  n o t d is to r t th e  re su lts , R itter  [5] fo u n d  a period-dependence  of 
A H J A  H & as is g iven in  T ab le  I I .  This d ependence  is ra th e r  ind efin ite  an d  does 
n o t  a llow  a precise d e te rm in a tio n  of th e  d e p th , th u s  i t  appears to  be  desirab le  
to  in v e s tig a te  th is  fu r th e r .

Table II

Period 1. 0 <c T  < 6 m in

in te rv a ls 2. 6,1 < T  < 18 m in

(T ) 3. 18,1 < T  < 40 m in

4. 40,1 < T

T 1. 2. 3. 4.

A H z
0,09 0,11 0,16 0,16

5. In  a p ap e r on  th e  resu lts  of th e  e lec tro m ag n e tic  m easu rem en ts  in  
H u n g a ry  [7] a t te n tio n  w as d raw n  on th e  d ire c tio n  o f  e a r th  c u rre n t ellipses in  
th e  p ro x im ity  of th e  b ig  B a la to n  fau lt, in  d iffe re n t d istances from  th is  fa u lt. 
T h e  d a ta  of th e  re la tiv e  ellipses in  respect to  th e  O b se rv a to ry  n e a r  N agycenk  
a re  c o n ta in e d  in  T ab le  I I I .

F ig . 6 shows th e  fo rm  o f th e  re la tiv e  ellipses. T hese re su lts  w ere in te r 
p re te d  as follows: T h e  e ffec t o f th e  fau lt can  be  t ra c e d  up  to  d is tan ces  o f 30 km  
b a s e d  on  th e  m en tio n ed  d a ta .  As th e  area o f  th e  ellipses here  is n o t  g rea t an y
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Table III

Distance from 
the fault • b c d Area Number of 

stations

0 — 15 km 3,02 —0,63 —0,84 1,94 5,30 6

1 5 - 3 0 1,72 —0,24 —0,20 1,27 2,13 5

3 0 - 4 5 1,46 0,02 0,02 1,31 1,90 9

Fig. 6. R e la tiv e  e a r th  c u rre n t ellipses a t  d iffe ren t d is tan c es  from  th e  L ake B a la to n -fa u lt

longer, th e  lay e r is a t a g rea te r  d e p th . T he im m ed ia te  effect o f  th e  fa u lt  
(i.e. a su d d en  change in  th e  th ickness o f th e  co n d u c tiv e  sed im en ts a n d  th e  
re su ltin g  p ro lo n g a tio n  o f th e  ellipses n o rm al to  th e  fau lt) does n o t a ssu m ed ly  
p ro d u ce  a t  such  a g rea t d is tan ce  m easu rab le  e x c e n tr ic ity . I t  m u st b e  assu m ed  
th a t  s im u ltan eo u sly  w ith  th e  fo rm a tio n  o f th e  fa u lt  th e  w hole b lock  o f  rocks 
w hich  fo rm  th e  b asem en t w as su b jec t to  a d e fo rm atio n  and  th is  d ecreased  
th e  re s is tiv ity  in  th e  d irec tio n  para lle l w ith  th e  fa u lt (e.g. para lle l sy s te m  of 
gaps an d  b reaches).

6. G eoelectric cross-soundings w ith  a rtif ic ia l field (system  A M N B) 
in d ica te  over th e  c ry sta llin e  sch ists o f th e  S opron  M ountains an  a n iso tro p y  
(from  d ep th s  o f som e m eters on, below  th e  d ecay in g  rocks), th e  r e s is tiv ity  in  
th e  N — S d irec tion  being  g rea te r  th a n  th a t  in  th e  E — W direc tion . T h u s  a t  a 
p o in t th e  follow ing values w ere fo u n d : qx =  2700 Q  m , ру — 900 Q  m . F ig . 7 
is ta k e n  from  a p ap e r of V e r ő  [8], an d  it  rep resen ts  th e  sounding  curves o f  p o in t 
K p I. T his d ifference was confirm ed by  m a g n e to te llu ric  sound ings, to o  (see 
th e  MT sound ing  curves o f p o in t 3 in [9]). T h e  le ft-side  p a rts  o f th e  M T -curves 
a t  p o in t 3 do n o t in te rse c t, th e y  are  su rp ris in g ly  paralle l. The a n iso tro p y  
m ay  a p p e a r  in  consequence o f th e  ob lique p o sitio n  of th e  c ry sta llin e  sch is ts , 
n o t o n ly  b y  th e  ru p tu re  tec to n ics , b u t  i t  c an  be b ro u g h t ab o u t b y  b o th .
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ДВ/2, m
Fig. 7. G eoelectric  sounding  cu rves in  th e  Sopron M ts.

Interpretation o f  the distortions o f  the na tura l electromagnetic f i e ld  and  o f  
the dependency o f  the apparent specific resistivities on directions.

T h e  earlier ou tlin ed  p ic tu re  ch arac terizes  th e  im p o rta n t reg iona l e lec tric  
a n iso tro p y  of th e  re s is tiv e  b a sem en t in  th e  C a rp a th ia n  B asin. Tw o questions 
a rise : w h e th e r  all o b se rv a tio n s  can  be in te rp re te d  in  te rm s of th e  an iso tro p ic  
b a se m e n t an d  w h a t th is  a n iso tro p y  is. A t f i r s t  th e  resu lts o f th e  m ag n e to te l-  
lu ric  so u n d in g s lis ted  in  1.— 3. need to  be e x p la in e d . T hey  show  th e  ex istence  
o f th e  a n iso tro p y  below  th e  c ru s t in  th e  u p p e r  m an tle , ch a rac te rized  b y  th e  
in e q u a lity  qx ]> qy.

C onsidering  O ’B r i e n  an d  M o r r i s o n ’s m o d el ([10], F ig . 8) w h ich  is 
c o m p u te d  fo r an  an iso tro p ic  m edium  an d  agrees well in  respect to  th e  f irs t  
tw o  la y e rs  w ith  th e  s tra t ig ra p h y  of th e  B asin , th e  follow ing resu lts  a re  o b ta in e d :

1. T h e  left-side in creasin g  b ranches o f  th e  curves qAx and  qAy in te rse c t 
each  o th e r . Before th e  in te rsec tio n  is qAy^> qAx, in  sp ite  of qAfy> q At/. A t 0  =  0 
is gx =  l /o 1 =  2000 Ü  m  an d  qy =  l/cr2 =  100 Q  m . A ccordingly  th e  im p ed an ce  
ellipse tu rn s  from  th e  d irec tio n  Y  (E — W ) to  X  (N — S).

2. T h e  curve  рлу (Е — W ) h av in g  sm alle r re s is tiv itie s  ind ica tes a t  a d e p th  
o f a  few  tim es te n  km -s (in  fu n c tio n  of 0 )  a co n d u c tin g  layer. O n th e  cu rve  
qx (N — S) th is  lay e r h as  no tra c e . This in d ic a tio n  also resu lts from  th e  an iso 
tro p y .

3. T h e  curve  qx show s a v e ry  sligh t d ecrease  o f resistiv ities a t  a d e p th  of 
150 k m .

T h ese  s ta te m e n ts  co rrespond  well w ith  th e  m ag neto te llu ric  c h a ra c te r is 
tics o f  th e  C a rp a th ia n  B asin , in  th e  f irs t p lace  w ith  th e  d ifferen t d e p th s  o f  th e  
c o n d u c tiv e  zone o b ta in ed  from  th e  curves qx a n d  Qy. The curve qx w ith  th e  
g re a te r  resis tiv ities  show s a co n d u c tin g  la y e r  a t  a d ep th  agreeing w ell w ith  th e
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Fig. 8. T heore tical cu rves b y  O ’B r ie n  an d  M o rriso n  over an iso tro p ic  m ed ia

geoph y sica l s itu a tio n  an d  i t  is connec ted  a t  th e  rea l d e p th  to  a re a l re s is tiv ity  
d ecrease , th e  curve Qy, h o w ev er, show s an  a p p a re n t decrease o f  re s is tiv itie s  
a t  th e  g iven d ep th . (See p o in t 3 above.) T he period  a t  th e  in te rse c tio n  is 
sm alle r th a n  a t  our m ean  cu rves, h in tin g  a t  th e  difference o f  th e  s tra tig ra p h ic  
m odels.

T h e  cause o f th e  reg io n a l d irec tion  o f th e  values A H z/A  H & can  be of 
v a rio u s  k inds.

T h e  m ost sim ple e x p la n a tio n  w ould  be  th e  reg ional d ip  o f th e  b a se m e n t 
to  th e  N o rth , or th e  d ip  of th e  con d u c tiv e  lay e r in  th e  u p p e r  m a n tle  to  th e  
S o u th . T h e  d ip  w ould th e n  be q u ite  un ifo rm  in  th e  area  of th e  C a rp a th ia n  B asin  
acco rd in g  to  th e  sm all d ifferences o f  A H z/A  H#  va lues (F ig . 5). T h e re  is, 
h o w ev er, no ind ica tio n  on th e  m ap  o f th e  b a se m e n t a b o u t a reg io n a l d ip  of 
th e  c ry sta llin e  b asem en t to  th e  N o rth . T he changes of th e  d e p th  o f th e  co n d u c
tiv e  la y e r  in  th e  u p p er m a n tle  c a n n o t he e v a lu a te d  based  on th e  few  d a ta ,  
a lth o u g h  som e u n d efin ite  trace s  o f a deeper s itu a tio n  to  th e  S o u th  w ere fo u n d  
in  an  ea rlie r p ap er [6].

W ie s e  has ta k e n  as basic  m odel th e  c o n ta c t o f m ed ia  w ith  d iffe ren t 
re s is tiv itie s  along a v e rtic a l p lan e  (e.g. along a fau lt) . In  th is  case th e  d irec tio n  
o f  A H Z/ A H & is in  his re p re se n ta tio n  to w ard s th e  rocks h av in g  a g re a te r  re s is t
iv ity , p erp en d icu la rly  to  th e  d isco n tin u ity . T his effect is co m p arab le  in  th e  
case  o f th e  C arp a th ian  B asin  to  th e  increase o f th e  m ean  re s is tiv ity  o f  th e  sedi-

13* Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



1 0 6 A. ÁDÁM

m e n t com plex  to  th e  S o u th . B u t  in  accordance w ith  th e  m en tio n ed  in te rp re 
ta t io n  o f  th e  m a g n e to te llu ric  deep  soundings i t  can  be  assum ed  th a t  th e  d is
tu rb a n c e  is caused b y  a s y s te m  of very  deep E — W  fa u lts , w hich are  filled  
w ith  co n d u c tin g  m a te ria l a n d  so th e  resu lting  re s is tiv ity  in  th e  N — S d irec tio n  
is e s se n tia lly  g rea te r th a n  t h a t  in  th e  E — W  d irec tio n . This is w h y  a b ig  
e x c e n tr ic i ty  of th e  te llu ric  re la t iv e  ellipses w as fo u n d  a t  a d is tan ce  up  to  30 k m  
fro m  th e  L ake B a la to n  fa u l t ,  a n d  th is is th e  rea so n  o f  th e  n e a r  to  surface an iso 
t r o p y  in  th e  Sopron M ts re su ltin g  from  a te c to n ic  d e fo rm atio n . T he v a lu e  of 
A H , / A  H № m ay  be in flu en ced  b y  th e  m acroform s o f th is  tec ton ics.

I t  is n o t likely, h o w e v e r , th a t  the  p e rs is te n t d irec tio n  of A H J A  H ,•> to  
th e  S o u th  is a mere chance  re su ltin g  from  th e  s i tu a tio n  a t  th e  po in ts of m easu re 
m e n ts , an d  in rea lity  b o th  d irec tio n s (N an d  S) are  eq u a lly  p resen t. T his fac t 
h in ts  a t  o th e r  factors in  th is  an o m aly  in a d d itio n  to  th e  con d u c tiv e  fau lts  and  
th e  c h an g e  of sed im en t re s is tiv itie s ; these sh o u ld  in c lude  th e  s tru c tu re  of th e  
c o n d u c tiv e  zone in th e  u p p e r  m an tle . To s e p a ra te  th is  effect is im possib le a t 
p re s e n t . T he sm all v a lu es  o f  A  H zjA  H 0 m ay  be  in flu en ced  b y  u n id irec tio n a l 
p r im a ry  effects, too .

T h e  m ost im p o r ta n t r e s u lt  of the  p re sen t in v e s tig a tio n s  is th a t  th e  C ar
p a th ia n  B asin  was h it  b y  a te c to n ic  stress w hich re su lte d  in  th e  loosening of 
th e  b a se m e n t in  th e  d ire c tio n  E — W  or E N E — W S W  dow n to  d ep th s  g rea te r  
t h a n  th e  e a r th  c ru s t, a n d  th e  system  of fa u lts  is filled  w ith  a m a te ria l m ore 
c o n d u c tiv e  th a n  th e  c ry s ta ll in e  rocks of th e  b a se m e n t. T his con d u c tiv e  m a te ria l 
is p e rh a p s  p roduced  b y  w a te r  in  shallow er d e p th s , a t  g re a te r  d ep th s  th e  effect 
o f  th e  te m p e ra tu re  m a y  be  s ign ifican t, too . T h e  in d ica tio n s  of th e  q u an titie s  
A  H J A  Ho  canno t be d e f in ite ly  in te rp re ted  h ith e r to .
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ФОРМЫ ВЫЯВЛЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ НЕОДНОРОДНОСТИ И АНИЗОТРОПИИ 
В КОМПЛЕКСНЫХ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ИССЛЕДОВАНИЯХ, ПРОВЕДЕННЫХ

В статье излагаются формы выявления электрической анизотропии и неоднород
ности по следующим результатам измерений, проведенных в Венгерском бассейне:

1. по кривым магнитотеллурических частотных зондирований;

3. по теллурическим и магнитотеллурическим эллипсам;
4. по измерениям сопротивлений с четырьмя электродами у выходов пород на 

поверхность.
На этом основании в статье указываются главные тектонические особенности 

Венгерского Бассейна.

В ВЕНГЕРСКОМ БАССЕЙНЕ
А . А Д А М

РЕЗЮМЕ

2. в геомагнитных направлениях на основании определения

Acta Geodactica, Geophysîca et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969





A cta  Geodael., Geophys. et M ontanist. A cad. Sei. H ung ., T o m u s 4 ( 1 — 2 ) , p p . 199— 209 (1 9 6 9 )

S O M E  M E T H O D S  O F  A N A L Y T I C A L  

A E R O T R I A N G U L A T I O N

“TETRAPLET” METHOD TAKING ADVANTAGE OF AN OVERLAPPING 
OF 70 AND 80 PER CENT WITHIN THE STRIP

L. MOLNÁR
GEODETIC INSTITUTE, BUDAPEST 

[Manuscript received July 28, 1968]

The different methods of aerotriangulation are well characterized by the correction and 
condition equations used to solve them. In this paper the aerotriangulation is solved by the 
construction of normal stereograms the plane of which is parallel with the xy plane of the strip 
coordinate system after a suitable transformation of the left-side photo, so the coupling of 
these normal stereograms to strips is possible merely by shifting and by the changes of scale. 
The basis of the different methods proposed is two sorts of condition equations: error equations 
connected with vertical parallaxes and error equations expressing the differences of strip co-or
dinates of identical points determined from different pairs of photos. Both sorts of error equa
tions contain as unknown the elements of relative orientation. Using the deduced error equa
tions, the article gives different methods for the case of an overlapping of 60 per cent and more 
(70, 80 per cent) within the strip.

N otation s

The m in u scu les in  the d ed u ction s and on  th e  figures refer to  th e  im age  
p la n e , th e  m aju scu les to  the m od el sp ace (m od el, str ip , m ap or g e o d etic  coor
d in a tes).
X, y ,  z — le ft-s id e  p ictu re coord inates  
x ' , y ' , z ' =  r ig h t-s id e  picture coord in ates  
p  =  x  —  x '  =  h o r izo n ta l p arallax  
q  =  y  —  y ' — v er tic a l parallax
x 0, y 0 == le ft-s id e  p ictu re coord inates o f  th e  n orm al stereogram  
Xq, y ó  =  r ig h t-s id e  p ictu re coord inates o f  th e  n orm al stereogram  
x ", y"  =  r ig h t-s id e  p icture coord in ates o f  th e  pair o f  photos w ith  th e  a x is  

t ilt in g  sid ew ard s
x tr, y tr =  p ictu re coordinates tran sform ed  in to  th e  h orizonta l p lane  
cp, u>, x  =  an gu lar orien tation  e lem en ts  o f  th e  le ft-s id e  or a single p h o to  
<pr, со', x ' =  th e  sam e o f the r ig h t-s id e  p h oto

I. D ed uction  o f  th e error eq u ation s con n ected  w ith  vertical p ara llaxes

T h e tran sform ation  o f a s in g le  p h o to  m ean s th e  con stru ction  o f  a new  
p ictu re  h a v in g  its  projection  ce n te r  a t th e  sa m e p lace as th e or ig in a l p ictu re, 
th e  t ilts  and sca les  are, h ow ever, d ifferen t (th e  ch an ge o f scale m ea n s a pro-
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p o r tio n a l change o f  ea ch  coord inate, th u s o f  th e  coordinate z  =  — f,  to o ). 
T h e sp a tia l p osition  o f  th e  projection  cen ter  o f  a single pair o f  p h o to s  can n ot  
b e  ch a n g ed  w ith o u t th e  d istortion  o f  th e  co n e  o f  rays [1]. T h e a n a ly tica l 
tra n sfo r m a tio n  (b y  eq u a tio n s) o f single p h o to s  is a rigorously exp ressed  p ro 
ced u re  in d ep en d en t o f  th e  top ograp h y  o f  th e  terra in .

T h e form ulas o f  th e  rigorous an a ly tic  tran sform ation  are:

x t r = - f y  (1)

* , =  - / £  ( 2 )

* , r = - f  (3)

w h ere  x t l ,  y lr  and z lr are th e  p icture co o rd in a tes , m easured on th e  tran sform ed  
p ic tu r e , f  th e  ca m e ra -co n sta n t (focal d ista n ce), X , Y  and Z  au x iliary  coord in a tes  
to  b e  d eterm in ed  d ep en d e n t on  th e order o f  e lim in a tio n  o f cp and со w ith  th e  aid  
o f  t h e  eq u ation s in  T ab le  I.

Table I

=  cos cp cos y  -j- sin (p sin CO., sin X ay =  cos cp2 cos у

a., =  cos со., sin y. a 2 =  cos со sin y  -f- sin cp2 sin со cos у

« 3  =  —sin cp COS X +  COS cp sin ft)2 sin X a3 =  sin со sin у  — sin cp2 cos со cos у

by =  —cos cp sin X -f- sin cp sin co2 COS У by --- —cos cp2 sin У

b2 —  cos co2 COS У i)2 =  COS CO COS X — sin (p„ sin CO sin X
b.j =  sin CP sin X -f- cos cp sin co2 COS X b3 =  sin CO COS У -j- sin cp2 COS 0) sin У

Cy =  sin cp cos co2 Су =  sin cp2

c2 =  —sin oj2 c2 =  —cos cp2 sin CO

c3 =  cos cp cos co2 c3 =  COS cp2 COS CO

X a l  «2 «3 X
У = by b2 b3 ■ Y
z Cy c2 c3 z

X al 1̂ C 1 X

Y = ci*, b2 c2 • У

z a 3 b3 c3 z

T o ch an ge th e  p o s it io n  o f  projection  cen ters  is a stereop h otogram m etrica l 
ta sk  th a t  m eans th a t  it  can  b e solved  on ly  w ith  th e  aid o f th e  d a ta  o f  a pair  
o f  p h o to s . O b viou sly , i f  from  tlie  data o f  a s in g le  p h o to  th e p hoto  o f  th e  terra in
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fro m  an y  o th e r p o in t could  be co n stru c ted , th e n  th e  m o n o -p h o to g ram m etry  
could  solve th e  d e te rm in a tio n  of all th ree  co o rd in a tes  o f  po in ts  on th e  te r ra in , 
w h a t is im possib le.

A change in  th e  p o sitio n  o f th e  p ro jec tion  c e n te r  i.e. th e  co n stru c tio n  o f  
a p ic tu re  seen from  a n y  p o in t from  a given p a ir  o f p h o to s  — can only  be m ad e  
if  th e  elem ents o f re la tiv e  o r ie n ta tio n  for th e  o rig in a l p a ir  of p ic tu res is k n o w n . 
T his m eans th a t  th e  p ro ced u res  based  on th e  ch an g e  o f  th e  sp a tia l p o s itio n  o f  
th e  p ro jec tio n  cen te r  are  n o t able to  correct th e  b a se  com ponen ts or th e  b a se  
t i l ts ,  in  a geom etrica l sense d u rin g  th e  single i te ra tio n s  for th e  d e te rm in a tio n  
o f re la tiv e  o rie n ta tio n  e lem en ts  b u t  th e  com plete  b a se  com ponen ts or b a se  
ti l ts  can  be d e te rm in ed  ag a in  th ro u g h  th e  co rrec tio n  o f th e  abso lu te  te rm s  an d  
th e  co rrespond ing  coeffic ien ts accord ing  to  th e  re la tiv e  o rien ta tio n  e lem en ts  
d e te rm in ed  in  th e  p rev io u s ite ra tio n  (it is n a tu ra l ly  possible to  s u b tra c t  a 
v a lu e  a t  will from  th e  u n k n o w n  an d  to  consider its  e ffec t in  th e  ab so lu te  te rm , 
b u t  th is  does n o t  a lte r  th e  re a l m ean ing  of th e  u n k n o w n  from  a g eo m etrica l 
p o in t o f view).

T he p ic tu re  th a t  h as  b een  co n stru c ted  from  th e  re la tiv e  o rien ta tio n  ele
m en ts ca lcu la ted  in th e  p rev ious ite ra tio n , an d  th e  position  of w hich  a p 
p roaches to  t h a t  o f th e  n o rm a l stereog ram  is, n a m e ly , d is to rted , so th e  a p 
p lica tio n  o f th e  eq u a tio n  on th is  as on a rigorously  d e te rm in ed  p ic tu re  leads to  
a d is to rtio n  of th e  e lem en ts to  be determ ined .

T ak in g  th e  ab o v e-m en tio n ed  in to  co n sid e ra tio n , th e  form ulas can  so b e  
deduced  as to  allow  th e  m a th e m a tic a l (an a ly tic ) co n s tru c tio n  of r ig h t-s id e  
p ic tu res  fo rm ing  w ith  th e  le ft-side  p ictu res n o rm a l ste reo g ram s, based  on th e  
values m easu red  on a p a ir  o f p ic tu res.

I f  th e  p ic tu re  co o rd in a tes  are  deno ted  b y  Xq a n d  yó, th en  th e y  c a n  be  
d e te rm in ed  from  th e  fo llow ing E q s:

xo =  ( f +Po 4 T)

yó =  ( f + P o 4  T)

dxx ’ - f  bxy '  — c j

a .y X

c j  алх  

Ky' -  c j

>>лУ

P ( |tg r

C J  -  a3x ' - t>3y ' ( f + P i ) 4 T) COST

(4)

(5)

w here p 0 is th e  v alue  o f h o riz o n ta l p a ra llax , co rresp o n d in g  to  th e  no rm al s te re o 
g ram , i.e. p t) =  X —  x'0;

r i s  an  angle , m easu red  in  th e  p lane X Z  o f th e  n o rm a l s te reog ram , fo rm 
ed —  a fte r  e lim in a tio n  o f B y —  b y  th e  base  o f th e  n o rm al s te reo g ram  an d  
th e  position  o f th e  o rig inal b ase  p ro jec ted  o rth o g o n a lly  to  th e  m en tioned  p la n e
(** B z! B x) ;

V is th e  angle  b e tw een  th e  orig inal base an d  its  positio n  p ro jec ted  o r th o 
gonally  to  th e  p lane  X Z  o f th e  n o rm al s te reo g ram  ( ^  B y/ B x);
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tq  . . .  c3 can be  ta k e n  accord ing  to  th e  order o f e lim in a tio n  from  
T a b le  I .

T ak in g  th e  seria l ex p an sio n  o f E q . (5) a n d  in troduc ing  th e  v e r tic a l p a ra l
la x , th e  linearised  co rrec tio n  eq u a tio n  is fo u n d :

— ^ y - V '  +  ( / +  y j  (o +  ^ r - p 0v +  x ' x ’ +  (R q - q) =  v  (6)

E q s  (4)— (6) a re  recu rsiv e  ex p ressions, as th e  co o rd in a tes  o f th e  le ft
s id e  p ic tu re , co rrespond ing  to  th e  u n k n o w n  n o rm al s te reo g ram  a p p e a r  am ong 
th e  c o n s ta n ts , h id d en  th e  va lu e  p 0. T h is fa c t  as well as th e  n o n -lin e a r term s 
in  (6) (deno ted  b y  R q) req u ire  th e  use o f  ite ra tiv e  m ethods. T h e  v a lu e  of p 0 
is m od ified  in th e  i te ra tio n s :

1 I x "1 d------ tg  T
/

w h e re  p"  and  x" are  th e  values o f th e  “ ob liques ax is”  p a ir  o f p ic tu re s , tak ing  
<p', a>' a n d  x '  also in to  acco u n t ( B y has no  influence on th e  ж-coord inates).

T h e  value o f R q can  be  d e te rm in ed  acco rd ing  to  E qs (5) a n d  (6) w ith o u t 
n eg lec tio n s , follow ing each  ite ra tio n .

I I .  E rror equations exp ressin g  the d ev ia tion s o f  th e strip coord in ates determ ined
from  d ifferent p ictu re points

H  aving  form ed th e  n o rm al s te reo g ram s th e  m odel c o o rd in a te s  can be 
c a lc u la te d  from  th e  k n o w n  eq u a tio n s:

V -  B  X. — x u
P  0 
В

Y  = ------Уо
Po

Z  =  — f  
P  0

( 8)

I n  case of th e  p ro p o sed  m eth o d  to  fo rm  th e  s trip s , th e  axes o f  th e  norm al 
s te re o g ra m s  are para lle l. T h e  follow ing refers to  th is  case.

L e t us assum e th a t  one has to  f i t  a m odel to  th e  co o rd in a tes  X 0, Y 0, Z 0. 
T h e  axes of co o rd in a te  sy s tem  X 0, Y 0, Z 0 are  para lle l w ith  th e  co rrespond ing  
m o d e l coord inate  axes X ,  Y , Z.  A ch an g e  o f  scale and  a sh if t o f  th e  origo is 
n e e d e d  for th e  f ittin g .

Acta Geodaetica Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



METHODS OF ANALYTICAL AEROTRIANGULATION 2 0 :»

X M  — cx = xu
Y M  — Cy =  Y 0 (9)

Z M  ~ C Z =  Z 0

In  these eq u a tio n s  M  is th e  d e n o m in a to r  o f th e  scale, Сх>у<г a re  th e  values 
o f  th e  sh ift of th e  origo. S u b s titu tin g  th e  co rrespond ing  exp ressions from  E q . 
(8), as well as p 0 b y  p  dp, th e  rigo rous form  of th e  e rro r e q u a tio n s  is found  
in :

V -  M  ~  (X o - C x) =  t- 
+  0

- ^ 7 - M - ( Y 0 -  Cy) =  v 
P + ° p

- f  - M  (Zn Cz) — V 
P 0 +  °p

( 10)

In  Eqs (10) Cx yiZ are k n o w n , as th e y  are d e te rm in ed  in d e p e n d e n tly  
(fo rm ing  th e  g eom etrica l cen ter f ro m  th e  procedures o f m ak in g  s tr ip s  a lread y  
c a rrie d  ou t and  fro m  th e  values M).  So E q . (9) con ta in s a single u n k n o w n : th e  
sca le  fac to r M. L inearising  th e  coeffic ien ts of sim ilar ty p e  beside  th e  un k n o w n  
v a lu es  one o b ta in s :

" ^ x 0 (p  1 — p  2 dp +  . . .)
P + ô p

( И )

a n d  sim ilarly  in  y  an d  in z.
S u b s titu tin g  E q . (11) in to  (10), an d  considering th e  linearised  expressions 

o f  dp, one gets th e  fin a l form  o f e r ro r  equ a tio n s based  on E q . (4):

*0 14 1—  M -\- a f + \ 9 - l C Z L a + * ! > A r + s „
P f f  f

—  Af +  fc f +  Xy
P f ) /  /

J  M  +  c.
P 1 f ) /  /

In  th ese  equ a tio n s

+  Rx -  (X0+Cx) =  V

+  Ry - ( Y 0+Cy) =  V (12) 

+  R: -  (Z 0-{-Cz) =  V

a

b

c

X

p~

Ул
P

J f
О

P~

М п -г

- £ - M „
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w h ere  M „_ 1 m eans th e  v a lu e  of th e  d e n o m in a to r  of scale d e te rm in ed  in th e  
(n  —  l) - th  ite ra tio n .

In  Eqs (12) R x , y , z  m ean s th e  sum  o f th e  n o n -lin ea r te rm s . T hese values 
as w ell as th e  fac t t h a t  in  th e  coefficients o f th e  e rro r eq u a tio n s  p n an d  M n_ l 
a p p e a r , too  (values a , b a n d  c), requ ire  ite ra tio n s  fo r  th e  d e te rm in a tio n  of th e  
u n k n o w n . In  th is p rocess th e  f irs t te rm  of E q . (10) an d  th e  re liab ility  of th e  
d e te rm in a tio n  ach ieved  so fa r  can  be co m p u ted  from  th e  re la tiv e  o rien ta tio n  
e lem en ts  and  from  M .  S u b tra c tin g  from  th is  th e  co rrespond ing  p a r t  of E q . 
(12) th e  rigorous v a lu e  o f  R x , y , z  can be co m p u ted .

Fig. 1. W ide line — o rig in a l p ic tu re  axes of th e  cam era  a n d  base , th in  line — frac tio n  of th e  
r ig h t-s id e  p ic tu re , axes o f th e  c a m e ra  and  base co m p u te d  acco rd in g  to  th e  n o rm al ste reogram , 

d o ub le  line  — frac tio n  of th e  tra n s fo rm e d  p ic tu re

III . S om e aerotrian gu la tion  m ethods based on  th e  deduced  error equations  

I I I . l .  M ethods fo r  an overlapping o f  60 per  cent

I I I . l l .  Methods based on the error equations o f  the vertical parallaxes

T his procedure ap p lie s  th e  e rro r equ a tio n s (6 ) .T he p ro ced u re  is th e  follow 
ing .

T h e  photos are  tra n s fo rm e d  to  th e  p o sitio n  x  =  0 accord ing  to  th e  colli
m a tio n  m arks and  th e i r  u n d is tu rb e d  (“ id e a l” ) co o rd in a tes . This p rocedure 
a llow s th e  elim ination  o f  film  defo rm ation . T he sy s te m a tic a l e rrors (d istortion) 
a re  considered , too . T h e  p a ra llax es  are exp ressed  as d ifferences of left- and 
r ig h t-s id e  p ictu re  c o o rd in a te s  a fte r  e lim ination  o f sy s te m a tic a l errors.

T he spa tia l c o o rd in a te  system  of th e  s tr ip s  is d e te rm in ed  b y  th e  firs t 
p h o to  of th e  s trip . T h e  o rigo  rep resen ts th e  f i r s t  p ro jec tio n  cen te r, th e  s trip  
c o o rd in a te  axes X ,  Y ,  Z  ag ree  w ith  th e  c o o rd in a te  axes x , y ,  z of th e  firs t 
p ic tu re  (Fig. 1).

T h e  second p ic tu re  m u s t th e n  be acco rd in g  to  E q s  (4), (5) tran sfo rm ed  
w ith  th e  aid of re la tiv e  o r ie n ta tio n  elem ents d e te rm in e d  from  th e  e rro r eq u a 
tio n s  (6) and  sh ifted  in  th e  sp ace  to  form  w ith  p ic tu re  1 a n o rm al s tereogram .

T h e  rig h t side o f th e  second p ic tu re  (th u s  th e  p a r t  m easu red  on m odel 2) 
is th e n  tran sfo rm ed  in to  a p a ra lle l position  w ith  th e  p lan e  of th e  f irs t pho to  
w ith  th e  aid of th e  sam e  re la tiv e  o rien ta tio n  e lem en ts  cp, ft), x  accord ing  to  I
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(E qs (1) (2) and  (3)). P h o to  3 is th e n  o rien ted  to  th e  p ic tu re  co o rd ina tes o b ta in 
ed — th a t  is one form s a n o rm al s te reo g ram  th e  X Y Z  axes o f w hich are  p a ra lle l 
w ith  th e  axes X Y Z  of th e  f irs t  m odel, th u s  w ith  th e  axes X Y Z  o f th e  s tr ip  
co o rd in a te  sy stem , and  its  origo coincides w ith  th e  o rig in a l p ro jec tio n  c e n te r  
of p h o to  2, and  th e  scale (th e  len g th  o f th e  base) is u n k n o w n . Such a m odel 
can  be  coupled w ith  th e  prev ious one in  several w ays. A so lu tio n  of th e  p ro b 
lem  is duc tio n  o f th e  s tr ip  co o rd in a tes  of th e  tie  p o in ts  as well th e ir  m odel 
co o rd ina tes to  be connected  to  th e  geom etrical c e n te r , w hen  th e  scale is 
t r a n s m itte d  b y  th e  ra tio  of th e  Y  coo rd in a tes . (In  th is  case  th e  d e te rm in a tio n  
of th e  sh ifts is su b s ti tu te d  by  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  geom etrica l cen te r.)  
T he coupling  can  be solved in  d e te rm in in g  th e  B z e lem en t co rrespond ing  to  th e  
f irs t  m odel w ith  th e  aid o f th e  e lem en ts  т and  M  o f th e  f ir s t  m odel ( B z is th e  
s tr ip  coo rd in a te  Z  of th e  second p ro jec tio n  cen ter re la tiv e  to  th e  f ir s t  one), 
an d  ta k in g  th is in to  con sid era tio n  one calcu lates th e  scale  from  th e  ra tio  o f th e  
m odified  Z  d a ta . T he f irs t m e th o d  is m ore reliable, b u t  i t  requ ires a v e ry  p re 
cise id en tific a tio n  o f th e  tie  po in ts  o f th e  m odels, an d  experiences h av e  show n 
th a t  it  can  be used  only  in  case o f tie  po in ts  defined w ith  a rtif ic ia l m ark s (good 
m ark in g  on th e  te r ra in  or a v e ry  fine  artific ia l m a rk  — needle p rick , sm all 
b o rin g  —  on th e  cen tra l p h o to ). In  o th e r  cases th e  co u p lin g  Z  is m ore a c c u ra te  
(b u t less precise). I t  is to  he rem a rk e d  th a t  th e  s tr ip  co o rd in a te s  Z  of th e  fu r th e r  
p ro jec tio n  cen ters are th e  sum s o f th e  values B z m u ltip lied  b y  th e  scales.

P rogram s (G IE R , E L L IO T  803B) based  on th e  so lu tio n  in  th is  c h a p te r  
h av e  given w ith  num erica l te s ts  rigorous resu lts u p  to  th e  accu racy  o f th e  
m achine.

R esu lting  from  leav ing  o u t considera tion  o f th e  e rro r  eq u a tio n s d e a lt 
w ith  in c h a p te r  I I ,  a t  th e  tie  p o in ts  con trad ic tio n s a p p e a r  th a t  h in t a t  e rro rs 
bx an d  6m. In  o rd er to  e lim in a te  th e  e rro r bx a c ap p a -co rrec tio n  is in tro d u c e d  
in th e  position  o f th e  p rog ram s if  th e  circum stances a d m it its use (co n d itio n s: 
d em an d  of custom er, su itab le  p o sitio n  and  n u m b er o f  t ie  p o in ts , sm all s c a tte r  
of th e  dev ia tions h in tin g  a t  b„ re la tiv e  to  th e  d ev ia tio n s them selves.)

111.12. Triplet method

T he capp a-co rrec tio n  m en tio n ed  a t  th e  end o f th e  la s t c h a p te r  does n o t 
rigo rously  solve th e  e lim in a tio n  o f th e  sy s tem atica l d ev ia tio n s  in th e  sense 
X  a t  th e  tie  p o in ts , as th e  o th e r o r ien ta tio n  e lem ents rem a in  un ch an g ed . The 
rigorous so lu tion  is th e  tr ip le t  m e th o d  of M i k h a i l  [2 ]  t h a t  can  be described  
v e ry  sim ply  w ith  th e  aid o f th e  e rro r equations (6) a n d  of th a t  d ed u ced  in 
I I ,  if  th e  cen tra l p h o to  o f th e  tr ip le t  is assum ed in  b o th  m odels to  be th e  le f t
side one. In  th e  e rro r eq u a tio n s (12) th e  co n stan ts  СХ(У>г are  in  th is  case 0, in 
p lace o f th e  given coord inates X n, Y 0, Z 0 th e  a p p ro p ria te  p a r t  o f th e  sam e erro r 
eq u a tio n s  co rrespond ing  to  th e  o th e r  m odel can  be w ritte n . To solve th is
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s y s te m  o f norm al e q u a tio n s  w ith  11 unknow ns, th e  w hole p h o to  3 is tran sfo rm ed  
in to  a  h o rizo n ta l p o s itio n  w ith  th e  aid  of e lem en ts  q>, со, x  (E q s  (1), (2) and  (3)), 
t h e n  th is  photo  is h a n d le d  as a cen tra l p ic tu re  to  ca lcu la te  th e  n e x t tr ip le t.

A  fu rth e r re f in e m e n t is reached  b y  th e  lin e a r  tra n s fo rm a tio n  o f th e  t r ip 
le ts  one  on the  o th e r  o v e rla p p in g  th e  w hole m odel. I t  m u s t b e  m en tioned  in  
c o n n e c tio n  w ith th e  t r ip le t  m eth o d  th a t  an  im p ro v em en t o f  th e  conditions 
is a t ta in e d  only if  th e  a p p lic a tio n  o f th e  x -co rrec tio n  is fu lfilled  i.e. if  th e  id en 
t i f ic a t io n  of the  tie  p o in ts  an d  th e  m easu rem en t o f v e r tic a l para llaxes is 
c a r r ie d  o u t by  ab o u t th e  sam e  accuracy . In  th e  opposite  case inco rrec t con
s t r a in t s  appear an d  th e  re s u lt  d e te rio ra tes .

I I I .  13. A  solution w ith  s ix  unknow ns to approximate the results o f  the triplet
method with a s ign i f ica n t  decrease in  the quantity  o f  calculations

A  d isad v an tag e  o f  th e  tr ip le t  m eth o d  described  in  th e  la s t  ch ap te r is 
t h a t  i t  does no t m ake th e  re su lt  m ore accu ra te , b u t  th e  q u a n t i ty  o f calcu lations 
is s ig n ifican tly  in c reased  [3].

T h e  problem  can  b e  so lved  fa r m ore a c c u ra te ly  th a n  w ith  th e  m ethod  of 
I I I .  1, supp lem en ted  w ith  th e  cap p a-co rrec tio n , if  th e  co n d itio n s m entioned  
th e r e  a re  fulfilled, u s in g  th e  e rro r  equa tions described  in  c h a p te r  I I  a t th e  tie  
p o in ts  w ith  the  la s t m o d e l. I n  th is  case th e  c o n s ta n ts  Cx>,(2 E q . (12) are d e te r
m in e d  in  th e  know ledge o f  th e  p rev ious base co m p o n en ts , in  p lace  o f X 0, Y 0, Z 0 
th e  s t r ip  coordinates o f  th e s e  po in ts  are  to  be  w ritte n . T hus a  sy s te m  of norm al 
e q u a tio n s  w ith six u n k n o w n s  is se t up  based  on th e  e rro r e q u a tio n s  (6) and  
(12). Solving th is s y s te m  a n d  ca lcu la ting  w ith  th e  re su lts , n o  sy stem atica l 
c o n tra d ic tio n s  rem ain  in  th e  t ie  po in ts.

W e again em phasise  th e  decisive im p o rtan ce  o f th e  co n d itio n s en u m era ted  
a t  th e  en d  of ch ap te r  I I I .  11.

111.2. Methods for  the case o f  an  overlapping o f  70 per  cent or more w ith in  the strip.
“ Tetraplet’’’ method

111.21. “ Tetraplet”  method to take advantage o f  an overlapping o f  80 per cent
within the strip

T h e  precision is m o re  econom ically  a n d  su re ly  in c reased  usin g  in  place 
o f  a n  overlapp ing  o f 60 p e r  c e n t w ith in  th e  s tr ip  an  o v erlap p in g  of 80 per cent 
a n d  th e  analy tica l t e t r a p le t  m eth o d  to  be described .

A  te tra p le t  c o n ta in s  fo u r pho tos of 80 p e r cen t o v erlap p in g  (F ig . 2). To 
th e  co llec tive  ca lcu la tions acco rd ing  to  th e  schem e reco m m en d ed  th e  d e te r
m in a tio n  of 15 unknow ns is needed . T he te tra p le ts  are coupled  b y  tw o  com m on 
p h o to s  each. B oth th e  f i r s t  p h o to s  can be tra n sfo rm e d  to  a h o riz o n ta l position
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w ith  th e  aid of th e  e lem ents d e te rm in ed  from  th e  p rev io u s te tr a p le t .  T he m odel 
co o rd ina tes are th e n  ca lcu la ted  from  th e  pairs o f p h o to s  w ith  60 an d  40 p e r 
c en t overlapp ing  (1— 3), (2— 4) an d  (1— 4), resp . T h e  e rro r  eq u a tio n s  to  b e  se t 
u p  follow  th e  sam e p a irs  o f p h o to s . T ab le  I I  c o n ta in s  th e  e rro r eq u a tio n s .

T he so lu tion  co n ta in s  a t  each  p o in t e rro r e q u a tio n s  in  th e  senses x  an d  
y ,  th u s  th e  m easu rem en t erro rs in  b o th  d irections x  an d  y  can  be d e te rm in ed  
w ith  abso lu te  c e r ta in ty .

I 3

T he course o f  c o m p u ta tio n s  fo r every  te t r a p le t  is e.g. th e  fo llow ing:
1. T ran sfo rm a tio n  o f p h o to s  1 an d  2 w ith  th e  aid  o f  E q s (1) an d  (2) based  

on th e  elem ents d e te rm in ed  fo r th e  prev ious te tr a p le t .
2. D e te rm in a tio n  o f p re lim in a ry  values for th e  un k n o w n  q u a n titie s , 

an d  elim ination  o f ro u g h  erro rs as well as p a r tia l e lim in a tio n  o f sm all e rro rs  in  
th e  sense y .  F o r th is  p u rp o se :

d e te rm in a tio n  o f  th e  re la tiv e  o rien ta tio n  e lem en ts  on th e  m odel (1— 3) 
an d  (2— 4) w ith  60 p e r  c en t o v erlap p in g  accord ing  to  th e  m eth o d  described  in  
I I I . 11;

d e te rm in a tio n  o f th e  p re lim in a ry  values of vu  an d  Tl4 on th e  m odel (1— 4) 
w ith  an  overlap p in g  o f 40 p e r  cen t, using  th e  p rev io u sly  d e te rm in ed  va lu es  o f 
ç:4, o)4 and  *:4 (system  o f n o rm a l eq u a tio n  w ith  tw o  u n k n o w n s);

calcu la tion  o f p re lim in a ry  values for M 13, M 2i a n d  M 14.
3. S e ttin g  u p  an d  so lv ing  th e  sy stem  of n o rm al e q u a tio n s  w ith  15 u n 

know ns. This p ro ced u re  m u s t be coupled  w ith  th e  e lim in a tio n  o f erro rs.
4. C alcu lation  o f  th e  s tr ip  coo rd inates of po in ts  fro m  th e  m odels (1— 3), 

(2— 4) an d  (1— 4) an d  o f th e  average  value o f th e  v a lu es  received  (m ay b e  
w eigh ted  too) (th e  m odel (1— 4) w ith  40 p er cen t o v e rlap p in g  m eans th e  “ use
fu l a re a ”  of th e  sim ple te tra p le t) .
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I I I . 22 . ííPentaplet '’ method to take advantage o f  an overlapping o f  80 per cent
within the strip

T h e  overlapp ing  o f  80 p e r  cen t M ithin th e  s tr ip  can  b e , n a tu ra l ly , ta k e n  
a d v a n ta g e  of based  on  e r ro r  equ a tio n s ap p lied  in  a co m b in a tio n  un like  th e  
t e t r a p l e t  described ea rlie r. I t  is possible to  dea l w ith  5 p h o to s  as a u n it  (“ pen- 
t a p l e t ” ). P en tap le ts  (F ig . 3) a re  alw ays coup led  b y  th re e  p h o to s . As o rie n ta 
t io n  e lem en ts  cp, со, x  are  k n o w n  from  th e  p rev ious p e n ta p le t, one h as  here only  
th r e e  unknow ns m ore th a n  fo r  th e  te tr a p le t  m e th o d . In  th is  case th e  m odels 
w i th  60 an d  40 per c e n t o v e rla p p in g  are  (3— 1), (3— 5), (2— 4), (1— 4), (2— 5),

f r o m  th e se  all d a ta  o f (3— 1) is a lread y  k n o w n , th e  fu r th e r  m odels give th ree  
e le m e n ts  t , v and  M  e ach , a n d  fu r th e r  one is to  d e te rm in e  th e  e lem ents cp, со 
a n d  X o f  th e  photos 3 a n d  5, th u s  a lto g e th e r 15 un k n o w n s. T h e  n u m b er o f  
u n k n o w n s  increase b y  4 , i f  one w an ts to  consider th e  p a ir  o f  p ic tu re s  (1— 5) 
w ith  20 p e r cent o v e rlap p in g , to o , in  se ttin g  u p  th e  e rro r e q u a tio n s .

T h is  m ethod  p e rh a p s  d im in ishes so m ew h at th e  e rro r a c c u m u la tio n  w ith in  
th e  s t r ip  in  com parison  to  th e  te tr a p le t  m e th o d , b u t  th e  in c rease  o f th e  n u m b er 
o f  u n k n o w n s (by th re e , o r e v e n  b y  six) s ig n ifican tly  increases th e  q u a n ti ty  of 
c a lc u la tio n s , and th e  t r e a tm e n t  of th e  d a ta  co m p lex  o f Fig. 3 fu r th e r  increases 
t h e  s to ra g e  dem and  o f th e  c o m p u ta tio n ; th e  d isa d v a n ta g e s  are  scarce ly  
p ro p o r t io n a l  w ith th e  in c re a se  o f accuracy .

I I  1 .23. Method to take advantage o f  an overlapping o f  70 per cent w ith in  the strip

In  th is case it  is v e ry  u sefu l to  t r e a t  th re e  pho to s  as a u n i t ;  th ese  u n its  
a re  a lw ay s  coupled b y  a co m m o n  pho to . Such a u n it  (F ig . 4) c o n ta in s  tw o m od
els o f  70 per cen t o v e rla p p in g  an d  one of 40 p e r c e n t; m odels (1— 2), (2— 3),
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an d  (1— 3) resp . U n k n o w n  are  e lem ents <p, со a n d  x  o f pho tos 2 and  3, an d  fo r 
all th e  th ree  m eth o d s th e  v alues o f t , v  and M  th u s  one has 15 unknow ns.

2

N otes: 1. I t  is an  ad v an tag eo u s  so lu tio n  to  couple th e  u n its  o f th re e  
70 p er cen t o v erlap p in g  pho to s  by  tw o com m on p h o to s  each: th e  n u m b e r of 
unknow ns (to 9) is th u s  sig n ifican tly  reduced , th e  ca lcu la tions are sp lit  in to  
sm aller cycles (th e  sy s tem  of equa tions rep ea t th em se lv es  from  ph o to  to  p h o to ).

2. T he p rob lem  can  be solved b y  th e  te t r a p le t  m ethod  described  ea rlie r. 
T his h in ts  a t  re la tiv e ly  un iv ersa l ap p licab ility  o f th e  te tra p le t  m ethod .
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НЕСКОЛЬКО МЕТОДОВ АНАЛИТИЧЕСКОЙ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
ФОТОТРИАНГУЛЯЦИИ, МЕТОД «ТЕТРАПЛЕТ» ДЛЯ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

70-И И 80-И %-НОГО ПРОДОЛЬНОГО ПЕРЕКРЫТИЯ
Л. МОЛНАР 

РЕЗЮМЕ
Разные методы аналитической пространственной фототриангуляции хорошо харак

теризуются применяемыми для их решения уравнениями поправок и условными урав
нениями. В этой работе решение пространственной фототрпангуляции заключалось в 
построении нормальных стереограмм, плоскость которых — вследствие предварительной
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трансформации левого аэроснимка — параллельна плоскости х у  маршрутной коорди
натной системы, так что привязка к маршруту нормальных стереограмм может быть 
решена путём смещении и изменения масштаба. Основой для разных предложенных 
методов служат два вида уравнения поправок: уравнения поправок, связанные с верти
кальными параллаксами и уравнения поправок, выражающие различие координат одних 
и тех же точек в маршруте, определенных из разных стереопар. Оба типа уравнений попра
вок содержат, как неизвестные, элементы взаимного ориентирования. На основе выве
денных уравнений поправок в статье излагаются разные методы для случаев продоль
ного перекрытия в 60% и больше (70,80%).
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N E U E  U N T E R S U C H U N G E N  Z U R  T H E O R I E  

D E S  N O R M A L S P H Ä R O I D E S *

K . L E D E R S T E G E R

WIRKL. MITGLIED DER ÖSTERR., KORR. MITGLIED DER BAYER. UND EHRENMITGLIED DER UNG. AKADEMIE
DER WISSENSCHAFTEN

F ü r  die D efin ition  des N o rm alsp h äro id es de r E rd e  s teh en  g ru n d sä tz lich  v ie r  M öglich
k e ite n  offen :

1. E in e  G leichgew ichtsfigur m it den  em pirischen  D a ten  (E , со, а, ал, C), w elche a lso m it 
d e r E rd e  die M asse E , die R o ta tio n sg esch w in d ig k e it со, die A chse a des Geoides o d e r b e sse r des 
m it dem  E rd k ö rp e r  volum gleichen E llipso ïdes, die A q u a to rach se  des K ernes (K e rn o b erflä ch e  
in 2900 k m  T iefe), das H a u p tträ g h e itsm o m e n t C u m  die R o ta tio n sach se  u n d  sch ließ lich  den 
D ic h te sp ru n g  . Io =  3,75 an  de r K ern o b erfläch e  gem einsam  h a t. D am it is t d em  P rin z ip  der 
E rh a ltu n g  des D rehim pulses coC R ech n u n g  g e trag en , w eshalb  J .  O’K e e f e  diese L ö su n g  
sch lech tw eg  als die G leichgew ichtsfigur d e r E rd e  beze ichnet. D iese F igu r h a t  a b e r  e ine  zu 
k leine  D ifferenz (C— A ) der beiden  T räg h e itsm o m en te  und  infolgedessen auch  e ine  zu  k leine 
A b p la ttu n g  (I  : 299,2), w eshalb sie zu m in d est fü r  geodätische  Zwecke ungeeignet ist.

2. H a lte n  w ir u m g ek eh rt die s ta tisc h e  A b p la ttu n g  J 2 oder die D ifferenz d e r  T rä g h e its 
m o m en te  fest, gehen also von den em pirischen  D a ten  (E , со, а , аА,, J 2) aus, so re su ltie r t  w ohl die 
rich tig e  A b p la ttu n g  (1 : 298,25), jed o ch  ein zu großes C. E s g ib t ü b e rh au p t ke ine  G leichge
w ich ts fig u r, welche neben (E , а, а л) die R o ta tio n sg esch w in d ig k e it und beide T räg h e itsm o m en te  
J  u n d  A 4 d. h . C und J 2 m it der E rd e  gem einsam  h a t.

3. In  A n b e trac h t der T a tsach e , d aß  de r S te rn ta g  gegenw ärtig  um  1 S ek u n d e  in  ru n d  
120 000 J a h re n  ab n im m t, k an n  m an  an  eine G leichgew ich tsfigur m it etw as g rö ß ere r R o ta t io n s 
gesch w in d ig k e it denken . Man n im m t an, d aß  die E rd e  vor v ielen  Jah rm illio n en  g le ich sam  im 
G leichgew ich t e r s ta r r t  is t und  h ä tte  h ierzu  das W echselspiel von K o n tra k tio n  u n d  F lu tre ib u n g  
im  L aufe  de r E n tw ick lungsgesch ich te  de r E rd e  zu s tu d ieren . M an k an n  ab er a u ch  a n  eine 
A b n ah m e der G rav ita tio n sk o n s tan ten  u n d  eine d a m it v e rb u n d en e  A usdehnung  des E rd k ö rp e rs  
d en k en , w elche H ypo these  besonders von L. E g y ed  v e rfo ch ten  w ird. Jed en fa lls  f in d e t  m a n  fü r 
das W iechert-M odell (hom ogener M antel u n d  hom ogener K e rn ) m it den D a ten  (E , а , а^, J 2, С) 
eine R o ta tio n sg esch w in d ig k e it, die e inem  u m  2758 kürzeren  S te rn ta g  e n tsp rich t. D e r Ü b e rg an g  
von d iesem  W iechert-M odell zur m eh rp a ram e trig en  G leichgew dchtsfigur e rfo rd e rt zu sä tz lich e  
A n n ah m en , d ie d e rze it noch h y p o th e tisch en  C h a rak te r  trag en .

E r te i l t  m an  dieser G leichgew ich tsfigur die heu tige  R o tatio n sg esch w in d ig k e it, so re su l
t ie r t  e ine  G le ichgew ich tsanordnung , sow eit es sich um  die F esterde  h a n d e lt, w ä h ren d  die 
W asserhü lle  de r v e rm in d erten  F lieh k ra f t folgen k an n . M it den  D a ten  (E , со, а , J 2, J 4), w obei 
die M assefunk tion  J 4 der G leichgew ich tsfigur der E rd e  en tn o m m en  w ird, fo lg t au s  d em  H e l
m ertsy s te m  d as m eh rp aram etrig e  N o rm alsp h äro id . D ieses h a t  die rich tige, g e o d ä tisch  v e r
w en d b are  A b p la ttu n g  u n d  au ß erd em  ein T räg h e itsm o m en t C, das sich vom  w ah ren  W ert 
h ö ch sten s  u m  eine Größe 6. O. u n te rsch e id en  kann .

4. L ieg t schließlich auch  J ,  em pirisch  vo r, wie es g ru n d sä tz lich  aus de r A n a ly se  der 
B a h n s tö ru n g en  der k ünstlichen  S a te lliten  m öglich  is t, so k a n n  m an  aus (E , со, а , J 2, J 4) d ire k t 
ein H e lm ertsch es N iveausphäro id  v ie rten  R anges berechnen  u n d  als N o rm alsp h äro id  b eze ich 
nen. A u ffa llen d er W eise h a t sich ab er b ish e r de r S a te llite n w ert von J 4| um  ru n d  4 7 %  k le in e r 
e rgeben  als d e r G leichgew ichtsw ert. F ü r  die P rü fu n g  dieser befrem denden  D isk rep an z  erö ffn en  
sich drei M öglichkeiten: das S tu d iu m  d e r U n d u la tio n en  in versch iedenen  H ö h en , d ie U n te r 
such u n g  d e r m it den M assefunktionen  s tren g  geko p p elten  F o rm p a ram e te r u n d  die U n te rsu c h u n g  
des S tö rp o te n tia le s  au f G rund de r E n tw ic k lu n g  de r H öhen- u n d  T iefen v erh ä ltn isse  d e r  E rd e . 
Alle d re i be rech tig en  zu einer sk ep tisch en  E in s te llu n g  gegenüber den S a te lliten erg eb n issen .

* E rw e ite r te  F assu n g  eines V o rtrag es, g eh a lten  am  21. A ugust 1968 a u f  d e r  G eo
d ä tis c h e n  K o nferenz  in Sopron.
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a )  D ie W ahl der A n sg an g sd a ten

B ek an n tlich  k a n n  das N o rm alsp h äro id  als fre ie  O berfläche u n d  gleich
ze itig  N iveau fläche  des reg u la ris ie rten  E rd k ö rp e rs  defin ie rt w erden . D urch  
d ie  R eg u laris ie ru n g  so ll eine m öglichst w en ig  v o m  physischen  E rd k ö rp e r  a b 
w eichende  ro ta tio n s-  u n d  ä q u a to rsy m m etrisch e  M assenanordnung  e n ts te h e n , 
w elche m it der w irk lich en  E rd e  die M asse, d ie R o ta tio n sg esch w in d ig k e it u n d  
das H a u p tträ g h e its m o m e n t C, also auch d e n  D reh im p u ls  a>C gem einsam  h a t ,  
w ä h re n d  das ä q u a to r ia le  T räg h e itsm o m en t A  m it  dem  M itte l der be id en  t a t 
säch lich en  T rä g h e itsm o m e n te  A  u n d  В  id e n tisc h  sein  soll. F e rn e r  soll das 
TS o rm alsp h äro id  m it d em  w irklichen E rd k ö rp e r  vo lum gleich  sein. W ir m üssen  
also  den  Ä q u a to rra d iu s  des Geoides (а =  6378,165 km ) u m  234 m  v erg rö ß ern , 
en tsp rech en d  der D e lf te r  E n tw ick lung  d e r  H ö h en - u n d  T ie fen v erh ältn isse  
(1962); denn  die a u f  d ie  ganze  E rd o b erfläch e  bezogene m ittle re  K o n tin e n ta l
h ö h e  is t  234 m . A us d iesen  F o rderungen  fo lg t, d a ß  auch  die s ta tisc h e  A b p la t
tu n g  J 2 =  (C —  A )  : E a 2 e rh a lten  b leiben m u ß . W ir w ählen  d a h e r  fo lgende 
A usgangsw erte :

E  =  5976,1 • H E1 g; а =  6,378 399 • 108 cm ; J 2 =  108 271 • IO “ 8 ; 

w2 =  5,317 496 • IO “ 9 s e c “ 2, (1)

m it den en  sich noch  e rg ib t:

k2E  =  398 605,87 • 1015 cm 3sec~2; e =  346 177,3 • IO “ 8. ( la )

H ierzu  is t zu  b e m e rk e n , daß die E rd m a sse  n ic h t u n m itte lb a r  b e s tim m b a r 
is t. V ielm ehr liefert d as  d r i t te  K epler-G esetz led ig lich  krE  u n d  die G en au igke it 
d e r E rd m asse  h ä n g t v o n  d e r em pirischen U n s ic h e rh e it der B estim m u n g  d e r 
G ra v ita tio n sk o n s ta n te n  k2 =  66,7 • 10-9  cm 3se c “ 2g _1 ab. In  L u zern  w urde  
k rE  =  398 603 ■ 1015 c m 3sec~ 2 em pfohlen , w as m it dem selben kr a u f  E  =  
=  5976,057 • 1024 g f ü h r t .  F e rn e r is t die aus d en  k ü n stlich en  S a te lliten  ab g e 
le ite te  M assefunk tion  J 2 a u f  das Geoid b ezogen ; die U m rechnung  a u f  den  g rö 
ß e re n  R ad ius (1) e rg ib t genau  genom m en eine geringe A b n ah m e: J 2 =
=  108 262,9 • IO “ 8.

D as T rä g h e itsm o m e n t C is t keine S to k essch e  K o n s ta n te  u n d  k a n n  d a h e r 
n ic h t u n m itte lb a r  als B estim m u n g sstü ck  g e lten . A ndererse its b ra u c h e n  w ir 
u n b e d in g t ein w eiteres em pirisches B e s tim m u n g ss tü c k , w enn w ir das N o rm al
sp h ä ro id  eindeu tig  als H e lm ertsches R o ta tio n s-N iv e a u sp h ä ro id  v ie rte n  R anges 
b e rech n en  w ollen. H ie rz u  k a n n  n u r die Ä q u a to rsch w ere  y 0 oder die M assefunk
tio n  J i dienen. N ach  d em  gegenw ärtigen  S ta n d  d e r  E rk e n n tn is  lieg t die Ä q u a 
to rsch w ere  au f dem  G eoid  zw ischen den G ren zen  978,032 u n d  978,037 G al. 
D a  h ie rb e i das Geoid als R a n d  der u m g ru p p ie rte n  E rd m asse  g edach t is t, k ö n n en
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w ir den Ü bergang  a u f  den  R ad ius (1) am  b e s te n  m it dem  F re ilu f tg ra d ie n te n  
vo rn eh m en  und  fin d en  A y  =  —  0,308 554 ■ 234 =  —  72,2 m G al, also:

977,960 < y „ <  977,965 G a l. (2)

M it den  G leichungen des H elm ert-S y stem s:

E — oß а:</к2Е  ; “  (3 J '2  +  e) =  (e — e2 +  e e) — J ,  
2 8

y 0 a‘2lk2E  +  —  ë  -  1 1  =  ( e  -  e 2  +  e i )  -  — J ,

f 4 =  3,5 e~ — 2,5 е е  4 ,375  J 4

(3)

finden  w ir folgende L ösungen  fü r die drei U n b e k a n n te n , näm lich  die A b p la t
tu n g  e, den  F o rm p a ra m e te r  f 4 u n d  die M assefu n k tio n  J 4:

m it y„

977,960 G al: 335 489,3
977,965 G al: 335 318,6
977,967 G al: 335 250,3

10-»; 298,072; +  48,0
298,224 —  224,2
298,285 —  333,0

IO "8; +  1 2 4 5 ,9 -1 0 -8
+  52,6
— 424,7

( I )

D ie beiden  e rs te n  L ösungen  sind  u n b ra u c h b a r . D ie erste  liegt ü b e rh a u p t  
au ß erh a lb  des B ereiches der m öglichen N iv eau sp h äro id e  (J 4 0), die zw eite
noch u n te rh a lb  des zugehörigen  N iveauellipso ides ( f 4 =  0), d .h . es g ib t d azu  
keine physikalisch  sinnvo lle  M assenanordnung . A uffa llend  is t die hohe E m p 
fin d lich k e it d er G rößen  4.O . E in e r Z unahm e v o n  y„ u m  1 m G al en tsp re c h e n  
eine A bnahm e d er A b p la ttu n g  um  Ae — —  34,14 • 10 ~8 u n d  folglich d ie  V a 
ria tio n en  A J 4 ~  1,6 Ae =  — 54,4- 10~ 8 u n d  A f 4 ~  7,0zle =  —  238,7 • 10 ~ 8.

D urch  lineare  In te rp o la tio n  finden  w ir fü r  d a s  N iveauellipso id : y 0 =  
=  977,96522, in  d er P a ra b e l der hom ogenen  E llip so id e  F  =  15/7, a lso  fü r  
J 4 — —  251,2 • 1 0 -8  : y„ =  977,96550 und  sch ließ lich  in d e r Schranke A  =  0, 
in  w elcher an  d er O berfläche  die Ä nderung  des F o rm  p a ra m e te rs  m it d e r H öhe 
gerade v e rsch w in d e t, w egen

4 6 5
J . = ------- e2 -j—  е в --------- ï 2 =  — 3 3 2 ,4 -1 0 -8

5 7 14

zufällig  gerade obige d r i t te  L ösung: y u =  977,96700 m G al. M an s ie h t a lso , d aß  
die m ögliche S treu u n g  in  y 0 k au m  1,5 m G al ü b e rs te ig e n  k a n n . Es m ü ß te  so m it 
y 0 a u f  m indestens 0,1 m G al genau  b e k a n n t se in , u m  J 4 a u f  5,5 • 1 0 _8 UI1d  d en  
F o rm p a ra m e te r /4  a u f  23,9 • IO -8  sicher zu e rh a lte n . E s fo lg t, d a ß  die em pi-
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r isc h e  B estim m u n g  v o n  y 0 hö ch ste  G en au ig k e it e rfo rd e rt; le tz te re  d ü rf te  am  
e h e s te n  m itte ls  der K o n d e n sa tio n sre d u k tio n  zu erreichen sein, w eil d ab e i der 
in d ire k te  E ffek t s te ts  p o s itiv  u n d  k le in  is t .

Ü b erd ies  le h rt die v o rs teh en d e  R ech n u n g , daß  die angen o m m en en  
D a te n  (1) u n d  (2) fü r y 0 u n d  krE  noch  n ic h t  befriedigend zu sam m en stim m en . 
A us d e r  N äh eru n g  2 .0 .

y 0 a2 =  k2E  11 +  e -  y  ej ~  0,99816 к2#  (За)

fo lg t, d a ß  e iner Z unahm e v o n  y 0 um  1 m G al eine Z unahm e von  krE  u m  0,4076 • 
. 1015 e n tsp r ic h t. In  d er P a ra b e l F  —  | J 4 | : J* =  15/7 e rg ib t sich  m it dem  
v e rb e s s e r te n  J 2 =  108 262,9 • 10~8 le ich t J i — — 251,16 • 10-8 u n d  d a m it 
fo lg en d e  k leine Tabelle:

346 177,256 • 1 0 - 8 
346 178,011 
346 178,880
346 179,748 (II)

Го
977,966 91 Gal 
977,964 77 
977,962 31 
977,959 85.

D ieses E rg eb n is  schein t die L u zern er E m p fe h lu n g  fü r krE  zu  re c h tfe rtig en . 
D e m g e g e n ü b e r d a rf  ab e r die derze it n o ch  b estehende  U n sich erh e it in  der 
e m p ir isc h e n  B estim m ung  v o n  y 0 n ic h t ü b e rse h e n  w erden, die e tlich e  m G al 
b e t r ä g t .  T a tsäch lich  w u rd en  h ie r b loß  W e rte p a a re  k2E  u n d  y 0 au fg esu ch t, 
w elch e  d iese lben  M assefunk tionen  liefern . D ies kö n n te  bequem  au ch  m itte ls  
d e r G le ich u n g

k2E  =  (y0 a2 -f- со2 a3) : f + у Л 15 J, (4)

e rfo lgen .
W ä h re n d  bei gegebenen (k2E , œ, a, J 2, у 0) gem äß der e rs te n  T abe lle  ein 

F e h le r  v o n  1 m G al in  y 0 b e re its  illu so rische  W erte  fü r J 4 u n d  lie fe rt, v e r 
fä ls c h t  b e i gegebenen (k2E , со, a, J 2, J 4) e in  F eh le r von  1 • 10!5 in  k2E  die 
A q u a to rsc h w e re  bloß u m  2,4 m G al, w ä h re n d  £ fa s t  u n v e rä n d e rt b le ib t. M ith in  
s in d  o ffen sich tlich  die le tz tg e n a n n te n  A u sg an g sd a ten  v o rzuziehen  u n d  eine 
s ich e re  em pirische  B estim m u n g  der M asse fu n k tio n  J 4 oder eine s ichere  th e o 
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re tisch e  A bschä tzung  d ieser G röße is t der eigentliche A n g e lp u n k t d e r  T heorie  
des N orm alsphäro ides. D ie b ish e rig en  em pirischen  B estim m u n g en  v o n  aus 
d en  B ah n stö ru n g en  der k ü n s tlic h e n  S a te lliten  befried igen  n ic h t. D a h e r m üssen  
w ir eine re in  theo re tische  L ö su n g  versuchen . W ären  die le tz tg e n a n n te n  D a ten  
(JE, (0, a, J 2, J 4) gegeben, so h ä t te n  w ir aus den zah llosen  zugehörigen  M assen
a n o rd n u n g e n  jen e  auszu w äh len , w elche dasselbe T rä g h e itsm o m e n t C  wie die 
w irk liche  E rd e  haben , u n d  d a ru n te r  w ieder d iejen ige, w elche am  b e s te n  den 
a u f  seism ischer G rundlage en tw ick e lten  V orste llungen  vom  in n e ren  A u fb au  
d e r  E rd e  en tsp rich t. D abei h a b e n  w ir von  jen en  e in fach sten  M odellen auszuge
h en , d e ren  M assefunktionen  e x a k t  m it jed e r gew ünsch ten  G en au ig k e it b e re c h 
n e t  w erden  können , näm lich  v o n  den  so g en an n ten  Z w eischalen-M odellen .

b) Z w eisch a len m od elle  und W iechert-M odelle

S e tz t m an in N äh e ru n g  4 .0 .  an :

£ =  xe - f  ye- ; J ,  =  — f  e2 ; / ,  =  — * e2 (5)

u n d  b e tra c h te t  (E , et), a) als gegeben , dann  g ib t es noch  oo2 H e lm ertsch e  Ni- 
v eau sp h ä ro id e  v ie rten  R an g es, deren  jedes d u rch  die be id en  M assefunk tionen  
J 2 u n d  J i oder durch  die P u n k te  eines (x , j<)-Diagram m es e in d eu tig  b e s tim m t 
is t. So de fin ie rt z. В d er P u n k t  Е(ж =  4/5, x — 0) das zugehörige M acL aurin - 
sche E llipso id  und  der P u n k t  N (x =  2, x  =  1,5) verm öge J 2 =  J^  =  0 eine 
N iveau fläch e  des M assenpunk tes. H a lten  w ir fe rn er J 2 k o n s ta n t:

3 J 2 =  (2 — x) e +  ze2,

so liegen  die unendlich  v ie len  L ösungen  m it den  A u sg an g sd a ten  (1) in  einer 
K u rv e  J 2 =  const, w elche in  N äh eru n g  2 .0 . m it e iner V e rtik a len  x  — const 
zu sam m en fä llt.

F ü r  jed e  M assenanordnung  is t in  der ganzen  S ch ar ih re r  ä u ß e re n  N iv eau 
fläch en  das V erhältn is

4 4 8
-------------x -\-------- x

5 7  5 5
F = \ J t \ i J l  =  9 -------—--------------  =  co n st. (6)

( 2  X)-

Alle diese P a rab e ln  enden  im  P u n k te  N u n d  h ab en  d o r t  die gem einsam e T a n 
g en te
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w elche m it der degen erie rten  P a rab e l F  =  0 oder m it d er G e rad en  |  =  0 
zu sam m en fä llt. T a tsäch lich  s in d  gem äß der le tz te n  G leichung (3) die K u rv en
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k o n s ta n te r  W erte  d ie  G erad en

(8 )

Alle diese G erad en  sch n e id en  unsere K u rv e  J 2 =  co n st u n d  d er S c h n itt
p u n k t  m it (7) d e fin ie rt d ie  ab so lu te  u n te re  G renze . D er p h y sik a lisch  sinnvolle 
B e re ich  endet fü r die G le ichgew ich tsfiguren  jed en fa lls  in  d e r P a ra b e l F  =  15/7 
d e r  N iveauflächen  d e r  h o m o g en en  E llipsoide, d .h . m it J á =  —  251,2 - 10-8 , 
d a  d iese  ja  als G renzfä lle  v o n  zw eiparam etrigen  G le ichgew ichtsfiguren  auf
g e fa ß t w erden  kö n n en . O b es auch  abgesehen v o m  G leichgew icht u n te rh a lb  der 
P a ra b e l  F  =  15/7 n o ch  p h y sik a lisch  m ögliche M assen an o rd n u n g en  g ib t, ist 
z u m in d e s t sehr p ro b le m a tisc h , wie eine n euerliche  A nalyse  d e r N iveauellipso ide 
le h r t .*  Im m er n im m t d ie  D ic h te  nach innen  ab  o d er die A b p la ttu n g  der D ich te 
f lä c h e n  zu, oder es t r e te n  F lächenbe legungen  m it te ils  n e g a tiv e r , teils positiver 
D ic h te  a u f  oder die D ic h te  w ird  unendlich groß . A usgehend  vom  Z w eischalen
m o d e ll g ib t es a lle rd in g s a u c h  M assenanordnungen  m it h e te ro g en em  M antel 
o d e r K e rn , wobei im  h e te ro g e n e n  Teil eine s tä rk e re  M assen k o n zen tra tio n  m it 
u n b e k a n n te m  D ich teg ese tz  vorlieg t. Im  G leichgew ich tsfalle  is t eine obere 
S c h ra n k e  durch  die P a ra b e l  A  =  adf/da =  A  =  0 gegeben, w elche du rch  den 
P u n k t  E  geh t. D a a b e r E  a u f  je d e n  Fall in d e r G renze der G leichgew ichtsfiguren  
liegen  m u ß , kom m en f ü r  d as  G leichgew icht W e rte  А  0 n ic h t in  F rage . Die 
P a ra b e l  A  =  0 oder

25 5
К  =  ----X - ------- X

16 4
(9)

sc h n e id e t die K urve  J 2 =  c o n s t im  P u n k te  =  —  332,4 • 10 8, so d aß  also 
fü r  d ie  D a te n  (1) G leichgew ich tslösungen  n u r  in  d em  engen A b sc h n itt

— 2 51 ,2  1 0 - » ^  J , >  — 3 3 2 ,4 -1 0 -»  (10)
liegen  können .

D ie  Z w eischalenm odelle  bestehen  aus zw ei hom o g en en  T eilen , M antel 
u n d  K e rn , wobei die O b e rflä c h e  der G esam tfigu r als N iveau fläche  vo rausge
s e tz t  is t ,  w äh ren d  die K e rn o b e rflä ch e  ein e x ak te s  E llip so id  sein  soll. I s t  neben 
d en  D a te n  (1) noch J 4 g eg eb en , so bestim m en  die zw eite u n d  v ie rte  G leichung 
(3) d ie  A b p la ttu n g  e u n d  d e n  F o rm p aram e te r  u n d  ansch ließend  die beiden  
G le ich u n g en

5 J„  — 2 e — ё

35 r
J  4

3
(2 e e2)2

L  {E i : E) +  (2 ek — e2k) (ak : o)2 (E k : E )

( £ , : £ )  + ( 2  ek - e l Y ( a k :a )* (E 2 : E )
( 11)

* K . Ledersleger: „ N o c h m a ls  zu r P ro b lem atik  des N iveau e llip so id es” . Schweiz. Z eit
s c h r if t  fü r  V erm essung , P h o to g ra m m e tr ie  und  K u ltu r te c h n ik ,  W in te r th u r  1968, S. 389-398.
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die U n b ek an n ten  (Eyi E )  u n d  (2ek —  eft)af(. D abe i is t E 1 eine T eilm asse zum  
A u fb au  eines hom ogenen  S phäro ides als »M antelfigur«, w äh re n d  die R estm asse  
E 2 =  E  — Ey zu sä tz lich  im  K ern  hom ogen v e r te ilt  w ird . Zu jedem  P u n k t  der 
K u rv e  J 2 =  const gehören  also eine b es tim m te  T eilm asse  Ey sowie u n en d lich  
viele konfokale K ern e , also unw esen tliche  M assenversch iebungen . Die K ern e  
beg innen  m it einem  E llipso id  v o n  m in im aler A b p la ttu n g , das dieselbe P o la r 
achse wie die G esam tfig u r b e s itz t, u n d  enden in  einem  E llipso id  ek =  e, da  ja  
eine Z unahm e d er A b p la ttu n g  n ach  innen  zu m in d est d a n n  p h y sika lisch  sinnlos 
is t, w enn w ir G leichgew icht an s treb en . Zw ischen d iesen  G renzen lieg t ein  
W iechert-M odell, d .h . eine zw eiparam etrige  G leichgew ich tsfigur, w obei die 
G leichgew ich tsbed ingung  fo rd e rt, d aß  auch die K e rn o b e rfläch e  eine N iv eau 
fläche  is t. D em  S c h n ittp u n k t m it d er P a rab e l F  =  15/7 geh ö rt E j =  0 zu; 
ta tsä c h lic h  k a n n  die äu ß ere  N iveaufläche  eines M acL aurin schen  E llipso ides 
als W iechert-M odell m it d er M an te ld ich te  N ull g e d e u te t w erden . N un  e rk e n n t 
m an , d aß  auch fü r  die Zw eischalenm odelle, obw ohl sie keine G leichgew ichts
figuren  sind , in  d er P a ra b e l F  =  15/7 die u n te re  G renze festlieg t; d en n  u n te r 
h a lb  w ird  Ey n e g a tiv  u n d  e rre ich t im  N iveauellipso id  den  W ert Ey — — oo.

H ä lt m an den  K ern ra d iu s  ak fest, so b eg in n t die zugehörige R eihe der 
Z w eischalenm odelle in  d e r P a ra b e l F  — 15/7 m it e inem  M odell Ey =  0. In  der 
K u rv e  J 2 =  con st au fw ärtsg eh en d , gelangt m an  zu im m er g rößeren  W erten  
Ey, bis schließlich das m ax im ale  Ey oberhalb  d er G erad en  E N  oder;« =  1 ,25*  — 
— 1 e rre ich t w ird . In  d iesem  G ren zp u n k t geht die S ch a r der kon fokalen  K erne  
in  eine Schar k o n zen trisch e r K ugeln  ü ber, w obei die u n te re  Grenze m it dem  
n a tü rlic h  bere its  f ik tiv e n  W iechertschen  G renzm odell ak =  0 id en tisch  ist.

O hne a u f die m a th e m a tisc h e  F o rm u lie ru n g  d er G le ichgew ich tsbed ingung  
u n d  a u f  die e tw as k o m p liz ie rte  R erechnung  d e r W iechert-M odelle  e inzugehen , 
seien drei d ieser F ig u ren  in  d er K urve  J 2 =  108 271 • IO-8 ausgew iesen, 
näm lich  die be id en  G renzm odelle B(Ey  =  0) u n d  G(ak =  0) sowie das M odell 
D  m it dem  em pirischen  R ad ius des E rd k ern es, d er in  e iner Tiefe von  2900 km  
angenom m en w ird .

В D G H

E i 0 4 523,392 • IO24 4 832,273 • 1024 2 698,121 • 1024 g
e 335 301,7 • IO “ 8 335 260,9 ■ IO "8 335 246,3 • IO “ 8 236 876,6 • IO “ 8

л —  251,2 • IO -8 —  316,1 • I O '8 339,5 • IO “ 8 —  105,7 • IO -8

л —  65,9 • 1 0 " 8 —  350,6 • IO” 8 — 453,0 • IO " 8 —  548,8 IO “ 8

a k 5 811,991 km 3 478,399 km 0 km 0 km
e/< 326 539,2 • IO “ 8 239 634,6 • IO -8
Qm 0,000 4,175 4,461 2,487 ( I I I )

Qk 7,291 12,436 O O

A q 7,291 8,260 O O

C 80 747,23 • 10"' 80 642,00 • 1040 78 638,22 • 1040 43 883,65 • 1040gcm 2
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B e m e rk t sei, daß  diese R e su lta te  ohne B e n ü tzu n g  der G leichungen  (11) gewon
n e n  w u rd en  und  le tz te re  d a h e r  n u r  bis a u f  G rößen  6 .0 . befried igen . T ro tz  der 
Z u n a h m e  der M an te ld ich te  n im m t das T räg h e itsm o m en t C

( 12)

w egen  der gleichzeitigen A b n ah m e des K e rn rad iu s  in  d er R e ihe  langsam  ab . 
D ie  gesam te A b n ah m e is t  b loß  2 ,6% , so d aß  also C als Q uasi-S tokessche 
K o n s ta n te  bezeichnet w erd en  darf. In  d e r le tz te n  K olonne is t  noch  die F igur 
H (a k =  0) ausgew iesen, w elche zu J 2 =  42 742 • 10“ 8 gehört.

M it dieser F ig u r is t eine etw as größere S icherheit in  der B estim m u n g  der 
K u rv e  ak =  0 g ew äh rle is te t, w elche die b e id en  P u n k te  E  u n d  N  v e rb in d e t und  
ih re  k o n k av e  Seite d e r G e rad en  E N  z u k eh rt. W ir setzen  fü r  sie eine P a ra b e l an, 
d e re n  K oeffizienten  m it H ilfe  der drei P u n k te  E , H  und  N e in d eu tig  gefunden 
w e rd e n :

ж =  — 0,425 130 X1 +  2,440 365 x  -  1,680 209 . (13)

D ie  H au p tsch w ie rig k e it b e i d ieser R ech n u n g  lieg t darin , d aß  im  allgem einen 
d e r  K oeffiz ien t x  d e r E n tw ic k lu n g  von £ n ic h t m it d er n ö tig en  G enau igkeit 
b e s t im m t w erden k a n n . In  A n b e tra c h t dieses U m stan d es p a ß t  d er P u n k t G 
b e frie d ig e n d  in  diese K u rv e . D ie T an g en te  d e r P a rab e l im  P u n k te  E  h a t  die 
S te ig u n g  x  =  60°24 '. D ie  P a ra b e l lieg t in  ih rem  A n fan g sstü ck  o b erha lb  der 
S c h ra n k e  А  =  0, w elche sie e rs t im  P u n k te  (x  =  1,052, x  =  0,416) schneidet. 
D ies g ilt  aber auch noch  fü r  eine ganze S char von  w eiteren  P a ra b e ln  ak =  const, 
b is sch ließ lich  eine b e s tim m te  K u rv e  ak =  m in  im  P u n k te  E  die T an g en te  E N  
(x  =  l , 2 5 x —  1) m it d e r  S te ig u n g  dx/dx =  1,25 oder x  =  51°2U  m it der 
P a ra b e l  A  — 0 gem einsam  h a t .

N äherungsw eise w ä re n  dem nach  im  (x ,x )-D iagram m  alle K u rv e n  ak =  
c o n s t P a rab e ln , deren  A chsen  zu r *-A chse p a ra lle l liegen. Sie beg in n en  s te ts  
im  P u n k te  E und  e n d en  in  e inem  P u n k te  d er P a ra b e l F  =  15/7, d er m it a b 
n e h m e n d e m  K ern rad iu s  zu  im m er g rößeren  ^ -W erten  fo r ts c h re ite t , bis 
sch ließ lich  fü r ak =  0 d e r  P u n k t  N erre ich t vdrd . In  W a h rh e it w ird  ab e r die 
P a ra b e l  F  =  15/7 g a r n ic h t  e rre ich t u n d  w ir k ö n n en  die w irk liche  Grenze 
a lle in  d u rc h  qm  =  о>2/2я4с2 defin ie ren . A uch die obere G renze d e r W iechert- 
M odelle k a n n  keinesw egs d u rc h  die P a rab e l ak =  0 gegeben sein . V ie lm ehr h a t 
d ie  H y p o th e se , daß  die p h y sik a lisch e  G renze m it d er obigen P a ra b e l ak =  m in 
v o r lie g t, v iel fü r sich. D en n  a u f  je d e n  Fall m uß  ein M inim um  des K ern rad iu s  
v o rlie g e n  u n d  der A nfang  d e r  ree llen  K u rv en  ak =  const k a n n  k a u m  au ß erh a lb  
des p h y sik a lisch  m öglichen B ereiches liegen. Sollte  sich diese H y p o th e se  b e s tä 
tig e n  la ssen , so liegt au ch  d e r G edanke n ah e , diese G renze der zw e ip a ram etrig en  
G le ichgew ich tsfiguren  m it d e r  K u rv e  d er e in p a ram e trig en  G leichgew ichts-
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эе

fig u ren  zu id en tifiz ie ren . D enn  die e in p a ra m e trig e n  G leichgew ichtsfiguren 
m üssen  u n b ed in g t u n m itte lb a r  an  die M acL au rin sch en  E llipsoïde anschließen  
u n d  d ü rften  h ö ch stw ah rsch e in lich  in  der G ren zk u rv e  des B ereiches aller 
G leichgew ichtsfiguren  liegen. Schließlich is t  v o n  ganz besonderem  In te resse  
zu u n te rsu ch en , ob d e r K e rn rad iu s  der E rd e  e in  M inim um  ist.

c )  D ie  K u rve der W iechert-M odelle ak =  m in  
D ie  h ypothetisch e L ö su n g  für die e inp aram etrigen  G leichgew ich tsfigu ren

Die K urve  d er W iechert-M odelle m it d em  K ern rad iu s  d e r E rd e  ak =  
— 3478,399 km  b e g in n t wie jed e  dieser K u rv en  ak =  co n st m it dem  M acL au
rin sch en  E llipsoid (E , со, a), w obei s te ts  d e r D ic h te sp ru n g  an  d e r  K ernober- 
läche  verschw inde t (A q =  0). Sie endet in  d e r  P a ra b e l F  =  15/7 in  e in e r  
äu ß e ren  N iveaufläche  des M acL aurinschen  E llipso ides (E , со, ak). F ü r  dieses 
E llipso id  gilt

Ё =  56 143,8 - I O - 8 ; efc =  10 141,1 • 10“ 8 ; J z k =  28 046,6 • 10~8 ;
(14)

J 4, k =  -  1 6 ,9 -1 0 -8
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u n d  d a h e r  fü r das W iech e rtsch e  G renzm odell К

/ 2 =  J 2,k К  : o)2 =  8340,95 • 1 0 ~ 8 ; J 4 =  J i k  (a fc : o)4 =  -  1,49 • IO“ 8 ; 

e =  185 3 0 1 ,0 -IO“ 8 ; / ,  =  — 4 0 8 ,4 -IO “ 8 ; x  =  1,1895, я: — 1,8667 . ^

Als d r i t t e n  P u n k t w äh len  w ir  die obige F ig u r D (x  =  0,3034, x  ~  1,0305), 
w o b e i u n te r  B erü ck sich tig u n g  v o n  G liedern 6.O . / ,  näh eru n g sw eise  etw as 
g e h o b e n  w urde : / 4 =  — 341,0 • 10 ~8. Die oben  e rw äh n te  S chw ierigkeit m it dem  
K o e ff iz ie n te n  x  kann  le ich t d a d u rc h  behoben  w erden , daß  m an  fü r  d ie P a rab e l 
a n s e tz t :

/ ,  =  de2 -f- bee -f- ce2. (16)

So f in d e t  m an  fü r die K u rv e  ak =  3478,399 k m  die P a rab e l

x =  —  0,243 646  x2 +  1,767 068 ж —  1,261 453 , (17)

w e lch e  im  P u n k te  E die S te ig u n g  54°01 ' h a t .  A uch diese K u rv e  lie g t also in 
ih r e m  A nfan g sstü ck  noch  o b e rh a lb  der S chranke А  =  0; obw ohl d e r  K e rn 
ra d iu s  v o n  0 au f 3478,4 k m  angew ach sen  is t, h a t  die S teigung  d e r  A n fan g s
t a n g e n te  b loß um  6°23/ a b g e n o m m e n  u n d  bis zu r K u rv e  ak =  m in  is t  eine 
w e ite re  A b n ah m e um  2°40 ' e rfo rd e rlich . M an e rk e n n t die hohe E m p fin d lich k e it 
des K e rn ra d iu s , und  d aß  d ie  e x a k te  B erechnung  d er P a rab e l ak =  m in  die 
M itn a h m e  der Glieder 6.O . e r fo rd e r t .

I n  d e r  vorliegenden N ä h e ru n g  4 .0 . k ö n n en  w ir also fo lgenden  e in fachen  
M eg e in sclilagen . W ir legen d u rc h  die beiden  P u n k te  E u n d  К  je n e  P a rab e l, 
w elch e  d ie  gew ünschte S te ig u n g  dx/dx  =  1,25 b e s itz t:

/ 4 =  +  0 ,1 2 5  e2 — 1,450 ее  +  1,080 e2 . (18)

Z u sa m m e n  m it (3) lie fe rt d ies fü r  den  S c h n ittp u n k t m it der K u rv e  J 2 =  
=  108 271 • IO“ 8:

e =  335 2 6 5 ,4 -1 0 -8; / ,  =  -  3 0 9 ,0 -1 0 -8 ; / 4 =  -  3 1 9 Д - 1 0 - 8 . (19)

In  d ie se m  P u n k te  liegen g em äß  (11) unendlich  v iele Z w eischalenm odelle der 
T e ilm a sse  _EX =  4416,862 • 1024 g u n d  d a ru n te r  das W iechert-M odell L :

ah =  3757,870 k m ; ek — 257 261,7 • IO- 8 . (20)

D ie  zu g eh ö rig e  Reihe ak =  3757 ,87  k m  endet in  d er P a ra b e l F  =  15/7 m it dem  
M odell Q

e,; =  88 429,5 • IO“ 8; J 2 =  12 272,3 • IO-8; / , =  - 3 ,2 -1 0 -8 ;

e =  191 198 ,7 -10-8; / , =  -  389,3-10-8
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und  m an  f in d e t aus den  drei P u n k te n  E , L u n d  Q schließlich  die P a ra b e l

* =  -  0,227 776 *2 +  1,648 702 ж -  1,173 185, (22)

deren  T an g en te  in  E  die S teigung  1,284 26 b e s itz t . M ith in  d a rf  a /(~ 3 8 0 0  k m  
näherungsw eise  m it dem  gesuch ten  M inim um  id e n tif iz ie rt w erden u n d  die 
G leichung o/c =  m in  k a n n  analog  (18) aus den  b e id e n  P u n k te n  E u n d  Q a b g e 
le ite t w erden :

f ,  =  +  0,194 ë2 — 1,560 e e +  1,124 e2. (23)

Id e n tif iz ie r t m an  n u n  h y p o th e tisch  die K u rv e  ak =  m in m it d e r K u rv e  
der e in p a ram e trig en  G leichgew ichtsfiguren, so lie fe rt die G leichsetzung  v o n  
(23) m it d er le tz te n  G leichung (3) die G leichgew ich tsbed ingung  in  d e r  F o rm :

35 J 4 =  +  1,552 e2 +  7,520 e ë — 19,008 e2. (24)

Sie g ilt ebenso fü r die W iechert-M odelle ak =  m in , w obei der m in im ale K e rn 
rad iu s  n a tü rlic h  eine F u n k tio n  der D a ten  (E , со, a) is t. A ber se lb s tv e rs tä n d lic h  
gilt d iese Ü b ere in stim m u n g  n u r  in  N äh eru n g  4 .O . F e rn e r w ird die G renze  fü r  
die O b erfläch en d ich te  pmin >  со2/2лк2 fü r das s te tig e  D ich tegesetz d e r  e in 
p a ram e trig en  G leichgew ichtsfiguren  schon w esen tlich  frü h er, nah ezu  v e r t ik a l  
u n te r  dem  P u n k te  M(v =  1,4583), e rre ich t als fü r  die W iechert-M odelle. F ü r  die 
R o ta tio n sg esch w in d ig k e it d er E rd e  is t рт ,п ]>  0,0127.

M it (24) k a n n  das H e lm ert-S y stem  fü r die P a ra b e l ak =  m in o d e r h y p o 
th e tisch  fü r  die e in p a ram e trig en  G le ichgew ich tsfiguren  spezialisiert w e rd e n :

1. e +  ß =  2,5 e -  0,3211 e2 -  3,2686 е ё  +  3,6946 ё2

к- E
2. y 0 =  ? - = - [ !  + e — 1 ,5 ë +  0 ,3577e2 +  0 ,4 6 2 9 е ё - 0 ,1109ë2]

3. 3 J ,  =  2 e -  ë -  1,3211 e2 +  1,7314 е ё  — 0,0554 ë2 

k - E
4. W, 1 +  -1 e +  ë -  0,0165 e2 +  0,2080 e ë -  0,0259 ë2 

3 3

5. ßn =  — 3,6683 e2 +  7,0994 e ë -  0 ,5986 ë2

co2 a:]
6 . £

(25)

k-E

/ 4 =

8 • Cm =

+  1 ,124e2 — 1,560 е ё +  0 ,1 9 4 ë2

3 E  1
4 n  a3 (1 — e)

9. J 4 =  — 0,5431 e2 +  0,2149 a ë +  0,0443 ë2.
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D a ra u s  e rg ib t sich m it d en  D a ten  (E , со, a, J 2) das »e inparam etrige  N orm al- 
sp h ä ro id « :

E  =  5976,1 • 1024 g; а =  6378,399 k m ; e =  335 266,0 • 10 8 =  1 :298,27; 

/ , =  - 3 1 4 ,7 - 1 0 - 8 ;  со2 =  5,317 4 9 6 - IO “ » sec“ 2; ё =  346 177, 3 ■ IO-8 

J 2 =  108 271 • 10-8; J 4 =  -  308,0 • IO“ »; =  5,5164; (26)

W u =  62 635,16 • 10" cm 2 sec~2; y 0 =  977 ,9665  Gal; ß =  530 450,1 • IO-8 ; 

ß t =  +  3399,0 • IO "8 .

R e d u z ie r t  m an  y 0 m it dem  F re ilu f tg ra d ie n te n  a u f  das Geoid (A y 0 =  -f- 72,2 
m G a l) , so fo lg t die F o rm e l fü r  die th e o re tisc h e  Schw ere:

у  =  978,0387 (1 +  0,005 3045 sin2 <p — 0,000 0085 sin2 2 <p) G al. (27)

Im  H in b lic k  a u f die k le ine  T abelle I I  e rk e n n t m an , daß  k2E  ta ts ä c h lic h  etw as 
k le in e r  gew ählt w erden  m ü ß te . D enn d ie A q u a to rsch w ere  des in te rn a tio n a le n  
E llip so id es  y Q =  978,049 G al w ar an sich e tw a s  zu groß, wozu noch  d ie  K o rre k 
t io n  des P o tsd a m e r S chw eresystem s k o m m t, w elche in  L uzern  m it —  14 m G al 
a n g e n o m m e n  w urde . F o rm el (27) k a n n  le ic h t a u f das achsengleiche (oder 
b e s s e r  volum gleiche) E llipso id  ü b e rtrag en  w e rd e n , das wir als m ittle re s  E rdel- 
lip so id  bezeichnen  d ü rfen . D a  dieses E llip so id  das N orm alsphäro id  e in sch ließ t, 
f in d e n  w ir m it dem  F re ilu f tg ra d ie n te n  die K o rre k tio n

— / 4 sin2 2 <p • 0 ,308 554 m G al/m  =  — 1,55 sin2 2 q> m G a l, (28)
4

also  f ü r  die th eo re tisch e  Schw ere au f dem  m itt le re n  E rdellipsoid , das a b e r  n ich t 
m it  e in em  N iveauellipso id  verw echselt w e rd e n  da rf,

У =  978,0387 (1 +  0,005 3045 sin2 cp —  0 ,000 0101 sin2 2 <p) G al. (28a)

H ie r in  d a r f  y a ohne E in flu ß  a u f  die G esta lt a u f  e tw a  978,032 Gal re d u z ie r t  w er
d e n , so fe rn e  es n ich t als B estim m u n g ss tü ck  v e rw e n d e t w ird.

d ) D as in e lirp a ram etrig e  N orm alsphäro id

D as T rä g h e itsm o m en t C des e in p a ra m e tr ig e n  N orm alsphäro ides k a n n  
n ic h t  m it  der nö tig en  S ich erh e it b erech n e t w e rd e n , solange w ir n ic h t e x a k t das 
s te t ig e  D ich tegesetz  u n d  d ie A b p la ttu n g s fu n k tio n  kennen . N äh e ru n g s  weise 
k a n n  es be i f ik tiv e r  Id e n tif iz ie ru n g  der e in p a ra m e trig e n  F ig u ren re ih en  (со, K 2) 
u n d  (со, C) dem  T räg h e itsm o m en t der F ig u r  В  in Tabelle I I I  g le ichgesetz t 
w e rd e n . A ber se lb st das k le inere  T rä g h e itsm o m e n t C =  80 642,00 • 1040 g cm2
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des zw eip aram etrig en  Falles, d .h . des W iechert-M odelles D  in  T ab e lle  I I I ,  is t 
noch  zu groß. D enn  rein  em pirisch  f in d e t m an  aus der s ta tisc h e n  A b p la ttu n g  
J 2 =  ( C — A ): E a2 =  108 271 • 1 0 -8  in  K o m b in a tio n  m it d er so g e n n a n te n  
d y n am isch en  A b p la ttu n g  o d er m echan ischen  E llip tiz itä t

t f  =  ( C -  A) :C  =  3 2 7 3 0 0 -10-» , (29)

w elchen  W e rt J e f f r e y s  aus d er P räzess io n sk o n s tan ten  u n d  dem  M assen v er
h ä ltn is  E rde-M ond  ab g e le ite t h a t ,  le ich t

C =  80 428 ,02- 104n g cm 2. (30)

D as zugehörige M acL aurinsche  E llipso id  (E , со, C):

ah =  5800,4911 km ; sh =  261 684,1 • 10~8; eh =  324 609,7 • 10~8; 

J 2 „ =  129 633,1 • 10-«; (C -  A ) =  260,6534 • 10411 g cm 2

is t g leichzeitig  K ernellipso id  des W iech ertsch en  G renzm odels =  0 d er 
R eihe (со, а, C) und  A usgangsellipso id  e iner e in p a ram e trig en  F ig u ren re ih e  
(со, C), in  w elchen beiden  R eihen  n u n  u m g e k e h rt (C —- A )  eine Q uasi-S tokes- 
sche K o n s ta n te  is t. Die R eihe d er W iechert-M odelle  b eg in n t m it d e r ä u ß e ren  
N iveau fläch e  des soeben b e re c h n e ten  E llipso ides:

(32)
(o„ : a ) l  =  0,827 001 25; J ,  =  J ,  „ (я,, : a)% =  107 206,8 • IO "8;

J ,  =  -  246,3 -IO “ 8; e =  333 7 0 3 ,2 -IO “ 8; / , =  - 6 8 -IO “ 8, 

w äh ren d  fü r ak =  3478,399 km  das M odell

e =  334 228,0 • IO“ 8 =  1 : 299,20; ek =  238 022,2 • 10~8;

J 2 =  -  107 5 8 3 ,4 - IO“ 8; J 4 =  — 313,2 IO“ 8; / ,  =  — 352,9 • 10-8 ; (33) 

■ qm =  4 ,1581; qk =  12,5248; A q =  8,3777 

re su ltie r t. Schließlich f in d e t m an  fü r  das G renzm odell ak =  0:

e =  342 579,7 • 10-8 ; , /2 =  113 151,6 • 10-8 ; J ,  =  -  358,4 • lO ^8;

/ ,  =  -  4 2 5 ,3 -IO "8.
(34)

F ü r  die e in an d er e n tsp rech en d e  F ig u ren  d e r R eihen J 2 =  108 271 • 10 8 
u n d  C =  80 428,02 • 1040 g cm 2 ergeben  sich fo lgende D ifferenzen  im  S inne

Ш  -  (C):
F  =  15/7 : A e =  +  1598,5 • IO-8; A J i =

K ern tie fe  2900 km  : +  1032,9

ak — 0 : — 7333,4

4.9 • IO -8

2.9 (35) 

18,9
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In  d e r K u rv e  (C) n e h m e n  m it w achsendem  x  d ie A b p la ttu n g e n  zu u n d  d a m it 
die a>W erte ab, w ä h re n d  d ie  K urve  ( J 2) be i w esen tlich  geringerer V e rän d e r
lic h k e it d er A b p la ttu n g  d as  um gekehrte  V e rh a lte n  zeig t. D ie beiden  K u rv en  
sch n e id en  sich in  e in em  P u n k t. Es g ib t also m öglicherw eise ein W iechert- 
M odell, dem  beide em p irisch e  T räg h e itsm o m en te  d er E rd e  zugehören , w obei 
a b e r  die K ern tiefe  ru n d  500 k m  kleiner w äre als d e r em pirische W ert.

N ach  unseren  b ish e rig en  E rgebnissen  liegen  in  d e r K u rv e  J>, =  108 271 • 
•1 0 -8  das e in p a ra m e trig e  N orm alsp h äro id  (26) u n d  das W iechert-M odell D  
(T ab . I I I )  äu ß ers t k n a p p  ü b e re in an d er, so d aß  w ir fü r  das u n b ed in g t dazw ischen  
liegende  m e h rp a ra m e trig e  N orm alsp h äro id  (E , со, a, ak, J 2, Aq  =  3,75) alle 
D a te n  b is au f G rößen  6 .0 .  angeben  k ö n n en ; v o r  a llem  ist die A b p la ttu n g  1: 
298,27. L ineare  In te rp o la t io n  m it dem  em p irisch en  D ich tesp ru n g  Aq  =  3,75 
w ü rd e  zu r Lösung v o llk o m m en  ausreichen. E tw a s  schw ieriger liegen die V er
h ä ltn is se  in  der K u rv e  C  =  80 428,02 • 1040 g cm 2, w eil w ir in  ih r  w ohl das 
W iechert-M odell (33), n ic h t  ab e r die zugehörige e in p a ram e trig e  L ösung e x a k t 
k e n n e n . Jedenfa lls liegen  a b e r  auch diese b e id e n  F ig u ren  k n ap p  ü b e re in an d e r 
u n d  h a t  das m e h rp a ra m e tr ig e  N orm alsp h äro id  (E , со, а, ak, C, Aq  =  3,75) die 
A b p la ttu n g  1: 299,20.

W ir w ählen  ein sech sp aram etrig es  M odell, be i dem  ein hom ogener O zean 
(p =  1,028) der Tiefe 2601 m  eine v ie rp a ra m e tr ig e  F es te rd e  b ed eck t, w elche 
aus einem  h e te rogenen  M an te l und  einem  h e te ro g e n e n  K ern  m it dem  R ad ius 
ak =  3478,399 k m  b e s te h t .  N ach  A bhebung  des O zeans sind  fü r  die F es te rd e  
die D a te n  (E ',  со, a ', ak, J 2') gegeben, so d aß  fü r  die oo2 m öglichen L ösungen  
n o ch  e ' festlieg t. D ie gegebenen  D a ten  re ich en  zu r e ind eu tig en  B erech n u n g  
eines e in p a ram e trig en  M odells und  eines W iechert-M odells aus. Die G esam t
h e it  d e r Lösungen lie g t im  (x , ^ -D ia g ra m m  in  d e r K u rv e  J 2'  =  co n st in n e r
h a lb  eines ziem lich en g  b e g re n z te n  B ereiches v o n  >i-W erten. Die S treu u n g en  
in  e u n d  J 4 sind ä u ß e rs t k le in , die im  F o rm p a ra m e te r / j  e tw a  4-bis 6-m al so groß. 
A uch  die S pannung  in  C e rre ic h t k au m  100 • 1040 g cm 2, also b loß e tw a  1 ,3% . 
F ü r  die allgem eine L ö su n g  dieses zw eiteiligen M odelles d er F este rd e  s ind  neben  
ob igen  D a te n  noch zw ei B estim m u n g sstü ck e  e rfo rd e rlich , z.B . die T eilm asse 
Е г zum  A u fb au  e iner e in p a ra m e trig e n  «M antelfigur»  u n d  die O b erfläch en 
d ic h te  q0. G eh t m an  in  e in em  K o o rd in a ten sy s tem  m it d er Abszisse qn u n d  m it 
d e r  O rd in a te  .Ej in  e in e r  V ertik a len  qu =  c o n s t zw ischen dem  W iechert- 
M odell A  u n d  dem  e in p a ra m e trig e n  M odell D  a u fw ä rts , so e rh ä lt m an  als erste  
p h y sik a lisch  m ögliche L ö su n g  eine F igu r m it h o m o g en em  K ern , also eine die 
P u n k te  A u n d  F  v e rb in d e n d e  K u rv e  von d re ip a ra m e tr ig e n  Lösungen m it ho m o 
genem  K ern . M it w ach sen d em  E x w ird  d er K e rn  h e te ro g en  u n d  der D ich te 
sp ru n g  an  d er K e rn o b e rflä ch e  n im m t ab , bis sch ließ lich  m it Aq =  0 eine zw eite 
G ren zfig u r e rre ich t is t , in  w elcher an  d er K e rn o b e rfläch e  ein W echsel des 
D ich tegese tzes m it s te tig e m  Ü bergang  e in tr i t t .  D iese K u rv e  Aq  =  0 b eg in n t 
im  e in p a ram e trig en  M odell im  P u n k te  D u n d  e n d e t im  P u n k te  B, d er m it A
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d u rch  die K u rv e  d e r d re ip a ram etrig en  L ösungen  m it hom ogenem  M an te l v e r 
b u n d e n  is t. L e tz te re  K u rv e  is t  seh r k u rz , w eil in  ih r  ähnlich  wie in  d e n  V e r tik a 
len  die A b n ah m e des D ich tesp ru n g es, d er h e im  W iechert-M odell m e h r als a c h t 
E in h e ite n  b e trä g t, seh r rasch  erfo lg t. D en A b sch lu ß  des G ü ltigke itsbere iches 
d e r phy sik a lisch  m öglichen L ösungen  s te llt d ie H o rizo n ta le  FD  m it Е г =  E  d a r .

In  d er ganzen  zw eifach u n en d lich en  S ch a r v o n  h y d ro s ta tisch en  L ösu n g en  
f in d e n  wir ke in  b rau ch b a res  N o rm alsp h äro id ; s te ts  is t das T rä g h e itsm o m e n t C

Evl0” g

zu groß , w enn auch  die A bw eichung k au m  0 ,3 %  überste ig t. A uch m it e inem  
a c h tp a ra m e tr ig e n  M odell, be i dem  zw ischen d en  hom ogenen  O zean  u n d  die 
v ie rp a ram etrig e  F este rd e  noch  eine hom ogene K ru s te  der D ichte Qm/2 =  2,76 
oder v ie lle ich t besser der D ich te  2,80 e ingeschoben  is t, verschw indet d ie D isk re 
p an z  n ic h t. G enau so, wie in  den R eihen  d e r W iechert-M odelle (E , со, a, J.J 
u n d  (E , со, a,C  ) m it w achsendem  % d ie M an te ld ich te  zun im m t, t r i t t  b e i a llen , 
v o n  einem  b e s tim m te n  d ieser W iechert-M odelle  m it einem  b e s tim m te n  K e rn 
rad iu s  a/( au sgehenden  drei- u n d  v ie rp a ra m e tr ig e n  F igurenre ihen  K ern m asse  
in  den  M ante l ü ber, u n d  die geringe V erän d e rlich k e it oder K o n s ta n z  v o n  C 
w ird  d u rch  g leichzeitige M assen k o n zen tra tio n  in  M antel oder K e rn  o d e r in 
b e id en  b ew irk t. U n ab h än g ig  vom  jew eils k o n s ta n t  gehaltenem  a/( e n d e n  alle 
diese R eihen  im  gleichen e in p a ram e trig en  M odell (E , to, a, J.,), resp . (E , со, о, С). 
Im  (я, j<)-D iagram m  m ü ß te n  diese zwei P u n k te  m it zwei W iechert-M odellen  
d e r K e rn ra d ie n  a /  u n d  ah" zu sam m en fa llen . W äre  zum indest e in e r  d ieser 
b e id en  R ad ien  k le iner als d er oben d e fin ie rte  M inim alw ert, so w ä re  d ieser 
ü b e rh a u p t in  F rag e  geste llt. W ürde  u m g e k e h rt die K urve der e in p a ra m e tr i
gen F ig u ren  u n te rh a lb  d er G ren zp arab e l a/( =  m in der W iechert-M odelle  
v e rlau fen , so gäbe es W iechert-M odelle, fü r w elche sich die zugehörigen  R e ih en
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v o n  d re i-  u n d  v ie rp a ra m e tr ig e n  G le ichgew ich tsfigu ren  in  den K u rv e n  J 2 — 
=  c o n s t o d er C — c o n s t n a c h  abw ärts  e rs tre c k e n  m ü ß ten , was u n m ö g lich  is t. 
E s  fo lg t, d aß  die K u rv e  d e r e in p a ram e trig en  G le ichgew ichtsfiguren  m it der 
K u rv e  d e r W iechert-M odelle  a  ̂ =  m in  zu sam m en fa llen  m uß , u n d  d a ß  im  
G ren z fa ll eines W iechert-M odelles a* =  m in  d ie  ganze zugehörige zw eifach 
u n e n d lic h e  M an n ig fa ltig k e it dieser L ösungen  sich  in  denselben P u n k t  a b b ild e t, 
d as  h e iß t ,  d aß  fü r  alle  L ösungen  J x u n d  f x in  N ä h e ru n g  4 .0 . k o n s ta n t  sind . 
J e d e r  P u n k t  des (x , ^ /D ia g ra m m s  re p rä s e n tie r t  innerhalb  des G ü ltig k e its 
b e re ich es  d e r W iechert-M odelle  zahllose v ie rp a ra m e tr ig e  G leichgew ich tsfigu
re n , d a r u n te r  auch zah llose d re ip a ram etrig e  M odelle m it hom ogenem  K e rn  oder 
h o m o g en em  M antel u n d  ein einziges W iechert-M odell, welches d u rch  m in im a 
len  K e rn ra d iu s  au sg eze ich n e t ist.

D iese B e tra c h tu n g e n  erm öglichen die U n te rsch e id u n g  von  d re i e in p a ra 
m e tr ig e n  N o rm a lsp h ä ro id en . D as du rch  (E , со, a , J 2) defin ierte  M odell (26) 
s t im m t in  e, J x u n d  / ,  m it einem  W iechert-M odell a  ̂ =  m in ü b e re in  u n d  h a t  
d a h e r  b is  a u f  G rößen 6 .0 .  auch  dasselbe T rä g h e itsm o m e n t. F ü r  das M odell L , 
G le ich u n g  (20), lie fe rt (12): C =  80 685,73 • 1010 g cm 2 und  sch ließ lich  lineare  
E x tra p o la t io n  u n te r  H eran z ieh u n g  der F ig u r  D  (Tabelle I I I)  fü r  das M odell 
(26): C =  80 692,92 • 1040 g cm 2. Die R eihe d e r  W iechert-M odelle (E , со, а , С) 
is t  d u rc h  die F ig u ren  (32)— (34) c h a ra k te ris ie r t. D urch  lineare In te rp o la tio n  
m it a/CjtI1in~  3800 k m  f in d e t  m an e =  334 155,3 • 10 ~8 u n d  d a m it aus (25) 
die e in p a ra m e trig e  L ösu n g :

J 2 =  107 5 3 1 ,6 -IO “ 8; J., =  -  304,7 • IO "8; / , =  - 3 1 7 ,0 - 1 0 - 8 ,  (36)

w o m it b e re its  (C —  A )  u n d  H  b e s tim m t sin d . S ch ließ lich  kann  noch eine d r it te  
e in p a ra m e trig e  G le ichgew ich tsfigur (JE, со, a , H )  m it der em pirischen  d y n a 
m isch en  A b p la ttu n g  (29) defin ie rt w erden . D as M acL aurinsche E llip so id  
(E , со, H ):

eh =  327 8 3 7 ,4 -1 0 -8; ah =  5819,708 km ; C h =  80 961,81 ■ 1040 g cm 2;

J 2 h =  130 9 2 0 ,0 -IO “ 8; ( C - H ) „ = 264 ,9880-1 0 4° g cm 2; J 4 = -  367,3 • IO"* (3?)

f ü h r t  a u f  das W iechert-M odell qm — 0:

ah : а )2 =  0,832 491 18; J 2 =  108 989,7 • IO“ 8; e =  336 381,2 ■ IO“ 8;

J ,  =  -  254,5 - IO-»; f t =  —  64 ,5  ■ IO -8,

w ä h re n d  die M odelle oM =  0 m it den  em p irisch en  W erten  C u n d  J 2 d u rch

C : e =  333 703,2 • IO “ 8; J 2 =  107 206,8 • IO “ 8; C =  80 428,02 • 1040 g cm 2; 

J 2 : e =  335 301,7 • IO “ 8; J 2 =  108 271,0 • IO 8; C  =  80 747,23 • 1040 g cm 2
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c h a ra k te ris ie rt w aren . A ndererseits g ilt in  d e r P a ra b e l ak =  m in fü r  d ie  
W iechertschen  G renzm odelle :

C : e  =  334 155,3 • IO -8 ; J 2 =  107 531,6 • IO -8 ; C =  80 428,02 • 10«  g cm 2 

J 2 : e =  335 266,0 • IO “ 8; J 2 =  108 271,0 • 10~8; C =  80 692,92 • 1040 g cm 2.

L ineare  In te rp o la tio n  a u f  G rund  von  (37a) lie fe rt zu sam m en  m it dem  F o rm e l
sy s tem  (25) die e in p a ram e trig e  F ig u r (E , со, a, H ):

e =  336 016,2 • 1 0 - 8; J 2 =  108 770,4 • 10~8; J 4 =  —  310,2 • 10~8. (38)

B eq u em lich k e itsh a lb e r seien die E rgebn isse  fü r  die drei e in p a ra m e trig e n  
N o rm alsphäro ide  in  E in h e iten  1 0 -8, resp . IO40 v erg le ich en d  g eg en ü b erg este llt:

j . J , C— A c H e-1 f .

aus C : 107 531,6; — 304,7; 261,44; 80 428,02; 325 064,5; 299,26; — 317,0

aus J 2: 108 271,0 — 308,0 263,24 80 692,92 326 225,5 298,27 —314,7

aus H: 108 770,4 — 310,2 264,46 80 798,99 327 300,0 297,60 — 313,0

Bis a u f  G rößen  6.O. gelten  diese R e su lta te  auch  fü r  zahllose v ier- u n d  
d re ip a ram etrig e  G le ichgew ichtsfiguren , u n te r  den en  sich auch  je  u n e n d lic h  
viele m it dem  em pirischen  D ich tesp ru n g  3,75 an  d e r K ernoberfläche  b e f in d e n . 
A ber all diese M odelle h ab en  einen zu  g roßen  K e rn ra d iu s  u n d  es is t k e in  e in 
ziges d a ru n te r , das be ide  H a u p tträ g h e itsm o m e n te  u n d  d a m it die d y n a m isc h e  
und  s ta tisch e  A b p la ttu n g  m it dem  w irk lichen  E rd k ö rp e r  gem einsam  h a t .

e ) G leichgew ichtsfigur und  N orm alsphäro id

W ir w enden  u ns von  der s ta tisc h e n  e iner d y n am isch en  B e tra c h tu n g  zu . 
A u f d e r einen  S eite  b ew irk te  vorm als die a llm äh liche  A b k ü h lu n g  der E rd e  e in e  
K o n tra k tio n  u n d  d a m it eine A bnahm e des T räg h e itsm o m en te s  C, w elche w egen  
der K o n stan z  des D reh im pulses со C im  geschlossenen  M assensystem  m it e in e r  
Z unahm e d e r W inkelgeschw ind igkeit v e rb u n d e n  is t. A ndererse its r e s u l t ie r t  
aus d er G eze iten re ib u n g  eine V erlangsam ung  d er R o ta tio n , w elche b eg re if lich e r
weise n u r  m it re c h t m äß iger G enau igkeit aus d e r D iskussion  a lte r  M o n d fin s te r
nisse ab g e le ite t w erd en  k an n . M an s c h ä tz t  d e rze it, d aß  d e r S te rn tag  in  d e n  
le tz te n  120 000 J a h re n  um  eine S ekunde ab g en o m m en  h a t .  A uf G ru n d  d ie se r 
V orstellung  k a n n  m a n  u n te r  g leichzeitiger A n n ah m e des G leichgew ichtes d ie  
H y p o th ese  zug ru n d e leg en , d aß  die E rd e  v o r Ja h rm illio n e n  gleichsam  im  G le ich 
gew icht h in re ich en d  e rs ta r r t  is t. D er K o n tra k tio n sp ro z e ß  w ar d a m it a b g e 
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sch lossen  und  s e i th e r  h a t  sich die R o ta tio n sg esch w in d ig k e it b loß  wegen 
G eze iten reibung , d ie  überd ies wegen d e r  w achsenden  D is tan z  E rd e — M ond 
im m e r  geringer w ird , v e rm in d ert. D ie F lä c h e n  gleicher D ich te  k o n n te n  sich 
d ie se r  v e rm in d e rte n  R o ta tio n sg esch w in d ig k e it n ich t m eh r an p assen , d .l i .  ih re 
A b p la ttu n g  is t g rö ß e r  als es im G le ichgew ich t der Fall w äre. A bgesehen von 
d e r  W asserhülle  m ü ß te  dem nach  der E rd k ö rp e r  eine G le ichgew ich tsano rdnung  
re p rä se n tie re n , w elche  fü r  eine e n tsp re c h e n d  größere R o ta tio n sg esch w in d ig k e it 
e in e  G le ichgew ich tsfigur w äre. A u f d iese  W eise gelangen w ir zu e iner k la ren  
U n tersch e id u n g  zw ischen  der G le ichgew ich tsfigu r der E rd e  u n d  dem  h eu tigen  
N o rm alsp h äro id . D e r  fes te  E rd k ö rp er h a t  in  be iden  M odellen dieselbe M assen
a n o rd n u n g , w äh ren d  das W eltm eer au c h  h e u te  noch d er V erlan g sam u n g  der 
R o ta t io n  fo lg t u n d  se ine  O berfläche d e m n a c h  eine geringere A b p la ttu n g  h a t  
a ls die idealisierte  L ith o sp h ä re .

Das nahe Z u sam m enfa llen  der d re i e in p a ram e trig en  G leichgew ich tsfigu
re n  im  v o rh e rg eh en d en  A b sch n itt ze ig t u n m itte lb a r , daß  d er S te rn ta g  se it der 
» E rs ta rru n g «  d er E rd e  n u r  um  wenige Z e itm in u te n  zugenom m en h ab en  k an n . 
U m  dieses Z e itin te rv a ll u n d  dam it die R o ta tio n sg esch w in d ig k e it d er G leich
g ew ich tsfig u r der E rd e  zu  finden, fra g e n  w ir  n ach  der R o ta tio n sg esch w in d ig 
k e i t  des W iechert-M odelles (E , a, akr J 2, C ), w elches m it d e r E rd e  b eide  T rä g 
h e itsm o m e n te  C u n d  (A  +  В)/2 g em ein sam  h a t  u n d  denselben  K ern rad iu s  
3478,399 km  b e s itz t . D ie Lösung e rfo lg t in  sukzessiver A p p ro x im a tio n . Zu
n ä c h s t  k an n  m it d e n  em pirischen  D a te n  ak u n d  C =  80 428.02 • 104H g cm 2 
G le ichung  (12) g e sch rieb en  werden:

128 7 6 3 ,665- 1040 =  E , (39)

Z u sa m m e n  m it (11) u n d  d e r zweiten u n d  v ie r te n  G leichung (3) liegen d a n n  5 
G le ichungen  vor, w elche  fü r  ein geeignet g ew äh lte s  со oder e e in d eu tig  die fü n f 
U n b e k a n n te n  e, CiaJnfn  u n d  E 4 eines Z w eischalenm odelles liefern . D iesen V organg 
w ie d e rh o lt m an  m it e in e r  zw eiten W ah l v o n  e  und  b es tim m t be idem ale  den 
W id e rsp ru ch  der G le ichgew ich tsbed ingung . A u f diese W eise e rh ä lt m an  du rch  
lin e a re  In te rp o la tio n  in  ausre ichender N ä h e ru n g  das gesuchte  W iechert-M odell:

s  =  348 397,4 • IO“ 8; e =  336 367,3 • IO“ 8; ek =  239 554,0 ■ IO“ 8
(40)

J 4 =  —315,9 • 10“ 8; /„  =  —351,8 • IO “ 8; E x =  4504,6375 ■ 1024 g.

E s  fo lg t со'2 =  5 ,351 599 • 10“ ® se c “ 2 o d e r  T  =  2 я/со' =  85 889,11s, d. h. 
e in e  V erk ü rzu n g  des S te rn tag es  um  274 ,98s ~  4m 35s. D ü rfte  m an  die d erze i
t ig e  Z unahm e des S te rn ta g e s  nach rü c k w ä r ts  ex trap o lie ren , so käm e m an  au f 
e in e n  Z e itrau m  von  b lo ß  33 Millionen J a h r e n .

V on besonderem  In te resse  ist die F ra g e , ob durch  diese Ä n d eru n g  von  со
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eine A n n äh eru n g  des W iechert-M odelles (40) an  d ie  P a rab e l ak =  m in  e rfo g t 
is t. Im  Falle der w irk lichen  R o ta tio n sg esch w in d ig k e it der E rd e  lag  zw isch en  
dem  W iechert-M odell (E , co, a, ak, J 2), F ig u r D  in  T abelle  I I I ,  u n d  dem  M odell 
(26) b e i e =  335 263 • IO "8 die D ifferenz А / ,  =  35,9 • IO "8, d. h . A x  =  0 ,0319 
v o r, w obei noch zu b e a c h te n  is t, d aß  dieses M odell ein  zu großes C h a t .  F ü r  die 
F ig u r  (E , co, a, J 2, C), die m itte ls  (35) näherungsw eise  in te rp o lie rt w erd en  k a n n  
u n d  fü r  w elche ak bei ru n d  3000 k m  lieg t, w äch st A x  a u f  e tw a 0,0432 a n . M it 
dem  n euen  e =  348 397,4 • IO -8  lie fe rt (25) die A b p la ttu n g  e — 336 371,7  • 
•1 0 -8  u n d / (  =  — 320,9 • 1 0 -8 , also gegenüber d em  M odell (40), m it w elchem  
die d re i e in p aram etrig en  L ösungen  zu sam m enfa llen  m ü ß ten , eine D iffe renz  
A f x =  30,9 • 10~8 oder A x =  0 ,0273, d. h . die D isk repanz  ist um  ru n d  37 %  
gesunken .

B ei w eiterer Z un ah m e d er R o ta tio n sg esch w in d ig k e it rü c k t das W iech e rt-  
M odell (E , co, a, J 2, C) in  d er K u rv e  J 2 =  108 271 • 10~8, die sich ü b rig en s 
w egen d er Ä nderung  von  s, e u n d  x  se lb st geringfügig  versch ieb t, n ach  a b w ä r ts , 
w obei sich E x s tä n d ig  v e rm in d e rt, g leichzeitig  a b e r  d er K ern rad ius im  H in 
b lick  a u f  (12) rasch  w ächst. Schon fü r  co2 — 5 ,360 014 • 10-9 se c -2 (T ages
v e rk ü rz u n g  342,4S) liegt das M odell in  d er h y p o th e tisc h e n  P a rab e l (23) u n d  
d er K ern rad iu s  is t ak =  3803,8 k m . D a überd ies in  d ieser P a ra b e l d e r  K e rn 
ra d iu s  m it w achsendem  o> n u r  seh r langsam  z u n im m t, also fü r d en  in  F rag e  
k o m m en d en  co-Bereich s te ts  n ah e  bei 3800 km  lieg t, schein t u n se r R e s u lta t  
die obige H y p o th ese  zu w iderlegen . D em gegenüber is t aber zu b e m e rk e n :

a)  Die obige D isk rep an z  A f x — 30,9 • 1 0 -8 , die einer Ä n d e ru n g  d e r 
A b p la ttu n g  von  b loß  4,4 • 1 0 _8 e n tsp r ic h t, is t e ine kleine Größe 6. O. M ith in  
h a t  eine genauere R ech n u n g  in  A n b e tra c h t d er geringen  Ä nderungen  in  J ,t u n d  
f x w enig  Sinn, so lange die n ö tig en  F o rm eln  n ich t einschließlich der G lieder 6. O. 
e n tw ick e lt sind.

b)  Auch is t die D isk rep an z  in  den  em p irisch en  D a ten  J *  c  u n d  ак in  
E rw äg u n g  zu ziehen. D ie B erech n u n g  von  C au s d er s ta tisch en  u n d  d y n a m i
sch en  A b p la ttu n g  e rfo rd e rt j a  eine ex ak te  T re n n u n g  der beiden  F a k to re n  in 
d e r em pirischen  G röße k2E . W egen d er v e rh ä ltn ism ä ß ig  großen U n s ic h e rh e it 
d er G ra v ita tio n sk o n s ta n te n  k a n n  ab e r die E rd m asse  n u r  m it m äß iger G en au ig 
k e it b e s tim m t w erden .

c)  Schließlich is t auch  d e r A nsa tz  e iner P a ra b e l fü r die K u rv e n  der 
W iechert-M odelle  ak =  con st noch  p ro b lem atisch .

Som it e rfo rd e rn  alle d re i B estan d te ile  u n se re r  H y po these : die E x is te n z  
e in e r K urve  ak — m in , w elche im  P u n k te  E  (M acL aurinsche  E llip so ide) eine 
T a n g e n te  m it d e r S te igung  1,25 b e s itz t, das Z usam m enfallen  d ieser K u rv e  m it 
d e r K u rv e  der e in p a ra m e trig e n  G leichgew ich tsfiguren  und  die A n n a h m e , d aß  
d er K ern rad iu s  d e r  E rd e  ein  M inim um  is t, noch  eine eingehende U n te rsu c h u n g .

Bei dem  gesch ild erten  S a c h v e rh a lt d ü rf te  es derze it am  b e s te n  se in , die 
m e h rp a ra m etrig e  G leichgew ich tsfigur der E rd e  d u rch  die D a ten  (E , co, a, J 2)
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zu  defin ie ren  u n d  m itte ls  des F o rm elsy stem s (25) ebenso wie f rü h e r  die ein- 
p a ra m e tr ig e  F ig u r (26) zu  berechnen , w obei j e t z t  ab e r die R o ta tio n sg esch w in 
d ig k e it des W iechert-M odelles (40) v e rw e n d e t w ird , w elche m it H ilfe  des em p i
r isc h e n  K ern rad iu s  gew o n n en  w urde:

E  =  5976,1 • 1024 g; а =  6378,399 k m ; со'2 =  5,351 599 • 10~9 s e c " 2; 

e =  348 397,4 ■ 1 0~ 8; J a =  108 271 • 10-®; e =  336 371,7 • 10“ ® =  1 : 297,29; 

J 4 =  — 308,9 • 10-®; / 4 =  — 320,9 • 1 0 " 8; y 0 =  977,9448 G al; (41)

ß =  534 912,1 • IO-®; ^  =  + 3442 ,7 • 1 0 “ ®; W 0 =  62635,86 • 107 cm 2 s e c “ 2; 

Qm — 5,5164.

V erg leich  m it (26) lä ß t  die aus der g rößeren  R o ta tio n sg esch w in d ig k e it folgende 
Z u n a h m e  der A b p la ttu n g  u n d  A bnahm e d e r  Ä q u ato rschw ere  e rk en n en , w äh 
re n d  d ie  Ä nderung  d e r  M assefunk tion  J i  n o c h  n ic h t 1 • 10~® e rre ich t.

E r te il t  m an  d e r G leichgew ichtsfigur d ie  h eu tig e , kleinere R o ta tio n sg e 
sch w in d ig k e it, so re s u lt ie r t  das N o rm a lsp h ä ro id  d e r E rde  als G leich ge w ich ts- 
a n o rd n u n g , sow eit es d ie  »Festerde« b e tr if f t . L edig lich  die W asserhü lle  k o n n te  
s te ts  d e r V erm in d eru n g  d e r  F lieh k ra ft fo lgen , so d aß  fü r die O b erfläche  des 
W eltm eeres  die h e u tig e , k leinere A b p la ttu n g  v o rlieg t, w ährend  d em  O zean
b o d e n  oder der id e a lis ie rte n  L ithosphäre  d ie  A b p la ttu n g  von  näherungsw eise  
e =  336 300 ■ 10 ~® z u k o m m t. Die Ä n d e ru n g  des O zeananteiles an  d e r  M asse
fu n k tio n  J 4 is t ab e r u n erh eb lich , da d er A n te il d e r W asserhülle a n  J i  in  d er 
G leichgew ich tsfigur ü b e rh a u p t  n u r 0,2 • 1 0 —8 b e trä g t .  Som it k ö n n en  w ir das 
N o rm alsp h äro id  m itte ls  des H e lm ert-S y stem s a u f  G rund d er D a te n  (£ ,  со, 
a, J 2, J<i) berechnen :

E  =  5976,1 • 1024 g; а =  6378,399 k m ; со2 =  5,317 496 • IO-9  s e c “ 2; 

s =  346 177,3 • IO-®; J 2 =  108 271 • IO ” 6; J 4 =  — 308,9 • 1 0 “ ®; 

e =  335 265,5 • 1 0 1  :298,27; / 4 =  — 318,8  • 10“ ®; y 0 =  977,9666 G al; 

ß  =  530 451,8 • IO-®; ^  =  + 3295,8  • 10-®;

W 0 — 62 635,16 • 107 cm 2 s e c -2 ; om =  5,5164.

S e lb s tv e rs tän d lich  is t  d iese  F ig u r fa s t id e n tisc h  m it der frü h eren  L ö su n g  (26).
O bige G le ichgew ich tsfigur (41) d a rf  n ic h t  als ein früheres S ta d iu m  der 

E n tw ick lu n g sg esch ich te  d e r E rde  au fg e faß t w erden . D enn  e in m al is t  das 
W echselsp iel von  K o n tra k tio n  und  F lu tre ib u n g  in  der fa s t v ie r M illiarden 
J a h r e  um fassenden  E n tw ick lu n g sg esch ich te  d e r  E rd e  n ich t g enau  b e k a n n t. 
S icher m üssen  b eide  E ffe k te  frü h er g rößer gew esen  sein, die K o n tra k tio n , weil 
sich  d e r  P rozeß  der A b k ü h lu n g  und  Z u sam m en z ieh u n g  n a tu rg em äß  im m er m ehr
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v errin g ern  m u ß te , die G eze iten re ib u n g  aber w egen d e r  größeren  M ondnahe. 
V or allem  ab er m uß  das G leichgew icht schon lange v o r  dem  A bschluß  der 
K o n tra k tio n  allm äh lich  v e rlo ren  gegangen sein, w eil die F lächen  gleicher 
D ich te  im  Zuge d er lan g sam en  V erfestigung  des E rd k ö rp e rs  im m er w eniger 
d e r g eän d erten  F lie h k ra f t fo lgen k o n n ten . N u r w enn  w ir die E rd e  als völlig 
s ta r r  b e tra c h te n  d ü rf te n , w ü rd en  die b e rech n e ten  275” (oder 342“) d en  ganzen  
G ezeiteneffek t d a rs te llen . W äre  u m g ek eh rt die E rd e  eine ideale F lü ssig k e it, 
so w ürde  sie auch  h e u te  noch  t ro tz  d er A bnahm e d e r R o ta tio n sg esch w in d ig k e it 
im  h y d ro s ta tisc h e n  G leichgew icht sein , und  d er E ffe k t d e r G ezeiten reibung  
w ürde  b loß  in  e iner k a u m  nach w eisb aren  V errin g eru n g  d e r A b p la ttu n g , v e r
b u n d e n  m it e iner k le in en  Ä n d eru n g  des T räg h e itsm o m en te s  C, besteh en . 
A ber da  die E rd e  p lastisch  is t, m ü ß te  d er to ta le  G eze iten effek t von  m öglicher
weise 74 000s in  v ie r M illiarden  J a h re n  m it einem  k le in en  B ruch  m u ltip liz ie rt 
w erden , der die N achg ieb igke it d er E rde  g egenüber d e r  V erm inderung  der 
Z en tr ifu g a lk ra ft zum  A u sd ru ck  b r in g t. Das W echselsp iel von  K o n tra k tio n  
u n d  F lu tre ib u n g  k a n n  u n a b h ä n g ig  vom  E n tw ick lu n g sze itrau m  s tu d ie r t  w er
den , w enn m an  h y p o th e tisc h  v o n  einem  M acL au rin sch en  E llipso id  ausg eh t.

L ieg t schließlich  auch  J i em pirisch  vo r, wie es g ru n d sä tz lich  aus der 
A nalyse der B a h n s tö ru n g e n  d e r k ü n stlich en  S a te llite n  m öglich is t, so k a n n  
m an  aus (E , со, a, J 2, J t ) d ire k t ein  H elm ertsches N iv eausp liä ro id  v ie rten  
R anges berech n en  u n d  h ä t te  so das N orm alsphäro id  gänzlich  u n ab h än g ig  vom  
G leichgew icht gefunden . N u r w äre es ohne ähn liche  B e tra c h tu n g e n  wie oben 
n ic h t m öglich, u n te r  d en  zahllosen zugehörigen M assen an o rd n u n g en  jene  als 
w esentlich  h erau szu h eb en , w elche dem  inneren  A u fb au  d er E rd e  am  n äch sten  
k o m m t. W äre zw ischen dem  em pirischen  W ert v o n  J i u n d  dem  G leichgew ichts- 
w ert (41) n u r  ein  geringfügiger U n tersch ied , so w ü rd e  w ieder die F ig u r (42) 
resu ltie ren . A uffallenderw eise  h a t  sich aber b ish e r d e r S a te lliten w ert von  
I J i I u m  ru n d  4 7 %  k le in er ergeben  als d er G leichgew ich tsw ert, w om it ein 
neues, schw ieriges P ro b lem  vorlieg t.

N E W  IN V E S T IG A T IO N S C O N C E R N IN G  T H E  T H E O R Y  O F  T H E  N O R M A L S P H E R O ID

K. LEDERSTEGER

SUMMARY

P rin c ip a lly , th e re  a re  fo u r possib ilities for defin ing  th e  n o rm al sphero id  o f th e  E a r th :
1. An equ ilib rium  fig u re  w ith  th e  em pirical d a ta  (E , со, a, a£, C), w hich th u s  h a s  in 

com m on w ith  th e  real e a r th  th e  m ass E , th e  ro ta tio n a l v e lo c ity  со, th e  axis a o f  th e  geoid  or 
b e tte r  t h a t  o f th e  ellipsoid o f eq u al vo lum e, th e  eq u ato ria l ax is  o f  th e  core (th e  surface  o f  th e  
core being in  a  d e p th  o f 2900 km ), th e  p rin c ip a l m om ent o f in e r t ia  a b o u t  th e  ro ta tio n a l ax is C, 
a n d  f in a lly  th e  d en sity  d isc o n tin u ity  Ag =  3,75 a t  th e  su rface  o f  th e  core. H ence, th e  p rincip le  
o f conserva tion  o f th e  a n g u la r  m o m en tu m  coC is tak en  n o tice  of, w herefo re  J .  O ’K e e f e  sim ply  
calls th is  so lu tion  the eq u ilib riu m  figu re  o f th e  E a rth . T h is f ig u re , how ever, has too  sm all a 
difference (C—A )  o f  b o th  th e  m o m en ts  o f inertia  an d  th e re fo re  also too  sm all a  f la tte n in g  
(1 : 299,2), w hich is th e  reaso n  w hy  th is  figure  is u n su itab le  a t  le a s t  for geodetic  pu rp o ses.
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2. I f  we, co n tra rily , m a in ta in  th e  s ta tic  f la tte n in g  J ï o r th e  d ifference  o f  th e  m om ents 
o f  in e r t ia ,  i.e. if  we p roceed  fro m  th e  em pirica l d a ta  (E , со, a, ak, J 2), th e n  th e  correct 
f l a t t e n in g  (1 : 298,25) re su lts , b u t  to o  g re a t a  C. T here  ex is ts  no eq u lib riu m  f ig u re  a t  all which, 
b e s id e s  (E , a, щ ). has in  com m on  w ith  th e  E a r th  th e  ro ta tio n a l v e lo c ity  and  b o th  m om ents 
o f  in e r t ia  J  an d  A , i.e. C and J„.

3. C onsidering th e  fa c t  t h a t  p re se n tly  th e  sidereal d a y  decreases b y  1 second  in  ab o u t 
120 000 y e a rs , one m ay  conceive a n  eq u ilib riu m  figu re  w ith  som ew hat g re a te r  ro ta t io n a l  veloc
i ty .  O n e  assum es th a t  th e  E a r th  m a n y  m illions o f y ears  ago has solidified in  eq u lib riu m , and  
th u s  o n e  h a d  to  s tu d y  th e  in te ra c t io n  of c o n tra c tio n  an d  tid a l fric tio n  in  th e  co u rse  o f  te rre s tr ia l 
h is to ry .  B u t  one also can  im ag in e  a  decrease  o f th e  g ra v ita tio n a l c o n s ta n t a n d  an  expansion 
o f th e  E a r th  body  connected  w ith  i t ,  w h ich  h y p o th es is  is especially  defended  b y  L. E g y e d . In  
a n y  case , fo r th e  W iechert-m odel (hom ogeneous m an tle  an d  hom ogeneous core) w ith  th e  d a ta  
(E , a , ak, J 2, C) one finds a  r o ta t io n a l  v e lo c ity  co rresponding  to  a siderea l d a y  b e in g  sh o rte r  by  
275 sec. T h e  tran s itio n  fro m  th is  W iechert-m odel to  m u lti-p a ra m e tric  eq u ilib riu m  figures 
re q u ire s  a d d itio n a l a ssu m p tio n s w h ic h  a t  p re se n t still a re  o f h y p o th e tica l n a tu re .

I f  one  prescribes th is  eq u ilib riu m  fig u re  th e  p re sen t ro ta tio n a l v e lo c ity , th e n  an  equ ilib 
r iu m  c o n fig u ra tio n  resu lts  as fa r  a s  th e  solid  E a r th  is concerned, w hereas th e  w a te r  cover is 
a b le  to  y ie ld  to  th e  decreased  c en tr ifu g a l force. W ith  th e  d a ta  (E , cu, a, J 2, J }), th e  m ass- 
f u n c tio n  . / ,  being  tak en  from  th e  eq u ilib riu m  figure  o f  th e  E a r th ,  th e  m u lti-p a ra m e tr ic  norm al 
sp h e ro id  re su lts  from  H e lm e rt’s sy s te m . T h is figure  h as th e  co rrec t, g eo d etica lly  usefu l f la t te n 
in g  a n d ,  in  ad d itio n , a m o m e n t o f  in e r tia  C w hich can  d e v ia te  from  th e  tru e  v a lu e  on ly  by  a 
s ix -o rd e r  q u a n ti ty  a t  best.

4. I f ,  finally , is g iven  em p irica lly , as i t  is possib le in  p rincip le  b y  th e  analysis of th e  
■orbital p e r tu rb a tio n s  o f a rtif ic ia l sa te llite s , th e n  one m ay  d irec tly  co m p u te  a H e lm e rt equipo- 
te n t i a l  sp h e ro id  of fo u rth  o rd e r f ro m  th e  d a ta  (E , œ , a, J 2, J 4), and  m ay  d es ig n a te  i t  as norm al 
sp h e ro id . H ow ever, u p  to  now  th e  sa te llite -v a lu e  of J }\ s trik in g ly  h as re su lte d  sm alle r b y  ab o u t 
4 7 %  th a n  th e  equ ilib rium -value . T h ere  a re  th ree  possib ilities for th e  a n a ly s is  o f  th is  strange  
d isc re p a n c y : th e  s tu d y  o f th e  u n d u la t io n s  in  various he ig h ts , th e  in v e s tig a tio n  o f  th e  form - 
p a r a m e te r s  w hich  are rig o ro u sly  c o n n ec te d  w ith  th e  m ass-functions, a n d  th e  ana ly sis  o f th e  
a n o m a lo u s  p o ten tia l on b asis o f th e  e x p an s io n  of th e  h e ig h ts  an d  d e p th s  o f th e  e a r th . A ll th ree  
p o ss ib ilitie s  ju s tify  a scep tica l a t t i tu d e  to w ard s  th e  sa te llite  resu lts .

НОВЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ПО ТЕОРИИ НОРМАЛЬНОГО СФЕРОИДА
К. ЛЕДЕРШ ТЕГЕР

РЕЗЮМЕ

Принципиально существуют 3 возможности для определения нормального сфероида
Земли:

1. Фигура равновесия с эмпирическими данными (Е ,  со, а, ак , с), которая имеет 
одинаковые с истинной землей массу Е ,  угловую скорость со, ось а геоида или скорее 
эллипсоида такой же массы, экваториальный радиус ядра (поверхность ядра находится 
на глубине 2900 км), инерционный момент С на главную ось и, наконец, разрывность 
плотности А д  =  3,75, находящаяся на границе ядра. Таким образом учтено постоянство 
углового момента соС, так что это решение Дж. О’Киф называет просто фигурой равно
весия Земли. Но эта фигура имеет слишком малую разность ( С — А )  между двумя инер
ционными моментами: поэтому её сжатие (1:299,2) тоже очень мало. Такая фигура не 
подходит, по крайней мере, к геодезическим целям.

2. Если же оставим статическое сжатие J 2 или разность инерционных моментов, 
то есть исходим из эмпирических данных (E, eu, а, ак , J 2), то получим правильное сжатие 
(1:298,25), но слишком большое С. Вообще, нет фигуры равновесия, имеющей кроме 
(Е, а ,  а к) общую с землей скорость вращения и оба инерционных момента J  и А ,  то есть 
С и J 2.

3. Учитывая тот факт, что сидерический (звёздный) год укорачивается на одну 
секунду через 120 000 лет, можем взять фигуры равновесия с несколько большей ско
ростью вращения. Предположим, что земля много миллионов лет назад затвердела в 
равновесии, поэтому в ходе истории земли мы должны рассмотреть взаимодействие усадки 
земли и приливно-отливного трения. Можно представить и уменьшение гравитационной 
постоянной и расширение тела земли так, как это защищает в  особенности Л . Е д ь е д . В

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



UNTERSUCHUNGEN ZUR THEDRIE DES NORMALSPHÄROIDES 2:t:i

любом случае при модели Вихерта (однородние оболочка и ядра) с помощью данных 
(Е , а, ак , J 2, С) получаем скорость вращения, которая на 275 сек. короче звёздного дня. 
Переход с модели Вихерта к фигуре равновесия со многими параметрами требует добавоч
ных предположений, которые пока гипотетического характера.

Если этой фигуре равновесия задавать настоящую скорость вращения, то получаем 
фигуру равновесия относительно твёрдой земли, а водной поверхностью дается умень
шенная центробежная сила. При функции масс J , с данными (Е , со, a, J 2, J t ) надо исходить 
из фигуры равновесия земли, при этом из системы Гельмерта получаем нормальный 
сфероид со многими параметрами. Такая фигура имеет правильное, применяемое в гео
дезии сжатие, кроме того, такой момент инерции С, который отличается от истинного на 
величину шестого порядка.

4. Если, наконец J , задана эмпирически, как это возможно на основании анализа 
возмущений орбит искусственных спутников земли, тогда по данным (Е , to, a , J 2, J 4) 
непосредственно можно вычислить Гелмертов сфероид равновесия четвёртого порядка 
и его можем называть нормальным сфероидом. Значение же (J 4) по космическим наблю
дениям получилось примерно на 47% меньшим, чем значение равновесия. Имеются три 
возможности для исключения этого странного протировечия: исследование колебания 
на разных высотах; исследование параметров фигуры, строго связанных с функциями 
масс и анализ аномального потенциала на основании разложения в ряд высот и глубин 
земли. Все три возможности могут создавать сомнения в связи с результатами косми
ческих наблюдений.
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R E C E N S I O N E S

J . Zumbó: O P T IM U M  LO CA TIO N  O F  M IN IN G  F A C IL IT IE S  

A k ad ém iai K iadó, B u d a p e s t.  144 pages an d  70 figu res. T ra n s la te d  b y  B. B alkay, 1968

T h e  E n g lish -read ing  p ro fessional p ub lic  receives th is  w o rk  in th e  in te rp re ta tio n  of B. 
B a lk ay , in  a p re sen ta tio n  o f no b le  elegance, su itab le  fo r i ts  c o n te n t. T h is w ork  is essen tia lly  a 
c o n ce n tra te  —  b u t a t  th e  sam e tim e  also a  co n tin u o u sly  develo p p ed  g en e ra liz a tio n  —  of 
e v e ry th in g  th a t  has b een  o ffered  b y  th e  a u th o r  — th ro u g h  h is a c tiv ity  su rp a ss in g  a decade 
a lre ad y  — in th e  field  o f  th e  e la b o ra tio n  of th e  sc ien tific  basis  o f  m in ing  fo r re sea rch , p lann ing , 
e d u ca tio n , and , of course, fo r th e  p rac tica l p la n t an d  b u sin ess m an ag em en t.

E v en  a  m ining p la n t  in  itse lf , b u t  all th e  m ore th e  in d iv id u a l p la n t  sy s te m s are  a m u lti
tu d e  o f u n d erg ro u n d  an d  su rface  w orking sites lo ca ted  in  space  in  a w ay  in flu en ced  by  n u m er
ous fa c to rs . A m ong th ese , a  larg e  q u a n ti ty  o f m ate ria l m u s t be  k e p t m ov ing  a lo n g  a  v a rie ty  
o f p a th s  — sp a tia l tra je c to r ie s . B y  m ate ria l, n o t on ly  th e  p ro d u c t, th e  useful o r w a ste  m in era l, 
b u t  also a ir, w a ter, e lectrica l e n e rg y , etc. a re  m ean t. M oreover, f lu id s an d  gases can  be tra n s 
p o rte d  in  p ipeline-system s, e lec trica l c u rre n t in  cable n e tw o rk s , an d  so on. T h ese  op eratio n s 
grew  w ell beyond  th e  fram e w o rk  o f m ining, since also th e  tra n s p o r ta tio n  sy s te m s of an  area 
(or even  a co u n try ) co n sis t o f m a te ria l h an d lin g  of de fin ed  q u a n ti ty  be tw een  de fin ed  po ints. 
B y  th e  w ork of P rof. Z am b ó , conseq u en tly , sc ien tifica lly  e stab lish ed  th e o re tic a l bases, t r e a t 
ab le  w ith  u p -to -d a te  c o m p u tin g  tech n iq u es, are p re sen te d  fo r th e  process o f decisio n -p rep a
ra tio n  o f  all such techn ica l-eco n o m ica l p rob lem s, th e  m ain  p o in t  o f w hich  is an  a rb it ra ry  m ass
h a n d lin g  in space. T he m a te ria l  h an d lin g  m ay  ta k e  p lace  a lo n g  free ly  chosen p a th s  o r along 
ones lim ited  by  com pelling  c o n d itio n s. I t  is decisive, h o w ev er, t h a t  a so lu tio n , o p tim a l un d er 
th e  c ircum stances g iven , sh o u ld  he  possible to  f in d , o r to  a p p ro x im a te . A n  o p tim u m  is an 
o p tim u m  from  th e  p o in t o f  v iew  o f b o th  tech n iq u e  a n d  econom y, th a t  is: a good effic iency and 
a m in im u m  of e x p en d itu re s . In  a given case, o f  course, i t  is good to  know  also th e  consequences 
ra ised  b y  a so lu tion  d iffe rrin g  fro m  th e  o p tim u m , d u rin g  th e  o p e ra tio n  p e rio d  o f th e  system  
to  be  estab lished . N a tu ra l ly  th e  m eth o d  can be  app lied  in  th is  reg ard , too .

In  th e  f irs t  c h a p te r  o f  th e  book , th e  law  of m in im u m  su m  of w eigh ted  d is tan c es  can be 
fo u n d  as th e  basic p rin c ip le  e n su rin g  th e  o p tim u m  co n d itio n s  o f th e  lo ca tio n  o f  a  p la n t, i.e. in 
th e  case o f th e  ap p lica tio n  o f  w h ich  th e  to ta l  e ffo rt o f m a te ria l  h an d lin g , a n d  th e  to ta l  costs 
in v o lv ed , a re  a m in im um .

T h e  general sp a tia l p ro b lem s alw ays include th e  s im p le r p lan e  cases, too .
T h e  th eo re tica l re la tio n sh ip s  a re  m ade b e tte r  in te llig ib le  o r b ro u g h t in to  “ life-nearness” 

by  th e  d e m o n s tra tio n  o f th e ir  a p p lica tio n  to  som e p ra c tic a l exam ples. Such a re :  th e  o p tim u m  
lo ca tio n  o f a system  o f u n d e rg ro u n d  passages, or e.g. th e  m a rk in g  of such  a p o in t o f ju n c tio n  in 
a c e rta in  m ine ro ad w ay , w h ich  is s itu a te d  from  th e  p o in t o f v iew  of tra n s p o r ta tio n  from  differ
e n t s ites in such a w ay  th a t  th e  to ta l  tra n sp o rta tio n  w o rk , co n seq u en tly  also th e  cost is m ini
m u m . B u t also a cen tra l w ash -h o u se  can be m en tio n ed , w h ich  shou ld  lie a long  a g iven  railw ay 
line ( th a t  is, bound  to  a  fo rced  tra je c to ry ) , m oreover in  su ch  a p o in t w here  th e  sum  of the  
w e ig h ted  d istances (w e ig h ted  b y  th e  q u a n ti ty  of m a te ria l) , u n d e r  th e  c o n sid e ra tio n  of m ate ria l 
q u a n tit ie s  tran sp o rte d  fro m  th e  d iffe ren t m in ing  p la n ts , m u s t  b e  m in im um . T h e  p ro b lem  can be 
still m ore  com plicated  b y  th e  p ra c tic a l req u irem en t t h a t  th e  m ate ria l flow  is possib le  n o t only 
b e tw een  th e  in d iv idua l p o in ts  (p la n ts )  an d  th e  p o in t o f  ju n c tio n  (w ash-house), b u t  also d e p a rt
ing fro m  th e  p o in t o f ju n c tio n  o r  even  be tw een  th e  in d iv id u a l p o in ts  th em selves.

F ro m  all these  in v e s tig a tio n s , th e  know ledge of th e  co st fu n c tio n  is in d isp en sab le , since 
sim plify ing  th e  p ro b lem  —  th e  m in im aliza tion  o f th is  c a n  lead  to  th e  o p tim u m  solu tion .

T h is is w hy  th e  a u th o r  d iscusses th e  cost fu n c tio n  in th e  second c h a p te r  o f  th e  book  also 
se p a ra te ly . E ssen tia lly , th is  re la tio n sh ip  crea tes a c e r ta in  —  gen era lly  c o rre la tiv e  —  connection  
b e tw een  th e  ch ara c te ris tic  in d ex es o f th e  p la n t (e.g. p ro d u c tio n  cap a c ity , p la n t  size, m ain 
p a ra m e te rs  o f m ass m a te ria l  h a n d lin g , e tc .)  and th e  specific  p ro d u c tio n  cost o f  a  w eigh t u n it
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o f  m in e ra l  produced . W ith in  th is  sp ec ific  cost, th e  specific a m o rtisa tio n  costs —  on acc o u n t of 
th e i r  sp e c ia l im portance —  are  u s u a lly  tre a te d  sep ara te ly . R e ce n tly , fo r th e  a m o rtisa tio n , th e  
in te r e s t  fo rm  is applied.

F o r  th e  estab lishm en t o f c o s t  fu n c tio n s, th e  basis o f d e p a r tu re  is fu rn ish ed  b y  th e  d a ta  
o f  e x is tin g  p lan ts . From  th e  se t o f  p o in ts  rep resen tin g  c o h e re n t d a ta , c h a ra c te ris tic  regression  
c u rv e s  ( s tr a ig h t  line, in space, e v e n tu a lly , surfaces) can  be d e riv ed  w ith  a  su itab le  a d ju s tm e n t, 
i.e . l in e a r  a n d  non-linear fo rm a tio n s , b y  th e  eq uations o f  w h ich  th e  d a ta  re q u ire d  are  u sua lly  
fu rn is h e d  w ith  a sa tis fac to ry  c loseness , resp . w ith  an  acc ep ta b le  s ta n d a rd  e rro r w ith in  given 
in te r p r e ta t io n  lim its. In  a l im ite d  m easu re , even a  c e r ta in  ex tra p o la tio n  m a y  be possible. 
T h ese  fu n c tio n s , of course, m a y  c o n ta in  one or several in d e p e n d e n t v a riab les.

A lso  th is  chap ter gives p r a c t ic a l  suggestions fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  co st function .
T h e  th ird  chap ter d iscusses q u estio n s of recovery  o f  m in ing  in v es tm e n ts , th e  m ost 

f r e q u e n t ly  app lied  m odifications o f  am o rtisa tio n , an d  —  acco rd in g ly  —  th e  tim e  of recovery .
N e x t  to  basic d a ta  a n d  b a s ic  re la tionsh ips , n ecessa ry  fo r th e  analysis in  th e  fo u rth , 

f i f th ,  s ix th  a n d  seventh  c h a p te rs  th e  a u th o r  tu rn s  to  th e  o p tim u m  e s tab lish m en t site  o f m ine 
sh a f ts ,  cho ice  o f the  o p tim al p ro d u c tio n  cap ac ity  o f th e  m in e  sh a ft p la n t  an d  to  th e  o p tim al 
size o f  t h e  field. For the  case o f  le v e l w o rk in g , he discusses q u estio n s o f o p tim a l leve l d ivision 
a n d  e s ta b lish m e n t of cross d rives.

A ll th ese  d a ta , c h a ra c te ris tic  fo r  th e  p lan t, th e  so-called  o p tim u m  p a ra m e te rs  a re  a n a 
ly zed  a n d  d e term ined  w ith  th e  a id  o f  co s t functions. On a c c o u n t o f  freq u e n tly  h id d en  fu n c tio n al 
re la t io n s ,  o f course, also a p p ro x im a tio n s  w ith  i te ra tio n  are  needed . Since, ho w ev er, th e  cost 
fu n c tio n s  show  only slight ch an g es in  th e  neighbourhood  of o p tim u m  v a lues, a  m o d e ra te  n u m 
b e r  o f  re p e tit io n  of the  c a lc u la tio n s  fu rn ish es th e  d a ta  re q u ire d , a lread y  w ith  a sa tis fac to ry  
a c c u ra c y . C om puter calcu la tions p re s e n t  no d ifficu lties even in  case o f a la rg e r m ass o f c alcu la
tio n s . T h e  a u th o r  gives, h o w ev er, a lso  g rap h ical so lu tions. B y  th ese , a  ra p id  so lu tio n  ev en  of 
re la tio n s h ip s  appearing  fre q u e n tly  a s  com plica ted , is sim ila rly  p ro m o ted .

I n  th ese  chapters, th e  cases o f  th e  tw o basic ty p es  o f m in in g , n am ely  p an e l w o rk in g  and  
lev e l w o rk in g , are found. T he o p tim a l p a ram ete rs  can be d e te rm in e d  for b o th  b asic  ty p es .

B y  th e  activ ity  of P ro f. Z am b ó  in  th e  field o f d ecisio n -p rep arin g  a n a ly tic a l in v es tig a 
t io n s  o f  m in in g  estab lishm en ts a p a r t ic u la r  scientific school h a s  been  opened a n d  developped . 
H e re  i t  is  decisive th a t  re sea rc h e rs , p lan n e rs  and p ra c tic a l tech n ica l ex p erts  h a v e  o b ta in ed  
—  a p a r t  f ro m  th e  ob jective  m e th o d s  o f th ese  in v estig a tio n s —  a novel view , to o . T h ey  have  
l e a r n t  to  exam ine  the  p h en o m en a  o f  m in in g , influenced  b y  n u m ero u s tec h n ica l, econom ical 
a n d  n a tu r a l  factors, lim ited  to  th e  e le m en ts , w hich are  th e  m o s t im p o r ta n t  a n d  decisive  from  
th e  p o in t  o f  v iew  of results. T h is is w h a t  g ives th e  fin es t sc ien tific  v a lu e  to  th is  bo o k , too .

F . Martos

E . Gotthardt-. E IN F Ü H R U N G  IN  D IE  A U S G L E IC H U N G S R E C H N U N G

H e r b e r t  W ich m an n  Verlag, K a r ls ru h e  1968. V III/273  S. Gr. 8° m it 7 T afeln  u n d  87 A bb. géb.
DM  49,50.

E s  is t  die deutsche g e o d ä tisch e  F a c h lite ra tu r  zu b en eid en , d aß  sie in r e la tiv  k u rz e r  Zeit 
f ü n f  v e rsch ied en e  w ertvolle B ü c h e r  ü b e r  d ie A usg leichungsrechnung  h e rau sb ra c h te , in zeitli
c h e r R e ih en fo lg e : das G ro ß m an sch e , das N äbauersche , das R e iß m an sch e, d as W olfsche und  
j e t z t  d a s  G o tth a rd tsc h e  B uch . D e r  S ch re ib e r dieser Zeilen is t  d a v o n  ü b e rzeu g t, d a ß  alle diese 
B ü c h e r  ih re  B erechtigung h a b en , e in e  w esentliche B e re ich eru n g  de r F a c h li te ra tu r  b ed eu ten  
u n d  m a n  a u s  allen viel neues u n d  w esen tlich es lernen k an n .

I m  folgenden wollen w ir d ie  E ig e n h e iten  des G o tth a rd tsc h e n  B uches h e rv o rh eb en
B e k a n n tlic h  h a t au ch  d ie A u sg le ichsrechnung  in  den  le tz te n  Ja h rz e h n te n  e inen  b ed eu 

te n d e n  F o r ts c h r i t t  gem acht. D iese r u m fa ß t  teils die L ösung  e in e r R eihe  v o n  n e u en  P ro b lem en , 
w ie d ie  d e r  streckenm essenden  T ria n g u la tio n , der d re id im en sio n a len  G eodäsie, o d er der 
S a te llite n g eo d ä sie , teils m uß  er d ie  e lek tro n isch en  B erech n u n g sm eth o d en  u n d  d ie A u to m atik  
b e rü c k s ic h tig e n . E r e rs treck t sich  a b e r  a u ch  au f m ethodische  F ra g e n , wie a u f  die V erw endung  
d e r  M atrizen rech n u n g  u n d  de r m a th e m a tis c h e n  S ta tis tik  in  d e r  A usg le ichsrechnung . U m  die 
IC laffu n g en  zwischen tra d itio n e lle n  u n d  n eueren  D a rs te llu n g en  zu  v e rm in d ern , w erden  u .a . 
e ine  R e ih e  v o n  P a ra lle ld a rste llu n g en  m it  de r M atrizenschreibw eise  gegeben. D ie  F eh lerleh re  
u n d  m a th e m a tisc h e  S ta tis tik  sin d  f a s t  zum  Schluß de r A usg le ichsrecbnung , in  d em  v o rle tz te n  
K a p ite l  b e h a n d e lt  worden. D ies b e d e u te t  m ith in , daß  sie die E rö rte ru n g e n  ü b e r die A usg le ich u n 
gen  s e lb s t  n u r  wenig beein flussen . I n  e inem  eigenen P a ra g ra p h e n  w ird d a ra u f  h ingew iesen , 
d a ß  d e m  K o n fid en zin te rv a ll in  d e r  A usg le ichsrechnung  der m itt le re  F eh ler des m itt le re n  Feh-
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le rs  e n tsp ric h t. D as B uch  is t  b ü n d ig , k la r  u n d  le ich t v e rs tän d lich : es e ig n e t sich  seh r g u t  zum  
L eh rb u c h  de r A usgleichsrechnung .

W ir h a lte n  das B uch  a u ch  so n s t fü r  m eh r als eine E in fü h ru n g  in  d ie A u sg le ichsrechnung : 
sie g ib t a u ch  A nregungen zu  w e ite ren  U n te rsu ch u n g en . V on diesem  G e s ic h tsp u n k t w äre  die 
e tw as au sführlichere  B eh an d lu n g  d e r fin g ie rten  V erbesserungen  u n d  d e r sy s te m a tisc h en  F eh le r 
s icherlich  v o n  N u tzen . E rs te re  w ü rd e  u .a . eine e infache B estim m u n g  der au sg le ich en d en  
G erad en  au ch  bei versch ieden  g en au en  B eo b ach tu n g en  erm öglichen, w äh ren d  le tz te re  au ch  
fü r  die rechnerische  E rfassu n g  d e r sy s tem atisch en  F eh ler A n h a ltsp u n k te  geben k ö n n te , a u f  die 
a u f  S. 7 n u r  hingew iesen w u rde . D as B uch  s te ll t  ab er au ch  so eine w ertvo lle  B e re ich e ru n g  der 
F a c h li te ra tu r  dar.

A . Tárczy-Hornoch

Heinrich F aust: D E R  A U FB A U  D E R  E R D A T M O S P H Ä R E

V erlag  Fried r. V ieweg u . Sohn , B raunschw eig , 307 Seiten  u n d  160 A bb ild u n g en  
(Serie »Die W issenschaft« , B d. 127) D m  56.—

D er vorliegende B an d  g ib t e inen  Ü berb lick  ü b e r  die A tm o sp h ä re , a lle rd in g s m it dem  
S c h w e rp u n k t au f der M eteorologie, also der P h y s ik  de r u n te re n  A tm o sp h äre . D en e in le iten d en  
K a p ite ln  ü b e r die E n ts te h u n g , Z u sam m en setzu n g  u n d  S to ck w erk ein te ilu n g  d e r A tm o sp h ä re  
sow ie den  m eteorologischen G ru n d ta ts a c h e n  folgen die den  e inzelnen S to ck w erk en  gew idm eten  
K a p ite l. Sie um fassen  die T ro p o sp h ä re  (63 Seiten), S tra to sp h ä re  (38 S e iten ), M esosphäre  
(29 S e iten ), Io n osphäre  (48 S e iten ) u n d  E x o sp h ä re  (10 S eiten) sowie d ie H o m o sp h ä re  als 
G anzes (36 Seiten). Im  allgem einen  w erden  d ie E rk en n tn isse  h e rv o rg eh o b en , d ie  a u f  e inen  
Z u sam m en h an g  zw ischen d en  v e rsch ied en en  S ch ich ten  hinw eisen. Z u d ieser G ru p p e  d e r  
E rsch e in u n g en  gehören u n te r  a n d e re n  d ie 26-m onatige  Periode  o der d e r E in flu ß  d e r S o n n en 
a k t iv i tä t  a u f  die A tm o sp h äre . E ig e n tlich  eben  diese Z usam m enhänge  erm ö g lich en  o d er sogar 
e rfo rd e rn  eine B eh and lung  u n d  U n te rsu ch u n g  de r A tm o sp h äre  als G anzes. D e r V erfasser 
b e to n t  im m er w ieder in  seinem  B u ch , d a ß  d ie e inzelnen S ch ich ten  d e r A tm o sp h ä re  n ic h t  als 
se lb s tän d ig e  M edien aufzufassen  sin d , u n d  d azu  b rin g t er das sehr k lare  B ild  e in e r V erk le in e 
ru n g  d e r  E rd e  zu  einer K ugel m it e inem  D u rchm esser von  6 m , w obei n iem a n d  an n eh m en  
w ü rde , d a ß  die d an n  a u f  Z en tim e te rd ick e  v e rk le in e rten  S ch ich ten  der A tm o sp h ä re  v o n e in a n d e r 
u n a b h än g ig  w ären.

M it de r U n te rsu ch u n g  d e r o b eren  S tockw erke de r A tm o sp h ä re  w u rd e  e r s t  v o r e tw a 
70 J a h re n  begonnen. Se itdem  h a t  sich eine s tü rm isch e  E n tw ick lu n g , b esonders in  d en  le tz te n  
J a h rz e h n te n , vollzogen. E s w a r s icher seh r schw ierig, d as in  den v e rsch ied en en  Z e itsch rif ten  
z e rs tre u te  neue M aterial zu sam m en zu b rin g en , m ehrm als m u ß te  de r V erfasser so g ar a u f  p e rsö n 
lich e  M itte ilungen  u n d  E rin n e ru n g en  zurückgre ifen , u n d  die F lu t  n e u e r E rk e n n tn is se  fü h r te  
m an c h m a l zu gewissen Ü b e rd eck u n g en  u n d  n ic h t le ich t ü b e rseh b a ren  E rö rte ru n g e n . D ennoch  
is t  es dem  V erfasser gelungen, e in  e in h e itlich es B ild  ü b e r  die A tm o sp h ä re  u n se res  P la n e te n  zu 
geben . W enn  e tw as noch zu w ü n sch en  ü b rig b le ib t, is t  dies eine e ingehendere  B esp rech u n g  der 
E rsch e in u n g en  de r oberen  u n d  o b e rs ten  A tm o sp h ä re , wie z. B . leu ch ten d e  N a ch tw o lk en  u n d  
P o la r lic h t oder d ie v e rm u te te  E in w irk u n g  e rd m ag n etisch er S tö ru n g en  a u f  d as W ette rg esch eh en . 
A u ch  ohne  diese lo h n t es sich  fü r  d en , de r ein  In te re sse  fü r  die V orgänge in d e r A tm o sp h ä re  
b e s itz t, das B uch  zu lesen.

J .  Verő
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T H E  T H E O R E T I C A L  P R I N C I P L E S  O F  H E A V Y - M E D I A  

H O I S T  A N D  S O M E  P R O P O S A L S  O F  C O N S T R U C T I O N

G. TARJÁN
CORRESPONDENT MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES 

[Manuscript received: 17 June, 1966]

When employing, as a hydraulic hoist medium, instead of water (or any solution of 
a lesser specific gravity than, on the average, that of the material to be drawn) a heavy- 
medium of a specific gravity exceeding the average specific gravity of solid matter, the hydro
static pressure in the chute will exceed that in the delivery track connected thereto at the 
bottom, and the cyclic liquid flow will be created “by itself”, that is, without the application 
of an extra pump. The process is analogous to that of the air lift: the water of the latter is 
replaced here by the heavy-medium, and the air bubbles are substituted with the delivered 
product proper. Heavy-media hoist can be combined with the separation of the product by 
specific gravity (heavy-medium), when the refuse of a higher specific gravity will be retained 
in the mine, and only the lower specific gravity valuable material (e.g. pure coal -]- middlings) 
is delivered. The paper describes the theoretical lay-out, the feasible construction alternatives, 
output and energetic efficiency of the process.

A t p re se n t, m ining p ro d u c ts  are  b ro u g h t to  d a y lig h t genera lly  b y  cables 
th ro u g h  v e r tic a l sh a fts , in  cage h o is t cars o r sk ip  road  b u ck e ts . R e c e n tly , 
in  c e r ta in  p laces, a h y d ra u lic  h o is t has been  in tro d u ced . H ere th e  m ix tu re  of 
w a te r  an d  solid  partic les  is b ro u g h t to  th e  su rface  b y  a pu m p  th ro u g h  a p ipe 
w here  a fte rw ard s  th e  so lids a re  sep a ra ted . T h e  c ircu la tin g  w a te r  is re tu rn e d  
to  th e  m ine v ia  th e  c h u te  a n d , since its  b o tto m  is connected  to  t h a t  o f  th e  
d e liv e ry  p ipe , th e  pu m p  m u s t overcom e o n ly  th e  fric tio n  resis tan ce  a n d  th e  
h y d ro s ta tic  p ressu re  d ifference b e tw een  th e  tw o  condu its  in  o rd e r to  b rin g  
a b o u t a liq u id  flow  in th e  p ipes. Feed ing  th e  p ro d u c t in to  th e  h ig h p re ssu re  
w a te r  flow  a t  th e  b o tto m  o f th e  de livery  p ip e  can  be m ade b y  v a rio u s  m eans.

As an  exam ple, F ig . 1 illu s tra te s  th e  so lu tio n  em ployed  in  th e  F re n c h  
co lliery  n e a r  S t. E tien n e  [1]. V alves (1) a n d  (2) open  an d  closed a lte rn a tiv e . 
P r io r  to  th e ir  opening, p ressu re  co m p en sa tio n  a t  th e  tw o sides is b y  a cock (3) 
w hich  connects th e  ta n k  lo ca ted  b e tw een  th e  valves w ith  th e  c h u te  befo re  
v a lv e  (2) opens, an d  w ith  th e  ta n k  above b efo re  th e  opening  o f  v a lv e  (1). 
U n like  th e  h y d rau lic  d e liv e ry  in  h o rizo n ta l p ipes, th e  fric tio n  re s is ta n c e  of 
v e r tic a l p ipes is n o t affec ted  b y  th e  q u a n t i ty  o r g ra in  size of th e  co a rse  p a r 
tic les in  th e  liqu id . T he p ip e  fr ic tio n  p ressu re  loss of th e  m ix tu re  o f  liq u id  
(w a te r, so lu tio n , or h eav y -m ed iu m ) an d  coarse  solid partic les  w ill rem ain  
id en tica l to  th a t  of th e  liq u id  p ro p e r [1, 3].

In  th e  G n ilu sh in sk ay a  N o. 1 sh a ft of th e  D on  b asin  [2], a ca lc ium  ch lo ride 
so lu tio n  o f 1,35 specific g ra v ity  is used as a h y d ra u lic  h o is t m ed iu m  in s te a d
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240 G. TARJÁN

o f w a te r , w ith  th e  re fu se  heav ie r th a n  1,8 to  1,9 specific g ra v ity  rem oved  
fro m  th e  coal to  be  d e liv e re d , b y  using a CaCl2 so lu tio n  of th is  specific  g ra v ity , 
w ith in  th e  m ine. I n  th e  1,35 specific g ra v ity  m ed iu m  th e  p u re  coal o f  sim ilar 
specific  g rav ity  is ju s t  f lo a tin g , w hich offers sev e ra l ad v an tag es : th e  p ipeline 
w ill n o t becom e clogged  d u rin g  longer o r  s h o r te r  dow ntim es e ith e r ; in s tead

o f th e  1 : 5 to  1 : 7 s lu d g e  d e n s ity  (solids to  liq u id  ra tio ) to  be em ployed  w ith  
w a te r , a sludge d e n s ity  o f  1 : 2 m ay be se lec ted , t h a t  is, a g iven q u a n t i ty  of 
so lid s can  be delivered  w ith in  a sm aller s ludge q u a n t i ty ;  flow  v e lo c ity  m a y  be 
re d u c e d  from  2,5 to  3,35 m /sec, requ ired  in  case of w a te r as a m in im u m , 
to  0 ,5 — 0,7 m /sec w h e re b y  w ea r and fric tio n  re s is ta n c e  will s im ila rly  decrease; 
th e  h y d ro s ta tic  p ressu re  difference of th e  tw o  in te rco m m u n ica tin g  p ipes is 
re d u c e d  an d , as a re su lt , a p u m p  of lesser o u tp u t  an d  energy  re q u ire m e n t is 
n e e d e d  fo r opera tio n . ( In  G n ilu sh inskaya , a t  a sh a f t  d ep th  of H  — 130 m , 
w ith  a  1300 m u n d e rg ro u n d  level de livery  a n d  T  =  60 t/h  coal, a p u m p  of 
Q =  100 m 3/h  o u tp u t a n d  9 a tm  pressure is u se d  ag a in st, for ex am p le , th e  
p u m p  o f a 0  =  360 m 3/h  o u tp u t  and 36 a tm  p re ssu re , w ork ing  w ith  w a te r  in  
th e  Y erm ay sk  No. 15 s h a f t  a t  a d ep th  o f H  =  120 m  and  1200 m  u n d e r
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g ro u n d  -)- 3000 m  d ay lig h t p ipe  le n g th , to  d e liver T  — 60 t /h  coal h y d ra u li
cally ).

O n th e  su rface , th e  CaCl2 so lu tio n  o f 1,35 specific g ra v ity  is se p a ra te d  
from  th e  tw o  p ro d u c ts  (w ashed  coal an d  m iddlings) su sp en d ed  a n d  s u b 
m erged  th e re in , th e  p ro d u c ts  c a u g h t in  th e  sieves are  flushed  o ff w ith  w a te r, 
an d  th e  w a te r  d ilu ted  b y  CaCl2 so lu tio n  is th e n  c o n cen tra ted  b y  s te a m  h e a tin g  
to  th e  d esired  1,35 specific g ra v ity .

In s te a d  o f using  a tru e  so lu tio n  o f a specific g ra v ity  id e n tic a l to  th e  
lim it v a lu e  req u ired  for th e  se p a ra tio n  of p u re  coal from  m idd lings (in  Gni- 
lu sh in sk a y a : 1,35), i t  is s till m ore ad v an ta g e o u s  to  ap p ly  a h e a v y  su sp en sio n , 
as a m ed iu m , o f a specific g ra v ity  exceed ing  th a t  o f th e  p ro d u c t to  he  de li
v e red . R eg en era tio n  of th e  d ilu ted  tru e  so lu tions (such as c o n c e n tra tio n  b y  
h e a t in  G n ilu sh inskaya) is m uch m ore expensive  th a n  th a t  o f th e  h e a v y  
m ed ia  (th is  is w hy h eav y  suspensions h a v e  rep laced  tru e  h e a v y  so lu tio n s  in  
th e  fie ld  of, fo r exam ple, m inera l p re p a ra tio n ) . On th e  o th e r h a n d , w h en  using  
a h e a v y  suspension  of a specific  g ra v ity  exceeding  th a t  o f th e  so lids, as a 
m ed iu m , th e  h y d ro s ta tic  p ressu re  o f th e  c h u te  will exceed th a t  o f th e  d e liv e ry  
p ipe  co n n ec ted  th e re to  a t  th e  b o tto m . In  th e  ch u te , equ ilib rium  w ill be  m a in 
ta in e d  b y  a p u re  h ea v y  suspension  co lum n o f a h e ig h t low er th a n  t h a t  o f  th e  
solids h e a v y  suspension  m ix tu re  co lum n in th e  delivery  p ip e , a n d  i f  th e  
fo rm er exceeds th a t  co rrespond ing  to  th e  h y d ro s ta tic  e q u ilib riu m , th e  c ir
c u la tin g  liq u id  flow  will be c rea ted  “ b y  its e lf” , th a t  is, w ith o u t th e  em p lo y 
m en t o f a n o th e r  pum p .

T his process is id en tica l to  t h a t  o b served  in a ir  lifts , w ith  th e  ex cep tio n  
th a t  w a te r  is here  rep laced  b y  th e  h ea v y  suspension , an d  th e  a ir  b u b b le s  b y  
th e  p ro d u c t th u s  delivered .

In  case o f a  o' solids vo lum e fra c tio n , ó average  solid m a t te r  specific  
g ra v ity , an d  y  h eav y  suspension  specific  g ra v ity , th e  e q u ilib riu m  w ith  th e  
m ix tu re  o f solids -)- h ea v y  suspension  in  th e  delivery  p ipe  o f L  le n g th  is 
m a in ta in e d  b y  a p u re  h e a v y  suspension  o f a

У

v a lu e  low er sludge level, in  th e  c h u te  co nnec ted  to  th e  fo rm er a t  th e  b o tto m . 
In tro d u c in g  th e  expression  a =  ö/y  will lead  to  th e  re la tio n

A L  =  L a  (1 -  a ) .

If, in  th e  c h u te , th e  h eav y  suspension  level is A H  m low er th a n  a t  th e  u p p e r 
o u tle t  o f  th e  delivery  p ipe , th e  flow  w ill be  c rea ted  b y  th e  p re ssu re  o f a 
H  =  A L  —  A H  m  h eav y  suspension  co lum n (or o f an  H ' =  y  H  m  w a te r

1* Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 411969



242 G. TARJÁN

c o lu m n ). A shaft o f L  m  d e p th  has an  a p p ro x im a te ly  2L  m  long fu ll p ipe 
le n g th  associated ; i f  d ia m e te r  D  is iden tica l fo r  b o th  de liv ery  p ipe  an d  c h u te , 
e q u a tio n

2L 
D

w ill a p p ly  w herefrom  th e  v  flow  velocity  is re a d ily  ca lcu la ted . As a m ean
3

v a lu e  fo r w ater in  iro n  p ip e s : А ш  0,015/|/T), w hich  leads to  th e  fo rm u la  
v  a i  25D 2'3 ]j H L  w h ere  D , H , L  are expressed  in  m , an d  v in  m /s. T he sludge 
q u a n t i ty  delivered:

3600 л
(J = ------------ U- v m  '/h  ,

w h ile  th e  q u a n tity  o f  th e  p ro d u c t delivered : T  =  Qab t /h .
T h e  pipe fr ic tio n  re s is ta n c e  is m uch h ig h e r  fo r h e a v y  m edia th a n  fo r 

p u re  w a te r , th a t  is, th e  ï  =  H 'ß L  =  H  y /2 L  m  w a te r  co lum n/m  h y d ra u lic  
g r a d ie n t  is h igher th a n  th e  i g rad ien t in  m  w a te r  co lum n/m  of p u re  w a te r . 
T h e  ra t io  of th e  tw o is:

2gD D p  =  1 +  27 Yg D 3l~ A 2 
v2 X 270 X v

w h e re  S  is th e  vo lum e f ra c tio n  of th e  A specific  g ra v ity  an d  x  (average) g ra in  
size  so lid  particles o f th e  h e a v y  suspension , D  is th e  p ipe  d iam ete r, a n d  v is 
th e  flo w  velocity  of th e  su sp en sio n  in  th e  p ip e . T h e  v flow  velocity  p e rta in in g  
to  g iv en  I f ,  L , D, x , 27, A  (y) va lu es  can he c a lc u la te d  w ith  th e  above fo rm u la  
a n d ,  th e re b y , th e  Q m 3/h  a n d  T  t /h  values m a y  b e  o b ta in ed .

T h e  dim ensionless ( i '— i)/i27 value is in v e rse ly  p ro p o rtio n a te  to  th e  sq u are  
ro o t  o f  th e  v2/gD  F ro u d e  n u m b e r. The n u m erica l re la tio n  is rep re sen ted  [3] 
b y  a s tra ig h t  line p lo t te d  a t  a 45° ang le  across po in ts

and
g D  D

=  270 ,

o f  a log-log scale, fo r o p tio n a l x  and  A v a lues.
T h e  q u an tities a c tu a lly  delivered  are , h o w ev e r, so m ew hat g rea te r  th a n  

th o s e  ca lcu la ted  w ith  th e  T Q a b  fo rm ula  since , in  th e  h eav y  suspension  
o f  y  specific  g rav ity , th e  so lid  partic les of d(<7 y)  specific  g ra v ity  are  d isp laced  
u p w a rd s  w ith  a v 0 re la t iv e  r a te  of ascen t, t h a t  is , th e y  m ove ah ead  o f th e  
m e d iu m  ju s t  as th e  a ir  b u b b le s  do in th e  a ir  lif t  p ip e . I f  th e y  do n o t im pede 
e a c h . o th e r’s m ovem en t, a n d  d D,  th e  re la tiv e  a sc e n t ve locity  of th e  p a r ts
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o f a d size and  b specific  g ra v ity  will be

v0 =  30
d ( y - ô )

=  3 0 ^ d ( l — a) cm /s,

w here  d  is expressed  in  cm .
H ere  i>0 will increase w ith  th e  red u c tio n  of th e  a =  b /y  va lue . F o r ex am p le , 

if  a =  0,8, v 0 Qd 13,5 [  d, w hereas if  a  =  0,9 th e n  v 0 =  9,5 ][ d. W ith  a  
inc reased , th e  free m o v em en t o f th e  solids is g ra d u a lly  decreased : v ’ — y> v 0, 
w here  ip <[ 1. F o r exam ple , i f  th e  av erag e  gra in  size is d  =  5 cm , an d  a =  0 ,8 , 
u0 =  30 cm /s =  0,3 m /s. I f  a =  0,1, th e n  y  m ay  b e  a ro u n d  0,8 an d  v ' csá 0,24 
m /s, w hile th e  q u a n ti ty  o f solids ascend ing  in  th e  h e a v y  suspension  s ta g n a tin g  
(Q =  0) in  th e  D =  0,4 m  d ia  p ipe  m a y  be a p p ro x im a te ly

T  =  - 3- - —  D 2 v'o a b  =  900.T • 0,16 • 0,24 • 0,1 • 1,6 ^  17,5 t / h . 
4

I f  a =■ 0,2 and , th e re , ip  — 0 ,6  is assum ed , v'0 w ill eq u a l 0 ,18 m /s, t h a t  is, th e  t /h  
v a lu e  o f T  p e rta in in g  to  a  — 0,2 will increase w ith  T ' ^  26 t /h . T hus th e  p ro d 
u c t  o f  a specific g ra v ity  low er th a n  th e  h ea v y  susp en sio n  will ascend “ b y  
itse lf” , i.e. w ith o u t th e  p ro d u c tio n  o f a c ircu la tin g  liq u id  flow , to  th e  su rface  o f 
th e  suspension , even in  a d e liv e ry  p ipe filled  w ith  s ta g n a tin g  h ea v y  su spension . 
T his is p a rtic u la rly  im p o r ta n t  w hen  re s ta r tin g  w ork a f te r  a dow ntim e: feed ing  
th e  p ro d u c t in to  th e  d e liv e ry  p ipe will s ta r t  th e  liq u id  flow  w ith o u t a n y  
e x te rn a l energy tra n sm iss io n  (pum p).

I f  m ore p ro d u c t is fed  in to  th e  delivery  p ipe , t h a t  is, if  a is in c rea sed , 
zl_L w ill s im ilarly  increase  an d , if  A H  is c o n s ta n t, H  w ill also increase  w h e reb y  
th e  sludge flow  v e lo c ity  (v), an d  th e  q u a n tity  o f  th e  s lu d g e  (Q) an d  solids (T ) 
w ill increase a u to m a tic a lly . T his is w h y  th e  h ea v y -m e d ia  h o ist e q u ip m e n t 
c a n n o t be overloaded , i.e. choked  b y  feeding an  excessive  q u a n t i ty  o f so lids, 
as co m p ared  to  th e  h y d ra u lic  d e liv ery  process u sin g  w a te r .

I f  th e  cast-o ff b a rre n  is o f a specific g ra v ity  h ig h e r th a n  th a t  o f th e  usefu l 
p ro d u c t (as in  coal), i t  is reaso n ab le  to  rem ove i t  in  a d v a n c e  from  th e  m a te r ia l 
to  be  delivered  an d , co n seq u en tly , to  deliver o n ly  th e  v a lu a b le  p a r t ,  w ith  th e  
b a r re n  le ft b eh in d  in  th e  m ine , to  be u sed  as b ack fill (like, for ex am p le , in 
G n ilu sh inskaya). In -m in e  se p a ra tio n  of th e  refuse m a y  be , in  th e o ry , b y  a n y  
specific  g ra v ity  en rich m en t process, a lth o u g h  i t  is b e s t  to  select a low  h e ig h t 
e q u ip m e n t (for ex am p le  low  d e p th  v a ts  or d u c ts  fo r  h e a v y  m ed ia , e tc .). 
H ow ever, th e  feed ing  ta n k  o f th e  h ea v y  suspension  h o is t can  be used  b y  itse lf, 
as th e  sep a ra tio n  ta n k  o f e n rich m en t, w here th e  re fu se  o f a specific  g ra v ity  
h ig h e r th a n  th a t  o f  th e  h e a v y  suspension  will be re ta in e d , an d  p re v e n te d  
fro m  en te rin g  th e  d e liv e ry  p ipe.
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I f  h eav y -m ed ia  h o is t  an d  th e  h e a v y  suspension  e n ric h m e n t o f th e  raw  
p ro d u c t  are th u s  c o m b in ed , th e  fine  g ra in  fra c tio n  (as u n d e r  6 to  10 mm) 
o f th e  p ro d u c t shou ld  b e  rem oved  in  ad v an ce  from  th e  h e a v y  suspension  h o ist 
m a te r ia l ,  as in  case o f  s ta t ic  h eav y  su sp en sio n  en rich m en t. T h e  low er gra in  
size  l im it  o f th e  p ro d u c t to  be fed d ep en d s, above  all, on th e  v isco sity  of th e  
h e a v y  suspension . T h e  re q u ire m e n t of low  v isco sity  can  on ly  b e  m e t b y  m eans 
o f  a  h ig h  specific g ra v ity  suspension  solid  (such  as m a g n e tite  or b a r ite  in  case 
o f  coal), an d  its  re g e n e ra tio n  d u ring  o p e ra tio n .

I f  de livery  to  th e  su rface  need  n o t b e  com bined  w ith  h e a v y  suspension  
e n r ic h m e n t in  th e  feed in g  ta n k , th e n  th e  h eav y -m ed ia  h o is t  p rocess m ay  be 
e x te n d e d  to  invo lve  th e  e n tire  raw  m a te r ia l q u a n ti ty  (in c lu d in g  fine  d u st), 
a n d  m a y  ta k e  p lace in  a cheap , low  specific  g ra v ity  dense , h igh  v iscosity  
su sp en sio n , p ro d u ced  b y  m ak in g  use o f th e  h ig h er specific  g ra v ity  frac tio n  
o f  th e  p ro d u c t p ro p e r  (such  as san d , c lay , e tc . in  case o f  coal). T he h eav y  
su sp e n s io n  m ay  a c tu a lly  b e  a viscous s ludge  he re , in  w hich th e  h ig h e s t specific 
g r a v i ty  pieces c a n n o t m ove  p rac tica lly , e ith e r , o r if  so, s in k in g  a t  a m in im um  
sp e e d  on ly . I f  th e  h e a v y  suspension  o f th e  d e liv e ry  p ipe has a v e lo c ity  exceeding 
th is  dow nw ard  m o v e m e n t, th e  h eav y  coarse pieces can be  d isp laced  upw ards 
th e re w ith  (ju s t as in  th e  case of com m on w a te r-m ed iu m  h o is t) .

T h e  pipe filled  w ith  a suspension  flow ing  upw ard s is o f  th e  n a tu re  of 
a  h y d ra u lic  c lassifier: a t  a ce rta in  ra te , p ieces of a specific g ra v ity  exceeding 
t h a t  o f  th e  su spension , b u t  sm aller th a n  a p red e te rm in ed  size, will m ove 
u p w a rd s  w hile th e  la rg e r  ones dow nw ards in  th e  susp en sio n  ag a in  flow ing 
u p w a rd s . A t low re la tiv e  velocities (low R ey n o ld s  n u m b e r v a lu es), th e  m ove
m e n t  o f  la rger pieces w ill follow  th e  law s o f  v iscous flow  (S tokes law ):

K  =
d2( d - y )

18 Ц

w h e re  V 0 is th e  re la tiv e  m o v em en t (su b m ersio n  velocity) o f th e  solid in th e  
m e d iu m , d  is th e  g ra in  size o f  th e  solid, ô is its  specific g ra v ity , y  is th e  specific 
g r a v i ty  of th e  m ed iu m , a n d  [i is th e  v isco s ity  of th e  la t te r .  In  case of given 
y  a n d  /г m edium  c h a ra c te r is tic s , an y  d  a n d  ô solid c h a ra c te ris tic s  m ay  h av e  
th e  asso c ia ted  V 0 m e d iu m  flow  ra te  ca lc u la ted  w hereas th e  so lid  will f lo a t 
in  th e  p ip e ; a t  a s lig h tly  h ig h e r m ed ium  flow  ve lo c ity  th e  so lid  w ill be tr a n s 
p o r te d  upw ards. T h is m ean s th a t  a suspen sio n  of a specific  g ra v ity  low er 
t h a n  t h a t  of th e  solids is cap ab le  of d e livering  th e  p ro d u c t (or its  p a r ts  o f lesser 
g ra in  size and  specific g ra v i ty  th a n  th e  g iven  values) a t  a re la tiv e ly  low  m edium  
flo w  ra te ,  if  th e  v isc o s ity  o f  th e  m ed ium  is h ig h . T hus, a h ig h -v isco sity  h eav y  
su sp en sio n  of viscous s ludge  ch a rac te r w ill d e liver th e  h ig h  specific  g rav ity  
p a r ts  (Ô >  y) of th e  p ro d u c ts  to  th e  su rface  “ b y  itse lf”  (w ith o u t a c ircu la ting  
p u m p ) , i f  th e  specific g ra v ity  of th e  h eav y  m ed iu m  exceeds th e  average specific 
g r a v i ty  o f th e  p ro d u c t to  b e  delivered .
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T h e p ro d u c t to  be  delivered  m oves from  th e  sep a ra tio n  or feed ing  ta n k  
lo ca ted  a t  th e  b o tto m  of th e  de livery  p ip e  v ia  a lock ing  m echan ism  (such  as 
a va lve) to  th e  delivery  p ipe p ro p e r in  an  in te rm itte n t  w ay ; th e  c h u te  is p re 
fe rab ly  co n n ec ted  to  th e  b o tto m  o f th is  ta n k , s im ila rly  th ro u g h  a lock ing  
device, fo r exam ple  a cock. T he stepw ise  d ischarge  o f th e  ta n k , th e n  its  fillup

w ith  p ro d u c t an d  h eav y  m ed iu m  is ag a in  th ro u g h  ce rta in  lock ing  dev ices, 
w ith  th e  tw o  m en tio n ed  above in  a closed position . To p rom ote  m ore  u n ifo rm  
m a te r ia l de liv ery  and h ig h er o u tp u t , th e re  m ay  be tw o or m ore ta n k s  con
n ec ted  in  p a ra lle l to  th e  delivery  p ipe  in s te a d  of on ly  one; th e ir  a u to m a tic a lly  
co n tro lled  op era tio n a l phases follow one a n o th e r  w ith  su itab le  d isp lacem en t.

T h e  follow ing p a rag rap h s  describe  th e  essen tia l fea tu res  of h e av y -m ed ia  
h o is t, an d  som e of th e  feasib le c o n stru c tio n s , as illu s tra te d  b y  sch em a tic  
d iag ram s.

F ig . 2 p resen ts  th e  sch em atic  la y o u t of h eav y -m ed ia  h o is t co m b in ed  
w ith  h e a v y  suspension  en rich m en t.
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A p re d e te rm in ed  vo lum e of p ro d u c t free  fro m  fines m oves in to  th e  e m p ty  
t a n k  (1) from  th e  fu n n e l (2) v ia  a sh u t-o ff  v a lv e  (3). Locking device (4) co n 
n e c tin g  th e  inside o f th e  ta n k  w ith  th e  a m b ie n t a tm o sp h ere  is opened  w ith  th e  
o th e rs , is how ever, c losed. A fter th e  closing  o f va lv e  (3), h e a v y  suspension  
flow s fro m  ta n k  (5) th ro u g h  th e  open  lo ck in g  m ech an ism  (6) to  ta n k  (1) w h e re 
fro m  th e  a ir  can  p ass  th ro u g h  locking  m ech an ism  (4). N ow  (4) a n d  (6) close, 
a n d  (7) opens, w h e re b y  th e  h y d ro s ta tic  p re ssu re  on  (8) from  above  is co m p en 
s a te d , a n d  th e  la t te r  is easily  opened. P ro d u c ts  o f specific g ra v ity  low er th a n  
t h a t  o f th e  h ea v y  su sp en sio n  e n te r  th e  d e liv e ry  p ipe (9) th ro u g h  th e  o pen  
v a lv e  (8), an d  ascen d  to  th e  surface, w hile p a r ts  o f a specific g ra v ity  h ig h e r 
th a n  t h a t  of th e  h e a v y  m ed iu m  accu m u la te  a t  th e  b o tto m  of ta n k  (1). F in a lly , 
w ith  (7) an d  (8) c lo sed , (10) and  (4) open , th is  rem oves th e  h e a v y  m ed iu m  
as w ell as th e  h igh  specific  g rav ity  solids f ro m  ta n k  (1) w h e rea fte r th e  o p e ra 
tio n a l cycle can s t a r t  all over again . ( I f  (4) is closed before th e  com plete  
f illu p  o f  ta n k  (1) w ith  s ludge, som e a ir  m a y  b e  re ta in e d  in  th e  ta n k , an d  e n te r  
th e  d e liv e ry  p ipe o p en in g  o f (8), th e n  e ffic ien tly  red u ce  th e  specific  g ra v ity  o f 
th e  h e a v y  m edium  -(- so lids -f- a ir m ix tu re  th e re in , lead ing  to  an  increase of 
L ,H ,v ,Q  an d  T.)

T h e  h ea v y  su sp en sio n  and  h igh  specific  g ra v ity  solids leav in g  th e  ta n k  
th ro u g h  (10) are  s e p a ra te d  a t  sieve ( I I ) :  th e  fo rm e r flows to  ta n k  (12) a n d , 
th e re fro m , to  ta n k  (5) b y  m eans of sludge p u m p  (13), while th e  h e a v y  suspension  
p a rtic le s  adh erin g  to  th e  h igh  specific g ra v ity  p a r ts  le f t on sieve (11) are  f lu sh ed  
o ff b y  w a te r  sp ra y  (15) above ta n k  (14).

T h e  p ro d u c t d e liv e red  to  th e  su rface  b y  p ip e  (9) arrives a t  sieve (16) 
w h ere  a  g rea te r  p a r t  o f  th e  h eav y  m ed iu m  d isch arg ed  th e rew ith  is rem oved . 
T h e  la t t e r  flows to  re se rv o ir  (17) w hile th e  h e a v y  suspension  g ra ins ad h erin g  
to  th e  p ro d u c t p a r ts  a re  w ashed  aw ay  b y  w a te r  sp ra y  (18) in to  ta n k  (19).

T h e  d ilu te  su sp en sio n s o f ta n k s  (14) a n d  (19) are tra n sfe rre d  b y  p u m p s 
(20) a n d  (21) to  re g e n e ra to rs  (22) an d  (23). H ere  th e  h eav y  m ed iu m  is freed  
from  sludge  an d  th e  p ro d u c t  partic les h a v in g  p assed  th ro u g h  sieves (11) an d
(16), b y  a n y  su itab le  p re p a ra to ry  process k n o w n  fro m  h eav y  suspension  e n rich 
m e n t p rac tices  (such  as m ag n e tic  se p a ra tio n , f lo ta tio n , specific g ra v ity  e n rich 
m e n t fo r  exam ple p a n n in g  or tab le  se p a ra tio n , h y d ro cy c lo n e  or o th e r  h y d rau lic  
c lass ifie r ap p lica tio n , e tc .) , th e n  re tu rn e d  to  ta n k s  17 and  12 (or 5), re sp ec 
tiv e ly .

T h e  h ea v y  su sp en sio n  volum e m ov ing  fro m  ta n k  (5), to  th e  open ing  
o f (6), to  ta n k  (1) is less w ith  th e  vo lum e o f th e  “ flo a tin g ”  p a r t  of p ro d u c t 
q u a n t i ty  tra n s fe rre d  fro m  ta n k  (2) to  (1), th a n  th e  h ea v y  suspension  vo lum e 
leav in g  ta n k  (1), on th e  open ing  of (10), an d  re tu rn in g  to  ta n k  (5) v ia  ta n k  (12) 
a n d  sludge  pu m p  (13). T he h eav y  su sp en sio n  q u a n t i ty  co rrespond ing  to  th is  
d iffe ren ce  (or to  th e  p o te n tia l  leakage in  th e  closed position  o f valves (3) 
a n d  (10), resp ec tiv e ly ) is delivered  b y  sludge p u m p  (25) from  ta n k  (5) to  c h u te
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(24) or to  th e  su rface . T h e  overflow  of ta n k  (17) an d  sludge pu m p  (26) p ro v id e  
fo r a c o n s ta n t h ea v y  m ed iu m  level, th a t  is, in d e p e n d e n t o f th e  p ro d u c t q u a n 
t i t y  in  de livery  p ipe (9), in  ta n k  (17) a tta c h e d  to  th e  to p  end o f c h u te  (24).

(T rea tm en t of th e  m a te r ia l fed before i t  a rriv e s  a t  ta n k  (2), a n d  t h a t  of 
th e  p ro d u c t as well as h e a v y  m edium  leav ing  ta n k  (1) and  de liv ery  p ip e  (9), 
re sp ec tiv e ly , w hich is feasib le  in  severa l w ays, do n o t  s tr ic tly  p e r ta in  to  th e  
h eav y -m ed ia  h o is t p rinc ip le . P a r ts  o f Fig. 2 a n d  th e  a t ta c h e d  e x p la n a tio n  of 
th is , th ere fo re , re p re se n t n o th in g  b u t  a possib le exam ple.)

V alves (7) an d  (8) a re  open  d u ring  th e  m ain  w ork ing  p h ase , t h a t  is, 
w hile th e  lo w 'spec ific  g ra v ity  p ro d u c t is rem oved  from  ta n k  (1) to  d e liv e ry  
p ip e  (9), w hereas in  th e  o th e r  w ork ing  phases (d u rin g  th e  d ischarge  o f  h igh  
specific  g ra v ity  refuse a n d  h e a v y  suspension  from  th e  ta n k , an d  its  fillup  
w ith  new  feed an d  h ea v y  m edium ) th e y  are  closed.

L e t th e  m ain  w o rk in g  period  he  (valves (7) a n d  (8) open) t' m in , an d  
th e  to ta l  period  of th e  o th e r  phases (valves (7) an d  (8) closed) t" m in . T h u s , 
th e  to ta l  period  o f each  cycle is: t =  t' -f -  t" m in. I f  th e  vo lum e o f ta n k  (1) 
is V  m 3, th e n  th e  p ro d u c t vo lum e fed  in to  th e  ta n k  p e r cycle is f V ,  a n d  th e  
vo lum e of th e  h e a v y  m ed ium  is (1 — f ) V . T he  vo lum e o f th e  low  specific  g ra 
v i ty  p ro d u c t frac tio n  (coal) is s fV .  T hus th e  ta n k  w ill d ischarge p e r  cycle, 
th ro u g h  (10), a q u a n ti ty  o f  (1 —  s ) /L  m 3 refuse, an d  V  =  V  —  (1 —  s) f V  =  
=  V[1 —  (1 —  s ) /]  in3 h e a v y  m ed ium , th a t  is , 6 0 /t-tim es m ore p e r  h o u r.

In  o rd er to  p ro m o te  m ore un ifo rm  m a te r ia l d e liv e ry  an d  in c reased  
o u tp u t ,  th e  b o tto m  of d e liv e ry  p ipe  (9) m ay  h a v e  tw o  o r m ore  ta n k s  (1) a t ta c h e d  
in s te a d  of one, th e  a u to m a tic a lly  co n tro lled  in d iv id u a l w ork ing  p h ases  of 
w h ich  will follow one a n o th e r  b y  an  a p p ro p ria te  d isp lacem en t. F ig . 3 i l lu s tra te s  
a feasib le schem atic  p re se n ta tio n  o f th e  m u lti- ta n k  a rra n g e m en t. T h e  sym bols 
o f  th is  F igure  are  id en tica l to  th o se  of Fig. 2.

T he to ta l  su spension  q u a n ti ty  d ischarged  b y  n  ta n k s  (1) co n n ec ted  
in  para lle l is:

Qsz =  60 V 'n jt =  60 V [ l  — (1 — s ) f ]  n /t m 3.

T h is will be delivered  b y  low -pressure  sludge p u m p  (13) to  a h e ig h t o f L l m . 
(b j is th e  h e ig h t d ifference b e tw een  th e  h eav y -m ed iu m  levels in  ta n k s  (5) 
a n d  (12), respective ly .) N ow  a  suspension  q u a n t i ty  o f

Qsz =  60 V (l  —f )  n/t m 3/h

is re tu rn e d  from  ta n k  (5) to  ta n k  (1), th ro u g h  (6), to  fill up  th e  c learances 
be tw een  solids, w hile th e  le f to v e r h ea v y  suspension  q u a n t i ty  of

Qlz =  Qsz -  Qsz =  60 F [ l - ( 1  - s ) f  -  (1-/)] n/t -  60 V sfn /t  m 3/h  

is delivered  b y  h ig h -p ressu re  sludge pu m p  (25), a g a in s t a s ta tic  p re ssu re  of
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♦ I

Fig. 3

(L  +  L ' - Ц .  —  A H ) m , to  ch u te  (24). (L  is th e  v e rtic a l d is tan ce  b e tw een  
th e  b o tto m  of ta n k  (1) an d  th e  surface open in g  o f delivery  p ip e  (9), L '  is th e  
v e r t ic a l  d istance b e tw e e n  th e  b o tto m  of t a n k  (1) an d  th e  h e a v y  suspension  
le v e l in  ta n k  (12), a n d  A H  is th e  v ertica l d is ta n c e  b e tw een  th e  su rface  opening  
o f  d e liv e ry  p ipe (9) a n d  th e  overflow  rim  o f c h u te  f la re  (17), respec tive ly .) 

A ccordingly , th e  e n e rg y  req u irem en t o f  suspension  d e liv e ry  is:

Q’̂ L + L ' - L . - A H )  QSZL A  103y k W

Vi Vi J 1 0 2

w h e re  and  t)2 are th e  efficiencies of sludge p u m p s  (25) an d  (13).
T h e  solids fed  to  t a n k  (2) m ust be d e liv e red  to  th e  su rface  th ro u g h  

a h e ig h t  of (L —  L 2) m . T h e  th e o re tic a l en erg y  re q u ire m e n t of th is  o p e ra tio n  is:

QAL-L^ МЧ kV
102

w h e re  Qs =  60 V sfn /t m 3/h , an d  L 2 is th e  v e r t ic a l  d is tan ce  b e tw een  th e  cen tre  
o f  g r a v i ty  of th e  p ro d u c t b a tc h  fed  to  ta n k  (2), an d  th a t  o f th e  b a tc h  fed  to  
t a n k  (1).
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T hus th e  h eav y -m ed ia  h o ist e ffic iency  is:

_  Es _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ sfô(L-L2) _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
6  E s f (L + L ' -L x- A H ) y  |  ( l ~ f + s f ) L lY '

Vi Ъ

I f  =  ri2 =  tj, an d  w ith  th e  sym bo ls ô/y  =  a, L2 =  Z2 L ,  E' — I'L, 
L! =  IjL, an d  AH  =  hL is used,

e ~  1 —f
1 + Г - А + / , ------—

* /

h o is t efficiency fo rm u la  is o b ta in ed . T his v a lu e  is th e  h igher, th e  h ig h e r  are  
r], a, / ,  s, an d  h, an d  th e  low er Z15 Z2, an d  l '.

T ab le  I  p re sen ts  e an d  e/r) v a lu es  o b ta in e d  w ith  d iffe ren t rj, a, . . . v a lu es . 
H ig h er Z j  —  Z 2  - —  Г —  h values lead , acco rd in g  to  th e  estim ations, to  a  sh a f t 
d e p th  of a b o u t L  qы 100 m , w hereas th e  low er ones to  L  ^  200 m . (T hese  v a ry  
inverse ly  to  L , w ith  sh a f t  d ep th  v a ria tio n s .)

Table I

V a / 1. h r h e е/ч

1 0,65 0,8 0,6 0,8 0,2 0,15 0,04 0,02 0,37 0,57

2 0,75 0,9 0,6 0,8 0,2 0,15 0,04 0,02 0,49 0,65

3 0,65 0,8 0,6 0,8 0,1 0,075 0,02 0,01 0,44 0,68

4 0,75 0,9 0,6 0,8 0,1 0,075 0,02 0,01 0,57 0,76

5 0,65 0,8 0,7 0,9 0,2 0,15 0,04 0,02 0,40 0,61

6 0,75 0,9 0,7 0,9 0,2 0,15 0,04 0,02 0,52 0,69

7 0,65 0,8 0,7 0,9 0,1 0,075 0,02 0,01 0,46 0,70

8 0,75 0,9 0,7 0,9 0,1 0,075 0,02 0,01 0,59 0,79

I f  h eav y -m ed ia  h o is t w ith o u t s im u ltan eo u s  h e a v y  suspension e n r ic h m e n t 
is perfo rm ed , s w ill eq u a l 1, and  th e  a =  ö /y  w ill h a v e  a high v a lu e , su ch  as 
0,95 or so. In  such  cases, therefo re , a h o is t effic iency  exceeding those  in  T ab le  I  
w ill be a rr iv ed  a t  ( th e  efficiency o f p ro p e rly  co n s tru c te d  bull c ab le  h o is t 
te ch n iq u es  is a b o u t 0,50 to  0,55).

H o is t effic iency  is in d ep en d en t of th e  n u m b e r  an d  size of th e  p a ra lle l 
connected  ta n k s , an d  o f th e  cycle p e rio d : re, V, an d  t are m issing fro m  th e  e 
fo rm ula . T h e  o u tp u t  o f delivery  (Q m 3/h  or T  t /h ) , how ever, will g re a tly  d ep en d  
on re (ea), V  (m 3), an d  t (m in).
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L e t one of th e  n  >  1 n u m b e r o f ta n k s  b e  period ica lly  a n d  a lte rn a tiv e ly  
c losed , w hile  (n —  1) co n n ec ted  to  b o th  d e liv e ry  p ipe (9) a n d  c h u te  (24), 
th ro u g h  th e  open va lv es  (7) an d  (8). In  th is  case  t ' =  nt", an d  t =  t' -f- t" — 
=  t" ( l  +  n).

T h e  p ro d u c t is sa fe ly  delivered  from  ta n k s  (1) to  delivery  p ip e  (9), if  th e  
Q su sp en s io n  q u a n t i ty  flow ing  upw ards is e q u a l to  th e  Qsz =  60 V 'n jt  su sp e n 
sion  q u a n t i ty  d isch arg ed  th ro u g h  (10) s ince , in  th is  case, th e  p ro d u c t to  be 
d e liv e re d  w ill e n te r  d e liv e ry  p ipe (9) even  w ith  a re la tiv e  d isp lacem en t b e tw een  
th e  y  specific  g ra v ity  suspension  an d  th e  b specific  g rav ity  solids m issing. 
T h u s  th e  re la tio n

60 V n  [1 (1 — s) / ]

(i+n)t"
m a y  be  safely  w ritte n .

A cco rd in g  to  e s tim a tio n s , th e  t" d isch a rg e  an d  refill tim e  o f ta n k s  (1) 
m a y  a m o u n t, in  p ra c tic e , to  a b o u t 2/3 to  1 m in , th a t  is, 60 jt" =  90— 60. 
C a lc u la tin g  w ith  th e  fo rm u la

<? =
75 V  n 

1  - f - r e

w ill m a k e , fo r ex am p le , th e  Q =  1500 m 3/h  s lu d g e  q u a n tity  (cr =  0,4, a =  0 ,8, 
L  =  100 m , A H  =  2 m , D  =  0,4 m) h av e , in  case  of n — 2— 3— 4, th e  v alues 
o f V  30— 27— 25 m 3 asso c ia ted  w hile, fo r  ex am p le , if  f  =  0 ,6 an d  s =  0,8,
th e n  1 /0 ,88-tim es h ig h e r V  ш  34— 30— 28 m 3 ta n k  volum es p e r ta in in g . T he 
t — t"( 1 +  n) — 0,8(1 4- n ) cycle tim e  is 2 ,4 — 3 ,2 —4,0 m in, w hereas th e  t ' 
p h ase  p e rio d  is 60/75 =  0,8 m in  less: 1,6— 2,4— 3,2 m in.

S ludge flow  is n o t  u n ifo rm  in th e  o p en  ta n k  (n  — 1) p a ra lle l co n n ec ted  
to  b o th  de liv ery  p ipe  a n d  c h u te . T he law s o f  h y d ro s ta tic  eq u ilib riu m  p rev a il 
b e tw e e n  th e  in d iv id u a l ta n k s . W here th e  p ro d u c t  (coal) q u a n ti ty  is g re a te r , 
th e re  th e  average  specific  g ra v ity  o f th e  co a l -f- h eav y  suspension  m ix tu re  
w ill b e  low er. T he av e rag e  y '  m ix tu re  specific  g ra v ity  of th e  ta n k  filled  w ith  
coal (o r a n y  o th e r p ro d u c t) , w here th e  re fu se  o f  bm ^> у  specific g ra v ity  an d  
F(1  —  s ) f  vo lum e d ep o s ited  on to  th e  b o tto m  o f  th e  ta n k  is n eg lec ted , can  
h e  c a lc u la te d  from  e q u a tio n

a n d  ex p ressed  as

V ( l - f ) y + V s f ô  =  [ V - V ( l ~ s ) f ] y ’

y' =  y
1 - f + a s f

1 - / + * /

F o r  ex am p le , f  =  0 ,6, s =  0 ,8 , an d  a =  0,8 w ill give y ' =  0,89 y . I f  th e  ta n k  
does n o t  co n ta in  f lo a tin g  coal, y  rep resen ts  th e  specific  g ra v ity  o f th e  m ed iu m ,
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b u t  if  i t  does, y'  w ill be th e  specific g ra v ity  o f  th e  “ m edium  -f- coa l”  m ix tu re , 
w hich will g ra d u a lly  increase to  th e  v a lu e  o f  y  w ith  th e  rem oval o f  coal.

W ith  (7) a n d  (8) in  open p o sitio n  i.e . in  th e  m ain  w orking p h a se , th e  
ta n k s  “ in te rc o m m u n ic a te ”  th ro u g h  th e  d e liv e ry  p ipe  and  th e  c h u te . I f  th e  
specific g ra v ity  o f  th e  sludge is y  in  one ta n k ,  a n d  y '  in  th e  o th e r, th e  h y d ro - 
s ta tis  equ ilib riu m  b e a rs  th e  re la tio n  S  y  =  S '  y '  or S '  =  S y /y ' a n d  A  S  — 
=  S '  —  S =  S(y /y’— 1). H ere S  is ta n k  h e ig h t, A S  m eans sludge co lum n  
h e ig h t, an d  y  A S  th e  co rrespond ing  w a te r  co lu m n  he ig h t. T hus, fo r ex am p le , 
if  y 'ly  =  0,89 th e n  y /y ’ =  1,22 an d  A S  =  0 ,122S  m  sludge co lum n (o r, for 
exam ple , a t  у  =  2 i t  m eans a 0 ,244S  m  w a te r  colum n). A gain fo r  ex am p le , 
in  case of S  =  10 m , th e  d iffe ren tia l p ressu re  is A  S  =  2,44 m  w a te r  co lum n , 
w hich  will tra n s fe r  th e  h eav y  suspension  from  th e  ta n k  con ta in ing  no  f lo a tin g  
coal to  th e  s f  v o lu m e  frac tio n  ta n k  c o n ta in in g  i t .  In  p rac tice , th e re fo re , th e  
h e a v y  m ed ium  flow s upw ards a t  th e  h ig h e s t r a te  in  th e  ta n k  c o n ta in in g  th e  
m ax im u m  flo a tin g  coal q u a n tity , w h ereb y  th e  t' tim e  requ ired  for th e  d isch arg e  
of th e  coal from  th e  ta n k  will be co n sid e rab ly  re d u ced  an d , on th e  o th e r  h a n d , 
th e  solid vo lum e fra c tio n  in th e  d e liv e ry  p ip e  (cr) will increase, as a g re a te r  
p a r t  o f th e  h e a v y  suspension  alw ays flow s th ro u g h  th e  ta n k  co n ta in in g  “ m uch  
coal”  to  th e  d e liv e ry  p ipe. In  th e  ta n k s  c o n ta in in g  no flo a tin g  coal, th e  su sp e n 
sion  flow s u p w ard s  a t  a low ra te  (or m oves do w n w ard s), and  does n o t  “ d ilu te ” 
th e  solid m a t te r  c o n te n t o f th e  d e liv e ry  p ip e . A n increase of a, h o w ev er, 
leads to  increased  A L  an d  H  w hereby , in  tu rn ,  an  increased  sludge flo w  ra te  
is o b ta in e d . T h u s , a sy stem  of m ore  th a n  tw o  ta n k s  will a u to m a tic a lly  a d ju s t 
itse lf  to  c rea te  o p tim u m  conditions.

Fig. 4 i l lu s tra te s  such  a feasib le  c o n s tru c tio n a l a lte rn a tiv e  of th e  b o tto m  
of an  e q u ip m e n t com bined  w ith  h e a v y  su sp en sio n  en rich m en t w here, in  o rd e r 
to  m ak e  possib le  th e  ach ievem en t o f an  in c rea sed  tra n sp o r t  e ffic ien cy , th e  
Zj, Z2, an d  Z' m em b ers  of th e  tra n s p o r t  effic iency  fo rm ula  ( th a t is, th e  L v  L2, 
an d  L ' h e ig h t va lu es  o f Fig. 2) are  low . S ym bo ls 1 to  25 of Fig. 4 a re  id e n tic a l 
to  th o se  of F ig . 2.

D u rin g  th e  m a in  w orking p h ase  p e rio d  (7) an d  (8) are open ; th e  open  
positio n  of (8) is m a in ta in ed  b y  e le c tro m a g n e t (27). I ts  cu rren t is sw itch ed  
off s im u ltan eo u sly  w ith  or som ew hat ea rlie r th a n  th e  closing of (7), w h e n  (8) 
w ould  close “ b y  its e lf”  due to  its w eigh t. A fte r  v a lv e  (8) has closed, ro d  (28) 
an d  valves (3), (10), an d  (29) co nnec ted  th e re to  su b sid e  because o f th e  w eig h t 
on (3), rep re sen ted  b y  th e  p ro d u c t to  be fed , a n d  th a t  ac ting  on (10) b y  th e  
suspension  -f- refuse  m ix tu re , th a t  is, (3) a n d  (10) open while (29) w ill close. 
A t th e  sam e tim e  v a lv e  (4) m ust also open . D u rin g  th e  open p o sitio n  o f  (7) 
an d  (8), th e  closed position  of (3) a n d  (10) is m a in ta in e d  by  th e  h igh  p re ssu re  
in ta n k  (1), if  th e  su rface  of th e  a n n u la r  v a lv e  (3) is la rg e r th a n  t h a t  o f  (10).

T he refuse an d  h ea v y  suspension  re ta in e d  in  th e  ta n k  will m ove fro m  (1) 
to  ta n k  (30) w hence, th ro u g h  th e  u p w ard  d u c t  (31), a g rea te r p a r t  o f th e  h e a v y
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m e d iu m  w ill flow  to  t a n k  (1 2 ') . The h e ig h t o f  o u tle t  pipe orifice (31) d e te r 
m in es , acco rd in g  to  th e  law  o f in te rc o m m u n ic a tin g  vessels, th e  h e a v y  su sp en 
sion  lev e l re ta in e d  in  ta n k  (1). T he V  vo lum e o f ta n k  (1) consists o f th e  space  
a b o v e  th is  level; th is  is w here  an  f V  vo lum e o f p ro d u c t , such as th e  co a rse r th a n

6 to  10 m m  coal will m ove to  and  from  ta n k  (2), th ro u g h  th e  open  v a lv e  (3). 
I f  th e  o u tle t  profile o f  (31) is co n stric ted , th e  discharge an d  s im u ltan eo u s  
p ro d u c t  fillup  tim e  o f ta n k  (1) will increase . T h is , and  th e  h ea v y  susp en sio n  
re ta in e d  in  ta n k  (1) w ill e ffic ien tly  p ro te c t a  p o ssib ly  m ore b r i t t le  feed  from  
b re a k a g e . P rio r to  th e  closing of (10), an d  th e  s im u ltaneous open in g  o f (29), 
so m e  re fu se  m ay  m ove fro m  th e  new  feed to  ta n k  (30), th ro u g h  th e  h e a v y  
su sp e n s io n  s ta g n a tin g  a t  th e  b o tto m  of ta n k  (1). T he size of ta n k  (30) shou ld
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b e  a b o u t equal to  th e  vo lum e of re fu se  rem oved  p e r cycle , in  o rd er to  allow  
o n ly  a sm all a m o u n t o f suspension  to  e n te r  ta n k  (12) th ro u g h  sieve (11) w hence  
i t  w ould  be tra n s fe rre d  b y  sludge p u m p  (13) to  ta n k  (1 2 ') , v ia  d u c t (32), b u t  
a g re a te r  p a r t  o f  th e  V  volum e h e a v y  suspension  d isch arg ed  from  ta n k  (1) 
p e r  cycle should pass d irec tly  to  t a n k  (12 ') th ro u g h  p ipe  (31), w hence i t  w ould  
h e  tran sfe rred  b y  sludge pu m p  (13 ') to  ta n k  (5). T h u s th e  lr and  l ' m em bers 
o f th e  efficiency fo rm u la  m ay  be  red u ced . L o ca tin g  ta n k  (2) d irec tly  w ith  
th e  above ta n k  (1) accord ing  to  F ig . 4, on th e  o th e r  h a n d , leads to  a red u ced  l2.

A fter ta n k  (1) has been filled  up  w ith  raw  coal (or an y  o th e r m in in g  
p ro d u c t) , rod (28) an d  th e  a tta c h e d  valves (3), (10), an d  (29) m u st he lif ted  
b y  an  ex te rn a l (m echan ical, h y d ra u lic , o r e lec tro m ag n etic ) force, w hen  (3) 
a n d  (10) w ould close w hile (29) opens. T he c o n ten ts  o f ta n k  (30) are d isch arg ed  
th ro u g h  th e  la t te r ,  an d  arrive  a t  sieve  (11). W ith  (3) a n d  (10) closed, (6) opens, 
an d  h eav y  suspension  flow s tlie re -th ro u g h  from  ta n k  (5) to  (1), filling u p  th e  
clearances b e tw een  p ro d u c t pieces. W hen  ta n k  (1) is fu ll o f h eav y  m ed iu m , 
v a lv e  (4) w ould close an d  (7) open. T h e  h ig h -p ressu re  h e a v y  suspension  e n te r 
in g  th e re -th ro u g li keeps (3) an d  (10) closed, an d  e lim in a tes  th e  o v erp ressu re  
a c tin g  on (8) fro m  above, w hereby  (8) m ay  be opened  b y  th e  e lec tro m ag n e t 
(27) w ith  a re la tiv e ly  m odera te  force. A h e a v y  m ed iu m  q u a n tity  id e n tic a l 
to  th e  coal vo lum e rem oved  th ro u g h  de livery  p ip e  (9) is tran sfe rred  b y  h ig h - 
p ressu re  sludge p u m p  (25) from  ta n k  (12 ') to  c h u te  (24).

In  case o f m u lti- ta n k  co n stru c tio n s , ta n k s  (5), (12), and  (12 ') as w ell 
as sludge pum ps (13), (13 '), an d  (25) m ay  be com m on  fo r an  1 n u m b e r  
o f  ta n k s  (1). I f  n  3, these  accessories m ay  be lo c a te d , fo r exam ple, c e n tra lly  
w ith  ta n k s  (1) a ro u n d  a sy m m etric  p a tte rn s . In  case o f n =  2, how ever, i t  is 
b e t te r  to  locate  th e  axes of ta n k s  (1) in  th e  ap ex  p o in ts  o f an  isosceles tr ia n g le  
b a se  line, and  th e  “ com m on”  e lem en ts  in  th e  th ird  ap ex . Sieve (11) m a y  be  
s im ila rly  com m on fo r th e  tw o ta n k s  (1), if  th e  refuse  is tra n sfe rre d  from  u n d e r  
(29) to  th is  com m on sieve (11) b y  h o p p ers .

T he so lu tio n  accord ing  to  F ig . 5 con tro ls  (3), (8), (10), an d  (29) b y  
sw itch in g  th e  e lec tro m ag n et m o u n te d  to  b a r  on an d  o ff (28). J u s t  as in  F ig . 4, 
v a lv es  (3), (10), a n d  (29) are in  rig id  connec tion  w ith  ro d  (28), w hereas th e  
p u sh ro d  o f (8) can  m ove up  and  dow n in d e p e n d e n tly  o f (28). The m ild  s tee l 
L -m ass a t  th e  p u sh ro d  b o tto m  o f (8) is enclosed b y  th e  M x and  M 2 e le c tro 
m ag n e ts  of th e  co n tro l m echanism . T he u p w ard  m o v e m e n t of rod  (28) is b y  
sw itch in g  on e lec tro m ag n e t M 2 a n d , th e re b y , a t  th e  closed position  o f v a lv e  
(8) an d  cock (7), w hen  th e  o v erp ressu re  ac tin g  on (8) rep resen ts  a g re a te r  
fo rce  th a n  th e  w e ig h t o f (28). V alve  (8) is opened  b y  sw itch ing  on e le c tro 
m a g n e t M j an d , th e re b y , a t  th e  closed position  o f (3) an d  (10), an d  th e  o pen  
p o sitio n  of cock (7), w hen  th e  d ifference  b e tw een  th e  ov erp ressu re  ac tin g  from  
below  on v alve  (3) o f a larger su rface , th a n  t h a t  a ffec tin g  (10) from  ab o v e , 
re p re se n ts  a g re a te r  force th a n  th e  w eigh t o f rod  (28). T h e  w inding  of e lec tro -
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m a g n e t M i is b e s t c o n s tru c te d  in  tw o p a r ts ,  M ’’1 o f a low er tu r n  n u m b er, and  
M '\  o f  a h ig h er n u m b e r o f  tu rn s . W hen  v a lv e  (8) opens, b o th  w ind ings o b ta in  
c u r r e n t ,  a n d  th e  sm all-size  M \  e le c tro m a g n e t will be  e n tire ly  su ffic ien t to  
m a in ta in  th e  open p o sitio n  o f va lv e  (8) fo r  a co m p ara tiv e ly  long period  of 
t im e .

T h e  p u sh ro d  o f v a lv es  (8), (10), a n d  (29) is a th re a d  co n n ec ted  to  th e  
re s p e c tiv e  v alve  b o d y ; th e ir  a c cu ra te  p o sitio n  can be  easily  a d ju s te d  by
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ro ta tio n . E lec tro m ag n e ts  M t a n d  M 2 m u s t b e  lo ca ted  in closed ho u sin g s. 
N a tu ra lly , th e  o verp ressu res a c tin g  on th e  v a lv e s  in  th e ir  closed p o sitio n , 
an d  th e  w eigh t o f  ro d  (28) in c lu d in g  th e  a tta c h e d  v a lv es  an d  con tro l m ech an ism  
m u st be in  co rrec t ra tio  to  en ab le  opera tio n .

Fig. 6 illu s tra te s  a feasib le  co n s tru c tio n a l v e rsion  of th e  b o tto m  p a r t  
o f a h eav y -m ed ia  h o ist e q u ip m e n t n o t co m b in ed  w ith  h eav y  su sp en sio n  
en rich m en t, again  fo r h igh  t r a n s p o r t  efficiency (low  Z,, Z2, and  Z' values).

The b o tto m  p a r t  o f ta n k  (1) here  consists o f p ipe  (34) closed b y  p la te  
(33), th ro u g h  th e  low er end  o f w hich  arrives th e  h e a v y  m edium  from  c h u te  (24), 
v ia  (7), an d  to  w hich  is a t ta c h e d  th e  u p w ard  p ip e  (31), across th e  v a lv e  (35) 
o f w hich , in  tu rn ,  th e  h eav y  suspension  d isch arg ed  from  ta n k  (1) in each  cycle 
w ill m ove to  ta n k  (12 '). P la te  (33) is alw ays closed  u n d e r  o p e ra tio n a l co n d i
tio n s , an d  w ill be opened o n ly  perio d ica lly  to  rem o v e  th e  h ea v y  solids (such  
as iron  lum ps in  th e  p ro d u c t) accu m u la ted  on th e  b o tto m  of ta n k  (1). F it t in g s  
(11), (12), (13), an d  (14) o f  F ig . 4 and , in a d d itio n , (15), (20), an d  (22) o f 
F ig . 2 are o m itte d  here. W ith  re sp ec t to  th e  su sp en sio n  of “ viscous m u d ”  
ch a ra c te r , s ludge p u m p  (13 ') a n d  h ig h -p ressu re  sludge pu m p  (25) sh o u ld  be
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o f th e  p is to n  ty p e  here , or th e  la t te r  m ig h t b e  an  o rd in a ry  m u d  p u m p . The 
d u tie s  o f  f ittin g s  m ark ed  b y  th e  sym bols o f  F ig . 4 are  th e  sam e as th e re , th u s  
th e i r  d e ta ile d  descrip tio n  is u n n ecessa ry .

I n  case of a n u m b e r o f ta n k s  (1) co n n ec ted  in  para lle l, th e ir  la y o u t  m ay  
b e  as sh o w n  in  Fig. 7, t h a t  is, ta n k s  (5) a n d  (12 ') located  in  th e  c e n tre  line 
one u n d e r  th e  o th e r  a re  enclosed b y  ta n k s  (1).
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П Р И Н Ц И П И А Л Ь Н Ы Е  О С Н О В Ы  П Е Р Е В О З К И  В С Т В О Л Е  С Т Я Ж Е Л О Й  
С У С П Е Н З И Е Й  И  П Р Е Д Л О Ж Е Н И Я  П О  Е Ё  О С У Щ Е С Т В Л Е Н И Ю

Г. ТАРЯН

Р Е З Ю М Е

Е сл и  в качестве среды  ги дравли ческой  п ер ев о зки  в  стволе вместо воды  (и ли  рас
т в о р а  с удельны м  весом, м еньш им  среднего удел ьн о го  веса вывозимого твёрдого  м атер и ал а) 
п р и м е н я т ь  тя ж ел у ю  суспензию , имею щ ую  у дел ьн ы й  вес, больш ий среднего  удельного  
веса твер до го  м атериала , то гидростатическое давл ен и е  в спускной трубе будет  больш е, 
чем в сообщ аю щ ейся с ней внизу трубе д л я  п ер ево зки  и, таким  образом, ц и ркули рую щ ее 
течени е ж и дк о сти  осущ ествляется  «от себя», то есть без применения отдельного  насоса. 
П ро ц есс , аналогичен  подъём ном у устройству  в о зд у х а , здесь зам ен яется  т я ж е л о й  суспен
зи ей , а  воздуш ны е пузы рьки— вы везенны м горны м  продуктом . П ри помощ и пер ево зки  в 
ство л е  с тя ж ел о й  суспензией м о ж ет  бы ть прои зведено  и отделение по у дельн ом у  весу 
го р н о го  продукта , когда безрудны й м атер и ал  с больш им  удельны м  весом  останется  в 
ш ах т е , а  ценны й — с м еньш им  удельны м  весом (н априм ер , чистый у го л ь  +  про м ж у то ч - 
ны й  п р о д у кт) вы водится н а р у ж у .

И злагаю тся : п ри нцип иальное  р асп о л о ж ен и е  м етода и некоторы е во зм о ж н ы о р еш е- 
н и я  его  осущ ествления, вы числяю тся его м ощ ность и  коэфф ициент эн е р г е т и ч е с к го  п о 
л езн о го  действия.

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 1969



A cta  Geodaet., Geophys. et M ontan ist. Acad. Se i. H u ng ., T o m u s 4 (3  — 4 ) , p p . 257— 279 (19 6 9 )

A N W E N D U N G  V O N  P R O J E K T I O N E N  

B E I  E L L I P S O I D I S C H E N  B E R E C H N U N G E N

I. H A ZA Y
KORRESP. MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  a m  27. M ärz 1968]

Die k o m pliz ie rten  ellipsoidischen B e rech n u n g en  k ö n n en  v e re in fach t w erden , w en n  sie 
an  e in e r geeigneten  ebenen  P ro jek tio n  des E llip so ïdes vollzogen w erden . E ine g eeignete  P ro 
jek tio n  is t z. B. die G au ß — K rügersche, fa lls  de r A u sg an g sm erid ian  en tsp rech en d  g ew äh lt 
w ird.

D ie gegenseitige L age zw eier versch ied en er E llip so id e  k a n n  ebenfalls m it H ilfe  v o n  
P ro je k tio n e n  u n te rsu c h t w erden .

I s t  am  ä lte ren  E llip so id  ein altes, a m  neu en  a b e r  ein neues N e tz  an g eo rd n e t, so g ib t 
es b e d eu ten d e  A bw eichungen au ch  im  E in k la n g  d e r be id en  N etze . D ah er k a n n  e ine  g e rin g 
fügige T o leranz  hei de r P räz is io n  e rlau b t w erd en , u n d  die gegenseitige L age d e r b e id en  E llip 
soide k a n n  au ch  e in facher b e s tim m t w erden . M an m u ß  von  be iden  E llipso iden  m it H ilfe  je  
einer sog. K ugel m it m ittle rem  K rü m m u n g srad iu s  zu e in e r s te reo graph ischen  eb en en  P ro je k 
tion  ü b e rg eh en ; h ier k ö n n en  die lageb estim m en d en  G rö ß en  de r be iden  E llipsoide m it e in fach er 
H e lm e rtsch e r T ran sfo rm a tio n  b estim m t w erd en .

I

B ek an n tlich  w ird  als R eferenzfläche  d e r h o rizo n ta len  geodä tischen  N etze  
ein solches Rotationsellipsoid  gew äh lt, das d e r th eo re tisch en  F ig u r d e r  E rd e , 
dem  Geoid m öglichst n a h e  kom m t. E s w u rd e  schon  m ehrerse its  a n g e s tre b t, 
die g ü n stig ste  G esta lt u n d  Größe des E llip so ids au fg ru n d  von  M essungen  
a b zu le iten ; es w erden  d a h e r in den  v e rsch ied en en  L än d e rn  der E rd e  zah l
reiche —  v o n e in an d er an  G röße u n d  G e s ta lt abw eichende  —  E llipso ide  an g e
w en d e t. D urch  die V erfe inerung  d e r  In s tru m e n te  u n d  der an g ew en d e ten  
Meß- u n d  R ech en m e th o d en  können  im m er v e rläß lich e re  D a te n  au ch  ü b e r  das 
der E rd e  n ah ek o m m en d e  E llipso id  gew onnen  w erd en ; so kom m en n eu erd in g s 
im m er neuere P a ra m e te r  zum  V orschein . N u r U n g a rn  in  B e tra c h t gezogen, 
w u rd en  die K o o rd in a te n  des östlichen  P feilers d er e instigen  S te rn w a rte  am  
G eliert-B erg  —  des A n fan g sp u n k tes  U n g arn s  —  in  d er M itte  des v o rig en  
J a h rh u n d e r ts  am  Waldbeckschen E llip so id  v o n  W ien  aus abge le ite t. Z u  e iner 
D ars te llu n g  U ngarns an  d er E bene w u rd e  die ste reo g rap h isch e  P ro je k tio n  
und  s p ä te r  die Z y lin d erp ro jek tio n  zu  e iner an  das Besselsche E llip so id  an g e
schm ieg ten  K ugel m it m ittle rem  K rü m m u n g sra d iu s  an g ew en d et; die R e fe ren z 
fläche  unseres n eu es ten  T rian g u la tio n sn e tzes  is t  ab e r das Krassoivskysche
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E llip so id . Es sollen n u r  n o ch  einige der im  A u slan d  an g ew endeten  E llip so ide  
g e n a n n t  w erden: D ie b e rü h m te s te n  sind  das Everestsche ( In d ien ), das erste 
C larksche  (USA, C an ad a , M exico, Ä gyp ten) u n d  das zweite Clarksche E llip so id  
(F ra n k re ic h , R u m än ien ).

E s w urde a n g e s tre b t, d a ß  säm tliche  L ä n d e r  w om öglich dasse lbe  E llip so id  
a n w e n d e n , um  die N e tze  d e r  einzelnen L ä n d e r  in  ein je  e in he itlicheres in te r 
n a tio n a le s  N etz zu sam m en sch ließ en  zu k ö n n e n . So w urde  v o n  d e r In tern a tio 
n a len  U nion fü r  Geodäsie u n d  G eophysik im  J a h r e  1924 das H ayfordsche E llip so id  
a ls in te rn a tio n a le s  E llip so id  gew erte t, bzw . em pfohlen . B ald  d a ra u f , 1940 
e n ts ta n d  das K rassow skysche E llipso id , dessen  M eßbasen  u n te r  d en  b isherigen  
E llip so id e n  am  m e is ten  au sg e d e h n t w aren , u n d  w elches so als das v e r lä ß 
l ic h s te  b e tra c h te t  w erd en  k a n n ;  d ah er w u rd e  dieses E llipso id  als gem einsam e 
R efe ren zfläch e  se itens d e r  S ow jetun ion  u n d  d e r  b e freu n d e ten  so z ia listischen  
L ä n d e r  auserw äh lt. Z. Z. w ird  in  d er In te rn a tio n a le n  U nion fü r  G eodäsie  u n d  
G eo p h y s ik  über die A n n a h m e  von  neuen P aram etern  d isk u tie rt, die schon  au f
g ru n d  d er n euesten  u n d  m o d e rn s ten  U n te rsu c h u n g sm e th o d e , d e r M eßergeb
n isse  d e r  künstlichen E rdsa telliten  e n ts ta n d e n  s in d . Diese M essungen b e s tä t ig te n  
o ffen s ich tlich  jen e  A n n a h m e , d aß  u n te r  den  b ish e rig en  E llipso iden  das K rassow - 
skysche  das e n tsp re c h e n d s te  is t, weil zw ar d ie  d u rch  die k ü n s tlic h e n  E rd s a 
te l l i te n  gew onnenen E rg eb n isse  a u f eine g ew isserm aßen  k le in ere  G röße h in 
d e u te n , die fo rm b es tim m en d e  A b p la ttu n g  b e in a h e  m it d er d er K rasso w sky
schen  ü b e re in s tim m t. G eg en ü b er der K rassow skyschen  A b p la ttu n g  x  =  1/298,3 
i s t  d ie  A b p la ttu n g  im  n e u e n  V orschlag x  =  1/298,25. Dies b e d e u te t  eine so 
gerin g fü g ig e  A bw eichung , d a ß  sie fü r uns u n d  die b e freu n d e ten  L ä n d e r  k e in en  
G ru n d  zu r V erän d eru n g  b ild e t. Es m uß n ä m lic h  in  B e tra c h t gezogen w erden , 
d a ß  w ä h re n d  die G rö ß e n ä n d e ru n g  des E llip so ïdes in  den D a te n  unseres a lte n  
N e tz e s  n u r  so geringe Ä n d e ru n g  b ed eu ten  w ü rd e , die V erän d eru n g  d e r A b p la t
tu n g  a b e r  eine gänz lich  n e u e  B erechnung  b e n ö tig e n  w ürde . D ie L age is t  ab e r 
e in e  a n d e re  fü r die n ic h t  d as  Krassoivskysche  E llip so id  an w en d en d en  L än d e r, 
f ü r  w elche  die A b p la ttu n g  w esen tlich  v o n  d e r  em pfoh lenen  ab w eich t, u n d  so 
m ü sse n  sie u n b ed in g t e in  n eu es E llipsoid  e in fü h ren . So b e trä g t  die A bw eichung  
des N en n ers  vom  e m p fo h len en  W ert z. B . in  d e r  Besselschen  u n d  H ayforderschen  
A b p la t tu n g  b einahe  eine  E in h e it, obw ohl d ie e rw ä h n te n  A b p la ttu n g e n  —  die 
K rassow skysche  n ic h t in  B e tra c h t  gezogen —  ih m  am  n ä c h s te n  s te h e n . M einer 
b e sc h e id e n e n  M einung n a c h  u n d  —  ich g lau b e , m an  k a n n  h ie r  ru h ig  v e ra ll
g e m e in e rn  —  la u t  d e r  M einung  d er u n g a risc h e n  G eodäten  is t  die zw eite 
D ez im a ls te lle  im  N e n n e r d e r  A b p la ttu n g  k e in e  w ertvo lle  Z ah l, so n d e rn  n u r  
e in  so lches zah lenm äß iges E rg eb n is , das k e in e n  oder n u r  einen  seh r geringen  
Z u v e rlä ß lic h k e itsw ert h a t ,  d a h e r  k ö n n te  d e r  em pfoh lene  W ert 298,25 ru h ig  
a u f  d e n  K rassow skyschen  298,3  au fg e ru n d e t w erd en .

T abe lle  I  ze ig t d ie  P a ra m e te r  einiger E llip so id e . D ie R eihenfo lge w urde  
d e r  zu n eh m en d en  G röße des N enners der A b p la t tu n g  en tsp rech en d  b e s tim m t.

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



PROJEKTIONEN BEI ELLIPSOIDISCHEN BERECHNUNGEN 259

Tabelle  I

Ellipsoid Große Halbachse 
a

Abplattung
a

Cl a r k  I I 6 378 249 m 1/293,47

Cl a r k  I 6 378 206 m 1/294,98

H a y fo r d 6 378 388 m 1 /297

em pfohlen 6 378 160 m 1/298,25

K r a sso w sk y 6 378 245 m 1/298,3

B e s s e l 6 377 397 m 1/299,153

E v e r e s t 6 377 233 m 1/300,80

D ie im  T ite l m einer S tu d ie  e rw äh n ten  ellipso id ischen  B erech n u n g en  
k ö n n te n  in  zwei H a u p tg ru p p e n  g e te ilt w erden . In  die e rste  gehören  jen e , die 
sich  a u f  ein  E llipso id  m it an g eg eb en en  P a ra m e te rn  beziehen , in  die zw eite 
ab e r jen e  B erechnungen , die d ie  gegenseitigen  V erhä ltn isse  zw eier v e rsch ie 
d en er E llip so ide  zu p rü fen  b e ru fe n  sind , bzw . zu erm öglichen , d a ß  ein an  einem  
E llip so id  gelegenes N etz je  en tsp re c h e n d e r a u f  ein neues E llip so id  ü b e r
g e fü h rt w erden  könne.

I I

U n te r  d en  B erechnungen  am  E llipso id  m it gegebenen P a ra m e te rn  v e r 
s teh e  ich  die sog. erste u n d  zweite geodätische H auptaufgabe.

I n  d er ersten H auptaufgabe  s ind  die geographische B re ite  cpx u n d  die 
geograph ische  L änge eines O b erfläch en p u n k tes , sowie das A z im u t x 12 
e iner n ach  einem  anderen  O b e rflä c h en p u n k t g e rich te ten  g eo d ä tisch en  L inie 
im  gegebenen  P u n k t, w eiters d ie  k ü rzes te  O b erfläch en en tfe rn u n g  s d e r be id en  
P u n k te , d. h . die L änge des Teiles d e r geodä tischen  L inie gegeben. D ie geogra
p h isch en  K o o rd in a ten  <p2 u n d  Д2 des an d eren  P u n k te s  u n d  das A z im u t 
d er die zwei P u n k te  v e rb in d e n d e n  geod ä tisch en  L inie in  d iesem  P u n k te  sind  
zu  b e s tim m e n  (A bb. 1).

In  d e r zweiten H auptaufgabe  sind  die geograph ischen  K o o rd in a te n  cp 
u n d  Я zw eier O b e rfläch en p u n k te  gegeben; zu  b estim m en  s in d  die k ü rzes te  
O b erfläch en en tfe rn u n g  s d er zw ei P u n k te , w eiters die A zim ute  a 12 u n d  a 21 
d er g eo d ä tisch en  Linie in  b e id en  P u n k te n  (A bb. 2).

M it den  a u f  der K ugel vo llzogenen  äh n lichen  B erech n u n g en  verg lich en  
(Z ita t aus dem  L ehrbuch  [6]):»D ie B erech n u n g  am  E llipso id  is t w egen d e r 
k o m p liz ie rte ren  F läche o ffensich tlich  schw ieriger, u m stän d lich e r. D a rau s  fo lg t, 
d aß  fü r  b e ide  H a u p ta u fg a b e n  im  L aufe  d er Z eit zah lreiche L ösu n g en  e n ts ta n 
den  sind.« Solche L ösungen s in d  z. B . die Legendresche P o ten zre ih e , d ie  au ch  
fü r  die e rs te  H a u p tau fg ab e  eine u n m itte lb a re  Lösung lie fe rt, d ie  R e ih e  k o n .
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v e rg ie r t  aber lan g sam ; d ie  Gaußsche M itte lb re iten -M eth o d e , die die e rs te  H a u p t
a u fg ab e  m it einer s tu fen w e isen  A n n äh eru n g  lö s t, w eite rs  die Schreibersche 
L ö su n g  m it H ilfsd re ieck en , die nach  d er v e rsch ied en en  W ah l d er H ilfsg rößen  
m e h re re  V aria tio n en  h a t ,  w ie z. B . die H elm ertsche, d ie Krügersche, d ie Tar- 
dische, die K rassow skysche, d ie H irvonensche  V a ria tio n . D ie e rw äh n ten  L ö su n 
gen d ienen  m eistens zu  d e n  in  der G eodäsie a llgem ein  e rfo rderlichen  B erech 

ne/

Abb. 1

P o /

Abb. 2

n u n g e n , bei w elchen  d ie  E n tfe rn u n g e n  se lten  50 k m  ü b ersch re iten . Sie 
lie fe rn  allgem ein b is  200 k m  zuverläß liche  E rg eb n isse . A uch fü r  d en  F all 
v o n  größeren E n tfe rn u n g e n  g ib t es B e rech n u n g sm e th o d en , die n a tu rg e m ä ß  
n o ch  kom p liz ie rte r s in d . M an a rb e ite t m eistens m it dem  N o rm a lsch n itt a n s ta t t  
d e r  geodätischen  L in ie  (d e r  k ü rzesten  L inie), ab e r —  ich z itiere  w ieder das 
B u ch  von  L. H o m o r ó d i — : »Der V orte il d e r  L ösungen  m it dem  N orm al
s c h n it t  b e s te h t je d e n fa lls  d a rin , daß  sie eine s tre n g e  u n d  u n m itte lb a re  L ösung 
lie fe rn , und  die D iffe renz  d e r  geodätischen  L in ie  u n d  d e r B ogenlänge des N or
m a lsch n itte s  im  F a lle  d e r  b eh an d e lten  E n tfe rn u n g e n  schließlich  v e rn a c h 
lä ss ig b a r ist.«
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Bei diesen g roßen  E n tfe rn u n g en  m u ß  m a n  au f die zu s tre n g e  P räz ision  
gew isserm aßen  v e rz ic h te n , u n d  w ir m üssen  u ns a n s ta t t  der m m -G en au ig k e it 
m it d m -G en au ig k e it beg n ü g en . M an k a n n  m einer M einung n a c h  z. B . bei 
e iner 1000 k m  E n tfe rn u n g  m it e iner G en au ig k e it von  einem  M illionste l zufrie
den  se in ; dies b e d e u te t, d aß  m an  in n e rh a lb  eines K reises m it e in em  R ad ius 
von  einem  M eter in  d en  P u n k t tre ffen  m u ß . D ieser U m stan d  b e d e u te t  n a tu r 
gem äß  n ic h t n u r  fü r  d ie  K o o rd in a ten  bzw . fü r  die E n tfe rn u n g , so n d e rn  auch  für 
die A z im u tw erte  eine en tsp rech en d e  T o le ran z ; bei 1000 km  L änge  w ü rd e  dies 
im  A z im u t einer S ch w an k u n g  v o n  0,2" en tsp rech en .

D ie S chw ierigkeiten  d er L ösung d e r  im  vo rherigen  g esch ild e rten  H a u p t
au fg ab en  w erden d a d u rc h  noch g este ig e rt, d a ß  m an  auch im  F a lle  v o n  k ü rzeren  
E n tfe rn u n g e n  die W in k e lfu n k tio n en  o d e r d e ren  L o g arith m en  w ä h re n d  der 
gan zen  B erechnung  w en igstens bis a c h t D ezim alste llen , bei lä n g e re n  E n tfe r 
n u n g e n  ab er bis zehn -zw ölf D ezim alste llen  in  B e tra c h t z iehen  m u ß .

Ich  m eine, d aß  die Berechnungen an  einer entsprechenden ebenen Projek
tion des E llipsoides einfacher und  schneller durchführbar sind . Ic h  h a lte  das 
A n streb en  d er V ere in fach u n g  fü r  ze itg em äß , da  —  m einer M ein u n g  nach  — 
solche A ufgaben  in  Z u k u n f t h äu figer V orkom m en w erden.

M an m uß  eine solche P ro je k tio n  w äh len , zu d er d er Ü b e rg a n g  vom  
E llip so id  v e rh ä ltn ism ä ß ig  einfach is t, u n d  an  w elcher die P ro je k tio n s re d u k 
tio n e n  le ich t b e re c h e n b a r  sind . Es m uß  eine  L ösung  gefunden  w e rd e n , bei der 
die k o m p liz ie rten  ellipsoidisclien  B erech n u n g en  durch  R o u tin e -A rb e it , durch 
e in fach  ü b ersich tlich e  S c h ritte  e rse tz t w erd en  können . Es k ö n n e n  n a tü rlic h  
nur w inkeltreue P ro jektionen  in  B e tra c h t gezogen w erden.

V o rers t d ach te  ich  an  eine solche d em  E llipsoid a n g e o rd n e te  Z ylinder
pro jektion  normaler Lage, w elche den m itt le re n  P aralle lkreis des zu  b e a rb e ite n 
den  G ebietes —  z. B . U ngarns —  lä n g e n tre u  d a rs te llt (A bb. 3). D ie norm ale 
Z y lin d erp ro jek tio n  w ä re  deshalb  v o r te ilh a f t  gewesen, weil die P ro jek tio n s- 
M erid iankonvergenz an  d ieser ü bera ll N u ll is t. D ie B erechnung  eines w ich tigen  
F a k to rs  h ä t te  d a d u rc h  en tfa llen  k ö n n en . L e ider m uß te  diese L ö su n g  doch 
a u ß e r  a c h t gelassen w erd en , da die L än g en v erze rru n g en  in  d en  v o m  Ä q u a to r 
w e ite r gelegenen G eb ie ten  schon in  e in e r  k le inen  E n tfe rn u n g  v o m  längen 
tre u e n  P ara lle lk re is  b e re its  so groß s in d , d a ß  die R eihen d e r R ed u k tio n en  
bis zu  seh r hohem  G rad e  h ä tte n  e n tw ick e lt w erden , und  in  B e tr a c h t  gezogen 
w erden  m üssen. D ie L ösung  w äre d a h e r n ic h t  w irtschaftlich .

D er n äch ste  G ed an k e  w ar eine so lche Kegelpsrojeklion norm aler Lage, 
die das E llipso id  e n tla n g  des m ittle re n  P ara lle lk re ises  des b e a rb e ite te n  G ebietes 
b e rü h r t  (A bb. 4). D ie L ängenverzerrungs-V erliä ltn isse  sind  in  d iesem  Falle 
g ü n stig , u n d  auch  d ie  P ro jek tio n s-M erid ian k o n v erg en z  is t s e h r  e in fach  bere
ch e n b a r: fi =  n  Я, w o Я die vom  g ew äh lten  A nfangsm erid ian  b erechne te  
geograph ische  L änge, u n d  n  =  sin (p0, wo cp0 die geograph ische  B re ite  des 
B e rü h ru n g s-, d. h . des län g en treu en  P ara lle lk re ises  b e d e u te t. D ie  R e ih en  der
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P o l in  00

R e d u k tio n  sind  zw ar ein w en ig  kom pliz ie rt, sie k ö n n e n  ab er tro tzd em  zu  p r a k 
t is c h e n  B erech n u n g en  a n g e w e n d e t w erden.

D ie se  A usdrücke a b e r  m i t  den  e n tsp re c h e n d en  R eihen  der transversal 
gelegenen Zylinderprojektion  des E llipsoides  ( la u t d e r  allgem einen B en en n u n g

Po/

Abb. 4
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m it d en en  der Gauß— Kriigersche  P ro jek tio n ) verg le ichend , k a m  ich  zu  d er 
F e s ts te llu n g , daß  doch diese le tz te re  —  abgesehen  v o n  einigen A u sn a h m e 
fällen  —  zu r Lösung d e r ellipso id ischen  geod ä tisch en  H a u p ta u fg a b e n  am  m ei
s te n  g eeignet is t; die ü b liche  P ro je k tio n s-S tre ifen e in te ilu n g  m uß  a b e r  w egge- 
lassen  w erd en , obw ohl m an  h ie r  die P ro jek tio n s-M erid ian k o n v erg en z  m eisten s

+X + X +X

b e rech n en  m uß. B ei d er A nw endung  d ieser P ro je k tio n  b e d e u te t a u c h  der 
U m s ta n d  einen großen  V orte il, d aß  unsere G eo d ä ten  sich  schon  an  d iese  P ro 
je k tio n  gew öhnt h a b e n ; die d a m it v e rb u n d en en  B erechnungen  s te h e n  ihnen  
schon  zu r V erfügung, u n d  so k a n n  m an  sie schon  be in ah e  als R o u tin e -A rb e it 
b e tra c h te n .

D ie Gauß— Kriigersche P ro je k tio n  b e d e u te t ein solches S y stem , b e i dem  
das E llip so id  a u f  S tre ifen  v o n  gewissen b e s tim m te n  G rad en b re iten  g e te il t  is t, 
u n d  zu  einem  jed en  S tre ifen  je  eine P ro jek tio n seb en e  u n d  ein  P ro je k tio n s -  
K o o rd in a te n sy s te m  g eh ö rt, u n d  die B ilder d e r S tre ifen  sich an  d e r E b e n e  m it 
e iner b e s tim m te n  O rd n u n g  an e in an d e r sch ließen  (A bb. 5). Bei u n se re r  je tz ig en  
A ufgabe v erz ich ten  w ir ab e r a u f  diese sy s tem a tisch e  O rd n u n g , u n d  so w ürde  
ich in  diesem  F alle  die B en en n u n g  Gauß— Kriigersche P ro je k tio n  w eglassen ; 
ich  w ü rd e  im  w eite ren  v o n  lokaler transversaler Z ylinderpro jektion  b zw . k u rz  
von  e in e r tran sv e rsa len  Z y lin d erp ro jek tio n  red en  (A bb. 6). Z u  unserer jetzigen  
A ufgabe  b eabsich tige  ich den A n fa n g sm erid ia n  (den lä n g e n tre u e n  M erid ian)
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n ä m lic h  immer so a u szu w ä h len , daß bei den R ed uk tionen  die möglichst größte 
G enauigkeit erreicht w erden  könne. Es is t  e in  riesiger V orte il, d aß  die zur 
G a u ß — Krügerschen P ro je k t io n  zu sam m en g este llten  T abellen  fü r  e inen  jeg li
c h e n  A usgangsm erid ian  g leichfalls gültig  s in d , u n d  so b e d e u te t die w illkürliche 
A n o rd n u n g  des A u sg an g sm erid ian s  bei d e r g ew o h n ten  A nw endung  d e r T abellen  
g a r  k e in e  V eränderung .

B e trach ten  w ir v o r e r s t  die zweite H auptau fgabe, da diese v o n  d en  beiden  
d ie  e in fachere is t. S in d  d ie  am  E llipsoid an g eg eb en en  b e id en  P u n k te  von-

+x

e in a n d e r  n ich t w e ite r a ls 50 k m  en tfe rn t, so  w ird  der A n fan g sm erid ian  in 
e in e m  durch  einen d e r P u n k te  gefüh rten  M erid ian  angenom m en (A bb. 7). 
D e r  V o rte il b e s teh t d a r in , d a ß  m an von d e r R e ih e  d e r ebenen  K o o rd in a te  x  
des a m  A nfangsm erid ian  gelegenen P u n k te s  n u r  das e rs te  G lied in  B e tra c h t 
z ie h e n  m uß , da die ü b r ig e n  G lieder und  y  eb en fa lls  N ull s ind . H ie r b e trä g t 
d ie  P ro jek tio n s-M erid ian k o n v e rg en z  ebenfalls N u ll. I s t  die E n tfe rn u n g  größer, 
—  es w ird  an g estreb t, d a ß  d ie  E n d p u n k te  je  n ä h e r  dem  A n fan g sm erid ian  
h e g e n , d . h ., daß  die L än g en v e rze rru n g en  je  k le in e r  seien  —  so w ird  als 
A n fan g sm erid ian  der m it  d e m  a rith m etisch en  M itte l d e r geograph ischen  L änge 
b e id e r  P u n k te  c h a ra k te r is ie r te  M eridian an g en o m m en  (A bb. 8). D er V orteil 
d ie s e r  A nordnung  is t, d a ß  d ie  Größe der v o m  A n fan g sm erid ian  b e re c h n e ten  
b e id e n  geographischen L ä n g e n  gleich und  so au c h  ih re  P o ten zen  gleich groß 
s in d .

N ach  der B e s tim m u n g  d e r  ebenen K o o rd in a te n  des B ildes d e r be id en  
P u n k te  m uß  die tr ig o n o m e tr isc h e  Tabelle a lle in  z u r  B erech n u n g  e iner einzigen 
A n g a b e , näm lich  des R ich tu n g sw in k e ls  der d ie  b e id e n  P u n k tb ild e r  v erb in d en -
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den  S trecke angew en d et w erden . Die g esu ch ten  ellipsoidischen D a te n  w erden  
aus den  F orm eln

x  =  ô-\-fi — Л u n d  s =  —— t
m

e rh a lte n , wo a  das A zim u t, ô den  R ich tu n g sw in k e l in  d er E bene, /л d ie  P ro je k 
tions-M erid iankonvergenz, A  die R ic h tu n g sre d u k tio n  (A bb. 9) b zw . s die 
ellipsoidische E n tfe rn u n g , t d ie E n tfe rn u n g  in  d er E bene, sch ließ lich  m  den
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L ä n g e n v e rz e rru n g s fa k to r  b eze ichnen . Die K o o rd in a te n  des B ildes d e r b e id en  
e llip so id isch en  P u n k te  k ö n n e n  m it H ilfe d er z u r V erfü g u n g  s te h e n d e n  T ab e llen  
e in fa c h  u n d  schnell e rh a l te n  w erden ; die B e rech n u n g en  des R ich tu n g sw in k e ls  
u n d  d e r  E n tfe rn u n g  in  d e r  E b e n e  sind  seh r e in fa c h , auch  die ü b rig en  F a k to re n  
s in d  m i t  H ilfe der v o rh a n d e n e n  Tabellen  sch n e ll e rh ä ltlich . E in e  je d e  P hase  
d e r  B e rech n u n g  is t e in fa c h , u n d  so k an n  d ie  gan ze  B erechnung  als R o u tin e - 
A rb e it  b e tra c h te t  w erd en . Z u r  B erechnung des R ich tu ngsw inke ls is t  die a c h t
s te llig e  trig o n o m etrisch e  T ab e lle  vo llkom m en ausre ich en d .

Abb. 9

B ei d e r Lösung d e r ersten  H auptaufgabe  w ird  d e r A nfan g sm erid ian  allge
m ein  im  M eridian  des g eg eb en en  P u n k tes  an g en o m m en . (Aus d er R eihe  d er 
я -K o o rd in a te  des gegebenen  P u n k te s  m uß m a n  n u r  das e rste  G lied ve rw en d en , 
u n d  d ie  y -K o o rd in a te  sow ie d ie  P ro jek tio n s-M erid ian k o n v erg en z  b e trä g t  N ull.) 
F ü r  d e n  n eu en  P u n k t w e rd e n  a n  der E bene d u rc h  u n v e rä n d e rte  A n w endung  
des e llipso id ischen  A z im u ts  u n d  der e llip so id ischen  E n tfe rn u n g  m it H ilfe 
p o la re r  P u n k tb e s tim m u n g  N äh e ru n g sk o o rd in a te n  x  u n d  y  b e re c h n e t; m it 
d ie sen  w erd en  dann  d er L ä n g e n v e rze rru n g s fa k to r  sow ie im  gegebenen P u n k t  
d ie  R ic h tu n g s re d u k tio n  b e re c h n e t . M it den F o rm e ln

ö =  x  — u n d  t — ms

w erd en  d ie  a u f die E bene  b ezo g en en  W erte  z u r p o la re n  B estim m u n g  u n d  m it 
d iesen  d ie  K o o rd in a ten  des n e u e n  P u n k tes  b e s tim m t. I s t  die E n tfe rn u n g  n ic h t 
g rö ß e r a ls 30 km , so s ind  d iese  m eistens schon d ie  end g ü ltig en  ebenen  K o o rd i
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n a te n . Sollten  sie ab e r v o n  den  N äh e ru n g s-K o o rd in a ten  u m  m eh r als 2 m 
abw eichen , so m u ß  m an  die O p era tio n en  von d e r B e rech n u n g  der R ed u k tio n en  
angefangen  w iederho len ; dies is t ab er schon eine geringe A rb e it. E in e  ein
m alige W iederho lung  g en ü g t ca. bis 200 k m , hei e in er g rößeren  E n tfe rn u n g  
is t ev . auch eine w ied erh o lte  stufenw eise A n n ä h e ru n g  erfo rderlich . Aus den  x  
u n d  y  K o o rd in a ten  des n eu en  P u n k te s  kön n en  d ie  g eo graph ischen  K o o rd in a ten  
m it den  P ro jek tio n sre ih en  u n d  m it H ilfe der T ab e llen  b e re c h n e t w erden , und  
m it d er v o rh e r e rw ä h n te n  F o rm el k an n  auch  das A z im u t im  n euen  P u n k te  
b e s tim m t w erden . E s is t  e rs ich tlich , daß  auch  diese A ufgabe m it e infachen  
S c h ritte n  lö sb ar is t ;  tr ig o n o m e trisch e  T abelle is t h ie r  n u r  zu r po la ren  P u n k t-  
b e s tim m u n g  erfo rd erlich .

Tabelle II

•

•

•

•

Vi
Ai

a l 2

S

47° 4 9 ' 55,6016" 

19° 4 2 ' 42,4965" 

78° 4 1 ' 15,331" 

23 094,948 m

•

•

a 21

9?2

a2

258° 54 ' 43,313" 

47° 52 ' 20.8431" 

20° 0 ' 52,2755"

43,313"

20,8431"

52,2755"
•

•

“ l 2 78° 4 1 ' 15,340" 15,336"

“ 21 258° 5 4 ' 43,322" 43,318"

5 23 094,947 m 4,948

Zum  V ergleich gebe ich  in  d er Tabelle I I  e in  B eisp iel, dessen B erech n u n g  
am  E llipso id  im  schon  e rw ä h n te n  B uch v o n  H o m o ró di zu fin d en  is t. D as 
E rg eb n is  des V ergleiches is t se h r  günstig . B ei d e r  A rb e it b ed ien te  ich  m ich 
n u r  zu r B erech n u n g  des R ich tungsw inke ls e in e r —  n u r  siebenste lligen  —  t r i 
g onom etrischen  T afel. ( In  d e r  T abelle  b e d e u te n  d ie  P u n k te  an  d e r lin k en  
S eite  die D a te n  z u r e rs te n , die an  d er re c h te n  je n e  zu r zw eiten  geodä tischen  
H a u p ta u fg a b e . D ie Zeilen 5— 7 zeigen die E rg eb n isse  d er e rs ten , die Zeilen 
8— 10 jen e  d er zw eiten  H a u p ta u fg a b e , u n d  zw ar d ie  W erte  d e r lin k en  Seite  
au fg ru n d  d er B e rech n u n g  am  E llipso id , jen e  d e r  re c h te n  Seite  a u fg ru n d  der 
B erech n u n g  an  d e r P ro jek tio n seb en e .)

I s t  in  d er e rs te n  H a u p ta u fg a b e  die E n tfe rn u n g  seh r groß, so is t es zw eck
m äß ig , den A n fan g sm erid ian  so anzunehm en , d a ß  e r  die E n tfe rn u n g  u n g e fäh r 
d re ite ilt . In  d ieser L age is t  näm lich  die R ic h tu n g s re d u k tio n  in  d er U m gebung  
des gegebenen P u n k te s  a n n ä h e rn d  N ull, u n d  sie v e rä n d e r t  sich a u ß e ro rd en tlich  
lan g sam . (A bb. 10 is t s ta rk  v e rze rrt.)  M an m u ß  zw ar in  d iesem  F alle  au ch  zum
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g e g e b e n e n  P u n k t P ro jek tio n s-M erid ian k o n v e rg en z  b e rech n en , es k ö n n e n  aber 
d ie W ied erh o lu n g en  d er s tu fen w eisen  A n n äh e ru n g  a u f  das M in im um  h erab g e
s e tz t  w e rd en .

W ird  der A n fan g sm erid ian  sow ohl he i d e r e rs ten  als au ch  b e i d e r zw eiten 
H a u p ta u fg a b e  du rch  irg en d w elch en  gegebenen  P u n k t  an g en o m m en , u n d  w ird 
au s d ie sem  P u n k te  n ic h t n u r  in  e iner, so n d e rn  auch  in  m eh re ren  R ich tu n g en  
b e re c h n e t ,  k a n n  die B e re c h n u n g  n a tu rg e m ä ß  in  säm tlich en  R ic h tu n g e n  in  
d e m se lb e n  ebenen K o o rd in a te n sy s te m  vollzogen  w erden.

M u ß  ab er die B e rech n u n g  a u f  ein  —  aus den  üb lichen  30— 50 k m  Seiten 
b e s te h e n d e s  —  ganzes N e tz  o d e r  e inen  Teil des N etzes a u sg e b re ite t w erden , 
so w ird  d e r  A nfangsm erid ian  d u rc h  einen  m ittle re n  P u n k t an g en o m m en , u n d  
so k ö n n e n  w ir in  e iner E n tfe rn u n g  v o n  200— 250 k m  östlich  u n d  w estlich  
d a v o n  in  dem selben einzigen  K o o rd in a te n sy s te m  rech n en  (A bb. 11).

A u f  d ie  F rage der K egelpro jektion  z u rü ck k eh ren d  m uß  fe s tg e s te llt  w erden , 
d aß  sie  in  dem  Falle zw eck m äß ig  an g ew en d e t w erden  k a n n , w en n  die E n t 
fe rn u n g  se h r  groß is t u n d  ih re  R ic h tu n g  d er R ic h tu n g  O st-W est b ed e u te n d  
n ä h e r  s t e h t  als der R ic h tu n g  N o rd -S ü d . D ie P ro jek tio n sk o e ffiz ien ten  so llten  
z. B . zu  je d e m  H alb g rad  d e r g eo g rap h isch en  B re ite  in  eine T ab e lle  zu sam m en 
g e fa ß t w e rd e n , und  es w äre  d ie  T abellenzeile , oder w as d a m it id en tisch  ist, 
d e r z u m  B erü h ru n g sk re is  a n g e o rd n e te  K egel anzuw enden , d e r d e r g eo g rap h i
sch en  B re ite  der M itte  d e r E n tfe rn u n g  am  n ä h e s te n  lieg t.
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+X

I I I

M it d e r F rag e  der P ro je k tio n  zw ischen E llipso iden  verschiedener P a ra 
meter b e fa ß te  ich m ich schon frü h e r . Ich  u n te rsu c h te  die rea len  V a ria tio n e n  
sow ohl h in s ich tlich  d er G eodäsie als auch  d e r G eographie. In  g e o d ä tisc h e r 
B ez iehung  k o m m t n a tu rg e m ä ß  n u r  die w inkeltreue Projektion  in  F ra g e .

M an  m u ß  un te rsch e id en , ob dasselbe T riangula tionsnetz  an  b e id e n  E llip 
so iden  a n g e o rd n e t is t, oder ob m an  am  n eu g ew äh lten  E llipso id  a u fg ru n d  
von  n eu e n  M essungen ein neues N etz  e n tw ic k e lt h a t .  Im  e rs ten  F a lle  k ö n n e n  
solche P ro jek tio n sg le ich u n g en  oder -re ih en  b e s tim m t w erden, m it  w elchen  
eine d e r  G en au ig k e it des T rian g u la tio n sn e tzes  en tsp rech en d e  U m re c h n u n g  
zw ischen den  b e id en  E llip so iden  vollzogen  w erden  k an n . In  d iesem  F alle  
w ird  n ä m lic h  n u r  das am  a lte n  E llip so id  en tw ick e lte  N etz la u t  e in er b e s tim m 
te n  bzw . gew äh lten  G ese tzm äß ig k e it am  a n d e ren  E llipso id  e in g e fü h rt. S ind 
ab er an  d en  E llip so iden  v ersch iedene N etze  an g e o rd n e t, die von  e inem  a n d e ren  
G ru n d lin ien sy stem  —  d .h .  einem  a n d e ren  G ru n d m a ß  — , an d erer M eß g en au ig 
k e it u n d  O rien tie ru n g  c h a ra k te ris ie r t s ind , so is t  d e r w ah rsch e in lich ste  Z u sam 
m e n h an g  zw ischen ihnen  n u r  aus den  A bw eichungen  der in b e id en  S y stem en
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b e s tim m te n  K o o rd in a te n  der in  W irk lic h k e it iden tisch en  P u n k te  fe s t
zu s te llen . Es is t s e lb s tv e rs tä n d lic h , d aß  d ie  P u n k te  des a lte n  N etzes w egen 
d e r  v e rsch ied en en  M eßg en au ig k e it n u r  m it  b e sc h rä n k te r  G en au ig k e it, n u r  m it 
gew isser T oleranz in  das neue  N etz e in g e fü g t w erd en  können .

D ie beiden  E llip so id e  können  im  V e rh ä ltn is  zu e in an d er in  solch einer 
L ag e  sein , daß  sow ohl ih re  Ä q u a to reb en en  als auch  ihre k le inen  A chsen  in  
K o in z id en z , d. h . zen trisch  sind , oder so , d a ß  das eine im  V erh ä ltn is  zum  
a n d e re n  verschoben u n d  verdreht liegt. D ie le tz te re  Lage k a n n  m a n  sich  re la tiv  
au c h  so vo rste llen , d a ß  d ie  zwei E llipso ide  z u e in a n d e r zen trisch  s in d , u n d  
d a ß  d as  T ria n g u la tio n sn e tz  an  dem  einen im  V e rh ä ltn is  zum  a n d e ren  v e rsch o b en  
u n d  v e rd re h t is t.

V o re rs t soll d ie  zentrische Lage b e sp ro c h e n  w erden . Als E rfo rd e rn is  der 
P ro je k tio n  sei v o ra u sg e se tz t , daß  den  M erid ian en  u n d  P ara lle lk re isen  des 
e in en  E llipsoides M erid ian e  u n d  P a ra lle lk rie se  auch  am  a n d e ren  E llip so id  
e n tsp re c h e n , u n d  d ie  e in a n d e r e n tsp rech en d en  M eridiane B o g en stü ck e  pro- 
p o rtio n e lle r  G röße au s d en  P ara lle lk re isen  au ssch n e id en . D ie e rs te  B ed in g u n g  
k a n n  d ad u rch  g es ich e rt w erden , daß  v o n  d e n  geographischen  K o o rd in a te n  
in  d ie  eine P ro jek tio n sg le ich u n g  n u r die g eo g rap h isch en  B re iten , in  die an d ere  
a b e r  n u r  die g eo g rap h isch en  L ängen  e in b ezo g en  w erden . D ie an d e re  B e d in 
g u n g  is t  d ad u rch  g es ich e rt, d aß  — die zu m  e in en  E llipso id  gehörigen  D a te n  
m it  In d e x  1, die zu m  a n d e re n  gehörigen m it  I n d e x  2 bezeichnend  —  zw ischen 
d e n  geograph ischen  L ä n g e n  d er Z u sam m en h an g

A2 =  nAj

h e rg e s te ll t  w ird , w obei n  d ie V erh ä ltn iszah l b e d e u te t .  Die L in ea rm o d u le  in  
R ic h tu n g  des M erid ians u n d  des P ara lle lk re ises  s in d

j   M 2 d cp2 j   iV2 cos q>2 dA2 IV2 cos cp2
Iftl •) lp --  -- - 7Î- 9

dçq  N x cos (pi  dAx N 1 cos gq

w obei M  d e r K rü m m u n g sra d iu s  in  M erid ia n ric h tu n g , N  der Q u e rk rü m m u n g s
ra d iu s , dg? u n d  d A  d ie  differenzielle, e le m e n ta re  V erän d eru n g  d e r geo
g ra p h isc h e n  B re ite  b zw . L än g e  (A bb. 12) b e d e u te n .

A n  einer w in k e ltre u e n  P ro jek tio n  s ind  d ie zw ei L inearm odu le  g leich , d . h .

M 2 dg?2 iV2 cos g?2

M 1 dg?x N ± cos gq

is t ;  n a c h  O rdnung  is t  u n se re  D iffe ren tia lg le ich u n g :

M ,  . M L

N 2 c o s  g?2
dg?2

N x cos q)1
dgq.
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Abb. 12

D arau s  e rh a lten  w ir n ach  b e id erse itig er In te g rie ru n g  eine lo g a rith ra isch e  
G leichung, v o n  w elcher, zu den N um eri ü b e rg eh en d , die a u f  die geograph ische  
B re ite  bezogene P ro jek tio n sg le ich u n g

tg (4 5 ° -f- — Il
Í 1 — e2 sm  cp2 et

2 — L tg i4 5 °  +  v ) l

1 — el sin  9̂

l - t -Й! s in  cpí2 jj \ l  +  e2 sin  (p 2 2 jj

is t . H ie r sind  sow ohl к als auch  n  aus den  w e ite ren  B ed ingungen  d e r P ro je k tio n  
b e s tim m b a re  P ro jek tio n sfak to ren , e is t  d ie E x z e n tr iz itä t  d er E llip so id e . Die 
a u f  die geographische L änge bezogene P ro jek tio n sg le ich u n g  is t, w ie b e re its  
e rw ä h n t:

/ i, — ть Í j  .
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I n  m einer f rü h e re n  S tu d ie  habe  ich —  aus d en  v o rh e r e rw ä h n te n  w eite ren  
P ro je k tio n sb e d in g u n g e n  die fü r  die G eodäsie ree llen  ausg ew äh lt —  zu  einer 
je d e n  V a ria n te  die A u sd rü ck e  der F a k to re n  n  u n d  к b e s tim m t.

N u n  wollen w ir u n s  m it  diesen n ic h t b efassen , sondern  die verschobene 
u n d  verdrehte Lage d e r E llip so id e  b ehande ln .

D a s  M aß d er V ersch ieb u n g  w ird d u rch  d ie  zw ischen den a u f  die be id en  
E llip so id e  bezogenen g eo graph ischen  K o o rd in a te n  au ftre te n d e  D ifferenz des 
in  d e r  M itte  des zu  u n te rsu c h e n d e n  G eb ie tes au serw äh lten  O b erfläch en 

p u n k te s  —  im  w eite ren  A n fan g sp u n k t g e n a n n t —  b estim m t. D as M aß der 
V e rd re h u n g  w ird  ab e r d u rc h  d ie  D ifferenz d e r A z im u tw erte  im  A n fan g sp u n k t 
d e r v o m  A n fan g sp u n k t au sg eh en d en  geo d ä tisch en  L in ien  an  beid en  E llipso iden  
fe s tg e s te l l t .  D ie V ersch ieb u n g  (A bb. 13) is t also  d u rch  die W erte

Л Ч>0 =  Фо2 V o i ’ ^ ^ 0  =  Л>2 -  ^*01 5 

die V e rd re h u n g  ab er d u rc h  die W erte

£ 0 =  * 0 2  * 0 1

c h a ra k te r is ie r t .  In  d er P ra x is  s ind  alle d rei W e rte  gering, sie b e tra g e n  h ö ch 
s te n s  e in ig e  Sekunden.

W ie  bere its  e rw ä h n t, k a n n  die V ersch iebung  u n d  V erd reh u n g  d e r E llip 
so ide a u c h  so au fg efaß t w erd en , als ob die E llip so id e  zen trisch  w ären  u n d  das 
T r ia n g u la tio n sn e tz  e n trü c k t  w ürde .
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B e trä g t die V e rän d e ru n g  d er geograph ischen  B re ite  des A n fa n g sp u n k te s  
den  W e rt A<p0, so is t die V e rän d e ru n g  d e r geograph ischen  K o o rd in a te n  eines 
belieb igen  N e tzp u n k te s  P /:

dm
sin oc0 sin а,

ds
cos a 0 cos а,

i

4 ,
A<Pt =  -  —  

M t

. , , M n sin  (А,- — Aft) , _  ,
AXt = + —r ---------------- — --------------0l ~A<Po =  Di A<Po-

N t c tg  q>i

Acpo =  C, A<p0 ,

D as A z im u t a  b ez ieh t sich  a u f  die den  A n fa n g sp u n k t m it dem  a n d e re n  N e tz 
p u n k t  v erb in d en d e  g eodä tische  L in ie; s is t  die L änge  des geodätischen  L in ie n 
teiles u n d  m  die sog. re d u z ie rte  L änge desselben .

V e rän d e rt sich  die geograph ische  L änge des A nfangspunk tes u m  ZlA0, 
so is t  a u f  säm tlich e  N e tz p u n k te  bezogen

AA, =  AÀ0.

AX0 h a t  a u f  die geograph ischen  B re iten  keine W irk u n g .
V e rd re h t sich das N etz  um  den  A n fa n g sp u n k t um  einen  W in k e l e, 

so is t  die V erän d eru n g  d e r geographischen  K o o rd in a te n  eines N e tz p u n k te s :

, m  sin  о с,- .
A(Pi =  +  —  — e =  A , e ,

M t

.. m  cos а,- ,,
zlA, = --------------- - e  =  В  i E .

M i

D ie v e rsch iedenen  dre i B ew egungen v e ru rsa c h e n  aber in den  g e o g ra p h i
schen  K o o rd in a ten  eines belieb igen  N e tz p u n k te s  folgende V e rä n d e ru n g en :

A<pi =  A ,e  +  CiA<p o,

/ 1 А ,  =  Bi e +  Dj Acp0 -f- AX0.

S in d  A(fw AX0 u n d  e  b e k a n n t, so k ö n n en  —  n a c h  d er B estim m ung  d e r  A  ~  D  
W e rte  fü r  säm tlich e  N e tz p u n k te  —  die V erän d eru n g en  der g eo g rap h isch en  
B re ite n  u n d  L ängen  b e s tim m t w erden .

D as P ro jek tio n s  v e rfah ren  e rg ib t sich j e t z t  schon von se lb s t: D ie geo
g rap h isch en  K o o rd in a te n  d er p ro jiz ie ren d en  P u n k te  m üssen l a u t  d e r  v o r
h erig en  F o rm eln  v e rä n d e r t  w erden , u n d  m an  m u ß  das au f die E llip so id e  zen
tr isc h e r  Lage bezogene P ro je k tio n sv e rfa h re n  a u f  das so tra n s fo rm ie r te  N etz  
anw enden . Die versch iedene  A usw ahl d er F a k to re n  n und к v e ru r s a c h t  ver-
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sch ied en e  V a ria n te n  d e r  P ro jek tio n . Sie m ü sse n  in  jedem  F a lle  so gew ählt 
w erd en , daß fü r  d e n  A n fan g sp u n k t die B e d in g u n g

? 0 2  =  T n  +  Л < р 0

b e fr ie d ig t werde.
W ollen w ir e in  a u f  einem  E llipsoid  e n tw ick e lte s  T rian g u la tio n sn e tz  an  

e in em  neu erwählten m oderneren E llipsoid  u m fü h re n , so g ib t die h ö h ere  G eodäsie 
a u fg ru n d  irgendw elcher E rw ägungen  o d er M essungen  die T ra n sfo rm a tio n s
fa k to re n ;  oder es w ird  als B edingung g e s te llt , d aß  am  neuen  E llip so id  die 
ellipso id ischen  g eo g rap h isch en  K o o rd in a ten  sä m tlic h e r  N ez tp u n k te , in  wel
c h e n  auch  geog rap h isch e  O rtsb estim m u n g  —  astronom ische  M essungen  — 
v o llzogen  w urde, je  m e h r  die m it a s tro n o m isc h e n  M essungen b e s tim m te n  
K o o rd in a te n  a n n ä h e rn . E s  w ird ev. v o rg esch rieb en , daß  die Q u a d ra tsu m m e  
d e r  Lotabweichungen  d a s  M inim um  sei. In  d en  b e id e n  le tz ten  F ä llen  k a n n  das 
V e rfa h ren  der A usg le ich u n g srech n u n g  z u r  B estim m u n g  der K oeffiz ien ten  
an g ew en d e t w erden. A ls V e rm ittlu n g sg le ich u n g  z u  den  geographischen  B reiten  
d ie n t  d er folgende lo g a rith m isc h e  Z u sam m en h an g :

ln

=  ln к  -(- n ln

I —e2 sin  ep2 

1 -j-e2 sin  9?2

í 1 — g] sin  ((рх+СЛ<р0+Ае) \ -Ü.I
[ I + ^ s i n ^ j + C J ç / o - M e ) ]  J

D a ra u s  k an n  durch  R e ih en en tw ick lu n g  die fo lg en d e  V erbesserungsgleichung 
h e rg e s te ll t  w erden:

V =  a b n  -j- bbk  -f- cöe +  d ô A (p 0 -f- l,

wo b n ,  b k , b e  u n d  bAq>0 d ie  Ä nderungen  d e r  v o rh e r  angenom m enen  N ä h e 
ru n g sw e rte  und  l das A b so lu tg lied  darste llen .

D ie V e rm ittlu n g sg le ich u n g  fü r die g eo g rap h isch en  Längen is t:

Д2 =  +  D A < p 0 ~ -  Be  — A01) —1- A01 -(- zJ A c ,

au s w elcher die V erbesserungsg le ichung

v x =  a ' b n - \ - c '  b e - \-d ' bA (p0 A -e ' ôA X 0 - \ - ï  

gew o n n en  w ird. Die Z w an g sb ed in g u n g

<P02 =  Т п  +  ЛТй

m u ß  n o ch  befried ig t w e rd e n .
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W ird  fü r einen je d e n  N e tz p n n k t, in  dem  geograph ische  O rtsb es tim m u n g  
vollzogen  w orden is t, je  ein  V erbesseru n g s-G le ich u n g sp aar aufgeschrieben , 
so k ö n n e n  die w ah rsch e in lich sten  W erte  d er T ran sfo rm atio n sk o effiz ien ten  u n d  
d e r P ro je k tio n sfa k to re n  к  u n d  n b e s tim m t w erden .

•

E s w ird  in  e inem  L an d e  m eistens d an n  ein neues E llipso id  e in g efü h rt, 
w enn  ein neues P räzisions-T riangu la tionsnetz  e n tw ick e lt w ird . W ie b e re its  
e rw ä h n t, l e s te h t  d e r Z u sam m en h an g  zw ischen dem  a lte n  u n d  dem  n euen  
N e tz  n u r  d arin , d aß  ein  Teil d er G ru n d p u n k te  in b e id en  N e tzen  d ieselben s in d . 
In  d iesem  F alle  b e s te h t  die B ed ingung  der A usg le ichung  d a rin , d aß  die vom  
e rs te n  a u f  das zw eite  E llip so id  a u f P ro jek tio n sw eg e  u m g erech n e ten  K o o rd i
n a te n  solcher P u n k te  je  m eh r die am  zw eiten  E llip so id  b e s tim m te n  K o o rd in a 
te n  a n n äh e rn . D a d u rc h  gew innen w ir die C h a ra k te r is tik e n  A<p0, AA0 u n d  e d er 
gegenseitigen  Lage d e r E llipso ide u n d  es k ö n n e n  solche T ran sfo rm atio n s- 
P ro jek tio n sg le ich u n g en  zw ischen den  beid en  E llip so id en  au fg es te llt w erden , 
m it d e ren  H ilfe die P u n k te  des a lten  N etzes, die n ic h t zu den  P u n k te n  des 
n eu en  gehören, a u f  das zw eite E llipso id  p ro jiz ie rt, d . h . am  b es ten  u n te r  die 
P u n k te  des neuen  N etzes e ingegliedert w erden  k ö n n e n .

IV

In  der le tz te n  Z eit u n te rsu c h te n  w ir ein am  alten E llip so id  an g eo rd n e tes  
altes u n d  ein an einem  neueren E llip so id  en tw ick e lte s  neues T riangula tionsnetz  
e ines größeren  G eb ie tes. W ir k am en  zu d er E rk e n n tn is , d aß  zw ischen den  
K o o rd in a te n  d e r id e n tisc h e n  P u n k te  der zwei N e tze  n ic h t n u r  w egen d e r v e r 
sch iedenen  Lage u n d  d er D ifferenz ih re r G ru n d m aß e  U n te rsch ied e  b e s te h e n , 
so n d e rn  daß  w egen d e r versch iedenen  Meß- u n d  R ech en m eth o d en  bzw . w egen 
d e ren  v e rsch iedener G en au ig k e itsv e rh ä ltn isse  sogar ziem lich  b e trä c h tlic h e  D if
fe renzen  a u f tre te n ; d ie le tz te re n  sind  ja  allgem ein  v o n  e iner O rd n u n g  m eh rere r 
D ez im eter, fallw eise so g ar M eter, u n d  sie sin d  n ic h t  sy s tem a tisch . D ies is t 
d ie  L age zw ischen d en  a lte n  u n d  n euen  N etzen  sä m tlic h e r L än d er. Teilw eise 
d esh a lb , teilw eise d a ru m , weil die m ittle re n  F e h le r  d e r geograph ischen  O rts 
b es tim m u n g  in  lin ea rem  Sinne allgem ein  v o n  M ete r-O rd n u n g  sind , fe rn e r weil 
d ie im  v o rh erig en  e rö r te r te  M ethode zu r U n te rsu c h u n g  des V erhältn isses 
d e r  beiden  E llip so ide  eine b e träch tlich e  R e c h e n a rb e it b e n ö tig t, d a c h te n  w ir 
d a ra n , ob m an  n ic h t  ev. fü r  ein re la tiv  n ic h t g roßes G eb ie t —  z. B . fü r  ein 
k le ineres L an d  —  das P rob lem  auch  e in facher L ösen  k ö n n te . A m  Lehrstuh l 
f ü r  höhere Geodäsie der Technischen U niversität B udapest b e fa ß te n  w ir uns 
auch  w eiterh in  m it d e r F rage . Diese U n te rsu c h u n g e n  u n d  B erech n u n g en  
w u rd en  bere its  v o m  E . H ő n y i d u rch g e fü h rt.
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D as E rgebn is der n eu en  U n te rsu c h u n g  is t, d aß  m a n  v o n  beid en  E llip - 
so id e n  die gem einsam en P u n k te  d e r b e id en  N etze  a u f  eine s te reo g rap h isch e  
E b e n e  du rch  je  eine an  d ie  E llip so ide  angeschm ieg te  K u g el m it m ittle rem  
K rü m m u n g sra d iu s  p ro jiz ie ren  m u ß , u n d  au fg ru n d  d e r d o r t  gew onnenen 
e b e n e n  K o o rd in a te n  bzw . K o o rd in a ten -D iffe ren zen  m it e in er e in fach en  Hel- 
m ertschen Transform ations-A usg leichung  d ie w ah rsch e in lich sten  W erte  d e r V er
sc h ie b u n g  des gem einsam en  A n fan g sp u n k te s  d er be id en  N etze , d e r V erd rehung  
des N etzes  u n d  d er M aß stab sän d eru n g s-K o effiz ien ten  d e r v o n  d em  A nfangs
p u n k t  ausgehenden  geo d ä tisch en  L in ien te ile , d . h . e igen tlich  d e r  C h a rak te 
r is t ik e n  der gegenseitigen L age d e r b e id en  E llipso ide —  o d er m it an d eren  
W o r te n  d er b e id en  N etze  —  b e s tim m t w erden  können .

D ie  K o n zep tio n  w u rd e  a u f  zw ei g ru n d sä tz lich e  U m stä n d e  b a s ie r t. D er 
e rs te  b e s ta n d  d a rin , d aß  sich  die Bogenlängen  vom  E llipso id  d u rch  die Gaußsche 
w inkeltreue  Projektion  a u f  die K u g e l ü b erg eh en d  praktisch  n ich t verändern. 
(U n te r  dem  A u sd ru ck  »prak tisch«  v e rs te h e n  w ir auch  im  w e ite ren , d aß  die 
A b w eich u n g en  eine G rö ß en o rd n u n g  v o n  M illim etern  oder Z e n tim e te rn , h ö ch 
s te n s  b e i seh r großen  E n tfe rn u n g e n  die v o n  D ezim etern  b e tra g e n , d. h ., sie 
s in d  so k le in , d aß  sie neben  d en  W id e rsp rü ch en  d er zwei N e tze  ru h ig  v e rn a c h 
lä s s ig t w erden  k önnen .) So b e t r ä g t  die L än g en v erze rru n g  z. B . fü r  U n g arn  
v o m  u n g e fä h r  in  d er M itte  des L an d es gew äh lten  A n fa n g sp u n k t b is zu r 
g rö ß te n  E n tfe rn u n g  ca. 1/14 000 000, die fü r  eine 400 k m  L änge 3 cm  b e d e u te t. 
P ra k tisch  verändern sich  au ch  die A n fa n g sa zim u te  der vom A n fa n g sp u n k t aus
gehenden  geodätischen L in ie n  nicht; in sbesonders versch w in d en  die V erze rru n g s
w e rte , d ie  in  den  D ifferenzen  d e r v o n  d en  b e id en  E llip so id en  p ro jiz ie rten  
L ä n g e n  b zw . A zim ute  d er v o n  dem  A n fa n g sp u n k t zu den  id e n tisc h e n  P u n k te n  
la u fe n d e n  g eo d ä tisch en  L in ien te ile  zu m  V orschein  kom m en.

D e r an d ere  U m sta n d  is t fo lgender: w ird  wo im m er in  dem Gebiet innerhalb  
einer gew issen  Grenze eine K ugel m it m ittlerem  K rü m m u n g sra d iu s  an  das E ll ip 
so id  g e p a ß t , u n d  w ird  als A n fa n g sp u n k t d er s te reo g rap h isch en  P ro je k tio n  
derselbe P u n k t  g ew äh lt —  obw ohl dessen  geographische K o o rd in a te n  an  v e r
sc h ie d e n  an g e leg ten  K ugeln  v e rsch ied en  s in d  — , ergeben  sich die s te re o g ra p h i
sch en  e b e n e n  K o o rd in a ten  p ra k tis c h  in  jed em  F alle  e in an d e r gleich. Die 
E rk lä ru n g  h ie rfü r  b e ru h t  a u f  d re i e in fachen  Z u sam m en h än g en  (A bb. 14). 
D er e rs te  is t, d aß  zu  gleichen B o gen längen  an  K ugeln  von  v e rsch ied en em  R ad iu s  
d em  R a d iu s  v e rk e h rt p ro p o rtio n a le  Z en triw in k e l g ehören ; d e r zw eite , d aß  die 
v o m  A n fa n g sp u n k t gem essene E n tfe rn u n g  an  d er s te reo g rap h isch en  P ro 
je k tio n

,  =  2 * ^  =  2 « , ^

is t, u n d  d ie  T a n g en ten k u rv e  n e b s t  d en  in  F rag e  k o m m en d en  $- W e rte n  b e in ah e  
g e ra d e  is t .  D er d r it te  Z u sam m en h an g  b e sa g t, d aß  d er ebene R ich tu n g sw in k e l
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ô bezüglich  der aus dem  A n fan g sp u n k t au sg eh en d en  R ich tu n g en  d em  sp h ä ri
schen  A zim ut a  gleich is t, d. h .,

d =  a .

Ä hnlich is t d ie L age auch bezüglich  d e r an  die beiden  E llip so id e  an zu 
schm iegenden  K ugeln . W ird  z. B. in  U ng arn s m ittle re r  geo g rap h isch er B re ite , 
hei 47°10 ' eine K ugel an  das Besselsche u n d  das K rassow skysche E llip so id  
a n g ep aß t, so is t d e r zu r e rs ten  K ugel gehörige R ad ius a u f k m  a u fg e ru n d e t

Abb. 11

6379 km , der zu r zw eiten  gehörige a b e r 6380 km . (Die D ifferenz d e r n ich t 
a u fg e ru n d e ten  W e rte  b e trä g t  w eniger als 1 k m  !) V on den b e id en  K u geln  die 
D ifferenz d er s te reo g rap h isch en  E n tfe rn u n g e n  ab g e le ite t is t:

9t -  4i
s3 [JL 1

12 U ï №

Diese D ifferenz  b e trä g t  z. B. fü r  eine L änge von  200 km  5 m m  und  für 
eine Länge von  400 k m  auch  n u r  4 cm . In  U n g a rn  g ib t es keine g rö ß e re  zen tra le  
E n tfe rn u n g  als 400 km .

Bei einem  w esen tlich  größeren  G eb ie t als U ngarn  k a n n  m a n  die D aten  
d e r einen  K ugel a u f  die M aße d er an d e ren  K ugel einfach a u fg ru n d  des Z usam 
m enhanges
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re d u z ie re n . W erden n u n  d ie s te reo g rap h isch en  E n tfe rn u n g e n  v o n  beid en  S y ste 
m e n  m it  dem  R ad ius i?2 b e re c h n e t, so v e rsc h w in d e t die D ifferenz q{ —  q2 
v o llk o m m e n .

D a  die e rö r te r te n  U m stä n d e  —  die zu  B eg in n  n u r  V o rau sse tzu n g en  
w a re n  —  bestehen , k a n n  fe s tg e s te llt  w erden , d a ß  die D ifferenzen  d e r geogra
p h isc h e n  K o o rd in a ten  d e r id en tisch en  P u n k te  d e r  an  zwei v e rsch ied en en  
E llip so id e n  gelegenen N e tze  p ra k tisc h  d u rch  d ie  D ifferenzen  d er ab g e le ite ten  
e b e n e n  K o o rd in a ten  se h r  g u t  d a rg este llt w erd en  (A bb. 15). E in  b e d e u te n d e r  
F a k to r  d e r D ifferenzen is t  d e r  von  der v e rsch ied en en  Lage b e id e r E llip so ide

s ta m m e n d e  regelm äßige T e il, e in en  w esentlich  k le in e re n  F a k to r  b ild e t m eistens 
d e r v o n  d en  W id ersp rü ch en  d e r  beiden  N e tze  s tam m en d e  zufällige Teil. 
D u rc h  A n w en d u n g  der H elm ertschen Transform ations-Ausgleichsrechnung, ge lan 
gen  w ir  ta tsä c h lic h  zum  w ah rsch e in lich s ten  W e rt d e r  die Lage c h a ra k te ris ie re n 
d en  F a k to re n .

*

E s  g eh ö rt zw ar n ic h t  z u r  L ösung  der g eo d ä tisch en  H a u p ta u fg a b e n  u n d  
au c h  n ic h t  z u r U n te rsu ch u n g  d e r  re la tiv en  Lage zw eier E llipso ide, doch m ö ch te  
ich z u m  S ch luß  b em erk en , d a ß  w ir auch die U n te rsu c h u n g  der Loxodrom en  
des E llip so id es  m it E rfo lg  d u rc h  die A nw endung  v o n  P ro jek tio n , a n  d er 
n o rm a l gelegenen w in k e ltreu en  Z y lin d e rp ro jek tio n , an  d er allgem ein b e k a n n te n  
M erca tor-Projektion  vo llzogen  h ab e n .
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T H E  U S E  O F  P R O JE C T IO N S  F O R  C O M PU T A T IO N S O N  T H E  E L L IP S O ID

I. HAZAY

SUMMARY

C om plicated  co m p u ta tio n s  o f  th e  ellipsoid can  b e  easily  m ad e  on a su itab le  p lan e  p ro je c 
tio n  of th e  e llipsoid. Such  a  su itab le  p ro jec tio n  is th a t  o f  G au ss-K rü g er, if  th e  p rim e  m e rid ia n  
is a p p ro p ria te ly  chosen.

T h e  po sitio n  o f tw o  ellip so ids in re sp ec t to  eac h  o th e r  can  also be  stu d ied  b y  m ea n s  
o f  p ro jec tio n s .

In  on  one o f th e  e llipsoids one has an  o lder n e t,  a n d  on th e  o th e r  one a new  n e t  is g iv en , 
th e  d ifferences m ay  occur b e tw een  th e  tw o ne ts . So th e  r ig o ro s ity  o f th e  in v es tig a tio n s  can  
be  so m ew h a t red u ced , a n d  th e  re la tiv e  position  of b o th  e llip so ids can  be  d e te rm in ed  m o re  
sim ply . F ro m  b o th  ellipsoids to  tu r n  to  th e  ste reo g rap h ic  p la n e  p ro jec tio n  using a sp h e re  w ith  
a  m ean  ra d iu s , an d  th e re  th e  p o sitio n  d e te rm in ing  d a ta  o f  th e  e llipsoids can easily  b e  fo u n d  
b y  a sim ple  H e lm e rt- tra n sfo rm a tio n .

ПРИМЕНЕНИЕ ПРОЕКЦИЙ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЙ НА ЭЛЛИПСОИДЕ
И. ХАЗАИ

РЕЗЮМЕ

Сложные вычисления на эллипсоиде можно производить проще, если сделать их 
в какой-либо удобной проекции эллипсоида на плоскости. Удобной проекцией является, 
например, проекция Гаусса—Крюгера, если правильно выберем начальный меридиан.

Расположение друг относительно друга двух разных эллипсоидов также можем 
рассматривать через проекции.

Если на более старом эллипсоиде расположена старая, а на более новом — новая 
сеть, то показываются существеные различия и в согласованности двух сетей. Поэтому 
при исследовании можем допустить несколько меньшую точность и относительное поло
жение двух эллипсоидов может быть установлено и проще. С обоих эллипсоидов необхо
димо переходить путем т. н. шара среднего радиуса к стереографической проекции на 
плоскости, а там определяющие положение эллипсоидов могут быть установлены простым 
преобразованием Гельмерта.
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G E Z E I T E N E R S C H E I N U N G E N  A M  B A L A T O N

M. RÓZSA
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

INSTITUT FÜR BAUWISSENSCHAFT, BUDAPEST

[Eingegangen am 22. April 1968]

In der Arbeit wird nachgewiesen, daß die regelmäßigen Schwankungen des Wasser
niveaus am Balaton, die eine Periode von etwa 12 Stunden haben, durch die Änderungen der 
Anziehungskraft des Mondes und der Sonne hervorgerufen werden.

E in le itu n g

J . Ch o l n o k y  u n te rsu c h te  im  A u ftra g  d e r U ngarischen  G eograph ischen  
G esellschaft zw ischen 1892 u n d  1896 die N iv eau sch w an k u n g en  der O berfläche  
des B a la to n s  u n d  die bei d er F ä h re  v o n  T ih a n y  a u ftre te n d en  S trö m u n g en  
eingehend . Ü b e r die E rgebn isse  d e r U n te rsu ch u n g en  h a t  er in  se inen  B ü ch ern  
[1, 2] au sfü h rlich  b e ric h te t.

A u f G ru n d  d er D a te n  d e r bei B a la to n k en ese  u n d  K esz the ly  a u fg es te llten  
L im n o g rap h en  (R eg is trie rg e rä te  des W assern iveaus) w urden  die N iv e a u 
än d eru n g en  des B a la to n s  von  Ch o l n o k y  in  zwei G ruppen  g e te ilt: in  eine 
regelm äßige u n d  in  eine unregelm äßige . U nregelm äß ig  w urden  die N iv e a u 
än d eru n g en  ohne nachw eisbare  P erio d e , rege lm äß ig  die m it b e s tim m te r  
P eriode , a n n ä h e rn d  als S inuskurve  a b lau fen d en  Ä nderungen  b eze ich n e t. (D ie 
einzelnen  W asserw ellen  w erden  v o n  den  L im n o g rap h en  n ic h t re g is tr ie r t.)

D ie un reg e lm äß ig en , re la tiv  schnell ab lau fen d en  N iv eau än d e ru n g en  w er
den —  wie es au ch  schon  Ch o l n o k y  fe s tg e s te llt h a t  —  d u rch  W ind- u n d  L u f t
d ru ck än d e ru n g en  he rv o rg eru fen . E in e  L u ftd ru ck d iffe ren z  von  6 m m  v e ru rsa c h t 
an  den  beid en  E n d e n  des B a la to n s eine s ta tis c h e  N iv eau än d eru n g  v o n  8 cm , 
diese k a n n  sich  du rch  dynam ische  E ffek te  a u f  20— 30 cm v erg rö ß ern .

D ie rege lm äß igen  N iv eau sch w an k u n g en  des W assers tr e te n  n a c h  den 
B eo b ach tu n g en  v o n  Ch o ln o k y  in  e rs te r  R eihe  in  der L ä n g sr ic h tu n g  des 
B a la to n s auf. F ü r  sie is t es c h a ra k te ris tisch , d aß  im  Z e itp u n k t des M axim um s 
bei B a la to n k en ese  d e r W asse rs tan d  bei K e sz th e ly  n iedrig  is t u n d  u m g e k e h rt. 
D ie Z eit e iner v o lls tän d ig en  »Schw ingung« b e tr ä g t  e tw a  12 S tu n d e n ; die A m p li
tu d e  d er S chw ingungen  lieg t in d er G rö ß en o rd n u n g  von  1/2 cm. D iese S chw in
gungen  k o n n te n  n u r  bei g ü n stigen  V erh ä ltn issen , d . h . bei W in d stille  b e o b a c h 
te t  w erden . D ie S inu sk u rv e  w urde  vom  ze itlich en  A b lau f d er S chw ingung  am
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b e s te n  d a n n  an g en äh e rt, als d e r See m it e inem  m äch tig en  E isp an zer b e d e c k t 
w ar.

Ch o ln o k y  d e u te te  d iese rege lm äß igen  S chw ingungen  des B a la to n s  als 
E ig en sch w in g u n g en  m it e inem  einzigen K n o te n p u n k t, die d u rch  Ä n d eru n g en  
im  W in d - bzw . L u f td ru c k  an g ereg t w erd en . D iese A nnahm e sch e in t d u rch  
d ie  T a tsa c h e  g e re c h tfe rtig t zu  sein, d aß  n a c h  d en  U n te rsu ch u n g en  v o n  F o rel  
[3] d e r  G enfer See ze itw eise , ohne Zweifel in fo lge d er L u f td ru c k ä n d e ru n g e n  in  
e ine  Schw ingung  m it g ro ß er A m p litu d e  g e rä t. Ä hnliche, als »Seiche« g en an n te  
E rsc h e in u n g  w urde au ch  n o ch  an  a n d e ren  schw eizerischen  Seen b e o b a c h te t 
[4, 5 , 6 ]. D iese Seen s in d  a b e r  alle tie fe r als 100 m  u n d  die Schw ingungsperiode 
lie g t u n te r  75 M inu ten . D a h e r  fan d  es Ch o l n o k y  seh r ü b errasch en d , d a ß  die 
»Seiche« a u f  dem  se ich ten , k a u m  2— 3 m  tie fe n  B a la to n  auch  a u f tre te n  k a n n , 
n o c h  d a z u  m it der u n g ew ö h n lich  langen  S ch w in g u n g sd au er von  12 S tu n d e n . 
N a c h  se in e r B em erkung  is t  das »die P en d e lsch w in g u n g  m it d er lä n g s te n  Z e it
d a u e r , d ie  jem als v o n  M enschen  a u f  d er E rd e  gem essen w urde« [2; S. 118]. 
N a c h  se in e r B erechnung  e n tsp r ic h t diese S ch w in g u n g sd au er der eines 1 600 000 
k m  la n g e n  Pendels.

I n  d er vo rliegenden  A rb e it w ird  n achgew iesen , d aß  die rege lm äß ige  
S ch w in g u n g  des W asse rn iv eau s  des B a la to n s  k eine  »Seiche«, so n d e rn  eine 
d u rc h  period ische S ch w an k u n g en  der S c h w e rk ra ft des M or des u n d  d e r S onne 
h e rv o rg e ru fe n e  G eze itenersche inung  sei. D ie A m p litu d en  u n d  Z e itd a u e r  d e r  
v o n  C h o l n o k y  b e o b a c h te te n  Schw ingungen  sin d  näm lich  den  m it H ilfe 
d e r  G eze iten th eo rie  b e re c h n e te n  W erten  g leich .

E in e  »Seiche« k a n n  in  d e r  L än g sric h tu n g  des B a la to n s n ic h t a u f tre te n , 
d a  d ie  D äm p fu n g  d er S chw ingungen  in  d ieser R ic h tu n g  w egen d e r geringen  
T iefe  des Sees a u ß e ro rd e n tlich  groß w äre . D ie d u rch  L u ftd ru c k u n te rsc h ied  
e n ts ta n d e n e  D én iv e lla tio n  g e h t d ah e r m it ap e rio d isch er (oder fa s t  ap e rio d i
sch er) B ew egung in  d en  G le ich g ew ich tszu stan d  ü b er. Die D äm p fu n g  is t  a u f  
d em  eingefro renen  B a la to n  noch  größer als im  F a lle  v o n  freier W asse ro b e r
f lä c h e , d a  auch  zw ischen W asse r u n d  E is eine R e ib u n g  e n ts te h t. Es sei b e m e rk t, 
d a ß  d ie  d u rch  Ch o l n o k y  b erech n e te  E ig en sch w in g u n g sd au er von  19 S tu n d e n  
m it  d e r  b e o b ach te ten  ü b e rh a u p t  n ich t id e n tisc h  is t.

D ie S ch w an k u n g en  des W assern iveaus am  B a la to n  infolge des G ezeiteneffektes

E in e  ex ak te  B e rech n u n g  d er G eze iten effek te  is t seh r langw ierig , w obei 
die gew o n n en en  E rg eb n isse  m it  den ta ts ä c h lic h e n  W erten  n u r  a n n ä h e rn d  
ü b e re in s tim m e n . Zw ecks V ere in fachung  d e r  B erech n u n g en  w erden  fo lgende 
A n n ä h e ru n g e n  e in g efü h rt:

1. D ie E rde  is t ku g e lfö rm ig , ih r  R a d iu s  is t  dem  m ittle re n  E rd ra d iu s  
g leich .
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2. D ie E n tfe rn u n g  zw ischen M ond u n d  E rd e  is t k o n s ta n t u n d  d e r  m i t t 
le ren  M o n d en tfe rn u n g  gleich.

3. D ie E n tfe rn u n g  zw ischen Sonne u n d  E rd e  is t k o n s ta n t u n d  d e r m i t t 
le ren  S o n n en en tfe rn u n g  gleich.

4 . Die E bene d er M ond b ah n  lieg t in  d e r d e r E rd e , d. h ., d ie sch e in b a re  
M o n d b ah n  is t die E k lip tik .

5. D ie G ezeitenbew egung d er fes ten  E rd k ru s te  w ird n ic h t  b e rü c k 
s ic h tig t.

6. D ie W asseroberfläche  des B ala to n s w ird  als eine E q u ip o te n tia le  b e 
t r a c h te t ,  d. h ., daß  n u r  d er »statische« G eze iteneffek t in  B e tra c h t gezogen  w ird .

7. D ie L okalze it w ird  d er m itte leu ro p ä isch en  Z onenzeit gleich g enom m en .
8. D er du rch  die zu  den  beiden  U n te rsu c h u n g sp u n k te n  g eh ö ren d en  

(zum  E rd m itte lp u n k t gezogenen) R ad ien  eingeschlossene W inkel is t  so k le in , 
d aß  se in  Sinus dem  in R a d ia n  gem essenen W inke l, sein Cosinus 1 g le ich g ese tz t 
w e rd en  k an n .

Z u e rs t w ird  d er G ezeiteneffek t des M ondes b e s tim m t. D ie A n z ieh u n g s
k r a f t  des M ondes is t a u f  eine M asseneinheit im  M itte lp u n k t der E rd e  l a u t  des 
N ew to n sch en  G rav ita tio n sg ese tzes:

a,. =
M H
M F

( 1 )

wo M h d ie M asse des M ondes,
M p  die M asse d e r E rd e , 
r  den  E rd ra d iu s ,
R n  die E n tfe rn u n g  vom  M ond zur E rd e , 
g  die G rav ita tio n sb esch leu n ig u n g  a u f  M eeresniveau 

b e d e u te t.
D iese K ra f t  w irk t e n tla n g  d er die M itte lp u n k te  von  M ond u n d  E rd e  

v e rb in d e n d e n  G eraden  in  d er R ic h tu n g  zum  M ond (A bb. 1).
In fo lge der R o ta tio n  des S ystem s E rd e  — M ond um  seinen  g em ein sam en  

S c h w e rp u n k t is t im  M itte lp u n k t d er E rd e  die a u f  die M asseneinheit w irk en d e  
Z e n tr ifu g a lk ra f t gleich groß , jed o ch  v o n  en tg eg en g ese tz te r R ic h tu n g  als die 
A n z ieh u n g sk ra ft des M ondes.

In  den  P u n k te n  an  d er E rd o b e rfläch e  ä n d e r t  sich die a u f  d ie  M assen
e in h e it w irkende A n z ieh u n g sk ra ft des M ondes a la u t  des N ew to n sch en  G esetzes 
v o n  d e r Lage des P u n k te s  abhäng ig , w äh ren d  die Z e n tr ifu g a lk ra f t infolge 
d e r R o ta tio n  des S ystem s E rd e — M ond in je d e m  P u n k t der E rd e  d e r im  M itte l
p u n k t  d er E rd e  w irk en d en  Z e n trifu g a lk ra ft o 0 gleich groß is t  u n d  dieselbe 
R ic h tu n g  h a t. (E in  je d e r  P u n k t  d er E rd e  b esc h re ib t eine K re isb a h n  m it  dem  
R ad iu s

M p  -f  M H
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u m  d e n  S ch w erp u n k t des System s E rd e — M ond.) Im  P u n k t E  (A bb. 1) is t 
d ie  ^ -K o m p o n en te  d e r  A n z ieh u n g sk ra ft a des M ondes bei V ernach lässigung  
d e r  A b le itu n g en  h ö h e re r  O rd n u n g :

аX

M H
M F

r

R h
g + 2

M H
M F

г у
-  g c o s z H ,

R h I
( 2)

w o zh  d ie  geozentrische Z en iten tfe rn u n g  des M ondes b ed eu te t.

D ie y -K o m p o n en te  d e r  A n z ieh u n g sk ra ft des M ondes b e trä g t  im  P u n k t  E  
n a c h  V ernach lässigung  d e r  A b le itungen  h ö h e re r  O rd n u n g :

a y
3

g  s in  Zj-j . (3)

D er G ezeiteneffek t w ird  durch  die H o riz o n ta lk o m p o n e n te  h d e r R esu l
t ie re n d e n  n  der A n z ie h u n g sk ra f t des M ondes u n d  Z en trifu g a lk ra ft h e rv o r
g e ru fe n  :

h —  (ax — a0) sin zH-\-ay cos zH . (4)

S e tz t  m an die A u sd rü c k e  (1), (2) und  (3) in  (4) ein , so e rh ä lt m an :

h
3 M H ( r
2 M F 1 It и  ,

s in  2 zH . (5)

Z w ischen zwei b e lie b ig e n  P u n k ten  d e r E rd o b e rflä ch e , die m it 1 u n d
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2 b e z e ic h n e t w erd en  sollen, la u te t  d ie  d u rch  den  G ezeiteneffek t des M ondes 
v e ru rsa c h te  P o ten tia ld iffe ren z :

P h 1 ,2  — (6)

wo zhi d ie geozentrische Z e n ite n tfe rn u n g  des M ondes in  P u n k t  1,
Zn?, d ie  geozentrische Z e n ite n tfe rn u n g  des M ondes in  P u n k t  2 

b e d e u te t.
S e tz t m an  den A usdruck  (5) in  d ie  G leichung (6) e in  u n d  fü h r t  d ie  In te ' 

g ra tio n  d u rc h , so e rh ä lt m an  nach  e in fach en  U m form ungen :

3
P m ,2 -  —

jr4
—  g  (cos2 z H2 — co s-  z Hl) .
K h

( ? )

N ach  e iner analogen B e rech n u n g  e rh ä lt m an  die d u rch  den  G eze iten 
e ffek t d e r S onne hervo rgeru fene  P o te n tia ld iffe re n z  zw ischen den  P u n k te n  1 
u n d  2:

P n i ,2 =  ~  ^ r ~  - £ r - g ( c o s 2zN2 — cos22Nl), (8)
2 M F R h

wo Mp; d ie  M asse der Sonne,
Rpi d ie  E n tfe rn u n g  zw ischen S onne und  E rd e , 
z N1 die  Z en iten tfe rn u n g  d e r S onne im  P u n k t 1, 
z N2 die  Z en iten tfe rn u n g  d er S onne  im  P u n k t 2 

b e d e u te t.
(D ie D reh u n g  der E rd e  u m  die eigene Achse v e ru rsa c h t zw ischen  den  

P u n k te n  1 u n d  2 eine P o te n tia ld iffe re n z  von  k o n s ta n te r  G röße, die jed o ch  
vom  G e s ic h tsp u n k t des G ezeiteneffek tes aus u n in te re ssa n t ist.)

W en n  m an  die b e k a n n te n  astro n o m isch en  Z ah lenw erte  in  (7) u n d  (8) 
e in se tz t, e rh ä lt  m an :

P hi ,2 =  5 3 >4 (cos2 z m  ~  cos2zh i); [cm ] (7*)

P n i ,2  =  24 ,6  (c o s - z Ni — cos2 zNl); [ c m ] . (8*)

D ie d u rch  M ond u n d  S onne hervo rgeru fene  to ta le  P o te n tia ld iffe re n z
w ird :

P l , 2  =  Р Н 1 ,2  +  P N l , 2 -  (9)

D ie A ufgabe b e s te h t n u n  d a r in , die Z ah lenw erte  v o n  (7*) u n d  (8*) als 
F u n k tio n  d er Z eit zu bestim m en . D ie B erechnung  erfo lg t fü r  b e ide  G leichungen  
in  g le icher W eise, w eshalb sie h ie r  n u r  fü r (7*) d u rc h g e fü h rt w ird .
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N ach dem  a u f  d ie  S eiten  bezogenen  sp h ä risch en  C osinussatz  b es teh en  
fo lgende Z u sam m en h än g e :

cos z Hx =  sin  rpx sin  öH -f- cos cpx cos öH cos r Hx ( 10)

cos z H2 =  sin  (p2 sin  öH -f- cos <p2 cos <5H cos r H2, d l )

w o cpx die g eo g rap h isch e  B reite  des P u n k te s  1, 
cp2 die g eo g rap h isch e  B re ite  des P u n k te s  2,
Öh  die M o n d d ek lin a tio n ,
r Hl den  S tu n d e n w in k e l des M ondes im  P u n k t  1,
Тяг den  S tu n d e n w in k e l des M ondes im  P u n k t  2 

b e d e u te t.
M an b ild e t d as  Q u a d ra t  von  (10) u n d  (11) u n d  su b tra h ie r t  (11) aus (10), 

d a n n  e rh ä lt m an :

cos2 zH2 — cos2 zH1 =  (cos2 9ox — cos2 cp2) s in 2 dH -f-

+  (cos2 cp2 cos2 tH2 — cos2 cpx cos2 r m ) cos2 öH -f-

, /  ■ О - O  , s in  2 ôt-f- (sin  2 (p2 cos г Н2 — sin  2 <px cos r Hl) • -----------
2

N ach  E in fü h ru n g  fo lgender Sym bole:

‘н
ч-п +  r H 2

A r =  тН1 l H 2 ’

4>i +  <Рг

( 12)

Д<р =  ч>1 —  ч>2 ;

sow ie n ach  B e rü ck sich tig u n g  d er A n n äh eru n g en  u n te r  8 . e rh ä lt  m an  folgende 
Z u sam m en h än g e  :

cosz cpx cos2 tp
sin  2 95 • A<p

cos2 <p2 =  cos2 <p -)-
sin 2 99 • A(p

cos2 <p2 cos2 r H2 — cos2 <px cos2 r H1 =

=  cos2 cp sin 2 xH • A r  -f- sin  2 cp cos2 r H ■ A<p ; 

s in  2 cp2 cos r H2 — sin  2 (px cos r H1 —

=  — 2  cos 2 cp cos r H • A<p-\- sin  2 cp sin  r H -A r .

( 13)

Acta Geodactica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



GEZEITENERSCHEINUNGEN ЛМ BALATON 287

S e tz t m an  die A usd rücke (13) in  die G leichung  (12) ein, e rh ä lt  m an  nach  
e n tsp re c h e n d e r U m o rd n u n g :

1 2
c o s ' '  z [i2 — c o s '  zHx —  — -— -  s i n  2  cp • A(p - j - - - - - - - - s i n  2  cp • Acp • c o s  2  öH - f -

4 3
‘Hl

cos'2 0ц  I cos2 (p ■ A z  ■ sin  2 z H -)------- sin  2 cp ■ Acp • cos 2 r (/

sin 2 . . . _ _ . .
------(sin 2 cp ■ A z-  s in  ZH — 2 cos 2 qo • zlq? • cos z H) .

+  (14)

D urch  analoge B erechnung  e rh ä lt  m an :

1 3
cos2 zN2 — cos2zNx = ---------sin 2 cp ■ Acp -|------ - sin  2 qo • Acp • cos 2 öN -j-

4 4

+  cos!2 ôN I cos2 cp • A z  • s in  2 Tjy -)— sin 2 cp ■ Acp ■ cos 2 z N 

(sin 2 cp-Az- sin  zN — 2 cos 2 cp ■ Acp • cos zN) ,

+  (15)

sin  2 ÖN

wo ÖN d en  M itte lw ert d er D ek lin a tio n  d e r Sonne in  den  P u n k te n  1 u n d  2, 
z N den  M itte lw ert des S tu n d en w in k e ls  d er Sonne in  den  P u n k te n  1 u n d  2 

b e d e u te t.
S e tz t m an  die F o rm eln  (14) u n d  (15) in  die G leichungen (7*) u n d  (8*) 

ein , so e rh ä lt m an  a u f  G ru n d  v o n  (9) die to ta le  P o ten tia ld iffe ren z  p i/2 als 
F u n k tio n  d er Z eit. In  d ieser F o rm el k ö n n en  die k o n s ta n te  P o ten tia ld iffe ren zen  
b e d e u te n d e n  G lieder —  das e rs te  G lied re c h ts  in  (14) bzw . (15) —  v e rn a c h 
lä ss ig t w erden , da  eine k o n s ta n te  P o ten tia ld iffe ren z  keine N iv e a u ä n d e ru n g  
o d er S trö m u n g  v e ru rsa c h t. D as zw eite  G lied rech ts  in  (14) sow ie (15) e n t
sp r ic h t e in er m it e iner h a lb m o n a tig en  bzw . h a lb jäh rig en  P erio d e  sch w an k en 
den  P o ten tia ld iffe ren z . D a am  B a la to n  d e r E in f lu ß  d ieser langsam en  S ch w an 
k u n g en  a u f  die S trö m u n g  k au m  nachgew iesen  w erden k a n n , w erden  diese 
G lieder ebenfalls v e rn ach lässig t. N ach  den  obigen V ernach lässigungen  g es ta l
t e t  sich die F o rm el der die G ezeiten  v e ru rsach en d en  to ta le n  P o ten tia ld iffe ren z  
wie fo lg t:

— 53,4 cos'2 bu  |cos2q9 • I r  • s in  2 th T
1
— sin  2 cp • 

2
/lqt> • COS 2 T / / j +

-f- 26,7 sin 2 Öh (sin 2 cp • A z  • sin  zh — 2 cos 2 cp • Acp • cos zu )  -f- (16)

-f- 24,6 cos2 ójv icos2 q̂  • A z  • sin  2 Zn
1

+  — sm  2 V • Acp • cos 2 Zn +

-f- 12,3 sin 2 öN (sin 2 cp • A z  ■ sin  r v  —  2 cos 2 cp • Acp • cos Тдг).
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D ie F o rm el (16) w ird  z u r  B estim m u n g  d e r  a u f  dem  B a la to n  zw ischen den  
b e id e n , v o n e in an d e r e n tfe rn te s te n  P u n k te n  a u f tre te n d e n  P o ten tia ld iffe ren z  
a n g e w e n d e t. M an n eh m e als P u n k t 1 B a la to n k en ese , als P u n k t 2 K esz th e ly , 
d a n n  s in d  die g eo graph ischen  K o o rd in a ten  d ieser P u n k te :

<px =  47° 0 2 ';  

<p2 =  46° 4 3 ';  

A us d iesen  D a ten :

=  18° 0 8 '; 

Л2 =  17° 14 '.

=  46o 52, .

Acp =  (fi — <p2 =  0° 19 ' =  0,0056 ra d ;

A r  - r ln  —- Г//2  =  / i  —  — 0° 5 4 ' =  0,0157 ra d ;

cos2 95 • A r  =  0 ,0073;

1
sin  2 cp ■ Acp — 0,0028;

sin  2 cp • A r  =  0,0157;

— 2 cos 2 cp • Aq> —  0,0007.

D iese Z ah lenw erte  se tze  m an  in  G leichung (16) ein :

P i 2 =  53,4 cos2 6h  (0,0073 sin  2 г н  +  0,0028 cos 2 r h) +

+  26,7 sin 2 6h (0,0157 sin  г н  +  0,0007 cos r h) +  (^6*)

+  24,6 cos2 6h (0,0073 sin 2 тдг +  0,0028 cos 2 r n ) +

-j- 12,3 sin  2 бдг (0,0157 sin tjv +  0,0007 cos r^ ) .

D ie F o rm el (16*) g ib t die du rch  die G ezeiten  v e ru rsach te  P o te n tia l
d iffe ren z  zw ischen B a la to n k en ese  u n d  K e sz th e ly  als F u n k tio n  der D ek lin a tio n  
u n d  des S tu n d en w in k e ls  v o n  M ond u n d  Sonne an . L e tz te re  sind  aus den  a s tro 
n o m isch en  T abellen  b e k a n n te  W erte .

A u f  G ru n d  d er A n n äh e ru n g en  5. u n d  6. b e tr ä g t  d er A nstieg  des W asser
n iv e a u s  b e i B a la to n k en ese  in  B ezug a u f  das N iv eau  hei K esz the ly :

‘ ’1,2 =  — P i  2 .  ( 1 7 )

d. h ., (16*) g ib t auch  die S chw ankung  des W assern iveaus an n ä h e rn d  an . 
D a die D ek lin a tio n  u n d  die d en  S tu n d en w in k e l b ee in flu ß en d e  R ek taszen sio n
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von  M ond und  S onne sich d au e rn d  v e rä n d e rn , befo lg t die S c h w an k u n g  des
W assern iveaus seh r k o m p liz ie rte  G esetzm äß ig k e iten . D iese k ö n n e n  besser 
ü b e rb lic k t w erden , w enn  m an  die U n te rsu ch u n g en  a u f  die S p ezia lfä lle  b e 
sc h rä n k t, w enn die R ek taszen sio n  des M ondes bzw . der Sonne oc =  0°, 90°, 180° 
o d er 270° ist. E in fa c h h e itsh a lb e r w ird  angenom m en , d a ß  die R ek ta szen sio n  
des M ondes und  d er S onne beim  Ü b erg an g  d e r Sonne ü b e r  d em  ö rtlich en  
M erid ian  einer d ieser Z ah len  gleich is t u n d  d a ß  dieser W e rt sich ü b e r  d ie  Z e it
d a u e r  von  12 S tu n d en  v o r u n d  nach  dem  Ü b erg an g  ü b e r dem  M erid ian  n ich t

A u f G rund  obiger A n n ah m en  g ew in n t m an  aus den  G le ich u n g en  (16*) 
u n d  (17) zu r B erech n u n g  d e r N iv eau sch w an k u n g en  fo lgende e in fach e  F o rm e ln :

1. Die Sonne am  F rü h lingspunk t:

ä n d e r t.

0С]у ”  9 ? ~  6°.

a) N eum ond:

OCH =  0°; öH =  0°; r H =  r N;

vU2 =  — (53,4 +  24,6) (0,0073 sin  2 r N +  0,0028 cos 2 r N) (18)

b) E rstes  V ierte l:

och =  90°; Öh  =  + 2 3 °  2 7 ';  r H =  r N  —  90°;

t>l2 =  — 53,4 • 0.842(— 0,0073 sin  2 tjv —  0,0028 cos 2 tjv)

—  26,7 • 0,730(— 0,0157 cos тдг +  0,0007 sin тдг) —

—  24,6(0,0073 sin 2 r,v +  0,0028 cos 2 tjv) (19)

c) V ollm ond:

och =  180°; Öh  =  0°; т н  =  r N —  180°;

г>12 =  w ie (18).

d) L e tz tes V ierte l:

och =  270°; ö h  =  —23° 2 7 '; r H =  r N —  270°;

t’i 2 =  w ie (19).

2. Die Sonne am  H erbstpunkt: 

ocN =  180°; ÖN =  0°.

4*
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a) N eum ond:

оси =  180°; ô h  =  0 ° ;  тн =  rN; 

v 12 — w ie (18).

b) E rstes V ierte l:

а н  =  270°; д н  =  — 23° 27'; тн =  r N —  90°;

Vj 2  =  — 53,4  • 0 ,8 4 2 (— 0,0073 sin 2 —  0 ,0 0 2 8  cos 2 тн )  +

+  26 ,7  • 0 ,7 3 0 (— 0,0157 cos t N -f- 0 ,0007  sin  тдг) —

—  2 4 ,6 (0 ,0 0 7 3  sin  2 tjv +  0 ,0 0 2 8  cos 2 тдг) . (20)

c) V ollm ond:

och =  0°; д н  =  0 °; тн  =  r N —  180°; 

v 12 =  w ie (18).

d) L etz tes V ierte l:

х н  =  90°; Ьн  =  + 2 3 °  27 '; тн  =  r N —  2 70°;  

t>j 2 =  w ie (20).

3. Junisonnenw ende:

ocN =  90°; 6 N =  + 2 3 °  27 '.

a) N eum ond:

och =  90°; óh =  + 2 3 °  27 '; тн =  r N;

v 12 =  — (53 ,4  +  2 4 ,6 )  ■ 0 .842(0 ,0073  sin  2 tn +  0 ,0028  cos 2 r.v ) —

-  (26,7 +  12 ,3 ) • 0 ,730(0 ,0157  sin  тдг +  0 ,0007  cos rN). (2 1 )

b) E rstes  V ierte l:

a  h =  180°; Ь н  =  0 ° ;  тн =  Тд- — 90°;

v b2 — — 53 ,4 (— 0 ,0 0 7 3  sin  2 tjv —  0 ,0028  cos 2 r h ) —

—  24 ,6  • 0 ,8 4 2 (0 ,0 0 7 3  sin 2 r N +  0 ,0 0 2 8  cos 2 rN) —

— 12,3 ■ 0 ,7 3 0 (0 ,0 1 5 7  sin -f- 0 ,0 0 0 7  cos гдг). (22)
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c) V ollm ond:

a  h =  270°; bH -  — 23° 2 7 ';  t h =  r N —  180°; 

i?i 2 =  wie (21).

d) L e tz te s  V ierte l:

л и  =  0°; bH =  0°; th =  tjV — 270°; 

v12 =  wie (22).

4. W intersonnenw ende:

x N =  270°; bN =  — 23° 2 7 '.

a) N eum ond :

хм  =  270°; b „  =  — 23° 2 7 ';  th =  r N ;

t)j 2 =  — (53,4 - f  24,6) • 0,842(0,0073 sin  2 +  0,0028 cos 2 тЛг) +

• +  (26,7 +  12,3) • 0,730(0,0157 sin  r N +  0,0007 cos t n ) .  (23)

b) E rs te s  V ierte l:

хм  =  0°; bH =  0°; тц =  tn  —  90°;

u12 =  — 53,4(— 0,0073 sin 2 tjv —  0,0028 cos 2 r,v) —

—  24,6 • 0,842(0,0073 sin 2 t n  +  0 ,0028 cos 2 tn ) +

■j- 12,3 • 0,730(0,0157 sin r.v +  0,0007 cos r . (24)

c) V ollm ond:

XH =  90°; bH =  + 2 3 °  2 7 ';  r „  =  r N —  180°; 

v12 =  wie (23).

d) L e tz tes  V ierte l:

XH =  180°; Ьн =  0°; тн =  —  270°;

v1 2 =  wie (24).

D ie G leichungen  (18)— (24) geben den  A nstieg  des W asse rn iv eau s in  
P u n k t 1 (B a la to n k en ese ), bezogen au f P u n k t  2 (K eszthely ) in A b h ä n g ig k e it
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mm

Abb. 2. R e la tiv e  N iv e au ä n d e ru n g e n  bei B a la to n k en e se . 1. Die Sonne am  F rü h lin g sp u n k t;  
2. D ie  S o n n e  am  H e rb s tp u n k t;  a) N eum ond, b) E rs te s  V ie rte l, c) V ollm ond, d) L e tz te s  V iertel

mm

Abb. 3. R e la tiv e  N iv eau än d eru n g en  bei B ala to n k en ese . 3. Jun iso n n en w en d e; 4. W in te rso n n en 
w ende; a) N eu m o n d , b)  E rstes V ierte l, c) V o llm ond , d) L e tz tes  V ie rte l
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vom  S tu n d en w in k e l der Sonne an . D ie E rg eb n isse  der B erech n u n g  s in d  in 
A bb . 2 u n d  3 angegeben. D a von  d er D ifferenz zw ischen L okalzeit u n d  Z o n en 
zeit abgesehen  w ird  (A n n äh eru n g  7.), e n tsp r ic h t dem  S tu n d en w in k e l 0° d er 
S onne 12 U h r m ittag s . A u f G ru n d  des s tü n d lic h e n  A nstieges des S tu n d e n 
w inkels u m  15° w urden  in  den  A b b ild u n g en  2 u n d  3 auch die d en  S tu n d e n 
w inkeln  en tsp rech en d en  Z e itp u n k te  angegeben .

N ach  den  A bb ildungen  v e rlau fen  zw ischen  zwei M axim a (o d er M inim a) 
d u rc h sc h n ittlic h  12 S tu n d en . D ieser W ert is t jed o ch  ungenau , w eil in  den 
G leichungen  (18)— (24) die B ew egung d e r S onne u n d  des M ondes a u f  der 
E k lip tik  v e rn ach lässig t w orden  is t. D a die G ezeitenerscheinung  zu  6 8 ,5%  
v o n  d e r A n zieh u n g sk raft des M ondes h e rv o rg e ru fen  w ird , v e r lä u f t  zw ischen  
zwei M axim a (oder M inim a) d u rc h sc h n ittlic h  soviel Zeit wie zw ischen  zwei 
K u lm in a tio n e n  des M ondes, d . h . 12 S tu n d e n  u n d  25 M inuten.

V ergleich  zw isch en  den b eob ach teten  und den a u f  Grund der G ezeiten th eorie  
berech neten  N iveau sch w an k u n gen

C h o l n o k y  pu b liz ie rte  in  se iner A rb e it [1; S. 97, A bb. 62] z ah lre ich e , bei 
B a la to n k en ese  u n d  K esz th e ly  au fgenom m ene L im nogram m e. U n te r  ihnen  
s ind  die rege lm äß igsten , d. h . zu r S in u sk u rv e  am  n äch sten  liegenden  K u rv en , 
die a u f  dem  eingefrorenen  B a la to n  zw ischen dem  23-sten  und  27-sten  D ezem ber 
1894 sowie am  12-ten  J a n u a r  1896 au fgenom m en  w orden  sind . N ach  d e r in 
[1; S. 96] angegebenen  T abelle  b e tru g  die P e rio d e  d er a u f  den L im n o g ram m en  
re g is tr ie r te n  Schw ingungen  a u f  d en  e rs ten  A u fn ah m en  12 S tu n d e n  u n d  28 
M in u ten , be i d er le tz te ren  12 S tu n d e n  u n d  19 M inu ten . Diese W e rte  s tim m en  
m it d e r  m it H ilfe der G eze iten th eo rie  gew onnenen  Periode v o n  12 S tu n d en  
u n d  25 M inu ten  rech t g u t üb ere in .

In  den  beid en  e rw äh n ten  Z e ita b sc h n itte n  sch w an k te  die A m p litu d e  der 
Schw ingungen  zw ischen 3 u n d  5 m m . D er Z e ita b sc h n itt beider B e o b a c h tu n g s 
g ru p p en  lag  n ah e  der W in te rso n n en w en d e  u n d  dem  Z e itp u n k t des N eum ondes. 
(N eu m o n d  w ar am  27. 12. 1894 sow ie am  15. 1. 1896.) Bei d iesem  S tan d  
des M ondes u n d  der S onne sp ielen  sich die N iv eau sch w an k u n g en  —  gem äß 
d e r T heorie  —  an n äh e rn d  nach  dem  D iag ram m  4/a von  A bb. 3 ab . N ach  dem  
D iag ram m  b e trä g t  die g rö ß te  A m p litu d e  d e r re la tiv en  N iv eau sch w an k u n g

zw ischen B ala tonkenese  u n d  K esz th e ly
8 +  9 

2
=  8,5 m m . D a d ie  A m p litu d en

d e r  Schw ingungen  von  B a la to n k en ese  u n d  K esz th e ly  nahe g leich  s in d  und  
en tg eg en g ese tz te  P h asen  h ab e n , is t die A m p litu d e  der au f das f ix e  N iveau  
bezogenen  S chw ankungen  8,5/2 =  4,25 m m . D ieser theo re tisch e  W e r t  g leicht 
sich an n ä h e rn d  den  von  C h o l n o k y  b e o b a c h te te n  S ch w in g u n g sam p litu d en  an.

N ach  den  L im n o g ram m en  e rre ich te  das W assern iveau  bei B a la to n k en ese  
in  b e id en  B e o b a ch tu n g sze itab sch n itten  ab en d s um  9— 10 U h r se in  Tages-
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m a x im u m . (Die g en au en  Z e itp u n k te  k o n n te n  w egen  der n ich t ganz e x a k te n  
F o rm  d e r  L im n o g ram m e n ic h t fes tg este llt w e rd en .) N ach dem  th e o re tisc h e n  
D ia g ra m m  4/a t r i t t  je d o c h  bei N eum ond d as  N iv eau m ax im u m  ab en d s u m  
8 U h r  au f. D araus sc h e in t es, daß  der Z e itp u n k t d e r  b eo b ach te ten  M ax im a im  
V erg le ich  zu  dem  a u f  G ru n d  der A nnahm e d e r  s ta tisc h e n  N iv eau sch w an k u n g  
b e re c h n e te n  Z e itp u n k t u m  einige S tu n d en  s p ä te r  lieg t. O hne Zw eifel e x is tie r t 
d iese  P h a se n v e rsp ä tu n g , ih re  G röße k a n n  je d o c h  wegen der U n sich e rh e it 
d e r M eßergebnisse  n ic h t  g en au  b es tim m t w erd en . Z u r  K läru n g  d er F rag e  w ären  
w e ite re  M essungen e rfo rd e rlich .

D ie  bei der Fähre von  T ihan y au ftretend en  regelm äß igen  S tröm u n gen

D ie  d u rch  d en  G eze iteneffek t v e ru rsa c h te  N iveauschw ankung  in  der 
L ä n g s r ic h tu n g  des B a la to n s  ru f t  no tw end igerw eise  eine a lte rn ie ren d e  B ew e
gu n g  h e rv o r . D ie G esch w in d ig k e it d ieser S trö m u n g  is t  jedoch  infolge des g roßen  
Q u e rsc h n itte s  des B a la to n s  seh r gering u n d  d e sh a lb  unm eßbar.. A nders v e rh ä lt  
es sich  b e i der F ä h re  v o n  T ih an y . H ier v e r r in g e r t  sich der Q u e rsc h n itt  des 
B a la to n s  d erm aß en , d a ß  d ie  S trö m u n g sg esch w in d ig k e it a u f  das m eh rfach e  
a n s te ig t u n d  d irek t b e o b a c h te t  w erden k a n n . B ei w ind igem  W e tte r  v e ru rsa c h e n  
n a tü r l ic h  an  dieser S te lle  U n tersch iede  im  W in d - u n d  L u ftd ru c k  ebenfalls 
s ta rk e  S trö m u n g en , b e so n d e rs  w enn sie in  d e r  L än g srich tu n g  des B a la to n s  
w irk en . D ah e r k a n n  d ie  d u rc h  die G ezeiten  v e ru rsa c h te  S trö m u n g  n u r  e n t
w ed er b e i vo llk o m m en er W in d stille , oder im  W in te r  du rch  die in  die E isdecke 
g e sc h n itte n e n  L öcher ohne  S tö ru n g  b e o b a c h te t w erden .

C h o l n o k y  fü h r te  zw ar bei der F äh re  v o n  T ih a n y  zwecks B estim m u n g  
d e r S trö m u n g sg esch w in d ig k e it des W assers zah lre ich e  M essungen d u rch , ab e r 
sä m tlic h e  be i w indigem  W e tte r , u n d  deshalb  k ö n n e n  seine M eßergebnisse vom  
G e s ic h tsp u n k t des G eze iteneffek tes aus w en ig  b e n u tz t  w erden. C h o l n o k y  

e rw ä h n t [2; S. 120]: »Sei es vo llkom m ene W in d s tille , k lares W e tte r  usw ., 
das W a sse r s trö m t tro tz d e m  d röh n en d  . . . M eist ganz  u n e rw a rte t s trö m t es 
m it g ro ß e r  G eschw ind igkeit b a ld  nach  O st, b a ld  n a c h  W est. O hne Zw eifel 
is t d iese  sch e in b ar lau n isch e  A lte rn a tio n  d e r S trö m u n g e n  die Folge d e r regel
m äß ig en  S chw ingung des Seeniveaus.«

W ie  b e k a n n t, b ild e te  sich  bei der F ä h re  v o n  T ih an y  am  S eeg rund  in  
O -W  R ic h tu n g  ein f lu ß b eck en fö rm ig er, tie fe r  sog. »B runnen« aus, d e r  einige 
100 m  b r e i t  u n d  m ax im a l l i m  tie f  is t. D ieser B ru n n e n  w urde ohne Zw eifel 
d u rch  d ie  h ie r  a u f tre te n d e  a lte rn ie ren d e  S trö m u n g  ausgeb ildet. Es is t  w a h r
sch e in lich , d aß  bei d e r  E n ts te h u n g  u n d  b e i d e r  »A ufrech terhaltung«  des 
B ru n n e n s  d ie  du rch  d ie  G ezeiten  v e ru rsach te  W asse rs trö m u n g  eine g rößere 
R olle sp ie lte  bzw . sp ie lt als die du rch  W in d - u n d  L u ftd ru ck u n te rsch ied e  
h e rv o rg e ru fen e n  S trö m u n g en . L e tz te re  erre ichen  z w a r bei s tü rm isch em  W e tte r
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g rößere  G eschw ind igkeit als die G eze iten strö m u n g , das W asser des B a la to n s  
w ird  ab er v o n  S tü rm e n  n u r  se lten  au fg ep e itsch t, w ä h re n d  es von den  G ezeiten  
tä g lic h  v ie rm als in  B ew egung g eb rach t w ird.

Es is t  b em erk en sw ert, d aß  die d u rch  G eze iten  v e ru rsa c h te  S trö m u n g  
m it frejen A ugen , ohne jeg liche  In s tru m e n te  a u f  k e in em  See b e o b a c h te t w erd en  
k a n n  — n u r  am  B a la to n , be i d er F äh re  von  T ih a n y .
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T ID A L  P H E N O M E N A  ON L A K E  B A L A T O N

M. RÓZSA

SUM M ARY

T he p a p e r  show s t h a t  th e  reg u la r  sw ings o f th e  w a te r-lev e l o f L ake B a la to n , a p p ro x i
m a te ly  by  a period  o f 12 ho u rs , a re  p ro d u ced  by  changes o f  th e  g ra v ity  forces o f th e  S u n  a n d  
M oon.

ПРИЛИВНО-ОТЛИВНЫЕ ЯВЛЕНИЯ НА БАЛАТОНЕ
М. РОЖА

РЕЗЮМЕ

В статье доказывается, что регулярные колебания уровня воды Балатона с пери
одом примерно 12 часов вызываются изменением силы притяжения Луны и Солнца.
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S E I S M I C  W A V E S  I N  A N  E L A S T I C  M E D I U M  O F  I N F I N I T E

E X T E N S I O N

P . M Á R TO N
GEOPHYSICAL INSTITUTE OF EÖTVÖS UNIVERSITY, BUDAPEST 

[M anuscrip t received 21 M ay , 1968]

Since th e  beg inn ing  of th e  forties, several a u th o rs  h a v e  d e a lt  w ith  th e  p ro b lem  g iv en  in 
th e  t itle , each  h av in g  in v es tig a te d  a d e ta il o f it. In  th e ir  th eo re tic a l studies th ey  h a v e  ap p lied  
d iffe ren t m eth o d s of so lu tio n . Several o f th em  h a v e  e v en  ex am ined  th e  c o rrec tn ess  o f  th e  
re su lts  in  an  e x p erim en ta l w ay . Also in d ep en d en t e x p e rim e n ts  were carried  o u t  in  o rd e r  to  
e stab lish  th e  re la tio n  be tw een  th e  shape of th e  seism ic s ig n a l and  th e  am p litu d e , re sp ec tiv e ly , 
th e  w eigh t o f th e  charge.

T he p re sen t s tu d y  co n ta in s th e  so lu tion  of th e  p ro b lem  w ith  a u n ifo rm  v iew . I n  its  
th re e  p a r ts  th e  follow ing q u estio n s a re  d iscussed:

1. E xp losion  an d  w av e-p ro p ag a tio n  u n d e r w a te r .
2. H ole-shoo ting  an d  w ave-p ro p ag a tio n  in th e  g ro u n d .
3. W av e -p ro p ag a tio n  in  an  absorb ing  m ed ium .
A ccord ing  to  th e  v a lu a tio n  by  th< a u th o r i t  is, as reg ard s  its  resu lts , a sy n th e s is  a cco rd 

ing  to  th e  v iew  of th e  co m p ila to r.

In tro d u c tio n

In  th e  co n v en tio n a l seism ic ex p lo ra tio n , b o th  in  m easu rem en ts  a t  sea 
a n d  on la n d , th e  o p era tio n s are carried  o u t w ith  seism ic w aves g e n e ra te d  b y  
explosions. T he exp losive charge is p laced a t  a re la tiv e ly  sm all d e p th  (from  
a few  m eters  to  a few  te n  m eters) an d  ex p lo d ed . T he charges em p lo y ed  e x te n d  
from  a few  decagram s to  severa l h u n d red  k ilo g ram s.

F o r a d esc rip tio n  o f th e  w ave-field  d ev e lo p in g  i t  is su itab le  to  in tro d u c e  
som e sim plify ing  cond itio n s. B y  th ese , th e  re la tiv e ly  sim ple re a liz a tio n  o f  th e  
m a th e m a tic a l t r e a tm e n t  is ensured , an d  th e  fo llow ing con ta in :

a) th e  explosion  ta k e s  p lace in a hom ogeneous and  iso trop ic  m e d iu m  of 
in fin ite  ex ten sio n ;

b) th e  charge  is o f  spherica l shape , th e re fo re , th e  spherica l sy m m e try  
also asserts itse lf  in  th e  w avefield  develop ing  T h e  ch arac teris tics  o f  th e  w ave- 
fie ld  are fu n c tio n s o f th e  d is tan ce  m easured  fro m  th e  source an d  o f t im e  on ly ;

c) th e  p ro ced u re  o f th e  tra n s fo rm a tio n  o f th e  chem ical en e rg y  o f  th e  
explosive in to  m ech an ica l energy  is n o t co n sid e red , b u t  i t  is a c c e p ted  t h a t  th e  
so lid -s ta te  explosive is form ed du ring  th e  co u rse  of th e  explosion in to  a gas 
o f high p ressu re . T he perio d  of tim e  n ecessary  fo r th is  p rocedure e x te n d s  from  
a few te n th  of a m illisecond to  one m illisecond , depend ing  to  a sm a ll m easu re  
on ly  on th e  q u a n ti ty  o f th e  explosive m a te r ia l.
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W ith  these  co n d itio n s, th e  tra n sfe r  fu n c tio n  or functions, c h a ra c te r is tic  
fo r  t h e  m ed ium  p e rm e a te d  b y  th e  w ave in  a  g iv en  sh o t-p o in t m odel, c an  b e  
d e te rm in e d .

T h e  tre a tm e n t is d iv id e d  in to  th e  re sp e c tiv e  cases of u n d e rw a te r  and  
h o le -sh o o tin g . On b o th  occasions th e  s h o t-p o in t m odels and  th e  p ro p a g a tin g  
w a v e s  a re  in v es tig a ted . S e p a ra te  p a ra g ra p h s  a re  ded ica ted  to  th e  re la tio n s  
o f  t h e  seism ic w ave a m p litu d e  and  of th e  w e ig h t of th e  charge ex p lo d ed . 
F in a lly ,  th e  effect of th e  a b so rp tio n  b y  th e  g ro u n d  upon th e  sh ap e  o f th e  p ro 
p a g a t in g  seism ic signal is in v es tig a ted .

1. U nd erw ate r explosion and  w ave-p ropagation

I n  th e  course of th e  exp losion  in  th e  sea  o r  in  a w ate r reservo ir, th e  gas- 
sp h e re  com ing  in to  ex is ten ce  as a re su lt o f  th e  explosion an d  p ro p a g a tin g  
r a d ia l ly  aw ay  from  th e  so u rce  generates w aves o f  fin ite  am p litu d e  in  th e  flu id  
(w a te r) . T h e  w ave of f in ite  a m p litu d e  changes, in  th e  course of its  p ro p a g a tio n , 
in to  sh o c k  w ave. T he a m p litu d e  of th e  sh o ck  w av e  decreases w ith  d is tan ce  
a n d  c o n tin u e s  on its  w ay , a f te r  a ce rta in  d is ta n c e , as a sound-w ave o f in fin ite ly  
sm a ll a m p litu d e . A t la s t  th e  soundw ave p ro p a g a te d  in  th e  liqu id  is g e n e ra te d  
b y  th e  shock  w ave.

A cco rd in g  to  th e  p ro p a g a tio n  th e o ry  o f a  sp h e rica l shock  w ave g e n e ra te d  
b y  a n  u n d e rw a te r  exp losion  [1], th e  p ressu re  p i  o f  th e  w ave a t  a d is ta n c e  R  
f ro m  th e  charge, in  a m e d iu m  of in fin ite  e x te n s io n  is

Pl(r ) =  Pm ex P

p ,(r)  =  0

г  >  0 ,

T <  0 ,

( 1 )

w diere p m is th e  peak  p re ssu re  i.e. th e  v a lu e  o f  p ressu re  on th e  shock  fro n t, 
r = t  —  R /C  th e  tim e  m e a su re d  from  th e  b e g in n in g  o f th e  pulse, C is th e  p ro 
p a g a t io n  v e lo c ity  of th e  sh o ck  w ave, 0  is th e  tim e -c o n s ta n t of th e  p ressu re - 
d e c re a se  b eh in d  th e  shock  f ro n t . T he v alue  o f th e  p e a k  p ressu re  p m a t  a d is ta n c e  
o f 10— 100 ch arg e-rad iu s  (R 0) from  th e  ch a rg e  is well ap p ro x im a ted  b y  th e  
r e la t io n

p m =  const
R

( 2)

w h ere  n  is an  em pirical c o n s ta n t. The p eak  p re ssu re  p m falls to  a b o u t 30%  
in  th e  v a l id i ty  dom ain  o f  th e  ap p ro x im a tio n

0  =  const. R 0 log (3)
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in  th e  ne ighbourhood  o f th e  p laces of m ax im al p ressu re  p m. On a c e o u n t of 
th e  decrease (1.2) o f its  a m p litu d e , th e  pulse w ave m ay  be tre a te d , b eg in n in g  
fro m  a ce rta in  d is tan ce  R x, as an  in fin ite ly  sm all p ressu re  d is tu rb a n c e , th e re 
fo re , i t  is p ro p ag a ted  a long  d istances R  as a so u n d  w ave h a v in g  a con
s ta n t  shape . This fac t can  also be proved  fo rm ally .

T he pressure  o f a pu lse  w ave ac ting  on th e  in n e r su rface  o f a sp h e re  w ith  
a rad iu s  K j is equal, on th e  o u te r  surface, to  th e  h y d ro s ta tic  p ressu re , t h a t  is,

299

P \k R1= P m l ex  p (4)

w here  p  is th e  h y d ro s ta tic  p ressu re , p ml is th e  a m p litu d e  of th e  p u lse  w ave 
in  Jf?], Qx is th e  tim e  c o n s ta n t in  R v

T his is th e  b o u n d a ry  cond ition  w ith  w hich  th e  w ave eq u a tio n

Э2 Ф Э2 Ф
---- Ö— =  *5— = r8f2 0 R-

(5)

in  th e  m ed ium  m u st b e  so lved . Ф — R<p a n d  cp is th e  d isp lacem en t p o te n tia l. 
T h e  p ressu re  p  can  be exp ressed  w ith  Ф [2]:

P =
R *i

Ф", ( 6)

w h ere  th e  com m a d eno tes a d e riv a tio n  re sp ec t to  th e  a rg u m e n t; a n d  th u s  th e  
fo rm  o f th e  b o u n d a ry  co n d itio n  (4) is

R /?, =  Pm, «xp
R *l

(7)

T he L apl ace tra n sfo rm  o f (5), [3], is

, 9 2 F
S -  г  = 4  — ---------,

dR-
( 8 )

w here  s is th e  tra n s fo rm a tio n  v ariab le , F  (s, R )  is th e  tra n sfo rm e d  fu n c tio n . 
(8) is a com m on d iffe ren tia l eq u a tio n  for F , th e  so lu tio n  lim ited  in  th e  infi
n ite  is

F  =  A  exp (9)

w here A  is a c o n s ta n t, th e  v alue  of w hich can  be  o b ta in ed  from  th e  b o u n d a ry
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c o n d it io n  (7), if f ir s t  th e  L ap lace  tran sfo rm  o f (7) is form ed th is  b e ing

1
~  x  S2 F\R=Rt :

Pm 1
S-j- 1/01

a n d  th e  (9) value of F  is s u b s ti tu te d . F o r th e  c o n s ta n t A  is o b ta in e d

R  i Pmi
XS2 S +  1 /0J

exp

a n d  th u s  (9) will be

F — ------ —1 - ^ a- e x p
xs2(s +  l /0 j )

R l

(R  -  R t) ( 10)

b y  th e  inversion  of w h ich  Ф a n d  th u s <p can  h e  d e te rm in ed . I t  is s im p ler to  
im m e d ia te ly  in v estig a te  th e  p ressu re  w ave itse lf , since its  L ap lace  tra n sfo rm  
(P (s ,  R ) )  according to  (6) is

P = ~ x
Rx~

s2 F .

B y  app ly ing  th is  in  (10), th e  eq ua lity

p = « L  _  e
R  S- f-1/0!

(R  -  R J

is o b ta in e d , th e  inverse tr a n s fo rm  of w hich is, co n v e rtin g  th e  sh iftin g  th eo rem , 
[3], s im p ly

~  г
p ( r ,  R )  =  R l P ml exp 

К ( 11)

w h ere

r  — t
R - R ,

T his is th e  an a ly tica l ex p re ss io n  of th e  p ressu re  w av e  p ro p a g a te d  in  th e  m e
d iu m . A n o th e r  m e a su ra b le  c h a ra c te ris tic  o f th e  w ave fie ld , th e  v e lo c ity  
w av e , is —  a t  least a t  a su ff ic ie n tly  long d is tan ce  from  th e  source (Kx) a con
s ta n t  m an ifo ld  of (11), th e  c o n s ta n t itse lf b e in g  th e  acoustic  im p ed an ce  £>a0.

I l l  th is  d e riva tion  i t  h a s  also been d e m o n s tra te d  fo rm ally  (11) t h a t  th e  
e la s tic  p ressu re- and  v e lo c ity  w av e  (of in fin ite ly  sm all a m p litu d e ), g en era ted  
b y  th e  shock  w ave, is p ro p a g a te d  in  th e  liq u id , d isreg a rd in g  th e  geom etrica l 
d isp e rs io n  (1 /R),  in  an  u n c h a n g e d  form , th a t  is, th e  sh a rp  shock  w ave shape
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rem a in s  even in th e  sm all a m p litu d e  w aves. T h is conclusion refers to  th e  case 
o f p e rfe c t e la s tic ity . I f  d ev ia tio n s  from  th is  are  experienced , th e ir  causes 
m u s t b e  soug h t fo r in  th e  d e v ia tio n  o f th e  m ed iu m  from  th e  p e rfe c tly  e las tic  
b e h a v io u r.

T h  is la t te r  rem ark  is im p o r ta n t  from  th e  p o in t of view  o f th e  re la tio n s  
w hich  can  be estab lished  b e tw een  th e  a m p litu d e  o f th e  p ressu re  w ave an d  th e  
ch a rg e  w eight. L e t us tu r n  to  th is  p rob lem .

O u r d e p a rtu re  is th e  tr iv ia l  cond itio n  [6]

R  =  con st R \\, (12)

th a t  is , th e  w eight o f th e  ch arg e  Q is p ro p o rtio n a l to  th e  cube o f th e  ra d iu s  
o f th e  charge. H ence  th e  re la tio n  o f th e  p eak  p ressu re  of th e  shock  w av e  and  
o f  th e  charge w eigh t (from  (2)) is:

I Ql>3 \n
p,„ =  con st -------

l R

A t a d is tan ce  R v  w here th e  p eak  p ressu re  is p ml, th is  fo rm ula  can  b e  w ritte n  
fo r R x:

« I
co n st 1 In

Q113, (13)
P m  I ,

t h a t  is , R x is p ro p o rtio n a l to  th e  cubic ro o t o f th e  charge  w eig h t, since  th e  
fa c to r  of Qlla in  (13) is c o n s ta n t. O n th e  o th e r  h an d , Ox f ig u rin g  in  (11) is, 
acco rd in g  to  (3)

0 1 =  co n st R 0 log =  co n st R n ,

a n d  th u s
Gl =  co n st Qx!'3 , (14)

t h a t  is, also 0 j  is p ro p o rtio n a l to  th e  cub ic  ro o t o f th e  charge w eig h t.
W hen  in v es tig a tin g  (11) in  th e  re flec tio n  of fo rm ulas (13) a n d  (14)’ 

tw o  th in g s  can be s ta te d . T h e  f irs t  one is t h a t  th e  am p litu d e  o f  th e  w av e  is 
p ro p o rtio n a l to  th e  cub ic  ro o t o f th e  charge  w eigh t. T he second  is t h a t  th e  
d u ra tio n  of th e  w ave, c lia rac te rizab le  Ov  is a s im ilar fu n c tio n  o f  th e  charge  
w eig h t. I t  is ex p ec ted , th e n , th a t  a doub ling  o f  th e  p ressu re  a m p litu d e  and  
d u ra tio n  w ould req u ire  an  e igh tfo ld  increase , i.e. n ea rly  b y  an  o rd e r o f m ag n i
tu d e , o f th e  charge  w eigh t. A ccord ing  to  th e  m easu red  d a ta , how ever, [4], th e  
a m p litu d e  is so m ew hat m ore sensitive , th e  d u ra tio n , h o w ever, n e a r ly  in sen 
s itiv e  ag a in st an  increase  of th e  charge w eigh t. I t  m u st be  ad d e d , m oreover, 
t h a t  th e  u p p e r lim it of th e  m easu rab le  frequencies is a b o u t 100 cp s; no h ig h er 
frequencies ex is t in  th e  w ave p ro p ag a ted  in  th e  sea-w ater. In  th is  w ay  it
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a p p e a rs  to  be m ore a p p ro p r ia te  to  in v e s tig a te , in s te a d  o f th e  a m p litu d e , th e  
d e p e n d e n c e  of th e  s p e c tra l  am p litu d e  fro m  th e  ch arg e  w eigh t in  th e  low er 
f re q u e n c y  dom ain  ( <  100 cps). T he sp e c tru m  o f th e  p ressu re  w ave (11) w ill be, 
in  th e  foregoing L a p la c e -tra n s fo rm  su b s ti tu t in g  s +  jc o ,  [3],

Pml 1
R  jco +  l jO l

exp — jco —
R - R 1

th e  a b so lu te  v a lue  o f w h ich  is th e  a m p litu d e  sp e c tru m :

Pmi -^l______ 1_____
R  У о 2 +  1 l& i

I n  th e  low  freq u en cy  ra n g e  ( <  100 cps) со- can  b e  neg lec ted  besides 1/0J, 
a n d  th u s  th e  a m p litu d e  sp e c tru m  a p p ro x im a te ly  ta k e s  th e  form

R l ’

w h e re  —  being  R 1 a n d  a lso  O i p ro p o rtio n a l to  th e  cub ic  ro o t o f th e  charge 
w e ig h t ((13), (14)) —  th e  sp e c tra l  a m p litu d e  i ts e lf  is p ro p o rtio n a l to  th e  
t луо-th i r d  pow er o f th e  c h a rg e  w eight, a n d  since  th e  am p litu d e  o f th e  signal 
is th e  “ su m ”  of th e  s p e c tra l  am p litu d es, th e  sam e  re la tio n  can  b e  y 'alid for 
i t  in  th e  observable  low  fre q u e n c y  range. As a f in a l re su lt, th e  m easu red  values 
o f  th e  re la tio n  a m p litu d e -c h a rg e  w eight m u s t lie b e tw een  th e  1/3 and  2/3 values 
o f  th e  e x p o n en t r\ in  th e  re la tio n

p re ssu re  a m p litu d e  ~  (charge  yveight)’1

T h e  “ in d ep en d en ce”  o f th e  p re ssu re -d u ra tio n  (0 j)  from  th e  charge  yveight is 
s im ila r ly  to  be soug h t fo r in  th e  fa c t th a t  in  th e  low  freq u en cy  ran g e  reco rd ed  
th e  a n y w a y  w eak d ep en d en ce  o n  th e  charge w e ig h t is a lm o st e n tire ly  obscu red .

2. H o le -sh o o tin g  an d  w ave-p rop agation  in  th e ground

I n  la n d  m easu rem en ts  th e  explosive u sed  fo r  g en era tio n  of th e  seism ic 
s ig n a l is p laced  in  m o st cases in  a hole or in  holes d rilled  to  a d ep th  o f a feyv 
te n  m e te rs . W hen ex p lo d in g  th e  charge, th e  effic iency  of en e rg y -tran sm issio n  
to w a rd s  th e  deeper zones o f  th e  g round  is in c rea sed  b y  filling  u p  th e  hole w ith  
w a te r . T h is  w a te r- ta m p in g  is alw ays used u n d e r  n o rm a l c ircu m stan ces . A n 
o p tim a l ta m p in g  can  be  a t ta in e d ,  if  th e  p ro p a g a tio n  v e lo c ity  o f th e  yvay^e in  
th e  m e d iu m  su rro u n d in g  th e  ho le  is som eyvhat h ig h e r  th a n  th e  v e lo c ity  of 
p ro p a g a tio n  in  yvater. I n  th is  case, n am ely , u n d e r  th e  effect o f th e  com pres- 
s io n a l w av e  p ro p ag a tin g  upyvards in  th e  m ed iu m , th e  hole c o n trac ts  a t  th e
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passing  o f th e  f ro n t  a n d  form s an increased  resis tan ce  for th e  p re ssu re  w ave 
passing  upw ard s in  th e  w a te r , th u s  in c rea s in g  th e  effective ta m p in g . T he 
o p tim u m  tam p in g , how ever, does n o t m ean  a p ro m in en t efficiency as a g a in s t 
th a t  to  be  found  u n d e r  d iffe ren t ve lo c ity  co n d itio n s.

I n  those  ho le -sh o ts  w here th e  charge  is p laced  a t  a d e p th  su ffic ien t to  
n eg lec t th e  effect o f th e  su rface , —  an d  le t  us assum e th is  case, —  th e  m ech a
n ism  o f th e  orig in  o f th e  elastic  d is tu rb a n c e  can  be im agined  as b e in g  th e  
follow ing. T he exp losion  p ressu re  arising  d u rin g  th e  explosion o f  th e  ch arg e  
form s a zone of sh a tte r in g  in  th e  im m e d ia te  su rround ings of th e  charge , 
w here  th e  m a te r ia l is d e te rio ra ted . T he d e te rio ra tio n  p h en o m en a  consum e 
a considerab le  e n e rg y -c o n ten t of th e  exp losion  p ressu re , b u t  th e  en erg y  re m a in 
ing  a f te r  h av in g  passed  th e  zone of s h a tte r in g  is still su ffic ien tly  la rg e  to  
p ro v o k e  la s tin g  d e fo rm a tio n s , com paction  p h en o m en a . Also th e  la s tin g  d e fo r
m a tio n s  consum e considerab le  energy . In  consequence, th e  a m p litu d e  o f the  
exp losion  p ressu re  ra p id ly  decreases w ith  th e  d is tan ce , and  b ey o n d  a c e r ta in  
d is tan ce  m erely  in fin ite s im a l d efo rm atio n  com e in to  ex istence on th e  passing  
of th e  w ave; t h a t  is, th e  p ro p ag a tio n  o f th e  d is tu rb a n c e  beyond  th is  d is tan ce  
can  be  tre a te d  acco rd in g  to  th e  lin ear e la s tic  th e o ry .

T he d is tr ib u tio n  o f n o n lin ear effect zones is d ifferen t for d iffe re n t rock 
ty p e s . In  h a rd , co m p ac t rocks (lim estone , san d sto n e , g ran ite ), th e  zone of 
d e te rio ra tio n  p h en o m en a  is d o m in an t, w hile in  m ore p lastic  m a te ria ls  (clays, 
m arls) th e  im m ed ia te  su rro u n d in g s of th e  exp losion  is b e tte r  c h a ra c te riz e d  
b y  co m p ac tio n  p h en o m en a  causing  th e  fo rm a tio n  of a cav ity , b e y o n d  w hich 
th e  m a te r ia l w ill be co m p ac ted . T he zone o f d e s tru c tio n , resp . o f la s tin g  d e fo r
m a tio n s  m ay  be  fo rm a lly  delim ited  b y  a sp h e rica l surface of a ra d iu s  R {. 
F ro m  th e  p o in t o f v iew  o f th e  elastic  w aves p ro p a g a te d  in  th e  m e d iu m , th is  
sp h e rica l su rface can  be  reg a rd ed  as th e  so u rce , ra d ia to r  of th e s e  w aves. 
T h erefo re , th e  sp h erica l su rface  o f a ra d iu s  also calls for an  e q u iv a le n t 
r a d ia to r . N am ely , th e  in n e r  w all o f th e  su rface  (seen from  th e  exp losion) is 
reach ed  b y  th e  p a r t  o f th e  to ta l  energy  o f th e  explosion, d im in ish ed  b y  th e  
n o n lin e a r  effects, ap p e a rin g  on th e  o u te r  side ( th e  m edium  side) in  th e  form  
of p u re ly  elastic  energy . P u tt in g  i t  in  a d iffe re n t w ay , th e  rad ia l s tre ss  a p p e a r
ing  on th e  o u te r su rface  o f th e  eq u iv a len t source  is equal an d  of o p p o s ite  sign 
to  th e  explosion p ressu re  ac tin g  on th e  in n e r  w all (Fig. 1).

M a th em a tica lly , [5], th is  cond ition  req u ire s  th e  fu lfilm en t o f  th e  re la 
tio n

- \ ( > .  +  2 р ) ^  +  2 ^ \  = p ( t ) ,  (15)
I 3 R  H \ r =Ri

w here  p(t)  is th e  exp losion  p ressure  ac tin g  in  R  =  R v  The eq u a lity  (15) derived  
fo r th e  e q u iv a len t r a d ia to r  as a sh o tp o in t m odel m akes a  d e sc rip tio n  o f  th e  
w av e  fie ld  develop ing  in  th e  ground possib le .
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A s a f irs t  ta sk , le t  us ex am in e  th e  tra n sm is s io n  p roperties of th e  g ro u n d . 
F o r  a n  in itia l p ressu re  p ( t )  th e  fu n c tio n  b (t)  w ill b e  chosen. P h y sica lly , th is  is 
th e  a s su m p tio n  of th e  c o n s ta n c y  of th e  p u lse  fa llin g  up o n  a u n it  a re a  on  th e  
e q u iv a le n t  ra d ia to r . I n  o u r sh o t-p o in t m o d e l, o n ly  rad ia l s tresses occur,

Fig. 1. T h e  explosion  p ressu re  a c tin g  on th e  in n er w all o f th e  eq u iv a len t ra d ia to r  a p p ea rs  on 
th e  o u ter, m ed iu m  side w a ll as a rad ia l e la s tic  s tre ss  po in tin g  to  th e  inside

—  b y  th e  source, on ly  com pressional w aves a re  e m itte d . T herefore, th e  w ave 
f ie ld  w ill be  described  b y  th e  d isp lacem en t p o te n t ia l  ç>, sa tisfy ing  th e  e q u a tio n

Э2 (p

a t 2

Acp

a n d  th e  b o u n d a ry  co n d itio n  (15). T ran sc rib in g  th e  p rob lem  for sp h erica l sy m 
m e try ,  th e  ta s k  can  b e  fo rm u la te d  in  th e  fo llow ing  w ay:

L e t  us solve th e  d iffe ren tia l eq u a tio n

a 2  Ф  „  а 2  Ф
------- =  OL1--------

a t 2  a  R 2

w ith  th e  b o u n d a ry  co n d itio n

(16)

— |( ^  +  2 /0
Эи
a R

2 A ^ -
R  \h -

=  Po  <5(0 •
R = R,

(17)

In  (16) Ф =  Rep, fu r th e r  и  =  g rad  cp, th e re fo re , also  th e  b o u n d a ry  co n d itio n
(17) c a n  be  tra n sc r ib e d  fo r Ф, if  i t  is also co n sid e red , th a t

W ith  th e se  (17)

(Л +  2 и) Г—  Ф +  —2—  Ф' -\-------—  Ф"
R> R-% Roc2 +

+  2Я
1 ^  1------ ф -------------- ф '

R 3 R 2oc
=  Po  <5(0 >

J) R = R i
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w here  th e  com m a deno tes th e  d e riv a tio n  accord ing  to  th e  a rg u m e n t. F a c to r in g  
o u t th e  q u a n tity  (A -f- 2 fi) =  qoc2, th e  fa c to r  o f th e  b ra c k e ts  on th e  le f t side 
w ill be  2Я/(А-f-2/y), th a t  is, on acco u n t of

A  , 2  a
a  =  ------------- , equal t o -----------  .

2(А +/г) 1 -  a

C arry in g  o u t th e  possible red u c tio n s  on th e  le f t side an d  in tro d u c in g  th e  
d e n o ta tio n

1 1 -  a

2 I -  2<r ’
(18)

th e  b o u n d a ry  co n d ition  is o b ta in e d  in  th is  form :

goc* _ J _  ф "+ .— I—  Ф' +  _ 1— . ф  
R x2 K R 2x  K R *

=  Po W  ■ (19)

T h e  p rob lem  ap p o in ted  w ill be so lved  b y  L ap lace -tran sfo rm a tio n . In  th e  sam e 
w ay  as in  (9), th e  so lu tio n  —  lim ited  in  th e  in fin ite  —  o f th e  tra n sfo rm e d  
e q u a tio n  (16) will be th e  fu n c tio n

F (s ,  R )  — A  exp I -------- R ( 20)

F o r  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  c o n s ta n t A ,  f irs t th e  tra n s fo rm  o f (19) w ill be 
p re p a re d ,

— QX2 Po ■

a n d , su b s titu tin g  (20) in to  i t ,  A  can  be  ca lcu la ted . W ith  th is  v a lu e  A ,  th e  
tra n sfo rm e d  fu n c tio n  (20) can  be  w ritte n  th u s :

F ( s , R ) = -
FoexP

.R — jR,

R l a 2
■s2 +

1

K R j x
s +

( 21')

In  (21 ') th e  ex p o n en tia l fa c to r  signifies, in  th e  sense of th e  sh iftin g  th e o re m , [3], 
a t im e  sh ifting  of (R — R^/oc on ly . I f  th is  is ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  in  th e  inverse  
tra n s fo rm  th e n  th e  tim e-v a riab le  o f th e  la t te r  will be

R  — R ,
X =  { ----------------

X
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a n d  fro m  th e  fo rm ula  (2 1 ')  th e  fac to r

•will b e  om itted :

F (s , R ) = -

exp s Д - Д , ]

R i
e

Pu
OC

— s
K R X

(21 )

T h e inverse tra n s fo rm  o f  (21) can be fo rm ed  acco rd ing  to  th e  expansion  
th e o re m , [3]. For th is  p u rp o se , th e  roo ts o f th e  d e n o m in a to r  are  needed  in 
th e  f i r s t  place, w hich, o n  a c c o u n t of К  ]>  1 /2, are

2 — . ----
4 К -  1

±  j a)o »

con
2 K R 1

4 K  — 1 , ( 22)

a n d  th u s  th e  ap p lica tio n  o f  th e  expansion  th e o re m  leads to

. .  _  R , 1 I
Ф (г, R) =  — p 0 -------- —  I exp

Q 2 J Wо l
—  °1° — -f- yco0| r  

Í 4 K - 1  1

exp
Л 1;4 К  -  1

, r>\ I P o R ,9  ( т ,  K )  = - - - - - - - - - - - - - - - - - - - e x p
R  Qco0

<p( t ,  R) =  0

co„

4 R  -  1
sin  co0 г  г  >  0 , 

г  <  0 .
(23)

T h e  (23) form  o f th e  p o te n tia l <p y ie ld s th e  so lu tio n  to  o u r p rob lem . 
A c c o rd in g  to  th is , d if fe re n tly  from  liqu ids, th e  sh ap e  of th e  w ave ra d ia te d  
b y  th e  source suffers a c h a n g e  in  solid g ro u n d . T h e  p o te n tia l  is described  b y  
a  s in e  fu n c tio n  of e x p o n e n tia lly  decreasing a m p litu d e . Also th e  freq u en cy  an d  
a t te n u a t io n  of th e  w av e  a re  de te rm in ed , acco rd in g  to  (22), b y  th e  elastic  p ro p 
e r tie s  o f th e  m ed ium , in  th e  f irs t place, b u t  a sh o r t  c a lcu la tio n  will convince 
o n e , t h a t  th e  w ave w ill b e  a sh o rt-d u ra tio n  p u lse , since th e  a tte n u a tio n  c a l
c u la b le  from  (22) is v e ry  la rg e  fo r real m edia [a >  1500 m /s; R l <  3 m ; К  ^  1] 
(F ig .  2). The p o ten tia l q>, to g e th e r  w ith  th e  fie ld  ch a ra c te ris tic s  (d isp lacem ent,
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v e lo c ity , p ressu re  w aves) derivab le  from  i t  c a n  be regarded  as w eigh t- 
fu n c tio n s c h a ra c te r is tic  fo r th e  tran sm issio n  o f g ro u n d .

W hen  d escrib in g  th e  w ave fie ld  belong ing  to  th e  seism ic exp losion , th e  
tim e-d ep en d en ce  o f th e  explosion  p ressu re  can  he  g iven w ith  th e  decreasing  
ex p o n en tia l fu n c tio n

p b =  p 0exp  | -  - ^ - J  t ^ O ,

p  — 0 t <  0 .

T his is p a r tly  m o tiv a te d  b y  th e  in s ta n ta n e o u sn e ss  of th e  deve lopm en t of th e  
p ressu re  w ave, p a r t ly  b y  th e  sh o rt b u t  s till f in ite  perio d  of its end .

Fig. 2. W av e-sh ap e  (d isp lacem en t p o ten tia l)  be longing  to  th e  explosion p ressu re  р 0й(<)

T he d e te rm in a tio n  of th e  w ave field  b e lo n g in g  to  an  in itia l p ressu re  w ith  
e x p o n en tia l tim e -d ep en d en ce  causes no p ro b lem  o f princ ip le , since i t  c an  be 
ca rried  o u t fo r a n y  o f th e  field  c h a rac te ris tic s  in  th e  know ledge o f (23) w ith  
th e  w e ig h t-fu n c tio n -th eo rem , [3]. B ecause o f  fu r th e r  in v estig a tio n s i t  is 
adv isab le  to  d e p a r t ,  in s te a d  of th is , from  e q u a tio n  (16) an d  to  fin d  th e  so lu tio n  
w hich sa tisfies th e  co rrespond ing  b o u n d a ry  co n d itio n

« я + з д - г г + 2 ^ /?=/?, = ^ e x p l “ ä
(15’)
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T h e  ex p ress io n s  (20) a n d  (21 ') can  be  im m e d ia te ly  app lied , i f  t h e  L ap lace  
tra n s fo rm

---- —---- , o f th e  fu n c tio n  »„ e x p --------- 1
s + i / 6 > 2 F o  a]

is w r i t te n  in  th e  la t te r ,  in s te a d  o f p 0, a n d  th u s  th e  follow ing is o b ta in ed  
fo r  F (s ,  R):

F { s ,R )

R l P o exp

hi) 2 1 a  . (С2 s “h s -(-
K R г K\R?

f ro m  w h ere , b y  w ritin g

R  — R,
г  =  t ----------------

a

fo r  t im e  va riab le  in  th e  in v erse  tra n s fo rm , th e  ex p o n en tia l f a c to r  can  be 
o m it te d , th a t  is,

F(s, R) — — P о

s 4- ■
0,

s2 + -S + •
K Í?! K R j

(24)

F o r  th e  e s tab lish m en t o f  th e  inverse  tra n s fo rm , th e  roots o f th e  d e n o m in a to r  
a re  n e e d e d :

s о
1 CO 0

Y  4, К  -  1
+  jco о ; Y* к  - 1

~  jco0 ,

w h ere  co0 is th e  value acco rd in g  to  (22). I n  th e  know ledge of th e  ro o ts , th e  e x p a n 
sio n  th e o re m , [3], can  be  ap p lied , o f w hich

Ф ( t , R )  = -
R\Po

exp
- * ]

Q 1
2 +  <

1 У4 2C — 1 02

+

exp (On

]• 4 К  -  1
(On

+ 7 <yo

+

Г ( w0 .exp
11 П К - l  H

r

I K  — 1
jco о 2 j(o0

у  4, К  -  1 — ./“ с ( — 2 jco0)
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resp ec tiv e ly , a f te r  red u c tio n , th e  fina l re su lt

<p(r, R) - P oR i
q R  И Ц К  — 1

T

0, +  <

exp

• exp

0,
+  —  

co2

con

В  К  — 1 0 ,
+  «5

1/2

COn

1/ 4 К  — 1 

9?(т, Д ) =  0 ,

w ill be o b ta in ed  for th e  d isp lacem en t p o te n tia l

cos (co0 r  —  ő ) , T 0, 

t < 0  .

whe

tg  à

1
<p = — ф ,

R

1 "o 1

ft)0 I 4 К  — 1 0 2 1

(25)

T his is th e  d isp lacem en t p o ten tia l o f th e  w ave p ro p ag a tin g  in  a g ro u n d  
w hich  is regarded  as p e rfec tly  e lastic , in  th e  case o f an  in itia l p re ssu re  w ith  
a tim e -v a ria tio n

exp
0,

I f  th e  g ro u n d  w ere rea lly  perfec tly  e la s tic , th e  d o m in an t freq u en c ies

|/o

o f th e  reco rd ed  w aves, besides th e  usual ch a rg e  w eights (Q =  u p  to  150 kg,
i.e. R t <C 3—4 m) a n d  ro ck  p a ram e te rs  (oc >  1500 m /s, К  ^  1), sh o u ld  fall 
b e tw een  50 cps a n d  2000 cps. T he fre q u e n c y  ran g e  recordab le  in  com m on 
seism ic su rveys, how ever, is re s tr ic te d  to  w aves o f frequencies low er th a n  100 
cps. A n im p o r ta n t ro le o u g h t to  be ascribed  to  th e  energy -abso rb ing  processes 
arising  from  th e  in n e r fr ic tio n  in  th e  g round  d u rin g  w av e-p ro p ag a tio n , re sp ec 
tiv e ly , to  th e ir  e ffect in  sh ap in g  th e  seism ic signal fo rm , th is  e ffec t being  
frequency-se lec tive  an d  m an ifesting  itse lf  in  th e  an n ih ila tio n  of h ig h -freq u en cy  
co m p o n en ts  (see th e  n e x t  p a rt) .

This rem ark  invo lves th a t  th e  re la tio n s be tw een  am p litu d e  a n d  charge  
w eigh t o u g h t to  be in v es tig a ted  in  each freq u en cy -ran g e , b ecau se  fo rm er
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r e la t io n s  are  n o t p ro p erly  re f le c ted  in  th e  d ep en d en ce  of th e  am p litu d e -ch a rg e  
w e ig h t  b u t  in  th a t  o f th e  sp e c tra l a m p litu d e -c h a rg e  w eigh t re la te d  to  th e  
fre q u e n c y -ra n g e  reco rded .

L e t  us assum e, t h a t  th e  volum e o f th e  e q u iv a len t ra d ia to r  is p ro p o r
t io n a l  to  th e  charge w e ig h t; th ere fo re , th e  ra d iu s  R 1 varies w ith  th e  cubic 
ro o t  o f  th e  w eight o f th e  ch arg e ,

R 1 =  const Q113 ,

a n d  t h a t  th e  tim e -c o n s ta n t o f  th e  in itia l p re ssu re  w ave is p ro p o rtio n a l to  th e  
l in e a r  m easu re  (R ^ ,  i.e. s im ila r ly  to  th e  o n e - th ird  pow er of th e  ch arg e  w eigh t. 
T h e se  co n d itio n s are  e v id e n t and  n ecessa ry  fo r  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  
a m p litu d e -c h a rg e  w eigh t fu n c tio n . No d o u b t, w h en  ap p ly ing  th ese  to  w ave- 
f ie ld s  g e n e ra te d  b y  d iffe re n t in itia l pu lses, a lw ays d iffe ren t charge  w eigh t 
r e la t io n s  m ay  be o b ta in e d , since also th e  re sp o n se  functions b e lo n g in g  to  
d if fe re n t  in itia l p ressu res a re  d iffe ren t (e.g. (23), (25)). C orrect o r a p p ro x i
m a te ly  c o rre c t form ulas m a y  b e  expected  from  th e  in v es tig a tio n  of th e  response  
o f  s u c h  a  fu n c tio n  w hich com plies b e s t w ith  th e  explosion p ressure .

L e t  us choose th e  t im e  fu n c tio n  exp  (— l / 0 2) for th e  in itia l p u lse . The 
L a p la c e -tra n s fo rm  of th e  g ro u n d  response is th e  expression  (24). L e t us rew rite  
th is  fo r  th e  pressure w av e , s ince  th e  m ost p e rsp icu o u s re la tions re fe r to  th is  
f ie ld  q u a n t i ty .  The basis o f  th e  tra n sc r ip tio n  is th e  fo rm ula

P ( t , R ) = -------— Ф"
R x 2

a l r e a d y  ap p lied , th e  L ap la c e -tra n sfo rm  o f w h ich  is

12
P ( S, * ) = - - 1 - U -  

R  I x
F .

B y  th i s ,  th e  tran sfo rm ed  p re ssu re  w ave, f ro m  (24), is

P ( s ,R )  =  —  Â Z o s2 Îs +  J _  
R  not2 0 O

o , aS“ -\-----------s -|------------
K R ,  К Щ

—l
(26)

th e  s p e c tru m  of w hich c a n  b e  o b ta in ed  b y  th e  su b s titu tio n  s =  j  a>, [3]. The 
a b s o lu te  v a lu e  of th e  s p e c tru m  is th e  a m p litu d e  sp ec tru m :

\ P ( c o , R ) \ = - ^ - R l ( œ R 1)2 .
R qx2IИ г х)2+

i 0 ,
(œRiy + i ^ - 2 ^ r \(coR1)2 +  4

\ K К К 2

- 1/2 (27)
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A  m ore su itab le  fo rm  of th is  is

w here

I P i c a ,  Я ) |  =  —  Щ
R  [ J V ( * ) p

A  = xPo
OQL2

(27')

X =  w  R x an d  JV(#) is th e  fu n c tio n  u n d er th e  sq u a re  ro o t sign in  th e  d en o 
m in a to r .

A t low  frequencies (to —*• 0), from  (27 ') \P(u>, JR)| А  г со2 R*, w here
is in d e p e n d e n t o f th e  ch arg e  w eigh t, and  th u s  |P(ft>, R)\ —*■ D 1 ofi Q . D : does 
n o t depend  on th e  charge  w eigh t.

L e t us fo rm  th e  d e riv a te

-£ -\P {< o,R)\,
3 со

d isap p earin g  a t  th e  p lace  o f th e  ex trem e  value . B u t  a t  th e  sam e th e  d e r iv a te  
QjQx is zero, to o , t h a t  is,

|P  (ж, R)\ =  —  Я? Í2 * N ix ) 1'2 -  J 2 — Ш - 1'2— ) =  0 . 
dx  R  \ 2 dx  j

T he ro o t x t o f th e  eq u a tio n

2x  N (x )  -  —  X2 —  =  0 ,
2 dx

d iffe ren t from  th e  tr iv ia l  one, is a fu n c tio n  of q u a n tit ie s  in d ep en d en t o f th e  
charge  w eigh t:

X. =  х л I— "A , x, К
\ во

T h u s, (27 ') on th e  ex trem e-v a lu e  p lace, i.e. o n  th e  d o m in an t freq u en cy
a>1 — x J R 1 is

| i * K ,  Ä ) i = 4 r Ä * S(*x)К

w here n e ith e r  A 2, n o r th e  po linom  q u o tie n t S (x 1) d ep en d  on Q, co n seq u en tly

| P K ,  R)\ =  DoQ2!3.
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A t h ig h  frequencies (со —► oo), fro m  (27 ')

\ P ( œ v R ) \ - > A 3^ ~ R 1
CO

a n d  th u s

I P (c o ,R ) \  =  D 3 — Q1« .
со

A 3 a n d  D g are in d e p e n d e n t o f th e  ch a rg e  w eight.
S u m m in g  up  th e  sp e c tra l  am p litu d e -ch a rg e  w eight re la tio n s , th e  fol

lo w in g  re su lts  can  he e s ta b lish e d :

I P(co, R)\ =  D j co2 Ç№

\ P ( co, R ) \ = D 2QV* (28)

\P (m , R ) \ = D 3— Q1'3 ,
со

a n d  b e in g : co1 =  x J R 1
a>î=  co n st Q~113, (29)

f u r th e r  fro m  th e  com parison  o f  th e  m idd le  fo rm u la  of (28) a n d  (29),

I P(co1, R)\ =  c o n s t ——  . (30)
co\

A ccord ing  to  (28), th e  sp e c tra l a m p litu d e s  belonging  to  th e  freq u en cy  со 
g e n e ra lly  sa tis fy  th e  re la tio n

\P{co,R)\ =  g{co)Qm,^ K  (31)

T h e  v a lu e  o f th e  ex p o n en t m  lies b e tw een  1/3 a n d  4/3, accord ing  to  th e  freq u en cy  
a n d  to  th e  charge w eigh t. A cco rd in g  to  (29) a n d  (30), th e  sp e c tru m  varies as 
th e  fu n c tio n  of th e  charge  w e ig h t. W hen  in c reasin g  th e  ch arg e , th e  d o m in an t 
f r e q u e n c y  sh ifts to w ard s th e  low  frequencies a long  th e  th ird  deg ree  h y p erb o le
(30) (F ig . 4), [6].

I n  th e  freq u en cy  ra n g e  со <C 500 se c -1  o f th e  seism ic m easu rem en ts , 
in  case  o f  no rm al charges (<C 100 kg ), th e  v a lu es  4/3 >■ m  >  2/3 a re  o b ta in ed  
fo r  th e  e x p o n en t of (31), [4], in  acco rd an ce  w ith  th e  th e o re tic a l v a lu e s . In  th is  
in te r v a l  o f  frequencies a n d  ch arg e  w eig h ts , th e re  is n o t s ig n if ic a n t signal 
s h a p e  ch an g e  in  fu n c tio n  o f th e  charge  w e ig h t, since th is  is o b scu red  b y  th e  
s e le c tiv e  energy -abso rb ing  e ffec t of th e  g ro u n d . In  a p ressu re  w av e  g en era ted

со —>■ 0 

со =  cox

СО—У oo
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Fig. 3. W ave-shapes belonging to  th e  exp losion  p ressu re  p 0 exp (—t /0 )2: a) d isp lacem en t 
p o ten tia l; b) d isp lacem en t w av e ; c) v e loc ity  w ave

b y  q u ite  large charges of severa l h u n d re d  k ilogram s, on th e  o th e r  h an d , 
a sh if tin g  of th e  sp ec tru m  to  th e  le ft a p p e a rs , w h ich  is a b ro a d e n in g  o f  th e  
signal accord ing  to  (30); th e  a m p litu d e  o f th e  w ave, a t  th e  sam e tim e , is p ro 
p o rtio n a l to  a b o u t th e  1/3 pow er of th e  ch arg e  w eigh t. T he e x p la n a tio n  for 
th is  is obvious (F ig . 5), [6], n am ely , th e  sp e c tru m  for such  la rg e  charges 
c o n tra c ts  a lm o st en tire ly  to  th e  low  fre q u e n c y  range. The low  frequencies 
are  n o t a ffec ted  b y  th e  en erg y -ab so rb in g  effect o f th e  g round , c o n se q u e n tly  
th e  charge-dependence  m easu rab le  is d ire c tly  reflec ted  in  th e  a m p litu d e - 
ch arg e  w eigh t re la tio n  w hich can  also be  d e te rm in e d  b y  d e p a rtin g  fro m  (26).

L e t us rew rite  (26) in  th e  follow ing w ay :

P(s, R) xpo
Root'

-  R U s R . r № ) +  ^ l [ ( s R 1)2 + - | - ( 5 i î 1) +  ^ -
Y «) -tV Л.

lP(io,Rh

Fig. 4. D ependence  of th e  ab so lu te  va lue  o f th e  p re ssu re -sp ec tru m  on th e  c h a rg e  w eigh t,
a f te r  [6]
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o r in  a s h o r te r  form ,

P(s, R) У'Ро Щ  G(sRj) . 
R qoc2 17

I ts  in v e rse  tran sfo rm , b y  th e  inversion  of th e  s im ila r ity  th eo rem , [3], is

=  • (32) до«" ( K 1 I

A c tu a lly , th e  a m p litu d e  o f  th e  pressure pu lse  is p ro p o rtio n a l to  R v  i.e. to  th e  
1/3 p o w e r o f th e  charge  w e ig h t, an d  th is  re la tio n  is sa tisfied , accord ing  to  th e

Fig. 5. The effect of the selective absorption of the ground upon the charge weight relations,
after [6]

a rg u m e n ts  m en tioned , fo r  p re ssu re  waves g e n e ra te d  b y  large charges. B y  th e  
a m p litu d e -c h a rg e  re la tio n  o f  cubic  roo t, a w ell-k n o w n  fa c t b y  seism ologists, 
t h a t  w h e n  using  la rg e  ch a rg es  (Q ^> 100 kg ), e v e n  a sm all increase  o f th e  
a m p li tu d e  requires a m u ltip lic a tio n  of th e  ch a rg e , is well exp la ined .

3. W ave p ro p ag a tio n  in an  a b so rb in g  m edium

T h e  m edium  p ro p a g a tin g  th e  seismic w av e , th e  ground , can  be  re g a rd ed  
as p e rfe c tly  elastic  in  a f i r s t  ap p ro x im atio n  o n ly . A ctu a lly  th e  p ro p a g a tio n  
o f  th e  seism ic w ave in  th e  g ro u n d  is n o t a p ro cess  free  of losses. O n a cco u n t 
o f th e  in n e r  fric tio n  acco m p a n y in g  th e  e lastic  d e fo rm a tio n  due to  th e  passing  
o f  th e  w av e , p a r t  o f th e  e la s tic  energy is ir re v e rs ib ly  tran sfo rm ed  in to  h e a t. 
T h e  d iss ip a tio n  of th e  e la s tic  energy  is s tr ik in g ly  m a n ife s t to  a g re a t decrease
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b y  th e  a m p litu d e  o f  th e  seism ic w ave w ith  th e  d is tan ce . A t th e  sam e  t im e , also 
th e  dynam ic  c h a ra c te ris tic s  of th e  w ave u n d e rg o  a change.

T he a b so rp tio n -tra n s fe r  fu n c tio n  o f th e  g ro u n d , th a t  is its  a b so rp tio n  
sp ec tru m  fo r sp h erica l w aves are  genera lly  g iv en  b y  th e  fu nc tion

exp  ( - ß c o n R ) .  (33)

H av in g  th is  know ledge, th e  effect of th e  g ro u n d  (as absorb ing  m ed iu m ) on  the  
w ave in  p ro p a g a tio n  can  be exam ined  as follow s:

Be th e  seism ic sp h erica l pulse p ro p a g a te d  in  a perfec tly  e la s tic  m ed iu m , 
ch a rac te rized  fo r th e  sake  o f s im p lic ity  b y  a D irac-d e lta  t h a t  is :

990 =  - ^ - ó ( r )  T = t  — — . (34)
i t  «

C orrespond ing  to  o u r prev ious re su lts , th is  expression show s t h a t  in 
a pe rfec tly  e la s tic  m ed iu m  th e  sh ap e  of th e  seism ic pulse is u n ch an g ed  d u rin g  
p ro p ag a tio n , if  th e  fa c to r  1/R due to  g eo m etrica l d ispersion is d is reg a rd ed .

L e t us in v e s tig a te  th e  p ro p ag a tio n  of th e  pu lse  (34) in  an  in f in ite  ab so rb 
ing  m ed ium . T h e  law  o f ab so rp tio n , re la te d  to  harm on ic  w aves, is kn o w n ; 
(33); its  effect on th e  w ave (34), re sp ec tiv e ly , u p o n  its  sp ec tru m  c a n  b e  e s ta b 
lished as follow s:

—  —  exp ( -  ß(on R )  dco , (35)
R  2n

w here, l / R 2 n  is th e  sp e c tru m  of th e  w ave (34), [3]. T he expression  (35) is th e  
sp ec tra l a m p litu d e  of th e  w ave o f an  in itia l sh ap e  (34), p ro p a g a te d  in  th e  
ab so rb in g  m ed iu m  an d  belonging  to  th e  fre q u e n c y  b a n d  d со; f ro m  i t ,  th e  
w ave itse lf  can  be  o b ta in e d  b y  inverse  F o u rie r- tra n sfo rm a tio n :

oo

<p0 = --------  j exp ( — ßcon R  -f- jcor) dco. (36)
R 2 n  J

—  CO

In  th e  case o f an  a rb i t r a ry  ab so rp tio n  e x p o n e n t n , th e  in te g ra tio n  c a n n o t be 
ca rried  o u t in  an  e le m e n ta ry  w ay. W ith  a choice of n  =  2, h o w ev er, we can 
easily  reach  our goal, because  in  th is  case (36) can  be b ro u g h t to  th e  form

oo

w., = -------- I exp ( ßoo- R )  cos сот d o
R 2 n  J  

о
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a n d  th i s  can  be ca lc u la ted  accord ing  to  th e  fo rm u la

a 2 X2) cos bx d x  —
Í71 

2 a
exp

to  b e  fo u n d  in  any  of th e  in te g ra l tab les (see e.g . [7]), and  its  va lu e  is

<Po = R 312 2 \fßn=  exP —
4 ß R

(37)

F ro m  th e  re su lt (37) i t  c a n  be seen th a t  th e  seism ic pulse of a sh a p e  <5(r), 
p ro p a g a t in g  in  th e  p e rfe c tly  elastic  m ed ium , becom es a signal ch an g in g  its  
sh a p e  in  an  absorb ing  m e d iu m  w ith  th e  d is ta n c e . A ctu a lly , th e  seism ic w ave 
g e n e ra te d  b y  explosion in  a  perfec tly  e las tic  m ed iu m  will be  describ ed  n o t 
b y  th e  d e lta -fu n c tio n  b u t  b y  th e  form ula (25),

cp — P-0^.1 
qR

+  CO2

со

][4K  —  1 0,
+

( -

ex p  —
0 ,

H-------exp
CO |/4  К

( со

4 К  — 1
cos (cor —

S in ce , h o w ev er, (37) is, a t  th e  sam e tim e , th e  w e ig h t fu n c tio n  of th e  a b so rb 
in g  m e d iu m , also th e  se ism ic  w ave g en era ted  b y  exp losion  can be d e te rm in ed  
b y  (25) a n d  b y  th e  w e ig h t fu n c tio n  th eo rem , [3], fo r  an  abso rb ing  m ed ium . 
L e t  u s  d en o te  th is  w ave b y  ç>; in  th is case, b y  th e  w eight fu n c tio n  th eo rem ,

<p{r, R )  = j c p 0( r - y ,  R)cp(y , R ) d y .  (38)
о

T o c a r r y  o u t  th e  in te g ra tio n  p rescribed  in  (38) is a  le n g th y  o p era tio n , m o reo v er 
i t  is c o m p lic a te d , and  its  re su lts  can n o t be e s ta b lish e d  in  a closed fo rm . T h e re 
fo re , w e  renounce  th e  m a th e m a tic a l t r e a tm e n t o f  th is  problem . B y  p rev io u sly  
g iv e n  p a ra m e te rs  an d  fo r  so m e d istance R ,  h o w e v e r, th e  form  of th e  fu n c tio n  
<p w as  d e te rm in ed  b y  n u m e ric a l in teg ra tio n  o f  (38).

A f te r  these , th e  fo llow ing  can  be s ta te d , a cco rd in g  to  th e  w eigh t fu n c tio n  
(37) a n d  o f  th e  in teg ra l (38), as regards th e  p u lse  tran sm iss io n  of th e  ab so rb in g  
m e d iu m :
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1. D urin g  p ro p a g a tio n  in  an  ab so rb in g  m ed iu m , th e  seism ic p u lse  u n d e r
goes a change o f shape .

2. T he am p litu d e  o f th e  pu lse  decreases m ore rap id ly  w ith  th e  d is ta n c e , 
th a n  l /R .  In  (37) th is  decrease is l / R 3 2̂-, w hen  considering  also (38), h ow ever, 
i t  is v is ib ly  l/lR5/2, th a t  is, besides th e  decrease  b y  1/jR, in d ica tiv e  o f g eo m etrica l 
d isp ers io n , th e  rem ain in g  a tte n u a tio n  1/J?3/2 is to  be ascribed  to  a b so rp tio n .

Fig. 6. V elocity  (a) and  acce le ra tio n  (6) w aves in  a n  abso rb in g  m edium  a t  d is tan c es  jRj <
<  H2 <  R 3

3. The d u ra tio n  (w id th ) of th e  pu lse  is d e te rm in ed  acco rd ing  to  (37) a t 
a n y  d is tan ce  R  —  i.e. basica lly  — b y  th e  ab so rp tio n  coeffic ien t (ß ) o f th e  
m ed iu m , co n ta in ed  in  th e  d e n o m in a to r of th e  exponen t.

4. T he d u ra tio n  o f th e  pulse increases w ith  th e  increasing  d is ta n c e  (w ith  
in c reasin g  p ro p a g a tio n  tim e), because  e.g. in  (37) th e  pulse w id th  is p ro p o r
tio n a l to  th e  d en o m in a to r of th e  ex p o n e n t, th is  again , to  th e  d is ta n c e  R .

5. T he ab so rp tio n  sp ec tru m  (33), c h a ra c te ris tic  of th e  g ro u n d , does n o t 
c o n ta in  a n y  fa c to r  re fe rrin g  to  d ispersion , th e re fo re , th e  p ro p a g a tio n  v e lo c ity  
o f th e  e lastic  w ave in  an  abso rb in g  m ed ium  coincides w ith  th e  v e lo c ity  o f th e  
d is tu rb a n c e  p ro p ag a tin g  in  a p e rfec tly  e la s tic  m edium . F o r lo n g itu d in a l 
w aves, th is  is eq u a l to  a . I t  m u st be rem a rk e d , how ever, th a t  th e  p ro p a g a tio n

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4 ,1969



318 P. MÁRTON

v e lo c ity  in  an  a b so rb in g  m ed ium  refers to  th e  c e n tre  of th e  pulse. I n  (37), 
n a m e ly , (p0 is an  ev e n  fu n c tio n  of r ;  in  th e  c e n tre  of th e  pu lse  т  =  0, 
t —  R / x  =  0, th a t  is, X =  R /t ,  w here t is th e  tim e  req u ired  for co vering  th e  
d is ta n c e  R.

O u r re la tio n s a n d  conclusions h av e  b e e n  re la te d  to  th e  d isp lacem en t 
p o te n tia l .  T he re su lts , h o w ev er, can  be  e x te n d e d , because  of th e  re la tio n s  
e x is tin g  betw een  th e  fie ld  ch a rac te ris tic s , [2], to  a n y  o th e r su ita b ly  selec ted  
f ie ld  ch a rac te ris tic .

I n  Fig. 6, th e  co rresp o n d in g  shapes o f  v e lo c ity  and  acce lera tion  weaves 
in  th e  absorb ing  m e d iu m  fo r d ifferen t d is ta n c e s  h a v e  been  d raw n  fo r th e  
in i t ia l  ve lo c ity  a n d  a c c e le ra tio n  w aves to  b e  d e riv e d  from  (25). T h e  w ave 
sh ap es  belonging  to  in c re a s in g  d istances in d ic a te  t h a t  th e  signal sh ap e , a sy m 
m e tr ic a l a t  sh o rt d is ta n c e s , becom e sy m m e tr ic a l a t  long d istances. B esides 
th o s e  w hich  w ere e n u m e ra te d , also th is  is c h a ra c te r is tic  o f th e  w ave p ro p a g a tio n  
in  a n  abso rb in g  m ed iu m .

The p h y s ic a l  constants occurring in  the text are

C th e  p ro p a g a tio n  v e lo c ity  of th e  sh o ck  w av e  in  w ater,
x 0 th e  p ro p a g a tio n  v e lo c ity  of th e  so u n d  w ave in  w ate r,
X in co m p ress ib ility ,
A, p  L a m é -c o n s ta n ts ,
X th e  p ro p a g a tio n  v e lo c ity  of th e  lo n g itu d in a l w ave,
Q th e  d e n s ity  o f  th e  m edium , 
a  P o isso n -ra tio , 
ß  a b so rp tio n  coeffic ien t.

R E F E R E N C E S

1. Co l e , R . H .: U n d e rw a te r  E xp losions, P rin c e to n  U n iv . P ress . 1948.
2. Gá l f i , J . —Má r to n , P . — M e s k ó , A .— St e g e n a , L .: S zeizm ika (Seism ic p ro sp ec tin g ).

T an k ö n y v k iad ó , B u d a p e s t,  1967.
3. F o d o r , Gy .: A  L ap lac e -tra n sfo rm ác ió  m ű szak i a lk a lm a z á sa  (T echnical A p p lica tio n s o f

th e  L ap lace -T ran sfo rm atio n ). M űszaki K ia d ó , B u d a p e s t,  1962.
4. O ’B r ie n , P . N. S.: Se ism ic  en erg y  from  explosions. Geophys. Journ. 3 (1960).
5. Sh a r p e , J .  A .: T he p ro d u c tio n  o f elastic w aves b y  ex p lo s io n  pressure . P a r t  I .  Geophysics,

(1942).
6. Р е е т , W . E .: A shock  w av e  th e o ry  for th e  g e n e ra tio n  o f  th e  seism ic signal a ro u n d  a  sp h e r

ica l sh o t hole. Geophys. Prosp. 8 (1960).
7. Г рад ш тей н  И. С.— Р ы ж и к  И . М.: Т аблицы  и н те гр а л о в , сумм, рядов и произведений.

И зд. Ф из. М ат. Л и т ер а ту р ы , М осква, 1963.
8. B l a k e , F . С.: S p h erica l w av e  p ro p ag atio n  in  so lid  m ed ia . Journ. Acust. Soc. Am er. 24/2

(1952).
9. B u r c k h a r d t , H .: Som e p h y s ic a l aspects of seism ic sca ling  law s for u n d e rw ate r  exp losions.

Geophys. Prosp. 12 (1964).
10. Ca r p e n t e r , E . W .— Sa v il , R . A .—W rig h t , J .  K .:  T h e  depen d en ce  of seism ic s ignal am p li

tu d e s  on  th e  size o f  u n d e rg ro u n d  explosions. Geophys. Journ. 6 (1962).
11. D ix ,  H . C.: Seism ic p ro sp e c tin g  for oil. H a rp e r  a n d  B ro th e r s ,  N ew  Y ork, 1952.
12. E ir ic h , F . R .: R h eo lo g y . V ol. I . A cadem ie P re ss  In c .,  N ew  Y ork , 1956.

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Açad. Sei. Hung. 4, 1969



SEISMIC WAVES IN AN ELASTIC MEDIUM 3 1 9

13. E w in g , M. W .— J a b d e t z k y . W . S.— P b e s s , F . : E la s tic  w aves in  layered  m ed ia . M cG raw
Hill. New Y o rk , 1957.

14. G á l f i , J . — St e g e n a , L .: On th e  develo p m en t o f  th e  seism ic wave. Annales U niv. Sei.
B p, Sec. Geol. T om  IV . 1960, B u d ap est.

15. Ga sk e l l , T . F .: T he re la tio n  betw een size o f  c h arg e  an d  am p litu d e  of re fra c te d  w aves.
Geophys. Prosp. 4/2 (1956).

16. Гурвич И. И.: Сейсмическая разведка. Гостоптехиздат, Москва, I960.
17. H uang  J e n -h u : On th e  frequency  sp ec tru m  o f th e  seism ic wave. Annales U niv. Sei.

B p, Sec. Geol. T om  IX . 1965, B u d ap est.
18. K iss  Z. — S im on  B .: On th e  re la tio n sh ip  be tw een  seism ic am p litu d e  and charge  in  q u a rry

b las tin g . Annales Univ. Sei. Bp, Sec. Geol. T o m  IX . 1965. B udapest.
19. M u e l l e r , St . -S t e in , A .—V e e s , R .: Seism ic sca lin g  law s for explosions on a la k e  b o t

to m . Zeitschrift J. Geophys. (1962).
20. O’B r ie n , P . N. S.: T he re la tio n sh ip  be tw een  seism ic  am p litu d e  and w eigh t o f  charg e .

Geophys. Prosp. 5 (1957).
21. P ostm a , C. W .: C hanges o f  shape of seism ic im p u lses in  hom ogeneous v isco elas tic  m edia .

Geophys. Prosp. 6 (1958).
22. R ic k e r , N .: T he p r im a ry  seism ic d is tu rb an ce  in  sh a le . Bull. Seismol. Soc. Am er. 41 (1951).
23. R ic k e r , N .: T he form  an d  law s of p ro p ag a tio n  o f  seism ic w avelets. Proc. 3rd W o rld  P e tro 

leum  C ongress Sec. I. p . 514. 1951, Leiden.
24. R ic k e r , N .: T he fo rm  an d  law s of p ro p ag a tio n  o f  se ism ic  w avelets. Geophysics, 18 (1953).
25. S h a r p e , J .  A .: T he p ro d u c tio n  of e lastic  w aves b y  exp losion  pressures. P a r t  I I .  Geophysics,

7 (1942).
26. Seza w a , K .: On th e  decay  o f w aves in  v isco elas tic  solid  bodies. Bull. Earthquake, Bes.

Inst. (3) 1927.
27. T á rczy -H o rn o ch , A .: A ro b b a n tá s i tö lte t  és a  b eérkező  je l am p litú d ó ja  k ö z ö tt i  össze

függés (O n th e  R e la tio n  betw een th e  E x p lo s iv e  C harge and the  A m p litu d e  o f  the  
A rriv in g  S ignal). Magyar Geofizika, 1964.

28. V o ig h t , W .: Ü b e r  in n ere  R eibung  fe s te r  K ö rp e r. A n n . Phys. (47) 1892.
29. W e s t o n , D. E .: T he low -frequency scaling  law s a n d  source levels for u n d e rg ro u n d  e x p lo 

sions an d  o th e r  d is tu rb an ces . Geophys. Journ. 3 (1960).

СЕЙСМИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ БЕСКОНЕЧНОГО ПРОСТИРАНИЯ
П. МАРТОН

РЕЗЮМЕ

Начиная с сороковых годов, несколько авторов занималось заключенной в заго
ловке проблемой, изучая одну какую-то часть её. В теоретических работах применяли 
разные способы решения. Правильность результатов многими была рассмотрена и экс
периментально. Были проведены и самостоятельные попытки определить вид сейсмиче
ского сигнала, а также связь между амплитудой и количеством взрывчатого материала.

Статья содержит единое решение проблемы. В трёх её главах рассматриваются 
следующие вопросы:

1. Подводный взрыв и распространение волн.
2. Скваженный взрыв и распространение волн в почве;
3. Распросртанение волн в поглащающей среде.
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Д И Г И Т А Л Ь Н А Я  Ч А С Т О Т Н А Я  Ф И Л Ь Т Р А Ц И Я  

И  Е Е  П Р И М Е Н Е Н И Е  П Р И  О Б Р А Б О Т К Е  М А Г Н И Т О 

Т Е Л Л У Р И Ч Е С К И Х  И З М Е Р Е Н И Й

Л. ЗИЛАХИ-ШЕБЕШШ 
КАНД. ГЕОФ. НАУК

ГЕОФИЗИЧЕСКИЙ ИНСТИТУТ ИМ. ЛОРАНДА ЭТВЁША

И

Й. ВЕРЁ
КАНД. ГЕОФ. НАУК

ГЕОФИЗИЧЕСКАЯ ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКАЯ ЛАБОРАТОРИЯ АН ВЕНГРИИ 

[Сдана 11 июня 1968 г.]

В статье излагается конструирование дигитальных фильтров для магнитотеллури
ческих целей. После изложения принципиальных основ дается программа на ЭВМ 
МИНСК—2 сделанных фильтров. Во второй части статьи описываются первые опыты 
применения фильтров.

Анализу временных рядов в последнее десятилетие посвящается 
множество книг и статей. Целью всех методов является выделение из 
сложного процесса регистрации явления, вызывающего с какой-то точки 
зрения интерес, а также невключение мешающих исследованию процессов. 
Если в частотных отношениях исследуемых и так же мешающих явлений 
проявляется существенное различие, то для достижения нашей цели можем 
с успехом применять частотную фильтрацию. Проведение частотной фильт
рации одинаково может быть осуществлена аналогичным и дигитальным 
путём. Здесь рассмотрим только дигитальный путь частотной фильтрации. 
При дигитальной фильтрации прежде всего требуется производить отсчет 
постоянно отрегистрированного сигнала в дискретных точках. По вычисли
тельнотехническим причинам целесообразно делать отсчет в эквидистант
ных промежутках. Конечно, при этом встает множество проблем. После 
фиксации информаций в цифровом виде (если не будем осторожны) придется 
считаться с существенным смещением полного информационного материала. 
Общий вывод при отборе образцов трудно сделать, ибо они всегда зависят 
от свойств постоянного явления. Необходимо заметить, что при полученном 
после отбора образцов множестве информаций надо учесть и метод, с по
мощью которого можем попытаться восстановить постоянный сигнал. На
пример, пусть нашей «кривой» будет прямая. В этом случае достаточно за
даваться координатами двух различных точек и учесть то обстоятельство, 
что между координатами точек «кривой» существует линейная функциональ
ная зависимость. Этих информаций уже достаточно для того, чтобы опреде
лить любую точку «кривой». Естественно, это так и в случае любой заранее
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заданного типа «кривой». В случае, если исследования периодического 
характера, при отборе образцов необходимо учесть, что в полученном ряде 
результатов уже не существует компоненты с частотой больше /я  =  М 2- At,  
где A t  — расстояние между отборами образцов, или же, если в начальной 
функции и были такие, то они могут проявляться после отбора образцов 
только в искажениях частот, менших/я. Поэтому целесообразно выбрать 
расстояние между отборами образцов так, чтобы оно по возможности было 
меньше 1/2-/я, где / я — та наименьшая величина частоты, при которой зна
чение интеграла ФУРЬЕ равно нулю, или с практической точки зрения 
достаточно малое число. Если такая величина не может быть найдена, то 
отбор образцов при исследовании частотных отношений приведет к фаль
шивым результатам. Здесь нежелательно останавливаться на теории отбора 
образцов, мы всего лишь хотели обратить внимание на то, что выбор рас
стояния между отборами образцов при применении дигитальной фильтрации 
должен происходить соответственно цели.

Целью нашей дигитальной фильтрации явилось взятие явления, соот
ветствующего одной, заранее определенной частотной полосе. Теорети
ческой основой фильтрации послужила так называемая конволюционная 
теорема. По этой теореме для функции справедлива зависимость

То есть преобразователь ФУРЬЕ функции, полученной конволюционным 
интегральным преобразованием, равен произведению преобразователей 
ФУРЬЕ двух функций, участвующих в конволюционном интеграле.

Выберем функцию s(t) таким образом, чтобы её преобразователь ФУРЬЕ 
в последующих периодах был непрерывной функцией:

Функция s(t) может определяться из функции s(t)  обратным преобразова
нием ФУРЬЕ.

у(1) =  Г  g ( r ) s ( t - T ) d t  =  Г  g(t -r)s(r)dt
J — 00 J — со

I y(t) e~i27,f' dt =  f  g(t) е~'2У< dt I s(f) e~i2n̂  dt
J  —  00 J —  CO J  —  со

s(/) =  l  если / i < | / l < / 2
s ( f )  =  0 вообще.

s(t) =  Г  8 ( f )  e ‘W  d f  =  e W  d f  +  \u e * *  d f
J  “  «  J ~J2 J fl

.sin 2 гг f t  ; sin 2-Tf ^ t  >in 2.т/, /
7Tt f  71 t
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Воспользуясь известным тригонометрическим соотношением, искомую 
функцию s(t) можем преобразовать:

s(t) =  —  sin ( л ( / 2- / , )  f) cos ( л ( /2+ / , )  t) ■ 
n t

После этого, если из функции g(t) хотим выделить компоненты частот в интер
вале ( f v  / 2), то можем применить интегральное преобразование

« И » ( / , - / . ) т ) ~ ‘ ( Ч / , + Л ) Р
J T

В результате получим такую функцию y ( t ) ,  преобразователь ФУРЬЕ 
которой в интервале (/х,/2) совпадает с преобразователем ФУРЬЕ функции 
g(t), а вне его равен нулю. Естественно, это справедливо только в случае 
интегрирования между пределами +  со<^ и —оо. Практическое осуществ
ление фильтрации, конечно, с такими пределами невозможно, и интегрирова
ние можно проводить только численное. Так, задача решается только прибли
жённо. Для того чтобы значения интегралов получить как сумму произ
ведений, нашу зависимость надо преобразовать.

Введём обозначения
t =  kAt  

г  =  l i t ,

связанные с отбором образцов. Здесь к и I целые числа. Вместо интеграла 
перейдём к суммированию

y {k At ) “  2  g ( ( к
Л  1=  — со

п ,Л 8 т ( я ( / 2 - / 1).-1 |- /)с°в(я(/а+ / 1)Д*-/) |#
’ l i t

При функциях y ( t )  и g(t) покажем только множители At ,  как индексы (они 
ставятся в квадратные скобки) и на At  можно сократить.

у [к]  =  —  У  " \ k - i  I sin W a At  ' cos W *  At  ' ^
It l- -1a I

Практически суммирование происходит на конечном интервале 
(— М ,  М ) ,  где М достаточно большое число, которое обеспечивает, что ве
личиной функции фильтрации s(t) для значений, больших М ,  практически 
можно пренебречь.

м * ]
2
л

м
2  * [ * - * ]

1 = -М

sin  ( я ( / 2 - Л )  At ■ I) cos ( n i f z + f j  At ■ I)
T
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По этой формуле значение функции фильтрации нужно знать в 2М  1 
точках. Предположим, что функция фильтрации известна в N  точках 
(i =  1,2,___, IV). Получаемые по формуле значения y[Zc] могут опреде
ляться только на интервале — М ,  если желательно обес
печить в сумме учёт всех произведений. Если вне интервала 1 <  i <  N  
значения функции можно считать равными нулю, то наш метод можно 
подготовить так, чтобы получить профильтрованные значения функции для 
каждой такой точки, в которой имелось и первоначальное значение функции. 
Программирование было сделано так: на основании заданных парамет
ров /ь /г- N  подготовили значения функцией s[l], где — М  <  Z <  М ,
затем вычисляли суммы произведений

9  М
y[fc] = ---- g[fc — Z] • s [Z], где 0 <  к  <  IV

л  Ы ~ м

Сначала программа была сделана на языке GIER ALGOL, а затем в 
коде машины МИНСК-2. Программа на языке ALGOL даётся ниже: 

Дигитальная полосная фильтрация 1122/25

begin real dw, d t , f l , f 2, dz, a, b; 
integer s, M ,  N ,  h, j  ;
LO: w rite te x t (<£ < d f  : =  ;£>);

dt: =  ty p e in ; o u t p u t ( n d d ■ d d d d d t )  ;
L l :  w ritec r: w r i te te x t  (< ÿ < iV : =  ;£>);

N :  == ty p e in ; o u te r ;  
o u tp u t  ( <£ ndddd  >  N )  ;

L 2: w rite te x t (<£< lV f: =  ;£>);
M : =  ty p e in ; o u tsp  (3); 
o u tp u t  (<£n d d d d M ) ;

L 3: w rite te x t ( <$ . < f l : =  j£>);
/ 1 :  =  ty p e in ; o u tsp  (3); 
o u tp u t  ( n d d d ■ ddd  {> f ) ;

L 4: w rite te x t ( < £ <  f 2 : =  ;£>); 
f 2: =  ty p e in ; o u tsp  (3); 
o u tp u t;  (<£ n d d d -d d d d  

begin array g [— M  : M ] S Z  [— M  : M];  
i f  N  —  2 X M  —  1 <[ 0 then begin 
w r ite te x t ( < £ < К о р о т к о е  ag  > ) ;  
go to L l;  end;
dw : =  3.14159 X ( / 2 — / i )  X dt; 
dz: =  3.14159 x ( / 2  +  / 1) X dt;

L 5: f o r s : =  — M  step  1 unti l  M  do
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begin: а: =  d i v X x s ;
6: =  d z X x s ;  

i f  а =  0 then begin 
sz [S ]: =  d w X  cos [6]; 
go to L9; e n d ; 
sz  [S ]: =  sin  (a) X  cos (fc)/s;

L9: end si;
o u te r; o u t te x t  (<£<фильтр f vj§>); 
in p u t (g);

L6: fo r  s: =  — M  step un til  Mdo
begin o u te r : o u tp u t (< / n d d d d -d d d d • $-sz [S];) 
end:
o u tte x t  ( <£ <  выходящий сигнал >  ) ; 
o u te r;
b: =  0 ; h: =  AT — 2 x  M  —  1;

L 7: /o r  s: =  1 step 1 until  h do 
begin a: =  0: b: b -)- 1;

L 8 : fo r  j : — — M  step 1 until  M  do 
a: — a + g  [ j ] X sz[—j];  
fo r  j :  =  — M  step 1 until  M  —  1 do

g [ Л : =  g[j +  ! ] ;
in p u t ( g[M) ) :
if  b =  5 then begin outer;
b : — 0; end;
o u tp u t  (<£ n d d d d -d d d d ^  2 / л  a); o u tte x t (<ÿ <  ^>); 
end  s2; 
end b l;  
end pr;

Из встречающихся в программе выражений те, которые не определяются 
в языке «ALGOL», изложим здесь: «writetext» (<ÿ <  текст ^>); печать G I E R  
под действием такой команды выписывает серию сигналов в скобках string
<  <  > .

Под действием «typein» машина прочитывает и передает переменное 
в левой части число, выписанное печатью.

На команду «outsp (и)» на перфоленте пробивается «п»-ное количество 
сигнала пробела.

Под действием «outer» перфорируются сигналы «каретка обратно» и 
«для работы рычага интервала». Под действием «output (-$ ndddd  >  M)» 
перфорируется значение переменной М  в виде, показанной в скобках <£ 
т. е. в нашем случае как 5-значное целое число. На команду «input (s)» ма
шина прочитает с перфоленты следующее число и располагает в ячейке,
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выделенной для переменной (s). Под действием «writecr» происходит дви
жение рычага интервала, каретка обратно.

Под действием «writetext» печать выписывает серию сигналов в скобках 
string (<£< . . .  » .

При работе программы от LO до сигнала begin после L4 основным 
параметрам придаются значения, так что печатью выписывается имя объяв
ленной переменной со знаком : = , затем управляющий машиной сообщает 
значение актуальной переменной, машиной перфорируется и имя, и значение 
переменной на перфоленте так, чтобы было видно и после обработки, что при 
помощи каких параметров произошла дигитальная фильтрация. Эти пара
метры подряд следующие:

dt  расстояние между отборами образцов 
N  количество образцов 
М  полудлина функции фильтрации 
/ х нижняя граница частотной полосы 
/ 2 верхняя граница частотной полосы

Пройдя begin после L4 программа посмотрит, есть ли достаточно 
данных для фильтрации. Если нет, то выписывается текст «короткий g» 
и происходит обращение за новым заданием, что сигнализируется снова 
печатью «dt: =».

Если задача осуществима, то машиной определяются элементы объяв
ленного блока es [— М  : М ] то есть значения функции фильтрации.

После вычисления значений функции фильтрации под действием 
«input (g)» первые 2М  ф- 1 элементов помещённой на перфоленте функции 
фильтрации попадают на место, оставленное для блока «g ». Размер блока 
«g» совпадает с размером блока «sz». После этого выписываются значения 
функции фильтрации. В первом случае скальярное произведение элементов 
блоков «g » и «sz» ( М  ф- 1)-ый элемент профильтрованной функции. На опре
деление предыдущих элементов в этой форме программы не обратили вни
мания. Этой программой также не определяется последний М - ь т  элемент 
профильтрованной функции. Вычисленные значения профильтрованной 
функции выписываем в табличном виде. Вычисление же новых значений 
профильтрованной функции в этой программе происходит так, что элементы 
блока «g» перекладываем в соответствии с указанием g[í] : =  g[i  -f- 1], и 
вместо элемента g  [ М ]  при помощи команды input (g [М]) с перфоленты 
вводим новое значение. Программа на ЭВМ МИНСК-2 была сделана в 
коде машины. Её различие от сделанной для GIER программы состоит в 
том, что профильтруемая функция не постепенно, за время вычисления 
функции попадает в назначенные для неё ячейки, а её уже предварительно 
поместили там. Это делает возможным довольно большая оперативная 
память машины МИНСК-2.
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Другое различие состоит в том, что профилируемая функция ещё до 
обработки дополняется нулевыми значениями функции, то есть предпола
галось, что профильтруемая функция кроме заданных значений тождест
венно равна нулю. Но самым существенным различием между двумя про
граммами является то, что сделанная для МИНСК-2 программа кроме 
табличной формы профильтрованную функцию может фиксировать на пер
фоленте, управляющей чертёжной машиной (ZUSE graphomat). Перед об
работкой нужно задаваться и относящимися к изображению параметрами 
(например, расстоянием между отборами образцов, или шириной полосы, 
внутри которой происходит изображение). Программа является частью 
готовящейся дигитальной сейсмической программной системы. После про
черчения одной кривой соответственно ширине полосы возвращается к 
начальному пункту, при этом головка для черчения подготовлена для изо
бражения следующей функции. В этой системе может быть прочерчено про
извольное (ограниченное лишь размером чертёжного стола) количество 
функций с одной переменной. Произвольно может быть выбран и вариант, 
где подряд прочерчиваются только профильтрованные функции, или же 
даже не профильтрованные, с целью проверки.

Применение дигитальной фильтрации в магнитотеллурике

Одной из самых больших проблем магнитотеллурических исследова
ний является выбор связанных электрических и магнитных компонентов 
соответствующего периода. Хотя по нашим опытам и определение на глаз 
периода, на основании крайних значений, не сопровождалось плохими 
результатами, однако, несомненно стоит заниматься фильтрацией ряда по
лученных регистраций. Хотя и не ожидается существенное улучшение в зна
чительной части полученных значений магнитотеллурических сопротивле
ний, всё-таки есть две точки зрения, обосновывающие исследования такого 
характера. Одной из них является то обстоятельство, что есть такие про
межутки времени, когда связь между магнитным и электрическим компо
нентами разрушается. Это разрушение по всей вероятности связано с дви
жением, или даже смещением источника, то есть системы ионосферических 
или магнитотеллурических токов. В излагаемом примере будем обращать 
внимание именно на такой случай. Не подходящие для вычисления маг
нитотеллурических сопротивлений промежутки времени трудно отделить 
только на основании начальных регистраций, ведь может случиться, что 
смещение проявляется не по всему спектру, а только в некоторых интер
валах частот. На основе же профильтрованного ряда регистраций такие 
интервалы без дальнейшей оговорки можно выделить, и исключать из об
работки.
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Другой возможностью, обоснованной фильтрацией является более 
полное воспользование информациями, находящимися в отдельных регист
рациях. Меньшие периоды, проявляющиеся с меньшей амплитудой, могут 
быть узнаваемы только после фильтрации и это при случае означает воз
можность уменьшения времени для измерений.

Помимо этого нельзя пренебрегать и тем, что дальнейшая автомати
зация при магнитотеллурических измерениях возможна только после (ана
логичной или дигитальной) фильтрации, ведь определение периода при 
помощи оценки, или же выбора на основании крайних значений здесь не 
может быть применяема.

Исследование изложенного выше фильтра, приготовленного в начале 
для сейсмических целей, показало, что нет особенного затруднения в том, 
чтобы этот фильтр применять и для фильтрации магнитотеллурических 
регистраций. Единственное различие, которое нужно учесть, состоит в том, 
что в этом случае необходимо иметь не только временной, но и амплитудный 
масштаб. А в общем, описанное выше полностью относится к магнитотеллу
рическим регистрациям, начиная от определения расстояния между от
борами образцов и кончая проблемой выбора подходящего фильтра. В по
следующем хотим рассмотреть несколько подробнее эти два вопроса, прежде 
чем перейти к практическому примеру.

Целесообразнее в начале рассмотреть вопрос о выборе подходящих 
фильтров, так как зная их, становится легче определение расстояния между 
отборами образцов. Принципиально существуют две возможности: или 
решим заранее, какие будем применять фильтры и в этом случае не учиты
ваем особенности данной регистрации, или же при известной регистрации 
решим вопрос о применяемых фильтрах. Первый случай подходит при 
опытных измерениях, когда фильтрация происходит либо сразу, либо во 
время полевых измерений. Но в случае некоторых отдельных исследований 
второй метод имеет преимущество перед первым. Выбор фильтров может 
происходить по нескольким принципам, например, по тому, что в каких 
полосах наименьшая корреляция между магнитными компонентами, пер
пендикулярными друг другу, то есть где самая слабая поляризация поля, 
а определение тензора проводимости самое точное. Для настоящего иссле
дования применяли не эту возможность, а фильтры выбрали на основании 
частотного спектра данной регистрации так, чтобы в них уменьшались по 
возможности все, даже и самые маленькие вершины. К тому же выделили не 
только вершины отдельных частотных спектров, а рассмотрели, что нельзя 
ли получить новые информации из дальнейшего разложения одной (самой 
большой) частотной вершины. Этот вопрос может иметь значение при пла
нировании определенного фильтровального решения, ведь если вершины 
в одном спектре могут быть дальше раскладываемы, тогда выгодно при
менять фильтры с более тонкими делениями.
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При известных спектральных вершинах уже легко определить макси
мальное расстояние отсчитывания, что не вызывает проблему в требуемом 
интервале периодов, то есть расстояние между отборами образцов меньше 
половины исследуемого кратчайшего периода.

Описанный фильтр исследовался на применение на основе регистрации, 
сделанной в обсерватории около Надьценк.  В настоящей статье не желаем

Р и с .  1а. Аналогичный спектр исследованной магнитной регистрации (можно видеть 
проверочные сигналы около О и 0,08 Гц)

останавливаться на значениях магнитотеллурических сопротивлений, на 
их исследовании, а только на сравнении функций, полученных после фильт
рации. Длина исследованной регистрации была 10 560 сек, т. е. приблизи
тельно 3 часа. Исследование проводили на магнитном и на перпендикуляр
ном ему электрическом компонентах. Теллурическая регистрация сделана 
с чувствительностью 0,15 мв/км/мм, регистрационным прибором типа Т 14 
(гальванометр с жидкостным затуханием). Магнитная же регистрация снята 
при помощи индукционной катушки с сердечником, регистрирование про
водилось тем же теллурическим регистратором.

Первым шагом в Исследовательской Лаборатории по Автоматике АН 
Венгрии сделан аналогичный спектр исследуемой регистрации при помощи 
коррелятора НОРАТОМ. Эти спектры для электрических и магнитных 
компонентов показаны на рисунках 1а и 1в. В связи с этими аналогичными 
спектрами пришли к выводу, что хотя теоретически можно было бы и их 
использовать для вычисления значений сопротивлений, всё-таки достовер
ность отдельных абсолютных значений не достаточна, иным словом относи
тельное соотношение отдельных значений хорошо, абсолютное их значение 
не хорошо могут быть определены. За то для обозначения профильтруемых 
полос очень хорошо можно применять аналогичный спектр. На основании 
спектра выбрали следующие фильтры.

I. 0,008 — 0,012 гц (125 — 83,3 сек)
II. 0,012 — 0,017 гц ( 83,3— 60 сек)

III. 0,022 — 0,028 гц ( 45,5— 36 сек)
IV. 0,022 — 0,025 гц ( 45,5— 40 сек)
V. 0,025 — 0,028 гц ( 40 — 36 сек)
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VI. 0,036 — 0,040 гц ( 28 — 25 сек)
II. 0,043 — 0,047 гц ( 21 — 23,5 сек)

Первыми двумя фильтрами желаем использовать слабые вершины, 
проявляющиеся в интервале с большим периодом, а третьим и пятым самую 
большую, встречающуюся в интервале пульсаций типа рс 3 с относительно 
большим периодом. Разделение на две части вершины преследует цели, 
чтобы можно было рассмотреть, что возможно ли в пределах одной вершины

Р и с .  16. Спектр исследуемой теллурической регистрации

получить несколько информаций так, что при этом профильтрованные 
кривые построены двумя различными фильтрами. Желательно заметить, что 
в настоящем случае вычисление отношения между теллурическими и маг
нитными компонентами, то есть импеданции или магнитотеллурического 
сопротивления не имеет значения с точки зрения исслевования, потому что 
наши фильтры работают в интервале S, а для этого характерно, что отно
шение Е/Н (импеданция) постоянно. И так вычислив на основании двух 
профильтрованных функций значения отношения Е/Н, нельзя было бы 
определить, что отношения, полученные фильтрами IV и V одинаковы 
потому, что оба фильтра дали ту же информацию, или же потому, что отно
шение и физически не претерпевает изменения. Фильтры VI и VII исполь
зуют разделенные в интервале с большим периодом две вершины.

Отметим, что компонент постоянного тока около 0 гц происходит из- 
за неточности установки средней линии, а сигнал с частотой около 0,075 гц 
из-за выверки.
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На рис. 2.а-д изображены кривые, полученные при помощи этих филь
тров, вместе с оригинальными регистрациями.

В связи с магнитной регистрацией отметим ещё, что возмущение, воз
никающее через 2 часа после начала регистрации, происходит вследствие 
выверки магнитной установки, так что эту часть в дальнейших исследо
ваниях не следут учитывать. Дигитализация, т. е. время, проходящее между 
отборами образцов б сек (развёртка начальной регистрации была 20 мм/сек, 
т. е. отбор образцов на ней произошёл через 2 мм).

В связи с русинками важно знать, что их вычерчивание происходило 
графоматом ZUSE таким образом, что программа установила максимальную 
амплитуду автоматически на одинаковую (40 мм) величину.

Oh 1h 2 h
I Г Т Т I 1 ! I I T 1 I I I I I  I I ! '

3 h

Oh 1h 2 h 3 h

..

Oh 1h 2h 3 h  
n------1

Oh 1h 2 h 3 h
~ i- - - - - - - 1- - - - - - - 1- - - - - - - r

Eu 11.
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Р и с . 2 а -д . Исследованные регистрации и профильтрованные разными фильтрами функ
ции. Частотную полосу фильтров, обозначенных римскими цифрами, см. в тексте. Под 
каждой профильтрованной функцией показана и оригинальная функция. Максимальная 
амплитуда при вычерчивании графоматом ZUSE везде одинакова (в оригинале 40 мм)

На рис. 3. показана зависимость одновременных амплитудных вершин 
и других характерных точек на сопряжённых парах теллурических и маг
нитных регистраций. В случае первых двух фильтров зависимость ещё не 
совсем определена лучше всего у фильтров III—V, которые попадают в 
самую большую амплитудную вершину. У фильтров VI, а особенно VII 
зависимость снова портится. Несколько точек, особенно у двух последних 
фильтров, получается по искусственно возмущенному интервалу на магнит-
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Р и с . 3 . Зависимость для 7 фильтров между максимальными теллурическими и магнит
ными одновременными амплитудами функций, полученных отдельными фильтрами, а 
также связь между одновременными, теллурическими амплитудами фильтров IV и V

ной регистрации, так что их при оценке рисунков не следует учитывать, за
то эти значения появятся при автоматической дигитализации.

На рис. 3. изображена ещё зависимость между одновременными значе
ниями профильтрованных теллурических регистраций, сделанных фильтрами 
IV и V. Несомненно, что связь между этими множествами точек намного сла
бее, то есть зависимость между одинаковыми профильтрованными рядами 
двух компонентов теснее у результирующей, полученной разными фильтрами 
об одной и той же регистрации, даже и тогда, если два разных фильтра 
лежат на одной спектральной вершине.

Несмотря на тесную связь между двумя компонентами, несомненно, 
что встречаются и величины, не принадлежащие к общей зависимости.
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Р и с . 4. Амплитудные вершины. Величина обозначена толщиной горизонтальных линий, 
полученных 7 фильтрами (наверху обозначены средней частотой), вертикальные линии 
поставлены на интервалах, где разрушается связь между магнитным и теллурическим 
компонентом. На правой стороне рисунка количество тех фильтров в зависимости от 

времени, при которых связь была разрушена

(Изображение этой «общей зависимости» из-за упомянутой выше особенности 
вычерчивания графоматом ZUSE есть прямая под углом 45°, за исключением 
фильтра VII, где вершина магнитной амплитуды попадает в возмущенный 
интервал и поэтому значения амплитуды меньше). Более подробное рас
смотрение этих различающихся значений становится возможным по рис. 4. 
На нем указаны интервалы регистраций, не совпадающие по оценке на глаз, 
а также более существенные крайние амплитудные значения (двойная амп
литуда больше 10 мм). На правой стороне рисунка для отдельных моментов 
указали, что у скольких фильтров не совпадают эти две амплитуды. Сущест
венное различие показывается в 4-х местах: в начале и в конце регистраций 
(это особенность фильтра), вокруг искусственного магнитного возмущения 
и примерно через 1 час 6 минут после начала регистраций. Это последнее
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есть самое интересное, ведь здесь не существует подобного первым трём 
объяснения. Возможны две вариации: рисунок хорошо показывает, что 
амплитуда почти у всех фильтров возрастает именно на этом интервале и 
возможно, что здесь нужно считаться или подобным началу регистраций 
явлением, или же это приборное явление. Первому предположению проти
воречит фильтр V, при котором первая вершина очень большая как раз 
через час после начала регистрации, и всё-таки, зависимость двух компо
нентов не разрушается. К сожалению, наблюдаемое на регистрации второе 
«оживление» около 2 ч. 35 м. очень быстро следует за искусственным маг
нитным возмущением, поэтому из последнего нельзя сделать выводов. Мы 
считаем, что в этом случае на самом деле речь идёт о таком интервале 
времени, когда тесная между двумя компонентами корреляция разруша
ется вследствие особенности источника. Тем не менее этот вопрос требует 
дальнейших исследований.

На основании вышесказанного можем перечислить следующие пре
имущества дигитальной фильтрации:

1. Становится возможным определение сопряжённых амплитудных 
значений, относящихся к данному периоду, даже в близких друг к другу 
полосах.

2. Можно получить информацию о надежности соотношений, принад
лежащих к отдельным периодам (в настоящем случае наилучшие соотно
шения, полученные фильтрами III—V, а наименее надёжные — значения, 
полученные фильтрами VII, а также I).

3. Становится возможным отделение интервалов, когда вследствие 
причин измерительной техники или природы источника пульсаций регист
рации не могут быть использованы для определения магнитотеллурических 
сопротивлений.

D IG IT A L  F R E Q U E N C Y  F IL T E R IN G  A N D  IT S  U S E  IN  T H E  M A G N E T O T E L L U R IC

L. ZILAHI-SEBES and J. VERŐ

SU M M A RY

T h e  p ap er sum m arises th e  m eth o d  of d ig ita l freq u en cy  filte rin g . T h e  f i r s t  p ro b lem  is 
sa m p lin g . T h e  filters u sed  in  th e  follow ing w ere c o n s tru c te d  on th e  basis o f  th e  convolu tion  
th e o re m  so th a t  its  F o u rie r- tra n s fo rm  is

< 0 = 1  i f  f i  < / < / 2 
s ( f )  =  0 o therw ise .

T h e  fu n c tio n  s(i) is o b ta in e d  b y  F o u rie r  tra n s fo rm a tio n . W ith  th e  aid o f s(i), th e  f i lte re d  func
t io n  c a n  h e  com puted  as in te g ra l tra n s fo rm , i.e. a  b a n d  / , —/ 2 can  be  se p a ra te d  fro m  a given 
tim e  se ries . T his in teg ra l tra n s fo rm a tio n  is n a tu ra lly  su b s ti tu te d  b y  su m m atio n . T h e  program  
w as m a d e  fo r Gier, th e  p a p e r  g ives, how ever, i ts  v e rs io n  fo r M IN SK -2 (A lgol w ith  add itions 
e x p la in e d  in  tex t) . T he f i lte re d  fu n c tio n  can  be  ta b u la te d  or designed w ith  a Z u se -g rap h o m at 
(see  e .g . fig s. 2a—g).
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T h e  f i l te r  w as co n stru c ted  fo r seism ic p u rp o ses , b u t  i t  can  be used  for f i lte r in g  of m agne- 
to te llu r ic  reco rd s, too . I t s  use  allow s th e  ex p an s io n  o f th e  freq u en cy  b a n d  in  c o n stru c tio n  
of th e  so u n d in g  cu rve  a s  well as fu r th e r  a u to m a tio n . In  th e  exam ple  t r e a te d  th e  p a ssb a n d  
w as d e te rm in e d  using  analogue sp e c tra  so t h a t  th e y  lie on peaks o f th e  sp e c tra  (fig . l a  and  
b ), on th e  o th e r  h a n d  filte rs  IV  a n d  V (figs. 2d a n d  e) a re  subdivisions o f f i lte r  I I I  (fig  2c). 
F igs. 2 re p re se n t th e  u p p e r  p a r t  th e  m ag n e tic , th e  low er p a r t  th e  e a r th  c u r re n t  reco rd s , in 
each  case th e  o rig ina l one over th e  filte red  series. T h e  m ax im al am p litu d e  in  e ach  series is 
id en tica l fo r  b e tte r  com parison . F ig . 3. show s th e  v a lu es o f s im ultaneous m ag n e tic  a n d  e a r th  
c u rre n t  a m p litu d e s ; filte rs  I I I  to  V give in  v e ry  good ap p ro x im atio n  45° s tra ig h t  lines. 
F u r th e r  i t  is show n, th a t  a  subd iv ision  o f f i lte r  I I I  gives surp lus in fo rm a tio n . O n th e  r ig h t 
side o f f ig . 4. th e  n u m b er o f filte rs  is to  he  seen , w here  th e  close co rre la tions o f  m ag n e tic  and  
e a r th  c u r re n t  a m p litu d es  is v io la ted . T h ere  a re  fo u r such  in te rv a ls : in te rv a ls  1. a n d  4. a re  a t  
th e  b eg in n in g  a n d  end  of th e  reco rd , resp ., a n d  acco rd in g ly  th e y  are  tra n s ie n t p h e n o m e n a , in 
in te rv a l 3. an  a rtific ia l d is tu rb an ce  (d e te rm in a tio n  o f sen sitiv ity ) occurred , b u t  in te rv a l  2. has 
no  su ch  sim p le  e x p lan a tio n . I t  is possible, t h a t  th e  increase  o f a c tiv ity  p ro d u ced  (s im ila r to  in 
te rv a l  1.) a  t ra n s ie n t confusion , b u t  i t  is m ore  lik e ly  th a t  i t  has a p h y sical cau se  (e ffec t of 
source). T h e  exclusion  of such  in te rv a ls  from  th e  processing  rep resen ts  one of th e  a d v a n ta g e s  
o f th e  d ig ita l filte rin g  in  m ag n e to te llu ric  ex p lo ra tio n .
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I N V E S T I G A T I O N S  O N  T H E  P H E N O M E N A  O F  F L U I D  

M E C H A N I C S  A N D  T H E R M O D Y N A M I C S  I N  G E O T H E R M A L

W E L L S

I. T A R JÁ N
CAND. TECHN. SCI.

UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRY, MISKOLC 

[M an u scrip t received  12 Ju ly ,  1968]

T h e  p a p e r s tu d ies  th e  p h en o m en a  of flu id  m echan ics an d  th e rm o d y n am ics en co u n te re d  
in g eo th e rm a l wells p rod u c in g  h o t  w a te r, w et s team , o r o v e rh ea te d  steam . T he c h a ra c te ris tic  
d a ta  o f g eo th e rm al wells can  be  d e te rm in ed , in  th e  fu n c tio n  o f w ell d e p th , by  ca lcu la tio n s w hich  
m ak e  possib le  th e  p re d e te rm in a tio n  of th e  effec t o f w ell d iam e te r  and  cas inghead  c o u n te r 
p re ssu re  v a r ia tio n s  on  th e  o p e ra tio n  of th e  g eo th e rm a l well.

M easurem en ts o f th e  flu id  m echanics an d  th e rm o d y n am ics c h a ra c te r is tic s  
o f th e  m ed ium  flow ing  in  g eo th erm al wells w ere h a rd ly  carried  o u t u p  till  
now . V elocity , q u a n tity , an d  te m p e ra tu re  m easu rem en ts  fo r th e  casin g  h ead

p ressu re  an d  ou tflo w  m ed ium  are  re la tiv e ly  m uch  sim pler, b u t  o fte n  c o n tra 
d ic to ry  an d  u n n a tu ra l  m easu rem en t re su lts  a re  o b ta in ed  in  th e  fu n c tio n  o f 
w ell d e p th  [1, 2, 3]. In  ad d itio n  to  c e r ta in  o b jec tiv e  d ifficu lties th is  is due 
m a in ly  to  th e  lack  o f know ledge on th e  c h a ra c te r  o f th e  flow  w ith in  th e  geo
th e rm a l w ell, as th e  th e rm a l p h en o m en a  ta k in g  p lace du ring  flow  h a v e  n o t 
b een  co m p le te ly  clarified , as y e t.

T h e  ty p ic a l n a tu re  of th e  re la tio n  b e tw een  th e  o u tp u t of th e  g e o th e rm a l 
w ells a n d  th e  co u n te rp ressu re  a t  th e  casing  h e a d  is illu s tra te d  in  F ig . 1. T he 
p ressu re  m easu red  a t  th e  b o tto m  of th e  w ell (p H) can  he d e te rm in ed  from  th e  
su m  o f th e  co u n te rp ressu re  ( p 0), th e  h y d ro s ta tic  p ressu re  o f th e  liq u id  co lum n, 
an d  th e  flow  losses:

о 0

P h  =  Po — f e ( - )  S d *  — I dP v , (1)
H H

w here H  m eans well d ep th .
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F lo w  losses can  be ca lcu la ted  from  th e  e q u a tio n  app licab le  to  tu rb u le n t
flo w :

2 d

w h ere  w  is th e  v e lo c ity  of th e  flow ing  m ed iu m , d  is th e  well d iam e te r , A re p re 
se n ts  th e  fr ic tio n  co effic ien t, an d  q( z) m eans d e n s ity  a t  an y  z  d e p th .

I n  case of a liq u id  m ass m  de livered  p e r  u n i t  tim e , an d  a cross-sec tion  
o f  w ell / ,  th e  flow  v e lo c ity  is :

m
w  = ---------- .

Q (z)f

S u b s ti tu t in g  th e  ab o v e  exp ression  in to  E q u . (1) gives th e  p ressu re  v a lu e  to  
b e  m e a su re d  a t  th e  b o tto m  o f th e  well:

о о
f  .  .  7  A r â 2  Г dzJ.H-P.-J «•>**- J —  . (2)

H H

T h e  d iffe ren ce  b e tw een  p ressu re  рт m easu red  a t  th e  h o t  w a te r  or s te a m  s to rag e
p la n t ,  a n d  p ressu re  р н  e x is tin g  a t  th e  w ell b a se  b rin g s a b o u t th e  m  m ed iu m  
flo w  h o w ev e r im p ed ed  b y  th e  resis tan ce  b e tw e e n  th e  p la n t c o n ta in in g  w a te r  
o r  s te a m  an d  th e  w ell b ase  p ro p er. In flo w  to  th e  well m ay  he e ith e r  la m in a r  
o r tu rb u le n t .

I n  case of h o t  w a te r  in flow  th ro u g h  a po rous m ed iu m , th e  flow  is genera lly  
la m in a r ,  w hen  th e  d ifference  o f p ressu re  is

Рт — Р н  = (3)

w h e re  a  is a c o n s ta n t c h a ra c te r is tic  of th e  la m in a r  inflow .
O n th e  o th e r h a n d  in  case, o f a tu rb u le n t  in flow , th e  d iffe ren tia l p ressu re  

b e tw e e n  th e  a p p ro x im a te ly  c o n s ta n t p ressu re  o f  th e  p la n t an d  th e  w ell base  
p re s su re  is

Рт — Р н  =  ß™2 (4)

w h e re  ß  is a c o n s ta n t c h a ra c te r is tic  o f th e  tu rb u le n t  inflow .
S u b s titu tin g  E q u s . (3) an d  (4) in to  E q u . (2), th e  c h a ra c te ris tic  curve 

o f t h e  g eo th e rm al w ell u n d e r  la m in a r in flow  co n d itio n s w ill be  exp ressed  by

P о
A m 2  f  d z

Рт  +  Гg (g) g d z  acm +  ™  (
J  2 d / -  J  q(z )

H H

( 5 )
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T he c h a ra c te ris tic  cu rv e  of a tu rb u le n t  in flow  well m ay  b e  described  
b y  th e  follow ing fo rm u la :

о 0

Po =  P t +  f  eW  g  dz -  ßm -  +  - g t  Г- ^ L  . (6)
J 2 df -J  e(z)
н  н

In  case o f  a w a te r  v a p o u r  in flow , using  th e  re la tio n  v a lid  for com pressib le 
m ed ia  an d  assum ing  an  iso th e rm ic  flow  from  p la n t  to  well we g e t:

P t - P b  =  àm* (7)
t h a t  is,

P h =  \ p 2t  — àm? .

H ere  Ö is a c o n s ta n t c h a ra c te r is tic  o f th e  v a p o u r  in flow . N ow  su b s ti tu t in g  th is 
in to  E q u . (2) w ill give th e  follow ing eq u a tio n  for th e  c h a ra c te r is tic  cu rv e  of 
th e  well:

о 0

P o =  I V t  -  0™2 +  +  • (8>
J  Щ 2 J q( z )
H H

R eopen ing  th e  above s ta te m e n ts  in  m in d , le t us now  s tu d y  th e  p h enom ena  
ta k in g  place in  g eo th e rm al wells u n d e r w a te r  an d  v a p o u r  inflow  cond itions, 
respective ly .

O utflow  d a ta  ( p 0 co u n te rp re ssu re , T 0 ou tflow  te m p e ra tu re , a n d  m  ou tflow  
q u a n tity )  reveal w h e th e r a h o t w a te r, w et s team , o r o v e rh ea ted  s te a m  p ro d u c
ing  well is be in g  s tu d ied .

W et s team  p ro d u c tio n  is assoc ia ted  w ith  a T 0 bo iling  p o in t te m p e ra tu re  
p e r ta in in g  to  th e  casinghead  p ressu re  o f p 0. F ro m  th e  well base  to  a ce rta in  
leve l h o t w a te r  m a y  flow  a n d , a f te r  th e  bo iling  p o in t, from  th is  level to  th e  
ou tflo w  th e re  m ay  be  w e t s team  flow ing w ith  an  increasin g  v a p o u r  co n ten t. 
O n th e  o th e r h a n d , i t  is s im ila rly  possib le t h a t  o v e rh e a te d  s te a m  will flow  
from  th e  well base  to  th e  bo iling  p o in t level an d , th e re fro m , w e t s team  of 
decreasing  v a p o u r  c o n te n t to  th e  well sp o u t.

I n  case o f o v e rh ea ted  or w et s team , o ften  o u tflo w  ta k e s  p lace  w ith  th e  
speed  o f sound. On th e  basis  of th e  ou tflo w  d a ta , from  F ig . 2 it  c an  be  easily  
fo u n d  w h e th e r h o t w a te r , w e t-s team , o r o v e rh e a te d  s team  o u tflow s out. 
F ig . 2 illu s tra te s , for a n o rm a l geo therm ic  well o f m  =  20 kg/s o u tp u t ,  th e  
lim it cu rve  rep re sen tin g  so u n d  speed  ou tflow  w ith  d — 100 m m , d =  150 m m , 
an d  d =  200 m m  d iam ete rs .

T he follow ing p a ra g ra p h s  discuss th e  th e rm a l an d  flow  co n d itio n s of h o t 
w a te r , w et s team , an d  o v e rh ea ted  steam  p ro d u c in g  g eo th e rm al w ells a t  su b 
sou n d  speed flow .
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Po [at]
Fig. 2

H ot w ater p rod ucing geoth erm al w ell

T h e  te m p e ra tu re  o f h o t  w a te r  inflow  a t  th e  well base  a t  H  d e p th  can  
h e  d e te rm in e d  from  th e  g e o th e rm a l d a ta :

=  h Too (9)
88

w h ere  (gg) =  grad/cm .
I n  th is  re la tion  gg m ean s  th e  average  g eo th e rm a l g ra d ie n t, an d  T 00 

th e  a n n u a l  m ean te m p e ra tu re  a t  th e  soil su rface . T he h o t  w a te r  o f  a te m p e 
r a tu r e  d e te rm in ed  b y  th e  g e o th e rm a l g rad ien t flow s in to  th e  w ell a t  a r a te  of

rii
tv = --------- .

Q(z) f

T h is  r a te  is ap p ro x im a te ly  c o n s ta n t  along th e  w ell as th e  q(z) w a te r  d en sity  
m a y  b e  considered as a p p ro x im a te ly  c o n s ta n t w ith in  th e  ra n g e  of 100 to  
200°C , a n d  th e  d ependence  o f  d e n s ity  on p re ssu re  is even m ore  negligible. 
In  ca se  o f a norm al g e o th e rm ic  w ell w ith  a w a te r  d e liv ery  o f m  — 20 kg/s, 
a v e ra g e  d en sity  of q =  900 k g /m 3, an d  well d ia m e te r  o f d  =  100 m m , th e  Поле 
r a te  o f  th e  w ate r w ill a m o u n t to  iv =  2,55 m /s, w hile w ith  a w ell d iam e te r 
o f  d  —  200 m m  a ra te  o f w  =  0 ,64 m/s will b e  o b ta in ed .
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D ue to  th e  co m p ara tiv e ly  low  v e lo c ity  v a lu es  th e re  w ill b e  a h e a t 
exchange ta k in g  p lace b e tw een  th e  rock shell su rro u n d in g  th e  w ell, a n d  th e  
h o t w a te r  flow ing  th e re in . T he h e a t  t ra n s fe r  b e tw e e n  w a te r an d  w all is s ign i
f ic a n t w h ereb y  th e  h o t w a te r  will w arm  u p  th e  su rro u n d in g s  of th e  w ell. L a te r  
on th e  h e a t exch an g e  w ill decrease, and  th e  h o t  w a te r  will cool o ff o n ly  a t  
a low er ra te  in  th e  well. T hese flow  co n d itio n s d iscussed  in  th e  l i te r a tu r e  [4] 
are  m a in ta in e d  u n til  th e re  is on ly  w a te r  flow ing  fro m  th e  well base  to  th e  o u t
flow", as th e  w a te r  w ill n ev e r reach  its  bo iling  p o in t  anyw here w ith in  th e  well. 
A t an  ou tflow  te m p e ra tu re  o f  over 100°C th is  can  b e  achieved on ly  b y  c re a tin g  
a co u n te rp re ssu re  exceeding  th e  p ressu re  o f  th e  w e t steam  p e rta in in g  to  th e  
ou tflow  te m p e ra tu re . W ith  th e  know ledge o f th e  ou tflow  d a ta  from  th e  F ig . 2 
th e  co n d itio n s o f a g eo th e rm al well p ro d u c in g  w a te r  can  be v e ry  easily  guessed .

T he c h a ra c te r is tic  cu rve  o f a h o t w a te r  p ro d u c in g  g eo th e rm al w ell is, 
w ith  a la m in a r  in flow , accord ing  to  E q u . (5):

. ?.m- H
Po =  P r  -  QgH -  %m — —— r   -----. (10)

2 d /-  Q

T he sam e, b u t  fo r a tu rb u le n t inflow , can  be  w r it te n  accord ing  to  E q u . (6) 
as follow s:

Po =  P r  -  6gH  -  ß m 2 -  —  (11)
2 d /-  q

T he p ressu re  v a r ia tio n  in fu n c tio n  o f well d e p th  is linear:

P =  Po +  Qg* +  ~ z r  ■ —  • (12)
Z d j-  Q

T he m ean  te m p e ra tu re  v a lu e  a n y  cross sec tio n  o f  th e  well, a t  a g iv en  d e p th  
an d  m o m en t, can  be  d e te rm in ed  on th e  basis  o f  th e  re lev an t l i te r a tu r e  [4, 5] 
b y  using  th e  em pirica l fo rm ulae  verified  b y  ca lcu la tio n s or m e a su re m e n ts .

G eo therm al wells p ro duc ing  w et steam

In  th e  w e t s team  p ro d u c in g  g eo th e rm al w ell o f a h o t w a te r in flo w  a t  its 
base , in v es tig a tio n s  on th e  th e rm a l co n d itio n s assum e th a t  th e  h o t  w a te r  
flow ing  u p w ard s  arrives a t  a level w here, ow ing  to  th e  p ressu re  d ro p , its  
bo iling  p o in t w ill he  reach ed . In  p rac tice , o f cou rse , th is  level is in d is tin c t,  
f lu c tu a tin g  w ith in  som e sec tio n  o f th e  w ell le n g th . F rom  th is  level o n , th e re  
will be w et s te a m  flow ing  w ith  an  in creasin g  v a p o u r  co n ten t. T h e  specific  
vo lum e of th e  w et s team  is

V =  v' (v" —  v')  X (13)
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w h e re  v '  is specific vo lum e o f th e  boiling  w a te r , v" in d ica tes  th e  specific  vo lu m e 
o f th e  d ry  s a tu ra te d  s te a m , a n d  x  rep re sen ts  th e  s team  co n ten t.

A s is well know n, th e  v a lu e  of th e  e x te rn a l  ev ap o ra tio n  h e a t  is

ip =  p(v"  —  v')

w h ich  m a y  be considered , w ith in  th e  ran g e  o f  100 to  130°C, as p ra c tic a lly  
c o n s ta n t ,  w ith  a m ean  v a lu e  o f ipk  =  1,85 • 104 m kp /k g , w hereby  th e  specific  
v o lu m e  re la tio n  will give

v =  v' + V>k*

P
(14)

H e n c e  th e  specific vo lum e o f  th e  w a te r  w ill b e  reg a rd ed  as c o n s ta n t , a n d  a 
m e a n  v a lu e  of v'k =  1,2 • 10 “ 3 m 3/kg  can  b e  reck o n ed  w ith , in  th e  100 to  
300°C  ran g e .

0 4  8 12 16 20
Po [Ot] 

Fig. 3

T h e  flow  velocity  o f a g eo th e rm al well, a t  th e  o u tle t w ith  a s te a m  c o n te n t 
o f  íc0 a n d  specific vo lum e o f v 0 w ould be

w =
m v 0 to

7 7 (15)

F ig . 3 i l lu s tra te s  th e  o u tf lo w  velocity  in  case  o f  a no rm al g eo th e rm ic  well 
(to =  20 kg /s), a t  d iffe ren t casin g h ead  p re ssu re s , fo r  d iam eters of d =  100 m m , 
d  =  150 m m , and  d =  200 m m , resp ec tiv e ly , w ith  an  ou tflow  s te a m  c o n te n t 
o f  x 0 =  0,1 kg /kg  an d  o r in  case of h o t w a te r  o u tflo w . F rom  th e  ab o v e  m ean  
v a lu e s  i t  can  be concluded  t h a t  w et s team  flow s genera lly  w ith  a v e lo c ity  10 
to  2 0 -tim e s  h igher th a n  t h a t  o f  h o t w a te r  o f  th e  sam e w eight.

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



PHENOMENA OF FLUID MECHANICS 345

D ue to  th e  h igh  velocities invo lved , an d  th e  less fav o u rab le  h e a t  tra n sfe r  
cond itions, th e re  is o n ly  an  in sig n ifican t h e a t  exchange w ith  th e  su rro u n d in g . 
A ssum ing th e  w e t s te a m  flow  to  th e  isen tro p ic  leads to  re su lts  show ing  good 
ag reem en t w ith  th e  m easu rem en t d a ta . L e t th e  p ressu re  a t  th e  w a te r  level 
H j be р н  and  th e  change o f  s ta te  isen tro p ic  th e n  th e  fo llow ing e q u a tio n  w ith 
som e ap p ro x im a tio n  w ould  assu re  su ffic ien t accu racy  [6]:

P h ,
P

X

or, b y  its  ex p ansion  a n d  w ith  th e  te rm s o f h ig h e r o rd e r n eg lec ted :

V - v'Hl
y.

( I f .)

(17)

T h e  pressure v a r ia tio n  a long  th e  e lem en t w ell sec tion  dz can  be  d e te rm in ed  
from  th e  sum  o f th e  h y d ro s ta tic  p ressu re  an d  th e  p ressu re  loss due  to  fric tio n :

dP  =  е { р ) Ф  +
A r á 2

2d f2
dz

q(p )
(18)

w hich , b y  sep a ra tin g  
eq u a tio n :

w here

a n d  in te g ra tin g  th e  v a riab le s , leads to  th e  follow ing

p
dp

G(p)g +

p.

A m 2  1

~ Ü F ~ Q (P )

q(p ) =
1

v(p)

can  be d e te rm in ed  on th e  basis o f E q u .(1 7 ). A fte r in te g ra tio n , a n d  th e  in tro 
d u c tio n  of th e  fo llow ing expressions

A m 2

2d p

A  =
XT

1 + v ' l
2

d2
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В  =

с  =

D  =

1 + v ' l 1 - * ]

1 + v \ ( 1 - * |
-

1 -

1 —  v'â
(1 -  X

X

1 + в й ,
2

th e  r e s u l t  below  will be  o b ta in e d :

z

Р н  1
v Hl D In

P
PHi

P  о
P h l

+  В

В

A  ( 1 +  C)

V b

(19)

• arc tg arc  tg

P о
P h ,

-  A

В
- ( 1  - x ) C - p

PHi
P  о

P h i .

I n  c a se  o f  a geo therm al Avell o f  m  =  10— 15— 20— 25 kg/s s team  d e livery , 
a  d  —  150 m m  d iam e te r, a n d  A =  0,05 fr ic tio n  coeffic ien t, E q u . (19) is a 
sh o w n  in  F igs. 4— 7. T h e  F ig u re s  illu s tra te  fu n c tio n s  zjpiii =  f ( p lp ih )  in  th e  
p a r a m e te r  o f p J p H y  As a c c o rd in g  to  E qu . (17), th e  specific  g ra v ity  depends 
p n  р \ р н у  th e  function  z/pHi  — g{g) and , on th e  basis  o f E q u . (16), z/pHi =  
=  h ( x j p n i) m ay also b e  p lo t te d  as show n b y  F ig u re s  4— 7 in  th e  p a ra m e te r  
o f PolPHy

B y  m aking  use o f th e  fu n c tio n s  z/p^ i =  f i p j p i i y  P tjp ih)  in  F igu res 4— 7, 
a s e p a r a te  d iagram  il lu s tra te s  th e  special case w h en  p  =  р н у  z =  H x a n d , th e re 
fo re , H J p m  — f(PolPHi) as sh o w n  b y  Fig. 8 in  th e  p a ra m e te r  o f th e  s team  
q u a n t i t y  delivered.

T h u s , th e  c h a ra c te ris tic s  o f  w et steam  flow  u n d e r  an y  geo therm ic  cond i
tio n s  h a s  generally  b een  d e te rm in e d  while F ig u res  4— 8 offer an  ex am p le  for 
th e  c a lc u la tio n  in  an y  g iv e n  case  of a w et s te a m  p ro d u c in g  g eo th e rm al well.
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I t  m ay  be s ta te d  th a t ,  in  a geo therm al w ell p ro d u c in g  w et s te a m  w ith  
a h o t w a te r  inflow  a t  its  b ase , th e  w a te r will flow  as a w et s team  w ith  an  
increasing  v a p o u r  c o n te n t, th ro u g h  an  isen tro p ic  o r sim ilar change o f s ta te ,  
from  th e  level a t  H , d e p th  w here  th e  boiling p o in t is reached  because  o f  th e  
p ressu re  d rop . D urin g  an  isen tro p ic  process, th is  s team  co n ten t w ill n e v e r

[lar’JS. 
k g  a t

Fig. 5

reach  th e  va lu e  of x  q*í 0,5 in  p rac tice . I f  th e  en v iro n m en t su rro u n d in g  th e  
well tra n sm its  h e a t th e re to  or v ice  versa , th e  ch an g e  of s ta te  is v e ry  m uch  
d iffe ren t from  isen trop ic .

W ells p ro duc ing  x  >  0,5 v a p o u r c o n te n t w e t steam  will be  s tu d ie d
la te r.

T he above find ings lead  to  th e  conclusion t h a t  o u t flow ing w e t s te a m  
w ith  a v a p o u r c o n te n t x 0 <C 0,5 go t in to  th e  w ell c e rta in ly  as h o t w a te r  from
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w a te r  c o n ta in in g  lay e r. T h e  p ressu re  of th e  h o t  w a te r  flow ing u p w a rd s , due to  
th e  in c re a se d  flow  losses (E q u s . 10— 11), w ill be

or

p  =  p r  — ccm — Qk g (H  — z) 

P  =  P r — ß™-2 -  Qkg{H -  z)

Xm2 H  — z 

Ч Г  Gk

Ш  H - z

2 d /2 Qk

(10a)

(11a)

T h e  h o t  w a te r  te m p e ra tu re  w hich, if  th e  spec ified  conditions a re  sa tisfied ,

9(10̂ JL
kgat
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does n o t decrease excessively  d u rin g  th e  u p w ard  flow , can  be c a lc u la te d  from  
th e  g eo th e rm al d a ta . W hen , ow ing to  th e  excessive p ressure  d ro p , th e  h o t 
w a te r  a rriv es  a t  th e  boiling  p o in t a t  an  Л , level, i t  will con tinue  flo w in g  th e re 
from  a t  a bo iling  p o in t p ressu re  a n d  te m p e ra tu re . F u r th e r  p ressu re  (o r te m p e 
ra tu re )  re d u c tio n  from  th is  p o in t, in  th e  s ta te  o f equ ilib rium , can  b e  d e te rm in ed  
b y  assum ing  th a t  th e  w a te r  w ould  flow  w ith  an  isen trop ic  ch an g e  o f  s ta te  
a n d  increasing  s team  co n te n t, 0 < , x  <  0,5, a fte rw ard s .

Fig. 8

An exam ple  will now  be g iven , to  d e m o n s tra te  th e  ab o v e  s ta te m e n ts , 
fo r  th e  c a lcu la tio n  of an  Я  =  2000 m  deep an d  d  =  150 m m  d ia m e te r  g eo th e r
m al w ell. In  th is  exam ple, th e  av e rag e  v a lu e  o f th e  g eo th erm al g ra d ie n t is 
gg =  7,5 m /°C , th e  th e rm a l c o n d u c tiv ity  coeffic ien t X =  1,7 k c a l/m  h  °C, 
th e  th e rm a l d iffu siv ity  coeffic ien t a =  3,25 • 10 ~3 m 2/h , an d  th e  w ell life 
t =  104 h . T em p era tu re  v a ria tio n s  can  he  read ily  dete rm in ed  b y  u s in g  these  
d a ta  [4, 5] a n d , a t  rh — 10— 15— 20— 25 kg/s v a lu es , th e y  will n o t  be  excessive 
(278— 263°C). T he boiling  p o in t p ressu res p e rta in in g  to  th e  te m p e ra tu re  
v a lu es  o f th e  ou tflow ing  w a te r  a re  p re sen ted  in  Fig. 9.

A ssum ing  th e  pressure  of th e  h o t  w a te r  s to rag e  p la n t as рт 200 a t ,  and 
c a lc u la tin g  w ith

10 (kg/s)2
fo r tu rb u le n t  inflow , and

kg/s

fo r la m in a r inflow , Fig. 9 illu s tra te s  th e  p ressu re  drop  as w ell (E q u s . 10a 
a n d  11a), in  case of m  ~  10— 15— 20— 25 kg/s delivered  w a te r  q u a n titie s .
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T h e  in te rsec tio n s  o f  th e  fo rm e r boiling  p o in t p re ssu re  curve an d  th e  curves 
i l lu s tr a t in g  th e  a c tu a l p re ssu re  d rop  in d ica te  th e  levels for d iffe ren t w a te r  
d e liv eries  as w ell as th e  co rrespond ing  р н х p re ssu re s . T hese can  be  u sed  fo r 
th e  c a lc u la tio n  of th e  H J p m  ra tio s  w herefrom , acco rd in g  to  Fig. 8, th e  casing-

o

Fig. 9

h e a d  p ressu res p J p H i  a n d  p u(m), respective ly , can  be  d e te rm in ed . As a re su lt 
o f th e  exam ples on tu r b u le n t  an d  lam in ar flo w  ty p e s , Fig. 10 illu s tra te s  th e  
c h a ra c te r is tic  cu rve  o f  a  w ell p roducing  w et s te a m . T h e  ch a ra c te r  o f th is  cu rve  
is in  good ag reem en t w ith  t h a t  o f th e  ty p ic a l cu rv es  o b ta in ed  b y  m easu rem en ts  
[3, 4 ] . T ak in g  as an  ex a m p le  th e  m  =  20 k g /s ( p 0 =  29 a t) s team  de livery
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on th e  ch a ra c te ris tic  cu rv e  p lo tte d  fo r a tu rb u le n t  inflow  well, F ig . 11 p resen ts 
te m p e ra tu re , p ressu re , specific  g ra v ity , a n d  s te a m  co n ten t v a r ia tio n s  as func
tio n  o f d ep th .

G eo therm al well p roducing  overheated  steam

In  case of o v e rh e a te d  s team  inflow , th e  velocities exceed th o se  of the 
g eo th e rm a l wells p ro d u c in g  w et steam  a n d , th e re fo re , assum ing  a n  isen trop ic  
flow  w ould be again  a good a p p ro x im a tio n . D u rin g  th e  isen tro p ic  flow  of the 
excessively  o v erh ea ted  s te a m , th e  p ressu re  loss accord ing  to  th e  a b o v e  findings 
will "ive

d p  =  CJ(Z) g  d z  +
A r i i 1

2 d p

d z

!?(*) '
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I n  th is  eq u a tion , specific  g ra v i ty  v a ria tio n s m a y  be  expressed  b y  p ressu re  
v a r ia t io n s ,  using th e  g e n e ra l gas law  w hich, th e n , w ill lead  to  th e  follow ing 
d if fe re n tia l  equation :

d

u s in g  th e  expressions

p I/* 1

Po
1 co

i á
i/*

Qog =  g  . 1 =  c2 I RTo y
Po R T 0 ’ ° 2d f  2 n*g g \ p 0 ) ’

( 20)

w h e re  x  =  1,3 th e  e x p o n e n t o f  ad iaba tic  ch an g e  o f  s ta te  u n d e r w a te r  s team  
f lo w  co n d itions.

S o lv ing  E qu . (20) r e s u lts  in  th e  follow ing e q u a tio n :

p
P0 /»

J1

2

dz  =  a z .

о

D u e  to  th e  d ifficulties o f  in te g ra tio n  an  a p p ro x im a tiv e  so lu tion  is so u g h t 
fo r . A s

c a n  b e  neglec ted  because  o f

th is  m e a n s  th a t  th e  e ffec t o f  h y d ro s ta tic  p re ssu re  is n o t reck o n ed  w ith  in  
th e  o rig in a l d ifferen tia l e q u a tio n . In  th is  case , th e  pressure  ra tio  a t  an y  
d e p th  w ill be

J L

Pu

к  +  1

л

W *+i
acgz ( 21 )

D u e  to  th e  above n e g le c tio n , th e  resu lt h a s  exceeded  th e  a c cu ra te  v a lu e .
I f  th e  h y d ro s ta tic  p re s su re  of th e  s te a m  co lu m n  is ta k e n  in to  acco u n t 

b u t  a n  iso therm ic  co m p ress io n  is reckoned w ith :

' P  j 2̂  í P  j*+1/*

Po I P o /

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



PHENOMENA OF FLUID MECHANICS 353

th e n  th e  p ressu re  ra tio  w ill be

P
Po

' * / * + 1
-f- e x + l /x a z

D ue to  th e  above n eg lec tion , th e  re su lt h a s  exceeded  th e  a c c u ra te  va lu e . 
H ere  th e  re su lt o b ta in e d  is low er th a n  th e  accu ra te  value.
T h e  la t te r  eq u a tio n  m a y  be sim plified , w ith  good a p p ro x im a tio n , to

x/x+1
( 22)

as th e  follow ing in e q u a lity  holds good

c2o >  1.

T h u s, tw o  a p p ro x im a tiv e  re la tio n s w ere o b ta in e d  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  
p ressu re  ra tio  w hich  enclose th e  accu ra te  v a lu e  soug h t for. W ith  th e  tw o 
a p p ro x im a tiv e  so lu tions k n ow n , th e  p roblem  is so lved  b y  using th e  fo llow ing 
m ean  v a lu e :

Po
jX  +  l / x  a z  —  J

p  \ * + V *

Po I
m r ,x + l  /X • 8*___ 2 , * +  1 g z  I

R T 0 X RT0 J
■ (23)

In  th is  expression , th e  r ig h t h a n d  side d ep en d s on ly  on d ep th  a n d  ou tflo w  
te m p e ra tu re , w hile th e  le f t h a n d  side on p re ssu re  ra tio  and  th e  co u n te rp re ssu re  
a t  th e  casinghead . C alcu lations on th e  av e rag e  cond itions give ev id en ce  th a t  
th e  tw o  a p p ro x im a tiv e  re la tio n s o b ta in ed  fo r  th e  pressure  ra tio  e x h ib it  on ly  
an  in s ig n ifican t d ifference, an d  th e  m ean  v a lu e  is su ffic ien tly  a c c u ra te . T he 
ca lcu la tio n s on a n o rm a l w ell of m  =  2 0 k g /s  s te a m  o u tp u t and  d  =  150 m m  
well d ia m e te r  are  p re sen ted  in  F ig . 12. T he F ig u re  illu s tra te s  as th e  fu n c tio n  
o f d e p th  th e  r ig h t h a n d  side o f E q u . (23), i.e. th e  m ean  value o f th e  tw o  d iffe r
e n t so lu tio n s, in  th e  p a ra m e te r  o f th e  o u tflo w  te m p e ra tu re . F o r a g iv en  T 0 
v a lue

/ ( * )  =  — (KT0)*
Li

g x + l/x .  -------- J

RT„
X +  1 g z  I

* R T J

can  be  d e te rm in ed  a t  a n y  o p tio n a l d ep th . F ig . 12 co n ta in s, in  a d d itio n , th e  
p ip  о p ressu re  ra tio  in  th e  p a ra m e te r  of th e  p 0 co u n te rp ressu re  w h e re b y  th e  
p(z) p ressu re  v a r ia tio n  cu rv e  can be  d e te rm in ed  i f  th e  T 0 ou tflow  te m p e ra tu re  
is know n .
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A n  exam ple has b een  w orked  ou t fo r  a n o rm al well of m  =  20 kg/s 
s te a m  d e livery , w ith  a w ell d ia m e te r  of d  =  150 m m , ou tflow  te m p e ra tu re  
o f  T 0 =  220°C, and  ca s in g h e a d  p ressu re  o f p 0 =  10 a t  an d  6 a t ,  re sp ec tiv e ly . 
F ig . 13 illu s tra te s  th e  T(z) a n d  p(z)  cu rves as w ell as th e  =  T 00-j-z/gg 
s t r a ig h t  lines in  case o f gg  =  1— 1,5— 2— 2,5 m /°C . The F igure  rev ea ls  th a t ,  
fo r  e x a m p le , in  case o f  a gg =  1,5 m/°C g e o th e rm ic  g rad ien t, an d  a t  va lues 
d  =  150 m m , p 0 — 10 a t ,  T 0 =  220°C, th e  te m p e ra tu re  an d  p ressu re  v a r ia tio n  
c u rv e  e x h ib ite d  b y  th e  s te a m  flow  in  th e  z =  0 to  900 m  d e p th  ra n g e  is in 
go o d  a g reem en t w ith  th e  o b se rv a tio n s  m a d e  h ith e r to .

T h u s , su p e rh ea ted  s te a m  flow  in  a g e o th e rm a l well m ay  be  considered  
w ith  go o d  a p p ro x im a tio n  as isen trop ic , w h e re b y  th e  flow  process a n d  the  
v a r ia t io n  of flow c h a ra c te r is tic e  can be d e te rm in e d  as a fu n c tio n  of w ell d e p th  
f ro m  th e  ou tflow  d a ta .
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T [°C] 200 300 400 500 600 700 800 900
pfat] 0 40 80 120 160 200 240 280

T h is, in  tu rn ,  leads to  th e  conclusion  th a t ,  in  case of o v e rh ea ted  s team  
ou tflow , th e  base  of th e  g eo th e rm al w ell receives increasing ly  o v e rh e a te d  
s team  from  th e  s team  co n ta in in g  lay e r. T h e  h e a t  exchange b e tw een  th e  o v e r
h e a te d  s team  flow ing u p w ard s  in  th e  g eo th e rm a l well a t  a high ra te  a n d  th e  
su rro u n d in g s  m ay  be neg lec ted . C on seq u en tly , th e  flow  is isen tro p ic .

D u rin g  its  isen tro p ic  u p w ard  flow , th e  m ed iu m  a rriv in g  a t  th e  g eo th e rm a l 
well b ase  as su p e rh ea ted  s team  m a y  reach  s a tu ra t io n  due to  th e  p re ssu re  drop . 
In  su ch  cases, ow ing to  th e  su b seq u en t p ressu re  redu c tio n  w ith in  th e  well, 
th e  flow  will con tinue  w ith  a decreasing  s te a m  an d  increasing w a te r  c o n te n t, 
an d  a s a tu ra tio n  v alue  of x 0 >  0,5 can  b e  m easu red  a t  th e  ou tflow . T h is  p h e
n om enon  is illu s tra te d  in  F ig . 14. In  course o f  th e  isen trop ic  u p w a rd  flow  
o f th e  su p e rh e a te d  s team , th e  change o f s ta te  in  th e  T  —  s d iag ram  is re p re 
sen ted  b y  th e  v e rtic a l line d raw n  from  p o in t A show ing up  to  p o in t B , a su p e r
h e a te d  s team  outflow  an d , u p  to  p o in t C, th e  sam e in  w et s team  fo rm . Since 
p o in t A ch a ra c te ris tic  o f th e  o v e rh ea ted  s te a m  received by  th e  b a se  o f  geo
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th e r m a l  wells in  p ra c tic e  is alw ays to  th e  r ig h t  o f  th e  critica l p o in t, th e  in e q u a 
l i ty  x 0 >  0,5 w ill p re v a il a t  p o in t C.

C o n seq u en tly , th e  g enera l conclusion m a y  b e  d raw n acco rd ing  to  w hich  
th e  b a se  o f a g e o th e rm a l w ell p roducing  su p e rh e a te d  steam  or x 0 >> 0,5 v a p o u r  
c o n te n t  w e t s te a m  ca n  receive only  o v e rh e a te d  s team  or x 0 >  0,5 v a p o u r  
c o n te n t  w et s team  fro m  th e  respective la y e r , if  th e  flow  w ith in  th e  w ell can  
b e  re g a rd e d  as a p p ro x im a te ly  isen trop ic . I n  o th e r  w ords, if  th e  w ell base  
rece iv es  h o t  w a te r  o r  x 0 <  0,5 v ap o u r c o n te n t  w e t s team  from  th e  s tr a tu m , 
a n d  th e  flow  in th e  w ell m a y  be considered as ap p ro x im a te ly  isen tro p ic , th e n

Fig . 14

th e  o u tflo w  m u st also  be  e ith e r  h o t w a te r  o r  x 0 0,5 v a p o u r c o n te n t w e t 
s te a m , a n d  can  n e v e r b e  su p e rh e a te d  s team  o r a w e t s team  of x 0 >̂ 0,5 v a p o u r  
c o n te n t. T he fu r th e r  geological, hyd ro lo g ica l, o r geo therm ic  conclusions lie 
b e y o n d  th e  scope o f  th e  p re se n t in v es tig a tio n s .

O n th e  basis o f th e se  in v estig a tio n s, i t  m a y  b e  asce rta in ed  th a t  th e  th e r 
m o d y n a m ic  ch a ra c te ris tic s  o f  th e  isen tro p ic  c h an g e  of s ta te  ta k in g  p lace  in  
g e o th e rm a l wells p ro d u c in g  h o t  w ater, w et s te a m , o r su p erh ea ted  s te a m  can  
be  d e te rm in e d , in  fu n c tio n  o f well d ep th , b y  c a lc u la tio n . T his, in  tu rn ,  p e rm its  
th e  p re d e te rm in a tio n  o f  th e  in fluence of w ell d ia m e te r  and  casinghead  c o u n te r 
p re ssu re  v a ria tio n s  on  th e  opera tions of th e  g e o th e rm a l well itself.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГИДРОАЭРОДИНАМИЧЕСКИХ И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ 
ЯВЛЕНИЙ В ГЕОТЕРМИЧЕСКИХ КОЛОДЦАХ

И. ТА РЯ Н  

РЕЗЮМЕ

В статье рассматриваются явления гидроаэродинамики и термодинамики, проис
ходящие в геотермических колодцах, производящих горячую воду, влажные или пере
гретые пары. Характерные данные геотермического колодца могут быть определены вы
числением в зависимости от глубины колодца, таким образом становится возможным 
заранее определить влияние изменения диагонали колодца и созданного у головки ко
лодца противодавления на работу геотермического колодца.
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D I E  P R A K T I S C H E  A N W E N D U N G  E I N E R  T H E O R E T I S C H  

G E G E B E N E N  N O N L I N E A R E N  M E T H O D E  A U F  D E M  

W E G E  D E R  M A S C H I N E L L E N  R E C H N U N G E N *

F . S T E IN E R
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC

[E iugegangen  am  30. J u l i  1968]

D ie A nw endung  lin e a re r  M ethoden  is t fü r  d ie  Z w ecke de r F eh lere lim in ie ru n g  un g eeig 
n e t. Im  F a lle  von S chw erk raftm essu n g en  is t  z.B . d ie  E lim in ie ru n g  der W irk u n g  o b e rflä ch e n 
n a h e r  S tö rk ö rp e r m it H ilfe  lin ea re r M ethoden  auch  d a n n  n ic h t m öglich, w enn d ies g ra p h isch  
k e in  P ro b lem  b e d e u te t.

D ie T heorie de r g rö ß ten  R ezip ro k w erte  g ib t z w ar d ie M öglichkeit z u r  n u m erisc h en  
L ösung  de r A ufgabe, ih re  A nw endung  is t jed o c h  n u r  d a n n  ren tab e l, wenn e ine  g u te  A n n ä h e 
ru n g  d e r  L ösung b e re its  b e k a n n t  is t. In  d ieser A rb e it w ird  im  Geiste de r T h eorie  d e r  g rö ß ten  
R ezip ro k w ertc  eine m it R ech en m asch in en  le ich t d u rc h fü h rb a re  M ethode z u r  B e stim m u n g  
d ieser A n n äh eru n g  en tw ick e lt. D ie p rak tisch e  B e s tim m u n g  der m asch inellen  A n n ä h e ru n g  
w ird  ebenfalls an  einem  B eispie l aus de r G rav im e trie  (b ezüg lich  reg io n al-residualer T ren n u n g ) 
gezeigt.

1. Die in  den  versch ied en en  G ebieten  d e r  G eophysik  a n g e w a n d te n  F ilte r  
s in d  in  dem  S inne lin ea re  O p era tio n en , d a ß  d ie  aus der Sum m e d e r  z u r  F ilte 
ru n g  gelangenden  G rößen  au sg efilte rte  D a te n re ih e  der Sum m e d e r, au s  den  
einzelnen  K o m p o n en ten  d u rch  dieselbe M eth o d e  ausfiltr ie rb a ren  D a te n re ih e n  
gleich is t.

D er V orte il d e r lin ea ren  O p era tio n en  is t  die leichte K a lk u lie rb a rk e it;  
a u f  ih re  N ach teile  w ird  im  Z usam m enhang  m it  B eispielen aus d e r G ra v im e trie  
hingew iesen.

Als erstes B eispiel sei das P ro b lem  d e r G lä ttu n g  b e tra c h te t. D ie  G erad e  о 
in  A bb . 1 k a n n  ü b e r eine ku rze  S trecke  als e in  linearer G ra v ita tio n se ffe k t 
b e tra c h te t  w erden , u n d  m an  m öch te  diesen b es tim m en . Bei d er M essung  w ird  
jed o ch  auch  die s tö re n d e  W irk u n g  des in  g e rin g ere r Tiefe liegenden  S tö rk ö r
pers b m itgem essen , so d aß  m an  als M eßprofil die K urve  c e rh ä lt. M an  m ö ch te  
d u rch  die G lä ttu n g  das P ro fil c von  der S tö rw irk u n g  befreien. F a lls  d as  d u rch  
irgendeine  lineare  M ethode m öglich w äre, so w ü rd e  das (wegen d e r L in e a r itä t)  
soviel b ed eu ten , d aß  diese M ethode e n tla n g  des Profils b im m er N u ll e rg ib t. 
M an k a n n  ab e r als R esu ltie ren d e  z ah lre ich e r ^-ähnlicher, ab e r h o riz o n ta l 
verschobener S tö rw irk u n g en  m it v e rsch ied en en  A m plituden  belieb ige  P ro file  
k o n s tru ie re n ; u n d  das w ürde  (w iederum  w egen  d e r L in ea ritä t) sov iel b e d e u te n , 
d aß  diese M ethode au ch  fü r  ein beliebiges P ro fil N ull e rg ib t. D u rc h  diese 
A b su rd itä t  w urde  d a h e r  bew iesen, daß  eine  idea le  G lä ttu n g  d u rc h  F ilte ru n g
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* D ieser A rtik e l w u rde , in  ung arisch er S p ra c h e  ab g efaß t, am  1. 5. 1967. d e r  Gesell
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o d e r  e in e  andere lin eare  O p e ra tio n  u n e rre ic h b a r  is t .  V on der genauen  G lä ttu n g  
h ä n g t  je d o c h  die V e rlä ß lic h k e it der S ch w erek a rte  ab , was sp ä te re  P h a s e n  der 
B e a rb e itu n g , wie z. B . q u a n t i ta t iv e  B erech n u n g en  b ee in flu ß t.

D as  zw eite B eisp iel h ä n g t  m it den q u a n t i ta t iv e n  M ethoden n o ch  m ehr 
z u sa m m e n . Falls m a n  e in e n  lokalen  E ffe k t q u a n t i ta t iv  in te rp re tie re n  will 
(sei es m it  H ilfe von  th e o re tis c h e n  K u rv en , o d e r v o n  D a ten  der c h a ra k te r is t i
s c h e n  P u n k te  ausgehend), so b e n ö tig t m an  e ine  g en au e  T rennung  d er reg io n a len  
E f f e k te .  D as m it p u n k t ie r te r  L inie g eze ichnete  P ro fil u n d  die K u rv e  b aus 
A b b . 2 , d ie  aus [2] ü b e rn o m m e n  w urde, so llen  ze igen , d aß  dabei lin ea re  M eth o 
d e n  n ic h t  angew endet w e rd e n  können . W en n  m a n  le tz te re  m it dem  d ie  w irk 

et

b

c

Abb. 1. D ie  V eran sch au lich u n g  d es  G edankenganges au s  1., de r bew eist, d aß  d ie  lin e a re n  
M ethoden fü r  d ie  Z w ecke der F e h le re lim in ie ru n g  ungeeignet sind

lie h e n  B esidualeffek te  w idersp iege lnden  P ro fil c v e rg le ich t, so e rg ib t s ich , daß  
d ie  l in e a re  M ethode z u r  B erech n u n g  d er R esid u a lan o m a lien  u n g ee ig n e t is t.

D as  G esagte e n ts p r ic h t  in  der F ilte r th e o r ie  teilw eise dem  fo lg en d en : 
d a s  S p e k tru m  eines g eg eb en en  S tö rkörpers k a n n  in  einem  so g roßen  B ere ich  
v o n  N u ll abw eichende W e r te  annehm en  (siehe z. B . A bb. 1 in  [1]), d a ß  m an  
d u rc h  d ie  F ilte ru n g  au ch  je n e n  E ffek t b e e in f lu ß t, d en  m an  u n v e rä n d e rt e rh a l
t e n  w ill, w obei es g le ich g ü ltig  is t, ob m an  —  je  n ach  B ed arf —  o b en  oder 
u n te n  schneidende F il te r  b e n u tz t .

V o n  den n o n lin earen  M ethoden  w urde  b is h e r  die der k le in sten  Q u a d ra te  
a n g e w e n d e t (s. z. B. [5]). M an  b e tra c h te  w ie d e ru m  A bb. 1, um  e in zu seh en , 
d a ß  d ie  A nw endung d e r  k le in s te n  Q u ad ra te  d ie  e rw äh n ten  P ro b lem e  n ic h t 
lö s t . D u rc h  lineare A n n ä h e ru n g  e rh ä lt m a n  au s d en  D a ten  des P ro fils  c als 
E rg e b n is  n ich t die G erade  a, d a  die Sum m e d e r  A bw eichungen  von  d e r G erad en  
n ic h t  N u ll is t (sie is t im  v ie r te n  P u n k t p o s itiv , so n s t 0, daher is t die S um m e 
a u c h  p o sitiv ) .
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T heore tisch  g ib t es eine non lin eare  M ethode , die m it den  oben  e rw ä h n te n  
F eh le rn  n ic h t b e h a f te t  is t:  d ie d er g rö ß ten  R ez ip ro k w erte . (E ine e in g eh en d ere  
B esp rechung  f in d e t m an  d a rü b e r  in  [4], h ie r  sei sie n u r d e fin itio n sg em äß  
gegeben.) D ie A npassung  d ieser T heorie  fü r  d ie  R echenm asch ine is t  aus m eh 
re ren  G rü n d en  no tw end ig ; ih re  d irek te  Ü b e rn a h m e  au f die R ech en m asch in e

Die au s  dem A nnäherungsprofil gew onnenen Residualanomalien

Mit linearer Methode erhaltene Residualanomalien (sIMettleton,[gj)

Graphisch erhaltene Residualanomalien(e.Nettleton,H)

Abb. 2. E in  B eispiel de r A nw endung  e in e r n o n lin e a re n  M ethode zur R e g io n a lb es tim in u n g
(A u sg an g sd a ten  von  N e t t l e t o n  [2])

w ürde  u n re n ta b e l v iel rechnerische  A rb e it b en ö tig en , an d ere rse its  e rfo rd e rn  
jed o ch  o b g en an n te  P rö b lem e ih re  A nw en d u n g  u m  so m ehr, da  d ie  e rw ä h n te n  
g rav im e trisch en  P rob lem e n u r  Spezialfälle  a llgem einerer P ro b lem e  s in d . Die 
G lä ttu n g  e n tsp r ic h t d e r au to m a tisc h e n  B ese itig u n g  der »groben« F e h le r , die 
säm tlich e  G ebiete d er G eophysik  b e tr if f t .

2. Es seien die an  den  S tellen  der u n ab h än g ig en  V erän d erlich en

Xj =  (# ii, x2h • • ■ ’ xni) ( ^

gem essenen W erte  z, sow ie die a n a ly tisch e  F o rm  d er F u n k tio n  F(xi; A )  —  die 
z a n n ä h e r t  —  gegeben; es soll die w ah rsch e in lich ste  P a ra m e te rre ih e

A  — (dj  ̂ . . . ,  ak, . . . ,  a m)
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b e s t im m t w erden . (D er A u sg an g  is t derselbe w ie b e i der Theorie d e r  k le in s te n  
Q u a d ra te .)  L a u t T h eo rie  d e r  g rö ß ten  R e z ip ro k w erte  is t  die w ah rsch e in lich s te  
P a ra m e te r re ih e  A  d ie jen ig e  (falls die W erte  z,- g le ich  genau sind), fü r  die

;=i

1
=  m ax ( i )

is t . H ie r  is t  s das M ehrfache  d er g röß ten  A b w eich u n g  A  z, die a u f  G ru n d  der 
M eß feh le r keine rea le  B e d e u tu n g  m ehr h a t .  (D iese r F a k to r  w u rd e  in  diese 
A rb e it  f ü r  4 genom m en, a llgem ein  w ird er l a u t  [4] zw ischen 4 u n d  7 gew ählt.)

D ie  T heorie fü h r t  n ic h t  zu  solchen abgesch lo ssen en  R echnungsschem en , 
w ie d a s  P rin z ip  d er k le in s te n  Q u ad ra te . B ei e in em  großen  W ert v o n  N  w ird  
die S u c h e  nach  d er r ic h tig e n  W ertre ihe  A  a u c h  bei k leinem  m -W ert la n g 
w ierig  se in , da die S um m e in  (1) bei m ehreren  A -W e rte n  ein lokales M ax im um  
h a b e n  k a n n  u n d  d a h e r je n e  A -R e ih e , die den  g rö ß te n  W ert l ie fe r t,n ic h t d a d u rc h  
b e s t im m t w erden  k a n n , d a ß  m an  die W erte  ak s tu fenw eise ä n d e r t  (obgleich  
das b e i  R ech en m asch in en  le ic h t d u rc h fü h rb a r  w äre). Das k a n n  n u r  d a n n  
g e ta n  w erd en , w enn d e r A u sg an g  eine g e n ü g e n d  g u te  A n n äh eru n g  is t , um  
d u rc h  d ieses V erfah ren  die m ax im ale  A -R e ih e  zu  e rh a lten .

D a ra u s  fo lg t, d a ß  d u rc h  die A ngabe e in e r fü r  die R echenm asch ine  re n 
ta b e l  a n w e n d b a re n  M ethode  —  die im  e rw ä h n te n  S inne schon eine g u te  A n n ä 
h e ru n g  b e d e u te t —  das g ese tz te  Ziel e rre ic h t w erd en  k a n n : m it H ilfe  der 
B e re c h n u n g  a u f  R ech en m asch in en  eröffnet s ich  f ü r  ein  theo re tisches E rg eb n is  
d e r W eg  zu r p ra k tisc h e n  A nw endung .

3. D ie T heorie  d e r g rö ß te n  R ez ip ro k w erte  k a n n  w eniger p räz is  als 
in  (1), je d o c h  an sch au lich e r fo lgenderm aßen  a b g e fa ß t w erden: je n e  A -R e ih e  
is t d ie  r ic h tig e , bei d e r a u f  die F läche F ( x t ; A )  die m eisten  d er P u n k te  z, 
fa llen . W ü rd e  m an  diese P u n k te  im  v o rau s  k e n n e n , so k ö n n te  m a n  v o n  
d iesen  au sg eh en d , m it H ilfe  d er k le in sten  Q u a d ra te  die rich tig e  A -R e ih e  
eb en fa lls  e rh a lten .

D iese  F es ts te llu n g  is t d ie G rundlage d e r M eth o d e , die im  w eite ren  b e sp ro 
ch en  w e rd e n  soll. Im  w esen tlich en  la u te t  sie fo lgenderw eise: 1. M an su c h t 
die A b s tä n d e  oder F läc h e n e in h e ite n  aus (je n a c h d e m , ob es sich u m  ein P ro fil 
o d e r e in e  K a r te  h a n d e lt) , fü r  w elche die M e ß d a te n  die R egelm äß igkeit n ach  
F  a m  b e s te n  befolgen. 2. B ei A nnahm e v o n  derse lben  F u n k tio n  F(x/; A )  
b e s t im m t m an  fü r diese P u n k te  m it H ilfe d e r  k le in s te n  Q u ad ra te  die w a h r
sc h e in lic h s te  R eihe A .  D as E rgebn is g ib t sch o n  eine en tsp rech en d e  A n n ä 
h e ru n g  fü r  die B estim m u n g  d e r, nach  der T h eo rie  d e r g röß ten  R ez ip ro k w erte , 
w a h rsch e in lich s ten  R eihe  A .  D er E in fach h e it h a lb e r  b esch ränken  w ir uns 
im  w e ite re n  a u f den  F a ll v o n  P rofilen , die M eth o d e  k an n  jedoch  n a c h  e iner 
s in n g e m ä ß e n  U m g e s ta ltu n g  fü r  eine zw eid im ensionale  D a ten re ih e  ebenso 
a n g e w e n d e t w erden .
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A llgem ein b e s te h t die A rb e itsp h ase  des P u n k te s  1. aus zw ei Teilen. 
Z u n ä c h s t erfo lg t eine U m g e s ta ltu n g , um  jen e  A b sc h n itte  der R e ihe  d e r A us
g an g sd a ten  linear zu g e s ta lte n , die eine R eg e lm äß ig k e it nach  F  zeigen , sie 
w ird  als L inearisierung  b eze ich n e t. S odann  b e n u tz t  m an  die M öglichkeit, 
d a ß  die M aschine auch zu log ischen  U rte ilen  fäh ig  is t u n d  g ib t d en  P u n k te n , 
die die R egelm äßigkeit zeigen , das G ew icht 1, d en  a n d e ren  das G ew ich t 0. 
M an  w endet n u n  fü r  diese A u sg an g sd a ten  die M ethode der k le is ten  Q u ad ra te  
an  u n d  e rh ä lt die du rch  d ie  R eihe  A 0 a u sg ed rü ck te  F läch e  F(xt; A u). Dieses 
E rg eb n is  w ird  im  w eite ren  k u rz  als »m aschinelle A nnäherung«  b eze ich n et.

Im  G roß te il d er F älle  k a n n  fü r  F  eine po lynom förm ige  A n n ah m e e rw a rte t 
w erd en ; bei einem  P o ly n o m  ja-ten G rades k a n n  d a h e r  die L in earis ie ru n g  
d u rch  (p  —  l)-m alig e  A b le itu n g  e rre ich t w erden . D ie D a te n  sind  o ft in  äq u i
d is ta n te n  P u n k te n  (Q u a d ra tn e tz )  angegeben , in  so lchen  F ä llen  t r i t t  an  Stelle 
d e r A b le itungen  die B ild u n g  v o n  D ifferenzen  (n —  l ) - te r  O rdnung . D ie L in eari
s ie ru n g  vom  n o n p o lynom en  F  w ird  in P u n k t 4 ., im  Z u sam m en h an g  m it einem  
B eisp iel besp rochen . U n te r  L in earis ie ru n g  soll jed o ch  im  allgem einen  die Bil
d u n g  von  D ifferenzen  h ö h e re r  O rd n u n g  v e rs ta n d e n  w erden , da w ir die u m fan g 
re ich s te  A n w endungsm ög lichke it d er M ethode in  d e r G lä ttu n g  seh en , wo die 
A n n äh e ru n g  je  nach  P ro fila b sc h n itte n  (bzw . F läch en te ilen ) d u rch  P o lynom e 
n ied rig e r O rd n u n g  erfo lgen w ird .

Bei ä q u id is ta n te n  P u n k te n  k ö n n te  aus den  n ach  L in ea ris ie ru n g  e rh a l
te n e n  W erten  die E n tn a h m e  je n e r  P u n k te , die eine R eg e lm äß ig k e it zeigen, 
fo lgenderw eise geschehen. (D er in  den  A bb ild u n g en  angegebene O p era tio n sp lan  
u n d  das B eispiel zeigen n ic h t genau  diese M ethode ; eine e in fachere  sei hier 
z u n ä c h s t gezeigt, um  die e inzelnen  Teile d er le tz th in  angenom m enen  M ethode 
b esse r b eg rü n d en  zu k ö n n en .) M an b ilde die D ifferenzen  d er b e n a c h b a rte n  
W e rte , die an  den  reg e lm äß ig en  und  d a h e r n ach  L in ea ris ie ru n g  geraden  
A b sc h n itte n  um  denselben  W e rt schw anken  w erden . M an b ilde das a r ith m e 
tisch e  M itte l der gew onnenen  D ifferenzen . D ieser W e rt k an n  noch  d u rc h  aus
fa llen d e  P u n k te  s ta rk  b e e in trä c h tig t sein. M an b ild e  d a h e r die A bw eichungen  
d  vom  M itte lw ert u n d  b e rech n e  den  a rith m e tisc h e n  M itte lw ert D  n a c h  den 
G ew ich ten  e2/(d2 -f- e2), d ie  m it d er Z u n ah m e v o n  d  ab n eh m en  (e is t  gleich 
dem  in (1)). M an w iederhole  das V erfah ren  noch  zw eim al u n d  beze ichne  die 
D ifferenz zw ischen dem  zw eiten  und  e rs te n  E rg eb n is  m it A Dj sow ie die 
zw ischen dem  d r i t te n  u n d  zw eiten  m it A D.,. F a lls A  D 2 =  0 is t, e rü b rig t 
sich  das W eite rb e rech n en  d e r M itte lw erte . F a lls  die V orzeichen v o n  A D x 
u n d  I D., en tg eg en g ese tz t s in d , b e fin d e t m an  sich in  d er N ähe des sich  derw eise 
e rg eb en d en  G renzw ertes u n d  die w eitere R ech n u n g  is t überflü ssig . B ei A D„
>• A  D v  is t die B erech n u n g  eines w eiteren  A n n äh e ru n g ssch ritte s  o ffen ts ich tlich  
b e g rü n d e t. Sie is t ebenfalls b e g rü n d e t, w enn  zw ar A D,, k le iner is t  als /I D v  
jed o ch  n ich t in  überzeu g en d em  M aße. D ie le tz te  B em erk u n g  soll d a d u rc h  p rä 
z is ie r t w erden , d aß  m an  eine d e ra rtig e  K o nvergenz  n im m t wie die A bnahm e
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d e r  G rö ß e  a/x, wobei x  sc h r ittw e ise  um  dense lben  W ert zu n im m t. N ach  dem  
o b ig e n  is t  es le ich t e in zu seh en , d aß  eine F o r ts e tz u n g  d er M itte lw ertb e rech n u n g  
d a n n  k e in e n  Sinn m eh r h a t ,  falls

2 • A D 2 ■ A D L

A D l -  A D 2
< A D ; ( 2)

h ie r  b e d e u te t  A D  jen e  g rö ß te  (abso lu te) A bw eichung , die k e in en  rea len  S inn

%

m e h r  h a t .  (zl D  k an n  aus Zl z,  d ie  d u rch  (1) d e fin ie rt w orden  is t, le ic h t ab g e le ite t 
w e rd e n , besonders w enn  es s ich  u m  P o lynom e h a n d e lt , wo sich  die L in ea ri
s ie ru n g  u n d  die D iffe ren zb ild u n g  zusam m en e in fach  als D iffe renzb ildung  p - te r  
O rd n u n g  ergib t.)

I n  d e r besch riebenen  W eise  e rh ä lt m an  e inen  D -W ert, in  dessen  N ähe 
d ie a u s  d en  eine R e g e lm äß ig k e it zeigenden A b sc h n itte n  e rm itte lte n  W erte  ô 
lieg en . M an  könn te  je tz t  sch o n  b e h a u p te n , d aß  m a n  die A nw endung  d e r T heorie  
d e r  k le in s te n  Q u ad ra te  a n t r e te n  k a n n , indem  m a n  die nah lieg en d e  P u n k te  
g e b e n d e n  W erte  in  B e tra c h t  z ie h t u n d  die e n tfa lle n d e n  au ß e r a c h t lä ß t .

H ie r  is t jedoch  eine w e ite re  P räz isie rung  n o tw en d ig , w as an  H a n d  der 
A b b . 3 u n d  4 le ich t e in g eseh en  w erden  k a n n . M an fasse das in  A bb . 3 d a r 
g e s te ll te  P ro fil nach dem  lin e a re n  M aßstab  an  d e r  rech ten  Seite  als ein  d ire k t
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gem essenes a u f  u n d  lasse dab e i d en  M aß stab  an  d er linken  Seite  a u ß e r  a ch t. 
A bb . 4 zeig t die D ifferenzen  ö, die sich zw ischen  d en  eingezeichneten  P u n k te n  
in  A bb . 3 ergeben . D ie W erte  je n e r  P u n k te , d ie  au s  stö rungsfre ien  o d e r schw ach  
g e s tö rte n  A b sc h n itte n  s ta m m e n  (1, 2, 3, 9, 10), h a b e n  a n n äh e rn d  d en  gleichen 
W ert. D iesen W e rt n im m t auch  d er P u n k t 5 a n , obw ohl er sich ü b e r d em  lokalen  
S tö rk ö rp e r b e f in d e t. W ü rd e  m an  in  d er o b g e n a n n te n  W eise v e rfah ren , so w ürde  
au ch  d e r  P u n k t  5 in  die A usgleichung m it e inbezogen  nnd  d a d u rc h  in  der 
m asch ine llen  A n n äh e ru n g  eine V erzerrung  v e ru rsach en .

5

Abb. 4. D ie aus A bb. 3 gew onnenen  (5-W erte sowie die D -W erte

D er F eh le r k a n n  d ad u rch  a u ftre te n , d a ß  m an  in  A hb. 4 die P u n k te  n u r 
iso liert b e tra c h te t ,  w ogegen m an  A b sc h n itte  b e n ö tig t, die gew isse R egel
m äß ig k e iten  zeigen. D ah e r m uß  noch  zu sä tz lich  gefo rdert w erden , d a ß  w enig
sten s  n och  einer d er b e n a c h tb a re n  P u n k te  m it  einem  größeren  G ew ich t ein
bezogen  sei. D ad u rch  w ird  der s tö ren d e  E ffe k t bese itig t, d aß  die g en a n n te  
R eg e lm äß ig k e it auch  v o n  einem  Teil jen es  A b sch n itte s  gezeigt w e rd e n  k an n , 
d er lokale  S tö ru n g  aufw eist. Die G renze d e r  In b e tra c h tn a h m e  w ird  fü r  den 
frag lichen  P u n k t, ebenso wie fü r  den  b e n a c h tb a r te n , bei dem  W e rt 0,5  des 
G ew ichtes e2/(d 2 +  e2) festgeleg t. D ie B erech n u n g  w ird d ad u rch  n u r  b esch leu 
n ig t, w enn  m an  aus d e r M itte lw ertb ild u n g  d ie P u n k te  m it e inem  k le in eren  
(eigenen oder b e n a c h b a rten )  G ew icht als 0,5 w eg läß t und  fü r  die ü b rig e n  das 
P ro d u k t d er be id en  G ew ichte als G ew icht n im m t.
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D e r O p era tio n sp lan  d e r  B estim m ung  d e r  m asch ine llen  A n n ä h e ru n g  k an n  
n u n  o h n e  w eiteres zu sa m m e n g e s te llt w erden  (siehe A bb. 5 u n d  6). D ie E r lä u te 
r u n g  d e r  even tuell n ic h t  g en ü g en d  d e ta illie r te n  A rb e itsp h asen  e rfo lg t a n h a n d  
e in es  B eispieles in  P u n k t  4 , w o die B e rech n u n g  zah lenm äß ig  v e rfo lg t w ird ; 
d a s  B e isp ie l k an n  in e in igen  F ä lle n  auch zur B e g rü n d u n g  der e inzelnen  S c h ritte  
b e i t r a g e n .

4 . D as Beispiel is t  e in e  reg io n a l-resid u ale  B estim m u n g ; als ’’A usgang  
d ie n t  d a s  bere its  e rw ä h n te  P ro fil, das in A b b . 2 m it p u n k tie r te r  L in ie  an g e
g e b e n  is t . Es is t ein T eil des in  [2] gegebenen  B eisp iels. D ie W erte  d e r  A us
g a n g sd a te n re ih e  w u rd en  (in  ä q u id is ta n te n  P u n k te n )  jen em  A b sc h n itt  des 
a n g e g e b e n e n  P rofilte ils  e n tn o m m e n , der m it  e in em  geraden L in ie n a b sc h n itt 
e x t r a  an g eze ich n e t is t.

A u sg an g sd a ten

1

1

A n w en d u n g  der M ethode 
d e r  k le insten  Q u ad ra te

Ï
M aschinelle Annäherung

D re im a l u n d  dan n  nach  E rfü llu n g  de r 
B ed in g u n g  B  (S. A bb. 6a).

D as G ew ich t is t  fü r den  i-ten  P u n k t  gleich 
1, fa lls f ü r  m in d esten s eine D ifferenz, in  der 
der i - te  P u n k t  noch  eine Rolle sp ie lt, q 
is t (S. A b b . 6b); sonst is t d a s  G ew ich t 
gleich 0.

Abb. 5. O p era tio n sp lan  z u r  B estim m ung d e r  m asch in e llen  A n n äherung
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F ü r  d iesen  A b sch n itt fä llt  es so fo rt in  A ugenschein , d a ß  he i der A n n ä
h erung  des reg ionalen  E ffek tes  d u rch  ein P o ly n o m , ein ziem lich g roßer p -W ert 
v o ra u sg e se tz t w erden m uß . D ieser U m sta n d  g ib t wegen d e r re la tiv  vielen 
P a ra m e te r  d e n  A nlaß , in  d iesem  F a ll die L inearisie rung  a u f  einem  anderen  
W eg d u rch zu fü h ren .

In  A b b . 2 haben  die T eile  d er p u n k tie r te n  K urve , die reg iona len  C h arak 
te r  zeigen, e inen  der G lockenkurve  äh n lich en  V erlauf. D ah er w ird  F  m it der 
G lo ck en k u rv e  identisch  an g en o m m en , in  d e r n eb en  V ersch iebung  u n d  A m pli
tu d e  n u r  n o ch  ein P a ra m e te r  v o rh a n d e n  is t:  d ie  S treuung . M it d ieser W ahl soll 
auch b e to n t  w erden , daß  obw ohl m an  in  d e r  P rax is  am  h ä u fig s te n  p o lynom 
förm ige A n n äh e ru n g  an w en d e t, die M ethode theo re tisch  an  die p o lynom för
mige A n n ä h e ru n g  n ich t g eb u n d en  is t.

Zw ecks L inearisierung  h a b e n  w ir u n se re  A usgangsdaten  a u f  ein P ap ie r 
a u fg e tra g en , hei dessen E in te ilu n g  die G lo ck en k u rv c  als eine G erade e rschein t 
(siehe A b b . 3). Diese L ösung is t am  m eisten  im  Z usam m enhang  m it den  log- 
a rith m isc h  e ing e te ilten  P a p ie re n  b e k a n n t, w ir b eru fen  uns h ie r  jed o ch  lieber 
a u f  das B eisp ie l das G außschen  P ap ie rs  (siehe in  [3] die nach  Seite  390 folgende

а) В  is t  g ü ltig , falls , \Dj 0 is t  u n d

sign ID j — sign . 1ßj_, u n d

b) E in g e h en d e re  B eschreibung des S c h ritte s : B e stim m u n g  der G ew ichte

B e stim m u n g  der A bw eichungen d 
v o m  M itte lw e rt

£"
B e rec h n u n g  der W erte  qt

1

B ild u n g  d e r W erte  q2

4

q„ i s t  d e r  größere aus den (/,-W erten  der 
b e n a c h b a r te n  P u n k te  (oder de r b e n ach b arte  
qt-W e rt, falls nu r ein  b e n a c h b a rte r  P u n k t 
v o rh a n d e n  ist), falls fü r  den  b e treffenden  
P u n k t  g, >  0,5 und falls fü r  w enigstens einen 
d e r b e n ac h b a rte n  P u n k te  g, >  0,5 is t ;  sonst

B e rec h n u n g  
d e r G ew ich te  q

is t q2 =  0.
4 =  4i ' Ч2

466. 6. E rgänzung  u n d  E rlä u te ru n g  zum  O p era tio n sp lan  (S. A bb. 5)
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N
r. 

im
 

lin
ea

ris
ic

rte
n 

Pr
of

il <5-N r. Ő d <u 92 9 qö d 9i

l

l 1,6 1,4 0,88 0,88 0,77 1,23 0,9 0,95

2

2 1,6 1,4 0,88 0,88 0,77 1,23 0,9 0,95
3

3 1,6 1,4 0,88 0,88 0,77 1,23 0,9 0,95
4

4 2,5 10,4 0,13 0,00 0,00 0,00 9,9 0,14

5

5 1,5 0,4 0,99 0,00 0,00 0,00 0,1 1,00
6

6 1,0 4,6 0,42 0,00 0,00 0,00 5,1 0,38
7

7 0,7 7,6 0,22 0,00 0,00 0,00 8,1 0,20
8

8 1,1 3,6 0,55 0,88 0,48 0,53 4,1 0,48

9

9 1,6 1,4 0,88 0,97 0,85 1,36 0,9 0,95
10

10 1,4 0,6 0,97 0,88 0,85 1,19 1,1 0,93
11

M itte l: 1,46 M itte l: 1,51

, \D l =  0,05

e in g eb u n d en e  B eilage), d a  a n  d e r e rw äh n ten  S te lle  d azu  auch  e in e  kurze 
E r lä u te ru n g  zu finden  is t ,  u n d  so h ab en  w ir au ch  die M ethode in  d e r  H an d , 
wie m an  m it  H ilfe der In v e rs fu n k tio n  die O p e ra tio n , du rch  die in  A b b . 3 die 
g rafische  A u ftrag u n g  d u rc h g e fü h r t  is t, fü r die R ech en m asch in e  u m g e s ta lte n  
k an n .

Im  w eite ren  w urde  d e r  O p era tio n sp lan  (A bb. 5 u n d  6) b e fo lg t, Л z =  
1 m m , e =  4 m m  gesetz t (h ie r  is t  die B en ü tzu n g  b e lieb ig e r E in h e ite n  m öglich); 
d er A b la u f d er B erech n u n g  k a n n  m it H ilfe d er T ab e lle  bis zu r B es tim m u n g  
d e r bei d e r  A usgleichung in  B e tra c h t gezogenen G ew ichte  v e rfo lg t w erden ; 
die n u n  e rh a lten e  A usg le ichungsgerade  is t in  A bb . 3 zu  sehen. D e r N eigungs-
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42 4 d 4i 4 2 4 q«3 Gewicht

1

0,95 0,90 1,44 0,4 0,99 0,99 0,98 1,57

1

0,95 0,90 1,44 0,4 0,99 0,99 0,98 1,57

1

0,95 0,90 1,44 0,4 0,99 0,99 0,98 1,57

1

0,00 0,00 0,00 9,4 0,15 0,00 0,00 0,00

0

0,00 0,00 0,00 0,6 0,98 0,00 0,00 0,00

0

0,00 0,00 0,00 5,6 0,34 0,00 0,00 0,00

0

0,00 0,00 0,00 8,6 0,18 0,00 0,00 0,00

0

0,00 0,00 0,00 4,6 0,42 0,00 0,00 0,00

1

0,93 0,88 1,41 0,4 0,99 0,86 0,85 1,36

1

0,95 0,88 1,23 1,6 0,86 0,99 0,85 1Д9
1

M itte l: 1,56

AD, =  — 0,01

M itte l: 1,55

sign AD, sign AD,

w inkel d ieser A usgleichsgerade g ib t d en  S treu u n g sw ert, ih r S c h n ittp u n k t m it 
d er dem  100%  en tsp rech en d en  h o rizo n ta len  G eraden  den gen au en  O rt des 
M axim um s an . A u f G rund  d er so b e s tim m te n  P a ra m e te r  w u rd e  a u f  die A bb . 2 
die K u rv e  d e r m aschinellen  A n n äh e ru n g  au fg e trag en , die n ach  d er T h eo rie  
d er g rö ß te n  R ezip ro k w erte  fü r das P ro fil eine w irklich  g u te  A n n äh e ru n g  g ib t: 
a u f  e rs te  S ich t w ird  es k la r, d aß  (in n erh a lb  der M öglichkeiten  d er fü r  F  
geste llten  A nnahm e) die m aschinelle  A n n äh eru n g  die m ax im ale  A nzah l o d er 
eine n a h e  des M axim um s liegende A n zah l der P u n k te  des u rsp rü n g lich en  P ro 
fils e n th ä lt .  D em en tsp rech en d  ze ig t das R esidual n ach  d er m asch inellen  A n n ä 
h eru n g  eben fa lls  n u r  u n b ed eu ten d e  A bw eichungen  vom  grafisch  k o n s tru ie rte n .
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P R A C T IC A L  A P P L IC A T IO N  O F  A P R IN C IP A L L Y  G IV E N  N O N  L IN E A R  M E T H O D
B Y  U S IN G  C O M PU T E R S

F. STEINER

SU M M A RY

T he a p p lica tio n  o f l in e a r  m eth o d s is n o t su itab le  fo r th e  e lim in a tio n  o f  e rro rs . E . g., 
in  case o f g rav im etric  m ea su re m e n ts  th e  rem o v a l o f  e ffects o f n ear-su rface  m asse s  b y  m eans 
of a lin e a r m eth o d  is ev en  th e n  n o t  possible, if  i t  c an  h e  ach ieved  by  a g ra p h ic a l one.

T he princip le  o f th e  g re a te s t  recip roca l v a lu e s  enab les  a  n u m erica l so lu tio n  b u t  th e  
a p p lica tio n  is on ly  econom ical w h en  a good a p p ro x im a tio n  of th e  so lu tion  is a lre a d y  know n. 
T h is p a p e r gives on th e  basis o f  th e  p rincip le  o f g re a te s t  reciproca l values a  so lu tio n  fo r the  
d e te rm in a tio n  of th e  a p p ro x im a tio n  th a t  can  be eas ily  c a lcu la ted  b y  co m p u te rs . T h e  p rac tica l 
d e te rm in a tio n  of th e  a p p ro x im a tio n  b y  com p u te rs is show n on  g rav im etrica l e x a m p le  (regional- 
re sid u al separa tion).

ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ ПРИНЦИПИАЛЬНО ЗАДАННОГО 
НЕЛИНЕЙНОГО МЕТОДА ПУТЕМ ВЫЧИСЛЕНИЯ НА МАШИНЕ

Ф. ШТЕЙНЕР

РЕЗЮМЕ

Применение линейных методов не подходящее для целей исключения погреш
ностей. Например, в случае гравитационных измерений элиминяция влияний, действую
щих вблизи поверхности, линейным методом невозможна даже в том случае, когда это 
графически не составляет проблемы.

Правда, принцип наибольших обратных дает возможность для численного реше
ния задачи, по применение последнего экономично только тогда, когда задача решена в 
хорошем приближении. В настоящей статье на основе принципа наибольших обратных 
дается легко применяемый на вычислительной машине метод для определения этого 
приближения. Практическое определение приближения на машине в статье демонстри
руется на примере, связанном с гравитацией.
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S U I T A B L E  U S E  O F  G Y R O T H E O D O L I T E S  I N  S U R F A C E  

A N D  U N D E R G R O U N D  S U R V E Y I N G

F . HA LM O S
CANDIDATE OF TECHN. SC.

[M an u sc rip t rece ived  12 A u g u s t, 1968]

A fte r  rev iew in g  accuracy  an d  effic ien cy  o f ex is ting  g y ro th eo d o lite s  an d  g y ro a tta c h m e n ts , 
the  a rtic le  d eals w ith  a new  c o n s tru c tio n  allow ing g re a te r  s ta b ility  o f g y ro a ttac h m en ts . A 
com bined  m e th o d  is suggested  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  restin g  position .

In  th e  second  p a r t  th e  d is tr ib u tio n  o f m erid ian  in d ic a tio n s  is in v es tig a ted  w ith  th e  resu lt, 
t h a t  th e  m o st a d v an tag e o u s  case is, w h en  th e  o r ie n ta tio n s  a re  d is tr ib u te d  so t h a t  th e  square  
sum  of th e  d is tan c es  betw een  g ra v ity  c en te rs  o f tra v e rse  s ta tio n s  included  b y  th e  o rien ta tio n  
s ta tio n s  a n d  th ese  trav e rse  s ta tio n s  is a  m in im u m . P ra c tic a l  re su lts  are given fo r som e confi
g u ra tio n s  in  th e  tab les .

T h e  effec t o f  th e  w ind and  o f  g u s ts  a re  s tu d ied  in th e  la s t  p a r t.  A w ind  (o r g u st) velo
c ity  o f 10— 12 m /sec does n o t ex c lu d e  m easu rem en ts  w ith  th e  p rescribed  accu racy . I f  the  
w ind is even  s tro n g e r, i t  is ad v isab le  to  p ro te c t  th e  in s tru m e n ts  by  a sh e lte r.

1. P roblem s of in s tru m e n ta l tech n ics  and  accuracy

T he d ev e lo p m en t of th e  g y ro th eo d o lite  co n s tru c tio n  has la te ly  adv an ced  
v e ry  ra p id ly . T h e  w eight, th e  a c c u ra cy  an d  th e  effic iency  reached  a level w here 
th e  needs o f  d iffe ren t geodetic  a n d  m ine su rv e y in g  w orks can  be  m et. The

d ependence  o f th e  m easuring  tim e  on th e  accu racy  for H u n g a rian  g y ro th eo d o 
lites a re  lis te d  in  Fig. 1. T he less a c c u ra te  m easu rem en ts  (w ith  an  accu racy  
less th a n  th e  average) can  be  p e rfo rm ed  b y  q u ick  m ethods of m easu rem en t, 
tho se  h a v in g  h ig h er req u irem en ts  b y  a co m b in a tio n  of d ifferen t m e th o d s  and /o r
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b y  re p e tit io n  [1, 2]. T h e  in flu en ce  of re g u la r  e rro rs , alw ays a p p e a r in g  a t  a 
g iven  s ta t io n  p o in t m u s t b e  ta k e n  in to  a c c o u n t w h en  d e te rm in in g  th e  n u m b er 
of re p e titio n s  needed  (th ese  re g u la r  o u te r  e rro rs  becam e  acc id en ta l b y  re p e a te d  
re tu rn  m easu rem en ts  a n d  b y  scaling). B y  m a k in g  in te rm e d ia te  sca lin g s an 
a c c u ra c y  o f  som e seconds ( +  3— 4") can  be  re a c h e d  in  th e  d e te rm in a tio n  o f the

Fig. 2

t ru e  n o r th  w ith  th e  H u n g a ria n  gy ro th eo d o litc s . T h is accuracy  sa tis f ie s  even 
th e  n eed s o f th e  pegging o f  long  tu n n e ls .

In  ad d itio n  to  g y ro th eo d o lite s , g y ro a tta c h m e n ts  were d e v e lo p e d , too , 
allow ing a n  in d ep en d en t u se  o f  th e  th eo d o lite s  th em selv es . R e c e n tly  h o riz o n ta l 
circles in c lu d in g  b earers  a n d  te lescopes w ere a d d e d  to  th e  g y ro a tta c h m e n ts . 
T his new in s tru m e n t is r a th e r  lig h t, its  a c c u ra cy  being  ab o u t 30"— 1 ' (W ild 
A R K  1, F en n e l K T  2). I t  m u s t  be, how ever, m e n tio n e d  th a t  th e se  in s tru m e n ts  
h a v e  o n ly  one-side read in g  devices an d  th e ir  th eo d o lite s  are  n o n -re v e rs ib le , 
so th e se  sources of e rro r  b u rd e n  th e  m e a su re m e n ts  (the u n c h a n g in g  effect
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can  be in c lu d ed  in  th e  in s tru m e n ta l  co n stan t). In  re sp ec t of th e  in s tru m e n ta l 
c o n s ta n t, th e  gyroscope, th e  te lesco p e  an d  th e  p a r t  consisting  o f th e  ho rizon ta l 
circle do n o t w holly  m ake a sing le  u n it . A s ig n ifican t progress can  be  achieved 
if  th e  co llim a to r follow ing th e  sw ings coidd be  u sed  for geodetic  o rien ta tio n  
(larger a p e r tu re , 5— 10°, a n d  a co m p ara tiv e ly  low  m ag n ifica tio n , 8— 10, is

150km 300km 150km 1500km 800 km 150km 20 0  km

Fig. 3. D e te rm in a tio n  of th e  in s tru m e n ta l  co n stan t o f a  gy ro th eo d o lite  MOM Gi-B2 (N o.
650626)

su ffic ien t). T he m o v em en t in  th e  a ltitu d e  d ire c tio n  could be s u b s titu te d  b y  
a p rism . T h is so lu tio n  ensures a h igh  s ta b ility  o f  th e  in s tru m e n ta l co n stan t 
—  as tb e  co llim a to r te lescope a n d  th e  sigh ting  te lescope rep re sen ts  a closely 
co n n ec ted  u n it.

T h is s ta b ili ty  is im p o r ta n t  in  a ca tego ry  o f  in s tru m e n ts  w here  scalings 
are  m ad e  co m p ara tiv e ly  se ldom  accord ing  to  th e ir  em p lo y m en t. Such an  
in s tru m e n t could  be developed  b y  a s ligh t m o d ifica tio n  of th e  MOM (H u n g arian  
O p tica l W orks) g y ro a tta c h m e n ts  (F ig . 2). T he g ra v ity  cen ter o f th e  in s tru m e n t 
is a t  a s ig n ifican tly  low er p o sitio n  th u s  reduc ing  th e  sen s itiv ity  a g a in s t v ib ra 
tio n s.

Ada Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



374 F. HALMOS

T h e  so lu tio n  on F ig . 2 —  w ith  c e n tr in g  co n tro l —  ensures a v e rsa tile  
use o f th e  in s tru m e n t b e a re r  as w ell as th e  p o ss ib ility  of m e a su re m e n ts  w ith  
ce n tr in g  con tro l.

T h e  read in g  on th e  h o riz o n ta l circle in  th e  fie ld  of view  o f th e  te lescope 
is co m fo rtab le , th e  scaled  m icroscope can  be  occasionally  used as th e  scale of 
th e  co llim a to r.

F ro m  th e  p o in t o f v iew  of th e  u se r th o se  in s tru m e n ts  a re  n a tu r a l ly  p re 
fe rred  w hose in s tru m e n ta l c o n s ta n t is s tab le , a n d  w hich  can  be a p p lie d  w ithout 
calibration  fo r th e  fin d in g  o f th e  tru e  n o rth  a t  longer in te rv a ls . As a n  exam ple  
th e  c a lib ra tio n  m easu rem en ts  of a MOM Gi-B2 a re  show n in  a su b te r ra n e a n  
e x p e rim e n tin g  room  o f th e  G eodetic R esearch  L a b o ra to ry  of th e  H u n g a ria n  
A cad em y  o f Sciences in  S opron , c a rried  o u t d u rin g  th ree  c o n secu tiv e  years 
(F ig . 3). W hen  m ore a c cu ra te  an d  re liab le  re su lts  a re  needed (fo r ex am p le  a t 
b re a k th ro u g h )  re p e a te d  ca lib ra tio n s  are  ab so lu te ly  necessary . I t  m u s t be 
re m a rk e d , t h a t  th e  q u o ted  in s tru m e n t w as o p e ra te d  d u rin g  3000 h o u rs  w ith  
on ly  a single b reakdow n .

2. P roblem s o f th e  m easu rem en t m ethods

W h en  d e te rm in in g  th e  tru e  n o rth  b y  gy ro th eo d o lites  —  a p a r t  from  
ra p id  m e th o d s  —  th e  so-called  rev e rs io n -p o in t m e th o d  (w ith  fo llow ing ), th e  
so-called  a m p litu d e  m eth o d  (w ith o u t follow ing) or th e  tra n s it- t im e  m e th o d  is 
used  ( th e  la t te r  possib ly  th ro u g h  severa l scale  d iv isions, o r a lo n g  th e  whole 
sw ing ing  tra je c to ry  [1]. T he m easu rem en t a long  th e  w hole sw in g in g  t r a je c 
to ry  can  be ad v an tag eo u sly  used  b y  in s tru m e n ts  w ith  a u to m a tic  follow ing. 
As in  [1] th is  p rob lem  was o m itte d , i t  shall h ere  dea l w ith  it  in  a so m e w h a t 
m ore d e ta ile d  w ay. H av in g  m easu red  th e  t r a n s i t- t im e  in  a d d itio n  to  rev e rs io n  
p o in ts  (n,) a t  several positions, one h as  sev era l possib ilities to  d e te rm in e  th e  
re s tin g  p o s itio n  (F ig. 4). I f  tr —  i; =  At, w here  tr is th e  rig h t-s id e  a n d  th e  
le ft-s id e  tra n s it t im e , th e n  th e  A N '  co rrec tio n  o f th e  a p p ro x im a te  N q re s tin g  
p o sitio n  can  be  co m p u ted  from  th e  a p p ro x im a te  seria l ex p an sio n  (N'0 h o riz 
o n ta l circle read ing ):

( r, a A t i -j- d N  I

s  + 1
4~CanN  =  N i + A N ’+ C a 0 =  N ^ +  2

1 =  0

dN Ï =  N 't - N ' 0 a n d  N'0jrev =  N 0 +  Ca0 =
( 1 )

' n y +  n 2 
2

I n 2 +  n 3  ,
П 3 H---------- -------- +  fty

H ere  a is th e  a m p litu d e , c th e  c o n s ta n t o f th e  b a n d to rs io n , a0 th e  to rs io n -fre e  
p o sitio n  o f  th e  b a n d  in  sca le -u n its , an d  th e  read in g s w ere m ade a t  s -f- 1 po-
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sitions o f th e  h o riz o n ta l circle. T h e  c o n s ta n t  Gr is g iven  b y

( 2)

I f  th e  m e n tio n e d  co n d itio n  fo r zlt is n o t fu lfilled , th e n  th e  read ings m u s t he 
ca lcu la ted  in c lu d in g  th e  th ird  te rm  of E q u . (3):

N  =  N'0 + \
I =0

Gr a /ltj +  d N ’j
~TT  1

71 At,
a  • sin —

s + r
V 2 Tr—

=  S+1

d N ,
+  Ca0 (3)

or w ith rev e rs io n s:

JVi +  JV2 +  (r +  s +  1) N'0 +  £  (d N 'i +  Gr a A t<) +
1 = 0

N  =

s± : . I л  . it,
^  a • sin

2 Tri=s+1
+  djv;

r +  s +  3
+  Ca0. (За)

This la t te r  is a r a th e r  d ifficu lt fo rm u la , i t  can  be u sed , how ever, for c e r ta in  
special in v e s tig a tio n s  (e.g. d e te rm in a tio n  o f  th e  effect o f g u s ty  cond itions on
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th e  m e asu rem en t w ith  gy ro th eo d o lites). N a tu ra l ly  a t  a g iven p o in t  o f  th e  
h o rizo n ta l circle, sev e ra l v a lu es  of At c a n  b e  in c lu d ed  in  th e  ca lc u la tio n s . 
I t  w ould  be  possib le  to  u se  w eights in  rev e rse  p ro p o rtio n  of th e  d is ta n c e  from  
th e  re s tin g  positio n , b u t  n o w  th is  p o ss ib ility  sh a ll be d isreg a rd ed . F o r  th e  
sake o f sim ple ca lcu la tio n s  i t  is su itab le  to  k eep  A t  <  0,10 T r. I f  th e  rev e rsio n - 
p o in t m e th o d  an d  th e  m e th o d  of m e a su re m e n t o f tra n s it- tim e s  a t  sev e ra l 
scale- an d  h o riz o n ta l c irc le  positions is u sed  co m b in ed  to g e th e r  ( a t  le a s t  in  
3 positions an d  3 t r a n s i t - t im e  differences), th e n  th e  accu racy  o f th e  d e te rm i
n a tio n  of th e  re s tin g  p o s itio n  can be  increased  b y  a b o u t 30—40 p e r  c e n t. T he 
sam e co n d itio n  can  be  u sed  w ith in  th e  scale o f  th e  co llim ato r [1]. I f  th e  eq u a 
tio n s  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f th e  re stin g  p o s itio n  (reversion  p o in ts , t r a n s i t -  
tim es an d  fo r c o n tro l tr -j- ti =  TV) are so lv ed  to g e th e r  in  an  a d ju s tm e n t,  
an  increase  in  a c c u ra cy  o f a b o u t 10— 20 p e r c e n t can  be  reached . T h is  m e th o d  
how ever is su ita b le  o n ly  fo r  special p u rp o ses . C o m p ara tiv e  in v e s tig a tio n s  
p ro v ed  th e  su ffic iency  o f th e  rap id  a p p ro x im a tiv e  ca lcu la tio n  m e th o d , b u t  in  
p re fe ren ce  a t  sev era l sca le  positio n s, as th e  m e m b e r Gra di,- is th e  la rg e s t in  
th e  e rro r  eq u a tio n  (in consequence  b y  i t  th e  e r ro r  can  be decreased ).

W h a t a d v a n ta g e s  h a s  th e  m en tioned  c o m b in ed  m eth o d  of m e a su re m e n ts  ? 
In  o rd e r to  keep  th e  c o n d itio n  At <[ 0,10 T r, th e  t ru e  n o rth  d ire c tio n  m u s t 
b e  k n o w n  w ith  a good a p p ro x im a tio n  (in fu n c tio n  o f th e  a m p litu d e  w ith in  
3— 3 0 '). D u rin g  th e  m e a su re m e n ts  th e  tr ip o d  a n d  co n seq u en tly  th e  p e n d u lu m  
sy s tem  is exposed  to  c e r ta in  in te rfe rin g  effects (w ind , gusts , m o v e m e n t o f  th e  
tr ip o d  etc .) t h a t  in flu en ce  th e  tra je c to ry  a ro u n d  th e  re s tin g  p o sitio n  d iffe re n tly  
as in  th e  n e ig h b o u rh o o d  o f th e  reversions. Som e o th e r in te re s tin g  effects 
re su ltin g  from  tec h n ic a l, e lec tric  or m ethod ic  cau ses , e.g. u n sm o o th  fo llow ing  
an d  so on d is tu rb  th e  a m p litu d e  of th e  sw ing ing . W ith o u t d iscu ssin g  th ese  
effects, i t  shou ld  be m e n tio n e d  th a t  a g re a te r  a m p litu d e  is m ore a d v a n ta g e o u s  
th a n  a sm all one. B esides, in fo rm ations co m in g  fro m  d iffe ren t p a r ts  o f  th e  
t r a je c to ry  im p ro v e  th e  a c c u ra c y  for th e  d e te rm in a tio n  of th e  re s tin g  p o s itio n . 
T ab le  I  co n ta in s  som e d a ta  on th e  accu racy  w ith  d iffe ren t m e th o d s  fo r  som e 
ty p e s  o f th e  in s tru m e n ts .

T h e  tra n s i t- t im e  d ifferences o f n e ig h b o u rin g  scale-d iv isions o r  h o ri
z o n ta l circle d iv isions can  b e  u sed  for th e  d e te rm in a tio n  of th e  re s tin g  p o s itio n , 
b u t  w ith  a s ig n if ic a n tly  lo w er accu racy  th a n  b y  o th e r  m eth o d s [1].

As h as  a lread y  b een  m en tio n ed , th e  a c c u ra c y  o f  th e  m e a su re m e n ts  can  
be increased  b y  re p e a te d  re tu rn s  an d  b y  in te rm e d ia te  ca lib ra tio n s , m a in ly  
b y  th e  re d u c tio n  of th e  e rro rs  w hich v a ry  fro m  one s ta tio n  p o in t to  th e  o th e r . 
T he accu racy  d a ta  o f  T ab le  I I  are achieved b y  u s in g  a schem atic  a r ra n g e m e n t 
(M  m eans m e asu rem en ts , C ca lib ra tio n , th e  n u m b e rs  before th e m  g ive  th e  
n u m b e r o f re p e titio n s  a t  a g iv en  s ta tio n  p o in t) . T h e  d a ta  here  g iven  a re  u p p e r  
lim its  o f erro rs from  m easu rem en ts  m ade w ith  sev e ra l h u n d re d  in s tru m e n ts . 
A ccord ing  to  th e  ta b le , good resu lts  can  be ac h ie v e d , if  b o th  th e  c a lib ra tio n s
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Table I

~~~~~~~——___ Instrument 

Method '  —
G i-B l Gi —B2 Gi—Cl Gi —C2 G i-D l 

(300 cps)
Gi —D2 

(400 cps)

M ean square  erro r o f a  single d e te r
m ination  of th e  tru e  n o rth  w ith  4 
an d  3 reversions, resp.

+  15"(+ 18") +  12"(+ 15") +  25"(+ 30") +  20 "(+ 2 5 ") +  40 "(± 4 5 ") + 2 5 " (± 3 0 " )

M ean square erro r of a single d e te r
m ination  w ith  th e  tra n s it  tim e 
m ethod  (a t  th ree  scale devisions. 
2 values of At a t  each division ̂

+  12" +  10" +  20" +  18" • 35" +  20"

Mean square erro r o f a  single d e te r
m ination  w ith  th e  com bined 
m eth o d  (m ethod w ith  and w ithou t 
following, and tran s it-tim e  m ethod)

+ 8 — 10" + 6 —9" +  16— 18" +  13— 16" +  28— 30" +  16— 18"

M ean square erro r o f th e  tru e  n o rth  
d e te rm ination , tw o m easurem ents 
a t  each sta tio n

+ 6 - 8 " •+ 5 — 7" +  13— 15" +  12— 13" +  22— 25" +  13— 15"

The tim e needed for a d e te rm in a
tion  of th e  tru e  n o rth  (4 reversions)

26—30
m inutes

25— 28
m inutes

16— 18
m inu tes

16— 18
m inutes

14—17
m inutes

16—18
m inutes

00
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Table II

Calibration — Measurement — 
Calibration G i-B l G i-B2 G i-C l Gi—C2 G i-D l 

(300 eps)
Gi —D2 

(400 cps)

1 C — 1 M - O C +  7,5— 14,5" ± 6 ,5  11,5" ± 1 7 ,0 —25,2" ±  14,5— 20,4" ± 3 0 —36" ± 2 0 —25"

1 C —  I M  —  1 c ± 6 ,5  12,5" ± 5 ,9  - 10,0" ± 1 4 ,7 - 2 1 ,8 " +  12,6— 17,7" ± 2 8 —34" ± 1 8 —22"

2 C  —  2 M  —  2 C +  5,3— 10,0" ;[ 4,4 -  7,9" 11,6 — 17,7" ± 1 0 ,0 -  14,3" ± 2 0 — 25" ± 1 4 —18"

2 C - 3 M - 2 C ± 4 ,8 — 9,5"

CO1T?+1 ± 1 0 ,8 — 16,6" ±  9,4— 13,4" + 1 9  —22" ± 1 2 — 16"

2 C —  i  M  — 2 C ± 4 ,7 — 9,3" ±  4,3—  6,3" ± 1 0 ,4 — 16,1" ±  9 ,1 -1 3 ,0 " ± 1 8 —21" ± 1 1 - 1 5 "

2 C - 3 M - 2 C - 3 M - 2 C + 3 ,7 — 7,3" +  3,4—  5,5" ±  8,2— 12,5" ±  7,3— 10,1" +  15— 19" -|- 9__12"

4 C —  4 M  —  4 C ± 4 ,6 —  9,0" ± 4 ,0 — 6,5" ±  9,7— 15,2" ±  8— 11" ± 1 6 —19" ± 1 0 — 14"

One calib ra tion  every  m o n th  and 
one m easurem ent for th e  d e te r
m ination  of th e  tru e  n o rth

± 1 5 " ± 1 2 " ± 3 0 " ± 2 5 " +  40" ± 2 8 "

. HALM
OS
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(before an d  a f te r  th e  m easu rem en ts) a n d  th e  m easu rem en ts  of h ea rin g s  
(az im u th ) a re  re p e a te d  severa l tim es e.g. in  th e  sy s tem  2C —  2 M  —  2C, 
m aybe in  2C —  3 M  —  2C. W ith  th e  H u n g a ria n  in s tru m e n ts  th e  d em an d s  of 
accu racy  a t  b re a k th ro u g h  can  be m e t u sing  th e se  system s of m easu rem en t. 
O nly in  case o f  special req u irem en ts  is i t  ad v isab le  to  exceed th e  g iven n u m b e r 
of re p e titio n s , as fo r long tu n n e ls , w here , in  a d d itio n  to  th e  increased  accu racy  
a t  a s ta tio n  p o in t, th e  a d v an tag es  o f sy m m e tric a lly  d is tr ib u te d  o rie n ta tio n s  
are  u tilized , to o . Som e in v estig a tio n s in to  th is  p ro b lem  are p u b lished  else
w here [2, 3].

A m ong th e  m easu rem en ts  a t  a given s ta tio n  p o in t, th e  f irs t one c a n  be 
m ade w ith  th e  so-called  m eth o d  of rev e rs io n -p o in ts  (a p re lim in ary  o r ie n ta tio n  
of 1— 5° su ffises), th e  second one w ith  th e  com bined  m ethod .

W ith  in s tru m e n ts  o f ra th e r  s tab le  c o n s ta n ts , less ca lib ra tio n s are  n eed ed  
(F ig. 3). T h e  c a lib ra tio n  s ta tio n  m u s t lie a t  an  easily  accessible p o in t fro m  th e  
rep o sito ry  o f th e  in s tru m e n t, a tm o sp h eric  effects (w ind, gusts , re frac tio n ) 
m u st be s lig h t th e re  an d  cond itions fo r m easu rem en ts  a t  d iffe ren t v is ib ility  
are  needed , to o . T h e  es tab lish m en t o f c a lib ra tio n  s ta tio n s  m u st be considered  
in  case o f p rec ise  g y ro th eo d o lite  m easu rem en ts , w here  th e  o u te r  a tm o sp h e ric  
an d  o th e r  d is tu rb a n c e s  can  be red u ced  to  a m in im u m  (closed room  w ith  colli
m a to rs). N a tu ra lly , th e  accord  b e tw een  c a lib ra tio n  line an d  geodetic n e tw o rk  
m u s t be  g u a ra n te e d .

3. P rob lem s in se lection  o f  p laces for th e determ in ation  o f  true n orth

I n  th e  su rface  su rv ey in g , gy ro th eo d o lite s  a re  m a in ly  used  in  case o f  low  
d en sity  tr ia n g u la t io n  (few con tro l p o in ts), o r if  th e  con tro l po in ts  a re  n o t 
p ro v id ed  w ith  acco rd in g ly  h igh  signals, as th e  m erid ian  can  be in d ic a te d  even  
in  such co n d itio n s w ith  th e  gy ro th eo d o lite s . In  som e coun tries, te r re s tr ia l  
con tro l p o in ts  are b u ilt  a t  d istances o f a b o u t 200— 500 m etres from  f i r s t  an d  
second o rd e r p o in ts . T h ey  can  be  used  fo r c a lib ra tio n  m easu rem en ts . I n  closed 
areas (fo rests , cities) th e  in s tru m e n ts  can  a d v a n ta g e o u s ly  be used , to o . T h ey  
p rov ide  fu r th e r  p o ssib ility  fo r th e  m easu rem en t o f th e  d e ta iled  co n tro l n e ts  
fo r e lo n g a ted  estab lish m en ts  b y  a p p ro p ria te  o rien ta tio n s  or in te rm e d ia te  
o r ien ta tio n s  (long trav e rse s  w ith  m an y  b reak -p o in ts ) .

G y ro th eo d o lite s  can  be w idely  used  in  th e  d e te rm in a tio n  o f p h o to g ram - 
m etric  c o n n ec tio n  p o in ts , fo r th e  e s ta b lish m e n t o f  fu r th e r  co n tro l p o in ts  to  
in te rm e d ia te  co n tro l p o in ts  (th e  series a re  sh o rten in g ). T he reg u la r erro rs 
inside th e  series can  be d e te rm in ed  b y  f in d in g  th e  b ea rin g  o f in te rm e d ia te  
legs (m erid ian  co n tro l); th e ir  len g th s  can  be m easu red  w ith  d is tan ce -m e te rs  
(sca le-con tro l). B y  a d ju s tm e n t th e  accu racy  is increased  [4]. Such in te rm e d ia te  
o rien ta tio n s  an d  d is tan ce  m easu rem en ts  are  v e ry  ad v an tag eo u s  for red u c in g
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th e  reg u la r erro rs in  lo n g  a e ro tr ia n g u la tio n  series. I f  such  m e a su re m e n ts  are 
m ade dense enough , th e  a d ju s tm e n t can  be  o m itte d . A n even  g re a te r  im p o rt
ance in  re sp ec t to  th e re  is th e  red u c tio n  o f  re g u la r  erro rs in  b locs. I f  a t  la rger 
ae ro tr ia n g u la tio n  b locs sy m m e tric a lly  d is tr ib u te d  m erid ian  in d ic a tio n s , d istance  
m easu rem en ts  (scale) a n d  levelling  are  m ad e , th e n  besides th e  re g u la r  errors 
th e  d isad v an tag eo u s  accu m u la tio n  c f  irre g u la r  e rro rs  is e x c lu d ed , to o .

S h aft

F i g .  5

G y ro theodo lites can  be  used , besides t r a d it io n a l  su rv ey in g , as im m e
d ia te  in d ica to rs  of d ire c tio n  be tw een  po in ts  w ith o u t in te rv is ib ility  (e.g . se ttin g  
o f TV  a n ten n as) , in  m ili ta ry  m ap p in g  and  d ire c tio n  etc .

The m ost obv ious use o f g y ro theodo lites is in  tu n n e lin g , in  u n d e rg ro u n d  
an d  m ining  su rv ey , as a  g enera l m erid ian  in d ic a to r , e.g. fo r b re a k th ro u g h . 
In  sp ite  of a lack  o f f la m e -p ro o f in s tru m e n ts , k n o w n  in s tru m e n ts  ca n  b e  used 
b y  carefu l h a n d le  in  th e  v ic in ity  of sh a fts . I n  th is  case one h as  a g eom etrica l 
s itu a tio n  s im ila r to  th o se  w ith  tra d itio n a l sh a f t  p lu m b in g . I f  p o ssib le , i t  is 
ad v an tag eo u s  from  th e  p o in t o f v iew  o f th e  g en era l m ine su rv e y in g , too , 
to  give th e  tru e  n o r th  w ith  gy ro th eo d o lites , d ep en d in g  on th e  size o f  th e  m ine 
fie ld , a t  leas t a t  3— 10 p laces in  a sy m m etrica l d is tr ib u tio n . As c o n tro l po in ts  
can  be b ro u g h t dow n o n ly  th ro u g h  shafts  o r in c lin ed  sh a fts , th e  n e tw o rk  of 
co n tro l po in ts  co n n ec ted  w ith  trav e rses  h as  a r a th e r  d isa d v a n ta g e o u s  form  
(F ig . 5). T he s itu a tio n  o f  th e  e rro r ellipses, ch a ra c te riz in g  th e  re lia b ili ty  of 
th e  po in ts  is r a th e r  v a r ia b le  in  fu n c tio n  of th e  geom etric  co n fig u ra tio n . As th e  
co n tro l n e tw o rk  is n o t  a p p ro x im a te ly  q u a d ra tic , th e  accu racy  is n o t  un ifo rm  
th ro u g h o u t th e  n e t  (F ig . 6). T h e  s itu a tio n  w ould  be  m ore su ita b le , i f  th e  ju n c 
tio n  of th e  single tra v e rse s  w ould  give a tr ia n g u la r  c o n fig u ra tio n , b u t  from  
a m in in g -tech n ica l p o in t o f  v iew  th e  q u a d ra tic  fo rm  is m ore co m m o n . This
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q u a d ra tic  fo rm  ensures a screen-like, rig id  n e t [5]. In  sp ite  o f th e  fac t, th a t  
th e  ju n c tio n s  a re  a t  a m ore ad v an tag eo u s  p o s itio n  in  respect to  accuracy , 
i t  is, h ow ever, su ita b le  to  in d ica te  th e  m erid ian  in  these p o in ts , if  possible, 
because th u s  th e  o rie n ta tio n  of severa l tra v e rse s  is found. T he gy ro th eo d o lite  
bearings m u s t be  d is tr ib u te d  in such a w ay , t h a t  an  a p p ro p ria te  connection  
of su b se q u e n t m easu rem en ts  m igh t be  en su red . T hese  bearings m u s t include 
stab le , im m o v ab le  p o in ts  (for co n tro l th e  ang les betw een  tra v e rse  legs are 
given, to o ), a n d  th e y  shou ld  n o t be s h o r te r  th a n  50 m . These o rien ted  bearings

S h a f t

F i g .  6

should  lie a lo n g  th e  m ean  lines (con tro l ne t) o f  th e  u n d erg ro u n d  su rvey  so 
th a t  ev e ry  u n i t  n e t  h as  a tru e  n o rth  d irec tio n . T h e  needed d e n s ity  of o rien ta 
tions can  be  d e te rm in ed  from  th e ir  accu racy  a n d  from  th e  re lia b ility  of th e  
s ta tio n s . P ra c tic a lly  2— 3 basic  bearin g s are  n eed ed  for a sq u a re  k ilom etre . 
In  case o f tra v e rse s  w ith  m an y  legs, th e  in te rm e d ia te  o r ien ta tio n s  can  also 
serve fo r co n tro llin g . B y  th e  rigorous or a p p ro x im a tiv e  a d ju s tm e n t of th e  
con tro l n e t,  th e  g y ro th eo d o lite  bearin g s m u s t b e  ta k e n  in to  acco u n t. T im e 
th e  co n tro l n e tw o rk  th ick en ed  w ith  g y ro th eo d o lite  bearings m eans a sign ifican t 
s tiffen ing  a n d  increase  of accu racy  in  th e  m o st com m on case of e lo n g a ted  n e ts .

B ased  o n  th e  th e o ry  of e rro rs, i t  is possib le  to  show th a t  fro m  th e  p o in t 
o f view  o f th e  m ine or surface su rv ey in g  th e  d is tr ib u tio n  of m erid ian  in d i
ca tions is m o s t fav o u rab le  if  the sum  o f  the squares o f  distances o f  the traverse 
stations o f  the control net fro m  the g ravity  center o f  the po in ts included between 
the neighbouring oriented bearings (a t ev e ry  p o in t th e  n ex t g ra v ity  cen te r, or its  
co n sid e ra tio n  in  ca lcu la tin g  th e  g ra v ity  c e n te r  is n a tu ra lly  decisive) is a 
m in im u m . T h is w ould  m ean  o rien ta tio n s  b y  t r ia n g u la r  or b y  n e a r ly  re c tan g u la r  
q u a d ra n g u la r  u n its  (th e  la t te r  is id en tica l w ith  ap p ro x im a te ly  s tre tch ed , 
eq u ila te ra l tra v e rse  legs) n o t a t  th e  ju n c tio n s , b u t  a t  s ta tio n s  a b o u t m idw ay
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b etw een  ju n c tio n s . I n  c e r ta in  cases th is  is d isp u ta b le , and  a n  e x h a u s tiv e  
analysis is need ed  (F ig . 7). I n  resp ec t to  th e  tra n s p la n ta t io n  o f th e  m erid ian  
in d ica tio n  e rro rs, th e  ju n c tio n -p o in t so lu tio n  is th e  b e tte r  ( th e  d is tan ces  
b e tw een  g ra v ity  cen te rs  a re  sm aller). E v e n  if  th e  tra v e rse  is n o t a s tre tc h e d  
one, th e  difference o f b o th  a rran g em en ts  is n o t  b ig . I n  d o u b tfu l cases th e  m a th e 
m a tica l so lu tio n  o f th e  p ro b lem  is decisive (c a lcu la tio n  of th e  g ra v ity  cen ters.) 
O nly  tw o  co nnec ted  legs can , how ever, be so o rie n te d  and  th is  re su lts  la te r

Fig. 7

in  a decreased  p o ss ib ility  fo r th e  d e te rm in a to n  o f  ev en tu a l m o v em en ts  in  
com parison  to  th e  ju n c tio n -p o in t m ethod . M in ing  a n d  m easu rem en t te ch n ica l 
p rob lem s m u st be  con sid ered , too , in  se lec tio n  o f  th e  o rien ta tio n s ; in  m an y  
cases these  o vershadow  th e  p u re ly  m a th e m a tic a l so lu tio n s. E .g . m e rid ia n  in d i
ca tions in  ju n c tio n s  en su re  am ong  o th e r th in g s  a b e t te r  connection .

In v es tig a tio n s  in to  in d iv id u a l trav e rse s  h a v e  p ro v ed  th a t  a fav o u ra b le  
choice of o r ie n ta tio n  m easu rem en ts  re su lts  in  a  s ig n ifican t in crease  o f th e  
accu racy  an d  also in  sav in g s. T hese in v es tig a tio n s  w ere  described  b y  T á r c z y - 

H o r n o c h  [6] a n d  in  [7], re sp . th e  b e s t re su lts  a re  ach ieved , if  th e  o rie n ta tio n s  
a re  sy m m etrica lly  d is tr ib u te d  in  respect to  th e  p ro jec tio n s  to  th e  en d  leg. 
T h e  g rea te r th e  a c c u ra cy  o f th e  m easu rem en t o f  ang les, th e  less im p o rta n c e  
h as  th e  fav o u rab le  d is tr ib u tio n  of o rien ta tio n s  fro m  th e  p o in t o f v iew  o f th e o ry  
o f  errors [6]. E v en  in  th is  case i t  offers p o ss ib ility  fo r  con tro l o f th e  m easu red  
angles.
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T h e q u e s tio n  arises, how to  d e te rm in e  th e  su ffic ien t n u m b e r of in te r 
m ed ia te  o r ie n ta tio n s  in long tra v e rse s  (e.g. a t  b rea k th ro u g h ) ?

E a rlie r  in v es tig a tio n s  h av e  show n th a t  b y  s tre tch ed  trav e rse s  w ith  
n ea rly  e q u a lly  long  legs, th e  tra n sv e rsa l e rro r o f  th e  end  po in t, fjlr n+1, can  be 
w ritte n  a f te r  th e  d is tr ib u tio n  of th e  a n g u la r  c o n tra d ic tio n  in a good ap p ro x i
m atio n  ( th e  fo llow ing expression  s lig h tly  differs fro m  expressions elsew here) as:

W r ,( r ,+ 1 )
ttf j n \  П 
e2 J ( 12 (z + 1 )2

q I

(* + 1 )  I
( 1 )

w here fiß m ean s  th e  m ean square  e rro r  o f th e  ang les, L  the  len g th  of th e  t r a 
verse  (L  =  ns, s is th e  m ean  len g th  of th e  legs, n  th e  n u m b er o f legs), s th e  
n u m b e r o f in te rm e d ia te  o rien ta tio n s  (in a d d itio n  to  those  a t  th e  end  po in ts), 
and

№

(p a is th e  m ean  sq u are  erro r of th e  b earings).
E x p re ss in g  z from  eq. (4) an d  ta k in g  on ly  th e  positive sign in to  consi

d e ra tio n :

г

w here

M - =  f? L ~ - . (6)
2 W r,„ + i

So fo r ex am p le  if  =  ^ 5 " ,  q =  2, L  =  2 k m , p (r,n+i (perm) =  + 5  cm , 
n  =  20, th e n  z =  2. I f  q — 4, a n d  th e  o th e rs  a re  th e  sam e, th e n  z — 3— 4. 
F o r th e  sak e  o f  secu rity , only  th e  th ird  of th e  p e rm itte d  tra n sv e rsa l e rro r is 
u sua lly  ta k e n  in to  considera tion . In  th e  d ed u c tio n  o f  E qus. (4) an d  (5) th a t  th e  
om issions sh o u ld  give errors less th a n  15 p e r  c e n t was tak en  in to  acco u n t. 
As th e  m ean  sq u a re  errors are even  less re liab le  th a n  th is , and  th e  co n fig u ra tio n  
dev ia tes  fro m  th e  ideal one, to o , th is  a p p ro x im a tio n  is alw ays va lid .

I f  n <C 10 an d  q ^  1, th a n  i t  o ften  suffises to  tak e

M 2\q  + q’ +
6 M -

— l (5)

z =  2 M -q
О T9П  ■ L-

9 - 1 ( 7 )
ffr,n + i r

for th e  c a lcu la tio n s . In  th e  reverse  case, if q 1, one ob tains

z =  M ' /  n 1 /Чз L /  n
12 . f i f r , n + l  Q 1 1 2 ] (8 )

1 0 Acta Gcodactica, Gcophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4 , 1969



384 F. HALMOS

I f  these  eq u a tio n s  g ive a v a lue  for z less th a n  u n ity , th e n  th e  p rescrib ed  
accu racy  can be re a c h e d  w ith o u t in te rm e d ia te  o rie n ta tio n s . S om etim es th e  
p rescrib ed  accu racy  is v e ry  h igh , and  so th e  q u a n t i ty  o f th e  necessary  
o rien ta tio n s  is u n u su a lly  g re a t;  in  th is  case th e  accu racy  of th e  angles and  
bearings m u st be in c rea sed , b y  rep ea ted  m e a su re m e n ts  an d  b y  in te rm e d ia te  
ca lib ra tio n s, resp . I n  som e cases th is  p rob lem  lead s to  th e  p rob lem  o f th e  m ost 
fav o u rab le  d is tr ib u tio n  o f  w eigh ts. T he l a t te r  p ro b lem , an d  th e  case o f n o t 
s tre tc h e d  trav e rses  a re  n o t  d e a lt  w ith  in  th e  p re se n t a rtic le , i t  sh o u ld  on ly  be 
m en tio n ed  th a t  if  th e  t ra v e rs e  is n ea rly  c irc u la r  in  shape , th e n  th e  o rie n ta 
tio n s can  be p laced  sy m m e tr ic a lly  an y w h ere  i f  p o in ts  of v iew  o th e r  th a n

th a t  o f th e  th e o ry  o f e rro rs  are  neg lected . I f  th e  shape  is ro u g h ly  e llip ti
cal, th e n  in  case o f tw o  o rie n ta tio n s  i t  is a d v isa b le  to  te s t  th e  p ro b lem  in 
re sp ec t to  th e  errors o f th e  angles and  b ea rin g s. I f  th e  effect o f th e  e rro rs  in 
angles is g rea te r, th e n  i t  is m ore  ad v an tag eo u s  t h a t  th e  g ra v ity  c e n te r  o f th e  
tw o  o rien ta tio n s shou ld  be  in  th e  v ic in ity  o f th e  focal po in ts  o f th e  ellipse (m e
rid ia n  ind ica tions in  th e  in te rse c tio n  of th e  m in o r ax is , or n ea rb y ). I n  th is  case 
th e  sum  of th e  sq u ares  o f  th e  d istances b e tw een  tra v e rse  p o in ts  a n d  g ra v ity  
cen te rs  is a m in im um . I f  th e  effect of th e  e rro rs  in  th e  b ea rin g s is g rea te r 
th e n  th e  o rien ta tio n s  a re  m o st ad v an tag eo u sly  p laced  n ea r th e  in te rsec tio n s  
of th e  m a jo r ax is, as in  th is  case d is tan ce  o f th e  tw o  g ra v ity  c en te rs  is a 
m in im um  and so th e  effec ts o f th e  errors in  th e  o rien ta tio n s  a re  m in im al, 
to o  (F ig. 8).

I f  tw o or m ore p a ra lle l trav e rses  (being  a com m on  case b o th  in  u n d e r
g ro u n d  and  surface su rv ey s) are  u n ited  w ith  s tiffen in g  tra v e rse s , th e n  th is  
s tiffen in g  loses its  im p o rta n c e  in  respect to  th e  tu rn in g  off, w ith  th e  increase
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of th e  n u m b e r  o f in te rm e d ia te  o rie n ta tio n s . F ro m  th e  p o in t o f view  o f th e  
decrease o f  lo n g itu d in a l erro rs an d  co n seq u en tly  o f  errors of th e  tra v e rse  p o in ts  
i t  is, h o w ev er, v e ry  im p o r ta n t.

T he m easu rem en ts  a t  b re a k th ro u g h  shou ld  be se p a ra te ly  m en tio n ed .
T h e  p ap e rs  [1, 3] he lped  to  c lear u p  som e prob lem s in  th is  d irec tio n . 

F ro m  th e  e q u a tio n s  g iven  th e re  th e  necessary  n u m b e r o f o rien ta tio n s  can  be 
d e te rm in ed  sim ila rly  to  th e  p rev ious consid era tio n s, essen tia lly  ta k in g  th e  
given p ro p o rtio n s  of th e  tra v e rse s  an d  th e  accuracies w an ted  in to  co n sid e ra 
tio n . Som e in v estig a tio n s in to  th is  q u estio n  a re  sum m arised  in  T ab le  I I I .

Table III
Given vailles Calculated values from two sides

n
2

.
(meter) 2 O'".) V"X,0yr Iхк (<•"»)

Number of 
orientations

Member pß 
cm

Member 
ll0L,ff]/r cm

// break
through 

cm

cen tra l leg +  13,8 +  13,6 +  19,6

± 5 " ± 1 0 " ± 2 3 ±  5,3 +  7,7 ± 1 0 ,7

20 100 2
5 +  2,5 +  6,2 ±  7,3

cen tra l leg +  8,3 +  13,6 +  16,2

+  3" +  10” ± 2 3 ±  3’2 ±  7,7 +  8,8

5 +  1,5 ±  6,2 ±  6,9

cen tra l leg +  24,5 +  27,2 ± 3 6 ,7

+  5" +  10" ± 2 3 +  8,3 +  15,8 +  17,9

40 100 4
5 +  5,0 +  12,2 ± 1 3 ,4

cen tra l leg +  14,6 +  27,2 ± 3 0 ,9

+  3" ± 1 0 " _ j _  2 3 +  4,9 +  15,8 ± 1 6 ,7

5 +  3,0 +  12,2 +  12,8

35 — +  10,8 ± 1 2 ,6

4-2" 1 r t f  +  Э ± 5 8 +  5,0 +  21,3 ± 2 2 ,9

35 500 17,5
4 +  10,0 +  30,0 ± 3 2 ,4

35 — ±  8,6 ± 1 1 ,2

+  3" +  4" +  5 8 ± +  17,0 ± 1 9 ,8

4 +  14,9 +  24,3 ± 3 0 ,9

Hk M ean sq u a re  e rro r a t  th e  b eg in n in g  p o in t

F o r s tre tc h e d  trav e rses  w ith  eq u a lly  long legs th e  increase o f th e  a c c u ra cy  
an d  th e  decrease  o f th e  effect o f a n g u la r  an d  b ea rin g  erro rs w ith  an  in c reasin g  
n u m b e r o f  o rien ta tio n s  are  given in  T ab le  4. I t  w as fo und , th a t  th e  effect o f 
th e  o r ie n ta tio n  errors decreases a p p ro x im a te ly  a b o u t as th e  sq u a re  ro o t o f 
th e  n u m b e r of o rien ta tio n s  in  a sy m m etrica l co n fig u ra tio n  in  th e  e n d -p o in t.
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Table IV

Type of the traverse (s length of the leg, n num
ber of legs) (stretched, with equally long legs)

Square of the 
coefficient of

i'ß

The coefficients of 
//pin relation to those 
of a traverse oriented 

at one end

The coefficients of 
in relation to 

those of a traverse 
oriented at one end

n— 1,5 s2
O pen end 3 o2

1 l

O rien ted  in th e  m iddle n s2 i
1

12 o- 2

O rien ted  a t  b o th  ends (c o n trad itio n n — 1 s2 1
n o t d is trib u ted ) 12 2

0,70

O rien ted  a t  b o th  ends and  in th e  m iddle n - 1 s- 1
(co n trad ic tions no t d is trib u ted ) 48 ' o" ’’ " IT

0,62

O rien ted  a t  b o th  ends and  a t  tw o in ter- 1
m ed ia te  p o in ts sym m etrically  (con tra- 0,53
diction  n o t d istribu ted ) 108 Q1 6

O rien ted  a t  b o th  ends and  a t  th re e  in te r-
m ed ia te  p o in ts  sym m etrically  (co n tra - n —  1 s- 1

0,47
d iction  n o t d istrib u ted ) 192 q- 8

O rien ted  a t  b o th  ends and  a t  fo u r in te r- 1
m ed ia te  po in ts sym m etrica lly  (co n tra - 0,42
d iction  n o t d istribu ted )

4. E ffec t o f  th e w ind and  gusts

T h e effect of th e  w in d  an d  gusts can  he considerab le . T h e  g u s ts  cause 
g re a te r  decrease in  accu racy . In  an  e x p e rim e n t th e  H u n g a rian  g y ro th e o d o lite  
MOM Gi-B2 was used  w ith  a u to m a tic  fo llow ing. T he tr a n s i t  tim es  w ere  m eas
u red  along  th e  w hole t r a je c to ry  an d  8 —10 rev ersio n  po in ts  a n d  a n  accord ing  
n u m b e r of tr a n s i t  tim es w ere d e te rm in ed  d is tr ib u te d  sy m m e tric a lly  in  fu n c tio n  
o f th e  am p litu d e , a t  5— 8 p o in ts  (F ig . 9). T h e  in v es tig a tio n s  h a v e  sh o w n  th a t  
m easu rem en ts  w ith  g y ro th eo d o lite s  can  be  ca rr ied  o u t a t  w ind  v e lo c itie s  and  
g u sts  o f 10— 12 m /sec w ith  th e  w a n te d  acc u ra cy  ( th e  in s tru m e n t w as gyro- 
th e o d o lite  w ith  a u to m a tic  follow ing, a n d  n o t g y ro a tta c h m e n t) . T h e  inner 
e rro r o f th e  m easu rem en ts  is a b o u t one a n d  a h a lf  tim es or tw ice  b ig g e r  th a n  
o th erw ise , giv ing no ap p rec iab le  in fluence  on  th e  o u te r  accu racy . T h e  gusts, 
how ever, m ake th e  d e te rm in a tio n  of th e  zero  p o in t con sid erab ly  m o re  d ifficu lt, 
as th e  re s is tiv ity  of th e  p e n d u lu m  a g a in s t d is tu rb a n c e s  is less. I t  h a p p e n s  th a t  
th e  to rs io n  free positio n  c a n n o t be d e te rm in e d  m ore  p recisely  as 1 sca le  d iv i
sion . E v en  in  case o f su ch  s tro n g  g u sts , sm a lle r  v a ria tio n s  o f th e  tr a je c to ry
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occur. (W ith  re s tin g  m o to r the  re s is tiv ity  o f th e  p en d u lu m  also  is less.) F o r 
th is  reason  i t  is adv isab le  to  su rro u n d  th e  in s tru m e n t w ith  a p ro te c tin g  she lte r 
ag a in st s tro n g e r  gusts. W in d y  co n d itio n s, d ra u g h ts  occur even  in  m ines, n o t 
only  on th e  su rface . Fig. 9 shows th a t  th e  ex trem e  g rea t va lu es  o f  th e  w ind 
velo c ity  (gusts) cause changes in  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  re s tin g  position  in 
case of m easu rem en ts  w ith  a tu rn in g  m o to r.

T he d e ta ile d  in v es tig a tio n  o f p ro b lem s of in s tru m e n ta l an d  m easu rem en t 
techn ics co u ld  ex p ec ted ly  clear up som e im p o r ta n t th e o re tic a l an d  p rac tica l 
questions.
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ПРИМЕНЕНИЕ ГИРОТЕОДОЛИТОВ ПРИ ОРИЕНТИРОВАНИИ 
НА ПОВЕРХНОСТИ И В ШАХТАХ

Ф . Х А Л М О Ш  

РЕЗЮМЕ

Автор кратко сравнивает точность и скорость измерений гиротеодолитами и гиро
скопическими насадками. Дается метод, при помощи которого становится проще конст
руктивное решение т. н «азимутальных» гироскопов и, кроме того, обеспечивается боль
шая стабильность постоянной прибора. Излагаются различные способы определения 
положения равновесия и предлагается один комбинативный метод измерения (наблю
дения за точками реверсий и фиксация времён перехода через деления шкалы автоколли
матора) Подводит итоги исследований математических и по теории ошибок.

Во второй части изучаются возможности применения ориентирований в условиях 
на поверхности и под землей, а также проблемы наивыгоднейшего расположения Уста
навливается, что с точки зрения общих съёмок ориентирование выгоднее всего провести 
так, чтобы сумма квадратов расстояний от точек полигонометрического хода до центров 
тяжести заключенных между ориентированными сторонами точек была наименьшая. 
Отдельно рассматривает проблему распределения ориешп рований в случае нескольких 
фигур. На случай одиночных полигонометрических ходов даются зависимости для опре
деления количества необходимых ориентирований. Рассматриваются случаи, когда 
влияние ошибок ориентирования или угловых измерений менее выгодно Кратко изла
гается проблема выбора ориентирований в случае измерений в забое. Результаты экспери
ментальных измерений приведены в табличном виде

Наконец, исследуется действие ветра и толчков ветра на измерения гиротсодолитом. 
Устанавливается, что при скорости ветра 10—12 м/сек ошибки измерений не превышают 
заданные пределы. При ветре, сильнее указанного, точность измерений существенно 
портится, поэтому приборы целесообразно накрывать зонтом. Для исследований автор 
разработал метод, относящийся к полной орбите колебаний.
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Ü B E R  D I E  K R I T I S C H E N  F Ä L L E  B E I  B E R G B A U L I C H E N

I N V E S T I T I O N E N

J .  ZAMBÓ
KORRESP. MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen am  29. O k to b e r 1968]

Die B ezieh u n g  zw ischen der e in fachen  V erg ü tu n g sze it u n d  de r V ergütungszeit m it 
V erzinsung  la u te t:

log ( 1 — t'ô) 
log p

Als k r itisc h e  sin d  jen e  F ä lle  zu beze ichnen , bei w elchen t'ô —>■ 1, d. h. die v e rzin ste  
V erg ü tu n g sze it se h r g roß  ist, m ith in  w ird  also de r k u m u la tiv e  v e rz in s te  E r tra g  e rs t n ach  
e iner langen  Z eit p o sitiv . In  solchen F ä llen  k a n n  m it gew issen, v o rh e r  gep lan ten  E ingriffen  
die k u m u la tiv e  E rg eb n islin ie  in gün stig em  Sinne b e e in flu ß t, u n d  de r B eginn des positiven  
K u rv e n ab sch n itte s  b e trä c h tlic h  n ach  v o rn e  v e rleg t w erden.

Bei d e r P rü fu n g  der W irk sam k e it von  In v e s titio n e n  fä llt eine w ichtige, 
ja  v ie lle ich t die w ich tig ste  Rolle d e r V e rg ü tu n g sze it zu. D abei k a n n  von einer 
e in fachen  u n d  v o n  e iner V e rg ü tu n g sze it m it Z insen die R ede sein. Die einfache 
V erg ü tu n g sze it k a n n  du rch  fo lgende F o rm el au sg e d rü c k t w erden:

K A _  K A 
E  - K B D

w orin t [ J a h re ]  die einfache R ü ck flu ß ze it, K A [F t]  die G ru n d in v estitio n s
k o sten , E  [ F t /J a h r ]  die jäh rlich e  P re ise in n ah m e, K B [F t/J a h r ]  die jäh rlich en  
P ro d u k tio n sk o s te n  ohne die fällige R ü c k v e rg ü tu n g s ra te  der In v e s titio n s
k o sten  b e d e u te n .

D ie v e rz in s te  V erg ü tu n g sze it t [ J a h r ]  k a n n  aus fo lgender B eziehung 
e rrech n e t w erd en :

D
p t -  1

^A.rP1

w oher

I _  i ° I  Л  — b g  (D  — d К  Ar) 

log P

w orin ô den  Z in sflu ß  als D ezim al w ert (0,05, 0 ,0 6 . . .), p  — 1 -(- ö und  K A, r
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den  bis zum  B eginn d er P ro d u k tio n  v e rz in s ten  W e rt der G ru n d in v e s til ions
k o s te n  bed eu ten .

t = K A
D

b eze ichnet die e in fache  Y erg ü tu n g sze it, d em n ach  k a n n

D

als m odifiz ierte  e in fache  R ü ck flu ß ze it b eze ich n e t w erden . Die V e rh ä ltn isz a h l

Д -  К Л.г 
K A

is t u m  so g rößer, je  lä n g e r die In v e s tie ru n g sz e it d a u e rt.
D ie Y erg ü tu n g sze it m it Z insen k a n n  au ch  in  fo lgender W eise au sg e d rü c k t 

w erd en :
- =  log (I — t'ô) 

log P

H ierau s fo lg t, d aß  t =  oo w ird , w enn  t' ö =  1 is t .
In  A bb. 1 is t in  dem  rech tw in k lig en  K o o rd in a te n sy s te m  100 r), t ' die 

H y p e rb e l t=  oc (ihre G le ichung  la u te t  t ' — l/ö )  d ie  T ren n k u rv e  d e r  R ü c k f lu ß 
fläch e , w elche e inerse its  d u rc h  die H y p erb e l, a n d e re rse its  d u rch  d ie  A chsen 
um sch lossen  w ird.

S e lb stred en d  h a t  dieses G eb iet n u r  g ru n d sä tz lic h e  B ed eu tu n g , da  es ja  
unen d lich  lange V erg ü tu n g sze it n ic h t  g ib t, so n d e rn  tr e te n  in  der P ra x is  anstelle  
v o n  t — oo die W erte  i =  N  oder l =  n, w obei N  d ie in  J a h re n  angegebene 
B e trieb sze it, n  ab e r eine b e s tim m te  Z eit, g leichfalls in  Ja h re n  b e d e u te t ,  w obei 
im m er n  <7 N  is t .

In  A bb. 1 sin d  au ch  die G renzkurven  fü r  i  =  20 u n d  i =  10 d a rg e s te llt. 
D as E n tw erfen  d ieser K u rv e n is t  aus d er A bh. e rs ich tlich . In  dem  rech tw in k lig en  
K o o rd in a ten sy stem  t ',  t s in d  die K u rv en  d e r F u n k tio n  ip=sConst — hei
den  k o n s ta n te n  W e rte n  p  — 1,05, p  =  1,07 u n d  p  —  1,10 zu sehen . D er P u n k t 
d er G renzkurve  t =  20 k a n n  beispielsw eise fo lg en d erm assen  ab g e le ite t w erden : 
P u n k t  1 (t =  20) w ird  a u f  die K u rv e  p  — 1,07 p ro jiz ie r t, so m it g e h ö rt zum  
P u n k t  P ' der W e rt t '  =  10,6. D an n  w ird d e r  P u n k t  2 nach  P u n k t  3 ü b e r
g e trag en  u n d  d a m it is t  d ie  L age des P u n k te s  P  sch o n  e rm itte lt.

W ird  im  B erg b au  d ie  u n te re  G renze des Z insfußes m it 5 % , d ie  obere 
G renze ab er m it 10%  an g en o m m en , d an n  s te l l t  d ie  F läch e  a— b — c— d b ere its  
e inen  rea len  B ereich  fü r  alle jen e  B etriebe  d a r , d e re n  L eb en sd au e r IV <7 20
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b e trä g t. Z u  jed em  P u n k t dieses G ebietes geh ö rt ein  gewisses W e rte p a a r  v o n  
100 ö, t ' . B ei jed em  belieb igen  d ieser unend lich  v ie len  W ertep aa re  is t  d e r 
R ü c k flu ß  d e r  In v e s titio n sk o s te n  in  w eniger als 20 J a h re n  — also m ax im al in  
20 J a h re n  —  m öglich, w enn d e r P u n k t  ein P u n k t d er G renzkurve  t —  20 is t.

In  g le icher W eise k a n n  au c h  jed e  andere , z. B . die G renzkurve  t —  10 
ab g e le ite t wrerd en .

F re ilich  können  die O rd in a ten g ren zen  des rea len  G ebietes auch  sonstw o  
e in g eze ich n e t w erden. Im  a llgem einen  w ird als u n te re  G renze 100 0 =  5

a k z e p tie r t, w äh ren d  die obere G renze  je  nach  dem  In d u striezw e ig  v a r ia b le  
sein k a n n .

D ie Ä n d e ru n g  der F u n k tio n  lp =const =  <p(C) k a n n  seh r b e trä c h tlic h  sein , 
w enn t ' —► 1/Ô s tre b t. E ine  Л t' Ä n d e ru n g  b e d e u te t so grösser Z unahm e in  F u n k 
tio n  t, je  f rü h e r  h a t  t' zum  W e rte  1/(5 b e h a lt. D ieser U m sta n d  m uß  in  a llen  den  
F ä llen  in  B e tr a c h t  gezogen w erd en , in  denen  die als G rund lage  d er B eu rte ilu n g  
d ien en d en  A n g ab en  in diesen B ere ich  d er F u n k tio n  en tfa llen .

U m  d ie  Ü b ersich t zu e rle ic h te rn , sei h ie r ein d u rch  num erische  D a te n  
be leg te r F a ll  —  beispielw eise aus dem  E rzb erg b au  herangezogen . D ie h ie ra u f  
b ezüg lichen  A ngaben  seien fo lgende:

E in  V orkom m en  aus K u p fe r- , Z ink- und B leierzen e n th a lte  einen  s icheren  
M in e ra lv o rra t v o n  m ehr als 100 • 106 t .  N ach den  B o h ran g ab en  b e tra g e  d e r 
v o ra u ss ic h tlic h e  M etallgehalt 1 ,45%  Cu, 6 ,0%  Zn u n d  6 ,5%  P b . M it H ilfe 
einer K a lk u la tio n  läß t sich d e r W e rt d er aus e iner T onne E rz  e rz ie lb aren
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M etallm enge, u . zw. n ach  e rfo lg te r A u fb e re itu n g , also vo r d e r V e rh ü ttu n g  
b e s tim m e n . E r  be trag e  in  u n se re m  F alle  883 F t / t .

D ie F ö rd e rk a p a z itä t des zu  e rr ic h te n d en  G rub en b e trieb es  b e tr a g e  2 ■ 10° 
t / J a h r ,  die bis E nde d er In v e s titio n sp h a se  v e rz in s te n  In v e s ti t io n sk o s te n  seien 
K A<r =  2100 • 101’ F t. D ie a u f  1 Tonne R o h e rz  en tfa llenden  P ro d u k tio n s 
k o s te n  sollen einsch ließ lich  d e r  A u fb e re itu n g sk o s ten  810 F t / t  b e tra g e n .

D iese A ngaben  gen ü g en , u m  A bb. 2 zu  en tw erfen .

Als V erein fachung  sei angenom m en , d a ß  das %  an Zn u n d  d a s  %  an 
P b  k o n s ta n t  sind  u n d  n u r  d as  %  an  Cu — g em äß  d er D arste llu n g  —  zw ischen  
1 ,4 %  u n d  1 ,8%  v ariab e l is t. D en  V erlau f d e r  als F u n k tio n  v o n  C u %  m odi
f iz ie r te n , zinslosen, e in fach en  V erg ü tu n g sze it ( i ')  zeig t die H y p e rb e l t ' . Die 
G e s ta ltu n g  der V e rg ü tu n g sze it m it V erz insung  (Í) s te llen  die a n d e rn  d re i K u r
ven  d a r , u . zw. fü r die F ä lle  p  =• 1,05, p  —  1,07 u n d  p  =  1,10.

E s sei n u n  der F a ll p  =  1,05 h e rau sg eg riffen . I s t  das Cu %  =  1,35, 
so e rh ä lt  m an  eine V e rg ü tu n g sz e it von  u n e n d lic h e r Größe, d. h .,  d ie  In v e s ti
tio n sk o s te n  können  n ic h t e in g e b ra c h t w erd en . I s t  hingegen das C u %  =  1,5, 
d a n n  b e trä g t  die V e rg ü tu n g sz e it m it V erz insung  ru n d  20 J a h re ,  d ie  m od ifi
z ie rte  e in fache V erg ü tu n g sz e it ab e r ru n d  13 J a h re .  W ie m an  s ie h t, w u rd e  also 
im  vo rliegenden  Falle  a lle in  d u rch  die E rh ö h u n g  des K u p fe rg e h a lte s  um  
1 Cu %  =  0,15 die v e rz in s te  V e rg ü tu n g sze it in  eine an n eh m b are  N ä h e  g e b ra c h t, 

w enn  sich Zn %  und  P b  %  d a b e i n ic h t v e rä n d e r te n .
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M it d em  an g efü h rten  B eisp iel soll d a ra u f  h ingew iesen w erden , wie w ohl
b eg rü n d e t es is t , in k ritisch en  o d er G renzfällen  diese F rag e  e iner e ingehenden  
P rü fu n g  zu  u n te rz ieh en , m it a n d e re n  W o rten : wie w enig m an  sich in  solchen 
F ällen  k r itik lo s  n u r  au f die e rre c h n e te n  W erte  s tü tz e n  darf. W ie das Beispiel 
zeigt, lieg t e in e  b e träch tlich e  V e rk ü rz u n g  der verz in sten  V erg ü tu n g sze it d u rc h 
aus im  B ere ich  der realen  M ög lichkeiten . Doch diese G ed an k en re ih e  k ann  
auch noch  fo rtg e se tz t w erden. A n g en o m m en  sei, daß  eine R ü c k v e rg ü tu n g  der 
In v e s titio n sk o s te n  innerhalb  v o n  4 J a h re n  als B ed ingung  gelte , d a n n  w äre 
h ierzu  z. B . ein  Cu %  — 2,0, Zn %  =  7,0 und  Pb %  =  7,5 n ö tig . W enn 
nach  den  B o h ran g ab en  Cu %  =  1,45, Zn %  =  6,0 u n d  P b  %  =  6,5 b e trä g t, 
so so llte  es w ohl keine S chw ierigke iten  b ere iten , 4 J a h re n  h in d u rc h  die v o r
herigen W e rte  zu  liefern, um  so w en ig er, als das B ergw erk  m it g rö ß te r  W a h r
sch e in lich k e it eine L ebensdauer v o n  100 Ja h re n  erre ichen  w ird .

D as B eisp ie l des e rw äh n ten  E rzb erg w erk es v erfo lg t ke in en  Selbstzw eck , 
sondern  e ig n e t sich dazu , e inerse its  die A u fm erksam keit a u f  die besonders 
im  k ritisc h e n  B ereiche b es teh en d e  U nzuv erlässig k e it d er d er E n tsc h e id u n g s
fä llung  v o rau sg eh en d en  nu m erisch en  D a ten  h inzu len k en , an d e re rse its  auch  
um  zu zeigen , wie durch  gewisse M aß n ah m en  sch e in b ar w eniger o d er ü b e r
h a u p t n ic h t w irksam e In v e s titio n e n  w irksam  g es ta lte t w erden  k ö n n en .

A m  w ich tig s ten  ist h ie rbe i d e r W e rt t'ö . Seine E rre c h n u n g  is t jed o ch  
d u rch au s n ic h t  einfach und m it v ie len  F eh le rm ög lichke iten  b e h a f te t , t ' e n th ä lt  
näm lich  die U nsicherhe iten  h in s ic h tlic h  der In v e s titio n sk o s te n , d er P ro d u k 
tio n sk o sten  u n d  d er V erw ertung , bzw . d ie  Ä nderungen  d ieser b e trä g e  als F u n k 
tionen  d e r Z e it. D er ó-W ert a b e r  is t  d u rch au s eine F rag e  d er B eu rte ilu n g , 
da ja  g en au  sov ie l A rgum ente fü r  e in en  5% -igen  wie fü r  einen 7 % -ig en  Z insfuß 
v o rg e b ra c h t w erd en  können.

D iese E n tsch e id u n g  k an n  sch o n  v o n  vo rnhere in  z. B . d u rch  den  U m sta n d  
b ee in flu ß t w erd en , daß  der K u p fe rp re is  eine ste igende oder s in k en d e  T endenz 
aufw eist. F e rn e r  k ann  es auch  ein  seh r w esentlicher G e s ic h tsp u n k t sein , ob 
das in v e s tie re n d e  L and h in s ich tlich  des frag lichen  P ro d u k te s  a u f  Im p o r t  
angew iesen is t  oder n ich t.

N ic h t schw er is t es eine E n tsc h e id u n g  zu fä llen , w enn  d e r iÄ -W e rt 
v e rh ä ltn ism ä ß ig  klein oder groß  is t, d a  ja  im  e rs te ren  F alle  die In v e s ti t io n  
zweifellos w irk sam  ist, der R ü c k flu ß  d e r In v es titio n sk o sten  also sicher und  
rasch  e rfo lg t, d a h e r der B e trieb  au ch  finanzie ll m it N u tzen  a rb e ite t  u n d  zu 
den p o s itiv e n  U n tern eh m en  zu zäh len  is t. Im  le tz te re n  F alle  ab e r k a n n  es 
V orkom m en, d a ß  die In v e s titio n sk o s te n  in n erh a lb  der L eb en sd au er des B e tr ie 
bes se lb s t u n te r  B erücksich tigung  d e r V erzinsung n ic h t w ieder e in g eb rach t 
w erden.

Zw ecks besserer Ü b ersich t k e h re n  w ir w ieder zu  un serem  frü h e ren  
Beispiel z u rü c k  (Abb. 3). I s t  an fan g s  im  gefö rderten  E rz  das Cu %  =  2,0, 
Zn %  =  7,0 u n d  Pb %  =  7,5, so b e tr ä g t  die V erg ü tu n g sze it m it V erz insung
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t —  4 ,6  Ja h re . D anach  a b e r  w erden  sich d ie  p ro zen tu e llen  M e ta llg e h a lte  im 
g e fö rd e rte n  R oherz w e ite rh in  gem äß  der B ohrergebn isse  g e s ta lte n . K u rv e  1 
ze ig t d en  V erlauf d er v e rz in s te n  In v e s ti t io n sk o s te n  bei p  —  1 ,05 , K u rv e  2 
d en  V e rla u f des v e rz in s ten  R ückflu sses, K u rv e  R  schließlich  den  k u m u la tiv e n  
V e rla u f des v e rz in s ten  E rgeb n isses . D as k u m u la tiv e  E rgebnis w ird  in n e rh a lb  
v o n  4  b is 5 J a h re n  (O =  4,6) p o sitiv . H ä t te n  d ie  p ro zen tu e llen  e in ze ln en  
M eta llg eh a lte  von B eg inn  a n  d en  B o h rerg eb n issen  en tsp rochen , d a n n  w ürde  
d ie  K u rv e  R  im P u n k t О k e in en  B ruch  au fw eisen  u n d  auch  d e r  O -P u n k t

w ü rd e  nach  rech ts, e tw a  a n  d ie  Stelle N  =  O ' — 27 Ja h re  g e rü c k t se in , wie 
es g leichfalls aus A bb. 3 zu  ersehen  ist.

F re ilich  w ird  in  d e r W irk lich k e it die k u m u la t iv e  E rg e b n isk u rv e  n iem als 
so rege lm äß ig  v erlau fen , w ie dies in  A bb. 3 zu  sehen  is t. Im  a llg em e in en  sind 
d ie  A n fan g sjah re  am  g ü n s tig s te n , u n d  h ie r is t  au ch  die S te ilhe it a m  g rö ß ten , 
u m  d a n n  allm ählich  —  u n d  m eist stu fenw eise  —• flach er zu w e rd e n , w ie dies 
aus A bb . 4 zu en tn eh m en  is t .

A u f G rund von  A bb . 3 u n d  4 k a n n  n u n  d ie  F rag e , ob m an  die k u m u la tiv e  
E rg e b n isk u rv e  b rechen  d a rf , ganz k la r  u n d  in  vo ller E in fa c h k e it  g este llt 
w erd en .

D ie A n tw o rt d a ra u f  la u te t :  Es is t g ü n stig , d en  V erlau f d e r k u m u la tiv e n  
E rg e b n isk u rv e  (R) zu b re c h e n , d . h ., der W e n d e p u n k t (0 ) k an n  im  a llg em ein en  
ze itlich  n ach  vorne v e r le g t w erd en . S e lb s tv e rs tän d lich  sind h ie rfü r d ie  M öglich
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k eiten  im  B ere ich  der einzelnen  M inera lvo rkom m en  versch ieden . O hne A n
sp ruch  a u f  V o lls tän d ig k e it seien h ie r  einige d ieser F älle  an g efü h rt.

B ei S te in k o h len v o rk o m m en , d ie im  T ie fh au  ah g e b a u t w erden , k ö n n en  
in  einem  u n m itte lb a r  am  S ch ach tp fc ile r an ge leg ten  h o ch k o n zen trie rten  A b b a u 
feld in d en  A n fan g sjah ren  ü b e rd u rc h sc h n ittlic h  günstige P ro d u k tio n sk o s te n  
erzielt w e rd e n . B e s te h t das V o rkom m en  aus m eh re ren  F lözen , u n d  fü h r t  das 
obere, bzw . fü h re n  die oberen  F löze eine q u a litä tsm ä ß ig  bessere K o h le , so 
k a n n  ih r  A b b a u  in  den  A n fan g sjah ren  eine ü b e rd u rch sch n ittlich  g ü n stig e  
P re ise in n ah m e  sichern . Bei den m it T ag eb au  gew innbaren  K o h le n v o rk o m 
men w ird  es gew öhnlich  zu e rre ichen  sein , d aß  das A b rau m v erh ä ltn is  im  A n fan g

am  g ü n s tig s te n  u n d  g ü n stig e r als d e r  sp ä te re  D u rc h sc h n itt is t. D ie g leichen  
M öglichkeiten  b es teh en  n a tü rlic h  auch  beim  A b b au  von  E rzv o rk o m m en , 
noch d azu  d u rc h  den  U m stan d  e rg ä n z t, d aß  h ie r  die sich als n o tw en d ig  erw ei
sende Q u a litä tsv e rb e sse ru n g  in  den  A n fan g s jah ren  le ich te r erzielen lä ß t.

D ie m it  dem  B rechen  des K u rv e n la u fs  d er k u m u la tiv e n  E rg e b n isk u rv e  
R  v e rb u n d e n e n  säm tlichen  D eta ils s in d  d a m it a b e r noch  n ich t e inm al an g e 
n ä h e r t  e rsc h ö p ft. D as is t jedoch  au ch  n ic h t n ö tig , da ja  diese M ög lichke iten  
F a c h le u te n  w ohl b e k a n n t sind .

Z u sam m en fassen d  k a n n  fo lgendes fe s tg es te llt w erden:
1. N im m t m an  eine A m o rtisa tio n  m it V erz insung  an , so k a n n  —  w enn  

t 'ö ^  1 is t  —  ein restlo ser R ü ck flu ß  d er In v e s titio n sk o s te n  n ic h t erfo lgen ; 
m it a n d e rn  W o rte n : die k u m u la tiv e  E rg e b n isk u rv e  (R ) w ird die A bszisse (O) 
n ich t sch n e id en , sie b e s itz t also k e in en  p o sitiv en  A b sch n itt.

2. D as B rechen  d er k u m u la tiv e n  E rg eb n isk u rv e  w ird  im  a llgem einen  
d a n n  v o n  E rfo lg  b eg le ite t sein , w enn  t'Ô kein en  großen  W ert re p rä se n tie r t . 
Im  W ert t'd is t  ô eine F u n k tio n  des Z insfusses, seine Ä nderung  is t d a h e r  in  
gew issem  G rad e  eine F rag e  der B e u rte ilu n g . D er W ert t' is t ab h än g ig  v o m
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C h a ra k te r  des V orkom m ens, v o n  der Q u a litä t  seines M in era lh a lte s , v o n  der 
v o rau ss ich tlich en  G e s ta ltu n g  d er Preis- u n d  P ro d u k tio n sk o s te n , sch ließ lich  
v o n  d er Schnelligkeit d e r  In v e s titio n sa u s fü h ru n g . Es liegen also  zah lre ich e  
U m stän d e  vo r, deren  K e n n g rö ß e n  sich n ic h t n u r  zw ischenzeitlich  v e rä n d e rn  
k ö n n en , sondern  die es au c h  aussch laggebend  h erb e ifü h ren  k ö n n e n , d a ß  t'Ö 
e inen  re la tiv  k leinen  W e rt a n n im m t.

3. Es is t auch  m öglich , d aß  der i '-W e rt im  b e rg b au lich en  A b s c h n i t t  des 
g anzen  V ertikum s —  se lb s t nach  A u sn ü tzu n g  säm tlich e r M ö g lich k e iten  — 
n ic h t g ü n stig  w ird, tro tz d e m  a b e r dieser W e rt, a u f  das ganze V e rtik u m  bezogen , 
e inen  ak zep tab e l n ied rig en  W e rt e rg ib t. So k a n n  z. B . der t'Ö-W e rt e ines im 
T ag eb au  fö rd e rn d en  L ig n itb e rg w erk es zw ar g rö ß er als 1 sein, w ä h re n d  der 
a u f  das E n d p ro d u k t, n ä m lic h  die e lek trische  E n erg ie  bezogene i 'ö - W e r t  e n t
w ed er in erw ünsch tem  M aße n iedrig  lieg t, o d e r die spezifischen P ro d u k tio n s 
k o s te n  der e lek trisch en  E n e rg ie  n iedriger als die K o sten  fü r  Im p o r te n e rg ie  
sin d . In  äh n lich er W eise k a n n  auch  im  B ereich  des E rzb erg b au s d e r  i 'ö -W e rt 
—  w enn er a u f das f e r t ig  au sg eb rach te  M eta ll oder a u f die aus d e m  M etall 
h e rg es te llten  P ro d u k te  bezo g en  w ird , k le in e r als 1 w erden , also g ü n s tig  sein, 
o d e r es k ö n n en  sich n ied rig e re  spezifische K o s te n  d ieser P ro d u k te  e rg e b e n  als 
im  F alle  eines Im p o rte s .

SCHRIFTTUM
Z a m b ó , J . :  Optimum location of mining facilities. Akadémiai Kiadó, Budapest, 1968.

CRITICAL CASES OF INVESTMENTS IN MINES
J .  ZAMBÓ

SUMMARY
The connection between the simple recovery time and the recovery time with interest 

is the following:
. =  _  log (1 — t'Ö) 

lo g  P
The critical case is t ' ô  —*■ 1, i. e. the recovery time with interest is very long, the cumulative 
effect with interest will be positive only after a long time. In this case by some preplanned 
interventions the cumulative effectline can be advantageously influenced and the beginning 
of the positive section significantly brought ahead.

КРИТИЧЕСКИЕ СЛУЧАИ ГОРНЫХ ИНВЕСТИЦИЙ 
Я. ЗАМБО 

РЕЗЮМЕ
Зависимость между временем простой и процентной оборачиваемости:

. =  log (1 -  t 'ô )  
log P

Критическим считается случай, когда t'ô -» 1, то есть время процентной оборачи” 
ваемости очень велико, значит кумулятивный процентный результат только через долгое 
время становится положительным. С помощью некоторых, заранее запланированных 
вмещательств выгодно можно повлиять на линию кумулятивного результата и начало 
положительного отрезка может быть существенно отнесено вперёд.
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T E S T V E R F A H R E N  Z U R  D E U T U N G  

G E O P H Y S I K  A R I S C H E R  M E S S P R O F I L E *

G. FANSELAU

[Eingegangen am 9. November 1968]

Eine Testmethode für geophysikalische Probleme wird beschrieben, und zwar unter 
Verwendung von Taylor-Reihen mit konstanter Gliederzahl. Die Anwendungsprobleme dieser 
Methode werden allgemein diskutiert. Ein numerisches Beispiel eines Modellkörpers wird 
berechnet und zeigt den praktischen Weg der Anwendung der Methode.

D ie fo lgenden  B e tra c h tu n g e n  beschäftigen  sich m it der A nw endung 
v o n  T ay lo r-R e ih en  bei d e r D e u tu n g  geophysikalischer P rob lem e. D ie H a u p t
sch w ie rig k e it be i einer v o rau sse tzu n g slo sen  D eu tu n g  geophysikalischer P ro 
blem e lieg t b ek an n tlich  in  d e r U n m ö g lichke it, G eom etrie  u n d  physikalische  
E ig en sch a ften  des zu u n te rsu c h e n d e n  g eo tek ton ischen  S tö rk ö rp ers  zu v ariie ren , 
wie dies be i den  Q uellgebieten  d e r  p hysikalischen  F o rsch u n g  allgem ein  üblich  
is t. E s is t  d a h e r no tw end ig , d ie V aria tio n sm ö g lich k e iten  vom  Q uellgebiet 
se lb st a u f  d ie  m a th e m a tisc h -s ta tis tisc h e  U n te rsu ch u n g  des P ro fils zu verlegen . 
D ab e i s in d  im  P rinzip  zwei W ege m öglich. D er eine s te ll t  an  die Spitze der 
U n te rsu c h u n g e n  physikalische  T h eo rien  und  b e tra c h te t  die R estfe ld e r m it 
H ilfe s ta tis t is c h e r  M ethoden ; d e r  an d ere  b ed ien t sich zu e rst s ta tis tisc h e r  
U n te rsu ch u n g en  und  w en d et d a n n  die m a th em a tisch en  E rgebn isse  p h y s ik a li
sch er T h eo rien  an. B eide W ege h a b e n  ihre spezifischen Vor- u n d  N ach te ile . 
H ie r soll d e r  e rs tg en an n te  d is k u tie r t  w erden , jen e r also, der sich zu e rst im  
R ah m en  p h y s ik a lisch e r T h eo rien  h ä lt .

W egen  d er im  a llgem einen  un regelm äß igen  geo m etrisch en  G esta lt d e r 
zu u n te rsu c h e n d e n  O b jek te  sow ie d e r physikalischen  H e te ro g e n itä t u n d  A niso
tro p ie  is t  es bei geophysikalischen  U n te rsu ch u n g en  am  b esten , von  v o rn 
h ere in  zu  R e ih en d ars te llu n g en  zu greifen . Im  w esen tlichen  h a n d e lt es sich 
d abei d a ru m , die rezip roke E n tfe rn u n g  zw ischen einem  E lem en t des Q uell
gebietes u n d  dem  A u fp u n k t in  eine T ay lo r-R eih e  zu e n tw ic k e ln .

B ei d iesen  E n tw ick lu n g en  s in d  versch iedene G esich tsp u n k te  zu b e tra c h 
te n . Z u n ä c h s t is t in das verm essene  P ro fil ein geeigneter T ren d  zu legen. Diese 
T re n d fü h ru n g , von der aus die gem essenen  W erte  zu rech n en  sind , is t w ich tig  
im  S inne d e r  F ilte rth eo rie  u n d  im  S inne der E rh a ltu n g sn e ig u n g . Die T re n d -

* Mitteilung Nr. 322 aus dem Geomagnetischen Institut der DAW, Potsdam
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v a r ia t io n  b ie te t  die e rs te  M öglichkeit, d a s  P ro fil, au f v e rsc h ie d e n e  B asen 
b ezo g en , d er R e ih en en tw ick lu n g  zu g ru n d e  zu  legen. E ine zw eite  F ra g e , die zu 
e n tsc h e id e n  w äre, is t die des zu  b e n u tz e n d e n  K o o rd in a te n sy s te m s . A m  besten  
eignen  sich  rech tw ink lige  k a rte s isc h e  K o o rd in a te n , da die E rd o b e r f lä c h e  im 
a llgem einen  als eben a n g e se tz t w erden  k a n n . S e lb s tv e rs tän d lich  s in d  auch 
K ugel- u n d  Z y lin d e rk o o rd in a ten  v o n  V o rte il, v o r  allen D in g en  d a n n , w enn 
die v e rsch ied en en  G ü ltig k e itsg eb ie te  der R e ih en en tw ick lu n g  a b g e s c h ä tz t  w er
den  m üssen . B esonders w ich tig  ab e r is t die A n w endung  e llip tisch e r K o o rd in a 
te n  fü r  ro ta tio n ssy m m e trisc h e  K ö rp e r sow oh l im  d re id im en sio n a len  wie im 
zw eid im ensionalen  F a ll. H ie r  is t es m öglich , schon  bei d er B e re c h n u n g  der 
e rs te n  R eiheng lieder fe s tzu s te llen , ob es sich  u m  einen lin sen fö rm ig en  o d e r um  
e inen  sch lo tfö rm igen  te k to n isc h e n  K ö rp e r  h a n d e lt , eine E n ts c h e id u n g , die 
m itu n te r  v o n  aussch lag g eb en d er B e d e u tu n g  sein  k an n . N ach  d e r  W a h l des 
K o o rd in a ten sy s tem s  is t als d r i t te  u n d  w ich tig s te  V a rian te  die W a h l d es  K oo rd i
n a te n u rsp ru n g sp u n k te s  an zu seh en . H ie r e rg eb en  sich eine Fü lle  v o n  V a ria tio n s 
m ö g lich k e iten , die k u rz  b esch rieb en  w erd en  sollen.

E s is t  zw eckm äßig , s ich  b e i d e r W a h l des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  
n ic h t  a u f  einen  P u n k t fes tzu leg en , so n d e rn  seine Lage n e tz fö rm ig  va riie ren  
zu  lassen , w obei auch  L ag en  des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  oberhalb  
d e r E rd o b e rflä ch e  von  g ro ß er B ed eu tu n g  se in  k ö n n en . F ü r je d e n  K o o rd in a te n 
u rsp ru n g sp u n k t is t die R e ih e  an zu se tzen . Sie g ib t n a tu rg e m ä ß  zah len m äß ig  
v e rsch ied en e  K oeffiz ien ten  fü r  die e inze lnen  O rdnungen . N im m t m a n  eine 
u n v e rä n d e rlich e  G liederzahl d e r T ay lo r-R e ih e  an , d. h ., b r ic h t m a n  d ie  Reihe 
b e i d em  zw eiten  oder d r i t te n  G lied ab , so h a t  m a n  m it d iesem  T e s tv e rfa h re n  
fü r  die versch iedenen  K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te  eine au sg eze ich n e te  
M eth o d e  fü r  die L ag eb estim m u n g  des g eo tek to n isch en  O b jek ts , u n d  zw ar ist 
diese M ethode in  d o p p e lte r  H in s ic h t p h y sik a lisch  s ig n ifikan t. E in m a l  g eh t es 
u m  die Z ah lenw erte  d er K o effiz ien ten  d e r R eiheng lieder se lb s t. S ie können  
b e i V a ria tio n  des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  s ta rk  v a r iie re n , j a  sogar 
p h y sik a lisch  sinnlose, zum  B eispiel bei d e r  M asse negative  W e rte  an n eh m en . 
W e ite rh in  is t die K o n v erg en z  d er R eihe e in  w ich tiges K rite r iu m . I s t  d ie  K on
v e rg en z  g u t, so sind  die K o effiz ien ten  p h y sik a lisch  s ig n ifik an te r a ls  b e i  schlech
te r  R eihen k o n v erg en z. D iese Z ah len w erte  sin d  bei d iv e rg e n te r  R e ih e  sogar 
p h y sik a lisch  n ich t s ig n if ik a n t. B e d eu tu n g sv o ll sind  auch d ie  F e h le r , m it 
d en e n  die K oeffiz ien ten  d e r e inzelnen  R e ih en g lied e r b e h a f te t  s in d , w enn  sie 
n a c h  d e r  M ethode d er k le in s te n  Q u a d ra te  fü r  die v e rsch iedenen  K o o rd in a te n 
u rsp ru n g sp u n k te  b e re c h n e t w erden . S ind  d iese  F eh le r gering, so i s t  d ie  Reihe 
im  a llgem einen  auch  g u t k o n v e rg e n t. I n  d iesem  Fall is t d e r  K o o rd in a te n 
u rsp ru n g sp u n k t zw eckm äßig  gew äh lt. S in d  die F eh le r g rößer, m u ß  d ie  Lage 
des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  v e rb e sse r t w erden . Es e rg ib t s ic h  h ie r  also 
ein  e in faches O p tim ie ru n g sv e rfah ren , m it dessen  H ilfe die p h y s ik a lis c h e  Signi
f ik a n z  d e r K oeffiz ien ten  d e r  einzelnen  R eiheng lieder w e se n tlic h  gesichert
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w erden k an n . D ie V e rte ilu n g  der Z ah lenw erte  d e r K o effiz ien ten  innerhalb  
des G itters d e r K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te  sow ie die F eh le r, m it denen  
diese K oeffiz ien ten  b e h a f te t  sind , geben zudem  einen  g u te n  Ü berb lick  ü b e r 
gegebenenfalls v o rh a n d e n e  geom etrische S y m m etriee ig en sch aften  des geotek- 
ton ischen  O b jek ts .

Zur C h a ra k te ris ie ru n g  des Q uellgebietes m u ß  die geo tek to n isch e  B edeu
tu n g  der K o effiz ien ten  d e r einzelnen  R eiheng lieder h e rangezogen  w erden. 
B esch rän k t m an  sich b e i d e r C h arak te ris ie ru n g  d ieser R e ih en g lied er a u f das 
P o ten tia l des G rav ita tio n sfe ld es , so g ib t das G lied n u llte r  O rd n u n g  die Masse 
des Q uellgebietes an , ohne  R ü ck s ich t a u f  geom etrische  F o rm  u n d  Inhom oge
n i tä t  der D ich te . D as G lied e rs te r  O rdnung  fü h r t  a u f  die L age des Schw er
p u n k te s , das G lied zw e ite r O rd n u n g  a u f  G rößen , die m it den  T räg h e itsm o m en 
te n  in  gewisse B ez ieh u n g  g eb rach t w erden  k ö n n en . D as G lied n u llte r  O rdnung  
is t  eine In v a r ia n te  g eg en ü b er K o o rd in a te n tra n sfo rm a tio n e n . D as G lied e rs te r 
O rdnung  k a n n  d u rc h  V ersch iebung  des U rsp ru n g sp u n k te s  in  d en  Schw er
p u n k t zum  V ersch w in d en  g eb rach t w erden . D ieses G lied is t n ic h t in v a ria n t 
gegenüber K o o rd in a te n tra n s fo rm a tio n e n . D as G lied zw eiter O rd n u n g  s te llt 
eine Q uadrik  d a r , das h e iß t  eine hom ogene F o rm  zw eiten  G rades. Diese Form  
is t im  R ah m en  e in er T ay lo r-R e ih e  s te ts  sy m m etrisch  u n d  b e s itz t  im  d re i
d im ensionalen  F a lle  d re i In v a r ia n te n . Die e rs te  In v a r ia n te  is t die Spur der 
M atrix , die m an  aus den  sechs K oeffiz ien ten  d e r Q u ad rik  b ild en  k a n n ; die 
zw eite In v a r ia n te  is t  die S p u r d er a d ju n g ie rten  M a trix ; die d r i t te  In v a ria n te  
schließlich is t die D e te rm in a n te  d er M atrix . D iese drei In v a r ia n te n , die im  
F alle  zw eid im ensionaler B e tra c h tu n g e n  sich a u f  zw ei red u z ie ren , h ab en  fü r 
verschiedene p h y sik a lisch e  T heorien  eine w ich tige B ed eu tu n g , so zum  Beispiel 
in  der E la s tiz itä ts th e o rie . Sie sind , wie ih r N am e sa g t, u n a b h ä n g ig  gegenüber 
D rehungen  des K o o rd in a te n sy s te m s  u n d  h ab e n  d a h e r auch  fü r  die anderen  
F elder physikalisch  au sg eze ich n ete  B ed eu tu n g , w enn  auch  zur Z eit von  diesen 
G rößen noch w enig  G eb rau ch  g em ach t w ird . Sie eignen sich  vorzüglich  zu r 
kom plexen  D e u tu n g  g eo tek to n isch er Q uellgebiete. M an k a n n  n u n  m it H ilfe 
d er K oeffiz ien ten  d e r  Q u ad rik  eine D rehung  des K o o rd in a ten sy stem s v o r
nehm en , so d aß  die g em isch ten  G lieder der Q u ad rik  v ersch w in d en . M an e rh ä lt 
d an n  die H a u p tw e r te  u n d  die H a u p tach sen  d er Q u ad rik , w iederum  also 
physikalisch  w ich tige  G rößen , deren  B estim m u n g  hei k o m p lex e r D eu tu n g  
ebenfalls s tru k tu re lle  H inw eise geben k an n . E in e  B erech n u n g  d e r R ich tu n g s
kosinus fü r die D re h u n g  sowie d er H a u p tw e rte  is t im m er m öglich , weil die 
M atrix , wie oben  e rw ä h n t, s te ts  sy m m etrisch  is t. Ü b er die In v a r ia n te n  der 
höheren  G lieder lieg t in  d e r einschlägigen L ite ra tu r  noch  v e rh ä ltn ism äß ig  
w enig vor. Die p h y sik a lisch en  G rößen, die also d u rch  solche R e ih en en tw ick lu n 
gen gew onnen w erden  k ö n n en , sind  e indeu tig  b e s tim m b a r —  M asse, Schw er
p u n k t, »T rägheitsm om ente«  —  u n d  m üssen zu  e iner B esch re ib u n g  des Q uell
gebietes herangezogen  w erden .
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E in  w ich tig e r F a k to r  is t auch d ie  T a ts a c h e , daß die A n s ä tz e  fü r  eine 
T ay lo r-R e ih e  v e rsch ied en en  an a ly tisch en  C h a ra k te r  tragen , w en n  s ic h  d e r  A uf
p u n k t in  b e s tim m te n  B ereichen re la tiv  z u m  Q uellgebiet b e f in d e t. M an  k an n  
zw ischen einem  A ußenbere ich  u n d  e in e m  In n en b ere ich  u n te rs c h e id e n , die 
beide d a d u rc h  c h a ra k te ris ie r t sind , d a ß  k e in  Y olum enelem ent d es  Quell
gebietes in  den  A u ß e n ra u m  oder den  In n e n ra u m  h inein rag t. Z w isc h e n  A ußen- 
u n d  In n e n ra u m  lieg t d e r m it Masse e r fü llte  R a u m  zum  Teil d u rc h a u s  a u c h  m it 
v e rsch w in d en d er D ich te . F ü r  den A u ß en - u n d  In n en rau m  la ssen  s ic h  fü r  die 
P rax is  g u t a u sw e rtb a re  Form eln  an g eb en , n ic h t  so fü r den M a sse ra u m  selbst. 
S e tz t m an  die fü r  d en  A ußenraum  g ü ltig e  F o rm el fä lsch licherw eise  fü r  die 
B eo b ach tu n g en  im  In n e n ra u m  ein, so d iv e rg ie re n  die R eihen e b e n so  w ie im 
u m g e k e h rte n  F a lle , w enn  im  A u ß en rau m  m it  d e r  In n en rau m fo rm el g e rech n e t 
w ird . H ie rd u rc h  is t  es m öglich, die R ä u m e  vone in an d er zu t r e n n e n .  Selbst
v e rs tä n d lic h  s in d  d iese G renzen von  d e r  W a h l des K o o rd in a te n u rsp ru n g s 
p u n k te s  a b h än g ig  u n d  g e s ta tte n  so bei v e rsc h ie d e n e r  Lage dieses P u n k te s  eine 
gewisse M öglichkeit d e r d irek ten  L o k a lis ie ru n g  des g eo te k to n isc h e n  Q uell
gebietes.

W ich tig  is t  b e i diesen B erech n u n g en  d ie  M öglichkeit d e r  A n w en d u n g  
d er so g en an n ten  F en ste rm e th o d e , w o b ei a lso  das K ollek tiv  d e r  M eßw erte , 
n u r  in  b e s tim m te  G ru p p en  z u sam m en g e faß t, d e r  A usw ertung z u g ru n d e  gelegt 
w ird . N u m erisch  k a n n  m an  auch so V orgehen , d aß  m an p rin z ip ie ll d a s  Profil 
in  eine T ay lo r-R e ih e  oder auch in  eine F o u rie r-R e ih e , die ja  m i t  d e r  T aylor- 
R eihe eng v e rw a n d t is t, en tw ickelt. B ei d e r  D u rch fü h ru n g  d ieser E n tw ic k lu n g  
ohne R ü c k s ic h t a u f  physikalische F a k te n  b es itzen  die g ew o n n en en  R eihen 
k o effiz ien ten  ke in e  physikalische  S ig n ifik an z . M an k ann  je tz t  m i t  d e m  einm al 
fe rtig  a u sg e a rb e ite te n  K a lk ü l des In n en - o d e r  A ußenfeldes in  d ie  o b e n g e n a n n 
te n  R e ih en en tw ick lu n g en  h ineingehen  u n d  du rch  Vergleich d e r  R eihen 
k o effiz ien ten  die p h y sika lische  B e a rb e itu n g  des Profils v o rn eh m en . H ie rd u rch  
w ird  die R e c h e n a rb e it w esentlich v e r r in g e r t ,  d a  die R e ih en en tw ick lu n g en  der 
p h y sik a lisch en  F o rm e ln  ein fü r alle M al f ü r  ein  vorgegebenes G i t te r  des K oor
d in a te n u rsp ru n g s  d u rch g e fü h rt w erden  k ö n n e n . Die zu le is ten d e  A rb e it  be
sc h rä n k t sich  d a n n  im  w esentlichen a u f  d e n  V ergleich der R e ih en k o effiz ien ten .

I s t  m a n  zu  e in er befried igenden  D e u tu n g  d er R eihenglieder g e la n g t und 
g en ü g t d ie  A u sd e h n u n g  d er R eihen se lb s t d en  zu  stellenden A n fo rd e ru n g e n , 
so k a n n  eine n u m erisch e  Synthese des P ro fils  vorgenom m en w e rd e n . E in 
V ergleich des b e o b a c h te te n  Profils m it d e m  au s d er R e ih e n d a rs te llu n g  gew on
n enen  e rg ib t e in  R esidualfe ld , das n u n m e h r  als s ta tistisches K o lle k t iv  einer 
b eso n d eren  U n te rsu c h u n g  bedarf. E s i s t  fe s tzuste llen , in w e lc h e m  U m fang 
das R esid u a lfe ld  re in  s ta tis tisch en  C h a ra k te r  t r ä g t  und  inw iew eit A u to - und 
K re u z k o rre la tio n  Z eichen  dafü r sind , d a ß  n o c h  S tru k tu re lem en te  im  R esid u u m  
e n th a lte n  sin d , die in  ih re r  geom etrischen  A u sd eh n u n g  die D e u tu n g  d es  Q uell
gebietes b ee in flu ssen .
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Es sei n o ch  d a rau fh in g ew iesen , d a ß  die h ie r besch riebenen  V erfah ren  die 
M öglichkeit e n th a lte n , abgeschlossene Q uellgebiete  v o n e in an d er zu tre n n e n , 
vo r allen D in g en  auch  v e r tik a l ü b ere in an d erlieg en d e . D ie Ü berlegungen  in 
d ieser R ic h tu n g  s ind  noch  n ich t abgeschlossen . A u f ein E ing eh en  a u f  diese 
F rag e  sei d a h e r  h ie r  v e rz ich te t.

Zur E r lä u te ru n g  d er b isherigen  A u sfü h ru n g en  seien einige m ath em a tisch e  
E rg än zu n g en  an g e fü g t. V orgelegt sei ein  geophysikalisches P ro fil —  d er E in 
fach h e it h a lb e r  zw eid im ensional — , w ie es in  A bb . 1 d a rg es te llt is t. Dieses 
P ro fil, ganz g leich  w elchen p h y sik a lisch en  U rsachen  es seinen  U rsp ru n g  v e r

e b b .  1

d a n k t, lä ß t  sich  s te ts  in  belieb iger A n n äh eru n g  d u rch  eine T ay lo r-R eih e  
d arste llen . B e d e u te t f ( y )  den an  d er S telle  y  b e o b a c h te ten  M eßw ert, so k an n  
m an  s te ts  f ( y ) in  eine P o ten zre ih e  en tw ick e ln

CO
f(y)  =  J 2 iai y ‘- ( i )0

Die E n tw ic k lu n g  (1) lä ß t  sich n u r  d u rch fü h ren , w enn v o rh e r der U r
sp ru n g sp u n k t fü r  die K o o rd in a te  y  fe stge leg t is t. V on d er g esch ick ten  W ahl 
dieses U rsp ru n g sp u n k te s  h ä n g t es ab , wie g u t die an g ese tz te  P o ten zre ih e  die 
F u n k tio n  f ( y )  d u rch  eine vorgegebene Z ahl von  R eiheng liedern  d a rs te llt. 
Dieses V e rfa h re n  e n tb e h r t  z u n äch s t je d e r  p hysikalischen  G rund lage , es is t  
lediglich als e ine ap p ro x im a tiv e  n u m erisch e  E rfassu n g  d er F u n k tio n  f ( y )  zu  
w erten . S te h e n  an  einer genügend g roßen  Z ahl v o n  M eß p u n k ten  уи  e n tsp re 
chend viele  B eo b ach tu n g sw erte  f(yk) zu r V erfügung , so lassen  sich aus (1) die
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a, im  Falle к  i n a c h  d e r M ethode der k le in s te n  Q u ad ra te  b e re c h n e n . Die а,- 
s ind , wie gesagt, n u m e risc h e  W erte , z u n ä c h s t o hne  ph y sik a lisch e  B ed eu tu n g . 
D ie Sachlage ä n d e r t  s ich , w enn m an  d e m  v erm essenen  P ro fil z u r  D eu tu n g  
physika lische  G esetze zu g ru n d e  legen m uß . I n  A bh . 1 is t um  den  P u n k t  x  =  — 1. 
у  =  0 z e n tr ie rt ein R e c h te c k  e ingezeichnet, das d en  zw eid im ensionalen  geotek- 
to n isch en  S tö rk ö rp e r c h a rak te ris ie ren  soll. Im  vorliegenden  F a ll  so ll es sich 
z. B . u m  ein P ro b le m  d e r  geom agnetischen  T ie fensond ierung  h a n d e ln , zu 
dessen  C h a rak te ris ie ru n g  lediglich das B io t-S a v a rtsc h e  G esetz h e rangezogen  
sei. Es is t angenom m en , d a ß  die in  der A b b . 1 a n g ed eu te te  re c h te c k ig e  F läche 
v o n  einem  hom o g en en  s ta tio n ä re n  S tro m  se n k re c h t zur Z e ichenebene  d u rch 
flossen  sei. F ü r  die V e rtik a lk o m p o n en te  H x, p o s itiv  nach  oben  g e re c h n e t, gilt 
d a n n  im  G außschen  M aß sy stem  folgende G leichung

H x =  f  —  —  - I n P á f f '  . (2)J c  0 /

Die gestrichenen  K o o rd in a te n  b ez ieh en  sich  dabei a u f  die Q u e llp u n k te , 
d. h . in  A bb. 1 a u f d as  d u rc h s trö m te  R e c h te c k , die u n g e s tr ic h e n e n  a u f  die 
A u fp u n k te , d. h . a u f  d ie M eß p u n k te  des P ro fils , P 2 =  | 2 -f- r,.2 m it  £ =  x  —  x ' , 
rj — у  — у ' . G leichung (2) lä ß t  sich le ic h t in teg rie ren . D er U rs p ru n g sp u n k t 
liege im  geom etrischen  M itte lp u n k t des R e c h te c k s , also an  d e r  S te lle  x  =  1 
u n d  у  — 0. Aus (2) e rh ä lt  m an  bei k o n s ta n te m  I

H x{ x ,y )  =  {ln P|y'=o>; — ln  P \ y ' = y [ }  dx

oder

H x(x, y ) = -  ~ - j  {ln (f2 +  Vl) -  ln  (£2 +  rj{)} d i .

D ie In te g ra tio n  e rg ib t schließlich

m it

und

H x(x, y )  =
c

8 2 1 + 8 1 1 - 8 1 2 }

8ik =  £i ln  (£? +  Vk) +  2 Vk a rc  tg  ----- 2 il
Vk

Íi =  x  — x'i r)k = y  — y'k ( i , k =  1 ,2 )

(3)

D er V erlau f v o n  H x( x , y ), wie er d u rc h  (3) gegeben is t, w ird  d u rc h  das 
P ro fil in  A bb. 1 d a rg e s te llt . In  dem  vo rlieg en d en  e infachen  B eisp iel l ä ß t  sich 
also die W irkung  des S tö rk ö rp e rs  d irek t b e re c h n e n . D e sse n u n g e a c h te t k an n
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m a n  ab e r auch an  d iesem  Beispiel die oben sk izz ie rte  M ethodik  e r lä u te rn . 
In  d iesem  Falle s in d  d ie  W erte  H x(y) als M eßw erte an  d e r  Stelle y  anzusehen  
m it X  ~  const, w obei L age und  F o rm  des e rzeugenden  geo tek ton ischen  G ebil
des als u n b ek an n t v o ra u sg e se tz t w erden . B e k a n n t is t  ledig lich  die T a tsa c h e , 
d a ß  es sich um  ein zw eid im ensionales P ro b lem  h a n d e lt .  U n b e k a n n t sind also 
w ie üb lich  die S tro m s tä rk e  I  u n d  die g eom etrischen  A bm essungen  des S tö r
k ö rp e rs . In  diesem  F a ll w ird  m an G leichung (2) z u r  E rfassu n g  a llgem einer

Abb. 2. Grenzkreise für die Gültigkeitsbereiche der Reihenentwicklung für y  — 0

B ed ingungen  in eine zw eid im ensionale  T ay lo r-R e ih e  en tw ick e ln . B ed ien t m a n  
sich  bei dieser E n tw ic k lu n g  fü r  den  A uf- u n d  Q u e llp u n k t d e r  P o la rk o o rd in a te n , 
d. h .,  se tz t m an  x  — q cos cp u n d  y  — Q sin  cp u n d  e n tsp re c h e n d  x '  — q' cos cp' 
u n d  y '  =  q' sin cp', so e rg ib t die E n tw ick lu n g  fü r  G le ichung  (2)

°° 1
H xy(Q, cp) =  J S i -------------[cos (i +  1) cp • bj — sin  (i +  1) cp • a , ] . (4)

"ö~ Qt +1

Bei der A b le itu n g  d e r G leichung (4) is t v o ra u sg e se tz t, daß  s te ts  q >  q’, 
d . h ., der A u fp u n k t a u ß e rh a lb  des Q uellgebietes ge legen  is t. F ü r die Lage des 
U rsp ru n g sp u n k te s  im  geom etrischen  M itte lp u n k t des R ech tecks (A bb. 1) is t  
d u rc h  den K reis, d essen  M itte lp u n k t im  K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k t lieg t u n d  
d e r den  zw eid im ensionalen  S tö rk ö rp er u m sch ließ t, d e r  G ü ltigkeitsbere ich  d e r  
F o rm e l (4) geom etrisch  v e ra n sc h a u lich t (A bb. 2). E r  u m fa ß t dem nach  a lle  
P u n k te  außerha lb  des K reises. H x is t  aus d iesem  G ru n d e  du rch  den z u s ä tz 
lich en  In d ex  a g ek en n ze ich n e t. D ie K o effiz ien ten  a ,■ u n d  b,• bestim m en  sich
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d u rc h  die p h y sik a lisch en  u n d  g eo m etrisch en  F a k te n  des S tö rk ö rp e rs . Sie 
b e d e u te n

4  = f i V  c o s W , d o ' .
bj J j e  sin  icp'

So zw eckm äßig  die B e n u tz u n g  d e r  P o la rk o o rd in a ten  z u r  B eu rte ilu n g  
des G ü ltigke itsbere iches d e r b e n u tz te n  F o rm eln  ist, so is t  es d och  n ü tz lich  
fü r  d ie  P rax is , die G leichung (4) in  k a r te s isc h e n  K o o rd in a ten  u m zu sch re ib en . 
A u c h  h ie r  sei die B e tra c h tu n g  a u f  d e n  A u ß en rau m  b e sc h rä n k t. I n  a u sfü h r
lic h e r  Schreibw eise e rh ä lt  m an  aus (4) fü r  die R eiheng lieder:

21

i =  0

- - d 'Q2 J c 

i =  1

da'

f H J v 7
' da' -|- 2 x y J  X da' -f- y -  j ^ —y 'd a '  j

i =  2 

1 J2 T r  2 1
-----2X y  da' — y 3 I ------(я '2 — у '2) da'

4  3 X 2 y  j  —— (X'2 —y '2) d a ’ 4- 3 x y 2j" —— 2 Â;'y'd(T'|.

(5)

A u f die ex p liz ite  A ngabe d e r h ö h e re n  R eihenglieder sei h ie r  v e rz ic h te t. 
D ie  k a rte s isch e  Schreibw eise lä ß t  au s  (5) erkennen , w elche p h y sik a lisch en  
G rö ß e n  in  der R e ih en en tw ick lu n g  e n th a l te n  sind. In  dem  G lied  i  =  0 t r i t t  
a ls g eo p h y sik a lisch er P a ra m e te r  d e r  g e sam te  S trom fluß  d u rc h  d ie  in  A bb. 1 
an g eg eb en e  rech teck ige  F läch e  au f. D a b e i sei besonders v e rm e rk t, d a ß  d u rch au s 
e in e  inhom ogene S tro m v erte ilu n g  zu g e lassen  is t. Das R eih en g lied  i  =  1 fü h r t  
a u f  d ie  geophysikalischen  P a ra m e te r  d e r  K o o rd in a ten  des S ch w erp u n k tes , 
d a s  R eiheng lied  i =  2 schließlich  a u f  geophysikalische  P a ra m e te r , d ie  in  der 
M e c h a n ik  den  T räg h e its - u n d  D e v ia tio n sn w m e n te n  v e rg le ic h b a r w ären , a u f  
d ie  h ie r  jedoch  aus P la tz e rsp a rn isg rü n d e n  n ic h t n äh er e in g eg an g en  sei.

D ie  A ufgabe, die zu lösen is t, b e s te h t  d a rin , die c h a ra k te ris tis c h e n  G rößen 
des g eo tek to n isch en  G ebildes —  die  g eo p hysika lischen  P a ra m e te r  —  num erisch  
zu  b e s tim m e n . D iese G rößen  e rgeben  sich , wie m an  aus (5) e rk e n n t, e in d eu tig  
u n d  n ic h t  v ie ldeu tig , w ie dies im  S inne  d e r »inversen P o te n tia lth e o rie «  der F a ll 
w ä re . Z u r  nu m erisch en  A u sw ertu n g  s c h re ib t m an  (5) zw eckm äßigerw eise  fo l
g e n d e rm a ß e n :
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H xak — — Ук 
ôk

" 2 J

c
— x 'd a ')  (6)

c
d a '  * k + y l )  f —  ÿ d o ' + 2 x k y k

et l J c
+  - y | ( - * 2 +  ЗлгА. y l ) j ~ 2 x ' y ’ d a '  +  ( — y % + 3 x % y k) j “  (*'2 — ÿ 2) d a ’

— A xк Qi +  A 2k Qi +  A 3k Q3 +  A ik Qi +  А ък Q3 +  • • •

In  (6) w u rd e n  in  le ich t v e rs tä n d lic h e r  a b k ü rz e n d e r Schreibw eise die 
A u fp u n k tsag g reg a te  m it A lk . . . A sk b eze ich n e t, en tsp rech en d  die Q uell
p u n k tsag g reg a te  m it  Qx bis Q5. G le ichung  (6) g ib t die M öglichkeit, d ie U n b e 
k a n n te n  Qi . ■ ■ Q5 n a c h  der M ethode  d er k le in s te n  Q u a d ra te  zu  b es tim m en , 
so fe rn  genügend M eßw erte  H xc,k —  к  b e d e u te t ih re  A nzah l —  zu r V erfügung  
s te h e n  und  so fe rn  e in  K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k t fes tg e leg t w u rd e , a u f  den  
die Lage der M eß p u n k te  bezogen  w erd en  k a n n , so d a ß  die A lk . . .  A 3k als 
b e k a n n te  Z ah len w erte  in  die G le ichung  (6) e ingehen . D ie G leichung (6) g eh t 
d a n n  über in e in  G le ichungssystem  v o n  к  E inze lg le ichungen , w obei n a tü r lic h  
im  vorliegenden  F a ll  zu r D u rc h fü h ru n g  einer sich e ren  A usgleichung к seh r 
g roß  gegenüber 5 se in  m uß. W ie schon  oben  e rw ä h n t, lieg t eines d e r w ich tig 
s te n  V aria tio n sp rin z ip ien  der v o rlieg en d en  M ethode in  d er V e rän d e ru n g  d er 
L age des U rsp ru n g sp u n k te s  des K o o rd in a te n sy s te m s , a u f  das die M eß p u n k te  
bezogen  w erden . I n  d e r  A bb. 1 is t  als B eispiel ein  N e tz  v o n  U rsp ru n g sp u n k te n  
eingezeichnet, a u f  d ie  die A u sw ertu n g  d er M eßw erte  H Xak d e r R e ihe  nach  
bezogen  w urde. E s i s t  von  v o rn h e re in  zu  e rw arten , d a ß  b e i einer u n g esch ick ten  
W a h l der Lage des U rsp ru n g sp u n k te s  eine R e ih en d a rs te llu n g  m it g eringer 
u n v e rän d e rlich e r G liederanzah l zu  p h y sik a lisch  w enig  s ig n ifik an ten  E rg e b 
n issen  führen  w ü rd e . U n te r  u n g ü n s tig e r  Lage des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k 
te s  is t  dabei eine L ag e  zu v e rs teh en , die w eit v o n  dem  g eo tek to n isch en  G ebilde 
e n tfe rn t  ist. Im  allgem einen  b e f in d e t sich  d er U rsp ru n g sp u n k t d a n n  au ch , 
w ie in  A bb. 1 zu  e rk en n en  is t, a u ß e rh a lb  des m o d u lie rte n  Teiles des P ro fils , 
jen es  Teiles also, d e r  die fü r die p h y sik a lisch e  In te rp re ta t io n  s ig n if ik a n te s te n  
M eßw erte e n th ä lt .  I n  der A bb. 1 w äre  das z. B . die L age des U rsp ru n g sp u n k te s  
be i X =  — 3 u n d  у  —  wobei diese Z a h len an g ab en  a u f  den  geo m etrisch en  
M itte lp u n k t des R ech teck s  in  A b b . 1 bezogen  sin d . In sg e sa m t w u rd e , w ie aus 
A b b . 1 ersich tlich , d ie  num erische A u sw ertu n g  des G le ichungssystem s (6) fü r  
44 versch iedene U rsp ru n g sp u n k te  v o rg en o m m en , w obei von  v o rn h e re in  zu 
e rw a rte n  w ar, d a ß  re la tiv  zu r ж-A chse gewisse S y m m etrien  oder A n tisy m m e
tr ie n  au ftre ten  w ü rd en . Es sei h ie r  b esonders d a ra u f  h ingew iesen , d aß  b e i der 
A u sw ertu n g  d e r G leichung (6) n ic h t  n u r  die Q u e llp u n k tag g reg a te  Qx . . . Q3 
b e re c h n e t w u rd en , sondern  n a tü r lic h  auch  d e ren  F e h le r  . . . e5, wie sie sich 
b e i d e r  A nw endung  d e r M ethode d e r  k le in s ten  Q u a d ra te  a u to m a tisc h  ergeben .

Die E rg eb n isse  der R ech n u n g  s ind  u n te r  B e sch rän k u n g  a u f  Qx, Qi, Qi 
u n d  e15 e2, e3 in  d en  T abellen  I b is V I w iedergegeben . D ie E in h e it d er Z ahlen-

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, I960



d
cta

 G
eodaetica, G

cophysica et M
o

n
ta

n
ist ica A

ca
d

. S
ei. H

u
n

g
. 4

, 1969

Tabelle 1
f ü r  den jew e ilig en  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  IO- 3 )

У

x
_2 - 1 -0.75 0,5 -  0,25 0 0,25 0,5 0.75 1 2

—0,5 241 282 271 259 250 247 250 259 271 282 241
— 1.0 451 282 250 240 249 250 249 240 250 282 451
—2,0 22 210 254 267 259 252 259 267 254 210 22
—3,0 — 70 506 394 256 147 105 147 256 394 506 —70

Tabelle II
t'i f ü r  den jew eilig en  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  10 :iJ

У
— 2 - 1 0.75 0,5 -0,25

<
0 0,25 0,5 0.75 1 2

—0,5 24 8 5 2 l 0 l 2 5 8 24
1,0 15 4 2 1 0 0 0 1 2 4 15

—2,0 26 8 5 2 2 l 2 2 5 8 26
—3,0 76 27 26 24 18 14 18 24 26 27 76

Tabelle III
Q2 f ü r  den jew eilig en  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  10 j

У

X
- 2 - 1 -0,75 0,5 -0,25 0 0.25 0,5 0,75 l 2

— 0.5 157 159 132 94 49 0 -  49 94 132 — 159 — 157
— 1,0 593 307 218 136 64 0 — 64 — 136 218 —307 —593
— 2.0 828 168 150 122 71 0 — 71 -1 2 2 — 150 — 168 - 828
—3.0 —460 263 407 389 234 0 —234 —389 —407 — 263 460
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Tabelle IV

f, f ü r  Jen  jen-eiligen  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  10-3J

y
X - 1 —0,75 -0 ,5 — 0,25 0 0.25 0,5 0.75 1 2

—0,5 17 6 3 2 l 0 l 2 3 6 17
— 1,0 15 4 2 1 0 0 0 1 2 4 15
—2,0 33 7 4 2 l l l 2 4 7 33

123 26 23 20 14 и 14 20 23 26 123

1

Tabelle V
Q3 f ü r  den  jew eilig en  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  10 3)

.  Г
X

- 2 -■ —0,75 - 0,5 — 0.25 0 0.25 0,5 0.75 *
О

—0,5 —348 -260 —207 161 129 —118 —129 161 207 —260 —348
—1,0 —893 —111 28 6 6 0 6 6 28 —111 —893
—2,0 1991 403 178 136 200 242 200 136 178 403 1991
—3.0 2229 —1677 —611 578 1480 1815 1480 578 —611 —1677 2229

Tabelle VI
E3 f ü r  den jew eilig en  K o o rd in a ten u rsp ru n g sp u n k t (E in h e ite n  10“ 3)

^  У

X
_2 - 1 — 0.75 -0 ,5 — 0,25 0 0.25 0,5 0.75 1 2

—0,5 38 12 8 4 2 0 2 4 8 12 38
—1,0 43 12 7 3 0 0 0 3 7 12 43
—2.0 138 38 13 11 8 6 8 11 13 38 138
—3,0 529 174 167 150 112 86 112 150 167 174 529
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408 G. FANSELAU

w e r te  i s t  w illkürlich, fü r  a lle  6 G rößen se lb s tv e rs tä n d lic h  e inheitlich  gew ählt 
w o rd e n .

D ie  Tabellen sind  so z u  v e rs teh en , d aß  in  je d e r  T abelle  der W ert des 
b e tre f fe n d e n  Q u e llp u n k tsag g reg a tes  Q2, Q3 o d e r dessen  F eh le r e15 f2, r 3 d o rt 
v e rz e ic h n e t  ist, wo d er je w e ilig e  U rsp ru n g sp u n k t l ie g t —  vgl. A bb. 1.

Abb. 3. Grenzkreise für die Gültigkeitsbereiche der Reihenentwicklung für y  =  1

W ie schon oben  e rw ä h n t ,  t r i t t  sowohl b e i d en  Q uellp u n k tsag g reg a ten  
w ie  a u c h  bei ih ren  F e h le rn  d ie  Sym m etrie in  E rsc h e in u n g , die das P ro fil a u f  
G ru n d  des gegebenen reg e lm ä ß ig e n  S tö rk ö rp ers  e rw a r te n  lä ß t. D abei zeigen 
Q1 u n d  Q3 eine d ire k te  S y m m e tr ie , Q2 dagegen  A n tisy m m e trie . Die F e h le r
g rö ß e n  zeigen jedoch  a lle  e in e  sym m etrische  V erte ilu n g . Z ur n ä h e ren  B eu r
te i lu n g  des Z ah len m a te ria ls  in  den  T abellen  I  b is  V I is t  es no tw en d ig , sich 
e in e n  Ü berb lick  ü b e r d ie  A bgren zu n g  der v e rsc h ie d e n en  K onvergenzbere iche  
d e r  R e ih en  im  Sinne d e r  P o te n tia lth e o rie  zu  v e rsch a ffen . D a  die vorliegenden  
R e c h n u n g e n  m it den  F o rm e ln  d u rch g efü h rt w u rd e n , die fü r  A u fp u n k te  im  
A u ß e n fe ld  gültig sin d , i s t  es erforderlich , d ie r e la tiv e  L age des verm essenen  
P ro f ils  zu den G ü ltig k e itsg ren zen  der A ußenfe ld g le ich u n g  zu  b e tra c h te n . Z u r 
V e ran sch au lich u n g  d ie n e n  d ie  A bb. 2, 3 u n d  4. H ie r  s ind  fü r  die versch iedenen  
L a g e n  des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  d iese G renzk re ise  gezeichnet, u n d  
z w a r  in  Abb. 2 fü r  y  =  0 u n d  x  =  — 0,5 , — 1, — 2, — 3, en tsp rech en d  b e i 
A b b . 3 dasselbe fü r y  =  1 , A b b . 4 fü r y  — 2. D ie  w ic h tig s te n  T a tsa c h e n  lassen  
s ic h  aus Abb. 2 a lle in  e rk e n n e n , sie tre te n  b e i A b b . 3 u n d  4 n a tü rlic h  in  ver-
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ä n d e r te r  F o rm  w ieder in  E rsch e in u n g . V orw eg sei a llgem ein  b e m e rk t, daß  
m an  bei den vo rlieg en d en  B e tra c h tu n g e n  zw ischen d re i R ä u m e n  zu  u n te r 
scheiden  h a t :  E in m a l h a n d e lt  es sich u m  d en  A u ß en rau m , das h e iß t  u m  jen en  
R a u m , d er du rch  e in en  K reis b eg ren z t w ird , a u ß e rh a lb  dessen k e in e rle i w irk 
sam e Q uellgebiete liegen , d a n n  t r i t t ,  nach  innen  zu gerech n e t, d e r  m it effek-

Abb. 4. Grenzkreise für die Gültigkeitsbereiche der Reihenentwicklung für y  =  2

tiv e n  Q uellgebieten  g efü llte  K re isrin g  in  E rsch e in u n g , w obei die Q uellgeb ie te  
d u rch au s  u n s te tig  v e r te i l t  sein  k ö n n en . Dieses ring fö rm ige  G eb ie t is t g egenüber 
dem  A u ß en rau m  u n d  g eg en ü b er dem  In n e n ra u m  d u rch  je  e inen  K reis  b eg re n z t. 
D ab e i sind  auch  im  In n e n ra u m  keinerle i w irksam e Q uellgebiete  e n th a lte n . 
D ie fü r  das A ußen- u n d  In n e n g e b ie t gü ltigen  F o rm eln  s ind  in  ih rem  a n a ly ti
schen  C h a rak te r  versch ied en , ih re  G esta lt jed o ch  is t  v e rh ä ltn ism ä ß ig  ein fach . 
D ie fü r  das Z w ischengeb ie t gü ltig en  F o rm eln  sind  dagegen  n ic h t so ü b e r 
s ich tlich  u n d  d ah er n ic h t so le ich t zu h an d h a b e n . B ei den  v o rliegenden  B e tra c h 
tu n g e n  w u rd en  n u r  die F o rm eln  fü r  das A uß en g eb ie t h e ran g ezo g en , so d aß  
h e im  Ü b ersch re iten  d e r e n tsp re c h e n d en  G renzkreise phy sik a lisch  n ic h t sign i
f ik a n te  E rgebn isse  zu  e rw a rte n  sind , d. li. s ta rk  d iv e rg en te  R eihen . D ie K o n 
v erg en z  d er an g ese tz ten  R eihe , h ie r  fü r  das A u ß en g eb ie t, w ird  also  im m er 
sch lech te r  w erden , je  m e h r sich die M eßw erte des P ro fils be i d e r vo rgegebenen
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L ag e  des U rsp ru n g sp u n k te s  d em  G renzkreis des A ußengeb ie tes n ä h e rn . M an 
e rk e n n t  w e ite rh in  in  A b b . 2, d a ß  die Lage des U rsp ru n g sp u n k te s  im  S y m 
m e tr ie p u n k t  des rec h te c k ig en  K örpers besonders d a d u rc h  ausg eze ich n et is t, 
d a ß  d as  In n en g eb ie t v e rsc h w in d e t, oder b esse r g esag t, a u f  d en  U rsp ru n g s
p u n k t  se lb s t degenerie rt. S e lb s tv e rs tän d lich  t r i f f t  dies auch  fü r  jed en  an d eren  
K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k t zu , der in n e rh a lb  des Q uellgebietes gelegen ist. 
S o b a ld  d er G renzkreis des A ußengeb ie tes die E rd o b e rfläch e  d u rch sch n e id e t, 
so b a ld  also  ein Teil d e r M e ß p u n k te  des P ro fils  n ic h t im  A u ß en g eb ie t, sondern  
im  Z w ischengeb ie t o d e r so g a r im  In n e n g e b ie t lieg t, w ird  sich  diese T a tsach e  
zw eifellos in  der K o n v e rg en z  d e r R eihe b e m e rk b a r  m ach en . I n  d er A bb. 2 ist 
dies z. B . fü r die L age des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k te s  bei x  =  — 0,5 u n d  
y  —  0 d e r  F all, w en ng le ich  h ie r  die W irk u n g  des Z w ischengebietes sehr 
g e rin g  is t.

Z u r E rlä u te ru n g  des G esag ten  sind  in  T ab e lle  V I I  die n u m erisch en  W erte  
d e r  R eih en g lied er b is z u r  d r i t te n  O rdnung  —  vg l. (4) —  angegeben , u n d  zw ar 
fü r  d re i festliegendc M e ß p u n k te  A, B, C (A bb. 1). D ie B esch rän k u n g  a u f  diese 
d re i M eß p u n k te  e rfo lg t led ig lich  aus R a u m e rsp a rn isg rü n d e n , eine V ergröße
ru n g  d e r Z ahl der M e ß p u n k te  t r ä g t  n a tü r lic h  w esen tlich  zu r K lä ru n g  d er h ier 
zu  b eh a n d e ln d e n  F ra g e n  b e i. F ü r  n eu n  L agen  des K o o rd in a te n u rsp ru n g sp u n k 
te s  s in d  fü r  jed en  d er M e ß p u n k te  A, B, C die v ie r  R e iheng lieder i =  0, . . ., 3 
zu sam m en g este llt, d e re n  S um m e 27 sowie die A bw eichungen  Л der W erte  
v o n  27 v o n  den M eß w erten . A ngegeben is t in  T abe lle  V II  n och  d er A b s tan d  d 
d e r  M eß p u n k te  A, B , C v o n  dem  G renzkreis des A u ß en rau m es in  R ich tu n g  
des K re israd iu s  u n d  d ie  G röße  des K re israd iu s  a se lb s t, a u n d  d  erw eisen sich 
als zw ei c h a ra k te ris tisch e  G rößen , die sich in  d e r  K o n fig u ra tio n  d er R eihe 
b e m e rk b a r  m achen  u n d  d ie  au ß erd em  zu r geo m etrisch en  F es tleg u n g  des geo- 
te k to n isc h e n  K örpers w esen tlich  sind . W äh ren d  d  fü r  die Lage des b e tra c h te te n  
e in ze ln en  M eßpunk tes w ic h tig  is t Lind er d u rc h  die G röße v o n  d  in  seiner 
p h y sik a lisch en  S ig n ifik an z  c h a ra k te ris ie r t w ird , g ib t a in  se iner L age zum  
v erm essen en  P rofil, d . h . also  zu r E rd o b e rfläch e , eine an schau liche  V orste llung  
d a v o n , w elche Teile des M eßprofils be i d e r b e tra c h te te n  L age des U rsp ru n g s
p u n k te s  du rch  einen  k le in e n  W ert von  d e tw as a n  p h y sik a lisch e r S ignifikanz 
e in b ü ß e n . M an s ie h t d e u tlic h , wie in  d ieser S itu a tio n  die A nw endung  der 
F e n s te rm e th o d e , d . h . eine G ru p p en e in te ilu n g  des g esam ten  M eß p u n k tk o llek 
t iv s  v o n  N u tzen  se in  w ird . D ie so w ich tige F ra g e  d er A n te ile  d er jew eiligen 
B ere ich e  u n d  die L age d e r  G renzkreise k o m m en  in  den  n u m erisch en  A ngaben  
g u t  zum  A usdruck . B ei p o s itiv em  d, d. h ., w enn  die M eß p u n k te  im  A uß en 
g e b ie t liegen, g ib t die S u m m e 27 der R e ih en g lied e r b is zu r O rd n u n g  i =  3 
d e n  M eßw ert gu t w ied er ( I 0, I I 0, J I / 0), ja  die R eih en g lied er se lb st zeigen einen 
re c h t  k o n tin u ie rlich en  V e rla u f  u n d  d eu ten  eine g u te  K onv erg en z  d er R eihe an  
(in sbesondere  bei I 0 u n d  / 7 0). B ei A n n äh e ru n g  v o n  d  an  N ull t r i t t  d a n n  eine 
m erk lich e  V erän d e ru n g  e in , die R eiheng lieder se lb s t bew egen  sich rascher
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Tabelle VII

Reihenglieder der Ordnungen i =  0 bis i =  3 fü r  die M eßpunkte A . B , C bei verschiedener Lage des Koordinatenursprungspunktes (Einheiten  10 3)

y = 0 y =  i r  =  2

A В С А B C A B C

X =  — 1 h h L
i a =  0,515 a =  1,505 a =  2,503

0 0 — 125 — 100 141 0 — 141 180 225 0
1 0 0 0 —  55 — 307 55 -  72 — 447 — 593
2 0 5 0 -  94 249 -  30 -  94 — 41 931
3 0 0 0 16 -  62 16 15 115 — 460

£ 0 — 120 — 100 8 — 120 — 100 29 — 148 — 122
Л 0 0 0 8 0 0 —  29 28 22
d 0,485 0,899 1,721 0.091 0,505 0,091 0.267 1,089 1,503

X =  — 2 Ho I f I L
i a =  1,231 a =  1,875 a =  2,741

0 0 -  51 —  63 42 0 42 6 45 0
1 0 -  39 —  30 44 —  42 —  85 249 219 -  207
2 0 —  20 —  7 -  39 — 136 4 — 224 — 587 54
3 0 —  10 0 —  42 56 22 -  15 228 61

z 0 — 120 — 100 5 — 122 — 101 16 -  95 -  92
A 0 0 0 —  5 2 1 —  16 —  25 —  8
d 0,769 1,005 1,597 0,361 0,125 0,361 0,087 —  0,505 0,741

X  =  — 3 Ши Il f III..
* a =  2,183 a =  2,603 a =  3,281

0 0 -  10 -  16 51 0 —  51 -  11 —  7 0
0 — 109 — 129 — 122 —  29 80 172 171 51

2 0 125 100 246 —  19 — 264 —  63 — 323 — 391
3 o — 126 —  55 — 172 - 7 6 138 -  89 37 241

z 0 — 120 — 100 3 — 124 —  97 9 — 122 99
1 0 0 0 —  3 4 3 -  9 2 —  1

d 0,817 0,979 1,423 0,559 0,397 0.559 0.325 —  0.119 — 0,281
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4 1 2 G. FANSELAU

zw isch en  positiv en  u n d  n e g a tiv e n  W erten , die S um m e E  zeig t A bw eichungen  
A  v o n  d e n  M eßw erten  des P ro f ils . Im  F alle  J J 2, w o ca. 4 5%  des b e tra c h te te n  
u n d  a u sg e w e rte te n  P ro filb ere ich es v o n  (— 2, 2) b e re its  im  Z w ischengeb ie t liegen 
(d  i s t  f ü r  die M eßpunk te В u n d  C n eg a tiv ) w erd en  die S ch w an k u n g en  der 
R e ih e n g lie d e r  größer, ebenso  d ie  A bw eichungen  A  b e trä c h tlic h , d a  ja  im  
Z w isch en g eb ie t die b e n u tz te  F o rm e l des A ußengeb ie tes n ic h t m e h r  konver-

U2900 
Q2800 
Q2700 
0,2600 
02500 
02400

------- mit Zufallzohlen —  ohne Zufallzahlen

Abb. 5. a) Q1 für x =  —1; b) £* für x — —1

g ie r t. E in e n  w esentlichen E in f lu ß  h a t  dabei au ch  die G röße des G renzkre ises a, 
d e r  d a s  A ußen- vom  Z w isch en g eb ie t t r e n n t  (vgl. I v  1 / 2) . Bei J2 liegen  ca. 55%  
des a u sg e w e rte ten  P ro filb e re ich s v o n  (— 2, 2) n ic h t m eh r im  A u ß en g eb ie t, 
d ie  M e ß p u n k te  В u n d  C s in d  so g a r schon  im  In n e n g e b ie t gelegen. D as ä u ß e rt 
sich  d a n n  in  sehr s ta rk e n  S ch w an k u n g en  d er R eiheng lieder, in  g ro ß en  A bw ei
c h u n g e n  v o m  M eßw ert; d en n  d ie  R eihe is t  h ie r  d iv erg en t.

D iese  w enigen B eisp iele zeigen  d eu tlich , d a ß  die R eih en k o n v erg en z  als 
e in  w ic h tig e s  K rite riu m  zu r u n g e fä h re n  B estim m u n g  d er Lage d e r G renzkreise  
u n d  d a m it  auch der L age des S tö rk ö rp ers  se lb s t herangezogen  w erd en  k an n . 
S e lb s tv e rs tä n d lic h  m üssen  b e i d e r B eu rte ilu n g  d er R e ih en k o n v erg en z  noch  
a n d e re  F a k te n  b e rü ck s ich tig t w erd en , die ebenfalls p h y sika lische  S ignifikanz 
b e s i tz e n , die h ier ab e r aus R a u m g rü n d e n  n ic h t  d isk u tie r t w erd en  sollen.

N a c h  dem , was j e tz t  ü b e r  die R e ihenkonvergenz  g esag t w u rd e , k an n  
m a n  d ie  T abe llen  I  bis V I in  ih re r  p h y sik a lisch en  S ignifikanz le ic h t b eu rte ilen . 
E s e r ü b r ig t  sich eine n äh e re  D isk u ssio n  der Z ah len w erte . Es sei led ig lich  d a ra u f
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hingew iesen , daß  die W erte  in  ro h en  U m rissen  die geom etrische  F o rm  des 
S tö rk ö rp ers  e rk en n en  lassen . Ä hnlich  liegen die D inge bei Q3, wo sich  gleich
falls die geom etrische F o rm  des S tö rk ö rp ers  a n d e u te t.

Z um  Schluß sei noch  ku rz  d a ra u f  h ingew iesen , w elchen E in f lu ß  zufällige 
S tö ru n g en , die dem  M eßprofil ü b e rla g e r t s ind , a u f  diese B e tra c h tu n g e n  h ab en . 
A bb . 5 zeig t den E in f lu ß  von  Z ufa llszah len  geringer G röße a u f  d ie  Z ah len
w erte  v o n  Qx u n d  el5 u n d  zw ar b e sc h rä n k t a u f  d ie U rsp ru n g sp u n k te  bei 
X  =  — 1 im  y -In te rv a ll  (— 1, + 1 ) .  M an e rk e n n t, d aß  die Z ah len w erte  v o n  Qx 
gegenüber den en tsp rech en d en  W e rte n  d er T abe lle  I  g e s tö rt s in d  u n d  daß  
auch  die S ym m etrie  n ic h t v o lls tän d ig  gegeben is t. In te re s s a n t is t  d e r  V erlau f 
be i H ier zeigt sich gegenüber ex u n g e s tö r t eine b em erk en sw erte  V erän d eru n g . 
D as n ah ezu  p a rab o lisch e  A nste igen  d e r Z ah len w erte  von  u n g e s tö r t  t r i t t  
e rs t  in  E rsche inung , w enn  die T ests ig n ifik an z  die Schw elle d e r  a d d itiv e n  
F eh le r d er Z ufa llszah len  ü b e rsc h re ite t. S e lb s tv e rs tän d lich  sin d  die F eh le r 
v o n  Çj g estö rt —  —  durchw eg g rößer gegenüber denen  v o n  Qi u n g e s tö rt.

SCHRIFTTUM

1. R it t e r , E.: Dissertation. Karl-Marx-Univ. Leipzig, 1969.
2. W e b e r s , W.: Diplomarbeit, Humboldt-Univ. Berlin, 1969.

TEST-METHODS FOR THE INTERPRETATION OF GEOPHYSICAL PROFILES

G. FANSELAU

SUMMARY

A method is described fortesting geophysical profils by means of Taylor-series with 
constant number of members. The problems of the application of the method are discussed 
generally. A numerical example of a model-body is calculated. It shows the practical way 
of the application of this method.

СПОСОБ КОНТРОЛЯ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ПРОФИЛЕЙ ГЕОФИЗИЧЕСКИХ
ИЗМЕРЕНИЙ
Г. Ф А Н ЗЕЛА У

РЕЗЮМЕ

Описывается метод для контроля геофизических проблем с применением рядов 
Тайлора с постоянным количеством членов. Возможности применения этого метода рас
сматриваются в общем. Приводится пример вычисления одной модели и показывается 
путь практического применения метода.
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T H E  O R I E N T A T I O N  O F  T H E  M A G N E T O T E L L U R I C  

I M P E D A N C E  E L L I P S E S

E. TAKÁCS
CANDIDATE OF TECHN. SC.

TECHNICAL UNIVERSITY FOR HEAVY INDUSTRY, MISKOLC 

[Manuscript received 9 November, 1968]

The magnetotelluric impedance changes, when the direction of the field-polarization 
is changing, thus can be given in the form of an ellipse.

Investigations into the effect of two-dimensional lateral — both covered and uncovered 
— inhomogeneities with high and low resistance have shown that the major axis of the impedance 
ellipse can lie in the direction of strike as well as in that of fall. The geological information- 
content of the impedances belonging to the main aacis depends on the type of inhomogeneity.

On accoun t o f inhom ogenous geological cond itions, th e  m ag n e to te llu ric  
im p ed an ce  value d ep en d s in th e  H u n g a r ia n  B asin  n o t on ly  on th e  th ick n ess  
a n d  re s is tiv ity  o f  th e  layers b u t  a lso  on th e  d irec tion  of th e  p o la r isa tio n  of 
e lec tro m ag n etic  fie ld . T hus i t  is n ecessa ry  to  p lo t an  im p ed an ce  ellipse for 
each  frequency  b a n d . T he m ain  im p ed an ces , i.e. th e  eigenvalues o f  th e  im p e d 
an ce  ten so r can th e n  be  d e te rm in e d  an d  used  as base  fo r a fu r th e r  in te r 
p re ta t io n .

A ccording to  th e  d a ta  a t  o u r d isp o sa l from  64 s ta tio n s , th e  ra t io  o f th e  
ellipse-axes varies fo r th e  period  ra n g e  from  20 to  60 sec, b e tw een  1,1 a n d  3,9. 
V alues less th a n  1,3 occurred  on ly  a t  9 s ta tio n s .

E veryw here  th e  d irec tions o f th e  m ain  axes h av e  good co rre la tio n s  w ith  
th e  axes of know n s tru c tu re s . B u t th e  m a jo r axis can  lie in  b o th  s tr ik e  an d  
fa ll d irections.

F o r m a jo r axes ly ing  in  th e  s tr ik e -d ire c tio n , a good ex am p le  w as found  
in  th e  N o rth -W este rn  fo reground  o f th e  B ak o n y  M oun ta ins (F ig . 1). T he 
s in k in g  of th e  m esozoic rocks is w ell show n b y  th e  isolines o f B o u g u er-an o m a- 
lies. In  th e  su rro u n d in g s o f N ag y a láso n y , P áp asa lam o n  an d  S om lószőllős, 
w h ere  th e  m ag n e to te llu ric  m easu rem en ts  to o k  place, seism ic re fra c tio n  m e a su re 
m e n ts  give a b o u n d a ry  w ith  a v e lo c ity  o f 5600— 6000 m /sec ris in g  stepw ise  
fro m  2830 m  u n d e rg ro u n d  level to  1420 m  [1].

As an  exam ple of m a jo r axes ly in g  in  th e  fall d irec tio n  th e  re su lts  o b 
ta in e d  above th e  an tic ly n e  of th e  c ry s ta llin e  b a sem en t n e a r  R ép ce lak  —  th e  
to p  is in  a d ep th  of 1450 m  —  are p re se n te d  h ere  to g e th e r  w ith  th e  iso lines of 
B ouguer-anom alies (F ig . 2).

A t longer periods, th e  d is to rtio n  effect due to  s tru c tu ra l inhom o g en eities  
c a n  also be seen. T he ellipses of d iffe re n t freq u en cy  b an d s  are  show n o n  F ig . 3/a
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sa ndstone
conglom érat

limestone

Fig. 1. Impedance ellipses with major axes parallel to isolines of Bouguer-anomalies in the 
North-Western foreground of the Bakony-Mountains

a n d  3/b co rrespond ing  to  th e  s ta tio n  No. 3 o f F ig . 2, an d  to  th e  s ta tio n  N o. 3 
o f  F ig . 1, re sp ec tiv e ly . I n  som e cases tlie ir  o r ie n ta tio n  h as  g rea te r  v a r ia b ility  
d ep en d in g  on th e  fre q u e n c y .

*

Model te s ts  w ere  ca rr ied  o u t in  th e  J a n e  H e rd m a n  L ab o ra to rie s  o f 
G eology a t  th e  U n iv e rs i ty  o f L iverpool w ith  v a lu a b le  advises an d  k in d  help  
o f  C. D . Y . W il so n  to  in v e s tig a te  th e  ab o v e -m en tio n ed  ph en o m en a . I n  a d d i
t io n  to  th e  o r ie n ta tio n  th e  in te n tio n  was to  ex am in e  th e  changes in  th e  in fo r
m a tio n  con ten t o f  im p ed an ces  co rrespond ing  to  th e  m a in  axes. T he m odel 
te s ts  were in gen era l, as suggested  b y  R a n k in  e t al. [2] carried  o u t. A bove 
a  cy lin d rica l p la s tic  t a n k  (120 cm in d ia m e te r) , a t  a d is tan ce  o f 70 cm  from
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Fig. 2. Impedance ellipses with major axes perpendicular to the isolines of Bouguer-anomalies 
above the anticlyne of the crystalline basement near Mihályi

ж 41 -  90 sec Q mV/km
• 91 -  200 sec  '*  T
+ 201 -  400 sec  i— ,

Fig. 3. Impedance ellipses corresponding to different period-intervals measured: a) at station 
No. 3 of Fig. 2, and b) at station No. 3 of Fig 1

th e  su rface  of th e  e lec tro ly te  a  v e r tic a l re c ta n g u la r  loop se rved  as sou rce  of 
th e  e lec tro m ag n etic  fie ld  h av in g  20 kilocycles. I t  w as 185 cm  long , 180 cm  w ide 
a n d  h a d  33 tu rn s . A  m a tc h in g  tra n s fo rm e r  coup led  th e  loop to  a 1 0 0 -w att 
S ta n d a rd  T elephones an d  Cables 28 L U  125 aud io -frequency  am p lifie r con
tro lle d  b y  an  E d isw an  R  666 osc illa to r.

A n  11 m H  in d u c ta n c e  coil (2 cm  long  an d  1,4 cm  in  d iam ete r) w as u sed  
to  d e te c t th e  m ag n e tic  fie ld . T h e  e lec trodes w ere p laced  a t  2 cm  fro m  each  
o th e r  a n d  coupled th ro u g h  a m icro p h o n e  tra n sfo rm e r to  th e  So larscope CD
1014,2 oscilloscope, w hich  w as used  as v o ltm e te r . T ran sfo rm er a n d  oscilloscope
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w ere  p laced  3 m  a p a r t  fro m  th e  ta n k . B o th  th e  e lec trica l an d  th e  m agnetic  
f ie ld  in te n s ity  h a d  w e ll-m easu rab le  v alues an d  noiseless signalform .

Coil and  e lec trodes w ere m o u n ted  in to  a com m on p lex i-b lock , th e ir  
s e n s it iv ity  axes b e in g  p e rp e n d ic u la r  to  each  o th e r . T h e  b lock  was fixed  in  th e  
c e n tre  of th e  ta n k  w ith  electrodes p ara lle l to  th e  fie ld  gen era tin g  loop.

H elm holtz-co il лгав used  fo r ca lib ra tio n  o f  th e  m ag n e tic  channel, w hereas 
th e  e lec trical co m p o n en t лгав ca lib ra ted  b y  m easu rin g  th e  know n  re s is tiv ity

F i g .  4 .  The positions of the m odel a t E  and H  polarization

(e a rlie r  de te rm in ed  b y  a T e rram eter) o f th e  e le c tro ly te  using  th e  ab o v e-m en 
tio n e d  electrodes in  a W en n e r-a rran g em en t.

In  order to  ge t p ro files in  th e  course o f m odel te s ts , th e  s tru c tu re s  were 
m o v ed  along a g ra d u a tio n  a t  th e  b o tto m  of th e  ta n k , w hile th e  electrodes h a d  
f ix e d  positions.

T he positions co rresp o n d in g  to  H  an d  E  p o la riz a tio n  w ere p ro d u ced  in  
su ch  а лгау th a t  th e  m o d e l-s tru c tu re  wras s i tu a te d  a t  eq u a l d istances from  th e  
e lec tro d es, a t  f irs t a long  th e  p ro jec tion  of th e  p lan e  o f loop, an d  th e n  along 
t h a t  o f th e  axis. I n  th e  fo rm er case th e  long axis o f th e  m o d e l-s tru c tu re  w as 
ly in g  p e rp en d icu la r to , in  la t te r  p ara lle l w ith  th e  p lan e  of th e  loop (F ig. 4).

The m ax im al d is ta n c e  from  m odel to  e lec tro d e  w as 20 cm , a long  w hich  
th e  im pedance  on th e  su rface  of th e  17 cm  deep  e lec tro ly te , w hich  h a d  0,06 
o h m -m  re s is tiv ity , d ec reased  b y  1— 2 p e r c en t in  th e  p lan e  an d  b y  15 p e r cen t 
a lo n g  th e  axis o f th e  loop from  its  v a lu e  m easu red  a t  th e  cen tre  o f th e  ta n k .

I f  th e  scale o f m odelling  has been  chosen  as K L == 105 fo r th e  len g th , 
a n d  assum ing  t h a t  th e  0,06 ohm -m  re s is tiv ity  e lec tro ly te  corresponds to  a 
20 ohm -m  resis tan ce  la y e r , th e n  —  as K Q =  330 —  th e  scale of th e  period
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Fig. 5. Impedance ellipses and impedance values belonging to the electrical vector polarized 
into strike-direction (Zp) and fall-direction (Zh), resp., above high-resistance model, covered

by electrolyte

tim e  o f m odel w ill b e  K T =  3,15 • 107. T h u s, th e  freq u en cy  o f 20 000 cycles, 
d e te rm in ed  b y  th e  tra n sm iss io n  of th e  loop-energ izing  au d io -freq u en cy  am pli
fier, corresponds to  v a r ia tio n s  w ith  T  — 1500 sec period . O n th e  b ase  o f Fig. 3, 
how ever, i t  can  be  sugg ested  to  e x ten d  th e  re su lts  o f  th e  m odel te s ts  q u a lita 
tiv e ly  to  sh o rte r  perio d s, th o u g h  th e  w av e-lik e -n a tu re  o f fie ld  shou ld  be ta k e n  
in to  acco u n t th e re  [3].

*

T he resu lts  o f th e  m odel te s ts  can  be sum m arized  as follow s:
F ig . 5 show s th e  e ffec t of b u ried  h igh -resis tan ce  s tru c tu re s . T he ellipses 

show  th e  d is to rtio n  re la te d  to  th e  im pedance  m easu red  w ith o u t s tru c tu re  and  
chosen as a u n it.

T he m ajo r ax is  o f th e  ellipse lies n e a r th e  to p  o f th e  s tru c tu re  in  th e  fall- 
d irec tion . The ra tio  o f axes is a fu n c tio n  of th e  d e p th  o f th e  s tru c tu re , a n d  in  
case o f given d e p th  i t  changes along th e  profile  in  such  a w ay  th a t  th e  excen tri- 
c ity  o f th e  ellipse w ill increase , w hen  its  a rea  increases. A bove th e  slopes of 
th e  s tru c tu re  th e  e x c e n tr ic ity  of th e  ellipses is v e ry  sm all an d  th e ir  m a jo r

Acta Geodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



420 E. TAKÁCS

a x e s  lie  in  s trik e -d irec tio n . T h e  Z e im pedance  belong ing  to  E  p o la riza tio n  
—  i.e . th e  eletrical v e c to r  h a s  a s trik e -d irec tio n  —  does n o t s ig n ifican tly  change 
a t  th e  period  used. A t h ig h e r  frequencies changes o f t h a t  q u a n t i ty  can  occur 
to o  [3 ]. W hen th e  e lec trica l fie ld  show s in  fa ll-d irec tio n , th e  s tru c tu ra l  cond i
tio n s  a re  fa r b e tte r  re p ro d u c e d  b y  th e  im pedance  Z h co rrespond ing  to  H  p o 
la r iz a t io n . This will ch an g e  o n ly  close to  a v e r tic a l d isc o n tin u ity  su rface  in  a 
r a te  d epend ing  on th e  d e p th .

Fig. 6. Im pedance  ellipses o v e r  a  h ig h -res is tan ce  m odel, w hen  covered  b y  e lec tro ly te  — 
d a sh e d  lin e  — a n d  w hen o u tc ro p in g  — fu ll line

I n  case of th e  o u tc ro p  o f  h ig h ly  re s is ta n t s tru c tu re s , Z h d im in ishes con
t in u o u s ly , w hen a p p ro a c h in g  th e  o u tc ro p  line , w hile Z e rem ain s p rac tica lly  
c o n s ta n t  (Fig. 6). T h u s , th e  im p ed an ce  ellipses h a v e  large  ex cen tric ities  and  
th e i r  m a jo r axes lie in  th e  s trik e -d irec tio n . Z h loses its  d irec t connection  
w ith  th e  dep th  of th e  h ig h -re s is ta n c e  b asem en t.

F ie ld -d is to rtio n s, d u e  to  p la te  or p rism a tic  co n d u c tiv e  inhom ogeneities 
h a v e  th e  com m on c h a ra c te r  t h a t  th e  decrease o f Z e a lread y  beg ins d is ta n tly , 
w h ile  th e  vertica l d is c o n tin u ity  su rface is m a rk e d  b y  a sh a rp  change in  Z h . 
T h u s , in  case of such  an o m a lie s , th e  v alue  o f b o th  m ain  im pedances decrease 
e v e n  a t  th e  frequency  u se d , w h en  ap p ro ach in g  th e  s tru c tu re , w hereas above 
h ig h ly  re s is tan t s tru c tu re  Z e suffers a lm o st no changes.
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E x c e n tr ic a l ellipses w ith  th e ir  m a jo r axes in  th e  fa ll-d irec tio n  a re  ob 
ta in e d  d is ta n tly  from  th e  h ig h ly  co n d u c tin g  m odel. As show n in  F ig . 7a and  
8a, th e y  som etim es m a in ta in  t h a t  o r ie n ta tio n  over th e  co n d u c tin g  m odel 
too , b u t  th e  e x c e n tr ic ity  becom es sm aller. T h e  g re a te s t excen tric ities a re  found  
n ea r th e  v e rtic a l d isc o n tin u ity  surface.

A v e ry  in te re s tin g  re su lt is show n on F ig . 7b , w here th e  m a jo r  ax is  lies 
in  th e  s tr ik e -d ire c tio n  o v er a g ra p h it p rism , t h a t  s tan d s  on its  sm a lle r  side.

O  O o d »

О О<3 шзо

Fig. 7. Impedance ellipses and impedance values belonging to electrical vectors polarized into 
strike-direction ( Z ß )  and into f.Jl-direction (ZH), resp., above a low-resistance model

B y p lac in g  th e  p rism  d eep er, th e  effect d im in ish ed  an d  below  17 m m  o f e lec tro 
ly te  th e  ellipse tu rn e d  in to  a circle. T he im p ed an ce  w as in d e p e n d e n t o f  th e  
p o la r iz a tio n  above a b ro a d  g ra p h it b lock as show n in Fig. 8b. B y  in c rea s in g  
d e p th , how ever, th e  m a jo r  axis tu rn e d  in to  th e  fa ll-d irec tion  h ere  to o .

I t  can  be sa id  th e re fo re  th a t  above c o n d u c tiv e  inhoinogeneities th e  o rien 
ta t io n  o f  th e  m a jo r axis depends equally  on  fo rm , d ep th  and  d im en sio n s  of 
th e  s tru c tu re . F o r th e  change along th e  p ro file  i t  is ch a rac te ris tic  t h a t  th e  
e x c e n tr ic ity  decreases a n d  th e  a rea  increases, w hen  i t  is rem oved  fro m  th e  
h ig h ly  c o n d u c tin g  m edium .

I f  th e re  a re  th in , h ig h ly  re s is ta n t in te rb e d d in g s  in  th e  h igh  a n d  low 
re s is tan ce  covering  lay e rs , th e y  will h av e  an  im p o r ta n t  role, as som e ex am p les  
show  on F ig . 9. T h e ir  sh ie ld ing  effect is th e n  especia lly  rem ark ab le , w h en  th e y  
h av e  an  o u tc ro p  over h ig h ly  co n d u ctin g  m ed iu m s.

*
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Fig. 8. Impedance ellipses and impedance values belonging to electrical vectors polarized into 
strike-direction (ZE) and into fall-direction (ZH). resp., above conducting model lying at

different depth

Fig. 9. Distortion of the impedance ellipses above both highly and low-conducting structures 
(full lines) due to the effect of the interbedding of a resistant plate (dashed line)
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D u rin g  th e  ab o v e-m en tio n ed  te s ts  i t  w as possib le to  deal w ith  o n ly  th re e  
v e ry  sc h em a tica l v a r ia n ts  o f h o rizo n ta l in h o m o g en ities . T he lim ited  n u m b e r  of 
th e  in v e s tig a te d  s tru c tu re  form s an d  th e  low  frecpiency used d id  n o t  even 
allow  to  m ak e  a com plete  analysis an d  to  c lea r all im p o rta n t co n n ec tio n s . 
B u t i t  can  be  sa id  unam b ig u o u sly  th a t ,  in  case o f considerab le  h o riz o n ta l 
in hom ogen ities, a q u a n tita tiv e , b u t  som etim es even  a q u a lita tiv e  in te rp re ta t io n  
of th e  m a g n e to te llu ric  d a ta  can on ly  be  m ad e , i f  th e  ty p es of in h o m o g en itie s  
are  k n o w n , because  va lu e  and  c o n te n t o f th e  geological in fo rm atio n  o f th e  m ain  
im pedances d ep en d  on th a t .

In  o rd e r to  e s tim a te  th e  ty p e  o f th e  in h o m o g e n e ity — in ad d itio n  to  geolog
ical an d  o th e r  geophysical d a ta  —  th e  fe a tu re s  o f changes in  a rea , r a t io  an d  
d irec tio n  o f axes along a fall o rien ted  pro file  can  be  used, as i t  is show n  on  d if
fe ren t s t ru c tu ra l  ty p es .

T he n u m b e r o f s ta tio n s  n ecessary  to  d e te rm in e  th e  d irec tio n  o f  th a t  
profile  can  b e  low ered if  th e  v e rtic a l c o m p o n en t o f  th e  m ic ro -v a ria tio n s o f  th e  
geom agnetic  fie ld  is know n . I ts  know ledge p e rm its  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  
s trik e -d irec tio n s  o f inhom ogen ities [4].

I t  seem s n ecessary  to  m ake m odel te s ts  fo r th e  m ost com m on s tru c tu re -  
fo rm s, w here  th e  dependence  of im p ed an ce  ellipses on th e  freq u en cy  sh o u ld  
also be  in v e s tig a te d . T h u s, a new  c rite rio n  w ould  re su lt for th e  d e te rm in a tio n  
o f th e  ty p e  o f  inh o m o g en eity  an d  a n iso tro p y .
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НАПРАВЛЯЕМОСТЬ МАГНИТОТЕЛЛУРИЧЕСКИХ ИМПЕДАНСНЫХ ЭЛЛИПСОВ
э. т а к а ч  

РЕЗЮМЕ

В неоднородных геологических условиях магнитотеллурический импеданс изме
няется в зависимости от направления поляризации поля и поэтому может быть задан 
при помощи эллипса.

Рассматривая влияние двумерных — покрытых и выступающих на поверхность — 
неоднородностей — с большим, а также с уменьшенным сопротивлением, выяснилось, 
что большая ось импедансного эллипса может занимать положение и в направлении 
простирания и в направлении наклона. Геологическое содержание информаций импе- 
дансов, относящихся к главным осям, зависит от типа неоднородности.
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U N T E R S U C H U N G E N  D E R  G E N A U I G K E I T  D E R  M I T  

A B G E L E I T E T E N  W I N K E L N  V O L L Z O G E N E N  T R I A N 

G U L I E R U N G

L. HOMORÓDI
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

TECHNISCHE UNIVERSITÄT, BUDAPEST

[Eingegangen am 15. Dezember 1968]

Die Füllung des aus Doppelkranzsystem bestehenden neuen ungarischen Triangulations
netzes erster Ordnung wurde mit einer neuartigen Methode vollzogen. Der Grundgedanke 
des Verfahrens ist, daß die Richtungen der Dreiecke erster Ordnung des Füllnetzes nicht un
mittelbar gemessen werden, sondern sie werden von den gemessenen Richtungen der das 
ganze Gebiet erfassenden Kleindreiecke mit durchschnittlicher Seitenlänge von 7 km abgeleitet 
[2, 4, 6, 7]. In Zusammenhang mit der neuen Methode mußte es zuerst geklärt werden, daß 
das so entstandene Netz wenigstens nicht geringer verläßlich sein wird als das mit herkömm
licher Methode erhaltene. Die Studie gibt eine Zusammenfassung der Resultate der diesbezüg
lichen in- und ausländischen Untersuchungen. Besonders beachtenswert sind unter denen 
die schematischen, idealisierten Dreiecksgruppen erörternden Studien [22] und [25], weiters 
die die Ergebnisse der fertiggestellten ungarischen Füllnetze analysierenden [29, 32, 33 und 
35] bzw. die nach den neuen Prinzipien durchgeführte Aufarbeitung eines vorhandenen 
früher angelegten Netzteiles in den Studien [36] und [37], schließlich die gründliche, jede 
Einzelheit umfassende Untersuchung in Studie [41]. Das Verfahren ist laut der übereinstimmen
den günstigen Feststellungen nicht nur wirtschaftlich, sondern es gewährt eine noch größere 
Genauigkeit als das herkömmliche Verfahren.

Einwände wurden nur in [45] erhoben, mit welchen sich der Verfasser auf die falschen 
Folgerungen hinweisend ausführlicher befaßte. Die sind falsch einerseits, weil die Verläßlich
keit der abgeleiteten Winkel mit Hilfe einer Formel der Längenmeßtriangulation geprüft 
wurde, obwohl im gegebenen Problem überhaupt keine Rede von Längenmessung war; die 
Folgerungen sind auch unrichtig, weil nicht in Betracht gezogen wurde, daß die Ableitung 
nicht mit einem zusammenhängenden Flächennetz und mit einer Kette — worauf sich die 
dort angewendete Formel bezieht — vollzogen wurde.

Es is t  b e in ah e  20 J a h re  h e r , d aß  die A usg le ichung  der großen T r ia n g u la 
tio n sn e tze , die A usw ahl u n d  die E rk u n d u n g  d e r g ü n stig s ten  L ösung —  sow ohl 
in  U n g arn  als auch  im  A u sland  —  eines d er ze itg em äß en  P roblem e d er G eodäsie 
w aren . D ie A k tu a li tä t  w urde  be i uns d u rch  d ie  in  B earb e itu n g  s te h e n d e  neue  
T rian g u lie ru n g  e rs te r  O rd n u n g , im  A usland  d u rc h  die V erw irk lichung d e r  e in 
he itlich en  k o n tin e n ta le n  N etze  u n te rs tr ic h e n . B ei uns h a tte  die F ra g e  zwei 
S eiten : Z u r L ösung d er A usgleichung des K e tte n ra h m e n s  w urden  die B e rech 
n u n g sm eth o d en  d e r g roßen  auslän d isch en  K e tte n sy s te m e  u n te rsu c h t, u m  tro tz  
d er M aß u n tersch ied e  zu b ra u c h b a re n  G ed an k en  zu  gelangen; m ittle rw e ile  
w aren  w ir n ic h t n u r  m it d e r F rag e  der sp ä te re n  B erechnung  des F ü lln e tz e s  
—  v ie lm eh r v o rn eh m lich  n ic h t d a m it — , so n d e rn  m it der F rage  d e r  E n t 
w icklung  u n d  M essung des F ü lln e tzes  b e sc h ä ftig t, d a  schw ierige m a te rie lle  
P rob lem e u n d  d ie  des P e rso n a ls tan d es  zu  e rw a rte n  w aren , die w ir e b e n  a u f
g ru n d  d er R a h m e n k e tte n -A rb e ite n  schon  g u t a b sc h ä tz e n  ko n n ten .
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D a s  S tu d iu m  d er au sländ ischen  e in sch läg igen  L ite ra tu r  m a c h te  uns 
n e b s t d e r  E rk e n n tn is  d e r die L ösung u n se re r P ro b lem e  fö rd ern d en  F e s ts te llu n 
gen m it  d en  im  A u slan d  in  Z usam m enhang  m it d em  aus K e tte n sy s te m e n  au f
g e b a u te n  N e tzen  h e rv o r tre te n d e n  B em erkungen , m it  besseren  L ösungen  erm ög
lic h e n d e n  G edanken  b e k a n n t. Diese v e rä n d e r te n  zw ar unseren  P län e  n ic h t, da 
sie j a  d e n  dam als b e s te h e n d e n  G egebenhe iten  e n ts ta n d e n  sin d  u n d  keine 
o p tim a le  L ösung , ab e r d en  einzig  g an g b aren  W eg  b ed eu te ten ; sie g aben  t r o tz 
dem  e in e  A nregung fü r  die diesbezügliche F o rsch u n g en  und  U n te rsu ch u n g en .

Ü b e r  die E rgebn isse  d ieser U n te rsu c h u n g e n  w urde zu e rst an  d e r J u b i
lä u m s ta g u n g  1950 d e r U n g arisch en  A kadem ie  d e r  W issenschaften  b e r ic h te t  
[1, 3 ] ; d as  e rw äh n te  V e rfa h ren  w ird  se itd em  als d ie H azay—Tárczy-H ornoch- 
sche M e th o d e  zur k o n tin e n ta le n  N etzau sg le ich u n g  oder als M ethode do m in ie 
re n d e r  P u n k te  bzw . als M ethode der von  K le in d re ieck en  ab g e le ite ten  f ik tiv e n  
D re ieck e  g ekennze ichne t o d er eher u m sch rieb en . D ie zu r L än d er u m fassen d en  
e n o rm e n  T rian g u lie ru n g  vorgesch lagene M eth o d e  w irk te  fru c h tb r in g e n d  au f 
die s ic h  m it  der V erw irk lich u n g  unseres F ü lln e tz e s  befassenden  F a c h m ä n n e r, 
w eil z w a r  B eispiele bzw . V orste llungen  zum  erfo lg re ichsten , zum  g ro ß b e tr ie b 
lic h e n  V erfah ren  b e re its  v o rh a n d e n  w aren  (w ied e rh o lt au fste llbare  P y ra m id e n 
s ig n a le , k ü rze re  S e iten län g en ), w irk te  die F ra g e  der A usgleichung dennoch  
h e m m e n d . Dieses H in d e rn is  w urde d u rc h  d ie  H azay— Tárczy-H ornochsche  
M e th o d e  ü b e rw u n d en ; die S tu d ie  von  R e g o c z i  ü b e r  die »w irtschaftliche T ria n 
g u lie ru n g «  erschien  b e re its  im  Som m er des J a h re s  1951 [2], da  er die M ethode 
d u rc h  persön liche  K o n ta k te  offensichtlich  sch o n  frü h e r k an n te . D ie R e g Ő c z i - 

sche L ö su n g , die F ü llu n g  d e r  K e tte n k rä n z e  m it  einem  aus dem  N e tz  d r i t te r  
O rd n u n g  ab g e le ite ten  f ik t iv e n  N etz  e rs te r O rd n u n g  w urde in  [4, 5, 6, 7] au s
fü h r lic h  besp rochen , d a ru m  m öch te  ich h ie r  n u r  die W eite ren tw ick lu n g , die 
W e r tu n g  u n d  die derze itig e  L age der b e id en  G ru n d g ed an k en  geben.

O bw ohl die B e rech n u n g stech n ik  d er Regőczischen  T rian g u lie ru n g  g ru n d 
sä tz lic h  a u f  dem  fü r k o n tin e n ta le  T rian g u lie ru n g en  vorgeschlagencn  H a za y—  
Tárczy-H ornochschen  P r in z ip  b e ru h t, is t die P ro b lem a tik  d er b e id en  w e
s e n tlic h  versch ieden .

L a u t  der u rsp rü n g lich en  H a za y— Tárczy-H ornochschen  V o rste llung  
w e rd e n  die f ik tiv en  D reiecke  von  150— 200 k m  Seiten längen  aus D reiecken  
e r s te r  O rd n u n g , d. h . aus D reiecken  m it ca . 30 k m  S e iten längen  au fg e b a u t, 
d a m it  m öglichst viele M eßergebnisse bei d e r A usgleichung von  je  e inen  K o n 
t in e n t  um fassen d en  N etz  eine Rolle sp ielen , d ie B ercch n u n g sa rb eit a b e r p ra k 
t is c h  n o ch  d u rc h fü h rb a r  sei. N ebenbei sei b e m e rk t, daß  bei d e r A rb e it m it 
e le k tro n isc h e n  R ech en an lag en  der U m fan g  d e r  B erechnungen  th eo re tisch  
n ic h t  b e g re n z t is t, es w u rd e  ab er bew iesen, d a ß  die e inheitliche H a n d h a b u n g  
v o n  ü b e ra u s  großen  S y stem en  bezüglich  d e r  F e h le rfo rtp flan zu n g  u n d  der 
E rk e n n tn is  der F e h le r  n ic h t  zw eckm äßig  is t , u n d  die A nlage eines V erb in 
d u n g s ra h m e n s  d a h e r noch  im m er b e g rü n d e t is t. Z.Z. des E n ts te h e n s  des
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G edankens der f ik tiv e n  D reiecke Avar es noch  n ich t m öglich, die E le m e n te  von 
D reiecken  m it S e iten längen  150— 200 k m  zu m essen, d a h e r m u ß te  m an  die 
th eo re tisch e  R ic h tig k e it d e r M ethode bew eisen  bzw . m an  m u ß te  v e ra n sc h a u 
lichen , d aß  die ab g e le ite ten  W inkel der f ik tiv e n  D reiecke v o n e in a n d e r  u n a b 
h än g ig  gem ach t w erden  k ö n n en , d . h . m a n  jenes g ru n d sä tz lich e  E rfo rd e rn is  
d e r  A usgle ichsrechnung  befried igen  k a n n , d aß  n u r  u n ab h än g ig e  M eßergebnisse  
in  die A usgleichung einbezogen  w erden  k ö n n en . W ir fin d en  b e re its  au ch  in 
d en  e rw äh n ten  B e rich ten  [1, 3] H inw eise d a rau f, d aß  die f ik t iv e n  W inkel 
v o n e in a n d e r u n a b h än g ig  g em ach t w erden  m üssen , die m a th e m a tis c h e  aus
fü h rlich e re  E rö rte ru n g  is t s p ä te r  in  [4, 7] angegeben  w orden. D a  w ir h e u t
zu tag e  bere its  ü b e r In s tru m e n te  zu r so genauen  M essung von  150— 200 km  
E n tfe rn u n g e n  v erfü g en , die e iner m it A b le itu n g  gew onnenen  G en au ig k e it 
e n tsp rech en  oder diese sogar ü b e rtre ffen , is t die W e ite ren tw ick lu n g  dieser 
M ethode seh r b e d e u te n d , die au ch  die —  obw ohl aus e iner k ü rz e re n  G ru n d 
lin ie  ab g e le ite ten  u n d  n ich t u n m itte lb a r  gem essenen — S eiten längen  in  B e tra c h t 
z ie h t [24, 28. 31J.

D ie F rage  d e r U n a b h ä n g ig k e it d er in  die A usgleichung e inbezogenen  
D a te n  is t h in sich tlich  des a lle in  p ra k tisc h e n  Zw ecken d ien en d en  F ü lln e tzes  
n ic h t  so b e d e u te n d ; bezüg lich  d er REGŐczischen T rian g u lie ru n g  m u ß te  m an 
v o r  allem  die F rag e  k lä ren , d aß  die G en au igke it des von  f ik tiv e n  D reiecken  
geb ild e ten  N etzes m in d esten s n ic h t k le in er sein w ird  als die G en au ig k e it eines 
gerad e  so g roßen , ab e r aus d ire k t gem essenen  D reiecken a u fg e b a u te n  N etzes. 
D ie W irtsc h a ftlic h k e it des V erfah ren s lieg t näm lich  a u f  der H a n d , u n d  so w ar 
das einzige P rob lem  d er A n w en d u n g  die F rag e  der G en au ig k e it. R e g ő c z i  

b e rie f  sich bere its  in  se iner e rw ä h n te n  S tu d ie  [2] a u f einige U m stä n d e , die in 
d ieser H in s ich t b eru h ig en d  Avarén. So u n te rsu c h t er z. B . die aus d e r  E x z e n tr i
z i tä t  d e r A ufste llung  u n d  der P u n k tm a rk ie ru n g  h e rrü h ren d en  F eh le rw irk u n g e n  
u n d  besonders die Rolle d e r R e fra k tio n , von  w elcher v o ra u sg e se tz t w erden  
k a n n , d aß  sie in  den  k ü rze ren  R ic h tu n g e n  e inerse its von  zufälligem  C h a ra k te r  
is t ,  an d ererse its  m it d er E n tfe rn u n g  rasch  a b n im m t. So k ö n n en  d ie  k ü rze ren  
6— 8 k m  langen  R ich tu n g en  Avesentlich g en au er gem essen w erd en  als d ie  von  
30 k m ; infolgedessen k ö n n en  die ab g e le ite ten  W inkel tro tz  d er F e h le r fo r t
p fla n z u n g  n ich t u n g en au e r sein  als die u n m itte lb a r  gem essenen u n d  m it R ic h 
tu n g e n  von  30 k m  L änge eingeschlossenen  W inkel. E r  gab a b e r e r s t  in  den  
S tu d ie n  [5] u n d  [6] u n d  s p ä te r  in  d er m it denen  im  G runde g en o m m en  id e n 
tisch en  S tud ie  [ I I ]  den  n u m erisch en  Bew eis fü r  die günstige G e s ta ltu n g  der 
G enau ig k e it. D ies b e ru h te  a u f  d re i T a tsa c h e n :

I .  A ufg rund  v o n  W in k e lab sch lu ß feh le rn  m ehrere r H u n d e r t  D reiecke 
v o n  versch iedenen  S e iten län g en  k a n n  fe s tg e s te llt w erden , d aß  d e r  W in k e l
ab sch lu ß feh le r u n d  d a m it auch  d e r Ferrcrosche m ittle re  F eh le r des W inkels 
m it d e r E n tfe rn u n g  z u n im m t, d e r Ferrerosche m ittle re  F eh le r des W inkels 
is t  au fg ru n d  von  D reiecken  m it 8 k m  d u rc h sc h n ittlic h e r S eiten län g e  + 0 ,2 4 4 "
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u n d  au fg ru n d  von  D re ie c k e n  m it 30 km  d u rc h sc h n ittlic h e n  S e iten längen  
+  0 ,627".

2. W ird  die 30 k m  la n g e  Seite des D reiecks als d er Teil einer den  A us
gan g s- u n d  E n d p u n k t des au s  v ie r g leichlangen S e iten  b es teh en d en  P o ly g o n 
zuges v e rb in d en d en  G e ra d e n  b e tra c h te t , so is t  a u fg ru n d  des Q uerfehlers des 
P o ly g o n zu g es a b le itb a r , d a ß  d er m ittle re  F e h le r  des zw ischen zwei so lchen 
G e ra d e n  eingeschlossenen  W inkels 2 fi is t, fa lls  и  d e r m ittle re  F eh le r d er 
B rech u n g sw in k e l des P o ly g o n zu g es  b e d e u te t.

3. Die D a ten  v o n  1. angew endet, fo lg t, d a ß  d er m ittle re  F eh le r eines 
v o n  zw ei 30 km  la n g e n  S e ite n  eingeschlossenen W inkels 2 • 0,244 =  + 0 ,4 9 "  
se in  w ird , entgegen d em  m ittle re n  F eh ler + 0 ,6 3 "  d e r D reiecke v o n  30 k m  
S e iten län g en , d. h ., d ie  n e u e  Lösung b e d e u te t n o ch  eine ca. 20% -ige V er
b e sse ru n g  bei den W in k e ln  des f ik tiv en  N etzes  e rs te r  O rdnung .

D ie w eiteren  B e fu n d e  b e s tä tig te n  au ch  die B em erk u n g  des V erfassers, 
d a ß  d ie  A usgleichung, m it  d e r  die A b le itung  d e r f ik tiv e n  W inkel a u fg ru n d  
des H a za y — T árczy-H ornochschen  P rinz ips e rfo lg t, diese V erh ä ltn iszah l 
(schätzungsw eise) n o ch  u m  3 0 %  verbessert.

D ie ku rz  g e faß te  B ew eisfüh rung  h a t te  n o ch  a llerd ings zwei M ängel: 
e in e rse its  b e ru h te  sie n u r  a u f  ungarischen  M eß e rfah ru n g en  u n d  k o n n te  d ah e r 
n ic h t  fü r  allgem ein g ü ltig  angenom m en w erd en , an d e re rse its  v e rw ah rsch e in 
lic h te  sie n u r d u rch  d ie  Z ugrundelegung  eines zw ar u n g ü n stig en  (n ich t so 
s tre n g e n )  System s, u n te r s u c h te  aber die G e s ta ltu n g  d er F e h le rfo rtp flan zu n g  
n ic h t  u n te r  den g le ichen  V erhä ltn issen . E in e  M eth o d e  des alle Zweifel au s
sch ließ en d en  Bew eises k a n n  die U n te rsu ch u n g  eines sch em atischen , z. B . aus 
la u te r  g leichseitigen D re ie c k e n  besteh en d en  D re ieck sn e tzes  u n d  d e r F eh le r
fo r tp f la n z u n g  der d a ra u s  ab g e le ite ten  f ik t iv e n  D reiecke  sein ; die andere  
M e th o d e  is t aber die A u fa rb e itu n g  eines v e rsu c h sh a lb e r  gem essenen oder als 
so lc h e r anw en d b aren  ä l te re n  N etzteiles la u t  d e r  M eth o d e  der f ik tiv e n  D reieck. 
S ch ließ lich  b e d e u te t a b e r  n u r  die gem einsam e A n w en d u n g  der be id en  einen  
v o llk o m m en en  B ew eis, d a  in  d er einen die R e g e lm äß ig k e it des S ystem s, in  der 
a n d e re n  aber die B e sc h rä n k u n g  der M essung a u f  ein  enges G eb iet -— d. h. 
lo k a le  V erhältn isse  —  v e rz e r r t .

B a ld  w urden  V ersu ch e  m it beiden M e th o d en  u n te rn o m m e n . D ie M ethode 
v o n  R egőczi, die e n tg e g e n  d em  300jährigen  P r in z ip  d er T rian g u lie ru n g , dem  
A rb e ite n  »vom G roßen  in s  K leine«, vom  K le in en  d en  g roßen  R ah m en  a u fb a u t, 
fa n d  au ch  im  A u slan d  en tsch ied en  A nklang . A n  d e r  T echn ischen  U n iv e rs itä t 
D re sd e n  befaß te  sich  e in e  D ip lo m arb e it b e re its  1952 m it d er F rag e  der G enau ig 
k e i t  d e r  abge le ite ten  D re ieck e , obw ohl in  d e r F a c h l i te ra tu r  der D D R  die e rste  
d iesbezüg liche  N a c h r ic h t [9] au fg rund  [3] e rs t  au s  dem  J a h re  1954 s ta m m t. 
D ie  k u rz e  Z u sam m en fassu n g  [8] in  der Z e itsc h rif t fü r  V erm essungsw esen  k am  
n u r  e in  w enig frü h e r, d ie  w egen  dem  M iß v ersteh en  w esen tlicher E lem en te  auch  
k o r r ig ie r t  w erden m u ß te . K u rz  nach [9] fo lg te  d ie  b e re its  e rw äh n te  A rb e it [11].
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N och sp ä te re  B esp rech u n g en  fü r  das A u sland  w a re n  [30, 32, 33]. D iese w u rd en  
teilw eise e rs t d a n n  gesch rieben , als die A rb e ite n  u n se re r  F ü lln e tze  b e e n d e t 
w orden  w aren , d . h .,  sie b eh a n d e ln  n e b s t d e r E rö r te ru n g  d er M ethode au ch  die 
A nalyse u n d  die E rfa h ru n g e n  d er Meß- u n d  R echenergebn isse . D ie S tu d ie  [23] 
sei eigens e rw ä h n t, d ie  d ie  prinz ip ie lle  E rg ä n z u n g  d e r  g rund legenden  V erö ffen t
lichungen  [4] u n d  [5] is t, d a  d iese die p ra k tisc h e  L ösung  fü r  die zw eite A us
gleichung d er K le in d re ieck sg ru p p en  u n d  fü r  d ie  zw eckm äßigste  A b fassu n g  
d er Z w angsbed ingungen  lie fe rt, d ie die E in g lied e ru n g  in  das von  f ik tiv e n  G ro ß 
dre iecken  b es teh en d e  N etz  lö st. D ie W ü rd ig u n g  d e r M ethode in  d er in te r 
n a tio n a len  g eo d ä tisch en  F a c h lite ra tu r  k o m m t in  d en  A rb e iten  [26] u n d  [27] 
zum  A usdruck . Ih re  b ed a u e rn sw e rten  F e h lb e h a u p tu n g e n  bezüglich  des E n t 
steh en s d er M ethode w u rd e  in  [28, 31] r ic h tig g e s te llt , u n d  dies w urde  in  d er 
A rb e it [40] b e re its  in  B e tra c h t  gezogen.

A u f die A n aly se  d e r  G en au igke it d er M eth o d e  zu rü ck k eh ren d , m u ß  
v o re rs t die A rb e it v o n  D . S c h o eps  e rw ä h n t w erd en . D ie von  ihm  geschriebene 
g en an n te  D ip lo m arb e it w äh lte  den  em pirischen  W eg des B ew eises, ab e r n ic h t 
a u fg ru n d  des d er T echnologie  d er M ethode e n tsp re c h e n d  angeleg ten  V ersuchs- 
(Test-) N etzes, so n d e rn  m it d e r A nw endung  e in ig e r (seh r großer) D reiecke 
des a lten  sächsischen  D reiecksnetzes. So w aren  se ine  v o n  vo llkom m en an d e rem  
A u sg an g sp u n k t e rz ie lten  E rgebn isse  vom  S ta n d p u n k t d e r Regőczischen M ethode 
n ic h t reell u n d  k o n n te n  d a h e r n ich t fü r  u n d  n ic h t  gegen seine M ethode in  
B e tra c h t gezogen w erd en . D ies w urde  b e re its  au c h  v o n  F . T ö pfe r  in  d e r  die 
D ip lo m arb e it b esp rech en d en  S tu d ie  [14] fe s tg e s te llt, s p ä te r  wies sogar S c h o eps  
se lb st an  jen e  F a k to re n  des u n te rsu c h te n  N etzes h in , au fg ru n d  deren  seine 
R e su lta te  in  F rag e  g e s te llt w erden  k o n n te n  [20, 21]. D iese V ersuche le n k te n  
ab e r die A u fm erk sam k e it a u f  die g ründ liche  U n te rsu c h u n g  d er zu e rw a rte n d en  
u n d  w irk lichen  G en au ig k e it des n euen  V erfah rens. D a  dies b e rech tig t, j a  so g ar 
n ö tig  w ar, w urde  es au ch  vom  in te rn a tio n a le n  E ch o  d e r n eu artig e  P rin z ip ien  
e in fü h ren d en  M ethode bew iesen . P ro f. J .  B öhm au s P ra g  b e rich te te  a u f  e in er 
K onferenz  in  D resd en  1956 d a rü b e r, daß  die e in sch läg igen  in  d er T schechoslo 
w akei d u rch g e fü h rten  U n te rsu ch u n g en  die Regöczische S chä tzung  bezüg lich  
d er G en au ig k e itss te ig e ru n g  n ic h t u n te rs tü tz te n . E r  b em erk te , d aß  die E rk lä 
ru n g  h ie rfü r ev. d a r in  b e s teh e , d aß  in den R e lie fv e rh ä ltn issen  der T schechoslo 
w akei n ich t d er Z u sam m en h an g  zw ischen d er L än g e  u n d  dem  m ittle re n  F e h le r  
d e r R ich tu n g  b esteh e  w ie der, w o rau f sich R egoczi z. B . in  [6] berief.

A uf derse lben  K on feren z  len k te  P ro f. H . W o lf  aus H an n o v e r die A u f
m erk sam k e it a u f  d en  b e trä c h tlic h e n  U n te rsch ied  h in , d er im  E rgebn is d er 
A usgleichung b e s te h t, falls eine R ich tu n g sm essu n g  d u rch g e fü h rt w ird , die 
A usgleichung ab er n ach  W inke ln  erfo lg t. L a u t se in e r F es ts te llu n g  k ö n n en  die 
E rgebn isse  in  diesem  F a lle  sogar m it 50%  des m itt le re n  Fehlers e rre ich en d en  
F eh le rn  b e h a f te t w erd en . P ro f. W . H risto w  u n d  P ro f. A. D u r n ie w  s te llte n  
in  ih ren  B eiträgen  d ire k t in  A brede, daß  das a b g e le ite te  f ik tiv e  N etz  besser
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als d a s  u n m itte lb a r  gem essene sein  k ö n n te , u n d  h ie lten  das a b g e le ite te  N etz  
w eg en  d e r durch  die g roßen  R ech en an lag en  gegebenen  M öglichkeiten  fü r  ü b e r
flü ss ig .

D a  diese M einungen u n d  B em erk u n g en  noch  v o r ih re r  V erö ffen tlich u n g  
in fo lg e  d e r  persönlichen  K o n ta k te  w en igstens teilw eise b e k a n n t w a re n , w urden  
b e re i ts  1955, sobald  die M essungen  am  sü d lich en  Teil des tra n sd a n u b isc h e n  
F ü lln e tz e s  vollzogen w u rd e n , d . h ., so b a ld  die M öglichkeit z u r  A n w en d u n g  
v o n  ta ts ä c h lic h e n  M eßergebn issen  m öglich  w ar, von  E . H ő n y i V ersuchs
b e re c h n u n g e n  zur U n te rsu c h u n g  d e r G e s ta ltu n g  der G enau ig k e it vollzogen  
[12, 13]. D er angew endete  T eil des N etzes b e s ta n d  aus 123 K le in d re ieck en  
(m it  6— 8 k m  S eiten längen ), die a u f dem  G eb ie t von  6, ein z e n tra le s  S ystem  
b ild e n d e n , v o rh e r u n m itte lb a r  gem essenen  D reiecken  e rs te r O rd n u n g  (m it 
30 k m  Seiten längen) lagen . H ő n y i b ild e te  d en  6 G roßdreiecken  e n tsp re c h e n d  
6 G ru p p e n  aus den  K le in d re ieck en , glich sie n ach e in an d er aus u n d  le ite te  die 
W in k e l d e r en tsp rech en d en  G roßdre iecke  v o n  ih n en  ab. So s ta n d e n  ih m  zur 
V e rfü g u n g :

1. d er A bsch lußfeh ler d e r 6 G roßdre iecke  u n d  der d av o n  b e rech en b are  
Ferrerosche  m ittle re  W in k e lfeh le r (A 0 ,408"), d e r d u rch  den Ferreroschen  m i t t 
le re n  W inkelfeh ler ( +  0,462") d e r 132 D reiecke  v o n  ähn licher G röße u n d  e rs te r 
O rd n u n g  des K e tte n ra h m e n s  k o n tro llie rb a r  w ar;

2. d er aus dem  A b sch lu ß feh le r d er 123 D reiecke b e rech n e te  Ferrerosche 
m it t le r e  W inkelfeh ler ( +  0,68") u n d  d e r aus d e r A usgleichung d e r aus K le in 
d re ie c k e n  b esteh en d en  6 E in h e ite n  e rh a lte n e  m ittle re  N e tzw in k e lfeh ler 
( ± 0 ,7 5 " ) ;

3. d er vom  je n e n  W in k e lab sch lu ß feh le r  e rh a lten e  gleichfalls Ferrerosche 
m it t le r e  F eh ler (+ 0 ,2 4 5  ), d e r  aus d en  a b g e le ite ten  W inkeln  d e r 6 f ik tiv e n  
(g ro ß en ) D reiecke b e re c h n e t w orden  is t.

D iese E rgebnisse  bew iesen  n ic h t n u r , d aß  das abge le ite te  N e tz  besser 
a ls d a s  u n m itte lb a r  gem essene is t, so n d e rn  au ch , d aß  dies auch  in  je n e m  F alle  
b e s te h t ,  w enn die V e rläß lich k e it d er zu r A b le itu n g  d ienenden  K le ind re iecke  
h in te r  dem  bei der M essung d e r G roßdre iecke  e rre ich b aren  W e rt zu rü c k b le ib t. 
D e r  le tz te re  b e trä g t l a u t  u n se re r  T rian g u lie ru n g  näm lich  m in d esten s  + 0 ,4 6 " , 
je n e r  d e r  K leindreiecke a b e r  n u r  + 0 ,6 8 " . D er Ferrerosche m itt le re  W inkel- 
fe h le r  d e r abge le ite ten  D re iecke  b e trä g t  also  68 %  des der K le in d re ieck e , und  
n u r  ca . 55 %  des m ittle re n  W in k e lfeh le rs  d e r  in  den  G roßdre iecken  u n m itte lb a r  
g em essen en  W inkel. E s is t  also  eine w en igstens 40% -ige B esserung  v o rh a n d e n , 
d ie  V e rm u tu n g  von  R egoczi b e s tä tig e n d , d a ß  die am  B eispiel des P o ly g o n 
zu g es v o rg e fü h rte  20% -ige  V e rm in d e ru n g  d u rch  die A usgleichung n o ch  w eiter 
g e s te ig e r t  w erden k a n n .

D en  zeitlichen A b la u f  d e r V erö ffen tlich u n g en  je tz t  gew isserm aßen  au ß er 
A c h t lassen d , sei h ie r b e m e rk t, d aß  H ő n y i  die 6 V ersu chs-D re iecksg ruppen  
a u c h  n a c h  R ich tu n g en  u n d  W in k e ln  ausgeg lichen  h a t  [32], w as sich  wegen
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d er e rw äh n ten  S tu d ie  von  W olf u n d  w egen d er im  w eiteren  zu  e rö rte rn d e n  
B em erk u n g  von  T ö pfe r  auch fü r  n ü tz lich  erw ies. D ie zweierlei B erech n u n g en  
ze ig ten , daß  die A bw eichung von  den  369 W inke ln  des System s in  196 F ä llen  
(44% ) u n te r  0,1" b lieb , w ar in  108 F ä llen  (29% ) zw ischen 0,1"— 0,2", u n d  in 
65 F ä llen  (18% ) zw ischen 0,2"— 0,3". D . h ., in  91%  der Fälle  e rre ic h t die 
A bw eichung  n ich t die H ä lfte  des die W in k e l d e r K leindreiecke c h a ra k te ris ie 
ren d en  Ferreroschen m ittle re n  Fehlers ( +  0,68"), 9 %  d er Fälle  u n te r s tü tz e n  aber 
die W olfschen  B em erkungen . A ber au ch  noch  diese W erte  sind  v o n  g leicher 
O rd n u n g  m it den  bei d er u n m itte lb a re n  M essung d er W inkel der G roßdre iecke  
sich  ergehenden  m ittle re n  F eh le rn  (n u r e iner e rre ich t den W ert v o n  0,52"), 
u n d  sie sind v o n  u n reg e lm äß ig er V erte ilu n g . So b lieben  w ir t ro tz  d e r p r in z i
p iellen  B em erkung  im  w eite ren  bei d e r A usg le ichung  der G ruppe d e r K le in 
d reiecke a u f dem  p ra k tisc h  e in facheren  W eg, d. h ., die A usg leichung  w urde  
n ach  W inkeln  vollzogen, obzw ar nach  R ich tu n g sm essu n g  die W inkel zw eifellos 
k e ine  u n ab h än g ig en  M eßergebnisse b ie ten .

Z ur ze itlichen  R eihenfo lge sei b e m e rk t, d aß  d e r je tz t  z itie r te  B e ric h t im  
J a h re  1959 ersch ien , ab e r er w urde  im  S ep tem b er 1956 am  geo d ä tisch en  K o n 
greß  d er U ngarischen  A kadem ie  d er W issen sch aften  v o rg e trag en , d . h . b a ld  
n ach  d er b e re its  e rw äh n ten  K onferenz  zu  D resd en ; in  d ieser Z e it w u rd en  
b e re its  d eu tsch erse its  neuere  eingehende S tu d ien  ü b er die v ie lu m s tr it te n e  
F ra g e  d er G enau igkeit g e fü h rt. S ch o eps  u n d  T ö p f e r  u n te rsu c h te n  d ie  F rag e  
th e o re tisc h . S ch o eps  b e ric h te te  zu e rs t ebenfa lls a u f  der D resdener K onferenz  
ü b e r  seine n eu eren  U n te rsu ch u n g en  [15] u n d  ve rö ffen tlich te  sie w esen tlich  
m it gleichem  In h a lt  u n d  u n g efäh r zu r g le ichen  Z e it, sowohl d e u tsc h  als auch  
u n g arisch  [20, 21]. B ei seinen  U n te rsu c h u n g e n  w u rd e  ein ideales, aus 16 K le in 
d re iecken  au fg eb au tes  g leichseitiges G roßdre ieck  angew endet, u n d  a u fg ru n d  
se iner A b le itu n g  b e trä g t  d er m ittle re  F e h le r  des abgele ite ten  W inkels des 
G roßdreiecks n e b s t e inem  m ittle re n  R ich tu n g sm eß feh le r  /t0 en tg eg en  dem  
m ittle re n  F eh le r der W inkel (m it einem  W e rt v o n  fi0 ] 2) eines K le ind re iecks 
m it 8 k m  S e iten längen  0,894 /x0, d. h . ,  das V erh ä ltn is  der m ittle re n  F eh le r 
d e r K lein- u n d  der G roßdreiecke b e trä g t  0,623, w odurch  die F o lg e ru n g  von  
H ő n y i th eo re tisch  bew iesen w u rd e , d a ß  d e r abge le ite te  W ert d e r  W inkel 
d e r G roßdreiecke n ic h t n u r  einen  k le in e re n  m ittle re n  F eh ler als die u n m itte lb a r  
m eß b a ren  W inkel au fw eist, so n d e rn  so g ar v e rläß lich e r is t als die zu r A b le itu n g  
angew en d eten  K le indre iecke. W ir d er H őnyische  W e rt + 0 ,2 4 5 "  m it d em  m i t t 
le ren  W inkelfeh ler 4-0,408" d e r G roßdre iecke  verg lichen , e rh a lte n  w ir als 
Q u o tie n t 0,600, d er sogar zah le n m ä ß ig  d en  e rw äh n ten  W ert v o n  S c h o eps  
u n te r s tü tz t .

F . T ö pfe r  w idm ete  eine D isse rta tio n  d ieser F rag e  [22] u n d  u n te rs u c h te  
au sfü h rlich  m it m ehrere  V aria tio n en  u m fassen d e r G rü n d lich k e it die v e rsch ie 
d en en  P rob lem e d er G en au ig k e it der v o n  den  D reiecksnetzen  a b g e le ite te n  
ü b e rg eo rd n e ten  D reiecke u n d  deren  R ech en tech n ik . Bezüglich des G ru n d -
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p ro b lem s d er G en au ig k e it is t es eine w esen tliche  F es ts te llu n g , d aß  das G ew icht 
d e r a b g e le ite te n  W in k e l in  einem  idealen , v o n  g leichseitigen  D reiecken  a u f
g e b a u te n  N etz  im  F a lle  v o n  W inkelm essung  3/2 b e trä g t ,  u n ab h än g ig  v o n  d er 
Z ah l d e r  zu r A b le itu n g  in  je  eine B erech n u n g sg ru p p e  zu sam m en g efaß ten  
K le in d re ieck e  (das G ew ich t der gem essenen W in k e l fü r  eins genom m en), 
w ä h re n d  im  F alle  v o n  R ich tu n g sm essu n g  die G ew ich te  m it der Z ahl d er K le in 
d re ieck e  zunehm en . I n  e inem  n ic h t idealen  N e tz  sch w an k en  die G ew ich tsw erte  
g em äß  d e r  F o rm  d er D reiecke  u m  diese W erte .

Ä hn lich e  E rg eb n isse  w ie T ö p f e r  erz ie lte  K . L . P r o v o r o v  [25], d e r die 
F ra g e  d e r V e rd ich tu n g  eines G rundnetzes eben fa lls  im  allgem einen  u n te r 
su c h e n d  —  u n te r  d en  m öglichen  L ösungen  au ch  d as  Regoczische V erfah ren  — 
u n d  eben fa lls  bei idea lem  A u fb au  die fo lgende W erten re ih e  e rh ie lt:

m itt le re r  F eh le r der R ich tu n g sm essu n g  d e r K le indreiecke + 0 ,7 1 "  
m itt le re r  F eh le r d er W in k e l d er K le in d re ieck e  + 1 ,0 0 "
m itt le re r  F eh le r des aus 4 K le ind re iecken  ab g e le ite ten  G roß

dreiecks + 0 ,6 4 "
m itt le re r  F eh le r des aus 9 K le ind re iecken  ab g e le ite ten  G roß

dreiecks +  0,65"
m itt le re r  F e h le r  des aus 16 K le in d re ieck en  abge le ite ten

G roßdreiecks + 0 ,6 3 "

D ie le tz te n  dre i W e rte  b e s tä tig e n  T ö p f e r s  F e sts te llu n g , d aß  das G ew ich t
v o n  d e r  Z ah l der zu r A b le itu n g  an g ew en d e ten  K le indre iecke  u n a b h ä n g ig  is t, 
n u r  b e t r ä g t  bei ih m  das G ew ich tsv erh ä ltn is  2 ,4  en tgegen  dem  Töpferschen  
W e r t  v o n  1,5.

M it diesen U n te rsu c h u n g e n  w u rd en  die g ru n d sä tz lich en  A n aly sen  d er 
G e n a u ig k e it der H a za y— T árczy-Hornochschen  A usgleichung u n d  d er Regöczi- 
schen  T rian g u lie ru n g  se in erze it schon  abgesch lossen . D ah er is t es zw eckm äßig , 
zw ei p ra k tisc h e  A rb e iten  zu  e rw ähnen , d ie  die A nalyse  von  ta tsä c h lic h  v o ll
zo g en en  g ro ß räu m ig en  M essungen e rm ö g lich ten . D ie eine is t u n se r  tra n s -  
d a n u b isc h e s  F ü lln e tz , dessen  U n te rsu ch u n g  ebenfalls von  H ő n y i  vollzogen  
w u rd e  [29, 35], u n d  so k o n n te  er die E rg eb n isse  se iner V ersu ch sb erech n u n g en  
a u f  b e trä c h tlic h  m eh r D a te n  b e ru h en d  k o n tro llie ren . D as tra n sd a n u b isc h e  
F ü lln e tz  b e s te h t aus 902 K le ind re iecken . D iese in  59 G ruppen  g e te ilt, w u rd en  
d ie  W in k e l von  59 G roßdre iecken  ab g e le ite t u n d  die fo lgenden c h a ra k te r is t i
sch en  W erte  e rh a lte n :

d er v o n  den  902 K le ind re iecken  b e rech n e te
Ferrerosche m ittle re  W inke lfeh le r + 0 ,6 2 6 "

d er aus d e r A usg le ichung  v o n  59 G ru p p en  der
K le ind re iecke  b e rech n e te  m itt le re  N etz feh le r + 0 ,6 6 2 "  

der Ferrerosche m ittle re  W in k e lfeh le r der 59
f ik tiv e n  G roßdreiecke + 0 ,3 1 6 "
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W ird  d ieser le tz te re  W e rt m it dem  Ferreroschen  m ittle re n  W inkelfeh ler 
( +  0,462") d er 132 G roßdre iecke  des K e tte n k ra n z es  v erg lichen , b e trä g t d er 
Q u o tien t 0,682, d er die th eo re tisch en  F ests te llu n g en  v o n  S c h o e p s , T ö p f e r  

u n d  P r o v o r o v  w ieder b e k rä f tig t .
Ü ber die A nw endung  d e r M ethode in einem  p ra k tis c h e n  Zw ecken d ien en 

den  N etz  k ö n n en  w ir e inen  a n d e ren  B erich t in  d e r au ch  u n g arisch  ersch ienenen  
A rb e it v o n  A. A. S t o l y p i n  lesen  [36, 37]. D ies is t  au ch  deshalb  in te re ssa n t, 
weil die A ufgabe s ta rk  v o n  d e r unseren  abw ich, u n d  au ch  die A u sg an g sd a ten  
versch ieden  w aren . Im  B erich t v o n  S t o l y p i n  b e s ta n d  d e r  u n te rsu c h te  N e tz te il 
aus ung . 400 D reiecken  d r i t te r  u n d  v ie rte r  O rd n u n g . E s w u rd en  im  N etz auch  
sieben  G rund lin ien  gem essen. D ie W inkelm essungen  w u rd en  in  P u n k te n  d r i t te r  
O rd n u n g  in  12 G ängen , in  P u n k te n  v ie rte r  O rd n u n g  in  6 G ängen d u rch g e fü h rt, 
d er Ferrerosche m ittle re  F eh le r b e tru g  + 1 ,1 "  bzw . + 1 ,4 " . D ie K le indreiecke 
w u rd en  in  44 G ru p p en  zu sam m en g efaß t, d. h ., es w u rd e n  44 f ik tiv e  D reiecke 
geb ilde t, ab e r die S e iten län g en  w aren  sehr v ersch ied en , u n d  es kam en  auch  
seh r u n g ü n stig e  sp itze  D reiecke  vo r. F ü r den m ittle re n  F eh le r d er ab g e le ite ten  
W inkel des f ik tiv e n  N etzes e rgab  sich + 1 ,7 " . D ieses E rgebn is w id e rsp rich t 
d e r F es ts te llu n g  v o n  T ö p f e r  u n d  anderen , d a h e r  sei b em erk t, d aß  seine 
B erech n u n g  n ic h t aus den  Sch lußfeh lern  der f ik tiv e n  D reiecke erfo lg te (d. h ., 
es is t ke in  Ferreroscher m itt le re r  F ehler), sondern  es ergab  sich aus einem  vom  
V erfasser ab g e le ite ten  a u f  dem  re la tiv en  F eh le r d e r  S e iten längen  b e ru h en d en  
Z u sam m enhang . D iese in d ire k te  Lösung is t d a d u rc h  g e rech tfe rtig t, d aß  die 
gem essenen G ru n d lin ien  in  die A usgleichung einbezogen  w urden , u n d  die 
u n g ü n stig e re  G es ta ltu n g  d e r m ittle ren  F eh le r d e r  ab g e le ite ten  W inkel is t 
w ahrschein lich  m it dem  U m sta n d  v e rb u n d en , d a ß  d er re la tiv e  F eh le r d er aus 
den  G rund lin ien  en tw ick e lten  Seiten  zw ischen 1/69 700 u n d  1/174 000 lag , 
d e r D u rc h sc h n itt b e tru g  1/115 000. W ird  d ieser D u rc h sc h n itt m it dem  zu r 
B erech n u n g  des W ertes + 1 ,7 "  v o n  S t o l y p i n  an g ew en d e ten  re la tiv en  F eh le r 
v o n  1/172 000 verg lichen , so is t die du rch  die A usg le ichung  erzielte  V erbesse
ru n g  115 000/172 000 =  0,67, d. h ., w ir gelangen  w ieder zu dem  von  T ö p f e r  

u n d  an d eren  gew onnenen  W e rt. A uf den g u te n  E in k la n g  des N etzes w eist 
auch  der U m sta n d  h in , d aß  d er m ittle re  Q u a d ra tfe h le r  d er in  den  A nsch lu ß 
p u n k te n  d e r b e n a c h b a r te n  D reiecksg ruppen  e rh a lte n e n  S chlußfeh ler u n g e fäh r 
6 cm  b e trä g t.

W ir b e m e rk te n  b e re its , d aß  die sich m it d e r G en au ig k e it des V erfahrens 
befassenden  U n te rsu c h u n g e n  m it der S tud ie  v o n  P r o v o r o v  vom  J a h re  1957 
zu  je n e r  Z eit abgeschlossen  w urden . D as P ro b lem  k o n n te  ab er n ich t zu  den  
en d g ü ltig  gelösten  g ezäh lt w erden . Im  Ja h re  1967 w u rd e  an  die T echnische 
U n iv e rs itä t D resden  eine neue  D isserta tio n  e in g e re ich t, die die G enau igke it 
d er ab g e le ite ten  R ic h tu n g e n  u n d  W inkel noch au sfü h rlich e r u n te rsu c h te  [41]. 
D ie k u rze  Z u sam m en fassu n g  d e r A rb e it is t in  N o. 12/1967 d er V erm essungs
te c h n ik  zu  fin d en  [42]. E s lo h n t sich aber die D isse rta tio n  se lb st d u rc h z u 
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se h e n , d a  sie die A u fm e rk sa m k e it a u f  m eh rere  b ish er n ic h t g e k lä rte  F ragen  
h in le n k t .

H .  G ö h l e r  wies v o r  a llem  a u f  d re i U n v o llk o m m en h e iten  d e r früheren  
A n a ly se n  h in  und  se tz te  d a m it  au ch  das P ro g ram m  seiner D isse r ta tio n  fest:

a) die U n te rsu ch u n g en  b e fa ß te n  sich n ic h t e ingehend  m it d em  Z usam 
m e n h a n g  der V erläß lich k e it d e r R ic h tu n g  u n d  der L änge d er R ic h tu n g , obwohl 
d iesb ezü g lich  versch iedene A n s ic h te n  a u f tra te n ;

b ) die A usg le ichung  d e r  u n te rsu c h te n  idealen  (schem atischen ) N etze 
e r fo lg te  in  jedem  F a lle  a u fg ru n d  v o n  W inke ln , obw ohl die M eßergebnisse  aus 
R ic h tu n g sm e ssu n g e n  e n ts ta n d e n ;

c) im  Laufe d er V e rg le ich sp rü fu n g en  d er p ra k tisc h e n  B eisp iele w urde 
d ie  m a th e m a tis c h -s ta tis tis c h e  A nalyse  d er B eobach tu n g serg eb n isse  n ic h t vo ll
zo g en .

D em  P rogram m  e n tsp re c h e n d  w ird  v o m  V erfasser z u a lle re rs t die A nalyse 
d es  m itt le re n  R ich tu n g sfeh le rs  d u rc h g e fü h rt u n d  nach  K lä ru n g  d er Rolle 
d e r  A b lesu n g , der V isierung , v o r  a llem  ab er d er d er R e fra k tio n  le g t er die fol
g en d e  F o rm el fest:

m r — В  ^ ^ I о *>
--------L  e r  s-
s

( 1 )

in  w e lc h e r s die L änge d e r  R ic h tu n g , В  d ie vom  bei der B e o b a c h tu n g  ange
w e n d e te n  G ew icht u n d  v o m  In s tru m e n t abhäng ige  K o n s ta n te  s in d , u n d  а 
d e n  rege lm äß igen  T eil d e r Z ie le in ste llu n g  c h a ra k te ris ie rt. A us dem  A ufbau  
d e r  F u n k tio n  fo lg t, d aß  d e r m itt le re  F eh le r m it der Z u n ah m e v o n  s zuerst 
a b n im m t u n d  sp ä te r  w ieder z u n im m t, d er O rt des M inim um s v o m  W ert а 
a b h ä n g ig  ist.

G ö h l e r  b estim m te  m it  H ilfe  v o n  v ie r  zu r V erfügung s te h e n d e n  ziem lich 
a u s fü h rlic h e n  D a te n m a te ria lie n  d en  zah len m äß ig en  W ert v o n  В  u n d  o. Die 
v ie r  D a te n g ru p p e n  e n tn a h m  er d e r in  [5] b ek an n tg eg eb en en  un g arisch en  
T ria n g u lie ru n g , den  A rb e ite n  d e r ru ssisch — sk an d in av isch en  G rad m essu n g , der 
p re u ß is c h e n  T rian g u lie ru n g  sow ie d e r sächsischen  T rian g u lie ru n g . E s lo h n t 
s ich , d e n  Z ahlenw ert d e r  b e id en  K o n s ta n te n  au fg ru n d  der v ie r  A rb e iten  nach 
d e r  f rü h e re n  R eihenfo lge zu  z itie ren :

В а
ungarisch 0,01 0,0456
russisch— sk an d in av isch 0,30 0,0342
preußisch 0,46 0,0072
sächsisch 0,50 0,0045

L a u t  den W erten  a n im m t d er m ittle re  F eh le r der R ich tu n g sm essu n g  
in  d e n  e rs ten  zwei A rb e ite n  m it d e r E n tfe rn u n g  rasch  zu, in  d en  anderen  
b e id e n  A rb e iten  is t die V e rä n d e ru n g  seh r lan g sam  u n d  sie h a t  u ng . b e i 25 km
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ein m äßiges M inim um . (Es m uß  b e m e rk t w erden , d a ß  sich der W ert m r aus 
d er F o rm el (1) in  S ek u n d en  des N eugrades e rg ib t, d . h ., die rech te  S eite  m u ß  
m it 0,324 m u ltip liz ie rt w erden , w enn w ir a u f  A ltg rad sek u n d en  ü b e rg eh en  
wollen.)

Sehr in te re ssa n t u n d  vo llkom m en n e u a rtig  is t d ie  w eitere  U n te rsu c h u n g  
G ö h l e r s , die sich  h ie r  an sch ließ t u n d  in  w elcher e r e rm itte ln  will, w o d u rch  
diese w esentliche D ifferenz im  Z u sam m en h an g  zw ischen  dem  m ittle re n  F e h le r  
u n d  der L änge d e r R ic h tu n g  h erv o rg eru fen  w ird , h ie rzu  m uß  b e m e rk t w erd en , 
d aß  die Z u sam m en h än g e  in  säm tlich en  v ie r F ä llen  seh r en tsch ieden  sin d , die 
K o rre la tio n s-K o effiz ien ten  s teh en  zw ischen 0 ,85— 0,99.

D a die R ic h tu n g e n  in  H ochgeb irgen  m eistens w eit oben  ü b e r dem  T e rra in  
in e iner so lchen L u ftsc h ic h t g e fü h rt w erden , d e ren  p hysika lischer Z u s ta n d  
beinahe k o n s ta n t  is t, k a n n  eine R e frak tio n sw irk u n g  k a u m  zu r G eltung  k o m 
m en, w äh ren d  am  flach en  G elände die R ic h tu n g e n  o ft ganz in  der N äh e  des 
T erra in s oder d er P flan zen d eck e  g e fü h rt w erden , w odurch  sie ganz versch ied en e  
L u ftsch ich ten  b e rü h re n  bzw . d u rch q u e ren , su c h te  G ö h l e r  den  G ru n d  d e r  
en tsch ied en en  A bw eichungen  in  den  R elie fv e rh ä ltn issen . Z ur C h a rak te ris ie 
ru n g  der R e lie fv erh ä ltn isse  des m it T ria n g u la tio n  b ed eck ten  G ebietes fü h r te  
er in te ressan te rw eise  die Reliefenergie  ein . D ieser m orphologische R eg riff 
b e d e u te t die H öhend iffe renz  des am  h ö ch sten  u n d  am  n ied rig sten  gelegenen 
P u n k te s  in n e rh a lb  e in er gegebenen R egion. G ö h l e r  u n te rsch e id e t a u fg ru n d  
d e r W aldbauerschen  R e lie fenerg ie-K arte  d re i S tre ifen : in  dem  e rs ten  is t  d e r 
m ax im ale  H ö h en u n te rsch ied  (innerha lb  v o n  5 km ) H  =  50 m , dies is t  das 
be in ah e  flache , k a u m  hügelige G eb ie t; im  zw eiten  is t  H  zw ischen 50— 200 m , 
dies c h a ra k te ris ie r t das H ü g e llan d ; im  d r i t te n  is t  H  ü b e r  200 m , dies is t  fü r  
das B erg land  c h a ra k te ris tisch . D ie zu r A b le itu n g  des Z u sam m enhanges (1) 
an g ew endeten  M eßergebnisse erm ö g lich ten  w egen d e r E rm an g e lu n g  d e r b e n ö 
t ig te n  D a te n  die A b le itu n g  des zah len m äß ig en  Z usam m enhanges zw ischen  
den  C h a ra k te ris tik e n  d e r R eliefenergie u n d  dem  m ittle re n  F eh le r le id er n ic h t, 
ab e r der zw eifellos an n e h m b a re n  A nsich t G ö h l e r s  zufolge so llte  das T e rra in  
die un g arisch en  u n d  d er ru ssisch — sk a n d in a v isc h e n  T rian g u la tio n  in  d ie  
e rs te  G ruppe g e re ih t w erden , das T e rra in  die p reu ß isch en  u n d  d e r säch si
schen  T rian g u lie ru n g  is t  ab e r seh r abw echslungsre ich , d a h e r k a n n  h ö c h s te n s  
die zw eite, ev. bezüg lich  d er sächsischen  ö rtlich  die d r i t te  G ruppe in  B e tra c h t  
gezogen w erden . E s sch e in t allerd ings r ic h tig  zu  se in , d a ß  d er den  reg e lm äß ig en  
Teil des m ittle re n  R ich tu n g sfeh le rs  c h a rak te ris ie ren d e  W ert о im  F la c h la n d  
0,03 oder größer, im  B erg lan d  d. h . in  d er d r i t te n  G ru p p e  ab er 0,01 oder k le in e r 
sein  k a n n . D ies k ö n n te  zugleich eine E rk lä ru n g  au ch  d a fü r b ed e u te n , w a ru m  
die Böhmschen  D a te n  ü b e r die s tä rk e r  hügelige-gebirg ige T schechoslow akei 
den  Regőczischen  D a te n  des g rö ß ten te ils  f lach en  U n g arn s  en tg eg en g ese tz t s in d .

W enn  auch  die e rw ä h n te n  v ie r T ria n g u la tio n e n  n ic h t zum  S tu d iu m  des 
Z usam m enhanges des m ittle re n  F eh lers u n d  d e r R eliefenergie b ra u c h b a r
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w a re n , w aren  die am  G eb ie t d e r D D R  gem essenen  ca. 9000 D reiecke  m it 
d u rc h sc h n itt l ic h  5 -km  S eiten lan g e  h ie rzu  doch  geeignet; diese D reiecke  k o n n 
t e n  a u fg ru n d  ih re r G eb ie tsv e rte ilu n g  in  die d re i e rw äh n ten  S tre ifen  d er Relief- 
e n e rg ie  e ingere ih t w erden . D ie Z ahl n  d e r in  die einzelnen S tre ifen  fa llen d en  
D re ie c k e  u n d  die a u f  d en  D re iecks-A bsch luß feh le rn  b e rech n e ten  m ittle re n  
R ic h tu n g s fe h le r  w aren  die fo lgenden :

H n mp
0— 50 m 5000 +  0,58"

50— 200 m 2700 ± 0 ,6 6 "
200— 1000 m 1000 ± 0 ,7 4 "

E s  is t au f die G rü n d lic h k e it v o n  G ö h l e r  ken n ze ich n en d , d a ß  er m it 
d e r  M eth o d e  der m a th e m a tisc h e n  S ta tis t ik  k o n tro llie r te , ob die V erte ilung  
d e r  A b sch luß feh le r als n o rm a le  V e rte ilu n g  u n d  die D ifferenz zw ischen  den 
m it t le r e n  F eh lern  ttif fü r  s ig n if ik a n t b e t r a c h te t  w erden  k ö n n en . N ach  der 
b e ru h ig e n d e n  A n tw o rt e rh ie lt er fü r  den  Z u sam m en h an g  zw ischen  d em  m it t 
le re n  W e r t  H K d e r R eliefenerg ie  u n d  dem  W e rt thf den  fo lgenden  ex p o n en 
t ie l le n  A u sd ruck :

m  F =  0,14" +  0 ,324  Я Г 95 (2)

(H K m u ß  in  M etern  e in g ese tz t w erden  u n d  луп- e rh a lten  thf in  S ek u n d en  des 
A ltg ra d e s .)

D e r  zw eite, b e trä c h tlic h e  T eil d er Göhlerschen D isse rta tio n  b e fa ß t sich 
m it  d e r  A nalyse d er V erh ä ltn isse  d er G ew ich te  der ab g e le ite ten  u n d  gem es
se n e n  R ich tu n g en . E r  e rö r te r t  d re i G ru n d fä lle . E r  b e s tim m t den  m ittle re n  
F e h le r  d e r aus dem  P o ly g o n zu g , aus d er e in fach en  D re ieck sk e tte  u n d  aus dem  
D re ie c k sn e tz  ab g e le ite ten  R ic h tu n g  in  F u n k tio n  des m ittle re n  F eh le rs  der 
g em essen en  R ich tu n g . W ir s ind  se lb s tv e rs tä n d lic h  n u r am  le tz te n  in te re ss ie rt, 
a m  P o lyg o n zu g  n u r  in so fern , d aß  es au ch  v o n  R e g o c z i  zur A b sc h ä tz u n g  des 
m it t le r e n  Fehlers des a b g e le ite ten  W inkels in  seiner g ru n d leg en d en  S tud ie  
a n g e w e n d e t w urde. W enn  d ie  R ic h tu n g  v o n  L änge  s aus einem  fre ien  P o ly g o n 
zu g  m it  n-zähligen g le ich langen  S eiten  b e s tim m t w ird , b e tr ä g t  G ö h l e r s  

M e in u n g  nach  dessen m itt le re r  F eh le r:

M R
2 n3 +  3 n 1 -f- n

(3)

w о m r aus Form el (1) zu b e rech n en  is t, w obei ab e r in  d iesem  F a lle

is t .

s
S

n
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(E s sei b e m e rk t: is t n  —  4 , so g ib t d er M u ltip lik a to r m r g en au  d e n  von  
R egoczi in  [5] m itg e te ilte n  W ert.)  D a m, la u t  (1) von s abh än g ig  is t , i s t  M K 
vom  W e rt (1) abh än g ig  k le in e r  oder g rößer als m r. D . h ., zum  g eg eb en en  s 
gehört au ch  ein so lcher W e rt r, w obei M R ein  M inim um  b a t;  der O r t des M ini
m um s v e rsch ieb t sich in  R ic h tu n g  der g rö ß eren  n -W erte, w enn d e r  W e rt a 
d e r F o rm e l (1) zu n im m t. E s is t  ein in te re ssa n te r  Zufall, daß  b e i d em  von 
G ö h l e r  fü r  U ngarn  angegebenen  W ert a =  0 ,0 4 5 6  d er Form el (1) d as  M ini
m u m  u n g e fä h r bei n =  4 a u f t r i t t ,  w enn s =  30 k m  is t, was eben  d e r  in  der 
Regoczischen  B ew eisführung  angenom m ene F a ll w ar.

W as n u n  den m ittle re n  F e h le r  der aus dem  N etz ab g e le ite ten  R ic h tu n g  
b e tr if f t , s a g t auch G ö h l e r  im  G runde g enom m en  n ich t m ehr, a ls T ö p f e r , 

er b e s tä t ig t  n u r  nochm als, sich a u f  W o l f  b e ru fe n d , daß  in  dem  F a lle , w enn  
R ich tu n g sm essu n g  d u rc h g e fü h rt w orden  is t , d ie  A usgleichung eb en fa lls  n ach  
R ic h tu n g e n  erfolgen m u ß . W ir e rw äh n ten  b e re its , d aß  w ir a u fg ru n d  d e r  im 
B erich t [32] m itg e te ilten  U n te rsu ch u n g en  v o n  HŐNYI bei d er A usg le ich u n g  
unseres F ü lln e tzes  a u f  die a u f  d e r B e to n u n g  d e r U n ab h än g ig k e it d e r M essungen  
b e ru h e n d e  prinzip ielle  F e s ts te llu n g  keine R ü c k s ic h t genom m en h a b e n , d a  w ir 
die zum  V orschein k o m m en d en  U n tersch iede  p ra k tisc h  fü r  v e rn a c h lä ss ig b a r  
an g en o m m en  h ab en  u n d  im  In te re sse  der e rh ö h te n  G enauigkeit d er a b g e le ite te n  
W inkel au ch  die Ü b e rla p p u n g  d er K le in d re ieck g ru p p e  hei den S ch e ite ln  der 
f ik tiv e n  D reiecke zu ließen .

W  as G ö h l e r s  F e s ts te llu n g  ü b e r die G ew ichte  der ab g e le ite ten  R ic h tu n 
gen b e tr if f t ,  b e s tä tig te  er im  E in k lan g  m it T ö p f e r , daß  nach  W in k e ln  a u s 
geglichen, das G ew icht d er ab g e le ite ten  W inkel des G roßdreiecks fü r  alle d rei 
W inkel gleich is t, u n d  dem  3/2-fachen G ew ich t d er K leindreiecke g leich  is t, 
u n a b h ä n g ig  von  d er Z ah l d e r d as  G roßdreieck  b ild en d en  K le in d re ieck e  u n d  
v o ra u sg e se tz t, daß  das g leichseitige G roßdre ieck  ebenfalls aus g le ichseitigen  
K le in d re ieck en  au fg eb au t is t. Im  F alle  e iner A usgleichung nach  R ic h tu n g e n  
e rh ö h t sich  das G ew icht m it d e r  Z ahl der D reiecke. D a aber das G ew ich t e iner 
ab g e le ite ten  R ich tu n g

is t u n d  m r la u t  (1) von  s (von  d e r L änge der S eiten  d er K leindrciecke) a b h ä n g t, 
is t es n ic h t  u n b ed in g t r ic h tig , d aß  m, k le iner als m r sein w ird. E s is t  w ieder 
die K o n s ta n te  a aus (1) au ssch laggebend ; is t  a seh r k lein , so k a n n  го,- g rößer 
als m r se in . (Es sei ab e r noch in  E rin n e ru n g  g e b ra c h t, daß  a als F u n k t io n  des 
m ittle re n  F eh lers d er M essungen im  B erg land  einen  k leinen  W ert h a b e n  w ird .)

In te re s sa n te r  als die b esp ro ch en en , s in d  G ö h l e r s  U n te rsu c h u n g e n  von  
aus n ic h t idealen , aus n ic h t la u te r  g leichseitigen  D reiecken a u fg e b a u te n  D re i
eck sg ru p p en . Diese h a t  e r v o n  einem  aus d en  b e re its  e rw ä h n te n  n ah ezu  
9000 D re iecken  m it e iner 5 km  d u rc h sc h n ittlic h e n  Seiten länge a u fg e b a u te n
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N e tz  ab g eso n d ert, n a c h  d e r  Z ahl zw anzig; e r  h a t  säm tlich e  n ach  ih re n  M eß
e rg eb n issen  ausgeg lichen  u n d  le ite te  von  e in e r  je d e n  G ruppe den  G ew ich ts
k o e ffiz ien ten  der d re i W in k e l je  eines G ro ß d re ieck s  u n d  den die D re ieck s
g ru p p e  ch a ra k te ris ie re n d e n  m ittle ren  F e h le r  m N d e r G ew ich tse inheit ab . 
So e rg ab  sich M öglichkeit zu  einer zw eiseitigen P rü fu n g .

1. D a die D re ie c k sg ru p p e n  au f v e rsc h ie d e n e  G ebiete der D D R  fielen , 
k o n n te  m an  den Z u sa m m e n h a n g  des m itt le re n  N etzfeh le rs  u n d  d er m ittle re n  
R eliefenerg ie  H K e in g eh en d  p rü fen  (die G ru p p e n  w u rd en  so e rw äh lt, d aß  der 
W e r t  H K von 25 bis 600 m  schw ankte).

2. D a die Z ahl n  d e r  K leindreiecke in  d e n  einzelnen  G roßdre iecken  zw i
sc h e n  20 und  50 s c h w a n k te , und  n a tu rg e m ä ß  sow ohl die e inzelnen  K le in 
d re ieck e  als auch d ie  G roßdreiecke von  se h r  v ersch ied en er F o rm  w aren , 
k o n n te  m an  sich ein B ild  d a v o n  m achen, zw isch en  w elchen G renzen das V er
h ä l tn is  des von  dem  A b sch lu ß feh le r der K le in d re ieck e  d er G ruppen  abgele i
t e t e n  Ferreroschen m it t le r e n  Fehlers und  des m it t le re n  Fehlers d er G ew ich ts
e in h e it  des N etzes s c h w a n k t, w eiters auch d a v o n , w elche D ifferenzen  im  Ge
w ic h t (im  G ew ich tskoeffiz ien ten) der d re i W in k e l desselben G roßdreiecks 
a u f t r e te n  können  (sie w ä re n  g rundsätz lich  g leich) u n d  ü b e rh a u p t, w elche 
G ren zw erte  des G ew ich tes u n te r  den je  d re i G ew ichts w erten  der zw anzig  
D re ieck e  sich e rgeben  k ö n n e n .

D ie K o rre la tio n  im  V erh ä ltn is  der R e lie fen erg ie  und  des m ittle re n  N e tz 
fe h le rs  ergab sich s in n g e m ä ß  fü r etw as k le in e r  (d e r K o rre la tio n sk o effiz ien t 
is t  0 ,81), da n u r w en iger D reiecksgruppen  a u f  je  e in  T e rra in  desselben C h a rak 
te r s  fie len . So k o n n te  n u r  m it  der A nnahm e eines W ah rsch e in lich k e itsn iv eau s 
v o n  6 8 ,3%  fe s tg es te llt w e rd en , daß  der m it t le re  N etzfeh ler zw ischen  die 
G ren zen

0,155 +  0 ,3 5 0 Щ * <  m N <  0 ,182  +  0369

fä ll t .  (D ie K oeffiz ien ten  des Z usam m enhanges w u rd e n  en tgegen  den  u rsp rü n g 
lic h e n  Göhlersclien F o rm e ln  u m geändert, u m  d e n  W ert m N n ach  d e r S u b 
s t i tu t io n  von  H K in  S e k u n d e n  des A ltgrades zu  e rh a lte n .)  Im  F alle  v o n  H K =  
— 200 m  sind z. B . d ie  G renzw erte  + 0 ,7 5 "  u n d  +  0,81"; bei d er v o n  G ö h l e r  

u n te rsu c h te n  k le in s ten  (H K =  25 m) und  g rö ß te n  (H K — 600 m) R eliefenerg ie 
s c h w a n k t m N zw ischen + 0 ,6 4 "  und  + 0 ,8 6 " .

W as das V e rh ä ltn is  des m ittle ren  Ferreroschen  Feh lers u n d  des m ittle re n  
N e tz feh le rs  b e tr iff t, ä n d e r te n  sich ihre Q u o tie n te n  au fg ru n d  der 20 D re ieck s
g ru p p e n  zw ischen 0,95 u n d  1,44, d. h ., es k a m  (in  6 F ällen) vor, d aß  d e r Ferre- 
rosche F eh ler g rößer als d e r  des N etzes w ar.

Z u le tz t k a n n  m a n  ü b e r  die G es ta ltu n g  d e r  G ew ichte k u rz  fo lgendes 
sa g e n . I n  einem  aus 25 K le indre iecken  (aus la u te r  gleichseitigen D reiecken) 
b e s te h e n d e n  sc h em a tisch en  N etz w äre d as  G ew ich t der ab g e le ite ten  drei 
W in k e l des G roßdreiecks im  F alle  von A usg le ich u n g  nach  R ich tu n g en  g leicher
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m a ß e n  1,308. Aus d er g e p rü fte n  D reiecksg ruppe die v o n  23— 26 D reiecken  
a u fg e b a u te n  ausg ew äh lt, ä n d e rn  sich dem gegenüber die G ew ich te  v o n  0,593 
b is  1,462, und  es k o m m t auch  in n e rh a lb  desselben  D reiecks ein G ew ich t von  
1,462 en tgegen  dem  v o n  0,755 v o r. In  den b e id en  aus n u r  20 D re ieck en  b e s te 
h e n d e n  G ruppen  sch w an k en  die G ew ichte v o n  0,687 bis 1,094, in  d e r  g rö ß ten  
(aus 50 D reiecken b es teh en d en ) G ruppe  ab e r v o n  1,350 bis 1,450. Schließ lich  
лсаг d e r g rö ß te  G ew ichts w e rt 1,606, d er k le in s te  0,593.

All dies zeigt, d aß  das G ew ich t des a b g e le ite ten  W inkels n ic h t  u n b e d in g t 
g rö ß e r als das des u n m itte lb a r  gem essenen is t (dies is t d e r F a ll  in  18 der 
60 W inkel der u n te rsu c h te n  20 D re ieck sg ru p p en ). G ö h l e r  m e in t, d a ß  sich 
d e r  fü r  den  abge le ite ten  W inke l b esteh en d e  V orte il a u f  G eb ie ten  v o n  g rö ß erer 
als 100 m -R eliefenergie au sg le ich t bzw . e n tfä llt . U nsererse its k ö n n e n  w ir h ie r 
d a z u  noch  b em erken  —  b eso n d ers  den  A u fb a u  d er D re ieck sg ru p p en  von  
G ö h l e r  in  B e tra c h t gezogen — , d aß  es r ic h tig  w ar, die D re ieck sg ru p p en  
unseres F ü llne tzes so zu  g e s ta lte n , d aß  d er Scheite l des ab g e le ite te n  D reiecks 
(d . h . d e r dom inierende P u n k t)  in  das innere  je  eines Z e n tra lsy s te m s  falle, 
au c h  d a n n , w enn d a d u rc h  die Ü b erlap p u n g  d e r D re iecksg ruppen  v e ru rs a c h t  
w ird  u n d  w ir gegen die U n a b h ä n g ig k e it der in  die A usgleichung e in b ezo g en en  
W e rte  v ers to ß en . D urch  diese M ethode w ird  näm lich  v e rh in d e r t , d a ß  der 
u n g ü n s tig e  A nschluß zum  do m in ie ren d en  P u n k t das G ew icht des a b g e le ite te n  
W in k e ls  u n te r  1 he rab se tze .

A m  E n d e  seiner A rb e it m a c h t G ö h l e r  noch  einige a u f die W ir ts c h a f tl ic h 
k e i t  bezogene B em erkungen , u n d  s te ll t  u n te r  se inen  S ch luß fo lgerungen  fe s t:

D ie G enau igkeit d er W inkel d e r aus e inem  N etz  d r i t te r  O rd n u n g  abge le i
te te n  ü b erg eo rd n e ten  D reiecke v o n  ca. 30 k m -S eiten län g en  is t b e in a h e  im m er 
g rö ß er, als w enn w ir sie v o n  u n m itte lb a re r  B eo b ach tu n g  gew onnen  h ä t te n . 
D ie d u rch  die A b le itung  gew onnene G en au igke itsste igerung  is t a n  den  T er- 
ra in e n  am  g rö ß ten , deren  R eliefenerg ie  'weniger als 50 m is t. D ie A b le itu n g  
d e r W inke l von  D reiecken  h ö h e re r  O rd n u n g  b e d e u te t die S te ig e ru n g  sow ohl 
d e r  G en au ig k e it als auch  d e r W irtsc h a ftlic h k e it. D em nach  s te ll t  G ö h l e r  in  
se in en  S ch lußw orten  fe s t: » U n ter dem  A sp ek t d e r R a tio n a lis ie ru n g  g e o d ä ti
sc h e r A rb e itsv e rfah ren  w ird  d e r A b le itu n g  von  W inkeln  ü b e rg e o rd n e te r  
N e tze  n a c h  wie v o r die ih r  g eb ü h ren d e  B ed eu tu n g  beizum essen  sein.«

D iese F ests te llu n g  w ird  d esha lb  fü r  sehr w ich tig  gehalten , w eil d ie  F rag e  
w ie d e rh o lt aufgew orfen w u rd e  (se lb st G ö h l e r  w a rf  sie im  V o rw o rt se in er 
S tu d ie  a u f), ob m it der E in fü h ru n g  d e r großen  R echenan lagen  in  d e r  G eodäsie  
die M ethode der A nw endung  d e r f ik tiv e n  M eßergebnisse n ich t die B e d e u tu n g  
v e rlo re n  h ä t te .

D iesbezüglich  w iesen w ir schon  auch  in  d en  frü h eren  a u f die B e d e u tu n g  
d e r A nlage  von  R ahm en  so g ar bei d en  m odernen  M ethoden  h in ; zu r E rg ä n z u n g  
v o n  G ö h l e r s  F ests te llu n g  m ö ch te  i c h  noch einige B em erkungen  u n d  V or
sch läg e  d e r in te rn a tio n a le n  F a c h li te ra tu r  erw ähnen .
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E s is t ziem lich b e k a n n t ,  daß  auch die p o ln isch en  G eodäten  sich m it der 
M e th o d e  der aus d en  K le in d re ieck en  e n tw ic k e lte n  f ik tiv e n  D reiecke viel 
b e sc h ä f tig te n . In  d ie se r B ez ieh u n g  m üssen  d ie  A rb e ite n  von  B a t k i e w i c z  

[16, 34], T a t a r k o w s k i  [17] u n d  H a u s b r a n d t  [18] e rw ä h n t w erden . N ach 
B a t k i e w i c z  n im m t d e r  m it t le re  Fehler d e r a b g e le ite te n  Seite m it d er Zahl 
d e r  in  der A ble itung  v o rk o m m e n d e n  K le in d re ieck s-S e iten  linear zu, ab e r er 
k a m  au fg rund  von  U n te rsu c h u n g e n  p ra k tisc h e r  N e tze  a u f  die F o lgerung , daß  
d ie  G enau igkeit der zw isch en  den  abge le ite ten  S e iten  eingeschlossenen W inkeln  
m i t  d e r  G enauigkeit des u n m itte lb a r  gem essenen W e rte s  des du rch  R ich tu n g en  
g le ic h e r Länge e ing esch lo ssen en  W inkels ü b e re in s tim m t. H a u s b r a n d t  k am  
m it  H ilfe  der A nalyse d e r  P u n k tfe h le r  au f eine äh n lich e  Folgerung , fe s ts te llen d , 
d a ß  d e r Lagefehler n u r  v o n  der Länge d er A u sg an g sse ite  u n d  von  dem  m it t 
le re n  F eh ler m it E in h e itsg e w ic h t der W in k e lm essu n g  ab h än g ig  is t, n ic h t aber 
d a v o n , wieviel D reiecke  zw ischen  der A usgangsse ite  u n d  dem  P u n k t e ingere ih t 
w o rd e n  sind.

D ie polnischen U n te rsu c h u n g e n  k lä r te n  a b e r  n ic h t genügend die F rag e  
d e r  A usgleichung des a b g e le ite te n  (fik tiven) N e tze s , u n d  ih re  V orste llungen  
sc h e in e n  auch in so fern  schw erfä llig  zu sein, d a ß  sie in  säm tlich en  K le ind re iecks
g ru p p e n  G rundlin ien  m e sse n  w ollten. Je d e n fa lls  b e fü rw o rte t K l u s s  [38] in  
e in e r  neuen  S tud ie  g ru n d sä tz lic h  das H a za y— Tárczy-H ornochsche  A nlegen 
d e r  k o n tin en ta len  N e tz e , a ls  e r em pfieh lt, e in  aus D re ieck en  m it 300 k m  S e iten 
lä n g e n  bestehendes D re ie c k sn e tz  als ab g e le ite te s  (fik tives) N etz h erzu ste llen .

Sehr b e m e rk e n sw e rt is t  fü r  den a u s lä n d isc h e n  A nklang  des P rinz ips 
v o n  H a z a y — T á r c z y - H o r n o c h — R e g ő c z i  au c h  d ie  A rb e it [39] des B u lg aren  
G r e g o w s , wobei er s ich  a u c h  im T itel a u f  R e g ő c z i s  N am e b ez ieh t.

Schließlich m ö c h te n  w ir au f die v o n  u ns b e k a n n te  neueste , a u f  die im  
J a h r e  1968 e rsch ienene A rb e it  S u d a k o v s  als d e n  Bew eis der L eb ensfäh igke it 
d e r  abgeleite ten  N e tz e  h in w eisen  [44]. S u d a k o v  u n te rsu c h te  die F rag e  des 
geo d ä tisch en  L a n d e sg ru n d n e tz e s  h in sich tlich  d e r  V erhä ltn isse  d er S ow jet
u n io n . Sein P ro b lem  k ö n n te  kurz so z u sa m m e n g e faß t w erden , w ie die E in 
g lied eru n g  der F ü lln e tz b lö c k e  (von ihm  N e tzb lö ck e  zw eiter O rdnung  genann t) 
in  d ie  a s tro g eo d ä tisch en  N e tz k e tte n  v o llfü h r t  w erd en  k a n n , d a m it die V er
ze rru n g en  der K e t te n  d ie  Q u a litä t des N etzes zw e ite r  O rd n u n g  n u r  im  geringen 
M aß e  versch lech tern . D ie  L ösung  der F rag e  b e s te h t  n ach  S u d a k o v  d a rin , daß 
m a n  von  den F ü lln e tz e n  m öglichst große B löcke a u sg e s ta lte t u n d  zu r B estim 
m u n g  der Lage u n d  d e r  O rien tierung  des F ü lln e tz -B lo ck es eine m öglichst 
geringe  Zahl von  d e n  a n  d e r  Grenzlinie d e r  b e n a c h b a r te n  Blöcke gelegenen, 
a n  verläß lich sten  b e s t im m te n  P u n k te n  des a s tro g eo d ä tisch en  N etzes ange
w e n d e t w ird. D a so —  n a c h  den w eite ren  E rö r te ru n g e n  S u d a k o v s  —  die 
B löcke des N etzes z w e ite r  O rdnung  (des F ü lln e tz e s )  au ch  aus m eh re ren  T au sen d  
P u n k te n  b estehen  k ö n n e n , is t es v o r te ilh a f t, a u f  ein  sog. ab ge le ite tes lang
se itiges D reiecksnetz  s c h o n  vorher ü b e rzu g eh en . »E in  solches L ösungsschem a
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—  sa g t e r —  w urde v o n  den  u n g arisch en  G eodäten  re la tiv  au sfü h rlich  au s
g e a rb e ite t. D ieses Schem a is t auch  in  d er P ra x is  k o n tro llie r t w orden.«  D an ach  
b e sp ric h t S u d a k o v  k u rz  R e g Ő c z i s  M ethode u n d  sch läg t in te re ssan te rw eise  fü r 
die S te ig e ru n g  der G en au ig k e it d er G roßdre iecke  die auch  bei uns an g ew en d e te  
M ethode v o r: die Scheitel d er G roßdre iecke  seien n ic h t irgendein  R a n d p u n k t 
d er K le in d re ieck sg ru p p en , so n d e rn  d u rch  die A usdehnung  d er G ru p p e  der 
K le ind re iecke  sollen die Scheite l in  je  ein  zen tra le s  S ystem  fa llen . Ü b e r die 
so h e rv o rtre te n d e  A b h än g ig k e itsfrag e  is t er fo lgender M einung: »D ieser W id e r
sp ru ch  (d. h . die A b h än g ig k e it d er b e n a c h b a r te n  fik tiv en  D reiecke) is t  gew isser
m aß en  n u r  in  dem  F alle  g ü ltig , w enn  die ab g e le ite ten  D reiecke b es tim m e n d e n  
G ruppen  n ic h t groß sind . In  e inem  S y stem  v o n  D reiecken  b e d e u te n d e r  Z ahl 
v e rr in g e rt sich die B ed eu tu n g  d ieser T a tsa c h e  n u r  so w enig, d aß  m a n  d a rü b e r  
als v o n  einem  e rn s ten  F a k to r  k a u m  red en  k ann .«  W as die V e rläß lich k e it der 
ab g e le ite ten  W inkel b e tr if f t , is t S u d a k o v s  M einung, sich an  P r o v o r o v  

bez iehend , d aß  deren  m ittle re r  F eh le r cca. + 0 ,6 "  sein w ird , w enn  d e r m ittle re  
F eh le r d e r W inkelm essungen  des N etzes zw e ite r O rd n u n g  (des F ü lln e tzes) 
+ 0 ,9 "  b e trä g t ,  d. h ., das V erh ä ltn is  2 : 3 is t . Es is t  se lb s tv e rs tä n d lic h , d aß  
S u d a k o v  die im  G ebiet gelegenen G ru n d lin ien  u n d  L a p la c e -P u n k te  in  die 
A usg le ichung  des ab g e le ite ten  N etzes e inbeziehen  u n d  die ganze A usg le ichung  
m it R ech en an lag en  d u rc h fü h re n  lassen  w ill.

D ie V orschläge S u d a k o v s  fan d e n  e inen  in te re ssa n te n  A n k lan g  in  d er 
ru m än isch en  F a c h lite ra tu r  [45]. M it d er v o n  e iner A rb e itsg ru p p e  s ta m m e n d e n  
P u b lik a tio n  m uß m an  sich an  d ieser S telle  u n b e d in g t befassen  —  obw oh l sie 
e rs t n ach  dem  A bsch luß  u n se re r in  d er u n g arisch en  L ite ra tu r  e rsch ien en en  
[46] Z usam m en ste llu n g  uns e rre ich te  u n d  noch  fo rtg e se tz t w ird  — , d a  ih re  
F ests te llu n g en  den  S ch lußfo lgerungen  der in  d en  frü h eren  z itie r ten  zah lre ich en  
A rb e iten  w idersp rechen , u n d  u n se re r  M einung n ach  a u f  u n rich tig e  Z u sa m m e n 
hänge bzw . a u f M ißverständn isse  b a s ie r t s in d . Es is t w ahrschein lich , d a ß  die 
V erfasser n ic h t die v o lls tän d ig e , das P ro b lem  e rö rte rn d e  L ite ra tu r  k e n n e n ; 
d a ra u f  k a n n  m an  aus ih rem  E in fü h ru n g ssa tz  sch ließen , w onach  keine M einung 
ü b er die vorgeschlagene M ethode se itens des F ach g eb ie tes  nach  d er V e rö ffe n t
lichung  des Regó'czischen A rtik e ls  g eäu ß e rt w urde . D ie in  den  v o rh e rig en  
z itie r te n  auslän d isch en  U n te rsu c h u n g e n , v o n  denen  als erste  die aus dem  
J a h re  1955 s tam m en d e  TÖPFERSche [14] e rw ä h n t u n d  deren  R eihe  m it d e r 
GÖHLERSchen vom  J a h re  1968 abgeschlossen  w erden  k a n n , zeigen eh er die 
K o n tin u itä t  der A nalysen . D ah e r sollen an  S telle  der w eite ren  W id erleg u n g  
eher die m erito risch en  F es ts te llu n g en  g ep rü ft w erden . Sie w erden in  d e r S tu d ie , 
wie fo lg t, zu sam m en g efaß t:

—  die  G enau igkeit d er ab g e le ite ten  W in k e l is t im m er g eringer als die 
der W inkel des u n m itte lb a r  gem essenen  N etzes,

—  d a h e r  k an n  R e g Őc z i s  M ethode zu r H e rs te llu n g  eines den  je tz ig e n  
V orsch riften  en tsp rech en d en  N etzes n ic h t an g ew en d et w erden ,
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—  b ei gew issen V o rau sse tzu n g en  k a n n  sie ab er in  B e tra c h t gezogen 
w e rd e n .

D ie  e rw äh n te  gew isse V o rau sse tzu n g  fo lg t aus dem  von  den  V erfassern  
a b g e le ite te n  Z u sam m en h an g , d er eine B ez ieh u n g  zw ischen dem  m ittle re n  
F e h le r  d e r W inkel des u n m itte lb a r  gem essenen u n d  dem  der W inkel des ab g e 
le i te te n  D reiecks fe s ts te ll t . D ies b esag t k u rz , d a ß  n ach  der Z ahl n  d e r a n  der 
an  e in e r  Seite des ab g e le ite te n  D reiecks gelegenen  K le ind re iecksse iten  der 
m it t le re  F eh le r des a b g e le ite te n  W inkels d as  1,3— 1,7-fache des m itt le re n  
F e h le rs  des u n m itte lb a r  gem essenen  W inkels b e t r ä g t ;  w ird  g ew äh rle is te t, d aß  
d e r  b e i den  W in ke lm essungen  d er K le ind re iecke  e rz ie lte  m ittle re  F e h le r  das 
0 ,6— 0,8-fache des W erte s  is t ,  der sich be i d e r u n m itte lb a re n  M essung d er 
G ro ß d re ieck e  e rgeben  w ü rd e , so w erden  die a b g e le ite te n  D reiecke w en igstens 
n ic h t  sch lech te r als die u n m itte lb a r  gem essenen  sein.

D e r G ed ankengang , w ie die V erfasser zu  d ieser F o lgerung  k a m e n , is t  
z iem lich  ü b e rra sch en d . Sie g ingen  von  e iner F o rm e l A r n o l d s  aus, die in  se in e r  
d as  P ro b le m  d er G en au ig k e it d er s treck en m essen d e  T rian g u la tio n  e rö rte rn d e n  
D is se r ta tio n  v e rö ffe n tlic h t w u rd e . Die F o rm e l g ib t im  F alle  eines e inzigen  
a lle in  s teh en d en  g le ichseitigen  D reiecks e inen  Z u sam m en h an g  zw ischen dem  
re la t iv e n  L än g en m eß feh le r d e r gem essenen S e iten län g en  u n d  dem  m ittle re n  
F e h le r  d er aus den  S e iten län g en  b e rech n e ten  W in k e l des D reiecks. D en  r e la 
t iv e n  F e h le r  der M essung d e r S e iten längen  m it m v  d en  des abg e le ite ten  W inke ls 
m it  /j 'q b eze ich n e t, is t

q" ]/2

E s  i s t  ganz se lb s tv e rs tä n d lic h , m einen die V erfasser, d aß  m an  v o n  d en  S e iten 
la n g e n  w enigstens d en  g leichen  re la tiv en  F e h le r  au ch  in  dem  F alle  e rfo rd e r t, 
w e n n  die D reieck sse iten  v o n  den W inke ln  d e r  K le ind re iecke  m it d em  m i t t 
le re n  F eh le r [ /' a b g e le ite t w u rd en . F ü r  d en  Z u sam m en h an g  d er a b g e le ite te n  
S e iten län g e  u n d  des m itt le re n  Fehlers /л" d e r W inkelm essung  b ed ien en  sie 
s ich  d e r  STOLYPiNschen [36] F o rm el, w onach

n (2 n  — 1) 

n  — 1

is t ,  w o je tz t  n  die Z ah l d er an  der G ro ßdre iecksse ite  gelegenen P u n k te  b e z e ic h 
n e t ,  d . h ., eine Seite  des G roßdreieckes aus (n  —  1) K le ind re iecksse iten  b e s te h t .

D ie rech ten  S e iten  d e r  be id en  F o rm eln  m ite in a n d e r  g leichgestellt, e rg ib t 
s ich  in  dem  am  h ä u f ig s te n  v o rk o m m en d en  F a ll n =  5 (d. h ., w enn die 30 km - 
S e ite  des G roßdre iecks aus v ie r  K le in d re ieck sse iten  v o n  ca. 7,5 k m  z u sam m en 
g e s e tz t  w ird , das G ro ß d re ieck  w ird  also v o n  16 K le in d re ieck en  b ed eck t) d er

3o"
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frü h e r  e rw äh n te  h ie r  gen au  d en  W ert 1,6 b e tra g e n d e  M u ltip lik a to r , d. h .,
es is t

Vo —  1 * 6  /1 .

n  =  5 

und

Die Z u sam m en h än g e  k ö n n en  auch  so fo rm u lie rt w erd en , d aß  im  Falle

UIj =  0,35 • 10~5 flg 

m 2 — 0 ,56 ■ 10“ ä /и"

s in d , u n d  das V erh ä ltn is  m 2 : rn1 1,6 b e trä g t.
E s is t v o r  a llem  a b so lu t fa lsch , d aß  die m ^-Form el e in e r M essung und  

A b le itu n g  vo llk o m m en  an d e ren  C h a rak te rs  h ie r an g ew en d e t w ird , obw ohl 
aus d e r F a c h lite ra tu r  [47] d er Z u sam m en h an g  zw ischen dem  m ittle re n  Fehler 
d er D reiecksseite  u n d  dem  m ittle re n  F eh le r d er gem essenen  W inkel wohl 
b e k a n n t is t, d e r falls alle d re i W inkel gem essen u n d  auch  ausgeg lichen  w urden , 
wie fo lg t, la u te t :

D ies angew en d et w ird
m[ =  0,41 ■ 10~5 u l ,

w oraus sich das V e rh ä ltn is  m 2 : m ' b e re its  a u f  1,36 v e rr in g e rt.
E s k a n n  au ch  n ic h t angenom m en  w erden , d aß  die V erfasser bei der 

A b le itu n g  d e r S e iten länge  die o ffensich tlich  fü r  die K e tte n  b e s tim m te  Form el 
v o n  S t o l y p i n  an w en d en , w äh ren d  die A b le itu n g  a u f  dem  N e tz  d e r  die F läche 
des G roßdreiecks b ed eck en d en  K le ind re iecke  b e ru h t. W ir b e s tre ite n  n ich t 
die R ich tig k e it d er STOLYPiNschen F orm el, es sei ab e r b e m e rk t, d a ß  die F rage 
d e r V erläß lich k e it d e r v o n  d e r K e tte  ab g e le ite ten  S e iten länge  in  Z usam m en
h a n g  m it d er G ru n d lin ien en tw ick lu n g  aus d er F a c h li te ra tu r  [48] ebenfalls 
w o h lb ek an n t is t, u n d  es is t  au ch  o ffenbar, d aß  d er re la tiv e  F e h le r  d er abgelei
te te n  Seite  auch  d av o n  ab h än g ig  is t , ob sich die A usgangsseite  d e r K e tte  am  
E n d e  oder in  d er M itte  d e r K e tte  b e fin d e t. H ie r s te h e n  w ir zw ar d em  speziellen 
F a ll gegenüber, wo g ark e in e  A usgangsseite  v o rh a n d e n  is t, d a  n ic h t  d e r re la tive  
F eh le r d e r ab g e le ite ten  S e iten länge, so n d ern  d er m ittle re  F e h le r  d e r abgelei
te te n  W inkel v o n  säm tlich en  b isherigen  U n te rsu ch u n g en  a n a ly s ie r t w urde; 
doch w ollen  w ir bei d e r  M ethode d e r V erfasser au sh a rre n , es soll ab er auch 
je n e r  F a ll g ep rü ft w erd en , w enn  sich die A usgangsseite  in  d er M itte  u n d  n ich t 
am  E n d e  der K e tte  b e f in d e t, w ie dies auch  au fg ru n d  d e r A b b ild u n g  d e r erw ähn
te n  A rb e it fe s ts te llb a r  is t. So is t n äm lich

N 2+ 3 N  — 4 

9 N
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wo n u n  N  =  (п — 1), die Z ah l d e r  in  der ab g e le ite ten  S eite  gelegenen K le in 
d re ie c k sse ite n  ist. So is t  im  F a lle  N  =  4 (dies e n tsp r ic h t d e r A nnahm e n  =  5 
d e r V erfasser)

m'2 =  0,41 I O '5

d. h . ,  j e t z t  b e trä g t das V e rh ä ltn is  m% : m[ 1,00, es b e s te h t  also keine D ifferenz 
zw isch en  dem  re la tiven  F e h le r  d e r  Seiten länge des ab g e le ite te n  u n d  des u n m it
te lb a r  gem essenen  D reiecks. E s  so ll ab e r irgendein  m it t le re r  W e rt angenom m en 
w e rd e n , es sei z. B.

m l  =  0,5 • 10~5 fi" ,

in  w e lch em  Falle die S ch lu ß fo lg e ru n g  der V erfasser so m o d ifiz ie rt w ird , daß  
die M eßgenau igke it der K le in d re ieck e  ungefäh r um  20 %  g rößer sein m uß  als 
d ie  in  d e n  G roßdreiecken  e rz ie lb a re  M eßgenauigkeit.

H ie r  können  w ir e ig e n tlic h  gleich d a ra u f  h in w eisen , daß  gem äß der 
e rs te n  S ch ä tzu n g  R e g Őc z i s  d e r  Ferrerosche m ittle re  F e h le r  d er D reiecke m it 
8 k m  S eiten län g e  w esen tlich  k le in e r  als der der 30 k m -D re ieck e  is t, d e r 20% -ige 
N a c h te i l  k a n n  also w e itg e h e n d  ausgeglichen w erden . E s is t  auch  b e k a n n t, 
d a ß  G ö h l e r  in  seiner D is s e r ta tio n  [41] sowohl th e o re tisc h  als auch  an  p ra k ti
sch en  B eispielen  bew iesen h a t ,  d aß  die V erläß lichke it d e r R ich tungsm essung  
e in  gew isses, von  den  ä u ß e re n  U m stä n d e n  abhäng iges M ax im um  h a b e n  k an n , 
d ie  A usg le ichung  k a n n  also a u c h  vorausgesehen  w erd en . U nsererse its  w äre es 
a b e r  fa lsc h  sich d a ra u f zu  b e ru fe n , w enn  b e k a n n t is t, d a ß  unsere  a u f  die K le in 
d re ie c k e  bezogenen M essungen  diese E rw a rtu n g  n ic h t e rfü llt h ab en , u n d  wie 
d ies in  dem  vorherigen  w ie d e rh o lt z itie r t w urde, d e r Ferrerosche m ittle re  F eh ler 
d e r  K le ind re iecke  den  W e r t  + 0 ,6 3 "  e rre ich te , w ä h re n d  d er Ferrerosche 
F e h le r  d e r  D reiecke d er T ria n g u la tio n s -K e tte n  e rs te r  O rd n u n g  + 0 ,4 6 "  b e tru g . 
D e r G ru n d  h ie rfü r k a n n  —  sich  a u f  G ö h l e r  b e ru fe n d  —  in  dem  U m stan d  
g e su c h t w erden , daß  v o n  tra n sd a n u b isc h e n  M essungen, d . h . von  berg ig -hügeli
gem  G eb ie t die Rede is t, an  w elchem  die V erringerung  d e r V erläß lichke it der 
R ich tu n g sm essu n g  der g rö ß e re n  R elief-E nergie e n tsp re c h e n d  m it d er Länge 
d e r  R ic h tu n g  n ich t a u sg e d rü c k t is t  u n d  sogar einen  en tg eg en g ese tz ten  C h arak 
t e r  h a b e n  kan n .

E s  is t daher reeller, d ie  A u fm erk sam k e it a u f  d en  U m sta n d  h in zu lenken , 
d a ß  d ie  A bleitung  n ich t d u rc h  eine K e tte , so n d ern  m it H ilfe  eines aus 16— 25 
(ev . m eh r) D reiecken b e s te h e n d e n  N etzes erfo lg t, in  w elchem  die F eh le r
fo r tp f la n z u n g  offensich tlich  a n d e re n  Z usam m en h än g en  fo lg t. Sie sind  in  den 
A rb e ite n  [14, 18, 20, 22, 25 , 41 ] au ffin d b ar, w o ra u f w ir die V erfasser au f
m e rk sa m  m achen  m ö ch ten . E s  so llen  höchstens aus G ö h l e r s  D isse rta tio n  [41] 
d ie  fo lgenden  F orm eln  h e rau sg eg riffen  w erden:

fiQ =  /г" УQ ,

!4  =
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wo /t0 d er m ittle re  F eh le r des ab g e le ite ten , ц"  d e r des u n m itte lb a r  gem essenen 
W inkels is t, u n d  die e rs te  F o rm el sich a u f  den  F a ll b e z ie h t, w enn d ie A us
gleichung nach  R ic h tu n g e n , die zw eite a u f  den F a ll, w en n  sie nach W in k e ln  
d u rch g e fü h rt w ird . Im  e rs te n  F a ll is t d e r G ew ich tskoeffiz ien t Q vom  v o rh erig en  
W e rt (re —  1) ab h än g ig , u n d  im  F alle  von  re =  5 is t  e r  m it dem  W ert 0,800, 
im  zw eiten  F a ll ab e r m it dem  W ert 0,667 k o n s ta n t. D em n ach  sind die v o n  den  
u n m itte lb a r  gem essenen W in k e ln  ab g e le ite ten  um  12— 22%  besser als die 
gem essenen W inkel.

H ier s to ß en  w ir a u f  e inen  sch e in b aren  W id e rsp ru ch , d aß  der Ferrerosche 
F eh le r un sere r a b g e le ite ten  G roßdreiecke sich w esen tlich  besser ( +  0,316") 
als dieses V erhä ltn is  e rg ab , w as u n te r  an d eren  au ch  d a m it e rk lä r t w erd en  
k a n n , d aß  zu r A b le itu n g  d e r W inkel (wie dies auch  v o n  S u d a k o v  em pfoh len  
w urde) auch  die u m  d ie  E c k p u n k te  gelegenen u n d  aus den  G roßdre iecken  
schon  h e rau slan g en d en  D reiecke einbezogen w u rd en ; so v e rs to ß en  w ir zw ar 
gegen das P rin z ip  d e r U n a b h ä n g ig k e it, ab e r w ir k ö n n e n  uns in  d ieser H in s ic h t 
w ieder a u f  S u d a k o v s  b e re its  e rw äh n te  F e s ts te llu n g  beziehen . F ü r  alle F ä lle  
is t  es o ffensich tlich  u n d  das unbezw eife lhare  E rg eb n is  d e r v o llb rach ten  A rb e it, 
d aß  d er Ferrerosche m itt le re  F eh le r d er W inkel d e r  abge le ite ten  D reiecke 
b e d e u te n d  besser is t, als je n e r , d e r au fg ru n d  th e o re tisc h e r  Z usam m enhänge  
—  so z. B . la u t  den  b e id e n  le tz te n  F o rm eln  —  zu  e rw a rte n  w äre.

D ies m uß  d esha lb  b e to n t  w erden , weil m an  dessen  b ew u ß t zwei w eite re  
M ißverständn isse  d e r V erfasser d er A rb e it [45] k lä re n  k a n n . E in e rse its  w ird  
b e to n t, d aß  d er gew onnene ( +  0,316") m ittle re  F e h le r  auch  deshalb  n ic h t  als 
reelle M eßzahl d er G en au ig k e it b e tra c h te t  w erden  k a n n , weil dies n ic h t im  
E in k lan g  m it dem  U m sta n d  s te h t , d aß  im  tra n sd a n u b isc h e n  F ü lln e tz  ein  
so lcher d o m in ie ren d er P u n k t  v o rk a m , wo d er m it a b g e le ite ten  W inkeln  geb il
d e te r  H o rizo n tsch lu ß feh le r den  W ert 3,17" e rre ich te . Dies k ö n n te  n äm lich  
(den m ittle re n  F eh le r + 0 ,3 1 6  angenom m en) n ach  d en  V erfassern  n u r  + 1 ,8 9 6 "  
sein. W ir w issen n ic h t, w ie d ieser W e rt gew onnen w u rd e , da u n se re r M einung 
n ach  d er m ax im ale  W e rt des H o rizo n tab sch lu ß feh lers  be i dem  ü b lichen  W a h r
sch e in lich k e itsn iv eau  —  falls sich 6 D reiecke an  d en  P u n k t an sch ließen  —

± 3 - 0 ,3 1 6  |'6  = ±  2,322"

sein  k a n n . E s k a n n  n ic h t b e s tr i t te n  w erden , d aß  au ch  dies w esen tlich  k le in e r 
is t als der ta tsä c h lic h  v o rk o m m en d e  m axim ale  W e rt;  dies b e d e u te t a b e r n ic h t: 
d aß  d er e rw äh n te  Ferrerosche F eh le r n ic h t c h a ra k te ris tisch  sei, so n d e rn  w eist 
d a ra u f  h in , d aß  die zu r A b le itu n g  der Ferreroschen  F eh le r b e n u tz te  W inkel 
schon  das E rgebn is zw eim aliger A usgleichung s in d , w äh ren d  d iejen ige, die die 
H o rizo n tsch lu ß feh le r b e s tim m te n , n u r  einm alig  ausgeglichen  sind .

W as die F ra g e  b e tr if f t , ob die Ferreroschen  F eh le r der ab g e le ite ten  
D reiecke zu r reellen  E rw äg u n g  d er G enau igkeit an g en o m m en  w erden  k ö n n en ,
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m u ß  die F rage w ie fo lg t g es te llt w erd en : is t  e in  N etz  m it 30 k m  S eiten län g en , 
d a s  d u rch  einen Ferreroschen  F eh le r v o n  + 0 ,4 6 2 "  c h a ra k te ris ie r t  w erden  k a n n , 
u n d  ein  anderes v o n  g le icher G röße v o rh a n d e n , w ofür d ieser W e rt —  u n a b 
h ä n g ig  von  der A r t  d e r  E n ts te h u n g  —  + 0 ,3 1 6 "  is t, w elches d e r  be id en  w ürde 
v o n  d en  V erfassern  d e r  S tu d ie  [45] zu r B estim m u n g  der P u n k te  eines F lächen- 
T ria n g u la tio n s-N e tze s  eh e r em pfohlen , d . h .,  v o n  w elchem  d e r  b e id en  w ü rd en  
sie  eine günstigere  P u n k tb e s tim m u n g  e rw a rte n . Ich  g lau b e , die A n tw o rt 
u n te r l ie g t  keinem  Zw eifel, d a m it ab e r k e in  B ed en k en  a u f tre te , sei es b e m e rk t, 
d a ß  eben  durch  die V e rte ilu n g  d er H o rizo n tsch lu ß feh le r die A b h än g ig k e it d er 
W in k e l der ab g e le ite ten  D reiecke  ü b erw ieg en d  aufgelöst w o rd en  is t, d ah e r 
k a n n  be i der A u sg le ichung  die u rsp rü n g lich e  A b h äng igke it n ic h t  m eh r s tö ren  
(in  d ieser B eziehung b e ru fe n  w ir u ns w ied er a u f  S u d a i c o v s  F e sts te llu n g ).

D as andere b e re its  e rw äh n te  M iß v e rs tän d n is  der V erfasser is t  die B e h a u p 
tu n g ,  d aß  die R ic h tig k e it  ih res F eh le rm aß es  (des Z usam m en h an g es fiQ =  
=  1 ,6  fi") auch d a d u rc h  u n te rs tr ic h e n  w ird , d a ß  der aus dem  fü r  ru n d  + 0 ,6 0 "  
an g en o m m en en  W e rt /.(" b e rech n e te  /h'q =  + 0 ,9 6 "  in  g u tem  Z u sam m en h an g  
d a m it  s te h t, daß ein  W id e rsp ru c h  sogar v o m  W ert 2,73" b e im  A nsch luß  der 
W in k e l des F ü lln e tzes  zu  d en  R an d se ite n  des K e tte n k ra n z es  v o rk a m  —  wie 
es v o n  R e g ő c z i  in  [33] m itg e te ilt  w urde . D ieser W id ersp ru ch  k a n n  näm lich  
l a u t  d en  V erfassern  m it  d iesem  ц 0 den  W e rt 2,4" erreichen . W ir k ö n n en  das 
E n ts te h e n  dieses W e rte s  w-ieder n ic h t v erfo lg en , da  er u n se re r  M einung nach  
a u c h  d a v o n  a b h ä n g t, v o n  w ieviel f ik tiv e n  D reiecken  vom  F ü lln e tz  h e r der 
d u rc h  die R an d se iten  des K ran zes g eb ilde te  W in k e l b e s te h t. D ies k a n n  2 oder 
a b e r  au c h  4 sein; e in en  M itte lw e rt v o n  3 angenom m en , k a n n  d ie  m ax im ale  
A b w eich u n g  nach  d e n  V erfassern  d u rch  eine einfache F e h le rfo rtp fla n zu n g

±  3 -0,96 i ' 3 = +  5,0" 

se in , w äh ren d  un se re r M einung  nach

± 3 - 0 ,3 1 6  Уз = ±  1,65"

is t .  U n se r  W ert is t o ffen s ich tlich  auch  in  d iesem  F alle  b e trä c h tl ic h  geringer 
als d e r  effek tiv  v o rk o m m e n d e  W ert. W ir k ö n n e n  w ieder a u f  die f rü h e r  schon  
e rö r te r te n  h inw eisen, m a n  m u ß  ab er die A u fm erk sam k e it a u f  e inen  noch  
w e se n tlic h e ren  U m sta n d  len k en . B ei dem  V erg leich  m it dem  A n sch lu ß  w ink el 
d a r f  n ic h t  außer A ch t ge lassen  w erden , d aß  d e r A nsch lußw inkel b e re its  d u rch  
d en  a u s  d e r A usgleichung des K e tte n k ra n z es  h e rrü h re n d e n  Z w ang  b e la s te t  is t, 
d e r  V erg le ich  erfo lg t a lso  n ic h t  m it solch e inem  feh lerfreien  W e r t  wie d er 
W e r t  v o n  360° bei d e r  B e rech n u n g  des H orizon tsch lu sses . W ir w issen ab er 
v o n  e in e r  anderen  U n te rsu c h u n g  —  w o ra u f h ie r  n ic h t e ingegangen  w erden  
k a n n  — , d aß  die A u sg le ich u n g  unseres K e tte n k ra n z e s  d u rch  d en  Z w ang  des
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•n te rn a tio n a le n  A nschlusses an  ein igen  S te llen  le id er b e träch tlich  v e rz e r r t  
w urde.

W ir b e fa ß te n  u ns v ielleich t ein  w enig  zu  ausfü h rlich  m it der A n a ly se  
der n eu es ten , sich an  unser T hem a a n k n ü p fe n d e n  A rbe it. Es k o n n te n  a b e r  
d a d u rc h  v ie lle ich t even tue lle  M iß v erstän d n isse  e lim in ie rt w erden, d ie  d u rch  
die m it der M eth o d e  erzielten  — m an ch m al d em  A nschein  nach w id ersp rü ch i- 
gen —  E rgebn isse  h ervo rgeru fen  w erden  k ö n n e n . So k a n n  m an w ied er a u f  
S u d a k o v s  S tu d ie  [44] zu rückkehren .

Als sich S u d a k o v  im  v o rh erig en  d a ra u f  b erie f, d a ß  Regöczis M ethode  
auch  p rak tisch  k o n tro llie r t w urde, d a c h te  e r ev . an  jen e  —  von ih m  schon  
frü h e r  b ek a n n te  — V ersuchsbereclinung , w elche im  fü r  den K ongreß d e r  I n te r 
n a tio n a len  A ssozia tion  fü r  G eodäsie (L u zern , 1967) fertiggeste llten  B e ric h t 
b e h a n d e lt w urde  [43]. D as w ich tig ste  in  d iese r V ersuchsberechnung  is t ,  d aß  
die 390 P u n k te  des tran sd an u b isch en  F ü lln e tz e s  m it d er Hilfe e le k tro n isc h e r 
R ech en an lag en  gem einsam  als eine E in h e it  sich  a u f  die inneren  P u n k te  
des K e tte n ra h m e n s  s tü tz e n d  ausgeglichen  w u rd e n , u n d  sp ä te r die K o o rd in a te n  
d er in  der f ik tiv e n  A usgleichung als d o m in ie ren d e  P u n k te  a n g ew en d e ten  
20 P u n k te  m it dem  du rch  die gem einsam e A usg le ichung  gew onnenen K o o rd i
n a te n  verg lichen  w u rd en . Das M axim um  des aus den  so b es tim m ten  K o o rd i
n a ten d iffe ren zen  b e rech n e ten  S ch luß feh lers (P u n k tfeh le rs) b e tru g  20 ,6  cm , 
se in  M inim um  a b e r  3,6 cm, der q u a d ra tisc h e  M itte lw e rt 12,9 cm. D ies b e d e u te t  
bei dem  30 k m  A b s ta n d  der d o m in ie ren d en  P u n k te  in  der am  u n g ü n s tig s te n  
gelegenen R ic h tu n g  eine R ich tu n g sab w eich u n g  v o n  0,9". In  B e tra c h t gezogen, 
d a ß  der M eßfehler d er 30 k m -R ic h tu n g  l a u t  den  D reiecken e rs te r  O rd n u n g  
u n se re r N etze  u n g . + 0 ,3 "  b e trä g t , k a n n  d e r  m it d e r R ich tu n g sab w eich u n g  
(aus den K o o rd in a ten ab w eich u n g en  h e rrü h re n d )  gleichw ertige F eh le r (d as  d re i
fache des m itt le re n  Fehlers) auch  in  u n m itte lb a re r  M essung V orkom m en. H ie r  
is t  aber von  e in e r, dem  E rgebn is von  zw ei, gew isserm aßen  g rößere  m ittle re  
F eh le r (+ 0 ,4 4 " )  b en ü tzen d en  A usg le ich u n g en  (m it versch iedenem  G ru n d 
p rinzip ) e n ts ta m m e n d e n  D ifferenz die R ed e . D ie angegebenen D iffe ren zen  
s in d  d ah er b ezüg lich  der Q u a litä t  d e r P u n k tb e s tim m u n g  a u ß e ro rd e n tlich  
beru h ig en d .

W ir m ein en , m it diesen F e s ts te llu n g e n  die E rö rte ru n g  der m it d e r  U n te r 
su ch u n g  der G en au ig k e it der be i uns 1953 e in g efü h rten  M ethode z u sa m m e n 
h än g en d en  A n a ly sen  abschließen  zu k ö n n e n . E s fo lg t näm lich  au s diesen 
F es ts te llu n g en , d a ß  tro tz  der b e d e u te n d e n  E n tw ick lu n g  der R e c h e n te c h n ik , 
v o rnehm lich  t r o tz  d er allgem einen V e rb re itu n g  d e r m aschinellen B e rech n u n g , 
die M ethode noch  im m er ze itgem äß  is t;  b e i d e r A usführung , an  d ie  je tz ig en  
M öglichkeiten  a n g e p a ß t, k an n  sie an  e n tsp re c h e n d en  Stellen noch im m e r gu te  
D ienste  le isten .

1 4 Acta Geodactica, Geophysicu cl Monlunisticu Acad. Sei. Hung. 4, I960



448 L. HOMORÓDI

S C R IF T T U M

1. T á r c zy -H o rn o ch , A .: Beszám oló a fe lsőgeodézia te ré n  folyó v izsg ála to k ró l (B e ric h t ü b er
die U n te rsu ch u n g e n  a u f  dem  G ebiete d e r h ö h e re n  Geodäsie). M T A  M usz. Tud. Oszt. 
Közi. I  (1951).

2. R eg o c zi, Б .:  T ak a rék o s  fe lsô rendû  háro m szö g e lés  (W irtschaftliche  P rä z is io n s -T rian g u 
lie rung). Földméréstani Közlemények, 1951.

3. T á rczy -H o rno ch , А .: О тчетный до кл ад  о п роводи м ы х в области вы сш ей геодезии
и сследованиях . Acta Techn. Hung. I I I .  (1952).

4. H a za y , I .:  Az o rszágos és k o n tin e n tá lis  h á ro m szö g e lési hálózatok  k ieg y en líté sé rő l (Ü b er
d ie  A usgle ichung  d e r L andes- u n d  k o n t in e n ta le n  T rian g u la tio n sn etze). M T A  M usz. 
Tud. Oszt. Közi. Y I I  (1952).

5. R e g ő c zi, Б .:  H a rm a d re n d ű  három szögelési h á ló z a tb ó l  lev eze te tt e lső rendű  h á ló z a t  (E in
au s T r ia n g u la tio n sn e tz  d r i t te r  O rdnung  a b g e le ite te s  N etz  e rster O rdnung). M T A  M usz. 
Tud. Oszt. Közi. Y  (1952).

6. R e g ő c zi, Б .:  R éseau  p rim o rd ia l d éd u it d ’u n  ré se a u  trig o n o m étriq u e  de tro is ièm e  ordre.
Acta Techn. H ung. IV  (1952).

7. H a za y , I .:  Ü b e r A usg le ichung  von L an d e str ia n g u lie ru n g sn e tze n  u n d  k o n tin e n ta le n
T ria n g u lie ru n g sn e tz en . Acta Techn. Hung. V I  (1953).

8. K ic k , W .: A b le itu n g  des D reiecksnetzes I .  O rd n u n g  au s  dem  der I I I .  O rd n u n g . Zeitschrift
f .  Vermessungswesen, 1953.

9. K ic k , W .: B e ric h t ü b e r  im  G ange befind liche U n te rsu c h u n g e n  auf dem  G eb iet d e r  h ö h e ren
G eodäsie in  U n g a rn . Verm. Techn. 1954.

10. T á r c z y -H o rn o ch , A .: A b le itu n g  des D re ieck sn e tzes I .  O rdnung aus dem  d e r I I I .  O rd 
n u n g . Zeitschrift fü r  Vermessungswesen, 1954.

11. R e g ő c z i, E .: Ü b e r d as A u sfü lln e tz  des K e tte n ra h m e n s  de r T rian g u la tio n  e rs te r  O rd n u n g
in  U n g a rn . Verm. Techn. 1954.

12. HŐNYI, E .: A m ag y a ro rszág i ú j k itö ltő  h á ro m szö g e lési há ló za t k ísé rle ti sz á m ítá sa i (V er
su ch sb e rech n u n g en  des n euen  T ria n g u la tio n s -F ü lln e tze s  in  U ngarn ). Geod. és Kart. 
1955.

13. H ő n y i , E .: V ersu ch sb erech n u n g en  im  n euen  A u sfü lln e tz  der un g arisch en  L a n d e s tr ia n 
g u la tio n . Verm. Techn. 1955.

14. T ö p f e r , F .: Z ur A b le itu n g  g ro ß er T rian g u la tio n sd re ie ck e  aus k leineren . Verm. Techn.
1955.

15. S c h o e p s , D .: Ü b e r die G en au ig k e it eines m it te lb a r  b e s tim m te n  D reicksnetzes I. O rd n u n g .
Festschrift A . Buchholtz, Wiss. Zeitschr. d. Techn. Hochschule Dresden 1955.

16. B a t k i e w i c z , W .: O bliczenie sieci tr ia n g u lac y jn e j zb u d o w an e j z tro jk a to w  „w y liczen io -
w ic h ”  (B erech n u n g  des aus ab g ele ite ten  D re ieck en  au fg eb au ten  T ria n g u la tio n sn e tz es ) . 
Goed. i Kart. W arszaw a , 1955.

17. T a t a r k o w s k i, J . :  N ow e sy s tem y  tr ia n g u lae ji w y p e ln ia jac e j (Neue M ethode d e r A n w en d u n g
v o n  F ü lln e tz en  bei d e r T rian g u la tio n ). Przeglad Geodezijny, W arszaw a, 1955.

18. H a u s b r a n d t , S.: A n a liza  porow naw eza d o k lad n o sc i w ie lk o tro jk ato w ich  i m a lo tro jk a to -
w ich  sieci t r ia n g u la c y jn y c h  n aw iazan a  do p ra c  g eo d ezy jn ich  w Polsce (V e rg le ich su n te r
su c h u n g  de r G en au ig k e it v o n  aus Groß- u n d  K le in d re ieck en  b esteh en d en  T r ia n g u la 
t io n sn e tz e n  in  P o len ). Prace Inst. Geod. i. K art. I I I .  W arszaw a 1955.

19. T h u r n -  Ma n t e u f f e l —T ö p p l e r — B a h n e r t : E rs te  P o ly techn ische  T ag u n g  d e r  T ech n .
H o ch sch u le  D resd en , 1956. Verm. Techn. 1956.

20. S c h o e p s , D .: E in  B e itra g  zu r F rag e  der G en au ig k e it e in e s m itte lb a r b e s tim m ten  D re ieck s
n e tz e s  I. O rd n u n g . Verm. Techn. 1956.

21. S c h o e p s , D .: A k ö zv e tv e  m ért e lső rendű  h á ro m szö g h á ló z a to k  p o n tossága  (G en au ig k e it
d e r  m it te lb a r  gem essenen  F re iecksnetze  I. O rd n u n g ). Geod. és Kart. 1956.

22. T ö p f e r , F .:  A b le itu n g  v o n  W inkeln  ü b e rg eo rd n e te r  D re ieck e  aus D re iecksnetzen . Veröff.
d. Geod. Inst. d. Techn. Hochschule Dresden 1 (1956).

23. H ő n y i , E .: E ljá rá s  k i tö l tő  h á ló z a tu n k  k ieg y en líté sé re  (V erfahren  zur A u sg le ichung  des
u n g a ris c h e n  F ü lln e tzes ). Geod. és Kart. 1957.

24. T á r c z y -H o rn o ch . A .: Z u r A usgleichung d e r k o n tin e n ta le n  T rian g u la tio n sn etze . Acta
Techn. Hung. X V I (1957).

25. П р о в о р о в , К . Л .: О построении сплош ны х сетей  тр и ан гу л я ц и и . Гсодезиздат, М осква,
1957.

26. W o l f , Н .: Die A usgle ichung  w eltw eiter T r ia n g u la tio n e n . Zeitschrift f .  Vermessungswesen,
1958.

27. J o r d a n  -  E g g e r t— K n e is s l : H a n d b u ch  der V erm essu n g sk u n d e , S tu t tg a r t ,  1958. IV/1
B d . S. 602 — 610.

Acta Gcodaetica, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



MIT ABGELEITETEN WINKELN VOLLZOGENE TRIANGULIERUNG 4 4 9

28. T á r c z y - H o r n o c h , A .: A k o n tin en tá lis  h á ló z a to k  k ieg y en lítésérő l (Ü ber die A usg le ich u n g
der k o n tin e n ta len  T rian g u lie ru n g sn e tze). Geod. és K art. 1958.

29. H ő n y i , E .: A d u n á n tú li  új k itö ltő h á ló z a t szögm érése inek  pon tossága (Die G en au ig k e it
d e r W inkelm essungen  des neuen tra n s d a n u b isc h e n  F ü lln etzes). Geod. és K art. 1958.

30. R e g ŐCZI, E .: T sc h u n ja li sen t ja  c Íja kon  zo zon so lu n  t a  schin  fan . Acta Geodaetica et Car-
tographica S in ica , P ek in g  1958.

31. T á r c z y - H o r n o c h , A .: W eiteres zur A usg le ichung  d e r  k o n tin e n ta le n  T rian g u lie ru n g sn e tze .
Acta Techn. H ung. X X I I I .  (1959).

32. R e g ő c z i , E .: D ie w issenschaftlichen  u n d  w ir tsc h a ftlic h en  E rgebnisse des u n g a ris c h e n
T rian g u lie ru n g sv erfah ren s. Acta Techn. Hung. X X I I I .  (1959).

33 . Р е г ё ц и , Э .: М етод  п р и м е н е н н ы й  п р и  с о з д а н и и  н о в о й  в е н г е р с к о й  т р и а н г у л я ц и о н н о й
сети  вы сш его  к л а с с а .  Геодезия и К арт ограф и я, М о с к в а , 1959.

34. B a t k ie w ic z , W .: B e rech n u n g  eines au s  a b g e le ite te n  D reiecken zu sam m en g este llten
T rian g u la tio n sn e tzes . Nachr. a. d. K arten- und Verm. wesen, I I I .  F ra n k fu rt/M . 1959.

35. HŐNYI, E .: A d u n á n tú li  k itö ltő h á ló z a t f ik t ív  e lső ren d ű  h á ló z a tá n a k  k iegyenlítése  (A usg le i
chung  des f ik tiv e n  N e tzes e rs te r O rd n u n g  des tra n sd a n u b isc h e n  F ü llnetzes). Geod. és 
Kart. 1960.

36 . С т о лы п и н , А . С .: С о в м ест н о е  у р а в н и в а н и е  с п л о ш н о й  с е т и  т р и а н г у л я ц и и  3  и  4  к л а с с а
сп особом  Р е гю ц и . Геодезия и К арт ограф ия, М о с к в а , 1963.

37. S t o l y p in , A. S.: H a rm a d - és n eg y ed re n d ű  hom ogén  három szögelési h á ló z a t e g y ü tte s
k iegyen lítése  R egőczi m ódszerével (D ie  g em einsam e A usgleichung hom ogener T r ia n 
gu lie ru n g sn e tze  d r i t te r  u n d  v ie rte r  O rd n u n g  m it  d e r R egöczischen M ethode). Geod. 
és Kart. 1964.

38. K l u s s , T .: W ie lk o tro jk a to w a  siec z a s te p cz a  zb u d o w an a  z sieci m a lo tro jk a to v e j (A u s
K leind re iecken  ab g ele ite te s , aus G ro ß d re ieck en  b e s teh e n d es  N etz). Prace Inst. Geod. 
i Kart. W arszaw a, 1965.

39 . Г р е го в , Ц .: В у в е зд а н и е  н а  н е за в и ш и н ы  ф и к т и в н ы  н аб л ю д ен и я  п р и  н а ц и  н а  н а
Р е г ё ц и  з а  и з р а в н е н и я  н а  голем и  т р и а н г у л и ц н и . Изв. Центр. Л абор. Геод. С о ф и я , 
1965.

40. W o l f , Н .: A usg le ichungsrechnung  n ach  d e r  M ethode d e r k le in sten  Q u ad ra te . H a n s e a t i 
sche Y e rlag sa n ta lt, H am b u rg , 1965. A b sc h n itt  346.

41. G ö h l e r , H .: B e itra g  zu r G enauigkeit a b g e le ite te r  R ic h tu n g e n  u n d  W inkel. D iss. Arbeiten
aus dem Vermessungs- und Kartenwesen D D R, L eip zig , 1967. B d. 14.

42. G ö h l e r , H .: B e itra g  zu r G enauigkeit a b g e le ite te r  R ic h tu n g e n  u n d  W inkel. Verm. Techn.
1967.

43. R e g ő c z i, E .: G eodetic  W orks in H u n g a ry . A d a  Geodael. Geophys. et M ontanist. Acad.
Sei. Hung. 2 (1967).

44. С у д ак о в , Г . С .: К  в о п р о с у  о гл а в н о й  г е о д е зи ч е с к о й  о сн о в е  стр ан ы . Геодезия и К а р т о 
граф ия, М о с к в а , 1968.

45. T r a is t a r u , G .—T u r e a , Gh .— R o t a r u , M .: Cu p riv ire  la  realizarea  re te lo r de t r ia n g u la t ie
p rin  m eto d a  R egőczi. (Ü ber dem  A u fb a u  des T ria n g u la tio n sn e tz es  m it de r R eg ö cz isch en  
M ethode). Revista de Geodezie, Cadastra ÿi Organizarea Teritoriului, B u c u re s ti, 1969.

46. H o m o r ó d i, L.: A le v e z e te tt  szögekkel v é g z e tt  három szögelés pon to sság án ak  v iz s g á la ta i
(U n te rsu ch u n g en  d e r G enauigkeit d e r  m it  a b g e le ite te n  W inkeln  vo llzogenen T r ia n g u 
lierung). Geod. és Kart. 1968.

47. T a r d i , P .— L a c l a v e r e , G.: T ra ité  de G éodésie, P a r is ,  1951. (v. Tom e I. 292. p .)
48. J o r d a n — E g g e r t : H a n d b u ch  der V e rm essu n g sk u n d e , S tu t tg a r t ,  1948. ( v .I I I /1 .  B d .

192. p .)

E X A M IN A T IO N  O F T H E  A C C U R A C Y  O F  T R IA N G U L A T IO N  
P E R F O R M E D  W IT H  D E R IV E D  A N G L ES

L. HOMORÓDI

SU M M A R Y

T he a u th o r  deals w ith  th e  ex am in a tio n s  of m e th o d  published  by  I .  H a z a y  a n d  A. 
T á r c z y - H o r n o c h  [6J as w ell as b y  E . R e g ő c z i [7]. T h e  b asis  o f th e  m ethod  is, t h a t  th e  filling  
n e tw o rk  re ferring  to  th e  co n tin e n ta l t r ia n g u la tio n  n e t, a n d  tr ia n g u la tio n  chains cou ld  b e  d e v e l
oped  w ith  such  f ic tiv e  angles o r d irec tio n s , w hich  a re  de riv ed  from  th e  tr ia n g le s  ex is tin g  
on th e  g round . T he side len g th s  o f th e  tr ia n g le s  a re  sh o r te r  th a n  th e  side leng ths o f th e  tr ia n g le s
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w h ic h  w ill be  developed. F o r  in s tan c e , for th e  f illin g  n e tw o rk  referring  to  th e  f i r s t  o rd e r t r ia n 
g u la t io n  n e t  o f th e  c o u n try , w e se t o u t trian g les  w ith  side len g th s o f 6— 7 km . T h en  w e se lec ted  
so -c a lled  “ d o m in a n t-p o in ts”  w ith  side len g th s a v e ra g in g  30 km . T he angles o f th e  trian g les  
c o m p o sed  in  such a w ay  c o u ld  b e  derived  from  th e  n e tw o rk -sy stem  of sm a ll- tr ian g le s  ex is tin g  
in  th is  a rea . N a tu ra lly , in  a  c o n tin e n ta l  n e tw o rk -sy s tem  th e  side leng ths of c o n tro l n e t  w ould  
b e  30 k m , and  th e  side le n g th s  o f  fic tive  n e tw o rk  co u ld  b e  150— 200 km . T he a d ju s tm e n t  w ould  
b e  c a r r ie d  o u t in  th e  d irec tio n s  (angles) de riv ed  in  su ch  a  w ay. This re m a rk a b ly  red u ces th e  
c a lc u la tio n  tim e in sp ite  o f th e  fa c t th a t  a f te r  th e  a d ju s tm e n t o f fic tiv e  n e tw o rk  one m u s t 
a d ju s t  th e  sm all-triang les su p p o rtin g  th e  d o m in a n t p o in ts . T he m easu rem en t re fe rr in g  to  th e  
s h o r te r  side leng ths y ie ld s s ig n ifican t saving in  t im e  a n d  cost. O f course, th e  p o in ts  of th e  
n e tw o rk -s y s te m  w ith  sm a ll- tr ia n g le s  are  n o t u n n e c e ssa ry . T hey  form  th e  b asis o f  tr ia n g u la 
t io n  o f a  lo w er order.

T h is m ethod  w as u sed  in  H u n g ary , e s tab lish in g  th e  filling  ne tw ork  b e tw een  1953— 58. 
I t  w as  in v estig a ted  a n d  d iscu ssed  in d ifferen t re sp e c ts  (see th e  pub lica tio n s [13, 14, 15, 19, 
20 , 22 , 25, 30, 32, 36, 40, 42, 43]). All th e  in v e s tig a tio n s  p ro v e  th a t  th e  m eth o d  —  besides th e  
e co n o m y  —  yields a h ig h e r  a cc u rac y  th a n  th e  t r a d i t io n a l  m ethod .

C o n tra ry  opin ion w as m en tio n ed  on ly  in  [45], th e re fo re  th e  a u th o r d e a lt  w ith  t h a t  in  
d e ta i l  a n d  show ed th e  co n clu sio n  th e re  to  be w ro n g  a t  f i r s t  because th e y  c h eck ed  th e  re lia 
b i l i ty  o f  th e  deduced ang les b y  a  tr ia n g u la tio n  fo rm u la  u sed  for d istance  m ea su rin g  w hile th e  
p ro b le m  is n o t  connected  a n y w a y  w ith  d istan ce  m ea su rin g s  an d  on o th e r h a n d , b ecau se  th ey  
d id  n o t  ta k e  in accoun t th e  w a y  of d eduction  w h ich  w as done b y  connected  su rfa ce -n e ts  a n d  
n o t  b y  chains while th e  fo rm u la  th ey  used  con cern s to  th e  la tte r .

И С С Л Е Д О В А Н И Е  Т О Ч Н О С Т И  Т Р И А Н Г У Л Я Ц И И , П Р О В Е Д Е Н Н О Й  
С П О М О Щ Ь Ю  П Р О И З В О Д Н Ы Х  У Г Л О В

Л . ХОМ ОРОДИ

Р Е З Ю М Е

А в т о р  р а с с м а т р и в а е т  и с с л е д о в а н и я  м е т о д а , р а з р а б о т а н н о г о  п р о ф е с с о р а м и  Х а з а и  
и  Т а р ц и -Х о р н о х о м , а  т а к ж е  п р о ф ессо р о м  Э. Р е г ё ц и  и  о п у б л и к а н н о го  в  с т а т ь я х  [6 ]  и  [7 ]. 
С у щ н о с т ь  это го  м ето д а  с л е д у ю щ а я : сеть , з а п о л н я ю щ а я  р а м к у , п о с т р о е н н у ю  и з  ц еп ей  
к о н т и н е н т а л ь н о й  и л и  к а к о й -н и б у д ь  г о с у д а р с т в е н н о й  т р и а н г у л я ц и о н н о й  с е т и , м о ж е т  
б ы т ь  р а з в и в а е м а  с п о м о щ ь ю  ф и к т и в н ы х  у г л о в  и л и  н а п р а в л е н и й , вы в ед ен н ы х  и з  т р е у г о л ь 
н и к о в ,  п о к р ы в а ю щ и х  т е р р и т о р и ю  и  и м ею щ и х  д л и н ы  ст о р о н  к о р о ч е  чем  д л и н ы  ст о р о н  
р а з в и в а е м о й  сети . Т о  е с т ь , н а п р и м е р , в  с л у ч а е  з а п о л н я ю щ е й  р а м к у  г о с у д а р с т в е н н о й  сети  
п е р в о г о  к л а с с а  сети  р а з в и в а ю т с я  и  и зм е р я ю т с я  т р е у г о л ь н и к и  с  д л и н ам и  с т о р о н  в  6 — 7 к м , 
з а т е м  в ы б и р а ю т с я  р а с п о л о ж е н н ы е  д р у г  о т  д р у г а  в  с р е д н е м  н а  3 0  к м  т. н . го с п о д с т в у ю щ и е  
п у н к т ы . У г л ы , п о стр о ен н ы е  с  п о м о щ ью  э т и х  п у н к т о в  т р е у г о л ь н и к о в  м о гу т  б ы т ь  в ы в е д е н ы  
и з  с е т и  м а л ы х  т р е у г о л ь н и к о в , п о п а д а ю щ и х  н а  и х  т е р р и т о р и ю . В к о н т и н е н т а л ь н о й  сети , 
е с т е с т в е н н о , сто р о н ы  о с н о в н о й  с е т и  б у д у т  и м е ть  д л и н у  3 0  к м , а  сто р о н ы  ф и к т и в н о й  сети  
м о г у т  д о с т и г а т ь  д л и н ы  1 5 0 — 2 0 0  км . У р а в н и в а н и е  п р о и с х о д и т  п р и  п о м о щ и  в ы в е д е н н ы х  
т а к и м  о б р а з о м  н а п р а в л е н и й  (у г л о в ) , что  с у щ е с т в е н н о  у м е н ь ш а е т  в ы ч и с л и т е л ь н у ю  р а б о т у , 
н е с м о т р я  н а  то , что  п о с л е  у р а в н и в а н и я  ф и к т и в н о й  с е т и  н ео б х о д и м о  у р а в н о в е ш и в а т ь  м а л ы е  
т р е у г о л ь н и к и  н а  о с н о в а н и и  го с п о д с т в у ю щ и х  п у н к т о в . В п р о ч е м , и зм ер ен и е  б о л е е  к о р о т к и х  
д л и н  т е у г о л ь н и к о в  сам о  д а е т  с у щ е с т в е н н у ю  э к о н о м и ю  к а к  во врем ен и , т а к  и  в  з а т р а т а х .  
Р а з у м е е т с я ,  что  п у н к т ы  с е т и  м а л ы х  т р е у г о л ь н и к о в  н е  л и ш н и е , и  с л у ж а т  о с н о в о й  д л я  р а з 
в и т и я  т р и а н г у л я ц и й  б о л е е  н и з к и х  к л а с с о в .

Э т о т  м етод  п р и м е н я л и  в  1 9 5 3 — 5 8-ом  г о д а х  д л я  о с у щ е с т в л е н и я  в е н г е р с к и х  з а п о л н я 
ю щ и х  с е т е й  и  с т е х  п о р  п о в т о р н о  о б су д и ли  и  и с с л е д о в а л и  с р а зн ы х  т о ч е к  з р е н и я  (см о тр и  
с т а т ь и  13, 14, 15, 19, 2 0 , 2 2 , 2 5 , 3 0 , 32, 36 , 40 , 4 2 , 4 3 ). В о  в с е х  и с с л е д о в а н и я х  с д е л а н о  з а 
к л ю ч е н и е ,  что  это т  м е т о д — п о м и м о  его  э к о н о м и ч н о с т и — д а ё т  б о л ьш у ю  т о ч н о с т ь , ч ем  т п я -  
п и ц и о н н ы й .

П р о т и в о р е ч и в ы м  м н е н и е м  в стр е ти м ся  т о л ь к о  в  [4 5 ], к о то р ы м  и м ен н о  п о э т о м у  а в т о р  
з а н и м а л с я  б о л ее  п о д р о б н о , у к а з ы в а я ,  что  и х  в ы в о д  н е п р а в и л ь н ы й , в  ч а с т н о с т и , п о то м у , 
« т о  н а д е ж н о с т ь  в ы в е д е н н ы х  у г л о в  о п р е д е л я л а с ь  п о  о д н о й  ф о р м у л е  т р и л а т е р а ц и и , х о т я  

д а н н о й  п р о б л ем е  д а ж е  и  р е ч и  н е т  о л и н е й н о м  и з м е р е н и и , и  в ч а стн о сти , о ш и б о ч н ы й  
п о т о м у , ч т о  не у ч и т ы в а л о с ь , ч т о  вы во д  с д е л а н  н а  о с н о в е  сп л о ш н о й  п о в е р х н о с т н о й  сети , 
а  н е  ц е п и , к  к о то р о й  о т н о с и т с я  и с п о л ь з о в а н н а я  и м и  ф о р м у л а .
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A B O U T  T H E  D I R E C T  D E T E R M I N A T I O N  O F  T H E  

E L E M E N T S  O F  R O T A T I O N  M A T R I X

J .  SOM OGYI
CANDIDATE OF TECHN. SC.

GEODETICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, SOPRON 

[M an u scrip t received  19 D ecem b er, 1968]

T he p a p e r deals w ith  th e  d irec t d e te rm in a tio n  of tra n s fo rm a tio n  coefficients. A sim ple 
d e r iv a tio n  of th e  o rth o g o n a l m a tr ix  w ith  th e  a id  o f a lg eb raic  s u b s ti tu tio n  is given. F u rth e rm o re , 
i t  t r e a ts  th e  so lu tion  o f th e  th re e  in d ep en d en t p a ra m e te rs  w hich  are  needed  fo r th e  com p u 
ta t io n  o f th e  coefficients.

In tro d u c tio n

T he im p o rtan ce  o f sp a tia l tra n s fo rm a tio n  increased  w ith  p rac tica l 
p h o to g ra m m e try . T h e  scope of its  em p lo y m en t is n o t lim ited  only to  th e  
a n a ly tic a l a e ro tr ia n g u la tio n , as no p rov ision  is m ad e  on th e  p lo ttin g  in s tru 
m e n ts  for th e  b ase-in  b a se -o u t in te rch an g e  (e.g . T h o m p so n -W atts  p lo tte r , 
S tereosim p lex  M odel I I I ,  K ern  P G  2, P G  3 e tc .) . T he in d ep en d en t m odels 
p erfo rm ed  w ith  th e se  k in d s  of p lo tte rs  m u st b e  tra n sfo rm e d  in  to  a s trip - 
sy s tem . Besides to  av o id  th e  errors fo r th e  sake  o f b a se  in te rch an g e  th e  so-called 
“ sem ian a ly tica l tr ia n g u la t io n ”  is used  w ith  u n iv e rsa l in s tru m e n ts .

As is w ell-know n th e  sp a tia l tra n s fo rm a tio n  is com posed o f th ree  phases:
1. The tra n s la t io n  o f th e  co o rd in a te -sy s tem
2. The scaling
3. T he ro ta tio n  o f  th e  co o rd in a te -sy stem .
F rom  th e  p o in t o f view  of m a th e m a tic s  th e  th i rd  p h ase  is th e  m ost 

in te re s tin g  one, as th e  coefficients o f th e  th re e  d im en sio n a l sp a tia l ro ta tio n , 
w h ich  form  an  o rth o g o n a l m a trix , a re  n o n -lin ea r fu n c tio n s  of th re e  in d ep en 
d e n t  p a ram ete rs . F o r  th is  reason  ite ra tio n  is g en era lly  used  to  d e te rm in e  th e  
ro ta t io n  elem ents w ith  th e  aid of lin ea r  e q u a tio n s  d eriv ed  from  th e  t r a n s 
fo rm a tio n  form ulas b y  d iffe ren ta tio n . T he i te ra t iv e  p ro ced u re  needs m uch  
c o m p u ta tio n s  so th e  e x p e rts  h av e  d e a lt for m a n y  y ea rs  w ith  th e  p o ssib ility  
o f  de te rm in in g  th e  coeffic ien ts in  a d irec t w ay . T h e  m a th e m a tic a l so lu tio n  
o f th e  ta sk  is kn o w n  since a long tim e . To fo rm  coeffic ien ts as a fu n c tio n  o f 
in d e p e n d e n t p a ra m e te rs  is an  a lgeb ra ical p ro b lem  w hich  h ad  a lread y  d raw n  
E u l e r ’s , C a y l e y ’s  a n d  R o d r i g u e s ’ a tte n tio n , to o . T h ey  h av e  given d iffe ren t 
m e th o d s  to  c o n s tru c t o rth o g o n al m atrices.
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E . H . T h om pson  w as th e  f ir s t ,  w ho called th e  p h o to g ra m m e te r’s a t te n 
t io n  to  th e  possib ility  fo r  th e  d ire c t d e te rm in a tio n  of tra n s fo rm a tio n  coeffi
c ie n ts  [1]. H ow ever T h o m p so n ’s d e riv a tio n  of o rthogonal m a tr ix  w hich  serves 
fo r  d ire c t  d e te rm in a tio n  o f  th e  coeffic ien ts is too  com plica ted .

G. H . S chut d eriv ed  th is  o rth o g o n a l m a tr ix  w ith  th e  a id  o f m a tr ix  
a lg e b ra  an d  q u a te rio n  a lg e b ra  [2 , 3 , 4 ] w hile J .  K la v er  so lved  i t  w ith  th e  
h e lp  o f  v e c to r  a lgebra  [5]. P ra c tic a lly  th e  derived  fo rm ulas a re  in  c o n fo rm ity  
w ith  th e  E u l e r -Ca y l e y  e q u a tio n  k n o w n  from  th e  m a th em a tica l l i te ra tu re  [6].

D erivation  o f  th e orth ogon al m atrix

T h e  m ethod  of th e  d ire c t d e te rm in a tio n  of tra n s fo rm a tio n  coeffic ien ts 
c a n  b e  u sed  very  econom ically  in  p ra c tic a l p h o to g ram m etry . T h u s , w e assum e 
t h a t  th e  elucidation  of th e  p ro b lem  in  a sim ple a lgebraic  w ay  w o u ld  n o t be 
w i th o u t  in te re s t for th e  p ra c tic e , th e  m ore so as th e  ab o v e-m en tio n ed  d e riv a 
t io n s  req u ire  m ore co m p reh en siv e  fa m ilia r ity  in m a th em a tic s .

I n  th e  follow ing —  s ta r t in g  o u t from  D. A. K l em pt ’s id ea  [7] —  th is  
fo rm u la  w ill be derived  b y  o rth o g o n a l a lgebraic  su b s titu tio n .

A  lin ea r su b s titu tio n  is o rth o g o n a l w hen  th e

X 2 +  Y 2 +  Z 2 =  X2 +  y 2 +  22 (1)

c o n d itio n  is fulfilled, w here  X , Y , Z  are  th e  orig inal va lues an d  x , y ,  z are 
th e  v a lu e s  in tro d u ced  b y  s u b s titu tio n .

T h e  tra n sfo rm a tio n  e q u a tio n  is:

w h e re :

I х )

y  \ z - RId
' « а « 1 2 «13

« 21 ^22 Clo?

' «31 « 3 2 «33

a n d  s in ce  R  is o rth o g o n a l

' x  

У
\ z

R T

( 2 )

(3)

a n d  th e  cond ition  (1) is fu lfilled .
I n  case of th ree -d im en sio n a l space  ro ta tio n , th e  n u m b e r o f th e  in d ep en 

d e n t  p a ra m e te rs  is th re e  a n d  we will d en o te  th em  w ith  a , ß  an d  y.
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L e t us in tro d u c e  th e  follow ing su b s ti tu t io n :

DETERMINATION OF THE ELEMENTS OF ROTATION MATRIX

and

\ f  1 ~ У ß  \ / 4  \
= У 1 — a V2

1 \  - ß ж 1 \ v3 J

( * ) r 1 У ~ ß  \
Í V1 \

У - —У 1 ОС v2
z 1 \  ß —  ж 1 J V v3 )

453

' ( 4 )

( 5 )

Solving th e  eq u a tio n s (4) an d  (5) fo r vx, v2 an d  v3 you o b ta in

D vy =  X D l +  Y D 2 +  Z D 3

D v2 =  X D , +  YD-a +  Z D 6 (6)

D v3 =  X D , +  Y D a +  Z D ,

as well as

D vx =  x D x -f- y U 4 +  zD 7

D v2 =  x D 2 +  y D 5 +  zD 3 (7)

D v3 =  x D 3 +  y D 6 +  zD 9

w here

D  =  1 +  a 2 +  ß1 +  У2 (8)

is th e  d e te rm in a n t o f th e  eq u a tio n -sy s tem  an d  th e  values D x . . .  D 9 

su b d e te rm in a n ts  be longing  to  th e  u n k n o w n s.
a re  th e

D 3 =  1 +  ж2 D l  =  aß —  у D i =  «У +  ß

D 2 — y  -f- aß Ds =  l + ß * D s =  ßy —  * (9 )

D 3 =  a y —  ß =  a +  ß y A ,  -  1 +  У2

A dding  th e  r ig h t eq u a tio n s to  th e  eq u a tio n -sy s tem s (4) and  (5) one  can  
o b ta in  th e  fo llow ing eq u a tio n s:

2 iq =  X  -f- X

2 r 2 = Y  +  j  (10)

2 v3 — Z  -j- z
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S u b s titu tin g  eq u a tio n s  (10) in to  (7) a f te r  co rrect o rdering  we g e t th e  
o rth o g o n a l m a tr ix  fo r  d irec t d e te rm in a tio n  o f  th e  coefficients.

2 0 , - 0  , 2 D . , 2D ,
—=------- x -\----------— y  -j-------- -

D D D

2D„ 2D- -  D  , 2 D b

D  D  D

2D,  , 2 D e , 2 D ,  — D

D D D

in  th e  m a tr ix  n o ta tio n

( И )

w here  a f te r  su b s ti tu t io n  th e  values of D  (8,9) a re :

R  =

I -f - q2 — /82 — y 2 2(xß  — y)  
l + X2 +  ß2 +  y2 1 + x 2 +  ß2 +  ^

2(ху  +  ß)

1 +  а2 +  ß2 + у 2

2(ctß +  у)
l + K 2 + ß2 +  y2

1 + ß 2 - x 2 — у 2 

l + x 2 +  ß2 +  у 2
2 ( ß y - - « )

l + a * +  ß2 +  y2

2(ау  — ß)
1 +<x2 +  ß2 +  y 2

2(a +  ßy)
1 +  q2 +  ß 2 +  y 2

l + y 2 _ x 2 _ ß 2

1 + x 2 +  ß2 +  y 2

( 12)

D eterm in ation  o f  the in d ep en d en t param eters

T o th e  ca lcu la tio n  of coefficients an  . . . a33 on th e  basis of (12) w hich 
are  n ecessa ry  for th e  so lu tio n , f irs t, one h as  to  determ ine  th e  p a ra m e te rs  
q , ß  a n d  y. To co n n ec t tw o  successive m odels we use th e  coo rd inates o f th e  
co m m o n  p ro jec tio n  c e n te r  an d  th e  co o rd in a tes  o f p o in ts , w hich can  be  fo u n d  
in  th e  com m on o v erlap p in g  zone. As a s tr ip  sy s te m  is selected  th e  co o rd in a te  
sy s te m  o f th e  f ir s t  m odel corresponds w ith  its  ow n scale.

F o r  th e  c o m p u ta tio n  o f th e  p a ra m e te rs  th e  m odel coord inates m u s t be  
re d u ced  to  a com m on orig in  and  in  a d d itio n  th e  coord inates o f th e  second 
m odel m u s t be m u ltip lied  w ith  th e  sca le -fac to r. T he coord inates red u ced  in  
th is  w a y  will be d e n o te d  on th e  f irs t m odel b y  X ,  Y  and  Z  and  on th e  second 
one w ith  X, y  an d  z.
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On th e  base of (4) an d  (10) th e  fo llow ing lin ea r  eq u a tio n s can  b e  w ritte n  
fo r  th e  ca lcu la tion  of va lues a ,  ß  a n d  y:

( X - x ) =  + (Z  +  z ) ß - ( Y  +  y ) y

( Y - y )  — — (Z +  z) a +  (■X  +  x) y  (13)

(Z — z) =  ( Y  +  y ) x - ( X  +  x ) ß

F ro m  equ a tio n s (13) one can  fo rm  th e  n o rm al eq u a tio n s . T he p a ra m e te rs  
sh o u ld  be solved from  these .

F o r th e  so lu tion  o f th e  th re e  n o rm a l-eq u a tio n s  e ith e r  on a c o m p u te r  or 
on a d esk -com pu ter, D o o l i t t l e ’s m e th o d  [8] is v e ry  su itab le .

L e t th e  orig inal n o rm a l-e q u a tio n  system  be:

А и  « +  A12 ß  +  A13 y  =  Bj 

Ац x  A çq ß  -|- A23 y — B 2 

A 3i  «  +  A32 ß  +  A J J  у  =  B3
w h ere

Ai j  — th e  coefficients o f th e  unknow ns (A,-j =  A ß)
B i =  th e  clear n u m b ers  o f th e  eq ua tions.
T he reduced  n o rm a l-eq u a tio n  sy s tem  is:

A n  x  -J- A12 ß  +  A 13 y  =  ß t 
A 22 ß  +  A 23 y  — B2 

A 33 У =  B3

T he so lu tion  can  be  p erfo rm ed  b y  th e  fo llow ing sim ple a lg o rith m :

(16)

A ' A 'л 23 ^23
a 22

В'2А'п 
A Í  2

A '  —  A ^*22  —  ^*22
A A]2

A 23 —  Açx —

B2 —  B2 —

A 12 A 12 

A n

A i2 B1

A ' _ 433 — л зз

B'3 = B 3

A is  A j3

А ц

Ai3 B i

A n

(14)

(15)
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F ro m  w hich th e  u n k n o w n s:

в ;y  = ---- Í—
A 3

о _ _  B 2 А^з у

Л',г

х  __ B i  а 12 ß

A t

A fte r  th e  s u b s t i tu t io n  of th e  d e te rm in ed  x , ß  an d  у  p a ra m e te rs  in  (12) 
w e o b ta in  th e  tr a n s fo rm a tio n  coefficients a n  . . . a S3. F u r th e r  p o in ts  o f th e  
se c o n d  m odel d e te rm in e d  w ith  th e  aid o f th e  coeffic ien ts in  th is  w ay , can  now  
b e  tra n s fo rm e d  in to  th e  s y s te m  of th e  f irs t m odel (s trip -sy stem ).

X) ( ХА

z

=  mR ы+*\ Z,- j

(18)

w h e re  f i r s t  th e  co o rd in a tes  x , y ,  z m u st be  re d u c e d  fo r xi, у,- an d  z,-. (i in d ica tes  
th e  o rig in  of th e  co m m o n  co o rd in a te -sy stem .)

Appendix

F in a lly  th e  c a lc u la tio n  will be show n in  an  exam ple .

Measured coordinates (mm)

No.
Model 1 Model 2

X Y Z * У Z

р 183,00 500,40 800,02 423,09 500,42 800,02

1 181,53 749,31 402,84 423,78 766,61 379,80
2 223,76 279,16 393,28 465,59 267,41 367,23

T h e  m easured  c o o rd in a te s  will be re d u ced  fo r  p o in t 1 an d  th e  reduced  
c o o rd in a te s  of th e  second  m o d e l will be m u ltip lie d  w ith  sca le -facto r m.

( X 2 -  X i f  +  (Y2 -  Y i f  +  (Z 2 -  Z i f  _ 

K - ^  +  (y2 - T t ) 2 +  f e - ^  " 0, 0

Acta GeodaeticcC, Geophysica et Montanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



DETERMINATION OF THE ELEMENTS OF ROTATION MATRIX 457

Reduced coordinates (mm)

No.
Model 1 Model 2

X У z X У Z

2— 1 42,23 — 470,15 — 9,56 39,39 — 470,35 — 11,84

P — 1 1,47 — 248,91 397,18 — 0,65 — 250,80 395,93

O n th e  base  of (13) th e  o b se rv a tio n  eq u a tio n s:

21,40 ß  +  940,50 y  =  2,84 
793,11 /3 4 - 499,71 y  =  2,12

21,40 a
-  793,11 a

—  940,50 a  —  81,62 ß 
- 4 9 9 ,7 1  a —  0,82 ß

+  81,62 y  =  0,20 
+  0,82 y  =  1,89

=  2,28 
=  1,25

T h e  coefficients o f unknow ns a f te r  th e  fo rm in g  of n o rm a l-e q u a tio n s :

A n  =  1 763 731,766 
A 13 =  A 31 =  1 096,3178 
A 22 =  636 143,929 
B 2 =  1433,4986 
B 3 =  3748,279

A 12 =  A 21 =  77173,372 
В л =  — 4263,6754 
AOs =  A 32 =  376 198,298 
А  за =  1 140 912,831

T h e  reduced  coefficien ts on th e  b ase  o f  (16):

A 'a  =  632 767,152 A '23 =  376 150,328
A '33 =  917 308,463 B 'l  =  2787,8804

T h e  soug h t for u n k n o w n s acco rd in g  to  (17):

a  =  — 0,002 452 28 
ß =  + 0 ,0 0 0  753 62 
У  =  + 0 ,0 0 3  039 20

S u b s titu tin g  th e  p a ram e te rs  a , ß  an d  у  in to  
fo rm a tio n  coeffic ien ts:

an  =  0,999 980 38 o21 =  0,006 074 60
o12 =  0,006 082 00 a22 =  0 ,999 969 50
a13 =  0,001 492 32 a23 =  0 ,004 909 06

B '2 =  1620,0588

(12) we o b ta in  th e  tra n s -

a 31 =  — 0,001 522 12 
a32 =  — 0,004 899 90 
a33 =  0,999 986 84

T he po in ts o f th e  second m odel are  tra n sfo rm e d  in  th e  sy s tem  acco rd in g  
to  th e  f irs t m odel (strip -system ) b y  eq u a tio n  (18).
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Э Л Е М Е Н Т О В  М А Т Р И Ц Ы  В Р А Щ Е Н И Я  
Н Е П О С Р Е Д С Т В Е Н Н Ы М  П У Т Ё М

й . ш о м о д и  

Р Е З Ю М Е

С т а т ь я  з а н и м а е т с я  н еп о ср ед с тв ен н ы м  о п р е д е л е н и е м  т р а н с ф о р м а ц и о н н ы х  к о эф ф и 
ц и е н т о в . З а в и с и м о с т и  в ы в о д я т с я  с п р о с т о й  а л г е б р а и ч е с к о й  п о д с т а н о в к о й . Д а л е е  р а с 
с м а т р и в а е т с я  и с ч и с л е н и е  т р ё х  н е за в и с и м ы х  п а р а м е т р о в ,  н ео б х о д и м ы х  к  н е п о с р е д с т в е н н о м у  
о п р е д е л е н и ю  к о эф ф и ц и е н т о в .
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Ü B E R  D E N  G Ü N S T I G S T E N  S C H N I T T W I N K E L  U N D  

Ü B E R  D I E  G E N A U I G K E I T S M A S S E  B E I M  E I N F A C H E N  

V O R W Ä R T S E I N S C H N I T T

A. T Á R C Z Y -IIO R N O C H
MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER W ISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  a m  24. M ärz 1969]

M an is t b isher n ic h t  einig, ob beim  e in fa ch e n  V o rw ärtse in sch n itt de r W in k e l 109° 28 ', 
o d e r 120° am  g ü n stig s ten  is t. E s w ird h ie r  geze ig t, d a ß  d ie F o rd eru n g  sow ohl n a c h  d em  k le in 
s te n  F lä ch e n in h a lt d e r  F u ß p u n k tsk u rv e  a ls a u c h  n ach  d em  k le insten  ( lin ea ren ) u n d  auch  
Helmertschen m itt le re n  P u n k tfe h le r  be im  V o rw ä rtse in sc h n itt  im  g leichschenkligen  D reieck  
m it  g leich  genauen  W inkelm essungen  zu m  g ü n s tig s te n  S ch n ittw in k e l 109° 2 8 ' fü h r t .  W ird  
d ag eg en  als F eh lerm aß  d ie  Möhlesche F eh lere llip se  bzw . de r d a rau s sich ergebende  f läc h en h a fte  
m it t le re  P u n k tfe h le r  gew äh lt, so is t fü r  d iese  d e r  S c h n ittw in k e l 120° am  g ü n s tig s ten .

D ie Größe des feh le rth eo re tisch  g ü n s tig s te n  S ch n ittw inke ls b e im  e in 
fach en  V o rw ärtse in sch n itt is t noch  im m e r eine s tr ittig e  F rage . S e lb s t u n te r  
d e r  V o rau sse tzu n g , d aß  die gegebenen P u n k te  feh lerfrei u n d  die B eo b a c h tu n g e n  
u n k o rre lie r t sind , fin d en  wir v e rsch ied en e  F ests te llu n g en . U m  n u r  e in ige zu 
n e n n e n , n im m t J o r d a n  in  seinem  H a n d b u c h  [1; S. 110] hei gleich  g enauen  
M essungen  und  gleichschenkligem  D re ieck  schon  v o r m ehr als 90 J a h r e n  fü r 
d en  W inkel 109°28 ' S tellung, W e r k m e i s t e r  dagegen [2; S. 411] 1920 fü r  120°. 
F r i e d r i c h  se tz t sich noch 1927 e n tsc h ie d e n  fü r  90° ein [3; S. 33— 34], w äh ren d  
R e i s s m a n n  1957 [4; S. 40 u. 51] d e n  W in k e l 90° ab leh n t, es a b e r  fü r  u n e n t
sc h ied en  lä ß t, ob fü r  das M inim um  d e r  W inkel 109°28 ' oder 120° d e r  r ich tig e  
sei. W ir  e rh ie lten  aus dem  m ittle re n  P u n k tfe h le r  gleichfalls 1957 d en  W inkel 
1 0 9 °2 8 T 6 " [5; S. 405; h ier blieb in  d en  S ek u n d en  ein D ru ck feh le r zu rü ck ], 
u n d  e in en  fa s t äh n lich en  W ert in  N e u g ra d  u m g erech n e t g ib t au ch  J o r d a n —  

E g g e r t — K n e i s s l  an  [9; S. 491]. D ag eg en  n a h m  v o r k u rzem  G r a f a r e n d  

w ieder fü r  120° als d en  feh le rth eo re tisch  g ü n stig s ten  S ch n ittw in k e l S te llung  
[6; S. 418]. D ieser U m stan d  v e ra n la ß t  u n s , a u f  das P ro b lem  n o ch  e inm al 
z u rü ck zu k eh ren .

G r a f a r e n d  h e b t die A n sch au lich k e it d er R eißm annschen  G e d a n k e n 
g än g e , daß  der S ch n ittw in k e l 90° n ic h t  d e r  feh le rth eo re tisch  g ü n s tig s te  is t, 
m it  R e c h t h e rv o r. W ir wollen dies m it  e in e r w ich tigen  R eiß m a n n sch en  V er
m u tu n g  ergänzen. R e i s s m a n n  sa g t b ezü g lich  d e r zwei S ch n ittw in k e l 109°28 ' 
u n d  120° näm lich  folgendes [4; S. 5 1 ]: »Das m erk w ü rd ig ste  h ie rb e i is t  aber, 
d a ß  d e r g ü n stig ste  S chn ittw inkel fü r  d a s  M in im um  der E llipse n ic h t  id e n tisc h  
is t  m it  dem  fü r d as  M inim um  des P u n k tfe h le rs . D ieser U n te rsc h ie d  k ö n n te  
t r o tz  a lle r in  d iesem  A b sch n itt n a h e z u  e rfü llte n  F o rd eru n g en  d a ra u fh in d e u te n ,
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d a ß  zu m in d est eines d e r  b e id en  b e tra c h te te n  G enau igke itsm aße  u n zw eck 
m äß ig  d e fin ie rt ist.«  E s  is t  in  der T a t  das G e n au ig k e itsm aß  nach  dem  E llip sen - 
f lä c h e n in h a lt  ein f lä c h e n h a fte s  F eh le rm aß , d e r  m itt le re  P u n k tfeh le r  dagegen  
ein  lin eares  F e h le rm a ß . L ineare  F eh le rm aß e  s in d  andererse its  die R a d iu s 
v e k to re n  vom  M itte lp u n k t d er F u ß p u n k tsk u rv e  d e r  m ittle ren  F eh le re llip se , 
w esh a lb  m an  den  m itt le re n  P u n k tfe h le r  v o r te i lh a f te r  m it dem  F lä c h e n in h a lt 
d e r F u ß p u n k tsk u rv e  u n d  n ic h t m it dem  d er m it t le re n  Fehlerellipse v e rb in d e t.

E s soll n u n  u n te r s u c h t  w erden , ob d as  M in im um  des F läch en in h a lte s  
d e r F u ß p u n k tsk u rv e  z u  dem selben  S c h n ittw in k e l f ü h r t  wie das M i n i m u m  des 
H elm ertschen  m ittle re n  P u n k tfe h le rq u a d ra te s  u n d  so das des m ittle re n  P u n k t 
feh le rs  .

W ir suchen  z u n ä c h s t d en  R ad ius des K re ise s , dessen F lä c h e n in h a lt d em  
d e r F u ß p u n k tsk u rv e  d e r m ittle re n  F eh le re llip se  e n tsp ric h t. D ieser F lä c h e n 
in h a l t  w urde  in  d er F a c h l i te r a tu r  bere its  an g eg eb en . W ir fin d en  einen  A u sd ru ck  
h ie r fü r  1933 hei G. F ö r s t n e r  [7; S. 30]. L e id e r is t  d ieser n u r in  dem  u n te r  [7]  
e rw ä h n te n  S o n d e rd ru ck  u n d  n ich t auch  in  d e r  u rsp rü n g lich en  A b h a n d lu n g  
»A usgleichung v o n  P o lygonzügen«  in  der Z e its c h r if t  fü r  Y erm essungsw esen  
1933 e n th a lte n , so d a ß  diese B eziehung n u r  se h r  w en ig  b e k a n n t w urde . G anz 
u n a b h ä n g ig  davon  le i te te  1956 H omoródi  in  se in e r, die m ittle re  F eh le re llip se  
u n d  d e ren  F u ß p u n k tsk u rv e  b eh an d e ln d en  g rü n d lic h e n  S tudie  [8; G in. 29 u . ff.] 
die B eziehung  fü r  d iesen  R ad ius auch ab . W ir w ollen die e n tsp re c h e n d en  
Z u sam m en h än g e  e tw as  an d e rs  erh a lten . D a  b e k a n n tlic h  der R a d iu sv e k to r  p  
v o m  M itte lp u n k t d e r F u ß p u n k tsk u rv e  m it d em  R ich tu n g sw in k e l <p den  W e rt

p  =  ]/ a2 ccs2 cp -f- b2 s in 2 cp (1)

b e s i tz t ,  w obei a die g roße  u n d  b die k le ine  H a lb a c h se  der E llipse b e d e u te n , 
so w ird  das V ierte l des F läch en in h a lte s  F j  d e r  F u ß p u n k tsk u rv e  b e k a n n tlic h  
(Ygl. [10; S. 315 u . 318]).

I I - 1 г-л/2 J 
P2dcp=-

Г*Ч 2 9 9e r  COS“
4 1 T „ 0 2 Jo

1 a2 a2 b2— ---- w -------- s in  l  cp -)--------
2 2 4 2

W ird d er R ad ius r des K reises ge

-n \2

b2 sin2 cpdcp =

b2
cp---------s in  2 cp

4

л/2

0

9  I Oa~л  о -л

g le ichen  F lä c h e n in h a lt h a t ,  so w ird  aus:

( 2)

den

n u n :

а2 л  +  b2 7t

2
Г - 71 (3)

Г
[  a2 +  b2 

/  9
(3a)
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A us Gl. (3) fo lg t u n m itte lb a r , d aß  d e r F lä c h e n in h a lt d er F u ß p u n k ts k u rv e  
dem  a rith m e tisc h e n  M itte l d er F lä c h e n in h a lte  d e r d u rch  die große u n d  k le ine  
H a lb ach se  als R ad ien  b e s tim m te n  K reise  gleich is t. W eil ab e r der F lä c h e n 
in h a lt  F e d e r E llipse

Fe =  nab  (4)

is t ,  so w ird  bei E in fü h ru n g  von

Л =  a — b

Fe =  n ( b + A ) b  =  n(b2 +  bA) (5)

u n d  aus Gl. (3) d er F lä c h e n in h a lt F f  d e r F u ß p u n k tsk u rv e :

( b + A f  +  b-
=  7t \b2 + b A  +

A2
(6 )

D er F lä c h e n in h a lt der F u ß p u n k tsk u rv e  is t  m ith in  u m  n A 2/2 g rö ß er als 
d e r d e r E llipse , w obei A  die D ifferenz d er g roßen  u n d  k le inen  H a lb a c h se n  
b e d e u te t.  Fo lg lich : Der Unterschied der F lächeninhalte der F u ß p u n k tsku rve  
u n d  der E llip se  n im m t m it dem Quadrate des Unterschiedes der beiden H a lb 
achsen zu .

E s w ird  m ith in  das V erh ä ltn is  Q des Z uw achses n A 2/2  zum  F lä c h e n in h a lt  
d er E llip se :

=  0 ,5  A 2 bzw A 2 - 2 Q b A  — 2Q b2 =  0 .  (7)
b2 +  bA

D arau s  k a n n  fü r  e inen  n ich t zu  ü b e rsc h re ite n d en  Q u o tien ten , z. B . fü r  0,05 
(d. h . 5% ) die noch  zulässige D ifferenz A  d e r b e id en  H a lb ach sen  aus d e r 
B eziehung :

/1 =
2 Qb ±  / 4  Q2 b2 +  8 Q 6-

? b { Q ±  I Q2 +  2Q). (7a)

e rm itte l t  w erden . F ü r  Q =  0,05 w ird  d a ra u s  А  =  0,37 b (ein n e g a tiv e r  W e rt А  
h a t  h ie r  ke in en  S inn).

E s sind  w eiters  b e k a n n tlic h :

a2 +  b2 =  (a')2 +  ( b')2 =  m 2 + m 2 =  m 2P =  R f  ( 8 )

bzw .
ja -  -\- b2 =  Y(a )~ -f- (b )- =  Уm 2 -f- m 2 =  i  m P =  i  R ; , (^ a )

w obei a '  u n d  b' die k o n ju g ie rten  H alb m esser d e r  m ittle re n  F eh lere llip se , m x u n d  
m y die m ittle re n  K o o rd in a ten feh le r des v o rw ä rtse in g e sc h n itten e n  P u n k te s  u n d
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m p =  R i dessen  (linearen) m ittle re n  P u n k tfe h le r  im  H elm ertschen  S inne b e d e u 
te n . E in  V ergleich  d er G in. (3a) u . (8a) ze ig t so fo rt, d aß  auch  d e r R ad iu s  
des d em  F lä c h e n in h a lt d e r  F u ß p u n k ts k u rv e  en tsp rech en d en  K reises u n d  so 
a u c h  d e r  K re is in h a lt d a n n  seinen  k le in s ten  W e r t  a n n im m t, w enn  das m ittle re  
P u n k tfe h le rq u a d ra t  zum  M inim um  w ird . F o lg lich :

D ie Forderung sowohl nach dem kle insten  F lächeninhalt der F u ß p u n k ts 
kurve  als auch nach dem kleinsten  ( lin ea ren ) m ittleren P unktfeh ler fü h r t  beim  
ein fachen  V orw ärtseinschnitt im  gleichschenkligen Dreieck m it gleich genauen  
W inkelm essungen  gleicherm aßen zu m  gleichen günstigsten  S chn ittw inke l von 
1 0 9 °2 8 '.

E s is t  in te re ssa n t, das V erh ä ltn is  d e r G rößen  der b e id en  H a lb ach sen  
b e im  S ch n ittw in k e l y  =  109°28 ' zu e rm itte ln . A us:

ta n  =  —  =  ta n  54° 44 ' 08" =  1,41421 =  \ 2  
2 b

fo lg t, d a ß  in  d iesem  F alle  a =  b F 2 is t. W ir h a b e n  in  e iner frü h e re n  S tu d ie  [11] 
n ach g ew iesen , d a ß  dieses V erh ä ltn is  d e r H a lb ach sen  jen e  g ü n stig en  F u ß 
p u n k ts k u rv e n  lie fe rt, bei denen  die E in b u c h tu n g  der F u ß p u n k ts k u rv e n  eben  
v e rsc h w in d e t u n d  m an  die F u ß p u n k tsk u rv e  m it g u te r N äh eru n g  d u rc h  die 
E llip se  e rse tzen  k a n n . D er Q u o tien t d er Z u sa tz fläch e  zu r F läch e  d e r F e h le r
ellipse  n a c h  Gl. (7) b e trä g t  h ie r 6 % , w ä h re n d  d er g rö ß te  p ro zen tu e lle  F eh le r 
in  d e n  R a d iu sv e k to re n  n ach  [11] noch  k le in e r  is t. M an s ieh t, d aß  d er S c h n itt
w in k e l y  =  109°28 ' be im  S c h n itt zw eier V o rw ä rtss tra h le n  auch  eine in  d ieser 
B ez ieh u n g  w ich tige  E ig en sch a ft d er F u ß p u n k ts k u rv e  s ich e rt. M an k ö n n te  
a lle rd in g s  m einen , d aß  m it R ü ck s ich t d a ra u f , d aß  bei noch  k le in e ren  U n te r 
sc h ied en  d er H a lb ach sen  die U n te rsch ied e  zw ischen F u ß p u n k tsk u rv e  u n d  
F eh le re llip se  noch  k le in e r w erden , ein  90° n ä h e r  liegender W inkel noch  g ü n s ti
g er se in  k ö n n te . M it d e r V erk le inerung  v o n  y  v e rg rö ß e rn  sich ab er die v o n  den 
g eg eb en en  P u n k te n  zum  N e u p u n k t fü h re n d e n  S eiten  u n d  so auch  die W irk u n 
gen  d e r  in  den  gegebenen  P u n k te n  b eg an g en en  W inkelfeh ler im  N e u p u n k t. 
B ei d em  d u rch  versch ied en e  B ed in g u n g en  e rh a lte n e n  S ch n ittw in k e l 109°44 ' 
e n ts te h t  m ith in  ein m ehrfaches O p tim u m .

E s soll n och  e tw as ü b e r  den  m ittle re n  P u n k tfe h le r , ü b e r die F u ß p u n k ts 
k u rv e  d e r m ittle re n  F eh lere llipse  und  ü b e r  d ie  Möhlesche F eh le re llip se  gesag t 
w erd en .

A u f die au sg ed eh n te  L ite ra tu r  dieses P ro b lem s h inw eisend  (u. a. [3, 4 , 
11— 17]) soll te ilw eise  als E rg än zu n g  zu  [5; S. 402— 404] noch  fo lgendes 
b e m e rk t  w erden . E s sei e in  T h eodo lit gegeben , dessen u n te re  Z e n trie rsp itz e  
im  V e rh ä ltn is  zu r S teh ach se  eine E x z e n tr iz i tä t  R  b e s itz t. B ei d en  w ied er
h o lte n  Z en trie ru n g en  b ild en  so m it die S teh ach sen lag en  einen  K reis m it dem  
R a d iu s  R  (A bb. 1). W ie g roß  is t n u n  die m itt le re  G röße r, d ie in  d en  e inzelnen
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R ich tu n g sm essu n g en  w irk sam  is t?  N ich t R , da  d iese r W e rt n u r in  den  G renz
fä llen  a u f tr i t t ,  wo d ie  E x z e n tr iz i tä t  R  n o rm al z u r  R ic h tu n g  s te h t. L ieg t R  
in  d er R ic h tu n g , so is t sein  E in flu ß  N ull. D ie d ie  R ic h tu n g e n  beein flussende 
m ittle re  G röße r w urde  schon  v o r 60 Ja h re n  v o n  R e e h  [18; S. 43] in

angegeben . H a t  n u n  die Z en trie rsp itze  keine E x z e n tr iz i tä t ,  ab er m an  b eg eh t 
bei den  Z en trie ru n g en  E x z e n triz itä ts feh le r , so h a b e n  le tz te re  zufälligen  C ha
ra k te r  u n d  in  deren  q u a d ra tisc h e m  M ittel e rh a lte n  w ir das Q u a d ra t d e r m itt-

R ich tu n g sm essu n g en  m aßg eb lich en  rich tu n g sg eb u n d en en  m ittle re n  E x z e n tr i
z itä ts fe h le r  E r :

B eide K reise  h ab en  einen  S inn . E rs te re r  e n ts p r ic h t, w enn  w ir die E x z e n tr i
z itä te n  als F eh le r b e tra c h te n , defin itionsgem äß  dem  (linearen) m ittle re n  
P u n k tfe h le r  R / n ach  H e l m e r t , le tz te re r  dem  R ad iu s  r d e r zu m  K reis e n ta r te 
te n  F u ß p u n k tsk u rv e  d e r m ittle re n  Fehlerellipse.

W enn  die E x z e n tr iz itä ts fe h le r  n ich t d u rch  A u fste llu n g , sondern  d ad u rch  
en ts te h e n , d aß  d e rN e u p u n k t d u rch  w ied e rh o lteV o rw ärtse in sch n e id en b estim m t 
w ird , so g ru p p ie ren  sich diese P u n k te  um  den  r ic h tig e n  W ert. M ö h l e  h a t  n u n  
gezeig t [12], d aß  diese P u n k te  m it der W ah rsch e in lich k e it 0,63 in n e rh a lb  
d er E llipse  fa llen , deren  H a lb ach sen  a ]/2 u n d  b ]^2 sin d , w obei a u n d  b die 
H a lb ach sen  d e r H elm ertschen  F eh lerellipse b e d e u te n , w äh ren d  die R a d iu s 
v ek to ren  vom  M itte lp u n k t d e r F u ß p u n k tsk u rv e  d e r Helmertschen  F e h le r
ellipse die r ich tu n g sg eb u n d en en  m ittle ren  F eh le r des P u n k te s  in  den  einzelnen  
R ich tu n g en  angeben .

r =  -^L- bzw. R =  r Y 2
Y  2

(9)

Abb. 1

le ren  E x z e n tr iz itä t  E  u n d  deren  K reis, fe rn e r ebenso  wie frü h er, die fü r  die

( 10)

15 Acta Geodaetica, Geophysica et M ontanistica Acad. Sei. Hung. 4, 1969



464 A. TÁRCZY-HORNOCH

D ie Möhlesche F eh le re llip se  als f lä ch en h a fte s  F eh le rm aß  h a t  d en  N ach 
te i l ,  d a ß  sie die in  d en  e in ze ln en  R ich tu n g en  zu e rw a rte n d en  m itt le re n  F eh ler 
des P u n k te s  n ich t a n g ib t, w ie  d a ra u f  schon  H ö p c k e  [16; S. 89] hingew iesen 
h a t .  W eil sie als f lä c h e n h a fte s  F eh le rm aß  g ilt (die F läche  d e r Helmertschen  
F e h le re llip se  schon b e i W e r k m e i s t e r  [2; S. 408— 411] 1920), so k a n n  auch 
sie  d u rc h  eine K re isfläch e  m it  dem  gleichen F lä c h e n in h a lt e r s e tz t  w erden, 
d e re n  R ad iu s  m it R ß  b e z e ic h n e t w erde. E s w ird  m ith in :

R fi n  =  n a  ]/ 2 • b]l 2 =  2 nab  =  2 na'b' sin у
u n d  d a ra u s :

Rfi =  2 ab bzw . R fi =  ]f2 ab =  ] /2 a '6 's in y *  (11)

L e tz te r e  Größe ist aus dem  flä c h e n h a fte n  F eh le rm aß  h e rg e le ite t u n d  allgem ein 
k le in e r  als der Helmertsche  m ittle re  P u n k tfe h le r . D enn  es is t  n a c h  Gl. (8) 
u . G l. (11)

R f R je =  a- +  fr -  2 ab =  (a -  b f >  0 .

N u r  b e i а =  b sind  b e id e  W e rte  R ß  u n d  R i gleich u n d  zw ar a ]/2 bzw . b ]/2. 
W ir  k ö n n e n  R fi als d en  f lä c h e n h a fte n  m ittle re n  P u n k tfe h le r  bezeichnen , 
w ä h re n d  der Helmertsche m itt le re  P u n k tfe h le r  —  wie w ir sah en  —  ein  lineare r 
m i t t le r e r  P u n k tfeh le r is t. E s  w erden  in  der T a t  R fi aus F läch en , R ; aus A b s tä n 
d e n  b e re c h n e t.

S u c h t m an n u n  das M in im um  des f lä c h e n h a fte n  m ittle re n  P u n k tfeh le rs  
R fi  n a c h  Gl. (11), so t r i t t  d ies —  wie d er V ergleich d e r Gin. (4) u n d  (11) zeig t —  
g e n a u  b e i dem selben S c h n ittw in k e l au f wie b e im  F lä c h e n in h a lt d e r F eh le r
e llip se , näm lich  bei 120°, w ie dies v o n  der F eh lere llipse  W e r k m e i s t e r  bere its 
1920 fe s ts te llte  [2; S. 411]. M it dem F lächeninhalt der M öhleschen Fehler
ellipse  steht folglich der nach Gl. (1 1 )  berechenbare R adius, also der flächenhafte  
m ittlere  Punktfehler im  E in k la n g , während die F ußpunktskurve  zu m  Helmertschen  
lin ea ren  mittleren P unktfeh ler fü h r t .  A llerdings zum  l/] /2 -te n  Teil, w eil die R ad iu s
v e k to re n  der F u ß p u n k ts k u rv e  vom  M itte lp u n k t r ic h tu n g sg e b u n d e n  sind  und  
d e sh a lb  der an  R ic h tu n g  n ic h t  gebu n d en e  lin eare  m ittle re  P u n k tfe h le r  nach 
Gl. (10) y2 m al g rößer is t. B eim  f lä c h e n h a fte n  F eh le rm aß  m angels r ic h tu n g s
g e b u n d e n e r  G rößen e n tfä l l t  d iese U n te rsch e id u n g .

E s  is t n ich t u n in te re s s a n t, die V erhä ltn isse  d er be id en  H a lb ach sen  bei 
d e n  v e rsch ied en en , fü r  g ü n s tig  g eh a lten en  S ch n ittw in k e ln  an zu g eb en :

B ei у  =  90°: a =  b][ I ;  bei y =  109° 2 8 ':  а =  b ]f2 ;

b e i y =  120°: a =  b] j 3-

D e r S chn ittw inkel v o n  90° k a n n  n ach  un serem  h eu tig en  W issen  n u r  bei 
e in fa c h e r  P u n k tb e s tim m u n g  m it so lchen e lek tro n isch en  E n tfe rn u n g sm e ssu n 
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gen als d er g ü n stig ste  angesehen  w erden , b e i d e r die m ittle re n  L än g en feh ler 
als v o n  d e r G röße d er E n tfe rn u n g  u n a b h ä n g ig  angenom m en w erd en  k ö n n en . 
W e lch e r v o n  den  beiden  le tz te n  S c h n ittw in k e ln  beim  Y o rw ä rtse in sc h n itt d er 
g ü n s tig e re  is t , d a rü b e r w urde  b e re its , o hne  d ies abgeschlossen zu  h ab en , v iel 
d is k u tie r t .  D er günstig ste  S ch n ittw in k e l h ä n g t  h ie r davon  ab , w elches F e h le r 
m aß  m a n  fü r  das bessere h ä lt .

W ir se lb st sind d er M einung, daß  zu r A ngabe d e r  in  d en  einzelnen  R ich 
tu n g e n  zu  e rw arten d en  m ittle re n  F eh ler die F u ß p u n k ts k u rv e  d e r H elm ertschen  
F eh le re llip se , bzw . bei E rfü llu n g  der B e d in g u n g  a b |/2 m it e n tsp re c h e n d er 
G en au ig k e it auch  die H elm ertsche  F eh le re llip se  selbst am  gee ig n e testen  is t. 
S u ch t m a n  jen e  K u rv e , in n e rh a lb  w elcher d e r  P u n k t bei d en  gegebenen m i t t 
le ren  F e h le rn  m it 6 3 % -ig er W a h rsch e in lich k e it fä llt, so d ie n t h ie rzu  die 
Möhlesche Feh lerellipse. W ill m an  die G en au ig k e it eines P u n k te s  n u r  m it 
e in e r G röße k ennzeichnen , so gelang t m a n  im  e rs ten  F a lle  zum  r ic h tu n g s 
g eb u n d en en  m ittle ren  P u n k tfe h le r , bzw . z u  dessen ]/2 fach en  W e rt, dem  lin e a 
re n  m ittle re n  P u n k tfe h le r , w äh ren d  m an  im  zw eiten  F alle  zu r K en n ze ich n u n g  
d er G röße des F läch en in h a lte s  der M öhleschen  F eh lerellipse den  R ad ius des 
dem  F lä c h e n in h a lt e n tsp rech en d en  K reises, d en  f läch en h a ften  m ittle re n  P u n k t 
feh le r v e rw en d en  k an n .

E s sei h ie r d a ra u f  h ingew iesen , d a ß  m a n  m it H ilfe des M ohrschen  K reises 
au ch  aus den  M öhleschen  F eh lere llipsen  d ie  m ittle ren  F e h le rq u a d ra te  in  d en  
e inzelnen  R ich tu n g en  k o n s tru ie ren  k a n n . D iesen b e n ü tz te  in  [19] 1954 
M i l a s o v s z k y , u m  die g roßen  u n d  k le in en  H alb ach sen  d e r m ittle re n  F e h le r 
ellipse u n d  die m ittle re n  F eh le r q u a d ra te  in  den einzelnen  R ic h tu n g e n  a n z u 
geben , e rw e ite rte  dies 1962 [20], u n d  es w ird  in  w e ite ren tw ick e lte r F o rm  n e u e r
dings v o n  G k a f a r e n d  [21; S. 162] v o rgesch lagen . F ü r  u ns erscheinen  a b e r 
die u n m itte lb a r  in  den  e n tsp rech en d en  R ic h tu n g e n  d a rg e s te llte n  G rößen  als 
d e u tlic h e r  als die d u rch  die e inzelnen  P ro je k tio n e n  a u f  derse lben  G erad en  
e rh a lte n e  P u n k tre ih e , die d azu  noch  die Q u a d ra te  der m itt le re n  F eh le r a n g ib t, 
obw ohl w ir m eist den  m itt le re n  F eh le r se lb s t b rau ch en . Im  ü b rig en  lä ß t  sich  
die F u ß p u n k tsk u rv e  m it ih ren  K rü m m u n g ra d ie n

a3
Qa — 2 a2 — ft2

in  den  E n d p u n k te n  d e r g roßen , u n d

b3

in  den  E n d p u n k te n  d er k le inen  H a lb ach sen  le ich t zeichnen . (Vgl. [22].)
M it den v o rh erig en  v e rw an d te  Ü berlegungen  g e lten  au ch  fü r  d ie  r ä u m 

liche P u n k tg e n a u ig k e it, a u f  die w ir a b e r  h ier n ic h t n ä h e r  e ingehen  w ollen .
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A B O U T  T H E  MOST A D V A N T A G E O U S A N G L E  O F  IN T E R S E C T IO N  A N D  M E A S U R E S  
O F A C C U R A C Y  AT T H E  S IM P L E  IN T E R S E C T IO N

A. TÁRCZY-HORNOCH

SU M M A RY

U p  to  th e  p re se n t n o  ag reem en t was re a c h e d  a b o u t w hich  an g le , 109° 28’ o r 120° is 
m o re  ad v an tag eo u s a t  a  s im p le  in te rsection . T h e  p a p e r  p ro v es t h a t  th e  c rite rio n  of th e  le a s t  
a re a  o f  th e  pedal curve as w e ll as t h a t  of th e  le a s t  ( lin e a r)  a n d  also o f Helmert’s m ean  e rro r o f  
p o in t  b y  equally  a c c u ra te  m easu rem en ts  o f ang les g ives, fo r th e  m o s t a d v an tag eo u s  ang le  
o f  in te rse c tio n , in  isosceles t r ia n g le s  th e  value of 109° 28’. I f  h o w ever Möhle’s m ean  e rro r- 
e llip se  a n d  th e  areal m ea n  e r ro r  o f p o in t re su ltin g  fro m  i t ,  re sp ., is chosen  as a m easu re  o f  
a c c u ra c y , th e n  th e  m o st a d v a n te g e o u s  value of th e  an g le  o f  in te rse c tio n  is 120°.
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О НАИВЫГОДНЕЙШЕМ УГЛЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЯ ПРОСТОЙ ПРЯМОЙ ЗАСЕЧКИ 
И О ЕЕ ТОЧНОСТНЫХ ПОКАЗАТЕЛЯХ

А. ТА РЦ И -Х О РН О Х  

Р Е З Ю М Е

Нет согласованности в том отношении, что при простой прямой засечке наивыгод
нейший угол 109°28’ или 120°. В статье автор показывает, что требования, относящиеся 
к наименьшей площади кривой точек основания, а также к наименьшей (линейной) сред
ней квадратической ошибке и средней квадратической ошибке Г ельм ерт а, при прямой 
засечке в случае равнобедренных треугольников и равноточных угловых измерений вызы
вают угол пересечения в 109°28’. Если же мерой ошибок выбрать эллипс ошибок М гл е  
или характерную для получаемой по нему площади среднюю квадратическую ошибку 
точек, то для них наивыгоднейшим является угол пересечения в 120°.
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