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A PREKOPA ANDRAS-DIJ 2024. EVI DIJAZOTTJA:
DEAK ISTVAN

Az MTA Matematikai Tudoméanyok Osztédlya a 2024. évi Prékopa Andrés-dijat
Dedk Istvannak itélte oda a Monte Carlo mdédszerek, véletlenszam-generaldsi algo-
ritmusok, szimulacids és numerikus mddszerek vizsgalataban elért eredményeiért.

Tudomanyos és szakmai palyafutasa

Deék Istvan fels6fokd tanulmanyait az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen vé-
gezte; 1969-ben kapott matematikus diplomat, numerikus matematikai és opera-
cidkutatési szakirdanyon. A tovabbiakban az egyetemi doktori (1971), kandid4tusi
(1982), PhD (1995) fokozatot, majd a habilitélt doktori (1999) és az MTA Doktora
cimet (2006) nyerte el.

Szakmai péalyafutdsit 1969-ben kezdte a Miegyetemen. 1972 és 1991 kozott
az MTA SZTAKI-ban dolgozott, 1982-t6] tudoméanyos fomunkatérsi, 1990-t61 osz-
talyvezetd helyettesi beosztasban. A Sztochasztikus és nagyméretii rendszerek”
csoportot, majd a ,Parhuzamos szamitégépek és szakértoi rendszerek” csoportot
vezette. 1991 és 2005 kozott ismét a Miiegyetemen dolgozott, a Villamosmérnok-
kari Matematika Tanszéken, majd a Differencidlegyenletek Tanszéken. 2005-t6l a
Budapesti Corvinus Egyetem Szamitastudomanyi Tanszékének egyetemi tanara.
Hat éven at parhuzamosan a Nyiregyhazi Féiskolan is tanitott. 2006 és 2008 ko-
z0tt a Corvinus Egyetem Kozgazdasagi és Gazdasaginformatikai Doktori Iskolajé-
nak Gazdasiginformatika Doktori Programja megalakitasdban dolgozott, 2009-t61
a program igazgatdja volt. 2008 és 2010 kozott a Corvinus Egyetem Szamitas-
tudoményi Tanszékét vezette. 2014 6ta Corvinus Egyetem Professor Emeritusa.
Emeritus professzorként is foglalkozott doktorandusz hallgatokkal.
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Neves kiilfoldi egyetemeken tanitott vendégprofesszorként: a kanadai Dalhousie
Egyetemen, a Wisconsin-Madison Egyetemen, a Ziirichi Egyetem Operéciékutatédsi
Intézetében, legutébb pedig a Rutgers Egyetemen. Vendégprofesszori megbizatdsai
alatt mind egyetemistaknak, mind doktorandusz hallgatéknak tartott eladasokat.

T6bb mint nyolcvan cikket, tanulmanyt irt. Két angol nyelvii és harom magyar
nyelvii szakkonyv szerzéje illetve tarsszerzoje. Két felsdoktatasi tankényv szerzéje.

Fontos OTKA palydzatokban vett részt Prékopa Andras irdnyitdsa alatt, és
jelentés projektek témavezetdje volt. 1992-97 kozott részt vett a hét orszégra
kiterjed6 Central European Initiative ,,Parallel Computation” elnevezésli projekt-
jében. Nagyszabasu alkalmazasi és kutatas-fejlesztési munkakban vett részt:

— a magyar villamosenergiaipar sztochasztikus modelljének felépitése, az
Orszagos Tervhivatal szdamara,

— az orszag villamosenergia termelésének napi iitemezése, a Magyar Villamos
Mivek Troszt szamara,

— Dunai Vasm@ hideghengersor termelésének iitemezése, illetve hosszutavi
komplex termeléstervezési és prognosztikai programcsomag kifejlesztése a
Vasmii sziikségleteire,

— villamos tavvezetékek korrézidjanak vizsgdalata.

Sok cikluson keresztiill a Magyar Tudomanyos Akadémia Operacidkutatasi
Bizottsaganak tagja, egy korabbi ciklusban a Bizottsag titkara volt. Két ciklusban
a Magyar Operécidkutatasi Téarsasag alelnoke volt.

Szdmos konferencia szervezésében vett részt, a programbizottsiag vagy szerve-
zObizottsag tagjaként. Az 1992. évi matrafiiredi ,,XI. International Conference on
Operations Research” tarselnoke volt.

Kitiintetései: Farkas Gyula dij (Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat, 1976) a
STABIL sztochasztikus programozasi modell villamosenergiaipari alkalmazasdban
végzett munkéjdért; Egervary dij (Magyar Operdcidkutatdsi Tarsasag, 2020).

Tudomanyos tevékenysége

Dedk Istvannak a Monte Carlo médszerekkel, véletlenszam-generalasi algorit-
musokkal, szimulacids és numerikus mddszerekkel kapcsolatos eredményei kozott
kiilonosen nagy jelentéségliek a tobbdimenzids normalis eloszlas eloszlasfiiggvényé-
nek kiszamitasara kidolgozott eljarasa, valamint néhdny véletlenszam-generaldsi
algoritmusa.

Fontos eredményeket ért el szukcessziv regresszids kozelitéseknek a sztochasz-
tikus programozasban valé felhasznalasaval. Uj, regresszién alapulé nemlinedris
optimalizdlasi eljardasokat dolgozott ki, amelyek zajos fiiggvények esetén is alkal-
mazhatok.
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Eredményeit més elméleti teriileteken is alkalmaztak, ezek kozott jelents a
térfogatszamitas. Elméleti kutatasi tevékenysége tobb teriileten is kapcsolodik az
alkalmazédsokhoz, ipari és gazdasagi rendszerek nagyméretii és sztochasztikus opti-
malizdlasaval kapcsolatos kérdésekhez. Vildgviszonylatban is uttor6 projektekben
vett részt.
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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2023. EVI DIJAZOTTJA:
GERENCSER LASZLO

Az Egervary Jen6 emlékplakettet a Magyar Operacidkutatdsi Téarsasag 2023-
ben Gerencsér Ldszlonak — a HUN-REN SZTAKI tudoményos tanacsaddjanak —
itélte oda a sztochasztikus rendszerek teriiletén elért kutatéi, oktatoi és vezetoi
eredményeiért, valamint tudomanyos kozéleti tevékenységéért.

Elett, ja

Gerencsér Laszld 1946. augusztus 7-én sziiletett Zalaegerszegen. Matematikai
és miiszaki érdekl6dése mar az altalanos iskoldban megnyilvanult. Kozépiskolai
évei alatt 1964-ben az Orszdgos Tanulmanyi versenyen és a Kiirschak Jézsef Ma-
tematikai versenyen els6é dijat, valamint a moszkvai Matematikai Didkolimpian
megosztott elsé dijat kapott.

Egyetemi diplom&jat és doktori fokozatat az E6tvos Lorand Tudoményegyetem
matematikus szakdn szerezte 1969-ben, illetve 1970-ben. Egyetemi tanulmanyait
kovetéen az MTA Matematikai Kutaté Intézetben kapott allast, Prékopa And-
rds csoportjdban, amely rovidesen az MTA Szamitdstechnikai és Automatizdlasi
Kutaté Intézetébe (SZTAKI) keriilt 4t.

1976-ban megvédte kandidatusi disszertaciojat a nemlinearis programozas nu-
merikus kérdéseirdl. Ez idében fordult érdeklédése a sztochasztika iranyaba, majd
az irdnyitaselmélet matematikai problémadival kezdett foglalkozni, ezen beliil is a
rendszeridentifikacioval, amely egész késébbi tudoményos palydjat végigkisérte.
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1988 és 1991 ko6zott vendégprofesszor volt a kanadai McGill Egyetem Villamos-
mérnoki Tanszékén. Hazatérése utan, 1991-ben a SZTAKI Rendszer- és Irdnyitas-
elméleti Laboratériumhoz csatlakozott, szakmai és barati kapcsolatot alakitott ki
élvonalbeli holland, svéd és olasz kutatokkal. Az MTA doktora cimet 2000-ben
nyerte el.

1997 és 2001 kozott Széchenyi Professzori Osztondfjasként oktatott az ELTE
TTK Valészintiségelméleti és Statisztika Tanszékén. Itt tarsoktatéként matema-
tikus szakon elséként oktatott Magyarorszdgon modern pénziigyi matematikat.
Tobb éven keresztiil tanitott a Pazmany Péter Katolikus Egyetem Informécios
Technolégiai és Bionikai Karén is.

1998 és 2004 kozott a SIAM Journal of Control and Optimization, 2001 és 2004
kozott pedig az IEEE Transactions on Automatic Control folyéiratok szerkeszto-
bizottsagi tagja volt. Tagja volt az IEEE Control Systems Society Conference
Editorial Boardnak (1998-2001) és az IFAC Techical Committee on Stochastic
Systemsnek is.

Szakmai tevékenysége

A rendszeridentifikdcié svéd iskoldjanak gondolatait kovetve a 80-as években
megalkotta az L-kever6 folyamatok fogalméat, és egy 1989-es, a Stochastics fo-
lyéiratban megjelent cikkében kidolgozta egy, a kés6bbiekben sokat alkalmazott
elmélet alapjait. Ennek egyik els6 alkalmazdsa a Shannon dijas Jorma Rissanen-
nel irt 1993-as kozos dolgozata, amelyben Gauss-i id6sorok egy fontos osztalyéara
modell-fiiggetlen prediktorok hatékonysagat vizsgaltdk. A rendszeridentifikéci6 és
a sztochasztikus analizis eszkoztaranak otvozése a késébbiekben munkassaganak
egy visszatéré motivuma lett. Ehhez kapcsolodé témaban vallalta Vagd Zsuzsan-
na, késobbi felesége szakdolgozati témavezetését is.

Az 1980-as években formalédott a dijazott szakmai kapcsolata Bokor Jézseffel,
amely megtermékenyitoleg hatott egész tudoményos palyajara. Részben ennek
tudhaté be, hogy nemzetkozi szakmai kapcsolata dontéen matematikai/miiszaki
férumokhoz kothet6. Az 1980-as évek derekan a rekurziv identifikdcié témako-
rének egy iinnepelt, de matematikailag nem teljesen kidolgozott eredményének
szigord megalapozéasa felé fordult az érdekloédése. Ennek eredményeképpen egy, a
SIAM Journal of Control and Optimization folydiratban megjelent dolgozataban
kifejlesztett egy egzakt vizsgalati metodikat, egy korabbi heurisztikus atlagoldsi
elv 4j értelmezését. Erre tdmaszkodva bizonyitotta a meghokkentd tényt: egy
gyakran haszndlt rekurziv identifikdcids algoritmus dltal kapott on-line becslés és
annak off-line véltozata kozott az eltérés oly csekély, hogy el6bbi az utébbi minden
szokvanyos statisztikai tulajdonsdgat orokli. Ennek az eredménynek egy lényeges
kiterjesztését tartalmazza a SIAM Journal of Control and Optimization folydirat
2006-ban megjelent 66 oldalas dolgozata, amelyre tdmaszkodva tébb, kordbban
reményteleniil nehéznek tartott kérdés megvalaszolhaté lett.
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1998-ban létrehozta a SZTAKI-ban a Sztochasztikus Rendszerek Kutatécso-
portot, amely 2013-ig allt fenn. Ebben a szervezeti keretben tébb PhD hallga-
t6 vezetdje valtozatos témakban, Ugy mint opcidarazas, rejtett Markov folyama-
tok, valtozasdetektdlas, sztochasztikus volatilitds modellek, piaci mikrostrukturak,
sokk-hatdasok modellezése.

Osszesen 9 PhD hallgaté dolgozott a témavezetése alatt, koziiliik 8-an sikeresen
megvédték disszertaciéjukat, egy hallgaté munkédja még folyamatban van.

A dijazott 2015 éta intenziven foglalkozik epileptologiaval, pontosabban epi-
lepszias rohamok elorejelzésével kapcsolatos kérdésekkel, ezen beliil a szeizmoldgi-
aban sikeresen alkalmazott médszerek adaptalasaval. Ehhez kapcsolédik az orvos
végzettségli Perczel Gyorgy PhD kutatdsi programja, amelynek vezetését Erdss
Loranddal, a SOTE Idegsebészeti és Neurointervencids Klinika jelenlegi igazgaté-
javal, mint tars-témavezet&vel egyiitt latta el. Egy, az IFEFE Signal Processing
Society altal jegyzett konferencia 2022-ben megjelent kotetében attorést jelen-
t6 eredményt publikaltak idegsejtek tiizelési mintdzatdnak valds ideji modelle-
zésére. A gépi tanulds teriiletén évek ota egyiittmiikodik SZTAKI-s kollégajaval,
Cs4ji Balazs Csanaddal. Szakértéként kozremiikédik egy, kooperativ doktori prog-
ram keretében kollégaja altal vezetett kutatds feliigyeletében is. A kozelmult egy
kiemelkedd eredménye matematikus fidval, Gerencsér Baldzzsal kozos dolgozata
(IEEE Transactions on Automatic Control, 2022), amelyben elosztott szdmitdsi
mébdszerek alapjat képezd konszenzus algoritmusok egy tag osztalyara hataroztak
meg a konvergencia sebességének éles fels6 korlatjat, megvalaszolva a témakor egy
alapcikkében 2010-ban megfogalmazott kérdést.

Tudomanyos kozéleti tevékenysége

A hatarteriiletek iranti érdeklédését tiikrozi a dijazott tudoméanyos kozéletben
valé aktiv részvétele. Kiemelt nemzetkozi szerepvallaldsai: szerkesztébizottsagi
tag volt a SIAM Journal of Control and Optimization, illetve az IEEE Transac-
tions on Automatic Control folybiratoknal, 2010-ben pedig egy Budapesten rende-
zett mintegy 400 {8s konferencia (19th International Symposium on Mathematical
Theory of Networks and Systems, MTNS 2010) nemzetkozi programbizottsdgdnak
elnoke volt. Hazai szerepvdllaldsai: a Bolyai Jdnos Matematikai Térsulat (BJMT)
Alkalmazott Matematikai Szakosztalydnak és egyben a Farkas Gyula Emlékdij
Dijbizottsdganak elnoke 12 éven &t. Kezdeményezdje és Horvath Zoltdnnal (SzE)
tarselnoke volt a Gy6rben 2012-ben, illetve 2016-ban rendezett multidiszciplinéris
BJMT Alkalmazott Matematikai Konferencidknak. 2016 ota az Alkalmazott Ma-
tematikai Lapok f6szerkeszto-helyettese. 2008 6ta tagja az MTA III. Matematikai
Tudomanyok Osztalya Operacidkutatasi Tudomanyos Bizottsaganak, és két ciklu-
son 4t (2016-2022) tagja volt az osztdly Doktori Bizottsdgdnak is. Két cikluson &t
tagja volt az MTA Tudomaényetikai Bizottsdganak Fésiis Léaszlé elnoksége alatt,
valamint kozgytilési képvisel6 volt Lovasz Laszlo elndksége idején.
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Fobb dijai és kitiintetései
— Széchenyi Professzori Oszténdij, 1997-2001

— Hart Prize for Excellence in Research, Johns Hopkins University, 2001
— Kalman Rudolf Dij, SZTAKI, 2021
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AZ EGERVARY JENO EMLEKPLAKETT 2024. EVI DIJAZOTTJA:
GALANTAI AUREL

Az Egervary Jen6 emlékplakettet a Magyar Operdcidkutatasi Tarsasag 2024-
ben Galdntai Aurélnak — az Obudai Egyetem professzoranak — itélte oda a ki-
emelked6 tudomanyos, szakmai és oktatéi munkéssdgaért, valamint tudomény- és
oktatasszervezési tevékenységéért.

Végzettség, tudomanyos fokozatok és cimek

Okleveles matematikus diploméjat 1975-ben az E6tvos Lorand Tudoméanyegye-
temen szerezte, ugyanebben az évben nyerte el a természettudomanyi doktori cimet
(Dr. rer. nat.) az ELTE TTK-n. Tudomdnyos és egyetemi fokozatai: a mate-
matikai tudoményok kandiddtusa, MTA, Budapest, 1980; PhD alkalmazott ma-
tematikabol, BME, Budapest, 1994; Dr.habil., BME, Budapest, 1994; a Magyar
Tudomanyos Akadémia doktora, 2005.

Oktatasi és szervezési tevékenység

Galdntai Aurél tandri palydja négy egyetemhez kotodik. Kozvetleniil az MSc
fokozat megszerzése utén az Eoétvos Lorand Tudoményegyetemen (ELTE), majd a
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Godollsi Agrartudoményi Egyetem (GATE), a Miskolci Egyetemen (ME) és végiil
az Obudai Egyetemen (OE) volt oktaté. Jelenleg az Obudai Egyetem professor
emeritusa. Az altala betoltott fontosabb egyetemi tisztségek:

1975-1979: tanarsegéd, ELTE Numerikus és Szamitogépes Matematika Tanszék
1979-1984: adjunktus, GATE Matematikai és Szamitdstechnikai Tanszék
1984-1990: egyetemi docens, GATE Matematikai és Szamitastechnikai Tanszék
1988-1990: tanszékvezet6, GATE Szamitastechnikai Tanszék

1990-1995: egyetemi docens, ME Alkalmazott Matematika Tanszék

1990-2003: az ME Alkalmazott Matematika Tanszékének vezet&je

1991-2006: az ME Matematikai Intézetének igazgatdja

1995-2006: egyetemi tanar, ME Matematikai Intézet

2006-2022: egyetemi tandr, OE Szoftvermérnéki Intézet

2009-2022: az OE Alkalmazott Matematika és Informatika Doktori Iskola vezetoje
2023-: professor emeritus, OE Neumann Jénos Informatikai Kar

Egyetemi palyafutdsa soran, kiilonosen az 1980-as évek végétol, aktiv részvevije
az egyetemi szakmai és tudoméanyos életnek. Mint tanszék, intézet és késébb dok-
tori iskola vezetOjeként, valamint szakmai bizottsagok tagja és elntkeként jelentés
szerepe volt egyetemi szakok akkreditdlasaban és elinditasaban. 14 felsGoktatasi
tankonyv és szamos oktatdsi anyag szerzGje numerikus analizis, az operacidkutatéds
és az alkalmazott matematika és informatika teriileten. Alapité torzstagként és ve-
zetéként kiemelkedd szerepe volt az OE Alkalmazott Informatikai és Alkalmazott
Matematikai Doktori Iskola létrehozasaban 2009-ben, amely azdta virdgzo és faj-
silyos doktori iskolava valt az informatikai és alkalmazott matematikai teriileten.

Osztondijak és kutatasi projektek

Szamos hazai és kiilfoldi kutatési 6sztondij az elméleti és alkalmazott matema-
tikai kutatasok teriiletén; hosszabb 6sztondijak; Elektromos és Szamitastechnikai
Tanszék, Tucsoni Egyetem, Arizona (1985/1986, 12 hénap), évente tobbszor 1-3
hoénapig; Matematika, Statisztikai, Informatikai és Alkalmazasi Tanszék, Bergamoi
Egyetem, Olaszorszag.

Szakmai koézéleti tevékenysége

Aktiv és elismert tagja a hazai operativ kutatéi kozosségnek, a kezdetektol
tagja a Magyar Operativ Tarsasidgnak. Az egyetemeken, a Magyar Tudoményos
Akadémian és maés szakmai bizottsdagokban kiemelked6 munkédval képviselte az
operaciokutatés és a kapcsolddo szakteriiletek érdekeit. Hosszabb ideig aktiv sze-
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repet véallalt a tudomdnyos képesitések és cimek (DSc, PhD és Dr.habil.) értékelési
eljardsaiban. 9 éven at képviselte az MTA Matematika Osztaly Doktori Bizottsa-
gaban az Operécidkutaté Tudoméanyos Bizottsagot, amelynek tébb mint két évti-
zede valasztott tagja. Az Operacidkutatasi Bizottsag tagjai kétszer vélasztottak
az Akadémia Kozgytilésének tagjava 1-1 ciklusra. Oktatéként tobb egyetem dok-
tori iskoldjanak tagja. To6bb folydirat szerkesztObizottsaganak tagja, nemzetkozi
folydiratok rendszeres biraldja.

Kitiintetései

Szakmai és oktatéi munkaja elismeréseként kapott kitlintetések: Farkas Gyula-
dij 1. fokozat (1977), Széchenyi Professzori Osztondi{j (1998-2001) és Magyar
Erdemrend Tisztikeresztje (2020).

Kutatasi és szakmai tevékenysége, fontosabb eredményei

Galantai Aurél szakmai aktivitdsa a numerikus analizis, az operacidkutatés és
az alkalmazott matematika széles teriiletét Gleli fel, annak kiemelkedd, nemzetkozi-
leg elismert képviselGje. Kutatéi munkdajat egyarant jellemzi az elmélyiilt matema-
tikai gondolkodasmad és az elméleti eredmények gyakorlati, hatékony szamitogépes
alkalmazhatésagara valé torekvés. Kutatasi eredményeit a szakteriilet nemzetko-
zileg legfontosabb folydirataiban, valamint 3 monografidban jelentette meg. Az
MTMT-ben hozzaférhetd 150 publikacidja a numerikus analizis és alkalmazasainak
széles teriiletét fedi le, fiiggetlen hivatkozdsainak szdma 296 (a valésdgban ennek
t6bbszorose lehet scholar.google adatbdzisa szerint). A lauddcié keretén beliil a
tudomanyos palya részletes bemutatdsara nincs méd, csak a palya szempontjabdl
fontosabb elméleti és alkalmazott matematikai eredmények bemutatésara.

Galdntai Aurél az egyetem befejezése utdn a kozonséges differencidlegyenle-
tek numerikus modszereinek konvergencia és hibaanalizisével foglalkozott és ért
el eredményeket az egylépéses modszerek konvergenciatételeire és hibaelemzésére
vonatkozéan (Runge-Kutta médszerek automatikus hibabecslése, Lehmer—Schur
tipusi mdédszerek optimalizdldsa és linedris stiff probléma).

Tudoményos fokozatéat (CSc, 1980) ,, Vizsgdlatok a kizinséges differencidlegyen-
letek numerikus maodszereinek konvergencia és hibaanalizisének korében” disszerta-
cidjaval nyerte el, amely tartalmazza még az emlitetteken kiviil azokat az eredmé-
nyeit, amelyek a Cauchy-problémak altaldnositott megoldasdhoz vezetd diszkrét
konvergencidhoz, a stiff modszerekre vonatkozo 1j stabilitasi tulajdonsaghoz és a
konjugalt iranymoddszerek hibabecsléséhez kapcsolédnak.
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Az ABS (Abaffy-Broyden—Spedicato, 1984) algoritmuscsaldd megjelenése és
Abaffy Jozsef és Emilio Spedicato professzorokkal kialakult erds szakmai egytitt-
miikodés utan, az 1980-as évek kozepétél, 1ij fontos feladatokkal kezdett foglal-
kozni. Ezek részben jelentds, uj ABS mddszereket és azok vizsgalatat jelentik,
részben pedig - ehhez kapcsolédéan - fontos linedris algebrai elméleti eredmények:
az Egervary-féle rangszamcsokkentd eljaras alapveto tulajdonsdgai, tovdbbéa az
LU,LDU,LDLT (itt L als6-, U felsé haromszogmétrix, D pedig diagondlis mét-
rix) és Cholesky felbontdsokra adott egzakt perturbaciés formuldk, valamint azok
vizsgalata.

Az alapfeladat a tobbvaltozos nemlinearis f : R™ — R™ n > 1 fiiggvényekre
vonatkozé f(x) = 0 algebrai egyenletek megolddsaival és a megolddsok kvalita-
tiv tulajdonsdgaival foglalkozik. A vizsgalatok célja olyan hatékony numerikus
algoritmusok kifejlesztése, amelyek alkalmasak nemlinedris egyenletek megoldasa-
ra, tovabba a numerikus eljarasok konvergencidjanak, stabilitdsanak, hatasmecha-
nizmusanak feltardsa. A lebeg6pontos miiveletek figyelembevétele mellett fontos
feladat a hibaterjedés vizsgalata is.

A linedris rendszerekre kidolgozott ABS eljarast sikeriilt dltaldnositania (ko-
zosen Abaffyval és Spedicatoval, 1987) nemlinedris rendszerekre, és bebizonyitani
elég dltaldnos feltételek mellett a mddszer lokélis konvergenciajat. A kidolgozott
modszer szamos jé tulajdonsaggal rendelkezik: specidlis esetként magaba foglalja
a Brown és Brent mddszerek Gay-féle altalanositdsat, megorzi a Seidel-féle relaxa-
ciés elvet, linearis egyenletek esetén egzakt megoldast ad és tovabbi fontos elonye
még az egyszeril programozhatosag is.

Az ABS-mdédszerek alkalmazasdval kapcesolatos kutatédsait folytatva ért el fon-
tos eredményeket. Nemlinearis feladatok széles osztalyara bizonyitotta be az ABS
mddszerek (a részbenrendezés szerint) monoton konvergencidjit, amely lehet8sé-
get ad a kozelitések pontossdganak becslésére. A bizonyitdsi technikdk kozott
fontos szerepet jatszik a matrixok LU faktorizacidja, és erre vonatkozéan néhany
tulajdonsag bizonyitdsa. A fiiggvényekre tett szokdsos feltétek (f folytonosan diffe-
rencidlhat6 konvex fiiggvény, Jacobi-matrixa nem szinguldris M-matrix és isoton)
igazolja az eljards globalis konvergenciajat, vagyis azt, hogy az eljaras tetszoleges
kezdeti pontbdl kiindulva konvergens.

Jeney Andréssal kozos publikdcijdban (1996) hatékony mdédszereket vezetnek
be és vizsgilnak nemlinedris egyenletek megolddsara, amely a nemlinedris ABS
modszer és kvazi-Newton médszer kombindcidjaként jon létre. A bevezetett mod-
szerek részletes elemzésére FORTRAN nyelven irt program (dupla pontosségi szé-
mitdssal), pontosan specifikdlt szdmitégép és meghatdrozott tesztfeladatok mellett
keriilt sor. Az eredmények azt igazoltdk, hogy a tobblépéses quasi-Newton ABS
modszer gépid6 felhasznélasdban jobb, mint az addig legjobbként ismert Broyden
médszer (az kiilon elismerés, hogy Broyden ajanldsdval jelent meg a cikk a folyé-
iratban).
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Kutatdsai soran komoly figyelmet szentelt a rangredukcids eljards és a kapcso-
16d6 faktorizacios és konjugdciés algoritmusok tanulméanyozisanak. A rangszam-
csOkkent6 algoritmusok alapja Egervary altal az 1950-es évek kozepén kidolgozott
eljardas. Ennek a kutatdsnak a motivacidjat az jelenti, hogy az ABS konjugélasi
eljaras alapjat rangszamcesokkent6 eljaras képezi. A cikk sziikséges és elégséges fel-
tételt ad arra, hogy az eljaras mikor hajthaté végre, megadja a rangszamcsokkentd
eljaras kanonikus alakjét és az eljaras eredményeként ad6dé bazisfaktorizaciot a pa-
raméterek fiiggvényében. A bizonyitasokbdl kideriil, hogy a bézisfaktorizacié szo-
ros kapcsolatot mutat az LDU faktorizaciokkal. Az eredmények alkalmazdsaként
tobb ismert eredmény specidlis esetként adédik, nevezetes faktorizacidkra nyerhe-
tok sziikséges és elégséges feltételek, tovabba bizonyitast nyer Chu, Funderlic és
Golub egy sejtése is.

A miétrixok kiilénbézé haromszog felbontasai (LU, LDLT, LDU és Cholesky-
felbontasok) régéta fontos szerepet jatszanak a kiilonbozé numerikus eljérdsok-
ban, de pl. tébbvaltozos sztochasztikus modellezési probléméknal is meghatarozo
jelent&séggel birnak. A felbontasok stabilitdsatél nagymértékben fiigg az eljards
pontossdga, ezért lényeges a perturbdciés feladatok vizsgélata. Galdntai (2003)
egyik legfontosabb és igen szép eredménye ezen a teriileten az, hogy sikeriilt meg-
oldani a perturbécids egyenleteket és a matrix faktorizacioban egzakt formulakat
sikeriilt adni a faktorok perturbécidira. Ezek az eredmények érvényesek minden
olyan matrix perturbaciéra, amely megé6rzi a faktorizdlhatosig és nemszingula-
ris tulajdonsdgot. Bar a kiilonboz6 haromszogfelbontasok esetén a perturbacios
egyenletek megoldasa kiilonbozik egymastol, a kozos benniik az, hogy mindegyik
bizonyitds meghatarozott projektorok tulajdonsigaira tdmaszkodik. Az egzakt
formulak segitségével sikeriilt részben javitani, részben pontositani a faktorizaciék
perturbécidira addig ismert becsléseket.

A 2004-ben megjelent monografidja (Projectors and Projection Methods,
Kluwer) egységes attekintést ad a projektorokrol és a vetitési médszerekrél. Kitér
az altaldnos elméleti hattér bemutatasara, majd megvizsgalja a linedris és nemli-
nearis algebrai egyenletrendszerek és konvex optimalizaldsi feladatok megoldasara
szolgald vetiileteket véges dimenzids euklideszi és részben Hilbert-terekben.

Hegediis Csabdval (2008) kozosen elemi médszerekkel egy globélis és egy lokélis
perturbacios tételt vezetnek le polinomok nullhelyeire. Ez az eredmény szignifi-
kénsan javitotta Ostrowski (1940) pontosnak vélt klasszikus eredményét a poli-
nomok gyokeinek perturbédcidjara vonatkozéan. A matrixelméleti megkozelitéssel
Edelman és Murakami visszafelé irdanyuld stabilitasi eredményét is javitottak.

A 2010-es években egyik f6 kutatasi teriilete a nemlinedris egyenletek és a mi-
nimalizalasi problémak konvergens megoldasi médszerei voltak. Ezekkel a prob-
lémakkal kapcsolatban szdamos eredményt ért el egyediil és Abbafy Jdzseffel ko-
zosen a tartomany és a nemlinedris fiiggvény kiilonb6z6 korlataival rendelkezé
modszerek kidolgozasaval. Részletesen vizsgaltdk a kidolgozott algoritmusok sza-
mitégépes megvaldsitasait és teljesitményét, amelyek alatdmasztjak az eredmények
hatékonysédgat.
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Az elmilt néhany évben, a 2010-es évek vége 6ta t6bb cikkben is foglalkozott a
Nelder-Mead médszer konvergenciaelemzésével. Ez a médszer egy direkt szimplex
modszer a minimalizalasi probléma megoldasara, és széles kérben hasznalatos a de-
rivédltmentes optimalizalas és alkalmazési teriileteken. Kidolgozta a Nelder-Mead
szimplex mdédszer matrixformajat, és kimutatta, hogy konvergenciaja Osszefiigg a
végtelen matrixszorzatok konvergencidjaval. Ez a megkozelités lehet6vé tette egy
altalanos konvergenciatétel bizonyitdsat a mddszerrel generdlt szimplex sorozatok-
ra, és elégséges feltételt ad a Nelder-Mead szimplex mdédszer egy bizonyos tipusi
konvergencia viselkedéséhez. Azt is bebizonyitotta, hogy a Nelder-Mead szimplex
modszer abban az értelemben konvergdal, hogy a szimplex csicsok egy valészinii-
séggel konvergdlnak egy kozos hatarponthoz, ami dltaldnos magyarazatot ad a
modszer hatékonysagara.

Az elméleti kutatdsok mellett meg kell emliteni, hogy Galantai Aurél pélya-
futdsa soran az alkalmazott matematika teriiletén is jelent6s eredményeket ért
el. Legfontosabb kutatdsi eredményeit a kovetkezoé alkalmazési teriileteken ér-
te el: kiilonb6z6 modellek numerikus megoldasa az orvosbioldgiai modellezéshez
kapcsoldéddan; operdcidkutatasi médszerek mezégazdasdgi alkalmazasa szantofol-
di energiafelhasznalds szimuldcidés modellezésére; az elektron-optikai alkalmazdsok
feladatai kapcsan: elektrosztatikus lencsék optimalizdlasa, optimalizaldsi modellek
és eljarasok kidolgozédsa; programozas, Uj objektiv keresése jelentGsen javitott tu-
lajdonsagokkal; kristalyfizikai alkalmazdsok szempontjabdl: modell és numerikus
eljaras kidolgozasa a minta alakjanak meghatdrozasara adott forméju forgasszim-
metrikus kristdlyok termesztésekor; acélszerkezetek optimalizdldsa (szerkezetopti-
malizalds), konkrét feladatok numerikus megolddsa.
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Eletitja

Tobids Andrds 1992-ben sziiletett Budapesten. Alapszakos matematika dip-
lom4jat a Budapesti Miiszaki és Gazdasidgtudomanyi Egyetemen (BME) szerez-
te 2014-ben, mig mesterszakos diplomé&jat a Technische Universitét (TU) Berli-
nen 2016-ban, szintén matematikabdl. Ugyanitt 2019-ben szerzett PhD fokozatot
Wolfgang Konig témavezetésével. 2014 és 2019 kozotti németorszdgi tanulmanyait
a Berlin Mathematical School (BMS) 6szténdija tdmogatta. Ezt kovetéen hdrom
évig szintén a TU Berlin munkatarsaként dolgozott Noemi Kurt kutatdcsoportja-
ban. 2022 6ta Budapesten él, a BME Villamosmérnoki és Informatikai Karan, a
Szamitastudomaényi és Informacidelméleti Tanszéken adjunktus, valamint a Rényi
Alfréd Matematikai Kutatéintézet részmunkaidés munkatarsa.

A Magyar Tudomanyos Miivek Taranak adatbézisa szerint kiilfoldi kiaddsu
szakfolyéiratban 16 cikke jelent meg, emellett harom konyvrészlet és egy kon-
ferenciakozlemény szerzdje. Miveire az MTMT szerint 17 fiiggetlen hivatkozés
talalhat6, a GoogleScholarban az Osszes hivatkozas szama 111. Publikacidi tob-
bek kozott a valdszintiségelmélet vezetd folydirataiban, az Annals of Probability,
Electronic Journal of Probability, Stochastic Processes and Their Applications
folyéiratokban jelentek meg.

Szeminariumi el0adasokat és konferenciaeldadasokat tartott Freiburgban,
Bielefeldben, Bochumban, Bath-ban és Bécsben. A Berlinben toltott évek alatt
tobb PhD-didkoknak sz6l6 szemindrium és egyéb rendezvény szervezdje volt.

To6bids Andras f6 kutatdsi eredményeit a populdciégenetika matematikai
modelljeinek vizsgalatdaval érte el, els6ésorban a dormancia, logisztikus versengés,
horizontalis géntranszfer témajaban. Jochen Blath-tal ko6zos, 2020-ban, illetve
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2021-ben megjelent cikkeinek téméja a dormancia, az élélények /sejtek inaktiv al-
lapota, ami sok helyen el6fordul az élgvilagban: novények magképzése, eml6sok
téli alma, baktériumok sporulédciéja, virusok lappangé allapota, raksejtek dorman-
cidja (ami kés6bb a tumor névekedésének djrainduldsdhoz és dttétekhez vezethet).
Megmutattak, hogy bizonyos sztochasztikus adaptiv dinamikai modellekben a dor-
mancidra valé képesség szelekcios elonyt ad egy mutans részpopulaciénak, noha
a mutans a rezidenshez képest rosszabbul szaporodik. A feltdrt jelenséget (ver-
sengés altal indukalt dormancia) elméleti biolégusok is plauzibilisnek tartjak, és
idézik a cikket. Mdédszertanilag a cikk eldgazé folyamatokra és differencidlegyenlet-
rendszerek kvalitativ viselkedésére épiil.

Masik tanulményukban a dormancia és a horizontalis géntranszfer koélcsonha-
tdsat vizsgaltdak. A horizontélis géntranszfer bizonyos paramétervalasztdsok ese-
tén lehetové teszi rezidens és mutdns koegzisztencidjat. Ebben a cikkben is a
differencidlegyenlet-rendszerek (nem csak lokdlis) stabilitdsdnak igazoldsa jelen-
tette a f6 matematikai nehézséget.

Egy tovabbi kutatési irdny olyan részecskerendszerek szisztematikus vizsgéla-
ta, amelyekben a részecskék nem egymastdl fliggetleniil, hanem gyakran egyszer-
re végeznek bizonyos ,tevékenységeket” (szaporodés, haldlozds, migricié, dssze-
olvadds) Poisson-pontfolyamatok altal vezérelve, amit koordindciénak neveziink.
Ennek egyik els6 példaja a Lambda-koaleszcens volt, azdta szamos biolégiailag re-
levans példat vizsgaltak. Ezek a folyamatok rendszerint populacidégenetikai model-
lek skdldzasi limeszeinek (momentum)dudlisaként 1épnek fel, amit Tébids Andras
tarsszerzoivel egyiitt igazolt. A részecskerendszer koordindciéja ritka, de jelentGs
hatast — a populdciénak nagy populdcioméret esetén is pozitiv hanyadat érintd
— szelekcids/mutdcits/migraciés/genetikai sodréddsos eseményeknek felel meg a
dudlis folyamatban. Megmutattak azt is, ha nincs tsszeolvadas a modellben, ak-
kor a folyamat részecskeszamanak varhaté értéke csak a Poisson-pontfolyamatok
intenzitasi mértékeinek Osszsulyatdl fiigg, és hasonlé moédszerekkel becsiilték a
részecskeszam szorasnégyzetét. Ezt az irdnyt folytatja Tommaso Rosatival kozos
cikke, mely koordindlt Brown-mozgasok és martingdlelméleti mddszerek segitsé-
gével igazolja bizonyos parcidlis differencidlegyenletek megoldasanak létezését és
egyértelmiiségét.

Legfrissebb, az Annals of Probability foly6iratban elfogadott cikkében az adap-
tiv dinamikai invdziémodelleket altalanositja a kontakt folyamatra. Itt egy nagy
téruszon a kontakt folyamatban bizonyos szaporoddsi (fertézési) események sordn
mutacio kovetkezik be, ami a szaporodasi rata novekedéséhez vezet. A hatarérték-
ben megjeleno folyamat érdekessége a térbeliség fontos szerepe: a mutans tulélési
esélyénél példaul szamit, hany fert6zott szomszédja volt, amikor sziiletett.

A populécidgenetikai modelleken kiviil T6bids Andras dltalanos véletlen inten-
zitasi Poisson-pontfolyamatok perkoldciéjardl is tobb cikket irt. Ezeket a model-
leket és eredményeket széleskoriien hasznaljak a mobil-hélézatok Osszefiigglségi
tulajdonsagainak elméletében.
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Elett, ja

Varga Anita 1992-ben sziiletett. Jelenleg a Budapesti Corvinus Egyetem
(BCE) féldllasti tudomdnyos segédmunkatdrsa és féldllast adjunktusa. Erdekl5dé-
si teriiletei a linearis és konvex optimalizalds elmélete, belsépontos algoritmusok,
valamint az operdcidkutatds ipari, gazdasagi alkalmazasai.

A Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetemen (BME) szerzett 2014-
ben matematika Bsc, majd 2016-ban alkalmazott matematika Msc diplomaét.
Mindkét esetben operdciékutatds témakorében irta szakdolgozatdat. Msc diplo-
mamunkéjdban (Integrating combinatorial algorithms into a linear programming
solver) az Xpress optimalizalé szoftverhez készitett egy 1j modult, mely az Eotvos
Lordnd Tudoményegyetemen (ELTE) fejlesztett LEMON C++ grafelméleti konyv-
tar objektumait és fliggvényeit teszi elérhetévé az Xpress keretein beliil. Ennek
segitségével gyorsabban sikeriilt megoldania a Bsc szakdolgozata soran vizsgalt fel-
adatokat, melyek a kvadratikus hozzarendelési feladat egyfajta kozelité megoldasat
adjak.

Anita mér egyetemi évei alatt elkezdett dolgozni a BME Epitészmérnoki Karan
Malyusz Leventével anyagdepok elhelyezési problémain. Munkajdval nagyon elé-
gedettek voltak, igy végzése utdn még két évig félallasi tudomanyos segédmun-
katarsként dolgozott, melynek eredményeként tobb publikicié sziiletett Malyusz
Leventével kozosen, f6ként a projekttervezés témakorében.

Ezzel parhuzamosan féldllasban a BME Differencidlegyenletek Tanszékén kez-
dett oktatni, tobbek kozott matematikai modellezést és operacidkutatasi szoftve-
reket bemutaté targyakat.

2018-ban o6sztondijat nyert a BME Matematika- és Szamitdstudoméanyok
Doktori Iskoldjaba. A képzést sikeresen befejezte, 2023 januarjaban summa cum
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laude minbsitéssel védte meg doktori értekezését (New Ai-Zhang type long-step
interior point algorithms using the algebraically equivalent transformation tech-
nique), melyben a bels6pontos algoritmusok egy csalddjanak altaldnos elemzését
adta. A belsépontos algoritmusok polinom idében megoldjik a lineéaris programo-
zési feladatokat és bizonyos specidlis linedris komplementaritdsi (LCP) feladato-
kat, illetve szemidefinit programozasi feladatokra és kupoptimalizalasi feladatokra
is altalanosithaték. A dolgozat egyik f6 kérdése az volt, hogy az algoritmus sordn
milyen keresési irdnyok alkalmazasaval szavatolhaté az elméletben ismert legjobb
komplexitis megtartdsa. Ennek példaul linedris komplementaritési feladatok meg-
oldasanal lehet jelent&sége. Altaldnos esetben ugyanis az LCP NP-nehéz prob-
léma, igy nem reménykedhetiink olyan hatékony algoritmusban, ami mindegyik
LCP feladatot képes megoldani. Ugyanakkor numerikus tesztek alapjan nehéz
LCP feladatok esetén a keresési irdany valtoztatasa lehetévé teheti a ,,problémé&s”
régidk elkeriilését. A doktori tézis eredményei els6 1épésnek tekintheték egy olyan
hibrid algoritmus konstrudlasa felé, mellyel hatékonyan lehetne kezelni altalanos
LCP feladatokat.

Dolgozata szamos numerikus tesztet tartalmaz, az elméleti Gsszefiiggések iga-
zolasa mellett a kiilonboz6 algoritmusokat Matlabban implementalta, és szamos
feladat megoldasan tesztelte a targyalt eljardsokat és azok paraméterbedllitasait.
A doktori eredményeit ismerteté két folyodiratcikk mar megjelent, egy harmadik
benytjtésra keriilt. Doktori tanulményai alatt a 2020/21 tanévben UNKP 6szton-
dijas volt.

Varga Anita 2016 6szét6l folyamatosan tanitott a BME Differencidlegyenletek
tanszékén, 2022 6szét6l mar teljes allasban tette ezt. Eloadésokat és gyakorlatokat
tartott magyar és angol nyelven (Linedris programozas, Operacidkutatds, Optima-
lizaldsi modellek, Operacidkutatédsi programcsomagok). 2023 8szétél csatlakozott
a BCE Corvinus Operaciékutatasi Kutatécsoportjdhoz. A tanitds mellett harom
Bsc didk témavezetdje volt, illetve kdzremiikodott mérnok és kozgazdéasz hallgatok
részére készitett matematikai e-tananyagok fejlesztésében.

Az elmult évek soran szdmos alkalmazott projektben vett részt. Foglalkozott
villamosenergia termelés tervezés optimalizacios feladataival, és 2023 januarjatél
félallasban operacidkutatoként dolgozik az EPIC InnoLabs Nonprofit Kft.-nél.

Rendszeres résztvevdje, eléaddja nemzetkozi konferencidknak. Az Operdcidku-
tatdsi Szemindrium szervezésében aktivan részt vett a BME-n és a BCE-n. 2023
augusztusdban a BCE-n keriilt megrendezésre a EUROPT Workshop, t6bb mint
200 résztvevével. Anita a szervezdbizottsag helyi tagjaként aktivan hozzajarult a
rendezvény sikeréhez.
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Eletit, ja

Dozsa Tamds Gabor programtervezo6 informatikus BSc és MSc diplom4jat egy-
arant az Eotvos Lordnd Tudomdnyegyetem Informatikai Karén (ELTE IK) sze-
rezte, 2017-ben, illetve 2020-ban. Doktori tanulméanyait ugyanitt, az ELTE IK
Doktori Iskoldjaban folytatta. 2021 és 2024 kozott NVKDP Osztondijban része-
stilt, amelynek keretében az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszék és a HUN-
REN SZTAKI Rendszer- és Iranyitaselméleti Kutatolaboratériumaban dolgozott.
Tanszéki témavezetdje Dr. Kovéacs Péter, vallalati szakértGje és tars-témavezetioje
Dr. Soumelidis Alexandros volt. Az 6sztondij ideje alatt tudomanyos segédmun-
katarsi beosztasban tevékenykedett, majd 2024 szeptemberétél a SZTAKI f64llasu
munkatarsa lett, emellett az ELTE IK Numerikus Analizis Tanszékének félallasu
oktatdja. PhD értekezését 2025 februarjdban summa cum laude mindsitéssel védte
meg.

Oktatdi palyafutdsa soran aktivan részt vett az ELTE IK Numerikus Analizis
Tanszékének oktatasi tevékenységében, tobb hallgatéja sikeresen szerepelt a kari
és orszagos Tudoményos Didkkori Konferencidkon.

Kutatési teriilete modellvezérelt gépi tanuldsi algoritmusok konstrukcidja,
amely a mesterséges intelligencia (MI) egy dinamikusan fejlédé dga. Ennek kereté-
ben a matematikai modellezés és az MI adatvezérelt szemléletének kombinalasdval
paraméterezett ortogondlis transzformaciokat — példdul projekcidkat — épit be gépi
tanuldsi algoritmusokba. Nemzetkozi egyiittmiikodésekben is aktivan részt vesz,
kiemelend6 a linzi Johannes Kepler Egyetemi Kérhézzal kozos projekt, melyben
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EEG-jelek vizualisan gerjesztett potencialjainak reprezentacidjat és osztélyozasat
vizsgalja. Ipari kapcsolatai révén a belgiumi Siemens Digital Industries Software
kutatéival kozosen publikalt egy szenzormeghibasodds detektalasaval foglalkozd
tanulmanyt.

A SZTAKI Rendszer- és Irdnyitaselméleti Kutatdlaboratériuméaban fizikai
jelenségek elemzését és dontéshozatali folyamatok tamogatasat lehetévé tevo
modellek fejlesztését végzi. A kutatédsai sordn kidolgozott paraméterbecslési mod-
szerek egyszeriisitik az irdnyitasi rendszerek tervezését és megvaldsitasat. Kiilonos
figyelmet fordit az adatvezérelt mddszerek alkalmazasara, melyek akkor valnak
kiilonosen fontossd, ha a hagyomdanyos, analitikus megkozelités a vizsgdlt rend-
szerek Osszetettsége miatt nem nyujt kielégito megolddst. Kutatdsai az autoném
jarmtiranyitas teriiletére is kiterjednek, kiilonos tekintettel a jarmiifedélzeti rend-
szerekben alkalmazhaté hatékony detektalasi és dontéshozatali algoritmusok fej-
lesztésére.

Ijj tudoméanyos eredményei kozott szerepel a kerékszenzoros méréseken ala-
puld ut-tipus meghatarozas. Tovabbi kutatasai a talpponti kerékerck becslésére
és a tapadasi tényezd meghatirozasara iranyulnak, példaul a megcsuszas korai
detektaldsara. Kidolgozott egy 1j racionalis Gauss wavelet transzformaciét. En-
nek alapjan a mérésekhez igazitott olyan idé-frekvencia felbontdsok allithatdk eld,
melyek egyiitt tanithaték mesterséges neuralis hal6zatokkal. A modszer a jar-
miivekhez kapcsolodd detektdlasi problémak megoldasa mellett szamos teriileten
alkalmazhaté. A jarmii-irdnyitdshoz kapcsol6dé kutatdsokban a Széchenyi Egye-
tem Jarmiipari Kutatékozpontjaval is egyiittmiikodik. Az autondém jarmiiveken
végzett méréseire tamaszkodd kutatdsok egyik alapjat egy rendszer-poluskeresési
modszer adja, mely lehet&séget biztosit linedris dinamikus rendszerek nem-
paraméteres identifikdcidjara.

A dijazott 6t legfontosabb publikacidja
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Elett, ja

Regds Krisztina 1998-ban sziiletett, 2016-ban érettségizett a szegedi Radnoti
Miklés Gimnéazium specidlis matematika tagozatan. Tanulményai soran szamos or-
szagos matematikaversenyen ért el kimagaslé eredményeket. 2016-t6l a Budapesti
Miiszaki és Gazdasdgtudoményi Egyetem (BME) Epitészmérnoki Karén folytatta
tanulmanyait.

Egyetemi évei alatt jelent meg elsé harom, téarsszerzos folydiratcikke és elso
ismeretterjesztd cikke, szintén tarsszerzokkel. Egyik publikdciéja radikalisan 1j,
algoritmikus megkozelitést kindlt egy John Horton Conway nevéhez fiz6d6, tobb
mint hatvan éve felvetett, azdta is nagyrészt nyitott kérdésre. A kutatas célja
annak meghatédrozasa volt, hogy egy monostatikus — egyetlen stabil vagy instabil
egyensullyal rendelkez6 — konvex poliédernek legalabb hény lapja, cstcsa és éle
lehet. Az els6 cikk eredményeire épitve egy évvel késébb sikeriilt attorést elérni,
és elOszor kiszamitani a minimélis értéket egy specidlis tomegeloszlas esetén.

2022-ben kitlind eredménnyel védte meg diplomamunkéjat, melyben a térki-
t61t6 mintazatokat, mint természeti jelenségek matematikai modelljeit vizsgélta.
Ugyanebben az évben felvételt nyert a BME Csonka P&l Doktori Iskoldjaba, ahol
Domokos Géabor vezetésével folytatja kutatdsait. Diplomamunkajanak témé&jat
tovabbfejlesztve, 2023-ban vezeto szerzéként jegyzett egy cikket, amely 1j geomet-
riai modellt mutatott be szupramolekularis mintdzatok leirdsara. A publikacié
a rangos Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States
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of America folyéiratban jelent meg, tarsszerzoi kozott szerepel K. S. Novoselov
Nobel-dijas fizikus is.

Szintén 2023-ban tarsszerzéként kozremiikodott egy, a térkitoltd mintazatok
idébeli fejlodését vizsgald tanulmanyban, amely a matematikai fizika eszkoztarara
épiil. Ezt kovetden egy ujfajta térkitoltési osztallyal, az tgynevezett lagy minta-
zatokkal kezdett foglalkozni, amelyek minimélis éles sarokkal rendelkeznek. Errol
sz016 publikacidja — melyben meghatérozoé szerzoként szerepel — 2024 szeptembe-
rében jelent meg, és kiemelked$ nemzetkozi figyelmet kapott. A Nature magazin
héarom napon 4t vezeté hirként szamolt be réla, emellett felfigyelt ra a Harvard
Egyetem matematikai tanszéke és a torontdi Fields Intézet is.

Tudoméanyos munkaja mellett kiemelt figyelmet fordit az ismeretterjesztésre.
2023-ban a BJMT altal szervezett 62. Ratz Laszlo6 Vandorgytlés egyik kiemelt
eldaddja volt, azdta rendszeresen tart népszeriisité eléadasokat gimnaziumokban
és kozépiskolai matematikataborokban. 2022-ben eléadott a Rényi Intézet Lanyok
Napja rendezvényén. A HUN-REN-BME Morfodinamika Kutatécsoport tagja,
aktiv szerepet vallal a csoport kozOs programjainak szervezésében. Meghivott
el6adoként szerepelt tobb neves egyetem, koztiik a University of Bern, a University
of Pennsylvania és a National University of Singapore szemindriumain.

Tudoméanyos munkassagat szamos Osztondijjal és elismeréssel jutalmaztak.
2019-ben Strommer Gyula Oszténdijban, 2021-ben Ifjisdgi Gabor Dénes Osz-
tondijban, részesiilt, diplomamunkajat a BME Epitészmérnoki Kara Hauszmann-
dijjal tiintette ki. 2022 Gta folyamatosan elnyerte az NKFIH UNKP osztondijat,
2023-t6] pedig a Doktori Kivalésagi Osztondij tamogatasat élvezi. Tudoményos
kutatédsait 2022 6ta az Albrecht Science Fellowship segitségével végzi.

A dijazott 6t legfontosabb publikacidja
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Elett, ja

Tekeli Tamds 1993-ban sziiletett. A Szegedi Tudoményegyetemen matemati-
kabdl szerezte BSc és MSc diplomajit, majd 2023-ban ugyanitt védte meg doktori
disszertacidjat. Tudomanyos munkassdgat kezdettdl fogva Rost Gergely irdnyitot-
ta, témavezetGje volt szakdolgozatanak, diplomamunkajanak, doktori értekezésé-
nek és OTDK-dolgozatanak is, mellyel masodik dijat nyert az Orszagos Tudoma-
nyos Diakkori Konferencian. Harom alkalommal részesiilt az Uj Nemzeti Kivalosag
Program 6sztondijaban. Tudoményos palyajat a dinamikai rendszerek teriiletén
kezdte, szakdolgozatdban a Bendixson-kritérium egy koévetkezményét vizsgalta.
Kés6bb érdeklédése a jarvanyterjedés matematikai modellezése felé fordult, amely
azéta is f6 kutatasi teriilete. Jelenleg az olaszorszagi Trentoban dolgozik posztdok-
tori kutatéként Andrea Pugliese professzor csoportjiban, aki kordbban az Eurdpai
Matematikai és Elméleti Bioldgiai Tarsulat elncke volt.

Els§ tudoményos publikicidja Dénes Attila vezetésével sziiletett és a
Scientific Reports folydiratban jelent meg. Ebben téarsszerzoivel egyiitt egy olyan
szezonalis modellt dolgozott ki a Zika-l4z terjedésére, amely magyarazatot adott az
egyes latin-amerikai orszagokban megfigyelt eltér6 jarvanydinamikai mintazatokra.
Rost Gergellyel kozos els6 kutatasa egy olyan SIS tipusu jarvanymodellt vizsgélt,
amelyben a fert6zottek egy linedris lancon keresztiil haladnak végig, modellezve
a fert6zés stadiumait. Megmutatta, hogy az endemikus egyensily — amennyiben
létezik — mindig stabil, ha a lanc legfeljebb hdrom 1épésbdl all. Négy vagy tobb
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1épés esetén azonban egyarant elofordulhat stabil és instabil egyensily, és tetszole-
gesen hosszu lancokra konkrét példakat is konstrualt. Ezzel altalanositotta szamos
korabbi SIS modell eredményeit, valamint kijavitott egy korabban hibas kovetkez-
tetést az irodalomban.

2020-ban csatlakozott a Rost Gergely vezette COVID-19 Epidemiolégiai és
Modellezési Projekthez, amely a pandémia sordn a dontéshozdk egyik legfonto-
sabb tudoméanyos tandcsadé testiilete lett. Szamitasai hozzdjarultak tobb jelentos
dontés meghozataldhoz a jarvany kritikus szakaszaiban. A témaban két kiemel-
kedGen idézett publikdcié térsszerzdje: az egyik a globalis terjedési kockazatokat
vizsgalta és tobb mint 400 hivatkozassal bir, a mésik a magyarorszagi helyzetet
elemezte és 70 hivatkozast kapott.

Doktori értekezésének egyik kozponti téméja a tesztelési stratégiak optimaliza-
lasa volt. Tarsszerzoivel igazolta, hogy a csoportos tesztelés hatékonysaga jelen-
tésen javithatd, ha a csoportméretet folyamatosan a jarvany aktudlis prevalenci-
ajahoz igazitjak. Legfrissebb kutatdsi eredményeit a daniai Pandemix csoporttal
egyiittmiikodve publikalta: Déania és Magyarorszag jarvanykezelési stratégiajat
hasonlitottédk Gssze, ravilagitva a tesztelési gyakorisag és a megfigyelhet6 jarvany-
gorbe kozotti nem-trividlis 6sszefiiggésekre.

Tekeli Tamas aktiv szerepet vallal az alkalmazott matematika népszertisitésé-
ben. A Zika-laz terjedésérél szolé tanulmanyat a média széles korben ismertette,
a COVID-19 modellezés kapcséan is tobb ismeretterjeszté cikket publikalt, példaul
az Erinté folyéiratban. Szamos tudomanyos konferencia és rendezvény szervezésé-
ben vett részt, tobbek kozott a QTDE és CSM konferencidkon, az ECMI eurdpai
modellezési héten, a 2019-es BIOMAT konferencian, valamint a 2024-es Bolyai
Tarsulat Alkalmazott Matematikai Konferencidjan.

A dijazott ot legfontosabb publikicidja

[1] DENEs, A., IBRAHIM, M. A., OrvocH, L., TEKELI, M. £ES TEKELI, T.: Impact of weather
seasonality and sexual transmission on the spread of Zika fever, Scientific Reports, Vol. 9
No. 1, Article No. 17055 (2019). DOI: 10.1038/s41598-019-53062-z

[2] ROST, G. Bs TEKELI, T.: Stability and oscillations in multistage SIS models depend on
the number of stages, Applied Mathematics and Computation, Vol. 380, Article No. 125259
(2020). DOI: 10.1016/j.amc.2020.125259

[3] BoLpog, P., TEKELL, T., Viz1, Z., DENES, A., BARTHA, F. A. £s ROST, G.: Risk assessment
of novel coronavirus COVID-19 outbreaks outside China, Journal of Clinical Medicine,
Vol. 9 No. 2, Article No. 571 (2020). DOI: 10.3390/jcm9020571

[4] Rost, G., BARTHA, F. A., BoGya, N., BoLpog, P., DENES, A., FERENCI, T., HORVATH,
K. J., Junisz, A., Nacy, C., TeEkELI, T. s Vizi, Z.: FEarly phase of the COVID-19
outbreak in Hungary and post-lockdown scenarios, Viruses, Vol. 12 No. 7, Article No. 708
(2020). DOI: 10.3390/v12070708

[5] TEKELI, T., DENES, A. £S ROsT, G.: Adaptive group testing in a compartmental model of
COVID-19, Mathematical Biosciences and Engineering, Vol. 19 No. 11, pp. 11018-11033
(2022). DOI: 10.3934/mbe.2022513
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A FARKAS GYULA EMLEKDIJ 2024. EVI DIJAZOTTJA:
VARGA KITTI KATALIN

Eletit, ja

Varga Kitti Katalin 1990-ben sziiletett Szombathelyen, ahol a Premontrei
Rendi Szent Norbert Gimndziumban érettségizett. Egyetemi tanulményait a
Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetemen (BME) végezte, 2015-ben
szerzett matematikus mesterfokozatot. Ezt kovetéen ugyanitt folytatta doktori
tanulmanyait Katona Gyula Y. témavezetésével, PhD fokozatat 2021-ben szerezte
meg.

Fiatal kutatéi 6sztondijasként dolgozott a Rényi Alfréd Matematikai Kutaté-
intézetben, emellett tagja a HUN-REN-ELTE Egervary Kutatdcsoportnak és az
MTA-ELTE Momentum Matroid Optimization Kutatécsoportnak. 2024 szeptem-
bere 6ta a BME Villamosmérnoki és Informatikai Karanak Szamitastudoményi és
Informécidelméleti Tanszékén f6allasi adjunktusként oktat. Tobb mint egy év-
tizede tanit kiemelked6 szinvonalon, amelyet a Kar Kivédlé Fiatal Oktatéja dijjal
ismert el — rdaddsul két alkalommal (2019, 2023), ami egyediildll6 a dij torténeté-
ben.

Kutatomunkdjanak egyik kézponti téméja a minimalisan szivos grafok vizsga-
lata. A t-szivés graf osszefiiggsége egy adott ¢ paraméterrel mérhets. Egy graf
minimélisan t-szivds, ha szivdssagi értéke ¢, de barmely élének elhagyasaval ez az
érték csokken. A fogalom a grafok ellendlléképességének vizsgalatahoz kapcsolo-
dik, {6 alkalmazasi teriilete a halézatok megbizhatdsaga.

E témaban négy, tarsszerzokkel kozosen irt folydiratcikke jelent meg. Igazol-
tak, hogy minden n csidcsi minimalisan 1-szivés graf minimalis foka legfeljebb
n/3 + 1. Egy mésik eredményiik szerint a minimdlisan t-szivés grafok eldontési
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problémaja tetszOleges t esetén DP-teljes. Vizsgdltdk e grafok létezésének kér-
dését is kiilonbozd grafosztalyokban, példdul merev-kori, split, karommentes és
2Ks-mentes grafokban.

Masik kiemelt kutatasi teriilete inverz optimalizdldsi problémaék vizsgédlata.
Ezekben adott egy lehetséges megoldas, egy linearis koltségfliggvény és egy be-
meneti megoldés, a cél pedig a bemeneti megoldéds optimalitdsdnak elérése a kolt-
ségfiiggvény leheto legkisebb valtoztatdsa mellett. Tarsszerzéivel egy 4j inverz op-
timalizalasi problémakort vezetett be, amelyben k darab koltségfiiggvény adott,
és ezeket egyetlen vektorral kell médositani gy, hogy a bemeneti megoldds mind-
egyik fliggvény szerint optimalis legyen. Harom alapveté kombinatorikus opti-
malizalasi feladatra Gsszpontositottak: az inverz legrovidebb ut, az inverz teljes
parositas paros grafokban, valamint az inverz feny6probléma. Linedris programo-
zasi modszerekkel min-max karakterizaciokat adtak az optimalis eltéritési vektor
normajara. A cikk a Discrete Applied Mathematics folybiratban jelent meg.

Publikacids tevékenységét 11 impakt faktoros folydiratcikk és 5 konferencia-
kiadvany fémjelzi. Széleskori kutatdsai a kombinatorika és a szamitastudomany
kiilonbo6zo teriileteit olelik fel, munkdinak jelentds része az alkalmazott matemati-
kéhoz kapcsolodik.

A dijazott 6t legfontosabb publikacidja

[1] KaTtoNa, GY. Y., SoLTESz, D. ES VARGA, K.: Properties of minimally t-tough graphs,
Discrete Mathematics, Vol. 341 No. 1, pp. 221-231 (2018). DOI: 10.1016/j.disc.2017.08.033

[2] BErczi, K., MENDOZA-CADENA, L. M. s VARGA, K.: Inverse optimization problems with
multiple weight functions, Discrete Applied Mathematics, Vol. 327, pp. 134-147 (2023).
DOI: 10.1016/j.dam.2022.12.004

[3] Lv, Z., GYOR1, E., HE, Z., SALIA, N., ToMPKINS, C., VARGA, K. ES ZHU, X.: Generalized
Turdan numbers for the edge blow-up of a graph, Discrete Mathematics, Vol. 347 No. 1,
Article No. 113682 (2024). DOI: 10.1016/j.disc.2023.113682

[4] PINTER, J. £S VARGA, K.: Color-avoiding connected spanning subgraphs with minimum
number of edges, Discrete Applied Mathematics, Vol. 349, pp. 25-43 (2024).
DOI: 10.1016/j.dam.2024.01.044

[6] FRANKL, P., GYOr1, E., HE, Z., Lv, Z., SALIA, N., ToMmPKINS, C., VARGA, K., ZHU, X.:

Extremal results for graphs avoiding a rainbow subgraph, Electronic Journal of Combina-
torics, Vol. 31 No. 1, Article No. P1.28 (2024). DOI: 10.37236/11676
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A GYIRES BELA-DIJ 2022. EVI DIJAZOTTJA:
GERENCSER BALAZS

Az MTA III. Matematikai Tudomanyok Osztalya 2022-ben Gerencsér Balazs-
nak {télte oda a Gyires Béla-dijat az alkalmazott valdsziniiségszamitasban, igy a
konszenzuskeres6 algoritmusok vizsgalataban elért eredményeiért.

Gerencsér Balazs 2002-ben érettségizett a Budapesti Fazekas Mihaly Gimnazi-
umban, majd tanulmanyait az ELTE matematikus szakan végezte, Koztarsasagi
Osztondijjal. Az ELTE Kivalé Hallgatéja cimet 2006-ban nyerte el. Tusnady
Gabor témavezetésével PhD fokozatot szerzett 2013-ban, szintén az ELTE-n, koz-
ben egy évig Fulbright Oszténdijjal John Tsitsiklis professzornél tanult at MIT-n.
2014-ben Farkas Gyula Emlékdijat kapott.

2011 o6ta a Rényi Intézetben dolgozik, 2013-2015 kozott a Leuveni Katoli-
kus Egyetemen volt posztdoktori allasban. Bolyai 6sztondijban részesiilt 2020—
2023 kozott. Tobb kutatasi palyazat nyertese: 2016-2019 NKFIH Posztdoktori
Osztondijat, 2020-ban Fiatal Kutatéi OTKA palyazatot, végiil a 20212026 idé-
szakra ,,Elvonal” kutatasi pélyazatot nyert. 2016 6ta az ELTE TTK-n tanit, a
Valészintiségelmélet és Statisztika Tanszéken.

Gerencsér Baldzsnak 2022-ig 18 matematikai cikke jelent meg nemzetkozi
folydiratokban, tovabba hat cikke orvosi alkalmazésokrdl. Szamos konferencian
és tobb kiilfoldi egyetem szeminariuman adott elo.

Kutatasi teriilete els6sorban az alkalmazott valésziniiségszamitds. Harom {6 té-
méja: a konszenzuskeresd algoritmusok viselkedésének vizsgdlata; a Markov folya-
matok keverési idejének javitdsa; valamint a véges matematika egy régota kutatott
problémaéja olyan pontrendszerekrol, melyek dltal alkotott szakaszok hegyesszoge-
ket zarnak be.
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Az elsd téma lényege az, hogy miként lehet egy (6ridsi) hdlézat miikodését
osszehangolni abban az esetben, ha a halézat elemei csak a hozzdjuk legktzelebbi
elemekkel tudnak kommunikalni. Gerencsér Baldzs ezen a teriileten jelentds 1j
eredményeket ért el.

A misodik téma olyan algoritmusokkal foglalkozik, melyek célja egy egyen-
silyi dllapot minél gyorsabb megtaldldsa. Az ilyen eljarasok gyorsitdsa, illetve
a megfelel6 allapot elérésének lépésszamara vonatkozd becslések aktivan kutatott
teriiletek, melyekhez szintén szép eredményekkel jarult hozza.

A harmadik témaban az eddigieknél sokkal erGsebb, az optimalishoz kozeli
konstrukciét hoztak 1étre Harangi Viktorral, amelyért 2020-ban a Paul R. Halmos—
Lester R. Ford Award dijat kaptak a ,Mathematical Association of America’tdl.

Tobb teriileten is jelentGs alkalmazési gyakorlattal gazdagitotta tudasat: orvosi
cikkekben miikodott kozre, illetve a Morgan Stanley-ben is dolgozott gyakornok-
ként 2006-ban ill. 2007-ben, tapasztalatokat szerezve a pénziigy teriiletérdl.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)



Alkalmazott Matematikai Lapok 41 (2024), 33-34.

A GYIRES BELA-DIJ 2024. EVI DIJAZOTTJA:
FERENCI TAMAS

Az MTA III. Matematikai Tudoményok Osztalya 2024-ben Ferenci Tamdsnak
itélte oda a Gyires Béla-dijat a biostatisztikdban, azon beliil kiilontsen az orvosi
statisztikai kutatdsok kritikus értékelése teriiletén szerzett eredményeiért.

Eletitja

Ferenci Tamas 1985-ben sziiletett. Az MTA Operacidkutatési Bizottsaghoz tar-
tozd koztestiilet tagja, az Obudai Egyetem (OE) és a Budapesti Corvinus Egyetem
(BCE) egyetemi docense. Széles 1atékort, kivald felkésziiltségli kutatd és oktatd,
aki egy komplex teriileten folytatott eredményes kutatasait tobbiranyu egyetemi
tanulmanyaival alapozta meg. Kitiintetéses egyetemi diplomat szerzett a Buda-
pesti Miiszaki és Gazsadgtudoményi Egyetem (BME) mérnsk-informatikus (2009),
alkalmazott matematikus (2013), egészségiigyi (orvosbiolégiai) mérnsk (2010) sza-
kén, emellett elvégezte a BCE logisztikai menedzsment (2013), illetve gazddlkodés
és menedzsment (2010) szakat. 2013-ban szerezte PhD fokozatat, 2019-ben habi-
litalt.

Ferenci Tamads kutatési eredményeit els6sorban biostatisztikai (orvosi statiszti-
kai) teriileten, azon beliil kiilonosen az orvosi statisztikai kutatésok kritikus érté-
kelése teriiletén érte el. A problémék vizsgdlata Osszetett statisztikai kutatasokat
kovetel meg az informatikai eszkozok magas szintii hasznalataval egytitt. A fel-
hasznélt biostatisztikai, modellezési és informatikai eszk6zok alkalmazasaval hazai
és kiulfoldi kutatokkal egyiitt elért és publikdlt eredményei magasan jegyzett nem-
zetkozi folydiratokban jelentek meg. Az MTMT-ben szereplo 238 kozleménybol
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tudoményos besorolasi publikdcidinak szama 99, melyek koziil a lektoralt folyo-
iratcikkeinek szama, fiiggetlen hivatkozdsainak szama 688, Hirsch indexe 18.

Kutatdsainak egyik {6 irdnya az alsé végtagi érbetegségek, kiilonosen az ezek
miatt sziikségessé valé amputaciok epidemiolégidjanak vizsgalata egy ijszert adat-
forrds, adminisztrativ/finanszirozdsi adatok alapjan. A mddszer lényege, hogy az
egészségbiztositéhoz alapvetben biztositasi céllal bekiildott jelentések tartalmat
hasznéljék fel epidemioldgiai kérdések, példaul a kockazati csoportok, idobeli vagy
térbeli mintdzatok vizsgalatdhoz. Ezek a jelentések sziikségképpen korlatozott
adattartalmuak, viszont igy sokkal nagyobb mintanagysdg és utankovetési id6 ér-
het6 el, mint mas eszkozokkel. Kutatotarsaival, Kolossvary Endrével és Kovats
Tamassal egyiitt az orszagban az els6k kozott kezdte vizsgalni az ilyen adatok fel-
haszndalasi lehetGségeit, részt vett a szitkséges moddszertan kidolgozasaban, és az
elmult években szamos, nemzetkozileg jegyzett eredményt ért el ezen a teriileten.

Ferenci Tamés a Jarvanymatematikai Modellez6 és Epidemiolégiai Munkacso-
port tagjaként bekapcsolédott a koronavirus-jarvany elleni védekezésbe. Itteni
munkajanak egyik fontos elemét képezte a tobblethaldlozas szamitasa, mely a jar-
vany alatt a kézbeszédben is nagy hangsiillyal jelent meg. Azon til, hogy gyakran
jelentkezett a témaban magyarazd, ismeretterjeszto irdsokkal, alapkutatdst is vég-
zett az optimadlis szamitasi médszer meghatarozasa érdekében.

Tobb klinikai biostatisztikai kutatasban vett részt, a legvaltozatosabb témak-
ban. Ezek koziil kiemelkedik a kardiolégia, amely teriileten az utdbbi években
szamos rangos kozlemény téarsszerzoje.

Meg kell emliteni a jelentOs statisztikai tananyagfejlesztési tevékenységét, va-
lamint a szakteriilethez kapcsol6dé ismeretterjeszté tevékenységét is (orvosok és
a nagykozonség szdmadara), utébbit tobbek kozott 17 folydiratcikk és két konyv
jelzi. Kiemelked6 szakmai eredményeit és tevékenységét tobb dijjal ismerték el:
Nyerges Gébor Dij (2013), Markusovszky Lajos-dij (2017, 2021), Kemény Jénos-
dij (2017). Tagja az International Society for Clinical Biostatisticsnek, a magyar
Klinikai Biostatisztikai Térsasdgnak, a Magyar Statisztikai Tarsasagnak, a Magyar
Diabetes Tarsasagnak és a Magyar Kardiolégusok Téarsasaganak.
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A BALAS EGON-DIJ 2024. EVI DIJAZOTTJA:
GYORGYI PETER

A Magyar Operdcickutatédsi Tdrsasdg (MOT) Balas Egon (1922-2019) emléke
elott tisztelegve 2023-ban dijat alapitott fiatal kutaték kiemelked6 operacidékuta-
tési eredményeinek elismerésére. A dijat minden évben egy fiatal kutaté nyerheti
el egy olyan, az el6z6 évben megjelent cikkel, melynek a palyazé vagy egyediili
szerzOje, vagy tobbszerzés cikk esetén sajat hozzajarulasa elkiilonithetd és onma-
gaban értékelhet6. A palyazatot a MOT elntksége birdlja el, fenntartva a jogot
kiils6 szakért6(k) bevondsdra. A dijazott pénzjutalomban és oklevélben részesiil.

A dijat els6 alkalommal, 2024-ben, Gydrgyi Péter kapta.

A dijazott

Gyirgyi Péter 2013-ban végzett az Eotvos Lordnd Tudomédnyegyetem (ELTE)
alkalmazott matematika szakan. Ugyanebben az évben itt kezdte PhD tanulma-
nyait Kis Tamas témavezetésével, értekezését 2018-ban summa cum laude mindsi-
téssel védte meg.

2014 6ta a Szamitdstechnikai és Automatizaldsi Kutatéintézet (SZTAKI) mun-
katarsa. F6 kutatasi teriilete az iitemezéselmélet, de jarmtiranyitési feladatokkal
is foglalkozik. Kordbban elnyerte az Magyar Tudomanyos Akadémia (MTA) Aka-
démiai ifjtisagi Dijat és Bolyai Janos Kutatasi Osztondijat, illetve a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat (BJMT) Farkas Gyula Emlékdijat.
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A pélyamii tudoményos jelentsége

FISHER, D. BS GYORGYI, P.: Approzimation algorithms for coupled task sche-
duling minimizing the sum of completion times, Annals of Operations Research,

Vol. 328 No. 2, pp. 1387-1408 (2023). DOI: 10.1007/s10479-023-05322-5

A péros munkdk iitemezési problémaja kozel 50 éves feladat. A probléma két,
adott hosszisdgu feladatbol allé munka {itemezése egy gépen gy, hogy egyrészt a
gép ne kapjon egyszerre két feladatot, masrészt az ugyanazon munkahoz tartozd
feladatok kozott meghatdrozott kovetési idé teljesiiljon (ezen feladatok sorrendje
is kotott). A problémdnak szdmos gyakorlati alkalmazdsa van: eredetileg radar-
rendszereknél meriilt fel, ahol a hulldimok kibocsdtdsa utéan adott iddvel érzékelni
kell a visszaverddo jeleket. Egy masik fontos alkalmazési teriilet a kémia, ahol kii-
l6nféle reakcidk lejatszdédasahoz elore ismert idonek kell eltelnie, mig ezen reakciok
megfelel6 elokészitést és utomunkat igényelnek.

Egészen a legutébbi évekig a cikkek tobbsége a legkésobbi befejezési id6 mini-
malizdlasdval foglalkozott. Szdmos tanulmany javasolt kiillénb6z6 approximécios
algoritmusokat, a témakor tobb eredménye magyar kutatékhoz (Békési Jozsef,
Désa Gyorgy, Galambos Gébor) kotédik. A probléma irdnti érdeklédés az elmilt
néhany évben jelent6sen megnott, a kutatas egyre inkdbb bonyolultabb, de alta-
ldban nagyobb gyakorlati jelent6séggel bird célfiiggvények vizsgalata felé fordult.

A befejezési id6k 6sszegének minimalizalési feladatat elészor egy 2021-ben meg-
jelent cikk vizsgdalta, a legfontosabb variansok bonyolultsdganak bemutatasaval.
Ezen eredményeket béviti a palyami 3. fejezete. Erre a célfiiggvényre kordbban
nem sziiletett approximaciés mddszer.

A palyazatban elvart sajat hozzajaruldst a cikk 4. fejezete adja. Ez approxi-
mécids algoritmusokat mutat be olyan NP-nehéz varidnsokra, ahol a célfiiggvény
a befejezési idOk Osszegének minimalizdlasa. A fejezetben bemutatott algoritmu-
sok mindegyike O(nlogn) futdsi ideji (n a munkdk szdma), ennek koszénhetéen
a gyakorlatban is jol alkalmazhatok. Noha a bemutatott algoritmusok viszony-
lag egyszertliek, az approximaciés hanyadosok bizonyitasa érdekében tobb esetben
szamos apré triikkre, kifinomult technikakra volt sziikség.

Az elért eredményeket a cikk 2. dbraja foglalja Gssze. Harom varidns esetén
sikeriilt 3/2-approximéciét igazolni, tovdbbi hdrom esetén 2-approximéciot, mig
két, meglehetosen &altaldanos varidns esetén 3-approximécié keriilt bizonyitasra.
Tobb esetben alsé korldtokat is sikeriilt taldlni az algoritmusok approximécids
hanyadoséara.

A bizonyitasok nehézségét elsésorban az optimélis megoldasok ismeretének hia-
nya okozza: szamos példa bizonyitja, hogy a feladatpéldanyok kozotti egészen aprd
eltérések is jelentésen meg tudjak valtoztatni az optimalis megoldas szerkezetét és
a célfiiggvény értékét. Egyes esetekben a bizonyitds néhany egyszerli észrevétel
iigyes kombindlasaval kijott, azonban tobb esetben ezek nem vezettek eredményre.
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Kiilon kiemelend6 a 8. tételben bizonyitott 3/2-approximdcié, ahol a bizonyités
egy messze nem nyilvanvalé esetvizsgalaton til az egyes esetek iigyes szamola-
sokkal valo kezelését igényelte. A bizonyitasokban szadmos, korabban méshol nem
alkalmazott triikkkre volt sziikség az approximéciés hanyados igazoldsa érdekében.

A tarsszerzo, David Fischer a k6z6s munka indulasakor kezdte meg a PhD
képzését Hamburgban. Ez volt az elsd, folydiratban megjelent cikke.
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FOLYTONOS ALTALANOSITOTT JATEKOK

BALOG IMRE ES PINTER MIKLOS

Cikkiinkben véges sztochasztikus jatékokkal foglalkozunk. Az alapfogal-
mak bevezetése és egy rovid matematikai attekintés utan a véges sztochasz-
tikus jatékok egyensilyanak létezését vizsgaljuk.

Célunk, hogy egy 1j fogalom — a folytonos &altaldnositott jaték — segit-
ségével egy, a kordbbiaktdl eltéré bizonyitast adjunk a véges dltalanositott
diszkontalt sztochasztikus jatékok egyensilyanak 1étezésére. Bizonyitasunk-
ban megmutatjuk, hogy minden emlitett sztochasztikus jaték tn. folytonos
altaldnositott jaték. A folytonos altaldnositott jatékokrdl pedig megmutat-
juk, hogy van egyensulyuk.

Tovéabba, az egyik klasszikus sztochasztikus jaték, a Big Match példédjan
keresztiil szemléltetjiik, hogy amennyiben a jatékosok kifizetései az altalano-
sftott diszkontdlas helyett a hosszu tava atlagos kifizetéssel adottak, akkor
a véges sztochasztikus jaték mar nem feltétleniil tartozik a folytonos &alta-
lanositott jatékok osztalyaba, sét a Big Match esetében jol ismerten, nincs
egyensulya sem.

1. Bevezetés

A sztochasztikus jaték [25] egy olyan matematikai modell, ami tobb szerepld
tobb id6szakon keresztiili viselkedését irja le dinamikusan valtozé dontési kérnye-
zetben. Shapley [25] roviden tgy {rta le a sztochasztikus jatékot, mint ami pozi-
ciérél pozicidra halad elére egy olyan dtmenetszabély szerint, amelyet (az adott
pozicié és) a jatékosok cselekedetei kontrolldlnak. Shapley [25] nyelvezetében tehét
a pozicié nem maés, mint az az dllapot, amelyben a jatékosok dontenek. A szto-
chasztikus jaték dinamikus jellege pedig vonzé tulajdonsiagnak bizonyult a késéb-
biekben a kiilonféle alkalmazdsi lehetOségek tekintetében, példdul: fegyverkezési
verseny [37], adézas [24] vagy haldszati hédborik [15].

Egy sztochasztikus jatékra tekinthetiink tehat gy, mint ami kiterjeszti a von
Neumann [35] dltal bevezetett jatékok osztalyat, hiszen a sztochasztikus jaték tobb
idészakon ivel at. Emellett altaldnositja a Blackwell [3] dltal els6ként vizsgdlt
Markov-déntési problémédkat (MDP), hiszen t6bb jatékos szerepel benne.

A fenti két altalanositds miatt gy tlinik, hogy a sztochasztikus jaték egy
osszetett fogalom. Ezt tamasztja ald az is, hogy a sztochasztikus jatékokban a
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jatékosoknak két, akar egymadssal szemben all6 célja van. Elészor is természe-
tesen minden jatékos dontését befolyasolja, hogy az adott allapotban mi lesz az
aktudlis kifizetése. Masodszor az adott allapot és az abban meghozott dontései a
jatékosoknak befolyasolni fogjak a jovébeli kifizetéseket. Emiatt a jatékosoknak a
dontéshozatalkor mindkét kovetkezmény szempontjabdl kell mérlegelni a lehetdsé-
geket. Habar ez a kett&sség megjelenik az MDP-nél is, a sztochasztikus jatékoknal
nem feltétleniil egyetlen szereplo viselkedését vizsgaljuk, ami bonyolultabba teszi
az elemzést.

Shapley [25] olyan sztochasztikus jatékokat elemzett, amelyekben az elnyelé-
seknek pozitiv a valészinlisége, azaz a sztochasztikus jaték egy adott allapot elérése
utén abban az allapotban marad Srokre.!

A sztochasztikus jatékok elemzése soran fontos szerepet jatszik a jatéktorténet,
amely az allapotok és a hozza tartozd akcidprofilok rendezett egyiittese aszerint,
hogy a sztochasztikus jatékban mi is ment végbe az adott jatékkorig. A jaték-
torténetek segitségével a jatékosok stratégidjat is definidlni tudjuk, mégpedig a
stratégia irja el6 a jatékos szamaéra a kovetendd akcidt annak tiikrében, hogy mi a
jatéktorténet.

A zérus 0Osszegi jatékoknal specialis fogalom a jaték értéke. Egy valds szam
egy zérus Osszegll véges sztochasztikus jaték értéke, ha

— a sorjatékosnak létezik olyan stratégidja, amely minden esetben biztositja
szamara, hogy a sztochasztikus jaték soran létrejovo varhatoé teljes jutalma
nem siillyed az érték ala,

— valamint az oszlopjatékosnak 1étezik olyan stratégiaja, amely minden esetben
biztositja szdmara, hogy a sztochasztikus jaték sordn 1étrejove varhaté teljes
jutalma nem siillyed az érték ellentettje ala.

Shapley [25] megmutatta, hogy egy zérus dsszegli sztochasztikus jatéknak léte-
zik értéke, ha a jatékosok diszkontdlast haszndlnak (véges diszkontdlt sztochaszti-
kus jaték). Emellett Shapley [25] azt is beldtta, hogy a jaték értékét karakterizalni
is lehet Ggy mint egy nemlinedris operator fixpontja.

A véges nemdiszkontélt zérus Gsszegii sztochasztikus jatékosztalyra Mertens és
Neyman [19, 20] eredménye a kovetkezé: minden € > 0 esetén létezik e-optimalis
stratégia.

Shapley [25] mésik eredménye — a sztochasztikus jatékokat meghatdroz6 para-
méterek idofiiggetlenségét kihasznalva —, hogy az dltala vizsgalt esetben a jatéko-
soknak létezik olyan optimalis stratégiaja, amely stacionarius, azaz csak az adott
allapottol fiigg.

1Vizsgalata sordn fontos feltételeket alkalmazott, amelyeket a cikkben is alkalmazni fogunk:
az allapotok, a jatékosok és az akciék halmazok végessége. Ezenkiviil a jaték zérus Osszegii
volt, azaz olyan kétszemélyes sztochasztikus jaték, amelyben az els§ jatékos nyeresége a masodik
jatékos vesztesége.
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A tobbszemélyes diszkontdlt sztochasztikus jatékok esetében a staciondrius
Nash-egyensily létezését litta be véges sok éllapot mellett Fink [6], Takahashi
[31], illetve végtelen sok dllapot és néhdny megszoritds mellett Maitra and Partha-
sarathy [18]. Azonban a szakirodalomban taldlhatunk arra példat, hogy altaldnos
keretek kozott a stacionarius Nash-egyenstily 1étezése egyaltalan nem biztositott,
s6t még staciondrius e-Nash—egyensily sincs elég kicsi e értékre [16, 17]. A teljesség
igénye nélkiil megemlitjiik, hogy a diszkontalt sztochasztikus jatékok staciondrius
egyensilyanak 1étezésérél dtfogdbb képet ad Solan [28] és Levy [16].

A sztochasztikus jatékok vizsgalatanak egy masik lehetséges irdnya az igyneve-
zett egyenletes megoldas mddszerének hasznalata, amelyet olyan végtelen hosszi
sztochasztikus jatékokra alkalmazhatunk, ahol minden korben kapnak a jatéko-
sok kifizetést. Fz az eljaras egy végtelen hosszu jatékra hossza tavu interakcidk
modellezési lehetéségeként tekint, ahol szinte semmilyen értéke sincs az idének (a
diszkontfaktor kozel van 1-hez) és/vagy a jaték kell6 mértékben hosszi — és ezek
koziil egyik sem ismert teljes mértékben. Ekkor az a cél, hogy az eredményként
el6alls, bizonyos optimalitasi tulajdonsagokkal rendelkezé megolddsok ne legye-
nek érzékenyek a jaték idobeli lefolyasanak hosszara vagy éppen a diszkontfaktor
valtozédsara.

Egy zérus 6sszegli sztochasztikus jatéknak v az egyenletes értéke, ha

— a T-hosszusagu jatékban &atlagolds utjan létrejovo vp érték konvergdl a v
értékhez, midon T tart a végtelenhez,

— és minden € > 0 esetén minden jatékosnak van olyan stratégidja, ami az
Osszes T-hosszisdgu jatékban e-optimdlis, amennyiben 7' elég nagy.

Bewley és Kohlberg [2] bebizonyitotta, hogy minden véges zérus dsszegii szto-
chasztikus jatékban a vp értékek konvergalnak abban az esetben, ha T noévekszik.
Mertens és Neyman [19, 20] eredménye az, hogy minden véges zérus 6sszegii szto-
chasztikus jatéknak van egyenletes értéke.

A nemzérus Osszegl jatékok szakirodalma természeténél fogva sokkal szerte-
4gazobb, és ez a teriilet az utolsé harom évtizedben intenziven kutatott. A jaték
jellegének eme apré médositasa szamos ponton utolérhetd, mint példaul egy egyen-
suly egyenletes e-egyenstily, ha egyetlenegy jatékos sem tud az egyensilytol eltérve
€ mennyiségnél tobbet profitalni — feltéve, hogy a jaték megfeleléen hosszi, vagy
a diszkontfaktor kozel van 1-hez, és emellett a kifizetési vektor majdnem fiigget-
len a jaték hosszatél. A témakorben néhény eredmény sziiletett az egyenletes
e-egyensily létezésére: kétszemélyes jaték esetén Vieille [33, 34]; hdromszemélyes
jaték esetén Solan [27], ahol az dllapot legfeljebb egyszer véltozik; illetve mds
sztochasztikus jétékokra Solan és Vieille [29], Flesch és mdsok [8] és Simon [26]
cikkei.

A cikkiinkben vizsgalt sztochasztikus jaték diszkrét idében zajlik véges sok
allapottal, jatékossal és akcidéval. Amint mar kordbban emlitettiik, egy sztochasz-
tikus jatékban a jatékosoknak két — egymastél nem feltétleniil fiiggetlen — célja
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van. Az egyik az, hogy a sztochasztikus jatékban keletkezd hosszu tavi kifizetésii-
ket valamilyen szokdsos értékelés alapjan (példdul jelenérték szamitds) noveljék. A
masik cél pedig az, hogy az adott idészakban a kifizetésiik legyen minél magasabb.
Ez a kettOsség teszi a sztochasztikus jatékok elemzését érdekessé és nehézzé.

Munkdnk célja, hogy a Fink [6], Maitra és Parthasarathy [18] Takahashi [31],
eredményekhez hasonlé médon, azaz fixponttételt hasznalva, bizonyitsuk, hogy
minden véges diszkontdlt sztochasztikus jatéknak (azaz, ahol diszkontdlt kifizetés
van) van Nash-egyenstlya.

Megkozelitésiink egy 1j fogalom, az in. folytonos altalanositott jaték, hasz-
ndlatdra tdmaszkodik. Egy (folytonos) &ltaldnositott jatékban a jatékosok nem
kozvetlentil kontrollaljak a jaték kimeneteleit, hanem egy fiiggvényen keresztiil.

Megmutatjuk, hogy minden folytonos &ltaldnositott jatéknak van Nash-
egyensulya, majd megmutatjuk, hogy minden véges altalanositott diszkontdlt szto-
chasztikus jaték folytonos altalanositott jaték, azaz van Nash-egyensilya.

A folytonos kifizetéssel rendelkezd jatékok irodalma széleskortl, ezért a teljesség
igénye nélkiil emlitiink meg néhdny relevans eredményt. A relevancia alatt azt
értjiik, hogy a cikkekben (Fudenberg és Levine [9], Harris [13], Harris, Reni és
Robson [14]) szintén a jatékmeneteken értelmezett értékfiiggvényekkel dolgoznak,
mint ahogyan azt mi is tessziik (14sd a 3.3. Definiciéban szerepld A-diszkontalt
vagy a hosszu tavu dtlagos kifizetéseket).

Fudenberg és Levine [9] egy olyan diszkrét idejii jatékot vizsgélt véges sok ja-
tékossal, ahol minden idOszakban a jatékosok véges sok akciéval rendelkeznek. A
cikk alapotlete az, hogy az eredeti jatékot vagjuk szét az idGszakok szerint tobb
(levagott) jatékra az aldbbi elv szerint: az elsd jaték csak az els§ idészakot, a
masodik jaték az elsé két idGszakot, ..., a t-edik jaték az elsé t idOszakot oOleli
fel és igy tovabb. Amennyiben az eredeti jatékban a kifizetés egyenletesen folyto-
nos, akkor a (T idészakig) levagott jatékok részjaték tokéletes e -egyensilyainak
halmaza konvergdl az eredeti jaték részjaték tokéletes egyensilyainak halmazahoz,
ha T — oo és €7 — 0. Specidlisan a cikk egy ,pusztdn” topolégiai megfontold-
sokon alapu bizonyitast ad ismételt jatékok egyensilyanak létezésre A-diszkontalt
kifizetés mellett — a szokdsos Banach—féle fixponttételen alapulé bizonyitdsokhoz
képest (példdul [25] vagy [6]). Megjegyezziik, hogy a [9] cikkben taldlhatunk né-
hény eredményt arra az esetre is, amikor az akciéterek végességét nem irjuk el6.
Azonban az alkalmazott médszer és annak minden eredménye nem altalanosithaté
az akciGterek végességének elhagydsaval [12].

Harris [13] egy hasonlé diszkrét idejli jatékot vizsgdlt szintén véges sok ja-
tékossal. Amennyiben feltessziik, hogy 1) a lehetséges torténetek halmaza zart
részhalmaza az Osszes kimenetel halmazanak, 2) minden jatékos kifizetése — mint
a kifizetéssorozatok fiiggvénye — folytonos, 3) az akciterek minden id8szakban
kompakt Hausdorff-terek minden jétékosra, valamint 4) a ¢ — 1 id8szakot felsleld
torténeteket és a t idészakban lehetséges kimeneteleket 6sszekapcsol6 halmazértéki
leképezés alulrdl félig folytonos és 5) a jatékban a jatékosok tokéletesen informal-
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tak, akkor létezik tokéletes egyensilya a jatéknak. Az emlitett tétel bizonyitasa
szamos ponton a halmazértékii leképezésekre vonatkozo klasszikus eredményekre
éplil, magyardzatul szolgalva a felsorolt feltevések sziikségességére. Ahogy Harris
[13] megemliti, tételének kovetkezménye Fudenberg és Levine [9] 6 eredménye.

Megemlitjitk még a [14] cikket, amelyben szintén egy diszkrét idejii véges sok ja-
tékossal rendelkez6 modell keriil bemutatasra kompakt akcidterekkel. A cikk egyik
eredménye egy olyan majdnem tokéletesen informalt jaték megadédsa, amelyben
nem létezik részjaték tokéletes egyensiily.? A cikk mésik eredménye a kovetkezd:
mindig 1étezik részjaték tokéletes egyensily egy folytonos jatékban, ha a jatékosok
minden egyes kor végén kelléen gazdag publikus szignalt figyelhetnek meg.

Megkozelitésiink betekintést nytjt a véges sztochasztikus jatékok egyenstilya-
nak létezési probléméjaba. A Big Match jatékot vizsgalva pontosan lathatd, hogy
melyik nem trividlis ponton ,cstszik” meg a fixpontos megkozelités. Koztudott,
hogy ez a ,cstszas” végzetes, a Big Match jatéknak nincs Nash-egyensilya.

Cikkiink felépitése a kovetkezb. A 2. fejezetben felidézziik a sziikséges mate-
matikai fogalmakat, ismereteket. Ezutdn a 3. fejezetben a sztochasztikus jatékok
bevezetésére keriil sor, majd az &altalanositott diszkontalt és a hosszi tavia at-
lagos kifizeto fiiggvények keriilnek bevezetésre. A 4. fejezetben a sztochasztikus
jatékoktol némelyest elrugaszkodva, a folytonos altalanositott jatékok esetén, az
egyensuly létezésének klasszikus, fixponttételen alapulé bizonyitasat targyaljuk.
Ezt az eredményt felhasznélva az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy a véges altala-
nositott diszkontalt sztochasztikus jatékoknak van Nash-egyensilya, mivel ezek a
jatékok a folytonos altalanositott jatékok egy alosztalyat képzik. A 6. fejezetben
bemutatjuk, hogy az egyik legfontosabb sztochasztikus jaték a Big Match esetében
a diszkontéalds helyett hosszi tavu atlagos kifizetéfiiggvény mellett a megkozelité-
stink mar nem alkalmazhatd, mivel az igy kapott sztochasztikus jaték mar nem lesz
folytonos édltalanositott jaték. Végezetiil, a 7. fejezetben réviden Gsszefoglaljuk az
eredményeinket.

2. Matematikai el6készités

A kovetkezOkben attekintjiik azokat a f6bb matematikai fogalmakat, amiket a
cikkben hasznalunk.

Adott X vektortér, és Y C X', ahol Y az X’ egy altere és X’ az X-en értel-
mezett (valés értékii) linedris funkciondlok halmaza.

Az (X,Y) dudlis pdr, ha tetsz6leges z, 2’ € X, x # 2'-hoz 1étezik y € Y, hogy
y(x) # y(a'); és tetszbleges y,y’ € Y,y # y'-hoz létezik x € X, hogy z(y) # z(y').

Adott (X,Y") dudlis pér, ekkor 7, a leggyengébb topoldgia, amire minden y € YV’

2A majdnem tokéletesen informéltsig azt jelenti, hogy az adott idészakban a jitékosok szi-
multan dontenek az Gsszes kordbban meghozott dontést ismerve.
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folytonos, azaz, 7, a leggyengébb topoldgia, amire Y C C(X, 7). Tovabba, 7=
a leggyengébb topoldgia, amire minden x € X folytonos, azaz, 7,+ a leggyengébb
topolégia, amire X C C(Y, 7).

Legyen X egy nemiires halmaz és M C P(X) egy o-algebra. Jelslje cha(X, M)
az M o-algebran értelmezett korlatos mértékek osztalyat. Tovabba, jelolje
A(X, M) az M oc-algebrén értelmezett valészintiségi mértékek osztalyat.

Adott (X, 7) topologikus tér. Jelolje B(X,T) a Borel-féle o-algebrdt az (X, )
topologikus téren, azaz B(X,7) a legsziikebb o-algebra, ami tartalmazza az X
Osszes T-nyilt részhalmazat.

Legyen (X, 7) egy Hausdorff-tér (mésnéven Th-tér). Ekkor pn € A(X,7)

— belsd reguldris, ha minden A € B(X, 1) esetén

u(A) = sup {,u(F): F C A és F zart halmaz};

— feszes, ha minden A € B(X, 7) esetén

1(A) =sup {u(K): K C A és K kompakt halmaz}.

Az f: (X, 7) = (Y,7') halmazértékii leképezés felilrdl félig folytonos, ha tet-
szbleges x € X pontra és V' € 7/ nyilt halmazra, amelyre f(z) C V, létezik U € 7
nyi{lt halmaz, amelyre x € U és minden 2’ € U-ra f(2') C V.

3. Sztochasztikus jatékok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a véges sztochasztikus jaték fogalmaét, azaz azt
a sztochasztikus jatékot, ahol a jatékosok, az allapotok és az akcidk halmaza véges.
Fontos hangstilyoznunk, hogy a tovabbiakban, ha elhagyjuk a véges jelzot, akkor
is mindig feltessziik e tulajdonsag meglétét a vizsgalt sztochasztikus jatékkal kap-
csolatban. A kovetkezSkben t6bbszor, kiilon emlités nélkiil tdmaszkodunk Solan
[28] cikkére.

3.1. Definicié. Egy sztochasztikus jaték egy olyan I' = (I, S, (Az(s))fels7 q,7)
lista, ahol

I={1,2,...,n} a jatékosok véges halmaza;

S az allapotok nemiires, véges halmaza;

Al(s) az i € I jatékos s € S éllapotbeli akcidinak nemiires, véges halma-
za. Tovébbé jelolje A(s) = [],c; A'(s) az s € S éllapotbeli akci6profilok
halmazat; legyen A® = U,egA¥(s) és A = UgesA(s), i € T;

q: SA — A(S) az dtmenetszabély, ahol SA = {(s,a) € S x A: a € A(s)};
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— r?: SA = R az i jatékos kifizetésfiiggvénye, i € I.

A sztochasztikus jatékok osztalyozasa torténhet a jaték idébeli lefolyédsa szerint,
amely alapjan lehet folytonos vagy diszkrét idejl sztochasztikus jaték. Ezek koziil
mi csak az utébbival fogunk foglalkozni, ehhez vezessiik be a T = {1,2,3,...}
indexhalmazt.

Egy sztochasztikus jatékot az eddigiekkel 6sszhangban tigy képzelhetiink el,
hogy az az id6ben jatszddik le és a szomszédos id6szakokat az atmenetszabdly koti
ossze.

A jaték lefolydsa: Egy sztochasztikus jaték (3.1. Definicié) egy s1 € S kezdeti
allapotbdl indul, majd minden ¢t € T idOszakban az aldbbi események, az alabbi
sorrendben kovetik egymast:

L1. A jatékosok megtudjak az aktudlis s; € S allapotot.

L2. Minden i € I jatékos egyszerre és egymastdl fliggetleniil kivalasztja az aktu-
alis allapot ismeretében az a} € A*(s;) akcigjat.

L3. Az {gy létrejott a; = (al);er akcidprofilt a jatékosok megismerik, és an-
nak alapjan minden ¢ € I jatékos megkapja az adott ¢ idészakra vonatkozd
r'(st, at) kifizetését.

L4. A kovetkezd s;41 € S éllapotot a g(- | s¢, a;) dtmenetszabdly hatdrozza meg.
A sztochasztikus jaték tovabblép a ¢t + 1 idGszakba, és visszatériink az L1.
1épéshez.

Egy sztochasztikus jaték lejatszdsa természetesen sokféle médon alakulhat,
ezért jeloljikk a ¢t € T idészakig tart (vagy roviden t-hosszisdgi) jatéktorténetek
(history) halmazat az aldbbi médon:

(SA)~1 xS, hat>1,
S, hat=1.

H, =

Egy ht = (51,01, S2,a2, ..., 8t—1,a:—1, S¢) € Hy jatéktorténet tehat az addig 1ét-
rejovo allapotok és a jatszott akcidprofilok rendezett alakban valo felirdsa, tigyelve
arra, hogy a t idGszakra vonatkozdlag csak a bekovetkezett dllapotot tiintetjiik fel.

Egy sztochasztikus jaték egy lehetséges lejatszasat jatékmenetnek (play) nevez-
ziitk, amelyet egy végtelen hosszu jatéktorténetként képzelhetiink el. Vezessiik be
az Osszes jatéktorténet (H) és az Osszes jatékmenet (Ho) halmazait az aldbbiak
szerint:

H= U H, é Hy,=(SA"
teT
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Az s € S allapotban az i € I jatékos kevert akcicja egy valdszinliségi eloszlas
az A'(s) akcidhalmaz felett; igy az i jatékos kevert akcidinak halmaza az s € S
dllapotban A(A'(s)). Tetszbleges h € H jatéktorténetre legyen s(h) € S az az
allapot, ahol a sztochasztikus jaték van a h jatéktorténet esetén.

3.2. Definicio. Az i € I jatékos o': H — A(A?) stratégidja egy olyan leképe-
zés, amely minden h € H jétéktorténethez hozzdrendeli A(A%(s(h))) egy elemét.
Az i jatékos stratégidinak halmazat jelolje ¢ és legyen X = [Lic: i

A o' stratégia tiszta stratégia, ha Imnden h € H Jatektortenet esetén
supp | ()] = 1.

A o' stratégia staciondrius, ha az pusztdn az aktudlis allapottdl fiigg, azaz
tetszéleges h, K € H jatéktorténetekre, amelyekre s(h) = s(h’), teljesiil, hogy
o' (h) = o' ().

A o' stratégia Markov-stratégia, ha csak az aktudlis allapottdl és az idészaktél
fiigg, azaz tetszOleges h,h' € H jatéktorténetekre, amelyekre |h| = |h'| és s(h) =
s(h'), teljesiil: ot(h) = a*(h').

A 3.2. Definiciéban bevezetett stratégiafogalmak esetében lathatjuk, hogy min-
den staciondrius stratégia egyben Markov-stratégia is.

Tekintsiik a jatékmenetek halmazit (H). Egy he = (81,a1,...,8;) € Hy
jatéktorténethez tartozé C(hy) C Haoo cilinderhalmaz azon jatékmenetek halmaza,
amelyek létrejohetnek a hy jatéktorténet esetén, azaz

C(ilt) = {hoo = (51,a1,82,a2,...) € Hy: 51 =251,a1 :dl,...,st=§t}.

Legyen H a (C(h))nen halmazok altal generdlt o-algebra, azaz (Hoo, H) mér-
hetd tér. Ekkor tetszbleges o = (o) stratégiaprofil és s; € S kezdeti allapot a
Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel [1, 15.26. Tétel] miatt egyértelmiien meghataroz
egy P, » valésziniiségi mértéket a (Hoo, H) mérhetd téren. Konkrétan, tetszéleges
he = (81,04, ...,8;) € Hy, jatéktorténetre

Psl’d(c(ﬁt)) = X{s1=51} (H (HU . ht > (S-,—+1|§-,—,d-,—)) .

=1 \iel

Ennek alapjan jelélje Ey, » a Py, , valészinfiségi mértékhez tartozé varhaté
érték operatort.

A sztochasztikus jatékok esetében &altaldban a 3.3. Definiciéban bevezetésre
keriil$ két kifizetésfiiggvény-tipust szoktunk hasznalni — vagy azoknak valamilyen
hasonl6 alakjat. Amikor egy jatékos a A-diszkontalt kifizetést hasznalja, akkor a
kiilonb6z6 idoszakokban keletkezé kifizetések egyiittes kiértékelésekor figyelembe
veszi a kifizetések idoértékét is. Ezzel szemben a hosszu tava atlagos kifizetés
ugyanakkora sullyal veszi figyelembe a kiilonb6z6 idészakokat és igy a nevével
Osszhangban az atlagos értékét adja vissza a kifizetéseknek.
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8.3. Definicié. Egy T = (I, 5,(A%(s))'S%, q,r) sztochasztikus jatékban az
s1 € S kezdeti allapothoz és a o € X stratégiaprofilhoz tartozé A-diszkontélt kifi-
zetés az i jatékos szamdra a A € (0, 1] diszkontfaktor mellett

His1:0) = Eap [AZ “rilsna)| =3 [ B dPe ()
ahol di (hoo) = Y poy (1 — N) 7 1ri(sy, ap) minden hoo = (s1,a1,82,02,...) € Hy
jatékmenetre.

Tovabba, a I' sztochasztikus jatékban az s; € S kezdeti allapothoz és a 0 € X
stratégiaprofilhoz tartozé hossza tava atlagos kifizetés

) 1 &
Ys(s150) = Eg, o |limsup —Z (sj,a;)] - (2)

Mint mar korabban emlitettiik, a 3.3. Definiciéban bevezetett kifizetésfiiggvé-
nyeknek szamos alakja létezik, mint ahogy ezt a 3.1. Megjegyzésben is lathatjuk.

3.1. Megjegyzés. A 3.3. Definiciéban szereplé A-diszkontalt kifizetésre az i € T
jatékos tekintetében teljesiil az

Es, .0 {)\ Z(l — N (s, a } )\Z N By, o [ (51, ar)]
t=1 t=1

Osszefiiggés [28, 2.4. fejezet].

Emellett a sorosszeg elétti A szorzdtag a normalizdlas céljat szolgalja: az a
jatékos, aki minden egyes jatékkorben 1 egységet kap, értékelje a jatékmenet disz-
kontalt jelenértékét egységnyinek.

A 3.3. Definicioban bevezetett A-diszkontdlt kifizetést dltaldnosithatjuk ugy,
hogy a diszkontfaktor rogzitésétdl eltekintiink. Erdekességképpen megemlitjiik,
hogy mér Shapley [25] is utal erre a lehetdségre [25, 1099. oldal 2-es pontja].

3.4. Definicio. Egy A: T x S — [0, 1] fiiggvény diszkontfiiggvény, ha tetszéle-
ges hoo = (81,01, S2, a2, ...) € Hy jatékmenet esetén

t

Z A(m, spm) < 0.

t=1m=1

AT ={(,5, (Ai(s))i%{g,q, r) sztochasztikus jatékban az s; € S kezdeti élla-
pothoz és a o € X stratégiaprofilhoz tartozé altalanositott diszkontalt kifizetés az
1 jatékos szdméra a A diszkontfiiggvény és A € (0, 1] diszkontfaktor mellett
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ahol diy (heo) = > 1oy (H L A(m, $0)) 7 (8¢, ay), minden hog = (s1,a1,52,0a2,...)
€ H jatékmenetre.
Lathatjuk, hogy amennyiben a 3.4. Definiciéban a diszkontfiiggvényeket

1 hat=1,
1—X egyébként,

A(t, St) =

mddon vélasztjuk meg A € (0, 1] mellett, akkor adott heo € Hoo jatékmenet esetén
az altalanositott diszkontalt kifizetés és a A-diszkontalt kifizetés megegyezik.

3.1. LEMMA. A d = > 7, (an:l A(m,-))r® fiiggvény a Hs halmazon a
szorzattopoldgidra nézve folytonos.

Bizonyitds. Legyen € > 0 tetszOlegesen rogzitett, és legyen K > 0 olyan kons-
tans, amelyre minden n iddszakban teljesiil |r(s,,an)| < K tetszéleges s, € S és
an € A(sy) mellett.

Mivel 320° T1F,—; A(m, 5,,) < 00, ezért 1étezik olyan t* id8szak, hogy

[e’e] t
A( ,7,)<i.
2, LA <5

Legyen h® = (s¥,a$,...,s%,a%,...)éshB = (s0 a? ... s d? .. ) két olyan
jatékmenet (h%,h2 € H.), amelyek az elsé t* idészakban egybeesnek: h$ =

(s§,af, ..., a8 4,88 = (sf,a?, e ,afﬁl,sf) = h?, ahol tehat he, h? € H,. Ekkor

Mg

di(h%) — di(h) ]

1<ﬁ/\msm> (s, 0 _Z(mHAmsm> (s¢,ar)

1 —

( t M) ) (#(62.a) = o) )|

I

m=1

t

Mz I]e

~~ N 3

IA

Mmoo )| (r6.a) = 60 )| <

t=t*+1

azaz a di fiiggvény folytonos. 0
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Mivel korabban belattuk, hogy a A-diszkontélt kifizetés specialis esete az altala-
nositott diszkontdlt kifizetésnek, ezért a 3.1. Lemma eredménye igaz A-diszkontalt
kifizetésre is.

3.1. KOVETKEZMENY. A di = > N~ fiiggvény a Ho, halmazon a szorzat-
t=1
topolégiara nézve folytonos.

3.5. Definicid. Adott egy T’ = (I, S, (Ai(s))ieels,q,r) sztochasztikus jaték, az
s1 € S kezdeti allapot, a A diszkontfiiggvény és a A € (0,1] diszkontfaktor. A
0. = (0l);en € X stratégiaprofil Nash-egyensilya a I' altaldnositott diszkontalt
sztochasztikus jatéknak az s; allapotban, a A diszkontfiiggvény és a A\ diszkont-
faktor mellett, ha minden i € N jitékos minden o! € Y stratégidja esetén

Ya(s1304) 2 Vi (15 (0, 07)).
Egy 0. stratégiaprofil dltaldnosan diszkontdlt (Nash-)egyensuly, ha minden kez-
deti dllapotban altaldnosan diszkontélt egyensiily.

Egy sztochasztikus jatékot kétszemélyesnek hivunk, ha csak két jatékos sze-
repel benne (|I| = 2). Egy kétszemélyes sztochasztikus jatékot zérus Osszegl-
nek neveziink, ha minden s € S 4llapotra, a' € Al(s) és a? € A2(s) akcidra
ri(s, (at,a?)) + r%(s, (a',a?)) = 0.

A zérus Osszegli sztochasztikus jatékok esetében bevezethetjiik a jaték érté-
két a kifizetésfiiggvények segitségével. Az egyszerliség kedvéért a 3.6. Defini-
ciéban jeloljiikk a A-diszkontalt kifizetést az egyes jatékos ,szemszogébol”, azaz
(s;0t,02) = vi(s;0t,0%) = —73(s;0t,0%); és tegyiink ugyanigy a hosszi té-
v dtlagos kifizetés esetében is: vi5(s;0',02) = vl (s;0t,0%) = =42 (s; 0!, 02).

Legyen adott egy véges zérus Osszegl sztochasztikus jaték sy € S kezdeti al-
lapottal. Ekkor a (4)-beli y,(s1)-re vonatkozd sszefiiggést Shapley [25], mig a
~is(s1) vonatkozd dsszefiiggést Mertens és Neyman [19, 20] 14tta be:

sup inf ya(si;0',0%) =oa(s1) = inf sup y(sii0t,0?),

slext 02€x? 02€32 j1exm1 (4)
sup 2inf ys(s1;0,0%) = vs(s1) = inf  sup vy(si;0t,0?).
slext 02ex? 02€¥? j1ex1

3.6. Definicio. Adott egy véges zérus Osszegli sztochasztikus jaték s; € S kez-
deti dllapottal. Ekkor a (4)-beli vy(s1)-t a sztochasztikus jaték A-diszkontdlt érté-
kének, mig vi5(s1)-t a hosszi tédvi &tlagos értékének nevezziik.

4. Folytonos altalanositott jatékok

Most térjiink at az egyetlen iddszakkal és &llapottal rendelkezé jatékokhoz,
ezen beliil is a 4.1. Definiciéban bevezetésre keriil6 folytonos altalanositott jatékok
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osztalydhoz. Erre a lépésre azért lesz sziikségiink, mert egy sztochasztikus jaték
egyensulyat a megszokott fixponttételen alapulé megkozelitéssel akarjuk vizsgalni.

4.1. Definicio. BEgy T = (I, P, (A;)icr, F, (fi)ier) listat folytonos dltaldnositott
jatéknak neveziink, ha

1. I a jatékosok nemiires, véges halmaza;
2. P nemiires topologikus vektortér, a kimenetelek halmaza;

3. A; az i jatékos nemiires akcidhalmaza, A = []..; A; az akciéprofilok halmaza;

il
4. F': A — P olyan fliggvény, ami

— affin,
— F(A) kompakt és konvex,

— F(4; x {a_;}) kompakt és konvex, minden ¢ € I jatékosraésa_; € A_;
csonka akcioprofilra,

5. fi: P — R az ¢ € I jatékos kifizetofiiggvénye, ami

— folytonos,

— konkdv az F(A; x {a_;}) halmaz felett minden ¢ € I jatékosra és a_; €
A_; csonka akcidprofilra.

A kovetkezékben a folytonos altalanositott jatékok egy részosztalyat vezetjiik
be.

4.2. Definicid. Legyen I'g = (I, (As)icr, (fi)icr) egy jaték, ahol
— I a jatékosok nemiires, véges halmaza;

— A, az i jatékos nemiires akciéhalmaza, A = [[..; 4; az akciéprofilok halmaza,

iel
— fi: A — R az i € I jatékos kifizetofiiggvénye.

Ha az elébbi Ty = (I,(Aicr, (fi)icr) jdtékhoz létezik a Tp =
(I, (Ai)ier, (fi)ier) jaték, ahol

— A; = A(4;) minden i € I jatékosra,
— filiay o) = [y fid(p X - X o)
akkor ezt a I'p jatékot a I'p jaték kevert boévitésének hivjuk.
A kevert b6vités azonban nem mindig 1étezik, ahogy ezt az altaldnositott Wald-

jaték [36] esetében lathatjuk.
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4.1. Példa. (Altalinositott Wald-jiték) Az altalanositott Wald-jéték egy olyan
(I, (Ai)ier, (fi)ier) jéték, ahol

-I= {172}7

— A; = ([0,1],74), azaz a [0, 1] intervallum a diszkrét topolégidval minden i € T
jatékosra,

— a jatékosok kifizetésfiiggvénye pedig

1 haa; > asg,
filar,a2) = —fo(ar, az) = b=

0 haay < as.

Az altalanositott Wald-jatéknak nincs kevert kiterjesztése. Vegyiik észre, hogy
f1 pontosan a G = {(z,y) € [0,1] x [0,1]: © > y} halmaz felett 1, kiilénben 0.
Ebbdl kifolyodlag az fi fiiggvény a G halmaz indikatorfiiggvénye: f1 = xq-

Ugyanakkor G nincs benne a cilinderhalmazok generalta o-algebrédban ([0, 1] x
[0, 1] felett), azaz f; nem integrélhats. Magyardn szdlva f1 nem definiélt, azaz az
altalanositott Wald-jatéknak nincs kevert kiterjesztése.

A 4.1. Allitdsban elégséges feltételt adunk a kevert bovités 1étezésére.

4.1. ALLiTAS. Legyen 'y = (I,(A)ier, (fi)ier) a 4.2. Definiciéban szerepld
jaték, ahol A; kompakt metrizalhaté tér és f; a szorzattopoldgidra nézve folytonos
fiiggvény minden i € I-re. Ekkor a I'p jatéknak van kevert bévitése.

Tovabba a kevert bévités egy folytonos altalanositott jaték.

Bizonyitds. A; feltevésiink szerint metrizalhaté minden ¢ € I jatékos ese-
tén, ezért p; € A(A;) belsd reguldris valdszintiségi mérték [1, 12.5. tétel]. Mivel
ezenfeliil A; kompakt halmaz is, emiatt minden zart részhalmaza is kompakt, igy
i € A(A;) valdszintiségi mérték feszes.

Feltevésiink szerint tetszOleges i € I jatékos f; kifizetésfiiggvénye folytonos
a szorzattopoldgiaban, ezért ezen kifizetésfiiggvények integralhatok tetszéleges, a
szorzattopoldogia Borel-halmazain értelmezett valoszintiségi mérték szerint. Tovab-
ba tetszbleges p; € A(4;), i € I, esetén u = X;erp; egy valdszinliségi mérték a
cilinderhalmazok &ltal generdlt o-algebran. Kénnyen lathato, hogy p feszes.

Mivel A kompakt metrizalhaté tér, ezért A(A), az A Borel-halmazain értelme-
zett valészintiségi mértékek halmaza, tetszéleges eleme feszes. Ezért p egyértelmi-
en kiterjesztheté az A Borel-halmazain értelmezett valdsziniségi mértékké. Tehat
a tovdbbiakban p alatt a A(A) egy elemét értjiik.

Tehat a 4.2. Definiciéban bevezetett fi varhato kifizetésfiiggvény minden i €
jatékosra 1étezik, azaz a I'p jaték kevert bévitése (I, (A(A:)ier), (fi)ier) 1étezik.
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Tekintsiik a (C(A),cba(A)) dudlis part. Mivel A kompakt metrizdlhaté, igy
A(A) is kompakt metrizdlhaté lesz a gyenge* topolégidban [1, 15.11. Tétel]?. To-
vabbd [[,c; A(A;) gyenge* zart részhalmaza A(A)-nak, tehdt gyenge* kompakt.

Kénnyen lathaté tovdbbd, hogy a [[;c; A(A;) halmaz konvex. Tovabba fel-
tevésiink szerint tetszbleges i € I jatékos esetén f; € C(A), igy az f; (vérhatd)
kifizetésfiiggvény folytonos és linedris, tehat konkav is.

Tehat [[,c; A(A;) gyenge* kompakt, f; linedris folytonos fiiggvény, i € 1.

Legyen P = [[;c; A(A;) és F' =id. Vildgos, hogy F teljesiti a 4.1. Definiciéban
megkivantakat.

Ekkor a kevert kiterjesztés egy folytonos altalanositott jaték. a

A kovetkez8kben a Nash-egyenstily [22, 23] fogalmét definidljuk folytonos &l-
talanositott jatékokra.

4.8. Definicio. Adott T' = (I, P, (A;)icr, F, (fi)icr) folytonos dltaldnositott ja-

ték. Ekkor a* € A a I' jaték Nash-egyensilya, ha tetszéleges i € I jatékosra és
tetszOleges a,; € A, stratégiara

fio F(a®) > fio F(as,a”,).

Konnyen lathaté, hogy amennyiben P = A, azaz F' = id, akkor visszakapjuk a
normél jatékok esetén jol ismert Nash-egyensily [23] fogalmat.

4.1. Folytonos altalanositott jatékok egyensilya
Tekintsiik elészor az alkalmazott fixponttételt [11, 171-172. oldal].
4.1. TETEL. Legyen ®: K = K egy olyan halmazértékii leképezés, ahol

K C X egy nemiires, konvex, kompakt részhalmaza egy X Hausdorff topologi-
kus vektortérnek, amire

- P(z) #0,Vx € K,
- ®(x) konvex, Vo € K,
— @ feliilrél félig folytonos.

Ekkor a ® leképezésnek létezik fixpontja, azaz van olyan x € K, hogy x € ®(x).

3A A(A) halmazon a gyenge* topoldgia szubtilisat a

{ueA(A):‘/Afduf/Afdu’

halmazok alkotjék, ahol f € C(A), /' € A(A) és e > 0.

<<}
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A 4.2. Tételben kimondjuk a Nash-egyensily létezését a folytonos &altalano-
sitott jatékokra, amely a 4.1. Tétel alkalmazasa. Megjegyezziik tovabba, hogy
a 4.2. Tétel Glicksberg [11] eredményének éltaldnositdsa [11, 172-174. oldall.

4.2. TETEL. Tetszdleges (I, P, (A;)icr, F, (fi)icr) folytonos altaldnositott ji-
téknak van Nash-egyensiilya.

Bizonyitds. Legyen n jatékosunk, azaz I = {1,...,n}, és i tetszOleges ja-
tékos. Definidljuk a kovetkezd leképezést (legjobbvélasz leképezés): tetszdleges
p = F(a) € F(A)-ra

Bi(p) = argmax fi(p').
p'€F(A;x{a_;})

Vegyiik észre, hogy mivel F'(A4; x {a—;}) kompakt halmaz és az f; kifizetésfiigg-
vény folytonos, ezért B;(p) # .

Tovabba az f; kifizetésfiiggvény konkdv az F(A; x {a—;}) halmazon — amely
feltevésiink szerint konvex halmaz —, ezért B;(p) konvex halmaz.

Végezetiil mivel F(A) kompakt halmaz, F(A; x {a_;}) kompakt halmaz min-
dena_; € A_;-re, és az f; kifizetésfiiggvény folytonos, ezért a Berge-féle Maximum
tétel [1, 17.31 Berge Maximum Theorem, 570. oldal] miatt B; legjobbvélasz leké-
pezés feliilrol félig folytonos.

Legyen B: P = P a kovetkezo

B(p)=F (H (F‘l(Bi(p)))i> ,
iel

minden p € F(A)-ra

Vilagos, hogy tetszoleges a € [Tie;(F~Y(Bi(p)))i-re F(a) € B(p), minden p €
F(A)-ra. Tehdt B(p) # () minden p € F(A)-r

Mivel F affin, ezért [],c,(F~'(B;(p))); konvex halmaz. Tehat B(p) =
F([T,c;(F~*(Bi(p))):) konvex halmaz minden p € F(A)-ra.

Végezetiil, mivel a B; leképezések feliilrdl félig folytonosak minden ¢ € I-re,
ezért B is feliilrol folytonos.

Alkalmazzuk a 4.1. Tételt, azaz a B leképezésnek van fixpontja. Legyen s* €
F(A) a B leképezés egy fixpontja.

Ekkor tetszéleges a* € A, amelyre s* = F(a*), a folytonos altaldnositott jaték
Nash-egyenstilya. a

4.1. KOVETKEZMENY. Legyen I' = (I, P, (4;);
tonos altaldnositott jaték, amelyben a € A és a
egyensilyok és F(a) = F(a). Ekkor tetszbleges [
Ba + (1 — B)a is Nash-egyenstily.

er, F,(fi)ier) egy olyan foly-
€ A stratégiaprofilok Nash-
S

[0,1] esetén fenndll, hogy
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A 4.1. Kovetkezmény nem meglep0, hiszen ha egy jatékban két kiillonbozo stra-
tégiaprofil ugyanazt a lejatszast generdlja, akkor azok csak a meg nem valdsult
torténetekben kiilonboznek, azaz a konvex kombinécigjuk is ugyanazt a lejatszéast
generalja.

5. Sztochasztikus jatékok diszkontalassal

Ebben a részben az a célunk, hogy egy fixponttételen alapulé bizonyitast ad-
junk az altalanositott diszkontalt sztochasztikus jatékok Nash-egyensilyanak léte-
zésére. Megmutatjuk, hogy minden &ltalanositott diszkontélt sztochasztikus jaték
folytonos altaldnositott jaték.

Mivel egy sztochasztikus jatékban véges szamu jatékosunk van, ezért
a 4.1. Definiciéban szerepl6 megkotés teljesiil a jatékosok halmazara. A tobbi
megkotést a kovetkezo segédtételekben targyaljuk.

Tekintsiik a (Heo, B(H)) part, ahol — emlékeztetSiil — B(Hy) a jatékmenetek
halmazdn 1évé Borel-féle o-algebra (ami megegyezik H-val). Ekkor tetszdleges
s1 € S kezdeti allapot és o € ¥ stratégiaprofil mellett (s1,0) € A(Hoo, B(Hoo))
adédik (Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel).

Adott egy T' = (I, S, (A%(s))'S%, ¢, r) sztochasztikus jaték, az s; € S kezdeti
allapot, a A diszkontfiiggvény és a A € (0, 1] diszkontfaktor. Tovabba legyen

— P=A(Hw,B(Hs)) a kimenetelek halmaza,
- A =34 iel;

— F: ¥ — P az a leképezés, hogy egy o € ¥ stratégiaprofil esetén F(o) €
A(Hs, B(Hx)) a Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel dltal adott valészintiségi
mérték (az adott s; kezdeti allapot mellett);

— fi =i, (1d. (3) egyenlet).
Tekintsiik a kovetkezd lemmakat:
5.1. LEMMA. Az F leképezés affin.

Bizonyitds. A Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel kozvetlen kovetkezménye. O

5.2. LEMMA. F(X) gyenge* kompakt halmaz.

Bizonyitds. Mivel a jatékmenetek H,, halmaza kompakt metrizalhato tér, ezért
A(Hy,B(Hy)) gyenge* kompakt (metrizalhatd) halmaz [1, 15.11. Tétel], ahol a
duélis par a kovetkez: (C(Heoo ), chba(Hoo, B(Hwo)))-

Azt kell megmutatni, hogy minden rogzitett s; kezdeti allapot mellett a stra-
tégiaprofilok F'(X) = {(s1,0): 0 € £} C A(Hwo, B(Hw)) halmaza gyenge* zart
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halmaz (hiszen gyenge* kompakt halmaz gyenge* zért részhalmaza gyenge* kom-
pakt).
Vezessiik be minden ¢ € T idészakra az alabbi két halmazt:

- St = {(s1,0)|p,: 0 € ¥és Hy C H} azon A(Hy,B(H¢)) elemek halmaza
(Id. F definicidja), amelyek az s; kezdeti dllapottal és a jatéktorténetek Hy
halmazaval ,kompatibilisek”,

~ Uy ={v € A(Hwo,B(Hw)): v|(H, B(H,)) € St} azon valésziniiségi mértékek
halmaza, amelyeket a jatéktorténetek H; halmazara megszoritva egy-egy Si-
beli stratégiaprofil generdlja.

Léthatjuk, hogy minden ¢ € T esetén U; C A(Hyo, B(Hx)).

Vegyiik észre, hogy minden ¢t € T id6szakra az U, gyenge* zart részhalmaza
A(Hy,B(Hy)) gyenge* kompakt halmaznak a végesség (véges dimenzid) miatt.
Emellett minden ¢t € T id6szakra Uy C Uy teljesiil.

Tovabbd F(X) = Mierl:, tehdt tetszbleges s; kezdeti dllapot esetén F'(X)
{(s1,0): 0 € B} gyenge* zért halmaz, tehét dllitdsunkat beldttuk.

o

5.3. LEMMA. F(X) konvex.

Bizonyitds. Vildgos, hogy ¥ konvex halmaz. Mivel F affin (1d. 5.1. Lemma),
ezért F(X) konvex. O

5.4. LEMMA. Tetszbleges o € X stratégiaprofilra és i € I jatékosra F (X! x
{07%}) konvex és kompakt.

Bizonyitds. Vilagos, hogy ¥ x {07} konvex halmaz minden i € I-re és 0~* €
Y ~%re. Mivel F affin (1d. 5.1. Lemma), ezért F(X'x {o~"}) konvex minden i € I-re
és o7t € U lre.

F(X'x {o~"}) kompaktsigénak bizonyitésa az 5.2. Lemma bizonyitdsival ana-
16g médon megy. a

A folytonos altalanositott jaték definicidjaban a kifizetésfiiggvényrél feltettiik,
hogy folytonos és a jatékos sajat akcidja tekintetében affin is. Ezt a tulajdonsdgat
latjuk be a diszkontalt kifizetésnek a kovetkezé Lemmaéban.

5.5. LEMMA. Minden s; € S kezdeti dllapot, o € ¥ stratégiaprofil, A € (0, 1]
diszkontfaktor és A diszkontfiiggvény mellett a v (s1): ¥ — R A-diszkontlt kifi-
zetés affin fliggvény.

Bizonyitds. A A-diszkontélt kifizetés definiciéjdnak (1d. (3) képlet) kozvetlen
kovetkezménye. a

Az el6z6 Lemmak miatt adddik a kovetkezd allitds:
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5.1. ALLITAS. Minden dltaldnositott diszkontdlt sztochasztikus jaték folytonos
altalanositott jaték.

A 3.5. és a 4.3. Definicidk, valamint az 5.1. Allitds miatt adédik, hogy

5.1. KOVETKEZMENY. Adott egy (1,5, (A'(s)):Ek, q,r) sztochasztikus jaték,
s1 € S kezdeti dllapot, A diszkontfiiggvény és A € (0,1] diszkontfaktor. Ekkor
(I, P, (Ay)icr, F, (fi)icr) egy folytonos dltaldnositott jaték.

Vegyiik észre, hogy el6fordulhat az aldbbi eset: o,0’ € ¥ egy &ltaldnositott
diszkontdlt sztochasztikus jaték két eltérd stratégiaprofilja (azaz o # o), de
F(o) = F(d').

Végiil a fenti eredmények alapjan kimondhatjuk, hogy az altaldnositott disz-
kontalt kifizetéssel rendelkez6 sztochasztikus jatékok a folytonos altaldnositott ja-
tékok osztalyaban talalhatok, igy létezik Nash-egyensilyuk.

5.1. TETEL. Minden 4&ltaldanositott diszkontdlt sztochasztikus jatéknak van
Nash-egyenstilya.

6. A Big Match

A Big Match egy kétszemélyes zérus 6sszegli sztochasztikus jaték [10], ami a
t = 1 idészakban a jatékosok szamadra ismert s; € S dllapotbdl indul. A jatékosok
egyszerre és egymastol fiiggetleniil hozzak meg dontéseiket, ami altal az aktudlis
allapot és a megjatszott akcidprofil egyértelmiilen meghatarozza a t = 2 id6szakbeli
allapotot. A t = 2 idészakban a jatékosok a dontésiiket megint az aktudlis allapot
ismeretében hozzak meg egyszerre és egymastol fiiggetleniil, igy kialakitva a t = 3
idoszakbeli allapotot, és igy tovabb.

Ezek alapjan tehdt a Big Match sztochasztikus jatékra teljesiil a 3. részben
leirt, a sztochasztikus jatékokat jellemzo dltaldnos lefolyasi séma.

Bal (L) Jobb (R)

Fel (1) . ; Bal (L) Jobb (R)
e
Le (B 0°2 Le (B 1%
Le (B) [ 0" = e [ 0= ] e (B)
(b) s2 allapot (c) sz dllapot

(a) s1 allapot

1. tdblazat. Big Match jaték allapotai és a hozzdjuk tartozé kifizetések a
sorjatékos szemszogébdl.

Vegyiik észre, hogy az sy és s3 allapotok specidlis allapotok, amibe ha a jaték
menete elér, azt mar nem hagyja el. Az ilyen allapotokat elnyel6 allapotnak nevez-
zitk. Mivel a Big Match sztochasztikus jatéknak csak az s; allapota nem elnyeld,
emiatt a Big Match egy zérus 6sszegii, elnyel6 sztochasztikus jaték.
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A Big Match jatékban a sorjatékos adott idészakbeli kifizetése 1, amennyi-
ben a (Fel, Bal) vagy (Le, Jobb) akciprofilok valamelyike jon létre az aktudlis
allapotban, egyébként pedig 0 (14sd az 1. tabldzatot).

A hagyomanyokat érizve a jatékosok kifizetésfiiggvénye a Big Match sztochasz-
tikus jatékban a hosszu tédvi dtlagos kifizetés. A Big Match jatékot Gillette [10]
vezette be és Blackwell és Ferguson [4] mutatta meg, hogy létezik hosszi tdvi
atlagos értéke a jatéknak.

6.1. TETEL. (Blackwell és Ferguson [4], 1. Tétel) A Big Match sztochasztikus
jatéknak a hosszu tavu atlagos értéke %

Ugyanakkor a Big Match jaték olyan sztochasztikus jaték, amely nem tartozik a
folytonos dltaldanositott jatékok osztalyaba — ugyanis a hosszu tavu atlagos kifizetés
nem folytonos fiiggvény még a stacionarius stratégidk esetében sem.

Ennek igazoldsara tegyiik fel, a sorjatékos = staciondrius stratégidja ellen az
oszlopjatékos végig az (1,0) stratégidt jatssza. Jeloljiik ezt a staciondrius stratégidt
y-nal. Ekkor a sorjatékos hosszu tavu atlagos kifizetése

1, haz=(1,0),

f}/lls(xay) =
07 haxe{(l_pap):0<p§1}a

ami nem folytonos fiiggvény.

A Big Match sztochasztikus jaték esetén ismert, hogy az oszlopjatékosnak van
optimalis stratégidja az s; kezdeti allapotban, pontosabban van stacionarius opti-
malis stratégidja; mégpedig az oszlopjatékos mindig az (%, %) kevert akcidt jatssza.
Ezzel szemben ismert, hogy a sorjatékosnak nincs ilyen stratégidja.

6.1. LEMMA. (Thuijsman [32], 3. Lemma) A sorjdtékosnak nincs optimalis
stratégiaja az s kezdeti allapot mellett.

7. Osszefoglalas

Cikkiinkben a véges sztochasztikus jatékok elméletét mutattuk be réviden. A
f6 célunk az volt, hogy egy 1j alternativ bizonyitast adjunk a véges altalanosi-
tott diszkontalt sztochasztikus jatékok egyensilyanak létezésére. Ennek érdeké-
ben el6szor bevezettiik a folytonos altaldnositott jatékok osztalyat, amely jatékok
egyensulyanak 1étezését a Glicksberg-féle fixponttétel biztositja. Ezutan belattuk,
hogy a véges éltalanositott diszkontalt sztochasztikus jatékok az elébb emlitett
jatékosztalyhoz tartoznak, igy létezik egyensulyuk.

A cikk végén a Big Match sztochasztikus jaték példajan keresztiil érzékeltettiik,
hogy nem minden sztochasztikus jaték folytonos dltalanositott jaték.
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CONTINUOUS GENERALIZED GAMES

IMRE BALOG, MIKLOS PINTER

In this article, we focus on finite stochastic games. After introducing the basic concepts and
giving a brief mathematical overview, we examine the existence of equilibrium for finite stochastic
games.

Our goal is to use a new concept — continuous generalized game — to provide a different proof
for the existence of equilibrium for finite generalized discounted stochastic games. We prove
that all finite generalized discounted stochastic games are so-called continuous generalized game.
After that, we show that every continuous generalized game has an equilibrium.

Furthermore, through the example of one of the most well-known classical stochastic games,
the Big Match, we illustrate that if the players’ payoffs are given by the long-run average reward
instead of the generalized discounted reward, then the finite stochastic game no longer necessarily
belongs to the class of continuous generalized games, and even in the case of Big Match, it has
no equilibrium either.
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PUSZTAHAZI LUCA SARA, EIGNER GYORGY, CSISZAR ORSOLYA

A mesterséges intelligencia, kiilonésen a mélytanuldsi modellek forradal-
masitjdk az tizleti és technoldgiai vilagot. Napjaink egyik legnagyobb kihi-
vésa a mélytanuldsban az értelmezhetdség problémajénak megolddsa. A mo-
dellek atlathatésdganak, teljesitményének és biztonsdganak javitdsira (XAIL:
eXplainable Artificial Intelligence) egyre égetObb sziikség van. A neurdlis
hélézatok folytonos logikaval és tobbkritériumi dontéshozatali eszkdzokkel
valé kombindldsa hozzdjarulhat a jobb értelmezhetéséghez, atlathatdsighoz
és biztonsdghoz az orvosi, mérnoki és tizleti alkalmazdsokban. Ez a megko-
zelités més fejlodé mddszerekkel egyiitt a neuroszimbolikus hibrid mestersé-
ges intelligencidhoz, a mesterséges intelligencia kutatdsdnak djszerii teriile-
téhez tartozik, amely a hagyomanyos szabdlyalapi megkozelitéseket modern
mélytanuldsi technikdkkal kombindlja. A neuroszimbolikus modellekrdl be-
bizonyosodott, hogy a hagyoméanyos modellekhez képest 1ényegesen kevesebb
adattal is nagy pontossagot érnek el. A neurdlis hdlézatok és a szimbolikus
rendszerek kiegészithetik egymds erdsségeit és gyengeségeit, igy pontos, min-
tavételi szempontbdl hatékony és értelmezhet6 rendszerek johetnek létre. Ez
javithatja a dontéshozatalt, bizalmat épithet a gépi tanuldsi modellek irant,
és hatékonyabb és eredményesebb folyamatokhoz vezethet a kiilonbozé ipar-
agakban. Ebben az tsszefoglalé cikkben kutatécsoportunk e teriileten elért
legiijabb eredményeit ismertetjiik.

1. Bevezetés

Az értelmezhetdség igénye a gépi tanuldsban egyre nagyobb szerepet kap. A
hagyomanyos neurdlis halék gyakran nagyszamtu paramétert tartalmaznak, igy
meglehetésen nehéz megfogalmazni, hogy miért hoz egy neuralis halé bizonyos
dontéseket. Szamos, valdos életben talalhaté alkalmazési teriileten azonban el-
engedhetetlen, hogy az eredményiil kapott dontés értelmezheto legyen. Néhany
intuitiv példa:

1. Az orvosok nem szeretnék, hogy neurdlis halék is részt vegyenek a kezelések
felirasdban, amig nem értik teljesen pontosan, hogy mely tiinetek kombina-
cidja indokolja az adott kezelést.
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2. A biztositék modelljeit ellen6rizni kell annak érdekében, hogy egyetlen ki-
sebbséget se érjen hatranyos megkiilonboztetés.

3. A robotfejlesztoknek érteniiik kell, hogy adott kornyezeti feltételek mellett
miért hoznak a robotok bizonyos, akar latszdlag ellentmondasos dontéseket.

4. Amikor egy 6nvezetd jarmi balesetet szenved, mind jogi, mind mérnoki szem-
pontbdl fontos ismerni a jarmii dontéseinek indokait.

Mindegyik esetben értelmezhetobbé vélna a modell, ha a neuralis halézatot logikai
kifejezésként tudndnk leirni.

A folytonos logika bevondsa igéretes Gt az értelmezheté modellek iranyaba, hi-
szen ahhoz, hogy a szamitasok természetes nyelven megfogalmazhatok legyenek, jo
szolgdlatot tesznek a pontatlan, nem teljesen preciz kifejezések. A szakérték &dltal
megfogalmazott szabalyok digitalis nyelvre torténd ,leforditasdhoz” és a természe-
tes nyelv, valamint az emberi gondolkodéas jobb modellezése érdekében dolgozta
ki Lotfi Zadeh a fuzzy logika alapjait. Zadeh a korai 1960-as években megfigyelt
egy kiilonos jelenséget: a szakérték altali vezérlés jobb eredményekhez vezet, mint
az optimalis automatikus vezérlés. Jobban meggondolva érthet6 a jelenség, mivel
a szakértok olyan tovabbi tudést is hasznalnak, amit nem lehetett az automati-
kus vezérlékbe beprogramozni. Ezt a tovabbi tudast pontatlan nyelvi elemekkel
lehet megfogalmazni, mint példaul, ,ha kicsit csokken a nyomas, akkor kicsit tobb
anyagot kell beleengedni az edénybe”. Itt a ,kicsit” szénak nincs pontos jelentése.
A Zadeh &ltal kidolgozott fuzzy logika segitségével ez a pontatlan tudés leirhatd
preciz matematikai eszkdzokkel.

A neurdlis hélék és a folytonos logika Osszekapcsoldsa egyre nagyobb érdekls-
désnek orvend. Az adaptiv folytonos logikai rendszereket évtizedek 6ta tanulma-
nyozzak [1, 2, 3], a neurélis folytonos modellezés pedig tovdbbra is aktiv kutatési
téma [4, 5, 6]. Ezen mddszerek 6tvozésének a f6 elénye az, hogy egy olyan mo-
dellt eredményez, amely rendelkezik a hagyomanyos, ,,fekete doboz” tipusu neurdlis
halok rugalmassagdval és pontossdgaval, valamint a folytonos logikai rendszerek
értelmezhetdségével és dtlathatosagaval. A mély neurdlis halézatokban az adatfel-
dolgozas dltaldban linedris transzformacidk és az f(z) = max(0, x) rektifikalt line-
aris egység (ReLU) véltakozé végrehajtasaval torténik. Erdekes médon mindkét
mfiivelet, fg(a,b) = max(a+b—1,0) és fy(a,b) = min(a + b, 1), kénnyen 4bra-
zolhato ilyen neurdlis halézati transzforméaciok kompozicidjaként. Ez a tény segit
értelmezni a mély neuralis halézatokban 1évé transzformacidkat ,,és”- és ,,vagy’-
miiveletek forméjaban — igy lehet6séget adva arra, hogy a mély neuralis halézatok
empirikus sikerét kiegészitsiik az eredmények természetes nyelvi interpretacidjaval
[7,9].

Az emberi viselkedés tanulményozasa fontos dsszetevoje tobb tudoméanyteriilet-
nek, példaul a szamitastudomanynak, mesterséges intelligencianak, neurdlis halé-
zatoknak, kognitiv tudomanynak, filozéfidnak és pszicholdgianak. Gyakran feltéte-
lezziik, hogy a viselkedést az észlelés, a tudas és a mentalis folyamatok befolyésol-
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jak. Az emberi viselkedés modellezéséhez olyan szamitégépes-logikai rendszerekre
van sziikség, amelyek képesek magas szintii gondolkodést kezelni. Ilyen rendszerek
kozé tartoznak a klasszikus logika, a nemmonoton logika, a modalis és temporalis
logika. Az emberi viselkedés modellezésében a gépi tanulas alapi modellek koziil
els6sorban a kapcsolati modellek, mint a feedforward és rekurrens halézatok, szim-
metrikus és mély halézatok, valamint az 6nszervezé halézatok jatszanak nagy sze-
repet. Azok a modellek, amelyek foglalkoznak a kognitiv folyamatok valészintiségi
jellegével, példaul a Bayes haldk, a Markov dontési folyamatok és a valészintiségi
logikai modellek, szintén fontosak a viselkedés modellezésében a bizonytalansag
kezelésére [10].

Jelen cikkben réviden bemutatjuk egy hibrid neuroszimbolikus modell mate-
matikai hatterét és kutatocsoportunk e teriileten elért legiijabb eredményeit.

2. Neuralis halok és a folytonos logika

A gépi tanuldsban a szamitdsi idé minimalizaldsa nagy adathalmaz esetén ter-
mészetesen elengedhetetlen. Idedlis esetben azonban a szamitasoknak értelmezhe-
tének is kell lenniiik, mivel akar az idéjards, akar a banki kolcson esetén meg kell
magyarazni a kérdezd szamara, hogy miért az adott eredményt adta a matematikai
modell.

A gyors szdmitdsokra vonatkozé igény természetes tton vezet a neurdlis ha-
16k hasznéalatahoz, mivel azok jellegiiknél fogva parhuzamos miveleteket tartal-
maznak, amelyek nagyban hozzijarulnak a szamolas sebességének noveléséhez. A
fliggvényvalasztas tekintetében a linearis fliggvények a leggyorsabban szamolha-
t6k, a nemlinedris fiiggvények koziil pedig az egyvéltozds y = s(z) alakiak. Eziltal
eljutunk a neuralis halok réteges felépitéséhez, melyben minden réteg tartalmaz egy
linearis transzformaciot és egy, a lehet6 leggyorsabban kiszdmolhaté nemlinearis
transzformécidt, és a rétegek egymas utdn szdmolanddék. A nemlinedris fliiggvényt
ebben az esetben aktivécids fiiggvénynek hivjuk. Az aktivaciés fiiggvények koziil
hagyomdanyosan a legelterjedtebb a szigmoid (s(z) = 1/(1 4+ exp(—=z))) fiiggvény.
Az utébbi idében azonban egyre sikeresebb a ReLU (s(z) = max(0, 2)) fiiggvény,
amely a negativ bemeneteket nullara korrigalja, mig a pozitiv bemeneteket valto-
zatlanul hagyja.

Az értelmezhetbség igénye természetes iton vezethet érvelés, valamilyen tipusi
logika iranyaba. A folytonos logika a hagyomaéanyos, kétértékii logikaval ellentét-
ben, ahol minden kijelentés vagy igaz, vagy hamis (1 és 0 szdmokkal reprezentélva),
bizonyossagi fokokkal dolgozik, amelyek koztes értékeket vesznek fel a [0,1] inter-
vallumban. Ezzel a megkozelitéssel a klasszikus logikanal jobban modellezi az
emberi gondolkodast.

A logikai neuronokon alapulé neuralis halé elterjedt kutatasi téma a széleskorii
alkalmazhatosag és értelmezhet0ség miatt. Ezek a modellek kivaléan alkalmazha-
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tok példaul mintazatok klasszifikdcidjara, idésorok elérejelzésére, arverési csaldsok
kiszlirésére, illetve nemlinedris folyamatok elemzésére. A logikai neuronok nem-
linedris leképezések [0,1]™ — [0, 1] kozott, ahol az ,és” neuronok leggyakrabban
t-normékat, mig a ,,vagy” neuronok t-konormékat (s-normékat) reprezentélnak.

[16]-ban a szerzdk ezért azt elemzik, hogy a folytonos logika mely ,,és” és ,vagy”
operatorai reprezentalhatok a leggyorsabb, egy rétegii neuralis haléval, illetve hogy
mely aktivacids fiiggvény hasznalhaté az adott reprezentacié esetén. Megmutat-
haté [16], hogy az egyetlen olyan ,és” és ,vagy” operdtorok, amelyeket egy egy
rétegii neuralis haloval ki lehet szamitani, azok az

fe(a,b) = max(a + b —1,0), (1)

valamint
fv(a,b) = min(a + b,1) (2)

fliggvények, a ReLU filiggvény pedig az az aktivacids fliggvény, amellyel ezek a
leggyorsabban kiszamithatok. Ez a megfigyelés a fiiggvény névekvo népszertiségét
is magyarazza.

Egy tovabbi érdekes tulajdonség is alatamasztja a fenti operatorok hasznalatat.
A folytonos logikdban az ellentmondés térvénye (amely szerint x és nem x mindig
hamis) és a kizért harmadik torvénye (x vagy mem x mindig igaz) nem mindig
teljesiilnek. Azokban a rendszerekben, amelyekben az ,és”,  vagy” és ,nem” mi-
veletek harmasa kielégiti a fenti két torvényt, az ,,és” és ,vagy” operatorok éppen
a fenti ((1), (2)) fiiggvényekkel izomorfak [7, 8].

3. Uninormak és a paraméteres aktivacios fiiggvény

Az emberi gondolkodédsban a logikai operatorokon kiviil a kevert operatorok is
fontos szerepet jatszanak, ahol a magas bemeneti értékek kompenzaciét nyujthat-
nak az alacsonyabb bemeneti értékeknek. Emiatt Yager és Rybalov [17] bevezették
az uninorma fogalmét, amely &ltaldnositja a t-normét és a t-konormét (s-normét).
Azéta egyre tobb kutatds szél az uninormdakrdl mind elméleti, mind gyakorlati
szempontbdl, melynek sordn hasznosnak bizonyultak tobb teriileten is, mint pél-
daul szakértoi rendszerek és folytonos logikai integralok esetén.

A folytonos logikai ,,és” és ,,vagy” miiveleteket modellezé neuronok mellett ezért
1j fajta kapcsoldk, mint példaul az uninormdak és nullnorméak hasznalata is egyre
jobban terjed. Az uninormdk alacsony bemeneti értékek esetén konjunkcidéként,
magas bemeneti értékek esetén diszjunkcioként viselkednek, mig a nullnormak ép-
pen forditva. Vegyes bemeneti értékek esetén mindkét tipus dtlagold fiiggvényként
viselkedik, igy fontos szerepet jatszanak a tobbvaltozos dontési modellekben.

3.1. Definicid. (Uninorma, Yager és Rybalov, 1996) Uninormdnak hivjuk azt
az U :[0,1] x[0,1] — [0, 1] leképezést, amely kommutativ, asszociativ, nemcsokke-
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né és létezik e € [0, 1] neutrélis eleme, melyre U(e,2) = x minden x € [0, 1] esetén
teljestil.

3.2. Definicid. (Aggregativ operdtor, Dombi, 1982) Aggregativ — operdtornak
nevezziikk azt az a : [0,1] x [0,1] — [0,1] leképezést, amelyre a kovetkezdk
teljestilnek:

— folytonos a [0,1]?\{(0, 1), (1,0)} halmazon;

—a(z,y) <a(z,y),hay <y ,z#0,x#1;
a(z,y) <a(2',y), haz <a',y#0,y # 1

—a(0,0) =0és a(l,1) =1 (széls6érték feltételek);

— létezik egy erds tagadds 7, melyre a(x,y) = n(a(n(x),n(y))),
ha {z,y} # {0,1} (self-De Morgan identity);

— a(1,0) = a(0,1) = 0 vagy a(1,0) = a(0,1) = 1.

A 6 kiilonbség az uninormék és az aggregativ operatorok definicidja kozott
az, hogy az aggregativ operatorok ondualis feltétele nem jelenik meg az uninor-
mak definiciéjaban, mig az uninorméak neutralis elem tulajdonsaga nincs benne az
aggregativ operdtorok definicidjaban. [7]-ben a szerzék vizsgaltak egy éltalanos pa-
raméteres keretrendszert a nilpotens konjunktiv, diszjunktiv, aggregativ és negdlo
operatorokhoz és megmutattak, hogyan hasznalhaté az aggregativ operator pre-
ferencidk modellezésére. [15]-ben a szerzdk ezt felhaszndlva épitenek egy modellt,
ahol az aktivéacids fiiggvény egy altalanos operatorként szerepel, amely tartalmazza
a bemeneti értékek kozotti kompenzacié mértékét jelold tanithaté paramétert.

3.8. Definicid. (Vdgdfiigguény) Definidljuk a wvdgdfiggvényt a kovetkezd for-
muléval:

0, ha z <0,
[z]=qz, ha 0<z<1,
1, ha 1<z

3.4. Definicid. (Sulyozott dltaldnos operdtor) Legyenek w = (wy,...,w,) és
w; > 0 valés paraméterek, f : [0,1] — [0, 1] monoton névekvé bijekeié és v € [0, 1].
A sulyozott altaldnos operdtor a kovetkezd formuldval definidlhato:

Qyw(x) = f7 sz (f (i) = f(v) + f(v)] -

A silyozott &ltaldnos operatort az implementdlt modellben két valtozdval,
konstans egyiitthatékkal és az identitds fiiggvénnyel haszndljuk, x = (z,y);
w = (w1, w2) = (1,1); f(z) = z; azaz

a,(x) =[x +y—v
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A fenti operator definicigjaban szerepel a vagofiiggvény, mely nem mindenhol
differencialhaté. Viszont a neurdlis halé gradiens alapu optimalizalé mddszerek
segitségével tanithato, melyhez sziikség van az aktivacids fiiggvény derivaltjara.
Ennek érdekében bevezetjiik a vagdfiiggvény jelenleg ismert legjobb kozelitését, a
squashing function-t, melyet az aldbbi képlettel definidlhatunk [11, 12, 13]:

1 14 eBlo—(a=2/2)
S (@) = —m-+°
a, )\ﬁ 1+ eBlz—(at+r/2))"

Az implementaciéban a kovetkezd paraméterekkel hasznaljuk: A = 1, a = %,
B = 80, azaz

1 14 €807
A paraméteres aktivacids fiiggvény igy a kovetkezé: S(z + y — v), melyben v a
tanithaté paraméter.

1. tabldzat. A sulyozott altalanos operator harom specidlis esete

Tipus v a,(x,y)
Diszjunkcié 0 [z +y]
Konjunkcid 1 [ +y—1]
Atlagol6 operator | 0.5 | [z +y — 0.5]

A paraméteres operator igy mar differencidlhato és ezaltal alkalmazhaté akti-
vaciés fiiggvényként. A neurdlis hdlé tanitdsa sordan a paraméteren keresztiil az
optimalis logikai operatort is tanulja a rendszer. A paraméter értéke jeloli a be-
menetek kozotti kompenzacié mértékét, mely szerint lehet konjunktiv, diszjunktiv
vagy atlagold operdtor, amint az 1. tdblazatban is lathato.

Gashler és térsai [14] egy innovativ, paraméterezhetd, differencidlhaté aktivé-
ciés fiiggvényt hasznaltak a mélytanulasi architektiraban fuzzy logikai kifejezések
tanuldsdra. Ez az aktivaciés fiiggvény lehetévé teszi a neurdlis hélézat szamaéra,
hogy a bemeneti valtozdk kozotti kapcsolatokat megtalalja.

Kutatéesoportunk a Csiszar és Dombi altal [7, 9]-ben megalapozott elméleti
alapok alapjén a Gashler és tdrsai [14]-ben bemutatott modellt fejlesztette to-
vabb [15]. Egy olyan hibrid neuroszimbolikus modellt alkalmaztunk, amelyben
a logikai operatorok és egy uninorma tulajdonsdgi kompenzalé operator egyetlen
paraméteres fliggvény segitségével irhato le. A tanulhatd paraméter egy paramé-
teres aktivacios fiiggvénybe keriil. Igy a neurdlis halé tanftésa sordn az aktivdcids
fiiggvényen keresztiil a logikai operatorok paraméterei is finomodnak mindaddig,
amig a rendszer megtanulja az optimalis miiveletet a bemeneti értékek kozott.
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4. A modell alkalmazasa klasszifikaciés problémakon

A bemutatott mély tanuldsi modell célja, hogy az emberek altal értheté kap-
csolatokat taldljon a bemeneti tulajdonsagok kozott. A fenti megkozelités egy pa-
raméteres, differencidlhatd aktivacios fliggvényt haszndl, amely a nilpotens logikai
rendszerek sulyozott altaldnos operatoran alapul.

X1 Z1 Vi //ZN W1
X2 2 ve o RUD (Ao, W2
i X
WARY K
X3 z3 vs 4’:".“::“' V‘,};}‘:‘\ w3
: : : \"““& ?J)‘t :
Xn Zn Vm Wi

Normalization Layer . FuzzylLogic Layer . FeatureSelector Layer

leképezi a bemeneteket a kivalasztja a parokhoz csokkenti a dimenziot
[-1,1] intervallumra az optimalis logikai vagy

AllPairings Layer tobbvaltozés dontési Max Layer
parositja egymassal és a operatort

égrehaitja a ki fikaciot
0,1-gyel a bemeneteket vegrehajtja a klasszifikacio

1. 4bra. A neurdlis hal6 felépitése

A neurdlis hdlé implementéciéja [14, 15] 9 réteghél &ll (1. 4bra), a bemeneti
értékeket eldszor normalizdlja a modell, ami azt jelenti, hogy leképezi a [—1,1]
intervallumra. A kovetkezd réteg létrehozza a normalizalt értékekbdl és az Igaz,
Hamis értékekbél az Osszes lehetséges péarositast. A harmadik rétegben a fenti
aktivacios fiiggvény segitségével a modell megtanulja az optimélis folytonos logikai
operatort mindegyik parositdshoz. A negyedik réteg csékkenti a dimenziot azéltal,
hogy szelektdl a bemeneti értékek kozott. A 2-4. rétegek egyiitt a neurdlis héls
logikai része, ennek tobbszoros alkalmazéasaval mélyitheté a modell, jelen esetben
két logikai részt tartalmaz. Két logikai rész kozott szitkséges az értékek [—1,1]-
re transzformdldsa a tanh fliggvény segitségével. Az utolsé, kilencedik réteg a
klasszifikacidért felel a max fiiggvényt hasznalva.

2. tdbldzat. Hibds besoroldsok ardnya [15]

Adathalmaz DNN | Fuzzy NN
Breast cancer 0,23 0,25
Diabetes 0,26 0,28
King-Rook vs King-Pawn | 0,06 0,07
Vote 0,05 0,29
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3. tabldzat. Optimalis logikai kifejezés [15]

Adathalmaz Logikai kifejezés
Breast cancer ((28)uni(34))uni((6)uni(34))
Diabetes 1 — ((1)uni(6))
King-Rook vs King-Pawn | ((9)uni(34))uni((22)uni(34))
Vote ((25)uni(31))uni((11)uni(37))

A modell (Fuzzy NN) validdldsa a UCI Machine Learning Repository-bdl vett
klasszifikdcids problémakon tortént. Referenciaként egy hagyoményos mély ne-
urdlis halét (DNN) hasznéltak. A logikai kifejezésekben szerepld uni miivelet az
uninorma tulajdonsigi kompenzalé operdtort jeloli, azaz S(z+y —0,5). A logikai
kifejezés kiértékelése utan a végeredmény egy folytonos érték 0 és 1 kozott. A
bindris klasszifikdcidk esetén a vagdérték 0,5. A hibéds besoroldsok ardnya (misc-
lassification rate) a legtobb esetben hasonlé (2. tdbldzat), viszont értelmezhetéség
szempontjabol a folytonos logikdt hasznédlé neuralis hald elonyt élvez. Eredmé-
nyiil a klasszifikdciés érték mellett a magyarazé véaltozok kozotti optimalis logikai
kapcsolatot is visszaadja (3. tédblazat).

5. Uninorman alapulé folytonos értékii neuralis hal6 finomitasa regularizaciéval

A fent bemutatott modell egy lehetséges tovdbbfejlesztése [18], a neurdlis hals
regularizdcios paraméterének optimalizalasa.

A gépi tanuldsban az optimalizacié kulcsfontossdgu a modellek fejlesztéséhez.
A regularizéciés technika segit abban, hogy az optimalizédciés folyamat sorén olyan
modelleket vélasszunk ki, amelyek kedvez6bb tulajdonsdgokkal rendelkeznek [19].
A Ridge regresszi6 L2 regularizaciét hasznal, amely a modell egyiitthatéinak négy-
zetosszegével aranyosan biinteti az optimalizdlds soran minimalizalandé értéket,
emiatt elényben részesiti a kevésbé extrém értékii egyiitthatékkal rendelkezé mo-
delleket, melynek kovetkeztében hatékonyan megel6zi a tultanulast, kiilondsen
akkor, amikor korldtozott mennyiségli tanulé adat all rendelkezésre. Egy masik
népszerii regularizaciés modszer a Lasso, mely L1 regularizaciét hasznal, ami a
modell egyiitthatéinak abszolut Osszegével biintet. Ennek kovetkeztében elonyt
élveznek a ritka, tobbnyire nulla egyiitthatokkal rendelkez6 modellek.

[18]-ban az a cél, hogy a szerz6k az ember altal is érthetd, atlathaté logikai
kifejezést eredményez6 modellt fejlesszenek, ezért a ritka egyiitthatok kifejezetten
elonyosek. fgy ebben az implementacioban az L1 regulariziciét alkalmazzak.

A X regularizicids egyiitthaté korldtozza az optimalizélds sordn hozzdadott
biintetés mértékét. Ezt az egyiitthatét figyelmesen kell meghatdrozni, hogy meg-
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4. tabldzat. Hagyoményos neurdlis hél6 [18]

Adathalmaz Atlagos hibaarany
Badges2 0,022
Breast cancer 0,284
Diabetes 0,270

legyen a megfelel6 egyensily a kevésbé komplex, de nagyobb pontossagi modellek
kozott. Ha A tul kicsi, akkor az eredményiil kapott logikai kifejezés t1l sok Gssze-
tevobol all, ha pedig til magas értékii, akkor a modell varhatéan nem illeszkedik
elég jol a tanulé adathalmazra, ezaltal hibas predikcidkat eredményezve.

Az optimalizalds sordn mindegyik vizsgdlt regularizdcids egyiitthatéd ({1,2,5} x
1075, {1,2,5} x 1074, {1,2,5} x 1073 és 10~2) esetén 50 kiilonboz6 futtatds tortént.
Az eredmények kiértékeléséhez a keresztvalidacié modszerét hasznaltdk a szerzék
[18].

A referenciaként haszndalt mély neurdlis hal6 keresztvalidacioval kiértékelt atla-
gos hibaardnyai a 4. tablazatban taldlhatéak. A 2., 3. és 4. dbran a hdrom vizsgalt
adathalmaz hibaaranyainak eloszlasa lathaté kiillonboz6é regularizacidés paraméte-
rekkel torténo kiértékelések esetén. Lathatd, hogy az adott adathalmazhoz tartozd
optimalis regularizaciés paraméter esetén a modell hasonlé pontossaggal teljesit,
mint a referencidul szolgdlé mély neuralis hdld, viszont emellett egy értelmezhetd
logikai kifejezést is ad eredményiil.

2. dbra. Keresztvaliddcié a Badges2 adathalmaz esetén [18]

Badges2 dataset
Cross-validated mean squared error for different regularization parameter values
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A kiilonbozé regularizacids egyiitthatékat keresztvalidacidval kiértékelve a szer-
z0k azt az eredményt kaptdk, hogy a kétvaltozos klasszifikaciés problémak ese-
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3. abra. Keresztvalidacié a Breast cancer adathalmaz esetén [18]

Breast cancer dataset
Cross-validated mean squared error for different regularization parameter values

0.40 %]
035 %

030@%--__4@
o]

025

[}
020
=]
6 H K > L P DS P >
$ & § & & & & & & O
& 2 o QQG QQQ & & & &

4. dbra. Keresztvaliddci6 a Diabetes adathalmaz esetén [18]
Diabetes dataset

Cross-validated mean squared error for different regularization parameter values
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tén kiilonbozé adathalmazokra kiilonboz6 regularizécids egyiitthatéd lesz optima-
lis. A szamitdsok alapjan optimalis regularizdaciés paramétert alkalmazva rovid és
konnyebben érthet6 logikai kifejezést adott eredményiil a neuralis hald, mint az
eredeti, rogzitett regularizaciés paraméterrel.

A legjobban kozelité logikai kifejezéseket vizsgalva azt az eredményt kapték,
hogy a leggyakrabban el6forduld kifejezésekben szereplé miivelet az uni, azaz
az uninorma tulajdonsagi kompenzalé operator. Ezen logikai kifejezéseket, a
keresztvalidacié soran torténd eléfordulds darabszamét, a hozza tartozé hibaarany
értékeket és az el6forduldasokhoz tartozo regularizécios paramétereket a 5. tablazat
tartalmazza.
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5. tablazat. Leggyakrabban el6fordulé logikai kifejezések

Adathal Kifejezés Hibaardny Regularizaciés egyiitthaték
Badges2 (3)uni((3)uni(6)) 0,127 {1,2,5} x 10~4

Breast cancer ((20)uni(29)uni((31)uni(32)) 0,292 {1,2} x 10—4
Diabetes (1)notuni(7) 0, 299 {1,2,5} x 1075 {1,2} x 10—%

Az uninorma tulajdonsagu kompenzal6 operator tapasztalt népszeriisége a ha-
gyomanyos ,,és” és ,,vagy”’ operatorokkal szemben tobbek kozott azzal magyaraz-
haté, hogy a modell nem kiilénbozteti meg a bindris klasszifikdcié kétféle kér-
désfeltevését. Példaul, a breast cancer, azaz a mellrdk adathalmaz esetén kétféle
kimenet lehetséges egy adott paciens vizsgédlata soran: vagy jelen van a betegség
(1-es szdmmal jelolve) vagy nincs (0-val jelolve). Viszont, ugyanezt a problémét
ugy is meg lehet fogalmazni, hogy mutassuk meg, mely paciensek esetén nincs
jelen a betegség, azaz az egészségeseket jeloljiik 1-essel, mig a betegeket O-val.
A logikai kifejezés kiértékelése sordn egy 0 és 1 kozotti z szdmot kapunk, melynek
fiiggvényében a paciens diagnézisa 1, ha z > 0,5 vagy 0, ha z < 0,5. A neurélis
hélénak barmelyik tipusi megfogalmazas esetén a megfeleld helyes valaszt kéne
adnia, ami az egyik esetben z, a mésikban viszont 1 — z.

A 4. fejezetben bemutatott paraméteres aktivacids fiiggvényt hasznalé neuralis
halé tobbek kozott az S(x+y—v) fiiggvényben taldlhat6 v paramétert optimalizal-
ja, amely utana meghatarozza az x és y értékeket 6sszekapcsold logikai operatort.
[20] -ban a szerz8k megmutattdk, hogy az S(x +y —v) = z egyenletbe behelyette-
sitve az ellentétesen megfogalmazott problémat, S(z’'+y —v) = 2/, ahol 2/ = 1—x,
y =1—yés 2 =1— z, azt kapjuk eredményiil, hogy v = 0.5. Ez a megkozelités
egy lehetséges magyarazatot ad arra, hogy miért részesiti elényben a neurdlis héld
az uni, azaz az uninorma tulajdonsagolé atlagolé operatort a diszjunkcioval és a
konjunkciéval szemben.

6. Osszefoglalas

Az értelmezhetGség egyre fontosabb tényezové valik a gépi tanuldsban. A ha-
gyomanyos neuralis halék gyakran tul sok paramétert tartalmaznak, ami megne-
heziti, hogy megértsiik, miért hoznak bizonyos dontéseket. Az értelmezhetéség
javitasa érdekében a folytonos logikai rendszerek és neuralis halék kombinacidja
egyre nagyobb figyelmet kap. Ezek az 1j modellek rugalmassagot és pontossagot
kolesonoznek a neurdlis hdléknak, mikozben lehetové teszik a jobb értelmezhetosé-
get és atlathatosagot. A folytonos logika segit megfogalmazni a neurdlis halézatok-
ban 1év6 transzformaciokat, és ezaltal lehetGséget nytjt az eredmények természetes
nyelvi interpretdciéjara. A folytonos logika és neuralis halék kombindldsa olyan
eredményekhez vezet, amelyek mind a hagyoményos neuralis halok rugalmassagat,
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mind a folytonos logika értelmezhet6ségét 6tvozik. Ez az Osszekapcsolas egy igé-
retes irdny a gépi tanuldsban és az értelmezheté modellek létrehozasaban. FEnnek
a hibridizaciénak egy igéretes modja a vizsgalt paraméteres aktivaciés fiiggvény,
amely a paraméter vélasztdsatdl fiiggéen kiilonb6z6, az érvelésben szerepl6 opera-
torokat tud modellezni. A paraméterek optimalizaciéjaval lehetévé vélik a neurdlis
hélézat szaméra, hogy megtaldlja a bemeneti valtozdk kozotti kapcesolatokat.

Koszonetnyilvanitas

A 2019-2.1.11-TET-2020-00217 szdmt projekt a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési

és Innovéciés Alap tdmogatdsaval valésult meg, a 2019-2.1.11-TET-2020-00217
tamogatdsi konstrukcié keretében.

[1]

[4]

[5]

7]

(8]

[9]

Hivatkozasok

J.-S.R. JANG ET AL. Fuzzy modeling using generalized neural networks and kalman filter
algorithm, AAAIT, Vol. 91, pp. 762-767 (1991). DOI: 10.5555/1865756.1865795

J.-S.R. JANG: Anfis: adaptive-network-based fuzzy inference system, IEEE Transactions on
Systems, Man, and Cybernetics, Vol. 23 No. 3, pp. 665-685 (1993). DOI: 10.1109/21.256541

C.T. LiN s C.S. G. LEE: Neural fuzzy systems: a neuro-fuzzy synergism to intelligent
systems, IEEE Transactions on Neural Networks, Prentice-Hall, Inc., Vol. 7 No. 5, p. 1316
(1996). DOI: 10.1109/TNN.1996.536328

S.X. CHEN, H.B. Gooi, s M.Q. WANG: Solar radiation forecast based on fuzzy logic and
neural networks, Renewable Energy, Vol. 60, pp. 195-201 (2013).
DOI: 10.1016/j.renene.2013.05.011

C.L.P. CHEN, Y.J. Liu, s G.X. WEN: Fuzzy neural network-based adaptive control for a
class of uncertain nonlinear stochastic systems, IEEE Transactions on Cybernetics, Vol. 44
No. 5, pp. 583-593 (2014). DOI: 10.1109/TCYB.2013.2262935

E. Kavacan, E. KAYACAN, BS M.A. KHANESAR: Identification of nonlinear dynamic sys-
tems using type-2 fuzzy neural networks — a novel learning algorithm and a comparative
study, IEEE Transactions on Industrial Electronics, Vol. 62 No. 3, pp. 1716-1724 (2015).
DOI: 10.1109/TIE.2014.2345353

J. DomBI Es O. CsiszAR: Ezxplainable Neural Networks Based on Fuzzy Logic and Multi-
criteria Decision Tools, Springer Nature, (2021). DOI: 10.1007/978-3-030-72280-7

J. DomBI Es O. CsiszAR: The general nilpotent operator system, Fuzzy Sets and Systems,
Vol. 261, pp.1-19 (2015). DOI: 10.1016/j.fss.2014.05.011

O. Cs18zAR, G. CSISZAR, Es J. DOMBIL: Interpretable neural networks based on continuous-
valued logic and multicriterion decision operators, Knowledge-Based Systems, Vol. 199,
105972 (2020). DOI: 10.1016/j.knosys.2020.105972

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)


https://www.doi.org/10.5555/1865756.1865795
https://doi.org/10.1109/21.256541
https://doi.org/10.1109/TNN.1996.536328
https://doi.org/10.1016/j.renene.2013.05.011
https://doi.org/10.1109/TCYB.2013.2262935
https://doi.org/10.1109/TIE.2014.2345353
https://doi.org/10.1007/978-3-030-72280-7
https://doi.org/10.1016/j.fss.2014.05.011
https://doi.org/10.1016/j.knosys.2020.105972

(10]

(11]

(12]

(13]

(14]

(15]

[16]

(17]

(18]

(19]

20]

PARAMETERES AKTIVACIOS FUGGVENY ES JELENTOSEGE
A NEURALIS HALOK ERTELMEZHETOSEGEBEN 75

T.R. BEsSoLD, A. D’AVILA GARCEZ, S. BADER, H. BowMAN, P. DoMINGOs, P. HITZLER,
K.U. KUHNBERGER, L.C. LaMB, P.M. VIEIRA LimA, L. DE PENNING, G. PINKAS, H. POON
ES G. ZAVERUCHA: Neural-Symbolic Learning and Reasoning: A Survey and Interpretation,
Neuro-Symbolic Artificial Intelligence: The State of the Art, Vol. 342, pp. 1-51 (2021). DOI:
10.3233/FATIA210348

J. DoMBI ES ZS. GERA: The approzimation of piecewise linear membership functions and
Lukasiewicz operators, Fuzzy Sets and Systems, Vol. 154, pp. 275-286 (2005).
DOI: 10.1016/j.£ss.2005.02.016

J. DomBI 18 O. CsISzAR: Squashing Functions. In: Explainable Neural Networks Based on
Fuzzy Logic and Multi-criteria Decision Tools, Studies in Fuzziness and Soft Computing,
Springer, Cham., Vol. 408, pp. 121-134 (2021). DOI: 10.1007/978-3-030-72280-7_7

D. ZELTNER, B. ScuMmID, G. CsiszAR S O. CsiszAR: Squashing activation functions in
benchmark tests: Towards a more eXplainable Artificial Intelligence using continuous-
valued logic, Knowledge-Based Systems, Vol. 218, 106779 (2021). ISSN 0950-7051,

DOI: 10.1016/j.knosys.2021.106779

L. GODFREY ES M. GASHLER: A parameterized activation function for learning fuzzy logic
operations in deep neural networks, IEEE International Conference on Systems, Man, and
Cybernetics (SMC), (2017). DOI: 10.1109/SMC.2017.8122696

O. CsiszAR, L.S. PuszranAzi, L. DENES-FAZAKAS, M.S. GASHLER, V. KREINOVICH, ES
G. CsiszAR: Uninorm-like parametric activation functions for human-understandable neu-
ral models, Vol. 260, 110095 (2022). DOI: 10.1016/j.knosys.2022.110095

K. Awvarez, J.C. URENDA, O. CsiszArR, G. CsiszAR, J. DomBi, G. EIGNER, ES
V. KREINOVICH: Towards Fast and Understandable Computations: Which ,And”- and
»Or”-Operations Can Be Represented by the Fastest (i.e., 1-Layer) Neural Networks?
Which Activations Functions Allow Such Representations?, Acta Polytechnica Hungarica,
Vol. 18 No. 2, pp. 27-45 (2021). DOI: 10.12700/APH.18.2.2021.2.2

R.R. YAGER ES A. RyBALOV: Uninorm aggregation operators. Fuzzy Sets and Systems,
Fuzzy Modeling, Vol. 80 No. 1, pp. 111-120 (1996). DOI: 10.1016/0165-0114(95)00133-6

L.S. PuszranAzl, G. CSISZAR, M.S. GASHLER, S O. CSISZAR: Parametric activation func-
tions modelling fuzzy connectives for better explainability of neural models, 2022 IEEE 20th
Jubilee International Symposium on Intelligent Systems and Informatics (SISY), pp. 77-82
(2022). DOI: 10.1109/SISY56759.2022.10036318

S.L. BRUNTON Es J.N. KuTz: Data-Driven Science and Engineering: Machine Learning,
Dynamical Systems, and Control, Cambridge University Press, USA, 1st edition, (2019).
DOI: 10.1017/9781108380690

O. CsiszAR, G. CsiszArR, M. CEBERIO, ES V. KREINOVICH: Selecting the Most Adequate
Fuzzy Operation for Explainable AI: Empirical Fact and Its Possible Theoretical Explana-
tion, (2023). CorpusID:259830061

Alkalmazott Matematikar Lapok (2024)


https://www.doi.org/10.3233/FAIA210348
https://www.doi.org/10.1016/j.fss.2005.02.016
https://doi.org/10.1007/978-3-030-72280-7_7
https://doi.org/10.1016/j.knosys.2021.106779
https://doi.org/10.1109/SMC.2017.8122696
https://doi.org/10.1016/j.knosys.2022.110095
https://doi.org/10.12700/APH.18.2.2021.2.2
https://doi.org/10.1016/0165-0114(95)00133-6
https://doi.org/10.1109/SISY56759.2022.10036318
https://doi.org/10.1017/9781108380690
https://api.semanticscholar.org/CorpusID:259830061

76 PUSZTAHAZI LUCA SARA, EIGNER GYORGY, CSISZAR ORSOLYA

Pusztahdzi Luca Sara 1995-ben sziiletett Bu-
dapesten. BSc és MSc tanulmanyait a Buda-
pesti Miiszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem
Természettudomanyi  Kardnak  Alkalmazott
matematika szakin sztochasztika szakiranyon
végezte. Diplomamunkdinak témaja az in-
ternetes adatforgalom multifraktal analizise
volt. A Nokidndl Data Scientistként dolgozott,
melynek sordn telekommunikaciés adatok elem-
zésével, predikcidjaval foglalkozott. Jelenleg
mésodéves PhD hallgaté az Obudai Egyetem
Alkalmazott Informatikai és Alkalmazott Ma-
tematikai Doktori Iskoldjaban. Kutatasi témai

a megmagyarazhato mesterséges intelligencia, a folytonos logika és a neuralis halék
Otvozése. A PhD témakorében eddig 2 nemzetkozi publikécidja jelent meg.

PUSZTAHAZI LUCA SARA

Obudai Egyetem
pusztahazi.luca@uni-obuda.hu

Dr. Eigner Gyorgy az Obudai Egyetemen szerzett
mechatronikai mérnoki alapdiplomat cum laude,
a Budapesti Miszaki és Gazdasigtudomanyi
Egyetemen pedig egészségiigyi mesterdiplomat
summa cum laude minésitéssel. Doktori fokozatat
az Obudai Egyetemen szerezte summa cum laude
minositéssel alkalmazott informatika tudomany-
agban 2017-ben. Dr. Eigner Gyoérgy az Obudai
Egyetem Neumann Jénos Informatikai Karanak
dékanja, valamint a Biomatika és Alkalmazott
Mesterséges Intelligencia Intézet vezetdje, ahol
jelenleg egyetemi docensként tevékenykedik. Ku-
tatasi teriilete az élettani kapcsolatokra vonatkozd
fejlett szabdlyozéasi médszerek, a biomedikai mér-
noki tudoméany, az ember-beavatkozassal miikodo

rendszerek, valamint a mesterséges intelligenciara épiilé kibermedikai rendszerek.

EIGNER GYORGY

Obudai Egyetem
eigner.gyorgy@uni-obuda.hu

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)



PARAMETERES AKTIVACIOS FUGGVENY ES JELENTOSEGE
A NEURALIS HALOK ERTELMEZHETOSEGEBEN 7

Dr. Csiszar Orsolya az E6tvos Lorand Tudoméany-
egyetemen szerzett MSc diploméat matematikabdl,
majd 2016-ban summa cum laude mindsitéssel
doktoralt matematikabdl és szdmitastudomanybdl
az Obudai Egyetemen. A németorszagi Aaleni
Egyetemen a matematika és az alkalmazott mes-
terséges intelligencia professzora. F¢ kutatasi te-
riillete a megmagyarazhaté gépi tanuldsi modsze-
rek fejlesztése.

CSISZAR ORSOLYA

csiszar.orsolya@uni-obuda.hu
orsolya.csiszar@hs-aalen.de

PARAMETRIC ACTIVATION FUNCTION AND ITS SIGNIFICANCE IN THE
INTERPRETABILITY OF NEURAL NETWORKS

LucA SARA PuszTaHAZI, GYORGY EIGNER, ORSOLYA CSISZAR

Artificial intelligence, especially deep learning models, are revolutionizing the business
and technology world. One of the biggest challenges of deep learning today is solving the
problem of interpretability. There is an increasingly pressing need to improve the transparency,
performance, and safety of models (XAI: eXplainable Artificial Intelligence). Combining neural
networks with continuous logic and multi-criteria decision-making tools can contribute to better
interpretability, transparency, and safety in medical, engineering, and business applications.
This approach, along with other emerging methods, belongs to neuro-symbolic hybrid artificial
intelligence, a novel area of AI research that combines traditional rule-based approaches with
modern deep learning techniques. Neuro-symbolic models have been proven to achieve high
accuracy with significantly less data compared to traditional models. Neural networks and
symbolic systems can complement each other’s strengths and weaknesses, leading to precise,
sample-efficient, and interpretable systems. This can improve decision-making, build trust
in machine learning models, and lead to more efficient and effective processes across various
industries. In this summary article, the latest results of our research group are presented in this
field, comparing them to the most significant international trends.

Keywords: eXplainable Al, neural networks, fuzzy logic.
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Kivonat

A dolgozat az operédcidkutatds induldsira vonatkozé nemzetkozi kitekin-
tés utan ismerteti a magyar szakmai és egyéb sajtéban fellelhetd, az operd-
cidkutatdsra (is) vonatkozé kozleményeket 1965-ig. A legfontosabb tanulsig
az, hogy az operaciékutatés sokkal szélesebb korben ismertté valt mar ebben
a korai id6szakban, mint azt gondolni lehetne. Ennek tobb okat is detektalni
lehet. Az ismertségbdl kovetkezoleg mar ekkor szamos alkalmazasra kertilt
SOr.

1. Bevezetés

Az opericiékutatis egy friss tudomany. Az 1930-as években indult. A II. vi-
laghabord utan nagyon gyorsan terjedt el az egész vilagon. Hazdnkban is gyorsan
ismertté valt abban a korban, amikor az akkori politikai rendszer bizonyos 14j tudo-
manyagakra gyanakvassal tekintett. Kreké Béla mar az 1950-es években tanitotta,
Kornai Janos pedig 1959-ben és 1960-ban az Elet és Tudomanyban irt réla cikket.

Jelen dolgozat célja, hogy bemutassa az operacidkutatds hazai elterjedtségét az
1965-ig terjedd idoszakban a fellelhetd szakmai folydiratok és a napi sajté alapjan.
Ezt egy rovid nemzetkozi kitekintés utan érdemes megtenni, hogy jobban ldssuk,
hogy mennyire jol tdjékozott volt a magyar, szélesebb értelemben vett szakember
garda.

2. A kezdetek

Kezdetei mindossze a II. vilaghdborit megel6zé idékre nytlnak vissza.
Kantorovics ekkor készitette modelljeit. A radar célszerii haszndlatdnak kidol-
gozasara az 1930-as években allitottdk fel az ,,Operational Research Group” nevii
szervezetet a brit hadseregen beliil. Amerikdban a haborus id6ék nagy lehetdsé-
get nyitottak arra, hogy a hadsereg és a haditengerészet kutatasokat tamogasson,
melyek kozott voltak mind sikeresek, mind sikertelenek. Dantzig ugyanezzel a len-
diilettel kapott tdmogatast. Az 1940-es évek végén, az 1950-es évek elején az opera-
cidkutatas kozgazdasagi alkalmazédsai mar javaban folytak Amerikdban. A teriilet
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tobb, késébbi kozgazdasigi Nobel-dijas kutatdja ebben az idészakban érte el leg-
fontosabb eredményeit. Az operdcidkutatdshoz szorosan kapcsolédé Nobel-dijasok
listdja 2000-ig zardjelben a dij ddtumdval: Arrow (1972), Debreu (1983), Harsdnyi
(1994), Kantorovics (1975), Koopmans (1975), Leontief (1973), Markowitz (1990),
Nash (1994). A sorbdl egyrészt Harsdnyi 16g ki, aki legfontosabb eredményeit az
1960-as években érte el. Masrészt pedig Leontief, akinek fontos konyve mar 1941-
ben megjelent.! Ugyanitt érdemes megemliteni, hogy a jatékelméletet megalapozé
Neumann-Morgenstern kényv viszont ugyanebben az idészakban irédott és jelent
meg.

Egy, a szakmaban terjed6 vérosi legenda szerint az 1975-ben a dijazottak kiva-
lasztdsakor a harmadik jelolt George Dantzig volt, akit a bizottsdg azzal utasitott
el, hogy hozzajaruldsa tulsdgosan matematikai. Amennyiben ez igaz, a bizottsag
indoklasa hibas. Mar a vilaghaboris idokben Dantzig a Pentagonban tervezés-
sel, a legkiilonb6z6bb dolgok tervezésével, beleértve a termelést is, foglalkozott.
A hédbori vége utdn egy félévre visszatért az egyetemre, és megvédte a doktori
disszertaciéjat. Majd visszatért a Pentagonba, és a tervezés automatizalasan kez-
dett dolgozni 1946-ban. Vilagos tehat, hogy kutatasanak az els6 pillanattél kezdve
volt kozgazdasagi vonatkozasa. 1947-ben taldlta meg a szimplex médszert és 1949-
ben publikdlta. Az INFORMS Dantzigrél sz6lé megemlékezése? szerint még a két
1975-6s dijazott, azaz Kantorovics és Koopmans is csodalkozott, hogy Dantzigot
kihagytak.

Dantzignal és a szimplex mddszernél azért érdemes elidézni, mert a linedris
programozas valt azon eszkozzé, amivel problémakat lehetett megoldani a gyakor-
latban. A szamitdsokat egy ideig még szamitégépes programok hidnydban kézzel
végezték. A teriilet rendkiviil gyorsan fejlédott. Ismertté valt a linedris programo-
zas dualitéds tétele, 1951-ben publikdltak a Kuhn-Tucker tételt, amirél joval kés6bb
deriilt ki, hogy lényegében mar 1939-ben megvolt, igy lett belole Karush-Kuhn-
Tucker tétel. Dantzigrol el kell mondani, hogy nagyon sok minden vele kezd6dott
az optimalizalds elméletében, akkor is, ha késébb nem folytatta kiilonésebben a
témat. Térsszerzdje az utazé iigynok feladat els6 pontos matematikai modelljének.
Ezt a mai napig hasznaljdk, sét bizonyos értelemben az egyik legerésebb modell.
Els6k kozott irt az egészértékii és sztochasztikus programozésrol.

Az els6 egyetemi targyat operacidkutatasi témédban az MIT-n hirdették meg
1948-ban [ORS]. A brit Operational Research Society 1950-ben alakult meg. Az
els6 graduate program 1952-ben indult a ma Case Western Reserve University-nek
nevezett egyetemen. Ezt kovetOleg szamos egyetemen indultak hasonlé progra-
mok. A hires és sokdig abszolut vezetd szerepet jatszé Operations Research cimii
folyéirat 1952-ben indult az amerikai térsasig lapjaként.3

1Erdekes médon modellje és médszere a népgazdasigi tervezés alapjava valt, amit az Orszagos
Tervhivatal fennalldsa sordn mindvégig alkalmazott.

2Még a sziveges részben az interju folstt.

3The Operations Research Society of America.
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3. A moédszer

A jelen dolgozat alapanyagat az Arcanum adatbéazisa, pontosabban az abbdl
kivélogatott anyag képezi. Ebben mind tudoményos folydiratok, mind napi olva-
sasra szant lapok megtaldlhatok. Esetiinkben, mint azt alabb részletezem, mind-
kettd fontos. Technikai vonatkozasban tudni kell, hogy az Arcanum kulcsszavakra
és rovidebb szovegekre nytijt keresési lehetdséget, nem pedig kozvetleniil miivekre,
igy konyvekre és dolgozatokra. A keresés annyi taldlatot ad, ahany oldalon a kere-
sett szoveg el6fordul. Példaul, ha a keresés szerzére torténik és az oldal fejlécében
ott van a szerzé neve, ahogy ez némely folydiratndl szokasos, akkor a dolgozat
Osszes oldala kiilon talalatnak szamit. Ehhez adédik az is, hogy egy dolgozat akar
tobb tartalomjegyzékben, példaul havi és éves, is szerepelhet, amely el6forduldsok
a keresés szempontjabdl tjabb taldlatnak szamitanak.

Keresés el6szor az ,,operacidkutatds” széra tortént. Azonban az 1950-es és
'60-as években ezt inkdbb kotgjellel, joperacié-kutatds” formaban irtak, de eléfor-
dul két széban, mint ,operdcié kutatds” is. Azonban az egyik legelsé fellelhet&
dokumentum, ami mér az operaciékutatasrdl szél, mas forrasbdl szarmazik. Errol
részletesebben sz6 lesz.

A kapott eredmények feldolgozasa soran nyilvanvaléva valt, hogy sziikséges
més kulcsszavakra is keresni. Erdekes médon a ,lineéris programozas” nagyon ko-
ran el6fordul. Viszont 1960-t6l kezdve mar feldolgozhatatlan mennyiségben fordul
elé6.* Ezért ezt a kifejezést tartalmazé frasok koziil csak az 1950-es években meg-
jelentek keriiltek feldolgozdsra. Sziikségessé valt egyes szerzOkre kiilon rakeresni.
A feldolgozas soran kideriilt, hogy bizonyos dolgozatok hivatkozasi listajaban fel-
tiintetett hazai dolgozatok koziil nincs meg minden az Arcanumban, mert példaul
egy intézmény bels6 kiadvanyaiként jelent meg valami. Tehdt a begylijtott anyag
ugyan nem teljes, de az akkor elérhet6 irodalom jelentos részét lefedi.

Az elmondottakbdl latszik, hogy a személyes visszaemlékezések, vagyis ,oral
history” feldolgozédsa nem szerepel a cikkben. Ennek oka, hogy a legels6 opera-
ciékutaték koziil a dolgozat készitésekor, azaz 2024-ben mér senki sincs életben.®
Az 1980-as években késziilt egy kivételesen kettd szerzés szakdolgozat az ELTE
TTK-n, aminek egyik szerzdje volt felelés az operacidkutatas akkor még életben
1év6 jeles alakjaival késziilt riportokért. Akkor még sok egykori szerzé élt. Sajnos
a szakdolgozatnak jelenleg nincs fellelhet6 példanya. Elékeriilése esetén érdemes
volna azt is kiadni.

4Bz persze szubjektiv mindsités.

5Kivételt képezhetne Meszéna Gyorgy, aki ugyanekkor toltétte be 93. évét. & azonban
elészor Debrecenben tanitott és az ATOMKI munkatdrsa volt, csak késébb kapcsolédott be az
operaciékutatasba.
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4. Hazai viszonyok

Az 1950-es években tobb diszciplina megkapta a ,,burzsod altudomany” cimkét.
Ennek ellenére azok a tudomanyagak, amelyek ma besorolhaték a szamitastechnika
vagy informatika kategoriajaba, korantsem voltak abban az idében annyira fejlet-
lenek Magyarorszdgon, mint ahogy azt gondolni lehetne. Az MTA Kibernetikai
Kutaté Csoportja (KKCS) mér 1956-ban megalakult. Ez a csoport épitette meg
az els6 magyarorszagi, M-3 néven ismert szamitégépet szovjet dokumentacié és a
Szovjetuniébél kapott alkatrészek alapjan [1].6 Erdekes, hogy ezt a szamitogépet
Kornai mér 1960-ban emliti az operdcidkutatdssal osszefiiggésben [19]. Ugyanak-
kor azt, hogy kezdetben az MTA nem értette meg a szamitastechnika jelentéségét,
[1] alaposan bemutatja. Ide tartozik az M-3 mésodik példdnya munkélatainak
ledllitasa’ és a megkapott Urdl gép raktarban valé tdroldsa éveken keresztiil.

A KKCS munkatarsai kozott olyan, késébb a hazai szamitastechnika kiemel-
ked6 jelentOségii szakembereit taldlunk, mint Domolki Balint, Hatvany Jézsef,
Kovécs Gyéz6, Szelezsan Janos. A KKCS 1960-ban atalakult az MTA Szami-
tastechnikai Kézpontjava, ami a 1973-ban a maéig 1étezé SZTAKI egyik kozvetlen
elodje lett.

A kibernetika szét ma mar csak ritkdn hasznaljuk. A vizsgalt idészakban
azonban a mai szamitastechnika kifejezés megfelel6je volt.

Magyarorszagon tulajdonképpen egy bonyolult helyzet jott 1étre. Egyes erdk a
fejlédés iranydba hatottak, masok akadédlyozni igyekeztek azt. A teriileten a KKCS
az els6k kozé tartozott és féleg a miiszaki oldalt tdmogatta. Szakmai és felhaszna-
16i oldalrdl tobb mag jott 1étre. Ide tartoznak a kozgazdédszok, akikrdl a kovetkez6
fejezetben lesz sz6. Az akkori Alkalmazott Matematikai Intézetben, ma Rényi
Intézet, 1957-ben megalakult Prékopa Andrds csoportja [11], ami az operdciéku-
tatds szempontjabdl kiemelkedd jelentéséglivé valt a késébbiek folyaméan. A kor-
szerl ismeretekkel rendelkezoket azonban nem lehet lesziikiteni erre a két kutaté-
helyre. Az orszagba beérkez6 informéacié masokat is elért. Erdemes megemliteni
Csébfalvi Kérolyt [12], aki mar 1958-ban operaciékutatdshoz tartozé problémét
oldott meg. A késébbieckben pedig a hazai operdcidkutatasban fontos szerepet
jatsz6 NIM IGUSZI vezeté munkatérsa lett.

Itt elérkeztiink ahhoz a ponthoz, még mindig a helyzet pozitiv oldalat targyalva,
hogy lassan a minisztériumok és egyéb fOhatdsagok is felismerték, hogy sziikségiik
lenne nagyobb szamitasi kapacitasra, roviden szolva szamitékozpontra. Koziilik a
Nehézipari Minisztérium (NIM), melyhez a banydszat, a villamosenergia- és vegy-

6 A Szovjetunié a dokumentaciét a megépitéshez sziikséges alkatrészekkel egyiitt més Gn. szo-
cialista orszagoknak is dtadta, példaul Lengyelorszdgnak. Ezek a gépek a szintén szovjet Urdl gé-
pekhez hasonléan, radiécsoéveket hasznéltak tranzisztorok, illetve azok realizacidja helyett. Emi-
att méretiik nagy volt és sok hot termeltek. Ezért nagy termeket és légkondicionalast igényeltek.
fgy sz6ba se jott, hogy egyetlen ember haszndlja Sket. A személyi szdmitégépek nagyobb szamban
csak az 1970-es évek végén jelentek meg.

7Az elsé példany utdn annyi maradt meg a Szovjetuniébél érkezett alkatrészekbél, hogy erre
lett volna lehetéség. A KKCS dolgozott is rajta.
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ipar tartozott, jart az élen. Ennek az intézménye lett az 1961-ben alakult® Ipar-
gazdasagi és Uzemszerveze& Intézet, mely a késébbiekben a hazai operaciékutatéas
egyik fellegvaravd valt. Joval korabban alapitottdk a Koho- és Gépipari Miniszté-
rium hasonlé intézményét, a KGM Ipargazdasagi, Szervezési és Szamitastechnikai
Intézetét [36], de ez operdcickutatdsi szempontbdl kisebb jelentéséggel birt. Vi-
szont érdemes még megemliteni a Kozponti Statisztikai Hivatal Informéciofeldol-
gozasi Laboratériumét, ami a vizsgalt idészak legvégén, 1965 elején alakult. Ez
a legendds intézmény INFELOR néven miikodott. Operacidkutatéasi osztalydnak
szellemi vezetGje Stahl Janos volt.

M3sfel6l nem volt konnyii a szdmitégépek beszerzése. A Szovjetunidébdl csak
nagyon korlatozottan lehetett szamitégépeket kapni. Nyugatrdl szintén, az em-
bargé, azaz a COCOM lista miatt [49].% Szdmitégépek az eladési tilalom ellenére
keriilhettek be az orszdgba legdlisan a szo fizikai értelmében, példaul a Budapesti
Nemzetkozi Vasarra.'? Nem feltétleniil volt érdemes ezeket visszaszallitani a gyar-
t6 cég orszagaba. A NIM IGUSZI igy tudta megszerezni az Elliott 803-as gépét
1962-ben, ami vdmszabad teriileten vérakozott [12].

5. Hogyan jutott az informacié az orszagba?

Ez a szakasz torténelmi szempontbdl f6ként arra vallalkozik, hogy a problémét
felvesse. T6bb akkor volna mondhatd, ha volndnak még él6 szemtantik.
Azt lehetne gondolni, hogy az informécié sem kelet, sem nyugat fel6l nem jut-

81tt melldzve egynémely révid és lényegtelen kitérst.

9A listan szereplé termékeket, amelyeket hivatalosan katonai szempontbdl felhasznalhaténak
tekintettek, nem volt szabad eladni az akkori Szovjetunié vezetése alatt 4ll6 katonai tomb, a
Vars6i Szerz6dés orszagainak. A lista teljes neve Coordinating Committee for Multilateral Ex-
port Controls. Ténylegesen azonban a listdn szerepld termékek kore tadgabb volt a kdzvetleniil
katonai célokra hasznalhaté dolgokndl. Szerepeltek rajta szoftverek is, példdul optimalizalasi
programcsomagok. fgy az embargé a gazdasigi fejlédést is akaddlyozta. A COCOM-listara vo-
natkozé szerzddést a NATO akkori tagjai (Izland kivételével), Ausztrélia és Japan kétotték meg.
Lésd még https://hu.wikipedia.org/wiki/COCOM-lista. A lista sszetétele bonyolult dinamika
szerint véltozott. A lista valtozdsa 6nallé térténeti kutatast érdemelne. A miszaki fejlédés ko-
vetkeztében 1j termékek jelentek meg, amelyek felkeriiltek a listdra. Viszont az eladdsi tilalom
kart okozott a nyugati vallalatoknak, ezért idénként engedményt tettek. Végiil a keleti kuta-
téintézetek nagy erdvel dolgoztak olyan berendezések elGallitdsan, amelyek fenn voltak a listan.
Ha valamit sikeriilt elkésziteni, akkor az lekeriilt a listarol. fgy azonnal meg kellett kiizdenie
a nyugati konkurencidval. Tipikus példa erre a SZTAKI GD80-as grafikus kijelz6je, ami akkor
keriilt le a listardl, amikor tébb darabot eladtak Libidnak.

10En a kévetkezét lattam 1979-ben egy ENSZ altal szervezett konferencidn Ostravdban, ami
akkor Csehszlovdkia egyik legfontosabb varosa volt, ahol acélt termeltek. Az egyik acélgyar
szamitékozpontja két géppel rendelkezett, egy IBM360-assal és egy IBM370-essel. Szallitottak
hozzdjuk egy nagy kapacitdsi maéagneslemez egységet is. Miutdn az utébbi megérkezett, kide-
riilt, hogy a teljes kapacitds tullépné az engedélyezett méretet. Tovadbbd a két gépet semmilyen
médon, még egy periféridn, mint a magneslemez egység, sem volt szabad 0sszekotni. Ezért az
egység ott allt a gépterem eldszobdjdban, még a portdl sem védték. Egyetlen vékony és keskeny
papirszalagot tettek ra korben, amire végig azt a széveget nyomtattak ismétlédben, hogy "Ez a
berendezés az IBM tulajdona és ezt a szalagot csak IBM dolgozé tavolithatja el.
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hatott el hozzank. Kelet felol a mar emlitett altudoményként valé mindsitések
miatt, nyugat felél meg az utazasi lehetOségek hidnya, a levelezésnek a levéltitok
megsértése dltali hazai ellenérzése, a nyugati folydiratokban valé publikdlas enge-
délyhez valé kotése és az embargd miatt. Ezzel szemben, mint az aldbb kideriil, az
operacidkutatassal kapcsolatos tudas Magyarorszagon nagyon gyorsan megjelent
és azonnal széles korben elterjedt.

Azt lehet latni, hogy az akkori magyar tudomédnyossig pontosan ismerte a
szovjetuniobeli helyzetet. Ha valamit ott engedélyeztek, akkor az nalunk is vira-
gozhatott. Maga az operdcidkutatds soha nem minésiilt dltudomanynak. Ebben
fontos lehetett, hogy Kantorovicsnak uttér6 szerepe volt a teriileten, amirdl a
Szovjetuniéban tudtak. Erositette az operacidkutatas itthoni helyzetét, hogy a
hazai sajtéban tobb oroszbdl forditott cikk is megjelent. A teljesség igénye nél-
kiil két példa, [10] és [39]. Publikaltak tovabba németbél és lengyelbél forditott
dolgozatot is. Sejtésként fogalmazhatd meg egy lehetséges, de nem bizonyitott ok
is. Dantzig szimplex modszere katonai kutatas keretében sziiletett meg egy olyan
korban, amikor a Szovjetunié még jelentés kémtevékenységet folytatott az USA-
ban. Ha a szovjet katonai vezetés tudott az operaciékutatasrdl és annak katonai
jelentOségérol, akkor a teriilet fejlédését szandékosan engedhették. !

A nyugati oldalon éltek magyar kutaték, akik hazai kollégadikkal kapcsolatot
tartottak. Nyugati folydiratok érkeztek az orszagba. Bar a kiilfoldre valé utazast
a magyar hatésdgok erésen korlatoztak, de kutatdk szamara mégis lehetséges volt.
Ezt bizonyitja, hogy mind az MTA III. osztdlya, mind a Rényi Intézet elddje éves
beszamolodiban rendszeresen jelentette, hogy melyik kutaté melyik orszédgban jart.
A meglatogatott helyek kozott szép szammal vannak nyugati dllamok.

Tehat az altalanosan ismert akadalyok korantsem voltak annyira erések az ope-
raciékutatas szempontjabdl, mint azt vérni lehetne. Ez azonban még nem magya-
razza meg gyors hazai elterjedését, amiben szerepet jatszhatott az is, hogy néhény
szerz6 felismerte a diszciplina rendkiviili alkalmazhatdsdgat és terjesztette azt,
esetleg erre épitve palyafutasat. Réluk az alabbiakban sz6 lesz.

6. Els6 hazai operaciékutatdsi targyak

Az operacidkutatas els6 hazai dokumentuma a kozgazdasigi egyetemen szii-
letett hatdrozat.'? Az {ilésrdl, ami més iigyeket is targyalt, a Rektori Hivatal
készitett jegyzdkonyvet, amibol azonban az nem deriil ki, hogy mi annak a testii-
letnek a neve, amelyik jogosult volt a hatdrozatok meghozataldra. Taldn nem all
messze az igazsagtdl, ha egyetemi tandcsnak” nevezziik. A jegyz&konyvet Teme-
si Jozsef professzor bocsatotta a tudoméanyos kozosség rendelkezésére egy magan

1A Szovjetunié 1959 oktéberében, tehat éppen a vizsgélt idészakban, tett javaslatot a Ba-
ratsidg kdolajvezeték megépitésére. Ekkor még késziiltek egy tjabb vildghdborira. A vezeték
gazdasdgi elényein tul értelmezhetd gy is az akkori katonai technolégia mellett, mint egy olyan
létesitmény, ami biztositja a nyugat felé tdmadd szovjet csapatok ilizemanyagellatasat.

12 Akkori neve Marx Kéroly Kozgazdasdgtudoményi Egyetem, roviditve MKKE.
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e-levélben. Az iilést 1957. szeptember 16-an tartottdk. Egy, a lapra kézzel irt
megjegyzés szerint a jegyzOkonyvet 17-én mér iktattdk is. Az irégéppel késziilt
jegyz6konyv két oldal, melyek koziil a teljes masodikat foglalja el ,A tanév el6-
készitésével kapcsolatban felmeriilt problémak” megolddsara vonatkozé dontések
felsorolasa. Itt a hatodik bekezdés igy szol:

Javasolja, hogy Kreko elvtdrs az oktatoszemélyzetnek is tartson tanfolya-
mot a linedris programozds és az input-output kérdéseirdl.

Tiz évvel vagyunk csak a linedris programozas megsziiletése és nyolccal annak
publikédlasa utan egy olyan korban, amikor szdmos, nyugaton sziiletett tudomany-
agat burzsod altudomédnynak mindsitettek. A jegyzékonyv arrdl vall, hogy akkor
maér a szakma vezetdi is tudtak az operaciékutatdsrodl és felfogtak annak jelentd-
ségét. Ennek megfelelden vallaltak annak felel6sségét, hogy a téma megjelenjen
az egyetemi korokben. Az input-output modellt az iilés elott 16 évvel kozolte
Leontief. Mindez arra vall, hogy az Amerikdban elért eredmények gyorsan, atiité
erével érkeztek meg hozzank. Arrdl sajnos nincs tudomdsunk, hogy milyen legélis
vagy illegalis csatornan keresztiil. Erre valdsziniileg interjikon keresztiil lehetne
valaszt kapni. Azonban azok nagy része, akik a valaszt meg tudndk adni, sajnos
mar nem él.

Erdemes tovébba megjegyezni, hogy [11] szerint Kreké Béla elsé linedris prog-
ramozasrol szolé konyvét [22] mar 1955-ben megirta, de csak 1957-ben jelent meg.
Kreké ezt a kényvet [11] szerint az 1953-ban kiadott [6] alapjn {rta.'® Ez is jel-
lemzi a gyors fejlédést és terjedést. A 1949-es kozlés utdn négy évvel mar érdemes
volt sszefoglalé miivet {rni, ami olyan gyorsan megérkezett Magyarorszagra, hogy
ujabb két év milva ennek alapjan mar magyarul irt konyv késziilt a téméban.
A linedris programozds” kifejezés taldlatainak szamat jelent6sen novelte, hogy
a konyvet és az annak alapjan megtartott tanfolyamokat mar az 1950-es évek-
ben rekldmoztdk kiilonbozé folydiratokban, beleértve olyanokat is, ahol az olvasok
tobbsége nem keriilt kapcsolatba az operacidkutatassal. Ebben az idében csak
nagyon kicsi feladatokat lehetett megoldani szamitégépek és programjaik hidnya
miatt.

Erdekes, hogy ezzel egyidében felmeriilt a linearis programozas oktatdsa az
Epitéipari és Kozlekedésiigyl Egyetemen [15] nem kotelezd targyként. Az emlitett
egyetem 1950 utdn valt ki a Budapesti Miszaki Egyetembol. A két intézmény
1967-ben egyesiilt djra.

7. Nyomtatott forrasok és gazdasagi agak

Ahogy emlitettem, a jelen dolgozat nagyrészt az arcanum.hu oldalrdl letoltott
kozleményeken alapul. Az igy megszerzett dolgozatokat az aldbbiakban gyfijte-
ménynek nevezem. Mivel tobb szdz irdsmiirél van szé, nem fogom idézni vala-

13Valésziniileg [11] tévesen adta meg a hivatkozdst. 1953-ban egy 75 oldalas cikk jelent meg
Operational Research Quaterly 4. szamaban. Ezt adtak ki 1958-ban kényv forméajaban.
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mennyit. A megemlitett miivek igy is adnak egy atfogé képet.

Néhany folyoiratnak megvaltozott a cime. Amit ma Magyar Tudomanyként is-
meriink, 1956-ig Akadémiai Ertesit6 volt, ez is t6bb valtozatban. Az arcanum.hu
1956 utdn is esetenként kordbbi nevén tartja szdmon. A ma Rényi Intézetként
szerepld kutatéhely elddjei kiadvanyainak cime is véltozott az intézmény nevének
valtozasaval. Az MTA III. osztalya eredetileg Matematikai és Fizikai Osztaly volt,
de késébb kettévaltak. Ennek megfelel6en mddosult annak a folyéiratnak is a ne-
ve, amit ma roviden A III. Osztdly Kozleményei cimen ismeriink. Minden ilyen
esetben a folydiratokat 0sszevontam és csak egy cimmel szerepelnek az adatok ko-
zott. Osszesen 51 lapbdl sikeriilt begyfijteni relevans cikkeket. Ertheté médon
a kozgazdasdgtant kiilonboz6 mélységekben lefed6 lapok (Ipargazdasig, Kozgaz-
dasédgi Szemle, Figyeld) egyiittes érdeklddése kiemelked6. Az mér valamennyire
meglepd, hogy ket a kozlekedés témédju folydiratok (Kozlekedéstudoményi Szemle,
Epités- és Kozlekedéstudomanyi Kézlemények, Magyar Vasutas) koveti. A harma-
dik pedig a miiszaki tematikaju lapok egységesnek nem tekinthet$ csoportja. Az
utébbiak nagyon sok, egymadstdl tavoli teriiletet fednek le: energetika, épitoipar,
papiripar, kohdszat, faipar, cukoripar és konzervipar. Fontos, hogy szamos olyan
férum is kozolt cikket a témaban, amelyik kifejezetten a nagykozonségnek szél vagy
téméja messze all az operdcickutatdstol (Valésdg, Magyar Nemazet, Elet és Tudo-
many, Allam és Igazgatas, Munka, Népszabadség, ij Konyvek, Dél-Magyarorszag,
Kisalfold, Korunk, Kultura Vildga, Partélet, Tarsadalmi Szemle, Pedagdgiai
Szemle, Univerzum).

A legtobb kozleménnyel rendelkezd szakmai lapok

Ipargazdaség 30
Kozgazdasagi Szemle 25
Kozlekedéstudomanyi Szemle 24
Miiszaki Elet 18
Magyar Tudoméany 18
Figyel6 16
Matematikai Kutato Intézet Kozleményei 13
Elektrotechnika 7
Matematikai Lapok 7
Mélyépitéstudomanyi Szemle 6
Technika 6
Papiripar 5

Epl’tés— és Kozlekedéstudoményi Kozlemények 5
Szoros Osszefiiggésben a cikkeket megjelentet6 Ujsagokkal és folyoiratokkal, a
nemzetgazdasag kovetkezo agai érdeklodtek leginkabb az operacidkutatas irant:
cukoripar, energia szektor, épitéipar, felsoktatds, gépipar, kereskedelem, koha-
szat, konzervipar, kozlekedés, konnytipar, mez6gazdasag, papiripar és szénbanya-
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szat. Ez széles spektrum.
8. Szerzok

8.1. Andorka Rudolf

Andorka Rudolf szociolégusként valt ismertté. 1991-ben az akkori kézgazdasé-
gi egyetem rektora lett. Aktiv rektorként halt meg. Elég késon, 1963-ban szerzett
jogi diplomaja el6tt mar tobb kozgazdasagi és operdcidkutatasi cikket publikalt.
Ezen miveibdl latszik az is, hogy jol tudott lengyeliil, mert a dolgozatok koziil
tobbnek erds lengyel vonatkozasa is van. Erdekl8dése 1962 tajan kezdett a szocio-
l6gia felé fordulni. Ennek ellenére az operdcidkutatési cikkei a vizsgalt idészakban
1962 és 1965 kozott jelentek meg, Osszesen hat. Némelykor csak utal a tudomény-
teriiletre. Mindegyik irdsa kozgazdaséagi jellegli és inkabb szdl nagykoézonségnek
mint kozvetleniil a kutatéknak.

8.2. Bod Péter

o) egy nagyon korai operaciékutaté. Az MTA Matematikai Kutatd Intézeté-
ben dolgozott. Munkassagdban az operacidkutatds mellett sok kozgazdasagi elem
is megtaldlhaté. Gyakran nehéz megmondani, hogy egy dolgozat melyik teriilet-
hez tartozik. Nagydoktori értekezését is a népgazdasag tervezésébdl irta az 1970-
es évek kozepén. Ugyancsak foglalkozott biztositasi matematikdval. Kordn irt
Kantorovics eredményeirdl [2]. Ugyancsak 6 az egyik elsé magyar szerzd, aki
targyalja a tobbcéli optimalizaldst [3]. Az akkori idék szellemének megfelelden
dolgozott kozvetlen alkalmazdson is [4].

8.3. Brédy Andras

Neves kozgazdédsz. Kozel allt Kornai Janoshoz. A gytlijteménybe nyolc dolgoza-
ta keriilt, ebbol az egyik egy 97 oldalas kényv, amit Kornai Janossal kozosen irtak.
Ebben er6s a matematikai részletek targyaldsa. ]:ihrdekesség7 hogy els6, 1958-as cik-
kében még nincs magyar neve az operacidkutatasnak, hanem a teljesen relevans
"vezetés tudoménya” kifejezést alkalmazza [5]. Két cikke is Kornai egy-egy mii-
vét ismerteti. Brody egyéb dolgozatai a kozgazdasagtanhoz dltaldban, illetve a
népgazdasag tervezéséhez tartoznak.

8.4. Jandy Géza

A vizsgalt idészakban két Jandy Géza publikalt szakmai cikkeket. Egyikiik
kohomérnok volt, és dolgozatainak nincs koze az operacidkutatdshoz. A masik
épitémérnok, aki sokdig az UVATERV-nél dolgozott és itt keriilt kapcsolatba az
operacidkutatdssal. Tanitott a kozgazdasagi egyetemen 1963-t61, majd 1970-ben a
BME professzora lett. Nagy szerepet vallalt az operdciékutatds népszeriisitésében
a legkiilonb6zobb szakmai korokben. Szédmos cikkben mutatott ra az optimalizdlas
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lehetOségére. Dolgozataira mar a vizsgélt idoszakban is hivatkoznak, de ugy tiinik,
hogy iskoldt nem alakitott ki maga koriil. 19 dolgozata keriilt a gytijteménybe.
Valamennyinek 6 az egyediili szerzGje. A legtobb kozlekedéssel kapcsolatos. Van-
nak épitoipari témajiak is, melyek egy kivételével foldmunkédkra vonatkoznak. Az
az egy a betonacél optimalis optimalis daraboldsardl szol. Ezek a dolgozatok min-
dig tartalmaznak pontosan leirt matematikai modelleket. Ugyanakkor a cikkek
kozott tobbszor is van jelentds atfedés. Példaul a klasszikus szallitasi feladatot
kétszer is feldolgozta [13], [14]. Cikkeinek harmadik csoportja beszdmols valamely
hazai vagy kiilfoldi szakmai eseményrél, amely altaldanosabb érdeklédésre tarthat
szamot. Jandy Géza a kés6bbiekben is aktiv volt. Tobb el6adasat hallottam az
1970-es években hazai konferencidkon.

8.5. Dr. Kadas Kdlman

A legels6k egyike volt, aki felismerte az operaciokutatas jelent&ségét, amit a
fent emlitett [15] cikke is bizonyit. Hérom dolgozata szdl kozvetleniil ipardgi,
nevezetesen kozlekedési és épitoipari problémakrdl. Ezek is inkdbb dltaldnossagban
targyaljak a kérdéseket, kevés benniik a matematikai megfogalmazas. Tovabbi
hérom cikke meg, a felsdoktatas ide vonatkoz6 problémait targyalja.

8.6. Kornai Janos

Kornai vilaghiri kozgazdasz volt. Egykori cikkeit olvasva latszik, hogy az al-
kalmazasi feladat kozgazdasagi oldalatél a numerikus megoldds matematikai rész-
leteiig a teljes problémat értette. A gyijteménybe 16 cikke keriilt. Fzekbdl tiznek
egyediili szerzéje. Kiemelends, hogy 1959-ben is [18] és 1960-ban is [19] irt az
operdcidkutatasrdl az Elet és Tudomanyban. Fzzel sokat segitett abban, hogy a
tudomanyteriilet hire eljusson a nagykozonséghez. A gylijteményben szereplé dol-
gozatai f6ként a népgazdasag tervezésével, illetve ennek részfeladataival, példaul
egy-egy iparadg tervezésével kapcsolatosak. Az utébbiak kozott tobb cikk is foglal-
kozik a textiliparral, de targyalta a papiripar és az épitéipar esetét is. Ebben a
témakorben legfontosabb eredménye a vizsgalt idoszakban Liptdk Tamaéssal k6zo-
sen irt Kétszintli tervezés cimli munkaja, mely az els6 olyan matematikai modellnek
tekinthetd, amelyik az igynevezett népgazdasig tervezését irta le [21].14

14120] emlékezik meg Liptdk Tamés haldlarél. Innen tudhaté, hogy Liptdk 1956-os és azt
kovetd tevékenysége miatt bortonbe keriilt. A modell csak szabaduldsa utan késziilt el. Intézeti
kiadvanyként jelent meg. Liptak nagyon tehetséges matematikus volt. Kornaival valé taldlkozasa
elétt foleg statisztikaval foglalkozott. Sajnos a bérton megtorte. Sikeriilt Anglidba emigralnia, de
ahogy Kornai fogalmaz, ,,...t6bbé méar nem tudott jelentés tudomanyos eredményt produkalni.”
Baleset kovetkeztében hunyt el 1998-ban.
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8.7. Lehel Jeno

Lehel Jend vasitépité mérnok volt. Nem tévesztendd 6ssze azonos nevii fidval,
a kombinatorikdban alkoté matematikussal. Vasuti épitkezéseknél alkalmazott
optimalizdlasi modelleket. Az a fajta kutatd volt, aki egy alkalmazasi teriilethez,
ami esetében tehat a vasuti szallitas volt, tanul meg és szed 6ssze minden sziikséges
dolgot. Igy irt a foldmunkékrél [24], a halézat kiépitésérdl (telepités) [25] és a
kapacitdsok vizsgalatardl [26]. Munkéssdga a vizsgalt idészakon til is folytatédott.

8.8. Martos Béla

Hires eredménye a hiperbolikus programozdsrdl ekkor jelent meg [29]. Ez a
dolgozat négy évvel kés6bb angolul is elérhetévé valt [46]. A vizsgdlt idészakban
még népgazdasagi tervezéssel kapcsolatos dolgozata jelent meg, egy-egy beszamold
nemzetkozi konferencidkrol.

8.9. Nagy Andras

Kornai Janos koréhez tartozo kozgazdasz kutatd. Van is egy korai dolgozatuk
kozosen Martos Béldval [30]. Egyediil irt cikkei a pamutiparral [32], a kiilkereske-
delemmel és szintén az aluminiumiparral [31] foglalkoznak. Az utébbi a szdvege
szerint egy nagyobb projekt eredményeir6l sz6l. E munkaban részt vett az MTA
Szamitastechnikai Kozpontja, Kornai Janos, Martos Béla és tobben masok. Van
egy beszamoldja nemzetkozi konferencidkrdl.

8.10. Nagy Erné

Ezt a szerzot nem sikeriilt egyértelmiien azonositani. Mar az is feltételezés,
hogy az ilyen nevii szerz6tdl begytijtott négy cikket egyetlen ember irta, mert az
id6k folyamén rengetegen viselték ezt a nevet. A Természettudomanyi Kozlony
szerkesztGségének volt egy ilyen nevi tagja. Mivel egyik dolgozat sem tudoma-
nyos igény(, hanem mindegyik a nagykozonségnek szol, adédik a hipotézis, hogy
egyetlen, nagyon jél felkésziilt Gjsagirérdl van szé. Mar 1959 janudrjaban egy nagy
cikken beliil linedris programozdsrél irt a Technika cimi lapban [33]. Szdmunk-
ra taldn a legérdekesebb, hogy a szakszervezetek Munka cimii havi folyéiratdban
megadja az operdcickutatds meghatdrozasat 1962-ben [34]. Ugyanabban az évben
mas definicidk is megjelentek tole, melyek technikai vonatkozasiak.

8.11. Prékopa Andras

Bér az 1960-as évek mésodik felére Prékopa Andréds a magyar operacidékutatés
vezetd alakjava valt, a vizsgalt idékeret még a szorgalmas munkaval toltott fel-
késziilés jegyében telt. Mdar igen kordn foglalkozott viztdrozdk méretezésével [37].
Megkezdte sztochasztikus programozasi kutatdsait [38]. Tovabb4 irt a matematika
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kozgazdasdgi alkalmazdsairdl [42]. Roviden ugy lehetne jellemezni tevékenységét,
hogy ekkor még f6képpen a tudoméanyossag belsé koreiben mozgott, beleértve az
egyetemi oktatéast is.

8.12. Reguly Zoltan

A f6véros elektromos miiveinél dolgozé mérnok volt, aki a vizsgélt idGszak vé-
gén 1964-ben és 1965-ben 6t cikket is publikalt az operacidkutatas alkalmazasairdl
az energiaszektorban [43]. Kornyezetére hatdst gyakorolt, mert mésok is hivatkoz-
nak dolgozataira.

8.13. Simon Gyorgy és Kondor Gyoérgy

Az Akadémia Kozgazdasigtudoményi Intézetének két munkatarsardl van szo,
akik nagyon sokat publikédltak egyiitt, szerzéparosnak tekinthetOk, bar van koz-
leményiik egyediili szerzéként és mas tarsszerzovel is. Simon Gyorgy volt a ta-
pasztaltabb. Ebben az idészakban tobbet is publikdlt. Eredményeik tobbnyire
a Kozgazdasagi Szemlében jelentek meg. Bod Péter miiveihez hasonléan, naluk
is nehéz pontosan megitélni, hogy mi az, ami inkdbb operacidkutatas, és mi az,
ami inkdbb koézgazdasigtan. Ok is t&bbszor foglalkoztak Kantorovics eredménye-
ivel. Konyvérdl irtak egy alapos ismertet6t [44], majd kifejtették Kantorovicsot
tdmogaté nézetiiket a késébbi Nobel-dijas koriili vitdkkal kapcsolatban [45]. Ha
ehhez hozzavessziik Bod Péter ugyancsak Kantorovicsrdl szol6 frasat, taldan nem
tulzds azt mondani, hogy ebben az id6szakban Kantorovics jobban ismert volt
hazankban, mint a késébbiekben. A kor szellemének megfeleléen Kondor Gyoérgy
foglalkozott gyakorlati probléméval [17], ami a cukorrépa szdllitdsa volt.

8.14. Ziermann Margit

Ziermann Margit a Rényi Alfréd alapitotta Alkalmazott Matematikai Intézet
munkatarsa volt. Rényi figyelme sok mindenre kiterjedt, igy sok lehetséges al-
kalmazdsi teriiletre is. Mdr 1953-ban készletgazddlkoddssal foglalkoztak. Ezt ma
mindenképpen az operacidkutatéshoz (is) soroljuk. Irtak egy két részbél 4116 dol-
gozatot a témdrdl. Az elsd résznek t6bb szerzdje van [41], de Ziermann Margit
nincs koztiik. Viszont 6 az egyediili szerzdje a masodik résznek [50]. Ez az utéb-
bi cikk tekintheté a Prékopa-Ziermann készletezési modell csirdjanak. A vizsgdlt
idészakban tovabbi készletezéssel kapcsolatos cikkei jelentek meg. A késébbiekben
is sztochasztikus mddszerek kozgazdasagi alkalmazésaival foglalkozott.

9. Altaldnos kovetkeztetések

Tézisként a fentiekbdl az alabbi kévetkeztetésekre juthatunk.
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1. Az operacidkutatas 1930-as évekbeli elszdort megjelenését kovetéen, de kiilo-
nosen a kezdeti id6k legfontosabb algoritmusa, a szimplex mddszer 1949-es publi-
kélasa utan nagyon gyorsan az 1j tudomanyag széles szakmai kérben ismertté valt
Magyarorszagon.

2. Ennek kovetkeztében 1éteznie kellett olyan csatornaknak, amelyeken keresz-
til a tudoményos informécié bedramlott az orszdgba, mar az 1950-es években is.
Erre a fentiekben lathaté példa mind keleti, mind nyugati iranybdl. Ide tartozik
az is, hogy tudomaéanyos célbol, nyilvan feliigyelet és korlatozas mellett, lehetséges
volt az utazas kiilfoldre.

3. Mar a kezdeti idokben, amikor még nem jott 1étre egységes tudomanyos ko-
z0sség az operaciokutatas mivelésére, a gazdasig szamos dgaban ismerték és alkal-
maztak annak ellenére, hogy mind a szamitégépek, mind az optimalizal6 szoftverek
hidnya csak korlatozott méretili feladatok megoldasat tette lehetové.

4. Az elterjedést segithette a mér akkoriban is 1étez6 erds szemindriumi élet.

5. Az operacidkutatds szakmai kozélete ebben a nagyon korai idészakban,
beleértve a publikacidés féorumokat és magukat a publikdcidkat, mas szerkezetil
volt, mint késébb, mert még nem alakultak meg (SZTAKI), illetve éppen csak
megalapitottdk (NIM IGUSZI, INFELOR) azokat az intézményeket, ahol kés6bb
a kutatés szervezetten zajlott. Ekkor még az Alkalmazott Matematikai Lapok se
létezett.

6. A teriilet nagyon hamar bekeriilt az egyetemi oktatasba, ami foként Krekd
Béldnak és segitéinek (a kozgazdasdgi egyetemen) és Prékopa Andrasnak (az
ELTE-n) az érdeme.

7. A feltart forrdasok féként a kozponthoz, azaz Budapesthez kapcsolédnak.
Benniik nincs nyoma, hogy a debreceni, pécsi és szegedi egyetemeken mar ebben
a korai idoszakban foglalkoztak volna operaciékutatassal. Erdemes lenne ebben a
vonatkozasban tovabbi kutatasokat folytatni.

8. Vannak olyan forrasok is, példdul a NJSzT anyagai, amelyek nem keriiltek
be a gyiijteménybe, mert példaul hidnyoznak az arcanum.hu adatbazisabdl. A
kutatést ilyen iranyba is érdemes kiterjeszteni.
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THE BEGINNINGS OF HUNGARIAN OPERATIONS RESEARCH ACCORDING TO THE
EARLY PUBLICATIONS

BELA VIZVARI

After an international outlook on the start of operations research, the thesis presents
the information on operations research available in the Hungarian professional and other
press until 1965. The most important lesson is that operations research became much
more widely known at this early stage than one might think. Several reasons for this can be
detected. As a result of the familiarity, several applications were already carried out at that time.

Keywords: operations research; history of science; Hungary
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