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A PRÉKOPA ANDRÁS-DÍJ 2024. ÉVI DÍJAZOTTJA:

DEÁK ISTVÁN

Az MTA Matematikai Tudományok Osztálya a 2024. évi Prékopa András-d́ıjat
Deák Istvánnak ı́télte oda a Monte Carlo módszerek, véletlenszám-generálási algo-
ritmusok, szimulációs és numerikus módszerek vizsgálatában elért eredményeiért.

Tudományos és szakmai pályafutása

Deák István felsőfokú tanulmányait az Eötvös Loránd Tudományegyetemen vé-
gezte; 1969-ben kapott matematikus diplomát, numerikus matematikai és operá-
ciókutatási szakirányon. A továbbiakban az egyetemi doktori (1971), kandidátusi
(1982), PhD (1995) fokozatot, majd a habilitált doktori (1999) és az MTA Doktora
ćımet (2006) nyerte el.

Szakmai pályafutását 1969-ben kezdte a Műegyetemen. 1972 és 1991 között
az MTA SZTAKI-ban dolgozott, 1982-től tudományos főmunkatársi, 1990-től osz-
tályvezető helyettesi beosztásban. A

”
Sztochasztikus és nagyméretű rendszerek”

csoportot, majd a
”
Párhuzamos számı́tógépek és szakértői rendszerek” csoportot

vezette. 1991 és 2005 között ismét a Műegyetemen dolgozott, a Villamosmérnök-
kari Matematika Tanszéken, majd a Differenciálegyenletek Tanszéken. 2005-től a
Budapesti Corvinus Egyetem Számı́tástudományi Tanszékének egyetemi tanára.
Hat éven át párhuzamosan a Nýıregyházi Főiskolán is tańıtott. 2006 és 2008 kö-
zött a Corvinus Egyetem Közgazdasági és Gazdaságinformatikai Doktori Iskolájá-
nak Gazdaságinformatika Doktori Programja megalaḱıtásában dolgozott, 2009-től
a program igazgatója volt. 2008 és 2010 között a Corvinus Egyetem Számı́tás-
tudományi Tanszékét vezette. 2014 óta Corvinus Egyetem Professor Emeritusa.
Emeritus professzorként is foglalkozott doktorandusz hallgatókkal.
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DEÁK ISTVÁN

Neves külföldi egyetemeken tańıtott vendégprofesszorként: a kanadai Dalhousie
Egyetemen, a Wisconsin-Madison Egyetemen, a Zürichi Egyetem Operációkutatási
Intézetében, legutóbb pedig a Rutgers Egyetemen. Vendégprofesszori megb́ızatásai
alatt mind egyetemistáknak, mind doktorandusz hallgatóknak tartott előadásokat.

Több mint nyolcvan cikket, tanulmányt ı́rt. Két angol nyelvű és három magyar
nyelvű szakkönyv szerzője illetve társszerzője. Két felsőoktatási tankönyv szerzője.

Fontos OTKA pályázatokban vett részt Prékopa András iránýıtása alatt, és
jelentős projektek témavezetője volt. 1992-97 között részt vett a hét országra
kiterjedő Central European Initiative

”
Parallel Computation” elnevezésű projekt-

jében. Nagyszabású alkalmazási és kutatás-fejlesztési munkákban vett részt:

– a magyar villamosenergiaipar sztochasztikus modelljének feléṕıtése, az
Országos Tervhivatal számára,

– az ország villamosenergia termelésének napi ütemezése, a Magyar Villamos
Művek Tröszt számára,

– Dunai Vasmű hideghengersor termelésének ütemezése, illetve hosszútávú
komplex termeléstervezési és prognosztikai programcsomag kifejlesztése a
Vasmű szükségleteire,

– villamos távvezetékek korróziójának vizsgálata.

Sok cikluson keresztül a Magyar Tudományos Akadémia Operációkutatási
Bizottságának tagja, egy korábbi ciklusban a Bizottság titkára volt. Két ciklusban
a Magyar Operációkutatási Társaság alelnöke volt.

Számos konferencia szervezésében vett részt, a programbizottság vagy szerve-
zőbizottság tagjaként. Az 1992. évi mátrafüredi

”
XI. International Conference on

Operations Research” társelnöke volt.
Kitüntetései: Farkas Gyula d́ıj (Bolyai János Matematikai Társulat, 1976) a

STABIL sztochasztikus programozási modell villamosenergiaipari alkalmazásában
végzett munkájáért; Egerváry d́ıj (Magyar Operációkutatási Társaság, 2020).

Tudományos tevékenysége

Deák Istvánnak a Monte Carlo módszerekkel, véletlenszám-generálási algorit-
musokkal, szimulációs és numerikus módszerekkel kapcsolatos eredményei között
különösen nagy jelentőségűek a többdimenziós normális eloszlás eloszlásfüggvényé-
nek kiszámı́tására kidolgozott eljárása, valamint néhány véletlenszám-generálási
algoritmusa.

Fontos eredményeket ért el szukcessźıv regressziós közeĺıtéseknek a sztochasz-
tikus programozásban való felhasználásával. Új, regresszión alapuló nemlineáris
optimalizálási eljárásokat dolgozott ki, amelyek zajos függvények esetén is alkal-
mazhatók.
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Eredményeit más elméleti területeken is alkalmazták, ezek között jelentős a
térfogatszámı́tás. Elméleti kutatási tevékenysége több területen is kapcsolódik az
alkalmazásokhoz, ipari és gazdasági rendszerek nagyméretű és sztochasztikus opti-
malizálásával kapcsolatos kérdésekhez. Világviszonylatban is úttörő projektekben
vett részt.
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AZ EGERVÁRY JENŐ EMLÉKPLAKETT 2023. ÉVI DÍJAZOTTJA:

GERENCSÉR LÁSZLÓ

Az Egerváry Jenő emlékplakettet a Magyar Operációkutatási Társaság 2023-
ben Gerencsér Lászlónak – a HUN-REN SZTAKI tudományos tanácsadójának –
ı́télte oda a sztochasztikus rendszerek területén elért kutatói, oktatói és vezetői
eredményeiért, valamint tudományos közéleti tevékenységéért.

Életútja

Gerencsér László 1946. augusztus 7-én született Zalaegerszegen. Matematikai
és műszaki érdeklődése már az általános iskolában megnyilvánult. Középiskolai
évei alatt 1964-ben az Országos Tanulmányi versenyen és a Kürschák József Ma-
tematikai versenyen első d́ıjat, valamint a moszkvai Matematikai Diákolimpián
megosztott első d́ıjat kapott.

Egyetemi diplomáját és doktori fokozatát az Eötvös Loránd Tudományegyetem
matematikus szakán szerezte 1969-ben, illetve 1970-ben. Egyetemi tanulmányait
követően az MTA Matematikai Kutató Intézetben kapott állást, Prékopa And-
rás csoportjában, amely rövidesen az MTA Számı́tástechnikai és Automatizálási
Kutató Intézetébe (SZTAKI) került át.

1976-ban megvédte kandidátusi disszertációját a nemlineáris programozás nu-
merikus kérdéseiről. Ez időben fordult érdeklődése a sztochasztika irányába, majd
az iránýıtáselmélet matematikai problémáival kezdett foglalkozni, ezen belül is a
rendszeridentifikációval, amely egész későbbi tudományos pályáját végigḱısérte.
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1988 és 1991 között vendégprofesszor volt a kanadai McGill Egyetem Villamos-
mérnöki Tanszékén. Hazatérése után, 1991-ben a SZTAKI Rendszer- és Iránýıtás-
elméleti Laboratóriumhoz csatlakozott, szakmai és baráti kapcsolatot alaḱıtott ki
élvonalbeli holland, svéd és olasz kutatókkal. Az MTA doktora ćımet 2000-ben
nyerte el.

1997 és 2001 között Széchenyi Professzori Ösztönd́ıjasként oktatott az ELTE
TTK Valósźınűségelméleti és Statisztika Tanszékén. Itt társoktatóként matema-
tikus szakon elsőként oktatott Magyarországon modern pénzügyi matematikát.
Több éven keresztül tańıtott a Pázmány Péter Katolikus Egyetem Információs
Technológiai és Bionikai Karán is.

1998 és 2004 között a SIAM Journal of Control and Optimization, 2001 és 2004
között pedig az IEEE Transactions on Automatic Control folyóiratok szerkesztő-
bizottsági tagja volt. Tagja volt az IEEE Control Systems Society Conference
Editorial Boardnak (1998-2001) és az IFAC Techical Committee on Stochastic
Systemsnek is.

Szakmai tevékenysége

A rendszeridentifikáció svéd iskolájának gondolatait követve a 80-as években
megalkotta az L-keverő folyamatok fogalmát, és egy 1989-es, a Stochastics fo-
lyóiratban megjelent cikkében kidolgozta egy, a későbbiekben sokat alkalmazott
elmélet alapjait. Ennek egyik első alkalmazása a Shannon d́ıjas Jorma Rissanen-
nel ı́rt 1993-as közös dolgozata, amelyben Gauss-i idősorok egy fontos osztályára
modell-független prediktorok hatékonyságát vizsgálták. A rendszeridentifikáció és
a sztochasztikus anaĺızis eszköztárának ötvözése a későbbiekben munkásságának
egy visszatérő mot́ıvuma lett. Ehhez kapcsolódó témában vállalta Vágó Zsuzsan-
na, későbbi felesége szakdolgozati témavezetését is.

Az 1980-as években formálódott a d́ıjazott szakmai kapcsolata Bokor Józseffel,
amely megtermékenýıtőleg hatott egész tudományos pályájára. Részben ennek
tudható be, hogy nemzetközi szakmai kapcsolata döntően matematikai/műszaki
fórumokhoz köthető. Az 1980-as évek derekán a rekurźıv identifikáció témakö-
rének egy ünnepelt, de matematikailag nem teljesen kidolgozott eredményének
szigorú megalapozása felé fordult az érdeklődése. Ennek eredményeképpen egy, a
SIAM Journal of Control and Optimization folyóiratban megjelent dolgozatában
kifejlesztett egy egzakt vizsgálati metodikát, egy korábbi heurisztikus átlagolási
elv új értelmezését. Erre támaszkodva bizonýıtotta a meghökkentő tényt: egy
gyakran használt rekurźıv identifikációs algoritmus által kapott on-line becslés és
annak off-line változata között az eltérés oly csekély, hogy előbbi az utóbbi minden
szokványos statisztikai tulajdonságát örökli. Ennek az eredménynek egy lényeges
kiterjesztését tartalmazza a SIAM Journal of Control and Optimization folyóirat
2006-ban megjelent 66 oldalas dolgozata, amelyre támaszkodva több, korábban
reménytelenül nehéznek tartott kérdés megválaszolható lett.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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1998-ban létrehozta a SZTAKI-ban a Sztochasztikus Rendszerek Kutatócso-
portot, amely 2013-ig állt fenn. Ebben a szervezeti keretben több PhD hallga-
tó vezetője változatos témákban, úgy mint opcióárazás, rejtett Markov folyama-
tok, változásdetektálás, sztochasztikus volatilitás modellek, piaci mikrostruktúrák,
sokk-hatások modellezése.

Összesen 9 PhD hallgató dolgozott a témavezetése alatt, közülük 8-an sikeresen
megvédték disszertációjukat, egy hallgató munkája még folyamatban van.

A d́ıjazott 2015 óta intenźıven foglalkozik epileptológiával, pontosabban epi-
lepsziás rohamok előrejelzésével kapcsolatos kérdésekkel, ezen belül a szeizmológi-
ában sikeresen alkalmazott módszerek adaptálásával. Ehhez kapcsolódik az orvos
végzettségű Perczel György PhD kutatási programja, amelynek vezetését Erőss
Loránddal, a SOTE Idegsebészeti és Neurointervenciós Klinika jelenlegi igazgató-
jával, mint társ-témavezetővel együtt látta el. Egy, az IEEE Signal Processing
Society által jegyzett konferencia 2022-ben megjelent kötetében áttörést jelen-
tő eredményt publikáltak idegsejtek tüzelési mintázatának valós idejű modelle-
zésére. A gépi tanulás területén évek óta együttműködik SZTAKI-s kollégájával,
Csáji Balázs Csanáddal. Szakértőként közreműködik egy, kooperat́ıv doktori prog-
ram keretében kollégája által vezetett kutatás felügyeletében is. A közelmúlt egy
kiemelkedő eredménye matematikus fiával, Gerencsér Balázzsal közös dolgozata
(IEEE Transactions on Automatic Control, 2022), amelyben elosztott számı́tási
módszerek alapját képező konszenzus algoritmusok egy tág osztályára határozták
meg a konvergencia sebességének éles felső korlátját, megválaszolva a témakör egy
alapcikkében 2010-ban megfogalmazott kérdést.

Tudományos közéleti tevékenysége

A határterületek iránti érdeklődését tükrözi a d́ıjazott tudományos közéletben
való akt́ıv részvétele. Kiemelt nemzetközi szerepvállalásai: szerkesztőbizottsági
tag volt a SIAM Journal of Control and Optimization, illetve az IEEE Transac-
tions on Automatic Control folyóiratoknál, 2010-ben pedig egy Budapesten rende-
zett mintegy 400 fős konferencia (19th International Symposium on Mathematical
Theory of Networks and Systems, MTNS 2010) nemzetközi programbizottságának
elnöke volt. Hazai szerepvállalásai: a Bolyai János Matematikai Társulat (BJMT)
Alkalmazott Matematikai Szakosztályának és egyben a Farkas Gyula Emlékd́ıj
Dı́jbizottságának elnöke 12 éven át. Kezdeményezője és Horváth Zoltánnal (SzE)
társelnöke volt a Győrben 2012-ben, illetve 2016-ban rendezett multidiszciplináris
BJMT Alkalmazott Matematikai Konferenciáknak. 2016 óta az Alkalmazott Ma-
tematikai Lapok főszerkesztő-helyettese. 2008 óta tagja az MTA III. Matematikai
Tudományok Osztálya Operációkutatási Tudományos Bizottságának, és két ciklu-
son át (2016-2022) tagja volt az osztály Doktori Bizottságának is. Két cikluson át
tagja volt az MTA Tudományetikai Bizottságának Fésüs László elnöksége alatt,
valamint közgyűlési képviselő volt Lovász László elnöksége idején.
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Főbb d́ıjai és kitüntetései

– Széchenyi Professzori Ösztönd́ıj, 1997–2001

– Hart Prize for Excellence in Research, Johns Hopkins University, 2001

– Kálmán Rudolf Dı́j, SZTAKI, 2021
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AZ EGERVÁRY JENŐ EMLÉKPLAKETT 2024. ÉVI DÍJAZOTTJA:

GALÁNTAI AURÉL

Az Egerváry Jenő emlékplakettet a Magyar Operációkutatási Társaság 2024-
ben Galántai Aurélnak – az Óbudai Egyetem professzorának – ı́télte oda a ki-
emelkedő tudományos, szakmai és oktatói munkásságáért, valamint tudomány- és
oktatásszervezési tevékenységéért.

Végzettség, tudományos fokozatok és ćımek

Okleveles matematikus diplomáját 1975-ben az Eötvös Loránd Tudományegye-
temen szerezte, ugyanebben az évben nyerte el a természettudományi doktori ćımet
(Dr. rer. nat.) az ELTE TTK-n. Tudományos és egyetemi fokozatai: a mate-
matikai tudományok kandidátusa, MTA, Budapest, 1980; PhD alkalmazott ma-
tematikából, BME, Budapest, 1994; Dr.habil., BME, Budapest, 1994; a Magyar
Tudományos Akadémia doktora, 2005.

Oktatási és szervezési tevékenység

Galántai Aurél tanári pályája négy egyetemhez kötődik. Közvetlenül az MSc
fokozat megszerzése után az Eötvös Loránd Tudományegyetemen (ELTE), majd a
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GALÁNTAI AURÉL

Gödöllői Agrártudományi Egyetem (GATE), a Miskolci Egyetemen (ME) és végül

az Óbudai Egyetemen (ÓE) volt oktató. Jelenleg az Óbudai Egyetem professor
emeritusa. Az általa betöltött fontosabb egyetemi tisztségek:

1975-1979: tanársegéd, ELTE Numerikus és Számı́tógépes Matematika Tanszék
1979-1984: adjunktus, GATE Matematikai és Számı́tástechnikai Tanszék
1984-1990: egyetemi docens, GATE Matematikai és Számı́tástechnikai Tanszék
1988-1990: tanszékvezető, GATE Számı́tástechnikai Tanszék
1990-1995: egyetemi docens, ME Alkalmazott Matematika Tanszék
1990-2003: az ME Alkalmazott Matematika Tanszékének vezetője
1991-2006: az ME Matematikai Intézetének igazgatója
1995-2006: egyetemi tanár, ME Matematikai Intézet
2006-2022: egyetemi tanár, ÓE Szoftvermérnöki Intézet
2009-2022: az ÓE Alkalmazott Matematika és Informatika Doktori Iskola vezetője
2023-: professor emeritus, ÓE Neumann János Informatikai Kar

Egyetemi pályafutása során, különösen az 1980-as évek végétől, akt́ıv részvevője
az egyetemi szakmai és tudományos életnek. Mint tanszék, intézet és később dok-
tori iskola vezetőjeként, valamint szakmai bizottságok tagja és elnökeként jelentős
szerepe volt egyetemi szakok akkreditálásában és elind́ıtásában. 14 felsőoktatási
tankönyv és számos oktatási anyag szerzője numerikus anaĺızis, az operációkutatás
és az alkalmazott matematika és informatika területen. Alaṕıtó törzstagként és ve-
zetőként kiemelkedő szerepe volt az ÓE Alkalmazott Informatikai és Alkalmazott
Matematikai Doktori Iskola létrehozásában 2009-ben, amely azóta virágzó és faj-
súlyos doktori iskolává vált az informatikai és alkalmazott matematikai területen.

Ösztönd́ıjak és kutatási projektek

Számos hazai és külföldi kutatási ösztönd́ıj az elméleti és alkalmazott matema-
tikai kutatások területén; hosszabb ösztönd́ıjak; Elektromos és Számı́tástechnikai
Tanszék, Tucsoni Egyetem, Arizona (1985/1986, 12 hónap), évente többször 1-3
hónapig; Matematika, Statisztikai, Informatikai és Alkalmazási Tanszék, Bergamoi
Egyetem, Olaszország.

Szakmai közéleti tevékenysége

Akt́ıv és elismert tagja a hazai operat́ıv kutatói közösségnek, a kezdetektől
tagja a Magyar Operat́ıv Társaságnak. Az egyetemeken, a Magyar Tudományos
Akadémián és más szakmai bizottságokban kiemelkedő munkával képviselte az
operációkutatás és a kapcsolódó szakterületek érdekeit. Hosszabb ideig akt́ıv sze-
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repet vállalt a tudományos képeśıtések és ćımek (DSc, PhD és Dr.habil.) értékelési
eljárásaiban. 9 éven át képviselte az MTA Matematika Osztály Doktori Bizottsá-
gában az Operációkutató Tudományos Bizottságot, amelynek több mint két évti-
zede választott tagja. Az Operációkutatási Bizottság tagjai kétszer választották
az Akadémia Közgyűlésének tagjává 1-1 ciklusra. Oktatóként több egyetem dok-
tori iskolájának tagja. Több folyóirat szerkesztőbizottságának tagja, nemzetközi
folyóiratok rendszeres b́ırálója.

Kitüntetései

Szakmai és oktatói munkája elismeréseként kapott kitüntetések: Farkas Gyula-
d́ıj I. fokozat (1977), Széchenyi Professzori Ösztönd́ıj (1998-2001) és Magyar

Érdemrend Tisztikeresztje (2020).

Kutatási és szakmai tevékenysége, fontosabb eredményei

Galántai Aurél szakmai aktivitása a numerikus anaĺızis, az operációkutatás és
az alkalmazott matematika széles területét öleli fel, annak kiemelkedő, nemzetközi-
leg elismert képviselője. Kutatói munkáját egyaránt jellemzi az elmélyült matema-
tikai gondolkodásmód és az elméleti eredmények gyakorlati, hatékony számı́tógépes
alkalmazhatóságára való törekvés. Kutatási eredményeit a szakterület nemzetkö-
zileg legfontosabb folyóirataiban, valamint 3 monográfiában jelentette meg. Az
MTMT-ben hozzáférhető 150 publikációja a numerikus anaĺızis és alkalmazásainak
széles területét fedi le, független hivatkozásainak száma 296 (a valóságban ennek
többszöröse lehet scholar.google adatbázisa szerint). A laudáció keretén belül a
tudományos pálya részletes bemutatására nincs mód, csak a pálya szempontjából
fontosabb elméleti és alkalmazott matematikai eredmények bemutatására.

Galántai Aurél az egyetem befejezése után a közönséges differenciálegyenle-
tek numerikus módszereinek konvergencia és hibaanaĺızisével foglalkozott és ért
el eredményeket az egylépéses módszerek konvergenciatételeire és hibaelemzésére
vonatkozóan (Runge–Kutta módszerek automatikus hibabecslése, Lehmer–Schur
t́ıpusú módszerek optimalizálása és lineáris stiff probléma).

Tudományos fokozatát (CSc, 1980)
”
Vizsgálatok a közönséges differenciálegyen-

letek numerikus módszereinek konvergencia és hibaanaĺızisének körében”disszertá-
ciójával nyerte el, amely tartalmazza még az emĺıtetteken ḱıvül azokat az eredmé-
nyeit, amelyek a Cauchy-problémák általánośıtott megoldásához vezető diszkrét
konvergenciához, a stiff módszerekre vonatkozó új stabilitási tulajdonsághoz és a
konjugált iránymódszerek hibabecsléséhez kapcsolódnak.
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Az ABS (Abaffy–Broyden–Spedicato, 1984) algoritmuscsalád megjelenése és
Abaffy József és Emilio Spedicato professzorokkal kialakult erős szakmai együtt-
működés után, az 1980-as évek közepétől, új fontos feladatokkal kezdett foglal-
kozni. Ezek részben jelentős, új ABS módszereket és azok vizsgálatát jelentik,
részben pedig - ehhez kapcsolódóan - fontos lineáris algebrai elméleti eredmények:
az Egerváry-féle rangszámcsökkentő eljárás alapvető tulajdonságai, továbbá az
LU,LDU,LDLT (itt L alsó-, U felső háromszögmátrix, D pedig diagonális mát-
rix) és Cholesky felbontásokra adott egzakt perturbációs formulák, valamint azok
vizsgálata.

Az alapfeladat a többváltozós nemlineáris f : Rn → Rn, n > 1 függvényekre
vonatkozó f(x) = 0 algebrai egyenletek megoldásaival és a megoldások kvalita-
t́ıv tulajdonságaival foglalkozik. A vizsgálatok célja olyan hatékony numerikus
algoritmusok kifejlesztése, amelyek alkalmasak nemlineáris egyenletek megoldásá-
ra, továbbá a numerikus eljárások konvergenciájának, stabilitásának, hatásmecha-
nizmusának feltárása. A lebegőpontos műveletek figyelembevétele mellett fontos
feladat a hibaterjedés vizsgálata is.

A lineáris rendszerekre kidolgozott ABS eljárást sikerült általánośıtania (kö-
zösen Abaffyval és Spedicatoval, 1987) nemlineáris rendszerekre, és bebizonýıtani
elég általános feltételek mellett a módszer lokális konvergenciáját. A kidolgozott
módszer számos jó tulajdonsággal rendelkezik: speciális esetként magába foglalja
a Brown és Brent módszerek Gay-féle általánośıtását, megőrzi a Seidel-féle relaxá-
ciós elvet, lineáris egyenletek esetén egzakt megoldást ad és további fontos előnye
még az egyszerű programozhatóság is.

Az ABS-módszerek alkalmazásával kapcsolatos kutatásait folytatva ért el fon-
tos eredményeket. Nemlineáris feladatok széles osztályára bizonýıtotta be az ABS
módszerek (a részbenrendezés szerint) monoton konvergenciáját, amely lehetősé-
get ad a közeĺıtések pontosságának becslésére. A bizonýıtási technikák között
fontos szerepet játszik a mátrixok LU faktorizációja, és erre vonatkozóan néhány
tulajdonság bizonýıtása. A függvényekre tett szokásos feltétek (f folytonosan diffe-
renciálható konvex függvény, Jacobi-mátrixa nem szinguláris M-mátrix és isoton)
igazolja az eljárás globális konvergenciáját, vagyis azt, hogy az eljárás tetszőleges
kezdeti pontból kiindulva konvergens.

Jeney Andrással közös publikációjában (1996) hatékony módszereket vezetnek
be és vizsgálnak nemlineáris egyenletek megoldására, amely a nemlineáris ABS
módszer és kvázi-Newton módszer kombinációjaként jön létre. A bevezetett mód-
szerek részletes elemzésére FORTRAN nyelven ı́rt program (dupla pontosságú szá-
mı́tással), pontosan specifikált számı́tógép és meghatározott tesztfeladatok mellett
került sor. Az eredmények azt igazolták, hogy a többlépéses quasi-Newton ABS
módszer gépidő felhasználásában jobb, mint az addig legjobbként ismert Broyden
módszer (az külön elismerés, hogy Broyden ajánlásával jelent meg a cikk a folyó-
iratban).
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Kutatásai során komoly figyelmet szentelt a rangredukciós eljárás és a kapcso-
lódó faktorizációs és konjugációs algoritmusok tanulmányozásának. A rangszám-
csökkentő algoritmusok alapja Egerváry által az 1950-es évek közepén kidolgozott
eljárás. Ennek a kutatásnak a motivációját az jelenti, hogy az ABS konjugálási
eljárás alapját rangszámcsökkentő eljárás képezi. A cikk szükséges és elégséges fel-
tételt ad arra, hogy az eljárás mikor hajtható végre, megadja a rangszámcsökkentő
eljárás kanonikus alakját és az eljárás eredményeként adódó bázisfaktorizációt a pa-
raméterek függvényében. A bizonýıtásokból kiderül, hogy a bázisfaktorizáció szo-
ros kapcsolatot mutat az LDU faktorizációkkal. Az eredmények alkalmazásaként
több ismert eredmény speciális esetként adódik, nevezetes faktorizációkra nyerhe-
tők szükséges és elégséges feltételek, továbbá bizonýıtást nyer Chu, Funderlic és
Golub egy sejtése is.

A mátrixok különböző háromszög felbontásai (LU,LDLT , LDU és Cholesky-
felbontások) régóta fontos szerepet játszanak a különböző numerikus eljárások-
ban, de pl. többváltozós sztochasztikus modellezési problémáknál is meghatározó
jelentőséggel b́ırnak. A felbontások stabilitásától nagymértékben függ az eljárás
pontossága, ezért lényeges a perturbációs feladatok vizsgálata. Galántai (2003)
egyik legfontosabb és igen szép eredménye ezen a területen az, hogy sikerült meg-
oldani a perturbációs egyenleteket és a mátrix faktorizációban egzakt formulákat
sikerült adni a faktorok perturbációira. Ezek az eredmények érvényesek minden
olyan mátrix perturbációra, amely megőrzi a faktorizálhatóság és nemszingulá-
ris tulajdonságot. Bár a különböző háromszögfelbontások esetén a perturbációs
egyenletek megoldása különbözik egymástól, a közös bennük az, hogy mindegyik
bizonýıtás meghatározott projektorok tulajdonságaira támaszkodik. Az egzakt
formulák seǵıtségével sikerült részben jav́ıtani, részben pontośıtani a faktorizációk
perturbációira addig ismert becsléseket.

A 2004-ben megjelent monográfiája (Projectors and Projection Methods,
Kluwer) egységes áttekintést ad a projektorokról és a vet́ıtési módszerekről. Kitér
az általános elméleti háttér bemutatására, majd megvizsgálja a lineáris és nemli-
neáris algebrai egyenletrendszerek és konvex optimalizálási feladatok megoldására
szolgáló vetületeket véges dimenziós euklideszi és részben Hilbert-terekben.

Hegedűs Csabával (2008) közösen elemi módszerekkel egy globális és egy lokális
perturbációs tételt vezetnek le polinomok nullhelyeire. Ez az eredmény szignifi-
kánsan jav́ıtotta Ostrowski (1940) pontosnak vélt klasszikus eredményét a poli-
nomok gyökeinek perturbációjára vonatkozóan. A mátrixelméleti megközeĺıtéssel
Edelman és Murakami visszafelé irányuló stabilitási eredményét is jav́ıtották.

A 2010-es években egyik fő kutatási területe a nemlineáris egyenletek és a mi-
nimalizálási problémák konvergens megoldási módszerei voltak. Ezekkel a prob-
lémákkal kapcsolatban számos eredményt ért el egyedül és Abbafy Józseffel kö-
zösen a tartomány és a nemlineáris függvény különböző korlátaival rendelkező
módszerek kidolgozásával. Részletesen vizsgálták a kidolgozott algoritmusok szá-
mı́tógépes megvalóśıtásait és teljeśıtményét, amelyek alátámasztják az eredmények
hatékonyságát.
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Az elmúlt néhány évben, a 2010-es évek vége óta több cikkben is foglalkozott a
Nelder-Mead módszer konvergenciaelemzésével. Ez a módszer egy direkt szimplex
módszer a minimalizálási probléma megoldására, és széles körben használatos a de-
riváltmentes optimalizálás és alkalmazási területeken. Kidolgozta a Nelder-Mead
szimplex módszer mátrixformáját, és kimutatta, hogy konvergenciája összefügg a
végtelen mátrixszorzatok konvergenciájával. Ez a megközeĺıtés lehetővé tette egy
általános konvergenciatétel bizonýıtását a módszerrel generált szimplex sorozatok-
ra, és elégséges feltételt ad a Nelder-Mead szimplex módszer egy bizonyos t́ıpusú
konvergencia viselkedéséhez. Azt is bebizonýıtotta, hogy a Nelder-Mead szimplex
módszer abban az értelemben konvergál, hogy a szimplex csúcsok egy valósźınű-
séggel konvergálnak egy közös határponthoz, ami általános magyarázatot ad a
módszer hatékonyságára.

Az elméleti kutatások mellett meg kell emĺıteni, hogy Galántai Aurél pálya-
futása során az alkalmazott matematika területén is jelentős eredményeket ért
el. Legfontosabb kutatási eredményeit a következő alkalmazási területeken ér-
te el: különböző modellek numerikus megoldása az orvosbiológiai modellezéshez
kapcsolódóan; operációkutatási módszerek mezőgazdasági alkalmazása szántóföl-
di energiafelhasználás szimulációs modellezésére; az elektron-optikai alkalmazások
feladatai kapcsán: elektrosztatikus lencsék optimalizálása, optimalizálási modellek
és eljárások kidolgozása; programozás, új objekt́ıv keresése jelentősen jav́ıtott tu-
lajdonságokkal; kristályfizikai alkalmazások szempontjából: modell és numerikus
eljárás kidolgozása a minta alakjának meghatározására adott formájú forgásszim-
metrikus kristályok termesztésekor; acélszerkezetek optimalizálása (szerkezetopti-
malizálás), konkrét feladatok numerikus megoldása.
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Életútja

Tóbiás András 1992-ben született Budapesten. Alapszakos matematika dip-
lomáját a Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetemen (BME) szerez-
te 2014-ben, mı́g mesterszakos diplomáját a Technische Universität (TU) Berli-
nen 2016-ban, szintén matematikából. Ugyanitt 2019-ben szerzett PhD fokozatot
Wolfgang König témavezetésével. 2014 és 2019 közötti németországi tanulmányait
a Berlin Mathematical School (BMS) ösztönd́ıja támogatta. Ezt követően három
évig szintén a TU Berlin munkatársaként dolgozott Noemi Kurt kutatócsoportjá-
ban. 2022 óta Budapesten él, a BME Villamosmérnöki és Informatikai Karán, a
Számı́tástudományi és Információelméleti Tanszéken adjunktus, valamint a Rényi
Alfréd Matematikai Kutatóintézet részmunkaidős munkatársa.

A Magyar Tudományos Művek Tárának adatbázisa szerint külföldi kiadású
szakfolyóiratban 16 cikke jelent meg, emellett három könyvrészlet és egy kon-
ferenciaközlemény szerzője. Műveire az MTMT szerint 17 független hivatkozás
található, a GoogleScholarban az összes hivatkozás száma 111. Publikációi töb-
bek között a valósźınűségelmélet vezető folyóirataiban, az Annals of Probability,
Electronic Journal of Probability, Stochastic Processes and Their Applications
folyóiratokban jelentek meg.

Szemináriumi előadásokat és konferenciaelőadásokat tartott Freiburgban,
Bielefeldben, Bochumban, Bath-ban és Bécsben. A Berlinben töltött évek alatt
több PhD-diákoknak szóló szeminárium és egyéb rendezvény szervezője volt.

Tóbiás András fő kutatási eredményeit a populációgenetika matematikai
modelljeinek vizsgálatával érte el, elsősorban a dormancia, logisztikus versengés,
horizontális géntranszfer témájában. Jochen Blath-tal közös, 2020-ban, illetve
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2021-ben megjelent cikkeinek témája a dormancia, az élőlények/sejtek inakt́ıv ál-
lapota, ami sok helyen előfordul az élővilágban: növények magképzése, emlősök
téli álma, baktériumok sporulációja, v́ırusok lappangó állapota, ráksejtek dorman-
ciája (ami később a tumor növekedésének újraindulásához és áttétekhez vezethet).
Megmutatták, hogy bizonyos sztochasztikus adapt́ıv dinamikai modellekben a dor-
manciára való képesség szelekciós előnyt ad egy mutáns részpopulációnak, noha
a mutáns a rezidenshez képest rosszabbul szaporodik. A feltárt jelenséget (ver-
sengés által indukált dormancia) elméleti biológusok is plauzibilisnek tartják, és
idézik a cikket. Módszertanilag a cikk elágazó folyamatokra és differenciálegyenlet-
rendszerek kvalitat́ıv viselkedésére épül.

Másik tanulmányukban a dormancia és a horizontális géntranszfer kölcsönha-
tását vizsgálták. A horizontális géntranszfer bizonyos paraméterválasztások ese-
tén lehetővé teszi rezidens és mutáns koegzisztenciáját. Ebben a cikkben is a
differenciálegyenlet-rendszerek (nem csak lokális) stabilitásának igazolása jelen-
tette a fő matematikai nehézséget.

Egy további kutatási irány olyan részecskerendszerek szisztematikus vizsgála-
ta, amelyekben a részecskék nem egymástól függetlenül, hanem gyakran egyszer-
re végeznek bizonyos

”
tevékenységeket” (szaporodás, halálozás, migráció, össze-

olvadás) Poisson-pontfolyamatok által vezérelve, amit koordinációnak nevezünk.
Ennek egyik első példája a Lambda-koaleszcens volt, azóta számos biológiailag re-
leváns példát vizsgáltak. Ezek a folyamatok rendszerint populációgenetikai model-
lek skálázási limeszeinek (momentum)duálisaként lépnek fel, amit Tóbiás András
társszerzőivel együtt igazolt. A részecskerendszer koordinációja ritka, de jelentős
hatású – a populációnak nagy populációméret esetén is pozit́ıv hányadát érintő
– szelekciós/mutációs/migrációs/genetikai sodródásos eseményeknek felel meg a
duális folyamatban. Megmutatták azt is, ha nincs összeolvadás a modellben, ak-
kor a folyamat részecskeszámának várható értéke csak a Poisson-pontfolyamatok
intenzitási mértékeinek összsúlyától függ, és hasonló módszerekkel becsülték a
részecskeszám szórásnégyzetét. Ezt az irányt folytatja Tommaso Rosatival közös
cikke, mely koordinált Brown-mozgások és martingálelméleti módszerek seǵıtsé-
gével igazolja bizonyos parciális differenciálegyenletek megoldásának létezését és
egyértelműségét.

Legfrissebb, az Annals of Probability folyóiratban elfogadott cikkében az adap-
t́ıv dinamikai inváziómodelleket általánośıtja a kontakt folyamatra. Itt egy nagy
tóruszon a kontakt folyamatban bizonyos szaporodási (fertőzési) események során
mutáció következik be, ami a szaporodási ráta növekedéséhez vezet. A határérték-
ben megjelenő folyamat érdekessége a térbeliség fontos szerepe: a mutáns túlélési
esélyénél például számı́t, hány fertőzött szomszédja volt, amikor született.

A populációgenetikai modelleken ḱıvül Tóbiás András általános véletlen inten-
zitású Poisson-pontfolyamatok perkolációjáról is több cikket ı́rt. Ezeket a model-
leket és eredményeket széleskörűen használják a mobil-hálózatok összefüggőségi
tulajdonságainak elméletében.
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[2] Blath, J. és Tóbiás, A.: The interplay of dormancy and transfer in bacterial popula-
tions: Invasion, fixation and coexistence regimes, Theoretical Population Biology, Vol. 139,
pp. 18–49 (2021). DOI: 10.1016/j.tpb.2021.05.001
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Életútja

Varga Anita 1992-ben született. Jelenleg a Budapesti Corvinus Egyetem
(BCE) félállású tudományos segédmunkatársa és félállású adjunktusa. Érdeklődé-
si területei a lineáris és konvex optimalizálás elmélete, belsőpontos algoritmusok,
valamint az operációkutatás ipari, gazdasági alkalmazásai.

A Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetemen (BME) szerzett 2014-
ben matematika Bsc, majd 2016-ban alkalmazott matematika Msc diplomát.
Mindkét esetben operációkutatás témakörében ı́rta szakdolgozatát. Msc diplo-
mamunkájában (Integrating combinatorial algorithms into a linear programming
solver) az Xpress optimalizáló szoftverhez késźıtett egy új modult, mely az Eötvös
Loránd Tudományegyetemen (ELTE) fejlesztett LEMON C++ gráfelméleti könyv-
tár objektumait és függvényeit teszi elérhetővé az Xpress keretein belül. Ennek
seǵıtségével gyorsabban sikerült megoldania a Bsc szakdolgozata során vizsgált fel-
adatokat, melyek a kvadratikus hozzárendelési feladat egyfajta közeĺıtő megoldását
adják.

Anita már egyetemi évei alatt elkezdett dolgozni a BME Éṕıtészmérnöki Karán
Mályusz Leventével anyagdepók elhelyezési problémáin. Munkájával nagyon elé-
gedettek voltak, ı́gy végzése után még két évig félállású tudományos segédmun-
katársként dolgozott, melynek eredményeként több publikáció született Mályusz
Leventével közösen, főként a projekttervezés témakörében.

Ezzel párhuzamosan félállásban a BME Differenciálegyenletek Tanszékén kez-
dett oktatni, többek között matematikai modellezést és operációkutatási szoftve-
reket bemutató tárgyakat.

2018-ban ösztönd́ıjat nyert a BME Matematika- és Számı́tástudományok
Doktori Iskolájába. A képzést sikeresen befejezte, 2023 januárjában summa cum
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laude minőśıtéssel védte meg doktori értekezését (New Ai-Zhang type long-step
interior point algorithms using the algebraically equivalent transformation tech-
nique), melyben a belsőpontos algoritmusok egy családjának általános elemzését
adta. A belsőpontos algoritmusok polinom időben megoldják a lineáris programo-
zási feladatokat és bizonyos speciális lineáris komplementaritási (LCP) feladato-
kat, illetve szemidefinit programozási feladatokra és kúpoptimalizálási feladatokra
is általánośıthatók. A dolgozat egyik fő kérdése az volt, hogy az algoritmus során
milyen keresési irányok alkalmazásával szavatolható az elméletben ismert legjobb
komplexitás megtartása. Ennek például lineáris komplementaritási feladatok meg-
oldásánál lehet jelentősége. Általános esetben ugyanis az LCP NP-nehéz prob-
léma, ı́gy nem reménykedhetünk olyan hatékony algoritmusban, ami mindegyik
LCP feladatot képes megoldani. Ugyanakkor numerikus tesztek alapján nehéz
LCP feladatok esetén a keresési irány változtatása lehetővé teheti a

”
problémás”

régiók elkerülését. A doktori tézis eredményei első lépésnek tekinthetők egy olyan
hibrid algoritmus konstruálása felé, mellyel hatékonyan lehetne kezelni általános
LCP feladatokat.

Dolgozata számos numerikus tesztet tartalmaz, az elméleti összefüggések iga-
zolása mellett a különböző algoritmusokat Matlabban implementálta, és számos
feladat megoldásán tesztelte a tárgyalt eljárásokat és azok paraméterbeálĺıtásait.
A doktori eredményeit ismertető két folyóiratcikk már megjelent, egy harmadik
benyújtásra került. Doktori tanulmányai alatt a 2020/21 tanévben ÚNKP ösztön-
d́ıjas volt.

Varga Anita 2016 őszétől folyamatosan tańıtott a BME Differenciálegyenletek
tanszékén, 2022 őszétől már teljes állásban tette ezt. Előadásokat és gyakorlatokat
tartott magyar és angol nyelven (Lineáris programozás, Operációkutatás, Optima-
lizálási modellek, Operációkutatási programcsomagok). 2023 őszétől csatlakozott
a BCE Corvinus Operációkutatási Kutatócsoportjához. A tańıtás mellett három
Bsc diák témavezetője volt, illetve közreműködött mérnök és közgazdász hallgatók
részére késźıtett matematikai e-tananyagok fejlesztésében.

Az elmúlt évek során számos alkalmazott projektben vett részt. Foglalkozott
villamosenergia termelés tervezés optimalizációs feladataival, és 2023 januárjától
félállásban operációkutatóként dolgozik az EPIC InnoLabs Nonprofit Kft.-nél.

Rendszeres résztvevője, előadója nemzetközi konferenciáknak. Az Operációku-
tatási Szeminárium szervezésében akt́ıvan részt vett a BME-n és a BCE-n. 2023
augusztusában a BCE-n került megrendezésre a EUROPT Workshop, több mint
200 résztvevővel. Anita a szervezőbizottság helyi tagjaként akt́ıvan hozzájárult a
rendezvény sikeréhez.
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Életútja

Dózsa Tamás Gábor programtervező informatikus BSc és MSc diplomáját egy-
aránt az Eötvös Loránd Tudományegyetem Informatikai Karán (ELTE IK) sze-
rezte, 2017-ben, illetve 2020-ban. Doktori tanulmányait ugyanitt, az ELTE IK
Doktori Iskolájában folytatta. 2021 és 2024 között NVKDP Ösztönd́ıjban része-
sült, amelynek keretében az ELTE IK Numerikus Anaĺızis Tanszék és a HUN-
REN SZTAKI Rendszer- és Iránýıtáselméleti Kutatólaboratóriumában dolgozott.
Tanszéki témavezetője Dr. Kovács Péter, vállalati szakértője és társ-témavezetője
Dr. Soumelidis Alexandros volt. Az ösztönd́ıj ideje alatt tudományos segédmun-
katársi beosztásban tevékenykedett, majd 2024 szeptemberétől a SZTAKI főállású
munkatársa lett, emellett az ELTE IK Numerikus Anaĺızis Tanszékének félállású
oktatója. PhD értekezését 2025 februárjában summa cum laude minőśıtéssel védte
meg.

Oktatói pályafutása során akt́ıvan részt vett az ELTE IK Numerikus Anaĺızis
Tanszékének oktatási tevékenységében, több hallgatója sikeresen szerepelt a kari
és országos Tudományos Diákköri Konferenciákon.

Kutatási területe modellvezérelt gépi tanulási algoritmusok konstrukciója,
amely a mesterséges intelligencia (MI) egy dinamikusan fejlődő ága. Ennek kereté-
ben a matematikai modellezés és az MI adatvezérelt szemléletének kombinálásával
paraméterezett ortogonális transzformációkat – például projekciókat – éṕıt be gépi
tanulási algoritmusokba. Nemzetközi együttműködésekben is akt́ıvan részt vesz,
kiemelendő a linzi Johannes Kepler Egyetemi Kórházzal közös projekt, melyben
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EEG-jelek vizuálisan gerjesztett potenciáljainak reprezentációját és osztályozását
vizsgálja. Ipari kapcsolatai révén a belgiumi Siemens Digital Industries Software
kutatóival közösen publikált egy szenzormeghibásodás detektálásával foglalkozó
tanulmányt.

A SZTAKI Rendszer- és Iránýıtáselméleti Kutatólaboratóriumában fizikai
jelenségek elemzését és döntéshozatali folyamatok támogatását lehetővé tevő
modellek fejlesztését végzi. A kutatásai során kidolgozott paraméterbecslési mód-
szerek egyszerűśıtik az iránýıtási rendszerek tervezését és megvalóśıtását. Különös
figyelmet ford́ıt az adatvezérelt módszerek alkalmazására, melyek akkor válnak
különösen fontossá, ha a hagyományos, analitikus megközeĺıtés a vizsgált rend-
szerek összetettsége miatt nem nyújt kieléǵıtő megoldást. Kutatásai az autonóm
járműiránýıtás területére is kiterjednek, különös tekintettel a járműfedélzeti rend-
szerekben alkalmazható hatékony detektálási és döntéshozatali algoritmusok fej-
lesztésére.

Új tudományos eredményei között szerepel a kerékszenzoros méréseken ala-
puló út-t́ıpus meghatározás. További kutatásai a talpponti kerékerők becslésére
és a tapadási tényező meghatározására irányulnak, például a megcsúszás korai
detektálására. Kidolgozott egy új racionális Gauss wavelet transzformációt. En-
nek alapján a mérésekhez igaźıtott olyan idő-frekvencia felbontások álĺıthatók elő,
melyek együtt tańıthatók mesterséges neurális hálózatokkal. A módszer a jár-
művekhez kapcsolódó detektálási problémák megoldása mellett számos területen
alkalmazható. A jármű-iránýıtáshoz kapcsolódó kutatásokban a Széchenyi Egye-
tem Járműipari Kutatóközpontjával is együttműködik. Az autonóm járműveken
végzett méréseire támaszkodó kutatások egyik alapját egy rendszer-póluskeresési
módszer adja, mely lehetőséget biztośıt lineáris dinamikus rendszerek nem-
paraméteres identifikációjára.
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Életútja

Regős Krisztina 1998-ban született, 2016-ban érettségizett a szegedi Radnóti
Miklós Gimnázium speciális matematika tagozatán. Tanulmányai során számos or-
szágos matematikaversenyen ért el kimagasló eredményeket. 2016-tól a Budapesti
Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem (BME) Éṕıtészmérnöki Karán folytatta
tanulmányait.

Egyetemi évei alatt jelent meg első három, társszerzős folyóiratcikke és első
ismeretterjesztő cikke, szintén társszerzőkkel. Egyik publikációja radikálisan új,
algoritmikus megközeĺıtést ḱınált egy John Horton Conway nevéhez fűződő, több
mint hatvan éve felvetett, azóta is nagyrészt nyitott kérdésre. A kutatás célja
annak meghatározása volt, hogy egy monostatikus – egyetlen stabil vagy instabil
egyensúllyal rendelkező – konvex poliédernek legalább hány lapja, csúcsa és éle
lehet. Az első cikk eredményeire éṕıtve egy évvel később sikerült áttörést elérni,
és először kiszámı́tani a minimális értéket egy speciális tömegeloszlás esetén.

2022-ben kitűnő eredménnyel védte meg diplomamunkáját, melyben a térki-
töltő mintázatokat, mint természeti jelenségek matematikai modelljeit vizsgálta.
Ugyanebben az évben felvételt nyert a BME Csonka Pál Doktori Iskolájába, ahol
Domokos Gábor vezetésével folytatja kutatásait. Diplomamunkájának témáját
továbbfejlesztve, 2023-ban vezető szerzőként jegyzett egy cikket, amely új geomet-
riai modellt mutatott be szupramolekuláris mintázatok léırására. A publikáció
a rangos Proceedings of the National Academy of Sciences of the United States
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of America folyóiratban jelent meg, társszerzői között szerepel K. S. Novoselov
Nobel-d́ıjas fizikus is.

Szintén 2023-ban társszerzőként közreműködött egy, a térkitöltő mintázatok
időbeli fejlődését vizsgáló tanulmányban, amely a matematikai fizika eszköztárára
épül. Ezt követően egy újfajta térkitöltési osztállyal, az úgynevezett lágy mintá-
zatokkal kezdett foglalkozni, amelyek minimális éles sarokkal rendelkeznek. Erről
szóló publikációja – melyben meghatározó szerzőként szerepel – 2024 szeptembe-
rében jelent meg, és kiemelkedő nemzetközi figyelmet kapott. A Nature magazin
három napon át vezető h́ırként számolt be róla, emellett felfigyelt rá a Harvard
Egyetem matematikai tanszéke és a torontói Fields Intézet is.

Tudományos munkája mellett kiemelt figyelmet ford́ıt az ismeretterjesztésre.
2023-ban a BJMT által szervezett 62. Rátz László Vándorgyűlés egyik kiemelt
előadója volt, azóta rendszeresen tart népszerűśıtő előadásokat gimnáziumokban
és középiskolai matematikatáborokban. 2022-ben előadott a Rényi Intézet Lányok
Napja rendezvényén. A HUN-REN-BME Morfodinamika Kutatócsoport tagja,
akt́ıv szerepet vállal a csoport közös programjainak szervezésében. Megh́ıvott
előadóként szerepelt több neves egyetem, köztük a University of Bern, a University
of Pennsylvania és a National University of Singapore szemináriumain.

Tudományos munkásságát számos ösztönd́ıjjal és elismeréssel jutalmazták.
2019-ben Strommer Gyula Ösztönd́ıjban, 2021-ben Ifjúsági Gábor Dénes Ösz-
tönd́ıjban, részesült, diplomamunkáját a BME Éṕıtészmérnöki Kara Hauszmann-
d́ıjjal tüntette ki. 2022 óta folyamatosan elnyerte az NKFIH ÚNKP ösztönd́ıját,
2023-tól pedig a Doktori Kiválósági Ösztönd́ıj támogatását élvezi. Tudományos
kutatásait 2022 óta az Albrecht Science Fellowship seǵıtségével végzi.
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[1] Bozóki, S., Domokos, G., Kovács, F. és Regős, K.: Mono-unstable polyhedra with point
masses have at least 8 vertices, International Journal of Solids and Structures, Vol. 234-235,
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A FARKAS GYULA EMLÉKDÍJ 2024. ÉVI DÍJAZOTTJA:

TEKELI TAMÁS

Életútja

Tekeli Tamás 1993-ban született. A Szegedi Tudományegyetemen matemati-
kából szerezte BSc és MSc diplomáját, majd 2023-ban ugyanitt védte meg doktori
disszertációját. Tudományos munkásságát kezdettől fogva Röst Gergely iránýıtot-
ta, témavezetője volt szakdolgozatának, diplomamunkájának, doktori értekezésé-
nek és OTDK-dolgozatának is, mellyel második d́ıjat nyert az Országos Tudomá-
nyos Diákköri Konferencián. Három alkalommal részesült az Új Nemzeti Kiválóság
Program ösztönd́ıjában. Tudományos pályáját a dinamikai rendszerek területén
kezdte, szakdolgozatában a Bendixson-kritérium egy következményét vizsgálta.
Később érdeklődése a járványterjedés matematikai modellezése felé fordult, amely
azóta is fő kutatási területe. Jelenleg az olaszországi Trentóban dolgozik posztdok-
tori kutatóként Andrea Pugliese professzor csoportjában, aki korábban az Európai
Matematikai és Elméleti Biológiai Társulat elnöke volt.

Első tudományos publikációja Dénes Attila vezetésével született és a
Scientific Reports folyóiratban jelent meg. Ebben társszerzőivel együtt egy olyan
szezonális modellt dolgozott ki a Zika-láz terjedésére, amely magyarázatot adott az
egyes latin-amerikai országokban megfigyelt eltérő járványdinamikai mintázatokra.
Röst Gergellyel közös első kutatása egy olyan SIS t́ıpusú járványmodellt vizsgált,
amelyben a fertőzöttek egy lineáris láncon keresztül haladnak végig, modellezve
a fertőzés stádiumait. Megmutatta, hogy az endemikus egyensúly – amennyiben
létezik – mindig stabil, ha a lánc legfeljebb három lépésből áll. Négy vagy több
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lépés esetén azonban egyaránt előfordulhat stabil és instabil egyensúly, és tetszőle-
gesen hosszú láncokra konkrét példákat is konstruált. Ezzel általánośıtotta számos
korábbi SIS modell eredményeit, valamint kijav́ıtott egy korábban hibás következ-
tetést az irodalomban.

2020-ban csatlakozott a Röst Gergely vezette COVID-19 Epidemiológiai és
Modellezési Projekthez, amely a pandémia során a döntéshozók egyik legfonto-
sabb tudományos tanácsadó testülete lett. Számı́tásai hozzájárultak több jelentős
döntés meghozatalához a járvány kritikus szakaszaiban. A témában két kiemel-
kedően idézett publikáció társszerzője: az egyik a globális terjedési kockázatokat
vizsgálta és több mint 400 hivatkozással b́ır, a másik a magyarországi helyzetet
elemezte és 70 hivatkozást kapott.

Doktori értekezésének egyik központi témája a tesztelési stratégiák optimalizá-
lása volt. Társszerzőivel igazolta, hogy a csoportos tesztelés hatékonysága jelen-
tősen jav́ıtható, ha a csoportméretet folyamatosan a járvány aktuális prevalenci-
ájához igaźıtják. Legfrissebb kutatási eredményeit a dániai Pandemix csoporttal
együttműködve publikálta: Dánia és Magyarország járványkezelési stratégiáját
hasonĺıtották össze, ráviláǵıtva a tesztelési gyakoriság és a megfigyelhető járvány-
görbe közötti nem-triviális összefüggésekre.

Tekeli Tamás akt́ıv szerepet vállal az alkalmazott matematika népszerűśıtésé-
ben. A Zika-láz terjedéséről szóló tanulmányát a média széles körben ismertette,
a COVID-19 modellezés kapcsán is több ismeretterjesztő cikket publikált, például
az Érintő folyóiratban. Számos tudományos konferencia és rendezvény szervezésé-
ben vett részt, többek között a QTDE és CSM konferenciákon, az ECMI európai
modellezési héten, a 2019-es BIOMAT konferencián, valamint a 2024-es Bolyai
Társulat Alkalmazott Matematikai Konferenciáján.

A d́ıjazott öt legfontosabb publikációja
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the number of stages, Applied Mathematics and Computation, Vol. 380, Article No. 125259
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VARGA KITTI KATALIN

Életútja

Varga Kitti Katalin 1990-ben született Szombathelyen, ahol a Premontrei
Rendi Szent Norbert Gimnáziumban érettségizett. Egyetemi tanulmányait a
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetemen (BME) végezte, 2015-ben
szerzett matematikus mesterfokozatot. Ezt követően ugyanitt folytatta doktori
tanulmányait Katona Gyula Y. témavezetésével, PhD fokozatát 2021-ben szerezte
meg.

Fiatal kutatói ösztönd́ıjasként dolgozott a Rényi Alfréd Matematikai Kutató-
intézetben, emellett tagja a HUN-REN-ELTE Egerváry Kutatócsoportnak és az
MTA-ELTE Momentum Matroid Optimization Kutatócsoportnak. 2024 szeptem-
bere óta a BME Villamosmérnöki és Informatikai Karának Számı́tástudományi és
Információelméleti Tanszékén főállású adjunktusként oktat. Több mint egy év-
tizede tańıt kiemelkedő sźınvonalon, amelyet a Kar Kiváló Fiatal Oktatója d́ıjjal
ismert el – ráadásul két alkalommal (2019, 2023), ami egyedülálló a d́ıj történeté-
ben.

Kutatómunkájának egyik központi témája a minimálisan sźıvós gráfok vizsgá-
lata. A t-sźıvós gráf összefüggősége egy adott t paraméterrel mérhető. Egy gráf
minimálisan t-sźıvós, ha sźıvóssági értéke t, de bármely élének elhagyásával ez az
érték csökken. A fogalom a gráfok ellenállóképességének vizsgálatához kapcsoló-
dik, fő alkalmazási területe a hálózatok megb́ızhatósága.

E témában négy, társszerzőkkel közösen ı́rt folyóiratcikke jelent meg. Igazol-
ták, hogy minden n csúcsú minimálisan 1-sźıvós gráf minimális foka legfeljebb
n/3 + 1. Egy másik eredményük szerint a minimálisan t-sźıvós gráfok eldöntési

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)



30
A FARKAS GYULA EMLÉKDÍJ 2024. ÉVI DÍJAZOTTJA:

VARGA KITTI KATALIN

problémája tetszőleges t esetén DP-teljes. Vizsgálták e gráfok létezésének kér-
dését is különböző gráfosztályokban, például merev-körű, split, karommentes és
2K2-mentes gráfokban.

Másik kiemelt kutatási területe inverz optimalizálási problémák vizsgálata.
Ezekben adott egy lehetséges megoldás, egy lineáris költségfüggvény és egy be-
meneti megoldás, a cél pedig a bemeneti megoldás optimalitásának elérése a költ-
ségfüggvény lehető legkisebb változtatása mellett. Társszerzőivel egy új inverz op-
timalizálási problémakört vezetett be, amelyben k darab költségfüggvény adott,
és ezeket egyetlen vektorral kell módośıtani úgy, hogy a bemeneti megoldás mind-
egyik függvény szerint optimális legyen. Három alapvető kombinatorikus opti-
malizálási feladatra összpontośıtottak: az inverz legrövidebb út, az inverz teljes
párośıtás páros gráfokban, valamint az inverz fenyőprobléma. Lineáris programo-
zási módszerekkel min-max karakterizációkat adtak az optimális eltéŕıtési vektor
normájára. A cikk a Discrete Applied Mathematics folyóiratban jelent meg.

Publikációs tevékenységét 11 impakt faktoros folyóiratcikk és 5 konferencia-
kiadvány fémjelzi. Széleskörű kutatásai a kombinatorika és a számı́tástudomány
különböző területeit ölelik fel, munkáinak jelentős része az alkalmazott matemati-
kához kapcsolódik.

A d́ıjazott öt legfontosabb publikációja
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GERENCSÉR BALÁZS

Az MTA III. Matematikai Tudományok Osztálya 2022-ben Gerencsér Balázs-
nak ı́télte oda a Gyires Béla-d́ıjat az alkalmazott valósźınűségszámı́tásban, ı́gy a
konszenzuskereső algoritmusok vizsgálatában elért eredményeiért.

Gerencsér Balázs 2002-ben érettségizett a Budapesti Fazekas Mihály Gimnázi-
umban, majd tanulmányait az ELTE matematikus szakán végezte, Köztársasági
Ösztönd́ıjjal. Az ELTE Kiváló Hallgatója ćımet 2006-ban nyerte el. Tusnády
Gábor témavezetésével PhD fokozatot szerzett 2013-ban, szintén az ELTE-n, köz-
ben egy évig Fulbright Ösztönd́ıjjal John Tsitsiklis professzornál tanult at MIT-n.
2014-ben Farkas Gyula Emlékd́ıjat kapott.

2011 óta a Rényi Intézetben dolgozik, 2013–2015 között a Leuveni Katoli-
kus Egyetemen volt posztdoktori állásban. Bolyai ösztönd́ıjban részesült 2020–
2023 között. Több kutatási pályázat nyertese: 2016–2019 NKFIH Posztdoktori
Ösztönd́ıjat, 2020-ban Fiatal Kutatói OTKA pályázatot, végül a 2021–2026 idő-
szakra

”
Élvonal” kutatási pályázatot nyert. 2016 óta az ELTE TTK-n tańıt, a

Valósźınűségelmélet és Statisztika Tanszéken.
Gerencsér Balázsnak 2022-ig 18 matematikai cikke jelent meg nemzetközi

folyóiratokban, továbbá hat cikke orvosi alkalmazásokról. Számos konferencián
és több külföldi egyetem szemináriumán adott elő.

Kutatási területe elsősorban az alkalmazott valósźınűségszámı́tás. Három fő té-
mája: a konszenzuskereső algoritmusok viselkedésének vizsgálata; a Markov folya-
matok keverési idejének jav́ıtása; valamint a véges matematika egy régóta kutatott
problémája olyan pontrendszerekről, melyek által alkotott szakaszok hegyesszöge-
ket zárnak be.
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Az első téma lényege az, hogy miként lehet egy (óriási) hálózat működését
összehangolni abban az esetben, ha a hálózat elemei csak a hozzájuk legközelebbi
elemekkel tudnak kommunikálni. Gerencsér Balázs ezen a területen jelentős új
eredményeket ért el.

A második téma olyan algoritmusokkal foglalkozik, melyek célja egy egyen-
súlyi állapot minél gyorsabb megtalálása. Az ilyen eljárások gyorśıtása, illetve
a megfelelő állapot elérésének lépésszámára vonatkozó becslések akt́ıvan kutatott
területek, melyekhez szintén szép eredményekkel járult hozzá.

A harmadik témában az eddigieknél sokkal erősebb, az optimálishoz közeli
konstrukciót hoztak létre Harangi Viktorral, amelyért 2020-ban a Paul R. Halmos–
Lester R. Ford Award d́ıjat kaptak a

”
Mathematical Association of America”-tól.

Több területen is jelentős alkalmazási gyakorlattal gazdaǵıtotta tudását: orvosi
cikkekben működött közre, illetve a Morgan Stanley-ben is dolgozott gyakornok-
ként 2006-ban ill. 2007-ben, tapasztalatokat szerezve a pénzügy területéről.
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FERENCI TAMÁS

Az MTA III. Matematikai Tudományok Osztálya 2024-ben Ferenci Tamásnak
ı́télte oda a Gyires Béla-d́ıjat a biostatisztikában, azon belül különösen az orvosi
statisztikai kutatások kritikus értékelése területén szerzett eredményeiért.

Életútja

Ferenci Tamás 1985-ben született. Az MTA Operációkutatási Bizottsághoz tar-
tozó köztestület tagja, az Óbudai Egyetem (ÓE) és a Budapesti Corvinus Egyetem
(BCE) egyetemi docense. Széles látókörű, kiváló felkészültségű kutató és oktató,
aki egy komplex területen folytatott eredményes kutatásait többirányú egyetemi
tanulmányaival alapozta meg. Kitüntetéses egyetemi diplomát szerzett a Buda-
pesti Műszaki és Gazságtudományi Egyetem (BME) mérnök-informatikus (2009),
alkalmazott matematikus (2013), egészségügyi (orvosbiológiai) mérnök (2010) sza-
kán, emellett elvégezte a BCE logisztikai menedzsment (2013), illetve gazdálkodás
és menedzsment (2010) szakát. 2013-ban szerezte PhD fokozatát, 2019-ben habi-
litált.

Ferenci Tamás kutatási eredményeit elsősorban biostatisztikai (orvosi statiszti-
kai) területen, azon belül különösen az orvosi statisztikai kutatások kritikus érté-
kelése területén érte el. A problémák vizsgálata összetett statisztikai kutatásokat
követel meg az informatikai eszközök magas szintű használatával együtt. A fel-
használt biostatisztikai, modellezési és informatikai eszközök alkalmazásával hazai
és külföldi kutatókkal együtt elért és publikált eredményei magasan jegyzett nem-
zetközi folyóiratokban jelentek meg. Az MTMT-ben szereplő 238 közleményből
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tudományos besorolású publikációinak száma 99, melyek közül a lektorált folyó-
iratcikkeinek száma, független hivatkozásainak száma 688, Hirsch indexe 18.

Kutatásainak egyik fő iránya az alsó végtagi érbetegségek, különösen az ezek
miatt szükségessé váló amputációk epidemiológiájának vizsgálata egy újszerű adat-
forrás, adminisztrat́ıv/finansźırozási adatok alapján. A módszer lényege, hogy az
egészségbiztośıtóhoz alapvetően biztośıtási céllal beküldött jelentések tartalmát
használják fel epidemiológiai kérdések, például a kockázati csoportok, időbeli vagy
térbeli mintázatok vizsgálatához. Ezek a jelentések szükségképpen korlátozott
adattartalmúak, viszont ı́gy sokkal nagyobb mintanagyság és utánkövetési idő ér-
hető el, mint más eszközökkel. Kutatótársaival, Kolossváry Endrével és Kováts
Tamással együtt az országban az elsők között kezdte vizsgálni az ilyen adatok fel-
használási lehetőségeit, részt vett a szükséges módszertan kidolgozásában, és az
elmúlt években számos, nemzetközileg jegyzett eredményt ért el ezen a területen.

Ferenci Tamás a Járványmatematikai Modellező és Epidemiológiai Munkacso-
port tagjaként bekapcsolódott a koronav́ırus-járvány elleni védekezésbe. Itteni
munkájának egyik fontos elemét képezte a többlethalálozás számı́tása, mely a jár-
vány alatt a közbeszédben is nagy hangsúllyal jelent meg. Azon túl, hogy gyakran
jelentkezett a témában magyarázó, ismeretterjesztő ı́rásokkal, alapkutatást is vég-
zett az optimális számı́tási módszer meghatározása érdekében.

Több klinikai biostatisztikai kutatásban vett részt, a legváltozatosabb témák-
ban. Ezek közül kiemelkedik a kardiológia, amely területen az utóbbi években
számos rangos közlemény társszerzője.

Meg kell emĺıteni a jelentős statisztikai tananyagfejlesztési tevékenységét, va-
lamint a szakterülethez kapcsolódó ismeretterjesztő tevékenységét is (orvosok és
a nagyközönség számára), utóbbit többek között 17 folyóiratcikk és két könyv
jelzi. Kiemelkedő szakmai eredményeit és tevékenységét több d́ıjjal ismerték el:
Nyerges Gábor Dı́j (2013), Markusovszky Lajos-d́ıj (2017, 2021), Kemény János-
d́ıj (2017). Tagja az International Society for Clinical Biostatisticsnek, a magyar
Klinikai Biostatisztikai Társaságnak, a Magyar Statisztikai Társaságnak, a Magyar
Diabetes Társaságnak és a Magyar Kardiológusok Társaságának.
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A Magyar Operációkutatási Társaság (MOT) Balas Egon (1922–2019) emléke
előtt tisztelegve 2023-ban d́ıjat alaṕıtott fiatal kutatók kiemelkedő operációkuta-
tási eredményeinek elismerésére. A d́ıjat minden évben egy fiatal kutató nyerheti
el egy olyan, az előző évben megjelent cikkel, melynek a pályázó vagy egyedüli
szerzője, vagy többszerzős cikk esetén saját hozzájárulása elkülöńıthető és önma-
gában értékelhető. A pályázatot a MOT elnöksége b́ırálja el, fenntartva a jogot
külső szakértő(k) bevonására. A d́ıjazott pénzjutalomban és oklevélben részesül.

A d́ıjat első alkalommal, 2024-ben, Györgyi Péter kapta.

A d́ıjazott

Györgyi Péter 2013-ban végzett az Eötvös Loránd Tudományegyetem (ELTE)
alkalmazott matematika szakán. Ugyanebben az évben itt kezdte PhD tanulmá-
nyait Kis Tamás témavezetésével, értekezését 2018-ban summa cum laude minőśı-
téssel védte meg.

2014 óta a Számı́tástechnikai és Automatizálási Kutatóintézet (SZTAKI) mun-
katársa. Fő kutatási területe az ütemezéselmélet, de járműiránýıtási feladatokkal
is foglalkozik. Korábban elnyerte az Magyar Tudományos Akadémia (MTA) Aka-
démiai ifjúsági Dı́ját és Bolyai János Kutatási Ösztönd́ıját, illetve a Bolyai János
Matematikai Társulat (BJMT) Farkas Gyula Emlékd́ıját.
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A pályamű tudományos jelentősége

Fisher, D. és Györgyi, P.: Approximation algorithms for coupled task sche-
duling minimizing the sum of completion times, Annals of Operations Research,
Vol. 328 No. 2, pp. 1387–1408 (2023). DOI: 10.1007/s10479-023-05322-5

A páros munkák ütemezési problémája közel 50 éves feladat. A probléma két,
adott hosszúságú feladatból álló munka ütemezése egy gépen úgy, hogy egyrészt a
gép ne kapjon egyszerre két feladatot, másrészt az ugyanazon munkához tartozó
feladatok között meghatározott követési idő teljesüljön (ezen feladatok sorrendje
is kötött). A problémának számos gyakorlati alkalmazása van: eredetileg radar-
rendszereknél merült fel, ahol a hullámok kibocsátása után adott idővel érzékelni
kell a visszaverődő jeleket. Egy másik fontos alkalmazási terület a kémia, ahol kü-
lönféle reakciók lejátszódásához előre ismert időnek kell eltelnie, mı́g ezen reakciók
megfelelő előkésźıtést és utómunkát igényelnek.

Egészen a legutóbbi évekig a cikkek többsége a legkésőbbi befejezési idő mini-
malizálásával foglalkozott. Számos tanulmány javasolt különböző approximációs
algoritmusokat, a témakör több eredménye magyar kutatókhoz (Békési József,
Dósa György, Galambos Gábor) kötődik. A probléma iránti érdeklődés az elmúlt
néhány évben jelentősen megnőtt, a kutatás egyre inkább bonyolultabb, de álta-
lában nagyobb gyakorlati jelentőséggel b́ıró célfüggvények vizsgálata felé fordult.

A befejezési idők összegének minimalizálási feladatát először egy 2021-ben meg-
jelent cikk vizsgálta, a legfontosabb variánsok bonyolultságának bemutatásával.
Ezen eredményeket bőv́ıti a pályamű 3. fejezete. Erre a célfüggvényre korábban
nem született approximációs módszer.

A pályázatban elvárt saját hozzájárulást a cikk 4. fejezete adja. Ez approxi-
mációs algoritmusokat mutat be olyan NP-nehéz variánsokra, ahol a célfüggvény
a befejezési idők összegének minimalizálása. A fejezetben bemutatott algoritmu-
sok mindegyike O(n log n) futási idejű (n a munkák száma), ennek köszönhetően
a gyakorlatban is jól alkalmazhatók. Noha a bemutatott algoritmusok viszony-
lag egyszerűek, az approximációs hányadosok bizonýıtása érdekében több esetben
számos apró trükkre, kifinomult technikákra volt szükség.

Az elért eredményeket a cikk 2. ábrája foglalja össze. Három variáns esetén
sikerült 3/2-approximációt igazolni, további három esetén 2-approximációt, mı́g
két, meglehetősen általános variáns esetén 3-approximáció került bizonýıtásra.
Több esetben alsó korlátokat is sikerült találni az algoritmusok approximációs
hányadosára.

A bizonýıtások nehézségét elsősorban az optimális megoldások ismeretének hiá-
nya okozza: számos példa bizonýıtja, hogy a feladatpéldányok közötti egészen apró
eltérések is jelentősen meg tudják változtatni az optimális megoldás szerkezetét és
a célfüggvény értékét. Egyes esetekben a bizonýıtás néhány egyszerű észrevétel
ügyes kombinálásával kijött, azonban több esetben ezek nem vezettek eredményre.
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Külön kiemelendő a 8. tételben bizonýıtott 3/2-approximáció, ahol a bizonýıtás
egy messze nem nyilvánvaló esetvizsgálaton túl az egyes esetek ügyes számolá-
sokkal való kezelését igényelte. A bizonýıtásokban számos, korábban máshol nem
alkalmazott trükkre volt szükség az approximációs hányados igazolása érdekében.

A társszerző, David Fischer a közös munka indulásakor kezdte meg a PhD
képzését Hamburgban. Ez volt az első, folyóiratban megjelent cikke.
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FOLYTONOS ÁLTALÁNOSÍTOTT JÁTÉKOK

BALOG IMRE ÉS PINTÉR MIKLÓS

Cikkünkben véges sztochasztikus játékokkal foglalkozunk. Az alapfogal-
mak bevezetése és egy rövid matematikai áttekintés után a véges sztochasz-
tikus játékok egyensúlyának létezését vizsgáljuk.

Célunk, hogy egy új fogalom – a folytonos általánośıtott játék – seǵıt-
ségével egy, a korábbiaktól eltérő bizonýıtást adjunk a véges általánośıtott
diszkontált sztochasztikus játékok egyensúlyának létezésére. Bizonýıtásunk-
ban megmutatjuk, hogy minden emĺıtett sztochasztikus játék ún. folytonos
általánośıtott játék. A folytonos általánośıtott játékokról pedig megmutat-
juk, hogy van egyensúlyuk.

Továbbá, az egyik klasszikus sztochasztikus játék, a Big Match példáján
keresztül szemléltetjük, hogy amennyiben a játékosok kifizetései az általáno-
śıtott diszkontálás helyett a hosszú távú átlagos kifizetéssel adottak, akkor
a véges sztochasztikus játék már nem feltétlenül tartozik a folytonos álta-
lánośıtott játékok osztályába, sőt a Big Match esetében jól ismerten, nincs
egyensúlya sem.

1. Bevezetés

A sztochasztikus játék [25] egy olyan matematikai modell, ami több szereplő
több időszakon keresztüli viselkedését ı́rja le dinamikusan változó döntési környe-
zetben. Shapley [25] röviden úgy ı́rta le a sztochasztikus játékot, mint ami poźı-
cióról poźıcióra halad előre egy olyan átmenetszabály szerint, amelyet (az adott
poźıció és) a játékosok cselekedetei kontrollálnak. Shapley [25] nyelvezetében tehát
a poźıció nem más, mint az az állapot, amelyben a játékosok döntenek. A szto-
chasztikus játék dinamikus jellege pedig vonzó tulajdonságnak bizonyult a későb-
biekben a különféle alkalmazási lehetőségek tekintetében, például: fegyverkezési
verseny [37], adózás [24] vagy halászati háborúk [15].

Egy sztochasztikus játékra tekinthetünk tehát úgy, mint ami kiterjeszti a von
Neumann [35] által bevezetett játékok osztályát, hiszen a sztochasztikus játék több
időszakon ı́vel át. Emellett általánośıtja a Blackwell [3] által elsőként vizsgált
Markov-döntési problémákat (MDP), hiszen több játékos szerepel benne.

A fenti két általánośıtás miatt úgy tűnik, hogy a sztochasztikus játék egy
összetett fogalom. Ezt támasztja alá az is, hogy a sztochasztikus játékokban a
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játékosoknak két, akár egymással szemben álló célja van. Először is természe-
tesen minden játékos döntését befolyásolja, hogy az adott állapotban mi lesz az
aktuális kifizetése. Másodszor az adott állapot és az abban meghozott döntései a
játékosoknak befolyásolni fogják a jövőbeli kifizetéseket. Emiatt a játékosoknak a
döntéshozatalkor mindkét következmény szempontjából kell mérlegelni a lehetősé-
geket. Habár ez a kettősség megjelenik az MDP-nél is, a sztochasztikus játékoknál
nem feltétlenül egyetlen szereplő viselkedését vizsgáljuk, ami bonyolultabbá teszi
az elemzést.

Shapley [25] olyan sztochasztikus játékokat elemzett, amelyekben az elnyelé-
seknek pozit́ıv a valósźınűsége, azaz a sztochasztikus játék egy adott állapot elérése
után abban az állapotban marad örökre.1

A sztochasztikus játékok elemzése során fontos szerepet játszik a játéktörténet,
amely az állapotok és a hozzá tartozó akcióprofilok rendezett együttese aszerint,
hogy a sztochasztikus játékban mi is ment végbe az adott játékkörig. A játék-
történetek seǵıtségével a játékosok stratégiáját is definiálni tudjuk, mégpedig a
stratégia ı́rja elő a játékos számára a követendő akciót annak tükrében, hogy mi a
játéktörténet.

A zérus összegű játékoknál speciális fogalom a játék értéke. Egy valós szám
egy zérus összegű véges sztochasztikus játék értéke, ha

– a sorjátékosnak létezik olyan stratégiája, amely minden esetben biztośıtja
számára, hogy a sztochasztikus játék során létrejövő várható teljes jutalma
nem süllyed az érték alá,

– valamint az oszlopjátékosnak létezik olyan stratégiája, amely minden esetben
biztośıtja számára, hogy a sztochasztikus játék során létrejövő várható teljes
jutalma nem süllyed az érték ellentettje alá.

Shapley [25] megmutatta, hogy egy zérus összegű sztochasztikus játéknak léte-
zik értéke, ha a játékosok diszkontálást használnak (véges diszkontált sztochaszti-
kus játék). Emellett Shapley [25] azt is belátta, hogy a játék értékét karakterizálni
is lehet úgy mint egy nemlineáris operátor fixpontja.

A véges nemdiszkontált zérus összegű sztochasztikus játékosztályra Mertens és
Neyman [19, 20] eredménye a következő: minden ε > 0 esetén létezik ε-optimális
stratégia.

Shapley [25] másik eredménye – a sztochasztikus játékokat meghatározó para-
méterek időfüggetlenségét kihasználva –, hogy az általa vizsgált esetben a játéko-
soknak létezik olyan optimális stratégiája, amely stacionárius, azaz csak az adott
állapottól függ.

1Vizsgálata során fontos feltételeket alkalmazott, amelyeket a cikkben is alkalmazni fogunk:
az állapotok, a játékosok és az akciók halmazok végessége. Ezenḱıvül a játék zérus összegű
volt, azaz olyan kétszemélyes sztochasztikus játék, amelyben az első játékos nyeresége a második
játékos vesztesége.
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A többszemélyes diszkontált sztochasztikus játékok esetében a stacionárius
Nash-egyensúly létezését látta be véges sok állapot mellett Fink [6], Takahashi
[31], illetve végtelen sok állapot és néhány megszoŕıtás mellett Maitra and Partha-
sarathy [18]. Azonban a szakirodalomban találhatunk arra példát, hogy általános
keretek között a stacionárius Nash-egyensúly létezése egyáltalán nem biztośıtott,
sőt még stacionárius ε-Nash–egyensúly sincs elég kicsi ε értékre [16, 17]. A teljesség
igénye nélkül megemĺıtjük, hogy a diszkontált sztochasztikus játékok stacionárius
egyensúlyának létezéséről átfogóbb képet ad Solan [28] és Levy [16].

A sztochasztikus játékok vizsgálatának egy másik lehetséges iránya az úgyneve-
zett egyenletes megoldás módszerének használata, amelyet olyan végtelen hosszú
sztochasztikus játékokra alkalmazhatunk, ahol minden körben kapnak a játéko-
sok kifizetést. Ez az eljárás egy végtelen hosszú játékra hosszú távú interakciók
modellezési lehetőségeként tekint, ahol szinte semmilyen értéke sincs az időnek (a
diszkontfaktor közel van 1-hez) és/vagy a játék kellő mértékben hosszú – és ezek
közül egyik sem ismert teljes mértékben. Ekkor az a cél, hogy az eredményként
előálló, bizonyos optimalitási tulajdonságokkal rendelkező megoldások ne legye-
nek érzékenyek a játék időbeli lefolyásának hosszára vagy éppen a diszkontfaktor
változására.

Egy zérus összegű sztochasztikus játéknak ν az egyenletes értéke, ha

– a T -hosszúságú játékban átlagolás útján létrejövő νT érték konvergál a ν
értékhez, midőn T tart a végtelenhez,

– és minden ε > 0 esetén minden játékosnak van olyan stratégiája, ami az
összes T -hosszúságú játékban ε-optimális, amennyiben T elég nagy.

Bewley és Kohlberg [2] bebizonýıtotta, hogy minden véges zérus összegű szto-
chasztikus játékban a νT értékek konvergálnak abban az esetben, ha T növekszik.
Mertens és Neyman [19, 20] eredménye az, hogy minden véges zérus összegű szto-
chasztikus játéknak van egyenletes értéke.

A nemzérus összegű játékok szakirodalma természeténél fogva sokkal szerte-
ágazóbb, és ez a terület az utolsó három évtizedben intenźıven kutatott. A játék
jellegének eme apró módośıtása számos ponton utolérhető, mint például egy egyen-
súly egyenletes ε-egyensúly, ha egyetlenegy játékos sem tud az egyensúlytól eltérve
ε mennyiségnél többet profitálni – feltéve, hogy a játék megfelelően hosszú, vagy
a diszkontfaktor közel van 1-hez, és emellett a kifizetési vektor majdnem függet-
len a játék hosszától. A témakörben néhány eredmény született az egyenletes
ε-egyensúly létezésére: kétszemélyes játék esetén Vieille [33, 34]; háromszemélyes
játék esetén Solan [27], ahol az állapot legfeljebb egyszer változik; illetve más
sztochasztikus játékokra Solan és Vieille [29], Flesch és mások [8] és Simon [26]
cikkei.

A cikkünkben vizsgált sztochasztikus játék diszkrét időben zajlik véges sok
állapottal, játékossal és akcióval. Amint már korábban emĺıtettük, egy sztochasz-
tikus játékban a játékosoknak két – egymástól nem feltétlenül független – célja
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van. Az egyik az, hogy a sztochasztikus játékban keletkező hosszú távú kifizetésü-
ket valamilyen szokásos értékelés alapján (például jelenérték számı́tás) növeljék. A
másik cél pedig az, hogy az adott időszakban a kifizetésük legyen minél magasabb.
Ez a kettősség teszi a sztochasztikus játékok elemzését érdekessé és nehézzé.

Munkánk célja, hogy a Fink [6], Maitra és Parthasarathy [18] Takahashi [31],
eredményekhez hasonló módon, azaz fixponttételt használva, bizonýıtsuk, hogy
minden véges diszkontált sztochasztikus játéknak (azaz, ahol diszkontált kifizetés
van) van Nash-egyensúlya.

Megközeĺıtésünk egy új fogalom, az ún. folytonos általánośıtott játék, hasz-
nálatára támaszkodik. Egy (folytonos) általánośıtott játékban a játékosok nem
közvetlenül kontrollálják a játék kimeneteleit, hanem egy függvényen keresztül.

Megmutatjuk, hogy minden folytonos általánośıtott játéknak van Nash-
egyensúlya, majd megmutatjuk, hogy minden véges általánośıtott diszkontált szto-
chasztikus játék folytonos általánośıtott játék, azaz van Nash-egyensúlya.

A folytonos kifizetéssel rendelkező játékok irodalma széleskörű, ezért a teljesség
igénye nélkül emĺıtünk meg néhány releváns eredményt. A relevancia alatt azt
értjük, hogy a cikkekben (Fudenberg és Levine [9], Harris [13], Harris, Reni és
Robson [14]) szintén a játékmeneteken értelmezett értékfüggvényekkel dolgoznak,
mint ahogyan azt mi is tesszük (lásd a 3.3. Defińıcióban szereplő λ-diszkontált
vagy a hosszú távú átlagos kifizetéseket).

Fudenberg és Levine [9] egy olyan diszkrét idejű játékot vizsgált véges sok já-
tékossal, ahol minden időszakban a játékosok véges sok akcióval rendelkeznek. A
cikk alapötlete az, hogy az eredeti játékot vágjuk szét az időszakok szerint több
(levágott) játékra az alábbi elv szerint: az első játék csak az első időszakot, a
második játék az első két időszakot, . . . , a t-edik játék az első t időszakot öleli
fel és ı́gy tovább. Amennyiben az eredeti játékban a kifizetés egyenletesen folyto-
nos, akkor a (T időszakig) levágott játékok részjáték tökéletes εT -egyensúlyainak
halmaza konvergál az eredeti játék részjáték tökéletes egyensúlyainak halmazához,
ha T → ∞ és εT → 0. Speciálisan a cikk egy

”
pusztán” topológiai megfontolá-

sokon alapú bizonýıtást ad ismételt játékok egyensúlyának létezésre λ-diszkontált
kifizetés mellett – a szokásos Banach–féle fixponttételen alapuló bizonýıtásokhoz
képest (például [25] vagy [6]). Megjegyezzük, hogy a [9] cikkben találhatunk né-
hány eredményt arra az esetre is, amikor az akcióterek végességét nem ı́rjuk elő.
Azonban az alkalmazott módszer és annak minden eredménye nem általánośıtható
az akcióterek végességének elhagyásával [12].

Harris [13] egy hasonló diszkrét idejű játékot vizsgált szintén véges sok já-
tékossal. Amennyiben feltesszük, hogy 1) a lehetséges történetek halmaza zárt
részhalmaza az összes kimenetel halmazának, 2) minden játékos kifizetése – mint
a kifizetéssorozatok függvénye – folytonos, 3) az akcióterek minden időszakban
kompakt Hausdorff-terek minden játékosra, valamint 4) a t − 1 időszakot felölelő
történeteket és a t időszakban lehetséges kimeneteleket összekapcsoló halmazértékű
leképezés alulról félig folytonos és 5) a játékban a játékosok tökéletesen informál-
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tak, akkor létezik tökéletes egyensúlya a játéknak. Az emĺıtett tétel bizonýıtása
számos ponton a halmazértékű leképezésekre vonatkozó klasszikus eredményekre
épül, magyarázatul szolgálva a felsorolt feltevések szükségességére. Ahogy Harris
[13] megemĺıti, tételének következménye Fudenberg és Levine [9] fő eredménye.

Megemĺıtjük még a [14] cikket, amelyben szintén egy diszkrét idejű véges sok já-
tékossal rendelkező modell kerül bemutatásra kompakt akcióterekkel. A cikk egyik
eredménye egy olyan majdnem tökéletesen informált játék megadása, amelyben
nem létezik részjáték tökéletes egyensúly.2 A cikk másik eredménye a következő:
mindig létezik részjáték tökéletes egyensúly egy folytonos játékban, ha a játékosok
minden egyes kör végén kellően gazdag publikus szignált figyelhetnek meg.

Megközeĺıtésünk betekintést nyújt a véges sztochasztikus játékok egyensúlyá-
nak létezési problémájába. A Big Match játékot vizsgálva pontosan látható, hogy
melyik nem triviális ponton

”
csúszik” meg a fixpontos megközeĺıtés. Köztudott,

hogy ez a
”
csúszás” végzetes, a Big Match játéknak nincs Nash-egyensúlya.

Cikkünk feléṕıtése a következő. A 2. fejezetben felidézzük a szükséges mate-
matikai fogalmakat, ismereteket. Ezután a 3. fejezetben a sztochasztikus játékok
bevezetésére kerül sor, majd az általánośıtott diszkontált és a hosszú távú át-
lagos kifizető függvények kerülnek bevezetésre. A 4. fejezetben a sztochasztikus
játékoktól némelyest elrugaszkodva, a folytonos általánośıtott játékok esetén, az
egyensúly létezésének klasszikus, fixponttételen alapuló bizonýıtását tárgyaljuk.
Ezt az eredményt felhasználva az 5. fejezetben megmutatjuk, hogy a véges általá-
nośıtott diszkontált sztochasztikus játékoknak van Nash-egyensúlya, mivel ezek a
játékok a folytonos általánośıtott játékok egy alosztályát képzik. A 6. fejezetben
bemutatjuk, hogy az egyik legfontosabb sztochasztikus játék a Big Match esetében
a diszkontálás helyett hosszú távú átlagos kifizetőfüggvény mellett a megközeĺıté-
sünk már nem alkalmazható, mivel az ı́gy kapott sztochasztikus játék már nem lesz
folytonos általánośıtott játék. Végezetül, a 7. fejezetben röviden összefoglaljuk az
eredményeinket.

2. Matematikai előkésźıtés

A következőkben áttekintjük azokat a főbb matematikai fogalmakat, amiket a
cikkben használunk.

Adott X vektortér, és Y ⊆ X ′, ahol Y az X ′ egy altere és X ′ az X-en értel-
mezett (valós értékű) lineáris funkcionálok halmaza.

Az (X,Y ) duális pár, ha tetszőleges x, x′ ∈ X,x ̸= x′-höz létezik y ∈ Y , hogy
y(x) ̸= y(x′); és tetszőleges y, y′ ∈ Y, y ̸= y′-höz létezik x ∈ X, hogy x(y) ̸= x(y′).

Adott (X,Y ) duális pár, ekkor τw a leggyengébb topológia, amire minden y ∈ Y

2A majdnem tökéletesen informáltság azt jelenti, hogy az adott időszakban a játékosok szi-
multán döntenek az összes korábban meghozott döntést ismerve.
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folytonos, azaz, τw a leggyengébb topológia, amire Y ⊆ C(X, τw). Továbbá, τw∗

a leggyengébb topológia, amire minden x ∈ X folytonos, azaz, τw∗ a leggyengébb
topológia, amire X ⊆ C(Y, τw∗).

Legyen X egy nemüres halmaz és M ⊆ P(X) egy σ-algebra. Jelölje cba(X,M)
az M σ-algebrán értelmezett korlátos mértékek osztályát. Továbbá, jelölje
∆(X,M) az M σ-algebrán értelmezett valósźınűségi mértékek osztályát.

Adott (X, τ) topologikus tér. Jelölje B(X, τ) a Borel-féle σ-algebrát az (X, τ)
topologikus téren, azaz B(X, τ) a legszűkebb σ-algebra, ami tartalmazza az X
összes τ -nýılt részhalmazát.

Legyen (X, τ) egy Hausdorff-tér (másnéven T2-tér). Ekkor µ ∈ ∆(X, τ)

– belső reguláris, ha minden A ∈ B(X, τ) esetén

µ(A) = sup
{
µ(F ) : F ⊆ A és F zárt halmaz

}
;

– feszes, ha minden A ∈ B(X, τ) esetén

µ(A) = sup
{
µ(K) : K ⊆ A és K kompakt halmaz

}
.

Az f : (X, τ) ⇒ (Y, τ ′) halmazértékű leképezés felülről félig folytonos, ha tet-
szőleges x ∈ X pontra és V ∈ τ ′ nýılt halmazra, amelyre f(x) ⊆ V , létezik U ∈ τ
nýılt halmaz, amelyre x ∈ U és minden x′ ∈ U -ra f(x′) ⊆ V .

3. Sztochasztikus játékok

Ebben a fejezetben bevezetjük a véges sztochasztikus játék fogalmát, azaz azt
a sztochasztikus játékot, ahol a játékosok, az állapotok és az akciók halmaza véges.
Fontos hangsúlyoznunk, hogy a továbbiakban, ha elhagyjuk a véges jelzőt, akkor
is mindig feltesszük e tulajdonság meglétét a vizsgált sztochasztikus játékkal kap-
csolatban. A következőkben többször, külön emĺıtés nélkül támaszkodunk Solan
[28] cikkére.

3.1. Defińıció. Egy sztochasztikus játék egy olyan Γ = ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩

lista, ahol

– I = {1, 2, . . . , n} a játékosok véges halmaza;

– S az állapotok nemüres, véges halmaza;

– Ai(s) az i ∈ I játékos s ∈ S állapotbeli akcióinak nemüres, véges halma-
za. Továbbá jelölje A(s) =

∏
i∈I A

i(s) az s ∈ S állapotbeli akcióprofilok
halmazát; legyen Ai = ∪s∈SA

i(s) és A = ∪s∈SA(s), i ∈ I;

– q : SA → ∆(S) az átmenetszabály, ahol SA = {(s, a) ∈ S ×A : a ∈ A(s)};
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– ri : SA → R az i játékos kifizetésfüggvénye, i ∈ I.

A sztochasztikus játékok osztályozása történhet a játék időbeli lefolyása szerint,
amely alapján lehet folytonos vagy diszkrét idejű sztochasztikus játék. Ezek közül
mi csak az utóbbival fogunk foglalkozni, ehhez vezessük be a T = {1, 2, 3, . . . }
indexhalmazt.

Egy sztochasztikus játékot az eddigiekkel összhangban úgy képzelhetünk el,
hogy az az időben játszódik le és a szomszédos időszakokat az átmenetszabály köti
össze.

A játék lefolyása: Egy sztochasztikus játék (3.1. Defińıció) egy s1 ∈ S kezdeti
állapotból indul, majd minden t ∈ T időszakban az alábbi események, az alábbi
sorrendben követik egymást:

L1. A játékosok megtudják az aktuális st ∈ S állapotot.

L2. Minden i ∈ I játékos egyszerre és egymástól függetlenül kiválasztja az aktu-
ális állapot ismeretében az ait ∈ Ai(st) akcióját.

L3. Az ı́gy létrejött at = (ait)i∈I akcióprofilt a játékosok megismerik, és an-
nak alapján minden i ∈ I játékos megkapja az adott t időszakra vonatkozó
ri(st, at) kifizetését.

L4. A következő st+1 ∈ S állapotot a q(· | st, at) átmenetszabály határozza meg.
A sztochasztikus játék továbblép a t + 1 időszakba, és visszatérünk az L1.
lépéshez.

Egy sztochasztikus játék lejátszása természetesen sokféle módon alakulhat,
ezért jelöljük a t ∈ T időszakig tartó (vagy röviden t-hosszúságú) játéktörténetek
(history) halmazát az alábbi módon:

Ht =

(SA)t−1 × S, ha t > 1,

S, ha t = 1.

Egy ht = (s1, a1, s2, a2, . . . , st−1, at−1, st) ∈ Ht játéktörténet tehát az addig lét-
rejövő állapotok és a játszott akcióprofilok rendezett alakban való feĺırása, ügyelve
arra, hogy a t időszakra vonatkozólag csak a bekövetkezett állapotot tüntetjük fel.

Egy sztochasztikus játék egy lehetséges lejátszását játékmenetnek (play) nevez-
zük, amelyet egy végtelen hosszú játéktörténetként képzelhetünk el. Vezessük be
az összes játéktörténet (H) és az összes játékmenet (H∞) halmazait az alábbiak
szerint:

H =
∪
t∈T

Ht és H∞ = (SA)T.
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Az s ∈ S állapotban az i ∈ I játékos kevert akciója egy valósźınűségi eloszlás
az Ai(s) akcióhalmaz felett; ı́gy az i játékos kevert akcióinak halmaza az s ∈ S
állapotban ∆(Ai(s)). Tetszőleges h ∈ H játéktörténetre legyen s(h) ∈ S az az
állapot, ahol a sztochasztikus játék van a h játéktörténet esetén.

3.2. Defińıció. Az i ∈ I játékos σi : H → ∆(Ai) stratégiája egy olyan leképe-
zés, amely minden h ∈ H játéktörténethez hozzárendeli ∆(Ai(s(h))) egy elemét.
Az i játékos stratégiáinak halmazát jelölje Σi, és legyen Σ =

∏
i∈I Σ

i.
A σi stratégia tiszta stratégia, ha minden h ∈ H játéktörténet esetén

supp |σi(h)| = 1.
A σi stratégia stacionárius, ha az pusztán az aktuális állapottól függ, azaz

tetszőleges h, h′ ∈ H játéktörténetekre, amelyekre s(h) = s(h′), teljesül, hogy
σi(h) = σi(h′).

A σi stratégia Markov-stratégia, ha csak az aktuális állapottól és az időszaktól
függ, azaz tetszőleges h, h′ ∈ H játéktörténetekre, amelyekre |h| = |h′| és s(h) =
s(h′), teljesül: σi(h) = σi(h′).

A 3.2. Defińıcióban bevezetett stratégiafogalmak esetében láthatjuk, hogy min-
den stacionárius stratégia egyben Markov-stratégia is.

Tekintsük a játékmenetek halmazát (H∞). Egy ĥt = (ŝ1, â1, . . . , ŝt) ∈ Ht

játéktörténethez tartozó C(ĥt) ⊂ H∞ cilinderhalmaz azon játékmenetek halmaza,

amelyek létrejöhetnek a ĥt játéktörténet esetén, azaz

C(ĥt) =

{
h∞ = (s1, a1, s2, a2, . . . ) ∈ H∞ : s1 = ŝ1, a1 = â1, . . . , st = ŝt

}
.

Legyen H a (C(h))h∈H halmazok által generált σ-algebra, azaz (H∞,H) mér-
hető tér. Ekkor tetszőleges σ = (σi)i∈I stratégiaprofil és s1 ∈ S kezdeti állapot a
Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel [1, 15.26. Tétel] miatt egyértelműen meghatároz
egy Ps1,σ valósźınűségi mértéket a (H∞,H) mérhető téren. Konkrétan, tetszőleges

ĥt = (ŝ1, â1, . . . , ŝt) ∈ Ht játéktörténetre

Ps1,σ(C(ĥt)) = χ{s1=ŝ1}

(
t−1∏
τ=1

(∏
i∈I

σi(âiτ | ĥt)

)
q(ŝτ+1|ŝτ , âτ )

)
.

Ennek alapján jelölje Es1,σ a Ps1,σ valósźınűségi mértékhez tartozó várható
érték operátort.

A sztochasztikus játékok esetében általában a 3.3. Defińıcióban bevezetésre
kerülő két kifizetésfüggvény-t́ıpust szoktunk használni – vagy azoknak valamilyen
hasonló alakját. Amikor egy játékos a λ-diszkontált kifizetést használja, akkor a
különböző időszakokban keletkező kifizetések együttes kiértékelésekor figyelembe
veszi a kifizetések időértékét is. Ezzel szemben a hosszú távú átlagos kifizetés
ugyanakkora súllyal veszi figyelembe a különböző időszakokat és ı́gy a nevével
összhangban az átlagos értékét adja vissza a kifizetéseknek.
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3.3. Defińıció. Egy Γ = ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩ sztochasztikus játékban az

s1 ∈ S kezdeti állapothoz és a σ ∈ Σ stratégiaprofilhoz tartozó λ-diszkontált kifi-
zetés az i játékos számára a λ ∈ (0, 1] diszkontfaktor mellett

γi
λ(s1;σ) = Es1,σ

[
λ

∞∑
t=1

(1− λ)t−1ri(st, at)

]
= λ

∫
H∞

diλ(h∞) dPs1,σ, (1)

ahol diλ(h∞) =
∑∞

t=1(1 − λ)t−1ri(st, at) minden h∞ = (s1, a1, s2, a2, . . . ) ∈ H∞
játékmenetre.

Továbbá, a Γ sztochasztikus játékban az s1 ∈ S kezdeti állapothoz és a σ ∈ Σ
stratégiaprofilhoz tartozó hosszú távú átlagos kifizetés

γi
ls(s1;σ) = Es1,σ

lim sup
n→∞

1

n

n∑
j=1

ri(sj , aj)

 . (2)

Mint már korábban emĺıtettük, a 3.3. Defińıcióban bevezetett kifizetésfüggvé-
nyeknek számos alakja létezik, mint ahogy ezt a 3.1. Megjegyzésben is láthatjuk.

3.1. Megjegyzés. A 3.3. Defińıcióban szereplő λ-diszkontált kifizetésre az i ∈ I
játékos tekintetében teljesül az

Es1,σ

[
λ

∞∑
t=1

(1− λ)t−1ri(st, at)

]
= λ

∞∑
t=1

(1− λ)t−1Es1,σ

[
ri(st, at)

]
összefüggés [28, 2.4. fejezet].

Emellett a sorösszeg előtti λ szorzótag a normalizálás célját szolgálja: az a
játékos, aki minden egyes játékkörben 1 egységet kap, értékelje a játékmenet disz-
kontált jelenértékét egységnyinek.

A 3.3. Defińıcióban bevezetett λ-diszkontált kifizetést általánośıthatjuk úgy,
hogy a diszkontfaktor rögźıtésétől eltekintünk. Érdekességképpen megemĺıtjük,
hogy már Shapley [25] is utal erre a lehetőségre [25, 1099. oldal 2-es pontja].

3.4. Defińıció. Egy Λ: T× S → [0, 1] függvény diszkontfüggvény, ha tetszőle-
ges h∞ = (s1, a1, s2, a2, . . . ) ∈ H∞ játékmenet esetén

∞∑
t=1

t∏
m=1

Λ(m, sm) < ∞.

A Γ = ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩ sztochasztikus játékban az s1 ∈ S kezdeti álla-

pothoz és a σ ∈ Σ stratégiaprofilhoz tartozó általánośıtott diszkontált kifizetés az
i játékos számára a Λ diszkontfüggvény és λ ∈ (0, 1] diszkontfaktor mellett
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γi
Λ(s1;σ) = Es1,σ

[
λ

∞∑
t=1

( t∏
m=1

Λ(m, sm)

)
ri(st, at)

]
= λ

∫
H∞

diΛ(h∞) dPs1,σ = λdiΛ(Ps1,σ),

(3)

ahol diΛ(h∞) =
∑∞

t=1

(∏t
m=1 Λ(m, sm)

)
ri(st, at), minden h∞ = (s1, a1, s2, a2, . . . )

∈ H∞ játékmenetre.
Láthatjuk, hogy amennyiben a 3.4. Defińıcióban a diszkontfüggvényeket

Λ(t, st) =

1 ha t = 1,

1− λ egyébként,

módon választjuk meg λ ∈ (0, 1] mellett, akkor adott h∞ ∈ H∞ játékmenet esetén
az általánośıtott diszkontált kifizetés és a λ-diszkontált kifizetés megegyezik.

3.1. Lemma. A diΛ =
∑∞

t=1

(∏t
m=1 Λ(m, ·)

)
ri függvény a H∞ halmazon a

szorzattopológiára nézve folytonos.

Bizonýıtás. Legyen ε > 0 tetszőlegesen rögźıtett, és legyen K > 0 olyan kons-
tans, amelyre minden n időszakban teljesül |r(sn, an)| < K tetszőleges sn ∈ S és
an ∈ A(sn) mellett.

Mivel
∑∞

t=1

∏t
m=1 Λ(m, sm) < ∞, ezért létezik olyan t∗ időszak, hogy

∞∑
t=t∗+1

t∏
m=1

Λ(m, sm) <
ε

2K
.

Legyen hα
∞ = (sα1 , a

α
1 , . . . , s

α
t , a

α
t , . . . ) és h

β
∞ = (sβ1 , a

β
1 , . . . , s

β
t , a

β
t , . . . ) két olyan

játékmenet (hα
∞, hβ

∞ ∈ H∞), amelyek az első t∗ időszakban egybeesnek: hα
t =

(sα1 , a
α
1 , . . . , a

α
t−1, s

α
t ) = (sβ1 , a

β
1 , . . . , a

β
t−1, s

β
t ) = hβ

t , ahol tehát h
α
t , h

β
t ∈ Ht. Ekkor∣∣∣∣diΛ(hα

∞)− diΛ(h
β
∞)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∞∑
t=1

( t∏
m=1

Λ(m, sm)

)
ri(sαt , a

α
t )−

∞∑
t=1

( t∏
m=1

Λ(m, sm)

)
ri(sβt , a

β
t )

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∞∑
t=1

( t∏
m=1

Λ(m, sm)

)(
ri(sαt , a

α
t )− ri(sβt , a

β
t )

)∣∣∣∣
≤

∞∑
t=t∗+1

( t∏
m=1

Λ(m, sm)

)∣∣∣∣(ri(sαt , a
α
t )− ri(sβt , a

β
t )

)∣∣∣∣ < ε,

azaz a diΛ függvény folytonos. ⊓⊔
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Mivel korábban beláttuk, hogy a λ-diszkontált kifizetés speciális esete az általá-
nośıtott diszkontált kifizetésnek, ezért a 3.1. Lemma eredménye igaz λ-diszkontált
kifizetésre is.

3.1. Következmény. A diλ =
∞∑
t=1

λt−1ri függvény a H∞ halmazon a szorzat-

topológiára nézve folytonos.

3.5. Defińıció. Adott egy Γ = ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩ sztochasztikus játék, az

s1 ∈ S kezdeti állapot, a Λ diszkontfüggvény és a λ ∈ (0, 1] diszkontfaktor. A
σ∗ = (σi

∗)i∈N ∈ Σ stratégiaprofil Nash-egyensúlya a Γ általánośıtott diszkontált
sztochasztikus játéknak az s1 állapotban, a Λ diszkontfüggvény és a λ diszkont-
faktor mellett, ha minden i ∈ N játékos minden σi ∈ Σi stratégiája esetén

γi
Λ(s1;σ∗) ≥ γi

Λ(s1; (σ
i, σ−i

∗ )).

Egy σ∗ stratégiaprofil általánosan diszkontált (Nash-)egyensúly, ha minden kez-
deti állapotban általánosan diszkontált egyensúly.

Egy sztochasztikus játékot kétszemélyesnek h́ıvunk, ha csak két játékos sze-
repel benne (|I| = 2). Egy kétszemélyes sztochasztikus játékot zérus összegű-
nek nevezünk, ha minden s ∈ S állapotra, a1 ∈ A1(s) és a2 ∈ A2(s) akcióra
r1(s, (a1, a2)) + r2(s, (a1, a2)) = 0.

A zérus összegű sztochasztikus játékok esetében bevezethetjük a játék érté-
két a kifizetésfüggvények seǵıtségével. Az egyszerűség kedvéért a 3.6. Defińı-
cióban jelöljük a λ-diszkontált kifizetést az egyes játékos

”
szemszögéből”, azaz

γλ(s;σ
1, σ2) = γ1

λ(s;σ
1, σ2) = −γ2

λ(s;σ
1, σ2); és tegyünk ugyańıgy a hosszú tá-

vú átlagos kifizetés esetében is: γls(s;σ
1, σ2) = γ1

ls(s;σ
1, σ2) = −γ2

ls(s;σ
1, σ2).

Legyen adott egy véges zérus összegű sztochasztikus játék s1 ∈ S kezdeti ál-
lapottal. Ekkor a (4)-beli γλ(s1)-re vonatkozó összefüggést Shapley [25], mı́g a
γls(s1) vonatkozó összefüggést Mertens és Neyman [19, 20] látta be:

sup
σ1∈Σ1

inf
σ2∈Σ2

γλ(s1;σ
1, σ2) = vλ(s1) = inf

σ2∈Σ2
sup

σ1∈Σ1

γλ(s1;σ
1, σ2),

sup
σ1∈Σ1

inf
σ2∈Σ2

γls(s1;σ
1, σ2) = vls(s1) = inf

σ2∈Σ2
sup

σ1∈Σ1

γls(s1;σ
1, σ2).

(4)

3.6. Defińıció. Adott egy véges zérus összegű sztochasztikus játék s1 ∈ S kez-
deti állapottal. Ekkor a (4)-beli vλ(s1)-t a sztochasztikus játék λ-diszkontált érté-
kének, mı́g vls(s1)-t a hosszú távú átlagos értékének nevezzük.

4. Folytonos általánośıtott játékok

Most térjünk át az egyetlen időszakkal és állapottal rendelkező játékokhoz,
ezen belül is a 4.1. Defińıcióban bevezetésre kerülő folytonos általánośıtott játékok
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osztályához. Erre a lépésre azért lesz szükségünk, mert egy sztochasztikus játék
egyensúlyát a megszokott fixponttételen alapuló megközeĺıtéssel akarjuk vizsgálni.

4.1. Defińıció. Egy Γ = ⟨I, P, (Ai)i∈I , F, (fi)i∈I⟩ listát folytonos általánośıtott
játéknak nevezünk, ha

1. I a játékosok nemüres, véges halmaza;

2. P nemüres topologikus vektortér, a kimenetelek halmaza;

3. Ai az i játékos nemüres akcióhalmaza, A =
∏

i∈I Ai az akcióprofilok halmaza;

4. F : A → P olyan függvény, ami

– affin,

– F (A) kompakt és konvex,

– F (Ai×{a−i}) kompakt és konvex, minden i ∈ I játékosra és a−i ∈ A−i

csonka akcióprofilra,

5. fi : P → R az i ∈ I játékos kifizetőfüggvénye, ami

– folytonos,

– konkáv az F (Ai ×{a−i}) halmaz felett minden i ∈ I játékosra és a−i ∈
A−i csonka akcióprofilra.

A következőkben a folytonos általánośıtott játékok egy részosztályát vezetjük
be.

4.2. Defińıció. Legyen ΓB = ⟨I, (Ai)i∈I , (fi)i∈I⟩ egy játék, ahol

– I a játékosok nemüres, véges halmaza;

– Ai az i játékos nemüres akcióhalmaza, A =
∏

i∈I Ai az akcióprofilok halmaza;

– fi : A → R az i ∈ I játékos kifizetőfüggvénye.

Ha az előbbi ΓB = ⟨I, (Ai)i∈I , (fi)i∈I⟩ játékhoz létezik a Γ̂B =

⟨I, (Âi)i∈I , (f̂i)i∈I⟩ játék, ahol

– Âi = ∆(Ai) minden i ∈ I játékosra,

– f̂i(µ1, . . . , µn) =
∫
A
fi d(µ1 × · · · × µn);

akkor ezt a Γ̂B játékot a ΓB játék kevert bőv́ıtésének h́ıvjuk.

A kevert bőv́ıtés azonban nem mindig létezik, ahogy ezt az általánośıtott Wald-
játék [36] esetében láthatjuk.
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4.1. Példa. (Általánośıtott Wald-játék) Az általánośıtott Wald-játék egy olyan
⟨I, (Ai)i∈I , (fi)i∈I⟩ játék, ahol

– I = {1, 2},

– Ai = ([0, 1], τd), azaz a [0, 1] intervallum a diszkrét topológiával minden i ∈ I
játékosra,

– a játékosok kifizetésfüggvénye pedig

f1(a1, a2) = −f2(a1, a2) =

1 ha a1 ≥ a2,

0 ha a1 < a2.

Az általánośıtott Wald-játéknak nincs kevert kiterjesztése. Vegyük észre, hogy
f1 pontosan a G = {(x, y) ∈ [0, 1] × [0, 1] : x ≥ y} halmaz felett 1, különben 0.
Ebből kifolyólag az f1 függvény a G halmaz indikátorfüggvénye: f1 = χG.

Ugyanakkor G nincs benne a cilinderhalmazok generálta σ-algebrában ([0, 1]×
[0, 1] felett), azaz f1 nem integrálható. Magyarán szólva f̂1 nem definiált, azaz az
általánośıtott Wald-játéknak nincs kevert kiterjesztése.

A 4.1. Álĺıtásban elégséges feltételt adunk a kevert bőv́ıtés létezésére.

4.1. Álĺıtás. Legyen ΓB = ⟨I, (Ai)i∈I , (fi)i∈I⟩ a 4.2. Defińıcióban szereplő
játék, ahol Ai kompakt metrizálható tér és fi a szorzattopológiára nézve folytonos
függvény minden i ∈ I-re. Ekkor a ΓB játéknak van kevert bőv́ıtése.

Továbbá a kevert bőv́ıtés egy folytonos általánośıtott játék.

Bizonýıtás. Ai feltevésünk szerint metrizálható minden i ∈ I játékos ese-
tén, ezért µi ∈ ∆(Ai) belső reguláris valósźınűségi mérték [1, 12.5. tétel]. Mivel
ezenfelül Ai kompakt halmaz is, emiatt minden zárt részhalmaza is kompakt, ı́gy
µi ∈ ∆(Ai) valósźınűségi mérték feszes.

Feltevésünk szerint tetszőleges i ∈ I játékos fi kifizetésfüggvénye folytonos
a szorzattopológiában, ezért ezen kifizetésfüggvények integrálhatók tetszőleges, a
szorzattopológia Borel-halmazain értelmezett valósźınűségi mérték szerint. Továb-
bá tetszőleges µi ∈ ∆(Ai), i ∈ I, esetén µ = ×i∈Iµi egy valósźınűségi mérték a
cilinderhalmazok által generált σ-algebrán. Könnyen látható, hogy µ feszes.

Mivel A kompakt metrizálható tér, ezért ∆(A), az A Borel-halmazain értelme-
zett valósźınűségi mértékek halmaza, tetszőleges eleme feszes. Ezért µ egyértelmű-
en kiterjeszthető az A Borel-halmazain értelmezett valósźınűségi mértékké. Tehát
a továbbiakban µ alatt a ∆(A) egy elemét értjük.

Tehát a 4.2. Defińıcióban bevezetett f̂i várható kifizetésfüggvény minden i ∈ I
játékosra létezik, azaz a ΓB játék kevert bőv́ıtése ⟨I, (∆(Ai)i∈I), (f̂i)i∈I⟩ létezik.
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Tekintsük a (C(A), cba(A)) duális párt. Mivel A kompakt metrizálható, ı́gy
∆(A) is kompakt metrizálható lesz a gyenge∗ topológiában [1, 15.11. Tétel]3. To-
vábbá

∏
i∈I ∆(Ai) gyenge

∗ zárt részhalmaza ∆(A)-nak, tehát gyenge∗ kompakt.
Könnyen látható továbbá, hogy a

∏
i∈I ∆(Ai) halmaz konvex. Továbbá fel-

tevésünk szerint tetszőleges i ∈ I játékos esetén fi ∈ C(A), ı́gy az f̂i (várható)
kifizetésfüggvény folytonos és lineáris, tehát konkáv is.

Tehát
∏

i∈I ∆(Ai) gyenge* kompakt, f̂i lineáris folytonos függvény, i ∈ I.
Legyen P =

∏
i∈I ∆(Ai) és F = id. Világos, hogy F teljeśıti a 4.1. Defińıcióban

megḱıvántakat.
Ekkor a kevert kiterjesztés egy folytonos általánośıtott játék. ⊓⊔

A következőkben a Nash-egyensúly [22, 23] fogalmát definiáljuk folytonos ál-
talánośıtott játékokra.

4.3. Defińıció. Adott Γ = ⟨I, P, (Ai)i∈I , F, (fi)i∈I⟩ folytonos általánośıtott já-
ték. Ekkor a∗ ∈ A a Γ játék Nash-egyensúlya, ha tetszőleges i ∈ I játékosra és
tetszőleges ai ∈ Ai stratégiára

fi ◦ F (a∗) ≥ fi ◦ F (ai, a
∗
−i).

Könnyen látható, hogy amennyiben P = A, azaz F = id, akkor visszakapjuk a
normál játékok esetén jól ismert Nash-egyensúly [23] fogalmát.

4.1. Folytonos általánośıtott játékok egyensúlya

Tekintsük először az alkalmazott fixponttételt [11, 171–172. oldal].

4.1. Tétel. Legyen Φ: K ⇒ K egy olyan halmazértékű leképezés, ahol
K ⊂ X egy nemüres, konvex, kompakt részhalmaza egy X Hausdorff topologi-
kus vektortérnek, amire

– Φ(x) ̸= ∅, ∀x ∈ K,

– Φ(x) konvex, ∀x ∈ K,

– Φ felülről félig folytonos.

Ekkor a Φ leképezésnek létezik fixpontja, azaz van olyan x ∈ K, hogy x ∈ Φ(x).

3A ∆(A) halmazon a gyenge∗ topológia szubtilisát a{
µ ∈ ∆(A) :

∣∣∣∣ ∫
A
f dµ−

∫
A
f dµ′

∣∣∣∣ < ε

}
halmazok alkotják, ahol f ∈ C(A), µ′ ∈ ∆(A) és ε > 0.
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A 4.2. Tételben kimondjuk a Nash-egyensúly létezését a folytonos általáno-
śıtott játékokra, amely a 4.1. Tétel alkalmazása. Megjegyezzük továbbá, hogy
a 4.2. Tétel Glicksberg [11] eredményének általánośıtása [11, 172–174. oldal].

4.2. Tétel. Tetszőleges ⟨I, P, (Ai)i∈I , F, (fi)i∈I⟩ folytonos általánośıtott já-
téknak van Nash-egyensúlya.

Bizonýıtás. Legyen n játékosunk, azaz I = {1, . . . , n}, és i tetszőleges já-
tékos. Definiáljuk a következő leképezést (legjobbválasz leképezés): tetszőleges
p = F (a) ∈ F (A)-ra

Bi(p) = argmax
p′∈F (Ai×{a−i})

fi(p
′).

Vegyük észre, hogy mivel F (Ai×{a−i}) kompakt halmaz és az fi kifizetésfügg-
vény folytonos, ezért Bi(p) ̸= ∅.

Továbbá az fi kifizetésfüggvény konkáv az F (Ai × {a−i}) halmazon – amely
feltevésünk szerint konvex halmaz –, ezért Bi(p) konvex halmaz.

Végezetül mivel F (A) kompakt halmaz, F (Ai × {a−i}) kompakt halmaz min-
den a−i ∈ A−i-re, és az fi kifizetésfüggvény folytonos, ezért a Berge-féle Maximum
tétel [1, 17.31 Berge Maximum Theorem, 570. oldal] miatt Bi legjobbválasz leké-
pezés felülről félig folytonos.

Legyen B : P ⇒ P a következő

B(p) = F

(∏
i∈I

(
F−1(Bi(p))

)
i

)
,

minden p ∈ F (A)-ra.
Világos, hogy tetszőleges a ∈

∏
i∈I(F

−1(Bi(p)))i-re F (a) ∈ B(p), minden p ∈
F (A)-ra. Tehát B(p) ̸= ∅ minden p ∈ F (A)-ra.

Mivel F affin, ezért
∏

i∈I(F
−1(Bi(p)))i konvex halmaz. Tehát B(p) =

F (
∏

i∈I(F
−1(Bi(p)))i) konvex halmaz minden p ∈ F (A)-ra.

Végezetül, mivel a Bi leképezések felülről félig folytonosak minden i ∈ I-re,
ezért B is felülről folytonos.

Alkalmazzuk a 4.1. Tételt, azaz a B leképezésnek van fixpontja. Legyen s∗ ∈
F (A) a B leképezés egy fixpontja.

Ekkor tetszőleges a∗ ∈ A, amelyre s∗ = F (a∗), a folytonos általánośıtott játék
Nash-egyensúlya. ⊓⊔

4.1. Következmény. Legyen Γ = ⟨I, P, (Ai)i∈I , F, (fi)i∈I⟩ egy olyan foly-
tonos általánośıtott játék, amelyben a ∈ A és â ∈ A stratégiaprofilok Nash-
egyensúlyok és F (a) = F (â). Ekkor tetszőleges β ∈ [0, 1] esetén fennáll, hogy
βa+ (1− β)â is Nash-egyensúly.
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A 4.1. Következmény nem meglepő, hiszen ha egy játékban két különböző stra-
tégiaprofil ugyanazt a lejátszást generálja, akkor azok csak a meg nem valósult
történetekben különböznek, azaz a konvex kombinációjuk is ugyanazt a lejátszást
generálja.

5. Sztochasztikus játékok diszkontálással

Ebben a részben az a célunk, hogy egy fixponttételen alapuló bizonýıtást ad-
junk az általánośıtott diszkontált sztochasztikus játékok Nash-egyensúlyának léte-
zésére. Megmutatjuk, hogy minden általánośıtott diszkontált sztochasztikus játék
folytonos általánośıtott játék.

Mivel egy sztochasztikus játékban véges számú játékosunk van, ezért
a 4.1. Defińıcióban szereplő megkötés teljesül a játékosok halmazára. A többi
megkötést a következő segédtételekben tárgyaljuk.

Tekintsük a (H∞,B(H∞)) párt, ahol – emlékeztetőül – B(H∞) a játékmenetek
halmazán lévő Borel-féle σ-algebra (ami megegyezik H-val). Ekkor tetszőleges
s1 ∈ S kezdeti állapot és σ ∈ Σ stratégiaprofil mellett (s1, σ) ∈ ∆(H∞,B(H∞))
adódik (Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel).

Adott egy Γ = ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩ sztochasztikus játék, az s1 ∈ S kezdeti

állapot, a Λ diszkontfüggvény és a λ ∈ (0, 1] diszkontfaktor. Továbbá legyen

– P = ∆(H∞,B(H∞)) a kimenetelek halmaza;

– Ai = Σi, i ∈ I;

– F : Σ → P az a leképezés, hogy egy σ ∈ Σ stratégiaprofil esetén F (σ) ∈
∆(H∞,B(H∞)) a Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel által adott valósźınűségi
mérték (az adott s1 kezdeti állapot mellett);

– fi = λdiΛ (ld. (3) egyenlet).

Tekintsük a következő lemmákat:

5.1. Lemma. Az F leképezés affin.

Bizonýıtás. A Kolmogorov-féle kiterjesztési tétel közvetlen következménye. ⊓⊔

5.2. Lemma. F (Σ) gyenge∗ kompakt halmaz.

Bizonýıtás. Mivel a játékmenetekH∞ halmaza kompakt metrizálható tér, ezért
∆(H∞,B(H∞)) gyenge* kompakt (metrizálható) halmaz [1, 15.11. Tétel], ahol a
duális pár a következő: (C(H∞), cba(H∞,B(H∞))).

Azt kell megmutatni, hogy minden rögźıtett s1 kezdeti állapot mellett a stra-
tégiaprofilok F (Σ) = {(s1, σ) : σ ∈ Σ} ⊂ ∆(H∞,B(H∞)) halmaza gyenge∗ zárt
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halmaz (hiszen gyenge∗ kompakt halmaz gyenge∗ zárt részhalmaza gyenge∗ kom-
pakt).

Vezessük be minden t ∈ T időszakra az alábbi két halmazt:

– St = {(s1, σ)|Ht
: σ ∈ Σ és Ht ⊆ H} azon ∆(Ht,B(Ht)) elemek halmaza

(ld. F defińıciója), amelyek az s1 kezdeti állapottal és a játéktörténetek Ht

halmazával
”
kompatibilisek”,

– Ut = {ν ∈ ∆(H∞,B(H∞)) : ν|(Ht,B(Ht)) ∈ St} azon valósźınűségi mértékek
halmaza, amelyeket a játéktörténetek Ht halmazára megszoŕıtva egy-egy St-
beli stratégiaprofil generálja.

Láthatjuk, hogy minden t ∈ T esetén Ut ⊆ ∆(H∞,B(H∞)).
Vegyük észre, hogy minden t ∈ T időszakra az Ut gyenge∗ zárt részhalmaza

∆(H∞,B(H∞)) gyenge∗ kompakt halmaznak a végesség (véges dimenzió) miatt.
Emellett minden t ∈ T időszakra Ut+1 ⊆ Ut teljesül.

Továbbá F (Σ) = ∩t∈TUt, tehát tetszőleges s1 kezdeti állapot esetén F (Σ) =
{(s1, σ) : σ ∈ Σ} gyenge∗ zárt halmaz, tehát álĺıtásunkat beláttuk. ⊓⊔

5.3. Lemma. F (Σ) konvex.

Bizonýıtás. Világos, hogy Σ konvex halmaz. Mivel F affin (ld. 5.1. Lemma),
ezért F (Σ) konvex. ⊓⊔

5.4. Lemma. Tetszőleges σ ∈ Σ stratégiaprofilra és i ∈ I játékosra F (Σi ×
{σ−i}) konvex és kompakt.

Bizonýıtás. Világos, hogy Σi ×{σ−i} konvex halmaz minden i ∈ I-re és σ−i ∈
Σ−i-re. Mivel F affin (ld. 5.1. Lemma), ezért F (Σi×{σ−i}) konvex minden i ∈ I-re
és σ−i ∈ Σ−i-re.

F (Σi×{σ−i}) kompaktságának bizonýıtása az 5.2. Lemma bizonýıtásával ana-
lóg módon megy. ⊓⊔

A folytonos általánośıtott játék defińıciójában a kifizetésfüggvényről feltettük,
hogy folytonos és a játékos saját akciója tekintetében affin is. Ezt a tulajdonságát
látjuk be a diszkontált kifizetésnek a következő Lemmában.

5.5. Lemma. Minden s1 ∈ S kezdeti állapot, σ ∈ Σ stratégiaprofil, λ ∈ (0, 1]
diszkontfaktor és Λ diszkontfüggvény mellett a γi

Λ(s1) : Σ → R Λ-diszkontált kifi-
zetés affin függvény.

Bizonýıtás. A Λ-diszkontált kifizetés defińıciójának (ld. (3) képlet) közvetlen
következménye. ⊓⊔

Az előző Lemmák miatt adódik a következő álĺıtás:
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5.1. Álĺıtás. Minden általánośıtott diszkontált sztochasztikus játék folytonos
általánośıtott játék.

A 3.5. és a 4.3. Defińıciók, valamint az 5.1. Álĺıtás miatt adódik, hogy

5.1. Következmény. Adott egy ⟨I, S, (Ai(s))i∈I
s∈S , q, r⟩ sztochasztikus játék,

s1 ∈ S kezdeti állapot, Λ diszkontfüggvény és λ ∈ (0, 1] diszkontfaktor. Ekkor
⟨I, P, (Ai)i∈I , F, (fi)i∈I⟩ egy folytonos általánośıtott játék.

Vegyük észre, hogy előfordulhat az alábbi eset: σ, σ′ ∈ Σ egy általánośıtott
diszkontált sztochasztikus játék két eltérő stratégiaprofilja (azaz σ ̸= σ′), de
F (σ) = F (σ′).

Végül a fenti eredmények alapján kimondhatjuk, hogy az általánośıtott disz-
kontált kifizetéssel rendelkező sztochasztikus játékok a folytonos általánośıtott já-
tékok osztályában találhatók, ı́gy létezik Nash-egyensúlyuk.

5.1. Tétel. Minden általánośıtott diszkontált sztochasztikus játéknak van
Nash-egyensúlya.

6. A Big Match

A Big Match egy kétszemélyes zérus összegű sztochasztikus játék [10], ami a
t = 1 időszakban a játékosok számára ismert s1 ∈ S állapotból indul. A játékosok
egyszerre és egymástól függetlenül hozzák meg döntéseiket, ami által az aktuális
állapot és a megjátszott akcióprofil egyértelműen meghatározza a t = 2 időszakbeli
állapotot. A t = 2 időszakban a játékosok a döntésüket megint az aktuális állapot
ismeretében hozzák meg egyszerre és egymástól függetlenül, ı́gy kialaḱıtva a t = 3
időszakbeli állapotot, és ı́gy tovább.

Ezek alapján tehát a Big Match sztochasztikus játékra teljesül a 3. részben
léırt, a sztochasztikus játékokat jellemző általános lefolyási séma.

Bal (L) Jobb (R)

Fel (T) 1 0

Le (B) 0s2 1s3

(a) s1 állapot

Bal (L)

Le (B) 0s2

(b) s2 állapot

Jobb (R)

Le (B) 1s3

(c) s3 állapot

1. táblázat. Big Match játék állapotai és a hozzájuk tartozó kifizetések a
sorjátékos szemszögéből.

Vegyük észre, hogy az s2 és s3 állapotok speciális állapotok, amibe ha a játék
menete elér, azt már nem hagyja el. Az ilyen állapotokat elnyelő állapotnak nevez-
zük. Mivel a Big Match sztochasztikus játéknak csak az s1 állapota nem elnyelő,
emiatt a Big Match egy zérus összegű, elnyelő sztochasztikus játék.
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A Big Match játékban a sorjátékos adott időszakbeli kifizetése 1, amennyi-
ben a (Fel, Bal) vagy (Le, Jobb) akcióprofilok valamelyike jön létre az aktuális
állapotban, egyébként pedig 0 (lásd az 1. táblázatot).

A hagyományokat őrizve a játékosok kifizetésfüggvénye a Big Match sztochasz-
tikus játékban a hosszú távú átlagos kifizetés. A Big Match játékot Gillette [10]
vezette be és Blackwell és Ferguson [4] mutatta meg, hogy létezik hosszú távú
átlagos értéke a játéknak.

6.1. Tétel. (Blackwell és Ferguson [4], 1. Tétel) A Big Match sztochasztikus
játéknak a hosszú távú átlagos értéke 1

2 .

Ugyanakkor a Big Match játék olyan sztochasztikus játék, amely nem tartozik a
folytonos általánośıtott játékok osztályába – ugyanis a hosszú távú átlagos kifizetés
nem folytonos függvény még a stacionárius stratégiák esetében sem.

Ennek igazolására tegyük fel, a sorjátékos x stacionárius stratégiája ellen az
oszlopjátékos végig az (1, 0) stratégiát játssza. Jelöljük ezt a stacionárius stratégiát
y-nal. Ekkor a sorjátékos hosszú távú átlagos kifizetése

γ1
ls(x, y) =

1, ha x = (1, 0),

0, ha x ∈ {(1− p, p) : 0 < p ≤ 1},

ami nem folytonos függvény.

A Big Match sztochasztikus játék esetén ismert, hogy az oszlopjátékosnak van
optimális stratégiája az s1 kezdeti állapotban, pontosabban van stacionárius opti-
mális stratégiája; mégpedig az oszlopjátékos mindig az ( 12 ,

1
2 ) kevert akciót játssza.

Ezzel szemben ismert, hogy a sorjátékosnak nincs ilyen stratégiája.

6.1. Lemma. (Thuijsman [32], 3. Lemma) A sorjátékosnak nincs optimális
stratégiája az s1 kezdeti állapot mellett.

7. Összefoglalás

Cikkünkben a véges sztochasztikus játékok elméletét mutattuk be röviden. A
fő célunk az volt, hogy egy új alternat́ıv bizonýıtást adjunk a véges általánośı-
tott diszkontált sztochasztikus játékok egyensúlyának létezésére. Ennek érdeké-
ben először bevezettük a folytonos általánośıtott játékok osztályát, amely játékok
egyensúlyának létezését a Glicksberg-féle fixponttétel biztośıtja. Ezután beláttuk,
hogy a véges általánośıtott diszkontált sztochasztikus játékok az előbb emĺıtett
játékosztályhoz tartoznak, ı́gy létezik egyensúlyuk.

A cikk végén a Big Match sztochasztikus játék példáján keresztül érzékeltettük,
hogy nem minden sztochasztikus játék folytonos általánośıtott játék.
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CONTINUOUS GENERALIZED GAMES

Imre Balog, Miklós Pintér

In this article, we focus on finite stochastic games. After introducing the basic concepts and
giving a brief mathematical overview, we examine the existence of equilibrium for finite stochastic
games.

Our goal is to use a new concept – continuous generalized game – to provide a different proof
for the existence of equilibrium for finite generalized discounted stochastic games. We prove
that all finite generalized discounted stochastic games are so-called continuous generalized game.
After that, we show that every continuous generalized game has an equilibrium.

Furthermore, through the example of one of the most well-known classical stochastic games,
the Big Match, we illustrate that if the players’ payoffs are given by the long-run average reward
instead of the generalized discounted reward, then the finite stochastic game no longer necessarily
belongs to the class of continuous generalized games, and even in the case of Big Match, it has
no equilibrium either.
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PARAMÉTERES AKTIVÁCIÓS FÜGGVÉNY ÉS JELENTŐSÉGE A
NEURÁLIS HÁLÓK ÉRTELMEZHETŐSÉGÉBEN

PUSZTAHÁZI LUCA SÁRA, EIGNER GYÖRGY, CSISZÁR ORSOLYA

A mesterséges intelligencia, különösen a mélytanulási modellek forradal-
maśıtják az üzleti és technológiai világot. Napjaink egyik legnagyobb kih́ı-
vása a mélytanulásban az értelmezhetőség problémájának megoldása. A mo-
dellek átláthatóságának, teljeśıtményének és biztonságának jav́ıtására (XAI:
eXplainable Artificial Intelligence) egyre égetőbb szükség van. A neurális
hálózatok folytonos logikával és többkritériumú döntéshozatali eszközökkel
való kombinálása hozzájárulhat a jobb értelmezhetőséghez, átláthatósághoz
és biztonsághoz az orvosi, mérnöki és üzleti alkalmazásokban. Ez a megkö-
zeĺıtés más fejlődő módszerekkel együtt a neuroszimbolikus hibrid mestersé-
ges intelligenciához, a mesterséges intelligencia kutatásának újszerű terüle-
téhez tartozik, amely a hagyományos szabályalapú megközeĺıtéseket modern
mélytanulási technikákkal kombinálja. A neuroszimbolikus modellekről be-
bizonyosodott, hogy a hagyományos modellekhez képest lényegesen kevesebb
adattal is nagy pontosságot érnek el. A neurális hálózatok és a szimbolikus
rendszerek kiegésźıthetik egymás erősségeit és gyengeségeit, ı́gy pontos, min-
tavételi szempontból hatékony és értelmezhető rendszerek jöhetnek létre. Ez
jav́ıthatja a döntéshozatalt, bizalmat éṕıthet a gépi tanulási modellek iránt,
és hatékonyabb és eredményesebb folyamatokhoz vezethet a különböző ipar-
ágakban. Ebben az összefoglaló cikkben kutatócsoportunk e területen elért
legújabb eredményeit ismertetjük.

1. Bevezetés

Az értelmezhetőség igénye a gépi tanulásban egyre nagyobb szerepet kap. A
hagyományos neurális hálók gyakran nagyszámú paramétert tartalmaznak, ı́gy
meglehetősen nehéz megfogalmazni, hogy miért hoz egy neurális háló bizonyos
döntéseket. Számos, valós életben található alkalmazási területen azonban el-
engedhetetlen, hogy az eredményül kapott döntés értelmezhető legyen. Néhány
intuit́ıv példa:

1. Az orvosok nem szeretnék, hogy neurális hálók is részt vegyenek a kezelések
feĺırásában, amı́g nem értik teljesen pontosan, hogy mely tünetek kombiná-
ciója indokolja az adott kezelést.
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2. A biztośıtók modelljeit ellenőrizni kell annak érdekében, hogy egyetlen ki-
sebbséget se érjen hátrányos megkülönböztetés.

3. A robotfejlesztőknek érteniük kell, hogy adott környezeti feltételek mellett
miért hoznak a robotok bizonyos, akár látszólag ellentmondásos döntéseket.

4. Amikor egy önvezető jármű balesetet szenved, mind jogi, mind mérnöki szem-
pontból fontos ismerni a jármű döntéseinek indokait.

Mindegyik esetben értelmezhetőbbé válna a modell, ha a neurális hálózatot logikai
kifejezésként tudnánk léırni.

A folytonos logika bevonása ı́géretes út az értelmezhető modellek irányába, hi-
szen ahhoz, hogy a számı́tások természetes nyelven megfogalmazhatók legyenek, jó
szolgálatot tesznek a pontatlan, nem teljesen prećız kifejezések. A szakértők által
megfogalmazott szabályok digitális nyelvre történő

”
leford́ıtásához” és a természe-

tes nyelv, valamint az emberi gondolkodás jobb modellezése érdekében dolgozta
ki Lotfi Zadeh a fuzzy logika alapjait. Zadeh a korai 1960-as években megfigyelt
egy különös jelenséget: a szakértők általi vezérlés jobb eredményekhez vezet, mint
az optimális automatikus vezérlés. Jobban meggondolva érthető a jelenség, mivel
a szakértők olyan további tudást is használnak, amit nem lehetett az automati-
kus vezérlőkbe beprogramozni. Ezt a további tudást pontatlan nyelvi elemekkel
lehet megfogalmazni, mint például,

”
ha kicsit csökken a nyomás, akkor kicsit több

anyagot kell beleengedni az edénybe”. Itt a
”
kicsit” szónak nincs pontos jelentése.

A Zadeh által kidolgozott fuzzy logika seǵıtségével ez a pontatlan tudás léırható
prećız matematikai eszközökkel.

A neurális hálók és a folytonos logika összekapcsolása egyre nagyobb érdeklő-
désnek örvend. Az adapt́ıv folytonos logikai rendszereket évtizedek óta tanulmá-
nyozzák [1, 2, 3], a neurális folytonos modellezés pedig továbbra is akt́ıv kutatási
téma [4, 5, 6]. Ezen módszerek ötvözésének a fő előnye az, hogy egy olyan mo-
dellt eredményez, amely rendelkezik a hagyományos,

”
fekete doboz” t́ıpusú neurális

hálók rugalmasságával és pontosságával, valamint a folytonos logikai rendszerek
értelmezhetőségével és átláthatóságával. A mély neurális hálózatokban az adatfel-
dolgozás általában lineáris transzformációk és az f(x) = max(0, x) rektifikált line-

áris egység (ReLU) váltakozó végrehajtásával történik. Érdekes módon mindkét
művelet, f&(a, b) = max(a + b − 1, 0) és f∨(a, b) = min(a + b, 1), könnyen ábrá-
zolható ilyen neurális hálózati transzformációk kompoźıciójaként. Ez a tény seǵıt
értelmezni a mély neurális hálózatokban lévő transzformációkat

”
és”- és

”
vagy”-

műveletek formájában – ı́gy lehetőséget adva arra, hogy a mély neurális hálózatok
empirikus sikerét kiegésźıtsük az eredmények természetes nyelvi interpretációjával
[7, 9].

Az emberi viselkedés tanulmányozása fontos összetevője több tudományterület-
nek, például a számı́tástudománynak, mesterséges intelligenciának, neurális háló-
zatoknak, kognit́ıv tudománynak, filozófiának és pszichológiának. Gyakran feltéte-
lezzük, hogy a viselkedést az észlelés, a tudás és a mentális folyamatok befolyásol-
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ják. Az emberi viselkedés modellezéséhez olyan számı́tógépes-logikai rendszerekre
van szükség, amelyek képesek magas szintű gondolkodást kezelni. Ilyen rendszerek
közé tartoznak a klasszikus logika, a nemmonoton logika, a modális és temporális
logika. Az emberi viselkedés modellezésében a gépi tanulás alapú modellek közül
elsősorban a kapcsolati modellek, mint a feedforward és rekurrens hálózatok, szim-
metrikus és mély hálózatok, valamint az önszervező hálózatok játszanak nagy sze-
repet. Azok a modellek, amelyek foglalkoznak a kognit́ıv folyamatok valósźınűségi
jellegével, például a Bayes hálók, a Markov döntési folyamatok és a valósźınűségi
logikai modellek, szintén fontosak a viselkedés modellezésében a bizonytalanság
kezelésére [10].

Jelen cikkben röviden bemutatjuk egy hibrid neuroszimbolikus modell mate-
matikai hátterét és kutatócsoportunk e területen elért legújabb eredményeit.

2. Neurális hálók és a folytonos logika

A gépi tanulásban a számı́tási idő minimalizálása nagy adathalmaz esetén ter-
mészetesen elengedhetetlen. Ideális esetben azonban a számı́tásoknak értelmezhe-
tőnek is kell lenniük, mivel akár az időjárás, akár a banki kölcsön esetén meg kell
magyarázni a kérdező számára, hogy miért az adott eredményt adta a matematikai
modell.

A gyors számı́tásokra vonatkozó igény természetes úton vezet a neurális há-
lók használatához, mivel azok jellegüknél fogva párhuzamos műveleteket tartal-
maznak, amelyek nagyban hozzájárulnak a számolás sebességének növeléséhez. A
függvényválasztás tekintetében a lineáris függvények a leggyorsabban számolha-
tók, a nemlineáris függvények közül pedig az egyváltozós y = s(z) alakúak. Ezáltal
eljutunk a neurális hálók réteges feléṕıtéséhez, melyben minden réteg tartalmaz egy
lineáris transzformációt és egy, a lehető leggyorsabban kiszámolható nemlineáris
transzformációt, és a rétegek egymás után számolandók. A nemlineáris függvényt
ebben az esetben aktivációs függvénynek h́ıvjuk. Az aktivációs függvények közül
hagyományosan a legelterjedtebb a szigmoid (s(z) = 1/(1 + exp(−z))) függvény.
Az utóbbi időben azonban egyre sikeresebb a ReLU (s(z) = max(0, z)) függvény,
amely a negat́ıv bemeneteket nullára korrigálja, mı́g a pozit́ıv bemeneteket válto-
zatlanul hagyja.

Az értelmezhetőség igénye természetes úton vezethet érvelés, valamilyen t́ıpusú
logika irányába. A folytonos logika a hagyományos, kétértékű logikával ellentét-
ben, ahol minden kijelentés vagy igaz, vagy hamis (1 és 0 számokkal reprezentálva),
bizonyossági fokokkal dolgozik, amelyek köztes értékeket vesznek fel a [0,1] inter-
vallumban. Ezzel a megközeĺıtéssel a klasszikus logikánál jobban modellezi az
emberi gondolkodást.

A logikai neuronokon alapuló neurális háló elterjedt kutatási téma a széleskörű
alkalmazhatóság és értelmezhetőség miatt. Ezek a modellek kiválóan alkalmazha-

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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tók például mintázatok klasszifikációjára, idősorok előrejelzésére, árverési csalások
kiszűrésére, illetve nemlineáris folyamatok elemzésére. A logikai neuronok nem-
lineáris leképezések [0, 1]m → [0, 1] között, ahol az

”
és” neuronok leggyakrabban

t-normákat, mı́g a
”
vagy” neuronok t-konormákat (s-normákat) reprezentálnak.

[16]-ban a szerzők ezért azt elemzik, hogy a folytonos logika mely
”
és” és

”
vagy”

operátorai reprezentálhatók a leggyorsabb, egy rétegű neurális hálóval, illetve hogy
mely aktivációs függvény használható az adott reprezentáció esetén. Megmutat-
ható [16], hogy az egyetlen olyan

”
és” és

”
vagy” operátorok, amelyeket egy egy

rétegű neurális hálóval ki lehet számı́tani, azok az

f&(a, b) = max(a+ b− 1, 0), (1)

valamint
f∨(a, b) = min(a+ b, 1) (2)

függvények, a ReLU függvény pedig az az aktivációs függvény, amellyel ezek a
leggyorsabban kiszámı́thatók. Ez a megfigyelés a függvény növekvő népszerűségét
is magyarázza.

Egy további érdekes tulajdonság is alátámasztja a fenti operátorok használatát.
A folytonos logikában az ellentmondás törvénye (amely szerint x és nem x mindig
hamis) és a kizárt harmadik törvénye (x vagy nem x mindig igaz) nem mindig
teljesülnek. Azokban a rendszerekben, amelyekben az

”
és”,

”
vagy” és

”
nem” mű-

veletek hármasa kieléǵıti a fenti két törvényt, az
”
és” és

”
vagy” operátorok éppen

a fenti ((1), (2)) függvényekkel izomorfak [7, 8].

3. Uninormák és a paraméteres aktivációs függvény

Az emberi gondolkodásban a logikai operátorokon ḱıvül a kevert operátorok is
fontos szerepet játszanak, ahol a magas bemeneti értékek kompenzációt nyújthat-
nak az alacsonyabb bemeneti értékeknek. Emiatt Yager és Rybalov [17] bevezették
az uninorma fogalmát, amely általánośıtja a t-normát és a t-konormát (s-normát).
Azóta egyre több kutatás szól az uninormákról mind elméleti, mind gyakorlati
szempontból, melynek során hasznosnak bizonyultak több területen is, mint pél-
dául szakértői rendszerek és folytonos logikai integrálok esetén.

A folytonos logikai
”
és” és

”
vagy”műveleteket modellező neuronok mellett ezért

új fajta kapcsolók, mint például az uninormák és nullnormák használata is egyre
jobban terjed. Az uninormák alacsony bemeneti értékek esetén konjunkcióként,
magas bemeneti értékek esetén diszjunkcióként viselkednek, mı́g a nullnormák ép-
pen ford́ıtva. Vegyes bemeneti értékek esetén mindkét t́ıpus átlagoló függvényként
viselkedik, ı́gy fontos szerepet játszanak a többváltozós döntési modellekben.

3.1. Defińıció. (Uninorma, Yager és Rybalov, 1996) Uninormának h́ıvjuk azt
az U : [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] leképezést, amely kommutat́ıv, asszociat́ıv, nemcsökke-
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nő és létezik e ∈ [0, 1] neutrális eleme, melyre U(e, x) = x minden x ∈ [0, 1] esetén
teljesül.

3.2. Defińıció. (Aggregat́ıv operátor, Dombi, 1982) Aggregat́ıv operátornak
nevezzük azt az a : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] leképezést, amelyre a következők
teljesülnek:

– folytonos a [0, 1]2\{(0, 1), (1, 0)} halmazon;

– a(x, y) < a (x, y′), ha y < y′, x ̸= 0, x ̸= 1;
a(x, y) < a (x′, y), ha x < x′, y ̸= 0, y ̸= 1;

– a(0, 0) = 0 és a(1, 1) = 1 (szélsőérték feltételek);

– létezik egy erős tagadás η, melyre a(x, y) = η(a(η(x), η(y))),
ha {x, y} ̸= {0, 1} (self-De Morgan identity);

– a(1, 0) = a(0, 1) = 0 vagy a(1, 0) = a(0, 1) = 1.

A fő különbség az uninormák és az aggregat́ıv operátorok defińıciója között
az, hogy az aggregat́ıv operátorok önduális feltétele nem jelenik meg az uninor-
mák defińıciójában, mı́g az uninormák neutrális elem tulajdonsága nincs benne az
aggregat́ıv operátorok defińıciójában. [7]-ben a szerzők vizsgáltak egy általános pa-
raméteres keretrendszert a nilpotens konjunkt́ıv, diszjunkt́ıv, aggregat́ıv és negáló
operátorokhoz és megmutatták, hogyan használható az aggregat́ıv operátor pre-
ferenciák modellezésére. [15]-ben a szerzők ezt felhasználva éṕıtenek egy modellt,
ahol az aktivációs függvény egy általános operátorként szerepel, amely tartalmazza
a bemeneti értékek közötti kompenzáció mértékét jelölő tańıtható paramétert.

3.3. Defińıció. (Vágófüggvény) Definiáljuk a vágófüggvényt a következő for-
mulával:

[x] =


0, ha x < 0,

x, ha 0 ≤ x ≤ 1,

1, ha 1 < x.

3.4. Defińıció. (Súlyozott általános operátor) Legyenek w = (w1, . . . , wn) és
wi > 0 valós paraméterek, f : [0, 1] → [0, 1] monoton növekvő bijekció és ν ∈ [0, 1].
A súlyozott általános operátor a következő formulával definiálható:

aν,w(x) := f−1

[
n∑

i=1

wi (f (xi)− f(ν)) + f(ν)

]
.

A súlyozott általános operátort az implementált modellben két változóval,
konstans együtthatókkal és az identitás függvénnyel használjuk, x = (x, y);
w = (w1, w2) = (1, 1); f(x) = x; azaz

aν(x) = [x+ y − ν].
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A fenti operátor defińıciójában szerepel a vágófüggvény, mely nem mindenhol
differenciálható. Viszont a neurális háló gradiens alapú optimalizáló módszerek
seǵıtségével tańıtható, melyhez szükség van az aktivációs függvény deriváltjára.
Ennek érdekében bevezetjük a vágófüggvény jelenleg ismert legjobb közeĺıtését, a
squashing function-t, melyet az alábbi képlettel definiálhatunk [11, 12, 13]:

S
(β)
a,λ(x) =

1

λβ
ln

1 + eβ(x−(a−λ/2))

1 + eβ(x−(a+λ/2))
.

Az implementációban a következő paraméterekkel használjuk: λ = 1, a = 1
2 ,

β = 80, azaz

S(x) =
1

80
ln

1 + e80x

1 + e80(x−1)
.

A paraméteres aktivációs függvény ı́gy a következő: S(x + y − ν), melyben ν a
tańıtható paraméter.

1. táblázat. A súlyozott általános operátor három speciális esete

T́ıpus ν aν(x,y)

Diszjunkció 0 [x+ y]

Konjunkció 1 [x+ y − 1]

Átlagoló operátor 0.5 [x+ y − 0.5]

A paraméteres operátor ı́gy már differenciálható és ezáltal alkalmazható akti-
vációs függvényként. A neurális háló tańıtása során a paraméteren keresztül az
optimális logikai operátort is tanulja a rendszer. A paraméter értéke jelöli a be-
menetek közötti kompenzáció mértékét, mely szerint lehet konjunkt́ıv, diszjunkt́ıv
vagy átlagoló operátor, amint az 1. táblázatban is látható.

Gashler és társai [14] egy innovat́ıv, paraméterezhető, differenciálható aktivá-
ciós függvényt használtak a mélytanulási architektúrában fuzzy logikai kifejezések
tanulására. Ez az aktivációs függvény lehetővé teszi a neurális hálózat számára,
hogy a bemeneti változók közötti kapcsolatokat megtalálja.

Kutatócsoportunk a Csiszár és Dombi által [7, 9]-ben megalapozott elméleti
alapok alapján a Gashler és társai [14]-ben bemutatott modellt fejlesztette to-
vább [15]. Egy olyan hibrid neuroszimbolikus modellt alkalmaztunk, amelyben
a logikai operátorok és egy uninorma tulajdonságú kompenzáló operátor egyetlen
paraméteres függvény seǵıtségével ı́rható le. A tanulható paraméter egy paramé-
teres aktivációs függvénybe kerül. Így a neurális háló tańıtása során az aktivációs
függvényen keresztül a logikai operátorok paraméterei is finomodnak mindaddig,
amı́g a rendszer megtanulja az optimális műveletet a bemeneti értékek között.
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4. A modell alkalmazása klasszifikációs problémákon

A bemutatott mély tanulási modell célja, hogy az emberek által érthető kap-
csolatokat találjon a bemeneti tulajdonságok között. A fenti megközeĺıtés egy pa-
raméteres, differenciálható aktivációs függvényt használ, amely a nilpotens logikai
rendszerek súlyozott általános operátorán alapul.

1. ábra. A neurális háló feléṕıtése

A neurális háló implementációja [14, 15] 9 rétegből áll (1. ábra), a bemeneti
értékeket először normalizálja a modell, ami azt jelenti, hogy leképezi a [−1, 1]
intervallumra. A következő réteg létrehozza a normalizált értékekből és az Igaz,
Hamis értékekből az összes lehetséges párośıtást. A harmadik rétegben a fenti
aktivációs függvény seǵıtségével a modell megtanulja az optimális folytonos logikai
operátort mindegyik párośıtáshoz. A negyedik réteg csökkenti a dimenziót azáltal,
hogy szelektál a bemeneti értékek között. A 2-4. rétegek együtt a neurális háló
logikai része, ennek többszörös alkalmazásával mélýıthető a modell, jelen esetben
két logikai részt tartalmaz. Két logikai rész között szükséges az értékek [−1, 1]-
re transzformálása a tanh függvény seǵıtségével. Az utolsó, kilencedik réteg a
klasszifikációért felel a max függvényt használva.

2. táblázat. Hibás besorolások aránya [15]

Adathalmaz DNN Fuzzy NN

Breast cancer 0, 23 0, 25

Diabetes 0, 26 0, 28

King-Rook vs King-Pawn 0, 06 0, 07

Vote 0, 05 0, 29
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3. táblázat. Optimális logikai kifejezés [15]

Adathalmaz Logikai kifejezés

Breast cancer ((28)uni(34))uni((6)uni(34))

Diabetes 1− ((1)uni(6))

King-Rook vs King-Pawn ((9)uni(34))uni((22)uni(34))

Vote ((25)uni(31))uni((11)uni(37))

A modell (Fuzzy NN) validálása a UCI Machine Learning Repository-ból vett
klasszifikációs problémákon történt. Referenciaként egy hagyományos mély ne-
urális hálót (DNN) használtak. A logikai kifejezésekben szereplő uni művelet az
uninorma tulajdonságú kompenzáló operátort jelöli, azaz S(x+y−0, 5). A logikai
kifejezés kiértékelése után a végeredmény egy folytonos érték 0 és 1 között. A
bináris klasszifikációk esetén a vágóérték 0, 5. A hibás besorolások aránya (misc-
lassification rate) a legtöbb esetben hasonló (2. táblázat), viszont értelmezhetőség
szempontjából a folytonos logikát használó neurális háló előnyt élvez. Eredmé-
nyül a klasszifikációs érték mellett a magyarázó változók közötti optimális logikai
kapcsolatot is visszaadja (3. táblázat).

5. Uninormán alapuló folytonos értékű neurális háló finomı́tása regularizációval

A fent bemutatott modell egy lehetséges továbbfejlesztése [18], a neurális háló
regularizációs paraméterének optimalizálása.

A gépi tanulásban az optimalizáció kulcsfontosságú a modellek fejlesztéséhez.
A regularizációs technika seǵıt abban, hogy az optimalizációs folyamat során olyan
modelleket válasszunk ki, amelyek kedvezőbb tulajdonságokkal rendelkeznek [19].
A Ridge regresszió L2 regularizációt használ, amely a modell együtthatóinak négy-
zetösszegével arányosan bünteti az optimalizálás során minimalizálandó értéket,
emiatt előnyben résześıti a kevésbé extrém értékű együtthatókkal rendelkező mo-
delleket, melynek következtében hatékonyan megelőzi a túltanulást, különösen
akkor, amikor korlátozott mennyiségű tanuló adat áll rendelkezésre. Egy másik
népszerű regularizációs módszer a Lasso, mely L1 regularizációt használ, ami a
modell együtthatóinak abszolút összegével büntet. Ennek következtében előnyt
élveznek a ritka, többnyire nulla együtthatókkal rendelkező modellek.

[18]-ban az a cél, hogy a szerzők az ember által is érthető, átlátható logikai
kifejezést eredményező modellt fejlesszenek, ezért a ritka együtthatók kifejezetten
előnyösek. Így ebben az implementációban az L1 regularizációt alkalmazzák.

A λ regularizációs együttható korlátozza az optimalizálás során hozzáadott
büntetés mértékét. Ezt az együtthatót figyelmesen kell meghatározni, hogy meg-
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4. táblázat. Hagyományos neurális háló [18]

Adathalmaz Átlagos hibaarány

Badges2 0, 022

Breast cancer 0, 284

Diabetes 0, 270

legyen a megfelelő egyensúly a kevésbé komplex, de nagyobb pontosságú modellek
között. Ha λ túl kicsi, akkor az eredményül kapott logikai kifejezés túl sok össze-
tevőből áll, ha pedig túl magas értékű, akkor a modell várhatóan nem illeszkedik
elég jól a tanuló adathalmazra, ezáltal hibás predikciókat eredményezve.

Az optimalizálás során mindegyik vizsgált regularizációs együttható ({1, 2, 5}×
10−5, {1, 2, 5}×10−4, {1, 2, 5}×10−3 és 10−2) esetén 50 különböző futtatás történt.
Az eredmények kiértékeléséhez a keresztvalidáció módszerét használták a szerzők
[18].

A referenciaként használt mély neurális háló keresztvalidációval kiértékelt átla-
gos hibaarányai a 4. táblázatban találhatóak. A 2., 3. és 4. ábrán a három vizsgált
adathalmaz hibaarányainak eloszlása látható különböző regularizációs paraméte-
rekkel történő kiértékelések esetén. Látható, hogy az adott adathalmazhoz tartozó
optimális regularizációs paraméter esetén a modell hasonló pontossággal teljeśıt,
mint a referenciául szolgáló mély neurális háló, viszont emellett egy értelmezhető
logikai kifejezést is ad eredményül.

2. ábra. Keresztvalidáció a Badges2 adathalmaz esetén [18]

A különböző regularizációs együtthatókat keresztvalidációval kiértékelve a szer-
zők azt az eredményt kapták, hogy a kétváltozós klasszifikációs problémák ese-

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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3. ábra. Keresztvalidáció a Breast cancer adathalmaz esetén [18]

4. ábra. Keresztvalidáció a Diabetes adathalmaz esetén [18]

tén különböző adathalmazokra különböző regularizációs együttható lesz optimá-
lis. A számı́tások alapján optimális regularizációs paramétert alkalmazva rövid és
könnyebben érthető logikai kifejezést adott eredményül a neurális háló, mint az
eredeti, rögźıtett regularizációs paraméterrel.

A legjobban közeĺıtő logikai kifejezéseket vizsgálva azt az eredményt kapták,
hogy a leggyakrabban előforduló kifejezésekben szereplő művelet az uni, azaz
az uninorma tulajdonságú kompenzáló operátor. Ezen logikai kifejezéseket, a
keresztvalidáció során történő előfordulás darabszámát, a hozzá tartozó hibaarány
értékeket és az előfordulásokhoz tartozó regularizációs paramétereket a 5. táblázat
tartalmazza.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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5. táblázat. Leggyakrabban előforduló logikai kifejezések
Adathalmaz Kifejezés Hibaarány Regularizációs együtthatók

Badges2 (3)uni((3)uni(6)) 0, 127 {1, 2, 5} × 10−4

Breast cancer ((20)uni(29))uni((31)uni(32)) 0, 292 {1, 2} × 10−4

Diabetes (1)notuni(7) 0, 299 {1, 2, 5} × 10−5, {1, 2} × 10−4

Az uninorma tulajdonságú kompenzáló operátor tapasztalt népszerűsége a ha-
gyományos

”
és” és

”
vagy” operátorokkal szemben többek között azzal magyaráz-

ható, hogy a modell nem különbözteti meg a bináris klasszifikáció kétféle kér-
désfeltevését. Például, a breast cancer, azaz a mellrák adathalmaz esetén kétféle
kimenet lehetséges egy adott páciens vizsgálata során: vagy jelen van a betegség
(1-es számmal jelölve) vagy nincs (0-val jelölve). Viszont, ugyanezt a problémát
úgy is meg lehet fogalmazni, hogy mutassuk meg, mely páciensek esetén nincs
jelen a betegség, azaz az egészségeseket jelöljük 1-essel, mı́g a betegeket 0-val.
A logikai kifejezés kiértékelése során egy 0 és 1 közötti z számot kapunk, melynek
függvényében a páciens diagnózisa 1, ha z > 0, 5 vagy 0, ha z < 0, 5. A neurális
hálónak bármelyik t́ıpusú megfogalmazás esetén a megfelelő helyes választ kéne
adnia, ami az egyik esetben z, a másikban viszont 1− z.

A 4. fejezetben bemutatott paraméteres aktivációs függvényt használó neurális
háló többek között az S(x+y−ν) függvényben található ν paramétert optimalizál-
ja, amely utána meghatározza az x és y értékeket összekapcsoló logikai operátort.
[20] -ban a szerzők megmutatták, hogy az S(x+ y− ν) = z egyenletbe behelyette-
śıtve az ellentétesen megfogalmazott problémát, S(x′+y′−ν) = z′, ahol x′ = 1−x,
y′ = 1− y és z′ = 1− z, azt kapjuk eredményül, hogy ν = 0.5. Ez a megközeĺıtés
egy lehetséges magyarázatot ad arra, hogy miért résześıti előnyben a neurális háló
az uni, azaz az uninorma tulajdonságoló átlagoló operátort a diszjunkcióval és a
konjunkcióval szemben.

6. Összefoglalás

Az értelmezhetőség egyre fontosabb tényezővé válik a gépi tanulásban. A ha-
gyományos neurális hálók gyakran túl sok paramétert tartalmaznak, ami megne-
heźıti, hogy megértsük, miért hoznak bizonyos döntéseket. Az értelmezhetőség
jav́ıtása érdekében a folytonos logikai rendszerek és neurális hálók kombinációja
egyre nagyobb figyelmet kap. Ezek az új modellek rugalmasságot és pontosságot
kölcsönöznek a neurális hálóknak, miközben lehetővé teszik a jobb értelmezhetősé-
get és átláthatóságot. A folytonos logika seǵıt megfogalmazni a neurális hálózatok-
ban lévő transzformációkat, és ezáltal lehetőséget nyújt az eredmények természetes
nyelvi interpretációjára. A folytonos logika és neurális hálók kombinálása olyan
eredményekhez vezet, amelyek mind a hagyományos neurális hálók rugalmasságát,
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mind a folytonos logika értelmezhetőségét ötvözik. Ez az összekapcsolás egy ı́gé-
retes irány a gépi tanulásban és az értelmezhető modellek létrehozásában. Ennek
a hibridizációnak egy ı́géretes módja a vizsgált paraméteres aktivációs függvény,
amely a paraméter választásától függően különböző, az érvelésben szereplő operá-
torokat tud modellezni. A paraméterek optimalizációjával lehetővé válik a neurális
hálózat számára, hogy megtalálja a bemeneti változók közötti kapcsolatokat.
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rek fejlesztése.
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PARAMETRIC ACTIVATION FUNCTION AND ITS SIGNIFICANCE IN THE
INTERPRETABILITY OF NEURAL NETWORKS

Luca Sára Pusztaházi, György Eigner, Orsolya Csiszár

Artificial intelligence, especially deep learning models, are revolutionizing the business
and technology world. One of the biggest challenges of deep learning today is solving the
problem of interpretability. There is an increasingly pressing need to improve the transparency,
performance, and safety of models (XAI: eXplainable Artificial Intelligence). Combining neural
networks with continuous logic and multi-criteria decision-making tools can contribute to better
interpretability, transparency, and safety in medical, engineering, and business applications.
This approach, along with other emerging methods, belongs to neuro-symbolic hybrid artificial
intelligence, a novel area of AI research that combines traditional rule-based approaches with
modern deep learning techniques. Neuro-symbolic models have been proven to achieve high
accuracy with significantly less data compared to traditional models. Neural networks and
symbolic systems can complement each other’s strengths and weaknesses, leading to precise,
sample-efficient, and interpretable systems. This can improve decision-making, build trust
in machine learning models, and lead to more efficient and effective processes across various
industries. In this summary article, the latest results of our research group are presented in this
field, comparing them to the most significant international trends.
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A MAGYAR OPERÁCIÓKUTATÁS KEZDETEI
A PUBLIKÁCIÓK FÉNYÉBEN

VIZVÁRI BÉLA

Kivonat

A dolgozat az operációkutatás indulására vonatkozó nemzetközi kitekin-
tés után ismerteti a magyar szakmai és egyéb sajtóban fellelhető, az operá-
ciókutatásra (is) vonatkozó közleményeket 1965-ig. A legfontosabb tanulság
az, hogy az operációkutatás sokkal szélesebb körben ismertté vált már ebben
a korai időszakban, mint azt gondolni lehetne. Ennek több okát is detektálni
lehet. Az ismertségből következőleg már ekkor számos alkalmazásra került
sor.

1. Bevezetés

Az operációkutatás egy friss tudomány. Az 1930-as években indult. A II. vi-
lágháború után nagyon gyorsan terjedt el az egész világon. Hazánkban is gyorsan
ismertté vált abban a korban, amikor az akkori politikai rendszer bizonyos új tudo-
mányágakra gyanakvással tekintett. Krekó Béla már az 1950-es években tańıtotta,
Kornai János pedig 1959-ben és 1960-ban az Élet és Tudományban ı́rt róla cikket.

Jelen dolgozat célja, hogy bemutassa az operációkutatás hazai elterjedtségét az
1965-ig terjedő időszakban a fellelhető szakmai folyóiratok és a napi sajtó alapján.
Ezt egy rövid nemzetközi kitekintés után érdemes megtenni, hogy jobban lássuk,
hogy mennyire jól tájékozott volt a magyar, szélesebb értelemben vett szakember
gárda.

2. A kezdetek

Kezdetei mindössze a II. világháborút megelőző időkre nyúlnak vissza.
Kantorovics ekkor késźıtette modelljeit. A radar célszerű használatának kidol-
gozására az 1930-as években álĺıtották fel az

”
Operational Research Group” nevű

szervezetet a brit hadseregen belül. Amerikában a háborús idők nagy lehetősé-
get nyitottak arra, hogy a hadsereg és a haditengerészet kutatásokat támogasson,
melyek között voltak mind sikeresek, mind sikertelenek. Dantzig ugyanezzel a len-
dülettel kapott támogatást. Az 1940-es évek végén, az 1950-es évek elején az operá-
ciókutatás közgazdasági alkalmazásai már javában folytak Amerikában. A terület
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több, későbbi közgazdasági Nobel-d́ıjas kutatója ebben az időszakban érte el leg-
fontosabb eredményeit. Az operációkutatáshoz szorosan kapcsolódó Nobel-d́ıjasok
listája 2000-ig zárójelben a d́ıj dátumával: Arrow (1972), Debreu (1983), Harsányi
(1994), Kantorovics (1975), Koopmans (1975), Leontief (1973), Markowitz (1990),
Nash (1994). A sorból egyrészt Harsányi lóg ki, aki legfontosabb eredményeit az
1960-as években érte el. Másrészt pedig Leontief, akinek fontos könyve már 1941-
ben megjelent.1 Ugyanitt érdemes megemĺıteni, hogy a játékelméletet megalapozó
Neumann-Morgenstern könyv viszont ugyanebben az időszakban ı́ródott és jelent
meg.

Egy, a szakmában terjedő városi legenda szerint az 1975-ben a d́ıjazottak kivá-
lasztásakor a harmadik jelölt George Dantzig volt, akit a bizottság azzal utaśıtott
el, hogy hozzájárulása túlságosan matematikai. Amennyiben ez igaz, a bizottság
indoklása hibás. Már a világháborús időkben Dantzig a Pentagonban tervezés-
sel, a legkülönbözőbb dolgok tervezésével, beleértve a termelést is, foglalkozott.
A háború vége után egy félévre visszatért az egyetemre, és megvédte a doktori
disszertációját. Majd visszatért a Pentagonba, és a tervezés automatizálásán kez-
dett dolgozni 1946-ban. Világos tehát, hogy kutatásának az első pillanattól kezdve
volt közgazdasági vonatkozása. 1947-ben találta meg a szimplex módszert és 1949-
ben publikálta. Az INFORMS Dantzigról szóló megemlékezése2 szerint még a két
1975-ös d́ıjazott, azaz Kantorovics és Koopmans is csodálkozott, hogy Dantzigot
kihagyták.

Dantzignál és a szimplex módszernél azért érdemes elidőzni, mert a lineáris
programozás vált azon eszközzé, amivel problémákat lehetett megoldani a gyakor-
latban. A számı́tásokat egy ideig még számı́tógépes programok hiányában kézzel
végezték. A terület rendḱıvül gyorsan fejlődött. Ismertté vált a lineáris programo-
zás dualitás tétele, 1951-ben publikálták a Kuhn-Tucker tételt, amiről jóval később
derült ki, hogy lényegében már 1939-ben megvolt, ı́gy lett belőle Karush-Kuhn-
Tucker tétel. Dantzigról el kell mondani, hogy nagyon sok minden vele kezdődött
az optimalizálás elméletében, akkor is, ha később nem folytatta különösebben a
témát. Társszerzője az utazó ügynök feladat első pontos matematikai modelljének.
Ezt a mai napig használják, sőt bizonyos értelemben az egyik legerősebb modell.
Elsők között ı́rt az egészértékű és sztochasztikus programozásról.

Az első egyetemi tárgyat operációkutatási témában az MIT-n hirdették meg
1948-ban [ORS]. A brit Operational Research Society 1950-ben alakult meg. Az
első graduate program 1952-ben indult a ma Case Western Reserve University-nek
nevezett egyetemen. Ezt követőleg számos egyetemen indultak hasonló progra-
mok. A h́ıres és sokáig abszolút vezető szerepet játszó Operations Research ćımű
folyóirat 1952-ben indult az amerikai társaság lapjaként.3

1Érdekes módon modellje és módszere a népgazdasági tervezés alapjává vált, amit az Országos
Tervhivatal fennállása során mindvégig alkalmazott.

2Még a szöveges részben az interjú fölött.
3The Operations Research Society of America.
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3. A módszer

A jelen dolgozat alapanyagát az Arcanum adatbázisa, pontosabban az abból
kiválogatott anyag képezi. Ebben mind tudományos folyóiratok, mind napi olva-
sásra szánt lapok megtalálhatók. Esetünkben, mint azt alább részletezem, mind-
kettő fontos. Technikai vonatkozásban tudni kell, hogy az Arcanum kulcsszavakra
és rövidebb szövegekre nyújt keresési lehetőséget, nem pedig közvetlenül művekre,
ı́gy könyvekre és dolgozatokra. A keresés annyi találatot ad, ahány oldalon a kere-
sett szöveg előfordul. Például, ha a keresés szerzőre történik és az oldal fejlécében
ott van a szerző neve, ahogy ez némely folyóiratnál szokásos, akkor a dolgozat
összes oldala külön találatnak számı́t. Ehhez adódik az is, hogy egy dolgozat akár
több tartalomjegyzékben, például havi és éves, is szerepelhet, amely előfordulások
a keresés szempontjából újabb találatnak számı́tanak.

Keresés először az
”
operációkutatás” szóra történt. Azonban az 1950-es és

’60-as években ezt inkább kötőjellel,
”
operáció-kutatás” formában ı́rták, de előfor-

dul két szóban, mint
”
operáció kutatás” is. Azonban az egyik legelső fellelhető

dokumentum, ami már az operációkutatásról szól, más forrásból származik. Erről
részletesebben szó lesz.

A kapott eredmények feldolgozása során nyilvánvalóvá vált, hogy szükséges
más kulcsszavakra is keresni. Érdekes módon a

”
lineáris programozás” nagyon ko-

rán előfordul. Viszont 1960-tól kezdve már feldolgozhatatlan mennyiségben fordul
elő.4 Ezért ezt a kifejezést tartalmazó ı́rások közül csak az 1950-es években meg-
jelentek kerültek feldolgozásra. Szükségessé vált egyes szerzőkre külön rákeresni.
A feldolgozás során kiderült, hogy bizonyos dolgozatok hivatkozási listájában fel-
tüntetett hazai dolgozatok közül nincs meg minden az Arcanumban, mert például
egy intézmény belső kiadványaiként jelent meg valami. Tehát a begyűjtött anyag
ugyan nem teljes, de az akkor elérhető irodalom jelentős részét lefedi.

Az elmondottakból látszik, hogy a személyes visszaemlékezések, vagyis
”
oral

history” feldolgozása nem szerepel a cikkben. Ennek oka, hogy a legelső operá-
ciókutatók közül a dolgozat késźıtésekor, azaz 2024-ben már senki sincs életben.5

Az 1980-as években készült egy kivételesen kettő szerzős szakdolgozat az ELTE
TTK-n, aminek egyik szerzője volt felelős az operációkutatás akkor még életben
lévő jeles alakjaival készült riportokért. Akkor még sok egykori szerző élt. Sajnos
a szakdolgozatnak jelenleg nincs fellelhető példánya. Előkerülése esetén érdemes
volna azt is kiadni.

4Ez persze szubjekt́ıv minőśıtés.
5Kivételt képezhetne Meszéna György, aki ugyanekkor töltötte be 93. évét. Ő azonban

először Debrecenben tańıtott és az ATOMKI munkatársa volt, csak később kapcsolódott be az
operációkutatásba.
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4. Hazai viszonyok

Az 1950-es években több diszcipĺına megkapta a
”
burzsoá áltudomány” ćımkét.

Ennek ellenére azok a tudományágak, amelyek ma besorolhatók a számı́tástechnika
vagy informatika kategóriájába, korántsem voltak abban az időben annyira fejlet-
lenek Magyarországon, mint ahogy azt gondolni lehetne. Az MTA Kibernetikai
Kutató Csoportja (KKCS) már 1956-ban megalakult. Ez a csoport éṕıtette meg
az első magyarországi, M-3 néven ismert számı́tógépet szovjet dokumentáció és a
Szovjetunióból kapott alkatrészek alapján [1].6 Érdekes, hogy ezt a számı́tógépet
Kornai már 1960-ban emĺıti az operációkutatással összefüggésben [19]. Ugyanak-
kor azt, hogy kezdetben az MTA nem értette meg a számı́tástechnika jelentőségét,
[1] alaposan bemutatja. Ide tartozik az M-3 második példánya munkálatainak
leálĺıtása7 és a megkapott Urál gép raktárban való tárolása éveken keresztül.

A KKCS munkatársai között olyan, később a hazai számı́tástechnika kiemel-
kedő jelentőségű szakembereit találunk, mint Dömölki Bálint, Hatvany József,
Kovács Győző, Szelezsán János. A KKCS 1960-ban átalakult az MTA Számı́-
tástechnikai Központjává, ami a 1973-ban a máig létező SZTAKI egyik közvetlen
elődje lett.

A kibernetika szót ma már csak ritkán használjuk. A vizsgált időszakban
azonban a mai számı́tástechnika kifejezés megfelelője volt.

Magyarországon tulajdonképpen egy bonyolult helyzet jött létre. Egyes erők a
fejlődés irányába hatottak, mások akadályozni igyekeztek azt. A területen a KKCS
az elsők közé tartozott és főleg a műszaki oldalt támogatta. Szakmai és felhaszná-
lói oldalról több mag jött létre. Ide tartoznak a közgazdászok, akikről a következő
fejezetben lesz szó. Az akkori Alkalmazott Matematikai Intézetben, ma Rényi
Intézet, 1957-ben megalakult Prékopa András csoportja [11], ami az operációku-
tatás szempontjából kiemelkedő jelentőségűvé vált a későbbiek folyamán. A kor-
szerű ismeretekkel rendelkezőket azonban nem lehet leszűḱıteni erre a két kutató-
helyre. Az országba beérkező információ másokat is elért. Érdemes megemĺıteni
Csébfalvi Károlyt [12], aki már 1958-ban operációkutatáshoz tartozó problémát
oldott meg. A későbbiekben pedig a hazai operációkutatásban fontos szerepet
játszó NIM IGÜSZI vezető munkatársa lett.

Itt elérkeztünk ahhoz a ponthoz, még mindig a helyzet pozit́ıv oldalát tárgyalva,
hogy lassan a minisztériumok és egyéb főhatóságok is felismerték, hogy szükségük
lenne nagyobb számı́tási kapacitásra, röviden szólva számı́tóközpontra. Közülük a
Nehézipari Minisztérium (NIM), melyhez a bányászat, a villamosenergia- és vegy-

6A Szovjetunió a dokumentációt a megéṕıtéshez szükséges alkatrészekkel együtt más ún. szo-
cialista országoknak is átadta, például Lengyelországnak. Ezek a gépek a szintén szovjet Urál gé-
pekhez hasonlóan, rádiócsöveket használtak tranzisztorok, illetve azok realizációja helyett. Emi-
att méretük nagy volt és sok hőt termeltek. Ezért nagy termeket és légkondicionálást igényeltek.
Így szóba se jött, hogy egyetlen ember használja őket. A személyi számı́tógépek nagyobb számban
csak az 1970-es évek végén jelentek meg.

7Az első példány után annyi maradt meg a Szovjetunióból érkezett alkatrészekből, hogy erre
lett volna lehetőség. A KKCS dolgozott is rajta.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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ipar tartozott, járt az élen. Ennek az intézménye lett az 1961-ben alakult8 Ipar-
gazdasági és Üzemszervezési Intézet, mely a későbbiekben a hazai operációkutatás
egyik fellegvárává vált. Jóval korábban alaṕıtották a Kohó- és Gépipari Miniszté-
rium hasonló intézményét, a KGM Ipargazdasági, Szervezési és Számı́tástechnikai
Intézetét [36], de ez operációkutatási szempontból kisebb jelentőséggel b́ırt. Vi-
szont érdemes még megemĺıteni a Központi Statisztikai Hivatal Információfeldol-
gozási Laboratóriumát, ami a vizsgált időszak legvégén, 1965 elején alakult. Ez
a legendás intézmény INFELOR néven működött. Operációkutatási osztályának
szellemi vezetője Stahl János volt.

Másfelől nem volt könnyű a számı́tógépek beszerzése. A Szovjetunióból csak
nagyon korlátozottan lehetett számı́tógépeket kapni. Nyugatról szintén, az em-
bargó, azaz a COCOM lista miatt [49].9 Számı́tógépek az eladási tilalom ellenére
kerülhettek be az országba legálisan a szó fizikai értelmében, például a Budapesti
Nemzetközi Vásárra.10 Nem feltétlenül volt érdemes ezeket visszaszálĺıtani a gyár-
tó cég országába. A NIM IGÜSZI ı́gy tudta megszerezni az Elliott 803-as gépét
1962-ben, ami vámszabad területen várakozott [12].

5. Hogyan jutott az információ az országba?

Ez a szakasz történelmi szempontból főként arra vállalkozik, hogy a problémát
felvesse. Több akkor volna mondható, ha volnának még élő szemtanúk.

Azt lehetne gondolni, hogy az információ sem kelet, sem nyugat felől nem jut-

8Itt mellőzve egynémely rövid és lényegtelen kitérőt.
9A listán szereplő termékeket, amelyeket hivatalosan katonai szempontból felhasználhatónak

tekintettek, nem volt szabad eladni az akkori Szovjetunió vezetése alatt álló katonai tömb, a
Varsói Szerződés országainak. A lista teljes neve Coordinating Committee for Multilateral Ex-
port Controls. Ténylegesen azonban a listán szereplő termékek köre tágabb volt a közvetlenül
katonai célokra használható dolgoknál. Szerepeltek rajta szoftverek is, például optimalizálási
programcsomagok. Így az embargó a gazdasági fejlődést is akadályozta. A COCOM-listára vo-
natkozó szerződést a NATO akkori tagjai (Izland kivételével), Ausztrália és Japán kötötték meg.
Lásd még https://hu.wikipedia.org/wiki/COCOM-lista. A lista összetétele bonyolult dinamika
szerint változott. A lista változása önálló történeti kutatást érdemelne. A műszaki fejlődés kö-
vetkeztében új termékek jelentek meg, amelyek felkerültek a listára. Viszont az eladási tilalom
kárt okozott a nyugati vállalatoknak, ezért időnként engedményt tettek. Végül a keleti kuta-
tóintézetek nagy erővel dolgoztak olyan berendezések előálĺıtásán, amelyek fenn voltak a listán.
Ha valamit sikerült elkésźıteni, akkor az lekerült a listáról. Így azonnal meg kellett küzdenie
a nyugati konkurenciával. Tipikus példa erre a SZTAKI GD80-as grafikus kijelzője, ami akkor
került le a listáról, amikor több darabot eladtak Ĺıbiának.

10Én a következőt láttam 1979-ben egy ENSZ által szervezett konferencián Ostravában, ami
akkor Csehszlovákia egyik legfontosabb városa volt, ahol acélt termeltek. Az egyik acélgyár
számı́tóközpontja két géppel rendelkezett, egy IBM360-assal és egy IBM370-essel. Szálĺıtottak
hozzájuk egy nagy kapacitású mágneslemez egységet is. Miután az utóbbi megérkezett, kide-
rült, hogy a teljes kapacitás túllépné az engedélyezett méretet. Továbbá a két gépet semmilyen
módon, még egy periférián, mint a mágneslemez egység, sem volt szabad összekötni. Ezért az
egység ott állt a gépterem előszobájában, még a portól sem védték. Egyetlen vékony és keskeny
paṕırszalagot tettek rá körben, amire végig azt a szöveget nyomtatták ismétlődően, hogy ”Ez a
berendezés az IBM tulajdona és ezt a szalagot csak IBM dolgozó távoĺıthatja el.
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hatott el hozzánk. Kelet felől a már emĺıtett áltudományként való minőśıtések
miatt, nyugat felől meg az utazási lehetőségek hiánya, a levelezésnek a levéltitok
megsértése általi hazai ellenőrzése, a nyugati folyóiratokban való publikálás enge-
délyhez való kötése és az embargó miatt. Ezzel szemben, mint az alább kiderül, az
operációkutatással kapcsolatos tudás Magyarországon nagyon gyorsan megjelent
és azonnal széles körben elterjedt.

Azt lehet látni, hogy az akkori magyar tudományosság pontosan ismerte a
szovjetunióbeli helyzetet. Ha valamit ott engedélyeztek, akkor az nálunk is virá-
gozhatott. Maga az operációkutatás soha nem minősült áltudománynak. Ebben
fontos lehetett, hogy Kantorovicsnak úttörő szerepe volt a területen, amiről a
Szovjetunióban tudtak. Erőśıtette az operációkutatás itthoni helyzetét, hogy a
hazai sajtóban több oroszból ford́ıtott cikk is megjelent. A teljesség igénye nél-
kül két példa, [10] és [39]. Publikáltak továbbá németből és lengyelből ford́ıtott
dolgozatot is. Sejtésként fogalmazható meg egy lehetséges, de nem bizonýıtott ok
is. Dantzig szimplex módszere katonai kutatás keretében született meg egy olyan
korban, amikor a Szovjetunió még jelentős kémtevékenységet folytatott az USÁ-
ban. Ha a szovjet katonai vezetés tudott az operációkutatásról és annak katonai
jelentőségéről, akkor a terület fejlődését szándékosan engedhették.11

A nyugati oldalon éltek magyar kutatók, akik hazai kollégáikkal kapcsolatot
tartottak. Nyugati folyóiratok érkeztek az országba. Bár a külföldre való utazást
a magyar hatóságok erősen korlátozták, de kutatók számára mégis lehetséges volt.
Ezt bizonýıtja, hogy mind az MTA III. osztálya, mind a Rényi Intézet elődje éves
beszámolóiban rendszeresen jelentette, hogy melyik kutató melyik országban járt.
A meglátogatott helyek között szép számmal vannak nyugati államok.

Tehát az általánosan ismert akadályok korántsem voltak annyira erősek az ope-
rációkutatás szempontjából, mint azt várni lehetne. Ez azonban még nem magya-
rázza meg gyors hazai elterjedését, amiben szerepet játszhatott az is, hogy néhány
szerző felismerte a diszcipĺına rendḱıvüli alkalmazhatóságát és terjesztette azt,
esetleg erre éṕıtve pályafutását. Róluk az alábbiakban szó lesz.

6. Első hazai operációkutatási tárgyak

Az operációkutatás első hazai dokumentuma a közgazdasági egyetemen szü-
letett határozat.12 Az ülésről, ami más ügyeket is tárgyalt, a Rektori Hivatal
késźıtett jegyzőkönyvet, amiből azonban az nem derül ki, hogy mi annak a testü-
letnek a neve, amelyik jogosult volt a határozatok meghozatalára. Talán nem áll
messze az igazságtól, ha

”
egyetemi tanácsnak” nevezzük. A jegyzőkönyvet Teme-

si József professzor bocsátotta a tudományos közösség rendelkezésére egy magán

11A Szovjetunió 1959 októberében, tehát éppen a vizsgált időszakban, tett javaslatot a Ba-
rátság kőolajvezeték megéṕıtésére. Ekkor még készültek egy újabb világháborúra. A vezeték
gazdasági előnyein túl értelmezhető úgy is az akkori katonai technológia mellett, mint egy olyan
léteśıtmény, ami biztośıtja a nyugat felé támadó szovjet csapatok üzemanyagellátását.

12Akkori neve Marx Károly Közgazdaságtudományi Egyetem, rövid́ıtve MKKE.
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e-levélben. Az ülést 1957. szeptember 16-án tartották. Egy, a lapra kézzel ı́rt
megjegyzés szerint a jegyzőkönyvet 17-én már iktatták is. Az ı́rógéppel készült
jegyzőkönyv két oldal, melyek közül a teljes másodikat foglalja el

”
A tanév elő-

késźıtésével kapcsolatban felmerült problémák” megoldására vonatkozó döntések
felsorolása. Itt a hatodik bekezdés ı́gy szól:

Javasolja, hogy Krekó elvtárs az oktatószemélyzetnek is tartson tanfolya-
mot a lineáris programozás és az input-output kérdéseiről.

T́ız évvel vagyunk csak a lineáris programozás megszületése és nyolccal annak
publikálása után egy olyan korban, amikor számos, nyugaton született tudomány-
ágat burzsoá áltudománynak minőśıtettek. A jegyzőkönyv arról vall, hogy akkor
már a szakma vezetői is tudtak az operációkutatásról és felfogták annak jelentő-
ségét. Ennek megfelelően vállalták annak felelősségét, hogy a téma megjelenjen
az egyetemi körökben. Az input-output modellt az ülés előtt 16 évvel közölte
Leontief. Mindez arra vall, hogy az Amerikában elért eredmények gyorsan, átütő
erővel érkeztek meg hozzánk. Arról sajnos nincs tudomásunk, hogy milyen legális
vagy illegális csatornán keresztül. Erre valósźınűleg interjúkon keresztül lehetne
választ kapni. Azonban azok nagy része, akik a választ meg tudnák adni, sajnos
már nem él.

Érdemes továbbá megjegyezni, hogy [11] szerint Krekó Béla első lineáris prog-
ramozásról szóló könyvét [22] már 1955-ben meǵırta, de csak 1957-ben jelent meg.
Krekó ezt a könyvet [11] szerint az 1953-ban kiadott [6] alapján ı́rta.13 Ez is jel-
lemzi a gyors fejlődést és terjedést. A 1949-es közlés után négy évvel már érdemes
volt összefoglaló művet ı́rni, ami olyan gyorsan megérkezett Magyarországra, hogy
újabb két év múlva ennek alapján már magyarul ı́rt könyv készült a témában.
A

”
lineáris programozás” kifejezés találatainak számát jelentősen növelte, hogy

a könyvet és az annak alapján megtartott tanfolyamokat már az 1950-es évek-
ben reklámozták különböző folyóiratokban, beleértve olyanokat is, ahol az olvasók
többsége nem került kapcsolatba az operációkutatással. Ebben az időben csak
nagyon kicsi feladatokat lehetett megoldani számı́tógépek és programjaik hiánya
miatt.

Érdekes, hogy ezzel egyidőben felmerült a lineáris programozás oktatása az
Éṕıtőipari és Közlekedésügyi Egyetemen [15] nem kötelező tárgyként. Az emĺıtett
egyetem 1950 után vált ki a Budapesti Műszaki Egyetemből. A két intézmény
1967-ben egyesült újra.

7. Nyomtatott források és gazdasági ágak

Ahogy emĺıtettem, a jelen dolgozat nagyrészt az arcanum.hu oldalról letöltött
közleményeken alapul. Az ı́gy megszerzett dolgozatokat az alábbiakban gyűjte-
ménynek nevezem. Mivel több száz ı́rásműről van szó, nem fogom idézni vala-

13Valósźınűleg [11] tévesen adta meg a hivatkozást. 1953-ban egy 75 oldalas cikk jelent meg
Operational Research Quaterly 4. számában. Ezt adták ki 1958-ban könyv formájában.
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mennyit. A megemĺıtett művek ı́gy is adnak egy átfogó képet.

Néhány folyóiratnak megváltozott a ćıme. Amit ma Magyar Tudományként is-
merünk, 1956-ig Akadémiai Érteśıtő volt, ez is több változatban. Az arcanum.hu
1956 után is esetenként korábbi nevén tartja számon. A ma Rényi Intézetként
szereplő kutatóhely elődjei kiadványainak ćıme is változott az intézmény nevének
változásával. Az MTA III. osztálya eredetileg Matematikai és Fizikai Osztály volt,
de később kettéváltak. Ennek megfelelően módosult annak a folyóiratnak is a ne-
ve, amit ma röviden A III. Osztály Közleményei ćımen ismerünk. Minden ilyen
esetben a folyóiratokat összevontam és csak egy ćımmel szerepelnek az adatok kö-
zött. Összesen 51 lapból sikerült begyűjteni releváns cikkeket. Érthető módon
a közgazdaságtant különböző mélységekben lefedő lapok (Ipargazdaság, Közgaz-
dasági Szemle, Figyelő) együttes érdeklődése kiemelkedő. Az már valamennyire
meglepő, hogy őket a közlekedés témájú folyóiratok (Közlekedéstudományi Szemle,

Éṕıtés- és Közlekedéstudományi Közlemények, Magyar Vasutas) követi. A harma-
dik pedig a műszaki tematikájú lapok egységesnek nem tekinthető csoportja. Az
utóbbiak nagyon sok, egymástól távoli területet fednek le: energetika, éṕıtőipar,
paṕıripar, kohászat, faipar, cukoripar és konzervipar. Fontos, hogy számos olyan
fórum is közölt cikket a témában, amelyik kifejezetten a nagyközönségnek szól vagy
témája messze áll az operációkutatástól (Valóság, Magyar Nemzet, Élet és Tudo-

mány, Állam és Igazgatás, Munka, Népszabadság, Új Könyvek, Dél-Magyarország,
Kisalföld, Korunk, Kultúra Világa, Pártélet, Társadalmi Szemle, Pedagógiai
Szemle, Univerzum).

A legtöbb közleménnyel rendelkező szakmai lapok

Ipargazdaság 30

Közgazdasági Szemle 25

Közlekedéstudományi Szemle 24

Műszaki Élet 18

Magyar Tudomány 18

Figyelő 16

Matematikai Kutató Intézet Közleményei 13

Elektrotechnika 7

Matematikai Lapok 7

Mélyéṕıtéstudományi Szemle 6

Technika 6

Paṕıripar 5

Éṕıtés- és Közlekedéstudományi Közlemények 5

Szoros összefüggésben a cikkeket megjelentető újságokkal és folyóiratokkal, a
nemzetgazdaság következő ágai érdeklődtek leginkább az operációkutatás iránt:
cukoripar, energia szektor, éṕıtőipar, felsőoktatás, gépipar, kereskedelem, kohá-
szat, konzervipar, közlekedés, könnyűipar, mezőgazdaság, paṕıripar és szénbányá-
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szat. Ez széles spektrum.
8. Szerzők

8.1. Andorka Rudolf

Andorka Rudolf szociológusként vált ismertté. 1991-ben az akkori közgazdasá-
gi egyetem rektora lett. Akt́ıv rektorként halt meg. Elég későn, 1963-ban szerzett
jogi diplomája előtt már több közgazdasági és operációkutatási cikket publikált.
Ezen műveiből látszik az is, hogy jól tudott lengyelül, mert a dolgozatok közül
többnek erős lengyel vonatkozása is van. Érdeklődése 1962 táján kezdett a szocio-
lógia felé fordulni. Ennek ellenére az operációkutatási cikkei a vizsgált időszakban
1962 és 1965 között jelentek meg, összesen hat. Némelykor csak utal a tudomány-
területre. Mindegyik ı́rása közgazdasági jellegű és inkább szól nagyközönségnek
mint közvetlenül a kutatóknak.

8.2. Bod Péter

Ő egy nagyon korai operációkutató. Az MTA Matematikai Kutató Intézeté-
ben dolgozott. Munkásságában az operációkutatás mellett sok közgazdasági elem
is megtalálható. Gyakran nehéz megmondani, hogy egy dolgozat melyik terület-
hez tartozik. Nagydoktori értekezését is a népgazdaság tervezéséből ı́rta az 1970-
es évek közepén. Ugyancsak foglalkozott biztośıtási matematikával. Korán ı́rt
Kantorovics eredményeiről [2]. Ugyancsak ő az egyik első magyar szerző, aki
tárgyalja a többcélú optimalizálást [3]. Az akkori idők szellemének megfelelően
dolgozott közvetlen alkalmazáson is [4].

8.3. Bródy András

Neves közgazdász. Közel állt Kornai Jánoshoz. A gyűjteménybe nyolc dolgoza-
ta került, ebből az egyik egy 97 oldalas könyv, amit Kornai Jánossal közösen ı́rtak.
Ebben erős a matematikai részletek tárgyalása. Érdekesség, hogy első, 1958-as cik-
kében még nincs magyar neve az operációkutatásnak, hanem a teljesen releváns
”vezetés tudománya” kifejezést alkalmazza [5]. Két cikke is Kornai egy-egy mű-
vét ismerteti. Bródy egyéb dolgozatai a közgazdaságtanhoz általában, illetve a
népgazdaság tervezéséhez tartoznak.

8.4. Jándy Géza

A vizsgált időszakban két Jándy Géza publikált szakmai cikkeket. Egyikük
kohómérnök volt, és dolgozatainak nincs köze az operációkutatáshoz. A másik
éṕıtőmérnök, aki sokáig az UVATERV-nél dolgozott és itt került kapcsolatba az
operációkutatással. Tańıtott a közgazdasági egyetemen 1963-tól, majd 1970-ben a
BME professzora lett. Nagy szerepet vállalt az operációkutatás népszerűśıtésében
a legkülönbözőbb szakmai körökben. Számos cikkben mutatott rá az optimalizálás
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lehetőségére. Dolgozataira már a vizsgált időszakban is hivatkoznak, de úgy tűnik,
hogy iskolát nem alaḱıtott ki maga körül. 19 dolgozata került a gyűjteménybe.
Valamennyinek ő az egyedüli szerzője. A legtöbb közlekedéssel kapcsolatos. Van-
nak éṕıtőipari témájúak is, melyek egy kivételével földmunkákra vonatkoznak. Az
az egy a betonacél optimális optimális darabolásáról szól. Ezek a dolgozatok min-
dig tartalmaznak pontosan léırt matematikai modelleket. Ugyanakkor a cikkek
között többször is van jelentős átfedés. Például a klasszikus szálĺıtási feladatot
kétszer is feldolgozta [13], [14]. Cikkeinek harmadik csoportja beszámoló valamely
hazai vagy külföldi szakmai eseményről, amely általánosabb érdeklődésre tarthat
számot. Jándy Géza a későbbiekben is akt́ıv volt. Több előadását hallottam az
1970-es években hazai konferenciákon.

8.5. Dr. Kádas Kálmán

A legelsők egyike volt, aki felismerte az operációkutatás jelentőségét, amit a
fent emĺıtett [15] cikke is bizonýıt. Három dolgozata szól közvetlenül iparági,
nevezetesen közlekedési és éṕıtőipari problémákról. Ezek is inkább általánosságban
tárgyalják a kérdéseket, kevés bennük a matematikai megfogalmazás. További
három cikke meg, a felsőoktatás ide vonatkozó problémáit tárgyalja.

8.6. Kornai János

Kornai világh́ırű közgazdász volt. Egykori cikkeit olvasva látszik, hogy az al-
kalmazási feladat közgazdasági oldalától a numerikus megoldás matematikai rész-
leteiig a teljes problémát értette. A gyűjteménybe 16 cikke került. Ezekből t́ıznek
egyedüli szerzője. Kiemelendő, hogy 1959-ben is [18] és 1960-ban is [19] ı́rt az

operációkutatásról az Élet és Tudományban. Ezzel sokat seǵıtett abban, hogy a
tudományterület h́ıre eljusson a nagyközönséghez. A gyűjteményben szereplő dol-
gozatai főként a népgazdaság tervezésével, illetve ennek részfeladataival, például
egy-egy iparág tervezésével kapcsolatosak. Az utóbbiak között több cikk is foglal-
kozik a textiliparral, de tárgyalta a paṕıripar és az éṕıtőipar esetét is. Ebben a
témakörben legfontosabb eredménye a vizsgált időszakban Lipták Tamással közö-
sen ı́rt Kétszintű tervezés ćımű munkája, mely az első olyan matematikai modellnek
tekinthető, amelyik az úgynevezett népgazdaság tervezését ı́rta le [21].14

14[20] emlékezik meg Lipták Tamás haláláról. Innen tudható, hogy Lipták 1956-os és azt
követő tevékenysége miatt börtönbe került. A modell csak szabadulása után készült el. Intézeti
kiadványként jelent meg. Lipták nagyon tehetséges matematikus volt. Kornaival való találkozása
előtt főleg statisztikával foglalkozott. Sajnos a börtön megtörte. Sikerült Angliába emigrálnia, de
ahogy Kornai fogalmaz,

”
...többé már nem tudott jelentős tudományos eredményt produkálni.”

Baleset következtében hunyt el 1998-ban.

Alkalmazott Matematikai Lapok (2024)
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8.7. Lehel Jenő

Lehel Jenő vasútéṕıtő mérnök volt. Nem tévesztendő össze azonos nevű fiával,
a kombinatorikában alkotó matematikussal. Vasúti éṕıtkezéseknél alkalmazott
optimalizálási modelleket. Az a fajta kutató volt, aki egy alkalmazási területhez,
ami esetében tehát a vasúti szálĺıtás volt, tanul meg és szed össze minden szükséges
dolgot. Így ı́rt a földmunkákról [24], a hálózat kiéṕıtéséről (teleṕıtés) [25] és a
kapacitások vizsgálatáról [26]. Munkássága a vizsgált időszakon túl is folytatódott.

8.8. Martos Béla

Hı́res eredménye a hiperbolikus programozásról ekkor jelent meg [29]. Ez a
dolgozat négy évvel később angolul is elérhetővé vált [46]. A vizsgált időszakban
még népgazdasági tervezéssel kapcsolatos dolgozata jelent meg, egy-egy beszámoló
nemzetközi konferenciákról.

8.9. Nagy András

Kornai János köréhez tartozó közgazdász kutató. Van is egy korai dolgozatuk
közösen Martos Bélával [30]. Egyedül ı́rt cikkei a pamutiparral [32], a külkereske-
delemmel és szintén az alumı́niumiparral [31] foglalkoznak. Az utóbbi a szövege
szerint egy nagyobb projekt eredményeiről szól. E munkában részt vett az MTA
Számı́tástechnikai Központja, Kornai János, Martos Béla és többen mások. Van
egy beszámolója nemzetközi konferenciákról.

8.10. Nagy Ernő

Ezt a szerzőt nem sikerült egyértelműen azonośıtani. Már az is feltételezés,
hogy az ilyen nevű szerzőtől begyűjtött négy cikket egyetlen ember ı́rta, mert az
idők folyamán rengetegen viselték ezt a nevet. A Természettudományi Közlöny
szerkesztőségének volt egy ilyen nevű tagja. Mivel egyik dolgozat sem tudomá-
nyos igényű, hanem mindegyik a nagyközönségnek szól, adódik a hipotézis, hogy
egyetlen, nagyon jól felkészült újsáǵıróról van szó. Már 1959 januárjában egy nagy
cikken belül lineáris programozásról ı́rt a Technika ćımű lapban [33]. Számunk-
ra talán a legérdekesebb, hogy a szakszervezetek Munka ćımű havi folyóiratában
megadja az operációkutatás meghatározását 1962-ben [34]. Ugyanabban az évben
más defińıciók is megjelentek tőle, melyek technikai vonatkozásúak.

8.11. Prékopa András

Bár az 1960-as évek második felére Prékopa András a magyar operációkutatás
vezető alakjává vált, a vizsgált időkeret még a szorgalmas munkával töltött fel-
készülés jegyében telt. Már igen korán foglalkozott v́ıztározók méretezésével [37].
Megkezdte sztochasztikus programozási kutatásait [38]. Továbbá ı́rt a matematika
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közgazdasági alkalmazásairól [42]. Röviden úgy lehetne jellemezni tevékenységét,
hogy ekkor még főképpen a tudományosság belső köreiben mozgott, beleértve az
egyetemi oktatást is.

8.12. Reguly Zoltán

A főváros elektromos műveinél dolgozó mérnök volt, aki a vizsgált időszak vé-
gén 1964-ben és 1965-ben öt cikket is publikált az operációkutatás alkalmazásairól
az energiaszektorban [43]. Környezetére hatást gyakorolt, mert mások is hivatkoz-
nak dolgozataira.

8.13. Simon György és Kondor György

Az Akadémia Közgazdaságtudományi Intézetének két munkatársáról van szó,
akik nagyon sokat publikáltak együtt, szerzőpárosnak tekinthetők, bár van köz-
leményük egyedüli szerzőként és más társszerzővel is. Simon György volt a ta-
pasztaltabb. Ebben az időszakban többet is publikált. Eredményeik többnyire
a Közgazdasági Szemlében jelentek meg. Bod Péter műveihez hasonlóan, náluk
is nehéz pontosan meǵıtélni, hogy mi az, ami inkább operációkutatás, és mi az,
ami inkább közgazdaságtan. Ők is többször foglalkoztak Kantorovics eredménye-
ivel. Könyvéről ı́rtak egy alapos ismertetőt [44], majd kifejtették Kantorovicsot
támogató nézetüket a későbbi Nobel-d́ıjas körüli vitákkal kapcsolatban [45]. Ha
ehhez hozzávesszük Bod Péter ugyancsak Kantorovicsról szóló ı́rását, talán nem
túlzás azt mondani, hogy ebben az időszakban Kantorovics jobban ismert volt
hazánkban, mint a későbbiekben. A kor szellemének megfelelően Kondor György
foglalkozott gyakorlati problémával [17], ami a cukorrépa szálĺıtása volt.

8.14. Ziermann Margit

Ziermann Margit a Rényi Alfréd alaṕıtotta Alkalmazott Matematikai Intézet
munkatársa volt. Rényi figyelme sok mindenre kiterjedt, ı́gy sok lehetséges al-
kalmazási területre is. Már 1953-ban készletgazdálkodással foglalkoztak. Ezt ma
mindenképpen az operációkutatáshoz (is) soroljuk. Írtak egy két részből álló dol-
gozatot a témáról. Az első résznek több szerzője van [41], de Ziermann Margit
nincs köztük. Viszont ő az egyedüli szerzője a második résznek [50]. Ez az utób-
bi cikk tekinthető a Prékopa-Ziermann készletezési modell cśırájának. A vizsgált
időszakban további készletezéssel kapcsolatos cikkei jelentek meg. A későbbiekben
is sztochasztikus módszerek közgazdasági alkalmazásaival foglalkozott.

9. Általános következtetések

Tézisként a fentiekből az alábbi következtetésekre juthatunk.
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1. Az operációkutatás 1930-as évekbeli elszórt megjelenését követően, de külö-
nösen a kezdeti idők legfontosabb algoritmusa, a szimplex módszer 1949-es publi-
kálása után nagyon gyorsan az új tudományág széles szakmai körben ismertté vált
Magyarországon.

2. Ennek következtében léteznie kellett olyan csatornáknak, amelyeken keresz-
tül a tudományos információ beáramlott az országba, már az 1950-es években is.
Erre a fentiekben látható példa mind keleti, mind nyugati irányból. Ide tartozik
az is, hogy tudományos célból, nyilván felügyelet és korlátozás mellett, lehetséges
volt az utazás külföldre.

3. Már a kezdeti időkben, amikor még nem jött létre egységes tudományos kö-
zösség az operációkutatás művelésére, a gazdaság számos ágában ismerték és alkal-
mazták annak ellenére, hogy mind a számı́tógépek, mind az optimalizáló szoftverek
hiánya csak korlátozott méretű feladatok megoldását tette lehetővé.

4. Az elterjedést seǵıthette a már akkoriban is létező erős szemináriumi élet.
5. Az operációkutatás szakmai közélete ebben a nagyon korai időszakban,

beleértve a publikációs fórumokat és magukat a publikációkat, más szerkezetű
volt, mint később, mert még nem alakultak meg (SZTAKI), illetve éppen csak
megalaṕıtották (NIM IGÜSZI, INFELOR) azokat az intézményeket, ahol később
a kutatás szervezetten zajlott. Ekkor még az Alkalmazott Matematikai Lapok se
létezett.

6. A terület nagyon hamar bekerült az egyetemi oktatásba, ami főként Krekó
Bélának és seǵıtőinek (a közgazdasági egyetemen) és Prékopa Andrásnak (az

ELTÉ-n) az érdeme.
7. A feltárt források főként a központhoz, azaz Budapesthez kapcsolódnak.

Bennük nincs nyoma, hogy a debreceni, pécsi és szegedi egyetemeken már ebben
a korai időszakban foglalkoztak volna operációkutatással. Érdemes lenne ebben a
vonatkozásban további kutatásokat folytatni.

8. Vannak olyan források is, például a NJSzT anyagai, amelyek nem kerültek
be a gyűjteménybe, mert például hiányoznak az arcanum.hu adatbázisából. A
kutatást ilyen irányba is érdemes kiterjeszteni.
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Vol. 8 No. 7, pp. 462–466 (1964).
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THE BEGINNINGS OF HUNGARIAN OPERATIONS RESEARCH ACCORDING TO THE
EARLY PUBLICATIONS

Béla Vizvári

After an international outlook on the start of operations research, the thesis presents
the information on operations research available in the Hungarian professional and other
press until 1965. The most important lesson is that operations research became much
more widely known at this early stage than one might think. Several reasons for this can be
detected. As a result of the familiarity, several applications were already carried out at that time.
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angol nyelvű ćım és kivonat
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