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Egybevago tetraéderek
optimalis térbeli pakolasairol és fedéseirol:

Talata Istvan
Budapesti Gazdasagi Egyetem, Kiilkereskedelmi Kar, Tarsadalomtudomanyi Modszertan
Tanszék
talata.istvan@uni-bge.hu, © 0000-0003-0652-0464

OSSZEFOGLALO. Azt vizsgaljuk, hogy adott T tetraéder esetén van-e a T -vel egybevagd
tetraédereknek olyan elrendezése a 3-dimenzids térben, amely lefedi a teret atfedések nélkiil.
Ha pedig nincs ilyen elrendezés, akkor mekkora lehet a T-vel egybevagé tetraéderek alkotta
pakolasok maximalis striisége, ill. mekkora lehet a T -vel egybevago tetraéderek alkotta
fedések minimalis siiriisége? Az utdbbi 15-20 évben jelentds eldrehaladas tortént ezen kérdések
megvalaszolasaban. Osszefoglaljuk e hirom probléma megoldasaval kapcsolatos aktuélis
eredményeket, és a pakolasi, ill. fedési problémara 0j also, ill. felsé korlatot adunk
tetraédereknek egy specidlis osztalya esetén.

ABSTRACT. We consider the problem that for a given tetrahedron T, whether there exists an
arrangement of tetrahedra congruent with T that fills the space without overlapping. If there is
no such arrangement, then what is the maximum density of packings formed by tetrahedra
congruent with T, or what is the minimum density of coverings formed by tetrahedra congruent
with T? In the last 15-20 years, significant progress has been made to answer these questions.
We summarize the current results related to the solution of these three problems, and we give
a new lower and upper bound, respectively, for the packing and covering problem, for a special
class of tetrahedra.

1. Bevezetés

Adott T tetraéder esetén, a 3-dimenzios térben elhelyezett, T-vel egybevago tetraéderek alkotta
tetraédercsaladokat tekintve, a kovetkezd problémakat vizsgaljuk:

1. Probléma. Van-e a T tetraéderrel egybevago tetraédereknek olyan elrendezése, amely
hézagmentesen és atfedések nélkiil kiparkettazza a teret?

2. Probléma. Mekkora lehet a T tetraéderrel egybevagd tetraéderek alkotta pakolasok
maximalis stirisége?

3. Probléma. Mekkora lehet a T tetraéderrel egybevago tetraéderek alkotta fedések minimalis
stirisege?

Egybevagosagon tavolsagtartd leképezést értiink, azaz két pont tavolsaga nem valtozik egy
egybevagosagi transzformacio alkalmazasa soran, az alakzat barmely két pontjara. fgy harom
dimenzidoban mozgatast €s tiikrozést is beleértiink az egybevagosagok kozé (sikra vonatkozo
tiikrz¢és nem tartja meg az irdnyitast, mig mozgatas igen — ez utdbbi mindig eldall, mint egy
forgatva eltolas, Id. [6]).

1 ENGLISH TITLE. On optimal packings and coverings of congruent tetrahedra.
KuLCsszAVAK. Parkettazas, pakolas, fedés, szélsoértékfeladat, stirliségkorlat, tetraéder.
KEYWORDS. tiling, packing, covering, extremum problem, density bound, tetrahedron.
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Parkettazason olyan elrendezést értiink, melyben barmely két testnek nincs kozds belsod
pontja, de az Gsszes test unidja lefedi a teret (nem feltétleniil kell a testeknek teljes lapokban
vagy ¢lekben, esetleg csticsokban érintkezniiik, ha nemiires a metszetiik). Pakolason olyan
elrendezést értlink, melyben barmely két testnek nincs kdzos belsé pontja. Fedésen pedig olyan
elrendezést értlink, melyben az 6sszes test unidja lefedi a teret. Ezeket a fogalmakat a sikra is
alkalmazhatjuk (az egy 2-dimenzios tér), és arra mondhato, hogy tetszdleges haromszog esetén
annak egy élfelez6 pontjara tiikkrozott képével egylitt vett megfeleld eltoltakkal kiparkettaz-
hatjuk a sikot, azaz tetszéleges haromszog esetén kiparkettazhatdo a sik annak egybevagd
példanyaival (Id. 1. bra).

O/
VANV
VANVAN

1. abra. A sik parkettazasa egybevago haromszogekkel

Egy elrendezés siirliségén egy olyan hatdrértéket értiink, amelynél egy kockaba esd,
elrendezésbeli testek térfogatdsszegének és a kocka térfogatanak a hanyadosat vessziik, és a
kockat a kdzéppontjabol r-szeresére nagyitjuk kdzéppontos nagyitassal tigy, hogy r — oo.

Megjegyezziik, hogy a tetraéderek a legegyszeriibb 3-dimenzids konvex poliéderek
(konvex poliéderen olyan korlatos és zart tartomanyat értjiik a térnek, amely eléall, mint véges
sok, sikkal hatarolt féltér metszete), minddssze 4 cstucsuk €s 4 lapjuk van, tovabba hdromszog
alapt gulakként is eldéallnak. Azonban a 2-dimenzids analogonjuktol, a haromszogtdl eltérden,
egy sor megoldatlan probléma meriil fel azzal kapcsolatban, hogy mennyire jol tolthetd ki a tér
az egybevago6 példanyaikkal.

Szabalyos tetraéderekkel nem lehet kiparkettazni a teret (ennek oka tobbek kozott az, hogy
Ot olyan szabalyos tetraéder pakolasa, amelyek kozos élben talalkoznak, és az egymast kdvetd
tetraédereknek kozos lapjuk van, egy kis, kb. 7,36°-0s szdg hijan ér korbe, 1d. 2. dbra).
Arisztotelész ennek az ellenkezdjét allitotta, hibasan.

2. dbra. Ot szabalyos tetraéder pakolasa egy kozos éliik koriil

Az 1. probléma (parkettazds) esetén azt vizsgaltdk, hogy az ott feltett kérdésre mely
tetraéderek esetén igenld a valasz (egy ilyen példa lathato a 3. abran, 1d.[5]). A 2. és 3. problé-
makat (pakolés, fedés) eddig leginkabb csak szabalyos tetraéderekre vizsgaltak.
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3. abra. Az U{V,U,V, tetraéder és 6t masik, ezzel egybevago tetraéder
egylittesen kiparkettazzak a kockat és igy a teret is

Az utobbi 15-20 évben jelentds elérehaladas tortént ezen kérdések megvalaszolasaban, 1d.
Conway ¢és Torquato (2006, [5]), Chen, Engel és Glotzer (2010, [1]), Chentouf és Sun (2023,
[2, 3]) ezen témakorre vonatkozo publikacioit. A 4. abran talalhaté elrendezéstipust hasznaltak
[1]-ben siirii tetraéderpakolas elkészitésére.

4. dbra. Haromszdg alapu kettdsgula és azt érinté kdzéppontos tiikkorképe
(6sszesen 4 szabalyos tetraéder) racsszert pakolasaival jo strliségbecslést
lehet adni szabalyos tetraéderpakolasokra

A kovetkezOkben Osszefoglaljuk a harom problémaval kapcsolatban elért részeredmé-
nyeket, €s a 3. problémara 1) fels6 korlatot adunk tetraé¢dereknek egy specialis osztalya esetén.

2. Parkettazasok

Konvex testek egy csaladjat a tér egy parkettazasanak hivjuk, ha a belsejeik diszjunktak, és az
unidjuk az egész tér. (Konvex testen korlatos, zart és nemiires belsejli részhalmazat értjiik a
térnek.) Ha a testek térfogata alulrdl korlatos, azaz alsé korlatjuk egy pozitiv szam, akkor
konnyen belathato, hogy a konvex test konvex poliéder kell, hogy legyen (azaz eldall, mint
véges sok féltér metszete).

Egy parkettazés lehet lap-a-laphoz tipusu csatlakozésokkal megvaldsitva, vagy anélkiil. A
lap-a-laphoz csatlakozas azt jelenti, hogy ha a parkettazasban résztvevd két poliéder metszete
2-dimenzids, akkor a metszetiik lapja mindkét poliédernek. Ebbdl kovetkezik, hogy a
parkettazasban barmely két poliéder metszetére fennall, hogy ha az nem iires halmaz, akkor a
metszetiik vagy lap, vagy €l, vagy cstics mindkét poliéderben.
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Az 5.¢s 6. abrak tetraédereinek egybevago példanyaival lap-a-laphoz tipusu csatlakozasok-
kal ki lehet parkettazni a teret, ezek jol ismert példak, 1d. [3]. Az 5. abran lathaté példaban a
tetraédereknek egy két iranyban végtelen sorozata a Boerdijk-Coxeter tetrahélix (Id. [11])
sz0g alapu végtelen hasabot toltenek ki.

Hilbert a 23 nevezetes problémaja koziil a 3. problémaban (1900-ban) azt kérdezte, hogy
vajon barmely két, egyenld térfogatu poliéder szétvaghaté-e olyan poliéderdarabokra,
amelyekbdl a masik 6sszerakhatdo? Dehn mar 1901-ben megvalaszolta ezt a kérdést negativan:
ilyen esetben (azaz, ha a poliéderek atdarabolhatok egymasba) az un. Dehn-invariansuk is meg
kell, hogy egyezzen. Késobb belattak, hogy ha egy poliéder egybevagd példanyaival kiparket-
tazza a teret, akkor annak Dehn-invariansa nulla (mint a kockaé), Id. [3]. A Dehn-invarians nem
csupan egy szam, hanem tenzorszorzatként van definidlva — ez egy kommutativ csoportnak egy
eleme (ez a csoport eléall, mint egy vektortér faktortere).

3h

5. abra. 1. tipust Hill-tetraéder: tetraéderek olyan egyparaméteres csaladja, amelybdl 3 db egymasra rakva egy
haromszog alapt ferde hasabot alkot, igy a teret kiparkettazza (van 2. és 3. tipusu is)

Conway ¢€s Jones (1976, [4]) bevezették a raciondlis tetraéderek fogalméat. Ezek azok a
tetraéderek, melyeknek minden lapszoge raciondlis szdm (fokban), azaz minden lapszoge
m-nek raciondlis szdmszorosa (radidnban). Ezen tetraéderek Dehn-invariansa 0.

6. dbra. Sommerville-tetraéderek (a negyedik tetraéder a masodik tetraéder kozéppontjanak
és az egyik lapjanak a konvex burka)

A racionalis tetraéderek két végtelen, egyparaméteres tetra¢dercsaladbol, és 59 sporadikus
tetraéderbdl allnak (Kedlaya, Kolpakov,Poonen, Rubinstein, 2020, [9]).

Azon raciondlis tetraéderek, amelyek egybevagd példanyai kiparkettazhatjak a teret, a
fentiekbdl egy végtelen tetraédercsalad, és a sporadikusakbol legfeljebb 40 darab (Chentouf és
Sun, 2023, [3]).

Van két végtelen, egyparaméteres csaladja a nem racionalis tetraédereknek, amelyek
egybevagd példanyai kiparkettazhatjak a teret (Chentouf és Sun, 2023, [3]).
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E fejezetben végezetiil megemlitjiik, hogy konnyen belathato, hogy ha egy tetra¢dernek
nincs két egyenld hosszisagu éle, akkor annak egybevagé példanyaival nem lehet kiparkettazni
a teret lap-a-laphoz modon.

3. Pakolasok

3.1. Szabalyos tetraéderek pakolasai

Hilbert a 18. problémaja leirasanak a végén a legsiiriibb gombpakolas mellett a legsiiriibb
szabalyos tetraéderekbdl alld pakolast is megemliti. Ulam (1972) azt sejtette, hogy a legstiribb
gdmbpakolas stirlisége (kb. 74,05%) a legkisebb a konvex testek kongruens példanyaibdl allo
legstirtibb pakolasok kozott. Conway €s Torquato 2006-ban csak ennél rosszabb stirtiséget
tudtak konstrudlni szabalyos tetraéderekre (kb. 71,655%-o0t), ezért felvetették, hogy talan
mégsem igaz Ulam sejtése.

De a 2007., 2008., 2009., 2010. években valds, majd szamitogépes szimulaciokkal tobb
fizikus, majd matematikus is elért a legstirlibb gdmbpakolasnal jobb, 75%, 76%, 78%, 83%.,
85%-ot szabalyos tetraéderekre, Id. [12]. Kett6sgtlas duplaracs pakolassal Kallus, Elser, Gravel
(2010, [8]) 85,47%-o0s strtiséget ért el (1d 7. abrat), Torquato és Jiao (2010, [10]) pedig 85,55%-
Os stirtiséget ért el, két szabad paramétert felhasznalva a stirliség optimalizalasakor. Chen, Engel
¢és Glotzer (2010, [1]) 85,63%-0s striiséget ért el, szintén kettdsgulas duplaracs pakolassal,
harom szabad paramétert felhasznalva a stirliség optimalizalasakor, ez a jelenlegi rekord.

7. dbra. Szabalyos tetraéder kettdsgulas duplaracs pakolasa 85,47%-os stirliséggel

3.2. Egybevago tetraéderek pakolasai

Mi a helyzet nem szabalyos tetraéderek esetén? Szabalyos tetraéder legstirlibb racspakolasa
18/49 = 36,7%-0s siiriiséget ad (1d. Hoylman, 1970, [/]), ez affinitassal tetszéleges tetraéder
racspakolasava modosithatoé ugyanekkora siiriiséget felvéve. Kallus, Elser, Gravel (2010, [£])
71,94%-os striiségli duplaracs pakolast konstrualt, amelyben egy szabalyos tetraéder eltoltjai
mellett csak annak kdzéppontos tiikorképeit hasznaltak fel, igy megfeleld affinitast alkalmazva
adodik, hogy tetszdleges tetraéder egybevagd példanyaibol allé pakolasok legnagyobb
stirliségére IS érvényes ez az also korlat.
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4. Fedések

4.1. Szabalyos tetraéderek fedései

Conway ¢és Torquato (2006, [5]) szabalyos tetraéderek fedésére adott felsé becslése 9/8=1,125
(a cikkben van egy eliras ennél az értéknél, de az csak sajtohiba, mivel az ott ismertetett
konstrukciobol ez az érték adodik, és csak a 9/8 tort tizedestortté alakitasa hibas). Ha a csonka
tetraédert (ez egy archimédészi test, amely tigy adodik, hogy a szabalyos tetraé¢dert a csticsainal
az ¢lharmadol6 pontjain dtmend sikokkal lecsonkoljuk) egy hatszdglapjanak kdzéppontjara
tikkrozziik, akkor a testnek és a tiikorképének az unidja egy paralelepipedont alkot, kivéve a
paralelepipedon két csucsanal két kis szabalyos tetraédernyi részt, mely tetraéderek élhossza
harmadakkora, mint azé a tetraéderé, amelybdl a csonka tetraéder keletkezik a csticsainal
torténd csonkolassal.

S & £

8. abra. Szabalyos tetra¢derbdl készitett csonka tetraédernek és annak a tiikorképének
eltoltjaibdl allo racspakolas

A paralelepipedon eltoltjaival kiparkettazzuk a teret, mindegyikbe beleirjuk a csonka tetra-
édert és a tikorképét (1d. 8. abra), majd ezeket kicseréljiik az eredeti szabalyos tetraéderekre
(amelyekbdl a szabdlyos tetraé¢derek keletkeztek. Ekkor a tér fedését kapjuk, melynek siirlisége
éppen 9/8, mivel a csonka tetraéder és annak tiikorképe a paralelepipedont

(1 4 > (1 3 ) _ 23
27 27) 24
stiriiséggel tolti ki, és amikor azokat a csonka tetraédereket kicseréljilk szabalyos

tetraéderekkel, akkor az elrendezés slirlisége 27/23 -adszorosara valtozik, azaz a siiriiség
értekére a kovetkezd adodik:

23 27_27_9_1125
24 23 24 g T

4.2. Egybevago tetraéderek fedései

Conway ¢és Torquato (2006, [5]) fentebb ismertetett konstrukcidjaban csak eltoltakat és
kozéppontos tiikorképet hasznaltak a fedésben, igy megfeleld affinitast alkalmazva adodik,
hogy tetszlleges tetraéder egybevagd példanyaibdl allo fedések legkisebb siirliségére is
érvényes az 1,125 felso korlat.
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5. Uj stiriiségbecslések tetraéderek egy specialis osztalyara

5.1. Szabalyos lapokat tartalmazo tetraéderek

Legyen T'(a) olyan tetraéder, amelynek két szabalyos haromszoglapja van, amelyek oldalai
egységnyi hosszusaguak, és a két lap bezart szoge a, ahol 0° < @ < 60°. Ekkor a T ()
tetraéder mindegyik éle 1 hosszsagu, kivéve egyetlen élt, amely a hosszasaga, 0 < a < 1.
AT(a) tetraédernek az a hossziisagh éllel szemkozti szoge a. Fennall a = v/3 sin(a/2).

5.2. Felso becslések fedési stiriiségre

Tekintsiik harom egybevagd példanyat a T(a) tetraédernek, az ABCD, BCDE és CDEF
tetraédereket, melyekre az AB, BE, ill. CF élek a hosszsaguak. E tetraéderek a Boerdijk-
jonnek létre (csak most nem szabalyos tetraéderekre). A harom tetraéder uni6ja egy olyan P(«)
poliéder, amely egyediil a CD élénél konkav (az dsszes tobbi élénél konvex). Ha a Kicsi, akkor
P(a) alakja kdzeli egy haromszdg alapu hasabhoz. Legyen a DEF lapjanak az ABC lap sikjara
vett merdleges vetiilete DyEgF,. Legyen M a BC és DyE, szakaszok metszéspontja. Vegyiik
azt a H;(a) haromszog alapt egyenes hasabot, amelynek alapja a C DyM haromszog, és az erre
merbleges MM’ éle olyan, hogy az M’ csticsa a DE szakaszra esik. Ekkor a P(a) poliéder
tartalmazza a H; (@) hasabot (1d. 9. abra).

Mivel a H; («) hasab egybevagd példanyaival kiparkettazhato a tér, ezért a P(a) poliéder
¢s a Hy(a) haséab térfogataranya fels6 becslést ad a T' () tetraéder egybevagd példanyaival
torténd legkisebb siirtiségli térfedés stirtiségére. Kiszamithatd, hogy ha @ < 14,53°, akkor
1étezik legfeljebb 1,1 stiriségii fedés a T () tetraéder egybevago példanyaival,ill. « < 10,36°
esetén létezik legfeljebb 1,05 stirliségli fedés a T(a) tetraéder egybevagd példanyaival,
valamint @ < 4,65° esetén létezik legfeljebb 1,01 siirtiségii fedés a T (a) tetraéder egybevagd
példanyaival.

9. dbra. A harom T () tetraéderbdl allo6 P(a) poliéderbe beirt
H, (@) haromszog alapu egyenes hasab

5.3. Als6 becslések pakolas siiriiségére

Az el6z6 bekezdésbeli konstrukciohoz hasonléan tekintjiik a P(«) poliédert, amely a T («)
tetraéder harom egybevago példanyanak az unidja, de most olyan haromszog alapti egyenes
hasabot vesziink, amely tartalmazza a P(«) poliédert. Legyen a K pont az AB egyenes és az
EyF, egyenes metszéspontja. Ekkor az a H, (@) hasab, melynek az AF,K haromszog az alapja
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¢és FyF egy éle, tartalmazza a P(a) poliédert (Id. 10. abra). Kiszamithato, hogy ha fennall az
a < 16,81° egyenlbtlenség, akkor 1étezik legalabb 0,9 siirtiségli pakolas a T («) tetraéder
egybevago példanyaival, ill. ¢ < 11,65° esetén létezik legalabb 0,95 stirtiségii pakolas a T ()
tetraéder egybevag6 példanyaival, valamint @ < 5,12° esetén 1étezik legalabb 0,99 siiriiségii
pakolas a T () tetraéder egybevagd példanyaival.

10. abra. A harom T (&) tetraéderbdl allo P(ear) poliéderkore irt
H, (a) haromszog alapu egyenes hasab

6. Osszefoglalo

Annak ellenére, hogy a tetraéder a legegyszeriibb poliéder, mégis igen nehéz problémak a
térkitoltéseikkel kapcsolatos feladatok. Az elmult néhény évtized kutatdémunkai alapjan mar
tobbet tudunk e témakorben is, mivel ekkor jopar fontos eredmény sziiletett, de még mindig
szamos megoldatlan probléma 4all eldttiink. Ebben a cikkben Osszefoglaltuk az egybevago
tetraéderek altal megvalosithato parkettazasok, pakoldsok és fedések eseteire aktualisan ismert,
legfontosabb eredményeket, valamint tetraédereknek egy specidlis osztalya esetén pakoldsi és
fedési slirtiségbecsléseket adtunk.

Végezetiil felsorolunk néhdny, ehhez a témakorhdz kapcsolddd megoldatlan problémat.
Eldszor lassunk két, szabalyos tetraéderek elrendezéseire vonatkoz6 problémat:

1) Egy pontot legfeljebb mennyi szabalyos tetraéder tartalmazhat egy pakolasban?
(Sejtés: 20, Id. [5].)

2) Egy szabalyos tetraédert legfeljebb mennyi masik érinthet egy pakolasban?
(Sejtés: 56, Id. [5].)

Tovabbi megoldatlan problémakat is megemlitiink, ezek egybevagd tetraéderek
elrendezéseire vonatkoznak:

3) Melyik T tetraéder esetén a legkisebb az a maximalis stirliségli pakolas, amelyet T egybe-
vagé példanyai alkotnak? Lehet-e Kisebb egy ilyen maximalis stirtiségii pakolas strtisége,
mint a szabalyos tetraéder esetén elérhetd maximalis slirliség?

4) Melyik T tetraéder esetén a legnagyobb az a minimalis strtiségii fedés, amelyet T egybe-
vago példanyai alkotnak? Lehet-e nagyobb egy ilyen minimalis siirtiségli fedés stirtisége,
mint a szabalyos tetraéder esetén elérhetd minimalis stirtiség?

5) Adjunk meg olyan algoritmust, amellyel eldonthetd, hogy adott tetraéder esetén létezik-e
annak egybevago példanyaival parkettazasa a térnek!
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6) Adottak a Ty, T,, T tetraéderek, melyek belsejei paronként diszjunktak. Tegyiik fel, hogy

T; N T, k6zos haromszoglapja a Ty, T, tetraédereknek, T, N T pedig kozos haromszog-
lapja a T,, T; tetraédereknek. Legyen T; a tiikorképe a T, tetraédernck a kozos lapjuk
sikjara vonatkozoan, és Ts; a tiikorképe a T, tetraédernek a ko6zos lapjuk sikjara
vonatkozoan. Talaljunk algoritmust, amellyel meghatarozhatjuk azt a legnagyobb térfogatu,
haromszog alapu ferde hasébot, amelyet a T; U T, U T3 poliéder tartalmaz!

Koszonetnyilvanitas.

A szerzé szeretné megkoszonni Németh Laszlonak és Szalay Laszlonak, hogy errdl a
témakorrol eldadhatott Sopronban a Matematika Oktatésa és Kutatdsa Szemindrium (MOKUS)
2024-es programjaban.
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OSSZEFOGLALO. Roviden bemutatjuk a sikbeli korre vonatkoz6 inverziét, majd példdkat adunk
ennek alkalmazdsédra, az Apolloniusz-féle feladatok, az arbelosz és a Papposz-korlancok szer-
kesztésére. A szerkesztések tujszeriisége abban rejlik, hogy az 6sszes feladat egységesen, nagyon
részletesen, a szerkesztési 1épések pontos nyomonkodvethetdségével, mindenki szdmdra elérhe-
téen van elvégezve. E tanulmény az elsé szerzé Tudomanyos Didkkori Konferencidra késziilt
dolgozatdn alapszik.

ABSTRACT. We briefly introduce the inversion on the plane circle and then give examples of its
application to the problems of Apollonius, the construction of arbelos, and the chains of Pappus.
The novelty of the edits lies in the fact that the whole exercise is carried out in a unified way, in
great detail, with precise tracing of the editing steps, in a way that is accessible to all. This article
is based on the first author’s paper submitted to the Scientific Students’ Associations.

1. Bevezetés

A geometria az emberiség egyik legrégebbi tudomdnyteriilete, Eukleidész Elemek [2] cimi
konyvének alapja is a geometria volt. Ez a konyv foglalja 0ssze a geometria alapvetd fogal-
mait €s axiomarendszerét, amelyet euklideszi geometriaként ismeriink. Az euklideszi elemek
altal meghatdrozott geometriai rendszer rendkiviil fontos volt az 6kori és a kozépkori matema-
tikdban, és ma is sz€les korben tanitjdk a geometria alapjaként. Azonban, ahogy az id6k soran
fejlodott a matematika, a geometria egyre kisebb szerepet kapott. Napjainkban a kézoktatdsban
mar nagyon kevés oraszdmban oktatjdk, és azt is kevés szerkesztéssel.

A dolgozatunkban azt mutatjuk meg, hogy viszonylag nehéz feladatok akar egyszertien is
megszerkeszthetéek. A szerkesztések soran nem hagyomadnyos korzét, vonalzét hasznalunk,
hanem a GeoGebra szerkesztGprogramot, mint segédeszkozt. Ennek az ingyenes programnak
a segitségével mindenki konnyedén kiprébalhatja és felfedezheti a geometriai szerkesztéseket.
Nem allitjuk, hogy ez kivéltja a hagyomdanyos szerkesztést, de ennek a szoftvernek a segit-
ségével gyorsan, egyszeriien, és latvanyosan be lehet mutatni szerkesztéseket. Szdmos példat

' ENGLISH TITLE. Apollonius’ problems and circular chains with GeoGebra.
KuLcsszAVAK. Inverzié, Apolléniusz-feladatok, arbelosz, Papposz-korldncok.
KEYWORDS. Inversion, Apollonius’ problem, arbelos, Pappus chain.
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lathattunk a GeoGebra hasznossagédra nemcsak a kozép-, de a felsdoktatas kapcsén is, példdul
Talata [6—8] munkaiban.

Dolgozatunkban egy jol ismert sikbeli transzformdacion, az inverzion (korre vonatkozo tiik-
r0zés) keresztiil adunk példdkat a GeoGebra hasznélatdra. Nem célunk mélyrehatéan bemu-
tatni az inverzidt, (ami [3]-ben megtaldlhaté) hanem az tgynevezett Apolloniusz-feladatkor
néhany alapfeladatdra és ezek specidlis, latvanyos dltaldnositasaira, az arbeloszra és a Papposz-
korlancokra, adunk szerkesztéseket. A GeoGebra segitségével egységesen elkészitett Apolloniusz-
féle alapfeladatok megoldésa online a https://www.geogebra.org/u/ujvaridani97 weblapon
elérhetd. Az alkalmazasok nemcsak bemutatjdk az Osszes lehetséges megoldasat, hanem azok
szerkesztését egységes szemléletben kezeli. A feladatok teljeskori elkészitésének gondolata a
Selye Janos Egyetem (SJE) harmadéves matematika tandr szakos hallgatok Geometria 3 kurzu-
son meriilt fel. E dolgozat alapjdul az els6 szerzd nyertes egyetemi TDK dolgozata [10] szolgal.
Megemlitjiik, hogy Sipos [5] az Apolléniusz-feladatok kdzépiskolai vonatkozasirdl is irt.

Meggy6z6désiink, hogy a feladatok minden geometria irdnt érdekl6 és geometridt tanuld
szamdra hasznos. Célunk még, hogy ha a kozépiskolaban a didkoknak az inverzié nem is tan-
anyag, akkor is a tanitasi 6rdkon, vagy szakkorokon a tandrok be tudjdk mutatni, hogy milyen
lehet&ségek rejlenek a geometriai szerkesztésekben. Tovabba, hogy felkeltsiik a didkok, hallga-
tok érdeklddését, és arra motivaljuk dket, hogy felfedezzék a geometriai szerkesztések vilagat,
amely sok tudomdnyteriiletnek elengedhetetlen alapjat képezi, mint példaul a robotika, naviga-
cid, vagy az optikai rendszerek.

2. A sikbeli inverziok

Ebben a fejezetben a sikbeli inverziérdl adunk egy rovid Osszefoglalot, amelynek egy preciz
targyaldsa [3]-ban megtaldlhato6.

Legyen adott a sikon egy O kozéppontd, r sugari k kor. Legyen P egy koron kiviili pont,
amelybdl hizzunk érintét a k£ korhoz, majd az E érintési pontot vetitsiik merSlegesen az O P
szakaszra. Igy kapjuk a P’ pontot (1. dbra), a P inverzét. Most legyen P egy O-tdl kiilon-
b6z6 belsé pont. Ekkor P-re alkalmazzuk visszafelé a szerkesztést, azaz az O P félegyenesre
allitsunk mer6legest P-ben. Ennek egyik metszéspontja a k korrel legyen F, majd E-ben szer-
kessziik meg a kor érintGjét és legyen ezen érint6 és O P metszete P’ pont. Ily médon minden
kiilsé ponthoz kolcsonosen egyértelmiien egy O-tdl kiilonboz6 belsé pontot tudunk rendelni.
Minden korponthoz rendeljiik 6nmagét. Ekkor a fenti sikbeli transzformdaciét korre vonatkozé
inverzionak nevezziik.

1. dbra. P pont inverz képe

Tovébba esetiinkben igaz, hogy az OP - O P’ értéke fiiggetlen P ponttdl. Az OPFE derék-
szOgl haromszogre irjuk fel az O F oldala a befogétételt (1asd [4]) és mivel OF = r, kapjuk,
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hogy

OP-OP =r°. (1)

7 2

A késbbbiekben sziikségiink lesz a sik minden pontjanak, igy az O pontnak is az inverz ké-
pére. Ezért ki kell terjeszteniink az inverziot a sik végtelen tavoli elemeivel kibdvitett projektiv
sikra. (Minden egyenesnek van egy végtelen tavoli pontja; parhuzamos egyeneseknek kozos a
végtelen tavoli pontja; a sik végtelen tavoli pontjai egy egyenest, az in. végtelen tdvoli egyenest
adjak. — Szokds a végtelen tdvoli pontokat és a végtelen tavoli egyenest idedlis pontoknak és
idedlis egyenesnek is nevezni.) Ekkor a sik végtelen tavoli pontjainak a k korre vett inverz képe
az O pont, és forditva.

Egy alakzat inverz képén az alakzat pontjainak inverz képeinek a halmazat értjiik.

A tovabbiakban vizsgéljuk meg egy kicsit részletesebben egy egyenes inverzidval vett képét.
Legyen adott a sikon egy, az inverzi6 alapkorének a kozéppontjat nem tartalmazé ¢ egyenes. A
t egyenesen vegyiik fel az A, B és C' pontokat. Hatarozzuk meg A, B és C inverz képét a k
korre nézve. A t egyenes végtelen tdvoli pontjanak inverz képe az O pont lesz. Az aldbbi inverz
pontok egy korre illeszkednek, tehat ¢ képe egy O-n dtmend kor (14sd a 2. dbrdn). A pontos
bizonyitds [3]-ban megtaldlhatd. Val6jaban ¢’ meghatarozasahoz elég lenne a ¢t egyenes O-hoz
legkozelebbi pontjdnak a képe is. A GeoGebraval val6 szerkesztés sordn nem kell az egyes
pontok képeivel foglalkoznunk, mert a programba mar be van épitve egy parancs, ami a korre
vonatkoz6 inverziot tudja kezelni nemcsak egy pont, hanem barmely alakzatra vonatkoztatva.
Ha t tartalmazza az O pontot, akkor ¢ = ¢/, azaz t invaridns az inverziéra nézve.

2. abra. Egyenes inverz képe

Osszegezve az egyenes inverzidjanak eseteit az alabbi 4llitdsokat kapjuk.

* Egy egyenes inverz képe mindig 4thalad az inverzié O kozéppontjan, és vagy kor, vagy
egyenes lesz.

* Ha a t egyenes nem halad &t az inverzi6 O koézéppontjan, akkor ¢’ egy kor.

» Ha a t egyenes tartalmazza az O pontot, t’ is egy egyenes, sGt t = t'.

» Ahol ¢t metszette, vagy érintette a k kort, ott fogja ¢’ is metszeni, vagy érinteni k-t.

Most vizsgéljuk meg a korok inverz képeit. Legyen adott egy tetszdleges e kor. Az e koron
vegyiink fel tetszélegesen harom pontot A, B és C-t (1asd pl. [12]). Hatarozzuk meg A, B és
C' inverz képeit a k korre nézve. Az igy kapott A’, B’ és C' pontokra illeszkedd kor az e kor
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3. dbra. Kor inverz képe

inverz képe ¢’ (lasd a 3. dbran). Megjegyezziik, hogy megint a GeoGebra inverzié parancsat
hasznaltuk. A pontos bizonyitds [3]-ban megtaldlhato.

Osszegezve a kor inverzidjanak eseteit az alabbi dllitdsokat kapjuk.

» Egy kor inverz képe kor, vagy egyenes.

* Ha az e kor nem halad 4t az inverzi6 O kozéppontjan, akkor €’ egy kor.

* Ha az e kor tartalmazza az O pontot, ¢’ egy egyenes.

* Ahol e metszette, vagy érintette a k kort, ott fogja ¢’ is metszeni, vagy érinteni k-t.

2.1. Osszegzés

A sikbeli inverzi6 a kozéppontdl eltekintve kolcsondsen egyértelmi, ponttarto, illeszkedéstarto,
szogtart6 leképezés, amely az egyeneseket €s koroket egyenesbe, vagy korbe viszi at. A végtelen
tavoli pontok képe az O pont és az O képe barmely végtelen tavoli pont lehet. A tovdbbiakban
ezen tulajdonsdgokat fogjuk felhaszndlni a szerkesztéseinkben.

3. Apolloniusz-feladatok

Ebben a fejezetben olyan geometriai feladatokat, problémdkat fogunk targyalni, amelyek az
inverzi6 ismeretével egyszerlibben megoldhatéak, mint hagyomanyos euklideszi szerkesztések-
kel. Apolldniusz irt két konyvet Contacts (eragpar — Epaphai, Tangencies) cimen, amelyben
felvetette és meg is oldotta a hires problémadit [ 1, 5]. (Sajnos az eredeti konyv méra elveszett.) A
probléma a kovetkezd: legyen adott harom alakzat, amelyek lehetnek pontok, egyenesek vagy
korok. Szerkessziink olyan kort vagy egyenest, amely érinti az alakzatokat (dtmegy a pontokon).
Igy keletkezett tiz feladat. Az egyszertibben megoldhatékat az elsé konyvében irta le, mig az
Osszetettebb megoldést igényld feladatokkal a masodik kotetben foglalkozott. Az egyszeriibb
esetek: ha példaul harom pontra kell egy kort rajzolnunk, vagy hdrom egyeneshez kell érin-
t6 kort szerkeszteniink. Ezek a haromszog koré és bele irhaté korok esetei. A legosszetettebb
feladat az an. kor, kor, kor feladat, amikor harom korhoz keresiink érint6 koroket.

A kovetkezokben bemutatunk néhdny esetet nem teljes részletességgel, a szerkesztéseket a
GeoGebra szoftverrel végeztiik el. Az Osszes eset részletes megolddsa [9]-ben tekinthetd meg.
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3.1. Egyenes, egyenes, kor

Feladat. Adott a sikon két egyenes €s egy kor (fekete). Szerkessziink olyan kort mely érinti az
adott elemeket (piros).

Elemzés. Az adott koriinket ponttd kicsinyitjiik és a kor sugaranak nagysagaval parhuzamosan
eltoljuk az egyeneseket. Ekkor kapunk egy pont, egyenes, egyenes feladatot. Az eredeti (egye-
nes, egyenes, kor) és a transzforrmdlt (pont, egyenes, egyenes) feladat esetében a keresett korok
kozéppontjai megegyeznek, sugaruk pedig a kicsinyités nagysdgéaval (a kor eredeti és a jelenle-
gi sugaranak kiilonbsége) kiilonboznek [?9]. A pont, egyenes, egyenes feladat esetén valasszunk
egy tetszbleges inverziot, melynek kozéppontja a pont. Ekkor a pont képe a végtelenben lesz, a
két egyenesbdl metsz6 koroket kapunk, és igy a két korhoz kell megszerkeszteniink a két érintd
egyeneset. Ezen egyenesek inverz képeit kell nagyitani a végsé megolddshoz. Mivel az egyene-
seket két irdnyba tudjuk eltolni, igy kétszer két megoldast kapunk 4ltalaban. Egy altaldnos eset
megolddsa lathaté a 4. dbrdn. A szerkesztés menete az aldbbi linken elérhet6: Kor, egyenes,
egyenes szerkesztésének menete GeoGebraval [9].

4. dbra. Két egyenest és egy kort érintd korok

Diszkusszié.
* Hat és f metszik egymast és p kor nem érinti az egyeneseket, akkor négy megoldas lesz.
* Ha érinti a p kor valamelyik egyenest, akkor hdrom megoldés lesz.

* Ha az egyenesek metszéspontja €s a kor kozéppontja egybeesik, akkor nyolc megoldas
lesz.

* Ha f és t parhuzamos és p a két egyenes kozotti sikon helyezkedik el, akkor két megol-
ddsa van a feladatnak.

* Haaz f ést egyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldalan helyezkedik
el, de érinti az egyenest, akkor egy megoldasunk van.

* Haaz f ést egyenesek parhuzamosak, és a p kor valamely egyenes tiloldaldn helyezkedik
el, de nem érinti az egyenest, akkor nincs megoldédsa a feladatnak.
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3.2. Egyenes, kor, kor

Feladat. Adott a sikon egy egyenes és két kor. Szerkesszen olyan kort, amely €érinti az egyenest
és a két kort.

Elemzés. Kicsinyitsiik le mindkét kort annyira, hogy az egyik ponttd zsugorodjon. Ekkor az
egyenest is eltoljuk parhuzamosan a kicsinyités tavolsdgdval. igy kapunk egy pont, egyenes, kor
Apolloniusz-feladatot. Legyen az inverzid alapkore egy tetszéleges pont koriili kor. Alkalmazva
az alakzatokra ezt az inverziét, kapunk egy kor, kor feladatot (a pont képe végtelenben van),
azaz a két korhoz kell megszerkeszteni a kozos érintdket. Majd ezek inverz képeit nagyitani
a végs6é megolddshoz. Mivel két irdnyba is el tudjuk tolni az egyenest, igy dltaldban kétszer 4
megoldasunk lesz (5. dbra).

5. dbra. Két kort és egy egyenest érintd korok

Szerkesztés menete. Egyenes, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraval [9].

DiszKkusszio.

* Ha a két kor nem fedi egymadst, és az egyenes azonos oldaldn helyezkednek el, akkor
nyolc megoldas van.

* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, €s a masik kort nem fedi, de azonos
oldalon helyezkednek el, akkor négy megoldas van.

* Ha az egyik kor érinti vagy metszi az egyenest, €s a masik kor a metsz6 koron beliil
helyezkedik el, akkor két megoldasunk van.

* Ha az egyik kor a mdsik koron beliil helyezkedik el, €s nem metszik az egyenest, vagy a
két kor az egyenes két kiilonbozd oldalan helyezkednek el, akkor nincs megolddsunk.

3.3. Kor, kor, kor

Feladat. Adott a sikon harom kor. Szerkessziink olyan kort, amely érinti a harom kort.

Elemzés. Ebben a feladatban cstcsosodnak ki Apolloniusz feladatai. A korok kicsinyitésével
a feladatot visszavezetjiik a pont, kor, kor feladattd, ezt pedig egy pont koriili inverzidval a két
korhoz szerkesztett érintd egyenesek esetére. Vagy ha vesziink egy pontot valamelyik koron
és ezt tekintjiik az inverzi6é kozéppontjanak, akkor az egyenes, kor, kor esetre is vissza tudjuk
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6. abra. Harom kort érint6 korok

vezetni, amit pedig mar az el6z6ekben bemutattunk. Barmelyik megoldadsi mddszert is kovetjiik
altalanossdagban nyolc kiilonb6zd érintd kort kapunk (6. dbra).
Szerkesztés menete. Kor, kor, kor szerkesztés menete GeoGebraval [9].

Diszkusszio.
* Ha a harom kor nem fedi és nem érinti egymadst, akkor nyolc megoldés lesz..
* Ha két kor fedi egymast és a harmadik kort nem, akkor nincs megoldas.
* Ha az egyik koron beliil helyezkedik el a maradék két kor, akkor négy megoldas lesz.
* Ha a korok érintik egymast, akkor két megoldas lesz.

4. Arbelosz

A tovéabbiakban a korok érintkezésének egy specidlis esetét vizsgaljuk meg.

Az ,arbelos” kifejezés gorogiil cipészkést jelent. Ezt a kifejezést a 7. dbra arnyékolt teriile-
tére haszndljuk, amely az 6kori suszterek dltal hasznélt kés pengéjére emlékeztet. Arkhimédész
volt az els6 matematikus, aki tanulményozta ennek az alakzat a matematikai tulajdonsdgait. Az
arbelosz egy olyan sik teriilet, amelyet harom félkor hatarol, ugy hogy a félkorivek csucspontjai
egy egyenesen vannak, paronként megegyeznek €s a félkorok a csicspontok dltal meghatarozott
egyenes ugyanazon félsikjdban vannak.

Az arbelosznak szdmos érdekes tulajdonsdga 1étezik [11]. Ezek koziil kett6t bemutatunk.

Ivhossz tulajdonsag. Az arbelosz ivhossza a bezaré félkor mentén megegyezik a két kisebb
félkor mentén mért ivhosszal. Ezt egyszerten belathatjuk. Legyen a bezar6 félkor sugara 1, az
egyik kis félkor sugara r, akkor a masik kis félkor sugara 1 — r lesz. Igy az als6 és a felsd
ivhosszokra igaz, hogy

l=mr+n(l—r)=m.


https://www.geogebra.org/m/jzmtkrvh
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A B C
7. abra. Arbelosz

Teriilet tulajdonsag. Allitsunk merGlegest az atmérére B pontban, hogy az igy kapott egye-
nes metszéspontja a korivvel legyen D (8. dbra). A BD atmérdji kor teriilete megegyezik az
arbelosz teriiletével. Az allitds konnyen belathaté a megfeleld korok és félkorok teriiletének a
kiszdmolasdval.

A B C

8. dbra. Arbelosz teriiletével megegyezd kor

5. Papposz-korlancok

A Papposz-korlanc egy arbeloszon beliili, érintd korok ldncolata. Legyen h az arbeloszt alkotd
r sugaru félkor, hy pedig az a kor amely mindhdrom alkot6 félkort érint a 9. dbranak megfele-
16en. A lanc kovetkezd kore, a ho kor, €rinti a hq kort €s a hg-tdl kiillonb6zé masik két alkotd
félkort. fgy folytatva ezen érint6 korok definiciéjat, azaz a h,, kor érinti a h,,_; kort a két alkot6
félkort, kapjuk meg a korok végtelen sorozatdbdl a Papposz-korlancot (14sd a 9. dbra).

5.1. Papposz-korlancok szerkesztése korre vonatkozo tiikrozéssel

Az eldzbekben tirgyalt Apolloniusz-feladatokkal meg tudjuk szerkeszteni a korldnc elemeit,
mert mindig hdrom korhoz kell érintd kort szerkeszteni. Azonban ez egyesével szerkesztve
hosszadalmas megoldds lenne. Amennyiben megvizsgéljuk a 9. abrét, lathaté hogy két alko-
tégorbe érinti az Osszes korldncban elhelyezked6 kort. Egy harmadik kor pedig mindig érinti
az el6z6, illetve kovetkezd kort a ldncban. Az inverzid egyik alaptulajdonsiga, hogy illeszke-
déstarto, ezért elegendd a sikon megszerkeszteniink egy azonos méreti korokbdl allé érintkezd
lancot, melyek kozéppontja egy egyenesen helyezkedik el, valamint a két parhuzamos egyenest,
melyek érintik a lanc koreit. Majd ezen konstrukci6 inverz képe ad egy Papposz-korlancot és

tikkorképét (lasd 10. dbra és https://www.geogebra.org/m/ycjkbd2v).


https://www.geogebra.org/m/ycjkbd2v
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9. abra. Papposz-korlanc

h

10. abra

Szerkesztés.

5.2

Vegyiink fel egy tetszGleges A kozéppontu ¢ kort, mint az inverzi6 alapkore.

Vegyiink fel egy tetsz6leges E pontot.

Szerkessziik meg az A és E pontra illeszked6 egyenest — f.

Szerkessziink E kozéppontu tetsz6leges sugart kort — d.

A d kor és f egyenes metszéspontjaiban allitsunk merdlegest [ egyenesre — g, h egye-
nesek.

Szerkessziink f egyenesre merSlegest £/ ponton keresztiil, majd vegyiik az egyik met-
széspontjat d korrel — F' pont.

Legyen FF' = u vektor.

Szerkessziik meg a d kor és a g, h egyenesek inverz képét a c-re nézve — d', ¢’, h’ korok.
Az F kozépponti d kor toljuk el 24 és —2u vektorokkal és vegyiik ezek inverz képét.
Majd ismételjiik az eltoldsokat és az inverziét az Gjabb korlac elemeinek szerkesztéséhez
(lasd a 10. abra).

Korlancok Papposz-korlancban

Tovabbgondolva a Papposz-korldncot és az Apolloniusz-feladatokat arra a kovetkeztetésre ju-
tottunk hogy 0ssze lehet kombindlni 6ket. Ebben a fejezetben az iddig megismert appoloniu-
szi megoldasokat fogjuk haszndlni Papposz-korldncban. Azt mutatjuk meg, hogy egy Papposz-
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korlancon beliil is lehet még végtelen sok korlancot 1étrehozni. Ha a két parhuzamosunk ko-
z6é nem csupdn egy kort szerkesztiink, hanem tobbet, akkor tovabbi korlancokat kapunk. Ugy
készitjiik a tovabbi koroket, hogy azok is érintd korok legyenek. Elséként egy olyan kort szer-
kesztiink, amely érinti a két parhuzamoson beliili kort és az egyik egyenest. Itt alkalmazzuk az
egyenes, kor, kor Apolloniusz-feladat megoldasat, igy kapva meg az érintd kort. Az igy 1étrejott
érintd korhoz is szerkesztiink még érintd koroket, amelybdl még harom Apolldniusz-féle fel-

adat kovetkezik. Igy bévitve az dbrét végtelen sok korlancot vagyunk képesek definidlni (Idsd
a 11. abran).

)~
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11. abra. Papposz-korlancon beliili érint6 korok inverz képe

Vegyiik a parhuzamos egyenesek kozé megkonstrudlt érintkezd korlancok inverz képét, egy
koron beliili érintkez6 korok sorozatait kapjuk, ahogyan ez a 12. dbran latszik. A GeoGebraval
elkészitett szerkesztés pedig a https://www.geogebra.org/m/bdfdjj53 lapon taldlhato.

12. abra. Papposz-korldncon beliili érint6 korok


https://www.geogebra.org/m/bdfdjj53
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Surldadasi egyiitthaté meghatarozasa a gyakorlatban!
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szabo.peter@uni-sopron.hu, @ 0009-0004-1240-2557

OSSZEFOGLALO. Jelen tanulmanyban sajat tapasztalatainkat 6sszegzé modon vizsgaljuk a
surlodasi  er6 mérésének problémadit, kiilonds tekintettel a surlodasi  egyiitthato
meghatarozasara. Bemutatasra keriil az egyes modszerek alkalmazhatosaga és innovativ mérési
lehetdségek is felvazolasra keriilnek. A tanulmany kitér a mérések soran felmertiil6 kihivasokra
¢és ezekre megoldasi stratégiat kinal.

ABSTRACT. In this study, we summarize our own experience and examine the problems of
measuring the friction force, with particular regard to the determination of the coefficient of
friction. The applicability of each method is presented, and innovative measurement options
are also outlined. The paper will address the challenges encountered in measurement and offer
strategies for their solution.

1. Bevezetés

Mar az elemzd fizikai tanulményok kezdetén szerepel a strlodasi erd hatasanak vizsgalata a
testek mozgasara. A kozépiskolai tanulmdnyok soran van lehetdség a surlodas fizikédjanak
mélyebb megértésére, illetve a téma lehetdséget ad a vektorokkal kapcsolatos miiveletek
gyakorlasara. A megszerzett ismeretek késObb sziikségesek tovabbi fizikai jelenségek
modellezéséhez. A mérnoki problémak és szdmitadsok soran felmeriild surlodasi jelenségek
megertéséhez €s elemzéséhez tovabbi részletesség és komplexitas sziikséges.

Egy szilard test feliiletén cstisz6 (nem gordiild) szilard test csiiszasi surlddasara vonatkozd
tapasztalati torvény (Coulomb, 1736-1806) szerint a surlodasnal fellépd Fs surlodasi erd iranya
a test v sebességével ellentétes, nagysdga pedig kozelitdleg fiiggetlen a sebesség és az
érintkezési feliilet nagysagatol, és ardnyos a feliiletre merdleges nyomderd nagysagaval,
Fny-vel. Fs = p-Fny, ahol a i aranyossagi tényezo a cstszasi surlodas egyiitthatoja [1].

Egymassal érintkezd feliiletek kozti surlodasi erdk vizsgalatakor a tapadasi és csuszasi
surlodasi egylitthatd az 1. abran bemutatott médon definiélt. F jeldli a huzoer6t, Ft a tapadasi
surlddasi erdt, Fs a csszasi surlddasi erét. Az egymashoz képest nyugvo feliiletek kozott hatod
tapadasi surlodasi erd maximalis értékének és a feliileteket egymashoz szoritd nyomoerd
nagysaganak a hanyadosat tapadasi surlodasi tényezOnek vagy egyiitthatonak nevezziik.

! ENGLISH TITLE. Determining the coefficient of friction by experimentation
KuLCSSZAVAK. surlodas, surlodasi egyiitthato, gyorsulasmérd, erémérd, kamerakép-elemzés.
KEYWORDS. friction, coefficient of friction, accelerometers, force measurement, camera image analysis.
* Levelez6 szerz6 (corresponding author).
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Tapadasi és suirlédasi erd Tapadasi és surlédasi egylitthatoé
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1. dbra. A tapadasi €s csuszasi surlodasi egyiitthatd értelmezése

Adattarakban [”] talalhatunk anyag-parokra tapadasi és csuszasi surlodasi egyiitthatd
értekeket, ezek az értékek azonban nagyban fiiggnek az anyagok feliileti mindségétol. Ilyen
fogalmak, mint: sima, csiszolt, fiirészelt feliilet a gyakorlatban nem értelmezhetdk, a hozzajuk
csatolt adatok — jo esetben is — csak iranyadonak tekintheték. A feliiletek mindségét a feliiletek
nedvességtartalma vagy a kendanyagok hasznalata is olyan mértékben befolyésolja, hogy egy
megadott tdblazati adattol a mérés jelentdsen kiilonb6z6 eredményt produkalhat. Ezért a
mérndki gyakorlatban sziikséges az adott feliileti mindséget, paratechnikai és hdtechnikai
paramétereket figyelembe vevo ellendrzd vizsgalatokat végezni. A surlodasi egyiitthato értéke
elméletben nem filigg a testek sulyatol, a gyakorlatban azonban a nyomoerd drasztikusan tudja
véltoztatni a feliiletek min6ségét és érdességét a deformacié miatt. fgy egy konnyt testen
végzett kisérlet eredménye csak utmutatonak hasznalhatdo a par nagysagrenddel nagyobb
tomegli targyak esetében. Amennyiben pontos adatokkal kell szdmolnunk, alatdmasztod
kisérletekre lesz szlikséglink.

A gyakorlatban a tapadasi surlodast konnyebb meghatarozni, igy sokszor csuszasi sturlodas
esetében is a feladathoz megadott tapadasi egyiitthato értékekkel szamolunk. Két durva feliiletet
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nehéz egymason elmozditani, mert a feliileti egyenetlenségek konnyen egymasba tudnak
kapaszkodni (1. &bra). Ha csiszolassal csokkentjiikk a feliileti egyenetlenségeket, akkor a
strlodasi tényezOk csokkennek. Azonban, ha a csiszolast tovabb folytatjuk, - amit mar
polirozasnak neveziink - azaz rendkiviil sima feliiletek érintkezését hozzuk létre, akkor a
surlédasi tényezok (kiilondsen a tapadasi tényezO) meglepden nagy mértékben ndvekedni
kezdenek. Ilyenkor nem a makroszkopikus egyenetlenségek okozzak a surlddasi egyiitthatok
novekedését, hanem mikroszkopikusan egyre tobb atom keriil kézvetleniil egymas mellé, az
egymashoz igen kozeli elektronfelhdk jatékaként vonzo kolcsonhatas 1ép fel. Még azt is
megfigyelhetjiik, hogy a tapadasi surlodas mértéke novekszik, ha az érintkezéd feliileteket
el6zdleg egyre hosszabb ideig 6sszenyomva tartjuk. Nedves feliiletek esetében sokszor nem a
vékony vizréteg hatdsa (hatarréteg surlddas) jelentkezik, hanem a feliileti fesziiltség is
egymashoz tapasztja a vizsgalt anyagokat.

2. Mérési modszerek

2.1. Altalanos gondolatok

A surlédasi egyiitthatd meghatarozasanak feladata szdmunkra egy gyakorlati feltevés
igazolasa sordn mertilt fel. Kisérleteket végeztiink fa és k6 kozotti surloédas meghatarozasara.
Faanyagnak a libanoni cédrust, kének pedig a mészkovet valasztottuk. A feliileteket flirészelt
¢s csiszolt kivitelben, szaraz, nedves és olajozott feliiletek kozott vizsgaltuk. A tapadési
egylitthatot valtoztathatd szogil lejton, a surlodasit pedig vizszintes feliileten, rugds erdmérdvel,
lejtén pedig gyorsulas meghatarozasaval mértiik.

2.2. Eszkozok és modszerek

A tankonyvi” méréshez rugds erdmérd sziikséges. Az elméleti hattér ismeretében
kozvetett mérést is alkalmazhatunk, azaz a gyorsulasmérést idomérésre vezethetjiik vissza. Az
idémérés torténhet stopperrel, fotokapus alkalmazasokkal, mobiltelefon vagy digitalis kamera
alkalmazasaval, vagy akar gyorsulasmér6 szenzorral is (2. abra). Kozvetleniil gyorsulast tudunk
meghatdrozni alkalmas mobiltelefonnal, és a mar emlitett gyorsulasmérd szenzorral is.
Amennyiben pedig nincs sziikséglink nagy pontossagl surlodasi egyiitthato értékre, tapadasi
surlodasi egyiitthatd meghatarozasabol is kovetkeztethetiink a csuszési surlodasi egyiitthatora.
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2. abra. Mérési elrendezések a kiilonbozé mérdeszkozokkel torténd kisérletek esetén

2.2.1. Rugoés eroméro

Ha az erémérdvel egyenletesen (azaz a test gyorsuldsa 0) hizzuk a hasabot, az erémérd jo
kozelitéssel egy zérustol kiilonbozo, dllando értéket mutat. Mivel a hasabra a htizéerdn kiviil a
surlddasi erd is hat, a dinamika alapegyenletébdl tudjuk, hogy az a csuszasi surlodasi erd, ami
a huzoerdvel ellentétes irAnyu és azzal egyenlé nagysagu. Igy a konkrét mérésnél vizszintes
feliiletre helyezziik a mozgatni kivan testet. Ha a test tomege megengedi, akar ra is akaszthatjuk
az erdbmérdre és megmérhetjiik a miiszerrdl a test sulyat, amivel majd az alatamasztast is
nyomni fogja (Fny). Ha lassan, egyenletesen novekvo nagysagu erdt fejtiink ki a hasabra, akkor
leolvashatjuk azt az értéket, amelynél a hasab megindul. Ez az érték adja a tapadasi erd
maximumat, amibdl a tapadasi strlodasi egyiitthatd szamolhatd (Fap,max.=toFny). Majd, amikor
mozgésba jott a test, azt az er6t kell leolvasnunk, amely a test egyenletes mozgatasdhoz
sziikséges. Mivel a csuszasi surlodési erd nagysaga egyenesen aranyos a két feliilet kozott hato
Fny nyomoerdvel és a feliiletpar anyagi mindségétdl fliggd aranyszammal () azaz Fs=uFny - az
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el6z6hoz hasonldan — a 2 erd hanyadosaként kapjuk a cstszasi surlodasi egylitthatot. A mérés
a u <uo. Rugods erdmérd hasznalata soran szamolnunk kell a leolvasas pontatlansagaval, illetve
a pontos ,,egyenletes mozgatas” megvalositasa is emberi tényezo fliggvénye.

A vizszintes feliileten végzett méréseket ugy végeztiik el, hogy minden prébatest sulyat
pontosan 10 N értékre allitottuk be. Ennek megvaldsitasdhoz a probatestre edényt rogzitettiink,
igy vizet beletoltve, annak stlya pontosan bedllithatova valt. A rugds erdmérdn igy allandod
sebesség esetén a surlodasi egyiitthatd értékét tudtuk leolvasni. A leolvasast, kiértékelést
videofelvétel elemzése is megkdnnyitette.

2.2.2. Gyorsulds mérés

Novelhetd a pontossadg, ha a mérés soran a gyorsuldsmérést idomérésre vezetjik vissza. A
mérésnél azzal a feltételezéssel szamolunk, hogy a feliilet egyenletes, igy a surlodasi egyiitthatd
a mozgas sordn allandd. Az alland6 eréhatast ugy biztositjuk, hogy lejtd feliileten (a a lejtd
hajlas-szoge) csusztatjuk le a testet, igy - ha a nehézségi erd hatasa alatt allo test lecsuszik a
lejtbn - gyorsuldsa 4allandonak tekinthet6. Ez azt jelenti, hogy a négyzetes uttérvény
kezdbsebesség nélkiili formuldja alkalmazhato (1), (ahol s a megtett at, t a csuszas ideje, a a
gyorsulés):

q=2 (1)

t_z’

majd a surlodasi egyiitthaté szamolhato (2), (3):

ma = mgsin X —umgcosa, (2)
__ gsina—-a
~ gcosa (3)

Meérésiink elvégzése eldtt meg kell hataroznunk azt a szoget, melynek alkalmazasakor a
test mar lecsuszik a lejton. Ezzel egyben a tapadasi surlodas értékét is meg tudjuk hatarozni.

Fotokapu

Az 1démérés megvalosulhat hagyoményosan stopperrel. Mérésiink ebben az esetben csak
demonstracios, elméleti jellegli lesz, mivel az emberi reakcio6idd gyakorlatilag laboratoriumi
méreteket hasznalva sem kiiszobdlhetd ki.

Fotokapu alkalmazéisa kizarja a fenti hibat. Amennyiben rendelkezésiinkre all 2 db
fotokapu ¢és 1démérd egység, akkor az inditasi és érkezési iddpillanatok kiilonbségével
megoldhatd az idOomeérés. Taneszkéz boltban vasarolhatunk ilyen egységet. Amennyiben
magunk rakjuk 6ssze, megoldhato 2 1ézersugar-kibocsatdo modulbol és sugarvevé modulbol allo
készlettel is. Az okkliziés moddszert (lézersugar megszakitasat) hasznalja a rendszer,
fénysebességgel érzékeli egy targy jelenlétét a 1ézersugarzo €s a vevo kozott. Természetesen a
targyak nem korlatozddnak ilyenkor fémre, minden olyan targy észlelhetd, amely blokkolja a
fényt. Ezt a rendszert Osszekapcsolva egy mikroprocesszorral nagy pontossdgi mérést
valosithatunk meg. Mai arakkal szamolva az 6sszeéllitdsunk koltsége fele lesz a készen kaphatd
rendszerének.

Mobiltelefon

Amennyiben azonban nem 4allnak a fent felsorolt elektronikai alkatrészek rendelkezésiinkre,
akér a mobiltelefonnal is kivitelezhetd a mérés. A lecsuszas folyamatat egy stabilan elhelyezett
mobiltelefonnal videdra rogzitjiik (elegendd 60 fps). Majd a kamerakép elemzésével a telefon
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képkockasebességének a fiiggvényében adott pontossaggal meghatdrozhaté a csuszés
iddtartama.

A legtobb ma hasznélatos mobiltelefon rendelkezik beépitett gyorsuldsmérdvel, igy ha
megoldhatd a telefon probatestre rogzitése, pillanatnyi gyorsulds értékeket tudunk
meghatarozni, vagy hasznalhatjuk a gyorsulasmérd szenzort a csuszas idotartamanak pontos
meghatarozasara is. Telefonos — ingyenes - alkalmazasok koziil valogatni tudunk. Az altalunk
hasznalt alkalmazas a phyphox [2], [4] physical phone experiments volt. A gyorsulasmérési
mod kivalasztasanal fontos szempont, hogy olyat valasszunk, ahol van lehetdség a ,,g nélkiili”
mérésre, mellyel ugy kapjuk az adatokat a linearis gyorsuldsmérdbol, hogy a tényleges
gyorsulést kapjuk, gravitacids gyorsulas nélkiil. Azaz ez az érzékeld 0-t jelez, amikor a késziilék
nyugalomban van. A gyorsulasmér6 szenzor mitkodési elvérdl a kovetkezd pontban részletesen
beszéliink.

A surlodasi egyiitthaté meghatarozasanal abbdl indulunk ki, hogy egy vizszintes feliileten
meglokott test lassuldsahoz, illetve megallasahoz sziikséges fékezderot a surlodasi erd biztositja
(4). A surlodasi egyiitthaté meghatarozasahoz tehat csak le kell olvasni az atlagos lassulast (a),
ami elvileg allando a fékezés soran. Majd ezt elosztva a g értékével (5), megkaphatjuk a cstiszasi
surlodasi egyiitthato értékét a probatest és a feliilet kozott.

m-a=p-m-g (4)

a
n= ()

Amennyiben gyorsulasmérénk nem alkalmas ,,g nélkiili” mérésre, akkor vektor és matrix
miiveleteket segitségével az adatsorbol egy jol meghatdrozott forgatasi matrix segitségével mi
is el6 tudjuk allitani a sziikséges adatokat.

A telefont rogzithetjiik a mozgd testre, minddssze arra kell ligyelni, hogy pontos méréshez
a probatestet ugy kell meglokni, hogy a telefon y irdnyba mozduljon el, igy a lassulés irdnya €s
a szenzor iranya egy egyenesbe essék (az alkalmazdsban konnyen lathatjuk az iranyokat,
legtobb esetben a telefon hossztengelye adja az y iranyt).

Technikailag az Excelben kimentett adatokbol kivagjuk a felfutd gyorsuldsértékek utani
negativ adatokat (hiszen innentdl lassul a test), majd ezeknek az atlagat képezve kapjuk az
atlagos gyorsulas értékét. Példankban az atlagos gyorsulasérték -2,08 m/s?, ezt osztva g-vel,
kapjuk a surlodasi egylitthatora a 0,21-es értéket. Ugyanazon a feliileten tobbszor is
elvégezhetjiik a mérést, kiilonbozd eréhatasokat kifejtve, kiilonbozd tavolsagokon fekezddo test
esetén

Gyorsulasméro szenzor

Amennyiben olyan feliiletet szeretnénk vizsgélni, ahol nem biztosithatd a cstiszd feliiletre
rogzitett telefonnal torténd mérés, alkalmazhatunk gyorsulasmérd szenzorokat. A
gyorsulasmérék olyan elektromechanikus eszk6zok, amelyek a gyorsulas statikus vagy
dinamikus erdit érzékelik. A statikus erdk kozé tartozik a gravitacio, mig a dinamikus er6khoz
tartoznak a rezgések és a mozgasok. A gyorsulasmérd szenzorok beszerzése mar nem jelent
komoly koltséget, aruk a rugds erémérd araval kozel megegyez6. Talalhatunk a piacon olyan
burkolattal rendelkezd szenzort, melynek kialakitdsa alkalmassd teszi az eszkozt kritikus
korilmények kozotti - példaul vizzel locsolt feliilet - hasznalatra. A mérések kiértékelése
intelligens algoritmusokkal torténik. Szenzor alkalmazasakor a surlodési egyiitthaté mérése
esetén kiilon kell valasztanunk 2 esetet. Ha a szenzorunk képes ,,g nélkiili” meérést végezni,
akkor gyakorlatilag a korabban leirt mérési folyamat alkalmazhaté. Tobbnyire viszont - a
gyorsulasmérd szenzorok mitkddési elve miatt - az altalunk elérhetd szenzor nem biztositja a
,»g nélkiili” mérés lehetdségét.
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Ez annyit jelent, hogy a gyorsulasmérd gyorsuldsi erét mér, egy, kettd vagy harom sikban.
Jelenleg, a leggyakrabban hasznalt gyorsuldsmérék a haromtengelyes gyorsulasmérok,
amelyeket harom kiilonalldo gyorsuldsmérd rendszerébdl alakitanak ki. Ha barmely sikon a
gyorsulés az érzékeld irdnyaval ellentétes iranyban torténik, a gyorsuldasmérd negativ értékkel
méri a gyorsulast. Ellenkez6 esetben a gyorsulés pozitiv értékként keriil mérésre. Ha nem hat
kiilsé gyorsulas a gyorsulasmérore, akkor a késziilék csak a szabad esés standard gyorsuldsat,
azaz a gravitacios er6t méri (majd g tobbszordseként adja meg). Feltételezve, hogy egy 3
tengelyes gyorsulasmérd tigy van elrendezve, hogy az X tengely érzékel6je balra mutat, az Y
tengely érzékeldje lefelé mutat, a Z tengely érzékeldje pedig eldre, valamint a késziilékre nem
nehezedik eréhatas, a gyorsulasmérd a kovetkezot mutatja majd: X =0¢g, Y=1g,Z=0g. Ha
ugyanezt a gyorsuldasmérdt balra iranyitjak, a kovetkezo értékeket fogja mutatni: X =1g, Y =
09,2=09.

A megfeleld szenzor kivalasztasahoz hasznos lehet a gyorsulasmérok mukodési elvének
tanulmanyozéasa is (MEMS kapacitiv gyorsulasmérdk, piezoelektromos és piezorezisztiv),
hiszen ez egy olyan érzékeld, amely a test gyorsulasat és rezgését is méri. Igy szamos eszkdzben
alkalmazzak, laptopokon, mobiltelefonokban, autok miiszerfalain, de még a sportolok is
hasznélnak ilyet mozgasuk monitorozésara.

Amennyiben maradunk az eredeti feladatunknal és surlodési egyiitthatd megallapitasara
szeretnénk hasznalni, (de nem extrém kornyezetben) a gyorsuldsmérdt, akkor egyszeriibb a
helyzetiink, hiszen a mérésiink pontossdga nem kdveteli meg, hogy tgyeljiink példaul a
hémérsékletet, paratartalom vagy az elektroméagneses interferencia mérésiink soran jelentkezd
értékeire a szenzor kivalasztasanal. Jelen tanulmany elkészitéséhez egy WitMotion [5]
gyorsuldsmérd szenzort hasznaltunk. A kapott értékeket a szenzor sajat szoftverével
értékelhetjiik, majd a gyorsulasadatokbol megallapithatjuk a feliileten torténd mozgas idejét.
Megfelelé szoftvert segitségével g nélkiili gyorsulast is szamithatunk. Amennyiben van
lehetdségiink ennek hasznalatara, a mérésilinkkel nagy pontossagot érhetiink el. Az érzékeld a
gyorsulas meghatarozasahoz Kéalman-szlird algoritmust hasznal. Ez az eljaras mozgo, valtozo
rendszerek dallapotardl ad optimalis becslést sorozatos mérésekkel, figyelembe véve az
allapotméréseket és a zavard tényezoket (zajok, bizonytalansdgok, pontatlansdgok). Két
Iépésben mitkodik. Az elsé becslési lépésben a Kalman—sziird kiszdmolja az aktualis
allapotvaltozokat, a bizonytalansagokkal egyiitt. A kdvetkezé mérés eredményeit sulyozott
atlagolassal veszi figyelembe. A sorozatos valds idejli mérések sordn az atlagolas
eredményeként egyre jobb értékek adodnak, ahol a zajok és egyéb zavaro tényezok kiesnek. Az
algoritmus rekurziv jellegli, csak az aktualis kalkulalt allapotot, és az aktualis mérési
eredményeket veszi figyelembe, korabban mért adatokat nem hasznal fel.

Becslés

Végezetiil pedig meg kell emliteniink azt, hogy amennyiben a mérésiink nem igényel
kiilondsebb pontossagot, a legegyszeriibb modon becsléssel hatarozhatjuk meg a cstszasi
surlédasi egylitthatd értékét. Felhasznaljuk, hogy a tapadasi surlédasi egylitthatdé mindig
nagyobb, mint a csuszasi surlddasi egyiitthato. Sziikséges tovabba, hogy a 2 érintkezd feliilet
ne csak vizszintesen, hanem lejtéként is kezelheté legyen, igy egyszeri méréssel
meghatdrozhatjuk a tapadasi surlodasi egyiitthatot. Tudjuk, hogy ha a lejtére helyezett test
nyugalomban van, akkor gyorsuldsa zérus, €és a lejtd ra tapadasi surlodési erét fejt ki. A
megcsuszast megel6zo hatarhelyzetben a tapadasi strlodési erd értéke maximalis. Erre az esetre
felirjuk a mozgasegyenletet (6), majd rendezés utan a (8) egyenldtlenséget kapjuk.
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0 = ma = mgsin « —uymgcosa, (6)
UoCOS X= sin X, (7
Uo S tg . (8)

Tehat a feliiletet megdontjiik, ra helyezziik a csusztatni kivant testet. Megkeressiik a
lejtének azt a helyzetét, ahol a hasdb még éppen nem indul el a lejtdn. Ha nincs kéznél
szO0gmérd, egyszerii mobiltelefonos alkalmazissal megmérhetjiik a lejtd szogét, de
természetesen a lejtd magassaganak és vizszintes vetililetének a lemérésébdl tangens
fliggvénnyel szamithatjuk. Felhasznalva a korabban emlitett, mérheté megallapitast, miszerint
U <o, a kapott tapadasi surlddasi egyiitthatd értékbdl becslést adhatunk a cstiszasi surlddasi
egyiitthatora is.

3. Osszefoglalas

Kisérleteink soran megéllapitottuk, hogy bar a szdmolasi feladatokban a strlodési egyiitthato
leggyakrabban szamértékkel adott [?], mégis mindig szem el6tt kell tartanunk elméleti
ismereteinket és gyakorlati tapasztalatainkat, miszerint a strlodési egyiitthat6 értékét egy rovid
folyamat soran is szamtalan tényez6 befolyasolja, térben és idoben egyarant. Meghatarozasara
a feladattol fliggéen vannak pontosabb ¢és kevésbé pontos modszerek, egyszeriibb és
bonyolultabb megoldasok. A mérések kivitelezése nemcsak laboratoriumi eszkozokkel, és
laboratériumban torténhet. A rendelkezésre allo eszk6zok elérhetdségének kore jelentdsen
megvaltozott az utobbi években, hiszen manapsag a mobiltelefonunkba épitett gyorsulasmérot
is haszndlhatjuk, azaz gyorsuldsmérd szenzorral rendelkeziink, mig rugds erémérdvel kevésbé.
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OSSZEFOGLALO.

Két 100x100 méteres teriiletet, egy erddt és egy vegyes iltetvényt vizsgdltunk LiDAR pon-
thamaz alapjan. A Progressive Morphological Filtering (PMF) és a Local Maximum Filtering
(LMF) médszerek 257 fat azonositottak az erdében (modszertdl fiiggben) részben véletlen-
szer(i, részben szabdlyos, 47-et a vegyes teriileten klaszteres eloszldssal. A stirliségmérések
és legkozelebbi szomszédok tavolsagdnak azonositdsa G- és K-statisztikdval. Monte Carlo-
mddszerrel és kvadritprobaval jelentSs kiilonbségeket mutattak a fik eloszldsaban, s jol jelezték
a teriiletek jellege kozotti eltéréseket. Az alkalmazott mddszer alkalmas az erdéteriiletek
anomdlidinak azonositdsara is.

ABSTRACT. This study processed two 100x100m areas from LiDAR dataset: a forest and
a mixed forest-plantation. Progressive Morphological Filtering (PMF) and Local Maximum
Filtering (LMF) methods identified 257 trees in the forest and 47 in the mixed area, showing
(depending on the method) partly random, partly regular spacing in the forest and clustering
in mixed areas. The density assessments and nearest-neighbour evaluations with G statistic, K
statistic, Monte Carlo method, and quadrat tests revealed a significant difference in tree distri-
bution, highlighting the effectiveness of these methods for detecting spatial patterns in diverse
forest environments, too.

1 Introduction

The accurate identification of individual trees from LiDAR (ALS) measurements is a critical
issue in forestry geoinformatics and statistics. However, the applicability of the frequently used

' HUNGARIAN TITLE. Egyedi fik detektdldsa és térbeli eloszldsanak elemzése referenciaadatok nélkiil.
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local maxima method [2 1] for tree identification is significantly influenced by the quality and
preprocessing of data, as well as the type and structure of the forest [4]. The problem can be
relatively simply stated: even the best and most widely adopted methods currently available
are not sufficiently reliable, and often, results considered acceptable are not truly satisfactory
[5]. The variable effectiveness of ITD (individual tree detection) methods also impacts the
estimation of other metrics [9].

Several attempts have been made to address these issues. Rasterizing the point-based
method can reduce the number of errors under certain conditions [|7]. It can be satisfactory
within a narrow scope but are limited in their applicability for surveying "unknown" forest areas,
which is essentially the ultimate goal. Machine learning methods [12], Monte Carlo methods
[1], principal component analysis [&], object-based labelling [!5], and optimization methods
[18] can predict and sometimes reduce the error magnitude for specific tree and forest types,
but this does not necessarily imply that these methods can be generalized to most forest types.
Resizing the TWS (tree window size) used in the analysis has led to more usable results in some
forest types [ | 3], but this also does not seem to be a generalizable method. Using the L function
for refining detections appears to be a more general method [ 1], but the applied procedure is
still not entirely independent of the expected and known results from field reference data. Of
course, improving technical conditions, such as using high-density, close-range, multispectral
LiDAR recordings [0], can also contribute to increasing the efficiency of the procedure.

In this article, an attempt is made to provide an example of how to outline a procedure
based on the principles of nearest-neighbour distances without relying on precise reference
data. Rather than focusing on the exact identification of individual trees, this method assesses
the overall characteristics of the forest. This approach enables the detection and monitoring of
specific "anomalies" within the forest using almost exclusively LiDAR imagery, thus facilitating
rapid and efficient surveys.

2 Materials and methods

2.1 Data

The data described in Table 1. serve as the source for analysis. This LiDAR dataset was gathered
by NCALM for Paula Figueiredo at North Carolina State University [14].

Features Forest Mixed vegetation
Horizontal Coordinates WGS84 / UTM Zone 17N Metres [EPSG: 32617]
Vertical Coordinates Ellipsoid

Number of Points 800743 528590

Xomins Ymin 490915, 4038800 491825, 4038310

Ximax> Y max 491015, 4038900 491925, 4038410

Table 1. Features of LiDAR datasets

The first LIDAR point cloud represents a purely forested area, while the second one depicts
a forest patch and a plantation separated by a road. (Figure 1.) Both areas are 100 by 100
metres in size. Similar to common field conditions, we have a general overview of the area’s
characteristics, but we lack precisely surveyed reference data, such as the exact locations of the
vegetation (trees) [20].
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(a) Forest area (b) Mixed vegetation area

Figure 1. Vegetation areas

2.2 Canopy and tree detection

For ground classification, a Progressive Morphological Filter (PMF) was utilized. The original
raster-based method [22] was modified by the developers of the R 1idR package [19] used
for data processing transforming it into a point-based approach [16]. During this process, the
default values (window size = 3, threshold = 5) were used.

After ground classification, the digital terrain model (DTM) was created using the kriging
method, which is more accurate but more resource-intensive than the commonly used triangu-
lation method. Kriging is the most sophisticated approach, employing advanced geostatistical
interpolation techniques that consider the spatial relationships and distances between the re-
turns. Height normalization was ensured using point cloud-based normalization method. This
model is superior in terms of computational accuracy by normalizing with a continuous terrain
instead of a discretized terrain.

In the next step, the canopy height model was created using a point-to-raster method.

From this model, the coordinates of individual trees, along with their corresponding height
values, were computed using a Local Maximum Filter (LMF) with window size = 5. During
each step, various other methods were considered, but upon testing, these methods yielded
essentially identical results [20].

2.3 Spatial statistical analysis

The density-intensity of tree locations was visually analysed. Subsequently, the nearest-
neighbour distances and, more generally, the pairwise distances within each sample plot were
analysed as follows [2].

The cumulative distribution function of the nearest-neighbour distances for a regular point
in the point (tree) pattern in a stationary point process X is

G(r) =P(d(u, X\ {u}) <7rfueX),

where u is a random location, and d(u, X\ {u}) is the shortest distance between u and the points
of the X pattern, excluding u.
The observed distribution function for the distances to the measured nearest neighbours is

GH(r) = —— S 1t < ).

n(x)

Edge corrections based on the empirical cumulative distribution function is
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G(r) =" e(wi,r)1{t: <r}. (1)
i
The e(x;,r) edge correction weight in the above equation ensures the approximate unbi-
asedness of G(r).
The distribution function of the nearest-neighbour distances in a homogeneous Poisson point
process with intensity A is

Goois(1) = 1 — exp(=Arr?). ()

In the case where G(') > Glpois(7), the pattern is considered clustered, while when G(r) <
Gpois(r), the pattern is classified as regular. In addition to the theoretical Poisson distribution,
the Hanisch estimate [7], the border-corrected estimate, and the Kaplan-Meier estimate [ 1 0] for
G/(r) are used.

The biased patterns of s;; = ||z; — z;|| pairwise distances, namely the overrepresentation of
smaller distances, can be attributed to reasons similar to those mentioned before. The expected
number of other points of the process within a distance r from a typical point of the process is
denoted as

K(r) = %n I (X A b, )\ {u}) | u € X].

The anticipated number of points within the region b(u, ) is Amwr2.

Poisson process, this is independent of the intensity.

For a homogeneous

Kpois(1) = 7r. 3)

Estimators for this value are adjusted and normalized as empirical distribution functions of
the pairwise distances, which is

K(r) = Zzl{llﬂfz—%ll@“} e(xi, 75;7), 4)

2
b\ area(W Py

where e(u, v, r) is the edge adjustment factor. If K (r) > Kois(r) = 7r?, clustering is observed,
while if K () < Kpois(r) = 772, a regular pattern is indicated.

In addition to the theoretical Poisson model K(r), boundary-corrected estimation,
translation-corrected estimation, and isotropic correction estimation are computed.

Numerous other metrics and procedures are associated with the statistics of spatial points,
but these appear to be the most important. The previous findings must also be tested using
inferential statistical methods.

Given the significance of the K statistic even within this narrow scope, the results of the K
statistic were tested using a Monte Carlo method suitable for spatial data [3].

A key question in the K statistic is whether there is a difference between K and Kopois.

The initial hypothesis is

H, : The observed point set is a representation of a random spatial process. (&)

The reference curve for the procedure was the K function under complete spatial random-
ness (CSR). M independent simulations (with M = 39) for a two-sided test at a 5% signiﬁcance

level, as o« = M -7 were run for the study regions /. The estimated /" functions K @ (r) for
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j = 1,..., M were calculated for each realization. The lower (L) and upper (U) pointwise
envelopes for these simulated curves are

L(r) = min K9 (r)
J
and
U(r) = max K9 (r).

For a fixed r, the probability of Kj,(r) exceeding the envelope [L(r),U(r)] for simulated
curves indicates rejection of the null hypothesis of a uniform Poisson process, with a signif-
icance level of a@ = MLH Alternatively, using pointwise order statistics provides a test with
exact size o = Mz—frl for the k-th largest and k-th smallest values.

In addition to the Monte Carlo test, a quadrat test was conducted. This test does not rely
on the L-K statistic, making it suitable for verifying our previous results. The study regions
are divided into equal-sized quadrats (2x2), and the number of points within each quadrat is
counted. Under the H, the points (trees) follow a homogeneous Poisson process, meaning they
are randomly distributed, similarly to the previous null hypothesis. The observed frequency
distribution of points per quadrat is compared to the expected Poisson distribution. The chi-
square test statistic is used to quantify the difference is

2 = (0 — E)?
X _; Ey, 9

where O; is the observed frequency and F; is the expected frequency.

3 Results

During the process, 257 trees were identified in the forested area and 47 trees in the mixed
vegetation area (Figure 2).
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Figure 2. Canopy and trees

The estimation of G(7) from (1) suggests that the pattern of trees in the forest area is regular.
Specifically, G(r) = 0 for r < 2.5 metres, indicating that there are no nearest-neighbour
distances less than 2.5 metres. The difference between the two plant covers is reflected in the
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G statistic (1) and (2). In the second area, there are no trees within a distance of 2.5 metres as

well, but for » > 3.5, the forest exhibits strong clustering characteristics (Figure 3).
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Figure 3. G statistic
Unlike what was observed with the G statistic, the K statistic (3) and (4) indicates that in the

fully forested area, a pattern similar to the Poisson model can be seen. However, in the mixed
vegetation area, clustering is observed, similar to previous findings (Figure 4).
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Figure 4. K statistic

In the first case, Hy from (5) of randomness is not definitively rejected, whereas in the
second case, it is unequivocally rejected. This is consistent with our prior findings (Figure 5).
The obtained result was confirmed by the x? test (Table 2 and Figure 6).

Area 2 df p-value
Forest Area (2x2) 2.2529 3 0.9568
Mixed Vegetation Area (2x2) 62.362 3 3.678 x 10713

Table 2. Results of quadrat tests
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Figure 6. Quadrats with number of trees and contour lines

4 Conclusions

While the current models for individual tree identification using LiDAR data still require re-
finement, the incorporation of known field data and advanced statistical methods like G and
K statistics holds promise for improving survey efficiency and accuracy. The continued devel-
opment and validation of these models are essential for their widespread adoption in forestry
applications, particularly in the context of sustainable forest management and conservation.

The comparison of the two areas using applied identification and statistical methods has
demonstrated that, essentially, valid conclusions can be drawn about the trees covering the area
even without field surveys, given a cost-effective technological background. We believe that the
refinement of models beyond the results of field surveys and the more precise identification of
trees is often impractical, as such methods are generally not generalizable. Reverting to random
distributions and filtering significant anomalies alongside the methods we use offers a limited
but important means of drawing conclusions in forestry and the timber industry. The applied
method provides an opportunity to identify anomalies that have occurred in the forest area (tree
mortality, tree cutting, natural damage) based on previous recordings.
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OSSZEFOGLALO. A statisztikai vizsgalatok alkalmazasa soran kiilonbdzd instabil adatsorok
esetén ovatosan kell eljarni, kiilondsen akkor, ha ismeretlenek szamunkra az egyes befolyasolo
tényezOk szerepei, és hatdsainak nagysaga. Iddbeli folyamatok elérejelzése gyakran téves,
ijjesztd eredményeket produkalhat. Gyakori tiinet azonban napjainkban, hogy egy adathalmazt
koz16, nem Kkeriilheti ki a statisztikai kiértékelést, ami szinte elvaras. Az alabbiak erre
vonatkozdan mutatnak be egy példat, lehetdségeket elemezve egy instabil idébeli adatsor
esetén, nagyméretli konkluziok levonasa nélkiil az elére jelzésre vonatkozoan, figyelmeztetve
annak lehetséges hibajara.

ABSTRACT. In the case of various unstable data sets, we must proceed with caution when
applying statistical tests, especially if the roles of individual influencing factors and the
magnitude of their effects are unknown to us. Forecasting temporal processes can often produce
wrong, frightening results. However, it is a common symptom these days that someone who
communicates a set of data cannot avoid statistical evaluation, which is almost an expectation.
The following presents an example of this, analyzing possibilities in the case of an unstable
time series, without drawing large-scale conclusions about the forecast, warning of its possible
error.

1. Bevezetés

A kiilonboz6 meteoroldgiai adatok, illetve azok vizsgalata régota foglalkoztatja a kutatokat. A
torténelmi Magyarorszag teriiletén 1753-t01 regisztraltak adatokat a Nagyszombati Erseki
Egyetemen. A szomszédos Ausztria teriiletén a Kremsmiinsterben felépitett Matematika
Torony csillagvizsgaldja biiszkélkedhet Eurdpa egyik leghosszabb idejii adatsordval, ami
meghaladja a 255 évet. A hosszitavi iddsorok fontossaga napjainkban a Klimavaltozas
iddszakaban jelentdsen megnévekedett. A klimavaltozas, és vegyiik most csupan annak
egyetlen elemét, a hdmérsékletet kihat az emberi életre és persze a teljes gazdasagra, igy annak
vizsgalata exponalt feladat. Sajnos részletes adatsorokhoz hozzajutni altalaban nehézkes és
koltséges vallalkozas, azok szaméra, akiknek nem ez a tudomanyteriilete. gy ha mégis
igényiink lenne ilyen jellegii adathalmazra, elfogadjuk a kevésbé részletes let6lthetd allomanyt.
Az aldbbiakban nem kivanjuk, és nem is tudjuk a fent vazolt extrém problémat kielemezni,
tegyék ezt az arra kitanitott szakemberek. fgy csupan egy hémérsékleti adatsoron elmélkediink,
ennek soran bemutatjuk az alkalmazhato statisztikai vizsgalatok lehetdségeit és annak
eredményeit. Ezen utdbbiak vizsgalata viszont tanulsagos figyelmeztetd példakkal tamasztjak
ala azt a fontos tényt, hogy konnyen téves kovetkeztetések levondsa torténhet eredményekbdl,

1 ENGLISH TITLE: Uncertainty, or be careful with statistics.
KULCSSZAVAK: staisztika, klimavaltozas, hdmérséklet.
KEYWORDS: statistics, climate change, temperature.
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ha azokat csak, mint tisztan statisztikai eredményeket kezeljiik, figyelmen kiviil hagyva a
tényleges folyamat lehetséges kimenetelét.

A vizsgalat targya egy 64 évet atdleld adatsor, éves atlaghémérsékletre vonatkozoan. A
mérések helye Kismarton (Eisenstadt), Ausztria, Soprontol légvonalban 17,5 km. Az
adathalmaz a https://www.meteoblue.com internetes oldal szabadon hozzaférhetd
adatbankjabol szarmazik, ahonnét ingyenesen letoltheto.

Az alabbiakban elészor bemutatasra keriil az adatsor grafikus prezentacidja, annak teljes
szamszerl kozlésétdl eltekintiink. Ezt kovetden a 63 év soran eléforduld értékek normalitasat
vizsgaljuk fliggetleniil a feltételezett idObeli valtozastol. A normalitds vizsgéalatot koveti az
id6beli folyamat tendenciajanak leirasa. Az adatsor jelentés mértékii szérasa miatt indokolt az
adatkiegyenlités, harmasatlagolds majd centirozds. A centirozott adatsoron kiilonb6zd
modellek illesztése keriil bemutatasra. Ezt kovetden az adatsor 10 éves blokkokra bontassal
kertil vizsgélat ala melynek sordn a 10 éves atlagok felhasznalasaval illetve a hozzjuk tartozo
konfidenciahatarral kimutatjuk a szélséséges értékeket. Egy tovabbi kisérletben az id6
intervallumonként bekovetkezé hémérséklet novekedés valamint az idgéintervallumban
eléforduld melegrekord értékek eldfordulasanak lehetséges kapcsolata keriil teritékre.

A vizsgalat céljai:

1. Mutassuk ki, hogy 63 év esetén az éves atlaghdmérsékleti adatok halmaza normalis

eloszlast kovet!

2. Az iddbeli folyamatot jellemezziik arra alkalmas matematikai modellel!

Az alkalmazott regresszios modellek:

e Linearis fliggvény

matematikai alakja:
y = b1 X+ bO

szamitogépes alak:
Var2 = b1 -Varl + b0.

e Additiv linearis-trigonometrikus fliggvény

matematikai alakja:
y =bs-sin(by x)+ by x+ by

szamitogépes alak:
Var2 = b3 -sin(b2-Varl) + b1 -Varl + bO.

e Transzformalt exponencialis fliggvény

matematikai alakja:
¥ =bs-b," " + b,

szamitogépes alak:
Var2 = b3 - b2"(Varl — b1) + bO0.
o Telitési fliggvény

matematikai alakja:
y = b3 ) (1 - e_(bz-x)bl) + bO

szamitogépes alak:
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Var2 = b3 - (1 —exp(—1-(by- Varl)’\bl)) + bO0.
e Transzformalt tangens hiperbolikusz fiiggvény

- matematikai alakja:
y = bz - th(b, - (x — b1))by
- szamitdgépes alak:
Var2 = b3-TanH(b2 - (Varl — b)) + bO0.

3. Adjuk meg a folyamatban el6fordulo sz€lsdséges éveket!
4. lIgazoljuk az Osszefliggést az atlaghOmérséklet ndvekedése ¢és szélsdséges
melegrekordok gyakorisaga kozott!
Az adathalmaz vizsgélata soran alkalmazott software a STATISTICA, a modellek illesztésénél
a szlikséges kezddértékek az adatsorbol jol becsiilhetdk.

2. Szamitott eredmények, Kiértékelés

2.1. 64 év homérsékleti atlaganak normalitas vizsgalata

Az alabbi tablazatban a normalitas vizsgalat eredményei olvashatok, tovabba a hozzatartozo
hisztogramm.

Variable: Var2, Distribution: Normal (atlaghd)

Chi-Square = 1,48592, df =1 (adjusted) , p =0,22285
Upper Observed Cumulative Expected Cumulative Observed-
Boundary Frequency Observed Frequency Expected Expected
<=7,30000 7 7 6,19271 6,19277 0,8072:
8,60000 28 35 23,9624: 30,1552( 4,0375¢
9,90000 22 57 25,9136t 56,0688t -3,9136¢
11,20000 6 63 7,3823¢ 63,4512:¢ -1,3823¢
< Infinity 1 64 0,54871 64,0000( 0,4512:%

1. tablazat. Normalitas vizsgalati eredmények

Variable: Var2, Distribution: Normal
Chi-Square test = 1,48592, df = 1 (adjusted) , p = 0,22285
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1. abra. Normalitas vizsgalati hisztogram
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Az el6bbi szamitasok kimutatjak, hogy az adathalmaz 5%-o0s tévedési szinten megfelel a
feltételezett normalis eloszlasnak. A hisztogram jol demonstralja az egyes osztalyok
gyakorisagait, ami szerint a maximalis gyakorisdg a madsodik osztalyra jellemzd és itt
mutatkozik a legnagyobb eltérés az elméleti €s tapasztalati gyakorisag kozott.

2.2. Az atlag adatsor regresszios vizsgalata

Az alabbi abran jol lathat6 a nyers adatsor szorédasa, ami arra a gondolatra vezeti a statisztikai
kiértékelot, hogy regresszid esetén a modell kivalasztdsa meglehetésen onkényes, a kiértékeld
dontése lehet. Ez természetesen nem helytdllo, hiszen a modellnek eleget kell tennie bizonyos
folyamatjellemz6knek. Ebben az esetben azonban nagy a bizonytalansag, talan azt mondhatjuk
ki, hogy a fels6 korlat indokolt, hiszen a hémérsékleti ndvekedés nem mehet a végtelenbe, ez
ugyancsak ijesztd lenne. A teljes folyamat leirdsa azonban nem varhato el, sét eldrejelzo trend
sem szamitando a modell alapjan a vizsgalati id6szak rovidsége (~64 év) miatt.

Ami lehetséges, az a vizsgalt iddszak jellemzése egy arra alkalmas modell segitségével.

Mivel azonban az adathalmaz szérédésa nagy, igy érdemes elvégezni az adatkiegyenlitést
melynek révén csillapithato az adatsor.

Eves atlaghémérséket
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Aktudlis év
2. ébra. Nyers adatsor

A 3. abra egyiittesen mutatja a nyers és a két csillapitott adatsort, az attekinthetoség
érdekében az egymast kovetd évek atlaghdmérséklet adatait Osszekdtve, igy jobban
elkiilonithetOk az adatsorok. A csillapitott adatsorokat vizsgalva a csillapitds mértéke mar a
harmasatlagolt adatsorndl is jelentés, még markansabb azonban a centirozis esetén. Az
adatsorok kapcsan meg kell emliteni, hogy a vizsgélati iddintervallum 64 évként van
feltiintetve, viszont az utols6 év csonka, ez azonban nem befolyéasolja jelentds mértékben a
szamitott eredményeket.
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Adatkiegyenlités

—©— Nyers
-8- Harmasatlag
1 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40 43 46 49 52 55 58 61 64 —<— Centirozott

3. abra. Nyers és csillapitott adatsorok

Az adateldkészitést kovetden eldszor a legegyszerlibb linearis modell illesztése keriil
bemutatasra, mindharom adathalmaz esetén.

e A nyers adatsor (Var2) eredménye:

Model: Var2=b1*Var1+b0 (atlagh6)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)*?2

Final loss: 25,797379350 R=,79666 Variance explained: 63,467%
N=64 bl b0
Estimate 0,04530( -81,583¢

Model: Var2=b1*Varl+bh0
y=(0,0452999)*x+(-81,5835)
12

11

Var2

6
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1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030
Varl

4. abra. Linearis illesztés nyers adatsor esetén
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e A harmasatlagolt adatsor (Var6) eredménye:

Model: Var6=b1*Var1+b0 (atlagh6)
Dep. var: Var6 Loss: (OBS-PRED)**2
Finalloss: 9,080436767 R=,90087 Variance explained: 81,156%

N=62 bl [ bo
Estimate 0,044380 -79,7811

Model: Var6=b1*Varl+h0

y=(0,0443798)*x+(-79,7811)
115
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5. abra. Linearis illesztés harmasatlagolt adatsorra

e A centirozott adatsor (Var9) eredménye:

Model: Var9=b1*Var1+b0 (atlagho)
Dep. var: Var9 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: 4,930583229 R= ,93406 Variance explained: 87,246%

N=60 bl [ b0
Estimate 0,043294 77,6274

Model: Var9=bh1*Varl+bh0

y=(0,043294)*x+(-77,6274)
105

10,0

9,5

9,0

Var9

8,5

8,0

75

[ee]

7,0
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030

Varl

6. abra. Linearis illesztés centirozott adatsorra
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Attekintve a linearis illesztések eredményeit arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a nyers
adatsor vizsgalata az adatsor nagy szorddasa miatt nem kedvezd. A korrelacios egyiitthato
értéke ezt alatdmasztja R=0,7967, R=0,9009, R=0,9341 nyers, harmasatlagolt, centirozott
sorrendjében. Az R értékének novekedése azonban igazolja a csillapitas sikerességét, igy a
tendencia vizsgalatahoz elegendd a centirozott adatsor tovabbi vizsgalata, melynek sordn nem

linearis modellek illesztését hajtjuk végre.

e Additiv linearis-trigonometrikus fliggvény illesztésének eredménye:

N=60

Model: Var9=b2*sin(b1*var1)+var1*b0+b3 (atlagho)
Dep. var: Var9 Loss: (OBS-PRED)*?2

Final loss: 3,214587391 R=,95752 Variance explained: 91,685%

b2 [ b1l [ b0 [ b3

Estimate

0,242107 0,246341 0,044082 -79,216€

Model: Var9=b2*sin(b1*varl)+varl*b0+b3
y=(0,242107)*sin((0,246341)*x)+x*(0,0440816)+(-79,2168)

Var9

6,5

'1960

1970 1980 1990 2000 2010

Varl

2020

7. abra. Additiv linearis-trigonometrikus fiiggvény illesztése

e Transzformalt exponencialis fliggvény illesztésének eredménye:

N=60

Model: Var9=b3*b2%(var1-b1)+b0 (atlaghd)
Dep. var: Var9 Loss: (OBS-PRED)*2

Final loss: 3,991091622 R=,94698 Variance explained: 89,676%

b3 [ b2 [ bl [ b0

Estimate

0,912011 1,02219¢ 1959,35¢ 6,608373

2030



50

Csanady V.

Var9

Model: Var9=b3*b2/(varl-b1)+b0
y=(0,912011)*(1,0222)"(x-(1959,36))+(6,60837)
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8. abra. Transzformalt exponencialis fiiggvény illesztése
Telitési fliggvény illesztésének eredménye:
Model: Var9=b3*(1-exp(-1*(b2*var1)%1))+b0 (atlaghd)
Dep. var: Var9 Loss: (OBS-PRED)*2
Final loss: 4,974480359 R=,93345 Variance explained: 87,133%
N=60 b3 [ b2 [ b1 [ b0
Estimate 4100,38¢ _ 0,01147€  0,058217 __ -2856,57
Model: Var9=b3*(1-exp(-1*(b2*varl)*b1))+b0
y=(4100,39)*(1-exp(-1*((0,011478)*x)(0,0582171)))+(-2856,57)
10,5
o
000
10,0 e
7,0
1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020 2030

Varl

9. abra. Telitési fiiggvény illesztése
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e Transzformalt tangens hiperbolikusz fliggvény illesztésének eredménye:

Model: Var9=b3*TanH(b2*(Var1-b1))+b0 (atlaghd)
Dep. var: Var9 Loss: (OBS-PRED)*2

Final loss: 4,821994562 R=,93556 Variance explained: 87,527%
N=60 b3 [ b2 [ bl [ b0
Estimate 14,87104 0,003072 2064,45(C 11,8626¢

Model: Var9=b3*TanH(b2*(Varl-b1))+b0
y=(14,871)*tanh((0,00307326)*(x-(2064,45)))+(11,8627)

Var9
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10. abra. Transzformalt tangens hiperbolikusz fiiggvény illesztése

Az illesztések illetve alkalmazott modellek esetén szamitott R értékek alkalmasak egy fajta
rangsorolasra. Meg kell azonban jegyezni, hogy R mint korrelacids egyiitthatd nem tévesztendd
Ossze a linearis korrelacids egyiitthatoval, ami nyilvdn csak linedris modellek esetén
alkalmazhatd. Az alabbi tdblazat 6sszefoglalja a nem linedris modellek R értékeit.

lllesztett modell tipusok R
Additiv linearis-trigonometrikus 0,9575
Exponencialis 0,9470
Telitési 0,9335
Transzformalt tangens hiperbolikusz 0,9356

2. tablazat. Illesztési R értékek

A tablazati értékek egyértelmiien arra utalnak, hogy a folyamatot legjobban leiré modell az
additiv linearis-trigonometrikus modell. Ezt kdveti az exponencialis, majd az utobbi kettd
kozott az eltérés meglehetdsen csekély. Meg kell azonban nyomatékosan jegyezni, hogy az elsd
kettd nem korlatos modell, a vizsgalt idintervallumra nézve azonban az illeszkedés statisztikai
szempontbol megfeleld.
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2.3. SzélsOséges éves atlaghomérsékletek kimutatasa

A szélsOséges adatok kimutatdsa egy bizonytalan, nagy szérdssal rendelkezd adathalmaz
esetén, ami idofiiggd természeti folyamatbol szarmazik nehézkes feladat. Az alkalmazott

modszer soran az idéintervallumra feltételezziik a linearitast és megadjuk a 95%-0s konfidencia
hatarokat.

Scatterplot of Var2 against Varl
atlagh6 9v*64c

Var2 = -81,5835+0,0453*x; 0,95 Conf.Int.
12
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11. 4bra. Konfidencia hatarok a nyers adathalmaz esetén

Jol lathatd, hogy a mddszer a nyers adathalmazra nem alkalmazhatd. A kovetkezdkben az
adathalmazt tiz éves részintervallumokra bontjuk és az adatok tiz éves atlagaival kiséreljiikk meg
a vizsgalatot.

Scatterplot of Var2 against Varl
10evatlag 2v*7c

Var2 = -84,3593+0,0467*x; 0,95 Conf.Int.
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12. abra. Konfidencia hatarok tizéves bontas esetén
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A 12. abra arra utal, hogy a vizsgélt 10 éves részintervallumok (utolsé csonka 10 év)
atlagértékei koziil az 1980-1990 évtized hdmérséklet atlaga az alsod 95 %-s konfidenciahatar ala
esik, a feltételezett tendencianak nem felel meg.

2.4, Evtizedek atlagh6mérsékletvaltozasai és a melegrekordok
el6fordulasanak szamai

Az adatok részletes felsorolasa nélkill - hiszen ezek szabadon hozzaférhetdk az interneten —
jegyezziikk meg, hogy a vizsgalt 64 évben az Europaban mért melegrekordok szama 2024. julius
végéig 34 volt. Az abszolit maximum értéket, 49,1 C° —t 2021.07.20-an mérték Torokorszag
eurdpai teriiletén. A Magyarorszagon mért eddigi legmagasabb hémérséklet 41,9 C°
Kiskunhalas 2007.07.20. mely értékkel a kozépmezényben vagyunk a 22. helyen.
Természetesen a melegrekord nagysagrendje helyfiiggd, de ne gondoljuk, hogy ez a tény
feltétleniil szignifikans. Ezt tdmasztja ala néhany példa, Ukrajna 42 C° 2010, Belgium 41,8 C°
2019 vagy éppen Svajc 41,5 C° 2003.

A f6ldrajzi hely tehat nem feltétleniil mérvado, a rekordok szdmanak névekedése azonban
azt a feltételezést kelti, hogy az emelkedd atlaghdmérséklettel szinifikans. Feltételezve, hogy a
birtokunkban 1év6 atlaghémérsékleti adatsor novekedési tendenciaja egy kdzepes tendencidnak
feltételezhetd meghatdroztuk a tizéves ciklusok atlaghdmérsékleteinek ndovekedési mértékeit,
valamint utana kerestiink az egyes id6szakokban bekovetkez6 europai hémérsékleti rekordok
szamanak, és feltételezzilk a két valtozo szignifikans kapcsolatat. Az alabbi abran az
évtizedekhez kapcsoloddo novekedési mértékek illetve az adott évtizedben eldfordulod
melegrekordok db szdma lathato.

Line Plot of Var2
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13. abra. Atlaghémérséklet novekedési mértéke és rekord szamok

A 13. 4dbra nem igényel kiilonosebb magyarazatot, arra vonatkozdlag viszont, hogy a
feltételezés a szignifikans kapcsolatra elfogadhato-e azt a valaszt adja, hogy nem.
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Természetesen igaz az a tény is, hogy a vizsgalt iddintervallum rovid, emiatt az eredmények
megbizhatdsaga megkérddjelezheto.

2.5. Elemzés, értékelés

64 év atlaghomérsékleteinek normalitds vizsgdlati értékelése:

Az alkalmazott illeszkedés vizsgalattal kimutathato, hogy a vizsgalt adatsor 5%-os tévedési
szinten megfelel a nullhipotézisben feltételezett normalis eloszlasnak. A tapasztalati gyakorisag
maximuma a 2. osztalyba esik, majd ezt koveti kevés eltéréssel a kozépsd 3. osztaly. A
tapasztalati és elméleti gyakorisagok kiilonbsége mind két osztdly esetén azonos
abszolutértékben kozelitéleg 4, a masodik osztalyban (O-E) pozitiv, a harmadikban negativ. A
vizsgalat bar statisztikailag ugyan korrekt, beldle azonban messzemend kdvetkeztetéseket nem
lehet levonni, annal is inkabb mivel idofiiggd adatsort vizsgaltunk!

Regresszios eredmények értékelése:

A vizsgalat elsd 1épésében egy kozonséges linearis regressziot alkalmaztunk a nyers adatsorra,
ami kimutatta, hogy ilyen formaban csak a tendencia josldsa a révid iddintervallumra gyenge
korrelaciét mutat. Ez indokolta a bizonytalan nagy szorast adatsor csillapitasat az
adatkiegyenlitési modszerek alkalmazasadt. A mar csillapitott adatsor linedris regresszids
eredményei lényegesen szorosabb korrelaciot mutattak. Mivel a linearitds nem feltételezheto,
igy tovabbi nem lineéris modellek alkalmazésa kovetkezett. A négy felhasznalt modell koziil a
legjobb eredményt a korrelacids egyiitthaté vonatkozasdban a nem szokvanyos additiv modell
eredményezte, ami linedris és trigonometrikus fiiggvény kompozicidja. A modell természetesen
csak erre a rovid vizsgalt idGtartamra vonatkoztathatd, megjegyezve, hogy statisztikailag jo
illeszkedést prezental, de a tényleges folyamatra csak véletlenszerli a j6 eredmény! Az ezt
kovetd exponencialis modell alkalmasnak bizonyul a folyamat ezen iddszakanak tendencialis
leirasara, de nyilvan hosszutava elemzésre nem alkalmas. A telitési fiiggvény ¢€s tangens
hiperbolikusz fiiggvény korlatos filiggvények, aszimptotikus jelleggel, igy alkalmazasuk
indokolt lehet a folyamat jellemzésére. Itt azonban ki kell jelenteni, hogy mindkét fiiggvény
esetében a vizsgalt iddintervallum adatai a fliggvények azon szakaszédba esnek ahol a
fliggvények grafikonjai jol lathatéan kozel lineérisak.

A négy illesztes koziil a fentiek figyelembe vételével kimondhato, hogy a 64 éves vizsgalati
1ddszak gyenge exponencialitidst mutat, amit igazolnak az illesztett fliggvény paraméterei.

Szélsoséges atlagértékek kisziirésének értékelése:

A nyers adathalmaz esetén a sz€lsdséges atlagok kiszlirése a felhasznéalt modszerrel nem
jarhat6. Az évtizedekre bontott adathalmaz esetén mar kimutathaté egy a konfidencia
intervallumbol kiesd adat, azonban ne felejtsiik el, hogy az adatok tobbszords atlagolasa révén
a kapott eredmény elnagyolt. Ebben az esetben lehet, hogy alkalmasabb rovidebb
iddintervallumok alkalmazasa, vagy adatkiegyenlités hasznalata a vizsgalat elott.

Atlaghémérséklet novekedése és rekordszamok osszefiiggésének értékelése:

A vizsgélat szignifikans kapcsolatot keresett az évtizedes atlaghdmérséklet novekedése és az
egyes ¢vtizedekben eléforduld melegrekordok darabszama kozott. Két valtozo kapcsolatdnak
vizsgélatara tobbféle modszer alkalmazhat6. Itt azonban csupan egy grafikus elemzés kertilt
bemutatasra. A grafikus eredménybdl feltételezhetd a kezdeti allitds hamissaga, miszerint a két
vizsgalt tényezd kozott nines szignifikans kapcsolat.
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3. Osszefoglalo

A cimbdl ,,Bizonytalansag, avagy Ovatosan a statisztikdval” kiolvashatd, hogy a vizsgalat
targya egy olyan adathalmaz, jelen esetben 1d6fiiggd adatsor, mely szélsdséges, jelentdsen
ingadozo, igy vizsgalata, kielemzése nehézkes. Mivel homérsékleti atlagértékekrdl van szo,
melyek rdadasul éves atlagok, igy takarjak a mogottiik rejld tovabbi szélsOséges adatokat. A
vizsgalt iddintervallum rovid, hiszen nincs egy szazad, de arra alkalmas, hogy jellemezhetd
legyen a vizsgalt idészak trendje. A regressziés modell megvalasztasa ilyen esetben az adatsor
kiilleme alapjan torténik, kijelentve azt, hogy csupéan az adott intervallum jellegére utal, tovabbi
elore jelzésekre nem alkalmas.

Az eredmények attekintése utdn érdemes megjegyezni, hogy bar egy adatsorra szorosan
illeszkedd matematikai modell is megalkothato, 1asd additiv modell - kevesebb adat esetén
példaul akar elérhetjiik, azt hogy egy alkalmazott polinom athaladjon az egyes pontokon -
statisztikailag tokéletes az illesztés, de a folyamat szempontjabol értelmezhetetlen! Szem eldtt
kell tehat tartani a tényleges folyamat lehetséges alakuldsat, és eszerint valasztani a megfeleld
modellt.

Sz¢lséséges adatok kiszlirése nehézkes feladat, adatkiegyenlitéssel ¢€s tObbszoros
atlagolassal viszont jelent6sen csillapitjuk az adatsort, aminek kovetkeztében az torzul, ez azt
eredményezheti, hogy a kapott szélsdséges érték valdjaban nem helytallo.

Mindezen tények arra utalnak, hogy a fentiekben vizsgélt adatsorhoz hasonlé adatsorok
esetén ovatosan Kell alkalmaznunk az egyes statisztikai modszereket, s bar lehet az eredmények
statisztikai szempontbol helyesek, szem el6tt kell tartani a vizsgalat targyat figyelembe véve az
arra vonatkozd szakmai ismereteket.
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OSSZEFOGLALO. A Z generici6 tananyaggal, oktatdval kapcsolatos elvarisainak, illetve a
hallgatoi attitidnek a gydkeres megvaltozasat tapasztaljuk. A Z generacios egyetemi hallgatok
szdmara mas modszerekkel kell tanitani a matematikat.

ABSTRACT. We are experiencing a radical change in the expectations of Generation Z
regarding curriculum and instructors, as well as student attitudes. Mathematics must be taught
using different methods for Generation Z university students.

1. Bevezetés

A matematika oktatas problémairo6l sz616 beszélgetéseink soran azt tapasztaljuk, hogy mind az
oktatok, mind a hallgatok erds kritikaval illetik a masik felet. Fontos lenne, hogy mindkét oldal
elismerje a valds szerepét az eredménytelenség alakulasaban. Egyértelmii tény, hogy ha a
hallgatoknak lehetdségiik van az ismereteket, készségeket és kompetenciakat a sajat tanulasi
stilusukhoz leginkabb kozel all6 moédon elsajatitani, akkor a tanulas élménnyé és joval
eredményesebbé valhat. Az is vitathatatlan, hogy a cél érdekében a sikeres tanulasi folyamat
1épeséfokain mindenkinek végig kell haladnia. Ez a folyamat az alkalmazott tanitasi és tanulasi
modszertdl fliggben tobb-kevesebb faradsaggal jarhat, de az biztos, hogy befektetett munka
(azaz a nélkiilozhetetlen elméleti hattér megismerése, gyakorlati problémak megoldasa stb.)
mindenképpen sziikséges hozza. Proklosz gordg torténetird feljegyzése szerint, amikor
I. Ptolemaiosz megkérdezte Eukleidésztdl, hogy vajon a geometria megtanulasdnak nincs-e
rovidebb és konnyebb modja, akkor Euklidész igy valaszolt: "A geometridhoz nem vezet kiralyi
ut." Ez a matematika minden dgara igaz. A hallgatdsag részérdl a tananyag elsajatitasdhoz
elhatarozas, akaraterd és tiirelem sziikséges. A generacidkutatas napjaink slager témaja. A Z
generacid szamdra valdban mashogy kell tanitani a matematikat? Milyen moddszerek
alkalmasak erre? Talalunk konnyebb utakat? Mit tartsunk meg? Mit érdemes elhagynunk? Mit
kellene kreativan ujra tervezniink?

2. Miért mas a Z generacio?

Az 1945 elétti sziiletésiiek a ,,veteranok” (mas néven csendes, vagy épitd generaciod). Oket
kovetik a baby boomerek (akik 1946 és 1964 kozott sziilettek) és az X generaciosok (sziiletési
idejiik 1965 és 1979 kozé esik). Az Y generacio az 1980 és 1994 kozott, a Z az 1995-2009
iddintervallumban, az alfa pedig a 2010-ben, vagy utana sziiletett embereket foglalja magaban.
Az X, Y és Z generaciok kozotti hatarvonalakat elsdsorban a technoldgidkhoz valo viszonyulas

1 ENGLISH TITLE. Teaching Mathematics to Generation Z students.
KULCSSZAVAK. Z generacid, matematika oktatas, MIOPA-modell, digitalizacio.
KEYWORDS. generation Z, mathematics education, MIOPA-model, digitalization.
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alapjan huztak meg. A kiilonb6z6 generaciok audiovizualis szempontbol ,,mas sziiletéskori
normalitast” kaptak. Pszichologiai kutatasok altal bizonyitott tény, hogy ez az emberi agy
bizonyos teriileteinek fejlodése szempontjabol meghatarozo. A veteranokat gyermekkorukban
semmilyen audiovizudlis hatds nem érte. A baby boomerek még nem, vagy ritkan talalkozhattak
gyermekkorukban a televizioval (Magyarorszagon 1957. majus elsejétdl kezdodott el a
rendszeres adas), az X generacidosok pedig mar a TV vilagaba néttek bele. Ez egy nagyon
meghatarozo valtozas, ugyanis a gyermekkori audiovizualis hatasok a késébbiekre nézve
szamtalan kérdést felvetnek. Erre utal az X elnevezés is, hiszen a matematikaban az ismeretlent
jeloljiik x-szel. A vilagot 1980-ig inkabb kézosségorientaltnak, mig 1980-t6] énkdzpontabbnak
tekintjiik, amit sokan a sétalomagné (walkman) megjelenéséhez kotnek. Itt huztdk meg a
generaciok kozotti Gjabb hatarvonalat. Az Y generacid6 mar ebbe az énkdzponta vilagba
sziiletett bele. A generaciok kozotti kovetkezd valtast az internet megjelenése jelenti. A Z
generacio tagjai un. ,,digitalis bennsziilottek™ (ezt a fogalmat Marc Prensky alkotta 2001-ben
[°]), ugyanis az internet kisgyermek koruk ota része az életiiknek. Ok a vildg elsé globalis
nemzedéke, akik a vilag barmely pontjdn ugyanazon a zenén, ugyanazon a kulturan,
ugyanazokon a hireken noéttek fel. Egyik legjellemz6bb tulajdonsaguk a technologiai
ujdonsagok iranti fogékonysag. A Z-seket koveti az alfa generacid, akik sziiletése idején mar
voltak okoseszk6zok is.

A Z generacio6s fiatalok jelenleg kb. 15-29 évesek, tehat az egyetemek hallgatoi kb. 10 éve
koziiliik keriilnek ki. Ez komoly kihivasokat és valtozasokat hozott a felséoktatasban. Ok az
els6 olyan generacio, akiket mar a korai gyermekkorukban hatalmas mennyiségili audiovizualis
hatas ért. Ezek az ingerek er6sen befolyasoljak az idegrendszer miikkodését és az agyi fejlédést.
A weboldalak bongészésével t6ltott id6 novekedése miatt a régi szellemi funkciok gyengiilnek
[2]. A fels6foka oktatasban napjainkban mind a hallgatosag, mind az oktatok gyakran
kudarcokat élnek at, ennek egyik oka lehet, hogy itt keresendd.

A megvaltozott gondolkoddsmod mellé legtobbszor megvaltozott attitid is tarsul. A Z
generacio tagjairdl a szakirodalom azt mondja, hogy nagyon kritikusan nézik a kortilottiik 1évo
viladgot, és sokkal nyiltabban, szabadabban fejezik ki a véleményiiket. Nehezebben alkusznak
meg szamukra kellemetlen, korlatozo dolgokkal. Kreativ dtleteik szép szammal vannak, viszont
mivel egy felgyorsult vilagba sziilettek bele, igy — az el6z6 generdciokkal ellentétben —
tiirelmetlenek. Kevésbé tartanak ki céljaik mellett, gyakoribb a felsdoktatasban a szakvaltas,
vagy a félbehagyott tanulmanyok. Ebben természetesen kettdsség is van, ugyanis sokak
esetében ez az onmegvalositas utja. Tobbségiiknek nem tul jo a kommunikacios készsége, és
az a tapasztalat, hogy eszkozeink ,,okosodasaval” egyiitt évrél-évre n6 a kommunikacios
szakadék a generaciok kozott. A Z-sekre jellemz6é tovabba, hogy nem eléggé rugalmasak,
valamint nagy az onbizalmuk, amit elég sokszor téves oOnértékelésre alapoznak. Ez a
magabiztossag munkavallaloként magas bérigénnyel és a ranglétran torténd gyors eldrejutas
vagyaval parosul. Ritkan elkotelezettek a munkaltatojuk irant, és gyorsan valtanak
munkahelyet. Ez egyben lehet értékes tulajdonsag is, mert kiharcoljak maguknak azt a bért és
munkahelyi kultirat, amit elfogadhatonak talalnak. Kutatasok szerint maganyosabbak az dket
megel6z6 generacioknal, és gyakrabban fordul elé naluk depresszio, szorongas.

A fentiek miatt a Z generaci6 tagjaival az egyetemi oktatasban is mashogy kell kooperalni.
Nagyon nyitottak az ¢ket érdeklé dolgokra, ezek azonban egyetemiinkon a képzések jellege
miatt ritkan kapcsolodnak a matematikahoz. Erdekldés hianyéban viszont az el6z6leg felsorolt
tulajdonsagok nagy része jelentdsen hatraltatja a tanulast. Probaljuk kovetni a képességeik
valtozasat, és azokra a kvalitasokra vagyunk kivancsiak, amelyekben 6k a legjobbak. Nagy
kérdés azonban, hogy ezeket a kvalitdsokat hogyan kapcsoljuk dssze a matematikai tananyag
atadasaval €és szamonkérésével. Tisztdban vagyunk vele, hogy a modern oktatds a tanar és
hallgato kozotti tudas és gondolatok cseréje. Ez sajnos nehezen valosithaté meg akkor, ha a
hallgatonak nagyon kevés gondolata van a téméaval kapcsolatban, vagy egyaltalan nem tud
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hozzaszolni. Osszegezve tehat a célunk az, hogy minél hatékonyabba tegyiik a matematikai
tudastranszfert, és a kiilonb6z6 generaciokhoz tartozoé oktatok és hallgatok kozott jo legyen a
kommunikécid. Keressiik tovabba a motivacios lehetdségeket, probaljuk a hallgatokat aktivan
bevonni az oktatasba.

3. AZ generacio tanulasi stilusa

Az utobbi 8-10 évben szamos hazai és kiilfoldi kutatod végzett felmérést az egyetemi hallgatok
korében, melynek célja a Z generacidé megvaltozott tanulasi stilusdnak a megismerése volt. Ezen
felmérések eredményeit a sajat tapasztalataink is alatamasztottak. Itt 6sszefoglaltuk koziiliik a
legfontosabbakat, egy-két helyen kiegészitve a mi megallapitasainkkal.

A Z generacio tananyaggal kapcsolatos elvarasai, észrevételei, véleménye:

1.

w

~

Az élménykozponta tudaselsajatitast preferaljak (pl. projektmodszer, megfigyelések és
gyakorlati tevékenységek altali tanulas).

Az azonnali visszacsatolasokra, valamint a szérakozasra, érdekességekre nagyon nagy
igény van (Tapscott, 2009, [10]).

Kevesebb 1d0 alatt elsajatithatd tananyagot szeretnének.

Kevesebb memoriter legyen (képleteket ne kelljen fejbdl tudni stb.). Ennek eleget téve
a szitkkséges matematikai osszefliggéseket képletgylijteményben foglaltuk 6ssze, amely
szamonkérések soran is hasznalhatd, de az a tapasztalatunk, hogy kevesebb pozitiv
hatasa van, mint vartuk.

Elmélet helyett tobb gyakorlat legyen, €s azonnal lathatova valjék, hogy a megszerzett
tudas mire hasznalhat6. Az ,.ellenallok” gyakran teszik fel a ,,minek ez nekem?” ,,hol
fogom hasznalni?” kérdéseket, abban bizva, hogy nem tudunk valaszolni, és oktatoként
is belatjuk, hogy felesleges matematikat tanulni. Az 4ltalunk kidolgozott matematika
tananyag teljes egészében gyakorlati oldalrdl kozeliti meg az egyes eljarasokat,
modszereket. Csak a legsziikségesebb tételeket mondjuk ki, €s nem bizonyitjuk oket,
kivétel egy-két olyan egyszerii esetet, amikor a bizonyitas szorosan kotddik a gyakorlati
alkalmazashoz.

Szakirodalombol legtobben nem szeretnek tanulni, mivel a tananyagban val6 hosszas
elmélyiilés egyre kevésé sikertil.

Az 6nallo, sajat tempdju tanuldst részesitik elényben.

A f6 motivacié a diplomaszerzés, jobb jegyekért nem kiizdenek (legfeljebb, ha
magasabb 0sztondij elérése a cél).

Egyre nagyobb az igény az elektronikus tananyagok irant, de itt nem tankonyvek
digitalizaciojara, illetve hosszi PPT prezentaciokra gondolnak.

A Z generacio oktatoval kapcsolatos elvarasai, igényei:

1.

2.

Az oktatd nemcsak a tudas forrasa, hanem mentor €s partner is legyen egy személyben
(0j tipust oktatoi szerepkor megjelenése).

A tobbség a baratkozo stilust oktatokat kedveli (bar a hallgatosag kb. egyharmad része
ezzel szemben a szigorubb oktatokat preferalja).

Az igazsagossag és kovetkezetesség szinte minden hallgatd részérdl alapvetd elvaras
(természetesen nagyon nehéz a bardtkozo stilus iranti igénynek és az elobb
megfogalmazott elvarasnak egyszerre megfelelni, de nem lehetetlen).

Az oktatokkal a kozosségi médian keresztiil torténd kapcsolattartds egyre nagyobb
hangsulyt kap, de a személyes talalkozas is fontos.
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Az oktatok észrevételei:

1.

2.

A hallgatdsag tiirelmetlenebb, mint korabban (nehezen sajatitja el a tananyag hosszabb
fejezeteit, vagy bele sem fog annak feldolgozasaba).

Az alland6, tanordk alatt sem szilineteld médiaeszkoz-hasznalat elsddlegesen
szorakoztatd célt szolgal, és elvonja a hallgatd figyelmét az orarol. Megprobaljuk ezt
korlatozni, de egy nagy létszamu el6adason nem lehet ellendrizni, hogy a szabalyokat
mindenki betartja vagy sem.

Az informacios és kommunikacids technoldgiai (IKT) eszkozokben rejld, tanulasi
folyamatot segitd lehetdségek tobbnyire kihasznalatlanok maradnak (pl. matematika
gyakorlatokon ellendrizheté lenne a fliggvények kiszamolt lokalis szélséértéke, ha
okostelefon segitségével megvizsgaljuk a fliggvény grafikonjat sth.). Ez az oktatasi-
tanulasi élmény kiegészitésére egy jo lehetéség lenne.

A tanulasi folyamat 1épcséin (érdeklddés < optimizmus < dntudatossag < lelkesedés <
tanulasi siker) sokan nem haladnak végig. El6fordul, hogy olyan csekély az érdeklddés,
hogy a folyamatot el sem kezdik. A nem megfelelé hozzaallas kudarcokat sziil, ami
sikerélmény hidnyaban tovabb rontja a hozzaallast, azaz 6rdogi kor.

Vannak hallgatok, akik egyaltalan nem latogatjak az orakat, eléadasokat. Sokszor
talalkozunk alig feltoltott egyetemi eldadotermekkel. A jelenség elleni védekezés egyik
modja az orak latogatasanak kotelezové tétele, és a jelenlét katalogusban torténd
rogzitése. Mi is bevezettiik a kotelez6 oralatogatast, de ez sajnos a testben jelenlévo, és
ekozben massal foglalkozo hallgatok szamanak novekedését eredményezte, ami
nagyrészt az Orara behozott okostelefonoknak és egyéb digitalis eszkozoknek
koszonhetd.

Gyakori tapasztalat, hogy a levelez6s egyetemi hallgatok, bar egzisztencialis és csaladi
teher is lehet rajtuk, munkahelyi elvarasoknak is eleget kell tenniiik, mégis nagyobb
tanulasi aktivitast mutatnak.

A rossz tanuldsi szokdsok is hatraltatjdk a tananyag elsajatitasat (,,utolso é&jjel
megtanulom ...”).

Sokszor szembesiiliink a tanulashoz sziikséges kulcskompetenciak hianyaval. Bar a
személyes adottsagokon nem tudunk valtoztatni, de az Alapozd matematika szabadon
vélaszthat6 tantargy bevezetésével lehetdséget nyljtunk a kdzépiskolai hianyossagok
potlasara. Kar, hogy kevesen élnek ezzel a lehetdséggel.

Gyakori a téves onértékelésre alapozott onbizalom, sikertelenség esetén sokan masban
keresik a hibat.

4. Javaslatok, illetve 1j modszerek a Z generacio

eredményesebb matematika oktatasa érdekében

Mosca ¢és szerzdtarsai [©] a Z generacid oktatdsdban a kiilonb6zd pedagogiai megkozelitések
egylittes alkalmazasat, vagyis a MIOPA-modellt (Multiple Inclusions of Pedagogical
Approaches) javasoljak (1. abra). A MIOPA-modell azt mutatja, hogy a tanulas hatékonysaga
novelhetd azaltal, ha a felfedezo tanulas, a masokkal val6 egylittmiikodés, a problémamegoldas,
a gyakorlati tapasztalat és kreativitas teriileteit egyiitt hasznaljuk az oktatas soran. Ezaltal
fejlédik leginkabb a hallgatok onbizalma, és igy leghatékonyabb a tanuldsi folyamat. Azt is
megemlitik, hogy a valds vilagban felmeriilé Osszetett problémak megoldasara ezeknek a
pedagogiai mdodszereknek az alkalmazésa jobban felkésziti a diakokat, mint a hagyomanyos,
frontélis oktatas.
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egyiittmikodés
masokkal

felfede’ZES problémamegoldas
tanulas

Snbizalomfejlodés,
hatékonyabb tanulas

gyakorlati
tapasztalat

1. abra. A MIOPA-modell [8]

Az alapoz6 targyak, igy a matematika oktatasaban a MIOPA-modellt nem egyszerii
megvalositani, de a benne szerepld modszereket, valamint a tobbi szakmai javaslatot
figyelembe véve a kovetkez6 valtoztatasokat vezettiik be a Matematika tantargy oktatasaban:

1.

2.

Gyakoribb szamonkérés. Kéthetenként, kisebb anyagrészekbdl iratjuk a zarthelyi
dolgozatokat.

Személyre szabott visszajelzés. Igény esetén a dolgozatok megtekintésekor az értékelést
szobeli magyardzattal egészitjiik ki.

Nagyobb hangsuly a személyes kapcsolattartisra. A Teams tlizenetekre, e-mailekre
rovid 1d6 alatt valaszolunk. Hallgatoi részrdl elvaras lenne itt is az azonnalisag (pl. késé
¢jjel masnapra vonatkozo lizenet érkezik, hétvégén jon a hétfo reggellel kapcsolatos
kérés stb.). Probaljuk megszokni a Z generacio chat-iizeneteinek stilusat és igyeksziink
toleralni a chat stilusi e-maileket. Eléfordult mar, hogy a baby boomer vagy X
generacios oktatot keresztnevén szolitotta meg a Z generacios hallgato a levelében. Ezt
a legnagyobb tisztelettel és udvariassaggal utasitjuk vissza.

Megfelel6 motivacio. A téma irdnt nem érdekldd6 hallgatosagot motivalni nem egyszerii
feladat. Ezt a célt szolgalhatja példaul a szorgalmi idészakban zajlé pontgytijtés és
ennek beszdmitdsa az osztalyzatba, illetve a megajanlott jegy bevezetése. Az is motivalo
erdvel bir, ha sikeriil elengedniink a tanuldas hagyomanyos értelmezését, és a
megtanulandé memoriterek helyett a problémamegoldd képességet és a kreativitast
probaljuk elétérbe helyezni, ami a matematika esetében elég nagy kihivas.

Onallé feladatmegoldas konzultacié lehetéségével. Minden eldaddsanyag végén a heti
tananyaghoz kapcsolodoan gyakorlé feladatokat adunk, amihez heti rendszerességgel
fix idépontban konzultaciot biztositunk.

Csoportmunkaban megoldando feladatok. Elonyok: gondolkodasra 0sztondz, jol
Osszeallitott példasor esetén mindenkinek van feladata, a jobb képességli vagy
felkésziiltebb hallgatd magéval ragadhatja a gyengébben teljesitd tarsait. Hatranyok:
nagyobb nylizsgés, kevesebb feladatot sikeriil megoldani adott id6 alatt, nagyobb a
hibalehetdség, ami tobbletenergia terhet r6 az oktatéra. Csoportmunkaval egyeldre csak
projekthéten probalkoztunk, a sziik id6keret miatt maskor erre nincs lehetdség.
Projektmunka. A projektmddszer a hallgatoi tevékenységek tudatos tervezését igényli,
a megismerés 6 forrasava a sajat tapasztalatat, érdeklodését, tevékenységét teszi [5]. A
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10.

11.

projekthét soran matematikaval kapcsolatos témakat is meghirdetiink, Sszabadon
valaszthaté formaban. A tapasztalataink pozitivok.

YouTube videok hasznalatdara észtonzés. Az interneten minden témakorhoz rengeteg
oktat6 video talalhato. Nehézséget az jelenthet, hogy ugyanazon probléma megoldasara
sokszor tobbféle modszert is talalunk, emiatt nagyon kell figyelni arra, hogy a hallgaté
altal ismert matematikai eszkOztaron ne mutasson til a videdban bemutatott
megoldasmenet.

Digitalis tananyagok készitése. Egyetemiink a Moodle e-learning rendszert hasznélja.
Ide feltoltottiik az eldadasok PPT prezentacioit, illetve az el6adasok videods
Osszefoglaloit. Az eldadasvideok lefedik a teljes tananyagot, hosszuk maximum 30 perc.
Ezek segitséget nyujthatnak a heti el6adasanyag atismétlésében, annak jobb
megértésében. Minden hét anyagahoz 20-20 kérdésbdl allo tesztes feladatsort is kdzze
tettlink (2. abra), amelyek a Moodle kinalta lehet6ségeket kihasznalva kiilonb6zo
jellegiick (igaz-hamis, felelet valasztés, parositos stb.). A szemeszter végén egy
Osszefoglald tesztkérdés sorozat van, ennek eredménye informalja a felhasznalot a
tudasarol.

Gamifikacio hasznalata. A gamification jelentése jatékositas, ez egy olyan oktatasi
madszert jelent, amely sordn az informaciok atadasa és feldolgozasa jatékos formaban
torténik (Deterding és mtsi, 2011, [2]). Azokra a pszichés folyamatokra épit, melyek a
jaték soran pozitiv élményekhez juttatjdk a résztvevo(ke)t, igy a tudastartalmak
konnyebben ¢és tartdsabban rogziilhetnek. Ezt a modszert mar probaltuk alkalmazni a
Moodle-rendszerbe feltoltott tesztfeladatok koziil néhanynal, de tovabbi lehetdségeket
is keresiink. Elképzelhetd tovabba az egyes tesztfeladatok megoldasanak pontozassal
torténd jutalmazasa, illetve a pontoknak a szemeszter végén az értékelésbe torténd
beszamitasa is. Ezt az értékelési rendszert még nem dolgoztuk ki, egyeldre csak
oOtletként meriilt fel.

Erdekes, vicces feladatok alkalmazdasa. A matematika egyes fejezeteiben (pl.
valdsziniliségszamitas) néha tréfasan fogalmazzuk meg a feladatok szovegét (pl. Blicc
ur mekkora valdszintiséggel talalkozik a buszon a jegyellendrrel stb.). Ez is egy
lehet6ség az érdeklodés felkeltésére és a figyelem fenntartasara. Sajnos a
matematikanak csak néhany teriiletén van erre mod.

Legyen adott fiix)=1/% , g(x)=2* és h(¥)=3x+1. Pirositsa az dsszetartozdkat. Az f(x)=1/x flggvény inverze?

Vilasszon ki egyet:
a. Nincs a fliggvénynek inverze.

b. fli{@=x

. Fl=1/x

2. abra. Moodle tesztfeladatok
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5. Osszefoglal6

A mai didkok mar nem ugyanazok az emberek, akiknek tanitdsdra az oktatdsi rendszeriinket
terveztiik. A jelen és a jovO a digitalizacio, hallgatdink mar ebben élnek, és ezzel fognak a
munka vilagaban is Gton-utfélen talalkozni. Ehhez az oktatasnak feltétleniil alkalmazkodnia
kell. Mig a régebbi generaciok egyetemistai az informaciok nagy részéhez passzivan jutottak
hozza (pl. meghallgattak az eldadast), a mai modern tanulasi kdrnyezetben a Z generacios
hallgatok szamara aktiv szerepet kell biztositanunk. Az oktatd mar nem a tudas egyediili
forrasaként van jelen, hanem megjelenik egy Uj szerepe is: segitenie kell a didkot az interneten
talalhaté informaciotengerben torténd eligazodasban.

A matematika azon tudomanyteriiletek koz¢é tartozik, amelyek esetén az IKT eszk6zok
oktatasban torténd hasznalatdnak bevezetése elég nagy kihivas. Mégis megfontoltan,
felelosségteljesen, az sem baj, ha csak kisebb 1épésekkel haladva, de 0j oktatasi modszereket
kell alkalmaznunk. Hatrany lehet, hogy a hallgatok konnyen ,,széttoredezett informéaciohalmaz”
birtokaba jutnak (az interneten pl. ugyanaz a tananyag tobb kiilonféle jelolés-rendszerrel, mas
felépitéssel, mas gondolatmenettel szerepelhet, mint az altalunk hasznalt struktura stb.). Ennek
ellenére kellenek olyan feladatok, amelyek soran hasznalhatjak az okostelefonokat, laptopokat
(excel, statisztikai programcsomagok stb.) és akar a mesterséges intelligenciaval is
megoldhatnak bizonyos problémakat.

Nagyon fontos felismerni, hogy amellett, hogy bevonjuk az IKT eszkézoket a tanulasi
folyamatba, sziikség van egy bizonyos matematikai eszkoztarra, amelyet feltétleniil el kell
sajatitani, ¢és ,,fejbdl kell tudni”. Hasonldan ahhoz, ahogy kisgyermekként elébb meg kell
tanulni a természetes szamok egy sziik intervallumaban fejben 6sszeadni és kivonni, és csak
utdna szabad szamologépet hasznalni. Aki nem jaratos a matematika bizonyos teriiletein, az
nem lesz képes a mesterséges intelligencia segitségével sem megoldast talalni a felmeriilo
kérdésekre. A matematikaoktatds feladata elsésorban nem kész feladatmegoldasok betanitasa
kritikai képességgel nem rendelkez6 felhasznalok szamara, hanem a gondolkodasra nevelés, és
a logikai készségek fejlesztése. A puszta tényeket, adatokat ma mar az internetrél konnyedén
ki lehet keresni. A mesterséges intelligencia felhasznaloi szintli ismeretével rengeteg
matematikai miiveletet el lehet végezni. Be kell latni azonban, hogy egy probléma megoldasa
soran csak akkor meriilnek fel célravezetd kérdések, ha az eljarasok jelentésével, 1épéseivel, a
kiilonb6zé modszerek kozotti kapcsolatokkal a felhasznald tisztaban van. Ezt a képességet
leginkabb gy lehet megszerezni, ha a legegyszeriibb feladattipusokat ,,fejbdl és kézzel leirva”
begyakoroljak a diakok. A kérdés csupan az, hogy hol van az a hatér a tananyagban, amit még
meg kell tanitanunk, és mi az, amire mar nincs sziikség, mert a mesterséges intelligencia
segitségével is megoldhato.
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Milyen természettudomanyos alapokkal érkeznek a Soproni
Egyetemre a leendo faipari mérnokok?!
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Soproni Egyetem, Faipari Mérnoki és Kreativipari Kar, Alaptudomanyi Intézet
lang.agota@uni-sopron.hu, @ 0009-0007-6357-8896

OSSZEFOGLALO. Harom éve iratok meg az elsdéves faipari mérndk hallgatokkal egy
természettudomanyos kompetenciatesztet. frasomban a feladatsor bemutatasa utan a teszt rész
eredményeit elemzem, végiil kiemelek néhany szoveges valaszt is. Mindezekbdl a kdzépszintii
oktatasban elsajatitott ismeretekre, vagy annak hianyara és az id6 elérehaladtaval beallt
valtozéasokra lehetséges kovetkeztetni.

ABSTRACT. For the past three years, | have been administering a scientific competency test to
first-year forestry engineering students. In my writing, | will present the task set, analyze the
results of the test section, and highlight a few written responses. From these findings, it is
possible to draw conclusions about the knowledge acquired (or its absence) during secondary
education and observe changes over time.

1. Bevezetés

Az 11 tanterv-halo 2022 szeptemberében keriilt bevezetésre a Soproni Egyetemen, amelyben 1
elemként jelent meg a Természettudomanyos alapismeretek nevii targy. Ez az Alapozo fizika
targyat valtotta az elsdéves faipari mérnok hallgatok orarendjében, €s valoban valtast jelentett:
nem csak a téma bdviilt, hanem a feladatmegoldas helyét a mérés, kisérletezés, és ezek
kiértékelése vette at. Miutdn megkaptam a megtiszteld lehetdséget, hogy ezt a targyat
tanithassam, arra gondoltam, hogy év elején fel kellene mérni, vajon milyen természet-
tudomanyos alapokkal bocsatjak utjukra a kozépiskolak a hallgatoinkat. Ez a kérdés a
kovetkezOk miatt is érdekes:

A szakgimnaziumokban a 2016/17-es tanévben Kkeriilt bevezetésre a Komplex
természettudomany nevii tantargy, gyakorlatilag teljesen megalapozatlanul. Nem volt
kidolgozott tanterv €s tanmenet, igy tankdnyv se. A tantargyat fizika, kémia, bioldgia, foldrajz
szakos kollégak tanitottdk-tanitjak; van iskola, ahol csak egy tanar viszi végig az egész tanévben
a targyat, van ahol megosztjak tobb tanar k6zott. Ennek oka, hogy a tanarképzo egyetemeken a
2" szak (természettudomany-kdrnyezettan szak) csak 2017 utan indult — és sajnos pontosan
annyira ,,népszerii”, mint a tobbi természettudomanyos tanarszak —, hogy kiszolgalhassa ezt a
hirtelen felindulésbol j6tt Gtletet.

A gimnaziumokban pedig a NAT2020 hozott valtozast: 9-10. osztalyban felporgetik az
Osszes természettudomanyos targy oraszdmat, és aki nem akarja 11-12. osztalyban mar egyik
ilyen targyat sem tanulni, akkor ra a Komplex természettudomany tantargy var, de elvileg 1j
modszerekkel (mint példaul projektkészités) és aktualis témakkal.

1 ENGLISH TITLE. What scientific foundations do future forestry engineering students bring to the University of
Sopron?
KuULCSsZAVAK. Természettudomany, felmérés, kompetencia.
KEYWORDS. Science, survey, competence.
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Tekintettel a fentebb emlitett, elsOsorban a szakgimndziumokban kissé¢ kaotikus
kortiilményekre, kivancsi voltam, hogy vajon mire szdmithatunk? Mit tudott adni a Komplex
természettudomany a diakoknak? Mivel az elsé felmérésre 2022 szeptemberében keriilt sor, ez
azt jelenti, hogy az akkor els6éves, szakgimnaziumbol érkezett hallgatok tobbsége mar ezt a
tantargyat tanulta — még akkor is, ha technikusképzésben vett részt. A NAT2020 szerint oktatott
gimnazistak els6 kore pedig 2024 majusaban érettségizett, vagyis ilyen hallgat6 az idei, 2024
szeptemberi teszt megirasaban fordulhatott el6. Emiatt kértem, hogy jel6ljék meg, milyen
iskolatipusban vettek részt a kozépszintii oktatasban illetve melyik évben érettségiztek.

Az aldbbiakban az altalam készitett felmérés eredményei vannak Osszefoglalva. Egy
korabbi, a Soproni Egyetemre bekeriild elsééves hallgatok matematika tuddsarol készitett
szintfelmérok kiértékelését [1] mutatja be.

2. A kompetenciateszt dsszeallitasa

Bar lettek volna 6tleteim a teszt kérdéseire, de ezeket elraktam egy tjabb felmérés-trilogidhoz,
és els6 alkalommal inkabb kiils6 forrashoz fordultam. igy az oktatas.hu oldalon kerestem és
talaltam segitséget. A TIMSS mérések kérdéseibdl valogattam Ossze a felmérést, ligyelve, hogy
minden természettudomanyos teriilet képviselve legyen benne. Az elsé alkalommal
kinyomtatva kaptdk meg a kérdéseket a hallgatok, azonban a masodik alkalomra mar
elkészitettem a Google trlapos valtozatot is. Ennek nagy elénye, hogy sokkal konnyebb a
kiértékelés, emiatt a 2022-es felmérés valaszait is felvittem trlapra.

A kiértékelt kérdések szama 17 (2-18. kérdés), az dsszpontszam pedig 20 pont volt, ami
ugy alakult ki, hogy az utolso kérdéssel 3 pontot lehetett szerezni, az dsszes tobbivel pedig 1
pontot.

Ahogy az 1-5. abrakon bemutatott tesztkérdésekbdl latszik, igyekeztem tobbféle szempont
szerint valogatni a kérdéseket. Grafikonelemzésnek (13. kérdés) egy ut-ido grafikont valasz-
tottam, amelyen azt az iddtartamot kellett leolvasni, amig a biciklis 4llt. Tablazatban
elhelyezett adatok (17. kérdés) alapjan kellett 6sszefoglalni a miitragya nitrogéntartalma és a
rizs terméshozama kozotti kapesolatot. A 2. kérdés egy fizikai kontdsbe 6ltoztetett aranyossagi
feladat. Az atommodell megfeleld abrajat kellett kivalasztani a 10. kérdésben. A 11. kérdés is
Osszetettebb volt, hiszen végig kellett gondolni anyagonként, hogy az adott tulajdonsagok
illenek-e ra. A tobbi kérdésnél az iskolaban megszerzett vagy a gyakorlatban megtapasztalt
tudasukra, illetve természettudomanyos torvényekre, valamint a j6zan esziikre tdimaszkodhattak
a hallgatok. Esetleg a 15. kérdésnél — ami egyébként a legjobb eredménnyel kitoltott feladat
volt — akar filmekre is, bar a The Core cimii mar tobb, mint 20 éves. Az egyszeres valasztasos
tesztkérdések mellett 4 olyan feladat is volt, ahol a hallgatoknak maguknak kellett a valaszt
megfogalmazniuk. Ebbdl 3 tesztkérdéshez kapcsolodott, és a valasztas megindoklasat kérte. Az
5. feladatban pedig 2 olyan koriilményt kellett emliteni, amelyekhez az 6cednok aljan 1évo
¢lolények ¢€letét megneheziti. Itt jegyzem meg, hogy a nyomtatott valtozatban a 9. kérdéshez is
kértem indoklast, ezért tudok majd ott is 1-2 észrevételt tenni.
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AzA ésa B gép vizet pumpdl egy folyobol. A tablizat a gépek dltal egy ora alatt
megmozgatott viz mennylséget, és az ezalatt elhasznalt gizola) mennyiségét
mutatja.

Egy ora alatt meg Egy ora alatt el
mozgatot viz hasznalt gizolaj
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3.A kézul melyikre
energiavaltozasok sorozata?
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(O Egylampa be van kapcsolva
QO Egegygyertya
(O Abenzint elégetve miksdik egy autd

O Az elektromos dram egy hitdszekrényt mikadtet

QO Egyéd

1. abra. 2-4. tesztkérdések

7. Egy targynak, pl. egy almanak olyan a szine, mint azoknak a fényhulldmoknak,
amelyek...

(O éthaladnak a targyon
(O elnyelddnek a térgyban
O visszaverddnek a targyrd|

(O atérgy korl haladnak

8. Csaba elektroddkat helyezett el egy oldatot tartalmazd lombikban, majd az

o6dakat egy elemhez Csaba tobbek kozott ezt mondta a
8l: "Az egyik 5
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2. 4bra. 6-9. tesztkérdés

A tiblizatban kalonboz6 anyagok vannak feltiintetve, két csoportra osatya.
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Melyik alabbi szempont szerint osziottuk az anyagokat az 1. & a 2. csoportba?

11. Melyik alabbi szempont szerint osztottuk az anyagokat az 1. és 2. csoportba?

() Vizben valé oldhatésag
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() Halmazéllapot

() Elektromos vezetdképesség

3. abra. 10-12. tesztkérdés

vasszog
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4. Az &brén egy szigetelt vezetékkel kérbetekert vasszdget latsz. A vezet
elemhez van kétve. Mi fog térténni a vasszéggel, mikézben a vezetékber
halad?

(O Aszdgel fog olvadni
O Elektromos aram fog athaladni a szégsn
(O Aszog magnesessé fog valni

(O semmi sem fog térténni a szoggel

A és B anyag egylttes tomegét mérlegen megmérik az 1. dbrin Lithaté modon.
Ezutin a B jeld anyagot beteszik a f6zopohdrba, ahol C anyag jon létre. Az Gres
poharat visszatesszilk a mérlegre, ahogy a 2. dbrin lithatd.
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9. Amérleg az 1. abran 110 grammot mutat. Mit mutat majd a 2. abran?
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Az abrin a Fold hirom f6 rétege lithato.
14/a Peti feltett egy Iabas vizet a tizhelyre és melegiteni kezdte. Amint forrasba
jbit, megmeérte a viz hémérsékletét. A hémérd 100 “C-ot mutatott. Peti ekkor
nagyobb ldngra 4llitotta a tiizhelyet és még 5 percig forralta a vizet. Ezutdn megint
megmérte a viz homérsekletét. Mit mutatott ekkor a homérg?

() 100 “C-nal kevesebbet /

O 100°cot /

() 100 “C-nél tbbet

avolssg (kilomeéter
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14/b Fenti vélaszodat indokold!
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() 40 percig
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4. abra. 13-15. tesztkérdés

Egy folddarabot 10 egyforma parcellira osztottunk. Mindegyik parcelliba mds-
mds mennyiségii matragyit juttattak. Az dsszes parcelliba rizst iltettek. Az
aldbbi tablazat a matragya mennyiségét és a rizs terméshozamat jelzi az egyes

17. Az alébbiak kozil melyik nem tekintheté megujulo eréforrasnak?

parcellikban. O petréleum
homok
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sorolja fel. Az egyik anyag a vas, a masik a viz, a harmadik pedig az oxigén

Anyag Olvadas /fagydspont | Forrdspont Jol vezeti-e az
Q) (*C) elektromos
dramot ?
16/a A fenti tdblazat adatai alapjan magyarazd meg, hogy a miitragya mennyisége X 218 183 nem
miként befolyasolja a rizs terméshozamat! Y 1535 2750 igen
Z 0 100 nem

Sajat valasz

16/b Mennyi miitragyat lenne érdemes haszndlni parcellanként? 18. Azonositsd a tébldzat adatai alapjén az anyagokat!

5. 4bra. 16-18. tesztkérdés

3. Avalaszok kiértékelése

Elészor egy Osszefoglalod attekintést adok az eredményekrdl, majd elemzem a szdveges
indoklasként adott valaszokat. Ezek koziil néhanyat sz6 szerint idézek, amelyeket dolt betiivel
jelenitek meg. Végiil roviden bemutatom a tobbi tesztkérdés eredményét is.

3.1. Osszesités

A kovetkezd megoszlasban 131 valasz érkezett be: 33 6 2022-ben, 41 f6 2023-ban és 57 {6
2024-ben toltotte ki a tesztet. Ez egyben azt is jelzi, hogy a szakra jelentkez6 hallgatok szdma
novekszik. A Google Urlapok alkalmazas ltal készitett statisztikat (6. abra bal oldala: a 3 minta
(2022, 2023, 2024) eredményeinek Osszesitésével kapott adatsor gyakorisagi hisztogramja)
annyival egészitettem ki a 6. abra jobb oldalan, hogy évekre lebontva abrazoltam ugyanezeket
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az adatokat. Ez azonban az eltér6 éves létszamok miatt megtévesztd lehet az aranyokra
vonatkozoan, hiszen 2024-ben ugyanannyi legnagyobb pontszam megoldas sziiletett, mint
2022-ben, csak éppen 2024-ben majdnem kétszer annyi volt a tesztet kitdltok szama.

@ Statisztika Osszpontszam eloszlasa évekre lebontva

30
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Atlag Median Tartomény
1871401 pont 18/ 14 pont 7-18pont

20

Osszpontszam eloszlésa

KitoRoK széma

6. abra. Statisztika

Erdekesség, hogy a median és az atlag szinte ugyanannyi: 14 pont. A hisztogram alakja
hasonlit a normadlis eloszlasra, bar nem teljes a szimmetria: az elért legnagyobb pontszam csak
4 pontnyira van az atlagtol, mig a minimum 7 pontnyira. A 10 alatti pontszamok azt jelentik,
hogy ezek a hallgatok 50% vagy az alatt teljesitettek egy olyan teszten, amit akar egy 8.
osztalyos tanuld is megir 80-90%-ra. Ilyenkor azzal védekeznek a hallgatok, hogy az emlitett
korosztaly emlékezetében még frissen élnek ezek az ismeretek. Csakhogy sajnos a teszt
legfeljebb 3-4 olyan kérdést tartalmazott, ami lexikalis tudast igényelt. A 10-nél kevesebb
pontot elért 6t hallgatonak biztosan, de még az atlag alatt teljesitOknek is nehéz dolga lesz a
késobbi szemeszterekben példaul a Mérndki fizika gyakorlaton. Az itt nyujtott teljesitményiik
persze nem csak rajtuk mult, hanem a kozépiskolan is, ahonnan jottek. Ahogy a bevezetében
emlitettem, a szakgimnaziumok tobbségében nem megoldott a Komplex természettudomany
targy tanitasa. A 17 vagy 18 pontot elérd 22 hallgato koziil 6 f6 érettségizett szakgimnaziumban
¢és 16 f6 gimnaziumban. Utobbiak olyan nevesebb iskolakbol is érkeztek, mint a székesfehérvari
Lanczos Kornél Gimnazium; a kecskeméti Katona Jozsef Gimndzium vagy a tatai E6tvos Jozsef
Gimnazium, ahol nagy hangsulyt fektetnek a természettudomanyos tantargyakra. Ugyanakkor
az egyik emelt szintli fizika érettségivel rendelkez6 hallgatd 13 pontot szerzett — ez az érem
masik oldala.

Osszpontszam megoszlasa a 2024-ben
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7. abra. 2024-ben érettségizettek
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A 7. abran pedig csak a 2024-ben érettségizett hallgatok teljesitménye lathatd. Osszevetve a
teljes minta statisztikdjaval, azt mondhatjuk, hogy ez az évjarat megallta a helyét. A 15
hallgatobol 4 érettségizett szakgimnaziumban €s 11 gimnaziumban.

A tovabbiakban a szdveges valaszt is kivané feladatokat elemzem ki részletesebben.

3.2. Egy kis matematika: melyik gép hatékonyabb?

A masodik kérdéshez egy tablazatban a gépek altal megmozgatott viz mennyiségére és az ahhoz
sziikséges ilizemanyag térfogatara taldlunk adatokat, amelyek mindkét szempont szerint
eltérnek, egyediil az id6 — 1 ora — egyezik meg, ezt a szovegbdl tudhatjuk meg (lasd 1. dbra).
Ezekbdl kiindulva kell 6sszehasonlitani a gépek hatékonysagat aszerint, hogy melyik alakitja
at jobb aranyban az lizemanyag energidjat munkava. A feladat ,.tippel6s” részén elvérzett 10%,
akiknek a valaszaibol az deriil ki, hogy 6k vagy csak a megmozgatott viz mennyiségét vették
figyelembe, vagy teljesen dsszekeveredtek: mert a B gép 2 ora alatt ugyanannyit fogyaszt, de
kevesebbet pumpal — ami pont forditva helyes.
A helyes valaszt adok indoklasat 4 csoportba sorolhatjuk:
e nagyvonalu valasz: Az ardnyok miatt;
e tesz Osszehasonlitasokat, de nem tudjuk, mi alapjan: Mert ugyanannyi gazolajjal,
mint az A gép, tobb vizet tud megmozgatni,
o korrekt, adatokkal alatimasztott 6sszehasonlitdsokat tesz, aminek alapja, hogy vagy
a viz mennyiségét, vagy az lizemanyagot azonos értékre hozza: B gép 1 liter
gazolajbol képes 1000 liter vizet megmozgatni, mig az A gépnek ehhez 1,25 liter
kell.; Mivel a B gép 1 liter benzinbdl 1000 liter vizet tud meg mozgatni addig az A
gép csak 800 litert;
o korrekt, adatokkal alatimasztott 6sszehasonlitdsokat tesz, aminek alapja, hogy vagy
a viz mennyiségét, vagy az lizemanyagot azonos értékre hoznd, csak elszamolja,
mert példaul 1,25 fele 0,75 lesz.

Egy elgondolkodtaté indok a B gép mellett: Mivel lassabban dolgozik ezaltal kevesebb
gazolajat hasznal a kitermeléshez. Végil egy érdekes szempont is felmeriilt az egyik
hallgatoban: mivel a B gép kevesebb gazolajat hasznal fel, kevesebb a karosanyag kibocsatdsa
ezért hatékonyabbnak gondolom.

Tobb valaszadd megjegyezte, hogy a B gép 2 ora alatt tud annyi vizet megmozgatni, mint az A
gép, ami az Osszehasonlitasuk alapja volt. Ok preciz vélaszra torekedtek, de a kérdésben
egyébként nem jatszott szerepet az 1do.

»Nagyvonalu” vélaszt sajnos kozel 50%-ban kaptunk, az ezt ad6 hallgatokat ra kell nevelni arra,
hogy ha megvannak hozzd az adatok, akkor korrekten, szdmolassal tamasszdk ala
véleményiiket.

3.3. EgyKis fizika: lehet-e a forrasban 1évé vizet 100 °C folé melegiteni?

A 14. kérdésben (lasd 4. abra) Peti megprobalkozik ezzel — kérdés, hogy a fizika térvényei
engedik-e neki ezt. A hallgatok tobb, mint Y4-e szerint igen; ¢k ezek szerint nem ismerik a
halmazallapotvaltozasra vonatkozo torvényszertiségeket. Ugyanis, ha elérjiik egy anyag
forraspontjat (vagy olvadéaspontjat), akkor a tovabbi hdékozlés a halmazéllapotvaltozasra
forditodik és a hdmérséklet nem emelkedik tovabb, amig az 6sszes anyag halmazallapotot nem
valtott. I[ly médon a feladatban a hdmérd pontosan 100 °C-ot kell, hogy mutasson, hidba allitjuk
magasabb fokozatra a 1abos alatt a langot.

Ami feltlind a véalaszokban, hogy bar a 100 °C-ot 1-2 kivétellel forraspontnak nevezték a
valaszokban, de a vizre nem a forr/elforr igét hasznaltak, hanem a parolog kifejezést. Amig
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én mindig szétvalasztom a két jelenséget — hiszen a parolgés csak a folyadék felszinén megy
végbe, de barmely homérsékleten; mig a forras a folyadék egészében, de csak meghatarozott
homérsékleten — és sosem mondtam azt, hogy forraskor a folyadék belseje is parolog, addig az
Uj, hivatalos 9. osztalyos tankdnyvekben ez all.

Nézziik elébb a tévhiteket: Mivel megndtt a hé mennyisége a fazék alatt, ezért tovabb
melegitette a vizet. Az ehhez hasonl6 indokléast adokban nem allt 6ssze a kép arrol, hogy 100 °C
a viz életében egy nevezetes homérséklet. A masik csoport ugyan tisztaban van vele, hogy: A
viz forraspontja 100 fok, igy ennél a homérsékletnél kezd el parologni. Ugyanakkor a
homeérséklete lehet magasabb, mint a forraspontja.

A helyes valaszok koziil ez a legszebben megfogalmazott indoklas: 4 viz forrdaspontja 100
fok, és miutan ezt elérte, vizgozzé valtozik, tehat a homéro a még nem elparolgott, forrasban
1évé viz homérsékletét mutatta. Ez a valasz viszont dsszekever fogalmakat: 100 fokot mutatott,
mivel az annal melegebb részecskék elparolognak a forras kozben — a részecskék kilépnek a
folyadékbol, igy jon 1étre a parolgés, mint jelenség.

A preciz valaszadok — mintegy 10 f6 — azt is hozzatették, hogy a forrdspont 1 atmoszféra
nyomason 100 °C.

3.4. Egy Kis biologia: élet az 6cean fenekén

Az 5. feladat az kérte, hogy a hallgatok nevezzenek meg 2 olyan koriilményt, amelyet az 6cean
aljan lako él6lényeknek ki kell birniuk, alkalmazkodniuk kell hozza. En haromra gondoltam: a
nagy viznyomas, az alacsony homérséklet és a sotétség; de sok valaszban eléfordult a
lecsokkent oxigénkoncentracio és a taplalék hianya is, amelyek valoban fennallo nehezitd
koriilmények. A valaszokban az odavetett 1-1 sz6 mellett talalunk szép kerek mondatokban
megfogalmazott allaspontokat, akar egy kis magyarazattal. Azonban nem ebbdl van tobb,
hanem a pontatlan valaszokbdl, ahol csak annyit irnak, hogy nyomas, hémérséklet. Arra
azonban nem térnek ki, hogy ezek a fizikai mennyiségek milyen értékekkel rendelkeznek az
6cean mélyén, amit mar csak specidlis €él6lények birnak ki. Ennek oka lehet a tudas hianya,
vagy ismét a nagyvonalusag, amirdl viszont le kell szoknia egy leendé mérndknek.

Néhany egyedi valasz: extrém iddjards — talan a hidegre gondolt; viz alatt nincs levegd;
aramlatok; ragadozo élélények. A leginkabb elgondolkoztatd — és sajnos igaz — valasz: A sok
szennyezodés az ocean fenekén rakodhat le. (Nem téle kaptuk a 2. kérdésben a karosanyag
kibocsatast tartalmaz6 valaszt, igyhogy mar 2 olyan hallgaté van, aki a kdrnyezetre is gondol.)

3.5. Egy kis kémia: mi torténik a tomeggel, ha 6sszeontiink két anyagot?

Erre kivancsi a 9. kérdés (lasd 2. abra), ahol a képen egy mérlegen 2 fézépoharban két
kiilonb6z6 halmazallapoti anyag lathatd. A szilardat hozzaadva a folyadékhoz, a kapott Uj
anyag tOmegét kell megadnunk a komponensekéhez képest: tobb, kevesebb, vagy marad
ugyanannyi.

9. Ameérleg az 1. abrdan 110 grammot mutat. Mit mutat majd a 2. abrdn?
96129 helyes vélasz
1bb, mint 110 grammot

« pontosan 110 grammat 98 (76%)

kevesebh, mint 110 grammat 26 {20,2%)

[ 20 40 60 80 100

8. dbra. A 9. kérdésre adott valaszok megoszlasa a valaszlehet6ségek kozott
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Ahogy a 8. abra mutatja, a hallgatok ¥ része gondolta csak, hogy ugyanannyi marad a
tomeg, 1/5 résziik szerint csokkenni fog, mig 4% vélekedett ugy, hogy megnd. Mint emlitettem,
2022-ben ehhez a feladathoz is kértem indoklast, ebbdl dertilt ki, hogy a f6z6pohar, mint a
kémiai (de akar fizikai) kisérletek egyik fontos kelléke, ismeretlen fogalom néhanyuknak, igy
automatikusan arra gondoltak, hogy melegszik is az oldat. Ha igy lenne, akkor valoban
csokkenhetne a tdmeg a parolgas miatt.

A valaszok azt tiikrozik néhany esetben, hogy a hallgatdé nem érti, mit 1at a rajzon, illetve
mi torténik: az 1. dbran 2 db suly van, viszont a 2. abran csak 1; a masik mérlegen maradt az
A anyag; feloldodik a B jelii anyag, ezért elvesziti a sujat; ugyanakkorak az tivegek, mint az
elsé abran, de a kis tivegcsének nincs tartalma.

A helyes valaszok a tomegmegmaradasra hivatkoznak: kémiai reakcio nem jar
tomegveszteséggel vagy erre: anyag nem vész el, csak dtalakul; a B anyagnak csak a
halmazallapota valtozott meg, a tomege nem; a fozopohdarba ontott anyag feloldodott, de attol,
hogy nem lathato, a sulya nem valtozott.

Mig a masik nézet szerint: a B jelii anyag feloldodott, igy annak sulya eltiint. Néhanyan
megprobaltak 1) téziseket felallitani: az 4 és B anyag mikor reakcioba lép és lesz beléle C
anyag, munkat végzett, ami miatt csokkent a sulya.

De a helyes valaszokhoz is tartoznak meglep6 indoklasok.: Mert az A anyag ugyanugy jott
létre, ahogy a C.

Tovabbi észrevétel, hogy sok valaszban a tomeg helyett stlyrol (s6t ,,sujrol””) beszélnek,
ami azt jelenti, hogy még egy csatdt meg kell vivni, hogy tisztdzzuk a két fizikai mennyiség
kozotti kiilonbséget, kiilonos tekintettel arra, hogy melyiket mérjiik mérleggel.

3.6. Valaszok megoszlasa tovabbi tesztkérdéseknél

3. A kvetkezd jelenségek kiziil melykre vonatkozhat az dbrén lathatd energiavaltozasok sorozata?
100/127 helyes valasz

9. abra. A 3., 4. és 6. tesztkérdésekre adott valaszok megoszlasa

Itt emlitem meg, hogy a 4. kérdésre adtak a legkevesebb helyes vélaszt. A kitoltdknek kicsit
tobb, mint egynegyede tudta csak, hogy ha egy szogre szigetelt vezetéket tekeriink, akkor az
vasmagos tekercsként fog funkcionalni, és ha dramot vezetiink a vezetékbe, akkor fellép az
aram magneses hatasa. Elektromos aram akkor tudna athaladni a sz6gdn, ha nem lenne a
vezeték szigetelt. Akik ezt a valaszt valasztottak, vagy figyelmetleniil olvastak el a feladatot,
vagy nincsenek tisztdban azzal, hogy a szigetelés pont nem engedi at az dramot. Akik szerint
pedig megolvad — nos, az 6 fejiikkel nem tudok gondolkozni.

10. dbra. A 7. és 10-11. tesztkérdésekre adott valaszok megoszlasa
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A 10. feladatban (lasd 3. abra) a helyes atommodellt kellett kivalasztani rajzok alapjan. Végiil
is nyert a helyes megoldas (48%), de sokan (37%) gondoltak azt, hogy a protonok is a
minddssze neutront tartalmazo mag koriil ropkddnek, az elektronokkal egyiitt.

4. Tanulsagok

Ahogy az 0Osszesitésbol is lathattuk, a bejovo elsd éves hallgatok természettudomanyos
eléismeretei nagyon eltéroek és sokuknal — kdzel 50% - erésen hianyosak. Azonban ez a tudas
legtobbjiiknél predesztinalja a Mérnoki fizika targybol nyujtott teljesitményiiket. Azért ezt a
targyat emlitem, mert erre van ralatasom, hogy hogyan szerepelnek példaul vizsgan. frnokként
szoktam bent iilni, s néha helyettiik is elsiillyednék, példaul, amikor olyan kérdésre nem tudnak
valaszolni, hogy mi a nehézségi gyorsulas — amit egyébként mériink is a Természettudomanyos
alapismeretek gyakorlaton. Vannak 2022-ben beiratkozott hallgatok, akik még nem tették le ezt
a vizsgat. Ok tobbnyire az als6 kvartilisban talalhatok ezen a teszten elért pontszamuk alapjan.
Persze szorgalommal és ambicioval lehet a hidnyokat potolni, de nem egyszerii. Azonban a
természettudomanyos kompetencidk fejlesztése kulcsfontossdgi ahhoz, hogy a hallgatok
felkésziiltek legyenek a jovO kihivasaira, és képesek legyenek helyes dontéseket hozni
tudomanyos alapokon. Erre toreksziink a Természettudomanyos alapismeretek targy
oktatdsaval, de a nagyon mély hidnyossagok megsziintetéséhez az érintett hallgatoknak is tobb
energiat kellene befektetniiik.
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OSSZEFOGLALO. A matematika oktatds tananyagiban, modszereiben az elmult 80 évben
hatalmas valtozasok voltak. A koriilmények, az oktatds célja, a rendelkezésre allo ido
mennyisége allandoan valtozott. Ezt a folyamatot probaljuk attekinteni egyetemiinkén a
rendelkezésre allo irodalom és egyéb targyi emlékek segitségével, természetesen, a teljesség
igénye nélkiil.

ABSTRACT. There have been huge changes in the curriculum and methods of mathematics
education in the last eighty years. The circumstances, the purpose of education, and the amount
of time available were constantly changing. We are trying to review this process at our
university, with the help of the available literature and other material memories, of course
without the need for completeness.

1. Bevezetés

A felsboktatasban a matematika tananyag és oraszamok nagyon sokat valtoztak az utobbi 80
évben. Irasunkban az 1940-es évek elsé felétél 1968-ig terjedd idészakban zajlo matematika
oktatast vizsgaljuk, els6sorban az erddémérndk képzésre koncentralunk. Tervezziik, hogy a
késobbiekben ezt az attekintést napjainkig, azaz a 2020-as évek kozepéig elvégezzik.
Tanulmanyunk azért is rendkiviil idészerli, mert jelenleg a néhany évente bekovetkezd
szerkezeti atalakulas és egyéb koriilmények valtozasa miatt koltozés, lomtalanitas, konyvtari
selejtezések zajlanak, igy fogynak a nem digitalizalt jegyzetek, régi kéziratok. Talan az utolsod
pillanatot ragadjuk meg az eddigiek vazlatos 6sszegzésére.

Erdekes latni, hogy milyen jelentés modosulas kovetkezett be a tantargyak tematikajaban,
6raszamokban, kovetelményekben. Altaldnossagban elmondhaté, hogy a valtozasok egyik oka
a felsdoktatasban résztvevok — oktataspolitikai és egyéb kortilmények miatt bekovetkezd —
szamanak novekedése. Mig 1960-as években a népességben a diplomasok aranya kb. 4% volt
(tehat csak a legjobb képességiiek keriiltek a felsdoktatasba), addig 2021-re majdnem 25%-ra
noétt. Ezek a valtozasok nem csak hazdnkra, hanem az EU minden orszagara igazak. Nyilvan
nem tamaszthatunk ugyanolyan kdvetelményeket jelenleg a népesség kb. 25%-aval szemben,
mint amit kordbban a 4%-kal szemben allitottunk. A masik ok a generacios valtozasok, illetve

1 ENGLISH TITLE: Changes in mathematics education at the University of Sopron 1.
KuLCsSzAVAK: Matematika a felsdoktatasban, oktatastorténet, Walek Karoly, Kiss Ignac.
KEYWORDS: Mathematics in higher education, education history, K. Walek, I. Kiss.
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a technikai fejlédés. Az attekintett kb. 80 év hosszasagu idéintervallumban a hallgatésag a
veteran generaciotdl indulva eljutott a Z generacidig. A veteran generacio, a baby boomerek ¢€s
X-esek még egészen mas képességekkel rendelkeztek, mint az Y és Z generacid tagjai. A
legnagyobb valtozds az utébbi 10-15 évben tapasztalhatd, amikor a felsdoktatasban
megjelentek a Z-sek, vagyis a ,,digitalis bennsziilottek” (Marc Prensky nevéhez kothetd
elnevezés). Az az elvaras, hogy a diplomas munkavallal6 képes legyen az 6nallo, rendszerezett,
logikus gondolkodas bizonyos szintjére, az elmult évtizedekben végig aktualis volt, és most is
az. Ezt tobbek kozott (vagy leginkdbb?) matematikai tanulmanyok segitségével lehet elérni.
Tehat a matematika oktatasanak jelentdsége a XXI. szdzadban is valtozatlan.

A tananyag valtozasi folyamatanak attekintését az 1940-es évekkel kezdjiik, felkutattuk a
rendelkezésiinkre allo régi egyetemi jegyzeteket és egyéb forrasokat. A teljesség igénye nélkiil
dolgoztunk.

2. A magyarorszagi fels6oktatas az 1940-50-es években

A Soproni Egyetem (és jogelddjei) az erddmérnokképzés anyaintézménye. A Selmecbanyan
ITI. Karoly altal 1735-ben alapitott Bergschule (Banyatisztképz6 Iskola) 1762-ben, Maria
Terézia uralkodasa alatt akadémiai rangot kapott. Ez volt az elsé allami alapitasu oktatasi
intézmény hazank teriiletén. Els6ként 1763-ban az Asvanytani, Kémiai, Kohaszattani Tanszék
alakult meg, majd 1765-ben jott 1étre a masodik professzira, a matematika, fizika, mechanika-
gépészet oktatasara, tehat a matematika oktatds gyokerei Selmecbanyan egészen 1765-ig
nyulnak vissza. Az erdészeti oktatas itt 1808-ban kezddott, amikor Heinrich David Wilckens
vezetésével erdészeti tanintézet 1étesiilt. Ezt 1846-ban egyesitették a Banyaszati Akadémiaval,
igy az intézmény neve 1846-t61 1904-ig M. kir. Banyaszati és Erdészeti Akadémia (K. K. Berg-
und Forstakademie), majd 1904-t61 M. kir. Banyaszati és Erdészeti Foiskola lett. Mivel 1919-
ben Selmecbanya a megalakuld Csehszlovakiahoz keriilt, a fOiskola teljes felszerelésével,
személyzetével és hallgatosagaval Sopronba koltozott. Az attelepiilés utan 1922-ben az
intézmény neve Banyamérnoki és Erdémérnoki Foiskolara valtozott [2,9].

A féiskola 1934-ben elvesztette 6nallosagat, és 1949-ig M. kir. Jozsef Nador Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
Banya-, Koho- és Erdémérnoki Kara néven mikodott. Ezt kovetéen 1949-ben a Banyamérnoki Kart a Miskolcon ijjonnan
alakult Nehézipari Miiszaki Egyetemhez csatoltak. Ezutan a Sopronban maradt két kar révid ideig a Budapesti Miiszaki
Egyetem Erd6— és Foldmérémémoki Karaként mitkodott tovabb (1949-1950), majd a Magyar Agrartudomanyi Egyetem
Erdémérnoki Kara lett (1950-1952) [8,9].

1952-ben alakult meg Sopronban az 6nallo6 Erdémérndki Foiskola (1952-1962). Az
Erdémérnoki Karon beliil 1957-ben elindult a faipari mérnokok képzése, majd az 6nallo Faipari
Mérnoki Kar Iétrehozasaval 1962-ben megalakult az Erdészeti és Faipari Egyetem [5,9].

Az 1950-es években a politikai valtozasokkal parhuzamosan a felsGoktatds intézményi
rendszere is atalakult. A tervgazdalkodasnak megfeleléen meghataroztak a foiskolai és
egyetemi keretszdmokat. Az 1950-1954 kozotti 6téves terv szerint a hallgatok 1étszamat 23 620
forol fokozatosan 56 600-ra kellett emelni (az esti képzéssel egyiitt). Megkotés volt az is, hogy
a hallgatosag 70 szazalékanak munkas- és parasztszarmazasunak kellett lennie, illetve a nok
aranyat is elére meghataroztak [1]. Ennek teljesitése érdekében a fels6oktatasi intézményeknek
a felvételkor nagyon erds engedményekbe Kkellett belemenniiik. A bukott, illetve elégséges
eredményt elért tanulok kivételével szinte mindenkit fel kellett venni, még akkor is, ha
nyilvanvalo volt, hogy a gyenge képességli, vagy nem eléggé szorgalmas hallgatdk le fognak
morzsolddni. Az egyéves, majd késobb kétéves szakérettségis tanfolyamok az 1948/49-es
tanévtdl indultak el és 1955-ben szlintek meg. Ezalatt kb. 20 000 tanulé végzett ilyen keretek
kozott, és egy bizonyos résziik bekeriilt a felsboktatdsba. Ennek a torténelmi hattérnek az
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ismeretében még inkabb meglepett benniinket a korszak erddmérndk képzésének tananyaga. A
mai erddmérndk hallgatok ilyen nehézségli tananyaggal mar nem tudnanak megbirkozni.

Ennek az iddszaknak az attekintésében segitségiinkre volt a néhai Dr. Csanady Etele
egyetemi adjunktus munkassagat 6sszefoglalo kotet [2], illetve az altala hallgato koraban,1949-
ben kézzel irt 6rajegyzetei is.

3. Walek Karoly és Kiss Ignac intézetigazgatosaga (1949-t6l
1968-ig terjedo idoszak)

Az 1950-es évek elején irt jegyzetek Walek Karoly és Kiss Ignac nevéhez flizodnek (az 6
eldadasaik alapjan, vagy altaluk késziltek). Dr. Walek Karoly (1878-1952) pécsi
banyaszcsaladbol szarmazott, majd a selmecbanyai akadémian szerzett banyamérnok diplomat.
Az akadémia matematika tanszékén a ranglétra szokasos 1épcséfokain haladva 1911-ben kapott
egyetemi tanari kinevezést. Az ehhez sziikséges posztgradudlis tanulmanyait a miincheni
egyetemen végezte, ahol 1907-ben a matematikai tudoményok doktorava avattak. Az elsd
vilaghaboruat kovetden a féiskolaval egytitt Sopronba koltézott [2,2]. Kiss Ignac (1900-1969) a
soproni féiskolan, kohdmérnoki szakon szerzett oklevelet 1924-ben. Tanulmanyait Berlinben
folytatta, ahol alkalmazott matematikat hallgatott, tobbek kozott A. Einstein és M. Planck
eldéadasain is részt vehetett. Ezt kovetéen 1927-t61 a soproni féiskola matematikai tanszékén
dolgozott. Szakmai palyafutasa csucsan 1954-t61 tanszékvezeté egyetemi docens, majd 1962—
t6l az 1968-ban bekdvetkez6 nyugdijazasaig tanszékvezetd egyetemi tanar volt [2,2].

Idérendben a rendelkezésiinkre all6 elsd forrds a Walek Karoly altal 1943-ban irt
Matematika I. kézirat [4] (1. kép). A birtokunkban 1év6, 1949-b6l szarmazo, kézzel irt hallgatoi
oOrai jegyzet (2. kép) — Dr. Csanady Etele hagyatéka — azt igazolja, hogy a Walek-kéziratban
szereplo teljes tananyag leadésra kertilt. Igaz ugyan, hogy az utols6 témakor szamonkérése a
kovetkezd szemeszterre csuszott at. Mieldtt részletesen targyalnank a két szemeszter
tematikajat, mindenképpen emlitést kell tenniink az 6raszamokrol. Az 1950/51-es tanévben
mindkét félévben a heti o6raszam 6 eléadas és 4 gyakorlat volt, emellett a hianyossagokkal
kiizdd, esetleg hatranyos helyzetbdl induld hallgatok szdmara lehetdség volt a Matematikai
Klub (heti két 6ra konzultacid) latogatasara, ami a felzarkozast segitette. Ez az 6raszam az évek
soran kicsit valtozott, pl. az 1956/57-es tanévben mindkét félévben heti 4 ora eldéadas és heti 4
oOra gyakorlat volt [£].

3.1. A Matematika I. tananyag témakorei

A Matematika I. tananyagot a [4] irodalom alapjan dolgoztuk fel. A magas Oraszamok
lehet6séget biztositottak arra, hogy az elsé fejezetben ne csak rogton 0j témakoroket lassanak a
hallgaték, hanem ismételve alapozzdk meg a sziikséges tudast. Az algebrai miiveletek
attekintése és a szamfogalom fejlodése témakorben szd esik az alapvetd hatvanyozasi,
gyokvonasi €és logaritmikus azonossagokrol, de az akkori vilag technikai szegénysége miatt
még az irasban torténé gyokvonasrél is. Ujdonsagként szerepel tovdbba a Newton-féle
binomialis képlet, amit negativ egész szamu kitevével is alkalmaztak, a késébbiekben
kiterjesztve pozitiv tortkitevo esetére Is.

A masodik fejezet témakorei a trigonometria, a sikvektorok €s a komplex szamok. A
trigonometriaban attekinti a sziikséges legfontosabb dsszefiiggéseket, kiilon foglalkozik a tiszta
szam esetével. Gyakorlati feladatokkal vilagit meg bizonyos alapfogalmakat (lejtés, emelkedés
vetiilet), majd kibdvitve altalanos haromszog estére eljut egészen a tangens-tételig. Attekinti a
trigonometrikus fliggvények fobb jellemzdit. Mivel nagyon sok gyakorlati feladat az Asin x +
Bcosx = C trigonometrikus egyenlet megoldasaval végzddik, erre kiilon frappans megoldast
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kinal. Kiilon foglalkozik a Pothenot-féle feladattal (hatra metszés), mivel a geodéziaban ez a
hallgatok szamara fontos ismeret. Ezt kovetden attér a sikvektorokra, ahol targyalja a
legfontosabb vektormiiveleteket, majd a komplex szdmokra, ahol természetesen a
trigonometrikus alak dominal.
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1-2. kép. Dr. Walek Karoly: Matematika I. (Kézirat) [4]

A harmadik fejezet témaja az egyenletek. Eloszor egy egyismeretlenes linearis egyenlet
keriil bemutatasa, melyet rogton a két ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldasa kovet.
Targyalja a Cramer-szabalyt, ehhez természetesen bevezeti a determinans és matrix fogalmat,
matrix rangjat, és vizsgalja a matrix rangokat a linearis egyenletrendszerek megoldhatosaganak
feltételeként. Haromnal tobb ismeretlent tartalmazo egyenletrendszerekkel nem foglalkozik,
nyilvan azért, mert a determindnsok kiszamitasa ezekben az esetekben mar iddigényes feladat
(kivéve azokat a specialis eseteket, amikor ,,idedlisak” az egyiitthatok). Ugyanitt targyalja még
a ,,négyzetes egyenletet”, valamint a harmadfoku egyenletet Cardano-formulaval.

A negyedik fejezet analitikai sikmértan, ami tartalmazza az ezel6tt 15 éve kozépiskolaban
még oktatott koordinatageometriat, kiegészitve szamtalan, a gyakorlatban jol hasznalhato
képlet bemutatasaval (pl. sokszdg teriiletének szdmitdsa koordinatdkbol, harom pont egy
egyenesre esésének feltétele stb.). Ezt kovetden kiilon kiemeli a koordinatatranszformaciot.
Részletesen targyalja az egyenes egyenletének kiilonb6z6 alakjait, majd szerepelnek a
tananyagban a masodrendii gorbék (kor, ellipszis, hiperbola, parabola, egyenes-par) tobbféle
koordinatas alakban alkalmazva, és transzformalva. Kiilon gyakorlati példaként kitér az
interpolaciora 3 ponton atmend parabola esetén, valamint 4 ponton atmend harmadrendii
parabola esetén. Bemutatasra keriil a Newton-féle interpolacié, valamint a Lagrange-féle
képlet.

Az 6todik fejezet a figgvényekkel foglalkozik. Erdemes talan felsorolni ket (itt jegyezziik
meg, hogy az elnevezéseket a jegyzethez hiien hasznaljuk).
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Algebrai fiiggvények:
« racionalis egész (polinom fliggvény),
« racionalis tort,
« irracionalis algebrai fliggvények.
Transzcendens fiiggvények:
« exponencialis,
« hiperbolikus,
. logaritmus,
o fteriiletmérd vagy area,
« trigonometrikus,
« Kkormér6 vagy arkusz.
Ez a fejezet részletesen foglalkozik a fliggvények tulajdonsagaival és a hatarérték fogalmaval
iS. Az elemi fliggvényeket részletezi, az exponencialis fiiggvény esetén kitér a kamatos kamat
szamitasara, valamint a jaradékszamitasra. Bevezeti az e-szam fogalmat ¢és kiilon hangsulyt
fektet a hiperbolikusz fliggvényekre és inverzeikre, valamint a trigonometrikus és kérmérd
figgvényekre.

3. kép. Csanady Etele els6 éves erddiparimérndk hallgato jegyzete

A hatodik fejezet a differencialszamitas. A differencialhdnyados formuldjanak
felhasznalasaval szamos fent emlitett fiiggvény esetén levezeti a derivalt fliggvényt. Ezutan a
derivalési szabalyokkal foglalkozik, az 0sszetett fiiggvények €s inverz fliggvény derivaltja, a
paraméteres fliggvény derivaltja, az implicit fiiggvény derivaltja, valamint a logaritmikus
differencialas keriil teritékre. A magasabb rendii derivaltakat és a teljes differencial fogalmat is
bevezeti és magyarazza. A differencialszamitas alkalmazasaként kupszeletek érintéivel
kapcsolatos feladatokat targyal, de a részletektdl eltekintve példaul meghatarozza a ciklois
egyenletét, illetve annak egy adott pontjaba hiizhato érintének az egyenletét is. Ezt kdvetden
fliggvényvizsgalat, majd szoveges sz¢ls6érték feladatok szerepelnek a fejezetben. Ezutan jon a
Rolle -tétel, majd a hatarérték szamitas, és a Bernoulli-I’Hospital-szabaly. A fejezet utolso
témaja a paraméteres alakban megadott fliggvények érintéinek megadasa.
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A hetedik fejezet az integralszamitas. Ezt az anyagrészt valdsziniileg késébb, a tananyag
ujra tervezésekor mar a Matematika Il. targyhoz soroltak, mivel a rendelkezésiinkre allo 1954-
bol szdrmazd Matematika II. jegyzet elso fejezete ugyanez.

3.2. A Matematika Il. tananyag fejezetei

A Matematika Il. tananyagot az [>] jegyzet alapjan dolgoztuk fel.

Elsé fejezet: A hatdrozatlan integral. Ez a témakor magaba foglal tobbféle helyettesitéses
modszert (linearis, trigonometrikus, hiperbolikus), parcialis integralast, parcialis tortekre
bontast. Tananyag volt a trigonometrikus fiiggvények hatvanyainak integralasa, illetve
trigonometrikus azonossagok hasznalataval megoldhaté feladatok.

Masodik fejezet: A hatarozott integral. Részletes elméleti bevezetés (az alsd és felsd
teriiletosszegek hatarértéke) utan a hatdrozott integral tulajdonsagai (levezetésekkel
alatamasztva), és alkalmazasai kovetkeznek. Az elsé alkalmazads a teriiletszamitas, ahol
ellipszis, ciklois teriiletét, és szektor alaku teriiletek kiszdmitasat is tartalmazza. A gorbe alatti
teriilet meghatarozésara haromféle numerikus (kozelitd) integraldsi modszer is van a
jegyzetben: érintdmodszer, hurmoédszer (vagyis kétféle trapézszabaly, a jegyzet trapéz-
képletnek nevezi 6ket) és a Simpson-szabaly. A hatarozott integral kovetkez6 alkalmazésa a
térfogatszamitas (a jegyzetben ,forgastestek kobtartalma” elnevezéssel). Itt a manapsag
szokasos alkalmazasokon til egészen meglepd - az erdészetben fatérfogat szamités
szempontjabol hasznos - eseteket is targyal a jegyzet: parabolikus kup, neiloid, prizmaidok,
torusz. Tovabbi alkalmazas az ivhossz (megemlitendé pl. a ciklois ivhossza), illetve a
forgéstestek felszinének kiszamitdsa. Ez utobbi természetesen bizonyitassal, azaz csonkakup
palastteriiletek 6sszegének hatarérétékére visszavezetve. Osszességében elmondhaté, hogy az
integralas témakor joval részletesebb, mint manapsag, és sokkal nagyobb hangsulyt fektet a
bizonyitasokra, mint napjainkban.

Harmadik fejezet: Analitikus térmértan. Az analitikus geometria alapjaitol indul a fejezet,
tovabba térbeli vektorok és azokkal kapcsolatos miiveletek, ,,a térbeli pontok Gsszerendez6i”
(azaz a térbeli polarkoordinatak), sik egyenlete, pont és sik tdvolsaga, koordinatdk
transzformacioi (paralel eltolas, tengelyrendszer elforgatdsa), egyenes egyenletei tobbféle
alakban, az iranykoszinuszok és iranytangensek kozotti dsszefliggések vannak a jegyzetben.
Ezeket kovetik a masodrendii feliiletek egyenletei: gomb, ellipszoidok, hiperboloidok
(egypalasta és kétpalastt), paraboloidok (elliptikus és hiperbolikus), hengerek (korhenger,
elliptikus, hiperbolikus és parabolikus).

Negyedik fejezet: A két és tobb valtozos fiiggvények differencidaldsa. Ez az anyagrész a
parcialis derivalas (kétvaltozos fliggvények esetén részletes geometriai magyarazattal), illetve
teljes differencial bevezetésével kezdédik. Ezt kovetden a hibaszamitas (abszolut hiba, relativ
hiba), Euler tétele a homogén fliggvényekrdl, magasabb rendi parcialis derivaltak kovetkeznek
és a ,,fejtetlen implicit fiiggvények differencidldsa” (ma mar kicsit furcsan hangzik a ,fejtetlen”
jelzo) zarja a fejezetet.

Otédik fejezet: A végtelen sorok, a fiiggvények sorba fejtése, a MacLaurin és Taylor-féle
sor. Itt talalhat6 a végtelen sor definicidja, a geometriai sor, annak konvergenciaja, illetve a
végtelen sorok konvergencidja (konvergencia-kritérium, abszolut konvergencia). A tovabbi
témak a hatvanysorok, konvergenciajuk, a MacLaurin-sor fogalma, és néhany nevezetes
fiiggvény MacLaurin-sora. Ezutan kovetkezik az e*, sinx és cosx fiiggvények MacLaurin-
soranak felhasznalasaval a komplex szamokra vonatkozo Euler-féle képlet bevezetése, majd a
komplex szamok exponencialis alakja. A tananyag része a logaritmus fogalmanak kiterjesztése
a komplex szamok halmazara, a hiperbolikus fliggvények és a tgx fliggvény végtelen sora. A
Taylor-sor és alkalmazasai téma is nagyon részletes. Bemutatasra keriil az egyenletek kozelitd
megoldasa, a Newton-féle képlet, a ,maximum és minimum-szamitds szabalyanak
altalanositasa” (azaz a lokalis szélsGérték szamitas) bizonyitassal olyan esetekre, ahol a
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magasabb rendill derivalt értékei eltlinnek az n-edik derivaltig. Ezt kovetden a ciklometrikus és
area fliggvények sorbafejtése (az arctgx és arthx, valamint az arcsinx és arshx végtelen
sora) van a jegyzetben, majd a sorbafejtéssel torténd integralast targyalja (zart alakban, elemi
figgvényekkel nem kifejezheté integralok esetén). Ez utdbbira példa a ,,Gauss-féle
valosziniiségi integral”, azaz az f(f e " dx integral kiszamitasa sorbafejtéssel. A fejezetet a
két- és tobbvaltozos fiiggvények Taylor-sora zarja.

Hatodik fejezet: A kétvdltozos fiiggvények viszonylagos maximuma és minimuma. A
,viszonylagos” jelentése helyi, azaz lokalis. Targyalja a sziikséges €s elegendd feltételt, az
utobbi elméletének részletes bizonyitasa is olvashat6 a kétvaltozos fiiggvények Taylor-soranak
képletével. Ezutan kovetkezik a feltételes maximum és minimum (az eljards Iépéseinek
részletes bizonyitasaval), majd a legkisebb négyzetek elve. A normalegyenletek levezetése
kétféle modon is szerepel a jegyzetben: a kétvaltozos fiiggvények szélséértékének, valamint a
feltételes szélsdérteknek a felhasznalasaval.

Hetedik fejezet: A differencidlszamitas alkalmazdsa a sikmértanra. A fejezet a sikgorbék
kiilonboz6 megadasi modjaival kezd6dik (explicit, implicit vagy paraméteres alak). Ezt koveti
az érintd egyenletének megadasa mindharom esetre, valamint foglalkozik az esetlegesen
eléforduld szingularis pontokkal (kettds pont, cstcspont, izolalt pont) is, bemutatva ezeket
konkrét példakkal. Szerepelnek benne az aszimptotak kétféle esetben: az aszimptota
parhuzamos valamelyik koordinata tengellyel, vagy ferde helyzetli. Mindegyikre példakat
olvashatunk mind explicit, mind implicit alakban megadott gorbe egyenletekkel. Targyalja a
gorbe vonal normalisat és az érintési paramétereket, a burkolo gorbéket. A gorbe vonalak
gorbiilete (a kor gorbiilete) és a gorbiileti kor is szerepel a jegyzetben. Az ivelem kifejezése
»sarkkoordinatdkkal” (mai sz6haszndlattal: r és ¢ polarkoordindtakkal) is a tananyag része.

Nyolcadik fejezet: Differencial-egyenletek. Ez az anyagrész a definicioval, majd a rendszam
¢s fokszam szerinti Csoportositassal kezdddik. Ezt koveti a differencialegyenlet-rendszer
fogalma, majd a kozonséges differencialegyenletek témakore. A megkozelités geometriai
iranybdl torténik, amely szerint a differencidlegyenlet megoldésa az a gorbe, melynek érintdi a
differencialegyenlet altal adottak. Ezt szerkesztéssel be is bizonyitja. Hasznalja a valtozok
szétvalasztasanak modszerét, az daltaldnos ¢és partikularis megoldds fogalmat. A
differencidlegyenletek alkalmazéasaként az ortogonalis trajektéridk differencialegyenletét,
illetve annak megoldasat targyalja. A masodrendi differencialegyenletek koziil az y"' = a,
y'=f(x), y" =f') és y" = f(y) tipusok talalhatok a jegyzetben. A negyedik esetre

2
példa a % = —a?y differencidlegyenlet, ami a rezgémozgas differencidlegyenlete. Ennek

megoldasaval zarul a fejezet.

Kilencedik fejezet: Gombharomszégtan. Ez a téma alapfogalmakkal (fékor,
gémbharomszdg, triéder, lapszogek sth.) kezdddik, majd ezeket kovetik a gdmbharomszogtan
tételei (oldalak és szogek kozotti Osszefiiggések), Mollweide Delambre egyenletei, Neper
(Napier) -féle analogiak, a gombharomszog teriilete, L’Huilier-féle képlet. Sz6 van a fejezetben
tovabba specialis derékszogli gbmbharomszogekrol is.

Tizedik fejezet: 4 valosziniiségszamitas elemei. Bevezetésre keriil a valoszintiség fogalma,
¢és a kovetkezd csoportositas: ,aritmetikai vagy szaggatott” valoszinliség, ,,geometriai vagy
folytonos” valoszintiség (mai elnevezéssel: diszkrét vagy folytonos). A tananyagban szerepel a
valoszinliségek Osszeadastétele, szorzastétele, €s az Osszetett valoszinliség. Targyalja a
Bernoulli-féle eloszlast és normalis eloszlast, valamint a szamtani kozépérték, négyzetes
kozépérték, a kdzépértektdl valo atlagos (linedris) €s négyzetes eltérés (szorasnégyzet) fogalmat
is. A szamtani kozépértékek eltérése, mas néven négyzetes hibdja (o7 = %2 ) is emlitésre kertil.
Sz6l tovabba a normalis eloszlas ,,fliggvényérdl” is, ami alatt a standard normalis eloszlas
striiségfiggvényét érti. Ennek a fliggvénynek a legfontosabb tulajdonsagait bizonyitja
(maximumhely és inflexios pontok helye, gorbe alatti teriilet), majd a szoras definicijabol
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kiindulva levezeti, hogy a normalis eloszlas szérasa éppen az inflexidés pontok origdtol vett
tavolsaga. A jegyzet utolso oldalan utalds van a valdszinliség és a stiriségfiiggvény gorbe alatti
teriilet kapcsolatara. Tovabbi részletezés nélkiil kozli, hogy az integrdl az integralando
fliggvény végtelen sorba fejtésével oldhaté meg, és az integral értékeket tablazatba foglaltak (a
tablazatot nem kozli és nem hasznalja tovabbi feladatok megoldasaban sem).

3.3. Kisebb valtozasok az 1968-ig terjedo id6szakban

A Roxer Egon egyetemi adjunktus altal 1954-ben Dr. Walek Karoly egyetemi tanar és Kiss
Ignac egyetemi docens eldadasai alapjan dsszeallitott Matematika I1. jegyzet [©] mutat egy-két
valtozast. A differenciadlszamitas ¢és a differerencidlhanyados geometriai alkalmazéasa
témakorok a Matematika 1. tananyagbol a Matematika II. tananyagba keriiltek at. A
differencidlszamitas alkalmazasa a sikmértanra cimi fejezet sziikiilt, és megjelent benne a
csavarvonal egyenlete, illetve érintdi. Eltlint az analitikus térmértan és a gdmbharomszdgtanrol
sz6l6 anyagrész. A differencidlegyenletek témakore boviilt az elsdrendii linearis
differencialegylettel és megoldasi modszereivel valamint az allando egyiitthatos masodrendi
linearis differencialegyenlet homogén esetével, ami a csillapitott rezgémozgas
differencidlegyenlete.

Az 1960/61. tanévben egy orszagos felsdoktatasi reform zajlott, amely célul tiizte ki a
tananyagok feliilvizsgalatat, korszerlsitését, és jobban felkészitett diplomas mérnokok képzését
[2]. A levéltar gyljteményében megtalalhatok a tanszékek programvitajardl szolo
jegyzokonyvek, a Matematika Tanszék vitaja 1961. marcius 8-an zajlott [7]. Itt olvashato, hogy
Kiss Ignac szerint a tananyag jelentdsen nem redukalhatd, kb. 10%-os csokkentést tart
elképzelhetonek (4.a kép). A tobbiek hozzaszolasaira valaszul Roxer Egon elmondta, hogy a
tanszék a matematikai statisztika oktatasara mar elkezdett felkésziilni, és amint igény lesz ra,
tudjak tanitani. Hangsulyozta, hogy ez csak kiilon orakeret terhére valdsithaté meg (4.c kép). A
felsGoktatasi reform soran a tanszékek elképzeléseibdl, javaslataibol alig valosult meg valami,
alapvetd valtoztatasra ténylegesen nem keriilt sor. Az egyetem valamennyi tantargyat és
tanszékét figyelembe véve az oktatasi reformban csak a Matematika III. c. targy (Matematikai
statisztika) 3. félévben torténd bevezetése Uj elem. Ennek a targynak az eléaddja Dr. Roxer
Egon lett, erre vonatkozolag egy altala 1969-ben irt és az egyetem altal 1970-ben kiadott
jegyzetet talaltunk. Feltételezziik, hogy az 1962 6szén induld6 Matematika III. targy tematikaja
nagyjabol azonos ennek az anyagaval. Els6 részének cime Matematikai statisztika, a masodiké
A linearis programozas.

Az 1. rész a valoszinliségszamitas és statisztika altalunk jelenleg tanitott témakareit dleli
fel, s6t néhol meg is haladja azt (pontbecslés, intervallumbecslés, dontéselmélet,
nemparaméteres probak, egyszerii és kettds varianciaanalizis). A regresszioszamitas témakore
bovebb a mai tananyagnal (linedris fliggvény illesztése, logaritmizélassal ,linedrisra
visszavezethetd gorbevonalll kapcsolat”, masodfoku parabola illesztése, hiperbola illesztése).
Az illesztett fliggvény megbizhatdsagat r-probaval vizsgalja. A jegyzet targyalja tovabba a
trendszamitast linearis, exponencialis és parabolikus trendfiiggvények esetén. Mivel
szamologép, illetve szamitdgépes programcsomagok ekkor még nem alltak rendelkezésre, igy
egy-egy feladat megoldasa hosszadalmas szamitasok, tdblazatokba foglalt Iépések sorozata.

A II. részben szerepelnek a linearis algebra egyes fejezetei (linearis fliggdség-fiiggetlenség
fogalma, elemi bazistranszformécio, matrixok, determinansok), illetve a lineéris programozas
témakorének egyes részei (grafikus modszer, szimplex modszer).

Feltételezhet6, hogy a matematika tananyag 1968-ig nem moédosult szamottevéen. Ezt
kovetden egy ujabb fejezet kezdddott egyetemiink matematika oktatdsanak torténetében,
amikor Moodr Artlr professzor vette at a Matematika Tanszék vezetését (1968-1985).
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Jegyzbkd8nyv
A |

felvéve 1961 év mircius hé 8-én az Erdémérntki PSiskola P4rtiroddjs-
nak tdrgyalé szobdjéban, e

Térgy: Az ErdSmérndki Féiskola Matematikai tanszékének programmvi-
¥%7Ja. 3

A vita vezet8je Kiss Ignédc tanszékvezetS egyetemi docens megnyité
szavaival idvizli a megjelenteket, majd rbviden védzolja a matematikai
oktatds céljst és az elfadds, valamint a gyakorlatok részére biztosi-
tott érakeretet. TovAbbé ta&jékoztatdet ad & tanszék eléaddsi médsze-
rérfl egyben kHzli, hogy az eltelt 10-15 év alatt a szaktanszékek ré-
8zérfl sok uj kdvetelménnyel léptek fel a matematika ujabb tertiletei-

nek ismertetésére vonatkozéan. A tananyag reformja sorédn anyag-
nak mint 10 #-4t el lehetett I 1..’; éraszdm viszont a hdboru

Csanddi: /Kémia/ A hallgaték csakugyan gyakran figyelmetkenek,
ami néha a kénnyelmiiség hatar.t surolja. :

A Kémia tanszék a pH érték megdllapitdiséndl 8 -lg x = a ki-
fejezést haszndlja, amelyet x szerint kell megoldani. Ezt a hallga-
t6k nehezen értik meg. Kérjilk a Matematikah tanszéket, hogy ebben
megfelelfen segitségiinkre legyen.

Roxer: A jelenlegi érakeret nem elegendl az anyag mennyiségének
a fentiek szerinti kivédnalmaknak megfelels bévitésére. Ett81l fliggetle-
niil azonban tanszékiink mir foglalkozik a valésziniiségezdmitds és ma-
t::ctikd statisztikdnak a mi viszonyainknak megfelel$ toldolgo:én&-
val. :

Kiss: A logarléc kezelés elméleti és gyakorlati oktatdsidt mér évek
. 6ta megvaldésitottuk, A loglrldccol valé sgémitds rutinjdnak megszerzé-
- séhez azonban id8 tekintetében kevésbé van lehet§séglink. A tanssék fej-

4. a-b-c-d kép. Részletek a felsGoktatasi reform kapcsan zajlo programvita jegyz6konyvébol
(Megj.: Csanadi név alatt Dr. Csanady Etele értendd, Forras: [9])

3.4. Osszefoglalas

Az 1949-1968 idészakban a matematika tananyag a mainal sokkal részletesebb volt, joval
magasabb oraszamokkal. Napjainkban a szamologép és szamitogép hasznalata miatt Sok,
korabban a szamitdsok elvégzéséhez nélkiilozhetetlen matematikai moddszer megtanitasa
feleslegessé valt, ami jelentds tananyagcsokkentést tett lehetévé. Erre egy példa az, hogy ma
mar nincs sziikség logarlécre a szamolas soran. A mult szazad kézepén ennek hasznalatat be
kellett gyakorolni, ami idéigényes feladat volt (I1d. a 4.d képen Kiss Ignac hozzaszolasat ezzel
kapcsolatban). A logarléccel valé munka viszont megkdvetelte a nagysagrendek fejben torténd
ellenérzését, emiatt ritkabbak voltak a nagysagrendi hibak, mint manapsag. A szamologép-
vagy szamitogéphasznalat soran ezzel szemben akar egy eliitésbol adodoan is keletkezhet ilyen
jellegli hiba, melynek kontrolja mar elmarad. A matematikai statisztika oktatasat is jelentdsen
megkonnyiti a szamologépek statisztika lizemmaodja, illetve a szamitogépes programcsomagok.

Végezetiil megjegyezziik, hogy — mint az a fentiekben tobb helyen olvashatd — a jegyzetben
talalkoztunk régies, mai fiil szamara szokatlan kifejezésekkel. Koziiliik néhany pl.: szakadozott
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vonal (szaggatott vonal), fejtetlen fliggvény (implicit alaka), sarkkoordinatak (polarkoordi-
natak), szaggatott valosziniiség (diszkrét valosziniiség) stb. Ezek altal nosztalgikus hangulatba
keriilve, az 1950-es évekbe visszarepiilhettiink.
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A Fermat-féle primteszt R-kédjanak optimalizalasa!
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OSSZEFOGLALO. A Kkutatés célja az R nyelven megvalésitott Fermat-préba tesztelése és haté-
konyabba tétele volt. Az R-kédban a modularis hatvanyozdst manudlisan implementaltuk, mig
a féleg 0sszehasonlitdsi alapként szolgdlé Python nativ fliggvényét haszndltuk. A teljesitmény-
teszteket két intervallumban végeztiik el, és megvizsgéltuk a parhuzamos feldolgozas, valamint
a R-be 4dgyazott C++ fiiggvények hatdsit. Eredményeink rvildgitanak arra, hogy az R rugalmas-
saga és egyes kodrészletek gépkozelibb nyelveken valé felgyorsitdsa jelentds elényoket biztosit-
hatnak a nagy szdmitdsigény( feladatok megolddsaban.

ABSTRACT. The aim of the research was to test and improve the efficiency of the Fermat prima-
lity test implemented in R. In the R code, modular exponentiation was manually implemented,
while Python’s native function, primarily used as a benchmark for comparison, was utilized.
Performance tests were conducted over two intervals, and we examined the effects of parallel
processing and C++ functions embedded in R. Our results highlight that the flexibility of R, com-
bined with speeding up certain code segments using lower-level languages, can offer significant
advantages in solving computationally intensive tasks.

1. Bevezetés

A primtesztelés egy olyan matematikai eljards, amelynek célja annak megéllapitasa, hogy egy
adott természetes szdm prim-e. Ez a probléma alapvetd jelentdségii a szamelméletben és sza-
mos gyakorlatias céli alkalmazdsban, példdul a kriptografidban. A primtesztelés egyik fontos
eljarasa a Fermat-préba [2], amelynek tobb véltozata is 1étezik.

A dolgozat keretében megvizsgaltuk, hogy a Fermat-préba alapvaltozatdnak a statisztikusok
¢és adatelemzdk dltal gyakran hasznélt R programozési nyelvben [0] irt k6dja milyen eljarasok-
kal tehet6 hatékonyabbd. Vizsgalataink nem voltak teljes kortiek, de ravilagitottak arra, hogy az
R kornyezetének rugalmassdga és az adattudomdnyban példatlan nyelvi gazdagsdga a gyorsR
filoz6fidjat kovetve szamos programozasi teriileten kihasznélhato.

Az R (és elddje, az S) eredetileg éltaldnos céld és a magas szinti programozési nyelve-
ken beliil kordntsem lassu nyelv, hiszen alapfiiggvényeit a gyorsasag kedvéért jelentds részben
Fortranban, C-ben és C++-ban irtdk, de hasznalatat a nem feltétleniil programoz6i vénaval meg-
aldott tudomanyos kutatok, illetve a szakteriiletekhez kapcsol6dé oktatds elvardsaihoz szabtik
[7]. Az adott tudoményteriilet (kényelmi) igényeihez igazitott csomagok viszont az R széles ko-
rl elterjedésének koszonhetben jelentds részben nem professziondlis programozoi megkozelités

' ENGLISH TITLE. Optimizing the Fermat primality test in R code.
KuLcsszAvAK. Fermat-féle primteszt, R, Python, C++, benchmark.
KEYWORDS. Fermat primality test, R, Python, C++, benchmark.
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mentén, R-ben késziiltek. Sebességiik gyakran nem a legoptimalisabb, mint ahogy a nem opti-
malizalt kédok barmely programozési nyelvben lehetnek lassiak. Ez jellemzden még kdzepes
¢és nagy adatdlloméanyokra épiil6 kutatdsi és oktatdsi feladatok esetén sem jelent gondot, hi-
szen pl. a két ezredmasodperc helyett egy tizedmasodperc alatt lefutd kod az elemzések jellege
miatt tobbnyire semmilyen problémat nem okoz. Extrém nagy adatdllomanyok vagy szdmitdsi
igények (pl. nagy primek keresése, gépi tanulds) esetén viszont — ahol a kédok akér hetekig
futnak — anndl inkdbb. Tisztdn programozoéi perspektivabdl természetesen vissza lehet térni a
gyorsabb, gépkozelibb nyelvekhez, azonban ez a legtobb kutatd és oktatd szdmadra frusztralod
elvdrds, hiszen az elemzési mddszertan kozvetlen megvaldsitasat teljesen ,kiveszi a keziikbdl™.
Rdaddsul nem redlis, hogy a tudomdnyos €életben és az oktatdsban felmeriilé programozasi fel-
adatokat minden esetben alacsony szintli — vagy legaldbbis sokkal gyorsabb — programozési
nyelvekben professziondlis tudésra szert tett programozok oldjdk meg, hiszen egyszertien nincs
ennyi humdn kapacitds, illetve az ilyen tipusi programozdasi feladatokndl az adott szakteriile-
tet is alaposan ismerni kell. Az oktatds — kiillondsen a nem programozo6i kurzusokon tanuld,
Z-generacidhoz tartozé didkok oktatdsa — sordn pedig az amugy is riaszt6 fejleszt6kornyezet
gépkozelivé alakitdsa megfelelden (az elvarhatohoz képest egészen kivételes modon) felkésziilt
oktaték mellett is boritékolhaté pedagdgiai csdd [3].

Kovethet6bb modszernek tlinik, ha csak a problémas kédrészletekre koncentralunk. R-ben
optimalizdljuk, vagy esetleg mas programozasi nyelvet, professzionalisabb programozdsi mod-
szertant kovetve felgyorsitjuk azokat. Az R mindkét megoldast ,,ab ovo” tdmogatja. Dolgoza-
tunkban erre mutattunk néhany példat, majd az alkalmazdsokat a programozisi ,,benchmark”
mérési és statisztikai eszkozeivel hasonlitottuk dssze.

2. Anyagok és modszer

Az elemzés sordn el6szor felvazoltuk a Fermat-féle primteszt alapvetd jellemzdit és pszeudo-
koédjat. A moédszertani jellemzok mellett a megval6sitas R-kodjénak €s az 6sszehasonlitési alap-
ként szolgél6é Python-kdd legfontosabb részeit és jellemzdit is kozoltiik, majd két eltérd méretd
intervallumra teszteltiik a kddok sebességét. Ezutan parhuzamos feldolgozéssal €s klaszterezés-
sel, ill. a moduldris hatvanyozast C++-ban implementélva az R-kddot felgyorsitottuk. A kdédokat
ebben az esetben is csak f§ vonalakban kozoltiik, s itt is mértiik azok sebességét. Végiil a kapott
eredményeket a megfeleld statisztikai probdkra épitve dsszehasonlitottuk.

2.1. A vizsgalt algoritmus

A Fermat-féle primteszt a kis Fermat-tételen alapul. A tétel szerint, ha p primszdm és a egy
olyan egész szam, amely nem oszthat6 p-vel, akkor

a”'=1 (mod n). (1)

Ez azt jelenti, hogy ha p primszam, akkor barmely a-ra, amely nem oszthaté p-vel, a? -t
p-vel elosztva 1 maradékot kapunk (Algoritmus 1.).

Léteznek olyan Gsszetett n szamok, amelyeknél (1) teljesiil bizonyos a-kra. Ezeket az 6ssze-
tett szamokat Fermat-pszeudoprimeknek nevezziik. A pszeudoprimek specidlis osztédlyat al-
kotjdk a Carmichael-szamok, amelyek kiilonlegesek abbdl a szempontbdl, hogy barmely a-ra,
amely relativ prim n-hez, (1) teljesiil.

A Fermat-préba tehat egyszerli és gyors algoritmus a primszamok ellendrzésére, de nem
minden esetben megbizhatd, mivel a pszeudoprimek €s a Carmichael-szamok hamis pozitiv
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Algoritmus 1. Fermat-féle primteszt

1: Input: Egy egész szam p, és egy pozitiv egész a, ahol 1 <a <p—1
2: Output: Valosziniileg prim vagy Nem prim
3: procedure FERMATPROBA(p, a)

4: if a?~!' £ 1 (mod p) then

5 return Nem prim

6 else

7: return Valosziniileg prim
8 end if

9: end procedure

eredményeket adhatnak, azaz nem primekre is teljesiti az (1) tulajdonsagot. Részben az ano-
malidk esélyének csokkentésére a Fermat-féle primtesztnek tobb modositott véltozata 1étezik.
Azonban a Fermat-préba ,,hatékonysiaga" megfelelé modszert kovetve magas [4]. A hamis pozi-
tiv eredmények kisz{irését szolgéld, dsszetettebb mddszerek haszndlatatdl most eltekintettiink.

2.2. A kodok kialakitasanak szempontjai

Mindkét nyelv esetén definidltunk egy-egy fiiggvényt, amelynek futdsi idejét a megfeleld szamu
elembdl 4116 objektum segitségével teszteltiik. Emellett torekedtiink az alkalmazott mddszert a
programozds alapelemeire (szekvencia, feltételes eldgazds, iterdcid) korlatozni, de esetenként
az alapcsomagok (gyors) fiiggvényeit is haszndltuk. A kdédoléds sordn specidlis konyvtarakat
tehat csak ,,végsziikségbdl” hivtunk meg, a lehet6 legelemibb programozasi médszertant ko-
vettiik. A futtatds sordn mindent megtettiink a futtatokornyezet eltéréseinek €s anomdlidinak
kikiiszoboléséért [10]. Az R-ben, a Fermat-féle primteszt sordn kénytelenek voltunk a modu-
laris hatvanyozdst definidlni, mig a Pythonban erre nem volt sziikség a rendelkezésre 4116 pow
fliggvény miatt, amelyet C-ben irtak, s meglehetdsen gyors fiiggvénynek szdmit [1]. Viszont a
Python hasznélata sordn kiilon meg kellett hivnunk a random és a t ime modulokat.

A primszédmkeresést az {x € Z | 1 < x < N} intervallumokban végezziik el, ahol N = 100
€s N = 10000. Bar variabilitasra és anomalidkra nem szamitunk, az 1 — 3 = 0,8 statisztikai er6t
altaldban biztositd m = 30 kisérletet (futtatdst) m = 50-re noveltiik. A kiindulé Fermat-préba
sordn eltértiink az altaldnosan haszndlt és ajanlott £ = 10 értéktdl, £ = 30-ra médositottuk.
(A k a véletlenszerlien valasztott a alapok szdmat jeloli.) Az Osszehasonlithatésag kedvéért
N = 100 esetében is, ahol erre nem lett volna sziikség [5]. Nagyobb intervallumok esetén
folytatott vizsgélatok soran ez kikiiszobolheti a hamis pozitiv eredményeket. Az el6tesztelés
sordn a Fermat-prébanal el6fordult, hogy £ = 10 és N = 10000 mellett nem minden esetben
kaptunk 1229 primet, k£ = 30 esetén ez nem fordult eld.

A kisérletek sordn — valdszinileg a legtobb matematika- és statisztikatandr szdmara is elér-
hetd konfigurdcidkhoz hasonlé — Intel(R) Core(TM) i3, 3 GHz-es processzort, 8 GB RAM-ot és
64 bites Windows 10 operaciés rendszert hasznéltunk. A programkddokat R 4.3.2-ben, az Rcpp
csomag R-verzidval kompatibilis C++ nyelvi véltozatdban és Python 3.12.0-ban irtuk. A prog-
ramkddoknak csak a legfontosabb részleteit és jellemzit adtuk meg, azonban az 6sszes kod
elérhet8ségét biztositottuk [8]. A primteszt megvalositds szempontjabol kdzponti jelentdségii
fliggvényét R-ben és Pythonban hasonlé médon valdsitottuk meg, a kordbban jelzett jellem-
z0kkel és eltérésekkel (1. tablazat). Az R-kédban a futdsi id6t a Sys.time () fliggvénnyel
mértiik, amely minden teszt futdsdnak kezdetén és végén rogzitette az idot.

A Python-kéd hasonlé médon miik6dott, de a time .perf_counter () fiiggvényt hasz-
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R Python
fermat_teszt <- function(n, k) { def fermat_teszt(n, k):
if (n <= 1) { if n <= 1:
return ("Osszetett™) return "Osszetett"
} if n == 2:
if (n == 2) { return "Prim"
return ("Prim") for _ in range (k) :
} if n > 3:
for (i in 1:k) { a = random.randint (2, n - 2)
a <- sample(2:(n - 2), 1) else:
# Modulédris hatvéanyozés a =2
result <- 1 # Moduldris hatvanyozas
base <- a %% n result = 1
exp <- n - 1 base = a $ n
while (exp > 0) { exp = n — 1
if (exp %% 2 == 1) { while exp > 0:
result <- (result * base) %% n if exp % 2 == 1:
} result = (result % base) % n
exp <- exp %/% 2 exp //= 2
base <- (base x base) %% n base = (base % base) % n
} if result != 1:
if (result != 1) { return "Osszetett"
return ("Osszetett") return "Prim"

}
}

return ("Prim")

}

1. tdblazat. A megoldas alapfiiggvénye R-ben és Pythonban

naltuk idémérésre.

A Fermat-préba felgyorsitdsa érdekében az R parallel konyvtdrat haszndltuk, amely
lehet6vé tette a parhuzamos feldolgozést. A detectCores () fiiggvénnyel meghatdroztuk
a rendelkezésre 4ll6 processzormagok szdmét, majd a szdmok parhuzamos feldolgozasihoz
klasztereket képeztiink.

Masik modszeriink az R-kddot lassito kodrészlet kivaltasa volt C++ programozasi nyelvben.
Az Rcpp csomag lehetdvé tette, hogy C++ kddot dgyazzunk be R-be, igy a szdmitdsigényes
moduldris hatvanyozast felgyorsithattuk (2. tdblazat).

A fenti médszerekkel el6allé kodokat parancssor segitségével futtattuk.

A vizsgalatok révén tehat dsszesen nyolc, egyenként 6tven elemli mérési eredményt kap-
tunk, N = 100-ra és N = 10000-re is négyet-négyet. Az igy el6allé adatdllomanyok tartos
elérhetdségét biztositottuk [9].

A kapott eredményeket (a futdsi idéket) a kisérleti eredmények/mintdk 0sszehasonlitdsakor
gyakran hasznalt statisztikai probdak segitségével, illetve egyszeri aranyokkal fejeztiik ki.

3. Eredmények

A mért futdsi 1dok — kiilon-kiilon az N = 100 és az N = 10000 értékek altal fémjelzett négyele-
mii csoportokban —egyszert szemrevételezés utdn is igen jelentSs kiilonbséget mutattak, amit az
elvégzett probdk is megerdsitettek. A normalitds vizsgdlé Shapiro-Wilk préoba p-értékei minden
esetben jelentdsen az o = 0,05 alatt maradtak, a Levene-préba szintén alacsony p-értékei pedig
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C++
#include <Rcpp.h> continue;
#include <random> }
using namespace Rcpp; if (n == 2) {
// Moduldris hatvanyozéas fliggvény results[n - 1] = "Prim";
long long modexp (long long base, \ continue;
long long exp, long long mod) { }
long long result = 1; std::default_random_engine\
base = base % mod; generator;
while (exp > 0) { std::uniform_int_distribution\
if (exp % 2 == 1) { <long long> distribution (2, \
result = (result * base) % mod; n-1);
} bool is_prime = true;
exp = exp >> 1; for (int 1 = 0; i < k; ++i) {
base = (base * base) % mod; long long a = distribution\
} (generator) ;
return result; if (modexp(a, n - 1, n) \
} = 1) {
CharacterVector fermat_test)\ is_prime = false;
(int k, int max_n) { break;
CharacterVector results (max_n); }
for (int n = 1; \ }
n <= max_n; ++n) \ results[n — 1] = is_prime ? \
{ "Prim" : "Osszetett";
if (n <= 1) { }
results[n - 1] = "Osszetett"; return results;

}

2. tablazat. A modularis hatvanyozas C++ kddja

az azonos szérasokra vonatkozo6 nullhipotézist zartak ki. Ezzel nyilvanval6va vélt, hogy az atla-
gok 0sszehasonlitdsa, ill. az 4tlagok 0sszehasonlitdsara szolgdlo probdk (T-proba, Welch-proba)
haszndlata értelmetlen. Esetiinkben tehat csak az egyes mintdk medidnjai hasonlithatok Ossze.
Ezek azonossdga a nagy eltérés miatt fel sem meriilt, de azonossdgukat a péarosan elvégzett
Wilcoxon-prébdk és a négyes csoportokban elvégzett Mann-Whitney U-prébdk igen alacsony
p-értékei is kizartak.

N Moédszer Medidn Ardnyszamok
R 0,00652802 151

100 Python 0,0009081 21
R (parallel) 0,005262017 122

R (rcpp) 4,315376 x 107° 1

R 0,4835695 121

Python 0,0911599 23

10000 R (parallel) 0,2730645 68
R (rcpp) 0,003997445 1

3. tablazat. A futasi 1d6 medianjai (mp) és a legkisebb id0re vetitett ardnyszamok

A mérési eredmények medidnjai igen jelentds kiilonbségeket mutatnak (3. tablazat). J61
lathato, hogy a moduldris hatvdnyozést hatékony fiiggvénnyel kezel6 Python-kéd sokkal gyor-
sabbnak bizonyult, mint a kezdeti R-kdd. A parallel programozds viszonylag kis mértékben
csokkentette az R-kod futési idejét, azonban az rcpp csomaggal beépitett C++ kodrészlet az



90 Toth Zs.

R-kéd extrém (151-, ill. 121-szeres) gyorsuldsat eredményezte. Az N 100-szorosdra (100-
r6l 10000-re) novelése a futdsi id6t a Python-kédndl 100-szoroséra, a kiindulé R-kédndl 74-
szeresére, a parallel programozassal tdimogatott R-kodndl 52-szeresére, az rcpp-vel tdmoga-
tott R-kédnél 93-szorosara novelte. Ugy ttinik tehat, hogy nagyobb feladatnal (esetiinkben) a
Python-kéd és az R (repp) kdd elénye valamelyest kisebbnek bizonyult.

4. Konkluazio

Az R és a Python elleni programoz6i kritikdk nem mindig veszik figyelembe a két programozasi
nyelv gyakran ,,specidlis” felhaszndl6i korét, tehat azt, hogy mindkét nyelv viszonylag konnyen
elsajétithat6 és — ha a programok kialakitdsdnak munkaerd-sziikségletét is figyelembe vessziik
— hatékonyabb elemzési eszkoz kutatok, oktatdk, tanarok, didkok kezében, mint pl. a szoftver-
fejlesztésben haszndlt programozasi nyelvek. A programkédok esetleges lassusdgat is ebben a
kontextusban érdemes szemlélniink. A mérési eredmények megerdsitették azt a feltevésiinket
és egyben tapasztalatunkat, hogy a statisztikai-adatelemzési teriileten a funkcionalitast és a ru-
galmassédgot tekintve taldn a legjobban teljesitd R egyfajta hibrid szemléletet kovetve — ha az
esetleg lassabb programkddelemeket sziikség szerint felgyorsitjuk — hatékonyan hasznalhaté
er6forras-igényesebb feladatok esetén is. A minden programozasi teriileten rugalmas, gazdag
funkcionalitasu és egyszerl szintaktikdju Python-hoz hasonldéan az R mélyén ott futnak — vagy
barmikor kialakithatéak — gyors, de gyakran professziondlis programozdi kvalitdsokat igényld
C-, C++ és Fortran-kédok, amelyek hidat képeznek a 20. szdzad kozepe 6ta felhalmozott, ma-
napsag taldn nem eléggé tisztelt, programkdédokban kijegecesedett tuddssal. Ez a tudds azonban
pl. az R viszonylagos felhasznédlébaratsaga nélkiil joval kisebb korben lenne mobilizdlhat6 a
mai, megvaltozott, felgyorsult koriilmények kozott.
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OSSZEFOGLALO. A dolgozatban az altalanositott Cayley-Dickson-féle —eljarassal
megkonstrualjuk az altalanositott komplex szamok C,, az altalanositott kvaterniok H,g, az
altalanositott oktoniok Q4p, €s az altalanositott szedenidk S,p,s algebrajat. Minden véges
dimenzids asszociativ algebra izomorf a teljes matrixalgebra alkalmas részalgebrajaval. A C,
¢s a Hyp asszociativ, de az Qgup, €s az S,p,s nem asszociativ algebrdk. A probléma

“ g ey

“y ey

ABSTRACT. In this paper, with the use of generalized Cayley-Dickson process we construct the
algebra of generalized complex numbers C,, the algebra of generalized quaternions Hg, the
algebra of generalized octonions Qz, and the algebra of generalized sedenions S, 5. Any
finite dimensional associative algebra is isomorphic to a subalgebra of total matrix algebra.
The C, and Hp is associative, but the algebra O, and S,p,s IS not associative. To
overcome this problem Zorn, M.A. defined vector-matrix representation of split octonions
algebra in 1931. In the last section of the paper, we construct the vector-matrix representation
of generalized sedenions Sz, s.

1. Bevezetés

Ez a dolgozat a szerz6 altalanositott oktoniokrol 2023-ban megjelent [10] munkéajanak szerves
folytatasa. El0szor kiegészitjiik az altalanositott oktoniok algebrajara vonatkozd ismereteket,
majd megalapozzuk az altalanositott szedeniok algebrajat.

A Cayley-Dickson-féle [3] megkett6zési eljaras Albert[1] altal értelmezett altalanositasat
felhasznalva tobb 1épésben egymasra épiilo algebrak egész sorozatahoz juthatunk igy el.
El6szor a valos szamok R struktirajabol, mint 6nmaga feletti 1-dimenzios algebrabdl kiindulva
a megkettdzési eljarassal nyerjiik az altalanositott komplex szamok C, (a € R) 2-dimenzids,
neutralis elemes, kommutativ és asszociativ algebrajat. Az a =1 értékadas esetén a klasszikus
Gauss-féle komplex szamokat eredményezi az eljarés.

Ezutan ennek a C, algebranak a megkettézésével juthatunk el az 4ltalanositott kvaterniok
Hgp (B € R) 4-dimenzids, neutralis elemes, nem kommutativ, de asszociativ algebrajahoz. Az

a = [ =1 valasztas mellett a klasszikus Hamilton-féle kvaterniok adédnak.

1 ENGLISH TITLE. The algebra of generalized sedenions and vector-matrices.
KuLcsszAVAK. Cayley-Dickson eljaras, altalanositott oktonid, altalanositott szedenio, Zorn-féle
vektor-matrix.
KEYWORDS. Cayley-Dickson process, generalized octonion, generalized sedenion, Zorn vector-
matrix.
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Ezen Hgp struktira megkettézése vezet el az dltalanositott oktoniok Qgp, (¥ € R)
8-dimenzios, neutralis elemes, nem kommutativ, nem is asszociativ, de alternal6 algebrajahoz.
Az a=p=y=1 ¢érteckek valasztasdval a klasszikus Cayley-Graves-féle oktoniok
szarmaztathatok az eljarasbol. Dolgozatunk eldz6 részében lényegében eddig jutottunk el a
[10] felépitésben.

Az Qgup, struktira megkettézésével tudjuk majd ezutan értelmezni az éltalanositott
szedeniok S,p,s (6 € R) 16-dimenzids algebrajat, s megvizsgaljuk annak legfontosabb
algebrai tulajdonsagait. A dolgozat utolsd fejezetében pedig megadjuk az altalanositott

crer

2. Az altalanositott oktoniokrol

Ebben a fejezetben kiegészitjilk az altalanositott oktoniokra vonatkoz6 azon ismereteket,
amelyek sziikségesek a dolgozat késobbi részeihez.

Az €l6z6 dolgozatban bemutatott felepites eredményeként az Qp, struktiraban, mint R
feletti vektortérben létezik egy olyan, {e;}/_, altaldnositott oktonio-egységeknek nevezett
elemekbdl allo bazis, amelyben a bazis elemei kozott érvényes a [10] dolgozat végén
bemutatott Cayley-féle szorzotabla.

Minden o € Qgp, elem egyértelmiien irhato fel ekkor

(1) 0=X_0a;e

alakban, amelyet az altalanositott oktoni6 valés algebrai alakjanak neveziink. Az Q g, algebra

egy olyan 8-dimenzios, R test feletti vektortér, amelyben érvényesek az alabbi szamolasi
szabalyok:
Skalarral valé szorzas, har € R,0 =Y/ _,a;-e; € Ogpy » akkor

(2) rro=r-lo0a; ) =No(r-a) e €0, ,
Osszeadas,hao =Y/ _qa;-e;,0' =X]_b; - e; € Oyp, , akkor
(3) o+o' =%l oa; e+ XN_ob;e; = Ni_o(a; +b;) e € Qgpy .

Az Q4p, algebra szorzasi miivelete pedig egy bilinearis leképezés, igy a struktira e
szorzasi mivelete disztributiv az §sszeadasra nézve, amelyet az oktonio-egységek Cayley-féle
szorzOtablaja teljesen €s egyértelmiien meghatarozza:

; _ v’ _v7
Szorzas,hao =Y /_ya;-¢;,0' = i=obj - €j € Qgp, , akkor

(4) 00" =ELoai ) (Z]=obj¢) =2l ;=0(ai-b;) - (e; - ¢) € Oppy .

Tovabbi részletek a [9] dolgozatban talalhatok.

Az 0=Y]_oa; e €Oy, elem konjugaltion az 6 =ay ey — Ni-1a; € € Oyp,
altalanositott oktoniot értjlk.

Konnyen belathatjuk, hogy a konjugalt képzésére vonatkozdan teljesiilnek a kovetkezd
Osszefliggések: Har € R és 0,0" € O, , akkor

a) 0=0 involutiv
b) T-0=71-0 homogén
c) o+0 =0+0" additiv

d) 0-0=0"0 anti-mutiplikativ.
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Egyszerii szamolassal igazolhatjuk a kovetkezd allitas helyességét.
Hao = ;-7=0 a;-e; € @a/;y ) akkor
0-0=0-0=aj+aa?+ Bas+ apfa3 +yai+ ayat + PyaZ + afya’ € R.
Az 0 € Qg4p, altalanositott oktoni6 normdajan a fenti allitisban szerepld valos szamot
értjiik, azaz
(5) N(o):=0-0=0"0€R.
A Cayley-Graves szamok O struktirajara vonatkozo megfelelé tétel [5] természetes

altalanositasaval analog modon bizonyithaté a kdvetkez6 allitas:
Hao,0" € Qgp, , akkor
(@ N(o-0")=N(0) N(0"),anorma egy multiplikativ fliggvény,
(b)  az o € Qyp, elem invertalhaté pontosan akkor, ha N(o) # 0,
(c) ha 0,0" € Qgp, invertilhaté elemek, akkor o-o0' € Qgp, is invertalhato és
érvényes az (0-0")71 = (0")71 - (0)7 ! Bsszefiiggés.

Azo=%]_oa; e ,0 =X]_ob;e; € Qpup, clempér skaldris szorzatan az
(6) 000" :=agby + aa;b; + Ba,b, + afazb; + yasb, + ayasbs + Byaghg +
afya;b; € R

valds szamot értjiik.
Egyszert direkt szamoléssal lathatjuk be a skalaris szorzat alabbi tulajdonsagait:
A o:Qqpy X Ogp, = R, (0,0) = 000" egy szimmetrikus bilinedris leképezés, har € R,
0,0',0" € Qgp, , akkor
(@ 000 =0 o0, kommutativ,
() (r-o0)oo' =00o(r-o0)=r-(0°0"), homogén,

(©) (0+0')o0" =000"+ 000", askalaris szorzas disztributiv az sszeadasra
nézve.
Azo=Y_,a; e € Q4p, altaldnositott oktoni6 valds részén (skaldr rész) az
(7) S(0):=ay €ER

valds szamot, képzetes részén (vektor rész) pedig a
(8) V():=U=Y/_,a; ¢ €R’

elemet értjiik.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy minden o = Y./_,a; - ¢; € 04py €lem egyértelmiien irhato
fel

(9) o0=50)+V()=ay+U
alakban, amelyet az altalanositott oktonié Hamilton-féle alakjanak nevezziik.

Ha egy o € Qgp, 4altalanositott oktoniéra S(o) = 0 teljesiil, akkor tiszta képzetes
oktoniorol beszéliink, ezek halmazat Im((O)aBy) szimbolummal jeldljiik.

HaU=Y/_,a;-¢,V=Y_,b-e € Im(@aﬁy) két tiszta képzetes oktonio, akkor ezek
szorzatara egyszerll szamitas eredményeként érvényes az alabbi Osszefliggés:
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(10) U-V =—(aa;b; + Bayb, + afaszb; + yasb, + ayasbs + fyaghe +
afya;b;) + [(Baybs — fazb, + yasbs —yasby — fyagh; +
fya;bg)es + (—aa bz + aazb; +yasbs + ayasb; —yaghy —
aya,bs)e, + (a;b, — aby +yash; —yasbg + yaghs — ya;by)es +
(—aa,bs — Ba,bg — aBasb; + aasb, + Bagh, + afa;bs)e, + (a;by —
Bazb; + Bazbg — ayby — Baghs + fazby)es + (aaib; + azby —
aa3b5 - a4b2 + aa5b3 - aa7b1)e6 + (_a1b6 + azbs + a3b4 - a4b3 -
asb, + agby)e;]

E két tiszta képzetes oktonid U o V szimbdolummal jeldlt skalaris szorzatan a (10) eléallitas
elsd, gombolyli zardjelben szerepld kifejezését, U X V szimbolummal jeldlt vektorialis
szorzatan pedig a (10) eléallitas masodik, szogletes zardjelben szereplé kifejezését értjiik. igy
tehat érvényes az

(11) U-V=—=UoV)+[UXV]

eléallitas. Az Im((())a[;y) halmazban értelmezett o skaldris szorzat maga is egy szimmetrikus
bilinedris leképezés, amely a Qg4p, struktura szintén o jellel jelolt skalaris szorzatanak
lesziikitése.

Egyszerli, bar hosszadalmas szamolassal igazolhatjuk, hogy az Im((())a[;y) halmazban
értelmezett X vektorialis szorzat pedig egy anti-szimmetrikus bilinearis leképezés, amelyre
teljesiilnek az alabbi dsszefliggések:

Har € R,U,V,W € Im(0,p,), akkor

@) V xU=—(UxV), anti-kommutativ,

(b) (r-U)yxV=Ux(@-V)=r-(UxV), homogén,

ha az Im(@aﬁy) struktaraban a skalarral valé szorzast az Q4p, algebra megfeleld
miiveletének lesziikitésével értelmezziik.

(©) U+V)XxW=UXW+V xW a vektorialis szorzas jobbrol disztributiv az
Osszeadasra,

(d) UxXx(V+W)=UXV+UXW a vektorialis szorzas balrdl disztributiv az
Osszeadasra.

Ervényesek tovabba a kovetkezd dsszefiiggések is:
(e UxU=0, ahol0=37_,0-¢ € Im((())aﬁy) a zéruselem,
)] (UxV)oU =0€R ortogonalitasi tulajdonsag,
Q) (UxV)oV =0 € R ortogonalitasi tulajdonsag.

Az (f) és (g) szerint tehat a vektoridlis szorzas eredménye ortogonalis a szorzat mindkét
tényezbjére. A 7-dimenzids vektorialis szorzasra vonatkozo tovabbi ismeretek pl. [6], [12] és
[13] dolgozatokban talalhatok.

A (11) Osszefliggés természetes altalanositasaként igazolhatd, hogy ha Hamilton-féle
alakjaval

ay + U,bo +VE (O)Utﬁ)/'
akkor

(12) (ao‘l‘U)(b0+V):(a0b0_U°V)+(aOV+b0U+U><V)

Itt a jobb oldali els6 zarojeles kifejezés a Hamilton-féle alakban nyert szorzat valos, a masodik
zarojeles kifejezés pedig a szorzat képzetes része.
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3. Altalanositott szedeniék

Az 4altalanositott oktoniok Qgp, algebrajabol kiindulva tekintsik az Qg X Qyp,
direktszorzatot, s értelmezziik ¢ halmazban a kdvetkezé miiveleteket:

(13) Skalarral valé szorzas: - (ug,uy) := (r-ugy, r-u,),
(14) Osszeadas: (ug, uy) + (vo, v1) := (ug + vo, Uy + v41),
(15) Szorzas: (ug,uq) - (Vo,v1) := (Ug " Vo — 8 " V1 " Uy, Uy " Vg + V1 " Ug)

ahol § € R egy rogzitett valds paraméter, tovabba r € R, (ug, u1), (¥, V1) € Qgpy X Qpp,
tetszoleges elemek.

Egyszerl, bar idéigényes szamitassal bizonyithat6 a kovetkezo allitas:
AZ Q4p, X O4p, direktszorzat a (13) — (15) miiveletekkel egy 16-dimenzios, neutrélis elemes,
nem kommutativ és nem is asszociativ algebrat alkot az R test felett, amelyben 0, := (0,,0,)
az Osszeadas, 1, := (1,,0,) a szorzas neutralis eleme.

Ezen algebraban, mint R feletti 16-dimenzi6és vektortérben az altalanositott oktoniok
{e;}]_, bazisanak felhaszndlasaval

(16) 1, = (1,,0,) = (e, 0,), (e1,0,), (€2,0,), ..., (€7,0,), F :=(0,,1,) =
(00' eO)' (Ooel)l (001 82)1 LLLN] (OOI e7)
egy természetes bazist alkot.
AV := {(uo, 0,):uy € (O)aﬁy} részalgebrat alkot az Qgp, X Q4p, algebraban, mivel zart a
(13) — (15) miiveletekre nézve. Az

(17) fsi Qapy = V,uy = (ug,0,) leképezés egy R algebra-izomorfizmus, igy az
(18) [ Qgpy = Qgpy X Ogpy, ug = (ug,0,) egy beadgyazisi R algebra-
monomorfizmus.

A beagyazas eredményeként nyert struktirat S,p,s szimbolummal jeloljik ¢és az
dltalanositott szedeniok algebrajanak nevezziik.
AZF = (0,,1,) € Sypys clemre teljesiilnek a kovetkezd Osszefliggések:
@ F?=-4,
(b)  barmely u; € Qyp, esetén (05, uy) = uy - F
(©) minden (ug, uy) € Sqpys elem egyértelmiien irhato fel uy + u, - F alakban,
amely alakot az altalanositott szedenid oktonio-algebrai alakjanak nevezziik.
Minden uy, u; € Qgp, egyértelmiien irhaté fel (9) alapjan uy = ao + U, illetve u; = by +
V' Hamilton-féle alakban, ezért a fentiek szerint minden altalanositott szedeni6 is egyértelmiien
allithato el6

(19) s=uy+u F=(y+U)+ by +V)F

alakban, ahol ay, by ER és U,V € Im(@aﬁy). A (19) eloallitast az altalanositott szedenio
Hamilton-féle alakjanak nevezziik.
Az altalanositott szedenidk oktonid-algebrai alakjaval vald szamolds szabdlyait foglalja
Ossze a kovetkezd allitas:
Har € R,ug +uy - F,v5 + vy - F € Sgpys , akkor
@) Skalarral valé szorzas: v+ (ug+u, " F) =@ uy) + (r-uy) - F
(b)  Osszeadads: (ug+usF)+ Wo+v,-F)=(uy+vy) + @ +v,)F
(c) Szorzas: (ug+uy"F)-(vg+v,-F)=(ug-vg—06 77 -uy) + (uy " vy +
vyt Ug)  F.
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Egyszerii kdzvetlen szdmolassal igazolhatjuk a kovetkezo allitast:
Har € R, e; € Qgp, (0 < i < 7) a természetes bazis elemei és F € Syp,4 , akkor érvényesek
az

(20) (r-e)-F=1r-(eF) 0<i<?7)

Osszefiiggések.

Az Aaltalanositott oktoniok valos algebrai alakja, az altalanositott szedeniok oktonio-
algebrai alakja és a fenti allitas szerint azonnal adodik a kovetkezd eldallitas:

Ha ug = X/_oa; € és uy =X/ _oai4g°€; € Onpy, akkor az s =ug +u; - F € Sppys
elem egyértelmiien irhat6 fel

(21) s=ag e +ta,ce;+-+a;ce;+ag (eg-F)+ag (e F)+ -+ ays-

(97 -F)
alakban.

rrrrrr

elemeire vezessiik be a kovetkezd jeloléseket. Legyen

(22) EO = (60,00),E1 = (61,00), ...,E7 = (67'00)'E8 = (00,60),
E9 = (00,61), ...,E15 = (00,67),

ekkor a fenti allitas alapjan minden altaldnositott szedenid egyértelmiien irhat6 fel
(23) s=XYiZa; " E;

formaban. Ezt az eldallitast az altalanositott szedenid valds algebrai alakjanak nevezziik, az
eléallitasban szerepld {E;}1>, elemeket pedig dltaldnositott szedenio-egységeknek hivjuk.
Egyszer( direkt szamolassal lathatjuk be [4] klasszikus oktoniokra bemutatott allitasanak
mintéjara a kovetkezo allitast:
Tetszbleges a,b € Qgp, Adltalanositott oktoniokra és az Eg =F € Syp,5 €lemre
érvényesek a kdvetkezd azonossagok:
(a) (a+0,-Eg)-(b+0,-Eg)=a-b,
(b) (a+0,-Eg)-(0p+b-Eg)=a-(b-Eg)=(b-a)"Eg,
(© (0,+a"Eg)-(b+0,-Eg)=C(a"Eg)-b=(a-b)-Eg,
(d (0, +a-Eg) (0, +b-Eg)=(a-Eg)-(b-Eg) =E§-(b-a).

Megjegyezziik, hogy az (a) részben szerepld Osszefliggés szerint az olyan altaldnositott
szedenidkkal, amelyek ,képzetes része” nulla, gy kell szdmolni, mint a kozonséges
altalanositott oktoniokkal.

Az S, p,s algebra szorzasi milvelete mindkét oldalrol disztributiv az 6sszeadas miiveletére
nézve, igy e szorzast egyértelmiien meghatarozza az altalanositott szedenio-egységek Cayley-
féle szorzotablaja. A fentiek alapjan mar bizonyithat6 a kdvetkezo:

1.Tétel. Az altalanositott szedenid-egységek Cayley-féle szorzotabldja a Fliggelék tablazataban
talalhato.

BizONYITAS. A miveleti tablazat bal felsé 8 X 8 —as parcelldja az el6z6 allitas (a) része szerint
azonos az Qgp,, dltalanositott oktoniok egységeinek szorzotablajaval. A miiveleti tablazat jobb
felsd 8 X 8 —as parcelldja a fenti allitas (b) részének felhasznaldsaval igazolhat6. A muveleti
tablazat bal also 8 X 8 —as parcelldjanak helyessége a fenti allitas (c) részének alkalmazasaval
szdmolhato ki. Végiil a miiveleti tablazat jobb als6 8 X 8 —as parcelldja a fenti allitas (d) része
alkalmazaséaval igazolhato. m
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Vegyiik észre, hogy a Tablazat bels6 tartomanyanak bal felsé 2 X 2 —es mezdje a C,,, bal
felsd 4 X 4 —es mezbje a Hp, bal felsd 8 X 8 —as mezdje pedig az Q4p,, struktira egysegeinek
szorzotablaja.

Az altalanositott szedenid-egységeknek a Téablazatban bemutatott szorzétablaja néhany
fontos tulajdonsagat emlitjiik.

(a) A Tablazat minden sora és minden oszlopa minden altalanositott szedenio-egységet

pontosan egyszer tartalmaz.

(b) E, a struktura szorzasi neutralis eleme: Ey - E; = E; - E, = E; (0<i<15).

(c) Az E, altalanositott szedenio-egység skalarszorosai pontosan a Tablazat féatlojaban

talalhatok.

(d) A Tablazat f6atloja feletti haromszog alaka tartomany féatlora vonatkozo tiikorképe

éppen a f64tlo alatti haromszog alakl tartomanya ellentétes eldjellel, vagyis a Tablazat
antiszimmetrikus a foatlora nézve: Ei-E; = —E; - E (i#j, i,j#0).

A (d) tulajdonsagbol kozvetleniil kdvetkezik, hogy az altalanositott szedeniok szorzési
miivelete nem kommutativ. Legyen tovabba X :=E; + Eq5,Y := E;, + E15 € Spp,s, akkor a

szorzas Osszeadasra vonatkozo disztributivitasat felhasznalva adédik X -Y = 0y , vagyis ezen
struktlra tartalmaz zérusosztokat. Egyszerli szamitéssal belathatjuk azt is, hogy e két elemmel

(24) X-X)Y£X-(X-Y) és X-V)-Y£X-(Y-Y)

teljesiil, vagyis S,y s €gy nem alternalo algebra. Ezért viszont ezen algebra szorzasa nem lehet
asszociativ sem, ellenkezd esetben ugyanis teljesiilnie kellene a (24) azonossdgoknak is.
Az altalanositott szedeniok (23) valos algebrai alakja és a Tablazat felhasznalasaval
egyszeriien igazolhatok az alabbi szdmoldasi szabalyok:
Har € R, S1 = il=50 a; - Ei y Sp = Z}:SO bi ' Ei € Saﬁy& , akkor
() skalarral valo szorzas: 7+ s; =71+ (Xi2pa; - E;) = Xi20(r-a) - E;
(b) Osszeadds: sy + 5, = X120 a; - E; + Xi2ob; - By = XNi2o(a; + b)) - By,
() szorzés: sy s, = (TiZpa; " E;)- (Z}-io b;-E;) = Z}_?zo(ai -b;)-(E;"E;) .

4. Az altalanositott szedenidok reprezentacidja vektor-
matrixokkal

Elso Iépésként a § € R paraméter segitségével épitsiik fel az altalanositott komplex szamok Cg
algebrajat az i & R képzetes egységgel, amelyre tehat i2 = —§ teljesiil. Ezt kdvetden pedig az
a, B,y € R paraméterekkel konstrudljuk meg az altalanositott oktoniok Qgp, algebrajat az
el6z6 részekben latottak szerint.

Ertelmezziink miiveleteket most a C}:= {(Wl,Wz, w7 W, ECs (1<) < 7)}
direktszorzatban a kovetkez6 modon:
skalarral valo szorzas: hat € C5, W = (w1, Wy, ..., w;) € (CZ; , akkor

(25) t-W=t-(Wy,wy, ..,wy)i=(t-wy,t - wy, ..t wy),
Osszeadas: ha W = (wy, Wy, ..., w;),Z = (24, 2y, ..., Z7) € C} , akkor
(26) W+Z=wy,wy,..,Wy) + (21,25, ..., 27) i= (W + 2, Wy + Z, ... ,Ws + Z7) .

A Cg algebra az 6sszeadas és a szorzas muveletével ugyanakkor egy kommutativ, nem z€ré
gylirli, amely ezért egy invarians bazis szamu gytirii is egyben. Igy a C} struktira egy Cs feletti
7-rangu baloldali szabad modulus a
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(27) B, :=(1,0,,..,0.),B,:= (01,0, ...,0.), ..., B; := (0, 0, ..., 1)
standard bazissal. E modulus miiveleteinek értelmezésébdl kovetkezik, hogy minden
W = (wy,wy, wo,wy) = (Ug +i-v,uy +i- vy, .0, Uy +i0v,) €C
elem egyértelmien irhat6 fel
(28) W=U+i-V

alakban, ah0| U = (ul, uZ, ...,u7), V = (Ul, 172, ...,177) € ]:R7 .
A (10) dsszefiiggés 6tletébol kiindulva a C} szabad modulusban egy skalaris szorzas és egy
vektorialis szorzas miiveletet vezethetiink be a kdvetkezd modon:

Skalaris szorzas:
haW = (wy, Wy, ...,wy),Z = (21,2, ..., 27) € C§ és a, B,y € R, akkor legyen

(29) W oZ:=awyz; + Bwyz, + afwszs + YWz, + aywszs + Byweze +
afyw,z; € Cs ,

Vektorialis szorzas:

(30) W X Z:=(Bwyzz — w3z + yWyZs — YWsZy — BYWeZ; + BYWyZg, —aw,Z3 +
AW3Z1 + YWyZg + QYWsZ7 — YWeZg — AYW5Z5, W1Zy — WpZq + YWyZy —
YWsZg + YWeZs — YW7Zy, —AW1Zs — BW,Zg — AfW3Z; + aWsZ; + [WezZ, +
aABW;Z3, W1Zy — BWyZ7 + —BW3Zg — Wz — fWeZ3 + fWy2Z,, aw,Z; +
WyZy — AW3Zs — WyZy + AWsZ3 — AW Z, , —W1Zg + WyZs + W3Zy — WyZ3 —
WsZ, + wez,) € C5 .

Egyszer(i, bar elég hosszadalmas szamitdssal bizonyithato, hogy a fenti o skalaris szorzés
egy szimmetrikus, a X vektorialis szorz4s pedig egy antiszimmetrikus bilinearis leképezés a C}
struktaraban:

Tetszdleges t € Cs5 és W,Z, W', Z' € C§ esetén

@ WoZ=ZoW kommutativ,

(b)) (t-W)oZ=Wo(t-Z)=t-(WeoZ) homogén,

) WH+W)HoeZ=WoZ+WoZ és Wo(Z+Z)=WoZ+WoZ
disztributiv,

d W xZ=-ZxW anti-kommutativ,

e -W)YXZ=Wx(t-Z)=t-(W XZ) homogén,

 WH+WIXZ=WXZ+W'XZ é WXZ+Z)=WxXxZ+WxZ
disztributiv,

(9 WxW =0,ahol0 = (0,0,..,0.) € C} azéruselem,

(hy WxZ)oW =0,és (W XZ)oZ =0, ortogonalitasi tulajdonsag.

Ervényes tovabba a kovetkez két fontos allitas:

1. Lemma. A C} struktiira o és X miiveletei az Im((())a[;y) struktara megfeleld, szintén o és X
jellel jelolt miiveleteinek természetes kiterjesztései.

2.Lemma.Haa +i-b € Cs, tovabba U, V,U", V' € Im(Qpp, ), sezért U +i-V,U' +i-V'€
C% , akkor teljesiilnek a kdvetkezd azonossagok:
@ @+i-b)y-U+i-V)=(@@U-=6-b-V)+i-(a-V+b-U),
G U+i-V)oWU'+i-V)=[UoU =8WVoeV)]+i-[UcV' +VolUT],
C©U+i-MxW+i-V)=[UxU =6-(VxV)]+i-[UxV' +V xUT].
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Tekintsiik most a

A A
B)  HE)={a= ({1 42) A € Co iy € G

alaku — vektor-matrixoknak nevezett — hipermatrixok halmazat, s értelmezziink e halmazban
miiveleteket a kovetkezd modon:
Skalarral valé szorzas: har € R, A € H(Cg), akkor legyen

(32) r-A:r-(A11 AlZ)::(r'All T'Alz)

A1 Ay r-Ay 1Ay

Osszeadas: ha A, B € H(Cg), akkor legyen

A A B B A+ B A, +B
33 A+ B = ( 11 12) +( 11 12) :=< 11 11 412 12>'
(33) Az Apz By1 By Az1 + Byy Ay + By,
Szorzas: ha A, B € H(Cg), akkor legyen

A A B B
34 A*Bz(n 12)*(11 12)::
(34 Ay Aw)*\By By

o ( Ayy " Byg + A1 0By Ayy "Bz + Byp  Agp — Ay X Bu)
Bi1+ Az + Az - Byy + A1z X Byy Ay By + Ay 0 By

Két ilyen vektor-matrixot természetesen pontosan akkor neveziink egyenlonek, ha azok
komponensrdl komponensre megegyeznek.
Legyen ezutan

(35) si=(a+U)+(b+V)FESepys (a,bER,UYV € Im(0up,))

egy tetszbleges altalanositott szedenid és rendeljik hozza azt az A € H(Cg) hipermatrixot,
amelyre teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

(36) Api=a+i‘bAy:=a—ib€CsA:=—U+i"V,A;;:=U+i-VeC].

A tovabbiakban az ilyen alak(l hipermatrixok halmazat dltalanositott Zorn-féle vektor-
matrixok halmazanak nevezziik és a Zorn(7,Cgs) szimbolummal jeloljiik. Zorn eredetileg a
split oktoniok reprezentalasara fejlesztette ki a vektor-matrixokat [14], [15].

Ha teljesen kovetkezetesen akarunk eljarni, akkor a dolgozatunk [10] elsé részében
felbukkano, az altalanositott oktonidkat reprezentald Zorn-féle vektor-matrixokat utdlag
célszerlibb Zorn(3, (Cy) szimbdlummal jeldlni, hiszen ott a hipermatrixok mellékatlgjaban
I m(]H]aﬁ) 3-dimenzios, az altalanositott szedeniok kapcsan jelen munkaban szerepld Zorn-féle
vektor-matrixok mellékatlojaban pedig [ m(@aﬁy) 7-dimenzids elemei allnak.

Egyszerii kozvetlen szamolassal igazolhatjuk, hogy har € R, A, B € Zorn(7,Cs), akkor
r-A,A+ B,A*B € Zorn(7,Cs) teljesiil, tehat az altalanositott Zorn-féle vektor-matrixok
halmaza zart ezen miiveletekre nézve, igy e struktara részstrukturat alkot a H(Cg)
hipermatrixok struktarajaban.

Most mar kimondhatjuk és bizonyithatjuk is dolgozatunk f6 eredményét, az altalanositott
szedeniok reprezentdcios tételét.

2.Tétel. Az

(37) F:Sapys = Zorn(7,Cs),(a+U) + (b + V) - F H(a+l'b _U+l'V)

U+i-V a-—i-b
leképezés egy R algebra-izomorfizmus.
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BizONYITAS. Levezetésiinkben a szinte tokéletes analdgia miatt az altalanositott oktoniokra
vonatkozd reprezentacids tétel [10] gondolatmenetét kovetjik végig. Mint arra mar a
fentiekben is utaltunk, itt a szereplé vektor-matrixok mellékatlojaban nem 3, hanem 7-
dimenziods elemek szerepelnek. Ezért bizonyitasunkat sziikségtelen részletezni, csupan az egyes
1épéseket vazoljuk.

Az F egy bijektiv leképezés, hiszen az F~': Zorn (7,Cs) = Sgpys inverz hozzarendelés is
leképezés.

Har € Rés s € Sypys5 , akkor a (19) és (32) alapjan egyszerli szamitassal belathatjuk,

hogy

(38) F(r-s)=r-F(s)
teljesiil, s ezért az F egy homogén leképezés. Ha s,s" € Syp,5 , akkor a (19) és (33)
felhasznalasaval

(39) F(s+s")=F(s)+F(s")

adodik, s igy az F egy additiv leképezés. Az eddigiek azt jelentik, hogy az F egy R vektortér-
izomorfizmus.

Az altaldnositott oktoniok reprezentdcios analdg tétel 1épéseit tovabb kovetve, figyelembe
véve esetiinkben az i2 = —§ Osszefiiggést, tetszéleges

(40) s=@+U)+B+V)-F,s'=@+U)+ @B +V')-F €Supys
(a,b,a’,b' €R, UV, U, V'€ Im((())aﬁy)) elemparra teljesiil az
(41) s's'=@+U)+Bh*"+V*)F
eloallitas, ahol
(42) a*=a-d—=8-bb—UoU —-6-(VoV)ER
b*=ab'+a-b—UoV' +U oV ER
U'=a-U+ad-U+6-b-V=6b-V+UXU —=6&-(VxV)€eIm(0gup,)
Vi=a-V'+a-V—-b-U+b-U—-UXV' +U XV €Im(0pp,) .
Ekkor pedig

(43) F(S_S,):(a*+i-b* —U*+i-V*)

ur+i-v* a*—i-b"
teljesiil. A (34) dsszefiiggés felhasznalasaval most
N_(a+i-b -U+i-V a'+i-b -U+i-V
(44) FOFE = (510 amivb )*(U'+i-v’ i)
e két vektor-matrix szorzatdra az 1. és 2. lemma felhasznalasaval belathatjuk, hogy szintén
nN_(a +i-b* =U"+i-V"
kovetkezik, igy 0sszevetve a (43) Osszefliggéssel
(46) F(s-s')=F(s) xF(s")

adodik, ami azt jelenti, hogy az F egy multiplikativ leképezés. A fentekkel egyiitt ez pontosan
azt bizonyitja, hogy az F leképezés egy R algebra-izomorfizmus. m

A most bizonyitott izomorfizmus alapjan igaz az alabbi allitas.
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Kovetkezmény. A Zorn(7,Cs) struktura egy 16-dimenzids, neutralis elemes, de nem
kommutativ, nem asszociativ és nem alternalo algebra az R test felett.

A A
3. Tétel. A H(Cg) struktara * miiveletére tetszéleges A = ( 11 12),B = (

Bll B12> €
A21 AZZ

B21 B22
H(Cgs) elemparra teljesiil a

(47) (AxB)*A=A=*(BxA)
flexibilitasi azonossag.

BiZONYITAS. Szamitsuk ki a (47) 0Osszefiiggés mindkét oldalat, majd komponensrdl
komponensre haladva hasonlitsuk dssze az eredményiil nyert két vektor-matrixot.

ElOszor a két vektor-matrix bal felsé komponensét hasonlitjuk 6ssze. A kijelolt miveletek
elvégzése utan a C§ modulus skalaris és vektorialis szorzata miiveletének (h) ortogonalitdsi
tulajdonsagat felhasznalva konnyen adodik e komponensek egyenldsége. Ehhez teljesen
hasonloan a (h) ortogonalitasi tulajdonsag alapjan nyerhetjiik a két vektor-matrix jobb also
komponensének egyenldségét is.

Ha most a jobb fels6 komponenseket hasonlitjuk G&ssze, akkor a kijeldlt miiveletek
elvégzése, az dsszevonasok utan a C} modulus skalaris szorzas (a) kommutativ tulajdonsagat,
a vektoridlis szorzas (g) tulajdonsagat felhasznalva, majd az azonos tagok mindkét oldalrol
torténd elhagyasa utan e két komponensbdl a kovetkezd 6sszefliggés marad:

(48) (A12 X B1p) X Ayy = Ay X (Byz X Agp) .

A jobboldalon szerepld mennyiség viszont a vektoridlis szorzas (d) tulajdonsdga
alkalmazasaval egyenldvé alakithato a baloldali mennyiséggel. igy ez a két vektor-matrix jobb
fels6 komponense egyenldségét igazolja. Teljesen hasonléan a bal als6 komponensek
Osszevetéseébol az

(49) (Az1 X By1) X A1y = Ajp X (Byy X Apy)

Osszefliggés marad, amelynek jobboldaldn szereplé mennyiség a vektoridlis szorzas (d)
tulajdonsaga alkalmazasaval a baloldalon levé mennyiséggel alakithatdé egyenldvé, ami ezen
komponensek egyenléségét igazolja.

A fentiek egylittesen igazoljak, hogy a = miivelet valoban flexibilis a H(Cg)
struktirdban. m

A H(Cg) vektor-matrixok halmazaban értelmezett skalarral vald szorzas, Osszeadas és
szorzas Zorn(Cgs) halmazra vonatkozd zartsaga miatt érvényes az alabbi

Kovetkezmény. A Zorn(Cgs) struktara egy flexibilis algebra.
Végiil az S,p,5 és a Zorn(Cs) algebrak izomorfidja alapjan igaz a munkankat zard

Kovetkezmény. Az Sz, struktura egy flexibilis algebra.

5. Osszefoglalas

Dolgozatunkban a klasszikus valds test feletti, egymasra épiild algebrakkal foglalkoztunk. A
konstrukci6 soran az altalanositott Cayley-Dickson-féle megkettézési eljarast alkalmaztuk [2]
és [11]. A valds szamokbol az els6 megkettézéssel az altalanositott komplex szamok
2-dimenzios, megkettdzésiikkel az altalanositott kvaterniok 4-dimenzids, ezek megkettdzésével
az altalanositott oktonidk 8-dimenzids [7], [8], a végiil ezek ujabb megkett6zésével az
altalanositott szedeniok 16-dimenzids algebrajat nyerhetjiik. Az altalanositott komplex szamok



102 Péntek K.

¢s az altalanositott kvaterniok algebraja asszociativ, az altalanositott oktonioké alternalo, mig
az altalanositott szedenidk algebraja csupan flexibilis.

A véges dimenzios asszociativ algebrak matrixokkal reprezentalhatok, az altalanositott
oktoniodk és altalanositott szedenidk nem asszociativ algebrai viszont eredményesen irhatok le
a Zorn-féle vektor-martixok segitségével. A vizsgalt 2 x 2 -es vektor-matrixok féatlojaban
altalanositott komplex szdmok, mig mellékatldjaban ilyen altalanositott komplex szamokbol
allo vektorok szerepelnek. Az itt levd tiszta képzetes kvaterniok korében természetes moédon
bukkan fel a 3-dimenziés altalanositott skalaris- és a vektorialis szorzas miivelete az
altalanositott oktonidk leirasara. Ezzel teljesen analog a tiszta képzetes oktoniok korében
természetesen 1€p fel a 7-dimenzios altaldnositott skalaris- €s a vektorilis szorzas miivelete az
altalanositott szedeniok leirasa kapcsan.

Az algebrak vazolt felépitési lanca természetesen tovabb is folytathato a ndvekvd 2
hatvanyok fel¢, azonban lathatd, hogy az ismételt megkettézésekkel fokozatosan fogynak az
értékes algebrai tulajdonsagok. A dolgozatban szerepld algebrék a valos szamok fogalmanak
erdteljes altaldnositasaként foghatok fel. Vizsgalatuk a klasszikus szamok struktirdinak
mélyebb megértését szolgalhatja.
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Az éltalanositott szedeniok €s a vektor-matrixok algebréja

Fuggelék

Ey | Ey E; E3 E4 Es Ee E; Eg Eq Eio Eyq Epp Ei3 Ei4 Eys
Eo || Eo | Ex E, E3 E, Es Eq E; Eg Eq Epo Eyy Epp Ei3 Epy Eys
Ei N\ E; | —aE E3 —akE, Es | —aEy | —E; aEg Ey | —aEg | —E13 aEqp —Ei3 akq, Eis —aEiy
E; || E2 | —E3 | —BEy | PBE; Eq E; | =BEy | —BEs | Exo | Ei1 | —BEg | —BEy | —E14 | —E1s | BEr BE13
E3 || Es | aE; | —BEy | —aBEy| E; | —aEs | BEs | —aBEs| Eyy |—aEyo| BEy | —aBEg | —Eis | aEyy | —=BE13 | aBEp
Ey\|Es | —Es | =E6 | —E7 |—YEo| YE1 | VE; YEs | E12 | En3 Eyy Eys | =vEg | —vEy | —=VE10 | —VEn
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Es \|Es | E7 | BEy | —BEs |—YE2| vE3 |—=BYEo| —BYE1 | E1s | —E1s |—BE12| BEiz | YEwo | =YE1 | =BYEs | BYEs
E; || E7 | —aE¢ | BEs | aBEy |—YvEs|—ayEy| BYE |—aPyEy| Eis | aEyy |—BEz|—aBE;| vE11 | avEyy | —BYEy | —aByEs
Es | Es | —Eo | —E1g | —E1; | —E1p| —Fis | —E14 | —Eys |—6E,| O6F, | 0E, | OE; | OE, | OEs | O0E, | OF,
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Evo||Ero| Ev1 | BEg | —BEy |—Eis| —Eis | BE12 | BE13 |—6E;| 6E3 |—BSEy| —BSEy | —0Es | —6E; | BOE, BSEs
Ei1||E11 |—aE19| BE9 | aBEg |—Eis| aEyy |—PBEi3| afE; |—0E3|—adE,| BSE, |—aBSEy| —6E; | adEgs | —fOEs | aBSE,
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OSSZEFOGLALO. Az 6kori vilagtol az ujkorig sok fejfjast okozott a nagy terek lefedése minél
kevesebb oszlop felhasznalasaval. A kupolaszerkezetek megjelenése azzal a
kompromisszummal jart, hogy a szerkezetben fellépd normaligénybevételek csak negativ
értékliek lehettek, azaz csak nyomas felvételére voltak alkalmasak, igy felfelé nagy ,,ivet”
kellett kanyaritaniuk az épitdmestereknek, megakadalyozva a tovabbi hasznos szintek
alkalmazasat. Bernoulli-Navier parosrol elnevezett hipotézis segitségével (a hajlitott gerenda
keresztmetszetei sikok maradnak) lehetové valtak a pozitiv normalerdk kelld pontossagu szintii
meghatarozasa. A rugalmas szél differencidlegyenletének meghatarozasaval megnyilt az Gt az
épitészetben a tobbszintes épiiletek tervezhetdsége elott.

ABSTRACT. From the ancient world to the modern era, covering large spaces using as few
columns as possible caused many headaches. The appearance of the dome structures came with
the compromise that the normal demand incomes occurring in the structure could only have a
negative value, i.e. they were only suitable for absorbing pressure, so the builders had to make
a big "curve" upwards, preventing the use of additional useful stories. With the help of a
hypothesis named after the Bernoulli-Navier pair (the cross-sections of the bent beam remain
flat), it became possible to determine the positive normal forces with sufficient accuracy. By
defining the differential equation of the elastic line, the way was opened in architecture for the
design of multi-story buildings.

1. Bevezetés

A nagy csarnokokat az 6korban oszlopcsarnokokkal (1d. egyiptomi, gorog kultira) tudtak csak
megoldani (az dskorban barlang volt a fedett lakohely). Az ujkor hajnalan sziiletett meg az
igény ennek kivaltasara. Ekkor kezdtek el foglalkozni racsos szerkezetekkel €és gerendakkal.
Nagyon sok kutatd, matematikus probalta ezt az épitészeti igény mind jobban modellezni tobb-
kevesebb sikerrel, néha egymastol kiilon. Galilei mellett masok is megfigyelték a konzoltarto
felsé és also Oveinek eltérd viselkedését (1. dbra). Azonban az eltérd anyagstruktirdkban
elvesztek az altalanos kovetkeztetések levonasahoz.

Végiil a természettudomanyban a matematikai modszerek felhasznalasa nyitotta meg az
utat, mint az szamos mas felfedezés esetén is megtortént. A hajlitott gerenda
differencidlegyenlete vezetett el végiil egy altalanos és egyszerii képlethez, melyet aztdn mar
nem csak az elméleti fejtegetésben, hanem mas politechnikai tudomanyokban is tudtak
soran valaszt adhattak a kutatok €s tervezok szamos olyan kérdésre, melyek addig blokkoltak a
mérndki modellezést.

ENGLISH TITLE: Mathematics in polytechnics and architecture
KuLcsszAVAK: Rugalmas szal, hipotézis, gorbiilet
KEYWORDS. Elastic line, hypothesis, curvature
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1) 18l
1. abra. Galilei rajza a konzoltartorol

2. Matematikai egyenletek, tételek

egyenletek felirasara kertil sor.

A mechanikdban tanitott és tanult gerendaelmélet a hajlitott tartd vizsgakataval kezdddik.
Els6 korben a hajlitott gerenda (2. abra) geometriai megfigyelése torténik, azaz geometriai

2. abra. Hajlitassal terhelt gerenda
Kiragadva egy kozbensé (dx) vastagsagu keresztmetszetet, kicsit felnagyitsuk azt fel és az
alabbi geometria rajzolhato fel.

) j‘

> (X)
dul2 H—t dur
dx

3. ébra. Hajlitott gerenda kozbenso keresztmetszete a megvaltozott sz&lsé sikokkal
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Azzal a feltételezéssel ¢élve, hogy a meghajlitott gerenda megvaltozott keresztmetszeti
sz€Ils6 oldalai az egyszerlsités kedvéért nem gorbiilnek meg, hanem sikok maradnak
(Bernoulli-Navier hipotézis), felirhatd az alabbi egyszerii trigonometriai megfigyelés (3. abra
alapjan):

(o

o(2)-%

Mivel tartoszerkezetekrdl van szo6, melyektdl elvaras a kicsiny alakvaltozas, igy kis x értékekre
tg(x) kozelithetd x-szel, 2-vel egyszertsitve az alabbi képlet kapjuk.

dp =&, (1)

A relativ alakvaltozas felirhatd az alabbi formaban:

__du
Ex—a.

Az egyenlet rendezhet6 du-ra és igy a (1) egyenlet alakja

dg0=€xyﬂ.

Az egyenletet rendezni lehet &x-re, ekkor
de
ydx = &

kovetkezik. A ﬁ kifejezés felismerhetd, hogy nem mas, mint a tartd k, gorbiilete az adott
keresztmetszetben és a geometriai egyenlet végkovetkeztetése

YKy = Ex. (2)

A geometriai egyenlet utan az anyagegyenlet felhasznaldsaval, linearis anyagmodellt
feltételezve a kovetkez6 egyenletet eredményezi (Hooke torvénye):

o, = Eg,, 3

ahol
0, az X iranyu (tarto tengelyével egyez0 iranyl) normalfesziiltség (fajlagos erd),
E : a tarté anyaganak rugalmassagi modulusza,
&,: a kordbban is ismertetett relativ alakvaltozas normal irdnyban (x).

Mivel a geometriai végegyenletben ¢, szerepel, érdemes az egyenletet erre rendezni, igy

Ey = F .
A mechanikaban végiil az egyensulyi egyenletek felirasdval folytathat6 a modellezés menete,
mely az egyensulyt feltételezi, vagyis, hogy a szerkezet statikus allapotban van; az aktiv és
passziv erdk egyensulyban vannak, illetve, ha lathatova tessziik a belsd erdket (képzeletben
elvagjuk a tartot), akkor a kiilsd és belso erdk is kiegyenlitik egymast.
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Az egyensulyi egyenletek koziil elsOként a vizszintes (x iranyl) erok 0sszegzését végezzik
el egy képzeletben elvagott tarton, 1athatova téve az elvagott keresztmetszetben a belso fajlagos
erOket (X iranyu fesziiltségeket) [1].

YE=0=/[, o.dA

A fenti egyenletben athat6, hogy az nem tartalmaz eréket, mivel a tarton csak y iranya
terhelésbol (aktiv erd) csak fiiggdleges (y iranyu) reakciderdk (passziv erék) ébredhetnek. Igy
az Osszegzés a lathatova tett fajlagos erdkre szoritkozik; a keresztmetszetben fellépd huzo- és
nyomoerdknek, melyek a fajlagos erdk (o, ) integralasaval egyezik, egyenstlyban kell lennitik.
Az egyenlet folytathato a (3) egyenlet behelyettesitésével, azaz

ZFx=0=fA adi=fA E &,dA.
Felhasznalva a (2) egyenletben kapott képletet, a
0= [, Eyk,dA
Osszefiiggés adodik. A fenti egyenletben a konstansok kiemelhetdk az integraljel elé, igy
0= Exk, [, ydA.

Trivialis megoldason tali megoldast keresve az integral 0-val vald egyezését kell vizsgalni,
hiszen egy hajlitott tartd gorbiilete (x,) nem nullak, ahogy az anyaganak merevsége sem (E).
Felismerhetd, hogy az integral nem mads, mint a keresztmetszet elsdrendii nyomatéka, mely
akkor nulla, ha a stlyponti tengelyre van felvéve azt. Ebbdl levonhatd az a kovetkeztetés,
miszerint a keresztmetszetben fellépd huzod ¢€és nyomofesziiltségek a keresztmetszet
stlypontjaban nulla. Igy a kovetkezd egyensulyi egyenletet (nyomatéki egyenlet) a
keresztmetszet sulypontjara kell majd felirni. Nyomatékot (M,) okoznak a tartd tengelyére (x)
merdleges erdk egy adott keresztmetszet (z) tengelyére (hajlitas tengelye), valamint a nem
elhanyagolhatd magassagu tartd keresztmetszetében ébredd belsé er6k a keresztmetszet
ugyancsak (z) iranyu stlyponti tengelyére. Tehat

XM, =0=M,+ [, oydA
Ismét felhasznalva a (2) és (3) egyenletek képleteit, behelyettesitéssel az
XM, =0=[, EeydA= [, Eyx,ydA

egyenletet kapjuk. Kiemelve az integraljel elé a konstansokat, atrendezve a —Mz-t a tloldalra
ismét egy érdekes mechanikai kifejezést lathato az integraljel utan:

—M, = Ex, [, y*dA.
Itt is felismerhetd, hogy az integral jelen esetben a keresztmetszet masodrendii nyomatéka, amit

idegen szoval inercianak neveziink és ez esetben I;-vel jelolhetiink. Az egyenlet szépen
rendezhetd az alabbi szerint.

—M, = Ex,l,. 4)
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A (4) egyenlet k,-re rendezve a hajlitonyomaték és a hajlitomerevség hanyadosa, mely a
mérndki szamitasok egyik alappillére lesz rajzolodik ki, vagyis a gorbiilet egyenesen aranyos a
hajlitonyomatékkal (M;)és forditva aranyos a hajlitomerevséggel (El).

My
El,

(5)

K, =

A gorbiilet matematikai 6sszefliggése a

képlettel irhato fel.

Mérnoki megfontolasbol kijelenthetd ugyancsak a tartoszerkezetektdl elvarhatd kis
alakvaltozasra hajlamossag mentén, hogy terhelés hatdsara a lehajlas (y) kis értékli legyen
(1/250). Nem nehéz belatni, amennyiben egy tarté nem hajlik le nagyon, akkor a lehajlas x-
mentén torténd megvaltozasa (Y ) is csekély lesz. A képletben a lehajlasvaltozas négyzetre van
emelve, igy annak értéke még csekélyebb lesz; szinte nulla, igy kijelenthetd, hogy

K,y = y".
A (5) egyenletbe helyettesitve eljutunk a hén keresett rugalmas szal kozelité differen-
cidlegyenletéhez. Tehat

"o Mz
El,

A tovabbiakban lehet bizonyitani a hajlitott tartoban ébredd fesziiltségek szamitasara
alkalmazott képletet, mely azonban tilmutat jelen eléadas keretén.

3. Osszefoglal6

A rugalmas szal kozelité differencidlegyenlete mérnoki szempontbdl kell6 pontossaggal
modellezi a hajlitott tartét. Minden mdas miiszaki tudoményban a hajlitott gerenda
modellezéséhez ezt a képletet alkalmazzak, igy a Zimmermann-Eisemann féle levezetésben a
vasuti palyak terhelésének modellezésénél is.

Jelen tanulmany is bizonyitja, hogy a miiszaki felsoktatasban a matematika emelt szintii
ismerete nélkiilozhetetlen. Bizonyitja azt is, hogy a matematika a gyakorlatban nagyon segiti a
mechanika fejlédését, mely a mérndki gondolkodas alappilére.
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OSSZEFOGLALO. A /2 irracionalitdsdnak olyan ismert bizonyitdsait mutatjuk be és hasonlitjuk
Ossze, amelyek az emelt szintli matematika érettségin elvart ismeretanyag kiilonb6zé témako-
reire épiilnek. Roviden vizsgaljuk ezen bizonyitdsi médszerek altaldnositasi lehetségeit mas
masodfoku illetve magasabb foku algebrai szdmok esetén, valamint azt is, hogy hogyan kapha-
tunk bel6liik az adott algebrai irraciondlis szamot jol kozelitd raciondlist. A kapott eredményeket
numerikus kisérletekkel szemléltetjiik.

ABSTRACT. We present and compare some well-known proofs for the irrationality of /2, which
are accessible for high-school students in the sense, that they are built on ideas which are parts
of the requirements for an advanced level high-school graduation exam in mathematics in Hun-
gary. We briefly investigate generalizations of these proofs for other quadratic irrationals and for
algebraic irrationals of higher degree. We also consider possibilities for obtaining rational appro-
ximations using ideas from the investigated proofs. We illustrate the results with some numerical
experiments.

1. Bevezetés

A V2 € R\Q tétel kiilonféle bizonyitdsainak nagy szdma és sokfélesége jelzi, hogy annak
ellenére, hogy mar nagyon régen igazoltdk, mégsem veszitett érdekességébdl az id6k soran.
S6t, a tételt és egy bizonyitdsat az emelt szintli matematika érettségi vizsgat tevoknek ismernie
kell. A matematika érettségi részletes vizsgakovetelményei [ 1] szerint ugyanis "/[...] az emelt
szint kovetelményei kozott specidlis anyagrészek is taldlhatok, mivel emelt szinten elsésorban a
felsooktatdsban matematikdt haszndlo, illetve tanulé hallgatok felkészitése torténik [...]". Ezen
specidlis anyagrészek egyike a "1.2.1 Fogalmak, tételek és bizonyitdsok a matematikdban", azaz
emelt szinten sziikséges ismerni alapvet6 bizonyitdsi mdédszereket; tovdbba "2.3 Raciondlis és
irraciondlis szamok" témakdrben "Bizonyitsa, hogy v/2 irraciondlis szdm."

Ebben a rovid jegyzetben a /2 irracionalitdsanak néhany olyan bizonyitdsat mutatjuk be,
amelyek az emelt szinti matematika érettségin elvart ismeretanyag kiilonbozo részeire (osztha-
tésdg, szamrendszerek, sorozatok, hasonldsdg) épitenek. Nem az a cél, hogy teljes attekintést
adjunk a kiilonféle moédszerekrdl, hiszen ezek szdma meglehetdsen nagy és koziiliikk tobb is
olyan ismeretanyagot igényel, amely az érettségin elvarhat6 szinten tdlmutat. Csak kiemeliink
néhany megkozelitést, ami kozépiskolas szinten feldolgozhato és akar egy érettségi feleletben

' ENGLISH TITLE. About irrational numbers with high-school methods
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is eldadhatd. Ahelyett, hogy a szakirodalombdl egyenként keresnénk ki a kiilonféle gondolat-
meneteket, kiindulépontként az [5] honlapot valaszthatjuk, amely a tétel 29 féle bizonyitasat
gyljtotte 0ssze és mutatja be (hivatkozdsokkal egyiitt), némelyikbdl tobbféle valtozatot is. Mi-
vel az egyes bemutatott 6tletek kiillonbozo érettségi témakorokbol valok, ezért szemléltethetjiik
veliikk az ezen témakorok kozotti kapesolatokat is. Vizsgdljuk, hogy a bemutatott médszerek
mennyire altaldnosithaték — részben maradva az emelt szintl érettségi ismeretanyagdn beliil —
mads kvadratikus vagy magasabb foku algebrai szamok (pl. ¢ = %5 vagy /2) irracionali-
tdsdnak kimutatdsdra. Megvizsgdljuk tovabbd, hogy a bemutatott bizonyitdsok alapjan hogyan
nyerhetiink az irraciondlis szamot jol kozelitd kozonséges torteket. Ezeket a modszereket olyan
numerikus kisérletek eredményeivel szemléltetjiik, amelyhez sziikséges programozasi készsé-
gek nem esnek messze digitalis kulttra érettségin elvart szinttdl.

2. V2 € R\Q sokféleképpen

Az ebben a részben bemutatdsra keriild gondolatmenetekben kozds, hogy indirekt megkozeli-
téssel indulnak, azaz indirekt felteszik, hogy a /2 felirhat6 kozonséges tort alakban

VZ=2.(b#0) ()

s6t némelyben az is sziikséges, hogy ezen tort szamldl6ja €s nevezdje relativ prim legyen vagy
masképp fogalmazva a nevezdje a lehet6 legkisebb legyen. A legkonnyebben tgy juthatunk
célhoz, hogy a bizonyitdsban alkalmazunk egy "erds" masik tételt, amelyet azonban kozépisko-
ldban nem bizonyitunk.

1. Bizonyitas ([8] és [5, Proof 3]). A szamelmélet alaptétele szerint a (x)-beli a szamlal6 és a
b nevezd is egyértelmiien felbonthatok primtényezdk szorzatdra. Négyzeteikben a 2-es primté-
nyez0 kitevoi parosak kell legyenek, hiszen minden primtényezd kitevGjét duplazzuk négyzetre
emeléskor. Ez azonban ellentmond a (*) indirekt feltevéssel ekvivalens a?> = 2b? 6sszefiig-
gésnek, mert ennek jobb oldaldn a 2-es primtényezd kitevdje pdratlan a tobblet szorz6tényezd

miatt. O

Ez a bizonyitds egyszeriien altalanosithaté minden olyan egész szdm négyzetgyokére, ami
maga nem teljes négyzet, hiszen ekkor lennie kell legaldbb egy olyan primtényez6nek a felbon-
tdsdban, ami pdratlan kitevovel szerepel. Ekkor ezzel a primtényezdvel dolgozhatunk az 1. bi-
zonyitasban: pl. v/12 esetén az a®> = 12b-ben a bal oldalon a 3 primtényezé kitevje paros, de
a jobb oldalon paratlan, ami ellentmondas.

2. Bizonyitas ([5, Proof 2]). A (x) indirekt feltevésben legyen a tort szamlédl6ja és nevezdje
relativ prim. A (x) feltevéssel ekvivalens a?> = 2b? egyenl6ségbdl adéddan a? és emiatt a is
paros, pl. a = 2z valamely x € N-re. Ezt helyettesitve adédik b> = 222, emiatt b* és igy b is
pérosak. Igy a és b is paros, ami ellentmond annak, hogy relativ primnek feltételeztiik Sket. O

Ez a bizonyitas, ha nem is annyira direkten mint a megel6z0, ugyancsak épit a szamelmélet
alaptételére, hiszen azzal indul, hogy (x) Osszefiiggésben a szamlal6t és a nevez6t is primténye-

7 2

z0ik szorzatédra bonthattuk és a k6z0s primtényezdkkel egyszerisithettiink.

3. Bizonyitas ([5, Proof 4]). A Rolle-féle racionalis gyoktétel (racionalis gyokteszt) szerint, ha
egy egyszerlsitett kozonséges tort gyoke egy egész egyiitthatds polinomnak, akkor a szdmlélgja
osztja a konstans tagnak, a nevezGje pedig a féegyiitthaténak. gy egy egész egyiitthatds poli-
nom minden raciondlis gyoke véges sok raciondlis szdm koziil keriilhet ki, minden mas gyoke
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emiatt irraciondlis. Eszerint az 22 — 2 polinomnak az dsszes raciondlis gyoke a {—2; —1;1; 2}
halmazbdl keriilhet csak ki. Mivel ezen halmaz egyik eleme sem gyok, ezért a polinom két
gyoke, a +4/2, irracionlis kell legyen. O

Mivel a felhaszndlt tétel — a raciondlis gyoktétel — nagyon altaldnos, ezért a segitségével
kapott 3. bizonyitds nem csak a /2 irracionalitdsanak igazoldsdra j6, hanem tulajdonképpen
az Osszes Q-feletti irracionalis algebrai szdm esetére, csak az 2 — 2 polinom helyett az adott
algebrai szdm minimdlpolinomjét kell haszndlni. Noha a raciondlis gyoktétel az emelt szinten
tanult fogalmakkal bizonyithat, mégsem része az érettségin elvért ismeretanyagnak. Igy a fel-
hasznaldsaval bizonyitani a v/2 irracionalitdsat tilz4snak tekinthetd.

Az el8z6 bizonyitasokban inkdbb a (x) indirekt feltétellel ekvivalens a®> = 2b? egyenletet
hasznéltuk. (Még a 3. bizonyitdsban elSkeriil§ z* — 2 = 0 egyenlettel is kapcsolatos x = ¢ he-
lyettesitéssel.) Mivel ezen egyenletnek tehat nincs megoldasa az egész szampdrok halmazaban,
azaz a® — 2b* # 0, ezért |a® — 20?| > 1 kell legyen. Ezt a megfigyelést és a kdzépszinten is
elvart nevezetes azonossagot felhasznédlva

(V2-) (VB+3)
V2+4

2
a
2- %

V2+4

la? — 20| 1

b(a+b\/§) = b(a—f—b\/i).

a
2——‘:
vl

Mivel feltehetd, hogy b < a < 2b, ha a v/2-t minél jobban megkozelitd tortet szeretnénk, ezért
1 1 1 1 Lo PR
G > 7 @vE) — @R Igy az emelt szintl ismeretanyag felhasznaldsaval kaptuk a

a
9 _ =
Vo3

1
>(2—,ha1<g<2

+2) b2 b

osszefiiggést, amivel jellemeztiik, hogy a /2 mennyire pontosan kozelithets meg az |1;2[ in-

oy

tervallumbdl val6 adott nevezdji tortszam segitségével (diofantikus approximécié témakor).

4. Bizonyitas ([7] és [5, Proof 14]). A (x) indirekt feltevéssel ekvivalens a? = 2b%. Mivel min-
den egész szam négyzetének harmas szamrendszerbeli alakjdban az utols6 nem nulla szamjegy
1, ezért az a® = 2b? egyenletnek egyetlen egész (a,b) szdmpér sem lehet megolddsa, hiszen a
bal oldalon az utolsé nem nulla szamjegy 1, de a jobb oldalon 2 a 2-vel val6 szorzds miatt. O

Ez a bizonyitas rovidsége ellenére csak a harmas szdmrendszer és a hatvanyozds ismeretét
igényli, amik emelt szinten elvéarhatok. Kis mddositassal dtiiltethetd a v/2 esetére, ha négyes
szamrendszerben dolgozunk, illetve V/2 esetére, ha 6tds szamrendszerben dolgozunk, azonban
mar nem miikodik /2 esetére, ha a hatos szdmrendszerben dolgoznénk.

5. Bizonyitas ([4] és [5, Proof 5] alapjan). Indirekt feltéve, hogy /2 racionilis, 1étezik egy
minimalis b € Z* gy, hogy bv/2 € Z*. Vizsgiljuk a b’ = b(v/2 — 1) = by/2 — b szdmot:

o egyrészt b € Z, ugyanis V' két egész kiilonbsége: bv/2 € Z* az indirekt feltevés miatt és
nyilvan b € Z™,

e miasrészt 0 < b’ < b, hiszen 0 < v/2 —1 < 1,

o végiil b'\/2 € Z*, hiszen V'/2 = 2b — by/2 (két egész szam kiilonbsége, 1d. itt is az
indirekt feltevést).

Igy b’ egy b-nél kisebb pozitiv egész, amire b'+/2 € Z* ugyanigy mint b\/2 € Z*. Ez azonban
ellentmond az ilyen tulajdonsagi szamok kozott a b szam feltételezett minimalitdsdnak. O
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7

Az eldzbekkel ellentétben a [5, Proof 5], amely [4] cikkben jelenik meg el6szor, nem haszndl
fel segitségképpen mds ltaldnos tételt (hanem csak az egészrész fogalmit, 1d. [v/2| = 1):ilyen
értelemben eléggé "minimalista" bizonyitdsnak tekinthetd, mégis teljes mértékben illeszkedik
az emelt szinten elvart ismeretanyagba. Ennek ellenére nem kizdrélag a v/2 esetére miikodik
kozépiskolds szinten, hanem barmely olyan k pozitiv egész szdm négyzetgyoke esetén, ami
maga nem négyzetszam: ekkor a v/2 — 1 szam helyett a bizonyitisban av/k — L\/EJ szamot kell
haszndlni, ami ugyancsak pozitiv és kisebb mint 1. Ha négyzetszdmmal prébalkoznénk, akkor
Vk— |Vk| = 0 és a bizonyitds nem miikodik. S6t, a gondolatmenet 4ltaldnosithato tetszdleges
VEk (n > 2) esetére, 1d. [4].

Az el6z0 bizonyitasbelihez hasonlé "minimalista" megkozelitést alkalmaz az aldbbi gondo-
latmenet is.

6. Bizonyitas ([8], [5, Proof 8]). A (x) indirekt feltételben 1 < /2 = 5 < 2,azaz b < a < 2b,
amibdl kovetkezéen 0 < a — b < b. Vélasszuk (x)-ban a b nevezot a lehetd legkisebbnek és
vizsgaljuk a 2=¢ tortet:

Eszerint felirhattuk a v/2-t egy olyan kozonséges tortként, aminek az a — b nevezdje kisebb mint
a b nevezo. Ez azonban ellentmond a b nevezé feltételezett minimalitdsanak. O

Az el6z6 bizonyitasban a v/2-t kétféleképpen is elGallitottuk : egyrészt (indirekt) feltételez-

ziik a (x) eldallitast, masrészt a 2;_—5 torttel :

2b —
;:%<—>b(2b—a):a(a—b)<—>2b2—ab:a2—ab<—>a2:2b2,

a p—
amely Osszefiiggést pedig az 1. és 2. bizonyitdsokban hasznositottuk. Az 5. bizonyitasban fontos
szerepet jatsz6 illetve a 6. bizonyitasban is el6fordul6 /2 — 1 szam a kévetkezd gondolatmene-

tekben is kozponti szerepet kap.

7. Bizonyitas ([5, Proof 21]). Raciondlis szdm egyszer( lanctort alakja ismételt maradékos
osztassal (mint az euklideszi algoritmusban) meghatarozhatéan mindig véges lanctortet ad. A
(\/§ — 1) . (\/§ + 1) = 1 Osszefliggésbdl kapjuk, hogy

Va1 1 1 1 1 1
_— pu— pu— pumy 1 pumy 1 = 1 .
\/§+1 2—|—\/§—1 2+\/§+1 2+m 2+W
Igy a v/2 lanctort alakja végtelen, azaz a /2 nem lehet raciondlis. ]

A maradékos osztds a 11. évfolyamos matematika tananyag része (kozépszinten is). Noha
se a lanctortek, se az euklideszi algoritmus nem része az €rettségin elvart ismeretanyagnak, de
mindkett6 rovid targyaldsa emelt szintli csoportban kis id6 raforditdsdval (csak példdkon ke-
resztiil, mell6zve az elméleti bizonyitasokat, pl. konvergencia stb.) lehetségesnek tiinik. A /2
egyszer( lanctort alakjdval azért van szerencsénk, mert az periodikus, s6t meglehetdsen egy-
szer(i a periddusa. (Egy irraciondlis szam egyszer(i lanctort alakja pontosan akkor periodikus,
ha az megoldasa egy egész egyiitthatés masodfoku egyenletnek: Euler-Lagrange.) Hasonléan
egyszertien kaphatjuk az aranymetszés ¢ = # aranyszamanak lanctort alakjat, hiszen ¢ a
pozitiv gyoke az 2 — x — 1 polinomnak, emiatt ©* = ¢ + 1, amib3l

1 1
p=1+—- = p=1+—7
2 1+m
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8. Bizonyitas ([2] és [5, Proof 7]). Az 1. dbra alapjan dolgozunk a (x) indirekt feltevéssel.
Nagyitva a bal oldali egyenl6 szarud, derékszogli hairomszoget a b-szeresére a képhdromszog
oldalhosszisagai (a atfogo és b befogdk) egész szamok. Ha az egyik befogét az atfogdval kozos
végpontja koriil az 4tfogéra forgatjuk, majd a kapott pontbdl merSlegest allitunk, akkor ez a
merdleges a nagyitott hdromszogbdl egy kisebb egyenld szari derékszogli hdromszoget valaszt
le. Ennek a befogéi a—b, az atfogdja 2b—a hossziisagu, azaz mindhdrom oldaldnak hossza egész
szam. Ezt a folyamatot folytatva olyan, az eredetihez hasonld, minden hatdron tdl zsugorodé

2b—a

b a—>b

/g—b

2b—a a—>b

1. dbra. v/2 € R\ Q hasonlésdggal

haromszogeket szerkeszthetiink, amelyek oldalhosszai mégis mind egész szamok lesznek. Ez
azonban lehetetlen, tehat ellentmonddsra jutottunk a (x) indirekt feltevésbdl kiindulva. O

Az 1. dbrdn 1€v06 ’1;1; 7 oldalhosszisagd hdromszog hasonl6 a kinagyitott haromszgbdl

levilasztott *a — b;a — b; 2b — a’ oldalhosszdsdgu hdromszoghoz. Igy benniik megegyezik az
atfogo-befogo hossziisag arany, azaz § = 2;’%; Eppen ez az 6sszefiiggés jatszott kozponti sze-
repet az algebrai jellegli 6. bizonyitdsban.

Ha egyenld szart derékszogli haromszog helyett egy egyenl6 szaru, 72°-72°-36° szogl ha-
romszoggel dolgozunk, amely alapja 1 egység hosszu, akkor szdrai hossza az aranymetszés ¢
ardnyszdma. Ha ebben a hdromszogben az egyik alapon fekvd szog szogfelezbjével valasztunk
le egy hozzd hasonl6 kisebb haromszoget, akkor a fenti bizonyitdshoz teljesen hasonlé bizo-
nyitast készithetiink ¢ irracionalitisara. A kapott hdromszdg-sorozatban a hasonlésag ardnya
éppen ¢ — 1 lesz.

Az 1. dbrarol lathatéan a zsugorod6 haromszdg-sorozat oldalhosszisagai olyan mértani so-
rozatokat alkotnak, amelyek hdnyadosa (azaz a kicsinyités ardanya) éppen /2 — 1, amely szdm-
érték mar az el6z6 két bizonyitasban is eldkeriilt. Tulajdonképpen ezen hasonldsagi ardny mint
mértani sorozat hanyados jétszik szerepet a /2 irracionalitdsdnak sorozatok felhasznaldsaval
torténd kovetkezd bizonyitasaiban is.

9. Bizonyitds ([5, Proof 9]). Vizsgdljuk a (v2—1)" (n € N) pozitiv tagokbdl 4116 mértani
sorozatot. Mivel hanyadosa 0 < V2 —1 <1, ezért (\/§ — 1)” — 0, amikor n — oo. Masrészt
teljes indukcidval beldthatd, hogy (v/2 — 1)” = a,, +b,v/2 minden n € N esetén, ahol a,, és b,
egyardnt egész szamokbdl 4ll6 sorozatok. Valéban: ag = 1, by = 0, tovdbbd, ha valamely n-re



116 Zsuppén S.

(\/§ — 1)” = a, + b,\/2, akkor

(\/5 — 1>n+1 = (an + bn\/ﬁ) (\/§ — 1) = (—an + 2b,) + (a, — by) V2,

tehat a,, 1 = —a, + 2b, és b,+1 = a,, — b,. Ha (x) indirekt feltevéssel indulunk, akkor
n b+ by, 1
(\/5—1) :an+bn\/§:an+bn-%zuﬂzg>0,

hiszen a kapott tort szamldl6ja pozitiv egész, azaz legalabb 1. Ez azt jelenti, hogy a (\/5 — 1)”
sorozat egy pozitiv alsé korlattal rendelkezik, ami ellentmond annak, hogy nulldhoz tart. O

Ebben a bizonyitdsban a mértani sorozatok korlatosséagi és konvergencia tulajdonsagait hasz-
naltuk fel, amiket egy emelt szinten érettségizének ismernie kell. Az a,, és a b,, sorozatok expli-
cit képletének ismerete nem sziikséges a bizonyitdshoz, és levezetésiik is tilmutat az érettségin
elvarhat6 ismeretanyag keretein, hiszen az (a,, b,) — (ap+1, bys1) rekurziés matrix hatvanyai-
nak kiszdmitdsaval juthatunk a képletekhez:

s () () = 3 (e

i (1) = (Va1)) = 3 (D

Ha ezen képletek levezetése nem is, de taldn a helyességiik ellendrzése elvarhaté emelt szin-
ten. Mint az el6z0, a hasonlé haromszog-sorozatokat felhaszndl6 8. bizonyitds, a 9. gondolat-
menet is dtvihetd minimdlis valtoztatdssal az aranymetsz€s ¢ ardnyszdménak esetére. Ekkor a
(p —1)" = a, + b, mértani sorozatot kell vizsgdlnunk, amelyben szerepl$ a,, €s b, soro-
zatokra a -t definidlé ¢ = ¢ + 1 egyenlet felhaszndldsdval kaphatunk rekurziv képleteket:
Gpi1 = —0y + by €s by = a,. Ezekb6l adéddéan ag = 1, ay = —1és a1 = —a, + a,_1,
emiatt a,, a véltakoz6 elgjeld Fibonacci sorozat lesz.

10. Bizonyitas ([3] és [5, Proof 24]). Keressiik az x,, .o = —2x,11 + x, rekurziv Osszefiiggést
kielégitd x,, = bg"™ mértani sorozatokat! Ehhez a mértani sorozat képletét a rekurzidba helyet-
tesitéssel kapott bg"t? = —2bg" ! + bg™ egyenletet kell megoldanunk, ami a ¢> +2¢ — 1 =0
masodfokii egyenletté egyszertisodik. Ebbdl ¢ = ++/2 — 1, igy kétféle olyan mértani sorozatot
kapunk, ami a vizsgélt rekurziv szabalynak megfelel:

xn:b<\/§—1)n és xnzb(—\/i—l)n.

Koziiliik a v/2 — 1 hdnyadosiit vizsgaljuk a (x) indirekt feltételbdl kiindulva az zy = b € Z*1,
valamint az x; = b (\/5 — 1) = b“T_b = a — b € Z* kezd§ tag vélasztassal. Igy ezen sorozat
minden tagja egész szdm lesz, hiszen a két kezdo tag egész, a sorozat tobbi tagjat pedig az egész
egyiitthatos x,, o = —2x,11 + x, rekurzids Osszefiiggésbol szamitjuk ki. De 0 < V2—1<1
miatt ez a mértani sorozat nulldhoz tart, ami ellentmond annak, hogy minden tagja egész. O

Osszefiiggést fedezhetiink fel az el&bbi, sorozatokra épits és a hasonlésdgot alkalmazé 8. bi-
zonyitas kozott. Az x,, o = —2x,11 + x, rekurzio elsd két tagja, o = b és r1 = a — b, éppen
az 1. abréan 1évd kozE€psod illetve jobb oldali derékszogli haromszogek befogdinak hosszisagai.
Ezen két haromszog hasonlésdganak ardnya pedig, ugyancsak az 1. dbrardl lathatéan, éppen
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“T_b = ¢ — 1, ami a (*) indirekt feltételt alkalmazva éppen v/2 — 1, ami pedig éppen a vizsgilt,
nulldhoz tart6, mértani sorozat hdnyadosa. Eszerint a 10. bizonyitasban vizsgélt rekurzié éppen
a 8. bizonyitasbeli haromszog sorozat befogdinak hosszisagait szamitja ki, ha a megfelel6 két
kezdd taggal inditjuk.

Mindkét utébbi sorozatokra épiil§ bizonyitdsban a ¢ = /2 — 1 hdnyadosi nulldhoz tarté
mértani sorozattal dolgoztunk. A 10. bizonyitdsban ez a sorozat egy latszélag 1€gbdl kapott re-
kurzids képletet elégit ki, amely megfeleld kezd6tagok valasztdsa esetén csupa egész szambol
4116 sorozatot eredményez. Ez a rekurzids dsszefiiggés a v/2 algebrai egész 22 — 2 minimélpoli-
nomj4bal kaphat6, amelybe el8szor elvégezziik az x < x + 1 helyettesitést, majd az 2% ~ z,,,

(k = 0,1,2) megfeleltetéssel a kapott polinombdl készitjiik el a rekurzi6 képletét:
(x+1?—-2=24+22 -1 = 2= 22+1 = Tpio= —2Tp41 + Tp.

Ebben az eljardsban a minimalpolinom z véltozéjat éppen a /2 egészrészével toltuk el, igy a
kapott polinomot nulldval egyenlévé téve egy olyan rekurzié karakterisztikus egyenletét kap-
tuk, amely egyenletnek az egyik megolddsa éppen v/2 — 1. Igy a rekurziénak lesz egy olyan
mértani sorozat megolddsa, amely egyrészt nulldhoz tart, masrészt a (x) indirekt feltétel hasz-
ndlatdval olyan két kezd6 tagot vélaszthatunk, hogy a sorozat csak egész szambdl alljon, ami
pedig ellentmondashoz vezet. Ez a gondolatmenet dltalanosithaté barmely « irraciondlis algeb-
rai egészre:

e Hap(z) = Z;V:o a;x? az o minimdlpolinomja (ax = 1) és w = ||, akkor

N

o pu(z) =plr+w)= ]Z:%aj(a: +w)

Jﬁ% aji% (z)xiwj_i = g: (% (g)wj_iaj> x’.

i=0 \ j=i
e Mivel « egyszeres gyoke p(z)-nek, ezért 0 < v — w < 1 egyszeres gyoke p,, (z)-nek.

e A p,(x) = 0 a karakterisztikus egyenlete az x,. vy = — Zfigl A;x;y v rekurzidnak,
amelyben az egyiitthatok az A; = Zj\; (z )wj “'a; Osszefiiggéssel szdrmaztathatok.

e Ezen rekurzi6 egyik megolddsa a nulldhoz tarté x,, = b(cv — w)™ mértani sorozat (b > 0).

e Ha indirekt feltessziik, hogy a = g, valamely P és () # 0 egészekkel, akkor b = Q!
vélasztdsdval a sorozat elsé N kezdStagjaz; = PIQN 177 (0 < j < N—1) lesz, amelyek
mind egész szadmok.

e Mivel a p(x) polinom minden a; egyiitthatdja egész, ezért az eltolt p,,(x) polinom minden
A; egyiitthat6ja is egész, tehat a bel6le szarmaztatott x,,. y = — Zﬁ\fol A;xiy v rekurzié-
nak eleget tevs x,, = b(a — w)™ mértani sorozat minden tagja egész lesz, ami ellentmond

annak, hogy ez a sorozat nulldhoz tart.

Ha az « val6s algebrai egész nem irraciondlis, akkor egész és « = w = |« a fenti gondolat-
menetben. Igy a vizsgalt z,, = b(a — w)" sorozat nulladik tagja b, de a tobbi tag mind nulla,
emiatt a fenti gondolatmenet nem miikddik. Ahogy a 10. bizonyitds a fenti médon altaldnosit-
hat6 minden algebrai egészre, ugyanigy a megel6z06 9. bizonyitds is dltaldnosithatd, amint az
a [9] cikkbdl kideriil. S6t a segitségével — egyszerlibb esetekben — az irraciondlis szdmot jol
kozelité kozonséges torteket is meg tudunk adni.
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3. Kozelito kozonséges tortek, numerikus Kisérletek
A legtobb el6zekben bemutatott médszer azon kiviil, hogy igazolja a v/2 irracionalitdsat, nem
ad lehetSséget a v/2-t j6l kozelits kozonséges tortek megtaldldsara.

A lanctortekre épiilS 7. bizonyitdsb6l azonban kaphatunk ilyet (és nem csak a /2 esetén)
ugy, hogy a végtelen lanctort egy véges szegmensét vessziik raciondlis kozelitésként. S6t, amint
a kapcsol6dé szakirodalombdl kideriil, az adott nevezdjii tortek kozott ezzel a mddszerrel talal-
hatjuk meg a legjobban kozelitd kozonséges tortet. A lanctortbe fejtés meghaladja az érettségin
elvarhaté ismeretanyag szintjét, a /2 vagy a ¢ esetében azért mégis egyszertibb dolgunk van,
mert lanctort alakjuk periodikus és — Iévén a minimdlpolinomjuk egyszerl — konnyen kiszamit-
hat6. Azonban ez a periodikussag kizdrdlag a raciondlis egyiitthatés masodfoku egyenletek irra-
ciondlis megolddsai esetében 4ll fenn, a tobbi algebrai szam ldnctort alakja mar nem periodikus
és — egy megfeleld pontossagu tizedestort kozelités hidnyaban — nem is kdnnyen szarmaztatha-
td, joval az érettségi ismeretanyag szintje felett van, ezért kozépiskoldban nem feldolgozhaté.
Egy ilyen médszert tartalmaz [60], amelyben a [co, ¢1, . . . | ldnctortbe fejtend6 N-edfoku algebrai
szdm p(zr) minimdlpolinomjénak segitségével hatdrozza meg egymds utdn a lanctort ¢, jegyeit
felhaszndlva a py(z) = p(z), poi(z) = —2Vp,(L + ¢,) rekurziv médon definidlt polinom
sorozatot.

A sorozatokra épiil6 9. bizonyitds is lehet6séget ad kozelit6 raciondlis szamok megaddsara.
Ugyanis, ha « irraciondlis, akkor l1éteznek egész szamokbdl 4ll6 a,, €s b, sorozatok ugy, hogy

lim (a, + b,a) = 0, igy megfelel$ kiiszobindex felett o ~ -5 A V2 vagy a ¢ szdmok

n—oo
esetén ilyen sorozatok rekurziv médon viszonylag konnyen megadhatdk gy, hogy a megfeleld

irraciondlis szam és egészrészének kiillonbségét hatvanyozzuk felhasznalva az irraciondlis szdm
minimalpolinomjat, 1d. 9. bizonyitast. Ezzel a mddszerrel nyerhetiink kozelitdé kozonséges tor-
teket magasabb foku algebrai szamok esetére is ugy, hogy végigvissziik a [9] cikkben felvéazolt
modszert. Ehhez jelolje a a kérdéses algebrai irracionédlis szdmot és w egy olyan raciondlis sza-
mot, amelyre |a — w| < 1, pl. w = |«]. Jeldlje p(z) = 2V + Zj.v:_ol c;a? (¢; € Q) az oo (N-ed
foku algebrai irraciondlis) minimdlpolinomjét, azaz

N-1
aN = — Z c;o (D
j=0
Képezziik az (o« — w)™ hatvdnyokat az
N-1
(a—w)" = bg-n)aj =al.p™ ()
j=0
alakban, amelyben @ = (1, a, o2, ..., a¥™1) az o hatvdnyait tartalmazé oszlopvektor, valamint
a megfeleld b§n) egyiitthat6kat tartalmazé oszlopvektor b™) = (b(()n), b(ln), e b%l)_l).

e 0 < n < N esetén a binomidlis tétellel kapjuk, hogy bg") = (?)(—w)”‘j 0<j<n
illetve 5" = 0 (n < j < N — 1),

e N < nesetén a b™ egyiitthatévektorokat rekurziéval kaphatjuk meg felhasznélva az (1)
Osszefliggést minden 1épésben arra, hogy az

n

(@ —w)" = (o —w)
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szorzatban keletkez8 oV hatvanyt behelyettesitsiik az o legfeljebb (N — 1)-fokd poli-
nomjaval. Igy jutunk a

b™ = —wb™Y 4 cpn—Y 3)
rekurziéhoz, amelyben C € QV*¥ az o minim4lpolinomj4nak kiséré matrixa:
0 0 ... 0 —c
1 0 e 0 —C1
c=|: - - -
0 ... 1 0 —CN_2
0 ... 0 1 —CN-—1

Mivel w € Q szamot ugy valasztjuk, hogy |a — w| < 1, ezért n — oo esetén (o — w)™ — 0.
Emiatt bizonyos ng > 1 kiiszobindex esetén mondhatjuk (2) alapjan, hogy a” - b =~ 0, ha
n > ny. Eszerint rogzitve egy ny > 1 kiiszobindexet 0sszeallithatjuk a

ar - proth  ~

“)

&T-b(n°+N_1) % 0

raciondlis egyiitthatés egyenletrendszert, amelyben az o, a?, ..., ! hatvanyokat "ismeret-
lenként" kezeljiik. Mivel ebbdl rendszerbdl csak az « irraciondlis szdmot kozelitd kozonséges
tort értékére van sziikségiink, ezért alkalmazhatjuk a Cramer szabalyt:

dot <b(i)>j=0,2,...,N1
7 ) i=no+1,...no+N—1 )

)j:l,Q,...,N—l

R Ty =

J

det (1!
i=ng+1,...,nog+N—1

Ha az « tobbi hatvanyat kozelité kozonséges tortre is sziikség lenne, akkor megoldhatjuk a

teljes egyenletrendszert is.

1. Példa. Példdul az o = [b,a,a,...|, (a,b > 0) periodikus lanctort egy kvadratikus algebrai
egészet definidl, hiszen minimdlpolinomja 72— (2b—a)z— (b(a—b)+1). A megfelel§ masodfokd
egyenlet pozitiv megolddsa o = w. Emiatt N = 2 és (4) csak egy egyenletre redu-
kalodik, igy nem is sziikséges determindnsokat szdmitani, kozépiskolds szintli dtalakitdsokkal
dolgozhatunk. A mddszer éltal adott, a-t kozelitd r,, kozonséges tortek sorozata konnyen szar-
maztathato, ha a 3. fejezetben vazolt mddszerben a w = |« = b vélasztdssal éliink. Ugyanis

ekkor (a —b)! = ~b+a,azazr = —§ = —=Y = b arekurziv sorozat kezd tagja és

(a0 — )" = (a — b)(an + bpa) = (=ba, + (b(a — b) + 1)b,) + (an + (b — a)b,)a,

amibdl pedig kapjuk a rekurzids szabdlyt:

Uny1 —ba, + (b(a — b) + 1)b,  br, +bla—b) +1
Tntl = — = — =
+ byt a, + (b —a)b, rn+ (a—b)
Ha az o = [b,a,a,...] lanctort kifejtésben az elsd n jegybdl all6 résztortet 77, jeldli, akkor
i =0és
, 1 bla—b+7r)+1 brl, +bla—>b)+1
TTL+1 = b —|— = = 5
a—b+rl a—b+rl r’ + (a—0)

tehat az a-t kozelits lanctortek 7/, sorozata megegyezik az r,, sorozattal. Példaul :
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ea=26éb=1leseténaz 2 = [1,22,..

sorozata 1y = 1 és 7,11 = 232, vagy

.]-t legjobban kozelits r,, kozonséges tortek

e a=46ésb=2esetén az \/5 = [2,4,4,...]-t legjobban kozelits r, kozonséges tortek

sorozata ry = 2 és 741 21}”"—35 mindkét — [6] illetve [9] alapjan miikodé — mSdszerbdl.

L, a(b—2¢)++/a?(2b—c)2+4a(ab(c—b)+c) . . . .
2. Példa. Az a = [b,a,c,a,c,...] (=20 /o 2a) (@be=)7) §iraciondlis szdm esetén,

amely az o® = (2b—c)a+b(c—b) + < egyenletnek tesz eleget, a mértani sorozatos médszerbdl
kapott kozelitd kozonséges tortek sorozata r; = b valasztdsa esetén itt is megegyezik a kozelitd
lanctortek sorozatdval, ugyanis mindkettdt az

abr,, + ab(c — b) + ¢

Togl =
H ar, + a(c —b)

rekurziv Osszefiiggéssel szamithatjuk ki. Példaul /15 = [3,1,6,1,6, . ..] esetén mindkét mod-

szerrel 711 = 3, 71 = ‘3‘:21;’5

3. Példa. Nem minden kvadratikus algebrai irraciondlis esetén garantdlt, hogy a [6] alapjan
készithet6 lanctort sorozat és a [9] alapjdn készithetd kozelitd tortek sorozata megegyezik. Pél-
ddul a V13 = 3,1,1,1,1,6,1,1,1,1,6,,...] = 3,60555... &t jegy hosszisagu periédussal bird
lanctort esetén a Pythonban megvaldsitott algoritmusok az aldbbi eredményeket adtdk. A [9]

V13 kézelitése kézonséges tortekkel V13 kézelitése kézonséges tortekkel

iteracios lépés

©
E g ++ X oo | @ EEY
Y 8 > @Qg X det. médszer w = |V13]
2 E 77 + —
> 71 + X X X 00000 L= B + + det. médszer w=V13]+1
o s 4 @% + O lanctdrtes médszer
£ 6 + X X 00 =
8 2 6 +
o 51 + X 000 % B +
N c -8 S
) G - B
o 41 + XXX ©0000 Nl
8 101 +

bt 2 ® g
2 34 + X X 00 ) f— £ 12 ] +
& X det. médszer w = [V13] D “ *
S i — = B
52 +X 9696 + det. médszer w = [V13]+1 | °G -14 Og
N
% 4 4 N
21| m@moo O lanctortes modszer S _i6 = ®

: . . . - . ; " . ; " ; ;
¢ 0 5 10 15 20 25 0 1 3 4 5 6 7 8

log1o (nevezd)

2. abra. v/13 kozelitése kozonséges tortekkel

alapjan miikod6 mértani sorozatos megkozelitést a /13-hoz legkdzelebb 4116 két egész szam,
w = |V13] = 3ésw = |/13]| +1 = 4 felhasznaldsdval is megvaldsitottuk. A w = 4 vélasztas
esetén — mivel a v/13 kozelebb van a 4-hez — gyorsabban konvergil6 kozonséges tort sorozatot
kapunk ugyan, de a ldnctortes modszer illetve a w = 3-mal kapott tort sorozat ugyanazt a pon-
tossagot joval kisebb nevezdjli kozonséges torttel képes elérni. Azonban a w = 3 vélasztdssal
készitett tort sorozat nem tartalmaz minden kozelitd ldnctort sorozatbeli tagot.

Az el6bbi példakbol lathatéan az emelt szintli érettségin elvarhaté ismeretanyaggal meg-
érthetd, a 9. bizonyitdsban haszndlt mértani sorozatokra épitd mdodszer néhany, f6képp egy-
szerl periddusu lanctorttel megadhatd kvadratikus irraciondlis esetén ugyanazokat a kozelitd
kozonséges torteket adja mint a sokkal bonyolultabb [6] cikkben tdrgyalt médszer amennyiben
a benne hasznélt paramétert w = |/« alapjan vélasztjuk. SGt, a mértani sorozatos médszer-
hez ekkor még az (5)-beli determindnsokat sem kell kiszamolni, hiszen ekkor a (4) rendszer
egyetlen egyenletre redukélodik.
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Magasabb foku algebrai irraciondlisok esetén azonban a lanctort kifejtésiik mar nem peri-
odikus, valamint (4) rendszer is tobb egyenletbdl 4ll. Noha ekkor a (4)-(5) alapjan egyszer{ibb
esetekben kézzel is kiszamithaté lenne egy, a vizsgalt irraciondlis szamot kozelitd kozonséges
tortekbdl all6 sorozat, de annak Gsszevetése a lanctortes mddszer 4ltal adott eredménnyel dgy-
sem lenne teljesen lehetséges a periodikussdg hidnya miatt. EzErt ezt az esetet itt csak néhény,
szamitogépes segitséggel készitett példaval szemléltet;jiik.

4.Példa. A V/7=1,1,10,2,16,2,1,4,2,1,21,1,3,5,1,2,1,1,2,...] = 1.91293118 ... har-
madfoki algebrai egész esetén a w = |v/7| = 1 valasztdssal a determindnsos médszer las-
sabban konvergil, hiszen ekkor a 9 bizonyitasbeli v/7 — 1 mértani sorozat hdnyados nagyobb
ugyanis v/7 kozelebb van a 2-hdz. A gyorsabban konvergdlé sorozat sem taldlja meg az 6sszes
JOl kozelitd kdzonséges tortet, amit a lanctortes mdodszerrel megtalalunk.

— k F —_— o r e , .
V7 kézelitése kdzénséges tortekkel V7 kozelitése kézonseges tortekkel

©
£ g/ o 01 m
Es + o+ om0 | 0 «
N ® X
] E -2 X X
> 7 008 X X | £ @
g E x
9 — ® X
£ 6 + 06 X X 2 X X x
@ L2
- Oq+ X
b ~ 6 (o] X >S<
© 51 + + o8 X X © o .
N C _g- o +
g ~© O X
2 4 + -0 )
c Q -10 ®
= Q
@ 31 08 > _ = ) = 2‘8
G X det. médszer w = V7] & -121 X det.médszer w = (V7] +
=) - = ) N
$21 *tEEX XX 4 detmédszerw=(V7|+1 | G -14{ + det.modszerw=[V7]+1 © ot
] z = P N Z = z
0 . O  lanctortes médszer
511 @8 X O~ lanctortes médszer S 16 0o
o r . , - . . , . . : . . - - . : ,
00 25 50 75 100 125 150 175 0 1 2 3 4 5 6 7 8

iteracios |épés logio (nevezd)

3. dbra. v/7 kozelitése kozonséges tortekkel

5.Példa. A /345 = [3,1,30,2,1,2,1,2,4,2,1,1,5,1,1,4,1,17,...] = 3.9681187...
negyedfoku algebrai irraciondlis (minimélpolinomja z* — 1622 + 4) esetén a w = 3 paramé-
terrel készitett determinansos modszer konvergencidja nagyon lassu, mivel a megfeleld mértani
sorozat hanyadosa v/3 + v/5 — 3 = 0.9681187 ... nagyon kozel van az 1-hez. A masik w = 4
paraméterrel kapott sorozat ugyan gyorsabban konvergal, de mar kevés iteracios 1épésben na-
gyon nagy nevezG0jl egyszerisitett kozelit6 tortet ad, azaz kihagyja a sokkal kisebb nevezdj,
de mégis jobban kozelitd torteket.

V3 + V5 kézelitése kazbnséges tortekkel V3 + V5 kozelitése kézénséges tortekkel

° ©
4 w0 0 X
£ + o0 | 4§ ® % o«
] £ X
> = 21 @
& 61 X @00 '%
(]
2 o —4 - &
£ o (o]
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3 o 8 o
c Q (%) N
3 + 000 T —10- _
[ — — , Iy Irs
= X det. médszer w=[V3 + V5] 9 X det. médszer w =[V3 +V5] @
S 2 * 000 i P & 12 X = o
@ + det.médszerw=1V3+V5]+1 | g + det.médszerw =[V3+V5]+1 o
5 2 = < N z N .
v .o —-144 © lanctortes modszer
£1{ w0 O~ lanctortes modszer .3 14 fe)
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iteracios lépés

logyo (nevezd)

4. dbra. /3 + /5 kozelitése kozonséges tortekkel
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A kézzel is kiszamithat6 példdk és a numerikus kisérletek eredményei alapjan megéllapit-
hatjuk, hogy a [9] cikkben kifejtett elméleti mddszer csak alacsony fokud algebrai irraciondli-
sok esetén ad elfogadhat6 kozelitd kozonséges torteket, azaz a mddszer inkabb elméleti mind
gyakorlati jelent6ségili. Az emelt szintd érettségin elvarhatd ismeretanyaggal kizdrélag a kvad-
ratikus, azon beliil is csak az egyszer(i ldnctort-periddusd, irraciondlis szamok esetén van esé-
lylink a jol kozelitd kozonséges tortek megtaldldsara. Magasabb foku algebrai irraciondlisok
esetén kozelitd tortek keresésére inkdbb ajanlatos a [6] cikkben ismertetett lanctortes modszert
alkalmazni, ami azonban sajnos messze tilmutat a kdzépiskoldban elsajatithatd ismeretanyag
keretein.
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