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2024. DECEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ki akar ma
tanítani? – IV. rész
Misetáné Dr. Burján Anita a
Balatonlelle-Karádi Általános
Iskola és Alapfokú Művészeti
Iskola matematika-kémia szakos
kutatótanára,
természettudományi
munkaközösségének vezetője,
továbbá 2010 óta a Somogy
Megyei Sakkszövetség elnöke,
és 2023 óta a Magyar
Sakkszövetség Oktatási-Kutatási
Bizottságának elnöke. A sakk és
a matematika oktatása
összefonódott az életében, így
így mi másról beszélgetnének
Paulovics Zoltánnal, mint arról,
mi a szerepe a matematikának a
sakkban és a sakknak a
matematikában.

2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Királynők a táblán
A Héttusa   eddigi megoldásra
kitűzött feladatsorainak csaknem
mindegyikében szerepelt olyan
probléma, ami sakktábláról és
rajta bábuk elhelyezéséről szólt.
A nemrégiben elindult Héttusa
fórumban merült fel egy hasonló
kérdés:  Legfeljebb hány
királynő helyezhető el egy 20 x
20 mezős táblán úgy, hogy
mindegyik legfeljebb egy
másikat tartson ütés alatt? Innen
indul Makay Géza cikke a
királynőkről.  

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A 2024-es MEMO
néhány
feladatának
részletes
megoldása
A  2024-es Közép-Európai
Matematikai Diákolimpián az
egyéni versenyen négy, a
csapatversenyen nyolc feladat
került kitűzésre. E feladatok
közül adunk közre egy
válogatást részletes
megoldásokkal. A megoldásokat
a magyar csapat tagjai írták le:
Prohászka Bulcsú, Keresztély
Zsófia, Molnár István Ádám,
Kovács Benedek Noel, Vigh
Zalán és Holló Martin.
Köszönjük szépen a
közreműködésüket, és ezúton is
gratulálunk az elért
eredményükhöz – írták a
csapatvezetők, Hegedűs Dániel
és Kovács Benedek.

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Párbajozzunk a
matematikaórán?
Vegyük észre, hogy a
matematika tanításában milyen
lehetőségek vannak előttünk.
Látjuk, hogy visszaesett az
érdeklődés a hagyományos
versenyeinken. Népszerű lehet
egy olyan új verseny, ami
használja az online teret, a
digitális lehetőségeket.
Matematika párbajra hívja fel
kollégáit Róka Sándor. A játék
hátterének megteremtéséhez
pedig segítőtársakat keres. A
játékból kiindulva egy teljes
rendszer építhető fel, amit
tanárok, diákok egyaránt
sikeresen használhatnak.

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Váltószögek
podcast – 2024.
december
A Bolyai János Matematikai
Társulat Váltószögek című
podcast-sorozata 2024
áprilisában indult, mostanra a
negyedik adás is felkerült a
YouTube-ra. A műsor
házigazdája, Kosztra Gábor azt
szeretné bemutatni, kinek
milyen élményei kötődnek a
matematikához, a matematika
tanulásához, vagy a tanításához.
Az érdekes beszélgetések
elgondolkodtathatják a nézőt, és
kicsit kitekintve erőt adhatnak a
tanításhoz, hogy a mindennapi
rutinba ne fulladjunk bele... (A
kép forrása: termalfurdo.hu)

2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Tudományos
számítások –
SciComp24
konferencia
A tudományos számítások egy
multidiszciplináris terület, amely
a matematikát, a
számítástechnikát és egy adott
szakterület ismereteit ötvözi a
bonyolult tudományos
problémák megoldása
érdekében. Ebben a cikkben
Boldog Péter és Telcs András
bemutatja a Tudományos
Számítások Intézete Egyesületet,
illetve annak éves
konferenciáját, a SciComp
konferenciasorozatot, és a
nemrég lezajlott SciComp24
előadásairól is tájékozódhat az
olvasó.

2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Hálózatelmélet,
neurális hálók és a
2024-es a fizikai
Nobel-díj
Az amerikai John J. Hopfieldnek
és a kanadai Geoffrey E.
Hintonnak (foto: Wikipedia)
ítélték oda 2024-ben a fizikai
Nobel-díjat – jelentették be
október elején Stockholmban a
Svéd Királyi Akadémián. A két
kutató úttörő eredményeivel
jelentősen hozzájárult a gépi
tanulás lehetővé tételéhez
mesterséges neurális
hálózatokkal. A hálózati
folyamatokkal és a neurális
hálókkal ismertet meg Simon L.
Péter bevezető írása.

2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Megoldások,
megjegyzések a
Héttusa 6.
fordulójának
feladataihoz
A Héttusa 6. fordulójának
feladatmegoldásai szokás szerint
megjelentek az Érintő 
Facebook-oldalán. Róka Sándor
kiegészítette a megoldásokat a
beküldők gondolataival,
ötleteivel, hiszen egy-egy
problémához mindenki másképp
áll hozzá. Ezeket mutatja be a
cikk.

2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 6.
fordulójáról
Ez a forduló talán nehezebb
volt, mint az előző, összesen 82
helyes válasz érkezett a 7
feladatra, a beküldők csaknem
fele azonban hibátlan választ
adott minden kérdésre. A
legjobbak most is
könyvjutalomban részesülnek.
Lehetőséget kaptunk a KöMaL
honlapján a Fórum használatára,
ahol a feladatok témáit
egymással is megbeszélhetik,
továbbgondolhatják, akiknek az
érdeklődését felkeltette
valamelyik probléma. Itt
következnek a 6. forduló
eredményei...

2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 7. forduló
(2024. december)
A téli szünetre újabb 7
gondolkodtató problémát adunk.
A Héttusa rovatban kitűzött
feladatokra bárki küldhet
megoldást. A feladat kérdésére a
feladat sorszámát és a választ
kell megküldeni a
hettusa‍@‍ematlap.hu  email
címre.   A beküldési
határidő: 2025. január 12. Nem
csak a rendszeres megoldók
számára közöljük a feladatokat!

2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Veszélyes kanyar
Ugye, mindenki tudja, mi az a
Halmos-négyzet, a Bourbaki-
féle veszélyes kanyar, vagy
mióta is létezik a + és az = jel?
Ha mégsem, vagy ha szeretne
hallani Halmos Pálról és a
Bourbaki-csoportról is, olvasson
tovább. Aki pedig  ismer olyan
egyéb matematikai jelöléseket,
amelyeknek a története érdekes,
van kedve és ideje írni róluk,
akkor írjon, és küldje be az
Érintőbe! Erre kéri olvasóit a
cikk szerzője, Titkos Tamás. 

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

A 36. Varga Tamás
Módszertani Napok
Az idei, XXXVI. Varga Tamás
Módszertani Napokat 2024.
november 8-9-én személyes
részvétellel rendezte meg a
Varga Tamás Alapítvány és az
ELTE TTK Matematikatanítási
és Módszertani Központja az
ELTE TTK Déli épületében. Az
eseményről,   az előadásokról és
a különböző szekciók
programjáról Csapodi Csaba
küldött részletes beszámolót.

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Az Ericsson-díj
háttere
Mi minden áll az Ericsson-díj
hátterében? Először is egy
negyed százada az oktatás iránt
elkötelezett világcég, rengeteg
szervezőmunka, mintegy száz
kivételes, nagyszerű pedagógus,
akik elnyerték a díjat, és a róluk
szóló lélekemelő kisfilmek,
amelyek mostanában már a
YouTube-csatornán is
megnézhetők. A videók
készítéséről most először
olvashatnak a 2024-es Ericsson-
díjátadóról szóló beszámoló
keretében.

2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Fraktálok és
hiperbolikus
dinamikai
rendszerek –
Szemeszterprogram
az Erdős
Centerben
Az Erdős Centert a Rényi Alfréd
Matematikai Kutatóintézet
2021-ben alapította azzal a
céllal, hogy konferenciáknak,
nyári iskoláknak és tematikus
szemesztereknek adjon otthont a
matematika számos,
Magyarországon is magas
szinten művelt ágában. A 2024-
es őszi félév témaköre a
fraktálok és a hiperbolikus
dinamikai rendszerek. A
szervezők, Bálint Péter, Bárány
Balázs, Simon Károly és Szász
Domokos  ennek eseményeiről
írtak.

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Mérési
jegyzőkönyv a
KöMaL nyári
táboráról
A KöMaL fizika versenyzői
közül a legjobbaknak már 30
évvel ezelőtt is indított nyári
tábort Gnädig Péter, aki tavaly
ment végleg nyugdíjba a lap
eddigi történetének leghosszabb
ideig kitartó fizikus szerkesztője
munkaköréből. A táborok
tematikáját a MATFUND
alapítvány az elmúlt években
kiterjesztette a matematika
tehetséggondozásra is. Négy
táborozó  fiatal beszámolóiból
idézzük fel a nyári élményeket,
amelyekből részleteket közlünk.

2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Beszámoló a Big
Five Centenáriuma
rendezvényről
A magyar matematika öt
meghatározó, nemzetközi
mércével mérve is jelentős
alakja, Aczél János, Császár
Ákos, Fuchs László, Gál (Gaál)
István és Horváth János 1924-
ben születtek. Tanáruk, a
legendás Fejér Lipót már
egyetemi tanulmányaik idején
így nevezte őket: a „Big Five”.
2024. június 5-én a Rényi
Intézetben a százéves évforduló
kapcsán rendeztek ünnepi ülést.
Páles Zsolt és Pálfy Péter Pál
cikke részletesen közli az
ünnepelt Fuchs László, és az őt
köszöntők beszédeit.

2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Mi is... a grafon?
A grafon   fogalmát Borgs,
Chayes, Lovász, T. Sós,
Szegedy és Vesztergombi
vezette be és dolgozta ki, angol
nevét (graphon) a gráf (graph) és
függvény (function) szavak
összevonásával alkották. Daniel
Glasscock a Notices of the AMS
matematikai folyóirat 2015.
januári számának Mi is...
rovatában   adott részletes
bevezetést a témakörről, Lovász
könyvéből is bemutatva néhány
alapvető eredményt. Az írást
Tóth László Márton fordította le
az Érintő olvasói számára.

2024. DECEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

A számok titkos
élete
Kate Kitagawa és Timothy
Revell: A  számok titkos élete:
A  matematika ismeretlen
úttörőinek története című
könyvének hátsó borítóján levő
szöveg világosan elárulja: a
könyv nemcsak a matematika
ismeretlen úttörőiről, hanem
elsősorban olyan jelentős
matematikusokról szól, akiket a
fehér férfiak sokáig elnyomtak:
tehát nőkről, ázsiaiakról és
feketékről. Simonovits
Andrásnak volt, ami tetszett a
könyvben, és volt, ami nem, ezt
osztotta meg recenziójában.

2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Kiemelkedő
kutatások az SZTE
Informatikai
Intézetében
Meglepő, de igaz: jelenleg 8
pályázat van a Szegedi
Tudományegyetem Informatikai
Intézetéből különböző
fázisokban az MTA doktora cím
elérésére. Tekintve, hogy az
intézetben 56 oktató, illetve
kutató van teljes állásban, ez
elég nagy arány. Csendes Tibor
nem kis büszkeséggel számol be
kollégái sikeréről, és a rövid
leírásokból az is kiderül, milyen
témákkal foglalkoznak
mostanában az intézetben.

2024. DECEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Megemlékezés
Kertész Andorról
Ötven éve, 1974-ben hunyt el
Kertész Andor
algebraprofesszor. Ebből az
alkalomból rendezett emlékülést
2024. június 13-án a Debreceni
Egyetem Matematikai Intézete
és az MTA Debreceni Területi
Bizottságának Matematikai
Munkabizottsága. Kertész
Andor szakmai útját   és  a
normáltranszverzálisok
alaptételéről szóló, Szele
Tiborral közös cikkében
szereplő bizonyítását Nyul
Gábor ismerteti. 

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A 2024-es
matematikaérettségi
dolgozatok
eredményének
elemzése
2024 májusában volt az első
érettségi vizsga, amelyben
matematikából az új   NAT
szerinti követelményeket
alkalmazták. Érdemesnek tűnik
a vizsga után visszatekinteni az
eredményekre, különös
tekintettel azokra a feladatokra,
amelyek valamilyen
szempontból újak, újszerűek
voltak a feladatsorokban.
Csapodi Csaba és Koncz
Levente elemzését elsősorban a
tanárok figyelmébe ajánljuk.
Végső következtetésük, hogy a
2024-es közép- és emelt szintű
feladatsor egyaránt megfelelt az
új követelményeknek.
Következzenek a részletek.

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Érdekes
valószínűségszámítási
feladatok a világ
minden részéről –
2. rész
Fonyó Lajos és Fonyóné Németh
Ildikó szakköri feldolgozásra
szánt cikkének első része (három
fejezetben) bolyongásokról szólt
különböző felületeken.  A cikk
folytatásában három újabb
feladatcsokorral foglalkoznak: a
negyedik fejezetben nem
szabályos dobókockára
vizsgálnak   feladatokat, a
következő a geometriai
valószínűséggel kapcsolatban
tartalmaz feladatokat, végezetül
játékok nyerő stratégiájának
esélyét határozzák meg. A 2024-
ben a békéscsabai Rátz László
Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás
alapján készült ez az írás. 

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A
matematikaoktatás
múltja és jelene a
győri Révai Miklós
Gimnáziumban  –
2. rész
A cikk első része a Révai
Miklós Gimnázium múltjáról,
előző számunkban jelent meg. A
folytatásban az iskolában
napjainkban zajló
matematikaoktatást, a
tehetséggondozás formáit és
lehetőségeit tárgyalják a
szerzők.  Árki Tamás és Csete
Lajos  közöl egy 7. osztályos és
egy 11-12. osztályos szakköri
feladatsort, és felsorolja az
elmúlt 15 év legkiválóbb
diákjainak versenyeredményeit
matematikából. A Révai jelene
következik.

2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

További speciális
másodfokú
egyenletpárok
Tritz Árpád 2024 júniusában
már írt olyan speciális egész
együtthatós másodfokú
egyenletpárokról, ahol a
konstans tag előjelét
megváltoztatva mindkét
egyenlet gyökei egész számok.
Ebben a cikkben a konstans tag
és az elsőfokú tag
együtthatójának felcserélésével
kapott speciális másodfokú
egyenletpárokat tekinti,
megvizsgálva, milyen esetekben
lehet minden gyök egész. A
megoldás módszere itt más, mint
előzőleg, felhasználható
szakkörön, vagy az emelt szintű
érettségire felkészítés során.
Tovább...

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Városi vetélkedő a
szegedi MEMO-n
Az augusztusban Szegeden
lezajlott Közép-Európai
Matematika Diákolimpia
(MEMO) matematikán kívüli,
mégis fontos részét szeretné
bemutatni Győrffy Lajos
azoknak, akik még sosem voltak
ilyen többnapos rendezvényen,
és azoknak, akik a   jövőben
hasonló kísérővetélkedőket
szeretnének rendezni egy-egy
országos vagy nemzetközi
matematikaversenyen.
Kezdődhet a kincsvadászat!

2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO 2024,
Szeged – 2. rész
A 18. Közép-Európai
Matematikai Diákolimpia
eredményeiről az Érintő 33.
számában (2024. szeptember)
közöltük Kovács Benedek és
Hegedűs Dániel csapatvezetők
hivatalos beszámolóját. A 2.
részben a csapattagok és
vezetőik humoros
élménybeszámolójából
kaphatunk képet a szegedi
MEMO változatos
programjairól.
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Oláh Vera
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Az Ericsson-díj
háttere
Mi minden áll az Ericsson-díj
hátterében? Először is egy
negyed százada az oktatás iránt
elkötelezett világcég, rengeteg
szervezőmunka, mintegy száz
kivételes, nagyszerű pedagógus,
akik elnyerték a díjat, és a róluk
szóló lélekemelő kisfilmek,
amelyek mostanában már a
YouTube-csatornán is
megnézhetők. A videók
készítéséről most először
olvashatnak a 2024-es Ericsson-
díjátadóról szóló beszámoló
keretében.

Csapodi Csaba
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

A 36. Varga Tamás
Módszertani Napok
Az idei, XXXVI. Varga Tamás
Módszertani Napokat 2024.
november 8-9-én személyes
részvétellel rendezte meg a
Varga Tamás Alapítvány és az
ELTE TTK Matematikatanítási
és Módszertani Központja az
ELTE TTK Déli épületében. Az
eseményről,   az előadásokról és
a különböző szekciók
programjáról Csapodi Csaba
küldött részletes beszámolót.

Kosztra Gábor
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Váltószögek
podcast – 2024.
december
A Bolyai János Matematikai
Társulat Váltószögek című
podcast-sorozata 2024
áprilisában indult, mostanra a
negyedik adás is felkerült a
YouTube-ra. A műsor
házigazdája, Kosztra Gábor azt
szeretné bemutatni, kinek
milyen élményei kötődnek a
matematikához, a matematika
tanulásához, vagy a tanításához.
Az érdekes beszélgetések
elgondolkodtathatják a nézőt, és
kicsit kitekintve erőt adhatnak a
tanításhoz, hogy a mindennapi
rutinba ne fulladjunk bele... (A
kép forrása: termalfurdo.hu)

Szerkesztő
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Mérési
jegyzőkönyv a
KöMaL nyári
táboráról
A KöMaL fizika versenyzői
közül a legjobbaknak már 30
évvel ezelőtt is indított nyári
tábort Gnädig Péter, aki tavaly
ment végleg nyugdíjba a lap
eddigi történetének leghosszabb
ideig kitartó fizikus szerkesztője
munkaköréből. A táborok
tematikáját a MATFUND
alapítvány az elmúlt években
kiterjesztette a matematika
tehetséggondozásra is. Négy
táborozó  fiatal beszámolóiból
idézzük fel a nyári élményeket,
amelyekből részleteket közlünk.

Hegedűs Dániel, Kovács
Benedek
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO 2024,
Szeged – 2. rész
A 18. Közép-Európai
Matematikai Diákolimpia
eredményeiről az Érintő 33.
számában (2024. szeptember)
közöltük Kovács Benedek és
Hegedűs Dániel csapatvezetők
hivatalos beszámolóját. A 2.
részben a csapattagok és
vezetőik humoros
élménybeszámolójából
kaphatunk képet a szegedi
MEMO változatos
programjairól.

Győrffy Lajos
2024. DECEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Városi vetélkedő a
szegedi MEMO-n
Az augusztusban Szegeden
lezajlott Közép-Európai
Matematika Diákolimpia
(MEMO) matematikán kívüli,
mégis fontos részét szeretné
bemutatni Győrffy Lajos
azoknak, akik még sosem voltak
ilyen többnapos rendezvényen,
és azoknak, akik a   jövőben
hasonló kísérővetélkedőket
szeretnének rendezni egy-egy
országos vagy nemzetközi
matematikaversenyen.
Kezdődhet a kincsvadászat!
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Az Ericsson-díj háttere

Az Ericsson Magyarország kutatás-fejlesztési központja 30 éve támogatja a hazai
közoktatás matematika és fizika tehetséggondozását, a KöMaL tevékenységét. 2018-ban
már a 20. Ericsson-díj kiosztását ünnepelték közösen a pályázatok kiírását, elbírálását
szervező MATFUND Alapítvánnyal (lásd korábbi cikkünket). A koronavírus-járvány
előidézte helyzet és adminisztratív problémák nehezítették az utóbbi években a díj
meghirdetését, amelyet 2024 novemberében huszonnegyedik alkalommal adtak át az
Ericsson székházában. Idén megújult formában, az informatikát kiválóan tanítók
munkáját is elismerve „A matematika, fizika és digitális kultúra népszerűsítéséért”
kategóriájában tantárgyanként egy-egy, „A matematika, fizika és digitális kultúra
tehetségeinek gondozásáért” kategóriában pedig két-két (500  000 forintos ösztöndíjjal
járó) díjat ítéltek oda a három nonprofit szervezet, a Bolyai János Matematikai Társulat,
az Eötvös Loránd Fizikai Társulat és a Neumann János Számítógéptudományi Társaság
ajánlása alapján. Tehetséggondozásból a három tantárgyból összesen 17,
népszerűsítésből 16 személyre érkezett felterjesztés, amelyet kollégák, tanítványok,
szakmai közösségek nyújthattak be.

Az ünnepségen Boráros-Bakucz András kutatási igazgató hangsúlyozta, hogy az
Ericsson Magyarország K+F régi vágya, hogy a jövő mérnökei, fejlesztői, kutatói
érdekében a matematika és a fizika mellett az informatika, a digitális kultúra oktatói is
elismerésben részesüljenek.

Benczúr András, a MATFUND Alapítvány kuratóriumának tagja beszédében
megemlékezett egykori matematikatanáráról, Rábai Imréről, és az idén elhunyt Zsakó
László informatikai versenyek terén végzett kiváló tehetséggondozó munkájáról. A
matematika és az informatika szoros kapcsolatát nemcsak Benczúr András vagy Zsakó
László szakmai múltja mutatja. Bár korábban évente 4 tanár kaphatott matematikából
Ericsson-díjat, mostantól pedig csak 3, Tassy Gergely, akinek a digitális kultúra
tehetségeinek gondozásáért díjat ítélték oda, egyúttal a legkiválóbb matematikatanárok
között is megállja a helyét. A digitális kultúra népszerűsítésének díját pedig Schmieder
László vehette át, aki kezdetektől fogva a KöMaL informatika rovatának vezetője, lelkes
munkájával támogatva a KöMaL tehetségeit.

Tassy Gergely az Ericsson-díjjal

Schmieder László és Boráros-Bakucz András

Az Ericsson díjátadó ünnepségein minden évben levetítik azokat a kisfilmeket,
amelyeken a kitüntetettek tanítványai szerepelnek, ezeket a rendezvény résztvevői,
maguk a díjazott tanárok is ámulva nézik: a tanár munkáját a diákjai ismerik a
legjobban. A film riportereinek a gyerekek őszintén megnyílnak, elmesélve, mi mindent
éltek át az osztályban, szigort, igazságosságot, szeretetet, humort, hogyan éri el a tanár,
hogy a gyenge és a nagyon okos is tanuljon tőle. Kiderül, hogy az igazi pedagógusok
nemcsak a tantárgyi ismereteket tudják átadni, saját életükkel is példát mutatnak:
kirándulnak, bicikliznek, csellóznak, orgonálnak… Ezeket a tanárokat a diákjaik
szeretik, tisztelik, elismerik – ez átsüt minden mondatukon. Nézőként kétségünk sincs,
hogy ők megérdemlik a kitüntetést.

Erről a hagyományról megkérdeztük a kisfilmek, videók mindenkori készítőit is. Nagy
Attila János és dr. Borbély Zoltán ezt írták:

„Negyed évszázada ott vagyunk minden Ericsson-díjátadón! (Lehet, hogy lassan
bekerülünk a Guinness-rekordok könyvébe? ) De komolyra fordítva…. Az elmúlt 25
évben egy alkalom volt, amikor nem a mi stábunk készítette a filmeket, de azután és
azóta is bennünket kérnek fel a díjazottakat bemutató kisfilmek elkészítésére.
(Remélem, ez még eltart egy ideig…)

Az alapkoncepció az volt, és az ma is az, hogy megmutassuk, milyennek látják,
milyennek ismerik tanárukat a gyerekek? Milyen a kapcsolat tanár és diák között, a
tanítványok szemszögéből. Megpróbáljuk a humort és az érzelmeket kidomborítani a
filmekben, hiszen azt, hogy kiemelkedő eredményeket elérő pedagógusokról van szó,
mutatja maga a díj és az elhangzó laudációk is. Igyekszünk nem egyforma filmeket
készíteni, ami hol egyszerű, máskor viszont elég nagy erőfeszítésbe kerül.

Az első években az volt az elképzelésünk − és többnyire sikerült is megvalósítani −
hogy meglepetés-filmek készüljenek.   A díjazott tanár ne is tudjon arról, hogy film
készül róla! Csak a gyerekek szólaltak meg a filmekben és szigorú titoktartást kértünk
tőlük, amit be is tartottak. Az iskolák vezetése is titokban, teljes konspirációban
szervezte meg a forgatásokat. Az óraközi képek felvételénél azt állítottuk, hogy
vágóképeket készítünk valamelyik tévének, egy oktatási műsorhoz. (Egyszer le is
buktunk!  Helyi kábeltévéseknek mondtuk magunkat, de a tanárnő, akinek a férje épp ott
dolgozott, megjegyezte, hogy sohasem látott minket, pedig mindenkit ismer…
Magyarázkodtunk, aztán gyorsan végeztünk!)

Néhány sztori a forgatásokról:
− Szerintetek mire a legbüszkébb a Tanár úr?
− A vádlijára!  (Mivel akkoriban a futás volt tanár úr kedvenc időtöltése.)

− És ki, mi szeretne lenni? −  kérdeztük az alsós gyerekeket. Elhangzottak a szokásos
rendőr, tanár, orvos, építész stb. válaszok, majd egy szemüveges fiú a következőt
válaszolta:
− Én veszélyes áruk nemzetközi fuvarozásával szeretnék foglalkozni!

A filmek egyik legfontosabb célja, a valódi „gyerekszáj", a leplezetlen őszinteség és a
gyermeki rácsodálkozás a világra.

Ahogyan az évek során egyre több tanár kapott díjat, már nem lehetett titokban tartani a
forgatásokat. A meglepetés az, hogy a gyerekek továbbra sem árulják el, miről
beszélgettünk velük.
Körülbelül 6-8 éve döntöttünk úgy, hogy szólaljanak meg a tanárok is! Teljesebbnek
éreztük úgy a filmeket, ha csak röviden, de megismerjük a tanárok ars poeticáját, ha ők
is elmondják milyen a kapcsolatuk a tanítványokkal, ha megfogalmazzák a munkájukkal
kapcsolatos érzelmeiket, érzéseiket.

A forgatásokra hárman-négyen utazunk, és kb. 15 éve változatlan felállásban dolgozunk.
Ketten, Borbély Zoltán és Nagy Attila János, a kezdetektől fogva tagjai vagyunk a
csapatnak, és minden évben közreműködünk a filmek elkészítésében. A munka a
következők szerint oszlik meg a stáb tagjai között:

Az Ericsson-díj kisfilmjeinek szerkesztő-riportere, dr. Borbély Zoltán jelenleg
ügyvédként dolgozik. Közlekedési, biztosítási, kártérítési és sport szakjogász. A
Pázmány Péter Katolikus Egyetem és a Komlósi Oktatási Stúdió tanára, büntetőjog,
büntető-eljárásjog és interjúkészítés tárgyakban. Huszonöt évig dolgozott
sportriporterként, a TeleSport, a Napkelte, a DigiSport, a Sport Televízió és a
Presztízs Sport Magazin szerkesztőségeiben. Több dokumentum portréfilm
(„Paplaci”, „A Köztársaság nevében!”, „Balczó, a Nemzet Sportolója”, „Jótékony
éjszaka”, „Egy cserép virág helyett...”, „Az Öreg, egy legenda elköszön”)
szerkesztő-riportere.
Ő az, aki humort visz, vagy hoz a beszélgetésekbe.

A másik riporterünk dr. Áfra Marietta. Jogász, pszichológus, de tévés
szerkesztőként, riporterként is dolgozik, csaknem 20 éve.   Kb. 15 éve tartozik a
stábunkhoz, ő képviseli az érzelmi vonalat.

Nagy Attila János operatőr, szerkesztő (rendező), gyártásszervező. Dolgozott a
MAFILM-nél rendezőasszisztensként, a korábbi Duna TV-nél külsős operatőrként
és 25 éven át volt a „Látószög” Stúdió vezetője.

Két technikai munkatársunk is sok-sok éve velünk dolgozik. Sályi Zoltán a vágó,
László Árpád felel a nagyon fontos hangért és a világításért.

Általában a forgatások az egyszerűbbek. Ha szerencsénk van, könnyen megnyílnak a
gyerekek, és egy tanóra, 40-45 perc alatt felveszük velük a beszélgetést. Persze
előfordul, hogy zárkózott a csapat (vagy a pedagógus, akit így kevésbé ismernek a
gyerekek), és egy óra is kevés, hogy megtudjunk valamit a tanárukról. A vágás sokkal
több időt igényel. Általában három-négy verzió készül el egy filmből, egyre rövidebbek
és rövidebbek, mire kialakul a végső 4-5 perces változat. Ez több heti munka szokott
lenni, és gyakran már a forgatással együtt, párhuzamosan zajlik.

Egy dolog azonos bennünk, akik ezeken a filmeken dolgozunk: nagyon szeretjük ezt
munkát! Mindig jó hangulatúak a forgatások, a beszélgetések, mindig kedvesen
fogadnak bennünket az iskolákban. Gyakorta megérint minket is az a pozitív kisugárzás,
amely egyrészt a gyerekek felől áramlik a pedagógus felé és vissza a tanártól a
tanítványok irányába. Mindannyian sikerként éljük meg, ha látjuk, hogy a filmek
bemutatóján, a díjátadáson elérzékenyül vagy szélesen mosolyog az, akiről a kisfilm
szól, ha rácsodálkozik azon, mennyire ismerik, mennyire szeretik és tisztelik a
tanítványai!”

2024-ben Ericsson-díjban részesült tanárok: 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra tehetségeinek gondozásáért''
2024. évi díját matematikából 

Thuróczy Erzsébet Emília, a Gödöllői Török Ignác Gimnázium és 

dr. Molnár István, a szegedi Gál Ferenc Egyetem tanára kapta. 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra tehetségeinek gondozásáért''
2024. évi díját fizikából 

Dr. Nagy Piroska Mária, a Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Ált. Isk. és
Gimnázium és  

Horváth Henrietta, a Dunakeszi Radnóti Miklós Gimnázium tanára kapta. 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra tehetségeinek gondozásáért''
2024. évi díját digitális kultúrából 

Csató Endre, a Miskolci Földes Ferenc Gimnázium és 

Tassy Gergely, a budapesti Veres Péter Gimnázium tanára kapta. 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra népszerűsítéséért'' 2024. évi
díját matematikából 

Süveges-Szabó Marianna Éva, a budapesti Baár-Madas Református Gimnázium tanára
kapta. 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra népszerűsítéséért'' 2024. évi
díját fizikából 

Sinkó Andrea, a Szombathelyi Nagy Lajos Gimnázium tanára kapta. 

Az ,,ERICSSON a matematika, fizika és digitális kultúra népszerűsítéséért'' 2024. évi
díját digitális kultúrából 

Schmieder László, a budapesti Eötvös József Gimnázium tanára kapta.  

Nézzék meg mindannyiukról a külön-külön készült rövid videókat, érdemes: Ericsson-
díj 2024 - YouTube.

Oláh Vera
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A 36. Varga Tamás Módszertani Napok

Az idei, XXXVI. Varga Tamás Módszertani Napokat 2024. november 8-9-én személyes
részvétellel rendezte meg a Varga Tamás Alapítvány és az ELTE TTK
Matematikatanítási és Módszertani Központja az ELTE TTK Lágymányosi Campus
Déli épületében. Az esemény honlapja részletesen tájékoztat az előadások tartalmáról és
a különböző szekciók programjáról. A 36. Varga Tamás Napok szervezését Csapodi
Csaba vezette, munkáját Bereczki Ildikó, Jánvári Zsuzsanna, Kiss Anna, Kulman
Katalin és Móricz Márk segítette.

Péntek délután előbb az idén ősszel elhunyt Gerőcs László kollégánkra emlékeztünk,
majd két plenáris előadást hallgathattak meg a résztvevők.

Először Gordon Győri János, az ELTE Pedagógiai és Pszichológiai Karának egyetemi
tanára Amiről eddig úgy tudtunk, hogy mégsem tudtunk róla: tanárok és tanulók a
matematikai magánórák világában címmel beszélt a matematika tanításának egy
mindannyiunk által ismert, de ritkábban átbeszélt világáról. Előadásában meghatározta,
hogy pontosabban mit is nevezünk árnyékoktatásnak, és hogy miért kezdődött el e
szegmens rendszeres kutatása csupán a 20. század legvégén. Ezt követően arra
összpontosított, milyen tudásrendszerek és certifikációk birtokában oktatnak
matematikát a kiegészítő privátoktatásban, különös tekintettel azokra a tanárokra, akik
mindkét szegmensben rendelkeznek tanítási tapasztalatokkal. Bemutatta, hogy az
árnyékoktatás céges világában milyen tanárszelekciós mechanizmusok fordulnak elő,
miképpen építik fel a nagy cégek a tanári munka minőségellenőrzését, és milyen módon
épül fel a cégekben a tanárok kezdőtanári és tanártovábbképzési rendszere.

Ezt követően Horányi Gábor, a Lauder főigazgatója és fizikatanára arról beszélt, hogy
mikor és mit igényel matematikából a 2020-as Nat szerint a fizika felső tagozaton és a
középiskolában. Ez is egy örökzöld téma, az előadó a megszokottól eltérő
megközelítésben vizsgálta a kérdést, hogy aztán arra jusson: valójában az egyenes- és
fordított arányosság alkalmazása, a magabiztos egyenletmegoldás és a vektorok,
vektorműveletek ismerete mellett az alap fizikaoktatásnak nincs szüksége sok
matematikára.

Az előadások után került sor az idei Varga Tamás-díjak átadására, Pálfalvi Józsefné, a
Varga Tamás Alapítvány elnöke vezetésével.

Díjat kapott Bagota Mónika egyetemi docens, az ELTE Tanító és Óvóképző Kar
oktatója, akinek laudációját Szitányi Judit, a TÓK dékánhelyettese és Kulman Katalin, a
TÓK oktatója ismertette.

Díjazott lett Németh Anna, a miskolci Jezsuita Gimnázium matematikatanára, akit Kiss
Anna és Bereczki Ildikó köszöntött.

A junior díjat pedig Paulovics Zoltán, az ELTE TTK doktorandusza és egyben oktatója
kapta. Az ő laudációját Nagy Zoltán Lóránt olvasta fel.

Csapodi Csaba és Pálfalvi Józsefné átadja a díjat Paulovics Zoltánnak.

A díjak átadása után állófogadáson köszöntöttük a díjazottakat, átbeszélve a délutáni
előadások tanulságait.

Szombat délelőtt több szekcióban zajlottak az előadások és a workshopok.

Az alsó tagozatos szekcióban egy előadáson és egy szemináriumon vehettek részt a
jelentkezők. 

A szemináriumot a frissen díjazott Bagota Mónika, az ELTE TÓK Matematika
Tanszékének vezetője tartotta, aki olyan logikai rejtvényeket és társasjátékokat mutatott
be, amelyekben a matematika különböző területeit érintő tananyagtartalmak jelentek
meg. Például sorszám-darabszám, több-kevesebb, területlefedés, gráfok,
komplementerhalmaz-részhalmaz, stb. Ezeknek a tananyagtartalmaknak a
megfigyelését, megtapasztalását és megértését segítheti a látott játékok iskolai,
matematikaórai használata. A résztvevők sokoldalú és nagyon hasznos gyakorlati
muníciót kaptak a szeminárium során.

Az alsó tagozatos előadás a környezetismeret és a matematika tantárgyak kapcsolatát
vizsgálta abból a szempontból, hogy hogyan jelenhetnek meg a környezeti tartalmak a
matematikaórán, hogyan valósulhat meg az integráció, amely jelenleg elvárás a
pedagógusok felé az 1. és 2. évfolyamon. Szurdoki  Erzsébet és Bauer Zita –
mindketten az ELTE TÓK Természettudományi Tanszékének oktatói – mutatták be a
problémakör elméleti és gyakorlati oldalait. Az előadás első felében betekintést kaptunk
a környezetismeret más tantárgyakba való integrálhatóságának nemzetközi
gyakorlatába. Továbbá közösen arról gondolkodtunk, hogy a STEM/STEAM oktatás
milyen formában és milyen keretek között valósulhatna meg a közoktatásban alsó
tagozaton. Ezt követően az Építsük fel! matematika- tankönyvcsalád feladatain keresztül
megvizsgáltuk, hogy a természettudományos oktatás céljainak megvalósulását milyen
módon lehet segíteni a matematikaórákon. Az előadás   gyakorlatban is alkalmazható
ötleteket adott.

Munkában az alsó tagozatos szekció.

A felsős szekciót az idei Varga Tamás-díjas Németh Anna nyitotta meg, az induktív
gondolkodásról mesélt, és arról, mit tehetünk ennek fejlődése érdekében. Anna a
miskolci Fényi Gyula Jezsuita Gimnázium tanára, és arra törekszik a mindennapokban,
hogy minél szemléletesebben tanítsa a gyerekeket, felkeltse az érdeklődésüket és
megmutassa a matematika szépségét. A fogalmak kialakításához eszközöket, játékokat
használ, ezekből kaphattunk ízelítőt, és próbálhattunk ki néhányat a széles repertoárból.
Számoltuk az almaszeleteket, a szökőéveket, törtet törttel szorozva vizet öntögettünk.
Talán a legizgalmasabbak a kémcsövekben össze nem keveredő titkos folyadékok voltak
a keveréses szöveges feladatok szemléltetéséhez.

Kémcsövek és teniszlabdák a matematika oktatásához (az előtérben Ács Katalin és Lajos Józsefné).

A második előadó Pintér Klára volt, a Szegedi Tudományegyetem Alkalmazott
Pedagógiai Intézet Tanítóképző Tanszékének főiskolai docense, akinek szemlélete, hogy
játékokon keresztül mutassa meg a gondolkodás örömét. A témája a kerület-terület volt,
ennek kapcsán nagyon sok érdekes kérdéssel találkoztunk. Összehasonlítottuk azonos
kerületű síkidomok területét, a vállfamérleg mindenki arcára mosolyt csalt.
Megismerhettük a területfoglaló játék egy új változatát, és a terominók és pentominók
világába is belecsöppenhettünk. A pentomino naptár akár az év minden napjára jó
feladványul szolgálhat gondolkodni vágyó gyereknek és felnőttnek. Megismerkedtünk a
pentomino egy érdekes tulajdonságával, melyik „állat”, melyik „növény” és melyik
„szikla”, azaz egy-egy alkotó négyzet áthelyezésével elérhetjük-e, hogy „elmásszon”,
vagy csak helyben mozogjon, esetleg mozdulatlan maradjon az adott elem. A sok
érdekes feladat és probléma felvetése mindenkit lázba hozott, a kávészünet helyett is az
ötleteket hallgattuk.

Pintér Klára a vállfamérleggel.

A harmadik előadást Báró Emőke tartotta, a Nyíregyházi Egyetemről. Mintakövetés és
mintakeresés taníthatósága általános iskolában címmel beszélt a diákok érdeklődésének
felkeltéséről. Megmutatta, hogy egy papírcsík mennyi feladványt, feladatot rejthet.
Gondolkodtunk függvényeken, papírt hajtogattunk a Holdig, növesztettük a tavirózsát,
és törtekkel, hatványokkal kapcsolatos feladatokkal foglalkoztunk, majd észrevettük,
hogy a papírcsík hajtogatásával még a tükrözés is megmutatható. Emőke mesélt arról is,
hogy feladatok alkotásával, kitalálásával hogyan motiválhatóak a diákok, egy-egy
probléma felvetése kapcsán milyen feladatokat készítettek.

A negyedik előadó Fülöp Zsolt, a Károli Gáspár Református Egyetem Pedagógusképző
Intézet docense volt. Ő a szöveges feladatok megoldása során tapasztalt hibákról,
nehézségekről beszélt. Az algebrai ismeretek hiányosságait, a szöveges feladatok
megoldásának nehézségeit szedte csokorba, a felvételi feladatok javítása során tapasztalt
hibákat elemezte.

A felső tagozatos szekció hallgatói.

A középiskolai matematikatanítással három szekció is foglalkozott.

Az elsőben három doktorandusz mellett egy tapasztaltabb előadót hallgathattak meg a
résztvevők.

Miskei-Váradi Ferenc, az ELTE doktori iskola hallgatója a ChatGPT lehetséges
integrációját vizsgálta egy másodéves numerikus módszerek kurzuson matematikus
hallgatók körében. Olyan kérdéseket feszegetett, hogy vajon képes-e becsapni a
ChatGPT a tanulókat, milyen módon tud hasznos eszköz lenni az órákon, illetve vajon
pozitív hatással lehet-e a ChatGPT használata a hallgatók vizsgateljesítményére.
Érdekes eredményeket hallhattunk, amelyek hatással lehetnek más tárgyak tanítására −
akár a középiskolai matematikaórákra is. 

Hegyvári Norbert, az ELTE oktatója Erdős Pál néhány elemi számelméleti és
geometriai tételéről mesélt, amelyeket Erdős fiatal korában bizonyított, és amelyek a
mai középiskolai tanároknak is hasznosak lehetnek.

Kardos Gergely, a Debreceni Egyetem doktorandusza, középiskolai tanár egy
természettudományos profilú gimnázium 9. osztályában végzett el egy tanítási kísérletet.
Az osztály egyik csoportjának a függvények témakörét az előzetes fizikai ismeretekre
alapozva vezette be, majd folyamatosan kerültek elő fizikai témájú problémák is a
tanulási folyamatban. Ezzel kapcsolatos ötleteit, eredményeit mutatta be az előadásban.

Torma Gábor, a Szegedi Tudományegyetem doktorandusza előadása során szintén egy
kutatást mutatott be, amelynek fókuszában az arány, arányosság, százalékszámítás
témakörök álltak. Megvizsgálta a pedagógusok témával kapcsolatos véleményét, tanítási
szokásait, valamint hetedik és kilencedik évfolyamos diákok körében felmérte a tanulók
jelenlegi tudásszintjét, feltérképezte az általuk használt stratégiákat, illetve azok
rugalmasságát.

A második szekcióban valószínűségszámítással és statisztikatanítással foglalkoztak a
résztvevők.

Jánvári Zsuzsanna, az ELTE doktori iskolájának hallgatója előadása során arra
mutatott be lehetőségeket, hogyan érhető el, hogy a diákok eszközként nyúljanak a
geometriai valószínűség modelljéhez.

Princz Péter, szintén ELTE doktorandusz egy gyakorlati demonstráció során először
egy valószínűségi modellt tanított be egy több mint 8000 gomba 23 jellemzőjét
tartalmazó tanító adathalmazzal. Ezután egy olyan gombát mutatott a modellnek,
amellyel az korábban soha nem találkozott. A modell a Bayes-tétel segítségével
megbecsüli (kiszámolja), hogy a tesztadatként mutatott gomba szerinte ehető-e, vagy
inkább mérgező. Nagyobb, akár többezres teszthalmazon vizsgálva a modellt, meglepő
megfigyeléseket tehetünk a becslések pontosságáról, a modell gyakorlati
használhatóságáról, mindezt a gyerekek számára rendkívül érdekes és interaktív
formában.

Szabó Csenge, a Központi Statisztikai Hivatal Módszertani főosztályának módszertani
szakértője előadásában a visszatevéses és visszatevés nélküli mintavételen túlmutatva
bemutatta a reprezentativitás fogalmának lehetséges értelmezéseit, kitérve a gyakorlati
alkalmazásra is. Példákat mutatott a reprezentatív és nem reprezentatív mintavételi
módszerekre, valamint felsorolta az említett módszerekkel kapott adatok előnyeit és
korlátait. Az előadás végén bemutatásra kerültek a Központi Statisztikai Hivatal által
leggyakrabban alkalmazott mintavételi módszerek és a mintavétel elhelyezkedése az
adatgyűjtési folyamatban, külön kiemelve a lakossági és a gazdasági minták
sajátosságait is. 

Groszné Földesi Erika, a Központi Statisztikai Hivatal Módszertani főosztályának
osztályvezetője az előadásában segítséget nyújtott a Központi Statisztikai Hivatal
oldalán található adatok, információk elérésében. Bemutatta a különböző típusú
adatállományokat, és ötleteket adott azok használatához, segítve ezzel a tanórák
előkészítését, friss, az adott tanulóközösség számára érdekes feladatok kitalálását.

A harmadik középiskolai szekcióban Antal Zoltán, az ELTE Apáczai Csere
János  Gyakorló Gimnázium és Kollégium vezetőtanára bemutatta egy több éve futó
(lassan nem is annyira) kísérleti programját, ami arról szól, hogy az induló hetedikes
osztályaival a heti 4 matekórájukból egyet mindig valamilyen játékkal töltenek. Ennek
célja többféle: év elején még inkább a csapatépítés, később matematikai stratégia
felismerése (pl. NIM-játék), de néha csak a szórakozás. A játékokból szerencsére többet
ki is próbálhattak az előadáson résztvevők.

Az idei Varga Tamás Napokat a vendégek a szervezők és segítőik által készített
szendvicsek elfogyasztásával zárták.

Csapodi Csaba, ELTE
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Váltószögek podcast – 2024. december

Heti rendszerességgel járok úszni az utóbbi időben a fiammal. A 25-ös medencében
bemelegítésnek 4 hosszt úszom mellúszásban, majd 4 hosszt hátúszásban. Pár hete ezt
még kiegészítem két hossz pillangóval. Ebből az első hossz vége már küzdelmes. A
második hossz pillangó végén viszont már azt érzem, belefulladok a vízbe. Hiába, ha az
ember csak a napi rutint csinálja, és nem edz rendesen, nincs megfelelő kondíciója.
Márpedig a pillangóúszáshoz kell az állóképesség.

Ha a tanévre gondolok, sokszor érzem azt, hogy belefulladok a sok feladatba. Csinálja
az ember a dolgát, megtartja az óráit, összeállítja a dolgozatokat (majd kijavítja őket),
részt vesz az iskolai rendezvényeken, intézi az igazolásokat, közben pedig jönnek az
újabb és újabb feladatok. Vannak olyan hetek, amelyek végeláthatatlan pillangózások,
és sajnos nincs meg a megfelelő „edzettség”.

Mit is jelent a mi szakmánkban az edzés? Azt hiszem azt, amikor kilépünk a megszokott
keretekből, a szakmánkkal foglalkozunk, de nem úgy, ahogy általában. Meg persze az is
segít, ha tudjuk, hogy más is nehezen tudja azt a két hossz pillangót leúszni, azaz ezzel
nem vagyunk egyedül.

Négy adás után a fenti gondolatok jutnak eszembe a Váltószögek podcastról. Most úgy
látom, hogy ez egyfajta edzés lehet a kollégáknak. A célja, hogy kiszakadjanak a napi
rutinból, és meghallgassák, más kollégák hogyan élik meg a tanítást, milyen örömeik és
nehézségeik vannak. És az is üdítő tud lenni, ha két borász vagy egy katolikus püspök és
egy református lelkész meséli el, neki milyen volt az iskolapadban matematikát tanulni.
Mert kiderülhet, hogy bizony egy vállalkozó, ha napelemes beruházással akarja
fejleszteni cégét, akkor jól végig kell gondolnia, melyik ajánlatot válassza (és ez bizony
matematika). Meg az is kiderülhet, hogy bizonyos teológiai fogalmak megértéséhez
igazából matematikai gondolkodás kell.

Persze nem csak azoknak ajánljuk az adást, akik már több éve a pályán vannak. Egy
pályakezdőnek is igen hasznos lehet. Ezt onnan érzékelem, hogy van most nálunk is egy
pályakezdő matematikatanár. Néha szóba elegyedünk, és mesél a problémáiról,
nehézségeiről. Többször előfordult, hogy az volt a válaszom, hogy melyik Váltószögek
adást nézze meg, mert erről ott szó van, és jó gondolatok hangzanak el. Viccelődött is
vele, hogy olyan vagyok már szép lassan, mint azok az egyetemi oktatók, akik a vizsgán
a saját maguk által írt könyvet kérik számon.

És honnan jutott még eszembe az úszás? Onnan, hogy a podcast  egyik törzshallgatója a
fiam úszásoktatója. Semmi köze nincs a matematikához, és a matematikatanításhoz.
Ennek ellenére nagyon lelkesen mesélte, hogy meghallgatva mennyire tetszett neki, és
milyen jó gondolatok voltak benne. Igazából rájött, hogy amikor úszást tanít a
gyerekeknek, az lényegében hasonlít ahhoz, ahogy matematikát tanítunk, hiszen hasonló
nehézségekkel küzd mindenki, akik gyerekeket nevel vagy oktat.

December 3-án került nyilvánosságra a Váltószögek podcast negyedik adása, és
februártól májusig további négy adás lesz a tervek szerint. Mindenkit bátorítok, hogy
szánja rá az időt, nézze vagy hallgassa meg, és ha tetszik, másokat is biztasson annak
meghallgatására.

Kosztra Gábor,
a Váltószögek podcast házigazdája

 

Utószó:

Az első, áprilisban megjelent részben két középiskolai tanárral, egy kezdő és egy
tapasztalt pedagógussal folyt a beszélgetés: 

Szeresd a munkád - Váltószögek podcast - #S01E01 - Így tanítanak ők

A matematika érettségi napjára időzítve elkészült a Váltószögek podcast második adása.
Ebben két borásszal, Laposa Bencével és Szijjártó Előddel beszélgetett a két kérdező a
korábbi matematikatanulási élményeikről:

Hibázni ér - Váltószögek podcast - #S01E02 - Így tanultak ők

A harmadik adás októberben jelent meg, Ujházy Márton és Szauer Marcell voltak a
vendégek. A fiatalokkal a házigazdák sok olyan kérdést jártak körül, ami különösen
pályakezdő tanárok számára nyújthat segítséget:

Érdekel a másik - Váltószögek podcast - #S02E01 - Így tanítanak ők

A Váltószögek decemberi, negyedik részében dr. Beer Miklós nyugalmazott katolikus
püspökkel és Csűrös András gyömrői református lelkésszel beszélgettek a műsor
készítői a matematikatanulási élményekről:

 Egy a köbön - Váltószögek podcast - #S02E02 - Így tanultak ők

Akit érdekelnek a következő podcastok is, annak érdemes követni a Bolyai Társulat
facebook-oldalát, és feliratkozni a YouTube-csatornájára. (A szerk.)
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Szerkesztő 
2024. DECEMBER, HÍREK – ÚJDONSÁGOK

Mérési jegyzőkönyv a KöMaL nyári táboráról

A KöMaL fizika versenyzői közül a legjobbaknak már 30 évvel ezelőtt is indított nyári
tábort Gnädig Péter, aki tavaly ment végleg nyugdíjba a lap eddigi történetének
leghosszabb ideig kitartó fizikus szerkesztője munkaköréből. A táborok tematikáját a
MATFUND alapítvány az elmúlt években kiterjesztette a matematika
tehetséggondozásra is: a meghívott fiatalok fele a nemzetközi matematikaversenyekre
készül fel a megszokott helyszínen, Dombóvár-Gunarason.

Négy táborozó  fiatal beszámolóiból idézzük fel a nyári élményeket, amelyekből
részleteket közlünk. Ketten a matematikatábor, és ketten a fizikatábor résztvevői közül
foglalták össze röviden a történteket.

„Július 29-én, szombat délelőtt érkeztünk meg Dombóvárra, ahol a szállás elfoglalása
után azonnal elkezdődtek a matekprogramok.
A tábor kezdete előtt 2-3 fős csoportokban kellett az amerikai válogatóversenyekból
(USAMO) szép, tanulságos feladatokat kiválasztani, amelyeket feladatsorokként
összeállítva kaptunk meg a délutáni gondolkozásblokkok alatt.
A napjainkat svédasztalos reggelivel indítottuk, hogy legyen elég energiánk az ezutáni
foglalkozásokra. Délelőtt két csoportra oszlottunk: egy haladóbbra, ahol az idei olimpiai
válogatóverseny döntősei voltak, illetve egy kevésbé haladóra, ahová főként a fiatalabb
korosztályból kerültek. A két csoportot Dobos Sándor és Kiss Géza tanította felváltva,
akik érdekes és meglepő feladatokat hoztak a korábbi évek matek diákolimpiáiról. Míg
Dobos tanár úr inkább kombinatorika és számelmélet témában mélyítette el a
tudásunkat, Kiss Géza tanár úrral főleg geometriai kérdéseket jártunk körbe.
A keddi délelőtt rendhagyó volt: az aznapi matekfoglalkozás helyett csapatverseny volt,
ahol a MEMO verseny feladataihoz hasonlókat kellett megoldanunk 5-6 fős
csoportokban, majd írott formában beadni őket. Számomra ez különösen hasznos
tapasztalat volt, hiszen korábban még nem volt hasonló megmérettetésben részem.”

Bui Nikolett
Budapesti Fazekas Mihály Gimnázium, 9. évf.

„Július elején a dombóvári KöMaL-matektáborban vehettem részt. A hétnapos tábor fő
célja az olimpiai versenyfelkészítés volt, de azért emellett a szórakozásra is jutott idő.

Gondolkodók

A délutáni gondolkozást minden nap Kovács Benedek koordinálta. Az összes
foglalkozáson feladatsorokat kaptunk, amin egy ideig gondolkoztunk egyénileg, és
végül közösen megbeszéltük a példákat, amik a legérdekesebbnek tűntek. A vacsorát az
esti szabad program követte. Nagyon jól éreztük magunkat, biliárdra, focira,
társasozásra és meccsnézésre is volt lehetőség. Az egyik nap még egy fizika előadást is
meghallgathattunk.
A kedd és a csütörtök rendhagyó nap volt, hiszen kedden délelőtt egy csapatversenyt
csináltunk, csütörtökön pedig elmentünk a dombóvári fürdőbe. A tábor lezárásaként
késő estig énekeltünk és beszélgettünk a tábortűz körül. Maradandó élmény volt
számomra az egész, és hálás vagyok a szervezőknek, hogy itt lehettem."

Csupor Albert Dezső
Szegedi Radnóti Miklós Kísérleti Gimnázium, 11. évf.

Szabadtéri előadás

„Idén először vettem részt a KöMaL nyári táborában, és szinte biztos, hogy nem
utoljára! A táborban a KöMaL-feladatok eredményes megoldói vehetnek részt,
matematika és fizika részre bontva. Szerintem ez a tábor az egész éves kitartó munkánk
méltó zárása volt. A közel egyhetes táborban csapatokban dolgoztunk. Öt darab
háromfős csoport volt, mindegyikben egy OKTV-döntőssel és egy kilencedikessel, így
nemcsak a táboroztatóktól, hanem a csapattársaktól is rengeteget tanulhattunk.

Kísérlet előkészítése

Eleinte, mivel még csak kilencedikes vagyok, féltem, hogy nem tudok majd hozzájárulni
a csoport sikeréhez. De mindig voltak olyan feladatok, amelyekben én is részt vehettem,
és ha elakadtam, mindenki szívesen segített!
Az első közös program a matematikusokkal egy izgalmas előadás volt fizikából, az
optika témakörében. Nemcsak ismeretterjesztő jellegű volt, hanem valóban
hasznosítható tudást adott. Egy hétköznapi példával indult, így a bonyolultabb részeket
is könnyebben megértettük.
Egy délután közülünk a bátrabbak kipróbálhatták a krumpliágyút. A krumplikat
ellövésük után próbáltuk megkeresni, és néhányat sikerült is megtalálni. Ezután közösen
megnéztük a Kapos folyót, az estét pedig közös játékkal és beszélgetéssel zártuk.

A  krumpliágyú

Az utolsó napon mi, fizikások katapultot építettünk. Szinte bármit felhasználhattunk,
amit a tábor területén találtunk, és ebéd előtt ki is próbálhattuk őket. Érdekes volt látni,
hogy mennyiféle szerkezet készült szinte ugyanazokból az alkotóelemekből.

Az utolsó délután a közeli strandon önfeledten labdáztunk a vízben, csúszdáztunk és
sokat nevettünk. Este az eredményhirdetés után tábortüzet raktunk a matematikusokkal,
és a tűz körül késő estig énekeltünk. A matekosok hangszert is hoztak, így igazán jó
hangulatban telt az este. Imádtam ezt az egy hetet, amit Dombóváron töltöttem ennyi
remek emberrel, akiknek tényleg szenvedélyük a fizika. Rengeteget tanultam
mindenkitől, és az esti feladatmegbeszélésekből is mindig lehetett valami újat
megismerni. Szomorú voltam, hogy véget ért, de remélem, jövőre is lesz lehetőségem
menni és újra találkozni ezekkel az emberekkel. Új barátokra találtam, sőt, még olyat is,
akivel szeptembertől csapatversenyben is folytatjuk a KöMaL-t!”

Kis Boglárka
Kecskeméti Katona József Gimnázium, 9. évf.

             Mérési jegyzőkönyv

A mérés

célja: A KöMaL fizika- és matematikatáborának vizsgálata.

helye: Dombóvár-Gunaras

ideje: 2024.6.30-tól 2024.7.5-ig

elméleti háttere:
A táborba alapvetően a pontversenyekben részt vevők kerülhetnek be, de más
érdeklődők is jelentkezhetnek, a 9-12. évfolyamról.

összeállítása:

A hotelben egy matekos csapat, saját tanárokkal.
A kempingben (idén, a mérés harmadik elvégzése idején) 15 diák, 2-4 fős
házakban, 4 fizikával vagy annak egy területével foglalkozó táborvezető, 1
vendégelőadó.

menete:

de.: reggeli, azután ebédig feladatmegoldás (mérési, numerikus és elméleti
feladatok)
du.: ebéd, ezt követően általában a feladatmegoldás folytatása, egy nap séta a
Kaposhoz és a krumpliágyú kipróbálása, egy alkalommal fürdőzés
este: vacsora majd némi szabadidő után feladatmegbeszélés és különböző témákról
előadás

mért adatai, tapasztalatai:

étkezések: Nagy étvágyúaknak is kielégítő mennyiségű, változatos étkeket
kaptunk, a reggeli pedig svédasztalos.
feladatok: A 3 fős csapatok minden tagja találhat tudásának megfelelőt, ha pedig
túl nehéz lenne, lehet kérdezni, segítséget kérni. Ennek köszönhetően sokat
tanulhatott mindenki.
feladatmegbeszélés: Minden megoldásról, mire kíváncsiak voltunk lehulla a lepel.
Azonban sokszor azokat is meglepték az itt látottak és hallottak, akik foglalkoztak
az adott feladattal, mert nem ugyanazon megközelítéssel vizsgálták a problémát.
előadások: Témái voltak a feladványok, s azok megoldásai közben felmerült
kérdések, lehettek azok matematikaiak vagy fizikaiak, mint például az optikai
úthossz és a Fermat-elv. Ezen alkalmaknak vége sokszor csak azért lett, mert az
ágy már nagyon hívogatott minket.

következtetés:

A tábor ismét jó volt, buzdítok mindenkit a jövő nyári részvételre.

A jegyzőkönyvet Sütő Áron készítette,
Egri Dobó István Gimnázizum 11. évf.

 

Megjegyzés

A KöMaL-táborokról az Érintő korábbi híreiből érdemes újra elolvasni a 2021-es,
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2021-4/1129-komal-uj-sagok,
vagy a tavalyi táborról szóló beszámolót:
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2023-3/1317-komal-man-es-az-ekvioptikusok,
és az erről szóló részt Dobos Sándor az olimpiai felkészítésről szóló beszámolójában:
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1426-imo-2024-bath-anglia.

A szerk.
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MEMO 2024, Szeged – 2. rész

A 18. Közép-Európai Matematikai Diákolimpia eredményeiről az Érintő 33. számában
(2024. szeptember) jelent meg  Kovács Benedek és Hegedűs Dániel csapatvezetők
hivatalos beszámolója. A magyar MEMO csapat tagjait (Holló Martin, Keresztély
Zsófia, Kovács Benedek Noel, Molnár István Ádám, Prohászka Bulcsú és Vigh Zalán)
megkértük, írjanak versenyen kívüli élménybeszámolót, most ebből közlünk részleteket:

Az első nap délelőttjén a Bolyai Intézetben minden résztvevő megkapta a MEMO-s
táskát és a benne lévő ajándékokat. A szállás elfoglalása után 13-an (a csapatvezetőkön
kívül két guide (a csapathoz rendelt kísérő) és három lengyel versenyző is csatlakozott a
magyar csapathoz) elmentünk a Napfényfürdőbe, ahol több órán keresztül élvezhettük a
rengeteg vízicsúszdát. Este korán elmentünk aludni, hogy kétszer is ki tudjuk magunkat
pihenni a verseny előtt.

Második nap korán kellett kelni, hogy a megnyitó előtt még reggelizni is legyen idő.
Nekünk azt mondták, hogy a megnyitó hosszú és unalmas lesz, de végül elég rövid és
izgalmas volt. A végén még egy telefonos kvíz is volt az előző MEMO-kkal kapcsolatos
kérdésekkel. Sajnos a megnyitó közben a németek sikeresen ellopták Marvint (a
magyarok kabalafiguráját), amit utána a megnyitó termében lévő társasjátékozás közben
sem tudtunk visszaszerezni. Ebéd után a programban a városi kincsvadászat
következett, ahol csapatokban kellett a Szeged belvárosában lévő állomásokat
megtalálni és azokon minél jobban teljesíteni. A csapatokat a részt vevő nemzetek
alkották. A magyaroknak egy kis játszóterezés is belefért a verseny idejébe, de az
izgalmas állomásokon próbáltunk a lehető legjobbak lenni. Például olyan jó Forma–1-es
autót csináltunk a testünkből, hogy még Verstappent is lehagytuk volna vele, illetve
Bulcsú tökéletesen játszotta el az Örömódát az egyik szegedi templomban, ami nagyon
lenyűgöző volt. A dekázás sajnos már nem ment ilyen jól a csapatnak, de egy helyi bácsi
besegített nekünk. Először a szervezők nem akarták hagyni, és azt mondták neki, hogy
menjen el, mert ez egy zártkörű rendezvény, de ezzel nem sikerült meggyőzniük, mivel
a rendezvény nem volt bezárva, hisz a parkban volt. A verseny során összefutottunk a
németekkel, és sikeresen visszaloptuk Marvint. Este még páran elkezdtek pánikszerűen
feladatokat oldogatni és mindenféle tételeket átolvasgatni, de így is viszonylag korán
sikerült lefeküdni a csapatnak, hogy a holnapi egyéni versenyre mindenki kipihent
legyen.

Az első versenynap mindenkinek kicsit stresszesen, Zsófinak egy fejfájással együtt
indult, de végül mindenki túlélte, és a magyar csapat vegyes élményekkel zárta az
egyéni versenyt. Ezután egy feladatmegbeszélős ebéd végeztével különféle játékok
közül választhattunk magunknak programot.. A napot közös fagyizással zártuk.

A második versenynap nyugisabb volt, és jobban is élveztük, hiszen ez a csapatforduló
volt, ugyanakkor a teljesítményünkkel csak közepesen voltunk elégedettek. Délután
igazi magyar matekos létünkre mászni mentünk a nagy szegedi köteles mászóterembe,
ami egy példás hatékonyságú tornaterem volt, hiszen velünk egy időben egy kosáredzés
is zajlott ott. Ettől még nagyon tetszett a program, főleg, hogy még focizásra is alkalmas
volt a hely. Ezután az obszervatóriumba készültünk, de rájöttünk, hogy inkább
megünnepelnénk, hogy véget értek a versenynapok, így este a magyar csapat együtt
olvasott egy jó könyvet a hotelszobában. Kicsivel később rájöttünk, hogy más nemzetek
is pont könyvet szeretnének olvasni, így lementünk a csehek szobájába is.

Szerdán a tegnapi hosszúra sikerült éjszaka után fáradtan indultunk el a kirándulásra.
Martin a hosszú buszút alatt be tudott pótolni az éjszaka kimaradt alvásából valamennyit
Bulcsú hátát használva támasztékként, de a többieknek ez nem sikerült. (Ők
balszerencséjükre nem Bulcsú mellett ültek.) A buszról leszállva az első program a
szarvasi Mini Magyarország megnézése volt, ahol Magyarország szebb látványosságait
interaktív makettként nézhetik meg az érdeklődők. A Kecskemétről származó Benedek
vezetésével nagyot partiztunk a kecskeméti Cifra Palota gombjának megnyomása után
megszólaló Cifra Palota című ismert gyermekdalra. Ezek után Haydn egyik operájából
hallgattunk meg megközelítőleg ötvenszer egy részletet, mert a nézelődés helyett
letelepedtünk egy, a Fertődi Eszterházy-kastély makettjéhez közel eső árnyékos padra.

A következő program a Szarvasi Arborétum volt, ahol volt egy mamutfenyő, aminek
tűzálló a kérge. Itt még sok más fa is volt. Majd elbuszoztunk egy Tisza-parti strandhoz,
ahol nagy fürdés, ugrálás és stégen való birkózás vette kezdetét. Ez utóbbiban egy
szlovák fiú verhetetlennek bizonyult, senki nem tudta belökni a vízbe.

Az ezutáni csodálatos sárkányhajózás folyamán természetesen az a hajó nyerte meg
hatalmas fölénnyel az összes versenyt, amiben a magyar csapat ült, annak ellenére, hogy
ebben a hajóban voltak a legkevesebben. A hazabuszozás és a vacsora után Bulcsú
lefeküdt aludni, István pedig a svájci csapat egy részével töltötte az idejét, de a csapat
kalandvágyóbb része az éjszaka folyamán többek között megpróbált beszökni a Szegedi
Ifjúsági Napok nevezetű éppen megkezdődő fesztiválra. Sajnos miután Zsófi és Zalán
tetemes mennyiségű bozótos erdőn és csalánon keresztülverekedték magukat, egy
mérges rendőr és egy (a rendőr szerint) veszélyes kutya fogadta őket. A rendőr
kívánságára Martin, Benedek és Jánosik Máté (egy guide) is átkelt ezek után a csalánon,
holott ők erről már korábban letettek. A rendőr és veszedelmes kutyája ezek után viszont
a SZIN-en keresztül vezette ki a lebukott társaságot, így a küldetés végül sikerrel zárult.
Másnap az állatkerti látogatás során megnéztük a cerkófot (ami egy állat), a vikunyát, a
guanacot (szintén állatok), és a vörös pandát, ami aranyos volt és borz. Továbbá láttunk
zsiráfokat, zebrákat, ügyes fókákat, sörhasú szurikátákat, de Martinnak és Benedeknek a
legnagyobb élményt az egyik elefánt nyújtotta. A következő program sétahajózás volt.
Mivel a hajó motorjától semmit nem lehetett hallani, így az idegenvezetés hamar
abbamaradt. A legnagyobb látványosságok a Pick-gyár és Horthy Csónakház voltak.
Amikor újra szilárd talaj volt a lábunk alatt, Zalán elvitte a csapatot egy szuper
óriáspalacsintázóba, és már el is indulhattunk a záróceremóniára. A ceremónia után
ünnepélyes záróvacsora következett, amit bűvészbemutató és kvíz követett.

Az éjszaka hátralevő részét a városban kóborlással, vagy éppen internacionális
bulizással és kevés alvással töltöttük.

Külön eredményként könyveltük el, hogy a versenyen nem mi voltunk a
legproblémásabb csapat (ellentétben a felkészítő kínai edzőtáborban elért
eredményünkkel), pedig ezen az eseményen jóval kevesebb csapat vett részt.

Végül pedig következzen Benedek és Dani beszámolója a vezetői munkáról:

A rendezvényre készülés során meglepődve és szomorúan vettük tudomásul, hogy a
„legfiatalabb magyar MEMO-csapatvezető páros” címről összesen csak egy napnyival
maradtunk le. A verseny előtti hetekben már lelkesen teszteltük a potenciális
feladatokat, nehézségi és szépségi értékelést adva rájuk. A megnyitó ünnepség után az
egyetemen, egy külön titkos szobában megkezdődtek a zsűriülések, amelyeken a 10
csapat 2-2 vezetője vehetett részt, továbbá a levezető elnök, Hujter Bálint. Vasárnap a
feladatok kiválasztásáról, illetve szövegezéséről szavaztunk, ám a szavazás eredménye
meglehetősen gyakran lett 5-5-ös döntetlen. Este a fordításokat készítettük el. A
különböző nyelvű feladatsorokban a legnagyobb változatosságot a T-3 feladat mutatta: a
Tisza partján matematikusok helyett németül tigrisek ültek, szlovénül Marvin helyett
egy kecske kérdezősködött . 

Hétfőn a koordinátorok által bemutatott pontozási útmutatók elfogadása következett,
ami kezdetben igen lassan zajlott, ám ebéd után fáradtabban és a nagy hőségben – nem
túl meglepő módon – már jóval kevesebb kivetnivalót talált bennük a zsűri. Este
kezdhettük javítani a diákok dolgozatait, és ekkor nagyon megörültünk az I-4 feladatra
kapott változatos megoldásoknak. A legalaposabb munkát az I-2 feladatra beadott
dolgozatok átnézése igényelte, mind a mi részünkről, mind a koordinátorokéról.

Az I-2 feladatra adott megoldás késő esti koordinálása.

Kedden és szerdán zajlott az egyéni, majd a csapatverseny pontszámainak megbeszélése
a kizárólag magyarokból álló koordinátorcsapattal. A megbeszéléseken egy-egy másik
csapat vezetői is segítették a megoldások pontos megértését. Nagyon élvezetes és egyedi
munka az útmutatók szerinti lehető legnagyobb, de igazságos pontértéket kihozni a
dolgozatokból, ám fárasztó is: kétszer is jócskán éjfél utánig dolgoztunk. Miután minden
dolgozat lezárásra került, és Dani alapos érvelése után Martin kézírását is elfogadta a
zsűri, az éremhatárokat is megszavaztuk.

Martin kézírásának megfejtése: „felezőmerőlegesére”.

Később nem hivatalos záróünnepségünkön az alábbi különdíjjal jutalmaztuk Martin
teljesítményét:

Pihenésként szerdán este a Classic Grill vendéglőben vacsoráztunk közösen a
koordinátorokkal, majd az Anna-fürdőben kapcsolódhattunk ki éjfélig. Csütörtökön már
az egész napot a csapattal tölthettük.

Kovács Benedek és Hegedűs Dániel csapatvezetők

 

 

 A városi vetélkedőről egy másik írásban a szervezők oldaláról nézve tájékozódhat az
olvasó. (A szerk.)

 A feladatot és megoldását A 2024-es MEMO néhány feladatának részletes megoldása
című írás mutatja be. (A szerk.)
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Városi vetélkedő a szegedi MEMO-n

 

Izgalmas városi vetélkedőn mérhették össze erejüket, kitartásukat és kreativitásukat a
2024-es Közép-Európai Matematika Diákolimpia (MEMO) csapatai. A versenyen tíz
résztvevő ország (Svájc, Ausztria, Németország, Horvátország, Szlovénia,
Lengyelország, Litvánia, Szlovákia, Csehország és a házigazda Magyarország) hatfős
csapatai járták a várost miközben (a szervezők céljával megegyezően) meg is
ismerhették Szeged nevezetességeit.

Amikor másfél éve megtudtam, hogy Szegeden lesz a 2024-es MEMO, és felkértek
szegedi programfelelősnek, már azonnal arra gondoltam, hogy első napra egy sok
állomásos városismereti vetélkedőt érdemes szervezni, hogy a későbbi napokban a
versenyzők már otthonosabban mozogjanak a városban.

Természetesen az egyéb szabadidős programlehetőségek kitalálása  és az egész napos
buszos kirándulás  megszervezése is fő feladatunk volt, mégis a városi vetélkedő
összeállítása okozta a legtöbb kihívást. Magyaroknak korábban is szerveztünk már
különböző sok állomásos városi vetélkedőket, de egy nemzetközi csapatban teljesen más
a kulturális közös nevező, mintha csak hazánk fiai-lányai vettek volna részt. A mohácsi
csata évszáma, Mátyás király személye, egy József Attila verssor vagy a Himnusz egy
sora, mint megfejtés, nem várható el nemzetközi közegben, márpedig az interneten talált
ötletek mindig ehhez hasonlók. Miután a versenyzők még fiatalkorúak,  a hagyományos
„egyetemi ügyességi vetélkedők” sörpong és gyorsasági sörivó számait is természetesen
mellőznünk kellett.

A fenti feltételek mellett sikerült összeraknunk 20 állomásnyi játékot és rengeteg
logikai, kreatív és vicces számolós feladatot tartalmazó, és „egész vetélkedő alatt
oldható” feladványt. Utóbbiakra, és az állomások nagyobb számára azért volt szükség,
hogy ha egy állomásra több csapat érkezik egyszerre, a várakozás alatt is haladhassanak
a feladatokkal. Természetesen nem volt elvárás az összes feladat és állomás
meglátogatása, a feladatokra szánt négy óra nem is lett volna erre elegendő a sok
sétálással együtt. A csapatok egymással és az egyik guide-jukkal   szigorúan együtt
maradva járhatták a várost, bármilyen segédeszközt használhattak a vetélkedő során (a
csapatokhoz rendelt kísérők másik fele vigyázta az állomásokat). Nézzük is a
feladatokat, de előbb még hadd köszönjem meg Bán-Szabó Áronnak a kiváló és
gyönyörű dizájnnal elkészített füzetet, ami legalább akkora munka volt, mint a feladatok
kitalálása. A füzet itt elérhető.

Az egész verseny folyamán megoldandó feladatokkal indult a füzet. Elsőként minden
csapat kapott egy naprendszerbeli holdat, amelyeket egy-egy találkozáskor
megoszthattak egymással akár a másik csapat holdjáért, akár egy palack vízért vagy
egyéb cserealapért is. A különböző nemzetek versenyzői közötti interakció növelésére
szolgált a feladat, ahogyan a kő-papír-olló-gyík-spock is, ami kötelező elem volt +/- 1
pontért minden egyes másik csapattal való találkozáskor. Készíthettek kreatív
csapatzászlót vagy címert (max. 10 pont), kereshettek érdekes tárgyakat (5 pont), és
utánozhatták bármelyik útjukba kerülő szobrot 1-1 pontért. Kaptak egy Sudokut is,
aminek érdekessége, hogy hat darab szám helyén betű szerepelt, amelyek számértékét
egyes állomásokon szerezhették meg. A hat közül bármelyik három szám begyűjtése
után a Sudoku egyértelművé vált, de háromnál kevesebb betű kitalálásával nem lehetett
megoldani. Az egész versenyes logikai feladatok között pedig meg kellett mondaniuk,
melyiknek van nagyobb valószínűsége, hogy január elseje szombatra vagy vasárnapra
esik (nem, nem egyforma), labirintusból kellett kitalálni csak jobbra fordulással,
sakktáblát kellett egyenlő részekre vágni speciális feltételekkel, másrészt királynőkkel
lefedni úgy, hogy minden mező ütésbe kerüljön.

Az állomások feladatai között szintén akadt logikai, ügyességi, gyorsasági, zenei,
nyelvi, trükkös és persze felfedező típusú is, amelyek segítségével bejárták Szeged főbb
nevezetességeit, tereit és különlegességeit, jó hangulatban töltve el a délutánt.

Elsőként a Dóm téri árkádsor szobrai között kellett megkeresni a matematikusokat
(heten vannak), másrészt a második leghíresebb transzcendens szám jegyeiben egymás
után szereplő XIX. századi évszám (kitalálják, hogy melyik?) évében még/már élő
tudósok és művészek szobrait kellett megszámolniuk. Ahogy a legtöbb eredmény a
feladatok között, ez is egy prímszám lett, 41.

Másodszorra a szerb templomnál 12 nyelven leírtunk közmondásokat, ezeket össze
kellett párosítani a nyelvekkel (köztük koreai, kínai, japán, ógörög, norvég, stb.), majd
értelmezni a közmondást (pl. „Több is veszett Mohácsnál”). A harmadik feladat
ügyességi, azon belül a sörpong mintájára kitalált „vízpong” volt, ahol egy
pingponglabdát kellett időre 10 vizespohárba bedobni.

A negyedik feladatban a tiszavirág szoborban kellett megtalálni a visszafele álló kérészt,
majd a közeli, magas vízállások emlékére állított mércékben kellett kikeresni a
prímszámokat, természetesen prímszámú darab (kettő) volt. Ezután a hat résztvevőnek
egy Forma1-es autót imitálva kellett megkerülnie a Móra Múzeum előtti szökőkutat. Itt
szabadjára engedhették kreativitásukat a fiatalok.

Következett egy térfogatmérős játék, tíz 1-2 decis, különböző érdekes alakú üvegcse,
pohárka méretét kellett térfogatuk nagysága szerint sorba állítani, először szemre, majd
egy szökőkút segítségét is igénybe véve. A hetedik feladat az volt, hogy az evangélikus
templom orgonájában számolják meg a sípokat (nem egyesével, hanem a billentyűket a
regiszterekkel szorozva, majd az eredményt korrigálva), illetve az örömóda dallamát
kellett felismerni, és elénekelni, bónusz pontért eljátszani. Meglepően sokan tudtak
egyből valami szépet, volt, aki még Bach d-moll toccata-ját is eljátszotta. Újabb
bizonyíték a zene és a matematika kapcsolatára. :-)

A református templom sem maradt ki, mivel elég sok háromszög szerepel az amúgy is
háromszög (na jó, három ágú lóhere) alaprajzú templomon, így adta magát, hogy a
háromszögszámokkal kapcsolatos feladatot találjunk ki. A kilencedik állomáson két kép
alapján kellett megtalálni és megválaszolni néhány kérdést Szeged két, az 1879-es nagy
árvízhez kapcsolódó építményéről, a Dómról (fogadalmi templom, melyet az árvíz utáni
sikeres újjáépítés tiszteletére fogadtak meg Szűz Máriának), és az Árvízi Emlékműről,
ami a nagy árvíz századik évfordulójára épült.

A tizedik feladathoz vissza kellett térni a kiindulás helyszínére, a Bolyai Intézetbe. Erre
két lehetőség is volt, 3-kor és 4-kor. Mivel ekkor még nagyon meleg volt, hűsítőként
szántuk az állomást, ahol hideg vizet is osztogattunk. A feladatok között ismét voltak
logikai, ügyességi és számolós feladványok is, majd apró részletükbe belenagyított,
macro fotókon kellett felismerniük pl. egy ceruzát, egy Oreo kekszet, egy teafiltert vagy
egy fogkefét.

A tizenegyedik állomáson franciakártyák segítségével kellett trükkös elhelyezéseket
kitalálni, a következő feladvány pedig a Hősök kapuja festményén szereplő lovak
megszámolása volt. A 13. állomáson a Szent István téri víztorony szobraira kérdeztünk
rá, míg a 14. állomáson Szeged templomai közül kellett minél többet bejelölni egy
vaktérképen. Ezt követte egy titkosírásos feladvány, aminek megfejtése egy koordináta
lett, amely végül az Aranycsapat szoborhoz kalauzolta el őket.

A 16. feladatban a csapatoknak a Zsinagógát kellett megtalálniuk, és ezt bizonyítva
megszámolni az ajtajait (nem prímszám), majd a 17. ismét ügyességi játék volt, minél
többet dekázni egy focilabdával. A 18. feladványban egy kép alapján az Anna-kutat, a
19.-ben ismét egy (máshogy) kódolt koordináta alapján Szeged híres mozdonyát lehetett
felkutatni. Végül pedig a méltán híres, Széchenyi téri „malacfát” (lásd a fényképet a
füzetből) kellett megkeresniük és bejelölni a Széchenyi tér térképén. Természetesen nem
sorrendben kellett megoldani a feladatokat, de azért igyekeztünk a közeli sorszámúakat
közelebb elhelyezni.

Összességében nagyon élvezték a csapatok, hogy ennyi különböző típusú kihívásban
tehették próbára magukat. A megszerezhető 250 pontból a felét szinte minden csapat
teljesítette, ahogy egy csapatot kivéve (ők   renitens horvátok voltak, akik más
programokat és szabályokat is igyekeztek el- és kikerülni) mindenki végig is játszotta a
négy órát, a nagy meleg ellenére. A feladványok mindegyikére érkezett hibátlan
megoldás, de egyiket sem oldotta meg mindenki hibátlanul. Rögtönzött közvélemény-
kutatásunk alapján legjobban az orgonás, a vízpongos, a vízmérős, a Forma1-es, és a
közmondásos feladat tetszett a fiataloknak.

A vetélkedőt egyébként a német csapat nyerte, 200 pont feletti eredménnyel. Őket
követték a csehek és az osztrákok, majd fej-fej mellett következett a középmezőny,
köztük a magyarokkal.

A feladványok összeállításában külön köszönet az ötletekért Dankowsky Zorkának, aki
a MEMO fő programfelelőse volt, Makay Géza kollégámnak, aki az esemény technikai
felelőseként sok ötlettel is segítette a vetélkedőt, Bán-Szabó Áronnak a dizájnért és a
füzet megvalósításáért, a guide-oknak az állomások biztosításáért, Birkás Györgynek
pedig azért, hogy a már majdnem 5000 facebook-matekleckéje, és a kérésemre küldött
plusz rejtvények között is találtam jópofa, hasznos, a füzetbe valókat.

Bátorítok minden, többnapos (akár nemzetközi) matematikaversenyt rendező kollégát,
hogy iktasson be egy városi vetélkedőt a programba. Amellett, hogy egy délutánt flow-
élménybe kerülve végigjátszhat egy csapat, közben megismerhetik a házigazda város
múltját, tereit és egyéb nevezetességeit, miközben a szervező csapatot is jobban
összekovácsolja. Igyekeztem ötleteket is adni, ezeket bátran tessék használni egy
hasonló vetélkedő tervezésekor.

A versenyről képeket, leírást és összefoglaló videót az alábbi honlapon találhatnak a
kedves érdeklődők: https://memo2024.bolyai.hu/.

Írta és a vetélkedőt szervezte: Győrffy Lajos,
SZTE Bolyai Intézet, adjunktus,

MEMO programfelelős

 

 Vadaspark, Csillagvizsgáló, Informatikatörténeti kiállítás, templomlátogatás, Dóm
torony, Anna-fürdő, sétahajózás, sárkányhajó, sportolás, elsősegély tanulás, kreatív
kézműveskedés, nyomógombos kvíz vetélkedő, bűvész show, ördöglakatozás, Rubik-
kocka bemutató és társasjátékozás került be a szabadidős programok közé. Ezekről a
magyar csapat tagjai számolnak be a MEMO 2024, Szeged – 2. részében.

 Az egész napos kirándulás lehetőségei közül Szarvasra esett a választás, Mini
Magyarország és arborétum látogatással, majd sárkányhajózással és strandolással.

[1]

[2]

[1]

[2]
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AZ INTERJÚ-PORTRÉ MENÜPONT JÓL VAGY KEVÉSBÉ ISMERT MATEMATIKUSOKAT, VAGY OLYAN, EGYKOR

MATEMATIKUSKÉNT VÉGZETTEKET SZERETNE BEMUTATNI, AKIK MA MÁS SZAKMA ELISMERT KÉPVISELŐI,

SPORTOLÓK, MŰVÉSZEK...(ROVATSZERKESZTŐ: PAULOVICS ZOLTÁN.)

Nyul Gábor
2024. DECEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Megemlékezés
Kertész Andorról
Ötven éve, 1974-ben hunyt el
Kertész Andor
algebraprofesszor. Ebből az
alkalomból rendezett emlékülést
2024. június 13-án a Debreceni
Egyetem Matematikai Intézete
és az MTA Debreceni Területi
Bizottságának Matematikai
Munkabizottsága. Kertész Andor
szakmai útját   és  a
normáltranszverzálisok
alaptételéről szóló, Szele
Tiborral közös cikkében
szereplő bizonyítását Nyul
Gábor ismerteti. 

Paulovics Zoltán
2024. DECEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ki akar ma
tanítani? – IV. rész
Misetáné Dr. Burján Anita a
Balatonlelle-Karádi Általános
Iskola és Alapfokú Művészeti
Iskola matematika-kémia szakos
kutatótanára,
természettudományi
munkaközösségének vezetője,
továbbá 2010 óta a Somogy
Megyei Sakkszövetség elnöke,
és 2023 óta a Magyar
Sakkszövetség Oktatási-Kutatási
Bizottságának elnöke. A sakk és
a matematika oktatása
összefonódott az életében, így
így mi másról beszélgetnének
Paulovics Zoltánnal, mint arról,
mi a szerepe a matematikának a
sakkban és a sakknak a
matematikában.
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Nyul Gábor 
2024. DECEMBER, PORTRÉ – INTERJÚ

Megemlékezés Kertész Andorról

Ötven éve, 1974-ben hunyt el Kertész Andor algebraprofesszor. Ebből az alkalomból
rendezett emlékülést 2024. június 13-án a Debreceni Egyetem Matematikai Intézete és a
Magyar Tudományos Akadémia Debreceni Területi Bizottságának Matematikai
Munkabizottsága. Az emlékülésről szóló beszámoló előtt röviden ismertetjük Kertész
Andor szakmai életútját, majd bemutatjuk a normáltranszverzálisok alaptételéről szóló,
Szele Tiborral közös cikkében szereplő bizonyítását.

Kertész Andor rövid szakmai életútja
Kertész Andor 1929. február 19-én született Gyulán. 1947-ben érettségizett a Gyulai
Római Katolikus Karácsonyi János Gimnáziumban és felvételt nyert a Debreceni
Tudományegyetemre, ahol 1952-ben matematika–fizika–ábrázoló geometria szakos
tanári oklevelet szerzett.

Az időközben Kossuth Lajos Tudományegyetemmé átnevezett egyetem Algebra és
Számelmélet Tanszékén végigjárta a ranglétra fokait, 1960 és 1968 között
tanszékvezető, egyetemi tanárrá 1963-ban nevezték ki. 1962-től 1963-ig, majd 1968-tól
1971-ig vendégprofesszor volt a Halle-Wittenbergi Martin Luther Egyetemen (Martin-
Luther-Universität Halle-Wittenberg).

Szele Tibor vezetésével már egyetemi hallgatóként bekapcsolódott az algebrai
kutatásokba, amit élete végéig magas szinten folytatott. Legtöbb eredményét az Abel-
csoportok, a modulusok és a gyűrűk elméletében érte el. 1954-ben az
Operátormodulusok és féligegyszerű gyűrűk című értekezésével a matematikai
tudományok kandidátusa, 1957-ben Az operátormodulusok általános elméletéhez című
disszertációja alapján pedig a matematikai tudományok doktora lett.

Szakkönyvei közül csak az Artin-gyűrűkről szóló Vorlesungen über artinsche Ringe
címűnek az 1968-as megjelenését érhette meg, amelyért 1971-ben nívódíjban részesült.
Ennek angol nyelvű, átdolgozott és bővített kiadása (Lectures on Artinian Rings) csak
1987-ben készült el úgy, hogy néhány kiegészítő fejezetet Gerhard Betsch, Alfred
Widiger és Wiegandt Richárd írtak meg Kertész Andor ötleteit és szándékát követve.
Halála előtt nem sokkal zárta le a Jyväskylä-i Egyetemen 1971-ben tartott 16 órás
előadássorozata alapján született Einführung in die transfinite Algebra című kéziratát,
amely 1975-ben jelent meg. Végül a Georg Cantorról szóló könyvéről az emlékülés
egyik előadása kapcsán, az alábbiakban ejtünk majd szót.

1955-től haláláig szerkesztője volt a Publicationes Mathematicae Debrecen, valamint
alapító szerkesztője az 1971-ben indult Beiträge zur Algebra und Geometrie
folyóiratnak.

Szakmai munkásságát 1953-ban a Bolyai János Matematikai Társulat első alkalommal
odaítélt Grünwald Géza-emlékdíjával, 1968-ban az MTA Akadémiai Díjával ismerték
el. Ugyancsak 1968-ban tagjai közé választotta a Leopoldina Német
Természettudományos Akadémia (Deutsche Akademie der Naturforscher Leopoldina).

Hosszan tartó betegséget követően, 1974. április 3-án hunyt el Budapesten.
A  Publicationes Mathematicae Debrecen folyóiratban egy nekrológ [2], később a
tudományos munkásságát bemutató cikk [12] jelent meg róla.

Az elmúlt évtizedekben, születésének vagy halálozásának évfordulóihoz kötődően több
alkalommal rendeztek tiszteletére emléküléseket Debrecenben. Ezenkívül 1988 óta
matematikaverseny viseli a nevét Heves megyében, 2000-ben édesapjával közös
emléktáblát avattak a gyulai házuk falán, 2010-ben pedig Kertész Andornak szentelték a
Georg Cantor Egyesület (Georg-Cantor-Vereinigung) Georg Cantor Heft nevű
kiadványának egy különszámát [1].

Beszámoló az emlékülésről
A  2024. június 13-ai megemlékezés a Debreceni köztemetőben kezdődött, ahol a
résztvevők megkoszorúzták Kertész Andor sírját. Itt Vincze Csaba, a Matematikai
Intézet igazgatója mondott beszédet. Egyebek mellett felhívta a figyelmet arra, hogy
Kertész Andor életének keretei különös módon ágyazódnak be az idén 100 éves
debreceni felsőfokú matematikaoktatás történetébe: halálának éve éppen felezőpontja az
egy évszázadnyi hosszú útnak, születési éve pedig a Matematikai Tanszék
megalakulásának időpontjával esik egybe [13].

Csoportkép a koszorúzást követően. Balról jobbra: Kertész András, Győry Kálmán, Vincze Csaba,

Rácz Gabriella, Remete László, Gaál István, Pálfy Péter Pál, Nyul Gábor, Bérczes Attila, Pink

István, Hajdu Lajos

(Fotó: Tóth András – Szentendre Fotóklub)

Az MTA Debreceni Területi Bizottság székházában rendezett emlékülésen három
előadás hangzott el:

 Győry Kálmán: Kertész Andor életútja – személyes emlékekkel

 Nyul Gábor: Kertész Andor néhány, nem tisztán algebrai cikkéről

 Remete László: Steinitz egy tételének Kertész Andor-féle bizonyítása

Bérczes Attila tanszékvezető megnyitja az emlékülést.

(Fotó: Debreceni Egyetem M. Tóth Ildikó Sajtóközpont)

Győry Kálmán először áttekintést adott Kertész Andor életének és szakmai
pályafutásának főbb állomásairól. Ezt követően személyes emlékeit osztotta meg a
hallgatósággal egykori tanáráról, kollégájáról és barátjáról. Felidézte korrektségét és
udvariasságát, továbbá hogy előadásai mindig világosan és logikusan felépítettek,
szabatosan és választékosan megfogalmazottak, tartalmilag pedig naprakészek voltak.
Elmesélte, hogy Kertész Andor nagydoktorként is részt vett egy hallgatók számára
szervezett építőtáborban Bodrogkeresztúron, ahol együtt lakott és dolgozott
tanítványaival, túrázás közben pedig közvetlen hangulatú beszélgetéseket tudtak
egymással folytatni. Később vezetőként nemcsak tudományos előadásokat, hanem
külföldi utazásokról szóló élménybeszámolókat, kirándulásokat, közös budapesti
színházlátogatást is szervezett.

Nyul Gábor három témát járt körül. A normáltranszverzálisokkal kapcsolatos részről a
jelen munka záró szakaszában még részletesebben lesz szó. A halmazelmélet Zermelo–
Fraenkel-féle axiomatikus felépítése esetén fontos szerepet játszik a kiválasztási axióma.
Ennek számos ekvivalense közül a legnevezetesebbek a jólrendezési tétel (amely
lehetőséget ad a transzfinit indukció alkalmazására) és a Zorn-lemma. Hajnal András és
Kertész Andor algebrai ekvivalenseket találtak, például hogy minden nemüres halmazon
megadható kancellatív grupoid, továbbá itt algebrai struktúraként mondhatunk akár
kancellatív félcsoportot, kancellatív Abel-félcsoportot, kvázicsoportot, hurkot,
csoportot, Abel-csoportot, sőt gyűrűt, kommutatív gyűrűt vagy integritási tartományt [3]
(másik bizonyítást ld. [9]). Kertész Andor foglalkozott matematikatörténettel is,
elsősorban Georg Cantor német matematikus életének és munkásságának feltárása volt
szívügye. Ezzel összefüggésben írt cikket a valós számok egzakt bevezetésének
százéves jubileuma alkalmából [8], valamint Cantor ötleteinek jelentőségéről az algebra
fejlődése szempontjából [7]. Halála után jelent meg a Cantorról szóló könyve, amelynek
előszava 1971-es dátumozású, a felépítés tervezete és az egyes fejezetek többé-kevésbé
készen voltak, a benne szereplő illusztrációkat, fényképeket és leveleket ő maga
gyűjtötte, de a végleges szerkesztést már Manfred Stern végezte el [10]. Azonban még
ennél is többet tett Halléban Cantor emlékének ápolásáért, neki köszönhetően került
emléktábla Cantor lakóházára, illetve az ő tervei alapján készítette el a szobrászművész
egy emlékmű Cantorra vonatkozó oldalát.

Remete László előadása Steinitz következő testelméleti tételéről szólt: Ha az  test a 
test bővítése,  és  pedig -nek olyan részhalmazai, amelyek algebrailag ekvivalensek

 felett, továbbá mindkettő algebrailag független  felett, akkor  és  számossága
megegyezik.  Ernst Steinitz eredeti bizonyításában a jólrendezési tételre támaszkodva
transzfinit indukciót használt. Később Rédei László a jólrendezést megkerülve, a Zorn-
lemma és a kicserélési tétel segítségével igazolta az eredményt. Kertész Andor két
további bizonyítást is adott a tételre: az egyik szintén a kicserélési tételre vezeti vissza
az állítást, viszont a jólrendezési tételnek egy számosságokra vonatkozó
következményét használja fel [4]; a másik, mind közül talán a legegyszerűbb viszont
csak a Zorn-lemmára és a Schröder–Bernstein-tételre épít [6]. Az utóbbinak ráadásul
előnye, hogy az algebrai ekvivalenciának és algebrai függetlenségnek a definícióit nem,
csak bizonyos tulajdonságaikat használja fel. Ezért Kertész észrevétele szerint
hasonlóképpen alkalmazható az ekvivalencia és függetlenség absztrakt változataira,
ennek következményeként pedig könnyedén adódnak belőle például csoport- és
gyűrűelméleti eredmények is [5].

Nagy örömünkre a Kertész család tagjai is szép számban megtisztelték
rendezvényünket, jelen volt többek között Kertész Andor fia és testvére, Kertész András
akadémikus nyelvészprofesszor és Kertész Attila Liszt Ferenc-díjas karnagy.

Az emlékülésről beszámolt az egyetemi M. Tóth Ildikó Sajtóközpont [14] és annak
tudósítása alapján a Dehir.hu debreceni hírportál.

A normáltranszverzálisok alaptétele
Némileg meglepő módon Kertész Andor első cikkeinek egyike geometriai témával, a
normáltranszverzálisokkal foglalkozik [11]. Elemi eszköztára, könnyen érthetősége és
rövidsége miatt ezt be is tudjuk az alábbiakban mutatni.

Jól ismert, hogy a háromdimenziós euklideszi tér két kitérő egyenese esetén egy és csak
egy olyan egyenes létezik, amely mindkettőt merőlegesen metszi, ezt nevezzük a
normáltranszverzálisuknak. Továbbá a két kitérő egyenes legközelebbi pontjai a
normáltranszverzálisukkal vett metszéspontok.

Ez a tétel belátható akár tiszta geometriai eszközökkel,  itt azonban vektorok
segítségével szeretnénk igazolni. Kertész Andor és Szele Tibor több analitikus
geometriai könyv átnézése során azt tapasztalták, hogy a minimális távolságról szóló
résznél általában a kétváltozós függvények szélsőérték-számítására van szükség,
amivel viszont a bevezető fejezetekkel ismerkedők még jellemzően nem találkoztak.
Ezért az volt a céljuk, hogy olyan bizonyítást adjanak, amely csak elemi eszközöket
használ a vektoralgebrából.

Adjuk meg a két kitérő egyenest paraméteresen

alakban, ahol  a két egyenes egy-egy pontjának helyvektora,  az
irányvektoraik. Mivel az egyenesek kitérők, ezért  és  nem párhuzamosak,
következésképpen létezik olyan  vektor, amely merőleges -re és -re is,

 pedig bázist alkotnak.

Az első egyenes  és a második egyenes  paraméterű pontját összekötő egyenes akkor
és csak akkor merőleges mindkét egyenesre, ha  merőleges -re és -re,
azaz valamilyen  mellett . Ez ekvivalens az

 egyenlőséggel, ilyen  pedig pontosan egy létezik
tekintettel arra, hogy  egyértelműen áll elő a bázisvektorok lineáris
kombinációjaként.

A  második rész igazolásához speciálisan válasszuk -et és -t a
normáltranszverzálissal vett metszéspontokba mutató helyvektoroknak. Ekkor 
merőleges -re és -re, így az egyenesek tetszőleges pontjainak távolságnégyzete a
Pitagorasz-tétel alapján

Ebből azonnal leolvasható, hogy a távolság  esetén veszi fel a legkisebb
értékét.

Nyul Gábor,
 Debreceni Egyetem, Matematikai Intézet
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Lábjegyzetek
 A tételben szereplő fogalmak definíciói:  algebrailag ekvivalensek  felett,

ha  minden eleme algebrai  felett és  minden eleme algebrai  felett. 
algebrailag független  felett, ha bármely  elem transzcendens  felett.
 Ld. például: Hajós Gy., Bevezetés a geometriába, Nemzeti Tankönyvkiadó, 1995,

193–194.
 Ld. például: R. Rothe, Höhere Mathematik für Mathematiker, Physiker, Ingenieure.

Teil II, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, 1951, 191–192.
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Ki akar ma tanítani? – IV. rész

Lépések a sakktáblán és a matekórán – Beszélgetés
Misetáné Dr. Burján Anitával
Anita a Balatonlelle-Karádi Általános Iskola és Alapfokú Művészeti Iskola matematika-
kémia szakos kutatótanára, természettudományi munkaközösségének vezetője, továbbá
2010 óta a Somogy Megyei Sakkszövetség elnöke, és 2023 óta a Magyar Sakkszövetség
Oktatási-Kutatási Bizottságának elnöke.

Hogyan kezdődött a kapcsolatod a sakkal és a matematikával?

A matematikával már általános iskolában is nagyon-nagyon jó kapcsolatban voltam,
mindig is szerettem, nem véletlenül mentem el ebbe az irányba később. A sakkot 5 éves
koromban ismertem meg, amikor – a Polgár-lányok hírének hatására – édesapám úgy
döntött, hogy engem is megtanít sakkozni. Tetszett neki Polgár László pedagógiai
kísérlete: mindhárom lányából sikeres sakkozót akart nevelni, ráadásul bizonyítani
akarta, hogy a férfi és a női gondolkodásmód között nincs lényeges különbség, ezért
férfi  világbajnokot szeretett volna a lányokból.

Erről Polgár Judit utólag is nyilatkozott: „meggyőződésem, hogy azért jutottam a világ
legjobbjai közé nőként, mert nem volt előttem kisebb cél, mint a férfi világbajnoki cím.”
Illetve Polgár László híres Nevelhetsz zsenit… című könyvében: „Nem szólítok fel, nem
biztatok senkit, mindenkinek saját magának kell eldöntenie, mit akar tenni, viszont
átadom pedagógiai rendszeremet, és végigvezetek mindenkit azon az úton, amelyet én is
bejártam. Azzal a bizonyossággal, hogy nevelhet zsenit, és érdemes is, mert boldog
ember lesz belőle.”

A matematikatanári pályámat 1989-ben kezdtem: matematika és testnevelés szakos
tanár szerettem volna lenni, beadtam a jelentkezésemet, lezajlott a felvételi, és ekkor egy
nagyon komoly sportsérülést szenvedtem. Megműtötték a térdemet a Spotkórházban. A
sportorvos közölte velem, hogy a testnevelői pálya elképzelhetetlen (hobbi szinten
persze sportolhatok tovább), ezért egy évig várakoznom kellett. Ezt az évet képesítés
nélküli tanárként egy általános iskola felső tagozatában töltöttem, matematikát
tanítottam. Milyen érdekes az élet, ez óriási inspiráció volt számomra, hiszen nagyon
közel álltak hozzám a gyerekek, és rájöttem, hogy tényleg ez lesz az én pályám. Nagyon
szerettem csinálni, és 30 év után is nagyon-nagyon szeretek tanítani.

Utána felvételt nyertem matematika-kémia szakra, Szombathelyre, a Berzsenyi Dániel
Tanárképző Főiskolára, ahol köztársasági ösztöndíjjal végeztem. Felajánlottak egy állást
a helyi gyakorlóiskolában – ami a mai napig egy nagyon jó iskola – és a férjem is
maradhatott volna az egyetemen tanítani, de inkább úgy döntöttünk, hogy eljövünk a
Balaton-partra; Balatonlellére költözünk, a mai napig itt tanítok. Nagyon jó döntést
hoztunk.

Ballagás Balatonlellén

Persze egy sakkozótól nem meglepő, hogy jó döntéseket tud hozni… Már fiatalon
versenyeztél, ugye?

Hamar elvittek körzeti versenyekre, sokat meg is nyertem, illetve továbbjutottam
megyei bajnokságokra. Az első igazi sikeremet 11 éves koromban értem el, amikor
először játszottam életemben országos döntőben, és holtversenyben első lettem Polgár
Zsófiával. Azt hozzá kell tennem, hogy ő akkor fiatalabb volt nálam, és a
holtversenyeket eldöntő pontszámításnak köszönhetően ő lett a bajnok, én pedig
második helyezett, de így is nagyon nagy élmény volt. Egyébként most találkoztunk a
Sakkolimpián, és meséltem neki, hogy bizony mi már játszottunk együtt. Persze nem
emlékezett rá, de az édesapja igen.

Anita a Polgár-nővérekkel a 2024-es Sakkolimpián

Utána 1985-ben, 15 évesen már országos bajnok lettem, és kijutottam volna a
világbajnokságra, ami Argentínában volt, de sajnos nem sikerült az utazást megoldani.
Később bajor női bajnok címet szereztem.

Sokat köszönhetek edzőimnek is. Első egyesületem a Péti MTE volt. A középiskolás
éveimben mentem tovább a Tapolca Honvéd Mereszjev SE csapatába, ahol Mádl
Ildikóval játszottunk együtt. Ő később kétszeres olimpiai bajnok lett. Ildikó különben
iskolatársam is volt, vele szintén találkoztunk a Sakkolimpián, és felelevenítettük a régi
szép közös emlékeket.

A főiskola megkezdésével eldőlt, hogy abbahagyom a profi versenysakkot, hiszen a napi
sok óra sakkozás nem fért volna bele a tanulás mellett. Csak összehasonlításképpen: a
mai profi sakkozók napi 8-10 órát töltenek sakktanulással.

Persze játszottam tovább – akkor a Kaposvári Bástya Sportegyesület színeiben, többek
között Ribli Zoltán olimpikonnal –, de innentől inkább a tanítás, a szakoktatás, illetve
társadalmi szerepvállalások felé fordultam.

Mégpedig?

2010-ben megválasztottak a Somogyi Megyei Szakszövetség elnökének, amit társadalmi
megbízatásban végzek azóta is. Itt a gyermeksakk  felé fordultam, ugyanis a megyében
nagyon komolyan vesszük a tömegsportot: elkezdtünk Grand Prix bajnokságokat
szervezni. (Ez évente egy 7 versenyből álló versenysorozat 4 csoportban, szép díjakkal.)
Mi szervezzük a Vármegyei Egyéni és Csapat Sakk Diákolimpiákat is. Egy nagyszerű
csapattal dolgozunk közösen a megyei sakkoktatásért és a versenyzési lehetőség
biztosításáért. 2019-ben Magyar Szakszövetség Oktatási-Kutatási Bizottságának lettem
tagja (Dr. Sterbenz Tamás elnöklésével és Dr. Font Gusztávval), majd – ami kiemelkedő
esemény az életemben – 2023-ban megválasztottak a Magyar Sakkszövetség elnökségi
tagjának, és ugyanebben az évben az Oktatási és Kutatási Bizottság elnöke lettem.

Doktor Debrecenben

Az igazi szakmai mérföldkő a 2017-es év volt, amikor doktori fokozatot szereztem a
Debreceni Egyetem Matematika és Számítástudományok Doktori iskolájában dr. Hajdu
Lajos és Herendiné dr. Kónya Eszter témavezetésével, és ugyanebben az évben lettem
ECU Chess Trainer. (Európában akkor egyedül 100%-os teljesítménnyel.)

Kutatási eredményeimet   és szakmai tudásomat azóta is tudományos konferenciákon
(Varga Tamás Módszertani Napok, MIDK, Csernyák László Konferencia, Sport és
Innováció Konferencia, Világsakkfesztivál Sakkpalota referenciaiskoláinak találkozója)
és cikkekben osztom meg a szakmai közösséggel.

És közben végig tanítottad a felsőseidet Balatonlellén.

Matekot és sakkot is tanítottam már szinte minden korosztálynak: óvodásoknak,
alsósoknak, felsősöknek, középiskolásoknak. Persze iskolai keretek között csak felső
tagozatban órai,  és alsóban tehetséggondozó foglalkozások keretében, de meg szoktak
találni visszautasíthatatlan ajánlatokkal: amikor kedves ismerősök kérik, hogy segítsek a
gyermeküknek, mert nem érti az órai anyagot, vagy felvételizni szeretne, akkor arra nem
lehet nemet mondani.

Mindig szívügyem volt a tehetséggondozás. A tanítással töltött évek alatt sok kiváló
diákkal dolgozhattam együtt, segítettem képességeik fejlesztésében és
kibontakoztatásában. Diákjaim többször bejutottak és szép eredményeket értek el
megyei, regionális és országos döntőkben sakkból, matematikából, kémiából.
Természettudományos versenyeken kétszer országos versenyt is nyertek tanítványaim.

De a Testnevelési Egyetemen is tartottam néhány szemeszterben egy „Sakk oktatása”
kurzust, illetve 2018 óta van az ELTE-n egy „Sakk és matematika” nevű szabadon
választható kurzusom, ami nagyon sikeres, sokan szoktak jelentkezni rá.

Mi a kurzus célja?

Röviden az, hogy egyre több olyan matektanár legyen, akik nemcsak szeretik a sakkot,
hanem az alapoktól kezdve oktatni is jól tudják.

És hosszan?

A célunk az, hogy minél többen megtanuljanak sakkozni iskolai keretek között. Az
iskolai sakkoktatást szeretnénk fejleszteni, ehhez képzett pedagógus végzettségű
sakkoktatókra van szükség. A Testnevelési Egyetemen lehet sakk szakedzői
végzettséget szerezni. OKJ-s tanfolyamokon középfokú edzők végeznek. Nemzetközi
képesítéseket is lehet szerezni: FIDE Chess Trainer, ECU Chess Trainer. Nagyon sok
nemzetközi mester és nagymester is kiválóan oktat. A Magyar Sakk Szövetség
Edzőbizottsága is foglalkozik a hazai edzők képzésével, továbbképzésével. Tehát, ha
egy gyermek beiratkozik egy helyi sakk-klubba, akkor egy képzett edző fogja majd
tanítani. De hogyan jut el odáig?

Például úgy, hogy otthon az édesapja megtanítja neki a lépéseket.

Igen, és ez fontos, de a lépések megtanulásától még hosszú út vezethet a rendszeres
sakkedzésekig.

A Polgár Judit és csapata által kidolgozott Sakkjátszótér, illetve Sakkpalota Komplex
Képességfejlesztő Program 2013 óta része a hazai oktatásnak: a NAT lehetővé teszi az
általános iskolákban a „Képességfejlesztő sakk” tantárgy oktatását. Mivel már ingyenes,
akkreditált pedagógusképzés is rendelkezésre áll a módszer elsajátításához, így az évek
során mostanra körülbelül 2400 tanító vált képessé arra, hogy bevezesse a fiatalokat a
sakk világába.

Az ELTE-s kurzusodon pedig a leendő felsős, illetve középiskolai tanárok tanulják ki a
sakkoktatás mesterségét.

Igen, illetve a sakkal való oktatás mesterségét, ugyanis a Sakkpalota program fontos
célja, hogy ne „önmagáért” tanítsa a sakkot: Juditék módszerében pont az a zseniális,
hogy a sakk eszközrendszere által – a motiváción és a kreativitáson alapuló játékos
formában – komplex módon fejlesztik a diákok képességeit – többek között a „4K”-t,
azaz a kritikus gondolkodást, a kommunikációt, a kollaborációt és a kreativitást.

Ám a negyedik osztály végén elbúcsúznak a tanítónéniktől a sakkot nagyon szerető
diákok (országos szinten több ezer ilyen gyerekről beszélhetünk). Azt szeretnénk az
Oktatási-kutatási Bizottságban dolgozókkal és persze az országszerte aktív és lelkes
többi kollégával együtt elérni, hogy a 4. osztállyal ne szakadjon meg ez a folyamat,
hanem a felsős, illetve középiskolai (matek)tanárok jelentős része segíteni tudja a diákok
továbbfejlődését.

Sakktáborban

És ha egy diák annyira érdeklődő, hogy szeretne edzésekre, versenyekre járni, akkor
már az edzők vehetik át a munkát.

Így van. Különben pályakezdő tanárként azért is érdemes megpróbálkozni az órai,
szakköri sakkozással, mert a gyerekek imádnak játszani, így a pedagógusnak is sok
örömben, sikerélményben lesz része. Persze figyelni kell az elején, hogy itt is fegyelmet
kell tartani: úgy érezze jól magát a gyermek, hogy közben a szabályokat is betartja.

Mindig nagy öröm számomra, amikor egy-két év után írnak hallgatók, hogy kipróbálták
a kurzuson tanultakat és a diákjaik vidáman, nagy lelkesedéssel sakkoznak, jönnek a
matekórára.

Milyen további terveitek vannak még a Bizottságban?

Régebben lehetett sakktanárként pedagógus szakvizsgát tenni, ezt is szeretnénk
visszahozni, de ez komolyabb előkészítést igényel. Továbbá szeretnénk egy olyan
akkreditált képzést elindítani, amelyen iskolai sakkoktatók végeznek. Komoly problémát
okoz, hogy sok edzőnek nincs pedagógus végzettsége, így iskolai keretek között nem
taníthat. Már alsó tagozatban szükség lenne olyan szakemberekre, akik tovább tudják
fejleszteni a gyerekek sakktudását és a tehetségeket tovább tudják küldeni az edzőkhöz.

Ehhez kapcsolódóan célunk egy „alapsakk” tananyagot létrehozni, amely szépen
felépítve tartalmazza a sakknak azokat az elemeit, amiket a kezdőknek érdemes
elsajátítani.

31 év után is tele vagy tervekkel, lelkesedéssel. Mi a titkod?

A tanítás nagyon-nagyon érdekes dolog. És az egyik legnehezebb dolog a világon. Úgy
gondolom, hogy az a jó tanár, aki az iskola felhasználóinak és önmagának is meg tud
felelni.

Az iskola felhasználói között értem – elsősorban a legfontosabbakat – a gyerekeket, de
ide tartoznak természetesen a szülők, a kollégák, az iskolavezetés, a tankerületet, és így
tovább. Tehát nagyon-nagyon sok mindennek meg kell felelni, és közben jól is kell
csinálni.

A matematikai szakmai alapoknak nagyon rendben kell lenniük. Ez a minimum. Úgy
nem lehet odamenni, hogy a gyerekek előtt egy órával vagyok matematikából. Persze fel
tudnak tenni nehéz kérdéseket is, mondjuk egy versenyfeladat kapcsán: de ha ritkán
előfordul, hogy azt mondom, ennek majd utánanézek (és a következő órán tényleg
válaszolok is), azt nem bánják és nem lesznek bizalmatlanok.

Minden iskola más. Ha mondjuk a Fazekas egyik vezetőtanárának kellene egy szabolcsi
vagy somogyi kis iskolában végig vinni egy tanévet, akkor nem biztos, hogy ő ott jól
érezné magát, sikeres tanévet zárna. De fordítva ugyanez igaz. A matematikai szakmai
tudás elengedhetetlen, de nem minden: a mi szakmánknak része a módszertani,
pedagógiai, pszichológiai szaktudás is. És ami a legizgalmasabb: folyamatosan változni
kell. Azért, mert változik a világ. Ehhez viszont nagyon kell szeretni tanítani.

Amikor panaszkodnak a kollégáim, hogy mennyire nehéz, akkor – azon túl, hogy
megértem őket – mindig arra gondolok, hogy a becsengetéstől, az ajtó becsukásától
kezdve nem lehet nehéz. Mert odabent tanítok: azt csinálom, amit nagyon szeretek.

A közoktatásnak ez az egyik alappillére, azaz hogy még mindig sokan vannak köztünk,
akik így csinálják.

Élem az élethosszig tartó tanulást, az állandó megújulást, és közben az általam képviselt
értékek nem változnak: szakmai tudás, becsületesség, rendszeresség, pontosság,
precizitás, következetesség. Ezek a matematikában is elengedhetetlenek.

És a sakkban is. A sakk is ugyanezekre tanít meg, illetve tanított meg?

A sakk egy kicsit kegyetlenebb, mert ott nagyon hamar szembesülni lehet a tudással, és
a tudásbeli különbségekkel. A mai ügyes, okos gyerekek mikor találkoznak először
kudarcélménnyel? Ha jó képességű, jó tanuló, akkor várhatóan sorra kapja majd az
ötösöket, esetleg néha elszomorodik, mert kap egy négyest, vagy egy fekete pontot. Így
először talán a felső tagozat végén, vagy a középiskolában, vagy talán még akkor sem
lesz meg az első igazi kudarca. A  sakkban ez nem így van.

Mi történhet egy vesztes sakkparti után? Jöhetnek a krokodilkönnyek, jön a szomorúság,
jön néha az agresszió, haragszik magára és mindenki másra – ezzel szembe kell nézni.
Mindez pedig rengeteg mindenre megtanítja a gyerekeket, ami hiányzik a mai világból:
a siker mellett, ami minden győztes parti után érezhető,   a kudarcot is el kell viselni,
méltósággal viselkedni. Van, aki elmenekül, soha többé nem akar sakkozni. Arra
próbáljuk nevelni őket, hogy ilyenkor ne hagyják abba: kérjenek visszavágót!

A mai világ is ezt kívánja meg az emberektől: tudjanak alkalmazkodni a folyamatosan,
gyorsan változó körülményekhez. A mi időnkben még hosszú távra terveztek az
emberek egy-egy munkahelyen. A mai fiatalok, ha egy jobb lehetőséget kapnak, akkor
értelemszerűen továbblépnek.

A sakkban minden lépés után változik a helyzet. És hiába tervezünk el valamit, hogyha
az ellenfél egy másik lépést tesz, akkor másképpen kell viselkedni, azonnal reagálni
kell. Ha hibázunk, akkor előfordulhat, hogy nem veszi észre a társunk, és nem bünteti
meg rögtön a hibánkat. De az is előfordulhat, hogy rögtön kihasználja a helyzetet. És
akkor jön a következő lépés, jön a következő állás, újra kell gondolni a dolgokat, újra
kell alkalmazkodni. Taktikai és stratégiai terveket kell készíteni és a lehető legjobb
tervet megvalósítani. Önálló döntéseket kell hozni.

A sakkban tulajdonképpen mindenki a saját lépéseinek, a saját döntéseinek a jó és rossz
következményét viseli, nem lehet a külső körülményekre fogni a hibákat. Úgyhogy ez
szerintem hosszú távon igazán az életre készít fel.

De miért pont a sakk? Rengeteg másik játék van még.

Nem mindenható a sakk, be lehet vinni mást is az órára. De én úgy gondolom, hogy fő
iránynak nagyon-nagyon jó a sakk. És különben a sakk sem csak sakkot jelenthet:
számos sakkvariáns létezik, amelyek másként fejlesztenek és ráadásul szórakoztatóak is.
A sakkvariáns azt jelenti, hogy a sakk eszközeivel és lépéseivel, de nem ugyanazzal a
szabályrendszerrel játsszunk.

Mint például a francia sakk?

Igen, ahol minden bábut le lehet ütni, és ütni is kell, ha tudunk. Persze a cél is más:
hamarabb fogyjanak el a mi bábuink, mint az ellenfelünké.

De a gyerekek szokták élvezni a dobókockás sakkot is, ahol a kockadobás határozza
meg, hogy melyik bábunkkal léphetünk. Továbbá a progresszív sakkot is, amelyben
először egyet lépünk, majd az ellenfél kettőt, utána mi hármat, ő négyet, és így tovább.
Világos, hogy ezek mind más és más képességeket fejleszthetnek, hiszen mindig kicsit
másképpen kell gondolkozni.

A konkrét játékokon túl feladványokat is szoktunk nézni, de már számos olyan
feladatgyűjtemény is létezik, amely a sakktáblával, sakkfigurákkal, sakk témájú
szöveges, logikával kapcsolatos matematika feladatokat gyűjt össze.

Az pedig már a sakktanítás pedagógiai dimenziója, hogy a kisgyerekekkel nem a b3
mezőre lépünk, hanem a Banán utca 3-ba megyünk. A háttérben ugyanúgy koordináta-
rendszer van, és meg is tanulják szépen használni az alsósok, mint ahogy
tulajdonképpen a vektorokat is a bábuk lépéseinek megtanulásakor – de itt csak a
matematikai fogalmak előkészítése történik meg, explicit módon még csak nem is
utalunk rájuk.

A korábbi apáczais diákjaim, illetve az egyetemi hallgatóim is lelkesedtek Raymond
Smullyan Sherlock Holmes sakkrejtélyei című könyvének visszaelemző feladványaiért.

Igen, ez a típus is nagyon hasznos! És persze fejleszti a „gondolkodjunk visszafelé”
problémamegoldási stratégiához szükséges készségeket. A szakirodalomból jól ismert
jelenség a sakkoktatás általános készség- és képességfejlesztő hatása, ezek között
számos eredmény hazai kutatóktól származik. Az óvodáskorú és az alsó tagozatos
gyerekek fejlődését Duró Zsuzsa vizsgálta, Szilágyi Péter pszichológiai kutatásokat
folytatott a sakk gondolkodás- és személyiségfejlesztő hatásáról.

Kezdetben a diákok csak élvezik, hogy játszhatnak. Aztán idővel (egyesek) jobban
akarnak teljesíteni a játék során, nyerni akarnak, esetleg még versenyezni is. Több
motivációjuk lesz a számukra kevésbé izgalmas feladványok végiggondolására is. Ebből
is sokat tanulnak.

A Mozaik kiadónál megjelent 1. és 2. osztályosok számára írt Sakk-logika
programcsomag miben más, mint a Sakkpalota?

Az is egy nagyon-nagyon jól kidolgozott program az első négy évfolyam számára, és
használható is lenne az iskolában. A Polgár Juditék által kidolgozott Sakkpalota abban
több, hogy egy elképesztően jó hátteret tudtak mögé tenni: könyvek,
feladatgyűjtemények, tanári kézikönyvek, képzések, eszközök, játékok. Egy egész
Sakkpalota-univerzumot teremtettek. 2022 óta képzője is vagyok a módszernek, és
látom, hogy milyen magas színvonalon kidolgozott az egész háttere és milyen kiválóan
működik az iskolai oktatásban.

A doktori disszertációdat 2017-ben „A matematikai gondolkodás specifikumainak
megjelenése a sakkozó gondolkodásában, a sakkoktatás szerepe a matematika
tanításában” címmel írtad. Összekapcsolva a „tudományok királynőjét” és a „királyi
játékot” tulajdonképpen kidolgoztad az elméleti alapjait az „univerzumbővítésnek”.

Az átlagember számára abban nyilvánul meg a matematika és a sakk közötti kapcsolat,
hogy mindkettő világos logikai készséget és kombináló képességet igényel. Gik „Sakk
és matematika” című könyvében írja: „A matematikus és a sakkjátékos
gondolkodásmódja elég közel áll egymáshoz, és aligha véletlen, hogy a matematikai
képességek gyakran párosulnak sakktehetséggel.” Több nevet is megemlíthetünk, akik
mindkét területen kiváló szakemberek voltak: Emmanuel Lasker, a heidelbergi egyetem
matematika professzora évtizedekig a sakk világbajnoka, egy másik világbajnok, Max
Euwe az IBM cég vezető matematikusa, egy harmadik, Michail Botvinnik pedig
elektromérnök-tervező volt. A magyarok közül fontos kiemelni Barcza Gedeon
nagymestert, a huszármanőverek nagyszerű ismerőjét, aki matematikatanár is volt.

A mindkét területet magas szinten ismerő személyeken kívül más kapcsolódási pont is
létezik. A sakk bizonyos értelemben része a matematikának: a sakk egy véges, diszkrét,
kétszemélyes, teljes információjú, determinisztikus játék. A sakkozónak minden egyes
lépés helyes megtételéhez egy jól definiált matematikai feladatot kellene megoldani. Ezt
egyszerű helyzetekben meg tudja tenni a kezdő sakkozó is, de a legtöbb esetben a
világbajnok sem. A sakkozók ezért legtöbbször nem tipikusan matematikai
gondolkodást követve, hanem más módszer használatával választják meg a lépésüket.
De Groot 1946-ban a hangosan gondolkodtatás módszerének alkalmazásával a sakkozói
gondolkodást vizsgálta. Egy adott állásban kellett a legjobb lépést megtalálniuk a
kísérleti személyeknek. A nagymesterek gondolkodásában 4 fázist azonosított:
orientációs (az állás lényegének meghatározása), kereső (konkrét változatok elemzése),
vizsgálati (döntés a legjobb lépésről) és igazoló (a megtett lépés helyességének
igazolása) fázis.

Ez nagyon hasonlít Pólya György a problémamegoldás folyamatát leíró modelljére.

Így van! A kezdő sakkozóknál a tervezési és ellenőrzési fázis gyakran elmarad, konkrét
lépések számítására és a legjobb lépés keresésére irányul a gondolkodás.

Mint ahogy a problémamegoldásnál a diákok, hallgatók elfelejtik alaposan értelmezni,
majd ellenőrizni, továbbgondolni a feladatot.

Igen, ez is egy hasonlóság!

Még érdemes megemlíteni, hogy a sakkozói gondolkodás más területeken is
használható. Egy, évekig NB1-es szinten sakkozó orvosprofesszor már negyven évvel
ezelőtt hangoztatta, hogy minden orvostanhallgatónak meg kellene tanulni sakkozni,
mert a gyakorló orvos sokszor úgy gondolkozik, mint a sakkozó: hiányos információ
esetén is gyorsan döntenie kell a gyógyítás (pl. a diagnózis, vagy az operáció)
menetében. Pár évvel később olvashattuk a sakkújságokban, hogy van olyan
számítógépes sakkprogram, ami ugyanazon az elven működik, mint a számítógépes
orvos-diagnosztikai program.

A számítógépes sakkprogramok az évek során jelentős fejlődésen mentek keresztül,
igazi áttörést jelentett 1997-ben a Deep Blue program, ami legyőzte az aktuális
világbajnokot, Kaszparovot. Ma pedig már még sokkal előrébb tart!

Mennyi Élő-pontja van a sakkprogramoknak?

Amikor legutóbb hallottam, akkor a Stockfish és az AlphaZero is 3500 körül járt. Tehát
az óriási számítási kapacitáson túl pár éve már a mesterséges intelligencia is előretör a
sakkprogramok világában. A sakkozói gondolkodás modellezhetősége ezeken keresztül
napjainkban is kutatások tárgyát képezi. Gik szerint: „A sakknak, mint modellnek
megvan az az előnye, hogy egyrészt könnyen megfogalmazhatók a célok és feladatok,
másrészt: ezeket a célokat nem is könnyű elérni.”

A matematika és a sakk – bár különbségek is mutatkoznak– mégis nagyban erősítheti
egymást. Révész Géza így jellemzi az egyik eltérő vonást: „A matematikus
gondolkodásának irányát a probléma, a sakkozóét nagyrészt a partner szabja meg.”
Alkalmazását az oktatási-nevelési gyakorlatban éppen ez az eltérő vonás erősítheti, a
játék öröme, a győzelem motivációs hatása felhasználható a matematikai kompetenciák
kialakításában és tudatos fejlesztésében.

Nézzünk egy példát! A sakkban meghatározó az anyag, tér és idő fogalmak ismerete és
elemzése a játék során. Ezek egyre mélyebb megértése hogyan segítheti a matematikai
kompetencia fejlődését? A sakkban megszerzett tudás hogyan hasznosul a matekórán?

A sakkozó gyerekek hamar megismerkednek az anyaggal, számolgatják, hogy ők ütöttek
le több bábut, vagy az ellenfél: „én leütöttem kettőt, te leütöttél hármat” – aztán utána
rájönnek, hogy nem mindegy, hogy gyalogot ütöttek le, vagy vezért. Azaz nem csak a
darabszám a fontos: súlyozni kell a sakkfigurák értékeivel, és az így kapott értékeket
összehasonlítani. Itt már rögtön jobban igénybe veszik a fejszámolási képességüket. Mit
számolnak meg mindig? Először a leütött figurákat. És mi van, ha elrejtek egyet?
Úgyhogy mindig a táblán lévőket kell megszámolni, ez már egy sokkal komolyabb
feladat.

Be lehet hozni a negatív számokat is: mondjuk a világos figurák értékei pozitív számok,
a sötét figuráké negatívak. Így rögtön megkapjuk az előny mértékét.

Nagyon sok olyan geometriai fogalom, probléma van, ami a sakktáblán is megjelenik:
vektorok, tengelyes tükrözés, középpontos tükrözés, eltolás, elforgatás stb. Például azt
szoktam játszani a gyerekekkel, hogy miután egy alapmattot feltettünk az egyik sarokba
– mondjuk a két királyt és a vezért – át kell rakniuk ugyanazt az állást a másik sarokba.
Máris tengelyesen tükröztek, pedig elsős gyerekekről beszélünk, akik csak kis felsősként
találkoznának a tengelyes tükrözéssel a matekórán.

Egy másik nagyon-nagyon érdekes példa a térre. A sakktáblán lépésszámban mérjük a
távolságot, így a sakktábla egyik sarkából, mondjuk az a1 mezőről a h8 mezőre 7 lépés
eljutni. De ugyanennyi a h1 mezőre is! Tehát ha megrajzolom a sakktáblán ezt a
derékszögű, egyenlőszárú háromszöget, akkor az a sakk mértékével nézve egy szabályos
háromszög. Ráadásul különböző figuráknak különböző számú lépésre van szükségük
eljutni az egyik mezőről a másikra. Tehát a távolságfogalom viszonylagossága is
kiderül.

Az idő a sakkóra révén is előjön, tanulják a gyerekek az idejük okos beosztását. Itt nincs
lehetőség kérni még egy percet: ha leesik a zászló (ez a hagyományos sakkozói
kifejezés, ma már a digitális órákon elfogy a gondolkodási idő), akkor – hiába állsz
nyerésre – vesztettél. A helyes időbeosztás megtanulása az életben később nagy előnyt
jelent. Másrészt a sakkban az idő fogalma arra is vonatkozik, hogy ki ér oda hamarabb,
ki tud kevesebb lépésben mattot adni. A mattra nem lehet ellenmattot adni. Ha én négy
lépésben tudnék mattot adni, de ő már kettőben, akkor azon kell gondolkodnom, hogyan
tudom kivédeni az ellenfelem győztes kombinációját, azaz például hogyan módosítom a
kombinációja idejét.

Érzékelhetően jobb lesz például a sakkozók matematikai problémamegoldó teljesítménye
az évfolyamtársaikéhoz képest?

Mérhetően. A doktori időszakában a 2013/2014-es tanévben a 9. évfolyamra történő
beiskolázás központi írásbeli felvételi vizsgáinak matematika feladatsorát vizsgáltuk.
Röviden: a tanulóink (akik mind megismerkedtek a sakk alapjaival, de csak a csoport
negyede járt sakkversenyekre) az országos átlagnál (ami kb. 20 pont) lényegesen jobb
átlageredményt (33 pontot) értek el a matematika felvételi vizsgán.

A további elemzésből kiderült, hogy mely matematikai témakörökben, illetve
kompetenciaterületeken nyújtottak lényegesen jobb teljesítményt?

Alapműveletek (számok, műveletek) és a síkbeli alakzatok (geometria) témakörből.
Kiemelkedő volt a „Modellalkotás, probléma-prezentáció” kategóriába tartozó
feladatokban nyújtott teljesítményük. De különben a sakkozó csoport tanulói minden
kiválasztott kompetenciaterületen jobbak voltak az országos átlagnál.

Még a szülők szerepéről is kérdeznék. Ők hogyan tudják támogatni a gyermeküket a
sakkozásban?

Ha van otthon sakk, és nekik is van kedvük játszani a gyerekeikkel, akkor bátran vegyék
elő, tanítsák meg a szabályokat. Esetleg nézzék meg közösen Judit legkisebbeknek szóló
könyveit, a Sakkjátszótér 1-2. munkafüzetet.

Nem lehet már itt, a legelején elrontani?

A szülő szerintem nem fogja elrontani a gyerekét, a legjobbat akarja neki. Az
ismerkedés fázisában a szabadság a fontos: például, ha máshogyan szeretne lépkedni a
bábukkal, akkor engedjük neki. A kisgyerekek professzionális tanításában is jelen van,
hogy kezdetben csak rakosgatják őket, egészen más játékokat játszanak a figurákkal:
egy saját világot találnak ki. Elég, ha nem elvesszük, hanem növeljük a kedvüket.

Ahogyan például Dienes Zoltán tanuláselméletének is első, nagyon fontos fázisa a
szabad játszás. De a közel hároméves kisfiamon is ezt tapasztalom: a múltkor a király és
a királynő mellé odatette az egyik gyalogot, hogy az a kisgyerekük.

Így van, minden ezzel kezdődik. Ebben a korban is sokat alakul a képzelet, amelyet
kihasználhatunk: Polgár Judit az egyik könyvében arról ír, hogy ő többek között attól
lett nagyon jó sakkozó, hogy már az elejétől sokat gyakorolt „vakon”. Becsukott
szemmel maga elé képzelte a sakktáblát, és látta, hogy az a1 mező sötét, az e6 világos,
f5-ről e3-ra léphet a huszár. Ehhez komoly absztrakciós képesség kell, ami gyakorlással
rengeteget fejleszthető. És persze nem csak a sakkban hasznos!

A másik fontos, fejlesztendő terület a figyelem. Ma, amikor rengeteg gyerek szétszórt,
figyelemhiánnyal küzd, jó végignézni a csendben koncentráló tanítványaimon, akik egy
versenynapon több órán keresztül figyelnek a táblára, gondolkodnak.

És közben tanulnak még jobban figyelni és gondolkodni.

Pontosan! Még kezdő tanárként tanultam egy kollégámtól egy remek gyakorlatot arra,
hogyan lehet szépen lassan ráterelni a diákok figyelmét az órára. Például amikor a
tanítványaim beesnek tesióra után matekórára, akkor rögtön nem kezdhetem az órát egy
matekfeladattal. Ilyenkor figyelempróbát játsszunk. Egy percig felkészülnek: alaposan
körülnéznek a teremben, utána kérdezek, ők pedig csukott szemmel válaszolnak.
Kezdetben könnyebbeket – máris szereztek sikerélményt a matekórán (például „Hány
kiskutya látható a hátsó fali képeken?”), aztán esetleg nehezebbeket is. Máris mindenki
figyel, mert jól akar válaszolni. Általában három kérdés elég is: megnyugodtak,
figyelnek, jöhet a matek!

Hogy van mindenre időd?

Úgy, hogy van egy csodálatos családom. A férjemmel, aki szintén pedagógus, jövőre
ünnepeljük a 30. házassági évfordulónkat. A karrier sosem volt a család előtt, így
például 2017-ben doktoráltam, mert előtte nagyobb szükség volt az energiáimra otthon a
két gyermekünk miatt. Érdekes, hogy mindkettőjüket érdekli a tudományos munka is.
Tomi az adattudomány, a mesterséges intelligencia, Nóri a paradontológia területén
végez kutatásokat.

Ők is sakkoznak?

A fiunk mérnök-informatikus, és mellette Diplomáciai Akadémiát végzett, tehát kicsit
reál, kicsit humán beállítottságú. Szeretett sakkozni, de a versenyzés irányába nem ment
el. Nálunk az a lányok feladata, a fiúk „csak” sakkszeretők. A lányunk – aki fogorvos –
a nagykanizsai bajnokcsapatban játszik, és a most szeptemberi Sakkolimpián
versenybíróként tevékenykedett.

Gondolom te is sokat voltál a helyszínen, a BOK Sportcsarnokban.

Persze! A hazai rendezésű Sakkolimpián is tevékeny szerepet vállaltam. A Polgár Judit
Sakk Alapítvánnyal együttműködve gyerekcsoportokat vittünk fel a lelátóra, ahonnan
megtekinthették a rendezvényt. Impozáns volt a látvány. 189 nyílt, és 170 női csapat,
csapatonként 4 játékossal: asztalok, sakktáblák, sakkórák, zászlók… Meséltünk az
olimpiai mozgalomról, a Sakkolimpiákról, a magyarok eredményeiről. Kipróbálhattak a
gyerekek sakk, illetve Sakkpalota témájú játékokat, illetve a szerencsések személyesen
találkozhattak a Polgár nővérekkel.

Óriási visszhangja volt a sakk-szakmai közösségben, online lehetett követni a partikat.
Voltak kísérőrendezvények, versenyek, közvetítések, elemzések. Szerintem mindenki,
aki kilátogatott, úgy ment haza, hogy még jobban szereti ezt a gyönyörű játékot.

„Minden eszköz fejleszt” – tudják és alkalmazzák e szemléletet a matematikatanárok
tanóráikon. Ma már rengeteg színes, változatos (társas)játék verseng a diákok logikai,
stratégiai, absztrakciós képességeit fejleszteni vágyó tanárok figyelméért. A sakk
évszázadok csiszolta letisztultsága, kiszámítható, de mégis megfoghatatlan mélysége
nem véletlen, hogy sok, a matematikát szerető ember számára volt az inspiráló
szórakozás forrása.

Anita gyakran idézi Pólya Györgynek a tanítás céljáról vallott felfogását: „először és
elsősorban GONDOLKODNI kell tanítanunk”. A sakk pedig kiválóan tanít erre.

Az interjút Paulovics Zoltán készítette.
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SOKSZOR TALÁLKOZUNK OLYAN FELADATTAL, ÖTLETTEL, AMIT SZÍVESEN ELTESZÜNK KÉSŐBBI HASZNÁLATRA. A

 TANÓRA – SZAKKÖR ROVAT SZERETNE HOZZÁJÁRULNI A MATEMATIKATANÁROK ESZKÖZTÁRÁNAK

GAZDAGÍTÁSÁHOZ, FÓRUMOT KÍVÁN ADNI A GONDOK, NEHÉZSÉGEK MEGTÁRGYALÁSÁRA IS.

(ROVATSZERKESZTŐ: GYŐRY ÁKOS.)

Fonyó Lajos, Fonyóné
Németh Ildikó
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Érdekes
valószínűségszámítási
feladatok a világ
minden részéről –
2. rész
Fonyó Lajos és Fonyóné Németh
Ildikó szakköri feldolgozásra
szánt cikkének első része (három
fejezetben) bolyongásokról szólt
különböző felületeken.  A cikk
folytatásában három újabb
feladatcsokorral foglalkoznak: a
negyedik fejezetben nem
szabályos dobókockára
vizsgálnak   feladatokat, a
következő a geometriai
valószínűséggel kapcsolatban
tartalmaz feladatokat, végezetül
játékok nyerő stratégiájának
esélyét határozzák meg. A 2024-
ben a békéscsabai Rátz László
Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás
alapján készült ez az írás. 

Árki Tamás, Csete Lajos
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A
matematikaoktatás
múltja és jelene a
győri Révai Miklós
Gimnáziumban  –
2. rész
A cikk első része a Révai
Miklós Gimnázium múltjáról,
előző számunkban jelent meg. A
folytatásban az iskolában
napjainkban zajló
matematikaoktatást, a
tehetséggondozás formáit és
lehetőségeit tárgyalják a
szerzők.  Árki Tamás és Csete
Lajos  közöl egy 7. osztályos és
egy 11-12. osztályos szakköri
feladatsort, és felsorolja az
elmúlt 15 év legkiválóbb
diákjainak versenyeredményeit
matematikából. A Révai jelene
következik.

Tritz Árpád
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

További speciális
másodfokú
egyenletpárok
Tritz Árpád 2024 júniusában
már írt olyan speciális egész
együtthatós másodfokú
egyenletpárokról, ahol a
konstans tag előjelét
megváltoztatva mindkét
egyenlet gyökei egész számok.
Ebben a cikkben a konstans tag
és az elsőfokú tag
együtthatójának felcserélésével
kapott speciális másodfokú
egyenletpárokat tekinti,
megvizsgálva, milyen esetekben
lehet minden gyök egész. A
megoldás módszere itt más, mint
előzőleg, felhasználható
szakkörön, vagy az emelt szintű
érettségire felkészítés során.
Tovább...

Koncz Levente, Csapodi
Csaba
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A 2024-es
matematikaérettségi
dolgozatok
eredményének
elemzése
2024 májusában volt az első
érettségi vizsga, amelyben
matematikából az új   NAT
szerinti követelményeket
alkalmazták. Érdemesnek tűnik a
vizsga után visszatekinteni az
eredményekre, különös
tekintettel azokra a feladatokra,
amelyek valamilyen
szempontból újak, újszerűek
voltak a feladatsorokban.
Csapodi Csaba és Koncz
Levente elemzését elsősorban a
tanárok figyelmébe ajánljuk.
Végső következtetésük, hogy a
2024-es közép- és emelt szintű
feladatsor egyaránt megfelelt az
új követelményeknek.
Következzenek a részletek.

Róka Sándor
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Párbajozzunk a
matematikaórán?
Vegyük észre, hogy a
matematika tanításában milyen
lehetőségek vannak előttünk.
Látjuk, hogy visszaesett az
érdeklődés a hagyományos
versenyeinken. Népszerű lehet
egy olyan új verseny, ami
használja az online teret, a
digitális lehetőségeket.
Matematika párbajra hívja fel
kollégáit Róka Sándor. A játék
hátterének megteremtéséhez
pedig segítőtársakat keres. A
játékból kiindulva egy teljes
rendszer építhető fel, amit
tanárok, diákok egyaránt
sikeresen használhatnak.

Hegedűs Dániel, Kovács
Benedek
2024. DECEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A 2024-es MEMO
néhány
feladatának
részletes
megoldása
A  2024-es Közép-Európai
Matematikai Diákolimpián az
egyéni versenyen négy, a
csapatversenyen nyolc feladat
került kitűzésre. E feladatok
közül adunk közre egy
válogatást részletes
megoldásokkal. A megoldásokat
a magyar csapat tagjai írták le:
Prohászka Bulcsú, Keresztély
Zsófia, Molnár István Ádám,
Kovács Benedek Noel, Vigh
Zalán és Holló Martin.
Köszönjük szépen a
közreműködésüket, és ezúton is
gratulálunk az elért
eredményükhöz – írták a
csapatvezetők, Hegedűs Dániel
és Kovács Benedek.
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Fonyó Lajos, Fonyóné Németh Ildikó 
2024. DECEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

Érdekes valószínűségszámítási feladatok a világ minden
részéről – 2. rész

A cikk első része a IV. fejezettel folytatódik: most a kockadobások, a geometria és a
matematikai játékok világába kalauzoljuk el a kedves Olvasót. Azt szokták mondani,
hogy aki a játékokat szereti, az szellemiségében örökké fiatal marad, és biztosan szereti
a matematikát is. Reméljük, hogy a közölt feladatok ezt igazolni fogják. A geometriai
feladatokkal pedig azt próbáljuk illusztrálni, hogy egy váratlan gondolat vagy egy
megfelelően irányított döntéssorozat hogyan segítheti elő nehéz problémák megoldását.
A közölt példákkal a geometria sokszínűségét is szeretnénk megmutatni. 

IV. Játék nem szabályos dobókockákkal
9. feladat. Rózinak van két azonos „nem szabályos” dobókockája (azaz nem teljesül rá,
hogy az egyes kimenetelek valószínűsége ugyanannyi), amelynek lapjain az 1, 2, 3, 4, 5,
6 számok szerepelnek. Rózi elgurítja a két kockát, és képezi a dobott számok összegét.
A 2-es összeg valószínűsége 0,04, a 12-é 0,01.

Mennyi lehet a 7-es összeg maximális esélye?

Megoldás.

Legyen  az  szám dobásának esélye ( , 2, …, 6). Ekkor  és ,
amiből  és . Ebből  .

A korábbi feltételek teljesülése esetén a

kifejezés maximumát keressük.

Vezessük be a  és  jelöléseket. A  számtani és mértani közép
közötti összefüggést felhasználva:

és így

Az egyenlőség feltétele: ,  vagy ,
.

10. feladat. Lehetséges-e két kockát úgy „cinkelni” (tehát az egyes számok dobásának
valószínűségét a kockán úgy megváltoztatni), hogy a két kockával dobva 2-től 12-ig
minden összegnek ugyanakkora legyen a valószínűsége?

Megoldás. Jelölje  és  az  szám dobásának esélyét a két kockán ( , 2, …, 6).
Ekkor megfelelő „cinkelés” esetén – mivel 11 különböző kimenetel lehet –, a feltétel
szerint mindegyiknek 1/11 valószínűségűnek kell lennie. Így

A    feltétel alapján a ,  valószínűség-párok
nagyságviszonya ellentétes. Ennek figyelembevételével:

Így  nem lehet 1/11.

Tehát a kockákat nem lehet úgy „cinkelni”, hogy teljesítsék a feladat feltételét.

11. feladat. Egy gyárban Andris és Dávid kockákat készít. Mindkét fiú elkészíti saját
kockáját is. Andris a szokásoknak megfelelően 1, 2, 3, 4, 5, 6 pontot helyez el a kockája
lapjaira. A  rafinált Dávid szintén 21 pontot oszt el a kockáján, de nem a szokásoknak
megfelelően, hanem az egyes lapokra egyedi elrendezésben tesz nemnegatív számú
pontokat. (Az ismétlődés is megengedett.) Ezután a két fiú elkezd játszani.

Az nyer, aki nagyobb számot dob. Egyenlő pontérték esetén addig dobálnak, amíg a
csata el nem dől.

Mekkora a maximális valószínűsége annak, hogy Dávid nyer?

Adjunk példát olyan kockapontozásra, amellyel ez az esély elérhető.

Megoldás. Jelölje  Dávid nyerési esélyét,  pedig annak a valószínűségét, hogy
Dávid elsőre  értéket dobva le tudja győzni Andrist. Felhasználva, hogy döntetlen
helyzet után Dávid  eséllyel nyer a játék folytatása során,

A  , 2, 3, 4, 5, 6 értékekre vonatkozó képletet annak alapján kapjuk, hogy Andris

kockáján  db -nál kisebb pontérték található, és  esély van az első dobás utáni

döntetlen helyzetre.

Jelöljük Dávid kockáján a pontértékeket , , …, -tal. Ekkor

Tegyük fel, hogy Dávid kockáján pontosan  db lapon van pozitív pontérték.

Ha , akkor Dávid kockáján a lapoknak legalább a fele automatikusan vesztő, így

nyerési esélye .

 esetén tegyük fel, hogy a Dávid kockáján szereplő pozitív pontértékek , 

, …, , és vegyük figyelembe, hogy  ( ).

Emiatt

A kapott egyenlőtlenségből a  feltétel adódik.

, 5, 6 esetén kiszámítva -ot, az alábbi értékeket kapjuk:

 

Tehát Dávid maximális nyerési esélye , és ez az esély akkor érhető el, ha a kockáján 4

lapra helyez el összesen 21 pontot, és pontosan két lapot hagy üresen. Vagyis 6, 6, 6, 3,
0, 0 vagy 6, 6, 5, 4, 0, 0 vagy 6, 5, 5, 5, 0, 0 pontot tesz a kocka lapjaira (tetszőleges
elrendezésben).

V. Valószínűség a geometria területén
12. feladat. Egy 1 m hosszúságú pálcát 7 töréssel 8 részre osztunk fel. Minden lépésben
véletlenszerűen, azaz egyenlő eséllyel kiválasztunk egy rendelkezésre álló pálcadarabot,
és azt pontosan középen kettétörjük.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy a végén minden darab hossza  m lesz?

Megoldás.

Az első törés 1-féleképpen,

a második törés 2-féleképpen,

a hetedik törés 7-féleképpen történhet, ezért a pálca feldarabolására összesen 
 lehetőség adódik.

A megfelelő darabolás esetén az első törés egyértelmű.

Ezután 3 törést az , 3 törést az  szakaszon kell végrehajtani. A törések sorrendje

-féleképpen valósítható meg.

A  megállapított sorrend ismeretében az  és  részek felezése már egyértelműen
végezhető el.

Az  és  darabok törése után az ( , ) és ( , ) párokon belül a törési
sorrend 2–2-féle lehet, így a kedvező esetek száma:

a keresett valószínűség pedig

 

13. feladat. A   és  koncentrikus körök sugarainak hossza rendre 1, illetve 2 egység.
A   körvonalon véletlenszerűen kiválasztunk 4 különböző pontot, és összekötjük
azokat úgy, hogy egy konvex négyszöget alkossanak.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy a négyszög oldalainak van közös pontja -gyel?

Megoldás.

Nevezzünk triónak -n egy olyan ponthármast, amely pontjai szabályos háromszöget
alkotnak. Egy ilyen trió által meghatározott háromszög oldalai érintik -et.

Ahelyett, hogy -n véletlenszerűen jelölnénk ki 4 különböző pontot, válasszunk
véletlenszerűen 4 közös pont nélküli triót, majd ezekből véletlenszerűen jelöljünk ki 1-1
pontot. Így megvalósul a feladat szerinti pontok kiválasztása -n.

Vizsgáljuk meg, hogy a 4 pont által meghatározott konvex négyszögnek milyen
valószínűséggel nem lesz közös pontja -gyel. Ennek szükséges és elégséges feltétele,
hogy a négyszög csúcsai első-, másod- vagy harmadszomszédos pontok legyenek -n.
Ennek figyelembevételével az alábbi két lehetőség kínálkozik arra, hogy a konvex
négyszög oldalainak ne legyen közös pontja -gyel.

a)  a négyszög belsejében található.

Ekkor minden megfelelő négyszög csúcsai között csak harmadszomszédos pontok
lehetnek -n. Három ilyen négyszög létezik: , , .

b)  a négyszögön kívül található.

Ekkor a 4 kiválasztott pont közül a két legtávolabbi harmadszomszédos csúcs.

12 ilyen négyszög létezik. Így a -gyel diszjunkt négyszögek száma összesen 15.

Mivel a triókon belül a négyszög csúcsainak kiválasztása 3-3-féleképpen történhet, ezért
az összes esetek száma , és az általunk vizsgált valószínűség:

négyszög 

Ennek figyelembevételével annak esélye, hogy a négyszög oldalainak van közös pontja 
-gyel:

négyszög 

 

Megjegyzés. A feladat általánosítható.

Ha -n -szöget ( , ) jelölünk ki, akkor annak a valószínűsége, hogy a

sokszög oldalainak van -gyel közös pontja: -szög   (

 esetén ).

VI. Győzelmi esély optimális játékstratégia esetén
14. feladat. Egy játékbemutatón Vikinek egy 2024 darabból álló golyósorozatot
mutatnak meg egyesével. A golyók mindegyike piros vagy kék. Viki minden lépésben
csak egy golyót lát, és azzal az alábbi három dolgot teheti:

 ha az piros, és megtartja, akkor  pontot kap,

 ha az kék, és megtartja, akkor  pontot kap,

 ha a golyót nem kéri, akkor 0 pontot kap.

A döntését később már nem változtathatja meg. A színeloszlás véletlenszerű. Viki akkor
nyer, ha pontszámai összege éppen 1.

Mennyi az esélye annak, hogy nyer, ha ügyesen játszik?

Megoldás.

a)

Ha a sorozatban minden golyó piros, akkor Viki csak  ( , ) pontot
szerezhet, és nem nyerhet.

b)

Ha a sorozatban minden golyó kék, akkor Viki csak  ( , ) pontot
szerezhet, és nem nyerhet.

c)

Ha a sorozatban mindkét színű golyó előfordul, akkor Viki biztosan nyerhet, ha az első
piros és az első kék golyót megtartja, a többit nem kéri. Mivel a 2024 tagú sorozatban
minden golyó színe 2-féle lehet, ezért Viki nyerési esélye:

 

15. feladat.

Egy asztalon 3 megkülönböztethetetlen doboz áll. Az egyikben 2 piros, a másikban 2
kék, a harmadikban 1-1 piros és kék golyó van. A dobozok sorrendje véletlenszerű. Dia
két golyót fog kivenni valahonnan; akár különböző, akár ugyababból a dobozból. Előtte
azonban „megjósolja”, hogy azok színe azonos vagy különböző lesz-e. Ezután kivesz
egy golyót az egyik dobozból, és megnézi. A 2. golyót bármelyik dobozból kihúzhatja.
Akkor nyer, ha az eredeti tippje bejön.

Mit mondjon, majd milyen stratégiával húzzon (vagyis az első húzás után váltson-e
dobozt, vagy sem) ahhoz, hogy maximális esélye legyen a nyerésre? Mennyi esélye van
a győzelemre?

Megoldás. Jelöljük az egyes dobozokat az ábra szerint , , -vel, és ugyanígy azokat
az eseményeket is, amikor Dia ezekből húz golyót.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy Dia első kihúzott golyója piros.
Ekkor

piros 

piros 

 piros

 piros

Vizsgáljuk ezután Dia nyerési esélyét aszerint, hogy mi volt az eredeti tippje, illetve a
két húzását melyik dobozból végzi el.

I. eset: Dia eredeti jóslata két azonos színű golyó.

a) Ha Dia nem vált dobozt:

            

 

 

b) Ha Dia dobozt vált:

          

 

II. eset: Dia eredeti jóslata két különböző színű golyó.

c) Ha Dia nem vált dobozt:

          

 

 

d) Ha Dia dobozt vált:

          

 

A kapott eredmények alapján tehát Diának az a legjobb stratégiája, ha mindkét golyót
ugyanabból a dobozból húzza ki, és arra tippel, hogy a golyók színe azonos lesz. Ekkor

nyerési esélye .

Ez az írás a 2024-ben a békéscsabai Rátz László Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás alapján készült. A  bemutatott feladatokkal felkelthetjük a
középiskolás tanulók érdeklődését a valószínűségszámítási feladatok iránt. A  cikkben
közölt példákkal próbáltunk jól hasznosítható anyagot nyújtani a középiskolában tanító
és a tehetséggondozásban résztvevő kollégáknak.

Fonyó Lajos – Fonyóné Németh Ildikó,
Keszthely
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A matematikaoktatás múltja és jelene a győri Révai Miklós
Gimnáziumban  – 2. rész

 

A  matematikaoktatás jelenlegi helyzete a Révai Miklós
Gimnáziumban
Korábbi cikkünkben bemutattuk a győri Révai Miklós Gimnázium kialakulásának
történelmi vonatkozásait, valamint bemutattuk Arany Dániel, dr. Kárteszi Ferenc és
Czapáry Endre munkásságát. Ebben az írásban az iskolában napjainkban zajló
matematikaoktatást, a tehetséggondozás formáit és lehetőségeit tárgyaljuk.

A  Révai Miklós Gimnáziumban nincs speciális matematika tagozat, de több
osztálytípusban is kiemelten kezeljük a matematika oktatását.

Az „F osztály”
Az F osztály iskolánk jelenleg egyetlen hatévfolyamos képzést biztosító osztálya. Ebbe
az osztályba hatodikos korukban válogatjuk ki a jelentkező kisdiákok közül a
legjobbakat. A  felvételi eljárásban a központi írásbeli vizsgák eredményén kívül
figyelembe vesszük a szóbeli vizsgán elért teljesítményt is. A  szóbeli vizsgán magyar
nyelv, történelem és matematika tantárgyakból kérdezzük a jelentkezőket.
A  matematika-feladatlap három, a központi írásbeli feladatoknál kicsit nehezebb
feladatot tartalmaz. A feladatlappal a matematikai szövegértés mellett a kombinatorikus
gondolkodás, a modellalkotás és a geometriai alapismeretek alkalmazásának képességét
mérjük. Az F osztályokban a matematika tanítása heti 4 tanórában csoportbontásban
zajlik. A  csoportok kialakítása kezdetben névsor szerint történik, de a matematika
szempontjából ígéretesebb osztályokban a 8. vagy a 9. évfolyamon érdeklődés és
képességek alapján kialakítunk egy „mini-fakultációs” csoportbontást egy erősebb és
egy középszintet megcélzó csoport létrehozásával. Az F osztályba járó diákokkal tudunk
a leghosszabb ideig foglalkozni, ezért a legkiválóbb versenyeredményeket legtöbbször
az ebbe az osztályba járó diákok érik el.

Matematika–idegen nyelvi osztály
A C osztály négyévfolyamos képzése során a matematikát szintén kiemelten kezeljük.
Ebben az osztálytípusban is csoportbontásban történik a matematika tanítása, heti 5
órában. Az osztály helyi tanterve alapján már az első két tanévben is emelt szintre
készítjük fel a diákokat, de marad idő a versenyekre történő felkészítésre is.

Reál osztály
A  D osztályunk jelenleg két eltérő érdeklődésű csoportból áll. Az osztály egyik fele
biológia–kémia, a másik fele pedig matematika–fizika orientációt követ. A „mat–fizes”
csoportban szintén heti 5 tanórában tanulják a diákok a matematikát, a C osztályokban
alkalmazott tanterv alapján.

A fenti osztályokon kívül iskolánkban még egy négy évfolyamos osztályt (idegen nyelvi
orientációval) és két öt évfolyamos képzést biztosító osztályt indítunk: egy nyelvi
előkészítőt és egyet az Arany János Tehetséggondozó Program keretei közt.

A  diákok az utolsó két tanévben fakultációt választhatnak. A  matematika fakultációt
választó tanulók egységesen heti 5 tanórában, az alapórát választók 3 tanórában tanulják
a matematikát. Minden tanévben négy fakultációs csoportot indítunk: egyet-egyet a C,
D, F osztályokban és egy „vegyes” csoportot a többi osztály tanulói számára.

Tehetséggondozás a Révaiban
Iskolánkban nagy múltra tekint vissza a matematika-tehetséggondozó munka, amelyről
elmondhatjuk, hogy rendkívül sikeres, és amelyre nagyon büszkék vagyunk.
A  tehetséggondozás alapját a matematika szakkörök, tehetséggondozó foglalkozások
adják, amelyekből minden tanévben összesen hatot indítunk, ami Győr–Moson–Sopron
vármegyében különlegesen soknak számít. A  szakköreinket évfolyami szinten
szervezzük, heti 2-szer 45 perces foglalkozások formájában, és akár kis létszámmal is
elindítjuk azokat.

A 7. évfolyam számára szervezett szakkörre iskolánk egyetlen 7. osztályából általában
3–10 tanuló szokott jelentkezni, ezért körülbelül 10 éve felmerült a munkaközösségünk
tagjai közt, hogy a szakkört érdemes lenne kiterjeszteni városi szintre. Ez többé-kevésbé
meg is valósult, azóta minden szakkörünk örömmel és szeretettel várja a város (és a
környező települések) minden érdeklődő, tehetséges diákját. A  7. évfolyam számára
indított szakkörünk nem titkolt célja a tehetséges diákok felfedezése és fejlesztése.
Kezdetben logikai és egyéb egyszerű matematika eszköztárral megoldható feladatokkal
foglalkozunk, majd később tematikus rendben dolgozzuk fel a versenyek feladatait. A 8.
évfolyam számára szervezett szakkörökön a tematikus feldolgozás mellett egyre
markánsabban jelennek meg nehezebb versenyfeladatok is.

Szakköri feladatok a 7. évfolyam számára
Összegek és szorzatok átalakításai
1. Melyek azok az egész számok, amelyekkel az  számot

megszorozva egész számot kapunk eredményül?

2. Mivel egyenlő a következő szorzat? Próbálj általánosítani!

 

3. Mivel egyenlő a következő összeg? Próbálj általánosítani!

 

4. Keress olyan három egymást követő páros számot, amelyek szorzata 2-vel kezdődő és
2-re végződő hatjegyű szám? Vajon több ilyen számhármas is van? Miért?

5. Bergengóciában a távolbanézés nemzeti sportnak számít. Ebből a sportágból
csapatversenyeket is szerveznek. A nemzeti ligában 2020 csapat versenyez, és bármely
két csapat pontosan egy mérkőzést játszik egymással a szezon során. Összesen hány
mérkőzésből áll a szezon?

6. Figyeld meg az alábbi szorzótáblát! Add össze a számokat a megjelölt „L” alakú
sávokban! Fogalmazz meg sejtést az eredmények alapján! Vajon akkor is igaz a sejtés,
ha a szorzótáblát tovább folytatjuk? Miért?

 

7. Helyezzetek el az ábrán látható 8 szobában

 

a) 18         b) 20         c) 25         d) 27         e) 30         f) 31         g) 32         h) 33

embert úgy, hogy mind a négy oldal mentén a 3-3 szobában lévő személyek száma
pontosan 9 legyen!

8. Nyolc valós szám összege , és közülük bármely hét összege pozitív. Mi az a

legkisebb egész érték, amelyet nyolc ilyen szám valamelyike felvehet?

A  9. és a 10. évfolyamos szakkörökre körülbelül 10 diákunk jár, és minden évben
csatlakozik egy-két „külsős” diák is. A 11–12. évfolyam számára igazodva az OKTV-
kiíráshoz, már csak egy szakkört indítunk.

Szakköri feladatok a 11–12. évfolyam
számára
Vektorok skaláris szorzata
1. Bizonyítsuk be, hogy ha egy tetraéderben két kitérő élpár merőleges egymásra, akkor
a harmadik élpár is merőleges egymásra!

2. Bizonyítsuk be, hogy egy tetraéder magasságvonalai akkor és csak akkor illeszkednek
egy pontra, ha a tetraéder szemközti élei merőlegesek egymásra!

3. Az egy síkban fekvő  és  háromszögekről tudjuk, hogy az ,  és 
pontokból rendre a , , illetve  egyenesekre állított merőlegesek egy ponton
haladnak át. Bizonyítsuk be, hogy az ,  és  pontokból rendre a , , illetve 
egyenesekre állított merőlegesek is egy ponton haladnak át!

4. Bizonyítsuk be, hogy ha ,  és  egy háromszög belső szögei, akkor

 

5. Bizonyítsuk be, hogy ha , , , , , ,  és  tetszőleges valós számok, akkor a
következő összegek közül legalább az egyik nemnegatív:

 

6. A  tér közös kezdőpontból kiinduló , , …,  ( , egész) félegyenesei közül
bármelyik kettő tompaszöget zár be egymással. Határozzuk meg  maximális értékét!

6. Oldjuk meg az alábbi egyenletet a valós számok halmazán!

 

Az öt matematika szakkör mellett még egy további tehetséggondozó foglalkozást
hirdetünk, elsősorban 12. évfolyamos diákok számára. Ez az Analízis szakkör, amely
rendkívül népszerű a végzős diákok körében. A szakkör körülbelül 15 éve működik, és
több funkciója van. Elsődleges célja a felkészítés az egyetemi tanulmányokra, a
foglalkozások tematikája úgy került összeállításra, hogy lefedje a műszaki, gazdasági
szakok első két féléves kalkulus tantárgyi követelményeinek jelentős részét. A szakkör
közvetlen módon segíti a versenyekre és az emelt szintű érettségire felkészülést is,
hiszen olyan technikákat is megismernek a diákok az analízis témaköreiből, amelyek jól
használhatók a versenyeken vagy akár az érettségin is.

A  tanórai keretek, a szakköri foglalkozások stabil alapot biztosítanak a motivált és
tehetséges diákjaink számára, de messze nem elegendőt a sikeres
versenyszereplésekhez. Elkötelezett és szakmailag felkészült matematikatanáraink a
legkiválóbb diákjainkat egyénileg és sokoldalúan mentorálják. Ezekkel a diákokkal
személyre szabottan igyekszünk foglalkozni, heti rendszerességgel szervezett egyéni
(vagy szerencsés esetben kiscsoportos) felkészítő foglalkozásokkal, amelyeken gyakran
szemezgetünk az OKTV, vagy nemzetközi matematikaversenyek feladataiból. Ehhez a
munkához biztos hátteret ad tanáraink tapasztalata, egyénileg összeállított
feladatbankjai, iskolánk jól felszerelt könyvtára. Az egyéni mentorálás során tanulóink
figyelmét igyekszünk felhívni egyéb lehetőségekre is. Alázatos, szorgalmas és
tehetséges diákjainkat bátorítjuk az Erdős Pál Matematikai Tehetséggondozó Iskola
programjain való részvételre (veszprémi hétvégék, matematikatáborok), iskolánk
alapítványán keresztül anyagi támogatásban is részesítjük őket. A  legkiválóbb
versenyzőinket támogatjuk a budapesti olimpiai szakkörön való részvételben is.
A  matematikai kutatómunka iránt érdeklődő diákjaink indulását segítjük tudományos
cikkíró-pályázatokon (pl. Polygon pályázat középiskolásoknak). Összességében
elmondható, hogy a Révai Miklós Gimnáziumban igyekszünk sokoldalú, személyre
szabott felkészítő munkát végezni. Végezetül álljon itt iskolánk matematikai
„dicsőségfala”, azaz legkiválóbb diákjaink elmúlt 15 évben elért eredményei:

Olimpikonjaink
 

Név Versenyeredmény

Mészáros András IMO 2010: dicséret

Di Giovanni Márk IMO 2014: ezüstérem

  IMO 2015: bronzérem

  MEMO 2013: aranyérem

Kocsis Anett EGMO 2018: bronzérem

  EGMO 2019: bronzérem

  EGMO 2020: bronzérem

  IMO 2020: bronzérem

Jánosik Máté MEMO 2021: bronzérem

Arany Dániel Matematikai Tanulóverseny
 

Név Tanév Helyezés

Vuchetich Bálint 2008/2009 dicséret

Nagy Gergely 2011/2011 dicséret

Di Giovanni Márk 2012/2013 2. díj

Nagy Gergely 2012/2013 2. díj

Nagy Fanni 2012/2013 dicséret

Póta Balázs 2015/2016 2. díj

Jánosik Áron 2016/2017 3. díj

Kocsis Anett 2016/2017 3. díj

Póta Balázs 2016/2017 1. díj

Balogh Zsófia 2017/2018 1. díj

Jánosik Áron 2017/2018 3. díj

Jánosik Máté 2018/2019 1. díj

Balogh Zsófia 2018/2019 1. díj

Jánosik Máté 2019/2020 1. díj

Dékány Csaba 2019/2020 2. díj

Hajba Milán 2023/2024 dicséret

Éliás Simon 2023/2024 3. díj

OKTV
 

Név Tanév Helyezés

Gőgös Balázs 2009/2010 1.

Mészáros András 2009/2010 4.

Di Giovanni Márk 2013/2014 1.

Nagy Gergely 2013/2014 5.

Di Giovanni Márk 2014/2015 1.

Póta Balázs 2017/2018 5.

Jánosik Áron 2018/2019 3.

Póta Balázs 2018/2019 5.

Jánosik Áron 2019/2020 1.

Jánosik Máté 2020/2021 1.

Dékány Csaba 2020/2021 5.

Jánosik Máté 2021/2022 1.

  

Lábjegyzet
 Kocsis Anett a Fazekas Mihály Gimnáziumban érettségizett.

 

 
Árki Tamás, Csete Lajos,

Győr, Révai Miklós Gimnázium
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További speciális másodfokú egyenletpárok
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 Aktuális szám: 34. szám 2024. december  Válasszon:

Tritz Árpád 
2024. DECEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

További speciális másodfokú egyenletpárok

A 2024 júniusában megjelent cikkben olyan  és  alakú
másodfokú egyenletpárokat vizsgáltam, amelyeknél  és  egész számok, és a két
egyenlet gyökei szintén egész számok. Az alábbiakban vizsgált egyenletpárok
megoldási módszere más matematikai eszközök bemutatását teszi lehetővé, tehát más
szempontból érdekesek. Itt nem alkalmazunk komplex számokat a megoldások során,
sokkal inkább támaszkodunk az emelt szintű érettségi követelményeire.

Középiskolai tanulmányok során gyakran találkozunk az  és az
 másodfokú egyenletekkel, amelyeknek a gyökei egyaránt egész

számok. Másik ilyen „szerencsés” páros a következő két egyenlet:  és
. Mindkét esetben a konstans tag és az elsőfokú tag együtthatóját

felcserélve olyan másodfokú egyenletet kaptunk, amelynek szintén egész számok a
gyökei, csakúgy, mint az eredetinek. ( Az alábbi ábrán a koordináta-rendszerben
ábrázoltuk a fenti négy egyenlet megoldásait a függvények megrajzolásával.)

Ahogy azt a fent említett cikkben láttuk, ezúttal is felvethetjük matematika szakkörön és
matematika tagozaton (vagy egyéb haladó csoportokban tanórán) az alábbi kérdéseket:

– Véges vagy végtelen sok ilyen páros létezik?

– Hogyan lehet ilyen egyenletpárokat előállítani a fenti két példán kívül (ha
egyáltalán vannak)?

Ezekre a kérdésekre keressük a választ ebben a cikkben, és a probléma megoldásában a
Viète-formulákat fogjuk segítségül hívni.

A probléma tehát a következő: melyek azok az  és  egész számok, amelyekre az
 és az  másodfokú egyenletek gyökei egyaránt egész

számok?

Elsőként vegyük észre, hogy ha , akkor az  egyenlet gyökei 0 és 
 (ezek tehát egészek), az  egyenlet gyökei viszont pontosan akkor

lesznek egészek, ha  egy négyzetszám ellentettje. Hasonlóan, ha , akkor -nak
egy négyzetszám ellentettjének kell lennie ahhoz, hogy egész gyököket kapjunk. Ezek a
feladatunk triviális megoldásai, amelyekből végtelen sok van, és nem túl érdekesek a
számunkra. Innentől kezdve a nemtriviális megoldásokat vizsgáljuk, vagyis feltesszük,
hogy sem , sem  nem 0. Két esetet fogunk vizsgálni, ha , illetve, ha .

1. eset: , és .

Ekkor két egyenletpárunk van, az egyik kétszer az  egyenletből, a másik
pedig az  és az  egyenletekből áll. Világos, hogy
mindegyik egyenlet diszkriminánsának négyzetszámnak kell lennie. Az 
és az  egyenlet diszkriminánsa közös, nevezetesen

. Ezek szerint  és  is négyzetszámok, és a
különbségük 4. Nem nehéz ellenőrizni, hogy csak akkor lehet két négyzetszám
különbsége 4, ha az egyik 0, a másik pedig 4. Azt kaptuk tehát ebből az észrevételből,
hogy , amiből következik, hogy , hiszen . Vagyis két
egyenletpár jöhet szóba:

– az , amelyik saját magával alkot párt. Gyors számolással
meggyőződhetünk róla, hogy ennek tényleg egész gyökei vannak: .

– a másik pedig az  és  egyenletekből álló pár.
Viszont a második egyenletnek nem egész számok a gyökei, azaz ebben az esetben
az eredeti problémára nem kapunk megoldást.

Az  esetben tehát egyetlen megoldás adódott: .

2. eset: ,    és  .

Mivel  és  szerepe felcserélhető a kitűzött problémában, ezért feltehetjük, hogy
. Legyenek az  egyenlet gyökei  és . Természetesen egyik

sem lehet 0, mert . A Viète-formulák alapján  és . Ebből,
a háromszög-egyenlőtlenség általánosítását is felhasználva azt kapjuk, hogy:

(1)

(2)

 

Mivel , ezért a következőt kapjuk:

(3)

A gyökök abszolútértékei pozitív egész számok, és azt kaptuk, hogy a szorzatuk kisebb
az összegüknél. Hogyan lehetséges ez? Legyenek  és  pozitív egészek, és tegyük fel,
hogy

Az egyenlőtlenség mindkét oldalából kivonjuk a  kifejezést és hozzáadunk 1-et.

Mivel  és  nemnegatív egész számok, ez csak úgy lehetséges, ha legalább az
egyikük 0, tehát  vagy  egyikének 1-nek kell lennie. Ezért (3) alapján valamelyik gyök
abszolútértéke biztosan  1. Mivel  és  szerepe szimmetrikus, ezért feltehető, hogy

. Legyen . Ekkor (2) miatt  és (1) miatt . Mivel
, ezért . Ebből pedig az következik, hogy

. Ha két, 0-tól különböző szám összegének abszolútértéke
megegyezik az abszolútértékük összegével, akkor a két szám azonos előjelű. Tehát  és

 azonos előjelűek, ezért , tehát .

Innentől két esetet különböztetünk meg attól függően, hogy  pozitív vagy negatív.

a) . Ekkor  miatt a két gyök összege negatív, és mivel azonos
előjelűek, ezért mindkettő negatív. Tehát  és , így a Viète-formulák
alapján  és . Most tekintsük a kiindulási  egyenlet párját,
azaz az  egyenletet. Ennek diszkriminánsa:

.

Az egész gyökök miatt -nek négyzetszámnak kell lennie, és mivel  is
négyzetszám, ezért két olyan négyzetszámot keresünk, amelyek különbsége 8. Nem
nehéz ellenőrizni, hogy csak akkor lehet két négyzetszám különbsége 8, ha az egyik 1, a
másik 9. Ezek szerint , amiből következik, hogy , mert  pozitív.
Tehát  és , vagyis ebben az esetben egyetlen megoldás adódott, a cikk elején
is említett  és az  másodfokú egyenletpár.

b) . Ekkor  miatt mindkét gyök pozitív, ezért  és ,
valamint  és . Az  egyenlet párjának, vagyis az

 egyenletnek a diszkriminánsa:

Az  egyenlet diszkriminánsa pedig:

Látható, hogy mindkét egyenlet diszkriminánsa négyzetszám. Mivel a
megoldóképletben szereplő számláló két tagjának paritása megegyezik, ezért ha 2-vel
osztjuk, egész számokat kapunk, tehát egész számok lesznek a gyökei mindkét
egyenletnek. Vagyis ebben az esetben végtelen sok, a feltételeknek megfelelő
másodfokú egyenletpár létezik, hiszen  tetszőleges pozitív egész szám lehet.

Összefoglalva: a cikkben kitűzött feladat nemtriviális megoldásai a következők:

–  Az  egyenlet, amelynek a párja önmaga.

–  Az  és az  másodfokú egyenletpár.

– Az  és az  másodfokú
egyenletpárok, ahol  pozitív egész szám. Ebbe a kategóriába tartozik a cikk elején
említett  és  egyenletpár.

Beláttuk tehát, hogy végtelen sok nemtriviális megoldása van a cikkben kitűzött
problémának, és egyúttal a Viète-formulákra is találtunk egy szép alkalmazást.

Tritz Árpád,
SZTE Báthory István Gimnázium és Általános Iskola
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A 2024-es matematikaérettségi dolgozatok eredményének elemzése
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 Aktuális szám: 34. szám 2024. december  Válasszon:

Koncz Levente, Csapodi Csaba 
2024. DECEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

A 2024-es matematikaérettségi dolgozatok eredményének
elemzése

A 2020-ban bevezetett NAT és kerettanterv következtében megváltoztak az érettségi
követelmények is. (A változásokkal – egy ötrészes cikksorozat keretében – részletesen
foglalkoztunk az Érintőben is   (27–31. szám) 2023 márciusától kezdve.) A változások
miatt a 2024. májusi érettségi feladatsorokat a megszokottnál is nagyobb érdeklődés
övezte, így érdemesnek tűnik a vizsga után visszatekinteni az eredményekre, különös
tekintettel azokra a feladatokra, amelyek valamilyen szempontból újak, újszerűek voltak
a feladatsorokban.

Az alábbi elemzés gerincét az iskolák által nyújtott önkéntes adatszolgáltatás adatainak
elemzését tartalmazó, 2012 óta minden évben elkészített összeállítás idei változata adja.

A kétszintű érettségi szoftverben a matematika vizsgadolgozatok esetében az I. és II.
rész pontszámait szükséges csak rögzíteni, így korábban nem álltak rendelkezésre
részletes adatok a feladatonkénti pontszámok országos eloszlásáról. Ezen próbáltunk
változtatni, amikor először a 2012-es tavaszi vizsgaidőszakban az Oktatási Hivatalon
keresztül az iskolákat önkéntes adatszolgáltatásra kértük: gyűjtsék össze és küldjék el a
vizsgázók pontszámait feladatonként.

Idén már tizenharmadik alkalommal végeztük el ezt a kutatást, és azóta összesen több
mint 200 ezer középszintű vizsgázó által megoldott 234 feladat, illetve közel 13 ezer
emelt szintű vizsgázó által megoldott 117 feladat részletes pontszámai állnak
rendelkezésre. 2018-ban a kutatás tovább bővült: az iskolákat arra kértük, ha idejük
engedi, alkérdésenként is rögzítsék a pontszámokat, bár elfogadtuk a feladatonkénti
rögzítést is, ha ez nem volt kivitelezhető.

A 2024. május-júniusi vizsgaidőszakban középszinten 64 630-an, emelt szinten 6371-en
írták meg a matematika írásbeli érettségit magyar nyelven. E vizsgázók közül 22 307
(34,5%) középszinten és 1539 (24,2%) emelt szinten szereplőről kaptunk részletes
adatokat. A minta nagysága idén is lehetővé teszi, hogy a teljes vizsgázói populációra
vonatkozóan megbízható következtetéseket vonjunk le, bár az összes vizsgázóra nézve a
minta reprezentativitása nem igazolható. A középszintű dolgozatok közül 12 914
(57,9%), az emelt szintűek közül pedig 947 (61,5%) vizsgázó pontszámait
alkérdésenként kaptuk meg. Idén is felülreprezentáltak voltak a jobb eredményű
dolgozatok: a visszaküldött középszintű dolgozatok átlaga 2,5, az emelt szintűeké pedig
3,9 százalékponttal magasabb az összes vizsgázó átlageredményénél.

Az adatokat az 1. táblázat foglalja össze. 

    középszint   emelt szint

 darabszám átlageredmény  darabszám  átlageredmény 

 összes írásbeliző 64 630 52,1% 6371 66,6%

 összes visszajelzett 22 307 54,6% 1539 70,5%

     ebből alkérdésenként
rögzített

12 914 55,0% 947 70,4%

     ebből alkérdésenként
rögzített

9393 54,1%  592 70,6%

 nem visszajelzett 42 323 50,8% 4832 65,4%
1. táblázat: A magyar nyelven írt matematika írásbeli vizsgadolgozatok átlageredménye (2024.

május)

Az emelt szintű vizsgázók aránya – mind az összes érettségi vizsga, mind a matematika
esetében – idén érezhetően növekedett, amit az újonnan bevezetett „kétharmados”
szabály is ösztönzött. Ez a szabály kimondja, hogy a középszintű vizsgaeredményt csak
kétharmados szorzóval veszik figyelembe az érettségi pontok számításánál. Hasonló
mértékű növekedés utoljára 2020-ban volt tapasztalható, amikor bevezették azt a
követelményt, hogy a továbbtanuláshoz szükséges legalább egy emelt szintű vizsga. Az
emelt szintű matematikavizsgák 8,7%-os aránya azonban továbbra is a magyar nyelv és
irodalom után a második legalacsonyabb a „nagy” tárgyak között, és jelentősen elmarad
az összes tantárgyi vizsga körében mért 17,5%-os aránytól.

 1. ábra: A matematikából emelt szinten vizsgázók aránya a tavaszi vizsgaidőszakban (2006-2024)

Az elmúlt 18 év magyar nyelvű középszintű matematika írásbeli feladatsorai között az
idei bizonyult a második legmagasabb megoldottságúnak – a tavalyit éppen megelőzve,
de a 2022-es év eredménye mögött –, annak ellenére, hogy a végzősöket tanulmányaik
során hosszabb ideig érintette a digitális tanrend. A 2007 óta készült összes feladatsor
átlagos eredménye 47,8%, míg a 2022-es feladatsoré 53,7%, a tavalyié 51,2%, az ideié
pedig 52,1% lett. Az elmúlt három évben kitűzött feladatsorok így a legjobban sikerült
dolgozatok közé tartoznak.

Az, hogy az írásbeli vizsga jól sikerült a sokéves átlaghoz képest, azzal is
alátámasztható, hogy a 2012-es (10-ről 12 pontra történt) ponthatáremelés óta idén volt
a második legalacsonyabb a sikertelen, 12 pont alatti írásbelik aránya (1,3%), csak a
2020-as 0,9%-os arány volt alacsonyabb. (Ez okozhatta azt, hogy 2025 őszén a
korábban megszokott létszám körülbelül 60%-a tett középszinten érettségi vizsgát.)

A magyar nyelven írt emelt szintű írásbeli vizsgák átlageredménye 2024-ben 66,6%
volt, ami megfelel a sokéves átlagnak. A középszint helyett az új pontszámítási
szabályok miatt emelt szintet választó 2-3%-nyi vizsgázó eredménye kis mértékben
csökkenthette az országos átlagot mindkét szinten: ők középszinten vélhetően inkább a
jobbak közül kerültek volna ki, és jó eredményük hiányzik a középszintű átlagból, emelt
szinten viszont jellemzően a kevésbé jók közé tartozhatnak.

Az alábbiakban az egyes feladatok eredményessége az önkéntes adatszolgáltatás során
gyűjtött értékekből származik.

Középszint
A középszintű feladatsort itt tekinthetik meg olvasóink.
A javítási-értékelési útmutató itt található.

Miután a középszintű változások túlnyomó része valamely követelmény kikerülését
jelentette a korábbiak közül, így kevés újdonságról, illetve annak eredményességéről
tudunk beszámolni. A  4-es feladat (statisztikai manipuláció felismerése) és a 15. c)
alfeladat (dobozdiagram értelmezése) volt olyan, amilyennel korábban a vizsgázók nem
találkozhattak, a többi feladat tulajdonképpen a 2024 előtti feladatsorokban is
előfordulhatott volna.

A 4-es feladat volt idén a legsikeresebb feladat (86%-os eredményesség), amit
nyilvánvalóan az okozott, hogy meglehetősen egyszerű formában kérte számon a
statisztikai manipuláció felismerését. A 15. c) alfeladatban egy diagram alapján négy
kijelentésről kellett megítélni azok igazságtartalmát (igaz-hamis-nem lehet eldönteni).
Ez a feladat szintén átlagon felüli eredményességet hozott (61%), amiből óvatosan
levonható az a következtetés, hogy a vizsgázó diákok alapvetően megismerték és értik a
dobozdiagramot (boxplot-diagramot).

Feladat Átlag Kihagy

1. A és B halmaz megadása 81%  

2. derékszögű háromszög befogója 82%  

3. négyjegyű pozitív páratlan számok 70%  

4. statisztikai manipuláció felismerése 86%  

5. 70%  

6. számtani sorozat első 6 tagjának összege 58%  

7. hatszög alapú gúla (csúcsok, lapok, élek) 73%  

8. szám kétszeresének 2-es alapú logaritmusa 42%  

9. polgármester-választás 75%  

10. függvények zérushelye 64%  

11. 1, 5, 5, 5 átlaga és szórása 64%  

12. P(három különböző dobás) 61%  

I. rész összesen 67,8%  

13. a) elsőfokú egyenlet 76%  

13. b) 1896 és 1956 közös osztói 53%  

14. a) szabályos tízszög egy belső szöge 59%  

14. b) szabályos tízszög területe 39%  

14. c) 2015 átlójú sokszög 39%  

15. a) éttermi rendelés – lineáris egyenletrendszer 49%  

15. b) éttermi rendelés – valószínűségszámítás 44%  

15. c) dobozdiagram 61%  

II/A rész 52,3%  

16. a) függvények kiválasztása 40%

67%16. b) lineáris függvény 43%

16. c) kör egyenlete 33%

17. a) habos isler – térfogat 74%

24%
17. b) habos isler – átmérő 48%

17. c) habos isler – valószínűségszámítás 28%

17. d) cukrászdai rendelések 36%

18. a) hatpontú gráf 78%

10%18. b) elektromos autó hatótávolsága – számtani sorozat 61%

18. c) elektromos autó hatótávolsága – mértani sorozat 31%

II/B rész 46,4%  

II. rész összesen 49,0%  

Dolgozat összesen 54,6%  

2. táblázat: Az egyes feladatok eredményessége a középszintű vizsgadolgozatokban (2024)

I. RÉSZ
Az I. rész feladatainak megoldottsága 68%-os volt, ami kissé magasabb a sokéves
átlagnál. Míg tavaly és tavalyelőtt csupán egyetlen feladat megoldottsága érte el a 80%-
ot, idén (a korábbi trendekhez hasonlóan) ismét három ilyen feladat is volt a
feladatsorban. Ezeket a feladatokat a feladatsor „nagyon könnyű” feladatai közé
sorolhatjuk.

Nem meglepő módon a legalacsonyabb megoldottságú feladat a 8. feladat lett (és ez az
egyetlen, amely az 50%-os megoldottsági szintet sem érte el), ugyanakkor kissé
váratlan, hogy a második legalacsonyabb megoldottságú feladat a számtani sorozatokra
vonatkozó 6. feladat volt. A 11. feladat megoldottsága átlagosnak mondható, bár
érdekesség, hogy a vizsgázók mindössze 1,7%-a kapott rá 0 pontot: a négy egyjegyű
szám átlagának kiszámítása a többségnek sikerült, de a szórás kiszámítását már a
vizsgázók fele nem tudta megoldani. 

II. RÉSZ
A vizsgázók átlagos teljesítménye a II. részben 49,0% volt, ami meghaladja a sokéves
átlagot, bár alacsonyabb az előző két év eredményeinél. A II/A rész (52,3%) ismét
jobban sikerült, mint a II/B rész (46,4%). A II. részben három feladat megoldottsága
haladta meg az 50%-ot, míg egy feladaté 40% alatt maradt.

Kiemelkedő a 13. feladat 63%-os megoldottsága; ennél magasabb értéket 2012 óta csak
egyszer (2022-ben, a 15. feladatnál) mértünk. A 14. feladattal kapcsolatban érdekes
megfigyelés, hogy a 20% alatti összteljesítményt elérő 1092 vizsgázó 83%-a 0 pontot
kapott, és esetükben a feladat megoldottsága 3% alatt maradt, noha egy látszólag nem
túl nehéz geometriai feladatról van szó. Ugyanakkor a legjobb eredményt elérők (akik
90% fölött teljesítettek) körében épp ez a feladat bizonyult a legsikeresebbnek a II. rész
feladatai közül.

A II/B részben idén is megfigyelhető volt, hogy minél nehezebbnek bizonyult egy
feladat, annál többen hagyták ki, vagyis a vizsgázók általában jól mérték fel, mely
feladatok megoldásával érdemes foglalkozniuk, és megfelelően használták ki a
vizsgaleírás által kínált választási lehetőséget. Ahogy szinte minden évben, idén is
szignifikáns különbségek figyelhetők meg a kihagyott feladatoknál: a 17. feladatot
kihagyók átlageredménye a teljes feladatsoron 51,4 pont volt, míg a 18. feladatot
kihagyók átlaga 59,1 pont. Ez azt mutatja, hogy a II/B részben a viszonylag könnyebb
18. feladatot nagyobb arányban hagyták ki a magasabb pontszámú vizsgázók.

Ez a jelenség nem új, 2013 óta minden évben úgy alakult, hogy a 90% fölött teljesítők
az összes vizsgázóhoz képest nagyobb arányban hagyták ki a 18. feladatot. Valószínű,
hogy ez azért történik így, mert a kiválóan teljesítők sorban haladva sikeresen
megoldják a feladatsor előző részeit, így a 16. és 17. feladatot is, és végül a legutolsó,
18. feladatot hagyják ki.

Az 1–15. feladatokat minden vizsgázónak meg kell oldania, így ebben a közös részben
pontosan ismerjük az összes vizsgázó által elért átlagos eredményt, amely idén 54,6%
volt. Hasonlóan, ismert az adott választható feladatot megoldó vizsgázók
átlageredménye is ebben a közös részben. A két érték hányadosa jól mutatja, hogy a
választható feladatot választó vizsgázók átlagos képessége hogyan viszonyul az összes
vizsgázó átlagos képességéhez.

A tényleges megoldottságot ezzel a hányadossal korrigálva kapjuk meg a feladat
normált megoldottságát, ami pontosabb mérőszámot ad a feladat valós nehézségéről. A
2024-es feladatsorban ezzel a módszerrel számított normált megoldottsági értékek a
következők: 36,2% (16. feladat), 43,5% (17. feladat) és 52,7% (18. feladat). A normált
megoldottság hitelesebb képet ad a feladatok valódi nehézségéről, bár idén a tényleges
és normált megoldottságok között a szokásosnál kisebb eltérések mutatkoztak. (A 2.
táblázat a tényleges megoldottságokat tartalmazza, a 16., a 17. és a 18. feladat esetében
is 1 százalékponton belül volt idén az eltérés a tényleges és a normált megoldottságok
között..)

Emelt szint
Az emelt szintű feladatsort itt tekinthetik meg olvasóink. 
A javítási-értékelési útmutató itt található.

Az emelt szintű követelmények lényegében nem változtak meg 2024-ben (a
középszintről kikerülő követelmények általában átkerültek emelt szintre, de ezek
korábban is az emelt szintű követelmények részét képezték), néhány újdonság a gráfok
és a statisztika témakörben jelent meg. A 2024-es feladatsorban ezek közül a 9. a)
feladatban kellett az n pontú teljes gráf éleinek a számát felírni, és ezzel kapcsolatos
feladatot megoldani.

Néhány sor a szóbeli vizsgákról. A szóbeli vizsgák átlageredménye 2011 és 2019 között
nagyon stabil volt: egy szűk, 1,5%-os sávban (75,2–76,7%) mozgott. 2020-ban és 2021-
ben elmaradtak a szóbeli vizsgák, 2022-ben pedig jelentős visszaesés történt (70,1%).
2023-ban és idén ismét enyhe javulás volt érzékelhető (72,1%, illetve 72,0%), de a 2020
előtti magasabb értékeket még nem sikerült elérni. Ennek oka lehet a koronavírus-
járvány miatt kimaradt jelenléti oktatási időszak, ami hatással lehetett az ebben az
időszakban érettségiző diákokra. Továbbá az idei eredményt némileg csökkenthette,
hogy egyesek a középszint helyett emelt szintű vizsgát választottak az új felsőoktatási
pontszámítási szabályok miatt (ők az emelt szintű vizsgázók körülbelül egynegyedét-
egyötödét tehetik ki).

Feladat Átlag Kihagy

1. a) logaritmusos egyenlet 90%  

1. b) exponenciális egyenlet 83%  

1. c) inverzfüggvény 48%  

2. a) hétjegyű számok 66%  

2. b) négyelemű részhalmazok 57%  

2. c) állítás megfordítása 62%  

3. a) kockapóker – Sor 65%  

3. b) kockapóker – Full House vagy Royal 78%  

3. c) p értékének meghatározása 56%  

4. a) négyzetben háromszög – területek aránya 67%  

4. b) négyzetben háromszög – szakaszok hossza 75%  

4. c) négyzetben háromszög – háromszögek hasonlósága 52%  

I. rész összesen 68,5%  

5. a) sorozat határértéke 77%

24%
5. b) sorozat monotonitása 66%

5. c) egyenlet megoldása 69%

5. d) integrálszámítás 85%

6. a) felülések 95%

7%6. b) Sziget-kör-futás 60%

6. c) közepek 88%

7. a) homokszemek 82%

15%7. b) homokkupac – térfogat 93%

7. c) homokkupac – szélsőérték 54%

8. a) kör középpontja, sugara 91%

21%8. b) húrtrapéz magassága, szögei 80%

8. c) koordináták 53%

9. a) gráf pontjai 89%

33%9. b) doppingellenőrzés valószínűsége 62%

9. c) kézfogások 48%

II. rész összesen 72,1%  

Dolgozat összesen 70,5%  

3. táblázat: Az egyes feladatok eredményessége az emelt szintű vizsgadolgozatokban (2024)

I. RÉSZ
Az idei emelt szintű feladatsor szokatlan eredményeket hozott. Az I. rész megoldottsága
mindössze másodszor maradt 70% alatt a kutatás kezdete óta: az idei 68,5%-os
eredmény a 2013-as 63% után a második legalacsonyabb. Ezzel szemben a II. rész
megoldottsága rekordot döntött, elérve az eddigi legmagasabb értéket. Csak az elmúlt
három évben fordult elő, hogy a II. rész megoldottsága 70% fölé emelkedett, és most
először haladta meg az I. rész eredményét.

Az is csak másodszor fordult elő, hogy az I. rész mind a négy feladata 80% alatti
megoldottságot mutatott: 2018-ban történt hasonló eset, bár akkor mind a négy feladat
elérte a 74%-ot. Szintén másodszor fordul elő, hogy három feladat 70% alatti eredményt
hozott (az első alkalom a 2013-as év volt), pedig általában az I. rész mind a négy
feladata eléri a 70%-os megoldottságot.

Az első feladat sikerességét egyértelműen az inverzfüggvénnyel kapcsolatos c) kérdés
húzta le, amelynek megoldottsága mindössze 48% lett, ami a feladatsorban a 9. c)
részfeladattal együtt a leggyengébb eredményt hozta. Bár az inverzfüggvény fogalmával
kapcsolatos kérdés szokatlan lehetett az 1. feladatban, a megoldáshoz mindössze az
inverzfüggvény legalapvetőbb tulajdonságának ismerete volt szükséges. Az alacsony
megoldottság azonban azt mutatja, hogy ez a fogalom még az emelt szinten vizsgázók
körében is hiányosságként jelentkezik.

Kissé váratlanul a 2-3-4. feladatok mindegyike az I. részben megszokottnál
nehezebbnek bizonyult, még az alfeladatok szintjén is: csak a 3. b) és a 4. b) kérdések
megoldottsága haladta meg a 70%-ot, és mindhárom fel­adatban akadt egy olyan
alfeladat, amelynek a megoldottsága a 60%-ot sem érte el.

 II. RÉSZ
A II. rész 72%-os megoldottsága új rekordot jelent, 1%-kal felülmúlva a tavalyi, akkor
szintén rekordot jelentő értéket. Érdekes módon az egyes feladatok megoldottsága és
kihagyási aránya is nagyon hasonlóan alakult a tavalyihoz. Mind az öt feladat
megoldottsága a 65 és 75 százalék közötti sávban mozgott, így idén sem voltak sem
kiugróan nehéz, sem kiemelkedően könnyű feladatok.

Az idei második részben két olyan feladat volt, amely kiválóan mérte a vizsgázók
képességeit. A feladat pontszáma és az összpontszám közötti korrelációs együttható az
5. és a 7. feladat esetében rendre 0,839 és 0,821 volt, amely értékek az elmúlt 13 év
során feldolgozott 117 feladat közül a legjobb 10 között szerepelnek. Ha alfeladatonként
vizsgáljuk a feladatok „magyarázó erejét” (azaz a fenti korrelációs együtthatót),
kiemelkedően teljesített a 7. c) (adott alkotójú forgáskúpok közül a maximális térfogatú
meghatározása), amelynek 0,777-es értéke a második legmagasabb a 2018 óta vizsgált
174 alfeladat között (csak a 2020/9. b) előzi meg). Érdekes módon a másik véglet éppen
az idei feladatsorban a 7. b) feladat volt (0,207). Ennek a feladatnak nem elsősorban az
volt a célja, hogy hatékonyan elkülönítse a jó és a gyengébb vizsgázókat, hanem inkább
azt szolgálta, hogy előkészítse és felvezesse a 7. c) feladat problémáját.

A vizsgázók nagy része idén is jól felismerte, hogy a 9. feladat lehet a legnehezebb: ezt
hagyták ki a legtöbben, bár a 33%-os kihagyási arány nem számít kiugróan magasnak.
Emelt szinten is láthatók eltérések a különböző képességű vizsgázók választásaiban: a
leggyengébbek (40% alatt teljesítők) körében a legkevésbé népszerű és egyben
legnehezebbnek bizonyuló feladat az 5. volt. Ennek egyik valószínű oka, hogy a
határérték-számítás és az integrálszámítás a követelmények között a legnehezebb
témakörök közé tartoznak, és sokakat már önmagában a témakör is elriaszthatott a
feladat megoldásától. A legjobbak (90% fölött teljesítők) több mint fele (51%) hagyta ki
a 9. feladatot. Így a 9. feladatot kihagyók átlageredménye a teljes feladatsoron 68,2%,
míg az 5. feladatot kihagyóké 73,3% volt.

Összefoglalva a fentieket elmondhatjuk, hogy a 2024-es közép- és emelt szintű
feladatsor egyaránt megfelelt az új követelményeknek, fel lehetett ezekre készülni az
előzetes információk alapján, az eredmények pedig azt mutatják, hogy ez a felkészülés
sikeres volt.

Koncz Levente, Óbudai Árpád Gimnázium
Csapodi Csaba, ELTE
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Róka Sándor 
2024. DECEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

Párbajozzunk a matematikaórán?

„Akinek van szeme a matematikai látásra, az általában úgy emlékszik vissza 
az iskolai matematikaórákra, mint folyamatos, masszív unatkozásra.

Akinek nincs erre szeme, az úgy, mint folyamatos, reménytelen frusztrációra.”
(Mérő László)

Hogyan lehet érdekesebb a matematikaóra? 
Leülünk az online Honfoglalós párbajokhoz, és azt nehéz otthagyni. A matematikaóra is
lehet ilyen, hogy leköt, odaköt, érdekes … Például egy matekos párbajjal.

Az óra témája mondjuk a háromszög területe. Legyen két játékos az osztályból,
egyszerre kapják a kérdéseket ebben a témában, és aki gyorsabban ad helyes választ,
övé a pont. A válaszadások után megbeszélik a megoldást. Így pöröghetnek a
kvízkérdések, a szurkolótábor izgulhat a játékosokért. Csapatban is játszhatnak a
gyerekek (mondjuk fiúk-lányok verseny). Lehetne párbaj az osztály és a tanár között is.
De más játékokat is szervezhetünk. Persze ehhez gazdag és változatos feladatbank
szükséges. 
Azt szeretnénk, hogy a gyerekek átéljék a gondolkodás örömét, és minél többször
megtapasztalják, milyen nagyszerű élmény önállóan rájönni valamire. Érdekes
feladatokon jó gondolkodni. 
Lehet jókat játszani, érdekessé válnak az órák. A gyerekek kíváncsiak lesznek a
feladatok megoldására. Élvezik a tanulást, problémákat oldanak meg, együttműködnek
egymással.

Ez nem ábrándozás. Kipróbáltuk, teszteltük, szeretik a gyerekek. A matekos párbaj
élvezetes játék. És átvihető az online térbe is, az online játékok közé.

https://alphacademy.hu/

Weisz Ágoston és csapata (Alphacademy) elkészítette a párbajos játék első online
változatát, az AlphaGame játékot, 1600 feladattal. Nyáron 3 hónapon át játszottak vele a
gyerekek. A demo májusra elkészült, majd küldtek egy levelet iskoláknak,
intézményvezetőknek. A gyerekek a tanároktól értesültek a játéklehetőségről. Gyorsan
felfutott háromezer közelébe a regisztrált versenyzők száma, és egy időben átlagosan
20-40 játékos használta a játékot, délutánonként 100 körül.

A játékosok véleménye:

Ez a játék a legjobb! Mindennap játszom vele suli után. Az osztálytársaimmal
versenyzünk, hogy ki tud több kupát szerezni, és a matek is könnyebb lett nekem,
amióta játszom. Tuti, hogy nyerhetek valami menő ajándékot!
Nagyon szórakoztató játék, a kérdések érdekesek, és a motiváció is megvan, a
nyereménynek köszönhetően. Gyors, az agyat kicsit megtornáztató körök. Tanulás
előtt be tudja indítani az ember agyát! Nagyon értékelem, hogy nem szerencsén
múlik, így mindenkinek ugyanannyi esélye van. Nekem nagyon tetszik!
Meghívtam a legjobb barátomat, hogy próbálja ki ezt a játékot, és most mindketten
imádjuk! Szerintem ez a legjobb játék, amit valaha játszottam. Nemcsak
szórakoztató, de tényleg segít abban, hogy jobbak legyünk matekból. Plusz,
imádom gyűjteni a kupákat és látni, hogy fejlődöm!

Az AlphaGame az első lépés. Látjuk, hogy életképes egy ilyen matematikai kvízjáték,
de a fejlesztés erőforrásokat igényel ... Társak kellenek …

Ez a verseny az ügyességet és a kitartást díjazta, a hosszútávfutókat, azokat, akik három
hónap alatt a legtöbb kupát (pontot) gyűjtötték. Itt egy kis ízelítő, hogyan is működött
2024 májusa és augusztusa között az a játék, amire a készítők teljes körű garanciát is
vállaltak. (Teljes körű garanciát vállalunk, hogy a szüleid nem fognak eltiltani ettől a
játéktól!)

Egy ilyen versenyen mindenkinek lehet sikerélménye, ahogyan a Honfoglaló
párbajaiban, vagy más online párbajozós játékban. Előnyeit más párbajokhoz képest
pedig talán nem is kell ecsetelni (tudás, gyakorlás, hasznos időráfordítás…).
Ehhez fel kell építeni egy digitális feladatbankot, sokezer érdekes feladattal. Olyan
feladatokkal, melyekre gyorsan lehet válaszolni. A feladatokat ellátjuk metaadatokkal,
például hogy melyik korosztálynak ajánljuk, mi a témaköre, és további más hasznos
címkékkel. A feladat nehézségét a játékok tapasztalataiból tudjuk mérni, és így jobban
látjuk, mintha megjósolnánk azt. Így folyamatosan javítható, bővíthető a kezdeti
feladatbank. 
Vegyük észre, hogy a matematika tanításában milyen lehetőségek vannak előttünk,
ezeket kár lenne kihagyni. 
Látjuk, hogy visszaesett az érdeklődés a hagyományos versenyeinken. Népszerű lehet
egy olyan új verseny, ami használja az online teret, a digitális lehetőségeket.

Egy megfelelően kialakított feladatbankból a tanár generálhat feladatlapot is az adott
tanítási órára vagy szakköri foglalkozásra. Ha megadja a témát, az osztályt, a
nehézséget, ehhez kaphat egy feladatsort a kidolgozott megoldásokkal, amit saját
igénye, ízlése szerint átformálhat. A Feladatbank könnyíti a tanár munkáját. 
Lehetne egy Tanulószoba, ahol a tanulók használják a Feladatbankot az önálló
tanulásban. A Gyakorlótéren az aktuális leckéhez gyakorlófeladatokat kér, megnézheti
azok megoldását, ezzel saját tempójában tanul a diák. A Küzdőtéren több tanuló közös
játékban mérkőzhet egymással. 
A Feladatbank egy ráépült mobilapplikációval segíthetné a tanítást, tanulást olyan
módon, amelyről Lannert Judit beszélt egy riportban:

„A magyar iskolákban egy félévben írnak mondjuk három dolgozatot a diákok. Ha
az elektronikus naplóba év elején bekerül egy kettes, a gyerek hiába ír utána két
ötös dolgozatot, akkor sem kaphat félévkor jelest. Viszont a motivációját tökéletesen
leépítjük ezzel a módszerrel. Ha azonban egész félévben pontszámokat gyűjthetne,
ahogy az online videójátékokban, akkor nagy küzdelem árán felhozhatná a jegyét
akár ötösre is.
Van, ahol inverz iskolát hoztak létre, figyelembe véve, hogy a személyre szabott
oktatást a gépekkel lehet a legjobban elérni. A diákok otthon tanulnak, egy szoftver
érzékeli, mi megy nekik, mi nem, és aszerint adja a feladatokat. Iskolába csak azért
mennek be, hogy megtanulják a közösségi létet, megbeszéljék az anyagot, de a
tanulás jellemzően egyéni tevékenység.”

Ha már nagyon nagy a Feladatbank, akkor használható a tanárképzésben és a tanárok
önképzésére, továbbképzésére. Lehetne egy Versenyvizsga felület, ahol a vizsgára
jelentkező valamilyen témakörben meg tudja méretni magát. Lennének szintvizsgák,
ahogyan például a nyelvvizsgáknál. 
A Feladatbankkal nemzeti értéket teremtünk. Segítséget adunk a diákoknak, segítjük a
tanárokat. Ha megépítjük …

A szerző várja az ötlet iránt érdeklődők és a további fejlesztésben együttműködők
jelentkezését.

Mintafeladatok a párbajhoz
1. Egy gazdának 11 báránya van. Közülük 9 kivételével mind elpusztult. Hány bárány
maradt?

2. Legalább hány gyerek van abban a családban, ahol minden gyereknek van fiú és
lánytestvére is?

3. Egy tó felszínén alga szaporodik. Minden nap megduplázódik az általa lefedett
terület. A 32. napon befedi az egész tavat. Hányadik napon fedte be félig a tavat?

4. A tündérkirálynő 2 kortyot ivott a fiatalító vízből, és így újra 20 éves lett. Hány évet
fiatalodott, ha minden korty után felére csökkent éveinek száma?

5. Melyik a huszadik kétjegyű szám?

6. Felírtam sorban a 12, 13, 14, …, 59, 60 számokat. Hány számot írtam fel?

7. Hány egész szám van  és   között?

8. Hány prímszám van 90 és 100 között?

9. Hány olyan szám van, amely megegyezik a reciprokával?

10. Hány olyan kétjegyű szám van, amely akkora, mint számjegyei összegének
négyzete?

11. Hány olyan kétjegyű szám van, amelyben a számjegyek összege páros szám?

12. Mennyi az 1, 3, 5, 7, ..., 99 számok összege?

13. Melyik az a legnagyobb kétjegyű szám, amelyben a számjegyek szorzata kisebb 7-
nél?

14. Írd le a legkisebb, különböző számjegyekből álló négyjegyű páros számot.

15. Két szám egyike sem osztható 6-tal, a szorzatuk 36. Mennyi az összegük?

16. Hány olyan 6-ra végződő négyjegyű szám van, amely osztható 3-mal?

17. Egy utcában egymástól egyenlő távolságra 10 fát ültetünk. Az első és az utolsó fa
közötti távolság 90 méter. Hány méter a távolság két szomszédos fa között?

18. Összeadtam egy háromjegyű szám számjegyeit, majd a kapott szám számjegyeit is.
Mekkora az így kapható legnagyobb szám?

19. Egy nyolcjegyű szám első két számjegye 5 és 4, az utolsó jegye 9, és bármely négy
egymás mellett álló számjegyének összege 20. Mennyi a nyolcjegyű szám
számjegyeinek összege?

20. A 2002 úgynevezett palindrom szám, mivel visszafele olvasva ugyanannyi az értéke.
Melyik a hozzá legközelebbi palindrom szám?

21. Négy egymást követő pozitív egész szám szorzata 3024. Mennyi ennek a négy
számnak az összege?

22. Hány olyan szám van, amellyel a 103-at elosztva a maradék 13?

23. Mi az 501 legnagyobb, 501-nél kisebb osztója?

24. Melyik a legkisebb természetes szám, mely osztója a 24-nek, de nem osztója a 60-
nak?

25. Hány olyan kétjegyű szám van, amelynek az 1-en kívül nincs páratlan osztója?

26. Hány olyan prímszám van 100 és 300 között, amelyben a számjegyek összege 15?

27. Hány olyan prímszám van 100 és 300 között, amelyben a számjegyek szorzata 15?

28. Hány jegyű a 45 legkisebb olyan pozitív többszöröse, melynek felírásában csak a 0
és 6 számjegyek szerepelnek?

29. Egy háromjegyű szám osztható 4-gyel. Legfeljebb mennyi lehet a szám
számjegyeinek összege?

30. Hány olyan kétjegyű szám van, amelyben a számjegyek összege páros, és az 1-gyel
nagyobb számban is páros a számjegyek összege?

31. Legfeljebb hány pontban metszheti egymást egy háromszög és egy négyszög, ha
nincs közös oldalegyenesük?

32. Hány egyenes húzható egy kocka nyolc csúcsán át úgy, hogy minden egyenes két
csúcsot tartalmazzon?

33. A kocka lapsíkjai hány részre osztják a teret?

34. A kocka minden lapját kiszíneztük, minden lapot egyszínűre úgy, hogy az élben
szomszédos lapok különböző színűek. Legkevesebb hány színt kell ehhez használni?

35. A kocka minden lapját kiszíneztük, minden lapot egyszínűre úgy, hogy nincs két
olyan azonos színű lap, amelyeknek van közös csúcsa. Legkevesebb hány színt kell
ehhez használni?

36. Egy szolga évi bére 100 tallér és egy öltözet ruha volt. Nyolc hónap elteltével
azonban elhagyta a helyét, megkapta a ruhát és még 20 tallért. Hány tallért ért a ruha?

37. Az iskolai síkfutó versenyen hárman indultak, Anna, Hanna és Panna. Hányféle
olyan befutási sorrend alakulhat ki, amikor van holtverseny?

38. 20 asztaliteniszező között kieséses versenyt szervezünk. Minden forduló után a
párokból a győztes jut tovább. Ha egy fordulóban valamelyik játékosnak nem jut
ellenfél, úgy ő automatikusan tovább jut. Hány mérkőzést játszanak le, míg megtalálják
a legjobb játékost?

39. A nyári táborozás során 8-szor esett az eső délelőtt vagy délután. Ha délelőtt esett,
akkor délután nem esett. Összesen 5 esőtlen délelőtt és 7 esőtlen délután volt. Hány
napig tartott a táborozás?

40. A mozi utolsó sora 12 székből áll, és néhány szék foglalt. Legtöbb hány foglalt szék
lehet, ha minden szék mellett van üres szék?

Válaszok

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10.

9 4 31 60 29 25 6 1 2 1
 
11. 12. 13. 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20.

45 2500 90 1024 13 300 10 10 40 1991
 

21. 22. 23. 24. 25. 26. 27. 28. 29. 30.

30 5 167 8 3 0 0 4 25 4
 

31. 32. 33. 34. 35. 36. 37. 38. 39. 40.

8 28 27 3 3 140 7 19 10 6
 

Róka Sándor
szerkesztő, Érintő, szerk.ematlap@gmail.com
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A 2024-es MEMO néhány feladatának részletes megoldása

A 2024-es MEMO-n (Közép-Európai Matematikai Diákolimpián) az egyéni versenyen
négy, a csapatversenyen nyolc feladat került kitűzésre. E feladatok közül adunk közre
egy válogatást részletes megoldásokkal. A megoldásokat a magyar csapat tagjai írták le.

A csapat beszámolója a versenyről itt olvasható: 1. rész, 2. rész.

A teljes feladatsor és az angol nyelvű megoldások a MEMO hivatalos honlapján érhetők
el.

I-1. feladat

Határozd meg az összes olyan  számot, amelyre létezik olyan 
függvény, hogy  és

teljesül minden  számra.

Megjegyzés. A feladatban  a nemnegatív egész számok halmazát jelöli.

Prohászka Bulcsú megoldása

A  válasz az, hogy pontosan azok a -k teljesítik a feltételt, amelyekre .
Ezekre gyorsan mutatunk is egy megfelelő függvényt:  legyen 0, ha , és
legyen , ha . Vegyük észre, hogy ebben az esetben  minden -re,
hisz , továbbá, hogy ez a függvény (kicsit furcsán, de) monoton nő, vagyis

 minden -re. Viszont így tudjuk, hogy 
, vagyis a függvényünk tényleg teljesíti a feltételt.

Lássuk, hogy miért nem teljesülhet . Azt az erősebb állítást fogjuk
belátni, hogy semmilyen  egészre nem lehet  .

Az első fontos észrevétel, hogy  monoton nő, hiszen bármely -re
, vagyis tényleg .

Először csak azt látjuk be, hogy semmilyen -ra nem teljesülhet . Legyen
az indirekt feltevés az, hogy mégis van egy olyan  szám, amelyre  , vagyis

. Ebből a monotonitás miatt következik, hogy , vagyis
. Viszont ekkor az alapfeltételt átrendezve kapjuk, hogy

ami -ra ellentmondás.

Most már tudjuk, hogy , már csak azt kell belátnunk, hogy ha , akkor
. Indirekt módon tegyük fel, hogy  valamely egynél nagyobb  egész

számra. Természetesen most is a feltételt fogjuk kihasználni: ha , akkor

.

Ezt átrendezve kapjuk, hogy . Ez viszont ellentmondás, hiszen azt már
tudjuk, hogy , tehát -ből  következne. Ezzel készen
lettünk.

I-4. feladat

Egy  pozitív egészre  jelölje  pozitív osztóinak összegét. Határozd meg az összes
egész együtthatós  polinomot, amelyre  osztható -val minden  pozitív
egészre.

Keresztély Zsófia megoldása

A  válasz az, hogy az egyedüli ilyen polinom a nullpolinom, vagyis .
A bizonyítás során jelölje  a  egész szám prímtényezős felbontásában a  prím
kitevőjét. Először belátunk egy lemmát.

Lemma: Tetszőleges -ra létezik , amelyre .

Bizonyítás: Ez az Euler–Fermat-tétel egyenes következménye, hiszen 3 és  relatív
prímek, vagyis . 

Legyen . Indirekt módon tegyük fel, hogy létezik olyan  érték, amely

nemnulla, legyen a legkisebb ilyen  az .

A lemma alapján tudjuk, hogy tetszőleges  természetes szám esetén létezik olyan ,

amelyre , vagyis . Ekkor legyen ,

amelyre a híres osztóösszegképlet (  esetén ) alapján

tudjuk, hogy . Vagyis tudjuk, hogy

Tekintsük  monomjait. Mivel minden -re , így  teljesül

minden -re. Továbbá minden -re  (itt használjuk,
hogy a polinom egész együtthatós). Mivel , és beláttuk, hogy 
osztja  minden -en kívüli monomját, így . Vagyis

, tehát , vagyis . Azonban 
tetszőleges természetes szám lehet, ami azt jelenti, hogy -nek van tetszőlegesen nagy
pozitív osztója. Ebből következik, hogy  csak 0 lehet, ami ellentmondáshoz vezet,
hiszen  a legkisebb indexű nemnulla együttható.

Tehát az indirekt feltevésünk hamis volt, vagyis minden  együtthatója 0 a 
polinomnak, vagyis  valóban csak a nullpolinom lehet.

T-3. feladat

A Tisza partján 2024 matematikus ül egy sorban. Mindegyikük pontosan egy kutatási
témán dolgozik, és ha két matematikus azonos témán dolgozik, akkor az összes közöttük
ülő matematikus is ugyanezen a témán dolgozik.

Marvin az összes, két matematikusból álló párra ki szeretné deríteni, hogy azonos témán
dolgoznak-e vagy sem. Ehhez bármely matematikustól megkérdezheti az alábbi kérdést:
„A  2024 matematikus közül hányan dolgoznak a témádon?” A  kérdéseket egyesével
teszi fel, így mielőtt feltesz egy kérdést, már tudja az összes előzőre kapott választ.

Határozzátok meg a legkisebb  pozitív egészt, amelyre Marvin mindenképpen
teljesíteni tudja a célját legfeljebb  kérdéssel.

Molnár István Ádám megoldása

Először megmutatjuk, hogy 2023 kérdéssel teljesíteni tudja a feladatot. Kérdezze meg az
első 2023 matematikust. Az első matematikus válaszából tudni fogja, hogy az első hány
matematikus dolgozik ugyanazon a témán. Őket figyelmen kívül hagyva (hiszen más
már nem dolgozhat ugyanazon a kutatási témán), megkérdezi az újonnan első
matematikust és ezt a folyamatot folytatja. Az utolsó matematikust nem kell
megkérdeznie, hiszen, ha már csak ő maradt, akkor ő az egyetlen, aki azon a kutatási
témán dolgozik.

A  matematikusok viszont meg tudják oldani, hogy Marvinnak legalább 2023-szor
kelljen kérdeznie a következő csalfa stratégiával. Hívjuk partnak a már válaszolt
matematikusok egybefüggő részhalmazát, amelynek az egyik széle után nincs
matematikus, másik széle után egy olyan matematikus van, aki még nem válaszolt.
A szigetet definiáljuk hasonlóan, de ennek mindkét széle után egy még nem válaszolt
matematikus legyen. Példa:

Válaszok számként, ismeretlenek kérdőjellel. Balról jobbra: egy part (piros), két sziget
(sárga, zöld) és egy part (kék).

Hívjuk csoportnak az azonos témán dolgozó matematikusok halmazát. A matematikusok
célja, hogy a parthatár csoporthatár legyen, továbbá a szigetek csak 2-esekből álljanak.
(Intuitívan a parti válaszok ne adjanak információt a nem parti részekről.)

 Ha a válasz egy szigetet hozna létre, szigetet bővítene vagy két szigetet csatolna
össze, a matematikusok 2-vel válaszolnak.

 Ha a válasz partot bővítene vagy hozna létre, a matematikusok 1-gyel válaszolnak,
így a part ezen egyes csoporttal végződik.

 Ha a válasz a parthoz egy szigetet kötne, akkor a matematikusok 1-essel
válaszolnak, ha a sziget páros sok 2-esből áll, és 2-essel különben. Így a parthoz
hozzácsatolt válaszokban egy csoport vagy teljesen benne van, vagy egyáltalán
nincs benne.

Ha Marvin legfeljebb 2022 kérdést tenne fel, akkor kell lennie legalább két
matematikusnak, aki még nem válaszolt.

 Ha a nem válaszolt matematikusok összefüggőek, akkor nincs sziget. Nem
tudhatjuk, hogy minden nem válaszolt matematikus ugyanazon témán dolgozik-e
vagy különbözőn (és mivel legalább két matematikus van, ezen esetek különbözők),
hiszen a partok erről nem árulnak el információt.

 Különben tekintsük az első és az utolsó matematikust, aki nem válaszolt. Ha az ő
általuk meghatározott zárt intervallumban páros sok matematikus van, akkor nem
tudjuk megkülönböztetni az eseteket, ahol a csoportok méretek rendre 2, 2, 2, …, 2,
2, illetve 1, 2, 2, …, 2, 1; ha páratlan, akkor az 1, 2, 2, …, 2, 2, és 2, 2, 2, …, 2, 1
eseteket. Ezen két matematikus között csak szigetek lehetnek, ahol minden
matematikus 2-vel válaszolt, így ezen esetek lehetségesek.

Ezzel tehát beláttuk, hogy 2023 kérdés biztosan elég Marvinnak, de 2022 kérdés nem
elég biztosan.

T-5. feladat

Legyen  egy olyan háromszög, amelyben . Legyen  az  egyenes
egy pontja, amelyre  és az  pont  és  között fekszik. Tegyük fel, hogy 

 két olyan pont a  háromszög köréírt körén, amelyekre .
Bizonyítsátok be, hogy az  egyenes áthalad az  háromszög köréírt körének
középpontján.

Kovács Benedek Noel megoldása

Készítsünk ábrát, és használjuk az alábbi jelölésrendszert!

Mivel , így az  egyenlő szárú háromszögben

 lesz. A  középponti és kerületi szögek

tételéből következik, hogy a  háromszög köréírt körének  középpontjára
 teljesül.

Innen látható, hogy mivel , így a kerületi szögek tételének
megfordításából következik, hogy  az  háromszög körülírt körén helyezkedik el.

Azt is tudjuk, hogy mivel , így 

lesz, azaz az   háromszög szabályos, amelynek eredményeképpen 
lesz.

Mivel  és  pontok is rajta vannak az  középpontú körön (  háromszög köréírt
körén), így  lesz. Ezen kívül a feladat szövege alapján .
Ebből az következik, hogy , tehát  egy rombusz lesz.
Ennek alapján látható, hogy az   egyenes az  szakasz felezőmerőlegese lesz.

Azonban ismert, ahogy az  és  pontok egyaránt rajta vannak az  háromszög 
középpontú köréírt körén, úgy az   pont rajta lesz az  szakasz felezőmerőlegesén.

Mindezekből az következik, hogy az , ,  pontok kollineárisak lesznek, vagyis az 
 egyenes valóban áthalad az  háromszög köréírt körének  középpontján.

T-6. feladat

Legyen  egy hegyesszögű háromszög. Legyen a  szakasz felezőpontja .
Legyen , ,  rendre az , ,  háromszögek beírt körének középpontja.
Legyenek ,  rendre az ,  egyeneseken olyan pontok, hogy  és

. Legyen a  és  egyenesek metszéspontja . Bizonyítsátok be,
hogy az  és  egyenesek merőlegesek egymásra.

Vigh Zalán megoldása

Ha megmutatjuk, hogy , akkor hasonlóan , így azt kapjuk, hogy  a
 magasságpontja, így . Tehát a célunk, hogy belássuk,  .

,  és  mindegyike -ból, -ből, -ből és -ből induló szögfelezők metszete, így
kapjuk, hogy . Megnézve az  háromszög belső szögeit, kapjuk, hogy

. Mivel , így .

Továbbá megnézve a  háromszög szögeit, kapjuk, hogy .

Legyen  a  pont tükörképe -re!

Ekkor a tükrözés miatt , valamint , így azt kapjuk,

hogy .

Így  és  ugyanakkora szögben lát rá a  szakaszra, tehát  egy húrnégyszög.

A kerületi szögek tétele alapján . Legyen 

 metszete -vel . Ekkor megnézve  szögeit, kapjuk, hogy ,
tehát .

T-7. feladat

Nevezzük pozitív egészek összeragasztásának a tízes számrendszerbeli alakjuk egymás
után írását, majd a kapott eredmény leolvasását egyetlen, tízes számrendszerben írt
pozitív egészként.

Adjátok meg az összes olyan pozitív egész  számot, amelyre létezik  egész az alábbi
tulajdonsággal: minden -ra az 1, 2, …,  számok összeragaszthatók valamilyen
sorrendben úgy, hogy az eredmény osztható legyen -val.

Megjegyzés. A  tízes számrendszerbeli alakja egy pozitív egésznek sosem kezdődik 0-
val.

Példa. A 15, 14, 7 számok ilyen sorrendbeli összeragasztása 15147.

Holló Martin megoldása

Megmutatjuk, hogy pontosan a 3-mal nem osztható számok rendelkeznek ezzel a
tulajdonsággal.

Először megmutatjuk, hogy a 3-mal osztható -k nem rendelkeznek ezzel a
tulajdonsággal, ehhez elég megmutatni, hogy a 3 nem rendelkezik ezzel a
tulajdonsággal. Hiszen  esetén az oszthatóság csak a számok számjegyeinek
összegétől függ, de minden  szám esetén van nála nagyobb , ami 10-hatvány, ami 1-
gyel változtatja az addigi számok számjegyösszegét. Így akkor az oszthatóság biztosan
megváltozik, tehát vagy addig nem teljesült, vagy mostantól nem fog. Így ezt beláttuk.

Most megmutatjuk, hogy a 3-mal nem osztható számokra teljesül az állítás.

Ekkor -t írjuk fel  alakban, ahol  egész és nem osztható sem 2-vel, sem 5-
tel. Világos, hogy ezt mindig megtehetjük.

Az lesz a stratégia, hogy egy bizonyos  szám esetén elérjük, hogy az első  számot
össze tudjuk ragasztani tetszőleges -vel vett maradékot adó számmá úgy, hogy az
utolsónak ragasztott szám egy olyan nagy 10-hatvány legyen, ami többszöröse -
nek.

Belátjuk, hogy ez a stratégia valóban működik. Vegyük az -nál nagyobb számok egy
tetszőleges összeragasztását, és írjunk a szám végére annyi 0-t, amennyi számjegyből az
első  szám összesen áll. Nézzük meg az így kapott szám maradékát -vel osztva.
Ekkor ha a szám után odaragasztjuk azt az első  számból álló számot, ahol a maradék
ennek az ellentettje, akkor egy -vel osztható számot kapunk, ami a nagy 10-hatvánnyal
való végződés miatt -lel is osztható lesz. Így a relatív prímség miatt a szám
osztható lesz -val is.

Most térjünk rá a konstrukcióra: először kezdjük azzal, hogy az elég nagy 10-hatványt a
szám végére rakjuk. Ezek után úgy fogjuk elé ragasztani a számokat, hogy az
tartalmazzon  db különböző párt, ahol a pár két olyan egymás mellé ragasztott  és 
számot jelöl, amelyekre  és  felcserélése 1-gyel növeli a szám -vel való maradékát.
Ekkor  ilyen pár esetén összesen  helyen tudjuk egyesével növelni a maradékot, így
tetszőleges értéket elérve. Most kezdjük el a szám végétől indulva egyesével létrehozni
ezeket a párokat.

Induktívan tegyük fel, hogy már létrehoztunk valamennyi ilyen párt; most megmutatjuk,
hogy tudunk csinálni még egyet. Ha eddig  számjegyből áll a szám, akkor ha  elég
nagy, akkor biztos van még nem felhasznált számunk úgy, hogy annak a számnak a
számjegyeinek száma tetszőleges maradékot adjon -vel osztva. Ezt megfelelően
választva elérhető, hogy a szám elé írva a jelenlegi szám számjegyeinek száma -vel
osztható legyen. Így ezt a számot írjuk is a szám elé. Illetve ha  elég nagy, akkor
biztos van még  egymást követő fel nem használt szám, amelyek számjegyeinek száma
mind azonos, és -vel osztva 1-et ad maradékul. Ekkor a  szám közül legyen  az,
amelyik osztható -vel, és legyen  az, aminek a -s maradéka a 9 inverze. (Ilyen 
van, hisz a 9 és  relatív prímek, ahogy  nem osztható 3-mal.)

Ekkor ha a jelenlegi szám elejére írjuk -t, majd utána az elé -t, akkor egy jó párt
kapunk, hiszen ha -nak  számjegye van, és utána még  számjegy van, akkor a két
szám megcserélésével a maradék változása

.

De mivel  osztható -vel, a -s tagokat elhagyhatjuk, így a változás

.

De mivel  a  többszöröse és a  és 10 relatív prímek, így az Euler–Fermat-tétel
miatt a  szám 1 maradékot ad -vel osztva, így azzal leoszthatunk, és a változás

 lesz. De mivel  maradéka 1 az Euler–Fermat-tétel miatt, így 
maradéka 10, tehát  maradéka -vel osztva 9. Ekkor  az 1-et ad
maradékul, tehát csináltunk egy párt, aminek felcserélése 1-gyel növeli a maradékot. Ez
az algoritmus folytatható a következő pár létrehozásánál is, amivel kész lettünk.
A megmaradó számokat pedig a szám elejére ragasztjuk.

Hegedűs Dániel és Kovács Benedek,
MEMO csapatvezetők
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A KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ ROVATBAN ELSŐSORBAN OLYAN KÖNYVEKRŐL SZERETNÉNK TUDÓSÍTANI ÉS OLYAN

ELEKTRONIKUSAN ELÉRHETŐ ÍRÁSOKAT AJÁNLUNK, AMELYEK A MATEMATIKA BÁRMELY RÉSZE VAGY

KAPCSOLATAI IRÁNT ÉRDEKLŐDŐK SZÁMÁRA KÍVÁNATOSAK LEHETNEK. (ROVATSZERKESZTŐ: TÓTH JÁNOS.)

Simonovits András
2024. DECEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

A számok titkos
élete
Kate Kitagawa és Timothy
Revell: A  számok titkos élete:
A  matematika ismeretlen
úttörőinek története című
könyvének hátsó borítóján levő
szöveg világosan elárulja: a
könyv nemcsak a matematika
ismeretlen úttörőiről, hanem
elsősorban olyan jelentős
matematikusokról szól, akiket a
fehér férfiak sokáig elnyomtak:
tehát nőkről, ázsiaiakról és
feketékről. Simonovits
Andrásnak volt, ami tetszett a
könyvben, és volt, ami nem, ezt
osztotta meg recenziójában.
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A számok titkos élete

Kate Kitagawa és Timothy Revell: A számok titkos
élete: A matematika ismeretlen úttörőinek története,
2024, Corvina 328. o. fordította Szegedi Péter.

A  matematika sokak által rettegett tantárgy. A  matematika népszerűsítésének egyik
lehetősége a matematikatörténeten keresztül vezet. A  jelen könyv minél szélesebb
olvasókört akar meghódítani a matematikatörténetnek, ezért is üdvözlendő magyar
kiadása. Kevés képlet, sok ábra, érdekes történetek. A  borító hátán levő szöveg
világosan elárulja: a könyv nemcsak a matematika ismeretlen úttörőiről, hanem
elsősorban olyan jelentős matematikusokról szól, akiket a fehér férfiak sokáig
elnyomtak: tehát nőkről, ázsiaiakról és feketékről. A  recenzió írója matematikus
végzettségű műkedvelő matematikatörténész, aki maga is írt matematikatörténetet
(Simonovits, 2009), de azt felsőfokú matematikai képzettségű olvasóknak szánta. Ez a
könyv sokkal szélesebb körnek szól, és reménykedem, hogy olyan emberek érdeklődését
is felkelti a matematika története és maga a matematika iránt, akik eddig nem
érdeklődtek irántuk.

Két részre osztom a recenziót: ami tetszett és ami nem.

Ami tetszett
A szerzők megpróbálnak az őskorból a legújabb korig eljutni.

A legrégebbi felfedezések sok ezer évesek, a legújabbak pedig 2000 körüliek. A szerzők
világosan érzékeltetik, hogy már az ősember is foglalkozott matematikával, és még ma
sem zárult le a matematika fejlődése. A  milleniumi díjak listáján szereplő problémák
közül például ábrapárral mutatja be a Poincaré-sejtést, és ennek kapcsán vázolja a
különc megoldó, Perelman életét (aki nemcsak az 1 millió dolláros díjat, de a Fields-
érmet sem vette át). Még a mindennapjainkba ma behatoló mesterséges intelligencia
matematikai problémáit is érintik.

Nem szorítkoznak a nagy európai civilizációban élő férfi matematikusokra.
Természetesen sok neves fehér férfi matematikussal találkozunk ebben a könyvben is.
Részletesen megismerkedünk Eukleidész (i.e. 3. század Alexandria) axiomatikus
geometriájával, Cardano (Milano, 1550 körül) szerencsejátékaival, Descartes (francia,
17. század első fele) analitikus geometriájával, az angol Newton és a német Leibniz
kalkulusával (1700 körül). Találkozunk a matematikusok fejedelmével, Gauss-szal
(Göttingen, 19. század első fele). Megemlíthetjük még Hilbertet, aki 1900-ban
megfogalmazta az akkori matematika 23 megoldatlan feladatkörét. De a szerzőket
elsősorban a nevezettek mögött rejlő ismeretlen matematikusok érdeklik. Kezdjük
először a nőkkel.

Alexandriában élt az egyik első női matematikus, Hüpatia (4. század második fele), aki
kommentárokat fűzött Diophantosz és Ptolemaiosz ókori csillagász műveihez. Jó
gyakorlati érzéke lehetett, mert hathatósan segített egy tanítványának csillagászati
segédeszközöket készíteni. Egy politikai válságban meggyilkolták (3. fejezet: Egy Alex
nevű város).

Színre lép Descartes is, akit legtöbben az analitikus geometria atyjaként ismernek.
Neves szellemi vitapartnere Erzsébet hercegnő volt, akinek apja Csehország „téli”
királya volt 1620-ban. A  hercegnő száműzetésben Hágában élt és ott találkozott
Descartes-tal, egyebek között Apollóniosz körszerkesztési feladatait vitatták meg (7.
fejezet. A lehetetlen álom).

Már az előszóban megjelenik Weierstrass kedvenc női tanítványa, Kovalevszkája
magánéletét és matematikai tevékenységét egyaránt bőségesen tárgyalja a könyv (11.
fejezet. A  matematikai hableány). Matematikai munkássága elég nehezen
népszerűsíthető, érthető, hogy több teret kapott viharos magánélete. De a 210. oldalon
szereplő pörgettyűk közérthetően ábrázolják a hősnő vizsgálati területét.

Meglepő a 9. fejezet (Newtonizmus hölgyeknek). A  fejezet először nagyon érthetően
összefoglalja a Keplertől Newtonig terjedő fejlődést, amely megmagyarázta a
Naprendszer működését. Kicsit fellengzősen Laposföld-imádóknak nevezi Newton
követőit, akik mesterüket követve azt hirdették, hogy a Föld a sarkain laposabb, mint az
egyenlítőn. (A  köznyelvben a lapos Föld egészen mást jelent!) A  korábban alkotó
spekulatív Descartes szerint fordítva van: a Föld az egyenlítőn laposabb. Igazságot csak
két nagy expedíció szolgáltatott Newtonnak. Hosszas kitérővel a szerzők eljutnak a
jelentős francia fizikusnőhöz, Émilie de Chatelethez, aki a felvilágosodás egy
főszereplőjével, mellesleges szeretőjével, Voltaire-rel együtt sikerrel népszerűsítette a
newtoni tanokat. Találkozunk olasz nőkkel is, akik amatőrként a 18. századi tudomány
élvonalába küzdik föl magukat. Például Laura Bassi Verattival, aki a bolognai
egyetemen doktorált és lett a világ első női professzora.

Később megismerkedünk a 20. század legnagyobb matematikusnőjével, Emmi
Noetherrel is, akit még 1920 körül is csak csellel tudott a göttingeni egyetemen
alkalmazni Hilbert (12. fejezet. Forradalmak). Algebrai munkássága révén a
matematikai fizikában is alapvető eredményeket ért el: szimmetriák alapján igazolta a
fizika megmaradási tételeit.

A  matematikus nők után folytassuk a nem európaiak matematikájával. Néhány témát
sorolok föl távirati stílusban: ókori matematika (1. fejezet. A  kezdet kezdetén.), kínai
matematika (2. fejezet. Teknős és a császár), indiai matematika (5. fejezet. A  nulla
eredete(i)), arab matematika (6. fejezet: A Bölcsesség háza).

Nagyon szép ábrák mutatják be a különféle civilizációk számait. Érdekes, amit a negatív
számok, mint adósság értelmezéséről írt. (Eddig azt hittem, hogy a negatív számokat
Itáliában fedezték föl a 16. században.)

Nem maradhat el a 20. század elejének rejtélyes indiai zsenije sem: Rámánudzsan. Nem
járt egyetemre, magasabb matematikai tudását egy képletgyűjteményből szerezte.
Közönséges halandók számára érthetetlen módon megsejtett nagyon bonyolult
matematikai összefüggéseket. Ezekből néhányat mutatóba elküldött Hardynak, aki nem
értette, hogy juthat el valaki ezekhez. Littlewooddal összefogva meghívták
Rámánudzsant Cambridge-be, és tapintatosan együttműködve számos sejtését
szabatosan igazolták hármasban.

Ami nem tetszett
Túl laza. Híve vagyok a könnyedségnek, de számomra gyakran zavaró a nyelvi lazaság.
(Feltételezem, hogy a gördülékenyen fordító Szegedi Péter stilárisan is híven adta vissza
az angol szöveget.) Vegyük a tartalomjegyzéket! Alex nevű város? (Alexandria
beceneve.) Kilenc fejezet, amely megváltoztatta a világot? (Félek, hogy az olvasók
zöme nem találkozott a Tíz nap, amely megrengette a világot című könyvvel, amelyben
John Reed amerikai újságíró leírta Leninék forradalmát.) Számháború?
(Gyerekkoromban játszottam, ma már valószínűleg kiment a divatból.)

Kisebbségi matematika. Bevallom, hogy nem lelkesedem a „kisebbségi matematika
történetének” ötletért, mert a domináns európai központú matematikatörténet előzetes
ismerete nélkül nehéz elmondani a háttérbe szorítottak történetét.

A  könyvben gyakran erőltetett az ugrás a közismert matematikából az ismeretlenbe.
Például Sophie Germain francia matematikusnő eredményeit ismertetve (205. o.), a
szerzők azt írják, hogy Gauss szerint a hősnő „Fermat-sejtés bizonyítása csak akkor
működik, ha , ahol  egy  alakú prímszám.” A  Wikipédia szerint
viszont Germain eleve ebben az alakban mondta ki a sejtést, és Gauss szerint a
bizonyításban még további feltevés is rejlett. Közben még az is rejtve marad, hogy a
szupersztár Euler 1740 körül bizonyította az első lépést: az     egyenletnek
nincs pozitív egész megoldása.

Ugyancsak túlzónak találom a keralai matematikáról szóló részt (Egy iskola az indiai
Keralában). Minden kalkulustankönyv látványosan tálalja (az 1670 körüli) Newtontól,
Gregorytól és Leibniztől származó

végtelen sort, amely egyszerűen adódik, ha vesszük az  hatványsor helyettesítési
értékét az  helyen. Matematikus történészek rendre előhozzák, hogy Indiában már
200–300 évvel korábban tudták ezt az eredményt. Bevallom, nehezen hiszem el a
történetet, és kétségeimet tovább erősíti, hogy korábban a még 1501-ben alkotó
Nílakanthának tulajdonították az eredményt (Simonovits, 2009, 190. o.), de a recenzeált
könyv 8. fejezetében már az 1340 körül alkotó Mádhavának. És engem külön zavar,
hogy ez a bizonytalannak tűnő gondolatsor vezeti be a kalkulus történetét.

Meglepő, hogy a 15. fejezetben (A számháború) az úgynevezett nagy prímszámtétel is
előkerül, amely az -nél kisebb prímek számát, -et becsüli meg. Olyan bonyolult
területről van szó, hogy 1965-ben én még azt sem tanultam a matematikusoknak tartott
számelméleti kurzusban, hogy a legegyszerűbb aszimptotikus közelítés  (de la
Vallée Poussin–Hadamard, 1895). Könyvünk ezen messze túllép: a Gauss sejtette,
sokkal jobban közelítő  függvényt ismerteti. Sőt, a 276. oldalon például megadja,
hogy az úgynevezett  függvény  millióig következetesen felülbecsli -et.
Találkozunk két híres brit matematikussal, Hardyval és Littlewooddal, akik belátják,
hogy nagyobb számokra az alulbecslés végtelen sokszor előfordul. E kitérőnek
vélhetőleg egyetlen oka volt, hogy a fordulópont felfedezője, Skewes dél-afrikai (fehér
férfi) volt! Ez tipikusan a gombhoz vart kabát esete.

Más didaktikai problémákat is megemlítek. A  könyv kiemeli a sumérok 60-as
számrendszerének azt az előnyét a 10-es számrendszerrel szemben, hogy a sok osztó
miatt nem szembesül a végtelen tizedestörtek problémájával. Valóban, az 1/3 óra kerek
20 perc, ellentétben egy 100 percre osztott órával, ahol 33,333... perc lenne. De hallgat a
60-as számrendszer nagy hátrányáról: 60 darab számjegyet kell definiálniuk, szemben
az indiai 10-zel.

A  valóban fontos algoritmusoknál ismerteti két szám legnagyobb közös osztójának
hatékony megkeresését (115–116. o.). A  választott példa túl egyszerű:  és

 legnagyobb közös osztója valóban 3, de ennél nagyobb számpárokon kellett
volna érzékeltetni a problémát.

Dicsértem a könyvet hasznos ábráiért, de számos ábra használhatatlan. Például
gyönyörű keleti miniatúrák fekete-fehér alapon. A  fényképek jelentős része is
elfogadhatatlan minőségű.

Végül egy apróság. Egy matematikatörténeti könyvben nem lenne szabad olyan durva
becslést leírni, hogy „ez idő tájt mutatta ki Kopernikusz, hogy a bolygók a Nap, és nem
a Föld körül keringenek, megdöntve ezzel Ptolemaiosz ezer évvel korábbi nézetét ...”
(122. o.). !

Simonovits András
professor emeritus, BME Analízis és Operációkutatás Tanszék

 

Hivatkozás
(Simonovits, 2009) Simonovits A. Válogatott fejezetek a matematika történetéből,
TypoTeX Kiadó, 2009. 
https://www.typotex.hu/book/1663/simonovits_andras_valogatott_fejezetek_a_matematika_tortenetebol
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A TUDOMÁNY MENÜPONT TÖBBFÉLE, A MATEMATIKA TUDOMÁNYÁHOZ KAPCSOLÓDÓ FUNKCIÓT TAKAR..A

TUDOMÁNY– TÖRTÉNET ROVAT CÉLJA ELSŐSORBAN MATEMATIKATÖRTÉNETI JELLEGŰ  ÍRÁSOK KÖZLÉSE. A MI IS

...?ROVAT A MAI MATEMATIKA TUDOMÁNYÁRÓL KÍVÁN SZÓLNI A HOZZÁÉRTŐKNEK.

(ROVATSZERKESZTŐK:  STIPSICZ ANDRÁS, TITKOS TAMÁS )

Daniel Glasscock, ford. Tóth
László Márton
2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Mi is... a grafon?
A grafon   fogalmát Borgs,
Chayes, Lovász, T. Sós, Szegedy
és Vesztergombi vezette be és
dolgozta ki, angol nevét
(graphon) a gráf (graph) és
függvény (function) szavak
összevonásával alkották. Daniel
Glasscock a Notices of the AMS
matematikai folyóirat 2015.
januári számának Mi is...
rovatában   adott részletes
bevezetést a témakörről, Lovász
könyvéből is bemutatva néhány
alapvető eredményt. Az írást
Tóth László Márton fordította le
az Érintő olvasói számára.

Bálint Péter, Bárány Balázs
2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Fraktálok és
hiperbolikus
dinamikai
rendszerek –
Szemeszterprogram
az Erdős
Centerben
Az Erdős Centert a Rényi Alfréd
Matematikai Kutatóintézet
2021-ben alapította azzal a
céllal, hogy konferenciáknak,
nyári iskoláknak és tematikus
szemesztereknek adjon otthont a
matematika számos,
Magyarországon is magas
szinten művelt ágában. A 2024-
es őszi félév témaköre a
fraktálok és a hiperbolikus
dinamikai rendszerek. A
szervezők, Bálint Péter, Bárány
Balázs, Simon Károly és Szász
Domokos  ennek eseményeiről
írtak.

Titkos Tamás
2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Veszélyes kanyar
Ugye, mindenki tudja, mi az a
Halmos-négyzet, a Bourbaki-
féle veszélyes kanyar, vagy
mióta is létezik a + és az = jel?
Ha mégsem, vagy ha szeretne
hallani Halmos Pálról és a
Bourbaki-csoportról is, olvasson
tovább. Aki pedig  ismer olyan
egyéb matematikai jelöléseket,
amelyeknek a története érdekes,
van kedve és ideje írni róluk,
akkor írjon, és küldje be az
Érintőbe! Erre kéri olvasóit a
cikk szerzője, Titkos Tamás. 

Páles Zsolt, Pálfy Péter Pál
2024. DECEMBER, TUDOMÁNY –

TÖRTÉNET – MI IS...?

Beszámoló a Big
Five Centenáriuma
rendezvényről
A magyar matematika öt
meghatározó, nemzetközi
mércével mérve is jelentős
alakja, Aczél János, Császár
Ákos, Fuchs László, Gál (Gaál)
István és Horváth János 1924-
ben születtek. Tanáruk, a
legendás Fejér Lipót már
egyetemi tanulmányaik idején
így nevezte őket: a „Big Five”.
2024. június 5-én a Rényi
Intézetben a százéves évforduló
kapcsán rendeztek ünnepi ülést.
Páles Zsolt és Pálfy Péter Pál
cikke részletesen közli az
ünnepelt Fuchs László, és az őt
köszöntők beszédeit.
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Mi is... a grafon?

A nagyméretű gráfok mindenütt jelen vannak a matematikában, és a szerkezetük leírása
a modern kombinatorika egyik fontos célja. A  leghíresebb leírást a Szemerédi-féle
regularitási lemma (1978) adja meg, amely azt állítja, hogy bármely kellően nagyméretű
gráf csúcsai feloszthatók nagyjából azonos méretű halmazokra úgy, hogy az élek a
halmazok többsége között jó közelítéssel véletlenszerűnek tűnnek.

A nagy véges objektumok tanulmányozásának egyik módja az, hogy az egyre nagyobb
és nagyobb objektumok sorozatai helyett áttérünk ideális limeszobjektumokra. Ha
megfelelően járunk el, a limeszobjektumok tulajdonságai tükrözik az őket közelítő
véges objektumok tulajdonságait, és fordítva.

A grafonok a nagy véges gráfok sorozataihoz tartozó limeszobjektumok az úgynevezett
vágásmetrikára nézve. Angol nevét (graphon) a gráf (graph) és függvény (function)
szavak összevonásával alkották.

A  fogalmat Borgs, Chayes, Lovász, T. Sós, Szegedy és Vesztergombi vezette be és
dolgozta ki [1,3]. A grafonok természetes módon bukkannak fel olyan területeken, ahol
nagy gráfok sorozatai fordulnak elő: extremális gráfelmélet, nagy gráfok
tulajdonságtesztelése, kvázi-véletlen gráfok, véletlen hálózatok, statisztikus fizikai
rendszerek termodinamikai limeszei, és így tovább.

Kezdjük néhány definícióval és motivációként egy példával. Egy  gráf alatt
csúcsoknak egy  halmazát és éleknek egy  halmazát értjük, utóbbinak az
elemei különböző csúcsokból alkotott párok. Egy gráfhomomorfizmus -ból -be egy
olyan  leképezés -ból -be, amely megőrzi az élek menti szomszédságot.
Azaz minden  élre -ból a  egy él -ben. Jelöljük 

-vel a homomorfizmusok számát -ból -be. Például ,
 és  a -ben lévő háromszögek számának 6-szorosa.

A lehetséges leképezések számával normalizálva kapjuk a  homomorfizmus-sűrűségét 
-ben,

ami annak a valószínűsége, hogy egy véletlenszerűen választott leképezés -ból 
-be megőrzi az élek menti szomszédságot. Ez a szám egyben a  mint részgráf

sűrűségét is méri -ben, aszimptotikusan, ahogy . Például
, míg a -ben lévő élek sűrűsége . Ez a a két

kifejezés nagy -re közel azonos.

Tekintsük a következő extremális gráfelméleti problémát: Hány 4 hosszú körnek kell
lennie egy olyan gráfban, amelynek élsűrűsége legalább ? Könnyű belátni, hogy
bármely  csúcsú gráfban a 4 hosszú körök száma nagyságrendileg legfeljebb . Erdős
egyik tétele szerint a lehetséges élek legalább felét tartalmazó gráfokban a 4 hosszú
körök száma nagyságrendileg legalább . Pontosabban, bármely  gráfra

Speciálisan, ha , akkor . Ennek fényében a probléma
újrafogalmazható minimalizálási problémaként: minimalizáljuk -t olyan véges 

 gráfokon, amelyek kielégítik -et. Némi munkával megmutatható,
hogy nincs olyan véges  gráf, amelyre , és melyre  eléri az 

-ot.

Ezen a ponton érdemes párhuzamot vonnunk egy elemi analízis problémával:
minimalizáljuk -et az -t kielégítő racionális számok között. Ennek a
polinomnak -en globális minimuma van   -nél, így a legjobb, amit a
racionális számok körében tehetünk az, hogy megmutatjuk, hogy a polinom a
minimumhoz közelítő értékeket vesz fel racionális számok egy -höz tartó sorozata
mentén. Jól tudjuk, hogy ezt a bonyodalmat úgy kell elkerülni, hogy a racionális
számokat (mint metrikus teret) teljessé tesszük, kiegészítjük a valós számokkal, és egy
ilyen sorozat határértékét -vel realizáljuk.

Van olyan véges gráfokból álló sorozat, amelyben az élsűrűség legalább  és a 4
hosszú körök sűrűsége megközelíti az -ot. Legyen  egy   csúcsú véletlen gráf,
ahol minden él beválasztása függetlenül,   valószínűséggel dől el. Elhagyva azokat az

-eket amelyekben , egy olyan gráfsorozatot kapunk, amiben a 4
hosszú körök sűrűsége 1 valószínűséggel konvergál -hoz. Követve a 
analógiáját, érdemes megpróbálnunk realizálni ennek a véges gráfsorozatnak a limeszét,
és megérteni, hogyan oldja meg az adott minimalizálási problémát.

Mi lehet ennek az  véletlen gráfsorozatnak a limesze? Egy címkézett gráf
szomszédsági mátrixából konstruáljuk meg a gráf pixelképét úgy, hogy az 1-eseket
fekete négyzetekké alakítjuk, a 0-ákat pedig fehérekké, és a  egységnégyzetre
skálázunk:

A pixelképeken látható, hogy grafikusan „konvergálnak”: az egyre nagyobb és nagyobb 
 élvalószínűségű véletlen gráfok (bármilyen címkézéssel)   egy szürke négyzethez

konvergálnak, a konstans  függvényhez -en.

A konstans 1/2 függvény a -en egy példa címkézett grafonra. A címkézett grafon
egy szimmetrikus, Lebesgue-mérhető függvény -ből -be (a szokásos,
nullmértékű eltérés esetén azonosítással). Az ilyen függvényekre tekinthetünk a 
csúcshalmazon vett élsúlyozott gráfokként. A címkézetlen grafon egy átcímkézés erejéig
megadott grafon, ahol átcímkézés alatt a  intervallum egy invertálható és
mértéktartó transzformációjának végrehajtását értjük. Vegyük észre, hogy bármely
pixelkép egy címkézett grafon, vagyis a (címkézett) gráfok egyben (címkézett)
grafonok.

Ennek a konvergenciának egy másik példájaként tekintsük a növekvő egyenletes
kapcsolódási gráfok  sorozatát, amelyet induktív módon a következőképpen
definiálunk. Legyen , és  esetén konstruáljuk -t a -ből úgy, hogy
hozzáadunk egy új csúcsot, majd minden egyes élt, amely még nem szerepel -
ben, egymástól függetlenül  valószínűséggel beveszünk. Kiderül, hogy ez a
gráfsorozat 1 valószínűséggel konvergál az  grafonhoz. (Mivel a mátrixok
indexelésénél a  a bal felső sarok, így a grafonoknál is).

A teljes páros gráfok címkézésének két természetes módja is van, és ezek a teljes páros
gráfok sorozatának különböző limeszgrafonjaira utalnak. Valójában mindkét címkézett
grafonsorozatnak ugyanaz a limesze, amint az ábra is mutatja. Arra biztatjuk az olvasót,
hogy térjen vissza ehhez a példához, miután a konvergenciát pontosabban definiáltuk.

A homomorfizmus-sűrűségek természetes módon kiterjednek grafonokra is. Egy véges 
 gráf esetén a  sűrűség kiszámítható úgy, hogy a  minden egyes csúcsának

adunk  tömeget, és a csúcspárokon integráljuk az élek indikátorfüggvényét. Pontosan
ugyanígy, egy  címkézett grafon  élsűrűsége

és a 4 hosszú körök  sűrűsége

Innen már egyszerű egy  véges gráfnak a  grafonban vett  homomorfizmus-
sűrűségére felírni a megfelelő kifejezést. A  felírt formulák alapján látjuk, hogy a

 konstans grafon megoldja a minimalizálási problémát: , míg
.

Azért, hogy a véges gráfok terének teljessé tételével megkapjuk a grafonok terét, és
hogy a grafonok konvergenciáját precízen definiálhassuk, bevezetjük a  és 
címkézett grafonok  vágástávolságát:

ahol az infimumot a  és  összes  és  átcímkézése felett vesszük, a szuprémumot
pedig a  összes mérhető  és  részhalmazán. A vágástávolság először a maximális
eltérést méri két felcímkézett grafon integráljai között  mérhető szorzathalmazain
(innen a  jelölés), majd minimalizálja ezt a maximális eltérést az összes lehetséges
átcímkézés felett. (Két véges gráf vágástávolságát kombinatorikusan is definiálhatjuk,
bárminemű analízis nélkül, de a definíció meglehetősen komplikált.)

A  vágástávolságot a definícióban szereplő infimum jól definiálttá teszi a címkézetlen
grafonok terén, de még nem válik metrikává. Az olyan  és  grafonokat, amelyekre

 minden véges  gráfra, gyengén izomorfnak nevezzük. Kiderül,
hogy  és  akkor és csak akkor gyengén izomorf, ha . A vágástávolság
ténylegesen metrikává válik a címkézetlen grafonok  terén, ha azokat gyenge
izomorfizmus erejéig tekintjük. A  pixelképek konvergenciájának imént bemutatott
példáit tekinthetjük konvergens sorozatoknak és azok határértékeinek -ben (gyenge
izomorfizmus erejéig).

Végezetül kiemelünk néhány alapvető eredményt a grafonokkal kapcsolatban. Az
oldalhivatkozások Lovász könyvéből [2] származnak, amit bátran ajánlunk a további
részletek után érdeklődő olvasó figyelmébe.

1. tétel. (Prop.  11.32, 185.  oldal) Minden grafon véges gráfok egy sorozatának -
limesze.

Egy  címkézett grafon egy véges címkézett gráffal való közelítéséhez legyen  egy 
-ből véletlenszerűen kiválasztott,  pontból álló halmaz, majd konstruáljunk egy

olyan gráfot -en, amelyben a  él  valószínűséggel szerepel. Ez a
címkézett gráf vágástávolságban nagy valószínűséggel jól közelíti -t  (ahogy 
).

2. tétel. (Thm. 9.23, 149. o.) A   tér kompakt.

Ebből következik, hogy  egy teljes metrikus tér. Ezt a tényt az  1.  tétellel
kombinálva azt látjuk, hogy a grafonok tere a véges gráfok terének a teljessé tétele a
vágásmetrikára! Ez a tétel azt is mutatja, hogy a grafonok hogyan képeznek hidat
Szemerédi regularitási lemmájának különböző alakjai között: a  2.  tétel levezethető a
lemma egy gyenge formájából, míg egy erősebb regularitási lemma a  kompaktságából
következik.

3. tétel. (Lem. 10.23, 167. o.) Minden  véges gráfra a  Lipschitz-
folytonos.

A 2. és 3. tételek és némi elemi analízis segítségével megmutatható, hogy az extremális
gráfelmélet minimalizálási problémái (mint a fentiekben tárgyalt példa) garantáltan
megoldhatók a grafonok terében. Ezek a grafonmegoldások az  1.  tételen keresztül
„sablont” adnak közelítő megoldások konstruálásához a véges gráfok terében.

Daniel Glasscock

Fordította: Tóth László Márton, Rényi Alfréd Matematikai Intézet
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Fraktálok és hiperbolikus dinamikai rendszerek –
Szemeszterprogram az Erdős Centerben

Ebben az évben az a megtiszteltetés ért minket (Bálint Pétert, Bárány Balázst, Simon
Károlyt és Szász Domokost), hogy ősszel tematikus szemesztert szervezhettünk az
Erdős Centerben. Az Erdős Centert a Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet 2021-ben
alapította azzal a céllal, hogy konferenciáknak, nyári iskoláknak és tematikus
szemesztereknek adjon otthont a matematika számos, Magyarországon is magas szinten
művelt ágában.

A félév tematikus programját a „Fraktálok és hiperbolikus dinamikai rendszerek”
témakörében szerveztük. Bár első hallásra a program két különböző témát dolgoz fel,
valójában a fraktálok rendkívül szorosan kapcsolódnak a dinamikai rendszerekhez,
gondolhatunk itt például a Lorenz-féle különös attraktorra vagy esetleg a Smale-patkóra.
Mindkét témának megvan a saját, kiterjedt, nemzetközi kutatóközössége, azonban
mindkét téma számos közös módszert és eszközt használ, s szoros összefüggésben
fejlődik.

A félév programja mindkét témában egy-egy nyári iskolával és egy-egy konferenciával
vette kezdetét. A „Fraktálok dimenzióelmélete” nyári iskolában a témakör négy,
nemzetközileg nagy megbecsüléssel bíró eladója tartott egy-egy bevezető vagy haladó
jellegű minikurzust.

„Fraktálok dimenzióelmélete” nyári iskola

De-Jun Feng (Chinese Univ. Hong-Kong, Kína) előadássorozatában a fraktálmértékek
egy fontos regularitási tulajdonságról, az egzakt dimenzióról elért friss eredményét
ismertette mélyrehatóan, Antti Käenmäki (Rényi Intézet) az Assouad-dimenzió és
érintőhalmazok kapcsolatáról, Michał Rams (IMPAN, Lengyelország)
multifraktálanalízisről, illetve Pablo Shmerkin (Uni. British Columbia, Kanada) az
additív kombinatorikai módszerekkel elért rendkívüli eredményekről tartott érdekfeszítő
előadássorozatot.  A „Determinisztikus és véletlen fraktálok geometriája II” konferencia
meghívott előadói és résztvevői az elért legújabb eredményeikről tartottak előadásokat.

„Determinisztikus és véletlen fraktálok geometriája II” workshop

A „Hiperbolikus dinamikai rendszerek valószínűségszámítási vonatkozásai” nyári iskola
keretében négy, a kaotikus dinamikai rendszerekben fellépő véletlen jelenségeket
különböző, friss kutatási áttörésekhez kötődő szempontból tárgyaló előadássorozat
hangzott el a témakör világhírű tudósaitól.

„Hiperbolikus dinamikai rendszerek valószínűségszámítási vonatkozásai” nyári iskola

Kaotikus biliárd rendszerekre irányult Carlangelo Liverani (Univ. Roma Tor Vergata,
Olaszország) és Mark Demers (Fairfield Univ, USA) minikurzusa is, előbbi az ezekre a
rendszerekre kidolgozott módszereket, többek között a nemrég sikeresen alkalmazott
Birkhoff-kúp technikát mutatta be, utóbbi a fraktális tulajdonságokhoz is erősen
kapcsolódó termodinamikus formalizmus kérdéskörét járta körbe. Dmitry Dolgopyat
(Univ. of Maryland, USA) az időtől függő (más szóval nemstacionárius) dinamikai
rendszerekben fellépő határeloszlás-tételeket tárgyalta, Gary Froyland (Univ. of New
South Wales, Ausztrália) pedig az alkalmazások szempontjából különösen fontos véges
idejű koherens struktúrák rejtelmeibe vezette be a közönséget.

Igen magas színvonal és a témák sokszínűsége jellemezte az iskolát követő „Kaotikus
rendszerek statisztikus tulajdonságai egyensúlyban és egyensúlyon kívül” workshop-ot
is.

„Kaotikus rendszerek statisztikus tulajdonságai egyensúlyban és egyensúlyon kívül” workshop

A workshop kiváló lehetőséget teremtett arra, hogy az egyre inkább kutatás
homlokterébe kerülő kérdéseket – például a fent is említett nemstacionárius jelenségeket
és véges idejű struktúrákat, valamint az ezek leírására alkalmas új technikákat –
különböző szempontokból vizsgáló kutatói közösségek találkozzanak és eszmét
cseréljenek.            

Egy-egy ilyen esemény rendkívüli fontossággal bír nemcsak a már meglévő nemzetközi
tudományos kapcsolatok elmélyítésére, de a hazai és külföldi fiatal kutatók számára is,
akik nagy számban vettek részt az eseményeken, s így bekapcsolódhatnak a kutatás
vérkeringésébe.

A félév során több, kisebb, úgynevezett fókusz-workshopot is szerveztünk, ezeken egy-
egy témát dolgoztunk fel szűkebb körben, mint például harmonikus analízis módszerei a
fraktálgeometriában, -dimenzió, síkbeli tartományok és biliárdok spektrális
tulajdonságai, sztochasztikus kölcsönható részecskerendszerek spektrális résének
becslése.

A program jóvoltából Michał Rams és Antti Käenmäki tölthette hazánkban ezt a félévet,
s mélyíthettük el velük az eddig is gyümölcsöző kutatási együttműködést, bekapcsolva
fiatal kutatókat is a velük való együttműködésbe.

Külön  szeretnénk köszönetet mondani az Erdős Center igazgatóságának és Böröczky
Károly igazgatónak a hihetetlen lehetőségért, valamint meg szeretnénk köszönni Bogáti
Ildikó, Opauszki Hanna és Kis Anikó alapos és lelkiismeretes munkáját, akik nélkül ez a
program nem jöhetett volna létre!

Bálint Péter, Bárány Balázs,
BME Matematikai Intézet
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Veszélyes kanyar

Egy könyv előszavát olvasva két (más-más okból) érdekes jelölésbe botlottam. A szerző
megjegyzi, hogy a bizonyítások végét a Halmos-féle négyzettel, az odafigyelést igénylő
bonyolult részeket pedig a margón elhelyezett Bourbaki-féle veszélyes kanyar
szimbólummal jelöli. Ez adta az apropóját ennek a cikknek, erről a két jelölésről (nem
igazán, vagy alig) lesz most szó.

Virage Dangereux

Halmos és Bourbaki
A négyzet szimbólumot úgy hiszem sokan ismerik, de nem mindenki tudja, hogy a neve
(amellett persze, hogy „négyzet”) Halmos. Sőt, néha csak halmos, kis h-val. Régi
könyvekben a bizonyítások végét legtöbbször a Q.E.D., azaz a Quod Erat
Demonstrandum jelezte, a mai könyvekben ezt a szerepet már szinte mindenhol átvette a
halmos. De honnan a név?

Halmos Pál

Halmos Pálról néhány bekezdést írni sokkal nehezebb, mint néhány teljes cikket, mert
az ember nem tudja eldönteni, hogy miről ne írjon. Én most megelégszem annyival,
hogy az olvasó figyelmébe ajánlom az „I Want to Be a Mathematician: An
Automathography” című könyvet, amelyben (a Wikipediát idézve) így ír a  -ről:

„The symbol is definitely not my invention  — it appeared in popular magazines
(not mathematical ones) before I adopted it, but, once again, I seem to have
introduced it into mathematics. It is the symbol that sometimes looks like , and is
used to indicate an end, usually the end of a proof. It is most frequently called the
'tombstone', but at least one generous author referred to it as the 'halmos'." (A
jelölést egyértelműen nem én találtam ki —  népszerű magazinokban tűnt fel (nem
matematikaiakban), mielőtt én adaptáltam volna, de, ismétlem, úgy tűnik, én
vezettem be a matematikában. Ez az a szimbólum, ami időnként így néz ki:  , és a
véget, legtöbbször egy bizonyítás végét jelzi. Leggyakrabban 'sírkő'-nek nevezik, de
volt legalább egy nagylelkű szerző, aki 'halmos'-ként említette. A szerk. )

Halmosnak nemcsak a tudományos életműve rendkívül sokszínű, hanem ő maga is egy
nagyon sokszínű és nagyon szórakoztató ember, többek között felbecsülhetetlen fénykép
hagyatékot  hagyott hátra.  Legendás volt arról, ahogyan matematikát írt, és arról is,
ahogy arról írt, hogy hogyan írjunk matematikát [4]. Ellenpontként álljon itt a szintén
legendás Jean-Pierre Serre előadása arról, hogy hogyan írjunk matematikát rosszul. Azt
hiszem ez az egyik legszellemesebb matematikával kapcsolatos videofelvétel, ami
valaha készült.

Halmos Pál nevét őrzi a Paul R. Halmos – Lester R. Ford Award is, amelyet
kiemelkedően megírt matematikai cikkekért ítélnek oda. A  díjat az American
Mathematical Society alapította 1964-ben, akkor még Lester R. Ford Award néven.
Érdekességként megemlítem, hogy a díjat 2020-ban két magyar matematikusnak,
Gerencsér Balázsnak és Harangi Viktornak ítélték oda a „Too Acute to Be True: The
Story of Acute Sets” című írásukért. Egyébként a díj 1971-es díjazottjai közül kettő
igazán érdekes a jelen írás szempontjából:

 Paul R. Halmos, Finite-dimensional Hilbert spaces, The American Mathematical
Monthly, Vol. 77, (1970), pp. 457–464.

 Jean A. Dieudonné, The work of Nicolas Bourbaki, The American Mathematical
Monthly, Vol. 77, (1970), pp. 134–145.

Ezzel rögtön rá is térhetünk a címben szereplő másik névre, Nicolas Bourbakira.
Bourbakiról néhány bekezdést írni még nehezebb, mint Halmos Pálról. Nem csak azért,
mert Bourbaki nevű matematikus nem létezik, hanem azért, mert a Bourbaki név egy
generációkon átívelő, változó tagösszetételű csoportot jelöl. Közülük az egyik
legprominensebb, épp a fent említett Jean A. Dieudonné.

Fotó a Bourbaki-csoport 1938-as összejöveteléről: Simone Weil, Charles Pisot, André Weil, Jean

Dieudonné, Claude Chabauty, Charles Ehresmann és Jean Delsarte.

A  Bourbaki-csoport éppen aktuális névsora általában nem ismert, csak a tagság
megszüntével derül ki egy-egy emberről, hogy tag volt. A fent említett Jean-Pierre Serre
is egy közülük. Róluk nem egy-egy bekezdést, hanem egy-egy különálló cikket lehetne
(sőt kéne) írni. A Bourbaki-csoport összejöveteleiről egyébként sokat meg lehet tudni
Armand Borel visszaemlékezéseiből [1].

A Bourbaki-csoport legfőbb munkája az Éléments de Mathématique című könyvsorozat,
amelynek célja a matematika nagyon szigorú (egyesek szerint túlságosan szigorú)
megalapozása. Ebben használták a veszélyes kanyar szimbólumot azon szakaszok
megjelölére, amelyeknél az olvasónak óvatosnak kell lenni, és figyelni kell egyes
részletekre annak érdekében, hogy rajta maradjon a helyes úton.

Részlet az integrálelméletről szóló kötetből.

Lehet, hogy az olvasó a veszélyes kanyar szimbólummal most találkozott először. Az
viszont biztos, hogy az üres halmazt jelölő  szimbólumot szinte mindenki ismeri. Ez is
egy Bourbaki jelölés, André Weil vette kölcsön a norvég abc-ből. Egyébként amellett,
hogy a Bourbaki-csoport rendkívül rigorózus volt, ha könyvírásról volt szó, ami a
nyelvezetet illeti, igyekeztek meglehetősen hétköznapi elnevezéseket bevezetni. Így
például a zárt, konvex, kiegyensúlyozott, és elnyelő halmazokra bevezették a hordó
(mint a bor tárolásához használt tárgy) elnevezést. Egyébként a legenda szerint a belső
használatra fenntartott szókincsük a vártnál is gazdagabb volt. Így például a sesqui-
lineáris forma helyett a könnyen megjegyezhető „szexilineáris formák”, a bornológikus
helyett pedig a „bornográf” elnevezést használták. A Bourbaki-csoport történetére még
egy mondat erejéig visszatérve: 1952-ben megalakult az „Association des
Collaborateurs de Nicolas Bourbaki”, amely azóta is aktív. A  híres Bourbaki
szemináriumon rendszerint egy-egy friss és jelentős eredményt mutat be egy arra felkért
matematikus. Ismét megemlítek egy magyar vonatkozást, Charles Bordenave 2018-ban
Backhausz Ágnes és Szegedy Balázs eredményeit prezentálta. Az erre az alkalomra
elkészített cikk és az előadás felvétele is elérhető az interneten.

Egy veszélyes kanyar
Visszatérek a bevezetőhöz. Amikor azt láttam, hogy a Halmosra és a Bourbaki-féle
veszélyes kanyarra itt külön felhívják a figyelmet, megjegyeztem magamnak, hogy
rendben van, de amúgy ezeket valószínűleg mindenki tudja. Aztán elkezdtem azon
gondolkodni, hogy még ezeken kívül melyik jelölések eredetét ismerem, és legnagyobb
meglepetésemre arra jutottam, hogy egyikét sem. (De akkor pont a Halmost és a
veszelyes kanyart miért?) Eleinte olyanoknak próbáltam utánajárni, hogy ki vezette be a
deriválásra használt -t, de aztán rájöttem, hogy nem kell ennyire előreszaladni, mert
még azt sem tudom, hogy ki vezette be az összeadásra használt  jelet. Vagy mondjuk
az egyenlőségjelet. Vagy szó szerint bármelyik másik jelet.

Ezután jött az igazán veszélyes kanyar. Azt tettem, amit manapság mindenki tesz, ha
nem tud valamit: megkérdeztem a Chat GPT-t. Ahogy az ilyenkor lenni szokott, az
internet nagyjából tíz perc alatt betemetett érdekességekkel. Néhány teljes munkanapot
el lehetne vesztegetni ezekkel a dolgokkal. Természetes módon keletkezett a
böngészőben egy rakás új fül, amiket majd egyszer mindenképp elolvasok, és amiket
természetesen soha nem fogok elolvasni, hiszen néhány nap őrizgetés után véletlenül be
fogom őket zárni, és azt is elfelejtem, hogy léteztek.

A  -ról és az -ről írottakat a cikk kedvéért azért megnéztem. A   jel első ismert
előfordulása Johannes Widmann 1489-ben kiadott könyvében, a „Mercantile
Arithmetic” vagy „Behende und hüpsche Rechenung auff allen Kauffmanschafft” [6]
című munkában található. (Szabad fordításban „Gyors és tetszetős számítások
mindenféle kereskedelemi ügylethez”.)

A   és  jelek első előfordulása.

Ebben a könyvben a  és a  jeleket kereskedelmi kontextusban használták: a többletet és
a hiányt jelölték velük. Az összeadás jelölésére azelőtt szavakat vagy rövidítéseket
használtak. Például a latin et (és) szót vagy annak stilizált változatát. A  Tiro-féle
rövidírás rendszere, amelyet az ókori Rómában használtak, szintén előfutára lehetett a 
jelnek.

Ami pedig az egyenlőségjelet illeti, az  bevezetése előtt különféle szavakat, vagy
rövidítéseket használtak, mint például: a latin aequatus, aequalis vagy ezek rövidítéseit,
például aeq. Az  szimbólumot egy Robert Recorde nevű walesi matematikus vezette
be -ben a „The Whetstone of Witte” című munkájában.

Az egyenlőségjel első előfordulása.

A  lényeget a régi angol nyelv ismerete nélkül is ki lehet érteni a szövegből: annak
érdekében, hogy elkerülje az „egyenlő” szó unalmas ismételgetését, bevezeti a
párhuzamos és egyenlő hosszú vonalakat (a Gemowe jelentése iker), mert noe .2.
thynges, can be moare equalle, azaz nincs két dolog, ami azoknál egyenlőbb lehet.

Ahogyan korábban írtam, ilyen érdekességeket ma már pillanatok alatt meg lehet találni,
és percek alatt le is lehet ellenőrizni, vagy el lehet felejteni. Ha a tisztelt olvasó úgy
gondolja, hogy ismer olyan jelöléseket, amelyeknek a története érdekes (minden jelölés
ilyen), van kedve és ideje írni róluk, akkor írjon, és küldje be az Érintőbe!
(szerk.ematlap@gmail.com)

Titkos Tamás,
Budapesti Corvinus Egyetem

és Rényi Alfréd Matematikai Intézet

Hivatkozások 
[1] Armand Borel, Twenty-five years with Nicolas Bourbaki, Notices Amer. Math. Soc.
45 (1998), 373–380.

[2] Gerencsér Balázs és Harangi Viktor, Too Acute to Be True: The Story of Acute Sets,
The American Mathematical Monthly, Volume 126, Number 10, November 2019, pp.
905–914.

[3] Paul R. Halmos, I Want to be a Mathematician: An Automathography, Springer
Science & Business Media, 2013.

[4] Paul R. Halmos, How to write mathematics, L’Enseignement Mathématique, Vol.16
(1970)

[5] Robert Recorde: The Whetstone of Witte (1557)

[6] Johannes Widmann, Behende und hübsche Rechnung auff allen kauffmanschaft,
Leipzig: Konrad Kachelofen 1489.

 

 
 

     

 

Copyright ©  Bolyai János Matematikai Társulat    Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet.   A honlapot

készítette a PANEM MULTIMÉDIA STÚDIÓ

HÍREK CIKKEI PORTRÉ CIKKEI TANÓRA CIKKEI KÖNYVESPOLC CIKKEI TUDOMÁNY CIKKEI

GAZDA(G)SÁG CIKKEI HÉTTUSA CIKKEI

Kapcsolat

Szerkesztőség

Leírás szerzőknek

Szerzői jogok

Adatkezelés



A szolgáltatásaink működéséhez sütiket (cookie) használunk. További információkhoz kattintson az Adatkezelés linkre.

Elfogadom.

https://fr.wikipedia.org/wiki/Panneau_de_virage_dangereux_(math??matiques)
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Halmos
https://old.maa.org/press/periodicals/convergence/whos-that-mathematician-images-from-the-paul-r-halmos-photograph-collection
https://old.maa.org/press/periodicals/convergence/whos-that-mathematician-images-from-the-paul-r-halmos-photograph-collection
https://www.mathematik.uni-marburg.de/~agricola/material/halmos.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Serre/
https://www.youtube.com/watch?v=ECQyFzzBHlo
https://www.youtube.com/watch?v=ECQyFzzBHlo
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nicolas_Bourbaki
https://www.ams.org/journals/notices/199803/199803FullIssue.pdf
https://www.ams.org/journals/notices/199803/199803FullIssue.pdf
https://www.ams.org/journals/notices/199803/199803FullIssue.pdf
https://www.bourbaki.fr/seminaires/2024-25/index.html#seminairevb
https://www.bourbaki.fr/seminaires/2024-25/index.html#seminairevb
https://www.bourbaki.fr/TEXTES/Exp1151-Bordenave.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=Pcoi1x9CIts
https://www.youtube.com/watch?v=Pcoi1x9CIts
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/Johannes_Widmann
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Whetstone_of_Witte
mailto:szerk.ematlap@gmail.com
http://bolyai.hu/
http://www.renyi.hu/hu
http://www.panem.hu/
https://mta.hu/
https://www.nka.hu/
https://emmiugyfelszolgalat.gov.hu/tisztelt-ugyfeleink
https://www.petofiugynokseg.hu/
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hirek
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hirek
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=portre
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=portre
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tanora
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tanora
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=konyvespolc
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=konyvespolc
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tudomany
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tudomany
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=gazdasag
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=gazdasag
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hettusa
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hettusa
https://ematlap.hu/kapcsolat
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/laptulajdonos
https://ematlap.hu/laptulajdonos


Beszámoló a Big Five Centenáriuma rendezvényről

https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2024-10/1483-beszamolo-a-big-five-centenariuma-rendezvenyrol[2025. 02. 23. 13:09:47]

 Aktuális szám: 34. szám 2024. december  Válasszon:

Páles Zsolt, Pálfy Péter Pál 
2024. DECEMBER, TUDOMÁNY – TÖRTÉNET – MI IS...?

Beszámoló a Big Five Centenáriuma rendezvényről

A magyar matematika öt meghatározó, nemzetközi mércével mérve is jelentős alakja,
Aczél János, Császár Ákos, Fuchs László, Gál (Gaál) István és Horváth János 1924-ben
születtek. Tanáruk, a legendás Fejér Lipót már egyetemi tanulmányaik idején így
nevezte őket: a „Big Five”. 

Az alábbiakban először a Big Five tagjainak rövid életrajzát foglaljuk össze.

Aczél János Budapesten született 1924. december 26-án, és a kanadai Waterloo-ban
hunyt el 2020. január 1-én. 1943–1947 között a Pázmány Péter Tudományegyetem
matematika–fizika szakán tanult. Témavezetői Fejér Lipót és Riesz Frigyes voltak.
1945–1948 között az ELTE díjtalan gyakornoka, 1948–1950 között a Szegedi
Tudományegyetem tanársegéde, 1950–1952 között a miskolci Nehézipari Műszaki
Egyetem docense volt. 1952–1959 között a debreceni Kossuth Lajos Tudományegyetem
tanszékvezető docense, majd 1959–1965 között tanszékvezető egyetemi tanára volt.
Ezután Kanadába ment, ahol a Waterloo Egyetem matematikaprofesszora, 1969-től
pedig kiemelt professzora lett, 1993-tól professor emeritus. 1990-ben a Karlsruhei
Egyetem, 1995-ben a Grazi Egyetem, 1996-ban a Katowicei Egyetem, 1999-ben a
Miskolci Egyetem, 2003-ban a Debreceni Egyetem fogadta tiszteletbeli doktorává.   A
Royal Society of Canada 1971-ben választotta tagjává, 1990-ben lett a Magyar
Tudományos Akadémia külső tagja.   1961-ben Beke Manó-emlékdíjat, 1962-ben
Akadémiai Díjat kapott. 1988-ban a spanyolországi Cajal-éremmel, 2004-ben pedig a
Kampé de Fériet-éremmel tüntették ki. Kutatási területe a függvényegyenletek és
alkalmazásaik az információelméletre, valamint a társadalom- és
magatartástudományokra. Első monográfiája, az 1966-ban megjelent Lectures on
Functional Equations and their Applications a függvényegyenletek elméletének
bibliájává vált.

Császár Ákos Budapesten született 1924. február 26-án és itt is hunyt el 2017.
december 14-én. A Pázmány Péter Tudományegyetem matematika–fizika szakán 1947-
ben szerzett középiskolai tanári diplomát. 1948-ban védte meg egyetemi doktori
disszertációját. Diplomájának megszerzése után a Budapesti Műszaki Egyetemen kapott
tanársegédi, majd beosztott tanári állást. Majd az Eötvös Loránd Tudományegyetem
Analízis I. Tanszékére került, ahol 1957-ben nevezték ki egyetemi tanárnak. Ezt a
tanszéket hároméves megszakítással harmincöt éven keresztül, 1992-ig vezette. 1994-
ben nyugdíjba vonult, majd 1996-ban professor emeritusi címet kapott. 1955-től az
MTA Matematikai Kutatóintézet munkatársa, majd 1970-től főmunkatársa volt. 1972 és
1991 között az intézet topológiai osztályát vezette. 1952-ben védte meg a matematikai
tudományok kandidátusi, 1954-ben akadémiai doktori értekezését. 1970-ben a Magyar
Tudományos Akadémia levelező, 1979-ben pedig rendes tagjává választották. Az MTA
Matematikai és Fizikai Osztályának elnöki tisztét 1973–1976 között és 1990–1993
között, majd az osztály kettéválása után a Matematikai Osztályét a 1993–1999
időszakban töltötte be. 1997-ben a Közép-európai Tudományos és Művészeti Akadémia,
később a Szent István Akadémia is felvette tagjai sorába. Jelentős a tudományos
közéletben betöltött szerepe is: 1966-ban a Bolyai János Matematikai Társulat
főtitkárává választották, ezt a tisztségét tizennégy éven át töltötte be, ekkor vette át a
BJMT elnöki tisztségét. 1990-ben a társulat tiszteletbeli elnökévé választották. Emellett
1971 és 1992 között a Nemzetközi Banach Központ tudományos tanácsának tagja,
közben 1974 és 1977 között elnöke volt. 1975-ben a Tudományos Ismeretterjesztő
Társulat által alapított József Attila Szabadegyetem tanácsának elnöki feladatait is
ellátta. 1958-tól az Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis Sectio
Mathematica, valamint 1976 és 1990 között a Matematikai Lapok, később a Magyar
Tudomány című tudományos szakfolyóiratok szerkesztőbizottságának tagja, valamint az
Acta Mathematica Hungarica szerkesztőbizottságának elnöke. Fő kutatási területei a
valós függvénytan és az általános topológia voltak. Nevéhez fűződő nevezetes
konstrukciója az úgynevezett Császár-féle test. Legfontosabb kitüntetései: Akadémiai
Díj (1962), Kossuth-díj (1963), MTESZ-díj (1981), Bolzano-aranyérem (1981), Szele
Tibor-emlékérem (1983), Bugát Pál-emlékérem (1992), a Magyar Köztársasági
Érdemrend középkeresztje (1994), az Arany János Közalapítvány Nagydíja (1999),
Szily Kálmán-emlékérem (2008), Akadémiai Aranyérem (2009).

Fuchs László Budapesten született 1924. június 24-én. 1946-ban diplomázott a
Pázmány Péter Tudományegyetemen és 1947-ben szerezte meg doktori fokozatát. Két
évig középiskolai tanárként dolgozott, ezután az ELTE Természettudományi Karán
tanított és az MTA Matematikai Kutatóintézetében dolgozott. 1952-ben Kossuth-díjjal
tüntették ki. Több éven keresztül a Bolyai János Matematikai Társulat pénztárosa, majd
főtitkára volt. Amerikában előbb a Miami Egyetemen, majd 1968 óta a Tulane
Egyetemen tanított, ahonnan 2004-ben vonult nyugdíjba. Ekkor nyerte el az Evelyn and
John G. Phillips Distinguished Professor Emeritus in Mathematics címet. 1990-ben a
Magyar Tudományos Akadémia választotta külső tagjává, 2012-ben pedig az American
Mathematical Society „fellow”-ja lett. 2024-ben az MTA Arany János-életműdíjával
tüntették ki. Fő kutatási területe az Abel-csoportok elmélete. Ebben a témában három
alapvető monográfiát írt.

Gál István Budapesten született 1924. február 24-én és 2016. március 17-én hunyt el az
USA-ban. 1946-ban diplomázott a Pázmány Péter Tudományegyetemen, majd 1947-ben
doktorált Riesz Frigyes és Fejér Lipót vezetésével. Később Párizsba ment, ahol először a
Centre National de la Recherche Scientifique-ben dolgozott tudományos munkatársként.
Itt sok francia matematikussal került kapcsolatba, köztük Jean Leray-val, Élie és Henri
Cartannal. Miután az Amerikai Egyesült Államokba emigrált, először a Yale és a
Princetoni Egyetemeken dolgozott, majd csatlakozott a Minnesotai Egyetem matematika
tanszékéhez. Kutatási területe a számelmélet és az analízis volt. Princetonban találkozott
Albert Einsteinnel is. Erdős Pállal Párizsban került kapcsolatba, vele később több közös
dolgozatot jelentetett meg. Robert Langlands kutatásaira nagy hatással voltak Gálnak a
zéta-függvénnyel és az Eisenstein-sorokkal kapcsolatos eredményei. 1993-ban
nyugdíjba vonult és Nevadába költözött.

Horváth János Budapesten született 1924. július 30-án és 2015. március 12-én hunyt el
az USA-ban. 1946-ban diplomázott a Pázmány Péter Tudományegyetemen, majd 1947-
ben doktorált Fejér Lipót tanítványaként. A doktori cím megszerzése után Párizsba
ment, ahol a Centre National de la Recherche Scientifique-ben dolgozott tudományos
munkatársként. Innen Kolumbiába került, ahol a bogotai University of Los Andes
professzora lett. 1957-től az Amerikai Egyesült Államokban volt professzor a University
of Marylanden, itt 1994-ben professor emeritus címet kapott. A Magyar Tudományos
Akadémia külső tagjává választotta 2000-ben. Az analízis több területén alkotott,
leginkább a funkcionálanalízis és annak a disztribúcióelmélet nevű területén ért el
jelentős sikereket. A MathSciNet szerint a Topologikus vektorterekről és
disztribúciókról írott monográfiája a valaha írt legolvasmányosabb bevezetés a
témakörbe. Munkássága nagy hatással volt Laurent Schwarzra, aki a 40-es években
megalkotta a „teljes” disztribúcióelméletet.

Felidézhetjük az 1947. június 24-én rendezett előadóülés programját a Fuchs László
által rendelkezésünkre bocsátott egykori meghívó alapján. (Tessék figyelmesen
elolvasni!)

1. Bevezető
2. Horváth János: Egy Fejér-problémáról. Előadja: Császár Ákos.
3. Gál István Sándor: Egy konvex görbére vonatkozó tétel. Előadja: Horváth János.
4. Aczél János: A függvényegyenletek egy osztályáról. Előadja: Fuchs László.
5. Császár Ákos: H. E. Vaughan egy tételének elemi bizonyítása. Előadja: Horváth

János.
6. Fuchs László: Hardy, Littlewood és Pólya egy egyenlőtlenségéről. Előadja: Aczél

János.

 

A Big Five Centenáriuma elnevezésű eseménysorozat 2024. június 5-én a Rényi Intézet
Nagytermében került megrendezésre. A rendezvény házigazdai szerepét Pálfy Péter Pál
(a Rényi Intézet korábbi igazgatója, az MTA Matematikai Osztályának korábbi elnöke)
töltötte be, aki köszöntötte a megjelent vendégeket. Ez követően Páles Zsolt, az MTA
Matematikai Osztályának elnöke üdvözölte a centenáriumi ünnepség résztvevőit:

»Tisztelt Hölgyeim és Uraim, kedves Kollégák! Egy nem mindennapi esemény miatt
gyűltünk ma össze: Öt világhírű matematikus 100. születésnapját ünnepeljük. Ez
alkalomból örömmel és tisztelettel köszöntöm Fuchs László professzor urat, az MTA
külső tagját, a Nagy Ötös, a Big Five egyetlen velünk ünneplő tagját és Freund Tamást,
az MTA elnökét, Hudecz Ferencet az MTA alelnökét és Kacskovics Imrét, az ELTE
Természettudományi Karának dékánját. Köszöntöm továbbá a mai tudományos előadás-
sorozat előadóit és megjelent vendégeinket is.
Ha az interneten rákeresünk a Big Five kifejezésre, akkor rábukkanhatunk a
pszichológiai személyiségvizsgálattal kapcsolatos Big Five-elméletre, vagy az öt
legnehezebben vadászható afrikai vadállatra. Nekünk matematikusoknak azonban nem
ez az elsődleges jelentése ennek a kifejezésnek. Ennek hallatán többségünknek öt
matematikus neve jut az eszünkbe: Aczél János, Császár Ákos, Fuchs László, Gál István
és Horváth János. Egyikük, Aczél János, a 2004-ben Staar Gyulának adott interjújában
(amely csak 10 évvel később, 2014-ben jelent meg a Természet Világában) így vallott a
Big Five történetéről: Bár ugyanabban az évben születtünk, mégsem ugyanarra az
évfolyamra jártunk. Én decemberben születtem, így már az elemi iskolától kezdve
évvesztesnek számítottam. Az egyetemen abban az időben nem volt sok matematika
iránt elkötelezett hallgató, így mi öten hamar egymásra találtunk. Van ebben némi
bizonytalanság, mert nem ugyanúgy emlékezünk a kezdetekre. Azt a változatot
mondom, amellyel többen egyetértünk. Bár az egyetemen jó tanáraink voltak, de a
matematika számos területe fehér folt maradt az oktatásunkban. Az életünk pedig nem
tűnt elég hosszúnak ahhoz, hogy kivárjuk, amíg ez megváltozik. Különben is, fiatalon
minden olyan sürgős az embernek. Valamelyik külső szervezet, talán a Magyar
Demokratikus Ifjúsági Szövetség szervezett olyan előadásokat, amelyeken a társaiknál
valamivel többet tudó diákok beszéltek a matematika őket érdeklő új területeiről. Így
kezdődött. Akik ott diákként előadtunk, többségünkből elég jó tanár lett. Mégis, akkor
néhány hét alatt sikerült kipusztítanunk a teljes hallgatóságot. Öten maradtunk. Mi
azután is rendszeresen összejöttünk, de már csak egymásnak magyaráztuk, hogy ki min
dolgozik. Arra határozottan emlékszem, hogy évenként egyszer nyilvános ülést is
tartottunk, amelyre bárki eljöhetett. Egyes emlékezők szerint Fejér Lipót volt a
keresztapánk, ő nevezett el minket Big Five-nak. A Big Five fénykora az 1946–47-es
tanévben kezdődött, és 1948 őszéig tartott. 1947-ben mindannyian doktoráltunk. Fejér
Lipót akkor már nagyon öreg volt, bár, ha belegondolok, jóval fiatalabb, mint én most.
Az 1944–45-ben történtek azonban nagyon megviselték. Legtöbbet akkor lehetett tőle
tanulni, amikor nem tanított, hanem a dolgok hátteréről beszélt, hogy mi mivel függ
össze. Azokról a nagy matematikusokról mesélt, akiket személyesen is jól ismert.

Fuchs László egy – a Magyar Tudományban megjelent – cikkben így emlékezik vissza:
Összejöveteleink nemcsak abban különböztek a közönséges szemináriumi előadásoktól,
hogy állandóan közbevágtunk kérdésekkel és ötletekkel, hanem abban is, hogy szinte
megállás nélkül nevettünk, tréfáltunk. Aczél János volt a legtöbb vicc szerzője, de a
tréfálkozásban mindegyikünk nagyon is aktív volt. A tréfa tárgya többnyire a tárgyalt
téma vagy annak tálalási módja volt. Csodálatos, hogy a sok tréfa mellett komoly
matematikát tudtunk tanulni. Talán a legjellegzetesebb tevékenységünk a plakátkészítés
volt. Számos összejövetel után a legviccesebb helyzeteket rögzítettük plakát formájában.
A plakát meghívó formájában készült, meghívóként a lezajlott előadásra, mintha előre
tudtuk volna a vicces eseményeket. Az előadások helyét mindenkor Lipót-mezőként
jeleztük, hivatkozással Lipi bácsira és a közismert lipótmezei elmegyógyintézetre.
Mindegyikünknek más neve lett, például Gál Pista Log-log Pista néven szerepelt. A
plakátszerkesztéshez mindegyikünk hozzájárult ötleteivel, és az én feladatom volt a
végleges forma megszerkesztése Aczél János aktív közreműködésével.

Én a Big Five kifejezést és annak igazi tartalmát 20 évvel ezelőtt, 2004. júniusában
ismertem meg, amikor először került megrendezésre Budapesten egy velük kapcsolatos
esemény „400 év matematika” címmel: Ezen az akkor 80 éves Big Five tagok még
mindannyian tartottak előadást:

Horváth János: Visszapillantás az elmúlt 62 évre
Aczél János: Mi a teendő, ha egy (függvény)egyenlet érvényességi tartománya túl
kicsi?
Fuchs László: Abel-csoportok és modulusok
Gál István: Mikor periodikus egy Fibonacci-sorozat?
Császár Ákos: Természetes operációk általános topológiákon
Horváth János: A Riesz–Fischer-tételről

2014-ben, 10 évvel később, a 90. születésnap megünneplésére már csak Aczél János és
Fuchs László tudtak eljönni, a többiek nem tudták vállalni a megterhelő utazást.
Ki kell hangsúlyoznom, hogy a Big Five tagjai második világháború utáni időszakban
fontos szerepet játszottak a hazai matematika újraindításában és nemzetközi szintre
emelésében. Sokat tettek a magyar matematikusok nemzetközi kapcsolatrendszerének
bővítéséért is. Életük során mindvégig szoros baráti kapcsolatban maradtak, annak
minden lényeges fejleményről informálták egymást és folyamatosan figyelemmel
kísérték egymás életpályáját. A Big Five tagjainak hatása csaknem felmérhetetlen.
Túlzás nélkül mondhatom, hogy nincs ma Magyarországon olyan matematikus, aki
elsőéves egyetemista korában ne forgatta volna Fuchs László „Bevezetés az algebrába”
című tankönyvét. De Aczél János függvényegyenletekről és Császár Ákosnak a
topológiáról írt könyvei is a tudományterületük bibliáivá váltak.
A mai tudományos ülésszak keretében az előadóink segítségével megpróbáljuk
feleleveníteni a Big Five tagjainak lényeges eredményeit, életútjuk legfontosabb
állomásait. Remélem, hogy a megjelent hallgatóság is sokat profitál majd az
elhangzottakból. Mindenkinek kellemes és tartalmas ismeretszerzést kívánok. Ezzel a
mai ülésszakot megnyitom.«

Ezt követően Pálfy Péter Pál felkérte Freund Tamást elnöki köszöntője megtartására. Ő
így fogalmazott:

»Tisztelt Professzor Úr! Tisztelt Hölgyeim és Uraim! Kedves Akadémikustársak!
Kedves Barátaim! Azt hiszem, nem kell túl sok eszköz ahhoz, hogy ma ezt az állítást
bizonyítottnak fogadjuk el: „A matematikusok sokáig élnek; a matematika egy
egészséges hivatás.” Az egyik bizonyíték, hogy az idézett gondolat Dirk Jan Struik
holland matematikustól származik, aki 106 évet élt. A másik, hogy az idei Arany János-
életműdíj átadása egy 100. születésnap ünneplése is egyben.
Tudom persze, hogy az élet törvényei ennél árnyaltabbak – hiszen elég, ha csak a
Matematikai Kutatóintézet korán elhunyt névadójára, Rényi Alfrédra gondolunk –, de az
ünnep fényében engedjék meg nekem, hogy ma az egészséges hivatást űző
matematikusok hosszú életére, és különösen Fuchs László több mint háromnegyed
százada töretlen tudományos aktivitására fókuszáljak.
Kedves Ünneplő Közösség! Húsz éve hagyomány immár itt a Rényiben, hogy tízévente
köszöntjük a legendás Fejér Lipót által „Big Five”-nak nevezett, szintén legendás
magyar matematikusokat – Aczél Jánost, Császár Ákost, Fuchs Lászlót, Gál Istvánt és
Horváth Jánost –, és tisztelgünk munkásságuk előtt. Ez a mostani tehát a harmadik ilyen
összejövetel.
Tíz évvel ezelőtt, 90. születésnapjukon „a magyar matematika nagy ötösfogatának” –
ahogyan Lovász László nevezte őket – tagjai még mindnyájan meghívottak lehettek az
ünnepségre. Akkor mondott köszöntőjében Fuchs László így fogalmazott: „Legyen
szabad megköszönnöm BIGFIVÉreim nevében is a bennünket ért megtiszteltetést, hogy
a Magyar Tudományos Akadémia Matematikai Osztálya ezt az ünnepi rendezvényt
szervezte 90. születésnapjaink alkalmából. Mély hálával tartozunk.”
Kedves Professzor Úr! Mi tartozunk mély hálával. Miénk volt a megtiszteltetés tíz éve
is, és miénk most, amikor 100. születésnapján köszönthetjük, és több mint 75 éve
folyamatosan végzett tudományos munkássága iránti tiszteletünkkel átadhatjuk Önnek
az Arany János-életműdíjat.
Bertrand Russell Study of Mathematics című esszéjében így ír a matematikáról: „A
matematikát, ha helyesen fogjuk fel, nemcsak igazság, hanem egyszersmind magasrendű
szépség is jellemzi: hideg és szigorú, a szobrászatéhoz hasonló szépség. (…) fenségesen
tiszta, és oly szigorú tökélyre képes, amilyent csak a legnagyobb művészet tud
felmutatni.” Henri Poincaré pedig így fogalmazott: „A matematika olyan nyelv, amelyen
nem lehet ködös vagy pontatlan gondolatokat kifejezni.”
Mi az tehát, amiért a matematikusok – ha az élet más törvényei másképp nem rendelik –
sokáig élnek? Talán éppen a tisztaságnak, a tökélynek, a rendnek ez a szenvedélyes
keresése. Szeretete. Amit a pályája kezdetén, 1947-ben megjelent négy angol nyelvű
cikkétől kezdve egészen a tavaly megjelent két publikációjáig és a most is folyamatban
lévő munkáiig Fuchs László is példaként elénk él és képvisel.
És képviselte és képviselték BIGFIVÉreivel akkor is, amikor ezt a történelem
árnyékában kellett tenniük. Amikor a háború után, 1945-ben önszervező erővel, hétről
hétre öten összeültek, és a „kellemes matematikának” kemény munkával átadták
magukat. Up-to-date matematikát tanultak, és megkövetelték önmaguktól, hogy mindig
valami újat is hozzátegyenek ahhoz, amit olvastak. És néhány év alatt újraindították és
ismét nemzetközi szintre emelték a magyar matematikát. És azt szerették és képviselték,
bárhol is éltek vagy adtak elő az öt világrészen.
Tisztelt Hölgyeim és Uraim! Kedves Ünneplő Közösség! Arról, hogy a történelem
milyen súlyokat tesz ránk, személyesen legtöbbször nem tehetünk. Ez nem a mi
döntésünk. Kívülről ér minket. De hogy abban a helyzetben, amelyben vagyunk, mit
teszünk, hogy helyzetünkhöz hogyan viszonyulunk, az elsősorban a mi kezünkben van.
A belső szabadság és a hivatásunk iránti hűség mellett, munkánk minőségi volta mellett
tudunk dönteni. Fuchs László és a Big Five tagjai egyetemi éveik idején így döntöttek.
A matematika iránti odaadó szeretet végigkísérte életüket, és munkásságuk
megajándékozta a nemzetközi és a magyar tudományt.
Tisztelt Professzor Úr! Turán Pál egyik cikkében ezt a gondolatot idézi Rényi Alfrédtól:
„Ha boldogtalan vagyok, matematikával foglalkozom, hogy felviduljak. Ha boldog
vagyok, matematikával foglalkozom, hogy az is maradjak.” 100. születésnapja és az
Arany János-életműdíj elnyerése alkalmából Rényi Alfréd nyomán azt kívánom Önnek,
hogy boldog legyen – és az is maradjon.«

Beszédét követően Freund Tamás átadta az Arany János-életműdíjat Fuchs Lászlónak,
aki azt az alábbi szavakkal köszönte meg:

»Mélyen tisztelt Elnök úr, kedves kollégák és vendégek! Hálásan köszönöm a rendkívüli
megtiszteltetést, az Arany János-életműdíjat. Nagyra értékelem ezt a nem várt magas
kitüntetést. Köszönet Freund Tamás elnök úrnak, Kocsis Károly akadémikusnak és a
matematikai osztálynak ezért a nagyon megtisztelő elismerésért.
Mielőtt néhány szót szólnék életpályámról, nem mulaszthatom el, hogy ne idézzem fel
mély hálával szüleim emlékét. Édesanyámnak sikerült átültetni apjától örökölt lappangó
matematikai tehetségének egy töredékét. Édesapám, az egyik vezető finnugor nyelvész,
példát mutatott (állami elismerés hiányában is) a nagy áldozatokat követelő, önzetlen
kutatómunkára, az alapvető tudományos kérdések vizsgálatának fontosságára. Az ő
hatása életemre mérhetetlenül nagyobb, mint mindenki másé.
Fiatalon, tizennégy éves koromban kezdtem komolyan érdeklődni a matematika iránt.
Egy régi geometria tankönyv anyagát alaposan tanulmányoztam, de csak utolsó
gimnáziumi évemben jutottam komoly anyaghoz. Ekkor lettem jó problémamegoldó,
Gallai Tibor jóvoltából. A numerus clausus miatt nem vettek föl a Műegyetemre, de fél
évi gyári munka után beiratkozhattam a bölcsészkarra, mint matematika–fizika szakos
tanárjelölt. 1945-ben, közvetlenül a háború után a pesti egyetemen nem lehetett sok
matematikát tanulni. Fejér professzor nagyon legyengült a német megszállás alatt.
Kerékjártó professzor úr betegsége miatt már előadni se tudott. Csak Szász Pál
docenstől tudtunk tanulni. De ő nem dolgozott doktorjelöltekkel.
A katonai szolgálat, a szörnyű hadifogság és az embertelen munkaszolgálat okozta
háborús szenvedések nem törtek meg bennünket. Elhatároztuk, hogy együtt tanulunk
komoly matematikát. Öten, mind 1924-es születésűek jöttünk össze a nyáron és hetente
találkoztunk a tanévben. Egyikünknek sem volt tanácsadója (témavezetője), de egy év
után mindegyikünk dicsekedhetett a közel kész disszertációjával.
Van der Waerden nevezetes modern algebra könyvének hatására kezdtem el
ideálelmélettel foglalkozni. Engem Emmy Noether leghíresebb alapvető matematikai
cikke vonzott, és az ott bizonyított négy analóg tételhez egy ötödiket találtam. Ez lett
disszertációm fő eredménye. A rendezett algebrai struktúrák elmélete kezdett érdekelni,
de nem sokáig maradtam ennél a témánál. Szoros barátság fűzött Szele Tibor debreceni
professzorhoz, aki egyre nagyobb lelkesedéssel szólt Abel-csoportokról és saját
eredményeiről. Mindig említett érdekes megoldatlan problémákat is, amelyek
felkeltették érdeklődésemet, és hamarosan Tibor kutatócsoportjához csatlakoztam. Szele
korai halála nagy csapás volt, de jó ideig Magyarország maradt az Abel-csoportok
elméletének nemzetközi központja. A Matematikai Unió bennünket bízott meg egy
nemzetközi Abel-csoport konferencia szervezésével. Ez maradt kedvenc témám is,
egész életemben három könyvet írtam Abel-csoportokról. Az Abel-csoportok
elméletének rohamos fejlődése inspirálta Salce páduai professzorral közös
programunkat. Az új, hatásos módszerek szisztematikus átültetését és továbbfejlesztését
terveztük modulusokra integritási tartományok felett. Számos cikket és két könyvet
publikáltunk az új eredményekről. Hosszú időn át dolgozataink témáit főként az Abel-
csoportok, modulusok, gyűrűk és a rendezett algebrai struktúrák elméletéből
választottam. Talán hibát követtem el, hogy gyakran váltottam kutatási problémáimat,
de megvallom, nem tudtam ellenállni annak, hogy egy felmerült, érdekes problémát ne
próbáljak megoldani.
Már nyolcvanéves voltam, amikor nyugdíjba mentem, de a matematizálást
semmiképpen nem tudtam abbahagyni. Az elmúlt húsz év alatt számos régi problémáról
írtam, és több érdekes kérdést tisztáztam számomra új területen, a kommutatív gyűrűk új
ágában. Örömmel állíthatom, hogy sikerült bizonyítanom egy fontos egzisztenciatételt.
A tétel: matematika létezik kilencven év után is. Ez nem új tétel, de abban
egyetérthetünk, hogy ezt nem könnyű bizonyítani.
Elterjedt szokás elismerés alkalmával ígéretet tenni a jövőbeli munkára. Az én
koromban ennek nincs értelme. De azt nyugodtan állíthatom, hogy kitüntetésem
megerősít abban a törekvésemben, hogy bizonyítsam, matematika létezik még száz év
után is. És ebben maradunk. Köszönöm szépen.«

Fuchs László beszédét követően Kacskovics Imre, az ELTE Természettudományi
Karának dékánja nyújtotta át az ünnepelt matematikusnak az ELTE TTK platina
oklevelét „egy kiváló életmű elismeréseként” és arra is emlékezve, hogy Fuchs László
1954 és 1957 között az ELTE Matematikai-Fizikai-Kémiai Kar dékánja volt.

A köszöntők és Fuchs professzor úr szavai után kezdődött el az öt angol nyelvű
előadásból álló tudományos program. Ennek első előadója Luigi Salce páduai professzor
volt, aki „Fascinating modules over valuation domains” címmel Fuchs László
eredményeit méltatta. A következő előadó Berkes István, a Rényi Intézet
kutatóprofesszor emeritusa volt, aki „István Gál’s mathematical work” címmel tartott
előadást. Az ebédszünet után elsőnek Miroslav Hušek, a prágai Károly Egyetem
professzora tartott előadást „Mathematics of Ákos Császár” címmel. Ezt követte Norbert
Ortnernek, az Innsbrucki Egyetem professor emeritusának az előadása „János Horváth,
born July 30th, 1924, in Budapest” címmel. A záró előadást Ludwig Reich, a Grazi
Egyetem professor emeritusa tartotta „János Aczél – Functional Equations in
Mathematics and in Applications” címmel.

Az eseménysorozat lezárásaként Fuchs professzor úr megköszönte a szervezőknek és az
előadóknak az érdekes és gondolatébresztő programot, illetve előadásokat.

A Rényi Intézet Nagytermében a hallgatóság, az előadók, a szervezők ezt követően még
sokáig együtt maradtak, talán valamelyik beszélgetés egy új barátság, egy új
tudományos együttműködés kezdete is lehet.  

Páles Zsolt, Debreceni Egyetem, TTK Matematikai Intézet
Pálfy Péter Pál, Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet
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A GAZDA(G)SÁG NEVET ADTUK A GAZDASÁG – TECHNIKA – MŰVÉSZET ROVATNAK, AMELYBEN BEMUTATJUK,

HOL, MIKÉPPEN HASZNÁLJÁK FEL A MATEMATIKÁT, MILYEN GAZDAG IS AZ A KÖR, AMELYIK ÉRINTI EZT A

TUDOMÁNYÁGAT. ( ROVATSZERKESZTŐK:  RÖST GERGELY, MOLNÁR-SÁSKA GÁBOR.)

Boldog Péter, Telcs András
2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Tudományos
számítások –
SciComp24
konferencia
A tudományos számítások egy
multidiszciplináris terület, amely
a matematikát, a
számítástechnikát és egy adott
szakterület ismereteit ötvözi a
bonyolult tudományos
problémák megoldása
érdekében. Ebben a cikkben
Boldog Péter és Telcs András
bemutatja a Tudományos
Számítások Intézete Egyesületet,
illetve annak éves
konferenciáját, a SciComp
konferenciasorozatot, és a
nemrég lezajlott SciComp24
előadásairól is tájékozódhat az
olvasó.

Csendes Tibor
2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Kiemelkedő
kutatások az SZTE
Informatikai
Intézetében
Meglepő, de igaz: jelenleg 8
pályázat van a Szegedi
Tudományegyetem Informatikai
Intézetéből különböző
fázisokban az MTA doktora cím
elérésére. Tekintve, hogy az
intézetben 56 oktató, illetve
kutató van teljes állásban, ez
elég nagy arány. Csendes Tibor
nem kis büszkeséggel számol be
kollégái sikeréről, és a rövid
leírásokból az is kiderül, milyen
témákkal foglalkoznak
mostanában az intézetben.

Simon L. Péter
2024. DECEMBER, GAZDASÁG –

TECHNIKA – MŰVÉSZET

Hálózatelmélet,
neurális hálók és a
2024-es a fizikai
Nobel-díj
Az amerikai John J. Hopfieldnek
és a kanadai Geoffrey E.
Hintonnak (foto: Wikipedia)
ítélték oda 2024-ben a fizikai
Nobel-díjat – jelentették be
október elején Stockholmban a
Svéd Királyi Akadémián. A két
kutató úttörő eredményeivel
jelentősen hozzájárult a gépi
tanulás lehetővé tételéhez
mesterséges neurális
hálózatokkal. A hálózati
folyamatokkal és a neurális
hálókkal ismertet meg Simon L.
Péter bevezető írása.
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Boldog Péter, Telcs András 
2024. DECEMBER, GAZDASÁG – TECHNIKA – MŰVÉSZET

Tudományos számítások – SciComp24 konferencia

Mik a tudományos számítások?
A tudományos számítások interdiszciplináris tudományterülete kritikus szerepet játszik
a természeti jelenségek megértésében, az innovatív technológiák tervezésében és a
folyamatok optimalizálásában a természet- és társadalomtudományok számos területén.
Olyan számítási algoritmusok és szimulációk kifejlesztését és alkalmazását jelenti,
amelyek segítségével közelítő megoldásokat adhatunk azokra a problémákra, amelyeket
túl bonyolult, nem praktikus, vagy egyenesen nagyon drága analitikus matematikai vagy
kísérleti módszerekkel megválaszolni.

Nagymértékben támaszkodik a következő négy területre. A numerikus matematika
módszerei: determinisztikus vagy sztochasztikus módszerek (pl. végeselem-, spektrál-,
Monte Carlo-módszerek), amelyek segítségével közelítő információt nyerhetünk a
vizsgált rendszerek struktúrájáról, vagy megbecsülhetjük a rendszer időfejlődését. Nagy
teljesítményű számítástechnika (HPC, Cloud GPU, TGA, FPGA): fejlett számítási
infrastruktúrák, például szuperszámítógépek és elosztott rendszerek, amelyek lehetővé
teszik hatalmas adatmennyiségek feldolgozását és számításigényes modellek futtatását.
Programozás és szoftverek: a tudományos számítások művelői speciális programozási
nyelveket (például Python, Fortran, MATLAB, C++, CUDA) és
szoftverkeretrendszereket (például NumPy, SciPy, TensorFlow) alkalmaznak. Illetve az
utóbbi két évtizedben az adattudomány és mesterséges intelligencia módszerei is
jelentős teret nyertek a komputációs tudományok eszköztárában és fejleszti is azokat,
beépül megoldásaikba.

Bemutatkozik a Tudományos Számítások Intézete
Egyesület
Pusztán a hardveres és szoftveres fejlesztések hatásából is láthatjuk, hogy egy roppant
gyorsan fejlődő területről beszélünk, amikor tudományos számításokat emlegetünk.
Munkatársakkal beszélgetve gyakran tapasztaltuk azt, hogy a magyar kutató
közösségnek szüksége van egy olyan ernyőszervezetre, amely összehozza a hasonló
módszereket alkalmazó, ám a legkülönfélébb tudományterületeken dolgozó kutatókat.
Vegyészek, szociológusok, orvosok, közgazdászok használják lényegében ugyanazokat
a módszereket elszigetelt módon úgy, hogy akár egy intézetben, vagy egyetemen
dolgoznak, mégsem ismerik egymás eredményeit, hiszen más fórumokon osztják meg
eredményeiket, „más nyelvet beszélnek”, elkerülik egymást.

Erre a problémára szerettünk volna reagálni Egyesületünk megalapításával. A
Tudományos Számítások Intézete Egyesületet bő egy évvel ezelőtt alapítottuk több mint
100 prominens kutató részvételével az MTA Dísztermében.

Azzal a céllal hívtuk életre, hogy platformot teremtsünk azon kutatók párbeszédéhez,
akik a tudományos számítások módszereit (AI, szimulációk, adatbányászat,
hálózattudomány, ...) a természet- és társadalomtudományok legkülönbözőbb területein
alkalmazzák.

Segítjük a hazai kutatóközösség tagjai közötti együttműködések kialakítását, hogy
nemzetközi viszonylatban is hatékonyabbak és sikeresebbek legyenek. Az egyesület
tehát tudományokon átívelő módon működik, tagjait a különböző komputációs
módszerek használata köti össze.

Kicsivel több mint egyéves működésünk alatt két konferenciát és két szimpóziumot
szerveztünk, amelyek közül az idén október 17-19 között Szegeden rendezett
SciComp24 konferencia különösen nagy érdeklődésre tartott számot.

A SciComp24-et a Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézete, az Egészségbiztonság
Nemzeti Laboratórium és a Wigner Fizikai Kutatóközpont támogatásával tudtuk
megszervezni. Rendezvényünkre összesen 126 résztvevő regisztrált 29 egyetemtől,
kutatóintézettől (ezeken belül is számos kutatócsoportból), valamint üzleti/ipari
szereplőtől. A rendelkezésünkre álló három napban 50 előadást és 25 posztert
láthattunk. A részletes program itt olvasható.

Röviden a SciComp24 konferenciáról
A SciComp24 konferencia célja az, hogy lehetőséget teremtsen a legkülönbözőbb
tudományterületen dolgozó magyar kutatóknak arra, hogy megosszák eredményeiket és
tapasztalataikat a tudományos számítások módszereit használó interdiszciplináris kutató
közösséggel. 

A konferencia október 17-én vette kezdetét. A megnyitó plenáris előadást Csabai István
(ELTE Fizikai és Csillagászati Intézet) tartotta Mesterséges intelligencia a fizikában −
fizika a mesterséges intelligenciában címmel. Előadásában bemutatta az idei év fizikai
Nobel-díjazottjainak eredményeit és azt, hogyan segítheti a mesterséges intelligencia a
tudományos kutatásokat. Az előadást a Mesterséges intelligencia szekció követte,
amelyben a biológiai alkalmazásoktól a forgalomszimulációkig hallgathattunk
előadásokat. Egy rövid kávészünet után a Komputációs módszerek ipari alkalmazásai
szekció következett, végül a Komputációs módszerek a társadalomtudományokban
szekció zárta az előadások sorát.

A nap végére három programmal készültünk. Rendhagyó kerekasztal-beszélgetést
tartottunk Kódból szoftver címmel. Ebben Reguly István (PPKE & Cytocast), Czakó
Gábor (SZTE & Robosurf), Kevei Zoltán (Biishop & Co.) és Vizi Zsolt (SZTE & Smart
Software Consulting) arra kereste a választ, hogy a tudományos kérdések
megválaszolásához készülő programkódjaink hogyan élhetnek tovább. Lehet-e ezeket a
kódokat tudományos eredményként publikálni, esetleg megéri-e őket szoftver
formájában piacra vinni, illetve melyek a lehetőségek, és a buktatók ezen az úton?

Végül poszter szekcióval egybekötött wine &  cheese party-n beszéltük meg a nap
eseményeit.

A második napot (okt. 18) Koltai Júlia (a HUN-REN Társadalomtudományi
Kutatóközpont és ELTE TáTK) plenáris előadásával kezdtük. A nagyskálájú digitális
adatok szerepe a társadalmi rétegződés kutatásában című előadásban hallhattuk, hogy a
korábbi tradicionális, társadalmi struktúrát leíró modellekhez képest a hálózatkutatás, a
mesterséges intelligencián alapuló modellezés alkalmazása hogyan segítheti a nagy
skálájú digitális lábnyomokból a társadalmi szerkezet új dimenzióinak feltárását.

A plenáris előadáshoz kapcsolódó szekcióban politikai és marketing területen láthattuk
az adatvezérelt szociológiai kutatások eredményeit.

A második délelőtti szekciót a komputációs pszichiátriának szántuk, amely egy a
világon újnak számító szakterület. Előadásokat hallhattunk az idegsejtek modellezésétől
a szívinfarktusok kockázatát befolyásoló időjárási tényezőkig.

Az ebéd utáni délutáni szekciókat Antal Péter (BME VIK) Oksági modellek bayes-i
megközelítésben című plenáris előadása vezette fel. Az előadásban a Bayes-hálózatokon
belüli következtetés új módszereit, azok fejlődésének a főbb állomásait hallhattuk,
illetve egy friss kutatást, amely a betegségek és biomarkerek függetlenségi és oksági
modelljeinek a bayes-i feltérképezését célozta meg. A témájában ehhez kapcsolódó
kauzalitás szekcióban dinamikai rendszerek kauzális kapcsolatait feltáró módszereket
ismerhettünk meg.

A nap utolsó részében a komputációs módszerek elméleti fizikai, illetve pénzügyi
alkalmazásai párhuzamos szekciók előadásaiból választhattunk. Egy bő órás
városnézésre szánt szabadprogram után a résztvevők közösen megtekintették a szegedi
Móra Ferenc Múzeum ideiglenes Munkácsy-kiállítását, majd a múzeum dísztermében
tartottuk meg a konferencia gálavacsoráját – Munkácsy impozáns festményei között.

A harmadik napot Röst Gergely (SZTE Bolyai Intézet, Egészségbiztonság Nemzeti
Laboratórium) plenáris előadása nyitotta meg Tudományos számítások a vírusos
fertőzések modellezésében címmmel. Ebben egy ágens alapú és a parciális
differenciálegyenletes komponenseket ötvöző hibrid multiskálás modellcsaládot
ismerhettünk meg, amely képes a térbeli heterogenitást és a sztochasztikus hatásokat is
szimulálni, és többek között felhasználható antivirális szerek paramétereinek becslésére
és különböző kezelések kiértékelésére. Végül áttekintettük, mire van szükség ahhoz,
hogy mindezt egy digitális ikerré lehessen fejleszteni. A kapcsolódó szekcióban a
tudományos számítások módszereinek biológiai alkalmazásairól hallgattunk
előadásokat. Végül pedig az utolsó szekcióban a tudományos számítások elméleti fizikai
és matematikai, illetve szociológiai alkalmazásairól hallhattunk előadásokat.

A konferenciát a legjobb fiatal előadónak járó díj és a legjobb poszter díj átadásával
zártuk. Előbbit Kupás Vendel Péter (ELTE) kapta Tolerancia arányosság
párhuzamosított adaptív Runge−Kutta-módszerekre című előadásáért, utóbbit pedig
Házi Veronika (PPKE), Édes Édua (ELTE) és Mészáros Aletta (Eötvös József
Gimnázium, Tata) nyerte el Miniatűr transzkraniális ultrahang stimulátor fejlesztése
című közös poszterükért. Szeretettel gratulálunk a díjazottaknak!

Az előadások sokszínűségéből is látszik, hogy a tudományos számítások területe
majdnem minden tudomány képviselőjének rejt izgalmas lehetőségeket. Mind a tavalyi,
mind az idei visszajelzések alapján a SciComp konferenciák kiemelkedően sikeresnek
mondhatók: egybehangzó vélemények szerint nagy szükség van arra, hogy
Magyarországon is legyen színhelye a tudományos számításokat fókuszba helyező
interdiszciplináris párbeszédnek.

Egyesületünk elnökségének döntése értelmében a SciComp konferenciákat minden
második évben vidéken, közötte pedig Budapesten szervezzük. Így a SciComp25
várhatóan Budapesten kerül megrendezésre. Az Egyesület vezetősége örömmel veszi a
szervezés, és a lebonyolítás érdekében tett felajánlásokat.

Boldog Péter, boldog.peter@wigner.hu
HUN-REN WIGNER FK és Szegedi Tudományegyetem,

Telcs András, HUN-REN WIGNER FK
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Kiemelkedő kutatások az SZTE Informatikai Intézetében

Meglepő, de igaz: jelenleg 8 pályázat van az SZTE
Informatikai Intézetéből különböző fázisokban az
MTA doktora cím elérésére. Tekintve, hogy az
intézetben 56 oktató, illetve kutató van teljes

állásban, ez elég nagy arány. 7 pályázat a Matematikai Tudományok Osztályát jelölte
meg, egy a Műszaki Tudományok Osztályát.

Ezekből öt már túl van a sikeres védésen, és további testületi döntésekre, vagy az
avatásra vár: Békési József értekezése: Hozzájárulás kombinatorikus optimalizálási
problémák egy osztályához,  Ferenc Rudolfé: Továbbfejlesztett szoftverhiba előrejelzés
fogalmi metrikák és gépi tanulás segítségével, Gazdag-Tóth Boglárkáé: Megbízható
módszerek elhelyezési és szimplex-alapú problémákr,  Kertész Attiláé: Komplex,
elosztott rendszerek viselkedésének elemzése, és  legutóbb Pluhár András Egy- és
kétszemélyes pozíciós játékok című értekezése, amely játékelmélettel foglalkozik.

Végül három pályázat korábbi fázisban van: Bánhelyi Balázsét (Számítógéppel segített
bizonyítások és optimalizálási modellek dinamikai és fizikai feladatokra) és Beszédes
Árpádét (Kódelemzési módszerek a hibakeresés és szoftverkarbantartás támogatására)
az MTA befogadta. Balogh János anyagát (Új korlátok online ládapakolási feladatokra)
az MTA Operációkutatási Bizottsága előbírálati eljárásban tárgyalta.

A pályázatok témája szerint öt az operációkutatás−optimalizálás (Balogh, Bánhelyi,
Békési, Gazdag-Tóth és Pluhár), három pedig az informatika−szoftverfejlesztés körébe
tartozik (Beszédes, Ferenc és Kertész). A szűkebb tématerületek rendre: online
ládapakolás, számítógéppel segített bizonyítások, kombinatorikus optimalizálás,
üzemelhelyezési feladatok, játékelmélet; illetve kódelemzés, szoftvermetrikák és
elosztott rendszerek. 

Balogh János és Békési József kutatási területe kapcsolódik, több közös publikációval
rendelkeznek. A néhány évtizede kutatott ládapakolási probléma online változatának
legrosszabb eset versenyképességi vizsgálatában „világranglista-vezetők", ők igazolták
a legjobb eredményeket jelenleg, mind a felső, mind az alsó korlátok tekintetében (Dósa
György, Leah Epstein és Asaf Levin társszerzőkkel). A vizsgált algoritmusoknak
számos közvetlen gyakorlati alkalmazása is van, de bonyolultságelméleti szempontból is
érdekesek.

Bánhelyi Balázs értekezése számítógéppel segített bizonyításokat tartalmaz késleltetett
differenciálegyenletek kaotikusságára vonatkozóan, valamint a több mint fél évszázadig
nyitott Wright sejtés kritikus részéhez. A dolgozata második részében a mesterséges
neuronhálók ellenséges példái kizárását verifikáló algoritmusok sérülékenységét
tárgyalja. Az utolsó rész egy globális optimalizálási algoritmus többféle
párhuzamosítását vizsgálja, és kitér ezek alkalmazására plazmonikai és káoszelméleti
kérdések eldöntésében.

Gazdag-Tóth Boglárka komplex, a gyakorlati helyzeteket jobban megközelítő
üzemelhelyezési feladatokkal foglalkozott. Ezt a témakört hazánkban lényegében csak ő
képviseli. A jellemző közgazdasági probléma az, hogy két üzletlánc meglévő egységei
helyzete, forgalma, és profitabilitása ismeretében hova érdemes az egyik láncnak egy
újabb üzletet nyitni úgy, hogy a versenyben az illető üzletlánc helyzete a legnagyobb
mértékben javuljon. De a tárgyalt algoritmusokat lehet hasznosítani kritikus
szolgáltatások (mentők, tűzoltók stb.) hálózata tervezéséhez is. 

Pluhár András egyes egy-, illetve kétszemélyes pozíciós játékok diszkrét matematikai
problémáival foglalkozott. A vizsgált esetek a véges, zérus-összegű, különféle táblákon
játszott játékok. A döntően elméleti eredményeket tartalmazó értekezés leginkább
hivatkozott része mohó gráfszínezést tárgyal.

Beszédes Árpád és Ferenc Rudolf a szoftverhibák keresésére, kódelemzéshez és
szoftverkarbantartáshoz elemeztek alkalmas módszereket. A módszertan fogalmi
metrikákat, és gépi tanulást alkalmaz. Ezek az automatikus eszközök elengedhetetlenek
az alkalmazási programok bonyolultságának növekedési üteme ismertében.

Kertész Attila az utóbbi években sokat fejlődött komplex elosztott rendszerek
viselkedését tanulmányozta. A hardver technológia és a felhasználói igények változása
olyan új paradigmák elemzését igényli, mint a felhő- és köd-architektúrák és a blokklánc
módszerek.   Az elosztott rendszerek a hardver fejlesztés fizikai korlátai miatt
szükségesek, hogy a növekvő számítási igényt ki lehessen elégíteni.

Ilyen sok pályázó egy időszakban ritkán fordul elő, bár az Informatikai Intézetben
korábban is volt már hasonló intenzív pályázati hullám: Fülöp Zoltán (2003), Kuba
Attila (2004), Csendes Tibor (2007), Gyimóthy Tibor (2009), Dombi József (2011),
Gingl Zoltán (2014), Jelasity Márk (2014) és Kató Zoltán (2014) szerzett MTA doktora
címet.

Az SZTE Informatika Doktori Iskola akkreditált, 5 teljes állású egyetemi tanára van
MTA doktora címmel és fokozatot szerzett doktorandusszal. A most futó pályázatok
középtávon tovább javítják majd a doktori iskola helyzetét, bár az egyetemi tanári
pályázatok és a doktoranduszok fokozatszerzései lassíthatják a mostani pályázók
törzstaggá válását.

Csendes Tibor 
egyetemi tanár, SZTE Informatikai Intézet és 

Pannon Egyetem Műszaki Informatikai Kar
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Hálózatelmélet, neurális hálók és a 2024-es a fizikai Nobel-díj

Bevezetés
Az amerikai John J. Hopfieldnek és a kanadai Geoffrey E. Hintonnak ítélték oda 2024-
ben a fizikai Nobel-díjat – jelentették be október elején Stockholmban a Svéd Királyi
Akadémián. A két kutató úttörő eredményeivel jelentősen hozzájárult a gépi tanulás
lehetővé tételéhez mesterséges neurális hálózatokkal.

Hopfield a 80-as évek elején hozta létre és vizsgálta a
ma már Hopfield-hálózatnak nevezett matematikai
modellt. Erről az elmúlt évtizedekben kiemelkedően
sok tudományos publikáció született. Hopfield
kiinduló cikkét  mintegy tízezren idézik tudományos
publikációkban, de a témával foglalkozó dolgozatok
száma ennél sokkal több. A Hopfield-hálózatról már a
nagy nyelvi modellek is tudnak ismertetőt írni, az
alábbi például itt érhető el: 

AI generated definition based on: Quantum Inspired
Computational Intelligence, 2017:

A Hopfield Network is a type of recurrent content-addressable memory in computer
science. It is a fully autoassociative architecture with symmetric weights and binary
threshold nodes. This network has the ability to transform itself through transitions
to different states until it stabilizes. The weights between the nodes enforce
constraints that influence the outputs of the network.

Az Olvasó a fordítást is elkészítheti valamelyik mesterséges intelligencia algoritmust
alkalmazó nyelvi modellel. Bár a fordítás elkészítése után is megmaradhat a
hiányérzetünk, valójában mi is a Hopfield-hálózat, tudjuk-e meglevő matematikai
ismereteinkhez kötni valahogy. Jelen cikk megpróbál egy matematikán nevelődött,
gondolkodó, és kis időt, energiát erre rászánó olvasónak ehhez némi szellemi muníciót
adni.

Hálózatok és gráfok
A hálózat matematikai szakszóval egy gráf, amely csúcsokból és élekből áll, első
példaként Euler königsbergi hidait szoktuk emlegetni. Ebben a példában a gráfot le
tudjuk rajzolni, a csúcsokat pontok, az éleket ezeket összekötő vonalak jelzik. Nagy
gráfoknál, mint az internet, vagy az agy, ez a reprezentáció kevéssé alkalmazható, de az
elvont fogalom ott is működik: a gráf két halmaz megadását jelenti, az egyik a csúcsok
halmaza, gyakran  jelöli (angolul a csúcs=vertex) a másik pedig az élek  halmaza
(edge), amely  egy részhalmaza, azaz olyan csúcspárokból áll, amelyek össze
vannak kötve. Nagy hálózatok esetében nem feltétlenül tartjuk számon, hogy egy csúcs
pontosan mely másik csúcsokkal van összekötve, hanem valamilyen tulajdonságú
véletlen gráfokkal reprezentáljuk a hálózatot. A véletlen gráfok vizsgálata Erdős Pál és
Rényi Alfréd meghatározó dolgozatával kezdődött. 

A számítógépek felgyorsulása lehetőséget teremtett a nagy hálózatok kísérleti
vizsgálatára is, ami a hálózatelmélet 2000-es évek eleji elterjedését tette lehetővé. Ennek
gyakran idézett mérföldköve a Barabási−Albert-féle hálózati modell megalkotása volt. 

Folyamatok hálózatokon
A fentiekben a hálózat matematikai reprezentációját mutattuk be, most továbblépünk, a
hálózaton végbemenő folyamat matematikai leírása felé.

A hálózatot adottnak tekintjük, de a csúcsai különböző állapotokban lehetnek. A
gráfelméletben ezt a gráf csúcsai színezésének is nevezzük, de a különböző
alkalmazások nem színeket használnak. Az egyik kézenfekvő alkalmazás a
fertőzésterjedés modellezése, ekkor a gráf csúcsai például két állapotúak lehetnek:
egészséges és fertőzött. (Komolyabb modelleknél a betegség több állapottal írható le,
lehetnek gyógyultak, akik már nem fertőzhetők meg, vagy fertőzöttek, akik még a
betegség szimptómáit nem mutatják.) Az információ vagy hírek terjedése esetében
lehetnek olyan csúcsai a gráfnak, amelyek azokat reprezentálják, akik még nem tudják a
hírt, lehetnek olyanok, akik tudják és terjesztik, illetve olyanok, akik tudják, de már nem
terjesztik. Neuronok hálózatában lehetnek aktív és inaktív csúcsok. Általánosságban a
gráf mellett adott egy dinamika, amely egyrészt azt adja meg, hogy melyek egy csúcs
lehetséges állapotai, másrészt azt, hogy a különböző állapotok között milyen szabályok
szerint változik egy csúcs állapota. Ismét a fertőzés terjedését használva példaként: egy
egészséges csúcs beteggé válhat, ennek az átmenetnek a bekövetkezése a fertőzött
szomszédok számától függ valamilyen képlet szerint, illetve egy beteg csúcs
meggyógyulhat, ez rendszerint független a szomszédos csúcsok állapotától.

Közel vagyunk ahhoz, hogy a fentieket képletek formájában is leírjuk, azaz matematikai
modellt mutassunk be. Még elég sok szabadságunk van (lenne) a konkrét formába
öntéshez, de elköteleződünk egy olyan formalizmus mellett, amely elegendően általános
ahhoz, hogy egy összetett jelenséget leírjon, és ezzel egyidejűleg elég egyszerű ahhoz,
hogy kezelhető legyen. (A kezelhető nem csak arra vonatkozik, hogy ezen cikk olvasóját
ne riassza el, hanem arra is, hogy a szakemberek sikeresen vizsgálni tudják a
matematika általánosan ismert eszközeivel.) Ez a formalizmus azt feltételezi, hogy egy
csúcs állapotát egyetlen számmal jellemezni tudjuk, ezt az egyes számú csúcs esetében 

, a kettes csúcs esetében , az -edik csúcs esetében  jelöli. Ráadásul ez a szám
időben változhat, tehát valójában az  jelölés adja meg az -edik csúcs állapotát a 
időpontban, azaz  nem is egy szám, hanem egy számértékű függvény. Ismét a
fertőzésterjedés példájára utalva,  jelölheti annak valószínűségét, hogy az -edik
csúcs a  időpontban fertőzött. Neuronok esetében  jelölheti az -edik neuron
tüzelési rátáját a  időpontban.

Hálózati folyamat differenciálegyenlete
Elérkeztünk a legkritikusabb pillanathoz, valamilyen törvényszerűséget kell felírnunk a
fenti függvények megváltozásának leírására. (Ahogy az ismert filmből tudjuk: „a
nemzetközi helyzet egyre fokozódik”.) Elővesszük a változások matematikai
modellezésének ősi eszközét, a differenciálegyenletet. (Egy pillanatra megállva nem
hagyhatjuk ki annak megemlítését, hogy bár az eszközt a 17. században fejlesztették ki,
és azóta meghatározó szerepet játszott az emberiség technikai fejlődésében, a
matematika érettségi küszöbén nem tört át, ezért kevesen tudnak a létezéséről. Ha
esetleg felmerül az Olvasóban, hogy ezen cikk az áttörés érdekében végzett
lobbitevékenység része, akkor szeretnénk biztosítani, hogy nem így van.
Meggyőződésem szerint a differenciálegyenleteken 18-as karika van, az egyetemi
tanulmányok során érik meg rá az ember, ahogy talán a középiskolai fizika, biológia,
történelem tanulmányainkban előkerülő számos témára, nem is szólva az
élettapasztalatot igénylő mély irodalmi művek megértéséről.)

A differenciálegyenlet egy függvény megváltozását jellemző mennyiségére, a
deriváltjára ad képletet. A mi  függvényünkre számos modell általánosításaként a
következő írható fel:

ahol a bal oldalon a függvény feletti pont a deriváltját jelöli, a jobb oldalon pedig a
következő jelöléseket használtuk. Az  függvény azt írja le, hogy egy csúcs állapota
önmagában (a szomszédaitól függetlenül) hogyan változik. A  függvény azt mutatja
meg, hogy a -edik csúcs állapota milyen hatással van az -edik csúcs állapotára. A 
valójában egy mátrix (azaz egy táblázat), amelyben az -edik sor -edik eleme  adja
meg, hogy az -edik és -edik csúcs össze van-e kötve, azaz ebben van kódolva a
hálózat. Legegyszerűbb esetben ennek értéke 1, ha a csúcsok össze vannak kötve, vagy
0, ha nincsenek összekötve. De lehet más szám is, ha azt is jellemezni akarjuk, hogy
mennyire erős a csúcsok közötti kapcsolat. Ez például neuronok hálózatában jelentős,
innen származik a  jelölés, ami az összekötés súlyára utal. Végül a jobb oldalon álló
szumma jel azt fejezi ki, hogy az egyes csúcsokból jövő hatást összegezni kell, ebben a 
 a futó index, azaz  a hálózat összes csúcsán végigmegy.

Érdemes néhány konkrét modellt megnéznünk, amelyek alátámasztják a fenti általános
egyenlet létjogosultságát.

Az első a járványterjedés (egyik lehetséges) modellje hálózaton. 

   

ebben a csúcsok állapotát megadó  függvény az -edik csúcs fertőzöttségének
valószínűsége. A fenti általános modell  függvénye , ahol  jelöli az
úgynevezett gyógyulási rátát, ami azt jellemzi, hogy átlagosan mennyi időt tölt valaki a
fertőzött állapotban. A negatív előjel azt fejezi ki, hogy a fertőzöttek fokozatosan
elhagyják ezt az állapotot, és visszatérnek az egészséges állapotba. Az általános modell 

 függvénye , kifejezve azt, hogy az  fertőzöttségi, és 
egészségességi valószínűség szorzata adja annak valószínűségét, hogy a -edik csúcs
megfertőzi az -ediket, ebben a  paraméter a fertőzési ráta a fertőzés erősségét jellemzi,
de ebbe épül be például az is, ha a maszk viselése miatt kevésbé fertőzik egymást az
egyedek.

Szintén belefér az általános modell kereteibe a a címben is említett Hopfield- vagy
Cowan–Wilson-modell:

(1)

Ebben  az -edik neuron aktivitását adja meg a  időpontban. A fenti általános
modell  függvénye , ahol  a neuront érő külső (hálózaton kívüli) hatás,
az  paraméter pedig azt jellemzi, hogy milyen gyorsan tér vissza a neuron a
gerjesztettből a nyugalmi állapotba (erre utal ismét a negatív előjel). A szumma jel ismét
az egyes neuronok hatásának összegzését jelenti, mögötte pedig a modell  függvénye
van. Ebben a  egy küszöbértéket jelöl, amelyet el kell érnie a neuronnak, hogy egy
másikat aktiválni tudjon, a  függvény pedig a hatás erősségét kifejező
úgynevezett szigmoid függvény, amely növekedő, de végtelenben véges határértéke van.
Ilyen függvények általában exponenciális növekedés után telítődést fejeznek ki,
tipikusan megjelennek gazdasági vagy demográfiai modellekben is, kifejezve azt, hogy
a kezdeti exponenciális növekedést mindig telítődést követi, azaz lelassul a növekedés,
és egy konstans érték áll be („a fák nem nőnek az égig”, és a legújabb típusú okostelefon
eladási számai is csak egy darabig növekednek exponenciálisan).

Különböző fajok populációinak együttélését írja le az általánosított Lotka–Volterra-
modell. (Egy ragadozó és zsákmány faj kölcsönhatására fejlesztették ki eredetileg a 20.
század elején a Lotka–Volterra-féle modellt, amely először írt le periodikus viselkedést
egy biológiai rendszerben.) A modell szintén a fenti általános egyenlet formájába írható:

Ebben  az -edik faj populációjának méretét jelöli. A  számok negatívak is
lehetnek. Ha  és  is pozitív, akkor a két faj segíti egymást, szimbiózisban élnek, ha
mindkettő negatív, akkor versengőnek nevezzük a fajokat, ha pedig az egyik pozitív, a
másik negatív, akkor ragadozó–zsákmány viszony van köztük. Megjegyezzük, hogy ha
reálisabb („a fák nem nőnek az égig” típusú) modellt szeretnénk, akkor az 
függvény helyett célszerű az  függvényt használni, amelyben a 
paramétert eltartó képességnek nevezik, ez határozza meg a populáció méretét, ha más
fajok nincsenek jelen.

Érdekességképpen, illetve a modell általános alkalmazhatóságának illusztrálásra
megemlítjük a Kuramoto-modellt is

amely biológiában, kémiában és idegtudományban vizsgált oszcilláló rendszerek
viselkedését modellezi. Ebben  az -edik oszcillátor aktivitása a  időpontban, 
ennek saját rezgését leíró paraméter,  pedig az összekötés erősségét jellemző,
meghatározó szerepet játszó paraméter. Kuramoto a 70-es, 80-as években teljesen
összekötött hálózat esetében megmutatta, hogy a  értékét növelve egy adott ponton
hirtelen megjelenik az oszcillátorok szinkronizációja, ami később számos helyen feltűnt
a tudomány különböző területein. Azóta a legegyszerűbb teljes gráf mellett számos más
hálózat esetében vizsgálták a szinkronizáció létrejöttét.

Neurális hálók
Térjünk vissza a cikk elején említett neurális hálókra és azok tanítására. Hopfield
meghatározó jelentőségű eredménye a fenti differenciálegyenlettel kapcsolatban annak
igazolása, hogy szimmetrikus  súlymátrix esetén a megoldások egyenensúlyi
pontokhoz tartanak. A rendszernek számos egyensúlyi pontja lehet, amelyek
megfelelhetnek a memóriában tárolt emlékeknek. Adott kezdeti feltételből indítva a
megoldást, valamelyik egyensúlyi állapothoz tart, amit úgy is interpretálhatunk, hogy a
neurális háló egy adott bemenetre felidézi valamelyik emlékképet. Ezen a ponton
érdemes a differenciálegyenletekről áttérni az időben nem folytonosan, hanem
lépésenként haladó (azaz időben diszkrét) egyenletekre, amelyekben az  derivált
helyett az  különbség szerepel. (A  nevezővel átszorzunk a jobb
oldalra, és beépítjük az ott szereplő függvényekbe.) Ez lehetővé teszi, hogy az

 értékét az egyenlet alapján kiszámítsuk az  értékekből. Ha a 
értéket választjuk időegységnek, akkor az egyszerűbb  és  jelöléseket
használjuk. Az egyszerűség kedvéért speciális  és  értékeket választva, az (1)
egyenletből az

diszkrét idejű egyenletet kapjuk. Bevezetve az  jelölést, az egyenlet az 
változókra így írható:

A képlet még tömörebb formába hozható, ha vektoriális jelölést használunk, az  vektor
koordinátái lesznek az  számok, hasonlóképpen a  jelenti a  értékekből álló
vektort, és  lesz a  súlyokból álló mátrix. Ekkor a Hopfield-modell jobban elterjedt
alakjához jutunk:

Ebben a kontextusban a memóriából egy emlék előhívása azt jelenti, hogy kiindulunk
egy  vektorból, és a fenti iterációt addig folytatjuk, amíg az  már nem változik,
azaz valójában konvergál egy  vektorhoz. Ez a vektor természetesen teljesíti az

egyenletet.

Az ilyen neurális hálókat rekurrensnek nevezik, mert elvileg soha nem ér véget az
iteráció, csak konvergál(hat) egy értékhez. Befejezésül megmutatjuk a gyakrabban
használt előremenő (feed-forward) hálókat, amelyeket a mélytanulás (deep-learning)
során is használnak.

A feed-forward hálók kapnak egy bemenetet és véges sok lépésben (a fent említett
rekurrens hálókkal ellentétben, amelyek „örökké” futnak) egy kimenetet adnak. Jelölje a
bemenetet, ami egy vektor, . Először egy úgynevezett egy rétegű hálót mutatunk, ami
lényegében egy speciális alakú függvény. A függvény megadásához három dolog
szükséges: egy  mátrix, egy  vektor és egy egyváltozós függvény, . Az egyrétegű
neurális háló az

függvény, amelynek kimenete . A jelölés magában foglalja azt, hogy az
egyváltozós  függvényt az argumentumában álló vektorra koordinátánként
alkalmazzuk. A függvény gyakran a fent említett szigmoid típusú függvény, de kiderült,
és a mélyhálókban gyakran azt alkalmazzák, hogy az , röviden 
(rectified linear unit) is hatékonyan alkalmazható a gépi tanulás során. Megjegyezzük,
hogyha ezt alkalmazzuk, akkor a kimenet szakaszonként lineáris függvénye a
bemenetnek.

A gyakorlatban természetesen nem ennyire egyszerű függvényeket alkalmaznak, de nem
is sokkal bonyolultabbakat, hanem nemes egyszerűséggel ilyenek kompozícióját. Tehát
például egy két rétegű neurális háló két ilyen függvény kompozíciója, azaz az

függvény, amelyben  és  vektorok (nem feltétlenül azonos dimenziósak),  és 
mátrixok (nem feltétlenül azonos méretűek),  a bemenet, és  a kimenet. Amennyiben
rétegekre bontjuk, akkor az első réteget az  függvénykapcsolat
reprezentálja, a második réteget pedig az . A teljes háló ezután a
kettő kompozíciója:

A deep-learning elnevezést takaró mélyhálókban sok réteg lehet, egy  rétegű háló a
fenti képlet után már nagy meglepetést nem okoz:

Ezen a ponton a téma bemutatását lezárjuk, bár a történet igazán most kezdődik.
Cikkünk célja csupán az volt, hogy bemutassuk azokat a matematikai kereteket,
amelyek a címben szerepelő fogalmak mögött vannak. Egy következő cikk szólhat arról,
hogy mit jelent a neurális háló tanítása, milyen matematikai eszközöket fejlesztettek ki
erre, és ami talán mindenkit a legjobban érdekel, mit képesek a neurális hálók
„megtanulni”, illetve mik lehetnek a korlátaik.

Simon L. Péter,
ELTE TTK Alkalmazott Analízis és Számításmatematikai Tanszék
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AZ ÉRINTŐ 7 ÉVES ÉVFORDULÓJÁRA ÚJ ROVAT INDULT, A HÉTTUSA: MINDEN LAPSZÁMUNKBAN 7 MEGOLDHATÓ

ÉS BÁRKI ÁLTAL BEKÜLDHETŐ FELADATOT TESZÜNK KÖZZÉ, AMELYEKEN JÓ GONDOLKOZNI, ÉRDEKESEK, ÉS

AMELYEK ÚJABB KÉRDÉSEKET, MÉLYEBB ÉS ÁLTALÁNOSABB VIZSGÁLATOKAT IS INSPIRÁLHATNAK.

(ROVATSZERKESZTŐ: RÓKA SÁNDOR.)

 

Makay Géza
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Királynők a táblán
A Héttusa   eddigi megoldásra
kitűzött feladatsorainak csaknem
mindegyikében szerepelt olyan
probléma, ami sakktábláról és
rajta bábuk elhelyezéséről szólt.
A nemrégiben elindult Héttusa
fórumban merült fel egy hasonló
kérdés: Legfeljebb hány királynő
helyezhető el egy 20 x 20 mezős
táblán úgy, hogy mindegyik
legfeljebb egy másikat tartson
ütés alatt? Innen indul Makay
Géza cikke a királynőkről.

 

Róka Sándor
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 7. forduló
(2024. december)
A téli szünetre újabb 7
gondolkodtató problémát adunk.
A Héttusa rovatban kitűzött
feladatokra bárki küldhet
megoldást. A feladat kérdésére a
feladat sorszámát és a választ
kell megküldeni a
hettusa‍@‍ematlap.hu  email
címre.   A beküldési
határidő: 2025. január 12. Nem
csak a rendszeres megoldók
számára közöljük a feladatokat!

Róka Sándor
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Megoldások,
megjegyzések a
Héttusa 6.
fordulójának
feladataihoz
A Héttusa 6. fordulójának
feladatmegoldásai szokás szerint
megjelentek az Érintő 
Facebook-oldalán. Róka Sándor
kiegészítette a megoldásokat a
beküldők gondolataival,
ötleteivel, hiszen egy-egy
problémához mindenki másképp
áll hozzá. Ezeket mutatja be a
cikk.

Róka Sándor
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 6.
fordulójáról
Ez a forduló talán nehezebb volt,
mint az előző, összesen 82
helyes válasz érkezett a 7
feladatra, a beküldők csaknem
fele azonban hibátlan választ
adott minden kérdésre. A
legjobbak most is
könyvjutalomban részesülnek.
Lehetőséget kaptunk a KöMaL
honlapján a Fórum használatára,
ahol a feladatok témáit
egymással is megbeszélhetik,
továbbgondolhatják, akiknek az
érdeklődését felkeltette
valamelyik probléma. Itt
következnek a 6. forduló
eredményei...
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Makay Géza 
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Királynők a táblán

A sakk a mai formájában a 15. században alakult ki Európában. Azóta sok alapvetően
matematikai, a sakktáblát és -bábukat használó problémát találtak ki és oldottak meg. Az
ilyen problémák többségében általában csak egy típusú bábu szerepel, és olyan
kérdéseket feszegetnek, mint hogy egy ilyen bábuval körbe lehet-e menni szabályos
sakklépésekkel a tábla összes mezőjén (Hamilton-út, vagy Hamilton-kör), hány ilyen
bábu kell, hogy azok a tábla összes mezőjét üssék, vagy hogy hány helyezhető el
belőlük úgy a táblán, hogy ne üssék egymást. Az Érintőben indított Héttusa rovatban
(amelynek ebben a számban már a hetedik fordulójánál tartunk) is több ilyen jellegű
feladat szerepelt.

Nemrégiben indult a Középiskolai Matematikai és Fizikai lapok oldalán egy fórum [1],
ahol a Héttusa rovatban megjelent feladatokról lehet eszmét cserélni, vagy akár hasonló
jellegű feladatokat kitűzni. Itt merült fel a következő kérdés: Legfeljebb hány királynő
helyezhető el egy  mezős táblán úgy, hogy mindegyik legfeljebb egy másikat
tartson ütés alatt? A kérdésre az interneten rákeresve gyorsan meg is találták a választ,
26 királynő helyezhető el  [2], bár az ott található sorozatban minden királynőnek
pontosan egy másikat kell ütnie. De az OEIS-en szinte minden sorozat megtalálható, az
eredeti kérdésre is megvan a megfelelő sorozat [3], aszerint is 26 a válasz. Nézzük meg
egy kis matematika segítségével, hogy honnan jön/jöhet ki ez a szám.

Először is belátjuk, hogy egy -es táblán legfeljebb  királynő helyezhető el
úgy, hogy mindegyik legfeljebb egy másikat tartson ütés alatt. Nézzük végig a
lehetséges királynő-elhelyezési eseteket. Ha két királynő egy sorban vagy egy oszlopban
üti egymást, akkor ezek miatt ki kell zárnunk a további királynő-elhelyezésből összesen
3 db sort vagy oszlopot: az első esetben 1 sort és 2 oszlopot, a második esetben 1
oszlopot és 2 sort. Ha egy királynőpár átlósan üti egymást, akkor azok miatt 2 sort és 2
oszlopot kell kizárnunk. Ha pedig egy királynő nem üt másik királynőt (így akkor persze
azt sem üti királynő), vagyis „magányos”, akkor miatta 1 sort és 1 oszlopot kell kizárni.
Ez alapján elég világos, hogy lehetőleg sorban és oszlopoban ütő királynőpárokat
kellene leraknunk, hiszen azok királynőnként átlagban másfél sort vagy oszlopot zárnak
ki, míg a másik két esetben kettőt. Ráadásul a sorban és oszlopban ütő királynőkből is
kb. ugyanannyi párnak kell lennie, hiszen a sorok és oszlopok száma azonos, a párok
pedig nem ugyanannyi sort, illetve oszlopot zárnak ki.

Hány sorban, illetve oszlopban ütő királynőpárt rakhatunk le? Mivel a sorok és oszlopok
számának összege , és egy pár ebből hármat foglal el, így legfeljebb  pár
helyezhető így le. Ha  3-mal osztható, akkor ezzel minden sort és oszlopot
„kihasználtunk”, nem lehet több királynőt elhelyezni, és . Ha 

 alakú, akkor  ilyen pár lesz, ami  sort-oszlopot foglal el az
összesen -ből, tehát egy sor-oszlop pár még megmaradt egy
magányos királynőnek, összesen tehát maximum  királynőt
helyezhetnénk el. Ha  alakú, akkor  ilyen pár lesz, ami 
sort-oszlopot foglal el az összesen -ből, a megmaradt egyetlen sorba
vagy oszlopba több királynőt már nem tudunk lerakni, összesen tehát maximum

 királynőt helyezhetnénk el. Ezzel beláttuk, hogy  királynőnél
többet nem tudunk lerakni (és ez az  esetén pont 26-ot ad).

Ezt a felső becslést meg is említik az OEIS oldalán [3], és hivatkoznak az IBM „Ponder
this challenge” [4] megoldás oldalára [5], miszerint egy konstrukció bármilyen -
es tábla esetén  királynőt elhelyez. Ezen az oldalon konkrétan a -as táblára
mutatják meg a konstrukciót. Eszerint vegyük a feladatunk egy megoldását a -os
táblára, minden mezőt helyettesítsünk egy -ös táblával, és ahol eredetileg volt
királynő, oda helyettesítsük be az 5-királynő probléma egyik rögzített megoldását. Az -
királynő probléma  [6] egyszerűbb (? ☺) a fentinél: egy -es táblán kell
elhelyeznünk  királynőt úgy, hogy azok ne üssék egymást, és az ismert, hogy el lehet
helyezni így a királynőket. Így a -as tábla esetén a konstrukció így működik:

Lássuk, hogy miért is jó ez a konstrukció. Ezekből az elhelyezésekből indultunk ki:

Amikor a -os megoldásban két királynő egy sorban van, akkor a helyettük berakott
5-királynő megoldás megfelelő királynői azonos sorokba fognak kerülni, tehát ütik
egymást. Ugyanez igaz oszlopokra is, vagyis mivel a -os megoldásban minden
királynő sorban vagy oszlopban üt egy másikat, ugyanez igaz lesz itt is. Ez viszont azt
jelenti, hogy átlósan nem üthetnek a királynők, és ez egy nem triviális kérdés, hiszen 

-ös táblázatokat helyettesítettünk be a -os tábla mezői helyére. Nézzük meg a
-as táblán a felső 5 sorban levő királynőket. Nyilván egy behelyettesített -ös

táblán a királynők nem üthetik egymást, hiszen az egy 5-királynő probléma megoldása.
De a ferde ütésvonal most átnyúlik a szomszédba is (és persze még tovább is). Mit is
jelent ez? Mivel ugyanazt a blokkot ismételtük meg a másik mellett, ezért úgy is
mondhatnánk, hogy a királynők nem üthetnek úgy sem, hogy ha az ütésvonalak a
függőleges oldalnál kimennének, akkor a másik oldalon jöjjenek be. Szemléletesen ez
azt jelenti, hogy ha egy függőlegesen álló, 5 mezőszélesség alapkör kerületű hengerre
feltekernénk a megoldást, akkor azon sem ütnének a királynők. Hasonlóan az első 5
oszlop alapján egy vízszintes tengelyű hengerre feltekerve a megoldást sem üthetnek a
királynők. Vagyis a királynők egy tóruszon levő -ös táblán sem üthetik egymást. És
ez most valóban teljesül is, könnyen ellenőrizhető.

Nézzünk tehát utána, hogy milyen -ekre van megoldása az -királynő problémának
tóruszon. Leggyakrabban Kløve  [7] cikkére hivatkoznak, amelyben a szerző
bebizonyítja, hogy csak 2-vel és 3-mal nem osztható -ek esetén van megoldása a
problémának. Már a cikk bevezetőjéből kiderül, hogy a szerző újnak gondolja
eredményének a 3-mal nem osztható részét, de komolyabb utánajárással kiderül, hogy a
problémát Pólya György már 1918-ban felvetette, és meg is oldotta [8]. Ez az eredmény
viszont rossz hír nekünk: a fenti -es táblára vonatkozó konstrukció ezek szerint
csak akkor működik, ha  nem osztható 2-vel vagy 3-mal. Valóban, próbáljuk ki -
gyel a konstrukciót, arra ugyanis csak egyetlen 4-kiránynő probléma megoldás létezik
(tükrözéstől eltekintve), ez:

Ebből viszont ezt a táblát kapjuk:

És ez (természetesen) nem jó, vannak ferdén ütő királynők. Eszünkbe juthat, hogy
megpróbáljuk a fordított behelyettesítést: a 4-kiránynő probléma megoldásába
helyettesítsük be a -os megoldásunkat. De az sem lesz jó, hiszen a -os
megoldás sem jó a tóruszon.

Ennyi negatívum után lássuk, hogy mi működik. Ilyen típusú feladatoknál, ahol minden
természetes számra állítunk valamit, az embernek óhatatlanul eszébe kell jusson a teljes
indukció. De ha eszébe is jut, ebben az esetben elég gyorsan el is veti, annyira nehéznek
tűnik az indukció második lépése, amikor az előző természetes számokra feltett
állításból kellene belátni az állítást a következő természetes számra. De azért valami
ötletet lehet meríteni a teljes indukcióból: egy adott megoldásból kiindulva néhány
lépést azért meg tudunk tenni.

-es táblán a fenti konstrukció megfelelő királynő-elhelyezést ad, ha az  szám 
 alakú, vagyis  oldalhosszú táblákra van megoldásunk. Mivel a -os

megoldásból indulunk ki, amelyikben sem a főátlóban, sem a mellékátlóban nincs
királynő, ezért az így megkonstruált megoldásokban sem lesz. Márpedig akkor legalább
két lépést tovább tudunk menni.

Ha van egy megoldásunk egy -es táblára, amelyikben a főátlóban nincs királynő,
akkor azt kiegészítve a jobb oldalon és lent egy oszloppal, illetve sorral, és azok
metszéspontjába lerakva egy királynőt, kapunk egy megoldást a  -es
táblára. Ha van egy megoldásunk egy -es táblára, amelyikben a főátlóban és a
mellékátlóban sincs királynő, akkor azt kiegészítve a jobb és bal oldalon egy-egy
oszloppal és lent két sorral, akkor azokban a főátlóba és a mellékátlóba egy sorba
lerakva egy-egy királynőt, kapunk egy megoldást a  -es táblára. Az
alábbi ábrák szemléltetik ezeket a megoldásokat:

De tovább is mehetünk a -os táblára konstruált megoldásainkból. A tóruszon
tekintett -királynő problémára egy egyszerű megoldás ([7], [8]), hogy az -edik sorban
a -edik oszlopba helyezzük el a királynőt ( , 2, …, ). Természetesen, mivel
tóruszon vagyunk, ha  nagyobb, mint , akkor a -edik oszlopról beszélünk. A
fenti 5-királynő problémára pontosan ezt a megoldást használtuk fel a -as táblán,
és itt a példa a 7-, a 11- és a 13-királynő problémára:

Könnyen ellenőrizhető, hogy -es tábla esetén a bal alsó és jobb felső
sarkoktól legfeljebb  Manhattan-távolságra (oszlop sorszámok különbsége plusz
sor sorszámok különbsége) levő mezőkön nincs királynő. -es tábla
esetén ezek a bal alsó és jobb felső sarkoktól legfeljebb  Manhattan-távolságra
levő mezők. Másképpen mondva a főátlóval párhuzamos bal alsó és jobb felső sarkokon
átmenő és azokhoz elegendően közeli ferde vonalakon nincsenek királynők (ezeket a
fenti ábrákon X-szel jelöltük). Ez azt jelenti, hogy az ezek alapján a

-os és -os táblára konstruálható
megoldásokban a főátlóban és az alatta és felette párhuzamos , illetve  darab
vonalon nem lesz királynő. Az is látható, hogy mivel a -es táblákon a
bal felső sarokban nincs királynő, ezért a -os táblákra kapott
megoldásban a mellékátlóban és a vele alatta párhuzamos vonalon sem lesz királynő.

Próbáljuk meg az így kapott megoldásainkat kiegészíteni sorokkal és oszlopokkal, és
azokba úgy elhelyezni a királynőket, hogy azok a korábban elhelyezett királynőket ne
üssék, és egymás között is legfeljebb egy másikat üssenek. Mivel csak azt akarjuk
kihasználni, amit az előző bekezdésben beláttunk, szimmetriától eltekintve alapvetően
háromféle módon egészíthetjük ki a táblázatunkat:

1.  minden sort, illetve oszlopot a táblázat alá és tőle jobbra helyezzük el,

2.   minden sort a táblázat alá helyezzük el, oszlopokkal bal és jobb oldalon is
kiegészítjük a táblázatot,

3.   nincs megkötés: új sorok vannak a táblázat alatt és felett is, új oszlopok a
táblázattól jobbra és balra is.

Vegyük észre, hogy az első esetben a kiegészítő részben csak az eredeti táblázatban nem
szereplő sorokba és oszlopokba rakhatunk királynőket, így annak a kiegészítő résznek
önmagában is megoldásnak kell lennie a problémánkra. A harmadik eset azért nem
optimális, mert mint tudjuk, a mellékátló mentén összesen csak két vonal szabad, nem
érdemes a bal alsó és a jobb felső saroknál is kiegészítő mezőket pazarolni, hiszen
ezekre a vonalakra legfeljebb 2 királynőt helyezhetünk el, az pedig egyetlen oszloppal is
megoldható. Az egyetlen – esetleg előnnyel kecsegtető  – megoldás tehát a második
lehet, ahol (a nagy táblázat miatt) a „szétválasztott” oszlopok között a ferde ütésvonalak
„szétesnek”, nem fognak átütni a másik oldalra. És az előző megjegyzés alapján a bal
alsó saroknál levő kiegészítő rész csak 1 oszlopot fog tartalmazni, amelyiknek királynő
fog állni a felső két mezőjében, így (csak a táblázat alja van az ábrán):

Mivel  oldalhosszú táblákra van megoldásunk, a kiegészítéssel csak az egyik
ilyen megoldástól kell elérnünk a következőig. Vagyis, ha van ilyen „kiegészítő táblás”
megoldás -es táblákra, ahol , 2, …, 23, akkor nagy -ekre megoldottuk a
problémát. Azért csak nagy -ekre, mert a főátló mentén csak elegendően nagy -ekre
van „hely” a kiegészítő táblának, hogy ferde ütések se legyenek.

Keressünk tehát kiegészítő táblákat -es méretben, ahol , 2, …, 23. Az , 2
esetet már megoldottuk fent, a többi kifejezetten a számítógépnek való, de persze sok
számolással járó feladat, tehát használjuk ki, amit eddig megtudtunk. Tudjuk, hogy két
királynőt a bal oldali oszlopban a felső sarokba kell helyezni, és hogy ezek ferde ütései
nem érnek át a jobb oldalra. Igen lényeges szempont, hogy kiegészítő táblás megoldást
keresünk, hiszen -as táblán nem lehet 4 királynőt elhelyezni, de kiegészítő táblás
megoldás mégis van: a bal felső sarokban 2 királynő függőlegesen és a jobb alsó
sarokban két királynő vízszintesen. Tudjuk, hogy érdemes a sorban és oszlopban levő
királynőpárokat felváltva elhelyezni, hiszen azokból kb. ugyanannyinak kell lenni még a
kiegészítőtáblás megoldásban is. Érdemes magán a (félig) kitöltött táblázaton kívül
soronként és oszloponként tárolni a még szabad mezőket, hogy ne kelljen keresgélni,
hová lehet még királynőket elhelyezni. Fejeljük meg még ezt azzal, hogy igyekezzünk
úgy elhelyezni a királynőket, hogy az újabb pár minél kevesebb eddig még nem ütött
mezőt üssön. És persze a backtracking algoritmus működik itt is. Ha mindezt
belevesszük a programba, akkor kb. 70 másodperc alatt megvan az eredmény: , 6, 7
esetén nincs kiegészítő táblás megoldás, minden más esetre van. Valahol ez nem
meglepő eredmény: kis táblák esetén a tábla méretéhez viszonyítottan túl sok mezőt
foglalnak el a ferde ütések.

Akkor hogy is állunk? Hiányzik az  eseteknél az , 6, 7, de ez
megoldható úgy, hogy a  esetből indulunk ki és , 18, 19-es kiegészítő
táblát használunk. Hiányzik viszont a  szintén az , 6, 7 esetekre. Mivel
van megoldásunk az eredeti problémára az , 7 esetre, azokat a megoldásokat a fenti
1. pont szerint a táblázat jobb alsó sarkához illesztve kapunk megoldást. A megmaradt 

-es eset  alakú is, vagyis találnunk kellene -as
kiegészítő táblát is. Sajnos az eddigi optimalizálások/gyorsítások nem elegendőek: a
program órákig futott anélkül, hogy eredményre jutott volna. Próbáljuk ki a mohó
algoritmust: ne is próbáljunk ki olyan királynőpárokat, amelyek a minimálisnál több
mezőt ütnek. Kiderül, hogy ezzel túl mohók voltunk, nem találjuk meg az összes létező
kiegészítő táblás megoldásokat. De megtehetjük, hogy olyan királynőpárokat próbálunk
csak ki, amelyek a minimálisnál csak 1-2 mezővel többet ütnek, és ez utóbbi esetben
már megtaláljuk az összes megoldást az , …, 23 esetre is. Futtassuk a programnak
ezt a változatát az  esetre, és pár perc alatt kapunk megoldást [9].

Mivel csak , 2, …, 28-as kiegészítő táblákkal sikerült megoldanunk az összes
esetet, ezért csak -re lesz elég hely egy -as kiegészítő táblának is, és így

-től van meg a konstrukció a megoldásokra. Persze jónéhány
kisebb számra is működik a konstrukció, de nem mindenre, és mivel , 4, 5 esetén
sem tudunk elhelyezni  darab királynőt a táblára megfelelően, ezért valóban
kérdés, hogy mit tudunk -re. De mivel (az eddigiek alapján) a kis táblákkal van
csak probléma, az a sejtés, hogy -ra van megoldás.

Makay Géza,
Szegedi Tudományegyetem, Matematikai Intézet
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Ezt a kutatást a TKP2021-NVA-09 projekt támogatta. A TKP2021-NVA-09 számú
projekt a Kulturális és Innovációs Minisztérium Nemzeti Kutatási Fejlesztési és
Innovációs Alapból nyújtott támogatásával, a TKP2021-NVA pályázati program
finanszírozásában valósult meg.
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Héttusa 7. forduló (2024. december)

A Héttusa rovatban kitűzött feladatokra bárki küldhet megoldást. Ehhez a feladatok
sorszámát és a feltett kérdésekre a válaszokat kell megküldeni, indoklást, részletes
megoldást nem szükséges írni.
A válaszokat a hettusa‍@‍ematlap.hu címre várjuk. A beküldési határidő: 2025. január
12. 
A verseny nyilvántartása érdekében kérjük, hogy megoldásaikat névvel vagy olyan
álnévvel írják alá, amit nyilvánosan közzé tehetünk.
A határidőt követően a megoldások megjelennek a Facebook-oldalunkon. Az ezután
beküldött megoldásokat nem értékeljük a versenyben. Az Érintő következő számában
olvashatják a legjobb megoldók nevét és a megjegyzéseket, kiegészítéseket a
megoldásokhoz.

Versenyzőinket két kategóriában jutalmazzuk: diák (általános vagy középiskolás),
illetve felnőtt. Kérjük, hogy beküldéskor jelezzék, melyik kategóriában indulnak. Ha
valaki ezt nem jelzi, őt a felnőttek közé soroljuk.
Fordulónként a legjobb megoldók közül néhányan könyvjutalmat kapnak. A Beszámoló
a Héttusa 6. fordulójáról tájékoztat a szeptemberi feladatokat beküldők eredményeiről.

A Héttusába bekapcsolódók nyár óta a KöMaL honlapján a Fórum rovatban
megoszthatják egymással gondolataikat, ötleteiket a feladatokról, bízatjuk
versenyzőinket, használják ki ezt a lehetőséget is:  https://www.komal.hu/forum?
a=to&tid=365.

Feladatrovatunkhoz örömmel veszünk minden segítő szándékot, várjuk új
feladatjavaslataikat, valamelyik feladat szép megoldását, vagy a feladat általánosítását.

A 7. forduló feladatai
 

43. Egy egyenesen 14 pont van, 7 kék és 7 piros pont. Lehet-e a pontoknak olyan
elrendezése, amikor az azonos színű pontpárok közötti távolságok összege nagyobb,
mint a különböző színű pontpárok közötti távolságok összege?

44. A zseblámpa 2 ceruzaelemmel működik. Egy dobozban 10 darab − külsőre teljesen
egyforma − elem van, 5 új és 5 lemerült. Ezek közül kell 2 jó elemet kiválasztani. Egy
próbálkozás során 2 elemet teszünk a zseblámpába, és a lámpa csak akkor fog világítani,
ha mindkét elem jó. Van-e olyan, legfeljebb 8 próbálkozásból álló eljárás, amellyel a 10
elemből biztosan rátalálunk 2 jó elemre?

45. Egy 12 x 12-es táblázat néhány mezőjét elfoglaljuk egy-egy bábu ráhelyezésével.
Hány mező lehet foglalt, ha minden mezőnek pontosan egy foglalt szomszédja van?
(Két mező szomszédos, ha van közös oldaluk.)

46. Hányféleképp tölthető ki egy 8 x 8-as táblázat az 1 és -1 számokkal úgy, hogy a
táblázat bármelyik 2 x 2-es részében az ott álló négy szám összege nulla legyen?

47. Egy n-oldalú konvex sokszöget szétvágtunk három konvex sokszögre. Az egyiknek
n oldala van, a másiknak n-nél több, a harmadiknak pedig n-nél kevesebb. Mennyi lehet
n legnagyobb értéke?

48. A   8 x 8-as sakktáblára egyesével helyezünk királynőket. A következő királynő
legfeljebb egy másikat tarthat ütés alatt az előzőleg elhelyezett királynők közül.
Legfeljebb hány királynőt helyezhetünk így a táblára?

49. A megyei labdarúgó-bajnokságot a Csodacsapat nyerte, és a Falábúak végeztek az
utolsó helyen. A bajnokságban bármely két csapat pontosan egy mérkőzést játszott
egymással, a győztes 3 pontot, a vesztes 0 pontot kapott, döntetlen esetén pedig mindkét
csapatnak 1-1 pont járt. A csapatokat a szerzett pontszámok alapján rangsorolták. 
Legkevesebb hány csapat indult a bajnokságban, ha az a meglepő helyzet állt elő, hogy a
régi pontszámítás szerint (amikor a győzelemért 3 pont helyett 2 pont jár) más lenne a
végeredmény: a Falábúaké az első hely, és a Csodacsapat végez az utolsó helyen?
(Mindkét pontszámítás esetén az első és az utolsó helyezett holtverseny nélkül érte el az
eredményt.)

A feladatokat válogatta: Róka Sándor
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Megoldások, megjegyzések a Héttusa 6. fordulójának
feladataihoz

A Héttusa 6. fordulójának feladatmegoldásai szokás szerint megjelentek az Érintő 
Facebook-oldalán. Kiegészítettük a megoldásokat a beküldők gondolataival, ötleteivel,
hiszen egy-egy problémához mindenki másképp áll hozzá.

36. Feltehetünk-e 12 bábut egy -os sakktáblára úgy, hogy mindegyik sorban,
mindegyik oszlopban és a két átlóban is 2-2 bábu legyen? (Egy mezőre legfeljebb egy
bábut tehetünk.)

A válasz: Igen, lehet.

Megoldás. A beérkezett megoldásokból néhány jó kitöltés:

S. Ákos teljes indukcióval igazolja, hogy egy -es sakktáblán elhelyezhetünk 
bábut úgy, hogy mindegyik sorban, mindegyik oszlopban és a két átlóban is 2-2
bábu legyen, ha . Itt az indukciós lépésben -ről -re lépünk.

Ugyanezt Makay Géza is igazolja, eljárást ad a konstrukcióra páros, illetve páratlan 
-ek esetén.

Az általános kérdést átfogóan elemzi Dombi Péter.

Udvari Tibor bizonyítja, hogy a -os táblán elhelyezhetünk  darab bábut
úgy, hogy mindegyik sorban, mindegyik oszlopban és a két átlójában a bábuk száma

 darab legyen, ahol .

37. Egy -es táblázatba 16 különböző természetes számot írtunk úgy, hogy a
táblázat mindegyik sorában és mindegyik oszlopában ugyanannyi a számok szorzata.
Lehetséges-e, hogy mindegyik beírt szám kisebb 100-nál?

A válasz: Igen, lehetséges.

Megoldás. Készítünk négyféle színből 4-4 egybevágó négyzetlapot, és ezekre írjuk
rá az 1, 2, 3, 4 számokat. Így mindegyik szám 4-szer szerepel, és mindegyik szám 4-
féle színben látható. A  számkártyák elrendezhetők úgy egy -es táblázatban,
hogy mindegyik sorban és mindegyik oszlopban szerepel mind a négy szín, és mind
a négy szám.

Használjuk ezt a táblázatot. A  számok mintázata szerint töltöttük ki az első
táblázatot az 1, 2, 3, 5 számokkal, és a színek mintázata szerint rendeztük el az 1, 7,
11, 13 számokat a második táblázatban.

Ebből a két táblázatból adódik egy új táblázat úgy, hogy az azonos pozíciót
elfoglaló számokat összeszorozzuk:

Itt bármelyik sorban, ill. bármelyik oszlopban a négy szám szorzata megegyezik az
előző két táblázat elkészítéséhez használt nyolc szám (1, 2, 3, 5 és 1, 7, 11, 13)
szorzatával. A  táblázatban lévő számok szükségszerűen különbözőek, mivel ez a
nyolc szám páronként relatív prím. Teljesül az az elvárás is, hogy a számok 100-nál
kisebbek.

Izsák Beatrix próbálgatással talált jobb táblázatot, ahol a táblázatban a legnagyobb
szám 27, és a szorzat 4320. Érkeztek olyan táblázatok is, ahol a legnagyobb szám
28, és a szorzat 5040.

Lássuk be, hogy a táblázatban lévő legnagyobb szám nem lehet kisebb 27-nél. 
Tegyük fel, hogy a legnagyobb szám legfeljebb 26. Ekkor a táblázatba beírt 16
különböző szám között nem lehet ott például a 7, 14 és a 21. Hiszen ha valamelyiket
beírjuk, akkor annak a sorában a számok szorzata osztható 7-tel. Minden sorban
ugyanaz a szorzat, ezért mind a négy sorban lennie kell 7-tel osztható számnak. 
Így gondolkodva a 16 kiválaszott szám között nem lehet ott ez a 10 szám: 7, 14, 21,
11, 22, 13, 26, 17, 19, 23.
Ezért a megmaradó 16 szám mindegyikét be kell írni a táblázatba. Nézzük az 5-tel
osztható számokat: 5, 10, 15, 20 és 25. Mindegyik sorban 5-tel osztható a számok
szorzata. Lesz olyan szorzat is, amely osztható 25-tel, ezért mind a négy szorzat
osztható 25-tel, ami nem teljesülhet.
Emiatt a legnagyobb szám legalább 27. Legyen 27 a legnagyobb. Ezzel megnyílik
egy kisebb mozgástér, elhagyhatjuk az előbbi 16 számból az egyiket, és az 5-tel
oszthatók miatt a 25-öt ki kell venni. Az így adódó 16 szám elrendezhető a kívánt
módon, ezt látjuk is az egyik táblázatban.

Több megoldó ismerte a feladat hátterét, megküldték ehhez ezeket az oldalakat is:

http://www.multimagie.com/indexengl.htm 

https://oeis.org/A194941

Szemerédi Ferenc az első táblázat egy-egy átlójában levő, illetve a pirossal
keretezett mezőkben levő számokat szorozta meg rendre, 5-tel, 6-tal és 7-tel.

38. Egy négyzet alakú állami földterületet a privatizáció előtt felosztottak 
egybevágó parcellára az oldalakkal párhuzamos egyenesekkel. Az első szezonban 7
gazdálkodó vásárolt egy-egy parcellát úgy, hogy minden sor és minden oszlop csak egy
privatizált parcellát tartalmazott. Minden következő szezonban mindegyik gazda
vásárolhat egy újabb parcellát, ha az még nem volt privatizálva, és ha van közös oldala
azzal a parcellával, amelyet az adott gazda az előző szezonban vásárolt. 
Megvásárolhatja-e 7 szezon alatt a 7 gazda mind a 49 parcellát?

A válasz: Nem lehetséges.

Megoldás. Ha  értéke páros, vagy ha  alakú, akkor az -es
földterület minden parcellája megvásárolható  gazda által. Ezt látjuk -os és 

-es tábla esetén.

A  -es földterület minden parcellája – az adott feltételek mellett – nem
privatizálható.

Színezzük a táblát az ábra szerint. A  gazdák a következő szezonban mindig más
színű parcellát vesznek, mint legutóbb.

Tegyük fel, hogy sikeres volt a privatizáció. Az első szezonban  db fekete és  db
fehér parcellát vettek. Akkor a 7 szezon alatt  db fekete parcellát, és 
db fehér parcellát vesznek. A  táblán 25 fekete és 24 fehér mező van, ezért 

 és . Ezek különbsége: . Mivel , így 
 és . 

Lássuk be, hogy a táblán nem lehet 4 fekete és 3 fehér mezőt kiválasztani úgy, hogy
minden sorból és minden oszlopból egy mezőt választunk.
A fekete mezők pozícióját megadó sor és oszlop sorszámának összege páros, a fehér
mezőké páratlan. Adjuk össze az első szezonban vásárolt cellák pozícióját jelző
számokat.
Mivel minden sorból és minden oszlopból egy cellát vásároltunk, így a
pozíciószámok összege ,
és ez páros.
Ha 4 fekete és 3 fehér mező pozíciószámait adjuk össze, akkor 4 páros és 3 páratlan
szám összegét kapjuk, ami páratlan.
A  két eredmény nem egyezhet, hiszen egyik számolás szerint páros, a másik
számítás szerint páratlan ez a szám. Tehát a sikeres privatizációhoz az első
szezonban nem tudunk 7 alkalmas parcellát venni, így a feladat kérdésére „nem” a
válasz.

Egy -es földterület minden parcellája pontosan akkor privatizálható  gazda
által, ha  értéke nem  alakú.

D&2d megoldása (részlet):
„Nem vásárolhatják meg mind a 49 parcellát a feltételeknek megfelelően.
Beszíneztem sakktábla-szerűen a parcellákat, lett 25 sötét, 24 világos. A  második
vásárlástól a hetedikkel bezárólag mindegyikük attól függetlenül, hogy az első
vásárlás során milyen színű parcellát vásárolt meg, 3 sötét és 3 világos parcellát
vásárolna, azaz összesen 21 sötét és 21 világos parcellát. Ez csak akkor lehetséges,
ha kezdetben 4 sötét és 3 világos parcellát vásároltak, de ez nem lehetséges.”

Miért nem lehetséges? S. Ákos indoklása: A sorokat és oszlopokat koordinátázzuk a
0, 1, 2, ..., 6 számokkal. A sötét cellák koordináta-összege páros, a világos celláknál
páratlan. Az első alkalommal mindegyik sorból és mindegyik oszlopból egy cellát
választunk, ezek koordinátáinak összege , ami páros. Azonban a
4 sötét és a 3 világos parcella koordináta-összegeinek összege páratlan, mert 4 páros
és 3 páratlan számot adunk össze.

Dombi Péter megoldásából a megjegyzések:
1. Csak azt a tulajdonságot használtuk, hogy  és  páratlan, így a fenti
megoldás 7 helyett tetszőleges  alakú számra is érvényes.
2. Minden más -re van olyan kiinduló helyzet, amelyre a feladat követelménye
teljesíthető, ilyen példákat mutat a következő ábra, ha , 9, 10. A  -as tábla
bal és jobb felén jól látszik az az elrendezés, amivel -ről -re folytatható a
minta mindhárom esetben.

Folytatható földosztás , 9, 10 esetén

39. A Pinkerton Iroda nyomozója egy 20 embert érintő ügyet vizsgál. Azt tudja, hogy
közöttük van a bűnös, és van közöttük egy szemtanú, de mindkettő személye kezdetben
ismeretlen számára. A nyomozó minden nap meghívhat egy vagy több embert közülük,
és ha a meghívottak között van a szemtanú, de nincs ott a bűnös, akkor hajlandó
megszólalni a tanú, és elárulja neki, hogy ki a bűnös. A nyomozó legkevesebb hány nap
alatt tudja biztosan megtalálni a bűnöst?

A válasz: 6.

Megoldás. Elegendő 6 nap ahhoz, hogy a 20 ember közül bármely kettőhöz, -hoz
és -hez legyen olyan nap, amikor  ott van a meghívottak között, és  nincs ott;
valamint van olyan nap is, amikor -t hívják, míg -t nem hívják, így lesz rá
lehetőség, hogy a szemtanú elárulja a bűnöst.

, ezért a 20 ember mindegyikéhez rendelhetünk egy egyedi azonosítót,

egy 0-1 sorozatot, amely 3 db 0-ból és 3 db 1-esből áll. Az azonosítóban az 1-esek
kijelölik azokat a napokat, amelyekre a meghívás szól. Ha  azonosítója

, akkor ő az első három napra kap meghívást.

A  0-1 sorozatok megfeleltethetők egy 6 elemű halmaz 3-elemű részhalmazainak.
Bármely két részhalmazhoz, -hoz és -hez van olyan  és  elem, hogy  és 

, valamint  és . Tehát bármely két emberhez van olyan nap, amikor
az egyiket meghívják és a másikat nem, valamint ez felcserélve is teljesül.
Látjuk, hogy 6 nap alatt kideríthető, ki a bűnös.

A  meghallgatások alapján minden személyhez tartozik néhány nap, amelyekre ő
meghívást kap. Így mindenkihez tartozik a napoknak egy részhalmaza.
A  részhalmazoktól elvárjuk, hogy ne legyen közöttük két olyan, hogy egyiknek a
másik részhalmaza. Ezért a részhalmazok Sperner-rendszert alkotnak. Egy -elemű

halmaz részhalmazaiból álló Sperner-rendszer legfeljebb  db halmazból

állhat. Esetünkben , ezért , azaz legalább 6 nap szükséges a

meghallgatásokhoz.

Makay Géza megoldása:

A  20 embert a kihallgatásoknak megfelelően bontsuk csoportokra. Minden
emberhez jegyezzük fel, hogy melyik napon hívja be a nyomozó, jelöljük ezeket a
halmazokat -szal. Ha  a bűnös és  a tanú ( , ),
akkor annak kell teljesülnie, hogy  nem része -nek, vagyis van olyan nap,
amikor a tanú megjelenik, de a bűnös nem. Mivel nem ismerjük  és  értékét, ezek
a halmazok tehát nem tartalmazhatják egymást. Ha a napok száma , akkor az

 halmaz részhalmazairól beszélünk. Ezeknek a részhalmazoknak nem
szabad, hogy túl kevés elemük legyen, mert az sok annál bővebb részhalmazban
benne lesz és akkor azokat már nem tudjuk használni. De túl sok elemük sem lehet,
mert azok sok kevesebb elemű részhalmazt zárnak ki. Ez alapján úgy tűnik, hogy

optimális esetben  elemű részhalmazokat kell tekinteni, azokból

különböző van, és természetes módon egyik sem tartalmazza a másikat. Kis

számolgatással kapjuk, hogy , tehát a nyomozó 6 nap alatt meg tudja

találni a bűnöst úgy, hogy a 20 embert az  halmaz 20 darab
háromelemű részhalmaza szerint osztja be napokra.

Belátjuk, hogy egy 5 napos kihallgatás-sorozattal a nyomozó nem feltétlenül kap a
tanútól vallomást. Tekintsük a 20 ember egy 5 napos beosztását, és minden
emberhez rendeljünk hozzá egy kettes számrendszerben felírt számot úgy, hogy a -
adik helyiértéken pontosan akkor van 1-es, ha a -adik napra az illetőt a nyomozó
behívta. Két különböző emberhez nem rendelhetjük hozzá ugyanazt a számot, mert
az azt jelentené, hogy a nyomozó őket pontosan ugyanazokra a napokra hívta be, és
ha ők lennének a bűnös és a tanú, akkor a tanú nem fog beszélni. De az sem lehet,
hogy ezen számok közül kettő csak egyetlen kettes számrendszerbeli számjegyben
különbözzön, mert akkor egyetlen nap kivételével a két embert ugyanazokra a
napokra hívta be a nyomozó, és ha azon a napon a bűnöst hívta be, akkor a tanú
megint csak nem vall. Vagyis annak kell teljesülnie, hogy ezek a számok legalább
két számjegyben különböznek. De ez sem lehetséges: ha elhagyom a számokból az
egyik helyiértéken levő számjegyet, akkor négyjegyű kettes számrendszerbeli
számokat kapok, amelyeknek különbözőeknek kellene lenniük, de azokból 16 darab
van a 20 emberre. Ezzel beláttuk, hogy 5 nap alatt nem oldható meg az ügy.

Hasonló okoskodással belátható, hogy  ember esetén 2 nap alatt

mindkettőjüket egyszer-egyszer behívva tudja megoldani az ügyet. Persze az első
nap után a nyomozó akkor is tudja, hogy ki a bűnös, ha nem a tanút hívta be, hiszen
a bűnös nem beszél, és éppen ezért ő a bűnös. De a feladatot úgy értelmezve, hogy a
bíró csak tanúvallomás alapján ítéli el a bűnöst, mindenképpen be kell hívnia a tanút

is, tehát nem oldható meg egy nap alatt az ügy. És általában is igaz, hogy 

ember esetén  nap elegendő az ügy megoldásához,  nap alatt minden embert 

különböző napra behívva. A  fenti sorszámozás szerint  nap pedig akkor nem
elég, ha

,

ez pedig csak -ra teljesül. Ha pontosabb, és a „kimaradó” számokra is működő
eredményt szeretnénk, akkor „nagyobb ágyúval” kell lőni erre a verébre.

Sperner tétele kimondja, hogy egy  elemű halmazból legfeljebb  olyan

részhalmaz választható ki, amelyek páronként nem tartalmazzák egymást. Ennek
következménye a konkrét feladatra, hogy legfeljebb ennyi ember esetén  nap

elegendő az ügy megoldásához. Például  ember esetén 4 nap, 

ember esetén 5 nap elegendő és kell is az ügy megoldásához.

Egy érdekesség. Ha feltételezzük a feladat feltételei szerint, hogy a bűnöket minden
bűnöző egyedül követi el, és miden bűntettnek van tanúja, akkor az összes, most élő
ember által elkövetett bűntettet alig több, mint egy hónap alatt ki lehetne nyomozni.

Valóban: 36 nap alatt  ember közül ki lehet választani

bármelyik bűntett tettesét. Ez „párhuzamosan” is működik, hiszen bár egy tanú több
bűnözőre is vallhat, de mivel mindig csak azokra vall, akik éppen aznap nincsenek
jelen, ezért egy bűntett felderítése nem befolyásolja a többiét. Kicsit nehézkes ugyan
minden nap a ma élő kb. 8,2 milliárd ember felét összehívni egy helyre és
meghallgatni a potenciálisan több millió tanút, akik aznap éppen beszélhetnek, de
ezek csak technikai részletkérdések: képzeljük el, hogy egyetlen nyomozó (kis
matematikai segítséggel) napi akár több millió ügyet göngyölít fel és 100%-os
felderítési aránnyal dolgozik ...

Dombi Péter megjegyzése: Ha 2 szemtanú volt ugyanilyen feltételekkel a 20 ember
között, akkor elég 5 nap is. Kapjon mindenki két különböző napra meghívót a

 halmazból úgy, hogy minden párosítást pontosan 2 ember kapjon.

Ez megtehető, mert  pár van, és jó is, mert ha a 2 szemtanú ugyanazt a

párt kapja, akkor abban a párban valamelyik nap nem szerepel a bűnösnek osztott 2
nap között, ha pedig a szemtanúk különböző párt kapnak, akkor ők legalább három
nap sorra kerülnek, tehát mindkét esetben legalább egyszer elkerülik a bűnöst.

Udvari Tibor megoldása:

Nyilvánvaló, hogy egyesével meghallgatva őket, 20 nap alatt biztosan megtalálja a
bűnöst. Ez azonban elég hosszú idő, érdemes rövidebb megoldást keresni.
Tegyük fel, hogy  nap alatt lehet biztosan megtalálni a bűnöst. Ez úgy történik,
hogy minden nap behív  különböző embert. Arra kell figyelni, hogy ne legyen a 20
személy között két olyan, akik ugyanazokra a napokra kapnak meghívást. Ez
elérhető, ha az  nap -elemű részhalmazaiból oszt ki 20-at a személyek között.

Ehhez pedig arra van szükség, hogy a részhalmazok száma, ami , legalább 20

legyen.
A  binomiális együtthatók táblázatában -ig csak 20-nál kisebb számok
találhatók. Az  és  esetén viszont éppen 20 háromelemű részhalmaz van.
Kapják tehát a személyek a meghívót a táblázatban megjelölt napokra.

Így bármelyikük is a tanú, az ő három napja között biztosan találunk olyan napot,
amikor nincs a bűnös is jelen a meghallgatáson.

Felvetődik a kérdés, hogy 5 nap alatt megtalálható-e a bűnös más módszerrel? Az
előzőhöz hasonlóan soroljuk fel a napokat, amikor az egyes embereket behívja a
nyomozó. Nem feltétlenül kell ugyanannyi napnak szerepelnie mindenkinél. Ha van
két olyan halmaz a felsorolásban, amelyek közül az egyik részhalmaza a másiknak,
akkor lehetséges, hogy a részhalmaz a tanú napjait, a másik a bűnös napjait adja
meg. Ekkor a tanú hallgatni fog, mert minden alkalommal ott lesz a bűnös is. Tehát
nem szerepelhet két olyan listája a napoknak, amelyek közül az egyik részhalmaza a
másiknak. Összesen 31 nem üres részhalmaza lehet a napoknak. Nem lehet olyan,
akit minden napra meghívtak, mert minden más kiosztás részhalmaza az övének.
Nem lehet olyan, akit négy napon is meghívtak, mert 14 valódi, nem üres
részhalmazt zárnánk így ki a továbbiakból, a maradék 16 nem elég a többi 19
személynek. Nem lehet olyan sem, akit csak egyetlen napon hívnak, mert így az ő
napját tartalmazókat is ki kell zárni. Ezek száma 15, a többieknek megint nem jutna
elegendő. Tehát csak két vagy három napon lehet egy-egy személyt meghívni.
Ezekből pedig pont 20 van, minden személyre egy. De ha valakit csak két napon
hívnak meg, akkor ki kell zárni az ő két napját tartalmazó háromnapos listákat, ezek
száma pedig 3, így megint nem marad elég a többieknek. Három napos kiosztás
pedig csak tíz van. Ezért 5 (vagy kevesebb) nap alatt nem lehet biztosan megtalálni
a bűnöst.

Megjegyzés. Többen is megadták ezt az eljárást, amellyel 9 nap alatt megtaláljuk a
bűnöst: Előbb 4 ötfős csoportra osztja az embereket. Az első 4 napon ezeket a
csoportokat hallgatja ki. Ha a tanú nem nyilatkozott, akkor az egyik csoportban
együtt van a bűnössel. Következő lépésben minden csoportból kiválaszt egy embert,
így 5 négyfős csoportot kap, ahol biztosan nincs együtt a tanú a bűnössel.
A legrosszabb esetben az utolsó, a 9. napon megtudja, hogy ki a bűnös.

Egy másik eljárás. Első nap hallgasson meg 10 embert, második nap a másik 10-et.
Ha a szemtanú és a bűnös két különböző nap jött meghallgatásra, akkor megtalálja a
nyomozó a bűnöst, tehát csak akkor nem találja meg, ha ugyanabban a 10-es
csoportban voltak. Ezután mindkét 10-es csoportot bontsa két részre, és harmadik
nap hallgassa meg mindkét csoport első felét, negyedik nap a második felét.
Hasonlóképpen csak akkor nem találja meg a bűnöst, ha ugyanazon 5-ös csoportban
voltak a szemtanúval. Ötödik nap hallgasson meg minden 5-ös csoportból 2-2
embert, hatodik nap a másik 3-3 embert. Csak akkor nem találja meg a bűnöst, ha
ugyanazon 2-es vagy 3-as csoportban voltak a szemtanúval. Hetedik nap hallgasson
meg a nyolc (2-es, illetve 3-as) csoportból 1-1 embert, nyolcadik nap még 1-1
embert. Csak akkor nem találja meg a bűnöst, ha a szemtanú a négy 3-as csoport
valamelyikében van, kilencedik nap hallgassa meg ezeket, legkésőbb ekkor kiderül
a bűnös.

40. Zsófi egy 12-oldalú szabályos sokszögbe egymás után átlókat húz be úgy, hogy
minden újabb átló legfeljebb egy másik, korábban berajzolt átlót metszhet a sokszög
belsejében. Legfeljebb hány átlót rajzolhat Zsófi?

A válasz: 18.

Megoldás. Belátjuk, hogy az -oldalú szabályos sokszögbe a feltételek szerint
legfeljebb  átló húzható be, azaz  esetén legfeljebb 18 átló rajzolható.

Ez az állítás  esetén nyilvánvaló.
Indukciós lépés -re.
Az utolsónak berajzolt átló szétvágja a sokszöget egy -oldalú és egy -
oldalú sokszögre. Az utolsónak behúzott átló esetleg kettévág még egy átlót.
Az indukciós feltevés szerint a két részsokszögben a berajzolt átlók száma
legfeljebb , illetve , ez összesen  átló. Rajtuk kívül még
berajzoltuk az utolsó átlót, és megrajzolhattuk a kettévágott átlót. Az átlók száma
nem több -nál.

Az ábra mutatja, hogyan rajzolhat Zsófi 18 átlót a szabályos 12-szögbe.

Másképp is be lehet látni, hogy a szabályos 12-szögbe legfeljebb 18 átlót
rajzolhatunk. Színezzük az átlókat két színnel, kékkel és pirossal. Az elsőnek rajzolt
átló kék. Ha az újonnan behúzott átló metsz egy korábban behúzottat, akkor azzal
ellentétes színű lesz, ha nem metsz átlót, akkor ugyanolyan színű lesz, mint a
legutóbb behúzott átló. A  rajzolás befejeztével kapott kék átlók nem metszik
egymást, és a piros átlók sem metszik egymást.
Hány átlót lehet berajzolni úgy, hogy azok páronként ne metsszék egymást?
A 12-oldalú sokszögbe berajzolt egymást nem metsző  darab átló a sokszöget 
darab sokszögre vágja. Számoljuk össze a sokszögek oldalait! Az oldalak száma
legalább , másrészt ez a szám .
Mivel , így . Így a piros és kék átlók száma nem több 

-nál.

41. Pongrác, a kockafestő művész, egy kocka mindegyik lapját 64 darab egybevágó kis
négyzetre osztotta, majd ezekből néhányat befestett, és közben arra is ügyelt, hogy ne
legyen semelyik két befestett négyzet szomszédos. (Két négyzet szomszédos, ha van
közös oldala; és ez a két négyzet lehet a kocka két különböző oldallapján is.) Legfeljebb
hány négyzetet festhetett be Pongrác?

A válasz: 176.

Megoldás. A  kocka mindegyik csúcsa körül kijelölünk négy darab, négyzetekből
álló „körutat” úgy, ahogyan az ábra mutatja. Az azonos színnel jelölt körökön 3, 9,
15, illetve 21 négyzet van. Ezekből Pongrác legfeljebb 1, 4, 7, illetve 10 négyzetet
festhet be.
Tehát az egy-egy csúcs körül kijelölt területen legfeljebb 22 négyzet festhető be, így
a kocka felszínén legfeljebb  négyzetet festhet be Pongrác.

Ennyit valóban be is lehet festeni a következőképpen. A kocka két szemközti, alsó
és felső lapján a második ábra szerint 24-24 négyzetet festünk be, a négy oldalsó
lapon a sakktábla színezést követve 32-32 négyzetet. Ez összesen

 befestett négyzet. A  befestett négyzetek között nincsenek
szomszédosak.

42. Egy távoli szigeten a lakosok egy része igazmondó, a többiek hazugok. Az
igazmondók mindig igazat mondanak, a hazugok minden állítása hamis. Egy lakomán
az egyik asztal körül 19-en ültek, akik a pohárköszöntő után mindnyájan azt állították,
hogy mindkét szomszédjuk hazug. Sokan megsértődtek, a társaság egy része otthagyta
az asztalt.
Akik maradtak, ezután már elégedetten nyugtázták, hogy mindkét szomszédjuk
igazmondó.
– Valóban, most már nincs hazug köztetek – mondta vigasztalva őket a távozó társaság
utolsó tagja.
Akik távoztak az asztaltól, leültek egy másik asztal köré, és itt mindenki azzal nyugtázta
az új helyzetet, hogy a szomszédai között pontosan egy igazmondó van.
Hányan maradtak a helyükön ülve a társaság szétválása után?

A válasz: 7.

Megoldás. Az első állításokból következik, hogy sem két igazmondó, sem három
hazug nem ülhet egymás mellett. Az igazmondók tehát a lakomán résztvevőknek
legfeljebb a felét és legalább egyharmadát tették ki. Tehát 7, 8 vagy 9 igazmondó
van közöttük.
A sértődöttek távozása után az állításokból két eset adódik az asztalnál maradókra:
(1) ha van köztük igazmondó, akkor mindannyian igazmondók (hiszen egy
igazmondó mindkét szomszédja igazmondó), és az utolsóként távozó is igazmondó;
(2) mindannyian hazugok, és az utolsóként távozó is hazug.

Az új asztaltársaság állításai két esetben lehetnek érvényesek:
(A) mindannyian hazugok;
(B) felváltva egy hazug és két igazmondó ül.

Ha az (1) eset valósul meg, akkor a renegátok között van igazmondó, tehát az új
asztalra a (B) leírás teljesül. Azaz a 19 fős társaságnak legalább a kétharmada
igazmondó, és ez az igazmondók számára tett megállapításunk szerint nem
lehetséges.
Ezért a (2) eset valósul meg, csak a hazugok maradtak a helyükön, a társaságban
vannak igazmondók, így (B) szerint a távozók között pontosan kétszer annyi
igazmondó volt, mint hazug. Ez csak akkor lehetséges, ha eredetileg 8 igazmondó
van. Ők és 4 hazug távozott az első asztaltól, és 7 hazug maradt a helyén.

Izsák Beatrix megoldása:

7-en maradtak a helyükön. (Mind hazugok. A másik asztalnál 8 igazmondó van és 4
hazug.)
Eredetileg voltak hazugok és igazmondók is az asztalnál. Ez 19 lakosra,
háromféleképpen lehet 12-7, vagy 11-8, vagy 10-9 a hazugok-igazmondók létszáma.
Nem maradhattak csak igazmondók a régi asztalnál, mert akkor a távozó hazug
igazat mondott volna. Így viszont igazmondó sem maradhatott a régi asztalnál.
Tehát minden igazmondó átült. Ahhoz, hogy minden igazmondónak egy igazmondó
szomszédja legyen 2 igazmondó mellé egy hazugnak kell eljönnie. Ez csak akkor
teljesülhet, ha páros számú igazmondó volt. Azaz, ha eredetileg 8 igazmondó és 11
hazug volt. Így átült a 8 igazmondó és páronként közöttük egy hazug, összesen 4
hazug jött el. Azaz 7 hazug maradt a régi asztalnál.

Udvari Tibor megoldása:

Nézzük először az eredeti ülésrendet. Az összes igazmondó mindkét szomszédja
csak hazug lehet. Három hazug pedig nem ülhet egymás mellett, legfeljebb kettő,
akiknek a további szomszédai már igazmondók. Ez azt jelenti, hogy legalább 7 és
legfeljebb 9 igazmondó lehetett a lakomán.
A  kettévált társaság maradó részében ha volt igazmondó, akkor annak mindkét
szomszédja igazmondó, de azok másik szomszédja is, és így tovább, tehát nem lehet
hazug köztük. A  maradók így vagy mind hazugok, vagy mind igazmondók. Az
utoljára távozó a kijelentése alapján ekkor az első esetben szintén hazug, a
másodikban pedig igazmondó. Így tehát a távozók között kell lennie az összes
hazugnak és legalább egy igazmondónak, vagy az összes igazmondónak és legalább
egy hazugnak.
Az eltávozott társaság minden igazmondó tagja mellett egy igazmondó és egy hazug
ül. Ha több hazug ülne egymás mellett, akkor a két szélső hazug (mert másik
szomszédjuk igazmondó) már igazat mondana, ami lehetetlen. A távozottak száma
ezért 3-mal osztható, az igazmondók száma kétszerese a hazugokénak. Az eredeti
társaságban a hazugok vannak többen, ezért nem lehet az, hogy ők mentek el mind.
Az összes igazmondó elmenetele esetén csak akkor van feleannyi hazug, ha az
igazmondók száma 8. Ekkor 4 hazug van közük, tehát a távozók száma 12.
A helyükön maradtak száma így 7.

Róka Sándor,
a Héttusa rovat vezetője
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Róka Sándor 
2024. DECEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a Héttusa 6. fordulójáról

A Héttusa 6. feladatsora előző számunkban jelent meg. Ebben a fordulóban 15-en
küldtek válaszokat, megoldásokat, összesen 82 helyes választ. Heten adtak mind a 7
feladatra hibátlan választ. Ez a forduló talán nehezebb volt, mint az előző. A
megoldásokat és a megoldók további megjegyzéseit itt olvashatják.

A feladat sorszáma 36. 37. 38. 39. 40. 41. 42.

Makay Géza + + + + + + +

Turchányi Gyula + + + + + + +

Udvari Tibor + + + + + + +

Orangestripes + + + + + + +

Dombi Péter + + + + + + +

Jankó Zsuzsa + + + + + + +

S. Ákos + + + + + + +

D & 2d + + +   + + +

Berkó Erzsébet + +   + + + +

Szemerédi Ferenc + + + +   + +

Izsák Beatrix + + +     + +

Keresztvölgyi József + + +     + +

Koncz Levente +   +     +  

megérek egy Petákot +            

Szemerédi Ábris (5. oszt.) +            

Fordulónként a legjobb megoldók közül néhányan könyvjutalmat kapnak. A legújabb
jutalmazottak S. Ákos és Udvari Tibor, ők a Bolyai Társulat és a Springer közös
kiadványát, illetve a Polygon Kiadó könyvét választották:

Handbook of Large-Scale Random Networks, Szerkesztette: Bollobás Béla,
Kozma Robert és Miklós Dezső
Boltyanszkij – Jaglom: Konvex alakzatok

A Héttusába bekapcsolódók számára további lehetőség a  KöMaL
honlapján  a  Fórum  használata (https://www.komal.hu/forum?a=to&tid=365).  Itt a
Héttusa témájában egymással is megbeszélhetik, továbbgondolhatják a problémákat.
Lehet beszélgetni, megvitatni félkész ötleteket, felvetődött kérdéseket.

A kitűzött feladatokhoz eddig is jöttek különleges, szép megoldások, általánosítások,
ezeket – a beküldési határidő után – a Fórumon felkínálhatjuk közös gondolkodásra.

Aki ellátogat a KöMaL honlapjára, az természetesen válogathat kedvére az ott megjelent
feladatokból is, akár versenyzőként, akár csak érdeklődőként.

Róka Sándor,
a Héttusa rovat vezetője
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Városi vetélkedő a szegedi MEMO-n Írta: Győrffy Lajos

Váltószögek podcast – 2024. december Írta: Kosztra Gábor

Mérési jegyzőkönyv a KöMaL nyári táboráról Írta: Szerkesztő

Az Ericsson-díj háttere Írta: Oláh Vera

MEMO 2024, Szeged – 2. rész Írta: Hegedűs Dániel, Kovács
Benedek

A 36. Varga Tamás Módszertani Napok Írta: Csapodi Csaba

Megemlékezés Kertész Andorról Írta: Nyul Gábor

Ki akar ma tanítani? – IV. rész Írta: Paulovics Zoltán

További speciális másodfokú egyenletpárok Írta: Tritz Árpád

A matematikaoktatás múltja és jelene a győri Révai Miklós
Gimnáziumban  – 2. rész

Írta: Árki Tamás, Csete Lajos

Érdekes valószínűségszámítási feladatok a világ minden
részéről – 2. rész

Írta: Fonyó Lajos, Fonyóné
Németh Ildikó

A 2024-es MEMO néhány feladatának részletes megoldása Írta: Hegedűs Dániel, Kovács
Benedek

A 2024-es matematikaérettségi dolgozatok eredményének
elemzése

Írta: Koncz Levente, Csapodi
Csaba

Párbajozzunk a matematikaórán? Írta: Róka Sándor

A számok titkos élete Írta: Simonovits András

Veszélyes kanyar Írta: Titkos Tamás

Beszámoló a Big Five Centenáriuma rendezvényről Írta: Páles Zsolt, Pálfy Péter Pál

Mi is... a grafon? Írta: Daniel Glasscock, ford. Tóth
László Márton

Fraktálok és hiperbolikus dinamikai rendszerek –
Szemeszterprogram az Erdős Centerben

Írta: Bálint Péter, Bárány Balázs

Hálózatelmélet, neurális hálók és a 2024-es a fizikai Nobel-díj Írta: Simon L. Péter

Tudományos számítások – SciComp24 konferencia Írta: Boldog Péter, Telcs András

Kiemelkedő kutatások az SZTE Informatikai Intézetében Írta: Csendes Tibor

Beszámoló a Héttusa 6. fordulójáról Írta: Róka Sándor

Királynők a táblán Írta: Makay Géza

Héttusa 7. forduló (2024. december) Írta: Róka Sándor

Megoldások, megjegyzések a Héttusa 6. fordulójának feladataihoz Írta: Róka Sándor
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