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2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Nagy egyszínű
klikkek nyomában
– áttörések a
Ramsey-
elméletben
A fotón látható Frank Plumpton
Ramsey, a fiatalon elhunyt
zseniális polihisztor egyszerű
matematikai tételéből egy teljes
elmélet keletkezett.  A Ramsey-
elméletet a hőskortól, Erdős
Páltól, Szekeres Györgytől
kezdődően a 2023-as év új
hullámáig, a fiatal
matematikusok áttöréséig, a
legújabb felső becslést
diagonális Ramsey-számokra,
majd az új alsó becslést Ramsey-
számokra is bemutatja Pach
János és Tardos Gábor
tanulmánya. 

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Emlékeztetők
Néhány – teljesen különböző
témájú – emlékeztető írás került
a Hírek rovatunk elejére:
 emlékeztetünk a KöMaL
közelgő Ankétjára, de
emlékezünk Vekerdi László
születésének 100. évfordulójára,
a nemrég elhunyt kiváló
matematikatanárra, Csorba
Ferenczre és a BME
Matematikai Intézetének
megszűnt könyvtárára.
Következik négy aktuális hír.

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Megújult az
Ericsson-díj
A 25 éves múltra visszatekintő
Ericsson-díjat 2 év kihagyás
után megújult formában hirdette
meg az Ericsson Magyarország.
Az idei évtől matematikát vagy
fizikát tanító kollégák mellett a
digitális kultúrát (korábban
informatikát) tanító tanárok
elismerésére is beadhatók
pályázatok legkésőbb 2024.
szeptember 15-éig. A 2024-es
Ericsson-díj felhívása és az
ajánlásokhoz szükséges űrlapok
elérhetők a KöMaL honlapjáról.
A legfontosabb tudnivalókat Kós
Rita, a MATFUND Alapítvány
képviselője osztja meg az
olvasókkal.

2024. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ki akar ma
tanítani? – III. rész
Szakácsné Györey Bernadett,
Betti férjével, Lacival egy
matektáborban ismerkedett
össze, majd 2004-ben együtt
végeztek az ELTE-n
matematikusként, utána
augusztusban házasodtak össze,
ma pedig Csepelen élnek négy
fiukkal. Betti 2014 óta a helyi
Jedlik Ányos Gimnázium
matematikatanára, sikeres
versenyfelkészítő, továbbá 2022
óta az ELTE Matematika
Doktori Iskola Didaktika
programjának doktorandusza.
Paulovics Zoltánnal
beszélgettek.

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO 2024,
Szeged – 1. rész
A Közép-Európai Matematikai
Diákolimpiát 2013 után
másodszorra rendezte hazánk, a
18. MEMO-nak idén Szeged
adott otthont augusztus 24–30.
között. A versenyen a 10 ország
csapati között az 5. helyen
végeztek a magyarok, ám a
mezőnyből kiemelkedett
Keresztély Zsófia maximális
pontszáma és aranyérme.
Gratulálunk a versenyzőknek és
a csapat vezetőinek, Kovács
Benedeknek és Hegedűs
Dánielnek. Következik az ő
beszámolójuk.

2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Érdekes
valószínűségszámítási
feladatok a világ
minden részéről –
1. rész
Ez az írás a 2024-ben a
békéscsabai Rátz László
Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás
alapján készült. A közölt
feladatok azt próbálják meg
bemutatni, hogy miként lehet a
szakköri munkában érdekes,
egymásra épülő, egyre nehezedő
feladatokat feladni a tanulóknak
az egész világon egyre
dinamikusabban fejlődő
valószínűségszámítás
témaköréből. Fonyó Lajos és
Fonyóné Németh Ildikó
cikkének első részében
bolyongásokkal foglalkozik a
síkbeli koordináta-rendszerben,
majd a kocka és  az oktaéder
élein. A megoldásokhoz
változatos módszereket, jó
ötleteket kínálnak a szerzők. 

2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Több mint
továbbképzés –
Rátz László
Vándorgyűlés
Békéscsabán
A Békéscsabán megrendezett
idei Rátz László Vándorgyűlés
hívószava az együttműködés
volt.  200 résztvevő kísérte
figyelemmel az előadásokat,
szemináriumokat. Az
eseményről Kosztra Gábor írását
olvashatják. A megnyitó és
számos előadás elérhető,
visszanézhető a Társulat
Youtube csatornáján.
Nyitóképünkön az idei Beke
Manó-díjasok. Cikkünkből és a
videókból is bizonyára kiderül,
mitől több  egy hagyományos
tanári továbbképzésnél az RL.V.

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

LEMMA 2024 –
Leendő Magyar
Matematikusok
Tábora
Második alkalommal is
megrendezésre került a
LEMMA nyári tábor Szegeden a
Bolyai Intézetben, 26
matematika iránt érdeklődő
tizenegyedikes fiatal
részvételével. A tábor célja az
alkalmazott és kutató
matematikus pálya minél
szélesebb körű megismertetése,
bemutatása. A szervező csapat
nevében Győrffy Lajos küldött
beszámolót a Leendő Magyar
Matematikusok Táboráról.

2024. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Portré – Bárány
Balázs
Bárány Balázzsal, a BME
Sztochasztika Tanszékének
egyetemi docensével és az
NKFIH Élvonal
Fraktálgeometria és
alkalmazásai kutatócsoport
vezető kutatójával többek között
egy nemrég megjelent könyvről 
és az idei nyári  Európai
Matematikai Kongresszuson
meghívott előadóként tartott
előadásáról beszélgetett
Paulovics Zoltán.

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haladás ellen nincs
orvosság
Neumann János tudományos
hagyatékának ápolása
folyamatos közös feladatunk.
Azzal, hogy írásainak jelentősen
kibővített változatát
megjelentette, fontos részt vállalt
ebben a tevékenységben a 
Typotex Kiadó. Neumannak a
kötetben szereplő fizikai és
matematikai
tárgyú írásairól most Etesi
Gábor számol be.
Ugyanakkor Vizvári Béla
cikke a közgazdaságtani és
matematikai dolgozatokat
ismerteti. A recenziók is
igazolják, hogy Neumann írásai
mennyire gondolatébresztőek.  

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Neumann János
válogatott írásairól
Neumann János tudományos
hagyatékának ápolása
folyamatos közös feladatunk.
Azzal, hogy írásainak jelentősen
kibővített változatát
megjelentette, fontos részt
vállalt ebben a
tevékenységben a  Typotex
Kiadó. Neumannak a kötetben
szereplő fizikai és matematikai
tárgyú írásairól  Etesi Gábor
számol be. Ugyanakkor Vizvári
Béla jelen cikke a
közgazdaságtani és matematikai
dolgozatokat ismerteti. A
recenziók is igazolják, hogy
Neumann írásai mennyire
gondolatébresztőek. 

2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 6. forduló
(2024. szeptember)
Az új tanévben negyedévente
ismét 7-7 gondolkodtató
problémát jelentetünk meg. A
Héttusa rovatban kitűzött
feladatokra bárki küldhet
megoldást. A feladat kérdésére a
feladat sorszámát és a választ
kell megküldeni a
hettusa@ematlap.hu email
címre.  A beküldési
határidő: 2024. október 1. Ezek
a 6. forduló feladatai.

2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 5.
fordulójáról
A 2024 júniusi Héttusa rovatban
kitűzött feladatokra 101 helyes
válasz érkezett 16 beküldőtől.
Továbbra is könyvjutalommal
díjazzuk a legjobbakat, egyúttal
várjuk új versenyzőinket.
Lehetőséget kaptunk a KöMaL
honlapján a Fórum használatára,
ahol a feladatok témáit
egymással is megbeszélhetik,
tovább gondolhatják, akik
bekapcsolódnak a Héttusába.

2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Megoldások,
megjegyzések a
Héttusa 5.
fordulójának
feladataihoz
Az Érintő Facebook-oldalán már
megjelentettük a megoldásokat a
rovatszerkesztő, Róka
Sándor válogatásában,  néhány
olyan megoldással és
megjegyzéssel, amit a
beküldőktől kapott. Ezek újabb
általánosításokat, számítógépes
megközelítéseket is bemutatnak.
Az érdeklődők a KöMaL
Fórumában nemrég indított
Hétpróba témájába is
bekapcsolódhatnak! Itt
találhatók a júniusi feladatok
megoldásai.

2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

MIDK 2024
konferencia
Szegeden
2024 áprilisában a szegedi és a
debreceni egyetem
közös Matematika és
Informatika Didaktikai
Kutatások konferenciájának
célja volt, hogy lehetőséget
biztosítson a magyarországi és a
határon túli, matematika és
informatika didaktikával
foglalkozó kutatók és PhD-
hallgatók, egyetemisták
találkozására. 7 ország 88
résztvevőjének találkozójáról
számolt be Báró Emőke.

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Simonovits
András: Válogatott
fejezetek a
matematika
történetéből
Simonovits András: Válogatott
fejezetek a matematika
történetéből című művénak
második, javított kiadását a
Typotex ingyenes e-könyvként
adta ki. Tudományterületeken
átívelő és a tanítási
szempontokat kiemelten kezelő
szemlélet hatja át a szerző
szubjektív, mégis átfogó
matematikatörténeti
válogatásának a
tárgyalásmódját. Freud Róbert
ajánlja a könyvet. 

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

IMO 2024, Bath,
Anglia – és az oda
vezető út
Nemcsak a magyar
diákolimpikonok kiemelkedő, 8.
helyezéséről (két évtized óta ez
a legjobb csapateredményünk), a
két arany-, három ezüst- és egy
bronzéremről, de a hozzá vezető
útról, az olimpiai szakkörről, az
újonnan alakult „olimpiai
iskoláról” és az edzőtáborokról
is sokat megtudhatunk, majd
bepillanthatunk abba, milyen is
a Nemzetközi Matematikai
Diákolimpia szervezése. Dobos
Sándor mindenre kiterjedő
beszámolója végén Hraskó
András is ír személyes
élményeiről. Nézzük tehát a
sikerhez vezető utat.

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Katz Sándor:
Hatványok, gyökök
Ez a különleges szakmai könyv,
feladatgyűjtemény,
összefoglalás egészen másként
közelíti meg a hatványok és
gyökök témakörét, mint elődei.
Igyekszik minden részletre
kiterjedően áttekintést adni a
módszerekről és az
alkalmazásokról egészen a
középszintű érettségitől az
olimpiai feladatok szintjéig. Kiss
Géza számol be a kétkötetes
műről.

2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Bizonyítás az
emberin túl, a
mesterséges
intelligencián
innen
A gépi tételbizonyítás sikere
vitát indított el a matematikai
közösségben. A fő kérdés: vajon
teljes mértékben megbízhatunk-e
egy olyan bizonyításban,
amelyet nem tudunk teljes
egészében az emberi percepcióra
és a tiszta észre hagyatkozva
ellenőrizni? Molnár Zoltán
Gábor cikke érdekes filozófiai
problémákat is felvet,  miközben
bevezetést kapunk a Lean
programnyelvbe és a
bizonyításasszisztens szoftverek
elvébe, érintve a mesterséges
intelligencia jövőbeni fejlődését.
Tovább...

2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Lány
diákolimpikonok
Grúziában
A grúziai  EGMO tavaszi
rendezvényéről és a magyar
lányok szerepléséről számol be a
négy érmes csapattag és
vezetőik, Kiss Melinda Flóra és
Baran Zsuzsa, akik korábbi
diákolimpikonokból lettek
immár tapasztalt csapatvezetők.
Az European Girls'
Mathematical Olympiad néhány
napja igazi felejthetetlen
élményeket hozott azoknak a
lányoknak, akik szeretik  a
komoly matematikát és egyúttal
a komolytalan szórakozást is.
Íme, ilyen volt az EGMO 2024.

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Petr Beckmann: A
Pi története
Amikor egy könyvesboltban
megláttam Petr Beckmann A Pi
története című könyvét, azonnal
belekerült a
bevásárlókosáramba – írja 
Lente Gábor. Eredetileg még
1970-ben jelent meg, magyarul
pedig – Gerner József
fordításában – a Typotex Kiadó
jelentette meg 2022-ben. Ez az
élvezetes írás nemcsak a
könyvről szól...

2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Újabb ERC
pályázat a Rényi
Intézetben
A fényképen focimezben a
Rényi Intézet 11 kutatója, ők
azok, akik az Európai Kutatási
Tanács immár 12 ERC
pályázatát megnyerték az utóbbi
években. Stipsicz András, az
Intézet vezetője nemrég
másodszor kapta meg az
Advanced Grant támogatást,
segítségével némi bepillantást
kapunk a Csomók és felületek 4-
dimenzióban című kutatás
témájába. 

2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A
matematikaoktatás
múltja és jelene a
győri Révai Miklós
Gimnáziumban – 1.
rész
A győri Révai Miklós
Gimnázium közel 240 éves
történetében a matematika és
annak tanítása mindig központi
szerepet kapott. Kétrészes
cikksorozatunk első részében
Csete Lajos és Árki Tamás az
intézmény kialakulásáról, három
legendás tanáráról, Arany
Dánielről, Kárteszi Ferencről és
Czapáry Endréről ír. A
következő rész decemberi
számunkban már a gimnázium
jelenéről fog szólni. Következik
az első rész.

2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Riesz Frigyes:
Fourier-sorok,
komplex és valós
függvénytan
előadások
A kolozsvári Ábel Kiadó először
teszi hozzáférhetővé
nyomtatásban Riesz Frigyes
három, korábban kiadatlan,
egyetemi hallgatók számára írt
előadásjegyzetét. A könyv igazi
hiánypótló mű, megvásárolható
a Typotex Kiadónál vagy a
szerkesztőknél: Tarcsay
Zsigmond mutatja be a
monográfiát. 
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ÚJDONSÁGOKRÓL SZÓL. (ROVATSZERKESZTŐ: RÁKÓCZI ILDIKÓ.)

Győrffy Lajos
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

LEMMA 2024 –
Leendő Magyar
Matematikusok
Tábora
Második alkalommal is
megrendezésre került a LEMMA
nyári tábor Szegeden a Bolyai
Intézetben, 26 matematika iránt
érdeklődő tizenegyedikes fiatal
részvételével. A tábor célja az
alkalmazott és kutató
matematikus pálya minél
szélesebb körű megismertetése,
bemutatása. A szervező csapat
nevében Győrffy Lajos küldött
beszámolót a Leendő Magyar
Matematikusok Táboráról.

Szerkesztő
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Emlékeztetők
Néhány – teljesen különböző
témájú – emlékeztető írás került
a Hírek rovatunk elejére:
 emlékeztetünk a KöMaL
közelgő Ankétjára, de
emlékezünk Vekerdi László
születésének 100. évfordulójára,
a nemrég elhunyt kiváló
matematikatanárra, Csorba
Ferenczre és a BME
Matematikai Intézetének
megszűnt könyvtárára.
Következik négy aktuális hír.

Kovács Benedek, Hegedűs
Dániel
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO 2024,
Szeged – 1. rész
A Közép-Európai Matematikai
Diákolimpiát 2013 után
másodszorra rendezte hazánk, a
18. MEMO-nak idén Szeged
adott otthont augusztus 24–30.
között. A versenyen a 10 ország
csapati között az 5. helyen
végeztek a magyarok, ám a
mezőnyből kiemelkedett
Keresztély Zsófia maximális
pontszáma és aranyérme.
Gratulálunk a versenyzőknek és
a csapat vezetőinek, Kovács
Benedeknek és Hegedűs
Dánielnek. Következik az ő
beszámolójuk.

Kiss Melinda Flóra, Baran
Zsuzsa
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Lány
diákolimpikonok
Grúziában
A grúziai  EGMO tavaszi
rendezvényéről és a magyar
lányok szerepléséről számol be a
négy érmes csapattag és
vezetőik, Kiss Melinda Flóra és
Baran Zsuzsa, akik korábbi
diákolimpikonokból lettek
immár tapasztalt csapatvezetők.
Az European Girls'
Mathematical Olympiad néhány
napja igazi felejthetetlen
élményeket hozott azoknak a
lányoknak, akik szeretik  a
komoly matematikát és egyúttal
a komolytalan szórakozást is.
Íme, ilyen volt az EGMO 2024.

Dobos Sándor, Hraskó
András
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

IMO 2024, Bath,
Anglia – és az oda
vezető út
Nemcsak a magyar
diákolimpikonok kiemelkedő, 8.
helyezéséről (két évtized óta ez
a legjobb csapateredményünk), a
két arany-, három ezüst- és egy
bronzéremről, de a hozzá vezető
útról, az olimpiai szakkörről, az
újonnan alakult „olimpiai
iskoláról” és az edzőtáborokról
is sokat megtudhatunk, majd
bepillanthatunk abba, milyen is
a Nemzetközi Matematikai
Diákolimpia szervezése. Dobos
Sándor mindenre kiterjedő
beszámolója végén Hraskó
András is ír személyes
élményeiről. Nézzük tehát a
sikerhez vezető utat.

Kós Rita
2024. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Megújult az
Ericsson-díj
A 25 éves múltra visszatekintő
Ericsson-díjat 2 év kihagyás
után megújult formában hirdette
meg az Ericsson Magyarország.
Az idei évtől matematikát vagy
fizikát tanító kollégák mellett a
digitális kultúrát (korábban
informatikát) tanító tanárok
elismerésére is beadhatók
pályázatok legkésőbb 2024.
szeptember 15-éig. A 2024-es
Ericsson-díj felhívása és az
ajánlásokhoz szükséges űrlapok
elérhetők a KöMaL honlapjáról.
A legfontosabb tudnivalókat Kós
Rita, a MATFUND Alapítvány
képviselője osztja meg az
olvasókkal.
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LEMMA 2024 – Leendő Magyar Matematikusok Tábora

Második alkalommal is megrendezésre került a LEMMA tábor Szegeden, 26 matematika
iránt érdeklődő tizenegyedikes fiatal részvételével. Az ötnapos program során délelőtt és
kora délután összesen 24 előadást hallgathattak végig a táborozók, délután és esténként
pedig szakmai és közösségi szabadidős programokon, bajnokságokon és közös
bográcsozáson vehettek részt. A tábor célja az alkalmazott és kutató matematikus pálya
minél szélesebb körű megismertetése, bemutatása. Általános tapasztalat, hogy a
matematikából tehetséges gimnazisták sem tudják, hogy matematikusként vígan
elhelyezkedhetnek a pénzügyi, banki, mérnöki, informatikai területeken, sőt emellett
számos más (pl. orvosi, biológiai, földrajzi, de akár élsportolói, társasjáték készítői,
stb.) irányban is dolgozhatnak, akár főállásban, akár egyetemi kutatások mellett
projektek keretein belül. Ezen kívánt idén is változtatni a LEMMA tábor szervező
csapata a Szegedi Bolyai Intézetben.

Ezúttal is nagy lelkesedéssel vágtunk bele a II. LEMMA tábor szervezésébe, amit
megkönnyített az első alkalommal kitaposott út megléte. Azonban idén is – mint ahogy
várhatóan majd minden évben, amíg szervezzük – újabb megoldandó kihívásokat
okozott a szervezés. Igyekeztünk frissíteni a tavalyi programon (tavalyi beszámoló itt),
szerencsére a Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézetében több „lemmányi” izgalmas
és érdekes előadást szívesen tartó kolléga, és már cégeknél dolgozó volt diák áll
rendelkezésre és áll sorban a táborban tartható véges, ám nem kisszámú előadásokért. A
hallgatók és a segítőkész munkatársak pedig szervezőként alkották a 10-12 fős
„Lemmás” csapatot.

A szervezők

Program

A hétfő délelőtti érkezés és ismerkedés után délután belevágtunk a szakmai programba,
amely minden nap délelőtt 9:30-tól délig, majd közös ebéd után 14:00-tól 16:00-ig
tartott. Bár minden előadás megérne egy külön cikket, helyette röviden összefoglaljuk a
heti programot.

Hétfőn rögtön ebéd után hallhattunk Nagy Gábor Pétertől a matematika kifejlődéséről,
az ókori geometriától és adózástól kiindulva a koordináták megjelenésén át (ezek
segítségével sikerült gyarmatosítani a világot) az elliptikus görbéken alapuló
titkosításokig, amelyektől a pénzünk biztonsága is függ. Majd következett a szegedi
matematika története Kolozsvártól Riesz Frigyesen át napjainkig, Kosztolányi József
prezentálásában. Harmadikként matematikai függvényekkel gyártott gyönyörű virágokat
Karsai János (ld. a csoportkép hátterét). A szervezők táborismertető előadása után pedig
csapatépítő játékok, pizzázás következett, majd vacsora után a zsonglőrködés alapjait
sajátíthattuk el Kevei Péter matematikus kollégánktól.

A LEMMA teljes csapata, diákok és tanárok, szervezők együtt, háttérben kivetítve Karsai János

virágai

Kedden Röst Gergely járványkutató matematikus következett, akitől megtudhattuk,
hogy hogyan lehet matematikailag is modellezni a járványok terjedését, de még azt is,
hogy miért kell követni a szúnyogokat, ez hogyan oldható meg; vagy hogyan lehet
google-keresésekből is pl. influenzát előrejelezni. Előadása után egy kerekasztal-
beszélgetés következett, ahol három állomáson kisebb csoportokban kérdezhettek a
fiatalok kollégáinktól a matematikus lét szépségeiről. Délután a K&H banktól Tóth
Brigitta elbeszélésében a banki matematikáról és néhány bankrablás történetéről
hallhattunk, majd Garab Ábel mesélt populációk változásának modellezéséről, Birkás
György pedig izgalmas matematikai játékokat hozott nekünk. Ezt követte – a nagy
melegre való tekintettel rövidített formában – egy városi séta, amelynek egyik állomása
során az újszegedi Pipitérben meg is vacsoráztunk, majd meglátogattuk a Móra Ferenc
Szakkollégiumot, végül pedig a Csillagvizsgálóban távcsövezéssel zártuk a napot.

A szerdai program során az alkalmazásoké volt a főszerep. Reggel Makay Géza
kollégánk mutatta be szerteágazó alkalmazásainak egy szeletét (pl. jelzőlámpák
programjainak tervezését), majd a Szentkirályi Magyarország Kft-től Lóczi Lea mesélt
az önéletrajzírás és interjúzás rejtelmeiről. Őt követte Körmendi Kristóf öregdiákunk a
szerencsejátékiparban alkalmazott matematikával, majd ismét Birkás György logikai
játékai következtek. Délután tőzsdét szimuláltunk Molnár-Sáska Gáborral, majd a Ruff
János által tervezett Mobee társasjátékról hallottunk, személyesen a feltalálótól. Este
kvíz-, csocsó-, pingpong-bajnokságban mérték össze tudásukat a fiatalok, majd egy
filmet is megnéztünk.

Mit lehet kezdeni a Mobbe kártyákkal?

Csütörtök délelőtt elsőként az örökifjú, immár négyszeresen is húszéves Németh József
a végtelenről adott elő. Meglátogattuk az Európában is egyedülálló ritkaságokkal
rendelkező Bolyai könyvtárat Varga Piroska könyvtárosunk kimeríthetetlen
történeteivel tarkítva, meghallgattuk London András hálózatkutatót, akitől
megtudhattuk, hogy hogyan tudunk automatikusan érzelmeket felismerni tweetekből,
miért kell ehhez matematika, illetve hogy lehet valaki egyszerre a kutató és céges
alkalmazott matematikus. Majd a közös ebéd után Vizi Zsolt beszélt mérnöki
matematikáról és az önvezető autók tervezésének kihívásairól, Danka Tivadar a
matematikai tartalmakkal alapított vállalkozásairól és matematikával megszerzett 70.000
Twitter (X) követőjéről, Maróti Miklós pedig az algebra felépítésétől egészen az általa is
tervezett műholdakig és elefántokat mentő eszközökig jutott. A délután folyamán
meglátogattuk az ELI lézerközpontot, az Evangélikus Kollégiumban fociztunk és
bográcsoztunk, majd a pingpong-, csocsó- és sakkbajnokságok döntőit tartottuk meg
éjszakába nyúlóan.

A társasjáték is matek

Péntek délelőttre is maradt program: T. Szabó Tamás a Morgan Stanley matematikusa
beszélt a pénzügyi matematika különféle alkalmazásairól, majd Waldhauser Tamás zárta
az előadásokat – játékosan és a gyakorlatban is elpróbálva – a csomózás
matematikájával. A záró alkalom során a versenyek és bajnokságok pontszámai alapján
kiosztottunk rengeteg Polygon könyvet, valamint a hét során megismert és felavatott
társasjátékokat is a táborozóknak adtuk.

Csomózás a gyakorlatban

A cikk végéhez közeledve szeretném megemlíteni számos szponzorunkat, akik
segítettek a tábor megvalósulásában: a Morgan Stanley, Tigra és Black Rock cégek egy-
egy vacsorával támogattak minket. A Szentkirályi rengeteg vízzel, chips-szel, üdítővel, a
K&H előadással és tollakkal támogatott, a Junior Akadémia szervezési segítséget
nyújtott, az SZTE TTIK a csomag összeállításával és biztosításával (mappa, toll, füzet,
„repi ajándékok”). A TNG szintén repi ajándékokat, Ruff János Mobee társasjátékokat
adott. A BorPont az előadóknak szánt borokhoz, a Pöttyös Zebra a társasjátékokhoz
biztosított kedvezményt, a társasjátékokat pedig Körmendi Kristóf vásárolta meg
nekünk; az Eötvös Kollégium a szállással, a Csillagvizsgáló és az ELI a kedvezményes
vagy ingyenes látogatással segített. Danka Tivadar einstein-kalap
játékokkal (matemagia.xyz), az Evangélikus Kollégium a reggeli/ebéd és bográcsozás
helyszínével, a Móra Kollégium a kedves körbevezetéssel járult hozzá a tábor sikeréhez.

Érdekesség, hogy a tavalyi Lemma tábor résztvevői közül – bár már kicsúsztak a
táborozók korosztályából – többen ieljöttek egy-két napra előadásokat hallgatni,
valamint segítőnek is. Tervünk, hogy az „aki egyszer Lemmás, örökké Lemmás”
szellemiségében együtt tartsuk a korábbi évek csapatait is, függetlenül attól, hogy végül
Szegedre jönnek matematika szakra, vagy nem.

Visszajelzések

A tábor elején és végén is kitöltettünk egy-egy kérdőívet a fiatalokkal, ahol leírták a
tábori várakozásaikat és tapasztalataikat, élményeiket, továbbtanulási terveiket. A „mit
kaptál a tábortól” kérdésre adott válaszokból szemezgetünk a cikk végén:

Nevetést, motivációt, tudást, barátokat, élményeket, tartalmas szórakozást, ismereteket,
könyveket és társasjátékot ajándékba, kapcsolatépítést, tapasztalatot a
munkalehetőségekről, élményt, kedvességet, finom ételeket, érdekes játékokat, hasznos
továbbtanulási információkat, ízelítőt az egyetemi életből, jó társaságot.

Élmény volt megszervezni és összefogni a tábort, még ha nem is egyszerű, idén is azt
tapasztaltam, hogy nagyon segítőkész emberek vannak a Bolyai Intézetben és
környékén, a kollégák, munkatársak, öregdiákok, diákok, leendő diákok között.
A szegedi matematikusokra olyannyira jellemző igazi családias szakot és munkahelyet
sikerült bemutatnunk. A táborozók egyik kérdése volt: hogy van az, hogy a
matematikusok boldogabbak, mint a többi ember? :-)

Győrffy Lajos
SZTE Bolyai Intézet, adjunktus, LEMMA tábor szervező
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Emlékeztetők

A BME Matematikai Intézetének könyvtára működését befejezte.
Egykori állományának elemei a továbbiakban nem érhetők el.

_____

A szokásos KöMaL Ankét idén  november 2-3-án lesz (szombat-vasárnap), az
érdeklődők a KöMaL honlapján találhatják majd meg a programot október végén.

_____

 

Vekerdi László 100 éve született

Gazdag hagyatékának őrzéséről sok barátja, tisztelője, tanítványa gondoskodik, nehéz
volna ezért itt újdonságokkal előállnunk; inkább egy kis összeállítással segítünk az
Olvasónak.

Forrás: https://hu.wikipedia.org/wiki/Vekerdi_L%C3%A1szl%C3%B3

Kezdjük Staar Gyula saját, illetve Herczeg Jánossal közös cikkeivel, interjúival [1–5].

Következőnek megemlíthetjük az ELTE BTK Könyvtár- és Információtudományi
Intézetének összeállítását [6], amely tartalmazza a Magyar Tudomány emlékszámának
rövid ismertetését is, de elkerüli a matematika szónak még az említését is. A Magyar
Tudományban azért Szabó Péter Gábor megemlékezik Vekerdi Bolyai-drámájáról.

A fentiek ellensúlyozására külön kiemeljük Vekerdi László két írását [7, 8], de egész
kötet [9] tanúskodik arról, hogy a matematika története különösen fontos volt számára.

Végül pedig figyelmeztetjük az Olvasót, hogy akárhonnan indul el, várhatóan órákat fog
bolyongani Vekerdi László életművében.

[1] Staar Gy.: Múló szerelem volt a matematika? (Beszélgetés Vekerdi Lászlóval; 1.
rész) Forrás 40 (3) (2008) 81–91.
https://web.archive.org/web/20140722173936/http://www.forrasfolyoirat.hu/0803/staar.pdf

[2] Staar Gy.: Múló szerelem volt a matematika? (Beszélgetés Vekerdi Lászlóval; 2.
rész) Forrás 40 (4) (2008) 109–121.
https://web.archive.org/web/20171007021254/http://www.forrasfolyoirat.hu/0804/staar.pdf

[3] Staar Gy.: Erdők, könyvek, tudományok (Emléktöredékek Vekerdi Lászlóról),
Forrás 51 (12) (2019), 99–116.
https://web.archive.org/web/20200219085653/http://www.forrasfolyoirat.hu/1912/staar.pdf

[4] Herczeg J., Staar Gy.: Egy könyvtáros könyvei (Beszélgetés Vekerdi Lászlóval), Új
Forrás 31 (6)  (1999)
http://epa.niif.hu/00000/00016/00046/990606.htm

[5] Herczeg J., Staar Gy.: Európa és Cserhátszentiván (Beszélgetés Vekerdi Lászlóval),
Forrás 31 (7/8) (1999)
http://epa.niif.hu/02900/02931/00013/pdf/EPA02931_forras_1999_07-08_09.pdf

[6] Vekerdi 100.
https://lis.elte.hu/content/vekerdi-100.t.40251

[7] Vekerdi, László (1964) A newtoni infinitezimális analízis kialakulása a XX. századi
matematika történetírás tükrében. A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai és
Fizikai Tudományok Osztályának Közleményei 14 (1) 35–70.
https://real.mtak.hu/199230/1/cut_MATFIZ_14_1_1964_pp35_-_70.pdf

[8] Vekerdi, László (1964) Végtelen sorok és fluxiók : (A newtoni infinitezimális
analízis kialakulása, II.). A Magyar Tudományos Akadémia Matematikai és Fizikai
Tudományok Osztályának Közleményei 14 (4) 423–441.
https://real.mtak.hu/199301/1/cut_MATFIZ_14_4_1964_pp423_-_441.pdf

[9] Vekerdi L. matematikatörténeti írásaiból, Válogatta és bevezette: Szabó Péter Gábor,
Az online változatot készítette és a szerző kéziratban maradt jegyzeteit szerkesztette:
Gazda István, Magyar Tudománytörténeti Intézet, Budapest, 2014.
https://real.mtak.hu/21008/1/00_vekerdi_konyv_teljes.pdf

Dr. Csorba Ferencz (1950 – 2024)

Idézünk Dr. Pintér Ferenc nekrológjából:

Dr. Csorba Ferencz, az Erdős Pál Matematikai Tehetséggondozó egyik alapító tanára
2024. augusztus 20-án feladta a küzdelmet az alattomos betegséggel szemben és
megpihent. Személyében nem csak egy alapítót, meghatározó tanáregyéniséget
veszítettünk el, hanem egy igazi barátot. Ez a barátság több mint 40 éves, ezért nehéz és
fájó minden visszaemlékezés.

Egész életében győri pedagógus volt. 1974-ben a Hild szakközépiskolában kezdte a
pályát, majd 2010-ben a Krúdy gimnáziumból vonult nyugállományba. Tanári
munkájában nagyon sokat tett a matematika megszerettetéséért, népszerűsítéséért, a
tanárkollégák szakmai, pedagógiai, módszertani kultúrájának fejlesztéséért.
Pedagógusként is az elhivatottság, a diákok tisztelete és szeretete, valamint kivételes
szakmai igényesség jellemezte munkáját. Évtizedeken keresztül állandó
feladatmegoldója volt a Matematika Tanítása folyóiratnak, mely révén országos szakmai
elismertségre tett szert. Nagyon sok cikke, írása jelent meg a matematikával foglalkozó
folyóiratokban. Szakmai életútja ennek megfelelően gyorsan felfelé ívelt: 1984-ben
szakfelügyelőnek nevezték ki, több mint 30 évig volt az OKTV Matematika I.
Bizottságának tagja, a Bolyai János Matematikai Társulat győri tagozatának több
évtizeden át elnöke volt. A Matematikai Tehetségekért Alapítvány táboraiban
rendszeresen tartott foglalkozásokat, 2001-től az Erdős programban tanított. Nagy
gondot fordított a határainkon túl élő magyar diákok tehetséggondozásának segítésére, a
felvidéki rendezvények állandó előadója volt.       
Kiemelkedő szakmai és pedagógiai munkájának elismeréseként több országos díjat
kapott: 1990-ben Beke Manó Díjat, 2006-ban Ericsson-díjat, 2018-ban Rátz Tanár Úr
Életműdíjat.

Önzetlen, nagy tudású, pedagógus volt, aki műveltségével, a versek szeretetével is
példát mutatott mindannyiunknak.

Szerkesztőségünk több tagja is szomorúan emlékezik a kedves, mosolygós tanárra,
jóbarátra.

Kubatov Antal búcsúbeszéde: https://erdosprogram.hu/dr-csorba-ferenc-nekrolog/

Az Érintő 2018-as cikke: https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2018-12/833-csorba-
ferenc-ratz-tanar-ur-eletmudijas-2018-ban
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 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Kovács Benedek, Hegedűs Dániel  2024. SZEPTEMBER, HÍREK – ÚJDONSÁGOK

MEMO 2024, Szeged – 1. rész

A Közép-Európai Matematikai Diákolimpiát 2013 után másodszorra rendezte hazánk, a
18. MEMO-nak idén Szeged adott otthont augusztus 24–30. között. A versenyen a
szokásos 10 ország (Ausztria, Csehország, Horvátország, Lengyelország, Litvánia,
Magyarország, Németország, Svájc, Szlovákia és Szlovénia) 6-6 fős csapatai vettek
részt. A csapatok olyan diákokból álltak, akik a versenyt megelőző tanévben még nem
érettségiztek. (A felkészülésről és a csapat kiválasztásáról az IMO2024-ről szóló
cikkben olvashatnak.)

A magyar csapat tagjai Holló Martin (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános
Iskola és Gimnázium, 10. osztály), Keresztély Zsófia (Szent István Gimnázium,
Budapest, 11. osztály), Kovács Benedek Noel (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló
Általános Iskola és Gimnázium, 11. osztály), Molnár István Ádám (Földes Ferenc
Gimnázium, Miskolc, 11. osztály), Prohászka Bulcsú (Budapesti Fazekas Mihály
Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, 10. osztály) és Vigh Zalán (Szegedi Radnóti
Miklós Kísérleti Gimnázium, 10. osztály) voltak, és a csapatot Kovács Benedek és
Hegedűs Dániel (az ELTE TTK hallgatói) vezették.

A képen balról jobbra: Hegedűs Dániel, Kovács Benedek, Prohászka Bulcsú, Holló Martin,

Keresztély Zsófia, Vigh Zalán, Kovács Benedek Noel, Molnár István Ádám (kezében a csapat

kabalája, Marvin).

Két versenynapból állt a megmérettetés: az első napon egyedül, a második napon pedig
csapatban gondolkodhattak a versenyzők a feladatokon. Az egyéni 4, a csapatverseny
pedig 8 feladatból állt, a diákolimpiákon szokásos négy témakörből (algebra,
kombinatorika, geometria, számelmélet). Minden feladatra 8 pontot lehetett szerezni.

Az egyéni versenyen a magyar diákok az alábbi eredményeket érték el:

Keresztély Zsófia a maximális 32 ponttal

aranyérmet és abszolút első helyezést,

Holló Martin 20 ponttal,

Vigh Zalán 19 ponttal,

Molnár István Ádám 18 ponttal,

és Kovács Benedek Noel 17 ponttal

bronzérmet,

Prohászka Bulcsú 10 ponttal

dicséretet szerzett.

A csapatversenyben 5. helyezést értünk el 47 ponttal, a második helyezettől mindössze 2
ponttal lemaradva. A lengyelek egymás után az ötödik évben szerezték meg újra a
győzelmet. Az egyéni verseny eredményei itt, a csapatverseny eredményei pedig
itt olvashatók.

Gratulálunk a csapattagoknak a szép eredményükhöz, és további sok sikert kívánunk
szakmai pályafutásukhoz!

Köszönjük szépen a kísérőinknek, Jánosik Áronnak és Sánta Zsófia Grétának a velünk
töltött időt, illetve a szervezői gárda (Lenger Dániel főszervező, valamint Bán-Szabó
Áron, Dankowsky Anna Zóra, Győrffy Lajos, Hujter Bálint, Imolay András, Kosztolányi
József és Makay Géza) áldozatos munkáját! Köszönet a javítóknak és mindenki másnak
is, aki a rendezvényben bármilyen módon szerepet vállalt! Továbbá nagyon szépen
köszönjük a Bolyai János Matematikai Társulat anyagi támogatását.

A következő MEMO a németországi Chemnitz városában, 2025. augusztus 25–31.
között lesz.

Kovács Benedek (csapatvezető) és 
Hegedűs Dániel (helyettes csapatvezető)

 

A verseny feladatai (magyarul is) itt érhetők el.

A versenyzők rövid megjegyzései következnek a feladatokról:

I-1: Az egyéni verseny első feladata egy egyismeretlenes függvényegyenlőtlenség volt.
A MEMO 12 feladata közül ez volt a legkönnyebb, amit az is jól mutat, hogy az egyéni
verseny első 28 helyezettje maximális pontot kapott rá. Különlegessége a feladatnak az
volt, hogy nem az összes, a feltételnek megfelelő függvényt kellett megadni, hanem az 

 lehetséges értékeit.

I-2: A következő egy izgalmas kombinatorikus geometriai feladat volt. Be kellett látni,
hogy korlátos sok adott típusú kérdéssel meghatározhatók egy rejtett konvex sokszög
csúcsai. A feladat szépsége, hogy ez elsőre nem is feltétlenül intuitív állítás, helyette
véges, de nem korlátos sok kérdésre tűnik hihetőnek a feladat. Azonban a szépség itt ki
is merül, hiszen sok irányba lehet menni az algoritmus megkonstruálásával, és iránytól
függően kicsit vagy nagyon lesz kellemetlen mind a leírás, mind a koordinálás. Ráadásul
a kamu megoldás esélye sem elhanyagolható, sajnos több csapattag is belefutott ebbe a
hibába.

I-3: Azt kellett belátni, hogy 3 pont körülírt köre áthalad egy fix ponton. A fixpont
megsejtése után a feladat kijön szögszámolással és hasonlóságokkal, de született Pascal-
tételes megoldás is. A fixpont megsejtése sem volt olyan nehéz, viszont abból
következett egy olyan tengelyes szimmetria, amit sokak nehezen hittek el.

I-4: Ez a feladat egy egész együtthatós polinom helyettesítési értékeinek oszthatóságával
foglalkozott, amit 3 csapattag 3 különböző módon oldott meg. A megoldás megsejtése
itt is nagyon sokat segített a bizonyításhoz, és nem is volt nehéz megsejteni, lévén, hogy
elég hihetetlen az állítás. A legtöbb megoldás teljes indukciót használt, illetve azt az
ismert tényt, hogy csak a 0 osztható minden prímmel. Emellett sokan a Dirichlet-tétel
használatától sem riadtak vissza.

T-1: A feladatban azt kellett bebizonyítani, hogy egy sorozat két tagjának összege
legalább 88. Némi átalakítások után egy másik összegről próbáltuk bebizonyítani, hogy
legalább 88. Ez a verseny végére maradt. Az utolsó percekben próbáltuk integrálással
alábecsülni az összeget, de csak azt tudtuk bebizonyítani, hogy legalább kb. 87. Mint
kiderült, a tényleges összegünk csak kb. 87,5, így a megoldásrészletünk nem javítható.

T-2: A nehezebb algebra feladat egy valós kétváltozós függvényegyenlet volt. Nem
nagyon különleges, de nem is túl egyszerű feladat. A nehéz csapatfeladatok közül
valószínűleg ez volt a legkönnyebb. A fő ötlet az  számpár behelyettesítése
volt, innen pedig általánosabb ötletekkel, mint az injektivitás, a linearitás és a 0
felvételének vizsgálatával fejezhető be a feladat.

T-3: Ez a feladat az egyéni verseny után egy újabb kitalálós játék volt, és minimális
kísérletezéssel könnyen megoldhatónak bizonyult.

T-4: A nehezebb kombinatorika feladatra nem maradt túl sok ideje a csapatnak, de
Bulcsúnak és Zalánnak sikerült az utolsó egy órában leírni egy hasznos lemmát, amire
kapott a csapat egy pontot. Rajtunk kívül csak a csehek és a szlovákok kaptak erre a
feladatra pontot – igaz, hogy ők többet, mint mi.

T-5: Az első geometria feladat a csapatverseny legkönnyebb feladata volt. A példában
két kör szerepelt, és több egyenlő hosszú szakasz. Az állítást – hogy három pont egy
egyenesre esik – rövid szögszámolás, egy szabályos háromszög és egy rombusz
megtalálása után gyorsan be is lehetett bizonyítani.

T-6: A csapatverseny nehezebb geometria feladata viszonylag bonyolultabb ábrával
rendelkezett, ami három beírt kört is tartalmazott. A feladat állítása két egyenes
merőlegessége volt. A megoldás alapvetően két főbb gondolatot igényelt. Az első egy jó
sejtés volt, miszerint az egyik kör középpontja egyben magasságpont is egy másik
háromszögben. A másik fontos lépés egy ügyes tükrözés volt, majd egy húrnégyszög
megtalálásával és szögszámolással be lehetett látni a beírt kör középpontjáról, hogy
egyben magasságpont is, és ezzel befejeződött a feladat megoldása.

T-7: Ennek a feladatnak a csapatverseny két számelmélet-feladata közül elvileg a
könnyebbnek kellett volna lennie, de egyedül a magyar csapat kapott erre a feladatra
több pontot, mint a másikra. A feladatban az első  számot kellett megfelelő sorrendben
egymás mögé leírni úgy, hogy a számokat egybeolvasva a kapott szám osztható legyen
egy rögzített  számmal. Azokat a  számokat kellett megtalálni, ahol ezt véges sok 
kivételével mindig meg lehet csinálni. A feladatra a válasz intuitívan elég egyértelmű
volt, de a bizonyítása már nem volt olyan egyszerű.

T-8: Ez volt a nyolc közül a másik feladat, amiről nem hitte azt a csapat, hogy
megoldottuk, de Benedek sokat gondolkozott rajta, össze is szedett 2 pontot.

A szegedi diákolimpiáról az Érintő következő számában további írásokat jelentetünk
meg, közöljük a versenyzők részletes megoldásait, élménybeszámolójukat és Győrffy
Lajos MEMO programfelelős cikkét az első napra szervezett városi vetélkedőről. (A
szerk.)
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Lány diákolimpikonok Grúziában
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 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Kiss Melinda Flóra, Baran Zsuzsa  2024. SZEPTEMBER, HÍREK – ÚJDONSÁGOK

Lány diákolimpikonok Grúziában

 A Lányok Európai Matematikai Olimpiáját, az EGMO-t 2024. április 11. és 17. között
tartották Grúziában, Tskaltubo városában. A versenyen 54 ország 212 diákja vett részt
(köztük 37 európai ország 148 diákja), akik két egymást követő napon egy-egy 4 és fél
órás feladatsor megoldásában mérték össze tudásukat.

A magyar csapat szép eredménnyel, két ezüst- és két bronzéremmel tért haza, ezzel az
összes ország között a 14. helyet, a 37 európai ország között pedig a 7. helyet
megszerezve hazánknak. Az eredmények:

Wiener Anna (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, 12.
évf.) 29 ponttal ezüstérmet,

Elekes Dorottya (Budapest, Fasori Evangélikus Gimnázium, 11. évf.) 26 ponttal
ezüstérmet,

Keresztély Zsófia (Budapest, Szent István Gimnázium, 11. évf.) 16 ponttal
bronzérmet,

Nguyen Kim Dorka (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és
Gimnázium, 11. évf.) 13 ponttal bronzérmet szerzett.

A csapat vezetői Baran Zsuzsa és Kiss Melinda Flóra voltak.

A versenyzők beszámolója a májusi KöMaL-ban jelent meg, ebből betekintést
nyerhetünk abba, hogyan is zajlik egy ilyen esemény. Itt rövidítve, csak néhány részletet
és fényképet közlünk a lányok összeállításából:

Április 10-én szerdán délután 3-kor indultunk neki a hosszadalmas repülő- és buszútnak.
Varsói átszállással Tbilisiből busszal másnap délben érkeztünk meg a hotelba… Ez a
nap az érkezésről szólt, folyamatosan találkoztunk újabb és újabb ismerős, vagy nem
ismerős arcokkal... Nagyon örültünk minden régi barátunknak, akikkel újra
találkozhattunk.

Az érkezés utáni első nap kincskereséssel kezdődött, amin Panka, Zsuzsa és Zsófi
nagyon jól érezték magukat (a két Dorka nem vett részt, mert inkább kialudták az előző
napi hajnali utazás fáradalmait, Melinda pedig zsűri meetingen volt). Izgalmas
állomásokat kellett végigjárni, és közben matricákat szerezni. Az állomások között
voltak például logikai feladványok, tenisz, limbózás, illetve sakkozás is... A
kincskeresésre elvileg kicsi dínókat is elrejtettek nekünk a terepen, amiket egész végig
kerestünk, de sem nekünk, sem másoknak nem sikerült megtalálni őket. Összességében
ez egy nagyon élvezetes program volt, mindenkinek jólesett a háromórás séta a nagy
parkban a korábbi egész napos utazás után.

A kincskeresést a megnyitó ünnepség követte. Itt meghallgattunk pár beszédet (Geoff
Smith kiemelte, hogy gyönyörű feladatokra kell számítanunk…), megnéztünk egy
videót az érkezésekről, és a grúz kultúrába is betekintést nyerhettünk – több
felvonásban. A grúz népdalokat és néptáncokat egészen különlegesnek találtuk – alig
hasonlítanak egyéb európai kultúrák művészeteihez. Továbbá a helyszínen meg lehetett
kóstolni fellógatott grúz édességeket is, ami mindenkinek nagyon tetszett. Ezt követően
minden csapat felment a zászlójával a színpadra...

A színpadon a csapat és vezetői: balról jobbra Baran Zsuzsa, Wiener Anna, Keresztély Zsófia,

Nguyen Kim Dorka, Elekes Dorottya, Kiss Melinda.

A szombattal elérkezett az első versenynap. Egészen izgalmasan kezdődött, hiszen
Grúziára jellemző módon, az odaúton végig kóbor, verekedő kutyák kísértek minket... A
verseny helyszínét nyújtó iskolában egy nagyobbacska késéssel kezdtük a versenyt. Ami
a feladatokat illeti, az első feladat elvileg kombinatorikai volt, de a gyakorlatban
leginkább esetvizsgálatra volt szükség, amin ügyesen lehetett pontokat és időt is
veszteni. A 2. egy könnyebb geometriai feladat volt, a 3. pedig szintén megoldható
számelméleti… Itt olvashatóak az első napi feladatok.

Vasárnap már kicsit gördülékenyebben vágtunk neki a második versenynapnak.
Ismételten sok várakozás után kezdetét vette a verseny, ahol kombinatorikai,
számelméleti, algebrai feladatok lettek kitűzve ebben a sorrendben. A második
feladatsor itt látható. Az első feladattal lényegében mind sikeresen megküzdöttünk, a
másodikkal és harmadikkal már több nehézség volt, de az utolsó feladatról azt kell
tudni, hogy senki sem kapott rá maximális pontszámot, és tőlünk is csak Panka tudott
rajta pontot szerezni. Mindkét versenynap délutánján szórakozásra nyitva állt számunkra
a Jane Street Hub.

Hétfőn a két versenynap lezártával, immár többé-kevésbé nyugodtan vághattunk neki a
közös kirándulásnak a Sataplia Nemzeti Parkba. Az egész út során (mozgó és hatalmas)
dínókkal, és gyönyörű kilátással találtuk szembe magunkat. A fő attrakció egy
kifejezetten szép cseppkőbarlang volt... Visszaérve a kirándulásból megbeszéltük
Zsuzsával és Melindával a pontjainkat, ami mindenkit kisebb-nagyobb sokként ért. A
feszült pillanathoz zenei aláfestést is kaptunk a hotel lobbijában, egy néhány tagú,
többszólamú, grúz népdalokat éneklő férfi kórustól.

A lányok a cseppkőbarlangban és a kiránduláson

A barlanglátogatás után a csapatunk kísérője, Ani elvitt minket Grúzia nagyvárosába,
Kutaisiba, ahol egy közös fagyizás, nézelődés, és libegőzés után eljutottunk egy kisebb
vidámparkba... A vidámpark után egy közeli katedrálist látogattunk meg, ami szintén
nagyon szép és különleges volt – hihetetlen kilátással fűszerezve.

A  fotón balról jobbra: Wiener Anna, Elekes Dorottya, Nguyen Kim Dorka, Keresztély Zsófia, és a

guide, Ani Okropiridze  

A második kirándulást a két Dorka ismét kihagyta, hogy inkább aludjanak, hiszen az
előző napokon nagyon elfáradtak. Zsuzsa, Panka és Zsófi azonban megint nagyon
élvezetes időt töltött el, illetve ezúttal végre Melinda is csatlakozhatott a csapathoz,
mivel addigra véget értek a zsűri meetingek és a koordinálás is. Ez alkalommal
a Prométheusz-barlangot néztük meg, amelyben a gyönyörű fényjátékot különösen is
kedves idegenvezetés kísérte. Kiérve a barlangból egy gyönyörű park fogadott benne
egy tóval, ahonnan egy aranyos kisbusz vitt vissza minket a túra kezdőpontjára, innen
pedig a nagy buszokkal mentünk a hotelbe. Az úton nagyon sok állatot lehetett látni a
buszból, például disznókat és szamarakat szabadon mászkálva az utcán. A visszaérkezés
után következett a záróceremónia, ahol énekes és táncos műsorban is részünk volt.
Továbbá hallgattunk beszédeket, megnéztük az összefoglaló kisfilmet, és végül, de nem
utolsósorban megkaptuk az érmeinket... Ezek után fotózkodtunk egy keveset, majd a
búcsúlakoma felé vettük az irányt.

A magyar küldöttség, a csapattagok már éremmel a nyakukban. A hátsó sorban balról

jobbra: Elekes Dorottya, Wiener Anna, Nguyen Kim Dorka, Keresztély Zsófia, Klász Viktória,

Szabó Kornél. Az első sorban balról jobbra: Csahók Tímea, Kiss Melinda, Baran Zsuzsa,

Záhorský Ákos .

 A vacsora után az elmaradhatatlan záróbuli következett. Legnagyobb meglepetésünkre
megérkezésünkkor, egy régi téli táboros ismerősünket, Aanyát láttuk mikrofonnal a
kezében, ahogy eszméletlen énekhangjával a hatalmas közönség előtt felrobbantja a
színpadot. A hangulat hihetetlen jó volt, de sajnos viszonylag hamar vége lett a bulinak.
Utána grúz és indiai táncot tanultunk, illetve magyar néptáncot tanítottunk néhány
érdeklődő barátunknak.
A közös bulizás után április 17-én éjjel fél 2-kor, hosszas, szomorú búcsúzkodás után
indult a buszunk a Kutaisi repülőtérre... A buszút bonyodalmait is leküzdve másnap
korán reggel visszaérkeztünk a Liszt Ferenc Repülőtérre.

Az EGMO-ra felkészülést idén is sokan támogatták, a Gondolkodás Öröme Alapítvány,
a Bolyai János Matematikai Társulat és a Rényi Intézet.

A jövő évi verseny Koszovóban lesz 2025 áprilisában. A válogatási folyamat és a
felkészítő program részleteiért a https://cms.renyi.hu/olimpiak/ oldal EGMO fülét már
érdemes figyelni :-).

Bátran jelentkezzen minden olyan középiskolás lány, akit érdekelne a versenyen való
részvétel lehetősége, vagy csak szeretne több időt tölteni komolyabb
matematikafeladatok megoldásával.

Kiss Melinda Flóra, Baran Zsuzsa
az EGMO felkészítő csapat nevében
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IMO 2024, Bath, Anglia – és az oda vezető út

A 65. Nemzetközi Matematikai Diákolimpiát Angliában, Bath városában rendezték. Aki
az olimpia történetét nyomon követi, emlékezhet, hogy 2019-ben is ugyanitt volt a
verseny. Az ideire korábban Ukrajna jelentkezett, 2022-ben kellett keresni helyettest.
Tekintve az olimpiai szervezés költséges és sok munkát igénylő feladatát, két év bizony
kissé szűkös ehhez; más jelentkező nem lévén, újra az angolok vállalták a rendezést.
Ebben nagy szerepet játszott, hogy az [XTX] Market cég vállalta a szponzorálást. Az
alábbiakban áttekintjük a felkészülést, majd következik az olimpiai beszámoló.

A covid éveiben az online térbe vonult szakkör most is hibrid formában üzemelt egész
évben. Sokan személyesen beültek Budapesten a Fazekas gimnázium 127/a termébe,
mások pedig online csatlakoztak, zoom platformon. A szakköri munkában két vendég
volt, Kós Géza a Csebisev-polinomokról tartott foglalkozást, az Indiából érkezett Anant
Mudgal pedig a mozgó pontok módszeréhez tartott bevezető foglalkozást. Magán az
olimpián szükség van a teljes rugalmasságra; amit kitűznek, azt kell megoldani, ezért a
szakkörökön is törekedtünk a feladatsorok összeállításánál a sokszínűségre. Ennek
ellenpontjaként az olimpiai iskola foglalkozásain szombaton délelőttönként tematikusan
összeállított anyagok voltak.

Mi is az az „olimpiai iskola”? Egy lelkes fiatalokból álló csapat, akik igazán
szívügyüknek érzik a matematikai tehetséggondozásnak ezt a területét, elhatározta, hogy
új felkészítő alkalmakat hirdet. A foglalkozások háromórásak és általában egy területre
koncentrálnak. Az alaposabb megértés, elsajátítás érdekében otthon kidolgozandó,
beadható feladatsorok is kísérik a munkát. Hálás köszönet mindazoknak, akik tisztán
lelkesedésből idejüket rászánták és tapasztalatukat, tudásukat igyekeztek átadni a
feltörekvő generációknak. Reméljük, minél több diák él majd ezzel a lehetőséggel. A
foglalkozások vezetői és témái: Hujter Bálint – gráfok, színezések; Kovács Benedek –
teljes indukció; Molnár-Szabó Vilmos – körre vonatkozó hatvány, szögszámolás;
Borbényi Márton – számelmélet 1; Kós Géza – egyenlőtlenségek; Imolay András –
projektív geometria; Kovács Benedek – számelmélet 2; Kocsis Anett – LTE-lemma és
alkalmazásai, Kovács Benedek – fűggvényegyenletek.. Márciusban az egyik hosszú
hétvégén kétnapos felkészítés volt kombinatorikából, ezt Nagy Kartal, Nádor Benedek
és Imolay András tartották.

Az olimpiai csapatba kerüléshez gyűjteni kell a kvalifikációs pontokat. Ennek rendszere
részletesen olvasható az olimpiai felkészítés hivatalos honlapján, amelyet Kovács
Benedek doktorandusz gondoz, ez úton is köszönet alapos munkájáért. Kvalifikációs
pontot érhet a KöMaL pontversenyében elért jó eredmény, a Kürschák-versenyen való
jó szereplés, majd a négy válogatóversenyen a feladatok minél sikeresebb megoldása.
Az elsőt az EGMO vezetősége szervezi, ezt az ország több pontján is meg lehet írni. A
második a Surányi János emlékverseny, ezt idén Budapesten a Matematikai
Kutatóintézet Nagytermében, továbbá Szegeden, Debrecenben és Miskolcon lehetett
megírni. Köszönjük a helyi szervezők segítségét, önzetlen munkáját.

Tavaly – két év kimaradás után – újra indult és idén is megrendezésre került az angol–
magyar olimpiai edzőtábor. A kvalifikációs táblázat élmezőnye, 20 magyar diák kapott
meghívást, akik együtt matekozhattak a Nagy-Britanniából érkezett 20 diákkal. Minden
előadás és feladatmegoldó foglalkozás angolul zajlott. Ezúton is köszönjük Freud
Róbert, Moussong Gábor, Hujter Bálint, Kós Géza, Frenkel Péter, Gyenes Zoltán és
Dobos Sándor előadásait. A táborozók a Művészetek Palotájában megnézték az Állami
Népi Együttes „Csodaváró Betlehemes” című produkcióját. A sok matekozás mellett
lehetett pingpongozni, társasozni. A tábor házigazdája Kovács Benedek volt, munkáját
segítette Baran Zsuzsa, Kiss Melinda, Kocsis Anett (az EGMO-csapat vezetői).

Az addigi eredmények alapján kiválasztott négyfős csapat képviselte hazánkat a
Romanian Master of Mathematics versenyen, erről részletesebb beszámoló olvasható az
Érintőben. A tavaszi versenyszezonban szépen szerepeltek a lányok az EGMO-n
Grúziában (ebben a számunkban olvasható, itt), majd április 24-én és 25-én következett
az utolsó, harmadik és negyedik válogatóverseny. Ezeken már csak a kvalifikációs
eredménylista élmezőnye, a legjobb 24 diák vehet részt. A verseny után kialakultak a
csapatok, a nevek utáni szám az évfolyamot jelzi:

IMO Bodor Mátyás 10, Czanik Pál 11, Simon László Bence 12, Szakács Ábel 10,
Tarján Bernát 12; Varga Boldizsár 11.

MEMO Holló Martin 10, Keresztély Zsófia 11, Kovács Benedek 11, Molnár István 11,
Prohászka Bulcsú 10, Vígh Zalán 10.

 

Iskolák szerint Zalán a szegedi Radnótiból, István a miskolci Földesből, Berci és
Boldizsár a budapesti Veres Péterből, Mátyás a csíkszeredai Márton Áronból, Zsófi a
budapesti Szent Istvánból érkezett, a többiek a budapesti Fazekasból.

Májusban az írásbeli érettségik után egyhetes edzőtábor következett. Ennek egy-egy
napját a következők vezették: Borbényi Márton, Frenkel Péter, Terpai Tamás, Dobos
Sándor és Kovács Benedek. Az érettségi rendszer visszaállt a megszokott rendszerbe, a
szóbelik előtt közvetlenül újabb felkészítő hetet szerveztünk. Ennek tanárai a napok
sorrendjében: Matolcsi Dávid, Hraskó András, Dobos Sándor, Harangi Viktor és Gyenes
Zoltán. Mindannyiuk munkájáért hálás köszönet.

A dombóvári edzőtáborba a MEMO-csapatból ketten jöttek, a többiek Kínában voltak
három hetes pekingi matematikai tréningen. Mivel a velünk „társbérletben” rendezett
KöMaL-os fizikatáborba kicsit kevesebben jelentkeztek, ezért a kilencedikes
évfolyamból is többen meghívást kaptak a matekos táborozók közé. Kiss Géza és Dobos
Sándor irányították a délelőtti programot, ezen a diákok két korcsoport szerint vettek
részt. A délutáni feladatmegoldó szemináriumokat Kovács Benedek és Gáspár Attila
vezették, ezen a táborozók együtt voltak. Köszönjük a MATFUND Alapítvány részéről
Salamon Mária sok munkáját, aki a tábort lehetővé tevő pályázat megírásán és a tábor
teljes szervezésén, lebonyolításán fáradozott. Főhadiszállásunk most is az Európa Hotel
volt, ennek kánikulában is viszonylag hűvös, alagsori termeiben tarthattuk a
foglalkozásokat. Esténként sötétedésig ment a foci, de lehetett pingpongozni, biliárdozni
és csocsózni is. A tábor zárónapján a gunarasi strandon töltötte a délutánt a csapat, az
esti tábortűznél sokáig énekeltünk gitárszóval, körtemuzsikával. Az IMO-ra utazóktól
sok sikert kívánva, a fiatalabbaktól pedig a jövő évi viszontlátás reményében
búcsúztunk.

Július 14-én a repülőtéren gyülekezett a csapat, csoportkép, ölelés a szülőknek, a
poggyászok feladása és már mentünk is a géphez. Az utazás rendben ment, az angliai
autópálya-felújítások miatt a Gatwickből Bathba vezető út jóval hosszabb volt, de
vacsorára már megérkeztünk. Az egyetemi kampusz kollégiumában egyágyas
szobákban helyeztek el bennünket, szerencsére egy kupacban voltunk, a folyosónkon
egy közös konyhával, benne pici társalgóval. Találkoztunk a többi csapattal,
köszöntöttük az angolokat, az SIMC verseny cserekapcsolatából ismerős szingapúri
diákokat.

Balról jobbra Bodor Mátyás, Tarján Bernát, Szakács Ábel, Varga Boldizsár, Czanik Pál (Marvinnal

a kezében) és Simon László integet.

Másnap a városban egy színházteremben volt a megnyitó, ezt egy ukrán néptáncegyüttes
indította, majd házigazdaként Geoff Smith főszervező köszöntője következett. Geoff 25
éve kapcsolódott be az olimpiai felkészítésbe, az angol–magyar tábor ötletét is ő vetette
fel, sok-sok éven át ő hozta a téli táborba a brit brigádot. Köszöntő beszédében kiemelte,
hogy jelenleg a világban sok feszültség van, ezeket félretéve, közös ügyünkre, a matekra
koncentrálva töltsük együtt békében az IMO napjait. A csapatok zászlós felvonulását
követően az olimpiát irányító testület, a Board titkára és elnöke szólt röviden. Kirsten a
hat matematika példa mellé egy hetedik feladatot is kitűzött, arra buzdított, hogy a
versenyt követően a diákok beszélgessenek, barátkozzanak. Gregor arról beszélt,
hatalmas forradalom zajlik a háttérben, talán lassan az AI is felnő az olimpiai feladatok
megoldásához. Erre konkrét kísérletek vannak, a fejlesztőknek kitűzött komoly díjakkal.

A helyszín kiválasztása nagyon szerencsés volt. A szállás, étkezés és a verseny is egy
helyen volt, hozzánk pedig nagyon közel egy gyönyörű angol város várta a látogatókat.
A verseny lebonyolításán sokan fáradoztak, az invigilator csapat egyik motorja Hraskó
András volt. A 609 versenyző leültetése, a papírok, feladatsorok hibátlan bekészítése, a
felügyelet, majd a kb 14 000 oldal szkennelése, fénymásolása, szortírozása nagy
odafigyelést és sok ember összehangolt munkáját igényli. Tegyük hozzá, hogy mindenki
az anyanyelvét használhatja, képzeljük el a kézírások hihetetlen sokszínűségét,
kavalkádját.

A diákok a versenyt követő napon Oxfordba mentek, előadást tartott nekik James
Maynard, Fields-érmes matematikus. Analitikus, nemelemi számelméleti problémákról
beszélt, a versenyzők nagyon érdekesnek találták. Az előadás után egy kellemes
városnézés következett. Amíg a csapat vezetői a koordinálás második napjának
feladatait végezték, a fiúk Stonehenge-be látogattak.

Balról napszemüvegben Karlócai Orsolya, hajóskapitányi sapkájában Kós Hajnalka, piros pólóban

Juhász Péter, a háttérben Stonehenge.

Este kosztümös idegenvezetővel Ghost Comedy Tour sétán vehettek részt. A vezető
igazi krimibe illő hangulatot teremtett, kísértetekről, rejtélyekről mesélt. Az egyik
pihenőnapon a diákok bevásároltak az egyetemi campus boltjában, és együtt kezdtek
főzni. Alapanyagok, serpenyő, fűszerek s a hat fiú nekilátott a hagymaszeletelésnek, a
hússütésnek. Mondhatom jól sikerült, a kollégiumi diákszállás konyhája által biztosított
lehetőségeken belül kihozták a maximumot, a népes magyar delegáció minden tagját
megvendégelték a saját készítésű ennivalóval. Tortillába tekert zöldségek, sült hús,
finom szósz, ez igen!

A szervezők a kampuszon további előadásokkal kedveskedtek a diákoknak: Grant
Sanderson, a 3Blue1Brown youtube-csatorna megálmodója, létrehozója és gazdája,
olyan síkgeometriai feladatokkal készült, amelyek megoldásához térgeometria
használható, ezekhez gazdag illusztrációkat, animációkat mutatott. Ha az olvasó nem
ismerné, érdemes rákeresni az említett oldalra, kiváló magyarázatokkal és remek
animációkkal mutatja be a feladatok megoldását. Maryna Viazovska Fields-érmes
matematikus matematikáról, matematikusokról szóló kedvenc filmjeiről beszélt, Simon
Singh könyveit mutatta be. Daniel Tammet előadó többek közt arról híres, hogy a π első
22514 tizedesjegyét fejből tudja sorban. Mesélt a számokhoz, színekhez köthető
asszociációs technikáiról. A Fields-érmesek sorát Terence Tao zárta, az AI lehetőségeit
boncolgatta a matematikában.

A tavalyi olimpiai beszámolóban már szerepelt, hogy 2027-ben nálunk lesz az olimpia.
Ennek hatását már idén éreztük, népes magyar delegáció jött. A vezetőkkel tartott
Juhász Péter, Karlócai Orsolya, Kós Rita, a diákokkal Kabos Eszter, Kiss Melinda és
Hujter Bálint. Koordinátorként közreműködött két korábbi olimpikonunk, Beke Csongor
és Szabó Kornél. A szlovák csapatvezető-helyettes a Fazekasban érettségizett, szintén
korábbi olimpikon Záhorský Ákos volt. Finn állampolgárságával és az ottani
válogatókon való jó szereplésével a finn csapatba kvalifikálta magát Nádor Artúr. Jankó
Zsuzsanna önkéntes segítőnek jelentkezett, a ceremóniák lebonyolításában és az
invigilatorok munkájában vett részt. Kós Géza a Board választott tagja, a
problémakiválasztó bizottság tagja, a versenyen a második feladat koordinátorainak
vezetője volt. Kunszenti-Kovács Dávid, a norvég csapat vezetőjeként és a Board
tagjaként vett részt. Ő korábban maga is diákolimpikon volt, és a 2022-es olimpia
szervezője, gazdag tapasztalata és segítsége nagy kincs a három év múlva esedékes
hazai szervezésű IMO-hoz.  A Kós családból Hajni is jött, bájos hajóskapitányi
sapkájában segítette a zsűriüléseket, hozta-vitte a mikrofont.

Karlócai Orsolya, Kós Rita, Kós Géza, Juhász Péter, Kunszenti-Kovács Dávid és Harangi Viktor

ünneplik a magyar csapat sikeres szereplését.

A népes magyar küldöttség

A feladatlap és a részletes eredmények is megtalálhatók az olimpia hivatalos honlapján.
A KöMaL szeptemberi számában olvasható Harangi Viktortól, a magyar csapat
vezetőjétől a hivatalos beszámoló. A magyar csapatból Simon László Bence és Szakács
Ábel (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium)
aranyérmet szerzett, Czanik Pál (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola
és Gimnázium), Bodor Mátyás (csíkszeredai Márton Áron Főgimnázium), és Varga
Boldizsár (békásmegyeri Veres Péter Gimnázium) ezüstérmet, Tarján
Bernát (békásmegyeri Veres Péter Gimnázium) bronzérmet, ezzel a csapat 8. lett!!! A
mondat végi három felkiáltójel azt jelzi, ez igen szép eredmény, ennél jobb legutóbb
2004-ben született. Lacit a 609 versenyzőből csupán négyen előzték meg!  Az idei
évben az éremhatárok a következő pontszámokhoz kerültek: 16-tól bronz, 22-től ezüst,
29-től aranyérmet lehetett kapni. Az érdeklődők itt láthatják az olimpiai
versenypéldákat. Nagyon szép eredmény, hogy az igen nehéznek bizonyult 3-as
feladatot Laci és Berci is megoldotta. Az 5-ös feladat kapcsán komoly viták bontakoztak
ki, szokatlanságával nagyon sok versenyzőt megtréfált. Ahogy a sportolóknál is, a matek
olimpián is rengeteg tényező számít, minden alkalommal az adott feladatokon, az adott
mezőnyben kell minél jobban szerepelni. Az egyéni eredmények részletes elemzése nem
ide tartozik, de megemlíteném, hogy Berci az első versenynapon a megszerezhető 21
pontból 20-at kapott, ami kimagaslóan szuper eredmény. A második napon jött az
izgulás, és a fránya 5-ös példa. Ahogy az életben is, egyszer jobban, egyszer kevésbé jön
ki a lépés. A diákolimpián elért jó eredmény örvendetes, de legalább ilyen fontos és
hasznos dolog, hogy az olimpiára való felkészüléssel sok magyar diák foglalkozott
intenzíven a matematikával, érezhette a gondolkodás örömét, tapasztalhatta a
matematika szépségét. A cikket végigolvasva látható, sokan segítették a felkészítés
munkáját, még többen állnak a háttérben: a diákokat támogató szülők, iskolai tanáraik, a
Bolyai Társulat munkatársai, egyéb támogató személyek, intézmények, minisztérium.

Jövő évben az IMO Ausztráliában lesz! Hajráááá!

Dobos Sándor, IMO csapatvezető-helyettes

                     

 

IMO 2024 testközelből
 

Nemzetközi Matematikai Diákolimpia, IMO 2024 Bath, Anglia

Fárasztó és felemelő volt berendezni így két egymást követő nap a hatalmas
sportcsarnokot, figyelni, ahogy a világ majd' 100 különböző országából kb. 500 diák
elfoglalja a székeket, és 4 és aztán fél órán át gondolkozik három bitang nehéz
feladaton. Mosolyogni kellett rájuk, vinni vizet vagy papírt, mi kellett, okosan rendezni,
hogyan menjenek a mosdóba, hogy ne legyen stikli, fogadni és elküldeni kérdéseiket a
példák pontos megértésével kapcsolatban, amelyekre – másutt – egy nemzetközi csapat
válaszolt. A teremben megszólalásra praktikusan nincs lehetőség, mert nem lehet egyik
nyelven beszélő diákot sem hátrányba vagy előnybe hozni vagy zavarni. A gyerekek
színes kártyák felmutatásával kérhetik a vizet, a papírt vagy kérhetnek engedélyt
mosdóba menni.

Versenyre készen a berendezett sportcsarnok az észtornához.

Nekünk a neheze a verseny után jön, minden nebuló minden feladatát le kell másolni és
be kell szkennelni, részben feladatok szerint csoportosítani a javítóknak, részben
gyerekek és országok szerint csoportosítani a csapatvezetőknek. Utána berendezni a
termet másnapra.Iszonyú kimerítő ez a kb. 3 napos munka, beleértve a gyors
felkészülést – és ez az egész rendezvénynek csak elenyésző része. A diákok éveken át
készülnek, tanárok éveken át tanítják őket, a nemzetek saját versenyeiken válogatják ki a
csapattagokat és készítik fel a csapatot, a csapatvezetők kommunikálnak a szervezőkkel
és a diákjaikkal, hogy a verseny szó nélkül bonyolódhasson le, az országok lelkes
professzorai, tanárai feladatokat javasolnak, egy agytröszt végiggondolja azokat, és egy
szűkebb listát ad egy bizottságnak, amelynek tagjai kiválaszják a kétszer három példát,
amit minden nyelvre lefordítanak… stb.

A javítás a mi munkánk után azonnal kezdődik, nagyon komoly, lelkes csapat lehet ott
is.

A bathi egyetem rövid idő alatt másodszorra rendezi az olimpiát, most Ukrajna helyett
ugrottak be, de egyik alkalommal sem használtak állami pénzt, szponzorok állták a
versenyt, a szervezés mindenre kiterjedő munkáját.

Pár órája töltöttük fel az utolsó példákat, raktuk be a teherautóba a dolgozatokat és
másolataikat. Fáradtan utazom vissza Londonba, holnap tanítás.

Munka közben a sportcsarnokban néha kimerültnek éreztem magam, de mindig tovább
vitt néhány velem dolgozó ember lelkesedése vagy a gondolat, hogy mennyi más felnőtt
és diák dolgozik vagy dolgozott az olimpiáért.

 

Majdnem kész a szkennelés, a szürke kis négyzetek a hiányzók vagy a hiányok.

Hraskó András
London, Anglia
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Megújult az Ericsson-díj

https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1419-megujult-az-ericsson-dij[2025. 02. 23. 10:27:56]

 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Kós Rita  2024. SZEPTEMBER, HÍREK – ÚJDONSÁGOK

Megújult az Ericsson-díj

A 25 éves múltra visszatekintő Ericsson-díjat 2 év kihagyás után megújult formában
hirdette meg az Ericsson Magyarország. A díjakat a Bolyai János Matematikai Társulat,
az Eötvös Loránd Fizikai Társulat és a KöMaL kiadója, a MATFUND Alapítvány
szakmai támogatásával ítélik oda elhivatott és kiemelkedő pedagógiai tevékenységet
végzett tanároknak.
Az idei évtől matematikát vagy fizikát tanító kollégák mellett digitális kultúrát
(korábban informatikát) tanító tanárok elismerésére is beadható a pályázat.
A pályázatot két kategóriában hirdették meg a korábbiaknak megfelelően: 
 1. Ericsson a tehetségek gondozásáért;
 2. Ericsson a népszerűsítésért.
A tehetséggondozásban kiemelkedők közül tantárgyanként 2 díjat, a népszerűsítésért
kategóriában tantárgyanként 1 díjat osztanak ki.
 
Ezzel nemcsak a tantárgyak palettája bővült, hanem a kiosztott díjak száma is: a korábbi
8 helyett 9-re. A díjjal járó pénzjutalmat  pedig 400 ezer Ft-ról 500 ezer Ft-ra emelték.

Az Ericsson-díj különlegessége, hogy nemcsak középiskolai tanárok, hanem általános
iskolákban tanítók is nevezhetők rá. Fontos változás, hogy a tehetséggondozásért díj
elnyerésének nem feltétele, hogy az ajánlott pedagógus tanítványai országos vagy
nemzetközi versenyeken dobogós vagy dobogó közeli helyezést érjenek el, ugyanakkor
a versenyeztetés továbbra is megmaradt kritériumként.
 
Biztatunk mindenkit, hogy kiváló kollégáikat, volt tanáraikat terjesszék fel az Ericsson-
díj megfelelő kategóriájában.
 
Nevezni online űrlapon keresztül lehetséges, aminek kitöltése szükség esetén
megszakítható, ugyanazt a számítógépet és webböngészőt használva a korábban
megkezdett pályázati űrlap kitöltése később is folytatható a korábban beírt adatok
elvesztése nélkül.
A felterjesztéseket a szervezők 2024. szeptember 15. éjfélig várják. Bővebben
tájékozódhatnak ezen a honlapon: https://www.komal.hu/ericssondij.
További információk kérhetők a matfund@komal.hu címre írva.

 
Kós Rita

 a MATFUND Alapítvány képviselője
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Portré
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AZ INTERJÚ-PORTRÉ MENÜPONT JÓL VAGY KEVÉSBÉ ISMERT MATEMATIKUSOKAT, VAGY OLYAN, EGYKOR

MATEMATIKUSKÉNT VÉGZETTEKET SZERETNE BEMUTATNI, AKIK MA MÁS SZAKMA ELISMERT KÉPVISELŐI,

SPORTOLÓK, MŰVÉSZEK...(ROVATSZERKESZTŐ: PAULOVICS ZOLTÁN.)

Paulovics Zoltán
2024. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ki akar ma
tanítani? – III. rész
Szakácsné Györey Bernadett,
Betti férjével, Lacival egy
matektáborban ismerkedett
össze, majd 2004-ben együtt
végeztek az ELTE-n
matematikusként, utána
augusztusban házasodtak össze,
ma pedig Csepelen élnek négy
fiukkal. Betti 2014 óta a helyi
Jedlik Ányos Gimnázium
matematikatanára, sikeres
versenyfelkészítő, továbbá 2022
óta az ELTE Matematika
Doktori Iskola Didaktika
programjának doktorandusza.
Paulovics Zoltánnal
beszélgettek.

Paulovics Zoltán
2024. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Portré – Bárány
Balázs
Bárány Balázzsal, a BME
Sztochasztika Tanszékének
egyetemi docensével és az
NKFIH Élvonal
Fraktálgeometria és
alkalmazásai kutatócsoport
vezető kutatójával többek között
egy nemrég megjelent könyvről 
és az idei nyári  Európai
Matematikai Kongresszuson
meghívott előadóként tartott
előadásáról beszélgetett
Paulovics Zoltán.
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Ki akar ma tanítani? – III. rész

Örömteli matekozásra teremtve – Szakácsné Györey
Bernadett
Szakácsné Györey Bernadett, Betti férjével, Lacival egy matektáborban ismerkedett
össze, majd 2004-ben együtt végeztek az ELTE-n matematikusként, utána augusztusban
házasodtak össze, ma pedig Csepelen élnek négy fiukkal. Betti 2014 óta a helyi Jedlik
Ányos Gimnázium matematikatanára, sikeres versenyfelkészítő, továbbá 2022 óta az
ELTE Matematika Doktori Iskola Didaktika programjának doktorandusza. 

Miért pont a matematika?

Az én életemben ez eléggé determinálva volt. A matekos adottság korán
megmutatkozik, mellettem pedig ott volt a matektanár anyukám, aki örömmel
foglalkozott velem, ellátott fejtörőkkel. Ötödikben elkezdtem versenyekre járni, ahol
megerősítést és élményeket szereztem. A többnapos döntők egy matekos közeget is
biztosítottak, ahol jól éreztem magam. Aztán jött a specmatek, KöMaL, szakkörök,
táborok, egyetem… Szerettem gondolkodni, a körülmények pedig tökéletesek voltak
ahhoz, hogy matekos irányba induljak. Magyarországon nagyon szerencsés helyzetben
vannak a matematika iránt érdeklődő gyerekek, ez már az én iskolás koromban is így
volt.

A matematikusi vagy a matektanári pálya kezdett vonzani?

Már gimnazistaként is tartottam egy kis szakkört alsóbb évfolyamosoknak, a
barátnőmnek is szoktam magyarázni. És valójában folyamatosan matekórán ültem, ha
otthon voltam: a kétszobás kis panellakásunkban édesanyám a konyhában tartott
magánórákat, így, ha valami harapnivalóhoz szerettem volna hozzájutni, akkor át kellett
vergődnöm egy matekórán, majd a szobámból is tökéletesen hallottam mindent. Anya
pedig állandóan tanított. Tehát édesanyám példája és a megtapasztalt matekos örömök
révén először matematikatanárnak készültem, de tizenegyedikben voltam egy nyílt
napon az ELTE-n, és akkor felismertem, hogy van olyan hely, ahol még többet lehet
matekozni. Így matematikus szakra mentem, de a tanítás gondolatát nem vetettem el.
Minden tanári szakos tárgyat elvégeztem matematikus hallgatóként, amit csak lehetett.

És végül tanár lettél.

Az elméleti matematika doktori iskola hallgatói voltunk a férjemmel, amikor
megszületett az első gyermekünk, Domi. A doktori folytatása akkor soknak, de a tanári
kiegészítő szak megfelelő intenzitásúnak tűnt, így amíg az első három fiunkkal otthon
voltam, addig elvégeztem a tanári kiegészítő szakot. Nem sokkal Beni – a harmadik
gyermekünk – ovikezdése után egyszer csak csörrent a telefon: a férjem, Laci
középiskolai matematikatanára hívott, hogy nem vállalnék-e egy félállást a Jedlikben.
Vállaltam. Tehát a matek is és a tanítás is maguktól kopogtattak be az életembe –
beengedtem őket, barátságot kötöttünk.

Minden efelé mutatott, ezen az úton támogatott, és gondolom az is megtartott ebben,
hogy Laci is matematikus.

 Igen. Tizenegyedik után ismertük meg egymást egy matektáborban.

Melyik táborban?

A Hármashatár-hegyen tartott Montágh Balázs, Kós Géza és Hraskó András egy nyári
tábort, ahova az OKTV eredményeink alapján hívtak meg minket. Családias hangulatú
volt: pár szervező, tizenkét fiú és én. Itt ismerkedtünk meg, majd hamarosan egy párt
alkottunk. Örömmel vártuk, hogy majd évfolyamtársak legyünk matematikus szakon.

És így is lett.

Igen. Én a Bolyai Kollégiumban laktam, Laci pedig külsős tag volt ugyanitt. A
vizsgaidőszakban reggeltől estig ott volt, együtt tanultunk.

Egymás mellett tanultatok, vagy tényleg együtt? Avagy: hatékony volt?

Tényleg együtt. Még a matekon belül is hasonló az érdeklődési területünk, de a
tanulásunk folyamatában van különbség. Én minden apró részlet átgondolása után
alakítok ki egy átfogó képet, apró lépésenként haladok, Laci pedig inkább fordítva, egy
átfogó kép kialakítása után mélyül el a részletekben. Tanuláskor ez hasznos volt,
kiegészítettük egymást.

Hamar eldőlt, hogy a kombinatorika felé orientálódtok?

Matematikus szakon gyorsan, töményen ismerkedhettünk meg a matematika különböző
területeivel. Ilyen tempó mellett jól láthatóvá válik, hogy milyen jellegű gondolkodás
illeszkedik teljes természetességgel a mi gondolkodásunkhoz, és mire kell „rábeszélni”
az elménket. A gondolkodásom önmagában is inkább diszkrét matekos, de ezt az irányt
megerősítette sok – előadóként is – nagyszerű matematikus, akitől diszkrét matematikát
hallgathattunk.
Nem volt kérdéses, amikor negyedéven sávokat (akkoriban ez volt a szóhasználat)
kellett választanunk, hogy a diszkrét matematikát mindketten felvesszük. Én főként
diszkrét geometriát, Laci főként statisztikát tanult emellett.
Ötödévben kezdtük a gyakorlatvezetést: az Elekes tanár úr véges matematika
előadásához tartozó három gyakorlatból egyet-egyet mi tartottunk. Kedves emlékeink
vannak erről az időszakról, a Tanár Úr az esküvőnkön is ott volt.
Így vezetett az utunk a Számítógéptudományi Tanszékre, ott lettünk doktoranduszok.

Többek között Ujházy Marcit, a sorozat előző interjúalanyát is Laci tanította.

Gondolom nem integráljelek voltak az esküvői tortátokon, hanem mondjuk Gauss-féle
binomiális-együtthatók .

Egyik sem, de nagyon jól sikerült az esküvőnk. A közös barátaink főként
matematikusok voltak, így a matematika nem a tortán, hanem a vendégseregben
képviseltette magát.

És hogyan zajlott az otthoni tehetséggondozás?

Szerettük volna legjobb tudásunk szerint támogatni a  gyerekeinket, bármi iránt is
érdeklődnek. Persze sejtettük, hogy lesz bennük nyitottság a matematikára, felkínáltunk
nekik gondolkodnivalókat. Igyekeztünk, hogy találkozzanak olyan tevékenységekkel,
amire fogékonyak, amiben örömüket lelik, de nem szerettünk volna semmit erőltetni. A
gondolkodós tevékenységek közül is más-más ragadta meg őket. Örültünk a
sokszínűségüknek – jó, hogy meglett mindenkinek a saját területe, amiben ő a
legügyesebb, legjártasabb a családban.

Ábelnél már pici korában látszott, hogy a számok, a matematika varázsolja el. Ez az
ovis rajzain is megmutatkozott, és a mondandójának is általában matekos tartalma volt.

Hogyan kezelték ezt az óvodában?

Oviban is, iskolában is természetesen, kedves humorral fogadták Ábel elhivatottságát.
Akadnak aranyos emlékeink. Egyszer például az óvodába érkezve az óvó bácsi azzal
fogadott minket, hogy szeretne elnézést kérni tőlünk. Elmesélte, hogy Ábellel hetesével
számolást játszottak (Ábel mondta a számokat, az óvó bácsi hallgatta), ő
lelkiismeretesen figyelte, nem vét-e hibát Ábel, de hétszáznál már nagyon elfáradt, és
megkérte Ábelt, hogy máskor folytassák, lefújta a játékot.

Most hogyan viszonyulnak a matekhoz?

Domi érdeklődése a legszerteágazóbb, általa mi is új vizekre eveztünk. Piciként a
könyvek, mesék, a színház foglalkoztatták, majd rajzversenyeken szerzett díjakat.
Mindig látszódott a biztos, tiszta logikája, de a matematikához csak később kapott
kedvet. Talán szerepet játszott ebben az, hogy a versenyek – szemben Ábellel –
valósággal sokkolták. Magunk sem tudjuk, pontosan mi segítette ehhez hozzá, de
hatodikban áttört ez a gát, felszabadult a versenyeken, önbizalmat szerzett. Innentől
többet matekozott, táborokba járt. Domi logikájának másik megnyilvánulása a nyelvek
szeretete, ez mindig domináns volt számára (az angol és német mellett máig örömmel
latinozik, a magyar nyelvtant is különösen szereti). A társadalomtudományok és a
gazdaság jó ideje foglalkoztatják – most tizenkettedikes, a Corvinusra jelentkezik.
Reméljük, hogy ezen a területen a matekos és más irányú adottságait is tudja majd
kamatoztatni.

Ábel tizenegyedikes, kezdetektől nagy és határozott léptekkel a matematika felé vette az
irányt. Rendkívül elhivatott, állandóan – itthon, útközben… – gondolkozik valamilyan
problémán. Szakmailag fantasztikus a háttere ahhoz, hogy a matekozásba fektetett idő és
energia által a leghatékonyabban fejlődjön. A specmat alapóráin felül szinte minden
délután szakkörön vesz részt (szuper szakkör, olimpiai szakkör, olimpiai iskola…),
számos nagyszerű tanártól tanulhat, illetve külön matekozik egy volt
évfolyamtársunkkal, Terpai Tamással. Emellett egymást érik a táborok, versenyek,
nemzetközi megmérettetések, ahol rengeteg élményt és megerősítést szerezhet. Nagyon
jó látni, hogy amiben örömét leli, abban ilyen sikeres és egy szép pálya körvonalazódik
ki előtte. (Legutóbb az idei Nemzetközi Matematikai Diákolimpián szerzett aranyérmet.
A szerk.)

Beni nyolcadikos, társasági ember, nem híve a sarokban matekozásnak. Talán ez is
hozzájárult, hogy a gondolkodás szeretete számára a sakkozásban csúcsosodott ki,
illetve rutinos társasjátékos. Mindig barátságban volt a matematikával, de a
szabadidejéből onnantól kezdett csak többet áldozni rá, hogy részt vett a MaMuT
táborban, ahol nagyon jól érezte magát. Azóta egy táboros barátjával járnak Pósa
Lajoshoz matekozni, társasozni, jár a hétvégi táborokba – nagyon motiválóak ezek az
alkalmak számára. Beninek a matek is társas tevékenységként az igazi.

Pici Gellértünk hét éves, másodikos. Jár sakkozni, szöveges kis fejtörőket is nézegettünk
már vele, ha kedve támad, ügyesen megoldja az egyszemélyes játékok (SmartGames,
ThinkFun) feladványait, de őt legjobban egyértelműen a társasjátékozás varázsolja el.
Lelkesen hallgatja (akár órákon keresztül), tökéletesen megérti, megjegyzi a
legösszetettebb szabályrendszereket, majd remekül kombinál, áttekinti a lehetőségeit a
játék alatt – valójában matekozik. Kedvelt játékai között van a Mars terraformálása,
Terra Mystica, Anachrony… Egy aprócska heavy gamer.

A négy Szakács-fiú

És szívesen matekozik – a szó szűkebb, iskolai értelmében?

Igen, nagyon jól megy neki, és ami ebben a korban (is) különösen fontos, hogy nagyon
szereti a tanítónéniket, a tudománya forrásait. És persze hall itthon mindenféle szavakat,
amelyekre érdeklődően rákérdez. Az alábbi, egy esti elalvásra tett kísérlet során
elhangzó beszélgetés példázza ezeket az eseteket.
– Mi az a skatulyaelv? – vetette fel Gellért.
– Ha három macit szeretnél betenni két dobozba, akkor valamelyikben több maci is lesz.
Bár adtam már életemben alaposabb választ is erre a kérdésre, akkor figyelembe véve,
hogy egy alvásra szánt elsőssel vitattuk meg a problémát, tartózkodtam az általános eset
említésétől.
– Csak macikra és dobozokra vonatkozik? – világított rá a beszélgetőpartnerem, hogy
érzékelhetően elnagyoltam a magyarázatot.
Beismertem, hogy a körülményekre való tekintettel lecsíptem a pontos válaszból, majd
közös megegyezéssel elhalasztottuk a skatulyaelv alaposabb, macikon és dobozokon
túlmutató átbeszélését.
Ideiglenes elcsendesedésünket aztán egy újabb tisztázandó kérdés szakította meg:
– Van még szó, amit nem tanítottál még meg?
Megrémített a gondolat, milyen következménnyel bírhat a pihenésünkre nézve egy
igazán őszinte válasz. Végül abban maradtunk, hogy „akad”, de azokról majd másnaptól
kezdve beszélgetünk.

Betti Gellérttel

Persze ilyen gének, családi közeg és neveltetés mellett nem is kellene csodálkozni a
gyerekek érdeklődésén. A családotok életében megjelenő matematika és a sakk már
szóba került, de még nem kérdeztem a zenéről. Te zongoráztál, ugye?

Igen, zongoráztam, fuvoláztam, illetve egyetemistaként orgonáltam. Mindhárom
nagyobb fiunk járt zeneiskolába (Domi és Beni zongorázott, Ábel gitározott), de már
abbahagyták. Úgy gondolom, értékes idő volt ez számukra, de végül jelentősen kisebb
teret nyert az életükben a zene, mint anno az enyémben. Gellért pedig tavaly ügyes kis
furulyás volt, most klarinétozni kezd, és már kiszemelte magának a szaxofont. Régebben
még álmodoztam családi zenekarról, de – reálisan nézve – legfeljebb duó lesz belőle.

Visszakanyarodva, végül mindketten abszolváltatok, de nem fejeztétek be a dokori
képzést: Laci programozó lett, te pedig nyolc évig otthon voltál a gyerekekkel és közben
tanári diplomát szereztél. Illetve zajlott az otthoni tehetséggondozás.

Mindketten abszolváltunk, de mivel a kis családunk – nagy örömünkre – gyorsan
gyarapodott (Domi, Ábel és Beni még a húszas éveinkben születtek), elsodródtunk a
kutatástól.
Laci programoz, statisztikai elemzéseket csinál. Talál benne megfelelő szellemi kihívást,
egzisztenciális szempontból megfelelő, és jól tud élni a rugalmas időbeosztással is –
elégedett a munkájával. Talán én sajnáltam jobban, hogy végül mindketten
elkanyarodtunk az elméleti kutatástól.

Mert te igent mondtál a félállásra a Jedlikben.

Igen, ez volt 2014-ben. Három évig tanítottam Gellért születése előtt, majd három évig
ismét otthon voltam. Most kezdem az ötödik tanévemet a visszatérésem óta. Jelenleg a
tehetséggondozó nyolcosztályos képzésünk hetedik és kilencedik évfolyamának tanítom
a két-két csoportját.

Az alsó kivételével – az iskolában sokan csak tőled tanulnak matematikát. Nagyon
meghatározó, hogy mit látnak, hogyan csiszolod a gondolkodásukat. Milyen tanár vagy?

Kivételes helyzetben lévő.

Ezt hogy érted?

Magam számára ideális helyzetben vagyok. A nyolcosztályos osztályok nagyon
aranyosak: megérkezik hozzánk harminc-egynéhány pici ötödikes, akik túl vannak a
felvételin, nagy siker és büszkeség számukra, hogy sokszoros túljelentkezés mellett
bekerültek a harmincfős osztályba. Lelkesek, támogató háttérrel és jó képességekkel,
általában a továbbiakban is kitartó munkamorállal… És ráadásul nem is tagozatosok.

Azt hittem, szívesen tanítanál tagozaton.

Annak is meglenne a maga szépsége, de jelenleg nem szívesen váltanék. A
nyolcosztályos osztályokban lehetőségem van arra, hogy az adott csoport aktuális
igényei szerint jussunk el a gondolkodás, a felfedezés öröméig. A nyolcosztályosokkal
hatékonyan lehet dolgozni, így az elsajátítandó tananyag megtanulása mellett jut időnk
felfedezni. Mivel nem kimondottan matematika irányultságú osztályokat tanítok, az
állandó hatékonyság kényszere sem korlátoz minket (se speciális tananyag, se matekos
teljesítményorientáltság) – békésen elidőzhetünk annál a kérdésnél, ami épp legjobban
megragadja a diákokat. A kapcsolódó érdekes, megfontolható gondolatokra igyekszem
rámutatni, és próbálom ösztönözni a gyerekeket, hogy csoportosan elmélkedjünk egy-
egy kérdésen, vagy visszatérjünk egy korábbi problémához, ha valakit foglalkoztatott a
felvetése óta. Ilyen körülmények között talán az is jobban felszínre tud jönni, ki miben
ügyesebb a matekon belül – fontosnak tartom az egészséges önbizalom építését is. Az
önbizalom építése és a gondolkodás örömének megtapasztalása által igyekszem
fenntartani, növelni a diákok nyitottságát a matek, a gondolkodás iránt.
Olyan diákokkal és olyan körülmények között dolgozom, ahol persze nem mindig
minden ideális, de a fentiek megvalósításának van realitása – ezt neveztem kivételes
helyzetnek.

És tartasz még szakköröket is?

Igen, a versenyfelkészítés mellett ott további izgalmakat, érdekességeket fedezhetünk fel
együtt. Absztrakció terén is általában picit előrébb járunk, mint a tanórákon.

Mondasz egy példát?

Egy Rubik-kockával foglalkozó szakkörön például leírtuk permutációkként a 2×2×2-es
kocka forgatásait, és néhány alap algoritmust „papíron” ellenőriztünk, permutációkat
szoroztunk. Ejtettünk néhány szót arról is, hogyan használhatják ezt a formalizmust a
programozásban jártasabbak kocka-algoritmusok kitalálására. Ez a foglalkozás a
„kocka-érában” történt: az iskolának felajánlottak sok – több osztálynyi – használt,
3×3×3-as Rubik-kockát, tanórán megtanultunk egy alap kirakást, és így
„kockafertőzötten” jöhetett a „kocka-matematika”. Nagy sikere szokott még lenni a SET
játéknak is, ahhoz kapcsolódóan is érdekes kombinatorikus kérdésekről lehet
gondolkodni.

A legutóbbi osztálykiránduláson kockázva pihen néhány gyerek.

A gyerekek mindig sokat kérdeznek, és persze nekem is van egy-két kapcsolódó
gondolat a fejemben, így nem tudunk mindennek a végére járni. A legfontosabbnak azt
tartom, hogy amivel foglalkozunk, azt tényleg megemésszük. Rendszerint az egyéni
okosodáson túl közösségi élményt is nyújtanak a szakkörök, egy kis matekos
közösséggé válunk.

A matematika mint közösségteremtő és -formáló erő? Tanárként mi ebben a szereped?
Hogyan alakítod, segíted ezt a folyamatot?

Fontosnak érzem, hogy a matek iránt elkötelezett diákok valamilyen matekos közeghez
kapcsolódjanak. Jó, ha van lehetőségük megosztani a gondolataikat, meghallgatni,
megvitatni mások ötleteit. Ha a matematika közösségformáló, akkor az a matekozás
örömére tereli a hangsúlyt. A versenyek nagyon motiválóak, élményeket, célokat és
visszajelzést adnak, de azzal is fenyegetnek, hogy túlzott versenyszellem alakul ki. Ha a
közös matekozás élménye dominánsabb, akkor talán a többiek a sikerért harcolva sem
ellenfelek, hanem versenytársak lesznek a diákok számára. Felejthetetlen élmény
számomra, mikor egy Zrínyi verseny eredményhirdetése után a jelen lévő, szintén
díjazott osztálytársai magasba emelték a Zrínyi-győztesünket. Szuper kis csapatokat
taníthatok!

A duplaórás szakköreim számomra is a hetek pici ünnepei. Okos, egymásra figyelő
szakköröseim vannak, színes egyéniségek – élmény velük gondolkozni, felfedezni.

Azt hiszem, az ilyen alkalmak öröméhez leginkább azt tudom hozzátenni, hogy én is
nagyon élvezem ezeket a délutánokat. Szép megfontolnivalókkal készülök, jól érzem
magam a diákjaim között. A szakkörökön én is maximálisan teret engedhetek a
vidámságot, viccelődést kedvelő egyéniségemnek, mivel ezeken a kötetlenebb
alkalmakon kevéssé szükséges tanárszerepben fellépnem, inkább csak
„gondolatkoordinátorként” működöm. És semmiképp sem titkolom a szép gondolatok
iránti lelkesedésemet.

Volt már, hogy tehetségesnek láttál egy diákot, de őt nem érdekelte annyira a matek?

Igen. Például egy nagyon tehetséges diákom (Kalmár döntő, Zrínyi döntő után) úgy
döntött, hogy a kötelező tanuláson felüli idejét teljesen a sportnak szenteli. Az iskolában
továbbra is maximálisan helytáll, matekórán érdeklődő, de már nem szakkörös, és így
nyilván matekversenyeken sem tudja tartani a lépést a szakkörös társaival.

Nyilván?

Talán a matek az a tárgy, ahol a versenyeken az adottság legtöbbet nyom a latba, de
felkészülés nélkül – főleg az egyre magasabb évfolyamokon – nehéz jó eredményt
elérni. Ha mondjuk a kitűzött öt feladatból három olyan gondolaton múlik, amivel az
elmúlt tíz év feladatsorait áttekintve már háromszor-négyszer találkozott egy versenyző,
akkor nagyon jó adottságokkal is nehéz versenyben lennie vele egy olyan diáknak, aki
nem látott még hasonló megfontolást, és néhány óra alatt, önállóan kellene felfedeznie
azt, amit a társa magabiztosan alkalmaz. A célirányos versenyfelkészülés a
szakköreimen zajlik, így a nem szakkörösöknek nagy a hátránya ilyen téren.

Nem keltett benned csalódottságot, hogy egy kiváló adottságú diákod a matek helyett
inkább mást csinálna?

Az említett diákom hozzáállása, nagyszerű egyénisége változatlan, csupán hozott egy
tudatos döntést az ideje, kapacitása átcsoportosításáról. Ez számomra teljesen érthető,
nem okoz csalódottságot.

Az persze felvet bennem kérdéseket, ha egy tehetséges diákomnál az útkeresés
folyamatában még nem körvonalazódik másik irány, de a matek mégis parkolópályára
kerül. Az élet minden területén igyekszem nem túlzottan ragaszkodni az
elképzeléseimhez és bízni abban, hogy a fordulatok előre vezetnek – az iskolai
életemben ezt általában sikerül megvalósítanom. Így, ha válaszok nélkül is maradok
ilyen helyzetben, az is elfogadható számomra.

A tehetséges diákok is különbözőek sok szempontból. Milyen tehetségtípusok vannak?
Melyik típust hogyan érdemes segíteni?

Persze nagyon leegyszerűsíti a valóság változatosságát és összetettségét, de
beszélhetünk precíz és intuitív matekosokról.

A kidolgozós, nagyobb technikai felkészültséget igénylő típusú versenyeken az
intuitívak, kreatívak kevéssé kapnak pozitív visszajelzést. Tehát nekik meg kell
mondanom, hogy „okosak”. Nyilván akad olyan is, akinek nem kell szólni, mert bőven
van önbizalma, de hosszú távon könnyen elkopik a motiváció, ha a szakköröstársak
hozzák az országos döntőket, ő meg egyik versenyen sem tud bizonyítani. Pedig
beleteszi ugyanazt a munkát, nem kevésbé tehetséges, csak más jellegű a gondolkodása.

Ahhoz, hogy ne hagyja abba a foglalkozást a matematikával, szólni kell: nem baj, ha
nincs eredmény, és van módja annak, hogy legyen, csak valamit máshogy kell csinálni.
Persze, aki matematikus szeretne lenni, annak magas szintre kell fejlesztenie a precizitás
képességét, de hatodikban, hetedikben még azon van a fókusz, hogy eredmények,
sikerek nélkül is kitart-e, lelkes marad-e.

Szerencsére ma már vannak olyan versenyek (főként a Bolyai-verseny feladatsorai
támogatják, díjazzák ezt a gondolkodást), amelyeken ők is érhetnek el sikereket. És
ezeket a feladatokat a tanórára, szakkörre is beemelhetjük, reflektálhatunk. Fontosnak
érzem a különböző gondolkodási típusok fejlesztését, a köztük lévő kapcsolatok
erősítését.

A kivételezett helyzetben lubickolva is vannak azért hullámok, kihívások?

Jelenleg olyan körülmények között dolgozom, ahol lehetőségem van az óráimra, a
diákjaimra koncentrálni, a tantestületünkben pedig sok kedves kollégára találtam,
barátságaim köttettek. Tudatosan próbálom érzelmileg távol tartani magamtól azokat a
tényezőket, amik rám nehezedhetnének, beárnyékolhatnák a munkámat – az „iskolai
felejtsük el” rekeszembe irányítom, ami hátráltatna, és egyelőre elégséges a rekesz
kapacitása. Így szakmai tekintetben nem mondhatom, hogy jellemzőek a hullámok,
inkább megoldandó feladatokkal, lehetőségekkel találkozom.

A kihívások keresése miatt kezdted el a didaktika PhD-t az ELTE-n?

Részben igen. Lelkesen vetettem bele magamat a tanításba, és élvezem azóta is. Maradt
azonban bennem hiányérzet. És észrevettem, hogy minden hónapban várom a tizedikét.

Megjelenik az új KöMaL…

Igen! Jó dolog, hogy a KöMaL-feladatok kikapcsolnak, de egy nagyobb teret próbáltam
velük betölteni. Tetten értem magamban egy szellemi kapacitást, aminek a
kihasználatlansága hiányérzetet keltett bennem.
Az iskola nyüzsgése után otthon is nagy a népsűrűség, így szociális téren mindig fel
vagyok töltve. Egyre idősebbek a fiaink, így abba az irányba halad az életünk, hogy lesz
lehetőségem új tevékenységekre. Úgy éreztem, szívesen fordítanám a felszabaduló
időmet a tanítás, mint szakmai tevékenység mellett szakmai elmélyülésre.
Tulajdonképpen szükségem volt szakmailag is a belső csendre.

És mi történik a csendben?

Nyugodtan, elmélyülten gondolkodom. Szeretek gondolkodni, tanulni, felismerni,
építgetni. Biztosan nem lennék egyensúlyban, ha mindig csak a gondolataim
társaságában léteznék, de ez a véglet sem a családunkban, sem tanárként nem fenyeget.

Lehet, hogy visszatérsz az elméleti kutatáshoz?

Nem tudom, hogy alakulnak majd a lehetőségeim, motivációim. Most örülök annak,
amit elkezdtem, és nyitott vagyok a folytatás tekintetében.

A gyerekek hogyan fogadták, hogy újra „egyetemista” lettél?

Talán az érdeklődés a legmegfelelőbb szó a reakciójukra. Domi és Ábel hamarosan
egyetemisták lesznek –  időnként kérdezgettek az aktuális egyetemi tevékenységemről.
Néha konkrétan didaktikáról, játékelméletről is beszélgettünk. Gellért pedig általában
arra fókuszált, mikor érek haza.

Végül mit üzensz a matematikatanár olvasóknak?

Mindannyiunknak más az erőssége, és abban is különbözünk, mik a prioritásaink a
tanításban. Így igazából csak magamnak üzenhetek.

Magamnak azt üzenem, hogy amíg többen szeretnek sudokuzni a csoportjaimban, mint
matekozni, addig még sok a teendőm. Mert aki szereti a sudokut, az szeret gondolkozni,
és így szerethetné a matekot is, de talán a tanórákon nem ezt az arcát ismerte meg a
matematikának. Ne szorongjanak, ne legyenek frusztráltak a diákok, ha jön a matekóra,
hanem – lehetőség szerint – örüljenek!

 

Az interjút Paulovics Zoltán készítette.
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Portré – Bárány Balázs

Tizenegyedikesként felutazhattam a Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézetbe a „Mi a
matematika, kik a matematikusok?” rendezvényre, ahol először hallottam arról, hogy
valaminek lehet például 1,585 a dimenziója. Máig emlékszem, mennyire lenyűgözött; az
esemény jelentős szerepet játszott abban, hogy eldöntöttem: matematikus leszek. De még
éveknek kellett eltelnie, hogy megértsem: a fraktálok nem csak szépek, hanem
„hasznosak” is. A tenger partvidékének vonalát vagy a karfiol felületét vizsgálva is
felbukkannak a fraktálok, de a közgazdaságtanban (tőzsdei folyamatok), az
elektronikában vagy éppen az agydaganatok feltérképezésében is segítségünkre
lehetnek.

Benoît Mandelbrotnak, a fraktálgeometria atyjának munkássága számos matematikust
inspirál mind a mai napig, többek között Bárány Balázst, aki a BME Sztochasztika
Tanszékének egyetemi docense és az NKFIH Élvonal Fraktálgeometria és alkalmazásai
kutatócsoport vezető kutatója. Balázs már közel két évig kutatott Lengyelországban,
másfél évig Angliában és fél évig Izraelben a Hebrew University of Jerusalemen is, ahol
a fraktálgeometria egyik meghatározó alakjával, Michael Hochmannal dolgozott együtt.
Simon Károllyal és Boris Solomyakkal közös könyve Self-similar and Self-affine Sets
and Measures címmel jelent meg az American Mathematical Society kiadásában 2023
decemberében. 2024 júliusában pedig a 9th European Congress of Mathematics
konferencia egyik meghívott előadója volt Sevillában. E két kiemelkedő esemény
kapcsán beszélgettem vele.

 

Bárány Balázs (Forrás: Geberle Bertalan, bme.hu)

Mikor, hogyan találkoztál először a fraktálokkal, illetve döntötted el, hogy a
fraktálgeometriával szeretnél foglalkozni?

Az már a gimnáziumban világos volt, hogy matematikus szeretnék lenni. Láttam a TV-
ben egy ismeretterjesztő műsort a matematikáról. Ebben volt egy beszélgetés egy
matematikussal, aki – miközben elmélkedett – naphosszat sétálgatott egy parkban és
etette a kacsákat. Gondoltam, hogy hát ezt én is tudnám csinálni.

Feltételezem, hogy nem teljesen így alakult végül…

Nem, nem egészen kacsaetetéssel telnek a napjaim…

Az egyetemen viszonylag korán találkoztam egyszerűbb fraktálokkal, és teljesen
lenyűgözött, hogy bármennyire belenagyítunk, ugyanazt látjuk, illetve, hogy valaminek
nulla a területe, de végtelen a kerülete. Aztán Simon Károly tanár úr Véletlen fraktálok
kurzusa hatalmas lökést adott, hogy ezt a kutatási területet válasszam.

A kurzus során kérted fel témavezetődnek?

Nem teljesen. Ötödéves koromban egyszer vártam a liftre, éppen ő is odaért, és lezajlott
életem egyik legfontosabb beszélgetése.

– Balázs, én magáról úgy hallottam, hogy érdeklik a fraktálok.

– Így van, tanár úr, engem nagyon érdekelnek.

– Akkor jöjjön velem!

Vele mentem, és kaptam egy vastag köteg papírt: mindenféle érdekes cikket a
fraktálokról. Úgyhogy elég jól sikerült ez a liftre várakozás.

A fraktálokkal való általános ismerkedés során aztán a nemkonformális struktúrájú
fraktálok váltak egyre érdekesebbé számomra.

Azaz?

A jól ismert Sierpiński-háromszög esetén például az eredeti, nagy háromszög a saját
átskálázott – felére zsugorított – képeiből áll össze.

Sierpiński-háromszög

Amikor nemkonformális a struktúránk, akkor például az egyik irányban az eredeti
alakzatot a felére, a másik irányban pedig mondjuk harmadára zsugorítjuk össze. Tehát
különböző irányokban, különböző erősségűek lehetnek az összehúzások. Ráadásul lehet
nemlineáris is az iterációk során a változás, azaz tud tekeredni, pöndörödni, penderedni.
Ez így már nagyon-nagyon meg tudja bonyolítani a kezelhetőséget.

Ugye a fraktáloknál minket elsősorban az érdekel, hogy mekkorák ezek az alakzatok,
ahol a nagyság nagyon sokféleképpen érthető: dimenzióként, mint például Haussdorff-
dimenzió, vagy box-dimenzió; mértékként, mint Hausdorff- és Lebesgue-mérték stb…

Ha szépen kezelhetők, azaz önhasonlók és a részek diszjunktak (de legalábbis kicsi az
átfedésük), akkor a dimenziójuk jól megértett. Egy (általánosan választott)
nemkonformális struktúrájú fraktált viszont lényegesen kevésbé értünk – még akkor is,
ha a konstruáló függvények lineárisak (ekkor önaffin esetről beszélünk). Michael
Hochmannal és Ariel Rapaporttal közösen sikerült kezelnünk az önaffin síkbeli esetet
egy 2019-es cikkünkben, és azóta a térbeli esetet is Ariel Rapaportnak, de magasabb
dimenziókra egyelőre nincs teljes válaszunk, csak részleges.

Két önaffin fraktál

Akkor már ezek az eredmények is szerepelnek a tavaly, az AMS Mathematical Surveys
and Monographs sorozatában megjelent könyvetekben.

Igen, habár éppen az elmúlt pár évben történt több jelentős áttörés, melyek eredményei,
módszerei, alkalmazásai teljes terjedelmükben már nem fértek bele a könyvbe.

Simon Károly és Boris Solomyak jó tizennyolc évvel ezelőtt kezdte el írni a könyvet
azzal a céllal, hogy összefoglalják és bemutassák az önhasonló és önaffin rendszerekről
szóló ismereteinket. Nyolc évvel ezelőtt tiszteltek meg azzal, hogy bevettek a munkába,
hogy felgyorsítsam a folyamatot, ami nem feltétlenül történt meg…

És végül a terület jövőbeli kutatói számára meghatározó alapművet írtatok.

A fejezetek közel fele egyetemi kurzusokon is jól hasznosítható, s jó alapozó/bevezető a
témába, de sok „haladó téma” is kifejtésre került, mely inkább a kutatók érdeklődésére
adhat számot.

Bárány Balázs és Simon Károly, a könyvükkel a kezükben (Forrás: BME Sztochasztika Tanszék)

Az ECM2024-re meghívott előadóként érkezhettél. Hogyan fogadtad a felkérés hírét, és
milyen volt maga a konferencia?

Nagy örömmel, és döbbenettel. Igen nagy megtiszteltetésként éltem meg, hogy
meghívást kaptam egy ilyen rangos eseményre, s előadást tarthattam az egyik
legkedvesebb témámból. Különösen jól esett a matematikus közösség kedvessége.
Sokan odajöttek, hogy pár szót váltsunk egymással, vagy reagáljanak arra, hogy az
előadásban elhangzottak kapcsán milyen ötleteik születtek.

Az ilyen megosztások igen gyümölcsözőek szoktak lenni.

Abszolút! Nekem is több cikkem született úgy, hogy odamentem az előadóhoz, naivan
megkérdeztem, hogy működhet-e, amire gondoltam, és bizony volt, hogy működött. És
viszont: nemrég Domokos Gábor (a Gömböc egyik feltalálója) és diákja, Szesztay
Ágoston – akik kövek kopásának modellezésével foglalkoztak – kerestek meg
lényegében ismeretlenül, mert a modell vizsgálata során fraktálszerű mintázatokat
ismertek fel. A közösen írt cikkünkről nemrég kaptunk igen pozitív bírálatot.

Egy ilyen intenzív időszak után pihenéssel telnek most a napjaid? Illetve mire
inspirálnak ezek a sikerek, melyek most a legfontosabb céljaid?

Most nem jellemző a pihenés. Az Erdős Center idén őszi, fraktálokról és hiperbolikus
dinamikai rendszerekről szóló szemeszterének keretében szervezünk a fraktálokról –
Orgoványi Vilmával, Prokaj Dániel Rudolffal és Simon Károllyal közösen – egy nyári
iskolát és egy hozzá kapcsolódó intenzív workshopot. A fraktálok és a dinamikai
rendszerek kéz a kézben járnak, szorosan összekapcsolódnak.

Nagyon szeretnénk megérteni a nemkonformális nemlineáris struktúrájú fraktálokat, ami
a 2027-ig tartó Élvonal – Kutatási Kiválósági Program célja is. Kiváló kutatócsoportunk
van, de természetesen ebben az időszakban csatlakozni fognak még hozzánk PhD-
hallgatók, postdokok, vendégkutatók. Bízom benne, hogy az új kutatási eredmények
mellett a fiatal, hazai, érdeklődő matematikusok számára is komoly szakmai lehetőséget
tudunk nyújtani.

Az interjút Paulovics Zoltán készítette.
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SOKSZOR TALÁLKOZUNK OLYAN FELADATTAL, ÖTLETTEL, AMIT SZÍVESEN ELTESZÜNK KÉSŐBBI HASZNÁLATRA. A

 TANÓRA – SZAKKÖR ROVAT SZERETNE HOZZÁJÁRULNI A MATEMATIKATANÁROK ESZKÖZTÁRÁNAK

GAZDAGÍTÁSÁHOZ, FÓRUMOT KÍVÁN ADNI A GONDOK, NEHÉZSÉGEK MEGTÁRGYALÁSÁRA IS.

(ROVATSZERKESZTŐ: GYŐRY ÁKOS.)

Fonyó Lajos, Fonyóné
Németh Ildikó
2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Érdekes
valószínűségszámítási
feladatok a világ
minden részéről –
1. rész
Ez az írás a 2024-ben a
békéscsabai Rátz László
Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás
alapján készült. A közölt
feladatok azt próbálják meg
bemutatni, hogy miként lehet a
szakköri munkában érdekes,
egymásra épülő, egyre nehezedő
feladatokat feladni a tanulóknak
az egész világon egyre
dinamikusabban fejlődő
valószínűségszámítás
témaköréből. Fonyó Lajos és
Fonyóné Németh Ildikó cikkének
első részében bolyongásokkal
foglalkozik a síkbeli koordináta-
rendszerben, majd a kocka és  az
oktaéder élein. A
megoldásokhoz változatos
módszereket, jó ötleteket
kínálnak a szerzők. 

Árki Tamás, Csete Lajos
2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A
matematikaoktatás
múltja és jelene a
győri Révai Miklós
Gimnáziumban – 1.
rész
A győri Révai Miklós
Gimnázium közel 240 éves
történetében a matematika és
annak tanítása mindig központi
szerepet kapott. Kétrészes
cikksorozatunk első részében
Csete Lajos és Árki Tamás az
intézmény kialakulásáról, három
legendás tanáráról, Arany
Dánielről, Kárteszi Ferencről és
Czapáry Endréről ír. A
következő rész decemberi
számunkban már a gimnázium
jelenéről fog szólni. Következik
az első rész.

Kosztra Gábor
2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Több mint
továbbképzés –
Rátz László
Vándorgyűlés
Békéscsabán
A Békéscsabán megrendezett
idei Rátz László Vándorgyűlés
hívószava az együttműködés
volt.  200 résztvevő kísérte
figyelemmel az előadásokat,
szemináriumokat. Az
eseményről Kosztra Gábor
írását olvashatják. A megnyitó
és számos előadás elérhető,
visszanézhető a Társulat
Youtube csatornáján.
Nyitóképünkön az idei Beke
Manó-díjasok. Cikkünkből és a
videókból is bizonyára kiderül,
mitől több  egy hagyományos
tanári továbbképzésnél az RL.V.

Báró Emőke
2024. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

MIDK 2024
konferencia
Szegeden
2024 áprilisában a szegedi és a
debreceni egyetem
közös Matematika és
Informatika Didaktikai
Kutatások konferenciájának
célja volt, hogy lehetőséget
biztosítson a magyarországi és a
határon túli, matematika és
informatika didaktikával
foglalkozó kutatók és PhD-
hallgatók, egyetemisták
találkozására. 7 ország 88
résztvevőjének találkozójáról
számolt be Báró Emőke.

     

 

Copyright ©  Bolyai János Matematikai Társulat    Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet.   A honlapot

készítette a PANEM MULTIMÉDIA STÚDIÓ

HÍREK CIKKEI PORTRÉ CIKKEI TANÓRA CIKKEI KÖNYVESPOLC CIKKEI TUDOMÁNY CIKKEI

GAZDA(G)SÁG CIKKEI HÉTTUSA CIKKEI

Kapcsolat

Szerkesztőség

Leírás szerzőknek

Szerzői jogok

Adatkezelés



A szolgáltatásaink működéséhez sütiket (cookie) használunk. További információkhoz kattintson az Adatkezelés linkre.

Elfogadom.

https://www.youtube.com/@bolyaitarsulat/videos
https://www.bolyai.hu/dijak-beke-mano%20emlekdij
https://www.bolyai.hu/dijak-beke-mano%20emlekdij
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1443-beszamolo-a-63-ratz-laszlo-vandorgyulesrol
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1422-midk-beszamolo
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1422-midk-beszamolo
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1422-midk-beszamolo
https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2024-09/1422-midk-beszamolo
http://bolyai.hu/
http://www.renyi.hu/hu
http://www.panem.hu/
https://mta.hu/
https://www.nka.hu/
https://emmiugyfelszolgalat.gov.hu/tisztelt-ugyfeleink
https://www.petofiugynokseg.hu/
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hirek
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hirek
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=portre
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=portre
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tanora
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tanora
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=konyvespolc
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=konyvespolc
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tudomany
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=tudomany
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=gazdasag
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=gazdasag
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hettusa
https://ematlap.hu/reszletes-kereso?setrovat=hettusa
https://ematlap.hu/kapcsolat
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/laptulajdonos
https://ematlap.hu/
https://ematlap.hu/laptulajdonos


Érdekes valószínűségszámítási feladatok a világ minden részéről – 1. rész
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Fonyó Lajos, Fonyóné Németh Ildikó  2024. SZEPTEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

Érdekes valószínűségszámítási feladatok a világ minden
részéről – 1. rész

Bevezető gondolatok
A magyarországi matematikának egyre dinamikusabban fejlődő területe a
valószínűségszámítás. Ma már szebbnél szebb feladatok szerepelnek a példatárakban,
felvételi vizsgákon és tanulmányi versenyeken. Ez a folyamat nemcsak hazánkra
jellemző, hanem a matematikában jelenleg élenjáró ázsiai országokra és az Amerikai
Egyesült Államokra is. Mivel a valószínűségszámítás a felsőoktatásban is fontos
szerepet kap, ezért a világ legrangosabb egyetemei (Harvard, Stanford, Oxford,
Cambridge) is nagy hangsúlyt helyeznek arra, hogy olyan jól képzett középiskolások
kerüljenek be hozzájuk, akik a feltételek alapos figyelembevételével, a lehetőségek
megfelelő csoportosításával, elemzésével, és megfelelő matematikai ismerettel
következtetéseket tudnak levonni bizonyos események bekövetkezésének esélyére. Ezért
az egyetemek legkiválóbb hallgatói, tanárai olyan matematikaversenyeket szerveznek
középiskolásoknak, amelyeken a valószínűségszámítás domináns terület, és a feladatok
igazi kihívást jelentenek a világ minden részéről érkező versenyzőknek.

Ebben a cikkben azt szeretnénk megmutatni, hogy az egyetemek által szervezett
versenyeken, nemzetközi olimpiákon milyen típusú, illetve milyen nehézségi szintű
feladatokat kell megoldani a középiskolás diákoknak. A feladatokat igyekeztük úgy
kiválogatni, hogy azok kisebb csoportokban kapcsolódjanak egymáshoz, és mutassanak
példát az adott területen belül egyszerűbb és bonyolultabb problémákra is. A cikk első
részében elkalandozunk egy kicsit a koordináta-rendszerben, majd a kockán, illetve a
poliédereken bolyongás világában.

A tárgyalt feladatok változatos módszerekkel oldhatók meg, a matematika számos
területét érintik, és nehézségi szintjük is széles határok között mozog. Megoldásukhoz
csak középiskolai ismeretek és jó ötletek szükségesek. A cikk megírásával egy jól
hasznosítható anyagot szeretnénk adni a kollégáknak az iskolai szakköri munkához.

I. Bolyongás a koordináta-rendszerben
Az ebben a részben szereplő feladatokban koordináta-rendszeren a síkbeli koordináta-
rendszert értjük.

1. feladat. A koordináta-rendszer  pontjában tartózkodik Unka, a béka. Elkezd
egy olyan mozgássorozatot, amely során véletlenszerűen ugrál valamelyik tengellyel
párhuzamosan, egységnyi távolságokat haladva, a négy irányt egyenlő eséllyel
választva. Mozgását akkor fejezi be, ha eléri az , ,  és 
csúcspontokkal rendelkező négyzet valamelyik oldalát.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy a négyzet valamelyik függőleges oldalán fejezi be
ugrássorozatát?

Megoldás. Elsőként szögezzük le, hogy annak a valószínűsége, hogy a béka nem éri el a
négyzet egyik oldalát sem (vagyis hogy végtelen hosszú ugrássorozatba keveredik) 0,

hiszen a -adik lépés valószínűsége (bármelyik irányt is választja) , ami 0-hoz

tart, ha  tart a végtelenhez.

a)

Ha a béka először balra ugrik, akkor azonnal eléri a négyzet függőleges  oldalát, és
mozgását befejezi. Ennek esélye:

b)

Ha a béka először jobbra ugrik, akkor a négyzet középpontjába jut, és innen (szimmetria

okokból) mind a vízszintes, mind a függőleges oldalakat  valószínűséggel éri el. Így

ebben az esetben a keresett valószínűség:

c)

                  

Ha a béka először felfelé vagy lefelé ugrik, akkor két vízszintes-függőleges oldalpártól
szimmetrikus helyzetbe jut, és ezután egyenlő eséllyel fejezi be a mozgását a vízszintes,
illetve a függőleges oldalon. Így ebben az esetben a keresett valószínűség:

Az eseteket összesítve:

 

2. feladat. Egy részecskét a síkbeli derékszögű koordináta-rendszerben a  ponttól
a  ( ) pontig mozgatjuk.

Haladását egy szabályos pénzérme segítségével irányítjuk, az alábbiak szerint:

1. A , , , ,  pontból írás dobása esetén a , fej dobása
esetén pedig az  pontba lép.

2. A ,  pontból írás dobása esetén nem mozdul el, fej dobása esetén pedig az
 pontba lép.

3. A ,  pontból írás dobása esetén a  pontba lép, fej dobása
esetén pedig nem mozdul el.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy a részecske pontosan  ( ) dobás után
érkezik meg a  pontba?

Megoldás. A részecske a szabályok alapján a , , ,  csúcspontokkal
rendelkező négyzeten belül maradva írásra „jobbra”, fejre „felfelé” mozdul 1-et – ha ez
lehetséges.

a) Vizsgáljunk meg egy konkrét esetet, és az ebből nyerhető törvényszerűségeket
használjuk fel az általános eset megoldásához. Például ,  esetén felírva a
legalább 3-3 írást és fejet tartalmazó  hosszúságú dobássorozatokat, és a
részecske mozgását a koordináta-rendszerben követve, látható, hogy az IFFFIFFFFI,
IFFFFIFFFI, IFFFFFIFFI, IFFFFFFIFI, IFFFFFFFII  (fej-írás) dobássorozatok ugyanazt
az útvonalat jelölik ki a részecske számára.

A közölt példából látható, hogy nincs kölcsönösen egyértelmű kapcsolat a tényleges
mozgás és a dobások jelsorozata között. Azért, hogy ezt a problémát feloldjuk, engedjük
meg, hogy a részecske folytathassa útját jobbra, illetve felfelé akkor is, ha az első vagy a
második koordinátája eléri vagy meghaladja  értékét, és vizsgáljuk együtt a tényleges
és az általunk elképzelt kibővített mozgást. A továbbiakban piros, illetve kék szakasszal
jelöljük a részecske által valóban megtett, illetve gondolatban végigjárt útszakaszokat.

b) ,  esetén (amikor a várt lépésszám ) a 4 fejből és 6 írásból álló
IIFIIIFFIF dobássorozat esetén vizsgálva a részecske valódi és kibővített mozgását,
láthatjuk, hogy a részecske a várt 10-es lépésszámnál hamarabb, már a 8. dobás után
eléri a  pontot.

           

Az ábrák alapján látható, hogy a részecske a várt lépésszámnál hamarabb ér célba. Ez
nyilván azért alakult így, mert 3-nál több fej és 3-nál több írás szerepelt a dobások
között, miközben az utolsó fej előtt szerepelt már három írás, és az utolsó írás előtt
szerepelt már három fej. Ebből arra következtethetünk, hogy a mozgás során a
részecskének az egyik irányba pontosan , a másik irányba  lépést kell megtennie.
Így a „kibővített” mozgás során a részecskének az , vagy 
pontok valamelyikébe kell eljutnia.

Emellett arra is figyelni kell, hogy megfelelő arányú I, F dobások esetén a kibővített
mozgás során a részecske ne a , illetve a  pontokból
jusson el ,  pontokba, hanem az utolsó dobás az -edik fej, vagy az -edik írás
legyen. (Ez a feltétel biztosítja azt, hogy a részecske a -adik lépését is biztosan
végre fogja hajtani.) Ilyen dobássorozat lehet pl. az FFIFFIFFFI. Ekkor a részecske
mozgása:

Tehát a vizsgált konkrét példák alapján a részecske utolsó lépése csak a

   vagy

   lehet.

Ez alapján az első  dobáson belül az írás-fej megoszlás valamilyen sorrend
szerint , az utolsó dobás meghatározott. Mivel bármely dobásnál a fej és

az írás dobásának az esélye is , ezért a keresett valószínűség:

 

3. feladat. Ugri, a szöcske, a koordináta-rendszerben mozog. A  pontból indul,
másodpercenként egy egységet halad, és rácspontról rácspontra ugrik. A haladási
irányokat véletlenszerűen, azonos valószínűséggel választja ki. Mozgását addig
folytatja, amíg olyan  pontba nem ér, amelyet egy másik útvonalon gyorsabban is
elérhetett volna vagy akár el is ért.

Például, ha a  útvonalon halad, akkor a 
 pontban megáll, mivel oda a  úton 2 másodperc alatt is

el tudott volna jutni.

Mennyi Ugri ugrásai számának várható értéke?

Megoldás. Jelöljük a szöcske mozgásirányait az ábra szerint.

Ekkor Ugri az első ugrását mindenképpen végre tudja hajtani, és az általánosság
megszorítása nélkül feltehetjük, hogy az  irányú.

Jelölje a szöcske további lépései számának várható értékét . Ugri mozgását tovább
vizsgálva a második lépését is mindenképpen végre tudja hajtani, és háromféleképpen
mozoghat.

a)

 valószínűséggel  irányba halad, és ekkor útja véget ér.

b)

 valószínűséggel  irányba halad, és ezután várhatóan még  lépést tesz meg, hiszen

ezután pontosan akkor akad el, ha  irányt választ, tehát feltételezhető, hogy  a
várható lépések száma.

c)

 valószínűséggel -ra merőleges irány szerint halad, és ezután várhatóan még 

(egyelőre ismeretlen számú) lépést tesz meg.

Az a), b), c) esetek figyelembevételével:

 

Határozzuk most meg  értékét. Azaz feltételezzük, hogy  után Ugri egy erre

merőleges irányt (például ) választott  valószínűséggel.

d) A c) eset szerinti haladás esetén Ugri biztosan folytathatja útját.

 valószínűséggel tesz egy lépést  vagy  irányba, és ekkor útja véget ér.

e)

 valószínűséggel tesz egy lépést  vagy  irányba, és ezután várhatóan még  lépést

tesz meg, hiszen ezután is pontosan akkor akad el, ha a  vagy a  irányt választja.
Ebben az esetben a lépések várható értéke .

A d) és e) esetek figyelembevételével:

Innen , ezért . Emlékeztetünk, hogy  az első lépést követő lépések

számának várható értéke volt, így Ugri várható ugrásainak száma .

II. Bolyongás kockán
4. feladat. Z, a hangya egy kocka csúcsai között vándorol. Minden percben elhagyja azt
a csúcsot, ahol addig tartózkodott, és egy élen haladva átvándorol egy szomszédos
csúcsba.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy 4 perc múlva visszatér oda, ahonnan elindult, ha
minden lépésben egyenlő eséllyel választja meg a haladási irányt?

Megoldás.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy Z az  csúcsból indul.

A hangya a páros percek végén az , , , , míg a páratlan percek végén a , , , 
 csúcsokban tartózkodik. Ha a harmadik perc végén Z a  pontban van, akkor a

negyedik perc végére nem tud visszajutni -ba.

Vizsgáljuk meg, hogy mekkora valószínűséggel jut három perc alatt Z a  csúcsba.
A lehetséges útvonalak az alábbiak közül kerülhetnek ki: , , , 

, , .

Mivel a hangya minden lépését 3 irány szerint választhatja ki, ezért a -be jutásának
esélye:

és így a , ,  csúcsokba érkezésének valószínűsége:

Az ábra szerint a , ,  pontokból a 4. percben  eséllyel tér vissza a hangya -ba,

ezért a keresett valószínűség:

 

5. feladat. Z, a hangya egy kocka csúcsai között vándorol. Minden percben elhagyja azt
a csúcsot, ahol addig tartózkodott, és egy élen haladva átvándorol egy szomszédos
csúcsba.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy  ( ) perc múlva visszatér oda, ahonnan
elindult, ha minden lépésben egyenlő eséllyel választja meg a haladási irányt?

Megoldás.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy Z az  csúcsból indul.

Jelölje  annak a valószínűségét, hogy Z a -adik perc végén ismét -ban van.
Használjuk fel, hogy Z a páros percek végén csak az , ,  és  csúcsok
valamelyikén tartózkodhat.

A hangya a -adik perc végére csak az alábbi két lényegileg különböző módon
jutahat vissza -ba. Vagy -ból elindul tetszőlegesen -be, -be vagy -be, majd
utána visszatér -ba, vagy az ábra szerint a , ,  csúcsokból először a két piros nyíl
egyikének irányába mozdul el, majd utána az egyik zöld irány szerint érkezik meg -ba.

Figyelembe véve, hogy a hangya minden lépését háromféle irányba teheti meg,

A 

egyenlőség alapján:

 

 

A kapott egyenlőség alapján a  sorozat olyan mértani sorozat, amelynek

nulladik tagja és hányadosa

illetve

Ennek figyelembe vételével:

 

 

6. feladat. Egyik nap Z meghívta 7 társát vendégségbe. A 8 hangya egy kocka 8
csúcsában telepedett le. Egy adott pillanatban mindegyikük elindult egy kiválasztott
élen, és átmászott egy szomszédos csúcsba.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy egyik hangya sem találkozott útközben vagy az út
végén valamelyik társával, ha minden lépésben egymástól függetlenül, egyenlő eséllyel
választják meg a haladási irányt?

Megoldás. a) A hangyák két 4 hosszúságú körön mozognak (az ábra szerint a kocka
egy-egy lapján járnak körbe).

Ebben az esetben a hangyák mozgása a kocka két szemközti lapján történik, amelyek
kiválasztása háromféleképpen történhet. Mivel a körökön belül a vándorlás forgásiránya
két-kétféleképpen jelölhető ki, ezért a kedvező esetek száma .

b) A hangyák egy 8 hosszúságú körön mozognak (lásd az ábrán).

Ebben az esetben a vándorlás során a kocka két szemközti lapján a hangyák csak 2 él
mentén mozognak, ezek kiválasztása háromféleképpen történhet. A két kiválasztott lap
egyikén a hangyák vízszintesen, a másikon függőlegesen vándorolnak. A vízszintes és
függőleges irányok lapokhoz rendelése kétféleképpen történhet.

Végül a 8-as körön belül a vándorlás forgásiránya kétféle lehet, így a kedvező esetek
száma ebben az esetben .

Mivel a hangyák mindegyike a mozgását háromféle irány szerint választhatja meg, ezért
a keresett valószínűség

 

III. Bolyongás poliéderen
7. feladat. Amíg Z egy kockán bandukol, addig Atom Anti egy oktaéder élein vándorol,
és ő is percenként megy át egy adott csúcsból egy szomszédosba, egyenlő
valószínűséggel választva a lehetőségek közül.

Mennyi a valószínűsége annak, hogy indulása után 5 perccel a kezdőponttal szomszédos
csúcsban tartózkodik?

Megoldás.

           

Az ábrákból látható, hogy az oktaéderben bármely csúccsal négy másik csúcs
szomszédos és egy átellenes. Ezért az általánosság kedvéért feltehetjük, hogy Anti az 
csúcsból indul.

Jelölje  annak esélyét, hogy Anti a -adik perc végén egy -val szomszédos csúcsban
van ( ). Ekkor , . Rekurzív gondolatmenetet alkalmazva: ha a -adik
perc végén a hangya  valószínűséggel a , , ,  pontokban áll, akkor a négy
haladási irányból kettővel -val szomszédos helyeken marad, míg ha 
valószínűséggel az  vagy  pontokban tartózkodik, akkor a következő lépésével
biztosan -val szomszédos csúcsba jut. Így

A kapott képlet alapján:

Tehát a keresett valószínűség .

8. feladat. Atom Anti egy oktaéder élein bandukol, és percenként megy át egy adott
csúcsból egy szomszédosba, egyenlő eséllyel választva a lehetőségek közül.

Mennyi a valószínűsége, hogy  perc elteltével abban a csúcsban tartózkodik, ahonnan
elindult?

Megoldás.

Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy Anti az  csúcsból indul.

Jelölje  annak esélyét, hogy Anti a -adik perc végén -val szomszédos csúcsban van
( ). Ekkor az előző feladat alapján:

A 

egyenlőség alapján:

 

 

A kapott egyenlőség alapján a  sorozat olyan mértani sorozat, amelynek első

tagja , hányadosa . Ennek figyelembevételével:

 

Mivel az  és az  pontok az -val szomszédos csúcsokhoz képest szimmetrikusan
helyezkednek el, ezért annak esélye, hogy Atom Anti a -adik perc végén -ban
tartózkodik:

 

 

  

Ez az írás a 2024-ben a békéscsabai Rátz László Vándorgyűlésen elhangzott
szemináriumi foglalkozás alapján készült. A közölt feladatok azt próbálják meg
bemutatni, hogy miként lehet a szakköri munkában érdekes, egymásra épülő, egyre
nehezedő feladatokat feladni a tanulóknak úgy, hogy azokkal ösztönözzük őket arra,
hogy maguk is vessenek fel újszerű kérdéseket, és ezzel elinduljanak az önálló
felfedezés útján.

A cikk folytatásában három feladatcsokorral fogunk foglalkozni. Az elsőben nem
szabályos dobókockára nézünk feladatokat, a következő a geometriai valószínűséggel
kapcsolatban tartalmaz majd feladatokat, végezetül játékok nyerő stratégiájának esélyét
határozzuk meg.

Fonyó Lajos – Fonyóné Németh Ildikó 
Keszthely
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A matematikaoktatás múltja és jelene a győri Révai Miklós
Gimnáziumban – 1. rész

A győri Révai Miklós Gimnáziumban, illetve elődintézményeiben 1787-ben indult meg
az oktatás. Az elmúlt közel 240 év történetében a matematika és annak tanítása mindig
központi szerepet kapott az intézményben. Most induló kétrészes cikksorozatunk az
iskolában zajló matematikaoktatás múltjára és jelenére fókuszál. Az első részben
bemutatjuk az intézmény kialakulásának történelmi vonatkozásait, majd rövid portrék
keretében ismertetjük iskolánk három nagytekintélyű, legendás matematikatanárának
(Arany Dániel, Dr. Kárteszi Ferenc és Czapáry Endre) munkásságát. A cikksorozat
második részében bemutatjuk a matematikaoktatás jelenlegi helyzetét, valamint az
iskolában zajló tehetséggondozás formáit és lehetőségeit.

A Révai Miklós Gimnázium kialakulásáról és működéséről röviden
A Ratio Educationis rendelettel 1777-ben létrehozták a Győri Királyi Nemzeti Főbb
Iskolát, ami háromosztályos elemi iskola volt és 1845-től vált négyosztályossá.t

Révai Miklós (1750–1807) irodalmár, nyelvész, polihisztor, piarista szerzetes, majd
világi pap 1784-ben érkezett Győrbe és a Győri Királyi Nemzeti Főbb Iskola tanára lett.
1787 őszén megszervezte a Győri Királyi Nemzeti Főbb Rajzoló Iskolát, amely az előbbi
iskola épületében működött ugyanazzal a vezetéssel. Az iskolában főleg az iparos- és
kereskedőtanoncok számára kellett hasznosítható, gyakorlati ismereteket átadni. A
tanulóknak fontos volt a rajz oktatása is. Ezt az 1787–1788-as tanévet tekintik
intézményünk kezdeti évének.

1850-ben kezdődött meg az állam által elrendelt oktatási reform végrehajtása
iskolánkban. A reform lényege az volt, hogy a gimnáziumok mellé szakembereket
képző reáliskolák jöjjenek létre, a reáliskoláknál a főreáliskola adjon a továbbtanulásra
jogosító érettségi bizonyítványt, míg az alreáliskola a gyakorlati pályákra készülőknek
adjon megfelelő elméleti alapokat. Iskolánk neve is megváltozott, az 1852–1853-as
tanév értesítőjén a következőt lehet olvasni: Szabad Királyi Győr-Belvárosi Al-Reál és
Főelemi Iskola. Az iskola mellett működő rajziskola neve is többször változott: Al-
Műtanodai Rajziskola (1851), Al-Ipartanodai Rajziskola (1852), A győri reáltanodával
kapcsolatban levő rajztanoda (1854). Az alreáliskola katolikus egyházi iskola volt,
1856-tól főhatósága a győri püspök, fenntartója Győr városa. Az iskola neve 1854-től
Szabad Királyi Katolikus Al-Reáltanoda. Az alreáliskola 23 évig működött és 2210
tanulót bocsátott ki, az átlagos iskolai létszáma mintegy 80 fő volt.

Győr városa 1870-ben elhatározta, hogy az alreáliskolát főreáliskolává fejlesztik. Az
államot három év alatt meggyőzték és államosították az alreáliskolát, majd megkezdték
a fejlesztést. Az iskola neve az 1873–1874-es tanévtől: Győri Magyar Királyi Állami
Főreáliskola.

Kezdetben hat évfolyamos volt az iskola, de két év múlva nyolc évfolyamossá alakítják.
Mivel a jogi és orvosi egyetemekre csak latin érettségivel, a bölcsészeti kar humán
szakjaira pedig görög-latin érettségivel vették fel a főreáliskolai tanulókat, ezért
szükséges volt az 1883-ban történt változtatás, miszerint a latin nyelvet rendkívüli
tárgyként tanítják a felsőbb osztályokban. Az iskolánkban az 1887–1888-as tanévben
indult meg a latin nyelv tanítása. Ennek hatására rohamosan nőtt az érdeklődés az
intézmény iránt. Az 1893–1894-es tanévben 419, az 1913–1914-es tanévben 656, míg az
1919–1920-as tanévben már 711 tanulója volt iskolánknak.

Az 1890-es évekig az iskola többféle helyen is működött, míg aztán az állam
megállapodott Győr városával egy új iskolaépület építéséről. Az épület alapkövét 1892.
augusztus 22-én tették le és 1893. október 4-én volt az avatóünnepség.

A Révai Miklós Gimnázium főbejárata

Az 1933–1934-es tanévtől kezdve az iskola reálgimnázium lett, majd az 1935–1936-os
tanévtől kezdve gimnáziummá alakította át az állam. Az utolsó főreáliskolai osztályok
az 1939–1940-es tanévben érettségiztek. Az iskola neve 1935 szeptemberétől Révai
Miklós Gimnázium.

Révai Miklós (1750–1807) képe az iskola folyosóján

Révai Miklós emléktáblája a főbejárat melletti falon

1945-től megszűnt a nyolc évfolyamos képzés. Az iskola épületét csak az 1948–1949-es
tanévtől lehetett ismét oktatásra használni a bombatalálat, majd a szovjet hadikórház
odatelepítése miatt.

Az 1962–1963-as tanévtől szakközépiskolai osztályokat is indítottak az iskolában.
Ekkor Révai Miklós Gimnázium és Szakközépiskola volt az intézmény neve.

Az 1964–1965-ös tanévtől kezdve matematika-fizika tagozatos osztályok indultak más
tagozatos osztályok mellett, majd néhány év múlva a tapasztalatok alapján egy-egy
tantárgyra alapozták a tagozatos osztályokat. Matematika tagozat az 1981–1982-es
tanévig működött iskolánkban. A Révai Miklós Gimnázium tagozatainak nagy
vonzereje volt azon tanulók számára, akik tovább akarták folytatni tanulmányaikat. Az
állam később nem engedélyezte tovább az országban a jól működő tagozatos iskolákat,
hanem úgynevezett fakultációkat kellett szervezni. Ennek ellenére a Révai
Gimnáziumban 1986-tól mintegy tíz éven át egy úgynevezett speciális matematika
tantervű osztály működött.

Az iskola 1970-ben egy új épületszárnyat kapott. Az iskola jelenlegi hivatalos neve
Révai Miklós Gimnázium és Kollégium.

Az iskola új épületszárnya (A Fodor KFT engedélyével)

A Révai Miklós Gimnázium három régi matematikatanáráról
Arany Dániel (1863–1944 vagy 1945)

Arany Dániel 1863. július 11-én született Budapesten. A Győri Magyar Királyi Állami
Főreáliskolában tanult 1873 és 1881 között és az érettségi vizsgája után a budapesti
Pázmány Péter Tudományegyetemen szerzett matematika-természettan szakos tanári
diplomát. Az egyetem elvégzése után a győri alma mater iskolájában gyakorolt, majd a
selmecbányai Bányászati és Erdészeti Akadémia tanársegédje lett. Ezután az 1890–
1891-es tanévtől ismét a Győri Magyar Királyi Állami Főreáliskola tanára, 1893-tól
rendes kinevezett tanárként.

A Győri Magyar Királyi Állami Főreáliskola tanári karában (1896) az álló sorban
jobbról a harmadik Arany Dániel.

Idézünk Arany Dániel programjából, amely a Középiskolai Mathematikai Lapok 1893
novemberi mutatványszámában jelent meg:

„A Középiskolai Mathematikai Lapok első és fő czélja tartalomban gazdag példatárt
adni tanárok és tanulók kezébe.” ... „Hasznos szolgálatot vélünk tenni a mathematika
tanításának, midőn vállalatunkat, magyar földön ez időszerint az elsőt, megindítjuk.”

A Középiskolai Mathematikai Lapok a világon a második ilyen matematikai folyóirat
volt a tanulók számára a francia Journal de Mathématiques Élémentaires után.

Dr. Kárteszi Ferenc Arany Dánielre való visszaemlékezéseiből néhány gondolat:

„...a harmincas évektől fogva élete végéig szoros barátság volt köztünk.”

„Mikor 1931 őszén a Révai Miklós reáliskola tanára lettem, az egyik iskolai szekrényben
három poros kötetre leltem: a Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 1894., 1895.,
1896. évi kötetei voltak azok, Arany Dániel győri tanár szerkesztésében. Én addig csak
az 1897–1917 évi köteteket ismertem, amelyeknek már Rátz László volt a szerkesztője.

Nosza! Nyomozni kezdtem, hogy a feledés homályából a szerzőt és dicséretes művét
kiemeljem. Kiderült, hogy a szerzőnek rokonai élnek Győrött. Meghívtuk őket és Arany
Dánielt néhány napra. Kettőnk barátsága akkor kezdődött.”

„Azután levelezés útján szép feladatokkal szórakoztattuk egymást. Sajnos, Dani bácsinak
csak egy feladatára emlékszem a sok közül. Ide idézem:

Ha az parabola (x , y ), (x , y ), (x , y ) pontjaiban merőlegeseket állítunk a parabolára
és azok egy pontban találkoznak, akkor e pontok alkotta háromszög súlypontja a
parabola szimmetria-tengelyén van.”

Arany Dániel nem tisztázott időpontban, 1944 decemberében vagy 1945 januárjában
hunyt el a budapesti gettóban.

Dr. Kárteszi Ferenc javaslatára nevezte el a Bolyai János Matematikai Társulat a 9–10.
osztályos országos matematikaversenyt Arany Dániel Matematikai Tanulóversenynek,
amelyet 1951-től rendeznek meg.

Arany Dániel élete és matematikai munkássága iránt érdeklődőknek ajánljuk dr Kántor
Sándorné tanárnő Érintőben megjelent cikkét a 125 éves KöMaL-ról, és Obláth Richárd
KöMaL-ban megjelent Képek a magyar matematika múltjából 4. Arany Dániel című
írását (KöMaL, 1954 november, 65-71. oldal).

Dr. Kárteszi Ferenc (1907–1989)

Nyilasbesnyő pusztán született, Cegléd mellett 1907. február 13-án. Elemi iskolai és
középiskolai éveiről csak annyi elérhető információnk van, hogy Budapest és Zsolna
iskoláiban tanult, majd a budapesti Pázmány Péter Tudományegyetemet végezte el. Egy
évig megszakította tanulmányait, mert elhunyt az édesapja és bátyja. A Királyi József
Műegyetem (a jelenlegi Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem) két
professzora, Kürschák József (1864–1933) és Romsauer Lajos (1879–1952) segítették
ösztöndíjhoz, így tudta elvégezni 1930-ban a tudományegyetemet.

1925-től kezdve cikkeket publikált a KöMaL-ban, később a folyóirat
szerkesztőbizottságának tagja is volt. Rövid ideig a Budapesti Műszaki Egyetem
jutalomdíjas tanársegéde, majd 1931-től 1940-ig a győri Révai Miklós Gimnázium tanára
volt. 1933-ban a Pázmány Péter Tudományegyetemen doktori fokozatot szerzett.
Dolgozatai alapján 1936–1937-ben kutatói ösztöndíjat kapott a bolognai egyetemre, ahol
Beppo Levi (1875–1961) és Benjamino Segre (1903–1977) professzorok mellett
kutatott.

Dr. Kárteszi Ferenc egy 1939-ben végzett osztály tablóképén

Dr. Kárteszi Ferenc 1947-től a budapesti tudományegyetemen tanít. Az ő lakásán alakult
meg a Bolyai János Matematikai Társulat. Sokáig ott tartották a társulati üléseket
mindig egy-egy csütörtöki napon. Amikor éppen nem terveztek ülést, akkor a
matematika tanszékek hirdetőtábláján a következő üzenet jelent meg: „A jövő
csütörtökön nem lesz csütörtök.”

1950-től a budapesti Eötvös Loránd Tudományegyetem professzora, ahol 1951-től
1976-ig az Ábrázoló és Projektív Geometria Tanszék vezetője, 1951–1954 között a TTK
dékánja, 1958–1962 között rektorhelyettes volt. 1968-ban lett a matematikai
tudományok doktora. Mintegy 120 matematikai, illetve matematikadidaktikai dolgozatot
írt, fontos könyve a Bevezetés a véges geometriákba (1972). Másrészt megemlítjük,
hogy Bolyai János: Appendix. A tér tudománya című könyvét dr. Kárteszi Ferenc
szerkesztette, bevezetéssel, magyarázatokkal, kiegészítésekkel látta el (Akadémiai
Kiadó, Budapest, 1973 és 1977). 1977-ben vonult nyugdíjba. Beke Manó Emlékdíjat
kapott 1956-ban, a Munka Érdemrend arany fokozatával tüntették ki 1956-ban és 1977-
ben. Dr. Kárteszi Ferenc professzor 1989. május 9-én hunyt el Budapesten.

Czapáry Endre (1922–2018)

Czapáry Endre 1922. július 31-én született a Zala vármegyei Alibánfa községben.
Zalaapátiban nevelték 1922-től 1933-ig. A középiskolai tanulmányait 1933–1941 között
végezte a Zalaegerszegi Magyar Királyi Állami Deák Ferenc Reálgimnáziumban
(jelenleg Zrínyi Miklós Gimnázium), ahol 1941-ben kitűnő eredménnyel érettségizett.
Egyetemi tanulmányait 1941–1946 között végezte matematika-fizika szakon a budapesti
Pázmány Péter Tudományegyetemen, az Eötvös Kollégiumban. Az iskolai tanítását
Szombathelyen kezdte meg, ahol 1947 és 1960 között először a Faludi Ferenc
Gimnáziumban, majd e gimnáziumnak a premontreiek gimnáziumával való
összevonásával 1948-ban létrejött Nagy Lajos Gimnáziumban tanított.

A Matematikai Lapok, A Matematika Tanítása és a KöMaL folyóiratok feladatkitűzője,
illetve feladatmegoldója. 1957-től Vas megyei szakfelügyelő matematikából. 1960-tól
vezetőtanárként a budapesti Apáczai Csere János Gyakorló Gimnáziumban tanít 1964-
ig, majd 1964-től 1970-ig az Eötvös Loránd Tudományegyetem Ábrázoló és Projektív
Geometriai Tanszékének adjunktusa. Ezután 1970-től 1982-es nyugdíjba vonulásáig a
győri Révai Miklós Gimnázium tanára és szakfelügyelő matematikából. Az 1970-es
években sokat dolgozott a TIT Kis Matematikusok Baráti Köre szakkörvezetőjeként.
Nyugdíjasként óraadó volt Győrben, illetve 1992 és 2000 között a Pápai Református
Kollégium Gimnáziumában, ahol főleg tehetséges tanulók képzésével foglalkozott.

Czapáry Endre egy 1984-ben végzett osztály tablóján

Számos matematika tankönyv és feladatgyűjtemény szerzője, illetve társzerzője volt.
Eredményes versenyfelkészítő volt matematikából. Előadásaiban és erdélyi
látogatásaival támogatta a Bolyai-kultusz továbbélését. Még 2008-ban is egy kisebb
„expedíciót” vezetve bejárta a Bolyai-emlékhelyeket Erdélyben.

Munkáját számos díjjal ismerték el: Népköztársasági Érdemérem ezüst fokozat (1950),
Beke Manó Emlékdíj (1954, 1984), Kiváló Tanár (1972), Apáczai Csere János Díj
(1981), Győr Oktatásügyéért Díj, Magyar Köztársasági Emlékérem (2000), Rátz Tanár
Úr Életműdíj (2003), Pro Urbe Győr (2014).

Czapáry Endre tanár úr 2018. augusztus 16-án hunyt el Győrött.

Czapáry Endre tanár úr munkássága iránt érdeklődőknek ajánljuk még a beszélgetést
Czapáry Endrével és a Wenczel Imre tanár úr által készített videót.

A cikket az Érintő következő számában folytatjuk.

Árki Tamás, Csete Lajos

Győr, Révai Miklós Gimnázium 

Irodalomjegyzék
Bíró Bálint – Oláh Vera: Célunk becsalogatni a gyerekeket a mi utcánkba – Czapáry
Endre
https://ematlap.hu/index.php/interju-portre-2018-12/809-celunk-becsalogatni-a-
gyermeket-a-mi-utcankba-czapary-endre

Bóra Eszter: Arany Dániel és József Attila lakása a Korong utcában, ematlap,
2021.június, https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2021-7/1085-bora-eszter-arany-
daniel-es-jozsef-attila-lakasa-a-korong-utcaban

Csete Lajos: 80 éves Czapáry Endre, a matematika tanára, A Révai Miklós Gimnázium
története 1988-2003, Időszakos évkönyv, 2003. 232–240.oldal (szerkesztő: Bartl
Istvánné). Lényegében megegyezik A Matematika Tanítása 2003/1. számában a 6–
11.oldalon megjelent cikkel, csak az évkönyvben szerepel még egy előadási lista és még
egy mondat.

Federmayer István: A Révai Gimnázium 200 éves múltja, Révai Miklós Gimnázium,
Győr, 200, Jubileumi emlékkönyv, 1988. 7–83.oldal (szerkesztő: Federmayer István)

Kántor Sándorné: A 125 éves KöMaL-ról, ematlap,
2028/10. https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2018-12/802-a-125-eves-komal-rol

Korchmáros, Gábor–Szőnyi, Tamás: Ferenc Kárteszi (1907–1989) A Short Biography,
Contributions to Discrete Mathematics, Vol. 3. No. 1. (2008) 3–5.
(A folyóirat ezen számára azt írták, hogy: „Dedicated to the centenary of the birth of
Ferenc Kárteszi (1907–1989)”. A cikk és a folyóirat díjtalanul letölthető a következő
helyről: https://cdm.ucalgary.ca/issue/view/4800

Kovács Zsuzsa: Révai Miklós (1750–1807), Révai Miklós Gimnázium, Győr, 200,
Jubileumi emlékkönyv, 1988. 90–91.oldal (szerkesztő: Federmayer István)

Molnár Ernő és dr. Molnár Emil: Dr. Kárteszi Ferenc (1907–), Révai Miklós
Gimnázium, Győr, 200, Jubileumi emlékkönyv, 1988. 103–104.oldal (szerkesztő:
Federmayer István)

Obláth Richárd: Képek a magyar matematika múltjából 4. Arany Dániel (1863–1944),
KöMaL, 1954.november, 65–71.oldal

Staar Gyula: A tudóstanár. Beszélgetés Kárteszi Ferenc matematikaprofesszorral,
Természet Világa, 1983/6. 253–256.oldal

Szabó Rudolfné – Varga Lászlóné: Arany Dániel (1863–1945), Révai Miklós
Gimnázium, Győr, 200, Jubileumi emlékkönyv, 1988. 92–94.oldal (szerkesztő:
Federmayer István)

Szakácsné Szabó Anikó összeállító, Federmayer István írásait felhasználva:
Iskolatörténet, Révai Miklós Gimnázium és Kollégium 2003–2013, Időszakos évkönyv,
2013. 7–15.oldal

Wenczel Imre: Czapáry Endre tanár úrral beszélgettünk,
elérhető: https://indavideo.hu/video/Czapary_Endre_tanar_urral_beszelgettunk
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Több mint továbbképzés – Rátz László Vándorgyűlés
Békéscsabán

 Beszámoló a 63. Rátz László Vándorgyűlésről

Idén 63. alkalommal rendezte meg a Bolyai János Matematikai Társulat a Rátz László
Vándorgyűlést Békéscsabán a Gál Ferenc Egyetemmel együttműködve július 9-től 12-
ig. Több mint 60 éve minden tanév végén összegyűlnek matematikatanárok az ország
minden pontjáról, annak érdekében, hogy szakmailag és emberileg egyaránt
feltöltődjenek. Mindig máshol, mindig más előadásokkal, de sok visszatérő kollégával
zajlanak a találkozók.

A békéscsabai megnyitó

Kosztra Gábor beszél a nyitóünnepségen

Ez az alkalom egyrészről egy tanári továbbképzés, ahol a szakmai tudását növelheti az,
aki eljön. A programot úgy alakítják a szervezők, hogy függetlenül attól, hogy a
közoktatásban ki melyik szinten tanít matematikát, vagy  milyen típusú intézményben
tanít, megtalálja a neki megfelelő előadásokat és foglalkozásokat. Az alsós szekcióban a
legkisebbeket tanító kollégák sok érdekes módszert és eszközt ismerhetnek meg. Ezek
az előadások és szemináriumok elsősorban módszertani kérdéseket járnak körül. A
felsős szekcióban, a felsősöket tanítók számára magasabb matematikai tudáshoz
kapcsolódó szemináriumok és előadások vegyülnek a módszertani tudást növelő
programokkal.

Pálfy Péter Pálnak, a Társulat elnokének előadása a megnyitón 

A középiskolai szekció résztvevői pedig már a tehetséggondozáshoz kapcsolódó,
kifejezetten komoly elemi matematikai tudást igénylő programok mellett megtalálhatják
az új tankönyvekhez kapcsolódó előadásokat vagy az érettségivel kapcsolatos
hagyományos előadást. Az idei évben egy külön beszélgetés volt az új NAT-ról, ahol az
első vonalban lévő kollégák oszthatták meg gondolataikat és tapasztalataikat a
változtatásokról. Egyúttal a NAT létrehozásában dolgozó szakemberek
megvilágíthatták, milyen kutatások alapján, milyen szándékkal történtek a változások.

A Vándorgyűlésnek mindezeken túl külön érdekessége és egyben a felsőbb matematika
iránt érdeklődő kollégák igényeit kielégítő része a speciális matematikai tagozatos
szekció. Itt a magas szintű matematika oktatásához kapcsolódó módszertani és
matematikai előadások mellett új matematikai felfedezésekről is értesülhettek a
résztvevők. Ennek keretében hallgathatták meg az Erdős–Moser-sejtés bizonyításának
lényegét, ami az utóbbi évek jelentős eredménye, és büszkeségünkre magyar
matematikusok munkájához köthető. (Az Érintőben erről megjelent cikk itt olvasható.)

A továbbképzés mellett azonban a Vándorgyűlés egy ünnep is. Itt kerülnek átadásra a
Társulat által alapított Beke Manó Emlékdíjak és a Bojár Gábor által alapított Reményi-
díjak. Bár a Rátz Tanár Úr Életműdíjakat decemberben osztják ki, a legutóbbi
díjazottakat mindig felkérik egy-egy plenáris előadásra a következő nyári RLV társulati
díjátadó napján.

Kiosztásra várnak a Beke Manó Emlékdíjak.

Simon Péter, a BJMT főtitkára adja át az egyik díjat Székely Péternek.

A három díjnak más-más hangsúlya van. A Beke Manó Emlékdíj a hosszú éveken át
folytatott matematikai nevelést értékeli függetlenül attól, hogy a közoktatás mely
területén tevékenykedett a kolléga. A Reményi-díjjal az aktuális évben az OKTV-n,
illetve az Arany Dániel Matematika Tanulóversenyen elért kimagasló eredményt elért
diákok felkészítő tanárait díjazzák. A Rátz Tanár Úr Életműdíj mintha kicsit ezek
ötvözete lenne, hiszen ez a tehetséggondozásban kiemelkedő tevékenységet folytató
kollégák életműdíja. Az első napon a díjátadások után C. Neményi Eszter és
Kosztolányi József életműdíjasok előadását hallgathatták meg a jelenlévők. Bár más
irányból, de ugyanarról beszéltek mindketten. A matematikai tudás megszerzéséhez
vezető út sokszor fontosabb, mint maga a matematikai tudás. A felfedeztetésen keresztül
a diákok a felfedezés örömével gazdagodva alakítanak ki megoldási stratégiákat és
sémákat, amelyek a későbbiekben más problémák megértésében is segítik őket.

Kosztolányi József  Rátz Tanár Úr Emlékdíjas előadása

És a Vándorgyűlésen sem biztos, hogy az ott tanultak a legfontosabbak. Sok tudást
hazavisz mindenki, de legalább ennyire fontos, hogy egy közösségi élménnyel
gazdagodik. Régi ismerősökkel találkozik újra, új ismertségeket köt, látja, hogy más
kollégák más intézményben milyen nehézségekkel küzdenek. A Vándorgyűlés
apránként és láthatatlanul szövi a kapcsolatokat, és építi ezáltal a matematikatanárok
közösségét. Annak érdekében, hogy ez a közösség minél erősebb és nagyobb legyen,
sok szeretettel várunk minden tanítót és tanárt a jövőben is. Az élmény garantált, és
biztos, hogy mindenki haza tud vinni valami olyasmit magával, amit gyakorlatban tud
hasznosítani a következő tanévben és a későbbiekben.

Akit további részletek érdekelnek:

Kisfilm a 63. Rátz László Vándorgyűlésről: Rátz László Vándorgyűlés 2024 - YouTube

Az idei év programja: RLV_2024_programokweb24.pdf (bolyai.hu)

Az előadások és szemináriumok felvételei: Bolyai János Matematikai Társulat

Kosztra Gábor,
a Bolyai János Matematikai Társulat Oktatási Bizottságának elnöke
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Báró Emőke  2024. SZEPTEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

MIDK 2024 konferencia Szegeden

A Matematika Szakos Tanárképzésért Alapítvány a Debreceni Egyetem Matematika- és
Számítástudományok Doktori Iskolájának és a Szegedi Tudományegyetem Juhász
Gyula Pedagógusképző Karának bevonásával 2024. április 5-7. között rendezte meg a
Matematika és Informatika Didaktikai Kutatások konferenciát (MIDK 2024).

A konferencia elsődleges célja az volt, hogy lehetőséget biztosítson arra, hogy a
magyarországi és a határon túli, matematika- és informatikadidaktikával foglalkozó
kutatók találkozzanak, beszámolhassanak aktuális kutatásaikról, tanácsokat, ötleteket
kapjanak, esetleg bekapcsolódjanak egymás munkájába, közös programot indítsanak.
Lényeges szempont volt az is, hogy a PhD-hallgatók és az egyetemisták bemutathassák
elképzeléseiket, eredményeiket, ezáltal útmutatást kaphassanak tapasztaltabb
kollégáiktól.

A konferencián ebben az évben 7 országból (Románia, Ukrajna, Szerbia, Horvátország,
Csehország, Indonézia és Magyarország) 88 résztvevő jelent meg, ebből 25 PhD-
hallgató. Összesen 26 különböző intézmény képviseltette magát.

A MIDK 2024 résztvevőit Dr. Drahota-Szabó Erzsébet a Szegedi Tudományegyetem
Juhász Gyula Pedagógusképző Karának általános és tudományos dékánhelyettese, majd
Dr. Muzsnay Zoltán, a Debreceni Egyetem Matematika Intézete Geometria
Tanszékének vezetője köszöntötte.

A szakmai program négy plenáris előadásból, 50 szekcióelőadásból és a
poszterkiállításból állt. A szekcióelőadások matematikadidaktikával kapcsolatos
témákról, matematikamódszertanról, új tanítási módszerekről, a tanítással kapcsolatos
kísérletekről és ezek eredményeiről, a matematika történetéről és informatikadidaktikai
kérdésekről szóltak.

Az első plenáris előadást Dr. Csíkos Csaba, a Szegedi Tudományegyetem
Neveléstudományi Intézetének egyetemi tanára tartotta Vizuális reprezentációk szerepe
matematikai szöveges feladatok megoldásában címmel. Előadásából megtudhattuk az
elmúlt egy-két évtized legfontosabb kutatási eredményeit arra vonatkozóan, hogy
milyen típusú rajzok hogyan segíthetik a tanulókat a matematikai szöveges feladatok
megoldásában. Az előadó szerint érdemes beszélgetni a tanulókkal a szöveges
feladatokhoz készíthető különböző rajzokról, amelyek a tanulói tulajdonságok és a
feladatjellemzők függvényében sokfélék lehetnek.

A konferencia második napját Antonín Jančařík, a prágai Károly Egyetem egyetemi
docense nyitotta meg plenáris előadásával, amelyben a Catalan-számokról mint
didaktikai kihívásról beszélt.

Dr. Kovács Zoltán, az Eszterházy Károly Katolikus Egyetem egyetemi docense plenáris
előadásában a technológia-immun iskolai matematikai problémák témakörét, létezését,
szükségességét tárgyalta, az ember, a matematikai problémahagyomány és a technológia
kölcsönhatásairól vetett fel néhány gondolatot.

Dr. Vígh Viktor, a Szegedi Tudományegyetem egyetemi docense Logikai játékok
alkalmazásai a matematikaoktatásban című plenáris előadásában a játékok különböző
fejlesztési hatásairól, illetve lehetőségeiről adott áttekintést, és vázolt néhány lehetséges
kutatási irányt is.

A kulturális programot a konferencia első napján a Juhász Gyula Pedagógusképző Kar
kamarakórusa, illetve a JGYPK jazz kamaraegyüttese szolgáltatta Flórián Gergely,
illetve Blahó Attila vezetésével. A második napon egy városnézés keretében a
résztvevőknek lehetőségük adódott megcsodálni a Szegedi Dómot és látogatóközpontját,
a Somogyi Károly Városi és Megyei Könyvtár Somogyi Emlékkönyvtárát, valamint a
Kálvin téri református templomot, ahol egy orgonakoncerten is részt vehettek.

A konferenciát Dr. Muzsnay Zoltán, a Debreceni Egyetem Matematika- és
Számítástudományok Doktor Iskola Didaktika programjának vezetője és Dr. Kónya
Eszter, a szervező bizottság vezetője zárta. A konferenciasorozat következő állomása
2025 áprilisában kerül megrendezésre.

A konferencia szervezőbizottsága az alábbi volt: Dr. Kónya Eszter (Debreceni Egyetem,
Matematikai Intézet), Dr. Matos Zoltán (Szegedi Tudományegyetem Gyakorló
Gimnázium és Általános Iskola), Kardos Gergely, Báró Emőke, Kiss Márton, Lócska
Orsolya Dóra (Debreceni Egyetem, Matematika- és Számítástudományi Doktori Iskola).

Báró Emőke
Debreceni Egyetem, Matematika- és Számítástudományi Doktori Iskola,

Nyíregyházi  Egyetem
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A KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ ROVATBAN ELSŐSORBAN OLYAN KÖNYVEKRŐL SZERETNÉNK TUDÓSÍTANI ÉS OLYAN

ELEKTRONIKUSAN ELÉRHETŐ ÍRÁSOKAT AJÁNLUNK, AMELYEK A MATEMATIKA BÁRMELY RÉSZE VAGY

KAPCSOLATAI IRÁNT ÉRDEKLŐDŐK SZÁMÁRA KÍVÁNATOSAK LEHETNEK. (ROVATSZERKESZTŐ: TÓTH JÁNOS.)

Etesi Gábor
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haladás ellen nincs
orvosság
Neumann János tudományos
hagyatékának ápolása
folyamatos közös feladatunk.
Azzal, hogy írásainak jelentősen
kibővített változatát
megjelentette, fontos részt vállalt
ebben a tevékenységben a 
Typotex Kiadó. Neumannak a
kötetben szereplő fizikai és
matematikai
tárgyú írásairól most Etesi
Gábor számol be.
Ugyanakkor Vizvári Béla
cikke a közgazdaságtani és
matematikai dolgozatokat
ismerteti. A recenziók is
igazolják, hogy Neumann írásai
mennyire gondolatébresztőek.  

Lente Gábor
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Petr Beckmann: A
Pi története
Amikor egy könyvesboltban
megláttam Petr Beckmann A Pi
története című könyvét, azonnal
belekerült a
bevásárlókosáramba – írja 
Lente Gábor. Eredetileg még
1970-ben jelent meg, magyarul
pedig – Gerner József
fordításában – a Typotex Kiadó
jelentette meg 2022-ben. Ez az
élvezetes írás nemcsak a
könyvről szól...

Kiss Géza
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Katz Sándor:
Hatványok, gyökök
Ez a különleges szakmai könyv,
feladatgyűjtemény,
összefoglalás egészen másként
közelíti meg a hatványok és
gyökök témakörét, mint elődei.
Igyekszik minden részletre
kiterjedően áttekintést adni a
módszerekről és az
alkalmazásokról egészen a
középszintű érettségitől az
olimpiai feladatok szintjéig. Kiss
Géza számol be a kétkötetes
műről.

Tarcsay Zsigmond
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Riesz Frigyes:
Fourier-sorok,
komplex és valós
függvénytan
előadások
A kolozsvári Ábel Kiadó először
teszi hozzáférhetővé
nyomtatásban Riesz Frigyes
három, korábban kiadatlan,
egyetemi hallgatók számára írt
előadásjegyzetét. A könyv igazi
hiánypótló mű, megvásárolható
a Typotex Kiadónál vagy a
szerkesztőknél: Tarcsay
Zsigmond mutatja be a
monográfiát. 

Vizvári Béla
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Neumann János
válogatott írásairól
Neumann János tudományos
hagyatékának ápolása
folyamatos közös feladatunk.
Azzal, hogy írásainak jelentősen
kibővített változatát
megjelentette, fontos részt
vállalt ebben a
tevékenységben a  Typotex
Kiadó. Neumannak a kötetben
szereplő fizikai és matematikai
tárgyú írásairól  Etesi Gábor
számol be. Ugyanakkor Vizvári
Béla jelen cikke a
közgazdaságtani és matematikai
dolgozatokat ismerteti. A
recenziók is igazolják, hogy
Neumann írásai mennyire
gondolatébresztőek. 

Freud Róbert
2024. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Simonovits
András: Válogatott
fejezetek a
matematika
történetéből
Simonovits András: Válogatott
fejezetek a matematika
történetéből című művénak
második, javított kiadását a
Typotex ingyenes e-könyvként
adta ki. Tudományterületeken
átívelő és a tanítási
szempontokat kiemelten kezelő
szemlélet hatja át a szerző
szubjektív, mégis átfogó
matematikatörténeti
válogatásának a
tárgyalásmódját. Freud Róbert
ajánlja a könyvet. 
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Etesi Gábor  2024. SZEPTEMBER, KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haladás ellen nincs orvosság

Neumann János tudományos hagyatékának ápolása folyamatos közös feladatunk. Azzal,
hogy jelentősen kibővített válogatását megjelentette, fontos részt vállalt ebben a
tevékenységben a  Typotex Kiadó. Neumannak a kötetben szereplő  fizikai és
matematikai tárgyú írásairól most Etesi Gábor számol be. Ugyanakkor Vizvári Béla
cikke a közgazdaságtani és matematikai dolgozatokat ismerteti. A recenziók is igazolják,
hogy Neumann írásai mennyire gondolatébresztőek. Az Érintő Neumann János
munkásságáról korábban is jelentetett meg két cikket Benczúr András illetve Rédei
Miklós tollából.
 

Neumann János válogatott írásai (Bővített kiadás, szerk.: Ropolyi László,
Typotex Kiadó, 2023) – fizikai, matematikai tárgyú írások

https://www.typotex.hu/book/13360/ropolyi_laszlo_neumann_janos_valogatott_irasai

Az Amerikai Matematikai Társaság (AMS) portréfilmeket készített híres
matematikusokról; a Neumann Jánosról szóló epizódban a német származású amerikai
Nobel-díjas fizikus, Hans Bethe elmeséli, hogy Princetonban az 1940–1950-es években
körbejárt a szóbeszéd, miszerint Neumann koponyájában az emberi agynak valamely
fejlettebb, azidáig nem tapasztalt képességekkel rendelkező ismeretlen mutációja
rejtőzik. A feltételezést persze mindenki tréfának tekintette – de csak félig: aki
személyes kapcsolatba került Neumannal, annak tényleg ez volt a benyomása róla.
Félelmetes kapacitású és fotografikus memóriával rendelkezett; négy élő nyelven
beszélt (sokszor egyszerre) és még latinul, ógörögül is; egészen kivételes munkabírással
dolgozott és nagyrészt éjszaka; rendkívül nehéz matematikai problémákat gyakran
villanásnyi idők alatt oldott meg: elterjedt, hogy egy olyan kérdést, amelyet Neumann
János öt percen belül nem tud megválaszolni, nem is lehet megválaszolni stb.

Vitathatatlan, hogy a magyar származású amerikai matematikus Neumann János a XX.
sz-i matematika, modern elméleti és alkalmazott fizika, közgazdaságtan, katonai
stratégiaelmélet, elméleti és gyakorlati számítástudomány, röviden: az általános nyugati
tudomány- és technikatörténet egyik kiemelkedő alakja. Szerteágazó tevékenysége,
hatalmas intellektuális hagyatéka a XX–XXI. század arculatát több ponton is kritikusan
befolyásolta, illetve befolyásolja: nehéz lenne megválaszolni, hogy az újra egyre
reálisabb fenyegetést jelentő nukleáris fegyverek kifejlesztése, elterjedése és a
hidegháború katonai startégiáinak („nukleáris elrettentés”) kidolgozása, vagy pedig az
immár a globális mesterséges intelligencia kapujában álló elektronikus számítógépek
megvalósítása gyakorol nagyobb hatást mindennapjainkra. De nemcsak folyamatok
elindítója, következményeik előrelátója is volt: a túlnépesedés és a fokozódó globális
környezetpusztítás, éghajlatváltozás okozta veszélyeket is megsejtve Neumann joggal
tette fel a kérdést már 1955-ben híres dolgozata címében: Túlélhetjük-e a technikát?

Mindenesetre az biztos, hogy nagyon nehéz annak a szerkesztőnek a dolga, aki arra
vállalkozik, hogy Neumann írásaiból, levelezéséből, vele készült interjúkból válogatva
ne csak áttekintést adjon az életműről, hanem még Neumann személyesebb oldalát is
valamennyire felvillantsa egy nem túl nagy terjedelmű könyvben. Erre a nehéz feladatra
vállalkozott Ropolyi László, akinek szerkesztésében újra napvilágot látott Neumann
válogatott írásainak bővített kiadása (Typotex, Budapest 2023). A kötet hat fejezetre
oszlik: 1. A fizika alapjairól; 2. A matematika természetéről; 3. Számítógépek
építésének és használatának problémáiról; 4. A matematikai közgazdaságtanról;
5. A technika, tudomány és társadalom kapcsolatáról; 6. Saját életkörülményeiről –
ezekben az adott témakörrel kapcsolatos egy-egy tanulmány, könyvkivonat, levél,
interjú olvasható. A recenzió első részében fizikai és matematikai témájú írásait (1–2.
fejezet), illetve a modern kor problémáit (5. fejezet) taglaló dolgozatait tekintjük át.

Nem alaptalan a feltételezés, hogyha Neumann korai halála 1957-ben nem vet véget
további kibontakozásának, akkor az elméleti fizika, matematika egyes igen nehéz
területei – úgymint a kvantummechanika, a relativisztikus kvantummező-elméletek
matematikai szerkezete, illetve interpretációs kérdései, valamint az áramlástanban a
lökéshullámok leírása; matematikában pedig a halmazelmélet és a matematikai logika,
az operátoralgebrák elmélete, valamint a nemlineáris parciális differenciálegyenletek
numerikus megoldása – kb. húsz–huszonöt évvel fejlettebb és integráltabb alakjukban
állnának előttünk, mint ahogy manapság ismerjük őket. Feltételezésünket néhány
elfeledettnek tűnő neumanni gondolat felelevenítésével szeretnénk alátámasztani.

Fizika. Neumann több írásában is felhívja a figyelmet arra a túlságosan is megszokott és
emiatt sokszor mellőzött tényre, hogy a klasszikus és modern fizika egyes elméleteinek
léteznek különböző matematikai megfogalmazásaik. Jól ismert példa a klasszikus
mechanika mint differenciálegyenletekre vonatkozó Cauchy-feladat, ill. mint a
legkisebb hatás elvén alapuló kétlehetséges alakja. A két megfogalmazás matematikai
értelemben szigorúan ekvivalens. Viszont fizikai értelemben nem, ugyanis az általuk
„sugalmazott” fizikai világkép eltérő: az előbbi egy lokális-kauzális, míg utóbbi egy
globális-teleologikus (célelvű) elvvel operáló univerzumot sejtet. A két leírás közötti
választás nagymértékben önkényes, szigorú módszerekkel bármelyiket kitüntetni nem
lehet. A kvantummechanika egy sokkal bonyolultabb kurrens példa. Három
megfogalmazása is ismert: a Heisenberg-féle mátrixmechanika, a Schrödinger-féle
hullámmechanika;– ezek egy időben születtek meg –, és a Feynman-féle pályaintegrálos
alak, ami későbbi. E megfogalmazások matematikailag mind precízek és ekvivalensek,
tehát a kvantummechanika matematikailag nagyon erős lábakon áll. Viszont a fizikai
jelentése körül immár száz éve tartó, szűnni nem akaró vita zajlik. A korszerű
tudományelméleti definíció szerint egy fizikai elmélet olyan, a természet valamilyen
szempont szerint egybetartozónak vélt jelenségeit leíró kétszintű struktúra, amelynek
első szintaktikai szintjén egy matematikai modellt fogalmazunk meg, és ebben a
matematika szigorú formális szabályai szerinti tevékenységet végzünk („számolunk”);
második, szemantikai szintjén pedig a modell egyes matematikai fogalmainak fizikai
jelentéssel bíró felruházását, vagyis a természeti jelenségekre való visszavonatkoztatását
végezzük el („fizikai interpretáció”). Egy kidolgozott fizikai elmélet szintaktikai szinten
mindig lezárt-befejezett, szemantikai szinten viszont mindig nyitott-kibontakozó.  Tehát
a kvantummechanika körüli inerpretációs vita abból áll, hogy a fizikai elmélet egy
partikuláris szintaktikájában feltárt matematikai struktúrák mind megjelennek-e
szemantikai szinten is? És ha igen, miféle fizikai jelentéssel bírnak? De először is:
melyik matematikai modellt válasszuk a fizikai interpretáció tárgyául? Neumann
A módszer a fizikában c. 1945-ben megjelent tanulmányában ezt írja (l. 78. old.):

 

De mindvégig teljesen világos volt, hogy azt, hogy az egyik vagy a másik
elméletet [értsd: modellt – E.G.] választják, végső soron az motiválja, hogy a
kvantummechanika minden sikere ellenére olyan területekkel határos, amelyeken
az elmélet nem kielégítő, nevezetesen az elektrodinamika kvantumelméletével és
ennek következtében az olyan részecskék, mint a mezonok kvantumelméletével.

Utóbbiakról jóval kevesebbet tudunk, mint a kvantummechanika eredeti
területéről, és itt súlyos nehézségek közé kerültünk. Az ok, amely miatt a
kvantumelmélet egyik változatát előnyben részesítették a másikkal szemben,
általában az az intiutív remény volt, hogy az egyik vagy a másik fog jobb
heurisztikus útbaigazítást adni az elmélet kiterjesztésére azokra a területekre,
amelyek még nem kielégítően megmagyarázottak vagy nem kifogástalanul
általánosítottak és ellenőrzöttek. Az utóbbi húsz évben az a felfogás uralkodott,
hogy minden azon múlik, sikerül-e megtalálni az elmélet korrekt formális
kiterjesztését. Ha végül is bebizonyosodik, hogy valóban ez a helyzet, az el fogja
dönteni a végső választást. A formai kérdéseknek tehát nagy heurisztikus és
útbaigazító jelentőségük lehet még akkor is, ha a matematikai összefüggések
ekvivalensek, és végül is ezek dönthetik el a végeredményt.

 

Meglepő, és a fizika, illetve a matematika sokkal mélyebben megbúvó és talán közös
tőről fakadó problémáira utal, hogy a kvantummechanika Neumann által is fontosnak
tartott térelméleti kiterjesztését matematikailag precíz alakban – az azóta eltelt, immár
száz év alatt – sem sikerült elvégezni. Mindössze annyi állapítható meg, hogy e
kiterjesztési törekvésekben inkább a Heisenberg-, illetve a Feynman-féle formalizmusok
ígéretesek, ugyanis kiderült, hogy a Schrödinger-féle megfogalmazás, különös
tekintettel annak Born-féle valószínűségi interpretációjára, nem használható jól
(leginkább azért, mert a Schrödinger-féle  hullámfüggvény Dirac-féle relativisztikus
általánosításában az antirészecskék elkerülhetetlen felbukkanása miatt bizonyos 
téridő-pontokban már  is megengedett, ami lehetetlenné teszi a
valószínűségi értelmezést). Ez azt sugallja, hogy habár szintaktikailag ekvivalensek, a
Heisenberg-, illetve a Feynman-formalizmus szemantikai szinten „közelebb állhat” a
kvantumelmélet egyelőre ismeretlen mélyszerkezetéhez, mint a Schrödinger-féle. Ennek
dacára Neumann halála óta, tehát az utóbbi évtizedekben a kvantummechanika
hullámmechanikai megfogalmazása folyamatosan kiszorította a többit mind a régóta
gyakorló fizikusok, mind a kvantumelmélet területére újonnan belépő filozófusok
körében; ez talán indokolt matematikai-számoláskivitelezési-praktikus okokból azonban
nem teljesen érthető a kvantummechanika egészét illetően. És ennek megfelelően az
elmélet interpretácója körüli egyre parttalanabb vitákat is mindjobban pusztán a
Schrödinger-megfogalmazásban szereplő matematikai objektumok fizikai jelentésének
tisztázása tölti ki, különös tekintettel a „hullámfüggvényre” és annak viselkedésére
mérési folyamatok során.

Matematika. Talán ars poetica is lehetne Neumann azon egész munkásságán átívelő
meggyőződése, hogy a matematika nem választható le tapasztalati eredetű gyökereiről.
Ezt hangsúlyozza például A matematikus c. 1947-ben megjelent esszéjében is (l. 99–
100. old.):

 

Ha egy matematikai diszciplína messzire távolodik tapasztalati forrásától, vagy
még inkább, ha már a második vagy harmadik nemzedéket csak közvetve érik el a
„valóságból” származó eszmék, ez súlyos veszélyt rejt magában. Egyre inkább
tiszta esztétizálássá válik, egyre tisztább l'art pour l'art-rá. Ez nem feltétlenül
rossz, ha a területet csatlakozó tárgyak veszik körül, amelyek még szorosan
kapcsolódnak a tapasztalathoz, vagy ha a tudományág kivételesen fejlett ízlésű
emberek befolyása alatt áll. De súlyos a veszély, hogy a tárgy a kisebb ellenállás
irányába fejlődik, hogy a forrástól eltávolodott folyó jelentéktelen ágak
sokaságává különül el, és a diszciplína részletek és bonyodalmak szervezetlen
tömegévé válik. Más szóval, a tapasztalati forrástól nagy távolságban vagy sok
„absztrakt” behatás után a matematikai tárgyat a degenerálódás fenyegeti.
Kezdetben a stílus rendszerint klasszikus, amikor azonban a barokká válás jelei
mutatkoznak, a vészjelzés adott.

 

A modern matematika legjelentősebb tapasztalati forrása a fizika. Ezért ha a fentebb
megkezdett fizikai ösvényen haladunk tovább, a matematikai részt is döccenés nélkül
tekinthetjük át Neumann szellemében. Érdekes egybeesés, hogy a fizika és a matematika
szinte egyszerre élte át eddigi történetének legnagyobb válságait a XIX–XX. század
fordulóján. Neumann így ír erről (l. A módszer a fizikában, 71. old.):

 

Két ilyen válság a fizikában volt: a fogalmi átrendeződés a relativitás elvének
felfedezésével kapcsolatban, valamint a fogalomalkotás nehézségei a
kvantumelméleti felfedezésekkel kapcsolatban. A relativitáselmélettel kapcsolatos
krízis rövid volt, de éles. A másik válság hosszú időn át tartott, a kvantumelmélet
kialakulásának majdnem harminc évén át.

A harmadik válság a matematikában zajlott. Ez nagyon komoly fogalmi válság
volt, a szigorra és a korrekt matematikai bizonyítás helyes módjára vonatkozott. A
matematika abszolút szigorára vonatkozó régebbi nézetek fényében meglepő,
hogy ilyesmi megtörténhetett, és még meglepőbb, hogy napjainkban következett
be, amikor már nem hiszünk a csodákban. Mégis bekövetkezett.

 

Neumann azon kevesek közé tartozott, akik két krízis lezajlását is közelről figyelhették,
sőt, a kvantummechanika fogalmi, illetve a matematika jólmegalapozottsági
problémáinak vizsgálatában jelentős szerepet is játszott. Látott-e valamilyen kapcsolatot
a két problémakör között? A matematika szerepe a tudományokban és a társadalomban
c. 1954-ben megjelent dolgozatában a matematikában felbukkant váratlan
nehézségekkel kapcsolatban ezt írja (l. 105. old.):

 

[ ] megjegyzem, hogy mindez azzal az igen bonyolult ismeretelméleti kérdéssel
kapcsolatos, hogy jogosult-e nem véges számú egységek összességét vizsgálni;
vagy hogy matematikai fogalmak végtelen összességével foglalkozva, pontosan
mit jelent az, ha általános állítást kockáztatunk meg, pontosan mit jelent az, ha azt
mondjuk, hogy tudjuk, hogy valami lehetséges egy ilyen összességben? Azt
jelenti-e, hogy van egy tényleges példánk? Azt jelenti-e, hogy van valamilyen más
módszerünk, hogy megmutassuk: létezik egy ilyen példa? Mármost valójában
van-e bármilyen mód arra, hogy egy példa létezését bizonyítsuk anélkül, hogy
részletesen bemutatnánk? Valamennyiünk számára az egyik nagy meglepetés az
volt, hogy kiderült: a matematika általánosan elfogadott módszerei ténylegesen
olyanok, hogy léteznek fogások, amelyekkel bizonyítható egy példa anélkül, hogy
azt bemutatnánk. Nem könnyű elképzelni, hogyan történhet ez meg. De valóban
megtörtént, és ez a normális matematikai gyakorlat.

Azt szeretném tehát mondani, hogy van itt néhány nagyon nehéz és kényes
kérdés, s az ember nem kerülheti el a következtetést, hogy ezek bizonyos fokig
hasonlóak a fizika alapjait érintő kérdésekhez. Lehetséges, hogy valamit
kézenfekvőnek érzünk, és ez valamilyen módon a kényelemmel függ össze, és
hogy szó sincs arról az emberfeletti, abszolút megbízhatóságról, amelyet a
matematika egyik lényeges elemének tartanak. Van tehát a kétségnek bizonyos
tere itt; s a matematika jellegét és szerepét értékelve nem szabad
megfeledkeznünk arról, hogy a kétség létezik.

 

A Neumann által említett matematikai létezést garantáló „fogások” listáján valószínűleg
szerepel a XX. sz-i matematika fenegyereke, a kiválasztási axióma. Alkalmazásával a
valós számokról olyan kijelentések tehetők, mint például a Banach–Tarski paradoxon.
Az 1930-as években (Tarskiék és Neumann fiatalkorában) a Banach–Tarski-paradoxon
érv volt a kiválasztási axióma ellen: a kiválasztási axiómával mindenfajta konstruktív
útmutatás nélkül ex cathedra posztuláljuk megfoghatatlan, elképzelhetetlen objektumok
létezését, és ennek olyan kontraintuitív következményei vannak, amelyek
ellentmondanak az „anyagmegmaradásnak”. Azt gondolták, nagyon óvatosnak kell
lennünk az olyan állításokkal, amelyek bizonyos objektumok létezését úgy posztulálják,
hogy nem adnak módszert a kérdéses objektumok előállítására, mert lám, ezeknek olyan
következményeik lehetnek, amelyek a szemléletünknek élesen ellentmondanak. Azóta a
Banach–Tarski paradoxont megértették, és a kiválasztási axióma helyet kapott a
„hétköznapi” matematikában.  Viszont ha a Neumann által szintén említett kétség a
matematika megbízhatóságával szemben továbbra is fennáll, akkor fel kell tenni a
kérdést: mennyire bízhat meg egy fizikus például abban a matematikai struktúrában,
amellyel a fizikai időt és teret modellezik a jelenkori fizikában? Ez a XIX. században
megkonstruált struktúra ugyanis nem más, mint a valós számok halmaza. Paradox
tulajdonságait részben már ismerve megbízhatóan fog-e teljesíteni olyan extrém
szituációkban is, mint például egy atommag mélye, egy fekete lyuk belseje vagy az
Ősrobbanás utáni első  másodperc fizikai körülményei? Egyelőre nem teljesen
tisztázott okoknál fogva a kvantummechanika ezekre a helyzetekre vonatkozó
kiterjesztései immár száz éve matematikailag stabilan inkonzisztensek.

Meg kell még említeni, hogy azért sok olyan, Neumann által elindított kutatási irány is
van, ahol az utóbbi fél évszázadban jelentős előrehaladás történt. Ilyen például az
operátoralgebrák elmélete, amely szintén szorosan kapcsolódik a modern fizikához (és a
fentebbi kérdésekhez is). A terület 1940–1950-es évekbeli állapotának áttekintését adja
Neumann előadása, amelyet az 1954. évi Nemzetközi Matematikai Kongresszuson
tartott Megoldatlan problémák a matematikában címmel (l. 114–136. old.).

Technikai fejlődés és a jövő. Habár e sorok írója szakmailag kívülállónak tekinti magát
olyan szerteágazó komplex kérdések vizsgálatában, mint például hogy az egyre gyorsuló
technikai fejlődés a túlnépesedéssel és a globális környezeti problémákkal megtoldva
merre alakítja jövőnket, mégsem tekintheti magát kívülállónak olyasvalakiként, mint aki
ebben az egész problémahalmazban kénytelen részt venni. Ezért következzék itt egy
rövid megjegyzés, amely tehát elismerten szubjektív.

A második világháború idejétől kezdve szaporodnak az olyan elemzések, amelyek egy
egyre magasabb technikai fejlettségű és túlnépesedő, ugyanakkor vallási-ideológiai-
nemzeti stb. vonalak mentén egy egyre inkább széttöredező világ növekvő külső-belső
instablitására hívják fel a figyelmet. Ezek közé tartozik Neumann 1955-ben megjelent
Túlélhetjük-e a technikát? c. dolgozata is (l. 361–374. old.).  Az elemzések
szemléletmódja az idő múlásával a kezdeti, úgynevezett „objektív”, „elkerülhetetlen”
okok és mechanizmusok – például Neumann dolgozatában szerepel az elhíresült
mondat: A haladás ellen nincs orvosság  stb. – feltárásától érzékelhetően tolódik el a
multinacionáis cégek profitmaximalizálási törekvéseinek, majd az „emberi, túlságosan is
emberi” tényezők: az élvhajhászatban és a tömegfogyasztásban vidáman lubickoló
átlagfogyasztó személyes szerepének hangsúlyozása felé. És tényleg: például mi célból
égettük el, mire használtuk el a kőszenet, kőolajat, a földgázt az elmúlt száz év során?
Mi volt az a nagyszerű eszme, az a nagyszabású cél, amiért az utókor majd azt mondja
rólunk: ezért még a környezetszennyezés, az éghajlatváltozás is megérte? A korszerű
mezőgazdaság rengeteg szénhidrogént használ el egyrészt talajművelésre, másrészt
intenzív műtrágyázás formájában; talán a gyors és olcsó közlekedés megszületésének is
lehetne örülni, az ezzel együttjáró tömegturizmusnak már nem annyira. De
legnagyobbrészt olyan egyszer használatos, ugyanakkor nem lebomló műanyag
termékek előállítására fordítottuk forrásainkat, amelyek mindent elárasztó maradékaival
(vagyis a műanyagszeméttel) most nem tudunk mit kezdeni. Mindez pedig egy remek
ötlet: a tervezett elavulásnak nevezett gazdasági doktrína keretében zajlik például úgy,
hogy egyes nagy autógyártók (a politikusok jóváhagyásával) évtizedek óta manipulálják
az emisszióval kapcsolatos adataikat (l. német dízelbotrány), vegyipari óriásvállalatok
pedig saját kutatásaik alapján már az 1980-as évek eleje óta jól tudják, hogy a
műanyagok újrahasznosítása fenntartható formában (jelenlegi ismereteink szerint) nem
lehetséges. Ami pedig minket illet, valljuk be, hogy a jövővel kapcsolatos, úgynevezett
„rémisztő kilátások” ellenére a reklámoknak továbbra sem túl nagy erőfeszítés újabb
céltalan utazásokra, túlfogyasztásra stb. buzdítani bennünket. Az efféle haladásra persze
tényleg nincsen orvosság.

Zárásképpen néhány észrevétel a kötettel kapcsolatban. A Gondolat Kiadó Válogatott
tanulmányok címmel sorozatot jelentetett meg híres XX. századi természettudósok
népszerűsítőbb írásaiból nagyjából 1960 és 1990 között. E sorozatból érthetetlen módon
hiányzik a Neumann Jánosról szóló kötet.  Már emiatt is várva várt hiánypótlásnak kell
tekinteni a most megjelent könyvet. A Gondolat sorozatán végigvonuló szerkesztői
elképzelés az volt – habár nem mindig teljesült – hogy lehetőleg teljes tanulmányokat,
előadásokat, rövidebb könyveket, teljes levelezéseket mutassanak be. Így ugyan
kevesebb minden fért egy kötetbe, de az olvasónak megvolt az a jóleső érzése, hogy
egyrészt tisztázott volt a szövegbeli matematikai jelölésrendszer, másrészt lekerekített,
zárt, egész gondolatmenetekkel ismerkedhetett meg. A kivételesen szerteágazó
Neumann-életmű esetében az elv alkalmazása nyilván nehezebb lehetett, s talán ezzel
magyarázható, hogy a mostani Neumann-válogatásban sok részlet, kivonat, válaszok
nélküli levél olvasható. Úgy éreztük, hogy ez nem tett igazán jót a válogatásnak. Például
a kötet nyitó tanulmánya, Neumann A kvantummechanika matematikai alapjai
(Akadémiai, Budapest 1980) c. könyvének részlete, kiragadottnak tűnik abban az
értelemben, hogy még a Neumann által használt matematikai jelölések sem tisztázottak
benne (természetesen a Neumann-könyvben minden precízen be van vezetve).
Meglehetősen váratlanul szakad egyszer csak félbe Az EDVAC-ról szóló jelentés első
vázlata c. tanulmány (l. 149–174. old.), illetve a Neumann–Morgenstern-könyv
bevezetés-részleténél (l. 329–355. old.) hirtelen magunkra maradva is azt kérdeztük:
miért pont itt? Továbbá számunkra nem volt teljesen világos az egyes fejezetek végén
néhány kissé ad hoc tárgyúnak tűnő levél közlése mögött megbújó szerkesztői szándék
sem.

Végül ezúton is köszönet Sági Gábornak (RI, Halmazelmélet, Logika és Topológia
Oszt., BME MI, Algebra és Geometria Tsz.) néhány matematikai kérdés tisztázásában
nyújtott segítségéért.

Etesi Gábor
BME, TTK, Geometria Tanszék

 

Lábjegyzetek
Erre mondja Richard Feynman A fizikai törvények jellege c. könyvecskéjében

(Magvető, Budapest 1983), hogy egy megfelelően mély fizikai elmélet mindig
„valahogyan több” mint bármelyik matematikai modellje.
A mai szóhasználatban az „axióma” valamiféle megváltoztathatatlan, kőbe vésett

igazságot jelent. Pedig Szabó Árpád szerint a görög eredetiben mindössze „méltányos
kérést” jelenthetett („axiosz” görögül: „méltó”). Így ír A görög matematika
kibontakozása (Magvető, Budapest 1978) c. tanulmányában (l. 213–214. old.): „Nyilván
erre a hangsúlyozni akart jelentésárnyalatra vezethető vissza az is, hogy később az
axiómákat görögül inkább a „koinai ennoiai” kifejezéssel írták körül. (Így nevezik az
axiómákat a ránk maradt Euklidész-kéziratok.) Ezt az utóbbi körülírást latinul
„communes animi conceptiones”-nek mondják –- ezzel fejezvén ki azt, hogy az axiómák
„közös lelki alkatunknak megfelelő állítások”.
További könyvek a legkülönbözőbb területekről a teljesség lehetősége nélkül: J. O. 

y Gasset 1928-as könyve: A tömegek lázadása (Helikon, Budapest 2019); N. Wiener
1950-es könyve: Human use of human beings (in: N. Wiener: Válogatott tanulmányok,
Gondolat, Budapest 1974); C. G. Jung 1952-es könyve: Válasz Jób könyvére (in:
C. G. Jung Összegyűjtött Munkái 11, Scolar, Budapest 2005); A. C. Clarke 1962-es
könyve: A jövő körvonalai (Gondolat, Budapest 1969); H. Marcuse 1964-es könyve: Az
egydimenziós ember (Kossuth, Budapest 1990); S. Lem 1967-es könyve: Summa
technologiae (Kossuth, Budapest 1972); E. F. Schumacher 1980-as könyve: A kicsi szép
(Közgazdasági, Budapest 1991); K. Lorenz 1988-as könyve: Ember voltunk hanyatlása
(Cartafilus, Budapest 1996); E. Drewermann: Der tödliche Fortschritt (Herder, Freiburg
1991); S. P. Huntington 1994-es könyve: A civilizációk összecsapása és a világrend
átalakulása (Európa, Budapest 1998); J. Diamond: Collapse (Penguin Books, New York
2005); Gelencsér András: Ábrándok bűvöletében (Akadémiai, Budapest 2023) stb.
Angolul: For progress there is no cure, a könyvben magyarul úgy szerpel, hogy A

fejlődés ellen nincs gyógymód (l. 373. old.).
Neumann János: Válogatott tanulmányok és előadások a Közgazdasági és Jogi

Könyvkiadónál jelent meg 1965-ben, de messze nem tekinthető minden területre
kiterjedő válogatásnak.
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Petr Beckmann: A Pi története

Hajós György máig nevezetes, Elemi geometria című könyvében két olyan rész van,
amely egyetlen olvasás után is az emlékezetembe vésődött. Az egyik az Euler-féle
poliédertétel bizonyítása egy bolygó elképzelésével és gátak robbantásával. A mai napig
úgy tudom felidézni magát a tételt, hogy a gondolatmenetre emlékszem. A másik ilyen
rész egy kis betűkkel szerénykedő tétel a kör kerületével kapcsolatos fejezetben:

Tétel. Ha  és  egy szabályos sokszög beírt és körülírt körének sugarát jelöli, akkor
az ugyanakkora kerületű s kétennyi oldalú szabályos sokszög beírt és körülírt köreinek 

 és  sugarát a következő képletek adják:

Miért is emlékezetes ez? Ehhez egy kicsit a tétel következményeibe érdemes magunkat
beleásnunk. Definiáljuk az  sorozat tagjait rekurzióval a következőképpen:

A fenti, elemi geometriai tételről aligha gondolnák sokan, hogy bármit köze lenne a
sorozat határétékéhez, de valójában a segítségével könnyen belátható, hogy

Nem csodálatos? Két egész számból kiindulva, felváltva geometriai és harmonikus
közepeket számolva nevezetes, transzcendens határértéket kapunk. A bizonyítási trükk
annyi, hogy egy négyzet kerületéből elindulva a sokszög oldalszámának minden határon
túl menő kétszerezése kört eredményez majd. De lehet más kiindulási értkekeket is
választani az iterációhoz; az

kezdeti értékpárt használva a határérték szintén  lesz. Itt szabályos háromszögből
kezdtük a gondolatmenetet. Talán még nem unalmas, ha a szabályos ötszögből induló
két kezdeti szám is szerepel itt, amikor szintén  adódik határétékként:

Ha a Hajós-könyvben szereplő tétel ennyire könnyen ragadt meg bennem, akkor talán az
sem váratlan, hogy amikor egy könyvesboltban megláttam Petr Beckmann A Pi
története című könyvét, azonnal belekerült a bevásárlókosáramba. Az eredeti művet
először 1970-ben (!) adták ki, a magyar fordítást a Typotex Kiadó viszont csak 2022-ben
jelentette meg Gerner József fordításában. Szerencsére a  krónikájának időskálája
évezredes, amihez képest az eredeti mű kiadása óta eltelt ötven év igazán semmiség.

A szerző, Petr Beckmann (1924–1993) Prágában született, a második világháború alatt a
brit Royal Air Force-nál szolgált, majd szülőhazájában villamosmérnöki képesítést
szerzett. 1962-től a University of Colorado professzoraként dolgozott Boulderben.
Számos könyvet írt, s pályafutása végén arról is nevezetes lett, hogy kétségbe vonta
Einstein speciális reltivitáselméletét. Úgy tűnik, ezen érvei nem lehettek túlságosan
meggyőzőek, viszont ez a megállapítás a A Pí történetére a legkevésbé sem vonatkozik,
amely sodró lendületű írásmű.

Sem a bevezetőben említett tétel a Hajós-könyvből, sem az utána rekurzívan definiált
sorozat nem szerepel ebben a krónikában – legalábbis nem szó szerint. Azt viszont
megtudtam, hogy a kör kerületének sokszögekre alapuló közelítése a görög matematika,
egészen pontosan a szofista filozófus, rhamnoszi Antiphón (i.e. kb. 480–i.e. 411) ötlete
volt. Az elvet a gyakorlatban is használhatóvá a szürakuszai Arkhimédész (i.e. kb. 287–
i.e. 212) tette, aki 96 oldalú sokszöggel, tehát háromszögből indulva adott alsó és felső
határt is a  értékére:

A görögök azonban a végtelentől való, nem is egészen megalapozatlan filozófiai
félelmük miatt (elég csak Zénón paradoxonaira gondolni), a határérték jelentőségét nem
ismerték fel.

A könyv 18 fejezetet tartalmaz, majd a végén, egyetlen oldalon a  értékének első
tízezer tizedesjegyét adja meg mindössze két nyomtatott oldalon, természetesen elég
apró számjegyekkel. A szerző nemigen próbál értékítéletektől mentesen írni a
tudományos felfedezésekről, és ez szerintem nagy hasznára van a könyvnek. A Római
Birodalom történelmi szerepéről, illetve Arisztotelészről például olyan, vaskosan
negatív véleményt olvashatunk, amely más (tudomány)történeti munkákban nemigen
lelhető fel. Talán szokatlan ez, de mindenképpen elgondolkodtató és eredeti – időnként
még meggyőző is. A tanulmány hatására például újra elolvastam, hogy Simonyi Károly
monumentális, A fizika kultúrtörténete című műve mit ír Arisztotelész munkásságáról.
Amit találtam róla a könyvben, értékítéletektől mentesen ugyan, de szinte semmi másról
nem szól, csak a görög filozófus valóban nagy hatású tévedéseiről. A legközvetlenebbül
a mozgástan esetében érhető ez tetten, amiről Simonyi a következőt írta: „Az
arisztotelészi dinamikán, amely közel kétezer évig a tudomány végső szava volt ezen a
téren, az emberiség csak úgy tudott túllépni, hogy az egész arisztotelészi világképet
elvetette. Általánosságban tehát azt mondhatjuk, hogy a jelenségek felületét ugyan hűen
ábrázoló és rendszerező, de a mélyre egyáltalában nem hatoló peripatetikus mozgástan a
dinamika tudományának fejlődését inkább gátolta, mint elősegítette.”

De térjünk vissza Beckmannhoz és a -hez! A szerző nemcsak világos értékítéletet
mond, hanem a politikai korrektség látszatát is elkerüli az egyházak szerepének
megítélésében a tudomány történetében. 1970-ben ezt még könnyebb volt megtenni,
mint manapság? Például: „Három jelentős esetről tudunk, amikor a vallás agresszívvá
vált, s az emberiség nagy részét hosszan tartó, szörnyűséges rémálomba taszította. Ez a
középkori kereszténység, a középkori iszlám, és a modern kommunizmus.” Talán nem
meglepő egy ilyen vélemény valakitől, aki 1962-ben távozott Csehszlovákiából
Amerikába. A következő, váratlan analógia is valószínleg megragad majd az olvasó
fejében: „A szovjet főpapok a Pravdát nyomtatták ki a köznépnek, ők maguk viszont a
New York Times kivonatát olvasták; ugyanígy tett a középkori papság is: a matematikát
sátáninak bélygezték a tömegek előtt, ők maguk viszont sűrűn megmártóztak ebben a
fertőben.”

Talán úgy tűnhet, ennyi érdekesség után a matematikai tartalom szerepe csak
másodlagos maradhat. De nem így van. A könyv valóban számtani-mértani
történetmesélés, de párhuzamos módszert használ. Lényegében öt szál fut, némelyik a
kőkorszaktól kezdődőden, amikor kettőnél tovább nem nagyon számolt még az ember.
Ennek a ténynek egy érdekes kulturális tükröződése, hogy a legtöbb nyelvben a kettő és
a fél szavak eredete nagyon különböző, de az összes többi tört nevét az egész számokból
származtatják.

Az első visszatérő téma a  számértékének minél pontosabb meghatározása. Könnyen
egyet lehet érteni a szerzővel abban, hogy ennek tíz tizedes jegyen túl semmiféle
gyakorlati haszna nincsen, de intellektuális gyakorlatnak gyönyörködtető, ezért sokan
fektettek bele energiát. A számérték meghatározása általában a többi visszatérő szállal is
kapcsolatban van. Az ilyen számjegyvadászok leghíresebbike a holland Ludolph van
Ceulen (1539–1610), aki 1596-ban a már említett, sokszögkettőzős módszert 
oldalú síkidomra használva 20 helyes jegyet kapott. Ezért – különösen német
nyelvterületen – a -t időnként még ma is Ludolph-féle számnak (die Ludolphsche Zahl)
nevezik. Szintén ezt a munkát örökíti meg a következő magyar nyelvű mondat, amelyet
én segédeszközként használok arra, hogy a  húsz számjegyére fejből emlékezzek:

Nem a régi, s durva közelítés, mi szótól szóig így kijön betűiket számlálva; Ludolph
eredménye már, ha itt végezzük húsz jegyen. (3,14159265358979323846)

Ez a mondat természetesen nincs benne Beckmann könyvében, de hasonlóan
használható -verseket olvashatunk benne angolul:

How I want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quantum
mechanics!

Vagy franciául:

Que j'aime afaire apprendre un nombre utile aux sages! 
Immortel Archimede, artiste ingenieur. 
Qui de ton jugement peut priser la valeur? 
Pour moi. ton probleme eut de pareils avantages.

Vagy németül:

Dir, o Held, o alter Philosoph, du Riesengenie! 
Wie viele Tausende bewundem Geister 
Himmlisch wie du und gottlich! 
Noch reiner in Aeonen 
Wird das uns strahlen 
Wie im lichten Morgenrot!

Az ilyenek létezéséről már középiskolás koromban tudtam, de csak a könyv hatására
gondolkodtam el azon, hogy vajon mi történik akkor, ha éppen nulla számjegy
következik. Ezt nem sikerült kiderítenem, de én minden bizonnyal tíz betűs szót
használnék. Viszont emiatt ellenőriztem: a  számjegyei között a tizedes vesszőtől
jobbra a 32. helyen szerepel először 0. Hármasból pédául öt is van előtte, és akkor a
tizedes vesszőtől balra lévőt még nem is számoltuk.

A második nagy visszatérő téma a sokszögoldal-felező eljárás, de erről már volt szó.
A harmadik a kör négyszögesítése, vagyis egy négyzettel egyenlő kerületű (vagy
területű) kör szerkesztése. Erre egyébként számos látszólag sikeres megoldást mutat be a
mű, de mindegyiknél megtudjuk azt is, hol nem felel meg az eukleidészi szerkesztés
szabályainak. Persze idővel igazolták, hogy ezen korlátok között a feladat nem oldható
meg, viszont néhány, a logikát látványosan elutasító ember még a bizonyítás
közismertté válása után is próbálkozott vele, Beckamnn tőlük sem sajnálja a kritikai
szavakat.

A negyedik lényeges téma a  irracionális, illetve transzcendens voltának bizonyítása.
Az előbbi Johann Heinrich Lambert (1728–1777) és Adrien-Marie Legendre (1752–
1833) érdeme. Tették mindezt még jóval azelőtt, hogy Joseph Liouville (1809–1882) a
transzcendens számok puszta létezését bebizonyította volna 1840-ben. A -re a
bizonyítást Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852–1939) találta meg 1882-ben,
ezzel egyúttal a kör négyszögesítésének lehetlenségét is igazolta.

Az ötödik, s egyben az én listámon az utolsó visszatérő téma a -re vonatkozó algebrai
kifejezések megtalálása. Ennek kapcsán megtudjuk azt is, hogy Beckmann szerint
minden idők legnagyobb matematikusa Leonhard Euler (1707–1783) volt és nem Carl
Friedrich Gauss (1777–1855). Az ő koruktól kezdve számos lánctörtet és végtelenben
vett határértéket hoztak kapcsolatba a -vel. Ilyen környezeteben derül ki az is, hogy
számítógépekkel a  sok százezer számjegyének meghatározását a következő
összefüggés alapján végezték:

Végezetül emlékezzünk meg arról is, hogy természettudományos körökben a politikusok
negatív megítélését gyakran olyan viccekkel is kifejezik, amely szerint egy-egy
törvényhozás vagy kormány abszurd, a természeti törvényeknek ellentmondó emberi
szabályt akar hozni (például egy változat: az amerikai törvényhozás tegnap
felfüggesztette a gravitáció törvényét). Ez persze soha nem nyugszik valós történeti
alapokon. Vagy mégis? Beckmann például előásta az Indiana állam képviselőháza elé
1897. január 18-án beterjeszett, 246-os számú javaslatot, amelynek a címe
Törvényjavaslat egy új matematikai igazság bevezetésére volt. Ebben például a
következő bekezdés is szerepelt:

Indiana állam közgyűlése iktassa törvénybe, hogy a kör területe úgy aránylik a kerület
negyedével megegyező vonal négyzetéhez, ahogy az egyenlő oldalú téglalap területe
aránylik az egyik oldal négyzetéhez. Az átmérő lineáris egységként való alkalmazása a
körterület kiszámításában a jelen szabály értelmében teljes egészében helytelen

Ha átsiklunk afelett, hogy az „egyenlő oldalú téglalap” tisztességes nevén négyzet,
akkor a szöveg éppen 4-et ad a  értékére. Ha viszont Petr Beckmannt követve elírásra
gyanakszunk, és egyenlő oldalú háromszöget képzelünk erre a helyre, akkor

, adódna, ami még 9-nél is nagyobb.

1897. febrár 5-én a ház egyhangúlag, 67 támogató szavazattal elfogadta a javaslatot.
Szerencsére néhány nappal később C. A. Waldo, a Purdue egyetem
matematikaprofesszora véletlenül a parlamentbe látogatott, s néhány törvényhozónak
kifejtette ellenvéleményét. Ennek hatására a végleges szavazást Indiana állam
szenátusában 1897. február 12-én határozatlan időre elnapolták. Beckmann 1970-ben
született könyve megjegyzi, hogy azóta sem tűzték napirendre.

2024-ben hozzátehetjük, hogy ez az állapot szerencsére az azóta elmúlt 54 évben sem
változott.

Lente Gábor
egyetemi tanár, PTE Kémiai Intézet
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Katz Sándor: Hatványok, gyökök

Katz Sándor: Hatványok, gyökök ‒ középszinten, emelt szinten, versenyszinten, I.
és II. kötet, Matematikai Tehetségekért Alapítvány, Nagykanizsa 2023.

Egy olyan különleges szakmai könyvet, feladatgyűjteményt, összefoglalást vehet kézbe
az olvasó, amelyhez hasonló munkával az utóbbi évtizedekben nem találkoztam.

Az internet az elmúlt évtizedekben elhozta a matematika tanításában is a megfoghatatlan
mennyiségű információt, a felgyorsult ismeretszerzést. A tanulók és a tanárok a bőség
zavarában nem kapnak világos üzeneteket a feladatok nehézségi szintjéről, a logikai
kapcsolatokról, a célszerű felépítésről. A szakmai könyvek vagy sok-sok érdekes
témakörben, egymástól egészen távoleső módszereket, ismereteket nyújtanak,
keresztmetszetet adnak, vagy közvetlenül az érettségi vizsgákra készítenek fel.

Ezek mellett a Matematikai Tehetségekért Alapítványnál korábban jelent meg két
összefoglaló ‒ elméleti ismereteket és tematikus feladatgyűjteményt tartalmazó ‒ jellegű
munka az egyenletekről és az egyenlőtlenségekről.

Ez a könyv azonban egészen másként közelíti meg a hatványok és gyökök témakörét.
Igyekszik minden részletre kiterjedően áttekintést adni a módszerekről és az
alkalmazásokról egészen a középszintű érettségitől az olimpiai feladatok szintjéig.
Teljességre törekszik a szó legklasszikusabb értelmében. Az érettségi követelményeit
meghaladó fejezetek elején egy-egy alapos elméleti összefoglalót is kapunk a
kidolgozott mintapéldák előtt.

Dr. Katz Sándor Príma Primissima és Rátz Tanár Úr Életműdíjas matematikatanár közel
50 éves gimnáziumi működése alatt országos hírű matematikai tehetséggondozó
műhelyt hozott létre Bonyhádon, a Petőfi Sándor Evangélikus Gimnáziumban.
Munkájának eredményét több száz versenyeredmény, azóta végzett kiváló tanárok,
matematikusok, fizikusok, informatikusok több generációja jelzi.

Tanári munkája során évtizedeken keresztül nagyon gondosan, osztályozva gyűjtötte a
feladatokat a legkülönbözőbb forrásokból. Ezekből aztán a tanulók és az órák céljaihoz
a igazodó feladatsorokat állított össze. Ez a teljes elemi matematikát átfogó gyűjteménye
több tucat ehhez hasonló méretű kétkötetes, 750 oldalas könyvet is megtöltene. Ennek
most csak egy kisebb szeletét tárta elénk Katz tanár úr ebben a munkában.

Az első kötetben a történeti bevezető, az elméleti összefoglaló és az alkalmazások
tárgyalása az emelt szintű szóbeli érettségire való felkészülést segítik, ez példaként
szolgálhat más témakörök feldolgozásánál is. Az első kötetben 17 fejezetben tekinti át a
szerző a megoldási módszereket. Ezeket néha tételek formájában, de legtöbbször
részletesen kidolgozott mintapéldákban ismerjük meg. A kidolgozott tételek,
alkalmazások, mintapéldák száma több mint 425, a hatványok közvetlen alkalmazásaitól
a paraméteres gyökös egyenlőtlenségekig.

A második kötet egy tematikus feladatgyűjtemény, amelyben az első kötetnek megfelelő
felosztásban, 17 fejezetben 529 feladatot találunk. A feladatok mindegyikéhez megoldás
és sokszor kiegészítő megjegyzés, kereszthivatkozás, általánosítás is tartozik.

Ezek a számok is mutatják, hogy mennyire alapos, lehetőség szerint minden előforduló
módszerre kiterjedő, tudatos válogatás ez.

A feladatoknál lehetőség szerint mindenütt megjelölte a szerző a forrást.
(A felsorolásban 26 ilyen forrás szerepel!)

A két kötet nagyon sokféleképpen használható. Használhatják tanár kollégák órai,
szakköri felkészüléshez, tanulók ismereteik bővítéséhez, gyakorláshoz, érettségi
felkészülésükhez, de a legkiválóbb versenyzők is önálló munkához.

A hatványok és a gyökök csak egy kicsiny szeletét jelentik a középiskolai matematika
tananyagnak. A könyv azonban a feladatmegoldási ötletek, módszerek sokaságát
vonultatja fel, amelyek más témakörökben is kiválóan használhatók.

Akár csak részleges feldolgozása is sok intellektuális élményt, használható ismeretet
nyújt.

Végezetül két feladat a feladatgyűjteményből, amelyek véleményem szerint felvillantják
a feladatok változatosságát és a nehézségét is:

1. Négy számról -ról, -ről, -ről és -ről tudjuk, hogy a belőlük képezhető hat darab
kéttagú összeg közül három racionális, három pedig irracionális értékű.

a) Racionális szám-e az  összeg?

b) Hány racionális szám lehet a négy szám között?

2*. , , , ,  legyenek a  intervallum elemei, ahol .

Igazoljuk, hogy

 
Kiss Géza

Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium
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Riesz Frigyes: Fourier-sorok, komplex és valós függvénytan
előadások

 

Riesz Frigyes: Fourier-sorok, komplex és valós függvénytan előadások,
(Ábel Kiadó, Kolozsvár, 2024.)
Megvásárolható a Typotex Kiadónál vagy a könyv szerkesztőinél: Fialowski Alice-nál
(alice.fialowski@gmail.com) vagy Komornik Vilmosnál (vil
mos.komornik@gmail.com).

Riesz Frigyes 1880. január 22-én született Győrben, középiskolás tanulmányait is itt
végezte, felsőfokú tanulmányait Zürichben, Budapesten, illetve Göttingenben folytatta.
Egyetemi tanári pályafutását Kolozsváron kezdte, ahonnan az első világháború után
1921-ben Szegedre költözött. Haar Alfréddal közösen itt alapították meg a „Szegedi
Acta” (Acta Scientiarum Mathematicarum) folyóiratot, mely évtizedeken át a kor vezető
matematikai folyóiratának számított. 1945-től az 1956. február 28-án bekövetkezett
haláláig a budapesti Pázmány Péter Tudományegyetemen (1950-től Eötvös Loránd
Tudományegyetem) tanított mint tanszékvezető egyetemi tanár.

Riesz nevét elsősorban a funkcionálanalízis és az integrálelmélet területén alkotott
eredményei tették világszerte ismertté. Alaptételeit (mint például a Riesz-reprezentációs
tétel, vagy a Riesz–Fischer-tétel) a világ minden táján tanítják matematika és fizika
szakos hallgatók számára. Tanítványával, a szintén nemzetközi hírű Szőkefalvi-Nagy
Bélával közösen írták meg a Leçons d’analyse functionnelle című alapművet, amely a
funkcionálanalízis és az operátorelmélet akkoriban ismert anyagát dolgozta fel.
Monográfiájuk 1952-ben jelent meg, először francia nyelven, de azóta számos más
nyelvre lefordították (magyarul először 1988-ban jelent meg Funkcionálanalízis címen
az Akadémiai Kiadó gondozásában). Könyvük a páratlanul elegáns és máig modernnek
mondható stílusának köszönhetően tudományos „bestsellernek” számít.

Riesz Frigyes

A kolozsvári Ábel Kiadó által Fourier-sorok, komplex és valós függvénytan előadások
címmel megjelentetett könyv Riesz Frigyes négy félévnyi, egyetemi hallgatók számára
írt előadásjegyzetét közli, változatlanul. Ezek közül három Kolozsváron az 1910-es
években született, és csupán kézzel írott formában maradt meg, az utolsó pedig a késői
budapesti tartózkodása alatt íródott, ez gépelt változatban volt fellelhető.

A Komplex függvénytan (eredeti nevén csupán Függvénytan) címet viselő első fejezet
Riesz két szemeszternyi (1911/12-re és 1914/15-re datált) előadásjegyzetét tartalmazza,
melyek a holomorf függvények klasszikus elméletét dolgozzák fel. Az első rész a
komplex számtest topológiájának ismertetésétől a vonalintegrál fogalmán át az elmélet
alapvető eredményeiig jut el (Cauchy-féle integrálformula, Liouville-tétel, Laurent-
sorok, Mittag–Leffler-tétel, reziduumszámítás), majd ezt folytatja a második rész, amely
már a témakör mélyebb fejezeteibe tesz betekintést (elliptikus függvények, analitikus
kiterjesztés kérdése, Riemann-felületek, konform leképezések).

A második fejezet Riesz Fourier-sorokról szóló előadásjegyzetét tartalmazza. Ez a téma
a jegyzet keletkezésének időpontjában már sokat vizsgált, klasszikus problémakörnek
számított, hisz a trigonometrikus sorok elméletének születése legalább d’Alembert 18.
században folytatott, a rezgő húr problémájával kapcsolatos munkásságáig nyúlik
vissza. Azonban a Fourier-sorok vizsgálata éppen az 1900-as évek elején kapott új
lendületet, elsősorban Fejér Lipót 1900-ban írt korszakalkotó tanulmányának
köszönhetően, amelyben a róla elnevezett Fejér-féle közepek konvergenciáját vizsgálta.
De legalább ekkora hatással volt a terület fejlődésére a Lebesgue által kifejlesztett új
integrálfogalom megjelenése is. Riesz az elsők között ismerte fel ennek az általános
integrálfogalomnak a jelentőségét. Ezt jól mutatja az is, hogy előadásjegyzetében a
trigonometrikus soroknak a Riemann-féle integrálra épülő „elemi” elméletének
ismertetése mellett behatóan foglalkozik a sorok konvergenciájával és divergenciájával
kapcsolatos kérdésekkel is, amihez már használja a Lebesgue-integrál modern eszközeit.
Hangsúlyozzuk, hogy a jegyzet 1913/14-ben íródott, de szerepel benne az akkor alig tíz
éves Lebesgue-integrál felépítése, valamint az 1907-ben publikált Riesz–Fischer-tétel.
Ezeket figyelembe véve határozottan kijelenthetjük, hogy Riesz kolozsvári diákjai
akkoriban a kor legmodernebb analíziselőadásait hallgathatták.

A harmadik fejezetnek a szerkesztők a Valós függvénytan címet adták. Ez már Riesz
késői, budapesti tartózkodása alatt született, és a Lebesgue-integrál saját maga által
kidolgozott konstrukcióját tartalmazza. Ennek a tömör, de világos felépítésnek egy
sarkalatos pontja, hogy nem a mérhető halmazokra, illetve a Lebesgue-mértékre, hanem
csupán a fogalmilag jóval egyszerűbb nulla-mértékű halmazokra épít. A Lebesgue-féle
integrálnak ugyanezen konstrukciója jelenik meg a fentiekben már idézett Riesz–
Szőkefalvi-féle Funkcionálanalízis könyvben, az itteninél részletesebb, ugyanakkor
kevesebb történeti áttekintést nyújtó formában.

A Lebesgue-integrálnak ez a bravúrosan elegáns Riesz-féle felépítése azóta is
mérföldkőnek számít a valós függvénytan oktatásában. Számos matematikai előadó ezt
a konstrukciót tartja a legegyszerűbbnek, és sokan a mai napig ezt követik az
szemináriumaikon. Szintén említésre méltó, hogy a jegyzetben megtalálható Riesz saját
elemi bizonyítása Lebesgue egy kimondottan mély eredményére, amely a monoton
függvények majdnem mindenütt való differenciálhatóságáról szól.

Összefoglalva tehát, ez a most megjelent monográfia egy igazi hiánypótló mű, amely
először teszi hozzáférhetővé nyomtatásban Riesz Frigyes három, korábban kiadatlan
előadásjegyzetét. Riesz összesített munkái ugyan két kötetben (közel 1600 oldalnyi
terjedelemben) az Akadémiai Kiadó gondozásában már megjelentek az 1960-as
években, azonban az a most közreadott kéziratokat nem tartalmazza. Jelentős műről van
szó, hiszen Riesz Frigyes szellemi örökségének újabb darabját teszi elérhetővé a nagy
nyilvánosság számára. Ezenfelül nemcsak a Riesz életművével foglalkozó szakemberek,
hanem a matematika iránt érdeklődő szélesebb közönség, diákok és oktatók számára is
értékes olvasmány. Külön kiemelendő a jegyzetek világos, élvezetes stílusa.

Tarcsay Zsigmond egyetemi docens
Budapesti Corvinus Egyetem

és Eötvös Loránd Tudományegyetem
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Neumann János válogatott írásairól

Neumann János tudományos hagyatékának ápolása folyamatos közös feladatunk. Azzal,
hogy jelentősen kibővített válogatását megjelentette, fontos részt vállalt ebben a
tevékenységben a  Typotex Kiadó. Neumannak a kötetben szereplő  fizikai és
matematikai tárgyú írásairól Etesi Gábor számol be. Ugyanakkor Vizvári Béla jelen
cikke a közgazdaságtani és matematikai dolgozatokat ismerteti. A recenziók is igazolják,
hogy Neumann írásai mennyire gondolatébresztőek. Az Érintő Neumann János
munkásságáról korábban is jelentetett meg két cikket Benczúr András illetve Rédei
Miklós tollából.
 

Neumann János válogatott írásai c. kötetről (Bővített kiadás, szerk.:
Ropolyi László, Typotex Kiadó, 2023): közgazdasági és matematikai tárgyú
írások

https://www.typotex.hu/book/13360/ropolyi_laszlo_neumann_janos_valogatott_irasai

A kötet írásainak szerzője a világ valaha élt egyik legnagyobb matematikusa. De
tulajdonképpen a „matematikus” kifejezés nem is helyes esetében, mert a matematikán
kívül számos területen alkotott maradandót. Igazából polihisztor volt, korának egyik
legnagyobb kutatója.

Erős matematikai gyökerei ellenére a kötetben alig található matematikai formalizmus,
azaz képlet. Némi kivételt a Megoldatlan problémák a matematikában című írás jelent,
ami az 1954-ben a Nemzetközi Matematikai Kongresszuson tartott előadásának írott
változata. Tekintve, hogy akkor matematikusoknak beszélt, ebben a művében is feltűnő
a formalizmus hiánya. Ha a jelen kötet egészét nézzük, akkor a matematikai részletek
látszólagos mellőzésének két okát lehet sejteni. A szerkesztőket nyilván az motiválta,
hogy ennek a jelentős tudósnak a gondolatait minél több olvasó számára tegyék
elérhetővé. A másik ok sokkal fontosabb, mert Neumann gondolkodásának módjára
világít rá. A már említett beszédéből, de talán a Játékelmélet és gazdasági viselkedés
című fejezetből még jobban látszik, hogy ő valóságosan létező, matematikán kívüli
problémákat akart megérteni és megoldani. Másképp fogalmazva: úgy lehet Neumann
tudományos munkásságának számos fejezetét jellemezni, hogy annak ellenére, hogy a
matematikán belül is briliánsan tudott alkotni, ő kívülről haladt a matematika felé, a
valós problémákat fordította le a matematika nyelvezetére, oldotta meg az így kapott
feladatokat, majd az eredményeket értelmezte a matematikán kívüli világban.

A problémáknak ez a – mondhatni filozófiai – megközelítése felhatalmazza, ha nem
egyenesen felszólítja az olvasót, hogy maga is elmélkedjen. Tegye megfontolás tárgyává
Neumann megközelítését, s ha éppen úgy találja, vitatkozzon vele.

Neumann Jánosnak több fontos hozzájárulása is van a közgazdaságtanhoz. Ezek közül
vitathatatlanul a legfontosabb a kötetben is szereplő játékelmélet. Első cikkét 1928-ban
publikálta a témáról.  Megjegyzendő, hogy ezen vizsgálatai során felfedezte a lineáris
programozás (erős) dualitástételét, amit azonban nem publikált. Ezt George Dantzig
visszaemlékezéséből tudjuk.  Ennek valószínű oka, hogy akkor még a
nemdifferenciálható feltételek melletti optimalizálás nem állt az érdeklődés
középpontjában. A dualitástételt – amelynek felfedezése szükségszerű volt – végül
Tucker publikálta.

Neumann következő jelentős hozzájárulása a területhez a már említett Neumann–
Morgenstern könyv. Az itt közölt részlet a fentebb írottak szerint a megoldandó
problémát igyekszik leírni mindenki számára érthető módon. Ez a probléma pedig nem
más, mint az, hogy mi történik egy több szereplőből álló piacon. A játékelmélet
felfogása erről nagyon szemléletes képet fest. Egy adott pillanatban a piac minden
szereplőjének meghatározottak a cselekvési lehetőségei. Megvan, hogy egy vevő mit
vásárolhat, egy vállalkozó (termelő) mit állíthat elő. Egyik esetben sem egyetlen
variációról van szó, hanem különböző cselekvési opciókról. Ez utóbbiakat nevezzük
stratégiáknak, az összességüket pedig az adott piaci szereplő stratégiahalmazának.
Minden szereplőnek szabadsága van a saját stratégiahalmazából bármelyik stratégiát
(cselekvést) választani, de nincs ráhatása arra, hogy a piac többi szereplője milyen
cselekvést választ a maga stratégiahalmazából. Én teszem hozzá, hogy egy háztartás
fájdalmas döntések elé nézhet, például választani kell a mosógép megjavíttatása és
aközött, hogy cipőt vegyenek-e a gyereknek. De hasonló vagy-vagy döntésekkel a
vállalatoknak is szembe kell nézniük. A közgazdaságtanban ezekre az egyéni döntésekre
bevezettek egy fogalmat, a preferenciát, amely már Neumann idejében is használatban
volt. Ez a preferencia azt mondja meg, hogy két stratégia, azaz két lehetséges cselekvés
közül az adott szereplő számára melyik a jobb. Lehetséges azonban, hogy két stratégia a
piaci szereplő számára egyenértékű. Az egyenértékű stratégiák halmazát közömbösségi
görbének nevezzük. Egy szereplőnek számos közömbösségi görbéje lehet. De a
különböző közömbösségi görbéken fekvő két stratégia közül egyértelmű, hogy melyik a
jobb. Természetesen minden szereplő a lehető legjobban szeretne járni a saját
preferenciái szerint. Matematikai értelemben az történik, hogy minden szereplő
maximalizál, de saját lehetséges optimumát nem mindenki éri el.

Az ilyen pszeudo-maximumproblémák közkeletű félreértése különösen szembeötlően
nyilvánul meg abban az ismert kijelentésben, mely szerint a társadalmi törekvések célja,
hogy a „lehető legnagyobb jót” biztosítsák „a lehető legtöbb embernek”. Egyetlen
irányelvet sem lehet két (vagy több) függvény egyidejű maximalizálásának
következményeként megfogalmazni. (343. oldal)

Mikrogazdaságtanban közismert, hogy bizonyos matematikai feltételek teljesülése
esetén a preferenciák kifejezhetők egyetlen matematikai függvénnyel, amelyik minden
stratégiához egy valós számot rendel.  Egy stratégia akkor jobb, mint a másik, ha a
hozzá tartozó érték nagyobb. Az ilyen függvényt hasznossági függvénynek nevezzük.
Neumann itt nem foglalkozik az említett matematikai feltételekkel, hanem a hasznossági
függvényt is adottnak veszi.

Álljunk meg egy pillanatra! Mi volt az értelme a preferencia és hasznossági függvény
bevezetésének? Mivel a piac szereplői részben emberek, illetve a vállalatokat is emberek
működtetik, szükséges, hogy a gazdaság leírásakor az emberi tényezőt figyelembe
tudjuk venni. A magam részéről meg vagyok győződve, hogy preferenciák léteznek. Az,
hogy az ember hogyan vásárol egy élelmiszerpiacon, látva az aznapi kínálatot, teljesen
megfelel annak, hogy az adott helyzetben kiértékeli a preferenciáit, és annak
megfelelően dönt. Ez az, amit magam is tanultam gyerekkoromban a soproni
nagymamától, akinél a nyarakat töltöttem, és együtt mentünk a Várkerület egy bizonyos
részén működő piacra. Egyrészt azonban fontos tudni, hogy nem minden
preferenciarelációnak felel meg hasznossági függvény. Másrészt Neumann két helyen is
említ egy egészen speciális hasznossági függvényt, ami megfelelő feltételek esetén
létezik.

Az elemzés a gazdasági viselkedés vizsgálatában felmerülő olyan alapvető problémákkal
foglalkozik, amelyek sokáig a közgazdászok figyelmének homlokterében álltak. Olyan
kísérletekből erednek, amelyek az egyénnél a legnagyobb hasznosság, a vállalkozónál a
maximális profit elérését célzó törekvés pontos leírását igyekeztek megtalálni (329.
oldal).

Így tehát azt feltételezzük, hogy a gazdasági rendszer összes szereplőjének, vásárlóknak
és vállalkozóknak egyaránt célja a pénz, vagy ami ezzel egyenértékű, egyetlen pénzáru.
Úgy tekintjük, hogy ez korlátlanul osztható és helyettesíthető, szabadon átváltható, és
még kvantitatív értelemben is megegyezik azzal az „elégedettséggel” vagy
„hasznossággal”, amelyre mindkét szereplő vágyik (339. oldal).

Ez a hozzáállás ma általánosan elfogadott a mikrogazdaságtanban.  De ezzel a
preferencia és a hasznossági függvény bevezetése értelmét veszti. Azt bizonyítják
ezáltal, hogy nem sikerült a leírásba olyan új elemet behozni, amely jobban megragadná
az emberi viselkedést. Lehet továbbá arról elmélkedni, hogy modern korunkban, amikor
nincs remeteség, azaz nem lehet kilépni a gazdaságból, de számos ember számára nem a
pénz a legfőbb haszon, mekkora elhanyagolás ez a feltételezés. Ennél sokkal fontosabb,
hogy egyúttal felmerül a modern közgazdaságtan érvényességi körének kérdése.
Ugyanis értelmezhető a társadalmi haszon is, ami sokféle lehet, például a környezet
védelme, magas vagy teljes foglalkoztatottság. Továbbmenve, vannak közgazdászok,
akik számára a profitnak ez a vegytiszta maximalizálása maga a kapitalizmus. Ha
esetleg ez valóban így van, akkor a jelenlegi főáramú közgazdaságtan más társadalmi
berendezkedésekre nem vonatkozik egy az egyben. Más korok történelmi elemzésénél
más szempontokat is érvényesíteni kell az akkori gazdaság tárgyalásánál.

Neumann Jánosnak vannak olyan megjegyzései is, amelyek a tudományok egységes
szemléletére utalnak. A szövegben visszatérő motívum a fizikára való utalás. A
közgazdaságtanról szólva ezt írja:

… meglehetősen oktalan lenne bármi mást fontolóra venni, mint hogy azon a módon
igyekezzünk megoldani problémáinkat, amellyel eljutottunk a fizika tudományának
megalapításához. (333. oldal)

Érdekes, hogy felhívja a figyelmet az alaktan fontosságára:

A közgazdaságtan egyes ágaiban a legeredményesebb munka az alapos, türelmes leírás
lehet, mi több, jelenleg és még egy ideig talán messze ez a legtágabb tartomány. (331.
oldal)

Szemléletét az jellemzi, hogy létező problémákat akar megoldani, a valóságtól nem akar
elszakadni, ahogy ezt a következő részlet mutatja:

...kizárólag egy olyan elmélet fokozatos kifejlesztése fontos, amely a gazdasági tények
hétköznapi értelmezésének alapos elemzésén alapul. (338. oldal)

Neumann János írása átfogó módon vet fel sok fontos dolgot. Nemcsak elolvasni
érdemes, de elgondolkodni rajta. Figyelembe kell venni, hogy az azóta eltelt 80 év egy
megváltozott világba repített minket, ahol 1944-hez képest sok új probléma keletkezett.
Neumann gondolatai azonban sok vonatkozásban ma is érvényesek és inspirálóak.

* * *

A kötet három írást közöl a matematikáról. A sorrendben harmadikról, amelynek címe
Megoldatlan problémák a matematikában, a recenzió első részében volt szó.

Az első írás A matematikus.  A cikk két, matematikával kapcsolatos nagyon fontos
problémát dolgoz fel. Az egyik, hogy mennyire tapasztalati tudomány a matematika.
Ezzel kapcsolatban megállapítja:

Egyik fő ága, a geometria, tapasztalati természettudományként indult. A modern
matematika legjobb gondolatai közül sok (szerintem a legjobbak) világosan a
természettudományokból ered.  … A modern tapasztalati tudományokban egyre inkább
az válik a siker kritériumává, hogy megközelíthetővé válnak-e a matematikai módszer
vagy a fizika majdnem-matematikai módszerei számára. (88. oldal)

Jól érti a belső szerkezetből adódó szabadságot és annak következményeit.

A matematikus igen sokféle terület felé fordulhat, és jelentős szabadságot élvez abban,
hogy mihez kezd velük. A döntő ponthoz érkezve: úgy vélem, helyes azt mondani, hogy a
választás és a siker kritériumai főként esztétikai jellegűek. (98–99. oldal)

Ugyanakkor visszatérően int a tapasztalattól való elszakadás veszélyeire.

Ha egy matematikai diszciplína messzire távolodik tapasztalati forrásától, vagy még
inkább, ha már a második vagy harmadik nemzedéket csak közvetve érik el a
„valóságból” származó eszmék, ez súlyos veszélyt rejt magában. Egyre inkább tiszta
esztétizálássá válik, egyre tisztább l’art pour l’art-rá. (99–100. oldal)

A dolgozat másik témája a matematikai egzaktság, különös tekintettel a
halmazelméletben felmerült ellentmondásokra és Gödel második nemteljességi tételére,
amely arról szól, hogy egy elmélet ellentmondásmentességét magából az elméletből
nem lehet bizonyítani az esetek többségében. Neumann következtetése az, hogy

… a klasszikus matematika eredményei egyaránt elegánsak és hasznosak, s habár soha
többé nem bízhatnak meg benne teljesen, olyan szilárd alapja legalábbis van, mint
például az elektron létezésének. (95. oldal)

A második dolgozat címe A matematika szerepe a tudományokban és a
társadalomban.  Ez sok tekintetben az előző dolgozat folytatása, csak kevésbé
szakértő közönség számára. Az írás első fele a matematikai egzaktságról szól. A
második rész arról, hogy az események közvetlen ok-okozati összefüggésben vannak-e
egymással, avagy azokat folyamatukban tudjuk-e megérteni. Itt rámutat arra, hogy
egymással ekvivalens, de különböző felfogáshoz tartozó modellek léteznek. A befejező
részben pedig példákat mutat mind olyan diszciplínákra a matematikán belül, pl. a
differenciálgeometria, amely minden szándék nélkül magától jött létre, és csak később
vált hasznossá, mind olyanra, amelyet eleve az alkalmazás igényével fejlesztettek ki,
mint a differenciál- és integrálszámítást.

* * *

A recenzens személyes benyomása az, hogy a kötetben szereplő írások amerikai
stílusban születtek, ami azt jelenti, hogy szerzőjük nem takarékoskodott a szavakkal,
vagyis egyáltalán nem törekedett a tömör megfogalmazásra. A tárgyalás mindig felülről
lefelé halad, amit angolul top-down megközelítésnek hívunk. A dolgozatok
rendelkeznek ennek hibájával, vagyis, ha nem érkezünk le az aljzatra, akkor egyes
dolgok levegőben maradnak. Mégis ez most előnynek tekinthető, mert így jogunk van
folytatni a gondolatmenetet és kidolgozni a saját álláspontunkat.

Vizvári Béla

Lábjegyzetek
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Később az optimalizálás számos ágában (a teljesség igénye nélkül: utazó ügynök
feladat, egészértékű programozás, sztochasztikus programozás, dekompozíció) ő írta
többnyire társszerzőkkel az első vagy az egyik legelső cikket. A szimplex módszer
munkálatai során konzultált Neumann Jánossal, ami mély benyomást tett rá.

[iv]    Neumann János, dokumentumfilm, rendezte Gábor Dénes, riporter Wiesinger
István, 1984. Az adat megtalálható a Wikipédián is: Duality (optimization) – Wikipedia

[v]     A.W. Tucker, Dual systems of homogeneous linear relations, 3-18. A dolgozat a
következő kötetben található: H.W. Kuhn, A.W. Tucker, Linear Inequalities and Related
Systems, Princeton University Press, Princeton, N.J., 1956.

[vi]    Debreu, Gérard (1954), "Representation of a preference ordering by a numerical
function", in Thrall, Robert M.; Coombs, Clyde H.; Raiffa, Howard (eds.), Decision
processes, New York: Wiley, pp. 159–167.

[vii]   Hal R. Varian, Microeconomic analysis, W. W. Norton & Company, Inc., third
edition, 1992. Az említett gondolat kifejtése a hasznosság maximalizálásáról szóló 7.
fejezet (Utility maximization) 7.5 Pénzzel mérhető hasznosság (The money metric
utility functions; 108−112. oldal) című szakaszában található.

[viii]  John von Neumann, The Mathematician, in R.B. Heywood (szerk.) The Works of
Mind, University Chicago Press, Chicago, 1947, 180−196.

[ix]    John von Neumann, The Role of Mathematics in the Sciences and in Society, az
Association of Princeton 4. konferenciáján elmondott beszéd írott változata, Graduate
Alumni, 1954. június 16−29.
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Simonovits András: Válogatott fejezetek a matematika
történetéből

Simonovits András: Válogatott fejezetek a matematika történetéből,
Typotex e-könyv 

Mindenkinek melegen ajánlom ezt a nagyon érdekes könyvet, amelyet a Typotex Kiadó
e-könyvként ingyenesen elérhetővé tett.

A matematikus végzettségű szerző az egyik legtöbbet idézett magyar közgazdász, aki
évtizedek óta tanít matematikusokat közgazdaságtanra és közgazdászokat matematikára.
Ez a komplex, tudományterületeken átívelő és a tanítási szempontokat kiemelten kezelő
szemlélet hatja át szubjektív, mégis átfogó matematikatörténeti válogatásának a
tárgyalásmódját is. Már a bevezetés utáni ókori és középkori fejezet is számos
ínyencséget tartalmaz, például hogyan lehet a szögfüggvények segítségével a szorzást az
összeadásra visszavezetni (3.2 feladat). A további 12 fejezet pedig egy-egy fontos
módszer vagy problémacsoport köré épül fel. Ezek között több nem szokványos is
szerepel, például a 11  Paradoxonok a valószínűségszámításban, a 12  Lehetetlenségi
tételek vagy a 14  Társasjátékoktól a gazdasági viselkedésig. Valamennyi fejezetben
számos tétel, példa és megoldandó matematikai(!) feladat is szerepel (a megoldások
vázlata a könyv végén található), és több numerikus programozási gyakorlat is
kapcsolódik az anyaghoz. A tételek bizonyításai általában csak a legfontosabb
gondolatokat tartalmazzák, a részletek kidolgozása az Olvasóra vár, amihez nagyfokú
segítséget jelenthet az egyes szövegrészeknél bőségesen ajánlott irodalom.  A könyvet
rengeteg matematikus rövid életrajza, valamint a matematika történetének fontosabb
évszámait bemutató naptár zárja.

A könyv egyes részei önmagukban is jól követhetők, tehát mindenki kedvére
szemezgethet az anyagban.  Például a 4. fejezet kitűnően érzékelteti azt, hogy az újkor
elején a középkor alatti hosszú dermedtségből hogyan kelt varázslatosan életre a
matematika egyszerre egészen különböző területeken. Az 5. fejezet plasztikusan mutatja
be a kalkulus egyáltalán nem problémamentes születését, amely aztán a 8. fejezetben
vázolt hosszú és fáradságos úton érett a modern analízissé. A 10. fejezet jól érzékelteti,
hogy Euler zseniálisat alkotott olyan területeken is, ahol a precíz matematikai környezet
csak évtizedekkel később alakult ki, persze néha ő is tévedett. A csillagászathoz
kapcsolódó 15. fejezetből megtudjuk, hogyan lehetett párhuzamosan elfogadott hosszú
időn át a ptolemaioszi és kopernikuszi, sőt a kettőt ötvöző Tycho de Brahe-i világkép,
míg végül – Max Planck szavaival élve – a túlhaladott tudományos igazságokat nem az
új igazságok győzték le, hanem a régiek képviselői egyszerűen kihaltak.

A könyv sokszínűsége és közvetlen stílusa ellenére sem jelent könnyű olvasmányt,
érdemes alaposan belegondolni a részletekbe és többször visszatérni egy-egy
témakörhöz. A matematikai anyag érdemi feldolgozásához egyes részeknél bőven
egyetemi szintű előismeret szükséges.  A könyvet azonban haszonnal forgathatja az is,
aki kevésbé szeretne elmélyedni a matematikai levezetésekben. Az Olvasó nagyon jó
képet kap arról, hogy a fontos matematikai eredmények gyakran mennyire zavaros,
távolról sem kristálytiszta formában jöttek létre, és sok lángelme évtizedeken vagy
évszázadokon át tartó aprólékos munkája kellett ahhoz, hogy a hosszas vajúdásból
született új gondolatok koherens és precíz elméletté tisztuljanak le. Ezt a tényt erősíti a
sok-sok utalás és kereszthivatkozás is a könyv különböző részei között.

Sokak szerint a matematikatörténet azzal foglalkozik, miért NEM arról neveztek el egy
tételt, aki először felfedezte. A könyv ezzel kapcsolatban is bőséges adalékot szolgáltat,
az ismert Newton–Leibniz vitán túl olyan szaftos történetekkel is mint hogy a
L’Hopital-szabályt a névadó pénzért vette meg az egyik Bernoullitól. Azonban a szerző
is felhívja a figyelmet rá, hogy ezeket a „pletykákat” óvatosan és fenntartással kell
kezelni, és többször konkrétan jelzi, hogy az egyes források egészen mást mondanak
egy-egy adott ügy kapcsán. 

A matematika története a matematikai kultúra szerves része, és ahogy a szerző a
bevezetésben írja, ennek szerepet kell(ene) kapnia az oktatásban is. Aki úgy érzi, hogy
vannak hiányosságai ezen a téren, annak érdemes ezeket ennek a könyvnek a
segítségével elkezdeni pótolni. Aki pedig jól tájékozott ezen a területen, egy egyedi
feldolgozású és szemléletű könyvvel tágíthatja látókörét.

Freud Róbert
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A TUDOMÁNY MENÜPONT TÖBBFÉLE, A MATEMATIKA TUDOMÁNYÁHOZ KAPCSOLÓDÓ FUNKCIÓT TAKAR..A

TUDOMÁNY– TÖRTÉNET ROVAT CÉLJA ELSŐSORBAN MATEMATIKATÖRTÉNETI JELLEGŰ  ÍRÁSOK KÖZLÉSE. A MI IS

...?ROVAT A MAI MATEMATIKA TUDOMÁNYÁRÓL KÍVÁN SZÓLNI A HOZZÁÉRTŐKNEK.

(ROVATSZERKESZTŐK:  STIPSICZ ANDRÁS, TITKOS TAMÁS )

Pach János, Tardos Gábor
2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Nagy egyszínű
klikkek nyomában
– áttörések a
Ramsey-
elméletben
A fotón látható Frank Plumpton
Ramsey, a fiatalon elhunyt
zseniális polihisztor egyszerű
matematikai tételéből egy teljes
elmélet keletkezett.  A Ramsey-
elméletet a hőskortól, Erdős
Páltól, Szekeres Györgytől
kezdődően a 2023-as év új
hullámáig, a fiatal
matematikusok áttöréséig, a
legújabb felső becslést
diagonális Ramsey-számokra,
majd az új alsó becslést Ramsey-
számokra is bemutatja Pach
János és Tardos Gábor
tanulmánya. 

Szerkesztő
2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Újabb ERC
pályázat a Rényi
Intézetben
A fényképen focimezben a
Rényi Intézet 11 kutatója, ők
azok, akik az Európai Kutatási
Tanács immár 12 ERC
pályázatát megnyerték az utóbbi
években. Stipsicz András, az
Intézet vezetője nemrég
másodszor kapta meg az
Advanced Grant támogatást,
segítségével némi bepillantást
kapunk a Csomók és felületek 4-
dimenzióban című kutatás
témájába. 

Molnár Zoltán Gábor
2024. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Bizonyítás az
emberin túl, a
mesterséges
intelligencián
innen
A gépi tételbizonyítás sikere
vitát indított el a matematikai
közösségben. A fő kérdés: vajon
teljes mértékben megbízhatunk-
e egy olyan bizonyításban,
amelyet nem tudunk teljes
egészében az emberi percepcióra
és a tiszta észre hagyatkozva
ellenőrizni? Molnár Zoltán
Gábor cikke érdekes filozófiai
problémákat is felvet,  miközben
bevezetést kapunk a Lean
programnyelvbe és a
bizonyításasszisztens szoftverek
elvébe, érintve a mesterséges
intelligencia jövőbeni fejlődését.
Tovább...
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Nagy egyszínű klikkek nyomában – áttörések a Ramsey-
elméletben

1.  A hőskor: Ramsey, Erdős, Szekeres
Frank Plumpton Ramsey 1903-ban született Cambridge-ben, prominens értelmiségi
családban. Apja, maga is matematikus, a Magdalene College rektora volt, bátyja pedig a
későbbi Canterbury érsek. A Trinity College-ban évfolyama legjobbjaként doktorált
matematikából, de korának minden nagy intellektuális kérdése érdekelte.

Frank Plumpton Ramsey

Maradandót alkotott a filozófiában, a gazdaságelméletben, a logikában és a
statisztikában. Nem volt még 27 éves, amikor meghalt. Nagy hatással volt Wittgenstein
filozófiájára, megtakarítással kapcsolatos munkáját Keynes „a matematikai gazdaságtan
egyik legkiemelkedőbb teljesítményeként” értékelte. „Igazság és valószínűség” című
munkája csaknem 20 évvel később Neumann és Morgenstern játékelméletében
teljesedett ki.

Az ipari forradalom a XIX. században a matematikai módszerekre épülő műszaki- és
természettudományok diadalát hozta. Közben sorra születtek a nagy eredmények a
matematika szakterületein, az algebrában (Galois, Dedekind, Hilbert), az analízisben
(Cauchy, Hadamard, Weierstrass), a számelméletben (Dirichlet, Gauss, Minkowski) és a
geometriában (Bolyai, Gauss, Lobacsevszkij, Riemann). Egyre égetőbbé vált annak a
filozófiával határos kérdésnek a megválaszolása, hogy hol húzódnak matematikai
ismereteink határai. David Hilbert a matematikai világkongresszuson 1900-ban
elmondott beszédében amellett érvelt, hogy a matematikában nincs „ignorabimus”
(megoldhatatlan kérdés). „Tudnunk kell. Tudni fogjuk!” Gottlob Frege, Bertrand Russell
és Alfred Whitehead hosszú kötetekben tettek kísérletet a matematikai tudományok
precíz logikai megalapozására. Az egyik legnagyobb kihívás, az ún. „eldöntési
probléma” (Entscheidungsproblem) volt, amelyet eleinte többen pusztán egy nehéz
technikai kérdésnek tekintettek. Létezik-e olyan algoritmus, amely bármely megfelelő
precizitással és jelölésrendszerrel megfogalmazott állításról eldönti, hogy igaz-e?

Egy ilyen alapvető tudományos kérdés nem hagyhatta hidegen a legkiválóbb diákokból
álló „titkos” társaság, a „Cambridge-i Apostolok” egyik tagját sem, különösen pedig a
matematikusokat. Ramsey egyetlen technikai jellegű matematikai cikkében, amelynek
címe „On a problem of formal logic” (Egy formális logikai problémáról), pozitív választ
adott az eldöntési problémára egy roppant speciális esetben, ún. univerzális elsőrendű
logikai állításokra. Azt remélte, hogy további erőfeszítéssel módszere kiterjeszthető lesz
minden állításra. Nem sokkal halála után – a matematikusok többségének
megrökönyödésére és szomorúságára – Alonzo Church és Alan Turing bebizonyították,
hogy nem ez a helyzet. Az állítások igazságának eldöntésére nincs algoritmus! A
matematikai logika, a modellelmélet, a halmazelmélet és a filozófia máig birkózik a
következmények feldolgozásával.

Az élet különös fricskája, hogy Ramseynek éppen az a munkája vált a leghíresebbé,
amelynek eleinte alig tulajdonított jelentőséget. Fent említett cikkében ugyanis szerepelt
egy egyszerűen megfogalmazható, teljesen újszerű matematikai tétel, amely önálló
életre kelt, és mintegy fél évszázaddal később egy virágzó tudománnyá terebélyesedett.
Ezt a területet ma Ramsey-elméletnek nevezünk. Ahhoz, hogy legegyszerűbb
formájában kimondjuk az állítást, szükségünk van néhány definícióra.

Vegyünk egy -csúcsú teljes gráfot, -et, vagyis  elemet (pontot, csúcsot), amelyek

közül bármely kettőt él köt össze. Ezen  él mindegyikét színezzük ki pirosra vagy

kékre. Ha a pontok között találunk  darabot úgy hogy bármely köztük futó él piros,
akkor ezek egy piros klikket (vagy piros teljes részgráfot) alkotnak. Hasonlóan
definiáljuk a -méretű kék klikkeket is.

1.1. tétel. (Ramsey [11]) Minden  egész számhoz található egy  egész szám,
amire igaz, hogy akárhogyan színezzük meg egy -csúcsú teljes gráf éleit pirossal és
kékkel, mindig találunk egy legalább -méretű egyszínű klikket.

A legkisebb olyan számot, amelyre az állítás igaz, -val jelöljük.

Világos, hogy . A  esetet gyakran tárgyalják iskolai matematika
szakkörökön. Bizonyítsuk be, hogy minden 6-tagú társaságban, amelynek bármely két
tagja vagy szereti, vagy nem szereti egymást, mindig vannak 3-an, akik kölcsönösen
szeretik egymást, vagy 3-an, akik kölcsönösen nem szeretik egymást! Feleltessünk meg
a társaság minden tagjának egy pontot. Két pontot kössünk össze piros éllel, ha a
megfelelő személyek szeretik egymást, és kékkel, ha nem. Az alábbi ábra mutatja, hogy
az állítás nem igaz 5-pontú társaságok esetén, vagyis .

A feladat tehát annak igazolása, hogy , amit némi gondolkodás után bárki
ellenőrizhet. Azt jóval nehezebb bebizonyítani, hogy . A következő Ramsey-
szám,  értéke pedig már nem is ismert. Erdős Pál, aki – mint látni fogjuk – úttörő
szerepet játszott a Ramsey-elméletben, a következőképp szerette tréfásan érzékeltetni a
kérdés nehézségét. Képzeljük el, hogy egy gonosz és nagyhatalmú űrlény azzal
fenyegeti az emberiséget, hogy mindenkit kiirt, ha nem mondjuk meg neki  értékét.
Ebben az esetben a legjobb, amit tehetünk, ha összeszedjük matematikusainkat,
összehangoljuk számítógépeinket, és megpróbáljuk kiszámítani a kért értéket. De mi
van, ha a gonosz lény  értékét akarja? Akkor Erdős azt tanácsolja, hogy készüljünk
háborúra, és próbáljuk megölni az ellenséget mielőtt elpusztít minket. Ez esetben
ugyanis a számítógépek aligha segíthetnek. Végül Erdős szerette hozzátenni, hogy ha a
matematikusok egyszer olyan okosak lesznek, hogy a kérdés megválaszolásához nem
lesz szükségük számítógépre, akkor bátran mondhatjuk a gonosz lénynek, hogy eredjen
a pokolba!

Ramsey-t kevéssé foglalkoztatta  pontos értéke, mert a kérdést motiváló
algoritmikus feladat szempontjából ennek semmi jelentősége nem volt. Ramsey tétele
egy időre feledésbe merült. Néhány évvel később egy geometriai probléma kapcsán
azonban Erdős Pál és Szekeres György újra felfedezte a tételt, sőt később az is kiderült,
hogy az jól használható a kombinatorikában és a matematika más területein is.
Észrevették, hogy  becslését egyszerűsíti egy újabb paraméter bevezetése.

 

Erdős Pál és Szekeres György

Definíció: Legyen  és  két 1-nél nagyobb egész. Jelöljük -lel azt a legkisebb 
egész számot, amire igaz, hogy akárhogy színezzük meg egy -csúcsú teljes gráf éleit
pirossal és kékkel, mindig találunk egy legalább -méretű piros klikket, vagy egy
legalább -méretű kék klikket.

A fenti jelölésekkel nyilván  és . Erdős és Szekeres nem
csak azt bizonyították – újra és másképp –, hogy az  érték létezik, hanem adtak is
rá egy felső becslést, mégpedig egy binomiális együttható alakjában.

1.2. tétel. (Erdős–Szekeres [6]) Tetszőleges ,  pozitív egész számokra

 

Innen azonnal következik, hogy  és maga a pontos becslés is csak
alig ( -ban polinomiális faktorral) kisebb ennél. Később Erdős exponenciális alsó
korlátot is talált az  Ramsey-számokra, mégpedig az általa felfedezett valószínűségi
módszer egyik első alkalmazásával.

1.3. tétel. (Erdős [4]) Minden -nél nagyobb  egész számra

ahol  egy -tól független konstans.

Az  számokra vonatkozó legjobb explicit – tehát algoritmusokat és véletlen
módszereket nem használó – konstrukciót Frankl Péter és Richard Wilson találta

csaknem 45 évvel ezelőtt [13]. Ezeknek a gráfoknak a mérete , ahol 
egy pozitív konstans. Ez ugyan kisebb, mint a tételben szereplő korlát, de jóval
nagyobb, mint  bármely hatványa.

Az  Ramsey-számok definíciójában egy teljes gráf éleit színeztük pirosra és
kékre. Sokszor természetesebb egy ezzel ekvivalens másik megfogalmazás, ahol csak a
piros élek által alkotott gráfot vizsgáljuk. Ezek persze meghatározzák a kék éleket,
amelyek a piros gráf ún. komplementer gráfját alkotják. A komplementer gráfban egy
teljes részgráf (vagyis klikk) olyan csúcsokból áll, amelyek között az eredeti gráfban
egyetlen él sem fut. Az ilyen csúcshalmazt független halmaznak nevezzük. Ebben a
megfogalmazásban tehát  az a legkisebb  szám, hogy minden -csúcsú gráfban
van egy -méretű klikk vagy egy -méretű független halmaz.

2.  Az „új hullám”
Az  számokat diagonális Ramsey-számoknak nevezzük, hiszen ha 
értékeit egy táblázatba írjuk, ezek az értékek lesznek a főátlóban. A diagonális Ramsey-
számokra az előző részben ismertetett felső becslés (eltekintve azoktól az esetektől,
amikor  nagyon kicsi) körülbelül az alsó becslés negyedik hatványa. Az ezek közötti
nagy eltérés sok kutatót inspirált, de hosszú ideig egyik becslést sem sikerült érdemben
(azaz nem csak egy -ban polinomiális faktorral) javítani.

Marcelo Campos, Simon Griffiths, Robert Morris és Julian Sahasrabudhe

Egészen tavalyig, amikor tehetséges fiatal kutatók egy új hulláma vetette rá magát a
feladatra. 2023-ban Marcelo Campos, Simon Griffiths, Robert Morris és Julian
Sahasrabudhe megjavította az 1.2. tételben adott felső becslést. Ez az első és
leglényegesebb friss áttörés a Ramsey-elméletben.

2.1. tétel. (Campos, Griffiths, Morris és Sahasrabudhe [3]) Létezik egy olyan 
konstans, hogy bármely  egész számra .

Erdős 1.3. tételben idézett alsó becslésére azóta sem ismert hasonló javítás.

A matematikusok persze nem csak a diagonális Ramsey-számok nagyságrendjének
becslésére fordítottak kiemelt figyelmet. A táblázat többi értéke is érdekes. Rögzítsük -
t, és vizsgáljuk  nagyságrendjét, ahogy  végtelenhez tart. Más szóval – az 
függvény az első rész végén bevezetett alternatív definícióját használva – most arra
vagyunk kíváncsiak, hogy mekkora gráfokra teljesül, hogy biztosan van bennük egy kis
(  konstans-méretű) klikk vagy egy nagy független halmaz. Ismét másképp fogalmazva:
legalább mekkora független halmaz létét tudjuk garantálni egy -csúcsú „ -klikk-
mentes” gráfban, vagyis egy olyanban, ami nem tartalmaz -méretű klikket.

A  eset triviális, hiszen a 2-méretű klikk egy él. Ha a gráfnak nincs éle, akkor az
összes csúcs egy független halmazt alkot, amiből látszik, hogy , azaz ebben
az esetben Erdős és Szekeres becslése (1.2. tétel) éles.

A  eset már sokkal érdekesebb. Ekkor az a kérdés, hogy hány csúcs esetén tudunk
egy -méretű független halmazt garantálni minden háromszögmentes gráfban. Erdős és

Szekeres tétele szerint . Ez a függvény -ben négyzetesen növekszik.

Az állítást megfordítva azt kapjuk, hogy minden -csúcsú háromszögmentes gráfban
van -méretű független halmaz. Vajon ez az állítás javítható? Erre a kérdésre Graver
és Yackel pozitív választ adott. Belátták, hogy , ahol 
konstans. Ez a korlát kicsit kisebb, mint az Erdős–Szekeres-féle négyzetes felső becslés.
Az  Ramsey-számok nagyságrendjét később sikerült teljes pontossággal
meghatározni: Léteznek olyan pozitív  konstansok, amelyekre

Itt a felső becslés Ajtai Miklós, Komlós János és Szemerédi Endre munkája, [1], míg az
alsó becslés Jeong Han Kimtől származik, [8]. Az  Ramsey-számokra semmilyen
rögzített  értékre nincs ilyen pontos becslésünk.

Az Erdős–Szekeres tétel szerint , és általános az a nézet, hogy ez a korlát
rögzített  mellett „majdnem” éles. Vagyis – ahogy a  esetben láttuk – 
valószínűleg  más rögzített értékei mellett is csak egy polilogaritmikus faktorral tér el
az  korláttól, azaz

ahol  egy -tól függő konstans. Ezt a sejtést igazolta most Sam Mattheus és Jacques
Verstraete a  esetben. A sejtés továbbra is nyitott minden  értékre.

2.2. tétel. (Mattheus és Verstraete [9]) Van egy olyan pozitív  konstans, hogy minden -
nél nagyobb  egész számra

Vegyük észre, hogy míg Campos, Griffiths, Morris es Sahasrabudhe a diagonális
Ramsey-számokra adott új felső becslést, addig Mattheus és Verstraete – épp
ellenkezőleg – az  Ramsey-számokra talált új alsó becslést. Ennek megfelelően a
két bizonyítás struktúrája teljesen más. A felső becslés egy ügyes algoritmusra épül,
amely minden 2 színnel élszínezett teljes gráfban talál egy nagy, egyszínű klikket. Az
alsó becslés alapja egy konstrukció. Olyan 4-klikk-mentes gráfokat konstruálnak,
amelyekben nincs nagy független halmaz. Cikkünk következő két fejezetében e két
bizonyítás módszereibe nyújtunk betekintést, de egyiket sem tudjuk teljes egészében
bemutatni.

3.  Új felső becslés diagonális Ramsey-számokra
Emlékeztetőül,  jelöli azt a legkisebb  számot, amelyre az -csúcsú
teljes gráf,  éleit akárhogy színezzük meg két színnel, mindenképp találunk benne
egyszínű -méretű klikket, azaz  olyan csúcsot, hogy a köztük futó összes él színe
megegyezik. A diagonális Ramsey-számok felső becsléséhez rögzítsük  éleinek egy
színezését pirossal és kékkel, és keressünk egy minél nagyobb egyszínű klikket. A
következő egyszerű és klasszikus algoritmus egyszerre keres egy  piros és egy  kék
klikket, közben pedig számon tartja csúcsok azon  halmazát, amivel mindkét klikk
bővíthető. Az algoritmus utolsó lépésében  és  valamelyike elég nagy lesz.

A klasszikus algoritmus. Kezdetben  és  üresek,  pedig a gráf összes csúcsának
halmaza. Általában arra fogunk figyelni, hogy  és  legyen piros, illetve kék klikk,
amelyet  egy tetszőleges csúcsával bővítve még mindig piros, illetve kék klikket
kapjunk. Azaz minden -n belüli, és  és  közötti él legyen piros, továbbá minden -
n belüli, és  és  közötti él legyen kék. Ezek a színezési feltételek kezdetben nyilván
teljesülnek, hiszen nincsenek is ilyen élek.

Míg  el nem fogy, tegyük a következőt. Válasszunk egy tetszőleges  csúcsot -ből. -
t vegyük ki -ből és vegyük hozzá -hez vagy -hoz. Amennyiben -hez vettük
hozzá, hagyjuk ki -ből  összes kék szomszédját (vagyis azokat a csúcsokat, amelyeket
-vel kék él köt össze). Így a fenti színezési feltételek továbbra is érvényben maradnak.

Hasonlóképp, ha -t -hoz vettük hozzá, akkor -ből ki kell hagynunk  piros
szomszédait. A két lehetőség közül válasszuk azt, amelyik után  mérete nagyobb
marad (vagy legalábbis nem lesz kisebb).

Világos, hogy  mérete minden lépésben – a legrosszabb esetben – feleződik,
pontosabban -ről legalább -re változik. Ha tehát  csúccsal
indítunk, akkor legalább  lépést tehetünk mielőtt az algoritmus leáll.
Következésképp  lépés után -ben és -ban összesen  csúcs van. A két
egyszínű klikk egyike tehát legalább  elemű. Ezzel beláttuk, hogy

Erdős és Szekeres eredeti felső becslése  volt, ami a mi becslésünknél

csak egy árnyalattal erősebb,  körül van. Az Erdős és Szekeres eredménye és
a friss Campos–Griffiths–Morris–Sahasrabudhe cikk megjelenése közt eltelt majd 90 év
alatt a felső becslésen alig sikerült javítani. A legtovább Sah [12] jutott, aki 2023-ban
belátta, hogy valamely pozitív  konstansra

teljesül.

Erdős és Szekeres felső becslésének első exponenciális javítását tehát a nemrég
bizonyított 2.1. tétel adja, miszerint létezik egy olyan  konstans, amelyre 

 teljesül. Ők is egy algoritmust használtak nagy egyszínű klikk keresésére egy
-csúcsú élszínezett teljes gráfban. Céljuk az volt, hogy a fenti klasszikus algoritmus

által talált -méretű egyszínű klikknél lényegesen nagyobbat találjanak. Itt a
„lényegesen nagyobb” azt jelenti, hogy valamilyen  konstansra legalább -szer
ekkora méretű egyszínű klikket kell találni. Ez felel meg a Ramsey-szám exponenciális
javításának. Campos, Griffiths, Morris és Sahasrabudhe algoritmusa hasonlít a
klasszikus algoritmusra, de annál sokkal összetettebb, ezért csak vázlatosan ismertetjük.

Ismét a  teljes gráfból indulunk ki, amelynek minden élét pirossal vagy kékkel
színeztük.

Az új, javított algoritmus. Az algoritmus négy diszjunkt csúcshalmazzal dolgozik,
ezek , ,  és . ,  és  szerepe hasonló, mint a klasszikus algoritmusnál. Vagyis 

 piros klikk,  kék klikk,  pedig olyan csúcsokból áll, amelyekből -hez piros, -
hoz pedig kék élek vezetnek.  szerepe azonban nem szimmetrikus. Innen -hez csak
piros élek vezetnek, viszont az  és  közötti élek színére nincs megkötés. Kezdetben a
gráf csúcshalmazát két egyenlő részre bontjuk, ezek lesznek  és ,  és  pedig
üresek.

A klasszikus algoritmushoz hasonlóan minden lépésben kiveszünk -ből egy  csúcsot,
és hozzáadjuk -hez vagy -hoz. Ha -hoz adjuk hozzá, akkor -ből elhagyjuk  piros
szomszédjait, ha -hez vesszük hozzá, akkor  kék szomszédjait kell kihagynunk mind 

-ből, mind -ből.

Az algoritmus legfontosabb döntése, hogy mikor melyik lépést választjuk, de mielőtt
erre rátérnénk, nézzük meg, hogy az  halmaz bevezetése miben segíthet. Akárcsak a
klasszikus algoritmusnál, könnyű biztosítani, hogy  mérete lépésenként a legrosszabb
esetben feleződjön, és így  csak körülbelül  lépés után fogyjon el. Ekkorra tehát 

 mérete  körül lesz. A klasszikus algoritmus -méretű egyszínű
klikket talál, és ha  és  közül az egyik lényegesen nagyobb mint a másik, akkor már
el is értük a célunkat, hogy nagyobb egyszínű klikket találjunk. Ha mind , mind 
mérete  körül van, akkor elővesszük az  halmazt és választunk egy olyan 
értéket, amelyre . Itt persze tudnunk kéne ezt a Ramsey-számot, de
ehelyett Erdős és Szekeres felső becslését használjuk. Ekkor -ban vagy találunk egy 

-méretű kék klikket, vagy egy -méretű piros klikket, amelyet -hez hozzávéve
ismét van egy -méretű egyszínű klikkünk. Tehát, ha  mérete elég nagy, akkor
ezzel a módszerrel célt érünk, -nél lényegesen nagyobb egyszínű klikket
találunk.

De vajon mekkora lesz az  halmaz?  mérete csak azokban a lépésekben csökkent,
amikor -t növeltük. Ha a teljes gráf élszínezése véletlen lenne, akkor azt várnánk, hogy
minden ilyen lépésben körülbelül felére csökken, és a legvégén  körüli, ami bőven
elég ahhoz, hogy a fenti gondolatmenet működjön. Sajnos azonban nem tehetjük fel,
hogy a gráfszínezés véletlen. Ha például  és  között túl sok kék él van, akkor nehéz
elkerülni, hogy  mérete túl gyorsan csökkenjen.

Az egyes lépések megválasztásánál három dologra kell figyelnünk, nevezetesen arra,
hogy a tervezett lépés milyen mértékben csökkenti  és  méretét, valamint hogy
miként változtatja az  és  közötti élek között a pirosak arányát. Szimmetria okán
feltehetjük, hogy az arány kezdetben legalább  (ellenkező esetben felcseréljük a két
színt, ami feladaton nem változtat). Vigyáznunk kell, hogy az algoritmus futása során se
menjen ez az arány sokkal  alá. Az algoritmus akkor enged egy csúcsot -ből -be
rakni, ha ez az egyik értéket sem csökkenti túlságosan. -ből -ba tipikusan egyszerre
sok csúcsot rakunk át, de csak akkor, ha ezek együtt sem csökkentik nagyon ezeket az
értékeket. Ha ezen lépések egyikére sincs lehetőség, akkor mégis egyetlen -beli
csúcsot rakunk át -ba, de ezt a csúcsot olyan ügyesen lehet megválasztani, hogy
miközben  mérete alig csökken, a piros élek aránya  és  között jelentősen
növekszik.

De ezzel még nem értünk a bonyodalmak végére! Az ily módon javított, bonyolult
algoritmusnak már majdnem sikerül nagyobb egyszínű klikket találnia, mint a
klasszikus algoritmusnak, de nem egészen. Épp a diagonális esetben közvetlenül nem
tudunk vele javítani a Ramsey-számokra adott felső becslésen. Viszont azokra az 
Ramsey-számokra, ahol  a fenti algoritmus egy variánsa már lényegesen javít
Erdős és Szekeres becslésén. Ha az algoritmus végén ezt a javított becslést alkalmazzuk

-re, akkor már a diagonális Ramsey-számokra is a korábbinál lényegesen
jobb becslést nyerünk.

4.  Új alsó becslés az  Ramsey-számokra
Ha a logaritmikus faktoroktól eltekintünk, Mattheus és Verstraete tétele (2.2 Tétel) azt
mondja ki, hogy van olyan gráf, amelyben nincs se 4-csúcsú klikk, se -méretű független
halmaz, mégis majdnem  csúcsa van. Adott tulajdonságokkal rendelkező gráfok
létezését alapvetően két teljesen különböző módon lehet bizonyítani. A legegyszerűbb,
közvetlen módszer a feltételeknek megfelelő gráfok konstruálása. Gyakran valamilyen
algebrai jellegű struktúrából indulunk ki, abból készítünk egy gráfot, és az eredeti
struktúra algebrai tulajdonságait felhasználva belátjuk, hogy az így konstruált gráf
rendelkezik az elvárt tulajdonságokkal. A másik út az Erdős által kidolgozott ún.
véletlen módszer [5,2]. Az eljárás lényege, hogy explicit konstrukció helyett – egy
megfelelően választott eloszlás szerint – véletlenül választunk egy gráfot, amiről aztán
megmutatjuk, hogy pozitív valószínűséggel teljesíti az elvárt tulajdonságokat.

Lássunk egy példát mindkét típusú bizonyításra!

Először azt vizsgáljuk, hogy hány éle lehet egy -csúcsú gráfnak, amelyben nincs 4-
hosszúságú kör. Induljunk ki egy véges projektív síkból, ezek később is fontos szerepet
játszanak majd. Egyelőre elég annyit tudni róluk, hogy egy projektív sík pontokból áll, a
pontok meghatározott részhalmazai ún. egyeneseket alkotnak, amelyekre teljesül, hogy
két adott pontot egyetlen közös egyenes tartalmaz, míg bármely két egyenes egy
pontban metszi egymást. Véges projektív sík esetén véges sok pontunk van. Minden
véges projektív síknak van egy rendje, vagyis egy olyan  egész szám, amelyre teljesül,
hogy mind a pontok, mind az egyenesek száma , és minden egyenes 
pontból áll. A síkból egy páros gráfot készítünk, amelynek a csúcsai a sík pontjai és
egyenesei. Ha egy egyenes tartalmaz egy pontot, akkor a nekik megfelelő csúcsokat
összekötjük egy éllel. Az ilyen módon keletkezett gráfnak  csúcsa és

 éle van. Egy 4-hosszú kör ebben a gráfban két egyenest
reprezentálna, amelyeknek két közös pontjuk van. Mivel ilyen konfiguráció egy véges
síkban – definíció szerint – nincs, a konstruált gráfban sincs 4-hosszú kör. Nem nehéz
megmutatni, hogy -pontú, 4-hosszú körmentes páros gráfban nem is lehet
ennél több él, azaz ez a konstrukció optimális.

A q = 2-rendű, úgynevezett Fano-sík, és a belőle kapott páros gráf.

A legjobb alsó becslést diagonális Ramsey-számokra a véletlen módszer adja.
Tekintsünk egy -csúcsú  teljes gráfot, amelynek éleit – egyenletes eloszlás szerint –
véletlenszerűen pirosra vagy kékre színeztünk. Könnyű kiszámolni, hogy az egyszínű -

klikkek várható száma pontosan . Ha  értékét megfelelően választjuk 

 közelében, akkor ez a szám 1-nél kisebb lesz, amiből következik, hogy van egy
olyan színezés, amelyben egyáltalán nincs egyszínű -klikk. Így tehát

Ez az elegáns bizonyítás Erdőstől [4] származik 1947-ből. Ennél nagyságrendileg jobb
becslés azóta sem ismert. Kim [8] alsó becslése az  Ramsey-számokra is a
véletlen módszert használja, csak az eloszlás, amely szerint a véletlen gráfot választja
egy bonyolult véletlen folyamat eredménye, nem pedig az egyenletes eloszlás.

Tételük bizonyításához Mattheus és Verstraete ügyesen kombinálják a fenti két
módszert. Kiindulási pontjuk ún. Hermite-féle unital. Az unital egy a projektív síkhoz
sokban hasonló struktúra: ez is egy véges ponthalmazból és ennek bizonyos kijelölt –
egyenesnek nevezett – részhalmazaiból áll. Mint a projektív sík esetében, itt is elvárjuk,
hogy bármely két pont pontosan egy közös egyenesben szerepeljen, de most nem
minden egynes-párnak kell közös pontot tartalmaznia. Egy -rendű unitálban 
pont van és minden egyenes  pontból áll. Unitalt legegyszerűbben egy algebrailag
definiált -rendű projektív sík egy – ugyancsak algebrailag meghatározott –
részhalmazaként lehet megadni. Az így konstruált unitalt Hermite-félének nevezzük. A
Hermite-féle unital érdekes, szimmetrikus struktúrájára már korábban felfigyeltek a
matematikusok. O'Nan bizonyította [10], hogy egy Hermite-féle unitalban nincs 4 olyan
egyenes, amelyek páronként metszik egymást és a 6 páronkénti metszéspont mind
különböző.

Mattheus és Verstraete úgy konstruál egy  gráfot egy Hermite-féle  unitalból, hogy 
 egyenesei lesznek  csúcsai, míg az élek az olyan egyeneseknek megfelelő

csúcsokat kötik össze, amelyek „metszik” egymást, azaz van közös pontjuk. A fentiek
alapján könnyen kiszámolható, hogy -nak  csúcsa van és

-reguláris, vagyis minden csúcsa ennyi másik csúccsal szomszédos.
Vegyük észre, hogy O'Nan tétele bizonyos 4-csúcsú klikkek nemlétezését mondja ki -
ban. Mi olyan gráfot szeretnénk konstruálni, amelyben nincs 4-csúcsú klikk, ezért
O'Nan tétele „jó hír”. De sajnos ez nem elég. Könnyen kiszámolható, hogy az unital
minden pontját pontosan  egyenes tartalmazza, és ezek egyetlen nagy klikket alkotnak

-ban. Tehát  messze nem mentes 4-méretű klikkektől. Ezért meg kell „ritkítani”.
Mint észrevettük,  minden pontjához tartozik -ban egy -méretű klikk. Cseréljük
ki most az összes ilyen klikket egy-egy teljes páros gráfra! O'Nan tételéből könnyen
igazolható, hogy az így kapott  gráf már nem tartalmaz 4-méretű klikket. Itt
használjuk először a véletlen módszert:  minden nagy klikkjének csúcsait véletlenül
osztjuk két részre és a klikkből csak a két rész közötti éleket hagyjuk meg.

Nézzük most a független halmazok méretét a gráfjainkban! -ban egy független
halmaz diszjunkt egyenesekből áll, így mérete nem lehet nagyobb, mint

Az jó, hogy van egy becslésünk a független halmazok méretére, de sajnos nem elég
erős.  csúcsszáma csak négyzetes ebben a korlátban, márpedig nekünk az kéne, hogy
megközelítőleg köbös legyen. Ráadásul  ritkább gráf, mint , keletkezhetnek benne
újabb független halmazok, akár sokkal nagyobbak is. Például  egy pontjához tartozó 

-méretű -klikkből egy teljes páros gráfot csináltunk, amelynek mindkét oldala
független halmaz. Tehát -ben sok új -méretű független halmaz van. Mattheus és
Verstraete azonban belátják, hogy ha -t növeljük, akkor 1-hez tartó valószínűséggel
kevés -nél nagyobb független halmaz keletkezik, olyan pedig egy sem, amelyik ennél
sokkal nagyobb lenne.

Vagyis jó eséllyel -ben sem lesz sokkal nagyobb független halmaz, mint -ban, de –
mint láttuk – ezen gráfok mérete nem elég nagy a független halmazaik méretéhez
képest. Ezt a problémát Mattheus és Verstraete véletlen mintavétellel orvosolják. 
csúcsait egymástól függetlenül azonos  körüli valószínűséggel választják be a
mintába. -nek a kiválasztott csúcsok által feszített részgráfját jelöljük -vel. Mivel
már -ben sem volt 4-méretű klikk, nyilván -ben sem lesz.  méretét nem ismerjük
pontosan, de csúcsszáma túlnyomó valószínűséggel körülbelül  csúcsszámának a -
szerese, azaz nagyságrendileg . Egy adott -beli független halmaz mérete -ban
legfeljebb négyzetes, és túlnyomó eséllyel ennek körülbelül a -szerese kerül be -be,
ami már legfeljebb lineáris -ban. A bizonyítás legtechnikaibb része annak belátása,
hogy nagy valószínűséggel egy majdnem ilyen erős korlát teljesül egyszerre  összes
független halmazára. Ezzel azonban el is jutottunk a bizonyítás végére, hiszen látjuk,
hogy -ben biztosan nincs négyes klikk, és csúcsainak száma nagy eséllyel  körül
van, míg legnagyobb független halmaza alig több, mint  csúcsból áll.

5.  További kutatási irányok
Biztosak lehetünk abban, hogy a fent vázolt eredmények nyomán megújul az érdeklődés
a Ramsey-számok nagyságrendjének vizsgálata iránt. A közeljövőben a témában további
jelentős előretörésre számíthatunk. A 2.1. tétel ugyan exponenciális javítást ad Erdős és
Szekeres a diagonális Ramsey számokra vonatkozó felső becslésére, de a tételben
szereplő  értéke nagyon kicsi. A bizonyítás módszereinek további csiszolásával
valószínüleg ez az érték növelhető. Még érdekesebb lenne, ha az Erdős-féle alsó becslést
is sikerülne exponenciális mértékben javítani, de ehhez feltehetően egészen másfajta
módszerekre lesz szükség.

A 2.2. tétel javítására is van esély, hiszen az  Ramsey-számokra ismert alsó és
felső becslések egy polilogaritmikus faktorral eltérnek egymástól. A következő
kézenfekvő feladat az  számok vizsgálata lehet, vagy – általánosabban – az 
számoké  nagyobb, konstans értékeire.

Ebben a cikkben egyáltalán nem érintettük a hipergráf Ramsey-számok kérdését, pedig
ott még több a megoldatlan probléma, hiszen már 3-uniform hipergráfokra is sokkal
távolabb vannak egymástól az ismert alsó és felső becslések, mint gráfok esetén.
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Újabb ERC pályázat a Rényi Intézetben

Az Európai Kutatási Tanács
(European Research Council, ERC)
minden évben 4 kategóriában hirdet
meg pályázatokat: a PhD-t legfeljebb
7 éve szerzett kutatók „Starting”, a
legfeljebb 12 éve szerzettek
„Consolidator Grant”-re
pályázhatnak, míg az „Advanced
Grant” kiírásában nincs ilyen időbeli
korlát. A Synergy Grant pedig
nagyobb lélegzetű (esetleg
tudományágakon átívelő) kooperációk
támogatását tűzi ki célul.
A pályázatok rangját az adja, hogy
összeurópai szinten is csak kevés nyertes pályázat kap támogatást, például az első három
kategória egyenként évente 8–10 nyertes matematikapályázatot számlál, míg a Synergy
Grant matematikából ritka, mint a fehér holló (de azért van).

A Rényi Intézet hagyományosan élen jár a részvételben ezeken a pályázatokon, és
méretéhez képest magas nyerési aránnyal büszkélkedhet: az intézet – mintegy 60
határozatlan idejű szerződéssel rendelkező (tehát „tenure” pozícióban lévő) kutatójával
– idén nyerte el a 12. pályázatot. A 11. nyertes pályázat után még egy fotó is készült,
amelyen a nyertesek a magyar futballválogatott meggypiros mezében álltak (egy labda
társaságában) – na nem futballtudásuk hangsúlyozására, hanem utalva arra, hogy így a
legkönnyebb megjegyezni a 11-et. (A fotót a Rényi Intézetben Szilágyi Gergely
készítette.)

Álló sor, balról jobbra: Abért Miklós, Szemerédi Endre, Pintz János, Bárány Imre, Lovász László,

Pyber László, Pach János. Első sor, balról jobbra: Stipsicz András, Pete Gábor, Tardos Gábor,

Szegedy Balázs.

2024-ben két magyar tudós kapott „Advanced Grant” támogatást, Pál Csaba a Szegedi
Biológiai Központ munkatársaként, Stipsicz András pedig (pályafutása során
másodszor) a Rényi Intézet képviseletében. Egy „Advanced Grant” tipikus költségvetése
2-2,5 millió euró szokott lenni, elosztva a futamidő öt évére. A kísérleti tudományokban
nem nehéz elképzelni, mire lehet ekkora támogatást elkölteni, de mit tud ezzel kezdeni
egy matematikus? A szokásos válasz erre az, hogy a matematikusok is műszerekkel
dolgoznak, csak azok kicsit máshogy néznek ki, és máshogy működnek: ezek az
eszközök kollégáik korábbi és most futó kutatásai, gondolatai, a velük való közös
munka, együtt gondolkodás. Nem meglepő módon, ennek fenntartása-fejlesztése
komoly anyagi hátteret kíván.

Stpsicz András (Forrás: mta.hu/Szigeti Tamás.)

Stipsicz András korábbi pályázata lehetőséget adott arra, hogy a topológia egy
napjainkban népszerű és dinamikusan fejlődő ágában, az alacsony dimenziós (legfeljebb
négydimenziós tereket vizsgáló) topológiában építsen fel, tartson fenn és fejlesszen
tovább egy (most már Európa-szerte elismert és megbecsült) kutatócsoportot.
A második elnyert pályázat célja a csoport megszilárdítása, továbbépítése, és a
társtudományokhoz való minél szorosabb és tartósabb kapcsolatok kiépítése – ami
záloga lehet a csoport hosszútávú sikeres működésének.

De mit is csinál egy „alacsonydimenziós topológus” csoport? Mit tűztek ki maguk elé az
elkövetkező öt évre? Mivel is akar foglalkozni a „Csomók és felületek 4-dimenzióban”
című projekt? Természetesen a részletes leírásra itt nincs hely, és a lényeg megértéséhez
is egy kis kirővel kell kezdenünk. Az egy- és kétdimenziós terek áttekintése, amely a
matematika egy klasszikus fejezete,   a 19. század végéig megtörtént. Meglepetésre,
ezután az 5 vagy magasabb dimenziós terek    áttekintésében értek el áttörő
eredményeket a 60-as években, és Smale, Milnor, Stallings és számos más matematikus
erőfeszítéseinek köszönhetően mára számos alapkérdés tisztázott. (Ez nem jelenti azt,
hogy mindent értünk a „magas” dimenziókban, de megvannak a hatékony eszközeink a
kérdések vizsgálatára, és egész jó a képünk a lehetőségekről.) A háromdimenziós kérdés
már Poincaré-t is izgatta, 1905-ben írt cikkében fel is vetette a téma kulcskérdését, amit
a 70-es években Thurston foglalt rendszerbe, majd 2002-ben Grigori Perelman orosz
matematikus oldott meg.

W. Thurston és G. Perelman

Mint látható, a négydimenziós eset kimaradt a felsorolásból. Donaldson és Freedman
80-as években elért eredményei megmutatták, hogy a négydimenziós eset nagyon más,
mint a többi – de hogy mire számítsunk, arról nem tudtak akkor mit mondani. Az eltelt
évtizedekben kristályosodott ki, hogy a négydimenziós terek megértéséhez
mindenképpen jól kell értenünk a bennük lévő felületeket. Azonban az is világossá vált,
hogy ezek megértése nem adhatja meg a végső kulcsot – vannak olyan négydimenziós
terek, amelyekben alig van érdekes felület. Az ötlet a háromdimenziós csomók
elméletének kiterjesztése és beemelése a kérdésbe: ne csak a térben lévő felületeket
vizsgáljuk, hanem hagyjunk el a terünkből egy kis részt (így keletkezik egy
háromdimenziós perem), és tekintsük azokat a felületeket, amelyek erre a
háromdimenziós peremre támaszkodnak valamilyen meghatározott (a háromdimenziós
térben lévő, egydimenziós) csomó mentén. A pályázat lényege, hogy ez a kiterjesztett
(csomók és felületek négydimenziós kölcsönhatására épülő) tudáshalmaz talán már
mindent elmond a négydimenziós térről.

Csomók

Milyen kérdéseket is vizsgál valójában egy csomóelmélettel foglalkozó matematikus
(egy csomóelmélész)? Azt gondolhatnánk, a csomókról már mindent tudunk, végtére is
nagyon egyszerű ezeket az objektumokat elképzelni-ábrázolni, és talán fő alkalmazási
területük, hajók vitorláinak mozgatása és rögzítése már a múlt ködébe vész. Valójában a
csomók kulcsszerepet játszanak a három- és négydimenziós terek ábrázolásában is – egy
bonyolult, és itt nem részletezett módszer szerint – minden három- és négydimenziós
(kompakt) tér lerajzolható csomók segítségével, és (elvileg) az is eldönthető, mikor
reprezentálja két rajz ugyanazt a teret. Emögött az állítás mögött a Kirby-kalkulus
alaptétele húzódik meg, erről Stipsicz (Robert Gompffal közösen) meghatározó
 monográfiát jelentetett meg a 90-es évek végén.

Visszatérve tehát a csomók elméletéhez: azt nem nehéz látni, hogy minden csomó
felületet határol a háromdimenziós terünkben, és amennyiben ezt a teret valamely
négydimenziós tér peremének tekintjük, a felületnek megengedhetjük, hogy a negyedik
dimenzióba is behatoljon. A feladat abban áll, hogy a csomó tulajdonságaiból meg
tudjuk mondani, melyik a legegyszerűbb felület, amit így a csomónkra illesztettünk.
Például a háromdimenziós térben csak a triviális (nemcsomózott) csomóra tudunk
körlapot illeszteni, de sokkal több csomó határol egy körlapot a standard euklideszi
négydimenziós felső féltérben. (Ezen csomókat „metszet-csomóknak” nevezzük, és
megismerésük központi probléma, egy általuk definiált ekvivalenciareláció a csomókat
egy csoporttá teszi, amely valószínűleg a topológia egyik legbonyolultabb algebrai
objektuma.)

Metszet-csomó

A pályázat egyik célja például annak eldöntése, hogy változó négydimenziós terekben
mely csomók lesznek metszetek. Ezen tulajdonság általános feltérképezése mind a
csomóelmélet, mind a négydimenziós terek elméletének előrehaladását eredményezné.

A kezdeti (egyelőre tapogatózó) kutatások már el is kezdődtek, a májusban induló
csoport szeptember elsejétől teljes gőzzel és személyzettel (három doktorandusszal, egy
amerikai és egy hazai posztdoktorral és három szenior kutatóval) ezt a kérdést fogja
vizsgálni több szempontból és rengeteg explicit példán keresztül. A korábban írtaknak
megfelelően a pályázati pénzből nem műszereket fognak beszerezni, hanem a
kutatásokhoz kapcsolódó kollégákat hívnak meg rövidebb-hosszabb látogatásra, és
konferenciákat terveznek a Rényi Intézeten belül működő Erdős Központ
szervezésében. Ha nem is értjük meg a negyedik dimenziót teljes szépségében és
komplexitásában, reméljük, hogy a pályázat zárásával sokkal közelebb érünk ehhez a
régi célhoz.
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Bizonyítás az emberin túl, a mesterséges intelligencián
innen

Hogy volt?
Valamikor a 90-es évek végén hallottam először számítógépes bizonyításról, amikor a
televízióban még gyakran voltak esti beszélgetős kulturális műsorok. A töretlen
fejlődésben bízó korosztály tagjaként meglepve hallottam, hogy a számítógépes
bizonyításokra a matematikusok egy része nagyfokú bizalmatlansággal tekint. Mérő
László, aki az adás vendégeként beszélt erről, természetesen a négyszíntételt hozta
példaként.

A négyszíntétel egy közismert matematikai állítás, amely szerint bármilyen síkban
rajzolt térképen a területek (például országok, kerületek, megyék, grófságok,
vármegyék, szolgabíróságok) úgy színezhetők ki négy színnel, hogy két szomszédos
terület soha ne kapjon azonos színt. Ha a BME főépülete előtti járdaszakaszon sétálunk,
könnyen észrevehetjük ennek az összefüggésnek a modern kori street art ábrázolását.
A sejtést először 1852-ben Francis Guthrie fogalmazta meg, aki akkor még Londonban
tanult, később viszont a dél-afrikai Fokvárosban lett matematikaprofesszor és a botanika
kutatója. A sejtést több sikertelen bizonyítási kísérlet után 1976-ban Kenneth Appel és
Wolfgang Haken tudták végérvényesen igazolni. Ha a négyszíntétel hamis lenne, akkor
léteznie kellene legalább egy „térképnek”, amely a lehető legkisebb számú tartományból
áll, de mégis öt színre van szükség a kiszínezéséhez. Appel és Haken bizonyítása az
1936 darab lehetséges minimális reduktum végigszámolásával kimutatta, hogy ilyen
ellenpélda nincs. Ezzel a tétel lett az első jelentős matematikai eredmény, amelyhez
nélkülözhetetlen volt a gépi számítás. Az Illinois-i egyetem két matematikusa IBM gépi
kódú programot írt. Néhány közeli város IBM számítógépéhez volt hozzáférésük: az
Urbana városi egyetemi kampusz IBM 360-75 mainframe gépéhez, majd a chicagoi
IBM 370-158-ashoz, végül az egyetemi adminisztrációt végző IBM 370-168
adatfeldolgozó egység munkaidejét is használhatták. Azt hiszem, nem lepődik meg
senki azon, hogy köszönetet mondtak az Illinois Állami Egyetem Számítógépes
Szolgáltató Központja alkalmazottainak. Az adattároláshoz mintegy 2,5 MB összes
tároló kapacitásra volt szükségük. Meglepően gyorsan futottak a programok, kb. 15–30
perc alatt végezték el a számításokat. Mindazonáltal a 370-es „nagy vasaknak” is csak 2
MB kapacitásuk volt, ezért kellett több gépen futtatni a programokat [1]. A 90-es
években már sokaknak itthon is volt 120 MB-os személyi számítógépe, ami talán
megmosolyogtatóvá teszi a történetet, de a technika fejlődése már csak ilyen.

Az IBM370

A gépi bizonyítás sikere vitát indított el a matematikai közösségben. A fő kérdés: vajon
teljes mértékben megbízhatunk-e egy olyan bizonyításban, amelyet nem tudunk teljes
egészében az emberi percepcióra és a tiszta észre hagyatkozva ellenőrizni?
A matematikus mindennapi gyakorlatához hagyományosan hozzátartozik az emberi
értelem által átlátható és ellenőrizhető bizonyítások készítése és a bizonyítások manuális
ellenőrzése. Az Appel–Haken-féle gépi bizonyítás azonban olyan méretű és nemhumán
dokumentáltságú volt, hogy azt ember nem tudta volna követni, így felmerült a kérdés,
mennyire elfogadható egy ilyen bizonyítás. Egyáltalán: mit tekintünk bizonyosságnak a
matematikában? Ha egy géppel helyettesítjük az emberi gondolkodást, de mi nem tudjuk
ellenőrizni a gép minden lépését, akkor vajon ugyanúgy bízhatunk-e az eredményben,
mint amikor egy matematikus kolléga ellenőrzi a munkánkat?

Az egyik fő ellenvetés tehát a különböző szintű áttekinthetetlenség. Nos, 2005-ben
Georges Gonthier kanadai matematikus, a Microsoft Research kutatója a francia INRIA
kutatóintézet munkatársaival egy elvileg áttekinthetőbb módon, a Coq
bizonyításasszisztenssel is igazolta a tételt [6]. A Coq, Agda és Lean típusú
bizonyításasszisztensek működése bizonyos értelemben szembeállítható ezekkel a
specializált megoldásokkal, amilyen a négyszínsejtés assembly bizonyítása is volt.  Míg
a kezdetleges típusrendszerű programnyelvek esetén csak esetellenőrzésekre
számíthatunk és gyakran ezek is átláthatatlanok, addig a bizonyításasszisztensek fel
vannak vértezve minden olyan nyelvi képességgel, amely a matematikai állítások és
bizonyítások teljes leírására teszi őket alkalmassá, és a humán matematikai gondolkodás
logikáját lépésről lépésre követve vezetik a felhasználót a gépi levezetés mentén. Az
automatizációs lépéseik is intuitívak és a szokásos napi bizonyítási módszereken
alapulnak, szemben a speciális programok működésével.

Bizonyításasszisztencia: az ember és a gép tánca
A fent említett programnyelvek a Martin-Löf-típuselméletre alapulnak, ami egy
programozási nyelv és nagyon erős kapcsolatban áll az úgynevezett természetes
levezetéssel. Ez utóbbi arról kapta a nevét, hogy csak olyan levezetési szabályok (és
ezek lehetnek akár nem-logikaiak is) alapján működnek, amik nagyon jól modellezik a
matematikusok által használt mindennapi következtetéseket. Az egyik komputációsan
kitüntetett logikai rendszer az, amelyikben csak implikáció ( ) és konjunkció ( ) van,
azaz rendre a „ha , akkor ” és az „  és ". Ezt az (intuicionista) logika negatív
fragmentumának nevezzük. Például, ha be szeretnénk bizonyítani az alábbiakat, akkor
elég ez a logika.

Tudjuk, ha a kulcs a titkárnál volt (B), akkor megvan a tettes (C), feltéve, hogy az
elnök szabadságra ment (A). Tehát, ha az elnök szabadságra ment és a kulcs a
titkárnál volt, akkor megvan a tettes.

Formálisan

 (  a „tehát” jele és Bertrand Russell használta először). Ez a szabály az egyik currying
szabály (az un-currying, a konverze a currying) és nagyon fontos ebben a világban, mert
azt mondja ki, hogy a konjunkció és az implikáció kategorikus-algebrailag barátságban
vannak (az implikáció bal-adjungáltja a konjunkció).

Az alapreláció az úgynevezett levezethetőségi reláció:

(  a „turnstyle”, azaz forgókapu, itt: „levezethető”). Ezt az módfelett összetett relációt a
következőképpen olvassuk: amennyiben az , ,  állításoknak van levezetésük,
amelyeket rendre az , ,  változókkal jelölünk, és ezekből valamint a levezetési
szabályok alkalmazásával összeállítható a  bizonyításkód, akkor ez a  kód az ,

,  feltételrendszerben bizonyítja a  állítást. Melyek a levezetési lépések
kódjai és mik a bizonyításokat legyártó szabályok? Nos, a szabályoknak most
szándékosan úgy adunk nevet, hogy az megfeleljen a Lean programnyelv parancsainak.
(A russelliánus -t jelölését ezúttal már lehagyjuk.)

(exact) 

intro 

(apply) 

And.intro   

.left

.right

 
Levezetési szabályok

A Lean nyelven a tétel az alábbi
( https://github.com/mozow01/TypeTheoryWorkshop/blob/main/Logic.lean ):

theorem Curry (A B C: Prop) (x: A -> (B -> C)): A /\ B -> C := by

A „by” parancs megnyitja az úgy nevezett interaktív bizonyításmódot, amelyben
elkezdünk beszélgetni a levezetési rendszerrel. Vár tőlünk egy ötletet, amely után
hajlandó visszakérdezni. Van egy nagyon szellemes megfogalmazás arra, hogy egy
bizonyítást hogyan folytatunk le. Ez pedig az, hogy ebben a világban bizonyítani nem
más, mint időutazást végezni a múltba.  Szeretnénk a végére járni, hogy miért lehet az,
hogy a tétel igaz, ezért megpróbáljuk visszafelé feltárni, mi vezethetett ehhez a
megállapításhoz. Néha azt érzékeljük, hogy nem azon az okozati ágon próbáljuk
megközelíteni az elégséges alapot, amelyen vagyunk, ilyenkor picit előre kell utaznunk
a múltból a jelen felé. Nos, most az ötlet az, hogy ha a végcél egy 
„függvény” alakú állítás, úgy csak egyetlen úton juthattunk el ide, azzal, hogy az intro
szabályt használtuk. Keressük fel a táblázatban és győződjünk meg róla, hogy ez az
egyetlen olyan szabály, ami ilyen alakú tételt ereményez. Magyarán tegyük fel, hogy
van egy  bizonyításunk arra, hogy  igaz. A Lean nyelven a tétel az alábbi
( https://github.com/mozow01/TypeTheoryWorkshop/blob/main/Logic.lean ):

/- x: A -> B -> C |- A /\ B -> C -/
intro y
/- x: A -> B -> C, y: A /\ B |- C -/

Most rátekintünk a változóinkra és megkíséreljük észrevenni, hogy mely következtetés
vezet el végül ahhoz a tényhez, hogy  igaz. Ez az  változó (vagy ha tetszik lemma),
amelynek a típusa . Ezt alkalmazuk a  célra az apply  paranccsal.
Ekkor a Lean visszakérdez: jó, és az -ra és a -re van bizonyításod? Így segít
szókratészi kérdésekkel a Lean, így folyik a levezetés tánca a gép és az ember között.
A válasz az, hogy igen, az  premisszából kell a konjunkció bal és jobb szabályával
kinyerni  és  bizonyítását.

apply x; apply And.left y; apply And.right y
/- case #1: x: A -> B -> C, y: A /\ B |- A
case #2: x: A -> B -> C, y: A /\ B |- B -/
#print Curry
/- theorem Curry:
forall (A B C: Prop), (A -> B -> C) -> A /\ B -> C :=
fun A B C x y => x y.left y.right -/

Láthatóan meg is született a bizonyítás, a Lean interaktív ablakában a „No goals” üzenet
jelent meg, azaz a Lean elfogadta a bizonyítást helyesnek. A levezetéskód, ha bárkit
érdekel kiírható és ott virít a Curry név után.

Vegyük észre, hogy a bizonyítás lépéseinek leírása során semmilyen matematikán kívüli
technikai dolgot nem kellett használnunk! Azt írtuk, amit egy humán, de kínosan
részletes bizonyítás során is írnánk. Ha már bizonyítást írunk, miért írnánk azt kézzel?
Írjuk MS Wordben! De ha már sokkal jobb képleteket tud szedni a L TEX, miért írnánk
Wordben, írjuk L TEX-ben! 2024 kérdése a következő: ha a Lean nemcsak nyomdailag
jól kiszedi, de matematikai helyesség szempontjából ellenőrzi is a munkánkat, miért ne
írhatnánk a bizonyításainkat Leanben?

Hogy véletlenül se gondoljuk, hogy itt pusztán „logikai programozásról” van szó, és
csak a matematika és a logika céljait szolgálják ezek a programnyelvek, nézzünk egy
példát, amely rámutat arra, hogy a fenti felépítés alkalmas nagyon általános
keretrendszerben értelmezett informatikai adattípusokon végrehajtott eljárások
implementálására is. Ez a jelenség annak köszönhető, hogy a fenti felépítésben a
szabályok mindegyike bemenet-kimenet formájú, azaz fogad adatokat és visszaad egy
adatot. Mi más lenne egy programozó vágya, mint egy ilyen logika? A példa az option
típuskészítő operáció lesz. A Haskell kedvelők maybe monádként ismerhetik ezt a
típust. Az option a kivételeket kezeli egyfajta módon. Elképzelhető, hogy vannak olyan
eljárások, amelyek nem teljesen értelmezett függvényeket valósítanak meg, hanem
bizonyos értékekre nem értelmezettek. Ezen algoritmusok kezelésére kiváló egy olyan
konstrukció, amely becsomagolja a kimenő adatokat. Ha van kimenő adat, mondjuk ,
akkor a some  értéket adja vissza a csomagolás, ha nincs, akkor a none értéket. Lássuk
ennek a levezetési szabályait! 

none

some

Option.elim

Option levezetési szabályok

Az első két szabály azt mondja, hogy mik építik fel ezt a típust: a none (nincs adat) érték
és a some értékek. A harmadik szabály szerint, egy  függvény
megadásához elegendő megadni, hogy a none-on mit vesz fel és hogy a some-okon mit
vesz fel, ez teljesen leírja  értékeit. Ezekkel a szabályokkal például meg lehet adni egy
alábbi függvényt:

def Opt (A B: Type): Option (A -> B) -> (Option A -> Option B),

csak a fenti szabályokat kell alkalmazni. A Coq, Agda és Lean típuselmélete olyan erős
kifejezőképességű, hogy a matematika teljes leírása elfér benne sőt, a programozásnak a
számítógép fizikai megvalósításától független része is.

Mennyire hatékony egy ilyen bizonyító rendszer?
Rendkívül lelkesítő lehet a mesterséges intelligencia és a gépi megoldások kedvelőinek
a tény, hogy a szuperszámítógépeken futó sakkprogramok képesek legyőzni a
sakknagymestereket. Mindazonáltal látni kell, hogy a matematikai tételek
bizonyíthatóságának eldöntése nem abba a bonyolultsági osztályba tartozik, amelybe a
sakk. Jól jellemzi a sakk bonyolultságát, ha elrugaszkodunk a -as táblától és az 

-es esetet tekintjük, hiszen ez árulkodik arról, hogy mekkora méretű ugrás
jelentkezik a műveletigényben, ha a vizsgált terület mérete növekszik. Nos, az
általánosított sakk számítási bonyolultsága exponenciális idejű és ebben a nemében
teljes (EXPTIME-teljes), ami durván azt jelenti, hogy az ember számára ez a számítási
bonyolultság megközelíthetetlenül nagy. Persze ez nem azt jelenti, hogy a -as
sakkjátékot ember ne tudná játszani, de valahogy mérni kell a komputációs nehézséget.
Az is jól látható ezen a bonyolultsági jellemzésen, hogy a sakk egy kétszereplős játszma.
Így is tanul a sakkjátékgép: saját magával játszik sokat.

A bizonyíthatóság kiderítése nem ilyen probléma. A tartalmasabb esetekben mégcsak
nem is eldönthető, azaz nincs olyan algoritmus, amely véges lépésben el tudná dönteni,
hogy egy matematikai tétel bizonyítható vagy nem bizonyítható. Ezek félig eldönthető
problémák, azaz van hozzájuk olyan eljárás, amely véges lépésben megtalálja egy tétel
bizonyítását, ha van, de nem feltétlenül jár sikerrel véges lépésben, ha az az eset, hogy
az adott tétel nem bizonyítható. Ebből a szempontból a bizonyításkereső szoftvereknek
nehezebb dolguk van, mint a sakkprogramoknak. Van egy jó tulajdonsága azonban a
bizonyításasszisztenseknek, hogy gyorsan ellenőrizni tudják, hogy az adott bizonyítás
helyes-e, azaz a bizonyítás hosszának növekedésével csak hatványfüggvény méretben
nő az ellenőrzés műveletigénye. Ezeknek a programoknak a működése tehát úgy zajlik,
hogy automatikus bizonyításkereső szubrutinok vagy emberi tippek javaslatot adnak az
igazolásra, amit aztán lépésenként ellenőriz a program és interaktív módon
kérdésekként, bizonyítási célokként adja vissza azokat a lemmákat, amelyeket igazolni
kéne a siker eléréséhez.

Az asszisztensek és a tételbizonyítók persze nagyon nem ugyanolyan szoftverek.
A tételbizonyítók (automated theorem provers, ATP) jellemzően erős és az ember által
részleteiben nem feltétlenül áttekinthető keresési algoritmusokkal dolgoznak. Ennek
egyik ismert fajtája az elsőrendű rezolúció, ami persze szintén csak félig-eldöntő
módszer és mivel olyan bizonyítást ad, ha ad, ami a reductio ad absurdumot (az
ellentmondásra visszavezetést) használja, ezért részben emiatt is nehezen olvasható.
A tételbizonyítók hatékonysága sokszor azon múlik, hogy nagyon speciális
környezetben dolgoznak. Az egyik ilyen például az AlphaGeometry szimbolikus
motorja, amely erősen korlátozott kifejezőképességű, és elemi síkgeometriai problémák
megoldásával vívta ki figyelmet, továbbá azzal, hogy a heurisztikus része mesterséges
intelligenciát használ [4]. Egy másik a Prover9/Mace4 páros, amelyik véges
csoportelméleti problémák megoldásában jeleskedik. A Prover9 bizonyítást keres, a
Mace4 ellenpélda után kutat, és véges modelleket épít, amelyek egy előre megadott
elsőrendű formula által leírt tulajdonságnak felelnek meg. Ehhez a világhoz kötődik a
GAP kompjuter algebra rendszer, amelyet szintén csoportelméleti problémák
tárgyalására használnak. Nagy P. Gábor (Szegedi Egyetem, BME) nevezetes eredménye
például az első nem-Moufang, véges egyszerű Bol-loop megkonstruálása, amivel
megoldotta a loopelmélet akkoriban legjelentősebb nyitott problémáját [3]. A GAP
szoftver fejlesztői között kell megemlítenünk sajnálatos módon nemrég elhunyt
kollégánkat, a BME Algebra és Geometria Tanszék oktató-kutatóját, Horváth
Erzsébetet, aki hosszú évekig dolgozott együtt az aacheni központú csoporttal.

Nyilván a bizonyításkeresésbe beszállhat a mesterséges intelligencia is. A legújabb
eredmény, hogy a matematikai diákolimpiák elemi síkgeometriai feladataira korlátozva
a tárgyalás körét, a megoldásokon feltanítva egy mesterséges intelligenciát, elég jól
tudtak bizonyítást keresni kutatók [4]. Hasonló problémán dolgoznak Szegedy Krisztián
és kollégái. Az AI alkalmazásának sikeréhez mindenképpen két dolog kell: egyfelől elég
szűkre kell venni a tárgyalás körét (pl. elemi síkgeometria), másfelől
bizonyításasszisztenst (pl. HOL4/Isabelle-t) kell alkalmazni a megtalált (hallucinált)
lehetséges bizonyítások ellenőrzésére [2].

Mennyire intelligens egy ilyen bizonyító rendszer?
Sem ember, sem gép nem tudja áthágni a Gödel-tételkör negatív eredményeit, azaz
feltéve, hogy az aritmetika ellentmondásmentes, nincs olyan általános eljárás, amely
eldönti, hogy egy számelméleti állítás igaz vagy sem. Ezért felvetődik a kérdés, hogy mi
a viszonya a mesterséges és a természetes intelligenciának a matematikai igazságkeresés
területén. Azt vizsgáljuk, hogy mennyire érti a gép, amit bizonyít; ezért
vizsgálódásunkat az aritmetikára korlátozzuk. Ha a gép képes bizonyítani egy
számelméleti tételt, vajon érti-e, amit bizonyít? Nyilvánvalóan gyorsabban csinálja, mint
mi, de akkor ebben a gyengébb értelemben a gépi bizonyítás „felemelkedhet”-e az
emberi bizonyítás fölé? Az én álláspontom az, hogy a gépi bizonyítás olyan mértékben
az emberi gondolkodás tükörképe, hogy egy bizonyító gép annyira és csak annyira
intelligens, mint mi magunk.

Az előbbi állítás két részből áll. Az első tézis szerint a gép nem értheti jobban a
számelméletet, mint mi magunk. Ennek alátámasztására elegendő elővennünk a kínai
szoba érvet. Mint közismert, John Searle amerikai analitikus filozófus egy nagyon éles
érvet hozott fel annak alátámasztására, hogy a tiszta számítógépes programok nem
érthetik jobban azt, amiről beszélnek, mint mi.  A gondolatkísérlet a következő:
képzeljük el, hogy van egy szoba, amelyben egy nagyon részletes szabálykönyv rögzíti
az összes olyan társalgási szabályt, amely szükséges a kínai nyelven való
kommunikációhoz. Ezt úgy kell elképzelni, hogy egy kis ablakon keresztül a szobába
kérdéseket lehet bejuttatni kínai nyelven, és a benne ülő, kínaiul nem tudó ember úgy
válaszol, hogy egyszerűen kikeres egy a kérdésre adható kínai választ és azt küldi vissza
a kérdezőnek. Tegyük fel, hogy a kínai szoba átmegy a Turing-teszten, azaz nem derül
ki, hogy aki a szobában ül nem érti, amit a kérdező mond. Nos, ebben az esetben a
szobában tevékenykedő ember nem csinál mást, mint amit egy számítógép tesz, amely
szabályok követésével válaszol kérdésekre. Ilyet látunk is: az OpenAI ChatGPT-je
például így működik. Márpedig világos, hogy aki a szobában ül, nem tud kínaiul, ezért
egy szót sem ért abból, amiről a beszélgetés zajlik, csak jeleket fogad, mechanikusan
feldolgozza őket, és visszaad egy választ. A kínai szoba gondolatkísérlet tehát azt
igazolja, hogy egy gép sem értheti, mire megy ki a játék, ha az az ember, aki a szobában
ül, nem érti azt. A gép nem értheti jobban az aritmetikát, mint mi.

A második tézis, a fordított irány a meglepőbb. Az ember nem értheti jobban az
aritmetikát, mint egy bizonyító gép. Már Stephen Kleene is felhívta a figyelmet arra,
hogy a Turing-gép fogalma úgy van kialakítva, hogy a gép pontosan azokat a
mechanizálható gondolati műveleteket tudja elvégezni, mint az emberi agy. Egy
bizonyításasszisztens pontosan azokat az érvelési szabályokat alkalmazza, amelyeket az
ember, ezért ha egy ember arra a következtetésre jut, hogy egy aritmetikai állítás igaz,
akkor a bizonyító program is képes ezt ellenőrizni. Ennek az állításnak hallatán sokak
hátán felállhat a szőr: tényleg nem okosabb az ember egy gépnél? És mi van az
intuícióval? Nos, az intuíció sokszor megcsalja az emberi érvelőt. Ha nem ugyanazt
tudná a gép számelméletből, amit az ember, akkor az pontosan azt jelentené, hogy
vannak olyan számelméleti állítások, amelyeket az ember, mondjuk a rá jellemző
mágikus vagy egyedi képességekkel igazként ismer fel, míg a gép nem tudja ezeket
igazolni. Egy ilyen tényállással az lenne a gond, hogy ha a géppel lehetetlen lenne
verifikálni, miért igaz egy ilyen tétel, akkor egy másik embernek sem lehetne sehogyan
se elmagyarázni, hogy az miért igaz. Jóllehet egy másik ember, szintén eljuthatna
valamiféle szubjektív, mágikus bizonyosságig a tétel igazságát illetően, de azért az
mégsem menne át egy szigorú, hézagokat el nem viselő matematikai ellenőrzésen.
Ember és gép egyaránt képes lehet „beflesselni”, hogy egy állítás igaz, de a végső
mérleg, hogy megvan-e az állítás korrekt, objektív és egzakt bizonyítása. Szomorúan
hangzik, de ezek az érvek azt igazolják, hogy egy ember pont ugyanannyit ért a
matekból, mint egy – Turing szavait használva – gondolkodó gép.

R2-D2 mint Sith nagyúr (AI generálta kép)

Érdekességként jegyzem meg, hogy egyáltalán nem állítja Searle, hogy egy adott gép
nem lehet intelligensebb egy embernél. Ami nem tud intelligensebb lenni, az egy
pusztán szintaktikai műveleteket végző szoftver. A Star Wars univerzum robotjai
például személyiséggel bírnak. Ha egy egyedi vaskasztni képes olyan tapasztalatra és
személyiségre szert tenni, mint mondjuk R2-D2, akkor az akár képes lehet átvenni a
hatalmat a világ felett.

A bizonyításasszisztensek mint a matematika
kutatásszociológiájának megváltoztatói
A bizonyításasszisztens szoftverek jelentős előnyöket nyújtanak a matematikai tételek
bizonyítása során, különösen a hibák és hézagok azonosításában. Ezek az eszközök
képesek automatikusan észlelni a bizonyításokban rejlő logikai vagy formális
hiányosságokat, ezáltal minimalizálva a rossz bizonyítások előállításának kockázatát.

A bizonyításasszisztens szoftverek használata a tudományos folyóiratok bírálói oldalán
jelentősen felgyorsítják a bizonyítások ellenőrzésének folyamatát. A forráskódok
egyszerű fordíthatósága révén a bizonyítások szintaktikai helyességellenőrzése
embermentesen végrehajtható, ami lehetővé teszi, hogy a kutatók és a folyóiratok
szakembereinek csak a szemantikai ellenőrzéssel kelljen foglalkozniuk. A formális
bizonyítások megírása gyakran hosszadalmas, akár évekig is eltarthat a folyamat. Mégis
a bizonyítások ellenőrzése seperc alatt zajlik, amely hozzájárul a tudományos
igazságkeresés hatékonyságának vagyis a bizonyítások megbízhatóságának növeléséhez.

A bizonyításasszisztens szoftverek új lehetőségeket nyitnak a matematikai kutatás terén
abban az értelemben is, hogy nem kellenek feltétlenül összeszokott, személyes és
szakmai bizalomra alapuló csapatok a tételek igazolásához. Amennyiben egy kitűzött
sejtést egy ilyen eszközzel bárki bebizonyít, a bizonyítás a gépi ellenőrzés révén
automatikusan érvényesnek tekinthető. Nem véletlen, hogy az ilyen szoftverek
matematikai alkalmazásakor hallgatók, akár már nagyon korán, az első szemeszterektől
kezdve nagyon jól együtt tudnak dolgozni vezető kutatókkal. Ez a módszer a
matematikai eredmények létrehozásában alacsonyabb belépési küszöböt igényelnek,
szélesebb körből kerülhet ki egy jó bizonyítás, miközben az objektivitás és a
megbízhatóság szintje nemhogy megmarad, de még növekszik is. Nem véletlen, hogy
főleg hallgatók munkájának köszönhető, hogy az Imperial College-ban sikerült a Lean
prover Mathlib nevű könyvtárában felhalmozni a BSc-s matematikus tananyagnak szinte
az egészét. Tehát míg a Coq provert a programozási iparban (a formális verifikációban),
az Agdát a magas szintű típusrendszerrel rendelkező programnyelvek tervezésben (az
elméleti szoftvertudomány megalapozásában), addig a Lean-t a matematikai tételek
bizonyításában lehet nagyon hatékonyan használni. Ennek két kiváló példája egyfelől
Terence Tao, másfelől Randall Holmes egy-egy legutóbb Lean-ben bizonyított tétele.
Tao két hallgatóval nemcsak bizonyította, de formálisan verifikálta is a polinomiális
Freiman–Ruzsa-sejtést. Randall Holmes pedig egy nagyon érdekes, 60 éve magára
várató logikai konzisztenciabizonyítást adott közre Lean-ben, amelynek a humán
verziója 10 éve azért parkolt a folyóiratnál, mert nem volt olyan bíráló, aki képes lett
volna végigolvasni a sok technikai részlet miatt.

A jövő útja, úgy tűnik, nem pusztán a mesterséges intelligencia, így a gép tételgeneráló
képessége, hanem egy hibrid folyamat, amelyben a kutató a gép gyorsaságát és
hibamentességét ötvözheti az emberi léptékű magyarázó erő és a humán kreativitás és
intuitivitás képességével.

Molnár Zoltán Gábor 
BME TTK Algebra és Geometria Tanszék
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Róka Sándor
2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 6. forduló
(2024. szeptember)
Az új tanévben negyedévente
ismét 7-7 gondolkodtató
problémát jelentetünk meg. A
Héttusa rovatban kitűzött
feladatokra bárki küldhet
megoldást. A feladat kérdésére a
feladat sorszámát és a választ
kell megküldeni a
hettusa@ematlap.hu email
címre.  A beküldési
határidő: 2024. október 1. Ezek
a 6. forduló feladatai.

Róka Sándor
2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 5.
fordulójáról
A 2024 júniusi Héttusa rovatban
kitűzött feladatokra 101 helyes
válasz érkezett 16 beküldőtől.
Továbbra is könyvjutalommal
díjazzuk a legjobbakat, egyúttal
várjuk új versenyzőinket.
Lehetőséget kaptunk a KöMaL
honlapján a Fórum használatára,
ahol a feladatok témáit
egymással is megbeszélhetik,
tovább gondolhatják, akik
bekapcsolódnak a Héttusába.

Róka Sándor
2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Megoldások,
megjegyzések a
Héttusa 5.
fordulójának
feladataihoz
Az Érintő Facebook-oldalán már
megjelentettük a megoldásokat a
rovatszerkesztő, Róka
Sándor válogatásában,  néhány
olyan megoldással és
megjegyzéssel, amit a
beküldőktől kapott. Ezek újabb
általánosításokat, számítógépes
megközelítéseket is bemutatnak.
Az érdeklődők a KöMaL
Fórumában nemrég indított
Hétpróba témájába is
bekapcsolódhatnak! Itt
találhatók a júniusi feladatok
megoldásai.
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Héttusa 6. forduló (2024. szeptember)
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 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Róka Sándor  2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 6. forduló (2024. szeptember)

A Héttusa rovatban kitűzött feladatokra bárki küldhet megoldást. Ehhez a feladatok
sorszámát és a feltett kérdésekre a válaszokat kell megküldeni, indoklást, részletes
megoldást nem szükséges írni. 
A válaszokat a hettusa@ematlap.hu címre várjuk. A beküldési határidő: 2024. október
1. 
A verseny nyilvántartása érdekében kérjük, hogy megoldásaikat névvel vagy olyan
álnévvel írják alá, amit nyilvánosan közzé tehetünk.
A határidőt követően a megoldások megjelennek a Facebook-oldalunkon. Az ezután
beküldött megoldásokat nem értékeljük a versenyben. Az Érintő következő számában
olvashatják a legjobb megoldók nevét és a megjegyzéseket, kiegészítéseket a
megoldásokhoz.

Versenyzőinket két kategóriában jutalmazzuk: diák (általános vagy középiskolás),
illetve felnőtt. Kérjük, hogy beküldéskor jelezzék, melyik kategóriában indulnak. Ha
valaki ezt nem jelzi, őt a felnőttek közé soroljuk. 
Fordulónként a legjobb megoldók közül néhányan könyvjutalmat kapnak. A Beszámoló
a Héttusa 5. fordulójáról tájékoztat a júniusi feladatokat beküldők eredményeiről.

A Héttusába bekapcsolódók számára új lehetőség a KöMaL honlapján a Fórum
használata: https://www.komal.hu/forum?a=to&tid=365. Itt a Héttusa témájában
egymással is megbeszélhetik, tovább gondolhatják a problémákat.

Feladatrovatunkhoz örömmel veszünk minden segítő szándékot, várjuk új
feladatjavaslataikat, valamelyik feladat szép megoldását, vagy a feladat általánosítását.

A 6. forduló feladatai
36. Feltehetünk-e 12 bábut egy (6 × 6)-os sakktáblára úgy, hogy mindegyik sorban,
mindegyik oszlopban és a két átlóban is 2-2 bábu legyen? (Egy mezőre legfeljebb egy
bábut tehetünk.)

37. Egy (4 × 4)-es táblázatba 16 különböző természetes számot írtunk úgy, hogy a
táblázat mindegyik sorában és mindegyik oszlopában ugyanannyi a számok szorzata.
Lehetséges-e, hogy mindegyik beírt szám kisebb 100-nál?

38. Egy négyzet alakú állami földterületet a privatizáció előtt felosztottak 7 × 7
egybevágó parcellára az oldalakkal párhuzamos egyenesekkel. Az első szezonban 7
gazdálkodó vásárolt egy-egy parcellát úgy, hogy minden sor és minden oszlop csak egy
privatizált parcellát tartalmazott. Minden következő szezonban mindegyik gazda
vásárolhat egy újabb parcellát, ha az még nem volt privatizálva, és ha van közös oldala
azzal a parcellával, amelyet az adott gazda az előző szezonban vásárolt.
Megvásárolhatja-e 7 szezon alatt a 7 gazda mind a 49 parcellát?

39. A Pinkerton Iroda nyomozója egy 20 embert érintő ügyet vizsgál. Azt tudja, hogy
közöttük van a bűnös, és van közöttük egy szemtanú, de mindkettő személye kezdetben
ismeretlen számára. A nyomozó minden nap meghívhat egy vagy több embert közülük,
és ha a meghívottak között van a szemtanú, de nincs ott a bűnös, akkor hajlandó
megszólalni a tanú, és elárulja neki, hogy ki a bűnös. A nyomozó legkevesebb hány nap
alatt tudja biztosan megtalálni a bűnöst?

40. Zsófi egy 12-oldalú szabályos sokszögbe egymás után átlókat húz be úgy, hogy
minden újabb átló legfeljebb egy másik, korábban berajzolt átlót metszhet a sokszög
belsejében. Legfeljebb hány átlót rajzolhat Zsófi?

41. Pongrác, a kockafestő művész, egy kocka mindegyik lapját 64 darab egybevágó kis
négyzetre osztotta, majd ezekből néhányat befestett, és közben arra is ügyelt, hogy ne
legyen semelyik két befestett négyzet szomszédos. (Két négyzet szomszédos, ha van
közös oldala; és ez a két négyzet lehet a kocka két különböző oldallapján is.) Legfeljebb
hány négyzetet festhetett be Pongrác?

42. Egy távoli szigeten a lakosok egy része igazmondó, a többiek hazugok. Az
igazmondók mindig igazat mondanak, a hazugok minden állítása hamis. Egy lakomán
az egyik asztal körül 19-en ültek, akik a pohárköszöntő után mindnyájan azt állították,
hogy mindkét szomszédjuk hazug. Sokan megsértődtek, a társaság egy része otthagyta
az asztalt.
Akik maradtak, ezután már elégedetten nyugtázták, hogy mindkét szomszédjuk
igazmondó.
– Valóban, most már nincs hazug köztetek – mondta vigasztalva őket a távozó társaság
utolsó tagja.
Akik távoztak az asztaltól, leültek egy másik asztal köré, és itt mindenki azzal nyugtázta
az új helyzetet, hogy a szomszédai között pontosan egy igazmondó van.
Hányan maradtak a helyükön ülve a társaság szétválása után?

A feladatokat válogatta: Róka Sándor
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Beszámoló a Héttusa 5. fordulójáról

https://ematlap.hu/hettusa-2024-09/1432-beszamolo-a-hettusa-5-fordulojarol[2025. 02. 23. 10:40:51]

 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Róka Sándor  2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a Héttusa 5. fordulójáról

Az 5. forduló feladataira 16 beküldőtől 101 helyes válasz érkezett.

A táblázat mutatja, hogy a beküldők mely feladatokra adtak jó választ. (Vannak, akik a
saját nevükkel szerepelnek, és vannak, akik más nevet választottak maguknak.)

A feladat sorszáma 29. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 

Makay Géza x x x x x x x

Orangestripes x x x x x x x

Udvari Tibor x x x x x x x

Koncz Levente x x x x x x x

Izsák Beatrix x x x x x x x

Jankó Zsuzsa x x x x x x x

Turchányi Gyula (Belzebub) x x x x x x x

Berkó Erzsébet x x x x x x x

Dombi Péter x x x x x x x

D & 2d x x x x x x x

Szemerédi Ferenc  x x x x x x

megérek egy Petákot x x x x x  x

Vaszary Krisztián (diák) x x x x x  x

vukung x x x   x x

Danka Emma (diák) x x x  x x  

Keresztvölgyi József x  x    x
 

Fordulónként a legjobb megoldók közül néhányan könyvjutalmat kapnak. A legújabb
jutalmazottak Izsák Beatrix és Koncz Levente, ők a Typotex Kiadó, illetve a Zalamat
Alapítvány könyvét választották:

Jaglom – Jaglom: Nem elemi feladatok elemi tárgyalásban
Róka Sándor: Szakköri kalauz (7-8. évfolyam)

A Héttusába bekapcsolódók számára új lehetőség a KöMaL honlapján a Fórum
használata (https://www.komal.hu/forum?a=to&tid=365). Itt a Héttusa témájában
egymással is megbeszélhetik, tovább gondolhatják a problémákat. Lehet beszélgetni,
megvitatni félkész ötleteket, felvetődött kérdéseket.

A kitűzött feladatokhoz eddig is jöttek különleges, szép megoldások, általánosítások,
ezeket – a beküldési határidő után – a Fórumon felkínálhatjuk közös gondolkodásra.

Aki ellátogat a KöMaL honlapjára, az természetesen válogathat kedvére az ott megjelent
feladatokból is, akár versenyzőként, akár csak érdeklődőként.

Róka Sándor
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Megoldások, megjegyzések a Héttusa 5. fordulójának feladataihoz

https://ematlap.hu/hettusa-2024-09/1424-a-hettusa-2024-juniusi-5-fordulo-feladatainak-megoldasa[2025. 02. 23. 10:41:04]

 Aktuális szám: 33. szám 2024. szeptember Válasszon:

Róka Sándor  2024. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Megoldások, megjegyzések a Héttusa 5. fordulójának
feladataihoz

Az Érintő Facebook-oldalán már megjelentettük a megoldásokat a rovatszerkesztő, Róka
Sándor válogatásában,  néhány olyan megoldással és megjegyzéssel, amit a beküldőktől
kapott. Ezek újabb általánosításokat, számítógépes megközelítéseket is bemutatnak. Az
érdeklődők a KöMaL Fórumában nemrég indított Hétpróba témájába is
bekapcsolódhatnak! Szóba kerülhetnek a feladatok, megoldások, félkész ötletek, újabb
kérdések:  https://www.komal.hu/forum?a=to&tid=365

A Héttusa 2024. júniusi feladatainak megoldásai:

29. Elhelyezhető-e 32 huszár a sakktáblán úgy, hogy mindegyik huszár pontosan két
másikat tartson ütés alatt?

A válasz: Igen, elhelyezhető.

Dombi Péter megoldása:

Igen, a sakktábla sarkainál, -as négyzetekben, a középső mező nélkül (bal
oldali ábra). Érdekes, hogy hasonlóan csinos alakzat van arra az esetre is, amikor
minden huszár pontosan 1 másikat támad (jobb oldali ábra).

A megoldók többsége a bal oldali ábra szerinti elrendezést találta.

D&2d írja erről: Az segített, hogy a 32 osztható néggyel és a tábla is negyedelhető,
ezért ha sikerül 8-at felrakni a negyedére úgy, hogy ne tudjanak „átütni” a másik
negyedbe, akkor ez jó lesz.

Makay Géza megoldása:

Programot írtam rá. Mint kiderült, a programom hibás, nem ellenőrzi az összes
lehetséges lerakást, de ha átírom úgy, hogy minden lehetséges lerakást ellenőrizzen,
akkor záros határidőn belül nem talál megoldást. Ezért úgy hagytam a programomat
ebben az értelemben hibásan (mire nem jó, ha az ember hibázik... :) ), és így a
program 10 másodperc alatt talált jó néhány érdekes megoldást:

Ebből az első azért érdekes, mert semmilyen szempontból sem szimmetrikus.
Ezután jön két eléggé szimmetrikus megoldás. A második sorban levők pedig azt
mutatják, hogy a két középső sorban levő 2-2 huszár lehet „kívül” és „belül” is.

Turchányi Gyula is programot írt, ami a feladatnak megfelelő összes megoldást
kikeresi, kiszűrve a forgatással fedésbe hozhatók többszörös megjelenítését, de
megtartva a tengelyes tükörképeket.

Erről ír a Héttusa feladatok Fórumában a 8. és 9.
hozzászólásban. https://www.komal.hu/forum?a=to&tid=365&tc=23

Vukung megadott egy algoritmust: Egy sarokból indulva a lehetséges lépések közül
mindig kiválasztok egyet, a többi mezőt pedig „letiltom”, amíg végül vissza nem
érek. (Erről küldött egy animációt, ez alább látható.)

30. Lehet-e 8 különböző természetes számot írni egy kocka csúcsaiba úgy, hogy a kocka
mindegyik lapja esetén az adott lap csúcsaiban álló négy szám szorzata ugyanaz az érték
legyen?

A válasz: Igen, lehet.

Megoldás. A kocka fekete körrel jelölt csúcsaiba írjunk négy különböző
prímszámot, és mindegyikkel szemben, az onnan induló testátló másik végére a
fehér körbe írjuk ennek a prímszámnak a kétszeresét. Ekkor a kocka minden lapján
a csúcsokba írt számok szorzata egyenlő a négy prím szorzatának négyszeresével.

D&2d megoldása: Igen, felírható 8 természetes szám a kocka csúcsaihoz a kívánt
módon. Például az „alsó” négy csúcson pozitív körül járás szerint: , , , ,
rendre felettük , , , .

Előbb összeggel gondolkodtam: Ha a felső négy csúcshoz pozitív egész , , , -t
írok és  alá -t, akkor a három hiányzó csúcshoz ,  és 
írandó ( , , ill.  alá). Ezt végtelen sok féleképpen tehetjük meg. A hatványozás
azonosságai miatt áttérhetünk szorzásra.

Ez a megoldás azt az utat járja, hogy készítünk egy „additív bűvös kockát”, majd a
csúcsokban lévő számok helyébe 2-hatványokat írunk, ahol a kitevők az additív
kockára írt számok, így kapjuk a multiplikatív bűvös kockát.

Dombi Péter más módszerrel készíti el a kockákat:

Igen, van ilyen számozás a kockán. Additív változatban, az 1-8 számokkal ez egy
ismert fejtörő, könnyen megjegyezhető a megoldása is: 1, 8 szomszédos, és mindig
a 8 oldalán vannak a Fibonacci-számok :)

Ezt a megoldást egyszerűen átírhatjuk 2-hatványokkal (vagy bármilyen más alapú
hatványokkal) a keresett tulajdonságúra:

Ha kisebb számokkal is szeretnénk megoldást, akkor kereshetünk más konstrukciót,
amivel megoldásokat generálhatunk, ráadásul akár additív, akár multiplikatív
tulajdonsággal. Kiindulunk két, nagyon egyszerű számozásból, és ezeket
összefűzzük:

A kétjegyű eredménymátrixot az additív változatban tekinthetjük egy tetszőleges
(például 5-ös, vagy akár 10-es) számrendszer kétjegyű számainak:

A multiplikatív esetben pedig kitevőknek választjuk két tetszőleges relatív prím
számhoz (például 5-höz és 2-höz):

(A megoldás folytatódik, tovább elemzi a problémát, és eljut az -dimenziós
kockáig.)

31. Egy labdarúgó-bajnokságon legalább 7 csapat indul, és bármely két csapat pontosan
egy mérkőzést játszik egymással. Lehetséges-e, hogy a bajnokság győztese a régi
pontozási rendszer szerint az utolsó helyen végezne?

A mostani pontozás szerint a mérkőzés győztese 3 pontot, a vesztes 0 pontot kap,
döntetlen esetén pedig 1-1 pontot kap a két csapat. A régi rendszer abban különbözik a
jelenlegitől, hogy a győzelemért 3 pont helyett 2 pont jár.

A válasz: Igen, lehetséges.

Megoldás. Tegyük fel, hogy 13 csapat vesz részt a bajnokságon, és egyikük, a
Csodacsapat 5 mérkőzést megnyert és 7-et elveszített, a többi mérkőzés pedig
döntetlennel végződött.

Az új rendszer szerint a Csodacsapat  pontot szerzett. Az általa legyőzött
csapatok 1 vereség és 11 döntetlen után 11 pontot gyűjtöttek. Azok a csapatok,
akiktől kikapott a Csodacsapat,  pontot szereztek. A jelenlegi pontozás
alapján a bajnokság győztese a Csodacsapat.

A régi rendszerben a Csodacsapatnak  pontja lenne, míg a többi csapatnak
11, vagy . Így számolva a pontokat a bajnokságban a Csodacsapat az
utolsó lenne.

Megjegyzés: Változatos indoklások érkeztek, hosszabb elemzések, szép indoklások.
Jó lenne, ha ezekről a megoldók írnának a Fórumba.

32. Egy -es tábla egyik mezőjére leteszünk egy bábut. Újabb bábut akkor tehetünk
valamelyik üres mezőre, ha ez a mező legfeljebb egy foglalt mezővel szomszédos. (Két
mező akkor szomszédos, ha van közös oldaluk.) Legfeljebb hány bábut tehetünk a
táblára?

A válasz: 36.

Megoldás. Figyeljük a mezők oldalait, nevezzük őket falaknak. A -es tábla
minden rácsvonala 7 ilyen oldalfalból áll. A 8 függőleges és a 8 vízszintes
rácsvonalon összesen  oldalfal van.

Számoljuk össze azoknak a falaknak a darabszámát, amelyek legalább egy foglalt
mező falát alkotják. Kezdetben egy mező foglalt, ennek 4 fala van. Amikor
elfoglalunk egy üres mezőt, akkor az elfoglalt mezők falainak száma legalább 3-mal
nő. Ha n bábu áll a táblán, akkor azoknak legalább  fala lesz. Az oldalfalak
száma legfeljebb 112, azaz , így .

Ha , akkor , azaz foglalt mind a 112 fal, így a -es tábla
határán lévő oldalfalak is. Amikor elfoglaljuk az utolsó még szabad faldarabot a
tábla határán, akkor az új bábu legalább két másik bábuval lesz szomszédos. Ezt a
bábut a feltétel miatt nem tehetjük a táblára. Tehát .

Az ábrán látjuk, hogy a táblán állhat  bábu. A számok a bábuk
elhelyezésének sorrendjét mutatják.

Makay Géza, illetve Udvari Tibor a következő sorrendben helyezte el a bábukat:

33. Egy 12-oldalú szabályos sokszögnek legfeljebb hány átlóját tudjuk megrajzolni úgy,
hogy bármelyik legfeljebb egy másikat metszhet a sokszög belsejében?

A válasz: 14.

Megoldás. Válasszuk ki a sokszög két párhuzamos oldalát, és rajzoljuk meg a velük
párhuzamos átlókat. Így a sokszöget trapézokra daraboltuk. Rajzoljuk meg a
trapézok átlóit is. Így összesen  átlót rajzoltunk, és egyik sem metsz
két másik átlót.

Belátjuk, hogy több átló nem rajzolható meg. Rajzoljunk átlókat a feltételek szerint.
Minden metszésponthoz tartozik egy négyszög, amelyben az átlók metszéspontja
éppen ez a pont. A metszéspontokhoz tartozó négyszögek között nem lehet átfedés,
különben valamelyik átló két másikat is metszene.

Ezekben a négyszögekben egy-egy átlót elhagyva nem metsző átlókat kapunk,
miközben egy-egy négyszögből két háromszög lesz. Egyszerű belátni (pl. teljes
indukcióval), hogy egy -szögben legfeljebb  nem metsző átlót lehet behúzni,
amelyek  háromszögre bontják a sokszöget.

A 12-szög esetén ez 9 átló és 10 háromszög.

Tehát a (legfeljebb) 10 háromszög (legfeljebb) 5 négyszögből keletkezhetett, és
mivel négyszögenként egy-egy átlót hagytunk el, ezért a legfeljebb 9 átlóhoz
hozzávéve az elhagyott legfeljebb 5 átlót azt kapjuk, hogy az eredetileg behúzott
átlók maximális száma .

Makay Géza megoldása:

2 átló, amikor metszi egymást, a sokszög belsejét 4 részre bontja. Mivel minden átló
legfeljebb egy másikat metszhet a sokszögön belül, ezért bármelyik másik behúzott
átló csak valamelyik részen belül mehet (a csúcsokat megengedve). Az első ilyen
metszésponthoz négy csúcsot használunk, a részeken belül az újabb
metszéspontokhoz mindig legalább két új csúcsot kell használnunk, így maximum 5
metszéspont lehet a sokszög belsejében. Nyilván minél több metszéspontot tudunk
létrehozni a sokszög belsejében, annál több átló húzható be, hiszen ha egy átló nem
metsz egy másikat, akkor az két részre bontja a sokszöget, és már csak azokon belül
lehet átlókat húzni. Az 5 metszéspontot 10 átló produkálja, és ezen kívül csak ezeket
nem metsző és (mivel minden csúcs használatban van) ezek határán futó átlók
húzhatóak be. Az 5 metszésponthoz tartozó 5 db négyszögnek a 12-szögön belüli
(tehát átlós) határa 4 darab lehet, és így maximum 14 átló lehet, arra pedig itt van
két példa:

Turchányi Gyula írta: Számítógépes programot írtam a feladatra, szerencsére, mert
kézzel csak 13 átlót húztam be, pedig 25 forgatási szimmetriától eltekintő megoldás
van, ha a bal és jobbsodrású megoldásokat azonosnak vesszük, még akkor is 16
különböző megoldás van. A program és a rajzok elérhetők a
https://github.com/tugyu/erinto33  helyen.

34. Pongrác, a kockafestő művész, egy kocka mindegyik lapját 49 darab egybevágó kis
négyzetre osztotta, majd a kis négyzetek mindegyikét befestette pirosra, kékre vagy
zöldre úgy, hogy ne legyenek azonos színű szomszédos négyzetek. (Két négyzet
szomszédos, ha van közös oldala; és ez a két négyzet lehet a kocka két különböző
oldallapján is.) Legkevesebb hány olyan négyzet van, amelyeket Pongrác pirosra festett?

A válasz: 26.

Udvari Tibor megoldása: A kocka minden csúcsánál van három körút (az ábrán
szürke, narancs és sárga színnel), amelyek rendre 3, 9 és 15, egymással
oldalszomszédos négyzeten mennek át. A páratlan sok négyzet miatt ezeknek az
utaknak a mezőit nem lehet két színnel kiszínezni, minden ilyen körútnak
tartalmaznia kell mindhárom színt. Tehát mindegyik körút tartalmaz legalább egy
piros mezőt. A nyolc csúcshoz összesen  ilyen körút tartozik, ez legalább
24 piros négyzetet jelent.

A lilával rajzolt körút 21 négyzetes. Ilyenből az egyik testátló két végén levő két
csúcshoz tartozóknak nincs közös mezője. Ez alapján még két körút van, amelynek
tartalmaznia kell piros mezőt. Összesen ez legalább 26 piros mező.

Van is olyan színezés, amely 26 piros négyzetet használ fel. A második ábrán a
kiszínezett kocka kiterített hálója látható.

35. Egy távoli szigeten 100 különböző korú bennszülött él. A lakosok egy része
igazmondó, a többiek hazugok. Az igazmondók mindig igazat mondanak, a hazugok
minden állítása hamis. Egyik nap a száz lakos körbeállt, és mindenki azt mondta, hogy
mindkét szomszédja idősebb nála. Következő nap néhányan otthon maradtak, a többiek
ismét körbeálltak, és mindegyikük azt mondta, hogy mindkét szomszédja fiatalabb nála.
Legkevesebb hány bennszülött maradt otthon ezen a napon?

A válasz: 3.

D&2d megoldása: Legkevesebb három bennszülött maradt otthon.

Az egyszerűség kedvéért legyenek 1, 2, 3, ..., 98, 99, 100 évesek.

Az 1 éves biztosan igazmondó, a 99 éves és a 100 éves biztosan hazudós az első
állítások miatt. Ennek a háromnak biztosan otthon kell maradni, különben a
második állítással ellentmondásba keverednének. Megmutatom, hogy van olyan
ülésrend, amikor elég, ha csak ők hárman maradnak otthon. Üljenek le először 1, 2,
3, ..., 99, 100 sorrendben az asztal köré. Legyen 1 igazmondó, a többi hazudós.
Másnap emeljük ki 1, 99, 100-at a körből, a többi ugyanoda üljön, ahová előző nap.
Minden rendben az állításokkal.

A megoldásokat átnézte és válogatta: Róka Sándor
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