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ELOSZO

Kassay Gébor (1956-2021) és Varga Csaba (1959-2021), a Babeg-Bolyai
Tudomanyegyetem egyetemi tanarainak emléke el6tt tisztelgiink e kiillonszammal.
Mindketten az erdélyi tudoményos élet aktiv tagjai és a matematika oktatasa-
nak meghatarozé egyéniségei voltak. Nemcsak a magyar oktatéi kozosségben,
hanem a nemzetkozi tudoményos tarsadalomban is kiérdemelték az elismerést
és megbecsiilést. Eletpélyéjuk soran rengeteg energiat fektettek a fiatalok to-
vabbképzésébe, sokat tettek a kovetkezO nemzedék matematikai neveléséért.
Tobb kivalé matematikus és matematikatanar szaméra biztositottak szakmai és
erkolesi utmutatast. Elvesztésiik ériasi irt hagyott kollégdikban, tanitvanyaikban.

Illés Tibor
Kristaly Sandor
Rigé Petra Renata
vendégszerkesztok
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KASSAY GABOR (1956-2021) ELETPALYAJA

SOOS ANNA, SZENKOVITS FERENC

2021. aprilis 19-én, 64 évesen, gyorgyfalvi otthondban, hosszan tarté beteg-
ségben elhunyt Kassay Gébor matematikus, a Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem
Magyar Matematika és Informatika Intézetének habilitdlt professzora. Kassay
Gébor 1956. december 24-én sziiletett, Székelyudvarhelyen. Elemi és kozépisko-
lai tanulmanyait sziildvarosdban végezte. Biiszke volt arra, hogy iskoldja (ma
Tamési Aron Gimndzium) 375 éves iinnepségén, 6todikes didkként szavalattal ko-
szonthette almamaterét az Osszesereglett tinneplé kozonség el6tt, majd 6tven év
elteltével az Gjabb ilinnepségsorozat keretében tudomaényos eléadassal tért vissza
iskolajéaba. Fels6bb matematikat Kolozsvaron tanult, a Babes—Bolyai Tudomany-
egyetemen (1976-1980). Tudomdnyos fokozatdt ugyanitt szerezte 1994-ben, mi-
nimax feladatokkal kapcsolatos kutatdsait Osszefoglalé dolgozatdval, Kolumbéan
Jézsef professzor irdanyitasdval.

Oktatdi palydjat kolozsvari kozépiskoldkban kezdi (1980-1987), majd a Babes-
Bolyai Tudomanyegyetemen folytatja, bejarva az oktatdi karrier minden fokozatat:
tandrsegéd (1987-1990), adjunktus (1990-1995), docens (1995-2002, 2004-2005),
professzor (2005-2021). A 20022004 idészakban az észak-ciprusi Famagusta vé-
rosdban az Eastern Mediterranean University vendégtanara. Egyetemi eléada-
sai a kovetkez6 témakat olelték fel: matematikai analizis, optimalizaciéelmélet,
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funkcionélanalizis, operdcidékutatas, konvex analizis, jatékelmélet. A matematikus-
nevelés legmagasabb szintjén is kivalé eredményeket ért el karunk doktori isko-
ldjaban végzett kivalé munkdjaval. Hozzaértd irdnyitasa alatt négyen szereztek
doktori fokozatot matematikdbdl: Laszl6 Szildrd (2011), Burjan-Mosoni Boglarka
(2012), Nagy Erika (2013) és Mihaela Miholca (2014).

Az operacidkutatds, jatékelmélet és konvex analizis kiilonbozé teriileteinek
szentelt kutatédsi eredményei rangos nemzetkozi folydiratokban jelentek meg, mint:
Journal of Optimization Theory and Applications, Set-Valued and Variational
Analysis, Journal of Global Optimization, Journal of Mathematical Analysis and
Applications, Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications, Optimiza-
tion, STAM Journal on Optimization, Taiwanese Journal of Mathematics, Journal
of Convex Analysis, Mathematical Methods in Operation Research, Mathema-
tical Programming, stb. Kiterjedt tudomanyos kapcsolatrendszerét, nemzetkozi
ismertségét és elismertségét az is jelzi, hogy tudoményos publikacidit tobb mint
harmincot tarsszerzével jegyezte, szamos rangos szakfolydirat munkatarsa volt.

To6bb monografia, konyvfejezet egyediili vagy tarsszerzéje, eredményes csopor-
tos kutatdsi programok vezetdje, tudomanyos konferencidk tarsszervezdje, kari
szinti tudoméanyos szeminarium vezetdje az analizis és optimalizacié témakorok-
ben. Kassay Gabor egyetemi tanar az erdélyi tudomanyos élet aktiv tagja, a
matematikatanitds meghatarozé egyénisége volt. Munkabirasanak, kitarté és ko-
vetkezetes hozzdallasanak koszonhetéen nemcsak a magyar oktatéi kozosség, ha-
nem a roman és nemzetkozi tuddstarsadalom részérdl is kiérdemelte a tiszteletet
és a megbecsiilést. Oktatdi, tuddsi és kutatasszervezoi életpalyaja soran bizott
abban, hogy érdemes energiat fektetni a fiatalok felkarolasdba, tovabbképzésébe,
és szamtalanszor bizonyitotta, hogy megéri dpolni a szakmai egyiittmiikodést és
az intézményi parbeszédet a vildg szamtalan felsGoktatasi intézményével. Vendég-
tanarként, 6sztondijasként, nemzetkozi konferencidk meghivott el6adéjaként meg-
fordult Magyarorszag, Hollandia, Németorszag, Olaszorszdg, Spanyolorszdg, Sko-
cia, Dania, Brazilia, Peru, India, Izrael, Marokké, Vietnam, Szaud-Arédbia, Hong
Kong, Tajvan, Ciprus egyetemein, kutatéintézeteiben, ezzel is 6regbitve sajat és
egyetemiink nemzetkozi hirnevét, ismertségét. A kozosségért végzett feladatat
nemcsak szakmai, hanem lelkiismereti kérdésnek tekintette. A szellemi utravalod
mellett erkolesi értékrendet is kozvetitett hallgatoi szamara. Volt tanitvanya sze-
rint: ,a vizsgak és a kurzusok keménységét a kiranduldasokon megtapasztalt barati
viszonnyal kompenzalta.” Eletére jellemz6 volt a természet szeretete, rendszeres
résztvevGje volt az 0szi golyataboroknak és a tavaszi tehetségtaboroknak, amelyek
keretében emlékezetes élményturdkat szervezett hallgatoi és tanartarsai szamara.

Eletvidémségét, aktivitdsat, jovobeli terveit, reményeit keresztiilhizta a kér-
lelhetetlen betegség. Tanitvanyai, kollégai Kassay Géabor személyében egy kivdld
oktatot, jé kollégat, remek baratot tisztelhettek, akinek elvesztése igen f4jo sebet,
betolthetetlen tirt hagy maga utéan.
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1978 és 1982 kozott egyetemi hallgatd a kolozs-
vari Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem matematika
szakan. 1982-1991 kozott kozépiskolai matemati-
katanar Kézdivasarhelyen, majd 1991-1997 kozott
Sepsiszentgyorgyon. 1994-1996 kozott elvégezte
az Eotvos Lorand Tudomaéanyegyetem Természet-
tudomanyi Karan a szamitastechnika tanari sza-
kot. 1997-t61 a Babes-Bolyai Tudomanyegyetem
oktatdja, 2005-t61 egyetemi docens. 2002-ben dok-
toralt Kolumban Jézsef irdnyitdasaval. 20082012
kozott a matematika és informatika kar dékanhe-
lyettese. 2012 marciusatol az egyetem rektorhe-
lyettese, a magyar tagozat vezetGje.

Kutatési teriiletei: determinisztikus és véletlen
fraktalok, sztochasztikus folyamatok, frakcionalis
Brown-mozgéas, homogenizacié fraktalokon, sztochasztikus analizis.

SOOS ANNA

Babes—Bolyai Tudoményegyetem, Kolozsvér,
Matematika és Informatika Kar
asoos@math.ubbcluj.ro

1983-ban matematika szakot végzett a kolozs-
vari Babeg—Bolyai Tudoményegyetemen. 1983 és
1995 kozott Székelyudvarhelyen tanar, 1990-ig a
Kés Karoly Szakkozépiskoldaban, majd a Tamasi
Aron Gimnéziumban. A Kés Karoly Szakkozép-
iskola aligazgatdja (1983-1985), majd igazgatdja
(1990), a Tamési Aron Gimndzium aligazgatoja
(1991-1993).

1995 oktéberétél a Babeg-Bolyai Tudomény-
egyetem oktatéja, 2005-ig adjunktus, azéta do-
cens. 1999-ben doktordlt égi mechanikabdl
P4l Arpad irdnyitésaval. 2000 és 2004 ko-
zOtt a matematika-informatika kar dékdanhelyette-
se, 2005-t6l az egyetem csillagvizsgaléjanak igaz-
gatdja, 2012-t6l 2016-ig pedig az egyetem Magyar
: Matematikai és Informatikai Intézetének vezetdje.
2007 2011 kozott a Kolozsvarl Akadémiai Bizottsdg titkdra, 2011-t61 2017-ig pe-
dig annak matematikai, informatikai és csillagaszati szakbizottsagdnak az elnoke.
A kolozsvari Matematikai és Fizikai Lapok szerkesztObizottsagi tagja, 2017-t61 f6-
szerkesztdje.
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Kutatasi teriiletei: égi mechanika, mechanikai topolégia, numerikus médszerek
a mechanikaban, csillagaszattorténet.

SZENKOVITS FERENC

Babeg—Bolyai Tudoméanyegyetem, Kolozsvar,
Matematika és Informatika Kar
fszenko@math.ubbcluj.ro

GABOR KASSAY (1956-2021)

ANNA S00S, FERENC SZENKOVITS

The article presents the career of Gabor Kassay, a mathematics professor at Babes—Bolyai
University, Cluj-Napoca, Romania.
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EDESAPAMROL

KASSAY SANDOR

Gabirdl kevesen tudjak, hogy fiatalkoraban gyakran gitarozott és nagyon jol
énekelt. Az egyik legkedvesebb gyermekkori képem réla az, ahogy a zene iitemére
jobbra-balra diilve gitarozik. Koriiliili 6t egy barati tarsasag, koztiik egy csomd
velem egykort kisiskolds, és gitarhangtoél-énekszotol zeng a kicsi szoba.

Edesapdmnak a nyolcvanas évek elején volt egy Szputnyik markéaju félverseny
biciklije, annak a riudjara szereltek egy korte alakt parnazott falemezt. Erre tiltetve
hordozott engem az ¢reg dadus nénihez, 6vodaba és mindenfele a varosban. Négy
éves lehettem, mikor a gyerekiilést a higom foglalta el, nekem pedig szaladni kellett
a bicikli mellett. Tilos volt lemaradni. Hat akkor ez nem volt konnyti, de utélag
azt gondolom: Ez igy volt helyes. Erés tiideji kolyok lettem és azdta is szeretem
a fizikai er6feszitéseket.

A vilag sok szinvonalas egyetemén tartott eléadasokat a kutatédsi eredményeirél
és rendszeresen dolgozott egyiitt kiilfoldi matematikusokkal. Ennek koszonhet6en
eljutott messzi orszdgokba, gyakorlatilag beutazta mind az 6t foldrészt. Am tavol-
rél sem volt olyan ember, akit csak a szakmdja érdekel. Utazés el6tt mindig sokat
olvasott az illeté orszag jellegzetességeirdl, érdekességeirdl. Valdsaggal felkésziilt
arra, hogy az ott toltott id6 alatt minél tobb érdekes, szép helyet meglatogathas-
son. Réacsodalkozni az egzotikus tdjakra, ismerkedni a miénktdl eltéré kultiarakkal
és az azokat képvisel6 emberekkel — ez volt az egyik szenvedélye. Edesapémnak
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koszonhetem a hegyek szeretetét, hiszen még 6vodas kord voltam, mikor maga-
val vitt az els6 turdkra. A derékfajdsat is gy szerezte, hogy engem atemelt egy
patakon. A csalddi kirdnduldsok azota is gyermekkorom talan legszebb emlékei
maradtak. Késébb ez adott kedvet és lendiiletet ahhoz, hogy egyre szebb és ne-
hezebb hegymészasokra vallalkozzak. O is kedvet kapott a nagyobb kihivésokat
jelentd utakhoz és kialakultak az apa-fia hegymészdétiarak. Husz évig jartuk kettes-
ben a hegyeket, és Ggy ¢rvendeztiink a szép tajnak, a szép idének, mint két kisfia.
Kiilon 6romet jelentett szamunkra az, ha a gerincek tetején jarva beazonosithattuk
a kornyezo hegycsicsokat, volgyeket, telepiiléseket.

Az 6tvenedik sziiletésnapja utan rendszeresen és kitartéan kezdett sportolni,
egyre jobb formaba lendiilt. Sokat jartunk az Erdélyi-szigethegységben, szamunk-
ra ez jelentette az itthoni hegyeket. Feljutottunk egyiitt Roménia Gsszes 2500
méternél magasabb hegycstcsara, és a j6 teljesitményre biiszke volt. A hagyomé-
nyos turazas mellett keményebb kihivast jelenté hegymaszéasra is vallalkoztunk.
Edesapdm megtanulta a jégcsakany és a hagdvas hasznélatat a jeges meredek olda-
lakon. S6t, a kitettebb helyeken a hegymészokotél kezelését is! Mindezek a dolgok
nagy-nagy oromet jelentettek szdméra. A legemlékezetesebb hegymészdsunk ta-
lan az volt, amikor téli koriilmények kozott mésztuk meg a Retyezat legmagasabb
csucsait.

A betegség miatt elhagyta az erénléte. A természet mély szeretete, a hegyi
tarak iranti lelkesedése mindig megmaradt.

Ezutan is ott megy mellettem a hegyi 6svényen.
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KASSAY GABOR TUDOMANYOS TEVEKENYSEGEROL

KOLUMBAN JOZSEF

Kassay Gabor tudoményos tevékenysége a nemlinearis analizis kovetkezd
fejezeteivel kapcsolatos: egyensily-feladatok, numerikus médszerek mono-
ton halmazértékii fiiggvényekkel adott inkluzidk kozelité megoldédsara, nor-
maélstruktiraval rendelkez6 Banach-terek és konvexitdsi struktirak. Célom
Kassay Gabor eredményeinek vazlatos ismertetése, inkabb a targyalt kérdé-
sek kapcsolatait tartva szem el6tt, mint a dolgozatok elemzését. Dolgozata-
inak idézésekor az e cikket koveté 27-36. oldalakon taldlhatd, Késa Zoltan
altal készitett publikacids jegyzéket hasznalom az ottani csillagos szamozas
szerint.

1. A Tiberiu Popoviciu-szeminarium

A mult szdzad 70-es éveitol kezdve Roméanidban a gazdasagi élet egyre sulyo-
sabbd valt. Ennek kovetkeztében évrol-évre kevesebb pénz jutott az oktatdsra is.
Az egyetemen, példdul, minden fejlesztést leallitottak, bér- és létszdamstopot ren-
deltek el, a szakkonyvtarakban a nyugati folydiratok megrendelését a minimum ala
csOkkentették, stb. A tudomany emberét kiillondsen az utobbi rendelkezések érin-
tették fajdalmasan. A kit{ind szovjet matematikai iskola termékeihez olcsén hozza
lehetett jutni ugyan, de a vildg mas tajain megjelend tekintélyes szakfolydirato-
kat nem lehetett beszerezni. Ezért karunk matematikusai kiilfldi matematikai
konyvtarakhoz folyamodtak segitségért. Legjobb dolgozataikat kozlés végett nem
kiildték el kiilfoldi lapkiadékhoz, hanem bel6liik koteteket szerkesztettek, és azokat
elkiildték a kiilfoldi konyvtaraknak, azzal a kotelezettség-vallalassal, hogy a dol-
gozatokat mashol nem publikaljdk. Mi ,csak” annyit kértiink, hogy 6k helyettiink
fizessenek el6 az altalunk megjelolt folydiratokra. Az Stlet bevalt, és igy t6bb éven
at hozzdjuthattunk sok — szamunkra fontos — kiilfoldi folydirathoz.

Ilyen koriilmények kozott, amikor Kassay Gabor befejezte egyetemi tanulmé-
nyait, bar sziikség lett volna ré, egyelére nem lehetett kinevezni az egyetemre. O
viszont nem akart lemondani dlmairdl, hogy ne csak oktassa, hanem kutassa is
a matematikat. Tanulményi eredményei alapjan sok jé kozépiskolai allas koziil
véalaszthatott volna mas varosban, e helyett valasztott egy szerényebb kolozsva-
ri iskolat, ami lehetévé tette az analizis tanszéken miikodé Tiberiu Popoviciu-
szemindrium ldtogatasat. Ezen a szemindriumon heti rendszerességgel talalkoznak
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olyan kolozsvari matematikusok, akik fiiggvényapproximacio és alkalmazott mate-
matikai kutatdsok irant érdeklédnek. A résztvevOk beszamoldkat tartanak sajat
eredményeikrdl vagy maés szerzok fontos kozleményeirél. Gabi szdmara ezeken az
Osszejoveteleken elhangzott eldadasok jelentették a ,,posztgradudlis képzést”.

fgy vagy ugy, a Popoviciu-szeminariumon valé résztvétel indukalta els6 méasfél
tucatnyi dolgozatat, amelyek nagy része a fent emlitett csereakcié keretében Gssze-
allitott kotetekben szerepel, de koztiik van az elsé belfoldi [«2] és az elsé kiilfsldi
folyéiratban megjelent [«6] dolgozata is. A [*2] dolgozatra aldbb még visszaté-
riilnk. A [%6] dolgozatban Gabi védlaszt adott egy kiilféldi szerz8 eredményeinek
bemutatasa utan kialakult eszmecserén megfogalmazott kérdésre.

Az emlitett kotetekben kozolt dolgozatok koziil itt csak a [x17] dolgozatra té-
rek ki, mert a benne targyalt kérdés kulcsszerepet jatszik az egyensilyelméletben.
Knaster, Kuratowski és Mazurkiewicz 1929-ben, a réluk elnevezett KKM-lemma
felhasznalasaval j bizonyitast adtak Brouwer fixponttételére. Ez a lemma a ko-
vetkez6t allitja. Legyenek uq,...,u, valamely véges dimenzids valés normalt E
tér rogzitett elemei, és a zart C; C E (i = 1,...,m) részhalmazok rendelkezzenek
azzal a tulajdonsdggal, hogy minden k < n pozitiv természetes szdm és minden
{i1,.- i} € {1,...,m} esetén az {z;,,...,z; } konvex burkoléja benne van a
C;, U-+-U(Cy, halmazban. Ekkor C; N ---NC,yy, # 0.

1961-ben Ky Fan a KKM-lemmat a kovetkezoképpen &altalanositotta végtelen
dimenziés terekre. Legyen E val6s Hausdorff topolégikus vektortér és X nemdiires
részhalmaza E-nek. Azt mondjuk, hogy a F : X — 2F halmazértékii fiiggvény
végesen zéart, ha F(z) N L az euklidészi topoldgia szerint zért, minden = € X és
E minden véges dimenziés L altere esetén. A F fiiggvény KKM-tulajdonsagu,
ha X minden {z1,...,x,} véges részhalmazdnak konvex burkol6ja részhalmaza az
F(z1)U---UF(x,) halmaznak. Ky Fan [10] szerint, ha F' értékei zart halmazok, és
létezik olyan T € X, hogy F(T) kompakt, akkor a KKM-tulajdonsidgbdl kovetkezik,
hogy az F(x) halmazok keresztmetszete nem iires. Kovetkezésképpen, ebben az
esetben, a KKM-tulajdonsaghdl kovetkezik a végesmetszet-tulajdonsag, vagyis az
F(z1),...,F(x,) halmazoknak van kozos pontja, minden z1,...,z, € X esetén.
Nem nehéz igazolni, hogy ennek az allitdsnak a forditottja nem igaz, ha £ = R
(lasd [#92], Example 3.1). Felmeriil tehdt a kérdés: hogyan lehetne jellemezni
a végesmetszet-tulajdonsagot? A [17] dolgozat a KKM-tulajdonsdg megfeleld
altalanositasaval valaszt ad erre a kérdésre.

Legyen X tetsz6leges nemiires halmaz és E valés Hausdorff topologikus vek-
tortér. Ertelmezés szerint, az F : X — 2F fiiggvény altaldnositott KKM-

tulajdonsdgi, ha X minden nemiires {z1,...,x,} véges részhalmazdhoz hozza
lehet rendelni az F olyan nemiires {y1,...,y,} részhalmazdt, amelyre minden
{Yiy,--- Y, } részhalmaz konvex burkoldja részhalmaza a F(x;,),..., F(z;,) hal-

mazok egyesitésének. A [x17] dolgozat szerint ez a tulajdonsig egyenerteku a
végesmetszet-tulajdonsaggal, ha F' értékei végesen zartak. Erdekes, hogy ez az
allitas szerepel az egy évvel késébb megjelent [7] dolgozatban is, viszont [x17]
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emlitése nélkiil. Kés6bb, egyensuly-feladatok targyaldsandl tobb szerzé hasznalta
az altalanositott KKM-tulajdonsdg fogalmat és a vele kapcsolatos végesmetszet-
tételt, hivatkozva a [x17] dolgozatra is (14sd példdul [36]).

2. A minimax tételektdl az egyensiilyfeladatokig

Kassay Gabor 1994-ben megvédett doktori (PhD) disszertécidjanak cime: Uj
eredmények a minimaz elméletben, alkalmazva varidcids egyenlétlenségekre és op-
timalizdldst feladatokra. Pélyafutdsa sordn az ilyen tipusd feladatokat magaba
foglalé egyensulyelmélet volt figyelmének kozéppontjaban. Az egyensilyelmélet
ma a nemlinedris analizis egyik legjelentésebb aga, gyakorlati és elméleti szem-
pontbdl egyarant. Magédba foglalja, tobbek kozott, az optimalizdlds, a minimax,
a Nash-egyensiily, a komplementaritas, a fixpont és a variacios egyenlétlenségekre
vonatkozo feladatokat. Mivel az egyensilyfeladat fogalma és elmélete a jatékelmé-
letbol sarjadzott ki, célszerti néhany széban erre kitérni.

Az els6 jatékelméleti cikket a modern halmazelmélet egyik megalapozdja,
Zermelo irta 1913-ban a sakkjaték matematikijarél. Emile Borel, 1921 és 1927
kozott, harom rovid jegyzetben foglalkozott el6szor a kétszemélyes, nulla Gssze-
gl jatékok matematikai modellezésével, ahol az egyik jatékos nyeresége a méasik
vesztesége: f1(s1,82) = —f2(s1,82), minden (s1,s9) stratégiapérra, ahol f1 és fo
a jatékosok stratégiafiiggvényei. Ez a feltétel teljesiil a sakkban és a tarsasjatékok
t6bbségében (példaul a kartyajatékokban). A legegyszer(ibb jéték a ,fej vagy irds”:
mindkét jatékos egyidejiileg letesz az asztalra egy 100 Ft-os érmét. Ha a letett ér-
mék fels6 oldala ugyanolyan, akkor az 1. jatékos elnyeri a 2. jatékos érméjét; ha
kiilonbo6zok, akkor a 2. jatékos nyeri el az 1. jatékos érméjét. Fent emlitett jegy-
zeteiben Borel megfogalmazta az ilyen tipusu jatékok egyensilyi megolddsianak
fogalmat. Ez a kovetkezOt jelenti: az 1. jatékos barmilyen s; stratégiat valaszt,
a smelgl f1(s1, s2) mennyiségnél tobbet nem kaphat, ha a 2. jitékos vele szemben

2 2

a legjobban jatszik. Az 1. jatékos ezt a mennyiséget akarja maximalizalni, azaz

max min f;(s1, s2) értéket akarja elérni, ahol Sy és Sy a jétékosok stratégiahalma-
$1€S51 s2€852

zai. Hasonléan gondolkodik a 2. jatékos is: az 1. jatékos max f1(s1, $2) maximadlis
51€01
nyereményét akarja a minimumon tartani, azaz min max f;(s1, s2) értéket akar
52€52 51€S51
elérni. Ha teljestil a

max min f(s1,S9) = min max f(si,s
sleSISQGSQf( 1,52) SQEstleslf( 1,52)

egyenléség, ahol f = f1, akkor azt mondjuk, hogy a minimax jatékfeladatnak van
megoldasa.
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A fej vagy irds jatékban azonban nincs minimax megoldds, legaldbbis az ere-
deti stratégiatérben. Ezen segit az in. randomizalas, vagyis a kevert stratégiak
alkalmazdsa. Példaul, az 1. jatékos p valdsziniiséggel vélaszt fejet és 1 — p va-
16szintiséggel irast, ellenben a 2. jatékos, az 1. jatékos valasztasatol fliggetleniil,
q valdszinéggel vélaszt fejet és 1 — g valdszin§éggel frast. (Tudjuk, hogy a ke-
vert stratégia hasznossagat mar a XVIIL. szdzad elején ismerték.) Borel az elébbi
egyszeri megfigyelést altalanositva, megfogalmazta a kevert stratégidji minimax
tételt (ahol a stratégiafiiggvény bilinedris és a stratégiahalmazok szimplexek), de
bizonyitdst r4 nem adott. Ezt a feladatot a berlini miiegyetemen alkalmazott, 25
éves Neumann Jénos (akkori nevén Johann von Neumann) oldotta meg abban az
altalanosabb esetben, amikor az f stratégiafiiggvény s; szerinti fels6 és sy szerinti
alsé nivéhalmazai konvex halmazok (mai széhasznalattal, s; szerint kvézikonkév és
s szerint kvazikonvex). Rendkiviil leleményes bizonyitasa, amelyet német nyelven
kozolt a [31] dolgozatban, a teljes indukcié médszerén alapul. Ugyanakkor kozolt
errdl egy rovid, francia nyelvii [32] cikket is, de ebben csak a Borel-féle modellrél
van sz6, ahol a stratégiafiiggvény bilinearis, és bizonyitas nélkiil kijelenti a mini-
max tételt. A [31] dolgozat csak 1959 utdn vélt kozismerté, amikor megjelent az
angol nyelvil forditdsa [35]. A matematikusok tobbsége szdmdra ezutdn vélt nyil-
vanvaléva, hogy a kvazikonkav és a kvazikonvex fiiggvényeket elséként Neumann
Janos hasznalta, anélkiil, hogy nevet adott volna ezeknek a fogalmaknak.

Kés6bb, a naci Németorszaghdl menekiil6 Neumann Janos a princetoni Insti-
tute for Advanced Studiesban kapott &lldst. A harmincas évek maéasodik felében
tobbszor latogatott Bécsbe, ahol Oskar Morgenstern kézgazdasagi szimpéziumokat
szervezett. Ezeken tevékenyen részt vett, tobbek kozott, a modern matematikai
statisztika egyik megalapitéja, a kolozsvari szarmazasi Wald Abrahdm is. Az egyik
ilyen szimpéziumon Neumann Janos bemutatta a kozgazdasdgtan els6 novekedési
modelljét [34], amely a Brouwer-féle fixponttételre alapult (1941-ben S. Kakutani,
Neumann bizonyitdsit elemezve, fedezte fel a nevét viseld fixponttételt). Ebbdl az
egyiittmiikodésbdl sziiletett a nagy hatésu [33] konyv is. Ez a kényv hozzdjarult
ahhoz, hogy a masodik vildghdborit kéveto években az operacidkutatds hatalmas
fejlédésnek indult, nemcsak a kozgazdaszok, hanem a matematikusok korében is.
[jj numerikus médszerek jelentek meg (szimplex mddszer, bels§ pontok mddszere,
stb.), és az elméleti kutatdsok is jelentésen megszaporodtak.

A matematikus, ha egy 1j tételt meg akar érteni, nem elégszik meg a bizonyi-
tas megértésével. Ilyenkor rendszerint harom utat kovet. Eloszor a tétel értelmét
sajatos esetekben vizsgdlja, ezutdn mds bizonyitasokat keres, majd prébélja a té-
telt dltaldnositani, abbdl az elvbél kiindulva, hogy minden javithat6 (és ha kell,
javitandd), amit ember teremtett. A minimax tétel dltaldnositdsainak hosszui és
érdekes torténete van, amirél, példdul [43]-ben olvashatunk. A minimax tételek el-
méleti fontossaga abbdl is latszik, hogy a konvex analizis nagy része ilyen tételeken
alapul (14sd [42]).
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Amint emlitettem, a [31] dolgozatban szerepldé minimax tételben a stratégia-
fliggvény szimplexek szorzatan értelmezett kvazikonvex-kvazikonkéav, folytonos
figgvény. Az &ltaldnositdsok ezeken a feltételeken lazitanak. Az egyik fontos
altaldnositds a [8] dolgozatban szerepel, amelyben a stratégiafiiggvény lokélisan
konvex terek konvex részhalmazainak szorzatan értelmezett folytonos kvazikonkav-
kvazikonkav fiiggvény. Egy évvel késébb, Ky Fan a [9] dolgozatban a kvazikonkav-
kvazikonvex tulajdonsagot egy altalanosabb konvexitési feltétellel helyettesitet-
te. Ezt H. Kénig [19] tovabb &ltaldnositotta a ,Konig-konvex fiiggvény” foga-
lomanak felhasznédlasdval. Ezeket a fogalmakat a kovetkezOképpen értelmezziik:
Legyen A tetszoleges, nemiires halmaz. Az f : A — R figgvény Ky Fan-
konvex, ha minden aj,az € A és A € [0,1] esetén létezik olyan a3 € A, hogy
flaz) < (1 —=X)f(a1) + Af(az). Ha ez a feltétel csak A = 1/2 esetén kell teljesiil-
jon, akkor f Konig-konvex. Az elébbi fogalombdl nyilvdn kovetkezik az utébbi,
de forditva nem igaz. Viszont, ha A szekvencidlisan kompakt topologikus tér és f
alulrdl félig folytonos, akkor a két fogalom megegyezik (14sd [*23]). Ky Fan [10]
bizonyitott el6szor minimax tételeket tobb stratégia-fliggvény esetén.

Ugyanakkor, az egyensulyelméletben megjelentek olyan tételek is, amelyekben
a ,konvex halmaz” szerepét a topolégiabdl ismert ,,6sszefiiggd halmaz” fogalma ve-
szi 4t. Wu [51] rdmutatott, hogy olyan minimax tétel is bizonyithatd, amelyben a
szakaszok szerepét bizonyos Jordan-gorbék jatsszak. Néhany évvel késobb Jod Ist-
van [16] a nivéhalmazok mdédszerével ilyen tipusi, egyszerii és elegdns bizonyitast
adott Neumann Jdnos tételére. Ennek hatdsira Stachd Lészlé [26] és Komornik
Vilmos [25] olyan minimax tételeket bizonyitott, amelyekben a stratégiafiiggvény
un. intervallum tereken értelmezett. Ezek topologikus terek, amelyeken az al-
gebrai miiveleteket az ,0sszefiiggés” tulajdonsaga helyettesiti (lasd [21], [22], [27],
[47], [48]). Kassay Gédbor [#48] dolgozatdban minimax feladatok esetén a [#26]-
ban targyalt egyensilyelvet kiterjeszti intervallumterekre. Ezt felhasznalva és Jod
Istvan [15)-ban kozolt minimax tételét dltalanositva, rdmutat arra, hogy a konvex
analizisben ismert dualitdsi tételek topoldgiai természetiiek. Ugyancsak a [*26]
dolgozat eredményeit altalanositjak mértéktereken értelmezett minimax feladatok
esetén az [x50] dolgozatban.

A Neumann Jénos tételének el6bbi dltalanositdsai mellett fontosnak tartom
megemliteni a kovetkezd eredményeket:

— H. Weyl bilinearis stratégiafiiggvény esetén a minimax-tételt a Farkas Gyula
alternativa tételével ekvivalens, végesen generalt kipokra vonatkozo sajat tételével
bizonyitotta [50];

— C. Berge a nemlinedris alternativatételt véges szamu, zart konvex halmaz
metszetére vonatkozo sajét tételével bizonyitotta [1];

— M. Sion nemlinearis minimax tétel bizonyitasdban el6szor alkalmazta a KKM
lemmat olyan kétvaltozos stratégiafiiggvények esetén, amelyekre az els6é valtozd
szerinti felsd, illetve a madsodik valtozd szerinti alsé nivéhalmazok zart konvex
halmazok [39];
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— J. Kindler a minimax tételek és a halmazértéki fiiggvényekre vonatkozo met-
szettételek kozotti kapesolatra mutatott rd ([19]- [23]);

— S. Simons bizonyitotta, hogy végtelen dimenziés terek esetén a minimax-
tételek és a gyenge kompaktsag kozott szoros kapesolat van [40]-[45].

3. Egyenstlyfeladatok megoldéasainak létezése és kozelits kiszamitdsa

Ky Fan [11] lokélisan konvex tereken értelmezett stratégiafiiggvényekre bizo-
nyitott minimax egyenlitlenségek megoldhatésagara vonatkozd tételeket. Ezek
ekvivalensek Tikhonov fixponttételével, és alkalmazhatdok a Nash-féle egyensily-
feladatokra is, ezért az ilyen tipusi minimax feladatokat ma egyensulyfeladatok-
nak nevezziik. Az utébbi dolgozatban bizonyitott tétel volt az egyensulyfeladatok-
ra vonatkozo elsé dltaldnos érvényil létezési tétel. Az egyensilyfeladat” elnevezés
eldszor W. Oettli és munkatdrsai dltal kozolt [2, 29, 30] dolgozatokban fordul elé.

A minimax egyenlStlenség tétele [11] szerint a kovetkezs: Legyen X Hausdorff
topologikus vektortér, K legyen X-nek nemiires kompakt, konvex részhalmaza, és
a f: K x K — R fiiggvény teljesitse a kovetkezd feltételeket:

(a) f(z,z) 20,

(b) minden rogzitett © € K esetén f(z,.) kvdzikonvex,

(c¢) minden rogzitett y € K esetén f(.,y) feliilrdl félig folytonos.

Ekkor létezik olyan z* € K, amelyre f(z*,y) > 0, barmely y € K esetén.

Mivel differencial operdtorokkal értelmezett varidciés egyenlOtlenségek esetén
a (c) feltétel nem teljesiil, H. Brézis, L. Nirenberg és G. Stampacchia [5] az el8bbi
tételt ugy altalanositja, hogy az legyen alkalmazhaté azokra is.

Az egyensiilyelmélet ma a nemlinedris analizis egyik legjelent&sebb dga, gyakor-
lati és elméleti szempontbdl egyarant. Magaba foglalja, tobbek kozott, az optima-
lizéldsi, a minimax, a Nash-egyensily, a komplementaritasi, a fixpont feladatokat,
a variacios egyenlGtlenségeket. Ezeknek a feladatoknak egységes matematikai mo-
dellje a kovetkez6képpen fogalmahaté meg. Legyen A és B két nemiires halmaz és
f:+Ax B — R adott fliggvény. Az T € A elemet egyensilypontnak nevezziik, ha

(EF) f(z,y) >0, Vy€B.
Az (EF) Minty tipust dudlisa a kovetkezé: 1étezik-e § € B, amelyre
(DF) flz,9) <0, Ve A?

Amint Komldsi Séandor [24] igazolta, eléfordulhat, hogy ugyanolyan feltételek mel-
lett (EF)-nek van megoldédsa, de (DF)-nek nincs. Ha viszont A = B és az f
monoton, azaz

f(z,y)+ fly,z) <0, Vz,y € A,
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tovabba f minden szakaszon feliilr6l félig folytonos a mésodik valtozora nézve,
akkor a két probléma egyenértékii.

Az egyensilyelmélet targya az egyensulypontok létezésének és tulajdonsagainak
vizsgdlata, valamint azok (kozelitd) kiszamitdsa. Az elméleti kérdések tisztézdsa
mellett, a gadasagi, a mechanikai, az elektrodinamikai és a mérnoki tudomanyok
teriiletén taldlt fontos alkalmazasok szintén serkentik az egyensilypontok tanul-
manyozasat. Nem csoda tehét, hogy az utébbi években az egyenstulyelmélet irdnti
érdeklédés megsokszorozédott. A matematika kiillonbozé fejezeteiben megjelend
egyensuly-feladatok koziil példaként megemlitek néhdnyat.

1) Minimalizdlds
Legyen X nemiires halmaz és h : X — RU {+oo} adott fiiggvény. A kérdés
az, hogy milyen feltételek mellett igaz a kovetkezé allités:

dz e X, h(z) < h(y),Vy € X.

Ha K == {z € X : h(z) < 400} és f : K x K = R, f(x,y) := h(y) —
h(z) minden z, y € K esetén, T akkor és csak akkor megolddsa a minimalizdldsi
feladatnak, ha T megolddsa az (EF) egyenstly-feladatnak.

2) A fizpont feladat

Legyen X valds Hilbert tér a (-, -) skaldr szorzattal, és K legyen a X kompakt
részhalmaza. A T : X — 2% halmazértékii fiiggvényre vonatkozé fixpont feladat
a kovetkezo éllitasra vonatkozik:

(FPF) dze K, ze€T(x).

Ertelmezve az f : K x K — R, f(z,y) = maxyep@)(z —uw,y —z) ; z,y € K
fiiggvényt, T akkor és csak akkor megolddsa az (FPF) fixpont feladatnak, ha z
megoldasa az (EF) egyenstly-feladatnak.

3) A komplementaritdsi feladat

Az X valds vektortér valamely K részhalmaza kip , ha tx € K valahdnyszor
t>0és x € K. Legyen X topologikus vektortér, K C X egy zart konvex kip,
és legyen K* := {z € X*: (z,y) > 0, ha y € K} annak duélis kiipja, ahol X* a
X dudlis tere és (-,-) a dualitdsi fiiggvény. Adott T : K — X* operdtor esetén a
komplementaritési feladat a kovetkezo:

(KF) dze K, T(z)e K*, (T(z),z) =0.
Ertelmezve az f : K x K — R, f(z,y) := (T'(x),y — z), ha z, y € K fiiggvényt,

az T akkor és csak akkor megolddsa a (KF) komplementaritdsi feladatnak, ha
megolddsa az (EF) egyensuly-feladatnak.
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4) Varidcids egyenlétlenségek
Az el6bbi jeloléseket haszndlva, a variaciészamitési feladat a kovetkezd:
dze K,(T(z),y—7) >0, Vye K
Konnyen belathatd, hogy ez a feladat a komplementaritédsi feladat dltaldanositasa.

5) A nyeregpont (minimax) feladat

Legyen X,Y két nemiires halmaz és h : X x Y — R adott fiiggvény. A
(Z,7) € X x Y elempér nyeregpontja h-nak az X x Y halmazon, ha

h(z,g) < h(Z,7) < h(Z,y), V(z,y) € X x Y.
Legyen A=B=XxY és f: Ax B—R,

fla,b) :== h(z,v) — h(u,y), a=(x,y), b= (u,v).

6) Nash-féle egyensilyfeladat nemkooperativ jdtékok esetén

A nemiires X;, ¢ = 1,2, ..., n, halmazokkal értelmezziik az X := X1 X Xg X ... X
X, halmazt és a h;, : X — R, i = 1,2,...,n, fiiggvényeket. Az (Z1,Ts,...,Tn) €
X vektort a hy,ho, ..., h, fliggvények altal meghatarozott Nash-egyensilypontnak
nevezziik, ha minden ¢ = 1,2, ..., n esetén fennall a

hi(.’fl, ...,fi,l,zii,fiﬂ, ,En) 2 hi(.’fl, ...,fi,l,xi,le, ...,En), Vxl € Xz

egyenl6tlenség.
Az f: X x X — R fiiggvény értékét az x = (1, ..., 2n) és y = (y1, ..., Yn) altal
meghatarozott pontban az

n
f(z,y) = Z[hi(ﬂﬁ, T, Ty Ti 1y oy Tn) = N (1, B0, Yis Tit 15 e T
i=1

egyenléséggel értelmezziik. Konnyen beldthaté, hogy = (Z1,...,Z,) akkor és
csak akkor egyensulypontja f-nek, ha a hq, ..., h, fliggvények altal meghatarozott
Nash-egyenstlypont.

A konvex fiiggvény fogalmanak Ky Fan és Konig-féle altalanositasai bizonyos
algebrai reldcidk segitségével torténnek. Kassay Géabor miivei koziil néhdny ilyen
tipust feltételeket tartalmaz. Példdul, a [#26] dolgozatban az elébbieknél altald-
nosabb algebrai feltétel szerepel. Ennek a dolgozatnak tulajdonképpeni targya az
egyensulyfeladattal kapcsolatos ,,supinf-feladat”. Ez a feladat a kovetkezo: adott
f:Ax B — R fiiggvény esetén milyen feltételek mellett teljesiil a

sup inf f(xz,y) >0 1
Iegyer( Y) (1)
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egyenl6tlenség? Ha ez az egyenlGtlenség teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy f tel-
jesiti az supinf-feltételt. Minimax feladatok esetén a supinf-feltétel a

sup inf f(z,y) = inf sup f(x,
mgﬁyer( y) yeBmegf( y)
kovetkez6 egyenlOséget jelenti.

A fenti kérdésre adott valasz a konkav fliggvény fogalmanak kovetkezo altala-
nositdsan alapul: Az f: A x B — R fiiggvény konkédv-szerti az A halmazon, ha
létezik a [0, 1] intervallumnak olyan 7' siirii részhalmaza, amelyre

n

sup min T,y;) > min sif(xi,y; 2
xeﬁgjgmf( VY5) = B, 2 if(@i,y5), (2)
i—
minden s1,...,8, €T, > 1 s; =1, z1,...,2n € A, Y1,...,Ym € B esetén. Az

f filggvény konvex-szerti a B halmazon, ha —f konkav-szerti a masodik valtozora
nézve. (Az eredeti értelmezésben T = [0, 1].)

Hasonl6 fogalmak — bizonyos sajétos esetekben — szerepeltek kordbban is a [3],
illetve [46] dolgozatokban.

A Hahn-Banach tétel véges dimenziés valtozatdval igazolhatd, hogy ha B =
{y1,.-.,Ym} és az f konkdv-szerii, akkor (1) egyenértékii azzal, hogy

z€A

supthf(x,yj)ZO, Vitr,...,tm €T, thzl. (3)
j=1 j=1

A kovetkez6 tételben szerepelnek az alabbi tulajdonsagok. Az f teljesiti a gyen-
ge zartsagi feltételt, ha a sup,¢ 4 infyer f(2,y) > 0, minden F' C B véges részhal-
maz esetén, maga utdn vonja az (1) egyenlStlenséget. Az f teljesiti az erds zdrtsdgi
feltételt, ha minden F' C B véges részhalmaz esetén a sup,c 4 infyer f(z,y) > 0
maga utdn vonja azt, hogy létezik = € A, amelyre f(x,y) > 0 minden y € B
esetén.

A [%26] dolgozat fététele szerint ha f az A halmazon konkdv-szer(i és telje-
siil a gyenge zéartsagi feltétel, akkor (1) egyenértékii azzal, hogy (3) igaz min-
den {y1,...,ym} C B esetén. Tovabbd, ha az er8s zartsigi feltétel is teljesiil,
akkor az egyensily feladat megoldhatdésdga az jelenti, hogy (3) teljesiil minden
{y1,...,Ym} C B esetén.

Koénnyen beldthat6, hogy ha B C A konvex halmaz, f konvex a B-n, és
f(y,y) > 0 minden y € B esetén, akkor (3) teljesiil minden {y1,...,ym} C B
esetén.

Tovéabba, abban az esetben amikor az A kompakt topologikus tér és f feliilr6l
félig folytonos az A-n, akkor teljesiil az erés zartsagi feltétel. A fenti tétel masodik
része Ugy tekintheté mint a Weierstrass tétel dltalanositasa. Valéjaban az emlitett
tétel egy skalarizacios elvet fejezi ki.
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A [%26] dolgozat, tébbek kozott, a kovetkezd okok miatt is figyelemre mélto:

1) A benne értelmezett konvexitdsi fogalom &ltaldnosabb, mint a Kénig-
konvexitds, és a topoldgiai feltételek is kevésbé megszoritéak, mint példdul a [9],
[26] és més — algebrai egyensuly feltételeket tartalmazé — dolgozatokban. Fontos,
hogy [+*26]-ban a stratégiafiiggvény értelmezési tartomanya nem rendelkezik sem
topoldgiai sem algebrai struktiraval.

2) A [#26)-ban vizsgélt supinf-egyenlStlenség az egyensilypont létezésének
olyan sziikséges feltételét fejezi ki, amely elégséges is, ha a minimum létezésére
vonatkozé Weierstrass-tétel alkalmazhatd, példaul, ha A kompakt és f az els6 vél-
tozéra nézve feliilrdl féligfolytonos. (A természet mindig egyensilyra torekszik, de
nem mindig éri azt el.)

3) A [%26] tételeibél konnyen levezethet8k az operdcidkutatds alaptételei
(Gordan-tétel, Farkas-tétel, Neumann Jdnos minimax tétele, Fritz John tétele,
Karush-Kuhn—Tucker-tétel, stb.) (lasd [«40]).

4) Ezek a tételek alkalmazhatdk végtelen programozasi és vektoregyensily fel-
adatokra is (1dsd [12],[13],[28],[x92]).

5) A hasznalt matematikai appardtus egyszer(i, minddssze a Hahn—Banach-tétel
véges dimenzids valtozatara van sziikség.

6) Ha B C A és f mint kétvaltozds fiiggvény monoton, akkor [¥26] tételeibdl
rogton kovetkezik az egyensilyelméletben ismert dualitasi tétel.

7) A linedris és/vagy topoldgiai struktirdval nem rendelkezd absztrakt konve-
xitdsi tereken értelmezett egyensilyfeladatok targyaldasdnak ez az egyik legegysze-
riibb modellje (14sd [14]-[23], [«20], [%22]-[*25], [¥29], [*31], [«32], [*41], [«42], [*48],
[x55], [«58], [«61], [x62], [x66], [x70]).

8) A [*26] dolgozat alapitlete nagyon egyszerii. Ha a minimax feladatot diszk-
retizaljuk, akkor egy Borel-tipusid matrixjatékhoz jutunk. Ennek randomizalt alak-
ja szimplexek szorzatan értelmezett bilinearis stratégiafiiggvénnyel van megadva,
ezért Neumann Janos tétele szerint 1étezik legalabb egy megolddsa. Ha a diszkreti-
zalast tetszolegesen véltoztatjuk, akkor az igy megszerkesztett megoldasok halma-
zanak segitségével a stratégiafiiggvényre vonatkozéan megfogalmazhatd egy egy-
szerll feltétel (a supinf-konkavitds), amely egy zartsigi feltétellel egyiitt garantdlja
a supinf-feladat megoldhatdsdgat.

9) A [%26] dolgozat pedagdgiai szempontbdl is érdekes, mert a hasznélt mate-
matikai appardtus viszonylag egyszerli és az eredmények hatésugara nagy. Ezek
koénnyen kiterjeszthetok, példaul, vektor- vagy halmazértékl fiiggvényekkel értel-
mezett egyenstilyfeladatokra is (ldsd [*92] és [x93]).

Az egyensily-elmélet fontos része az egyensilypontok kozelité kiszdmitaséara
vonatkozik. A gyakorlatban egy ilyen feladat altaldban nem egyszer(i. Ennek okai
koziil csak harmat emlitek: Lehet, hogy a felhasznalt médszerek jobb analitikai fel-
tételeket kovetelnek, mint amivel az egyensuly-feladat adatai rendelkeznek. Még
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Osszetettebb a feladat, ha az adatai csak kozelitéleg ismertek. Az is el6fordul,
hogy a feladat rosszul fogalmazott (ill-posed). Ilyenkor a ment66v az lehet, ha
a feladatot ,regularizaljuk”, vagyis olyan feladat-sorozattal helyettesitjiik, amely-
nél az emlitett nehézségek eltlinnek, és a megfelel6 megoldasok konvergalnak az
eredeti feladat megoldaséhoz, ha az létezik. Tobb ilyen regularizaciés méodszert
ismeriink. Ezek koziil legismertebbek a Tikhonov-féle, a Bregman-féle és a projek-
ciés modszerek. Ezeknél a regularizélé fiiggvények

o) = F(a,y) + 10,9)

alakdak, ahol 8 megfeleld tulajdonsigokkal rendelkezé fiiggvény (ldsd példaul [«92],
11.5 Tétel). Kassay Gabor kozelité mdédszerekkel kapcesolatos eredményei koziil
fontosak valds- vagy halmazértékii fiiggvényekre vonatkozd aldbbi eredményei.

A [x71] dolgozatban a Bregman-féle iterativ regularizédciés médszerrel 16tezési és
egyértelmiiségi tételeket bizonyitanak egyensulyfeladatokra, reflexiv Banach-terek
zart konvex részhalmazain értelmezett fiiggvények esetén. Bizonyitjak, hogy a
megszerkesztett iterativ sorozat tagjaibodl képzett halmaz minden gyenge torlédasi
pontja megoldasa az adott egyensuly-feladatnak.

A [+84] dolgozatban valés Hilbert-tereken értelmezett Brézis- pszeudomonoton
kétvaltozds fiiggvényekkel megfogalmazott egyensily feladatok megolddsara egy
14j Popov-tipust iterativ modszer gyenge és erds konvergencidjat tanulmanyozzéak.

4. Halmazértéki fiiggvényekkel értelmezett egyensuly-feladatok

Az 1980-ban megvédett Rockafellar algoritmusa cimi &llamvizsga-dolgoza-
tdaban Kassay Gabor a kovetkez6 feladatot targyalta.

Legyen H valés Hilbert tér. R.T. Rockafellar algoritmusa olyan eljaras, amellyel
kozelitSleg meghatarozhatjuk valamely mazimdlisan monoton T : H — 2H hal-
mazértékii operator zérushelyeit, vagyis azokat a £ € H pontokat, amelyekre
0€T(z).

Az algoritmus egy olyan {z)} C H sorozat megszerkesztésébdl 4ll, ahol vala-
mely zg € H pontbdl kiindulva az zj1 pontot ugy értelmezziik mint a T}, operator
egyetlen zérushelye, ahol

Ti(x) =T(x) + ye(x — 2k)

itt {7y} egy pozitiv tagi korldtos valés szdmsorozat, amelynek tagjait regulariza-
ciés egyiitthatoknak nevezziik.

Rockafellar [37] bizonyitotta, hogy ha T' maximélisan monoton és 1éteznek zé-
rushelyei, akkor az {x} sorozat gyengén konvergal a T valamelyik zérushelyéhez.
Ha nincsenek zérushelyek, akkor a megszerkesztett sorozat nem korldtos.
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1985-ben jelent meg Kassay Gabor els§ tudoményos dolgozata [2], amelyben
Rockafellar médszerét kiterjesztette reflexiv Banach-terekre. Ebben a kérdéskor-
ben késébb még néhany érdekes dolgozatot publikalt tarsszerzokkel.

A [%46] dolgozatban reflexiv Banach-tereken értelmezett, maximélisan mono-
ton halmazértékii fiiggvények Browder-tipusu regularizdlasaval szerkesztett koze-
lit6 mddszer stabilitasat vizsgaltdk, ha az eredeti adatok szintén csak kozelitéleg
ismertek. Eredményeik magukba foglaljak Rockafellar médszerének altalanositdsat
arra az esetre, amikor az eredeti fiiggvény Mosco-approximaciéval adott.

Az [%53] dolgozatban a [#2] eredményeit &ltaldnositjak reflexiv Banach-téren
értelmezett nem maximalisan monoton halmazértéki fiiggvényekre. Rockafellar
médszeréhez hasonlé eljérdssal, a Bregman [4] tavolsdgfiiggvény felhasznéldsdval
olyan iterativ sorozatot szerkesztenek, amely gyengén konvergdl egy megoldashoz.
Eredményeiket alkalmazzdk rosszul fogalmazott (ill-posed) varidciés egyenlStlen-
ségekre, tovabbé olyan monoton (de nem maximélisan monoton) halmazértékii
fiiggvényekre, amelyek grafikonjai szekvencialisan gyengén zartak, és olyan konvex
optimalizdlasi feladatokra, amelyben az adatok csak kozelitéen vannak meghaté-
rozva.

A [x64] dolgozatban az [«53]-ben alkalmazott mddszerrel erésen monoton, psze-
udomonoton, illetve hemifolytonos tobbértéki fliiggvényekkel értelmezett varidcios
egyenl6tlenség-rendszerek kozelité megolddsara erdsen konvergdld sorozatot szer-
kesztettek.

A [*86] dolgozatban reflexiv Banach-tereken tobbértékii Brézis pszeudomono-
ton operatorral értelmezett varidcids egyenlGtlenség megoldhatdsdgara adnak fel-
tételeket, altaldnositva Tikhonov [49] és Browder [6] regularizaciés mddszerekkel
kapott eredményeit.

Lgyen A és B két nemiires halmaz, Z topologikus valés vektortér, C' C Z egy
konvex kip, amelynek intC-vel jelolt belseje nem iires, és f : A x B — Z adott
fliggvény. Ebben az esetben az egyensuly-feladat kétféleképpen is megfogalmaz-
haté: Igazoljuk, hogy

(EVEF) Ja € A gy, hogy f(a,b) € C'\ 0, Vb € B, vagy
(GVEF) Ja € A ugy, hogy f(a,b) € intC'\ 0, Vb € B.

Az els6 esetben er6s egyensily-feladatrdl, a masodikban gyenge egyensily-
feladatrdél beszéliink. Ezek a feladatok altaldnositasai a gyakorlatban gyakran
elofordulé vektorfiiggvények optimizalasi és a vektor varidcids egyenlotlenségek
megoldasara vonatkozé feladatoknak.

Ehhez a témakorhoz tartoznak Kassay Gébor kovetkezd dolgozatai: [+49],
[+56], [x62], [+64], [T1], [x75], [+80], [84].

A halmazértékii operatorokkal értelmezett varidcios egyenlétlenségek sajdtos
esetei az el6bbi feladatnak.

Legyen X az E valés Hausdoff lokélisan konvex tér nemiires részhalmaza és
Y nemiires részhalmaza az E* dudlis térnek. Tovabba, legyen C' az Y nemiires
részhalmaza, és legyen F : C — 2% halmazértékii leképezés, nemiires értékekkel.
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A Minty-féle varidcids egyenlStlenség probléméja a kovetkezd:

M(F;C):  inf (z,v—u)>0, YvoeC.
z€F(v)

A Stampacchia-féle varidciés egyenlétlenség problémaja a kovetkezo:

S(F;C): sup (z,v—u)y>0,VveC.
z€F (u)

Legyenek Xi,...X,, Y7,...,Y, valés Hausdorff topologikus vektorterek, és
(,); az X; xY; (i =1,2,...,n) halmazokon értelmezett folytonos bilinedris fiig-
vények amelyek fiigghetnek i-t6l).

A Minty- és a Stampacchia-féle variaciés egyenlotlenségek rendszerére vonat-
kozé probléméjanak megfogalmazésa érdekében tételezziik fel, hogy Cy C Y1, ...,
C,, C Y, nemiires halmazok és

Fi:Cyx---Cp—2% (i=1,2,...,n)

halmazértékii fliiggvények nemiires értékekkel. A Minty-féle varidcids egyenldtlen-
ség problémadja az F1, ..., F, halmazértéki fiiggvények rendszerére a kovetkezo:

M(Flw"yFn;Ola-"an):

I (u1,.-upy) €ECL X - XCp: Vi=1,...,n,
Yv € Cl Vo € Fi(ul,...,ui_l,v,uiH...,un), <x,ui 7U>i Z 0.

A Stampacchia-féle variacids egyenlStlenség problémaéja ugyanazon feltételek mel-
lett a kovetkezo:

S(Fh...,Fn;Cl,...,Cn)I

I (upy..yun) €ECL x - xCpt Vi=1,...,n,
Yo e C; Jx € Fi(ur,...,Ui...,up), (T,v—1u;); >0.

Fontos gyakorlati helyzetek motivaljak a varidciés egyenlotlenségi rendszerek ta-
nulményozasat. Példdaul az folyadékok aramldsa repedezett porézus kozegen ke-
resztiil és a plaszticitds modelljei varidciés problémékhoz vezetnek (14sd [38]).

Az ilyen rendszerek fontossdgat a Nash-egyensulyelmélet is igazolja. [*30]-ban
a szerzok kimutattak, hogy abban az esetben, ha a F; halmazértéki fiiggvények
Clarke szubdifferencial tipusiak, akkor az S8(Fy,..., F,;Cy,...,C,,) problémédnak
van megoldasa megfelel6 feltételek mellett. Az idézett eredménybdl az kovetkezik,
hogy ha az i-edik potencidl tipusu operdator monoton az i-edik valtozéra nézve,
akkor az 8(F1, ..., Fp;C1,...,C,) feladat minden megoldédsa Nash-féle egyenstilyi
pont a potencialrendszer szamara.

A [%28] dolgozatban a szerzék az optimalizdlds elméletében ismert Fermat-
elvet — a Clarke-derivalt felhasznalasaval — kiterjesztették egyensulyfeladatokra.
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Normaélt tereken értelmezett lokdlisan Lipschitz-fiiggvények esetén [*30]-ban értel-
mezték a Clarke-féle irdnymenti derivélt erGs és gyenge valtozatat, valamint az erds
és gyenge staciondrius pont fogalmat. Minden erds staciundrius pont gyenge staci-
ondarius pont is. Ezeket alkalmazva a Nash-féle egyensulypontokra, konvexitasi és
kompaktsagi feltételek nélkiil igazoltak, hogy minden egyensilypont erds staciona-
rius pont. Ha a feladat megfogalmazasdban szereplé X; halmazok kompakt konvex
halmazok, akkor a Nash feladat tdg osztalyara léteznek gyenge stacionarius pon-
tok. Ily médon a Nash-egyensulyontra egy hasznalhaté sziikséges feltételt kapunk.
Ez a feltétel egy halmazértékii operdtorokkal adott S(Fi,..., EFy;Cy,...,Cp) ti-
pusu variaciés egyenlGtlenség-rendszerrel értelmezett. Ha ebben a feladatban az
F; potencial tipust operator monoton az i-edik valtozéra nézve, minden i esetén,
akkor ennek a feladatnak minden megoldasa Nash-egyensulypont a potencidlokkal
értelmezett fiiggvényrendszerre nézve.

A [%39] dolgozatban elégséges feltételeket adnak a Minty és a Stampacchia-
féle variacios egyenl6tlenség-rendszerek megoldasara. Bebizonyitottdk, hogy ha az
egyenl6tlenségek kiilon-kiillon megoldhatok, és az Fi,...,.F, fliggvények alulrol
féligfolytonosak, akkor a rendszernek is van megoldasa, vagyis a faktorizacios elv
érvényes.

Kassay Gabor tudoményos tevékenységét a [¥*92] monografidval korondzta meg.
Ez a konyv az egyenstlyelmélet legijabb eredményeit - koztiik a sajatjainak egy
részét - foglalja Gssze egységes vezérfonal szerint.

Kassay Gabor pélyafutasa alatt tevékenységét rendkiviil tudatosan szervezte
meg. Példaul, mindenkivel kereste a kapcsolatot, akik az 6t érdeklé problémak
kutatasaban fontos eredményeket értek el. Ebben segitették egyéni tulajdonsagai
is: nyitott természetii volt, mindig kereste a tanulds lehetoségét a kapcsolataiban,
a fellépése kellemes benyomast keltett, hamar megértette masok mondanivaldit,
tisztdn tudta kifejezni magat és szeretett masokkal egytitt dolgozni. Ezzel ma-
gyarazhatd, hogy kutatési teriiletén a legjobb szakemberekkel dolgozott egytitt és
dolgozatainak tobbsége tarsszerzokkel késziilt. Példak és ellenpéldak szerkesztésé-
ben, valamint a dolgozat végleges formajanak kidolgozasaban sikerrel palyazhatott
tanszéki Popoviciu-szemindriumon (amelynek az utébbi években & volt a vezetdje)
mindig beszamolt tapasztalatairol.

Baratai és kollegai lelkében nagy tirt hagyott maga utan.
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VARGA CSABA (1959-2021) ELETPALYAJA

MEZEI ILDIKO ILONA

A dolgozat a kolozsvari Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem Matematika és
Informatika Karan oktatd, 2021 augusztusdban elhunyt Varga Csaba egye-
temi professzor életutjat koveti végig. Megszdlalnak volt tanarai, kollégéi,
tanitvanyai is, hogy teljessé valjon a kép Csabdrdl, mint emberrél, oktatérol,
kutatordl.

Kolozsvéron, 2021. augusztus 16-an, 62 éves kordban, a kegyetlen betegséggel
valé négy éves kiizdelem utdn eltdavozott Varga Csaba matematikus, a Babeg-
Bolyai Tudoményegyetem Magyar Matematika és Informatika Intézetének habili-
talt professzora.

Varga Csaba Gyorgy 1959. februdr 5-én sziiletett Erdélyben a Maros megyei
Gyulakutén. Sziilei egyszeri munkasemberek voltak, akik igyekeztek 6t és a né-
vérét, Irmat egyenes, dolgos, tisztességes embernek nevelni.

Elemi és &ltaldnos iskolai tanulményait a sziiléfalujaban végezte. Mér ekkor
kiemelkedett tarsai koziil éles logikdjanak koszonhetOen, habar kezdetben inkabb
a csintalansag, dlland6 mozgékonysag jellemezte. Hatodik osztalyban kezdte tani-
tani kivalé matematikatanara, Bandi Arpéd. Az 6 hataséra fordult komolyabban
a tanulas felé. Tandra vezetésével kiilonboz6 szakkorokon mélyitette szerzett tu-
déasat. Egy ilyen elektronikai szakkori munkajaval szerezte els6 dijat Bukarestben
egy orszagos versenyen hetedik osztalyban.
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1. dbra. Varga Csaba bemutatja
palyamunkajat a bukaresti
versenyen

2. dbra. Tanaraval, Bandi Arpéddal
Kolozsvar f6terén

Sokat emlegette, hogy a matematikaval valé szorosabb kapcsolatat egy ve-
segyulladasnak koszonheti. A kérhdzi maganyos érdkban a névére matematika-
tankonyvében levo feladatokat oldotta, tanulmanyozta a szamara még ismeretlen
fogalmakat. Ekkor vett 0j irdnyt érdeklédése és ezentil a matematikdnak szentelte
figyelmét, életét.

Eletének err8l a szakaszardl igy emlékezett meg volt tandra, Bandi Arpad:
, Csabdt csak akkor ismertem meg amikor eljutott az V. osztdlyba. Szerény munkds
sziilok gyermeke volt, apja gépkocsivezetd volt a helyi héeréminél. Egy testvére volt
Irma, aki textilmérnoki szakot végzett. Csaba a VI. osztdlyban tobb ideig betegeske-
dett és rendkivil pontosan oldotta meg azokat a mértanfeladatokat, amelyeket neki
kiadtam. fgy a tovdbbiakban kedvenc tanitvdnyom lett. (Gyulakuta az orszdgban
az elsok kozé tartozott, ahol matematikai szaktanterem wvolt kialakitva sok szines
mértani abrdval, mértani testekkel, teszteld gépekkel.) Az iskola tanuldit kilon-
b0z6 technikai szakkorokbe szerveztem, amelyekben orszdigos dijazottjaink voltak.
Ilyen volt példdul az elektronikai szakkor, amelyben Varga Csaba is szerepelt. Ve-
le repiilével utaztam Bukarestbe a fotocellds készilékiink bemutatdsdra. Kollektiv
nagydijban volt részink. A fotodiddat tranzisztorbol alakitottuk ki. Eqy kis elekt-
romotor mozgatta a szalagra ragasztott alakzatokat, amelyek elhaladtak a szdmldlo
eqyséqg eldtt ... Emlitésre mélto, hogy miutdn kozépiskoldra vagy egyetemre kertilt,
valahdnyszor haza jott Gyulakutdra, mindig megldatogatott.”
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A tanulds mellett mar dltaldnos iskolds koratdl kezdédden a vakaciok alatt nap-
szamosként dolgozott. Kapalni jart, krumplis zsakokat cipelt, vagonok rakodasa-
ban segédkezett, a Gyimesekbe jart kaszalni hetekig. Ezzel is igyekezett levenni
a sziilei véllardl az anyagi terheket. Annyira beleivodott a sziilei megsegitésének
szandéka, hogy kés6bb is a fizetésébol rendszeresen segitette oket.

A kozépiskolat Erdészentgyorgyon kezdte, majd tizedik osztélytol Segesvaron
folytatta a mai Mircea Eliade Liceumban. Az itteni évekrdl igy irt az iskola emlék-
konyvébe 2009-ben: ,, A segesvdri gimndazium kapujdn 1975 szeptemberében léptem
be. Szomoru kép fogadott, a 75-0s drviz nyomai voltak még ldithatdak az épii-
let falain és a belsé udvarban. Nem kellett sok idé és belerdzodtam az osztdlyom
mindennapi életébe. Ezek az évek gyorsan és kellemesen teltek. Személyiségiink
alakitdsdhoz hozzajarultak o tandraink személyiségei és kozosség formalo nevelése.
Az ordkon elhangzott informdcick mellett, nevelésiinkben fontos szerepet jatszott a
munkdra vald nevelés és a k6zos szinhdzba valo jdards. Nem hagyhatom ki a Jozsef
Attila esteket sem, a kiszdlldsokat €s az azutan kiovetkezd bulikat. Az ddon vdrfa-
lak kozott elhelyezkedd bentlakds kozépkori hangulatdra gyakran emlékszem vissza
ebben a rohand vilagban. Amikor megldtom a vonatbdl a vdr toronyordjdat, akkor
mintha az idé megdllna. Lejdatszodnak ijra eldttem a focimeccsek a bentlakds ud-
vardn €s az azt kovetd sorozések. Szombat éjjelenkénti logdsok a bentlakdsbdl, a
vdrfalon valo leereszkedések és a visszamdszdsok.

A wolt tandrainktol a leadott informdcickon kivil emberséget, kitartdst és mun-
kaszeretet tanulhattunk. Farkas tandr dr matematikaordi szdmomra a legszebb
pedagogiai élmények voltak és maradnak. FEszembe jutnak Szentannai tandr ur
ordi, sokszor dltaldnos miveltségi ordkba vdltoztak, filozdfia, torténelem és zene-
torténetet hallhattunk ezeken az érdkon. A sorbél nem hagyhatom ki Kiss tandrnd
magyar ordit, az irodalmi elemzéseket. A tandrndé szigoru tekintete elég volt, hogy
a verseket és idézeteket kivilrél” megtanuljuk és mostan is tudjok idézni Jozsef
Attilatol, Adytdl vagy akdr Radndti eklogdibdl. ... a Jozsef Attila estek rendezésé-
ben és a versek kivdlasztasdban fontos szerepe volt Farkas Miklosnak. Itt tanultam
meg Kiss Irén magyartandrnémtiol és Farkas Miklostol a szavalds rejtelmeit. Ek-
kor ismertem meg a matematikatandrom irodalomszeretetét és sokoldali tehetségét.
Minden nydron kéthetes gyalogturdkat szervezett, amikor megismertiik a Kdrpatok
csoddlatos vildgdt.”

A segesvari liceumi évek nemcsak szakmai tudédst hoztak szamara, hanem életre
sz0l6 barati és szakmai kapcsolatokat is. Mindig halaval és szeretettel beszélt
elismert matematikatanarardl, Farkas Miklosrol, akivel megorizte kapcsolatat az
utolsé napokig.

Ezekrol az évekrdl irta Farkas Miklos: ,,10. osztdlyban jott Segesvdrra ... gyor-
san beilleszkedett az osztalykiozdsségbe, egqy nagyon joképességi didkokbol allo osz-
talyba kerilt. Hamarosan kitlint matematikai tehetségével és tuddsdval, a matema-
tikaolimpia megyei szakaszan mdr szép eredményt ért el, sajnos még nem jutott el
az orszdgos szakaszra. Meg kell jegyeznem, hogy nem volt kénnyt helyt dllnia, ti.
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egylitt versenyzett a romdn tannyelvd iskolak legjobb didkjaival. Déntd jelentdségi
volt szamdra Némethi Andrds érkezése a XI. osztdlyba. Andrds bevallasa szerint,
jelentds szerepe wvolt Csabdnak abban, hogy & is Segesvdrra jott. Mivel Andrds
1s kivdlo képességii volt, ezutan egyiitt készitettem fel dket a kiilonbézd versenyek-
re, amelyeken nagyszeri eredményeket értek el. 1977-ben és 1978-ban mindketten
eljutottak a matematikaolimpia orszagos szakaszara. Annyira kivdltak a tobbiek ko-
zil, hogy az osztdlyban, az irdsbeli dolgozatokon percek alatt megoldottik az dsszes
feladatot.”

Dr. Némethi Andrés, az MTA levelez6 tagja, Rényi Alfréd Matematikai Kuta-
téintézetének kutatdja mar Erdészentgyorgyon is egy évig osztalytarsa volt, majd
tizenegyedik osztalytdl koveti Csabat Segesvarra. Itt keriiltek szorosabb kapcesolat-
ba, sokat matekoztak egyiitt, késziiltek kozosen versenyekre, majd nyerték is sorra
Oket. Kolcsonos megbecsiilés, egymas munkaja iranti Gszinte érdekl6dés jellemezte
baratsagukat mindvégig.

A segesvari évek utan Csaba egyetemi tanulméanyait a kolozsvéari Babeg-Bolyai
Tudomanyegyetem Matematika Karan kezdi 1978-ban és végzi évfolyama legjobb-
jai kozt 1983-ban. Ezt az idészakot elevenitette fel a gyaszszertatason kollégaja, dr.
Szenkovits Ferenc, a Babeg-Bolyai Tudoményegyetem Matematika és Informatika
Karanak docense: ,,1978-ban egyszerre felvételiztink Kolozsvdron a matematika
szakra, ahovd elsék kozott jutottdl be, majd egyetemi tanulmdnyaink eldtt egyitt
katondskodtunk Bodzavasdaron. Matematikai ismereteidet mdr a katonasdagndl is
sikeresen hasznositani tudtad, ugyanis a szdazadparancsok fianak magantandraként
rendszeresen foglalkozhattdl azzal, amit igazdn kedveltél, a matematikdval, és rd-
addsként rendszeresen wvolt kimendd a vdrosba, ami eqy kaszdrnydba zdrt katona
szamdra igen nagy jutalomnak szamitott.

Majd négy évig egyiitt végeztik az egyetemet. Az elséd hdrom évben, mig meg
nem ndsiltink, szobatdrsak is voltunk a bentlakdsban. fgy gyakorta hetekig szinte
éjjel-nappal egyiitt voltunk. A matematika szakon abban az iddben se volt divat
l6gni az ordkrol, Te is mindig ott voltdl, és kitartdan figyeltél és értetted a legnehe-
zebb tdargyakat is, tandraink is hamar felfigyeltek rad. Szinte minden szabadidddet
a konyvtdrban toltétted, ahol fix helyed volt, amit évekig nem adtak oda mdsnak,
ha kissé késve érkeztél, akkor se, mert a konyvtdrosok is tudtdk, hogy bdrmikor
betoppanhatsz. Esténként a folyosoi cigarettdzdsok alatt is tételekrdl, bizonyitdsok-
rol, matematikusok életérdl, matematikatorténeti érdekességekrol beszélgettiink. ...
Csak a rank erdltetett tudomdnyos szocializmus €s politikai gazdasdgtan bosszan-
tottak, csak azokbdl nem volt kedved jelesre tanulni.”

Az egyetemi évek alatt ismerkedtek meg az informatika szakon tanulé feleségé-
vel, Ibolydval és egyetem elvégzése utan egyiitt kaptak kinevezést Besztercére. Itt
tanitott Csaba romén nyelven a 2-es szamu altalanos iskolaban 1983-1990 kozt és
Ibolya pedig rendszerelemzo6-programozoként dolgozott. Nagyon nehéz évek voltak
ezek szamukra, tele kihivasokkal. Csabanak sok gyenge képességii, komoly beillesz-
kedési gondokkal rendelkez6 didkja volt az osztalyaiban, rdadasul a kommunizmus
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nehézségei is komoly prébak elé allitottak. Tobbszor is mesélt a lakdsukban meg-
fagyott fitétestekrol, a mindennapi megélhetési gondokrdl. Szerencséjére egy id6
utdn itt is felfigyeltek a jé tanitasi képességére és fontos beosztdsban levo alkal-
mazottak gyerekeit kezdte tanitani délutdnonként. Az igy szerzett kapcsolatok
segitették, hogy elviselhetébbek legyenek a mindennapok. Nagy szivfijdalma volt
ugyanakkor, hogy a ,komolyabb” matek a besztercei évek alatt egyre tavolabb
keriilt tole.

Az 1989-es forradalom szamadra is elhozta a valtoztatds esélyét. Lehet6sége
nyilt arra, hogy betanitson a kolozsvari Babeg-Bolyai Tudoméanyegyetem Mate-
matika és Informatika Kardra. A besztercei 6rai mellett véllalt tobb geometria
targyd szemindriumot is, amelyekért hajnalban kelt, hogy nyolc 6rara Kolozsvarra
érjen. Itt az egész napos kolozsvari oktatdi tevékenység utdn este indult vissza
Besztercére. Legtobbszor fizetést sem kapott ezekért az érédkért, mégis nagy lel-
kesedéssel, szakértelemmel tartotta Oket. Végiil 1990-ben sikeriilt visszajonnie
csaladjaval egyiitt Kolozsvarra és elkezd6dhetett egyetemi oktatdi karrierje: ta-
narsegéd (1990 — 1992), adjunktus (1992 — 1998), docens (1998 — 2005), professzor
(2005 — 2021). Kozben természetesen megszerezte 1996-ban a tudoményos foko-
zatat is Topoldgiai mddszerek az optimalizdlds elméletében cimii dolgozataval dr.
Kolumban Jézsef irdnyitasaval.

3. 4bra. A csaldddal 2008-ban

A kolozsvari ujrakezdés csaladjaban is valtozast hozott, hiszen ekkor sziile-
tett meg kisfia, Csaba is. A nagyon értelmes, tehetséges fiuval sokat foglalkozott.
Az esti mesék nem csak felolvasott, hanem t&bbnyire kitaldlt torténetek voltak,
amelyekben a felnétt Csaba még az trkutatds aktudlis felfedezéseit is beleszot-
te. Feleségével egylitt nem csak a logikus gondolkodasnak, hanem az &altalanos
miiveltségnek is lefektették az alapjait. A fia tehetsége hamarosan feltiint a kii-
16nb6z6 matematikaversenyeken is, ahol sikeresen szerepelt. Sziilei nyomdokéaba
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lépve jelenleg Budapesten keresi kenyerét megbecsiilt tesztmérnokként.

Egyetemi oktatdéi és kutatéi tevékenysége mellett Csaba bekapcsolédott az
egyetem adminisztrativ vezetésébe is. Az 1996 — 1998 idGszakban helyettes dékén-
ként vezette a Matematika és Informatika Karon a kibontakoz6 magyar tagozatot.

Az oktatdsban mindig igyekezett az (j matematikai eredmények, 1j irdnyzatok
szellemében modern el6adéasokat, szeminariumokat tartani. Széleskorii ralatasa
volt a legfontosabb iranyvonalakra a geometridban, algebrdban, nemsima anali-
zisben, differencidlegyenletekben. Ennek eredményeképpen oktatdi pélydja alatt
mintegy 20 kiilonbozé tdrgyat tanitott alapképzéstél magiszteri képzésig (Analiti-
kus geometria, Gorbék és feliiletek elmélete, Affin geometria, Differencidlhaté soka-
sagok elmélete, Riemann geometria, Nemeuklideszi geometria, Geometria alapjai,
Projektiv geometria, Homotépia-elmélet, Homolégia- és kohomoldgia-elmélet, Ka-
rakterisztikus osztalyok, Morse-elmélet, Folytonos fiiggvények kritikuspont elmé-
lete, Topologikus fokelmélet, Algebrai geometria és szamitégépes grafika, Komp-
utacionalis geometria, Klasszikus tételek az elemi geometriaban, Geometriai szer-
kesztések, Komplex szdmok alkalmazdsa a geometridban).

Tanérai mindig emlékezetesek voltak. Azon kevés tanarok egyike volt, akik
nemcsak a matematikat tanitottak, hanem emberileg is torddtek a didkokkal. Min-
dig tudta ki hova valdsi és volt anckdotaja, torténete vagy térténelmi ismerete a
telepiiléssel kapcsolatosan. Remekiil meg tudta oldani, hogy érain ne unatkozzunk.
Ugyanakkor latszott rajta, hogy szereti is, amivel foglalkozik. Szenvedélyesen tud-
ta magyarazni a tananyagot és idékozben egy-egy nehezebb, érdekesebb feladatot
is beszurt, hogy akit érdekel, legyen min gondolkozzon.

4. dbra. Az 1998-ban végzett matematika 5. dbra. A 2015-6s egyetemi
szakos évfolyam kérében banketten

Ugyanitt kell megemlitenem, hogy a végzos didkok bankettjeinek is egyik f6-
szerepl6je volt. Nagyon szivesen tancoltatta meg a kollégandket, didklanyokat.
Koriilotte mindig jékedv, jé hangulat uralkodott.

Bar6é Eméke, a székelyudvarhelyi Orban Baldzs Altalanos Iskola matematika
szakos tanarndje, Debreceni Egyetem doktori hallgatéja, volt tanitvanya igy bu-
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cstiztatta: ,Es tgy hiszem, nem én vagyok az egyetlen volt tanitvdny, aki hdlds
szivvel gondol a tandr drra. Azontul, hogy tandr volt, mindig is ember volt elbszor,
tandrdn is. Nem csak az érdekelte, hogy mindenki tudja-e jol az affin geometridt,
hanem az is, hogy ,Mi a helyzet Parajdon, Kdrolyban vagy éppen Koérdsztiron ...”.
Ha valaki beteg volt, megkérdezte, nem-e aludtunk mezitldb? De azt is észrevette
rajtunk, hogy ha bdgyadtak, fdradtak, szomoriak vagyunk, meghallgatott, és ha tu-
dott, mindig segitett. Nem hiszem, hogy én lennék egyediil, akinek egyengette az
utjait és akit biztatott arra, hogy azt csindlja, amit igazdn szeretne, és ami a szive
csticske. Ugy gondolom, hogy a Tandr ur azért tudott ebben mindig 70 tandcsot
adni, mert & azt csindlta, ami a szive csiicske volt.”

Es valéban, Csaba mindig felismerte a tehetséges didkokat és 6rommel foglal-
kozott veliik kiilon, szabad idejében is. Ajanlott nekik szakkonyveket tanulma-
nyozasra, majd tisztazta velilkk a felmeriilé kérdéseket. Szamos tehetséges didk-
jat iranyitotta kiilfoldi magiszteri, doktori képzésekre, osztondijakra, majd tar-
totta veliik a kapcsolatot, kovette palyafutasukat. Kiilonosen biiszke volt Farkas
Gébor (Humboldt Universitét, egyetemi professzor), Marius Crainic (Universi-
teit Utrecht, egyetemi professzor) és Kristdly Sdandor (BBTE, Kolozsvér, egyetemi
professzor) volt didkjaira, akiknek kezd6 matematikusi lépéseit irdnyitotta Kolozs-
varon és akik vilaghiri matematikusokka valtak az évek soran.

6. abra. Farkas Gabival, volt tanitvanyaval

Farkas Gabor igy vall a Csabaval valé kapcsolatardl: ,, Varga Csabdval 1992-ben,
mdsodéves kolozsvdri egyetemistaként taldlkoztam eqy algebrai topologia kurzuson.
Abban az idében a kolozsvdri geometriai tanszék Marian Tarina hirtelen haldla utdn
szétesében volt. Eqy iddsebb vezetd szemelyiség helyett, volt néhdny fiatal matema-
tikus, akik kiilonbozd kutatdsi témdkat kerestek maguknak. Csaba egy karizmatikus
személyiség volt, elképesztden modern matematikai izléssel és hozzddlldssal, egy
ambicidzus didk szamdra & volt a kanonikus vdlasztds Kolozsvdron!

Matematikai palyafutdsomra gyakorolt hatdsa mély és maradando volt. Az el-
s6 hdrom matematikai cikkemet kézésen irtam vele (mindegyik a kritikus pontok
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elméletérdl szolt). De ami ennél is fontosabb szdmomra, hogy a megfeleld kinyve-
ket és cikkeket a megfeleld idében a kezembe adta. A diplomadolgozatomhoz egy
elképesztden, mondhatndm vakmerden ambiciozus témdt vdlasztott. Néhdany évvel
korabban Edward Witten irt eqy cikket a Morse-elmélet radikdlisan 1uj megkozelité-
sérdl, amiért végil megkapta a Fields-dijat. A cikke rejtélyes fizikus stilusban volt
irva, nem voltak benne a sz0 szoros értelmében vett matematikai bizonyitdsok, az
én feladatom lett volna az egészet kibogozni és a részleteket kitolteni! Nagy kihivds-
nak éreztem, de meg voltam gydzédve (nyilvdin, Csaba szellemi hatdsa alatt) arrdl,
hogy ez a legfontosabb feladatom, amit véghez kell vinnem, és hogy ez az, amirdl
az igazi matematika szol! Ezek utan errdl a diplomdrdl mindenditt be tudtam szd-
molni, éreztem, hogy bdrhol a vildgon otthonosan tudok mozogni a matematikdban.
Nehéz pdar mondatban dsszegezni, hogy mennyit kiszénhetek Csabdnak!

Még évtizedekkel azutdn is, hogy dttértem az algebrai geometridra, tovdbbra is
érzem, hogy Csaba gondolkoddsmddja és matematikai izlése formadl és befolydsol.
Haldla valoban potolhatatlan veszteség a kolozsvdri és dltaldban a romdniai mate-
matika szdmdra.”

Kiemelked6 egyetemi oktatéi munkéssidga elismeréseként 2009-ben a Babeg-
Bolyai Tudoményegyetem az Ev Oktatdja Dijjal jutalmazta. A 2008-as évtél
kezdédben a BBTE Matematika Kardanak doktoratusvezet6 tanaraként is oktat-
ta, irdnyitotta a nemsima analizis irant érdekld didkokat. Vezetése alatt négyen
szereztiik meg a doktori cimet. Mindannyian itthon a BBTE illetve a Sapientia
Erdélyi Magyar Tudomanyegyetem oktatoéi vagyunk.

Tudomanyos eredményeinek koszénhetoen az évek soran szamos oktatdi és ku-
tatéi ldtogatdsra, eléaddsra volt hivatalos a kontinens kiilonbozé orszégaiba (Bu-
dapest, Szeged, Debrecen, Rousse, Catania, Peruggia, Poznan, Athén, Ljubjana,
Bern). Mindig fontosnak tartotta, hogy a latogatdsai sordn megismert kollégaknak
viszonozza a vendéglatast, gyakran hivta meg Oket Kolozsvarra akar mint konfe-
rencidk el6adéit, akar mint jé baratot. A vendégeket mindig nagyon szivélyesen,
jo vendéglatoként fogadta, kirdnduldsokat szervezett nekik. Igyekezett minden
kollaboranséaval j6 barati kapcsolatot apolni.

Az egyetem tudomédnyos tandcsiaban és orszdgos tudoményos tandcsokban is
eredményesen képviselte a kolozsvari matematikaiskolat. S6t, utolsé éveiben a Pé-
csi Tudoméanyegyetemen vendégoktatdja is volt, ahol dr. Fialowski Alice, a PTE
nyugalmazott egyetemi tandra szerint ,vdllalta az oktatdst és didkok szakmai gon-
dozdsdt, azzal a céllal, hogy segitse a Pécsi Egyetem Matematika és Informatika
Intézetének szakmai erésidését. Remek eléaddsokat tartott, nem ijedt meg a ke-
véssé€ képzett didkok tanitdsdtol, mert neki a tehetség szamitott. Mindig mondta,
hogy 6 autodidakta mddon tanulta a matematikdt, és ez az it bdrki szdmdra jdrha-
t6, ha meguan hozzd az érdeklddése és tehetsége. Ottléte nagy lokést adott a pécsi
matematikdnak.”

Szakmai elismertségét a bukaresti CNATDCU tanacs Matematikai Bizottsdga-
ba valo felkérés, a kiilonbozé szakfolydiratoknal betoltott szerkesztéi tevékenysége,
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7. abra. 2002-ben Szegeden Ceepus-Gsztondijasként
Kristaly Sandorral és Mezei Ildikéval

tovabba a Babeg-Bolyai Tudomanyegyetem szamos kitiintetése és kivalosagi dija
(2004, 2005, 2007, 2009, 2011), valamint a Kolozsvéri Akadémiai Bizottsig &ltal
2017-ben, a tudomanyos képzésben és a kutatdsban kifejtett tevékenysége elisme-
réseként odaitélt A Tudomdny Erdélyi Mestere Dija is jelzi.

8. dbra. A Tudomény Erdélyi Mestere Dijat veszi &t Néda Zoltantdl (2017)
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Dr. Néda Zoltan, az MTA kiilsé tagja, a BBTE Fizika Kardnak egyetemi
professzora, mint kolléga és jobarat emlékezett meg rola: ,,Hosszi beszélgetéseink
a heti 2 ping-pong meccs utan és sokszor jaték kézben is, majd utdlag a jarviny
alatt a hosszu telefonbeszélgetéseink mindig visszakanyarodtak valahol az ,igaz tu-
domdny” fogalmdhoz és ahhoz, hogy mit is jelent elhivatott kutatonak lenni. Mit
jelent az, hogy reggel az ember egy tudomdnyos kérdessel kel fel és este ezzel fekszik
le, elvonatkoztat a korildtte zajlo nagy szinjdtéktol és a tudomdnyt midvészetként
és nem intellektudlis vdllakozdsként kezeli. A tudomdnyos ,érték” fogalma és a
tarsadalomnak az ehhez vald laza viszonyuldsa mindig is nagyon foglalkoztatta.
Nem tudta elfogadni a tudomdanyban levd ,szinészetet”, a sokszor igazsdgtalan és
konnyen szerzett mépszeriséget és tortetést. Szokimondo €és egyenes ember lévén,
tobbszor is konfliktusba keriilt sok oktatdval, kutatéval. Az az ember volt aki eld-
zetes megfontoldsok €s politizdalds nélkil azonnal kimondta azt ami a szivén volt.
Ezért sokak szamdra taldn az elsé benyomdsra nyers és mogorva embernek tinhe-
tett. Azok szamdra azonban akiknek lehetdségiik volt Ot kozelebbrél megismernsi, €s
azon kevés embernek akit maga mellé fogadott, tanitvinyainak vagy bardtainak, egy
teljesen mds arcot mutatott. Az elsd pillantra ridegnek tind kilsét egy mélyen érzé
és gondolkodo ember vdltotta fel, aki segitékész, megértd, és eqy helyesen kinevelt
értékrenddel rendelkezik.

Nem egy kikovezett utat kovetett az életben, mindenért keményen meg kellett
harcolnia és felsd patronusok hidnydaban tirnie kellett a tudomdnyos életben is je-
lenlevd, igazsdgtalansdgokat, kudarcokat és foleg a tdrsadalom feliletes nemtiord-
domségét a tudomdanyos eredményekkel kapcsolatosan. A kommunista idék megpe-
csételték karrierjének a kezdetét, és késleltették tudomdnyos pdlydjdnak a kibonta-
kozdsdat. Fiatal kollégdink szamdra manapsdg taldn mdr elképzelhetetlennek tinik
az, hogy egy tehetséges és matematikdért rajongo ember karrierét, hogyan lehet
ideologiai okok miatt kettétorni. Nem kis erdre és akaratra volt sziikség, hogy egy
megtort életutat jo pdr év utdn valaki Csabdhoz hasonloan djrakezdjen.

Nagyon sok mindenben hdlds vagyok Csabdnak és bardtsdgunknak. A matema-
tika és elméleti fizika hatdrain levd tudomdnyos konferencidkat szerveztiink sokszor
kozosen, ahol 0 mindig elegansan hdtravonulva szirke eminencidsként tandcsaival
és javaslataival segitett, irdnyitott. Sok érdekeset tanultam Tdle a relativitdselmé-
let differencidlgeometriai hdtterérdl, a Bolyai geometridardl és Bolyaiak munkdssd-
gdrol, sok kivdlo matematikussal ismerkedhettem meg dltala, és szamos, fizikusok
szdmdra relevdns tudomdnyos konyvet kaptam Tdle olvasdsra. Mindig érezte azt,
hogy kutatdsi teriltérdl mi relevdns eqy fizikusnak és tette ezt nem kioktatéan, ha-
nem szerényen és bardtilag. Mesteri szinten asztaliteniszezett, majdnem mindig
meguert és a jatékaink soran dllanddan javitotta stilusomat. Azon kevés alkal-
makkor mikor sikertilt nekem vagy az dcsémnek megverni O, ugy éreztik, hogy
részben oril is, hiszen tanitvdnyként kezelt minket, és igazi mesterhez illéen nem
volt féltékeny a tanitvdnyai eredményeire, hanem orilt sikeriknek még akkor is,
ha valamilyen formdban ezt 0 megszenveds.”
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Gyerekkorabdl hozta magaval a természet szeretetét, igy nem is csoda, hogy
az id6 teltével egyre jobban hidnyolta a kertet, a szabad levegén valé mozgast.
Ennek a hidnyérzetnek a pétlasdara 2012-ben Banffyhunyadon elkezdett kertészked-
ni. Nagy gylimolesost kezdett gondozni, melyet tovabb pétolt alma-, kortefakkal,
ribizli-, szeder- és malnabokrokkal, s6t veteményest is alakitott ki. Minden hét-
végén igyekezett ott lenni a kertben kapdlni, kaszalni, fakat metszeni, iiltetgetni.
Eletének egyik fénypontja volt a kert, latszott rajta mennyire szereti, feltolti a ked-
ves kertjében végzett munka. Mindig erét tudott gyijteni itt, még a legnehezebb
pillanatokban is. Baratainak, ismerdseinek mindig biiszkeséggel mutatta a kertet.
Almait, gytimolesleveit is szivesen kindlta. Késziilt rd, hogy majd a nyugdijas
éveiben csak kertészkedéssel fog foglalkozni.

10. dbra. Viragzo6 gyiimolesfai
9. abra. A kertjében (2020)

Farkas Miklés: A kozépiskolai és eqyetemi tanulmdnyai befejezése utdn csak
ritkdn taldlkoztunk. Mikor kiderilt, hogy felesége banffyhunyadi, az én feleségem
pedig a szomszédos magyarbikali és nyaranként hosszabb idot toltink otthon, min-
den évben taldlkoztunk Bdnffyhunyadon, ahol biiszkén mutatta be a kertjét és a
terméseit. Ilyenkor hosszabb beszélgetéseket folytattunk, nemcsak matematikdrol,
hanem a wvildg dolgairdl is. Meggydzddhettem arrdl, hogy milyen sokoldali volt
az érdeklodése. Mindenrdl nagyon hatdrozott véleménye volt, és rendkivil erds
1gazsdgtudata.”

Tudomaényos karrierje csicsan, 2017 Oszén érte a megrazé diagnézis a betegsé-
gérél. Nehéz idészak kovetkezett szamédra, tele kezelésekkel, vizsgdlatokkal. Igye-
kezett betartani az orvosai tandcsait. Csalddja odaadé gondoskodésa és a komoly
életmaédbeli valtozasok hatasara remélte sikeriil legyéznie a kort.

Farkas Mikl6s igy emlékezett erre az id6szakra: ,, Amikor Csabdndl feldllitottdk
a tidordk diagnozist, még szorosabbd vdlt a bardti kapcsolatunk, t.i. eldtte ndlam
vastagbél-rdkot diagnosztizdltak, s én mdr til voltam a kezeléseken. Kéthetente
beszélgettiink telefonon, megosztottuk egymdassal a tapasztalatainkat €s tartottuk
eqgymdsban a lelket. Az utolsé pillanatokig optimista volt a betegsége kimenetelét
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lletden. Egy rendkivil tehetséges matematikust és sokoldali, szerény, igaz embert
vesztettink el.”

Betegségének évei alatt sem hagyta el magat. Amikor jobban érezte magat,
tovabbra is foglalkozott a matematikdval és a kertjével. Sét, utolsdé évében, a
vildgjarvany alatti on-line periédusban érakat is tartott Gjra a magiszteri didaktika
szakos hallgatoknak.

Mindannyian meg voltunk gy6zédve, hogy a betegséget sikeriilt legyéznie. Orém-
mel hallgattuk, hogy az utébbi analizisek egyre jobb eredményeket mutatnak és
lattuk is rajta, hogy egyre jobban nyeri vissza erejét, életkedvét. Epp ezért sokkolt
mindenkit hirtelen kémaba esése, majd gyors tavozasa.

Némethi Andras szerint ,,Csaba az abszolutum fele torekedett, mindig jobb és
tokéletesebb szeretett volna lenni. Ez volt a mércéje dnmagdval szemben (és néha
masokkal szemben is), a csillagok megérintése. Ez a szildrd akarat jellemezte erds
alapokon dllo, sok tuddst 0sszedtvozo, kiteljesedd matematikai munkdssdgdt, a ma-
tematikai iskoldt épité mindennapos tevékenységét, az emberekkel valo kapcsolatdt.
Onmagdt adta a matematikdért, a kérnyezete javitdisdért. Harcolt a joért, az ér-
tékekért mindannyiunk nevében, mindannyiunk érdekében. Onmagdt égette, azért
hogy wildgitson. Nagyon sokunkban, emlékezetiinkben ez a fdklyafény mindordkre
megmarad.”

Csaba tavozasa pétolhatatlan veszteség tigy a csalad, a tanitvanyok, a kollégak,
mint a matematika szaméra. Kozvetlen, humoros stilusaval, Oszinte torédésével,
mély és sokrétii tudasaval kivivta az elismerést, tiszteletet.

Halé4s vagyok Csaba, hogy megismerhettelek, hogy tanitvanyod, baratod, dok-
toranduszod, kollégdd lehettem. Nagyon sokat tanultam téled. Koszénok mindent!

Sziviinkben 6rokké élni fogsz!

Kolozsvar, 2022. aprilis 25. Mezei I1diké Tlona
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THE CAREER OF CSABA VARGA

ILDIKO ILONA MEZEI

The paper follows the career of Csaba Varga, a professor at the Faculty of Mathematics and
Computer Sciences of the Babes-Bolyai University of Cluj-Napoca, who passed away in August
2021. His former teachers, colleagues and students also spoke out in order to complete the picture
of Csaba as a person, an educator and a researcher.
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VARGA CSABA TUDOMANYOS TEVEKENYSEGE

KRISTALY SANDOR

A dolgozat Varga Csaba matematikus tudomanyos munkéassagat hivatott
attekinteni, melynek kiindulépontjat a variacidszamitas adja és alkalmazésai
a parcidlis differencidlegyenletek elméletétél egészen a Finsler-geometridig
terjednek. A lefrdsban torekedtem a megfelel6 matematikai hattér bemu-
tatasara, majd ezen beliil elhelyezni Varga Csaba tudomanyos eredményeit.
A leirdsban felhasznilom a Farkas Csaba altal elkészitett publikdcids listat,
amely az e cikket kovet6 71-77. oldalakon taldlhaté. Az emlitett listaban
1évd n-edik dolgozatra a [*n] formdban térténik a hivatkozds.

1. Kezdeti évek

Varga Csaba egyetemi tanulményait 1983-ban fejezte be a kolozsvéari Babes-
Bolyai Tudomanyegyetem matematika szakan. Egyetemi karrierjét 1990-ben kezd-
te, miutdn hét évet tanitott a besztercei 2-es szamu iskoldban kozépiskolai tanér-
ként. Az akkori kommunista iddszak nehézségei — mely idészakra negativan emlé-
kezett vissza minden tekintetben — ranyomtéak bélyegét a tudomanyos kibontakoza-
sara. Elmonddsa szerint, 1990-ben tjra kellett tanulnia a magas fokd matematika
mivelését. Csaba jo érzékkel kozeledett a ,nagy matematikdhoz”, hiszen egykori
kivdlé didkjaival, M. Crainic-al és G. Farkassal (akik késébb vildgklasszis matema-
tikusokkd véltak), megprébélta feltdrni az akkor épp aktudlis kutatdsi téméakat,
melyeket az akkor még szegényesen (és rendszerint késéssel) ellatott konyvtér-
bol préobalt megszerezni. Csaba els6 probéalkozasra az algebrai topoldgia témékba
vetette bele magat, — Ljusternik-Schnirelmann kategériaelmélet, siiriiségi és kon-
denzdcids problémék, — melyekbdl a [«15], [#16], [«19], [¥22], [*23] dolgozatok szii-
lettek. Ezek a dolgozatok meghatdrozdaknak bizonyultak a kévetkezd idészakban,
amikor kapcsolatba 1épett D. Motreanuval, akivel elkezdte mélyebben kutatni a
topologikus és variacids jelenségeket. Ezekbol az eredményekbdl sziiletett meg az
1996-ban megvédett doktori disszertacidja is, melynek cime “Topological Methods
in Optimizations”. A doktori tézisének kozponti témaja a varidcidszdmitds, ezen
beliil pedig a nem-sima kritikus pontok elmélete volt.

A kovetkezd két fejezetben rovid matematikai kalandra hivom az Olvasét, mely-
ben egyrészt betekintést nyeriink a variacidszamitasba és annak alkalmazasaiba,
masrészt elhelyezziik Varga Csaba fontosabb tudoméanyos eredményeit ezekbe az
igen dinamikusan fejlédé kutatdsi témékba.
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2. Variaciészamitas: kritikus pontok elmélete és alkalmazasai

A variaciészamitas a matematikai analizis azon dga, mely szélsGértékfeladatok
megoldasaval foglalkozik. Napjainkban a variacios elvek a matematika és mas ter-
mészettudomanyok szamos teriiletén nélkiilozhetetlenek: ezen elvek alkalmazasai
atfogjdk dgy a nemlinedris analizist, a konvex analizist, a differencidlszamitast, a
jaték-, illetve a fixponttételek elméletét, a globalis analizist, mint a kozgazdasag-
tant és a fizikdt. A varidcidszamitdst, — mint a matematika egyik dganak meg-
jelenését — 1696-t6l, Johann Bernoullinak a matematikus tarsadalom, és f6képp
fivére, Jacob felé felvetett brachisztochron problémdjdtol' szdmitjsdk. A probléma
olyan nagy matematikusok érdeklédését is felkeltette, mint G. L’Hospital, G.W.
Leibniz, I. Newton és természetesen J. Bernoulli, akik szinte egy idében talaltak ra
a megoldasra. Kés6bb J.-L. Lagrange mellett L. Euler és K. Weierstrass is foglal-
kozott ezzel a problémaval. A kovetkezd szazadokban rengeteg tudos foglalkozott
a varidcidészamitassal és ért el jelentés eredményeket e teriileten: ide sorolhatjuk
D. Hilbert, L. Tonelli, J. Hadamard, H. Lebesgue, C. Carathéodory, 1. Ekeland,
J. Borwein, Pélya Gyorgy vagy épp Valyi Gyula nevét.

2.1. Kritikus pontok elmélete

A XX. szazad maésodik felétdl kezd6dden a varidcids elvek egy ujszerti meg-
kozelitése fejlodott ki, melyet kritikus pontok elméletének neveziink és amely egy
modern, nem szokvanyos targyalasi eszkoztarhoz vezetett.

Legyen X egy Banach-tér és £ : X — R egy differencialhaté fliggvény; az
xg € X az FE fiiggvény kritikus pontja, ha a fiiggvény differencidlja eltlinik az g
pontban, azaz

dE(l‘Q) =0.

Ebbe a problémakorbe — tobbek kozott — a matematika igen fontos fejezetei sorol-
hatoak:

— elliptikus parcialis differencidlegyenletek gyenge megoldédsai a hozzajuk tér-
sitott energiafiiggvények kritikus pontjai lesznek;

— geodetikus vonalak Riemann/Finsler-sokasidgokon a természetes energiafunk-
cional kritikus pontjaiként jelentkeznek.

P. Fermat klasszikus tétele értelmében, egy adott funkciondl minimum/maximum
pontjai természetes médon megjelennek mint kritikus pontok.

1Egy gydngyszem kezd8sebesség nélkiil mozog egy dréton a gravitécids erd hatdsara. Adjuk
meg annak a drétnak/gorbének az alakjat, melyen a gydngy a lehetd legrévidebb idd alatt ér el
a drét egyik végpontjabdl a masikbal
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1. dbra. A hegydtkelés tételének geometriai forméja.

Felmeriilt a kérdés olyan kritikus pontok lokalizaldsara, melyek nem szélso-
értékpont jellegiiek. Ilyen &ttoré eredményt igazolt 1974-ben A. Ambrosetti és
P. Rabinowitz [3], mely az un. hegydtkelés tételeként (Moutain Pass Theorem)
vonult be a koztudatba; lasd az 1. dbrat. Ennek egyik kozismert formdja igy
fogalmazhat6 meg:

Legyen X eqy Hilbert-tér, E : X — R egy C?-osztdlyi fligguény, eg, e €
X két kilonbozo elem és p > 0 szdm gy, hogy

— inf)y=p E(u) > max{FE(ep), E(e1)} =: a;
— F teljesiti a (PS).-feltételt a

= inf E(~(t
¢ = Inf max (v(?))

minimaz értékben, ahol
I'={yeC([0,1; X) : 7(0) = e0,7(1) = e1 }.
Ekkor létezik w € X kritikus pontja E-nek dgy, hogy E(u) = ¢ > a.

A (PS). kompatitdsi feltétel R. Palais és S. Smale [30] matematikusoktdl ered,
mely azt koveteli meg, hogy tetsz6leges (ux) C X sorozat esetén, melyre E(ug) — ¢
és dE(uy) — 0, kivalaszthat6 az (ux) egy konvergens részsorozata?.

2H. Breuis és L. Nirenberg [6] igazoltdk, hogy a Palais-Smale-feltétel elengedhetetlen kvetel-
mény a hegyatkelés tételében. Erre egy elegins példa a C™-osztélyd E : R? — R fiiggvény, ahol
E(z,y) = 22 + (1 — x)3y?. Azonnal beldthaté, hogy E teljesiti a hegyatkelés geometriajit, de
csak a (0,0) kritikus pontja van.
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A fenti tételt deformdcids lemmdval vagy az Ekeland varidcids elvvel® lehet
igazolni, 1ld4sd M. Willem [38] és P. Rabinowitz [33], melynek kvantitativ véltoza-
tainak igazoldsaban Varga Csaba kozponti szerepet kapott, akar joval gyengébb
simasagi feltételek mellett is, ldsd §2.1.1.

A hegyatkelés tétele — habar lassan 50 éves — még mindig t6bb tucat matema-
tikai munka kiindulépontja. Alkalmazdsat tekintve, peremfeltétellel elldtott vagy
akdar Schrodinger-tipusi egyenletek megoldasédnak létezésére és ezek lokalizélasara
hasznalhaté. Az egyszeriiség kedvéért, tekintsiik a kovetkezd modell feladatot:

{ Au(_) fu(x)) x €, P)
u(z) =0 x € 0.

ahol Q C R"™ egy korlatos C!-tartomany, A a Laplace-operator, mig az f : R — R
egy (legaldabb) folytonos fiiggvény, mely eleget tesz bizonyos névekedési feltéte-
leknek az origéban és a végtelenben. Ilyen esetben a szokasos eljaras az, hogy
tarsitjuk a (P) feladathoz a természetes E : W, *(Q) — R energiafunkcionalt,

melynek alakja
1 u(x) 1o
_ 5/Q\Vu(as)ﬁdx—/ﬂ/o F(O)dtdz, u e WH(Q),

ahol Wy?(Q) = HA(Q) a szokdsos Szoboljev-tér, ldsd H. Brezis [5]. Az f fiigg-
vény megfelel6 novekedési/simasagi feltételei mellett igazolhaté, hogy E egy C?-
osztalyu fiiggvény és

dE(u) = 0 <= u gyenge megolddsa a (P) feladatnak.

Ennek a jellemzésnek megfeleléen, a (P) megolddsainak vizsgdlatdt visszavezet-
hetjiik az E energiafunkcional kritikus pontjainak keresésére, melynek minimax
tipust kritikus pontjait példaul a hegyétkelés tétele révén biztosithatjuk.

2.1.1. Lokalisan Lipschitz fiiggvények kritikus pontjai

A nyolcvanas évek elején, K.-C. Chang [10] a (P) feladat vizsgdlatédt javasolta
nem folytonos, csak lokélisan esszencidlisan korlatos f : R — R fiiggvények ese-
tére. A kérdés hatterében mérnoki problémék allnak, hiszen bizonyos szakadéasi

3Matematikai érdekességként megemlitjiik, hogy I. Ekeland [14] hires varidcids elve - habar
tébbnyire parcidlis differencidlegyenletek és egyensilypont problémék esetén alkalmaztdk — a
végtelen dimenziés Riemann-sokasagokon vizsgalt Hopf-Rinow-tétel érvényességének eldontésére
lett kidolgozva. Mig véges dimenzids teljes Riemann-sokasdgok esetén barmely két tetszéleges
pont 6sszekothetd legaldbb egy minimalis geodetikus vonallal, addig a végtelen dimenzids esetben
ez a jelenség csak egy Gy-slirli halmazon érvényes. Sajatosan, a sokasidg majdnem barmely két
pontja dsszekdtheté minimdlis geodetikus vonallal, 14sd I. Ekeland [15], ahol a bizony{tds gerincét
épp az altala elnevezett variacids elv képezi.
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pontokat tartalmazo jelenségek leirasara, — mint hidak téréspontjainak vizsgalata,
ldsd P.D. Panagiotopoulos [31], vagy a von Kérman lemezek egyensilyi helyzete,
lasd D. Motreanu és P.D. Panagiotopoulos [28] — egy megfeleld nemsima kritikus
pont elmélet lenne a megfelel6 eszkoz.

Mivel az 4j helyzetben a nemlinedris f tag csak lokalisan esszencialisan kor-
latos, az a nem kivant helyzet &dllhat el6, hogy egy elvart jelenségre semmiféle
vélaszt ne kapjunk, azaz, a (P) feladatnak akdr egy megolddsa se, vagy csak a
trividlis nulla megoldésa adédjon. Eppen ezért, az a kézenfekvé megoldas adddik,
hogy a szakadési részeket kitoltjiik, az f(t) értéket helyettesitve egy [f(t), f(t)]
intervallummal, ahol B

_ 1. . f r — 1. ’
f(t) = lim essinfjs_y<5f(s), f(t) = lim esssupj,_y<5f(s),

ahol essinf4f = sup{a € R : f(x) > a majdnem minden z € A elemre} és
esssup 4 f = —essinf4(—f), A # 0. Igy hét, a (P) feladat helyett egy differencidl
inkliziot kapunk,

{ —Au(z) € OF (u(x)) x €, (DI)

)
u(z) =0 x € 0fd.

t
ahol F(t) = / f(s)ds lokdlisan Lipschitz fiiggvény*, melynek a Clarke-
0

szubgradiense

OF (1) = [f(1). F(W)], t € R.

Természetes médon, a (DI)-hez téarsitott E : W, *(Q) — R energiafunkciénal mér
nem lesz sima, csak lokalisan Lipschitz a VVO1 2 (©2) Szoboljev-téren, mig ennek a
Chang-értelemben vett kritikus pontja, azaz 0 € OFE(u), megolddsa lesz a (DI)
problémanak.

Altaléban, egy adott X Banach téren értelmezett F : X — R lokalisan
Lipschitz fiiggvény Clarke-szubgradiense (14sd F.H. Clarke [11]) egy u € X pont-
ban

OE(u) ={¢£ € X*: E°(u;v) > (&,v), Vv € X},

ahol X* az X dudlis tere, (-,-) a dualitdsi leképzés, mig

E - F
E°(u;v) = limsup (w+tv) (w)

w—v,t—0t t

az I fiiggvény Clarke-értelembe vett irdnymenti derivaltja az u € X pontban és
v € X irdnyban.

1Az F : X — R fiiggvény lokdlisan Lipschitz, ha minden 2 € X pontnak létezik egy olyan U
kornyezete és K > 0 dllandé gy, hogy minden w,v € U esetén |f(u) — f(v)] < Kz|lu — .
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Varga Csaba legfontosabb eredményeinek egy jelentos része a Chang-kérdéskor-
hoz kapcesolédik. A kilencvenes évek végén D. Motreanuval azon dolgoztak, hogy
a hegydtkelés tételét (és bévebben, a minimax elveket) kiterjesszék lokalisan Lips-
chitz fiiggvényekre. A legnagyobb technikai kihivds szamukra — a fliggvény si-
masaganak elvesztése révén — egy megfelel6 deforméciés lemma igazoldsa volt. A
deformdciés lemma azt a természetes jelenséget hivatott lefrni (pl. X = R"™ esetén),
hogy ha egy adott E : X — R fiiggvénynek a E~([c—¢,c+¢]) ={r € X :c—e <
E(x) < ¢+ €} halmazéban nincs kritikus értéke (e > 0), akkor az EF°t¢ nfvéhalmaz
topologikusan ekvivalens az E°¢ halmazzal, ahol E* = {z € X : E(x) < a}.
Ellenkezd esetben, az E°T¢ nivéhalmaz topologikusan felépitheté az E°~¢ hal-
maz és egy adott d-dimenzids topoldgikus fogantyu segitségével, ahol d az adott
xo € E7Y([c — €, ¢+ €]) kritikus pont Morse-indexe, lasd J. Milnor [27].

Varga Csaba és D. Motreanu [*21], [«27] azt az Otletes megoldast talaltédk, hogy
a klasszikus gradiens-vektormez6 helyett egy Un. pszeudo-gradiens-vektormezdt
hasznéltak, melynek révén egy kvantitativ, nem-sima deformdcids lemmat iga-
zoltak reflexiv Banach-tereken értelmezett lokalisan Lipschitz fiiggvényekre. En-
nek segitségével tobb minimax tipusu tételt sikeriilt igazolniuk (hegyatkelés tétele,
linking-tipust tételek, nyeregpont-tipusi tételek és ezek csoport-invaridns formai).
Késébb, ezeket az eredményeket kiterjesztették olyan esetekre, 14sd [#43], amikor a
nemsima Palais-Smale-feltétel helyett egy jéval gyengébb, az in. Cerami-feltételt
hasznaltak.

Kiemelendé az a tény is, hogy a [#21] dolgozatban sikeriilt a hegyatkelés téte-
lének egy null-magassdgi (zero-altitude) formdjat igazolniuk, amely az alkalmaza-
sokndl igen hasznosnak bizonyult, lasd pl. C.O. Alves és J.A. Santos [1], valamint
C.0O. Alves, R.C. Duarte és M.A.S. Souto [2] dolgozatait.

2.1.2. Folytonos és tobbértéki fiiggvények kritikus pontjai

M. Degiovanni és M. Marzocchi [12] a kilencvenes évek elején kidolgoztdk tet-
szOleges X metrikus téren definidlt £ : X — R folytonos fiiggvények kritikus
pont elmelétét. Barmely u € X pont esetén a szerzék bevezetik a derivélt nor-
méjanak &dltaldnositott fogalmat, |dF|(u), amelyet gyenge meredekségnek (weak
slope) neveznek. Kozvetett médon ez a fogalom akkor is definidlt egy u € X
esetén, ha F : X — R U {+oo} félig-folytonos, és E(u) < 4+oo. Ha E valamely
regularitdsi tulajdonsdggal rendelkezik (pl. lokdlisan Lipschitz), a gyenge lejtd-
rél kideriil, hogy a nem-sima analizis més fogalmaihoz kapcsolddik, kiilonosen a
Clarke-szubdifferencidléhoz. A szerzék a hegyatkelés tételének és a Lusternik-
Schnirelmann elméletnek a metrikus tereken folytonos funkciondlokra kiterjesztett
valtozatait igazoltak, — ahol a f6eszkozt az Ekeland- variacids elve képezte, — majd
tobb alkalmazédssal tamasztottak ald az dltaluk bevezetett 1j fogalom hasznosséa-
gat.
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Mivel Varga Csaba a kilencvenes évek végén a lokélisan Lipschitz fiiggvények
kritikus pont elméletén dolgozott, természetes volt szaméra megvizsgalni, hogy mi-
lyen mértékben igazolhatdak és alkalmazhatdak kiilonb6z6 minimax-tipusi ered-
mények kvantitativ deformaciés lemmak révén a Degiovanni-Marzocchi-féle elmé-
letben. Mint kideriilt, a kisérletet siker koronazta, melynek sordn tobb ilyen el-
méleti eredmény is sziiletett; ldsd a [#26] 6sszefoglalé dolgozatot. Egy igazan nem
szokvanyos alkalmazédsa a gyenge lejto targykornek egy olyan eredmény, mely ré-
vén a szerzék igazoljak a [#32] dolgozatban izometria-invaridns geodetikus gorbék
létezését nem-sima geometriai objektumokon (Lipschitz-sokasdgokon).

Mi t6bb, 2000-ben, egy tjszerii dtlet sordn, M. Frigon [16] bevezette a gyenge
lejt6 fogalmat metrikus tereken értelmezett tobbértéki leképzésekre is. Csaba és
tarsszerz6i a [x30], [*33], [*34] dolgozatokban igazolni tudtdk kvantitativ formait
a deformadciés lemmaéanak tobbértékii leképzések esetén, melyek alapul szolgaltak
az 4j kritikus pont elméletnek a kidolgozasdban. A hegyatkelés tételiikknek tobb-
értéki valtozata (14sd [*33]) kozponti helyet kapott a Y. Jabri [20] 4ltal frt atfogd
monografidban.

2.2. Differencidl inkluzidk, varidciés és hemivariaciés egyenl6tlenségek

A (DI) differencidl inkliziénak van egy alternativ megkézelitése, mely a varid-
cids-hemivariacios egyenlétlenségek segitségével fogalmazhaté meg. Ennek egy
lehetséges forméaja a kovetkezo:

/ Vu(z) - Vo(z)de + / FO(u(z); —v(z))dz > 0, Yoe W} 3(Q), (VHE)
Q Q

ahol FY(s;t) az F : R — R lokalisan Lipschitz fiiggvény Clarke-féle irdnymenti
derivéltja az s € R pontban és ¢t € R irdnyban. A Clarke-analizis segitségével
megmutathaté (lasd F.H. Clarke [11]), hogy ha u € W, *(Q) megoldésa a (DI)
feladatnak, akkor egyittal megoldja a (VHE)-t is. Forditva az &ll{t4s rendszerint
nem igaz, hacsak nincs tovabbi regularitdsa az F' lokalisan Lipschitz fiiggvénynek
(pl. konvexitds, vagy Cl-osztaly). A (DI) vagy (V HE) feladatokat tigy vélasztjak
a szerzok, hogy a lehet6 legjobban illeszkedjenek a tanulményozandé problémaéra:
a (DI) tipikusan korldtos halmazon értelmezett, ugréas-jellegli szakaddsos nemli-
nedris tagok esetén alkalmasak, mig a (VHE) forma akkor megfelel6bb, amikor a
feladat nem feltétlentil korldtos halmazon értelmezett és mar eleve egy lokdlisan
Lipschitz fiiggvényt tartalmaz kiinduldsi adatként.

Varga Csaba talan legtobbet miivelt matematikai kutatésai a (DI) és (V HE)-
tipust problémak koré csoportosulnak, melyeket két kiilon kategoériaba osztunk,
attdl fliggben, hogy az adott probléma korlatos vagy nem korlatos halmazon adott.
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2.2.1. Korlatos halmazok

Legyen Q@ C R™ egy korldtos halmaz és tekintsiik a (DI) feladatndl egy vala-
mivel altaldnosabb helyzetét, éspedig;:

{ —Au(z) € OF (z,u(x)), z €, (B/I)
u(x) =0, x € 09,

ahol F : Q x R = R egy Carathéodory-fiiggvény gy, hogy

— F(-,t) mérhet§ minden ¢t € R esetén;
~ F(z,-) lokélisan Lipschitz minden x € ) esetén;
— F(x,0) = 0 minden x € ) esetén.

A (ff] ) feladatban a Clarke-szubgradiens a mésodik véltozé szerint értendd, azaz
OF (z,-). Mi tobb, feltételezziik, hogy

1. [¢] < a1 + asft]®, V(z,t) € Q x R,V( € OF (x,t), valamely aj,as > 0 allan-
dékra,0§s<z—f§han23;

1
2. sup / F(z,v(z))dr < §p2 valamely p > 0 esetén;
o

0]1 3 =p

3. t¢ — p  F(z,¢) > —b1|t|]7 — ba, V(z,t) € Q xR és ¢ € OF(z,t), valamely
w>21<0<2és by,by > 0 allanddkra;

4. lim sup si”/ F(z, svp(x))dr = +00 valamely vy € H}(Q) esetén.
5—00 Q

Ezen feltételek mellett, a szerzok [21] azt igazoltak, hogy a (DI) feladatnak léte-

zik legaldbb egy nem-nulla megoldasa a WO1 2(Q) Szoboljev-téren. A bizonyitas a

lokalisan Lipschitz fliggvényekre vonatkoz6 hegyatkelés tételén alapszik. A f6 ne-

hézség a nem-sima Palais—Smale-feltétel igazoldsaban all, melyben kulcsszerepet

kap a WOI’2 (Q) tér kompakt bedgyazasa az L1(Q2) Lebesgue-térbe, g € (2, %)

A fentihez hasonlé eredményeket igazolt Csaba kiilonb6z6 tarsszerzokkel, ami-
kor a nemlinedris F' tag més viselkedéssel rendelkezik a nulldban és végtelenben,
vagy a feladat més peremfeltételt teljesit (pl. Neumann, Steklov), ldsd a [x36],
[¥40] és [%49] dolgozatokat.

Mi t6bb, 2004-et kévetben, — miutdn megjelent B. Ricceri [35] hdrom kritikus
pont elve, — t6bb multiplicitasi eredményt is sikeriilt igazolnia Csabdnak olyan kon-
textusokban, melyek a (DI) feladat nemlinedris perturbéciiként dllnak el8. Ezek
hétterében a P. Pucci és J. Serrin [32] &ltal igazolt harom kritikus pont tétel 4ll,
melynek B. Ricceri egy stabilitdsi formajat igazolta. Ezekben az eredményekben
érdemes megfigyelni a differencidlinklizidk (vagy akér sima verziéjuk) megoldé-
sainak szdmanak stabilitdsdt kicsi perturbdciok esetén, lasd a [#48], [x53], [*57],
[x60], [x61], [x64], [«65] és [¥76] dolgozatokat.
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2.2.2. Nem korlatos halmazok

A nem korldtos halmazokon megfogalmazott elliptikus problémdk (sima vagy
nem-sima) kiilonos odafigyelést igényelnek, tekintettel arra, hogy a klasszikus
Szoboljev-bedgyazasok ebben az esetben nem kompaktak. Eppen ezért, variacios
és/vagy topologikus mdédszereket kombindlnak rendszerint kiilonbsz6 technikak-
kal ennek a nehézségnek a lekiizdésére: kozelités korlatos halmazokkal; silyozott
Szoboljev-terek vagy ezek valamely szimmetrikus résztereinek haszndlata annak
érdekében, hogy kompakt bedgyazasokat kapjunk.

Legyen Q C R™ (n > 2) egy nem kompakt tartomény (sima 0 hatdrral) és
p € (1,n) egy valds szdm, p* := np/(n — p) a Szoboljev-féle kritikus exponens.
Jeloljiik Jy-vel a @(t) := tP~! normalizalé fiiggvényhez rendelt dualitési leképzést.

Varga Csaba egyik kedvenc feladata a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg:
taldljunk olyan u € VVO1 P(Q) fiiggvényt, melyre

(Jg(u),v) + /\/Qb(z)FO(u(z); —v(z))dz >0, Yve W, P(Q), (VHE)

ahol WO1 P(Q) az u : Q — R fiiggvényeket tartalmazé szokdsos Szoboljev-tér (1asd
H. Brezis [5], L. Simon [37]), A > 0 egy paraméter, F' : R — R lokdlisan Lipschitz
fliggvény, melyre teljesiil

(F) F(0) =0 és létezik k > 0, ¢ € (0,p — 1) dgy, hogy

€] < K|s|?, Vs e R,V e IF(s),

mig b : Q — R egy nem-negativ, nem-nulla fiiggvény tigy, hogy b € L1 (2)NL>(Q).
Varga Csaba [x44] igazolta, hogy ha F : WO1 P(Q) — R gy értelmezett, hogy

akkor F lokalisan Lipschitz és szekvencidlisan gyengén folytonos a VVO1 P(Q) téren,
lasd E. Zeidler [39], valamint

FOu;v) < / b(z) FO(u(z); v(x))dz, Yu,v e WyP(Q).
Q

Mi t6bb, tovdbbi feltételek mellett az F' és b fiiggvényekre vonatkozéan, a [x42],
[¥50], [*54], [#55] dolgozatok szerzéi igazoltak, hogy létezik olyan A > 0 paraméter,

—

hogy a (VHE) feladatnak hérom kiilsnbézé megoldasa van a WyP(€) Szoboljev-
térben.

A fenti eredmény igazoldsanak egy része formailag hasonlit a korldtos halma-
zok esetén haszndlt bizonyitdsra (ami a hegyédtkelés geometridjat illeti). A lényeges

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)



60 KRISTALY SANDOR

kiilonbség abbdl adédik, hogy a (VHE) egyenlStlenséghez térsitott energiafunk-
ciondl nem teljesiti a Palais—Smale-féle kompaktitési feltétel semmilyen formajat.
Ennek ellensilyozaséara, az egyik kivalo méds/_ze\{/az in. Palais-féle kritikus szim-
metria elv, lasd R. Palais [29]. Mi t6bb, a (VHE) esetén a Palais-elv nem-sima
verzidjara van sziikség, melyet W. Krawcewicz és W. Marzantowicz [24] igazoltak
lokélisan Lipschitz fiiggvényekre. Tovabbi nem-sima formai a kritikus szimmetria
elvnek a [#47], valamint a J. Kobayashi és M. Otani [23] és a M. Squassina [30]
dolgozatokban taldlhatéak, ahol egy lokélisan Lipschitz (vagy C' osztdlyt) fiigg-
vény perturbéacidja taldlhaté egy konvex, alulrdl félig folytonos fliggvény éaltal. A
kritikus szimmetria elve azt mondja ki, hogy ha van egy linedrisan haté G csoport
egy adott X Banach-téren, és az E : X — R funkcional G-invarians, akkor minden
kritikus pontja az E lesziikitésének a

FixgX ={u e X : gu =u,Vg € G}

fix-pontok halmazara egyuttal kritikus pontja lesz az eredeti F funkcionélnak is.

A kritikus szimmetria elv hasznossdga abban rejlik (pl. 2 = R” és a (VHE)
feladat esetén), hogy az eredeti Wy '?(R™) = W1P(R™) Szoboljev-tér helyett (mely
nem agyazhaté be kompakt médon egyetlen LI(R™) térbe sem, ¢ € (2,2n/(n—2)))
a radidlisan szimmetrikus W17 (R")-beli fiiggvények WLP(R") alterét valasztjuk,
ami mar kompakt médon bedgyazhat6 az L1(R™) térbe, q € (2,2n/(n—2)), 1l4sd pl.
P.-L. Lions [25], és amelyre a lesziikitett energiafiiggvény teljesiti a Palais-Smale
kompaktitdsi feltételt. Az utolsé 1épés mar csak az, hogy az igy kapott kritikus
pontja a leszilikitett energiafiiggvénynek egyuttal kritikus pontja lesz az eredeti
energiafiiggvénynek is — ezaltal megoldasa a tanulméanyozandé feladatnak, — mivel

WEP(R™) = Fixo(m) WP (R™),

rad

ahol O(n) az n-ed rendii ortogondlis csoportot jelsli.

Varga Csaba a kritikus szimmetria elvének egyik nagymestere volt, melyet
kiilonbo6zé formaban haszndlt mas és mds problémékra (tartomény- és csoport-
vélasztdstol fiiggben akdr sima, akdr nem-sima esetben). Ehhez f{iz6d6 dolgozatai
[46], [%47], [¥52], [*b6], [%61], [«62] és a [*3]-as konyviejezet.

Csabat érdekelték a kritikus pontok lokalizaciéi is, melyekre sikeresen alkal-
mazta a Schechter-tipusi lemmékat, akdr nem-sima esetben is, 14sd a [¥90]-[x95]
és [%99] dolgozatokat. Hasonlé médon, kdzponti kérdéskort toltott be szdméra kii-
16nboz0 fraktédlok felett értelmezett elliptikus problémék megoldasainak vizsgalata
is, melyben t6bb jelentds eredményt ért el szerzétarsaival, ldsd a [x63], [«71], [«74],
[81], [*82], [*88] és [*98] dolgozatokat.
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3. Finsler-geometria

Altaldban a Finsler-geometriara a Riemann-geometria egy lehetséges altalano-
sitasaként tekintenek. S.-S. Chern, a Finsler-geometria egyik atyja, szinte érthetet-
len médon tgy nyilatkozott, hogy ,,a Finsler-geometria nem maés, mint Riemann-
geometria a kvadratikus megkotés nélkiil”. J6 hir a Finsler-geométerek szdmaéra,
hogy S.-S. Chern ebben a tekintetben alaposan tévedett. Mint kideriilt, valéban
sok fontos jelenség/eredmény természetes mdédon dtviheté a Riemann-geometridrdl
Finsler-geometridra (pl. Hopf-Rinow, Hadamard- Cartan és Bonnet-Myers téte-
lek, valamint Rauch és Bishop-Gromov 6sszehasonlitasi elvek, lasd D. Bao, S.-S.
Chern és Z. Shen [4]), de mint kideriilt, igazdn meglepd és varatlan jelenségek is
megjelennek, amelyek Riemann-geometriai szemszoghél nézve teljesen elképzelhe-
tetlenek.

Ezen meglepd jelenségek érdekelték mar a kezdetek 6ta Varga Csabdt is, igy
geometriai kutatdsai tobbnyire a Finsler-geometria kiilonbozé fejezeteire terjedtek
ki (melyeket a 2000 évek elején kezdett el kutatni), mint:

— Busemann-egyenlotlenségek és geodetikus vonalak 1étezése részsokasagok ko-
z0Ott;

— Szoboljev-terek Finsler-sokasdgok felett és ezek alkalmazasa parcidlis diffe-
rencidlegyenletek elméletében.

A pontos targyalas érdekében, sziikségiink van par alapfogalomra a Finsler-geome-
tridbol.
Legyen M egy n(> 2)-dimenziés dsszefiiggé differencidlhaté sokasdg és TM =

Usent TeM. Az (M, F) pér egy Finsler—sokasdg, ha az F': TM — [0, co) folytonos
fliggvény kielégiti a kdvetkezd feltételeket:

(a) FeC=(TM\{0});
(b) F(z,\y) = AF(z,y) minden A > 0 és (z,y) € TM esetén;

(c) gij(z,y) = [$F?],iys (2, y) pozitiv-definit minden (z,y) € TM \ {0} esetén,
ahol F(z,y) = F z)

y .
(yl Ox?
Az (M, F) reverzibilis, ha a (b) pont helyett érvényes:

(b)) F(xz,\y) = |\ F(z,y) minden A € R és (z,y) € TM esetén.

A g;; az y = 0 estén csak akkor értelmezett, ha (M, F') egy Riemann-sokasdg, ami-
kor természetszertien a g;;(z) = g;;(z, y) fliggetlen az y irdnytdl. A legegyszeriibb
Finsler-strukturakat a Minkowski-terek képezik, amelyek egy véges dimenzios V'
vektortérbdl és egy Minkowski-normdbdl allnak (amely egy Finsler-metrikét in-
dukél V-n, azaz F(z,y) fiiggetlen a x alapponttdl). Mig egyetlen euklideszi tér
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létezik (izometriditdl eltekintve), addig végtelen sok (izometrikusan kiilonboz6)
Minkowski-tér 1étezik.

Az Lyp(o) = [, F(o(t),6(t)) dt mennyiség a o : [0,r] — M darabonkénti C>°-
osztalyu gorbe integrdlhosszdat jelenti. Két tetszOleges x1,x2 € M pont esetén, a
dp : M x M — [0,00) tdvolsdgfiggvényt a

dp(x1,22) = inf  Lp(o) (1)

cEN(z1,x2)

osszefiiggés adja meg, ahol A(xq,z5) az dsszes o : [0,7] — M darabonkénti C'°°-
osztélyd gorbe halmaza tgy, hogy o(0) = 21 és o(r) = z5. Ha (M, F) = (R", F)
Minkowski-tér, akkor dp(z1,z2) = F(x2 — x1).

A Riemann-geometriabdl ismert Levi-Civita-konnexiéval ellentétben (14sd pl.
M.P. do Carmo [13]), a Finsler-geometria nem szolgéltat egy egyedi (torzi6-mentes
és metrika-kompatibilis) konnexiét. Az egyik természetes konnexié a Finsler-
geometridban az in. Chern-konnexid, melyet a 7*T'M nyaldbon értelmeziink,
amely torzié-mentes és majdnem metrika-kompatibilis, lasd D. Bao, S.-S. Chern
és Z. Shen [4, 2.4.1. tétel]. A Chern-konnexié egyiitthatéit jeloljiik a F;k szimbd-
lummal, amelyek a Riemann-geometriabol jol ismert Christoffel-szimbolumoknak
felelnek meg. Egy Finsler-sokasig Berwald-tipusi, ha a természetes koordina-
takban reprezentalt l"fj (z,y) Chern-konnexié egyiitthatéi fiiggetlenek az y irdny-
tél. Azonnal felismerhet6, hogy a Riemann-sokasidgok és Minkowski-terek mind
Berwald-struktirdkat eredményeznek.

A Chern-konnexié természetes médon indukal a 7#*T'M nyaldbon egy R gor-
bileti tenzort, melynek révén definidlhaté a D kovaridns derivdlt. A C*-osztalyt
gorbe o : [0,7] = M egy geodetikus, ha Dz = 0. Kényelmi okokbdl a geodetiku-
sokat ivhosszal ardnyosan paraméterezettnek tekintjiik.

Legyen u, v € T, M két nem-kollinedris vektor és S = span{u,v} C T, M. Az R
gorbiileti tenzor segitségével értelmezhetd az {S,v} objektum tn. flag-gorbiilete,
melyet a

g(R(U, VIV, D) )
g(V.V)g(U.U) — g(U,V)*’

mennyiség ad meg, ahol U = (v;u),V = (v;v) € #*TM. Ha (M, F) Riemann-
sokasag, akkor a flag-gorbiilet megegyezik a szokdsos metszetgorbiilettel.

K(S;v) =

3.1. Metrikus 6sszefiiggések és geodetikusok létezése részsokasagok
kozott

3.1.1. Busemann-egyenl6tlenségek

Az 1940-es évek végén H. Busemann — parhuzamosan a D.D. Alexandrov-féle
elmélettel (14sd M. Bridston és A. Haefliger [7] monogréfidjat), — egy szintetikus,
nem-pozitivan gorbilt geometrianak az axiomatikus kidolgozasat javasolta metri-
kus tereken, amelyek eleve nem rendelkeznek differencidlstruktiraval, viszont hiva-
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2. dbra. Busemann-egyenlotlenség: az alapoldal hossziisaga legalabb kétszerese a
masik két oldal kdzéppontja kozotti geodetikus tavolsagnak.

tottak magukba hordozni a Riemann/Finsler-sokasdgok kvalitativ tulajdonségait.
Ezek a struktirdk az dgynevezett G-terek, ldsd H. Busemann [8]. A nem-pozitiv
gorbiilet ezen fogalma megkdveteli — melyet ma a Busemann-egyenlitlenség néven
ismeriink, — hogy kis geodetikus haromszogekben egy oldal hosszisaga legalabb
kétszerese legyen a masik két oldal kozéppontja kozotti geodetikus tavolsagnak,
azaz, ha (M,d) lokdlisan geodetikus metrikus tér, és adott v1,72 : [0,1] — M
két tetszOleges (természetesen paraméterezett) lokdlis, geodetikus vonal gy, hogy
~1(0) = 12(0), akkor

d (M (;) . (;)) < 2dn (1), 3 (), 3)
lasd a 2. abrat.

H. Busemann [8] rdmutatott arra, hogy a (3) metrikus dsszefiiggés természetes
médon jellemzi a nem-pozitiv metszetgorbiiletii Riemann-sokasdgokat.? Az igazi
kihfvést, — H. Busemann megfogalmazdsa szerint, — a Finsler-tereken érvényes (3)
metrikus osszefiiggés képezte.b Mint kideriilt, igazdn varatlan jelenségbe iitkoztek,
hiszen a negativ gorbiilet semmiféle garancidt nem jelentett a (3) tulajdonsdg
érvényességére: egy egyszerii, zart és konvex gorbe belsejének Hilbert-metrikdja
az euklideszi sikban — amely dltaldnosan egy (projektiv) Finsler-metrika allandé
flag-gorbiilettel — akkor és csakis akkor elégiti ki a Busemann-féle (3) metrikus
Osszefiiggést, ha az adott gorbe ellipszis, ldsd P. Kelly és E. Straus [22]. Az utébbi
helyzet (azaz, ha a hatdrgorbe ellipszis), a Hilbert-metrika Riemann-metrikdva
valik, tehat egy erds rigiditassal dllunk szembe.

5Eukleidészi esetben a Busemann-egyenlStlenség a jol ismert kis Thalész-tételre redukalédik.

6 Az Alexandrov-értelemben nem-pozitivan gorbiilt Finsler-terek, egy rigiditdsi eredménynek
koszonhetden, sziikségszerien Riemann-sokasagok lesznek, igy ezek a jelenségek nem képeztek
érdekes kérdéseket a Finsler-terek elméletében.
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Természetesnek addodott az a kérdés, hogy megtalalni azon nem-riemanni
Finsler-sokasdgok osztélyat, ahol a (3) metrikus 6sszefiiggés tovabbra is érvényes.

Ez a kérdés Varga Csabdat a 2000-es évek elején foglalkoztatta. A [#39] dolgozat-
ban a szerzok azt mutattdk meg, hogy nem-pozitivan gorbiilt Berwald-sokasagok
teljesitik a (3) metrikus sszefiiggést. Ez volt az els6 olyan eredmény, mely rész-
leges valaszt adott a H. Busemann altal megfogalmazott kérdésre, ugyanis, meg-
taldltdk az els6 nem-riemanni Finsler-sokasdgok osztélyét, ahol a (3) Osszefiiggés
teljesiil. Joval késébb, 2019-ben, egy nagyon Gtletes érvelés mentén, S. Ivanov
és A. Lytchak [19] igazoltdk, hogy a fenti vdlasz a lehetd legjobb, azaz, ha egy
Finsler-sokasdgon érvényes a (3) metrikus osszefiiggés, akkor a Finsler-sokasdg
sziikségszertien Berwald-sokasag kell legyen.

Tekintettel arra, hogy a (3) metrikus 6sszefiiggés iterativ alkalmazdsa bizonyos
konvexitasi tulajdonsdgot eredményez két geodetikus vonal tédvolsdganak mérése
sordn, a [*39] dolgozatban 16v4 eredmény alkalmazhatéva valt kiilonbozd gazda-
sagi/szallitasi feladatok targyaldsdban is, 1ldsd az [*5] monogréafidban.

3.1.2. Geodetikusok részsokasagok kozott

Varga Csaba egy mésik kedvenc kérdéskorét adott Finsler-sokasdg bizonyos
részsokasagai kozott elhelyezked6 geodetikus vonalak létezése és ezek szama ké-
pezte. A problémdt K. Grove [17] Riemann-sokasdgokon igazolt eredményei ins-
pirdltdk. Mivel a probléma &altaldnos helyzetben igen nehéznek bizonyult, ezért
geometriai kozegnek egyeldre egy n-dimenzids teljes (M, g) Riemann-sokasdgot te-
kintiink, valamint az M x M térnek egy N = Ny X Ny részsokasagat. A g Riemann-
metrikdt domindlé F' Finsler-metrika esetében a szerzdk a [«38] dolgozatban meg-
vizsgaljdk a feladathoz tarsitott Finsler-energiafiiggvény tulajdonsigait, melyet a
Riemann-Hilbert-féle AN sokasdgon értelmeznek. Az igy értelmezett energiafiigg-
vény kritikus pontjai épp az Ny és Ny részsokasdgokat osszekotd (és rdjuk bizonyos
Finsler-értelemben meréleges) geodetikus vonalak lesznek. Varhaté médon, a ki-
hivést a Finsler-energiafiiggvény Palais—Smale-feltételének igazolasa képezi a AN
sokasagon.

A [#38] dolgozat mésodik részében az N = N; x N, specislis valasztdsai talél-
hatoak, ahol N; és Ny az M zart részsokasdgai. Ha M-et egy dominans Finsler-
metrikdval ruhazzuk fel, akkor bizonyos topologikus megkotések mellett igazolha-
t6, hogy az N és Ny részsokasagokat végtelen sok Finsler-geodetikus koti Gssze
M-en.

A [x38] dolgozat tovébbi kivdlé eredményeket inspirdlt, mint G. Lu [26] vagy
E. Caponio, M.A. Javaloyes és A. Masiello [9] Finsler-tipust energiafiiggvények
jellemzését stacionarius téridében.

3.2. Szoboljev-terek Finsler-sokasagokon: reverzibilitas fontossaga.

Varga Csaba hitvalldsa szerint, a legszebb matematika akkor tarulkozik a sze-
miink elé, ha tébb matematikai irdny egyidében jelentkezik. Ilyennek tartotta
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a parcidlis differencidlegyenletek elméletét Riemann/Finsler-sokasidgokon, melyet
eloszeretettel kutatott.

Finsler-sokasagokon értelmezett elliptikus problémaék vizsgalata megkoveteli a
sokasdg felett értelmezett Szoboljev-terek alapvetd tulajdonsagainak (mint példdul
reflexivitdsdnak és bedgyazhatésdganak) feltérképezését. Mint tudjuk, a Finsler-
sokasagok nem feltétleniil reverzibilisek, aminek igen varatlan kévetkezményei le-
hetnek.

Legyen (M, F') egy Finsler-sokasdg és tekintsiik a hozzarendelt

(4)

F(x,v)
TR =sSsup Sup —————
reM veT, M\{0} F($7 _U)

reverzibilitdsi dllanddt, 1dsd H.-B. Rademacher [34]. Nyilvdnvals, hogy rp > 1
(s6t rp akar végtelen is lehet), tovabbd az rp = 1 egyenldség akkor és csakis akkor
teljesiil, ha (M, F) reverzibilis.

Tekintsiik az (M, F) Finsler-sokasag felett értelmezett

loc

WY2(M, F,m) := {u e WhA(M) : /M [F*(z, Du(x))]> dm(z) < +oo}

Szoboljev-teret, tovabbd legyen Wol’2 (M, F,m) a C§°(M) térnek a

nunw:(/L[F*maDu@»MQdmcw%/"u?@»dmcw)lﬂ (5)

M

norma altali lezdrdsa, ahol dm(z) = dVp(x) a természetes Haussdorff-mértéket
jeloli. Megjegyezziik, hogy || - | 7 rendszerint egy aszimmetrikus norma. A tovéb-
biakban az F' fliggvénynek az

2(p 2y 1/2

alaki szimmetrizaltjat is hasznélni fogjuk.

Ha az (M, F) Finsler-sokaség egy (M,g) Riemann-sokasdg, a W2(M, F, m)
Szoboljev-tér a Riemann-sokasagok felett értelmezett H gl (M) Szoboljev-térrel esik
egybe, ldsd E. Hebey [18].

A [«84] dolgozatban a szerzék igazoljdk, hogy amennyiben az (M, F)
Finsler-sokaséag reverzibilitdsi dllandéja véges, a felette értelmezett W12(M, F, m)
Szoboljev-tér reflexiv Banach-tér lesz, tovabba a || - ||p, és || - ||F normdk ekviva-
lensek. Sajatosan, fennallnak a kovetkezd egyenlStlenségek:

1 2 —1/2
(5%) "l < o

—1/2

1 72
F < ( +27“F ) ullp, Yu € Wy*(M, F,m). (6)

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)



66 KRISTALY SANDOR

Azonnal kovetkezik, hogy a fenti 4llitds barmilyen Riemann-sokasigra, kompakt
Finsler-sokasagra, vagy Minkowski-térre is alkalmazhato.

Ezzel szemben, ugyanabban a [#84] dolgozatban egy olyan nem-kompakt
(M, F) Finsler-sokasagot szerkesztenek, amelynek a reverzibilitdsi dllanddja vég-
telen és a sokasag felett értelmezett Szoboljev-tér még csak vektortér sem lesz.
Az utébbi (ellen)példa a Finsler-Poincaré golyén van szerkesztve és rdmutat a
Riemann- és Finsler-geometridk kozotti mély, lényeges kiillonbségekre. Ez az ered-
mény lezarja egytuttal a nem-kompakt sokasagokon értelmezett Szoboljev-terek
elméletét is.

3.3. Parcialis differencialegyenletek Finsler-sokasagokon

Csaba érdeklédési kore kiterjedt Finsler-sokasdgokon értelmezett funkcional-
egyenl6tlenségekre is, melyek fontos szerepet jatszanak a parcidlis differencial-
egyenletek elméletében.

A [¥100] cikkben egy olyan mddszert dolgoztak ki, melynek segitségével L2-
tipusy, stlyozott Hardy-egyenlétlenségeket lehet igazolni (M, F') Finsler-sokasé-
gokon. Igazoltak, hogy a sulyfliggvény szuperharmonicitdsa egy elégséges feltételt
biztosit Hardy-tipusi egyenlStlenségek igazolasara (ldsd pl. aldbb (7)). A szuper-
harmonicitési feltételt alkalmazva tobb Hardy-egyenlétlenséget, egy Caccioppoli-
egyenl6tlenséget, egy Gagliardo-Nirenberg-egyenlotlenséget és egy Heisenberg—
Pauli-Weyl-féle hatdrozatlansdgi elvet igazoltak az (M, F') Finsler-sokasigon. Fel-
haszndlva a kapott sulyozott Hardy-egyenlétlenségeket, a sulyfiiggvény megfeleld
megvalasztasaval tovabbi Hardy-egyenl6tlenségeket vezettek le véges reverzibili-
tasi allandéval rendelkez6 Finsler-Hadamard sokasidgokon. Egy ilyen eredmény a
kovetkez6: ha (M, F) egy n-dimenziés Finsler-Hadamard-sokasdg, ahol n > 3,
rrp < oo és identikusan nulla S-gorbiilettel, valamint x¢o € M pont tetszblegesen
rogzitett, és jelolje r = dp(xo,-) az xp ponthoz tartozd tavolsagfiiggvényt, akkor
barmely a € (—o0,1) és u € C§°(M) esetén érvényes

(n—=2)*(1-a) / Ta@-n)“é dm(z) < / P E2(0 V) dm(z). ()
M r

2
4re M

Az o = 0 sajétos esetben a (7) egyenlStlenség éles lesz és visszaadja a [#84] dol-
gozatban leirt sajatos Hardy-egyenlGtlenséget. Ugyanebben a dolgozatban, a fenti
egyenl6tlenségeket hatékonyan alkalmaztik bizonyos Poisson-tipust differencial-
egyenletek altal implikalt rigiditasi eredmények igazolasdban.

4. Zarszo

Varga Csaba tudomdst szerezve betegségérdl 2017-ben, idejének javarészét
szakcikkek olvasasaval toltotte. Meggy&zédésem, hogy kevés embernek volt hozza
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foghato lexikalis tudasa és rdlatasa a nemlinearis analizisre, differencidlgeometriara
és differencidlegyenletek elméletére.

Kollégai és tanitvanyai rendszeresen megkeresték titbaigazitast kérve tole, és ha
nem is tudta a konkrét valaszt az adott kérdésre, biztosan javasolt olyan irodalmat,
ahol a problémat a kérdezd szempontjabdl hasznosan targyaltak.

Az utolsé szakmai kivansdgai kozott egy monografia megirdsa szerepelt, és
mintha érezte volna az id6 szoritasat, mar 2017-ben nekikezdett ennek a nagyivi
munkanak a megirdsdhoz. A végs6, nyomtatott formajat e munkanak sajnos nem
lathatta meg, mivel a monografia b6 egy hénappal kés6bb jelent meg tavozasa utan,
lasd [+10], melyet egyben Csaba matematikai munkdssdgénak megkorondzasaként
is tekinthetiink.

Tudomanyos tevékenysége mellett Csaba legnagyobb erénye a tanitvanyainak
kinevelésében rejlik. To6bb tucat didk halas az évtizedeken &ativeld oktatdi tevé-
kenységéért, mellyel tobb kivalé matematikus és matematikatanar szamara sikeriilt
tudomdnyos és erkolesi iranyt mutatnia.

Tavozasat mély megrendiiléssel vettiik tudomésul, hidnya éridsi tirt hagy ben-
niink. Mi, egykori didkjai, tanitvanyai és kollégai, emlékét mélté médon Orizni
fogjuk sziviinkben és elménkben, megprébalva eleget tenni annak a Csaba &ltal
megfogalmazott kivansagnak, hogy munkajat tovabb folytassuk.

Kolozsvar, 2021. december 4. Kristaly Sandor
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MATEMATIKA MAGYARUL A KOLOZSVARI EGYETEMI OKTATASBAN
1945 UTAN

KASA ZOLTAN

A cikk bemutatja a kolozsvari magyar nyelvii matematikai fels6oktatds
helyzetét 1945-t6l, amikor megalakult a magyar nyelvii Bolyai Tudomény-
egyetem, amelyet 1959-ben egyesitettek a romén nyelvii Victor Babeg Tu-
doményegyetemmel, 1étrehozvan a Babes—Bolyai Tudomdanyegyetemet. Az
1945 eléti idSkrél Maurer Gyula szdmolt be [3].

1. Bolyai Tudomanyegyetem

1945 majusdban a kolozsvari magyar allami egyetemet 1j egyetemként hoztdk
létre, és nem a Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem utédaként, de megtartottdak azokat
a tandrait, akik nem hagytdk el Erdélyt. Az egyetem még abban az évben felvette
a Bolyai nevet, ezzel tisztelegve Bolyai Farkas és Bolyai Jdnos emléke elétt. Az elsé
tanév csak 1946. februar 1-jén kezdddott, és megszakitas nélkiil tartott augusztus
1-jéig.

A matematikdn csupan Borbély Samu maradt a régiek koziil, késébb 1947-ben
Gaspar Gyula is visszatért. De 1949-ben mindketten Magyarorszagra tavoztak,
miutan mar csak roman allampolgarok tanithattak az egyetemen, ¢k viszont nem
akartak lemondani a magyar allampolgarsagrol. Erdekes, hogy az a kitétel, hogy
csak roman allampolgarok tanithatnak az 1j egyetemen, mar az 1945-6s kirdlyi
rendeletben is szerepelt, de csak 1948 utdn szereztek ennek érvényt.
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Borbély Samu, kivald szervezoként rovid id6 alatt megteremtette a megfeleld
mindségii oktatds feltételeit. Mivel nagy volt a tanarhidny, kiils6 tanarokat is
bevont az oktatdsba (Vescan Teofil, Tiberiu Popoviciu, Pick Gyérgy, Gergely Jend,
Cseke Vilmos). Meg kell jegyezni, hogy Vescan és Popoviciu magyarul tartottak
az eldadasokat.

Az egyetem az 1948-as taniigyi reformig teljesen a régi Ferenc Jozsef Tudo-
manyegyetem szellemében és strukturajaban miikodott. 1949-t6l, a tanarhiany
csokkentésére egyszerre tobb személyt is alkalmaztak (docenseket, adjunktuso-
kat, tandrsegédeket, gyakornokokat). Ekkor keriiltek az egyetemre: Gergely Jend,
Cseke Vilmos, Kiss Ern6, Toth Sandor docensek, Radé Ferenc adjunktus, Maurer
Gyula, Kiss Arpad, Janké Béla tanarsegédek, Kalik Karoly, Orban Béla, Balazs
Marton gyakornokok és masok. Az 1950-es évek kozepén keriiltek az egyetemre:
Szilagyi Pal, Virdg Imre, Pal Arpéd és késobb Kolumbéan Joézsef. Ugyanekkor
keriilt az egyetemre adjunktusként Ney Andras, aki annak idején Borbély Samu
tanitvanya volt.

Az egyetemen tanarképzés folyt, doktori iskola nem volt, de minden tekintet-
ben — oktatds, kutatas, egyetemen kiviili tarsadalmi tevékenység — egyre jobban
teljesitett. A matematika-fizika kar két matematikai tanszékén 1947 és 1957 kozott
tizenkét sokszorositott egyetemi jegyzet jelent meg. Ezenkiviil beindult a kényv-
kiadas is, tobb magyar és romén nyelvii szakkonyv, példatar jelent meg az intézet
munkatarsaitol. Ezek koziil mindenképpen meg kell emliteni a Bolyai Jéanos sziile-
tésének 150. évforduldjara kiadott Bolyai Janos élete és mive cimii kényvet. Az
egyetem 14 éve alatt az intézet munkatarsai mintegy 75 tudomaéanyos dolgozatot
kozoltek. Azok az oktatdk, akik atkeriiltek az egyesitett Babes—Bolyai Tudomaény-
egyetemre, szinte mindannyian megalltak a helyiiket az oktatasban és a kutatdsban
is. Idézziik Maurer Gyula egykori professzor véleményét: A Bolyai Tudomany-
egyetem Matematikai intézete tehat minden olyan elvdrdsnak megfelelt, amely egy
egyetemi intézettel kapcsolatban megfogalmazhatds. Amikor ezt mar olajozottan tet-
te, akkor a Bolyai Tudomanyegyetemmel egyiitt megsziintette a hatalom. Bizonyos
jelek, pl. a kozos rendezvények szerveztetése (amelyek normélis korillmények ko-
z6tt nemcesak, hogy nem elitélendék, hanem egyenesen iidvézlendék) arra utalnak,
hogy erre a hatalom mér legaldbb 1955-t61 kezdve késziilt [2].”

2. A két egyetem egyesitése: Babes—Bolyai Tudomanyegyetem

A romaén értelmiség szemében a Bolyai Egyetem mindig szalka volt, és vartak a
pillanatot, amikor megsziintethetik. Az 1956-os magyar forradalommal valé nyilt
vagy rejtett erdélyi magyar szolidaritdst, amelynek kovetkezményeként tobb ezer
magyart, féleg fiatalt, tobbéves bortonre itéltek, ilyen pillanatnak vélték. De mas
események is kozrejatszottak. 1958-ban a roman politikanak sikeriilt elérnie, hogy
a szovjet csapatok elhagytdk Romaniadt. Ugyanebben az évben még két olyan
esemény is tortént, amely meggyorsithatta a Bolyai Egyetem megsziintetésének
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folyamatat. 1958 janudrjaban meghalt Petru Groza, Romaénia allamtandcsanak
elnoke, egykori miniszterelnok, az egyetlen roman politikus, aki esetleg nem ta-
mogatta volna a két egyetem egyesitését. Kadar Janos, az MSZMP fétitkara az
1958 februdri roméniai latogatdsan tobbszor is kijelentette, hogy a nemzetiségek
kérdését minden orszag beliigyének tekinti. Ez a kijelentés is egyengette az utat a
Bolyai Egyetem megsziintetéséhez.

Az 1959-es egyetemegyesitéskor sziiletett egy egyezség arrdl, hogy a Babes—
Bolyain megmarad a magyar nyelvii oktatds minden olyan szakon, amely létezett
a Bolyain. Ezt azonban nagyon hamar megszegték, mar azoknak a didkoknak is,
akik 1959-ben (tehdt az egyesités évében) kezdték a tanulmanyiakat, els éven egy
tantargyat romanul kellett hallgatniuk, és 6todévre mar odajutottak, hogy minden
szaktargyat csak romanul tanulhattak. 1963-ig még volt magyar nyelvii felvéte-
li a karon, de az oktatds mar 1961-té] kizarélag romanul folyt.! 1961-ben még
matematika-fizika szakra felvételiztek, de 6sszel mér szétosztottdk a bejutottakat
matematika és fizika szakra. Negyedéven pedig a matematika mellett megala-
kult a szamitégépszak is. 1962-ben atszervezték a karokat, példaul megsziint a
matematika-fizika kar, és két kar (kiilon matematika és kiilon fizika kar) alakult
beldle, teljesen 1j szakokkal. A matematika-mechanika karon hdrom szak volt et-
t6] kezdve 1971-ig: matematikai analizis, szamitégép és folyadékok mechanikéja.
Ezekre a szakokra mar egyéltalan nem vonatkozott az egyezség.

Ebben az id8szakban (1962-1971), szemfényvesztés céljabdl, a nem szaktér-
gyakat lehetett magyarul is tanulni. Ilyenek voltak: a filozéfia, a tudoményos
szocializmus, a pedagogia, a matematika tanitasanak modszertana, és késébb, a
70-es évektdl volt még politikai gazdasagtan is.

1968-t61 Roménidban attértek a négyéves egyetemi képzésre. Az 1970-es évek-
ben néhany évig még létezett egy egyetemi képzés utani egyéves szakosodés.

3. 1971-t6] 1993-ig

1971-ben tjabb szerkezeti valtozas tortént a karon. Ettol kezdve két szakon
lehetett tanulni: matematika és informatika.

Meglepetésre, 1971-t6l harom alaptargyat (algebra, analizis, mértan) elsd
éven lehetett magyarul tanulni (néhany évig az algebrat még mdsodéven is).2

1Ezek a megallapitdsok a matematika karra vonatkoznak, de hasonlé volt a helyzet mds ka-
rokon is, kevés kivétellel (filozéfia, kémia-fizika szakokon példdul magyarul tanultak mindent).
Adatkozldk: Kiirthy Katalin (1959-1964), Kadar Béla (1961-1966), Olosz Ferenc (1961-1966),
Kramli Jézsef (1962-1967), Makkai Andrds (1963-1968), Szdnté Csaba (1963-1968), Venczel
Géza (1964-1969), Majdik Kornélia (1971-1976).
2Dénos Miklés: Egyetemi fokon, A Hét, 1971. julius 9.
http://digiteka.ro/readme/7/27446/3/
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Felvételizni magyarul mér 1969-t6l lehetett Gjra.? Ez annak volt készonhetd, hogy
az amerikai vdmkedvezmény megszerzése érdekében a hatalom hajlandé volt en-
gedményeket tenni a kisebbségi jogok biztositdsaban. Az amerikai kongresszus ma-
gyar szarmazasu tagjai, valamint a Hungarian Human Rights Foundation (Magyar
Emberi Jogok Alapitvany) hathatds kozbenjardsara, nyomdsdra sikeriilt ezt elér-
ni. Ugyanebben az idOszakban indult be a televizié magyar nyelvii addsa, és a
konyvkiaddk atszervezése révén alakult meg a Kriterion Konyvkiadé Bukarestben
és a Dacia Konyvkiad6 Kolozsvaron. EISbbi féleg a kisebbségek nyelvén jelentetett
meg konyveket, legtobbet magyarul, de romanul is. Utébbi romén és magyar nyel-
vl kényveket adott ki, és nem zarkézott el a szakkonyvek és egyetemi tankonyvek
kiadasatol sem.

A karon nem volt kiilon beiskolazasi szam a magyar hallgatéknak, hanem felvé-
teli utan kérhették, hogy a harom targyat magyarul tanulhassak. Ezért volt olyan
évfolyam is, hogy a hallgaték 40%-a magyar volt. De a magyarul tanulékat nem
soroltak kiilon csoportba, ahogy az logikus lett volna, hanem vegyes csoportok
voltak. A magyarul tanul6 hallgaték csak akkor valtak ki ezekbdl, amikor magyar
nyelvii eléaddsokra, szeminariumokra mentek. A érarendkészités kész miivészet
volt!

Ennek, a magyarsiag szempontjabdl nagyon fontos dtszervezésnek lényeges ko-
vetkezményei lettek: a hallgatok azokat a targyakat, amelyeket majd az isko-
ldban tanitottdk,* magyarul tanulhattdk, és hogy ezen alaptirgyak oktatéi tan-
konyveket irtak magyar nyelven, amelyek megjelentek a Dacia Koényvkiadénal
(Maurer I. Gyula, Virdg Imre: Bevezetés a struktirdk elméletébe, 1976; Baldzs
Marton, Kolumban Jézsef: Matematikai analizis, 1978; Radé Ferenc, Orbén Béla:
A geometria mai szemmel, 1981). Ez a szerény engedmény megteremtette azt az
kornyezetet, amelyre a 1989-es rendszervaltozds utan alapozni lehetett a magyar
nyelvii oktatas széleskorii bevezetését az egyetemen.

1984-ben a taniigy-minisztérium elérkezettnek latta az idét, hogy kicsit szorit-
son a felvételin, ugyanis azt vezették be, hogy tovabbra is lehet ugyan magyarul
frni a felvételi dolgozatot (akkor mdr évek éta csak irdsbeli vizsga volt), de min-
den felvételizé csak roménul kapja meg a feladatokat. Es ez igy maradt 1990-ig.
Ugyancsak 1984-ben az egyetem neve egyik naprél a masikra Kolozsvari Tudo-
manyegyetem lett, és igy hasznaltak 1989. december 22-ig, annak ellenére, hogy
hivatalosan soha nem valtoztattak meg.

31966-ban, amikor én felvételiztem, még csak roménul lehetett. 1967-ben és 1968-ban szintén
csak roméanul felvételizhettek, de 1969-ben mar magyarul is engedték. Adatkozlék: Ionescu
(Texe) Klara és Pap (Séndor)) Eva.

4 Az 1962-es dtszervezés utan lényegében megsziint az egyetemen a tanarképzés, ellenben min-
den hallgaténak tanulnia kellett pedagdgidt és a szaktargy tanitdsi mddszertanat, fliggetleniil
attél, hogy milyen szakon tanult. fgy minden végzett hallgaté egyben tandri képesitést is ka-
pott. Es ez igy van a mai napig, annyi valtoztatassal, hogy az ugynevezett pedagdgiai modul
nem kotelezd, és az egyetem elvégzése utan is barmikor tandijas oktatdsban teljesithetd.
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Az 1989-es véltozds utan a kari tandcs jovahagyédsaval az els6 két évben minden
tantargyat lehetett magyarul is tanitani a matematika szakon. De ennek elérése
nem volt egyszerti. Minden tantargyért kiillon meg kellett harcolniuk a kari tanacs
magyar tagjainak. Informatika szakon viszont csak roménul folyt az oktatds, ezt a
roman kollégék azzal indokoltak, hogy akkor az informatika szak még nem képzett
tanarokat.

Ebben az idében volt egyetemi hallgaté Kassay Gabor a matematika szakon
(1976-1980), és elsd, aki ezen hallgatok koziil bekeriilt oktaténak az egyetemre.
Tudatosan késziilt erre a palyéra, és kitartéan dolgozott céljai eléréséért. Es ez a
munka meg is hozta gyiimolcsét!

4. 1993-t6l 2011-ig

1993 6szét6l, politikai egyezség eredményeképpen, a minisztérium Gsszesen 300
ingyenes helyet kiilonitettek el egyetemi szinten alapképzésben a magyar hallga-
t6k szamdra (matematika szakon a helyek szdma 50, informatika szakon pedig 20
volt). Es a sikeres felvételi utén kiilon csoportokban minden targyat magyarul
tanulhattak az egyetem legtobb karan. Az egyes szakokon a helyek szdmat szintén
a minisztérium dontotte el. Ez a 300 hely az évek folyamédn 750 f6lé nétt (mate-
matika szakon — az érdeklédés megcsappandsaval — 16, informatikdn 88 lett). A
hallgaték tehat mar kiilon csoportokban tanulhattak, nem mint 1971-t6l, amikor
vegyes csoportokban voltak, és csak a magyarul hallgatott targyakra valtak szét.
De a tanarok esetében maradt a vegyes tanszékekbe valé addigi besorolds, igy
minden dontés, amely a magyar csoportokra vonatkozok is, a roméan tanarkollégak
kezében volt. Tanszéki, kari, egyetemi szinten magyar vezeték csak elvétve voltak.
Amikor bevezették az dllami egyetemeken is a tandijas képzést, a Babes-Bolyai
Tudomanyegyetemen is megjelentek a tandijas helyek a magyar nyelvii oktatasban
is, tobbé-kevésbé ardnyos mdodon.

A bolognai rendszer bevezetésével tobb magyar nyelvii mesterképzés is indult.

Amikor az 1990-es évek elején kideriilt, hogy a politika nem tamogatja az 6nal-
16 Bolyai Egyetem visszaallitasat, az egyetemi oktaték megprobaltédk elérni, hogy
magyar karok alakuljanak. Eleinte hdrom, majd két karban gondolkoztak [4],
de ez is nagy ellendllasba iitkozott. A Romaéniai Magyar Demokrata Szovetség-
nek sikeriilt elérnie, hogy a 2011-es taniigyi torvénybe bekeriilt annak lehet&sége,
hogy magyar tanszékek alakuljanak olyan karokon, ahol magyar nyelvii oktatas
is folyik. A multikulturdlisnak nevezett egyetemeken (ide soroltdk a kolozsvéri
Babeg—Bolyai Egyetemet és a marosvéasarhelyi Orvosi és Gydgyszerészeti Egye-
temet) a torvény ezt kotelez6vé tette. A marosvésdrhelyi egyetemen maig nem
alakultak magyar tanszékek, a hatésagok és a politika cinkos Osszejatszasa miatt.
A Babes—Bolyai Tudoméanyegyetemen ellenben 2011-t6l megalakultak az intéze-
teknek nevezett magyar tanszékek, amelyek Osszessége a magyar nyelven tanuld
diakokkal egyiitt alkotja a magyar tagozatot.
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5. 2011-t6] napjainkig

A 2011-ben alakult Magyar Matematika és Informatika Intézetnek jelenleg
negyven tagja van (3 egyetemi tandr, 13 docens, 15 adjunktus, 9 tandrsegéd),
ezenkiviil az intézethez tartozik egy meghivott egyetemi tanér, két tarsult adjunk-
tus és tobb doktorandusz, valamint két nyugalmazott akadémikus.

Az intézet tevékenységét Kassay Gébor és Szenkovits Ferenc a kovetkezokép-
pen jellemzi egy 2019-es dolgozatban: ,,Az intézetiinkben tevékenykedd kollégak
tudomanyos publikaciéi a szakteriiletiik legnevesebb folyéirataiban jelennek meg,
eredményeiket rangos nemzetkozi konferencidkon mutatjak be. Nemzetkozi konfe-
rencidinkat a vildg legnevesebb kutatéi is ldtogatjak. A karunk altal kiadott szak-
folyéiratok, amelyek kozlésében intézetiink munkatarsai is részt vallalnak, egyre
nagyobb nemzetkozi elismerésnek orvendenek. Biiszkék vagyunk intézetiink két
nyugalmazott oktatéjara, Kolumban Joézsefre és Németh Sandorra, akik a Magyar
Tudoményos Akadémia kiilsé tagjai [1].”
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Kasa Zoltdan 1948-ban sziiletett, 1971-ben a
kolozsvari Babeg—Bolyai Tudoményegyetem ma-
tematika kardn szamitogép szakot végzett. Még
abban az évben tanarsegéd lett ugyanott. 1985-
ben doktoralt, 1998-ban egyetemi tanar lett. Volt
dékanhelyettes a matematika-informatika karon,
majd rektorhelyettes 2000 és 2004 kozott. 2008-t61
2018-as nyugdijazasdig a Sapientia Erdélyi Magyar
Tudomanyegyetem professzora. Volt tudoméanyos
igazgatd, a szenatus elncke, az egyetem Scientia
Kiadéjanak igazgatdja. 2007 és 2011 kozott a Ko-
lozsvéari Akadémiai Bizottsdg egyik alelntke volt.
Jelenleg emeritus professzor.

Kutatési teriilete a kombinatorika, azon be-
lil a székombinatorika.  Tizenegy szakkonyv,

egyetemi tankonyv és jegyzet, negyven tudomanyos publikacié szerzéje vagy tars-

szerzoje.
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THE HUNGARIAN-LANGUAGE MATHEMATICS HIGHER EDUCATION

IN CLUJ AFTER 1945

ZOLTAN KAsA

The article presents the situation of Hungarian-language mathematics higher education
in Cluj-Napoca since 1945, when the Hungarian-language Bolyai University was established,
which was merged with the Romanian-language Victor Babeg University in 1959, creating the

Babes-Bolyai University.
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HOGYAN IRTUNK CIKKEKET KASSAY GABORRAL?

Szabad-e sirni a Kérpatok alatt? (Ady)

ILLES TIBOR

Kassay Gaborral 1991 és 1998 kozott négy cikket irtunk. Folydiratban
nem kozoltiikk az els6 kéziratunkat, és befejezetlen maradt a kvadratikus
Ky-Fan- és Konig-konvex fiiggvényekkel adott optimalizdlasi feladatokrodl
sz6l6 kutatasunk, és ez a kéziratunk el is veszett. Hét év alatt, a koriilmények
figyelembevételével sem szamit kiemelked6 mennyiségii szakmai egyiittmi-
kodésnek a miénk, szdmomra mégis emlékezetes marad. Egyetlen kutaté-
tarsammal sem alakult ki hasonléan mély emberi kapcsolat, igazi baratsag.
Mindez arra késztetett, hogy megemlékezzek Kassay Gaborrdl, a matemati-
kusrdl, kutatétarsrol és bardtrol.

1. Prolégus

Kassay Géaborral el6szor 1991. majus 24-én beszélgettem az MTA SZTAKI
Victor Hugo utcai épiiletének nagytermében, ahol éppen a Magyar Operacidkuta-
tasi Tarsasdg (MOT) megalapitdsira késziiltiink. Arra mér nem emlékszem pon-
tosan, hogy Gabor azon a napon az alakul6 {ilés el6tt vagy egy-két héttel korabban
az MTA SZTAKI Operacidkutatasi Szeminariuman adott elé minimax tételekrdl
és altalanositott konvexitasrol.

Miutédn Terlaky Tamés 1989 6szén egy évre, majd 1990 6szén tovabbi 3 évre
ideiglenesen a Delfti Miiszaki Egyetemre tavozott az Eotvos Lorand Tudomaéany-
egyetem (ELTE) Operdcidkutatési Tanszékérdl, mint vendég kutaté. Engem pedig
felvettek az Operacidkutatasi Tanszékre hatdrozott idére, mint egyetemi adjunk-
tust, és Terlaky Tamds tantérgyait drokoltem meg. Igy torténhetett, hogy amikor
Gébor az el6adasét tartotta, abban a félévben éppen konvex programozas dualitds
elméletét tanitottam a Nemlinearis Programozas kurzus keretében.

Azzal a megjegyzéssel kezdtem a beszélgetést Gaborral, hogy szerintem a kon-
vex Farkas tétel és a konvex programozas dualitas tétele is altaldnosithaté Ky-Fan
konvex, illetve Konig konvex fliggvényekre. Rogton papirt kaptunk eld, és el-
kezdtiik felirni az optimalizalasi feladatokat, allitasokat és bizonyitds vazlatokat
késziteni. Annyira elmélyedtiink a szakmai beszélgetésben és a részletek kidolgo-
zasdban, hogy Rapcsak Tamads, a MOT megalakulasira 6sszehivott {ilés levezetd
elnokének megnyité beszéde juttatta esziinkbe, hogy hol is vagyunk.
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2. Utazasok Budapest és Kolozsvar kézott

Gébornak ez egy rovidebb budapesti latogatdsa volt, de jelezte, hogy az
1991/92-es tanév Oszi félévét osztondijjal tolti Budapesten az ELTE Analizis
I1. Tanszékén, Jo6 Istvan vendégeként. Abban maradtunk, hogy 6szig igyeksziink
megfelel6en atnézni a szakirodalmat, ami akkoriban nem volt olyan egyszerii, mint
manapsag, hiszen a folyédiratok cikkeit, a konyvtéar folyodirat részlegében lehetett el-
olvasni és kijegyzetelni, mert akkoriban még Budapesten sem volt lehetség cikkek
fénymadsolaséra.

Itt egy kis kitérot kell tennem, hogy a késObbiekben néhdny dolog értheto le-
gyen. Kassay Gabor Székelyudvarhelyen sziiletett, a mai Romanidban, egy magyar
csalddban, azaz nemzeti kisebbség volt a sajat sziil6foldjén. Ugyanez tortént ve-
lem is, mert Szabadkén sziilettem, Jugoszlavidban, egy magyar csalddban, azaz
nemzeti kisebbség voltam a sajat sziil6f6ldemen. A csalddom az Oszman Biro-
dalom kilizésétél kezdve ugyanazon a bacskai teriileten élt, vagyis a csaladom az
1700-as évek legelejétdl Szabadkan és kornyékén élt. A Kassay csaladhoz hasonlé-
an nem mi mozdultunk el, hanem 1918-ban (hivatalosan 1920-ban) Magyarorszdg
zsugorodott Ossze a mai méretére. Gabor Kolozsvaron a Babes-Bolyai Tudoméany-
egyetemen (BBTE) szerzett matematikus diplomat 1980-ban, mig én 1987-ben
Budapesten az ELTE-n. Gabor 1991 szeptemberében kezdte meg Budapesten fél-
éves oOsztondijas id6szakat, ugyanis a Magyar Kormany alapitvanyokon keresztiil
kezdte el tamogatni a hataron tuli, kisebbségben él6 magyar, és igy az erdélyi
magyar kutatok magyarorszagi kutatasait.

Szeptembertdl kezdodden Gabor heti rendszerességgel tartotta meg eléadas so-
rozatat a Minimax tételek és alkalmazasaik cimmel, ami az 6sztondijas idészaka-
nak munkatervében szerepelt. Gabor nagyon felkésziilt el6adé volt, aki pontosan
akkora anyagot mondott el egy-egy alkalommal, amennyit egy atlag hallgaté ké-
nyelmesen fel tudott fogni. Igy néhanyan lasstinak, nehézkesnek tartottuk és pro-
baltuk arra sarkallni, hogy gyorsabban haladjon, amit kedves mosollyal elharitott.
Az eldadas sorozatabdl késziilt egy kis fiizet [1], amit az ELTE Operdcidkutatasi
Tanszékének az Operations Research Report (ORR) sorozataban 1992-02-es sor-
szam alatt jelent meg. Az ORR-t Terlaky Tamas kérésére inditottam el 1991-ben,
aki 1990-ben két OTKA pélyazatot is elnyert és az volt a célja, hogy kutatasi koz-
leményekbe gytijtse dssze az OTKA palydzataihoz kapcsolédé Budapesten folyé
kutatasokat. Terlaky helyett az egyik palyazatot Klafszky Emil, mig a mésikat
Szantai Tamas vezette. Az ELTE Operacidékutatasi Tanszéknek 1990 és 1994 ko-
z0tt csak ezekbdl a palyazatokbdl volt utazasi és konferencia részvételi kerete.

Gébor 6sztondijas kutatdsi munkatervének masik lényeges pontja volt a mi-
nimax tételek kutatéasa, leginkdbb Joé Istvannal koézosen. Ebbol az egyiittmiiko-
désbél két cikk [3, 6] is publikaldsra keriilt, igy Jo6 Istvan lett Gdbor harmadik
tarsszerzoje. Gébor fennmaradé idejét, illetve az oktatas melletti munkaidém egy
részét a szakirodalom attekintésével t6ltottiik és megallapitottuk, hogy olyan tipu-
su eredmények, amilyeneket mi felvazoltunk a tavasszal, a JOTA-ban, és néhany
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mas vezetd folydiratban nincsenek. Elkezdtiik az alternativa tételek kidolgoza-
sat Ky-Fan, illetve Konig-konvex fiiggvényekre lokalisan konvex vektorterekben.
Kozben sziikségiink volt a Konig- és Ky-Fan konvex fiiggvények kapcsolatanak és
tulajdonsigainak a megismerésére is. Ebben az idoszakban késziilt el a kéziratunk
[2], amelyikr8l késbb kideriilt, hogy tobb ismert eredményt fedeztiink fel jra,
illetve az 4j eredményeink még mérsékelt jelent&ségliek voltak. A kézirat legf6bb

értéke, hogy vildgossa tette kozos kutatdasunk irdanyat és célkitiizését.

Gébor el6adds jegyzeteinek [1], illetve Jod
Istvannal kozos cikkeinek [3, 6] gépeléséhez ta-
nulta meg az AMS Tex programcsomag hasz-
nalatat. Eleinte ezzel is sok ideje elment, és
akadtak komoly nehézségek is. Terlaky Taméds
OTKA-jabdl végiil egy egyetemi hallgatémnak
fizettiink annak érdekében, hogy Gabor el6ada-
sanak jegyzetét legépelje.

Nekem 1988-ban lett meg az elsé e-mail cimem
az MTA SZTAKI-ban. Az ELTE-n is gyorsan
elterjedt az e-levelez6 rendszer, igy az 1990/91-
es tanévben mar az ELTE-n is volt e-mail ci-
mem. Gaborék Kolozsvarott egy kicsit késébb
kapcsolédtak a nemzetkozi héalézathoz és ter-
jedt el naluk az e-levelezési rendszer. Emlékeim
szerint egy ideig csak a Matematika (és Fizika)
Kar (MFK) Dékani Iroddjaban a titkarnének
volt e-mail cime, meg a Kar vezetésének, igy
a kommunikaciénk sem volt teljesen zokkend-
mentes.

Illés Tibor Kolozsvarott 1993 janudr.
(Készitette Kassay Gébor)

Néha (vezetékes) telefonon beszéltiink, de ez csak egy-egy utazds idépontjanak
rogzitésére volt alkalmas.

Mivel Gébor visszautazott Kolozsvarra, ahol igen sok oktatéasi feladat varta,
igy a cikk elkészitése lelassult. Eleinte kézzel irott valtozatokat kiildtiink egymas-
nak postan, és azokat javitgattuk, lattuk el megjegyzésekkel, majd visszakiildtiik
a masiknak. Ezek a kéziratok elvesztek, mert a cikk megjelenése utdn mar nem
tartottuk lényegesnek a megorzésiiket, pedig komoly segitséget jelentenének most,
az els6 kozos dolgozatunk elkészitésének felidézésében. Mar nem emlékszem pon-
tosan, hogy mikor késziilt el a cikkiink elsé gépelt, AMS Tex valtozata, de 1993
janudrjaban Kolozsvéarra utaztam, hogy véglegesitsiik a cikket, ami csak részben
sikeriilt, de Gédbor néhany hénappal késobb egy hétre Budapestre jott, és akkor
végre befejeztiik az els6 kozos cikkiinket és benyijtottuk a JOTA-ba.

Egy cikk benyujtdsa akkoriban nem volt igazén egyszerii feladat, mert dup-
la sork6zos valtozatban ki kellett nyomtatni, majd elkiildeni a folydirat USA-beli
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cimére a fOszerkesztonek egy kisérélevéllel. Nekiink egy ilyen levél elkiildése is ko-
moly anyagi terhet jelentett, a levél silya és a tavoli orszdg miatt. Légipostaval is
harom hétbe keriilt, mire megérkezett a cimzetthez, ahol feldolgoztdk a levél tar-
talmat és nyugtaztak a kézhezvételét, sorszamot adtak a kéziratunknak stb. Az
ilyen tartalmu levelet a mi leveliink elkiildését kovetd 7. vagy 8. héten kaptuk meg,
azaz mar inkdbb nydron, mint még tavasszal. Talan ezek a levelek megtalalhato-
ak valamelyik nagyon régi dossziémban, de a tobb koltozkodés miatt egyaltalan
nem egyszerii ezt el6bdnyaszni majdnem 30 év tdvlatabdl. A lényeg az, hogy késé
Osszel megérkezett a birdlat és a cikkiink elutasitdsa. A cikk kéziratdban (sajnos)
tobb gépelési, és nyelvi hiba is volt. Az egyik gépelési hiba, utélag nézve, végzetes
lett, mert egy halmaz nem {iressége helyett azt gépeltiik le, hogy a halmaz iires.
Ebbol a gépelési hibabdl kiindulva a birdlé kolléga szerkesztett egy ellenpéldat a
lemmaéankra. A gond csak az volt, hogy a rész bevezet&jében ugyanerrdl a halmaz-
rél hangsilyoztuk, hogy nem iires, és azt is megjegyeztiik, hogy ha iires lenne, az
allitasunk nem volna igaz. Gabor a hirre, hogy megérkezett a biralat, gyorsan egy
hosszi hétvégére Budapestre utazott. Kézben én kijavitottam a felsorolt nyelvi és
gépelési hibdkat. Megnézve az ellenpéldat, vilagossd valt szamunkra, hogy az egész
csak egy egyszerl félreértés, éppen ezért a fGszerkeszté hatarozott véalasza ellené-
re, Ujra 3 példanyban, dupla sorkozos kinyomtatott véltozatban és egy részletes
magyarazo levéllel visszakiildtiik a cikket. Leveliink karacsony kornyékén érkezhe-
tett meg a JOTA szerkeszt&ségébe, igy nem lepédtiink meg azon, hogy csak 1994
januarjanak masodik felében érkezett meg leveliinkre a valasz. A valasz viszont
megdtSbbentden durva volt, a fészerkeszto jelezte, hogy nem kivannak a vélaszunk-
kal foglalkozni és az elutasité dontésiik végleges. Lényegében érdemi biralat nélkiil
utasitottak el a cikkiinket. Fogalmunk sem volt, hogy mit tegyiink.

3. Osztondijas utak az ELTE és a BBTE koézstt

Még Gabor 1991/92-es Budapesten toltott féléves tartézkoddsa soran kitaldl-
tuk, hogy jé lenne, ha az ELTE TTK és a BBTE MFK kozott valamilyen for-
maban oktatok csereprogramja indulna el. Persze az otletiink megvaldsitasahoz a
kari hierarchiaban elfoglalt helytink nem nagyon tette lehet6vé, ezért az Gtletiink-
kel szimpatizal6 idésebb kollégak segitségét kértiik. Budapesten Németh Sandor
(Szadmitégéptudomanyi Tanszék) és Sebestyén Zoltan (Analizis I1. Tanszék, egyete-
mi tandr), mig Kolozsvarott Kolumban Jdzsef (Analizis és Optimalizdlas Tanszék,
egyetemi tandr) volt a segitségiinkre. Az id8sebb kollégdink nagyon hatékonyan in-
tézték a vendégtanari program elinditasat, és igy 1992 Osze és 1994 tavasza kozott
a Magyar Kormany alapitvanyainak tdmogatdsaval 4 vendég professzor érkezett
Kolozsvéarrél Budapestre tanitani. Akikre emlékszem, az Kolumbéan Jézsef pro-
fesszor ur (1992 6szén), illetve Muresan Marian docens dr (1993 tavaszén). A
kolozsvari vendégtanarok segitése Budapesten, részben az én feladatom volt.
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Goldner Gébor (BBTE, egyetemi docens) feladata, hogy az ELTE-r6l érkezd
vendég oktatok szamara megteremtse az anyagi alapokat, sokkal nehezebb feladat-
nak bizonyult, mint nekiink Budapesten. Végiil a BBTE vendégszobat biztositott,
és a kolozsvari Soros Alapitvany adta az Osztondijakat. Az ELTE vendégtanarai-
nak fogadasa Kolozsvarott 1993 Gszi félévében indult el és szintén 4 féléves program
volt.

A vendégoktatdi egyiittmiikodés részeként, 1994 tavaszan tobb hénapot t6l-
tottem a kolozsvari BBTE-n vendégtanarként, és egy Halozati Folyam kurzust
tartottam matematikus hallgatéknak.

4. Az els6 kozos cikkiink publikalasa

Visszatérve a cikkiinkre, mivel az e-mail kapcsolat mar jél mikodott, igy tex
alloméanyokat is tudtunk egymadssal megosztani, és szakmai kérdésekrol levelezni,
habéar komoly méret korldt volt még az iizenetek nagysagara. Aktivabban tudtuk
egyeztetni utazdsainkat is. Gébor egy révidebb budapesti tart6zkodasa alkalmaval
éppen a JOTA legfrissebb koteteit lapozgatta, amikor rdakadt Tamminen cikkére
[4], amelyik birdlata abban az id6ben folyhatott, amikor a mi cikkiinket vissza-
utasitottak. Gabor els6 olvasatra azt hitte, hogy Tamminen f6 eredménye azonos
a miénkkel. Koriiltekintébb elemzés utan rajottiink arra, hogy Tamminen leg-
fontosabb eredménye specidlis esete a mi dualitds tételiinknek. Géabor nagyon
elszomorodott és a helyzetet igazsdgtalannak tartotta. Azonnal levelet akart irni
a JOTA f6szerkesztéjének. Egy kis id6be telt, mire lebeszéltem errdl.

Mivel id6koézben, 1992 masodik felében ma-
gyar allampolgarsagot kaptam, igy elkezdhet-
tem magyarorszagi 6sztondijakat is palydzni. A
Pro Peregrinacio (MOL) Alapitvény tdmogata-
saval jutottam el 1994. februar-aprilis idoszaka-
ban a delfti Miiszaki Egyetemre vendégkutato-
nak, Kees Roos és Terlaky Tamaés csapatdban.
Kihasznalva a delfti tartézkodasomat tobb hol-
Erdély, Gébor apukajanak hétvégi landiai egyetemen tartottam szeminariumi el6-

haza 1994 janius: Gébor felesége adést.
Cili (héttal), Tibor, Gdbor.

(A fotét Kassay Sandor, Gabor fia

készitette.)

Az Erasmus Egyetem Tinbergen Intézetében az Operacidkutatas Szemindriu-
mon Gaborral koéz6s eredményeinket mutattam be. Hans Frenkkel az eladasom
utén az altalanositott konvexitasrol és a dualitas tételeinkrol beszélgettiink, amikor
megjegyezte, hogy Kassay-Kolumbdan JOTA-ba benyujtott cikkét birdlja éppen,
de mivel nem volt kell§ ismerete az altaldnositott konvexitdsrél, és a szerzoket se
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ismerte, nem igazan volt kedve elkezdeni a cikk olvasdsat. Persze az el6addsom
utan, és a beszélgetésiink alapjan, hiszen ismertem Gébor és Joska eredményeit,
Hans szivesen elolvasta a kéziratot, amelyik végiil meg is jelent az JOTA-ban [8].

Gébor kérésére a delfti egyetemen vettem neki egy leselejtezett PC 286-0s sza-
mitogépet és monitort. A gép megvasarldsahoz, miutan megtudta, hogy erre ké-
sziilok, a szamitégép arat, Hans Frenk nagyvonalian biztositotta, igy szdmomra
az maradt csupan, hogy a négyiitemii, 1100 cm3-es Trabantommal hazaszallitsam
a gépet Budapestre. Hans Frenk késobb meglatogatta Gabort Kolozsvarott, tobb
kozos eredményiik sziiletett és igazi baratsag szovodott kozottiik.

Ko6zben Géborral azon gondolkodtunk, hogy mi legyen az elsé kéziratunk sorsa.
Gébor az eredményeink mindsége miatt masik szinvonalas nemzetkozi folydiratba
szerette volna bekiildeni, mig nekem, Terlaky Tama&s tandcsa alapjan, az volt a
véleményem, hogy minél el6bb jelentessiik meg, még akkor is, ha kevésbé ismert
folyéiratba kiildjiik.

Végiil az els6 kozos cikkiink [5] a PUMA-ban jelent meg 1994-ben. A PUMA
fészerkesztGje Tallos Péter kollégank volt, és akkor a PUMA folydirat mar egy
évtizednél is hosszabb miultra tekintett vissza.

5. Késziil a masodik cikkiink

Alig értem haza Budapestre Delftbol, maris tovabbutaztam Kolozsvarra, ahol
az 1994. méjus-junius idészakot 6sztondijasként toltottem el.

A Kolozsvérra érkezé ELTE-s oktatok Osztondijat, koztiikk az enyémet is, a
kolozsvari Soros Alapitvany biztositotta, Goldner Gébor docens ur sikeres pélya-
zatdnak koszonhetden, ahogyan azt mar emlitettem. A kolozsvari kollégak Kassay
Gébor, Kolumbén Joézsef, Goldner Gdbor, Marian Muresan, Varga Csaba, Németh
Sandor, Breckner és Szilagyi professzorok kivalé hazigazddknak bizonyultak. Na-
gyon sok kirdandulasra vittek, a Kar fels6vezetése fogadott, mindenki segitékész
és kedves volt. Az 6sztondij szempontjabdl legfontosabb feladatom egy Hélézati
Folyam IV. éves kurzus megtartdsa volt.

Gébor oératerhelése a budapesti adjunktusi ératerhelésnél joval magasabb volt.
Minden tanitas nélkiili idejében a masodik cikkiinkén dolgoztunk. Az djabb és
djabb valtozatokat azokon a napokon, amikor Gabor tanitott, én gépeltem le. A
hétvégeken Gabor barati korével kirandultunk vagy egy-egy értelmiségi hazibulin
vettiink részt, ahol a beszélgetés soran a vildg Osszes problémdja széba keriilt.
A kedvenc témak mégis a kisebbségi 1ét kérdéseirdl, az erdélyi magyar oktatdas
biztositasanak lehetéségeirdl, a kisebbségi és magyarorszagi magyar irodalomrol
szoltak.

A maésodik kozos dolgozatunk [7] teljes egészében a kolozsvari utam alatt sziile-
tett és a Kolumban Jdézsef professzor tr 60. sziiletésnapjara késziil6 kiilonszdmban
jelent meg.
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6. Erdélyi korit Gabor szervezésében

Szerencsére minden szorgalmi idGszak véget ér és elkezdddik a vizsgaiddszak.
Ez tortént 1994 juniusdban Kolozsvarott is.

Gébor egy nagyon szép, erdélyi kortutra vitt el a tiz évnél is id6sebb, kékszi-
ni, kétiitemi Trabantjaval. Nagyon sokat beszélgettiink nemcsak matematikarol,
hanem gyerekkori élményeinkrol, a kisebbségi 1ét arnyoldalairdl is. Sokszor meg-
tortént, hogy Gabor elkezdett egy gondolatot, mivel székelyesen lassan fonta a
mondatait, én, a temperamentumos déli, ha nem tudtam kivarni, hat gyorsan
befejeztem - Gabor mondanddjat - pontosan azzal a tartalommal, amivel Gébor
fejezte volna be. Eloszor megddbbentiik ezen, majd nagyokat nevettiink, hogy a
kisebbségi 1ét mennyire azonos gondolatokat, helyzeteket teremt.

A sziilei Székelyudvarhelyen ugyanazok az el-
vek alapjan nevelték 6t, ahogyan az én sziileim
engem Szabadkan, pedig a két varos tobb mint
550 km-re van egymastél kozuton, és természe-
tesen sziileink nem ismerték egymaést, sohasem
talalkoztak. Gébor nagyon szerette a verse-
ket és a magyar beatzenét. Jol gitarozott, és
szeretett énekelni. Mivel mindketten szerettiik
a magyar koltészetet, igy nem volt kétséges,
hogy a székelyudvarhelyi kirandulasra kitéré-
vel érkeziink, azaz elmegyiink Segesvarra, ahol
utoljara lattak élve Pet6fi Sandort. Az tton
kideriilt, hogy nagyon sok kolt6t mindketten
szeretiink és idézni is eléggé sokat tudunk a
verseikb6l. (J6 magyartandraink voltak, ott a
piros csik tuloldalan.) Trabanttal décogtiink
Erdély, igencsak kopott utjain, és kdzben ver-
Illés Tibor a segesvari Pet6fi szobor seket mondtunk.

el6tt, 1994. jinius. (Készitette Kassay
Gébor.)

Petéfi, Vorosmarty, Ady, Kosztoldnyi, Babits, Jézsef Attila, Radnéti, Illyés,
Nagy Lészlo, Dsida, Reményik, Szilagyi, Csodri, és mas magyar kolték egy-egy
soran vitatkoztunk, meg azon, hogy mit iizen nekiink, mai (kisebbségi) magyarok-
nak. Gabor idénként, csak a vita kedvéért bedobta, hogy semmit se jelentenek
az éppen targyalt sorok. Megdtbbentem, majd vehemensen elkezdtem gy&zkodni,
hogy nincs igaza, addig, amig 6 kuncogasban tort ki. Igazan pimasz dolog volt a
részérol, de nagyon szeretett vitatkozni.

Székelyudvarhelyen Gabor Edesapjénél laktunk. Egynapos pihend utdn San-
kéval, Gébor fidval harmasban elindultunk a Trabanttal a Madarasi Hargita
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Menedékhazaba. Nem volt vildgos, hogy nekem, mint magyar allampolgarnak,
bejelentkezés nélkiil jogom van-e megszallni a vendéghézban vagy sem. Gébor
mondta, hogy a vendéghazi regisztraciéonal 6 fogja odaadni a személyijét és gy je-
lentkeziink be, hogy Kassay Gabor + 2 {6, mert ha rendorségi bejelentkezés nélkiil
nem tartézkodhatok ott, mint kiilfoldi vendég, akkor le kellene menniink az elsé
olyan faluba, ahol van rendérallomas, bejelentkezni és visszaautézni a Hargitara,
ha egyéaltaldn megengedik. (Emlékezte6iil: 1994-ben tortént ez az esemény.)
Gébor javaslatdara azonnal el is indultunk a Madarasi Hargita csicsanak meg-
héditasara. Hargitdan persze nem lehetett mésrdl beszélgetni, mint Siité Andrasrol.
Meséltem, hogy milyen katartikus élmény volt a Nemzeti Szinhdzban (ma Magyar
Szinhéz) 1986-ban megnézni az Advent a Hargitdn dramét Sinkovits Imre fésze-
replésével.
Majd néhany évvel késébb a Vigszinhazban
dobbenten figyelni az Alomkommandé eldadést,
és kozben esténként Chrudindk riportjait ko-
vetni Erdélybol. Persze 1994-ben mar tudtuk,
hogy egyeseknek szemet kell adni széért. Més-
nap reggel a Madarasi Hargitan 1év6 Vendéghaz
elotti asztalnal éppen egy 1j cikken dolgoztunk
Gabor és Sanké felér a csicsra, 1994. ju- (Kvadratikus optimalizdlasi feladatok Konig-
nius, Madarasi Hargita. (Készitette Illés konvex fﬁggvényekkel) amikor begordiilt egy
Tibor.) rendbrauté a Vendéghdzhoz.

Vidaman mondtam Gabornak, ldtod mennyire rendesek, f6ljonnek, hogy beje-
lentkezhessek. Gabor nem volt ennyire lelkes, de végiil csak a szokésos korutjukra
jottek a rend6r urak. A kvadratikus optimalizaldsi feladatokkal kapcsolatos ered-
mények Gabornak nem tetszettek, ennek ellenére 1995-ben vagy 1996-ban legépel-
te. Ezekben az években el6szor I*iszzad{—Cipruson7 majd Hollandidban dolgoztam,
igy egyre kevesebbet leveleztiink és a kutatasi tevékenységiink is inkdbb a meglévo
és eléggé jonak itélt eredményeink publikaldsara koncentralt.

Miutéan 2020 augusztusaban kideriilt, hogy silyos beteg, javasoltam neki, hogy
keresse meg a kvadratikus optimalizalassal kapcsolatos kéziratunkat és fejezziik be.
Gondoltam, hogy ameddig dolgozik, addig se foglalkozik a gondjaval-bajaval, de
sajnos azt mondta, hogy szinte lehetetlen az ilyen régi adllomanyokat megtalalni.
Annyiszor cserélt szamitogépet és annyiszor koltozott, hogy mar azt sem tudja,
milyen adathordozon keresse.

7. Rovid latogatasok, késziilé cikkek

Kolozsvari tartézkodasom alatt, 1994-ben a kvadratikus Ky-Fan- és Konig-
konvex fiiggvényekkel adott optimalizalasi feladatok vizsgalataval azutan kezdtiink

Alkalmazott Matematikai Lapok (2023)



HOGYAN [RTUNK CIKKEKET KASSAY GABORRAL? 95

el foglalkozni, hogy befejeztitk Kolumban professzor ur 60. sziiletésnapjara szant
cikkiink [7] kézzel irt kéziratat.

Géborral mindig ugy dolgoztunk, hogy a bizonyitasaink véazlatait kézzel irott
cikké alakitottuk. fgy sokszor elofordult, hogy egy-egy pontatlansiag miatt tobb-
szor is at kellett irni a kéziratot. Amikor egy-egy kéziratot befejezettnek nyil-
vanitottunk, akkor valamelyikiink legépelte. Igazabdl, ekkor kezd6dott a cikkiras
masodik fazisa, amikor példdkkal, kotGszoveggel lattuk el az alakulé dolgozatunkat,
majd végiil megirtuk a bevezet6t, és az absztraktot. Gabornak tébbszér voltak
rovidebb-hosszabb idére sz6l6 magyarorszagi osztondijai 1995 és 1998 kozott, és
az e-mail nyujtotta kommunikacié is egyre jobbd vélt. Sokszor a jol elékészitett
cikkeket egy-egy hétvége alatt fejeztiik be, véglegesitettiik.

Gébor ezekben az években sok konferenciara is eljott Magyarorszagra. Minden
latogatasa egy-egy cikk kidolgozasat vagy éppen a befejezését segitette el6. Mivel
nagyon szeretett utazni, mindig érdekl6dott arrdl, hogy mikor mehetiink el Sza-
badkara latogatéba, ugyanis az 1990 éta tarté jugoszlaviai polgarhabori sokaig
nem tette lehetévé a biztonsagos utazdst Szabadkara.

A szegedi MOK-ra 1993 oktéberében még a szii-
leim utaztak 4t Szabadkardl annak érdekében,
hogy talalkozhassunk, mert ekkor mar évek 6ta
nem jarhattam Szabadkan. A politikai hely-
zet annyira normalizalédott, hogy Gabor leg-
nagyobb 6romére, 1995. aprilisdban kézosen el-
utazhattunk Szabadkara a korabban is emlitett

.. a Bagolyvar is legyen benne!” négyiitemi Trabantommal.

(Készitette Illés Tibor.)

”

Ezekben az években {rtuk meg két utolsé kozos dolgozatunkat. Az els6ben [9],
amelyet 1995-ben fejeztiink be, és nyijtottuk be publikédlasra, szamos ismert szerzé
eredményét altalanositottuk, bizonyitdsaink mégis egyszeriibbek voltak. A mésik
dolgozatunkat [10] magyar nyelven jelentettiik meg a Farkas Gyula sziiletésének
150. évforduldja elott tisztelgd kétetben. Ebben a dolgozatunkban Gsszegeztiik ko-
z0s kutatasainkat az altaldnositott konvexitas, alternativa tételek, és optimalitasi
kritériumok teriiletén. Dolgozatunkat 1997-1998 forduléjan fejeztiik be.

Talan éppen a cikkiink véglegesitésének idoszakaban kovetkezett be Gabor mé-
sodik szabadkai latogatasa, 1998 tavaszan. Természetesen a szabadkai latogatasok-
hoz tartozott a Mészaros csalad meglatogatasa is. Katalin, az Ujvidéki Egyetem,
szabadkai Kozgazdasdgtudomanyi Karanak matematikus egyetemi tanara volt ak-
koriban. Katalin mindkét ldnya, Viola és Karola is matematikusok lettek. A csaldd
anyagi hatterét Mészaros Karoly, Szabadka-szerte ismert fogorvosa, a csaladfo te-
remtette meg. Katalinnal nekem tobb kozos cikkem is van, mégis életkoruk miatt
Géabor, Katalin és Karoly igazi barati viszonyt alakitottak ki. Szinte kotelezd prog-
ram volt a Mészaros csalddban a hétvégi Palicsi-t6 keriil séta, gyaloglas. Katalin
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mindig késziilten érkezett ezekre a sétdkra. A tanyak kutyai szdmédra étkezések-
b6l maradt csontokat, hiusokat hozott, mig a tanyasi aprésagoknak csokoladét.
Kisgyereke és kutydk egyardnt nagyon szerették Katalint.

Gébor még kétszer jart a mai Szerbia teriiletén, amelynek a neve még 1995 és
1998 kozott is legalabb egyszer megvaltozott, de az is lehet, hogy kétszer. Eloszor
a Mészaros csaldd vitte el egy belgradi kirandulasra. Negyedszer, és utoljara 1998
szeptemberében jart Gabor Szerbidban, amikor a SYOPIS konferencidn vett részt,
ahogyan azt egyik utolsé levelében, 2021. januarjdban tisztaztuk.

Nem tudhattuk, hogy ez lesz az utolsé kozos
publikdciénk, mivel az 1995/96-os tanévet Cip-
ruson, mig az 1996/97-es tanévet Delftben t5l-
tottem. Majd 1998. szeptembere és 2000. jini-
usa kozott ismét Cipruson éltem és dolgoztam.
A kiilfoldi utak, a fogadd intézmény kutatdi-
val k6z6s munka, mind egyre t6bb idomet vette
el. Gaborral ezért ebben az idészakban nem ar-
Melyik matematikusnal nincsen eser- [ torekedtiink, hogy 1j kutatasokat kezdjiink,
nyé? Balrél jobbra Mésziros Viola, hanem arra, hogy a régieket sikeresen lezarjuk.

Kassay Gabor, Mészaros Katalin és Illés
Tibor. (Készitette Illés-Kallai Anikd.)

Erdekes, hogy ezutan Gabor ciprusi évei kovetkeztek. Mindketten dolgoztunk
az Eastern Mediterranean University, Matematika és Szamitastudomanyi Tanszé-
kén. Sét, Gédbor t6bb évet toltott Cipruson, mint én. Kolozsvarra is akkor ment
vissza, amikor a nyugdijba vonulé Kolumbén professzor ur egyetemi tanari allasat
ajanlottak fel neki.

8. Epilégus

Gondolom, az eddigiekbdl mindenki szaméra vildgossa vélt, hogy Kassay Gabor
nem csupan az egyik tarsszerzém, kutatotarsam volt, hanem jéval tobb ennél,
a baratom. Nagyon sok minden 0sszek6tott benniinket. Taldn leginkdbb az a
kisebbségi 1ét, amelyben felnottiink, és bennem is elevenen élt abban az id6északban,
amikor Gaborral k6zos kutatasainkat folytattuk.

Gébor 1991 és 1998 kozott Osszesen egy évet tartézkodott Budapesten. A
Kolozsvéaron eltoltott napjaim szama nédlam is elérték, vagy meg is haladtak a
negyedévet. Ha az 1991-t6]1 2021-ig tartd kozel 30 évet nézziik, akkor azt is el-
mondhatjuk, hogy Kolozsvaron és Budapesten kiviil szamos kiilf6ldi konferencian
(Lisszabon, Rotterdam, Isztambul, Atlanta, Firenze) voltunk egyiitt, illetve tobb-
szor hivtam meg szemindriumi eldadénak kiilfoldi utjaim soran (Delft, Famagusta,
Glasgow) is.
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Se szeri, se szama a kozos csaladi ebédeknek, vacsordknak Kolozsvarott, Bu-
dapesten, Székelyudvarhelyen, Szabadkéan, Delftben, Famagustaban, Glasgowban.
A nagyon sok kellemes emlék koziil talan egyet elevenitenék fel.

Egy nyari vasarnap, kdposztasmegyeri lakasunkban latogatott meg Gébor, Ko-
lumbéan professzor urral 2000-ben, de az is lehet, hogy néhany évvel késobb. Ebéd-
re érkeztek. Aniké, a feleségem, mint mindig, kivdlé ebédet télalt fel nekiink. Az
ebéd utani beszélgetés az asztalnal folyt.

Furcsa médon, Joska eléggé fészkel6dott, majd
megkérdezte, hogy nem mehetnénk at a nappali-
ba, mert aranyes6 késziilodik a kajak-kenu vildg-
bajnoksagon. fgy mindenki a TV elé telepedett
és egylitt szurkoltunk a magyar kajakosoknak,
kenusoknak, akik tényleg aranyes6t varazsoltak.

Géborrdl kevesen tudjak, hogy 2010 és 2015
kozott minden, 2500 méternél magasabb
hegycsicsra  felment,  felmészott  Erdély-
ben/Roménidban. S6t télen is jart a Karpdt
hegység bércein. Ebben hiiséges tarsa fia, Sanko
volt. Géborék még az egyik Hazajard epizodja-
ban is szerepelnek, amint éppen visszatérében
vannak az egyik csucsrol a Karpatokban.

Sédndor, Gabor, és Kinga 2010-ben

a Bunteanu-csticson, Fogarasi Havasok.

Talan azzal tudunk igazédn bucsut venni Gébortdél, ha bemutatjuk az egyik
csucson, a Buteanu-csicson a Fogarasi Havasokban, a hegyei és szerettei, Sanké
és Kinga, korében.
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Illés Tibor az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem
Természettudomanyi Kardn szerezte meg matema-
tikus diplomajat 1987-ben, egyetemi doktori cimét
1989-ben, majd Phd fokozatat 1996-ban. A Buda-
pesti Corvinus Egyetemen (BCE) habilitalt 2021-
ben, és 2022-ben kinevezték egyetemi tanarra.
Elbszor az MTA-SZTAKI kutatéja, majd 1990-
t6l 2016-ig az ELTE Operacidkutatdsi Tanszék
oktatéja. 2010 és 2020 kozott a Budapesti M-
szaki és Gazdasigtudomdnyi Egyetem (BME)
Differencidlegyenletek Tanszék (DET) egyetemi
docense, majd 2020 és 2022 kozott felalla-
su egyetemi docense. 2011-t6l lemondasdig,
2020. augusztus 31-ig, harom cikluson keresztiil
volt a BME DET, tanszékvezetéje és a BME
TTK Kari Tandcsanak tagja. A BCE Matematika
és Statisztikai Modellezés Intézet vezetOjének meghivasara, kutatécsoportjanak tagjaival
atment a BCE-re és megalapitotta Corvinus Operdciékutatdsi Kutatékézpontot (CCOR)
2020. szeptember 1-én.

Illés Tibort a koztarsasagi elnok 2022. szeptember 1-ével egyetemi tandrrd nevezi ki.
Jelenleg a CCOR kutaté professzora, vezetéje.

Kiilfoldon tanitott matematika és operacidkutatds targyakat az Eastern Mediterrane-
an University-n (EMU) 1995/96-os tanévben, illetve 1998 és 2000 kozott. A glasgow-i
Strathclyde University-n John Anderson kutaté volt 2007 és 2009 kozott, és részmunka-
idGs senior lecturer 2009 és 2018 kozott. Els6sorban operdciékutatasi targyakat tanitott
mester hallgatéknak.

Kutatési teriiletei a linedris és nemlinedris programozés és ezek ipari és gazdasédgi alkal-
mazdasai. T6bb, mint 60 tudomanyos kézleményére kozel 900 hivatkozast kapott, h-indexe
18. Témavezetésével kozel 60 hallgatd készitette el szakdolgozatat 2 magyar és 2 kiilfoldi
egyetemen. Hat hallgatéja szerzett doktori fokozatot hdrom kiilonb6z6 egyetemen (EMU,
ELTE, BME).

Dijai és dsztondijai: Farkas Gyula-emlékdij (1991), DAAD-6sztondij (1998), Bolyai Far-
kas osztondij (2001), Bolyai Jdnos kutatdsi 6sztondij (2000-2003), Tehetségnagykovet
Dij (2019, Szabadka, Szerbia). T6bb alapkutatdsi és fejlesztési projektnek volt résztve-
vOje vagy vezetOje Magyarorszagon és kiilfoldon, beleértve piacvezetd hazai és kiilfoldi
nagyvallalatok szaméra végzett projekteket is.

Alapité tagja a Magyar Operdcidkutatdsi Tarsasdgnak (1991) és az eurdpai folytonos
optimalizdlék munkacsoportjanak (EUROPT WG, 2000). Az EUROPT WG tiszteletbeli
koordindtora (2003), a MOT elntke (2011-2014) és alelntke (2014-2017). Tagja a BJMT-
nek és a BJMT Alkalmazott Matematika Szakosztalyanak titkdra 1991 és 1993 kozott.
Az EURO Végrehajt6 Bizottsdganak tagja 2011-t6l. Az MTA Operécidkutatdsi Tudomé-
nyos Bizottsadganak 2005 éta tagja, 2008-2010 kozott a titkdra. Az MTA Kozgytilésének
vélasztott képviseléje 2013-2019 kozott, két cikluson keresztiil.

ILLES TIBOR

Budapesti Corvinus Egyetem,
Operacidkutatasi Kutatékozpont
tibor.illes@uni-corvinus.hu
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HOW DID WE WRITE ARTICLES WITH GABOR KASSAY?

TiBOR ILLES

Gabor Kassay and I wrote four articles between 1991 and 1998. We did not publish our
first manuscript in a journal, and our research on optimization problems with quadratic Ky-
Fan and Kénig-convex functions remained unfinished, and this manuscript was lost. In seven
years, even considering the circumstances, ours does not count as an outstanding amount of
professional cooperation, but it remains memorable for me. I did not develop a similarly deep
human relationship or true friendship with any of my fellow researchers. All of this made me
remember Gdbor Kassay, the mathematician, fellow researcher, and friend.
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IZOTON VETITESEK ES ALKALMAZASAIK

NEMETH SANDOR, NEMETH SANDOR ZOLTAN

Izoton a rendezett vektortérnek az a sajat leképezése, amely annak rende-
zését megtartja. Izoton pl. a vektorhdléban a pozitiv rész leképezés, vagy a
Hilbert-tér sajatos kipjaira valo6 vetités. Ezeknek és dltalanositdsaiknak gya-
korlati alkalmazéasain kiviil fontosak a kapcsoldd6 elméleti kutatasok, ame-
lyek tovabbi alkalmazéisok alapjat képezhetik. A jelen dolgozat e két as-
pektus eredményeinek fontos részét hivatott dsszefoglalni abban az esetben,
amikor a leképezés a metrikus vetités.

1. Bevezetd

A nemlinedris komplementaritas feladata fixpont keresésére vezethetd vissza,
melynek lényeges mozzanata a feladat kiapjara valé vetités. Ha utébbi a kap ér-
telmezte rendezés szerint izoton, a megoldas iterativ eljaras eredménye lehet. A
kipra vetités izotonitdsdnak kérdését a [8] dolgozat oldotta meg, amely kapcsol6dd
gyakorlati és elméleti kutatdsok el6zményéiil szolgdlt. Ezek lényeges mozzanata,
hogy, amint azt a [11] dolgozat kimondja, a vetités izotonitds esetén rendkiviil haté-
kony. A hatékonysag fontossdga onnan adédik, hogy az alkalmazasok tobbségében
a vetités iterativ eljardsok része. Bar a komplementaritds talajan fogant, a kutatds
eredményei hasznosnak bizonyultak a statisztikaban és a metrikus geometriaban
is.

Rovid osszefoglalénkban a kérdéskor néhany jelentGsebb elméleti és gyakorlati
eredményérdl szamolunk be.

2. Ertelmezések

Legyen H valds Hilbert-tér, (-, ) a téren értelmezett skaldris szorzat, || - || a
skalaris szorzat értelmezte norma.

A H térben értelmezett < binaris relacié rendezés, ha reflexiv, tranzitiv és anti-
szimmetrikus. Tételezziik f6l, hogy a relécio a tér vektorstruktirajahoz a kovetkezo
axiémékkal kapcsolddik: (1) ha x < y, akkor tx < ty, Vi € Ry = [0,+00); (2) ha
x <y, akkor z+ 2z < y+2z Vz € H A (H, <) kettSst rendezett Hilbert-térnek
nevezziik.
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A K ={x € H:0 <z} halmaz a tér < bindris reldcidjara vonatkozé pozitiv
kupja. A K pozitiv kup a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik:

(i) K+KCK, (i) tK CK, VteR; és (iii)) KN(—K) ={0}. A pozitiv kip
jellemzi a rendezett Hilbert teret abban az értelemben, hogy x <y < y—z € K.
Ez indokolja a < és a < jelolések parhuzamos hasznélatat.

A K kup szdrmaztaté, ha K — K = H.

Az (i), (ii) és (iii) tulajdonsigokkal rendelkezd tetszlleges nemiires K C H
halmazt kipnak nevezziik. A K kip altal szarmaztatott <y bindris relaciot az
z <gy < y—ax € K ekvivalencia értelmezi. Minden K kup a H Hilbert-tér egy
pozitiv kipja az altala szarmaztatott bindris relaciéra vonatkozoéan.

A (H, <) rendezett Hilbert-tér vektorhdld, ha tetszéleges két x és y elemére
létezik a sup{z,y} = xVy € H elem és az inf{x,y} =z Ay € Helem. AV és A
operacidkat hdldoperdcicknak nevezziik. A vektorhalé pozitiv kipja un. hdldkip.

Egy K kup dudlisa a

K :={yeH: (z,y) >0, Vz € K}

halmaz. A K* halmaz egy zart kip. Ha a K kup zért is, akkor (K*)* = K. Tehat,
az L = K* jeloléssel, K = (K*)* = L*. Ezért a K és L kupokat kdlcsondsen dudlis
kupoknak nevezziik.

A p: H — Hleképezés K -izoton, hax <x y = p(z) <k p(y) és K-szubadditiv,
ha p(z +y) <k p(z) + p(y), Yo,y € H.

3. Hal6szertli operacidk a Hilbert-térben

Jelolje Pp a H Hilbert-tér nemiires, zart konvex D halmazara valdé metrikus
vetitést, azaz a

Ppx e D, |lxz— Ppz| =inf{||lz—-y|: ye D}.

Osszefiiggéssel értelmezett leképezést.
Hogyha K és L a H Hilbert-tér kolcsonosen dudlis kipjai, értelmezziik a ko-
vetkez6 hdldszert operdcidkat:

Ty =P gy, Uk y=Poyxy, vTpy=P,ry, ésxlUpy= Py

Az elnevezést az indokolja, hogy az értelmezett operdcidk tulajdonsdgai a vek-
toralo Vv és A haléoperdcidinak tulajdonsagaira hasonlitanak.

Az M halmazt K-invaridnsnak nevezziik, ha a Mg, My, Ug és LI, operacidkra
invaridns, vagyis x Oy € M, barmely x,y € M és barmely 0O € {Mg, Mk, Uk, Ur}
esetén.

Osszefoglalénk fontos eredménye a kovetkezé allitas:
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3.1. TETEL. (14sd [19], 1. Tétel) Legyen K C H egy zart kip és C C H egy
nemiires zdrt konvex halmaz. A C halmaz akkor és csak akkor K-invaridns, ha Po
K-izoton.

Ha a Pc K-izoton (jelolések a fenti tételbdl), akkor a C-t K-izoton wvetitd
halmaznak nevezziik. A K C H kipot izoton vetitd kipnak nevezziik, ha a Pk
vetités K-izoton, azaz a K kip egy K-izoton vetito halmaz.

A 3.1. Tételbdl adédik a

3.1. KOVETKEZMENY. A K C H kiip akkor és csak akkor izoton vetits, ha
K-invarians halmaz.

A hélészerli operdcidk segitségével igazolhaté a kovetkezd dualitasi tétel:

3.2. TETEL. (lasd [16], 1. Tétel) Legyenek K és L kélcsénésen dudlis kiipok a
H térben. A kévetkezé allitasok ekvivalensek:

1. Px K-izoton.
2. Pp, L-szubadditiv.

4. Izotonitas az euklideszi térben

Jelolje R™ az m-dimenzids euklideszi teret, {-,-) : R™ x R™ — R a benne

értelmezett skaldris szorzatot és || - || az dltala szérmaztatott normaét.
A
K={tix" +- +tpa™: t;, eR,, i=1,...,m}
halmaz, ahol ', ..., 2™ linedrisan fiiggetlen elemek, szimplicidlis kip.
Az

F; = {tlscl +"'+ti_117i71 +ti+1Ii+1 + et
t;€Ry, j=1,....i—1,i+1,...,m}

kupok a K mazimdlis lapjai, ahol : = 1,... m.
Az altalunk targyalt témakor kiinduldpontja és elsd jelents eredménye a ko-
vetkezd

4.1. TETEL. (1dsd [8], az 569. oldalon szerepld tétel) A K C R™ akkor és csak
akkor izoton vetits kip, ha olyan szimplicialis kip, hogy maximalis lapjainak kiils6
normalisai paronként nem hegyesszoget alkotnak.

A [8], valamint a [12] tételeinek kovetkezménye a kovetkezd

4.2. TETEL. Legyen K C R™ zdrt szarmaztatd kiip, K* ennek duilisa. Ekkor
a kovetkezé allitasok ekvivalensek:
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1. K izoton vetité kip;

2. K* olyan szimplicialis kip, amit paronként nem hegyes széget bezaré vek-
torok generalnak;

3. Py« K*-szubadditiv.

A tétel bizonyitasa nem terjeszthetd ki Hilbert-térre, mert az 1. < 2.ésa 2. &
3. ekvivalencidk bizonyitdsabdl all, ahol a 2. foltétel tipikusan véges dimenzids.
Tehdt a 3.2. és a 4.2. Tételek abban az értelemben fiiggetlenek, hogy egyik sem
kovetkezménye a mésiknak.

A szimplicidlis kup kitiintetett szerepet jatszik a rendezett euklideszi térben
megfogalmazott izoton leképezések elméletében. Ha példaul az euklideszi normat
egy bizonyos konvexitasi feltételeknek engedelmeskedd ¢ norméval helyettesitjiik
és a vetitést ezzel értelmezziik, kimondhatd, hogy

4.3. TETEL. (1asd [5], 9. Tétel) Legyen K C R™ zdrt szdrmaztaté kip. Ha a
o szerinti vetités K-ra K-izoton, akkor K szimplicialis kip.

Igaz tovabba a kovetkezd allités:

4.4. TETEL. (1asd [5], 10. Tétel) Barmely K C R™ szimplicidlis kiip esetén
létezik egy skalaris szorzat tgy, hogy a skalaris szorzat altal értelmezett vetités
szerint K izoton vetité kip legyen.

Legyen az R™ euklideszi tér az e,...,e™ ortonormalis vektorrendszer szar-

maztatta vonatkoztatasi rendszerrel félruhazva. Foltételezziik, hogy R minden
pontja egy oszlopvektor. (A tér elemeit stildris meggondoldsbdl esetenként pon-
toknak vagy vektoroknak nevezziik.)
Az
RT = {tie' +tae® + - +tpme™: t; eRy, i=1,2,...,m}

szimplicidlis kipot a vonatkoztatdsi rendszer pozitiv ortdnsdnak nervezzik. A
pozitiv ortans szarmaztatta rendezés az un. koordindtdnkénti rendezés.

Legyenek p,q pozitiv egész szamok. Az (z,u) € RP x R? jelolés a tovab-
biakban azt fogja jelenteni, hogy z € RP és u € RY. Ha (-,-), és (-,-)4 je-
16lik a skalaris szorzatot az RP, illetve R? Euklideszi terekben, akkor a tovab-
biakban feltételezni fogjuk, hogy az RP x R? Euklideszi tér skalaris szorzata az
((z,u), (y,v)) = (x,y)p + (u,v), 4ltal van értelmezve, ahol (z,u), (y,v) az RP x R?
tetszoleges vektorai. Jelolje e az RP azon vektorat, amelyiknek minden komponen-
se 1. A [17] dolgozatban bevezettiik az

L(p,g) = {(z,u) € R? xR : x> [|ule}, (1)
(ahol < a koordindtdankénti rendezés) kiterjesztett Lorentz-kipot és az

L>(pq) = {(z,u) €RP X RT 22y > - > 2 > luf|} (2)
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monoton kiterjesztett Lorentz-kipot. Ugy az £(1,q), mint az L>(1,q) Lorentz-kip.
Az L(p,q) (illetve L£>(p,q)) poliedrélis kip (azaz véges szdmu origdt tartalmazé
zart féltér metszete) akkor és csakis akkor ha ¢ = 1.

Az L(p,q) kiterjesztett Lorentz-kip és az L>(p,q) monoton kiterjesztett kip
izoton vetité halmazai a vegyes komplementaritasi feladatok és a hengereken ér-
telmezett varidcids egyenlStlenségek megolddsara haszndlhatdk [6, 17, 18]. Ezeket
a halmazokat a kovetkez6 két tétel adja meg:

4.5. TETEL. (14sd [17], 2. Tétel)

1. Legyen K = RP x C, ahol C egy tetszéleges nemiires belsejii zart konvex
halmaz R%-ban és L(p,q) az (1) dltal értelmezett kiterjesztett Lorentz-kup.
Ekkor K egy L(p, q)-izoton vetité halmaz.

2. Legyen q > 1 egész szam és K C RP xR? egy nemiires zart konvex halmaz. A
K halmaz akkor és csakis akkor L(1, q)-izoton vetits, ha létezik egy C C R?
nemiires zart halmaz gy, hogy K = RP x C.

3. Legyenek p,q > 1 egész szamok, és
K = QEENH*(W/{&@) g RP x Rq7

ahol v* = (a*,u’) € RP x RY egy egységvektor és H_(+*, 3) a B¢ € RP x RY
ponton dtmend, v¢ € RP x RY? kiils6 normalisi féltér. A K halmaz akkor
és csakis akkor L(p, q)-izoton vetits, ha barmely ¢ € N esetén fenndll egy a
kovetkez6 feltételek koziil:

(a) a* =0,
(b) u® =0, és létezik i # j tigy, hogy af = /2/2, af = —2/2 ésaf =0,
bdrmely k ¢ {i,j} esetén.

4.6. TETEL. (14sd [18], 3.4. Tétel) Legyenck p > 0 és q > 1 egész szdmok és
L>(p,q) a (2) dltal értelmezett monoton kiterjesztett Lorentz-kip. A nemiires
belsejii K C RP x RY halmaz akkor és csakis akkor Lx>(p,q)-izoton vetité, ha
létezik egy C' C RY nemiires belsejii halmaz gy, hogy K = RP x C.

5. Példak és alkalmazasok
5.1. Nemlinearis komplementaritas a Hilbert-térben

Legyen H Hilbert-tér, K’ C H kiup, K* a K dudlisa, f : K — H adott leképezés.
Az
NKF(K, f): Keresett az " € K elem, amelyre f(z*) € K™,

valamint

(27, f(z%)) =0
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feladatot a K kuphoz és f leképezéshez rendelt nemlinedris komplementaritdsi fel-
adatnak nevezziikk. Az NKF(K, f) komplementaritdsi feladat megoldédsa az

K>z~ Pg(z— f(x)) (3)

leképezés fixpontja.
Az izotonitasi kutatdsok kiinduldsi pontja olyan foltételek, keresése K-ra és

f-re amelyekre az
2 = (e — (")

tipusu iterdcié a feladat megolddsahoz vezet. Ezt a iteraciét ki lehet terjeszteni
implicit komplementaritasi feladatokra, vegyes komplementaritasi feladatokra és
variacios egyenl6tlenségekre is.

Hasonlé iteraciok vezethetdk be variacids egyenlStlenségek, valamint implicit és
vegyes komplementaritédsi feladatok esetén. A megfelel6 vetitések izotonitasi és az
értelmezd fliggvények monotonitasi feltételei kiilonb6z6 megoldési algoritmusokhoz
vezetnek. Ezeket tébbek kozott az [1, 2, 3, 6, 9, 10, 15, 17, 18] cikkek targyaljak.

5.2. Az izoton regresszié feladata

1. A derékszogli vonatkoztatdsi rendszer R'!-szal jelolt pozitiv ortdnsa izoton
vetité kip.

2. A

ﬁ:{x:(xl,x27...7mm)-l—ERm:Ole <z9 < ..Sxm}
kup izoton vetité kup.

A statisztikdban meghonosodott széhasznalattal a k kupot a kovetkezékben
izoton kupnak fogjuk nevezni.
Az adott y = (y1, 2, - . - ,ym)T pont esetén az

m
argmin, {Z@Z —2)?: 0< 2 <ap<... < xm}

i=1
pont meghatarozasa az ugynevezett izoton regresszio feledata.
Eszrevessziik, hogy a fenti 6sszeg nem maés, mint az y és az x pontok tavolsa-
ganak négyzete, tehat a fonti feladat megolddsa nem més, mint

m
argmin, {z:(yZ — xi)Q c0< 2 <ax<... < xm} = P.y,
i=1

azaz az y pontnak a k kupra valé metrikus vetitése.
Az izoton regresszi6 feladatanak jelentOs irodalma van. T6bb mdédszer is szii-
letett a feladat megoldédsara.
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Guyader és Jégou francia statisztikusok felismerték, hogy a x kup izoton vetito-
sége és egyéb tulajdonsagai lehetévé teszik bizonyos mddszerek ekvivalencidjanak
bizony{tasat [7].

Az izoton regressziéval parhuzamosan nagy fontossaga van a statisztikdban az
altalanos izoton regresszionak, amely a kovetkezoképpen fogalmazhaté meg:

Az adott y = (y1, 2, - - - ,ym)T pont esetén keresett az

argmin, {Z(yz - xi)z}
i=1
pont, midén z > 0, Vk € {1,2,...,m} és z; < z; és (i,7) € (N, G), ahol utébbi
az indexek alkotta teljes rendezett graf.
Ha

K= {x: (xl,xg,...,xm)—r eER™:x >0,Vk € {1,2,...,m},
7 <5, ¥ (i) € (N,G) },

akkor itt is az

m
argmin,, {Z(yl —x)?: (i,)) € (NG)} = Pgy
i=1
pont meghatarozasa a feladat.
A font értelmezett K kupot dltaldnositott izoton regresszios kiupnak nevezziik.
A probléma az, hogy K akkor és csak akkor izoton vetité kip, ha izomorf a k
kuppal, azaz izoton kiup. Tehat a kiterjesztett feladatra nem alkalmazhatdék azok a
megoldasi moédszerek, amelyek a standard izoton regressziés feladatra miikodnek.
Jelolje < a koordindtankénti rendezést az R™ térben, azaz x = (x!,...,2™) <
y = (y',...,y™) legyen akkor és csak akkor igaz, ha z* < y*, Vi € {1,...,m}.
Keressiik az L C R kipot, amelyre

r<y= Prx < Pry.

5.1. TETEL. (1dsd [14], 5. Tétel) Izomorfizmustdl eltekintve dsszesen m(m—1)
olyan L. C R} kiip létezik, amely a fonti tulajdonsdggal rendelkezik. Minden K
altalanositott izoton regresszios kip ehhez az osztalyhoz tartozik.

5.3. A képrekonstrukcié feladata

Legyenek A, A, ..., A, € R™ adott pontok , d;; = ||A; — 4;]|?, D = (d;j)
az un. euklideszi tdvolsdg-mdtriz, EDM, (D € EDM). (D szimmetrikus, azaz
dij = dji7 dij Z 0 és ,,lyukas”, azaz d” = O)

Tételezziik 61, hogy az {Ai,As,...,A,} € R™ ponthalmaz esetén a d;; =
|A; — Aj||? tavolsdgnégyzetek valédi értékét (esetleg néhany esettdl eltekintve)
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nem tudjuk meghatarozni, de ezek viszonyat igen, azaz megvannak az eszkozeink
arra, hogy egy nagysdgrendi sorrendet hatdrozzunk meg a d;; szdmok kozott:

dig < .o < dij < oo < dpg.

(Példénak okéért vehetd ezen szémok gyandnt a természetes szdmok nem csok-
kend sorozata.) Az igy szerkesztett szamsorozat tekintheté az R Descartes ko-
ordinata rendszerrel folruhazott euklideszi tér egy pontja koordinatdinak, ahol
N = m(m —1)/2. Osszuk ki a tér koordindtait olyképpen, hogy a d;; pontnak
(tdvolsdgnégyzetnek), azaz az (i, j) indexpédrnak az az r-edik xz, koordinéta feleljen
meg, ahanyadik helyen &all a sorozatban.

A gyakorlatban, ahol a térképkészités feladata és sok mas vele rokonithaté fel-
adat mertil f6l, eljarast dolgoztak ki arra, hogy a tavolsagviszonyokat felhaszndlva
a valésdgot jol megkozelit térképet rajzoljanak. Ennek lényege a kiovetkezd [4]:

Legyen

H:{(xl,xg,...,xN)TERN: 0<z <z <...<2xN}

(dlg, ce dij, . dkl) € K.

A d;; értékek folyamatos javitdsival, a nagysagrendi sorrend betartdsa mellett
arra toreksziink, hogy D = (d;;) € EDM legyen. Ez a r, valamint a pozitiv
szemidefinit matrixok S kupjdra valé alternativ vetités sorozatdval érhetd el.

Megjegyezziik, hogy az Sy kupra kénnyli vetiteni, ugyanis a vetiilet meghaté-
rozésa a szimmetrikus méatrix sajatértékei meghatarozasara vezetheto vissza.

Kezdetben a k kiipra valé minden vetités egy végtelen iterativ eljaras eredmé-
nye volt. Tekintettel a x kip o6ridsi dimenziéjara és az iteraciok nagy szamaéra, a
térkép-rekonstrukcio igen lassinak bizonyult.

John Dattorro folismerte, hogy a k-ra valdé vetitésnek van egy hatékonyabb
médszere, amelyet a [11] dolgozat ir le. Az izoton vetitd kipra val6 vetités véges
algoritmusanak felhasznalasdval a konvergencia két nagysdgrenddel javithato.

Azéta kideriilt, hogy a x kipra még ennél is hatékonyabban lehet vetiteni,
felhasznalva a P, = P,(z)" képletet (ahol z € R™ esetén 2 a z vektor nem-
negativ komponenseivel alkotott vektor) [13], ahol

p={reR": z1 <wy<---<uz,},

mivel az ugynevezett PAVA algoritmus (14sd a [13] irodalomjegyzékét) a p kupra
nagyon hatékonyan vetit.
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ISOTONE PROJECTIONS AND THEIR APPLICATIONS

ALEXANDER B. NEMETH, SANDOR ZOLTAN NEMETH

A self-mapping of a vector space is called isotone if it retains its order. For example,
the positive part mapping of a vector lattice, or the projections onto specific cones of a
Hilbert space are isotone. Besides of the practical applications of these mappings and
their generalisations, the related theoretical investigations, which can be the source of
further practical applications, are also important. The present article is dedicated to
summarise these two important aspects in the case when the mapping is the metric
projection.
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KORRELALT EGYENSULY A FUZZY JATEKOKBAN

MAKO ZOLTAN, SALAMON JULIA

A cikkben a kétszemélyes, véges, nem-kooperativ, fuzzy jatékok Nash- és
korrelalt egyensilyai kozotti Osszefiiggést targyaljuk. Igazoljuk, hogy hason-
16an a klasszikus jatékokhoz, a Nash-egyensily egy olyan korrelalt egyenstly,
amely fiiggetlen peremeloszldsokat eredményez.

1. Bevezetés

A hagyomaéanyos jatékelmélet feltételezi, hogy a jaték kifizetései minden jétékos
szaméra pontosan ismertek és a jatékosok a varhatdé hasznukat akarjdk maxima-
lizalni. Valds jatékhelyzetekben, a rendelkezésre all6 informécidk pontatlansiga
miatt a jatékosok tobbnyire nem képesek pontosan értékelni a kifizetéseket. A
pontatlansig és a bizonytalansdg kiilonbozé tipusu lehet (példdul: sztochasztikus,
fuzzy és fuzzy sztochasztikus). A fuzzy sz6 jelentése: homadlyos, elmosédott, lagy
korvonali, életlen vonali. Ha valamely stratégidhoz tartozo kifizetés példaul igy
van megadva ,a kifizetés kozel van az a értékhez”, akkor ez a pontatlansdg fuzzy
tipusu. Ezt a kijelentést kvantitativan fuzzy szammal lehet leirni.

A fuzzy szédmokkal megadott jétékokat fuzzy jétékoknak (angolul: fuzzy ga-
mes) nevezziik. A fuzzy halmazokat elszér Butnariu hasznélta a nem-kooperativ
jatékelméletben [5]. Nishizaki és Sakawa tanulmanyoztdk a fuzzy kifizetésekkel
és fuzzy célokkal egyarant rendelkezé jatékokat. Eredményeiket altalanositottak a
tobbcéli jatékokra is [19]. Bector és Chandra olyan modellt javasoltak a kétszemé-
lyes, nem-kooperativ, fuzzy jatékok tanulmanyozésara, amelyben a bizonytalansag
kezelése a linedris programozasi feladatok dualitdsan alapul [4]. Larbani a fuzzy
paraméterekkel rendelkez6 jatékok egy olyan 1j osztalyat vezette be, amely ugy a
jatékelméleti, mint a bizonytalansag melletti dontéshozatal mechanizmusat is be-
épiti a modellbe [13]. Maeda a lehetdségi fok (angolul: possibility degree) segitsé-
gével értelmezte a Nash-egyensily fogalmdt [14]. Cunlin és Zhang ltaldnositottdk
Maeda modelljét az aszimmetrikus haromszog alaki fuzzy szamokra [6].

Az elméleti kozgazdasigi modellek egyik érdekes feladata a Nash-egyensuly [17]
egyértelmiiségét biztosito feltételek megéllapitasa. De mi torténik, ha a modellnek
tobb Nash-egyensiilya van? Ebben az esetben az optimalis valasztds csak a jatéko-
sok kozotti kommunikécioval vagy kiilso jel segitségével torténhet. A kiilsé jeleket
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haszndlé dontéshozatali eljarasok tobbek kozt az dgynevezett korrelalt egyensuly
fogalméahoz vezetnek.

A korrelélt egyensuly fogalmat Robert Aumann vezette be [2, 3]. Informadlis
definiciéja a kovetkezé. Minden jdtékos eqy jelet generdld, kéztudott folyamat meg-
figyelése alapjdn vdlaszt eqy cselekvést. Ha egyetlen jdtékosnak sem érdeke eltérni a
kivdlasztott cselekvéstdl, feltéve, hogy a tobbiek sem térnek el, akkor ezt a stratégidt
leird egyiittes valdsziniiségi eloszldst korreldlt egyensilynak nevezzik. A jelt gene-
ralé folyamat tulajdonképpen 6sszehangolja (korreldlja) a cselekvéseket, de nem
kotelezi a jatékosokat az Osszehangolt cselekvésre, igy nem kell elhagyni a nem-
kooperativ jatékok korét. A korrelalt egyensilyok halmaza egy konvex politép, és
linedris programozési mddszerekkel meghatarozhatd, 14sd pl. [7, 8, 9, 11].

Tudjuk azt, hogy a klasszikus jatékokban a Nash-egyensily egy olyan korrelalt
egyensily, amely fliggetlen peremeloszldsokat eredményez [7, 8, 9]. A kérdés az,
hogy ez az alaptulajdonsidg més struktirdkban is megmarad-e. Igazoljuk, hogy
ez a tulajdonsag érvényes marad abban az esetben is, amikor a kifizetések fuzzy
szamokkal vannak jellemezve és a jatékosok preferencidi nem teljes elérendezések.

A cikk elsé része a megértéshez sziikséges alapfogalmakat tartalmazza. A méso-
dik részben megadjuk a korrelalt és a Nash-egyensuly értelmezését a fuzzy jatékok
esetére, illetve a kozottiik levd Osszefiiggést. Példék segitségével szemléltetjiik az
egyensulyok kozti kapcsolatot.

A cikkben bemutatott altalanos keret lehetové teszi az alkalmazott t-normak és
a nem teljes elérendezések megfelel6 megvalasztasaval egyedi modellek készitését
és tanulmanyozasat.

2. Fuzzy szamok el6rendezése

Egy fuzzy halmazhoz valé hozzatartozas fokat a tagsagi fiiggvény segitségével
tudjuk leirni. Legyen X # & egy alaphalmaz. Az X egy A fuzzy részhalmazat a
na: X — [0,1] tagsdgi fiiggvénnyel jellemezziik. Barmely © € X esetén a p4 ()
azt fejezi ki, hogy = milyen mértékben tartozik hozza az A-hoz. Tulajdonképpen a
1A tagsédgi fiiggvény egy halmazhoz valé hozzatartozast megadd x4 : X — {0,1}
karakterisztikus fliggvény altalanositésa.

Legyen p € (1,400) és g : [0,1] — [0,1] egy folytonos, szigorian cstkkend
fiiggvény, amelyre g (1) = 06és g (0) = 1. A gl=1 : [0, 400) — [0, 1] pszeudo-inverze
a g-nek, ahol gl=" (t) = g7 (t), ha 0 < ¢t < 1, illetve /=" (¢) = 0, ha t > 1.

2.1. Definicid. ([12]) A kvézi-hdromszogl fuzzy szdm egy olyan a = (a, d)-vel
jelslt fuzzy halmaz, amelynek tagsagi fiiggvénye pu; (t) = gl=1 (|a — t| /d) barmely
t € R esetén, ahol a € R az a kézéppontja, d > 0 pedig a kiterjedése. d = 0 esetén
pa(a) =1és pg (t) =0, hat # a. A tovabbiakban N, , = {(a,d) |a € R, d >0}
jeloli a kvazi-hdromszogi fuzzy szamok halmazat.
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Péld4ul, ha a generalé fiiggvény g (t) = 1 —t2, a kifizetés a = (3;0,2), akkor az
a kozéppontja a = 3, kiterjedése d = 0, 2 és tagsagi fiiggvénye

pa () = 4 VI B—t/0,2, hat € (2832,
' 0, ha t € (—00;2,8) U (3,2; +00).

Az a kozel van a 3-hoz” kijelentés egy lehetséges kvantitativ interpretacidja az
a = (3;2) kvézi-hdromszogl fuzzy szdm.

A t-normdkon alapuld kiterjesztési elv alapjan [10] a fuzzy szdmok 6sszeaddsi
operatoranak tagsagi fiiggvényét, a g altal generdlt t-norma segitségével az alabbi
modon definidljuk:

1
Pasp (t) = tsuE g[*l] ((g” (pa (x)) + gP (ME (y))) ") , barmely ¢t € R esetén. (1)
—zty
Felhasznalva azt a tényt, hogy két fuzzy halmaz egyenlod, ha tagsagi fiiggvényeik
is egyenldk, a (1) képlettel megadott Gsszeaddsi miiveletre igazolhaté az aldbbi
tulajdonsag.

2.2. Allitds. ([12]) Bérmely a = (a,d1), b= (b,ds) € N, esetén

~ 1 1
a+b=(a+b,(d+d}"") € Ny, abol - + - =1.
p q

Az bsszeg képlete alapjan 2 - (a,d) = (a,d) + (a,d) = (2a,2'/9d). Ezért a
skaldrral val6 szorzds miivelete: A - {(a,d) = <)\a, )\éd>, bérmely (a,d) € N, és
A > 0 esetén.

A [15]-6s cikk igazolja, hogy az (Ng?B,Jr) struktira olyan félcsoport, amely
vektortérré bovithetd, ahol a zérus elem 0 = (0,0) és teljesiilnek a (A + A2)a =
AL -G+ Ag- @ AL (a + B) =A@+ A b, Mded = M1 (Med), 1d = a dsszefiiggések,
barmely A1, \a >0, @,b € N, esetén.

A preferencia reldcié megvélasztdsanak probléméja kulcsfontossiagu a fuzzy ki-
fizetésekkel rendelkezd kétszemélyes jatékokban. Ebben a dolgozatban az (N, +)
félcsoporttal kompatibilis, nem teljes preferencia rendezést hasznalunk. Az alap-
feltételeket formdlisan a kvetkezéképpen fogalmazzuk meg.

Legyen < egy bindris reldci6 az N, halmazon. Két a és b kvazi-haromszogi
fuzzy szdm =<-Osszehasonlithatd, ha vagy a < b vagy b < a teljesiil. Ellenkezd

esetben @ és b <-Osszehasonlithatatlanok. A < reldcié teljes az N, halmazon,
ha bdrmely két a,b € N, kvazi-hdromszogli fuzzy szdm =<-Osszehasonlithato.
Ellenkezo6 esetben azt mondjuk, hogy a < relacié nem teljes.

2.3. Definicio. A < relacié az Ny, Osszeaddsi és skaldrral valé szorzasi mi-
veleteivel kompatibilis, nem teljes elérendezés, ha barmely a,b,¢ € N, esetén
teljesiilnek az alabbi feltételek:
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C1) a < reldci6 reflexiv és tranzitiv; R
C2) béarmely X €]0, 1] esetén az a < b akkor és csakis akkor teljesiil, ha

A+ (1—=XNeEg A+ (1—N)é

A definiciéban C1 az elérendezés, C2 pedig a kompatibilitas feltételét adja meg.

Az N, ,, az Osszeaddsi és skaldrral valé szorzasi miiveletekkel, valamint a
2.3. Definicié feltételeit teljesité < relaciéval megadja azt a fuzzy kornyezetet,
amelyben a kétszemélyes nem-kooperativ jatékokat vizsgaljuk. Ezt a struktiurat a
tovabbiakban (N, +, -, <)-vel jeloljiik.

3. Korrelalt egyenstly a fuzzy jatékokban

Egy T = (I,J,51,57, A, B, <, <) kétszemélyes, véges, nem-kooperativ, fuzzy
jatékndl a jdtékosok tiszta stratégidit az I = {1,2,...m} és a J = {1,2,...,n}
indexhalmazokkal jeloljitk. Az elsé jatékos jellemzésére az (N, p,,+, -, <r) struk-
turdt, a mdsodikéra pedig a (Ng, p,,+,-, <) struktirdt haszndljuk. Ha az el-
s6 jatékos az i, a masodik jatékos a j stratégiat valasztja, akkor az els6 jaté-
kos kifizetését az a;; = <aij,dfj> € Ny, p,, a masodik jétékos kifizetését pedig

bij = <b”7du> € Ny, p, fuzzy szamok adjak meg minden (i,j) € I x J esetén. A
tovabbiakban A = (ai;),,, 6 B = (by)  jeloli a jitckosok fuzzy Kifizetési
mXn

matrixait. Ebben az esetben a kevert stratégidk halmazai:

{(xl,xg,...,xm) eR™|xz; >0,i € I,in = 1};

=1

St

n
S;=1 (W1,y2, s yn) ER"y; 20, €T ;=1
j=1

Ha feltételezziik, hogy a jatékosok a preferencia dontéseiknél nem teljes el6ren-
dezést haszndlnak, akkor Aumann tétele [1] és az 6sszeg képlete alapjan a jatékosok
célfiiggvényei

z:zgcza”yj7 EJ x,y) ZZ% ii Y55 (2)

i=1 j=1 i=1 j=1

kvézi-hdromszogli fuzzy szémot adé Er(x,y) € Ny, p, és Ey(z,y) € Ny, p, mennyi-
ségek lesznek, ahol (z,y) € St x S;.

3.1. Definicio. Egy (z*,y*) € SyxS;a I jaték Nash-egyenslya, ha 2T Ay* <;
#*T Ay* és *T By < m*TBy barmely (z,y) € St X S esetén.
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Hasonlé médon érvelve, mint a klasszikus jatékoknadl, figyelembe véve a < és
=<7 nem teljes elérendezések tulajdonsigait, a fuzzy jatékokra a korreldlt egyen-
stulyt a kovetkezOképpen értelmezziik.

_ 3.2. Definicio. {, [16]) A P egyiittes valészin(iségi eloszlds korreldlt egyenstlya
a ' jatéknak, ha

n n
> pijar; <1y pijas; barmely i € I és ke I\ {i};

j=1 J=1
> pijbi <7 Y pigi; barmely j € J és 1€ J\{j}.
i=1 =1

3.3. Megjegyzés. Ugy a Nash-, mint a korrelalt egyensily értelmezésében azt
feltételezziik, hogy a relacié két oldalan levé kvazi-haromszogl fuzzy szamok ossze-
hasonlithatéak. Ezeket a tipusi értelmezéseket a szakirodalomban ,erds” jelzével
illetik. A ,, gyenge” jelz6t haszndlnank, ha az értelmezések igy lennének megfogal-
mazva: ,a relacidk bal és jobb oldalan szerepld két kvazi-haromszogl fuzzy szam
nem Osszehasonlithatd, vagy ha Gsszehasonlithatd, akkor teljesiilnek a megadott
relacidk”.

A kovetkez6 tétel szemlélteti a fuzzy jatékokban a Nash- és a korreldlt egyen-
sulyok kozotti kapcsolatot. A tétel bizonyitasa a [16] cikkben taldlhato.

8.4. Tétel. (Maké-Salamon, 2020) Tekintsiik a I kétszemélyes, nem-koopera-
tiv, fuzzy jatékot.

i) Ha (z*,y*) € S; x S; egy Nash-egyensiilya a I' jatéknak, akkor a P =
(Pij)yxn €gYiittes valészintiségi eloszlds, ahol p;; = zfy; (i € I,j € J) korrelalt
egyenstlya a I jatéknak.

ii) Ha P = (pij),,,, egylittes valésziniiségi eloszlds a [ jaték korrellt egyen-
stlya, és az (x,y) € S; x S; peremeloszldsokra teljesiil a p;; = x;y; Osszefiiggés
barmely i € I, j € J esetén, akkor (x,y) Nash-egyensiilya a T' jatéknak.

A klasszikus jétékok geometridjat Nau, Canovas és Hansen [18] tanulményoz-
ta. Ezen jatékok esetén jeloljiik II-vel az Osszes P egylittes valdszintiségi eloszlas
halmazat. Geometriailag IT egy mn — 1 dimenziés szimplexet hatdroz meg. Jel6l-
jik D-vel az egyenl6tlenségi feltételek dltal meghatarozott korreldlt egyensilyok
halmazat. Geometriailag ez egy konvex politop.

Legyen E az Osszes fliggetlen, egylittes valészintiségi eloszldasok halmaza. Ha
a Nash-egyensulyokat egyiittes eloszlasoknak tekintjiik, akkor a Nash-egyensulyok
halmaza D N E, amely Nash tétele alapjan nem iires. A klasszikus, kétszemélyes,
véges, nem-kooperativ jatékok esetén a Nash-egyensiilyok, mint egyiittes eloszlasok
a korreldlt egyensilyok halmazdnak a hatdrdn helyezkednek el [18].
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1. dbra. A Nash- és korreldlt egyensiilyok kozotti kapcsolat Maeda modelljében.

3.5. Megjegyzés. A 3.4.Tétel allitdsa nem trividlis, fiigg a preferencia rende-
zés tulajdonsdgaitél. Maeda a [14] cikkében a preferencia rendezést a lehetdségi
mérték (angolul: possibility degree) segitségével értelmezte. igy az 8 modelljében
nem teljesiil a 2.3. Definicié tranzitivitési feltétele, valamint a C2 feltétel direkt
irdnya. Igazolhatd, hogy ekkor létezik olyan fuzzy jaték, amelyben a 3.4. Tétel
i) tulajdonsiga nem teljesiil. Az ilyen jatékoknal, a Maeda modelljében a korre-
lalt egyenstulyok politopja és a Nash-egyensilyok kozott a 1. dbran szemléltetett
kapcsolat mutathaté ki. Fekete szin jeloli a Nash-féle egyensilypontokat, sziirke
szin a korreldlt egyenstlyok politépjat (D), hélordcs a jatékosok kozott fiiggetlen
eloszlasok nyeregfeliiletét (E). Megfigyelheté, hogy D N E szigoru részhalmaza a
Nash-egyenstulypontok halmazanak. Tehdt vannak olyan Nash-egyenstlyok, ame-
lyek nem korrelaltak.

Sajétos esetként tekintsiik azt a I' jatékot, amelyben a nem teljes elérendezés
az alabbi Osszefiiggésekkel van megadva:

a1 S ag & ap— (di)" <ag — (do)™ és a4 (di)" < ag + (d2)™
barmely a1 = (a1,d1) € Ny, p,, G2 = (az,ds) € Ny, ,, esetén. Hasonléan értel-

mezziik a <y nem teljes elérendezést az N, p,-ben is.
Mivel =<; és =<y olyan nem teljes elérendezések, amelyek teljesitik a
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2.3. Definicio feltételeit, ezért a 3.4. Tételben megfogalmazottak itt is érvényesek
maradnak.

Ha Fbal = (I, J, S[, S,], Abal, BjObb) és Fjobb = (I, J, S[, S.], AjObb, BjObb) Jeth
azokat a kétszemélyes, klasszikus jatékokat, amelyek kifizetési matrixai A% =

bal bal _ (pbal L v = (10
(a“q )m><n B> (b o )mxm illetve A7° ( zjo )mxm B = (bgjo )an’ ahol

?Jal =a;;— (da) 17 zjobb — al] (da )1117 bfjal — b (d?j)@ és bz;bb — bij"‘(d?j)(m,
akkor az alabbi tulajdonsag fogalmazhat6 meg.

3.6. Allitds. ([16]) Egy P egyiittes valészintiségi eloszlas akkor és csakis ak-
kor korrelalt egyenstlya a I = (I, J, 51,85, A, B, <1, <J) fuzzy jatéknak, ha P
korrelalt egyenstlya a I'pq; €s I'jopp klasszikus jatékoknak, azaz

n

n
b l bal bb , .
E p” a >§ Pijars E Z]ajo >E ”ak barmelyz,kef;
i=1

j=1
m .

mebbal > pabl", prb”bb > Zpijbz-fbb, bérmely j,1 € J.
i i=1

Az aldbbiakban olyan fuzzy jatékra adunk példat, amelynek van korrelalt
egyensilya, de nincs Nash-egyensiilya.

8.7. Példa. Tekintsiik azt a jatékot, amelyben a bal, illetve a jobb oldali jaté-
kok kifizetési matrixai a kovetkezok:

Tpu | 1 2 3 Loy | 1 2 3
1 | (15,2 (6,11) (13,10 1 | 16,5 (8,17 (18,15)
2 | (8,19) (16,16) (5,7) 2 | (14,23) (20,20) (12,12)
3 ] (18,6) (11,4)  (9,15) 3| (23,13) (15,10) (14,20)

A Ty jaték egyetlen Nash-egyensilya:

. (119 17 « (3 25 7
o= <5’45’45)’ Yo = (77’ & 11) ’
ami nem Nash-egyensilya a I'jopp jdtéknak.

Ha (z*,y*) € S x S; Nash-egyenstilya lenne a T' fuzzy jétéknak, akkor a
3.4. Tétel alapjan P = (pij),,,,» ahol p;; = 7y}, korreldlt egyensiilya lenne a r
fuzzy jatéknak. Azaz a 3.6. allitds alapjan P korrelalt egyensilya a I'yq; és I'jors
klasszikus jatékoknak is. Ebbél kovetkezik, hogy (x*,y*) Nash-egyensilya a I'pq
és I'jopp klasszikus jatékoknak. Mivel a I'yq; jatéknak egyetlen Nash-egyensilya
van (z*,y*) = (x§,y5). Tehdt (xf,ys) Nash-egyensilya a I'jopp jatéknak, ami
ellentmond az el6z6 bekezdés kijelentésének. Kovetkezésképpen, a r fuzzy jatéknak
nincs Nash-egyenstilya.
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2. dbra. A Nash- és korrelalt egyensilyok geometridja a 3.8. Példdban.

A korrelalt egyensuly definiciéjat felhaszndlva kénnyen igazolhatd, hogy a

0 01 03 0 01 02
Pb=101 02 0 | éP=]01 02 0
0.1 01 01 0.1 0.1 0.2

egyiittes val6szintiségi eloszldsok korrelalt egyensilyai a T’ fuzzy jatéknak.
Tudjuk, hogy a klasszikus kétszemélyes, véges jatékok kevert bovitésének min-

dig van Nash- és korreldlt egyenstlya. Az aldbbi példa azt szemlélteti, hogy ezen

jatékokkal ellentétben nem minden fuzzy jatéknak létezik korrelalt egyensulya.

3.8. Példa. Tekintsiik azt a jatékot, amelyben a bal, illetve a jobb oldali jatsz-
mak kifizetési matrixai a kovetkezok:

Tt | 1 2 Djow | 1 2
1 | (10,10) (7,4) 1| (21,22) (17,23)
2 | (7,4 (10,6) 2 | (25,19) (13,15)

Amikor a T fuzzy jaték geometridjat szeretnénk szemléltetni, az elébbiekben
Nau, Canovas és Hansen [18] dltal megfogalmazott tulajdonsigot alkalmazzuk
a I'par és a I'jopp klasszikus jatékokra. A 2. dbra a Nash- és korreldlt egyensu-
lyok geometridgjat mutatja. A kis fekete korck a bal, illetve a jobb oldali jaték
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Nash-egyenstlypontjai. Mivel ezek kiilonboznek, a T fuzzy jatéknak nincs Nash-
egyensulya. A hdlérics a jatékosok kozott fiiggetlen eloszlasok nyeregfeliiletét (E),
a sziirke politopok pedig a bal és jobb oldali jatékok korreldlt egyensiilyainak hal-
mazait szemléltetik. Megfigyelhet6, hogy a politépok az E feliilet kiillonbozé olda-
lain helyezkednek el és nincs kozos pontjuk. Ezért ennek a r fuzzy jatéknak nincs
korreldlt egyensilya.
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