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Bojar Gabor:
Matematikaoktatas — az orszag valdés gazdasagi
Kitorési pontja

A Ratz Laszlé Vandorgyiilésen 2023. jilius 4-én elhangzott
eloadas roviditett valtozata

Ezt a cikket els6sorban egykori cégem, a Graphisoft tapasztalatai inspiraltak.
Még ha nem is édltaldnosithatok a konkliziok, érdemes megosztani dket.

Minek koszonhettiik az elso sikereket Amerikaban?

1989 elején nyitottuk meg iroddnkat a kaliforniai Szilicium-volgyben. Az
épitész-tervezd szoftveriinkkel elért kezdeti nyugat-eurdpai eredmények utan
ugy éreztiik, itt az ideje az amerikai piac meghdditasinak is. Tulajdonképpen
fogalmunk sem volt rdla, hogy mibe vagunk, ottani partnereink szerint ha
tudjuk, el sem kezdjiik. Ebben az ipardgban messze az amerikai cégek a leg-
erGsebbek, és a hazai palydjukon versenyezni a legerésebbekkel — enyhén
szolva — elég bator vallalkozas. A legnagyobb akaddly azonban az a hatal-
mas marketingzaj, amelyben egy kicsi eurépai cégnek felhivni magéara a fi-
gyelmet szinte reménytelen. De a sikerhez a kitartas mellett szerencse is kell,
nekiink pedig szerencsénk volt az 1ddzitéssel.

Alig melegedtiink meg a Szilicium-volgyben, amikor Magyarorszdgon
nagy dolog tortént. Lebontottuk a vasfiiggdnyt, kiengedtiik a keletnémeteket,
ez volt az els6 1€pés a berlini fal lebontdsdéhoz és az tun. ,szocialis-
ta vilagrendszer” Osszeomlasdhoz. Ezért Magyarorszag kiemelt figyelmet
élvezett a vilagban, Amerikaban is. Csak illusztracioként egy kis helyi ujsag
cikkeinek ardnyairdl: a San Francisco-6bol mentén fekvd San Mateo nevii
varoska (itt laktunk) helyi lapja, a San Mateo Times 20 oldalabdl 19 helyi
hirekkel volt tele, csak az utolsé oldal foglalkozott a vildg tobbi részével
, Tl az Oblon” cimmel. Ebbé] fél oldal még mindig Amerika tobbi részével,
de a vildg Amerikén tili részEérdl szolo legutolséd fél oldalon mar Magyar-
orszagnak is jutott hely.

A publicitést sztorival lehet megvenni, és a hazankra iranyul6 figyelem
kozepette egy magyar cég a Szilicium-volgyben sztorinak szamitott. Kis
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irodankban egymdasnak adtdk a kilincset az Ujsagirdk, mi pedig boldogan
€s biiszkén adtuk az interjukat. Volt egy visszatérd kérdés: hogyan lehetett
mindezt elérni a vasfiiggény mogott? Hiszen nem jutottunk té6kéhez (azt sem
tudtunk még mi az), nem jutottunk a legmodernebb szdmitégépekhez sem
(Magyarorszag rajta volt a modern nyugati szdmitégépek keleti exportjat
tilté in. COCOM-listan), és tutlevelet sem lehetett konnyen kapni nyugat-
ra. Mindennek ellenére ekkor mar jelentds piaci részedésiink volt Nyugat-
Eurdpaban, és fél év utdin mar az amerikai piacon is latszottunk egy ki-
csit. — Mi lehetett volna ebbdl a cégbdl, ha itt a Szilicium-volgyben ala-
kul?! — szolt a kolt6i kérdés. — Itt valdszintileg nem sikeriil, ami sikertilt
Magyarorszagon — valaszoltam 6szintén. Az utlevelet kisirtam a Beliigymi-
nisztériumban azzal, hogy keményvalutit hozunk az orszadgnak; a legmoder-
nebb PC-ket becsempésztiik a Trabant csomagtartdjaban; és toke sem kellett
nagyon, olcsé volt még az élet itthon, és megtanultunk a vevSink pénzébdl
élni. (Ez utdbbit egyébként melegen ajanlom a mai vallalkozoknak is.) Volt
viszont egy olyan elényiink, ami a szilicium-volgyi kezd6 vallalkozéknak
a legnehezebb: megszerezni a legjobb fiatal tehetségeket. Mert ott ezekért
folyik a legaddzabb verseny. Akik biztonsdgra vigynak, elmehetnek egy ot-
tani nagy sztarcéghez (Apple, Microsoft stb.), akiben pedig van kurazsi és
ambicid, sajat céget alapit. De ki megy el egy masik kezd6 céghez, ahol nem
garantélt a siker? Nekiink ebben volt elonyiink itthon. A maganvéllalkozasok
kezdetén (az idGsebb olvasok talan még emlékeznek a ,,gmk” és a ,kis-
szovetkezet” fogalmara) vonzonak tlint egy ilyenhez csatlakozni, a hazai
allami véllalatok nem jelentettek konkurenciat a tehetségek csabitdsaban, a
nagy nyugati cégekhez pedig nem volt még egyszer( kijutni. Amikor pedig
valéban hoztunk némi keményvalutat, a Graphisoft minden munkatarsa meg-
kapta a kivételes privilégiumnak szamit6 allandoé kilépésre jogosito szolgélati
dtlevelet. Tgy konnyi volt a legjobbakat felvenni. Es a legjobbak tényleg
nagyon jok voltak. Mert még létezett egy magas szintli oktatds Magyar-
orszagon, Eotvos Jozsef és Klebelsberg Kuno hagyatékdnak maradéka, ezen
beliil kiilondsen a matematikai oktatas, amit a Rakosi- és a Kadar-rendszer
még nem vert sz€t.
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Az oktatas szinvonala mint gazdasagi versenyelony

Az un. ,szoftverexport” mar a hetvenes-nyolcvanas években is nagy iizlet
volt, ami akkor még valgjaban csak szoftvermérnokok orabérben torténd
bérbeadasit jelentette. A vevok szamitastechnikai fejlesztésekkel foglalkoz6
nyugat-eurdpai nagyvallatok voltak (pl. Siemens, Ericson), a jo szoftveresek-
re méar akkor is sokkal nagyobb volt a kereslet, mint a kinalat. Ezt az {izletet
a nagyobb allami cégek és kiilkereskedelmi véllalatok folozték le, de ami-
kor a nyolcvanas évek elején megindultak a kisvallalkozasok, ez is hamar a
maganszféraba ment 4t. Az ambicidzusabb kisvéllalkozasok pedig mar nem
alltak meg a szoftverfejlesztok bérbeadasinal, megkisérelték sajat termékek
kifejlesztését. A Graphisoft mellett komoly sikereket ért el a nyugati piacon
az SzKI nevi allami vallalatbdl kivalt Recognita, késobb példaul a Kiirt Kft,
és mellettiik sok kevésbé ismert, tudatosan arnyékban marado kisvallalkozas.
Ko6szonhettiik mindezt a még mindig j6 matematikai €s természettudoményi
kozoktatasnak és az erre €épiil6 j6 mindségli miiszaki felsGoktatasnak.

Amikor a vildgpolitikai fordulat nyomdn magyarként élvezett publi-
citast igyekeztem egy kicsit szakmai sikra terelni, és a magyar miiszaki tu-
domdnyos eredményekre hivatkozva probaltam cégem szakmai hétterének
tekintélyt szerezni, akkor mar nem jirtam sikerrel. Szeretiink Nobel-
dijasaink relativ nagy szamaval dicsekedni, de arr6l szemérmesen hallga-
tunk, hogy nagy tobbségiik nem Magyarorszdgon alkotta, amiért Nobel-dijat
kapott, ezért nem magyarnak ismeri ket a vildg, és Neumann Janost, a
szamitogép egyik atyjat sem magyarként tisztelik. Miutdn sokszor hivatkoz-
tam rd, valaki egyszer megkérdezte, hogy miért biiszkélkedem annyit vele,
taldn rokonom volt? Mert von Neumannt, a Princeton kutatdjét, alighanem
csak itthon tartjuk szamon magyarként, hogy honnan j6tt, az Amerikdban
senkit sem érdekel. (Itt most csak mellékesen jegyzem meg, hogy Nobel-
dijasaink tobbségét és Neumannt azok sem tartottdk magyarnak, akik a har-
mincas években eliilldozték ket hazankbdl.)

s

Vilaghir matematikusaink nagy tobbségét viszont magyarként tartjak
szamon a vilagban, joggal lehetiink tehat biiszkék arra a matematikaoktatasi
hagyomdnyra, amit a Fasori Evangélikus Gimnaziumban Neumann Janos és
tobb Nobel-dijasunk tanardnak neve, Ratz Laszl6 tanar ur is fémjelez. Jelen-
legi felsdoktatési véllalkozasom képviseletében sokat jarok amerikai egye-
temeken didkokat toborozni, és amikor a fogad6 matematikus professzo-
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rok megtudjik, hogy magyar vagyok, szinte az elsd kérdés, hogy mennyi
az én ,,Erdds-szamom”. (Ezt a szdmot Erdds professzor hdlézatelméleti il-
lusztracioként fogalmazta meg, azt fejezi ki, hogy egy matematikus a pub-
likacidit tekintve milyen tdvol &ll t6le.) Mivel matematikai targyd pub-
likaciokkal nem dicsekedhetek, nekem nincs Erdés-szamom, de Erdés pro-
fesszort a vildg matematikusai magyarként ismerik, és alacsony Erdos-
szamukra biiszkék szoktak lenni. Egy masik jellemzd példaval taldlkoztam
a Columbia Universityn, ahol egy fiatal matematikus, Julianna Stockton
(leanykori neve Connelly, tehdt nincs magyar kotddése) a magyar matemati-
kaoktatds titkairdl irta PhD-dolgozatit. Ugyanezektdl a professzoroktdl hal-
lottam egy masik szines torténetet a magyar matematika tiszteletérél. Még a
mult szdzad els6 felében a Princeton Universityn egy Harold W. Kuhn nevii
matematikus az Un. ,,optimdlis hozzarendelési probléma” megolddsan dol-
gozott. Véletleniil felfigyelt egy magyar nyelvii matematikai publikdciéban
a képletekre, ezekbdl latta, hogy a cikk szerzdje, Egervary Jend is ezen a
probléman dolgozik, s6t, mintha meg is oldotta volna. Gyorsan megtanult va-
lamennyire magyarul, hogy megértse az egész cikket, és valoban, Egervary
megoldotta a problémat, a megoldast azoéta is ,,Hungarian Method” néven
ismerik a vilagban. De hogy ne menjek ennyire messzire, az eredetileg geo-
metriai oktatasi segédeszkozként megalkotott, €s a vildg maig legsikeresebb

//////

talalhattak fel.

Honnan eredhet mindez?

Sokak szerint nyelviink sajitos, az indoeurdpai nyelvektdl eltérd szerkezete
segiti a matematikai gondolkodast. Ehhez nem tudok hozzaszdlni, én inkdbb
torténelmi okokat vélek latni. Egy gyerekkori élményemet idézném. Hat-
évesen kezdtem az 4ltalanos iskolét, és két hét utdn nagyapam megkérdezte,
j6 vagyok-e szdmtanbdl. J6 voltam, de miért fontosabb ez, mint mas,
kérdeztem vissza. Mert kétszer kettd az oroszoknak és a németeknek is
négy, valaszolta két vildghaborut és két megszallast tulélt nagyapam. Ezért
gondolom, hogy a matematika tisztelete taldn a tdlélését segithette viharos
torténelmiink sok kiilonbozd kultirdju nagyhatalmanak megszéllasa soran.
Mivel az informatika alapja a matematika, ennek koszonhettiik, hogy ma-
gyar programozok keresettek lettek. A rendszervaltds utdn pedig mér nem-
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csak a programozoinkat keresték az informatikai vilagcégek, hanem kutato-
fejleszté kozpontokat telepitettek Magyarorszdgra. Igy lett Budapesten az
Ericson egyik legnagyobb fejlesztd kozpontja, és ha csak sziikebb kornye-
zetemben, a Graphisoft Parkban nézek koriil, ott is sok nagy vildgcég ku-
tatd-fejlesztd kozpontjat taldljuk. Tobb mint ezer szoftverfejlesztét foglal-
koztat ndlunk Eurdpa legnagyobb szoftverdridsa, a német SAP, és 1998 6ta
nalunk van a vildg legnagyobb szoftvergigdsza, a Microsoft magyarorszagi
vdllalata is. A kozel szdz informatikai kis- és nagyobb vallalkozas kozott
a Graphisoft Parkban miikddik a digitalis filmgyértdsnak technolégiat fej-
lesztd és Hollywoodnak széllit6 DIGIC Pictures nevii vallalat, a félvezetd
fejlesztést kiszolgdlé amerikai Silicon Labs, vagy Eurépa mdsodik legna-
gyobb gyodgyszergydranak, a Servier-nek egyetlen Franciaorszdgon kiviili
kutato-fejlesztd kozpontja.

A hazai alapitdsu és vilagsikert elért magyar szoftvercégek fentebb
emlitett elsd generacidjat is ujabbak kovették, legismertebbek a prezenticios
szoftverével a Microsofttal konkural6 Prezi, a video-streaming technologia
egyik vezetdje, a Ustream (6k az IBM része lettek) és a New Yorki Nas-
dagon jegyzett LogMeln. A bizalmas adatok biztonsagos tarolasat kindlja a
vilag erre érzékeny cégeinek a Tresorit, a Shapr3D nevi startup vallalkozas
pedig tableteken forradalmasitja a haromdimenzids tervezést.

De miért csak ennyi?

Ezek a sikerek jol hangzanak, de a szoftveripar lehet6ségeit tekintve saj-
nos nagyon kevesen vannak. Felmeriil a kérdés, hogy miért nem valdsult
meg az ,internet kirdlyndjének” is hivott Esther Dyson joslata, aki meg volt
rola gy6zddve, hogy matematikaoktatasi kultardjara épitve az informatikai
forradalom egyik gydztese lehet a piacgazdasdgra atallé6 Magyarorszag. Es-
ther publikalt el§szor az informatikai forradalom varhat6 tarsadalométalakito
hatdsarol, és a kilencvenes években sokat jart Magyarorszagon, keresve azo-
kat a vallalkozodkat, akik ezt a paratlan kincset, a matematikai kulturat tizleti
sikerré konvertaljak. De miért nem valdsult meg Esther Dyson alma, miért
csak ilyen kevés globdlis bajnokot talalt Magyarorszagon?

Sokan abban latjdk ennek okat, hogy miiszaki-tudomanyos €s matemati-
kai kultirdnkhoz nem tarsul elegendé menedzsment €s iizleti tudas. Ebben is
lehet valami, de azt hiszem nem ez a f6 ok, idézhetném nagy vildgcégekben
felsdvezetdi karriert befutott honfitarsaim listdjat. Az az igazi baj, hogy a
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kincset ér6 oktatdsi kultirank mara elolvadt. Nemcsak a korabbi magyar si-
kersztorikat nem kovetik ujabb hazai alapitdst informatikai startupok ezrei,
de a multik is ledlltak magyarorszdgi kutato-fejleszté bazisaik novelésével.
Megkérdezhetjiik 6ket: miért? A vilasz egyértelmii: ma méar nem kapjak meg
azokat a jol képzett szakembereket, akiket egy-két évtizede még megkaptak.
Nincs utanp6tlas, kozvetleniil is érzékelhetd az oktatas ziillése.

Egy rovid kitér6t tennék, érzékeltetni, milyen hatalmas gazdaséigi le-
hetdséget hagyunk ki.

Ipar 4.0? Sokkal tobb!

2016-ban, a davosi Vilaggazdasigi Forumon hangzott el eldszor a ,,Negye-
dik Ipari Forradalom” kifejezés, ezzel a cimmel a Vildggazdasigi Férum
alapit6ja, Klaus Schwab konyvet irt, és azéta elterjedt az ,Ipar 4.0” meg-
jelolés. De azt hiszem, Klaus Schwab tévedett, mint ahogy Neumann Janos
is tévedett, amikor ,,gépnek” nevezte alkotdsat. Azt hitte, hogy gépének {6
feladata a bonyolult szamitdsok automatizaldsa. Hasonl6 tévedésben volt,
mint Kolumbusz Kristéf, aki azt hitte, hogy 1j utat fedezett fel Indiédba,
és élete végéig nem tudta, hogy sokkal tobbet, egy 1j vilagot fedezett fel.
Neumann Jéanos is csak gyorsabban és pontosabban akart szdmolni, nem
sejtve, hogy gépének legegyszerlibb miiveletével, a ,,compare”-rel, két bit
Osszehasonlitdsdval, hogy egyeznek-e, egy Uj vildgot fedezett fel. Ez az egy-
szer miivelet ugyanis az alapja a keresésnek, tehat a digitdlisan tarolt szinte
végtelen méretli informaciétomegben bizonyos mintdk beazonositdsanak.
Klaus Schwab konyvének bevezet6jében ezt irja: ,,...az U4j tech-
nolégiai forradalom nem kevesebbet jelent, mint az emberiség atalakitdsat.
Egy olyan forradalom kezdeténél vagyunk, amely alapvet6en véltoztatja
meg életiinket, munkankat €s egymashoz vald viszonyunkat.” Ezzel szdz
szazalékban egyetértek. De amikor a robotokat, a drénokat, a holdraszallast,
a tavsebészetet, a 3D nyomtatdst, az Onvezetd autdt vagy akdr a mesterséges
intelligenciat sorolja az informatikai forradalom leghatdsosabb termékeiként,
és az ipari forradalom egyes mérfoldkoveivel allitja parhuzamba az egész
informatikai forradalmat, akkor azt hiszem, félreérti a 1ényeget. A Google
Search mar eddig is sokkal jobban megvaltoztatta ,€letiinket, munkankat
€s egymdashoz val6 viszonyunkat”, mint az 6nvezetd autd fogja, ha elter-
jed végre. Ha a napjainkban zajl6 informatikai forradalom varhat6 hatdsanak
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mértékét szeretnénk érzékeltetni, akkor ezt nem az ipari forradalom egyes
fejezeteihez kell hasonlitanunk, hanem inkabb két korabbi ,,informatikai for-
radalom” hatasat érdemes nézni.

Az elsd informatikai forradalom a homo sapiens altal els6ként meg-
valésitott szofisztikdlt informdciocsere, a tagolt beszéd megjelenése volt,
mintegy negyven-, dtvenezer évvel ezelott. Ez tette képessé az embert vi-
szonylag bonyolult szerszamok és fegyverek (kdbalta, darda, nyil stb.) meg-
alkotdsara, a beszéd révén tudott a horddknal nagyobb €s jobban mikddo
torzseket megszervezni, ez tette a homo sapienst er6sebbé minden maés
allatnal. Oseink azt is felismerték, hogy a megdrzott informéacié mennyire
értékes, ezért élveztek az Gskori torzsek oregjei mint az informécié 6rzéi ki-
emelt stituszt.

A kovetkezd informatikai forradalmat az irds, tehdt az informdcio
tdaroldsdanak fejlettebb modja hozta el, elérhetové téve a generdciok 4ltal fel-
halmozott informéciét iddbeli és térbeli korlatok nélkiil. Az irds nyoman
civilizaciok és birodalmak sziilettek. A nemzedékek gytjtotte és irdsban
megdrzott informécid révén a tudds kumulativva vélt, és bekovetkezett az
un. ,,informdaciorobbanas”, mar a kétezer évvel ezelotti alexandriai konyvtar
félmillionyi kotetét sem lehetett konnyen feldolgozni. Ez a kihivas hozta
el napjaink informatikai forradalmdt, a digitdlisan tdrolhatd, akar végtelen
mennyiségli informacié feldolgozasanak képességét. Ez a harmadik (di-
gitalis) informatikai forradalom igazi jelentdsége, és azt hiszem, nem szak-
mai sovinizmus mondatja velem, hogy a ,negyedik ipari forradalom” vagy
,Ipar 4.0” megjeldlés alabecsiili napjaink forradalmanak valddi sulyat.

Még nem tudhatjuk, hogy mindez hova vezet. Az egymassal beszéld,
Osszetett informdciét cserélé6 homo sapiens sem sejthette eleinte, hogy
ez teszi majd képessé fegyverek magalkotdsara, mellyel a Fold leg-
er0sebb él6lényévé valik. A sumérok sem sejthették még, hogy a felfe-
dezésiik, az {rdsban megd6rzott, kumulativva valé tudds nyoman gazdag ci-
vilizaciok sziiletnek. Mi sem tudhatjuk még, hogy hova vezet a végtelen
mennyiségl informécié feldolgozasit megoldé harmadik informatikai for-
radalom, de annyit megjésolhatunk, hogy az el6z6 kett6héz hasonlé mérett
valtozasokhoz.

Ezt hagyjuk ki!

Mivel az informatika alapja a matematika, az informatikai forradalom-
mal Magyarorszag el6tt oridsi lehetdség nyilt. Akar az ipari forradalmat is
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nézhetjiik analégiaként arra, hogy nagy valtozasokkal jaré id6szakban ho-
gyan tehetnek hagyomanyai gyOztessé egy nemzetet. A korabban nem tul
gazdag Anglia ugy lett az ipari forradalom gydztese, hogy el6z6leg a nagy
felfedezéseket kiovets gyarmatositdsi versenyt nyerte meg. Es a gyarma-
tositdsi versenyben miért gy6zott, miért tudta legy6zni az el6tte legsikereseb-
ben gyarmatosité spanyol birodalmat? Arra gondolok (€s elnézést a képzett
torténészektdl, ha ez tulzott egyszerlsités), hogy taldn azért, mert az an-
golok szigetorszdgban élvén jobban tudtak hajézni, és volt egy kivételesen
tigyes hajosuk, Francis Drake, aki legy6zte a ndluk sokkal nagyobb spa-
nyol armadat. Ehhez persze az is kellett, hogy legyen egy olyan uralkoddjuk
I. Erzsébet személyében, aki felismerte a lehet&séget, felismerte, hogy a nagy
felfedezések utan a vilagtengereken dol el a vildg sorsa, ezért er6forrasait
hajohad épitésébe fektetette.

Ma az ipari forradalomnal sokkal jelent6sebb informatikai forradalom-
ban az lehet gy&ztes, aki vildgtengerek helyett a cyber-térben tud jol hajézni.
A cyber-tér meghdditasara alkalmas ,,hajohad” pedig az informatika alapjat
jelentd matematika magas szinti oktatdsa. Az lehet most a gyoztes, akinek
ebben vannak erds hagyomanyai. Ehhez persze az is kellene, hogy az ural-
kodo felismerje a lehet6séget.

Mostandban vaéllalkozdsi ismereteket oktatok fiatal vallalkozdjeldltek-
nek, és az egyik els6 6ram arrdl sz6l, hogyan valasszunk piacot. Ne azt
nézziik, hogy melyik a legjobb piac, hol van egy ,,r€s”, amit még nem fede-
zett fel senki, hanem azt, hogy mi miben vagyunk jobbak versenytdrsainknal,
€s ahhoz keressiik meg a piacot. Nem érdemes egy nagy piacért kiizdeni,
ha abban masok jobbak lehetnek. Az sem baj, ha a mi tuddsunkat értékel6
piac nem nagy, kis piacon kisebb a tiilekedés. Persze az a legjobb, ha a
tudasunkat értékeld piac nagy. Magyarorszdg a sors adomdnyaként most
kivételesen szerencsé€s helyzetbe kertilt. A vilag altal elismert és csodalt
matematikai hagyoményainkat a vilag szoftverpiaca értékeli, ez egy nagyon
nagy és novekvs piac. Ennek meghdditdsahoz csak egy dolog kell: a kozok-
tatds €s ezen beliil kiilondsen a vildg csodalatat egykor joggal kivalté mate-
matikaoktatdsi kultirank megbecsiilésének helyreallitasa.
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Egy amator matematikus bemutatasa

Az amatdr matematikusok tudnak kellemetlen perceket okozni. Ugyanis
altaldban csak feliiletesen értik a megoldatlan problémédkat, ,,aprobb” logikai
bakugrasok nem zavarjak Oket, viszont meg vannak gy6zddve, hogy valami
nagyon fontosat taldltak ki. Es feltétleniil szeretnék eredményeiket a viliggal
tudatni. Kedvencem e témabdl egy sajat kiadasu kis konyvecske, amiben
az amerikai szerzd a négyszinsejtést ,,bizonyitotta be” még akkor, amikor
az nem volt megoldva. Az els6 fejezet arrdl szolt, hogy természetesen csak
egy mérnok taldlhatta meg a bizonyitast, mert a matematikusokat mindenféle
rogeszmék hatraltatjak. Itt a pontos kovetkeztetési szabalyokra gondolt. Na-
gyon sajnalom, de a kis kék konyvecske elveszett az évek soran. Na ja, mar
nem is fontos, mert a négyszinsejtés azdta tétel lett.
velem egy indiai kiilseji ,,kolléga”. Amikor kideriilt, hogy Bengaliabdl
szarmazik, egy par sz6t mondtam neki bengéliul, teljesen a bizalméba foga-
dott. Elarulta, hogy van egy egyszerii bizonyitasa a négyszintételre. (Tudta,
hogy mar tétel!) Gyorsan adott is egy példanyt, hogy nézzem meg. Mivel
mar ,,annyira Osszebardtkoztunk™”, gy éreztem, muszdj megnéznem. Meg is
néztem, és azt irtam neki, hogy ,,nincs benne hiba”, ugyanis nem koveti a
matematikai logika szabdlyait. A vélasza ez volt: ,,Széval nincs benne hiba,
akkor publikélhat6, hova adjam le?”

Itt viszont egy olyan amatdrt mutatunk be, aki — iiditd kivételként — érti
a matematikai gondolkozds lényegét. De életsora nem engedte meg neki,
hogy komolyan tanuljon matematikat. Amatdrként sok mindent megértett,
¢és hajtja az qj kitaldlasdnak vagya, de tuddsa — sajnos — nem elégséges. Az
aldbbiakban Benkd Miklds rovid €letrajza taldlhatd, utdna az dltala a Mate-
matikai Lapokhoz bekiildott cikkére irt — elutasité — lektori vélemény, végiil
maga a cikk.

Katona Gyula

Benk6 Miklos rovid életrajza

1959-ben sziiletett. Edesapja ontvényberajzolé volt a Csepel Vas- és
Fémmiivekben. Edesanyja héztartasbeli (7 gyermekkel), majd idegennyelvii
leiré (gépirénd) az Ut-Vasiittervezs Villalatnal. Gyermekeik nevelésére és
oktatdsara nagy hangsulyt helyeztek. Mikl6s fiuk 7 éven at tanult zongordzni,
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majd a Budapesti Piarista Gimnazium didkkantora lett. 1977-ben elvégezte
a (romai katolikus) nyari kantorképzdt. 1978-ban papndvendéknek jelentke-
zett, és fel is vették a R.K. Hittudomédnyi Akadémidra. Ez a pédlyavalasztas
(utélag megitélve) elhibazott volt. Miklost mindig a természettudoméanyok
vonzottdk, matematikdbdl és fizikdbol jelesre érettségizett, ezzel szem-
ben magyar nyelv és irodalombdl, valamint torténelembdl is 3-ast kapott.
Els6sorban az motivalta, hogy lelkiatyjinak a kedvében jarjon. Igy aztin fél
év mulva vizsgdinak a felét sem tudta letenni. Idegdsszeomlast kapott, mert
arra nevelték, hogy ha elkezdett valamit, akkor azt fejezze is be. Ekkor a
valldsos hitét is elveszitette, mert Ugy érezte, eloljardi betegségével magara
hagytdk. Konyvesbolti elad6 lett. A Véci utcai Gondolat konyvesboltban dol-
gozott, megtanulta, hogy az ,,ismeretterjesztés” nem azonos a ,,szakkonyvek-
kel”. Szabad idejében annyit olvashatott, amennyit csak akart. 1980 tavaszan
felvételre jelentkezett a Kandé Kalmén Villamosipari Miiszaki Foéiskolara,
és fel is vették. A katonasigot (kérhdzi zardjelentésére vald tekintettel) el-
keriilte, tanulményait a nappali tagozaton 1981-ben kezdte meg, és 4 év alatt
fejezte be (egy félévet halasztott). Els6éves kordban részt vett a ,,hdzi”” mate-
matikaversenyen, pénz- €s konyvjutalmat kapott a helyezéséért. Az 1986-0s
évben 4 cikke jelent meg, egy a Mikroszdmit6gép Magazinban a negyedfoku
algebrai egyenlet Ludovico Ferrari-féle megoldoképletérdl, a masik harom
a Mérés és Automatikdban. Utobbiak egy negyedrendi differencidlegyenlet
megoldasardl széltak, melynek elvégezte differencidlszamitasat egy specialis
esetre, €s burkologorbe-analizisét is, altaldnos esetre.

,Civil” élete 1985-ben kezd6dott a Kohdszati Gyarépitd Villalat M-
szer-Automatika gyaregységének mikroszamitogépes csoportjaban, ahol
mérnoki-szamitastechnikai munkat végzett. 1988 &szén beiratkozott az
ELTE programozd matematikus szak esti tagozatdra, kis tilzassal azért,
hogy legyen papirja arrdl, amit csinal. Az els6 félévet sikerrel abszolvilta,
de tavasszal 4j tantargyat kaptak (,,Bevezetés a Programozasba” cimmel),
amelynek targyaldsmddjit, az absztrakt matematikai (,,halmazelméleti”)
jeloléseket nem volt képes megtanulni, haszndlni, ezért kimaradt, lemor-
zsolddott.

1992-ben vallalata csédbe jutott, megszlint a magyar nehézipar és
kohaszat. Megint konyvesbolti elado lett, ezuttal a Liszt Ferenc téri Miszaki
Konyvéaruhdzban. Nem volt érzéke az iizlethez, feladatat ugy fogta fel, mint-
ha konyvtéaros lenne, akinek az a dolga, hogy a megfeleld6 ember szdméara
el6hozza a megfeleld konyvet. Két évig dolgozott itt, utdna egy év be-
tegdllomény, egy év munkanélkiiliség utan rokkantnyugdijas lett.
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Lektori vélemény Benko Miklos dolgozatardl:
Primszamvadaszat homogén lanctortekkel

Benkd Miklos dolgozatdban bevezeti a lanctorteket és két kapcsolddd po-
linomesaladot, fi(C,n) és fo(C,n). A lanctortek lényeges szerepet nem
jatszanak, a két fliggvény két jol ismert rekurziv csaladbol érkezik. Ezek az
alabbiak:

AO = 0, Al = 1, An+2 = CAnJrl + An, han > O,
BO:O7 Blzl7 Bn+2:CBn+1—Bn, hanZO

A sorozat primosztdinak vizsgélata klasszikus témakor a szdmelmélet
teriiletén, a rekurziv sorozatok primitiv osztéinak irodalma igen gazdag. Igy
alapjdban véve nagy primekre vaddszni a sorozatok segitségével ugy is le-
het, hogy a felmertiild primosztokat nézziik, ahogyan a dolgozatban taldlhat6é
tdblazatokbdl is latjuk, (dltalaban) a sorozat dj elemei rendelkeznek a kordbbi
tagokban nem fellépd primosztdval. A szakirodalomban szép jellemzést ad-
tak az el6zbleg zardjeles altaldban pontossd tételére. Itt Bilu, Hanrot és
Voutier munkait emelném ki. A C' = 20 specialis esetben a szerz$ oszt-
hatdsagi tulajdonsdgokat is kiemel, ezeknél tobb is tudhatd, az A, mod N
és B, mod N sorozatok is periodikusak, példdul N = 401 esetében a pe-
riddus hossza 12, azaz elegendd az els 12 tagot megnézni, utdna ismétlodés
kovetkezik, igy nemcsak azt tudjuk, hogy a 3, 6,9, 12, 15 indexi tagok lesz-
nek oszthatdéak a 401 szammal, de minden harommal oszthatd indexd is.
A szerz$ a polinomokkal kapcsolatban is megfogalmaz egy sejtést, ez a
csaldd egyébként a Fibonacci-polinomok csalddja:
https://mathworld.wolfram.com/FibonacciPolynomial.html
Az irreducibilitasi sejtés jol ismert, 1969-ben be is lett bizonyitva, ez
Webb és Parberry eredménye:
https://www.mathstat.dal.ca/FQ/Scanned/7-5/webb.pdf
A szerz0 a dolgozatot egy LaTeX-szerli formatumban nyujtotta be, ami
tartalmaz formuldkat, azonban a f4jl igen messze all attdl, hogy egy pdf-re
fordithat6 verzi6 legyen.
Osszegezve: a dolgozatban bindris rekurzidk klasszikus eredményeivel
kapcsolatban taldlunk informacidkat, a szerz6 numerikus szamitasok alapjan
fogalmaz meg sejtéseket, tesz észrevételeket. Ahogyan ki is emeltem,
ezeknél tobb is tudhatd a szakirodalom alapjén.
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Benko Miklos:
Primszamvadaszat homogén lanctortekkel
A cikk két kétvaltozos fliggvényt ismertet. Az egyik alkalmas primszamok
keresésére, a masik sohasem eredményez primszamot. Bevezetésre keriil a
,,homogén reguldris lanctort” fogalma, szamitégépes programozok szamara
gyakorlati dtmutatdval.
Bevezetés
Lanctorton a kovetkezd matematikai alakzatot értjik (a,b € N):
b
al + az—+...
A regularis lanctort szamlaldiban csupa 1-es szerepel (b1, b, ..., b, = 1):
N 1
ag + ———.
Vet i
A reguldris lanctortet a kovetkezd formédban szokds dbrazolni: [ag; ay, as, . . .].
A lanctort a raciondlis szamok esetében véges, az irraciondlis és transzcen-
dens szamok esetében végtelen.
1.) A Fibonacci szamokat el64llit6 generdtorfiiggvény éltalanositasa
Vegyiik a kovetkezd masodfoku egyenletet: 22 — 2 — 1 = 0. Rendezziik
4t: 22 = z + 1, majd osszuk el mindkét oldalt z-szel:
1
r=1+—.
x
Ha a jobb oldali = helyébe behelyettesitjiik az egész jobb oldalt, egy emeletes
tortet kapunk:
1
=1 .
x + 1T i
A behelyettesités a végtelenségig folytathaté:
1+ !
]
—®
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Az igy kapott lanctort [1;1,1,1,1,1,1, 1, 1,.. ] hatdrértéke a fenti 22 — x —

1 = 0 egyenlet egyik gyokével egyezik meg:

1++5
5

A masik gyok ennek reciproka (elGjelcserével):

1-V5
5

Ezzel a két gyokkel levezethetd egy generdtorfiiggvény, mely n kitevd
kiilonboz6 értékei esetén a Fibonacci-szamokat 4llitja els:

(%) - (%)
N a—

1123581321 345589 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 10946
17711 28657 46368 75025 121393 196418 317811 514229.
Ha médositunk a mdsodfokd egyenleten: 2 — C' - x — 1 = 0, akkor a két

gyok
C+VC?2+4
2

C—vC?+4
2 Y
az ezekbdl alkotott generatorfiiggvény:

fill,n) =

és

(C+\/CQ+4) no (C—\/C’2+4>"
2 2
VO

Ez a formula tartalmazza mind a négy alapmiiveletet (a négyzetre emelés
onmagaval valé szorzds), valamint egy négyzetgyokos kifejezést is. Ha C'
és (a kitevében szereplé n) 0-ndl nagyobb természetes szdmok, mindig
egész szamokat kapunk, mert a szdmldléban azok a tagok, melyek nem
tartalmazzak a négyzetgyokos kifejezést, a két hatvanykifejezésben azonos
elgjellel 1€pnek fel, ezért a kivonas miatt kiesnek. A maradék tagok mind tar-
talmazzak a négyzetgyokos kifejezést, ezért /C? + 4-gyel végig lehet osz-
tani.

fl(07 TL) =
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A generdtorfiiggvényhez tartozé lanctort [C;C,C,C,C,C,C,C,.. ]
alaku: 1
C+ —F—
Ctan
és ,homogén reguldris lanctort” a neve (vagy egyszerlien ,,homogén lanc-
tort”).
2.) Az f1(C, n) fiiggvénynek két valtozoéja van, C' és n.
Nézziik meg, hogyan viselkedik rogzitett n kitevs esetén.
I. Han =1, f1(C,n) = 1, azaz konstans.
II. Han =2, fi(C,n) = C, azaz visszakapjuk C' értékét.
II. Han =3, f1(C,3) = C? + 1.
Ha vizsgdljuk a C? + 1 formulat, és kiilonboz6 értékeket adunk
C-nek, azt tapasztaljuk, hogy vegyesen kapunk Osszetett szdmokat
€s primszdmokat. Ha csak azokat az értékeket tiintetjiik fel, melyek
primszamok, a kovetkezd tdblazatot kapjuk:
. C= 2 5 Fermat-féle primszam
2. C= 4 17  Fermat-féle primszam
3. C= 6 37
4. = 10 101
5. = 14 197
6. = 16 257 Fermat-féle primszdm
7. = 20 401
8. (C= 24 7T
0. = 26 677
42. C' =256 65537 Fermat-féle primszam
Tehat ha C 2-t6]1 256-ig valtozik, az elballitott szamok kozott 42
primszam talalhat6, kozottiik 4 Fermat-féle prim.
IV. Han =4, f1(C,4) = C3+2- C. Léthat6, hogy a polinombdl C' kiemel-
hetd, ezért a fiiggvény mindig Osszetett szamot allit eld.
V. Han =5, f1(C,5) = C*+3-C?+1, és C értéke 1-t61 10 000-ig valtozik,
1148 primszamot allit el6, melybdl az els6 30 a kovetkezd (C' < 100):
—®
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5 29 109 701 2549 4289 10301 21169 84389 161201 281429 812701
1051649 1189189 4106701 5315329 7898909 11326589 14787869
20164589 21395249 24024701 31657501 35170829 37033309 40979201
57312469 65634301 88557509 100030001

VL. Han =6, f1(C,6) = C° +4-C3 + 3 - C, amibdl C kiemelhetd, tehat
mindig Osszetett szamot kapunk.

VII. Han =7, fi(C,7)=C®+5-C*+6-C? + 1.

Ez a formula, ha C értéke 1-t61 1000-ig valtozik, 80 primszamot allit eld,
ebbdl az els6 23:

13 53353 283009 34539049 64802401 1297404109 10803626989
139448469889 282644809453 404840783593 783182518273
886303622569 1871173661293 3298411715689 3815918062501
6613617740029 12830433853789 29726659302913 36349118326249
45586013273893 65952322047613 88255850497093 98781981671101

Lathatjuk, hogy ha n paros szdm, akkor az f;(C, n) generatorfiiggvénybdl
szdrmaz6 polinom oszthaté C-vel, tehat (ha ezt tartjuk szem el6tt)

csak akkor kaphatunk primszdmot, ha n pératlan. Tovabbi szamitogépes

vizsgalatokbdl fogalmazédott meg az a SEJTES, hogy az f,(C,n)

fliggvény csak akkor 4llit el6 primszamot, ha n értéke maga is prim.

Ezért érdemes atugorni n = 8,9, 10 értékét (a teljesség kedvéért a poli-

nomokat kozoljiik):

VIII. Han =38, f1(C,8) =C"+6-C°+10-C3 +4-C.
IX. Han =9, f1(C,9) =C®+7-C°+15-C*+10-C? + 1.
X. Han =10, f;(C,10) =C? +8-C"+21-C°+20-C*+5- C.

Han =11, fi(C,11) =C"Y+9.-C®+28-C®+35-C*+15-C% + 1.

Ez a polinom a szamok géppel abrazolhat6 tartoméanyéban (18 jegyig) 19
primszamot eredményezett a gép segitségével, a kovetkezs ,,C”-k esetén:

C=1,2,3,5,6,8,17,19,20,23,33,39, 41, 43, 46, 48, 50, 51, 56.
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A fenti polinomok egyiitthatéi nem masok, mint a binomidlis egyiitt-
hatok, melyeket a Pascal-hdromszogbdl lehet kiolvasni, de nem ,,viz-
szintesen”, mint a binomidlis tétel alkalmazdsa esetén az (Z) képletet

hasznalva, hanem ,.ferdén”, az
n—1—k
)
formuldval. EllenSrzésképpen, ha soronként Osszeadjuk az egyiitt-
hatokat, eredményiil Fibonacci-szdmokat kell kapnunk.
3.) Vélaszthatjuk azt az utat is, hogy C-t rogzitjiik és n-et valtoztatjuk. Az
f1(C,n) figvénnyel C' = 20 és n = 3,5,7,11 esetén primszamot kapunk,
n = 13-ra nem.
n f1(20,n)
1. 1-
202 x2x%x5
. 401 -
80402 x2x2x3x5xX67
. 161201 —
. 3232060 2 x 2 x 5 x 13 x 31 x 401
. 64802401 —
. 12992800802 X 2 X 2 X 2 X3 X5 X TXTx17x 67 x97
9. 26050404001 37 x 401 x 1755773
10. 522307360100 2 x 2 x 5 x 5 x 32401 x 161201
11. 10472197606001 —
12. 2099662594801202 x 2 x 2 x 3 x 3 x 5 x 11 x 13 x 31 x 59 X 67X
x 83 x 401
13. 4209797387208401 337 x 5381 x 2321497933
14. 84405914003648140 2 x 2 x 5 x 43 x 1514549 x 64802401

Megjegyzés a (fenti) tdblazathoz: A 3. szam 401-gyel egyenld, a 6., 9.,
12. szam oszthat6 vele. Az 5. szam 161201-gyel egyenld, a 10. szam oszthat6
vele. A 7. szdm 64802401-gyel egyenld, a 14. szam oszthat6 vele. Csak akkor
kaphatunk primszamot, ha az n kitevdé maga is prim.

00NN Nk~ W

4.) A lanctortben a kivonas miivelete is meg van engedve, ekkor a kiindulési

egyenlet az 2> — C' - z + 1 = 0 alakot dlti, dtrendezve: x = C' — L

1
c—1

x=0C—
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Léthat6, hogy a lanctortben sorozatos kivonds van. Igy kapjuk meg a
madsodik, f>(C,n) fiiggvényiinket, mely — bar csak egy elGjelben kiilonbozik
az els6tdl — egészen masként viselkedik.
(o+m>" B (c_my‘
f(Cn) = >— :
C?—4

Ha n-et 1-t6l 16-ig véltoztatjuk, a kovetkezd polinomokat kapjuk:

1

C

C?— 1

c3—-2.C

Ct—3-C*+1

C5—4.-C3+3-C

Co—5.C*+6-C%—1

C"—6-C°+10-C*—4-C

C8—7-C°+15-C*—10-C*+1

C¥— 8.-CT+21-C5-20-C3+5-C
Cl0—9.C%+28-C%—35-C*+15-C* -1
CH—10-C2+36-C"—56-C°+35-C*—6-C
C?—11-C'0+45-C®—84-CO+70-C*—21-C*+1
CB—12.-C'1+55-CY—120-C"+126-C°-56-C3+7-C
C1"—13-C"2+66-C'0—165-C®+210-C®—126-C*+28-C? — 1
C¥%—14-C'3+78-C'1—220-C?4330-C"—252-C°+84-C*—-8-C

Ezek a polinomok az f;(C,n) figgvény polinomjaitl csak abban
kiilonboznek, hogy alternalva szerepelnek benniik kivonasok és 6sszeaddsok.
Ugyanakkor az f»(C,n) fiiggvény esetében ki kell kotni, hogy C' > 2, mert
(bar a polinomok nem vezetnek hibdra) C' = 2 esetén a négyzetgyokos
kifejezés 0-val egyenld, €s ezzel osztani is kellene, C' = 1 esetében pe-
dig képzetes szdmokat kapnank. Masodik szami SEJTES: az f,(C,n) for-
mula, amennyiben C és n 2-nél nagyobb pozitiv egész szdmok, soha-
sem eredményez primszdmot, csak Osszetett szamot. Ez az 4llitas csak
szamitogéppel van ellendrizve, a gép nem talalt ellenpéldat.
5.) Az fo(C, n) fiiggvény érdekes alkalmazdsa: C' = 6 esetén a ,,haromszog(
négyzetszamokat” dllitja els, azokat a szdmokat, melyeknek a négyzete egy-
o
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ben haromszogszam is, tehat az

N +1
2

M? = N x

egyenlet egész ,, M’ megoldasait, példaul 6 x 6 = 8 x 9/2 = 36.

M =1 6 35 204 1189 6930 40391 235416 1372105 7997214
46611179 271669860 1583407981 9228778026

(3+2v2)" - (3-2v2)"
f2 (67 n) = .
42
(Ezt a formuldt mar Leonhard Euler is ismerte.) Az f»(C, n) fiiggvény alkal-
mas tovabbi sokszogszamok kozott fenndlld egyenldségek megkeresésére is.

6.) Tovéabbi gyakorlati alkalmazasok

Amennyiben valaki szdmitégépbe szeretné programozni a fenti képlete-
ket, két modszer koziil valaszthat. Ha megelégszik legfeljebb 18-jegyii prim-
szamok elGallitasaval, akkor az f;(C,n) formulat kell vélasztani, amely tar-
talmazza mind a négy alapmiiveletet és egy négyzetgyokos kifejezést is
(amellyel osztani is kell). Ebben az esetben sziikség van lebeg&pontos arit-
metikara (és lebegOpontos véltozokra) is. Eredményiil egész szamokat ka-
punk, de ehhez irraciondlis szdmok kiszamitdsan keresztiil vezet az fit.

Amennyiben minél nagyobb (,,rekord”) primszamokra vadaszik valaki,
akkor célszerd kijelolni egy ,,n” hatvanykitevét, és csak az ehhez az n-hez
tartozo egyetlen sort beprogramozni.

Példaul ha az n = 19-es értéket vélasztjuk, akkor a képletiink a kovet-
kez6:

C®4+17-C%4+120-C™ +455-C*2 +1001 - C'° + 1287 - C®
+924-C%+330-C* +45-C? + 1.

Ez a formula csak 6sszeadast és szorzast tartalmaz (a hatvanyozast szorzdsok
sorozatara vezetjiik vissza). Ha példdul 100 millié jegyet tartalmazé
primszamokat keresiink (amelyek megtaldlasaért pénzjutalmat tlizott ki a
,.GIMPS project”), akkor a C' = 10°°5%55% értékkel célszerd inditani, s C-t
egyesével novelni, 1éptetni. Ugyanis C' mibenlétére semmiféle korlatozas
nincsen, lehet paros, paratlan, prim- vagy Gsszetett szam is.
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Voltaképpen nem egyetlen primszamképletrdl beszEélhetiink, hanem
primszamképletek (végtelen) sorozatardl. Annyi primszdmképlet van, ahany
primszam. Minden prim ,,n”’-hez hozzéarendelhetiink egy primszamképletet.
A tabl4zatban felsorolt azon polinomokat, melyek sorszdma Osszetett szam,
figyelmen kiviil kell hagyni.

n fi(C,n)

3C%+1

5C*4+3-C*+1

7TCO+5-C*+6-C*+1

11 CY4+9.-C8+28-C+35-C*+15-C?+1
13C24+11-C10445-C84+84-C°4+70-C*+21-C%*+1

17 C*4+15-C1491-C"24286-C10+495.C®+462-C5+210-C*+36-C?+1

Vizsgalataim sordn a legnagyobb primszam C' = 64 és n = 47 esetén
1épett fel, ez egy 84-jegyl primszam, melynek elsd 75 szdmjegye a kovet-
kez6:

122757598692418781147104210611116761516797358732284384882390533627837932878...

Abban bizom, hogy ez a képlet (f;(C, n) fiiggvény) a legnagyobb (,,largest”)
primek tartomédnydban ugyanugy viselkedik, mint az altalam vizsgalt (leg-
alacsonyabb) nagysigrendben. Azt is elképzelhetdnek tartom, hogy egyszer
a primszamrekordot is ezzel a képlettel allitjak majd be.
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[4] Ian Stewart, A matematika problémdi, Akadémiai Kiado, 1991.
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Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga a
2019. évi érmet Pach Janosnak itélte oda.

Indoklas:

Pach Jdnos 1977 6ta a Rényi Intézet munkatérsa, jelenleg tudoményos
tanacsado. A kombinatorikus geometria és geometriai algoritmusok elméle-
tének egyik legelismertebb és legaktivabb vilaghir kutatdja. Iskolateremt6
matematikus. 2014-ben meghivott elad6 volt a Matematikusok szouli Vilag-
kongresszusén, jovore pedig plendris el6add lesz az Eurépai Matematikai
Kongresszuson. (Ebben a megtiszteltetésben a hazai matematikusok koziil
eddig csak Lovasz Laszlo és Babai Laszl6 részesiilt.) 2014 6ta az Academia
Europaea tagja.

A. Palyafutasa. 1954-ben sziiletett Budapesten. 1977-ben az ELTE-n
végzett matematikus szakon. Szakdolgozatidban tobbek kozott megol-
dotta Ulam egy fontos problémdjat: bebizonyitotta, hogy nincs olyan
megszamlalhat6 sikgraf, amelynek minden megszamlalhat6 sikgraf részgraf-
ja. Ehhez kapcsol6do eredményei alapvetd jelent6séglinek bizonyultak az
univerzalis grafok kutatasdban.

1983-ban kandidatusi fokozatot szerzett €s aranygyriis doktorra avattak.
Kandidétusi értekezését, melyben f6képp Erdds Paltol szarmazé extremalis
grafelméleti problémadkat oldott meg, Simonovits Miklds vezetésével {rta.
Erddssel késdébb tobb mint 20 kdzos dolgozatot irt. 1995-ben lett a mate-
matikai tudomédnyok doktora.

Az MTA Matematikai Kutatdintézetben Fejes Toth Laszlé hatdsira
érdekl6dése részben a diszkrét geometria felé fordult. A geometriai algo-
ritmusok elméletének egyik megalapozdja és egyik legnagyobb szakértGje.
1992-161 2008-ig a Courant Intézet és a City College of New York professzo-
ra (2003-t6l Distinguished Professor), 2008-t6l 2018-ig az EPFL Lausanne
tanszékvezetd professzora.

B. Hatasa, diakjai. Pach Janos teriiletének egyik legnagyobb tekintélyi és
hatdsd kutatdja. Hirom konyvet irt, tovabbi kilencet szerkesztett. Koziiliik
kettd a Bolyai Térsulat kiadvdnya. Brass-szal és Moserral kozos Research
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Problems in Discrete Geometry c. problémagytjteménye, melyet japanra és
oroszra is leforditottak, szamos fiatal tehetségnek segitett abban, hogy be-
kapcsolodjon a tudomdnyos kutatdsba. Agarwallal egyiitt irt Combinatori-
al Geometry c. monogréafidja (1995) a témakor egyik alaptankonyve, amely
kinai nyelven is megjelent.

Erdés Pal €s Fejes Toth Lasz16 haldla utdn a magyar diszkrét geometriai
iskola egyik f6 motorja. Eddig 21 PhD didkja volt, koziililk sokan ma nem-
zetkozi hirl kutatok. A magyarok koziil négy:

1. Csizmadia Gyorgy (Griinwald-dijas, a Courant Intézet legjobb matemati-
2. Pdlvolgyi Domotor (Lendiilet-dijas kutatécsoport-vezetd az ELTE-n);

3. Solymosi Jozsef (Emo Welzllel ko6zosen vezetett didk, a Rényi Intézet
kiils6 munkatarsa, az MTA doktora, a UBC professzora, volt Sloan
Osztondijas);

4. Toth Géza (a BME professzora, a Rényi Intézet osztalyvezet§je, az MTA
doktora, Erd6s-dijas, elnyerte a New York Universityn a legjobb doktori
értekezésért jard dijat — az 0sszes tudomdnyteriiletet egybevéve).

A kiilfoldiek koziil a legismertebbek:

5. Radoslav Fulek (a Columbia egyetemen postdoc, majd Meitner Fellow a
bécsi IST-n);

6. Dan Ismailescu (a Hofstra University Full Professora, Stessin-dijas kutato,
a Courant Intézet legjobb matematikai disszertacidjaért jaré dijanak nyerte-
se);

7. Rom Pinchasi (Gil Kalaival k6zosen vezetett didk, a Technionon Full Pro-
fessor);

8. Andrew Suk (Associate Professor a UC San Diegoban, Sloan-6sztondijas,
az NSF Carreer Award nyertese; leghiresebb eredménye: aszimptotikusan
pontos megoldas az Erd6s—Szekeres Happy ending problémara);

9. Rados Radoici¢ (Full Professor a City University of New Yorkban);

10. Thang Pham (a legjobb matematikai disszertacioért jaré dij nyertese az
EPFL-en, jelenleg postdoc New Yorkban).

Irdnyitdsdval 25 posztdoktori 6sztondondijas dolgozott, koztik Amb-
rus Gergely, Hubai Tamds, Keszegh Baldzs, Kordndi Ddniel, Ldngi Zsolt,
Naszodi Mdrton és Tomon Istvdn. Sokuknak jelentett meghataroz6 élményt
€s kutatasi iranyt a Pach Janossal k6zos munka. Nagy befolyéssal volt olyan

s 7

vilaghir kutatok témavalasztasdra és munkdassidgara, mint Jacob Fox, Tar-
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dos Gdbor és Natan Rubin. Kiilonos tehetsége van ahhoz, hogy didkjai és
kollégéi érdeklddését felkeltse az altala vizsgalt kérdések irant. Tobb mint
szaz tarsszerz@je van, igazi iskolateremtd matematikus. 2003 ota témakore
vezetd folydiratdnak (Discrete & Computational Geometry) foszerkesztdje
€s tucatnyi mas folydirat szerkeszt6bizottsagi tagja.

C. Tudomanyos munkassaga. Tobb mint 300 cikke jelent meg, melyek-
re mintegy 7000 hivatkozast kapott. Az aldbbiakban kiemeljiikk néhany
fontos eredményét, elsGsorban az epszilonhdldk, a szemialgebrai grafok,
metszésgrafok €és graf-lerajzolasok teriiletérdl.

A 80-as években a szdmitégépes technoldgia terjedésével egy uj ku-
tatdsi irdny jelent meg, a geometriai algoritmusok elmélete. A teriilet az6ta
is robbandsszertien fejlédik, és ebben a kezdetek 6ta kulcsszerepe van Pach
Janosnak. Kideriilt, hogy a hagyomanyos, részben Erd6s és Fejes T6th ve-
zetésével kifejlesztett kombinatorikai és diszkrét geometriai modszerek ezen
a téren igen hatékonyan alkalmazhatéak.

1. Az egyik — algoritmikus szempontbdl is — fontos kérdéskor, hogy
kiilonboz6 tulajdonsdgl geometriai alakzatok uniéjanak mi a bonyolultsdga,
vagyis legfeljebb hany csticsa és lapja lehet. Erre vonatkoz6an Pach —részben
Micha Sharirral kozdsen — szamos alapvet6 eredményt ért el. Egy szép példa
(1986): Ha n sikbeli alakzat olyan, hogy barmely kettd hatdra csak kétszer
metszheti egymast, akkor az uni6éjuk bonyolultsdga lineéris.

2. Egy masik alapvetd probléma, hogy egy halmazrendszerben hany
elem elegendd az Osszes ,,nagy” halmaz lefogasara. Elemek egy ilyen hal-
mazét epszilon-hdlonak hivjuk. Tanulmanyozasukat Vapnik és Chervonen-
kis kezdeményezte. Ok vezették be a VC dimenzié fogalmat, amely igen
hatdsosnak bizonyult halmazrendszerek bonyolultsdgidnak leirdsara. Egye-
bek kozott — egy logaritmikus faktortdl eltekintve — korldtos bonyolultsagu
halmazrendszerekre meghatdroztdk a legkisebb epszilon-hdlé méretét. Pach
Janos és tarsszerzoi (1992) véletlen modszerek alkalmazasaval belattak,
hogy a logaritmikus faktorra tényleg sziikség van. Késdbb Tardos Géborral
(2013) beléttdk, hogy a logaritmikus faktorra akkor is sziikség van, ha
bizonyos természetes geometriai alakzatok altal definidlt halmazrendsze-
reket tekintiink. Ez a felfedezés nagy attorést jelentett az epszilon-halok
elméletében.

Szemerédi és Trotter hires tétele pontos becslést ad egyenesek és
pontok kozotti illeszkedések maximdlis szdmdra. Pach és Sharir (1998,
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2005) epszilon-hédlok segitségével messzemenden altalanositottdk ezt az
eredményt, egyenesek helyett korlatos foku algebrai gorbékre.

3. Tardos Géborral és Natan Rubinnal k6zosen (2016, 2018) igazolta
Richter és Thomassen régi sejtését, amely szerint n paronként metszd vagy
érintkezd zdrt gorbe legaldbb n? — o(n?) metszéspontot hatdroz meg.

4. Rosenstiehl és Tarjan egy régi sejtését megcafolva de Fraisseix,
Pach és Pollack (1990) belatta, hogy minden n csdcsu sikgraf lerajzolhaté
nem metsz0, egyenes szakasz élekkel ugy, hogy a csucsok egy 2n-szer
n-es négyzetracs csticsaiban vannak. Az eredmény lényegében optimadlis.
Egyiittal nagyon hatékony algoritmust is taldltak a fenti lerajzolasra, melyet
azota széles korben haszndlnak és tobb irdnyban altalanositottak. Ez az egyik
legtobbet idézett cikk az egész teriileten.

5. Ha egy grafot (esetleg metszd) szakaszokkal (vagy gorbékkel) lerajzo-
lunk a sikban, akkor egy geometriai (ill. topologiai) grafot kapunk. Az elne-
vezés is részben Pach Janostol (1991) szarmazik, aki a geometriai €s topolo-
gikus grafok elméletének egyik megalapozdja. A szokasos, grafokra vonat-
koz6 Ramsey-, illetve Turdn-tipusu kérdések altalanositasin tul szdmos mély
strukturdlis, leszamldlasi és topoldgiai kérdést tett fel. Ebbe a szertedgazo,
izgalmas témakorbe nagyon sok kutatot sikeriilt bevonnia. Rengeteg fontos
eredmény sziiletett, de még béven van tennivald. Egy gyonyorl eredmény a
mult évbdl a kovetkezd. 25 éve Erdds, Pach és tarsai (1994) megmutattik,
hogy n pont a sikon mindig meghatéroz c,/n paronként metsz$ szakaszt,
de mindenki azt sejtette, hogy cn paronként metszd szakasz is 1étezik. Ez
a témakor egyik legizgalmasabb sejtése, melyen sokan dolgoztak. A mult
évben a c\/ﬁ—es korlatot Pach, Rubin és Tardos n!—°()-re javitotta, ami kozel
optimdlis.

6. Alonnal, Solymosival (2001) majd késébb tovéabbi tarsszerzdkkel
belattak, hogy n szakasz kozott a sikon mindig van két cn méretii részhalmaz
ugy, hogy az elsd cn szakasz mind metszi a mésodik cn szakaszt, vagy
mind diszjunkt a mdsodik cn szakasztdl. S6t, ennek egy messzemend
altaldnositdsat is belattdk, a sik helyett a d dimenzids térben, szakaszok he-
lyett D bonyolultsdgi szemialgebrai halmazokkal is igaz az allitas (2005).
Ennek a felfedezésnek igen fontos kovetkezményei vannak. Példaul minden
ilyen modon definidlt metszésgrafban van egy n® méreti teljes vagy lires
részgraf. Az Erd6s—Hajnal-sejtés szerint, ami a Ramsey-elmélet talan leg-
izgalmasabb megoldatlan kérdése, ez az allitds igaz minden 6rokl6dd tu-
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lajdonsagu gréafosztalyban. Foxnak és Pachnak (2008, 2010, 2012, 2014,
2019) — a Lipton—Tarjan-szeparatortéte]l messzemend altalanositasainak bi-
zonyitasdval és felhasznalasdaval — ezt tobb fontos, geometriai médon defi-
nidlt grafosztalyra is sikeriilt beldtnia.

Egy nagyon fontos ehhez kapcsolddoé tétel a Szemerédi-féle regularitasi
lemma szemialgebrai hipergrafokra valo élesitése €s altalanositdsa, amely
Fox, Gromov, Lafforgue, Naor és Pach (2012) eredménye. Kés6bb Fox, Pach

és Suk (2016, 2017) ezt tovabb javitotta.

Osszefoglalas. Pach Janos a kombinatorikus geometria vildgszerte elis-
mert vezetd kutatdja, aki tobb teriileten is attord eredményeket ért el. A
témakor kutatdinak egész generdcidjat nevelte ki. Megbecsiilni is nehéz azon
kollégdinak szdmat, akiknek témavalasztasara, munkdjara és palyafutdsara
dontd hatéssal volt.

Beke Mané-emlékdij

A 2019. évi Beke Mano6-emlékdij Bizottsag kortiltekintd mérlegelés utan
tgy hatarozott, hogy a dijat Balga Attila, Gajarszki Rozalia, Palovicsné
Tusnady Katalin, Regosné Jancsovics Julianna, Takacs Sandor, Torokné
dr. Bodzsar Maria és Varga Vince kapjak.

Indoklasok:

Balga Attila 1989 6ta tanit jelenlegi munkahelyén. Els6 pillanattdl kezd-
ve aktivan vesz részt a matematikai tehetséggondozdsban: szakkort vezet,
didkjait 0sztonzi a KoMalL-ban kit{izott feladatok megoldasara és a pontver-
senyben val6 részvételre. Mar palyéja els6 éveiben volt az OKTV-n el6keld
helyezést elérd tanitvanya, és didkjai azéta is évrél-évre ott vannak a megfe-
lel6 korosztalyos orszdgos matematika versenyek dontéjében.

Az iskola életében a matematikaoktatdson tul is sok feladatot vallal.
Evtizedek Gta vezeti az iskola nydri tehetséggondozé taborét. Az osztalyfs-
noki munkat kiemelked6en fontosnak érzi, a gyerekek nevelésének kérdését
taldn még a matematika oktatdsanal is elébbre helyezi. Eveken 4t vezette
az osztalyfénoki munkakozosséget. Az Uj tantervek megjelenésekor mar a
matematika munkako6zosség vezetdjeként irdnyitotta a helyi tantervek kia-
lakitasat. Vezetése alatt az iskoldaban egy erds, sokféle feladatot véllald szak-
mai kozosség alakult ki. 2014 6ta az iskola igazgatShelyetteseként dolgozik,
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a matematika és informatika tantargyak tanitasat feliigyeli, segiti az iskola
digitalis megujulasat.

Munkdja sordn egyre tobb iskoldn kiviili feladatot is ellat. Evekkel ezel6tt
bekapcsolddott az Arany Daniel verseny haladé bizottsdgdnak munkédjéba,
jelenleg 6 a bizottsag vezetdje. Tagja a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat
Oktatasi Bizottsdganak, a Pedagégus Karban pedig a matematika szek-
ciot vezeti. Az Eotvos Kollégium vezet6ségének tagjaként a tanarképzés
megujitdsaban is fontos szerepet jatszik. Rendszeres résztvevdje a Ratz
Laszl6 Véandorgytléseknek.

Balga Attila egész életdtja a tandri elkotelez6désrdl és a matemati-
ka tantargy szenvedélyes szeretetérdl szol. Eredményei, elvégzett munkaja
alapjan mélt6 a Beke Mano6-emlékdijra.

Gajdrszki Rozdlia 32 éve, 1987 augusztusa Ota dolgozik jelenlegi
munkahelyén. Megbizhatd, kovetkezetes €s céltudatos pedagdgus. Pozitiv
személyisége, elhivatottsdga hozzajarul ahhoz, hogy mindig kivalé kapcso-
latot épit ki a tanitvanyaival. Didkjai minden rezdiilését figyeli, és személyre
szabottan 6sztonzi, batoritja 6ket. Fegyelmezett és ugyanakkor felszabadult
munka folyik az 6rdin, a gyerekek figyelme nem lankad, j6l kiakndzza a
természetes kivancsisagot, érdeklddést €s a tanulok kreativitdsat. A mate-
matika megszerettetése, hasznossaginak, érdekességének megmutatasa és
a logikus gondolkodasra nevelés all 6rdinak a kozéppontjdban. Hatdrozott
vezetd, a sziil6k korében is népszeri. Tobb iskolai szintl, teriileti, me-
gyei és orszagos matematikaversenyre késziti fel tanuldit évek 6ta. Szamos
miivészeti tdbor — mely a tokoli és kornyékbeli didkoknak szervezddott —
programjahoz adott javaslatot, és személyesen is vezetett foglalkozasokat
a matematika és a miivészeti teriiletek, valamint a természet kapcsolatdnak
témdajaban. Kollégdival egyiitt tobbszor részt vett a Varga Tamés Napokon és
a Rétz Lasz16 Véandorgytlésen.

Varga Tamas sziiletésének 100. évforduldja alkalmabol mar most ter-
vezi a minden korosztalyt érint§ Oszi megemlékezést , Jatsszunk matema-
tikat!” cimmel. Ennek keretében szamos, nemcsak matekosoknak sz6l6
vetélkedore, kidllitasra, valamint a Varga Tamds mddszerrel torténd tanitas,
fejlesztés hatékonysagat bemutatd foglalkozasokra, beszélgetésekre kertil
SOr.

Gajarszki Rozdlia tandarnd a matematikai nevelés teriiletén végzett

22 2 7 s

munk4jaért, valamint a matematikat népszerdsitd tevékenységéért mélté a
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Beke Mané-emlékdijra.

Pdlovicsné Tusnddy Katalin palydjat 1986-ban az ELTE Radnoéti Miklés
Gyakorl6 Iskolaban kezdte, ahol matematikat, fizikat és informatikét is
tanitott. 1989-t61 tanit a Zalaegerszegi Zrinyi Miklés Gimnaziumban. 1997-
ben indult Gjra a gimniziumban a nyolcosztalyos képzés, ahol a matema-
tika tantargy tehetséggondozdsanak irdnyitdsa a nevéhez fliz6dik. A Zrinyi
Ilona Matematikaverseny megyei forduldjan az elsé tiz helyezett kozé a
tanitott osztalyaibdl mindig tobben bekeriiltek, minden alkalommal dijazott
tandr volt. Eveken keresztiil tartott varosi és megyei matematika szakkort
altalanos és kozépiskolds didkoknak. Eldadoként részt vett a nydri matema-
tika tdbor munkdjiban. 2001-ben Miskolcon a Rétz Laszl6 Vandorgytilésen
,,Elemi geometriai problémak, feladatok™ cimmel, 2002-ben pedig a nagyka-
nizsai ,,Uj utak és lehetSségek a matematikai tehetséggondozasban” orszagos
konferencidn ,,Vegyiik észre a szabalyos hdromszoget!” cimmel tartott
eldadast. 2004 8szétdl 2009 majusdig az akkori Zala Megyei Miivel6dési
és Pedagdgiai Intézet, Szakképzd Iskola megbizasabol a matematika szak-
tandcsadoi teenddket is ellatta. Ezekben az években megszervezte a me-
gyei Kozépiskolai Matematikaversenyt, amelyen feladatsor-0sszeallitd és
javito feladatokat is elldtott. Szaktandcsadoként a kétszintli érettségi be-
vezetésével parhuzamosan szervezett és tartott emelt szinti matemati-
kaérettségire felkészité megyei szakkoroket. 2006 jualiusdaban a Rétz Laszlo
Vandorgytilésen ,,Barangolds a geometria szépségeiben” cimmel tartott
eldadast. Tankonyvszerzd. A 2007-t61 2013-1g az Apéaczai Kiado felkérésére
a kiad6 kozépiskolai matematika tankonyvcsalddjdnak geometriai targyu
fejezeteit irta folyamatosan. A tankonyvek megjelenésekor a megyében
tobb helyen tankonyvbemutat6t tartott. 2009 szeptemberében a gimnazium
tantestiilete Mora Janos-emlékgyltriivel ismerte el a tehets€éggondozasban
végzett munkdjat. 2006 és 2010 kozott minden évben az ABACUS mate-
matikai lapok matematika pontversenyének legeredményesebb felkészitd
tandra lett. 2015-ben innovativ profild mestertanér lett. Tanitvdnyai kiemel-
ked6 eredményeket értek el a Magyarorszagon meghirdetett szinte minden
kozépiskolai matematikaversenyen.

Pélovicsné Tusnddy Katalin hosszu idon at végzett kivalo és eredményes
munkéja alapjdn mélt6 a Beke Mané-emlékdijra.
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Regdsné Jancsovics Julianna altalanos iskolai matematika-kémia szakos
tandri diplomdjat 1995-ben szerezte Szegeden a Juhasz Gyula Tanarképzd
Féiskolan. Ezt 1996-ban kiegészitette a Szegedi Jozsef Attila Tudomany-
egyetemen matematikabdl szerzett kozépiskolai tanari diplomaval. 1998-ban
pedig Székesfehérvaron a Pénziigyi és Szamviteli F&iskolan kapott tjabb
diplomat.

Mar fdiskolai tanulmanyai sordn kiemelkedett csoporttarsai koziil
ratermettségével, pedagdgiai érzékenységével €s a matematikatanitdsban
mutatott szakmai-didaktikai tdjékozottsagdval. 2007 augusztusitdl dolgo-
zik jelenlegi munkahelyén. Tantestiiletének €s munkakozosségének elismert,
megbecsiilt tagja. Munkako6zosség-vezet6ként koordindlja iskoldjdban a ma-
tematikatanarok tevékenysé€gét. Munkdjira a hatartalan szorgalom, az ab-
szolut megbizhatosag és a kitartd lelkesedés jellemzs. Szamdra egyardnt
fontos a szakmai pontossig €s a gyermekszeretet. Folyamatosan torek-
szik a legijabb szakmai, médszertani ismeretek megszerzésére és alkal-
mazasara. Szakmai fejlédése érdekében rendszeresen részt vesz a Réitz
Laszl6 Vandorgytiléseken, ahol a tanarversenybe is tObbszor benevezett és
eredményesen szerepelt.

Az elmiilt 12 év alatt mindig volt olyan versenyzgje, aki a Zrinyi Ilona
Matematikaversenyen az elsé harom hely valamelyikén végzett, s6t csapat-
ban tobbszor voltak elsd helyezést elérd versenyzdi. 2011-ben €s 2013-ban —
mint felkészitd tanar — is dijazasban részesiilt. Iskolai szinten feladatai kozé
tartozik a matematikaversenyek szervezése. A nyolcadikosoknak évrdl-évre
a felvételire el6készitd tanfolyamot szerveznek munkakdzosségével, ame-
lyeknek szerves részét képezi a leendd felvételiz6knek 4ltala létrehozott és
meghirdetett Vasvaris Matematikaverseny. Ennek feladatsorait vezetésével
munkakdzossége allitja Ossze.

A Makkoshédzi Matematikaverseny értékeld zstirijének tagja lassan egy
évtizede. A Bonifert Domonkos Nemzetkozi Matematikaverseny hetedik
évfolyama szamadra késziil6 feladatsorok dsszedllitdja és javité csoportjanak
tagja.

Regdsné Jancsovics Julianna tanarnd a fentiek alapjan mélt6 a Beke
Mané-emlékdijra.

Takdcs Sdndor 1990-ben érkezett Erdélybdl Magyarorszagra. Nagy
erbfeszitéseket tett iskoldjdban az informatikaoktatds targyi feltételeinek

z 22

megteremtéséért. A Fejér Megyei Kozépiskolai Matematikaverseny feladat-
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sorokat Osszedllité bizottsdganak tagja, feladatsorokat, javitasi dtmutatdkat
készit, emellett a javitasban is szerepet vallal. A Farkas Gyula Emléknap
keretében szervezett természettudomdinyos vetélkedd dlland6 résztvevdje,
évek 6ta a nyertes csapatok felkészitdje. Az iskolaban tobb tehetséggondoz6
szakkort is vezet, emellett pedig a 11. és a 12. évfolyamon az emelt
szintli matematikaoktatds az 6 kezében Osszpontosul. Iskolai versenyeken
népszerisiti a matematikat, melynek oktatdsaba a korszer(i taneszkozoket is
bevonja. A pélyézati lehetGségeket mindig kihasznalja. Részt vett a kompe-
tencia alapu oktatds bevezetésében is. Magas szinvonalu tevékenységének
koszonhetéen nétt az emelt szintii matematikaérettségit vélaszté didkok
szama, akik kimagaslé eredményt érnek el nemcsak az érettségi vizsgan,
de utdna az egyetemi vizsgakon is. A matematika népszertsitése érdekében
szervezett cserkésztabort Erdélybe a Bolyaiak nyomdban, de szervezett nyari
tehetséggondoz6 tabort is az iskoldban.

A matematika tdrgyat magas szinvonalon mifveli, s ezt varja el
tanitvanyaitol is. Munk4ja rendkiviil eredményes a kimagasléan tehetséges
diakok, de a matematikat kevésbé kedvelGk korében is. A rabizott diakok
sziilei biztosak lehetnek abban, hogy gyermekiik a matematikai ismereteket
tekintve eljut arra a szintre, ami képességei folytan elérhetd. Sok mérnok,
kozgazdasz, matematikatandr keriilt ki tanitvanyai koziil, de ha egy gyengébb
eredményekkel rendelkezé osztalyt kapott, akkor is biztosak lehettek benne,
hogy sikeresen teljesitik az érettségi kovetelményeket. A heti 6rakereten tul
1dot és energiat nem kimélve tart tobbletordkat azoknak, akiket erre alkal-
masnak tart, vagy akik erre rdszorulnak. Sokoldali miiveltséggel rendelke-
zik, sokat olvas, zenél, s erre inspirdlja tanitvanyait is.

Takédcs Sdndor hosszu id6n at végzett kivald és eredményes matematikai
neveld- €s oktatomunka alapjan mélt6 a Beke Mano-emlékdijra.

Torokné dr. Bodzsdr Mdria 1988 o6ta tanit a Go6dolléi Torok Ignac
Gimnéaziumban. A debreceni Kossuth Lajos Tudoméanyegyetemen szer-
zett matematika-fizika szakos tandri diplomat. Diplomdja megszerzése
utdn 1981-ben visszakeriilt Szlovdkiaba. A Pozsonyi Komensky Egyetem
Természettudomdanyi Kardn 1983-ban természettudomanyi doktori fokozatot
szerzett. 1983 G6szén telepiilt at férjével Magyarorszagra.

A tanitds mellett részt vett a NAT kovetelményrendszerének a kidol-
gozéisaban. A Szegedi Tudomdnyegyetem megbizdsabdl diagnosztikus teszt-
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feladatsorokat készitett matematikabodl a 9—12. osztaly szamara. A korszer(
tanitas érdekében részt vett egy haromszor 30 6rds tovabbképzésen, és az
ott megszerzett tudast kamatoztatta a Kompetencia alapi oktatds, egyenld
hozzdférés bevezetése Godollon 2009-2010 palyazatanak megvalositdsaban.
Még a 2011-es tanévben elindult a ,,SMART — Kreativ Interaktivitds” tan-
anyagkészitd palyazaton egyik kollegajaval, melynek a témdja a Sik és gomb
osszehasonlito geometridjdnak tanitdsa a Léndrt-gombmodell segitségével.
A célja, hogy a gyerekek foldrajzordn alkalmazni tudjak a matematikadrakon
megszerzett geometriai ismereteiket. Ezzel a palyamunkdval elnyerték a
Miszaki Kiado kiilondijat és az Educatio szakmai kiilondijat is. Elkotelezett
hive lett a projekt alapu oktatdsnak. 2012-ben Az eTwinning Magyarorszagi
Szolgéltatopontja 4ltal meghirdetett projektversenyen az M and M projekttel
a kozépiskolai kategéridban orszdgos 1. helyezést ért el. Pedagdgiai fejlesztd
tevékenysége is kiemelkedd, interaktiv tablara atdolgozott 5-6-7-8. osztalyos
matematikacsomagjat tobb iskolaban alkalmazzak a Dunakeszi Tankertilet-
ben.

Az elmult harom évben az iskolai oktatd- és neveldmunka mellett az
egyéni tehetséggondozds keriilt néla el6térbe. A 2017/18-as tanévben az is-
kola hatodikosainak négyfOs csapata a Bolyai Matematika Csapatverseny
megyei, orszagos €s nemzetkdzi dontdjén is elsd helyezést ért el. Az idei
tanévben a Bolyai Matematika Csapatversenyen az immar 7. osztalyos
tanitvdnyok a megyei els6 és az orszagos harmadik helyezést érték el.

Harmincéves pedagdgiai munkdjaért 2018. oktdber 6-an a Torok Ignac
Gimnaziumért Alapitvany neki adomanyozta a Torok Ignac Emlékgyirtit.

Torokné dr. Bodzsar Méria hosszud idon at végzett kivals és eredményes
nevels- és oktatomunkdja alapjdn mélt6 a Beke Mano-emlékdijra.

Varga Vince palyakezdése ota, az 1981/82-es tanévtdl tanit a Veszprémi
Lovassy Léaszl6 Gimnédziumban. Egyetemi tanulmdnyait az Eotvos Lorand
Tudomanyegyetem matematika-fizika szakan végezte, amit rovid 1don beliil
technika szakos diplomaval egészitett ki.

A Lovassy Laszl6 Gimnazium meghatdrozé, emblematikus tandregyéni-
sége. Kozel négy évtizedes pedagdgusi palydja sordn sok szaz didkkal sze-
rettette meg a matematikat és a fizikét, inditotta el tanitvdnyait a miiszaki,
gazdasdagi, kutatoi vagy tanéri palyan. Kiemelkedd szakmai tudassal rendel-
kezik, és hasonldan nagyok az elvérdsai tanitvdnyaival szemben is, de olyan
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empatiaval fordul feléjiik, hogy ezeket az elvardsokat sikeriil elfogadtatni
veliik. Atiit3 erejii a szakmai tuddsa, gyerek- és munkaszeretete példamutato.
Barétsagos, nyitott személyiség, aki még a gyengébb képességili tanuldkkal
is hamar megszeretteti a matematikét €s a fizikit egyarant. Tanitvanyai koziil
sokan a miiszaki, a gazdasagi és a pedagéguspélya elismert képviselSivé let-
tek. Szakmai tudasuk alapjait, a természettudomanyok szeretetét, a logikus
gondolkodést mind t6le tanultdk meg. A tandr ur segitett abban, hogy min-
denki megtaldlja azt a tehetséget onmagaban, amit kibontakoztatva életében
sikeres szakmai pdlyét futhat be. Tobb éven at vezetett és vezet iskolankban
a gimnazistdknak és az érdekl6dé nyolcadikosoknak is tehetséggondozo
szakkoroket. Kiemelkedd szakmai és pedagdgiai munkdjat tdmasztjak ald
tanitvanyai versenyeredményei matematikabol és fizikabol egyarant, melyek
koziil a legkiemelked6bbek matematikabdl az Arany Déniel Matematikaver-
seny; Székefalvi-Nagy Gyula Matematikaverseny; Nemzetk6zi Magyar Ma-
tematikaverseny; OKTYV; Polygon Palydzat matematikabdl elsé és méasodik
dijai.

2009-ben a tehetséggondozds terén tobb éve kiemelkedGen végzett,
példaértékiien eredményes munkdja elismeréseként Pro Talento kitiintetd ok-
levelet kapott, 2010-ben Pdlya Gyorgy-dijban, 2013-ban Bonis Bona-dijban
részesiilt.

Varga Vince tanari palyajanak eredményei, szakmai tudasa, értékteremtd
és értékkozvetitd munkdja alapjan mélté a Beke Mand-emlékdijra.

Griinwald Géza-emlékérem

A Griinwald Géza-emlékérem jogelddjét, a Griinwald Géza-emlékdijat a Bo-
lyai Janos Matematikai Térsulat 1951-ben alapitotta a matematikai alapku-
tatdsban kiemelked6 tudomdanyos eredményeket elérd, fiatal magyar mate-
matikusok jutalmazdsara.

2018-ban a Tarsulat a jutalmazhatok korét kiterjesztette a Magyar-
orszdgon tanulmdnyokat folytatott kiilfoldi kutatdkra is.

2019-ben a Griinwald Géza-emlékéremre mindossze harom felterjesztés
érkezett. Mindharom jelolt messzemenden raszolgdlt a kitlintetésre, ennek
megfeleléen a Bizottsdg egyhangu dontése alapjén az idei dijazottak: Bencs
Ferenc, Soltész Daniel és Virosztek Daniel.



“MATLAPOK2020°1'240108” — 2024/1/8 — 8:55 — page 31 — #31

Tarsulati élet — 2019 31

Indoklasok:

Bencs Ferenc 1990-ben sziiletett. Matematikus B.Sc., majd M. Sc. dip-
lomé4jat 2013-ban, illetve 2015-ben szerezte az ELTE-n. Jelenleg a CEU Ma-
tematika Doktori Iskola hallgatdja Csikvari Péter témavezetésével.

Bencs Ferencnek négy publikécidja jelent meg, €s tovabbi 6t cikkének
kézirata késziilt el. Ezek kozott egyarant taldlhatéak egyszerz6s munkék és
nemzetkozi egylittmiikodések eredményei is. Fiatal kora ellenére is széles
kort az érdeklddése: van invaridns véletlen részcsoportokkal foglalkozo cik-
ke, mérhet6 csoportok elméletéhez kapcsol6dé munkéja, valamint az antifer-
romagnetikus Potts-modellel kapcsolatos publikécidja is. Legtobbet azon-
ban a grafok fiiggetlenségi polinomjait vizsgdlta. Ez a teriilet a statiszti-
kus fizikdban hard-core model név alatt szerepel, mig a kombinatorikdhoz
a Lovasz-féle lokalis lemmdén keresztiil kapcsolodik. Elsd cikkében uj, a
korabbindl 1ényegesen egyszertibb bizonyitast adott Seymour és Chudnovsky
azon tételére, mely szerint karommentes grafok fiiggetlenségi polinomjanak
minden gyoke valds. Csikvari Péterrel k6zos publikdcidéjaban korldtos foku
grafok fiiggetlenségi polinomjanak hatdrozzdk meg egy gydkmentes tar-
tomanyat. Egy masik munkdjaban belatta Galvin és Hilyard sejtését, mely
szerint bizonyos fak fliggetlenségi polinomjanak minden gyoke valds.
Szintén a fiiggetlenségi polinomot haszndlta grafok adjoint polinomjanak
vizsgdalatdra és vonatkoz6 eredmények alternativ bizonyitdsara.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Bencs Ferenc a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Soltész Ddniel 1989-ben sziiletett. BSc és MSc diplomajait egyarint
a BME Matematika szakan szerezte 2011-ben, illetve 2013-ban. 2013-t6l
2016-ig a BME Matematika- és Szamitdstudomanyi Doktori Iskola hall-
gatdja, 2016-t6l 2019-ig pedig fiatal kutaté az MTA Rényi Intézetben.

Soltész Dénielnek hét cikke jelent meg, tovabbi egy van kozlésre el-
fogadva, harom kézirata pedig kozlésre benyujtva. A kombinatorikdban,
azon beliil elsdsorban a grafelméletben ért el szdmos eredményt. Legtdbbet
bizonyos feltételeknek eleget tevd Hamilton-utak maximdlis szdméra vo-
natkoz6 becslésekkel foglalkozott. Kovacs Istvannal k6zos munkdjukban
egy kozos csucshalmazon adott olyan Hamilton-utakat vizsgéltak, melyek
koziil barmely kettd uniéja tartalmaz haromszoget. Osszetett konstruk-
cidval igazoltdk, hogy a kordbban ismert természetes felsd korlat elérhetd.
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Egy késobbi cikkiikben ezt az eredményt terjesztették ki £ hosszi korok
esetére, ahol a feltétel szerint a résztvevé két Hamilton-ut egyike tartal-
mazza a k hosszd kor egy hijan Osszes élét — itt nagysdgrendileg éles
eredményt sikeriilt elérniiik. A pédros korok bonyolultabb kérdését két
tovabbi munkdjéban tanulmanyozta, ezek koziil a Harcos Gergellyel k6zos
eredményiik komoly szamelméleti megfontolasokat is tartalmaz. Ron Aha-
ronival ko6zos eredményiikben pedig Hamilton-korok olyan maximalis hal-
mazait vizsgéltdk, ahol barmely két kor unidjanak fiiggetlenségi szdma egy
bizonyos korlat alatt marad. Tovabbi cikkeiben tobbek kozott extremalis
halmazelméleti kérdésekkel, illetve élszinezésekkel foglalkozott. A Rényi
Intézetben pedig egy adott fokszdmsorozatot megval6sité grafok, illetve az
ezeken értelmezett Markov-lancok keverési tulajdonsagainak vizsgalataval
foglalkoz6 csoport munkdjaba kapcsolddott be.

Kiemelked6 eredményeire tekintettel Soltész Daniel a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Virosztek Ddniel 1989-ben sziiletett, 2011-ben végzett a BME matema-
tikus alapszakéan kivalé mindsitéssel, majd 2013-ban ugyanitt kitiintetéses
mesteri diploméat szerzett. 2016-ban doktordlt ugyancsak a BME-n. A
fokozatszerzés utan egy évig a BME Matematika Intézet posztdokto-
ri Osztondijasa, 2017 jaliusatél hdrom hoénapig az SZTE tudoményos
munkatdrsa. 2017-ben elnyerte az Institute of Science and Technology
Austria kétéves ,,ISTFellow” posztdoktori 6sztondijat, majd 2019-ben az
Eurdpai Uni6é Marie Sktodowska-Curie posztdoktori 0sztondijat. Eddigi ku-
tatdmunkdjanak eredményeként 17, referdlt nemzetkozi folydiratban megje-
lent publikdcidval, valamint 2 kézirattal rendelkezik. Bar 11 tarsszerz6vel
jegyez kozos cikket, dolgozatai koziil 7 egyszerzds. Publikacioi jelentSs
részben az adott témakorben vezetdnek szamitdé folyodiratokban jelen-
tek meg. Munkdssdga igen szertedgazo6. Elsé cikkében haromdimenzios
Riemann-sokasdgok geometridjat vizsgélta. Ezutidn érdeklédése a kvantum-
informdacidelmélet fel¢ fordult. Vizsgalta Pauli-csatorndk optimélis to-
mogrifidjat, matrix variancidk felbonthatdsdgat, illetve Tsallis-entropidk
erds szubadditivitas jellegli tulajdonsdgait. Molnar Lajossal kézosen tobb
geometriai jellegi megdrzési problémat oldott meg. A témakorben elért
0nall6 eredményei kozé tartozik a pozitiv definit kip kvantum f-divergenci-
akat megdrzd transzformécidinak leirdsa, valamint a kvantum éllapottér Jen-
sen- és Bregman-divergencidkat megdrz6 transzformaciodirdl szo16 struktura-
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tétel. Késobb algebrai €s analitikus tulajdonsagok kozotti Osszefiiggéseket
tart fel C*-algebrdkon. A klasszikus harmonikus analizis és a funkci-
ondlanalizis hatarteriiletén is dolgozott, és Fourier-analizisbeli extremalis
problémadkat vizsgdlt. Legijabb kutatasi teriilete, Gehér Gyorggyel és Tit-
kos Tamadssal kozosen, az optimélis transzport elmélet motivalta megdrzési
problémak vizsgélata, ezen beliil is a Wasserstein-terek izometridinak leirasa.
Kiemelked6 eredményeire tekintettel Virosztek Daniel a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsag a beérkezett javaslatok alapjan 2019-ben egy Farkas Gyula-
emlékdijat adomanyozott, a dijazott Gyorgyi Péter.

Indoklas:

Gyorgyi Péter 1989-ben sziiletett. 2013-ban szerzett alkalmazott mate-
matikusi diplomét az E6tvos Lordnd Tudomanyegyetem Természettudoményi
Kardn, , kitlintetéses” mindsitéssel. 2013 és 2016 kozott az ELTE TTK Ma-
tematika Doktori Iskola 0sztondijas hallgatdja, 2016-t61 pedig a SZTAKI tu-
domanyos munkatarsa. 2018-ban summa cum laude mindsitéssel védte meg
PhD értekezését, témavezetdje Kis Tamas volt. 2016 és 2019 kozott MTA
Fiatal Kutat6i Osztond{jaban részesiilt.

2018-ban elnyerte a SZTAKI publikécids dijat, és ugyanebben az évben
a Romadban rendezett 16th International Conference on Project Management
and Scheduling konferencidan masodik helyezést ért el a doktoranduszi cik-
kekre Kiirt paly4dzaton. 2019-ben Bolyai Jdnos Kutatési Osztondfjat nyert.

Eddigi eredményeit f6leg az iitemezéselmélet teriiletén érte el. Elsdsorban
nem megudjuld erdforrasos litemezési problémak bonyolultsagit és appro-
ximalhat6sagét vizsgalta, ebben a témaban jelent meg a legtobb tudomanyos
dolgozata. Ezen tilmen&en részt vett egy Uj egzakt modszer kidolgozasdban
a feladat egy varidnsdnak a megolddsara. Egy maésik témdja az online jarmi
hozzarendelési feladat, valamint a konfliktusmentes iranyitds grafokon.
Eredményei felhasznéldsra keriiltek a SZTAKI gyori, Ipar 4.0 kisérleti la-
borjaban, az autonom jarmi flotta (AGV) iranyitasaban.

Eddig 0sszesen 9 tudomdnyos dolgozata jelent meg — témavezetdjével,
mint egyediili tarsszerzével — nemzetkozi, lektordlt szakfolydiratban, ame-



“MATLAPOK2020°1'240108” — 2024/1/8 — 8:55 — page 34 — #34

34 Térsulati élet — 2019

lyek koziil 2 cikk Q2-es, 5 cikk D1-es, 2 cikk pedig Q1/D1-es besorolasu,
ezen beliil egy dolgozata egyszerzds. 2019-ben meghivott el6ado volt a le-
ideni Lorentz Center ,,Scheduling Meets Fixed-Parameter Tractability” meg-
nevezésli workshopjén.

Részt vett a 2016-ban Budapesten megrendezett European Chapter on
Combinatorial Optimization Conference (ECCO 2016,
http://ecco2016.weebly.com/committees.html) nemzetkozi konferencia szer-
vezésében. Szadmos rangos nemzetkozi szakfolydirat szamara biral rendsze-
resen kéziratokat.

A felsorolt érdemei alapjan Gyorgyi Péter Farkas Gyula-emlékdijban
részesiil.

Rényi Kat6-emlékdij

A Rényi Katé-emlékdij Bizottsag a kovetkezd dontést hozta: 2019-ben a
Rényi Kat6-emlékdij els6 fokozatat kapja Pénzes Evelin, a Debreceni Egye-
tem mdasodéves alkalmazott matematikus MSc szakos hallgatdja.

Indoklas:

Pénzes Evelin [1] dolgozatdban a szerzdk a konvexitds egy altalanosita-
sar6l megmutatjak, hogy a klasszikus esettdl eltérve a h-affin tartok halma-
za csak konstans fiiggvényeket tartalmaz. A [2] cikkben az Hermite—Hada-
mard-egyenltlenség karakterisztikus tulajdonsagat igazoljak olyan esetekre,
amikor a konvexitast kvazipolinomialis rendszerek szarmaztatjak. [3] dolgo-
zatukban ,,struktiramentes” Hutchinson-tipust eredményt k6zolnek. [4]-ben
a fraktdlelmélet alaptételére adnak j bizonyitast, a Kuratowski-féle nem-
kompaktsagi mérték tulajdonsagait haszndlva. Az ismeretterjesztd [5] és [6]
dolgozatok egy régi KéMal feladatbdl kiindulva a Knaster—Tarski-féle fix-
ponttételt és két alkalmazast mutatnak be.

Pénzes Evelin publikacioéi
[1] M. Bessenyei, E. Pénzes: Separation problems in the context of h-convexity, J.

Conv. Anal. 25(2018), 1033-1043.

[2] M. Bessenyei, E. Pénzes: Higher order quasimonotonicity and intergral inequ-
alities, Math. Inequal. Appl. 21(2018), 897-909.

[3] M. Bessenyei, E. Pénzes: Fractals for minimalists, Aegat. Math., megj. alatt.
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[4] M. Bessenyei, E. Pénzes: Hutchinson without Blaschke, Exp. Math., megj. alatt.

[5] M. Bessenyei, E. Pénzes: Monoton leképezések fixpontjai, I, Kozépiskolai Mat.
Lapok, megj. alatt.

[6] M. Bessenyei, E. Pénzes: Monoton leképezések fixpontjai, II, Kozépiskolai
Mat. Lapok, megj. alatt.

Patai Laszl6-dij

2019-ben felterjesztés hidnydban a dij nem kertilt kiosztasra.
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Jelentés a 2019. évi Schweitzer Miklos Matemati-
kai Emlékversenyrol

Eredmények

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2019-ben oktéber 25. és november
4. kozott rendezte meg a Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A
BJMT elnoksége a verseny megrendezésére a kovetkezd bizottsagot jelolte
ki: Pap Gyula (elndk), Kevei Péter (titkdr), Barczy Matyas, B. Szendrei
Miaria, Cz€dli Gébor, Fodor Ferenc, Gyenizse Gergd, Hajnal Péter, Hatvani
Lasz16, Kérchy Laszl6, Kincses Janos, Krisztin Tibor, Maréti Miklés, Ma-
kay Géza, Molnar Lajos, Nagy Gébor Péter, Rost Gergely, Totik Vilmos,
Vigh Viktor, Waldhauser Tamas, Zadori Laszlo.

A versenybizottsag 10 feladatot tlizott ki. Ezekre 9 versenyzd 0sszesen
49 megoldast nyujtott be. A bizottsdg az alabbi dontést hozta.

I. dijat a bizottsag nem ad ki.

II. dijat kap 6 feladat helyes megolddsaért

— Cserndk Tamas, az ELTE 2019-ben végzett matematika mesterszakos
hallgatéja és

— Gadspdr Attila, az ELTE méasodéves matematika alapszakos hallgatdja.
III. dijat kap 5 feladat helyes megoldasaért

— Fehér Zsombor, a University of Oxford els6éves matematika dokto-
randusza és

— Matolcsi Ddvid, az ELTE els6éves matematika alapszakos hallgatdja.

A 2019. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny
feladatai és megoldasai

1. feladat. Kitliz5: Juhdsz Istvdn. Bizonyitandd, hogy ha egy X Hausdorff-
tér minden altere o-kompakt, akkor X megszamlalhato.

Megoldotta Borbényi Marton, Cserndk Tamds, Gaspar Attila és Luo Ha-
oran.
Totik Vilmos megolddsa. Jelolje T a nyilt halmazok rendszerét X-en, és
tetszGleges A C X esetén legyen Ty = {UNA: U € T} az A éltal generilt
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altértopoldgia. Felhasznéljuk, hogy B C A pontosan akkor kompakt a T4
altértopoldgiaban, ha kompakt az eredeti topologidban is.

A feltevés szerint X o-kompakt. Mivel megszamlalhat6 sok megszadmlal-
hat6 halmaz unidja megszamlédlhatd, ezért feltehetjiik, hogy X kompakt.

Indirekten bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy X nem megszdamlélhat6. Ek-
kor van olyan x € X, amelynek barmely kornyezete nem megszamlalhat6.
Ez vildgos, mert ha minden pontnak lenne megszamlalhato kornyezete, ak-
kor ezekbdl a kornyezetekbdl vett nyilt fedés egy véges részfedése (a kom-
paktsdg miatt ilyen van) mutatnd, hogy X megszamlalhaté.

Vegyiik észre, hogy 1étezik egy x-t6l kiilonbozd y pont is ezzel a tulaj-
donsdggal. Ugyanis a feltétel szerint X \ {x} = U;c; K}, ahol a K;-k kom-
paktak és I megszdmlalhato indexhalmaz. Ezért van olyan iy € I, hogy K;,
nem megszdmlalhat6. A K;, halmazra alkalmazva az el6z6 gondolatmenetet,
kapjuk y 1étezését.

Mivel X Hausdorff-tér, z-nek és y-nak léteznek diszjunkt U, U, kornye-
zetei. Ezek is o-kompaktak, igy van benniik nem megszamlalhat6 X, C U,,
Xy C U, kompakt részhalmaz. Ekkor U; = U, az X, mig Uy, = U, az X,
diszjunkt kornyezetei.

Az eldz6kben eljutottunk X -bdl az Xy, X5 halmazokhoz, amelyknek van
diszjunkt Uy, U, kornyezete, és itt X és X5 is nem megszdmlalhaté kompakt
halmazok. Ezt iterdlhatjuk egy Cantor-séma szerint, és kapunk egy végtelen
bindris fat. A fa 4gain csokkend nemiires kompakt halmazok vannak, me-
lyek metszete nemiires. Vegyiink ki minden ilyen metszetbdl egy pontot. Igy
kapjuk az Y alteret, amelynek szdmossdga ¢, mert a fanak 2™ = ¢ 4ga van.

Legyen S az a topoldgia Y-on, amit a Cantor-konstrukcidban szerepld
U kornyezetek generdlnak. Ekkor & durvabb 7y -ndl, azaz S C Ty. Ezért
ha H C Y kompakt 7y -ban, akkor S-ben is az. Az S topoldgidnak az U
halmazok egy megszamlalhaté kornyezetbazisat adjak. Ezért S szdmossdga
legfeljebb 2% = ¢. Tehdt a zért halmazok, és mivel Hausdorff-téren minden
kompakt halmaz zart, ezért a kompakt halmazok szamossaga is legfeljebb c.
Kovetkezésképp Ty kompakt halmazainak szimossaga is legfeljebb c, és igy
a o-kompakt halmazok szdmossaga is legfeljebb ™0 = ¢. Ugyanakkor Y -nak
2° > ¢ kiilonboz6 altere van, igy nem lehet mind o-kompakt.

Ez az ellentmondds igazolja az allitast. U

2. feladat. Kitiz6: Waldhauser Tamds. Legyen R nemkommutativ egység-
elemes véges gyliri. Mutassuk meg, hogy ha R minden nemnulla [ ideélja
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esetén az I U {1} halmaz dltal generdlt részgy(ird maga R, akkor R egyszeri
gytrd.

Megoldotta Borbényi Marton és Cserndk Tamds. Részeredményt ért el
Gaspar Attila, Luo Haoran és Marko Adam.

Borbényi Mdrton megolddsa. A feladat feltétele szerint minden nemnulla 7 <
Resetén [IU{1}] = I+[1] = R. Ebbdl rogton kovetkezik, hogy I nem lehet
kommutativ, mert akkor R is az lenne. Legyen M minimalis ideédlja R-nek;
ekkor tehat R = M + [1], és azt kell beldtnunk, hogy M = R.
Megmutatjuk, hogy M egyszerd gytirti. Ha [ < M, akkor I < R is teljesiil,
mert IR = I(M+[1]) =IM+1[1] CI+1 = I, éshasonléan RI C I. Mi-
vel M minimdlis idedl, ezért [ = {0} vagy [ = M, azaz M valGban egyszeri
gylrli. A véges egyszerli gylirlik leirdsa ismert (Wedderburn—Artin-tétel):
minden egyszer(i (nem feltétleniil egységelemes) véges gyliri vagy véges test
feletti matrixgy(rd, vagy pedig primrendd zérégytird. Lattuk, hogy R-ben a
nemzéro idedlok nem lehetnek kommutativak, ezért M csak matrixgyrt le-
het. Ekkor M -nek van egységeleme, jelolje ezt 1,,. Valgjaban M -r6l ennél
tobbet nem is fogunk felhasznalni.

Legyen J = {k(1 — 1) : k € [1]}, ekkor JM = {0}, mert minden
k€ [1] ésm € M esetén k(1 — 1;;)m = k(m — m) = 0. Ebbdl kovetkezik,
hogy JR = J(M+[1]) = JM+J[1] C {0}+.J = J, és hasonléan R.J C J.
Tehdt J < R, és mivel J szemlatomdst kommutativ, sziikségképpen J = {0}.
Ez azt jelenti, hogy 1 = 1,,, azaz R egységeleme benne van az M idedlban,
ez pedig csak M = R esetén lehetséges.

3. feladat. Kitliz6: Ruzsa Z. Imre. Bizonyitsuk be, hogy végtelen sok
olyan egész szamokbodl all6 m,n szdmpdar van, hogy 1 < m < n és az
(m,n),(m,n+1),(m+1,n),é (m+ 1,n + 1) legnagyobb kozos osztok
mindegyike nagyobb, mint y/n/999.

Megoldotta Cserndk Tamds, Fehér Zsombor és Géaspar Attila. Kisebb
hidnyossdgokkal megoldotta Tran Hoang Anh.

Gdspdr Attila és Fehér Zsombor megolddsa. Tekintsiik az a?> — 2b* = 1
Pell-egyenlet egy megoldasat, melyre a,b > 1. Legyen m = ab + 20? és
n = 2ab + 2b%. Ekkor b < a, 1 < m < n, és

n = 2ab + b* < 2a% + 2% = 6b% + 2 < 9.
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A legnagyobb kozos osztokra kapjuk, hogy

(m,n) = (ab+ 2b* 2ab + 2b*) = b (a + 2b,2a + 3b) > b,

(m,n +1) = (ab + 2b*, 2ab + a*) = (a + 2b) - (b,a) > a + 2b,

(m+1,n) = (a® + ab, 2ab + 2b*) = (a +b) - (a,2b) > a + b,
(m+1,n+1) = (a* + ab,2ab+ a*) = a- (a + b,a + 2b) > a.

Ezek mindegyike legaldbb b > /n/3. Mivel az a®> — 2b*> = 1 Pell-egyen-
letnek végtelen sok megoldasa van, az éllitast belattuk. U

A kitiliz6 megolddsa. Belatjuk, hogy az
n(n+1) =2m(m+ 1), l<m<n (1)

egyenlet megoldasai teljesitik a feladat feltételeit, €s végtelen sok megoldas
van.
Nyomban ldthaté, hogy n ~ v/2m amint n — oo, pontosabban

V2m < n < V2m+ 1.
Az (1) egyenletbdl leolvashatd, hogy
m=(m,n)(m,n+1), m+1=m+1n)(m+1,n+1),

igy az also becslésekhez elegendd felsd becslést talalni.
Vilagos, hogy (1) miatt

(m,n)* | n* —2m? = 2m —n < 2m,
tehat (n, m) < v/2m. Hasonléan
(mn+172|(n+1)?—2m*=2m+n+1< (2+\/§)m+2,

(m+1,n)? [2m+12 —n?=2m+n+2< (2+V2)m+3,
(m+1n+1)?2m+1)°?-m+1)*=2m—n+1<2m.

Igy mindegyik legnagyobb kozos oszté kisebb, mint \/ <2 + \/§) m + 3, €s

ezért mindegyik nagyobb, mint

mo_ L VE VA
\/<2+\/§)m+3 V2Hv2 248
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a nevezo kb. 2, 2.
Belatjuk, hogy az (1) egyenletnek végtelen sok megolddsa van.
Az =2m + 1,y = 2n + 1 véltozdk bevezetésével (1) a

202 — 2 =1 (2)

Pell-szer(i egyenletté valtozik. Modulo 4 megnézve lathatjuk, hogy (2) meg-
oldasaiban x, y sziikségképpen paratlanok, vagyis a két egyenlet ekvivalens.
A (2) egyenlet végtelen sok megoldasa megkaphat6 az xy = 5, yo = 7 alap-
megoldasbol az

Tpt1 = 3Tk + 2Up,  Ypr1 = 42, + 3y, k>0

rekurzidval. U

Megjegyzések. 1. A fenti példaban a Inko-k kis erbfeszitéssel pontosan
kiszadmithatok, a becslés aszimptotikusan pontos. A tényez6k maguk is ki-
elégitenek egy Pell-szerli egyenletet, ebbdl kiindulva megkaphat6 a ver-
senyzOk fenti megoldésa.

2. A feladat feltételeibdl kovetkezik, hogy n(n+1)/(m(m+1)) nevezsje
és szamlal6ja korlatos, tehat a megoldasnak sziikségszertien a fentihez ha-
sonlénak kell lennie. Jobb ardnyt kapunk az n(n + 1) = 3m(m + 1) egyen-

lettel kezdve, ez egyszersmind az optimélis konstans, értéke 1/ (\/3 — 1) /3.

7

4. feladat. Kitliz6k: Pach Jdnos és Tardos Gdbor. Egy n X m-es métrixot
szépnek mondunk, ha minden egész szamot 1-t6] nm-ig pontosan egyszer
tartalmaz, €s az 1 az egyetlen olyan elem, ami mind a soraban, mind az osz-
lopdban a legkisebb. Mutassuk meg, hogy a sz€p n x m-es matrixok szama
(nm)In!m!/(n +m — 1)\

Megoldotta Fehér Zsombor, Gaspar Attila és Matolcsi David.
Gdspdr Attila megolddsa alapjdn. Legyen 1 < a < nésl < b < m,és
rogzitsiink egy szép a x b-s matrixot. Az aldbbiakbdl latszik, hogy mindegy
melyiket rogzitjiik. Legyen g(n,m, a,b) annak a valdszintisége, hogy ha a
bal felsd a x b-s részmadtrixba a rogzitett sz€p matrixot irjuk, a tobbi helyre
meg ab + 1-t6l nm-ig a szdmokat véletlen sorrendben, akkor szép maétrixot
kapunk.

Mivel mindegy, hogy hova keriil az 1-es, ezért g(n, m, 1, 1) éppen annak
a valésziniisége, hogy egy n X m-es matrix mezdit véletlenszertien kitoltve
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az 1,2,...,nm szamokkal egy szép matrixot kapunk. Vagyis az n X m-es
sz€p matrixok szdma g(n, m, 1,1)(nm)!.

Ha a = n vagy b = m, akkor g(n, m, a,b) = 1, mert nem lehet elrontani
a matrix szépségét. Legyen a < n, b < m. Viladgos, hogy az ab + 1-es
szamnak vagy az els6 a sorban, vagy az elsd b oszlopban kell lennie. Az els6
a sorban a(m — b) /(nm — ab) eséllyel van. Ha ott van, akkor mindegy, hogy
azon beliil hol, és az is mindegy, hogy a tobbi a — 1 elem az 6 oszlopédban és
az elsd a sorban micsoda. Ez€rt annak a feltételes valdszinlisége, hogy szép
matrixot kapunk, éppen g(n, m, a, b+ 1). Ebbdl adédik a

(n—a)b

nm — ab

a(m — b)

b+1

g(nam7aab): g(n7maa+17b)

rekurzi6. Teljes indukcioval konnyen igazolhatd, hogy a rekurzié megoldasa

(a+m—1(n+b-1)!
(m+m—1Ya+b—1)"

g(nJ m? a? b) =

Tehat az n x m-es sz€p matrixok szdma

(nm)!In!m!

(nm)lg(n,m,1,1) = tm— 1

amint allitottuk. O

Fehér Zsombor megolddsa alapjdn. Legyen S azon n x m méretli matrixok
halmaza, amelyek minden egész szamot 1-t6l nm-ig pontosan egyszer tartal-
maznak. Nyilvan |S| = (nm)!.

Legyen A,; C S(1 <s<mn,1<t<m)azonM = (m;;) € S
matrixok halmaza, amelyben az m;,; elem soraban €s oszlopaban is a legki-
sebb elem. A feladat az S halmaz azon elemeinek szamara ad formulat, ame-
lyek pontosan egy A,; halmazban vannak benne. Ezen szdmot szitdldssal
meghatdrozhatjuk. Ehhez sziikségiink lesz az A,; halmazokbdl képezhetd
metszetek elemszamaira, pontosabban k kiilonboz6 A-halmaz metszetének
elemszdmainak o) 0sszegére.

Az 6sszes A, halmaznak ugyanaz az elemszdma, % Val6ban, hogy
egy M = (m”) € A,; matrixot kapjunk, ahhoz az s-edik sor és t-edik
oszlopon kiviili (n — 1)(m — 1) pozicidba tetszSlegesen irhatunk kiilonb6z6
[nm] = {1,2,...,nm}-beli elemeket, a fel nem hasznélt n +m — 1 elembdl
a minimadlis lesz m;;, mig a maradék poziciokat tetszdlegesen tolthetjiik fel
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az eddig fel nem haszndlt szimokkal. Ebbdl ad6dik, hogy o1 = >,
(nm)!

n+m—1"

Nézziik két kiilonbozd A, ¢ és Ay halmaz metszetét. Nyilvan a metszet

As,t =

nm -

pontosan akkor iires, ha s = s’ vagy t = t'. (Igy 2(3) (’;) kéttagi metszet
lesz nem iires.) A nem iires metszetek elemszama ugyanaz, (nm)!/(2n +
2m—4)(n+m—1). Valéban: az M = (mw)i?jj" € A, ;NAy » matrixokat
az ms,; €s my p elemek nagysagrendi viszonya alapjan két csoportba oszt-
hatjuk. Mi csak az m,; < mgy  esetet vizsgaljuk. Az ilyen M matrixokat
listazhatjuk ugy, hogy az s-edik, s’-edik sor és a t-edik, t’-edik oszlopon
kiviili pozicidkat kitoltjiik, ahogy kordbban (az ismétl6dés elkeriilésével,
egymadstol fiiggetleniil), majd az m,; elem értéke az eddig nem hasznélt
értékek minimuma lesz (determindlt dontés), folytatjuk a s-edik sor és a t-
edik oszlop szabalyok szerinti kitoltésével, majd az my » elem érté€k az eddig
nem hasznalt értékek minimuma lesz (determindlt dontés), végiil kitoltjiik az
s’-edik sor és a t’-edik oszlop hatralévs pozicidit. A két determindlt dontés
miatt az els osztdlyba tartozé matrixok szdma (nm)! A kettGs

(2n+2m—4)-(n+m—1) "
metszetek elemszdmainak o, Osszege

26)G)] > w5

ahol az elsé tényezb a nem iires metszetekhez tartozo s, t, s', t'-re vonatkozé
lehetdségek szama, a masodik tényezd a két esetbdl jon.

A k-s metszetek elemszdmainak meghatdrozdsa teljesen hasonléan
torténhet. Ag, ;, N Agyp, N ... N Ag ¢, pontosan akkor iires, ha valamely

i # jesetén s, = s; vagy t; = t;. A k! (Z) (r]';) nem lires metszet elemszamai
mind ugyanazok:

Kl (nm)!
C(kn4+km—k2)-...-2n+2m—4)-(n+m—1)
B (nm)!

m+m—%k)-...-(n+m—-2)-(n+m—1)’

ahol a k! tényezs abbdl jon, hogy most k! osztalyba soroljuk a matrixainkat.
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Innen adddik, hogy

o = k:!Z ZL -(n+m_k).,',.(nnfn!z—2)-(n+m—1)
6] o

_nlm!- (nm)!(n4+m —k —1)!
C(n—k)m =Kk (n+m—1)
_oalml(nm)! (n+m—k—1)!
T (n+m—1D (n—k)(m—k)k

ahol az elso tényez6 a nem lires metszetekhez tartozé sy, t1, s, to, . . .-r€ VO-
natkoz6 lehet6ségek szdma, a masodik tényezd pedig a metszet elemszdma.

Megjegyezziik, hogy pontosan akkor 1étezik nem iires k-tagd metszet, ha
k < min{n, m}.

A szép matrixok azok, amelyek pontosan egy A, halmazba esnek bele.
Valdéban: M € S matrix esetén ha s az ’1” elem sora és ¢ az ’1’ elem oszlo-
pa, akkor M € A, ;. SzEép matrix mas A-halmazban nem lehet benne. Ezek
szdma a szita formula egy alakja szerint

nm

Z(—l)k_lk‘gk.

k=1
Tehét a szép matrixok szdma

min{n,m}

b1 nlm!(nm)! (n+m—k—1)!
1;1 ST (n+m—1) (n—&)(m— &)k

min{n,m}

nlm!(nm)! w1 (m+m—k—1)!
(n+m—1) 2. (=1 (n— k) (m —k)l(k— 1)

k=1

A bizonyitas befejezéséhez azt kell belétni, hogy az utolsé szumma értéke 1:

w1 (m+m—Fk-—1)!
2D i = i — 1)

fn+m—-—k—-1\[m-1
R Gy (i
> OV Vi

()]
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_ (_1)"1< -1 ) — (—1y ) = 1 0

n—1

5. feladat. Kitiiz8: Totik Vilmos. Igazoljuk, hogy minden S C R? konvex
(kompakt, belsd ponttal rendelkezd) testre van olyan pozitiv o konstans,
amelyre igaz az, hogy ha S-et eldéllitjuk félterek metszeteként, akkor R?
minden P pontjara P tavolsaga valamelyik féltértdl legalabb a--szorosa a P
pont S-t8l vett tdvolsdganak.

Megoldotta Agoston Péter, Gaspar Attila és Matolcsi David. Részered-

ményt ért el Marké Adam.
A kitiizé megolddsa. Legyen O az S egy belsd pontja, és legyenek 0 < r <
R < oo olyanok, hogy az O kozéppontu r sugari B, gomb az S belsejében
van, az O kozéppontd R sugari Br gomb pedig belsejében tartalmazza S-et.
Megmutatjuk, hogy tetszdleges o < r/R szam megfeleld.

A kovetkezkben az AB szakasz hosszédt AB jeloli. Legyen a = 1/ R,
ahol § < 1. Vdlasszunk egy tetszdleges S-en kiviili P pontot. Az OP sza-
kasz metssze S hatdrdt a () pontban. Mivel PQ > dist(P,S) és Br D
S, ezért valaszthatunk egy )y pontot a P() szakaszon, melyre PQy, >
Bdist(P,S) és OQy < R. Az S-et el6allité félterek kozott van olyan K,
ami nem tartalmazza a (), pontot. Legyen H a K félteret hatarold hipersik.
Jelolje A a H hipersik és az O P szakasz metszéspontjat. Az A pontot tartal-
maz6 H-ra merSleges e egyenes és az O P szakasz altal meghatarozott egye-
nes kifeszit egy L sikot. Legyen ¢ = H N L. Jelolje B, illetve C' az ¢ egyenes
O-hoz, illetve P-hez legkdzelebbi pontjat. Ekkor PC' = dist(P, K ). Tovdbba
OB > r, hiszen K D B,. Az L sikban levd AC'P és ABO haromszdgek
hasonlésdga miatt

pC_0B 1
PA OA R
Végiil, a PA > PQ, > Bdist(P, S) egyenlStlenséget felhaszndlva kapjuk,
hogy
dist(P, ) = PC > %m > %5 dist(P, S).

Tehét tetszGleges P-hez talaltunk megfeleld K félteret.
Ha OP mer6leges H-ra, akkor e és OP egyenese egybeesik (és igy L
nem meghatéarozott), de ekkor

dist(P, K) = PA > PQ, > Bdist(P, 5). O
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6. feladat. Kitliz6: Krisztin Tibor. Legyen d pozitiv egész és 1 < a <
(d+2)/(d + 1). Adott zg,z1,...,24 € (0,a — 1) esetén definidljuk az
{2k }r>0 sorozatot az xpy1 = xx(a — Tx_q), k > d rekurziéval. Mutassuk
meg, hogy limy . 2 = a — 1.

Megoldotta Cserndk Tamds és Fehér Zsombor. Kisebb hidnyossagokkal
megoldotta Matolcsi Ddvid. Részeredményt ért el Agoston Péter, Borbényi
Marton és Luo Haoran.

Cserndk Tamds és Fehér Zsombor megolddsa alapjdn. Konnyld megmutatni,

d+2 4
hogy 1 < a < =7 esetén

a®t —a? < 1. (3)

A rekurziobol kovetkezik, hogy ha z; > 0, akkor x4 < a — 1 pontosan
akkor, ha zj1; > x. Innen kapjuk, hogy

(Al) han > désx, q,...,2, € (0,a — 1], akkor x,, < Ty 41 < Tpyo <
o L Tpdb 1568 Tpyarr = To(a—xy) .. (a—,_4) < (a—1)adt!
a,

A

(A2) han > dés x,_q4,...,T, € [a — 1,a), akkor x,, > Tp41 > Tpio >
e 2 Tpgarts €8 Tpyarr = Tpla —xy) .o (a — Tp_g) > 0.

Ebbdl adédik, hogy € (0, a) minden k-ra.

Ha a sorozat valamilyen indext&l kezdve monoton, akkor az x* € |0, a|
hatarérték 1étezik, és megoldasa az x = x(a — x) egyenletnek. Vegyiik észre,
hogy 0 nem lehet a hatarérték, mert ekkor (A1) szerint valahonnan kezdve
monoton nd a sorozat, ami ellentmondas. Ezért ekkor +* = a—1 a hatarérték.

Tehat feltehetjiik, hogy a sorozat nem monoton. Ekkor (A1) és (A2) sze-
rint a sorozat végtelen sok eleme nagyobb, mint a — 1, és végtelen sok eleme
kisebb, mint ¢ — 1.

Legyen N;+1 az els6 olyan index, amire xn, 11 > a—1. Nyilvan N; > d.
Mivel xy, g, ..., 2N, € (0,a—1], ezért (Al) szerint xy, < xy,41 < ... <
TN, +d+1. Tehdt N; + 1 utdn van legalabb d elem, melyek mindegyike na-
gyobb, mint @ — 1. Ugyanakkor az (N7 + d + 1)-edik tag utdn a sorozat
csokkenni kezd. IV, utdn végtelen sok (a — 1)-nél kisebb tagja van a soro-
zatnak, legyen L, + 1 az elsd ilyen index. Ekkor 2z, > a — 1 > 21,41,

7 7z

és a megel6z6 legaldbb d elem nagyobb, mint a — 1, ezért (A2) szerint
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T, 2 Tryi41 = -.. > Tr,+da+1- Most (Al) szerint a sorozat megint néni

kezd. Ezt folytatva latjuk, hogy vannak olyan
A< N <Ni4+d+1< L1 <L1+d+1< No< No+d+1< Ly < ...

indexek, hogy az [V, +1, L] indexintervallumban a sorozat tagjai (a—1)-nél
nagyobbak, mig az [L;, + 1, Nj1| intervallumban (@ — 1)-nél kisebbek. Az
is adddik az (A1) és (A2) észrevételekbdl, hogy a sorozat monoton csdkken
az [N, +d+ 1, Ly + d + 1], és monoton n6 az [Ly + d + 1, Np41 + d + 1]
indexintervallumban.

Definidljuk az (my, Mj) sorozatot a kovetkezGképpen: (mg, My) =
(0,a), és minden k£ > O-ra legyen

M1 = (a—1)(a —my)?, Myr1 = (a — 1)(a — Myp1)".

A (3) egyenl6tlenség szerint My < M, és igy m; > my. Innen indukcidval
kapjuk, hogy M} monoton csokken, my pedig monoton nd. Az is indukcidval
adddik, hogy m; < a — 1 < M minden k-ra. Legyen m = limy_, o, my,
M = limy_,o, My, amelyekre m < a —1 < M.

Allitjuk, hogy az [N, L,] indexintervallumban legnagyobb elem, azaz
TN, +d+1 6s az [Lg, Ngy 1] indexintervallumban legkisebb elem, azaz z_ 4.1
kielégitik az

Ms < Tpordr1 S TNgpdrr < M (4)
egyenlGtlenségeket. Ezt s szerinti indukcidval igazoljuk — s = 1-re kdnnyen
lathat6 az 4llitas. A fent mondottak alapjan

TNgy1+d+1 < TNgy1 (a_st-H—d) (a_st-o-l-H—d) S (a_st+1—1)(a_st+1)'
(5)

Itt hasznaljuk fel, hogy — mivel z(a — ) nov6 a (0, a — 1) intervallumon —
T (a—2y,,) < (a—1a—(a—1) <a-1 (6)
€s mas indexekre a szorzatban my < x;, < a — 1, amivel adédik, hogy

IN a1 < Mg,

Innen az

Msy1 < LLgy+d+1
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egyenldtlenség ugyanigy igazolhaté m, definicidja €s a rekurzi6 alapjan.
Mivel (4) mutatja, hogy az [N, Ny.1) indexintervallumban z; az
[m, M| intervallumba esik, az llitdshoz elegendd megmutatni, hogy M, —
a—1ésmg—a—1,azazm =M =a — 1.
A definici6 alapjan vilagos, hogy

M= (a—1)(a—m)?, m = (a—1)(a — M)?, (7)

azaz
d

M = (a—1)(a~(a—1)(a—M)")" (8)

Allitjuk, hogy az

f(@) = (a—1)a—(a—1)a—2)?)’

fiiggvény szigortan kisebb z-nél az (a — 1,a) intervallumon. Mivel x =
(a — 1)-re f(x) = z, elegendd igazolni, hogy f'(z) < 1, azaz

Pla—17(a—(a—Da-o)) (@-a) < 1.
Ezigaz x = (a — 1)-re, mert d(a — 1) < d/(d+ 1) < 1, és mivel
(a —(a—1)(a— x)d) (a — x)

csokkend fiiggvény (a derivdltja (a—1)(d+1)(a—z)¢—a < (a—z)?—a < 0),
az 4llitas igaz marad minden a — 1 < z < a-ra.

Mivel f(z) < z az (a — 1, a) intervallumon, (8) miatt A/ nem lehet
eleme ennek az intervallumnak, amibdl M = a — 1 adddik. Innen (7) miatt
m = a — 1, és ezt akartuk igazolni. O

7. feladat. Kit{iz6: Totik Vilmos. Legyen P polinom, és tegyiik fel, hogy L =
{z € C:|P(z)| = 1} Jordan-gorbe (korrel homeomorf). Igazoljuk, hogy P’
minden zérushelye L belsejében van.

Megoldotta Fehér Zsombor, Gaspar Attila és Matolcsi Dévid.

Gdspdr Attila megolddsa alapjdn. Feltehetd, hogy P nem konstans. E16szor
is vegyiik észre, hogy L belsejében |P(z)| < 1, kiilsejében pedig | P(z)| > 1.
Valéban, ha lenne olyan 2, az L kiilsejében, melyre | P(zg)| < 1, akkor véve
egy, a 2p-bdl végtelenbe tartd v gorbét, mely elkeriili L-et, ellentmondésra
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jutnank, hiszen |P(z)| — oo amint |z| — oo. A maximumtételbdl azonnal
adddik, hogy L belsejében |P(z)| < 1.

Innen kapjuk, hogy P minden zérushelye L belsejében van.

Megmutatjuk, hogy ha o egy zart gorbe, melyen |P(z)| = ¢ > 0, akkor
o belsejében P-nek van zérushelye. Jelolje G a o gorbe belsejét. A maxi-
mumtétel szerint sup,. | P(z)| < c. Tegyiik fel, hogy nincs gyoke P-nek G-
ben. Ekkor 1/ P is holomorf, igy a maximumtétel szerint sup, . | P(z)|~' <
¢, azaz inf,cq|P(2)| > c. Mivel P nem konstans, ellentmondasra jutot-
tunk.

Ezek utdn ratériink a bizonyitasra. Jelolje M az L gorbe belsejét. Indi-
rekten tegyiik fel, hogy zo ¢ M és P'(z)) = 0. Tekintsik a 0 = {z :
|P(z)| = |P(20)|} szintvonalat. Itt |P(z)| > 1. Mivel P'(z) = 0, ¢
Onmagat atmetszi a 2z, pontban. Valéban, ha a P polinom z; koriili alakja
P(z) = P(2) + cx(z — 20)F + -+, k > 2, akkor 2z egy kirnyezetében
a o lemniszkata k analitikus 1vbdl 4ll, amelyek egyenl6 szogli szektorokra
osztjak a kornyezetét. Azaz o dtmetszi 6nmagat a z, pontban. Innen azonnal
adodik, hogy zo ¢ L, hiszen L Jordan-gorbe.

Ezért a C \ o halmaznak legalabb két korlatos 6sszefiiggé komponense
van, és a fentiek miatt minden ilyen komponens tartalmazza P legaldbb egy
z€rushelyét. De a maximumtétel miatt . minden pontja ezekben a korlatos
komponensekben van, igy L Osszefiiggbsége miatt L ezen komponensek
egyikében van. Mivel P 0sszes z€rushelye L belsejében van, ez ellentmond
annak, hogy a tobbi komponensben is van P-nek zérushelye.

Ez az ellentmondds igazolja az allitést. U

Fehér Zsombor megolddsa. Mint az el6z6 bizonyitasban, vegyiik észre, hogy
P’ nem lehet 0 L-en, mivel egy ilyen pont az L-nek tobbszords pontja lenne,
igy L nem lehetne Jordan-gorbe.

Jelolje M az L belsejének és L-nek az unidjat. Tekintsik a v(z) =
P(z)P'(z) fiiggvényt. Legyen z, € L tetszdleges. Mivel P’(z,) # 0, ezért
P szogtarto leképezés a zg kis kornyezetében. Tovabba az L gorbe P mel-
letti képe az egységkor, tehat az L gorbe z, pontbeli érintjének irdnya
iP(z9)/P'(20). Ebbdl kivetkezik, hogy v irdnya L-en éppen a kiilsé normalis
irdnya. Ezek szerint alkalmazhatjuk a Poincaré—Hopf-tételt M -re, miszerint
>; index,, (v) = 1, ahol az Osszegzést a v fliggvény M-beli zérushelyeire
vessziik. A v = PP’ zérushelyei éppen P és P’ zérushelyeinek unidja. Ha x;
zérushely P-nek k-szoros, P'-nek pedig ¢-szeres zérushelye, (k+¢ > 0), ak-
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kor index,, (v) = k — . Tehdt a >, index,, (v) Osszeg éppen a P és a P’ mul-
tiplicitdsokkal szamolt M -beli z€rushelyei szdménak a kiilonbsége. Mivel P
minden zérushelye M-beli, igy azt kaptuk, hogy P’-nek n— 1 zérushelye van
M -ben. Vagyis P’ minden zérushelye M -ben van.
Megjegyzések. 1. Az el6z6 megolddsban a Poincaré—Hopf-tétel helyett az ar-
gumentumelvet is hasznalhatjuk a kévetkez6képpen.
Legyen zy € L. A Taylor-formula alapjan

P(z) _ P(x)

P'(z)  P'(2)
€s itt zp-hoz nagyon kozeli z € L-re csak ugy lehet
P(z) P(z0)
P'(z0)| | P'(20)

+ (2 — 29) + magasabb foki tagok,

Y

haa }f,((zz‘z))) vektor merdleges az L gorbe z, pontbeli érintévektorara.

Azt kaptuk tehat, hogy P(z)/P’(z) minden z € L pontban merdleges
az érintdvektorra (ezt az el6z6 megoldas is adta), és ebbdl kovetkezik, hogy
P(z)/P'(z) koriilforduldsi szama 1, amint z végigfut L-en pozitiv irdnyban.
Az argumentumelv miatt ez a koriilforduldsi szdm ugyanaz, mint a g(z) =
P(z)/P'(z) meromorf fiiggvényre az L-en beliili zérushelyek szama minusz
a p6lusok szdma. Mivel P-nek n zérushelye van L-en beliil, ha a P polinom
n-ed fokd, azt kapjuk, hogy P’'-nek n — 1 zérushelye kell, hogy legyen L-en
beliil, és ezt kellett igazolni.

Kicsit precizebben: ha P-nek ki, ..., k,,-szeres zérushelye van a
21, ..., %m pontokban (azaz n = ky + ... + k,,), akkor g-nek Osszesen m
z€rushelye van, igy m — 1 polusa kell, hogy legyen L-en beliil (és ezek mind
kiilonboznek a z; pontoktl). Ez adja m — 1 zérushelyét P'-nek, amelyekhez
hozzavéve még a k; — 1 zérushelyet a z;, j = 1,...,m pontokban, kapjuk
ki+ -+ kp —m+ (m —1) = n — 1 zérushelyét P'-nek L-en beliil.

2. A madasodik megoldasbol az is kovetkezik, hogy ha f analitikus
fiiggvény az L Jordan-gorbén és belsejében ugy, hogy |f(z)| = 1,haz € L
(azaz L a {z : |f(2)| = 1} szinthalmaz egy komponense), akkor f’-nek
pontosan 1-gyel kevesebb zérushelye van L-en beliil, mint f-nek.

3. Mindkét megoldds adja a kovetkez6t: ha az L = {z : |P(2)| = 1}
szinthalmaz k diszjunkt komponensbdl 4ll, amelyek hatara Jordan-gorbe, ak-
kor P’-nek ezeken kiviil (azaz C\ L végtelen komponensében) pontosan k— 1
z€rushelye van.
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8. feladat. Kitliz6k: Totik Vilmos és Varjii Péter. Bizonyitsuk be, hogy ha egy

mérhetd valds f : R — R fiiggvényre f(x + t) — f(x) mint z fliggvénye

lokélisan integrdlhaté minden ¢ esetén, akkor f is lokdlisan integralhatd.
Megoldotta Cserndk Tamas.

A kitlizék megolddsa. Mivel || f(x+t)|—|f(x)|| < |f(z+t)—f(x)|, feltehetd,
hogy f nemnegativ. Legyen T}, azon -k halmaza, amelyekre

/02 Fla+1) — f(z)dz < n.

Ekkor van olyan N, hogy a Ty [0, 1/2] halmaz (Lebesgue-) mértéke pozitiv,
hiszen U, T,, = R. Hat, s € Ty N[0, 1/2], akkor

/01|f(x+t+s)—f(yc)|dx
< [+ t49) = flats)ldar+ [ |f@+s) - f@)ldr < 2N.

Mivel pozitiv mértéki halmazok dsszege tartalmaz nem tires nyilt intervallu-
mot, ezérta {t+s:t,s € TyN[0,1/2]} = (TnN[0,1/2])+ (T N[0,1/2])
halmaz tartalmaz egy / nem iires nyilt intervallumot. Tehdt minden v € [
esetén

[ 1w ) fa)lar < 2.
és igy
/1/01 |f(z 4+ u) — f(x)|dzdu < 2N|1].
Azaz
/01 </1 |f(z +u) — f(x)]du>dx < 2N|I|.
Speciélisan, valamilyen x, € [0, 1] szdmra

J 1o+ ) = flao)ldu < o,

amibdl kovetkezik, hogy

/on f(t)dt = /If(xo + u)du < oo.
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Tehat f integralhat6 az I + z intervallumon. Ekkor a feltevés szerint ennek
barmely eltoltjdn is integralhatd, ami adja az allitast.
9. feladat. Carl Schildkrauttél ered. Van-e olyan fiiggvényegyenlet', amely-
nek van megoldasa, €s minden megoldasanak értékkészlete az egész szamok
halmaza?

Megoldotta Agoston Péter, Cserndk Tamads, Fehér Zsombor, Gaspar At-
tila és Matolcsi Dévid.
A feladat alapjaul a 2019-es ELMO matematikaverseny 6. feladata
szolgal, melynek kittizGje Carl Schildkraut. Az ELMO verseny hivatalos
weboldala: https://web.evanchen.cc/elmo/problems.html.

Totik Vilmos megolddsa. A vialasz igen. Legyen fo(x) = [z] az egészrész
fliggvény. Az aldbbiakban konstrudlunk egy olyan fiiggvényegyenletet,
amelynek az egyetlen megoldasa f.
A kovetkezOkben felhasznaljuk, hogy véges sok b, = 0,¢=1,2,..., N
fliggvényegyenletet egyetlen £ = 0 egyenletté irhatunk 4t (abban az
értelemben, hogy pontosan akkor van olyan f, ami megolddsa minden F;-
nek, ha f megolddsa E-nek), ahol E = > | B2 (vagy csak Y | E;, ha az
E; egyenletek megoldasai sziikségképpen nemnegativak).
Tekintsiik az
2’g(x)® + (9(0) = 1)* = 0 (9)
fliggvényegyenletet. Vildgos, hogy ennek egyetlen megolddsa az a g
fiiggvény, melyre go(z) = 0, hax # 0, go(0) = 1.
Vegyiik észre, hogy ho(x) = fo(z) + fo(l — x) értéke 1, ha x € Z,
kiilonben 0. Tehat go(x) = ho(x)ho(ﬂx). A (9) fiiggvényegyenletben he-
lyettesitsiik g helyére a

g@) = (f(z) + f(1 =) (F(V2x) + f(1-V22))  (10)
kifejezést. Ekkor azt kapjuk, hogy

2[(f)+ (1 —2) (£ (V2r)+ £ (1-v2)) ]+ ((F0)+£(1)2-1)" =0

'Egy fiiggvényegyenlet E = 0 alakd, ahol E fiiggvényforma. A fiiggvényformdk hal-
maza a legsziikebb olyan véges jelsorozatokbdl 4116 F halmaz, amely tartalmazza az 6sszes
xi, 1 = 1,2,... valtozdt, az Osszes r € R valds konstanst, és amely rendelkezik az-
zal a tulajdonsdggal, hogy ha F, E1,Ey € F, akkor By + Es, Fy - Ey és f(E) is F-
beliek (itt f eldre rogzitett fliggvényszimbdlum). Az E = 0 fiiggvényegyenlet megoldasa
olyan valds f fiiggvény, amelyre £ = 0 a valtozok minden valds értékére fenndll. Pl
flzi+ f (V222 22)) + (=) + (—1) - 21 - 31 - 22 = 0 fiiggvényegyenlet.
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Az utolsé tag helyett az f(0)2+ (f(1) —1)? kifejezést irva, egy f megoldésra
f(0) =0¢és f(1) = 1 ad6dik. Ezek szerint f, megolddsa az

2[(f@)+ f(1-2)(f (Vo) + (1= v22))] + £(0)° + (F(1) - 1) = 0

(11)
egyenletnek.
Azt, hogy az f(x + 1) = f(z) + 1 teljesiiljon, elérhetjiik az
(fle+1) = f(x) =1)*=0 (12)
fliggvényegyenlettel.

Végiil elérjiik, hogy f(x) = 0 teljesiiljon minden 0 < = < 1 esetén.
Ehhez tekintsiik a

go(2(1 = 2) = ?)y*f(x)* = 0

egyenletet, ahol g, (az egyetlen) megoldésa (9) egyenletnek. Ha = ¢ [0, 1],
akkor z(1 — x) < 0, igy go(z(1 — z) — y?) = 0, tetszSleges y € R esetén.
A go(x(1 — x) — y?)y?> # 0 pontosan akkor teljesiil, ha z € (0,1) és
y = /(1 — x). Ekkor sziikségképpen f(z) = 0. A fenti egyenletben go-t
kikiiszobolhetjiik a (10) formuléval, és kapjuk, hogy f, megoldasa az

{f(x(l —x)— y2) + f(l — (x(l —x) — yz)ﬂ
X {f(\/i(m(l —x)— y2)) + f(l — \/§<x(1 —x)— yZ))}gff(x)Q =0
egyenletnek.

Osszegezve, azt kaptuk, hogy f, megolddsa a (11), (12), (13) egyenletek-
nek. Ezeket a feladat elején emlitett mddon egyetlen egyenletként irva az

2?[(f(@) + (1 —2)(f(V2r) + F(1 = V2z))] + £(0)* + (f(1) — 1)?
+(fz+1) = fx) = 1)?

+[f(z(—2) =) + f(1 = (21— 2) = ¢?))]

< [F(V2(z(1=2)=9?))+ F(1-v2(2(1 = 2)=9?) ) [y*f (2)* = 0

(14)
fliggvényegyenletet kapjuk.
Allitjuk, hogy ez a fiiggvényegyenlet megfelel, azaz egyetlen megoldésa
fo- Az, hogy fy megoldés, az eddigiekbdl kovetkezik. Megmutatjuk, hogy
nincs mas megoldas.
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Legyen f megoldasa a (14) egyenletnek. Az els6 sorbdl vilagos, hogy
f(0)=0, f(1) =1,¢s

(@) + 10 = 2)(£(VEr) + 7 (1= V2z)) = {(1) o

Legyen x € (0,1), és irjunk a (14) egyenlet utolsé két sordban y =
/2 (1 — z)-et. Ekkor sziikségképpen f(z) = 0. Tehdt f(z) = [z] = fo(z)
minden = € [0, 1] esetén. Az f(z+1) = f(z)+ 1 egyenlGségbdl kovetkezik,
hogy f = fy, azaz a megoldas egyértelmd. 0J

Matolcsi Ddvid megolddsa. Azt allitjuk, hogy az
Pl — )2 (41 — 2) — 1)
(f(1) +1)?
(f(x +1) )_1>2(f(l’2)—|—;[;2)2
(S + 1)~ ( Do) (f@?+2) — fl@+ 1) 1) =0

+
- (15)
_|_

fliggvényegyenlet teljesiti a feladat feltételeit.

Mivel f valds értékd, f pontosan akkor megolddsa a (15) fiiggvényegyen-
letnek, ha a bal oldali 6sszeg minden tagja azonosan 0. A 4x(1—x) fiiggvény
minden 1-nél kisebb valos értéket felvesz, ezért az

fAdz(1 —2))(4z(1—2) —1) =0

egyenletbdl kovetkezik, hogy f(y) = 0 minden y < 1 esetén.
Tovibbd az (f(x? + 1) — f(22) — 1)(f(2?) + 22) = 0 egyenléségbsl
kovetkezik, hogy

tetsz6leges y > O esetén f(y) = —y vagy f(y+1) = f(y) +1.  (16)

Ebbdl teljes indukcidval adédik, hogy ha & nemnegativ egész és y € (k, k+
1), akkor f(y) = k. Valéban, k = O-ra beldttuk, hogy f(y) = 0. Legyen
k>1,y € (k k+ 1) és tegyiik fel, hogy k — 1-ig igaz az allitas. Ekkor az
indukcios feltevés szerint f(y — 1) = k — 1, tehat f(y — 1) # —(y — 1).
Ekkor sziikségképpen f(y) = f(y — 1) + 1 = k, amint allitottuk.
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A (15) egyenlet bal oldaldn szereplé madsodik tagbdl vildgos, hogy
f(1) = —1. A negyedik tagot megvizsgélva latjuk, hogy

fly+1)=f(y)+1vagy f(y+2) = f(y+1) — 1 minden y > 0 szdmra.
(17)
Ebbdl teljes indukcidval kovetkezik, hogy f(k) = —k minden £ > 0
egészre. Valdban, k = 0, 1 esetén igaz az allitds. Legyen k > 2, és tegyiik
fel, hogy k£ — 1-re igaz az éllitds. A (17) formuldba y = k — 2 > 0 értéket
beirva f(k — 1) = f(k —2) 4+ 1 vagy f(k) = f(k — 1) — 1 adédik. Ezek
koziil az indukcids feltevés szerint az els6 nem teljesiilhet, ezért a masodik
teljesiil, ami éppen az allitasunk.
Osszegezve, azt kaptuk, hogy ha f megolddsa a (15) egyenletnek, akkor

0, hax < 1,
flz) =<k, haz € (k,k+1), k> 1egész,
—k, hax ==k, k>1egész.

Vilagos, hogy f értékkészlete éppen az egész szamok halmaza. Egyszertien
ellendrizhetd, hogy f valdban kielégiti a (15) egyenletet. U

Fehér Zsombor megolddsa. Van ilyen fiiggvényegyenlet, példaul az
FO*+(F(1) = 1)+ (f2) +1)° + (f(3) — 2)*
+(fa—ad(fa—a?? - 1)(fa—a®)? 1))
+((fa+ay - fe+ra?) —1)
+((Fa+2? - f(x2)> - 4) ~ 0.

(18)

Szorzas helyett négyzetre emelést, és x; helyett x-et irtunk. Mivel az egyen-
letben valds szamok négyzetosszege 0, ezért f pontosan akkor megoldasa a
fliggvényegyenletnek, ha megoldasa a kovetkezd egyenletrendszernek:

f0)=0, f(1)=1, f(2)=-1, f(3)=2, (19)
f(4—2*e{-2,— 10,1,2} (20)
fld+2%) = f2+2%) € {~1,1}, 1)
fld+a?) — f(2®) € {~2,2}. (22)
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Megmutatjuk, hogy az egyenletrendszer minden megoldasdnak érték-
készlete Z. Valéban, (20) alapjan minden y < 4 esetén f(y) egész, és (21)
alapjan minden y > 4 esetén f(y) = f(y — 2) £ 1, tehat ha f(y — 2) egész,
akkor f(y) is az. Igy indukci6val adédik, hogy f mindenhol egész.

Ezutén beldtjuk k szerinti indukciéval, hogy f(2k) = —k és f(2k+1) =
k + 1 minden k£ € N természetes szamra. A (19) egyenlet alapjan £ = 0 és
k = 1esetén ez teljesiil. Ha k > 2, és mar tudjuk, hogy f(2k—4) = —k+2és
f(2k —2) = —k+1, akkor (21) alapjan f(2k) € {—k, —k+2}, (22) alapjan
pedig f(2k) € {—k, —k + 4}, igy f(2k) = —k. Ugyanigy, ha f(2k — 3) =
k—1és f(2k — 1) = k, akkor (21) és (22) alapjan f(2k + 1) = k + 1.
Ezzel belattuk, hogy f minden egész szamot felvesz legalabb 1 helyen, igy
értékkészlete valoban Z.

Végiil pedig van megoldasa az egyenletrendszernek, példaul:

0, haz < —1,
flz) =< —k, ha2k — 1<z <2k, keN,
k+1, ha2k<z<2%k+1, keN.

Megjegyzés. Az utols6 megoldasban megadott fiiggvényegyenlet megoldasa
nem egyértelml. A (19)—(22) egyenletekbdl latjuk, hogy f értékeire a ne-
gativ félegyenesen az egyetlen megszoritas, hogy a {—2, —1,0, 1, 2} halmaz-
ban legyenek. Vagyis a lehetséges megoldasok szama 2°.
10. feladat. Kit(iz6: Molndr Lajos. 1gazoljuk, hogy ha A és B pozitiv 6nad-
jungélt operédtorok a H komplex Hilbert-téren, akkor

lim sup [|A"z||Y/" < limsup || B"z|Y/"
n—oo n—oo

pontosan akkor teljesiil minden © € H esetén, ha A" < B" minden pozitiv
egész n-re.
A kitiizd megolddsa. Tegyiik fel, hogy A" < B"™ minden n-re. Ez pontosan
azt jelenti, hogy (A"x, x) < (B™z,z) mindenn € Nésx € H esetén. Ekkor
az Onadjungéltsag miatt (ami egyébként komplex tér esetén a pozitivitasbol
automatikusan kovetkezik)

|Am2|? = (A"z, A"z) = (A2, 2) < (B™z,2) = ||B"z|”

Azaz pontonként ||A"z| < ||B™z|| fenndll minden n-re, amibdl adddik az
allitas.
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Megforditva, tegyiik fel, hogy
lim sup || A"z||'/" < limsup || B"z|*/" (23)
n—oo n—oo

teljestil minden x € H vektorra.

Legyen T egy tetszbleges pozitiv operator H-n, és jelolje Er a
spektralmértékét. Mivel T pozitiv, spektruma a nemnegativ félegyenesen
van, ezért Er : B(][0,00)) — P(H), ahol B([0,00)) a Borel-halmazokat,
P(H) pedig a H ortogondlis projekcidinak dsszességét jeloli. Legyen = € H
rogzitett egységvektor. Ekkor (Ep(-)x,x) = Er,(-) valészintiségi mérték a
[0, 00) Borel-halmazain. Mivel T' = [, ) udEr(u), igy a spektrdlmérték
tulajdonsdgai szerint

T2 — /[O . u?d By (u)

és
IT"2|]? = (T"z, T"z) = (T2, z) = / W2 B, ().

[0,00)
Vagyis

1/(2n)
1Tz ]|/ = ( /[0 . uzndETJ(u)) .

A jobb oldalon éppen az ([0, 00), B([0, 00)), Er ) val6szinliségi mezSn de-
finilt identikus fiiggvény L?"-norm4ja szerepel. Ismert, hogy valészintiségi
mezOn az [P-normdk hatarértéke p — oo esetén éppen az L°°-norma, azaz

Jim. |Tz|| Y™ = inf{t > 0: Ep,((t,00)) = 0}
=min{t > 0: Er,((t,00)) = 0}.

Ezzel azt is belattuk, hogy a feladatban szerepl6 lim sup valdjdban lim. Mivel
Er.((t,00)) = (Ep((t,00))x, x), a fenti hatarérték a legkisebb olyan ¢ > 0
szdm, melyre = az Er((t,00)) képterének ortogondlis komplementerében,
azaz Er([0,t]) képterében van. Ezért

min{t >0: Er,((t,00)) = O} = min{t >0:x €ran ET([O,t])}.

Osszegezve, a (23) egyenl6tlenség azt jelenti, hogy tetszSleges v € H
vektorra

min{t >0:x €ran EA([O,t])} < min{t >0:x €ran EB([O,tD}.
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Azaz ha valamely ¢ esetén = € ran Ep([0,¢]), akkor = € ran E4(][0,1]),
vagyis ran E4([0,t]) D ran Eg([0,]). Tehat tetszSleges x-re
Ep.([0,1]) = (E([0,t])z, x) < (Ea([0,t])2,2) = Ea.([0,1]).
A spektralmérték tulajdonsagai szerint tetszdleges x € H vektorra és n po-
zitiv egészre
(A"z, ) :/[ )u”dEA,x(u) :/ nu”’l[l - EA,x([O,u])}du
0,00 0
S/ nu" " 1= Ep ([0, u])|du =/ u"dEp g (u) = (B"x, x),
0 [0,00)
ami éppen azt jelenti, hogy A" < B" teljesiil minden n-re. U
—®
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