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Kéri Gerzson:
Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezo poli-
nomok néhany fajtija direktben és faktorizaltan

Bevezetés

A tobbszoros szogek szogfiiggvényeit az egyszeres szog szinuszanak és ko-
szinuszdnak polinomjai haszndlatdval a j6l ismert 7,,(x) els6faji és U, (z)
masodfaju Csebisev-polinomokkal lehet kifejezni. Hasonl6 (bér kissé furcsa)
osszefiiggéseket fejeznek ki a kevésbé ismert V,,(z) harmadfaji és W, (x)
negyedfaju Csebisev-polinomok, ldsd Mason és Handscomb [7, 17. old.].
Ha a tobbszoros szogek szogfiiggvényeinek a kérdését azzal az apré mo-
dositassal tanulmadnyozzuk, hogy sin 1 és cos ) helyett sin 29 és cos 29 po-
linomjait vessziik alapul, akkor a Csebisev-polinomok helyett a ¢,(x) =
2T0,(x/2), un(z) = Un(x/2), vp(x) = Vu(x/2) és wp(x) = W,(x/2)
polinomokkal kell foglalkoznunk. Ezeknek a polinomoknak, amiket szo-
kas modositott Csebisev-polinomoknak nevezni, tobb eldnyiik van az ere-
deti Csebisev-polinomokkal szemben. Az egyik eldnyiik az, hogy az 4ltalam
szimmetrizalo operatornak nevezett leképezéssel olyan kétszeres fokszamu,
de mégis egyszerlibb polinomokra képezhetdk le, amelyeknek az irreduci-
bilis faktorizdcidja konnyebben elvégezhetd, és igy 4ttételesen meg tudjuk
hatdrozni a tobbszoros szogek szogfiiggényeit kifejezé polinomok irredu-
cibilis faktorizdciéjdt is. Konkrétan, a szimmetrizal6 operdtor a t,,(z) poli-
nomot az z°" + 1 polinomba, az u,,(x) polinomot az (x*"2 —1)/(2*—1)
osztas eredményeként értelmezett polinomba, a v,(z) polinomot az
(2?1 4+ 1)/(z + 1) osztds eredményeként értelmezett polinomba, a w,, ()
polinomot pedig az (z*"*! — 1)/(x — 1) osztds eredményeként értelmezett
polinomba viszi.

A fentiek értelmében zsugoritott ¢, (z), u,(x), v,(z) és w,(z) polino-
moknak az is egy figyelemre mélt6 eldnyiik a Csebisev-polinomokkal szem-
ben, hogy féegyiitthatdik 1 értékiiek, €s ezdltal 1ényegesen csokkennek a
Csebisev-polinomok féegyiitthatéihoz képest. Ennek kdszonhetéen a szim-
metrizal6 operator alkalmazasaval bel6liik szarmazé polinomok féegyiitthat-
jais 1. A konstans tag esetleges kivételével a tobbi egyiitthatd abszolut értéke
is csokken vagy véltozatlan marad.

Foglalkozunk a szinusz és koszinusz fiiggvények hiperbolikus megfeleld-
ivel is, melyekre bizonyos esetekben 1ényegében ugyanazok a képletek érvé-
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nyesek, mint amelyek a tobbszoros szogek szinuszara és koszinuszara, mas
ezekre vonatkozé hasonlé képletekben viszont azok a ¢ (x) és u () polino-
mok fejezik ki a tobbszords argumentumokra vonatkozé hasonl6 6sszefiig-
géseket, amelyek a ¢, () és u, (x) polinomokbdl tigy szarmaznak, hogy min-
den egyiitthatonak az abszolut értékét vessziik. Ezekre a csupa nemnegativ
egylitthats polinomokra a szimmetrizalé operatort nincs értelme alkalmaz-
ni, viszont mds moédszerrel, kdzvetleniil a Galois-elmélethez fordulva, mégis
meghatdrozhat6 az irreducibilis faktorizaci6juk.

Meg kell emliteniink, hogy az ebben a munkaban ¢,,(z) és u,(z) jelolés-
sel szereplé polinomokat Wituta és Stota [13] cikkében a szerzok 2, (z),
ill. V,,(z) jeloléssel definidltak els-, ill. mdsodfaji modositott Csebisev-
polinomként. (Ennek a V,,(z) polinomnak semmi koze a fentebb emlitett
harmadfaji Csebisev-polinomhoz; az egyforma jelolés csak véletlen.) To-
vabba azt is meg kell még emliteniink, hogy a ¢,,(z) polinomra szokds még
a Lucas-polinom elnevezés és az L, () jelolés haszndlata is, lasd Wolfram
MathWorld: Lucas Polynomial [14].

A Csebisev-polinomok faktorizdcidjara vonatkozéan a kovetkezd el6z-
ményekrdl tudunk: Hsiao [1] nehezen hozzaférhetd cikkére torténd egy hi-
vatkozasban olvashatd, hogy a szerz6 meghatdrozta, hogyan kell csoporto-
sitani a polinom gyokeit az irreducibilis faktorok eldallitasa céljabdl. Ennek
az eredménynek a masodfaji Csebisev-polinomokra vonatkozo kiterjesztése
Rivlin [11] konyvében olvashaté. A The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences [12] Osszedllitds tartalmazza az irreducibilis faktorok darabsza-
manak a sorozatat a T,,(z) els6- és U, (x) masodfaji Csebisev-polinomok,
valamint a 7, (z) — 1, T,,(z) + 1, U, (z) — 1 és U, (z) + 1 polinomok eseté-
re. (1,,(x) = 1-nek ¢,,(x) £ 2 felel meg, ha attériink a médositott Csebisev-
polinomokra.) A t,,(z) £ 1 polinom faktorizdciéjdt illetGen semmilyen el&z-
ményrdl nem tudunk. A faktoroknak korabbi publikdcidkban tortént exp-
licit megadésardl sem taldltam informdciot. Viszont sok publikacié talal-
hat6 olyan szamitogépes algoritmusok ismertetésére, amelyek a Csebisev-
polinomok egyiitthatéinak, ill. faktorainak a kiszamitasaval foglalkoznak.

A Csebisev-polinomokrél szélva nem szabad emlités nélkiil hagyni ezek
alkalmazasdnak a jelent6ségét az approximéacidelmélet és a differencidl-
egyenletek teriiletén. Ilyen alkalmazasokkal azonban itt nem kivanunk fog-
lalkozni. Akit a Csebisev-polinomok témakorének ez az oldala érdekel, azok-
nak javasoljuk pl. az oktatdsban is méar régdta hasznélt Natanszon [8] kony-
vet.
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1. Palindrom polinomok. A szimmetrizalé operator
és inverze

1. definicié. Egy valds vagy komplex egyiitthatés 37 _, bra* polinom palind-
rom, ha by, = b,,_}. fenndll minden b = 0,1, ..., n-re.

Bevezetjiik a o szimmetrizalé operatort, melynek segitségével tetszble-
ges n-edfokd P,(r) = X1, axz”® polinom az aldbbi médon leképezhetd
egy 2n-edfoki @2, () palindrom polinomra.

n—1

Qun(x) = o[Pa(x)] = 2" Po(z +277) = 3 bi(a® + 2™ 7%) + buz™. (1)
k=0

A két polinom egyiitthatoi kozott a binomidlis tétel szerint az aldbbi Ossze-
fliggés 4ll fenn:

(n—1)/2
bn—l: Z Clzk+la2k+l (ZZO,]_,...7TL)7 (2)
k=0
ahol C} = (2) azaz matrix jeloléssel
b=1%,a, 3)
ahol X, a végtelen
o Ie- SR’ BENe S
o Se e A c2i
o2 cro Lo,
c3 ... ox
Yo = .o . ) . 4
C"Zk .
0 Cngrl
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matrix n-edik bal felsé négyzetes szubmatrixa. Vegyiik észre, hogy a 3,
matrixban, és kovetkezésképpen minden 32,, matrixban a f64tl6 minden ele-
me 1, és a féatloval parhuzamos minden masodik atlénak minden eleme 0

(amiket nem irtunk be a matrixba),

a = (ap,aq,... ,an)T,

7z

© b= (b, ... b1, bo)T.

Mivel 32, fels6 haromszog matrix, melynek f6atlojdban csupa 1-esek all-

nak, kovetkezésképpen by, by, . . ., b, tetszOleges értéke esetén a (2) képletet
ap, ai, - - ., a,-re vonatkozé egyenletrendszernek tekintve, ennek az egyen-

letrendszernek mindig van egyértelm( megolddsa, amely a (2) képlet aldbbi
atrendezésével kaphat6 meg nagyon egyszerien:
(n=0)/2
a; = by — Z C}fkﬂazkﬂ (l =n,...,1 0)- &)

k=1
(Az a vektor komponenseinek csokkend sorrendjében végezve a szdmoldst,
azonnal adddik, hogy a,, = by és a,_1 = by, mivel ebben a két esetben a
szummazandé Osszeg iires. Ezt kovetden egytagli 0sszeget kell kivonni b,-
bdl, illetve b3-bdl, midltal adédik, hogy a,_o = by — na, = by — nby, és
hasonléan a,,_3 = b3 — (n — 1)a,—1 = bg — (n — 1)b;y. A folytatds mar nem
ennyire egyszer(, de végig direkt modon kapjuk a tobbi a; egyiitthatora is a
megoldast.)
A fenti gondolatmenet a kovetkez6 tétel dllitasat bizonyitja:

2. tétel. Tetszdleges (o, () pdros fokii palindrom polinom esetén létezik és
egyértelmii az a P, (x) polinom, melyre Qa,(z) = o[P,(x)].

Tovébba ugyanabbdl a gondolatmenetbdl az is kideriil, hogy ha Qs ()
minden egyiitthatdja valds (raciondlis, egész) szdm, akkor P, (x) egyiitthat6i
szintén valds (raciondlis, egész) szdmok.

A tovabbiakban a 2. tételben szerepld ()3, () polinomot a P, (x) polinom
szimmetrizéltjanak, a P,(x) polinomot pedig a (2, (z) palindrom polinom
hordozdjanak nevezziik.

A szimmetrizal6 operdtor legalapvet6bb tulajdonsdgai:

1. olc] = ctetszbleges ¢ konstans esetén.
2. o[Py(2)Qum(2)] = o[Pa()]o[Qum(2)].
3. 0[Pu(z) £ Qu(z)] = 0[P (2)] £ 2" "0 [Qm ()], han > m.

Ezek nyilvanval6 volta miatt a bizonyitast elhagyjuk.
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A 3. tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy két kiilonbozd polinom szimmetri-
zaltja is kiilonbozd, ezért a szimmetrizald operator g inverzére igaz a kdvet-
kezo tétel:

3. tétel. A o = o~ ! operdtor egyértékii a pdros fokii palindrom polinomok
halmazdn. Ennélfogva a o szimmetrizdlo operdtor és annak o inverze egy-
egyértelmii megfeleltetést hoz létre a tetszdleges fokii polinomok és a pdros
fokii palindrom polinomok kozott.

A szimmetrizdl6 operator felsorolt alaptulajdonsdgait a kovetkezképpen
lehet atfogalmazni a o operatorra:

1. o[c] = ctetsz8leges ¢ konstans esetén.
2. o[ Pon(2)Qam ()] = o[ Pan(x)]0|Q2m ()]

3. o[Pon(z) £ 2" ™ Qop ()] = 0[Pon(x)] £ 0[Q2m(z)], han > m.

A tovéabbiakban csak pdros fokd (s, () palindrom polinomokkal fog-
lalkozunk, ezek koziil is csak olyanokkal, melyek b, foéegyiitthatdjanak az
értéke 1 (és kovetkezésképpen a hordozé P, (z) polinom a,, féegyiitthatéja
is 1).

Az aldbbiakban néhany példat mutatunk, egyeldre legfeljebb masodfoku
palindrom polinomokkal:

A foegyiitthatdra tett korlatozas hatdlya alatt egyetlen 0-adfokd palind-
rom polinom létezik, mégpedig az 1 konstans, melyre o[1] = 1.

Az éltaldnos mésodfokd P(z) = 2% + cx + 1 palindrom polinomra
olPo(a)] =z +c.

Ha |c| < 2, akkor jel6lje ¢ azt a szoget, melyre ¢ = —2 cos 9. E jeloléssel
a Py(x) = 2% — (2 cos )z + 1 polinomra o[ P5(z)] = z — 2cos V. Bz a Py(x)
polinom komplex aritmetikdban az

2? — (2cos¥)x + 1 = ( — cost —isin¥)(x — cos ) + isin)
= (z—e")(z —e™™)

szorzattd alakithato, tehat ilyen ¢ konstans esetén P(x) gyokei egységnyi
abszolut értékd konjugalt komplex szamok.

Ennek egy, a tovadbbi targyalds sordn fontos specidlis esete az az eset,
amikor a ¢ szog osztdja 2m-nek vagy 27 valamelyik egész szamu tobbszoro-
sének. Ezzel kozel jarunk mar ahhoz, hogy eljussunk a primitiv egységgyo-
kokhoz és a korosztdsi polinomokhoz, majd az utébbiak hordozé polinomjai
segitségével a tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomokhoz.
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Megjegyzés. A o és p operator alkalmazasara ezek elnevezése €s jelo-
1ése nélkiil Kearnes, Kiss €s Szendrei [2] mutat be kdrosztasi polinomokra
vonatkoz6 példdkat. Egy ®,,(x) korosztéasi polinomhoz tartozé o[®,,(x)] po-
linomot egyszertien a ,,(z) korosztasi polinom analogonjaként emlitik.

2. Korosztasi polinomok és korosztasi elopolinomok

Ismeretes, hogy az n-edik egységgyokoknek nevezett komplex szadmok,
vagyis az ™ — 1 polinom gyokei a komplex szamok korében az aldbbi fel-
soroldssal adhaték meg:
e%:cos—ﬂ—kisin—7r (k=1,2,...,n). (6)
n n
4. definicio. Egy n-edik egységgyok primitiv egységgyik, ha semmilyen n-
nél kisebb m pozitiv egész szam esetén nem m-edik egységgyok.

Sp-nel jelolve az 1 < k < n feltételnek eleget tevs, n-hez relativ prim k
egészkeknek a halmazét, az n-edik primitiv egységgyokok S,, halmaza azokat
az e n egységgyokoket tartalmazza, melyekre k € S,,.

5. definicié. Az n-edik kérosztdsi polinom, szokdsos jeloléssel @, (x), az a
polinom, melynek gyokei az n-edik primitiv egységgyokok, képlettel

O, () = [] (z — ™).

k€ESn

A korosztasi polinomok ismert (bar nem kdnnyen bizonyithatd) tulajdon-
séga, hogy irreducibilisek a raciondlis szamtest folott.

®y(x) = x — 1-nek és Po(x) = z + 1-nek egyetlen valds gyoke van
(x =1, illetve z = —1).

n > 3 esetén P, (r)-nek csak valédi komplex gyokei vannak, mégpedig
konjugalt komplex gyokparok:

2kmi (2n—2k)mi _ 2kmi L . .
en ése n =e o (1<k<n/2, késnrelativ primek).

7

Ezért n > 3 esetén az n-edik korosztdsi polinomra felirt el6z6 képletet a
konjugalt komplex gyokparok szerint csoportositva irhatjuk, hogy

O (x)= [[ z—e)w—e )= ] [x2—<20082iﬂ>x+1].

keSn keSn
k<n/2 k<n/2
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Mivel a jobb oldalon all6 szorzatban a szogletes zar6jelbe foglalt kifejezések
masodfoku palindrom polinomok, kovetkezésképpen n > 3 esetén az n-ed-
rendd korosztasi polinom is palindrom, melynek hordozé polinomja

U (z) = 0[Pn(z)]

= 11 glx2—<2cos2i”>z+1]: 11 [x—%OSZiW].

keSn keSn
k<n/2 k<n/2

Ezzel eljutottunk a korosztasi elépolinom fogalméhoz.

6. definicid. Tetszdleges n > 3 egész esetén az n-edik korosztdsi elépolinom
az a V,,(x) polinom, melynek szimmetrizdltja az n-edik korosztdsi polinom,
és amely képlettel direkt modon a kovetkezoképpen adhato meg:

U, (x) = ] (:c — 2cos 2?) .

kESn
k<n/2

Az S, halmazok elemszamainak, és egyuttal az n-edik korosztasi poli-
nom fokainak a sordt a ¢(n) Euler-fiiggvény fejezi ki. Az n-edik korosztasi
elépolinom foka feleannyi, tehdt p(n)/2.

A korosztasi polinomok irreducibilitdsdbol kovetkezik, hogy a korosz-
tasi eldpolinomok is irreducibilisek. A o operator alaptulajdonsdgaibdl ko-
vetkez8en dltaldnosan igaz, hogy reducibilis polinom szimmetrizaltja is re-
ducibilis, azaz mds ekvivalens megfogalmazasban: irreducibilis paros foku
palindrom polinom hordozdja is irreducibilis.

Am vigyizat! Az elébbi 4llitds forditott irdnyban nem igaz. Az ugyanis
nem 4allithatd, hogy irreducibilis polinom szimmetrizaltja is irreducibilis. Egy
ellenpélda az irreducibilis 23 +32242x+1 polinom, melynek szimmetrizaltja
az aldbbi reducibilis polinom:

284 32° + 50 + Te® + 507+ 3x +1 = (¥ + 202 + o+ 1) (2P + 22 + 20+ 1).

Az els6 két korosztasi polinom sajnos pératlan fokd, négyzetre emelve vi-
szont paros fokd palindrom polinomokat kapunk bel6liik, melyekre méar al-
kalmazhaté a g operétor, tehét

o[(®1(2)"] = ola® — 20+ 1] = 2 — 2 )

|(@:@))] = oo +20 +1] = x +2 ®)
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A korosztasi polinomok hosszu listdi ismeretesek az irodalombdl. Az angol
nyelvi wikipédia ,,Cyclotomic polynomials" c. szécikke n = 30-ig listdzza
a korosztasi polinomokat. A 100 elemnél rovidebb listak alapjan azt hihet-
nénk, hogy a korosztasi polinomok 0-t6] kiilonbozd egyiitthatéi csak +1 és
—1 lehetnek. Ez azonban 4ltaldnosan nem igaz. Ha 100-ndl csak egy kicsit
megyiink tovdbb, a

Dyo5(2) = g8 4 AT | 46 43 42 o4l 40 39 L 36 4 035 | 34
Loy B2y Bl 28 026 24 092 20 4 A7 4 16

a4 B a2 =% 20" — S — 241

polinomban, mint latjuk, vannak —2 értéki egyiitthatok. A wikipédia kréni-
kdja szerint egy 5 decimalis szamjegyli n-hez tartozo korosztdsi polinomban
talaltak 20-ndl nagyobb, egy 6 decimalis szdmjegyl n-hez tartozé korosztasi
polinomban pedig 500-ndl nagyobb abszolut értéki egyiitthatot.

3. Tobbszoros szogek szogfiiggvényei: 1. cosnv

Elemi trigonometridban tanitjdk, hogy egy tetszdleges szog kétszeresének,
haromszorosanak a koszinusza kifejezhetd az egyszeres szog koszinuszdnak
masodfoku, harmadfoku polinomjaként, és hasonl6 allitas igaz mas tobbszo-
ros szogekre is. Megadjuk az elsd néhdny ilyen kifejezést:

cos 20 = 2cos? Y — 1,
cos 39 = 4 cos® ¥ — 3 cos ¥,
cos 49 = 8cos* ¥ — 8cos? V) + 1,

stb. Az éltaldnos esetben
cosnt = T, (cos ), )

ahol T, () az tn. els6faji Csebisev-polinom.

27 z

A kovetkezd tétel azt fejezi ki, hogy az 2°" + 1 polinom hordozdja és
T, () linedris kapcsolatban van egymadssal.

7. tétel. Tetszdleges pozitiv egész n esetén fenndll

o[z* + 1] = 2T,,(2/2). (10)
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Bizonyitds Az n-edik egységgyokok felsoroldsara vonatkozé (6) képlet alap-

jén az %" — 1 polinom gyodkei £1, valamint az aldbbi konjugalt komplex
szampdrok:

:l:ﬂ :‘:m :t(2n 1)mi . :l:m

et et . et mm o vagyis et (h=1,23,...2n—1). (11)

Hasonl6an az 2" —1 polinom gyokei +1, valamint az alabbi konjugalt komp-
lex szamparok:

:t27'r7, (n—1)mi

et e et vagyis 7% (k=12,4,6...2n—2). (12)

Kovetkezésképpen az 22" + 1 = ;;Zj polinomnak csak konjugélt komplex
szampdrok a gyokei, mégpedig azok a parok, amelyek a (11) felsoroldasban
szerepelnek, de a (12) felsoroldsban nem szerepelnek, tehdt 22" + 1 gyokei
az alabbiak:

etin ei%,..., i(2n2nl)m, vagyis e Eh (k:—l 3,5,...2n—1). (13)

A palindrom polinomok példai kozott lattuk, hogy tetszéleges ' esetén
(v — e?)(z — e~) mdsodfoki palindrom polinom, amit a o operétor az
x — 2 cos ¥ linedris polinomra rovidit, ennélfogva a o operdtort az

1= [ @—eF)(w—e ) (14)

k=1,35,...,.2n—1

polinomra alkalmazva azt kapjuk, hogy

o[z* +1] = H (x — 2cos T) . (15)
1

k=1,3,5,...2n— n

Ismeretes (és a (9) képlet alapjan elemi dton konnyen bizonyithat6), hogy a
T, (z) els6faji Csebisev-polinom gyokei, amiket a polinomidlis interpoléci-
oban Csebisev-csomdpontoknak is neveznek, az aldbbi valos szamok:

km
— (k=1 oo2n—1 1
coS on (k ,3,5, n ), (16)

tehat
km

T,(x) = H (x—cos > ) (17)
= 2n—1 2

n
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A (15) és (17) képletek egybevetése azt mutatja, hogy a o[z?" + 1] polinom
gyokei egybeesnek a T),(x/2) polinom gydkeivel, &m mivel o[z>" + 1] £6-
egylitthatdja 1, az = polinomjaként kifejezett T,,(x/2) féegyiitthatéja pedig
1/2, ezért az utébbi polinomot még meg kell szorozni 2-vel ahhoz, hogy azo-
nos legyen a g[z?" + 1] polinommal. Ezzel bebizonyitottuk a tétel allitdsat.

Mivel a o[z®" + 1] kifejezést mar eddig is tobbszor haszndltuk, és még
nagyon sokszor fogjuk haszndlni ezutan is, érdemes ra egy egyszerlibb je-
161ést haszndlni. A Csebisev-polinommal valo linedris Osszefiiggése miatt a
tovabbiak sordn legyen

to(x) = o[z®" + 1]. (18)

Ekkor az 7. tétel képletét ugy is frhatjuk, hogy

1
to(z) = 2T,(x/2), vagy ekvivalens médon étalakitva: T),(z) = §tn(2x).
(19)
A 7. tételbdl a (9) azonosség figyelembevételével kapjuk, hogy

2cosnd = t,(2cos ). (20)

A t,(z) polinom segitségével tehat a tobbszoros szogek koszinuszanak a két-
szeresét tudjuk az egyszeres szog kétszeresének a koszinuszaval kifejezni.

Most ratériink a ¢,,(x) polinom irreducibilis faktorizacidjara.

A primitiv egységgyokok definicidja alapjan nyilvanvald, hogy tetszdle-
ges n esetén minden n-edik egységgyok sziikségszerlien n valamelyik d osz-
t6jahoz (de koziiliik csak egyhez) tartoz6 d-edik primitiv egységgyok. Ezért
az n osztdihoz tartoz6 korosztasi polinomok szorzata az 2™ — 1 polinomot
adja eredményiil. Képlettel:

" — 1 =[] ®alx). (21)

dln

Ha az utdébbi képletet 2n-re és 4n-re is felirjuk, akkor ezekbdl megkapjuk,
hogy

2 =1 lgan Palz)
= = | | P . 22
" 1 Hd|2n CIDd(:E) d|4n d(x) ( )

dy2n

41 =

Az utolsé egyenlGségjeltdl jobbra 4ll6 szorzatban a d f 2n korldtozas folytan
csak 2-nél nagyobb d-khez tartoz6 korosztasi polinomok fordulhatnak eld,



“MATLAPOK2020_2_250526" — 2025/5/26 — 5:38 — page 11 — #11

Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok 11

ezért a szorzatra a o operatort tényezdnként alkalmazva, a t,(x) polinom
irreducibilis faktorizdcidjdra az alabbi képletet kapjuk:.

to(z) = ] Pa(). (23)

dlan
dy2n

Megmutatjuk, hogy a t,,(x) polinom néhdny linedris eltoltjanak az irreducibi-
lis faktorizacidjat is ki lehet fejezni a korosztasi eldpolinomok segitségével.
Ehhez 1ényegében ahhoz hasonld, de valamivel bonyolultabb eljardst kell al-
kalmaznunk, mint amit ¢,,(x) faktorizdldsdra is alkalmaztunk, aminek csak
vazoljuk a levezetését az aldbbiakban. Kiinduldsként tekintsiik a

2" —1

an—1"7

(5" — 1)(z" — 1)

(P =) 1)’

2 _ (z*" = 1)°
(zr —1)2°

olty(x) +1] =2 + 2"+ 1=

oltp(z) =1 =2 —2" +1=

ofta(z) +2] =2 + 22" + 1= (2" + 1)
olty(x) = 2] = 2™ — 22" + 1 = (2" — 1)

azonossdgokat. Kovetkezd 1épésként a felsoroltak mindegyikét el6allitjuk
faktorizélt alakban:

oltn(x) + 1] = H D4(x),

d|3n
dfn

oltn(z) = 1] = [[ Pa(x),

d|6n
dy2n
d)y3n

olta(z) +2] = [[[®a())?,

d|2n
dfn

oltn(x) = 2] = [[[®a(2)).
din
Végiil a p operétor alkalmazdsaval a ®,(z) korosztasi polinomokrdl a W,(x)
korosztasi eldpolinomokra attérve, illetve d = 1 és d = 2 esetén a csak

négyzetre emelt formdban el6forduld korosztasi polinomokrél az x 4 2 poli-
nomokra attérve adddik, hogy

ta(z) + 1= [] Va(2), (24)
d|3n
dfn
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to(z) — 1= H U,(z), (25)
d|6n
i
tn(z) +2 = (z+2) [] [Wa(2)]?, ha n pdratlan, (26)
d|2n
s
tn(z) +2 = [] [¥a(x)]?, han péros, (27)
d|2n
it
tn(z) — 2 = (z — 2) [[[Wa(2)]?, ha n pératlan, (28)
s
to(z) — 2= (z — 2)(x +2) [[[Wa(x)]?, han pdros. (29)

d|n
d>3

4. Tobbszoros szogek szogfiiggvényei: 2. sinnt

Helyettesitsiik a (20) képletbe v helyére a v — 7 kifejezést:

2 cos (n (19 - g)) =t, (2 cos (19 - ;T)) = t,(2sin ). (30)

Ebbdl paratlan n esetén azt kapjuk, hogy
2sinny = t,(2sinv), han =1 (mod 4), (31)

és
2sinnd = —t,(2sin?), han = 3 (mod 4). (32)

Paros n esetén azonban sinnv) sajnos nem fejezhetd ki (de négyzete mar
kifejezhetd) sin ¥ polinomjaként, ugyanis mar n = 2-nél azt latjuk, hogy

sin 29 = 2sin v cos ¥ = 2sin ¥/ 1 — sin’ ¥, (33)

sin? 29 = 4sin?¥(1 — sin? ) = —4sin* 9 + 4sin? V. (34)

és igy

A két utébbi képlethez hasonlé képleteket meg lehet adni tetszdleges paros
n esetére, de hadd ne foglalkozzunk ezek eldallitdsaval, mivel tetszetGsebb
kifejezés taldlhat6 a tobbszords szogek szinuszdra paros n esetén az in. ma-
sodfaji Csebisev-polinom hasznalatival.
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A maésodfaju Csebisev-polinom segitségével n paritasatdl fiiggetlen for-
mulat lehet megadni a tobbszoros szogek szinuszara olyan képlettel, melyben
sin ¥ polinomja szerepel. Ennek jol ismert, a wikipédidban is megtaldlhaté
képletét az éltalanos gyakorlatnak megfelelGen az (n + 1)-szeres szog szinu-
széaval adjuk meg:

sin((n + 1)9) = sin 9 U, (cosv). (35)

Ez a képlet minden nemnegativ n esetén érvényes.
A masodfaju Csebisev-polinomra a 7. tételhez hasonlé jellegi kovetkezd
tételt lehet bizonyitani:

8. tétel. Tetszdleges pozitiv egész n esetén fenndll

0 L?:O xﬂ = Upn(2/2). (36)

A bizonyitds hasonlé a 7. tétel bizonyitdsahoz, ezért anndl rovidebbre
fogjuk. Lényege abbdl all, hogy a masodfaji Csebisev-polinomnak az iroda-
lombdl is ismert gyokeit dsszevetjiik a

> = 37

polinom gyokeivel.
Bevezetve az u,(x) = U,(x/2) jelolést, az u, (z) polinom gyokei a ma-
sodfaju Csebisev-polinom gyokeinek kétszeresei, azaz

km
2 k=1, ...
cos = (k=1.....n), (38)
tehat fennall az
wn(@) = T [ = 2c0s - (39)
" 1 n+1

egyenldség és ennek folyomanyaként a

Tl) T+ 1)212[(:6—6:13)(1:—6_:13)

olun(@) =[] (ﬁ - (2 cos

k=1
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egyenldség, ahol a jobb oldali gyoktényezds felbontdsbdl latszik, hogy a
o|u,(z)] polinom gydkei azonosak a 3-}7_, 2% polinom gyokeivel, mindket-
tének a féegyiitthatdja 1, ennélfogva igaz a tétel allit4sa.

A (35) képletet atirva az u, (x) polinomra,
sin((n + 1)) = sin 9 u, (2 cos ). 41)

Megint ¢ helyére a ) — 7 kifejezést helyettesitve v pdros szdmu t6bbszoro-
seinek a szinuszdra az alabbi képleteket kapjuk:

sin((n + 1)0) = cos u,(2sind)), han+1=2 (mod 4)  (42)
€s
sin((n + 1)¥) = — cos ¥ u,(2sind), han +1 =0 (mod 4). (43)

A soron kovetkezd gondolatmenettel w, (z) irreducibilis felbontdsanak a
meghatarozdsat tlizziik ki célul. A (36), (37) és (21) képletek szerint

2n+2
olun(z)] = * b Moz Pl [ ®a(2). (44)

x?2—1 x?2—1 s

Most mindkét oldalra alkalmazva a g operétort, azt kapjuk, hogy

un(z) =[] Yalz). (45)

d>3
d|2n+2

A kovetkezd képletekkel megadjuk u,, (x) + 1 és u,(x) — 1 irreducibilis fak-
torizcidjat is. A (44) képlet els6 egyenlStlensége alapjan azt kapjuk, hogy

222 . (x”+2 — 1)(x2” - 1)
ofun(z) + 1] = —5——+a" = (2" — 1)(22 — 1)
= T @) IT () 40
d>3 d>3
d|n+2 d|2n
dfn
és
222 (2" —1) (2?4 1)
. _ 1 -z - TL: = (p @ )
olun(e) 1] = 5~ (D) ll () ll d(7)
g

(47)



“MATLAPOK2020_2_250526" — 2025/5/26 — 5:38 — page 15 — #I15

Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok 15
igy tehat
un(z) +1= [[ Wa(z) [] Ya(z) (48)
d>3 d>3
d|n+2 d|2n
dfn
és
—1= H Uy(x H U,(z (49)
d>3 d>3
d|n d|2n+4
dfn+2

5. Hiperbolikus fiiggvények tobbszoros argumentummal

Nézziik el6szor a ch fliggvényre az n-szeres és az 1-szeres fiiggvényérték
kozotti Osszefiiggést. Mivel ch( = cosi( és hasonléan chn( = cosing,
ezért a (20) képletben ) helyére az i( kifejezést helyettesitve egyszert komp-
lex aritmetikdval azt kapjuk, hogy

2chn¢ = t,(2¢ch ). (50)

A sh fiiggvény esete mar nem ennyire egyszerd. Latni fogjuk, hogy pdrat-
lan n esetén a (31)-hez és (32)-hoz nagyon hasonl6 képletek adhaték meg,
azonban a t,,(x) polinomot az a csupa nemnegativ egyiitthatés ¢ () polinom
véltja fel, melynek egyiitthatdi ¢, (=) egyiitthatinak az abszolut értékei.

A T,(x) els6faji Csebisev-polinom ismert tulajdonsdga, hogy vala-
mennyi tagja paros n esetén csak paros kitev6jl hatvannyal, paratlan n esetén
csak pédratlan kitevdjii hatvannyal fordul el benne 0-t61 kiillonb6z6 egyiittha-
téval, oly médon, hogy a szomszédos nemzéré egyiitthatok eldjele mindentitt
egymassal ellentétes. Nyilvdnvaldan ugyanez igaz a Csebisev-polinom 4lta-
lunk hasznalt médosulatara, t,,(x)-re is. Ezek alapjn a t,,(z) és a t(x) po-
linom kozotti kapcsolat formélisan, komplex aritmetika haszndlatdval, a ko-
vetkez6képpen, n paritdsatol fiiggden kissé eltérd mdédon adhaté meg. (Bar
egyelGre csak paratlan n esetén van ra sziikségiink, vildgosabb az 6sszkép,
ha tetszGleges pozitiv egész n esetére felirjuk az Osszefiiggést.)

t9(z ):—'Lt (iz),ha n =1 (mod 4), (51)
t9(z) = —t,(iz), ha n =2 (mod 4), (52)
tP(x) = it,(iz), ha n =3 (mod 4), (53)
tP(x) = t,(ix), ha n =0 (mod 4). (54)

Folytatva a megszakitott gondolatmenetet a sh fiiggvény polinomként torté-
nd elballitasara, helyettesitsiikk most a (31) és a (32) képletekben ¢ helyére az
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1 kifejezést. Ekkor a sh( = —ishi( és shn( = —ishin( osszefiiggések
alapjan paratlan n esetén azt kapjuk, hogy

2shn¢ = —it,(2ish¢), han =1 (mod 4), (55)

és
2shn( = it,(2ish(), han = 3 (mod 4). (56)
A (51) és a (53) osszefiiggések alkalmazdsa segitségével (55) és (56) az
alabbi egyetlen képletté olvad 6ssze, ami minden pdratlan n egész esetén
érvényes:
2shn¢ =t2(2sh(), han =1 (mod 2). (57)

A péros esetre hasonlé gondolatmenettel, ezért a részletesebb magyardzatot
itt mar mell6zve, a (42) és (43) képletekben 9 helyére az i( kifejezést helyet-
tesitve, ¢ paros szamu tobbszoroseinek a hiperbolikus szinuszara, megint két
képletbdl egyetlen kozos képletet kapunk:

sh((n+1)¢) = ch¢uZ(2sh(¢), han +1 =2 (mod 2). (58)

Az u? polinomot ugyantgy allitjuk el wu,,-bdl, ahogy kordbban a t& polino-
mot allitottuk el§ ¢,,-b3l. Mds széval, u& minden egyiitthatéja u,, megfeleld
egylitthat6janak az abszolut értéke.

6. A t& és ul polinomok faktorizacidja

Egyszer( atalakitdsokkal a ¢,,(z) és u,(x) polinomok faktorizacids képlete,
(23) és (45), a kovetkezo két képletre modosithatd:

z) =[] Paalz), (59)
2dfn
és
= [I Ya(@) [ Ya(z)¥ou(z (60)
d>3 d>3
d|2n+2 d|2n+2

d=0 (mod 4) d=1 (mod 2)

Az 4talakitdshoz a mdsodik esetben felhasznaltuk a pératlan indext korosz-
t4si polinomoknak azt az ismert tulajdonsigat, hogy tetszdleges 1-nél na-
gyobb pératlan n-hez és annak kétszereséhez tartozé korosztasi polinom ko-
z6tt fenndll a @o, () = D, (—x) Osszefiiggés, melynek folytan a korosztasi
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elépolinomokra 1ényegében hasonlé allithat6. Csak az a bokkend, hogy a
korosztasi polinomoktdl eltéréen a korosztdsi elépolinomok foka pdratlan is
lehet, ezért ilyen esetben az egyik polinomnak a (—1)-szeresét kell venni.
Képlettel:

Uy, (z) = ¥, (—x), ha ¢(n) paros, (61)

Uy, (x) = =V, (—x), ha ¢(n) paratlan, (62)

ahol p(n) a kordbban mdr emlitett Euler-fiiggvény.
Az (59) és (60) képletparban 4ll6

Uy(z) =[] [x2—40082 (Z;)]

0<k<d

ged(k,4d)=1
il
2k
Ua(z)Uoq(z) = ] le — 4 cos? (WN
0<k<d/2 d
ged(k,d)=1

polinomokban z helyére iz-et téve, majd itt is sziikkség esetén egy eldjel-
valtdst alkalmazva, a ¢ (x) és u () polinomokra a

te(x) = 1] (2, (63)

d|n
2dfn

uy (z) = ] ¥5(x) (64)

d>3
d|2n+2
d#2 (mod 4)

kifejezéseket kapjuk, ahol ¥F (z) = Wy (z) = z,

km

U (r) = H lxz + 4 cos? <2d>] , had>2, (65)

0<k<d
ged(k,4d)=1

és 1-nél nagyobb paratlan d esetén

vE(z)=]] lgﬁ + 4 cos® (2?)] : (66)

0<k<d/2
ged(k,d)=1
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Nyilvdnvaléan tetsz8leges pozitiv ¢; konstansok esetén a [[;c;(z% — ¢;) és
[Lics(2? + ¢;) polinomok abszolit értékben rendre ugyanazokat az egyiitt-
hatdkat tartalmazzak, csak annyi koztiik a kiilonbség, hogy az elsd esetben
véltakozé6 elgjellel, a masodik esetben viszont csupa pozitiv eldjellel tar-
talmazzak az abszolit értékben azonos egyiitthatékat. Ezért U, (x) ugy is
megkaphaté W,,(2)-bdl, hogy a negativ egyiitthatokat az abszoltt értékiikre
modositjuk. (Hasonlé médon kaphaté meg U5, 1 (2) a Wopiq(7)Uypia(x)
szorzatbodl.)

A (65) és a (66) képletben szerepld WP (x) polinomokrdl én csak sejtet-
tem, Palfy Péter Pal [10] bebizonyitotta, hogy a raciondlis szdmtest folott
irreducibilis polinomok.

(Ha teljesen precizek akarunk lenni, kiilon megfontolast igényel az az
eset, amikor a faktorok kozott ¥F (z) = Wy (z) = z is el6fordul. Ilyenkor
a fenti gondolatmenet sz6 szerint nem alkalmazhatd, de nem nehéz belatni,
hogy az irreducibilis faktorizdciéra vonatkozé fentebb és lentebb megadott
képletek ekkor is valtozatlanul érvényesek.)

A tovédbbiakban a (65) és (66) egyenldségekkel definidlt polinomokat
pszeudo-korosztési elépolinomoknak nevezziik, mivel formdjukban nagyon
hasonldak a korosztasi eldpolinomokhoz, de korosztasi polinomok nem ké-
szithetdek beldliik.

Az aldbbiakban péros n-ekre vonatkozéan felsoroljuk a t&(z) és uf(x)
polinomokbdl szdrmaz6 néhdny tovabbi polinomnak a pszeudo-korosztdsi
eldpolinomok segitségével torténd irreducibilis faktorizdcigjat:

ton(z) + (=" = [ vi(x), (67)
d|6n
d$:‘2d(yri:d 4)
to,(z) — (=1)" = [ v (=), (68)
t,(x) +2- (=1)" = [ [¥7 (=), (69)
d|4n
dy2n
tg,(x) —2-(=1)" = (2*+4) [[ [vi(x)? (70)
d;f_zd(liréd 4)
ug,(x) + (=1)" = [[ v3(=) [ wJ(2), (71)
d|4an d>3
dy2n d|2n+2

d#2 (mod 4)
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uza (@) = (=1)" = [ ¥i(e) [T vi(@). (72)
d>3 d>3
d|2n dl4n+4
d#2(mod 4) dy2n+2

A paratlan n-ekre vonatkozdan a korosztasi polinomokon és korosztési el6-
polinomokon alapulé mddszertan itt nem alkalmazhat6. Szamitogépes fak-
torizdlé programok ([15, 16]) alkalmazdsaval az is kideriilt, hogy n < 20
esetén az ilyen paratlan fokd polinomok vagy valamennyien, vagy néhdny
kivétellel valamennyien irreducibilisek. Utélag nem emlékszem hatdrozot-
tan, hogy a két eset koziil melyik all fenn.

7. Kiterjesztések és altalanositasok

Kezdjiik a polinomsorozataink kKiterjesztésével. A t,(z) és u,(x) polinom-
sorozatokat a kovetkezd médon érdemes kiterjeszteni 0 és negativ értékd n
indexekre. Legyen

to(z) =2 és t_,(x) =t,(z), han > 1egész, (73)
illetve
up(z) = Lu_1(x) =0 és u_p(v) = —up_o(z), han > 2egész. (74)

Els6 ranézésre nem tiinik logikusnak, hogy miért pont igy €s ennyire egy-
mastdl eltéré moédon terjesztjiik ki negativ irdnyba ezt a két polinomsoroza-
tot. Az ily médon torténd kiterjesztésnek a logikdja azéltal valik teljes mér-
tékben megalapozottd és érthetévé, ha megéllapitjuk, hogy a két Csebisev-
polinomsorozatra ismert rekurziét gy tudjuk adaptalni a mi polinomjainkra,
hogy minden pozitiv vagy negativ, vagy 0 index{i polinomra ugyanaz a re-

kurzié érvényes, nevezetesen

tni1(z) = xty(x) — t,—1(x) (75)

Upr1(x) = 2Up(T) — Up_1(T). (76)

Tehat a két polinomsorozatra teljesen azonos a rekurzi6 akcidja. (Megjegyez-
ziik, hogy a két eredeti Csebisev-polinomsorozatra ez nem 4ll fenn.)

Egy masik dont6 érv az ilyen kiterjesztés mellett, hogy igy a tobbszoros
szogek szogfiiggvényeinek a képletei negativ n-ek esetén is érvényben ma-
radnak. Ezért felirjuk djra a két legfontosabb (a ¢, (x) és u,(x) polinomok
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egyfajta definicidjara is szolgdld) képletet a kiterjesztett formaban. Konny
belatni, hogy a
2 cosnd = t,(2cos V) (77)

sin((n + 1)Y) = sin v u, (2 cos ) (78)

képlet mindegyike érvényes marad kiterjesztett megfogalmazasban, azaz tet-
sz0leges n egész esetére kimondva.

Ezekkel az érvekkel még azt az egyet nem indokoltuk meg, hogy mire j6
ez a kiterjesztés. Egy indok erre, hogy konnyebbé és gordiilékenyebbé valik
a t,(r) és u,(x) polinom kozotti dsszefiiggés targyaldsa. A széban forgd
Osszefliggést az aldbbi tételben mondjuk ki.

9. tétel. Tetszbleges egész n esetén fenndll
tn(x) = up(x) — up—o(x). (79)

A bizonyitds nagyon egyszer(. El6szor konstatdljuk, hogy két szomszé-
dos n-re, példdul n = 1-re és n = 2-re igaz a tétel llitdsa. A két szom-
szédos n-re valé érvényességbdl, valamint a t,,(z) és u, (x) polinomokra vo-
natkoz6 rekurzids képletek szinkronjabdl kovetkezik, hogy a tétel allitdsa
minden egész n esetén fenndll. (Vissza irdnyba, vagyis az n indexek csok-
kend értékeire ugy bizonyitunk, hogy a rekurzids képleteket dtrendezziik:
tn_1(x) = xt,(x) — tye1(x) és u,_1(x)-re ugyanigy.)

Megjegyezziik, hogy a polinomjainknak a z€r6 és negativ indexekre tor-
ténd kiterjesztése nélkiil a 9. tétel még a pozitiv n indexekre sem lenne érvé-
nyes teljeskortien, mivel a tétel képlete ugy csak n > 3 esetén volna értelmes.

Masik megjegyzésiink. Meglepd modon a 9. tétel azt sugalmazza, hogy
talan a masodfaju Csebisev-polinombdl szarmaztathato u, (x) polinomot kel-
lene elsddlegesnek, és az elsGfaji Csebisev-polinombdl szarmaztathaté ¢,,(x)
polinomot masodlagosnak tekinteni, mivel a (79) képlet segitségével u,, (x)-
bdl elballithatd.

A Csebisev-polinomokra az altaldnos esetre vonatkozo jol ismert explicit
képletek léteznek, amelyeket nagyon egyszer(i a mi ¢,,(z) és u,(x) polinom-
jainkra étiiltetni. A 9. tétel ismeretében elég koziiliik egyet, u, (z) egyszeriibb
explicit képletét megadni, mivel ennek alapjan ¢, (x) explicit képlete a tétel
(79) képlete hasznalatdval nagyon konnyen eldéllithato.

[n/2] _
un(@) = ) (—D’“(n " k)w“‘“. (80)

k=0
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Ennek a képletnek az az elénye is megvan ¢, (z) explicit képletevel szem-
ben, hogy a képlet u,, () minden egyiitthatdjét (pozitiv vagy negativ eljeld)
binomidlis egyiitthatdval adja meg. A (80) képlet természetesen csak nemne-
gativ n-ek esetére érvényes.

Az u,(z) polinomra mint alapra egy végtelen sok polinombdl dll6 poli-
nomsereg épithets fel. E polinomsereg elemének tekintjiik magat az u,(x)
polinomot is. Kozvetleniil az u,,(x) polinom mogé, a sereg elsd sordba sora-
koztathatdk fel azok a polinomok, amelyek

Un () + Up—g(T) €8 Up(x) — Up—i(2) (81)

Osszeaddssal vagy kivondssal képezhetdk. Mindkét esetben k tetszdleges po-
zitiv egész.
Az éltalanositasunk targyat képezd polinomsereg 6sszes eleme a

Gn(z) = up(z) + > (H 51») Un-S0 ki (x) (82)
RCS; \icR
R0

képlettel adhaté meg. Itt 5 adott tetszdleges nemnegativ egész, j = 0 esetén
S; tires halmaz, egyébként S; = {1,2,...,j}, a k; adatok egymastol kii-
16nb6z86 pozitiv egészek, az ¢;-k pedig eldjel kifejezésére szolgdlé adatok,
melyekre €; = +1 vagy ¢; = —1 (¢ € 5)).

Az altaldnos eset faktorizdlasanak konnyebb interpretaldsa érdekében ve-
zessikbeaz ey = —[[1_e; 68 kg =2n + 2 — Zle k; jeloléseket. Jeloljiik
tovdbba v;-gyel az S; U {0} halmazban 1év6 indexekhez tartozé negativ €;-k
szamat, v,-vel pedig az S; U {0} halmazban 1év6 indexekhez tartozé azon
negativ ¢;-k szdmdt, melyekre k; paros, plusz azon pozitiv ;-k szdmat, me-
lyekre k; paratlan. Ezekkel a jelolésekkel GG, () irreducibilis faktorizacidjara
a kovetkezd altalanos képlet érvényes, melynek bizonyitdsa és tovabbi disz-
kussziéja a Kéri [6] cikkben taldlhat6.

Colw)=(e-2) 2@+ 2) 2| [ [[Wa@)|| T ] %a@)|.

i€s;u{0} d>3 i€s;U{0} d>3
e;<0  dlk; ;>0 dI2k;
i

(83)
(Mivel nyilvanvaléan ngo g, = —1¢8s Z{ZO k; paros, kovetkezésképpen v,
€s v, paratlan, tehat az ezekkel kifejezett kitevok egészek.)
Tehat a (82) képlettel adott valamennyi polinom a korosztési elépolino-
mok segitségével faktorizalhato.
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8. Korlatossagi kérdések

Ebben a szakaszban az el6z6 szakaszban bevezetett polinomsereg alapjat ké-
pez6 u,(x) polinom és a sereg elsd sorat alkot6 (81) polinomok korlatossa-
gat vizsgaljuk a —2 < x < 2 intervallumban, ahol az  argumentum he-
lyére 2 cos v helyettesithetd. El6szor egy tételt mondunk ki és bizonyitunk
a polinomsereg négy nevezetes polinomjéra, melyek koziil kettd az els6- €s
masodfaji Csebisev-polinommal linedris kapcsolatban all6 t,,(x) és u,(x)
polinom. A masik kett6 a kevésbé ismert harmadfaji V,,(x) és negyedfaji
W, (x) Csebisev-polinommal van linedris kapcsolatban, ugyanis fenndll

V(1) = Un () — Un—1(7) = Vi (2/2),
Wp () = up () + up_1(x) = Wo(z/2).

Ezek a o operatorral az aldbbi palindrom polinomokbdl allithatdk el6:
vn(®) = (@™ + 1)/ (z + 1)),

wa(z) = o[(@™* = 1)/(z — 1)].

Ismert trigonometriai azonossagok veliik:

cos (n + ;) ¥ = cos ;19 v, (2 cos 9),

sin (n + ;) ¥ = sin ;19 wy, (2 cos V).

10. tétel. A t,(x) polinomoknak létezik univerzdlis (azaz minden pozitiv
egész n esetére érvényes) korldtia a —2 < x < 2 intervallumban, az u,(x),
v () és wy(x) polinomoknak viszont nem létezik ilyen univerzdlis korldtja
ugyanabban az intervallumban.

Bizonyitds. Helyettesitsiik be a felsorolt négy polinom mindegyikében x he-
lyére a 2 cos ¥ kifejezést. Ekkor

[tn(2 cos V)| = |2 cosnd| < 2,

tehat a tétel elsd részének az allitdsa igaz az univerzalis 2 korlattal. A maso-
dik rész bizonyitasdhoz tekintsiik az

sin(n + 1)v

un(2costd) = 3
sin
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kifejezést a ), = (22";;12)” helyen, a
coS (n + %) 0
Up(2cost) = ————~—
( ) oS %19
kifejezést a ¥, = % helyen, a
sin (n + %) 0
wy(2cost) = ———
( ) sin %19
kifejezést pedig a /3 = % helyen. Kis szdmoldssal azt kapjuk, hogy
2cost)| = ! 2costy)| = L
|un (2 cos )| = W, v (2 cos ¥2)| = W
2n+2 2n+1
és
1
|wn(2 COS 193)’ = W
‘sm An+1 ‘

Itt mindhdrom nevezd 0-hoz tart, ha n — oo, és ezzel igazolast nyert a tétel
mdsodik része.

11. kovetkezmény. A (81) képlettel megadott polinomok kiziil az u,(x) +
Un—i(x) polinomoknak semmilyen pozitiv egész k esetén nincs univerzdlis
korldtjuk, az u,(x) — u,_i(x) polinomoknak pdratlan k esetén nincs uni-
verzdlis korldtja a —2 < x < 2 intervallumban. Az u,(x) — u,_x(z) po-
linomoknak pdros k > 2 esetén létezik univerzdlis korldtia ugyanabban az
intervallumban.

A bizonyitds kulcsa azon a tényen alapul, hogy véges szdmu korlatos
polinomsorozat dsszege is korlatos, viszont egy nem korlatos és egy korldtos
polinomsorozat sszege nem korlatos. (A korlatossag alatt itt univerzélis kor-
14t 1étezését értjiik.) Ennek alapjan a bizonyitds konnyf, és ezért az olvasora
hagyjuk.

9. Kiegészités a korosztasi polinomok és korosztasi
elopolinomok témajahoz
A kovetkezd tételben Osszefoglaljuk a korosztdsi polinomok és korosztasi

elépolinomok explicit képletét néhany konnyen kezelhetd esetben, mivel vi-
lagosabb az 0sszkép, ha ezekrdl tudunk a széban forgd polinom kategdridk
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listdzdsa elott. A korosztasi polinomokrol sz616 korabbi 2. szakaszban erre
azért nem keriilhetett még sor, mert csak késGbb értelmeztiik a t,,(x), u,(z),
Un (), wy, () polinomokat.
12. tétel.
1. Ha p pdratlan prim, akkor
p—1
Qy(x) = Y2t ds Wy(w) = wip-nyp2(2) = Up-1y2(2) + Uz 2(2).
k=0
(84)
2. Ugyancsak pdratlan prim esetén
p—1
Pop(x) =Y (—1)*a" &5 Uap() = vp-1)/2(2) = (1) /2(%) = Up-3)/2(2).
k=0
(85)
3. Han = 29, ahol q > 2, akkor
D, (z) =22+ 1 és U,(x) = tna(2). (86)
4. Han = 3", ahol r > 1, akkor
D, (x) =23+ 2P + 1 és U,(x) =tm(z) +1.  (87)
5. Han = 213", ahol q,r > 1, akkor
D, (x) = 2™/6 — "0 1 1 &5 W, (2) = tye)(z) — 1. (88)
6. (4. dltalanositdsa) Han = p", ahol p > 2 prim és r > 1, akkor
p—1 (p—1)/2
k=0 k=1
7. (5. dltaldnositasa) Ha n = 29p", ahol p > 2 prim és q,r > 1, akkor
p—1
() = D (=1)kat 2,
k=0
(p—1)/2 (90)
\I/n(l‘) = (_1)(13—1)/2 1+ Z (_1>kt(k.2q71pvﬂ71)(1‘)
k=1
—®
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A tételnek a korosztdsi polinomokra vonatkozo éllitasai ismertek és bi-
zonyitdsuk megtaldlhaté a szakirodalomban. A korosztdsi el6polinomokra
vonatkoz6 allitdsok koziil a harom elsének a bizonyitdsa a Kéri [5, 10. old.]
konyvben taldlhaté. Ugyanott, a 21. és 22. oldalon a v, (z) és w,(x) polino-
mok listdzdsa és a veliik kapcsolatos faktorizalasok listdzdsa is megtaldlhato.
(A jelen kiadvanybdl a terjedelem korlatozasa érdekében ezeket a listdkat
kihagytam.)

A korosztési eldpolinomokra vonatkozé allitdsok koziil a két utolsoé alli-
tasnak a bizonyitasat két konkrét primre: p = 5-re és p = 7-re vazoljuk. (Az
altaldnos esetre ugyanugy, csak joval hosszadalmasabban lehet bizonyitani.)
At =>5esetre a

otior(x) £ tsi(x) + 1] = oltion(z)] £ .I'SkO'[tg)k(ﬂf)] + 1% =
4
_ ($20k + 1) + x5k(1‘10k + 1) + xlOk — Z(ﬂ:l)jx5jk
=0

azonossaglinc, a t = 7 esetre pedig a

O'[tglk(lt) + t14k(l‘) + t7k([)3) + 1]

= oltok(2)] £ 2o [tk (2)] + 2ot (z)] £ 221

6
= (%% £ 1) £ ™22k 4 1) 4 (14 1) 2 = Z(il)jxﬁk
j=0

azonossdglanc bizonyitja az allitdsok helyességét, a 6. dllitds esetére k =

p 1, a7. dllitas esetére pedig k = 29p" ! szereposztdssal.

Problémafelvetések

1. probléma. Bizonyitsuk be, vagy céfoljuk meg, hogy a t&(z)+1,t2(z)—1,
t9(x) + 2, t2(x) — 2, uP(z) + 1 és uP () — 1 polinomok irreducibilisek
minden pdratlan n esetén.

2. probléma. Altalanositsuk a 11. kovetkezmény 4llitasat a (82) képlettel
megadott polinomsereg tovabbi elemeire (vagyis a cikkben diszkutélt
J = 1 eset helyett tetszbleges pozitiv egész j esetére).
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1. melléklet: Abrak

A targyalt téma illusztraciéja céljabol mellékelek harom abrat. Az elsé két
dbraval (Szildgyi Ferenc rajzai) az u,(x) polinomok gorbéjét szemléltet-
Juk egy pératlan és egy pdros n esetére. A harmadik abran (Szilassi Lajos
rajza) egy polinom és szimmetrizdltja kozotti kapcsolatot illusztrdljuk az
ug(z) + 1 = U5(x)Wg(x) és olug(z) + 1] = $5(x)Ps(z) polinomokkal.

u,()=x"—6x"+10x*-4x Ay

|
T
[a—y

\As

ugr) =28 -Txb+ 15x* —10x2+1 A Y

\ A
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2cos—

2. melléklet: Listazasok

Viszonylag kisebb n egészek tartomanyaban felsoroljuk a korosztési polino-
mokat, a korosztési eldpolinomokat, a pszeudo-korosztasi eldpolinomokat, a
tn(x), uy(x) polinomokat explicit formdban, valamint a t,,(x), u,(x), t2(x)
és u’(x) polinomokra az el6z6 szakaszokben feltért irreducibilis faktoriza-
ciokat. A korosztdsi polinomok esetén n = 50-ig, a kdrosztasi eldpolinomok
esetén hézagmentesen n = 52-ig, a tovabbi listdkban n = 20-1g megyiink
el a felsoroldsban. Sziikségtelen kiilon felsorolni a U3, (z) tipusd pszeudo-
korosztasi elépolinomokat, a t(x) polinomokat akar explicit, akar fakto-
rizalt formédban, valamint az u$(x) polinomokat explicit formdban, mivel
mindezek megkaphaték mas polinomlistdk elemeibdl igy, hogy minden mi-
nuszjelet pluszjelre cseréliink. (A ¢,(x), u,(x), t&(x) és u$(x) polinomok
altalam kordbban készitett hoszabb, n = 50-ig terjedd listdi megtaldlhatéak
a [3] webhelyen.)

Az 1-t8l 20-ig teljeskoriien felsorolt faktorizacids listdk esetében megad-
juk n fliggvényében a faktorok szamat az n egész osztdinak a szamat jelold
7(n) szamelméleti fiiggvény kifejezéseként, és ahol mar 1étezik, ott megad-
juk a faktorok szdméhoz tartozé OEIS (Egész szamok sorozatainak on-line
enciklopédidja) azonosité sorszdmot is. A faktorok szdmdénak kiszdmitdsa
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elemi, bar egyes esetekben elég komplikalt. Rovid indoklds a faktorok sza-
manak kiilonboz6 kifejezéseire a Kéri [4, 39. old.] konyvben taldlhatd.

A listdinkban szerepl6 polinomok az esetek dontd tobbségében egy-egy
sort foglalnak el. Ha viszont valamelyik polinom tdl hosszu ahhoz, hogy egy
sorban elférjen, akkor két megoldés valamelyikét vélasztjuk. Amennyiben a
szoban forgé polinom (z — 1)-gyel vagy (x + 1)-gyel megszorozva kéttagi
eredményt ad, akkor tort forméjaban, két polinom hdnyadosaként irjuk fel.
Az ilyen tortekr6l a konkrét esetekban ranézésre latszik, hogy mik a lista
adott helyére val6 polinom egyiitthat6i. Mds esetekben a szoban forgé poli-
nomot két, néha harom olyan részre daraboljuk, hogy ezek a részek szépen
elférjenek egy-egy sorban.
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A Kkorosztasi polinomok listaja (1 < n < 24)

Oi(x)=2—1

Qy(z) =2+1

Ps(z)=a?+z+1

Py(z) =2*+1

Ps(z) =at+ 23+ 22 +2+1

Ps(z) =2 —x+1

Or(x) =2+ 2+t + 3+ + 2+ 1

Pg(z) =2 +1

Pg(z) =28+ 2%+ 1

Pp(r)=at -3+ 2> -z +1

Pyu(r) =0+ 2+ 28 "+ + S+t P+t 1

Pp(z) =t —2? +1

O3(r) = o2+ 420+ 2% + a8+ 2T+ 2+ P+t a3t a1

Py(r)=a—aS+at -3 +22 -2 +1

Pip(x)=ab—a"+2° —at+2d -2 +1

Pig(x) =28+ 1

Bur(e) = (7 — 1)z — 1)

Pig(x) =28 — a3 +1

Bg() = (2% — 1)/ (z — 1)

Pop(z) = a8 — a8 + 2t — 22 + 1

Poy(z)=a? —aM 4+ 2% — 28+ -t 43—z +1

Pop() =20 — 294+ a® — 2"+ 2 — S+t — 2P+ -2+ 1

Dyy(7) = (2% — 1)/(z — 1)

Poy(z) =a® —zt +1

—b
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A Kkorosztasi polinomok listaja (25 < n < 44)
Pos(z) = 20 + 2 + 219 +2° + 1
Pog(z) = o2 —at + 2102 + 2 —2" + 25— + 2t -3 + 22— + 1
Por(z) =2 + 2% + 1
Pog(r) =22 — 20+ 28 —2® + 2t — 22 + 1
Dy9(z) = (2% —1)/(x — 1)
Pap(z) =+ 2" — 25—t — 23+ + 1
By1(2) = (% — 1)/ (z — 1)
Pyo(z) =21+ 1
Bug(a) = 220 — 219 4 217 — 216 4 g1 _ 13 4 g1l 10 4 49
—xT b -t -+ 1
Pyy(z) = (21" +1)/(x + 1)
Bys () = 224 — 22 + 219 — 18 4 21T — 16 4 g4 _ 13
Paso(r) =22 — M + 219 — ¥ 4+ 2" —ab + 25—z + 1
DQg5(x) = P351(x) + P3s52()
Psg(z) =212 —2® + 1
Cy7(z) = (2°7 —1)/(z — 1)
Pug(z) = (2 +1)/(x + 1)
Byg () = 22 — 22 4 221 — 220 4 218 — 1T 4 15 — g1t
D39 9(2) =2 049 TSt — 41
D3g() = P39,1(7) + P39 2(7)
Pyo(z) =2 — 22 + 2% — 2 +1
Cyi(z) = (2" —1)/(x — 1)
Pp(r)=a2+a" —a® — ¥+ -t -2+ 2+ 1
Qy3(z) = (2% —1)/(z — 1)
Pyy(z) =2 — BB+ 20—+ 212 — 210428 — 20 42t — 2?2 + 1
—®
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A Kkorosztasi polinomok listaja (45 < n < 60)

Pys(r) = — a2 + 2P — 22+ 2% — 23 + 1

Pys(z) = (2® +1)/(x + 1)

Cyr(2) = (27 = 1)/(x — 1)

Pus(x) = 210 — 28 + 1

Buo(z) = 22 + 2% + 22 4 22 42 427 1 1
Pso(z) = 2?0 — 2P + 210 — 25 4+ 1

Bsp 1 () = 2% — 2% 4 2% — 22 4 g g% 4 g% 422 4 20
L 19 1T 06
Bopo(r) = 2% — 2 412 210 4 ¥ Ty g6 gty Sy
= (135171<ZL’) + @572(5E)
222 20 18 06 a4y 12 10 4 8 6
+at—a2?2 41
= (2 —=1)/(xz - 1)
=8 —2%+1
Bos 1 () = 220 — 29 4 %5 _ Bt | g0 42 4 2% 8
() =2 —2!T+ 21 — 22 4210 — 25 4 25—z + 1
= O55.1(x) + Ps52(7)
g g0 4 16 12 g8

Brr 1 (1) = 2 — o35 4 ¥ _ B2 4 g0 420 4 0T 26 g4 08
L2l 20
Prro(r) =a'® — 20+ 215 — 13 4 212 — 2104 29 — 27 20 — 2t 4+ 28
—x+1
() = Ps7,1(2) + Ps72(2)
Das(r) = (2 + 1)/ + 1)
(0) = (%~ 1)z~ 1)
()

=6 M 10 28 b 422 41
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32 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok

A Korosztasi elopolinomok listaja (3 < n < 26)

Us(z)=a+1

Uy(z) ==z

Us(z) =2+ 2 —1
Ug(z) =2 —1

Uo(z) =2+ 2% — 20— 1
V() = 22 — 2
Uo(z) =a® -3z +1
Uiplz)=a?—2—1

+ 1527 — 6z — 1
Uoy(z) =2t —42? + 1
Wos(x) = !9 — 1028 + 352°% + 2° — 502* — 5% + 2522 + 5r — 1
Wog(z) = 2° — 2% — bt + 423 + 622 — 30 — 1
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok 33
A Korosztasi elopolinomok listaja (27 < n < 40)
Uor(z) = 2% — 927 + 272° — 302% + 9z + 1
Uog(z) = 28 — 7ot + 142% — 7
Uogq(x) = 21 + 2% — 13212 — 122M 4 662" + 552 — 1652 — 12027
Wogo(z) = 21025 + 1262° — 1262 — 5623 + 2822 + 7o — 1
Wag(z) = Vg1 () + Wago(x)
Ugo(z) =2t + 2% —42? — 4o + 1
Vg (x) = 2P + 2! — 14213 — 1322 4 782 + 66210 — 2202° — 16528
W3 o(z) = 33027 + 2102° — 25225 — 1262* + 8423 + 2822 — 8z — 1
Usy(2) = Wap 1 (2) + U3y 2(x)
Uso(z) = 2% — 820 + 202* — 1622 + 2
Wss(x) = 210 — 2% — 102® + 1027 + 342° — 342° — 432" + 4323 + 1222
— 12z +1
Way(z) = 2% — 27 — 725 + 62° + 152" — 102° — 102% + 4o + 1
Uasq(x) = 1% — 2t — 12210 + 1129 + 54a2® — 4327 — 1132°
Usso(x) = 712’ + 1102* — 462° — 402 4+ 8z + 1
Was(z) = Wss,1(7) + Wss0(x)
Us6(z) = 2° — 621 4+ 922 — 3
U (x) = 218 + 217 — 17210 — 162" 4 1202 + 10523 — 455212
— 3642 + 1001210
Usro(x) = 7152 — 128728 — 79227 + 92425 + 4622° — 3302* — 12023
+ 4522 4+ 92 — 1
W37 () = ‘1’37 1( ) + Wsra(z)
Wag(x) = — 82" + 728 4+ 212° — 152* — 2023 + 1022 + 52 — 1
\1139,1@) o — 12210 + 1229 4 5328 — 5327 — 10325 + 1032°
Wago(z) = 792% — 7923 — 1222 + 122 + 1
W3g(x) = 39,1 (7) + W39 ()
Uyo(z) = 2% — 828 +192* — 1222 + 1
—bD
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34 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok
A Korosztasi elopolinomok listaja (41 < n < 52)
Uy q(x) =220 + 219 — 192'® — 18217 + 153216 + 1362 — 6802
— 560z 4 182012
Uy a(z)= 13652''—30032'°— 200224+ 300328+ 17162 —171625— 792>
Wy 5(2) = 49521 + 1652° — 5522 — 10z + 1
Uy (2) = Wgpa(x) + Uiy 0(x) + Yo 3(2)
Uyo(z) = 2% + 2° 64—6x3+8x2—|—8x+1
Uysq(z) = 22! + 220 — 202! — 1928 + 1712'7 + 153216 — 816215
— 680z + 2380213
Uy3q(z)= 182022 — 43682 — 300304500522 +300328— 34322"— 171625
Wy 5(x) = 12872 + 495z — 2202% — 5522 + 11z + 1
Wys(x) = Wyg1(x) + Yago(x) + Yyg3()
Uyy(x) = 10—11x + 442°% — 772" + 5522 — 11
Uys(z) = 22 — 122" — 2% + 542® + 927 —1122°—272° + 1052* + 3123
— 369[;2 — 12z +1
Uye(z) = 2t — 210 — 1027 + 92® 4 3627 — 2825 — 562° + 352* + 3523
— 1522 — 62 + 1
Uyrq(z) = 2% 4 222 — 22221 — 2122 4 2102 + 1902 — 114027
— 969216 + 3876210
Uyra(x) = 30602 — 8568213 — 61882+ 123762 '+80082°%— 11440x°— 643528
U7 3(x) = 643527 + 30032° — 20022° — 7152* + 28622 + 6622 —122—1
Wyr () = 471( )+ Wura(w) + Wy 3(7)
Uys(z) = 8x +202* — 1622 + 1
Wag(2) = 221 — 21210 + 18927 — 95221 + 2! + 20402" — 14712
— 5733x11 + 77210
Wy9o(z) = 70072° — 2102 — 514727 + 29425 + 207225 — 1962 — 37123
+ 4922 + 142 — 1
Wyg(x) = Wyg1(x) + Wag ()
Uso(z) = 20 — 102® + 3525 — 2° — 502 + 523 + 2522 — br — 1
Usp 1 (x) = 210 =2 — 162" 4 162" + 103212 — 10321 — 33920 + 33927
U5 0(x) = 5962 — 59627 —5262°+5262° +188x* — 18822 — 1622+ 16241
s (z) = ‘1151 1(z) + U5y 9(7)
Uso(x) = — 132! + 652% — 15625 + 1822* — 9122 + 13
@
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok 35
Tovabbi korosztasi elopolinomok, amelyek a késobbi listainkban elofor-
dulnak
Usy(z) = 2% — 927 + 2725 — 3023 + 9z — 1
U (x) = 212 — 12210 + 5328 — 1042° + 862* — 2422 + 1
Wsri(z) = 218 — 217 — 18216 + 1821° + 1342 — 134213 — 531212
+ 5312t 4 1198210
Usro(x) = —11982°% — 15192® + 151927 + 98925 — 98925 — 26521
+ 26523 + 2022 — 202 + 1
Wsr(r) = Wsr1 () + Usra(2)
Ueo(w) = 28 — 720 + 142* — 822 + 1
Uey(z) = 26 — 162 + 10422 — 352210 + 6602° — 67225 + 33621
— 6422 + 2
Vo (7) =24 29— 1028~ 102"+ 342%4-342° — 4321 — 4323 + 1222 + 122+ 1
Ues(x) = 216 — 1721 + 119212 — 442210 + 93528 — 11222° + 7142*
—2042% + 17
Uoo(x) = 212 — 12210 + 5428 — 1122° + 10521 — 3622 + 1
Uog(z) = 2! — 19216 + 15221 — 665212 + 1729210 — 271728 + 25082°
— 12542* 4 28522 — 19
Urgq(x) = 212 + 2!t — 12210 — 1229 + 5328 + 5327 — 1032°% — 1032°
Urgo(x) = T92% 4+ 792% — 1222 — 122 + 1
Wrg(w) = Wrg i () + Urga(2)
Ugo(z) =20 — 162" +1042"%2— 352210 +6592° — 66425 + 3162 — 4822+ 1
Ugy(x) = 2'? — 11210 + 4428 — 7825 + 602" — 162% + 1
Uoo(z) = 22 — 12219 + 2% + 5428 — 927 — 1122° + 2725 + 1052
— 312 — 362% + 122 + 1
Uog(z) = 26 — 162 + 10422 — 35220 + 6602° — 67225 + 33621
— 6422 + 1
Uige1(z) = 2! + 2 — 162! — 1623 + 1032'2 + 103z"!
— 339210 — 33927
U 109.2(2) =5962% +5962" — 52625 — 52625+ 1882 +-1882% — 1622 — 162+ 1
Uige(2) = Wigo1(x) + Wioz,2(7)
Uys(7) = 218 — 18216 + 13521 — 546212 + 1287210 — 178228 + 138625
— 540x* + 812% — 3
o
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36 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok
Tovabbi korosztasi elopolinomok, amelyek a késobbi listainkban elofor-
dulnak
Uipgg(z) = 2 + 27 — 1821 — 1821° + 1342 + 134213 — 531212
— 5312t + 1198210
Wiig0(z) = 119827 — 15192% — 151927 + 9892° + 9892° — 2652
— 26523 + 202 + 20z + 1
Uia(x) = Wia(x) + Uipg(x)
Uioo(z) = 1% — 1621 + 105212 — 364210 + 7142 — 78425 + 4402*
— 9622 + 1
A paratlan rendii pszeudo-korosztasi elopolinomok listaja
U (r) =22 +1
UP(z) =2t + 322 +1
U2 (x) = 2%+ 52t + 622 + 1
Vg (x) =25 + 62 + 922 + 1
U (z) = 20 + 928 + 2825 + 3521 + 1522 + 1
Uh(z) = 22 + 112" + 4528 + 8425 + 702* + 2122 + 1
U (z) = 28 + 925 + 262" + 2427 + 1
U (z) = 26 + 1521 + 91212 + 286210 + 49528 + 46225 + 2102*
+ 3622 + 1
UE(z) = 28 + 17210 + 1202 + 455212 + 1001210 + 12872® + 92426
+ 3302t 4+ 452% + 1
U (7) = 22 + 13210 + 6428 + 14625 + 1482 + 4822 + 1
U5, (2) = 2 + 212%0 4 1902 4 9692'° 4 30602
W53 o(x) = 618822 4- 8008z + 64352° + 30032° 4 7152* 4 662> + 1
Ui(x) = Ui, (2) + Voo
U5, (2) = 2% + 2028 4 1702'¢ 4 8002 4 227522
W55 o(x) = 4003210 4 42802® + 260526 + 7752 + 7Ha% + 1
Ui () = U551 (2) + Pas2
U (z) = 2'8 + 1826 + 1352 + 54622 + 1287210 + 17822® + 138625
+ 540" + 812” + 1
o
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok 37

A t,(x) polinomok listaja

t1(x) =

to(z) = 2% — 2
ts(z) = 22 — 3z
ty(z) =z* — 422 + 2

8 _ 8% +20x* — 1622 4+ 2
99— 927 4+ 272° — 302 + 9x

tg(x) =

tio(x) = 219 — 1028 + 352° — 502* + 2522 — 2

ti(z) = 2™ — 112° 4+ 4427 — 7T72° 4+ 552> — 11z

tio(z) = 22 — 12210 + 54a® — 11225 + 1052* — 3622 + 2

() =
() =
() =

ti3(z) = 2 — 132! + 652 — 15627 + 1822° — 9123 + 13z
(r) = 2™ — 142" + 77210 — 2102% + 2942° — 1962 + 4922 — 2
() =z
(z)

t14 xTr) =
tis(z) = 2™ — 1521 + 90z — 27527 + 45027 — 378x° + 1402° — 15z
tig(x) = 216 — 162 + 1042'% — 352210 + 6602° — 67225 + 3362*
— 6422 +2
ti7(z) = ¥ — 1721 + 11921% — 44221 + 93529 — 112227 + 7142
— 20423 + 172

tig(z) = '8 — 18216 4 135211 — 546212 + 1287210 — 17822® + 13862
— 5402* + 812% — 2

tig(z) = 2 — 19217 + 15221 — 66523 + 1729211 — 27172° + 250827
— 125425 + 28523 — 19z

) = 220 — 20218 + 170219 — 800x™ + 2275212 — 4004210
120, x) = 429028 — 26402° 4+ 8252* — 10022 + 2
too(x) = ta01 () + ta02(2)

ta01(x
(
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38

1

2

aciova

A t,(x) polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktoriz
(A faktorok szama 7(2n) — 7(n), OEIS azonosité: A001227)

t1(z) = Uy(z)
tg(ﬂ?) = \Ifg(ZL’)

tg(flf) = \D4($)\I/12($)

ta()

\1116(1')

t5(ZL‘) = \114(1[‘)\1/20(1‘)
t6(ZL‘) = \Ijg(I)\I/24(ZL‘)
t7($) = \114(1[‘)\1]28(1')

ts()

qng(I)

tg(l‘) = \114(.%')\1/12(1')\1/36(33)

t10()
t11(x)
t12(x)
t13(x)
t14(x)
t15(x)
ti6(x)
ti7(x)
t1s(x)
ti9()

Ug(z)Wy0(2)
Uy (2)Wyy(2)
Ui6(x)Wys(x)
Uy (2)Wsq(2)
U (2)Ws6(2)

Uy (2)Wqg(z)Woo(z)Weo(x)

\1164(.1')

\IJ4<$)\1168(£L'>

\Pg(l')q/24<l‘)\p72(l‘)

\1’4(1‘)\1176'(1‘)
\1’16($)\IJ80 ($)

tgo(l‘)
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok 39
A t,(x) — 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval
(A faktorok szama 7(6n)— 7(3n) — 7(2n) + 7(n), OEIS azonosité:
nincs)

t1(z) — 1 = Ug(x)

to(z) — 1 = Wyp(x)

t3(z) — 1 = Uig(x)

ty(z) — 1 = Wyy(x)

ts(z) — 1 = Ug(x) W30 (2)

te(z) — 1 = W3g(x)

tr(z) — 1 = Ug(x)Vya(x)

ts(z) — 1 = Uyg(x)

to(z) — 1 = Usy(x)

tio(z) — 1 = Wig(x)Weo(x)

ti(z) — 1 = Wg(x)Wee(x)

tio(z) — 1 = Up(x)

tis(z) — 1 = Wg(x)Wrs(x)

tia(x) — 1 = Wio(2)Wgy(x)

ti5(x) — 1 = Wig(z) W ()

tig(x) — 1 = Wog(x)

ti7(x) — 1 = Wg(x)Wype(2)

tig(r) — 1= Wips(z)

tig(x) — 1 = Wg(x)Uy14(2)

tao(7) — 1 = Way(x)W190()

e
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40 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok

A t,(x) + 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizacioval
(A faktorok szama 7(3n) — 7(n), OEIS azonosité: nincs)

ti(z) + 1= Ws3(x)

to(z) +1 = W3(x)We(x)

t3(x) + 1 = Wy(x)

ty(x) + 1 =U3(z)We(z)W1ia(x)

ts(x) + 1 = U3(z)V;5(x)

te(x) + 1 = Uy(z)W;5(x)

tr(z) + 1 = W3(x) Vo ()

ts(z) + 1 = U3(x)We(x)Wio(x)Vay(x)

to(z) + 1 = Wyr(x)

tio(x) + 1 = W3(x)Ws(x)W15(z) Vs (2)

ti(x) + 1 = V(x)Ws3(x)

tia(x) + 1 = Wo(z)W1g(x)Ps6(x)

ti3(z) + 1 = W3(x)Vs9(z)

ta(x) + 1 = U3(2)We(2) Vo (2)Pyo(x)

ti5(z) + 1 = Wo(z)Wys5(x)

tis(x) + 1 = W3(2)We(2)V1o(2)Way(x)Vys(x)
ti7(z) + 1 = W3(x) Vs (2)

t1g(z) + 1 = Wop(x)Wsy(x)

tig(x) +1 = U3(x)¥s(x)

too(z) + 1 = W3(x)We(x)Wio(x)V15(z)Wsg(x)Weo ()
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42 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok
A t,(x) + 2 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizacioval
(A faktorok szama 27(2n) — 27(n) — 1, ha n paratlan, 27(2n) — 27(n),
ha n paros, OEIS azonosito: A086374)

ti(x)+2=x+2

ta(z) +2 = [Wy(z)]?

ts(x) +2 = (z + 2)[Ve(x)]*

ta(z) +2 = [Vs(z)]”

t5(x) +2 = (2 +2)[Typ(z)]?

to(x) +2 = [Va(2)][V12(2)]?

tr(x) +2 = (2 +2)[U14(z)]?

ts(x) + 2 = [Wi4(2))?

to(x) +2 = (2 + 2)[Ve(2)]*[V15(2)]?

tio(z) +2 = [Ua(2)]*[Pao(2)]”

ti () +2 = (v + 2)[Wan(2)]?

tio(x) 42 = [Wg(2)]*[Way ()]

tia(x) +2 = (v + 2)[Was(2)]?

tra(r) +2 = [Py (2)]?[Pos(2))?

tis(z) +2 = (2 + 2)[V6(2)][W10(x)*[¥s0(2)]

tio(7) +2 = [Va2(x)]

ti7(z) + 2 = (z + 2)[W34()]?

tis(z) +2 = [Uy(2)]?[V12(2)]*[Ws6(2)]?

tig(z) +2 = (z + 2)[Vss(z)]”

tao(z) +2 = [Ws(2)]*[Pao(2)]?

&
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok 43
Az u,(x) polinomok listaja

u(x) =z

ug(x) = 22 — 1

usz(r) = 2% — 22

ug(r) = 2t — 322 + 1

us(r) = a° — 42 + 3z

ug(z) = 2° — bt 4+ 622 — 1

ur(x) = 27 — 62° + 102 — 4x

ug(z) = 2® — 728 + 152* — 1022 + 1

ug(z) = 2% — 827 + 212° — 2023 + 5z

(z) = 2% — 928 + 2825 — 3521 + 1522 — 1
() = 2!t — 102° + 3627 — 5625 + 3523 — 6x
() = 2'? — 112" + 4528 — 842° + 702 — 2122 + 1

upz(z) = 28 — 1221 + 552 — 12027 + 1262° — 5622 + Tx
() = 2! — 132" + 6620 — 1652° + 2102° — 12621 + 282% — 1
() =z
(0)=1

U\ T ) =
uis(x) = 2 — 1423 + 782 — 2202° + 33027 — 2522° + 8422 — 8x
uig(z) = 219 — 152 + 91212 — 286210 + 49528 — 46225 + 2102*
— 3622 + 1
upr(z) = 217 — 1621 + 105213 — 3642t + 7152° — 79227 + 4622°
— 12023 + 92

ug(z) = 2 — 1721 4+ 1202 — 455212 + 1001210 — 12872% + 9242°
— 3302t 4 452% — 1

ug(z) = 2 — 1827 + 1362'° — 56023 + 13652 — 20022°
+ 171627 — 7922° + 1652% — 10«

ug1(z) = 2?0 — 1928 + 1532 — 680x* + 1820x'% — 3003z1°
+ 300328 — 171625

UQ[)’Q(x) = 495(134 — 55.1'2 +1

Ugo () = ugp.1(T) + ug02(x)
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44

Az u,(x) polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval
(A faktorok szama 7(2n + 2) — 2, OEIS azonosit6: A086327)

—

—

Ws(z)

‘lllo(flf)
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Foun o T o o o o o o

~— N N — — ~— ~—
1111111111111
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U

\Il12
()
Ue(2)W1io(z)Wy5(x)WUso(x)
()
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\Ij20
\1’7(1’)\1’14 ([L‘)\Ifgl ($)\Ij42 ($)

~~ ~~ N —~ ~—~
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— ~—— N ~— ~— ~—

Wao
vy
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Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejez6 polinomok

Az u,(x) — 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval

(A faktorok szdma 7(2n +4) — 7(n + 2) + 7(n) — 2, OEIS azonosité:

A086389)
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46 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok
Az u,(x) + 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval
(A faktorok szdma 7(2n) + 7(n + 2) — 7(n) — 2, OEIS azonosit6: A086375)

uy(z) + 1 = Us(x)

uz(z) + 1= [Wy(z)]”

us(x) + 1 = U5(z)Ws(x)

ug(x) + 1 = U3(2)Vg(z)Vs(2)

us(x) + 1 = Uy (z)Wyo(x)

ug(x) + 1 = [Wy(2)]*Vs(x)¥1o(x)

ur(z) + 1 = U3(x)Wo(z)Wiy(x)

ug(z) + 1 = Us(x)Wyo(z)Wi6(2)

ug(z) + 1 = Wg(x) Wy (2)Wi5(x)

wio(@) + 1 = V(@) [Wa(2)]* Vo () U1z () Yoo (2)

upy(x) + 1 = Wi3(x)Was(x)

ura(x) + 1 = W7 (2)Ws(2)Wi4(x)Way(x)

uiz() + 1 = Wa(x)Ws(x)V15(z) Vo ()

wa(x) + 1 = [Wy(2)* Vs (2) W16(2) Uas(2)

urs() + 1 = We(x)WUqg(x)Wir(2) Vs (2)

ure() + 1 = Ws(x)We(2)Vo(x)Vig(x)VUsa(x)

urr(x) + 1 = Wig(x)WUsy(x)

uis(x) + 1= [Wa(2)]*) W5 (2) W10 (x) U1z (2) Wao () Vg ()

urg(x) + 1 = Ws(z)W7(x) W (2)Pss(x)

ugo(x) + 1 = Wg(2) W11 () Vaa(x)Wyo(x)

—b
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A t?(x) — 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval

ty(x) — 1= U§(z)

P(z) —1=wg(x)
ty (z) — 1 = Vg (x)
ty (z) — 1 = Wig(x)
tho(r) — 1 = U5 (2)Ui5(x)
th(r) — 1 = U5(x)
thi(r) — 1= 0F(x)¥3 (2)
tio(r) — 1 = Wgg(x)
tis(x) — 1 = V3 (2)
tho(x) — 1 = W3 (2) Ui(x)

A t¥(x) + 1 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval

ty (z) +1 = ¥is(z)

tEB

16

tis(z) + 1 = Uigg(x)

tho(x) + 1 = Vg (2) Uiy (2) U5 (2) Vo (v)
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48 Kéri Gerzson: Tobbszoros szogek szogfiiggvényeit kifejezd polinomok
A t?(x) — 2 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval
ty (x) — 2 = [¥F(z)]?
t7(x) — 2= (2® + 4)[V7 ()]
t (x) — 2 = [UF (2)*[ Vi3 (2)]”
65 () = 2 = (2% + 4) [V (2)P[ ¥ (2)]?
to(x) — 2 = [WF ()] [ W ()]
th(x) — 2 = (2% + 4)[5 (2) [T (2)*[V1z(2))?
t5i(x) — 2 = [WF ()P [ W ()]
ts(x) — 2 = (22 + [T () [¥§ () Vg (2))?
ts(x) = 2 = [V ()P [V (@) Wie (2))?
to(x) — 2 = (22 + 4T ()] [¥5 ()] W50 (2))?
A t¥(x) + 2 polinomok szorzatta alakitasa irreducibilis faktorizaciéval
t5(x) +2=a2+4
ty (z) +2 = [TF (2)]?
t5 (x) +2 = (2® + 4)[¥F ()]
t5 (x) +2 = [Ui5(2))?
tio(z) +2 = (&% + 4)[V5 ()]
th(x) + 2 = [UF (2)*[ W5, ()]
th(r) +2 = (2% + 4)[T7 (2))?
ts(x) +2 = [V (x)]”
ts(x) +2 = (22 + 4[5 () ¥y (2)]?
t30(x) + 2 = [¥§ ()" [Wio (2)]?
—
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acioval

2,

ducibilis faktoriz

a alakitasa irre

2

(x) polinomok szorzatt
(A faktorok szama 7(n + 1) — 1, OEIS azonosité: nincs)

52
n

Az u

ug (1) = U () U5 ()

ug (v) = U§ () U5 (2) U5 (x)

up (r) = Y (2) ¥ (2) Uig(x)

ug (1) = W3 () U5 ()

ug (1) = Y (2) W5 () Uio(x)

() = W3 () UF () Vg (2) 0T (2) W55 ()

uty(r) = Wiz(x)

uis(z) = UY (2) V7 (2) Uig(x)
uiy(z) = U5 (2) V5 () Ui5(x)

U%(l’) = \Pf(x)qf?(x)\ll%(x)\lf%(x)

uis(z) = Wiz (z)

uir(w) = U5 (2)VF () U5 (2) Ui () U5 (v)

uig(z) = Uig(x)

uio(w) = UF (@) V5 () U () o () Wio (v)

uso(v) = U5 (2) V7 ()5 ()
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50

acio-

7

ducibilis faktoriz

lakitasa irre

a a

2,

(x) — 1 polinomok szorzatt

S2]
n

Az u

val

(W5 ()2 F () Wi (2) P ()

ufy(z) —1

[\I/ff(x)]Q\I/?(x)\lf%(x)\lf%(x)\ll?ﬁ(x)

ufg(x) — 1

(W5 ()2 US () Wi (o) W () W3 ()
(W5 ()2 W5 () Woo () W35 ()

U?s(l‘) —1

U%(fﬁ') —1

acio-

2,

ducibilis faktoriz

lakitasa irre

aa

(x) + 1 polinomok szorzatt

@
n

Az u

val

uz (z) +1 = Pg(x)

ug () + 1 = Vg (2) T (v)
ug () + 1 = Vg () ¥ig(x)
ug (z) + 1 = U5 (2) ¥ig(z)

uio(x) + 1= U5 (x) Vg () ¥5) (x)
uip(x) + 1= W7 (2) Vg () W5y (x)

uiy(w) + 1 = U7 () ¥ (2)

uis(x) + 1= U5 (2)V§ () Ui («)

uis(r) + 1 = U5 (2) U3 (2) U5 (v) Wi (x)
ug(x) + 1= U3 (2) W () Wi(z)
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Maga Balazs, Simon L. Péter:
Hogyan tanul a neuralis hal6?

Bevezetés

Amint arrdl a decemberi Erintd is beszamolt, 2024-ben az amerikai John J.
Hopfieldnek és a kanadai Geoffrey E. Hintonnak itélték oda a fizikai Nobel-
dijat a gépi tanulds és mesterséges neurdlis hdlézatok teriiletén — kozkeleti
kifejezéssel: a mesterséges intelligencidban — elért eléviilhetetlen érdemei-
kért. Simon L. Péter akkor megjelent cikke mar nyujtott némi betekintést a
neurdlis hdlok alapjaiba. A mostani, Maga Baldzzsal k6z0s irdsukban mér a
neurdlis hdldk jatsszdk a fOszerepet.

Noha a neurdlis hdldk tanitdsanak mélyebb megértése hosszu €s eset-
leg faradsdgos matematikai el6késziileteket igényel, mindannyian szeretnénk
legalédbb intuitiv képet kapni arrdl, hogy nagyjabol mi is torténik egy neuralis
hal6 tanitdsa és miikodése soran. A jelen cikk ezt a célt igyekszik megvalo-
sitani.

Mi is egy neuralis hal6?

2025-ben mar szamtalan dologra haszndlunk mesterséges intelligencidn (Al)
alapul6 eszkozoket. Az Al képeket vagy egyéb, szenzorokkal érzékelhetd
jeleket, adatsorokat osztilyoz — ezek bonyolult dsszehangoldsa révén pél-
ddul autét vezet —, emberi vagy programozdsi nyelvek kozott fordit, CT-
felvételeken rakos elvaltozdsokat azonosit, vagy éppen sakkozik. A viszony-
lag frissen nagy népszertiséget kivivott alkalmazdsok szoveget, képet vagy
akdr zenét generdlnak, ezek révén pedig a technikai dolgokkal kevésbé fog-
lalkoz6 emberek szdmara is testkdzelbe keriilnek. Ezen eszk6zok mélyén ne-
urdlis hdldk taldlhatdk, amelyek bizonyos szempontbdl igen egyszeri gépek:
kapnak egy bemenetet, azzal valamit manipuldlnak, majd legyartanak egy
kimenetet. Azaz egy neuralis hal6 val6jdban nem mads, mint egy fliggvény,
rdaddsul sok szempontbdl egyszer(ibb, mint amilyenekkel akar a kozépisko-
lai 6rdkon taldlkozhatunk.

Persze ez a bemenet-kimenet pdr olyasmi, amit egy szamitogép kezel,
igy mindkettd szamokbdl kell alljon. Nagyon sok tipust adat eleve olyan,
hogy szdmokbdl 4ll, még ha ez nem is latszik réla kozvetleniil. Példanak
okéért egy digitdlis képet eszkozeink egy hatalmas szamtombként tarolnak:
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egy RGB (piros-zold-kék) szinkédoldsud, 800 x 600 pixeles digitélis kép va-
16jaban egy 800 x 600 x 3 = 1440000 szambdl all6 szamtomb, amelynek
minden egyes pixelét harom darab, 0 és 255 kozotti egész irja le, rendre meg-
adva a vords, a zold és a kék szin intenzitdst az adott képponton. fgy az
az ember szdmdra (dltaldban) nyilvdnval6 példafeladat, ahol egy kutyat vagy
egy macskét dbrazolé W x H méretii szines képrdl kell eldontsiik, hogy azon
kutya vagy macska szerepel, a neurdlis hdlé szdmara a kovetkez6képpen for-
dithato le: kedves neuralis hald, a bemeneti W x H x 3 méretd szamtombre
adj kimenetként 0-t, ha a képen kutya taldlhato, és 1-et, ha macska. Az aléb-
biakban ezt az iskolapéldét vessziik gorcsé ald, ezen keresztiil mutatjuk be
nagy vonalakban egy neurélis hdlé mikodését.

Tanulni, tanulni, tanulni

Hogyan oldja meg ezt a feladatot a mesterséges neurdlis hdld, ha sem ku-
tyat, sem macskdt nem latott még soha? Nagyon leegyszer(sitett értelemben
ugyanugy, mint ahogy a kisgyermek idegrendszerének természetes neuralis
haléja: ha sokszor 14t kutydt/macskat, és ezekre sokszor mondjak ra neki,
hogy kutya/macska, akkor egy id6 utdn maga is meg tudja kiilonboztetni
a kutyaszerli és macskaszer(l sajatossdgokat. Egy kardindlis kiilonbség az,
hogy mig a kisgyermeknek mindenféle mas napi tevékenységei vannak, és
temérdek egyéb dolgot 14t (és tanul) a vilagrdl, addig az erre a feladatra 1ét-
rehozott neurdlis hédl6t kizdrdlag ennek a feladatnak az elvégzésére tanitjuk
roppant célirdnyosan. Ujra meg djra, tobb milliészor feleltetjiik, ahol egy
felelés annyibdl éll, hogy beadunk neki egy képet, vélaszt varunk tdle, és
visszajelziink neki, hogy talélt-e, vagy sem. Ezt nevezziik feliigyelt tanulds-
nak (supervised learning).

Ez egy kisgyermeknél vélhetSleg hatdsos, noha kifogasolhatd eljaras len-
ne. Példdul, ha kétszer egymas utan odaadjuk neki ugyanazt a képet, médsod-
jara mar jol fog valaszolni. De a neurdlis halé miért vdlaszolna mésodjara j61?
Ugyanarra a bemenetre ugyanazt a kimenetet varnank egy géptdl, barmilyen
fejcsovalva is mondtuk neki, hogy elsére nem taldlt. Kell valaminek tortén-
nie két felelés kozott, modositani kell a fliggvényt! Ezt hogyan kivitelezziik?
A neurdlis halo egy olyan fiiggvény lesz, amelynek kimenete szdmos, akar
sok millié paramétertdl fiigg, ezt a fiiggést a neurdlis halo dltalunk megadott
szerkezete, architektirdja irja le. Viszont a paraméterek finomhangolasét, bi-
zonyos eldzetesen rogzitett szabdlyok szerint, barmely két felelés kozott a
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hal6é mar automatikusan végzi el az el6z6 felelésen elért eredménye alapjan.
Emiatt beszéliink gépi tanuldsrdl (machine learning).

Példaul egy nagyon buta fiiggvény lehetne az, hogy adjunk 6ssze minden
pixelintenzitdst valamekkora sullyal, és ha ez kisebb, mint 0, akkor legyen 0 a
kimenet, egyébként pedig 1. A formuldk kedveldinek, ha a képeta W x H x 3
méretli / tdombben taroljuk, akkor példaul az I3 g o szdm (értéke 0 €s 255 ko-
z0tti) azt adja meg, hogy a kép 3. sordnak 8. oszlopdban 1év6 pixelben a zold
szin intenzitasa mekkora (a harmadik, szincsatornat kodolé koordinataban a
¢ = 1 apiros, ¢ = 2 azold és ¢ = 3 a kék szinhez tartozik). Az ebbdl alkotott
neurdlis hdl6 egy f fiiggvény, amely igy irhat6 le:

W H 3
f(I) = Z Z wa,yp]x,y,c Z 0.
rz=1y=1c=1

Ezzel tehat a fiiggvény szerkezetét meghataroztuk, a w,,,, . silyok pedig azok
a paraméterek, amelyeket felelések kozott modosit a hdld. Ezeket valamilyen
modszerrel addig véltoztatja, amig a felelések sordn egyre gyakrabban, vagy
egyre nagyobb valdszinliséggel j6 valaszt ad. Val§jdban ez persze 6nmaga-
ban egy rémes szerkezet a fenti célra, amivel a képnek semmilyen jellegze-

tess€ge nem ragadhaté meg jol, de a késdbbiekben még vissza fogunk térni
ra.

Hogyan médositsunk?

Még ha a szerkezet stimmel is, nehéz persze igy médositani a millidényi pa-
raméter 4ltal leirt bonyolult fiiggvényt, hogy az imént még rossznak itélt 0
helyett 1-et adjon vissza kimenetként a hal6. Rdad4dsul itt megbujik egy fi-
nomsag, amire elsére talin nem gondolnank, mert olyan példafeladatot va-
lasztottunk, amiben konnyen itéliink magabiztosan. De ha mondjuk Auszt-
ridban és Magyarorszdgon készitett fényképekrdl kellene megmondanunk,
hogy melyik orszdgban késziiltek, valészintileg sokkal tobbszor lennénk bi-
zonytalanok. Hogy jarndnk el ekkor egy felelési szitudciéban? Természete-
sen tippelnénk a legjobb tuddsunk szerint. Bar bizonyara nem nagyon pre-
cizen, de mindkét kimenetelnek adndnk valamilyen valdszintiséget, és aztan
arra tippelnénk, amit valdszintibbnek tartunk. Valgjdban a neurdlis hélo is a
szamitdsai végén egy ilyen valoszinliségi kimenetre jut: 64,7%, hogy macska
van a képen, 35,3%, hogy kutya.
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Az egyik legkiemelkedobb objektumdetekciora és -klasszifikdciora szolgd-
l6 hdlo, a Mask R-CNN kimenete a bemeneti képre illesztve. A tdrgyalt
példdndl egy komplexebb feladattal megbirkozva a hdlé megkeresi és be-
azonositjia a ,,céltargyakat”, az adott képen az embereket és a repiilo-
ket. Az egyes taldlatok sarkdban lévd szdmok a tippelt kategoridkhoz tar-
tozo valosziniiségek 1-re normdlva. Ezek csaknem elérik az I-et, ami ar-
rol drulkodik, hogy ezekben az esetekben a hdlo magabiztos. (Forrds:
https://github.com/matterport/Mask _RCNN.)

Ebben az a j6 az el6bbi, kategorikus kimenettel szemben, hogy folytonos,
barmilyen 0 és 1 (vagy szdzalékban kifejezve: 0 €s 100) kozotti értéket felve-
het. Igy van értelme arrél beszélni, hogy egy-egy paraméter apré6 modositdsa
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mennyiben javitand vagy rontand a feleletet, és alkalmas differencidlszamita-
sokat elvégezve — analdgiaként gondoljunk a széls6érték-keresési feladatok-
ra — a hal6é meg tudja taldlni azt az optimalis médositashalmazt, ami az adott
feleletre a legjobb hatdssal bir, azt a legkozelebb viszi az idedlisan elvart 0%,
100% (vagy 100%, 0%) kimenethez. Persze mindig csak apro 1épéseket téve
moddosithatunk, kiilonben elfajuld esetben az 1j paraméterek teljesen a leg-
frissebb felelet hatdsa ala keriilnének, és az azelotti tapasztalok jelentdsége
elveszne. Ez az Gvatossdg példdul azt is eredményezi, hogy a kisgyermek-
kel ellentétben, ha egy neurdlis hdlénak ugyanazt a képet kétszer egymas-
utdn odaadjuk, konnyen lehet, hogy masodjara is tévedni fog. Ez egyaltalan
nem meglepd, ha figyelembe vessziik, hogy nincs is benne olyan alkatrész,
ami alapjan észrevenné, hogy ugyanazt a képet kapta meg még egyszer! Me-
moridval csak valamilyen kozvetett értelemben rendelkezik, annyira, hogy
paramétereinek jelenlegi értékét befolyasoljak a korabbi hibai.

Elég ez? Igen, a tapasztalat azt mutatja, hogy ezzel a megkozelitéssel le-
hetséges olyan fiiggvény létrehozdsa, amely emberi pontossdggal oldja meg
a feladatot. A betanitott neurdlis hald beépithetd példdul egy telefonos al-
kalmazdsba, ahol mar nem tanul, csak felel, méghozza kitliné eredménnyel.
Ehhez természetesen kellen reprezentativ tanitéadatra van sziikség: ha a ta-
nitds soran csak egy-egy kutyds és macskds képbdl feleltetnénk djra meg Gjra
a neurélis halot, azokat ugyan kivdléan megtanulnd, de vélhet6leg csufosan
elbukna egyéb képeken. Ekkor valdszintileg az torténne, hogy val6jdban nem
is a képen lathat6 allat alapjan osztidlyoznd a képeket, hanem valami egyéb,
egyszerlibb jellegzetesség alapjan. Ha a kutya a gondozott z6ld pazsiton iil,
a macska meg egy piros takarén fekszik, a neurdlis hdléban bizonyéra az
a sokkal konnyebben tanulhatd, de sajnos hibds meggy6z6dés alakulna ki,
hogy a , kutyakép” az, amin sok a zold, a ,,macskakép” pedig az, amin sok
a piros. Ennek megel6zése érdekében a tanitbadatnak a sz6 szoros és atvitt
értelmében is sokszinlinek kell lennie.

A fiiggvény szerkezetének megvalasztasa: az architektara

Nehéz és nagyon problémaspecifikus kérdés az, hogy adott feladatot milyen
szerkezetl paraméteres fliggvény — vagy szaknyelven fogalmazva: milyen ar-
chitekturdju neurdlis hilo — oldhatna meg a leghatékonyabban. Noha az intu-
ici6 szerepe fontos a f6bb épitdelemek meghatarozdsaban, ezt a kérdést tipi-
kusan nem elmélyiilt gondolkodds, hanem kitart6 kisérletezés alapjan tudjuk
megvalaszolni.
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Fentebb leirtunk egy nagyon butdnak nevezett fiiggvényt. Ez a bemene-
ti pixelintenzitdsokra alkalmazott egy linedris fiiggvényt, majd ezt dsszeha-
sonlitotta a O kiiszobértékkel. A tanulhaté paraméterek a linearis fliggvény
egylitthat6i voltak. Egyel6re feledkezziink meg a kiiszobrdl, ez csak a kate-
goridk véglegesitésére szolgélt, €s tekintsiik csak a linedris fliggvényt. Erre
ugy gondolunk, mint egyetlen neuronra, ami a bemeneti szimok egy lineéris
kombindcidjdnak egy eltoltjit adja vissza. Képlettel egy x bemeneti vektor-
hoz (amelynek a dimenzidjat most tetszolegesnek tekintjiik, a képfeldolgozas
példdjaban ez 3 x n x m volt, ahol n és m azt jelenti, hogy a képen hany sor-
ban és oszlopban voltak a pixelek, azaz akér szazezres nagysagrendd is lehet
a koordinatak szama a vektorban) a w X X + a szamot rendeli hozza, ahol
a w ugyanolyan hosszi vektor, mint x, a szorzds skalarszorzatot jelent (azaz
Osszeszorozzuk a megfeleld koordindtdkat, majd ezeket a szdmokat Ossze-
adjuk), a pedig egy szdm. Az aldbbi dbrdn egy ilyen neuron sematikus rajza
lathato.

Bemenet Sulyok

Osszegzés Aktivacios fuggvény Kimenet

Egy mesterséges neuron struktirdja (Forrds: Wikipédia)

Egy neuralis hal6 temérdek ilyen neuronbdl all, amelyek rétegekbe tomo-
riilnek. Az elsd, bemeneti réteg neuronjainak az eredeti bemeneti kép pixel-
intenzitdsai jelentik a bemenetet, ezekbdl szamol ki mindegyikiik egy sajat
kimenetet. Ha a fenti w - x + a szdmokat kiszdmoljuk a rétegben 1év6 Gsszes
neuronra és ezeket egy vektorba rendezziik mint koordinatakat, akkor az els6
réteg kimenete A - x + b alakban irhatd, ahol A egy matrix (sorai az egyes
neuronok w vektorai), b pedig egy vektor, koordindtéi az egyes neuronokhoz
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tartoz6 a szamok. Ezek a kimeneti értékek szolgalnak bemenet gyanant a ma-
sodik réteg neuronjainak, €s igy tovabb, egészen az utolso, kimeneti rétegig,
amely a neurdlis hdl6 egészének kimenetét adja vissza. A koztes rétegek az
ugynevezett rejtett rétegek. Egy csucskategdrids képfelismerd halo tobb sziz
ilyen réteget is tartalmaz, rajtuk 0sszesen szazmilliés nagysagrendd hangol-
hat6 paraméterrel. A rétegek nagy szamabdl ered a divatos mélytanulds —
deep learning kifejezés. Egy ilyen tipusu neurdlis hal6t, amiben nincsenek
visszacsatoldsok, azaz minden neuron csak egyszer végez szadmitdst egy be-
menet feldolgozasa sordn, elérecsatoltnak (feed-forward) neveziink.
Fentebb nem voltunk precizek. Hiszen linedris fiiggvények kompozicidja
is linedris, mi értelme van akéar csak két egymdst kovetd neuronnak, nemhogy
tobb szaz rétegnyinek... Ahhoz, hogy valami nemtrividlis kisiiljon ebbdl a
felépitésbdl, minden neuron mogé be van épitve egy tgynevezett aktivaci-
Os fiiggvény, ami nemlinedris. Méghozza gyakran szemteleniil egyszer(ien
nem az: az egyik legnépszer(ibb aktivicios fiiggvény az dgynevezett Re LU
(rectified linear unit) fiiggvény, amely a kovetkezd képlettel irhat6 le:

ReLU(x) = max(0, z).

Azaz a neuron kiszdmitja a bemeneteinek dltala hasznélt linearis fiiggvé-
nyét, és ha az eredmény pozitiv, akkor ebben a formdban tovabb is adja, ha
pedig nem, akkor O-t ad tovabb. Képlettel felirva, egy x bemeneti vektor-
hoz egy neuronréteg éltal adott kimenet ReLu(A - x + b). Ez mdr kinyitja a
vildgot: az univerzalis approximdcio tétele szerint tetszdleges fiiggvény ko-
zelithetd neurdlis halokkal, amelyben ReLU aktivacidval elldtott neuronok
rétegei kovetik egymast. E tétel természetesen elsdsorban matematikai érde-
kesség, semmint praktikus attorés, de nagyon jol érzékelteti, hogy egészen
kevés nemlinearitds mennyire meg tud bolygatni egy egyszer( rendszert. A
ReLU gyakorlati jelent6ségét ugyanakkor az adja, hogy praktikus problé-
makban is rendkiviil hatékonynak bizonyul. Analdgiaként érdemes megemli-
teni az egyetemi tanulményokbdl a Taylor-polinomot, ami szintén képes bo-
nyolult fiiggvényeket, példaul exponencidlis vagy trigonometrikus fiiggvé-
nyeket, kozeliteni annak ellenére, hogy 6 maga ,,csak” polinom, azaz mind-
0ssze szorzasokat és Osszeaddsokat tartalmaz. Az analdgia a neurdlis halo
ujszerliségére is segit ravilagitani. Mig a Taylor-polinom esetében egy is-
mert képletd fiiggvényt, példdul sin(2z — 1) szeretnénk polinommal kozeli-
teni — akdr csak azért, hogy az értékét egy adott x-re (legaldbb kozelitdleg)
kiszdmitsuk —, addig a neurdlis hdl6é egy olyan fiiggvényt kozelit, aminek a
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képletét nem ismerjiik. A kutya/macska megkiilonboztetés esetében x egy
képet reprezentdl, ami egy akar szdzezer koordindtabdl 4ll6 vektor, a kime-
net pedig 0 vagy 1 aszerint, hogy kutya vagy macska van a képen. Termé-
szetesen ezt a fiiggvényt senki nem ismeri, minddssze annyit tudunk, hogy
képek szdzaira vagy ezreire ismerjiik, hogy 0 vagy 1 kimenet tartozik-e hoz-
zajuk. Ezeket a képeket beadhatjuk bemenetként egy neurdlis hdlénak, amely
ReLu(A - x + b) alaki fiiggvények egymds utani alkalmazdsat jelenti, és
megfeleld algoritmussal rébirjuk arra, hogy az A matrixban és a b vektorban
szerepld szamokat tigy éllitsa be, hogy az altalunk kivant kimenetet adja.

Még egy fontos és egyszer( architekturdlis megjegyzést szeretnénk tenni.
A fentiek alapjdn minden neuron az el6z6 réteg 6sszes neuronjaval 6ssze van
kotve, illetve a bemeneti réteg neuronjai az 0sszes bemeneti pixelbdl sza-
moljdk ki a maguk kimenetét, azaz az A madtrix 1ényegében minden eleme
nem 0. A példafeladatunkban nagyon rossz kezdés, ha igy esiink neki a be-
meneti képnek; a neuronok nem is vesznek tudomast a kép egyes pixeleinek
geometriai viszonyardl. Olyan, mintha kezdés el6tt minden képen Osszeke-
vernénk az Osszes pixelt egy elore adott mddon, és a halét igy probalndank
tanitani. Az elvi lehet6ség persze igy is megvan arra, hogy a hal6 id6vel
rataldl a megfeleld sdlyokra, de ez ebben a formdban gyakorlatilag kivite-
lezhetetlen. A tanitds miikoddképességének egyik kulcsa annak észrevétele,
hogy a geometriai viszonyrendszert érdemes a hal6 rétegeiben is megdrizni:
példdul az elsd réteg neuronjai rendre feleljenek a bemeneti kép pixeleinek,
€s egy-egy neuron csak a nagyon sziik, mondjuk 3 x 3-as kdrnyezetében 1évo
pixelek intenzitdsit vegye be bemenetként, azaz az A matrix specidlis szer-
kezetii, rengeteg eleme 0. Ez a gondolat vezet el minket a képfeldolgozas
tertiletét 2010 koriil forradalmasité konvolicids neurdlis hdlékhoz. Vegyiik
azt is észre, hogy a kapcsolatok megnyirbaldsdval a paraméterek szdma is
drasztikusan csokken, a fenti példaban az elsd rétegbeli neuronjaink altal
hordozott linedris fiiggvényeket 800 x 600 helyett 3 x 3 sily megadasdval
specifikdlhatjuk.

Képosztalyzas mesterfokon

A fent megoldott feladat banélisnak és mondvacsinéltnak is tlinhet, és ta-
lan az sem nyligdz le minket tdlzottan, hogy a gép emberi pontossidgot ér
el rajta. A fenti mdodszerek segitségével azonban olyan képosztalyzési fel-
adatokra is tanithatok hatékony konvolucids neurdlis halok, amelyek nagyon
is husbavagok, és egy atlagember teljesen eszkoztelen veliik szemben. Ta-
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lan a legpompésabb példa az orvosi képek (rontgenfelvétel, CT, MR) oszta-
lyozédsa aszerint, hogy a képen lathatd szerven milyen betegségek figyelhe-
tok meg (példaul az adott mellkasi CT-n lathat6-e rakos elvaltozds). Ez egy
olyan kérdés, amelynek megvalaszoldsara csak specidlisan képzett szakem-
berek, radiolégusok alkalmasak, méghozza meglehet6sen sok munka aran.
Egy CT-felvétel példaul egy haromdimenziés kép, amelyre legegyszertibb
ugy gondolni, mint tobbszdz egymadsra pakolt rontgenfelvételre. Egy ilyen
képen korai stddiumd, csak kevés voxelt (a pixel haromdimenziés megfele-
16je) érint6 rdkos elvaltozdsok megkeresése igen faradsagos feladat. Ebbdl
konnyen beldthatd, hogy a széleskor sziirések elvégzésében a képzett szak-
emberek munkadridi is sziik keresztmetszetnek bizonyulhatnak. Eppen ezért
elvitathatatlan jelent6séggel bir, hogy gépi tanulds révén olyan automatizalt
eszkozoket tudunk 1étrehozni, amelyek a képek haddnak minél gyorsabb at-
tekintésében segitik ket.

Zarokép

A fentiekben — bar nem bocsatkoztunk mélyebb részletekbe — bemutattuk,
hogyan miikodik egy képeket osztilyozé mély neurdlis hdlo, mit értiink
ennek feliigyelt tanitdsa alatt, és milyen elemekbdl épiil fel egy el6recsa-
tolt neurdlis halo. A felhasznélt példafeladatra ezek a bevett megkozelité-
sek. Ugyanakkor vannak olyan problémadk, amelyek gyokeresen eltéré6 mod-
szertant igényelnek. Példaul a Google Deepmind 4ltal 2017-ben fejlesztett,
mesterséges intelligencia alapui AlphaZero rendkiviil egyoldali mérkdzesen
gyozte le az akkor leger6sebb klasszikus sakkprogramot, a Stockfisht. Noha
az Osszecsapds technikai feltételeit érték kritikdk, az AlphaZero forraskodja
alapjan késziilt Leela Chess Zero a sakkprogramok 2019-es bajnoksidganak
dontdjében egyenldnek elismert feltételek mellett is feliilmudlta a Stockfisht
egy kiélezett 6sszecsapdson. EbbSl mar magunk is sejthetjiik, hogy az Alpha-
Zero nem feliigyelt tanuldsban részesiilt, nem az tortént, hogy kapott temér-
dek 4llast, amire meg kellett mondania a ,,legjobb ismert” 1épést, hiszen ak-
kor nemigen kerekedhetett volna feliil a legjobb ismert 1épéseket szolgaltatd
kordbbi megkozelitéseken. Ehelyett megerdsitéses tanuldssal (reinforcement
learning) lett betanitva, ami egy rendkiviil érdekes, de a terjedelmi kerete-
inken tulmutatd gépi tanuldsi paradigma. Ennek keretében a gép dnmaga-
val jatszik elképesztd mennyiségii sakkpartit, és igy a sajit boérén tapasztalja
meg, hogy adott helyzetekben merre érdemes alakitania az allast, ha nyerni
akar. Ezdltal az AlphaZero kordbbi emberi jatszmédkra nem jellemz§ straté-
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giai motivumokat is felfedezett, amelyekbdl bizonyos elemeket a sakknagy-
mesterek is atvettek. Ennek szépségét nem lehet eltilozni: olyan jol tani-
tottuk a neurdlis hdlét, hogy mér mi tanulunk tdle. Lehet-e ennél nagyobb
orome a mesternek?

Maga Baldzs
HUN REN Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézet

Simon L. Péter
ELTE TTK Alkalmazott Analizis és Szdmitdsmatematikai Tanszék

A fenti cikket az Erints 2025. mdrciusi szamabol vettiik at.
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A december 6-i dijatadé tinnepségen atadtdk a 2024-es Prima Primissima di-
jakat. ,A dij életre hivéinak, mai gondozdinak és tdmogatoinak célja, hogy az
értékek elismerésével értéket teremtsen, s a példaképek kiemelésével példdt
nydjtson.” A dijazottak egyike Lajos J6zsefné, aki sokak példaképe lehet.

A https://www.primaprimissima.hu/primaprimissima-dij/ oldalon olvas-
hat6 az elismerés indokldsa. Mindenképpen ide kivankozik egy ,,matemati-
kai” lista néhany korabbi dijazott nevével:

Magyar tudomdny kategoria matematikus Prima dijazottjai:
2012 Szemerédi Endre

2017 Pintz Janos

2019 Szasz Domokos

2022 Lovész L4sz16 (Prima primissima)

2023 Prészéky Gabor

Magyar oktatds és koznevelés kategoria Prima dijazottjai:
2014 Pésa Lajos

2017 Hamori Veronika (Prima primissima)

2021 Bolyai Jdnos Matematikai Tarsulat (Prima primissima)
2023 Katz Sandor (Prima primissima)

Ebbe a nevezetes sorba 1épett be a szakma tjabb kival6 képviseldje.
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Lajos Erzsit rengetegen ismerik az orszagban, s6t a hatdron tul is, akik
azért szavaztak ra, mert Ggy €rzik, hogy a lehet6 legjobb helyre keriilt a dij:
Erzsi aktiv és nyugdijas éveit is a matematikatanitds jobbitasara dldozta. Ezt
az 4j tantervek kifejlesztését6l a modszertani kultira emelésén at az egyes
gyerekek vagy tanitok-tanarok, sziil6k — vagyis az iskolai élet minden részt-
vevdjének — konkrét segitéséig terjedd6 munkét nagy energidval, hatalmas el-
szantsdggal, kitartdssal végzi. Empdtidja szakmai, maganéleti, szocidlis ér-
z€kenységgel és humorral tarsulva, példat mutat palyatarsainak. Minden fel-
adatdban a maximalizmus jellemezi tevékenységét, ami biztos alapokon allé
tudéssal, nagy miveltséggel, innovativ szemlélettel parosul.

1968-ban szerzett kozépiskolai tanéri diplomét az ELTE TTK matematika-
fizika szakédn, majd hat évig programozoként dolgozott a Koho- és Gépipari
Minisztérium informatikai és szamitastechnikai hattérintézményében. 1974
és 1986 kozott Szigetszentmikléson a Jézsef Attila, majd a 3. szamu Alta-
lanos Iskoldban matematika, orosz, magyar nyelv és irodalom targyakat is
tanitott.

Itt kapcsolddott be a Varga Tamds-féle matematikatanitdsi kisérletbe, és
ett6l kezdve kiemelked6en sokat tett Varga Tamds szellemi 6rokségének el-
terjesztéséért, megdrzéséért.

Eldaddsokat, bemutatd ordkat tartott, tovabbképzéseket szervezett, és
részt vett tantervi és tankonyvi munkdélatokban. Tanitvanyai koziil voltak,
akik orszagos versenyek dontdibe jutottak.

Pest megyei szakfeliigyelGje felismerve képességeit, gondolkodasit,
szemléletét, az Orszdgos Pedagdgiai Intézet munkatarsanak ajanlotta be. Az
OPI-ban, illetve az intézmény utddaiban (Orszdgos Kozoktatdsi Intézet, Or-
szdgos Kozoktatési Szolgéltaté Iroda, majd Kiss Arpad Orszagos Kozoktata-
si Szolgaltat6 Iroda) dolgozott 1986-t6] 2003-ig mint fémunkatars, matema-
tika tantargyi szakértd, és 2002-t6l megbizott igazgatd. Emellett 6raadoként
tanitott Szigetszentmikldson, tovabba a Fazekas Mihdly Fovarosi Gyakorl6
Altalénos Iskola és Gimnéziumban, majd a Méricz Zsigmond Gimnézium-
ban.

Feladatai koz¢ tartoztak a tantervi, tankonyvi véleményezések a kozok-
tatds minden szintjén, sot a felndttoktatds matematika kerettantervének elké-
szitése is. O volt a felels az orszagos matematikaversenyekért (Varga Ta-
mas Verseny, Arany Déniel Verseny, OKTV L-IL.-III. kategéria), matema-
tika mddszertani folydiratot inditott, eldaddsokat, tovabbképzéseket tartott.
Regiondlis mérések feladatlapjainak kidolgozasaban, értékelésében, a NAT
(1995, 2003, 2007) matematikai bizottsdgaiban, illetve a kerettantervi mun-
kakban, és az ezektdl eltérd programok birdlatdban vett részt. Tobb éven at
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0 készitette a matematika érettségi irasbeli tételeit, és érettségi elnok is volt
tobb iskolaban.

Mindeko6zben orszdgos rdlatasa és hatalmas tapasztalata lett az iskola va-
lamennyi szerepldjének helyzetérdl, problémadirdl, munkdiban minden erejé-
vel ezek megolddsara torekedett.

Az Orszagos Ertékelési és Vizsgakozpont (OKEV) Erettségi- és Ver-
senyszervezési Osztdlyanak, majd az Oktatasi Hivatal Kozoktatas-értékelési
Programok Kozpontja Erettségi és Versenyszervezési Osztilydnak vezetGje-
ként feladata volt a kétszintli érettségi tartalmi munkdlatainak kidolgozésa,
az érettségi tantargyi bizottsdgok kialakitdsa, a feladatlapok, szébeli tételek
megjelenitési formajanak tervezése, kialakitasa beosztottjaival, lektoraltatas,
a miikodtetési algoritmus kidolgozdsa, az orszagos versenyek (OKTYV, egyéb
tdmogatott milivészeti versenyek) koordindldsa (orszagos lefedettségii bizott-
sagok kialakitdsa), a munkafolyamatok algoritmusanak létrehozasa, 2006-t6l
a kozépiskolai felvételi vizsga szakanyagainak eldéllittatdsa és lektordldsa.

2004 és 2008 kozott a Sulinova, majd az Educatio Programfejleszté-
si Kozpont Kompetencia alapi matematika programcsomag koncepcidjanak
kidolgozasaban vett részt, €s a fejlesztést a Matematika Szakmai Bizottsag
tagjaként kisérte végig. A Szegedi Tudomédnyegyetem Tuddsszintmérés és
-értékelés tesztjeinek kidolgozasaban tanicsaddként, majd 2010-t6l 2017-ig
Oktatdselméleti Kutatdcsoportjanak kutatési-fejlesztési projektjében az eDia
és elea feladatbank fejlesztésében és kiprobalasdban koordindtorként tevé-
kenykedett.

Szakmai életének egyik legfontosabb eleme a matematikai tehetséggon-
dozds és ismeretterjesztés. Az MTV ,,Aki mer, az nyer!” c. matematikai ve-
télkedd zsiritagja, a Magyar Radi6 ,,Tord a fejed!” c. mlisordnak rovatveze-
t6je volt. A TIT a ’60-as években inditotta el a Kis Matematikusok Baréti
Korét (KMBK), orszdgos szintli szakkoroket a matematikabdl tehetséges al-
talanos iskoldsoknak. A KMBK vezetdi részére a Varga Tamds-féle Gj ma-
tematika modszereinek megismertetése érdekében Erzsi is bekapcsolddott a
tanari konferencidkba, tobbnapos tanfolyamokat szervezett Budapesten €s a
vidéki vdrosokban, lektoralta az ij munkafiizeteket €s tanari anyagokat. Az
Orszagos Feladatmegold6 Verseny (amiben tobb mint 20 000 magyarorszagi
€s hatdron tuli tanuld vett részt) legjobb versenyzdinek egyhetes tdboroza-
sédnak programjdhoz gondolkodtatd, érdekes feladatsorokat allitott Ossze. A
KMBK Orszédgos Feladatmegold6 Verseny utddaként 1€trejovo Kalmar Lasz-
16 Matematikaverseny dontdinek évtizedek 6ta 6 az egyik irdnyitdja, a dontds
dolgozatok egyik évfolyamanak vezetd javitdja.
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Ez adta az 6tletet a Matematika Tandrok Nyéari Egyeteme Akadémidja ne-
vet viseld tdborhoz, amelyhez Erzsi maga keresett szponzorokat, kiemelkedd
képességli vezetdtandrokat, és szervezte a kulturdlis programokat is. Az els6
helyszin Zamdérdiban volt. A késdbbiekben Vicra, Szegedre, K&szegre majd
ismét Vacra koltozott, de 1992 és 2004 kozott minden évben megrendezésre
keriilt ,,Lajos Erzsi tdbora” a matematika versenyek 4-8. évfolyamos gy6z-
teseit jutalmazta, ami a tandr kollégdk szdmadra tovdbbképzés, gyiimolcsozd
szakmai férum lett.

1998-ban alapitotta meg Bojar Gabor a Graphisoft-dijat, ennek kuratori-
umi titkdra, a dijkioszt szervezdje két évtizeden 4t Lajos Jézsefné. Szintén
az alapitdstdl tagja a Ratz Tandr Ur Eletmiidij bizottsignak (a kuratérium
elnoke, Dr. Kroé Norbert professzor, akadémikus, valamint Dr. Falus And-
ras professzor emeritus, akadémikus, és Dr. Ifj. Szantay Csaba professzor, az
MTA doktora mellett), s e munkajat a mai napig végzi.

Erzsi 1968 6ta tagja a Bolyai Janos Matematikai Térsulatnak, 1997 6ta
az Oktatdsi Bizottsdgban az éves Rtz L4sz16 Vandorgytilések egyik szakmai
programfeleldse.

2000-t61 folyamatosan bevdlasztjdk a BIMT vezetésébe, a Valasztmany-
ba. Azéta aktiv résztvevdje mind az Ericsson-dijakat, mind a Rétz Tanar
Ur Eletmiidijakat elbirdl6 tarsulati matematika bizottsag iiléseinek. A BIMT
Beke Mand6-emlékdijat odaitéld bizottsdgban 2013-t61 dolgozik, 2023-tdl el-
nokként vezeti.

Arrdl, hogy milyen személyiség, engedje meg az Olvaso, hogy két kollé-
gam sorait idézzem:

,L.ajos Erzsi tehetséggondozé tdbordba hét didkommal Pésa Lajos meg-
hivésdra jutottam el el8szor 1995-ben Vicra. Az itt megismert anyaorszag-
beli és hataron tuli kollégdk munkdjat latva 6sztonzést kaptam az effajta te-
hetséggondoz6é matematikaoktatdshoz. Didkjaimmal elkezd6dott a szakkori
munka, és 1996-t6] bekapcsolddhattak a szinvonalas magyarorszagi mate-
matikaversenyekbe is (Kenguru Nemzetkozi Matematikaverseny, Zrinyi Ilo-
na Matematikaverseny, Bataszéki Matematikaverseny), amelyeknek a szer-
vezGit Lajos Erzsi tdboraiban ismertem meg. Ezek a versenyek késébb évrdl
évre nagyobb teret nyertek a Felvidéken is.

Didkjaink sikerein felbuzdulva Laszlé Béla és Horvath Géza kezdemé-
nyezésére 1995-ben elindult Felvidéken a levelezé Katedra Matematikaver-
seny. A mai napig életben tartott versenybe felvidéki didkok szdzai, de anya-
orszagbeli didkok is bekapcsolddtak. Lajos Erzsi hatdrokon is dtnydlé mun-
kassdgédval hozzdjarult a magyar anyanyelvii didkok matematikai tehetség-
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gondozdsanak magasabb szintre emeléséhez. Empatidjaval, segit6készségé-
vel, céltudatossdgdval mindig min8ségi munkdra Osztonodzte a kollégdit. A
tdboraiban megismert kollégdkkal életre sz616 szakmai kapcsolataim, barat-
sédgaim sziilettek. Koszonet érte.”

(Paed Dr. Kénozsi Eva, Szlovékia, Parkany)

,Lajos Erzsi bennem dgy él, mint olyan vezetd, aki el6tt nem volt meg-
oldhatatlan probléma, akinek az ajtaja el6tt mindig vart valaki, hogy a kérdé-
sével, kérésével megkeresse, és Erzsi konnyedén valtott at az egyik témabol
a masikba €és harmadikba, és mindegyikre volt el6bb vagy utébb gondolata,
megolddsa, faradhatatlanul. Es ha kellett, tudta mozgdsitani a kollégékat, a
plusz munkdékat pedig nem felejtette el, mindig nagylelkien kompenzalta, ha
tole kértek segitséget, timogatast. A szazszor atgondolt és ellendrzott pro-
duktumhoz is hozz4 tudott tenni 4j elemet, vagy észrevette a mégis benne
maradt hibat. A mindennapokat is szinesitette a humora, egyedi véleménye,
spontén reakcidi, és ha lazitani gyltiink dssze, ugyanolyan lelkesedéssel ad-
ta 4t magat az 6romnek, ahogyan dolgozott, €s a csapat és a kozos sikerek
feletti elégedettségének is hangot tudott adni. Sosem hittem el, hogy vala-
ha a nyomdba léphetek, de hogy ez megtortént, neki is nagyban kdszonhetd.
A mai napig vezeti az eszemet és szivemet mindaz, amit téle beosztottként
kaptam szakmailag és emberileg.”

(Siimegi Laura, Oktatési Hivatal KPF Erettségi és Verseny Osztaly)

Gratuldlunk Erzsinek, és koszon;jiik!

Lajos Jozsefné Baldzs Erzsébet méltatdsdt készitette: Acs Katalin

A fenti cikket az Erinté 2025. marciusi szamabol vettiik at.
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Martin Gardner legkedvesebb fejtoroi

(Kiinyvespolc — ajanlo)

Martin Gardner: Legkedvesebb matematikai és logikai fejtordim, Typotex,
Budapest, 2024. Forditotta: Kepes Janos, lektordlta: Fried Katalin. Erede-
ti kiadas, amelybdl a forditas késziilt: My Best Mathematical and Logical
Puzzles, Dover, New York, 1994.

Két éve jelent meg a szerzd egy kordbbi kotetének magyar forditdsa Szo-
rakoztato matematikai fejtorék cimmel. Ezt folytatja a most ismertetendd
konyv. A multkori kotet eredeti amerikai illusztratorat egy masikra cserélték.
A jelen kotet esetében nincs feltiintetve, ki az illusztrator. A kiadé mentségé-
re szolgdl, hogy az amerikai konyv sem kozli, hogy ki 6, és a magyar kiadas
ugyanazokat az dbrakat hasznélja, mint az eredeti amerikai kiadas. S6t, a Pi-
ruldsnyi ido rejtvénynél egy fényképet is k6zol a magyar valtozat, ami nem
szerepel az eredeti kdnyvben.

Szandékosan nem kozoljiik, kit vagy mit dbrazol ez a fénykép. Hadd rag-
ja a kivincsisdg a nydjas olvasét, f6leg akkor, ha az angol nyelvii valtozat
mar megvan neki a konyvespolcdn (vagy a merevlemezén)! Vegye meg a
magyar forditdst, és elégitse ki a kivancsisdgat! Az illusztracidkra tekintve
még egy dolgot szova kell tenniink: Az Egy vdltos feladat dbraja meglehe-
tésen cstinya. Ez nem a magyar fordit4s hibdja, mert az amerikai kiaddsban
is ugyanolyan elmosddott a rajz. Elméletileg kellene latnunk egy keskeny
mozdonyt és két kiillonbozd, széles vastiti kocsit. Gyakorlatilag 1atunk harom
egyforma, téglalap alaku fekete pacnit. Pedig eléggé egyszert lett volna egy
rendesebb vasiiti szerelvényt megalkotni.

A szerzdvel folytatjuk: Martin Gardner (1916-2010) taldn a legismer-
tebb rejtvényszerkeszt6 a vildgban az utolsé 100 évbdl. Szandékosan irtam
azt, hogy rejtvényszerkesztd, és nem azt, hogy matematikus. Bar a magyar
nyelvli Wikipédia matematikusnak mondja, de ez téves adat. Akinek nincs
orvosi diplomdja, azt nem nevezhetjiik orvosnak, esetleg csak természetgyo-
gyéasznak. Martin Gardner nem volt tanult tudds; csak BSc szintli diploméat
szerzett, de azt sem matematikabdl, hanem filoz6fidbol, 24 évesen. Az angol
nyelvl Wikipédia alapjan azt mondhatjuk, hogy Gardner egyik foglalkozésa:
matematikai iro. Ebbe beleértjiik azt is, hogy rejtvényszerkesztd vijsagiro. A
masik foglalkozésa: matekbiivész. Az angol nyelvli Wikipédia jelenleg tucat-
nyi személyt sorol fel a mathemagician foglalkozasndl, és ezek egyike éppen
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Martin Gardner. Hires idézet Gardnertdl: ,,Mathemagical mathematics com-
bines the beauty of mathematical structure with the entertainment value of
a trick.” (Azon keveseknek, akik nem olvasnak angolul, megadjuk a magyar
forditast: ,,A matekblivészkedés egyesiti a matematikai struktirdk szépségét
és a blivésztrikkkok lenyligozé hatdsat.”)

Donald Ervin Knuth, a vildghir matematikus és szamitogéptudds igy
vélekedik Gardnerrdl: ,,More people have probably learned more good ma-
thematical ideas from Gardner than from any other person in the history of
the world.” (Magyarul: ,,Valdsziniileg tobb ember tanult jobb matematikai
alapokat Gardnertdl, mint barki mastdl a vildgtorténelemben.”) Sokra tartjuk
Knuth véleményét, de azért kiigazitjuk: Eukleidész utdn valdszintileg Gard-
ner a legjobb ezen a téren. Azonban Eukleidész 22 évszdzados elénnyel in-
dult, mikozben a jelen konyvismertetd targya is Gardner malméra hajtja a
vizet.

Gardner sikerének egyik titka, hogy egyfajta rafinalt naivitassal, huncut
humorral fordult a nehéz matematikai €s feladvany-logikai témék felé, és
ezt a gondolkoddasmddot olvasdinak tomege szerette meg, hiszen a nagykép
tudés kinyilatkozasoktol senkinek sem az agya bizsereg kellemesen, hanem
csak a bdre viszket idegesitéen. A rejtélyek megfejtésében Gardner nem egy
Sherlock Holmes, nem is egy Maigret feliigyel6 vagy Poirot magandetektiv,
vagy Marple vénkisasszony, hanem egy Columbo hadnagy. Anndl is inkdbb
nem Poirot, hanem Columbo, mert nem kristalytiszta logikdval és csalhatat-
lan megérzéssel jut végiil sikerre, hanem sok-sok prébalkozassal és a dolgok
lényegébe val6 veszddséges beletanuldssal.

Ugyanaz a személy magyaritotta ezt a kitetet is, mint az el6z6t. A fordi-
t6 — Kepes Janos — sem matematikus. Ennek meglett az elonye és a hatrdnya
is. Ahogy Gardner is ritkdn hasznélt matematikai szakkifejezéseket, ugy a
forditénak sem azok jutottak els6ként az eszébe. Az eredeti szovegben sok
a szojaték, és ezek a forditénak feladtdk a leckét. Nem volt konnyti dolga,
hiszen az Otvenes, hatvanas, hetvenes években haszndlatos amerikai kifeje-
zésformdkat kellett 4tiiltetni a huszonegyedik szdzad mésodik negyedében
haszndlatos magyar nyelvre. Nézziink egy példat: A 2. fejtord cime: Kiilon-
leges poker. Ugyanakkor a tartalomjegyzékben mar Otlapos pdker szerepel.
Az eredeti cim viszont ez: Draw Poker. A helyzet az, hogy a pdker kar-
tyajaték kiilonboz6 véltozatai széles korben elterjedtek voltak az Egyesiilt
Allamokban a huszadik szdzadban. De ezek Magyarorszdgon nem annyira
kozismertek mar a huszonegyedik szazadban. Amerikdban pér évtizede még
minden okos ember tudta, hogy a Draw Poker tlapos, de véletleniil kiva-
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lasztott 10 mai magyar matematikatanar koziil vajon hanyan tudndk ezt? De
nem is kell tudniuk!

A kiadé és a fordité munkdjat segitette a lektor: Fried Katalin. A jelen
konyvismertetd ir6ja szerencsés helyzetben van, mert mar 6t évtizede sze-
mélyesen ismeri 6t. Igazi matematikus és vérbeli pedagégus. Ertesiiléseink
szerint nagyon keményen harcolt a matematikai szinvonal és a pedagdgiai
hatékonysag fenntartdsaért. Az 6 érdeme példaul a fent emlitett fénykép be-
illesztése is a Piruldsnyi idé feladatdndl. Az egyik esetben Gardner eredeti
bizonyitasat egy konnyebben kovethetd valtozatra cseréltette le.

Itt az ideje, hogy ratérjiink a konyv tartalmara. A 66 témakorbdl most
csak néhanyat szemrevételeziink. Ha egy j6 amerikai vagy angol krimit né-
ziink, mar érdemes figyelniink a film legelején is, mert nem tudjuk, nem
tlinik-e fel egy olyan arc, nem hangzik-e el egy olyan név, nem latszik-e egy
olyan targy csak ugy mellékesen, hattérként, hangulati felvezetésként, ami-
nek a biinligy felderitésében majd 1ényeges szerepe lesz. Pedig lehet, hogy a
blintény majd csak késébb torténik meg a filmben. A jelen konyvismertetés
ir6ja tudja ezt, és az ismertetendd konyvbdl mar a legels6 fejtord esetében
észrevesz egy bakit a magyar forditasban: ,,Egy utazé egy kilométert halad
egyenesen dél felé, ott elfordul, és megtesz egy kilométert egyenesen kelet
felé, majd ott ismét elfordul, és egy kilométert halad egyenesen észak felé.
Visszaérkezik oda, ahonnan elindult.” Itt hdromszor szerepel az egyenesen
sz0, de a kozépso szereplése stulyos matematikai hiba. Arrdl van sz6, hogy
az utaz6 harom kilométeres sétdja kozben 16 egy medvét, €s ez a medve lo-
gikai sziikségszertiségbdl csak jegesmedve lehet, hiszen az idézett feltételek
csak a sarkvidéken teljesiilhetnek. Ha az Eszaki-sarkrél indulunk délre, az-
tan keletre fordulunk, és folyamatosan tartjuk a keleti irdnyt, akkor északra
fordulva visszajutunk az Eszaki-sarkra.

Ha olvasénk mér kezd rank diihos lenni, miért nem bokjiik mar ki, hogy
miben 4ll a matematikai hiba 1ényege, akkor mar j6 dton jarunk, mert biz-
tosan tovabb fogja olvasni ezt a konyvismertet6t. Mivel a szerz6 tengerész-
tisztként — pontosabban fogalmazva: tiszthelyettes haditengerészként — védte
a hazdjat a masodik vildghaboru idején, stilszerlinek latszik, ha a kovetkezd
parbeszéddel fokozzuk a fesziiltséget:

— Teljes gbzzel el6re! — kidltotta a kapitany. — Lapatolni gyorsabban, fG-
tok!

— De mar majdnem szétrobbanik a kazdn! — kidlt vissza a tizedes.

A robbanis elkeriilése érdekében gyorsan kozoljiik, hogy a hdrom egye-
nesen sz6 koziil a kozépsét ki kellett volna hagyni. Ugyanis az Eszaki-sarktél
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egy kilométer tadvolsdgban folyamatosan keletre haladva nem lehet egyene-
sen menni. Aki ugyanis folyamatosan tartja a keleti irdnyt, az egy 2 kilomé-
ter atmérdjd koron egy 1 radidn nagysagu korivet ir le a 1épteivel. Tudjuk,
hogy a Sarkvidéken az irdnytd haszndlhatatlan, tehat valamiféle dzsi-pi-esz-
féleség (a csak az angol roviditést ismerdk kedvéért: GPS) is kell, hogy min-
den egyes 1épés pontosan keletre torténjen. (Természetesen Gardner felada-
tanak kitlizésekor még nem volt dzsi-pi-esz; nem tudjuk, az utaz6 hogyan
tartotta az irdnyt.) Aki viszont a keletre fordulds pillanatdban nézi ki azt az
egyenest, amerre tovabb indul, akkor 1 kilométer egyenes vonali megtétele
utdn koriilbeliil 1414 méter tdvolsdgra keriil az Eszaki-sarktél. Ujabb 1 ki-
lométer megtétele utdn tehdt nem érhetne vissza a kiinduldsi helyre. Akar
taldlkozik jegesmedvével, akar nem, barmilyen irdnyba is indul.

Na j6, kihagyjuk a kozépsd egyenesen szot, és megkérdezziik: Biztos,
hogy csak az Eszaki-sark kornyéke jon széba? Ez a konyv els fejtorGje.
Egészen jo fejtord! A jelen sorok irdjanak hat évtizedes tapasztalata van a
hasonl¢ rejtvények megfejtésében, és még neki is majdnem egy egész percig
kellett gondolkodnia, mire meglett a teljes megoldas. Megnyugtatd, hogy a
konyv hivatalos megfejtése is 1ényegében ugyanaz. Viszont szomorusigra
ad okot, hogy Gardner végteleniil sok megoldast emleget. Ha hitelt adnank
neki, akkor azt is el kellene fogadnunk, hogy az utazénk végteleniil kicsi
1épésekkel is toporoghat és kozben végteleniil sebesen is foroghat, mikdzben
allanddan keletre fordul. Ne rdm haragudjon, ny4jas olvasd, nem én taldltam
ki a végteleniil sok kifejezést! Annyi gyakorlati érz€kem mar van, hogy én
ilyen butasdgot nem mondanék! F6leg akkor nem, ha béarhol 6ldlkodhat egy
hatalmas medve egy hébucka mogott, amit még gyors forgolédds kdzben el
is kellene talalni!

De ne legyiink igazsagtalanul kegyetlenek Gardnerrel szemben! Ertsiik
ugy a végteleniil sok kifejezést, hogy megszamlélni is nehéz az 6sszes lehe-
toségeket, kivitelezni pedig még nehezebb. Sikeriilt a nydjas olvasot felmér-
gesiteniink? Ez volt a célunk! Vegye meg a kdnyvet, és dontse el maga, hogy
jOl okoskodott-e Gardner, és hibdzott-e a megoldds ismertetésében!

A misodik fejtord a fent emlitett Otlapos poker. Sajnos, nem érthets a
kérdés! En még elboldogulok valahogy, mert éltem par évig Amerikaban, tu-
dom, hogy milyen lapok vannak az 52 lapos kartyacsomagban, pokerezésrol
is hallottam mdr, €s kétszemélyes jatékokrol sz616 PhD-értekezést is birdltam
par éve. Az olvasé joggal vérja, hogy tisztdzzam a helyzetet. De semmi értel-
mét nem ldtom most az érthetetlen kérdés és a még érthetetlenebb megoldas

7

leirdsdnak. Helyette inkdbb leirom a feladvany egy egyszerdsitett valtozatat,
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€s aki nem boldogulna a megfejtéssel, annak leirom az egyik lehetséges meg-
oldést is a sok koziil. igy mér akar a 7 éves unokdmnak is lesz esélye, hogy
élvezze a rejtvényt, €s tanuljon a megolddsbal.

Adott 40 darab kértyalap, rajtuk szdmok; 10 darabra pirossal, 10 darabra
feketével, 10 darabra kékkel €s 10 darabra zolddel irtak fel a szamokat 1-t6l1
10-ig. A kartydkat mind szammal felfelé helyezték az asztalra. Két jatékos
felvéltva vesz fel tetsz6legesen kivalasztva 6t-6t lapot, majd ezt megismétlik,
igy osszesen 10-10 lap lesz a keziikben. Ezutdn a jatékosok a naluk 1évd
azonos szind szamokat dsszeadjédk, de legfeljebb 5 darabot egy-egy szinbdl.
A nyolcféle 0sszeg koziil a legnagyobb nyer. Bizonyitandd, hogy az okosan
jatsz6 kezdd tud nyerni.

Egy j6 kezdés példdul ez lesz: els6re felvenni a négy 10-est és a kék 1-est.
Ha a masodik jatékos nem vesz fel elsd valasztdsakor négy kiillonboz6 szinl
kartyat, akkor a kezdd jatékos el tudja érni a 10494847+ 6 = 40 dsszeget.
Ezzel nyer, hiszen a 10-esek hidnydban csak 9 + 8 + 7 4+ 6 + 5 = 35 vagy
kisebb lehet az 0sszeg. Ha viszont a masodik jatékos mind a négy szinbdl
vesz fel kartyat, legjobban teszi, ha a legnagyobb szdmokat veszi fel, azaz
felveszi a négy darab 9-est és mondjuk a fekete 8-ast. Ekkor a kezd6 jatékos
el tudja érni piros szinbdl a 10+ 8+ 74645 = 36 Osszeget, a masik jatékos
pedig barmely szinbdl legfeljebb a 9 + 8 + 7 + 6 + 5 = 35 Osszeget.

Az a gond, hogy az ismertetend6 konyvbdl a feladatoknak még csak a 3
szazalékaval foglalkoztunk. A tobbi rejtvény koziil most kivalasztunk egyet,
egy olyat, ami nehézség szempontjabdl kozepesnek tekinthetd. Legyen ez
a szorakozott banki alkalmazottrdl sz6l6 példa: Egy csekk bevéltasakor a
bankpénztiros tévedésbdl a dolldrok helyett centeket, a centek helyett dolla-
rokat adott ki. Mr. Brownnak, aki a bankbdl kijovet 5 centért vett egy djsagot,
éppen kétszer annyi pénze maradt, mint amennyirdl a bevaltott csekkje ere-
detileg szolt. Mennyi volt az?

A feladatnak az a szépsége, hogy két ismeretlen van benne, de ezekre
csak egyetlen egyenletet tudunk felirni. De a két ismeretlen szdm mindegyi-
ke — abbdl, hogy a pénztiros egyaltalan felcserélhette azokat —az 1,2, ...,99
szamok koziil keriil ki. Az eredeti csekken legyen a dollarok szdma z, a cen-
teké pedig y. Az egyenletiink ez lehet: 2(100z 4 y) + 5 = 100y + z. At-
rendezve: 3x + 5 = 98(y — 2z). A bal oldal legaldbb 8 és legfeljebb 302,
tovabba 3-mal osztva 2 maradékot ad. Mivel oszthat6 98-cal, ezért csak 98
lehet. Ebbdl © = 31 és y = 63. Biiszkén jelenthetem, ez a megoldas révidebb
a konyvben kozolt megolddsok mindegyikénél.
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Valamikor meg kell szakitanunk a konyvismertetést, de kijelenthetjiik: a
konyvben targyalt tovabbi 63 rejtvény ugyanolyan érdekes, mint ez a harom,
amit kiveséztiink. A nyéjas olvasé vegye meg a konyvet, gondolkozzon a
rejtvényeken! Ha kérdése van, forduljon hozzam bizalommal!

Hujter Mihdly
kandiddtus,
az MTA Tudomdny- és Technikatorténeti Bizottsdg tagja

A fenti cikket az Erintd 2025. marciusi szdmabél vettiik at.
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Pales Zsolt, Palfy Péter Pal:
Beszamol6 a Big Five Centenariuma
rendezvényrol

A magyar matematika 6t meghataroz6, nemzetkdzi mércével mérve is je-
lentds alakja, Aczél Janos, Csdszar Akos, Fuchs Laszlo, Gal (Gaal) Istvan
€s Horvéth Janos 1924-ben sziilettek. Tandruk, a legendas Fejér Lipot mar
egyetemi tanulmdnyaik idején igy nevezte &ket: a ,,Big Five”.

Az alabbiakban el6szor a Big Five tagjainak rovid életrajzat foglaljuk
Ossze.

Aczél Janos Budapesten sziiletett 1924. december 26-an, és a kanadai
Waterloo-ban hunyt el 2020. januar 1-én. 1943-1947 k6zott a Pazméany Pé-
ter Tudomanyegyetem matematika—fizika szakan tanult. Témavezetdi Fejér
Lip6t és Riesz Frigyes voltak. 1945-1948 kozott az ELTE dijtalan gyakorno-
ka, 1948-1950 kozott a Szegedi Tudomanyegyetem tandrsegéde, 1950-1952
kozott a miskolci Nehézipari Miiszaki Egyetem docense volt. 1952-1959 ko-
zott a debreceni Kossuth Lajos Tudomédnyegyetem tanszékvezetd docense,
majd 1959-1965 kozott tanszékvezetd egyetemi tandra volt. Ezutdn Kana-
daba ment, ahol a Waterloo Egyetem matematikaprofesszora, 1969-t61 pedig
kiemelt professzora lett, 1993-t6l professor emeritus. 1990-ben a Karlsru-
hei Egyetem, 1995-ben a Grazi Egyetem, 1996-ban a Katowicei Egyetem,
1999-ben a Miskolci Egyetem, 2003-ban a Debreceni Egyetem fogadta tisz-
teletbeli doktordva. A Royal Society of Canada 1971-ben vdlasztotta tagjava,
1990-ben lett a Magyar Tudomédnyos Akadémia kiils6 tagja. 1961-ben Beke
Mané-emlékdijat, 1962-ben Akadémiai Dijat kapott. 1988-ban a spanyolor-
szagi Cajal-éremmel, 2004-ben pedig a Kampé de Fériet-éremmel tiintették
ki. Kutatési teriilete a fliggvényegyenletek és alkalmazdsaik az informécio-
elméletre, valamint a tirsadalom- és magatartdstudomanyokra. Els6 monog-
rafidja, az 1966-ban megjelent Lectures on Functional Equations and their
Applications a fiiggvényegyenletek elméletének biblidjava valt.

Csaszar Akos Budapesten sziiletett 1924. februdr 26-4n és itt is hunyt
el 2017. december 14-én. A Pazmany Péter Tudomanyegyetem matematika—
fizika szakdn 1947-ben szerzett kozépiskolai tanari diplomat. 1948-ban védte
meg egyetemi doktori disszertacidjit. Diplomdjanak megszerzése utdn a Bu-
dapesti Miszaki Egyetemen kapott tandarsegédi, majd beosztott tanari allést.
Majd az Eotvos Lordand Tudomdnyegyetem Analizis I. Tanszékére keriilt,
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ahol 1957-ben nevezték ki egyetemi tandrnak. Ezt a tanszéket haroméves
megszakitassal harmincot éven keresztiil, 1992-ig vezette. 1994-ben nyug-
dijba vonult, majd 1996-ban professor emeritusi cimet kapott. 1955-t31 az
MTA Matematikai Kutatéintézet munkatarsa, majd 1970-t6l fémunkatarsa
volt. 1972 és 1991 kozott az intézet topoldgiai osztdlyat vezette. 1952-ben
védte meg a matematikai tudomanyok kandidatusi, 1954-ben akadémiai dok-
tori értekezését. 1970-ben a Magyar Tudomdnyos Akadémia levelezd, 1979-
ben pedig rendes tagjava valasztottak. Az MTA Matematikai és Fizikai Osz-
talyanak elnoki tisztét 1973-1976 kozott és 1990-1993 kozott, majd az osz-
taly kettévaldsa utdn a Matematikai Osztalyét a 1993—1999 id6szakban tol-
totte be. 1997-ben a Kozép-eurépai Tudoményos és Mivészeti Akadémia,
késobb a Szent Istvan Akadémia is felvette tagjai sordba. Jelentds a tudoma-
nyos kozéletben betoltott szerepe is: 1966-ban a Bolyai Jdnos Matematikai
Tarsulat fotitkardva vélasztottdk, ezt a tisztségét tizennégy éven 4t toltotte
be, ekkor vette a4t a BJMT elnoki tisztségét. 1990-ben a tarsulat tiszteletbeli
elnokévé valasztottdk. Emellett 1971 és 1992 kozott a Nemzetkozi Banach
Kozpont tudomdnyos tandcsanak tagja, kozben 1974 és 1977 kozott elno-
ke volt. 1975-ben a Tudomdnyos Ismeretterjesztd Tarsulat 4ltal alapitott J6-
zsef Attila Szabadegyetem tandcsdnak elnoki feladatait is ellatta. 1958-tdl
az Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis Sectio Mathematica,
valamint 1976 és 1990 kozott a Matematikai Lapok, késébb a Magyar Tudo-
many cimid tudoményos szakfolydiratok szerkesztébizottsdganak tagja, va-
lamint az Acta Mathematica Hungarica szerkeszt6bizottsdganak elnoke. F6
kutatasi teriiletei a valos fiiggvénytan és az éltalanos topoldgia voltak. Ne-
véhez fliz6d6 nevezetes konstrukcidja az ugynevezett Csaszar-féle test. Leg-
fontosabb kitiintetései: Akadémiai Dij (1962), Kossuth-dij (1963), MTESZ-
dij (1981), Bolzano-aranyérem (1981), Szele Tibor-emlékérem (1983), Bu-
gat Pal-emlékérem (1992), a Magyar Koztarsasagi Erdemrend kozépkereszt-
je (1994), az Arany Janos Kozalapitvany Nagydija (1999), Szily Kdlman-
emlékérem (2008), Akadémiai Aranyérem (2009).

Fuchs Laszlé Budapesten sziiletett 1924. jinius 24-én. 1946-ban dip-
lomazott a PAzmany Péter Tudomanyegyetemen, és 1947-ben szerezte meg
doktori fokozatat. Két évig kozépiskolai tanarként dolgozott, ezutdn az ELTE
Természettudomanyi Karén tanitott és az MTA Matematikai Kutatéintézeté-
ben dolgozott. 1952-ben Kossuth-dijjal tiintették ki. Tobb éven keresztiil a
Bolyai Janos Matematikai Térsulat pénztdrosa, majd f6titkara volt. Amerika-
ban el6bb a Miami Egyetemen, majd 1968 6ta a Tulane Egyetemen tanitott,
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ahonnan 2004-ben vonult nyugdijba. Ekkor nyerte el az Evelyn and John G.
Phillips Distinguished Professor Emeritus in Mathematics cimet. 1990-ben
a Magyar Tudomédnyos Akadémia valasztotta kiilso tagjava, 2012-ben pedig
az American Mathematical Society ,,fellow”-ja lett. 2024-ben az MTA Arany
Janos-életmiidijaval tiintették ki. FO kutatasi teriilete az Abel-csoportok el-
mélete. Ebben a témaban harom alapveté monografiat irt.

Gal Istvan Budapesten sziiletett 1924. februar 24-én és 2016. marcius
17-én hunyt el az USA-ban. 1946-ban diplomazott a PAizmany Péter Tudo-
manyegyetemen, majd 1947-ben doktoralt Riesz Frigyes és Fejér Lipot ve-
zetésével. KésObb Parizsba ment, ahol eldszor a Centre National de la Re-
cherche Scientifique-ben dolgozott tudomédnyos munkatarsként. Itt sok fran-
cia matematikussal keriilt kapcsolatba, koztiik Jean Lerayvel, Elie és Hen-
ri Cartannal. Miutdn az Amerikai Egyesiilt Allamokba emigrélt, elészor a
Yale és a Princetoni Egyetemeken dolgozott, majd csatlakozott a Minne-
sotai Egyetem matematika tanszékéhez. Kutatdsi teriilete a szdmelmélet €s
az analizis volt. Princetonban taldlkozott Albert Einsteinnel is. Erd6és Pal-
lal Parizsban keriilt kapcsolatba, vele késébb tobb k6zos dolgozatot jelente-
tett meg. Robert Langlands kutatdsaira nagy hatédssal voltak Gélnak a zéta-
fliggvénnyel és az Eisenstein-sorokkal kapcsolatos eredményei. 1993-ban
nyugdijba vonult és Nevadaba koltozott.

Horvath Janos Budapesten sziiletett 1924. jilius 30-an és 2015. mar-
cius 12-én hunyt el az USA-ban. 1946-ban diplomézott a Pdzmény Péter
Tudoményegyetemen, majd 1947-ben doktorélt Fejér Lipot tanitvanyaként.
A doktori cim megszerzése utan Pdrizsba ment, ahol a Centre National de
la Recherche Scientifique-ben dolgozott tudomdnyos munkatarsként. Innen
Kolumbidba keriilt, ahol a bogotai University of Los Andes professzora lett.
1957-t61 az Amerikai Egyesiilt Allamokban volt professzor a University of
Marylanden, itt 1994-ben professor emeritus cimet kapott. A Magyar Tudo-
manyos Akadémia kiils6 tagjava vélasztotta 2000-ben. Az analizis tobb terii-
letén alkotott, leginkdbb a funkciondlanalizis €s annak a disztribuciéelmélet
nevi teriiletén ért el jelentSs sikereket. A MathSciNet szerint a Topologikus
vektorterekrdl és disztribtiiciokrdl irott monogréfidja a valaha irt legolvas-
manyosabb bevezetés a témakorbe. Munkdssiga nagy hatdssal volt Laurent
Schwarzra, aki a 40-es években megalkotta a ,.teljes” disztribuciéelméletet.

Felidézhetjiikk az 1947. junius 24-én rendezett eldadoiilés programjat
a Fuchs Laszl6 éltal rendelkezésiinkre bocsatott egykori meghivé alapjan.
(Tessék figyelmesen elolvasni!)
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1. Bevezetd

2. Horvith Janos: Egy Fejér-problémardl. Elgadja: Csaszar Akos

3. Gal Istvan Sandor: Egy konvex gorbére vonatkoz6 tétel. Eladja: Hor-
véath Janos

4. Aczél Janos: A fiiggvényegyenletek egy osztilyardl. Eldadja: Fuchs
Laszlo

5. Csdszar Akos: H. E. Vaughan egy tételének elemi bizonyitésa. ElGadja:
Horvath Janos

6. Fuchs Laszl6: Hardy, Littlewood és Pdlya egy egyenl6tlenségérdl. E16-
adja: Acz€l Janos

A Big Five Centendriuma elnevezésili eseménysorozat 2024. junius 5-én a
Rényi Intézet Nagytermében keriilt megrendezésre. A rendezvény hdzigazdai
szerepét Pélfy Péter Pl (a Rényi Intézet kordbbi igazgatdja, az MTA Mate-
matikai Osztalydnak kordbbi elnoke) toltotte be, aki koszontotte a megjelent
vendégeket. Ezt kovetSen Péles Zsolt, az MTA Matematikai Osztalydnak el-
noke tidvozolte a centendriumi iinnepség résztvevait:

,» Tisztelt Holgyeim és Uraim, kedves Kollégdk! Egy nem mindennapi
esemény miatt gyfiltiink ma ssze: Ot vildghir(i matematikus 100. sziiletés-
napjat tinnepeljiik. Ez alkalombdl 6rommel és tisztelettel kdszontom Fuchs
Laszl6 professzor urat, az MTA kiils6 tagjat, a Nagy Otos, a Big Five egyet-
len veliink iinnepld tagjat és Freund Tamast, az MTA elnokét, Hudecz Feren-
cet, az MTA alelnokét és Kacskovics Imrét, az ELTE Természettudomanyi
Kardnak dékdnjat. Koszontom tovdbba a mai tudoményos el6adds-sorozat
el6adoit és megjelent vendégeinket is.

Ha az interneten rdkeresiink a Big Five kifejezésre, akkor rabukkanha-
tunk a pszicholdgiai személyiségvizsgdlattal kapcsolatos Big Five-elméletre,
vagy az Ot legnehezebben vaddszhat6 afrikai vadallatra. Nekiink matema-
tikusoknak azonban nem ez az elsddleges jelentése ennek a kifejezésnek.
Ennek hallatdn tobbségiinknek 6t matematikus neve jut az esziinkbe: Aczél
Janos, Csdszar Akos, Fuchs Laszl6, Gal Istvan és Horvath Jénos. Egyikiik,
Acz€l Janos, a 2004-ben Staar Gyuldnak adott interjijaban (amely csak 10
évvel kés6bb, 2014-ben jelent meg a Természet Vilagdban) igy vallott a Big
Five torténetér6l: Bar ugyanabban az évben sziilettiink, mégsem ugyanarra
az évfolyamra jartunk. En decemberben sziilettem, igy mdr az elemi iskola-
tol kezdve évvesztesnek szamitottam. Az egyetemen abban az idében nem
volt sok matematika irdnt elkotelezett hallgatd, igy mi 6ten hamar egymdsra
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taldltunk. Van ebben némi bizonytalansdg, mert nem ugyanigy emlékeziink
a kezdetekre. Azt a valtozatot mondom, amellyel tobben egyetértiink. Bar az
egyetemen jo tandraink voltak, de a matematika szdmos teriilete fehér folt
maradt az oktatdsunkban. Az életiink pedig nem tiint elég hosszinak ahhoz,
hogy kivérjuk, amig ez megvéltozik. Kiilonben is, fiatalon minden olyan siir-
g6s az embernek. Valamelyik kiilsd szervezet, talin a Magyar Demokratikus
Ifjusdgi Szovetség szervezett olyan el6addsokat, amelyeken a tarsaikndl vala-
mivel tobbet tud6 didkok beszéltek a matematika dket érdekld uj teriileteirdl.
Igy kezdddott. Akik ott didkként elGadtunk, tobbségiinkbédl elég j6 tandr lett.
Mégis, akkor néhany hét alatt sikeriilt kipusztitanunk a teljes hallgatésagot.
Oten maradtunk. Mi azutdn is rendszeresen Osszejottiink, de mar csak egy-
masnak magyardztuk, hogy ki min dolgozik. Arra hatdrozottan emlékszem,
hogy évenként egyszer nyilvénos iilést is tartottunk, amelyre barki eljohetett.
Egyes emlékezdk szerint Fejér Lipot volt a keresztapank, 6 nevezett el min-
ket Big Five-nak. A Big Five fénykora az 1946—47-es tanévben kezd6dott, és
1948 &széig tartott. 1947-ben mindannyian doktoraltunk. Fejér Lip6t akkor
madr nagyon Oreg volt, bar, ha belegondolok, jéval fiatalabb, mint én most.
Az 1944-45-ben torténtek azonban nagyon megviselték. Legtobbet akkor le-
hetett t6le tanulni, amikor nem tanitott, hanem a dolgok hétterér6l beszélt,
hogy mi mivel fiigg 6ssze. Azokrdl a nagy matematikusokrdl mesélt, akiket
személyesen is jol ismert.

Fuchs L4sz16 egy — a Magyar Tudomédnyban megjelent — cikkben igy em-
1ékezik vissza: Osszejoveteleink nemcsak abban kiilonboztek a kozonséges
szemindriumi el6adasoktdl, hogy dllanddan kozbevagtunk kérdésekkel €s ot-
letekkel, hanem abban is, hogy szinte megallds nélkiil nevettiink, tréfaltunk.
Acz€l Janos volt a legtobb vice szerzdje, de a tréfdlkozdsban mindegyikiink
nagyon is aktiv volt. A tréfa targya tobbnyire a tirgyalt téma vagy annak ta-
laldsi médja volt. Csoddlatos, hogy a sok tréfa mellett komoly matematikat
tudtunk tanulni. Taldn a legjellegzetesebb tevékenységiink a plakatkészités
volt. Szamos Osszejovetel utdn a legviccesebb helyzeteket rogzitettiik pla-
kat formdjaban. A plakdt meghivo forméjdban késziilt, meghivoként a lezaj-
lott eldadésra, mintha eldre tudtuk volna a vicces eseményeket. Az eldada-
sok helyét mindenkor Lip6t-mezdként jeleztiik, hivatkozdssal Lipi bacsira
€s a kozismert lipétmezei elmegyogyintézetre. Mindegyikiinknek mas neve
lett, példaul Gal Pista Log-log Pista néven szerepelt. A plakatszerkesztés-
hez mindegyikiink hozz4jarult Gtleteivel, és az én feladatom volt a végleges
forma megszerkesztése Aczél Janos aktiv kozremiikodésével.
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En a Big Five kifejezést és annak igazi tartalmat 20 évvel ezelétt, 2004
juniusdban ismertem meg, amikor el§szor keriilt megrendezésre Budapesten
egy veliik kapcsolatos esemény ,,400 év matematika” cimmel: Ezen az akkor
80 éves Big Five tagok még mindannyian tartottak el6adést:

Horvéth Janos: Visszapillantds az elmult 62 évre

Aczél Janos: Mi a teendd, ha egy (fiiggvény)egyenlet érvényességi tar-
toménya tul kicsi?

Fuchs Laszl6: Abel-csoportok és modulusok

Gl Istvan: Mikor periodikus egy Fibonacci-sorozat?
Csészéar Akos: Természetes operéciok altalanos topolégidkon

Horvath Janos: A Riesz—Fischer-tételrdl

72 2

2014-ben, 10 évvel késdbb, a 90. sziiletésnap megiinneplésére mar csak
Acz€l Janos és Fuchs Lészl6 tudtak eljonni, a tobbiek nem tudtdk véllalni a
megterheld utazast.

Ki kell hangsulyoznom, hogy a Big Five tagjai a mdsodik vildghdboru
utdni idészakban fontos szerepet jatszottak a hazai matematika djrainditasa-
ban és nemzetkozi szintre emelésében. Sokat tettek a magyar matematikusok
nemzetkozi kapcsolatrendszerének bévitéséért is. Eletiik soran mindvégig
szoros barati kapcsolatban maradtak, annak minden lényeges fejleményrdl
informaltdk egymast, és folyamatosan figyelemmel kisérték egymas életpa-
lydjat. A Big Five tagjainak hatdsa csaknem felmérhetetlen. Tulzas nélkiil
mondhatom, hogy nincs ma Magyarorszagon olyan matematikus, aki els6-
éves egyetemista kordban ne forgatta volna Fuchs Lészl6 Bevezetés az al-
gebrdba cim tankonyvét. De Aczél Janos fliggvényegyenletekr6l és Csaszar
Akosnak a topolégidrdl irt konyvei is a tudomdnyteriiletiik biblidiva valtak. A
mai tudomdényos iilésszak keretében az el6addink segitségével megprobaljuk
feleleveniteni a Big Five tagjainak lényeges eredményeit, €letitjuk legfon-
tosabb dllomdsait. Remélem, hogy a megjelent hallgatdsdg is sokat profitél
majd az elhangzottakbol. Mindenkinek kellemes és tartalmas ismeretszerzést
kivanok. Ezzel a mai iilésszakot megnyitom.”

Ezt kovetden Palfy Péter Pal felkérte Freund Tamaést elndki kdszontbje
megtartasara. O igy fogalmazott:

, Tisztelt Professzor Ur! Tisztelt Holgyeim és Uraim! Kedves Akadémi-
kustarsak! Kedves Barataim! Azt hiszem, nem kell til sok eszkoz ahhoz,
hogy ma ezt az 4llitast bizonyitottnak fogadjuk el: »A matematikusok soka-
ig élnek; a matematika egy egészséges hivatds.« Az egyik bizonyiték, hogy
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az idézett gondolat Dirk Jan Struik holland matematikustél szarmazik, aki
106 évet €lt. A masik, hogy az idei Arany Janos-életmiidij dtaddsa egy 100.
sziiletésnap iinneplése is egyben.

Tudom persze, hogy az élet torvényei ennél drnyaltabbak — hiszen elég,
ha csak a Matematikai Kutatdintézet kordn elhunyt névaddjara, Rényi Alf-
rédra gondolunk —, de az tinnep fényében engedjék meg nekem, hogy ma az
egészséges hivatdst (iz6 matematikusok hosszu életére, €s kiilondsen Fuchs
Laszl6 tobb mint haromnegyed szdzada toretlen tudoményos aktivitdsara fo-
kuszaljak.

Kedves Unnepl8 Kozosség! Hisz éve hagyomdny immar itt a Rényiben,
hogy tizévente koszontjiik a legendas Fejér Lipot altal »Big Five«-nak ne-
vezett, szintén legendds magyar matematikusokat — Aczél Janost, Csdszar
Akost, Fuchs Laszlot, Gal Istvant és Horvéth Janost —, és tisztelglink mun-
kassaguk el6tt. Ez a mostani tehat a harmadik ilyen 6sszejovetel.

Tiz évvel ezel6tt, 90. sziiletésnapjukon »a magyar matematika nagy 6tos-
fogatdnak« — ahogyan Lovdsz Laszl6 nevezte ket — tagjai még mindnydjan
meghivottak lehettek az iinnepségre. Akkor mondott koszontdjében Fuchs
Lészl6 igy fogalmazott: »Legyen szabad megkoszonnom BIGFIVEreim ne-
vében is a benniinket ért megtiszteltetést, hogy a Magyar Tudoményos Aka-
démia Matematikai Osztélya ezt az tinnepi rendezvényt szervezte 90. sziile-
tésnapjaink alkalméabol. Mély hédldval tartozunk.«

Kedves Professzor Ur! Mi tartozunk mély haldval. Miénk volt a megtisz-
teltetés tiz éve is, €s miénk most, amikor 100. sziiletésnapjan koszonthetjiik,
€s tobb mint 75 éve folyamatosan végzett tudomanyos munkdassaga irdnti
tiszteletiinkkel 4tadhatjuk Onnek az Arany Janos-életmfidijat.

Bertrand Russell Study of Mathematics cimii esszéjében igy ir a mate-
matikardl: » A matematikéat, ha helyesen fogjuk fel, nemcsak igazsdg, hanem
egyszersmind magasrendd szépség is jellemzi: hideg és szigord, a szobrasza-
téhoz hasonl6 szépség. (... ) fenségesen tiszta, és oly szigoru tokélyre képes,
amilyent csak a legnagyobb mivészet tud felmutatni.« Henri Poincaré pedig
igy fogalmazott: » A matematika olyan nyelv, amelyen nem lehet kodos vagy
pontatlan gondolatokat kifejezni.«

Mi az tehat, amiért a matematikusok — ha az élet mds torvényei masképp
nem rendelik — sokdig élnek? Taldn éppen a tisztasdgnak, a tokélynek, a rend-
nek ez a szenvedélyes keresése. Szeretete. Amit a palydja kezdetén, 1947-ben
megjelent négy angol nyelvi cikkétdl kezdve egészen a tavaly megjelent két
publikdcidjdig és a most is folyamatban 1évé munkaiig Fuchs Lasz16 is pél-
daként elénk €l és képvisel.
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Es képviselte és képviselték BIGFIVEreivel akkor is, amikor ezt a torté-
nelem arnyékaban kellett tenniiik. Amikor a hdboru utdn, 1945-ben Onszer-
vez0 erdvel, hétrdl hétre oten Osszeiiltek, és a »kellemes matematikanak« ke-
mény munkdval dtadtdk magukat. Up-to-date matematikat tanultak, és meg-
kovetelték onmaguktdl, hogy mindig valami djat is hozzategyenek ahhoz,
amit olvastak. Es néhdny év alatt djrainditottdk és ismét nemzetkozi szint-
re emelték a magyar matematikat. Es azt szerették és képviselték, barhol is
éltek vagy adtak el6 az o6t vilagrészen.

Tisztelt Holgyeim és Uraim! Kedves Unnepld Kozosség! Arrél, hogy a
torténelem milyen sdlyokat tesz rank, személyesen legtobbszor nem tehe-
tiink. Ez nem a mi dontésiink. Kiviilrél ér minket. De hogy abban a helyzet-
ben, amelyben vagyunk, mit tesziink, hogy helyzetiinkhéz hogyan viszonyu-
lunk, az els6sorban a mi keziinkben van. A belsd szabadsdg és a hivatdsunk
irdnti hliség mellett, munkdnk min&ségi volta mellett tudunk donteni. Fuchs
Lasz16 és a Big Five tagjai egyetemi éveik idején igy dontottek. A matemati-
ka irdnti odaado szeretet végigkisérte €letiiket, és munkdssdguk megajandé-
kozta a nemzetkozi €s a magyar tudomdnyt.

Tisztelt Professzor Ur! Turdn Pl egyik cikkében ezt a gondolatot idé-
zi Rényi Alfrédtdl: »Ha boldogtalan vagyok, matematikdval foglalkozom,
hogy felviduljak. Ha boldog vagyok, matematikdval foglalkozom, hogy az is
maradjak.« 100. sziiletésnapja és az Arany Janos-életmiidij elnyerése alkal-
maboél Rényi Alfréd nyoman azt kivinom Onnek, hogy boldog legyen — és
az is maradjon.”

Beszédét kovetéen Freund Tamds atadta az Arany Janos-életmidijat
Fuchs Laszlénak, aki azt az alabbi szavakkal koszonte meg:
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,»Mélyen tisztelt Elnok ur, kedves kollégdk és vendégek! Haldsan k6szo-
nom a rendkiviili megtiszteltetést, az Arany Janos-életm{idijat. Nagyra érté-
kelem ezt a nem vart magas kitiintetést. Kdszonet Freund Tamds elnok drnak,
Kocsis Karoly akadémikusnak és a matematikai osztdlynak ezért a nagyon
megtiszteld elismerésért.

Miel6tt néhany szot szolnék életpalydmrdl, nem mulaszthatom el, hogy
ne idézzem fel mély haldval sziileim emlékét. Edesanyamnak sikeriilt 4tiil-
tetni apjatél 6rokolt lappangé matematikai tehetségének egy toredékét. Edes-
apam, az egyik vezetd finnugor nyelvész, példat mutatott (dllami elismerés
hidnydban is) a nagy dldozatokat kdveteld, onzetlen kutatomunkara, az alap-
vetd tudomanyos kérdések vizsgédlatanak fontossdgara. Az 6 hatdsa életemre
mérhetetleniil nagyobb, mint mindenki méasé.

Fiatalon, tizennégy éves koromban kezdtem komolyan érdeklddni a ma-
tematika irdnt. Egy régi geometria tankonyv anyagéat alaposan tanulményoz-
tam, de csak utols6 gimnaziumi évemben jutottam komoly anyaghoz. Ekkor
lettem jo problémamegoldo, Gallai Tibor jovoltdbol. A numerus clausus mi-
att nem vettek fol a Mliegyetemre, de fél évi gyari munka utan beiratkozhat-
tam a bolcsészkarra, mint matematika—fizika szakos tanarjelolt. 1945-ben,
kozvetleniil a hdbord utdn a pesti egyetemen nem lehetett sok matematikat
tanulni. Fejér professzor nagyon legyengiilt a német megszallas alatt. Ke-
rékjartd professzor dr betegsége miatt mar eladni se tudott. Csak Szdsz Pél
docenstdl tudtunk tanulni. De § nem dolgozott doktorjeldltekkel.

A katonai szolgdlat, a szorny(i hadifogsag és az embertelen munkaszol-
gélat okozta hiborus szenvedések nem tortek meg benniinket. Elhataroztuk,
hogy egyiitt tanulunk komoly matematikét. Oten, mind 1924-es sziiletéstiek
jottiink Ossze a nydron, és hetente taldlkoztunk a tanévben. Egyikiinknek sem
volt tandcsaddja (témavezetdje), de egy év utdn mindegyikiink dicsekedhetett

a kozel kész disszerticidjaval.

Van der Waerden nevezetes modern algebra konyvének hatdsira kezd-
tem el idedlelmélettel foglalkozni. Engem Emmy Noether leghiresebb alap-
vetd matematikai cikke vonzott, és az ott bizonyitott négy analdg tételhez
egy oOtodiket taldltam. Ez lett disszertdciom f6 eredménye. A rendezett al-
gebrai strukturdk elmélete kezdett érdekelni, de nem sokdig maradtam en-
nél a témanal. Szoros baratsag flizott Szele Tibor debreceni professzorhoz,
aki egyre nagyobb lelkesedéssel szolt Abel-csoportokrdl és sajat eredmé-
nyeir8l. Mindig emlitett érdekes megoldatlan problémaékat is, amelyek fel-
keltették érdekl6désemet, és hamarosan Tibor kutatocsoportjahoz csatlakoz-
tam. Szele korai haldla nagy csapds volt, de j6 ideig Magyarorszdg maradt
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az Abel-csoportok elméletének nemzetkozi kozpontja. A Matematikai Uni6
benniinket bizott meg egy nemzetkozi Abel-csoport konferencia szervezé-
sével. Ez maradt kedvenc témdam is, egész életemben hdrom konyvet frtam
Abel-csoportokrél. Az Abel-csoportok elméletének rohamos fejlédése ins-
pirdlta Salce paduai professzorral k6zos programunkat. Az 4j, hatdsos mod-
szerek szisztematikus 4tiiltetését és tovabbfejlesztését terveztiik modulusok-
ra integritdsi tartomanyok felett. Szamos cikket és két konyvet publikaltunk
az Uj eredményekrdl. Hosszu id6n 4t dolgozataink témadit f6ként az Abel-
csoportok, modulusok, gytirik és a rendezett algebrai struktirdk elméletébdl
vdalasztottam. Taldn hibat kovettem el, hogy gyakran véltottam kutatési prob-
lémaimat, de megvallom, nem tudtam ellendllni annak, hogy egy felmeriilt,
érdekes problémdt ne prébaljak megoldani.

Mir nyolcvanéves voltam, amikor nyugdijba mentem, de a matematiza-
last semmiképpen nem tudtam abbahagyni. Az elmilt hdsz év alatt szdmos
régi problémardl irtam, és tobb érdekes kérdést tisztdztam szamomra Uj te-
rilleten, a kommutativ gyf(ir(ik dj d4gaban. Orommel 4llithatom, hogy sikeriilt
bizonyitanom egy fontos egzisztenciatételt. A tétel: matematika létezik ki-
lencven év utdn is. Ez nem uj tétel, de abban egyetérthetiink, hogy ezt nem
konny bizonyitani.

Elterjedt szokds elismerés alkalméval igéretet tenni a jovobeli munkéra.
Az én koromban ennek nincs értelme. De azt nyugodtan éllithatom, hogy
kitiintetésem megerdsit abban a torekvésemben, hogy bizonyitsam, matema-
tika létezik még szdz év utan is. Es ebben maradunk. Kszonm szépen.”

—

Fuchs Laszl6 beszédét kovetden Kacskovics Imre, az ELTE Természettu-
domdényi Kardanak dékdnja nyujtotta at az iinnepelt matematikusnak az ELTE
TTK platina oklevelét ,,egy kival6 életmi elismeréseként” és arra is emlékez-
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ve, hogy Fuchs Laszlé 1954 és 1957 kozott az ELTE Matematikai—Fizikai—
Kémiai Kar dékanja volt.

A koOszontdk €s Fuchs professzor ur szavai utdn kezdddott el az 6t angol
nyelvii eldadasbdl 4ll6 tudoményos program. Ennek els6 eldaddja Luigi Sal-
ce paduai professzor volt, aki ,,Fascinating modules over valuation domains”
cimmel Fuchs Laszl6 eredményeit méltatta. A kovetkezd el6add Berkes Ist-
van, a Rényi Intézet kutatoprofesszor emeritusa volt, aki ,,Istvdn Gal’s math-
ematical work” cimmel tartott el6adést. Az ebédsziinet utdn elsének Miros-
lav Husek, a pragai Karoly Egyetem professzora tartott el6adast ,,Mathemat-
ics of Akos Csdszar” cimmel. Ezt kivette Norbert Ortnernek, az Innsbrucki
Egyetem professor emeritusdnak az el6addsa ,,Janos Horvéth, born July 30th,
1924, in Budapest” cimmel. A zaré el6adast Ludwig Reich, a Grazi Egyetem
professor emeritusa tartotta ,,Janos Acz€l — Functional Equations in Mathe-
matics and in Applications” cimmel.

Az eseménysorozat lezdrasaként Fuchs professzor ir megkdszonte a
szervezOknek és az el6adoknak az érdekes és gondolatébresztd programot,
illetve el6addsokat.

A Rényi Intézet Nagytermében a hallgatdsdg, az el6adok, a szervezdk ezt
kovetden még sokdig egyiitt maradtak, taldn valamelyik beszélgetés egy 1j
baritsdg, egy Uj tudomdanyos egylittmiikodés kezdete is lehet.

Pdles Zsolt, Debreceni Egyetem, TTK Matematikai Intézet
Pdlfy Péter Pdl, Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet

A fenti cikket az ErintS 2024. decemberi szamabol vettiik at.
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(ford. Toth Laszlé Marton)

A nagyméretli grafok mindeniitt jelen vannak a matematikdban, és a szer-
kezetiik lefrdsa a modern kombinatorika egyik fontos célja. A leghiresebb
leirast a Szemerédi-féle regularitdsi lemma (1978) adja meg, amely azt al-
litja, hogy barmely kell6en nagyméretli graf csicsai feloszthaték nagyjabol
azonos méretli halmazokra gy, hogy az élek a halmazok tobbsége kozott jo
kozelitéssel véletlenszeriinek tlinnek.

A nagy véges objektumok tanulmédnyozédsanak egyik mddja az, hogy az
egyre nagyobb és nagyobb objektumok sorozatai helyett attériink idedlis li-
meszobjektumokra. Ha megfelel6en jarunk el, a limeszobjektumok tulajdon-
sagai tiikrozik az 6ket kozelité véges objektumok tulajdonsagait, és forditva.

A grafonok a nagy véges grafok sorozataihoz tartoz6 limeszobjektumok
az ugynevezett vagdsmetrikdra nézve. Angol nevét (graphon) a graf (graph)
és fliggvény (function) szavak 6sszevondsdval alkottdk.

A fogalmat Borgs, Chayes, Lovész, T. S6s, Szegedy és Vesztergombi ve-
zette be és dolgozta ki [1, 3]. A grafonok természetes médon bukkannak
fel olyan teriileteken, ahol nagy grafok sorozatai fordulnak eld: extremalis
grafelmélet, nagy grafok tulajdonsagtesztelése, kvazi-véletlen grafok, vélet-
len hélézatok, statisztikus fizikai rendszerek termodinamikai limeszei és igy
tovabb.

Kezdjiik néhany definicioval és motivacioként egy példaval. Egy G grdf
alatt cstiicsoknak egy V' (G) halmazdt és éleknek egy E(G) halmazit értjiik,
utébbinak az elemei kiilonbozé csicsokbdl alkotott parok. Egy grdfhomo-
morfizmus H-bol G-be egy olyan ¢ leképezés V (H)-bol V(G)-be, amely
megdrzi az élek menti szomszédsdgot. Azaz minden {v, w} élre E(H )-bol
a {pv),p(w)} egy él E(G)-ben. Jeloljik hom(H, G)-vel a homomorfiz-
musok szdmdt H-b6l G-be. Példdaul hom(e, G) = |V(G)|, hom(s G) =
2|E(GQ)] és hom(A, G) a G-ben 16v8 haromszogek szamanak 6-szorosa.

A lehetséges leképezések szamdval normalizdlva kapjuk a H homomor-
Sfizmus-siiriiségét G-ben,

hom(H, G)
ami annak a valdsziniisége, hogy egy véletlenszerlien valasztott leképezés
V(H)-bdl V(G)-be megbrzi az élek menti szomszédsagot. Ez a szam egy-

2

ben a H mint részgraf stiriségét is méri G-ben, aszimptotikusan, ahogy
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n = |V(G)| — oo. Példdul t(+=, G) = 2|E(G)|/n?, mig a G-ben 1év5 élek
stirisége 2| E(G)|/n(n — 1). Ez a a két kifejezés nagy n-re kdzel azonos.

Tekintsiik a kovetkezd extremalis grafelméleti problémat: Hdny 4 hosszu
kérnek kell lennie egy olyan grdfban, amelynek élsiiriisége legaldbb 1/2?
Konnyi belétni, hogy barmely n cstucsu grafban a 4 hosszu korok szama
nagysagrendileg legfeljebb n*. Erdds egyik tétele szerint a lehetséges élek
legaldbb felét tartalmaz6 gréfokban a 4 hosszu korok szdma nagysagrendileg
legalabb n*. Pontosabban, barmely G gréfra

t(13,G) > t(—, G

Speciélisan, ha t(~,G) > 1/2, akkor ¢(II,G) > 1/16. Ennek fényében
a probléma udjrafogalmazhaté minimalizalasi problémaként: minimalizaljuk
t(I1, G)-t olyan véges G grafokon, amelyek kielégitik t(s=, G) > 1/2-et.
Némi munkdval megmutathat6, hogy nincs olyan véges GG graf, amelyre
t(+=, G) > 1/2, és melyre (13, G) eléri az 1/16-ot.

Ezen a ponton érdemes parhuzamot vonnunk egy elemi analizis problé-
méval: minimalizéljuk (z® — 6z)-et az (x > 0)-t kielégits racionélis szdmok
kozott. Ennek a polinomnak [0, co)-en globdlis minimuma van 2 = v/2-nél,
igy a legjobb, amit a raciondlis szdmok korében tehetiink az, hogy megmu-
tatjuk, hogy a polinom a minimumhoz kozelitd értékeket vesz fel raciondlis
szamok egy v/2-hoz tarté sorozata mentén. J61 tudjuk, hogy ezt a bonyo-
dalmat ugy kell elkeriilni, hogy a raciondlis szdmokat (mint metrikus teret)
teljessé tessziik, kiegészitjiik a valos szdmokkal, és egy ilyen sorozat hatar-
értékét v/2-vel realizaljuk.

Van olyan véges grafokbdl all6 sorozat, amelyben az élstiriiség legaldbb
1/2, és a 4 hosszd korok strisége megkozeliti az 1/16-ot. Legyen R,, egy
n cstcsu véletlen graf, ahol minden él bevalasztasa fiiggetleniil, 1/2 valészi-
ntiséggel ddl el. Elhagyva azokat az R, -eket amelyekben t(e, R,) < 1/2,
egy olyan grafsorozatot kapunk, amiben a 4 hosszi korok stirtisége 1 valo-
szinfiséggel konvergal 1/16-hoz. Kovetve a v/2 analégidjit, érdemes meg-
probalnunk realizélni ennek a véges grafsorozatnak a limeszét, és megértent,
hogyan oldja meg az adott minimaliz4l4si problémadt.

Mi lehet ennek az R, véletlen grafsorozatnak a limesze? Egy cimké-
zett graf szomszédsdgi matrixabol konstrudljuk meg a graf pixelképét ugy,
hogy az 1-eseket fekete négyzetekké alakitjuk, a 0-dkat pedig fehérekké, és
a [0, 1)? egységnégyzetre skaldzunk:
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S = o =
S _=o =

—_—0 = O
_—0 = O

A pixelképeken ldthatd, hogy grafikusan ,.konvergalnak™: az egyre nagyobb
és nagyobb 1/2 élvaldszintiségli véletlen grafok (barmilyen cimkézéssel) egy
sziirke négyzethez konvergalnak, a konstans 1/2 fiiggvényhez [0, 1]-en.

A konstans 1/2 fiiggvény a [0, 1]?-en egy példa cimkézett grafonra. A
cimkézett grafon egy szimmetrikus, Lebesgue-mérhet§ fiiggvény [0, 1)2-bdl
[0, 1]-be (a szokdsos, nullmértéki eltérés esetén azonositdssal). Az ilyen
fiiggvényekre tekinthetiink a [0, 1] csicshalmazon vett élsilyozott grafok-
ként. A cimkézetlen grafon egy dtcimkézés erejéig megadott grafon, ahol at-
cimkézés alatt a [0, 1] intervallum egy invertdlhaté és mértéktarté transzfor-
mdcidjanak végrehajtasat értjilk. Vegyiik észre, hogy barmely pixelkép egy
cimkézett grafon, vagyis a (cimkézett) grafok egyben (cimkézett) grafonok.

Ennek a konvergencidnak egy mdsik példajaként tekintsiikk a novekvd
egyenletes kapcsoloddsi grdfok G, sorozatat, amelyet induktiv médon a ko-
vetkez6képpen definidlunk. Legyen G; = e, és n > 2 esetén konstrudljuk
G-t a G,,_1-bdl gy, hogy hozzdadunk egy uj csicsot, majd minden egyes
élt, amely még nem szerepel F(G,,_1)-ben, egymastdl fiiggetleniil 1/n va-
16szintiséggel bevesziink. Kideriil, hogy ez a grafsorozat 1 valdszintiséggel
konvergél az 1 — max(z,y) grafonhoz. (Mivel a matrixok indexelésénél a
(0,0) a bal fels sarok, igy a grafonoknal is).
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A teljes paros grafok cimkézésének két természetes maddja is van, és ezek
a teljes paros grafok sorozatdnak kiilonboz6 limeszgrafonjaira utalnak. Valé-
jadban mindkét cimkézett grafonsorozatnak ugyanaz a limesze, amint az dbra
is mutatja. Arra biztatjuk az olvasét, hogy térjen vissza ehhez a példdhoz,
miutdn a konvergenciat pontosabban definiéltuk.

"

A homomorfizmus-stirliségek természetes modon kiterjednek grafonokra
is. Egy véges G graf esetén a t(, (7) siirliség kiszamithat6 dgy, hogy a G
minden egyes csticsdnak adunk 1/n tdmeget, és a cstcsparokon integraljuk
az élek indikatorfiiggvényét. Pontosan ugyanigy, egy W cimkézett grafon
t(ee, W) élstirtisége

/[0 o V@ y) dady,

és a 4 hosszt korok ¢(131, W) strtisége

,/[0 1]4 W((L’l, ZEQ)W(ZEQ, J]3)W((L’37 I4)W(ZL’4, l’l) d$1d$2d$3d$4.

Innen mdr egyszeri egy H véges griafnak a T grafonban vett t(H, W)
homomorfizmus-strtiségére felirni a megfeleld kifejezést. A felirt formuldk
alapjan latjuk, hogy a W = 1/2 konstans grafon megoldja a minimalizalasi
problémat: ¢(«, W) = 1/2, mig t(II, W) = 1/16.

Azért, hogy a véges grafok terének teljessé tételével megkapjuk a grafo-
nok terét, és hogy a grafonok konvergencidjat precizen definidlhassuk, beve-
zetjikk a W és U cimkézett grafonok o (W, U) vdgdstdvolsdgdt:

inf sup

)
o ST

S W (0l0), 00)) = U (4(2),0(0) iy
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ahol az infimumot a W és U 0sszes ¢ és ¢ atcimkézése felett vesszik, a
szuprémumot pedig a [0, 1] 6sszes mérhetS S és T' részhalmazan. A vagés-
tavolsag el6szor a maximadlis eltérést méri két felcimkézett grafon integréljai
kozott [0, 1]? mérhet§ szorzathalmazain (innen a O jelolés), majd minima-
lizdlja ezt a maximadlis eltérést az Osszes lehetséges dtcimkézés felett. (Két
véges graf vagastavolsagat kombinatorikusan is definidlhatjuk, barminem
analizis nélkiil, de a definicié meglehetésen kompliklt.)

A vagastavolsagot a definicidban szerepld infimum j6l definidlttd teszi a
cimkézetlen grafonok terén, de még nem vélik metrikava. Az olyan W és U
grafonokat, amelyekre t(H, W) = t(H, U) minden véges H gréfra, gyengén
izomorfnak nevezzik. Kideriil, hogy W és U akkor és csak akkor gyengén
izomorf, ha on(W,U) = 0. A vagéstdvolsdg ténylegesen metrikdva vélik a
cimkézetlen grafonok G terén, ha azokat gyenge izomorfizmus erejéig tekint-
juk. A pixelképek konvergencidjanak imént bemutatott példait tekinthetjiik
konvergens sorozatoknak és azok hatdrértékeinek G-ben (gyenge izomorfiz-
mus erejéig).

Végezetiil kiemeliink néhany alapveté eredményt a grafonokkal kapcso-
latban. Az oldalhivatkozasok Lovasz konyvébdl [2] szarmaznak, amit batran
ajanlunk a tovabbi részletek utdn érdekl6do6 olvasé figyelmébe.

1. tétel. (Prop. 11.32, 185. oldal) Minden grafon véges grdfok egy sorozatd-
nak dg-limesze.

Egy W cimkézett grafon egy véges cimkézett graffal valo kozelitéséhez
legyen S egy [0, 1]-bdl véletlenszertien kivalasztott, n pontbdl 4ll6 halmaz,
majd konstrudljunk egy olyan grafot S-en, amelyben a {s;,s;} él W (s;, s;)
valészintiséggel szerepel. Ez a cimkézett graf vagastavolsagban nagy valod-
szintiséggel jol kozeliti -t (ahogy |S| — o0).

2. tétel. (Thm. 9.23, 149. 0.) A (G, én) tér kompakt.

Ebbdl kovetkezik, hogy (G, dn) egy teljes metrikus tér. Ezt a tényt az 1.
tétellel kombindlva azt latjuk, hogy a grafonok tere a véges grafok terének
a teljessé tétele a vagdsmetrikdra! Ez a tétel azt is mutatja, hogy a grafonok
hogyan képeznek hidat Szemerédi regularitasi lemmdjanak kiilonb6zo alak-
jai kozott: a 2. tétel levezethetd a lemma egy gyenge formdjabdl, mig egy
erésebb regularitisi lemma a G kompaktsdgabol kovetkezik.

3. tétel. (Lem. 10.23, 167. 0.) Minden H véges grdfraat(H,-): G — [0,1]
Lipschitz-folytonos.
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A 2. és 3. tételek és némi elemi analizis segitségével megmutathatd, hogy
az extremalis grafelmélet minimaliz4lasi problémadi (mint a fentiekben tér-
gyalt példa) garantaltan megoldhatok a grafonok terében. Ezek a grafonmeg-
olddsok az 1. tételen keresztiil ,,sablont” adnak kozelitd megolddsok konst-
rudlasdhoz a véges grafok terében.

Daniel Glasscock

Forditotta: Toth Laszlo Mdrton, Rényi Alfréd Matematikai Intézet
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