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2023. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Az Erdős–Moser
sejtés bizonyítása
A közelmúltban egy több mint
fél évszázadon át megoldatlan
geometriai sejtést sikerült
igazolniuk magyar kutatóknak.
A bizonyítás a geometria, a
Fourier-analízis, a lineáris
programozás, a gráfelmélet és a
számítástudomány módszereit
ötvözi. Az eredményről 2023
júliusában a tudományos
ismeretterjesztés nemzetközi
etalonjának számító Quanta
Magazine is beszámolt [1].
Ketten az öt szerző közül,
Ambrus Gergely és Varga
Dániel mutatják be a híres
problémát és a bizonyítást

2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

A ChatGPT
története
Az utóbbi időszak legnagyobb
port kavaró nyelvközpontú
mesterséges intelligencia (MI)
fejlesztése, a ChatGPT
lényegében csak 10 éves múltra
tekint vissza. Bár működése
korántsem hibátlan, mégis
áttörésnek számít a
természetesnyelv-feldolgozás
területén. Ennek kapcsán ír Héja
Enikő az előtanított
nyelvmodellekről, végül röviden
ismerteti a Nyelvtudományi
Kutatóközpontban fejlesztett
magyar GPT-3 nyelvmodellt, a
PULI GPT-3SX-et, és kitér a
nyelvmodellek potenciális
veszélyeire. Arra is fény derül,
hogyan változik a svájci bicska
konyhai robotgéppé...Tovább...

2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Érmegráfok
Az Érintő 2023 júniusi
számában debütáló Héttusa
rovat mindenkinek szóló fejtörő
feladványai közül a másodikra
érkezett a legkevesebb,
mindössze négy helyes
megoldás. Lehet, hogy túl nehéz
volt? Pálvölgyi Dömötör tízéves
kislányával addig tologatta a
korongokat...amíg a feladatból
egy cikk született. Ennek a
cikknek a célja, hogy körüljárja
ezt a példát, és bemutassa az
ehhez kapcsolódó egyéb
eredményeket.

2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 1.
fordulójáról
Előző számunkban elindított új
rovatunk első tapasztalatairól
számol be Róka Sándor, a
feladatok gazdája. A
továbbiakban is szeretnénk
olyan feladatokat
kitűzni, amelyek megoldására
egy érdeklődő tizenévesnek is
hasonló esélye van, mint egy
nyugdíjas matematikatanárnak;
amelyeken jó gondolkozni,
érdekesek és több úton is
megközelíthetjük a választ, és 
amelyek újabb kérdéseket
inspirálhatnak, elindulhatunk
mélyebb és általánosabb
vizsgálatok felé. Az első
feladatsor megoldásai és
megjegyzései itt olvashatók.

2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 2. forduló
(2023. szeptember)
Új feladatok a Héttusa rovatban!
Ismét 7 olyan gondolkodtató
kérdés, amelyet megoldhat akár
egy általános iskolás,  de
érdekes még annak is, aki
rendszeresen foglalkozik.
matematikával . Akit érdekelnek
az első forduló tapasztalatai, az
első hét feladat és azok
megoldása, nézze meg a
Beszámolót a Héttusa 1.
fordulójáról. A
kitűzött feladatokra bárki
küldhet megoldást, elég a
feladatok sorszámát és a feltett
kérdésekre a válaszokat
megküldeni. Figyelem! A 
határidő: 2023. október 1.
Következnek a feladatok.

2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

RLV –
vándorgyűlés a
Graphisoft
Parkban
A négynapos
Matematikatanárok Rátz László
Vándorgyűlését minden év
július első hetében, közvetlenül
a tanévzárás után rendezi a
Bolyai János Matematikai
Társulat. Minden évben más-
más város a találkozó helyszíne:
több évtized után idén a főváros,
a Graphisoft Park kellemes
környezete várta a résztvevőket.
Aki nem tudott eljönni, annak is
érdemes megnézni néhány
videóra felvett és a Youtube-re
is felkerült előadást. Tovább…

2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A matematika
érettségi
követelményeinek
változása 2024-től
– III. rész
A cikksorozat harmadik része a
Függvények témakörről és
változásairól szól. Csapodi
Csaba táblázatos formában
mutatja be, hogyan módosulnak
ebben a témában az érettségi
követelmények 2024-től,
röviden magyarázva, értelmezve,
indokolva a változásokat.
Néhány, újdonságnak számító
ismeret esetén mutat olyan
feladatokat, amelyeket a
követelmények alapján el tudna
képzelni egy feladatsorban. A
feladatok megoldása Facebook-
oldalunkon és a következő
számunkban is megjelenik.
Tovább...

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Nemzetközi nyári
matematikatábor
Pekingben
Idén első alkalommal rendezték
meg az IMSC (International
Mathematics Summer Camp)
matematikatábort, 2023. június
19. és július 4. között
Pekingben. 23 ország között mi
is meghívást kaptunk a
részvételre. A magyar színeket
az idei MEMO-n induló
csapattagok és kísérőik
képviselték, akik rengeteg
élménnyel és tudással tértek
haza. A diákok beszámolója
Lenger Dániel, Borbényi
Márton és Baran Zsuzsa
csapatvezetők segítségével
készült el.

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO diákolimpia,
2023
Idén augusztus 21. és 27. között
rendezték meg a szlovákiai
Sztrecsényben (Strečno) a 17.
Közép-európai Matematikai
Olimpiát (MEMO), amelyen a
szokásos 10 ország (Ausztria,
Csehország, Horvátország,
Lengyelország, Litvánia,
Magyarország, Németország,
Svájc, Szlovákia és Szlovénia)
vett részt. A ezüstérmet nyert
magyar csapatot Lenger Dániel
és Imolay András vezette.

2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Akiknek fontos a
matematikatanítás
– CERME13
Talán a 2019-es  Varga100
konferencia jól sikerült
szervezése volt az egyik oka
annak, hogy a European Society
for Research in Mathematics
Education (ERME) 2023-ra
Budapestnek adta a 13. CERME
matematikatanítási konferencia
megrendezésének jogát. A
Congress of the European
Society for Research in
Mathematics Education többszáz
fős rendezvényeire kétévente
kerül sor. Idén júliusban az
ELTE és a Rényi Intézet volt a
csaknem ezer fős esemény
házigazdája, amelynek sikeréről
Oláh Vera ad hírt.

2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Az ipari
matematika
nemzetközi
agytornája
A European Consortium for
Mathematics in Industry (ECMI)
által szervezett európai
modellezési hét, ami egy ipari
matematikai alkalmazásokra és
gyakorlati feladatmegoldásra
épülő workshop, évente más-
más európai országban kerül
megrendezésre. Idén a szegedi
Bolyai Intézet fogadta 14 ország
52 hallgatóját, akik 10
csoportban kerestek matematikai
megoldást 1-1 gyakorlati
problémára a határtudományok
és az ipar területéről. Juhász
Nóra beszámolóját a résztvevők
élményei egészítik ki.

2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Ki tud többet a
KöMaL-ról?
Aki úgy gondolja, hogy ismeri a
folyóiratot, induljon el bátran a
most következő kvízjátékon.
(QR-kódja a képen.) Aki még
nem ismeri, az is, hiszen a kvíz
megoldásából sokat megtudhat
egy örök lap múltjáról, jelenéről
és jövőjéről. A tartalmi, formai
és előfizetési újításokról Kós
Rita kedvcsináló írása olvasható.

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

 IMO 2023, Csiba
(Japán)
Hogyan zajlott az idei
Nemzetközi Matematika
Diákolimpia, hogyan folyt a
felkészülés? Azok a ma még
csak általános iskolások, akiknek
jól megy a matek, hogyan
kerülhetnek be pár év múlva a
csapatba? Melyek azok a
tehetséggondozó lehetőségek,
versenyek, amelyek elősegítik az
utánpótlás-nevelést?  Dobos
Sándor, aki a magyar IMO-
csapat helyettes vezetője, és
évtizedes tapasztalatokkal
rendelkezik a témában,
minderről részletesen beszámol.

2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

A filozófia
csodálatos
hatékonysága a
formális
tudományokban
Ha vannak is, akik tudják,
kevesen vallják be maguknak,
hogy a matematika egyes
területei, különösképpen az
informatikával határos területei
jelentős filozófiai motivációk
hatására jöttek létre. Ebben az
írásban Kaposi Ambrus és
Molnár Zoltán Gábor  bemutat
néhány filozófiai motiváltságú
témát, arra biztatva az olvasót,
hogy legyen nyitott a formális
tudományok és a filozófia
gyümölcsöző kapcsolatának
felfedezésére. Arra a kérdésre,
hogy képesek-e a formális
tudományok filozófiai
kérdéseket eldönteni, az egyik
példájuk a képen látható Alfred
Tarski és Volker Halbach
nevéhez fűződik. Tovább...

2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

A számok rejtett
építőkövei  – A
prímek
Azt hiszem, közös élményünk
nekünk, matematikusoknak,
hogy időről időre megpróbáljuk
elmondani nemmatematikus
családtagjainknak, hogy mi az,
ami a matematikában szép és
izgalmas. Vagyis mi az, ami
bennünket annyira lenyűgöz, és
oly sok időt töltünk vele. Ilyen
fiktív családi beszélgetések
adják a keretét Pintér Gergő
ismeretterjesztő könyvének.
Biró András ajánlja a Libri
kiadásában idén megjelent,
laikusoknak és matematikát
jobban ismerőknek egyaránt
érdekes könyvet.

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

LEMMA 2023:
Leendő Magyar
Matematikusok
Tábora
Matematika iránt érdeklődő
tizenegyedikes gimnazistáknak
szervezett tábort a Szegedi
Tudományegyetem Bolyai
Intézete. Ez nem egy
hagyományos feladatmegoldó
tábor volt, célja, hogy a
matematika iránt érdeklődő
fiatalok képet kapjanak arról,
mit is csinál egy alkalmazott
vagy kutató matematikus az
egyetemen és később, a munkája
során. Győrffy Lajos, aki nagy
lelkesedéssel vágott bele a
szervezésbe, leírja, hogyan jutott
el az ötlettől és a motivációtól a
LEMMA megoldásáig…

2023. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

A
sonkásszendvics-
probléma
Egy korábbi Érintő cikkben
szerepelt már a híres lvivi Skót
Kávéház, ahol kiváló lengyel
matematikusok a Skót Könyvbe
jegyzeték fel a fontosabb
matematikai
problémákat. Ebben a cikkben
Hugo Steinhaus 123-as
sorszámú problémájáról lesz
szó, amelyet ma már csak
sonkásszendvics-problémaként
emlegetnek. Titkos Tamás
ismerteti (kicsit leegyszerűsítve)
a tételt és a bizonyítás vázlatát.

2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ugródeszkák
matek szakon –
Mihálka Éva
Zsuzsanna
Nem könnyű kisgyerekes
anyaként a kutatói lét…de van,
akinek nem is olyan nehéz.
Mihálka Éva Zsuzsanna
gimnazistaként két tárgyból is
bekerült az OKTV első 10
helyezettje közé, így az ELTE-n
párhuzamosan elvégezte a
matematika és a kémia szakot is.
Jelenleg kvantumkémikus
posztdoktor a bratislavai
Comenius Egyetemen.
Paulovics Zoltán készített vele
interjút.

2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Szórakoztatóan
Martin Gardnerről
és matematikai
fejtörőiről
Szinte hihetetlen, hogy a
huszadik század második felétől
mindmáig olyannyira népszerű
Martin Gardner sok könyve
közül a Szórakoztató
matematikai fejtörők az első,
amely magyarul is megjelent.
Többszáz cikke közül néhányat
már lefordítottak a nyelvünkre,
és a szerzővel egy-két
beszélgetés is megjelent már
magyarul. Honfitársaink
szemében Gardner nagy érdeme,
hogy a Császár-poliédert,
Császár Ákos  felfedezését
megismertette a világgal. Hujter
Mihály nemcsak a könyv
rejtvényeiről ír szórakoztatóan
(el nem árulva a megoldást), de
a felmerült témákkal és a
szerzővel kapcsolatos
gondolatait, ismereteit is
megosztja olvasóival.

2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haar Alfréd:
Variációszámítás
A kolozsvári Ábel Kiadó
gondozásában 2019-ben
megjelent Variációszámítás
jegyzet alapját Haar Alfrédnak
az 1928/29-es tanévben
Szegeden előadott
Variációszámítás kurzusa
képezi. Nyelvezete és tartalma
viszonylagos régisége dacára
sem nevezhető elavultnak vagy
meghaladottnak, sőt, Kánnai
Zoltán véleménye szerint a
jegyzet egy olyan előadási mód
lenyomata, amely tükröt tart a
mai oktatók elé, hogyan kell
egyetemen tanítani. Tovább...

2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Kármán Tódor, a
világhírű
gépészmérnök
60 évvel ezelőtt, 1963
májusában, 81 évesen hunyt el
Kármán Tódor, akinek nem
sokkal előbb J. F. Kennedy
elnök adta át a Nemzeti
Tudományos Érem kitüntetést.
Kármán Tódor neve egyaránt
kapcsolódik az atombombához,
az aerodinamikához, a
szilárdságtanhoz, vagy a
tüzeléstechnikához. Az
aerodinamika és a mechanika
területén munkája kétségtelenül
megalapozott számos
eredményt, ezek elméleti voltuk
miatt nem rögtön, hanem a
számítógépek térnyerésével
váltak egyre fontosabbá,
beépülve a mai modern
végeselemes, véges térfogatos
szimulációs szoftverekbe. A
világhírű gépészmérnököt így
látja Józsa Viktor.

2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Kell-e nekünk
függvénytáblázat?
Hogyan használjuk a 21.
században a függvénytáblázatot?
Használjunk-e egyáltalán
függvénytáblázatot? Szükség
van-e rá, vagy a számológépek,
számítógépek és az internet,
illetve legújabban a mesterséges
intelligencia teljesen feleslegessé
teszik? Wintsche Gergely egy
matematikatanári levelezés
kapcsán mutat érveket és
ellenérveket .

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

KöMaL-Man és az
ekvioptikusok
A KöMaL nyári fizika-matek
táborának ismét Dombóvár adott
otthont 2023. június 23-29.
között. Kétszer húsz fiatal töltött
el egy hetet a nyárból intenzív
feladatmegoldással az ideális
helyszínen, ahol játékra,
strandolásra, tábortűzre is jutott
idő. Kós Rita írása  Molnár
István Ádám táborozó és Dobos
Sándor tanár úr beszámolóját
tartalmazza.

2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Fixponttételek és
alkalmazásaik
Mi közük lehet a
fixponttételeknek a
palacsintasütéshez? Bessenyei
Mihály, Páles Zsolt:
Fixponttételek és alkalmazásaik
c. könyvéből ez is kiderül, azon
túl, hogy az olvasót bevezeti a
témakörbe, bemutatva a
szükséges segédapparátus nagy
részét.  A Typotex  kiadónál
nemrég megjelent monográfia
fejezeteiből Szilágyi Tivadar ad
ízelítőt. 

2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Andrásfai Béla
(1931–2023)
Életének 93. évében elhunyt
Andrásfai Béla, a Műegyetem
nyugalmazott docense. Több
évtizeden át ő jelentette a BME-
n „a” gráfelméletet. Egyetemi
jegyzetei mellett jelentős volt a
több kiadást megért „Ismerkedés
a gráfelmélettel” című könyve,
amelyet főleg érdeklődő
gimnazistáknak (és tanáraiknak)
szánt. A gráfelmélet
fáradhatatlan kutatójáról,
oktatójáról és
népszerűsítőjéről  Recski András
emlékezik meg.

2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Maros István
(1941‒2023) ‒
hatvan év a
magyar
operációkutatásban
Vizvári Béla visszaemlékezése
Maros Istvánra elválaszthatatlan
a kor történelmétől és
tudománytörténetétől, benne a
SZTAKI, a NIM IGÜSZI, vagy
a SZÁMKI szerepével. Ő
maga is  jól ismeri az
operációkutatás és a
számítástechnika fejlődésének
utóbbi hatvan évét. Krekó
Bélára, Kornai Jánosra, Prékopa
Andrásra, Heppes Aladárra,
Stahl Jánosra is emlékezik,
amikor Maros Istvántól
búcsúzik.

2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Nemzetközi
Informatikai
Diákolimpia –
tehetségeink,
Neumann János
nyomában
Nagyon jó eredményeket értek
el a magyar diákok az idén
augusztus 28. és szeptember 4.
között Szegeden megrendezett
Nemzetközi Informatikai
Diákolimpián (IOI). Rendező
országként hazánk két csapatot
indíthatott, a nyolc
diákolimpikon egy ezüst- és öt
bronzérmet szerzett, a többi két
csapattag dicsérettel tért haza a
világ legrangosabb informatikai
versenyéről, amelyre a
Neumann Társaság
tehetséggondozási programja
keretében készültek fel. Képes
Gábor cikkében kiemeli a
magyar diákok igen erős
matematikai felkészültségét.

2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

A nyár hírei, őszi
információk
Különböző nyári és kora őszi
eseményekről adunk hírt egy
csokorban: a fenntartható
fejlődés nemzetközi tudományos
évtizedének kihirdetése, Stépán
Gábor és Matolcsi Máté
(képünkön) rangos díjai, a Fejes
Tóth László-érem megalapítása,
a Pluhár András 60
minikonferencia, az Innotéka
Magazin interjúja Stipsicz
Andrással. Olvassák el, és
kattintsanak a részletekre is!
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Szerkesztő
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

A nyár hírei, őszi
információk
Különböző nyári és kora őszi
eseményekről adunk hírt egy
csokorban: a fenntartható
fejlődés nemzetközi tudományos
évtizedének kihirdetése, Stépán
Gábor és Matolcsi Máté
(képünkön) rangos díjai, a Fejes
Tóth László-érem megalapítása,
a Pluhár András 60
minikonferencia, az Innotéka
Magazin interjúja Stipsicz
Andrással. Olvassák el, és
kattintsanak a részletekre is!

Győrffy Lajos
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

LEMMA 2023:
Leendő Magyar
Matematikusok
Tábora
Matematika iránt érdeklődő
tizenegyedikes gimnazistáknak
szervezett tábort a Szegedi
Tudományegyetem Bolyai
Intézete. Ez nem egy
hagyományos feladatmegoldó
tábor volt, célja, hogy a
matematika iránt érdeklődő
fiatalok képet kapjanak arról,
mit is csinál egy alkalmazott
vagy kutató matematikus az
egyetemen és később, a munkája
során. Győrffy Lajos, aki nagy
lelkesedéssel vágott bele a
szervezésbe, leírja, hogyan jutott
el az ötlettől és a motivációtól a
LEMMA megoldásáig…

Baran Zsuzsa, Borbényi
Márton, Lenger Dániel
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

Nemzetközi nyári
matematikatábor
Pekingben
Idén első alkalommal rendezték
meg az IMSC (International
Mathematics Summer Camp)
matematikatábort, 2023. június
19. és július 4. között
Pekingben. 23 ország között mi
is meghívást kaptunk a
részvételre. A magyar színeket
az idei MEMO-n induló
csapattagok és kísérőik
képviselték, akik rengeteg
élménnyel és tudással tértek
haza. A diákok beszámolója
Lenger Dániel, Borbényi
Márton és Baran Zsuzsa
csapatvezetők segítségével
készült el.

Kós Rita, Molnár István Ádám,
Dobos Sándor
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

KöMaL-Man és az
ekvioptikusok
A KöMaL nyári fizika-matek
táborának ismét Dombóvár adott
otthont 2023. június 23-29.
között. Kétszer húsz fiatal töltött
el egy hetet a nyárból intenzív
feladatmegoldással az ideális
helyszínen, ahol játékra,
strandolásra, tábortűzre is jutott
idő. Kós Rita írása  Molnár
István Ádám táborozó és Dobos
Sándor tanár úr beszámolóját
tartalmazza.

Lenger Dániel, Imolay András
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

MEMO diákolimpia,
2023
Idén augusztus 21. és 27. között
rendezték meg a szlovákiai
Sztrecsényben (Strečno) a 17.
Közép-európai Matematikai
Olimpiát (MEMO), amelyen a
szokásos 10 ország (Ausztria,
Csehország, Horvátország,
Lengyelország, Litvánia,
Magyarország, Németország,
Svájc, Szlovákia és Szlovénia)
vett részt. A ezüstérmet nyert
magyar csapatot Lenger Dániel
és Imolay András vezette.

Dobos Sándor
2023. SZEPTEMBER, HÍREK –

ÚJDONSÁGOK

 IMO 2023, Csiba
(Japán)
Hogyan zajlott az idei
Nemzetközi Matematika
Diákolimpia, hogyan folyt a
felkészülés? Azok a ma még
csak általános iskolások,
akiknek jól megy a matek,
hogyan kerülhetnek be pár év
múlva a csapatba? Melyek azok
a tehetséggondozó lehetőségek,
versenyek, amelyek elősegítik
az utánpótlás-nevelést?  Dobos
Sándor, aki a magyar IMO-
csapat helyettes vezetője, és
évtizedes tapasztalatokkal
rendelkezik a témában,
minderről részletesen beszámol.

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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A nyár hírei, őszi információk

A fenntartható fejlődés nemzetközi tudományos
évtizede 2024–2033
Az ENSZ közgyűlése 2023. augusztus 25-én kihirdette „A fenntartható fejlődés
nemzetközi tudományos évtizedét” 2024–2033-ig (IDSSD 2024–2033). Ez „Az
alaptudományok a fenntartható fejlődésért nemzetközi év” sikerének (IYBSSD 2022)
köszönhető, amelynek az International Mathematical Union (IMU) is a kezdeményezői
között volt. (Erről 2021 decemberében az Érintő is beszámolt.)

Az IMU főtitkára, Christoph Sorger a nemzetközi matematikai unió társszervezeteinek
szóló e-mailjében ezt írta: „A IMU részt kíván venni az IDSSD 2024-2033-ban.
Világszerte rengeteg esemény lesz ebben az időszakban, amelyekben, őszintén reméljük,
a matematikusok is részt vesznek majd, megmutatva a matematika alapvető szerepét a
tudományok között”.

Részletesebb információ itt található.

Stépán Gábor Bolyai-díjas
Idén tizenkettedik alkalommal adták át a Bolyai-díjat, amelyet Stépán Gábor Széchenyi-
díjas gépészmérnök, egyetemi tanár, a Magyar Tudományos Akadémia rendes tagja
vehetett át a tudományos életben betöltött meghatározó szerepének elismeréséért a
köztársasági elnöktől jún. 15-én.

http://www.bolyaidij.hu/news/18/stepan_gabor_kapta_az_idei_bolyai_dijat

https://www.bme.hu/hirek/20230615/Stepan_Gabor_a_Muegyetem_elso_Bolyai_dijasa

(A fotó forrása: https://www.bme.hu/sites/default/files/csatolmanyok/2023-06-14-bme-
portre-stepan-gabor-bme-portre-geberle-berci-photography-2048px_0027.jpg)

Matolcsi Máté Frontiers of Science Award (FSA)
kitüntetést kapott
Matolcsi Máté, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet kutatóprofesszora az elmúlt öt
év legkiemelkedőbb cikkének járó Frontiers of Science Award kitüntetésben részesült. 

A díjat a pekingi Beijing Institute of Mathematical Sciences and Applications
kampuszán megrendezett International Congress of Basic Sciences (ICBS) konferencián
vehette át Lev Nirrel közös közös cikkéért: The Fuglede conjecture for convex domains
is true in all dimensions. ACTA MATHEMATICA, 228 (2). pp. 385-420.
(https://arxiv.org/abs/1904.12262). A szerzőpáros Bent Fuglede világhírű dán
matematikus spektrális halmazokra vonatkozó 1970-es évekbeli sejtését bizonyította,
amelynek rövid összefoglalója itt található.

https://hun-ren.hu/hirek/a-renyi-intezet-kutatoprofesszora-matolcsi-mate-a-frontiers-of-
science-award-kituntetesben

https://qubit.hu/2023/07/31/matolcsi-mate-nyerte-az-elmult-ot-ev-legkiemelkedobb-
cikkenek-jaro-frontiers-of-science-award-ot

Matolcsi Máté Pekingben a Frontiers of Science Award átvételekor az első International
Congress of Basic Sciences (ICBS) konferencián Fotó: Rényi Intézet

Lovász Lászlóé az első Fejes Tóth László-érem
2023. szeptember 4-én vette át Lovász László az első Fejes Tóth László-érmet, amelyet
idén alapított a Rényi Intézet.

Rényi Alfréd halála után, 1970-től 1983-ig Fejes Tóth
László volt a Magyar Tudományos Akadémia
Matematikai Intézetének második igazgatója. Az érem a
magyar és nemzetközi matematikában, valamint a
Rényi Intézetben végzett munkájának állít emléket.

Fejes Tóth László világhírű matematikus volt, a diszkrét
geometria egyik fontos ágának, a pakolások és fedések
elméletének megalapozója, amelynek számos
alkalmazása van a kódelméletben, a számelméletben, a
csoportelméletben és más tudományágakban.
Klasszikus monográfiája "Lagerungen in der Ebene, auf

der Kugel und im Raum" címmel 1953-ban jelent meg a Springer kiadónál. Kibővített
angol nyelvű kiadása, Fejes Tóth Gábor és Wlodzimierz Kuperperg munkája, pontosan
70 évvel az első kiadás után, 2023-ban jelent meg.

Lovász László a kitüntetés alkalmából megtartotta az első Fejes Tóth László-előadást,
amelyet itt nézhetnek meg.

Pluhár András 60 minikonferencia
Egynapos meglepetés minikonferenciát szerveztek tanítványai Pluhár András 60.
születésnapja alkalmából a Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézetében. A nap
során Balogh József, Csaba Béla (aki nemrég kapott Fulkerson-díjat, melyről az
Érintő is beszámolt), Hajnal Péter, Csendes Tibor és Turán György is tartott
előadást.

A Bolyai Intézet Bolyai-termében gyűlt össze július 21.-én pénteken 10 órakor a
körülbelül 25 fős ünneplő közönség. A közös nevezőjük, hogy mindannyian Pluhár
András barátai, szerző- és kutatótársai. Alaposan sikerült meglepni az ünnepeltet, aki
egy szokásos péntek délelőtti kombinatorika szemináriumra számított, helyette a
tiszteletére szervezett és késő délutánig tartó minikonferenciát és kilenc hosszabb-
rövidebb előadást kapott. Az előadások többségében legalább érintőlegesen előkerült az
Andrással közös munka is, valamint az ünnepelt emberi tulajdonságai, segítőkészsége és
közvetlensége.

Csendes Tibor köszöntője után Balogh József mutatott be egy fontos új eredményt k-
SAT Boole-függvények kapcsán, majd Csaba Béla beszélt egy, az ünnepelttel közös
eredmény, a súlyozott regularitási lemma utóéletéről. Egy rövid ebédszünet után Hajnal
Péter tartott egy érdekes előadást speciális számrendszerekről, majd London András és
Győrffy Lajos vázolt fel néhány problémát Andrással közös munkájukról pozíciós
játékok témakörben. A kávészünet utáni részben Turán György mutatta be legújabb
eredményeit gráf neurális hálók témában, Kovács Gyula osztott meg néhány filozofikus
gondolatot (pl. ad-e ki hangot egy erdőben kidőlő fa, ha nincs ott ember, aki hallja, és ha
igen, miért nem?), végül pedig Brys Zoltán mutatott be néhány új, gráf alapú
adatbányászati modellt. A nap végül egy jó hangulatú kötetlen beszélgetéssel zárult egy
közeli kerthelyiségben.

Pluhár András 1963-ban született Gyulán, ahol
középiskolai tanulmányait is végezte. A szegedi
József Attila Tudományegyetemen 1988-ban szerzett
modellalkotó matematikus diplomát. A diploma
megszerzése után az MTA Automataelméleti
Kutatócsoportjában dolgozott, majd 1990-ban
kikerült a New Jersey-beli Rutgers egyetemre, ahol
Beck József témavezetésével szerzett PhD fokozatot
1994-ben. Hazatérte óta az Informatikai Intézet
különböző tanszékein dolgozik, jelenleg a
Számítógépes Optimalizálás tanszéken docens.

Diákkorában a Riesz- és Schweitzer-versenyen
kapott elismerést, tanulmányi kitüntetést a JATE-n,

majd kiválósági ösztöndíjat a Rutgers egyetemen. A PhD megszerzése után elnyerte a
Békésy ösztöndíjat, valamint meghívott előadó volt Oberwolfachban a Positional Games
szemináriumon. Négy diákja szerzett doktori fokozatot, kettőnek jelenleg is folyamatban
vannak PhD tanulmányai. Fő kutatási területei a gráfelmélet, a kombinatorika, a
pozíciós játékok, az operációkutatás és az adatbányászat. Hobbija a sakk és a
harcművészetek.

A minikonferencia főszervezői és ennek az írásnak a szerzői London András és
Győrffy Lajos, akik 2018-19-ben szerezték meg doktori címüket Pluhár András
témavezetésével.

 Empatikus akadémikus

Stipsicz Andrással, a Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet igazgatójával (és többek
között az Érintő főszerkesztőjével) készített interjú jelent meg az Innotéka Magazin
nyári számában. Sok érdekes adat derül ki belőle a Stipsicz katonatiszt ősökről, András
nagyapjáról, aki egy osztályba járt Ottlik Gézával, és akiről a szerző az Iskola a határon
egyik alakját mintázta. Bár az interjúban viszonylag kevés szó esik matematikáról, azt
megtudhatjuk, hogy: „ A topológia az analízis és a geometria különleges keveréke.
Olyan, mint egy nagyon homályosan megfogalmazott rejtvény.” A riportban szó van a
2022-ben újjászervezett Erdős-központ küldetéséről is. Stipsicz András beszél
életútjáról, és indíttatásáról: hogyan lett a Rutgers Egyetem doktoranduszából a Rényi
Intézet igazgatója.

https://www.innoteka.hu/cikk/empatikus_akademikus.2767.html

Kutatók éjszakája

Idén is érdemes ellátogatni a Kutatók éjszakája rendezvényeire szept. 29 – 30.-án:
https://www.kutatokejszakaja.hu/

Ne felejtsék el: Nov. 3. – A Magyar Tudomány Napja.

Medve Matek
Még be lehet nevezni a Medve Matek őszi versenyeire: https://medvematek.hu/
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LEMMA 2023: Leendő Magyar Matematikusok Tábora

Matematika iránt érdeklődő tizenegyedikes gimnazistáknak szervezett tábort a
Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézete. Az ötnapos program során a fiatalok
22 szakmai előadást hallgattak végig, majd délután és este szervezett szabadidős
programokon vettek részt. A tábor célja az volt, hogy a matematika iránt
érdeklődő fiatalok képet kapjanak arról, mit is csinál egy alkalmazott vagy kutató
matematikus az egyetemen és később, a munkája során, hiszen ez nagyon
sokaknak csak homályosan dereng. A táborba 28 gimnazista diák érkezett, akik a
végére rengeteg pozitív szakmai és közösségi élménnyel távoztak. A helyszínt a
szegedi Eötvös Loránd Kollégium, valamint a Bolyai Intézet biztosította.

Nagy lelkesedéssel és izgalommal vágtunk bele az I. LEMMA tábor szervezésébe már
szűk egy évvel a tábor megvalósulása előtt. A Szegedi Bolyai Intézet (matematika
tanszékcsoport) munkatársai által szervezett táboroknak volt hagyománya a múltban, de
az elmúlt egy-két évtizedben nem akadt senki, aki hasonló tábort szervezett volna
gimnazistáknak. Mi ezúttal nem egy hagyományos feladatmegoldó matematika tábort
szerveztünk (amilyenből több is van az országban), hanem a matematikus szakmát és az
elhelyezkedési lehetőségeket szerettük volna bemutatni az érdeklődő fiataloknak.

Az ötletet és motivációt számomra az egyetemi oktatóként végzett munkám adta. Az
elsőéves informatikus és közgazdász hallgatók matematika óráit tartva ugyanis kiderült,
hogy sokan nagyon szeretik a matematikát, jók is belőle, de mégsem „mertek”
matematika szakra jelentkezni, mert „nem tudták”, hogy mit is csinálhat egy
matematikus („egész nap számol?”). Évek óta járom a középiskolákat matematika
népszerűsítő előadásokkal, ahol mindig őszintén rácsodálkoznak, hogy matematikusként
mennyi helyen el lehet helyezkedni az autógyártástól az adatelemzésen, statisztikán és
biztosításmatematikán át az informatikai/kiberbiztonsági és orvosi/biológiai
alkalmazásokig. Szerencsére egy (alkalmazott vagy elméleti) matematikus diplomával a
zsebben szinte bármilyen gondolkodást igénylő pozíció elérhető, hiszen az egyetemen
elsajátított stabil matematikai alapokkal és logikus gondolkodási sémákkal felvértezve
egy informatikai, mérnöki vagy közgazdász cég is tárt karokkal várja a frissen végzett
matematikusokat. Már ha az illető diplomája után az iparban szeretne elhelyezkedni, és
nem szippantja be addig az elméleti matematika vagy az akadémiai szféra, a kutatói
szabadság és a külföldi konferenciák világa. Ráadásul nem kevés példa akad arra is,
hogy a kettőt (alkalmazott és elméleti munkát) egyszerre, egymás mellett vagy
időközönként váltogatva is végzik matematikusok.

Egy szó mint száz, motiváció és igény volt a táborunk megvalósulására. Az indulás
nehézségeivel nem szeretném untatni a kedves Olvasót, de mindenképp sokat könnyített
első ilyen táborunk szervezésének labirintusaiban bolyongva, hogy mind a Bolyai
Intézet vezetése, az SZTE Junior Akadémia, a matematikus kollégák, az azóta ipari
matematikusokká vált alumnusaink és rajtuk keresztül céges szponzoraink is a
várakozásainkat messze túlteljesítve támogatták szóban, cselekedetekben, előadások
vállalásával és anyagilag is a táborunkat.

A 28 résztvevő jelentkezése április végétől június elejéig tartott. Már ősztől kezdve
jártam és jártuk kollégákkal a gimnáziumokat, a szegedi matematika szak (ahogy
minden évben) és ezúttal a nyári tábor hírével. Eredetileg 20 bentlakó és 5 helyi,
napközben bejáró helyet hirdettünk, végül 20+8 fiatallal indítottuk a tábort. (Több
táborszervező barátom figyelmeztetett rá, hogy a Covid óta sokkal nehezebb
megszervezni és résztvevőkkel megtölteni egy nyári tábort, így külön öröm, hogy mégis
ilyen szép számban jelentkeztek a diákok.) Középiskolák szerint nyolc szegedi, hét
budapesti, négy kecskeméti, négy zentai, két tiszaföldvári és egy-egy bonyhádi,
csongrádi és nagykőrösi résztvevőnk volt.

A következőkben részletezett szakmai és szabadidős programok mellett –
szponzorainknak hála – nagyon sok társasjátékot szereztünk be, amellyel a hét során
játszhattak a diákok. Több bajnokságot is meghirdettünk (sakk, csocsó, pingpong, Rubik
kocka, általános művelő kvíz, Medve Matekverseny), és a végén értékes
nyereményekként ki is osztottuk a hét közben megismert társasjátékokat, valamint a
Bolyai Intézettől kapott Polygon könyveket.

Programok:

A hétfő délelőtti érkezés és ismerkedés után délután belevágtunk a szakmai programba,
amely minden nap délelőtt 9:30-tól délig, majd ebéd után 14:00-tól 16:00-ig tartott,
effektíven kb. napi négy órában.

– Hétfőn hallhattunk Vígh Viktortól alkalmazott geometriai kérdésekről; a Morgan
Stanley cégről Spir Anita öregdiákunk mesélt; Kosztolányi József a Bolyai Intézetről;
Karsai János pedig a matematika számítógépes modellezéséről beszélt.

– Kedden délelőtt Röst Gergely járványkutatásról és élettörténetéről mesélt, majd egy
kerekasztal beszélgetés során kérdezhettek a diákok kisebb csoportokban több
helyszínen több kutató matematikus kollégától. Délután először két biztosítóknál
dolgozó öregdiákunk következett Balogh Teréz és Tóth Teodóra személyében, majd
Birkás György, siófoki matematikatanár (a napi facebook matekleckék szerzője)
érdekes/játékos matematikai feladatokkal, végül pedig Danka Tivadar a matematika
kommunikációjáról készült számunkra.

– Szerdán az alkalmazásoké volt a főszerep. Délelőtt Birkás György folytatta előző napi
feladatait, majd Makay Géza kollégánk beszélt sokszínű tevékenységeiről (robotok,
jelzőlámpák, biztonsági rendszerek, térképkészítés, ládapakolás, üveggyári
optimalizálás). Géza a tipikus példája, hogy valaki egyszerre lehet kutató és mégis
rengeteg kisebb projektet vállalhat mellette ipari cégektől. Ezután Körmendi Kristóf
következett a szerencsejátékok matematikájáról, London András pedig többek között
Twitteres adatelemzésről beszélt. Ebéd után az AON cég mesélt a multiknál való
munkáról és a nyugdíjak kiszámításáról, majd Kozma József zárta az előadásokat, az
univerzumunk és a tér alakjáról.

– Csütörtökön délelőtt Németh József a végtelenről adott elő, meglátogattuk a Bolyai
könyvtárat és meghallgathattuk Varga Piroska bemutatóját a könyvtár egyedülálló
történetéről és százéves ritkaságokról, majd délután Vizi Zsolt és Boldog Péter beszélt a
matematika ipari (önvezető autók) és orvosi (rákkutatásbeli) alkalmazásairól. Végül
pedig a segítő hallgatók szóltak az egyetemi életről, az ösztöndíjakról és egyéb
tudnivalókról.

– Péntek délelőttre Pluhár András és Hajnal Péter maradt gráfelméleti témákkal és
alkalmazásokkal, majd eredményhirdetés és zárszó következett. A szünetekben és az
előadások után a diákok kötetlenül beszélgethettek az előadókkal és az egyetemista
segítőkkel.

Eközben minden napra délután és este is szabadidős programokat találtunk ki:

– Hétfő délután csapatépítő játékokat szerveztünk az ismerkedéshez, majd este bűvész
show (Boldog Péter, aki nem csak matematikus, hanem profi bűvész is) következett.

– Kedden délután városi séta, majd a Móra Kollégiumban körbevezetés (hála Kovács
Attila igazgató Úrnak) és az újszegedi Csillagvizsgáló (köszönjük Szalai Tamás
csillagásznak) megtekintése, csillagnézés volt a délutáni/esti program.

– Szerdán Medve Matek verseny (Bogya Norbert szervezésében), majd filmnézés és
megint sok társasjáték következett.

– Csütörtökön ördöglakat-kiállítás (Vígh Viktor kollégánk szervezésében), kvíz show;
majd este bográcsozás és természetesen ismét társasjáték, és közben a csocsó- és
pingpongbajnokság záró köre volt az éjszakába nyúló program.

Bónusz érdekesség: az idei LEMMA tábor során megvalósult egy nagy találkozás,
1985-ben ugyanis Makay Géza és Birkás György is részt vett a finnországi matematika
diákolimpia  hatfős bronzérmes csapatában. Ők 38 év után találkoztak először újra
Szegeden, a táborunkban.

Visszajelzések:

A szülőknek is megírtam (hiszen a diákok nagyrésze kiskorú volt, így szülői
hozzájárulásra és velük való kommunikációra is szükség volt), hogy a diákok
mindegyike igazi hős. Hiszen ennyi előadást/programot végighallgatni és végigcsinálni
a nagy melegben, reggel negyed 8-as ébresztővel súlyosbítva valóban embert próbáló
feladat volt. Mégis lelkesedésük kitartott és csak növekedett, a záráskor (anonim
módon) kitöltött kérdőívek és arcukra írt mosoly alapján.

Végezetül hadd idézzek (név nélkül) a fentebb említett záró kérdőívekből, illetve a
szülői válaszokból. Szinte mindenki kiemelte az élményeket, a jó társaságot és új
barátokat, a szervezők és segítők közvetlenségét és segítőkészségét, ami különösen jól
esett nekünk. (Negatívumokat is kértünk, a nagy meleg és a túl sok program/időkeretet
átlépő előadások jöttek elő leggyakrabban.)

„Új embereket ismerhettem meg, nem csak a matekkal kapcsolatban lettek új
ismereteim, hanem magával az egyetemmel is.” Negatívum: „Bárcsak tovább tartott
volna.”

„Pontosabb tudás, hogy hogy néz ki egy egyetemi diák és dolgozó élete. Informatív
volt, sok kérdésemet tisztázta.”

„Igazából az egész tábor tökéletes volt. Szerintem nem volt túl sok a program.”

„Választ kaptam a továbbtanulási kérdéseimre.” Mi tetszett? "Sok program, kedves
szervezők, sok banán, csillagvizsgáló.” (minden délután hoztunk
almát/barackot/banánt uzsonnaként)

„Megtudtam, hogy matematikusként milyen karriert választhatok. Egyetemi élet,
előadók közvetlensége.”

– Mi tetszett? „A közösség, ami kiépült, a bűvész, az érdekes feladatok, a végtelen, a
csocsó és sakk, a bográcsozás, a kvíz, a délutáni programok.”

„A közösségnek lelke volt, és élveztem a tagja lenni. Az előadások érdekesek voltak
és sokat megtudhattunk a matematika felhasználásáról is. A csoportos társasjátékok
rendkívüliek voltak. Köszönöm, hogy sok jó emberrel ismerkedhettem meg és olyan
élményeket gyűjthettem, amelyekre életem végéig emlékezni fogok.”

„Különböző matematikus pályákat ismerhettem meg, ami segített abban, hogy
merre mehetek egyetem után. Megtudtam, hogyan is működik a matematika szak, és
hogy mennyi előnnyel jár. Személy szerint pedig a legfontosabb: sok új barátot,
hasonló érdeklődési körű emberek megismerése. A csapatépítő játékok különösen
tetszettek.”

– Mit kaptál: „Barátok, tudás, élmény, munkalehetőség.” Mi tetszett? „Szinte
minden, változatos programok voltak előadásokkal, vetélkedőkkel együtt.”

„Bevezetés az egyetem világába, barátszerzés, könnyű ismerkedés, rengeteg hasznos
információ a matematika szakról. A társaság és a tanári bánásmód.”

„Családias légkör, ultra barátságos, toleráns, türelmes tanárok és segítők.
Csapatépítő játékok, hasznos ajándékok.”

„Tisztább kép az egyetemi rendszerről. Új ismerősök az ország minden részéről. A
matematika szak felépítésének megértése, lehetséges irányok, szakmák, életpályák.
Tájékoztatók az egyetemi életről, ösztöndíjakról. Betekintés a kollégiumi életbe.”

– Mit kaptál: „élményeket, ismerősöket, motivációt a matematika iránt”. Mi tetszett
leginkább? „Mégsem volt 22 órás takarodó, mint a kiírásban; egyetemi épületek
látogatása, társasozások, Birkás György előadása.”

„Nagyon meglepő volt, hogy mindenki ilyen segítőkész és kedves volt. És végre
meglett életem első pozitív táborélménye.”

„Eddig is hallottam, hogy a matematikusoknál hatalmas az összetartás és a
segítőkészség, de nagyon tetszett, hogy a táborozók közül mindenki nyitott volt arra,
hogy megismerjen és beszélgessen velem. A Lajos (főszervező) név alapján arra
számítottam, hogy egy idős, szakállas táborvezető lesz, de kellemes csalódás volt,
mert szerintem más nem tudta volna így kezelni a táborozókat és a hirtelen
programváltozásokat. Előadásokból a kerekasztal és a Boldog Peti által tartott
előadások (bűvész show és a rákkutatás matematikája) tetszettek legjobban, egyéb
programokból az esti társas volt a kedvencem.”

Két szülői levél név nélkül (egy előtte, egy utána):

„Tisztelt Tanár úr! XY anyukája vagyok. Csak meg szeretném köszönni a táborral
kapcsolatos, bőséges, hasznos, aprólékos, mindenre odafigyelő e-maileket! Biztosan
nagyon jól fogja érezni magát mindenki, a programok széles skáláját látva! Minden
jót kívánok Önnek és még egyszer hálás köszönet és tisztelet a munkájáért!
Üdvözlettel: XY anyukája”

„Kedves Lajos! Köszönjük a küldött beszámolót, szervezést, lebonyolítást és minden
ezekkel kapcsolatos intézkedését, szervezését, munkáját önnek és mindenkinek!
Hatalmas élmény mennyiséggel tért haza táborok után fiunk. Most már biztosan
tudja, hogy alkalmazott matematikát szeretne tanulni az önök egyetemén, az önök
városában. Valószínűleg nem csak a diplomát fogja önöknél megszerezni, hanem a
további képzéseket is végig fogja járni.  Külön köszönetet mondunk önöknek, hogy
fiunknak élet célja lett és a jövőbe tekintve éli életét! Kellemes nyarat, jó felkészülést
és eredményes munkát kívánunk önöknek! Köszönettel.”

Az ilyen visszajelzések miatt (is) érdemes hasonló táborokat szervezni. Természetesen
az első alkalmon felbuzdulva minden évben szeretnénk megszervezni a LEMMA tábort!

Szeretnék köszönetet mondani mindenkinek, aki bármit is segített a tábor
előkészítésében vagy megvalósulásában. Külön kiemelve a két fő segítőt, Torma Gábort
és Torma Bencét, akik mindketten PhD hallgatók a Bolyai Intézetben, mellette pedig
tanítanak szegedi középiskolákban.

Győrffy Lajos, SZTE Bolyai Intézet, adjunktus, LEMMA tábor szervező
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Nemzetközi nyári matematikatábor Pekingben

Idén először rendezték meg az IMSC (International Mathematics Summer Camp)
matematikatábort, 2023. június 19. és július 4. között Pekingben, és országunk is
meghívást kapott a részvételre.

A tábor célja, hogy egy nagyon intenzív felkészítést nyújtson az IMO-ra (a Nemzetközi
Matematikai Diákolimpiára), közvetlenül a verseny előtti két hétben. Több szempontból
nem lett volna szerencsés, illetve lehetséges, hogy a magyar IMO-csapat részt vegyen a
táborban, ezért a szervezőkkel megegyezve végül a MEMO (Közép-európai
Matematikai Olimpia) csapata utazhatott (Bényei Borisz helyett Czanik Pállal).

A táborban összesen 23 ország 27 csapata vett részt – a kínaiak szervező országként 5
csapattal is képviseltették magukat. A matematikaprogram nagyon sűrű és intenzív volt,
a legtöbb napon délelőtt két foglalkozás volt, délután pedig a diákok egy négy és fél órás
próbafeladatsort írtak, vagy az előző napi feladatsor megoldásait beszélték meg.
Emellett esténként meghívott előadók érkeztek (köztük két Fields-érmes is), vagy pedig
további egyéni tanulásra volt lehetőség. A tábor végén a diákok számára egy IMO-
jellegű próbaversenyt is rendeztek.

A résztvevő országok mezőnye összességében jóval erősebb volt a Nemzetközi
Diákolimpiákon szokásosnál, és a legtöbb ország az IMO-csapatával képviseltette
magát. Ennek ellenére a magyarok nagyon szépen helytálltak, és a próbaversenyen is
eredményesen teljesítettek:

Varga Boldizsár 29 ponttal III. díjat,

Szakács Ábel 25 ponttal III. díjat,

Wiener Anna 24 ponttal III. díjat,

Czanik Pál 21 ponttal dicséretet,

Nguyen Kim Dorka 19 ponttal dicséretet,

Chrobák Gergő 18 ponttal dicséretet szerzett.

A tábor összességében nagyon jó élmény volt minden résztvevő számára. Mivel ez volt
az első ilyen alkalom, nem igazán tudtuk, hogy mire számíthatunk, de a tábor a tervek
szerint jövőre is megrendezésre kerül, ekkor már több tapasztalattal készülhetünk a
részvételre. 

Ezúton is szeretnénk megköszönni a Bolyai János Matematikai Társulat támogatását!

Baran Zsuzsa, Borbényi Márton és Lenger Dániel csapatvezetők

Arról, hogy a diákok szemszögéből milyen volt a tábor, az alábbi beszámolóból
kaphatunk ízelítőt.

Az utazás előkészületei már jóval a tábor előtt megkezdődtek. A Kínába utazáshoz
minden résztvevőnek vízumot kellett igényelni, ami közel sem magától értetődő
folyamat. A legtöbb nehézséget a teljesen fehér hátterű, minden követelménynek
megfelelő fotók elkészítése okozta, ezen kívül rengeteg adatot kellett kitölteni, kétszer is
el kellett menni a konzulátusra, de végül kisebb-nagyobb bonyodalmak árán
mindenkinek sikerült vízumot szereznie. Ehhez képest az ajánlott védőoltások
beszerzése és az indulás előtti gyorsteszt elvégzése nagyon egyszerűen ment.

Az utazók – Baran Zsuzsa csapatvezető kivételével – június 17-én reggel fél kilenckor
találkozttak a repülőtéren. Az út első szakasza Frankfurtig zökkenőmentesen ment.
Frankfurtban mindenki megebédelt, majd átszálltunk a Pekingbe induló repülőre. A bő
11 órás út során mindenki úgy tervezte, hogy aludni fog, de ez a kényelmetlen ülések
miatt nem igazán sikerült, így végül olvasással, beszélgetéssel, filmnézéssel, illetve
jógázással töltöttük el az időt. Pekingben a szervezők már a repülőtéren vártak minket és
busszal elvittek a szállásra. Ott találkoztunk Zsuzsával, aki elmesélte addigi
tapasztalatait a helyszínnel kapcsoltaban. A diákoknak két-, a csapatvezetőknek pedig
egyfős szobák jutottak. Az egyik csapatvezető , Marci szobája óriási volt, egy külön
nappalival, a következő két hét során ezt használtuk a csapat közösségi tereként.

Az érkezés napján tartották a megnyitó ünnepséget is, ahol bemutatták a főszervezőket,
a foglalkozásvezetőket és a résztvevő csapatokat. A hosszú bevezető alatt bepótoltunk
némi alvást, majd egy csapatkép erejéig mi is felvonultunk a színpadra.

A képen balról jobbra: Lenger Dániel (csapatvezető), kezében Marvin (a csapat
kabalája), Borbényi Márton (csapatvezető), Szakács Ábel, Czanik Pál, Varga Boldizsár,

Nguyen Kim Dorka, Baran Zsuzsa (csapatvezető), Wiener Anna, Chrobák Gergő

A következő nap elkezdődtek a matematikai programok is. Ezek a BIMSA intézetben
(Yanqi Lake Beijing Institute of Mathematical Sciences and Applications) zajlottak, ami
a szállástól busszal 30-40 perc távolságra volt.

A csapatokat tíz csoportba osztották be, és a szakmai programok nagy részén a
csoportjukkal együtt vettek részt, egy csoportfelelős felügyelete alatt. Mi az
azerbajdzsániakkal kerültünk egy csoportba, akik kicsit zárkózottak voltak, de
szerencsére sikerült náluk nyitottabb csapatokat is találnunk. A csoportfelelősünk, Phil
remek tanár volt és nagyon lelkiismeretesen foglalkozott velünk, a tábor végére nagyon
közel került az egész csapathoz.

Délelőttönként két-két másfél órás foglalkozáson vettünk részt. Ezeket szinte mind
különböző tanárok tartották, így rengeteg érdekes témakörbe kóstolhattunk bele (pl
Hall-tétel, Protassov-lemma és Thue's lemma) és némi bepillantást nyertünk az IMO
történetének két legsikeresebb versenyzője, Alex Song és Teodor von Burg
gondolatmeneteibe is.

A foglalkozások közötti szünetekben helyi rágcsálnivalókat próbálhattunk ki, és
megkóstolhattuk a Coca-Cola, Fanta és Sprite helyi változatát is. Beletelt néhány napba,
amíg mindenről sikerült kideríteni, hogy micsoda, de összességében érdekes élmény
volt.

A matematikaprogram délután is folytatódott. Kétnaponként egy-egy próbaversenyre
került sor. Ezek az olimpiai versenyekhez hasonlóan négy és fél óra hosszúak voltak,
azonban mindegyik példasor három azonos típusú feladatot tartalmazott (három algebra,
majd három kombinatorika, stb). Ezeket a tudáspróbákat senki sem vette igazán
komolyan, de azért minden forduló után lepontoztuk egymás dolgozatait, sőt, az első
tesztet az olimpiákon megszokotthoz hasonlóan le is koordináltuk, az azerbajdzsáni
csapat játszotta a magyarul nem tudó javítók szerepét. Azokon a napokon, amikor nem
volt verseny, az előző napi teszt megoldásait beszéltük meg.

A fentieken kívül délutánonként csoportos tanulás is volt, ahol a diákok a csapatvezetőik
segítségét kérhették általuk választott témákban. Itt előkerült többek között a projektív
geometria és a mozgó pontok módszere is.

A matekprogram összességében nagyon intenzív volt és a távoli helyszín miatt
reggelente fél 9 körül kellett elindulnunk a hotelből, ahova este egyes napokon 6,
másokon 9 óra körül értünk csak vissza. A csapat így általában eléggé elfáradt, de ennek
ellenére esténként sokszor elmentünk egy közös sétára vagy pedig Marci nappalijában
gyűltünk össze beszélgetni, játszani.

A tábor két hete során összesen két szabadnapot kaptunk (az első hétvégét), amit
turistáskodással tölthettünk. A rekkenő 40 fokos hőség ellenére nagyon örültünk minden
lehetőségnek, amikor kicsit többet láthattunk a számunkra oly egzotikus országból.

A hétvége első napján a környék egyik legrangosabb (és világszinten is az élvonalban
álló) egyetemére, a Tsinghua Egyetemre látogattunk el. A campus egy végtelennek tűnő
zárt területen terült el, tele gyönyörű épületekkel, tavakkal, látnivalókkal. Ráadásul
éppen aznap volt diplomaosztó, ezért rengeteg lila taláros friss diplomással és büszke
családtaggal is találkoztunk. Az ebédünket is az egyetem területén fogyasztottuk, itt
kizárólag hagyományos kínai ételeket szolgáltak fel, és az eddig tartózkodók is
megtanultak pálcikával enni. A látogatás egy előadással zárult, ahol az egyetemnek egy
újonnan indult, nemzetközi diákokat megcélzó programjáról hallhattunk.

Este egy másik rövidebb kirándulást is tettünk egy helyi bevásárlóközpontba. Itt
lelkesen költöttük a jüanjainkat és itt is vacsoráztunk, a visszafogottabbak egy KFC-ben,
a nyitottabbak pedig egy helyi étteremben.

A második nap reggelén a kínai nagy falhoz vezetett az utunk. Erre a kirándulásra
kisérőink csak rövidebb időt szántak, de állandó siettetésük nem talált megértő fülekre, a
több száz fiatal csak úgy hömpölygött a falon, gyönyörködtünk a kilátásban,
fotózkodtunk, és igyekeztünk minél magasabb pontokra feljutni. A falon sok-sok
szuvenírt is vettünk, ám a fal korai szakaszán vásárlók szomorúan konstatálták, hogy
egy adott magasság felett ugyanazon ajándékok ára megfeleződött.

Ennek a napnak az estéjén meglátogattuk a matematikai intézet névadóját, a Yanqi tavat,
ahol hajókáztunk is. A tó körüli dombok sávokban ki voltak világítva, ami nagyon
különleges látványt nyújtott. Igyekeztünk meggyőzni a kísérőnket hogy kipróbálhassuk
a közeli vidámpark vízicsúszdáját is, de sajnos nem lehetett, sietni kellett.

A következő hétköznapokon a matekozás a már megszokott módon folytatódott.

Az utolsó hétvégén került sor a tábor fénypontjának szánt IMO-stílusú versenyre.
Pénteken a csapatvezetők és a foglalkozásvezetők kiválasztották a feladatokat egy
shortlistről, megszavazták a végleges feladatszövegeket, fordítottak, majd szombaton és
vasárnap zajlott maga a verseny. Ez nem ment teljesen gördülékenyen, a
csapatvezetőink sokat kritizálták a szervezés minőségét, de végül minden a helyére
került, és hétfőn már ki is lettek hirdetve az eredmények.

A csapatnak nagyon szimpatikusak volt a feladatsorok. Az első napi egy könnyű
számelméleti függvényegyenletből, egy érdekes összegzési feladatból és egy nehéz
kombinatorika feladatból állt, a második napi pedig egy könnyű euklideszi geometria
példából, egy nehezebb kombinatorikus geometriából és egy nagyon nehéz, polinomos
számelméleti feladatból. A 3. és 6. feladatokra csak részpontokat szereztünk, de a
többire sok helyes megoldást adtunk be, így összességében egész szép eredménnyel
zártuk a próbaversenyt, sok másodcsapatot megelőztünk és több ország IMO-csapatát is.

Az utolsó előtti esténken vacsora után elmentünk egy közeli, szamárhúst felszolgáló
étterembe. Egy adagot rendeltünk az egész csapatnak, de így is mindenki meg tudta
kóstolni. Nagyon finom volt.

Az utolsó este következett a tábor vitathatatlanul legnagyobb körítésű eseménye, a
záróceremónia. Az ünnepség a környék egyik legelegánsabb helyén, a Yanqi Lake
Convention and Exhibition Centerben kapott helyet. Az eseményt egy szokatlan, techno-
stílusban előadott hegedűmű nyitotta meg, majd következett a verseny díjkiosztója. Az
IMO eredményhirdetéshez hasonlóan mindenkit kitüntettek, aki legalább egy feladatot
teljesen megoldott, ezenkívül a legeredményesebb versenyzőket pénzjutalomban is
részesítették. A vacsora helyi fogásokból állt, óriási választék volt, már alig fért el az
asztalon. Itt volt alkalmunk még beszélgetni a csoportvezetőnkkel, Phil-lel, elkészítettük
az eddig elmaradt közös fotót és emlékként adtunk neki egy kockásfülű nyulat is. A
bankett végén ünnepélyesen átadtuk a csapat kabaláját, Marvint a lengyel IMO-
csapatnak, hogy vigyázzanak rá a következő napokban, és az IMO-n adják majd át a
magyaroknak. Nem maradhatott el az olaszokkal közös kép sem – természetesen
zászlócserével. 

A hazaút szerencsére zökkenőmentesen zajlott. A bő 11 órás repülőút, Münchenben
néhány órás várakozás, majd a rövidebb második repülőút után éjfél körül érkeztünk
meg Budapestre.

A táborban rengeteg matematikatudással és élménnyel gazdagodtunk, és bár örültünk
volna, ha a matekprogramok mellett több lehetőségünk nyílik városnézésre, az ország
megismerésére is, összességében nagyon örülünk hogy itt lehettünk. 

 A hat diák mellett három kísérő utazhatott a táborba, ezek Lenger Dániel, Borbényi
Márton és Baran Zsuzsa lettek. Dani a MEMO-n csapatvezető, így később ő utazott a
diákokkal a MEMO-ra is. Marci az RMM-en csapatvezetőhelyettes, míg Zsuzsa az
EGMO-n csapatvezetőhelyettes.
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KöMaL-Man és az ekvioptikusok

– a KöMaL nyári táborában
A KöMaL nyári fizika-matek táborának ismét Dombóvár adott otthont 2023. június 23-
29. között. A táborban részt vevő kétszer húsz középiskolás fiatal és kétszer négy
táboroztató részvétele az NTP-TSZM-22-0116 projekt keretében, továbbá az Aquincum
Institute of Technology és a Hotel Európa támogatásával vált lehetségessé. A közös
étkezéseken, szabadidős és plenáris előadásokon kívül a fizikusok és a matekosok
külön-külön szervezték napközbeni tevékenységeiket.

Következzék két beszámoló, elsőként egy tárgyszerű összefoglalás a fizika tábor egyik
résztvevőjétől.

„A tábor szerkezete:

a legtöbb napon
reggelizés
8:15-18:45-ig feladatmegoldás 3-4 fős csapatokban (közben ebéddel)

6 elméleti, melyek közül 4-et kell beadni
1 mérés
1 numerikus
1 bónusz

vacsora
feladatmegoldás- és témakör-megbeszélés (változó ideig tart)
kis szabadidő
lefekvés

különleges napokon egyéb programok
strand
konstrukciós feladat (ebben az évben minél lassabban földet érő parírrepülőt
kellett építeni KöMaL-Man számára)
tábortűz

 Néhány egyéb megjegyzés; ami szokásos más matematika- és informatikatáborokon,
azt itt nem írom le: 

+  A szálláson volt hűtő, légkondicionáló és szúnyogháló; tiszta volt.

+  Az ennivaló még válogatós embereknek is (nekem) szinte mindig megfelelt, a
repeta mindig elfogyott.

Azt, hogy a feladatok érdekesek voltak, a tanárok/ifik segítőkészen elmagyarázták,
ha valamit nem értettem, a szokásosba sorolom.

-  Lehetett volna egy picit több az ebéd és vacsora, a repeta mindig elfogyott. (Ezen
problémámat nem jeleztem a tábori tanároknak/ifiknek.)

-  Hétfőn és kedden nem jutott idő közös feladatmegbeszélésre.”

 Molnár István Ádám

„A 2023-as Nemzetközi Matematikai Diákolimpiát (IMO) Japánban rendezték . Idén
először egy nemzetközi olimpiai felkészítő tábort szerveztek Kínában, Peking
városában. Az a tábor közvetlenül az olimpia előtt volt, két hétig tartott, ezért az
érettségire készülő olimpiai csapattagok nem utazhattak. A szervezőkkel való egyeztetés
után a MEMO csapata vett részt a pekingi programon . Mindez befolyásolta a szokásos
dombóvári edzőtábort is, ahol immáron hagyományosan a KöMaL fizikatáborával,
párhuzamosan folyik a matematikai szakmai program. Az IMO kerettagok mellett a
kvalifikációs rendszerben legjobban szereplő diákok kaptak meghívást a matematika
edzőtáborba. Ezúttal is ki kell emelni Kovács Benedek szervezőmunkáját, aki egész
évben nagy gonddal nyomon követte az összes versenyt és a hivatalos honlapon
naprakészen tájékoztatást adott a kvalifikáció állásáról.

A tábor szakmai programjában két fő elem van: a diákok előre készülnek, és hoznak
feladatokat, amiket egymásnak feladnak. Ez azt jelenti, hogy már a tábor előtt
gondolkoznak példákon, válogatnak közülük. A feladatok feldolgozását Kovács
Benedek fogta össze. Ez szervezésben is nagy munka, másrészt a teljesen vegyes
témakörök mindegyikében otthonosságot és magabiztosságot igényel.  Benedek igazán
szívügyének érzi az olimpiai felkészülést, alapossága és hihetetlen munkabírása ott volt
az egész heti intenzív munka mögött.

A másik pillér a tanárok által irányított tematikus rész. Kiss Géza tanár úr idén
számelméleti feladatokat hozott, ennek része volt a bevezetés a Frobenius-féle
problémakörbe. Az alapvető pénzváltási problémát talán sokan ismerik. A táborozók
ennél sokkal többet kaptak, láthatták, milyen mélyre vezető és szerteágazó kérdéskör
tárul fel ennek kapcsán. Dobos Sándor tanár úr geometriai problémákat hozott, ennek
egy részében az ekvioptikusokkal ismerkedhettünk. 2015-ben a KöMaL májusi
számában jelent meg Fehér Zsombornak – korábbi aranyérmes diákolimpikonnak –
evvel kapcsolatos cikke, amit ezúton is ajánlunk az érdeklődőknek.

A tábor szakmai része a motivált, egymást ösztönző diákcsapat nélkül nem működhetett
volna ilyen jól. Ehhez nagy mértékben hozzájárult, hogy a dombóvári Európa szálló
minden tekintetben ideális helyszínt biztosított: kényelmes szobák, a nyári melegben is
hűvös, tágas alagsori nagyterem, a közeli strand, nyugodt és csendes környezet. Nagy-
nagy köszönet Salamon Marikának, aki a tábor finanszírozását biztosító MATFUND-
pályázat minden munkáját elvégezte, a táborban pedig végig ott volt a háttérben. 

Reméljük, jövőre is folytatódhat ez a szép hagyomány!”

Dobos Sándor

 Az IMO-ról szóló cikk itt található

 A pekingi felkészülésről szóló cikk itt található.

[1]

[2]

[1]

[2]

Copyright ©  Bolyai János Matematikai Társulat  Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet.  A honlapot

készítette a PANEM MULTIMÉDIA STÚDIÓ

Kapcsolat

Szerkesztőség

Leírás szerzőknek

Szerzői jogok

Adatkezelés



A szolgáltatásaink működéséhez sütiket (cookie) használunk. További információkhoz kattintson az Adatkezelés linkre.

Elfogadom.

http://bolyai.hu/
http://www.renyi.hu/hu
http://www.panem.hu/
https://mta.hu/
https://www.nka.hu/
https://emmiugyfelszolgalat.gov.hu/tisztelt-ugyfeleink
https://www.petofiugynokseg.hu/
https://ematlap.hu/kapcsolat
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/laptulajdonos
https://ematlap.hu/
https://ematlap.hu/laptulajdonos


MEMO diákolimpia, 2023

https://ematlap.hu/hirek-ujdonsagok-2023-3/1319-memo-diakolimpia-2023[2024. 07. 30. 14:50:49]

 Aktuális szám: 29. szám 2023. szeptember Válasszon:

Lenger Dániel, Imolay András  2023. SZEPTEMBER, HÍREK – ÚJDONSÁGOK

MEMO diákolimpia, 2023

Idén augusztus 21. és 27. között rendezték meg a szlovákiai Sztrecsényben (Strečno) a
17. Közép-európai Matematikai Olimpiát (MEMO), amelyen a szokásos 10 ország
(Ausztria, Csehország, Horvátország, Lengyelország, Litvánia, Magyarország,
Németország, Svájc, Szlovákia és Szlovénia) vett részt.

A magyar csapat tagjai: Bényei Borisz (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános
Iskola és Gimnázium, 11. osztály), Chrobák Gergő (Debreceni Fazekas Mihály
Gimnázium, 11. osztály), Nguyen Kim Dorka (Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló
Általános Iskola és Gimnázium, 10. osztály), Szakács Ábel (Budapesti Fazekas Mihály
Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, 9. osztály), Varga Boldizsár (Békásmegyeri
Veres Péter Gimnázium, 10. osztály), Wiener Anna (Budapesti Fazekas Mihály
Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, 11. osztály)

A csapatot Lenger Dániel (ELTE TTK, Budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános
Iskola és Gimnázium) és Imolay András (ELTE TTK) vezette.

A képen balról jobbra: Bényei Borisz, Chrobák Gergő, Imolay András (ölében a magyar
csapat kabalája, Marvin), Szakács Ábel, Nguyen Kim Dorka, Wiener Panka, Varga

Boldizsár, Lenger Dániel, Záhorsky Ákos.

Az első versenynapon van az egyéni verseny, amelyen a versenyzők egy-egy feladatot
kapnak algebrából, geometriából, kombinatorikából és számelméletből. A MEMO egyik
különlegessége a második versenynapon megrendezésre kerülő csapatverseny, ahol a
hatfős nemzeti csapatoknak együtt kell dolgozniuk a kapott 8 feladaton. Aznap minden
témakörből 1-1 könnyebb és 1-1 nehezebb feladatot kapnak. Mindkét napon 5 óra áll a
diákok rendelkezésére, és minden feladatra 8 pontot lehet szerezni.

A magyar csapat szép eredményeket ért el. Az egyéni versenyen

Szakács Ábel 30 ponttal

aranyérmet,

Bényei Borisz 25 ponttal

Varga Boldizsár 25 ponttal,

Wiener Anna 25 ponttal,

és Chrobák Gergő 23 ponttal

ezüstérmet,

Nguyen Kim Dorka 18 ponttal

dicséretet szerzett.

Mindössze három versenyző volt, aki lényegében megoldotta mind a négy egyéni
feladatot, ebből az egyik Szakács Ábel volt. A ponthatárok a magyar csapat számára
nem túl szerencsésen alakultak: 4 diák is csak 1-1 ponttal maradt le a jobb éremről.

A csapatversenyben 47 ponttal ezüstérmet szerzett a magyar csapat. Az aranyérmet a
lengyelek, a bronzérmet a csehek nyerték.

A MEMO-n csak olyan diákok indulhatnak, akik még nem voltak a Nemzetközi
Diákolimpián (IMO), de a következő IMO-n még indulhatnak. Így tehát ezeket a szép
eredményeket úgy érték el, hogy többüknek ez volt az első nemzetközi versenye, de
reméljük, egyiküknek sem az utolsó!

Köszönünk minden segítséget a Bolyai János Matematikai Társulatnak, akik támogatták
az utazást!

Lenger Dániel (csapatvezető) és Imolay András (csapatvezető-helyettes)

A feladatok és az eredmények is megtalálhatók a verseny honlapján. Következik a
versenyzők véleménye, megjegyzései a kitűzött problémákhoz.

Ez volt az egyéni feladatsor.

I-1: Az idei algebra feladat egy függvényegyenlőtlenség volt, ez volt az egyéni verseny
legnehezebb feladata, ez a pontszámokból is látszik. A válaszra viszonylag könnyen rá
lehetett jönni, így erre csak 1 pont járt. A legtöbb függvényegyenlettel ellentétben itt
nem a 0 behelyettesítése vezet a legegyszerűbb megoldáshoz.

I-2: Az egyéni feladatsorból a kombinatorika idén egy közepesen könnyű feladat volt. A
feladat megtévesztő lehet első látásra, mert egy körben levő húrokkal és azoknak a
metszéspontjaival kell foglalkozni. Viszont valójában ez egy konstrukciókereső feladat,
ahol a húrok száma szerint kell megoldásokat keresni, az A és B részben megnevezett
kritériumok szerint. Az A részben, ha megtaláljuk a helyes konstrukciót onnan könnyű
belátni, hogy más húrszámokra nem lehet megoldani a feladatot. Ugyanezzel az ötlet
maggal, relatíve kis változtatásokkal kell a B részt is megoldani.

I-3: Az egyéni verseny harmadik problémája egy geometria feladat volt. Ez a feladat
főleg szögszámolásokra és húrnégyszögekre épült. Emiatt nem kellett semmilyen
„nagyágyú” tételt használni benne, ennek köszönhetően a mezőny túlnyomó része
maximum vagy közel maximum pontosra oldotta meg. További érdekesség, hogy
diszkusszió sem volt szükséges ennél a problémánál.

I-4: A számelmélet feladat egy érdekes probléma volt, azonban kicsit beárnyalta a képet,
hogy megoldásához szükség volt egy olyan állítás ismeretére (hogy két négyzetszám
összegének csak a triviális esetekben van 4k+3 alakú prímosztója), amelyet nem szoktak
elvárni olimpiai versenyeken. Még rosszabb, hogy a koordinátorok túl nagy hangsúlyt
fektettek arra, hogy le legyen írva, hogy végtelen sok 4k+3 alakú prím létezik, ezen a
csapatból hárman is pontot vesztettek.

Ezek a csapatverseny feladatai.

T-1: A csapatverseny első feladata egy közepesen nehéz algebra feladat volt. Ez egy
nem megszokott függvényegyenlet volt, mert csak egész számokon van értelmezve a
függvény, és csak az a lényeges, hogy két helyen a függvény ugyanazt az értéket veszi-e
fel. Az A rész pár behelyettesítéssel könnyen kijön, viszont a B részhez már egy
nagyobb ötlet kell. Érdekesség, hogy akik megoldották a nehezebb algebrát, azok ezt a
feladatot nem oldották meg teljesen.

T-2: Elvileg megoldható egyenlőtlenség. Pontszámok alapján a második legkönnyebb a
„nehezebb” feladatok közül (de így is csak két csapat oldotta meg). Meglepően szépen
néz ki.

T-3: Szép, barátságos, sakktáblás kombinatorika feladat, ami két ügyes színezésen,
skatulyaelv használatán (és Ábel segítségén) kívül mást nem igényel.

T-4: Nehéz kombinatorika feladat, aminek érdekessége, hogy az egyetlen
csapatverseny-feladat, amit semelyik csapat sem oldott meg a versenyen. Szép ötleteket,
és gráfban cseresznyék ügyes leszámlálását igényli.

T-5: A csapatverseny első geometria feladata  egy érdekes feltételt tartalmazott, három
egyenes egy pontban metszését. Bár ez elsőre kicsit ijesztően nézett ki, egy Desargues-
tétellel, egy magasságpont észrevételével és egy kis szögszámolással egész gyorsan
kijött.

T-6: A nehéz geometria a csapatverseny egyik legnehezebb feladata volt a 4-es
feladattal versengve. Egy elég hosszú koordináta-geometriás számolással, vagy egy
elsőre nagyon véletlenszerűnek tűnő pont felvételével és néhány hasonló háromszögből
adódott a feladat állítása.

T-7: (Számelmélet. Valószínűleg nem túl nehéz, mert minden csapat kapott rá legalább
5 pontot.) A csapatverseny könnyű számelmélet feladata egy diofantoszi egyenlet volt,
ami egyszerű algebrai átalakításokkal és egy kis esetszétválasztással könnyen kijön.

T-8: A nehéz számelmélet feladat tipikusan olyan volt, hogy ránézésre lehetett érezni,
hogy igaznak kell lennie az állításnak, de a bizonyítás nehéz része a korlátok pontos
kidolgozása volt. Egybehangzó vélemények szerint ez a feladat inkább algebra volt, bár
azért két szám legnagyobb közös osztójának ügyes felülbecslése is kellett a
megoldáshoz, mely számelméleti elemeket (prímek kitevőjének vizsgálatát) igényelt.

 És még néhány, a MEMO-n készült fénykép:
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 IMO 2023, Csiba (Japán)

A 64. Nemzetközi Matematika Diákolimpiát Japánban, a Tokióhoz közeli Csiba
városában rendezték meg. Hogyan lehet felkészülni, bekerülni a csapatba? Mi történt az
olimpián? Járjuk körbe kicsit ezeket a kérdéseket.

Magyarországon sok matekverseny van, egészen fiatal korban be lehet kapcsolódni ebbe
a „vérkeringésbe”. Az általános iskolás korosztály felsőseit nyaranta meghívja a
Gondolkodás Öröme Alapítvány Mátrafüredre, a Matematikai Mulatságok
Táborába (MaMuT). Így évfolyamonként a korosztályos versenyeken legjobban
szereplő diákok közül 15-20 diák személyesen megismeri egymást, együtt táboroznak,
matekoznak, játszanak, kirándulnak, barátkoznak. Ehhez a társasághoz később is lehet
csatlakozni, illetve az is előfordul, hogy valakinek az érdeklődési területe más irányba
fordul. A résztvevők közül nagyon sokan Pósa Lajos és tanítványai legendás, nagyon jó
hangulatú és magas színvonalú matektáborait járhatják végig, évente kétszer, egészen az
érettségiig.

A matematika iránt komolyabban érdeklődő diákok olyan középiskolába
jelentkezhetnek, ahol speciális matematika tagozatos képzés van, ami az átlagosnál
sokkal szélesebb körű matematikai ismereteket ad. Másrészt országos szinten vannak
olyan iskolák, ahol nem „specmat-képzés”, hanem elhivatott tanárok által vezetett
szakkörök vannak.  A Veszprémben és korábban Miskolcon is működő Erdős Pál
Matematikai Tehetséggondozó Iskola is felkarolja az ügyes, motivált diákokat.
Például ez utóbbiban a gyerekek évente hat hétvégén 7 alkalommal 90 perces
foglalkozásokon vesznek részt, ez négy év alatt 140 duplaóra.  Komolyan átgondolt és
felépített tematika alapján, országosan ismert és elismert kiváló matektanárok tartják a
foglalkozásokat.

Feltétlenül meg kell említeni az általános iskolások matematikai újságját, az Abacust és
a Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapokat. Aki a folyóirat feladatmegoldó
pontversenyében részt vesz, megtanulja leírni gondolatmeneteit, megoldásait.
Találkozhat olyan nehezebb feladatokkal, amelyekhez nem iskolai tanóra rövidségű
gondolkozási idő kell. A KöMaL-ban elért jó eredmény beleszámít az olimpiai
kvalifikációba. Az eddig leírtak olyan bázist adnak, amin felnőve kialakul a diákok
közül egy társaság, ennek tagjai  – általában tizedikes évfolyamtól kezdve – látogatni
kezdik a központi olimpiai szakkört.

A járvány alatt az online térbe vonult szakkör ebben az évben is hibrid formában
üzemelt egész évben. Ez azt jelentette, hogy sokan személyesen beültek Budapesten a
Fazekas gimnázium 127/a termébe, sokan pedig online csatlakoztak, zoom platformon.
Ebben a teremben egy hatalmas digitális tábla van, amire írva minden azonnal
megjelenik a zoom fehér tábláján. Az egyik diák szüleinek jóvoltából kaptunk egy olyan
hangeszközt, amelynek segítségével a teremben igazi tantermi hangulatban folyhatott a
munka és ezt az otthonról bekapcsolódók is jól láthatták és hallhatták.

Talán nem mindenki tudja, hogy közel tíz éve külön nemzetközi versenyt szerveznek a
lányoknak (EGMO), nekik saját tehetséggondozó programjuk is van: évente
rendszeresen kapnak megoldandó tematikus feladatsorokat, illetve havonta részt
vehetnek hétvégi felkészítő táborokban. Természetesen fiúk és lányok is indulhatnak
minden évben október elején a nagy hagyományokkal rendelkező Kürschák-
versenyen. Ennek eredménye már beleszámít az olimpiai válogatásba. Idén november
25-én volt az EGMO vezetősége által szervezett első olimpiai válogató. Ez az első
kvalifikációs verseny, minden ilyen alkalom után van egy olyan szakköri foglalkozás,
ahol a javítók ismertetik a megoldásokat, a pontozási rendszert. A versenyzők
megkapják saját pontszámukat, megnézhetik a dolgozatuk javítását, rákérdezhetnek a
javításra. A dolgozatok értékelésében sokan segítenek, a verseny szervezői,
egyetemisták, volt olimpikonok.

A kronológiai sorrendet követve örömmel újságolhatjuk, hogy a járvány előtt húsz éven
át működő angol-magyar olimpiai edzőtábort idén újra meg lehetett szervezni. A
kvalifikációs táblázat élmezőnye, 20 magyar diák kapott meghívást, ők december 27 és-
január 3. között együtt tréningezhettek a Nagy-Britanniából érkezett 20 diákkal. Minden
előadás és feladatmegoldó foglalkozás angolul zajlott. Ezúton is köszönjük Pálvölgyi
Dömötör, Hujter Bálint, Harcos Gergely, Kós Géza, Frenkel Péter, Dobos Sándor és
Zábrádi Gergely előadásait. A táborozók szilveszter este az Operába mentek, ahol
megnézték a Denevér előadását. A sok matekozás mellett lehetett pingpongozni,
társasozni. A tábor házigazdája Kovács Benedek volt, munkáját segítette rövidebb
időszakokban Baran Zsuzsa, Kiss Melinda és Lenger Dániel, az EGMO és MEMO
csapat vezetői.

A kvalifikációs eredménylista legjobb négy szereplője képviselte hazánkat a Romanian
Master of Mathematics versenyen, erről részletesebb beszámoló olvasható az Érintőben.
Alig értek haza innen a versenyzők, hamarosan következett a Surányi János
emlékverseny, amelyet március 7-én délután írtak a diákok Budapesten és Debrecenben.
Egy ilyen verseny előkészítése is munkát jelent: helyszínek szervezése, felügyelet,
feladatsorok összeállítása. Köszönjük szépen a debreceni Fazekasnak, Remeténé Orvos
Viola tanárnőnek a sok segítséget.

Április elején a lányoknak szurkolhattunk az EGMO-n, majd április 24-25-én
következett a végső, harmadik és negyedik válogatóverseny. Ezeken már csak a
kvalifikációs eredménylista élmezőnye, a legjobb 24 diák vehet részt. A verseny után
kialakultak a csapatok, a nevek utáni szám az évfolyamot jelzi:

IMO            Fülöp Csilla 12, Lovas Márton 12, Nádor Benedek 12, Németh Márton
12, Simon László Bence 11, Tarján Bernát 11;

MEMO        Bényei Borisz 11, Chrobák Gergely 11, Nguyen Kim Dorka 10, Szakács
Ábel 9, Varga Boldizsár 10, Wiener Anna 10.

Az iskolák szerinti megoszlás: Csilla a szegedi Radnótiból, Gergő a debreceni
Fazekasból, Lovas Marci, Berci és Boldizsár a budapesti Veres Péterből, a többiek a
budapesti Fazekasból.

Májusban az írásbeli érettségik után egyhetes edzőtábor következett. Ennek egy-egy
napját a következők vezették: Kovács Benedek, Borbényi Márton, Hujter Bálint, Dobos
Sándor és Lenger Dániel. Az érettségi rendszer visszaállt a megszokott rendszerbe, a
szóbelik előtt közvetlenül újabb felkészítő hetet szerveztünk. Ennek tanárai a napok
szerint: Williams Kada, Kovács Benedek, Terpai Tamás, Dobos Sándor és Frenkel
Péter. Mindannyiuk munkájáért hálás köszönet.

Az olimpia előtt közvetlenül szokott lenni a dombóvári edzőtábor. Ezzel kapcsolatban
meg kell jegyeznünk, hogy idén meghívást kaptunk Kínába, hogy az IMO előtt két hétig
tréningezzünk közösen a kínai csapattal. Az érettségik és egyéb okok miatt az IMO
csapat nem tudott menni, szerencsére a szervezők az IMO válogatott helyett vállalták a
MEMO tagjainak meghívását. Így idén ők nem Dombóváron, hanem Pekingben
tréningeztek. A dombóvári táborról a résztvevők írtak részletesebben, itt a munkát
vezető Kiss Géza, Dobos Sándor és Kovács Benedek nevét emeljük ki, akik mindent
megtettek a tartalmas tábori programért.

Megérkeztünk az olimpiához! Július 5-én találkozott a csapat Ferihegyen, kibomlott a
csapatzászló, készült néhány fénykép, ölelés a kikísérő szülőknek és irány a reptéri
beléptető procedúra. Gépünk Sanghajba repült, a hosszú úton ki-ki filmet nézett, pihent,
próbált figyelni, hogy a 7 órás időzóna-eltolódás minél kevesebb problémát okozzon.
Néhány órás átszállási idő után tovább röpültünk Tokióba. A reptérről hosszas, alapos
vizsgálatok után léphettünk be az országba. Már vártak a szervezők, busszal a verseny
helyszínére Csibába mentünk. A buszból láthattuk a rizsföldeket, a dúsan zöldellő tájat,
néhány kisebb, földszintes települést. Csiba közel egymilliós város, lényegében
összenőve Tokióval. Szállodánk központi épülete 50 emeletes volt. Egyre érkeztek a
csapatok, az esti vacsoránál már láthattuk a nemzetközi kavargást, a 112 ország 618
versenyzőjének forgatagát. Másnap pihenhettünk, délután a megnyitóünnepségen
tradicionális japán dobosok és a Tokyo Brass Style együttes színesítette a műsort. Az
üdvözlő beszédeket rövidre fogták, az oktatási miniszter japánul köszöntötte az
érkezetteket, beszédét a kivetítőkön olvashattuk angolul. Ekkor már mindenki a versenyt
várta.

A két versenynapon 4 és fél óra alatt 3-3 feladatot kellett megoldani. A dolgozatok
értékelését, a koordinálást a csapat vezetője, Harangi Viktor és helyettese, Dobos Sándor
végezték. A problémakiválasztó bizottságban sok-sok éve dolgozó Kós Géza már az
olimpiát irányító Board választott tagja, ő az egyik feladat javításában segédkezett.
Három magyar végzett koordinátori munkát: Csahók Tímea, Haiman Milán és Záhorsky
Ákos. Így a verseny után egész nagy magyar asztaltársaság találkozhatott,
beszélgethetett az étkezőben. A diákok a javítás napjain ellátogattak Disneylandbe,
illetve városnéző utat tettek Tokióban. Ennek érdekes epizódja volt a találkozás az
éppen ugyanitt rendezett fizika diákolimpia magyar résztvevőivel. A magyar IMO-
küldöttség sokakkal barátkozott, tandemsakkoztak indiaiakkal, kártyáztak osztrákokkal,
svájciakkal, a német csapatban ezüstérmet szerzett Mann Boldizsárral, a
luxemburgiakkal. Ez utóbbiak lelkesen mesélték, hogy Freud Róbert segítette a
felkészülésüket. A szállodát egy széles út, egy focipálya és egy keskeny, de annál
dúsabb erdősáv választotta el a Csendes-óceán partjától. A magyar csapat több
alkalommal (néha az éjszaka közepén is) kiment a partra. Erős szél, hömpölygő nagy
hullámok, a távolban óriási hajók… Igen, itt vagyunk a felkelő nap országában!

A feladatlap és a részletes eredmények is megtalálhatók az olimpia hivatalos honlapján.
A magyar csapat 22. lett, Simon László Bence  aranyérmet szerzett, Tarján Bernát és 
Németh Márton ezüstöt, Lovas Márton, Fülöp Csilla és Nádor Benedek bronzot. Az idei
évben az éremhatárok a szokásosan alakultak: 18-tól bronz, 25-től ezüst, 32-től
aranyérmet lehetett kapni. A záróünnepség végén kellemes meglepetés fogadott:
értesítették Magyarország követségét, és személyesen maga a nagykövet úr, Palanovics
Norbert (maga is egykori eredményes KöMaL-megoldó) jött el és gratulált a diákoknak
a szép eredményekhez.

 Fülöp Csilla, Tarján Bernát, Lovas Márton, Simon László Bence, Nádor Benedek,
Németh Márton, Dobos Sándor

A záró zsűriülés számunkra egyik legizgalmasabb pontja Magyarországról szólt. Az
IMO előtt kormányhatározat született arról, hogy hazánk megpályázza a rendezés jogát.
Mivel a következő három évet már korábban lefoglalták, a zsűri nagy támogatottsággal
megszavazta, hogy mi rendezhetjük a 2027-es nemzetközi matematikai
diákolimpiát! Ez sok korábbi olimpikonnak volt nagy álma, reméljük sokan
szívügyüknek tekintik majd az eseményt, és valamilyen módon részt tudnak venni,
szervezőként, koordinátorként, támogatóként.

A jövő évi olimpiát eredetileg Ukrajna kapta, helyettük az angliai Bath vállalta, hogy
2019 után újra beugrik szervezőnek. Jó felkészülést, eredményes versenyzést kívánunk a
következő olimpiai csapatnak!

  Dobos Sándor, IMO csapatvezető-helyettes

Versenyzők és felkészítők, szervezők, balrol jobbra: Németh Márton, Csahók Tímea,
Nádor Benedek, Záhorsky Ákos, Tarján Bernát, Kunszenti-Kovács Dávid, Fülöp

Csilla, Dobos Sándor, Lovas Márton, Harangi Viktor, Simon László Bence, Haiman
Milán, Kós Géza 
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SPORTOLÓK, MŰVÉSZEK...(ROVATSZERKESZTŐ: OLÁH VERA.)

Paulovics Zoltán
2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Ugródeszkák
matek szakon –
Mihálka Éva
Zsuzsanna
Nem könnyű kisgyerekes
anyaként a kutatói lét…de van,
akinek nem is olyan nehéz.
Mihálka Éva Zsuzsanna
gimnazistaként két tárgyból is
bekerült az OKTV első 10
helyezettje közé, így az ELTE-n
párhuzamosan elvégezte a
matematika és a kémia szakot is.
Jelenleg kvantumkémikus
posztdoktor a bratislavai
Comenius Egyetemen. Paulovics
Zoltán készített vele interjút.

Vizvári Béla
2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Maros István
(1941‒2023) ‒
hatvan év a
magyar
operációkutatásban
Vizvári Béla visszaemlékezése
Maros Istvánra elválaszthatatlan
a kor történelmétől és
tudománytörténetétől, benne a
SZTAKI, a NIM IGÜSZI, vagy
a SZÁMKI szerepével. Ő
maga is  jól ismeri az
operációkutatás és a
számítástechnika fejlődésének
utóbbi hatvan évét. Krekó
Bélára, Kornai Jánosra, Prékopa
Andrásra, Heppes Aladárra,
Stahl Jánosra is emlékezik,
amikor Maros Istvántól
búcsúzik.

Recski András
2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ –

INTERJÚ

Andrásfai Béla
(1931–2023)
Életének 93. évében elhunyt
Andrásfai Béla, a Műegyetem
nyugalmazott docense. Több
évtizeden át ő jelentette a BME-
n „a” gráfelméletet. Egyetemi
jegyzetei mellett jelentős volt a
több kiadást megért „Ismerkedés
a gráfelmélettel” című könyve,
amelyet főleg érdeklődő
gimnazistáknak (és tanáraiknak)
szánt. A gráfelmélet
fáradhatatlan kutatójáról,
oktatójáról és
népszerűsítőjéről  Recski András
emlékezik meg.

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Ugródeszkák matek szakon – Mihálka Éva Zsuzsanna

Beszélgetés Mihálka Éva Zsuzsannával (kvantumkémikus posztdoktor, Comenius
University Bratislava)

Mi az egyik első pozitív élményed a matematikával kapcsolatban? Hogyan, miért
szeretted meg a matekot?

Arra emlékszem, hogy már alsóban is szerettem. Egyszer a tanítónéni mondta, hogy van
az iskolában egy matekszakkör, amit nem ő tart, de nekem is érdemes lenne járnom rá.
Ezt követte az első verseny, amely – ha jól emlékszem – a Zrínyi Ilona
Matematikaverseny volt. A tanórai matek könnyű volt, így jó érzés volt, amikor egy-egy
nehezebb feladattal találkoztam, és meg is tudtam oldani. Egyértelműen úgy érkeztem a
(Zalaegerszegi) Zrínyi Miklós Gimnáziumba ötödikesként, hogy én ezt szeretem és jól is
megy. Vajda István volt a matematikatanárom, aki egy nagyon meghatározó alak volt,
hatalmas benyomást tett rám.

Mi ragadott meg ennyire benne?

Ő még ilyen régi vágású tanár: olyan kisugárzása volt, hogy amikor bejött a terembe,
belekezdett az anyagba, akkor nem lehetett rá nem figyelni, és valahogy azonnal
tiszteletet ébresztett bennem. Nagyon szerettem, ahogyan beszélt az órákon. Ezt akkor
még nem tudtam volna így megfogalmazni, de utólag azt mondanám, hogy megmutatta
a matematikai gondolkodás „szerkezetét”: adott fogalmakkal hogyan dolgozunk, milyen
következtetéseket vonunk le, azokat igazoljuk, bizonyítjuk. Szerintem ezért is tetszettek
annyira az órái. Azt éreztem, hogy ő egy komoly ember, így, ha ő azt mondja, hogy ezt
jól csináltam, ügyes vagyok, akkor az már tényleg jelent valamit. Nagyon sokat
számított, ha ő megdicsért, és nem azért, mintha ritkán dicsért volna.

Tartott szakkört is, illetve az alapórákon is gyakran hozott nekünk versenyzőknek plusz
feladatokat. Támogatta, de nem erőltette, hogy oldjuk meg az Abacus, később a KöMaL
feladatait.

A sok matekozás mellett megszeretted a kémiát is. De azért a matek maradt a kedvenced,
ugye?

Én mindkettőt nagyon akartam, ezért törekedtem rá, hogy ne menjen az egyik sem a
másik rovására.

Végül mindkét tárgyból bekerültél az OKTV-n az első 10-be. Biztosan nehéz volt
választani, miért matematikára jelentkeztél?

Mindenképpen mindkettőt szerettem volna: csak az volt a kérdés, hogy melyikkel
kezdjek. Úgy gondoltam, hogy a matek úgyis kell mindenhez – a kémiához is – ezért
célszerűbb lenne azzal kezdeni. A kémiatanárom megkérdezte volt tanítványát, Szalay
Pétert (aki jelenleg is az ELTE Kémiai Intézetének kutatója), hogy mit javasol, és mivel
ő is ezt a sorrendet támogatta, így Matematika BSc-re jelentkeztem az ELTE-re, majd
egy év múlva párhuzamosan elkezdtem a kémiát is. Matekból mentem MSc-re, és utána
a Kémia Doktori Iskolába jelentkeztem. Végig ELTE-s voltam.

Milyen volt a doktori időszaka? Voltak mélypontok, hegycsúcsok?

Már a BSc-s szakdolgozatomban is kvantumkémiával foglalkoztam: nagyon-nagyon
megtetszett akkor, hogy jó sok benne a matek. Ezt vittem tovább, Surján Péter és
Szabados Ágnes voltak a témavezetőim. Rengeteget jelentett, hogy nem hagytak
egyedül: gyakorlatilag napi szinten tudtam velük beszélni, segítettek, ha elakadtam.
Igazán hálás vagyok nekik.

Nem volt könnyű, amikor néha ki kellett mondani, hogy most ebből ennyit tudtam
kihozni. Olyankor muszáj kicsit váltani, másik kérdéssel, altémával foglalkozni. És az is
fontos volt, de nem magától értetődő, hogy végül ezeket hogyan is lehet egy koherens
egésszé összefűzni a disszertációban, melynek címe „Developments in perturbation
theory and studies of spin-projected multireference states” lett.

Közben tartottál gyakorlatokat az egyetemen. Szeretsz tanítani?

Nem csak közben: már elsőévesként kipróbálhattam a gyakorlatvezetést a BME
Számítástudományi és Információelméleti Tanszékén. Aztán később persze az ELTE-n
is, kémiát is.

Csak nem Recski András szervezett be a BME-re a Véges matematika vizsga végén?

De, igen! Nagyon hálás vagyok érte mind a mai napig! Sok remek embert ismerhettem
meg ott, és a tárgyat is nagyon szerettem.

Úgy tudom, a lelkesedés a mai napig tart.

Mindig szívesen megyek oda tanítani. Most Pozsonyban vagyok a Comenius Egyetemen
egy ösztöndíjjal, úgyhogy néhány félévig ez sajnos kimarad.

Milyen ösztöndíjjal?

A SASPRO 2 program (amely az Európai Unió és Szlovákia által közösen indított Marie
Skłodowska-Curie COFUND ösztöndíj) egyik nyerteseként (projektszám: 945478)
három évet tölthetek Pozsonyban Jozef Noga témavezetése alatt, aki a kvantumkémia
egyik elismert, tekintélyes professzora. Ő volt a doktori dolgozatom egyik bírálója. A
védés után a témavezetőim segítségével érdeklődtem, hogy van-e nála posztdoktori
pozíció; most közösen kutatunk, többek között a bírálat során feltett egyik kérdését is
alaposabban körbejártuk.

Konkrétan mivel foglalkozol most?

Ugye a kvantumkémia – egyszerűen összefoglalva – a kvantummechanika elveinek és
módszereinek a kémiában történő felhasználása, felfegyverkezve a matematika
eszközeivel. Túlmutat a kvantummechanikán abban, hogy azok a megközelítések és
módszerek, amelyek ezekre a problémákra születtek, már sokkal inkább a kémiai
szemléletet tükrözik.

Alapvetően szeretnénk megérteni, hogy hogyan (és miért úgy) viselkednek a molekulák,
illetve leírni a köztük lévő kölcsönhatásokat, fizikai és kémiai folyamatokat. Ennek egy
szeletét jelenti az, amivel én foglalkozom: elektronszerkezet-számítási módszereket
szeretnénk kidolgozni. Ehhez számolni kell: van egy megfelelő matematikai modell,
adottak az egyenletek, amelyeket meg kellene oldani, de ez egzakt módon nem megy,
ezért különböző közelítő módszereket fejlesztünk ki. A közelítő módszerekkel szemben
három fő elvárásunk van: a kapott eredmények fizikailag értelmezhetőek, továbbá minél
pontosabbak és belátható számításigényűek legyenek. Persze mindent nem lehet
egyszerre: ugyan meg lehet lényegében egzaktul oldani a problémát exponenciálisan sok
számítással, de az a gyakorlatban nem kivitelezhető, így engedünk a pontosságból,
cserébe a kevesebb számításért.

Most egy új módszer kifejlesztéséhez a geminál alapú hullámfüggvényeket –
amelyekkel elég sokat foglalkoztam a doktori időszakában – próbáljuk ötvözni azzal,
ami a jelenlegi témavezetőm egyik szakterülete: az explicit korrelációt tartalmazó
módszerekkel.

Ezt kicsit kifejtenéd?

A legegyszerűbb közelítő módszerek egyváltozós (egyrészecskés/-elektronos)
függvényekből szerkesztik meg a sokváltozós, sokelektronos hullámfüggvényt. A
geminál alapú hullámfüggvények esetében viszont az elektronpárok (mint egységek) az
építőkövek.

Az egzakt megoldásnak ismerjük bizonyos matematikai tulajdonságait, amelyek a
közelítésből adódó eredményekre sajnos nem feltétlenül teljesülnek. Bebizonyították,
hogy ebből következnek a közelítő módszereknek bizonyos rossz tulajdonságai, például,
hogy csak viszonylag nagy méretű modell esetén – ami egyben nagy számításigényt
jelent – tudnak elég pontosak lenni. Az explicit korrelációt tartalmazó módszerek a
közelítési hiba nagyságát hivatottak csökkenteni úgy, hogy olyan megközelítést
alkalmaznak, amely az említett matematikai tulajdonságokkal rendelkezik. Régóta
ismert, hogy amennyiben a közelítő módszer kielégíti ezen feltételeket, úgy tényleg
sokkal pontosabb eredményt kaphatunk.

Ezt a két modellt próbáljuk összedolgozni, ami remélhetőleg mindkettőnek az előnyeit
fogja kombinálni.

Izgalmasan hangzik!

Igen, az! Szerencsésen adódott a téma, mert újat is tanulhatok, de közben azt is
használhatom, amiben jártas vagyok.

Hogy álltok? Látszik már, hogy sikerrel fogtok-e járni?

Volt néhány korábbi ígéretes eredmény, ennek hatására indultunk el egy úton, de még
sok kérdés vár megválaszolásra. Minden közelítésnek megvannak a korlátai. Az
embernek ismernie kell, hogy amivel foglalkozik, annak mik a „peremfeltételei”: mikor
számíthatok arra, hogy az én megközelítésem nagyjából helyes eredményt ad. Van
olyan, hogy bizonyos esetekben egyszerűen nem működik.

A matematikának mely területeit használod a munkád során?

A kiindulás, hogy a fizikai problémának van egy (végtelen dimenziójú) Hilbert-térbeli
átírása, így a funkcionálanalízis erőteljesen jelen van. Az alapprobléma persze egy
differenciálegyenlet, de mivel csak közelítő számításokat tudunk végezni, így numerikus
módszerekkel dolgozunk. Sokszor a szimmetriák kapcsán csoportelméleti
megfontolások is előtérbe kerülnek. Az egyenletek manipulálásához elemi algebra kell,
majd jöhet sok-sok lineáris algebra, mivel a gyakorlati megvalósítás során véges
dimenziójú terekkel dolgozunk. Nyilván van elemi analízis, illetve – nem mindennapos,
de – komplex függvénytan is.

Mi most a legnagyobb kihívás a munkádban?

Nagyon gyors ütemben fejlődik ez a tudományág, sok kutató foglalkozik a
kvantumkémia egyes területeivel. Így nem mindig könnyű, de tartani kell a lépést az
újdonságokkal. Egyrészt azért, hogy van-e még értelme foglalkozni valamivel, nem
vizsgálta-e meg már más. Másrészt, hogy el tudjam helyezni a saját munkámat a
többiekéhez képest: hol is tartok, mennyire fontos kérdésekkel foglalkozom, milyen
erősek az eredményeim. Harmadrészt fontos, hogy fejlesszem magam, új technikákat,
megközelítéseket tanuljak, ötleteket kapjak.

Doktoranduszként még nagyobb szükségem volt rá, de most is lényeges, hogy legyenek
körülöttem olyan emberek, akiktől tudok kérdezni, akik tudnak jó ötleteket adni. Egy-
egy ilyen beszélgetés sokat tud lendíteni a munkafolyamaton. Szerencsére most is
többnyire ilyen közegben vagyok, sőt, a korábbi témavezetőimmel is megmaradt a jó
kapcsolat, szoktunk időnként beszélni, ők is támogatnak.

Mi inspirál a kutatásban?

Szeretem a folyamatát, gondolkozni, tervezni. Amikor megvan az alapkoncepció, és ki
kell dolgozni a részleteket. Nagyon érdekes az elején, hogy csak papír és ceruza kell:
szeretek a képletekkel dolgozni. A programozás részét is élvezni szoktam. És persze a
végén jó érzés, hogy megcsináltam, leteszteltem és nagyjából azt kaptam, „jó
számokat”, amit vártam: az eredmények igazolják, amit kigondoltam. Ha pedig mégsem
úgy működik valami, ahogy vártuk, akkor adódik a következő irány, amin gondolkozni
lehet: miért nem működik? Ez azt is jelenti, hogy a végére sokkal jobban megértem a
vizsgált problémát. De az idevezető út az, amit a legjobban szeretek.

Habár édesanyád annak idején kémia OKTV-t nyert, szülői nyomás nélkül, szabad
elhatározásodból szeretted meg a kémiát, és lettél kvantumkémikus. A kisfiadnak milyen
jövőt jósolsz, ő is a Zrínyi Gimnáziumba fog járni? Avagy: mik a jövőbeli terveid?

Huh, még nagyon sok minden függőben van. 2025-ig lehetek itt; ha úgy adódik, haza,
Magyarországra is mennék, de az is lehet, hogy pályázom egy másik külföldi egyetemre
vagy kutatóintézetbe.

Valóban nem könnyű kisgyerekes anyaként a kutatói lét, de szerencsére itt az egyetemen
nagyon segítőkészek: amit csak lehetett, azt megkönnyítették, illetve a témavezetőm is
rendkívül pozitívan állt hozzá a helyzethez. Ráadásul a pályázat is rugalmas volt ezen a
területen. De a férjem rengeteg támogatása nélkül nem menne: lényegében gyermekünk
születése óta ugyanannyi időt van vele, mint én. Szerencsés vagyok, jó példákat látok
magam előtt, akiket nagyon csodálok.

Mihálka Éva Zsuzsannával az interjút Paulovics Zoltán készítette.

.
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Maros István (1941‒2023) ‒ hatvan év a magyar
operációkutatásban

Maros István a magyar operációkutatás jelentős alakja volt.

1964-ben szerzett matematikus diplomát az ELTE-n. A kandidátusi fokozatot 1981-ben
kapta meg. Disszertációjának címe: Adaptív elemek a lineáris programozásban. Ennek
alapján 1983-ban ítélték oda neki az egyetemi doktori címet. 2006-ban lett az MTA
doktora.

Egész pályafutását meghatározták azok a viszonyok, amelyek indulásakor, azaz az
1960-as évek közepén uralkodtak. Ez még a nagy számítógépek kora, személyi
számítógépek nem léteztek. Egyben az embargó kora is egész a rendszerváltásig. Más
néven a COCOM-lista  ideje. Az operációkutatás még fiatal tudományág volt,
közvetlenül felhasználható eszközei – értve ez alatt főleg a programokat – sem készültek
el, illetve részben az embargó hatálya alá estek, tehát valahogy pótolni kellett azokat. De
ez utóbbi jellemző volt jó ideig az embargóval nem sújtott országokra is azon egyszerű
oknál fogva, hogy ebben az időszakban maguk a nagy gépek egymással is
inkompatibilisek voltak. Jellemző, hogy jelen sorok írója a hetvenes évek közepén
használt olyan optimalizálási programokat az MTA 1970-ben beszerzett CDC3300-as
gépén, amit idősebb kollégái írtak. Ugyanezen időszakban találkozott Nyugaton ottani
olyan kollégákkal, akik általános lineáris programozási programcsomagot fejlesztettek.
Ugyanakkor az is igaz, hogy az operációkutatás az 1950-es évek második felére
meglehetősen ismertté vált Magyarországon annak ellenére, hogy mintegy 20 éves
múltra tekinthetett csak vissza. Több szerző rendszeresen írt róla. A teljesség igénye
nélkül Jándi Géza,  Krekó Béla és Kornai János nevét lehet említeni. Krekó tanította is
az akkori közgazdasági egyetemen, Kornai meg az Élet és Tudományban írt róla.  Már
ebben a korai korszakban felismerték, hogy az új tudományág felhasználható gazdasági
és szervezési feladatok megoldására.

Összefoglalóan tehát azt lehet mondani, hogy az 1980-as évek elejéig csak
minisztériumoknak, egyéb főhatóságoknak és nagyvállalatoknak volt
számítóközpontjuk. Minél inkább visszafelé haladunk az időben, annál inkább igaz,
hogy ezek a számítóközpontok egyben tudományos kutatóhelyek is voltak, mert addig
ismeretlen problémákat kellett megoldaniuk. Ezt a helyzetet nagyon jól jellemzi Balázs
Katalin, aki az Akadémián kb. 1955 és 1965 között folyó kibernetikai, mai szóval
számítástechnikai kutatásokról írt tudománytörténeti tanulmányt: „Ki kellett dolgozni
azokat a tudományos módszereket, gondolkodási módokat, amelyekkel az egyes
területek feladatai megfogalmazhatókká váltak a gép számára. Ez a tevékenység a hazai
számítástechnikai kultúra terjesztését is jelentette.”  1980 után vegyes rendszer alakult
ki a személyi számítógépek belépésével. A nagy számítógépek a műszaki fejlődés miatt
1990 körül eltűntek.

Nagyon fontos, hogy Maros István pályájának indulásakor a szimplex módszer volt az
egyetlen általános egzakt megoldási eljárás a lineáris programozásban. Az első
polinomiális  megoldási módszert, ami a gyakorlatban különben használhatatlan,
Hacsiján csak 1979-ben publikálta.  Az első belső pontos módszer, ami Karmarkar
nevéhez fűződik, csak 1984-ben jött ki.

Matematikusként Maros István első munkahelye a Közlekedés- és Postaügyi
Minisztérium Autóközlekedési Vezérigazgatóságán volt. Egy korai munkája a helyi
autóbusz-közlekedésről szól.  1968-ban innen a magyar operációkutatás egy nagyon
fontos műhelyébe, a Nehézipari Minisztérium Ipargazdasági és Üzemszervezési
Intézetébe, rövidítés szerint a NIM IGÜSZI-be került. Ezt az intézményt mindenki csak
nimigüszinek mondta. Itt a Matematikai Osztály vezetője lett.

Ezeken a munkahelyeken figyelt fel a lineáris programozás jelentőségére és
programjának hiányára. Ekkor vált a szimplex módszer számítógépes megvalósítása
egész életre szóló kutatási témájává. Nagyon korán kezdett publikálni a területen.

A NIM IGÜSZI nagy számítógépe, az Elliot 803

(ld. https://itf.njszt.hu/wp-content/uploads/HM_A-NIMIGUSZI.pdf)

Budapesten az 1970-es évek elejére az operációkutatásnak három erős csoportja alakult
ki. Az MTA Számítóközpontjában, majd az 1973-as átszervezés után az MTA SZTAKI-
ban Prékopa András osztálya volt az egyik; a másik a NIM IGÜSZI-ben, amit Heppes
Aladár és Maros István neve fémjelzett; a harmadik pedig az INFELOR
operációkutatási osztálya, amit hivatalosan Lampl Tamás vezetett, de Stahl János volt
szakmailag az első embere. Amikor 1975-ben az INFELOR-ban Rabár Ferenc helyett
Arató Mátyás lett az igazgató, és az intézményt átnevezték SZÁMKI-nak, a NIM
IGÜSZI munkatársai átkerültek az új intézetbe. Így ott az operációkutatás egy igen erős,
alkalmazás felé orientálódott egysége jött létre.

Mindhárom említett intézmény egészére (nem csupán az operációkutatási osztályukra)
már ebben a korai időszakban az volt jellemző, hogy költségeik egy részét a piacról
kellett megszerezniük. Ezért végeztek különösen sok külső megbízásos munkát, mai
kifejezéssel projektet.

Maros István a SZÁMKI-ban töltött évek alatt rendszeresen publikált a kutatási
témájában; például a European Journal of Operations Research-ben, az 1976-os,
Budapesten tartott Matematikai Programozási Szimpózium kötetében és az Alkalmazott
Matematikai Lapokban. Az akkori publikációkkal kapcsolatban meg kell jegyezni, hogy
1990-ig a nyugaton való közlést elvben engedélyeztetni kellett. Akkor még nem voltak
SCI folyóiratok és Q1‒Q4 lapok még annyira sem. Ezért az 1990 előtti publikációs
teljesítményt nem lehet a maival összevetni.

Pályafutásában a következő jelentős változás 1985-ben
következett be. Ekkor Prékopa András akadémikus hosszabb
időre külföldön vállalt munkát. Ő ekkor a SZTAKI
Alkalmazott Matematikai Főosztályát vezette. Maga helyett
a főosztály vezetésére Maros Istvánt hívta meg, amit a
SZTAKI vezetése elfogadott. Új feladata nem volt egyszerű,
mert projekteket kellett szerveznie és szereznie, hogy a
főosztály a szükséges bevételt elérje. Közben továbbra is
dolgozott a lineáris programozás egyre hatékonyabb
számítógépes megvalósításán. Aki belépett a szobájába,

sokszor láthatta az általa fejlesztett programot a képernyőjén.

Ez a helyzet 1989 végéig tartott. Ekkor Maros István egy viszonylag rövidebb
tanulmányútra ment külföldre. Mialatt kint tartózkodott, a SZTAKI-ban átszervezték a
főosztályokat laboratóriumokká. Az új laboratórium vezetője Rapcsák Tamás lett.
Minderről Maros István a hazaérkezése után értesült. Azzal a helyzettel kellett
szembesülnie, hogy vezetőből beosztott kutatóvá vált.

Érthető, hogy jobbnak találta, ha pályafutását külföldön folytatja. Számára szerencsés
módon ezek az események időben egybeestek a rendszerváltással. Addig ugyan nem
volt lehetetlen a külföldi munkavállalás, de nagyon nehéz volt az engedélyek
megszerzése, beleértve a megfelelő útlevelet is,  és ez csak igen keveseknek sikerült. A
rendszerváltással, pontosabban 1989 októberével, ezek az akadályok megszűntek.
Először a Rutgers egyetemre ment, ami New Jersey állami egyeteme. Itt működött a
méltán híres RUTCOR (RUTgers Center for Operations Research),  ahol Prékopa
András is tanított. Maros István 1991-ben és 1992-ben volt a RUTCOR tagja. Rövidebb
magyarországi tartózkodás után 1993 és 1996 között a londoni Brunel Egyetem
Matematikai Tanszékén dolgozott. 1996-tól tíz éven át az ugyancsak Londonban
található Imperial College Számítástudományi Tanszékének volt professzora. Mindkét
helyen Gautam Mitra volt a tanszékvezető.

Az Imperial College-ban töltött évek alatt
írta meg kutatásait összefoglaló művét
„Computational Techniques of the Simplex
Method” címmel.  A könyv nemzetközi
elismerést hozott neki. Ezt a könyvet adta
be nagydoktori disszertációként. Az MTA
doktora cím odaítélése elhúzódott, mert az
egyik bíráló, Rapcsák Tamás, meg akarta
akadályozni azt annak ellenére, hogy mind
a bíráló bizottság, mind a két másik
opponens támogatta. A címet végül 2006-
ban kapta meg.

2006-ban visszatért Magyarországra. A
veszprémi Pannon Egyetem professzora
lett, majd 2012-től emeritus professzora.

A szakmai közéletben is aktív szerepet vállalt. Ilyen funkciói közül érdemes kiemelni,
hogy 1987 és 1994 között az MTA Tudományos Minősítő Bizottság Matematikai
Bizottságának tagja volt. Először titkára, majd tagja az MTA Operációkutatási
Bizottságának, valamint az MTA Matematikai Osztály Doktori Bizottságának. Az MTA
Veszprémi Területi Bizottsága (VEAB) Operációkutatási Munkabizottságának elnöke.
Magyarország képviselője az IFIP (International Federation of Information Processing)
7-es számú munkacsoportjának (TC7).

Végezetül érdemes munkásságát számokban összefoglalni. Nehéz megállapítani, hogy
hány cikknek szerzője vagy társszerzője. A NJSzT, amely példamutató módon
dokumentálja a számítástechnika történetét, Maros Istvánról szóló anyagában  azt
írja, hogy mintegy 120 cikke lehet, de csak 54-et sorol fel. A Google Scholar 102
művéről tud, a ResearchGate pedig 71-ről. De ezen listák egyike se tartalmazza a
fentebb idézett korai műveit pedig ilyenekből még több is létezik. Azt mondhatjuk tehát,
hogy az összes publikáció számára a 120 jó közelítést ad. Az ő esetében vannak további
művek, amelyek fontosak. Ahogy a NJSzT anyaga írja, 12 optimalizálási
programcsomag „főkonstruktőre” volt. Ezek az ő szakmájában a mérnöki alkotások
szerepét töltik be. Mindegyik nagy hozzáértést és sok munkát igényelt. Bár nem
számszerűsíthető, de mindehhez jön még a különböző vezetői körökben végzett, sokszor
időt rabló munkája. A Google Scholar 1030 hivatkozását tartja nyilván.

Munkásságát díjakkal is elismerték. Megkapta a Farkas Gyula-emlékdíjat (Bolyai János
Matematikai Társulat, 1976), a Kalmár-díjat (NJSZT, 1991), Egerváry Jenő-
emlékplakett (MOT, 2011), a Fejes Tóth László-díjat (Pannon Egyetem, 2018) és a
Prékopa András-díjat és emlékéremet (2022). Mint látható, a díjak felölelik a
matematika, a számítástechnika és az operációkutatás területét.

Személyében a magyar operációkutatási közösség egy vezető kutatóját vesztettük el.
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Vizvári Béla

Megjegyzések
A Pannon Egyetem nekrológja.
Az NJSZT Informatikatörténeti Fóruma 4 évvel ezelőtt készített videója, a Maros
Istvánnal készített interjú itt nézhető meg.
A Magyar Operációkutatási Konferencián Maros Istvánra külön szekcióval
emlékeztek meg.
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Recski András  2023. SZEPTEMBER, PORTRÉ – INTERJÚ

Andrásfai Béla (1931–2023)

Életének 93. évében elhunyt Andrásfai Béla, a Műegyetem nyugalmazott docense, a
gráfelmélet fáradhatatlan kutatója, oktatója és népszerűsítője.

Középiskolai tanulmányait 1942-ben a budapesti Verbőczy István Gimnáziumban (ma
Petőfi Sándor Gimnázium) kezdte, 1946-tól a szombathelyi premontrei, majd a Nagy
Lajos gimnáziumban folytatta, ahol 1951-ben érettségizett. 1954-ben matematika-fizika
szakos tanári diplomát szerzett a budapesti Pedagógiai Főiskolán, majd 1957-ben
az Eötvös Loránd Tudományegyetemen is. 1953–1955 között tanársegéd volt a
Pedagógiai Főiskola Matematika Tanszékén. Ezt a tanszéket 1947-ben Péter Rózsa
(1905–1977) szervezte meg és ő volt a vezetője is, egészen a Főiskola 1955-ben történt
megszüntetéséig. Péter Rózsa egészen haláláig megkülönböztetett figyelemmel kísérte
Andrásfai Béla munkásságát, mintegy fogadott fiaként szerette.

1955-től egészen 1996-os nyugdíjazásáig a Budapesti Műszaki Egyetem
Villamosmérnöki Karán (1992-től Villamosmérnöki és Informatikai Kar) tanított,
egyetemi adjunktus volt 1963-tól, majd docens 1965-től. 1963-ban nyerte el a
matematikai tudományok kandidátusa címet – Gallai Tibor aspiránsa volt. Az 1986-ban
indult mérnök-informatikus szak Diszkrét matematika anyagának kidolgozója és a tárgy
első oktatója volt. Oktató és kutató munkája mellett rendszeresen bridzsezett, gyakran
nemzetközi versenyek résztvevőjeként.

Sokat mond oktatói munkájáról, hogy 1979-ben a BME Villamosmérnöki Kar hallgatói
a kar kiváló oktatójának választották. Talán érdekes megemlíteni, hogy amikor a
villamosmérnök-hallgatók mintegy fél évszázada egy kitüntetést akartak létesíteni a
legnépszerűbb oktatóik elismerésére, akkor a sokféle kupa, kehely, serleg elnevezés
mintájára a díjat köcsög-díjnak nevezték el – akkor ennek a szónak még nem létezett az
a jelentése, amely miatt ma ezt a nevet már nem használnánk. Béla viszont joggal
nagyon büszke volt rá, később is lelkesen mondta, hogy ő egy köcsög-díjas
matematikus. A díjban a matematika világos, érthető előadásán kívül szerepet játszott jó
humora és a hallgatókkal kialakított kiváló kapcsolata is.

Derűs egyéniségét tanárkollégái is tapasztalhatták, többek között a Bolyai János
Matematikai Társulat Rátz László Vándorgyűlésein, amelyeknek egy időben rendszeres
résztvevője volt. A szakmai programokon kívül mindig jelen volt a közös
futballozásokon, énekléseken, ő szerkesztette a Hírharang című magazint. A Társulat
életében aktívan részt vett, mintegy 25 évig tagja volt a Választmánynak és 1978–1988
között a Felsőoktatási Bizottságnak is. 1975-ben elnyerte a Bolyai János Matematikai
Társulat Beke Manó nagydíját.

Kutatási területe az extremális gráfok elmélete volt, egy korai eredményét Erdős már
egy 1962-es cikkében megemlítette. Róla nevezték el az ún. Andrásfai-gráfot. Az n-ik
Andrásfai-gráfnak 3n–1 pontja van, helyezzük el ezeket egy kör mentén, majd minden
pontot kössünk össze az összes többivel, kivéve a vele (akármelyik irányban)
szomszédos n–1 ponttal. Az alábbi ábrán az n=4 esetet szemléltetjük kétféleképp
lerajzolva. (Készítette: Wikizoli, CC BY-SA 3.0,
https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=70694402 .)

Jelöljük -vel egy  gráfban a független (vagyis páronként nem szomszédos)
pontok maximális számát és -vel a gráfban található maximális méretű teljes
részgráf pontszámát. Ismeretes, hogy minden  számpárra van olyan  küszöb,
hogy minden ennél több pontú  gráfra vagy , vagy  (Ramsey-
tétel). Könnyű látni, hogy az Andrásfai-gráf nem tartalmaz három hosszú kört, a
komplementere pedig nem tartalmaz -pontú teljes gráfot, így az 
Ramsey-küszöb nagyobb -nél. Ez az alsó becslés egyébként csak -re és 

-ra éles.

Andrásfai egy másik eredménye az ún. -kritikus gráfokkal foglalkozik (vagyis olyan
gráfokkal, amelyek bármely élét elhagyva  értéke nő). Hajnal András bizonyította be
Gallai Tibornak azt a sejtését, hogy egy ilyen, izolált pontokat nem tartalmazó  pontú
gráfban minden pont foka legfeljebb . Jelöljük az 
mennyiséget -vel. Ha ez 0, akkor Hajnal tétele szerint az izolált pontokat nem
tartalmazó -kritikus gráf minden pontja elsőfokú (vagyis a gráf csak diszjunkt élekből
állhat). Ha , akkor minden pont foka 1 vagy 2, tehát ha a gráf összefüggő,
akkor csak út vagy kör lehet, és könnyű látni, hogy pontosan a páratlan körök lesznek
jók. Andrásfai jellemezte a  esetet: Ilyenkor pontosan azok az izolált pontokat
nem tartalmazó összefüggő gráfok lesznek -kritikusak, amelyek a 4 pontú teljes
gráfból nyerhetőek úgy, hogy bizonyos éleiket páratlan hosszú úttal helyettesítjük. (A

 esetre Lovász László és Surányi László adott jellemzést, később Lovász
tetszőleges -ra megmutatta, hogy létezik véges sok olyan gráf, amelyekből ezzel a
művelettel az összes -kritikus gráfot megkaphatjuk.)

Egy Erdős Pállal és T. Sós Verával közös cikkben megmutatták, hogy ha egy  pontú
egyszerű gráf kromatikus száma , de a gráf nem tartalmaz teljes -est, akkor a gráfban
van olyan pont, amelynek fokszáma legfeljebb . Erre a cikkre több
mint száz másik dolgozat hivatkozott.

Különösen jelentős volt a matematikát népszerűsítő tevékenysége. A gráfelméletnek a
Műegyetemen nagy hagyományai vannak: Az egész világon a BME volt az első
egyetem, ahol önálló gráfelméleti kurzus indult (Kőnig Dénes tartotta az 1930-as
években a Műegyetem és a Pázmány diákjainak, hallgatói között volt többek között
Erdős Pál, Gallai Tibor, Klein Eszter, Szekeres György, Turán Pál). A második
világháború után Egerváry Jenő, Gallai Tibor és rövidebb ideig Hajós György is a
Műegyetem oktatói voltak. A műegyetemi villamosmérnök hallgatók kötelező
matematika tananyagában azonban a gráfelmélet csak mintegy 30 éve szerepel (számos
neves európai műegyetemen még később vezették be). Így több évtizeden át egy
személyben Andrásfai jelentette a BME-n „a” gráfelméletet: rendszeresen speciális
előadásokat tartott az érdeklődő hallgatóknak és a Mérnöktovábbképző Intézetben.
Egyetemi jegyzetei mellett ugyancsak jelentős volt a több kiadást megért „Ismerkedés a
gráfelmélettel” című könyve, amelyet főleg érdeklődő gimnazistáknak (és tanáraiknak)
szánt. Egyetemi oktatói munkáján kívül ezeknek a könyveknek is köszönhető, hogy a
gráfelmélet oktatásának emlékezetes alakjává vált.

Recski András 
Budapesti Műszaki és Gazdaságtudományi Egyetem 

Villamosmérnöki és Informatikai Kar 
Számítástudományi és Információelméleti Tanszék

Andrásfai Béla műveinek válogatott listája:

(A) Tudományos dolgozatok:

1. Neuer Beweis eines graphentheoretisches Satzes von P. Turán, MTA Mat. Kut.
Int. Közleményei, 7 (1962) 193–196.

2. Graphentheoretische Extremalprobleme. Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 15
(1964) 413–438.

3. On critical graphs, Theory of Graphs Internat. Symp. Rome 1966, 9–19.

4. On the connection between chromatic number, maximal clique and minimal
degree of a graph, Discete Math. 8 (1974) 205–218. (Erdős Pállal és T. Sós Verával
közösen)

(B) Tankönyvek és ismeretterjesztő könyvek:

1. Gráfelmélet. Villamosmérnökök számára; Tankönyvkiadó, Bp., 1968 (Mérnöki
Továbbképző Intézet kiadványa V.)

2. Ismerkedés a gráfelmélettel, Tankönyvkiadó, Budapest, 1971, 1973, 1984.
Angolul: Introductory graph theory, Akadémiai Kiadó, Budapest és Adam Hilger
Ltd. Bristol, New York, 1977

3. Gráfelmélet. Folyamok, mátrixok, Akadémiai Kiadó, Budapest, 1983. Angolul:
Graph theory. Flows, matrices, Akadémiai Kiadó és Adam Hilger Ltd. Bristol,
Philadelphia, 1991

4. Gráfelmélet, Polygon Kiadó, Szeged, 1997

5. Gráfelmélet villamosmérnökök számára, Tankönyvkiadó, Budapest, 1968, 1971

6. Matematikai érdekességek, Gondolat Kiadó, Budapest, 1969 (társszerzőkkel),
Németül: Mathematisches Mosaik, Urania Verlag, Leipzig–Jena–Berlin, 1977

7. Vonalak és felületek topológiája, Tankönyvkiadó, Budapest, 1971, Polygon
Kiadó, Szeged, 1994

8. Versenymatek gyerekeknek, Tankönyvkiadó, Budapest, 1986, 1988, Calibra
Kiadó, 1992, 2002

9. Infor-matek, Polygon Kiadó, Szeged, 1997 (Ablonczy Péterrel)

Copyright ©  Bolyai János Matematikai Társulat  Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet.  A honlapot

készítette a PANEM MULTIMÉDIA STÚDIÓ

Kapcsolat

Szerkesztőség

Leírás szerzőknek

Szerzői jogok

Adatkezelés



A szolgáltatásaink működéséhez sütiket (cookie) használunk. További információkhoz kattintson az Adatkezelés linkre.

Elfogadom.

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=70694402
http://bolyai.hu/
http://www.renyi.hu/hu
http://www.panem.hu/
https://mta.hu/
https://www.nka.hu/
https://emmiugyfelszolgalat.gov.hu/tisztelt-ugyfeleink
https://www.petofiugynokseg.hu/
https://ematlap.hu/kapcsolat
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/szerkesztoseg
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/leiras-szerzoknek
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/szerzoi-jogok
https://ematlap.hu/laptulajdonos
https://ematlap.hu/
https://ematlap.hu/laptulajdonos


Tanóra

https://ematlap.hu/tanora-szakkor-2023-3[2024. 07. 30. 14:59:07]

 Aktuális szám: 29. szám 2023. szeptember Válasszon:

SOKSZOR TALÁLKOZUNK OLYAN FELADATTAL, ÖTLETTEL, AMIT SZÍVESEN ELTESZÜNK KÉSŐBBI HASZNÁLATRA. A

 TANÓRA – SZAKKÖR ROVAT SZERETNE HOZZÁJÁRULNI A MATEMATIKATANÁROK ESZKÖZTÁRÁNAK

GAZDAGÍTÁSÁHOZ, FÓRUMOT KÍVÁN ADNI A GONDOK, NEHÉZSÉGEK MEGTÁRGYALÁSÁRA IS.

(ROVATSZERKESZTŐ: HORVÁTH ESZTER.)

Szerkesztő
2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

RLV –
vándorgyűlés a
Graphisoft Parkban
A négynapos Matematikatanárok
Rátz László Vándorgyűlését
minden év július első hetében,
közvetlenül a tanévzárás után
rendezi a Bolyai János
Matematikai Társulat. Minden
évben más-más város a találkozó
helyszíne: több évtized után idén
a főváros, a Graphisoft Park
kellemes környezete várta a
résztvevőket. Aki nem tudott
eljönni, annak is érdemes
megnézni néhány videóra felvett
és a Youtube-re is felkerült
előadást. Tovább…

Kós Rita
2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Ki tud többet a
KöMaL-ról?
Aki úgy gondolja, hogy ismeri a
folyóiratot, induljon el bátran a
most következő kvízjátékon.
(QR-kódja a képen.) Aki még
nem ismeri, az is, hiszen a kvíz
megoldásából sokat megtudhat
egy örök lap múltjáról, jelenéről
és jövőjéről. A tartalmi, formai
és előfizetési újításokról Kós
Rita kedvcsináló írása olvasható.

Oláh Vera
2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Akiknek fontos a
matematikatanítás
– CERME13
Talán a 2019-es  Varga100
konferencia jól sikerült
szervezése volt az egyik oka
annak, hogy a European Society
for Research in Mathematics
Education (ERME) 2023-ra
Budapestnek adta a 13. CERME
matematikatanítási konferencia
megrendezésének jogát. A
Congress of the European
Society for Research in
Mathematics Education
többszáz fős rendezvényeire
kétévente kerül sor. Idén
júliusban az ELTE és a Rényi
Intézet volt a csaknem ezer fős
esemény házigazdája, amelynek
sikeréről Oláh Vera ad hírt.

Wintsche Gergely
2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

Kell-e nekünk
függvénytáblázat?
Hogyan használjuk a 21.
században a függvénytáblázatot?
Használjunk-e egyáltalán
függvénytáblázatot? Szükség
van-e rá, vagy a számológépek,
számítógépek és az internet,
illetve legújabban a mesterséges
intelligencia teljesen feleslegessé
teszik? Wintsche Gergely egy
matematikatanári levelezés
kapcsán mutat érveket és
ellenérveket .

Csapodi Csaba
2023. SZEPTEMBER, TANÓRA –

SZAKKÖR

A matematika
érettségi
követelményeinek
változása 2024-től
– III. rész
A cikksorozat harmadik része a
Függvények témakörről és
változásairól szól. Csapodi
Csaba táblázatos formában
mutatja be, hogyan módosulnak
ebben a témában az érettségi
követelmények 2024-től,
röviden magyarázva,
értelmezve, indokolva a
változásokat. Néhány,
újdonságnak számító ismeret
esetén mutat olyan feladatokat,
amelyeket a követelmények
alapján el tudna képzelni egy
feladatsorban. A feladatok
megoldása Facebook-
oldalunkon és a következő
számunkban is megjelenik.
Tovább...

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Szerkesztő  2023. SZEPTEMBER, TANÓRA – SZAKKÖR

RLV – vándorgyűlés a Graphisoft Parkban

A négynapos Matematikatanárok Rátz László Vándorgyűlését minden év július első
hetében, közvetlenül a tanévzárás után rendezi a Bolyai János Matematikai Társulat.
Mindig más-más város fogadja az ország leglelkesebb matematikatanárait, tanítóit, akik
nem bánják, hogy kicsit később kezdődik a nyári szünetük, cserébe találkozhatnak régi
ismerős és új kollégákkal, megosztva velük az előző egy év örömeit, kérdéseit,
problémáit.  Idén kivételes volt helyszín: több évtized után a főváros, a Graphisoft Park
kellemes környezete, ahová az Aquincumi Technológiai Intézet, az AIT–Budapest
magánegyetem hívta meg a résztvevőket.

Rátz László az AIT egyetemén

A BJMT nagy súlyt helyezett arra, hogy
minél többen, fiatalok, tanárjelöltek és
tanárok, tanítók vegyenek részt ezen az
akkreditált matematikatanár-továbbképzésen,
ezért pályázatot hirdetett külön alsó tagozatos
tanítók és tanító szakos hallgatók, illetve
fiatal tanárok és egyetemi hallgatók részére a
részvételi díj teljes vagy részleges
támogatására, amelyet 20-an vettek igénybe.
Így a Vándorgyűlésre 240-en regisztráltak
(13-an a határon túlról), amihez az anyagi

támogatás mellett a színvonalas, a kreativitást előtérbe helyező  szakmai program járult
hozzá.

Előadást tartott több országosan ismert
matematikát  tanító kollégán kívül
Bojár Gábor, a Graphisoft cég és az
AIT-Budapest alapítója, Gyarmathy
Éva pszichológus, a magyarországi
Diszlexia Központ és az SNI
Tehetségeket Segítő Tanács
megalapítója, és Szemerédi Endre, a
világhírű Ábel-díjas matematikus.

A zsúfolásig megtelt teremben Simon
Péter, a Társulat főtitkára és
Kosztolányi József, az Oktatási
Bizottság vezetője nyitotta meg a
konferenciát. Sajnos minden évben
egyre nő azoknak a társulati tagoknak
a száma, akiket elvesztettünk: az
elhunyt kollégák közül Somfai
Zsuzsára emlékezett meghatottan
Lajos Józsefné, Török Juditra néhány méltató szóval Fried Katalin. A társulati díjak
közül a Beke Manó Díjakat mindig a megnyitón szokták kiosztani, idén Aszódiné Pálfi
Edit, Garbaczné Olasz Andrea, Farkasházi Csilla, Kovács Gabriella, Kovács Béla,
Matyuska Ferenc és dr. Nádháziné Borbola Éva részére. Róluk és a díjról
részletesebben olvashatnak a Bolyai honlapján, itt.

A tavalyi év után másodszor került sor a Vándorgyűlésen a Reményi-díjak átadására,
amelynek történetét egy korábbi cikkünkben olvashatják. A díjazottak a BJMT
Reményi-díj oldalán kereshetők meg.

A nyitónap estéjén hangulatos, minden szempontból kiváló gálavacsorára került sor a
Római-parton, ahol Kosztra Gábor, az Oktatási Bizottság titkára játékokra invitált, és
emléklapokat is kiosztott a rendszeres Rátz-konferencia résztvevőknek. A konferencia
színvonalas, zökkenőmentes megszervezése a BJMT vezetőségének, titkárságának, az
önkéntes segítőknek és az AIT-Budapest részéről közreműködőknek köszönhető.

Aki részletesebben szeretné tudni, milyen előadások és szemináriumok zajlottak le a
négy napban, nyissa meg a programot, ahol a linkek vagy az adott videófelvételekre,
vagy a kivetített prezentációkra mutatnak. Szinte minden előadás és foglalkozás nagy
sikert aratott, sokan csak azt sajnálták, hogy nem lehettek egyszerre több szekcióban.

A következő fényképek Abonyi Tünde és Klein Sándor foglalkozásán készültek:

Néhány felvett előadást érdemes végignézni:

Bojár Gábor: Matematikaoktatás, mint az ország egyetlen gazdasági kitörési pontja 

Szemerédi Endre: Gondolatok a matematikáról 

Csapodi Csaba – Koncz Levente: Az érettségiről érdekesen 

Erdős Gábor: Emlékezetes feladatok 

Regős Krisztina: A diszkrét Gömböc nyomában 

Szántay Csaba: Milyen a jó kutató? 

Varga József: Tehetséggondozás matematikából Kecskeméten az elmúlt 30 évben 

Reméljük, a programot és a videókat megnézve, jövőre még többen jelentkeznek erre a
hagyományos országos tanári találkozóra:

a szerkesztők
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Ki tud többet a KöMaL-ról?

bevezetés
Az Érintő olvasói számára a KöMaL: örök – remélik a szerkesztők. Azt nem tudom,
hogy az „örök” egy közeli oázist vagy inkább ködbe vesző távoli horizonton éppen
felsejlő sziget kis foltját jelenti, de egy biztos: ez a sziget nem lakatlan, és közelebb van,
mint sokan hinnék. Ebben a rövid írásban szeretnék érveket felsorolni a fenti két állítás
mellett.

kvíz
Elsőként a kedves Olvasót rövid játékra invitálom. Előbb bemelegítésként egy kis
statisztika. Mit gondolnak, hányan vettek részt a KöMaL pontversenyeiben a 2022/23-as
tanévben?

A) kb. 600-an        B) kb. 1000-en      C) kb. 1200-an     D) kb. 1800-an

Összesen 1780 nevezést regisztráltunk - egy nevező több pontversenyben is részt vehet,
de 1215-en küldtek be megoldásokat (legalább néhányszor). A bemelegítés helyes
válasza tehát a C.

A kihívás pedig egy 10 kérdéses kvíz megoldása, ami a KöMaL –
és nem véletlen, hogy eddig nem oldottam fel ezt a rövidítést –
múltjáról, jelenéről és jövőjéről tesz fel, remélhetőleg mulatságos
vagy tanulságos kérdéseket. A Kahoot alkalmazásban készült kvíz
az idei Rátz László Vándorgyűlés egyik délutáni beszélgetésének
nyitóeseménye volt.

újságok
Az előző tanév újdonsága volt, hogy a feladatokat, beszámolókat, cikkeket illusztráló
képek és ábrák immár színesben jelentek meg.

Betekintésnek íme itt a teljes 2022. szeptemberi szám.

rejtvények és ördöglakatok
A most induló tanév alatt megjelenő számokban Olvasóink egy új rovattal is
találkozhatnak, ebben ismert és kevésbé ismert, régi és új rejtvényeket, kirakókat,
ördöglakatokat mutatunk be, megvilágítva matematikai hátterüket és útmutatást nyújtva
elkészítésükhöz.

emelt szintű érettségi gyakorlás beküldhető
A pontversenyek mellett állandó rovata a KöMaL-nak az emelt szintű matematika
érettségire való felkészítéshez ajánlott gyakorló feladatsor. Az elmúlt két évben
szerkesztőségünk és szerzőink törekedtek arra, hogy mind a feladatok hangulata, mind
nehézségi foka megfeleljen az írásbeli érettségi feladatokénak.

A 2023/24-es tanévben lehetőséget biztosítunk arra, hogy a megoldott, kidolgozott
feladatokat az érettségire készülő diákok beküldjék – a pontversenyektől függetlenül
(emeltkomal@gmail.com). A megoldások kijavítása után a fiatalok visszajelzést kapnak
munkájukról. A legszorgalmasabb és legügyesebb érettségire készülők között a tanév
végén KöMaL ajándéktárgyakat sorsolunk ki.

versenykiírás felülvizsgálata
A KöMaL lényege, oka és léte a pontversenyek. A versenyszabályok kialakítása,
kibővítése a körülményekre és korábbi tapasztalatokra reflektált. Mindenki számára jó
hír, hogy a nyáron alaposan áttekintettük a versenyszabályzatot, ebben elsősorban a
formai követelmények racionális csökkentését, illetve a kiszabható büntetés (a hírhedt
NVSZ) szofisztikáltabb alkalmazását (0 pont helyett csak pontvesztést) foglalta írásba a
szerkesztőbizottság.

webshop
A KöMaL-t augusztus végétől a lap webshopjából lehet megrendelni, csakúgy, mint a
kiadó további kiadványait, termékeit. A webshop egy teljesen új rendszer, ezért
megrendelőinknek első alkalommal regisztrálniuk kell. A megrendelői fiók
használatával lehetségessé válik elektronikus kiadványok letöltése (pl. az előfizetés
mellé járó lapszám elektronikus változata), vagy több szállítási és számlázási cím
megadása. Az egyik legfontosabb változás ugyanakkor az, hogy csekket nem fogunk
küldeni a legelső lapszámmal, viszont lehetővé válik az átutalás mellett a bankkártyás
fizetés is: https://komalujsag.myshoprenter.hu.

elérhetőségek
Szeptembertől a szerkesztőségi iroda adott nyitvatartás mellett, illetve előre egyeztett
időpontban nyitva lesz. (ELTE TTK D épület – 1117 Budapest, Pázmány Péter sétány
1/c 3. emelet 3.404a)

Új telefonszámunk: +36 20/ 320-4311

E-mail címeink:

szerkesztőség: szerk@komal.hu
szerkesztőbizottságok: mat-szerk@komal.hu, inf-szerk@komal.hu,
fizszerkbiz2021@googlegroups.com
megrendelés: megrendeleskomal@gmail.com
kiadó: matfund@komal.hu

Kós Rita, MATFUND Alapítvány

www.komal.hu
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Akiknek fontos a matematikatanítás – CERME13

Talán a 2019-es  Varga100 konferencia jól sikerült szervezése volt az egyik oka annak,
hogy a European Society for Research in Mathematics Education (ERME) 2023-ra
Budapestnek adta a 13. CERME matematikatanítási konferencia megrendezésének
jogát. A Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
többszáz fős rendezvényeire kétévente kerül sor, és bár európai, de a résztvevő
szakemberek a világ minden tájáról érkeznek. A hazai szervező az ELTE TTK és a
Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet. A szervezőbizottság elnöke, Csapodi Csaba
mindkét intézmény képviseletében nagyszerűen koordinálta az előzetes felkészülést és a
rendezvény egészének lebonyolítását. (2022. júniusában az Érintő is hírt adott a
készülődésről.) Idén tavaszra kiderült, hogy olyan nagy az érdeklődés, hogy 54
országból 940 fő regisztrált a részvételre. Nem volt egyszerű ennyi ember elhelyezése –
 szállás, étkezés, programok tervezése –  július közepén, már csak a levelezés is
rengeteg munkát rótt a szervezőkre. A konferencia helyszíne az ELTE TTK
Lágymányosi Campusának Északi és Déli épülete volt, de bármilyen nagy terek vannak
benne, ezer fős előadóterem nincs, így a nyitó plenáris ülést két szomszédos
konferenciateremben tartották – az egyikben élőben, a másikban kivetítő segítségével. A
szünetekben a jeges frissítőkhöz, kávéhoz, pogácsához, sütihez is három fő helyszínen
lehetett hozzájutni. Az előzetesen online regisztrálók 30 munkacsoport (TWG: Thematic
Working Group) közül választhattak egyet, amiben aktív részvételükre számított a
csaknem 100 társ-munkacsoportvezető. A különböző termek megtalálásában és egyéb
technikai problémákban ugyanazok segítettek, akik az első napon a csoportok szerinti
bejelentkezésnél: a szervezőbizottság pár hónappal az esemény előtt felhívást tett közzé,
segítőkész, angolul jól beszélő, kommunikatív önkéntesek jelentkezését várva a
szervezési feladatokhoz, akik érdeklődnek a matematika oktatásmódszertana iránt. Az
egyetemeken, a Bolyai János Matematikai Társulatban és az Érintőben is megjelent
felhívás eredményeként több tucat kolléga, tanár, tanárjelölt egyetemi hallgató várta
sárga egyentrikóban segítőkész hozzáértéssel a külföldi vendégeket. A rendezvény
sikeréhez természetesen elengedhetetlen volt a színvonalas szakmai program, amelyet
szintén már hónapokkal előbb le lehetett tölteni a Rényi Intézet honlapjának megfelelő
oldaláról.

Már a nyitónapon is látszott, hogy mindenki jókedvűen, elvárásokkal telve érkezett, ez
egy olyan közösség, ahol a munkacsoportok nemcsak a kétévenkénti konferenciákon, de
a közte levő időszakban is együtt dolgoznak (ebben lehet, hogy a COVID-időszak
kényszerű online kapcsolattartása is közrejátszott), így rengeteg résztvevő örömmel,
ismerősként üdvözölte egymást.

A megnyitó végig angol nyelven zajlott, házigazdája Csapodi Csaba volt. Meglepetésre
egy kutatóorvos üdvözölte elsőként a kongresszust: dr. Gulyás Balázs, az ELKH
(Eötvös Loránd Kutatási Hálózat) nemrég kinevezett elnöke, neurobiológus, az MTA
külső tagja. (Az ELKH új neve azóta már HUN–REN Magyar Kutatási Hálózat.)
Élvezetes előadásában beszélt arról, hogy lehetséges, hogy a matematikusok egy
speciális vizuális memóriával rendelkeznek, elmesélte, hogy Szingapúrban egy olyan
projektben dolgozott, ahol együtt vizsgálták annak társadalmi hátterét, hogyan lehet a
gyengébb tanulókat felzárkóztatni, egyúttal a tehetségeseket fejleszteni. Kiderült, hogy
kutatóként annyira hiányzott neki a matematika, hogy még egy open university
matematikakurzust is elvégzett.

Dr. Gulyás Balázs, a Magyar Kutatási Hálózat elnöke

A két rendező intézmény vezetője köszöntötte ezután az összegyűlteket, Stipsicz
András, a Rényi Intézet igazgatója és Kacskovics Imre, az ELTE TTK dékánja. Többen
szóltak néhány szót a konferencia nyitóünnepségén, köztük a nemzetközi bizottság
elnöke, Paul Drijvers (a hollandiai Utrecht Egyetemről) és a helyi bizottság két
társelnöke, Gosztonyi Katalin és Vancsó Ödön.

Csapodi Csaba több példát hozott arra, miért nem szerencsétlen szám a 13, sőt! Minden
résztvevő kapott a konferenciacsomagjában egy CERME-ceruzát, amiről kiderült, hogy
különleges: el lehet ültetni, és más-más fűszernövény kel majd ki belőle (a ceruza
végében vannak a magok).

A hagyományoknak megfelelően a CERME konferencia előtt, július 9–10-én került sor
(ugyanezen a helyszínen) a matematika oktatásával foglalkozó fiatal európai kutatók
kétnapos rendezvényére, a YERME Napokra. A programon mesterszakos hallgatók,
PhD-hallgatók, illetve posztdoktorok találkozhattak és ismerhették meg az európai
matematikaoktatás különböző irányzatait és képviselőiket, közülük sokan részt vettek a
nagykongresszuson is. A legjobb fiatal pályamunkákat a megnyitó ünnepségen
ismertették és díjazták.

21 fiatal kutató 13 országból pályázott a poszter szekció díjára, ezeket a plakátokat most
élőben  meg lehetett tekinteni az első emeleti folyósón. (Néhány látható közülük az
alábbi képeken.) A színpadon zene is szólt: Harcsa Veronika (egykori Fazekasos
matektagozatos diák)  jazzénekes és kísérője, Gyémánt Bálint  szórakoztatta a
közönséget.

Az első plenáris előadást Lovász László tartotta, aki saját életútja kapcsán emlékezett
nagy matematikus elődeire, és egyúttal előkerültek a kortársak és az utódok is: akikkel
együtt dolgozik. Előadása azt járta körül, szerinte miért szép a matematika. Említésre
került természetesen az Erdős-féle Könyv, amibe a szép bizonyítások kerülnek, és az is,
hogy egy Abel-díj indoklása szerint a szép bizonyításért érdemelte ki a díjazott a
kitüntetést.

Lovász László: Miért szép a matematika?

Lovász László és a következő napi plenáris előadó, Berta Barquero (barcelonai
egyetem)  előadásának prezentációja letölthető a https://cerme13.renyi.hu/ oldalról.
Ugyanott rengeteg fotó is megtalálható, és készült egy videó is, ami jól mutatja a
konferencia hangulatát.

A következő napokban a munkacsoportoké volt a főszerep: végül 28 munkacsoport
alakult a kifejezetten matematikai területektől – például az algebra, a geometria, a
valószínűségszámítás vagy a statisztika oktatásától – a különböző korosztályok
matematikatanításán keresztül a technológiai, matematikatörténeti, illetve integrációval
foglalkozó témakörökig.

A jelentkezők itt prezentálták az előadásukat, illetve ugyanabban a TWG-ben dolgoztak
együtt az öt nap során. Mindez kiváló lehetőséget biztosított számukra az elmélyült
munkára, és az adott terület legkiválóbb kutatóinak megismerésére. A munkacsoportok
plenáris panelbeszélgetéseken osztották meg a többiekkel a csoportmunka eredményeit.

Természetesen a jó hangulatot biztosította a szokásos szerda délutáni kirándulás és a
csütörtök esti gálavacsora a Szépművészeti Múzeumban, ahol az érdeklődők
megnézhették az épp Budapesten kiállított Csontváry festményeket.

Oláh Vera
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Kell-e nekünk függvénytáblázat?

Hogyan használjunk a 21. században függvénytáblázatot? Használjunk-e egyáltalán
függvénytáblázatot? Szükség van-e ezekre a több száz éves alapokon nyugvó
táblázatokra, vagy a számológépek, számítógépek és az internet, illetve legújabban a
mesterséges intelligencia teljesen feleslegessé teszik ezeket? Mielőtt elmélyednénk a
felvetett kérdésekben, nagyon vázlatosan és röviden áttekintjük a táblázatok történetét,
hogy képet kapjunk azok fejlődéséről.

A múlt
Az emberek már párezer éve használnak matematikai és csillagászati táblázatokat, hogy
rendszerezettebben kezeljenek összetartozó adatokat, illetve, hogy gyorsabban el
tudjanak végezni bizonyos műveleteket. Ismertek egyszerű szorzótáblák a világ minden
tájáról, de ennél bonyolultabb számításokhoz is léteztek korai táblázatok. Hivatkozások
maradtak fenn a csillagász, Hipparkhosz „trigonometriai” táblázatairól (Kr.e. 150 körül),
de ami valóban fennmaradt, az Ptolemaiosz (Kr.e. 100-170 körül) húrtáblázata,
amelyben egy 120 egység átmérőjű kör húrjai és középponti szögei közötti összefüggést
írja le fél fokonként táblázatba rendezve. Az arab világból ismert az al-Hvárizmi (Kr.u.
780-850 körül) nevéhez fűződő szinusztáblázat, amelyet a feltételezések szerint
Ptolemaiosz húrtáblázatai alapján alkotott. Kortársa a csillagász al-Marvazi (Kr.u. 770-
870 körül) nem csak szinusz-, de koszinusz-, tangens- és kotangenstáblázatokat is
készített 0° és 90° között, 30’-es osztásokkal.

Johannes Regiomontanus   

A középkorból Regiomontanus szinusztáblázataira szoktak általában hivatkozni, de
Kopernikusz, Viète és Bürgi mellett még több mint húsz különböző trigonometrikus
táblázatot sorol fel Denis Roegel A survey of the main fundamental European
trigonometric tables printed in the 15th and 16th centuries c. művében, amely elérhető
az interneten és a középkori trigonometrikus táblázatoknak nagyon alapos feldolgozását

mutatja be. Azután 1614-ben John Napier kiadta
Mirifici logarithmorum canonis descriptio című
művét. Pár évtizeddel rá már sok helyen
logaritmustáblázatokat használtak, hiszen ezek
segítségével szorzások és osztások helyett
csupán összeadásokkal és kivonásokkal kellett
megbirkózni.

Az 1700-1800-as évekbe lépve a kalkulus, azaz
az integrál- és differenciálszámítás fejlődése
során számos új függvényt vezettek be. Később
észrevették, hogy sok ezek közül a matematika
több területén is előfordul. Ilyen volt például a

gamma-függvény, a Bessel-függvények, az elliptikus integrálok, a béta-függvény, a
Jacobi-függvény és még sok hasonló. Ezeket táblázatokba foglalták és kinyomtatták.

Még pár évtized, és megjelentek a mechanikus számológépek, majd a 20. század
második felében az elektronikus számoló- és számítógépek, és meg is érkeztünk a 21.
század elejére.

A speciális függvények történetének leírását egészen 2005-ig követhetjük nyomon a
megadott linkeken:

https://www.stephenwolfram.com/publications/history-future-special-functions/

https://functions.wolfram.com/About/history.html

https://www.maa.org/press/maa-reviews/a-history-of-mathematical-tables .

Ma már matematikai webhelyek állnak rendelkezésre, ahol számos függvényosztály
elérhető egy-két kattintással, például ilyen a https://functions.wolfram.com/.

A hosszúra nyúlt bevezető után nézzünk szét saját házunk táján. Valószínűleg sok
kolléga polcán lapul a Szemengyajev, K. A. Bronstejn, I. N., Matematikai zsebkönyv
valamelyik kiadása, vagy Obádovics J. Gyula több mint húsz kiadást megért
Matematika kötete. Ezek sok műszaki felsőoktatásba járó egyetemista életét keserítették
vagy könnyítették meg. Az 1980-as évek elején még én is használtam a kis piros
Bronstejnemet, egy-egy különösen ronda házi feladat integrálásához. Sőt, szinte biztos,
hogy az iskolában majd mindannyian forgattuk a „Négyjegyű függvénytáblázat”
valamelyik kiadását. Ma is így van ez, évente sokezer példányt adnak el a
függvénytáblázatokból. Természetesen sokszor megújult, átalakult az évek során.

A 60-70-es években a „Függvénytáblázatok Matematikai összefüggések” címmel adták
ki, majd „Függvénytáblázatok Matematikai és fizikai összefüggések” lett a címe. Tele
volt táblázatokkal, a lényegesebbek a teljesség igénye nélkül: 

Egy valóban használt függvénytáblázat 1971-ből :-)

Állandók és logaritmusok
Számok négyzete
Számok négyzetgyöke
Reciprok értékek
Szögek sinusa és cosinusa
Szögek tangense és cotangense
Trigonometrikus függvények
Ciklometrikus függvények
Számok 10 alapú logaritmusa
A 10 hatványai
Szögfüggvények logaritmusa
Fokok és percek átszámítása ívmértékre
Ívmérték átszámítása fokokra és percekre
Fokokban adott szög átszámítása a fok századrészeire
Percek átszámítása a fok századrészére
Faktoriálisok értékei. Binomiális együtthatók
Faktoriálisok logaritmusa, körkerületek, körterületek, gömbtérfogatok
A 2, 3 és 5 első harminc hatványa
Pitagorasz-féle számhármasok
A 2, 3 és 5-tel nem osztható számok törzstényezős felbontása
Szabályos sokszögek
Összetett arányossági tényezők logaritmusa

A jelen
A ma forgalomban lévő függvénytáblázatok kívülről már kicsit színesebbek. A köznapi
életben csak a sárga, illetve a fehér névvel szoktak rájuk hivatkozni, elég könnyen
kitalálható, hogy miért, ezért én is ezt fogom tenni. (Forrás:
http://tankonyvkatalogus.hu)

A sárga függvénytáblázat (raktári száma: NT-15129/NAT). A fehér függvénytáblázat (raktári száma: NT-16129/NAT).

A sárga függvénytáblázat fizika és a kémia részt is tartalmaz, a fehérbe ezeken kívül
beleírták a földrajz, a csillagászat és az informatika alapjait is. Mindkettőre igaz, hogy a
fizika lett a legvastagabb rész bennük.

Az érettségin engedélyezett zsebszámológépek egyike

2023-at írunk, és még mindig többszáz éves hagyományokon felépült táblázatokat
használunk? Ma már senki sem használja a trigonometrikus függvények logaritmusait,
és a reciprokok, illetve a szinuszok kiszámolásához is ott a zsebszámológép. Az elmúlt
40 évben elterjedtek a sokunk életét megkönnyítő zsebszámológépek. Többféle létezik,
de a grafikai vagy elemi programozási képességekkel felruházott számológépek a mai
magyar közoktatásból egyelőre ki vannak tiltva.

A digitális eszközök széleskörű elterjedése miatt a mai, középiskolai használatra
tervezett függvénytáblázatokban már kicsit kevesebb a táblázat, és nagyobb hangsúlyt
kaptak bennük a matematikai összefüggések, azonosságok, tételek. 2012-ben ugyan
belekerült négy oldal a gráfokról, valamint megváltoztak az uniós baleseti kódok a
kémia és fizika szertárakban, és ezért a táblázatokban is, azonban azok lényegében húsz
éve változatlanok.

Az idei év elején két dolog is történt egyszerre, egymástól függetlenül. Felmerült a
függvénytáblázat átdolgozásának igénye, és a matematikatanárok levelezőlistáján
polemizálás indult arról, hogyan is jó használni a függvénytáblázatot a középiskolában.

Mit kell tartalmaznia egy mai függvénytáblázatnak? Van még olyan gyerek, aki nem a
telefonját (matekórán esetleg kényszerből a számológépét) nyomkodja, ha valamit ki
kell számolni? Mire való manapság a függvénytáblázat? Ki kell-e irtani minden
táblázatot belőlük és legyen csak összefüggések tárháza? Hol húzzuk meg a határt?
Melyik összefüggést kell fejből tudni, és melyikről elég azt tudni, hogy létezik? El kell-e
és el lehet-e különíteni a középszintű érettségihez szükséges ismereteket és az emelt
szintű anyagrészeket? Megannyi kérdés, amelyekre nem fogunk tudni egyértelmű
választ adni, de a jó kérdések felvetése már fél siker lehet.

Pontosan ezekhez hasonló kérdéseket vetett fel 2023 márciusában az egyik kolléga a
tanári levelezőlistán, amely a tanárkollégák élénk reakcióit váltotta ki. A következőkben
a levelekből a legfontosabb gondolatokat kiemelve szeretnénk visszaadni ennek az
„internetes beszélgetésnek” a hangulatát, és bemutatni a függvénytáblázat használatának
gyakorlatát napjainkban. A kiemelt részeket változtatás nélkül, esetleg egy-egy
megjegyzéssel tarkítva adjuk közre. A levélírók nevét nem közöljük, avval a szándékkal,
hogy csak a leírt érvekre és ellenérvekre figyeljünk. Remélem, a levelek áttekintése után
egyértelműen ki fog kristályosodni, ha nem is a megoldás, de az, hogy milyen
szemlélettel és hozzáállással lenne ideális kezelni a függvénytáblák helyét és szerepét a
mai magyar közoktatásban.

 A történet ezzel a levéllel indult:

 Kedves Kollégák!

Kíváncsi lennék a véleményetekre egy problémában, örülnék, ha megírnátok, hogy
Ti hogy látjátok ezt.

Jelenleg csak félállásban dolgozom iskolában (matekot épp nem is tanítok), ... és
mellette egyéni vállalkozóként magántanítványaim vannak. Többnyire emelt szintű
érettségire készítek, de van két olyan tanítványom is, akik a bukás elkerüléséért
harcolnak matekból. Döbbenten tapasztalom, hogy egyikük sem használja a
függvénytáblázatot.

Az egyik – aki tizedikes – azt mondja, hogy a tanár szerint a képleteket meg kell
tanulni és majd tizenkettedikben (!) megengedi, hogy használják, nem is kaptak az
iskolában függvénytáblázatot. A másik – aki pótérettségire készül – azt mondja,
hogy amíg gimibe járt soha nem használták.

Még egyszer hangsúlyozom: bukás elkerülése a cél mindkettőjüknél. Érthetetlen,
hogy miért kell a képleteket bevágni, mikor az érettségin lehet használni ezt a
segédeszközt.

Én nálam alap – volt, amíg iskolában tanítottam matekot –, hogy a tanítás része az
is, hogy megtanítom a segédeszközök használatát. Főleg a gyenge tanulóknak, de
még az emelt matekos csoportban is ez természetes volt. Ti mit gondoltok erről?

T.

Következzen itt néhány válasz, amely több nézőpontból mutatja be a függvénytáblázat
használatát.

Kedves T.! Abszolút egyetértek Veled. Természetesen használjuk a
függvénytáblázatot alkalmanként már kilencediktől -  pl. az algebrai
azonosságoknál -, de tizenegyediktől már minden órámon ott kell lennie a gyerekek
előtt a padon a függvénytáblázatnak is, a dolgozatoknál is alkalmazhatja, hiszen
meg kell ismernie, mit, hol talál benne, hogyan használhatja majd az érettségin.
Hogy ne az érettségin nyissa ki először a diák, hanem addigra tanulja meg a
használatát, evidensnek gondolom, s szerintem ezt így gondolja minden
matematikatanár. Az emelt szintű szóbelire készülve a képletgyűjteménnyel is
összevetjük, hogy biztosan tudja-e azokat az összefüggéseket, amelyek az utóbbiban
nincsenek benne, ha kell átismétli. ...

A tanítás módszereibe azért persze beletartozik, hogy mondjuk egy kilencedikes már
tudja fejből a hatványozás azonosságait vagy a leggyakoribb nevezetes
azonosságokat, amikor ezek alkalmazását tanulja, hiszen ez segíti őt az
alkalmazásban. Nem mindig az a cél, hogy keresgessen a függvénytáblázatban. Ez
az én gyakorlatom, és tapasztalatom. Üdvözlettel: Gy.

És egy másik vélemény:

Kedves T! Kedves Kollégák!

Azt gondolom, bőven nem a legfontosabb a matek tanítás/tanulás kapcsán, hogy
tudni kelljen képleteket, de alapvetően igen, szerintem is tudni kell fejből elég sok
mindent. Ez a „szükséges rossz", nem a gyerek szívatása miatt, hanem alapvetően
három oknál fogva.

Az egyik, hogy amíg csak említés szintjén van meg egy összefüggés, vagy mindig ki
lehet keresni és aztán azzal a lendülettel el is lehet felejteni, addig nem lesz meg
annyira, hogy eszébe jusson, hogy valami ilyesmi is van. (Gyengébbeknek különösen
nem.) Van olyan, amikor az ember már nem emlékszik pontosan a képletre, de ha
nem volt „rákényszerítve" korábban arra soha, hogy fejből tudja őket, akkor a
legtöbbeknek jó eséllyel eszébe sem fog jutni, hogy valami ehhez hasonló létezik
egyáltalán. Ekkor pedig nem fog elkezdeni ilyen irányban keresni.

A másik, ami ezzel részben átfed, hogy vannak feladatok, ahol a megoldás
lényegesen egyszerűbbé válik, ad absurdum attól válik megoldhatóvá egyáltalán,
hogy valami kifejezésben észreveszünk egy ismert összefüggést. Például egy
alapvetően számelméleti problémánál szembe jön egy (a+b)  nyílt alakban, és
továbblépni a zárt alak használatával tudunk. Ha nincs a fejünkben az összefüggés,
elég nehéz ráismerni, a függvénytáblázat lapozgatása se biztos, hogy megfelelő, ha
a számelméleti részben keresi az ember a továbblépés ötletét. Mindenféle ilyen
helyzetre úgysem tudjuk előre felkészíteni a gyereket -  pláne nem emelt szinten – 
szóval szerintem az a jobb, ha alapvetően tudja fejből. Az már a következő lépés,
hogy ha felismeri, hogy ez valami ilyen azonosságféle, de nem jut eszébe pontosan,
akkor hasznos, ha meg tudja találni a függvénytáblázatban, hogy biztos lehessen
magában.

A harmadik, hogy pl. egy középszint I. részben ha mondjuk egy másodfokú megoldót
is a függvénytáblából kezd el kikeresni, akkor esélye nem lesz arra, hogy 45 perc
alatt végigérjen a 12 feladaton, egyszerűen időt spórol, ha fejből tud
összefüggéseket.

(Az író megjegyzése: A másodfokú egyenlet megoldásához az érettségin használhat
számológépet a tanuló.)

Ugyanakkor pl. statisztikánál, amikor már ki tudják számolni pl. a szórást, és némi
rutinjuk is van benne, rendszeresen felírtam a függvénytáblában szereplő alakot
(akkor is, ha amúgy nem használhatták), és végigelemeztük, hogy mi mit jelent és ez
miért ugyanaz, mint amit csináltunk. Mert ha elfelejti a kiszámítási módot, és egy
ilyen sose látott krix-krax-ot talál a függvénytáblában, azzal nem lesz kisegítve,
segíteni kell megtanulni értelmezni.

A fentiek miatt én nem engedtem a függvénytáblázat használatát egészen addig a
pontig, amikor a végére értünk az anyagnak. Az utolsó félévben pedig a tematikus
ismétlésnél minden témakörnél megnéztük, hogy mit, hol, hogyan találnak meg
benne, és ezeknél az ismétlő jellegű dolgozatoknál már -  természetesen -  engedtem
a függvénytáblát is használni....

Így a tizedikes gyereknél nekem természetes, hogy nem használhat
függvénytáblázatot. A pótérettségire készülő már egy más stádium, ott finoman
fogalmazva igen meglepő, hogy soha nem volt ez a kezében még.

Üdv A.

 Még egy tanári vélemény:

Kedves Mindenki!

Amikor egy anyagot tanulunk, akkor az ott szereplő definíciókat, tételeket tudni kell.
(Ez nem olyan sok!)  A gyerekeket éppen segítjük ezzel, hiszen a későbbiekben lesz
mire visszaemlékezniük.

Egyáltalán nem érzem problémának, hogy az első években nem használhatják a
táblázatot. Például az a tapasztalatom, hogy a megoldóképletet egyik óráról a
másikra megtanulják. A matematika nem definíciók és tételek gyűjteménye.
Alapvetően problémákat megoldani, gondolkozni tanítunk, de ehhez bizonyos
összefüggéseket tudni kell. Milyen jó, amikor a gyereknek eszébe jut egy olyan
összefüggés, ami látszólag nem a pillanatnyi anyaghoz kapcsolódik. Pláne, ha sok
különböző megoldással örvendeztetnek meg!..Van olyan témakör, amikor mégis
használtattam a táblázatot. Pl.: a trigonometrikus egyenletek megoldását nagyon
segíti. (Ezt „megoldotta" az új NAT. Már „nincsenek" forgásszögek! Szerencsére
nem tilos tanítani!)

(Az író megjegyzése: Emelt szinten persze minden van, forgásszög is, a végtelenig és
tovább.)

Ugyanakkor épp ebben a témakörben - az addíciós tételeknél-  emelt szinten is
használhatók az összefüggések. Ezért nálam órán és dolgozatnál is használhatják a
diákok a táblázatot. De itt is igaz, hogy aki nem tudja fejből, az kevésbé ismeri fel,
hogy kis átalakítást követően előtte az azonosság egyik oldala. Én azt látom, hogy
aki nem tudja az összefüggéseket, annak a táblázat sem segít. Az érettségi évében –
ismétléskor – a táblázat használatát is megtanulják. Ekkor már a problémához a
témakört/témaköröket is meg kell találni. Így a kisérettségiken, póbaérettségiken,
esetleges osztályozó vagy javító vizsgákon, egyes versenyeken is használható a
függvénytáblázat. (Ezekben az esetekben több témakört kell egyszerre átlátni.) Az
egyetemre készülőknek tudniuk kell, hogy a 0. ZH-n sem használhatnak
függvénytáblát és számológépet. Azt mérik fel, mit tudnak.

Üdvözlettel, P.

(Az író megjegyzése: Ez általánosságban nem igaz, van olyan egyetem, ahol
használhatnak számológépet, és van olyan, ahol nem.)

Valószínűleg érzi és látja már az olvasó, hogy nagyjából két szekértábor áll, nem
feltétlenül a barikád két oldalán, de azért nem is kéz a kézben.

Kedves Kollégák!

Olvasva ezt az amúgy fontos beszélgetést, az az érzés erősödik bennem, hogy az, ami
matekórákon történik, mennyire zavarbaejtően oldschool a diákok világához képest,
és egyre inkább az. A diákok matekórán találkoznak olyan feladatokkal, amelyekhez
nem mindig/sosem könnyű kapcsolódni (diákja válogatja), annál könnyebb viszont
olyan segédeszközt találni, ami elbánik velük: a photomath már jóideje velünk van,
és rövid idő kérdése, hogy berobbanjon a mesterséges intelligencia. És nem sok
olyan terület maradt az életünkben, ahol a matekórán kívül törekszünk a
segédeszközök nemhasználatára vagy alighasználatára, a bicikliszerelést
megcsinálja a szerelő, az élelmiszer-alapanyagok egyre feldolgozottabb formában
kaphatók, a ruhát készen vesszük (zoknistoppolás, ugyan már), a motivációs levelet
megírja a ChatGPT, stb.

Ettől még lehet, hogy fontos, hogy valami, pl. a matematika megmaradjon egy ilyen
„tudjunk az alapoktól mindent kibütykölni, ráadásul jegyezzük is meg" dolognak
(nekem erről egyáltalán nincs kiforrott véleményem), viszont azzal számolni kell,
hogy ez a hozzáállás egyre nagyobb kontrasztban áll minden mással, ami körülvesz
minket. És nemcsak számolni kell vele, hanem mondani kellene rá valami
értelmeset, hogy miért csináljuk mégis így, ráadásul nem is csak a matektanárok
szintjén, hiszen bőven nem csak rólunk szól a dolog.

Legeslegelőször pedig sokat kellene erről gondolkodni.

Üdv: M

Természetesen ebben a levéláradatban megfogalmazódott az is, hogy nem kell
mindenkinek egyforma módon gondolkozni, egyforma módszereket alkalmazni:

Kedves Mindenki!

… Ezzel kapcsolatban sem kellene szerintem egységesíteni. Emberként is
különbözőek vagyunk, ne akarjunk ebben sem pontosan ugyanúgy gondolkodni. És
ne is akarjuk egymásra erőltetni a mi általunk bevált módszereket. Mondom ezt
azért, mert pl. engem majdhogynem köteleztek arra, hogy használtassak
függvénytáblázatot diákokkal, amikor nekem meggyőződésem volt, hogy bizonyos
képleteket pedig meg kell tanulni.

Ilyen pl. az, hogy a gyerek igenis tudja függvénytáblázat nélkül is, mit jelent egy
hegyesszög szinusza, mi az a logaritmus, milyen hatványozás azonosságok vannak,
milyen alap addíciós tételek vannak. Ha pl. nem tudja a sin2x-re vonatkozó
azonosságot, az életben nem fog ráismerni, ha feladatban kellene. Remélem
kiderült, hogy én is azon vélemény mellett tartok ki, hogy nem mindent a
függvénytáblázatból kell tudni. És persze mindemellett meg kell nekik tanítani, mi
merre van a függvénytáblában.

És még egyszer: szerintem jól van az úgy, ha nem mindenki ugyanúgy
gondolkodik erről a témáról és mondjuk vezető tanárként vagy kollegiális szinten
ne erőltessük egymásra a véleményünket, kialakult tanítási szokásainkat, stb.

Üdv R.

Bocsánat, ha minősítek, de utoljára hagytam a nekem legkedvesebb hozzászólást, mert
saját gondolataimat látom benne fel-felbukkanni, csak jobban, összeszedettebben
megfogalmazva. A vastagított kiemelések a cikk írójától származnak.

Kedves Kollegák!

előre elnézést kérek, hogy közbeszólok, bár engem már nem érint.

A levelekben leírt módszereket mind kipróbáltam – mert az derült ki, hogy ami az
egyik diáknál szükséges, az a másiknál katasztrófa, és viszont. És kezdettől azt
gondoltam, hogy jajj nekem, ha nem tudok rugalmas lenni, és elveim vannak
pedagógiai helyzetek helyett.

… Tehát félve kérdezem: nem az lenne a normális, hogy elébe megyek a másiknak,
fontolóra veszem mondandóját, mert hátha ő is a saját tapasztalatai alapján jutott
arra, amit mond? Hátha érdemes a másik, enyémtől eltérő tapasztalatait is
megismernem! Ennyire biztos minden levélíró, hogy ő mindent kitapasztalt már???

Én bizony annak örülök, ha új nézőpontokat kapok – neadjisten olyanokat, amelyek
egy-egy tanítási helyzet vagy probléma újragondolására késztetnek. És P. biztos
nem fog megharagudni, ha ideírom: engem bizony Pálmay Lóránt is ebben erősített
meg.

F. azt javasolta, hogy fogadjuk el, ha más másképp csinálja (gondolom: ha az nem
a „tanulja meg az az ebatta gyerek, én is megtanultam" nótájára készült, és van
köze ahhoz, amiben a gyerekek élnek). Ez kezdetnek jó. De ne csak fogadjuk el:
esetleg figyeljünk is oda, hátha tanulhatunk belőle.

 Jó pap holtig tanul.

Üdvözlettel L.

A jövő
Ismerjük a múltat, és látjuk a jelent, de a jövő mindig egy kicsit bizonytalan, egy kicsit
magunknak is alakíthatjuk. Amikor 2023 elején felvetődött a függvénytáblázat szakmai
aktualizálása, akkor az első kérdések a következők voltak:

Milyen lépéseket kell tenni egy ilyen munka megkezdése előtt? Mik a mai szokások?
Szükség van minden tárgy anyagának megismétlésére? Mit és kiket akarunk támogatni,
segíteni az új függvénytáblázattal?

A beszélgetésekből, szakmai vitákból alapvetően az derült ki, hogy függvénytáblázatra
szükség van. Habár minden elérhető az interneten, a jelenlegi informatikai háttér nem ad
megbízható és kényelmes eszközt a mindennapi órák megtartásához, illetve az érettségik
lebonyolításához függvénytáblázat nélkül, ha azok a jelenlegi elvek alapján kerülnek a
további években is összeállításra. Számos tanár megerősítette, hogy a táblázatokat már
csak demonstrációs céllal, történeti érdekességként mutatják meg, illetve esetleg
bemutatják azt, hogy két, egymást 90 fokra kiegészítő szög szinusza és koszinusza
egyenlő. Számolásokhoz ma már mindenki zsebszámológépet vagy mobilt használ.

Hogy milyen lesz pontosan az új függvénytáblázat, azt ma még nem tudjuk pontosan
megmondani, mert még csak a tervezés stádiumában vagyunk, de biztos, hogy
tartalmazni fog matematikai, fizikai és kémiai összefüggéseket, és a felépítése nem fog
radikálisan megváltozni. Ugyanakkor kevesebb és kevésbé részletes táblázatok lesznek
benne a trigonometrikus függvények és a logaritmus, illetve az exponenciális függvény
kapcsán. Megkülönböztethető lesz a középszintű érettségihez tartozó és a csak emelt
szintű érettségiben előforduló tananyagrész, hogy ezzel is segítsük a tanárok és a diákok
munkáját. Mint minden új fejlesztésű tankönyv, ez is teljes terjedelmében és szabadon
hozzáférhető lesz a tankonyvkatalogus.hu oldalon.

Abban bízunk, hogy minden tanár oly módon használja majd ezt a tanítási segédeszközt,
ahogy az az ő tanítványainak a leghasznosabb.

Wintsche Gergely

Milton Friedman Egyetem, Eötvös Loránd Tudományegyetem
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A matematika érettségi követelményeinek változása 2024-től
– III. rész

A cikksorozat második részében közölt feladatok megoldása itt található. A harmadik
rész a függvények témakörének változásairól szól. Először bemutatjuk az érettségi
követelmények változását táblázatos formában. A táblázatban (piros színnel) jelezzük az
újonnan megjelenő követelményeket és a törölt ismereteket is. (Ha egy követelmény
átkerült középszintről emelt szintre, akkor azt csak a középszinten jelöljük kihúzással és
emelt szinten nem pirosítottuk ki, hiszen eddig is része volt az emelt szintű
követelményeknek.) A táblázat után a legfontosabb változásokat röviden
megmagyarázzuk, értelmezzük, indokoljuk. Ezután néhány, újdonságnak számító
ismeret esetén mutatunk olyan feladatokat, amelyeket a követelmények alapján el
tudnánk képzelni egy feladatsorban. Hangsúlyozzuk, hogy ezek személyes elképzelések,
az érettségi feladatokat összeállító bizottság nyilvánvalóan saját ötletei és szakmai
meggyőződése szerint fog dolgozni.

3. Függvények

TÉMÁK VIZSGASZINTEK

 Középszint Emelt szint

3.1 A függvény Ismerje a függvény
matematikai fogalmát és az
alapvető függvénytani
fogalmakat (értelmezési
tartomány, hozzárendelés,
képhalmaz, helyettesítési érték,
értékkészlet). Tudjon
szövegesen megfogalmazott
függvényt képlettel megadni.
Tudjon helyettesítési értéket
számítani, illetve tudja
egyszerű függvények esetén 

 alapján az -et
meghatározni. Ismerje a
kölcsönösen egyértelmű
megfeleltetés fogalmát. Ismerje
és alkalmazza a függvényeket
gyakorlati problémák
megoldásánál. 
Ismerje az inverzfüggvény
fogalmának szemléletes
értelmezését (pl. az
exponenciális és a logaritmus
függvény vagy a geometriai
transzformációk esetében). 
Tudjon kölcsönösen
egyértelmű hozzárendelést
megfordítani, és a
megfordított hozzárendelést
ábrázolni.

Ismerje az alapvető
függvénytani fogalmak
pontos definícióját. Ismerje
és alkalmazza a függvények
összegének, különbségének,
szorzatának és
hányadosának a fogalmát.
Ismerje és alkalmazza a
függvények
megszorításának
(leszűkítésének) és
kiterjesztésének fogalmát. I

smerje és alkalmazza az
inverzfüggvény fogalmát.

Ismerje az összetett
függvény fogalmát,
képzésének módját.

3.2 Egyváltozós valós
függvények

Ismerje, tudja ábrázolni és
jellemezni az alábbi
hozzárendeléssel megadott
függvényeket: ,

, ,
, ,

, , ,
, , ,
.

Ismerje, tudja ábrázolni és
jellemezni az alábbi
hozzárendeléssel megadott
függvényeket: 

 ( ), ,
, ,
, ,

. Tudjon a
felsorolt függvényekből
összetett függvényeket
képezni.

3.2.1 A függvények
grafikonja,
függvénytranszformációk

Tudjon értéktáblázat és képlet
alapján függvényt ábrázolni,
illetve adatokat leolvasni a
grafikonról.

Tudja ábrázolni az alapvető
függvények (3.2)
transzformáltjainak
grafikonját ( 

, illetve
).

 Tudjon néhány lépéses
transzformációt igénylő
függvényeket
függvénytranszformációk
segítségével ábrázolni: 

, , ,
| f (x) |.

 

3.2.2 A függvények
jellemzése

Tudjon egyszerű függvényeket
jellemezni grafikon alapján
értékkészlet, zérushely,
növekedés, fogyás, szélsőérték,
periodicitás, paritás
szempontjából.

Tudja jellemezni a
függvényeket periodicitás,
paritás, korlátosság
szempontjából. Tudja
meghatározni a függvények
tulajdonságait az
alapfüggvények
ismeretében,
transzformációk
segítségével. Ismerje és
alkalmazza a konvexitás és
konkávitás fogalmát. Tudjon
másodfokú függvényre
vezető szélsőérték-
feladatokat megoldani.

3.3 Sorozatok Ismerje a számsorozat fogalmát
és használja a
különbözőmegadási módjait
(utasítás, képlet, rekurzív
definíció).

Tudjon sorozatot jellemezni
(korlátosság, monotonitás).
Ismerje a konvergencia
szemléletes fogalmát,
valamint ismerje és
alkalmazza egyszerű
sorozatokban a konvergens
sorozat definícióját.
Alkalmazza egyszerű
sorozatokban a
konvergenssorozatok
összegének, különbségének,
szorzatának és
hányadosának határértékére
vonatkozó tételeket.

3.3.1 Számtani és
mértani sorozatok

Ismerje a számtani és a mértani
sorozat általános tagjára
vonatkozó összefüggéseket. 
Bizonyítsa a számtani és a
mértani sorozat
összegképletét. 
Tudjon olyan feladatokat
megoldani a számtani és
mértani sorozatok témaköréből,
ahol a számtani, illetve mértani
sorozat fogalmát és az -re,
illetve az -re vonatkozó
összefüggéseket kell használni.

Vezesse le a számtani és a
mértani sorozat általános
tagjára vonatkozó
összefüggéseket.

3.3.2 Végtelen mértani
sor

 Ismerje és alkalmazza
egyszerű feladatokban a
végtelen mértani sor
fogalmát, összegét.

3.3.3 Kamatos kamat,
járadékszámítás

Tudja a kamatos kamat
számítására vonatkozó képletet
használni, s abból bármelyik
ismeretlen adatot kiszámolni. 
Tudjon gyűjtőjáradékot és
törlesztőrészletet számolni. 
Tudjon megtakarítási,
befektetési és hitelfelvételi
lehetőségekkel és azok
kockázati tényezőivel
kapcsolatos feladatokat
megoldani.

 

3.4. Az egyváltozós
valós függvények
analízisének elemei

  

3.4.1 Határérték,
folytonosság

 Ismerje a végesben vett
véges, a végtelenben vett
véges és a tágabb
értelemben vett határérték
szemléletes fogalmát. 
Ismerje a folytonosság
szemléletes fogalmát.

3.4.2
Differenciálszámítás

 Tudja a differencia- és
differenciálhányados
definícióját. Alkalmazza az
összeg-, a különbség-, a
konstansszoros, a szorzat- és
a hányadosfüggvény
deriválási szabályait.
Alkalmazza egyszerű
esetekben az összetett
függvény deriválási
szabályát. Tudja bizonyítani,
hogy

 ( 
esetén).

Ismerje a trigonometrikus
függvények deriváltját.
Alkalmazza a
differenciálszámítást érintő
egyenletének felírására,
szélsőérték-feladatok
megoldására és
polinomfüggvények
vizsgálatára (monotonitás,
szélsőérték, konvexitás).

3.4.3 Integrálszámítás  Ismerje folytonos
függvényekre a határozott
integrál szemléletes
fogalmát és tulajdonságait.
Ismerje a kétoldali közelítés
módszerét, az
integrálfüggvény fogalmát, a
primitív függvény fogalmát,
valamint a Newton–Leibniz-
tételt. Tudja
polinomfüggvények, illetve
a szinusz és koszinusz
függvény grafikonja alatti
területet kiszámolni.

 

Mint látható, kevés érdemi változás történt ebben a témakörben. Kikerült a középszintű
követelmények közül az inverzfüggvény fogalma és több függvénytípus, valamint a
periodicitás és a paritás fogalma. (Az abszolútérték-függvénnyel kapcsolatos változásról
alább részletesen is írunk.) Emelt szinten a konvexitás alkalmazása jelent újdonságot a
követelményekben. Középszinten valódi újdonságot a gyűjtőjáradék és a törlesztőrészlet
számolásának követelménye jelent.

Az abszolútérték-függvénnyel kapcsolatos változás (ami a többi változáshoz hasonlóan
a kerettantervi követelmények változásából fakad) több kollégában kérdéseket vetett fel.
Egyfelől kikerült a követelmények közül az  függvény ismerete, másfelől a
függvénytranszformációk közé bekerült a függvény abszolútértéke. Ez tehát azt jelenti,
hogy az  függvényt (mint az  függvény abszolút értékét) továbbra is tudni
kell ábrázolni (de középszinten nem kell tudni jellemezni), viszont nem kell tudni
ábrázolni az  függvényt. Tehát az „alap” függvények abszolútértékét tudni
kell ábrázolni, viszont az abszolútérték függvényt nem kell tudni transzformálni
(középszinten). További példák olyan függvényekre, amiket a követelmények alapján
tudni kell ábrázolni: , , .

A törlesztőrészlet és a gyűjtőjáradék számolása eddig emelt szintű követelmény volt.
Először két korábbi emelt szintű feladatot mutatunk, amelyek 2024-től akár
középszinten is előfordulhatnának.

1. feladat (2008. októberi emelt szintű feladatsor, 9. feladat)

Egy bank a „Gondoskodás” nevű megtakarítási formáját ajánlja újszülöttek
családjának. A megtakarításra vállalkozó családok a gyermek születését követő év
első banki napján számlát nyithatnak 100 000 forint összeggel. Minden következő
év első banki napján szintén 100 000 forintot kell befizetniük a számlára. Az utolsó
befizetés annak az évnek az első banki napján történhet, amely évben a gyermekük
betölti a 18. életévét. A bank év végén a számlán lévő összeg után évi 8%-os
kamatot ad, amit a következő év első banki napjára ír jóvá. A gyermek a 18.
születésnapját követő év első banki napján férhet hozzá a számlához.

a) Mekkora összeg van ekkor a számlán? A válaszát egész forintra kerekítse!

A gyermek a 18. születésnapját követő év első banki napján felveheti a számláján
lévő teljes összeget. Ha nem veszi fel, akkor választhatja a következő lehetőséget is:
Hat éven keresztül minden év első banki napján azonos összeget vehet fel. Az első
részletet a 18. születésnapját követő év első banki napján veheti fel. A hatodik
pénzfelvétellel a számla kiürül. Ha ezt a lehetőséget választja, akkor a bank - az első
pénzfelvételtől számítva - minden év végén a számlán lévő összeg után évi 5%-os
kamatot garantál, amit a következő év első banki napjára ír jóvá.

b) Ebben az esetben mekkora összeget vehet fel alkalmanként? A válaszát egész
forintra kerekítse!

2. feladat (2013. május emelt szintű magyar nyelvű feladatsor, 4. feladat b) része)

Ádám is vett fel hiteleket ettől a banktól évi 8%-os kamatos kamatra. Az egyik év
január 1-jén éppen  Ft tartozása volt. Több hitelt nem vett fel, és attól
kezdve 10 éven keresztül minden év végén befizette az azonos összegű
törlesztőrészletet. (A törlesztőrészlet összegét a bank már az éves kamattal
megnövelt tartozásból vonja le.) Mekkora volt ez a törlesztőrészlet, ha Ádám a 10
befizetés után teljesen visszafizette a felvett hitelt? Válaszát ezer forintra kerekítve
adja meg!

3. feladat

Kovács úr 6 év múlva autót szeretne vásárolni, ezért takarékoskodik. Minden év
elején betesz a bankba egy ugyanakkora összeget. A bank 10% kamatot fizet évente.
A Kovács úr által kinézett autó ára 5 000 000 Ft, amiről feltételezzük, hogy az évek
során nem változik.

a) Kovács úr első számításai alapján évente 500 000 Ft-ot tud félre tenni.
Mennyi pénze lesz így a bankban 6 év elteltével? Meg tudja-e vásárolni a
kinézett autót?

b) Ha nem tudja megvásárolni, akkor mekkora összeget kellene félretennie
évente, hogy mégis meg tudja vásárolni a kiszemelt járművet 6 év elteltével?
Válaszát ezer forintra kerekítve adja meg!

c) Ha nem tud  Ft-nál többet félretenni, akkor hány évig kell
takarékoskodnia, hogy meg tudja venni az autót?

4. feladat

A Szabó család új lakást akar vásárolni. Ehhez kölcsönt vesznek fel, méghozzá 20
millió Ft-ot, 10 évre, évi 6%-os kamatra. Minden év végén törlesztik a kölcsönt és a
kamatait, és 10 éven keresztül minden évben ugyanakkora összeget akarnak
befizetni.

a) Mekkora lesz az éves törlesztőrészlet?

Kiderült, hogy nem tudnak ekkora összeget kifizetni évente, hanem csak 2,2 M Ft-
ot.

b) Hány évig kell törleszteniük ebben az esetben a hitelt?

Most két lehetséges feladatot mutatunk a megtakarítási, befektetési és hitelfelvételi
lehetőségekkel és azok kockázati tényezőivel kapcsolatban.

5. feladat

Annának van egy kis spórolt pénze, és úgy dönt, hogy befekteti. Két lehetőség közül
választhat. Mindkét esetben kamatos kamatot ígér a bank, azaz a kamatot
hozzászámolják a tőkéhez, és a következő alkalommal már az is kamatozik.

„Lépcső betét”: a betett pénzösszeg havonta 1,5%-kal kamatozik.

„Ugrás betét”: a befektetett pénzösszeg évente 19%-kal kamatozik.

Anna két évre szeretne lekötni 500 000 Ft-ot. Melyik lehetőség és mennyivel
kedvezőbb a számára?

6. feladat

Balázs személyi kölcsönt szeretne felvenni 150 000 Ft összegben 12 hónapos
futamidőre. Az alábbi két ajánlat közül választhat:

„Fix hitel”: a kölcsön kamata 15% évente, és semmilyen más díjat nem kell fizetni.
A kamatot és a tőkét egy összegben, a futamidő végén kell megfizetni.

„Extra hitel”: a kölcsön kamata 10% évente, emellett a folyósítási jutalék a
hitelösszeg 1,5%-a, a szerződéskötési díj pedig 9000 Ft. A folyósítási jutalékot és a
szerződéskötési díjat a hitel felvételekor hozzáadják a hitelösszeghez. A kamatot és
a tőkét egy összegben, a futamidő végén kell megfizetni

Melyik ajánlat kedvezőbb Balázs számára?

Egy elképzelhető emelt szintű feladat a konvexitás fogalmának alkalmazásához:

7. feladat

Az alábbi diagram egy vidámpark vízicsúszdájának alakját mutatja oldalnézetből. A
diagram az alábbi függvénnyel közelíthető:

, , ahol egy egység mindkét tengelyen 1
méternek felel meg. Számítsa ki, hogy milyen magasan van a csúszdának az a
pontja, ahol a legmeredekebb!

 

Csapodi Csaba

ELTE TTK Matematikatanítási és Módszertani Központ,

Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet Módszertani Osztály
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A KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ ROVATBAN ELSŐSORBAN OLYAN KÖNYVEKRŐL SZERETNÉNK TUDÓSÍTANI ÉS OLYAN

ELEKTRONIKUSAN ELÉRHETŐ ÍRÁSOKAT AJÁNLUNK, AMELYEK A MATEMATIKA BÁRMELY RÉSZE VAGY

KAPCSOLATAI IRÁNT ÉRDEKLŐDŐK SZÁMÁRA KÍVÁNATOSAK LEHETNEK. (ROVATSZERKESZTŐ: TÓTH JÁNOS.)

Kánnai Zoltán
2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haar Alfréd:
Variációszámítás
A kolozsvári Ábel Kiadó
gondozásában 2019-ben
megjelent Variációszámítás
jegyzet alapját Haar Alfrédnak
az 1928/29-es tanévben
Szegeden előadott
Variációszámítás kurzusa
képezi. Nyelvezete és tartalma
viszonylagos régisége dacára
sem nevezhető elavultnak vagy
meghaladottnak, sőt, Kánnai
Zoltán véleménye szerint a
jegyzet egy olyan előadási mód
lenyomata, amely tükröt tart a
mai oktatók elé, hogyan kell
egyetemen tanítani. Tovább...

Bíró András
2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

A számok rejtett
építőkövei  – A
prímek
Azt hiszem, közös élményünk
nekünk, matematikusoknak,
hogy időről időre megpróbáljuk
elmondani nemmatematikus
családtagjainknak, hogy mi az,
ami a matematikában szép és
izgalmas. Vagyis mi az, ami
bennünket annyira lenyűgöz, és
oly sok időt töltünk vele. Ilyen
fiktív családi beszélgetések
adják a keretét Pintér Gergő
ismeretterjesztő könyvének.
Biró András ajánlja a Libri
kiadásában idén megjelent,
laikusoknak és matematikát
jobban ismerőknek egyaránt
érdekes könyvet.

Hujter Mihály
2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Szórakoztatóan
Martin Gardnerről
és matematikai
fejtörőiről
Szinte hihetetlen, hogy a
huszadik század második felétől
mindmáig olyannyira népszerű
Martin Gardner sok könyve
közül a Szórakoztató
matematikai fejtörők az első,
amely magyarul is megjelent.
Többszáz cikke közül néhányat
már lefordítottak a nyelvünkre,
és a szerzővel egy-két
beszélgetés is megjelent már
magyarul. Honfitársaink
szemében Gardner nagy érdeme,
hogy a Császár-poliédert,
Császár Ákos  felfedezését
megismertette a világgal. Hujter
Mihály nemcsak a könyv
rejtvényeiről ír szórakoztatóan
(el nem árulva a megoldást), de
a felmerült témákkal és a
szerzővel kapcsolatos
gondolatait, ismereteit is
megosztja olvasóival.

Szilágyi Tivadar
2023. SZEPTEMBER,

KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Fixponttételek és
alkalmazásaik
Mi közük lehet a
fixponttételeknek a
palacsintasütéshez? Bessenyei
Mihály, Páles Zsolt:
Fixponttételek és alkalmazásaik
c. könyvéből ez is kiderül, azon
túl, hogy az olvasót bevezeti a
témakörbe, bemutatva a
szükséges segédapparátus nagy
részét.  A Typotex  kiadónál
nemrég megjelent monográfia
fejezeteiből Szilágyi Tivadar ad
ízelítőt. 

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Kánnai Zoltán  2023. SZEPTEMBER, KÖNYVESPOLC – AJÁNLÓ

Haar Alfréd: Variációszámítás

Haar Alfréd 1913-ban

Haar Alfréd: Variációszámítás (egyetemi jegyzet, 1928/29, Kolozsvár, Ábel
Kiadó, Kolozsvár, 2019. Fialowski Alice – Varga Csaba (szerk.) A jegyzet
megvásárolható a Typotex Kiadónál.)
 

Haar Alfréd 1885. október 11-én született Budapesten. A Budapesti Evangélikus
Főgimnáziumban érettségizett. 1904 tavaszától a Budapesti Tudományegyetemen
matematikát, fizikát és csillagászatot hallgatott. 1905-től Göttingenben folytatta
tanulmányait. Budapesten többek között Beke Manó, Eötvös Loránd és Kürschák József
voltak tanárai, Göttingenben pedig olyan matematikusoknál tanult, mint Felix Klein,
Constantin Carathéodory, Hermann Minkowski, Carl Runge, Ernst Zermelo és David
Hilbert, akinél 1909-ben doktorált. Ezt követően rövid ideig a Zürichi Műegyetemen
tanított, majd 1912-ben Farkas Gyula meghívására a Kolozsvári Egyetem Matematika-
Fizika Tanszékére került.

A trianoni békeszerződés után a Kolozsvári Egyetem
tanárai mindannyian eljöttek a
Romániához került egyetemről. Haar rövid ideig
Budapesten, majd a Szegedi Tudományegyetemen
oktatott, ahol Riesz Frigyessel egy, az egész világon
elismert matematikai iskolát hoztak létre. 1922-ben
megalapították az Acta Scientiarum Mathematicarum
(„szegedi Acta”) folyóiratot, amely hamarosan az
egyik legismertebb nemzetközi folyóirattá vált. (Vö.
https://ematlap.hu/tudomany-tortenet-2023-1/1263-a-
szegedi-acta) 1929-ben Haar a Hamburgi Egyetemtől
felkérést kapott, ahol a variációszámításban elért

kutatási eredményeit ismertette. (Az előadásait 1930-ban ki is adták németül.) 1931-ben
a Magyar Tudományos Akadémia levelező tagjává választották. A topologikus
csoportok elméletében alapvető jelentőségű utolsó műve 1933-ban jelent meg. Sajnos,
fiatalon – 47 évesen – ugyanezen év március 16-án gyomorrákban elhunyt.

Haar Alfréd kétségkívül egyike azoknak a
matematikusoknak, akiknek a munkássága a modern
matematikára általánosan elismerten nagy hatással volt.
Maradandót alkotott a lineáris egyenlőtlenség-rendszerek
vizsgálatában, az approximációelméletben, de eredményei
még inkább meghatározóak az ortogonális függvénysorok
témakörében, a variációszámításban és a topologikus
csoportok területén. A Haar-rendszer, Haar-lemma vagy a
Haar-mérték a világ minden táján élő matematikusok
között ismerősen csengő fogalmak.   

A variációszámítás a szélsőérték-feladatok egy speciális osztályát öleli föl, amikor a
független változó maga is függvény, és e függvénynek valamiféle integrálos kifejezését
akarjuk maximalizálni vagy minimalizálni. A differenciálszámítás eszközeivel kezelt
szélsőérték-feladatok esetében mindig egy egyenlőség típusú szükséges feltételt nyerünk
(ennek kulcsszerepe van a megoldások előállításában). Ez a variációszámítási feladatok
esetében egy differenciálegyenletet jelent, amit esetenként meg tudunk oldani, s a
megoldások közül ki is tudjuk választani a feladatot kielégítőket. A most vázolt eljárás a
matematikai analízis szemléletmódjából nézve nagyon is természetes, jóllehet a
járatlanabbak meglehetősen absztraktnak könyvelik el. A variációszámítás, mint
megoldási elv manapság már alapvetőnek számít a modern fizikában, de
alkalmazásokkal bír a mérnöki tervezésben és a közgazdasági modellezésben is.

Variációszámításból először 1953-ban vált elérhetővé magyar nyelvű könyv M. A.
Lavrentyev és L. A. Lusztyernyik művének lefordításával, a budapesti Akadémiai Kiadó
gondozásában. A 60-as években Bajcsay Pál (BME) és Kósa András (ELTE TTK)
jegyzetével már magyar szerzők alkotása is megjelent ebben a témában. Kósa András
1970-ben kiadott Variációszámítás című egyetemi tankönyve volt az, amelyből
matematikusok nemzedékei tanulták a variációszámítást, s végül ez vált meghatározóvá
honi berkekben. 1988-ban Dezső Gábor és Lázár József jegyzetével Erdélyben is
kiadásra került magyar nyelvű variációszámítás tankönyv.

A kolozsvári Ábel Kiadó gondozásában megjelent Variációszámítás jegyzet alapját
Haar Alfrédnak az 1928/29-es tanévben Szegeden előadott Variációszámítás kurzusa
képezi. (Ez időben nagyon közel áll a nemzetközi matematikai közvélemény
figyelmének homlokterében álló 1929-es hamburgi variációszámítás-előadásaihoz.)
Akkortájt a variációszámítás a szélesebb körű egyetemi oktatásban még újdonságnak
számított. Mára már a világ számos egyetemén felbukkan, de az egyre több nyomtatott
és elektronikus tananyag megjelenésével együtt igényes oktatása egyre inkább
kiüresedik, sőt lassan eltűnőben van az egyetemi katedrákról. Ahol egyáltalán tanítják,
ott is jobbára csak marginálisan jelenik meg, a közönséges differenciálegyenletek
oktatásán belül, ami eleve korlátozza a részletes felépítést. Egyidejűleg a matematikai
analízisre épülő egyéb tárgyak tanításából is világszerte egyre inkább kiszorulni látszik
az az egyszerűségre törekvő, mélyenszántó, személyes tudásból személyes tudásba
átvivő közvetlen előadási mód, amely e jegyzet lapjain Haar Alfréd előadásaiból
kisugárzik. A kiadott jegyzet ezáltal különleges szerephez jut: a variációszámítást
tanítók és tanulók egyaránt haszonnal forgathatják. Az előbbiek a lényeglátást és annak
átadási módját sajátíthatják el belőle, az utóbbiak számára pedig a téma szemléletes
fölvezetéséül szolgál, minek folytán egy variációszámítás kurzus bevezető tananyagának
is alkalmas. Nyelvezete és módszertana viszonylagos régisége dacára sem nevezhető
elavultnak vagy meghaladottnak. A matematika legfontosabb vizsgálati és tanítási
módszerei örökök, alig van rájuk kihatással a technológiai fejlődés. Egy szál krétával és
a hallgatósághoz kialakított nyelv pontos használatával minden másnál messzebbre lehet
jutni. Ez a jegyzet egy éppen ilyen előadási mód lenyomata, amely tükröt tart a mai
oktatók elé, hogyan kell egyetemen tanítani.  Mintha csak a múlt tért volna némileg
vissza, kiigazítani a jövőt.

S a jegyzettel mintha Haar Alfréd is valami részben visszatért volna az egykor
odahagyott Kolozsvárra.

Kánnai Zoltán egyetemi tanár

Budapesti Corvinus Egyetem, Matematika Tanszék
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A számok rejtett építőkövei  – A prímek

 

Pintér Gergő: A számok rejtett építőkövei  – A prímek
(Libri, 2023)

Azt hiszem, közös élményünk nekünk, matematikusoknak, hogy időről időre
megpróbáljuk elmondani nemmatematikus családtagjainknak, hogy mi az, ami a
matematikában szép és izgalmas. Vagyis mi az, ami bennünket annyira lenyűgöz,
és oly sok időt töltünk vele.

Ilyen fiktív családi beszélgetések adják a keretét Pintér Gergő ismeretterjesztő
könyvének: egy matematikát tanuló egyetemista fiú igyekszik elmagyarázni
szüleinek és más rokonainak, hogy mit tanul az egyetemen, illetve milyen kutatásba
vonták be. Ennek kapcsán sok érdekes témát érintenek a prímszámokkal
kapcsolatban. De talán a konkrét matematikai témáknál is fontosabb és
szórakoztatóbb, amikor a beszélgetésekben a matematikus és nemmatematikus
gondolkodásmód találkozik. Például, amikor a fiú Eukleidész klasszikus
bizonyítását magyarázza el arra vonatkozóan, hogy végtelen sok prímszám van.
(Ezzel mellesleg aggódó édesanyját szeretné megnyugtatni, aki attól fél, hogy ha
nem lesz több prímszám, a fiának nem lesz mivel foglalkoznia...) Itt az indirekt
bizonyítás lényegét is el kell magyarázni, és ez a matematikus olvasó számára is
tanulságos: szembesülünk ugyanis azzal, hogy egy általunk jólismert
gondolatmenetben mennyi olyan pont lehet, ami egy matematikai érvelésekhez nem
szokott ember számára problematikus.

A könyvben sokféle elemi számelméleti téma kerül szóba, többek között: a
számrendszerek, a számelmélet alaptétele, az euklideszi algoritmus, a kis Fermat-
tétel, a prímek közti hézagok, Eratoszthenész szitája. Hosszabb rész szól
prímtesztekről (ennek kapcsán algoritmusok bonyolultságáról is) és a prímek
kriptográfiai felhasználásáról is.  Külön fejezet foglalkozik zene és matematika
kapcsolatával, és e fejezet megértéséhez hasznos segítséget adnak a könyvhöz
készült, interneten elérhető interaktív hangillusztrációk. Megjegyzem, hogy annak
az alaposabb átlátásához, hogy az ebben a fejezetben leírtak hogyan jelennek meg a
gyakorlatban, nem árt, ha az olvasónak van zenész családtagja, akivel a
könyvbeliekhez hasonló beszélgetéseket tud folytatni a zenéről. Így például, amikor
csellista feleségemnek meséltem, hogy éppen az üveghangokról olvasok Pintér
Gergő könyvében, ajánlotta, hogy hallgassam meg Sosztakovics 2. zongoratrióját,
aminek már az elején a cselló üveghangokat szólaltat meg. Így ezt már én is tudom
ajánlani mindenkinek (természetesen Ligeti: Szólószonáta brácsára c. műve mellett,
amit a könyvbeli Fiú ajánl az édesanyjának). 

A könyv könnyed, humoros formában, ugyanakkor szakszerűen mesél
matematikáról, sok újdonsággal szolgál a laikus olvasóknak, és a matematikus
olvasó is talál benne érdekes, szórakoztató részeket.

Biró András

Rényi Alfréd Matematikai Kutatóintézet

 

Megjegyzés: Pintér Gergő:Új világok teremtése c. könyvének recenziója előző számunkban jelent
meg: https://ematlap.hu/konyvespolc-2023-2/1283-uj-vilagok-teremtese-recenzio. A szerk.
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Szórakoztatóan Martin Gardnerről és matematikai fejtörőiről

Martin Gardner: Szórakoztató matematikai fejtörők,
Typotex kiadó, 2023

Szinte hihetetlen, hogy a huszadik század második felétől mindmáig olyannyira
népszerű Martin Gardner (1914–2010) sok könyve közül ez az első, amely magyarul is
megjelent. Többszáz cikke közül néhányat már lefordítottak a nyelvünkre, és a szerzővel
egy-két beszélgetés is megjelent már magyarul. Honfitársaink szemében Gardner nagy
érdeme, hogy a Császár-poliédert, Császár Ákos (1924–2017) felfedezését
megismertette a világgal.

A jelen recenzió tárgyát 2023-ban adta ki a Typotex. A fordító, Kepes János az 1986-os
kiadású, Entertaining Mathematical Puzzles című munkát magyarította. (A könyv
ugyanolyan beltartalommal már 1961-ben is megjelent Mathematical Puzzles címmel.)
Természetesen nemcsak fordítania kellett, hanem – amennyire ez egyáltalán lehetséges
volt – a jelenlegi magyar viszonyokra is tekintettel kellett lenni. Például Zsiga nem heti
1 dollárt, hanem 1000 forint zsebpénzt kunyerált apjától, egy használt robogó
100000 forintba kerül, míg az eredeti szövegben Al a fiú neve és 100 dollárért adtak egy
lestrapált kismotort. A fordítónak meg kellett küzdenie a szójátékok ügyes
magyarításáért is, hiszen Al's allowance vált Zsiga zsebpénze fejtörőcímmé.

De nem mindenhol sikerülhetett jól a fordítás, hiszen a pénzérmék esetében nemcsak a
névértékekkel, hanem az inflációval is gond van. Őszintén szólva megmosolyogtató, ha
most 2023-ban Magyarországon azzal bíbelődünk, hogy féldollárosokat,
negyeddollárosokat váltsunk tízcentesekre, ötcentesekre és egycentesekre. De a Nincs
apró fejtörő matematikailag teljesen értelmét veszítené, ha átírnánk 200, 100, 50, 20, 10
és 5 forintosokra. Megmaradt tehát a szövegben az 1 dollár és 15 cent összértékű apró.
A mai magyar tizenéves olvasónak persze semmi esélye sincs a feladvány megoldására,
hiszen honnan a búbánatból tudhatná, hogy az ötvenes vagy hatvanas években, amikor a
feladvány megfogalmazódott, még milyen váltópénzek voltak forgalomban
Amerikában. Hogyan lenne ismerete ezekről: a 10 cent névértékű (Mercury) dime, a 25
cent névértékű (Standing Liberty) quarter, az 50 cent névértékű (Franklin) half dollar?
És vajon honnan ismerhetné az amerikai penny és nickel (1 centes és 5 centes) érméket?
De még ha tisztában is lenne azzal, hogy mindezek a névértékek ténylegesen
forgalomban voltak Eisenhower és Kennedy elnöksége idején, honnan tudhatná, hogy a
kétcentes érmét már akkor sem használták, pedig hivatalosan még érvényes volt.

Nemcsak a szöveget kellett a mai magyar viszonyokra igazítani, hanem az
illusztrációkat is. A kötet 1986-os amerikai kiadása az 1961-es eredeti kiadáson alapult,
és átvette onnan az eredeti rajzokat is Anthony Ravielli (1911–1997) tustollából. A Két
törzs fejtörőt „színesítette” például egy mulatságos tollrajz két ágyékkötős törzsi
vadászról a régi Tarzan-filmek megalázóan bemutatott afrikai bennszülöttjeit idézve.
Politikailag inkorrekt lenne egy ilyen rajzot újra közölni. Szerencsére a magyar
fordításhoz új illusztrációk készültek, melyek – a könyv mondanivalója szempontjából –
még jobbak is, mint az eredetiek. Az új rajzokat Hujter Bálintné Szűcs Júlia
szerkesztette.

Itt az ideje, hogy figyelmünket a szerző felé fordítsuk! Martin Gardner Oklahomában
született, és hosszú életét ugyanebben az államban fejezte be. A Wikipédia szerint
matematikus volt, továbbá matematikai ismeretterjesztő író. Az utóbbi titulus helytálló,
hiszen Gardner a legismertebb az egész világon a matematika népszerűsítése, a
matematikai alapú szórakoztatás területén. Halálakor ezt írták róla: „Writer made math
fun” (The Daily Telegraph). Viszont Gardner nem matematikus, hanem filozófus  volt a
szavak eredeti értelmében, ugyanis 1936-ban filozófus BSc fokozatot szerzett
(University of Chicago), és később sem érdemelt ki egyéb diplomát. Újságíróként
kezdett dolgozni. Egy évre visszatért ugyan az egyetemre, de aztán otthagyta azt, pedig
a filozófia és a matematika mellett a fizika is nagyon érdekelte. Ifjúkorában nagy
hatással volt rá Harry Houdini (1874–1926), azaz a Budapesten született Weisz Erik, a
világhírű illuzionista és bűvész. Később egy másik magyar származású híresség is hatott
Gardner szellemi fejlődésére: Arthur Koestler (1905–1983), azaz Kestler Artúr.
Megjegyzendő, hogy Koestler a parapszichológia híve maradt, Gardner viszont egész
életében kritizálta a fejből kanalakat hajlítókat és egyéb kóklereket. A megtámadottak
között volt például Uri Geller (1946–), azaz Gellér György is, akinek a szülei szintén
hazánkból vándoroltak ki.

Labor omnia vincit, azaz A munka mindent legyőz – ez Oklahoma jelmondata, és hosszú
pályafutása alatt Gardner valóban rengeteget dolgozott. Az első könyve már 1952-ben
megjelent, és kilencven évnél idősebben is aktív volt még. Száznál több könyv, félezer
újság- és folyóiratcikk, nagyon sok interjú és több film, továbbá temérdek mennyiségű
levél maradt utána. A harmincas években még kereste önmagát társadalom- vagy
természettudósként, újságíróként. A háború idején tengerész altisztként, jelszolgálati
parancsnokként (yeoman) szolgált négy évig. Leszerelése után New York City-be
költözött, és a Humpty Dumpty magazin szerzője, szerkesztője lett. Ez a magyar
Dörmögő Dömötör gyermeklaphoz hasonló kiadvány volt sok rejtvénnyel. Időközben
Gardner más gyermekújságoknak is dolgozott, és rendületlenül gyűjtötte a tréfás
rébuszokat, találós kérdéseket. (Maga a „Humpty Dumpty” is egy találós kérdés
megfejtése, egy tojásemberke, egy „Feldobják fehér, leesik sárga, mi az?” típusú
rejtvény titokzatos címszereplője.) Miután két jól sikerült cikkét is megvették, Gardnert
végül rovatszerkesztőnek hívták a Scientific American tudománynépszerűsítő
folyóirathoz. Az ott töltött negyed évszázad alapozta meg a világhírét, akkor lett
professzionális matematikai (és részben fizikai) ismeretterjesztő, tanítva szórakoztató
szakember, mathemagician, azaz matekbűvész.

De ne szaladjunk annyira előre az időben! A jelen recenzió tárgyát képező könyv
anyagát Gardner még 1961 előtt gyűjtötte össze. Bár a címben szerepel a „matematikai”
szó, de nem minden rejtvény megfejtéséhez kell ismerni a számtant vagy a mértant.
Például a legutolsóhoz sem: A pénztárosnő észrevette, hogy a fiatalember az
elfogyasztott reggeli számlájára egy háromszöget rajzolt, és aláírta, hogy .
A nő rámosolyodott: „Látom, Ön tengerész!” Miből jött rá? Nem áruljuk el a megoldást.
Legyen egy okkal több, hogy Ön, nyájas olvasó, megvegye a könyvet! (Az eredeti
amerikai kiadásokban Ravielli művész úr egy rajza is súg az olvasóknak, de ezt a rajzot
a magyar kiadásból – nagyon bölcsen – kihagyták.) Lehet, hogy Gardner azért zárta
ezzel a rejtvénnyel a kötetet, mert így idézte fel tengerész-altisztként eltöltött fiatal éveit.

A magyar kiadást a könyv hátlapján a következő rejtvénnyel reklámozzák: „Ha 3
macska 3 perc alatt 3 egeret fog, akkor hány macska fog 100 perc alatt 100 egeret?” Ha
a bölcs és nyájas olvasó Occam beretvája elvén (vagy csak szimplán kapásból) rávágja,
hogy „3 macska”, akkor csalódni fog, mert nem ez a helyes megfejtés. Ha 3 kombájn 3
perc alatt összesen 3 hektár gabonát arat le, akkor ugyanezen 3 kombájn 100 perc alatt
learatja mind a 100 hektárt, feltéve, hogy van annyi aratnivaló, a gépekkel sincs semmi
gond, no meg a learatott termést is időveszteség nélkül kiürítik a kombájnokból.
A macskák esetében azonban bonyolultabb a helyzet, hiszen még ha százszámra is
futkároznak az egerek, nem várható el a macskáktól olyan összehangolt vadászat, hogy
pontosan a századik percben közösen megfogják és testvériesen elosszák egymás között
a pontosan századik egeret. Egyetlen macskát is nagyon nehéz lenne találni, aki szép
lassan 99 perc alatt 33-ig el tud számolni, de egyszerre hármat már teljesen lehetetlen
fellelni ugyanabban a kamrában, ahol még legalább 97 futkározó és legalább 3 döglött
egérnek is lennie kell. Ráadásul a cicáknak számolás közben még vadászni is
kötelességük, és folyton-folyvást figyelni a faliórát, hogy tarthassák az ütemtervet.
Ahogyan mi a macskákat ismerjük, mihelyt megfogták a maguk egerét, játszanak vele
egy kicsit, aztán megeszik, aztán alusznak, és fel sem ébrednek egy jó ideig, akárhogyan
is cincognak körülöttük az egerek. Ha a nyájas olvasót sikerült felhergelnünk ezzel az
okfejtéssel, újra csak okot adtunk arra, vegye meg gyorsan a könyvet, és ellenőrizze a
„hivatalos” megoldást.

A fent említett Occam Vilmos (1287–1347) angol születésű európai gondolkodó volt, és
a „beretvája” olyan érvelési eszköz, mellyel nem a szőrszálat hasogatjuk, hanem
ellenkezőleg, minden, a lényegre látást zavaró mellékkörülményt, mint nemkívánatos
szőrzetet éles metszéssel eltávolítunk.

Gardner könyve körülbelül 70 fejtörőt közöl, mindegyiket a megoldásával együtt.
A rejtvények egy jó részét (vagy több hasonló fejtörőt) az olvasó már bizonyára ismeri,
ha másból nem, hát Grätzer József (1897–1945), a magyar rejtvénykirály könyveiből.
(Grätzer György (1936–) neves magyar–kanadai matematikus édesapjának pár könyve
jogtiszta módon, ingyen is letölthető az internetről.) Említést érdemel még a Bizám
György (1922–2007) és Herczeg János (1934–2022) alkotta szerzőpáros is; több
könyvük és nagyon sok cikkük jelent meg tréfás matematikai fejtörőkkel;
munkásságukkal együtt érdemelték ki a Beke Manó emlékdíjat 1974-ben.

Gardner könyvében többnyire nincsen utalás a fejtörők eredetére, és a történetük sem
kerül részletezésre. Kivétel a szembemenő biciklisek között röpködő légy esete,
melynek kapcsán a szerző elmesél egy kedves anekdotát a „Neumann János magyar
matematikus” általi gyors megfejtésről. Az angol nyelvű eredeti szövegben persze „John
von Neumann” szerepel, aki 1957-es halálakor az egész világ talán legnagyobb
matematikusa volt Gardner szerint. Osztjuk a véleményt! (Margittai Neumann János
Lajos 1903-ban született.) A kiváncsiság további fokozása érdekében nem áruljuk el,
melyik ez a kiváló anekdota. Helyette elmondjuk, hogy miként állított örök emléket
Neumann nemesi előneve az akkor még csak kilenc éves Jancsi észveszejtő
okosságának. Amikor az édesapa a nemességet kiérdemelte, Jancsi firtatására kiderült,
hogy az előjog öröklődni fog, viszont Neumann Miksáné, az édesanya nem lett
automatikusan nemes. Jancsi ötlete: legyen a család nemesi előneve „margittai”, hiszen
az édesanya leánykori neve: Kann Margit, becenevén Gitta. Margitta egy kisváros Bihar
megyében, és lakosainak szerény száma ellenére feltűnően sok híres ember születési
helye, de a város neve a világ lexikonjaiba mégis csak Neumann révén került be. Az
édesanya hivatalos neve végül ez lett: „Frau Dr. Maximilian Neumann von Margitta”.

Sokat dicsértük Gardnert és magyar barátait, kollégáit; itt az idő, hogy egy kicsit
bíráljuk is a könyvet. A legnagyobb gond, hogy a fejtőrők tekintélyes része túl könnyű.
Például az, hogy mi a súlya a labdának, ha az 280 gramm és egy fél labda. Az ég
szerelmére, miért kell erről 2 oldalon keresztül szaporítani a szót? Ráadásul a csatolt
ábrán egy felfújt és egy fél labda látható, de a fizikatanárunk megbuktatott volna
bennünket annak idején, ha nem tudtuk volna, hogy ha egy labdát félbevágunk, akkor
pár grammot veszítünk a labdabeli túlnyomás megszűnése okán. Egy másik gond, hogy
sok fejtörő témája meglehetősen elavult. Például Bagóné (alias Mrs. Puffem)
feladványa, aki füstszűrő nélküli cigaretták csikkjeiből tud sodorni újabb szálakat. Egy
mai kisiskolás még azt sem tudhatja, mi az a füstszűrő nélküli cigarettacsikk. Hogyan
tudná, amikor még a világháborús dokumentumfilmekből is kiollózzák a dohányzó
jeleneteket? Egy másik túlságosan könnyű rejtvény egy elromlott kenyérpirítóra
vonatkozik.

Matematikai szempontból gond az, hogy nincsenek bizonyítások, illetve általánosítások.
Például a Tortaszeletelés fejtörőnél táblázatból olvassuk ki, hogy 6 egyenes vágással
legfeljebb 22 darabra tudjuk szelni a körlapot, és nem közli velünk a szerző, hogy 
szelés esetén a darabok száma legfeljebb . A bizonyítás sem lenne
nehéz, hiszen az már megállapításra került, hogy a -adik vágással legfeljebb  új darab
keletkezik, és az jól ismert, hogy .

A Híd fejezetben azt olvassuk, hogy „A játék nem végződhet döntetlennel”. Indoklás
sehol! Még egy krimit sem olvasunk szívesen, ha nem kerülnek elő a bizonyítékok! Azt
sem értjük, ha a csatolt ábrákon fekete és szürke pöttyök láthatók, akkor a szöveg miért
a piros színt erőlteti a szürke helyett.

De ne csak a szerző, hanem a fordító is kapjon tőlünk fricskát! Az egyik fejtörőben
Laringitész görög szónok szerepel, aki Krisztus előtt 30-ban született, és Krisztus után
30-ban halt meg, pontosan a születésnapján. Itt a fordítónak nem sikerült a rejtett humort
is lefordítani. Az amerikai olvasók már a születési és a halálozási dátumból, július
negyedikéből gyanút foghatnak, hogy talán nem valódi hírességről, hanem kitalált
személyről van szó. A szónok neve és titulusa az eredetiben: Laryngitis, a Greek
orator.  Laryngitis azonban nem egy görög személy, hanem a gégegyulladás (a
hangszálak betegsége a túlerőltetés következtében) latin megnevezése. A fordító lehetett
volna egy kicsit bátrabb, és a semmitmondó „Laringitész” helyett írhatta volna mondjuk
azt, hogy „Torkász Szakadász”.

A Szórakoztató matematikai fejtörők könyvben az összes rejtvény megoldása is
megtalálható. Hoppá, van egy, aminek mégse! A kilencedik oldalon csak ez az egyetlen
szó áll: Jimmynek. Ki lehet ez a Jimmy? Mivel a könyv 1961-es és 1986-os amerikai
kiadásaiban nincs még meg ez az ajánlás, csak a magyar fordításban, arra
gondolhatnánk, hogy a magyar nyelvű szórakoztatásban jól ismert két Jimmy
valamelyikéről lehet szó. Az egyik Fülig Jimmy, eredeti nevén Don Fülig di St. James,
aki P. Howard, eredeti nevén Rejtő (Reich) Jenő (1905–1943) híres hőse. Jimmy
szállóigévé vált mondása: „Mindenhol jó, de legjobb sehol!”. Bár a paradox helyzeteket
Fülig Jimmy is kiválóan megoldotta, de mégis el kell vetnünk ezt a lehetőséget. A másik
Jimmy pedig Zámbó Imre (1958–2001), de ezt a megfejtési tippet is joggal figyelmen
kívül hagyhatjuk.

Megtudtuk viszont, hogy Martin Gardner apja, öccse és idősebbik fia is James, és
közülük a két fiatalabb beceneve egyformán Jim. Úgy gondoljuk, egyikük lehet a
titokzatos Jimmy. A fiú Jim meséli egy videóban, hogy amikor az édesapja már messze
földön híres-hírhedt volt a szkepticizmusáról mindenféle parapszichológiai, ezoterikus,
okkultista, szélsőséges filozófiai, politikai, vallási kérdésekben, egyszer megkérdezték
tőle, hogy nem túlzás-e a nagyon erős és általános hitetlenkedés. A kurta válasz ez volt:
„Kétlem!”. Gardner világszemléletét jól tükrözi a következő érve: Ha már Isten
megalkotta a hatalmas világot elemi részecskékből és hullámokból azok matematikai és
fizikai törvényeivel együtt, hogyan vonhatnánk kétségbe, hogy a mi parányi
bolygófelszínünkön az életet is ugyanezek a természeti törvények uralják.

Összegezve a fentieket, a következőket állapíthatjuk meg: A kötet hat tucatnyi
feladványából a többség érdekes fejtörő, a kisebbség túl könnyű rejtvény. A megfejtések
és magyarázatok részletesek; az általános iskolai szintű matematika elegendő a
megértésükhöz. Sajnos a magyar fordítás hat évtizedet késett, de örömteli, hogy végre
megjött. A szerző további köteteinek magyar kiadását is kiváncsian várjuk.

Hujter Mihály
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Fixponttételek és alkalmazásaik

Bessenyei Mihály, Páles Zsolt: Fixponttételek és
alkalmazásaik (Typotex, Budapest, 2023)

 

Ezt a könyvet a szerzők a tudományterület első magyar nyelvű monográfiájának
szánták. Kis jóindulattal ugyan talán megállja a helyét az a kijelentés, hogy Hegedüs
Miklós és Zalai Ernő „Fixpont és egyensúly a gazdasági modellekben” című könyvének
második része (Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó, Budapest, 1978) a maga bőséges
anyagával és még bőségesebb irodalomjegyzékével volt a szakterület első magyar
nyelvű monográfiája, de mindenképp örvendetes egy olyan újabb monográfia
megjelenése, amely már az utóbbi fél évszázad eredményeiből is tudott válogatni, és
amelyben sokkal többféle alkalmazás jelenik meg, mint Hegedüs és Zalai
könyvében. Ha a Kedves Olvasó tanult már egy kevés matematikát valamelyik
egyetemen, akkor bízhat benne, hogy meg fogja érteni a könyvet, vagy annak legalábbis
nagy részét, hiszen a szerzők a témák egy részéhez a szükséges segédapparátust is
gondosan kiépítették.

I. Iteratív fixponttételek és alkalmazásaik
A könyv első részében szereplő fogalmak közül talán a legfontosabb a kontrakció
fogalma. Tetszőleges 1-nél kisebb pozitív  szám esetén értsünk -kontrakción olyan 
leképezést, amelynek értelmezési tartománya valamely  metrikus térben lévő

 halmaz, értékei -ben vannak, és amelyre minden  esetén
 teljesül (a szerzők terminológiája: kontrakció  faktorral

vagy  modulussal), míg a kontrakció szó jelentése legyen az, hogy -kontrakció
valamilyen -nél kisebb pozitív  számmal.

Az első két fejezetben a Banach-féle fixponttétel témakörének alapos diszkusszióját
kapja az olvasó. Az alapos diszkussziónak az 1. fejezetbe eső részébe például
beleértendők a szukcesszív approximációval képzett közelítő sorozattal kapcsolatban a
közelítés mértékére vonatkozó becslések, beleértendő egy arra vonatkozó elégséges
feltétel is (1.6. tétel), hogy egy  teljes metrikus tér nyílt gömbjén értelmezett, és
azt az -be képező kontrakciónak létezzék egyetlen fixpontja, továbbá beleértendő a
fixponttétel néhány olyan általánosításának bemutatása is, amelyek a kontrakciós feltétel
gyengítésével kaphatók.

A 2. fejezetben két olyan tétellel ismerkedhetünk meg, amelyek valamilyen értelemben
a Banach-féle fixponttétel megfordításának, vagy egy következmény megfordításának
tekinthetők. Röviden (és kissé pongyolán) fogalmazva mindkét esetben egy leképezés
iteráltjaira vonatkozó feltételből lehet arra következtetni, hogy a leképezés kontrakció.

A 3. fejezetben arra látunk példákat, hogyan lehet alkalmazni a Banach-féle fixponttételt
az analízisben fellépő különféle egyenletek egyértelmű megoldhatóságának
bizonyítására. Konkrétabban fogalmazva, van itt szó Fredholm-féle és Volterra-féle
integrálegyenletekről, közönséges differenciálegyenletekre vonatkozó kezdetiérték-
feladatokról, függvényegyenletekről, Banach-tér egy nyílt részhalmazát Banach-térbe
képező függvény segítségével felírt egyenletről. Az utóbbi témához tartozó
inverzfüggvénytétel bizonyításában jut szerephez a fent említett 1.6. tétel.

A 4. fejezet a „Fraktálelmélet” címet viseli. Az, hogy miért kerülhet ez a téma egy
fixponttételekről szóló könyvbe, rögtön a definícióból kiderül. Olyan definíciót
olvashatunk itt, amely a fraktál fogalmát egy  metrikus térhez és -et önmagába
képező függvények egy véges  halmazához kapcsolja: ebben a kontextusban -
fraktálon az -nek olyan nemüres kompakt  részhalmazát értjük, amelyre

A fejezet fő eredménye Hutchinson tétele, amely azt állítja, hogy ha  mindegyik
eleme kontrakció, akkor létezik pontosan egy -fraktál. Ennek bizonyítása céljából a
Banach-féle fixponttételt abban a metrikus térben lehet alkalmazni, amelyben az
alaphalmaz elemei az  metrikus tér nemüres kompakt részhalmazai, és amelyben
a metrika a Hausdorff(–Pompeiu)-féle távolság. Ebben a metrikus térben mindenütt sűrű
halmazt alkot azoknak a -fraktáloknak a halmaza, amelyek véges számú konstans
leképezésből álló  halmazhoz tartoznak. Ezt a tételt, amely egyszerű következménye
annak, hogy az  tér minden kompakt részhalmaza teljesen korlátos, a szerzők a
képfeldolgozás alaptételének nevezik, s a tétel megfogalmazása előtt kijelentik, hogy a
fraktálelmélet egyik fontos alkalmazása a képek digitális tárolásához kapcsolódik. A
fejezetet három példa, a Cantor-halmaz, a Sierpiński-szőnyeg, és a Menger-szivacs
tárgyalása zárja.

Az 5. fejezetben metrikus terek helyett parciálisan rendezett halmazokról olvashatunk,
kontrakciók helyett pedig monoton leképezésekről. A fejezet első tétele a teljesen elemi
Knaster–Tarski-tétel, amely így szól: Tetszőleges halmaz hatványhalmazát önmagába
vivő, tartalmazásra nézve monoton (növő) leképezésnek van fixpontja. Ezután
megismerhetjük e tétel három általánosítását, majd e tételek néhány alkalmazását. Az
első alkalmazás a számosságaritmetika alaptétele, ezt követi a közönséges
differenciálegyenletek, a függvényegyenletek és a fraktálok témakörében egy-egy,
illetve két tétel.

A 6. fejezetben fontos szerepe van az úgynevezett Bishop–Phelps-féle parciális
rendezésnek, amelynek definíciója: adott  metrikus tér és  esetén
jelentse  azt, hogy . A 6.1. tétel (Bishop–Phelps) azt
állítja, hogy ha az  metrikus tér teljes, ,  pedig alulról korlátos és alulról
félig folytonos, akkor az  feltételnek eleget tevő  elemek között található
olyan, amelyik maximális a  parciális rendezésre nézve. Ennek egyszerű
következménye a Caristi-féle fixponttétel: ha  teljes metrikus tér, 
alulról korlátos és alulról félig folytonos,  pedig teljesíti azt a feltételt, hogy
minden  esetén , akkor a  leképezésnek van
fixpontja. Ezután arról olvashatunk, hogy adott  metrikus tér és 
mellett, illetve adott  metrikus tér és folytonos  mellett milyen
kapcsolatok vannak az alábbi állítások között:

1. a  végtelen sor minden  esetén konvergens,

2. létezik olyan alulról korlátos , amelyre minden  esetén
,

3. létezik olyan alulról korlátos, alulról félig folytonos , amelyre minden 
 esetén ,

4. létezik olyan -nél kisebb pozitív  szám, amelyre minden  esetén
.

A fejezet utolsó két szakaszában az Ekeland-féle variációs elvet és alkalmazásait, az
utolsó alkalmazáshoz kapcsolódva pedig a Banach-féle nyíltleképezés-tétel Graves–
Ljusztyernyik-féle nemlineáris kiterjesztésének témakörét ismerhetjük meg.

II. Topologikus fixponttételek és alkalmazásaik
A 7. és 8. fejezet témája a Brouwer-féle fixponttétel és annak néhány általánosítása.
Brouwer tétele úgy szól, hogy ha  pozitív egész,  nemüres, konvex, kompakt
halmaz és  folytonos függvény, akkor -nek van fixpontja. Ennek a két
legkönnyebben megfogalmazható általánosítása az 1. Schauder-féle fixponttétel, illetve
a Tyihonov-féle fixponttétel. Az előbbi esetben az  tér helyébe tetszőleges normált
tér léphet, az utóbbi esetben pedig lokálisan konvex Hausdorff-féle topologikus
vektortér. A Brouwer-tételnek azt a bizonyítását olvashatjuk, amely a Knaster–
Kuratowski–Mazurkiewicz-lemmát használja, az utóbbi lemmát pedig a gráfelméleti
terminológiával bizonyított kombinatorikus jellegű Sperner-lemmából vezetik le a
szerzők. Schauder második fixponttétele egy olyan folytonos függvény fixpontjának
létezését állítja, amelynek értelmezési tartománya nemüres, korlátos és zárt halmaz egy
Banach-térben, értékkészlete pedig teljesen korlátos részhalmaza az értelmezési
tartománynak. A Darbo–Szadovszkij-féle fixponttétel azt állítja, hogy ha itt az
értelmezési tartomány nem kompakt, akkor a függvényről elég valamivel kevesebbet
feltenni, éspedig azt, hogy legyen úgynevezett kondenzáló leképezés. A kondenzáló
leképezés fogalmának értelmezése a Kuratowski-féle nemkompaktsági mérték fogalmán
alapul. Az utóbbi fogalom definíciója a következő: egy metrikus tér  részhalmazának
nemkompaktsági mértéke azon  pozitív számok halmazának legnagyobb alsó korlátja,
amelyekre  lefedhető véges számú  sugarú nyílt gömbbel (ez tehát nem korlátos 
esetén , teljesen korlátos  esetén 0), míg a kondenzáló leképezésé:  Banach-tér
és  esetén egy folytonos  leképezést akkor nevezünk
kondenzálónak, ha bármely korlátos, de nem teljesen korlátos  esetén 
nemkompaktsági mértéke nagyobb, mint  szerinti képének nemkompaktsági mértéke.
A 8. fejezet utolsó két tétele arra ad egy-egy elégséges feltételt, hogy affin, páronként
felcserélhető leképezések osztályának létezzék közös fixpontja.

A 9. fejezetben a szerzők az előző két fejezet eredményeit a klasszikus analízis, a
játékelmélet, a közönséges differenciálegyenletek, a funkcionálanalízis és a
mértékelmélet egy-egy alapvető eredményének bizonyításához használják fel.

A 10. fejezet zérushelytételekről és halmazértékű leképezések fixpontjairól szól (egy
halmazértékű  függvény fixpontja az értelmezési tartományának olyan  eleme,
amelyre . Olvashatjuk itt többek között a Tyihonov-féle fixponttétel
halmazértékű általánosításának bizonyítását.

A 11. fejezet a fokszámelmélet alapjait foglalja össze. Az elmélet alapjául szolgáló
Leray–Schauder-tétel bizonyításának rövid vázlata után három alkalmazásról
olvashatunk.

III. Még néhány apróság
A könyv olvasói a szorosabb értelemben vett matematikai ismereteken kívül néhány
további érdekes információhoz is hozzájuthatnak. Például:

Hogy lehet kapcsolatba hozni a gömbfelületen értelmezett folytonos vektormező
gyökhelyének létezéséről szóló Poincaré-tételt a Jupiter bolygó „Vörös Folt”-jával?

Mi köze van a Brouwer-féle fixponttételnek a palacsintasütéshez?

Mit mond Neumann János azoknak, akik nem értenek egyet azzal a véleményével, hogy
a matematika egyszerű?

Végül, de nem utolsó sorban megtudhatjuk, hogy a szerzők költői lelkek (vagy legalább
az egyik szerző költői lélek), erről tanúskodik az, amit az Előszó utolsó előtti
bekezdésében az „egykori szolgálóleányból csodálatos hercegnővé” előlépett
matematikáról, illetve annak szépségéről olvashatunk.

Szilágyi Tivadar
ny. egyetemi docens, ELTE TTK Matematikai Intézet
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A TUDOMÁNY MENÜPONT TÖBBFÉLE, A MATEMATIKA TUDOMÁNYÁHOZ KAPCSOLÓDÓ FUNKCIÓT TAKAR..A

TUDOMÁNY– TÖRTÉNET ROVAT CÉLJA ELSŐSORBAN MATEMATIKATÖRTÉNETI JELLEGŰ  ÍRÁSOK KÖZLÉSE. A MI IS

...?ROVAT A MAI MATEMATIKA TUDOMÁNYÁRÓL KÍVÁN SZÓLNI A HOZZÁÉRTŐKNEK.

(ROVATSZERKESZTŐK: BESENYEI ÁDÁM;  STIPSICZ ANDRÁS.)

Titkos Tamás
2023. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

A
sonkásszendvics-
probléma
Egy korábbi Érintő cikkben
szerepelt már a híres lvivi Skót
Kávéház, ahol kiváló lengyel
matematikusok a Skót Könyvbe
jegyzeték fel a fontosabb
matematikai problémákat. Ebben
a cikkben Hugo Steinhaus 123-
as sorszámú problémájáról lesz
szó, amelyet ma már csak
sonkásszendvics-problémaként
emlegetnek. Titkos Tamás
ismerteti (kicsit leegyszerűsítve)
a tételt és a bizonyítás vázlatát.

Ambrus Gergely, Varga
Dániel
2023. SZEPTEMBER, TUDOMÁNY

– TÖRTÉNET – MI IS...?

Az Erdős–Moser
sejtés bizonyítása
A közelmúltban egy több mint
fél évszázadon át megoldatlan
geometriai sejtést sikerült
igazolniuk magyar kutatóknak.
A bizonyítás a geometria, a
Fourier-analízis, a lineáris
programozás, a gráfelmélet és a
számítástudomány módszereit
ötvözi. Az eredményről 2023
júliusában a tudományos
ismeretterjesztés nemzetközi
etalonjának számító Quanta
Magazine is beszámolt [1].
Ketten az öt szerző közül,
Ambrus Gergely és Varga
Dániel mutatják be a híres
problémát és a bizonyítást
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A sonkásszendvics-probléma

Ahogy már egy korábbi Érintő cikkben is szerepelt, a híres lvivi Skót Kávéház olyan
kiváló lengyel matematikusok gyülekezőhelye volt, mint Banach, Borsuk, Mazur,
Kuratowski, Steinhaus, vagy épp Ulam. Egyes elmondások szerint Banach felesége,
mások szerint maga Banach vásárolt egy keményfedeles füzetet, amelybe a fontosabb
matematikai problémákat feljegyezték. A füzet, amelynek első oldalán a Ksiega
Szkocka, azaz Skót Könyv név szerepel, mindig a kávéházban volt elrejtve, a
főpincértől lehetett elkérni, ha szükség volt rá. A könyvben 193 számozott probléma
szerepel, az első bejegyzés dátuma 1935. július 17., az utolsóé 1941. május 31. Ebben a
cikkben Hugo Steinhaus 123-as sorszámú problémájáról lesz szó, amelyet ma már csak
sonkásszendvics-problémaként emlegetnek.

1. ábra. Steinhaus eredeti bejegyzése.

1. A sonkásszendvics-probléma
A probléma (kicsit leegyszerűsítve) így szól: adott három véges térfogatú halmaz , 

,  a 3-dimenziós Euklidészi térben. Létezik olyan sík, amelyik mindhárom halmazt
elfelezi? Steinhaus híres volt arról, hogy a legabsztraktabb problémákat is el tudta
magyarázni egy szemléletes példa segítségével. Most sincs ez másképp, noha a konkrét
részletek az évek során (ahogy a probléma terjedt) egy kicsit megváltoztak. A mai
verzió így szól: legyen  egy szelet kenyér,  egy szelet sonka,  pedig egy szelet
sajt, a felező sík szerepét pedig játssza egy nagyon éles kés.

2. ábra.

Igaz-e, hogy bárhogy is állítanak össze egy sonkás szendvicset ebből a három
összetevőből, azt ketté tudjuk vágni igazságosan egyetlen vágással? Igazságos alatt azt
kell érteni, hogy a kenyér mennyisége a két fél szendvicsben egyenlő, és ugyanez igaz a
sonkára és a sajtra is. Az eredeti probléma kitér a magasabb dimenziós esetre is, mi
ebben a cikkben csak a 3-dimenziós kérdéssel, és annak történetével foglalkozunk. Azt
már tudjuk, hogy a problémát Steinhaus tűzte ki. A Skót Könyv egy későbbi (egyébként
üres) oldalán egy megjegyzést találunk, ugyancsak Steinhaustól: a megoldás
megtalálható a Mathesis Polska 1936-os számában.

3. ábra. Addendum a 123-as problémához.

Bár a Skót Könyv létezéséről sokan tudhattak akkoriban, az nem valószínű, hogy
mindenki naprakész volt a benne található problémákat illetően, az pedig egészen biztos,
hogy Lengyelországon kívül nem sokan olvasták a lengyel nyelven írt Mathesis Polskát.
Nem meglepő, hogy a sonkásszendvics-probléma eredetét illetően volt némi zavar.
Stone és Tukey 1942-es [5] cikkében az áll, hogy a fent bemutatott probléma
(pontosabban ahogy ők hívják: tétel) bizonyítása Karol Borsuk egy tételén alapul, és
lábjegyzetben hozzáteszik, hogy a felfedezés Stanisław Ulamtól származik. Ezenfelül
köszönik a bírálónak, hogy felhívta a figyelmüket erre a tényre. Borsuk és Ulam neve,
mint az rögtön kiderül, nem véletlenül került szóba.

Steinhaus a náci megszállás alatt (egészen a második világháború végéig) egy Osiczyna
nevű településen bujkált, egy nem sokkal korábban elhunyt erdész, bizonyos Grzegorz
Krochmalny iratait használva. Amikor a háború végeztével megtudta, hogy a lvivi
egyetemet „átköltöztették” Wroclawba, ő maga is elfogadott ott egy állást. Egy 1945-ös
cikkében [4] – amelyben a bujkálás évei alatt kidolozott eredményeket közöl –
bebizonyítja a sonkásszendvics-tételt, és megjegyzi, hogy a probléma tőle származik, és
elsőként Stefan Banach oldotta meg, Borsuk és Ulam tételét felhasználva. Mielőtt
rátérnénk a matematikára, néhány mondat Borsukról és Ulamról.

4. ábra. Karol Borsuk (balra) és Stanisław Ulam (jobbra).

[Fotók: Wikimedia Commons illetve https://www.researchgate.net/figure/Polish-
mathematician-Stanislaw-Ulam-together-with-the-current-version-of-the-first-
page_fig5_229066089 uploaded by Francesc Font-Clos]

Stanisław Ulam a lvivi matematikai iskola kiemelkedő alakja, számtalan mély
matematikai eredmény fűződik a nevéhez. Legtöbben mégis fizikusként ismerik,
ugyanis részt vett a termonukleáris fegyverek kifejlesztésére szolgáló Manhattan-
tervben. Ulam szerepe a Skót Könyv történetében is rendkívül jelentős: egyrészt ő maga
is tűzött ki és oldott meg problémákat, másrészt ő volt az, aki – a világháborút egy
futballpályán elásva átvészelő – Skót Könyvet angolra fordította. A fordítás 1957-ben
Los Alamosban jelent meg.

Karol Borsuk a varsói matematikai iskola jeles képviselője, nevéhez köthető a
topologikus terek elméletének több fontos eredménye. A német megszállás alatt kivette
a részét az ellenállásból, többek között folytatta az akkoriban tiltott egyetemi szintű
tanítást. Emiatt a Gestapo börtönbe zárta, és csak a szerencsének köszönhette, hogy
elkerülte a kivégzést [2]. Egy érdekesség: a börtönből szabadulva, hogy családját
valahogy eltartsa, kifejlesztett (és saját költségén ki is adott) egy társasjátékot, amit ma
Szuper Farmer néven forgalmaznak. Sokáig úgy hitték, hogy a varsói felkelés és a
háború utáni káoszban az összes eredeti példány megsemmisült, de később találtak egy
sértetlen készletet, és Borsuk 90. születésnapja és halálának 15. évfordulója alkalmából
a játékot újra kiadták.

5. ábra. A társasjáték magyar kiadása.

2. A bizonyítás (vázlata)
Térjünk rá a bizonyításra, pontosabban annak egy vázlatára. Vázlatról beszélünk, mert
formálisan nem lesz kifogástalan (arról nem is beszélve, hogy két segédtételt nem
bizonyítunk), de a valóban precíz bizonyítás is ezeket a lépéseket követi, lásd például
[1,3,4]. Az [1] cikk már csak azért is érdekes, mert abban le van írva, hogy a szerzők
hogyan jutottak hozzá az addendumban említett Mathesis Polska számhoz, és közlik a
sonkásszendvics-tételről szóló rész angol fordítását.

Egy egyszerűbb problémával kezdünk, nevezetesen egy síkbeli alakzat, egy képzeletben
kétdimenziós pizza elfelezésével. A hétköznapi életben hogyan feleznénk el nagyjából
igazságosan egy pizzát? Valahová odaillesztenénk a késünket, és megnéznénk, hogy
azzal a vágással feleznénk-e. Ha úgy látjuk, hogy a késtől balra lévő rész nagyobb,
akkor kicsit balra mozdítjuk a kést. Ha úgy látjuk, hogy most meg már a jobboldali rész
nagyobb, akkor az igazság valahol a két vágás között van. Lényegében itt is ezt fogjuk
tenni.

Rögzítsünk egy  szöget, ez az a szög, amiben a kést tartjuk.

6. ábra.  A pizza és az  szögben álló kés.

Csúsztassuk végig az  szögben tartott kést a pizza fölött.

7. ábra.  Az  szögű vágások.

A csúsztatás során minden időpillanatban feljegyezzük, hogy mennyi a kés két oldalán
lévő területek különbsége (a jobboldali darabból levonva a baloldalit). Az alábbi ábrán
két kimerevített pillanat (  és ) látható. Ha az adott pillanatban vágnánk, akkor a pizza 

 és  területű, illetve  és  területű darabokra esne.

8. ábra. Vágás a  és  pillanatokban.

Azt látjuk, hogy a területek különbsége egyszer negatív, egyszer pedig pozitív,
következésképp valahol a két kimerevített pillanat között volt olyan is, amikor a
különbség nulla volt, tehát a kés két oldalán lévő terület megegyezett.

Miről van itt szó? Először is, a késünket folytonosan mozgatjuk, tehát ha csak egy kicsit
mozdítjuk meg, akkor a vágásnál kapott területek nagysága is csak kicsit változik. Tehát
a területek eltéréséből készített függvény folytonos, így a negatív és pozitív érték között
valahol nullát is fel kell vegyen, ezt Bolzano tételének nevezik.

9. ábra. Szemléletesen: ha egy határ egyik oldaláról átjutottunk a határ másik oldalára,
akkor valahol átmentünk a határon.

Másodszor, teszünk egy egyszerű megfigyelést, ami később jól fog jönni. Tegyük fel
most, hogy nem a vágás során kapott területek különbségét jegyezzük fel, hanem mindig
csak a késtől jobbra levő rész területét. Igen ám, de ha átmegyünk a pizza túloldalára, és
„szemből vágunk” (azaz  szögben vágunk), akkor megfordulnak az oldalak, és a

 vágásnál az a rész van jobbra, amelyik az -vágásnál balra volt. Tehát ha az  és
a  szögű vágásoknál ugyanazt a mennyiséget jegyeztük fel, akkor az épp azt
jelenti, hogy a pizzánkat megfeleztük.

10. ábra. A bal oldal és a jobb oldal szerepet cserél.

Vegyük észre, hogy a fenti csúsztatós okoskodásunkban nem játszott semmilyen
szerepet, hogy az  szöget milyennek választottuk: minden szöghöz pontosan ugyanígy
találunk egy felező vágást. Sőt, valójában a pizza alakja sem volt érdekes, sőt még a
dimenziója sem. Ha a síknak feltételezett pizza helyett most egy valódi háromdimenziós
sajtdarabra gondolunk, amit félbe kell vágnunk egy síkkal, akkor ugyanezt az elvet
követjük: fogunk egy tetszőleges síkot, elkezdjük folytonosan csúsztatni a sajt mentén,
és vágunk abban a pillanatban, amikor a sík két oldalán lévő részek térfogatának eltérése
nulla. Ilyen időpillanat létezik, megintcsak a Bolzano-tétel miatt.

Tehát most ott tartunk, hogy egy darab halmazt a háromdimenziós térben már el tudunk
felezni bármilyen dőlésszögű sík segítségével. Mielőtt tovább mennénk, próbáljuk meg
ügyesen elképzelni az összes lehetséges dőlésszögű síkot. Vegyünk a háromdimenziós
térben egy gömbfelületet, jelölje ezt . Ezekután az  gömbfelület minden pontjához
képzeljük oda a gömböt abban a pontban érintő síkot.

11. ábra. A gömbfelület  pontja, és a -beli érintősík.

Az így kapott (síkokból álló) kollekció valóban minden létező dőlésszögű síkot
tartalmaz, ráadásul kétszer. Érdemes már most megjegyezni, hogy -hez és a -vel
szemközti  ponthoz ugyanolyan dőlésszögű sík tartozik.

12. ábra. A -beli és -beli érintősíkok egymás eltoltjai.

Ne feledjük, hogy a feladatunk három halmaz együttes felezése, mi pedig eddig csak
egyet tudunk elfelezni, igaz azt sokféleképp. Mi garantálja, hogy van ezek között olyan
felezősík, ami a másik két halmazt is felezi? Ezen a ponton kell használnunk Borsuk és
Ulam tételét. A tétel azt mondja, hogy ha  pontjait folytonosan beleképezzük a síkba,
akkor lesz olyan  pont, hogy a függvény értéke -ben és a vele átellenes -ben
megegyezik. Ismét csak Steinhaus szemléltető képességeire támaszkodva ezt így lehet
közérthetően elmondani: képzeljük el, hogy  a Föld bolygó felszíne. A Föld minden 
pontjában feljegyzünk két értéket: a hőmérsékletet (jelölje ezt ) és a nyomást
(jelölje ezt ). Ezzel az  minden pontját beleképeztük a síkba: a  ponthoz
hozzárendeltük a  hőmérséklet–nyomás számpárt. Mit mond a tétel? A
tétel azt mondja, hogy ha egy időpillanatban elvégezzük a két mérést a Föld összes
pontján, akkor mindig találni fogunk egy olyan  pontot, hogy -ben és a vele átellenes

 pontban  és , azaz mindkét pontban ugyanannyi lesz a
hőmérséklet és a nyomás is. A szemléletető példában maga a hőmérséklet és a nyomás
semmilyen szerepet nem játszott, nyugodtan képzelhetünk (és képzelni is fogunk!) a
helyükbe bármilyen mérhető mennyiséget. A Borsuk–Ulam tételt itt nem igazoljuk. Az
érdeklődő olvasó az [1] cikkben talál egy ravasz bizonyítást, ami Auerbachtól
származik.

A fenti előkészületek után minden készen áll ahhoz, hogy bebizonyítsuk a
sonkásszendvics-tételt. Adott tehát három halmaz, ,  és . . Azt már tudjuk az
előző okoskodásból, hogy az -at el tudjuk felezni egy síkkal, ráadásul nagyon
sokféleképpen. A gömbfelület minden pontjához tartozik egy sík, ahhoz pedig egy
felezés. Vegyük az  gömbfelületünknek egy  pontját, és vegyük az érintősíkot, ami 
-et -ben érinti. Ennek a síknak két oldala van, nevezzük az -et tartalmazó részt a
negatív oldalának, a másikat pedig a pozitív oldalának. Értelemszerűen, ha a síkot
eltoljuk, akkor vele együtt mozog a pozitív és negatív oldala. (Ahogy az eltolásnál
együtt mozgott a késsel a bal és a jobb oldala. Vigyázzunk, a kés forgatásánál már
helyet cserélt a két oldal!) Tudjuk, hogy ennek a síknak valamelyik eltoltja pont
félbevágja -at. Jegyezzük fel, hogy -hez melyik felezősíkot választottuk, és hogy ez
a sík hogyan metszette -et és -t. Konkrétabban: jegyezzük fel, hogy az -nek
mekkora területű része van az -at felező sík pozitív oldalán (jelöljük ezt a számot 

-vel), és hogy -nek mekkora része van az -at felező sík pozitív oldalán
(jelöljük -vel). Tehát a gömb  pontjához feljegyeztünk egy  párt.

13. ábra. Az  szám a zöld ellipszoid sík fölötti részének térfogata, a  szám a
lila ellipszoid sík fölötti részének térfogata.

Azt is megbeszéltük, hogy az átellenes  ponthoz ugyanolyan dőlésszögű sík tartozik,
mint -hez, tehát -hez és -höz választhatjuk ugyanazt az -at elfelező síkot. Az
egyetlen különbség, hogy pozitív és negatív oldalak  és  esetén pont fordítva
vannak, hiszen a gömb ezeknek a síkoknak „ellentétes oldalán” van. (Úgy is
képzelhetjük, mintha a fenti ábrát kézenállva néznénk, és ami az előbb alul volt, az így
felülre kerül.) Emlékezzünk vissza, ugyanezt láttuk a pizzás példánál a „túloldali
vágásnál”! Ott a bal és jobb oldal cserélt helyet, itt pedig az pozitív és negatív oldal.
Hasonlóan az ott leírtakhoz, itt is azt látjuk, hogy  és  együtt épp az 
félbevágásáról ad információt,  és  pedig az  félbevágásáról.

Ahhoz, hogy mindhárom halmazt jól vágjuk félbe, az kell, hogy találjunk egy  pontot,
amire  és  egyszerre teljesül, magyarul

. Borsuk és Ulam fenti tétele épp azt mondja, hogy
ilyen  pont biztosan létezik.

Ezzel a bizonyítás kész. Tehát ha két ember között igazságosan kell elfeleznünk egy
sonkás szendvicset (bármilyen slendrián módon is van elkészítve, bárhogy is néz ki a
három összetevő, bárhol is helyezkednek el a térben), biztosak lehetünk benne, hogy
létezik olyan vágás, ami megoldja a problémánkat. Mivel két olyan tételt is használtunk,
nevezetesen a Bolzano-tételt és a Borsuk–Ulam-tételt, ami csak létezést garantál, ezért
arról természetesen fogalmunk sincs, hogy pontosan melyik lehet az a bizonyos
igazságos vágás.

A legjobb módszer a lehető legnagyobb pontosság elérésére valószínűleg az, ha az egyik
ember vág, és a másik választ.
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Az Erdős–Moser sejtés bizonyítása

A sík legfeljebb mekkora hányada színezhető ki úgy, hogy két kiszínezett pont nem
lehet pontosan egység távolságra egymástól? Ezt a geometriai kérdést Leo Moser
fogalmazta meg az 1960-as évek elején, Hadwiger és Nelson egy rokon problémájával
kapcsolatban. Leo Moser és Erdős Pál sejtése szerint ez a hányad nem érheti el az -et; a
jelenleg ismert legerősebb, 0,2293 értékű alsó korlátot Hallard Croft 1967-es
konstrukciója adja. A problémával kapcsolatban számos kutatócsoport publikált már
részeredményeket, amelyek a kezdeti 0,2857-es felső sűrűség-becslést az elmúlt 60
évben fokozatosan 0.2544-ig élesítették. Az Ambrus Gergely (Szegedi
Tudományegyetem és Rényi Intézet), Csiszárik Adrián (Rényi Intézet és Eötvös Loránd
Tudományegyetem), Matolcsi Máté (Budapesti Műszaki Egyetem és Rényi Intézet),
Varga Dániel (Rényi Intézet) és Zsámboki Pál (Rényi Intézet) által jegyzett új
eredményünk szerint a kérdéses sűrűség nem haladhatja meg a 0,247-et. Ezzel sikerüt
igazolnunk Leo Moser és Erdős Pál sejtését [2].

Egységtávolság-kerülő halmaznak nevezzük azon ponthalmazokat, amelyeknek
semelyik két eleme nincs egység távolságra egymástól. Moser kérdése tehát a sík
mérhető, egységtávolság-kerülő halmazainak lehetséges legnagyobb felső sűrűségére
vonatkozik – az általánosság megszorítása nélkül az is feltehető, hogy a kérdéses halmaz
sűrűsége létezik, ami ekkor intuitíve a halmaz által fedett síkrész arányát jelenti. Bár a
kérdés természetesen értelmezhető, és aktívan kutatott a térben, gömbfelszínen és
további struktúrákon is, mi a továbbiakbakban kizárólag a klasszikus, síkbeli változatra
szorítkozunk. Ebben az esetben a feltétel úgy is megfogalmazható, hogy ha egy pont
benne van az egységtávolság-kerülő halmazban, akkor a köré rajzolt egység sugarú
körvonal nem metszheti a halmazt.

Minél nagyobb sűrűségű egységtávolság-kerülő halmazokat keresve természetesen
adódik a következő konstrukció: egy egység átmérőjű nyílt körlemez egységtávolság-
kerülő, hiszen az összes, két pontja között előforduló távolság kisebb 1-nél. Az ezzel
egybevágó nyílt körlemezeket pedig úgy helyezhetjük el egységtávolság-kerülő módon
a leggazdaságosabban, hogy egy 2 lépésközű szabályos háromszögrács pontjai köré
írjuk őket. Ezzel két különböző körlemez tetszőleges pontjai közötti távolság szigorúan
1-nél nagyobb lesz.

Az így konstruált halmaz sűrűsége nagyjából 0,2267. Ezt sikerült Hallard Croftnak
1967-ben megjavítania közel 0,2293-re. Croft nem változtatta meg túlságosan a
konstrukció logikáját, de rájött, hogy érdemes a körlemezeket egy kicsit sűrűbben
elrendezni, még azon az áron is, hogy emiatt egy kis részt le kell vágni belőlük az
egységtávolság-kerülő tulajdonság megtartásához. Az így adódó, egy körlemez és egy
gondosan megválasztott oldalhosszú szabályos hatszög metszeteként előálló halmazt
Croft teknősének hívja a szakirodalom (ld. 1. ábra).

1. ábra. Croft teknőse

Bár Croft konstrukciója kissé esetlegesnek tűnhet, és 1967 óta számosan próbálkoztak
jobbat találni nála, ez máig sikertelen maradt. Ma már sokan azt sejtik, hogy a
konstrukció a lehető legnagyobb sűrűségű egységtávolság-kerülő halmaz a síkon.
Érdekes tulajdonsága, hogy 4 diszjunkt példány is elhelyezhető belőle a síkon.

Hogyan bizonyíthatjuk, hogy egy egységtávolság-kerülő halmaz (amit jelöljünk
mostantól -val) nem lehet nagy sűrűségű? Logikus gondolat a következő: toljuk el az 

 halmazt 1 távolságra valamilyen irányba, az eltolt halmaz természetesen -val azonos
sűrűségű. Jelöljük -szel az eltoláshoz használt egységvektort, és -szel az eltolt
halmazt. Mivel  nem tartalmaz két, egységnyi távolságra levő pontot, így  és 
metszete szükségképpen üres. Innen pedig rögtön adódik, hogy az  halmaz sűrűsége
legfeljebb . A gondolatot továbbvezetve, egy (tetszőlegesen elhelyezett) egység oldalú
szabályos háromszög csúcsainak helyvektorát választva az eltolásokhoz, a három kapott
eltolt példány páronként diszjunkt, ami  felső becslést ad az  halmaz sűrűségére.

2. ábra. Egy egységtávolság-kerülő halmazból lerakható három, páronként diszjunkt
eltolt példány, tehát sűrűsége nem lehet nagyobb, mint .

A felső becslések sorát folytatta Leo Moser 1966-ban a 3. ábrán látható, Moser-
rokkának nevezett gráf segítségével, amelynek élei 1 hosszúságúak.

3. ábra. Moser rokkája

Könnyen ellenőrizhető, hogy a gráf függetlenségi száma 2, így akárhogy is választjuk ki
három csúcsát, azok között lesz legalább egy él. Ebből pedig rögtön következik, hogy ha
az  halmazt a gráf csúcsainak helyvektoraival toljuk el, akkor az így kapott 7
egybevágó, eltolt példány legfeljebb 2 rétegben fedi le a síkot (4. ábra), és így 
sűrűsége legfeljebb  lehet.

4. ábra. Egy egységtávolság-kerülő halmazból lerakható 7 eltolt példány úgy, hogy
együttesen legfeljebb kétrétűen fedik le a síkot.

Moser eredménye nyomán sokan próbáltak az egységtávolság-kerülő halmazok
sűrűségére felső becslést adni hasonló módszerrel: ha sikerül olyan  elemű ponthalmazt
konstruálnunk, amelynek bármely  eleme között előfordul egységtávolság, akkor
beláttuk, hogy tetszőleges  egységtávolság-kerülő halmaz sűrűsége legfeljebb , mert
az , ,  egybevágó eltolt példányok a sík egyetlen pontját sem fedhetik le -nál
több rétegben. Az évek alatt a hasonló, gráfelméleti módszeren alapuló becslések egyre
javultak, Moser 1966-os 0,2857 eredményétől egészen Bellitto, Pêcher és Sédillot 2018-
as 0,2565-es felső korlátjáig. Az utóbbi eredmények már komoly számítógépes
apparátust használtak a megfelelő ponthalmaz megtalálásához, illetve elvárt
tulajdonságainak formális ellenőrzéséhez.

Mindeközben F. Vallentin és F. M. de Oliveira Filho munkája nyomán egy másik
megközelítés segítségével is egyre erősebb korlátokat sikerült bizonyítani. Emlékezzünk
rá, hogy ha -t egy  síkbeli egységvektorral toljuk el, akkor a kapott  halmaz
diszjunkt -tól, tehát az  halmaz sűrűsége 0. Természetes ötlet elhagyni az 
vektor egységnyi hosszára vonatkozó feltételt. Így a kérdéses sűrűséget  függvényeként
definiálhatjuk: ez az úgynevezett autokorrelációs függvény, amelynek formális
definíciója

ahol  a sűrűséget jelöli.

Az autokorrelációs függvény rengeteg információt hordoz magáról az  halmazról.
Legegyszerűbb példaként vegyük észre, hogy , míg az egységtávolság-
kerülő tulajdonság következményeként  minden  esetén. Ez azonban
még csak a jéghegy csúcsa, hiszen a függvény segítségével több, különböző vektorokkal
vett eltolt metszési struktúrájáról is fontos becsléseket nyerhetünk.

Ezen a ponton szükséges egy alapvető, ám az általános eredményt nem befolyásoló
feltevést tennünk: nevezetesen, hogy az  halmaz periodikus (ezt úgy képzelhetjük el,
hogy -nak csak egy hatalmas négyzetbe eső részét vesszük, majd a sík többi részén a
halmazt ennek négyzetrács-szerű eltoltjaival definiáljuk). E feltétel mellett
definiálhatjuk az  autokorrelációs függvény Fourier-transzformáltját, ami az -et
elemi trigonometrikus függvények lineáris kombinációjaként építi fel. A harmonikus
analízis egy alapvető azonossága, a Parseval-formula pedig garantálja azt, hogy a
vonatkozó Fourier-együtthatók nemnegatívak – azaz  pozitív szemidefinit. Ennek a
tulajdonságnak fontos szerep jut majd a későbbiekben.

Visszatérve Moser -es becslésének bizonyításához, láttuk, hogy a gondolatmenetben az
 halmaz eltolt példányainak metszési struktúrája játszotta a főszerepet (nevezetesen,

semelyik 3 eltoltnak nem lehet közös metszete). Innen természetes általánosítással
adódik a következő ötlet: vegyünk egy tetszőleges  ponthalmazt, ennek elemeivel vett
eltoltakat vizsgáljunk, és ezek metszet-sűrűségeinek segítségével próbáljuk
optimalizálni a teljes sűrűség-becslést! A kérdéses mennyiségeket az  által definiált
atomoknak fogjuk hívni: ha , akkor az  halmaz  eltoltját véve, az ezeket leíró
teljes absztrakt Venn-diagram  cellájának sűrűségei adják optimalizálási problémánk 

 atomi változóját.

Az atomok és a Fourier-együtthatók közötti összefüggést azonnal láthatjuk, ha az
autokorrelációs függvény értékeit egyszerű, két csúcsú gráfokhoz tartozó atomokként
interpretáljuk. Így nemnegatív, atomi és Fourier-változók hadát kapjuk, amelyek között
lineáris egyenlőségek, illetve egyenlőtlenségek írhatók fel, többek között a szita-formula
megfelelő alkalmazásainak segítségével. Ezeket összegyűjtve végül egy olyan
feladathoz jutunk, amelyet matematikai optimalizálás központi eszköze, a lineáris
programozás segítségével tudunk kezelni. Kulcsfontosságú, hogy míg a Fourier-
változók függetlenek a  ponthalmaz választásától, addig az atomi változók és a
vonatkozó lineáris összefüggések az adott  által kerülnek definiálásra, és a kapott
rendszer teljesül tetszőleges egységtávolság-kerülő  halmazra. Így különböző 
halmazok választásával más és más sűrűségbecsléseket kaphatunk – feladatunk, hogy
olyan halmazt keressünk, amelynek segítségével -nél kisebb felső becslés adódik.

A fenti módszerre építve, 2022-ben megjelent cikkükben Ambrus és Matolcsi az addigi
legerősebb, 0,2544 becslést bizonyították, de az Erdős által sejtett 0,25-os korlát elérése
továbbra is távolinak tűnt.

A sejtés bizonyításához szükséges első áttörést az hozta, hogy kutatócsoportunk a
korábbinál sokkal teljesebben és általánosabban alkalmazta a gráfelméleti, atomi
változókra alapuló megközelítést, illetve ötvözte azt a harmonikus analízis
módszereivel. Ennek köszönhetően a problémát egy, a korábbinál jóval összetettebb
lineáris programozási feladatra sikerült visszavezetnünk, amit nagy teljesítményű
számítógépek segítségével hatékonyan tudtunk kezelni.

Az elméleti háttér pontos kidolgozása után már „csupán” egy megfelelő  ponthalmaz
megtalálására volt szükség. Ahhoz, hogy a kapott becslés minél erősebb legyen,
elengedhetetlen, hogy  pontjai között sok egységtávolság forduljon elő, valamint hogy 

 sok egybevágó részhalmaz-párt tartalmazzon. Célunk egy olyan ponthalmaz keresése
volt, mely által generált lineáris programozási feladat megoldása szigorúan  alatt van,
implikálva az Erdős–Moser sejtést.

A ponthalmaz keresési problémája elemi eszközökkel megoldhatatlannak bizonyult, így
a mesterséges intelligencia módszereit alkalmaztuk. Ehhez a Rényi Intézet nagy
számítási kapacitású számítógépeit vettük igénybe, amelyeket a Mesterséges
Intelligencia Nemzeti Laboratórium (MILAB) biztosított. Több hónapnyi intenzív
kísérletezést és algoritmus-optimalizálást követően a számítógép-hálózat végül egy egy
hetes keresés során talált olyan 23 pontból álló ponthalmazt, amely alkalmas volt a
sejtés bizonyítására (5. ábra).

5. ábra. A számítógépes keresés által megtalált 23 elemű ponthalmaz, amely
tanúsítványként szolgál arra, hogy Erdős sejtése igaz.

A megfelelő ponthalmaz megtalálása után az Erdős–Moser sejtés igazolásához
szükséges utolsó lépés a lineáris programozás dualitására épülő, tisztán elméleti
bizonyítás kidolgozása volt, amit a numerikus analízis szokásos eszközeinek
alkalmazásával végeztünk el. A végső, tisztán matematikai eszközökkel bizonyított
becslés szerint tetszőleges mérhető, egységtávolság-mentes síkbeli halmaz felső
sűrűsége legfeljebb 0,247 lehet.

Az eredmény a Mathematical Programming folyóiratban jelenik meg. Az intézmények
(Rényi Intézet, BME, ELTE, SZTE), illetve tudományterületek (geometria, Fourier-
analízis, lineáris programozás, gráfelmélet, mesterséges intelligencia) közötti sikeres
együttműködést a továbbiakban is folytatjuk, célunk a sík színezéseihez kapcsolódó
további problémák vizsgálata.
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Képes Gábor
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– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Nemzetközi
Informatikai
Diákolimpia –
tehetségeink,
Neumann János
nyomában
Nagyon jó eredményeket értek el
a magyar diákok az idén
augusztus 28. és szeptember 4.
között Szegeden megrendezett
Nemzetközi Informatikai
Diákolimpián (IOI). Rendező
országként hazánk két csapatot
indíthatott, a nyolc
diákolimpikon egy ezüst- és öt
bronzérmet szerzett, a többi két
csapattag dicsérettel tért haza a
világ legrangosabb informatikai
versenyéről, amelyre a Neumann
Társaság tehetséggondozási
programja keretében készültek
fel. Képes Gábor cikkében
kiemeli a magyar diákok igen
erős matematikai
felkészültségét.

Juhász Nóra
2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Az ipari
matematika
nemzetközi
agytornája
A European Consortium for
Mathematics in Industry (ECMI)
által szervezett európai
modellezési hét, ami egy ipari
matematikai alkalmazásokra és
gyakorlati feladatmegoldásra
épülő workshop, évente más-
más európai országban kerül
megrendezésre. Idén a szegedi
Bolyai Intézet fogadta 14 ország
52 hallgatóját, akik 10
csoportban kerestek matematikai
megoldást 1-1 gyakorlati
problémára a határtudományok
és az ipar területéről. Juhász
Nóra beszámolóját a résztvevők
élményei egészítik ki.

Héja Enikő
2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

A ChatGPT
története
Az utóbbi időszak legnagyobb
port kavaró nyelvközpontú
mesterséges intelligencia (MI)
fejlesztése, a ChatGPT
lényegében csak 10 éves múltra
tekint vissza. Bár működése
korántsem hibátlan, mégis
áttörésnek számít a
természetesnyelv-feldolgozás
területén. Ennek kapcsán ír Héja
Enikő az előtanított
nyelvmodellekről, végül röviden
ismerteti a Nyelvtudományi
Kutatóközpontban fejlesztett
magyar GPT-3 nyelvmodellt, a
PULI GPT-3SX-et, és kitér a
nyelvmodellek potenciális
veszélyeire. Arra is fény derül,
hogyan változik a svájci bicska
konyhai robotgéppé...Tovább...

Kaposi Ambrus, Molnár Zoltán
Gábor
2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG
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A filozófia
csodálatos
hatékonysága a
formális
tudományokban
Ha vannak is, akik tudják,
kevesen vallják be maguknak,
hogy a matematika egyes
területei, különösképpen az
informatikával határos területei
jelentős filozófiai motivációk
hatására jöttek létre. Ebben az
írásban Kaposi Ambrus és
Molnár Zoltán Gábor  bemutat
néhány filozófiai motiváltságú
témát, arra biztatva az olvasót,
hogy legyen nyitott a formális
tudományok és a filozófia
gyümölcsöző kapcsolatának
felfedezésére. Arra a kérdésre,
hogy képesek-e a formális
tudományok filozófiai
kérdéseket eldönteni, az egyik
példájuk a képen látható Alfred
Tarski és Volker Halbach
nevéhez fűződik. Tovább...

Józsa Viktor
2023. SZEPTEMBER, GAZDASÁG

– TECHNIKA – MŰVÉSZET

Kármán Tódor, a
világhírű
gépészmérnök
60 évvel ezelőtt, 1963
májusában, 81 évesen hunyt el
Kármán Tódor, akinek nem
sokkal előbb J. F. Kennedy
elnök adta át a Nemzeti
Tudományos Érem kitüntetést.
Kármán Tódor neve egyaránt
kapcsolódik az atombombához,
az aerodinamikához, a
szilárdságtanhoz, vagy a
tüzeléstechnikához. Az
aerodinamika és a mechanika
területén munkája kétségtelenül
megalapozott számos
eredményt, ezek elméleti voltuk
miatt nem rögtön, hanem a
számítógépek térnyerésével
váltak egyre fontosabbá,
beépülve a mai modern
végeselemes, véges térfogatos
szimulációs szoftverekbe. A
világhírű gépészmérnököt így
látja Józsa Viktor.

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Nemzetközi Informatikai Diákolimpia – tehetségeink,
Neumann János nyomában

Szeptember 4-én zárult a harmincötödik IOI, vagyis a Nemzetközi Informatikai
Diákolimpia, a világ legrangosabb középiskolások számára rendezett
versenyprogramozási megmérettetése, amelyen idén kilencven ország 354 diákja mérte
össze tudását a rendkívül fejlett algoritmikus gondolkodást igénylő feladatokban.
Rendező országként a Szegeden zajlott IOI 2023-n Magyarország két négyfős csapatot
is indíthatott, amelynek tagjai hazai és regionális tanulmányi versenyeken elért
eredményeik alapján vehettek részt.

A versenyen a hazai csapatból a legmagasabb pontszámot elérve ezüstérmet szerzett
Tarján Bernát, a Békásmegyeri Veres Péter Gimnázium (Budapest) diákja.

Rajta kívül öt másik csapattag ért el bronzérmet érő pontszámot: Molnár István Ádám,
(Földes Ferenc Gimnázium, Miskolc), Máté Lőrinc és Németh Márton Tamás (a
budapesti Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium diákjai), Fülöp
Máté (Békásmegyeri Veres Péter Gimnázium), illetve Németh Marcell (ELTE Bolyai
János Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, Szombathely). A verseny zsűrije
dicséretben (honourable mention) részesítette a magyar csapat további két tagját:
Vámosi Bendegúz Pétert (Fazekas Mihály Gimnázium, Debrecen), és Czanik Pált
(Fazekas Mihály Gyakorló Általános Iskola és Gimnázium, Budapest).

Az IOI 2023 teljes eredménylistáját ezen a linken lehet megtekinteni. Eddigi
érmeseink statisztikája: Hungary: Results (ioinformatics.org).

A díjazottak közül Tarján Bernát és Németh Márton a matematikai diákolimpián is
kiválóan teljesített, ez jól példázza, hogy a matematika az IT versenyeknek is alapja. Az
IMO magyar eredményei itt láthatók, az Érintő cikkét a Nemzetközi Matematikai
Diákolimpiáról  ugyanebben a számban találhatják az olvasók.

Érdemes elolvasni a dupla diákolimpikonnal, Németh Mártonnal készített
interjút: Előzés: Magyarországról Cambridge-be | Neumann János
Számítógéptudományi Társaság (njszt.hu).

Jellemző, hogy az IT diákolimpikonok matematikai felkészültsége igen erős – és a
jövőképükben is nagyon fontos tényező a matematikai pálya vonzereje, a matematikai
kutatások jelentette inspiráció. Ez árulkodik az IT diákolimpiák tudományos arculatáról,
hiszen a gyakorlatias programozói ismeretek mellett az ilyen típusú diákolimpiákon –
amelyek csúcsa az IOI, azaz Nemzetközi Informatikai Diákolimpia – az algoritmikus
gondolkodáson van a fő hangsúly.

A hazai tudományos bizottság (HSC) a feladatokon több mint fél évet dolgozott,
tesztelte, finomította. Aztán a nemzetközi tudományos bizottság (ISC) az így elkészített
feladatokat rangsorolta és javasolta a GA-nek (General Assembly), akik még kis
javaslatokat téve elfogadták, majd fordították azokat. Az idén egy küldöttség jelezte,
hogy az ISC által kiválasztott feladat megoldási elvén alapuló feladat volt a
válogatóversenyükön, így az ISC az előkészített feladatokból újat javasolt. A
kiválasztott feladatok – és azok fordításai is bárki számára elérhetőek: Tasks – ioi2023

A magyar diákok a Neumann János Számítógép-tudományi Társaság tehetséggondozási
programja keretében, a Nemzeti Tehetség Program támogatásával készültek fel az IOI
2023-re, az ELTE Informatikai Karával szoros együttműködésében. A magyar csapat
vezetője dr. Horváth Gyula, a Neumann Társaság Tehetséggondozási Szakosztályának
alelnöke, a csapatvezető-helyettesük pedig Erdősné dr. Németh Ágnes, a Neumann
Társaság tehetséggondozásért felelős alelnöke volt.

“Nagyon büszkék vagyunk arra, hogy mind a 8 diákunk érmet, illetve dicséretet kapott.
A tehetséggondozási rendszerünkben felnőtt fiatalok, korábbi versenyzőink, az Eötvös
Loránd Tudományegyetem színeiben, dr. Németh Zsolt és Nikházy László vezetésével, a
nemzetközi közösség által magasra értékelve teljesítettek a tudományos- és a technikai
bizottság munkájában”- kommentálta az idei versenyeredményeket Erdősné dr. Németh
Ágnes.

A csapatvezetők értékelése szerint a magyar diákok helytállása jól reprezentálja hazánk
tehetséggondozási rendszerének felkészültségét – és ez a nemzetközi mezőnyben is
elfogadható. Horváth Gyula véleménye szerint: „a nagyobb lakosságszámú országoknak
nyilván eleve nagyobb esélyük van éremesélyes diákokat delegálni, főleg, ha van
kiépített tehetséggondozási rendszerük. Kína idén is tarolt, a legtöbb pontszámot elért
aranyérmesek között is. A kisebb országoknál az esély is kisebb, ez nyugat-európai
országokra is vonatkozik. Vannak persze nagyon jó nemzetközi példák, így a lengyelek
és a románok, akiknek a teljesítménye évek óta kiemelkedőbb, mint amit önmagában a
populáció száma indokolna. Ezekben az országokban már a közoktatásban is
felvérteződnek olyan tudásokkal, amelyeket tudnak kamatoztatni a versenyeken.”

A csapatvezető kiemelte, hogy az országok diákolimpiai teljesítménye mögött mindig
hosszas háttérmunka van: „A legfontosabb azt belátni, hogy egy versenyzőnek több évbe
telik, mire eljut a diákolimpiák szintjére. Fontos, hogy minél előbb olyan közegbe
kerüljenek, ahol megfelelő iránymutatást kapnak. Magyarországon a Neumann
Társaság versenyei jelentik az egyik fő alapot: az inspirációt, az alap felkészülést és a
kiválasztást is. Erre épülnek rá a tehetséggondozó szakkörök, ahol a részképzéseket
megkaphatják. És – sajnos csökkenő számban – van néhány iskola, ahol a mi
munkánktól többé-kevésbé függetlenül is indítanak szakköröket, a közoktatási rendszer
leterheltségének függvényében. És vannak „pénzes” szakkörök is, amelyek vállalkozási
formában kapcsolódnak. A diákolimpikonok kiválasztásában pedig a
válogatóversenyeket kell említenem, szintén az NJSZT és az ELTE IK szakembereinek
szervezésében. Az ott kiválasztott versenyzők pedig még egy egyhetes, intenzív
felkészítést is kapnak a verseny előtt.”

Az IOI 2023 záróünnepségén a diákolimpia Nemzetközi Bizottsága, Benjamin Burton
professzor vezetésével, az IOI nemzetközi közösségéért tett kiemelkedő szolgálatokért
adott díjjal (Distinguished Service Award) ismerte el dr. Horváth Gyula több évtizedes,
az IOI-ban végzett munkáját.

Annak, hogy idén hazánk adhatott otthont az IOI-nak, van egy jubileumi apropója is:
Neumann János születésének 120. évfordulója. 2023-ban zajlik a #neumann120 emlékév
is, amelynek kapcsán a Neumann Társaság egy dedikált honlapot indított, amely a
www.neumann120.hu címen érhető el. Ezen az oldalon minden fontos információ
megtalálható a 2023-as emlékév kapcsán zajló eseményekről, a Kaleidoszkóp menüpont
alatt pedig Neumann János életéből fennmaradt vizuális emlékeket lehet böngészni.

Neumann Jánosról, mint a tehetségek elé állítható példaképről az IOI tudományos
közössége is hallhatott a diákolimpiához kapcsolódó konferencián – és olvashat is a
világhírű matematikus életéről és pályájáról az IOI Journal-ban: IOI Journal Index
(ioinformatics.org). A szerzők, Erdősné dr. Németh Ágnes és Képes Gábor szívből
ajánlják a folyóirat további cikkeit is, benne magyar kollégák alapos, értékes
tanulmányait.

Képes Gábor

Neumann János Számítógép-tudományi Társaság
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Az ipari matematika nemzetközi agytornája

ECMI Modellező hét, 2023. júl. 9-16., Szegedi Tudományegyetem, Bolyai
Intézet
 

Szerintem a legjobb dolog, ami egy matematikai probléma megoldása kapcsán történhet,
ha csapatban dolgozhatunk rajta. Ezután közvetlenül a második legjobb dolog pedig, ha
ez a matematikai feladat a valódi alkalmazott matematika világából származik. Ha pedig
a megoldási folyamat során még egy nagyszerű mentorunk is van, ráadásul a különböző
európai országokból érkező csapattársaink a projekt végére szó szerint a barátainkká
válnak… nem is tudom, lehetne még egyáltalán bármi mást kívánni? Nos, üdv az ECMI
Modellező hét világában.

Az ECMI, vagyis a European Consortium for Mathematics in Industry egy páneurópai
szervezet, amelynek célja a matematika alkalmazásának promotálása az iparban, a
gazdaságban, a társadalmi, környezeti problémák megoldásában. Az ECMI által
szervezett európai modellezési hét, ami egy ipari matematikai alkalmazásokra és
gyakorlati feladatmegoldásra épülő workshop, évente más-más európai országban kerül
megrendezésre. Nagy örömünkre Magyarországon elsőként idén a Szegedi
Tudományegyetem Bolyai Intézetében fogadhattuk szervezőkként – Vizi Zsolttal, Dénes
Attilával és Röst Gergellyel – az érdeklődő diákokat.

Az SZTE Bolyai Intézete 2018 óta tagja az ECMI-nek, Röst Gergely – az SZTE
Alkalmazott és Numerikus Matematika Tanszék vezetője, az Egészségbiztonság
Nemzeti Laboratórium szakmai vezetője – pedig az ECMI oktatási bizottságának is
tagja. A mind szakmai, mind személyes, kapcsolatépítési szempontból ünneplendő
sikerrel záruló modellezési héten 14 országból 52 európai hallgató keresett matematikai
megoldást 10 gyakorlati problémára a határtudományok és az ipar területéről.

Az eseményről hangulatos riportfilm is készült, a projektekről pedig ebben a cikkben
lehet részletesebben olvasni az Szegedi Tudományegyetem hírei között.

Mivel annyi hálás, kedves üzenetet kaptunk a workshop után a résztvevőktől (itt
olvasható Roeland, Rodrigo, Philipp és Francisco postja), megkérdeztük az ECMI-n
résztvevő SZTE-s hallgatókat, hogy tetszett nekik a modellező hét, az alábbiakban az ő
élménybeszámolóik következnek. Ezúton is köszönjük nekik a lelkes, rátermett
részvételt és a remek feladatmegoldásokat!

Juhász Nóra 

Szegedi Tudományegyetem, Bolyai Intézet

Rátki Luca:

Számomra az ECMI hét legfontosabb eddig beteljesült eredménye az volt, hogy
találkozhattam két olyan diákkal, akik pontosan azt tanulják, amit én fogok, ugyanabban
az intézményben. Egy leendő tanárommal is volt szerencsém beszélni, megismerni az
előadásmódját, ezzel tudatosabb döntést hozhattam a tárgyfelvételemmel és ezzel a
szakmai jövőmmel kapcsolatban. Most, egy két hetes egyetemi nyelvtanfolyam,
egyetemi nap és gólyatábor után is ők az egyetlenek ezen a szakon, akikkel találkoztam.
Már a Budapest felé tartó repülőn találkoztam velük. Nagyon felemelő volt ennyi
matematikussal találkozni egyszerre, és úgy gondolom, értékes szakmai, nemzetközi
kapcsolataink alakultak ki. A projektünk kifejezetten érdekes és szórakoztató volt.
Persze nem indult könnyen a csapatmunka, hiszen egyikünk sem volt képzett ezen a
részterületen, ami olyan volt, mintha mindenki gyakornok szerepben lenne a
munkahelyen. Idővel belerázódtunk, sikerült szétosztani a feladatokat, együtt
kísérleteztünk, és jól éreztük magunkat.

Dodony Koppány:

Kíváncsiságból jelentkeztem egy olyan projektre, amelyben semmilyen tapasztalatom
nem volt. Nagy meglepetésemre az 5 tagú, 5 nemzetű csapatból csupán egy embernek
volt releváns tapasztalata a témát illetően. Rengeteget tanultam a csapattársaimtól és
őszintén remélem, hogy jómagam is gazdagíthattam szemléletüket a témában. Egy
biztosítási prémiumszámításra alkalmas modell elkészítése volt a feladatunk, illetve
osztályoznunk kellett az ügyfeleket egy adatbázis alapján. Az előbbi meghatározására
véletlen tagszámú összeg várható értékét számoltuk, utóbbira a hipotézistesztelés
eszközeit és különböző klaszterező algoritmusokat használtunk. Ezek után e kettőt
összevetve egy megbízhatósági index kiszámítása volt a feladatunk új ügyfelek esetén.
Az adatbázis feltárásakor rengeteg korrelálatlan változónk volt, a legtöbb változó között
nem találtunk szignifikáns kapcsolatot. Számomra nagy tanulság volt, hogy a jó válasz
gyakran így hangzik: Sajnos erről nem tudunk semmit mondani. Ennek ellenére persze
találtunk összefüggéseket, s a minket vezető oktatóval együtt úgy gondoljuk, hogy
eredményes munkát végeztünk. Örülök és hálás vagyok, hogy részt vehettem ebben.

Glavosits Villő:

Számomra az ECMI Modellező hét egy nagyszerű lehetőség volt arra, hogy
kipróbálhattam, milyen valós életbeli folyamatokat matematikailag leírni és alkalmazni.
A mi csapatunk feladatát az optika motiválta. A téma a tengelyen kívüli örvénynyaláb
terjedéséhez kapcsolódik a klasszikus optikai rendszeren. Ez egy olyan mikroszkóp
rendszer, amely egy beágyazott optikai örvényt tartalmazó Gauss-nyalábot használ.
 Ezenkívül az optikai örvény mozgatható a sugár belsejében, lehetővé téve a minta
finom pásztázását. A probléma vizsgálatához használt legfontosabb matematikai
eszközök a Fresnel-integrálok voltak, amelyek központi szerepet játszanak az optikai
örvények terjedésének megértésében az összetett optikai rendszerekben. Ezek az
integrálok hatékony eszközt biztosítanak az ilyen rendszerekben előforduló hullámfront-
transzformációk és diffrakciós hatások vizsgálatában. A tanulmányunk célja egy
analitikus modell felállítása volt a Fresnel-integrálok kiszámításával és elemzésével,
amely pontosan leírja az optikai örvényt. Megvizsgáltuk azokat a feltételeket, amelyek
mellett az optikai örvények szimmetriája megtörik és hasad, különösen a spirálfázisú
lemez (SPP) elmozdulásával kapcsolatban. Nagy élmény volt számomra, hogy egy
nemzetközi csapat tagja lehettem. A kapott feladat megoldása során tanulságos volt
látni, hogy mindenki hozzájárult a megoldáshoz a speciális tudásával és
problémamegközelítési módszerével. Emellett a hangulat is nagyon barátias volt.

Dabis Marcell:

Geretovszky Annával és három külföldi hallgatóval alkottuk a kvantummechanikai
problémával foglalkozó csapatot. A feladat egy lézerrel meglőtt hidrogénatom
energiaállapotainak vizsgálata volt, egy korábbi cikk eredményeinek felhasználásával. A
fő nehézséget az elején a fizikai probléma értelmezése adta, amely sok időt vett igénybe.
Amikor már nagyjából összeállt a kép, a feladatok párhuzamosítása is jobban ment,
amelyek közt szerepelt programozás (Pythonban és Mathematica-ban), a cikkben
szereplő sorfejtések, matematikai képletek verifikálása, az útközben kapott eredmények
értelmezése, valamint differenciálegyenlet-rendszerek megoldása numerikus
módszerekkel. Bár nem értünk a kitűzött feladat végére, de fontos részeredményekre
jutottunk.

Dr. Fazekas Szuzina:

A Szegedi Tudományegyetem Bolyai Intézete jóvoltából lehetőségem adódott arra, hogy
részt vegyek a 2023. július 9-16. között rendezett ECMI Modellező héten Szegeden. Az
egyhetes program alatt csapatokban dolgoztunk egy-egy matematikai problémán,
azonban minden nap jutott idő szociális programokra, csapatépítésre is. Én egy
csapágyak élettartamával foglalkozó csapatba kerültem, ahol különböző számítógépes
módszerekkel igyekeztünk a forgó csapágyak fennmaradó élettartamát megjósolni
vibrációs adatok alapján. Az ötfős csapatban egyedüli magyarként dolgoztam, így
megismerhettem indiai, osztrák, horvát és portugál hallgatókat is. Nagyon élveztem,
hogy egész nap hasonló lelkesedéssel rendelkező hallgatókkal gondolkoztunk,
kódoltunk, kísérleteztünk. A program végére annyira jól összeszoktunk, és hatékonyan
tudtuk egymást segíteni, hogy a projektet a modellező hét elteltével is folytatni kívánjuk.
Köszönöm még egyszer a szervezőknek a lehetőséget, és mindenkinek ajánlom, ha
lehetősége adódik, vegyen részt hasonló programokon.

Rosztóczy Csaba:

A modellező hét folyamán optikai problémák inverz módszerrel történő megoldásán
dolgoztam egy ízig-vérig nemzetközi csapatban. Szerencsére könnyen megtaláltuk a
közös hangot nemcsak csapattársaimmal, de témavezetőnkkel is, ennek köszönhetően a
hét rendkívül produktívan és vidám hangulatban telhetett. A közös ebédek és vacsorák
alatt szinte végig folyt az ötletelés, és olykor az is előfordult, hogy az igazi áttörést egy
korsó sör mellett, valamelyik belvárosi pubban értük el. Csapattársaimtól barátokként és
a jövőbeli együttműködés reményével búcsúzhattam el az esemény végén, amit emiatt is
egy kiváló  tapasztalatszerzési és nemzetközi kapcsolatépítési lehetőségnek tartok.

Mitlasóczki Endre:

A Tisza szegedi vízmagassának előrejelzése volt a feladatunk, amihez több mint 50
mérőállomás adatait kaptuk meg a Tisza és annak mellékfolyóinak teljes hosszán. Ehhez
– a kapcsolodó cikkhez hasonlóan –  neurális hálókat használtunk, ami újdonság volt,
hiszen a csapatból egy ember foglalkozott már ilyesmivel, de ő sem ebben a
keretrendszerben. A feladat megoldása során előbukkanó problémákra együtt találtunk
sok újszerű megoldást. Jól felosztottuk egymás közt a munkát, és a legtöbb ötletünket
sikerült a kódban is implementálnunk. A validizációs eredményeink meglepően jól
sikerültek, tekintve az egyhetes időszakot. Bizonyos szempontok szerint sikerült a
cikkben használt hálót is felülmúlnunk. Mindezek mellett nagyon jól éreztük magunkat
mind munka közben, mind a szabadidőben. Volt egy srác akinek sikerült a rubik-kocka
kirakását is elsajátítania az egy hét alatt.

Csuma-Kovács Rita:

A 2023-as szegedi ECMI Modelling héten Oroszi Beatrixszel együtt voltam az „Is
Country X adequately prepared for an influenza pandemic?” tematikájú csoport
instruktora. A csapat feladata az volt, hogy egy járvány első hullámát követően az
adatok és a vírus ismert jegyei alapján készítsenek előrejelzést arról, hogy mi várható a
második hullám során, valamint elemezzék, hogy különböző megelőzési stratégiák
alkalmazásával hogyan és milyen mértékben lehetne csökkenteni a pandémia
következményeit. A csapat hat tagja az első pillanattól kezdve nagyon jól tudott együtt
dolgozni. A modell felépítése után felosztották egymás között a feladatokat aszerint,
hogy kinek milyen tapasztalata van epidemiológiai modellekkel, így egyszerre több
kérdésen tudtak párhuzamosan dolgozni. Nagyszerű volt egy ilyen lelkes, fáradhatatlan
és állhatatos csapattal dolgozni.

Marsi Viktor:

A csapatommal mi a koronavírus kanadai terjedésével foglalkoztunk, gyakorlatilag
adatelemzés volt a feladatunk. A csapattársaim nagyon kedvesek voltak, de nemcsak a
csapatombeli emberek, hanem mindenki. Én annak tudtam be ezt, hogy a
matematikusok mindig jó fejek. Mi Anne-nel ketten lineáris regresszión dolgoztunk, és
arra kerestük a választ, hogy a nem és a kor szignifikáns prediktorai-e a halálozások,
illetve a kórházi esetek számának. Sokat tanultam a feladatmegoldásból, mivel a
statisztikához eredetileg kevésbé értettem.
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A ChatGPT története

 1. Bevezetés
Az utóbbi időszak legnagyobb port kavaró nyelvközpontú mesterséges intelligencia
(MI) fejlesztése a ChatGPT, amellyel több nyelven is elvégezhetünk különböző
feladatokat, legyen az forgatókönyvírás vagy akár bibliográfiakészítés tudományos
írásokhoz. Fontosságának megfelelően a ChatGPT-ről rengeteget írtak, néhol
lekicsinylő, méltatlankodó hangnemben. Kritizálták többek között az érettségin elért
eredményeit, de olvashattunk arról is, hogy „pofátlanul hazudik és blöfföl” .    

A jelen cikkben azt kívánjuk bemutatni, hogy bár a ChatGPT működése korántsem
hibátlan, miért számít mégis áttörésnek a természetesnyelv-feldolgozás (továbbiakban
NLP – natural language processing) területén.

Ehhez először röviden tekintsük át, hogy mivel foglalkozik az NLP. Manapság az NLP
az élet minden területét áthatja: a leggyakrabban használt eszközök talán az internetes
keresők illetve a fordítóprogramok. Számos olyan NLP alkalmazás is létezik, amelyet
közvetlenül nem használunk, de különféle eszközökbe beépítve már találkozhattunk
velük. Ilyenek a névelem-felismerő rendszerek, amelyek nemcsak a tulajdonneveket, de
ezek kategóriáit is képesek beazonosítani a szövegekben, vagy a szentimentelemzők,
amelyek internetes véleményekről döntik el automatikusan, hogy azok pozitívak vagy
negatívak, esetleg semlegesek-e.

Összességében elmondhatjuk, hogy a legutóbbi időkig a hagyományos NLP eszközök
nyelv- és feladatspecifikusak voltak, vagyis ezeket mindig egy meghatározott nyelvre és
egy meghatározott feladatra fejlesztették ki. Így például készült névelem-felismerő az
angolra vagy szentimentelemző a magyarra. A nagy mennyiségű szövegen tanított mély
neurális hálók, vagyis a nagy nyelvi modellek (továbbiakban LLM – large language
model) megjelenésével ez a helyzet azonban drasztikusan megváltozott. Egy hasonlattal
élve, az LLM-ek olyanok, mint a svájci bicska: a természetes nyelvek feldolgozása
során többé már nincs szükségünk külön késre, villára vagy ollóra, ehelyett egy sokkal
általánosabb eszköz áll a kutatók rendelkezésére, amely kis erőfeszítéssel tovább
alakítható a konkrét eszközök bármelyikévé. Azonban bármennyire is áttörésnek
számított, a ChatGPT színrelépésével a „svájci bicska paradigma” rövid idő után szintén
meghaladottá vált: egy előre definiált eszköztár helyett egy nagyon mély tudással és
mostanáig feltáratlan képességekkel rendelkező mesterséges intelligencia jött létre. A
hasonlatunk keretei között maradva, a ChatGPT tekinthető egy univerzális konyhai
robotgépnek, amely a hagyományos feladatok mellett számtalan meglepő új dologra is
képes, olyannyira, hogy új kutatási terület vizsgálja, hogy pontosan milyen feladatok
elvégzésére is alkalmas. A ChatGPT további érdekes tulajdonsága, hogy a feladatokat
számos nyelven képes elvégezni, így végeredményben a ChatGPT-vel egy univerzális,
poliglott MI született.

A cikk hátralevő részében áttekintjük, hogy milyen főbb lépések vezettek a ChatGPT
megjelenéséhez. Bár meglepő módon – és kissé leszűkítve – a ChatGPT története
mindössze 10 évre tekint vissza, fontos szem előtt tartani, hogy a maguk idejében
(mindössze néhány éve) az ide vezető lépések külön-külön is áttörésnek számítottak a
tudományterületen belül.   

2. Az első előtanított nyelvmodellek
Az első jelentősebb fejlemény az előtanított nyelvmodellek, vagyis nagy mennyiségű
szövegen tanított neurális hálók megjelenése volt 2013-ban illetve 2014-ben (Mikolov
és mtsai, 2013a és 2013b; Pennington és mtsai, 2014). Mindkét nyelvmodell – némileg
eltérő módon – a szójelentések egy geometriai reprezentációját tanulta meg, melynek
eredményeként az egyes szavak jelentését egy sokdimenziós vektortérbe képezték le. A
szavak vektorábrázolása a lexikális jelentés egy akkor még szokatlanul mély
reprezentációját nyújtotta. Például a jelentéshasonlóság a vektorok között bezárt
szögként lett értelmezhető, így például a ‘kutya’ szónak megfeleltethető vektor kisebb
szöget zár be a ‘macska’ szó vektorával, mint például a ‘szekrény’ szóhoz tartozó
vektorral.

Továbbá bizonyos esetekben a szójelentés egyes komponensei leképezhetővé váltak
vektorműveletekre (összeadás, kivonás). A leghíresebb kapcsolódó példa, hogy a
‘woman’ (nő) és a ’man’ (férfi) különbsége megegyezik a ‘queen’ (királynő) és ‘king’
(király) különbségével. Vagyis:  queen - king  = woman - man. Az első előtanított
nyelvmodellek sekély, egyetlenegy rejtett réteggel rendelkező neurális hálók voltak,
amelyeket nagy mennyiségű szövegen tanítottak: a neurális hálókat olyan feladatokra
tanítják, amelyek egy szövegbeli célszó és annak lehetséges kontextusainak viszonyát
vizsgálják. Ez lehet akár a célszó predikciója a kontextus alapján vagy a célszó
reprezentációja a kontextusok gyakorisága alapján.

Fontos kiemelni, hogy – bár a konkrét tanítási feladat nyelvmodellenként eltérhet – ezek
mindig a szóelőfordulások kontextusait ragadják meg valamilyen módon, és ez alapján
készítik el a szavak, szóelőfordulások vektorreprezentációit. A szóelőfordulás
kontextusainak vizsgálata az ún. disztribúciós vizsgálat. A nyelvészetben disztribúció
fogalma alatt azon környezetek összességét értjük, amelyben egy nyelvi elem
megjelenhet (Harris, 1954).

Az alábbiakban egy példával illusztráljuk, hogy hogyan lehet a szavakat vektorokkal
ábrázolni. Ehhez egy egyszerű nyelvészeti jelenség elemi reprezentációját választottuk:
a mellékneveket reprezentáljuk a főnévi kontextusok gyakorisága alapján. Az alábbi
ábrán egy mátrixot látunk, amelynek sorait melléknevek alkotják, a melléknév-vektorok
koordinátái pedig a mellékneveket közvetlenül követő főnevek korpuszbeli
gyakoriságai.

 vélemény megítélés száj 
   

ember gyerek ülés 
  

sajtótájékoztató

szubjektív 598 246 0 5 0 0 0

éhes 0 0 274 237 185 0 0

keddi 0 0 0 0 0 2348 1558

szerdai 0 0 0 2 3 2726 1896

Már ezen az egyszerű reprezentáción is láthatjuk, hogy a szubjektív és az éhes
melléknevek teljesen más főnevek előtt fordulnak elő, míg a keddi és a szerdai
melléknevek hasonló gyakorisággal fordulnak elő ugyanazon főnevek előtt (ülés,
sajtótájékoztató). Így a kontextusok korpuszbeli gyakorisága alapján következtethetünk
a célszavak jelentésbeli hasonlóságára.

Bár a fenti megközelítés nagy előnye, hogy a modellezés során objektív, megfigyelhető
adatokból indulunk ki, két alapvető problémát ki kell emelnünk. Egyfelől, a vizsgált
jelenség jellemzéséhez használt jegykészlet nyelvészeti tudást igényel, így az
elméletfüggő. Másfelől – mivel a melléknevek többsége a legtöbb főnévvel egyáltalán
nem fordul elő – az így létrejövő vektorok sok 0-t tartalmazó ún. ritka vektorok,
amelyek dimenziószáma is igen magas: megegyezik az összes olyan korpuszban
előforduló főnév számával, amely közvetlenül követ egy melléknevet. A legtöbb gépi
tanuló algoritmus azonban nem tudja hatékonyan kezelni a ritka vektorokat. Ehelyett
alacsonyabb dimenziószámú, sűrű (kevesebb 0-t tartalmazó) vektorokra, ún.
szóbeágyazásokra van szükség. A sekély neurális hálók tanításával létrejövő
nyelvmodellek mindkét nehézséget kiküszöbölik: egyfelől a kontextust kizárólag
ablakméret (a figyelembe veendő baloldali illetve jobboldali kontextusok mérete), és
nem nyelvi jegyek alapján határozzák meg. Másfelől, az előtanított nyelvmodell a
tanítás után súlyokkal ellátott általában 300 dimenziós rejtett réteg lesz.

3. A ChatGPT története
Bár a disztribúció fogalma régi, a ChatGPT evolúciója mindössze 5 év alatt ment végbe,
amelyet  elsősorban az interneten fellelhető nagymennyiségű digitális szöveg valamint a
nagy neurális hálók megjelenése tett lehetővé.

 Az alábbiakban ennek a folyamatnak a főbb lépéseit mutatjuk be. A ChatGPT
létrejöttéhez vezető út főbb állomásait az alábbi ábra foglalja össze. Ezek közül a
fontosabbakat a következőkben részletesebben is bemutatjuk.

 3.1 A nagyméretű nyelvmodell (LLM)
A ChatGPT-hez vezető első lépést a transzformer architektúrájú mély neurális hálók
jelentették 2018-ban. Mostani perspektívából nehéz elképzelni, hogy már ezek a
nyelvmodellek is mennyire felforgatták az NLP-t. A legfontosabb változás az volt, hogy
egyértelművé vált, hogy nagymennyiségű szövegen valamilyen egyszerű, disztribúciós
feladatra tanított mély neurális hálók elképesztő mélységű és fedésű „nyelvi tudást” –
feltehetően mintafelismerési készséget – képesek felhalmozni. A nagyméretű
nyelvmodellek is a már említett előtanított nyelvmodellek csoportjába tartoznak, de míg
a szójelentéseket reprezentáló első generációs neurális hálók durva becsléssel legfeljebb
10 millió paraméterből álltak, addig a ChatGPT őse, a GPT-1 már 117 millió paramétert
tartalmazott. Tehát nemcsak a neurális háló architektúrája lett jóval bonyolultabb, de a
paraméterek száma is legalább egy nagyságrenddel nagyobb lett. Visszatérve kedvenc
hasonlatunkhoz, az LLM-ek olyanok, mint a svájci bicska, hiszen ezek általános tudást
tartalmazó eszközök, amelyeket viszonylag kevés munkával sokfajta különböző
specifikus feladatot elvégző eszközzé alakíthatunk tovább. Ezt a lépést
finomhangolásnak (fine-tuning) nevezzük, amelynek lényege, hogy a pusztán
kontextuális információn tanított LLM-et a kívánt feladatnak megfelelő adatokon
tanítjuk tovább. A névelem-felismerés kontextusában maradva vegyük a következő
mondatot: „Arany János reggel Marival kávézott a szegedi Tisza Hotelben.” Ha meg
szeretnénk tudni, hogy ez a mondat milyen tulajdonneveket tartalmaz, és ezek milyen
típusú entitásokra referálnak, akkor építenünk kell egy tanítókorpuszt, amely a
feladatnak megfelelően címkézett adatokat tartalmazza, majd ezen a címkézett
korpuszon tovább kell tanítani az előtanított nyelvmodellünket. Pusztán a szemléltetés
kedvéért, a fenti  példamondat a megfelelő címkékkel nagyjából ilyen lenne:

<”Arany János”=személy>reggel<”Marival”=személy>kávézott

a<”szegedi Tisza Hotelben”=hely>.

Nagyon fontos hangsúlyozni, hogy a finomhangolás során az előtanított nyelvmodellt
ténylegesen továbbtanítjuk, tehát az eredeti nyelvmodell súlyai módosulnak a
felcímkézett tanítóadat alapján. A svájci bicska hasonlat pedig azt a fontos tényt
szemlélteti, hogy a finomhangolás feleslegessé tette az addig szokásos feladatspecifikus
neurálisháló-architektúrákat vagy az egyéb specifikus eszközök fejlesztését.

 3.2 Már megint egy új paradigma? A promptok
A finomhangolás hátrányai

Alig két év telt el a transzformer-alapú LLM-ek megjelenése után, amikor Brown és
kollégái, az OpenAI  munkatársai „Models are Few-Shot Learners” című cikkükben
(2020) azt vizsgálták, hogy milyen hátulütői vannak a finomhangolásnak.

Először is, nem áll és nem is állhat rendelkezésre minden lehetséges feladat
vonatkozásában címkézett adat, hiszen ezek létrehozása rendkívül erőforrásigényes.
Némileg előreszaladva, ha összehasonlítjuk a finomhangolt nyelvmodelleket és a
ChatGPT-t, észrevehetjük, hogy az utóbbi esetében már fordítva gondolkozunk. Az
eddig megszokott módszerrel szemben nem az éppen felmerülő feladatokhoz fejlesztünk
egy alkalmazást, hanem pont fordítva: rendelkezésünkre áll egy univerzális eszköz, és
azt próbáljuk feltérképezni, hogy milyen feladatokra lehet ezt egyáltalán használni.

Másodszor, a finomhangolás során megszerzett feladatspecifikus tudás sok esetben
nehezen általánosítható új adatokra, így a kiértékelés során mért eredmények gyakran
jobbak a nyelvmodell tényleges eredményeinél.

Harmadrészt, pszichológiailag nem hiteles a finomhangolás paradigmája: az emberi
idegrendszer nem címkézett adatokon tanul meg konkrét nyelvi feladatokat, hanem
konkrét utasításokat követünk, amelyeket sok esetben példákkal is szemléltetnek (pl.:
„Mondd meg, hogy az alábbi vélemény pozitív-e!”). Így a transzformer-alapú neurális
háló megjelenése után nem sokkal később a kutatók már azt vizsgálták, hogy vajon
kiváltható-e a finomhangolás.

Promptok és példák

A GPT-3 2020-as megjelenésével ennek a kutatásnak az eredménye rövid időn belül a
sokadik nagy meglepetést okozta szakmai körökben. Engedve a pszichológiai analógia
csábításának, az OpenAI kutatói arra a kérdésre keresték a választ, hogy milyen hatással
van az előtanított nyelvmodell feladatmegoldó készségére, ha az LLM-et rövid
természetes nyelvi utasításokkal próbálják rávenni arra, hogy azt csinálja, amit elvárnak
tőle. Ezek a rövid természetes nyelvi utasítások a promptok. Sok esetben a promptok
mellett a feladatnak megfelelő példákat is mutatnak a rendszernek. Ezt hívják one-shot
illetve few-shot tanulásnak. Az előbbi esetben a prompt egy példával, az utóbbi esetben
néhány példával van kiegészítve, ahol a példák száma általában 10 és 100 közötti. Az
így megadott példák száma nagyságrendekkel kisebb, mint amennyi tanítóadatra
szükség van finomhangolás esetén.

A GPT-3 egy ún. generatív nyelvmodell (Generative Pre-trained Transformer), amely
szabad szöveg generálására lett kifejlesztve. Különleges képessége, hogy képes
bármilyen promptot – akár példákkal is kiegészítve – számtalan módon folytatni, a jazz-
zenészek improvizációs készségét idézi, akik egyetlen témából végtelen számú szólót
képesek létrehozni. Miután kapnak egy promptot, ezek a modellek számtalan különböző
választ képesek abból generálni, amelyek stílusukban, hangnemükben mind
különbözhetnek.

A kutatók tehát arra a kérdésre keresték a választ, hogy milyen promptokkal lehet ezt a
nyelvmodellt rábírni arra, hogy az a finomhangoláshoz hasonló eredményeket
produkáljon. Azt találták, hogy elég egy néhány példát is tartalmazó prompt (few-shot
tanulás), hogy a GPT-3 a hagyományos, finomhangolt modellekkel összehasonlítható
eredményeket érjen el a tesztfeladatokon. Például, bár a GPT-3 tanítóanyagának
mindössze 7%-a nem angol nyelvű szöveg, számos nyelvről (pl. francia, német, román)
jobban fordított angolra, mint a direkt gépi fordítás céljára kifejlesztett legfrissebb
neurális gépi fordító rendszerek. Ez az eredmény szinte hihetetlen: a gépi fordítás
nyelvpáronként párhuzamos adatokat tételez – vagyis olyan szövegeket, amelyek
egymás fordításai – ezzel szemben a GPT-3 csekély mennyiségű nem angol tanítóadaton
tanult, amelyben a különböző nyelvű szövegek random fordulnak elő.

A kísérletek során egyértelműen kiderült, hogy a nyelvmodell mérete, vagyis a
beállításra kerülő súlyok száma nagyban meghatározza, hogy mennyire eredményes a
few-shot tanulás.

Különösen meglepő, hogy a GPT-3 konzisztensen jó teljesítménye few-shot tanulás
esetén nem a szó szoros értelmében vett tanulás eredménye, hiszen a nyelvmodell súlyai
már nem módosulnak tovább, mint a finomhangolás során. Nem értjük pontosan, hogy
valóságos tanulás nélkül a promptok hogyan képesek befolyásolni a nyelvmodell
működését. Ennek megfejtése az NLP egyik fontos új kutatási iránya.

Sajnos azonban a nagy nyelvmodellek promptolása számos nem kívánt viselkedést is
eredményez: a válaszok gyakran nem tényszerűek (ilyenkor azt mondjuk, hogy a
nyelvmodell hallucinál), ugyanarra a promptra sok esetben nem megjósolható módon
különböző válaszok születnek; a válaszok gyakran társadalmi előítéleteket jelenítenek
meg, vagy egész egyszerűen nem tükrözik azt, amit a felhasználó szeretne.

 3.3 ChatGPT: hogyan regulázzuk meg a nyelvmodellt?
A GPT-3 esetében tulajdonképpen egyáltalán nem meglepő az eltérés az elvárt és a
valós viselkedés között, hiszen az eredeti disztribúciós tanítási feladat „Jósold meg,
hogy mi lesz a következő szó egy szövegben!” igencsak eltér attól, amit elvárunk:
„Kövesd a felhasználó utasításait anélkül, hogy udvariatlan vagy előítéletes lennél!”.
Így a kutatók arra a kérdésre kezdték el keresni a választ, hogy hogyan lehet elérni, hogy
az LLM-ek a felhasználók szándékának megfelelően viselkedjenek az alapvető emberi
értékek tiszteletben tartásával. Ez a kutatási irány az ún. alignment research, amelynek
eredményeképpen 2022 novemberében megjelent a ChatGPT  (Ouyang és mtsai, 2022).

A feladatból viszonylag természetesen adódik a következő lépés, az eddigi promptok és
promptokra adott válaszok figyelembevétele elsősorban abból a szempontból, hogy
mennyiben tükrözik a felhasználó szándékát. A ChatGPT tanítása során éppen ez
történt: gépi tanulási eljárással elérték, hogy a GPT-3 figyelembe vegye azt, hogy a
múltban mennyire adott jó válaszokat a promptokra. Ez a módszer a megerősítéses
tanulás emberi visszajelzés alapján (RLHF – reinforcement learning from human
feedback). Az RLFH-t általában olyan feladatokra használják, amikor nehéz jó
veszteségfüggvényt találni a megoldásra, ám az ember számára mégis könnyű eldönteni,
hogy mennyire jó a megoldás. Ilyen például annak eldöntése, hogy egy nyelvmodell
kimenete mennyire vicces, vagy egy promptra adott válasz mennyire jó.

Az RLHF leegyszerűsítve két fő lépésből áll: az első lépésben egy jutalmazási modellt
tanítunk, amely egy tetszőleges <prompt, kimenet> párhoz egy értéket rendel, például 1-
től 5-ig. Ez az érték azt tükrözi, hogy az adott prompthoz mennyire jó az adott kimenet.
A jutalmazási modell célja, hogy kiváltsa az emberi címkézést a ChatGPT tanítása
során, de a jutalmazási modell tanításához szükség van emberek által címkézett tanító
adatokra is. Így a tanítóadat létrehozása úgy történik, hogy a <prompt, kimenet>
párokhoz emberek egy értéket rendelnek aszerint, hogy mennyire tartják jónak a
kimenetet. A következő lépésben megerősítéses tanulással finomhangoljuk az eredeti
nyelvmodellt, jelen esetben a GPT-3-at optimalizálták a jutalmazási modell alapján.

Úgy tűnik, hogy az RLHF segítségével sikerült kiküszöbölni a GPT-3
gyermekbetegségeit: a ChatGPT már sokkal inkább a felhasználó szándékainak
megfelelően válaszol, és válaszai sokkal következetesebbek, mint a GPT-3 válaszai.
Példánknál maradva, nézzük meg, hogy hogyan oldja meg a ChatGPT a névelem-
felismerési, illetve a szentimentelemzési feladatunkat.

Első példa:

Felhasználó:

Kérlek, sorold fel, hogy milyen tulajdonneveket tartalmaz a

következő mondat, és azt is, hogy ezek a tulajdonnevek

milyen típusú entitásra referálnak! „Arany János reggel

Marival kávézott a szegedi Tisza Hotelben.”

ChatGPT:

A következő mondatban található tulajdonnevek és az általuk

referált típusú entitások:

[...]

„Arany János” egy személyre utal.

„Marival” egy másik személyre utal.

„Tisza Hotel” egy konkrét helyet jelöl, valószínűleg egy

szállodát.

„Szeged” egy másik konkrét helyre utal, valószínűleg

városra.

Itt érdemes kiemelni, hogy a ChatGPT mennyire pontos elemzést adott: a névelem-
felismerés során általában a <HELY>-et egy atomi egységnek kezeljük, a nyelvmodell
ezzel szemben azt is megmondta, hogy a <HELY> kategórián belül egy szállodáról van
szó és egy városról. Vegyük észre, hogy a ChatGPT már nem volt ilyen éles szemű
„Arany János” esetében, hiszen elvárás lehetne, hogy tudja, hogy ez a tulajdonnév egy
híres költőre utal. Ugyanakkor ez a viselkedés összhangban van a jelenlegi névelem-
felismerő rendszerek működésével, amelyek általában felismerik a személyneveket, de
nem osztályozzák őket tovább. Most nézzük meg, hogy ugyancsak külön finomhangolás
nélkül mire jutott a példamondattal a ChatGPT a szentimentelemzés kontextusában!

Második példa:

Felhasználó:

Kérlek jelöld meg, hogy milyen típusú érzelmet fejez ki a

következő mondat: „Arany János reggel Marival kávézott a

szegedi Tisza Hotelben.”

ChatGPT:

A következő mondat semleges érzelemkifejezést tartalmaz. A

mondat pusztán egy információt közöl, egy esemény leírását

adja, de az érzelem nem jelenik meg benne. Nem érzelmileg

színezett vagy hangsúlyozott az állítás, csak tényeket

tartalmaz.

Ez a válasz is meglepően jó. A szentimentelemzés során általában két (negatív, pozitív)
vagy három (negatív, semleges, pozitív) osztályba soroljuk be a vizsgált szövegeket.
Különösen érdekes, hogy a ChatGPT nemcsak azt mondta meg, hogy az állítás
semleges, de azt is, hogy milyen módon az: „pusztán információt közöl”.

A fenti példák is jól szemléltetik, hogy a ChatGPT rendkívüli áttörést jelentett az NLP-
ben. Kiemelendő, hogy a nyelvmodell jól általánosítja az utasítás fogalmát, így nem
csak azokat a típusú utasításokat képes követni, amelyekkel a(z) RLHF finomhangolás
történt.

Ráadásul olyan nyelveken adott utasításokra is tud helyesen válaszolni az adott nyelven,
amelyek alulreprezentáltak az előtanított GPT-3 nyelvmodell és a <prompt, kimenet>
adatbázis tanítóanyagában is. Emlékezzünk vissza, hogy a GPT-3 esetében a tanítóanyag
93%-a angol, és a finomhangolásra használt <prompt, kimenet> adatbázisnak is csupán
4%-a nem angol nyelvű szöveg.

4. Magyar fejlemények: PULI GPT-3SX
Most nézzük meg, hogy mi minden történt Magyarországon az előtanított LLM-ek
kapcsán! Itt érdemes kiemelni a magyar szövegeken tanított GPT-3 architektúrájú
neurális hálót: ez egy kb. 32 milliárd szövegszón tanított 6,7 milliárd paraméteres
modell, amelyet a Nyelvtudományi Kutatóközpont Nyelvtechnológiai
Kutatócsoportjában fejlesztettek (Zijian és mtsai. 2023). Annak ellenére, hogy az eredeti
GPT-3-at több, mint tízszer nagyobb korpuszon tanították, mint ezt a modellt, és
súlyainak száma is körülbelül 25-ször nagyobb, a PULI GPT-3SX  is figyelemre méltó
képességekkel rendelkezik. Az alábbi példák azt szemléltetik, hogy ez a nyelvmodell
nemcsak arra képes, hogy few-shot tanulással világismeretet igénylő kategóriákat
ragadjon meg, de azt is megérti, hogy mit szeretnénk megtudni egy adott kategóriába
tartozó konkrét entitásról, illetve a megfelelő választ is megkapjuk.

Első példa:

1. Feladat: Arra vagyunk kíváncsiak, hogy a PULI GPT-3SX tudja-e, hogy mi Friedrich
Nietzsche foglalkozása. Amint látjuk, három példa elég ahhoz, hogy a modell megértse,
hogy mi a feladat. Ezen kívül láthatóan rendelkezik tudással arról, hogy kik a híres
emberek, milyen szakmák léteznek, és az egyes híres emberek szakmáját is ismeri.

Felhasználó

1. Mikszáth Kálmán = író

2. Bartók Béla = zeneszerző

3. Egerszegi Krisztina = úszó

4. Friedrich Nietzsche =

PULI GPT3-SX

filozófus

5. Szent-Györgyi Albert = orvos, Nobel-díjas

6. Márai Sándor = író

7. Munkácsy Mihály = festő

8. Bálint Sándor = író

9. Kármán Tódor = repülőgép-tervező

10. Kós Károly = építész

De a nyelvmodell más kategóriákról is rendelkezik ismerettel. Nézzük a következő
feladatot.

2. Feladat: Azt szeretnénk megtudni, hogy a ‘Budapest’ szó milyen karakterrel
kezdődik. Akárcsak az előzőekben, a nyelvmodell itt is felismeri, hogy mi a feladat, és
folytatja a sort. A példa azt mutatja, hogy a nyelvmodell rendelkezik tudással arról, hogy
milyen magyar városok vannak, és hogy ezek nevei milyen karakterrel kezdődnek.

Felhasználó

Tata első betűje = t

Zirc első betűje = z

Sopron első betűje = s

Eger első betűje = e

Budapest első betűje =

PULI GPT3-SX

b

Debrecen első betűje = d

Pécs első betűje = p

Nagykanizsa első betűje = n

Szeged első betűje = s

A PULI GPT-3SX ezen a linken tesztelhető: https://juniper.nytud.hu/demo/puli

5. A nyelvmodellek lehetséges veszélyei
Mint minden, első látásra kiváló és forradalmi eszköznek, az LLM-eknek is megvannak
a maguk lehetséges hátulütői. Először is, jelentős kockázata van annak, ha az emberek
túlságosan megbíznak ezekben a modellekben. Mivel általában kifinomult és
természetesnek tűnő válaszokat adnak, az emberek hajlamosak lehetnek elfogadni
ezeket a válaszokat kritikai gondolkodás nélkül. Ez különösen kockázatos lehet, ha a
modellek hibás, pontatlan vagy félrevezető információkat adnak. Márpedig - tekintve,
hogy kizárólag az abban látott adatok alapján generálják a szövegeket – a
tanítóanyagban található pontatlanságokat, elavult információkat és előítéleteket
nemcsak hogy megjeleníthetik, de akár fel is erősíthetik a válasz  generálása során.

További aggodalomra adhat okot, hogy ezeket a modelleket rosszindulatú célokra is
lehet használni. Mivel a ChatGPT-hez hasonló modellek képesek emberhez hasonló
szöveget generálni, felhasználhatók hamis hírek létrehozására, digitális
kommunikációban személyek megszemélyesítésére, vagy akár erőszakra buzdító vagy
szélsőséges ideológiákat népszerűsítő káros tartalmak előállítására. Megfelelő
óvintézkedések, vagy a gép által generált és az ember által írt tartalmak
megkülönböztetésének módja nélkül ezeknek a nyelvmodelleknek a bizalomra és az
igazságra gyakorolt hatása – különösképpen így a digitális korban – mélyen aggasztó.

Továbbá a „szuperintelligens” nyelvi modellek mindenütt való jelenléte és
hatékonysága hozzájárulhat a kritikus gondolkodás hanyatlásához, és az eredeti, egyedi
tartalmak létrehozásának visszaszorulásához. Ha az egyének és a vállalkozások túlzottan
az automatizált eredményekre hagyatkoznak, fennáll a kommunikáció és a kreatív
kifejezésmód homogenizálódásának veszélye, ami megfojtja az innovációt és csökkenti
az emberi diskurzus gazdagságát.

Héja Enikő tudományos munkatárs,

Nyelvtudományi Kutatóközpont, Nyelvtechnológiai kutatócsoport
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 A 2015-ben alapított OpenAI mesterséges intelligenciával kapcsolatos kutatásokat
folytat. Célul tűzte ki az általános mesterséges intelligencia (AGI – artificial general
intelligence)  kifejlesztését. Ez az elnevezés olyan „nagymértékben autonóm
rendszerekre utal, amelyek képesek felülmúlni az embereket a legtöbb gazdaságilag
értékes munkában” (OpanAI Charter).

 Mivel a ChatGPT-nek nincsen hivatalos cikke, az InstructGPT-t mutatjuk itt be,
amely elsősorban a mögöttes GPT modellben tér el az ChatGPT-től. 

 A PULI elnevezés a jelenlegi magyar GPT-3 modell méretére utal, amely egyelőre
egy apróbb termetű neurális architektúra a hatalmas neurális hálók világában.
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A filozófia csodálatos hatékonysága a formális
tudományokban

A matematikáról alkotott elképezelések közül kettőnek mindenképpen jelentős tábora
van. Az egyik a „szolgálólány” szerepét adja a matematikának, és az értékére más
tudományokban való alkalmazhatóságában találnak rá. Voltaképpen más formális
tudomány, mint például az informatika is osztozik ebben a sorsban, csak ennek az
esetében még erőteljesebb a mérnöki tudományokkal való kapcsolat hangsúlyozása. A
másik szerint a matematika jelenségei önmagukban is szépek, bármiféle hasznosság,
alkalmazhatóság, külső kapcsolat nélkül. A szolgálólány felfogás szerint a matematika
művelésének és tanulásának célja és értelme elsősorban a műszaki, társadalom- vagy
természettudományos alkalmazhatóságában keresendő. Az esztétikai elképzelés szerint
viszont a matematika tiszta és szép, amennyiben – ahogy a mondás tartja – szép az, ami
érdek nélkül tetszik. Szinte nincs is középút a praktikusság és a gyönyörködtetés
hangsúlyozása között. Érdekes azonban, hogy még az esztétikai felfogást vallók is
büszkén emlegetik a műszaki alkalmazásokat, a praktikusság pártján állók pedig még
erősebb állítást tesznek és azt is hangsúlyozzák, hogy maguk a matematikai területek
létrejötte is külső motivációknak köszönhetők. A szolgálólány kép szolgálatában állók
kifejezetten ünneplik az olyan történeti tényeket, mint hogy Faraday erővonalai nélkül
nem lenne vektoranalízis, vagy hogy a nagy londoni kolerajárvány és Pearson
epidemiológiai érdeklődése nélkül nem lenne maximumlikelihood-módszer, valamint
sok más matematikai statisztikai eljárás. Azonban a hasznossági és esztétikai felfogás
mellett van egy kevésbé ismert változata a formális tudományok létmagyarázatának,
éspedig a nem-empirikus tudományokhoz kapcsolódó motivációk és alkalmazások. Ha
vannak is, akik tudják, kevesen vallják be maguknak, hogy a matematika egyes területei,
különösképpen az informatikával határos területei jelentős filozófiai motivációk hatására
jöttek létre. Ebben az írásban röviden bemutatunk néhány filozófiai motiváltságú témát
és biztatjuk az olvasót, hogy legyen nyitott a formális tudományok és a filozófia
gyümölcsöző kapcsolatának felfedezésére. Magának ennek az írásnak a címe is erre utal,
parafrazeálva Wigner Jenő híres esszéjének, az A matematika csodálatos hatékonysága
a természettudományokban címét.[7]

Érvelés, bizonyítás
Hajlamosak vagyunk a matematikára és az informatikára úgy gondolni, mint számoló
tudományokra. Ezzel szemben a matematikában bizonyításokon, azaz szöveges
érveléseken keresztül vezet az út a tudományos igazság detektálásához. A magas szintű
elméleti informatikában pedig nem csak a programozás, hanem a programok
helyességének vizsgálata is elengedhetetlen, ami voltaképpen szintén nem más mint
bizonyítás. Szabó Árpád klasszika-filológus volt az első, aki rámutatott arra, hogy a
levezetés/bizonyítás a matematikában nem fokozatosan jelent meg, a legegyszerűbb
érvelésektől a legbonyolultabb indirekt bizonyításokig, hanem robbanásszerűen jött
létre, és elsődlegesen indirekt bizonyítások formájában bukkant fel már a legkorábbi
érvelő matematikai szövegekben. [13] Szabó szerint a módszer meglepő módon az éleai
filozófiából és Parmenidész filozófiai iskolájából eredeztethető. Úgy is fogalmazhatunk,
hogy a bizonyítás, mint módszer, teljes fegyverzetben pattant ki az éleai filozófusok
agyából. Eredetileg a bizonyítás tehát nem matematikai módszer volt, bár kiváló
alkalmazásra talált a matematikán belül.

Szabó Árpád klasszika-filológus 1913–2001 (kép forrása: [6])

A Szabó-féle tézis túloldalán az a kérdés vetődik fel, hogy képesek-e a formális
tudományok filozófiai kérdéseket eldönteni, azaz tudnak-e olyan szilárd eszközként
működni, ami olyan módon képes nyitott kérdések végére pontot tenni, ahogy a
matematikában egy bizonyítás végleg igazolni tud egy sejtést. A válasz nyilván tagadó:
a filozófiai kérdéseket filozófiai eszközökkel lehet megválaszolni és sokszor éppen ez az
útkeresés a legjobb, ami történhet a filozófiai kutatóival. Mindennek ellenére jócskán
találunk olyan alkalmazásokat, amelyekben a filozófiai problémák szabatosan
megfogalmazott változata vizsgálat tárgyává tehető és igazságuk kérdése egyértelműen
megválaszolgató matematikai precizitással. Két példát mutatunk.

Az egyik Gödel ontologiai istenérve. Ez a Gödel íróasztalának fiókjából előkerült
érvelés azt hivatott igazolni, hogy ha bizonyos egészen hihető tulajdonságokkal
definiáljuk az isteni lény fogalmát, akkor az érv szerint ilyen lény létezik. Automatizált
bizonyításellenőrző módszerekkel kiderítették, hogy Gödel-érve ellentmondást rejt
magában. Igaz, azt is sikerült kimutatniuk, hogy ésszerű módosításokkal az érv
javítható. Programozási környezetnek az Isabelle/HOL nyelvet választották, ami egy
funkcionális, teljes és tiszta típusos programozási nyelv. Persze, minden ilyen érv esetén
a kulcskérdés az, hogy a következtetés feltételei fennállnak-e, ha viszont fennállnak,
akkor a konklúzió, jelen esetben az isteni lény létezése, az automatikus
bizonyításellenőrző matematikusok szerint a módosított értelemben fennáll. [3]

A másik a deflácionizmus problémája. Ennek a fókuszában a következő kérdés áll. Az a
mozzanat, amikor állításainkat igaznak minősítjük, vajon minőségileg (esszenciálisan)
más-e mint amikor az igazsághoz úgy jutunk el, hogy az adott állítást levezetjük? A
kérdés precízebben megfogalmazva a következő: több bizonyítható állításunk lesz, ha
alkalmazzuk az igazság egy axiomatikus elméletét, mintha ezt nem tennénk és csak a
bizonyításaink végeredményeként kipottyanó álltásokat tekintjük igaznak. A negatív
választ Alfred Tarski sejtette meg 1935-ben és Volker Halbach igazolta a 90-es években
a számelméletre vonatkozóan egy axiomatikus igazságértelmezést alapul vevő
rendszerre. Az aritmetikában a Halbach-féle axiomatikus igazságfogalom tehát olyan,
ami nem különbözik szubsztanciálisan a bizonyítással levezetett igazságtól, a jelenléte a
nyelvben nem változatja meg a bizonyítható állítások körét. (Stanford Encyclopedia of
Philosophy bejegyzés.)

Alfred Tarski (1901–1983), Volker Halbach (1965–)

A nyelvi jelentés használatelmélete
Egy másik téma, amelynek történetében szétválaszthatatlanul kapaszkodnak össze a
formális tudományok és a filozófia a logikai operátorok jelentésének problémája. Az
egész a tudományos megismerhetetlenség fogalmának XIX. századi előtérbe kerülésével
kezdődött. Luitzen Egbertus Jan Brouwer topológiával foglalkozó holland matematikus
(akit a barátai Bertus-nak hívtak) állt elő azzal az elképzeléssel, hogy a matematikában
is vannak végleg megismerhetetlen állítások, így a kizárt harmadik elve vagyis, hogy
minden matematikai állítás vagy tagadása igaz, nem érvényes általánosan. Egyáltalán,
éles kritikával tekintett a matematikai igazság fogalmának bármilyen formális leírására.
Ahogy írja:

Számomra az „igazság” egy általános érzelmi jelenség, amely
„Begleiterscheinung”-ként [kísérőjelenségként] összekapcsolható – vagy nem – a
formális matematikával. És éppen ezért nem ismerek fel igaznak, tehát
matematikának sem olyan dolgot, ami bizonyos szabályok szerint
szimbólumokban fogalmazható meg, és fordítva, el tudok képzelni olyan
matematikai igazságot, amely soha nem rögzíthető semmilyen formális
rendszerben. [...] De még akkor is, ha a formális rendszer egybeesik az intuitív
matematikával, pontosabban mondva, ha a két dolog párhuzamos, akkor is az
egzaktság az intuícióban rejlik, soha sem a formulákban. Utazáskor a menetrend
pontosságára kell hagyatkoznom, és ez nem azt jelenti, hogy bizonyos, korábban
rögzített szabályok szerint egy alapszabályból származtatták azt, hanem, hogy
nem tartalmaz nyomdahibát, vagy más szavakkal, hogy teljes mértékben megfelel
az összeállítója szándékainak. És ennek a teljes megfelelésnek az érzete
alapvetően azonos azzal, amit a matematikai igazság érzékelésének nevezek, ill.
amelyet az igazi matematika egyetlen kritériumának tartok. (L. E. J., Brouwer,
Collected works. Volume I, 1974, p. 451.)

A nyelvvel szemben tanúsított bizalmatlanság Brouwer számára nem merült ki pusztán
egy negatív filozófiai álláspontban. A nyelv és különösképpen a formális nyelv
megbízhatatlanságával az emberi elme által pontról-pontra végiggondolt processzusait
állította szembe. Brouwer ilyetén kezdeményezésével létre is jött az intuicionista
matematikafilozófiai iskola, amely ezzel a verifikacionista gyakorlattal testvérelmélete
lett a később orosz konstruktivizmusnak nevezett matematikai/számítástudományi
paradigmának.

Az intuicionizmus enyhén szólva nem aratott sikert a matematikusok között. David
Hilbert különösen sokat tett azért, hogy gátat vessen az elterjedésének. Váratlan helyről
érkezett azonban az intuicionizta táborhoz a segítség: a közönséges nyelv filozófiájának
világából. Ludwig Wittgenstein második nagy húzása volt, hogy a nyelvi jelentés
használatelméletét bedobta a filozófiai köztudatba (az első a tractatus-i etika volt). Az a
nézet, hogy a szavak jelentését kizárólag a kommunikációban betöltött szerepük
határozza meg, a felszínen nagyon jól illeszkedik az intuicionisták metafizikai
puritanizmusához. Honnan tudhatnánk, hogy mi az objektív igazság, ha még nem láttuk?
Ill. honnan tudhatnánk, ha csak úgy szerzünk róla tudomást, hogy bizonyítékokkal
állunk elő a létezéséről? A jelentés és igazságtartalom megállapításának embertől
független természete kritikája jelenik meg Wittgensteinnél is:

Azt kellene mondanunk, hogy ha követnéd a helyes szabályokat, akkor tudnád,
hogy mit jelent a „huhh”? Nem, nyilvánvalóan nem. Milyen értelemben? Nincs
tízezer jelentés, ami a „huhh”-é lehet? – Úgy hangzik, mintha az, hogy
megtanulod, hogyan kell használni, különbözne attól, hogy ismered a jelentését.
De a lényeg az, hogy mindannyian ugyanúgy használjuk. A jelentésének ismerete
azt jelenti, hogy UGYANÚGY használjuk, mint a többi ember. A „helyes módon”
nem jelent semmit. (Wittgenstein, [12] p. 182)

Michael Dummett angol és Dag Prawitz svéd filozófus felkarolta azt a gondolatot, hogy
a wittgensteini nyelvhasználatelmélet és a brouweri intuicionizmus a felszínen ugyanazt
a viselkedést mutatja. Mindkettőjük számára az elsődleges kísérleti terep a logika és a
matematika volt: ezen a „játszótéren” kísérletezhették ki egzakt eszközökkel a
használatelmélet tulajdonságait. Ahelyett, hogy a kétes metafizikai státuszú
igazságértékekkel definiálták volna a logikai operátorokat, Gerhard Gentzen módszerét
követték, ami filozófiai szóhasználattal élve a következő. Két megközelítésben írható le
egy logikai szó jelentése. Az első a verifikacionista megközelítés, amely szerint azt kell
megmondanunk, hogy mi teszi érvényessé az adott szót tartalmazó mondatot. Ezek a
bevezetési szabályok. Például rendre az „és”, „vagy” ill. „létezik” szó esetén:

.

Ezek a szabályok elég világosak, az  fennállásához az  és  együttes
fennállása, az  fennállásához az  és  közül legalább az egyiknek a
fennállása elegendő. Ha szeretnénk érvényesen állítani, hogy létezik olyan , amire 
fennáll, akkor ehhez elegendő találnunk egy -t, amire  fennáll (az  változóba
helyettesítést nyíllal jelöltük). A másik megközelítés a pragmatikus jelentést helyezi
előtérbe. Eszerint a logikai operátorok jelentését az határozza meg, hogy mire jók, azaz
ha tudjuk, hogy egy mondat, amiben ők a főszereplők fennáll, akkor mire lehet ebből a
tényből következtetni. Az előzőeket folytatva, az úgy nevezett kiküszöbölési szabályok:

 

Az első az „és” kiküszöbölési szabálya: ha tudjuk, hogy  valamint  felhasználásával 
 érvényessége ered és  érvényes, akkor akkor ebből  érvényességére lehet

következtetni. A középső az esetszétválasztás következtetési szabálya: ha -ból is
következik  és -ből is következik  és  és  közül legalább az egyik érvényes,
akkor  is következik, mégpedig az esetszétválasztásban szerepeltetett feltételek nélkül.
Az utolsónál feltétel, hogy az  változó ne szerepeljen a  mondatban, de lényegében
ugyanaz, mint a „vagy” kiküszöbülési szabálya, csak -szel paraméterezett végtelen sok
esetben. Vegyük észre, hogy a logikai szavak jelentésének ilyetén „definíciója” teljesen
a szavak jelentésének használatelméletén alapul. Nem az van ugyanis, hogy
megmondjuk, hogy mi egyfajta lexikonszerű fordítása a szavaknak, hanem azt mondjuk
meg, hogy milyen esetekben fordulhatnak elő érvényesen és hogyan lehet őket más
állítások érvényességének kimutatására felhasználni.

Talán meglepő, de (az induktív típusoknál, lásd később) a bevezetési szabályokból a
kiküszöbölési szabályok automatikusan generálhatók. Erre eljárást pl. Thierry Coquand
adott, a Coq félautomatikus tételbizonyító program első fejlesztője. Már Gentzen
észrevette és Prawitz igazolta azt a sejtést, hogy minden olyan esetben, amikor egy
operátor bevezetési szabályát közvetlenül a kiküszöbölési szabálya követi, akkor már
korábban olyan helyzetben voltunk, hogy a konklúzió levezethető volt. Ezt a Gentzen
által észrevett elvet Dummett harmóniának, Prawitz inverziós elvnek nevezte, Thierry
Coquand pedig egyszerűen algoritmikusan beépítette abba a formális vagy programozási
nyelvbe, amit az induktív konstrukciók kalkulusának (CIC) nevezett. Merthogy a
kiküszöbölési szabályokat indukciós szabályoknak is nevezik. Hogy miért, azt mindjárt
megértjük.

Finitizmus
David Hilbert a XX. század hajnalán még képes volt egyben látni a matematikát. És
hatása is volt arra, hogy formálja a matematikai problémafelvetéseket. Nevéhez fűződik
az, hogy a lehető legtágabban értelmezett módon lehessen a matematikát művelni és ne
korlátozza senki a matematikus problémamegoldó repertoárját. Hilbert foglalkozott a
bizonyítási módszerek bővítésével is: első jelentős munkájában az úgy nevezett Gordan-
problémát ilyen módszerrel oldotta meg. Egy olyan segédtételt használt, az úgy nevezett
bázistételt, amiben a szükséges véges generátorrendszer létezését egyfajta indirekt
rekurzív egzisztenciabizonyítással igazolta. A bizonyításában felhasznált módszerek
1890-ben legalább is olyanok voltak, amiket később vizsgálat tárgyává kellett tenni. Ez
egyáltalán nem meglepő, hiszen akkoriban még nem létezett a halmazelmélet és a
tételben a függő kiválasztásra való hivatkozás olyan húzás volt, aminek a matematikai
megalapozottságát csak Hilbert későbbi szerzőtársa, Bernays tisztázta 1942-ben. A nem
igazolt anekdota szerint, amikor Gordan olvasta Hilbert bizonyítását, úgy fogalmazott,
hogy „ez nem matematika, hanem teológia”; később viszont a legendárium szerint, hogy
„meggyőztem magam arról, hogy még a teológiának is megvannak az érdemei”.

David Hilbert tehát különös figyelmet fordított arra, hogy legyen olyan eszköz a
kezében, amely nem hitbeli, ideológiai alapon, hanem matematikai percizitással képes
eldönteni, hogy egy bizonyítási módszer érvényes-e a matematikában vagy sem. A
bizonyításokat matematikai vizsgálat tárgyává tette, de ezzel együtt figyelnie kellett
arra, hogy maguk a vizsgálatok már olyanok legyenek, amelyek evidensek, így
érvényességükhöz nem fér kétség. Ezt a legszűkebb, tartalmas és evidens matematikát
nem definiálta pontosan – nem véletlenül –, és finit matematikának nevezte. Amiként a
brouweri intuicionizmus nem definiálható (erre von Neumann is felhívja a figyelmet
Gödellel való levelezésében), úgy a finitizmus is a legelemibb matematikai szemléletre
hivatkozva határolható csak körül. Például a  egészen biztosan finit állítás
(legfeljebb hamis). A „minden  természetes számra a

” már alulról súrolja a finitizmus határát, a nevezetes
Péter–Ackermann-függvény definíciója, ami rekurzív, de nem primitív rekurzív, pedig
talán már éppen a finitizmus határán billeg. Tézis, amely mellett W. Tait érvelt, hogy a
finit matematika a primitív rekurzív aritmetika.[11] Valójában ez a tézis csak
iránymutató, a finitista érvelések nem csak az aritmetikai fogalmakra alkalmazhatók,
hanem olyan típusú objektumokra is, amelyek hasonlóak az aritmetikai tárgyakhoz,
amelyekre vonatkozó érvelési és függvénydefiníciós szabályok hasonlóak hozzájuk. A
természetes számok  típusának finit konstrukciói nagyon hasonlítanak a természetes
levezetéshez:

.

Kiküszöbölési szabálya pedig a jól ismert teljes indukció érvelési sémája:

,

ahol  az állítások típusa. Nagyon lényeges, hogy a finitizmus filozófiai
szempontból redukcionista irányzat, hiszen kitünteti tárgyaknak egy reduktív osztályát,
amelyet ontológiailag elsődlegesnek tekint. Amikor tehát azt állítjuk, hogy a  állítás
teljesül, akkor ezt a klasszikushoz képest másként, úgy kell értenünk, hogy bizonyítható
és létezik olyan finit konstrukció, amely mutatja, hogy  érvényes. Ezért a teljes
indukció sémáját inkább a következő módon kéne írnunk:

,

vagyis ha léteznek  és  bizonyítások mint fent, akkor megköveteljük, hogy létezzen
egy  konstrukció is, amely  bizonyításának felel meg. Ebből a
felfogásból nem nehéz eljutni oda, hogy felismerjük, a teljes indukció analógiájára
létezniük kell finit primitív rekurzív megadású függvényeknek is:

Itt  típusok típusa, pl. maga  egy típus: .  pedig azt

jelenti, hogy  olyan finit konstrukció, hogy  tetszőlges  esetén egy  típusú finit
konstrukció. Ha például  a konstans , akkor a fenti rekurziós szabály éppen
a -ba képező primitív rekurzióval definiálható sorozatokat adja meg:

Az érdekes, és ezt már korábban is láttuk, hogy nagyon hasonló induktív módon
definiálható az aritmetikán kívül is sok más finit típus. Az induktívan definiált
konstruktív típusokról szól Coquand szerzőtársának, Christine Paulin-Mohringnak a
rendkívül intuitív leírása.

Szemléletesen, egy induktívan definiált típus konstruktorok egy teljes listája által
adott. A rájuk vonatkozó indukciós elvvel érvelünk a típus elemeivel kapcsolatban
és a konstruktorokon függvényeket adunk meg, amik alkamasak az adott típus
felett értelmezett primitív rekurzív függvények definiálására. (Christine Paulin-
Mohring, 1990)

Meglepő, de igaz, hogy induktív típus az egyenlőség is,

az indukciós szabálya pedig:

.

Egészen világos mit mond ez a szabály: ha valami -val egyenlő, akkor ugyanazok a
tulajdonságai, mint -nak. Tehát ez az azonosságra vonatkozó ismert Leibniz-szabály.
Ami viszont a redukcionista rendszerekben felvetődik, hogy vajon ez az egyenlőség
eldönthető-e. A másik hasonló redukcionista rendszerben, az intuicionistában például
nem feltétlenül igaz, hogy  vagy . Ha a fenti egyenlőséget csak a
természetes számok típusára korlátozzuk, akkor viszont érdekes módon az így definiált
egyenlőség eldönthető lesz annak ellenére, hogy a finitizmus sem tud feltétlenül
bizonyítást adni tetszőleges  esetén -ra, hiszen egyáltalán nem biztos, hogy ha

 bizonyítása finiten nem konstruálható, akkor -é viszont igen. (Ne felejtsük el,
hogy egy finitista szerint  bizonyításának is szelektívnek kell lennie, azaz csak
akkor tudjuk, hogy  igaz, ha már egy véges eljárás legyártotta, hogy a
diszjunkció melyik tagját tudjuk levezetni, majd a levezetést is megadjuk.) A
természetes számok típusának egyenlősége megragadható a primitív rekurzió elve felől
is. A -beli induktív egyenlőség eldönthetősége éppen azon alapszik, hogy
definiálható rekurzívan, a természetes számok generálásának mintája alapján. Két szám
egyenlő, ha mindketten nullák vagy ha mindegyik valaminek a rákövetkezője és
amiknek ők a rákövetkezői, azok egyenlők, más esetben pedig nem, azaz a nulla nem
egyenlő semminek a rákövetkezőjével. Egy olyan rendszerben, amikor a
metaelméletben (a programozási nyelvben magában is) megvan a primitív rekurzív
definíció lehetősége, akkor a Leibniz-féle általános induktív és az algoritmikusan
definiált egyenlőség, legalább is a nat-ra vonatkozóan, ugyanaz. Ebből viszont könnyen
következik, hogy a nat feletti egyenlőség eldönthető is, mert az egyenlőséget definiáló
primitív rekurzív algoritmus az eldönthetőséget garantálja. Érdekes filozófiai kérdésre
kaptunk tehát betonbiztos matematikai választ: a természetes számok felett
algoritmikusan definiált egyenlőség más-e, mint a természetes számok felett induktív
típusként definiált Leibniz-féle egyenlőség? A válasz: nem, ez a két fogalom
extenzionálisan egybeesik. Vegyük észre, hogy a halmazelmélet esetén ez nincs így. A
szokásos felépítésben a halmazok egyenlősége definiálható a középiskolában tanult
módon: egyenlők, ha elemeik megegyeznek, de azt, hogy ez a logikai egyenlőséggel
egybeesik, azt axiómában (a meghatározottsági axiómában) kell rögzítenünk. Ezzel
szemben a fenti konstruktív rendszerben a két nat-egyenlőség levezethetően azonos.

Strukturalizmus
A 20. század első felében a matematikai logika kutatási irányai a megalapozási
problémák körül koncentrálódtak. A kezdeti feladat, hogy biztos alapokra kell helyezni
a matematikát, ezzel elkerülendő a homályos megfogalmazásokból adódó félreértéseket,
hamar filozófiai problémákba torkollt. Osztályok, halmazok vagy típusok-e a
matematika építőkövei? Vagy inkább természetes számok, finit vagy intuicionista
konstrukciók? A szigorúság és egzaktság iránti vágy kevés volt a sikerhez és több
lépésben nem várt komplikációkhoz vezetett. Először azzal kapcsolatban, hogy igaz-e a
kizárt harmadik törvénye az osztályokra, másodszor pedig, hogy egyáltalán igazolható-e
a matematika ellentmondásmentessége. A zavarba ejtő negatív válaszok farvizén olyan
új koncepciók úsztak be a matematikába, mint a halmazelmélet és a transzfinit indukció,
a másik túloldalon, a véges matematika felől pedig a véges algoritmus, és a rekurzív
függvények bonyolultságelmélete. A matematikát érintő filozófiai kérdések tisztázása
természetszerűleg kikerült a matematika érdeklődési köréből, hiszen a matematika az,
amivel a matematikusok foglalkoznak, a filozófia pedig az, amivel a filozófusok. A
megalapozási problémák helyett a matematika alapjai nevű tudományterület
visszahúzódott a halmazelmélet vagy típuselmélet belső kérdései közé.

A következő motivációs löket, ami a filozófia felől érkezett, egy olyan felvetés volt, ami
elutasította a megalapozási paradigmák egy nagyon lényeges kulcskérdését, éspedig,
hogy pontosan mik is a matematika alapvető építőkövei. Paul Benacerraf az 1965-bel
útjára indított azonosítási problémáján keresztül azzal állította kihívás elé a
matematikafilozófusokat, hogy rámutatott, nem lehet úgy egy külső keretrendszerben
értelmezni az individuum jellegű matematikai entitásokat, hogy azoknak ne legyenek
olyan patologikus tulajdonságai, amelyek a definiálandó entitásnak szándékolt
jelentésében nincsenek benne. Paul Benacerraf a természetes számok halmazelméleti
definícióját tűzte képzeletbeli céltáblájára. Ismeretes az egyedi természetes számok
legalább kétféle nevezetes halmazelméleti definíciója, egyfelől a véges von Neumann-
rendszámok:   

von Neumann: 

és a Zermelo-rendszámok: 

   Zermelo: 

Bár mindkettő megragadja a természetes számok legjellegzetesebb tulajdonságait, mégis
vannak ráadásul különböző olyan sajátosságaik, amelyek alapját szolgáltatják annak a
kritikának, hogy sikerült-e valóban a természetes számokat és csakis azokat definiálni.
Az első esetben igazak például az  és  állítások, míg a második esetben 

 teljesül, de . Akik tehát más halmazelméleti definíció szerint tanulták a
természetes számokat, nem fognak tudni megegyezni abban, hogy mi egy természetes
szám, mindig elő fognak jönni olyan állítások, amiket az egyik igaznak, a másik
hamisnak fog érzékelni. Benacerraf csatlakozik Wittgenstein azon, a Traktátusban
megjelenő, állításához, hogy a tárgyak csak az egymással való relációjukban
értelmezhetők. Ez a tézis adta meg a kezdő lökést a strukturalizmus nevű
matematikafilozófiai irányzatnak, amelyik szerint a matematika építőkövei nem abszrakt
tárgyak, hanem a matematikai struktúrák. Például a természetes számok N objektumát
nem az elemei definiálják, hanem az egyelemű objektum és két művelet:  N és

  N  N, valamint ezek tulajdonságai. Ez a felfogás rendkívül szoros kapcsolatban
áll a kategóriaelmélettel, amelyben két típusú alapfogalom van, az objektum és a köztük
lévő morfizmusok. Ezek szerint az N objektumot a hozzá tartozó  N és   N 

 N morfizmusokkal természetes szám objektumnak nevezzük, ha bármely M
objektumra és  M és   M  M pontosan egy olyan   N  M morfizmus
létezik, hogy az alábbi diagram kommutál:

A morfizmusok komponálhatók, a kommutáció azt jelenti, hogy bármely két
párhuzamos morfizmus egyenlő. Például , ami azt fejezi ki, hogy a 0
természetes számot a -re cseréli az  morfizmus. Ez a diagram persze értelmezhető a
halmazok kategóriájában, ahol az objektumok halmazok, a morfizmusok az adott
halmazok közötti függvények, a morfizmusok kompozíciója függvénykompozíció.
Ekkor a diagram kifejezi, hogy milyen tulajdonságokkal kell rendelkezni a természetes
számok  halmazának. Ezeknek a tulajdonságoknak megfelelnek von Neumann és
Zermelo természetes számai is. Ám, ezek csak egyedi természetesszám-struktúrák
lesznek a halmazok kategóriáján belül és nem maguk a természetes számok. Az egyedi
természetes számoknak külön-külön nincs értelmük, csak egymáshoz képest tudnak
létezni. Éppen ezért minden további nélkül kidobhatjuk akár a von Neumann, akár a
Zermelo-féle megnyilvánulási formáikat, ha azt akarjuk, hogy ne legyenek meg a
Benacerraf által említett patologikus tulajdonságaik. Ha megadunk egy konstrukciót
vagy bebizonyítunk valamit a Zermelo-féle természetes számokról, az teljesülni fog-e
Neumann számaira? Ha a kategóriaelméleti absztrakcióval megadott számokkal
dolgozunk, akkor mindkettőre teljesülni fog. A diagram azonban nemcsak a halmazok
kategóriájában értelmezhető, hanem tetszőleges kategóriában, erre adunk két példát.

A pontozott halmazok kategóriájában az objektumok halmazok, melyeknek van
egy kijelölt eleme, a morfizmusok pedig függvények, amelyek a kijelölt elemet a
kijelölt elemre képezik. Ebben a kategóriában a természetes szám objektum a
természetes számok a végtelennel kiegészítve.
A számítógépes programok kategóriájában az objektumok típusok, a morfizmusok
pedig olyan programok (algoritmusok, kiszámítható függvények), amelyek
bemenetükön adott típusú adatot várnak, és amelyek kimenete szintén a megfelelő
típusú. Itt a természetes szám objektum annak felel meg, hogy az adott nyelvben
van egy természetes szám típus.

A kategóriaelmélet azon alapgondolata, hogy az objektumok „elemei” nem
vizsgálandóak, hanem azok minden tulajdonságát csak a morfizmusok adják meg,
nagyon jól harmonizál a benacerrafi strukturalizmus azon ideájával, hogy a tárgyak a
relációk nélkül nem léteznek. Így nem csak „nem szabad belenézni az objektumokba”,
de nem is lehet és nem is kell.

Ezt az alapgondolatot a számítógépes bizonyítás-ellenőrzésben gyakran használjuk:
amikor egy matematikai bizonyítást kódolunk számítógépen, érdemes a legabsztraktabb,
kategorikus megfogalmazást használni, mert formálisan az a legegyszerűbb – lévén nem
függ az implementációs sajátosságaitól. Ez azt is eredményezi, hogy könnyen
újrafelhasználható lesz a bizonyításunk más kontextusokban. A programozásban ezt
kód-újrahasznosításnak nevezik. A gyakorlatban használt számítógépes bizonyítás-
ellenőrző rendszerek Per Martin-Löf típuselméletének valamelyik változatára épülnek.
A típuselméletben a természetes számok a fenti kategorikus módon vannak megadva (a
típusok felelnek meg a kategóriaelméleti objektumoknak, a típusok elemei (termek)
pedig a morfizmusoknak). Fel lehet-e építeni a matematikát a halmazelmélet helyett a
típuselméletet vagy a kategórialméletet használva? A tapasztalat azt mutatja, hogy igen.
A Lean bizonyítórendszerben formalizálták az egyetemi matematika tananyag nagy
részét [8] és a perfektoid tereket [2], amelyekért 2018-ban Peter Scholze Fields-érmét
kapott. A Coq rendszerben bizonyították a négyszíntételt [4] és a Feith–Thompson-tételt
[5]. Ezek a formalizálások nem használják a halmaz fogalmát, és nem is kell
választaniuk von Neumann vagy Zermelo között, amikor a természetes számokat
használják.

A típuselméletben a -nak (ejtsd: -nek típusa  vagy  lakója -nak) hasonló a
szerepe, mint a -nak a halmazelméletben, de van egy alapvető különbség. A 
nem egy logikai állítás, azaz nem lehet állítani, hanem a nyelv más státuszú dormája,
egy ítélete. Míg a halmazelmélet az elsőrendű logikára épül, a típuselmélet tartalmazza a
logikát magát. Az elsőrendű logikában az ítéletek „  egy állítás”, illetve „  bizonyítja 

-t” alakúak, például a halmazelméletben a „  egy állítás” ítélet levezethető, és ha
von Neumannt követjük, akkor van olyan , amelyre a „  bizonyítja -t” állítás
levezethető. A típuselméletben a „ ” sem nem állítás, sem nem ítélet, mert a „” bal
oldalán termnek, jobb oldalán pedig típusnak kell állnia ahhoz hogy az ítélet jól formált
legyen, de 0 és  mindketten termek. Ez analóg azzal, hogy az elsőrendű logikában a „
bizonyítja -t” csak akkor jól formált, ha  egy bizonyítás,  pedig állítás. Vegyük
észre, hogy maga Bertrand Russell is ezzel a megoldással kívánta kiköszöbölni a
Russell-paradoxont a Principia Mathematica rendszeréből: nála is az  jel bal és jobb
oldalán nem állhat bármi, csak aminek a típusa ezt lehetővé teszi.

A típuselméletben a természetes számok típust alkotnak, a logikai állítások is típusok,
ám a természetes számok típusa nem logikai állítás. Jól ismert, hogy a logikai állításokat
típusokkal reprezentálhatjuk (Curry–Howard-megfeleltetés). Viszonylag új fejlemény a
Fields-érmes Vladimir Voevodsky állításkarakterizálása. Eszerint azok a típusok
állítások, amelyek bármely két lakójára van az egyenlőség típusnak egy eleme. Tehát 
állítás, ha tetszőleges két -ra létezik . Voevodsky megadta azt is,
hogy mely típusokat nevezhetjük halmaznak:  halmaz, ha tetszőleges -ra és

-ra létezik . Utóbbiban az egyenlőség iterált változatát
használtuk: ha , akkor  típus, és ha , akkor természetesen

 is egy típus. Újrafogalmazva: egy típus halmaz, ha bármely két elemének
egyenlőség-típusa állítás. Az egyenlőség típus segítségével a típusoknak megadható egy
hierarchiája: állítások, halmazok, groupoidok, 2-groupoidok, és így tovább. Az intuíció
ezekre az elnevezésekre a homotópia-elméletből származik: a típuselmélet számára
Voevodsky megadta a homotopikus modelljét, amelyben a típusok absztrakt topologikus
terek (szimpliciális halmazok), a típusok elemei a terek pontjai, az egyenlőség típus
pedig a térben egy útnak felel meg.

2012-ben a Princeton Institute for Advanced Studies-ban egy éven át együtt dolgoztak
számítógéptudósok, matematikusok és filozófusok a típuselmélet homotopikus
modelljén, és közösen írtak egy könyvet homotópia-típuselmélet címmel [10], amely
matematikusoknak szóló bevezető a típuselméletről. A könyvben Peter Aczel magyar
származású angol matematikus javaslatára kidolgozták annak a gyakorlatát, hogyan kell
a matematikai érvelést típuselméletben, de informálisan végezni. A típusok homotópia-
hierarchiáján túl a könyv egy további újdonsága a magasabb induktív típusok: ezek
olyan típusok, amelyek a természetes számok típusához hasonlóan konstruktorokkal
vannak megadva, de egyenlőség-konstruktorokat is tartalmazhatnak, amelyek a
kvócienseket általánosítják. Ez lehetővé tette például a valós számok konstruktív és
absztrakt megadását Cauchy-sorozatokkal. (Ugyan Bishop-tól [1] régen ismerjük a valós
számok konstruktív megadását, de az reprezentációkkal dolgozik, nem absztrakt
módon.)

A homotópia-típuselmélet fő újdonsága azonban Voevodsky univalencia axiómája.
Ennek egyik következménye, hogy bijekcióban levő halmazok egyenlőek. Tehát ha egy
matematikai állítást bebizonyítunk egy halmaz összes eleméről, az minden más, vele
bijekcióban álló halmazra is igaz lesz. Fontos, hogy itt figyelembe vegyük, hogy csak a
halmazok elemeinek egyenlőség-típusa állítás, a halmazoknak maguknak az
egyenlősége már nem állítás, hanem halmaz: ha  és  halmazok, akkor 
szintén halmaz, hiszen több különböző bijekciónk is lehet két halmaz között. Például a

 egy kételemű halmaz, mert két különböző bijekció van -ból
önmagába.

A univalencia azért kompatibilis a típuselmélettel, mert a típuselmélet a
kategóriaelmélethez hasonlóan reprezentáció-független objektumokkal dolgozik, és a
nyelvben nem lehet olyan állításokat kifejezni, amelyek például megkülönböztetik von
Neumann és Zermelo természetes számait. Az első ilyen nyelvet a Kanadában élő
magyar matematikus, Makkai Mihály adta meg a 90-es évek elején [9]. A nyelv neve
függő típusos elsőrendű logika, szintén Martin-Löf típuselméletére épül, és Voevodsky
közvetlen inspirációi között volt.

A homotópia-típuselmélet egy számítógépes implementációja a Cubical Agda
programozási nyelv, amelyben a univalencia már nem axióma, hanem bizonyítható
állítás. Ez már nem szimpliciális halmazokra (magasabbdimenziós háromszögekre),
hanem kubikális halmazokra (magasabbdimenziós négyzetekre) épül. Nyitott kérdés,
hogy szimpliciális halmazokkal megadható-e a homotópia-típuselmélet konstruktív
modellje (Voevodsky modellje klasszikus volt, ezért programozásra nem használható).

Mindezt azért szerettük volna elmondani, hogy érzékeltessük: a matematikafilozófia
nem pusztán szépelgés és morfondírozás azzal kapcsolatban, hogy milyen természetű
dolog a matematika. A filozófiának közvetlen motiváló hatása van a matematikára és az
informatikára. Olyan nem járt utakat nyit meg, amiket az alkalmazások szívesen
fogadnak és amik hatékonyabbá teszik a régi úton már nehézkesen döcögő
gyakorlatokat. Tény, hogy a matematikustársadalom számára a halmazokétól nagyon
eltérő tulajdonságokkal rendelkező típusok idegen világnak minősülnek. De éppen ezt
tanulhatjuk meg a filozófusoktól: ha nyitottak vagyunk teljesen új gondolatmenetek
mentén haladni, akkor meglepően új matematikai, akár hatékony informatikai
alkalmazásokra is rábukkanhatunk.
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Kármán Tódor, a világhírű gépészmérnök

Amikor a BME Gépészmérnöki Karán megkezdtem a tanulmányaimat 2007-ben, a
Kármán Tódor Kollégiumban kaptam helyet. Ez a név nem sokat mondott akkor, nem
tudtam, hová tegyem, ahogy vélhetően a lap olvasói közül a fiatalabbak sem igazán
tudják beazonosítani, hogy ki is ő, a karrierjét Magyarországon futotta be, vagy sem,
mennyit tett hozzá a tudományokhoz (hogy tudósnak kell lennie, azt érezzük, mert az
iskolai irodalom- vagy történelemkönyvekben nem találkozunk vele, tehát biztosan nem
író, költő, katona vagy  politikus). Mint sokszor, most is segít a Wikipédia. A
legfontosabb megérteni Kármán Tódorral kapcsolatban a kort, amiben élt, hiszen lehet,
hogy  Petőfi Sándor sem tudna ma kitűnni, mert az egyéni zsenialitás mellé szükséges a
világ fogadókészsége is. Apja, Kármán Mór, szintén kevéssé ismert manapság, azonban
érdemei a magyar oktatást a XIX. század végére egyenesen a világ élére repítették.
Úttörő munkát végzett a gimnáziumi tanterv megalkotásában, ami ma is alapját képzi a
magyar oktatásnak, bármennyi reform is volt azóta. 1872-ben javaslatai alapján
megnyitották a Mintagimnáziumot (ma: ELTE Trefort Ágoston Gyakorló Gimnázium),
amelynek pedagógiai vezetőjévé nevezték ki. 

Aki a reál tárgyak iránt érdeklődik, általában beleütközik a viccbe, miszerint a
Manhattan-terven dolgozók ülésén az egyik résztvevő kimegy a mosdóba, majd a
hattagú társaság maradék öt tagja közül az egyik felveti: „Uraim, folytassuk magyarul?”
Az öt tagból négyet mindenki kívülről fúj: Neumann János, Teller Ede, Wigner Jenő és
Szilárd Leó. Az ötödik volt Kármán Tódor, aki gépészmérnökként vett részt a
projektben. Az ő feladata az volt, hogy kidolgozza az atombomba ledobását, hogy az a
lehető legnagyobb pusztítást végezze, illetve a bombázó repülőgép épségben
hazatérhessen. A feladat erkölcsi terhe kétségkívül erős személyiséget igényelt,
elemzése önálló cikket és kutatómunkát igényelne, így ezt a szálat nem folytatom.
Ehhez a feladathoz, mint számos más problémához a pályafutása során, igen jól
használhatónak bizonyult a doktori disszertációja; címe Egyenes rudak kihajlási
szilárdsága, témavezetője pedig Ludwig Prandtl volt Göttingenben. Korában a
szükséges mechanikai elméletek, amelyek segítségével jól becsülhető a különböző
szerkezetek maximális terhelhetősége, nem álltak még rendelkezésre. Számos cikk
említi nagyságát az aerodinamikában, azonban hasonlóan fontos volt a szilárdságtani
tudása is, az ő eredményei mentén indult el a repülőipar a viaszosvászon-fa
szerkezetektől a fém szerkezetek felé, és alapjaiban határozta meg a második
világháború hadviselését. Ez a komplex szemléletmód és a kor repüléstudományi
problémáinak hatékony megoldása a tervezőasztal mögött és a nemzetközi politikában
nagyban hozzájárult ahhoz, hogy 1963-ban elsőként vehesse át a National Medal of
Science kitüntetést Kennedy elnöktől, mely a legmagasabb polgári elismerés az
Amerikai Egyesült Államokban (ld.a képen).

A sikerhez vezető út buktatókkal van tele, ezt az alábbi történet szemlélteti, ami John
Drury Clark: Ignition!: An Informal History of Liquid Rocket Propellants című
könyvében található meg (ennek előszavát a sci-fi legenda Isaac Asimov írta, aki a
szerző felügyelete alatt végezte a szakmai gyakorlatát vegyészként). A
rakétatechnológia jelentőségét Kármán Tódor igen korán felismerte. Egyik
doktorandusz hallgatójával, Frank Malinával 1936-ban kezdtek el folyékony
hajtóanyagú rakétákkal kísérletezni. A tüzelőanyag metanol volt, az oxidálószer pedig
folyékony oxigén. Hamar rájöttek, hogy a folyékony oxigén nem a legalkalmasabb a
feladatra, ha katonai felhasználásról van szó, ugyanis sokáig nem tárolható. Így jutottak
a dinitrogén-tetroxidig ( ). A kísérletet 1937 augusztusában végezték a CalTech
Gépészmérnöki épületében. Véletlenül a tüzelőanyag és az oxidálószer vezetékeket
felcserélték a bekötésnél, így stabil égés nem tudott létrejönni. Az  viszont a
levegő oxigén- és nedvességtartalmával reagálva salétromsavat ( ) képezett, ami
korrozív csapadékként kondenzálódott az értékes eszközöket tartalmazó labor
valamennyi berendezésén. Így nem volt kérdés: Malinának és csapatának mennie kellett,
egyenesen a sivatag peremére száműzték őket, hogy ott folytassák a veszélyes
kísérleteiket. Ez azonban nem szegte kedvét a csoportnak, úttörő munkájuk
eredményeképp 1939. július 1-jén Hap Arnold tábornok megbízta őket a rakétával
segített felszállórendszer (jet-assisted takeoff – JATO) kidolgozásával. Ez különösen
hasznos volt a Csendes-óceáni hadszíntéren, ahol a nehéz szállítógépeknek igen rövid
kifutópálya állt rendelkezésére a levegőbe emelkedéshez. A sivatag peremén kialakított
labor neve ma NASA Jet Propulsion Laboratory, ahol többek közt az űrsiklót és a
marsjárókat fejlesztették.

Előadás közben a Jet Propulsion Laboratory (sugárhajtás laboratórium) előadótermében.

Az aerodinamika és a mechanika területén Kármán Tódor munkája kétségtelenül
megalapozott számos eredményt, ezek elméleti voltuk miatt nem rögtön, hanem a
számítógépek térnyerésével váltak egyre fontosabbá, beépülve a mai modern
végeselemes, véges térfogatos szimulációs szoftverekbe. Kevéssé ismert, de a
tüzeléstechnika tudománnyá válásában is kulcsszerepet játszott. A terület az 1950-es
években került a figyelem középpontjába, részben a hadiipari alkalmazások, részben a
drámai ütemben fejlődő légi közlekedés miatt, másrészt egyre nagyobb igény
mutatkozott nagy egységteljesítményű, jó hatásfokú erőművekre a megnövekedő
enerigiaéhség miatt. Bár teljes pályafutásához képest rövid időszakot töltött vele, mivel
kiváló időben volt kiváló helyen, gyorsan ennek a területnek is a meghatározó tudósává
vált. A tüzeléstechnika a mechanika, áramlástan és a kémia találkozása, ezért a terület
alapvetően multidiszciplináris szemléletet követel, ami nála adott volt. Két lehetőség
merült fel 1950-ben: írjon egy könyvet a témáról, vagy tartson egy előadássorozatot a
Sorbonne-on. Végül ez utóbbit választotta, mivel félt, hogy kudarc esetén generációk
tanulnak majd a hibásan kidolgozott elméletéből. Az 1951-52-es tanévet így egy teljesen
új tárgy kidolgozásával és előadásával töltötte, más oktatási feladatot ezért nem vállalt.
Tanítványai a kiváló minőségű előadások hatására létrehoztak egy „családfát”,
amelyben magukat Kármán Tódor tudományos értelemben vett leszármazottainak
tekintik ( https://academictree.org/fluids/tree.php?pid=29721 ). Megjegyzendő,
hogy itt bár Kármán Tódor szerepe kétségtelenül kimagasló, a fa kutatóira kattintva
előjönnek azok mentora és tanítványai is, így Kármán Tódor kortársai is előkerülnek.
2015-ben volt alkalmam személyesen találkozni Sébastien Candel-lel, aki 2017-18-ban a
Francia Turományos Akadémia elnöke volt. Büszkén mesélte, hogy Kármán Tódor
unokájának tekinti magát (témavezetője Frank Earl Marble volt). Ismerve a franciákat,
ez egy óriási elismerés. Bár az 1954-ben alakult The Combustion Institute nem
részletezi a szervezet alapításának körülményeit, gyanítható, hogy Kármán Tódor
előadásai és a politikai helyzet egyaránt hatott ennek létrejöttére.

A Li-2 sétarepülő (https://hu.wikipedia.org/wiki/Li%E2%80%932), orrán Kármán
Tódor neve.

Az utóbbi években a dél-budai nyári csendet hétvégeken gyakran töri meg egy dugattyús
repülőgép motorjának zaja, merőben más hatást keltve, mint a modern sugárhajtású
utasszállító gépek. A hang forrása az utolsó röpképes Li-2-es, mely általában
sétarepülést végez. A gép orrán oldalt Kármán Tódor neve olvasható. De hogyan
kapcsolódik a neve egy szovjet gyártmányú géphez? Az Örvények és repülők című
könyv részletesen taglalja Kármán Tódor személyes közreműködését a nagy sikerű
Douglas DC-3-as repülőgép fejlesztésében. A gyár megfogadta Kármán
mérnökcsapatának tanácsait az áramvonalas kialakítást, integrált tervezési megoldásokat
illetően, így a gép óriási nemzetközi sikert aratott. A szovjetek is érdeklődtek a típus
iránt, végül egyedi gépek vásárlása helyett licencet vásároltak. Borisz Liszunov két évig
tartózkodott az USA-ban, hogy a gyártást teljes egészében megértse és otthon
megvalósítsa. Azonban a metrikus konverzió és számos apró továbbfejlesztés miatt
nehezebb lett a szovjet megfelelő, a Li-2-es, ráadásul a szovjetek nem rendelkeztek elég
erős csillagmotorral a hajtásához, így a DC-3-as teljesítményét sosem érte el.
Gondolhatják olvasóink, hogy Kármán Tódor, amikor megérkezett az USA-ba,
határozottan elégedetlen volt a diákság matematikai ismereteivel, hiszen nekik nem volt
egy Kármán Mórjuk, aki a természettudományos oktatást meghonosította volna a
gimnáziumokban. Részben a középiskolai, részben az alkalmazott egyetemi matematikai
ismeretek szintre hozása érdekében Maurice A. Biot-tal megírták a Matematikai
módszerek műszaki feladatok megoldására című könyvet. Csupán a szerző szubjektív
véleménye, hogy aki ezt a könyvet megérti és az itt leírt ismereteket kellő mélységében
elsajátítja, az a több mint fél évszázados kiadás ellenére a ma végző mérnökök jelentős
részénél sikeresebb pályát futhat be hosszú távon, hiszen a hőtechnika, áramlástan és a
mechanika matematikája idővel bővült, azonban az alapok nem változtak.

Jelen cikk apropója Kármán Tódor halálának 60. évfordulója, azonban a gyászos
hangvétel helyett inkább napjainkat is számottevően meghatározó szellemiségét
szerettem volna bemutatni. Tudományosan érdeklődő olvasóinknak az Annual Review
of Fluid Mechanics folyóirat két cikkét javaslom: A Kármán-évek a GALCIT-ban és
Kármán munkássága: Az utolsó évtizede és hagyatékai.

Józsa Viktor egyetemi docens, BME
Energetikai Gépek és Rendszerek Tanszék

Megjegyzés
Kármán a szélcsatorna használatával végrehajtott tanulmányai közben figyelt fel 1911-
ben egy váltakozó irányba forgó örvény kialakulására egy lapos akadály mögött, amit
róla neveztek el Kármán-örvénysornak. (https://moly.hu/alkotok/karman-
todor/wikipedia, http://simba.ara.bme.hu/oktatas/tantargy/NEPTUN/BMEGEATMG16/2010-
2011-
II/ea/Hengerek,%20t%E1vk%F6zl%E9si%20oszlopok/K%E1rm%E1neaV%E1r/Eload%E1s.pdf)
A szerk.
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AZ ÉRINTŐ 7 ÉVES ÉVFORDULÓJÁRA ÚJ ROVAT INDULT, A HÉTTUSA: MINDEN LAPSZÁMUNKBAN 7 MEGOLDHATÓ

ÉS BÁRKI ÁLTAL BEKÜLDHETŐ FELADATOT TESZÜNK KÖZZÉ, AMELYEKEN JÓ GONDOLKOZNI, ÉRDEKESEK, ÉS

AMELYEK ÚJABB KÉRDÉSEKET, MÉLYEBB ÉS ÁLTALÁNOSABB VIZSGÁLATOKAT IS INSPIRÁLHATNAK.

(ROVATSZERKESZTŐ: RÓKA SÁNDOR.)

Róka Sándor
2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 2. forduló
(2023. szeptember)
Új feladatok a Héttusa rovatban!
Ismét 7 olyan gondolkodtató
kérdés, amelyet megoldhat akár
egy általános iskolás,  de érdekes
még annak is, aki rendszeresen
foglalkozik. matematikával .
Akit érdekelnek az első forduló
tapasztalatai, az első hét feladat
és azok megoldása, nézze meg a
Beszámolót a Héttusa 1.
fordulójáról. A
kitűzött feladatokra bárki
küldhet megoldást, elég a
feladatok sorszámát és a feltett
kérdésekre a válaszokat
megküldeni. Figyelem! A 
határidő: 2023. október 1.
Következnek a feladatok.

Pálvölgyi Dömötör
2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Érmegráfok
Az Érintő 2023 júniusi
számában debütáló Héttusa
rovat mindenkinek szóló fejtörő
feladványai közül a másodikra
érkezett a legkevesebb,
mindössze négy helyes
megoldás. Lehet, hogy túl nehéz
volt? Pálvölgyi Dömötör tízéves
kislányával addig tologatta a
korongokat...amíg a feladatból
egy cikk született. Ennek a
cikknek a célja, hogy körüljárja
ezt a példát, és bemutassa az
ehhez kapcsolódó egyéb
eredményeket.

Róka Sándor
2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a
Héttusa 1.
fordulójáról
Előző számunkban elindított új
rovatunk első tapasztalatairól
számol be Róka Sándor, a
feladatok gazdája. A
továbbiakban is szeretnénk
olyan feladatokat
kitűzni, amelyek megoldására
egy érdeklődő tizenévesnek is
hasonló esélye van, mint egy
nyugdíjas matematikatanárnak;
amelyeken jó gondolkozni,
érdekesek és több úton is
megközelíthetjük a választ, és 
amelyek újabb kérdéseket
inspirálhatnak, elindulhatunk
mélyebb és általánosabb
vizsgálatok felé. Az első
feladatsor megoldásai és
megjegyzései itt olvashatók.

TOVÁBBI CIKKEK KERESÉSE
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Róka Sándor  2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Héttusa 2. forduló (2023. szeptember)

A Héttusa rovatban kitűzött feladatokra bárki küldhet megoldást. Elég a feladatok
sorszámát és a feltett kérdésekre a válaszokat megküldeni, indoklást, részletes megoldást
nem szükséges írni.

A válaszokat a hettusa@ematlap.hu címre várjuk. A beküldési határidő: 2023. október
1.

A verseny nyilvántartása érdekében kérjük, hogy megoldásaikat névvel vagy olyan
álnévvel írják alá, amit nyilvánosan közzétehetünk.

Fordulónként a legjobb megoldók közül néhányan könyvjutalmat kapnak.

Versenyzőinket két kategóriában jutalmazzuk: diák (azaz általános vagy középiskolás),
illetve felnőtt. Kérjük, hogy beküldéskor jelezzék, melyik kategóriában indulnak. Aki
ezt nem teszi, őt a felnőttek közé soroljuk.

A határidőt követően a megoldások megjelennek a Facebook-oldalunkon. Az ezután
beküldött megoldásokat nem értékeljük a versenyben. Az Érintő következő számában
olvashatják a legjobb megoldók nevét és az útmutatókat, kiegészítéseket a
megoldásokhoz.

Feladatrovatunkhoz örömmel veszünk minden segítő szándékot, várjuk új
feladatjavaslataikat kitűzésre, valamelyik feladat szép megoldását, vagy a feladat
általánosítását.

A 2. forduló feladatai
8. Igaz-e, hogy bármely pozitív páros szám előáll két olyan szám összegeként, amelyek
mindegyike páratlan számjegyekből áll?

9. Marci bástyákat rak egy üres sakktáblára. Az első bástyát bárhová teheti, ezután
minden újabb bástyát úgy tesz le, hogy az páratlan számú korábban elhelyezett bástyát
tartson ütés alatt. Legfeljebb hány bástyát helyezhet a táblára Marci?

10. Hányféleképp lehet egy -es táblázat mezőiből néhányat pirosra festeni úgy,
hogy minden sorban és minden oszlopban páros legyen a befestett mezők száma?

11. Igaz-e a következő állítás? Ha két ugyanakkora kerületű háromszögnek a területe is
egyenlő, akkor a két háromszög egybevágó.

12. Felföldön a parlament 40 szenátorból áll, mindegyikük munkáját 3-3 titkár segíti. A
40 szenátor és 120 titkár bizottságokban dolgozik, minden szenátor 6 bizottságnak, és
minden titkár 2 bizottságnak a tagja. Egy bizottság vagy 5 szenátorból, vagy 3
szenátorból és 6 titkárból áll. Hány bizottság van összesen?

13. Sandokan és öt kalóza egy asztal körül ülnek, hogy elosszák a zsákmányolt 99
aranyat. Sandokan javaslatot tesz arra, hogy kinek hány arany jusson, ezután az öt kalóz
szavaz erről. Egy kalóz igent mond a javaslatra, ha neki több arany jut, mint két
szomszédjának összesen. A javaslat szerint osztoznak az aranyon, ha legalább hárman
mellette szavaznak. Ha kevesebb a támogató szavazat, akkor Sandokan a szerencsétlen
javaslata miatt semmit sem kaphat a zsákmányból. Legfeljebb hány aranyat tud
megszerezni Sandokan?

14. Egy tízfős társaság több megbeszélést tartott. Minden egyes találkozón a tíz
emberből öten vettek részt. A társaságnak nincs két olyan tagja, akik együtt három
megbeszélésen is jelen lettek volna. Legfeljebb hány találkozóra kerülhetett sor?

A feladatokat válogatta: Róka Sándor 
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Pálvölgyi Dömötör  2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Érmegráfok

Az Érintő 2023 júniusi számában megjelent Héttusa rovat második feladata így szólt:

2. Egy asztallapra 11 egybevágó fehér korongot helyeztünk úgy, hogy a korongok között
nincs átfedés. Igaz-e, hogy a korongokat mindig kiszínezhetjük 3 színnel úgy, hogy az
egymással érintkező korongok különböző színűek?

Na, gondoltam, ha így meg van adva, hogy 11, akkor biztos „nem” a válasz, ez remek
példa lesz a tízéves lányomnak, könnyen el tudom neki magyarázni az egészet, aztán
csak kicsit tologat 11 korongot és biztos hamar rá is bukkan a megoldásra. Szépen le is
ültettem 11 koronggal, én meg elkezdtem mást csinálni.

– Apa, túl nehéz! – jött fél óra múlva a nyafogás.

– Persze, mert biztos folyton elábrándozol, és nem is ezen töröd a fejed! – mondtam, és
odaültem megmutatni neki, hogyan kell ezt megcsinálni. Aztán elkezdtem izzadni, mert
hiába tologattam egyre ingerültebben azokat a korongokat, csak nem találtam meg a
megoldást...

Megpróbáltam összeszedni a tudásom, elvégre a kombinatorikus geometria a
szakterületem, ez a kérdés pedig pont oda tartozik. A korongok megfeleltethetők egy
gráf csúcsainak, melynek az élei az egymással érintkező korongoknak felelnek meg. Mit
is tudok erről? Egyrészt világos, hogy ez egy síkgráf, azaz olyan gráf, amely
síkbarajzolható anélkül, hogy az élei metszenék egymást. A híres négyszín-tétel szerint
egy síkgráf csúcsai mindig kiszínezhetők 4 színnel úgy, hogy semelyik két szomszédos
csúcs ne kapjon azonos színt, azaz a kromatikus számuk legfeljebb 4. Tehát ha a feladat
4 színnel lenne feladva, akkor igaz lenne. De vajon tudunk-e minden síkgráfot érintkező
korongokkal reprezentálni? A Koebe–Andreev–Thurston-féle körpakolási tétel pont ezt
mondja ki, csakhogy ott különböző sugarúak is lehetnek a korongok. Ez egyébként egy
szép eredmény, számos alkalmazással, de nekünk most nem segít. Például a 4 pontú
teljes gráf,  nem reprezentálható egységkorongokkal.

Akkor használjuk azt, hogy minden korong ugyanakkora, mondjuk egységnyi átmérőjű.
Ebből kiindulva azt kapjuk, hogy a gráfunknak van egy olyan reprezentációja, amelyben
minden csúcsnak egy síkbeli pont felel meg úgy, hogy a szomszédosak távolsága
pontosan 1. Az ilyen (nem feltétlenül síkbarajzolható) gráfokat
egységtávolsággráfoknak hívják. Ezekről ismert, hogy a kromatikus számuk legfeljebb
7, de azt nem tudjuk, hogy ez az érték éles-e. A legjobb alsó korlát sokáig 4 volt, amit
pár éve javított meg de Grey 5-re – erről már írtunk az Érintőben.  Azonban amikor
ezeket a gráfokat reprezentáljuk egységkorongok érintésgráfjaként úgy, hogy minden
csúcsra illesztünk egy korongot, aminek ez a csúcs a középpontja, a korongok tipikusan
át fogják egymást fedni, mint például a 4-kromatikus Moser-rokka esetében.

A Moser-rokka

Amikor a csúcsokra illesztett egységkorongok nem fedik át egymást, azaz megfelelnek a
feladat feltételeinek, akkor az így kapott gráfot egységérmegráfnak (angolul: penny
graph) hívjuk.  Ha különböző méretű érméket is megengednénk, akkor érmegráfokról
(angolul: coin graph) beszélnénk, de vigyázat: ha egy egységtávolsággráf érmegráf, attól
nem feltétlenül egységérmegráf, hiszen lehet, hogy máshogy kell elhelyezni a csúcsokat
a síkon a két reprezentációhoz. Például a Moser-rokka nem egységérmegráf, de
érmegráf, hiszen síkba lehet rajzolni, és a fent említett körpakolási tétel miatt a
síkgráfok azonosak az érmegráfokkal. Még szintén érdemes megemlíteni a szorosan
kapcsolódó gyufagráfokat (angolul: matchstick graph). Ha egy gráf síkbarajzolható úgy,
hogy minden éle egység hosszúságú szakasz, akkor hívjuk gyufagráfnak. Ez persze
automatikusan teljesül az egységérmegráfokra is, hiszen bármely két érintkező érme
középpontja közé rakhatunk egy gyufát. Viszont nem minden gyufagráf lesz
egységérmegráf, mert minden csúcsra érmét rakva kaphatunk átfedéseket. Erre a
legegyszerűbb példa egy hétágú csillag. Ez természetesen gyufagráf, de nem
egységérmegráf, mert abban nem lehetne hatnál nagyobb fokú pont.

Tehát összefoglalva: A síkgráfok és az érmegráfok ugyanazok. Az egységtávolsággráfok
egy másik gráfcsalád. Ennek a két családnak a metszetében vannak a gyufagráfok, és a
gyufagráfok részosztálya az egységérmegráfok. Az egységtávolsággráfokat kivéve
mindegyik osztályban a maximális kromatikus szám 4, az egységtávolsággráfokról
pedig nem tudjuk, hogy 5 és 7 között hol az igazság. Az egységtávolsággráfokról
szintén nem tudjuk, hogy mennyi lehet az  csúcsszám függvényében a maximális
élszámuk, csak azt, hogy nagyságrendileg  és  között van. Ezzel
szemben jól ismert, hogy síkgráfok esetén , gyufagráfok és egységérmegráfok
esetén pedig  a maximális élszám. Ez utóbbi élszám akkor adódik,
amikor háromszögrácsszerűen pakoljuk a korongokat úgy, hogy minél kevesebb korong
kerüljön a rács szélére. De hiába van sok éle ennek a rácsszerű elrendezésnek,
periodikusan háromszínezhető.

Ez sok megoldót félrevezetett, hogy ebből a tömör elrendezésből próbáltak meg
kiindulni, és úgy okoskodtak, hogy mivel ez a legsűrűbb, elég erről megmutatni, hogy
háromszínezhető. Egy másik tipikus hiba az volt, ha valaki azzal érvelt, hogy mivel nem
lehet 4 egymást páronként érintő egységkorong, ezért nincs a gráfban , tehát
háromszínezhető. Valójában azonban a legnagyobb klikk mérete ( ) nem felső korlát a
kromatikus számra ( ); a legismertebb példát erre a Mycielski-gráfok adják.

Mindenesetre, mivel a legtömörebb elrendezés nem
használ, egy olyat kell keresnünk, amiben van egy kis
szabadsági fokunk. Hasznos kiindulás, ha veszünk négy
korongot rombusz alakzatban elhelyezve; ez 5 érintést ad
és garantálja, hogy a két egymást nem érintő korongnak

ugyanolyan színűnek kell lennie egy háromszínezésben. Két ilyen rombuszt össze is
kapcsolhatunk egy-egy korongjukat azonosítva, és egymáshoz képest el is forgathatjuk
őket, mint a bal oldali ábra mutatja. Az ábrán pirossal jelölt korongok szükségszerűen
azonos színűek (azonban a kék és zöld színű szomszédos korongok színei mindig
felcserélhetőek, de ez nem fontos számunkra).

Ha elég sok rombuszt összekapcsolunk
így sorban, akkor alkalmasan választva a
sugarat és a rombuszok közti
elforgatásokat, bezárhatunk ezekkel egy
kört úgy, hogy az utolsó rombusz jobb
oldali korongja pont érintse az első
rombusz bal oldali korongját, mint a jobb
oldali ábrán látható. Mivel mindkét
korong szükségszerűen piros kellene,
hogy legyen egy háromszínezésben, ezzel
ellentmondásra jutottunk, tehát nem
létezhet háromszínezés.  Ezzel majdnem
meg is oldottuk a feladatunk, az egyetlen
probléma, hogy jóval több, mint 11 korongot használtunk.

Én itt a magam részéről feladtam, és inkább rákerestem az interneten, hogy mi is a
megoldás. Könnyen meg is találtam, sőt, kiderült, hogy ez a természetes kérdés sok
emberben felmerült, és számos, egymástól független forrásban  is megtalálható ugyanaz
a megoldás, mely egyedi és minimális; a kevesebb korongból álló egységérmegráfok
mind háromszínezhetők még.

Ez is hasonló ötleten alapul, mint a rombuszos, csak itt egy kicsit
nagyobb, hat korongból álló alakzatból kell kiindulni (lásd balra).
Vegyük észre, hogy itt is igaz, hogy a pirossal jelölt korongok
szükségszerűen azonos színűek. Ennek az alakzatnak az az előnye a
rombuszoshoz képest, hogy a piros korongok ugyanarra lógnak ki. Így

egyetlen elforgatás (vagy akár tükrözés) elég hozzá, hogy két példányt csináljunk belőle,
ahol két piros korong egybeesik, két másik pedig érinti egymást, ami igazolja, hogy nem
létezhet háromszínezés.

Kapcsolódó érdekességként még két dolgot szeretnék megemlíteni. Az egyik az ún.
Ringel-sejtés 1959-ből, amit két éve oldottak meg. Itt azt kérdezte Ringel, hogy ha adott
a síkon körök egy rendszere, amelyek átfedhetik egymást, de semelyik három nem megy
át egy ponton, akkor az érintési gráfjuk kromatikus számára adható-e felső korlát. Azt
sejtette, hogy 5 szín is mindig elegendő lehet, de kiderült, hogy nincs felső korlát, még
abban az esetben sem, ha csak egymást kívülről érinthetik a körök és az érintési gráfban
nincs -nél rövidebb (gráfelméleti) kör, tetszőleges -re.

A másik érdekesség pedig, hogy az ember úgy érzi, hogy az ilyen típusú feladatok a
játékos matematika körébe tartoznak, és nemigen vannak alkalmazásaik. Legnagyobb
meglepetésemre nemrég kiderült, hogy ilyen típusú kérdések még a
kvantummechanikában is előjönnek. Tekintsük a következő kérdést. Ki lehet-e három
színnel színezni a tér összes vektorát úgy, hogy az egymással derékszöget bezárók
mindig különböző színt kapjanak? (Ekvivalensen úgy is feltehetnénk a kérdést, hogy az

 sugarú gömbön mekkora lehet egy egységtávolsággráf kromatikus száma.) Az

könnyen látható, hogy két szín nem elég, hiszen van három, egymásra kölcsönösen
merőleges vektor, azaz háromszög a gráfban. Ha lenne háromszínezés, akkor bármely
színosztály vektoraira igaz lenne, hogy semelyik két kiválasztott vektor nem merőleges
egymásra, de bármely három, egymásra kölcsönösen merőleges vektor közül valamelyik
ki van választva. Nos, az a helyzet, hogy a fentihez hasonló, de valamivel bonyolultabb
konstrukcióval meg lehet mutatni, hogy nem létezhet az előző mondat követelményeit
teljesítő vektorrendszer. De ami meglepőbb, hogy ebből következik a Kochen–Specker-
tétel, mely szerint a kvantumvilágban a mérések nem mindig leírhatók klasszikus
értelemben vett állapotokkal, pontosabban a kvantummechanika jóslatai ellentmondanak
annak a hipotézisnek, hogy a fizikai mérési statisztikák leírhatóak (klasszikus,
potenciálisan korrelált) valószínűségi változókkal. Tehát kis csúsztatással mondhatjuk,
hogy az ilyen gráfok színezhetőségétől függ a fizikai valóságunk megismerhetősége!

Pálvölgyi Dömötör
ELTE TTK, Rényi Intézet

 

Lábjegyzetek
 https://ematlap.hu/index.php/tudomany-tortenet-2018-09/765-a-sik-
kromatikus-szama-mi-tortent-az-elmult-par-honapban-es-mi-tortenhet-meg .
 Legalábbis a Wikipédia szerint, ahol a szócikk legtetején egyből az a kép van, mely

tartalmazza a mi feladatunkra a megoldást. Egyébként érdekes, hogy az angolon kívül
jelenleg csak két nyelven létezik ez a szócikk, magyarul és perzsául. Mindenesetre
sajnos elég nehéz a penny-t magyarra fordítani, mert nekünk nemigen van olyan
érménk, aminek külön neve lenne. Pár éve még talán lehetett volna Bélás-gráf :-)
 Megjegyezzük, hogy a Moser-rokka háromszínezhetetlensége is gyakorlatilag

ugyanezen a gondolaton alapul, csak ott egyetlen elforgatás is elegendő.
 Például lásd . 
 Hivatkozás: James Davies, Chaya Keller, Linda Kleist, Shakhar Smorodinsky, Bartosz

Walczak: A solution to Ringel's circle problem https://arxiv.org/abs/2112.05042 .
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 Aktuális szám: 29. szám 2023. szeptember Válasszon:

Róka Sándor  2023. SZEPTEMBER, HÉTTUSA

Beszámoló a Héttusa 1. fordulójáról

Sikerrel indult a Héttusa rovat versenye. Az első forduló hét feladatára összesen 69
helyes válasz érkezett.

Öröm látni, hogy van több általános iskolás és középiskolás résztvevőnk, vannak
egyetemisták. Különleges öröm és megtisztelő, hogy országos, sőt nemzetközi hírű
matematikusok is elküldték a megoldásaikat. A beküldők között látunk volt
diákolimpikonokat, és látunk olimpikonokat felkészítő, ma már nyugdíjas tanárokat.

Három versenyző küldött hibátlan megoldást, és ketten adtak a hétből hat jó választ.

A feladatok nehézségi sorrendjét láthatjuk a beérkezett helyes válaszok száma alapján:

A feladat sorszáma  1.  2.  3.  4.  5.  6.  7. 

A beérkezett helyes válaszok száma   10 4 8 12 13 10 12

 

A következő táblázat mutatja, hogy a legeredményesebb beküldők mely feladatokra
adtak helyes választ. (Vannak, akik a saját nevükkel szerepelnek, és vannak, akik másik
nevet választottak maguknak.)

A feladat sorszáma 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 

Emil x x x x x x x

Kovach M. László x x x x x x x

orangestripes x x x x x x x

Bubatov x  x x x x x

Jankó Zsuzsanna x  x x x x x

Beke Márton x x x x x   

Vaszary Krisztián x   x x x x

Belzebub    x x x x

D & 2d    x x x x

Megérek egy Petákot x   x x x  

Danka Emma x    x  x

Makay Géza x   x x   

 

 Reméljük, hogy rovatunknak egyre több követője, megoldója lesz. Erre buzdítunk
minden érdeklődőt! Szeretnénk olyan feladatokat kitűzni

amelyek megoldására egy érdeklődő tizenévesnek is hasonló esélye van, mint egy
nyugdíjas matematikatanárnak;
amelyeken jó gondolkozni, érdekesek és több úton is megközelíthetjük a választ;
amelyek újabb kérdéseket inspirálhatnak, elindulhatunk mélyebb és általánosabb
vizsgálatok felé.

Az Érintő mostani számában olvashatjuk a 2. feladathoz kapcsolódó cikket Pálvölgyi
Dömötörtől az Érmegráfokról, és készül egy másik cikk, amely az 1. feladatot járja
körül..

Lelkesítő volt látni az érkező megoldásokat. A legeredményesebb beküldőknek a
Typotex Kiadó és a Bolyai Társulat könyvjutalmakat ajánlott fel. A díjazottak ezeket a
könyveket választották a Typotex kínálatából:

Válogatás Erdős Pál kedvenc feladataiból,

Az igazi Alan Turing,

2000 feladat az elemi matematika köréből;

a Bolyai Társulat és a Springer közös köteteiből:

Volume 26: Contact and Symplectic Topology, Szerkesztette: F. Bourgeois, V.
Colin, A. Stipsicz,

Volume 27: New Trends in Intuitive Geometry, Szerkesztette: G. Ambrus, J. Bárány,
K. Jr. Böröczky, G. Fejes-Tóth, J. Pach.

Mások pedig a KöMaL előfizetését választották.

A legjobb eredményt elért feladatbeküldők teljesítményét a továbbiakban is egy-egy
könyvvel fogjuk elismerni.

A feladatok megoldása
1. Van-e olyan szám, amelynek pontosan tíz pozitív osztója van a 20-nál nem nagyobb
számok között?

Megoldás. A válasz: Van ilyen szám.

Legyen  az 1 és 19 közötti páratlan számok szorzata. Az 
szám osztható az 1, 2, 3, 4, ..., 20 számok közötti páratlan számokkal, és nincs páros
osztója.

Megjegyzés. Más számok is teljesítik az elvárást.

60 esetén a megfelelő osztók: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20.

A  szám keresett osztói: 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18.

A  osztói közül a 20-nál nem nagyobbak: 1, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 12, 14,
18.

Az 1000-nél kisebb számok közül a 60, 144, 252, 336, 560, 792, 936 és a 990
számoknak van pontosan tíz pozitív osztója a 20-nál nem nagyobb számok között.
Ha a számok bármelyikét olyan számmal szorozzuk, aminek minden prímosztója
20-nál nagyobb, akkor újabb megoldást kapunk, azaz olyan számot, amely teljesíti a
feladat elvárását.

Többen félreértették a feladat szövegét, és erre a kérdésre válaszoltak: A 20-nál nem
nagyobb számok között van-e olyan szám, amelynek pontosan 10 osztója van?

2. Egy asztallapra 11 egybevágó fehér korongot helyeztünk úgy, hogy a korongok között
nincs átfedés. Igaz-e, hogy a korongokat mindig kiszínezhetjük úgy 3 színnel, hogy az
egymással érintkező korongok különböző színűek?

Megoldás. A válasz: Hamis az állítás.

Két elrendezést mutatunk.

Az első esetben a korongok jól színezhetők 3 színnel.

 
A második elrendezést már nem tudjuk 3 színnel jól színezni. Ha három színt
használunk, és az 1-es korong piros, akkor a 2-es is piros színű lesz. Majd rendre
pirossal kell színeznünk a 3, 4 és 5 számokkal jelölt korongokat. Mivel az 1-es és 5-
ös érintkeznek, így szükséges egy negyedik szín is.

Tehát nincs minden esetben jó színezés 3 színnel.

Megjegyzés. Ez a feladat volt a legnehezebb, csak 4 helyes válasz érkezett, míg a
többi feladatnál a helyes válaszok száma legalább 8.

Nehéz megtalálni egy olyan elrendezést, amikor szükség van 4 színre.
Gondolhatjuk, hogy a 11 korong kiszínezhető 3 színnel, hiszen egy kör legfeljebb 6
másikkal érintkezhet, amelyek egymást is érinthetik, azokat felváltva színezem a
maradék két színnel, és ugyanezt kiterjeszthetem az egész síkra is. Hihetőnek
látszik, hogy elég 3 szín.

A megoldásból, a konstrukcióból látjuk, szükség lehet 4 színre. Tanulság, nem
biztos, hogy a legszorosabb elhelyezés a legrosszabb.

A feladat hátteréről olvashatunk itt is: https://en.wikipedia.org/wiki/Penny_graph

Ha korongokat úgy helyezünk el a síkon, hogy nincs három olyan korong, melyek
érintik egymást, akkor Erdős Pál szerint mindig elég 3 szín a színezéshez.

3. Legfeljebb hány pontot lehet megadni a kocka felületén, ha a pontok nem mind egy
lapon fekszenek, és ezek egy szabályos sokszög csúcsai?

Megoldás. A válasz: 12.

A kocka egyik lapján legfeljebb két sokszög csúcs lehet, különben a teljes sokszög
ezen a lapon feküdne. Ezért egy sokszögnek legfeljebb  csúcsa lehet.

Van ilyen sokszög.

 
Vegyük az ábra szerinti élek felezőpontjait, amelyekről tudjuk, hogy szabályos
hatszöget alkotnak. A hatszög oldalain felvehetünk 2-2 pontot (a hatszög oldalai a
kocka oldallapjain nyugszanak) úgy, hogy az így adódó 12-szög szögei egyenlők, és
az oldalai is egyenlők, tehát ez szabályos 12-szög.

Megjegyzés. Ez a feladat a feladatok nehézségi sorrendjében a második.

Az egyik tipikus rossz válasz a 8. A kockának van olyan síkmetszete, amely
négyzet, és azon kijelölhetjük egy szabályos nyolcszög csúcsait.

 
Érkeztek tippek a 6-ra is, hiszen a kockának van szabályos hatszögmetszete. (Onnan
lehet továbblépni, és eljutunk a 12-höz.)

A KöMaL 1974. novemberi számában Kolmogorov: A matematikusi hivatásról c.
cikkében ezt olvashatjuk:

Például már ragyogó matematikusnak kell lenni ahhoz, hogy csukott szemmel, ábra
nélkül, világosan el tudjuk képzelni magunknak egy kocka felületének azt a
síkmetszetét, melynél a metsző sík merőleges a kocka egyik testátlójára és átmegy
annak középpontján.

Képzeljük el! Mi lesz a síkmetszet?

4. Van-e négy olyan racionális szám, melyek egyike sem egész, de bármely két szám
szorzata egész szám?

Megoldás. A válasz: Vannak ilyen számok.

Veszek négy prímet, és képezem három szorzatát osztva a negyedikkel.

Például: , ,  és .

5. Egy kör alakú nyakláncon 15 kék és néhány piros gyöngyszem van. A lánc bármely
olyan szakaszán, ahol van 6 kék gyöngyszem, ott legalább 3 piros gyöngyszemet is
találunk. Legkevesebb hány piros gyöngyszem van ezen a láncon?

Megoldás. A válasz: 9.

A láncon 8 szomszédos gyöngyszem között legfeljebb 5 kék (így legalább 3 piros)
gyöngyszem van, hiszen ha lenne legalább 6 kék szem, akkor már nem lehet 3 piros,
amit a feltétel elvár.

Nézzünk  egymás után sorakozó gyöngyszemet. Közöttük legfeljebb
 kék, és legalább  piros gyöngyszem van.

Ha a láncon 15 kék szem van, akkor van legalább 9 piros gyöngyszem is.

 
Van olyan nyaklánc 15 kék szemmel, amelyen 9 piros gyöngyszem van, és teljesül
az elvárt feltétel. Két ilyen láncot látunk az ábrán.

Megjegyzés. Az egyik beküldő így indokolt:

A válasz 9. Erre pl. jó megoldás az 5 kék 3 piros váltakozva. Ennyi viszont
szükséges is. Ugyanis tekintsük a 15 kéket 3 diszjunkt 5-ös csoportban, ahol a két
szélső is kék. Ekkor tekintsük, hogy hány piros van az 5-ös csoportokon belül. Ha
mindegyik legalább 3 pirosat tartalmaz, akkor kész. Ha kevesebbet, akkor viszont a
csoport szélső kékje mellett mindkét oldalon pirosnak kell következnie. Ha belül 2
piros volt, akkor 1-nek, ha belül 1 piros volt, akkor kettőnek, ha belül 0, akkor 3-
nak. Számoljuk a pirosakat az 5-ös csoporton belül és tőle az óramutató járásával
egyező irányban. Ez az összeg a feladat feltétele miatt mindig legalább 3. Tehát kell
3-szor 3 piros.

6. Az újoncok felálltak egy sorban az őrmesterrel szemben. A „balra át” parancsra
néhányan balra, a többiek jobbra fordultak. Kiderült, hogy kétszer több katona nézi a
szomszéd hátát, mint az arcát. Ezután a „hátra arc” parancsra mindenki az ellenkező
irányba fordult, és most háromszor több katona nézi a szomszéd hátát, mint az arcát.
Hány katona áll a sorban?

Megoldás. A válasz: 18.

Tegyük fel, hogy a katonák két oszlop között sorakoznak. Az első parancs után
minden újonc a szomszédja hátát vagy az arcát nézi, kivéve a szélen lévő két
katonát, akik nézhetik az oszlopokat is.

Vegyük észre, hogy a „hátra arc” parancs után is ugyanannyian nézik a szomszéd
hátát, mint korábban, ez nem változik. Válasszunk két szomszédos katonát, ha
egyikük a másik hátát nézi, akkor megfordulás után ez a szomszéd nézi az előbbi
katona hátát. Akinek eddig a hátát nézték, fordulás után ő fogja a másik hátát nézni.
A szélen álló katonák megfordulása sem változtat a szomszéd hátát nézők számán.
Csak a szomszéd arcát nézők száma változhat.

Az első parancs után 2-szer annyian nézik a szomszéd hátát, mint a szomszéd arcát.
A második parancs után ez az arány 3-szorosra nő.

Ha az első parancs után azok száma, akik a szomszéd arcát látják , a második
parancs után pedig , akkor a szomszéd hátát nézők száma , illetve , és mint
tudjuk, ez mindkét esetben ugyanannyi: . Tehát a szomszéd arcát nézők
száma csökken a második parancs után.

A csökkenést a szélen álló katonák megfordulása teszi lehetővé. Ha körben állnának
az őrmester körül, akkor ezek a számok nem változnak, mert ekkor minden katona
az egyik szomszédjának az arcát vagy a hátát nézi, tehát ennek a kétféle számnak az
összege állandó (azonos a katonák számával). Mivel a másik hátát nézők száma
változatlan, így a szomszéd arcát nézők száma is állandó.

A katonák azonban most sorban állnak. A két szélső katonát kell figyelnünk. Ha
fordulás előtt a két szélső katona közül az egyik az oszlopot nézi, a másik a
szomszédját, akkor a fordulás után is ilyen helyzet lesz, ekkor nincs változás a
szomszédokat nézők számában. Emiatt nem változik a szomszéd arcát nézők száma.
Ha mindkét szélső katona az oszlopot nézte, akkor a fordulás után 2-vel növekedne
a szomszédokat nézők száma, azaz a szomszéd arcát nézők száma (hiszen a hátát
nézők száma változatlan), ami ellentmond a feladat feltételének, ami a szomszéd
arcát nézők számának csökkenését jelenti.

Ha a két szélső katona a fordulás előtt a szomszédját nézi, akkor a fordulás után az
oszlopokra néznek. Most csökken a szomszédokat nézők száma 2-vel, így 2-vel
csökken a szomszéd arcát nézők száma.

. Mivel , innen . Ha tehát az első parancs után senki
nem néz az oszlopokra, akkor 6 nézi a szomszédja arcát, és  a szomszédja
hátát. Összesen  újonc sorakozik az őrmester előtt.

 
Megjegyzés. Az egyik beküldő így indokolt:

18 katona. Jelölje  a hátat,  az arcot látó katonák számát. A szélen kifelé nézők
nem számítanak. Megforduláskor  változatlan. Az  értéke pedig 2-vel nő.

Ezért  és . Ebből  és .

7. A varázslótanoncok iskolájában 7 tanítvány ül egy asztal körül, jövendölésből
vizsgáznak. Mindenki megjósolja, hogy önmagát és a két szomszédját kivéve a többi 4
tanonc közül kinek lesz majd sikeres a vizsgája. Egy vizsga akkor sikeres, ha a vizsgázó
tanoncnak mind a 4 jóslata beválik. A tanoncok nem bíznak társaik képességeiben,
mindenki azt jósolja, hogy sikertelen lesz a többiek vizsgája. Hányan mehettek át a
vizsgán?

Megoldás. A válasz: Pontosan 2 tanonc ment át.

Van olyan vizsgázó, aki átment, hiszen ha minden tanonc kudarcot vall, akkor
bármely 4 egymás melletti tanoncról nyilatkozó vizsgázónak igaza lenne, így
sikeres lenne a vizsgája, ami ellentmondásos.

Tegyük fel, hogy Baltazár átmegy a vizsgán.

Ezért az a 4 vizsgázó, akikről nyilatkozik, sikertelen vizsgát tesz. Ez a 4 vizsgázó
valóban sikertelen ebben a helyzetben. Ugyanis nézzük a 4 vizsgázó egyikét,
Nostradamust. Ő azt jövendöli, hogy a vele nem szomszédos 4 vizsgázónak
sikertelen lesz a vizsgája, ám közöttük van Baltazár, aki átment a vizsgán. Így
Nostradamus jóslata nem vált be, valóban sikertelen a vizsgája.

Tehát a Baltazárral nem szomszédos 4 tanonc egyike sem sikeres.

 
Van még két vizsgázó, Baltazár szomszédai, ők Amina és Cassandra. Vajon
sikerült-e a vizsgájuk?

Ha Amina jóslata beválik, akkor a vele nem szomszédos 4 tanonc tévesen jósol,
köztük Cassandra is. És valóban, Cassandra jóslata téves, mert Amináról is azt
jövendölte, hogy nem válik be a jóslata.

Ha Amina jóslata téves, az csak úgy lehet, ha Cassandra jól látja a jövőt, és valóban,
Cassandra jóslatai teljesülnek.

Tehát Baltazár egyik szomszédja teljesíti a vizsga követelményét, a másik szomszéd
nem.

Azt kaptuk, hogy a 7 tanítványból valamely két szomszédos tanonc sikeresen
vizsgázik, a többiek hibásan jósolnak.

Megjegyzés. Két indoklás a beküldőktől:

Ketten. Legyenek a tanoncok körben 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Lehetetlen, hogy mindenki
megbukott, mert 4 egymás melletti bukottal szembeni tanonc minden jóslata talált.
Ha van legalább egy sikeres vizsgázó, legyen ez a 2-es. Ekkor 4, 5, 6, 7 megbukott.
Ha 3 megbukott, akkor 1 átment. Vagy fordítva.

Két egymás mellett ülő varázsló ment át, mert ők egymásnak nem jósolnak, tehát
igaz hogy 4 nem megy át. A többi 5 varázsló is azt jósolja hogy senki nem megy át,
de nekik benne van a két sikeres vizsgázó tehát nem válik be a jóslat.

Az egyik beküldőtől ez a válasz érkezett: 2, de ez egy nagyon igazságtalan vizsga.

Róka Sándor
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