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Reál-adótöbblet
(Jövedelemnövekedése 20%,  áremelkedés 25%)
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Reál-adótöbblet 2005-ben egy el���	���adótábla-javaslat szerint
g = 7%, π  = 5%
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Az átlag-kulcsok összevetése
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1. ábra 2. Ábra 3. ábra

Az X tengelyen X értékeit mértük, az Y tengelyen pedig Y értékeit mértük.

Ha a kovariancia értéke, illetve a korrelációs együttható értéke pozitív, akkor az azt jelenti, hogy az X ismérv
növekedésére az Y ismérv is növekedéssel reagál (1. ábra), ha negatív, akkor az X növekedésére az Y csökken (2.
ábra). Eddig rendben is van, de mit mondhatunk akkor, ha a kovariancia értéke nulla (3. ábra). Ebben az esetben
természetesen a korrelációs együttható értéke is nulla, és azt jelenti, hogy abszolút nincs 
�������������������������
���������
�������������
�����
��

Azt tudjuk, hogy ha X és Y ismérvek függetlenek, akkor a kovariancia értéke nulla, de igaz-e ez fordítva is? Nem!
Legalábbis általában nem.
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Az alábbi következtetéseket vonjuk le:
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Egy példán keresztül bebizonyítjuk: abb����������
������������������	�
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������������
���������������
�������� ������!

Példa 1.1:

)������$����%�����
� ��*�+���������� �
������������&�
('��������
�,

, és

,

ahol 0<p<1. Akkor ( ) ( ) ( ) 0=== XYMYMXM  azaz az X és Y ismérvek kovarianciája nulla, azaz korrelá-

latlanok.

Mivel azonban

( ) ( ) ( ) ( )
4

1
0000,0

2p
YPXPYXP

−==⋅=≠===  tehát nyilván nem függetlenek,

-
(����
��
����.������ ��"����$���%�����������������������������
�����
��� xyr  közel áll a nullához) nem mond sokat,

mert a lineáris kapcsolaton kívül még végte���!���������#��
����.!���������+���
�����
�������"��������/
��
�
����##�������.!�������������0��������������
�
#����&��������������������������'��ezeket akkor érdemes kipróbálni,
ha tudjuk, hogy az ismérvek nem függetlenek. Hiszen csak így várhatunk eredményt. Ezek alapján fontos tudnunk,
hogy az ismérvek függetlenek-e mert ha igen, akkor nem érdemes keresnünk közöttük semmiféle kapcsolatot. Ezért
tekinthetjük ezt afféle �"������
�������
�is.

Ha a kovariancia, illetve a korrelációs együttható is nulla (egymásból következnek) és tudjuk azt is, hogy X és Y
együttes eloszlása normális�
������##�������
��X és Y függetlensége is következik.

2.§  A függetlenség tesztelése, két mennyiségi ismérv esetén
(amikor az egész sokaság adatai ismeretesek)

Abból a m '����#���.��&�������'&�����
�������������������������
�����
���
��������������
�&��&����1��2
���!�������"���
����"���3�������4���������������������������

Példa 2.1: Legyen X és Y két mennyiségi ismérv, és legyen egy tíztagú sokaságunk, amelyre az���������
������2
��������������������.��,

X: 25 36 59 0,4 0,7 0,9 1 2 3 16
Y: -0,13 -0,99 0,64 0,39 0,64 0,78 0,84 0,91 0,14 -0,29
5����
��
���
����������
������������������� �����!��"
� �
���������������,

C
xy

=-2,493

r
xy

=-0,245

Ábrázoljuk a sokaság adatait:
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A korrelációs együttható alapján (-0,245) arra következtethetünk, hogy az X, és Y mennyiségek között a lineáris
összefüggés nagyon gyenge. Ezek alapján felmerül a kérdés, hogy a mennyiségek között van-e valamilyen össze-
függés, vagy esetleg függetlenek. Az ábrára pillantva szabad szemmel még azt sem tudjuk megállapítani, hogy
milyen függvényt próbáljunk ezen kívül illeszteni a pontokra.

Ez az a pont, amikor felmerül, egy függetlenségi teszt iránti igény.

2.1  Függetlenségi teszt bevezetése
5�.!������������������������
������������������(asszociáció) vizsgálatánál használt módszer adta.

)��������
�����������������
���� ���������,

X: x
1

x
2

x
3

… x
k

Y: y
1

y
2

y
3

… y
k

Ezeket egy koordináta-rendszerbe helyezzük, és az “outlier” módszer alkalmazásával kihagyjuk a mérési hibából
származó (az adatok közül kilógó) adatokat1 .

2.1.1  A “Box and Whiskers” módszer

Az X ismérv adatai alapján kiszámoljuk a kvartiliseket: 321 ,, QMeQQ = -at.

Ezeknek a számoknak a seg*���������������"
� ��
������������&�
� �,

( )

dQF

dQF

QQd

f

a

+=
−=
−⋅=

3

1

135,1

fa FF illetve, 2.���(�����!��
�#�����.���������+����
�� �"
��������������.�����"
������

7 0�P<�8��	��Q�������G�����������
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fxésax adják meg az úgynevezett “bajszok” hosszát.

2.1. Def: Azokat az értékeket, amelyek [ ] [ ]ffaa FFFF ;illetve; ''
 intervallumokban vannak mérsékelten idegen

adatoknak nevezzük.

Me

Q1 Q3

Fa FfF’a F’f

xa xf

„Box and Whiskers” ábra

2.2. Def: Azokat az értékeket, amelyek kisebbek 
'

aF vagy, amelyek nagyobbak 
'

fF -nél extrém idegen (teljesen

idegen) adatoknak nevezzük.
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Me

Q1 Q3

Fa FfF’a F’f

xa xf

„Box and Whiskers” ábra

5���#�
�
�
�(���
�����������(���������������"
� �������.������ �,

• a szóródásról,

• az aszimmetriáról, csúcsosodásról,

• ��� � ������������&��������
���������'�������"�#�# �������
�"
��
��

Egy szóv
������&'(&�����
����
��!�+��2.!������(�����������5�"�������
��
������#���
��
��
�����������"�������
.!���
��������
��&�������������������������
������� ��

A fent bevezetett ”Box and Whiskers” módszert mindkét ismérv X és Y adataira alkalmazzuk. A továbbiakban
azokat az adatokat fogjuk elhagyni, amelyek legalább az egyik ismérv szerint “mérsékelt idegenek”.

Legyen:
{ } { }
{ } { } ∗∗

∗∗

======

======

m

n

ykiyykiy

xkixxkix

,1,ymax,,1,ymin

,,1,xmax,,1,xmin

imax0imin

imax0imin

Az[ ]maxmin , xx intervallumot felosztjuk n részre és az [ ]maxmin , yy ������
��&�������'������������6����&�
('��2

�������������
�
��������&���.�������##������##������������
�
����
�
�� { } { }∗∗
ii yx illetve, �����������������


�����������'���������
��*�� ������*��������5���.��(&�����.���������"����
'
�
�������!������������������3���2
���
�
�#
4������

Az adataink által meghatározott téglalap felbontásának szempontjai

A felosztás elkészítésénél felmerül egy fontos kérdés: Hogyan válasszuk meg a téglalapjaink méreteit? “Kisebbek”
legyenek, esetleg “nagyobbak”, milyen arány legyen az oldalaik között? A példák megoldása során intuitív (empi-
rikus) választ próbálunk nyerni ezekre a kérdésekre! (Hátra lesz még a sejtésünk bizonyítása).
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A táblázat elkészítése (*)

5�37�0���
�'�8"������4���+���� '�����
��
��
���
�&����
�����
�
'��
'
���
��
�������������#���
�#
�"������!�,

X/Y [ ]∗∗
10 , yy [ ]∗∗

21 , yy [ ]∗∗
− jj yy ,1 [ ]∗∗

− mm yy ,1

[ ]*
1

*
0 , xx 1,1f 2,1f 2,1f mf ,1 ,.1f

( ]*
2

*
1 , xx 1,2f 2,2f jf ,2 mf ,2 ,.2f

�

( ]∗∗
− ii xx ,1 1,if 2,if jif , mif , ,.if

�

( ]**
1 , nn xx − 1,nf 2,nf jnf , mnx , ,.nf

1.,f 2.,f jf ., mf ., N

Ha a sokaság N tagú jelölje

ijf az együttes gyakoriságok = azon egyedek számával, amelyek az ( ] ( ]∗∗
−

∗∗
− × jjii yyxx ,, 11   oldalú téglalapban

találhatóak.

.if azon egyedek száma amelyekre az X ismérv az ( ]∗∗
− ii xx ,1  intervallumban vesz fel értékeket, vagyis az ( ]∗∗

− ii xx ,1

���#
�����������������
�

jf .  azon egyedek száma, amelyekre az Y ismérv az ( ]∗∗
− jj yy ,1  intervallumban vesz fel értékeket, vagyis az

( ]∗∗
− jj yy ,1 �������#
�����������������
�

9
�
����
����'��������
�����
�.����#�����������
� ��*�+�����
����������������.�(��"��������
��
#����:����
����2
���������*���vel:

N

f
p

N

f
p

N

f
p j

j
i

i
ij

ij
.

.
.

. ,, ===

A 2χ , illetve a Cramer-mutató bevezetése

A definíció alapján X, Y függetlenek, akkor és csak akkor, ha:

( ] ( ]( ) ( ]( ) ( ]( )∗∗
−

∗∗
−

∗∗
−

∗∗
− ∈⋅∈=∈∈ jjiijjii yyYPxxXPxyésYxxXP ,,,, 1111  minden i=1…n  és  j=1...m,

azaz:

3 0�'���	���
��%1.��C��
.��=�����!����
�������
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esetén. ji,bármilyen 0
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−⇔⋅=⇔⋅=
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ff
f
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ff
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f
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f
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N

f
ppp

ji
ij

jiijjiij
jiij

Tehát X és Y független akkor és csak akkor, ha:

0
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1
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−∑∑
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ij
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i N

ff
f
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−

= ∑∑
= =

χ

;��##��
�"
��
'���.�(����#���������.��(&���"������������������
�.!����������
������&��

Tétel 2.1.: Legyen a sorok és oszlopok minimuma, pl. m (persze n is lehet az általánosság megsértése nélkül) ekkor:

( )10 2 −⋅≤≤ mNχ
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Bizonyítás2 :











−

⋅
=









+−

⋅
=









+−

⋅
=

=









+−

⋅
=







−

=






−

=

∑∑∑∑∑ ∑∑∑∑∑

∑∑ ∑∑∑∑

= == == == == =

= = = == =

112
12

2

1 1 ..

2

1 1 ..

2

1 1
..2

1 11 1 ..

2

1 1 1 1
2

..

..

2

..

2

..

1 1 ..

2

..

2

n

i

m

j ji

ij
n

i

m

j ji

ij
n

i

m

J
ji

n

i

m

j
ij

n

i

m

j ji

ij

n

i

m

j

n

i

m

j

ji
ij

ji

ij

ji

ji
ijn

i

m

j ji

ji
ij

ff

f
N

ff

f
Nff

N
f

Nff

f
N

N

ff
f

Nff

f
N

ff

N

ff
f

N

N

ff

N

ff
f

χ

Legyen m<n.
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Korábban már láttuk a korrelációs együtthatónál, hogy több információt nyerhetünk, ha értékét egy zárt interval-

lumba[ ]1,0 �����*�(&������������
������������������������(&��<��2��2��,

( ) 1
1

0
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≤
−⋅
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nN

χ

Definíció 2.1.: A ( )1
2

−⋅ nN

χ
 kifejezést C-vel jelöljük és Cramer-mutatónak hívjuk. (Ezt a mutatót már koráb-

ban az asszociációnál is használtuk.)

Megjegyzés: Minél közelebb van C az 1-hez annál szorosabb a kapcsolat a mennyiségi ismérvek között, és minél
közelebb van a 0-hoz annál gyengébb a kapcsolat szorossága, így a függetlenségükre gyanakodhatunk.

Térjünk vissza most a példánkra, ahol a korrelációs együttható értéke nagyon kicsi volt (majdnem 0).

Véle tlen pontok 
0 < x < 25  és  0 < y < 12  intervallumban
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Alkalmazzuk ezek után a bevezetett tesztet az 2. 1 példánkon: A Cramer-mutató:

C=0,77

5����
��&���"����=>��??�
���
����&�
�(
�����&���
��"�����
���
�����
�������������������
��$���%���������@�"�t
semmiféleképp nem szabad függetleneknek tekintenünk a mennyiségeket! Ezek szerint van remény, hogy valami-
lyen alkalmasan választott függvényt illeszthessünk az adatokra.

Alkalmazzuk ezt a tesztet egy másik példára, amelynél szabad szemmel is látható lesz a determinisztikus összefüg-
gés az ismérvek között.
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A kovariancia és a korrelációs együttható:

yxC , = 0,741

yxr , = 0,529
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������*���5���������� �����!��"
� ����#���
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�����������������2
�!����"����
���������������������������������������.!����������������
��������������rveink között. Jól látszik
az ábrán, hogy nem lineáris kapcsolat van az adatok között.

Ha elvégezzük függetlenségi tesztet a Cramer-mutató: C = 0,837

A##���
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������������!����"���������
��
�����
�����������
�
������������������1������������"
�(&��
�.!�getlensé-
get közöttük, hiszen mint azt korábban már megmutattuk akkor 0-t (vagy ahhoz közeli értéket) kellene kapnunk.
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Próbáljuk meg, hogy finomítjuk a “téglalapok” méreteit és végezzük el úgy is a tesztet. Természetesen attól, hogy
finomabb felosztást választottunk, a kovariancia és a korrelációs együttható értéke nem változik meg. Csak a Cramer-
mutató fog megváltozni. C = 0,9126

A kapott eredményt értékelve megállapíthatjuk, hogy az ismérvek közötti kapcsolat nagyon szoros érték megköze-
líti az 1-et. Láthattuk, hogy a felosztás finomítása valóban “javította” az eredményünket, közelebb vitt minket az
általunk ismert valósághoz.

shapeType75fFlipH0fFlipV0fLockAspectRatio1hspNext1027pib6e7204b00ecc6cdeb851e1e7fd22ef29pictureId131072pictureGray0pictureBiLevel0pictureActive0fFilled0fHitTestFill1fillShape1fillUseRect0fNoFillHitTest0fLine0fPreferRelativeResize1fLayoutInCell0fLayoutInCell0

Véle tlen pontok 
0 < x < 25  és  0 < y < 12  intervallumban
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Véle tlen pontok 
0 < x < 25  és  0 < y < 12  intervallumban
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Nézzünk még meg egy olyan ��'����
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Kiszámítottuk: C=0,19978, A Cramer-mutató értékei is X és Y függetlenségét támasztják alá.

3.§ Hipotézis vizsgálat: két mennyiségi ismérv függetlenségének vizsgálata 2χ próbával
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e a két mennyiségi ismérv.
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A 0H hipotézisben feltételezzük a függetlenséget. A 1H ellenhipotézisben az szerepel, hogy X és Y nem függet-

len. A minta alapján el kell majd dönteni, hogy egy adott szignifikancia-szinten elfogadjuk-e a 0H hipotézist, vagy

0H -t elutasítjuk miközben 1H -t fogadjuk el. Ha a második eset következik be, akkor érdemes majd olyan függ-

vényt keresni, amit majd az adatokra illeszthetünk.

Legyen

{ } { }
{ } { }kiykiy

kixkix

m

n

,1,ymax,,1,ymin

,,1,xmax,,1,xmin

ii0

ii0

=≤=≤

=≤=≤
∗∗

∗∗

Felosztjuk az [ ∗∗
nxx ,0 ] intervallumot n�����������������
� [ ]∗∗

myy ,0 intervallumot pedig m ��������������
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X/Y [ ]∗∗
10 , yy [ ]∗∗

21 , yy [ ]∗∗
− jj yy ,1 [ ]∗∗

− mm yy ,1

[ ]*
1

*
0 , xx 1,1p 2,1p 2,1p mp ,1 ,.1p

( ]*
2

*
1 , xx 1,2p 2,2p jp ,2 mp ,2 ,.2p

�

( ]∗∗
− ii xx ,1 1,ip 2,ip jip , mip , ,.ip

�

( ]**
1, nn xx − 1,np 2,np jnp , mnp , ,.np

1.,p 2.,p jp., mp., 1

• A H
0
 hipotézisben azt állítjuk, hogy X,Y független, vagyis hogy:

jiji ppp .,,., ⋅= teljesül ∀   ni ,1=  és mj ,1=  esetén.

• A H
1
 hipotézisben pedig a H

0 
hipotézis ellentettjét állítjuk, vagyis, hogy:

hogymjésni ,1,1 =∃=∃ jiji ppp .,,., ⋅≠
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A 2χ próbafüggvény
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a 2χ  eloszlást közelíti meg.

Bizonyítás3 :
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X/Y � ( ]∗∗
− jj yy ,1 � összesen

� � �

( ]∗∗
− ii xx ,1 � ijf � .if

� � �

Összesen: � jf . � N

A 0H hipotézisben azt tételeztük fel, hogy a X és Y független.  A legkisebb téglalapot választjuk, amely az összes

adatot lefedi, és a fenti módszer szerint osztjuk további m x n db kis téglalapra. A 0H hipotézis igazát feltételez-

ve: jiij ppp .. ⋅= �
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A 0H  hipotézist igaznak tekintve fölírhatjuk. jiij ppp .. ⋅=

Mivel ,.  illetve, ji pp �
� ��*�+������� ���� �����(!��� ���ket a minta alapján becsüljük. a minta arányokkal:
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Ezek szerint, 
N

f
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f
pp ji

ij
., ⋅== , ha a 0H hipotézist igaznak tekintjük.
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A nagy számok törvénye alapján tudjuk, hogy nagyon nagy minta esetén a binomiális eloszlás a normál eloszláshoz

közelít. Tehát feltételezhetjük azt, hogy ijξ  normális eloszlást követ nagyon nagy N esetén. Ekkor

)(

)(

ij

ijij

D

M

ξ
ξξ −

 standard normál eloszlást követ (elég nagy N esetén).

A##���
��������������"����
������������
� ��*�+���������� ��
�������
�'
�'����������������:��
� ��*�+�������2

��� ��������������������������*����&������ 2χ eloszlást követ:

∑∑
= =



























−

⋅

⋅
−

=
n

i

m

j jiji

ji
ij

N

f

N

f

N

ff

N

ff

1 1

2

....

..

2

1

ξ
χ

(1)

A fent fölírt ö������������(#���
��
N

f

N

f ji ..1−  különbség helyébe írjunk 1-et, aminél a különbség biztosan kisebb.

Ezt megtehetjük, mivel, ha N tart végtelenhez, ak-

kor
N

ff
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f
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f jiji .... mint  kisebb) (sokkal nullához tart hamarabb
⋅

⋅ .

Ezzel pedig az eredeti négyzetösszeget minoráltuk. Az így kapott összeg nem más, mint a hipotézisvizsgálatban

használt 2χ függvény:
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  (2)                       •

Megjegyzés 3.1: 2χ -nek (n-1) (m-1) szabadságfoka van.
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