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Eloszo

A Geomatikai Kozlemények II. kotete egy Osszefoglalo jellegli mi,
amely a szerzének a modern matematikai modszerek alkalmazéasaval a geo-
déziaban mintegy masfél évtized alatt elért kutatasi eredményeit tartalmaz-
za. A szerz0 a bemutatott modszereket konkrét geodéziai problémak meg-
oldasara alkalmazta. Természetesen, a korszerliség a tudomany fejlodése
folyaman relativ, gyorsan valtoz6 fogalom, ahol a teljességet biztositani
szinte lehetetlen. Ennél fogva a kotet cime és tartalma nem kizarolagos ér-
telemben értendd. A targyalt modszereken kiviil még szadmos korszeri ma-
tematikai modszert alkalmaznak a geodéziaban. Nyilvanvaloéan sok egyéb
fontos témakdrt, nem ismertetett eljarast, kivalo kollégak kutatasi eredmé-
nyeit is fel kellett volna dolgozni. Ilyen értelemben tekintse e miivet beve-
zetésnek a tisztelt Olvaso, amelyben az ismertetett modszerek barki altal,
mas problémak megoldasara is tovabbfejleszthetok.

Minden nyomdatermék megjelenésekor felmeriil a természetes kér-
dés: kiknek késziil a kiadvany? A korszerli matematikai modszerek geodé-
ziai alkalmazasai napjainkban is szamos kutatasi teriileten gyorsan terjed-
nek. Ugy gondolom, hogy olyan témakorokben, mint a robusztus becslések,
a wavelet transzformacio6 stb..., igény van arra, hogy a lényegre koncentra-
16, az alkalmazas modjat bemutat6 eljarasok nagy hatasfokkal elsajatithatok
legyenek. Remélem, haszonnal fogjak forgatni ezen lapokat matematikai
ismeretekkel megaldott doktoranduszok, a matematika irant fogékony fiatal
kutatok és a matematikai modszereket alkalmazni kivdné mérnokok.

A problémak felvetéséhez, a lehetséges megoldasok kereséséhez, az
eredmények diszkussziojahoz nagyon sok segitséget kaptam kollégaimtol.
Ezaton szeretném mindazoknak a munkajat is megkoszonni, akik valami-
lyen formaban hozzajarultak a mi létrejottéhez.

Koszonet illeti az MTA Veszprémi Tertlileti Bizottsagat és az OTKA

T 025320 palyazatat, hogy anyagi tamogatasukkal lehetové tették a kiad-
vany megjelenését.

Zavoti Jozsef
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BEVEZETES

A geodéziaban a Gauss ¢és Legendre altal lefektetett matematikai alapokra
az eltelt két évszdzad soran egy Osszetett logikai rendszer épiilt. A modern
méréstechnikai eszk6zok (GPS, mesterséges holdak, inercialis miszerek...)
fejlédése U matematikai modellek és megoldasi modszerek megteremtését teszik

sziikségessé.

Az clkeriilhetetlen megfigyelési hibadk jelenlétének tudataban, a
geodézidban nem elégsziink meg az adott feladat megoldasdhoz sziikséges
legkevesebb szamu mérés elvégzésével, hanem folos méréseket végziink. fgy a
megfigyelések és a keresett mennyiségek (ismeretlenek, paraméterek) k6zott nem
allithato fel ellentmondasmentes (konzisztens) fliggvénykapcsolat. Feladatunk: a
végrehajtott mérések alapjan a keresett mennyiségekre a legmegbizhatobb becslést

adni.

Boscovich (1757) és Laplace (1799) erre a célra az abszolut eltérések

Osszegének minimalizalasat (L; norma) hasznalta. Gauss (1794) a legkisebb
négyzetek modszerét (LNM, L, norma) vezette be, Csebisev (1853) a maximalis

eltéréseket minimalizalta (mini-max modszer, L, norma).

Ha normalis eloszlasti megfigyeléseink vannak, akkor a lineéris becslések
osztalyaban a LNM (Gauss-Markov elmélet) szolgaltatja a legmegbizhatobb
értékeket a keresett mennyiségekre. A modszer kimerit6 elméleti targyalasa tobbek
kozott Detrekdi, Koch és Wolf kiegyenlitd szamitast targyald konyveiben talalhato
meg. A LNM legnagyobb hatranya, hogy nagyon érzékeny a megfigyelésekben

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5.



6 Zavoti J
esetlegesen eléforduld durva hibikra. A moddszer alapvetd tulajdonsaga (hibaja),

hogy a lokalisan fellépd kiugro értékeket az 0sszes javitasra szétosztja. Kiilondsen
nagy adathalmazok feldolgozasanal adodhatnak megbizhatésagi problémak, mivel

egyidejlleg tobb kiugro érték is elé6fordulhat.

Ezzel szemben I1éteznek nemlinearis becslési moddszerek, amelyek

robusztusak, azaz kevésbé érzékenyek a normalis eloszlastol valo eltérésekre.

A matematikai statisztika elmélete az utolso évtizedekben egy 0j dramlattal,
a robusztus becsléssel gazdagodott. Ennek az 0j aramlatnak a megjelenése azzal a
ténnyel hozhat6 kapcsolatba, hogy a paraméterbecslésekhez alkalmazott
feltételezések, pl. normalités, linearitas, fiiggetlenség csak kozelitéleg teljestilnek.
Ezen kivil az automatizalasra valo torekvés magaban hordja a durva hibak
megmaradasanak veszélyét, ami nagymértékben csokkenti a becslések

megbizhatdsagat a klasszikus modszerek esetén.

A robusztus becslési modszerek lehetévé teszik a kiugro értékek
automatikus kizarasat, valamint lehetOséget biztositanak arra, hogy bizonyos
hatarok kozott csokkentsék a "szennyezett" mérési adatok hatasat a

paraméterbecslés soran.

A robusztus becslések teriiletén végzett kutatasaim kezdetén célomnak
tekintettem, hogy a matematikai statisztikaban eléfordulé robusztus becslési
modszereket megismerjem, ezek tulajdonsagait bemutassam, e modszereket
kiilonbozé geodéziai feladatok megolddsara felhasznaljam és a kapott becslések

megbizhatdsagat megitéljem.

Geomatikai Kozlemények II., 1999



BEVEZETES 7
Az 1. fejezetben targyaltam a robusztus becslési modszerek matematikai

alapfogalmait.

A 2. fejezetben megvizsgaltam a maximum likelihood tipusu becslések (M-
becslések) geodéziai alkalmazhatdsagat. Ennek keretében kiilonbdzé robusztus
becslési modszereket hasonlitottam 0ssze, €s 0j robusztus becslési eljarasokat is
bevezettem. Ilyenek tobbek kozott a Huber-, Hampel-, Soproni- és L, normas
becslések, valamint egyéb, kiilonbozo sulyfiiggvényekre alapozott megoldasok. A
Helmert- és a projektiv transzformaciokra is megadtam az M-becslési
modszerekbdl levezetett iterativ sulyozasi szabalyokat. A Percy Tham- és Tarczy-

Hornoch-féle médszerekre is kidolgoztam az M-becslési modelleket.

A 3.fejezetben az L, normas becslések elmeletét targyaltam ¢s megoldast

adtam a Gauss- Markov modellre, a két- és haromdimenzids (2D-3D) hasonlosagi

transzformaciokra.

A digitalis fotogrammetria sok adatbdl allo és durva hibakkal terhelt
adatrendszereinek  kiilonb6z6 transzformacioinak végrehajtasahoz robusztus
becslési modszereket sziikséges ismerni. A 4. fejezetben L; normaban
megalkottam a Helmert-, a projektiv és a 3D hasonlésdgi transzformacid

matematikai modelljét.

Az 5. fejezetben tanulmanyoztam és kidolgoztam a Boscovich-Laplace

feltétel alkalmazasat az L; normas becslésekre. Ezen megoldast is kiterjesztettem a

linearis regressziora €s a nemlinearis hasonldsagi transzforméacidkra. A kiilonbozd

eljarasokat Monte Carlo mddszerrel teszteltem.

Geomatikai Kozlemények I1., 1999



8 Zavoti J
A nem teljes rangti Gauss-Markov kiegyenlité szamitasi modellek

matematikailag korrekt feldolgozasa az SVD modszerrel torténik. A szingularis
vagy numerikusan kozel szingularis normdalmatrixszal rendelkezd geodéziai
problémak nagy kozéphibaval oldhaték meg. A robusztus becslési moddszerek
tanulmanyozéasa soran szerzett tapasztalatokat felhasznalva a 6. fejezetben
kidolgoztam egy olyan becslési modszert, amely az LN megoldasokat sulyozza és

minimalis kdzéphibat ad.

A sztochasztikus folyamatok analizalasanak elsd 1épése a determinisztikus
Osszetevd eltavolitasa. A 7. fejezetben megvizsgaltam, hogy az altalam
altalanositott spline interpolacié alkalmas-e a trend levalasztasara. Az alacsony
frekvencia komponensek kiszlirését a trigonometrikus interpolécio ujfajta

alkalmazasaval kiséreltem meg.

A térinformatikaban, a digitalis képfeldolgozasban eléforduldo nagyméretii
adatrendszerek tomoritett formaban vald taroldsa alapvetéen fontos feladat. A
wavelet transzformaci6 ortogonalis tulajdonsagat kihasznalva a 8. fejezetben azt

kaptam, hogy kivaldan alkalmas az adatrendszerek tomoritésére.

Az elméleti levezetéseken tilmenden valamennyi modszerre kifejlesztettem

a gyakorlati alkalmazasokhoz sziikséges programrendszereket is.

Geomatikai Kozlemények II., 1999
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1. A ROBUSZTUS BECSLESEK VALOSZINUSEGI
MODELLJE

Az elmult idészakban a geodéziai szakirodalomban szamos, a robusztus
becslések témakoréhez kapcsolodd tanulmany jelent meg. A geodéziai és
fotogrammetriai méréseket a véletlen jellegli hibak mellett szabalyos és durva hibak
terhelhetik, és figyelembe nem vételiik, illetve kisziirésiik nélkiil a legkisebb négyzetek
elve alapjan torténd kiegyenlités eredménye bizonytalan lesz. Ennek megfeleléen a
durva hibak kiegyenlités elotti felderitése igen fontos fazisa a geodéziai szamitasoknak.
Kisszamt mérési adat feldolgozasa esetén nem is jelent nagy gondot ez az ellenérzés, de
a szamitastechnika fejléddése, az automatikus adatnyerés és feldolgozas igénye mar
megneheziti az adatok manualis ellendrzését. Tovabbi gondot jelent az is, hogy a mérési
adatokat "szennyezd" kisebb durva hibak nehezen deritheték fel. Ezek a tények
alapoztdk meg azt az igényt, hogy a geodézidban megszokott szamitdsi modszerek
mellett 0j modszereket dolgozzunk ki a durva mérési hibdk szlirésére. Ebben a
fejezetben Osszefoglalom a geodéziai adatok feldolgozasahoz leginkabb alkalmazott
kiilonboz6 robusztus becslési eljarasokat. A magyar geodéziai szakirodalomban
Detrekoi (1986) tanulmanya targyalta el0szor a robusztus becslések alkalmazasat mérési
adatok feldolgozasdhoz. A téma jelentdségét mutatja, hogy Detrekéi (1991) a
kiegyenlitd szamitast targyald konyvében kiilon fejezetet szentelt e témanak. Soha

(1986) a mérési javitasoktol fiiggd stilyozasokon alapuldé megoldast ismertetett.

1.1 A normalitas problémaja

A megfigyelések alapjan vald paraméterbecslésre (kiegyenlités) a legkisebb
négyzetek modszerét alkalmazzak. Ez a becslési eljaras akkor elonyds, ha a mérési
hibak normalis eloszlastak, azaz a méréseket csak véletlen jellegti hibak terhelik. A
normalis eloszlassal vald Osszekapcsolas Gausstol szarmazik. Megallapitotta, hogy az

ismeretlenek legvaldszinlibb értékét csak akkor lehet meghatarozni, ha ismerjiik a hibak

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5



10 Zavoti J

eloszlasfiiggvényét. Egy ilyen fliggvényt ismerni csak elméleti Uton, feltételezéssel
lehetséges. Az ilyen jellegli becslés alapjan feltételezhetd, hogy a hiba valoszinlisége
aranyos a normalis eloszlas striiségfiiggvénye alapjan képzett exponencialis
kifejezéssel.

Annak ellenére, hogy a legkisebb négyzetek modszere nagyon jol alkalmazhatd
¢és altalanosan elterjedt a geodéziai gyakorlatban, alkalmazhatosaganak elméleti hattere
nem teljesen problémamentes. A méréseket terheld durva hibak kovetkeztében nem
mindig a szamtani k6z€p adja a legvaldszintbb értékeket. Hatasukra a hibak eloszlasa
eltér a normalis eloszlastol. A kiegyenlités ezeket a hibakat elkeni, és ezaltal a becslés

bizonytalanna valik. Alapvetd kérdés a durva mérési hibak hatdstalanitésa.

1.2 A durva hibak felderitése statisztikai tesztekkel

A durva hibak felderitésére altalaban a legkisebb négyzetek elvén valod
kiegyenlités eredményeinek statisztikai teszteken alapuld sziirését alkalmazzak. Ennek
az elvnek szamos valtozata ismert. A geodéziai gyakorlatban leginkdbb a Baarda (1968)
altal kidolgozott tesztelési modszer, a data-snooping terjedt el. Ez a tesztelés nagyon
munkaigényes, mivel igényli vagy a normalegyenlet matrixanak invertalasat, vagy a
kiegyenlités megismétlését az egyedi kiugré mérések fokozatos egyenkénti kizarasaval.
Abban az esetben, ha tobb durva hiba terheli a méréseket, nem biztos, hogy jo
eredményt ad, mivel azt a dontést, ami kizar egy ,,hibds” mérést, a tovabbi szamitasok
soran nem vizsgaljak feliil. igy eléfordulhat, hogy a kiegyenlités soran a , hibatlan”
megfigyeléshez rendelt javitas miatt ezt a joO megfigyelést kisziirik. A durva hibak

felderitésének t statisztikan alapuld modszerét Kubik et al. (1985) ismerteti.

1.3 A robusztus becslés fogalma

Amig az igen durva hibak viszonylag kdnnyebben kisziirheték, addig a kisebb
hibakkal terhelt — a statisztikai irodalomban “szennyezett”-nek nevezett —

megfigyelések nehezebben derithetok fel. A legkisebb négyzetek modszere, amely

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



A ROBUSZTUS BECSLESEK VALOSZINUSEGI MODELLJE 11

alapjat képezi a kiilonb6z6 matematikai-statisztikai tesztelési eljarasoknak, ezeket a
hibakat szétosztja a tobbi megfigyelésre. Ez a felismerés vezetett olyan becslési
eljarasok  kidolgozaséahoz, amelyek  relative érzéketlenek a  mérések
eloszlasfiiggvényeinek kis valtozéasaira és igy a durva és szabdlyos hibdk jelenlétére is.
Ilyenek a robusztus becslések. A robusztussag fogalmat Box (1953) vezette be. A
robusztus becslések elvére szamos megoldast dolgoztak ki, de a legismertebbek a Huber
(1981) és a Hampel (1985) altal javasolt modszerek. Ez a technika eltér a statisztikai
teszteléseken alapuld eljarasoktol, elsésorban anndl a tulajdonsaganal fogva, hogy
minden adatot felhasznal a becslés soran, és sima atmenetet biztosit a teljes elfogadas és
teljes elvetés kozott.

A robusztus kiegyenlités soran a mérések eloszlasanak normalitisa nem
sziikséges feltétel.

A mérési hibakat sztochasztikus valdszinliségi valtozoknak tekintjiik az alabbi

eloszlassal:

F:(l—g)cD+gH (1.1)

>

- ahol ® a normaleloszlas, H a durva hibdk ismeretlen eloszlasanak
closzlasfiiggvénye ¢és & az a valdsziniiség, amellyel a durva hibak fellépnek. A
megfigyelések csaknem normalis ecloszlasuak, ¢s a feltételezett kozéphiba igaz a mérési
értékek tobbségére. Léteznek azonban olyan megfigyelések (durva hibak), amelyek az

alapmodellnek nem felelnek meg. Ezek eloszlasa ismeretlen.

A becslési fliggvények matematikai dsszefliggések a mért megfigyelési értékek
¢és a keresett paraméterek kozott. A robusztus becslési fliggvények fontos jellemzdje a

toréspont, amely a becslés robusztussaganak mértéke.

A robusztus becslési modszerek koziil a geodéziaban az elsdként a Huber (1964)
altal javasolt maximum likelihood moddszer (M-becslés) jelent meg. A moddszer
kialakulasa Bernoulli munkassagaig nyulik vissza. Elméleti szempontbol a

legjelentésebb altalanosan hasznalhatd robusztus becslési modszer.

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



12 Zavoti J

14 Matematikai alapfogalmak

A vizsgalt valoszinliségi valtozo stiriiségfiiggvényét az alabbi formaban is

megadhatjuk:
f;; x):e_p(y”'x) , (1.2)
- ahol y; (i =12 .., n) a valoszinliségi valtozora vett fliggetlen mintaelemek.
A stiriiség fliggvény logaritmusat képezve a célfiiggvényhez jutunk:
Zp(yi;x)—>min , (1.3)
-ahol p(y,; x)=—Inf(y,; x) .

Feltessziik, hogy p differencialhat6, konvex fliggvény.

Az x valtozd szerinti derivalt képzésével a hatasfiiggvényt kapjuk:

d .
p(y;x) = % : (1.4)

Feltételi egyenlet: a szélséérték18 létezésének sziikséges feltétele, hogy a

derivalt fliggvény zérus legyen a keresett helyen:

2 ylyix)=0 . (1.5)

A matematikai modellhez tartoz6 silyfiiggvényt a kovetkezd modon definialjuk:

@ , x#0
a)(x): X (1.6)
1 , x=0.
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1.5 A robusztus kiegyenlit6é szamitasi modell

A modszer elve: az ismeretlen x paramétervektort a vizsgalt valdsziniiségi
valtozora vett megfigyelési minta alapjan ugy kell becsiilni, hogy a siiriségfliggvény
maximumot vegyen fel. Ehhez ismerniink kell a vizsgélt valoszinliségi véltozo
sturiiségfliggvényét, vagy feltételezéssel kell élni a sirségfiiggvény tipusara
vonatkozoan. Az (yl,yz,..., y,,) fliggetlen megfigyelési minta alapjan az egyiittes

striiségfliiggvény igy adhatdo meg:

f(x)=]l[f(y,-: x) . (1.7)
i=1

- ahol f a vizsgalt valosziniiségi valtozo strlségfiiggvénye.

A likelihood elv szerint a tobbvaltozds siirliségfiiggvény maximumat kell az x
paraméter vektor ismeretlenjeként megkeresni. A siiriiségfiiggvény logaritmusa az un.

likelihood fliggvény:

L=In f(x):jzn v x) (1.8)

A tobbvaltozos fliggvény szélsoérték helyének megkereséséhez képezni kell a
parcialis derivaltakat, azokat egyenlévé kell tenni nullaval. Igy adodik egy
egyenletrendszer, amelynek a megoldasa szolgaltatja az x paramétervektor maximum

likelihood elv szerinti becslését.

Normal eloszlastt megfigyelések esetén ez az egyenletrendszer linearis lesz, és
megallapithatd, hogy a maximum likelihood elv szerinti becslés ¢és a legkisebb
négyzetek elve szerinti becslés azonos eredményre vezet. Minden mas eloszlds esetén
nemlinedris egyenletrendszer adodik, amelynek a megoldasahoz iterativ numerikus

eljarasokra van sziikség.

Ilyen algoritmusokat ad meg Beaton és Tukey (1974) és Tukey (1960).
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1.6 Robusztus becslési modszerek

Legyen &7 =(&,,&,,...,&,) valoszintiségi vektor valtozd y” =(y,, v, v,)

mintaelemeinek egyiittes stirliségfliggvénye:

n

f(yfx):Hf(y,-;xl,xz,..., Xm) , (1.9)

-1
-ahol x” =(x,, x,,.., x, )€ R",és R" abecslési tartomény.

Az (1.8) 0Osszefliggés alapjan a likelihood fliggvényre az aldbbi kifejezést
kapjuk:

Ly x)=tn £y )= 200 f(v:%) (1.10)

A likelihood becslés a parcialis derivaltak nullaval valdo egyenl&ségének

sziikségességébol adodik:

8Ly x i@lnfy S Xy, Xy, ...,xm)
i=1 Ox;

J

=0, j=0L2..m . (L11)

1.7 Specialis esetek

Elméleti és gyakorlati szempontbol két fontos esetet targyalunk.
1.7.1 Normalis eloszlas

Az egyiittes stirliségfiiggvény:
e 29 . (1.12)

S 8.0)=]]ely:9.0)=
i=l1
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-ahol o aszoras,

& avarhato érték.

A likelihood fliggvény:

L(y,'3,cr)zlnc—nln0—%i(yi—9)2 . (1.13)
207 il

A szElséérték 1étezésének sziikséges feltétele alapjan:

09 O =l
(1.14)
oL 1 & 2
—:—n+—§ i —8) =0, #0
oo o? in] (yl ) ¢

A fentiekbdl az ismeretlen paraméterek becslésére az alabbi Osszefliggések

adddnak:

n
i=1
Z)’i
= 6% = . (1.15)
n n

(Yol
Il

Tehat a hagyomanyos becslési eljaras normalis eloszlas esetén a varhato értéket
a szamtani kozéppel, a szoérdsnégyzetet a tapasztalati (empirikus) szorasnégyzettel
becsiili.
1.7.2  Laplace eloszlas

A kétoldalu exponencialis eloszlas, azaz a Laplace eloszlas striiségfiiggvénye:

Geomatikai Kézlemények I1., 1999
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| - y—S‘
f(y, 9 0)=—e ° . (1.16)
20

Az egylittes sliriségfliggvény:

1 n
1 no =2 =9
Ti=1

f9o)= ~ Tle . (1.17)
(20)" iz
A likelihood fiiggvény:
1 n
L(y;S,o‘)zlnc—nan— Zy,-—S . (1.18)
O il

A szEls6érték l1étezésének sziikséges feltétele alapjan:

oL =nt—-n" =0,
09
(1.19)
é\—L——n+L’ZI —19‘—0 c#0
Py o= Vi > )

-ahol n" és m apozitiv és negativ derivaltak szama.

A fenti egyenletekb6l az ismeretlen paraméterek becslésére az alabbi

Osszefiiggéseket kapjuk:

S=med y, , =1 (1.20)

ien n

Tehat Laplace eloszlas esetén a varhatd érték becslésére a medidn, a szoras

becslésére a legkisebb abszolut eltérés (LAD) adodik.
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1.8 Kiilonb6z6 robusztus becslési modszerek

1.8.1 Huber modszer

A legkisebb abszolut értékek Osszegének moddszere normalis eloszlasa
megfigyelések esetén nem ad olyan pontos becsléseket, mint a legkisebb négyzetek
modszere. Ezért Huber (1964) kidolgozott egy robusztus p fiiggvényt, amely a

kovetkezé minimum-feltételt elégiti ki:

> oy x)—>min . (1.21)

Az (1.21) 6sszefliggésben a p célfiiggvény a kovetkezo:

, ‘x <a -normal eloszlas
p( x) = 5 (1.22)
a .
a x‘ -, ‘x >a - Laplace eloszlas

=
2

és a célfiiggvény i hatasfiiggvénye:

wix)= (1.23)

Az a allandd érték, amit altalaban 1.5-nek vesznek, de a hibamodell
feltételezése alapjan valtoztathaté. A modszer a — o« esetén az L> norma megoldasat
adja. A Huber-féle becslés hibamodellje a kdzepén normalis eloszlasu és a széleken
duplan exponencialis. Huber megoldasat Carosio (1979) alkalmazta geodéziai

problémak robusztus kiegyenlitésére.
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1.8.2 Hampel modszer

A Huber-féle becslés in. nem csokkeno becslés az y fiiggvény alakja miatt. Az
ilyen tipust becslésekre az jellemzd, hogy minden megfigyelés befolyasolja a becslést.
A kiugroé értékek kizarasa érdekében Hampel (1985) egy csokkend becslési fliggvényt
javasolt, ami a robusztus tulajdonsdgok mellett egyes megfigyelések kizarasat is

biztositja. Hampel célfiiggvénye a kovetkezd:

, ‘x‘ <a

a x‘ _4 , a< x‘ <b

- 2 (1.24)

a(b+c—a) , b<‘x <c

(b+c—a) s ‘x‘>c,

és a célfiiggvény i hatasfiiggvénye:

X , Os‘xﬁa

asign(x) , a< x‘ <b
wlx)=1 x‘ (1.25)
a , b<‘x <c

c—b

0 ,‘x>c,

-ahol O<a<b<c<oo .

Mivel az y fliggvény csokkend, vagy leszallo, a hozzatartozo célfiiggvény nem
konvex, ennek kovetkeztében a numerikus megoldasnal konvergencia-problémak
léphetnek fel.

Hampel az allandok értékeire a kovetkezo valasztast javasolta:
a=2, b=4, c=8 .
Hampel modszerével a dan alaphalozatot Borre et al. (1983) egyenlitették ki.
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1.8.3 Ddn modszer

A modszert Krarup otlete alapjan fejlesztették ki (Krarup et al. 1980), és
elsédleges célja a durva hibak kiszilirése. Ez a becslési eljaras az el6zdleg targyaltakhoz
hasonldéan a legkisebb négyzetek elve alapjan torténd kiegyenlitéssel indul. Az
eredetileg Krarup altal javasolt modell sulyfliggvénye nem volt folytonos, igy
numerikus instabilitashoz vezetett. Az a paraméter alkalmas valasztasaval a szakadas

megsziintethetd €s a becslési modszer beilleszthetd a robusztus becslések osztalyaba.

A célfiiggvény:
%2
, xX<a
plx)= 2 . (1.26)
-+
—az—a(aﬂx)e @ , X >a
A hatasfliggvény:
plx)=1 x<a (1.27)
-
xe a' B ‘x >a .

Az els6é kiegyenlités javitasai alapjan uj sulyokat hataroznak meg az egyes

mérésekhez a kdvetkezo sulyfiiggvény alapjan:

olx)= (128)

e ¢ , X>a .

Az a alland6 értékének altalaban 2 vagy 3 a javasolt. Ezekkel a sulyokkal egy
ujabb kiegyenlitést hajtanak végre, és az eljarast addig ismétlik, mig nem konvergal (5-
10 iteracio). Az eljaras végén a durva hibak stlya kozel nulla lesz. A kiilonb6zo jellegti
geodéziai problémak megoldasahoz lehetdség van kiilonb6zo  sulyfliggvények

felvételére. A modszer alkalmazasat mutatta be Somogyi és Zavoti (1993).
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1.8.4 Soproni modszer
Ez a matematikai modell a Huber modszer modositasanak tekintheté. A

centrumban megtartja a Gauss eloszlast, a szdrnyakon viszont a Laplace eloszlast a

gyakorlatban igen sokszor el6fordulé Cauchy eloszlassal potolja.

A célfiiggvény:
2
5 , x‘ <a
plx)= ‘/ , (1.29)
a’l «/26[1+2J , ‘x >a
a
A hatasfliggvény:
X s x‘ <a
plx)=1 5 (1.30)
5 jx>a
1+7
a2
A sulyfiiggvény:
1 , x‘ <a
o(x)= ) (1.31)
, o [x>a
I+
a

Somogyi és Zavoti (1996) kiilonb6zd robusztus becslési mddszereket hasonlit

Ossze.
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2. AZ ITERACIOS UTON UJRA SULYOZOTT
LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE

Kiilonb6zé tudomanyteriileteken, igy a geodézia teriiletén is az adatok
feldolgozasahoz leginkabb a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzak. Az LNM-nek
elonyei vitathatatlanok és szerepe a jovoben sem fog csdkkenni, féleg olyan adatok
esetén, amelyeknél a mérési hibak eloszlasa normalisnak tételezheté fel. Altalaban a
hibak normalis eloszlasanak feltételezése csak kozelitdleg érvényes, sot kiugrd értékek
jelenléte esetén kevert eloszlas adodik. A probléma megoldasara robusztus becslési
modszereket fejlesztettek ki. A robusztussag bizonyos hatarok kozott a feltételezésektdl
valo eltérések iranti érzéketlenséget jelenti. Igy a jo robusztus becslés megfeleléen
hatdsos (rendszerint 90-95 %), ha a hibak eloszlasa normalis, de akkor is igen hatasos,
ha az adatok kozott kiugro értékek is eléfordulhatnak (hosszufarku eloszlas). Szamos
robusztus modszert dolgoztak ki, ezek tobbségében maximum likelihood tipust tin. M-
becslések, amelyeknek hatasfliiggvényei (i fliggvény) altalaban nemlinedrisak, és igy a
LNM-hez viszonyitva bonyolultabb iteraciés megoldast igényelnek.

A kiilonbozo iteracidos megoldasok koziil a geodéziai gyakorlathoz is kozel
allnak a Beaton ¢és Tukey (1974), valamint Andrews (1974) altal javasolt
sulyfiiggvényekre alapozott becslések, amelyek visszavezethetok az iteracids uton ujra
sulyozott LNM-re. Itt a sulyfliggvény kiszamitasat kell megadni, és azutan barmilyen

meglévo sulyozott legkisebb négyzetes algoritmus felhasznalhat6é a megoldashoz.

2.1 Az M-becslés fogalma

A modern kiegyenlité szamitasi modszerek figyelembe tudjak venni azt is, hogy
a megfigyelések nem minden esetben tokéletesen normalis eloszlastak. Az M-becslések
kiilonosen alkalmasak geodéziai feladatok megolddsara, mindenek eldtt a geodézidban

leggyakrabban alkalmazott legkisebb négyzetek mddszerével vald hasonldésaga miatt. E

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5
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moédszer esetén az ismeretleneket és a javitasokat ugy kell meghatarozni, hogy

teljesiiljon az alabbi feltétel:

Z p(vl. )—) minimum . (2.1)

A nehézség a p filiggvény helyes megvalasztasaban rejlik. p(v): v? fiiggvény
esetén a legkisebb négyzetek modszere szerinti becsléshez jutunk. Huber (1981),
Hampel (1974), Andrews (1974), Carosio (1992) javasoltak kiilonb6z6

célfiiggvényeket, amelyek a megoldas soran altalaban nemlinearis egyenletrendszerekre

A tobbvaltozos fliggvények extremalis pontjainak meghatarozasi eljarasanak
megfeleléen a parcidlis derivaltak képzésével a hatasfiiggvény alapjan jutunk a
nemlinedris egyenletrendszerhez. Minden hatasfiiggvényhez levezethetd a neki
megfeleld  sulyfliiggvény. Ezen sulyfiiggvények  segitségével képezzik a
normalegyenleteket. Szamos numerikus modszer 1étezik, amelyek alkalmazasaval az
ismeretlenek becsléseit megkaphatjuk. Valamennyi eljaras iterativ. Elsé 1épésben a
sulyokat egységnyinek valasztjuk, ¢€s a kovetkezo iteraciok soran a normalegyenleteket
a sulyfiiggvény alapjan modositott stulyokkal képezziik. Az egész eljarast egy altalunk
valasztott kritérium alapjan meghatarozott iteracié elvégzése utan allitjuk le.

Programrendszeriinkben a javitasokat iteracioként osztalyokba soroljuk és az
iteracidt akkor allitjuk le, ha két egymast kdvetd iteracidban a javitasok osztalyokba
soroldsa nem valtozik meg. Az osztalyba soroldsok paramétereit a robusztus becslési
figgvények toréspontjai alapjan hatarozzuk meg. Egységes programrendszert
dolgoztunk ki a Gauss (normalis), a Cauchy, a Welsch, a Laplace (L, norma), a
Lognormalis eloszlasok kiegyenlitésére, valamint a Huber, a Soproni, a Dan, tovabba az
Andrews, a Biweight, a Haromszog modszerek k6zos kezelésére.

Kerekfy (1978) alapjan a normalis és a Laplace eloszlasu becslésekre az alabbi

levezetéssel szarmaztathatunk cél-, hatés-, és stlyfiiggvényeket:

A standard normalis eloszlas esetén az

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



AZ ITERACIOS UTON UJRA SULYOZOTT LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE 23

2
1 —_—
fx¥)=——e 2 (2.2)
27
strtiségfliggvénybdl az (1.3) formula alapjan szarmaztathatjuk a p fliggvényt:
2
p(x)=0.5m(27)+ 5 (2.3)
Az (1.4) 0sszefliggés alapjan kapjuk a y hatasfiiggvényt:
y/(x) =X . 2.4

Az (1.6) Osszefliggés definidlja a standard normalis eloszlasra levezetett

sulyfiiggvényt:
o(x)=1 . (2.5)

A Laplace eloszlas esetén teljesen hasonlé meggondolas utan kapjuk a megfeleld

P wés o fuggvényeket:

f(x):ie a. plx)=m2+x ,
(2.6)
w(x)=sign(x) , a)()c):i , x#0 .
X

A robusztus kiegyenlitési eljarasok f6 elonye a gazdasagossag: automatikusan
lehet a nagy adatrendszerekben el6forduld durva hibakat kisziirni.
Valamennyi modszer matematikai sszefiiggéseit tartalmazza a 2.1 melléklet, a

Soproni moédszer statisztikai tulajdonsagait a 2.2 melléklet szemlélteti.
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2.2 Az M-becslések kiegyenlitése iterativ sulyozassal

Tekintsiik az (1.7)-(1.9) robusztus becslési modellt. Huber (1981) altalanositotta
a maximum likelihood elvet a differencialhatd, konvex filiggvények osztalyara.
Altalaban feltessziik, hogy p péros fiiggvény, de Collins (1976) alapjan ez a feltevés

sem sziikséges.

A robusztus becslések p(x) célfiiggvénye egy feltételezett eloszlas stiriségfiigg-
vényére vonatkozik. fgy a w(x) hatasfiiggvénybdl szarmaztatott @ sulyfliggvény is
kapcsolatba hozhato a feltételezett eloszlassal. Minden p(x) fliggvényhez tartozd y(x)
fliggvénybdl levezethetd a megfeleld w sulyfliiggvény, ezért az ismeretlen paraméterek
becslésére szamos lehetdség addodik. Ezek a sulyfiiggvények y(x) hatasfliggvény
viselkedése alapjan is osztalyozhatdk, ill. mindsithetok. Holland és Welsch (1977) nyolc
kiilonbozd @ fiiggvényt hasonlitottak dssze ugy, hogy Monte Carlo modszerrel harom
kiilonb6z6 méretli mintaval ezen @ fliggvényekre alapozott varhatod érték becslések
hatdsossagat tanulmanyoztdk. Kelma (1976) munkdjaban az elébb emlitett nyolc

sulyfliggvényt magaba foglalo szubrutin konyvtarat ismertet.

A sulyfiiggvények egy altalanosabb, teljesebb kort statisztikai analizis
eredményeként adodd torésmentes-, kevert normalis-, és levagd-tipusu rendszerezését

adja meg az altalunk szerkesztett 2.3 melléklet.
Az M-becslések a torésmentes osztalybol a Cauchy és Welsch, a kevert normalis
osztalyabol a Dan és a Huber, a levagd tipust osztalybol az Andrews és Biweight

becslési eljarasok célfiiggvényeit az 2.4 melléklet szemlélteti.

Ugyanezen robusztus becslési modszereknek, ugyanezen felosztas szerinti

hatasfiiggvényei a 2.5 mellékleten, sulyfliggvényei a 2.6 mellékleten tanulmanyozhatok.
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2.3 Specidlis esetek

Kutatasaink soran a szakirodalomban targyalt kiilonb6z6 megadott @ sulyfiigg-
vényre alapozott robusztus programcsomagot fejlesztettiink ki. A szakirodalombol
ismert sulyfiiggvények mellett altalunk kidolgozott megoldasokat is kiprobaltunk.

Legyen Koch (1996) alapjan az m dimenzids x ismeretlen paraméterek becslési

célfiiggvénye az alabbi:

> oy gi(x)) > min 2.7)

- ahol g,-(x) tetszOleges fliggvény, amely megadja a megfigyelések és az

ismeretlen paraméterek kozotti osszefiiggést.

2.3.1 Linearis regresszio robusztus becsléssel

Somogyi és Zavoti (1996) alapjan tekintsiik a kovetkezd linearis regresszids

modellt:
y+v=Ax , (2.8)

- ahol y
nx1 vektor,
A nxm rend(i matrix,
x azismeretlen paraméterek mx1 vektora és

v nx1 javitasi vagy hiba vektor.

A x vektor robusztus becsléséhez a (2.7) egyenletet egy p robusztus

célfiiggvénnyel minimalizaljuk. Linearis modell esetén:
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gl(x):airx:yi +vi o,
2.9
Dz(y,-)zd2 , i=12,..n
-ahol a; az A matrix i-dik sordnak vektora.
A javitasok igy szamolhatok:
v, =al x—y; . i=1,2,..n . (2.10)
A fenti javitasok helyett a standardizalt javitasokat vezetjiik be:
T _ . .
p, = HX T Vi i=12,..n . .11)
o o
Tudjuk, hogy
p'lx)=y(x) . (2.12)

Tehat a minimum létezése esetén a parcidlis derivaltak a kovetkezd feltételeket

elégitik ki:

n T'v_y. \a;
ZV/[”'x y’j i_o =12, m . (2.13)

(o2 o

Az o, stlyokkal ésa v, javitdsokkal a hatasfliggvény kapcsolatba hozhato.
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A sulyfiiggvény (1.6) Osszefliggése, azaz y/(x): xw(x) definicidja alapjan — a
y(x)=sign(x) esetet kizarva, ami a median becsléshez vezet — fenti egyenletiinket a

kovetkez6 formaba irhatjuk:
1 n
D wva, =0, j=12,...m . (2.14)
G =l

Ugyanis az

w, = ; i=12,..n (2.15)

V/(V"j:wi Vi (2.16)

A javitasok (2.10) osszefiiggését felhasznalva irhatjuk:

ia)iaij(airx—yi)zo R Jj=12,...m . (2.17)

i=1

A fenti egyenletek rendezésével adodik:

n n

T .
Da;ma; x=) a;0,y; , Jj=12,..m . (2.18)
=

i=1

Ezen egyenleteket matrix alakba irva adodik a kovetkezd 0sszefiiggés:
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A" WAx=A"wy , (2.19)
- ahol W nxn-es diagonal matrix.

A tovéabbiakban feltessziik, hogy a fenti normalegyenlet matrixa nem szinguldris.
Az o, sulyokat a javitasokbol a (2.15) formula alapjan az a)(v):l//(v)/ v
sulyfiiggvénnyel adjuk meg, igy a javitdsok skala invaridnsak. Tehat a stlyok

kiszamitasanak formulaja:

T
o= 1. - hy=rax (2.20)

1 ,hay,-:aiTx.

Tehat a linearis regresszid robusztus becslési modszere a sulyozott legkisebb
négyzetek modszerének egyenletrendszerére vezet. Az iterativ legkisebb négyzetek

modszerének a k-dik iteracioja a Huber-féle algoritmussal:

(k+1) :(ATW(/\')A)7] ATW(k)y , (221)

X
vagy a Tukey-féle algoritmussal:

D) ) (ATW(k)A)’lATW(")(y - Ax(k)) . (2.22)

A javitasok minden £ 1€épés esetén meghatarozhatok és igy W *) diagonalis

sulymatrix atlos elemei becsiilhetdk:
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Az algoritmus elsd 1épésében legyen w, =1 (i=1,2,..,n) és az ismeretlen

paraméterek elsd kozelitésére és a javitasokra kapjuk:
-1
X0 = (a7 ATy |

v(O) = Ax(o) -y .
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Az egész eljarast ismételhetjilkk egy altalunk valasztott £ 1&pésig. Jobb, ha
iteracioként osztalyba soroljuk a javitasokat és az iteraciot akkor allitjuk le, ha két
egymast kdvetd iteracidban a javitasok osztalyba sorolasa nem valtozik meg. Az ilyen
tipusi robusztus becslések geodéziai és fotogrammetriai alkalmazasdra mar torténtek
kisérletek. Legismertebb az un. Dan modszer, Kraup et al. (1980), Gétze (1983) ennek
egy valtozatat dolgozta ki. A Beaton-, Tukey-féle Biweight sulyfliggvényt Veress és
Youcai (1987) alkalmazta foldi fotogrammetriai (close range photogrammetry)
feladathoz, Faig és Owolabi (1988) az Andrews-féle sulyfliggvényt hasznalta
nyalabkiegyenlitéshez, Somogyi és Kalmar (1991), valamint Kalmar (1994) a sik
hasonlosagi transzformaciod robusztus kiegyenlitésére dolgozott ki egy sulyfiiggvényes
megoldast. Somogyi (1988) a 3D hasonlosagi transzformacié modelljét adta meg.

A robusztus kiegyenlitd szamitasi modellt, a megoldasi algoritmusokat az 2.7
melléklet tartalmazza.

A geodézidban gyakori eset, hogy véges sok pont koordinatai adottak egy
koordinata-rendszerben, és keressiik ugyanezen pontok koordinatait egy masik
koordinata-rendszerben. Ha rendelkezésre 4ll néhany k6zos pont mindkét koordinata-
rendszerben, akkor megfeleld fliggvény transzformdacido valasztdsaval megoldhatd a
feladat. Azt a koordinata-rendszert, amelybdl transzformalunk altalaban kiindulasi
(lokalis) koordinata-rendszernek, ahova transzformalunk cél (globéalis) koordinata-
rendszernek nevezziik. A pontokat, amelyek mindkét rendszerben meg vannak adva,
kozos pontoknak hivjuk. A gyakorlatban célszerli olyan transzformdaciot — ha lehetséges
— valasztani, amely a geometriai tulajdonsagokat (szogviszonyok, tavolsagviszonyok,
parhuzamossagi viszonyok stb. ...) a transzformacid végrehajtasa utan is megtartja. Az

ilyen leképezéseket hasonlosagi transzformacioknak nevezziik.

Detrekoi (1991) alapjan a sik 2D hasonlosagi — vagy mas néven Helmert —

e

X=mxcosp—mysing=rx—sy ,
(2.26)

Y=mxsinpg+mycosp=sx+ry ,
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-ahol (x,y) lokalis stlyponti koordinatak,

(X, Y) globalis sulyponti koordinatak,

rF=mcos @,

s=msing,

¢ elforgatas szoge,

m méretarany.

A  KkovetkezOkben az el6zéekben

ismertetett sulyfliggvényekre alapozott

robusztus megoldasokat a 2D Helmert transzformacidé példajan mutatjuk be. A

demonstracidhoz ugyanazt a példat valasztottuk, amelyet Fuchs (1980) mar hasznalt. A

lokalis koordinata rendszer 1., 2. és 10. pontjaban 0.846 m, 1.51 m és 0.253 m durva

hibat feltételeziink. A két koordinata rendszer kozott van  0.0785398-107 radian

forgatas és mindkét tengely iranyaban 0.1 m eltolds. A két koordinata rendszert a durva

hibakkal terhelt 1. és 2. pont segitségével kozelitéleg transzformaltuk.

2.1 Példa

Input: A 2.1 tablazat két koordinata-rendszerben adott pontokat tartalmaz.

X Y X y
1 9500.000 1000.000 9500.000 1000.000
2 10500.000 10000.000 10500.000 10000.000
3 6000.000 9500.000 5999.354 9500.571
4 2500.000 9000.000 2499.393 9000.296
5 500.000 6000.000 499.628 6000.139
6 2500.000 2500.000 2499.903 2500.296
7 8500.000 3000.000 8499.864 3000.768
8 9000.000 6000.000 8999.629 6000.807
9 5500.000 8000.000 5499.472 8000.532
10 4500.000 4500.000 4500.000 4500.453
11 5500.000 3500.000 5499.825 3500.532
12 5863.636 5727.273 5863.287 5727.833

2.1 tablazat. K6z0s pontok
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Output: Az iteraciés uton ujra stlyozott legkisebb négyzetek modszerével
kapott javitasokat a 2.2 tablazat, a sulyokat a 2.3 tablazat, a paraméterek becsléseit a 2.4

tablazat adja meg.

pnr Cauchy | Welsch | Huber Dén | Andrews | Biweight
1 * 0.827 0.719 0.809 0.845 0.846 0.735
2 * 1.133 1.022 1.116 1.151 1.154 1.037
3 0.010 0.078 0.021 0.000 0.002 0.068
4 0.012 0.085 0.024 0.001 0.003 0.075
5 0.013 0.097 0.026 0.001 0.003 0.085
6 0.012 0.090 0.025 0.001 0.003 0.079
7 0.015 0.096 0.028 0.002 0.003 0.084
8 0.012 0.083 0.024 0.001 0.002 0.073
9 0.005 0.044 0.012 0.001 0.002 0.039
10 * 0.258 0.286 0.263 0.254 0.253 0.282
11 0.008 0.053 0.015 0.001 0.002 0.046
12 0.003 0.017 0.005 0.001 0.000 0.015
2, .2

2.2 tiblazat. v=" vy +V;

pnr Cauchy | Welsch | Huber Dan Andrews | Biweight
1 * 0.055 0.278 0.115 0.000 0.040 0.272
2 * 0.030 0.196 0.062 0.000 0.008 0.193
3 0.997 0.952 1.000 1.000 1.000 1.000
4 0.997 0.944 1.000 1.000 1.000 1.000
5 0.996 0.929 1.000 1.000 1.000 1.000
6 0.996 0.937 1.000 1.000 1.000 1.000
7 0.995 0.929 1.000 1.000 1.000 1.000
8 0.996 0.946 1.000 1.000 1.000 1.000
9 0.999 0.984 1.000 1.000 1.000 1.000
10 * 0.375 0.623 0.734 0.000 0.766 0.709
11 0.998 0.978 1.000 1.000 1.000 1.000
12 1.000 0.998 1.000 1.000 1.000 1.000

2.3 tablazat. Stlyok
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m 0} Cx Cy ATL LAD MSE MED

Cauchy |1.000001 | 0.000076 0.0772 0.1043 0.1924 0.2735 0.3642 0.0124

Welsch  {1.000009 | 0.000059 0.0988 0.1469 0.2225 0.2265 0.3028 0.0878
Huber 1.000003 | 0.000073 0.0845 0.1087 0.1972 0.2659 0.3542 0.0244
Dén 1.000000 | 0.000079 0.0995 0.0988 0.1881 0.2809 0.3740 0.0010
Andrews | 1.000000 | 0.000079 0.1003 0.0940 0.1895 0.2808 0.3742 0.0030

Biweight | 1.000007 | 0.000061 0.0991 0.1422 0.2181 0.2332 0.3113 0.0770

2.4 tdblazat. A paraméterek becslései
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2.3.2 A sikbeli projektiv transzformdcio M-becslései iterativ sulyozdssal

Gruber (1930) tanulmanya alapjan a sik centralis projekcidjanak

alaposszefiiggései a jolismert tortlinedris egyenletekkel adhaté meg:

X:a1x+a2y+a3 Y:b1x+b2y+b3 2.27)
cx+e,y+1 7 cx+e,y+1 7
- ahol (x, ) a képpont koordinatai,

(X, Y) a targypont koordinatai,

q’= (a1, a2, as, by, ba, b, c1, ¢2) ismeretlen paraméterek.

A nyolc fliggetlen ismeretlen paraméter meghatarozasahoz legalabb négy nem
kollinearis pontparra van sziikség. Négynél tobb adott pontpar esetén kiegyenlitéssel
hatarozhatjuk meg az ismeretleneket. Az ismeretlen paraméterek meghatérozasa utan az

(2.27) egyenletek hasznalhatok tetszoleges, a képkoordinata-rendszerben megadott

2.3.2.1 Hagyomanyos kiegyenlitési modell

Az (2.27) formulak kdzos nevezdjével torténd atszorzas, valamint az egyenletek

rendezése utan kapjuk:

—X=—a;x—ayy—az+cxX +cyX ,

—Y=-Dbix —byy —by+cx¥ +crpY . (2.28)

A sikbeli projektiv transzformacio hagyomanyos kiegyenlitési modelljében a
targykoordinatak kapjak a javitasokat. Matrixos formaban a javitasi egyenletek igy

adhatok meg:
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X 0 -y 0 -1 0 xX yiX, b - X, Y

0 -x 0 -y 0 -1 x¥ Y ] - Yy,
a

— X, 0 — W 0 -1 0 xX, »yX, b2 -X, Vs,

0 -x, 0 -y, 0 -1 x5 »Y ==Y, v, | . (229

. a, ) .

: b

-x, 0 -y, 0o -1 0 xX, »X, -X, v,
C

0 _xn 0 _yn 0 _1 ann qun l _Yn Yn
()

Az (X. Y) (i = 1,2,...,11) pontokhoz rendelt sulyokat jelolje (Px,. Dy, )

Ekkor a fenti kiegyenlité szamitasi modell normalmatrixa a kovetkezdképpen

adhat6 meg:

Zp{\_‘xf 0 Zp,“)c[yZ 0 Zp\’x, 0 —Zp“x,:Xl —Zp) xy.X;

0 Z P, xf 0 Z Py 0 Z P, - Z P, x,.l Y - Z P ne

Y p.xy, 0 Yy 0 Yp.. 0 =YX, -y X,

0 DA 0 Y. 0 Yoy —ypank -y, Y,

ZPH@ 0 Zp\,‘y, 0 n 0 —Zp\,’x,X, —Zp,\,‘le,.
0 Zp“x, 0 Zp/‘,‘ ¥, 0 n - Zp‘,;’ XY - Zp\\ vt ;
Ypx -Yp ot YpxX -Ypoat -YpxX -Ypat Yp 0 er) Yo anrier)

Yook =Yoot -Yp X -Yp it =Yk Yt Yo Yp ilrier)

(2.30)

A normalvektor az alabbi alakot veszi fel:

8 PIIED DI IR AN WIS ) WIS AN I ) WM A I w2eply Py Vi wer2f

(2.31)

Az els6 Iépésben p, =1 ¢s p, =1 (i=1,2,..,n) sulyokkal elvégziink egy

hagyomanyos kiegyenlitést, majd a kapott javitdsok alapjan a valasztott M-becslési
modszer sulyfiiggvénye segitségével meghatarozzuk az 0j sulyokat. Az iteraciot addig

folytatjuk, amig a konvergencia egy adott hatart el nem ér.
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Input: Tdrczy-Hornoch (1941) alapjan tekintsiik a hagyomanyos kiegyenlitési

modellbe bemend adatoknak a 2.5 tablazatban megadott koordinatakat.

pnr X Y X y
5 .000 .000 .000 .000
13 -45.615 56.437 0.000 72.755
3 13.697 43.416 37.948 24.700
4 6.170 18.815 16.712 10.551
7 35.116 -7.040 22.592 -27.057
8 -32.611 66.381 16.533 72.116
9 -56.768 77.970 04.873 97.054
10 -72.283 66.410 -14.760 98.016
12 -48.274 33.986 -16.295 56.788

2.5 tablazat. K6z0s pontok

Output: A 2.6 tablazat kiilonb6z6 M-becslésekkel kapott paraméterértékeket

tartalmaz.
a a a3 by b2 b3 ci c2
Cauchy 77851 -.63796 -014 | .63652 .79004 -016 |-.0000278 |.0002426
Welsch 77850 -.63811 -.005 63677 .79006 -011 -.0000237 |.0002439
Huber 77864 -.63788 -.021 .63650 .79013 -.021 -.0000287 |.0002430
Dan 77866 -.63793 -.019 |.63662 .79016 -.019 |-.0000268 |.0002437
Andrews 77728 -.63774 .014 .63504 78897 .002 -.0000544 |.0002296
Biweight |[.77666 -.63692 -.000 |.63437 78820 .004 -.0000646 |.0002180

2.6 tablazat. M-becslések a hagyomanyos modellel

2.3.2.2 Percy Tham modell

A sikbeli projektiv transzformacio Tham (1933) tanulméanya alapjan a kép-

koordinatakrol tételezziik fel, hogy hibakkal terheltek.

Geomatikai Kézlemények I1., 1999




AZ ITERACIOS UTON UJRA SULYOZOTT LEGKISEBB NEGYZETEK MODSZERE 37

Legyen

s, =alx+ady+al ,
s, =blx+by+by (2.32)

9=clox+cgy+l

szarmazo értékekkel.

Az X (a1, a2, a3, c1, c2) € Y (b1, ba, b3, c1, c2 ) fiiggvényeket kozelitsiik

linedrisan a tobbvaltozos fliggvények Taylor sora szerinti sorbafejtéssel:

S
X=""+
0 0 0 0 92 02

xda, yda, day s.xdc, s,ydc,

>

(2.33)

Y—Sl+ xdb, N vdb, +@_ syxdey s, ydey
o o o 0 e 02

A fenti egyenletekbdl a sikbeli projektiv transzformacidé Percy Tham-féle

kozvetitd egyenleteire a kdvetkezo kifejezéseket kapjuk:

s, —O0X =—xda, — yda, —das; + s;x dey + s;y dcy
(2.34)

OY = —xdb, — ydby —dbs+ -2 dej+ > d
s, —0Y =—xdb| — - c c
¥ | —Yaby 3 9 1 9 2

Az i=1,2,..,n pontban a Percy Tham-féle modell kozvetité egyenleteinek

matrixa a kdvetkezOképpen adhatd meg:
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s s
—-X 0 - 0 -1 0 x5 = *
1 Y1 1 P Y1 P
S, S,
0 -X 0 - 0 -1 x 2 1 2
0
- 0o - 0 -1 0 Sx Sx
X2 Y2 X2 P Y2 (2.35)
0 0 0 | sy s,
—-Xx - -1 x
2 ) 2 P Y2 P
S S
0 -x, O -y, 0 -1 x, ?} X, ?}
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket:
dX; =s, -0X; ,
(2.36)
dY; =s, —0Y;

Ebben az esetben a normalvektor a kovetkezd formaban adodik:

(—inXm.r —le.dY,,—ZyidXi,—Zy,dK,—ZdXi,—ZdK,in(sxXi +syY,,),Zyi(sxXl. +S_\_Y,.))T

(2.37)

A projektiv transzformacidé Percy Tham -féle mddszerének robusztus becslési
modelljét gy kapjuk, hogy a (2.35) kozvetitd egyenletekhez sulyokat rendeliink — elsd

lépésben p, =1 p, =1 (i=1,2, .., n) - és ezen stlyok felhasznalasaval végezziik

el a kiegyenlitést. A tovabbi 1épésekben az iterativ robusztus becslés algoritmusa szerint

hajtjuk végre a szamitasokat.
2.3 Példa

Input: Tham (1939) a 2.5 tablazatban adott pontokbol az 5. pontszammal jelzett

pontot tordlte.
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Output: A 2.7 tablazat kiilonb6z6 M-becslésekkel kapott paraméterekértékeket

tartalmaz.
ai a a3 by bz b3 c1 c2
Cauchy 77921 -.63766 -.050 |.63679 79060 -.047 |-.0000317 |.0002454
Welsch 77925 -.63770 -.050 |.63689 79072 -.051 -.0000309 |.0002463
Huber 77918 -.63771 -.047 .63682 79057 -.045 |-.0000312 |.0002454
Dan 77919 -.63773 -.047 |.63684 79057 -.043 | -.0000308 |.0002458
Andrews |.77974 -.63462 -.185 1.63367 78806 .016 -.0000762 |.0002179
Biweight |[.77969 -.63461 -.184 |.63358 78797 .019 -.0000770 |.0002172
Tham 77910 -.63780 -.045 |.63714 79073 -.054 |-.0000261 |.0002465

2.7 tablazat. M-becslések Percy Tham modellel

2.3.2.3 Tarczy-Hornoch modell

Tarczy-Hornoch (1941) tanulmanya alapjan a képkoordinatakat tekintjiik

megfigyeléseknek, igy a kiegyenlités soran a képkoordinatakhoz rendeljiik a javitasokat:

a(x+v, ) +a,(y+v,)+a;

X= cl(x+vx)+c2(y+vy)+l

(2.38)

Y_b1(x+Vx)+bz(y+Vx}"b3
7cl(x+vx)+c2 Y+, )+l

A Kkeresett ismeretlenekre vezessik be az a,a),al,b,b), b}, c) és ¢

kozelito értékeket, amelyeket megkaphatunk példaul a hagyomanyos kiegyenlitésbol.

Az X(al ,ay,0d;,C, cz) és Y(bl ,b,,b;, ¢, cz) fliggvények Taylor sorfejtésében

hanyagoljuk el a masod- és magasabb rendii tagokat, ekkor a (2.38) Osszefiiggésekbdl

kapott javitasi egyenletek a kdvetkezo alakot veszik fel:
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Sy —xXclo +ch<2) -X =(Xclo —alo )v,c +(Xcg —ag)vy —xda; — yda, —day + xXdc, + yXdc,

Sy, —ch? +)/YC§J -Y= (Yclo —blo )"x + (ch —bg )vy —xdb, — ydb, —db; + xYdc, + yYdc, .

(2.39)
A fenti egyenleteket valamennyi illesztépontra felirhatjuk:
Ryv,+A1q=b; ,
Rywv,+A4,q=b, ,
Tav2 29=0; (2.40)
R,v,+A,q=b, .
vagy
R 0 0 O v, A, b,
0 R v A b
2 :2 T :z q= :2 , (2'41)
0 0 0 R, ||v, A, b,
- ahol
q" =(a,,b,a,,b,,a,,bs,¢,,¢, )
0 0
b — Sy, —XXiep +y;Xijcy - X,
U sy, el +yYier -,
X,e) —al X,c9 —ad
R,.:{ A (2.42)
Yiepy =byYicy = by
4 =N 0 -y 0 -1 0 xX; yX;
Lo X 0 -y 0 -1 xY yY .

A feladat hipermatrixos alakja:
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Rv+Agq=b . (2.43)
Az (xi, y,-) (izl, 2,.., n) pontokhoz rendelt sulyokat jeldlje (pxi Py, )

Ezen stlyokat az elsé 1épésben egységnyinek valasztjuk. A tovabbi iteracios
1épések soran a sulyok értékének megallapitasa a robusztus M becslési modszerek adott
sulyfiiggvényei alapjan torténik.

A (2.43) Osszefiiggésben adott kiegyenlité szamitasi modell megoldasa Mikhail
és Ackermann (1976) alapjan:

-1

q=(A’(RQR’)"A]4AT(RQRT) b, (2.44)

- ahol Q a p,. ¢ p, silyok felhasznalasaval adodé kofaktor matrix.

A megoldasi algoritmust 0j sulyok bevezetésével addig ismételjiik, amig az
egymas utani lépésekben szamitott javitasok az altalunk valasztott stabilitasi

kritériumnak megfelelnek.
2.4 Példa
Input: A 2.5 tablazatban megadott adatokat dolgozzuk fel.

Output: A 2.8 tablazat szemlélteti a kiilonb6zd M-becslésekkel kapott

paraméterek értékeit.

al a a3 b1 b> b3 Ci C2
Cauchy 77956 -.63688 -.084 | .63465 78983 -.035 |-.0000637 |.0002368
Welsch 77964 -.63554 -.149 |.63216 78915 -.060 |-.0000970 |.0002232
Huber 717927 -.63735 -.058 |.63541 78993 -.024 | -.0000487 |.0002400
Dén 77929 -.63731 -.060 |.63534 78991 -.025 | -.0000499 |.0002396
Andrews |.77888 . -.63743 -.038 . .63527 78974 | -.027 | -.0000481 .0002371
Biweight |.77871 . -.63743 -.032 . .63511 78962 . -.028 |-.0000493 |.0002352
Tarczy 77862 -.63774 -.028 |.63617 .79008 -.028 |-.0000341 .0002414

2.8 tablazat. M-becslések a Tarczy-Hornoch modellel
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Eloszlas Stiriiség f(x) Cél p(x) Hatas y/(x) Suly e(x)
1 In27z N x°
Normalis e - Py X 1
27 2 2
1 . 2x 2
Cauchy x* Inarx+ ln(l + Zj x? :
ar| 1+ a 1+ 7 I+
a
2 x* 2 2
() a 2 -5 -5
Welsch e’ 2[le ] xe © e @
1A |x|* a-1 a2
Laplace e “ P ] &
x
Log e’ a ln(cosh i) atanh(fj tanh(;)
a a a
X
normalis eloszlas | x*
X <a — |x[<a | x x<a|l x| <a
Huber - _ 2
Laplace eloszlas 2 x a
| > a alx|—— |x[>a | a— X[ >a | — x| > a
|x] ||
normalis eloszlas | x?
x| <a 5 IX|<a | x x| <a |1 x| < a
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—min , o adott ,

i=1 o
0':1.48{med (yi—ainco)—med(Yi—aiTﬁo)} :
i i

T
n yi—a; x .
Zauw ! ! =0 N le,z,...,m .
-1 °
Algoritmusok :

Newton - Raphson

2.7 melléklet. Robusztus kiegyenlit szamitasi modell
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3. AZ Lp NORMAS BECSLESEK

A geodéziai gyakorlatban leginkdbb alkalmazott becslés, a legkisebb négyzetek
modszere a hibak normalis eloszlasat tételezi fel. Ez a mddszer nagyon érzékeny a nor-
malitastol vald eltérésre, kiilondsen, ha a mérések hibait kiugrd értékek vagy hosszufar-
ku eloszlasokbol szarmazo adatok okozzak. Ezt Tukey (1960) mutatta be nagyon meg-
gy6zben a szennyezett normalis eloszlasokra vonatkozé tanulmanyaban. Ezért kiegyen-
lités eldtt kivanatos a mért adatok ellendrzése az esetleges durva hibak kiszlrése érdek-
ében. Erre a célra kiilonb6z6 matematikai statisztikai modszereket dolgoztak ki. A geo-
dézidban az adatszlirésre elséként a Baarda (1968) altal javasolt tesztelési modszer, a
data-snooping terjedt el. A statisztikai tesztelésen alapuld ellendrzés tobbletmunkat je-
lent, neheziti az adatok automatikus feldolgozasat, ¢s talan, ami a leglényegesebb, nem
ad biztositékot az Osszes ,,szennyezés” felderitésére. Ez a felismerés vezette a statiszti-
kusokat — els6sorban Huber (1964) és Hampel (1974) - az un. robusztus becslési eljara-
sok kidolgozasahoz, amelyek érzéketlenek a mérések eloszlasfiiggvényeinek kis vélto-

zasaira, ¢s igy bizonyos szamu durva és szabalyos hiba jelenlétére is.

Kiilonbozo robusztus becslési eljarasok geodéziai alkalmazasara tortént mar né-
hany kisérlet; példaul Carosio (1979), Borre et al. (1983), Fuchs (1982), Somogyi és
Kalmar (1988). Az utdbbi idében Wicki (1998) disszertacioja késziilt a robusztus becs-
1ések témakorébol.

A kovetkezOkben egy olyan megoldasi lehetéséget mutatunk be a legkisebb
négyzetek modszerének alternativajaként, amely normalis eloszlast adatok esetén alig

tér el attol, de szennyezett eloszlasok esetén kisebb szorasu becslést biztosit.

Ez a modszer a diszkrét L, normas becslés.

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5
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Gauss-Markov matematikai modell
Koch (1987) alapjan legyen:
y=Ax+v , D(y)=c’P" , E(v)=0 , (3.1)

-ahol y, amegfigyelések egy véletlen vektora,
Vi a hibak vektora,
Xm az ismeretlenek vektora,
D,, az y vektor kovariancia matrixa,
P,, az y megfigyelések ismert silymatrixa,
o ismeretlen tényez0, stilyegység szorasa,

Aum  egyiitthatoé matrix.

Feladat: az ismeretlen x paramétervektort tigy kell becsiilni, hogy a v hiba vek-
tor

1

[iw”}p (3.2)
i=1

normaja minimalis legyen tetszdleges 1 < p< oo értékre.

* Hap=1, akkor az L1 norma adédik, és a hibak abszolut ér-
tékének Osszegét minimalizaljuk. Ekkor a hibak eloszlasa Laplace vagy exponencidlis
closzlasfiiggvény.

* Hap=2, akkor a jolismert legkisebb négyzetek modszerét
kapjuk. A hibak eloszlasa a normalis eloszlasfiiggvényt kdveti.

* Ha p= o, akkor a hibak maximumat minimalizaljuk, és a
mini-max modszert, az L, normat kapjuk. A hibak eloszlasa ebben az esetben egy kor-

latos zart intervallumon egyenletes eloszlasu.
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Mindharom modszer k6zos jellemzdje, hogy a megoldast szimplex modszerrel is
megkaphatjuk. A p =1 esetre Barrodale és Roberts (1973), a p = co esetre Barrodale
¢és Phillips (1978) dolgozott ki numerikus algoritmust.

L, normaban a 2D (Helmert) és 3D hasonlosagi transzformacié paramétereinek

becslésére numerikus algoritmusokat Somogyi és Zdavoti (1990) tanulmanyban adtunk

meg.

3.2 Becslés kiilonb6z6 normakban

A (3.1) 6sszefiiggés alapjan a kozvetitd egyenleteket — az y; megfigyelések, a
kiegyenlitéssel meghatdrozando x; ismeretlenek ¢és az egyiitthatok kozott — az alabbi

matematikai 6sszefliggéssel adhatjuk meg:
m
yi=Dlapx;+v; i=1,2,..n , (3.3)
Jj=1

- ahol v, ajavitasokat,

a; az egyenletrendszer egyiitthatit jelenti.

Legyen az A matrix rangja m és n > m.

A statisztikai becslést ugy értelmezziik, hogy vessziikk azt a becsiilt értéket,

amely minimalizalja a kovetkezé vektor normajat:

Vi fZaij , i=12,.,n . 3.4

Geomatikai Kézlemények 11., 1999
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Altalanosan irhato:

1

n p ;
P = Zy[ _yp,.
i=1

y-= yp
, (3.5)

- ahol y, a becsiilt, vagy illesztett érték, ha y, minimalizalja az L, normat.

Becsléshez a p értékét altalaban 1 < p <2 kozott valasztjuk, de a p>2 valasztas
is lehetséges. Ez a csoport tartalmazza a jolismert L , L> és L» norméas megoldasokat,

attol fiiggden, hogy p=1, p=2vagy p=

Az L, becslések hatasfoka nagymértékben fiigg a v; hibak eloszlasatol, igy
ugyanaz a norma nem megfeleld a kiilonbozd hibaeloszlasok esetén. A leggyakrabban
alkalmazott becslés az L> norma vagy mas széval a legkisebb négyzetek modszere. Va-
loban ez a legjobb becslés akkor, ha a v; hibak normalis eloszlastak. De ha a hibak el-
oszlasa eltér a normalistol, példaul kiugrd értékeket tételeziink fel, akkor célszerii hosz-
szufark valosziniiségi slirtiségfiiggvényeket hasznalni az adatrendszer bizonytalansa-
ganak modellezéséhez. Ilyen a szimmetrikus exponencialis fiiggvény is, ami az L nor-
ma exponencialis sliriségfliiggvényének megadasaval azonos. Az L1 norma a legrobusz-

tusabb becslés, mivel érzéketlen a kiugro értékekre.

Az L» norma alkalmazasa akkor meriil fel, ha az egyenletes eloszlas siirliség-
fliggvényét hasznaljuk a hibak valdszintségi eloszlasanak modellezésére, azaz a hibak
closzlasa egy adott intervallumon egyenletesnek tekinthetd. Itt feltétel a hibak szigora

ellendrizhetdsége, példaul ha a hibak az adatok kerekitésébdl adodnak.

A p=1 és p= oo esetekben a megoldas linearis programozasi feladat megolda-
sahoz vezet, 1 < p < 2 esetekre az inverz probléma megoldasa a legkisebb négyzetek
modszerére vezethetd vissza. Ha p értékét 1 < p < 2 intervallumban valasztjuk, olyan
kvazi robusztus becsléshez jutunk, ami az L; és L> norma kozott hat, és szennyezett

megfigyelések esetén az L> normanal jobb eredményt biztosit.
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33 Az L, normas kiegyenlités

A Merle és Spdith (1974) alapjan a diszkrét L, kozelités megoldasara két algo-
ritmust dolgoztunk ki.

Tulhatérozott linedris egyenletrendszer azon megoldasait keressiik, amelyekre az
egyenletrendszer hibaja L, norma szerint minimalis.

Keresend6 az

x" =(x,x,, .0 x,,) (3.6)

vektor, amelyre

f p
“” m

n
Ty(x)=y=Ax =1 v, =3 apx, (.7
| =1 Jj=1

m valtozés fliggvény minimumot vesz fel.

Ha p = 2, a jol ismert legkisebb négyzetek modszerét kapjuk:

| 2
b (x) - HW(-V N Ax)H2 1 J’zwi [yi - Zaiiij ’ (-8)
\J i=1 j=1
- ahol W = diag(.vfw1 , /\ﬁf‘w2 Y .\jlw,,) és w; (i =12, .., 11) jelenti az A matrix

soraihoz tartozé sulyokat.
Mivel 1 < p < cwesetén Tp(x) szigorian konvex, igy a (3.7) minimalizalasi prob-

léma egyértelmiien megoldhato.

Legyen:
s, (x)=[r,(x)] . (3.9)

Geomatikai Kézlemények 11., 1999
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A szélsdértéek-feladat megoldasat a fenti célfiiggvény derivalasaval kapjuk:

é’Sp(x)

=0, i=1,2,..,m . (3.10
ox, J (3.10)

Részletezve:

> S n m
‘ p(x)z—pri[yi—Zai/—xj]aij =0, j=1.,2,..m , (3.11)
x; =l =1

p—2
m
-ahol w; = w;(x)=y, —Za,-jxj , i=1L2,.,n
j=1

Tehat meg kell oldanunk az alabbi tipust egyenletrendszert:
AT () Jax D) = 4T () )y (3.12)
- ahol k jelenti az iteraciok szamat.

A megoldand6 egyenletrendszer p#2 esetén nemlinearis, a megoldas visszave-

zethetd a négyzetes esetre, mivel p csak a sulyfliiggvényben szerepel.

A legkisebb négyzetes értelemben optimalis x vektor eldallitasahoz két algo-

ritmust alkalmaztunk.
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3.3.1 Algoritmus I.

1. [épés. Legyen:

k=0, x" =9 wO_-yp (3.13)
-ahol I egység matrix.
2. 1épés. Oldjuk meg az

AxF) = (3.14)

egyenletrendszert a legkisebb négyzetek elvén wi(x®) sulyozassal. Ebbdl adodik:
D = AT (O )y AT (W (3.15)

3. 1épés. Ha az iteralas soran az x® és x**1 kozott az eltérés abszolut értelem-
ben egy adott korlat ala esik, akkor az cljarast befejezettnek tekintjiik. Ha nem, akkor &
= k+1, és (3.11) képlet alapjan meghatirozzuk a wi(x*"") stilyokat és a masodik 1épést
megismételjiik.

Azt talaltuk, hogy ez az algoritmus nem konvergal p =4, 6, ... esetén.

3.3.2 Algoritmus II.

1. Iépés. Legyen:

k=0, x9 =9, w_p .
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2. Iépés. Oldjuk meg az
Ab =y

egyenletrendszert a legkisebb négyzetek elvén wi(x®) stilyozassal, és legyen:

cen 1 1[(pfz)x<k) +b) Pl . (3.16)
P

3. 1épés. Mint a 3.3.1. algoritmusnal.

Az iteraciot mindkét algoritmus esetén a kovetkezd feltétel teljesiilése mellett 4l-

lithatjuk le:

m
x(/-k“)fxsk)‘ < ¢

Jj=1 i=l

MMs
'\RA
e
z

. (3.17)

-ahol & =0.5-10°.

A gyakorlatban kombinaljuk a két algoritmust:

1 < p <2 esetén a 3.3.1 algoritmust hasznaljuk,

p > 2 esetén pedig a 3.3.2 algoritmust.

3.4 A 2D és 3D hasonlosagi transzformaciok L, normaban

Tekintsiik a 2D hasonldsagi transzformacio (2.26) osszefiiggéssel megadott ma-
tematikai modelljét. Tegyiik fel, hogy a kiindulasi rendszerben a pontok koordinatai
hibamentesek, a cél koordinata-rendszerben adott pontok koordinatai egymassal nem

korrelaltak.
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Jelolje:

Fl(r,s):‘X-xp‘p :Z”:‘Xi —x;r+y;s ’ )
=1
I (3.18)

Faes) =P, " =S s
i=l1

- ahol n akét rendszerben adott kzos pontok szama.

Az x, ¢és y, becsléseket, amelyek L, normaban minimalizaljak a (3.18) képlet-
tel megadott szélséérték-feladatot, a (3.9) osszefiiggésbol nyerjiik.
A szélséérték-feladat megoldasanak sziikséges feltétele a parcialis derivaltak el-

tlinése:

OF] 4 _

6r1 :—szi‘Xi _xi”+y1'5‘p 2(X[ —xir+ys)
i=1

OF, d _

8;1 = PZ)’[‘XI‘ _xi”+y1‘5p Z(Xi _xi"+)/i5) >
i=l

(3.19)
6F n _
672:_])2};[ Yy —xis—yir ’ 2(Yi _xis_yir) >
r i=1
oF,

n
as —szi‘yi XS _)’z’”‘piz(yi —x;8 = ;1)

i=1

A sz€lséérték-feladat megoldasat a kovetkezo egyenletrendszerbdl kapjuk:

OF N OF, ~0
or or
(3.20)
aﬂ + ﬂ =0 .
Os s

Geomatikai Kézlemények 11., 1999



58 Zavoti J
A megoldast a (3.20) egyenletrendszerbdl kifejezhetjiik:

1
= (bB+d4),

r= 1 b5+ di)
s:%(aB—cA) , (3.21)

D=ad +bc s
- ahol
_ yY xX _ xY X
Afz(a)i Y + w; X,;), sz(ca,- Y, —w; X,-),
Y X X Y
a:Z(wiy y; +of x,-) , b:Z(wix Vi —of xi):
Y X X XY
C:Z(wix Vi — o] x[) , d= ( Pyt of xi))

és

xX

_ (P2
w; —xl-)(i—xir+yia‘ )

p-2

»o_
=y, Y —yir—x;s ,

Wj

xY _ i p2
; _x[‘Yi — Vil = X;S ;

X
™ =

; y,-‘Xl- —xl-r-i-y,-s‘pfz .

A 3D hasonlésagi transzformacio paramétereinek analitikus meghatarozasahoz
tekintsiik a Somogyi és Zavoti (1993) tanulmanyban targyalt matematikai modellt. A

3D transzformacié kozvetitd egyenletei a kovetkezé formaban adhatok meg:

(Zi+2i)ﬂ _(Yi +)’i)7/ :(Xi_x[) ,

—(Z;+z; ) +(X 4+ x =Y - y;) . (3.22)
(Yi+yi)a_(Xi+x[)ﬁ :(Z[_Zi) ,
i=1L2,..,n ,

-ahol X, Y,Z acélrendszer sulypontra redukalt koordinatai,

x,y,z atranszformalando rendszer sulypontra redukalt és méretaranyra

hozott koordinatait jelenti.

A fenti egyenletek alapjan a 3D hasonldsagi transzformacio (3.9) 6sszefiiggése

igy irhat¢ fel:

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



AZ Lp NORMAS BECSLESEK 59

n P
F(B.7)=10,-t;,B+u;y .
i=1
n P
Fyla.y)=Y U, +ta-q;y . (3.23)

i=1

n p
FS(arﬂ):z‘Ti_”ia"'qiﬂ ,
i=1

- ahol
X, —x;=0;, X, +x,=q;,
Y-y, =U, , Yi+y, =u; , i=12,..n
Z. —z.=T , Z. +z. =t ,

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

p-2
o = ti‘Qi _tiﬂ+ui7/‘

p-2
" = ui‘Qi —t;p+uy ,

o =4U; +t,a - qi}/‘p—Z

i=12,..n . (3.24)
) -2
;- :‘Ii‘Ui"'tia_ql'?/‘p

" =u; T —u;a+q; P2

Xz

;= Qi‘Ti —ux +qzﬂ‘p72

A fenti jelolésekkel az Fy, F> €és F3 fuggvények «, [ és y valtozok szerinti par-

cialis derivaltjai igy fejezhetok ki:
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oF, no
o= pQ 0. O, —t,f+uy),
Y. ; ( )

oF, Lo
= p —t. . X
o pZ;w’ (O, —t;,B+uy)

OF; = Pia’izy (Ui +La _‘11'7) ,
oa i=1
o . (3.25)
2 _ Xy
——=-pp o; U, +t,a—q,y),
5 ; ( )
C=rror(t ua ).
OF; 1
= p o/ (T, —ua+q,p).
3 Z:; ( )

Az «a, B és y ismeretleneket a kovetkezd egyenletrendszer megoldéasaval allit-

hatjuk eld:

OF. F.

ok, O _ 0,

oa oa

F.

oF + oFy  _ 0, (3.26)
op op
OF, OF, _ 0
oy oy

Az Lp normas kiegyenlités szemléltetésére a 3D hasonlosagi transzformaciot va-

lasztottuk.

3.1 Példa

Input: Az m = 0.079 méretarany tényezével, a 3.1 tablazatban megadott R

forgatasi matrixszal eléallitottuk a 3.2 tablazatban megadott értékeket.

R
0.999833 0.012286 -0.013529
-0.012084 0.999817 0.014864
0.013709 -0.014698 0.999798

3.1 tablazat. Adott forgatasi matrix
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pnr X Y V4 X y z
1 100.000 600.000 50.000 84.277 473.546 33.606
2 425.000 490.000 120.000 339.164 384.388 93.696
3 410.000 700.000 70.000 329.897 549.805 51.605
4 750.000 640.000 80.000 597.755 499.281 63.873
5 575.000 575.000 130.000 458.363 450.203 102.231
6 830.000 460.000 240.000 657.487 358.225 193.200
7 600.000 400.000 180.000 475.882 312.325 144.023
8 770.000 240.000 370.000 606.583 186.562 297.796
9 560.000 150.000 510.000 438.329 119.123 407.141
10 450.000 250.000 320.000 353.500 196.893 254.720
11 340.000 50.000 430.000 264.451 41.301 342.738
12 150.000 100.000 380.000 115.389 82.013 300.286
13 270.000 220.000 270.000 212.514 174.361 213.628
14 225.000 465.000 150.000 180.626 366.145 115.563
15 50.000 300.000 290.000 39.306 239.885 226.114

3.2 tablazat. K6zos pontok

Output: Az L, normas kiegyenlités eredményeit p=1, 1.5, 2

3.3. tablazat, a becsiilt forgatasi matrixokat a 3.4 tablazat adja meg.

és 2.5 értékekre a

p | Iter m o B Y c
1 0.7898804 -0.0073994 -0.0068612 -0.0060631 0.1806265
1 2 0.7899998 -0.0073889 -0.0068181 -0.0060911 0.1829709
3 0.7900004 -0.0073934 -0.0068213 -0.0060938 0.1830182
1 0.7898804 -0.0073948 -0.0068645 -0.0060637 0.1805626
1.5 2 0.7899998 -0.0073801 -0.0068363 -0.0060876 0.1824659
3 0.7900004 -0.0073840 -0.0068430 -0.0060806 0.1824984
1 0.7898804 -0.0073929 -0.0069086 -0.0060515 0.1802400
2 2 0.7900022 -0.0073620 -0.0069195 -0.0060676 0.1817253
3 0.7900004 -0.0073855 -0.0069187 -0.0060465 0.1820403
1 0.7898804 -0.0073544 -0.0068978 -0.0060045 0.1810019
2.5 2 0.7900009 -0.0073544 -0.0069026 -0.0059786 0.1831018
3 0.7900004 -0.0073396 -0.0069114 -0.0059897 0.1833626

3.3 tablazat. A becsiilt paraméterek értékei
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p R
0.9998327 0.0122868 -0.0135506
1 -0.0120851 0.9998164 0.0148679
0.0137308 -0.0147016 0.9997976
0.9998324 0.0122606 -0.0135942
1.5 -0.0120585 0.9998170 0.0148492
0.0137738 -0.0146828 0.9997973
0.9998312 0.0121934 -0.0137462
2 -0.0119890 0.9998178 0.0148526
0.0139248 -0.0146853 0.9997952
0.9998327 0.0120792 -0.0137331
2.5 -0.0118763 0.9998205 0.0147599
0.0139089 -0.0145944 0.9997968

3.4 tablazat. Forgatasi matrixok
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4. GEODEZIAI ALKALMAZASOK L NORMABAN

A durva hibdk kiszlirésére vald torekvés egyidds az adatfeldolgozassal. Ez a
megallapitds fokozottan érvényes a geodézidban, ahol statisztikai vonatkozasban a
mintavétel kisszdmt adathalmazra vonatkozik. Ez bizonyos mértékig megkonnyiti az
adatok ellendrzését, ami igen fontos munkafazis, mivel a paraméterbecslésre altaldnosan
alkalmazott legkisebb négyzetek mddszere bizonytalanna valik ki nem zart hibas adatok
esetén.

A szamitas- ¢és méréstechnika nagyarany( fejlédése, az automatikus
adatfeldolgozas igénye a geodéziara kiilonosen jellemzd. A fotogrammetriai és
Grtechnikai mérési modszerek nagy adattomegek feldolgozasat igénylik, ami mar
sziikségessé teszi a hagyomdanyos adatfeldolgozasi modszerek mellett a robusztus
statisztikai modszerek alkalmazasat is. Ilyen iranyu torekvések mar tapasztalhatok, de a

gyakorlatban val6 elterjedésiiket a hagyomanyos mddszerekhez valo kotédés neheziti.

4.1 A legkisebb abszolut értékek osszegének elve

A modszer régota ismert, mar Laplace is javasolta 1799-ben. A minimalizalando

célfiiggvénnyel (L norma) a varhato érték becslése a kovetkezé forméaban adhatd meg:

Y -3 > min . “4.1)

p(y-g):i1

A minimum megtalalasahoz az (4.1) egyenletet parcidlisan derivalva, és az igy

kapott y vagy hatasfliggvényt nullaval egyenlévé téve:

Syl - 9)= sign(y, - 9)=0 . 42)
j i=1

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5
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Lattuk az (1.18) Osszefliggésben, hogy ez a modszer a varhatd értéket a
mediannal becsiili. Eloszlasa a Laplace eloszlasnak felel meg, tehat eloszlasfiiggvénye a
normalis eloszlashoz viszonyitva laposabb, és igy tobb kiugro érték is eléfordulhat. A
medidn meghatarozasa tobb valtozd esetén linedris programozasi feladat, ami eltér a
geodézidban 4ltaldnosan alkalmazott szamitdsi algoritmusoktdl. Azonban a
szamitastechnika teriiletén mutatkoz6 dinamikus fejlédés a linearis programozas
geodéziai gyakorlatban valo elterjedését és gazdasagos alkalmazasat lehetévé fogja

tenni.

4.2 Kiegyenlités L1 normaban

Az L, norméas megoldas olyan modszer talhatarozott egyenletrendszerek
kiegyenlitésére, amelynek célfiiggvénye a javitasok abszolut értékeinek az Osszegét
minimalizalja. Nagymértékii robusztussdga révén kiilonleges helyet foglal el a
kiilonb6z6 kiegyenlitési modszerek kozott. Az eljaras legkevésbé érzékeny a
megfigyelésekben esetenként el6forduld durva hibakra. Az altalunk kifejlesztett
algoritmus az L1 normas megoldasat szamolja egy n lineéris egyenletbdl allo, m

ismeretlent tartalmazo tilhatarozott egyenletrendszernek:
Dagx;=y; , i=12,..n . (4.3)

Legyen n > m.

Az eljaras meghataroz egy {xj sJj=12,.., m} vektort, amely minimalizalja a v;

rezidualok abszolut értékeinek osszegét:

m

Dovil= D i Dy, (4.4)
i=1 i=1 j=1
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A megoldasi algoritmus a linedris programozasbdl ismert szimplex modszer
modositdsa az L1 normdas problémara. A szakirodalomban is ismert eljarasokon
talmenden az un. kétfazisu szimplex algoritmust vezettiikk be. Az 1. fazisban a linearis
programozasi feladat egy megengedett bazismegoldasat keressiik. A 2. fazisban az 1.
fazis eredményeként nyert szimplex tablat kiinduld tablaként hasznalva kapjuk a
talhatarozott egyenletrendszer Li normas megoldasat. A kétfazisu szimplex mddszer
tetszOleges linearis programozasi feladat megoldasara alkalmas. Mivel egyes ismeretlen
valtozok — fizikai jelentésiiknél fogva — nemcsak pozitiv értéket vehetnek fel, célszer(i

az optimalizalasi szamitasokat a dual feladaton keresztiil megoldani.

Az L normas kiegyenlités linedris programozasi modelljét adja meg a 4.1

melléklet.

A kovetkezékben a geodéziai adatok feldolgozasaban igen jelentés szerepet
jatszo két-, és haromdimenzids koordinata-transzformaciok paramétereinek L; norma
szerinti kiegyenlitésére mutatunk be megoldasi lehetdségeket. Lokélis és regiondlis
geodinamikai vizsgéalatokra Bdnyai (1993) L> normaban alkalmazott hasonlosagi

transzformaciot.

4.3 Transzformacios paraméterek meghatarozasa az abszolut értékek legkisebb

osszegének médszerével

Durva hibak kisziirésére igen hatdsos robusztus becslés az abszolat értékek

legkisebb 0sszegének modszere.

Ez a modszer a helyzeti paramétert (varhato értéket) a mediannal becsiili.
Eloszlasfliiggvénye a normalis eloszlashoz viszonyitva laposabb, €s igy tobb kiugrd
értéket tiir meg. Numerikus szamitasi nehézségek miatt — egy linedris programozasi
feladat megoldasarol van szo — ez a modszer ez ideig nemigen terjedt el a gyakorlatban.
A szamitastechnika teriiletén mutatkoz6 dinamikus fejlédés hatasara olyan

algoritmusokat fejlesztettek ki (pl. szimplex modszer), amelyek biztositjak a modszer
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gazdasagos alkalmazasat. A kozeljovoben ujabb ¢és egyszeribb algoritmusok
megjelenése varhatd. Tobb kisérlet tortént a geodéziai megfigyelések L1 norma szerinti
kiegyenlitésére. Példaul Fuchs (1980), Hahn és Bill (1984), Ebong (1985), Kampmann
(1986), Burstedde ¢s Cremer (1986), valamint Somogyi- Zavoti (1987). Dodge (1992)

az L norma statisztikai analizisét targyalta.

4.4 Helmert transzformacio megoldasa L; normaban

Tekintsiik a (2.26) Osszefliggéssel megadott Helmert transzformaciot. Detrekdi

ey s

féle fliggvényalakja a kovetkezo:

X=mxcosp—mysinp+c, , 45
Y=mxsing+mycosp+c, .5)

A fenti X(m,p ,cx,cy) és Y(m,p ,cx ,cy) tobbvaltozos fiiggvényeket fejtsiik Taylor

sorba az elsérendii tagokig az (mo, Po.Cx, Cy, ) pont kornyezetében:

X =myxcos @y -myysing, +c, +dmxcos @, -dmy sing, -dpm,xsing, -dpmyy cos ¢, +dc,
Y =myxsing, +myycosp, +c, +dmxsing, +dmycosp,+dpmixcos g, -dpm,ysing, +dc,

(4.6)
- ahol dm a méretarany valtozasa,
d @ a forgatasi szog valtozasa,

dcy , dey az eltolasi értékek valtozasa.

Tekintsiik a P(X,- Y,) i=12,....n ponthalmazt. Jelslje O(x,, y,) i=1,2,..,n a
transzformaland6 pontokat ¢és a transzformacié utani koordinatdk legyenek

(Xi vty )
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A Helmert transzformacio (4.6) képletében legyen m =1 ¢s ¢, ~c, =0,

ekkor kapjuk:

X, +v, =c;, +dmc; —deps; +dc, ,

Y[+vy’ =si+dmsl-+dgoci+dcy s i=1,2,..,n , “4.7)
-ahol ¢, =x;cosp, —y, sing, ,

S; =X; Sin@y + Yy, cos@Q, .
Els6 kozelitésben ¢, =0 esetén irhatjuk:

v, = x,dm—y,do+dc, +dx; ,

v, =y dm+xdp+de, +dy; , i=1,2,..,n , 4.8)

[
;= /vf + vi_

v

-ahol dx, =x, - X

i

dv, =y, —Y,

i

(Egy eldzetes transzformacidval a feltételezett kozelito értékek realizalhatok.)
A javitasok alapjan koveteljik meg az illeszkedés r, mértékére az alabbi

egyenl6tlenséget:
i=1,2,..,n . 4.9
Ezek utan keressiik az alabbi célfliggvény minimumat:
n
Z r; = min . (4.10)
i=1
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Az (4.8), (4.9), (4.10) osszefiiggések egy konvex, nemlinearis optimalizalasi

feladatot definialnak.

Fuchs (1980) alapjan konnyen belathato, hogy az (4.9) 6sszefliggést a kovetkezd

végtelen sok linedris egyenldtlenséggel kozelithetjiik:

v cosa+v, sinas<r , O<a<2r , i=.,2,..,n . “4.11)
Kiindulasként valasszunk véges sok « szdget valamennyi pont esetén:

a”:U_UZ L mi=4 ., j=12..m , i=12..n . (4.12)

Ekkor az eredeti (4.8), (4.9), (4.10) probléma a kdvetkez6 linearis programozasi

feladatként fogalmazhato meg:

(x,. cosa; +y,; sina; )dm+(xi sinQ; — y; cosa; )d(0+cosa,.jdcx +sinade, —r; < f(dx,. cosa; +dy; szna,-j) ,

n
-> 1 > max r=0 (4.13)
i=1

Célszerti a fenti linearis programozasi feladat dualtjat képezni:

ml
Zﬂ_jjﬁl , i=12,..,n ,
j=1

ny m;

—ZZ;I!-, sina; =0 ,

i=1 j=1

noom;

—227@7 cosa; =0 ,

i=1 j=I
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nom

—ZZ(XI» sinay; =y, cosai/»)ir_ii =0, (4.14)
i=1 j=1

n m;

- Z Z(xi cosay; +x; sinay; )ﬂi/ =0 ,
i=l j=1

n n
ZZ(a’x[ cosa; + dy; sinay)ﬂ,«j — max
i=l j=1

;20 .

A dudl linearis programozasi feladat megoldasahoz a kétfazisa szimplex
modszert ajanljuk, mivel a kétfazisi szimplex modszer tetszdleges linedris
programozasi feladat megoldasara alkalmas. Az egyetlen kikotés, a normal vektor
nemnegativitdsanak feltétele trividlisan teljesithetd. A primal feladat optimalis
megoldasat 0gy kapjuk, hogy a dual feladatot a kétfazisu szimplex modszerrel

megoldjuk.
Megoldasként adodik dm'?, degV, dc(,l) ,dW, o,

.9
C.‘

Az (4.8) Osszefliggés alapjan meghatarozhatok a v, , v,  javitasok, amelyekbdl

;:,-(1) becsiilhetd:

(1))2 JF(V(U)2 , (4.15)

az

) <70 (4.16)

egyenldtlenség, hatarozzuk meg a kdvetkezd szoget:

RO
J

//[/VS ) ’

Tim 1 =arcig 4.17)

m;=m; +1 , j=L2,.,m; , i=12,..,n
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Ezek a szogek a (4.13) osszefliggéshez tovabbi egyenldtlenséget szolgaltatnak.

Ily modon addig iteralhatunk, amig valamennyi pontra a (4.17) Osszefiiggéssel szamolt

két egymas utani t szOg abszolut értékénck kiilonbsége adott korlaton (pl. € = 0.01)

beliil esik. A (4.13) Osszefliggésekkel adott linedris programozasi modell primal

feladatanak szimplex tablajat a 4.2 melléklet tartalmazza, dudl feladatanak szimplex

tablaja a 4.3 mellékletben tanulményozhatd. A matematikai modellt Somogyi és Zdavoti

(1989) tanulmanya is megadta.

Tekintsiik a 2.1 példaban megadott feladatot.

4.1 Példa

Input: 2.1 tablazat

Output: Az

Li normas kiegyenlités eredményét a 4.1 tabldzat, a becsiilt

paraméterek értékeit a 4.2 tablazat tartalmazza.

pnr dx dy Vx Vy r o
1 * 0.000000 0.000000 -0.020556 -0.844925 0.845 -1.596
2 * 0.000000 0.000000 0.685808 -0.923410 1.150 -0.933
3 -0.645996 0.571289 0.000614 0.001112 0.001 1.075
4 -0.606934 0.295898 0.000413 0.000415 0.001 0.808
5 -0.372009 0.139160 -0.000130 0.000628 0.001 1.762
6 -0.096924 0.295898 0.000271 0.000375 0.000 0.945
7 -0.135742 0.768066 0.000732 0.001637 0.002 1.151
8 -0.371094 0.807129 0.000838 0.001475 0.002 1.060
9 -0.527832 0.532227 0.001048 0.001282 0.002 1.202
10 * 0.000000 0.453125 0.254177 0.000624 0.254 -0.002
11 -0.174805 0.531982 0.000894 0.001011 0.001 0.852
12 -0.349121 0.560059 0.001387 0.000561 0.001 0.397

4.1 tablazat. Helmert transzformacié L; normaban

dm

d(p Cx

Cy

0.000080 -0.078485 -0.099041

-0.099319

4.2 tablazat. Megoldas
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4.5 Projektiv transzformacio L1 normaban

Az (2.27) egyenletrendszer nevezdjével vald atszorzas, és az egyenletek rende-

zése utan a mérési eredményekre az alabbi javitasi egyenletek irhatok fel:

VXJ =—a)X; —ay; —aj +c1xiXi +c2in[ + Xi ,
i=12,..n | (4.18)
Vy, = _blxi _bzyl' —b3 +C1xiYi +CZini + )/I ,

- ahol n > 4 a mindkét rendszerben adott kdzds pontok szama.

L1 normaban az ellentmondast a kovetkezoképp definialjuk:

l

R
= vy v, 20, i=12,.,n . (4.19)

Célunk megkeresni az aldbbi célfliggvény minimumat:
n
fe)=>rn . (4.20)
i=1

Helyettesitsiik (4.19) osszefiiggést az alabbi egyenldtlenséggel:

(4.21)

A (4.21) formula megengedi, hogy a transzformalt pont vagy a r; sugart kor

belsejében, vagy a kor hataran helyezkedjék el.

A (4.18), (4.20) és (4.21) Osszefiiggések egy nemlinearis optimalizalasi feladatot
definialnak. Ezt a nemlinearis optimalizalasi feladatot a Fuchs (1982) altal bevezetett

modszerrel linearizaljuk.
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A ("x,. vy ) ellentmondas vektorokat irjuk fel polarkoordinatas alakban is:
Vy, =1 COST; vy, =1 SIinT; . (4.22)
Ekkor tetszdleges o (0 <a< 27r) esetén igazak a kovetkez6 Osszefiiggések is:

V. COSQ =T, COST; COS L,
i

. . . (4.23)
v, sina=r; sint; sina
A (4.23) alatti egyenleteket 6sszeadva kapjuk:
Vy, COSO+V, sina=r; cos(fi - a)S o,
(4.24)
0<a<2r , i=1,2,...n

A fentiek szerint az (4.21) Osszefiiggés helyettesithetd végtelen sok (a € [0,271])

(4.24) formulaval megadott egyenlétlenséggel:

—apx;cosa—a,y;cosa—azcosa+cx; X;cosa+cyy; X;cosa+ X, cosa+

—byx; sina—b,y; sina—b;y sina +cx;Y; sina+c,y,;Y; sina+Y; sina<r; ,

0<a<2r , i=12,..n . (4.25)

Valasszunk minden pontra csak véges sok a; (j =12,.., ml-) értéket, ahogyan a

(4.12) Osszefliggésben tettilk. Geometriailag ez azt jelenti, hogy a kort egy m; oldala

poligonnal kozelitjiik. Ekkor az eredeti nemlinedris optimalizalasi feladatunk a kovetke-

70 linearis programozasi feladatba megy at:

—ayx; cosay; —byx; sina; —ayy;cosa; —byy; sinay; —az cosa; —by sina;

+c (xl-X,- cosa; + x;Y; sin ay)+ cz(y,;X,- cosay +y;Y; sina,-j)—r,; <-X;cosa; —Y;sina

(4.26)
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Zri—>min R =20,

J=L2,.,m; , i=12,..,n

Az elébbi linearis programozasi feladat az eredeti nemlinearis optimalizalasi fel-
adatot approximalja. A (4.26) Osszefiiggésekkel adott linearis programozasi primal fel-
adat szimplex tablajat attekinthet6 forméaban a 4.4 melléklet tartalmazza. Ha a (4.26)
formulékkal definialt modellt primal lineéris optimalizalasi feladatnak tekintjiik, akkor a
hozzétartozé dual problémat is megadhatjuk. A sikbeli projektiv transzformacié linearis
programozasi modell dual feladatanak szimplex tablajat adja meg a 4.5 melléklet.

A modszer alkalmazasat egy szimulalt racs-adatrendszer feldolgozasaval mutat-
juk be. A 4.5 tablazat 2. soraban szerepl6 értékekkel eldallitottuk a 4.3 tablazatban adott

koordinatakat.
4.2 Példa

Input: A kép koordinatakra a 4.3 tablazatban adott zajokat szuperponaltunk.

pnr X Y X y Zx Zy
1 1000 1000 -86.361 -204.274 -0.002 -0.001
2 1000 2000 -84.865 -62.220 0.004 0.003
3 1000 3000 -83.662 52.099 -0.005 0.001
4 2000 1000 32.013 -169.044 -0.009 0.007
5 2000 2000 22.339 -50.815 0.003 -0.001
6 2000 3000 14.305 47.389 -0.001 0.004
7 3000 1000 ' 117.813 -143.508 0.000 5.998
8 3000 2000 102.429 -42.295 0.002 -0.006
9 3000 3000 89.345 43.781 0.003 -0.001

4.3 tablazat. (X, Y)m, (x, y)ymm koordinatak ¢és a zaj

Output: Az L normas kiegyenlités eredményeként kapott javitasokat és hiba-
jellemzoket a 4.4 tablazat, a becsiilt és adott paraméterek értékeit a 4.5 tablazat tartal-

mazza.
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pnr Vx Vy r a
1 0.000120 -0.000045 0.000 -0.003
2 -0.000744 -0.000945 0.004 -2.235
3 -0.000043 0.000016 0.000 2.852
4 0.000455 0.000314 0.000 0.987
5 -0.000242 -0.000028 0.000 -3.025
6 0.000450 -0.000419 0.002 -0.408
7 * -0.115673 -0.501912 0.515 -1.806
8 -0.000873 0.000886 0.001 1.870
9 -0.000117 0.000030 0.000 2.910
4.4 tablazat. Javitasok ¢s hiba-jellemzdék
a az as bi b2 b3 c1 c2
7999.99 -1100.02 1800.00 -4000.02 7399.99 2500.00 -1.5 -1.0
8000. -1100. 1800. -4000. 7400. 2500. -1.5 -1.0
4.5 tablazat. A becsiilt és az adott paraméterek értékei
4.6 A 3D hasonldsagi transzformacio paramétereinek kozvetlen meghatarozasa

Linormaban

Az L) normés megoldas tipikus alkalmazasi teriilete a hasonlosagi transzforma-
cio. Két kiilonb6z6 koordinata rendszerben megadott ponthalmaz k6z0s pontjai alapjan
megalkotott tulhatarozott egyenletrendszer megoldhatd kiegészité minimum feltételek-
kel is. Az L1 normas megoldas tulajdonsagai lehetévé teszik az egyes pontokban esetle-

gesen fellépd durva hibak felismerését.

A 3D hasonlésagi transzformacié matematikai modelljét L1 normaban a Somo-
gvi és Zavoti (1993) tanulmanya targyalta, mig L> normaban az utobbi idében Bdcsatyai
(1993) is feldolgozta.

A 3D hasonlosagi transzformaci6 altalanos alakja:

X=mRx+c , 4.27)
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- ahol X a cél koordinata-rendszerben adott pontok vektora,

x a kiindulasi koordinata-rendszerben adott pontok vektora,

m a méretarany értéke,

R a forgatdsi matrix,

¢ az eltolas vektora.

Amint az jol ismert, a térbeli transzformacio (a sik is) harom fazisbol tevodik

Ossze: eltolds, méretarany valtozas és a harom koordinatatengely koriili forgatas. Mate-

matikai szempontbdl a harmadik fazis a legérdekesebb, mivel az R orthogonalis forga-

tasi matrix koefficiensei nemlinedris fliggvényei a harom fliggetlen forgatasi paraméter-

nek. Ezért altalaban iteraciés megoldast alkalmazunk a (4.27) képletek differencialasa

utjan nyert linearis egyenletek segitségével. De lehet6ség van R kdzvetlen meghataro-

zasara is. Példaul Schut (1959), Somogyi (1969) tanulmanyokban talalhatok ilyen algo-

ritmusok, amelyek foleg a fotogrammetriai gyakorlatban terjedtek el.

Az eltolas sulyponti koordinatak bevezetésével kikiiszobolhetd, és a két koordi-

nata-rendszer kozos méretaranyra hozatala is konnyen elvégezheté. Az R matrix

M1, N2, .- 133 koefficienseit alkotd harom fiiggetlen paramétert jeldlje o, f ésy , ve-

lik R akovetkez6képpen irhatd:

l+a’-p> -y° 2ap-7) 2(ay + )
1+0:2+/32+;/2 1+a2+ﬂ2+72 l+a2+,82+72

Aapty) N+ pr-a’ -y’ Ay -a) 4.28)
l+a? +B2+y%2 1+a’ +B%+y% 1+a’ +p%>+y7

2(ar - p) 28y +a)  1+yi-a’ - p?

1+a’ + B%+ 2

Thompson (1959) alapjan a két koordinata rendszerben n kozos pont felhaszna-

lasaval a harom fiiggetlen paraméter meghatarozasara a kovetkez6 linearis egyenletek

irhatok fel:
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(z,+2,)B _(Yz +y =X, -x,),

_(Zi+Zi)a +(Xi+xi)7:(Yi_yf) , (4.29)
(Yi+yi)a_(Xi+xi)ﬂ :(Zi_zi) ,
i=12,..,n

-ahol X, Y,Z acélrendszer sulypontra redukalt koordinatai,

X, ¥, z atranszformalando rendszer sulypontra redukalt és méretaranyra

hozott koordinatait jelenti.

A szimplex tabla felallitasa a (4.29) 0sszefliggés alapjan a kovetkezd modon tor-

ténik:
aj =0 . iy =Zp+z; a3 ==Y, -y, . b =X;-x; ,
Aiyny ==2Z; —Z; + Ajzpr =0 s A3 =X X, by, =Y -y
Ao =Y;+Yi . Aoy =—X;—X; , 4;2,3=0 o by =2, —z;
i=1,2,.n . (4.30)

A tulhatarozott 3n linearis egyenletrendszer o, ésy ismeretlenjeinek L
norma szerinti megoldasahoz a Barrodale és Roberts (1973) algoritmust hasznaltuk. Az
algoritmus meghatarozza azokat az « , § és y értékeket, amelyekre a maradékok abszo-

lut értékeinek 6sszege minimalis:

3n

3n
dvi=Ybi—aja—apf-asy . (4.31)
in1

i=1

Ezutan a kiszamitott «,f ésy értékek segitségével az R forgatasi matrix
H1, 7o, - I3y elemeit hatarozzuk meg. Végiil az egyes javitasokat a kovetkezd Ossze-

fliggés alapjan kapjuk:
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Ve, =X TP X; =y —h3Z

vy, =Y, X Y — sz i=12,..n . (4.32)

¥ i

V2 =Z; =X, — Iy — Iz

Tehat a fenti képletekben a koordinatak a koordinata-rendszerek sulypontjara

vonatkoznak, és a x;, y;, z; koordinatdk mar az m méretarannyal modositottak. A mé-

retarany meghatarozasahoz a kiegyenlitésbe bevont koordinatak sulypontra vonatkozd

tavolsagait vessziik, és beldliik szamitunk egy atlagos értéket.

A kiindul6 adatokban eléfordulhaté durva hibak a méretarany meghatarozasat
bizonytalanna tehetik, mivel ennek az ismeretlennek meghatarozasa nem L; norma sze-
rint torténik. A durva hibak méretaranyra vonatkoz6 hatasat ugy kiiszoboljik ki, hogy a
(4.32) egyenletrendszer L1 norma alapjan térténd megoldéasa sordan az ellentmondasok
értékére egy felso korlatot adtunk meg. Ha valamely pontokra szamitott ellentmondas
tallépi ezt a hatarértéket, a program Gjrakezdi a szamitasokat Gigy, hogy a korlatot meg-
halad6 pontok mar nem vesznek részt a méretarany meghatarozasaban. Az iteraciot ad-
dig ismételjiik, amig a (4.32) egyenletekben valamennyi ellentmondas a megadott hatar-
értéknél kisebb lesz - feltéve, hogy elegendd pont marad az ismeretlenek meghataroza-
sara. Ellenkez0 esetben ndvelniink kell a felsd korlat értékét.

A modszer miikodésének illusztralasara tekintsiik a 3.1 és a 3.2 tablazatban

megadott értékeket.

4.3 Példa

Input: 3.2 tablazat.

Output: A 4.6 tablazat az L) normaval, a 4.7 tablazat az L> normaval becsiilt
paraméterértékeket tartalmazza. A 4.8 tablazatban a két modszerrel kapott javitasok
vethetOk 6ssze az eredeti szuperponalt zajjal. Felhivjuk a figyelmet az L és L> normas
kiegyenlitéssel kapott javitasok kozotti nagysagrendi eltérésekre. A 4.9 és 4.10 tablazat-

ban kapott eredményeket a 3.1 tadblazat értékeivel célszerii 6sszevetni.
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Iter Ly m o B Y
1 MIN=3.703 STEP=9 0.7898804 -0.0074057 -0.0068273 -0.0060254
2 MIN=2.215 STEP =9 0.7900004 -0.0073960 -0.0068101 -0.0060948
3 MIN=2.213 STEP =7 0.7900004 -0.0073963 -0.0068081 -0.0060957
4.6 tablazat. L) normas kiegyenlités
Iter L» m a B Y
1 ERR=.185 0.7898804 -0.0073929 -0.0069086 -0.0060515
2 ERR=.082 0.7900022 -0.0073620 -0.0069195 -0.0060676
3 ERR=.055 0.7900004 -0.0073855 -0.0069187 -0.0060465
4.7 tablazat. L, normas kiegyenlités
pnr L, Lo Zaj
1 0.000 0.000 -0.002 -0.016 0.026 0.060 0.001 0.000 -0.002
2 -0.004 0.007 0.003 -0.016 0.009 0.009 -0.003 0.007 0.002
3 0.004 -0.001 0.006 -0.001 0.001 0.011 0.005 -0.001 0.004
4 -0.004 -0.004 -0.003 -0.012 -0.028 -0.055 -0.003 -0.006 -0.005
5 -0.004 0.000 0.003 -0.008 -0.010 -0.018 -0.003 -0.001 0.001
6 -0.005 -0.002 -0.008 0.002 -0.030 -0.071 -0.003 -0.003 -0.009
7 0.002 -0.002 -0.001 -0.007 -0.013 -0.023 0.003 -0.003 -0.002
8 0.009 0.003 0.003 0.021 -0.018 -0.046 0.010 0.003 0.003
9 -0.003 0.000 -0.002 0.027 -0.002 -0.013 -0.002 0.002 -0.001
10 | * | -0.948 -0.034 -0.001 -0.943 -0.036 0.012 -0.947 -0.032 0.000
11 0.006 0.002 0.002 0.014 0.017 0.032 0.006 0.005 0.005
12 | * | -0.001 -0.005 -0.320 0.000 0.025 -0.258 0.000 -0.003 -0.317
13 0.000 -0.001 -0.001 -0.007 0.015 0.038 0.000 0.000 0.002
14 | * | -0.005 -0.752 0.049 -0.009 -0.734 0.086 -0.004 -0.751 0.050
15 0.000 -0.002 0.000 0.002 0.032 0.076 0.000 0.000 0.002
4.8 tablazat. Javitasok és zaj
R R
0.9998330 0.0122904 -0.0135241 0.9998312 0.0121934 -0.0137462
-0.0120890 0.9998163 0.0148735 -0.0119891 0.9998178 0.0148526
0.0137044 -0.0147075 0.9997979 0.0139248 -0.0146853 0.9997952

4.9 tablazat. L) normas forgatasi matrix
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KIEGYENLITES L, NORMABAN

Ax=y+v SV, —>min
I

X; =X —X;

v, =Vt —v;~

AxT—Ax——vt+v—=y

SVt +v —>min

NEM BAZIS INDEX
B
A
4
1 A ¥y
S
I.
CELFUGGVENY

BARRODALE & ROBERTS (1973)

4.1 melléklet. L; normas kiegyenlités modellje
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5. AZ L NORMAS BECSLES A BOSCOVICH-
LAPLACE FELTETEL ALKALMAZASAVAL

A geodéziai gyakorlatban altalaban a legkisebb négyzetek modszerét alkalmaz-
zak paraméterek becsléséhez. A mddszer elterjedése az egyszerii matematikai kifejezhe-
téség és viszonylag konnyl szamitas mellett még azzal is indokolhatd, hogy az altala-
ban kis mintakon alapul6 geodéziai megfigyelések hibai normalis eloszlastinak tekinthe-

tok.

Az uj, korszerl és automatizalt méréstechnikak elterjedésével és a geodinamikai
célu folyamatos megfigyelésekkel a nagyobb mintakon alapuld paraméterbecslések a
geodézia és geofizika teriiletén is mindennapos feladatta valtak.

A paraméterek becslése alatt a megfigyelésekbdl alkotott fliggvényt, statisztikat
értjlik. A LNM akkor optimalis, ha a megfigyelések hibai normalis eloszlastiak (Gauss-
Markov elv). Mas eloszlast hibak esetén az LNM nem ad optimalis eredményt. Ilyenek
lehetnek példaul a hosszufarku eloszlasok (Laplace- és Cauchy-féle eloszlasok), vagy a
mérési adatokat terheld kisebb-nagyobb szennyezddések okozta kevert normalis elosz-
lasok. A nagytdmegl és részben automatikusan nyert megfigyelések esetén a normalitas
egyértelmii feltételezése csokkentheti a paraméterbecslés megbizhatosagat. Sziikség van
alternativ megoldasokra, amelyek védelmet biztositanak a kiilonbozé hibak elkdvetése

ellen.

5.1 A Boscovich-Laplace feltétel

Paraméterek becslésére szdmos modszer all rendelkezésre. A harom legismer-
tebb megoldas a kovetkezd:
a) az eltérések négyzetdsszegének minimalizalasa,
b) az abszolut eltérések 0sszegének minimalizalasa,

¢) alegnagyobb abszolut eltérés minimalizalasa.

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5
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Ezek a megoldasok az L, becslések csoportjaba tartoznak, amelyek az un. Min-

kowsky-mértéket vagy L, normat minimalizaljak:

n p
P
v[
i=1

- ahol v; az eltéréseket jelenti és p > 1.

, (5.1

A kovetkezokben Maire és Boscovich (1755) valamint Boscovich (1757) alapjan
a Boscovich-Laplace modszert ismertetjiik, ami egy alternativdja az Lpnormas becslés-

nek, és vizsgaljuk geodéziai célu alkalmazhatdsagat.

A (3.1) osszefliggéssel adott Gauss-Markov matematikai modell a Boscovich-

Laplace (BL) feltétel esetén megoldhatd a

é v; —> min (5.2)
célfliggvénnyel és azzal a kiegészitd feltétellel, hogy a javitasok dsszege nulla legyen:
v, =0 . (5.3)

Tehat ez az eset egy altalanos L normas kiegyenlités és egy potlolagos korlato-
z6 feltétellel adott hibrid becslésnek felel meg. A gyakorlatban a Boscovich-Laplace
feltétel igen egyszerlien megfogalmazhat6. A javitasok abszolut értékeinek minimalizé-
lasa kdzismerten egy lineéris programozasi feladatra vezethetd vissza. Ezen optimaliza-
lasi feladathoz a BL feltétel figyelembe vétele a szimplex tabla egy sorral torténd kiegé-
szitését jelenti. A BL moddszer igy az L1 normas eljaras kiterjesztését jelenti, mégpedig
az L> normas modszer iranyaba, ezért ezen modszer kevésbé robusztus, mint az L1 mod-

szer, de robusztusabb, mint az L mddszer. Olyan esetekben célszerii alkalmazni, ahol
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sem az Li, sem az L» norma alkalmazhatésaganak feltételei nem teljesiilnek, azaz a

megfigyelés hibainak eloszlasa sem nem Gauss-, sem nem Laplace- eloszlas.

5.2 A Boscovich-Laplace médszer a regresszios egyenes illesztésére

A legkisebb négyzetek mddszerének megjelenése eldtt mar 1éteztek kiilonb6zo
megoldasok a linearis modellek paramétereinek becslésére. Errdl nagyon jo attekintést
ad Harter (1974) tanulmanya.

1770-ben Boscovich az y; =ax; +b+v; (i=1,2,..,n) egyenletek a és b is-

meretlen paramétereinek a meghatirozasara azt javasolta, hogy minimalizaljak a legki-
sebb abszolut eltérések 0sszegét azzal a kényszerrel, hogy az eltérések algebrai 0sszege

nulla legyen.

n n

yi—ax; —b =) v, »>min , (5.4)
j=i i=1
i=i i=

n

Z(y[ —ax; —b)zivi =0 . (5.5)
i=1

i=i

Ez a javaslat a legkisebb négyzetek moddszerének elofutaraként tekinthetd.
Laplace (1799) atvette Boscovich (1770) kritériumat, és algebrai megoldast dolgozott ki
a becslés kiszamitasara, eltte mar az angol Simpson (1757) is adott egy megoldast. Egy
évszazaddal késébb Edgeworth (1887) angol matematikus foglalkozott a Boscovich-
tipusu becslésekkel, és az L és Lo moddszerek kozotti figyelemre mélto hibridként jel-
lemezte azt.

A legkisebb négyzetek modszerének felfedezése €s térhdditasa az egyéb megol-
dasokat — f6leg a nehezebb kezelhetdségiik miatt — hattérbe szoritotta, ¢s csak a modern
szamitogépek elterjedésével és a robusztus becslési eljarasok bevezetésével keriiltek
ismét az érdeklddés eldterébe. Els6sorban az L normas moddszerrdl, mint a legrégibb
robusztus becslési eljaras ujrafelfedezésérdl beszélhetiink a LNM egyik megfeleld ro-

busztus alternativajaként. Koenker és Basset (1985) elméletileg vezették le a Boscovich-
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Laplace becslés aszimptotikus elméletét Edgeworth elézéekben emlitett megallapitasa-

nak igazolasara.
A becslés mas modszerekkel vald Osszehasonlitdsara és magasabb rendll felada-
tok megoldasara Kampmann (1988) végzett vizsgalatokat. O a szabad halozatok ki-

egyenlitésére dolgozott ki szamitasi modszert, és teszthalozatok segitségével az L és az

L> normas kiegyenlitések eredményeit hasonlitotta 6ssze.

53 A regresszios egyenes meghatarozasanak modellje

A regresszios modellt elsésorban azért valasztottuk, mivel a matematikai, sta-
tisztikai irodalom a kiilénb6z6 paraméterbecslési eljarasok vizsgalatat altalaban regresz-
szi6s problémahoz kapcsolja.

Legyen a regresszios egyenes modellje a kovetkezd:

yi=ax; +b+v; , i=12,.,n . (5.6)

A BL-feltétel alapjan:

n

ivi=2(yi—ax,;—b)=0 . (5.7)
i=l

i=1

Az (5.7) 0sszefliggésbol kapjuk:

iyf—azn‘,x,-—nbﬂ : (5.8)
i=l1 i=l1

A (5.8) egyenletbdl kifejezhetd b:
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=Vs —axg

- ahol

n
Zyl' in
yy ==, Xy =
n n

a sulypont koordinatai.

Minimalizaljuk a kovetkez6 kifejezést az (5.4) dsszefiiggés alapjan:
n
2 vi = vy —alx; = xg) = min
i=1
Atalakitasokkal nyerjiik:

n i
Vi .
:Zx[ —a —> min

i=l1 xlf

n
D vi—ax;
i=1

-ahol x; =x; —x; ,

y; =y; —y, sulyponti koordinatak.

Konnyen belathato (az LP megoldas sajatossaga), hogy létezik olyan

amelyre

és az (5.12) kifejezés minimalis.

Ekkor kapjuk
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xioys _yioxs

X;, =X

b= (5.14)

A geodéziai gyakorlatban regresszids problémak ritkabban fordulnak elé. Egye-
nes ¢s gorbeillesztéseken kiviil esetleg geodinamikai vonatkozasu mérések valtozasai-
nak statisztikus analizalasahoz alkalmazzak. Ennek cllenére ezt a modellt valasztottuk,
mivel a matematikai statisztikdban a kiilonb6z6 paraméter becslési eljarasokat altalaban
regresszios problémakkal tesztelik. Monte Carlo modszer alkalmazasaval vizsgaltuk a
Boscovich-Laplace, az L1 és L> normas becsléseknek a linedris regressziés modellre és a
sik hasonlosagi transzformaciora vonatkozo viselkedését. A szimulalt adatokhoz norma-

lis, szennyezett normalis és Cauchy eloszlasu zajokat generaltunk.

Linearis regressszios modelliinkben a vizsgalt becslési mddszerek 6sszehasonli-
tasa céljabol az (5.6) egyenlet alapjan megadott a és b paraméterekhez szimulalt y; €s x;
adatok koziil az y; értékekre normalis, normalis és szennyezett (N+K), valamint Cauchy
eloszlasu zajokat generaltunk. A megvaltozott adatokkal az a és b paramétereket L1, L>
és BL modszerrel torténd kiegyenlitéssel hataroztunk meg. A szamitasokat tobb ismét-

1éssel végeztiik. Az egyes kisérletek kdzott 1ényeges eltérések nem mutatkoztak.

5.1 Példa

Input: A regresszids egyenes BL feltétellel torténé meghatarozasahoz szimulalt

értékeket €s kiillonbozo eloszlasu zajokat az 5.1 tablazat tartalmaz.
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N N+K C
pnr X y Z ) 73
1l 10 21 | -0.006  -0.006 | -0.237
2| s 31 0.001 = 0.001  0.005
3 20 0 4 0.001  0.001 -0.021
4] 25 51| -0.002  -0252  0.009
s| 30 61 0.002  0.002 -0.006
6| 35 | 71 20.002  -0.002  -0.010
7| 40 81 | -0.009 -0.009 -0.006
8 | 45 91 0.004  0.004 -0.004
9| 50 101 0.011 = 0011  -0.003
0| ss 11 0.010 = 0.010 -0.580
1| 60 121 0.010 = 0.010  0.010
2| es 131 | -0.001 -0.001  0.006
13 70 141 0.003  0.003  0.002
14| 75 151 | -0.002  -0.002  -0.004
150 8 161 | -0.008 -0.008  0.000
16| 85 171 | -0.003 -0.003  0.000
17 | 90 181 | -0.004 -0.004  0.001
18] 95 191 0.004  0.004  0.002
19| 100 201 0.003  0.003 -0.008
20 | 105 211 0.007 = 1.007 = 0381
20 | 110 21 0.005 = 0.005 -0.005

5.1 tablazat. Szimulalt értékek és kiillonbozo eloszlast zajok

Output: A kiegyenlitések eredményeként kapott javitasokat az 5.2 tablazat, sta-

tisztikai jellemzoket és a becsiilt paraméterek értékeit az 5.3 tablazat adja meg.
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N N+K C
pnr | L, L, BL L L, BL Li L, BL
1| 0.004 -0.005 0.004| 0.004 0205 0.000 | 0.460 -0.261 0.397
2 | -0.009  0.009 -0.009 | -0.009 0.190 -0.006 |-0.025 0.207 -0.085
3 | -0.008 | 0.008 -0.008| -0.008 0.161 0.003 | 0.028 0.138 -0.030
4| 0018 -0.019 0.018| 0.498 -0373 0.517 |-0.033 0.183 -0.089
5| -0.009 | 0.008 -0.009| -0.009| 0.105 0.018 | 0.000 0.134 -0.053
6 | 0.000 0.000 0.000] 0.000 0068 0.034 | 0009 0.109 -0.042
7| 0015 -0.015 0.015]| 0.015| 0.025 0.057 | 0.002 0.100 -0.046
8 | -0.010 | 0.010 -0.010| -0.010| 0.022 0.039 |-0.001 0.087 -0.047
9 | 0014 -0.015 0.014| 0.014 -0.030 0.071 |-0.002| 0.072 -0.045
10 | -0.023 | 0.023 | -0.023| -0.023 | -0.021  0.042 | 1.153 -1.097 1.112
11 | -0.020 0.020 -0.020 | -0.020 | -0.052  0.052 [-0.030 0.068 -0.068
12 | 0.003| -0.003 0.003| 0.003 -0.103 0.083 |-0.018 0.039 -0.053
13 | -0.005| 0.004 -0.004| -0.005 -0.124 0.083 |-0.003 0.009 -0.036
14 | 0.006 -0.006 0.006| 0.006 -0.163 0.102 |[-0.014 0.004 -0.044
15 | 0019 -0.019 0.019] 0.019 -0.204 0.122 [-0.003 -0.023 -0.031
16 | 0010 0.010 0.010| 0.010 | -0.223 0.121 | 0.000| -0.042 -0.025
17 | 0.012 -0.013 0.013| 0.012| -0.253  0.131 | 0.001 -0.059 -0.022
18 | -0.003  0.003 -0.002| -0.003 | -0.266 0.123 | 0.000 -0.074 -0.020
19 | 0.000 0.000 0.000| 0.000 -0.297 0.134 | 0.019 -0.109 0.001
20 | -0.007  0.007 -0.007| -2.007 | 1.676 -1.864 |-0.758 0.651 -0.773
21 | -0.010 0.010 -0.010| -0.010  -0.343 0.139 | 0.013 -0.135 0.000
5.2 tablazat. Javitasok
2vil | 0205 0207 0204 2685 4904 | 3741 | 2572 3.601 | 3.019
>0 10.0029 0.0027 0.0028 4278  3.557 | 3.881  2.120 1.891 | 2.032
MSE | 0.012 0.011 | 0.011 | 0.451 0412 0430 | 0.318 0300 0311
a  [1.9998 1.9999 1.9998  1.9998 1.9942 | 1.9983  1.9998 1.9966 1.993
| 1.0094 1.0089  1.0096 | 1.0094 1.2742 | 1.0289 | 1.0155  1.2459 | 1.0838

5.3 tablazat. Adott: @ =2és b =1
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5.4 A sikbeli hasonlosagi transzformacio

s

Fuchs (1980) oldotta meg doktori disszertacidjaban, de korabban mar Meissl (1968) Lo
normaban targyalt hasonl¢ jellegii a problémat.

Az alapfeladat: egy méretarany, egy elforgatas és sikbeli eltolasi paraméterekkel
megadott transzformaciéval vigyiik at az egyik pontrendszert a masikba ugy, hogy a két
rendszer kozotti eltérések abszolut értékeinek dsszege minimum legyen. Ezt a célfiigg-
vényt egészitsiik ki a BL feltétellel: el6irjuk, hogy a koordinatak javitasainak Osszege
kiilén - kiilon zérus legyen. Ez is egy olyan nemlinearis optimalizalasi feladat, amely
visszavezethet6 egy linearis optimalizalasi feladatra.
vich-Laplace feltétellel kiegészitve egy linedris programozasi modellt vezettiink be.

Vizsgaljuk a (4.5) osszefliggésekkel megadott sikbeli hasonlosagi transzforma-
ciot. Tekintsiik a P(X,,Y;) ésa O, (x;, vi) (i=1,2,..., n) pontrendszereket. A Q; pont-
halmazt egy méretarany, egy elforgatas és egy sikbeli eltolasi paraméterekkel megadott
transzformacioval vigyiik 4t a P; pontrendszerbe ugy, hogy a két rendszer kozotti elté-
rések abszolut értékeinek Osszege minimum legyen. Ezt a célfliggvényt egészitsiik ki az
un. Boscovich-Laplace feltétellel. Koveteljiik meg, hogy a koordinatak javitasainak 6sz-
szege kiilon-kiilon zérus legyen.

A (4.6) Osszefliggésekben megfeleld kozelité értékek — ¢, =0, my=1 és

¢y, ®0, ¢, =0 — esetén kis valtozasokat tételezhetiink fel. Ekkor a sik hasonlésagi

vy, =x;dm—ydp+dc, +dx;
i=1L2,...n , (5.15)
v, = yidm+x;do + dcy +dy; ,
- ahol dx; =x;—X; ,

dyi=y;=Y;

A transzformalt pontok illeszkedését definialjuk igy:
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v = .\‘j“vx +vi s =0, i=1,2,...,n . (5.16)
Keressiik a kdvetkez6 célfliggvény minimumat:
Zrl-—> min . 5.17)

Amennyiben megenged;jiik, hogy a transzformalt pont vagy az r; sugari koron

vagy a koron beliil is lehet, kapjuk a kdvetkezd egyenldtlenséget:
M v <r 520, i=1,2,..n . (5.18)

Az (5.15) Osszefiiggés alapjan a Boscovich-Laplace feltételbdl adodik:

]Z’xl.dm - iy,d(p +ndc, = —i dx; ,
i=1 i=1 =

(5.19)

i)’idm + zn:x,-dga + ndc, =—i dy; .
i=1

i=1 i=1

Meissl (1968) és Fuchs (1982) alapjan belathatd, hogy a

i=1,2,.on  (5.20)

feltétel helyettesithetd végtelen sok egyenlétlenséggel a kovetkezd kozelités felhaszna-

lasaval:

Vv, cosa+v, sina<r; , 0<a<22r , i=1,2,...,n . (521)
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A szamitasok soran kényszerliségbdl az r; sugari kort véges sok o érték felvé-

telével sokszoggel helyettesitjiik.
Az (5.19) Boscovich-Laplace feltételbol levezetett formulakbol kapjuk:

dcx = _(dxx + X dm — Vs d(ﬂ) ’

(5.22)
dcy :—(dys + y,dm+ xl\,d(p) .
- ahol

n n

> x; D dx;
Xg = = H dxs = = 4

n n

n n

Zyl' sz’i
Vg :71:1 5 dys = =

n n
A fenti ismeretleneket helyettesitsiik (5.15) Osszefiiggésekbe:

Yy, =(x1- — X )dm—(y,. —ys)d(p+dx,- —dx, ,
izlv 27"'9 n . (523)
vy, =y =y Jdm+(x; = x, )+ dy; —dy, ,

i

fgy természetes modon az (x, y}) ésa (dx}, dy}) stlyponti koordinatakra térhe-

tiink at, és a javitasokra a kovetkezd kifejezéseket kapjuk:

v, =x;dm—y;de+dx; ,
(5.24)
v, = yvidm+x/dp +dy! .

Helyettesitsiik a v, és v, javitdsokat az (5.21) egyenl6tlenségekbe, akkor a sik

hasonlosagi (Helmert) transzformacio Boscovich-Laplace feltétellel kiegészitett linearis

programozasi modelljéhez jutunk:

Geomatikai Kézlemények 11., 1999



AZ L; NORMAS BECSLES ... 95

’ r e ’ ) ’ ’ ’ o
(xl- cosa *y;sina; )a'm + (xl- SINQ; - Y; COS O )d(p -1 < —(dx,— cosa;; +d y; sin a,-j) 5

(5.25)
n
Zr,-—nnin , >0,
=1

0<a<2m , j=L2,.,m; , i=1,2,...n .

Azaz a nemlinearis optimalizalasi feladat visszavezethetd linearis optimalizalasi
feladatra.

A linearis programozasi feladat dudltjat képezve a megoldast a Fuchs-féle (4.12)
- (4.17) osszefliggésekben megadott iteracioval nyerhetjik. A modszert Somogyi és Za-

voti (1992) tanulmanya részletesen ismertette.
5.2 Példa

Input: Az 5.4 tablazat a két koordinata-rendszerben adott k6zos pontokat, az 5.5

tablazat kiilonbozo eloszlasu zajokat ad meg.

pnr X Y X y
100 600 | -46.372 | 478.295

—_

2 425 490 | 224.120 | 460.808
3 410 700 | 169.736 | 617.988
4 750 640 | 441.452 | 641.722
5 575 575 | 321.203 | 556.340
6 830 460 | 539.303 | 520.725
7 600 400 | 376.062 | 427.913
8 770 240 | 538.501 | 340.579
9 560 150 | 396.656 | 228.964
10 450 250 | 292.270 | 282.780

—_—
—_—

340 50 | 249.224 | 107.673
12 150 100 94.016 | 106.978
13 270 220 | 161.049 | 223.084
14 225 465 76.616 | 400.838
15 50 300 | -23.186 | 239.148

5.4 tablazat. A két koordinata-rendszer k6z0s pontjai
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N N+K

pnr Zx Zy Zx Zy Zx Zy
1 | -0.002 -0.001 -0.002 -0.001 -0.003 0.000
2 0.002 -0.004 0.002 -0.004 0.000 0.190
3 0.004 | -0.003 0.036 -0.003 0.058 -0.140
4 | -0.005 -0.001 -0.005 -0.001 -0.001 0.000
5 0.001 -0.005 0.001 -0.005 0.000 0.004
6 | -0.009 | 0.007 -0.009 0.007 -0.001 -0.002
7 1 -0.002 -0.003 -0.002 -0.003 -0.004 -0.008
8 0.003 -0.001 0.003 -0.064 -0.002 0.004
9 1 -0.001 -0.007 -0.001 -0.007 0.002 -0.004
10 0.010 0.004 0.010 0.004 0.086 -0.002
11 0.005 0.000 0.005 0.000 -0.001 0.002
12 0.000 | -0.002 0.000 -0.002 -0.012 -0.002
13 0.002 -0.006 0.151 -0.006 0.001 0.033
14 0.003 0.004 0.003 0.004 -0.001 0.009
15 0.002 | 0.001 0.002 0.001 0.004 0.123

5.5 tablazat. Zaj értékek

Output: Az 5.6 tablazatban a becsiilt paraméterek értékei talalhatok

m [0) Cx Cy zaj
L: 0.7899998 | 0.2618009 0.002 -0.002
L> 0.7899997 | 0.2618052 -0.004 0.003 N
BL 0.7899998 = 0.2618031 0.003 -0.001
L 0.7899936 | 0.2618039 0.002 0.001
L 0.7899862 | 0.2617985 -0.020 0.004 N+K
BL 0.7900023 | 0.2617828 0.005 -0.002
L 0.7899963 | 0.2617874 | -0.002 0.003
Lo 0.7899657 = 0.2617550 | -0.017 -0.049 C
BL 0.7899777 | 0.2617679 0.018 0.028
adott | 0.7900000 | 0.2617999 0.000 0.000

5.6 tablazat. A becsiilt paraméterek értékei
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A szennyezett normalis és Cauchy eloszlasu példak eredményei jol mutatjak az
L1 -becslés durvahiba-érzéketlenségét és az LNM durva hibak iranti érzékenységét, amit
a szakirodalom is igazol. Asszimetrikus eloszlasu durva hibak jelenlétekor a BL becslés
(5.3) kényszerfeltétele erésen noveli a becslés durvahiba-érzékenységét. Egy nagyobb
kiugré érték elofordulasaval a legtobb javitas azzal ellentétes eldjelit, igy a becsiilt pa-

raméterek szabalyos hibahatassal terhel6dnek.
Szimmetrikus eloszlast durva hibak esetén a BL-becslés érzéketlensége jelento-

sen megnodvekszik és elfogadhatd eredményt ad. Ez érthetd, mivel ilyenkor az ellentétes

eldjelt durva hibak az (5.3) kényszerfeltételben hatastalanitjak egymast.
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6. A MODOSITOTT LEGKISEBB
NEGYZETES, MINIMUM NORMAS BECSLESEK

A geodézia korszerl kiegyenlitd szamitasi modszerei koz¢é tartozik az alakmatrix
felbontasa, spektralanalizise szingularis értékei szerint (Singular Value Decomposition,
SVD). Az SVD tanulmanyozasa soran arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy léteznek
matrixok, amelyek éppen a sajatérték-feladat megoldasara gyengén meghatarozottak. A
geodézidban eléforduld szimmetrikus matrixok egy osztalyarol, a szintezési halézatok
normalmatrixairdl sikeriilt kimutatni, hogy annak sajatértékei jol meghatarozottak, azaz
kevésbé érzékenyek a matrix elemeinek kis megvaltoztatasara.

A sajatvektorok nem minden esetben folytonos fliggvényei a matrix elemeinek,
ezért a matrix egyes elemeit kissé megvaltoztatva, a sajatvektorok nagy megvaltozasa
fordulhat el6. Sikeriilt bizonyitani, hogy a sajatértékek érzékenysége attol fligg, hogy a
hozz4 tartoz6 sajatérték mennyire kiilonbozik a vele szomszédos sajatértékektél. Ha a
sajatérték jol elkiilonitett, akkor az ehhez tartozé sajatvektor is jol meghatarozott.

A SVD moédszer kdzéphibaja igen nagy, ha a legkisebb nemnulla sajatérték
kozel van a nullahoz. A robusztus becslésekhez hasonloan kidolgozasra keriilt egy olyan
Uj iteracids eljarast, amely az SVD modszer kozéphibajat minimalizalja. A javitott becs-
1és az eredeti SVD megoldas stlyozott linearis kombinécidja, a levezetett sulyozas a
kombinativ fokomponens becslésnél is, és az egyparaméteres fokomponens becslésnél

is kisebb kozéphibat ad.

6.1 Matematikai modell

A geodéziai alkalmazasok teriiletén még mindig nagy érdeklédés mutatkozik a
szingularis értékek szerinti felbontas irant. Tobb publikacidban — példaul Perelmuter
(1979), Jia (1987) és Yang (1989) — targyaltadk az SVD modszer kiegyenlitd szamita-
sokban val6 alkalmazasat. A robusztus becslések témakorében taldlkozhatunk SVD-vel
kapcsolatos kisérletekkel, nem teljes rangii Gauss-Markov modellek alkalmazasaval

Koch (1987) foglalkozott, €s L, normas becslések linearis konform leképezésekre valo

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5
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alkalmazasat Somogyi és Zdavoti (1998), valamint Zdavoti (1999) targyalta. Az SVD-vel
folytatott kisérletekrol jo attekintést ad Qingming és Xurong (1993).

Tekintsiik a Gauss-Markov (GM) matematikai modellt:

y=Ax+v , D(v)=c’P" | E(v)=0 , (6.1)

-ahol y, amegfigyelések egy véletlen vektora,
v  ajavitasok vektora,
Xn az ismeretlenek vektora,

D, az y vektor kovariancia matrixa,

P, az y megfigyelések ismert sulymatrixa (P > 0),

o © ismeretlen tényezd,

A mn egyu‘[that() métrix, rang (A) = no .

Az A matrix defektusa: d=n—n, .

Amennyiben d =0, teljes rangli a G-M modell , ha d >0, nem teljes rangu a
G-M modell.

A matrix szingularis értékek szerinti felbontdsa a numerikus analizis korszer(
technikai koz¢ tartozik. Az SVD-vel altalanositott értelemben megoldhatok olyan linea-
ris algebrai egyenletrendszerek, amelyeknek az egyiitthatdmatrixa szingularis vagy nu-
merikusan majdnem szingularis.

Penrose (1955) alapjan barmely valos A4, (m > n) matrix felbonthaté a kovetke-

z6 alakban:
A=UAVT , (6.2)
- ahol
A=diag(2,,2,..2,) , (6.3)
v'vo=v'v=w’'=1, . (6.4)
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Az U matrix n oszlopataz AA” matrix n legnagyobb sajatértékéhez tartozo
ortonormalt sajatvektorok alkotjak. A ¥ matrix oszlopai az A4’ A matrix ortonormalt
sajatvektorai. A A f6atlé elemei az 44”7 matrix sajatértékeinek nemnegativ négy-
zetgyokei. Ha az A matrix rangja n,, akkor 4, >0 i=12,.., n,. Tehat a pozitiv

sajat értékek szama egyenlé az 4 matrix rangjaval. Az 4 matrix spektralis felbontdsa
soran a Householder-transzformaciok alkalmazasaval kétatlos alakra redukaljuk, majd

meghatarozzuk a kétatlos matrix szingularis értékeit.

Az A matrix Moore-Penrose pszeudoinverzének nevezziik az 4" matrixot, ha

kielégiti a kovetkezd négy feltételt:

AA A=A, AT AA" = A"
és (6.5)
AAT, AT A

szimmetrikus matrixok.

Bebizonyithatd, hogy minden 4 matrixhoz 1étezik egyetlen ilyen 4" matrix.
Ha A nemszingularis, négyzetes matrix, akkor A" = 47",

Ha rang(A)=n, akkor A" :(ATA)flAT és a G-M modell egyértelmiien
megoldhato.

Ha rang (A): n, <n, akkor a pszeudoinverz matrixot a szingularis értékek sze-

rinti felbontassal allitjuk eld.

A kiegyenlitd szamitasban el6forduld matrixok altalaban talhatarozottak
(m>n) és nincs megoldasuk. Ilyen esetben célszerii bevezetni az altalanositott megol-
das, illetve a legkisebb négyzetes megoldas fogalmat. Olyan x vektort keresiink, amely
minimumma teszi az y-Ax hibavektor euklideszi normajat. Ha az 4 matrix no rang-
ja kisebb, mint n, akkor a megoldas nem egyértelmii. A megoldas egyértelmtivé valik,

ha a megoldasok koziil a legkisebb euklideszi normajut keressiik.
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6.2 A legkisebb négyzetes, minimum normas becslés (LN)

A G-M modell legkisebb négyzetes, minimum normas becslése a

v Pv — min, x' x — min (6.6)
feltételekkel a kovetkezo:

= T t T

x:(A PA) A Py , 6.7)

- ahol " jeldli a Moore-Penrose-féle altalanositott inverzet.
Legyenek:

A2 Ay 2N Ay 2 dy > Ay g == Ay =0 (6.8)

rendezett sajatértékei az A’ PA matrixnak, q,59,,....q, a megfeleld ortonormalt

sajatvektorok.

Jelolje:

0=(4.4:4,)=(2,2)

0, = (g:.95. qn(,) ,

Qo =ns1r ) - (6.9)
A =diagl2,.2,...2, 0...0,) .

A, =diag\2,, 2,,..2, 1,..1,) .

s ng o

Ekkor

A"PA=0AQ" => N.q.q9] . (6.10)
i=1
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Az A" PA matrix Moore-Penrose altalanositott inverze egyszertien kiszamitha-

td, miutan elvégeztiik a A" P4 matrix SVD felbontésat, azaz elballitottuk, a Q0 és A

matrixokat. Ben-Israel és Greville (1974), valamint Popper és Csizmds (1993) alapjan

irhatjuk:
(47 P4) =oA-0" => Aaq . 6.11)
i=1
- ahol
A" =diaglat 25, 7)) (6.12)
és
. ! , A4 20
A= (6.13)
0 , 4,=0

x(2)=2 4% . (6.14)

- ahol
~ T 4T .
X;=4q,49; A" Py , i=1,2,.,n . (6.15)

A (6.14) 0sszefliggés alapjan a (6.1) G-M modell x vektorara 0j becsléseket de-
finialhatunk:

X(w)=> wx; . (6.16)
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A fenti alakbdl lathatd, hogy E(w) a w,; sulyokkal képzett linearis kombina-
cidjaaz X; (i =12,.., no) fliggetlen statisztikai mennyiségeknek.
Amennyiben w; = 4], visszajutunk a legkisebb négyezetes, minimum normas

becslésekhez, de egyéb alkalmas valasztasi lehetdség is van. A (6.11) Osszefiiggésbol

kovetkezik:

E(w):QWAlQT;(l) . (6.17)

6.3 A sulyozott becslések egy osztalya

A G-M modell legkisebb négyzetes, minimum normas becslésének kozéphibaja

Qingming és Xurong (1993) alapjan:

MSE(&(&)):02§:%+ Sl xf (6.18)
i

i i=ny+l

Abban az esetben, ha a legkisebb nemnulla sajatértékek a nulldhoz kozel esnek,
a fenti kozéphiba nagyon nagy lehet. A legkisebb négyzetes, minimum normas megol-
dasokbdl kiindulva az (6.16) alakban megadott megoldashoz olyan sulyok bevezetését

javasoljuk, amelyek minimalizaljak az aldbbi kozéphibat:

1y

MSE(X(w))= o’ % w,-lel- + Z(wlﬂ,l- - 1)2 (ql-rx)2 + i(q,—Tx)z . (6.19)
i=1 i=l

i=ny+1

A fenti célfiiggvény szélsoértek-helyeinek 1étezésének sziikséges feltétele, hogy

a parcialis derivaltak eltiinjenek:

SMSE(X(w))
Sw

1

=202 w;A; + 22, (w4, — 1)(q,.Tx)2 =0 , (6.20)

i=12,..,ny .
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Az egyenletrendszer megoldasai szeparalhatok:

w,; = , i=1,2,..n, . (6.21)

A + (ql.Tx)z

A masodik parcialis derivaltak alapjan a sz¢élséérték-feladatnak minimuma van:

2
Uziﬁ/ﬁ(qfx) >0, i=12,..,n . (6.22)

6.3.1 Kombinativ fokomponens becslés (CPC)

A kombinativ fékomponens becslés esetén Jia (1987) alapjan:

}(11_2,/152,...1;2,1,...l)=Qdiag(ll_l,igl,...i;l,/l A, 1,107 x(2) . (6.23)

k+127"n,

6.3.2 Egyparaméteres fokomponens becslés (SPPC)

Legyen S e (/”L"” , 1) adott szam. Yang (1989) alapjan:

(A =148 4,149 i -1+ 3
x[l T AT AT ,9,...,9]—

2032
! 2 k (6.24)
A -1+8 4, —1+8 )
Qdiag( - T A . T B S leTx()L) ,
1 k
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6.3.3 MSE minimalizalas

X — . —L.1]|=
A+ T(f 5 At To: > At T(T >
(a7 5(2)) (ER) (ol #(2)
di ! & 11107 x(1 6.25
QO diag 3 5 Qx() (6.25)
O O

6.4  Numerikus példa

A modositott legkisebb négyzetes, minimalis norm4ju becslések eldnyeinek il-

lusztralasara bemutatunk egy geodéziai példat. Kiegyenlitjiik a 6.1 abran adott négy

pontbdl, hat szintezési szakaszbol, harom zart korbdl alld szabad szintezési haldzatot.

C

A 1 B

6.1. abra. Szintezési haldzat
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A 6.1 tablazat tartalmazza a négy pont kozelitd magassagait, a korrelalatlan
megfigyeléseket, — amelyek kiilonbségei a megfeleld pontok magassagainak — és a meg-

figyelésekhez tartozo sulyokat.

megfigyelések (m) | suly Kozelitd magassagok (m)
1 1.015 0.5 A 333
2 11.561 0.3 B 343
3 12.570 0.4 C 459
4 6.414 0.2 D 39.5
5 6.161 0.05
6 5.140 0.1

6.1. tablazat. Mérési adatok

A tablazatban szerepld stulyok fiktivek, csak a targyalt modszer alkalmazasanak
bemutatasara szolgalnak.

Kiszamoljuk a négy pont kiegyenlitett magassagait a hagyomanyos legkisebb
négyzetes, minimum normajl becsléssel és az altalunk javasolt mddszerekkel.

Jeldlje:

U i=A4, BCD , (6.26)

-ahol x; az i-dik pont becsiilt magassaga,

i

x! az i-dik pont kozelité magassaga,

~ . , 0 - ,r .
x; ismeretlen paraméter, az x; érték korrekcioja.

A megfigyelésekbdl felirhatunk hat kozvetito egyenletet:
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(34.3+%,)-(333+%,)=v,+ 1015,
(45.9+%.)—(343+ %, )=v, +11.561
(45.9+%.)-(333+%,)=v; +12.570
(6.27)
(45.9+%.)-(39.5+%,)=v, + 6414,
(39.5+%,) —(33.3+%,)=vs+ 6.161
(39.5+%,) —(343+ %5 )=x, + 5.140.
A fenti egyenlet matrix alakban:
[—1 1 0 0] 157 [v, ]
0 -1 1 of=x,] |-39 v,
-1 0 1 0|xg| [=30] |vs
= + ) (6.28)
0 0 1 —1]z% 14| |v,
-1 0 0 1 (%p] [-39] |vs
L0 -1 0 1] 1-60 | | v |
A tiszta tag értékei mm-ben adottak.
A levezetett normalmatrix és normalvektor:
0.95 —0.5 —0.4 —0.05] —38.55
-0.5 09 —03 —0.1 —14.80
A" PA= , A'Py= . (6.29)
-04 -03 09 -02 49.10
|-0.05 -0.1 -02 035] 4.25

Az A" PA matrix sajatértékei és a sajatértékekhez tartozo sajatvektorok, ame-

lyek a megfeleld ortogonalis matrix oszlopait alkotjak az alabbiak:
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A, =1.45249, A, =0.0,

és

Zavoti J

Q:(‘Il’qz"h, ‘14) >

- ahol

[—0.77554]

0.56149

r0.57

0.5

q,

0.28074

|- 0.06669 |

0.5

0.5

0.36793]

0.32527

A; =0.44749, A, =12

[—0.11470]

—0.57354

(6.30)

6.31)

| —0.85580

] q4 =
0.16262

0.80296

~0.11471 |

(6.32)

A kiilonb6z6 modszerek eredményei a 6.2 tablazat adatai alapjan hasonlithatok

0ssze:

LN

CPC

SPPC

min MSE

I

59.347

42.280

47.418

51.569

11.362

9.369

6.126

4.922

MSE

697.0
3.246

247.087
2.109

137.592
1.559

113.1216
1.456

XA XB

-35.736  -21.864

XC xp | 36.151

21.449

-22.419
31.198

-16.077 | -26.839

7.298 | 35.973

-14.374

5.240

-29.036  -15.991

39.049

5.978

0.688

wp | 2.235

0.0
0.833

0.474
1.0

1.0 0.641
0.694 10.9

0.9
0.764

0.687
1.1

1.0
0.833

- ahol
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6.2. tablazat. A kiilonb6z6 modszerek eredményei

3 maxﬂw,. ,l}

K= min%w, ,IE

(6.33)
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Egy 1j iteracios eljarast adtunk meg, amely hasonl6 a robusztus becslésekhez ¢s
amely minimalizalja a SVD modszerhez tartoz6 MSE kozéphibat. A javitott becslés az
eredeti SVD megoldas sulyozott linearis kombinacioja; a kapott MSE pedig kisebb,
mint a kombinativ fékomponens becsléshez vagy az egyparaméteres fokomponens
becsléshez tartozo értékek. Megadtunk egy numerikus példat a nagyobb pontossag be-

mutatasara ¢s az alkalmazasi lehetdségek illusztralasara.
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7. A FOLD POLUSMOZGASANAK IDOSOR
ANALIZISE

A Fold pélusanak helyzetvaltozasai egy év soran egy hozzavetdlegesen 200 m?-
es teriileten jatszodnak le. Ezen beliil a foldi arapaly és a globalis meteorologiai folya-
matok kovetkeztében létrejovd elmozdulasok amplitidoi nem haladjak meg a néhany
decimétert. Nyilvanvalo tehat, hogy a fenti jelenségek vizsgalatdhoz igen kifinomult
méréstechnikara van sziikség. Ilyenek korunkban mindenek el6tt az tirgeodéziai eszko-
76k és modszerek. Ezek koziil Adam (1990) alapjan a VLBI (Very Long Baseline Inter-
ferometry,) és az SLR (Satellite Laser Ranging) az egy év és egy nap kozé es6 periodu-
su polusvaltozasokat képesek kimutatni, mig a GPS (Global Positioning System) és a
VLBI tovabbfejlesztett feldolgozasi rendszere ezen tulmenden az egy napnal rovidebb

folyamatok vizsgalatara is alkalmas.

Denis et al. (1992) alapjan a Fold polusmozgasanak vizsgalata tobb szempontbol
fontos:

- lehetdséget biztosit a Fold dinamikus folyamatainak megfigyelésére, és
a bolygonk belsejében lejatszodo folyamatok kutatdsara,

- a globalis meteoroldgiai folyamatok modellezésére,

- nagyobb lokalis hatasok (pl. nagy foldrengések) és a polushelyzet val-
tozasainak egybevetésére.

A GPS megfigyelésekbdl szarmazo polusmozgas és forgassebesség valtozasi
adatsorok lehetové teszik az 1 év, 0.5 év, 0.25 év periddusu szezonalis meteorologiai
folyamatoknak a tengelykoriili forgas paramétereire gyakorolt hatasanak kutatasat.
Zharkov et al. (1996), valamint Varga et al. (1992) szerint az arapaly kiilonb6z6 perio-
dust komponensei koziil a lokalis (14-28 nap) arapaly elsdsorban a tengelykoriili forgas
sebességének valtozasat idézi eld, mig a fél és egész napos (tesszerdlis és szektoralis)
hullamok a poélusmozgas okozoi.

A poélusmozgas és forgassebesség valtozasok kutatasahoz a mitholdpalyak igen
pontos meghatarozasara van sziikség. Am az igy nyert adatokkal az eddigi vizsgalatok-

nal sokkal részletesebb ¢€s tobbceéln vizsgalatra nyilik lehetdség. A polusmozgas adatok-

MTA Geodéziai és Geofizikai Kutatointézet, 9401 Sopron, Pf. 5



A FOLD POLUSMOZGASANAK IDOSOR ANALIZISE 111

ban elkiilonithetok a foldi és a tengeri arapaly okozta valtozasok. Kosek et al. (1995)
alapjan a 40-60 nap periodusi meteorologiai eredeti anomalidkat az eddigieknél meg-
alapozottabban lehet modellezni. Kutathato a Fold szeizmicitasa €s a polushelyzet kozti

kapcsolat is.
7.1 A trend levalasztasa

A Fold polusmozgasi adatainak feldolgozasahoz matematikai eszkdzként hasz-
naltuk fel a linearis szliréseket, a Fourier transzformaciot, a Brzezinski (1995) altal ki-
dolgozott maximum entropia programrendszert, de vizsgalatainkat elsésorban a wavelet
analizisre alapoztuk.

A Fold pélusanak idésor analiziséhez sziikséges adatrendszereket a Darmstadti
Miszaki Egyetem Fizikai Geodézia Intézete bocsatotta rendelkezésiinkre. A polus ko-
ordinatakat a Berni Egyetem Csillagaszati Intézete GPS mérések alapjan hatarozta meg.
Az altalunk mintafeladatnak valasztott és tesztelt adatrendszer tartalmazza a polus
mindkét (X-Y) koordinatajat az 1995. januar 2.- majus 8. kozotti idészakban, a polus-
koordinata értékek 1 ora idotartammal kovetik egymast. A 7.1 abra a Fold polusanak

125 nap alatt végzett mozgasat szemlélteti.

Ypol
0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
0.20 0.20

L e ,

-
i
0.10 % 0.10
Xpol  0.00 f' 0.00 Xpol
3.
i

e
-0.10 MEA&# -0.10
i HMWJU‘

L
%W ‘
-0.20 -0.20
0.40 0.45 0.50 0.55 0.60

X-Y(arcsec) Péluskoordinatak 2.1.-8.5.1995.

7.1 abra A Foldpolus 125 napos elmozdulasa.
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Az eredeti adatrendszerbdl a nagy frekvenciaval rendelkezé folyamatok vizsga-
lata el6tt el kell tavolitani a trendet, a szabalyos részt. A szakirodalomban ehhez kiilon-
b6z6 fokszamu polinomokat ajanlanak. Ennél a mddszernél a legnagyobb bizonytalan-
sag a polinom fokszdmanak megvalasztasaban rejlik. Megallapitottuk, hogy a vizsgalt
adatrendszer esetén egy elséfoku polinom legkisebb négyzetek modszerével torténd
illesztése mar megfeleld eredményeket szolgaltat. Azonban a trendlevalasztas altalanos
problémajanak megoldasahoz Zdvoti (1985) altal altalanositott spline interpolaciot
ajanljuk. A hagyomanyos interpolélasi eljardsok nemkivanatos oszcillaciokat mutatnak,
kiilondsen az idOsor elején és végén torzitjak az eredményeket. Az altalunk kidolgozott
eljaras kikiiszoboli ezt a problémat, megsziinik a peremhatds. A modszer alapelve: az
id6sor adatait harom, kozel egyenld hossziisdgu részintervallumra bontjuk. Mind a héa-
rom részintervallumra kiegyenlitéssel harmadfoka spline polinomokat illesztiink ugy,
hogy az adatrendszerekre legkisebb négyzetes értelemben legjobban illeszkedjenek. A
csatlakozasi pontokban a fiiggvényre ¢és derivaltjaira feltételi egyenletek felirasaval biz-
tositjuk az interpolalt fliiggvény folytonossagat. Az eljaras iterativ, az egymast kovetd
1épésekben a poluskoordinatik a trendfiiggvénytdl valod tavolsagukkal forditott aranyban
kapnak stlyokat. Ezzel a modszerrel az adatrendszerben el6forduld durva hibak is felde-
ritheték és a feldolgozasbol kikiiszobolhetok. Az altalunk kidolgozott mddszer gyakor-
lati alkalmazisdra - a kordbban levezetett matematikai formuldkon talmenden -
FORTRAN forraskoda programrendszert fejlesztettiink ki. A programrendszert felhasz-
naltuk a poluskoordinatdk trendjének eltavolitdsara. A fenti modszerrel tovabbi felhasz-
nalasra alkalmas adatrendszereket nyertiink. A trend levalasztasa utan kapott iddsor gra-

fikus képe a 7.2 abran lathato.

Geomatikai Kézlemények I1., 1999



A FOLD POLUSMOZGASANAK IDOSOR ANALIZISE 113

Idosor adatok
600 T T T E T T T

400

200

-200

-400

—600} 4

-800 ' : l = L .
0 20 40 60 80 100 120 140

Napok(24 ora)

7.2 dbra P6lusingadozds a trend levédlasztdsa utan.

7.2  Digitalis sziirés trigonometrikus interpolacioval

A kovetkezd adatfeldolgozasi 1épés a poluskoordinatak idésoranak adott frek-
venciasdvba esé komponenseinek sziirése. A szakirodalomban erre a célra is szamos
mdédszer ismeretes. Arfa-Kaboodvand és Groten (1998) a Butterworth feliilateresztd
szlir6t alkalmazta. Fritsch (1982) a rekurziv szlirfket elemezte. A digitalis sziir6krol
tudni kell, hogy veliik idealis 4tvitel nem valosithato meg. Az idedlis esethez kozelitd

digitélis sziirés problémajanak megoldasara a trigonometrikus interpoldciot javasoljuk.

Tegyiik fel, hogy az aldbbi fiiggvény esetén ismert a pozitiv T periédus €s is-
meretlen az A amplitidd, valamint ismeretlen a 7, féziseltolds. Az y megfigyelések

alapjan becsiiljiikk meg az A ésa t, paramétereket!

2
y= Acosi:T (-1, )—‘ = Acos(a)t - Wty )= Acoswty cos®t + Asinwity sinwt
(7.1)
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Végezziik el a kdvetkezd csoportositast:

v =Acos wt cos oty + Asin ot sin ot . (7.2)

Jelolje

Acosoty, =a, ,

(7.3)
Asinoty =a, .
Ekkor (7.1) képlet igy irhato:
y =a; cos wt +a, sinwt . (7.4)
Az aj, a>és az A, tp paraméterek kozott fennall:
A= A\‘/“alz + a% R
(7.5)

1 as
ty =—arctg —
(4] aj

Osszefiiggés, ezért az a; és a> becslések értékébdl kapjuk A és tp becsléseit.
Diszkrét, egyenkozii megfigyelések esetén: ¢t=i-At , i=0,1,2,...n
Tehat a kdzvetitd egyenletek igy irhatok fel:
Vi =a; cos @iAt +a, sinwiAt i=012..,n . (7.6)

Az a; és a> paraméterek becslésére alkalmazzuk a legkisebb négyzetek mod-

szerét:
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1 0
cos oAt sinwAt
1 coswAt cos@w2At ... coswnAt
N = ) ) ) cos w2At  sin@2At | . (7.7)
0 sinwAt sinw2At ... sinwnAt

cos onAt sin wnAt

A matrixszorzast elvégezve kapjuk:

n n
1+ Z:cos2 iAt Zsin @iAt cos wiAt
N = ) ! (7.8)
Z sin @ iAt cos @ iAt Z sin® wiAt
1 1
A trigonometrikus fliggvények atalakitasaval adodik:
n 1 n 1 n
1+ ) +2 Zcos 2wiAt ) Zsin 2iAt
N = 1 1 . (7.9)

1 & . . n 1 .
— Zszn idAt ——— Zcos2a)mt
2 2 29

1

Kiemeléssel és a trigonometrikus fliggvényekre jolismert addicios formulak

alapjan egyszerl levezetéssel nyerjiik:

s sinnaAt cos(n +1)w At sinne Atsin(n + l)a)At

n
sin w At sin wAt

N = 5 sin nw At sin(n+1)a)At " sinn At cos(n+1)a)At (7.10)
sin o At sin @At

A matrix minden tagjabol 1/sin wAt kiemelésével a kovetkez6 alakra jutunk:

Sinna)Atsin(n + l)a)At nsin w At— sin nw At cos(n + l)a)At

3 1 (n + 2)sin wAt+ sinnwAt cos(n + 1)a)At sinn a)Atsin(n + l)a)At
 2sinwAt

(7.11)
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Tovabbi trigonometrikus dsszefiiggéseket felhasznalva kapjuk:

B 1 (21 + 3)sin w At + sin(2n + )w At cos @At — cos(2n + 1w At
4sinwAt cos @At — cos(2n+)wAt  (2n +1)sin w At — sin(2n + 1o At
(7.12)

Trigonometrikus azonossagokat felhasznalva a matrix determindnsanak értékét

az alabbi levezetésbdl nyerjiik:

D =(2n+3)2n+1)sin* @At 2 sin o Atsin(2n+1)w At — sin® (2n +1)w At

—cos® @At +2 cos a)Atcos(Zn + l)a)At —cos? (2n + l)coAt . (7.13)

A fenti dsszefliggés tovabb alakithato:

D =4(n+1)? sin®> At +2cos2(n+1)oAt -2 . (7.14)
Végiil kapjuk:
D =4(n+1Y sin® wAt—4sin*(n+ oAt . (7.15)

Ha D #0, egyszeri meggondoléassal az N matrix inverzéhez jutunk:

N sin @ At (2n + l)sin At — sin(Zn + l)a)At —cos oAt + cos(2n + 1) At
D —cos At + cos(2n + l)a)Az (Zn + 3)Si}’l At + sin(2n + l) At
(7.16)

A kovetkez6 1épésben az a; és a» paraméterek becsléseit igy hatarozhatjuk

meg:

n
a, Yo + Zy,— cos @ iAt
=N ! . (7.17)
a Zyi sin wiAt
1
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A poluskoordinatakat zérd varhato értékli sztochasztikus folyamatnak tekintjiik,
az interpolalo fiiggvényt pedig ismeretlen amplitidoju és fazisa, adott pozitiv egész pe-
riodust cosinus fliggvényként vessziikk fel. A poluskoordinatak alapjan becsiiljik az
amplitadoé és fazis értékeit. A becsléshez a legkisebb négyzetek modszerét alkalmazzuk.
Ezen eljaras kidolgozasaval lehetdvé valt adott periddusi komponensek levélasztasa a

jelrol.
Jeldlje a Nyquist frekvenciat:

1
fN_2At . (7.18)

Legyen fiés f> (fi <f2) két adott frekvencia érték. Trigonometrikus interpola-
cioval tavolitsuk el a spektrumbodl az f e [fl,fz] frekvenciakat! Hatarozzuk meg az

alabbi indexeket:

ky _nh )
2 fn
(7.19)
ky = nfy
2 fy
A (7.1) kifejezésben tekintsiik adottnak a kovetkezo
2
L2y J=ki k4L ky (7.20)
T; n

Osszefiiggéssel definialt periddusokat.

Valamennyi 7 (j =k, kg +1, .., kz) periodusra meghatarozhatok a (7.17)

Osszefiiggéssel adott a1 €s a» értékek. A tovabbiakban a (7.6) formulaval meghatarozott

értékek egyszeri kivonassal eltavolithatok az idésorbol.
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Igy a frekvencia tartoménybél eltavolitottuk a 10 napnél hosszabb periédusokat.

A trigonometrikus interpolacioval végzett sziirés eredményét a (7.3) abra mutatja.

Periodogram

35 T T T T T T
30+ 1
25 .
20~ y
15 .
10~ .

5r 4

O 1 5 i 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Ciklus/nap

7.3 dbra. A trigonometrikus interpolaciés sziirés eredménye.

A trigonometrikus interpolaci6 fenti tirgyaldsa Lomb (1976) tanulmanyéra ve-
zethet6 vissza. Az idézett tanulmany nem egyenkozii adatok frekvencia analizisére adott
meg cljarast a legkisebb négyzetek modszerével. Egyenkozii adatok esetén a (7.17)
Osszefiggésben adott specialis képletek vezetheték le a frekvencia analizishez, amelyek

egyszertien felhasznalhatok az idGsorok sziiréséhez.
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7.3 Fourier- és wavelet transzformacié

A fenti adatelékészités utan jutunk el a tényleges Fourier és wavelet analizishez.

A Fourier transzformaci6 széles korben ismert a digitalis jelfeldolgozasban. Egy
Jjel, egy folyamat tulajdonsagainak leirdsa a jelet alkot6 frekvencidk révén szokas.

A Foldpélus helyzetének véltozdsa tipikusan olyan jelenség, amelynél a frek-
vencidk az 1d6 fliggvényében véltoznak, ezért id6tol fliggd frekvencia analizist vezetiink
be. Ebben az esetben az volt a célunk, hogy tisztazzuk az idé-frekvencia tartomanyban
haté wavelet transzformécidénak a pdluskoordinatdkra valé alkalmazdsanak feltételeit,
ezen tilmenden a transzformacid eldnyds tulajdonsagainak felhasznalaséval elvégezziik

a rendelkezésiinkre 4116 adatrendszer wavelet analizisét.

Energia slriseg
15 T T T T

4+ 4

1 T T T T T T T

-~
1
10.5 11 11.5 12

Ciklus/nap

7.4 dbra. A pdlusingadozas periddusai.
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Spektrum
16 T T T T T T T B

® Period = 0.5167
14+ .

Amplitudo
@
T

0 1 1 1
0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
Frekvencia (nap/ciklus)

7.5 dbra P6lusingadozas spektruma.

Az eredmények értékelése alapjan arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy a Fold
polusdnak véltozésa a jolismert egy napos, fél napos periddusokon tilmenden napi 3, 4,
5, ..., 12 (természetes szamok) ciklusokat is tartalmazhat. Valamennyi periédus érték
magyardzatara mindezen ideig nem sziiletett fizikai elmélet. Az egyik magyarazat az
"aliasing" jelenség lehetne. A Fourier analizishez sziikséges szdmitdsokat sajat fejleszté-
sti, FORTRAN forrasnyelvili programokkal végeztiik, az egész eljarast MATLAB kor-
nyezetben megismételtiik. Az energia siliriiség becslését a 7.4 dbra szemlélteti.

A 7.5 dbra a pélusmozgés spektruménak egy részét mutatja be.

A wavelet transzformacié elénye abban rejlik, hogy egyidejtileg lehet az id6- és
frekvencia analizist végrehajtani. Az analizdlandé jelet (esetiinkben a péluskoordinata-
kat) egy bazisfliggvénnyel mind az id6, mind a frekvencia tartoméanyban letapogatjuk.
Az alapfliggvény (in. anya fiiggvény ) valasztasa a feladat céljait6l fiigg. A szakiroda-
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lomban a Haar, a Morlet, a Mexikoéi kalap bazis fliggvények alkalmazasa terjedt el.
Ezeket a modszereket ismerteti Zdvoti (1995) tanulmanya.

Tekintsiik a kovetkez6 fiiggvény transzformaciot:

y/b,a(r)—qu/(tbj , abeR | (7.21)

- ahol l//(l) az un. anya wavelet, b az eltolas, a >0 a skala paraméter.

t2
Specidlis esetben legyen (//(t): (1 —1? )e 2, az Gn. Mexikoi kalap fliggvény.
Dorize és Villemoes (1991) alapjan az s(¢) analizalandé jel S(bh,a) wavelet

transzformacio alapformuldja a kovetkezo:

S(b,a):Ts(t) : y/(’ _det . (7.22)

A kovetkezOkben levezetjiik a Mexikoi kalap fliggvény Fourier transzformaltjat,
amely megkonnyiti a egydimenzids wavelet transzformacio szamitasat.

Matematikai szakkonyvekbdl, mint példaul Kreyszig (1993) alkalmazott mate-
matikai konyvébdl jolismertek a Fourier transzformaciora vonatkozé kovetkezd ssze-

fliggések:

Fif'(o)f= joF{f(t) . =1 . (7.23)

e 2 (7.24)
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Ekkor a masodik derivaltat kiszamolva kapjuk:

e 2)
fn(t): a 2te 2@ :}[l_tzJe 2a° (7.25)
a a

A (7.25) formula a (7.22) integral transzformacié frekvencia tartomanybeli ki-
szamitasahoz sziikséges a Mexikoi kalap bazisfliggvény esetén.

A (7.23) képletek els6 tagja alapjan az f(l) fliggvény Fourier transzformaltjara

kapjuk:

5
Fif(t)=-a?e 2 . (7.26)

A (7.23) formulak harmadik tagja alapjan a fliggvény masodik derivaltjanak

Fourier transzformaltja:

2
5 a’w?

Fif'(t) =a20’ 2 . (7.27)

A Fourier transzformaciora érvényes eltolasi képlet alapjan:
[Fe=b)e/™dt=c"F(o) . (7.28)

Ekkor a kdvetkez6 6sszefliggéshez jutunk:

I ar)? ‘l[t_imjz 5
F {1_(t_l tj }e 2 =-Jaa’w?e 2 eIV (7.29)

A polus koordinatait egy staciondrius, kétdimenzios, sztochasztikus folyamattal
modellezziik, amely az (x, y) koordinataval rendelkez6 pontot valosziniiségi valtozonak

tekinti.
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A wavelet kutatasaink eredményeként j matematikai modellezést adtunk az id6-
frekvencia analizisben hasznélatos wavelet transzforméaciora.

A Fold pélusmozgasanak wavelet analizise a megfeleld bazisfiiggvény megva-
lasztasaval valt lehetdvé. Erre a célra a Mexikoi kalap wavelet bazist alkalmaztuk. Arfa-
Kaboodvand et al. (1998) a Morlet bazisfliggvény hatdsat is megvizsgalta. Az altalunk
hasznalt modszerrel is sikeriilt a polusmozgas valtozasaiban az egy napos ¢s félnapos
periodusokat kimutatni, amely eredmény 6sszhangban van Arfa-Kaboodvand és Groten
(1998) tanulmanyaban kozolt eredményekkel.

A polusmozgas vizsgalt 125 napos id6tartamabol az els6 21 napra a wavelet ana-
lizis eredményét a (7.6) abra mutatja. Az abran megfigyelhetd az 1 napos periddus id6-

beli valtozasa.

A (7.7), (7.8), (7.9) és (7.10) abrak az clsé 2048 ora wavelet analizis eredményét
szemléltetik.

Megallapithat6, hogy a Fold polusmozgasanak idésor analizisére a trend leva-
lasztasara kidolgozott altalanositott spline interpolacié kivaldan alkalmas. Idésorok di-
gitalis szlirésére a trigonometrikus interpoléaciot javasoljuk, amely lehetové teszi adott
frekvenciajia komponensek idealis levalasztasat a jelrél. Wavelet transzformacioval si-
keriilt kimutatni, hogy a Fold polusanak ingadozasa egy- €s félnapos arapaly perioduso-

kat is tartalmaz.

Geomatikai Kozlemények I1., 1999



124 Zavoti J

A Fold polusingadozasa
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7.6 abra. A wavelet analizis eredménye
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7.7 abra. WT: 1-512 h

i

|
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7.8 abra. WT: 513-1024 h
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7.9 dbra WT: 1025-1536 h
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7.10 abra. WT: 1537-2048 h

Geomatikai Kozlemények I1., 1999



Geomatikai Kézlemények I1., 1999

8. WAVELET TRANSZFORMACIO A
TERINFORMATIKAI ADATRENDSZEREKBEN

A digitalis jelfeldolgozas altalanosan hasznalatos eszkoze a Fourier transzforma-
cio. A sztochasztikus folyamatok, a jelek tulajdonsagainak megadasa a jelet alkoto frek-
vencidk meghatarozasaval torténhet. Stacionarius folyamatok leirasdhoz a frekvencia
dekompozicio altalaban elegendd informaciét nyujt. A természetben eléforduléd folya-
matok azonban nem feltétlentil elégitik ki a stacionaritds feltételét, az analizalt jel karak-
terisztikdja idofliggést mutathat.

Az olyan jelenségek elemzéséhez, amelyekben a frekvencidk az id6 fiiggvényé-
ben valtoznak, id6t6l fliggd frekvencia - analizist sziikséges bevezetniink. A célunk az,
hogy megadjuk az id6-frekvencia tartomanyban hatd wavelet transzformacionak az alta-
felhasznalasaval nagy adatrendszerek tomoritésére adjunk meg eljarast.

Ebben a fejezetben a wavelet transzformacié geodéziai alkalmazasahoz kapcso-
16d6 kutatasok eredményeit ismertetjiik. A foldrajzi informaciés rendszerek (GIS), spe-
cialisan a digitalis képfeldolgozas nagy adatrendszereinek tarolasa aktudlis probléma. A
wavelet transzformacié modszerét sikerrel alkalmazzak az akusztikaban, az elektroni-
kaban és a geofizikdban is. A GIS adattomoritési eljardsait a wavelet transzformacio
(WT) modszerrel bévitettiik. Antonini et al. (1990) és Beylkin et al. (1991) adtak meg a

WT kiszamitasara kivaloan alkalmas algoritmusokat.

8.1 A wavelet transzformacié matematikai osszefiiggései

Legyen l//(t) a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezd fiiggvény:

dw<o (8.1)

i o)

(4]

- ahol w(a)) a l//(t) fliggvény Fourier transzformacidjat jeloli.
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A fenti feltétel teljesiil, ha a z//(z) fliggvény integralhato, négyzetesen is integral-
hato és nincs nulla frekvencia komponense.
A fenti feltételekkel egyenértékii kikotést adhatunk, ha a l//(t) fliggvényre a

kovetkez6 Osszefliggések teljesiilését koveteljiilk meg:
[w()dr=0 p(to)=0 . (8.2)

Ezen feltételek teljesiilése azt jelenti, hogy a y/(t) fliggvénynek van néhany
oszcillacioja €s a végtelenben eltlinik, egyébként tetszéleges fliggvény.

A 1//(!) fliggvényt anya waveletnek nevezziik.

Az anya waveletet mindig a feladatnak megfelel6en kell valasztani, a szakiroda-
lomban leggyakrabban a kovetkez6 fliggvények hasznélatosak - példaul Hanusse (1989)
és Meyer (1989) alapjan:

Hanusse figgvények: — yy(t)=re™ va)=(i-22
2
Mexikoi kalap: ()= (l _s2 )e’j ,
2
Morlet fiiggvény: ylt)=e jer, 2

Tekintstik a kdvetkez6 fiiggvény transzformaciot:

1 t—>b
l///w(f)—ﬁl//[ p; j , abeR , (8.3)

- ahol y/(t) az anya wavelet, b az eltolas, a >0 a skala paraméter.

ey

skalarral vald szorzasa) a waveletek egy halmazdhoz jutunk, ahol az a <1 eset megfe-

lel a magas, az a >1 eset pedig az alacsony frekvenciaval rendelkez6 waveletnek.
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Legyen s(z) egy tetszbleges analizalando jel, akkor a wavelet transzformacio

alapformuldja a kovetkezd6 (c.g. Dorize és Villemoes (1991)):

S(ba)= [ () ! y/(t;bjdt | 8.4)

Ja

A fenti definiciobol vildgos, hogy a wavelet transzformacié a négyzetesen integ-
ralhat6 fiiggvények terében az s(t) €S YW,p (t) figgvények belsd (vagy skalaris) szor-

zatanak felel meg, s igy a két fliggvény hasonlosdganak mértékét adja.

Sba)=(swpq) » (8.5)

-ahol (., .) skalarszorzat jele.

A konvolucié fogalmanak felhasznalasaval is megadhatjuk a wavelet transzfor-

macio alapformuldjat. Jelolje:

va(t)= w[’j . (8.6)

s

wavelet transzformacidra a kdvetkezo Osszefliggés:

Slab)=s*y, , (8.7)

- ahol * akonvolucio-képzés jele.

A (8.7) Osszefiiggés elonye, hogy megadja a wavelet transzformacio kiszamita-

sanak egy tovabbi modjat:
Slab)=F"(s,) . (8.8)

-ahol F' azinverz Fourier transzformaciot jeldli,

s az s(t) jel Fourier transzformaltja.
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Meyer (1992) alapjan a wavelet transzformaci6 is rendelkezik a Fourier transz-

formacional megszokott megfordithatésaggal, invertalhatosaggal:

1 7% dbd
j{cgs ( ) . (8.9)

172 a

- ahol

(8.10)

8.2 A diszkrét wavelet transzformacio
A gyakorlatban a (8.9) Osszefiiggés integraljait diszkrét Osszegekkel kozelitjiik.
Daubechies (1988) vezette be a kovetkezo diszkretizaciot:
Legyenek

a=ay ¢ b=nbya) , mneZ é ay>1by >0 (8.11)

adott szamok.

Ekkor a diszkrét wavelet dekompozicio alakja a kdvetkezo:

=22 ConnWmnlt) (8.12)

- ahol

Yo (t)= aom/zl//(a(]mt—nbo) (8.13)

az un. skalazo fiiggvény.

Ha a,=2 és b, =1, t)=2"""2yl2"t—n), akkor Coifinan és Meyer
0 0 l//m,n 4 ¢ 4

(1986) tanulmanya szerint létezik olyan ortonormalt bazis, amelyre
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Cmn = ‘(l//m,n ’S:) = .[S(t) Ym,n (t) dr . (8.14)

Daubechies (1992) konstrualt egy, az el6z6 feltételeknek megfeleld ortonormalt
bazist Gigy, hogy a v, , (t) fiiggvényeket nem adta meg explicite, hanem megadott két

szlirOegylitthatd sorozatot, amely sorozatok az anya waveletet is ¢és a skalazo fliggvé-

nyeket is egyértelmiien meghatarozza:

H=: {hk }ig > G:5{gk}zf] 5 8k :(_I)IH hyp—isr s (8.15)

- ahol M jelentése az, hogy a l//(l) fliggvény M-dik momentumanak eltinését

koveteljiik meg.

A paros {H,G} egyiitthatd sorozatokat kettds tiikkor sziirének nevezziik, ahol a H
sz{rd ugy hat, mint egy integrator, G szlir6 hatasa pedig olyan, mint egy differenciato-
ré.

Az M =10 esetig Daubechies (1988) a szlir6egylitthatokat tablazatban numeri-

2L
kusan is megadta. A H szlrdegylitthatd sorozat ismeretében az {s,?}

o 0<L<oo jelre

a wavelet transzformacio algoritmusa a kovetkez6 dsszefiiggésekkel adhaté meg:

| 2M 0 1 2M 0
Sk :Zhnsn+2k—2 > dj :Zgnsn+2k—2
n=l n=1
és (8.16)
J _ J= J _ J=
Sk = zhﬂsn+2k—2 ’ dk - Zgnswzk—z
n=l1 n=l1

Adott (sj ,d’ ) szintrél az eredeti {so} vektor rekonstrualhatd a kovetkez6 rekurziv

algoritmussal:
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Szn thksn K+l +Zg2Ad/7 K+l ,

k=1
(8.17)
S‘211 1 _thk lsvn kel T Zng ldn k+1
k=1 k=1
Press et al. (1992) alapjan példaként legyen M=2 és L=3, valamint
jelolje a WT kiindul6 vektorat s0 = [slo,sg ,sg ,sg ,sg,sg,sg,sg
Ekkor
sll :slo sg s§’ sg dll :slo sg sg sg
sé =sg sg 52 sg d% =s2 sg sg sg (8.18)
sé =S§) sg sg sg d31 :sg sg 59 sg
0.0 _0_0 1 0o .0 _0 0
S4 =87 Sg S| Sy dy =557 sg ] S5
e &
A WT l.szintje sh= [s]l,si,sé ,si ,dll ,dé ,d31 ,d}‘]
slz = sll sé s; séll , d12 = sll sé sé s}l ,
(8.19)
s% = sé s}‘ sll sé , d22 = sé S}l Sll Sé
_r &
A WT 2. szintje s? =|st.s3.di.d3.d}d} ,d3‘,di]

8.3 A kétdimenzios wavelet transzformacio

A wavelet transzformacié kétdimenzids valtozatat a 2D Fourier transzformacio-
hoz hasonldan kell végrehajtani. Egy matrixformaban adott adatrendszer wavelet transz-
formaltjat ugy kapjuk, hogy elészor alkalmazzuk az egydimenzids wavelet transzforma-
ciot a matrix valamennyi sorara, ezt kovetden pedig az eredményiil kapott matrix min-
den oszlopara. Minden transzformacios 1épés egy ortogonalis matrixszal vald szorzas-
nak felel meg, ezért az ortogonalis matrixok szorzasanak asszociativitdsa miatt a vég-

eredmény fiiggetlen a transzformaciok végrehajtasanak sorrendjétol.
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8.4 A wavelet transzformacié tulajdonsagai

A wavelet transzformacié hasznos tulajdonsaga, hogy a wavelet transzformacio
eredményéiil kapott egyiitthatokat egyszerlien csonkitani lehet, anélkiil, hogy az eredeti
adatrendszer 1ényeges torzulast szenvedne. A Fourier transzformacional a helyzet éppen
ellenkezd. Mesko (1984) alapjan kiilon csonkito fiiggvények bevezetésével lehet az atvi-

tel tulajdonsagait javitani.

A csonkitas hatasanak bemutatasara tekintsiink egy példat. A terep magasséagait

Frederiksen et al. (1978) alapjan egy stacionarius kétdimenziés sztochasztikus folya-

mattal modellezziik, amely az (x, y) koordinataval rendelkezé pont magassagat egy

normalis eloszlast valoszinliségi valtozonak tekinti. (Tehat a t idovaltozd szerepét ta-
volsagjellegii valtozok veszik at.) Az 8.1 abran lathatd egy 256*256 pixel méretii digi-
talis terepmodell. A digitalizalas 1épéskoze 20m. Az adott térrész az Alpok egy gerin-

cekkel és volgyekkel gazdagon szabdalt, igen valtozatos terepe.

8.1 abra. A digitalis terepmodell
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A terep koordinata rendszerét az 6ramutato6 jarasaval ellenkezd iranyban 60°-kal
elforgattuk és 30°-kal elére dontottitk. A magassagokat egy relativ skalan adtuk meg.

Ugyanezen terep magassagi viszonyait a 8.2 abra egy 8 bit fokozatt sziirkeségi
szinskalan (minél magasabb egy tereppont, annal vilagosabb a megjelenitésben) abra-

zolja.

8.2 abra. Sziirkeségi térkép

A 2D wavelet transzformaciot végrehajtva jutunk a 8.3 abran bemutatott képhez.

8.3 abra. Wavelet transzformacioé
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Megfigyelhetd, hogy a wavelet transzformacié eredményéiil kapott kép felhasad
alacsony felbontasu részre és differencia jelekre. Az alacsony felbontasti kép mérete
negyede az eredeti képnek. A differencia jelek irjak le a kiilonbséget az alacsony felbon-
tast kép és az eredeti kép kozott. Ha nagy a korrelacid az eredeti adatrendszer adatai
kozott, akkor a differencia jelek nagyon sok értéke kozel esik nullahoz. A differencia
jelek kozil kett6é az x tengelyiranyu, illetve az y tengelyiranyu élek jelenlétére utal;
mig a harmadik differencia jel a markans pontokhoz tartozo informaciokat rogziti. Az
alacsony felbontast kép adatai még tartalmaznak korrelaciokat, igy célszerti a dekom-
poziciot megismételni. Ezzel a gula alaka képfelbontashoz jutunk.

A kétdimenzids wavelet transzformaciot kozvetleniil felhasznalhatjuk nagy adat-
rendszerek tomoritésére: valamennyi olyan wavelet egyiitthatot tartsunk meg, amely
abszolut értékben nagyobb egy megadott & >0 korlatnal és a korlatnal kisebb értéke-
ket tegylik egyenlévé nullaval.

A korlat megvalasztasaval szabalyozhatjuk, hogy az eredeti kép részleteit milyen
pontossaggal kivanjuk megorizni. A wavelet transzformacio eldnyds tulajdonsaga, hogy
a wavelet egyiitthatok értékének nagy része kozel esik nulldhoz, ezért az adatrendszer

nagy szazaléka csonkithato. A 8.4 abra illusztralja a csonkitott wavelet reprezentaciot.

8.4 abra. Csonkitas
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Ezen esetben a korlat értékét & =6.5-nek vélasztva a csonkitas utdn a 65536
wavelet egyliitthatd helyett mintegy 6500 egyiitthatot hagyunk meg. A paraméterek ezen
valasztasa révén kb. 90%-os adattomoritést érhetiink el.

Egy masik vizsgalat azt mutatta, hogy ha az eredeti adatrendszer adatai kozott
nagyobb korrelacid all fenn - ez biztosithato a digitalizalas 1épéskdzének 20m helyett
Im-es valasztasaval-, akkor az adatrendszer tomoritése mintegy 1000 adat megtartasa-
val, azaz az adatok kb. 98%-o0s csokkentésével azonos pontossag érhetd el.

A csonkitott adatrendszerre az inverz wavelet transzformaciot alkalmazva az 8.5

abrahoz jutunk.

8.5 abra. Inverz wavelet transzformacio

Az 8.5 abrat a 8.2 abraval dsszevetve megallapithato, hogy 1ényeges eltérés nem
észlelhetd az eredeti és a csonkitassal kapott képek kozott. Statisztikai vizsgalatok is
alatdmasztjak a fenti tapasztalatot, mivel maximalis eltérésként 9.83 m adodott.

Sarkozy és Zavoti (1995) tanulmanya is a GIS adatok modellezését €s tomorité-

sét targyalta.

E fejezetben altalanos leirasat adtuk az idé frekvencia analizisben hasznalatos
wavelet transzformdcionak. Bemutattunk egy maoddszert arra, hogy egy matrixalakban

megadott adatrendszert hogyan lehet visszavezetni egy csaknem ugyanolyan informa-
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ciotartalmu ritka matrixban tarolt adatrendszerré. Az adattomorités a megfeleld bazis
megvalasztasaval valt Iehetévé, erre a célra a Daubechies-féle wavelet bazist alkalmaz-
tuk. A javasolt modszerrel magas tomoritési arany érhetd el, igy az eljaras egyik alkal-
mazasi teriilete a képfeldolgozasi rendszerek adatallomanyainak siiritett taroldsa lehet.

A modszer tovabbi alkalmazasara példaként emlitjiik a nagyméretli linearis
egyenletrendszerek megoldasat, vagy a véges elemek modszerénél fellépd parcialis dif-
ferencialegyenletek redukalasat ritka linearis rendszerré.

A 7. fejezetben lattuk, hogy a WT-re kidolgozott mddszer lehetséget nyjt ido-
sorok analizalasara, vizsgalatara is. A WT alkalmazasaval a polusingadozas id6t6l flig-
g0 spektralanalizisét végrehajtva, a rovid periddusu oszcillaciok valtozékonysagat mu-

tattuk ki.
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OSSZEFOGLALAS

Remélem, hogy az On 4ltal kézben tartott értekezésbol egy jo attekintést kapott a
mai kiegyenlité szamitasban hasznalatos optimalizalasi elvekr6l, a geodéziaban jelenleg

alkalmazott korszerii matematikai modszerekrol.

A szamitas technikai nehézségei, amelyek a geodéziat a multban csaknem kiza-
rolag a legkisebb négyzetek modszerének hasznalatara korlatoztak, a szamitastechnika
hatalmas fejlédésével megsziintnek tekinthetok. A kiilonb6z6 mérési eredmények kom-
binacioibol a legkiilonbzobb becsiilendd paramétereket korrekt matematikai modellek
megalkotasaval lehet megkapni. A modellek egyre komplexebbek és éaltalanosabbak
lesznek. A gyakorlati alkalmazasok szinte kivétel nélkiil nemlinearis modellel adhatdk
meg. fgy az utobbi években a geodézidban is a nemlinearis robusztus becslési modsze-

rek terjedtek el.

A kiegyenlitd szamitashoz hozzatartozik a megalkotott modell tulajdonsagainak
vizsgalata is. Ehhez a kiegyenlité szamitassal 0sszendtt matematikai statisztika kinal
gazdag lehetdségeket. A pontossag és a megbizhatosag — a két fontos kritérium, ame-

lyek a mérési eredmények optimalis kiértékelésében nagy szerepet jatszanak.

Gondolom, disszertacidm hatasara az eredetileg oly sok teriileten eredményes és
a geodétakhoz oly kozel allo legkisebb négyzetek moddszerét nem fogjak a robusztus
becslési modszerek kiszoritani. Azt viszont remélem, hogy hatésara a legkisebb négyze-
tek modszere a jovOben nem lesz az egyetlen, minden geodéziai feladatra hasznalatos
modszer, hanem az j modszert a régivel parhuzamosan kiprobaljak, azzal a céllal, hogy
a mérési adatokbol és az alkalmazott matematikai modellbél a lehetd legjobb eredményt
hozzék ki. Az eredmények magukért fognak beszélni... Orémdmre szolgal, hogy ezzel

a torekvéssel az utobbi idoben Magyarorszagon is egyre tobbszor talalkozhatunk.

A robusztus becslési modszerek alkalmazasanak megvan az az elénye, hogy a

durva hibaknak kisebb a hatasa a becsiilt paraméterckre, ugyanakkor normalis eloszlasu
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megfigyelések esetén azonos eredményt szolgaltat, mint a legkisebb négyzetek modsze-

re. Akadémikusi a kérdés: melyik modszert célszert hasznalni?

A geodézidban marpedig léteznek szinguldris normdalmatrixra vezetd feladatok

is. Ilyenkor jobb hijan marad az SVD. Alkalmazzuk az LN-t minimalis kdzéphibaval!

A Fourier transzformacid keletkezésekor nagy eredménynek szamitott, hogy
barmely fliggvényt szinuszok és koszinuszok szerint sorba lehet fejteni. A Fourier-
analizis szamtalan alkalmazasa nem valosulhatott volna meg, ha matematikailag nem
tisztaztak volna az elméletét. Mégis. ..

Kozel szaz évnek kellett eltelni ahhoz, hogy a dolgok a helyiikre keriiljenek. A
Fourier elmélet hianyossaganak egyik kdvetkezménye a wavelet transzformacidé megal-

kotasa.

Kell-e a matematika?

A matematikai modszerek alkalmazasa a geodéziaban akkor hasznos, ha gazda-
gitja a geodéziat, ha pontosan és megbizhatoan illeszkedik a mar meglévd dolgokhoz,
mintegy kiegészitve azokat. Akkor haszontalan, ha til bonyolult, dncélu, nincs a geodé-

zia szempontjabol hasznalhaté eredménye.

A tizenkilencedik szazadban a matematika még szorosan dsszefonodott a geodé-
ziaval. Mara ez az egység — els6sorban a gyors technologiai fejlédés kovetkeztében —
megbomlani latszik. Mostanra kialakult a geodézia korszerli eszkozeit és modszereit
alkalmazok, és az azokat megteremt6 kutatok, fejlesztok tabora. A két tabor kdzott nin-
csenek éles hatarvonalak. A geodézia matematikai alkalmazésainak spektruma teljesen
0sszemosodik. A geodézia régen is, most is egyike a legtobb matematikai ismeretekre
tamaszkodo foldtudomanyoknak. Sem a geodézia, sem a matematika nem zarkézhat el a

masik eredményeinek felhasznalasatol.

A matematikai modszerek alkalmazasat a geodéziaban ahhoz a térképhez hason-
lithatjuk, amelyet nagyobb utazasainkra magunkkal szoktunk vinni. Természetesen, a
térképet nem hasznaljuk mindig, csak akkor, ha elbizonytalanodunk a helyes utat illeto-

en, ha ismeretlen utra tévediink — vagy, ha a megszokott helyett 01j utat keresiink.
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