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ELOSZO0

A Magyar Tudoményos Akadémia Miiszaki Mechanikai Tanszéki Munka-
kozosségének II. tudoméanyos iilésszakinak kiadvdanya az akadémiai tamo-
gatdsi kutatéhelyeken a szilardtestek mechanikidja, valamint a szerkezetek
mechanikija teriiletén elért kutatasi eredményekbdl kivan szemelvénye-
ket, illetve attekintést adni.

Kiadvinyunkban helyet kaptak a Munkakdzosséghez tartozé, BME
épitémérnskkari Acélszerkezetek, Geotechnikai, Mechanika, Vasbetonszer-
kezetek, az épitészmérnékkari Szilardsagtan és Tartészerkezetek, a gépész-
mérndkkari Miszaki Mechanikai, a villamosmérnékkari Miszaki Mechanika
tanszékek kutatdinak és oktatéinak munkai mellett a miskolei Nehézipari
Miszaki Egyetem Mechanika Tanszéke kutatéinak és oktatéinak a tanul-
manyai is.

A 34 tanulményt tartalmazé kiadvany természetesen nem fogja és nem
foghatja 4t azt a széles koril és igen aktiv tudoményos munkit, amelyet a
Munkakézisség keretében az els§ iilésszak ota — 1974 oktéber — végeztiink.
Ennek ellenére kiadvanyunk egy j6 attekintést ad a Munkakozosség keretében
folyé kutatdsokrél, azok jellegérsl. A nalunk folyé kutatasok harmas tagolasi-
nak tekinthet8k, amelyek az elméleti kutatasoktél a numerikus eljarasok
és szamfitastechnikai mdédszerek, programok kidolgozasan keresztill a kapott
eredmények laboratériumi, illetve helyszini kisérletekkel valo leellendrzéséig
terjednek, hogy elésegitsiik a kutatasi eredmények felhasznalasat.

A II. Tudoméanyos Ulésszakunk megszervezésével szeretnénk segiteni
szakteriiletiink hazai tudoményos fejlédését, a fiatal tudoményos szakemberek
nevelését.

Tudomanyos iilésszakunkhoz kapesolédéan keriil ndlunk megrendezésre
a szocialista orszagok akadémiai mechanikai kutaté intézmények vezetdinek
soron koévetkezs értekezlete. Ez lehet§séget ad arra is, hogy kdzvetlen tajékoz-
tatast adjunk a nalunk folyé kutatémunkirél, amely szamos teriileten uj
és jelentds tudomanyos gondolatokat és eredményeket is tartalmaz.

Befejezésiil koszénetet mondok Szalai Jianos tudoményos tanacsadénak
a kiadvany elGkészitésében végzett, és az Akadémiai Kiadé és Nyomda
munkatirsainak a megjelentetés gondos és gyors munkajaért.

Budapest, 1978. jilius.

Dr. Petrasovits Géza
a Munkakozosség vezetGje
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A VEGES ELEMEK MODSZERENEK ALKALMAZASA
SIKBELI KEPLEKENY FELADATRA

ARVAY KALMAN*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

GYORGYI JOZSEF** GALASKO GYULA***

A dolgozat képlékeny anyagtiorvény alkalmazasdval targyalt, sikbeli alakval-
tozasi allapotban levs kontinuumfeladat megolddsat mutatja be. Az alaposszefiiggések
ismertetése utan a véges elemek médszerével meghatdrozza, iterdciés eljards segitsé-
gével, a rugalmas-képlékeny dllapotban levd anyag fesziiltség-elmozdulds értékeit.
A beépitett tartészerkezettel torténd érintkezésnél, a sdrlédds miatt felléps elvilasi
feladatot is a képlékeny illapotra kidolgozott médszerrel oldja meg. A dolgozat a méd-
szer alkalmazisat szdmpéldian mutatja be.

1. Bevezetés

A mérnéki szerkezetek teher alatti viselkedésének leirdsahoz ismerniink
kell a fesziiltségek és alakviltozasok k6zotti 6sszefiiggést megadé anyagtorvényt.
A vizsgilatokhoz sziikséges lényeges tulajdonsiagokat leiré anyagmodellek
koziil a lineadrisan rugalmas viselkedés feltételezése biztositja a legegyszeriibb
matematikai megoldist. Az anyagok egy részénél azonban a linearisan rugal-
mas viselkedés feltételezése igen durva kozelitést jelentene, mig a linearisan
rugalmas — tokéletesen képlékeny anyagmodell alkalmazisa pontosabb sza-
mitast tesz lehetdvé.

A képlékenységtan elméleti alapjait mar régebben kidolgoztak. Konti-
nuum-feladatok megoldasakor azonban alkalmazisa a legutébbi iddkig —
néhany egyszeriibb esetet leszamitva — a hatarallapot vizsgalatara szoritko-
zott. A felmeriil6 matematikai nehézségek nem tették lehetSvé a csak részben
képlékeny allapotban lev§ szerkezetek vizsgilatit. Az elektronikus szamité-
gépek megjelenését kovetSen a megfeleld numerikus médszerek kidolgozasa
megnyitotta az utat az emlitett anyagtérvényt kovetd kontinuum-feladatok
megoldasa el5tt. A kidolgozott eljardasok koziill a véges elemek médszerének
alkalmazisat mutatjuk be linedrisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyag-
torvény esetére.

2. Az elméleti alapok ésszefoglalasa

Kontinuum-feladatok megoldasahoz sziikséges 9sszefiiggéseket altalaban
parciilis differencidlegyenletek alakjaban irjak fel. Az alaposszefiiggések ha-
rom csoportra bonthaték.

* Dr. Arvay Kélmén, 1016 Budapest, Mészaros u. 18.

** Dr. Gyorgyi Jozsef, 1221 Budapest, Arany J. u. 96/b.
*** Dr. Galaské Gyula, 1191 Budapest, Marx K. u. 64.
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a) Az egyensiilyi egyenletek — Cauchy-féle egyenletek — képlékeny
anyagok esetében is valtozatlan formaban érvényesek. Ezek az osszefiiggések
akkor is érvényesek, ha azokban nem a tényleges fesziiltségeket, hanem novek-
ményeiket szerepeltetjiik.

b) Az alakviltozasok és elmozduldsok kozotti osszefiiggét megadé geo-
metriai egyenletek valtozatlan forméaban érvényesek képlékeny anyag eseté-
ben akkor is, ha a tényleges alakviltozasokat és elmozdulisokat szerepeltetjiik
benniik és akkor is, ha csak névekményeiket.

¢) Az anyagtorvény felirasihoz sziikséges a képlékenységi feltétel isme-
rete. Ez egy olyan fiiggvény, amely megadja a fesziiltségeknek az anyagi
mindséget megadé k érték mellett minden olyan kombinaciéjat, amely a rugal-
mas viselkedés hatarat jelenti. Ezt az F(o, k) fiiggvényt tdgy irjuk fel, hogy

F(o, k) <0 (1a)
esetben rugalmas,

F(a,k) = 0 (1b)

esetben képlékeny allapotban van az anyag. Nullinal nagyobb értékekre a
fiiggvény nincs értelmezve.

Ismeretes, hogy a képlékeny allapotban egy pont € alakviltozasa két
részbdl tevddik 6ssze, egy €, rugalmas és egy €, képlékeny részbél:

€ =€, | €, (2)

A rugalmas nyilast — vagy a nyilas névekményét — a fesziiltség fiigg-
vényében az altalinos Hooke-térvény segitségével fejezhetjiik ki:

de, = Dy do . 3)

A képlékenységi feltételbil a normalitési elvnek megfelelden az alakvaltozasok

novekménye a

e, = a1 2E (4)
oo
osszefiiggésb6l nyerhetdk.

A teljes alakvaltozas a fenti két kifejezés Gsszegébdl elGallithaté. Az
Osszevonas utan az

Ae=D,(s)40 (5)

alaki anyagtérvényt nyerhetjiik. Ebbél az egyenletbél sem a nyilasok, sem
a fesziiltségek explicit alakban nem fejezhetSk ki, mivel az 8sszefiiggés nem
lineéris ¢ és o kozott. Ennek kovetkeztében az anyagtorvényt az egyensilyi
és osszeférhet8ségi egyenletekkel nem tudjuk 6sszevonni. A megoldist ezért
csak numerikus eljards segitségével tudjuk megkeresni.
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3. Numerikus eljaras

A numerikus eljarasok, a nagymennyiségii szamitasi munka és a nagy-
méretii egyenletrendszerek miatt elektronikus szamit6gép alkalmazasara épiil-
nek. A kozelitd médszerek koziil a véges elemek médszere kiilondsen kitiin-
tetett helyet foglal el képlékeny feladatok megoldasa soran.

Képlékeny feladatok megoldasa sikbeli fesziiltség vagy sikbeli alak-
valtozasi allapot esetében egyszerii. Haromszog alaki elemeket valasztva,
linearis alakfiiggvény alkalmazisa esetében ugyanis azokban a fesziiltségek
nem valtoznak. Igy egy elemen beliil vagy rugalmas (3), vagy képlékeny
anyagtorvényt (5) kell a fesziiltségektdl fiiggGen alkalmazni.

1. dbra

Az elmozdulismédszerrel torténd vizsgilatok esetében sziikségiink van
a merevségi értékekre. Ezek az anyagtorvény fiiggvényei. Mint hogy az (5)
alatti kifejezés explicit formaban nem oldhaté meg, a képlékeny allapothoz
tartozé merevségi matrix sem allithaté el§ kozvetleniil. Ezért, ha valamelyik
elemen beliil teljesiil az (1b) alatti feltétel, a feladatot iteraciés diton lehet meg-
oldani. A megoldds a Newton—Raphson-médszer (la dbra) médositott val-
tozata, az allandé6 érint6k médszere (1b dbra) alapjan torténik.

Az iteracios eljaras alapja, hogy a rugalmas allapothoz tartozé merev-
ségi értékek felhasznilasaval fokozatos kozelitéssel érjiik el a képlékenységi
feltétel teljesiilését. Az iteracios eljaraslépéseit, mechanikai megfontolasok alap-
jan kétféle diton végezhetjiik el. Mindkét eljarasban a tehernek azt a részét,
amely mér képlékeny allapot elérése utan miikodik a szerkezetre, tobb 1épcss-
ben miikodtetjiik. Az egyes teherlépesGkhoz tartozé megoldast keressiik meg
a kétféle iterdciés eljaras valamelyikével, végiil az egyes lépésekben nyert
eredményeket osszegezziik.

A ,kezdeti fesziiltségek’ moédszere az adott teherlépesGhoz a rugalmas
allapotnak megfelelé tton kiszamitja a fesziiltségeket, majd az (5) alapjan
megillapitja a hiba nagysagat. Ebbdl a hibabél fiktiv terhet szamit, erre oldja
meg a feladatot, és addig ismétli e 1épéseket, amig a hiba tetszélegesen kicsi nem
lesz (2. abra). Ezutin keriil sor a kivetkez6 teherlépcsd alkalmazasara.

A ,kezdeti alakvaltozasok’ médszere hasonléan jar el az el6z6hoz, de itt
az alakvaltozasok értékébdl indul ki, és ezek hibajabél szamit fiktiv terhet.
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A kezdeti fesziiltségek modszerét akkor eldnyosebb hasznéalni, ha az
anyag novekvd fesziiltségekkel ersebben novekvd alakvaltozasokat szenved,
mig az utébbit a keményedd anyagok esetében.

6,

(€) |_F(B k)
A 6,
A6,
A 6

6, (€,)

2. dbra

Mindkét iteraciés eljaras elénye, hogy gyorsan konvergilnak. Segitsé-
giikkel a torési hatarallapot is kimutathaté. Ebben az esetben ugyanis az
eljarasok nem konvergalnak és ez jelzi az adott teherlépcsd esetében bekovet-
kezd torést.

A fenti eljarasokkal analég megoldast lehet alkalmazni néhény elvalasi
feladat megoldésa esetében is. Pl. sirlédas biztositotta kapcesolat erg-elmozdu-
las diagramja azonos egy linearisan rugalmas-tokéletesen képlékeny anyag
hizé-diagramjaval, igy e probléma — és t6bb, hozza hasonlé feladat is — mint
képlékenységtani probléma oldhaté meg.

4. Alkalmazas

Réviden bemutatjuk egy sikbeli alakvaltozasi allapotban levé feladat
megoldasat, amely mélyépitési feladatokban keriil alkalmazasra.
Képlékenységtani feltételként a Coulomb— Drucker félét alkalmaztuk:

Fo,k)=aJ,+VJ,— K=0, (6)

ahol J, az elsé, J, a masodik invariansa a fesziiltségtenzornak, o és K pedig
a kohéziétol és a sirlodasi szogtdl fiiggsd allandé.

A képlékenységi feltételt a szokdsos Mohr-koros abrazolasbhan a 3. abran
rajzoltuk meg.

A mintapélda a 4. abran lathaté. A kétszeresen szimmetrikus, kézépen
lyukat tartalmazé kontinuum halézata az abra felsé részén lathaté. Az elsé
példat kozépen lyukkal oldottuk meg. Az abra jobb fels§ részén vonalkazassal
tiintettiik fel azokat az elemeket, amelyekben a képlékeny allapot bekovetke-
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4. abra

zett. Mellette bal oldalon a halézat csomépontjainak elmozdulasai szerepelnek.
Alul bal oldalon a o, és o, fesziiltségeket, jobbra lent a g, és o, féfesziiltségeket
adtuk meg.

Az 5. abran azonos adatok mellett a lyuk kériil 25 cm vastag, E = 2 - 107
Mp/m?, » = 0,3 jellemzdkkel adott szerkezetet épitettiink be. A fal okozta
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megtamasztas kovetkeztében keletkezd ffesziiltségeket a jobb alsé negyedben
abrazoltuk. A bal fels§ részen adtuk meg a csomépontok fiiggdleges eltolédasait
szaggatott, mig a lyuk nélkiili allapotban létrejotteket folytonos vonallal ki-
hizva. A keret nyomatéki abrajat a bal alsé részén rajzoltuk fel.

RS

:
Jpbty g
g gty

Az abra jobb felsé részén folytonos vonallal tiintettiik fel a falra haté
erbket, ha azok a falra siirlédassal adédhatnak at, szaggatottan pedig az erket
abban az esetben, ha a fal és a talaj kozott f = 0 sirlédasi tényezét tételeztiink
fel. Ebben az esetben a talaj és szerkezet érint6 irdnyban elvalt egymastél.
Ennek kovetkezménye az erék atrendezddése. Az elvilasi feladatot egy fiktiv
képlékeny rid beiktatasaval, a kezdeti fesziiltségek médszerével analég elja-
rassal oldottuk meg.

5. Osszefoglalas

Kontinuumfeladatok vizsgalatakor a képlékeny anyagtorvény alkalma-
zasat a megfeleld numerikus eljarasok elterjedése tette lehetdvé. Ezek segit-
ségével ma mar nemcsak a hatéarallapot elérésekor, hanem altalanos esetekben
is alkalmazhaték a képlékenységtan eredményei. Igy egyes anyagok esetében
a valésagot lényegesen jobban és pontosabban leir6 osszefiiggések segitségével
oldhaték meg kiilonb6z86 mérnoki feladatok. Elényos az alkalmazasa elsésorban
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akkor, ha pl. az anyag hizéfesziiltséget alig tud felvenni, mint talajok és beton
esetében is. A képlékeny illapotra alkalmazott 6sszefiiggések segitségével
elvalasi feladatok is targyalhaték.

A jov8ben megkiséreljiitk a médszert egyéb képlékenységtani feltételekre,
illetve térbeli feladatok megoldédsara is felhasznalni.

Application of the methed of finite elements in planar plastic problems. The solution
by plastic material law of a continuum problem in planar deformation state is presented. After
the explanation of the basic correlations, the stress-displacement values of the material in
plastic-elastic state are determined by the method of finite elements using iteration. In the
case of a contact with a built-in support structure the separation problem due to friction
is also solved with the method elaborated for plastic conditions. Finally, application is illustr-
ated by means of a numerical example.

h T

Anwendung der Methode finiter Elemente bei plasti Aufgaben. Der
Aufsatz zeigt die Losung der im ebenen Forminderungszustand befindlichen Kontinuum-
aufgabe mit Anwendung des plastischen Materialgesetzes. Nach Erorterung der grundlegenden
Zusammenhiinge werden die Spannungs- und Verschiebungswerte nach der Methode der fini-
ten Elemente mit Hilfe des Iterationsverfahrens bestimmt. Das bei der Berithrung mit
eingebauten Tragkonstruktionen infolge der Reibung auftretende Trennungsproblem wird
ebenfalls nach dem fiir diesen plastischen Zustand ausgearbeiteten Verfahren geldst. Der Auf-
satz enthiilt auch ein Zahlenbeispiel.

TIpUMeHeHHe MeT0ZA KOHEUHBIX 3JIEMEHTOB HA MJIOCKYI0 3ajauy njacTH4HocTdH. Pabota
TI0Ka3MBaeT PEIIeHHEe MIOCKOH 3aJayuu C mpuMeHeHHeM 3aKO0Ha MIaCTHYHOCTH. Ilocre H3moxe-
HHe OCHOBHBIX 3ABHCHMOCTEH C MOMOLLI0 HTEPALIMOHHOrO MPOLECCa H METOA0M KOHEYHBIX 3Jie-
MEHTOB ONpeNessieT 3HaueHUus! HanpakeHHs: U geopMalHy B YNPYromiaCTHYECKOM COCTOSTHHH.
3amaua oraeneHHs1 Mo GPHKUHH Y KOHTAKTa BCTPOEHHOH KOHCTPYKLUMH DEIIAEeTCst TOXKE METO-
JIOM, BLIpaGoTaHHOM Ha nuiacTHuHoe cocTosine. Hakoner B palore uHC/IeHHBI MpUMED MOKa-
3bIBAET MPUMEHEHUE METOAA.






A VEGES ALAKVALTOZAS ELMELETE

BERES ELEK*

A szerz8 a véges alakvéltozis targyaldsinak olyan médszerét mutatja be,
amelyben a tenzorokat matrixokkal adja meg, és a miiveleteket matrixmiiveletekként
értelmezi. Az ismertetés tartalmazza a Lagrange-, az Euler-, a Cauchy- és a Green-féle
alakviltozdsi tenzorokat. A Descartes-féle koordindtarendszerre vonatkozdé Ossze-
fiiggéseket specidlis esetként ismerteti.

Rugalmassagtani problémék targyalasaban lényeges kiillonbség mutatko-
zik attdl fiiggGen, hogy az alakvialtozasokat kicsinyeknek vagy pedig végesek-
nek tekintjiik. Kis alakvaltozasrél akkor beszéliink, ha az alakvaltozasi kom-
ponensek az egységhez, szorzataik pedig magukhoz az alakvaltozasi kompo-
nensekhez képest elhanyagolhaték. Ezek az elhanyagolasok egyrészt a rugal-
massagtan elméletében vonnak maguk utan jelentds egyszeriisitéseket, masrészt
pedig egyes alapfogalmaknak adnak szemléletes értelmezést. Véges alakvalto-
zasok esetében ezekkel az alhanyagoldsokkal és a belSliik szdrmazé egyszerii-
sitési lehetdségekkel nem éliink.

Az irodalom egy része, pl. [1] és [4], a véges alakvaltozisokat csak a
Descartes-féle, koordinatarendszerben targyalja és csak a Lagrange-féle érte-
lemben. Az ailtaldnos tdrgyalidsnak egy-egy valtozata talalhaté [2], [3] és
[5]-ben. Itt a tovdbbiakban az dltaldnos ismertetésnek azt a médjat mutatjuk
be, amelyben a tenzorokat matrixukkal adjuk meg és a miiveleteket matrix-
miiveletként kezeljitk. Megértése a derivalttenzor fogalman tilmend ismerete-
ket nem igényel.

A rugalmas test az alakvaltozas elStt a tér B, alakvaltozas utan pedig b
tartomanyat tolti ki. A test pontjainak a két illapotban valé megadasa tor-
ténhetik egyetlen koordinatarendszerben, amikor a B tartomany pontjainak
R helyzetvektorait és a b tartomany megfeleld pontjainak r helyzetvektorait
ugyanarra a koordinatarendszerre vonatkozé Osszeteviivel adjuk meg, de az
R és r vektorokat két kiilonb6z3d koordindtarendszerre vonatkoztatva is meg-
adhatjuk. Az elsé esetet az 1. ibra, a mésodikat pedig a 2. abra szemlélteti.
A test ugyanazon pontjainak helyzetvektorai a kiilonb6z6 alakvaltozasi alla-
potban R, ill. r, melyek koordinatai X,, X,, X, ill. x,, x,, x5, azaz, ha a koor-
dinatatengelyekkel parhuzamos egységvektorok E,, E,, K, ill. e, e,, e,, akkor

* Dr. Béres Elek, 1011 Budapest, Hunyadi J. u. 11.
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R=X,E, + X,E, + X, E, = X, E, (1)
r=x,e |+ x| 25€; = x;e; . (2)

Az 1. abra esetében természetesen E;, = ¢; (1 = 1, 2, 3).

X3
utdu dr
dR
o b
8 T
X2
X'l
TR 1. dbra
i 3
\\
N R u+du =
N ) u (> fdr
|
R | r |
b |
X Taoaet
\\ 7 2 N r %
N // T 4,
_____ A
X, 4
2. dbra

A test pontjainak R és r helyzetvektorai kozott a kovetkezd osszefiiggé-
sek allnak fenn. Ko6z6s koordinatarendszer esetén az 1. dbranak megfelelsen

r=R-+wu il. R=r—n, (3)
ha pedig az R és r vektorok kiilonb6z6 koordinatarendszerekben adottak, akkor
r=R+4u—b, il. R=r+b—u (4)

Ezekben a képletekben u vektor a pontnak az elmozdulasat jeloli, b pedig a
két koordinatarendszer kezddpontjanak kiilonbségét megadé vektor.
Kiilonb6z6 koordinatarendszerek esetében sem a b vektorra, sem pedig
a tengelyek tdjolasira semmiféle megkotést sem kell tenniink. E koordinata-
rendszerek tetszéleges gorbevonali koordinatarendszerek lehetnek.
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A folytonos kozeg alakvaltozasanak a leirasara az el6z6kben ismertetet-
teken beliil is két lehetdség kinilkozik, éspedig a Lagrange-féle és az Euler-
féle. A Lagrange-féle leirasban a valtozasokat a kezdeti allapothoz viszonyit-
juk. Ekkor a fiiggetlen valtoz6 a pont alakvaltozas elStti helyzetét megadé
R helyzetvektor. Az Euler-féle leirasban pedig az alakvaltozas utani allapothoz
viszonyitunk, amikor is a fiiggetlen valtozé a pont alakvaltozas uténi helyze-
tét megadé r helyzetvektor.

3. dbra

Ez azt jelenti, hogy a Lagrange szerinti targyalds esetében minden val-
tozét az R vektor fiiggvényében adunk meg, azaz

r=r(R) u=uR) é b= Db(R), (5)
ezzel szemben az Euler-féle értelmezéskor
R = R(), U= A(x); s B — B(x). (6)

Természetesen maguk az u és U, valamint a b és B vektorok ugyanazok, azaz
u = U és b = B, azonban figyelembe kell venniink, hogy ugyanaz az elmozdu-
las mas-mas fiiggvényt jelent attél fiigg6en, hogy R, ill. r fiiggvényében adott.
Ezt a fiiggvénykapcsolatban mutatkozé kiilonbséget emeltiik ki a kis- és nagy-
betiivel valé jeloléssel. Ennek a megkiilonboztetd jelolésnek az elmulasztasa
olyan zavarokhoz vezet, mint amilyen pl. [3] 30—31. oldalain talalhaté, ahol
ugyanaz az u;, jel két értelemben szerepel anélkiil, hogy arra utalis tortént
volna. Ennek kivetkeztében a (11.4) és (11.6) képletek — adott alakjukban
— egyidejiileg nem igazak.

A 3. abréin az alakviltozas Lagrange-féle értelmezését, a 4. abran pedig
az Euler-féle értelmezését szemléltetjiik egységes, éspedig Descartes-féle
koordinatarendszerben.

Tekintsiik a folytonos anyag pontjainak azt a halmazat, amely alakval-
tozéas el6tt a G gorbén fekszik. Ez alakviltozas utan a g gorbébe megy at.
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A gorbe alakvaltozas el§tti dR ivelemének hosszat jelolje dS? az alakvaltozas
utani dr ivelem hosszit pedig ds, akkor

dS? = dR? (7
ds? = dr®. (8)

Természetes, hogy a dS és ds ivhosszak egyenlGsége (ha az minden G gérbe
minden elemére teljesiil) sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy aze = r(R),
ill. az R = R (r) kapcsolat merevtestszerd mozgast jelentsen, ezért a ds? — dS?
kiilonbséget az alakviltozas mértékének tekinthetjiik.

X3
kdx,
dR \
== kd
S kdx \
]
|
AR ; —{=jd
E]dxz\ 'dxl/ 18X
dR; r
—a?ldx, R
0 X2
X
4. abra

Vegyiik el6bb az Euler-féle alakvaltozasi 6sszetev8ket. Az R = R(r)
vektor-vektor fiiggvény derivalttenzorat jelsljik dR’'dr médon, akkor
dR = (dR/dr)dr figyelembevételével irhatjuk hogy

* *
ds? — dS? — dr*dr — (ﬂdr} R e — dr* [1 — (.m) .‘-15] e,  (9)

dr dr dr dr
amit a
*
2E=I—(dR] L] (10)
dr dr
jelolés bevezetésével a még tomorebb
ds? — dS? = 2dr*Edr (11)

alakban is irhatunk. A most bevezetett E tenzort nevezziik Euler-féle alak-
valtozasi tenzornak. Képleteinkben I az egységtenzor, a * pedig a transzpo-
nalas jele.
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(4) és (6) figyelembevételével azonban irhatjuk, hogy

R=r+B-—-0, (12)

tehat

dR dU

—-=— B—U)=1-— 13

o (+ ) o (13)
és

* *

R\ IR _ (g 40 1..__)_1_ - ("’U 24U | (14
dr dr dr dr dr

ezért az Euler-féle alakvaltozatasi tenzor az elmozdulasvektor derivaltjaival
kifejezve
du
= 90 (4
dr

15
dr dr dr (13)

dU J [ dU ]* dU
Az Euler-féle alakvaltozasi tenzor egy eleme Descartes-féle koordinatarendszer
esetén a gU,fox; = U, ; jelolés és a szummakonvencié alkalmazasaval

2ep = Ujp + Uy ;— U, ; Uy (16)

Alakilag tekintve azt latjuk, hogy az Euler-féle alakvaltozasi tenzor az egység-
tenzornak és egy masik tenzornak a kiilonbsége. Ez utébbit nevezziik Cauchy-
féle alakvaltozasi tenzornak. Ezt itt a tovabbiakban C-vel jelsljiik, értelme-
zése pedig a kovetkezd

*
C— dRJ dR . (17)
dr dr
Egy eleme a Descartes-féle koordinatarendszer esetén
o =250 D% (18)
ox; 0%

Az Euler- és a Cauchy-féle alakvaltozasi tenzorok kozétt tehat a kovetkezd
osszefiiggés all fenn:

2E=1—C, illetve €C=1-—2E (19)

A Cauchy-féle alakvaltozasi tenzor is kifejezhetd az elmozdulasvektor derivalt-
jaival. Ekkor a (15) és (16) képletek megfelelsi

* *
C=I—(de _dU+ dU) dU, (20)
dr dr dr dr
illetve
e =0 — Ujp — Uy; + U; ; Uy (21)
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Teljesen analég médon vezethetjilk be a Lagrange-féle alakvaltozasi tenzort.
dr = (dr/dR) dR figyelembevételével

ds? — ds2 = [ o dR F_arz—ar*[ [T q|ar (22)
dR] dR
illetve a
*
oL — ( dr \* dr (23)
dR) dR
Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor bevezetésével
ds? — dS? = 2dR* LdR.. (24)
Ha ezt kovetdleg a (4) Gsszefiiggést is figyelembe vessziik, akkor
dr du
= =01 4 25
dR + dR (25)
és
*dr du * du
— I +—]= — 26
(dR) dR (+dR (+dR +dRJr( J+( JdR (26)
tehat a Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor az elmozdulasvektor derivaltjaival
kifejezve
* *
oy, — I ["_“] du)dn (27)
dR dR dR) dR

Ennek egy eleme Descartes-féle koordinatarendszer esetében a du,/0X; = u, ;

jelolés bevezetésével
2 = upp + uwpy o upg - (28)

Lathaté, hogy a Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor is égy tenzorszorzatnak
és az egységtenzornak a kiilonbsége. Ezt a derivalttenzorok szorzataként
adott tenzort nevezziikk a Green-féle alakvaltozasi tenzornak, melyet itt G-vel
jeloliink. A Green-féle alakvaltozasi tenzor tehit

*
- 5] & (29)
dR} dR
illetve elemei a Descartes-féle koordinatarendszerben
0x; 8x
Bk = - (30)

8X 8Xk
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Az elmozdulasvektor derivaltjaival kifejezve pedig

illetve

Bjx = Oj + wjp + upj + ou

da |* (du)* du
dR +(dR’ +(dR) dR "’

A Lagrange- és a Green-féle alakviltozasi tenzorok kozotti osszefiiggés

2L=6G —1, G =1+ 2L

illetve

19

(31)

(32)

(33)

Descartes-féle koordinatarendszerben — az altalanos gyakorlatnak megfelelgen
— a helyzetvektor koordinatiit x,y,z, ill. X, Y,Z, az elmozdulasvektorét
pedig u, v, w, ill. U, V, W betiikkel jelolve a Lagrange-féle alakvaltozasi ten-

zor elemei:

_ 9u 1[(au (av 2 (
T [(ax] +
Lo oY 1 ( ou (
yy aY 9 J
l.. = 8_w + i + (
22 oZ 2
I __i ou ov i]’au ou ov ow ow |
¥ 2 laY  8X 2_aX Y aX'aY 8X aY |
1 {8y ow 1[oau ou ov  ov ow ow
lyz = + =+ =
2 \aZ Y 219Y aZ 3Y aZ aY 9dZ |
1 { ow ou 1[6u ou v v ow ow
sz = \lI— —+ — + .
2 \aX oz 218X 9aZ aX aZ oX oZ |
Az Euler-féle alakvaltozasi tenzor komponensei pedig:
U aU\)? oV 2 oW\
Cyx = a_ - _[ ‘ J '+‘ + ’
ox 2 ox 0x ox | ]
oV 1[(oU\)2 oV |2 (o W2
eyy - _[( : ] + + ]
3 ay ay ay ) |
oW 1[({aU oV \2 W 2]
€2z = - [( ] + + 9 s
2 9% 9z | |
(aU 1{6U oU aVv aVv aW’aW]
b | 9y ox 21 3x oy 9x 9y ox Oy ’

2*

(34)

(35)
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1 (8V oW 1[aU aU aV oV oW aW
eyz—_ | T + + ’

2\ 9z oy oy 0z oy 0z oy 0z

1 (W aU 178U U oV oV oW oW
ezx=——+—]——[ = +2= 220

21| ax 0% 21| ox 0oz ox 0z 9x 9z

Kis alakvaltozas esetében a derivaltak négyzetei és szorzatai, azaz a
szogletes zargjelben levé tagok elhanyagolhaték és akkor a Lagrange-féle
és az Euler-féle alakvaltozasi tenzorok kozotti killonbség eltiinik, mindketts
a kis alakvaltozasok ismert tenzorara egyszeriisodik. E tenzor komponenseinek
szemléletes magyardzatat tudtuk adni. Sajnos errél a véges alakvaltozas ese-
tében le kell mondanunk.

Ha a kontinuum egy pontjiban az adott v iranyt alakvaltozis el6tt a
V egységvektor jeloli, melynek alakviltozis utin a v egységvektor altal kép-
viselt irany felel meg, akkor ehhez az irdnyhoz tartozé nydlasariny

ds drl /7 dr
}‘(v) - A(V) d ng dR" - l2 =
—dr
dr | (36)
*
I T 1
- = VGV = rar - ,
dR*dR / de* EJ* dR dr Vv* Cv
dr dr
Descartes-féle koordinatarendszerben
e 1
l(v) = A(v) = ngk V] Vk E ) (37)
chkvj L
ahol V; és v; a Vill. v egységvektor i-edik koordinataja.
A v irdnyhoz tartozé fajlagos nyilas pedig
ds — dS
E, =ev:——=/1 - 1. 38
W) = €@ T W) (38)
fgy pl. az x, tengely iranyahoz tartozé nyilasarianyok
Ay = V—g: = Vl + 2L, (39)
1 1 (40)

Ay = = = g,
V ‘n Vl — 2eyy
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a fajlagos nyilasok pedig
Ep=V1+2I;, —1 (41)

»

és
1

Vl——_—%u_l' (42)

€ =

Kis alakviltozas esetében [, = e,; és kicsinységiik miatt sorbafejtés utan
hatvanyaik elhanyagolhaték, ezért

E(l) = €)= ly= e = ¢,

ahol a szokasnak megfeleldem &, kis alakvaltozas esetében jelenti az x, iranyy
fajlagos nyilast.

Vizsgiljuk meg végiil, hogy az eredetileg az x; és x, tengelyekkel par-
huzamos, tehat egymasra merdleges egyenesek hajlasszége milyen mértékben
valtozik meg. Ekkor

dRY, = [dX, 0 0], dR%H =[0 dX, 0].

Alakviltozds utan ezek a vektorok a dr; és dr, vektorokba mennek at. Az
altaluk bezart szoget jelolje ©@,,, tehat a szogvaltozas

7
_ Y12 = ‘2‘ — @12
és
dr, dr
sin = cos 0., = 1772
) Y12 12 ds, ds,
Amde

*
dr? _( IRy =[2fax, 2% ax, Yagx ],
dR 82X, 80X, aX,

dry = ( dr dR(z)J - 6"1 -ax, 0% gx, 2% dXz],
' dR axX, 80X,
tovabba (39) alapjan ds; = A,,dX, = |/g,dX, = V1 + 21, dX,, ds, =
= }1+ 20, dX,, tehat
(0%, 0% 0Xy 0%y + 0x3 0x3
aX, aX, aX, 8aX, 09X, 3X,
V1 + 21, |1 + 2L, dX, dX,

dX, dX,

sin yp, =

A szamlaléban a zargjelben levs kifejezés azonban g,, = 21,,, ezért a lehetséges

egyszertsitések utan
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21,
V1 +20, V1 + 2b,

sin y;, =

Ha az alakvaltozasok kicsinyek, akkor I,;, valamint l,, az egységhez képest
elhanyagolhaté, tovabba 21, = 2¢,, és sin y;, =~ y,y, igy az ismert

Ve =2l = 2¢y,
eredményre jutunk.
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The Finite Deformation Theory. Finite deformation is discussed by a method where
the tensors are given by matrices, and the procedures are interpreted as matrix operations.
Explanation contains the Lagrange, Euler, Cauchy, and Green deformation tensors. The
relations applying to the Cartesian co-ordinate system are dealt with as special cases.

Theorie der endlichen Formiinderung. Der Autor stellt eine Methode zur Behandlung
der endlichen Formiinderungen dar, bei welcher die Tensoren mit Matrizen angegeben sind
und die Operationen als Matrixoperationen aufgefafit werden. Die Abhandlung enthiilt die
Forminderungstensoren von Lagrange, Euler, Cauchy und Green. Als Spezialfall sind die,
das Descartes’sche Koordinatensystem betreffenden Zusammenhiinge erortert.

Teopusi KoHeunblx Aedopmanuii. ABTOpD NOKA3bIBAET TAKOH METOH MHCKYCCHH KOHEUHBIX
nepeMeLeH i, B TOM TEH30Pb! JaHbl MaTPHLIAMH M ONeEpaLiH TOJIbKOBaHbI MATPHLIHLIMH OflepaLH-
siMH. Mano)keHHe cocTaBisieT TeH30pbl Jlarpawyka, TeHsopbl Koumiu H TeH30opbl Jitsiepa H TeH-
30pbi nedopmauuu I'puna. PopmyJini OTHOCATCA K JeKapTOBOiH CHCTEME H H3/1araloTCS CrieLHallb-
HHMH CJTyYasiMH.



VEGES ELEM MODSZER ALKALMAZASA
A SAJATFREKVENCIAK BEHATAROLASARA

BOSZNAY ADAM*
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

Szerzd legutobb tobb eldaddsban ismertette azt a gondolatat, hogy a véges elem
moédszer két varidnsdnak (az elmozduldsinak és az egyensilyinak) megfelels felhaszn4-
lasdval rugalmas szerkezetek rezgési sajatfrekvencidi hogyan foghaték kézre. Ez a dol-
gozat a gondolatmenet tomor vizlatdt adja, és elemazi az irodalomban fellelhetd eddigi
ilyen kisérletek véletlenszerli numerikus sikerét is.

1. El6zmények. A feladat felvetése

A véges elem mdédszer vin. (tiszta) elmozdulas eljarasa — mint ismeretes —
a kontinuumnak modellezett szerkezet eldirt szami sajatfrekvenciajara felss
korlatot szolgiltat [1]. E felsé korlitok az elemszim névelésével és/vagy az
elemen beliili elmozduldsmezd paramétereinek novelésével javithaték. Az egy-
oldali korlatok (numerikus) javithatésiga azonban nem ad hibabecslést. Ugy
tlinik, hogy nem rendelkeziink elegend§ gyakorlatias hibabeesld formulival
sem. Felmeriil tehat a hibabecslés olyan megoldasanak sziikségessége, hogy a
javithaté felsé korlatok mellé javithaté alsé korlatokat is tudjunk adni.

Kedvezdnek igérkeznék, ha ennek az utébbi feladatnak a megoldasara
is a véges elem médszert alkalmazhatniank. Rugalmas kontinuumok bizonyos
statikai feladatainak (direkt hatastényezdk kiszamitdsa) megoldasa soran
lehetséges pl. a keresett szamérték alulrél és feliilrdl torténd (javithatd) kozre-
fogasa a véges elem mddszer (tiszta) elmozdulés és (tiszta) egyensilyi eljara-
sanak egyidejii alkalmazédsival [2].

Kisérletek torténtek ezért a sajatfrekvencidk hasonlé médon térténd
kozrefogasara. A kisérleteket illusztrils szampéldak egyes esetekben az eldze-
tesen ismert sajatfrekvenciadknal valéban kisebb értékeket adtak ugyan, de
szerzdk e jelenség tovabbi elméleti vizsgalatat tartottak szitkkségesnek [3, 4].

E dolgozat célja, hogy elemezze a fent emlitett kisérleteket, majd bebi-
zonyitsa egy olyan eljaras létezését, amely a véges elem médszerrel javithaté
alsé korlatot is képes adni eldirt szami sajatfrekvenciara.

* Prof. Dr. Bosznay Adém, 1123 Budapest, Gy&ri u. 12.
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2. A véges elem moédszer egyensilyi eljarasaval
dolgozé régebbi kisérletek elemzése

Az elemzésre keriil§ kisérletek az e pont cimében emlitett eljarast a ko-
vetkezfképpen alkalmazzak. Az egyensiilyi eljaras alapelvének megfelelGen a
Rayleigh-hdnyadost fesziiltségmezdk linearis kombinaciéjaként elGallitott
fesziiltségmez§ fiiggvényében allitjak el8, és igy jutnak a sajatfrekvencia-
approximacidkat szolgaltaté determinéans-egyenlethez. Ezek az approximi-
ciék (ugyanigy, mint a véges elem mdédszer elmozdulis eljarasinal, vagy a
Rayleigh—Ritz médszernél) abbdl kovetkezben, hogy a szamitas véges dimen-
ziés altérre valé vetitésként is értelmezhets, mindig felsd korlatot admak a
sajatfrekvencidkra.

Az emlitett kisérletek olyan esetekkel voltak kapcselatosak, amelyek-
ben a zérus is a sajatfrekvencidk k6zé tartozik.

Mas a fizikai jelentése a zérus sajatfrekvencidnak az elmozduldsmezével,
és mas a fesziiltségi mez&vel dolgozé eljarasnal. Az el6bbinél a merev testként,
ill. merev tagokbél 4116 mechanizmusként valé elmozdulasi lehetdséggel jar
egyiitt; a zérus sajatérték multiplicitasa ilyenkor mindig véges; egyetlen merev
test esetén pl. hat. A fesziiltségi mezdvel dolgozé eljarasnal olyan nem azonosan
zérus fesziiltségmezd 1étezése felel meg zérus sajatfrekvencianak, amely kiilsé
erdk nélkiil egyensilyt képes biztositani. Ez a lehetdség statikailag hatarozat-
lan szerkezet esetében all fenn; a zéruspak mint sajatértéknek sokszorossiga
ebben az esetben mir egyszeres hatarozatlansagnal is végtelen.

Ha a zérus sajatfrekvencia, és igy célunk a zérustél kilonboz8 sajatfrek-
venciak megkozelitése, akkor a Rayleigh-hidnyados szamitasahoz felvett (el-
mozdulas, ill. fesziiltség) mezdnek (a feladat altal kitfiz6tt értelemben) ortogo-
nalisnak kell lennie a zérus sajatfrekvencidnak megfeleld valamennyi elmoz-
dulés- ill. fesziiltség médusokra. Ha ezt nem tartjuk be, akkor eljardsunk értel-
mezhetd a kirstt feltételek lazitasaként, igy felsd korlatok helyett a felsd kor-
Iatok alsé korlatait kapjuk. Az alsé korlatok esetenként olyan messzire keriil-
hetnek a felsé korlattél, hogy a széban forgé (pontos) sajatfrekvencia ala is
eshetnek, és igy azt a benyomast kelthetik, hogy a szamitési médszer a sajat-
frekvencidkra ad alsé korlatot. A lazitas kiilonésen a fesziiltségmezdvel dol-
gozé eljarasnal lehet erés, mert itt az el8irt ortogonalitis elhagydsa végtelen
szdmi feltétel elhagyasat jelenti.

Az irodalombél ismert kisérletek a fesziltségmezds eljardssal sziilettek.
A fentiek tehat megvilagitjdk a nyert eredmények elméleti hitterét, és egy-
idttal inditékot adnak olyan médszer kifejlesztésére, amely a véges elem méd-
szerrel a sajatfrekvencidkra ad alsé kerlitot.,
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3. Altalanos elv alsé korlatok szdmitdsara
fels6 korlatok segitségével

A vizsgalt sajatértékfeladat legyen
(A—aB)u=0, Ku=10

alaki. A, B és K linearis operdtorok; A-1B legyen szigordian pozitiv kompakt
operator; A a szerkezet rugalmas visszatérit§ hatasainak felel meg, B pedig a
tomeg (tehetetlenségi) hatidsoknak; K a peremfeltételeket, és amennyiben a
szerkezet tobb részbél all, az illesztési feltételeket fejezi ki. x? az ismeretlen
sajatfrekvencia négyzete (roviden: sajatérték). A sajatértékek esetiinkben po-
zitivak, és egyenként véges multiplicitasiak; indexezésitk az alabbiak szerint
szokdsos; itt minden sajitérték annyiszor szerepel, amennyi a multiplicitasa:

d<lal<. .. <2 <.,

Jeloljiik az els§ m szamd sajatértéknek (pl. a véges elem médszerrel kiszami-
tott) felsé korlatjat ocfz,,-vel, v=1,2, ..., m. FICHERA szerint afw-vel jelolhetd
alsé korlatokat kaphatunk az alabbi formulabél:

a%, = R[IJ(A'B), a}y, . . oy afm]. (1)

Itt R a szogletes zaréjelbe tett szamok racionilis kifejezését jelenti; I7(A~1B)
a gombolyd zaréGjelbeli operatorhoz rendelt pozitiv szdm, az idn. s-edrendd,
n-edfoki ortogonalis invaridns. (1)-ben s >0, n >0, m > s.

4. A véges elem mdédszer egyensilyi eljarasanak
alkalmazasa alsé korlatok szamitasara

Az (1) formula gyakorlati alkalmazasanak akadalyét jelenti, hogy IJ(A-1B)
zart alakban nem allithaté el5. KozelitSleg kell kiszimitani; a kozelités esak
feliilrgl torténhetik, ha (1) alsé korlat adé tulajdonsigat meg akarjuk Orizni.

A fels6 megkozelités megoldasara két f6bb modszer ismeretes. Az elGbbi
alkalmazhatésagahoz olyan kiilonleges kovetelményeket kell kielégiteni, ami-
ket igen egyszerii szerkezet esetén sikeriil csak megtenni. Az utébbi a szokéasos
szerkezeteknél akadalytalanul alkalmazhaté, ezért ebbdl indulunk ki.

A médszer abbél indul ki, hogy az A, B, K operatorokhoz — a Poincaré-
féle minimax elv és a kozvetlen szemlélet alapjan — olyan A, B, K,
operatorokat rendeliink hozza, hogy A,, allandé egyiitthatés, pozitiv diffe-
rencidloperator, B, illandé6 elemi, pozitiv szorzé operator legyen; az A — A,
és B,, — B kiilonbségoperatoroknak is pozitivaknak kell lenniiik, tovabba
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D(A,,) c D(A), T,, =T kell, hogy fennalljon. T, és T azoknak a térbeli
tartomanyoknak a jele, amelyeket a hozzarendelt és az eredeti szerkezet elfog-
lalnak. FICHERA egy egyenlGtlenségébdl [5]

I5(AZgBy,) > I5(A™'B) (2)

kévetkezik. Az (1)-hez sziikséges felsé korlat tehat elvben rendelkezésre all, de
sajnos (2) bal oldalat nem tudjuk zart alakban kiszamitani. E nehézség meg-
keriilésére elsG lépésben (2) bal oldalat egy ,.kissé”” még tovabb néveljiik.
A tovabbi névelés céljabél AL helyett egy wjabb, A '-el jelslt operatort
vezetiink be gy, hogy
(Agr, 1) > (AZr, 1) (3)

legyen. A gombolyii zaréjel itt skalaris szorzast jelent az
(u, v) =L‘ u*vdr

formula szerint, ahol a * a transzponilas jele. (3)-bél FICHERA emlitett egyen-
16tlensége alapjin _

I3(AZ0By) > I5(AZdB,,) (4)
kovetkezik.

(3) kielégitését gy segitjiik el§, hogy A l-et a ﬁao Green-féle maggal
allitjuk eld
Ar = [ Hy(nr)r(zy)dr, (5)
alakban.

A l-et dgy értelmezhetjiik, mint az A, ju = r statikai feladat kozelits
megoldédsat szolgalé inverz operatort. (Ha példaul ez a kozelitd megoldas véges
elem médszer, akkor 1.&;,1 felépitésében implicite benne van az elemképzés
médja, az elemek kozotti kapcesolat elfirdsa.). A kozelité megoldasi médszerek
viélasztasa utan a (3) egyenlStlenség kielégitésérdl kell gondoskodni gy, hogy
keresni kell az r-eknek olyan tartomanyat, amelyen beliil ez lehetséges. A (3)-mal
eldirt majorizalas nem hajthaté végre akarmilyen Ay -el, ezért mir a kozelitd
megoldasi médszer kivalasztasaban is tekintettel kell lenni erre.

(3) bal oldala a kozelit6 megoldishoz rendelt kozelitd szerkezetben, jobb
oldala az eredetihez rendelt szerkezetben felhalmazott alakvaltozasi energia
kétszerese. Ha A l-et az utébbi szerkezethez rendelt véges elem médszer
egyensilyi eljarasanak megfelel§en szamitjuk, akkor a (3)-mal el§irt majori-
zalas az alakvaltozasi energiara érvényes fels§ korlat tétel [6] alapjan automa-
tikusan kielégiil.

Akarcsak I;’(AI;)IBGO), I;’(A;,IB‘,O) sem szamithaté ki zart alakban, ezért
IA'B,,) és IM(A-'B) kozé ak, ésk, természetese szamoktél fiiggs I(A'B,)
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in. kézbensd ortogonilis invaridnsokat szerkesztjiikk dgy, hogy IZ(A;'B,)-t

téve (1)-be I7(A—B) helyébe
lim o2, = «? (6)
m,ky Ky~

legyen.

(6)-ot FicHERA tételei alapjan iin. Aronszajn-féle kozbensé operatorok
szerkesztésével érhetjiik el. A megszerkesztés médjat és azt, hogy a kozbenss
ortogonalis invaridns hogyan szamithaté ki zart alakban, masutt [7] ismertet-
tilkk. Az ott bemutatottaknak a jelen esetre valé alkalmazisa az A, B, A,
B,,, AL és A,, operitorok ismeretét igényli.
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Application of the method of finite elements for eigenfrequency bracketing. Author
has recently explained his idea in several lectures that by the correct use of two variants of the
method of finite elements (the displacement and the equilibrium variants) the vibration
eigenfrequencies of elastic structures can be readily bracketed. The present paper offers a
concise outline of this train of thoughts, as well as the analysis of the random type numerical
success of other such experiments referred to in literature.

Einschachtelung der Eigenfrequenzen mit Hilfe der Methode der finiten Elemente.
In den in letzter Zeit abgehaltenen Vortrigen hat der Verfasser wiederholt den Gedanken
aufgeworfen, wie bei entsprechender Anwendung zweier Varianten (der Verschiebungs- und
der Gleichgewichtsvariante) die Eigenschwingungsfrequenzen elastischer Konstruktionen mit
Hilfe der Methode der finiten Elemente eingeschachtelt werden kénnten. Der Aufsatz enthiilt
die gedriingte Zusammenfassung dieses Gedankenganges und analysiert die bisherigen zu-
filligen numerischen Erfolge solcher, in der Literatur enthaltenen Versuche.

IpuMeHeRHe METONA KOHEYHBIX 3IJIEMEHTOB AJIsi OrpaHHYEHHA CoOCTBEHHbIX yacToT. B mno-
CJIeIHUX ROKJafiax aBTOP BbICKA3aJ MbIC/b 0 TOM, KAK MOXCHO OrPaHHYHUTL KoslebaTebHY10 C00-
CTBEHHYI0 YaCTOTY YIPYrHX KOHCTPYKLHMHA NPH COOTBETCTBYIOLIEM HCI0JIb30BAHHHU IBYX BapHaH-
TOB METOAa KOHEYHBIX 3JIEMEHTOB (CMECTHTENLHOr0 H YPaBHOBEWIMBATEIIbHOr0). B aToit pabore
JIaeTCst OCHOBHAasi CXeMa M aHAJIM3YIOTCSl CiyYaiiHbie YHCJIOBbE JaHHbiE, KOTOPbIE MOXKHO ObLI0
00Hapy>KHTb B JIUTEpaType.






AZ INHOMOGEN KEPLEKENY FELSIK
ES FELTER EGYSZERU DISZKRET MODELLJE

KALISZKY SANDOR*
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

NEDLI PETER**

Szerz6k bemutatjik, hogy egy wj diszkrét modell segitségével egyszerfien eld
lehet allitani az inhomogén féltér ill. félsik statikailag lehetséges fesziiltségmezdit, ezek
pedig kiilonb6z6 képlékenységtani feladatok vizsgilatdnak alapjat képezhetik. A nume-
rikus médszer kidolgozasanal feltételezik, hogy az inhomogén féltér, ill. félsik idedlisan
képlékeny anyagi, sikbeli alakvaltozdsi ill. fesziiltségi allapotban van és peremére
kozvetleniil vagy valamilyen szerkezet kozvetitésével csak normdl fesziiltségek adod-
hatnak at. Az alkalmazéis lehetBségét két feladat szemlélteti: a képlékeny dgyazaton
nyugvé képlékeny gerendak teherbirdsszdmitdsa és optimalis tervezése és a merev
test kozvetitésével terhelt képlékeny féltér vizsgalata. Mindkét feladat megolddsa
linedris programozasra vezet.

1. Bevezetés

A kézelmiltban az Epitdmérnskkari Mechanika tanszéken olyan diszkrét
mechanikai modelleket dolgoztunk ki, amelyek a rugalmas ill. képlékeny agya-
zat €s a rea helyezett szerkezet viszonylag pontos, de pl. a véges elemek méd-
szernél lényegesen kisebb szamitasi munkét igényld numerikus vizsgalatara
alkalmasak [1, 2, 3, 4]. Az alabbiakban az egyik mechanikai modell, az tn.
nyirasi modell dltaldnositasat mutatjuk be. Ennek az altaldnositott modellnek
a segitségével elg lehet allitani a képlékeny allapotd inhomogén félsik, ill.
féltér statikailag elérhetd fesziiltségmezdit és ezaltal az eddigi numerikus vizs-
gilatok kore tovabbi képlékenységtani feladatokra is kiterjeszthets. A felada-
tok megoldésa linearis programozésra vezet.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az inhomogén félsik, ill. féltér sik-
beli fesziiltség-, ill. sikbeli alakvaltozas-allapotban van, anyaga tokéletesen
képlékeny és felsS vizszintes hatdrolé élére ill. lapjara — kozvetleniil vagy mas
szerkezetek kozvetitésével — csak fiiggbleges er6k mitkodhetnek.

2. A modell ismertetése

A sikbeli fesziiltségillapotban levd képlékeny félsik illetéleg a sikbeli
alakvaltozas-allapotban levS képlékeny féltér javasolt mechanikai modellje
olyan azonos méretii, prizmatikus elemekbdl 411, amelyek egymasra a vizszintes

* Dr. Kaliszky Sandor, 1089 Budapest, Delej utca 6.
** Dr. Nédli Péter, 1118 Budapest, Homor6d utca 20.
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érintkezési lapok mentén csak normailerSket adnak at, a fiigg6leges lapok
mentén pedig normalerdk, nyiréerSk és nyomatékok ébredhetnek. A tovabbiak-
ban — a numerikus vizsgilatoknil szokasos médon — a félsik ill. féltér L = ra
és H = nb méretil része képezi vizsgalataink targyat (1. 4bra).

qhd qhoN

@ 1 2 ...k lh+11 h+N1h+1+N L.

o —

0 X
@,
2

3 H=nb
n

_1
il TITIITTTIII707 2
L=ra
z
1. dbra

A tomegerdt elhanyagolva az ij elem egyensilyat az alabbi két egyenlet
fejezi ki (2a abra):
(85 — Sivrg) + (0 — ,j500) = 0, (1)

a
(miy — myp00) + rY i + b)) =0, (2)
n;—n;,=0.

Ezekhez statikai keriileti feltételek csatlakoznak. Ha példaul a félsikot, ill,
félteret gy, 4, - - ., g, v fiiggGleges erdk terhelik, akkor a felsé hatéarolé vonalra
ill. sikra vonatkozdan az

$1;=0,(j=1,2,..,h), j=h+ 14+ N,...,1) )
sl]=q]; (j:h+ 1,..-,h+ N)
feltételek irhaték fel. Ha a fiiggdleges hatarol6 élek ill. sikok szabadok, akkor

m;; = til =0 ?
mi,l'+1 - ti,r+1 == 0, (t == 1, 2, DTS n). (4)
Ny =Ny, =0.
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Mozdulatlan fiiggéleges hatarolé élek ill. sikok mentén statikai keriileti fel-
tételek nincsenek megszabva.
Az elemre miik6dé erdk és er6parok figgvényében levezethetk olyan
o, ¢'J, gll fesziiltségmezbk, amelyek egy elem valamennyi pontjaban kielé-
gitik a
gol i eey

- =0,
ox 02
ot | 8o’ _
ox 0z

egyensilyi egyenleteket. Egy ilyen statikailag lehetséges fesziiltségmezd az
alabbi (2/b abra):

0
@

"
nij /
z :
Tz
iz
2. dbra
1= I o -
43 % 3 1 ? (-t m.-,,~+,)} : )

i.‘ S S 1
o = —{6 (3:, Si+1 /) [ ( b ] He Z l?” =iy —2‘ (sij i si+1,j)] ) (6)
. 6 z )2 1 x 1
Tk " [[T) =3 2‘][(‘;] (&) — tj41) — ”2‘(‘,',' + b j41) . (7)
A képletekben ¢ az elem y iranyd méretét jeloli.

A fenti fesziiltségmezd akkor lesz statikailag elérhets, ha az elem vala-
mennyi pontjaban kielégiti a képlékenységi feltételeket. A tovabbiakban a
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képlékenységi feltételek teljesiilését csak az elem hatarolé éleinek kézéppont-
jaiban biztositjuk, kénnyen belathaté azonban, hogy ezaltal az elem g — §
kézépvonalan fekvé pontokban is kielégiilnek a képlékenységi feltételek.
TrRescA elméletét alkalmazva ezek a feltételek sikbeli alakvdltozds dllapotban
az (5)—(7) fesziiltségeloszlasok felhasznalasaval az aldbbi médon fejezhetSk ki:

3
fu_; Sij + — (Z (t — tiju1) +
3 . 8
? %](ml]+mlj+l)_‘(%)nif — 0 <0, ®
1 3
Sy =—Sir1; —Z(%) — tip) —
3 . 9
_—;(%J(m” -+ ml}+1) o (—Z— i — o'(')jgo, ( )
171
fﬂ = —‘—1:[? si]' + si+1.j'—‘ 2 (_ ij +3 (%) ]— 0-0 (10)
11 ij
fo=;[2 S;;+5:+1j_2( n,,‘+3[ ,J_H]—aong. (11)

A képletekben oi/-vel az elem folyasi fesziiltségét jeloltiik és a (10) és (11)
képletek felirasakor TrEscA képlékenységi feltételét linearizaltuk.

Sikbeli fesziiltségdllapot esetében a fenti képlékenységi feltételek még
tovabbi feltételekkel egésziilnek ki, amelynek részleteit ezen a helyen nem
ismertetjiik.

Az (1) és (2) egyensiilyi egyenletek, a statikai keriileti feltételek valamint
a (8)—(11) képlékenységi feltételek a teljes képlékeny, félsik ill. féltér statikai-
lag elérhetd fesziiltségmezdinek egyszeri el§allitdsat teszik lehetdvé, ezek pedig
kiilonb6z8 képlékenységtani feladatok numerikus vizsgalatanak alapjaul szol-
galhatnak. Az alabbiakban bemutatjuk az alkalmazas néhany lehetdségét.

3. Alkalmazasok

3.1. Képlékeny dgyazdsi, képlékeny gerenddk teherbirdsszdmitdsa és optimdlis
tervezése

Vegyiink szemiigyre egy m - p, egyparaméteres teherrel terhelt, m; t6r5-
nyomatékokkal biré d = Na hosszi képlékeny gerendat, amely képlékeny
Agyazaton nyugszik (3. dbra). Az igyazat és a gerenda kozott g, érintkezési
erk ébrednek, igy az agyazat fels§ peremére az
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su=0 (k=12,..,h), (k=h+14+N,..., 1)
su=¢q3 (k=h+1,..,h+ N) (12)

keriileti feltételek irhaték fel. Ha a gerenda az agyazatrél felemelkedhetik,
akkor ehhez még a

%<0 (13)
feltétel jarul.

MPha  Mpy MPy MPhon
T T
R N B
’qhd’ q, by ’Qk by tQh.N
j= |1 h [h+1 t k heN| Lt ¥
H=na

L VA L L AL EEIIEIII YOG IO
L=ra __I

3. dbra o

A teljes gerenda egyensilyat két egyenlet fejezi ki:

h+N
> (mgp+aq) =0,
k=h+1 (14)
h+N
> kmspe +q) =0,
k=h+1
a keresztmetszetek képlékenységi feltétele pedig
h4+N
al X (k—=lOmp+¢q)|—mi<O0 (k=h+1,..,h+N) (15
I=h+1

alakban adhaté meg. A (14) és (15) képletekben m, a teher statikailag elérhetd
intenzitasat jeloli.

Ha a gerenda teherbirdsdt keressiik, akkor a képlékeny hatarallapot-
vizsgalat statikai tétele szerint az m; tordintenzitas az

3
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m; = my = max! (16)

feltétel alapjan hatirozhaté meg. A gerenda optimdlis tervezése esetében viszont

az optimum-feltétel
h+N
mg = min! 17
k=h+1
alakban fejezheté ki.

77 7777777777777 777 77T S
L=ra |

'

T

4. dbra

Megillapithat6, hogy az agyazat (1), (2) egyensiilyi egyenletei és (8)—
(11) képlékenységi feltételei, valamint a gerenda (14) egyensilyi egyenletei és
(15) képlékenységi feltételei a keriileti feltételekkel egyiitt linearis egyenlet-,
ill. egyenlStlenségrendszert alkotnak, és a (16), ill. (17) extremumfeltétel
ugyancsak linearis alaki. A képlékeny dgyazaton nyugvé képlékeny gerendak
teherbirasszamitasa és optimalis tervezése tehat egyarant linearis programo-
zési feladat.

3.2. Parcidlisan terhelt félsik ill. féltér teherbirdsa

Vizsgaljunk egy képlékeny félsikot ill. félteret, melynek d = Na hosszi-
sagi szakaszit egy merev test kozvetitésével P nagysagi erd terheli (4. abra).
Az agyazat felsd peremére ennél a feladatnal is a (12)-vel kifejezett feltételek
irhaték fel, a merev test egyensilyat pedig az alabbi két egyenlet fejezi ki:
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h+N

2 qk+Ps:09

k=h+1

BN :
> kg + [h+

k=h+1

(18)
N%l] P,=0.
Végiil a félsik ill. féltér teherbirasat a statikai tétel szerint a

P, = P, = max! (19)

feltétel szabja meg. Lathaté, hogy a (18) és (19) egyenletek a félsik, ill. féltér
statikailag elérhetd fesziiltségallapotat leiré (1), (2) és (8)—(11) egyenletekkel
és a keriileti feltételekkel egyiitt ennek a feladatnak a megoldisanal is linearis
programozasra vezetnek.

4. Megjegyzések

Az ismertetett modell és szamitasi eljaras segitségével a képlékeny fél-
sik, ill. féltér inhomogenitasa és — a megfeleld elemek szilardsagat (o) zérus-
nak tekintve — nyilasok, ill. iiregek jelenléte is egyszer{ien figyelembe vehetd.
Annak sines akadalya, hogy TrEsca képlékenységi feltétele helyett az anyag
viselkedését jobban megkozelits képlékenységi feltételeket alkalmazzuk és a
félsik, ill. féltér onsilyat is figyelembe vegyiik. Ugyanakkor a modell térbeli
altalanositasa bonyolultabb feladatok (pl. 4gyazaton nyugvé lemezek, tarté-
ricsok, panelvazas szerkezetek) vizsgalatat is lehetvé teszi. Ilyen iranyd ku-
tatiasok folyamatban vannak.

IRODALOM

1. KALiszKEY S.—GALASKO GY.: A rugalmas &gyazat egy 1j modellje Mélyépitéstudoményi
Szemle 25 (1975) 298 —305

2. KaL1szgy S.—GarLask6, Gy.: Numerical Applications of the Pyramid Model of Subgrade
Analysis. Periodica Polytechnica, Civ. Eng. 20 (1976), No 3—4

3. KaLiszkY S.: A rugalmas agyazat egyszerii, diszkrét modelljei Epités-, Epitészettudominy
(1978)

4. Kar1szky S.: Simple, Discrete Models of the Elastic Subgrade. Acta Technica Hung. (in press)

A simple discrete model of the inhomogeneous plastic half-plane and half-space. The
paper describes the simple production of the statically feasible stress fields of an inhomo-
geneous half-space or half-plane by means of a new type discrete model which, in turn, may
render a basis for studies on various plasticity problems. Elaboration of the numerical method
has assumed that the inhomogeneous half-space or halfplane of an ideally plastic material
would be in planar deformation or stress state, and that its edge would be directly affected,
or indirectly via some structure, only by normal stresses. Application possibilities are illus-
trated by two problems: calculation of the load bearing capacity and optimum design of
plastic brams held by plastic support, and the examination of a plastic half-space loaded
with the intermediary of a rigid body. The solution of both problems would lead to linear
programming.

3*



36 KALISZKY SANDOR - NEDLI PETER

Das einfache diskrete Modell der Halbebene und des Halbraumes. Der Aufsatz zeigt,
dafB die statisch méglichen Spannungsfelder des inhomogenen Halbraumes, bzw. der inhomo-
genen Halbebene mit Hilfe eines neuen diskreten Modells leicht hergestellt werden und diese
die Grundlage zur Untersuchung verschiedener Aufgaben im Rahmen der Plastizitiitslehre
bilden kénnen. Bei der Ausarbeitung der numerischen Methode wurde angenommen, da
der inhomogene Halbraum bzw. die inhomogene Halbebene aus ideal plastischem Stoff be-
steht, sich im ebenen Formiinderungs- bzw. Spannungszustand befindet und auf die Riinder
unmittelbar oder durch Vermittlung einer Konstruktion nur Normalspannungen iibertragen
werden kénnen. Die Anwendungsmoglichkeit veranschaulichen zwei Aufgaben: die Berech-
nung der Tragfiihigkeit und die optimale Planung von, auf plastischer Bettung gelegenen plasti-
schen Balken und die Untersuchung des durch Vermittlung eines starren Korpers belasteten
plastischen Halbraumes. Die Lésung beider Aufgaben fiihrt zur linearen Programmierung.

NucKkpeTHast MOAeNb HEOAHOPOAHBIX MJIACTHYHLIX NGIYNIOCKOCTH H NOJNYNPOCTBAHCTBA.
Pa6ota nokasbiBaeT, 4T0 C MOMOILBI0 HOBOH JUCKPETHOH MOIEIH MOXKHO NPOCTO H3rOTOBHTDb CTa-
THYECKH BO3MO>KHOE T0JIe HArpayKeHHsi HEOHOPOIHBIX NMOJTYIIPOCHPAHCTBA HIH MOJIYMJIOCKOCTH,
KOTOpOe SIB/ISIETCS1 OCHOBOM aHaJIN3a Pa3HbIX 3aay TEOPHH TLIaTHYHOCTH. Bo BbipabaThiBaHHH
YHCJIEHHOr0 METOa MaTepHast HEOJHOPOAHBIX MOJYNPOCTPAHCTBA HIIH NOJYNJIOCKOCTH CYHTAETCS
HeabHbIM MJIACTHYHBIM B COCTOSIHMH TJIOCKOr0 HaMPaXKEHHsT HWJIM TUIOCKOH nedopMaumH H Ha-
FPYKEHO MO KPasiM TOJIbKO HOPMAJbHBIMH HanpsHKEHHSIMH.

B03MO>XHOCTb NPHMEHEHHS NPEACTABISIETCS] ABYMSMH 3ala4yaMH: pacCueT Hecywei cno-
COOHOCTH M ONTHMH3ALHH MJIaCTHYECKHX 0aJIOK, JIeXKalllHe Ha TUTACTHYHOM YIPYIOM OCHOBAHHH
M aHaaHM3 MJIACTHYHOro MOJYMPOCTPAHCTBA HArpy’keH uepes TBépjoe Tejo. Pewenue oboux
3anay BeyTCsl HAa 3aJayy JIMHEHHOr0 NMPOrpaMMHPOBaHHS.



EGYENES TENGELYU, A HOSSZA MENTEN VALTOZO
JELLEMZOKKEL BIRO, HAJLITO LENGEST VEGZO
RUD SAJATKORFREKVENCIAINAK
JAVITHATO KOZREFOGASA

KOVACS MIKLOS,* RICHLIK GYORGY,**
TAKACS FERENGC,*** TOTH GYORGY****

Jelen tanulmény a cimben foglalt feladat megolddsira ad szdmitdsi médszert.
Sajatkirfrekvencia fels§ korlitok nyerése a Poincaré —Rayleigh— Ritz-féle finitizd-
lassal, alsé korlitok meghatarozisa a Fichera-féle ortogonailis invaridnsok elméletének
BoszNay dltal javasolt médon torténd alkalmazdséval lehetséges.

1. Bevezetés

Mint ismeretes [1], az egyenes tengelyii rid egyszerii hajlité lengését a

8 [EI o%u
2

axZ 8x2 = —QA_ (1)

valtozé egyiitthatés, parcialis differencialegyenlet, és a hozza tartozé perem-
feltételrendszer definidlja. Az alkalmazott jel6lések:

E = E(x) a Young-féle modulusz,

A = A(x) a keresztmetszeti idom teriilete,

o = o(x) a ridanyag siiriisége,

I, = I(x) a keresztmetszeti sikidom z sidlyponti fétengelyére szdmitott mdsodrenddl
nyomatéka,

u = u(x,t) a rudtengely xy fésikban mutatkozd, ,.kicsinynek” tekintett eltolédasa,

xyz a rid ,,sajat koordindtai” [2],

az idd.

(1) alléhullimd megoldasat keresve,

u(x, t) = v(x) sin at (2)
helyettesitéssel élve, a
d? d?v
—|EI, ——| = a2pAv 3
da? r z dx”] e (3)

* Kovidcs Miklés, 1116 Budapest, Hengermalom u. 5-3-B-8
** Richlik Gyorgy, 1204 Budapest, Orsolya u. 1.
*** Takdcs Ferenc, 1118 Budapest, Sziiret u. 27.
**** Téth Gyorgy, 1055 Budapest, Szt. Istvan krt. 13.
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kozonséges differencialegyenlethez jutunk. Itt

v = v(x) az u(x,t) elmozdulds dn. amplitidé eloszlés fiiggvénye,
-4 a sajatkorfrekvencia.

Vezessiik be az alabbi definicickkal az A és B operitorokat:

2 2y )
Av=% (g1, %) (4)
dx? dx?
By = pAwv.
(4)-gyel a (3) diffrencialegyenlet
(A—a2B)v=0 (5)
operétoros egyenletéhez jutunk.
A feladat peremfeltételrendszerét
Kv=20 (6)

alakba tomérithetjiik, ahol K linearis operacié [2].

Megjegyezzitkk, hogy a (4)-gyel definidlt A és B operatorok linearisak,
pozitivak, szimmetrikusak, s A egyben onadjungilt differencialoperator is. igy
az (5) és (6) egyenletekkel meghatarozott sajitértékfeladatnak megszamlal-
hatéan végtelen sok izolalt sajatértéke van, és ezek a végesben nem torléd-
hatnak [2]. A sajatértékeket nagysaguk szerint rendezhetjiik, a tobbszorosoket
megfeleld sokszor véve:

<Ll <l << .. (7)

A tovabbiakban célul kitfizétt probléméank megoldasat, azaz az (5), (6)
sajatértékfeladat els6 n szamd, (7)-tel jelolt sajatértékeinek kozrefogasat két
lépésben végezziik. ElGszor felsé korlatokat nyeriink a Poincaré— Rayleigh—
Ritz-féle finitizalassal, majd ezek felhasznalasaval az ortogonalis invaridnsok
médszerét alkalmazva kapunk alsé korlatokat.

2. Javithaté fels$ korlatok szamitdsa a Poincaré —Rayleigh—Ritz-féle
finitizalassal
E médszer alkalmazhatésaganak feltétele (a numerikus szempontokat is
szem el§tt tartva) az 6nadjungaltsag és pozitiv definitség esetiinkben teljesiil,
és igy viszonylag egyszertien juthatunk megfeleld szami felsé korlathoz.
Ha pl. az elsé n szami «,, . . . , «, frekvencidhoz akarunk felsd korlatokat
meghatérozni, akkor taldlnunk kell n darab

P1(%)s « + - Pn(%) (8)
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linearisan fiiggetlen rendszert alkotd, és megfelelé peremfeltételeket kielégits
fiuggvényt. [3] ad dtmutatdst arra nézve, miként lehet ilyen tulajdonsagi
fiiggvényrendszert Hermite-polinomok segitségével konstruilni. Mivel (5), (6)
onadjungalt és pozitiv definit, elméletileg vehetjiik g,-ket (v = 1, . . ., n) meg-
engedett fiiggvényeknek.

Ezekutan erre az n-dimenziés altérre torténd vetitéssel a

n
S[(Agig) —af(Boi @)l e, =0,  (j=1,....n) 9)
i=1
finit sajatértékfeladathoz jutunk [4], ahol

"L d2

x=0 dx?

&2,
(Ao, 9)) iJ ) @,dx,

b4
dx?

L

(Bys, @)) ij eAppdx ,
x=0

L pedig a rid hossza.

(9) o} (» =1, ..., n) gydkei pozitiv valés szamok és fennall, hogy

<o}, lim of =al, v=1,...,n (10)

n—o

Nyilvanvalé tehat, hogy n novelésével javulés fels§ sajatkorfrekvencia korlatok
adédnak. (9) oc;y-hez tartozé wy, sajatvektora a

n
T

Wy, = 2 i
i=1

alakba irhaté, aholc;, (i =1, ... ,n)a(9) egyenlet a} = a;,-nél vett megoldésa.

(9) tipusid dn. ,,két matrixos’’ sajatértékfeladat sajatértékeinek és sajat-
vektorainak meghatarozasara [5] j6l hasznalhaté numerikus eljaras ALGOL
programjat kozli, feltételezve, hogy a matrixok koziil az elsd pozitiv definit.
Vizsgalataink azt mutattak, hogy ez az eljaras biztosan csak abban az esetben
miikodik, ha a ¢, — k (v = 1,...,n) komparativ fiiggvények. Ez egyben a tény-
leges megoldas jobb kozelitését is jelenti.

3. Javithaté als6 korlatok szamitasa az ortogonalis
invariansok médszerével

Az altalunk valasztott, javithaté alsé korlatok szamitdsara szolgalé
eljaras elméleti megalapozasit BosznNay eldadasai [6], [7], [8], [9], [10], [11]
tartalmazzak, amelyekben médszert adott az n. Fichera-formuldban [12]
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eléfordulé ortogonilis invaridnsok kiszamitasara (ill. becslésére) tetszdleges
térbeli ridszerkezetek vizsgalata esetében. Célunk, a [6] — [11]-ben kidolgo-
zott elvi médszert adott feladatunkra alkalmazni \igy, hogy az egyben algorit-
musul szolgalhasson konkrét numerikus szamitdsok végzéséhez. (A bizonyita-
sokat mellGzziik, csak az eljaras tomor vazlatat kozéljik.)

Esetiinkben — kozbens§ operatorokkal {2] felirva, s = m = 1 helyette-
sitéssel élve, [8] — a Fichera formula a kovetkezd:

1 _  L(Ak Bw) — Ii(P, Aii Bia Pp) 1

- ?

% I{PY Al By, PY) af,
v=1,...,n), (12)

ahol az egyes ortogonilis invaridnsok a kovetkezbképpen szamithaték:

L kat2k, L
I}(Aid Bio) =J CadaColx, x)dx + 3 Yi(x)Px) dx,  (13)
x=0 =1 x=0

noq
(P, Ail Bx Py = 3=,
i=1 &fj
I;(Pﬁ? Al Byo P(,;’)) def 1.
(13)-ban
Y(x) = p(x), Px) = —¢Px) (=1,...k),

¥ix) = px), Dx) = —¢Px), (=k+1...k+k),
¥ix) = 9P(x), Pfx) = ¢x),  (I=h+k +1,...k + 2k),

(x) = GMl(x), (s=1,...,k),

k[ (L 1
p(x) = 2[[ M Z(x) Eplx) de ML, (x), (Ims=1,...k),
r=1 [ x=0 rs
#O) = gO(x) — 2[ [ Cotns) Cannie) de - GyCon(x),
j=1LJx=0 js
(rom,s=1,...,k), (14)

'P.(sz)(x) = BaGaCans(x)’ (S =1,.., kl)’

Ky L, 1 L
() = 2[ | M) Eyle) dx] M,/ (x) j M, (%) G, Cani(a) dx,

r=1

rt

Lm=1,...,k),
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(14)-ben az egyes operatorokat az alabbiak definialjak:

d%
Aav = EaIza —t—l; ’

B.uni= 0,4,
Cv=(A—A)v,
My = (B, — B)v,

L
G % Go(x, &) v(&) dE ,

£=0

ahol az E,, A, 0, I,, allandék az (1)-gyel leirt eredeti feladathoz rendelt
tn. ,,alsé alapfeladat’ [2] (1)-nek megfelel6 mennyiségei, a G (x, &) mag
pedig az alsé alapfeladat Green fiiggvénye.

nx) (s=1, ..., k) és {(x) (t =1, ..., k,)-a szamolé altal alkalmasan
megvialasztott — linearisan fiiggetlen, komparativ fiiggvényrendszer. Ezek
konstrualasanal célszerii felhasznélni a mar megtalalt, és a Poincaré—Rayleigh—
Ritz eljarasnal alkalmazott (8) rendszert, valamint a megoldasként kapott (11)

rendszert.

Lathaté, hogy a (12) formula alapjan meghatarozhaté o, (v =1, ... ,n)
alsé sajatkorfrekvencia korlatok kiszamitasa gépi viton, viszonylag egyszeri
programrendszer elkészitését kivanja meg.
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frequenzen kontinuierlicher elastischer Systeme mittels der Methode der finiten Ele-
mente

12. Ficaera, G.: Linear FElliptic Differential Systems and Eigenvalue Problems. Lecture
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Corrigable delineation of the eigenfrequencies of a straight rod of variable characteristics
along its length, and performing bending oscillation. The paper offers a calculation method for
solving the problem referred to in the title. Determination of the angular eigenfrequencies’
upper limit is feasible by means of the Poincaré-Rayleigh-Ritz finitization, while that of their
lower limit by using the Fichera theory of orthogonal invariants in the manner suggested by
Bosznay.

Korrigierbare Einschachtelung der Eigenkreisfrequenz eines Biegeschwingungen aus-
fithrenden Stabes mit gerader Achse und lings dieser wechselnden Kennwerten. Die vorliegende
Studie zeigt ein zur Losung der im Titel angefiihrten Aufgabe geeignetes Berechnungsver-
fahren. Die Bestimmung der oberen Grenzen der Eigenkreisfrequenz ist durch die Poincaré-
Rayleigh-Ritz’schen Finitisierung, die Bestimmung der unteren Grenzen durch die von
Bosznay vorgeschlagenen Anwendung der Fichera’schen Theorie der orthogonalen In-
varianten moglich.

JABYXCTOPOHHEE, YTOYHSIEMOC OPraHMueHHe COOCTBEHHBIX YACTOT MPAMOro CTEPKHA
NPOBOAALLEI0 U3rUOHbIe KoNeGaHKs, MMEIOUIEro H3MEHAIOIMECH XapaKTePHCTUKH BAOIb CBOEH
npoBoA0NbHON 0CH. CTaThbsl BeIPa0OTAET BHIUMCJIMTELHBIH METOR AJIs1 pEeLICHHsT NaHHOH 3aj1ayuu.
PacyéT BepxXHHUX OrpaHHUYeHHil 17s1 COGCTBEHHBIX YaCTOT ITPOMUCXOJHUT C MOMOILBIO MeTosa «([T03H-
Kap3 — Panu— PuT3», a pacuéT HIDKHHX OrpaHHYEHHiT 111 COOCTBEHHBIX YACTOT OCYILECTBISETCS
C NOJIb30BAaHHEM TEOPHH OTHOCHTEILHOCTH DHKepa, (T. Ha3. OPTOroHaNbHbIE HHBAPHAHTGI, NPeX-
noykeHHbie npodeccopom BocHan.



HIBANEGYZET MINIMUM ELVRE ALAPOZOTT
MODOSITOTT VEGES ELEM MODSZER ALKALMAZASA
A KONTINUUMMECHANIKABAN

PACZELT ISTVAN
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

NANDORI FRIGYES

A javasolt médszer a hagyomdnyos hibanégyzet minimum elvre alapozott sza-
mitasoktél [1] eltér6en, az ismeretlen fiiggvényt a peremértékfeladat differenciil-
egyenletét kielégits, elemenként értelmezett koordinatafiiggvények linedris kombinécié-
javal kozeliti. Az ismeretlen allandékat olyan kvadratikus funkcional minimum fel-
tételb8l nyeri, amely biztositja egyik elemrdl a masikra valé d4tmenetnél a fiiggvénynek
és az egymastél fiiggetlen (vagy a mechanikai tartalomtél fiiggd) derivaltjainak integ-
ral értelemben vett folytonossagat, tovdbba a peremfeltételek ugyancsak integral érte-

;;;;;

1. A minimalizilandé funkcionil felépitése

Keressiik a V térfogaton az
L) =0 (1)

parciilis differencidlegyenlet megoldasat a

gi(p) =y, az Aj-en, )
&) =y, az 4,n (3)
peremfeltételek mellett, ahol L — differencialoperator, g,, g, — algebrai, vagy
differenciadloperatorok, ¢ — ismeretlen skalarfiiggvény, vy, v, — az A, 4,
felilleteken megadott értékek. 4, és A, egyiitt a teljes perem.
Az (1)—(3) problémat a kdvetkezSképpen oldjuk meg.
A V tartomanyt felosztjuk altartoményokra (elemekre) Vé(e=1, ..., N)
és elemenként az ismeretlen ¢ fiiggvényt
9 = ¢f(x) = DT(x)a%, x €V° (4)

alakban approximaljuk, ahol

2°7(x) = [p1(x), PoAx)s - - - Pu(x)]

olyan approximaciés matrix (sorvektor), amelyben a ¢; (i = 1, ..., k) koor-
dinatafiiggvények kielégitik az (1) egyenletet, tovabba

! A tébbdimenziés vektorokat, matrixokat félkovér betilivel jeldljiik; T — a
transzponadlds jele.
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a
fogat (x,, x,, x,) koordinatajui pontjat jeloli.
Igy az approximailt ¢ folytonossiga az elemek hataran ,,a priori” nem

T = [ay, - - ., a;]° — ismeretlen allandék vektorat, mig x — a V* tér-

biztosithaté, mivel az elemenkénti allandék azonossigit nem kovetelhetjitk
meg, mert ezzel lemondanank a lokalis approximaciérél.

Az elemek hatardn a ¢ fiiggvénynek és derivaltjainak folytonossagat —
jelen esetben — hibanégyzet minimum elv alapjan, integral értelemben telje-
sitjiik. Ezaltal az 6ssz ismeretlenek szama? kX N, melyek a fentiek alapjan
a kovetkezd funkcional minimumabél nyerhetdk:

1N :
1IN < J (¢° — @2 dd +
2eHlJeI Agj

% 7 22 f ((0) — p . )

ahol 4% az e és j elemek kézos hatara, A2 az A° elemfeliilet A_ peremre esd
része, d; (i = 1, ..., I) — differencidloperator, §; i =1, ..., 1)y, yp —
felveend§ ,,sily” allandék.

A d; operatorok Laplace-egyenlet megoldasakor a grad (p) és fiiggetleniil
felirhat6 masodrendidi derivaltakat tartalmazé differencidloperatorok.

A rugalmassigtani feladatok fesziiltségfiiggvényen keresztiil torténé
megoldasakor (pl. Airy-, Love-féle fesziiltségfiiggvényeknél), p-nek az illesz-
tése (integral értelemben) az elemek hatardn felesleges, elegend$ a mechanikai
illesztési — dinamikai és kinematikai — feltételek figyelembevétele, azaz

ph = P:{tv u=uw, x € Aijv

ahol u — elmozduliasmez8, p, — az A¥ feliileten haté fesziiltségvektor. Lénye-
ges, hogy a #°(x) fiiggvényeknek a merevtestszer{i elmozdulast is tartalmazniuk
kell.

Az S funkciondl minimumaénak sziikséges feltételébSl nyert algebrai
egyenletrendszer 9S/oa = 0 egyiitthaté matrixa, az (5)-ben szerepl§ Osszeg-
zési szabaly alapjdn, konnyen el§allithaté. Linearis g,, g, operatorok mellett
az egyenletrendszer szintén linearis.

Példa: Keressiikk az x = (r, z) henger koordinata-rendszerben az A4 tar-
tomany felett a Ap = 0 egyenlet megoldisat a I', és I, peremeken adott
g1(p) = ¢ = y,, illetve gy{g) = cp/en = y, peremfeltételek esetében. Itt A4 —

2 Feltételezett, hogy minden elemnél a koordinatafiiggvények szdma k.
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Laplace-operator, 5p/6n — normailis derivalt. A (4) alapjan felvett, hat harmo-
nikus koordinatafiiggvényt tartalmazé approximaciés matrix a kovetkezd:

®7(x) = [1, 2,222 — 12, 25 — 3azr2,
8z4 — 242%r% 4 3r4, 825 — 402%2 + 15r%]e.
A 1. abra a 0 <r <2, 0<z< |/3 tartomény felett tiinteti fel p-t

N = 100 esetében, B, =10, y; = 9, = 1, d;= y — nabla differencialope-
rator mellett.

o o
[

0,648

9%/ dn

Peremfeltételek:
I'(z=13): ¢=0,
Ly(r:= 0): . oglor = 0, i(s.= 0): . a¢floz =0,
(r=2): agfor = 1,106993z — 0,63912322

A kapott eredmények alapjan a peremfeltételek kielégitésének maximailis
hibaja 3,09,. Az elemek bels§ hataran ¢-ben tapasztalhaté szakadas az 1,2 <
<r<2, 0<z<|3/5 tartomanyon a legnagyobb. E tartomanyon a ¢ val-
tozé kiilonb6z8 elemekhez tartozé csoméponti értékeit tiinteti fel a 2. abra.
Lathaté, a szakadas mértéke elhanyagolhatéan kicsiny.



46 PACZELT ISTVAN - NANDORI FRIGYES

4
3 /5

03793 04176 | 04188 04673 | 04683 05294 | 05315 06109
0.4099 04490 | 04482 04959 | 04949 05543 | 05523 0,6263
0,4101 0,4480 | 0,4495 04955 | 04968 05515 | 05555 0,6243
04310 04689 | 04678 0,517 | 05106 0,5623 | 0,5590 0,6190
0431 04677 | 04690 05118 | 05123 05577 | 05647 06163
04433 04798 | 04784 05189 | 0,5186 05617 | 05566 0,5973
04431 04786 | 04794 0519 | 05182 05575 | 05623 05954

§ A 04474 0,831 | 0,4817 05200 | 05212 0,5608 | 0,5546 05798

0 12 20 i
2. dbra

2. Kovetkeztetések

A jelen cikkben javasolt médszerre alapozott szamitasok jél igazoljik a
modszer hatékonysagat. Az elvégzett szamitasok azt mutatjak, hogy az elem-
szam vagy az elemek fokszamanak, vagy mindkettének novelésével az S
funkcional értéke csokken. A médszer elonye az egyiitthatématrix egyszerii
elgallithatésaga, az elemenként kiilonb6z6 szami koordinatafiiggvény alkal-
mazhatésaga, a gorbe perem hatasinak konnyi kezelhetGsége. Hatranyként
jelentkezik az (5)-ben szerepls, az egyiitthaté matrix kondicionaltsagat is be-
folyasolé f; allandék értékének szamitasi tapasztalatokbél torténd megva-
lasztasa.

A széban forgé médszer jol alkalmazhaté példaul a rugalmas tarté csa-
varasat leir6 Laplace-egyenlet Neumann-féle peremértékfeladatanal, ugyan-
csak a tarté szabad csavarasanal jelentkez§ Poisson-féle egyenlet megoldasa-
nal, a prizmatikus tarté hajlitasi—nyirasi feladatanal fellép6 Neumann-féle
feladat vizsgalatanal [2], a rezgd tartalyban elhelyezkedd folyadék hidrodina-
mikai nyomasianak meghatéarozasanal, tovabba sikrugalmassagtani feladatok
biharmonikus egyenlet megoldasan keresztiil torténé vizsgalatanal, illetve for-
gastestek fesziiltségallapotanak Love-féle fesziiltségfiiggvényen [2] keresztiil
torténd tisztazasanal.

IRODALOM
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Application of a modified method of finite elements based on the minimum error square
principle in continuum mechanics. As against the calculations based on the traditional mini-
mum error square principle, the suggested method approximates the unknown function by
a linear combination of the co-ordinate functions satisfying the differential equation of the
boundary value problem, and interpreted by elements. The unknown constants are obtained
from a quadratic functional minimum condition which ensures, in the case of transition from
one element to the other, the continuity of the function and its interindependent (or mechan-
ical contents dependent) derivatives in an integral sense, as well as the satisfaction of the
boundary conditions similarly in an integral sense, again.

Anwendung der auf dem Prinzip des Fehlerquadratminimums beruhenden verinderten
Methode der finiten Elemente in der Kontinuummechanik. Zum Unterschied von den herkémm-
lichen, auf dem Prinzip des Fehlerquadratminimums beruhenden Berechnungen sucht die
vorgeschlagene Methode die unbekannte Funktion mit der die Differentialgleichung der
Randwertaufgabe befriedigenden linearen Kombination der als Elemente gedachten Koordi-
natenfunktionen anzunihern. Die unbekannten Konstanten liefern die Minimumbedingung
eines quadratischen Funktionals, das bei Ubergang von einem Element zum andern die Kon-
tinuitit in integralem Sinne der Funktionen und ihrer voneinander unabhingigen (oder vom
mechanischem Inhalt abhingigen) Derivate, ferner die ebenfalls im integralen Sinne auf-
gefafite Befriedigung der Randbedingungen enthilt.

MoandHuHpoBaHHbIH MeTOA KOHELHDbIX 3IEeMEHTOB B MeXaHHKe CMJIOMIHBIX Cped, OCHO-
BaHHbI}i Ha MeToAe HaMMeHIIMX KBajapaToB. [Tpeanaraembiit MeTON B OTJHYHH OT OCHOBHOIO
MeTOJa HaHMEHIUHX KBaJApaTOB OCHOBAH Ha TOM, UTO HCKOMas QyHKUHS annmpOKCHMHPYETCS Mo
3JIEMEHTaM JIMHEHHOHE3aBUCALIHMH APYT OT ApYyra QY HKUHSMH, YAOBIETBOPSAIOWHUMH IudepeH-
HHAJILHBIM YPaBHEHHUAM KpaeBoit 3afaud. Hen3seCTHbIE MOCTOSIHHbBIE ONPEeNIRIOTCA U3 YCJI0BHS
MHHHMYMa HEKOTOporo GyHKIIHOHAJIa, KOTOPHI MOCTpoeH Tak, 4ToObl OH ofecneyHBan Hempe-
PHIBHOCTb QYHKLHH H &€ He3aBUCSIILEH APYr OT ApYyra (WJIH 3aBUCALIeH MO MEXaHHYeCKOMY Coaep-
YK3HHIO IPYT OT JIpyra) NPOH3BOAHONH NpPH nepexoje C OAHOIO 3/1eMeHTa Ha APYroi, H BbIMOJIHe-
HHE TPAaHHYHHIX YCJIOBHIi H HHTErpajlbHOM CMBICJIE TaKoKe.







VEGES SZABADSAGFOKU LINEARIS REZGO
RENDSZER PARAMETERVALTOZASAINAK HATASA
A SAJATFREKVENCIAKRA

PATKO GYULA*

A dolgozatban célunk annak vizsgilata, hogy a véges szabadsdgfoki csillapitds-
mentes rezg6é rendszer rugd- és tomegmadtrixdnak kis megvdltozdsai milyen hatdssal
vannak a sajatfrekvencidkra. A mésodrendiien kis tagokat elhanyagoljuk. A Rayleigh-
hinyadosra tdmaszkodva olyan dj formula adédik, amely az irodalmi el§zményeknél
éltaldnosabb, azokat speciilis esetekként tartalmazza. Megmutatjuk, hogy a sajatvek-
torok elsérendiien kicsiny hibdja a sajatértékek mdsodrendfien kis hibajahoz vezet.

1. Bevezetés

A véges szabadsagfokii linearis rezgd rendszerekként modellezhetd gépek
dinamikai vizsgalatinak egyik fontos feladata a sajatfrekvenciak, illetve a
kritikus fordulatszamok meghatarozasa. Az ilyen feladatok matrixok sajat-
értékeinek meghatirozasihoz vezetnek, amelyekhez a nagyobb szimitékoz-
pontokban hatékony programok allnak rendelkezésre.

Gyakori mérniki feladat egy meglevé konstrukcié tovabbfejlesztése, és
ezzel egyiitt olyan szerkezet kialakitidsa, amelynek dinamikai tulajdonsagai
kedvez6bbek. Ilyenkor a tervez§ szdmira egy meglevd valtozatra elvégzett
szamitasi eredmények ismeretén til az is fontos, hogy egy konstrukeiés valtoz-
tatds — tomegek, rugballandék, geometriai paraméterek (silypontok, csapagy-
tavolsagok stb.) megvaltozasa — milyen hatdssal van a sajatfrekvenciikra,
illetve a kritikus fordulatszimokra. Az is érdekes lehet, hogy egyaltalan milyen
valtoztatasra van lehetdség, hogy a rezonancidkat elkeriiljiik. A kérdés gy is
jelentkezhetik, hogy miként kell egy rendszer paramétereit megvaltoztatni,
hogy a szerkezet sajatfrekvenciai a kivant tartomanyokba essenek.

Ismeretes, hogy egy gép iizemeltetése sordn a kényszerek lazulasa, a me-
revségek csokkenése a sajatfrekvencidk csékkenéséhez vezet, és miitkodése ez-
altal a veszélyes rezonanciatartomanyokhoz kozel keriilhet. Eléfordulhat, hogy
ilyen esetben is véltoztatdsra van szitkség.

Jelen dolgozat célja annak vizsgilata, hogy egy rezgé rendszer paramé-
tereinek kis valtozasa milyen hatéssal van a sajatfrekvencidkra. A csillapita-
sokat elhanyagoljuk.

* Patké Gyula, 3529 Miskole, Kozépsor u. 60.
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A tovabbiakban azt a rezgd rendszert, amelynek dinamikai paramétereit
meg kivinjuk véltoztatni, régi rendszernek, a valtoztatasok utan létrejott
rendszereket ij rendszereknek nevezziik.

A legfontosabb jeloléseket kiilon jegyzék tartalmazza (5. pont).

2. Elézmények

A rezgb rendszerek paramétervaltozisainak hatésaval tobb munka fog-
lalkozik (pl. [1], [2], [3], [4]). Az 1. pontban felvetett kérdésekkel kapcsolatos
djabb eredményeket [3] és [4] tartalmazza. Ezek az

M@g+Cq=0
DMgq-+q=0 (2.1

alakban felirt mozgasegyenleteket vizsgaljak (D, = C5'). A két vizsgilat elv-

ben nem kiilénbézik. [3] és [4] feltételezi, hogy M, és Cy-ban az m; és k; para-

méterek csak az els6 hatvinyon szerepelnek, azaz M, és C, az

P

M= »
J

1 j=1

alakban elgallithaték, ahol M; és C; rendre az M, és €, mitrixok m; és k; para-
méterek szerint vett derivaltjai, P és Q pedig az M illetve C-ban szereplé pa-
raméterek szima.

A (2.1)-nek megfeleld sajatértékfeladat

o0f Myx;o = Cox;,. (2.3)
Ha a régi rendszer paramétereit kis mértékben megvaltoztatjuk, akkor az

4j rendszer sajatfrekvenciaira a (2.3) Taylor-soranak elsérendd tagjaibél [3]
szerint

P Q
o} ~ 0l — ol 3 widm; + 3 y;dk; (2.4)
j=1 j=1

adédik, ahol a y;; és y;; mennyiségek a

T T jod
_ X Mj Xio és Xio ijio (2.5)

Hij Yij=
! xoMox;, (2.6)

T
xjoMox;

osszefiiggésekbél szamithaték. A (2.4) képlet az [1] 45. oldal (1.6.56) formulaja
altalanositasanak tekinthetd. [3] megmutatja, hogy a (2.4) formula pontosit-
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haté, ha a Taylor-sor magasabb rendi tagjait is figyelembe vessziikk. Ennek
megfeleléen, ha a régi rendszerben csak a tomegmatrix elemeit valtoztatjuk
meg, akkor az uj rendszer sajatkorfrekvencidira kozelitGleg

wxzo

S B
1+ 3 p;dm;

=1

o} ~~

(2.7)

érvényes. Ha pedig csak a rugéomatrix elemeit véltoztatjuk meg, akkor az dj
rendszer sajatkorfrekvenciaja

P
w} ~ wfy + 3 yi;4k; (2.8)
j=
alapjan becsiilhetd.

Kénnyen belathaté, hogy a (2.7) és (2.8) formulik ellentmondast tartal-
maznak. Viltoztassuk meg ugyanis elsd 1épésben a régi rendszer tomegmatrixat
és szamoljuk ki (2.7)-bdl a megvaltozott sajatfrekvenciat. Ezt alapul véve, a
masodik lépésben valtoztassuk meg a rugématrixot, és (2.8)-nak megfelelGen
hatarozzuk meg az 1j sajatfrekvenciat. Ha most a sorrendet felcseréljiik, azaz
eldszor valtoztatjuk a rugématrixot és utina a témegmatrixot, akkor az
€l6z6t4] eltérs eredményt kapunk.

Az alabbiak a Rayleigh-hanyadosra tdmaszkodva, az dj rendszer sajat-
frekvenciaira olyan #j formulat allitanak el5, amely a (2.4), (2.7) és (2.8) for-
mulakat specialis esetekként tartalmazza.

3. A paraméterviltozasok sajatfrekvenciakra gyakorolt hatiasanak
vizsgalata a Rayleigh-hanyados segitségével

Az Aaltalanossag megszoritasa nélkiil feltételezhetjilk, hogy a sajatvek-
torok normaltak, azaz

[xio]] =1 és |jxf] =1 t=12,...,n).

A differencialegyenletek elméletébdl ismert, hogy a megoldasok a paraméterek
folytonos fiiggvényei. Ebbdl viszont az kévetkezik, hogy ha a régi rendszer
sajatfrekvencidit elég kis mértékben viltoztatjuk meg, azaz Am; és Jdk; elég
kicsiny, akkor a

aAx; = X; — Xqq 3.1)

vektor norméja is elég kicsiny, és 4Ax; a Am; és Ak, paramétervaltozasokkal
egyiitt a zérushoz tart. Tehat kis paramétervaltozasok esetén ||Ax| < 1. Az

4*
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Myj + Cig =10 (3-2)

mozgasegyenletii régi rendszer w,, sajatkorfrekvenciai az x;, sajitvektorok
ismeretében szamithatdk az

T

Xip Co X;9

(3.3)

2 _

Wiy =
T

xio My X;

Rayleigh-hanyados segitségével. A Rayleigh-hinyados az 1j rendszer esetében

XITCXI'

2
i .

A (31)és M=M-—M, AC=C— C, Ao’ = o} — o), jelolések beveze-
tésével
(xi() + Axi)T (CO + AC) (xio + Axi) (34)

w:zo + do} =
(%10 + Ax)T (M, + AM) (x40 + Ax;)

adédik. A AM és AC elemei, illetve a Aw; mennyiségek a C, és M, megfelels
elemeihez, illetve w}-hez viszonyitva kicsinyek. Ennek értelmében elhanya-
golva (3.4)-ben a mésod- és harmadrendiien kicsi tagokat, és Cy, M, szimmet-
ridjat figyelembe véve,

xjo CoXio + 24xT Cyx;0 + xo ACxy,

xio Mo x;o + 24xT My x;o + xf AM x4

wfy + Ao ~

adddik, amely mas alakra rendezve:
(CO?O + ACO%) (XZ;) MO xiO —I— XZ;) AM x,-n) e x;’;) CO X,'o +
+ x5 ACx;y + 24xT(Cyx;5 — 03y M x;0) — 2407 Ax] M x;,.
A jobboldalon szereplé

2
Cox;p — 0i My x4

vektor zérus, mert w; a (3.2) rendszernek sajatkorfrekvencidja, x, pedig
sajatvektora. Igy

xh CoX;0 + x5 AC x;9 — 24002 Ax; M, x;,

2 2
ol + dw* ~
TNI T
X0 My X;0 + Xjo AM x;4

A szamlaléban szerepld maisodrendiien kicsiny 24w;AxMx, tagot is elha-
nyagolva, végiil is az

x5 Cyx; + x% ACx,
xp M, x; + xf AM x;,

w%w

(3.5)

eredményre jutunk.
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Megmutatjuk, hogy (3.5) specialis esetként tartalmazza a (2.7) és (2.8)
formulikat. Az x,M,x;, mennyiséggel egyszeriisitve, (3.3) figyelembevételével

ugyanis
A
02 ~ (w3, + 0 4C Xio Tl (3.6)
X0 My x;4 1+ Xjo AM x;,
xjo My x;
irhaté. Ha pedig (2.2) -nek megfelelden bevezetjilk a
P Q

j=1 j=1

kifejezésekkel értelmezett M; és C; matrixokat, és a (2.5), (2.6) jeloléseket, ak-

kor (3.6) az

Q 1
w} ~ (wxzo + vy k| — (3.8)

' = Tl 3w Am,
j=1

alakot veszi fel. Ez a kifejezés iltalanosabb, mint (2.7) és (2.8), mert a tomeg-
és rugématrix egyidejli valtoztatasat is lehetvé teszi. A (3.8) 4k; =0, (j =1,
2, ..., Q) specidlis esetben (2.7), a Am; =0, (j= 1,2, ..., P) esetben pedig
(2.8) adédik.

Vegyiik észre, hogy a (3.6) kifejezés altalanosabb, mint (3.8), mivel (3.8)
feltételezi AM és AC (3.7) alatti felbonthatésagat. Ezzel szemben a (3.6) kife-
jezés olyan geometriai paraméterek valtozisadnak vizsgéilatara is lehet§séget
biztosit, amelyekt§l M, és C, nemlineérisan fiiggenek.

Ha a AM elemei elég kicsinyek, akkor a (3.6) kifejezésben szerepld tort az

1 —1_ xTy AM x; +[x;’;AMx,o 2__+
1 + Xi.'(; AM X,'o x;.l;) MO xiO Xl?;, MO xm
X£M0x10

mértani sor dsszege. Bzt a (3.6) kifejezéshe helyettesitve, és a szorzis utan az

T T
xip 4C x; . Xio AM x;,

T T
xjo My x;9 Xjo Mo X4
mennyiséget és
T
Xjo AM Xio
T
xjo My x;
magasabb hatvanyait elhanyagolva — linedris kézelitésként —
T T
9 s Xijp AMx;, xjo 4Cx;,

(3.9)

w} ~ of) — of

T T
xj0 My x; xjo My x;q
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adédik. Ha ismét bevezetjiik a (2.5), (2.6) és (3.7)-ben értelmezett mennyisé-
geket, akkor (3.9) megegyezik a (2.4 ) alakkal. Hangsilyozzuk, hogy (3.9)
altalanosabb, mint (2.4), mivel a €, és M, matrixban nemlinearisan eléfordulé
geometriai paraméterek valtozisinak vizsgalatat is lehetdvé teszi. A (3.6)
illetve (3.8) és (3.9) formulak alkalmasak az 1. pontban felvetett problémak
megoldasara.

Ha a rezgd rendszer r szami sajatfrekvenciajat kivinjuk elSirt mérték-
ben megvaltoztatni, és ehhez r szamiu paraméter megvaltoztatdsara van lehe-
téség, akkor a keresett Am,; és Ak; mennyiségekre ugyanigy, mint a (2.7) és
(2.8)-ra tamaszkodé [4] munkaban (3.8) szerint is linearis egyenletrendszer
adédik. Ha olyan geometriai paramétereket valtoztatunk, amelyek My -ban
és Cy-ban nemlinearisan szerepelnek, akkor a (3.6) egyenletrendszer sem lesz
linearis.

Ha a valtoztathaté paraméterek szima nagyobb, mint a megvaltoztatni
kivant sajatfrekvencidk szima, akkor a (3.6) egyenletrendszerhez mellékfel-
tételeket kapcsolhatunk (pl. a paraméterek viltozasa, az dj szerkezet silya
legyen minimilis stb.).

Ha t6bb sajatértéket kell megvaltoztatni, mint amennyi paraméter meg-
valtoztatasara lehet§ség van, akkor a (3.6) nem oldhaté meg. Ebben az eset-
ben a miiszaki feladatra egy megoldast a sajatfrekvencidk hibajat minimalizal6
eljaras adhat.

4. A sajatvektorok hibajanak hatisa a sajatértékekre

A (2.4), (2.7) és (2.8) formulak levezetése sordn [3] azzal a gyakorlat altal
igazolt feltevéssel él, hogy a rezgd rendszer paramétereinek megvaltozisa ese-
tében a sajatvektoroknak a paraméterek szerinti parcialis deriviltjai elhanya-
golhatéan kicsik. Ezen kérdés tovabbi elméleti vizsgalatanak sziikségességére
mutat ra [4]. Belathaté (2.3), (2.4) alapjan: [3] fenti allitisa azzal egyenértéki,
hogy elhanyagolhaté a sajatvektorok (sajatiranyok) kis megvaltozasinak a
sajatértékekre gyakorolt hatdsa. Megmutatjuk, hogy ez a tétel — amely egy,
a [2]-ben bizonyitott allitas megforditdsa — a Rayleigh-hinyados segitségé-
vel egyszeriien bizonyithaté.

Tekintsiik a

AMx,=Cx 4.1)

sajatértékproblémat, ahol C és M szimmetrikus matrixok. A Rayleigh-hénya-
dos segitségével
_ x]/Cx;

e 4.2
! xlTM X; (42)

irhaté. Tételezziik fel, hogy az x; sajatvektor helyett annak egy kozelitd

yi = X; + ¢eh; (4.3)
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értékével szaimolunk (¢ > 0). Legyen az x;, y; és h; vektor norméija egységnyi.
Ha az y, az x; sajatvektor elég j6 kozelitése, akkor ¢ < 1. A (4.2)-vel a sajatér-
ték kozelits értékére
Ay~ (x; + ¢h)" C(x; + ¢h))

(x; + ¢h)T M(x; + ¢h))

adédik, mely C és M szimmetriaja miatt
x!Cx; + 2¢hT(Cx; — A,Mx,) + ¢2h]Ch; — A(x"Mx; + £hTMh,) ~ 0
alakban irhaté. Ebbél (4.1) miatt Cx; — AMx, = 0, és igy 4; kozelit§ értéke

}' ~ X?CX,' + 82h;'rch,'

i

4.4
xI Mx; 4+ e2hT M b, ﬁ( ,x,ﬁ:%

alaki lesz. A (4.2), (4.3) és (4.4) formulak egybevetésébél viszont az kévetke-
zik, hogy a sajatvektor & nagysagrendi megvaltoztatisa a sajatértékekben &2
nagysdgrend hibihoz vezet. A most bizonyitott tételnek olyan médszerek
hasznalatakor is jelent§sége van, melyeknél a sajitfrekvencidkat tapasztalat
vagy becslés alapjin felvett rezgésképekbél szimitjuk.

5. Fontosabb jelolések

C rugématrix

M tomegmatrix

x; i-edik sajatvektor

w; i-edik sajatkorfrekvencia

0 index, mely a fenti mennyiségek mellett a régi rendszerre utal
m; M-ban szerepl$ j-edik tomeg vagy tomegparaméter

k; C,-ban szerepl$ j-edik merevség vagy merevségi pararéter

Am;  az m; paraméter megviltozdsa
4kj  a k; paraméter megviltozdsa

n a rezgd rendszer szabadsdgfoka
q az altaldnos koordinitdk vektora
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Effect of the parameter variation of finite degree of freedom type linear vibration systems
on their eigenfrequency. The paper attempts to determine what effect would be exerted by
slight changes in the spring and mass matrices of finite degree of freedom type non-attenuated
vibration systems on their eigenfrequencies. The secondary small terms are neglected. On the
basis of the Rayleigh ratio a new formula, much more general in character than the literary
background, will be obtained which would contain the former as special cases. It is demon-
strated that the primary small error of the eigenvectors will lead to secondary small errors
in the eigenvalues.

EinfluB der Anderung der Parameter auf die Eigenfrequenz von linearen Schwingungs-
systemen mit endlichen Freiheitsgraden. Die Abbandlung priift die Wirkung kleiner Anderun-
gen der Feder- und Massenmatrizen von ungedidmpften Schwingungssystemen mit endlichen
Freiheitsgraden. Die kleinen Glieder zweiter Ordnung wurden vernachlissigt. Gestiitzt auf den
Rayleigh-Quotienten ergibt sich eine neue Formel, die allgemeiner ist, als die in der Fach-
literatur bisher veroffentlichten, wobei letztere nur als Spezialfille gelten. Es ist nachgewiesen,
daB der kleine Fehler erster Ordnung der Eigenvektoren den kleinen Fehler zweiter Ordnung

der Eigenwerte verursacht.

Biusinue H3MeHEeHUs NapamMeTpoB YAPYrHX CHCTEM € KOHEYHBIMH CTENEHSMH CB0oGOJbI
Ha cofcTBeHHbIe yacToThl. [{enh JanHol paGoThl HCCNENO0BATh BIHSHHE MaJIEHbKOr0 H3MEHEHUS
9JIEMEHTOB MATPHL, MACChl ¥ )KECTKOCTH KoJieGaTe IbHBIX CHCTEM C KOHEYHBIMH CTEIEHSIMH CBOGOAbI
Ha cofcTBeHHBIE 4acTOTHL. YieHol BTOpOil cTeneHu npeHebperalwrcsi. Mcnoabsys meTon Panes
BBIBOAMTCS HOBasi dopmyna, KoTopasi o0iee yeM HaXOASINHECS B JiTepatype Gopmynl, TaK
Kak NociefHue sIBJISIOTCS CelUaIbHBIMH A5 Hamel Qopmynnl. JJoxasaHo, 4T0 nepBOCTENEH-
Hble OHGKH B COGCTBEHHBIX (OPMAX OKAa3biBAlOT BTOPOCTENEHHbIE BJIUSIHHE HA OWHOKH B C00-
CTBEHHBIX YaCTOTax.



BECSLES HETEROGEN MIKROPOLARIS
ANYAGU RUD CSAVARASI MEREVSEGERE

SZEIDL GYORGY*

A tanulmény a potencialis energia minimumdnak elvén alapulé eljarast ismer-
teti heterogén mikropolédris anyagi rad csavardsi merevségének becslésére. A klasszi-
kus rugalmassdgtani 4ltaldnositdsként nyert eljdrdssal a csavardsi merevség felsd
korlatja szdmithaté. A moédszer alkalmazasit példak illusztraljak.

1. Bevezetés

A mikropoliris anyagii testek rugalmassagtanara vonatkozé alapismere-
teket részletesen ismerteti W. Nowaczkl miive. A tanulméiny a csavarasi
problémaval foglalkozé dolgozatok kéziil C. Usipus és M. SokOLOWSKI mun-
kajat hasznalja fel [2]. Homogén mikropolaris anyagi rid csavarasi merev-
ségének becslésével, a [4]-beli klasszikus rugalmassagtani eljaras altalanosi-
tasival [3] foglalkozik. A jelen tanulméiny a [3]-ban bemutatott eljarast
alkalmazza heterogén mikropolaris anyagu rid csavarasi merevségének becs-
1ésére.

2. Mikropolaris anyagu rid esavarasi problémdjira
vonatkozé alapvett dsszefiiggések

Alabbiakban réviden ismertetjiik [2] alapjan a mikropolaris anyagd

rid csavarasi feladatidnak f6bb Gsszefiiggéseit.
N

A vizsgalt, A, részei tekintetében is 4llandé keresztmetszetli (4 = >4,
=1

N a részek szama), mikropolaris anyagi rudat az 1. abra szemlélteti. A rid
anyaga az egyes A, keresztmetszeti részeken belitl homogén és izotrép. Fel-
tételezziik, hogy az A; részek L;; peremgorbéi (az ij index az érintkezd tarto-
méinyokat jelzi) szakaszonként sima gorbék, melyek az L;, gorbéhez érintdle-
gesen nem csatlakozhatnak. A valasztott jobbsodratd (x = x,, y = %,, 2 = x;)
kartéziuszi koordindta-rendszer z tengelye legyen parhuzamos a rud silyponti
tengelyével.

* Dr. Szeidl Gyo6rgy, 3532 Miskole, Récz Adam u. 2.
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1
Nt

. 2

1. dbra

Jelolésként az [1, 2]-ben alkalmazottakat, valamint az alabbiakat hasz-
naljuk:

Jelolések
uy = (u, v, w) — elmozduldsvektor,
Wy — szogelfordulés vektor,
Exrs — permutdciés szimbélum,
Vrs = Ugr — Erp@y — mnem szimmetrikus alakviltozdsi tenzor,
Hpg = Wgp — nyomaték-csavarasi alakvaltozési tenzor,
s — fesziiltségi tenzor,
Hrs — nyomatéki fesziiltségi tenzor,
Uy A — Lamé allandék,
o, B,y € — tovabbi anyagi allandék,
I — poléris masodrendii nyomaték,
If, I, — x és y tengelyre szdmitott méasodrendii nyomaték.

Gorog index értéke 1, 2; latin indexé 1, 2, 3 lehet.

Megjegyezziik, hogy latin indexként kizardlag az r, s és k betiiket haszndljuk.

Megéillapodunk abban is, hogy valamely valtozé A4; tartoményon vett értékére a betii-
jele felett, vagy a betiijele mellett jobbra lent 4ll6 i utal.

Mikropolaris test csavarasi problémaja esetén a nem identikusan telje-
siilé egyensilyi egyenletek (térfogati terhelés nincs) és az anyagtorvény

Oo8,0 = 0; Homo — (Usg T %s) €30 — 0; (1)
o, = (0 + “) Vrs + (‘u' i “) Ysr + Aasr?kk
Urs = (v + e) %5 + (V i) e .Basr"kk (2)

alakiak.
Az 1. abran vazolt rid H palastjanak terheletlenségébdl az

nQ o =0; nQu@=0; (% y€Ly) ®)
dinamikai peremfeltételek kovetkeznek, ahol n') az A, tartomény kiilsé nor-

malisa.
A fenti dinamikai peremfeltételekhez az

n ol +nP o =0, ndul+nful=0, (ny€L) @

illesztési feltételek csatlakoznak.
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Az elmozdulas- és szogelfordulismezd folytonossigat az
u = uf, of =o?; (x,y €Ly (5)

egyenletek fejezik ki.
Az elmozdulis- és szogelforduldsmezit heterogén anyagi rid esetében az

u® = —dyz, v = fxz, w = $PI(x, 5); (6)
0 19 q)(l') ()] A 7
of = — 2 (x = B0y 400, (¥ €4) o

o =2y 100, 490,
o = Bz

médon célszerd felvenni [2, 5]. Itt & a fajlagos szogelfordulas, @ a keresztmet-
szet deplaniciéja és y az iin. csavarasi fiiggvény [2]. A kinematikai egyenle-
tek, (6, 7) tovabba (2) felhasznalasaval p1, (0, 61) &s u? szamitasara

Y= 1va=0,

iy = V@O, y®),  y§ = yR@O, y?) (8)
uh = % =0,

Kb = wl( @O, y®), xh =8 9
g = 03 = 0,

afy = o@D, yV), o = oRDD, y?) (10)
@ = usy =0,

p = (@O, p @),  ul) = pNPO, y) (11)

alaki odsszefiiggések vezethetSk le [2,3].
A (10, 11) szerint szamitott fesziiltségek (1)-b8l kovetkezGen akkor meg-
oldasok, ha @9, w(i),x és q)('),y kielégiti a

APD = 0, (12)

2y + Bi Ay, + 2u4®, + LY 4D, = o, (13)
9 2

2y + B A'P(i)»y + 24 1P(A’),y + &= " APD, = 0 (14)
9 2
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differencialegyenleteket (4 = v * v, v = i8/6x + ja/oy). Megjegyezziik, hogy
(12) kihasznalasaval a (11) dsszefiiggések némileg egyszeriisithetSk.

A (12—14) differenciilegyenletekhez az elmozdulis- és szogelfordulas-
mezd folytonossagat kifejez6 (5) alatti feltételek, valamint a dinamikai
keriileti és illesztési feltételek (3, 4) csatlakoznak. E feltételi egyenletek
oY, w(i)-vel kifejezett alakjaira kés6bb nem lesz sziikség, ezért részletes kiira-
suktél eltekintiink.

A [2]-ben leirt gondolatmenet ismétlésével kimutathatd, hogy a vizsgalt
heterogén mikropolaris anyagi rid véglapjain ébredd erd és er6parrendszerek
egy-egy egymastél csak eljelben kitlonb6z6§ z iranyid koncentralt nyomatékkal
helyettesitheték, azaz a (12— 14), (3—5) keriiletiérték feladat megoldasai valé-
ban a csavarasi probléma megoldasat is jelentik. A rid jobboldali véglapjat
véve alapul, (10), (11) és (12) alapjan belathaté, hogy

N

M, =8I,= ¥ j [x08) — yoi + ud] dd, (15)

i=1JA

ahol I

N . . & , . B: i
L=y J DD,y O, (O oy ®, ) L g0 g4 1
i=1 Ay Hi 2

2A4;yilpi + Ipi} (16)

a rid csavarasi merevsége.

3. A csavarasi merevség becslése

A csavarasi merevség becslésére a potencialis energia minimumanak elve
biztosit lehet§séget [1, 4]. Az elv szerint a rugalmas rendszer potencialis
energidjanak, mint a kinematikailag lehetséges elmozdulas- és szogelfordulas-
mezd fiiggvényének, a tényleges megoldasnal minimuma van. Tekintettel fel-
tételezéseinkre (térfogati terhelések nincsenek) a potenciélis energia kifejezése

1 ® * * # N » »
U= _J‘ (0rsVrs 1 Hrsitrs) AV _J (psus + mwy) dA
2Jv Ay
* *
alakd [1], ahol a o,,, u,, kinematikailag lehetséges fesziiltségi tenzorok a kine-
* *
matikailag lehetséges u,, w mez8bél, a kinematikai egyenletek és az anyagtor-

vény révén szirmaztathaték (a kinematikailag lehetséges mezék megkiilon-
boztetésére a * jellés szolgil). A feliileti integralt a test azon A, részére kell
kiterjeszteni, ahol a p;, m; feliileti er§ és er6parrendszer eldirt.

A jelen esetben A, =0, igy U fenti kifejezésében csak a térfogati integ-
ral marad meg. A kinematikailag lehetséges elmozdulas- és szégelfordulasmezdt
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célszen’ien (6), (7) szerint véve fel, U = U(@ y)) Megmutatjuk, hogy aJ (@ 1p)——

= U(@ 1/))/1921 fiiggvény értéke a tényleges megoldasnal, azaz a @ D, 1,0 =y,
helyen I /2. Valéban, a tényleges megoldasnal

J@p) = j (dag¥se + Oas¥es + Honen + e AV (17)

irhaté, ahonnét z szerinti integralids és a Gauss-tétel alkalmazisa utan
8
1@ ) = 3 d B[ (ol + ety as, -

- Lot ul o [y — (o — o) eoprl 0]

i=1

+¢ [neagsus + nq.u'enwn] ds +
L,

+2J

[n“’(o“” (J>) u, 4 ‘”(,u‘e‘.’, — (p) w,] ds}
Ly

kovetkezik (az utolsé integral eldtti > azt jelzi, hogy az integralt valamennyi
Ly
L;; mentén szamitani kell). A nyert kifejezésben (1, 3, 4)-re tekintettel, az elsd

feliileti integrélt kivéve, minden eltiinik. Az els§ feliileti integralbdl pedig az
S‘) = —y93, uf) ’y = xd, x,, = ¥ egyenldségek helyettesitése és (15, 16)-tal tor-
ténd egybevetes utan valéban a bizonyitani kivant

J@,y) = I[2

egyenldség kovetkezik.
Ismeretes, hogy a potenciilis energia minimumaénak elvébél leszirmaz-

tathaték az egyensilyi egyenletek és a dinamikai perem- és illesztési feltételek.
* »
A csavarasi probléma kapcsan ez végsd soron azt jelenti, hogy a @, p fiiggvé-

nycktSl nem kell elére megkovetelni a @, yp-re vonatkozé (12— 14) differencial-
egyenletek és a hozzajuk tartozé dinamikai perem- és illesztési feltételek telje-
sitését.

Hangsilyozzuk, hogy

J(@, ) > L2, (18)

tehat a bemutatott eljiras felsd korlat meghatarozasara ad lehet&séget.
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A (8—11) és (17) osszefiiggések felhasznalasival ellendrizhetd a

J(Q;, ’l:l) l f [‘ul(Vd)(i))Z + 2u, (xQ)(l) y(p(z)) +

+ a(VpO)2] dd; + "—" + 7id; +

1 *
+ _ZJA‘ [(1 . @(;:y + W(n 2y + (1 + q)?) u) )2 yi +

L 1 %
PR gy + (0% — B, + 298) m +

F e A0O] (B, — B, + 240, ]dA,-} (19)

kifejezés helyessége.
Példaként tekintsiink két egyszerdl alkalmazast [4]. Elészor tételezziik

* *
fel, hogy @ = v = 0. Ekkor (18) és (19) egybevetésébdl az

N
I < 3 (widy + 2y;4;) (20)
i=1
egyenltlenség kovetkezik.

Masodszorra tételezziik fel, hogy d’ = Cxy és 1p = C/2(x2 + ¥?), ahol a

C tetszdleges konstans értékét tgy vilasztjuk meg, hogy J(d) w) minimalis
legyen. Az elemi szamitast nem részletezve, az

— [ZN pil Ly — Iy + 2Ai7i/“i):|2 N
= =1 + 2(.“:’1;"' + 34,y:) (21)
D willpl + aifps) + AdBi + 271 mi] =

i=1
egyenl6tlenséghez jutunk.
Ellendrizhetd, hogy (20, 21)-b6l a = 8=y =0, y; = p, N =1 esetén
a klasszikus rugalmassigtan ismert egyenlStlenségei kovetkeznek [4, 5].
A (20, (21) egyenlStlenségek jobboldalan all6 kifejezések a koordinata-
rendszer kezddpontjatél is fiiggenek. Ez tovabbi javitidsra ad lehetdséget.
Végezetiil megjegyezziik, hogy abban az esetben, amikor u, «, 8, 9, €
folytonosan valtozik a keresztmetszeten (20), (21)-b8l az

I <

L< [, [n=2 + 5 + 27] d4, (22)

illetve az

—”A {(x*— y) u + 29} dAT
[Ale + @) (2 + 59 + (B + 29)1 d4

Ic< + [, lule + ) + 391 d4 (23)
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egyenlitlenségek kovetkeznek. Ezek az egyenlétlenségek a klasszikus rugal-
massagtani egyenlStlenségek altalanositdsaként tekinthetdk [6].

Vegyiik észre, hogy (22, 23), (20, 21)-b&l nemcsak formalisan szirmaztat-
haté. Ha ui. a (18), (19) osszefiiggésekhez vezetd gondolatmenetet a 2. pont
elejétdl eleve azzal a feltételezéssel ismételnénk meg, hogy u, a, B, v, € az A
tartomanyon x, y folytonos fiiggvénye, akkor eredményiil

JG.9) =+ JA{H[(V5)2 4 (@) + 2B, — yB,)] + alph +93) +

1 * * 1 * * X
+ '}’[2 + ?(1 — Dy + Ya)® + ?(1 + Dy + 'P,yy)2J - i (dy)® +

2
1. * * * * * * *
+ '4_ [(d),xx - (D,yy + 21P,xy) Y+ 54]@] ((D,xx - (p,yy + 2W,xy)} d4 > Ic/2

addédnék, ahonnan a (20, 21)-hez vezetd tton (22), (23)-hoz jutunk.

IRODALOM

1. Nowaczk1r, W.: Theory of Micropolar Elasticity, Springer, Udine (1970} 5—49, 167 —173

2. Usipus, C.—Sokorowskl, M.: Torsion of Cylindrical Shafts Made of Micropolar Material,
Bull. Acad. Polon. Sci., Serie Sci. Techn., 21 (1973), 19—23

3. SzeipL GY.: Egy lehetdség a csavarasi merevség becslésére a mikropoldris rugalmassagtan-
ban. Publications of the Technical University of Heavy Industry, Series D-Natural
Sciences (sajté alatt)

4. MMXJélgIH C. I'.: BapuauuoHHble MeTOAbI B MaTeMaTHuecKoi ¢usuxe, Hayka, Mocksa (1970)
138—140.

5. ApyTIOHAH H. X, 1 ABPAMSAH B. J1.: KpyueHue ynpyrbix Tes, ®usmarua, Mocksa (1963)
13—88, 393—404.

6. EcsEp1 I.: Heterogén anyagi prizmatikus rudak csavardsi merevségének becslésérsl. Acta
Techn. Hung. (sajté alatt)

Estimation of the torsional rigidity of a bar of heterogeneous micrepolar material.
A method based on the potential energy minimum principle is introduced to estimate the tor-
sional rigidity of a bar of heterogeneous micropolar material. By means of this method, ob-
tained as a generalization of the classical science of elasticity, the upper limit of torsional
rigidity can be readily calculated. The application of the method is illustrated by examples.

Schitzung der Torsionssteifigkeit von Stiben aus heterogenem mikoropolarem Stoff.
Fiir die Schitzung der Torsionssteifigkeit eines Stabes aus heterogenem, mikropolarem Stoff
bietet die Studie eine auf dem Prinzip des Minimums der potentionellen Energie beruhenden
Methode. Die als Verallgemeinerung der klassischen Elastizititslehre gewonnene Methode
eignet sich zur Bestimmung des oberen Grenzwertes der Torsionssteifigkeit. Beispiele ver-
anschaulichen die Anwendung der Methode.

OLEHKA HECTKOCTH KPYYeHHst CTepiKnell, H3roTOBIEHHbIX U3 HEOAHODPOAHOr0 MUK pONO-
nfpHore matepuana.B Hacrosuedi pabore naércss 0CHOBaHHDBI Ha NPHHUHMNE MHHHMYMA MOTEH-
LHAJIbHOH SHEPrHH METOX JJIs1 OLIEHKH >XECTKOCTH CTEP>KHEH, HIrOTOBJIEHHBIX U3 HEOJHOPOJHOr 0
MHKPONOJAIpDHOr0 MartepHana. IpH momomu MeToAa, moJIyyeHHOro Kaxk o0o0uieHHe KjaaccH-
YeCKOro, ONPeAeIsSIeTCs BEPXHUHA npeest AJist )KeCTKOCTH Kpyuenus. [1peacraBasiorcs npumeps
JUIsi IPHMEHEHHUST METOJA.






HOSSZU RUD HOUTES FELADATANAK NEHANY
NUMERIKUS EREDMENYE

SZEKERES ANDRAS*

A h@rugalmassagtan alapegyenleteibdl kiindulva felirtuk a homogén, izotrop
kontinuum és rid osszefiiggéseit, majd ezek alapjdn vizsgiltuk a hosszi, egyik végén
befogott ridd hdiités feladatdt. A megfelelé kezdeti- és peremfeltételek felirisa utdn a
megoldédst differencia-egyenletek segitségével digitdlis szdmolégép adta. Numerikus
eredményeink megmutatjik az iités sebességének és jellegének hatdsit a rid elmozdu-
lds- és hdmeérséklet valtozisdira.

1. Bevezetés

Ismeretes, hogy hdmérsékletvaltozas alakvaltozast okoz és forditva.
Ezért a rugalmassagtani vizsgalatokban — szigordian véve — a termodinamikai
hatiasok nem hanyagolhaték el, az alakvaltozasi- és h6mérsékletmezs kapcesol-
tan kezelend§. Stacionarius hdrugalmassagtani feladatokban azonban a jelen-
séget leir6 differencidlegyenletrendszer szétesik, és a h8mérsékletmez§ kiilsn
meghatarozhaté, majd ennek ismeretében az alakvaltozasi mezd el§illithaté.
Kvazi-statikus feladatok esetében szokas a megoldas egyszeriisitése érdekében
a fenti kapcsolidst megvaldsité mennyiséget elhanyagolni. Ez természetesen
elozetesen j6l megbecsiilhetd pontatlansigot okoz. Bar a szakirodalom meg-
emliti a nem-kapcsolt dinamikai feladatok korét is, ez azonban pontatlansaga
miatt varhatéan nem mond tébbet a jelenségrdl, mint a kvazi-statikus eset.
Mindezek alapjén a dinamikai hdrugalmassigtani feladatokat egyben kap-
csoltnak is kell tekinteniink. Ez a leiré egyenletek megoldasakor okoz nehéz-
ségeket. A tovabbiakban ezzel az esettel foglalkozunk.

A hérugalmassagtan alapegyenleteibdl kiindulva, bemutatjuk a homogén,
izotrop kontinuum, majd a rdd viselkedését leiré osszefiiggéseket. Ezutan
térhetiink ra a hosszi rid hgiités feladatara. A kiegészit feltételek ismertetése
utin rgviden a szamitisi médszer, majd a szamitidsok eredményei, végiil az
eredmények értékelése kovetkezik.

* Dr. Szekeres Andrds, 1036 Budapest, Lajos u. 115.
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2. Alapegyenletek

Felhasznalva az osszegezési és differencialasi konvenciét, a hérugal-
massigtan problémaja az alabbi egyenletrendszerrel irhaté le [1]:

1
&= (uij + uypp 4+ uru), (1)
T
&j = Gyjx1 Oy + Jo «; dT, (2)
1 .. .
-9— 0+ 8 = Uiy §=w+ (o T+ 2T ), (3), (4)

T dT
s= j oc—— — Byey dg S Tyds. (5) (6)

o O,

A fenti osszefiiggések az elmozdulas és alakvéltozis kapesolatat, az anyag-
toérvényt, a mozgasegyenletet, a hivezetés egyenletét és a termodinamika elsé
és masodik fatételét fejezik ki.

Eipp Wps Oijs T, q és s az alakvaltozas, az elmozdulds, a fesziiltség, a hé-
mérséklet, a hd és az entrépia, a hely és az id§ fiiggvénye; az a;;, «;;, B
0, ¢, #;; anyagjellemzék a hely és a hdmérséklet fiiggvényei; w és g; a héforras
sirliség és a térer$ intenzitas; T, = T, -+ T alapjan pedig T, a pillanatnyi,
T, az egyensiilyi allapot szerinti hémérséklet.

A tovabbiakban kis alakviltozasokat, reverzibilis folyamatokat és kis
T /as értékeket feltételezve, (1) és (6) helyett a kovetkezd Osszefliggéseket
hasznaljuk:
4

1 , ’
G &y = '2—(“1,1' +u;), ¢=T;s. (1), (6")

Homogén, izotrop, a hémérséklettsl nem fiiggé anyagjellemzékkel ren-
delkezé kontinuum esetében a feladat egyszeriibb alakban irhaté fel. Fel-
hasznalva ehhez a szakirodalombél (pl. [2]) ismert Osszefiiggéseket, végiil az
(1), (2", (3), (4'),(5') és (6") egyenletrendszer adédik:

1 2

€1j=—

G5 — ——————— Oy O;; o, To;;, 2’
2# ij 3)-+2[11 kk Vij + t ij ( )

. T N (e?
g=w + «T;, S'—_{Can?L-i-Vskk- 4", (5)

0

Itt p és 1 a Lamé-féle allandékat, a,, » és ¢ a hétagulasi egyiitthatét, a
hévezetési tényezdt és a fajhét jeloli, ¢ a siirliség y pedig az alabbi

7= (32 + 2p)e,.
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Alkalmazzuk a fentieket hosszi rddra, vizsgiljunk egydimenziés fel-
adatot. Tegyiik fel, hogy a térerd elhanyagolhaté és belsd héforras nincsen.
A helykoordinatat jeloljik x-szel az id6t t-vel és vezessiikk be a kévetkezd
jeloléseket:

a 2
() ()2l (), 20 ) (),.
ox ot oxot
Ezzel
= e=—o+aT, 1), 2)
—1- Ox=uy, s=cgln To + T‘ + ye, (3, (4"")
e 0
@ = #Tee g = (T, + T)s. (5" (6"

Itt E-vel a rugalmassagi tényez6t jeloltiik.

Alakitsuk 4t a fenti rendszert gy, hogy ismeretlen fiiggvényként csak
az u(x,t) elmozdulas és a T(x,t) hGmérséklet szerepeljen. Rendezés utan azt
kapjuk, hogy

E Ea
—uxx—'utt__Tx=0’ (7)
e e

T

XX

_[CQ 1+]n T0+T] luxJT‘_l(To_*_T)uxt:O, (8)

x| o ® ”®

3. Hosszi rud haiités feladata

Hosszii rid héiités feladatat a (7) és (8) egyenletrendszer irja le, ha ezeket
kiegészitjiik a kezdeti- és peremfeltételekkel. A kiegészitd feltételek felvételé-
hez valasszuk az 1. dbra szerinti modellt. Az [ hosszisiagu hengeres, palastjan
hészigetelt, befogott riid szabad végén adott térvényszerliség szerint hét
kozliink, ennek megfelelGen viltozik a hdmérséklet, illetve a fajlagos nyilas.
Azaz, x = o-nal

T0,t) = », u,(0,t) = et 9), (10)

Itt v egy aranyossagi tényezd, a hGmérsékletvaltozas sebessége.

A rid befogott végén — mivel a befogas végtelen kapacitasi hétartaly-
nak vehetd — a hémérséklet nem valtozik és természetesen elmozdulds sin-
csen. Eszerint x = l-nél

T(l,t) =0, u(l,t)=0. 11), (12)

Ezeken feliil tegyiik fel, hogy a vizsgalat kezdetekor a rid nyugalomban van,
elmozdulasa zérus és hémérséklete T, azaz t = 0-nal

T(x, 0) = 0, u(x, 06) = 0, u/x, 0) = 0. (13), (14), (15)

5*
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Homogén, hosszi, egyik végén befogott rid adott feltételek melletti
feladatat a (7)—(15) egyenletrendszer irja le. Ezen egyenletrendszer megoldasa
alapjan kovetkeztetést vonhatunk le a rid viselkedésére nézve.

X

T(l,t)=0
[ u(l,t) =0

T(0,t)=vt
/ Ux(olt):O(\)t
Qlt

)
1. dbra

4. Numerikus eredmények

A fenti rendszert differencia-egyenletekké tortént alakitas utin nume-
rikus médszerrel, digitilis szamologép segitségével oldottuk meg.* A kovetke-
z6kben roviden ismertetjilk a szdmitds médjat, majd ratérink a numerikus
eredményekre.

Bevezetve a Ax = h és At = k jeloléseket és a szakirodalom (pl. [3])
alapjan a megfeleld differenciahianyadosokat, rendezés utan (7) és (8) helyett
az aldbbi egyenletek adédnak:

P48 [u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(x — h,t)] — o4 [u(x,t + k) —
e h? k2

— 2u(x, t) + u(x,t — k)] — Ea, % [T(x + h,t) — T(x,8)] =0, (16)
e

;1; [T(x + h,t) — 2T(x, t) + T(x — h, 1)] —[2 <1 £l _TL?L?TM«>+

oA %%—(u(x + hyt) — u(x, t)) % [T(x,t + k) — T(x,t)] —
_%<T0 + T(x, T)>h—1k[u(x+ ht + k) — u(x,t + k) — u(x + h, t) +
+ u(x, )] = 0. (17)

* Koszonetet mondok Agoston Gyérgynek a program készitése és futtatdsa sordn
nyijtott segitségért.
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A megoldas tehdt a 2. abra alapjan ugy torténik, hogy a (16)-os egyenletbdl
kiszamitjuk az u(x, ¢t 4+ k) értéket, majd x helyett x + h és akkor u(x + h,
t + k) adédik. Végiil (17) felhasznalasaval T(x, t + k) nyerhetd.

A tartomany két szélén linearisan extrapolalunk.

t = 0-nal u(x,t + k)-ra

u(x, —k) = u(x, 0) — u,(x, o) - k, (18)
x = h-nal u(x — h, t)-re
u(o, t) = u(h,t) — u,(o,t) - h = u(h,t) — apth . (19)
a. ) b.

X X

x+h xeh

X X

x-h x-h

okt Wkt Tkt bkt
2. dbra

A numerikus szamitasokat az 1. dbranak megfelelGen, acél anyagi ridra
végeztitk. A kiinduldsi adatokat az 1. tablazatban foglaltuk ossze.

Az eredmények értékelésével kapcesolatban az alabbiakat jegyezziik meg.
Szédmitdsaink ugyan homogén ridra vonatkoznak, azonban korabbi vizsga-
lataink [4] azt mutattéik, hogy miiszakilag elképzelhets mértékii inhomogenitas
(pl. hibas hékezelés, vagy egyéb miatt) nem okoz jelentékeny eltérést az ered-
ményekben.

A 3. dbra az u(x, t) és T(x, t) fliggvényeket mutatja a h6mérsékletvaltozas
sebességének (v) fiiggvényében. Az eredmények megerSsitették azt a korabbi
[4] megallapitiasunkat, hogy a rugalmas és hdmérsékleti hullam terjedési sebes-

1. tablazat

E|l 2108 |2 ¢| s8.10° |2
8| 7.8.10° |55 4| s |28
% 14151075 | c| ome |t
o | 117.107° | 5 t 100 cm
.| 300 ° v| 5.10° =
h 1 cm k| 1.10° s
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-u(10”%cm)
20
v =5.10°°K/s
v =5.10°°K/s
v =5.10" °K/s
310°s
15 20 x(cm)

3a. dbra

sége kozotti lényeges kiilonbség miatt a ridvégén bevezetett jelentékeny meny-
nyiségli hé ellenére a rid az x = 0 hely kis kornyezete kivételével mindeniitt
lehiil. Ez a megallapitas, természetesen, a vizsgalatok els§ szakaszara érvényes.
Masrészt a szamitasi eredmények azt mutatjak, hogy az u elmozdulas és
a T hémérséklet v-vel megkozelitéleg aranyosan viltozik. Mindezen megalla-
pitésok a vizsgalt — » = 5 - 105 — 107 K°/s — tartomanyra érvényesek.

A tovabbiakban megvizsgaltuk az iités jellegének a hatdsat. A ridvég
hémérséklete a 4. dbra szerint valtozott, az eredmény (u és T') az 5. adbran lat-
haté. (Itt a, b és ¢ a 4. abra megfelel§ eseteire valé hivatkozas). Az abrik jél
mutatjak az iités jellege és az elmozdulas, valamint a hdmérséklet ridmenti
és idgbeli valtozasa kozotti osszefiiggést.
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-T(°K)

______ y =5.10°°K /s
e s e 25 A0 OK /8
v =5.10" °K/s

0 20  x(cm)
Q. C.
T(0.t) T(0,t)
" Vg 9
o ol B
v =5.10"%K/s v =5.10" °K/s v =5.10"°K/s
t t t ot t

4. dbra
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Seme numerical results of the thermal shock problem of long bars. Starting from the
basic equations of thermoelasticity the relations of homogeneous isotropic continuum and
a bar have been expressed, then, on this basis the thermal shock problem of a long bar
fixed at one end was studied. After the expression of the corresponding initial and boundary
conditions the solution was obtained from a digital computer by means of difference equations.
The numerical results collected show the effect of impact rate and character on the displace-
ment and temperature variation of the bar.

Einige numerische Resultate von einen langen Stab betreffenden WirmestoBaufgahen
Anhand der Grundgleichungen der Wirmeelastizititslehre wurden die Zusammenhiinge des
homogenen, isotropen Kontinuums und des Stabes angeschrieben und auf Grund dieser das
Problem des WirmestoBes eines, an einem Ende eingespannten Stabes untersucht. Nach Fest-
legung der entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen, lieferte mit Hilfe der Differenz-
gleichungen ein Digitalautomat die Losung. Die numerischen Ergebnisse zeigen die auf den
Stab hinsichtlich Verschiebung und Temperaturinderung ausgeiibte Wirkung der Geschwin-
digkeit und des Charakters des Stofles an.

HexoTopbie uH} poBLIe pe3y bTaThl 3aKa4d TePMOYAapa JJIMHHOIO cTeMKHRA.HUCXO0As U3
OCHOBHOI'0 yPABHEHHsi TEOPHH TEPMOYIIPYTOCTH Mbl BLIBEJIH YPaBHEHHS OJHOPOJHOH, H30TPOM-
HO#i Cpenpl M CTEPXKHSI, a 3aTEM Ha O0CHOBE 3THX YDPaBHEHHH MbI PACCMATDHBAJIH 3a7auy TEPMO-
yAapa CTepKHs, JKECTKO 3aKPeIJIEHHOro ¢ ogHoro Koxua. ChopmyiHpoBaB HauaJbHble U Kpae-
Bbi€ YCJIOBHS, pelieHHe Gbl1o MoJiyyeHo nocpeacTsom audepeHHANbHBIX YPaBHEHHd NpH No-
Mo IBM. Llndposbie pe3ysbTaTH NOKa3biBAKT BIHSHHE CKOPOCTH H KapaxkTepa yAapa Ha
H3MEHEHHE C/IBUTA H TEMAEPATYPbl CTEPIKHA.






PERIODIKUS MOZGASOK STABILITASA

SZERVANSZKY GYORGY*

Jelen munka a mozgdsstabilitds — lényegében Ljapunovtél szdrmazé — defini-
¢i6jabél kiindulva, a gyakorlat szdmaéra j6l hasznalhaté eljardst kivdan adni periodikus
mozgisok stabilitdsdnak eldontésére. Az eredmény tétel forméjaban nyer megfogal-
mazdst, amelynek alkalmazdsdra a dolgozat szimpéldét (Van der Pol egyenlet) mutat be.

Bonyolultabb rendszerek mozgéasinak vizsgalatakor gyakran felmeriilé
probléma, hogy a kialakul6 mozgis mennyire érzékeny a kezdeti értékekre.
A dolgozat célja j6l hasznalhaté kritériumot adni periodikus tulajdonsigokat
mutaté mozgisok stabilitasanak eldontésére.

A vizsgalat alapjai’'a mozgas stabilitidsara vonatkozd, lényegében Liapu-
NOVTOL [1] szidrmazé definicidk:

1. A mozgast leiré x = F(x) differencidlegyenlet rendszer x(0) = x,
kezdeti értékekhez tartozé § = §(t, Xx,) megoldasit stabilisnak mondjuk, ha
létezik & >0 vgy, hogy barmely & (¢) >0 esetében az x(0) = x, + 4x,
|4x,| << & kezdeti értékhez tartozé megoldis vonatkozisiban az

(8(t, x0) — B(t, xo + Axg)| <&
egyenlGtlenség teljesiil;

2. a mozgast leiré x = F(x) differencidlegyenlet rendszer stabilis § = §
(t, x,) megoldésit aszimptotikusan stabilisnak mondjuk. ha

lim E(s, x, + dx,) = §(¢, x,).

f &)

Tekintsiik ezek utin az

% = F(x), (1)

differencidlegyenlet rendszert. Legyen az x(0) = x, kezdeti értékhez tartozé
megoldas

g =E(x), (2)
az x(0) = x, + 4Ax, kezdeti értékhez tartozé megoldis pedig

gq=§ + 7 3)

* Szervanszky Gyorgy, 1119 Budapest, Allende-park 19.
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alaki. (3)-at (1)-be helyettesitve és ¥) szerint sorba fejtve

§+ 9 =FE + ) =FE) + FEn + Q) , (4a)
azaz
7 =F(Emn+ QE 1) (4b)
adédik. Itt a ’ az argumentum szerinti derivalast jelenti. Természetesen
tim 12 (5)
0 | 7|

teljesiil.

Bizonyos, késGbbiekben lathaté feltételek teljesiilése esetében a stabili-
tast (4) linearis részének viselkedése donti el. Eppen ezért vizsgalatainkat (4)
linearis részére korldtozzuk.

Tegyiik fel, hogy g T szerint periodikus. Igy az F’(E) matrix, amely a tid§
fiiggvényének tekinthetd, szintén T szerint periodikus lesz. Bevezetve az
A = F’ jelolést, (4) linearis részeként az

h=A(t) (6)

linesris differencidlegyenlet rendszer adédik. Tovabba teljesiil, hogy
A + T) = A@).

Az (5) differenciilegyenlet rendszerhez rendelheté matrix differenciil-
egyenlet
x = Ax. (7)
Ennek megoldasa lehet

Ul = 3" o~ 6oy xg (8)

alaki.
Mivel A T szerint periodikus,

T A() dr = LT A(x)dr = Q )

teljesiil. Ezzel

Ut + T) = e + [ A(2) dex, = MG(t) x, = MU(t). (10)

It
M =e? (11)

a megoldas un. fématrixa ([1], [2]).

Az altalanossag kiilonosebb korlatozasa nélkiill M-et diagonalisnak
tekinthetjik, ugyanis ez megfeleld hasonlésigi transzforméciéval mindig
biztosithaté.
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A (7) differencialegyenlettel ekvivalensnek mondjuk az
Y =BY (12)

differencialegyenletet, ha (12) V(t) és (7) U(t) megoldasa kozott nem elfajulé
linearis kapcsolat all fenn,

U(#) = $(z) V(2),

€s

S(t + T) = S(t) (13)

teljesiil. A mondott ekvivalencia teljesiil, mint ez a differencialegyenletek el-
méletébdl ismeretes, ha (7) és (12) differencidlegyenletek fématrixa egy hason-
I6sdgi transzformacié erejéig megegyezik.

A (7) egyenlettel ekvivalens (12) egyenlet B egyiitthatéja valaszthaté
id5tdl fiiggetlennek, ugyanis ekkor

V(t) = ¥ Y,
azaz egyrészt
V(t + T) = 8T V(¢)
teljesiil, masrészt (10) alapjin
U(t + T) = MU(z)

adédik, és ezzel az ekvivalencia miatt az

M = 87 (14)
osszefiiggést nyerjiik.
Ezzel tehat az (5) differencidlegyenlet megoldasa

n(t) = S(t) ey (15)

alakban allithaté el8, ahol (9), (11) és (14) alapjan
B =—-4. (16)

Legyenek B sajatértékei A;-k, ekkor M a kovetkezd alakban allithaté els:

M=J[eATO. ... .0
(17)
0 . . . .. 0 et
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fgy, ha valamennyi

R,A <0,
akkor (15) megoldasra teljesiil a
lim n(t) =0
1—+oc

egyenldség. Ezzel, figyelembe véve (4)-et és (5)-6t, az eredeti (1) differencial-
egyenlet rendszer x(0) = x, + 4x, kezdeti értékekhez tartozé megoldisira
vonatkozé érvényes a

lim E(t, x, + 4x,) = E(t, x,)

t—>cc

osszefiiggés, azaz a megoldas aszimptotikusan, és igy kozonséges értelemben is
stabilis. Megfogalmazhatjuk tehat a kovetkezd tételt: az x = F(x) differen-
cidlegyenlet rendszer x(0) = x, kezdeti értékhez tartozé § = g(t, x,) megol-
dasa aszimptotikusan, és igy kozonséges értelemben stabilis, ha az

) oF
n _— —
09X [x=¢(1)

(18)

lineéris differencidlegyenlet rendszerhez rendelhet§ matrix-differencialegyenlet
diagonalis fdmatrixa valamennyi elemének valés része egynél kisebb.

Alkalmazzuk eredményiinket a jol ismert Van der Pol-féle egyenletre
([3], [4]). Az egyenlet

x+px2—1)x 4 x=20 (19)

alakd. (u > 0).
A megfelel§ egyenletrendszer:

x=y
y=—x+ py — px’. (20)
Legyen (19) megoldasa
x = h(t),
ezzel )
y = h(t).

Elsallitva (18)-at a kdvetkezd egyenletrendszert kapjuk:

Sl ] e
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Ahhoz, hogy tovabb léphessiink, h-nak legaldbb kozelitd ismerete sziikséges.
Tegyiik fel, hogy u kicsi és legalabbis ¢ > 0 esetében

h(t + T) = h(2).
(19) alapjan latszik, hogy az

j T hdr = 0,

!
r+T
Jt

fHTiﬁdr = N, és végiil

t

h?dv = N (konstans),

[T hsia = N
osszefiiggések teljesiilnek. A megoldast Fourier-sor alakjaban keresve, a fentiek

miatt h = h(t)-re a
h = 2sin (¢t + t,)

kozelité megoldas adédik. Ezzel (11) és (16) alapjén

e 1]
T -1 —u
lesz. B sajatértékeit a
det (B — AE) = 0
egyenlet alapjan nyert
A2+ ui+1=0

karakterisztikus egyenlet gydkei szolgaltatjak:

2
A= — 4 2V 1.
e 2 £ {2)
Mivel

0<u<l,

a sajatértékek valds része negativ, s ezzel a fé6matrix elemeinek valés része
egynél kisebb. Tehat tételiink alapjan megallapithatjuk, hogy a mondott fel-
tételek teljesiilése esetében (0 << p << 1) a Van der Pol-féle egyenlettel leirt
mozgas aszimptotikusan stabilis.

Osszefoglalva a dolgozatban mondottakat tgy tiinik, hogy a leirt méd-
szer konnyebbé teszi a problémak numerikus (gépi) kezelését, mivel igy elkeriil-
het6 — adott esetekben — a sokszor konnyen meg nem talalhaté Ljapunov-
féle fiiggvény vizsgalata.



80 SZERVANSZKY GYORGY

IRODALOM

1. PoNTRIAGIN, L. Sz.: Kozonséges differencial egyenletek. Akadémiai Kiadé, Budapest 1972

2. Pams, L. A.: A treatise on Analitical Dynamics. Heinemann, London 1965

3. Haan, W,: Stability of Motion. Springer-Verlag, Berlin 1967

4. FARgAs M.: Nem linedris rezgések. Differencial egyenletek és mfiszaki alkalmazisaik c.
nyéri iskola. Miskolc-Egyetemviros 1977

Stability of periodic movements. Starting from the definition of movement stability
actually created by LyapuNov, the present paper attempts to offer a well adaptable method
for practical use, suitable for deciding on the stability of periodic movements. The result is
defined in the form of a theorem whose application is illustrated by means of a numerical
example (Van der Pol equation).

Stabilitiit der periodischen Bewegungen. Die vorliegende Abhandlung soll von der
— im wesentlichen von LJAPUNOW stammenden — Definition der Bewegungsstabilitit aus-
gehend, der Praxis eine gut brauchbare Methode fiir das Ermessen der Stabilitit periodischer
Bewegungen darbieten. Das Ergebnis ist eine Formel, fiir deren Anwendung ein Zahlenbeispiel
(Van der Pol-Gleichung) angefiihrt ist.

YceroituuBocTh nepHoanyecKU X ABKenuii. Hacrosmas paGora, nocssmeHHast yCToiuH-
BOCTH ABIDKEHHI, — HCOO/Ib3Yys1 OMpelesieHHe, NMpHHajIeKauee JIAnyHoBy, — npeljaraer
MPaKTHYECKHI METOX A5t PeleHust yCTOHUMBOCTH NePHOAHYECKHX NBHYKEHHIt. PeaynbTat chop-
MyaupoBaH B GoOpMe JIEMMbI, TPUMEHEHHOH [/Isi PAcCuéTa MPaKTHYECKOH 3afauyH (ypaBHEHHs
Ban aep Ionst).



KETFAZISU DISZKRET RUDMODELL )’IZSGALATA
DISZKONTINUITASOK ES KEPLEKENY
ALAKVALTOZASOK FIGYELEMBEVETELEVEL

TASSI GEZA
A MOSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

és

ROZSA PAL
A MATEMATIKAI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

A dolgozat ekvidisztins kézokben egyméshoz kapesolt koaxidlis elemekbsl 4ll6
egydimenziés modell (pl. a legegyszeriibb vasbeton riid modellje) fesziiltségi-alakvalto-
zasi allapotait targyalja. A modell egy-egy ridjanak megfolyasa esetében a szerkezet
merevségi matrixat egy-egy didddal kell médositani. A médositott matrix inverzének
elgallitasara vonatkoz6 tétel, valamint a kontinudns és egypiri madtrixok sajitossa-
gainak felhaszndldsaval, Csebisev-polinomok segitségével, analitikus tdton, zdrt forma-
ban felirhaték a diszkontinuitdsok (repedés sth.) egyik oldalan levé kapecsoléelemek
képlékeny alakviltozdsai esetében az erdjitékra jellemzd mennyiségek. A képletek
tartalmazzik a diszkrét modell osztdskozének jellemzdit, igy az analitikus eljards
segitséget nydjt finit médszerek esetében a célszeri halésiirfiség megvélasztisshoz.

1. Bevezetés

A mérniki gyakorlatban egyre gyakrabban talalkozunk olyan problé-
makkal, amelyek a rugalmas kontinuumfeladatok megoldasakor alkalmazott
klasszikus mdédszerekkel nem oldhaték meg.

A diszkontinuitassal kapesolatos kérdések egyik legjelentSsebb teriilete
a torési mechanika. A linearisan rugalmas testben kiilonféle geometriai elren-
dezésii repedések, iiregek hatasinak analitikus dton valé vizsgilata lehetséges
egyes jellemzd alapesetekben (pl. [10]), és szdmos képlékenységtani feladat
megoldésara talilunk zart formuldkat (1. pl. [5]). Kétfazisd rendszerek (vasalt
betonelem stb.) helyi fesziiltségéllapotait a klasszikus vasbetonelmélet miiveldi
is vizsgaltak analitikus dton egyes esetekben (pl. [2]). Kétfazisd, diszkontinui-
tassal zavart, rugalmas-képlékeny allapotban levd specialis elem analitikus
targyalasara a hazai gyakorlatban is van példa [9].

A finit médszerek hazai elterjedése a targyalt problémakérbe tartozé
szamos feladatra hozott megoldast, pl. kétfazisd, képlékeny tartoméanyokkal
rendelkezd szerkezeti elemekre [1], [4] vagy a diszkontinuitisok egyes kér-
déseire [3].

A finit médszerek alkalmazasa rendszeresen felveti az alkalmazandé
véges elemek halézatanak kérdését, hiszen a durva osztist a szamitds meg-
bizhatésiga sinyli meg, a til finom pedig megsokszorozza a gépi szamitasi
munkat.



82 TASSI GEZA - ROZSA PAL

Diszkrét feladatok analitikus iton valé megoldisa szidmos miszaki
probléma kézvetlen megoldasa szempontjabél jelentds. Leginkabb azonban
a diszkrét modell felvétele tekintetében kapunk az analitikus megoldassal
értékes informaciékat, mivel az eredmények a diszkrét modell jellemzdit (osz-
taskoz stb.) tartalmazzak. Minthogy ilyen jellegl vizsgilatok szama a kozel-
miltban végzett hazai felmérés szerint [6] igen csekély, indokolt a témakdr
jellegzetes feladatok megolddsa ttjdn valé mivelése.

2. A modell
Tekintsitk az 1. abran vazolt, ekvidisztans kozokben egymashoz kap-

csolt két elembél 4ll6 6sszetett rddmodellt. A ridmodellre csak axialis erd hat.
A b jelli elem merevsége b, az a jeliié vb, a kapcsoléelemeké yb.

® f.

3. A diszkontinuitisok hatasa a rugalmas ésszetett elemre

A b jeld ridban k helyen ad6dé diszkontinuitis hatasa, a diszkonti-
nuitasok (szakadasok, repedések, atvagasok) helyén ad6dé relativ elmozdula-
sok, az egész elem merevségének médosulasa a diszkontinuitisok kévetkezté-
ben, valamint a bels§ erdk (az a és b jeld rid szakaszaiban és a kapcsoléele-
mekben haté erdk) valtozasa linearisan rugalmas anyagi rudakbél és kapesols-
elemekbdl 4116 komplex modell esetén zart formaban felirhaté [11].

A modell vizsgalatara elmozdulasmédszerrel felirt egyenletrendszer ana-
litikus alakban valé megoldasat a rendszer egyiitthatématrixa sajatossigainak
felismerése, valamint a kontinuins matrixokra és egypari matrixokra vonat-
koz6 tétel [7] alkalmazisa tette lehetdvé.

A diszkontinuitisokat, mégpedig tetszleges, k > 2 szdmi szakadast,
az eredeti — diszkontinuitdsokat nem tartalmazé — modell K merevségi
métrixdnak k didddal valé médositasa dtjan lehetett figyelembe venni. A mé-
dositott merevségi matrix

K- ww* 1)
(1. {11] 5.3 pont).
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4. Képlékeny alakvaltozasok hatasa a diszkontinuitasokkal rendelkezé
modell erGjatékara

A vazolt ridmodell elemeinek képlékeny alakviltozasat kiilonféle terhe-
lési esetekre nem kisérjitkk nyomon. Csak azzal a speciilis esettel foglalkozunk,
amelyben a diszkontinuitasok egyikénél, a folytonossig megszakadasanak
egyik oldalan, azonos elGjeli riderdt kifejtd f szami kapesoléridban egyszerre
a T, folyast el6idézd riders adédik (2. abra).

T

Te

arctan(¥b)

Alcb=ui+‘l -U;

2, ébra

Ha a teher egy el6z6, ¢, — képlékeny alakvaltozas nélkiili esetre vonat-
kozé6 — paramétere g-ra novekszik, és ennek soran fellép f helyen a T kap-
csolati erd, az ehhez tartozé u elmozdulasvektorra (melynek elemei a b ill.
a rid diszkrét pontjainak elmozdulasai) a

Kl = gc - qn = qc -t TFVC (2)

egyenlet irhaté fel. Itt K” a diszkontinuitasok, valamint az f helyen felléps
folyas miatt médosult egyiitthatématrix, ¢ az egyparaméteres tehervektor
(esetiinkben csak két eleme nem 0, I. 1. dbra). A q,, vektornak azok az elemei
zérustol eltérbek — éspedig T ill. — T, nagysagiak — amelyeknek megfelels
indexii pontokba az f szami megfolyt kapcsolérid fut be (v.6. [8]).

Egy-egy rid megfolyasa a tovabbi teherre a rid merevségének elveszi-
tését jelenti, azaz a merevségi matrixbél egy-egy b)/yv |pv¥ alaki diddot
kell levonni, ahol

Az e vektor f szami csupa 1 elembél 4ll6 6sszegezd vektor.

6!
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A K" egyiitthatématrixot gy kapjuk, hogy a diszkontinuitasok miatt
médosult K — WW?* matrixbél levonjuk az f kapcsolat megfolydsat reprezen-
talé f diadot:

K'=K—- WW* — yVyyV*, 3)

A feladat a (2) egyenlet megoldasa, amelyhez a (3) egylitthatématrix
invertaldsira lenne sziikség. A teljes inverz eldallitasa elkeriilhetd, ha figye-
lembe vessziik, hogy a (3) invergének az (1), mar ismert L (1.[11]) inverzétél valé
eltérése zart alakban felirhaté és a (2) jelii q,,, ill. ¢ vektorral valé szorzas a
tovabbi szamitast nagy mértékben egyszeriisiti. Igy lehetdvé vilik a kovetkezs
menynyiségek kiszamitasa:

m) = yLV(E — pV*LV)~1V* Leq + LV(E — yV*LV)~'eT,, (4)

ami a diszkontinuitasokkal rendelkez§ rugalmas rid pontjainak az elmozdu-
lasait jelentd vektor f szami kapcsolérid megfolyasa miatti médosulasat
jelenti;

Mu¥) = (NQE,) {ch + yLV(E — pV*LV)~1V* Leqg +

* —~1 (5)

+ LV(E — pV*LV)"1eT,},
s ez az f helyen fellépd folyas esetében, a b ill. a jelli rid szomszédos pontjai-
nak relativ elmozdulasat, a szakaszok nyiulasat adja a q teherparaméter eseté-
ben. A kapcsolérudak f kapcsolérid folydsa esetében adédé hosszvaltozasat a

i — b o — o hH (L) h
Auf) = uff — uf = uf -+ mi — uP — mf

osszefiiggés adja, ahol a ¥ fels§ indexii vektorok a k diszkontinuitassal ren-
delkezd rugalmas rid esetére utalnak.

Az egész rid merevségének a plasztikus deformaciék miatti médosulasara
a terhelt ridvég pontjainak elmozdulas-valtozasa jellemzd (m{f}).

Az (5) Osszefiiggésben szerepld miiveletek elvégzése hosszadalmas sza-
molast igényel, de a felléps matrixok szabalyos szerkezete lehet§vé teszi, hogy
analitikus alakban kapjuk a megoldast. Ehhez mindenekelstt az

E - yV*LV (6)

inverzét kell meghatérozni. Kénnyen ellengrizhetd, hogy V*LV egypari matrix,
amelynek inverze csupan a sarkokban médositott egyenletes kontinuins
mitrix. Igy a keresett inverz elemeit hiperbolikus fiiggvények segitségével
zart alakban felirhatjuk.

Az (5) képletben kijelolt kiilonbségképzés elvégzésekor vessziik figye-
lembe, hogy az LV matrix elsé i, — 2 soraban az elemek kiesnek. A rugalmas,
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diszkontinuitiasokat tartalmazé esethez képest természetesen csak az i, — 1-
tdl i, + 1-ig terjed6 csomdépontokon fog a médosulas jelentkezni.

A tovabbi miiveletek kevésbé bonyolultak, mivel csak viszonylag egy-
szeri szorzasokat igényelnek. Igy pl. a (4) vagy (5) g-val arényos elsé tagjaban
a V*Lc szorzatra

1

Vihe = — 2 (¢, —cp) ek
4 2sinh '2— cosh (ir+1 —_ i,)'z—

-[sinh (hl—izi‘i—:]ﬂJ; t=1,2,...f

adédik. A & paramétert a
1+

4 sinh? ﬂ =

kifejezés definidlja (1. {11]). A T-fel ardnyos tagbhan a (6) inverzének elss
oszlopa szerepel, amelynek elemei

2 sinh"’%— 14

(E— yV*LV)~le = lf225inh2% +f

sinh [f — 1 — (4, — §)]
sinh [f_ (ir+l - "r)]"9

+ 2sinh? 19-{[;'](,— [y i=1,2,...f.
2

s

A tovabbi szorzasokat is elvégezve pl. a merevségre jellemz6 mennyiség
viltozdsat az

qy(cs + ¢J) —— - l cosh

mif.) = r
42 sinh2 ? cosh? (i, — i,) ? I

, . 1
Yy — l’r_f+? 8-

5 sinh’f—?— P
- tanh (i, — i, — f)? S + cosh (4, — ir)? :

sinh —

2(f + 1) sinh (irsz — , — ) = + feosh

ir+1 — ir
v r H —
]
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sinhf%
—— ~cosh(i,, — i, —f+ 19| -
L, B
sinh —
sinhfi .. 1 P
L2 sinh 2T Tl gsinh (i — i, — f) —
. 2 2
sinh —

alakban kapjuk. Hasonlé médon nyerhetd a (4), ill. (5) ¢ ill. T, paraméterekkel
aranyos része.

5. Megallapitasok

Bemutattuk, hogy szabalyos jellegii, de diszkontinuitdsokkal rendelkez6
rugalmas sszetett riidmodellben fellépd egyes képlékeny alakvaltozasok hatisa
a plasztikus deformaéciékat nem tartalmazé esetek alakvaltozasi allapotanak
ismeretében analitikus médon targyalhaté.

Természetesen terjedelmesebbek a formulak, ha nem csak az itt targyalt
elemek plasztikus deformaciéjdnak hatdsat vizsgaljuk.

Az itt bemutatott eset is alkalmas azonban arra, hogy a diszkontinuita-
sokkal és képlékeny alakviltozasokkal is rendelkezé diszkrét ridmodell erd-
jatékardl képet kapjunk. Az ilyen diszkrét szerkezet a gyakorlatban sok eset-
ben a folytonos kétfazisdi elem (pl. vasbeton rid) modellezését szolgilhatja.
A diszkrét modellre kapott osszefiiggések a csomdponti indexeket, vagyis
tulajdonképpen az osztaskozt mint paramétert tartalmazzak.

Ez lehetGséget ad arra, hogy a kidolgozott eljaris, ill. 6sszefiiggések segit-
ségével képet kapjunk a folytonos kétfazisi elemek — a diszkontinuitasokkal
és képlékeny alakvaltozisokkal is osszefiggé - finit modelljeinek célszerd
megvalasztasardl.
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Examination of a two-phase discrete bar model with discentinuities and plastic defor-
mations taken into consideration. The stress and strain conditions of a one-dimensional model
consisting of coaxial elements interconnected in equidistant intervals (such as the model of
the simplest reinforced concrete bar) are discussed. If a bar of the model yields, the stiffness
matrix of the structure is modified by one outer product. By making use of the theorem on
the inverse of a modified matrix, the properties of the tridiagonal and one-pair matrices,
and the Chebishev polynomals, the quantities characteristic of the play of forces can be
analytically expressed in a closed form, if the connecting elements at one side of the discon-
tinuities (cracks, etc) have undergone plastic deformation. The formulae contain the mesh
characteristics of the discrete model, thus the analytical method described gives assistance
for the selection of the most expedient mesh in the case of finite techniques.

Untersuchung des zweiphasigen diskreten Stabmodells unter Beriicksichtigung voen
Diskontinuititen und plastischen Forminderungen. Die Arbeit behandelt den Spannungs-
und Forminderungszustand des aus miteinander in #dquidistanten Intervallen verbundenen
Elementen bestehenden, eindimensionalen Modells (z. B. das einfachste Modell des Stahl-
betonstabes). Wenn einzelne Stibe des Modells zu flieBen beginnen, muB} die Steifigkeitsmatrix
der Konstruktion jeweils um eine Dyade geiindert werden. Mit Hilfe des Satzes beziiglich der In-
verse einer geiinderten Matrix, sowie durch Anwendung der Eigenschaften der Kontinuanten und
der Einpaarigen Matrizen, sowie mit Hilfe der Tschebischewschen-Polynome kénnen im Falle
plastischer Forminderungen in analytischer Weise, in geschlossener Form die fiir das Kriifte-
spiel charakteristischen Werte der auf einer Seite der Diskontinuitiit (Risse usw.) befindlichen
Verbindungselemente aufgeschrieben werden. Die Formeln enthalten die Charakteristiken
der Maschenweite des diskreten Modells und so bietet das analytische Verfahren im Falle finiter
Methoden die Moglichkeit eine zweckmiiflige Maschenweite zu wiihlen.

HccenenoBanue aABy xhpa30B0# JUCKPETHOH MO M CTEPIKHA € YYETOM pa3pbiBOB M NJIACTHU-
yeckux aedopmauuit. B palore paccmaTpHBaiOTCst HanpsHKEHHO-IeGOPMALHOHHBIE COCTOSTHHH
eXHHOPa3MepHOit MoJe/IH CoCTosIlel H3 SKBHIHCTAHTHO CLENJIEHHBIX COOCHBIX 3/1IEeMEHTOB, KaKo-
BOii ABISIETCSA H MOAEIb MpPOCTCHIIEro >Keae300eTOHHOro CTep>KHs. B ciyyae moTeka OZHOrO
CTEP>KHSI MOJIEJIH MATPHLY YKECTKOCTH KOHCTPYKLUHH HaA0 MOAH(HLHPOBATE MO OHOMY AHany.
Ioae3ysce Teopemoit o mosyueHHH 06paTHOH MOTUGHUUPOBAHHON MATPHLIBI, @ TAKYKE HCMONb30-
BaHHeM ocobeHHocTel $IKOOHEBBHIX H OJHOMAPHBIX MATPHL, MPH MOMOLUH MOIHHOMOB UebhimeBa
MO>KHO HanmuCaTb XapaKTEPH3YIOWIHE YCHIMS1 3HA4YEHHS, B Clyyae MacTHuecKHux aedopmariuit
CLEMJIHTEbHBIX 3JIEMEHTOB Ha ORHOH CTOpDOHE pa3peiBa (Hamp. TpeuuHsl.). GopMyJILl Coxep-
>KAT napameTpsl ulara AUCKPETHOH MONEJH TAaK aHaJHTHYECKHH METoH crnoco0CTBYeT BhiGOPY
uesiecoofpa3Hoiil BEHYHMHBE Iara CETKH B CIyyae MPHMEHEHHs1 KOHEYHOT0 MeTo/1a.






NAGYFESZULTSEGU KABELEK KIFEJLESZTESE
SORAN VEGZETT MECHANIKAI VIZSGALATOK

THAMM FRIGYES* és GATI ROBERT**

Nagyfesziiltségii kdbelek vezetdje és szigeteldcsive kozotti paldstnyomds el6nyé-
sen befolydsolja a kabel itiitési szildrdsdgat. A palastnyomds ismerete a gyértasellen-
Orzés szempontjabdl fontos, de értéke szamitdssal a megkivant pontossiggal nem ha-
tarozhaté meg. Kisérleti meghatdrozdsdra a szerzdk kidolgoztdk a lenyomé-lehtizé
vizsgdlatot. Az abbél 4ll, hogy a kébel egy levagott szakaszarél a szigeteldesdvet elGszor
egy darabon lenyomjidk, majd ezt kivetSen teljesen lehiizzdk a vezetdrél, mikézben
folyamatosan regisztriljak a lenyomé- ill lehizé erdt. A dolgozat ismerteti a vizsgdlat
elméletét, levezeti a palastnyomas meghatéirozasihoz sziikséges képletet és megvizsgilja
ingadozé palastnyomads hatésit a lenyomé-, ill a lehiizé erd és az elmozdulas kozotti
osszefiiggésre. Az elméleti iton kiad6dé lenyomé-, lehiizé diagramokat Gsszehasonlitja
kisérletileg felvettekkel is.

1. Bevezetés

Nagyfesziiltségii erdsarami kabelek tobbnyire tomor hengeres aluminium
vezet$bdl és az azt koriilvevd nagynyomasu polietilén szigeteléesGbél allnak.
A szigetelGesovet extrudalassal viszik fel a vezetSre. Az extrudalas uténi lehii-
lés sordn a szigetelfcsd razsugorodik a vezetfre, a kett§ kozott palastnyomais
ébred, amelynek értéke a lehiilési sebességt§l, valamint a polietilénben a
lehiilés sordn fellépd anyagszerkezeti médosulasoktél (kristalyosodas) fiigg és
szamitdssal a megkivant pontossiggal nem kévethetd.

Mint mir régebben ismeretes [1], [2] a kdbelszigetelésben jelentkez$ min-
den iireg és hézag erSsen rontja a kabel atiitési szilardsagat, és ugyanez vonat-
kozik a kabel és a vezetd kozotti esetleges hézagokra is. Minthogy a hézagot
a vezet$ és a szigetelGcsé kozotti palastnyomais tiinteti el, fontos a kabelek
mindségellendrzése szamara a palistnyomds ismerete, amint erre Karpos [3]
mar régebben ramutatott.

A palastnyomés meghatarozasara vonatkozé korabbi kisérletek a kovet-
kez6 nehézségekbe iitkoztek.

a) A szigetel3cs6 anyagdnak rugalmassagi modulusa E = 100 MPa kériil
van. A szigetel§esd kiils§ felszine az extrudalasi technolégia miatt nem eléggé
egyenletes. A szigetel§csd atmérdvaltozasinak mérése a vezetd eltdvolitasakor
ezért nem végezhetd el a megkivant pontossiggal.

* Dr. Thamm Frigyes, 1026 Budapest, Széplak u. 1.
** Dr. Gati Rébert, 1125 Budapest, Zalai u. 1/c.
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b) A szigetelcsdnek a vezetdrsl valé lehizdsakor mért erdbél a palast-
nyomas kozelitSleg meghatarozhat6 ugyan, de csak a — meglehetdsen bizony-
talan, ingadozé — sirlédasi tényezd ismeretében.

A fenti nehézségek elkeriilésére dolgoztik ki a Budapesti Miiszaki Egye-
tem Miszaki Mechanikai Tanszékén a Magyar Kabel Mivek felkérésére a
szerz8k a lenyomé-lehiizé vizsgalatot, amellyel meghatarozhaté a kabel vezetd-
ere és szigetelSesove kozotti palastnyomas a sirlédasi tényezd ismerete nélkiil.
A vizsgalat egyben lehetdséget ad a sirlédasi tényezs atlagértékének meg-
hatarozasara is.

Lp
o il Lo
a. f
Vezetd | i F e Szigetelés
b B D 224
3 o e L
|
74
d l l =
¢ | 7.
T FE |
DT R
e F
| B Lt
1. ébra

2. A mérési médszer elve

A vizsgalathoz a kabelb§l L, hosszisagi szakaszt vagnak le és ennek
L, hossziisagi részérl eltavolitjak a szigeteldcsovet (la abra). Az igy kapott
probatestet szakitgépbe megfelelden befogva, az 1b abranak megfelelden adott
szakaszon lenyomjik a szigetelScsovet, mikozben felveszik az elmozdulas-
nyoméers diagramot. Utdna a prébatestet a lehizott szigeteldcsd-szakaszon
befogva a szigetelScsovet lehizzik a vezet6rdl (1d abra), mikézben ismét
regisztraljak a hdzéerst. A mérés soran felvett erd-elmozdulas diagram jelle-
gét az le abra mutatja. A prébatestnek nyomasbél hiizasba valé atfogasakor
a lenyomas végén észlelt F, erd a nala nagyobb F. hizéerére médosul, amit
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a szigetelGcsében elGjelet valt6 tengelyirdnyu fesziiltség altal elGidézett eltérs
keresztkontrakeié okoz. A palastnyomas értéke Fp, és F';, ismeretében a préba-
test geometriai méreteibl meghatarozhaté.

3. A kiértékel6 osszefiiggés levezetése

A prébatestet lehizas kozben a 2. dbra mutatja. Az F . er§ okozta kereszt-
kontrakei6é miatt a vezets és a szigetel6esd kozotti palastnyomas az eredetileg

) LZ
' dz z

}6,+d6, <4146,

s

ﬁ
5n

T=mp \|P
6
&
2. dbra

pPo értékrél p = p, + p* re valtozik. A dz hosszelemre felirt tengelyiranyu
erdosszetevok egyensilyabol alabbi Osszefiiggés adédik:

]

—do, =2 ———u(p, + p*) ds . (1)
1
Itt u a surlédasi tényezd a csé és a vezetd kozott.

A kabel gyartastechnolégiajabol kovetkezgleg az eredeti p, paldstnyo-
mashoz tartozé o, fesziiltségosszetevd elhanyagolhaté. A vezet6 a szigetels-
cs6hoz képest gyakorlatilag tokéletesen merev, ezért a szigetelGesé belss at-
mérdje a o, hatasara nem valtozhatik. Ebbél a feltételbdl, valamint a vastag-
fali csdre vonatkozé ismert osszefiiggéseket [4] is figyelembe véve, o,-re az
alabbi 6sszefiiggés adodik

1 2 2
i, = p* [- e o L 1], @)
v 12 —1?
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ahol » = 0,5 a szigetel6csé anyaganak Poisson-tényezdje. (2)-bél p*-ot kife-
jezve és (1)-be helyettesitve az alabbi differencialegyenletre jutunk

9 | Bo,— —4, (3)
dz
ahol
2r
4= 2 : 5 HPo>
rp —ny
és
2r, py

B+r+u—r)
Ennek megoldasa

A
o, = Cye~ B2 — 5 (4)

A keriileti feltételt, C; ennek alapjan meghatarozott értékét és a megoldas
alakjat a lehizé és a lenyomé periédus szdmara az I. tablizatban allitottuk
Ossze.

L. tablazat

A C, integrdciés dllandé értéke a lehiizé és lenyomé periédus szémdra, valamint o0, kifejezése

Lehiizés Lenyomaés
L<L,<L, 0< L, <L
Keriileti
feltétel z=L—>Uz=0 z2=0—-0,=20
(o A|BeBE A/B
o, A[B[BE™D 1] | 4/B[e~5* — 1]

A lehiizé periédus kezdetén
Fro= (3 = (0o = - [e28 — 11 — ), (5a)
a lenyomé periédus végén
Foo= —(3 = ) a(odmg = - [L — < 2Y} — hm. ()

Mivel p, értéke az (5a) és (Sb) képletben azonos, a két egyenletet egymassal
elosztva és rendezve

eBL — %T_O_ (6)
Do
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adédik, amit (5a)-ba vagy (5b)-be helyettesitve és bevezetve a f = ryfry,

A= Lfry, oop = Fp,/(rin) és 04,y = Fpof(rin) jeloléseket
Py = d 1 1 * (7)
b — 1) 4 11| =
Tony Oon

valamint (6)-bél hasonléképpen

_ABE-—D 4+l o

25 Cony

[ (8)

adédik.
4. A levezetett dsszefiiggés kisérleti ellendrzése

A (7) képlet feltételezi, hogy p, értéke a prébatest hossza mentén 4llands.
Hogy ez a feltétel tényleges kabelszakaszoknal mennyiben teljesiil, azt abbél
lehet megitélni, hogy az elméletileg levezetett hiizéers-elmozdulas ill. nyomé-
er§-elmozdulas diagram mennyire egyezik a kisérletileg felvett diagramokkal.
Ebbél a célbél az (5a) és (5b) képletbe L helyébe a valtozé L,-t helyettesitjiik
be és az (5a) egyenletb§l kiadédé F . huzéerdt L << L, < L, szakaszon, az
(Sb) egyenletbdl kiadédé Fp, nyoméerdt 0 <Z L, < L szakaszon diagramba raj-
zoljuk. A 3. dbra A és D része egy-egy ilyen szdmitott lenyomé-lehizé diagra-
mot mutat a IT. tiblazatban 6sszefoglalt kiindulé adatok alapjan. Az adatokat
mindkét esetben ténylegesen legyartott kabeltipusoknak megfelelen vettiik fel.

II. tablazat

A 3A és 3D dbran bemutatott szdmitott lehiizé-lenyomé diagramokhoz felveti alapadatok

Abra jele 3A 3D
L [em] 10 P10
Ly [em] 25 ‘ 25
r [em] 0,69 0,68
re {cm] 1.2 S
fn 045 0,15
Po [bar] 1,868 .  1.669
B [1/cm] 01136 | 00353

A 3. abra B és C része az A-résznek megfelel§ kabeleken kisérletileg fel-
vett lenyomé-lehiizé diagramokat mutat. A mért gérbék a szamitott gorbékkel
jol egyeznek. A 3. abra E és F része a D-rész szamitott gorbéjének felel meg.
Itt a mért diagramok a szamitottél még jelleghen is erdsen eltérnek, ami a
palastnyomas erdsen egyenldtlen voltara utal.
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Mindkét kabeltipusb6l nagyobb szami prébatesten végeztiik el a palast-
nyomas meghatarozasit. A palastnyomas-értékek gyakorisagi eloszlasat a 4.
abra mutatja, eunek A-része a 3. abra 4, B, C részeinek, B-része a 3. abra
D, F, E részeinek felel meg. El6bbinél jol felismerheté a normaleloszlas, mig
utébbi eloszlasa nem mutat szabalyszeriiséget, a palastnyomas-értékek sok-

) [daN] Fr [daN]

0
50* .
B o 100 1 " §[daN]  F [daN]
30 30 30
0] s 20 20|
10 | 10 1 10 ]
Vid Lem] \
; Bty eml o 0l ;
5 10013 % 20 25 0 5 10 10 15 20 25 [cml
s
F [daN]  F [daN] Lo Foilch] q.i[daNJ
B 5o V‘ E. 4o 40
40 100. 30 304
30 20 20.
20 50. Wi el %
8 (3 *
10 o 0. 04
0 5 10 0 15 20 25 [cml
0]
TP E DB F IdaN]  F [daN]
FtdaNl  FrdaNy [ ] 1
0. 40/
" F.
30 30
c.
40 100 20 20,
104
30 L 2 u:{
OB A e S LR
o b 0 5 10 10 B 20 25 [em)
10 @
0 0.
0 5 © 10 15 20 5
Lcm]
3. dbra

kal erdsebben szérnak. A 3. dbra A, B, C részei 1974. évi gyartashél, az dbra
D, F, E, részei 1969. évi gyartasbol szarmaznak. A 3. és 4. abrak 6sszehason-

litasa j6l mutatja a két gyartas kozotti id6ben elért fejlédést az egyenletesebb
gyartasi technolégia iranyaban.
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R
N 10.1 A
94
8 $13.8/23.4
94
[
5
4 |
3]
24
IR N
0 T T T '! T !—'L

Sy 2880
R Bar

o TOAS OF . %2 18 e

'.& $13,8/24.3

O =N W > un

G0k > 0h a2 A8 20 2% .80 A2
; p Bar
o

4. dbra

5. Periodikusan valtozé palastnyomads elméleti vizsgalata

Mivel egyes, az elméletileg levezetettsl eltérs lenyomé-lehiizé diagrambél
arra kellett kovetkeztetni (7. dbra), hogy a palastnyoméas a prébatest hossza
mentén periodikusan viltozik, ezt az esetet elméletileg is megvizsgaltuk.
Ehhez a (3) képlet A allandéja helyett az alabbi figgvényt vettiik fel

A(z) = A, + A, sin li (z + ) - 9)
h

Itt 4,, A,, 1, és z, dlland6k. Bevezetve még a
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allandékat, a (3) differencidlegyenlet megoldasa alabbi alakban irhaté fel

o,=Cte Bz _ A(z), (10a)
ahol
AR D[sin Bty o L. ety (10b)
B 1, BI, L
G,, 10MPa
L=15cm r,=0875 cm
Lenyomas z3 \ Lehizds Lz25¢m: 6=1.328.cm
Gzny 10 MPa \ \ p
\ .'. I Il
\\ p,=all.l - s
15 \'-,; A"—-:0,5
\\ A,
\

LU
/€\.

Z,=0 X7
N
5 ] \'\
2 Z,=5cm /\3\
| T
N
0 0
25,23, 2% 119 17815 1513 . 1B 9vwiZi. B 3,130
7. Lcml

5. @ébra

A keriileti feltételt hizds és nyomas szamara, C, értékét és a teljes megoldast
a két szakasz esetén a III. tablazatban foglaltuk 6ssze.
IIL. tablazat

A C} integracios dllando értéke a lehtizé és lenyomé periédus szamdra, valamint o, kifejezése perio-
dikusan valtozé palistnyomds esetében

Lehazas l ©Uenyomas
L<L, <L, | 0<lz<L
|
Keriileti
feltétel 3=L—+0,=—0 z2=0—+0,=0
2; DeBL )/ 2]
z DeBL?) _ A(z) Ye-B2 _ A(2)
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Az er6 a lehiizé periédus kezdetén és a lenyomé periédus végén:

Fry = [PeBL — P|(r3 — )=, (11a)
Fyo= [® — Ve BL|(r} — r})=. (11b)

A sirlédasi tényezére ezittal is érvényes a (8) osszefiiggés.

6, 10MPa % il
Lehuzas
% ).1:0,3
22 L=50cm
20 L°=350m
L ; PP z,=0 ¢
nyoma =
enyomas & N p,=2Bar
" \
62ny 10 MPa 12
10 10 _—
8 8
6 M- 6 \¥
& 4
N
2 2 —
0 0
S0 48 46 44 42 40:38 38 . 34 532730728°968:24 122 20 18 16 1% 12 1086 4 2 0
z [cm]
6. dbra

A (3) 0sszefiiggés értelemszerii alkalmazasaval a palastnyomas kozép-
értéke

Y
Po=ri ke A,
2ury

az erre szuperponilt ingadozé nyomasamplitidé pedig

i
WL o A
2ury

A o, fesziiltségiosszetevd valtozasat a lenyomé és lehiizé periédus soran
két kiilonb6z6 mérési sorozatnak megfelels szamértékek esetén az 5. és 6.
abraban foglaltuk 6ssze. Néhany kisérletileg felvett diagramot a 7. 4bra mutat,
a 6. abranak megfeleld méretadatok esetében. A 6. abrabél azt olvashatjuk ki,
hogy a lehiiz6-lenyomé diagram a palastnyomas egyenldtlenségeit lecsokkentve
,».kisimitva’’ képezi le. Ha tehat a 7. abran erds hullimvonalakat latunk, ennek

o
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Nyomas Huzas
daN
daN 2L
vh 100? 9.c. probatest
" =
50 K] e
5 g
0 3 ) A ;
5" %10 15 cm S B e 20 25 on

9.d. probatest

8- 8

57daN ;

158 daN

o 165 daN
],,

10° % 20 25 cm
\/\\“"__Qf;ir‘ébctest

P 15 20 25cm

(’\ 9.f. probatest
=1, g z \/\__\_"

10 B 20 25 cm

\f\‘@:ébatest

10 15 20 25 cm

o 8
o4 79daN

42%6

45 daN
ui{76daN Zi

150

il

100 | ] 9.h. probatest

63daN

8 8
4 1 N Y+ 85daN
65daN ;
150 daN
1 1 il
o0 173 daN : o %m
155 daN d

o

5 10 6 cm v B 20 25cm

7. d@bra

a palastnyomis ingadozasan kiviill még mas okanak is kell lennie. Valéban,
azokon a prébatesteken, amelyek diagramjait a 7. abra mutatja, a kihizott
vezet$ feliiletén szakaszosan felragadt miianyagfoltokat talaltunk, melyek a
paldstnyomas ingadozasan kiviil a sirlédasi tényezd ingadozasat is okoztak.

Ugyanakkor a (8) képlettel szamithaté sirlédasi tényezd értéke hasz-
nilhaté kritériumot szolgaltat arra vonatkozéan, hogy egy mért diagram
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adataibél a palastnyomas értéke a (7) képlet segitségével szamithaté-e. Ha
ugyanis a szigetelGcsd csak foltokban fekszik fel a vezetdn, a levezetett Gssze-
fiiggések érvényiiket vesztik és a (8) osszefiiggés a ténylegesnél kisebb siirls-
dasi tényezdt ad. Polietilén siirlédéasi tényezdje fémen p = 0,21 koriil van.
Az a kisérlet, melynél ennél kisebb sirlédasi tényez§ adédik, nyilvin nem
értékelhetd ki a (7) képlet segitségével és egyben arra utal, hogy nem tokéletes
a felfekvés a vezetd és a szigetelGesG kozott.

A lenyomé-lehiizé vizsgalatot kabelgyartasunk maér sorozatvizsgalatként
alkalmazza, amihez a Miiszaki Mechanika Tanszék kiilonleges befogéfejet is
tervezett {5]. A vizsgilati mddszert a gyartasi technolégia egyik legjobban
bevalt ellendrzési médszerének tekintik.
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Mechanical tests conducted in the course of high-voltage cable development. The mantle
pressure between the conductor and the insulation conduit of high-voltage cables will favorably
influence their dielectric strength. Although mantle pressure data are rather important from
the aspects of production control, they cannot be determined with sufficient accuracy by cal-
culation. For experimental determination purposes authors designed a push-pull test in which
first the insulation tube is pushed off a cutoff section of the cable, then completely pulled off
the conductor, while the compression and tensile forces are continuously recorded. The paper
explains the test theory, derives the formula required for the determination of the mantle
pressure, and examines the effect of a fluctuating mantle pressure on the correlation between
the pressure and/or pull-off force on one hand, and the displacement on the other. The theo-
retical push-pull diagrams are compared with the experimental results.

Im Laufe der Entwicklung von Hochspannungskabeln vorgenommene mechanische
Untersuchungen. Der zwischen dem Leiter und dem Isolationsrohr auftretende Manteldruck
wirkt sich giinstig auf die Durchschlagfestigkeit des Kabels aus. Die Kenntnis des Wertes des
Manteldruckes ist inbezug auf die Fertigungskontrolle von griofiter Bedeutung, kann aber
rechnerisch nicht mit der erforderlichen Genauigkeit ermittelt werden. Zur experimentellen
Bestimmung erarbeiteten die Verfasser das PreB- und Abzugverfahren. Dies erfolgt, indem man
auf einem Teil des abgeschnittenen Stiickes des Kabels das Isolationsrohr erst zusammen-
preBt, dann vom Leiter vollstindig hearbzieht, wobei die PreB- bzw. Abzugskraft laufend
registriert werden. Der Aufsatz behandelt die Theorie der Untersuchung, liefert die zur Be-
stimmung des Manteldruckes erforderliche Formel und untersucht die Wirkung des schwan-
kenden Manteldrucks auf den Zusammenhang zwischen PreB- bzw. Abzugskraft und Ver-
schiebung. Die theoretisch ermittelten PreB-Abzug-Diagramme werden mit den auf Versuchs-
wege beobachteten verglichen.

7*
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MexaHHM4eCKOe UCCIeJ0BAHHE NPOBOIOB BHICOKOr0 HallpsiKeHusl. CMATEHHE MEXKAY Mpo-
BOJOM BBLICOKOr'O HampsbHKEHHSI M M30JISIMHOHHOH TPyOo# BoiromHO AeiiCTBYeT HAa MpOOHBHYIO
MPOYHOCTb NPOBOAA. 3HAHHE BEJIHUYHHBI CMSITEHHST BaXKHO C TOUKH 3PEHHs1 yueTa BupaboTKH, HO
BbIYHCJIHHE ee C TepOyemoi TOYHOCTBbI0 HeBO3MOXKHO. [L1s1 onpenesieHHst BeTHYHHBI CMSITEHHS
aBTOpbI BHPa00oTaIH COKUMAIOUIE-CTAYKHOH IKCIIEDHMCHTAIbHbIH METOA. JKCHEPHUMEHT BhIMOJIHS-
eTcsl CleayruumM 00pa3oM: Ha OTPE3KE NPOBOAA H30JSILHOHHY0 TPYOy Ha HEKOTOPOM YyuacTKe
CHKHMAIOT, 4 3aTEM MOJHOCTBIO CTATHBAIOT C IPOBOAA, IPHYEM ITOCTOSIHHO DECHCTPHPYIOT CHKH-
MaIoLIYI0 H CTArHBAIOWYIO CHIY. B CTaTbe u3jaraercs TeopHsi HCCIeA0BaHHsl, BLIBOAHUTCS $op-
MyJia, HeoGX0oAUMas A ONPEeREsIEHHST CMATEHHs1 U HCCIIeYeTCA AeHCTBHE NepEeMEHHOr0 CMATe-
HUS Ha CBsI3b MEOXAY C)KHMAIOMIE-CTSDKHON CHJIOH M CABHTrOM. JlHarpammsl COKUMA-CTSDKEHHS,
M0J1y4YeHHble TEOPETHYECKHM MYTEM CPAaBHHBAIOTCSI C 3KCMEPHMEHTAIbHBIMH PE3YJIbTaTaMH.



]

SPLINE-FUGGVENYEK ALKALMAZASA
RUGALMASSAGTANI SIKFELADATOK
MEGOLDASABAN

UJ JOZSEF*

A tanulmany bonyolult alaki peremgérbével hatdrolt homogén, izotrop, linea-
risan rugalmas testekre vonatkozd sikfeladatok egy numerikus megolddsi médszerét
mutatja be. Az e feladatra megfogalmazott Muskhelishvili-féle integralegyenlet rendszer
numerikus megoldasa a keresett fiiggvények és a peremgorbe spline-approximéciéjaval,
iterdciés eljarassal torténik. A spline-approximaécié lehetGvé teszi a miiveletek egy részé-
nek analitikus elvégzését és a viszonylag nem magas fokszamd polinomok miatt az
integrilok elég durva lépésekkel szdmithaték. A szdmitdsok kis memériakapacitdsd
(8kB) gépen is elvégezhetik.

1. Bevezetés

Bonyolult peremmel hatarolt testek esetében a rugalmassigtani sik-
feladatok megoldasakor az egyik legnagyobb nehézséget a perem megfeleld
pontossagi matematikai leirdsa jelenti. A vonatkozé szakirodalom altalaban
csak olyan feladatok megolddsaval foglalkozik, amelyek peremgérbéje anali-
tikusan egyszerii médon definialhaté. Spline-fiiggvények alkalmazasaval méd
nyilik tetszéleges alakii peremgérbék megfeleld pontos el§allitasara, és e fiigg-
vények felhasznalhaték a rugalmassigtani feladat megoldasiban is. Emellett
a spline-approximaécié lehet$séget nyijt a Mushelisvili-féle integralegyenletek
egy uj megoldasi mdédszerének kidolgozasara is. A tanulmény bemutatja e
megoldasi médszert, és egy feladat megoldasaval szemlélteti e médszer alkal-
mazhatdsagat.

2. A feladat megfogalmazasa

Legyen adott egy homogén, izotrop, linearisan rugalmas test x,, x, sikba
esd A tartomianyanak g pereme, mely folytonos, sima, zart gérbe. A peremen
vagy a terhelés adott (1. peremérték feladat) vagy az elmozdulas van megadva
(2. peremérték feladat).

Vegyiink fel a g gérbén n szami pontot, azaz adott a {7,;}]_, pontsoka-
sag (7; = x,; + ix,; komplex helyvektor). A g gorbét a G, harmadfokd para-
méteres polinomspline-nel approximiljuk, melyet a {7}, pontsokasigon

* Uj Jozsef, 2040 Budabrs, Lévai u. 17.
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allitunk el§. Legyen a spline-fiiggvény altal leirt {y;}7_, szegmensek paraméte-
res egyenlete a komplex szamsikon

3
Hu) = (A, + Ayp) w™ u €[0,1]; ¢ = x; + ix,. (1
0 I N T R )

Avyiésy,(G=12,...n, y, =7y, szegmensek folytonos érintSvel és

gorbiilettel illeszkedjenek, ezen feltételekbdl szimithaték az 4,,, 4, egyiitt-
(7)) )

haték. E szamitassal részletesen foglalkozik az [1] eldadas. Legyen a g gorbét

n
kozelits G, spline éltal definialt gorbe y, azaz y = Ul Ve
j-

Ha testre térfogati er6k nem hatnak, akkor a komplex fiiggvénytan
moédszereivel a feladat a ¢(z) és y(z) komplex potencidlok meghatirozasira
vezethetd, melyeknek a peremen felvett értékeire fennall [2, 144 —145. old.]:

x g(t) + (1) + v(e) = f1)., ¢ €7, (2)
ahol
Y 1 f) = iJ:m (p, + ip,) ds az 1. peremfeladatra,
4v — 3 2Gu(t) + iv(t)] a 2. peremfeladatra.

Ezt a feladatot MuskHELISHVILI [2, 398—402. old.] mésodfaji, Fred-
holm tipusi szinguldris integril-egyenletrendszerre fogalmazta at:

plty) — _}z—J [p(e)(3 + cos 28) + ¢(t) sin 29] d? = —a(t,) ,

qmy_%J@manw+ﬂm3—mﬂmwﬂ=um, 3)
ahol Y
p(t) = Reg(t), q(t) = Img(t),
B = arg(t — t5); &, ¢, €y,
a(t) = Re A(t), b(t) = Im A(t),
Amzr_%ﬁa+_L SO g,

2ai ), t — ¢,

i=}-1

A (3) megoldasa utdn a y(t) az (2)-b6l mir szimithatd, a p(z) és y(z)
holomeorf fiirggvények pedig Cauchy-integrillal szamithaték:

9(z) = _l_j ﬂd:, w(z) = _l_J L(')_d,. (4)

27t t—z 27 t —z
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Végiil pedig a fesziiltségi koordinatik és az elmozdulismezd:

ou = Re[29(z) — 3p"(z) — ¢'(3)],

oy = Re [2¢'(z) + %9"'() + v'(2)],

T = Im [39"'(z) + y'(s)]} (5)
2Gu = Re [xp(z) + 2¢°(®) + v(@)],
2Gv = Im [x@(z) + 297(3) + p(@)] .

3. A Muskhelishvili-féle integralegyenlet rendszer numerikus
megoldasa spline-approximaciéval

Vegyiink fel a y gérbe y, (j = 1,.. ., n) szegmensein {¢;}]_, bels§ pon-
tokat. Tekintsiik a ¢(t) fiiggvényt a p; szegmenseken illandéknak, kossiik ezen
értékeket a {t;}]_, pontokhoz. Bevezetve a p(t) = p;, q(t) =q;, a(t) =4, és
b(t)) = b, jeloléseket és a (3) egyenleteket a {t;}7_, pontokra felirva, az isme-
retlen p, és q; diszkrét értékekre a ko vetkez algebrai egyenletrendszert kapjuk:

1 »n ~ Ok Lo7 T
p——2 [ka (% + cos 28)d¥ + qu- sin 219dz9] = —ay,
T k=1 da—1 b1
1 2 k| 14
g——3 [pkf sin 20d6 + qkf (% — cos 26) dﬂ] =b;,  (6)
T =l P51 Ok

b= arg (v, —¢).

Az integrilok kiszimitisa és az egyenletrendszer megoldasa utin az
(%1 %3p» P> q;) szamnégyesek altal meghatirozott alappontokon, mint a 4 di-
menziés Euklidesi tér pontjain keresztil elfallitjuk a P,(t) harmadfokd
paraméteres polinom-spline-t

, we[0,1], k=1,...,4. )

P = 3 dinunl

m=0 j=1

Ebbédl a ¢(t) fiiggvényt approximals @ (¢) spline

n

3
qb,(.):{(}p)(u) = 3 s + idin] w ] (®)

m=0 J=1

Ezt az approximaécidét a kovetkezs iteraciés eljarassal javithatjuk: a (3)
egyenletekbdl a (8) felhasznéldsival wjra szimithatjuk a p, és q; diszkrét érté-
keket, majd ezek segitségével allitjuk el (7)-el a P (t) spline-fiiggvényt. Az

iteraciés ciklust a kivant pontossagig ismételhetjiik.
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Az (1) és (8) spline-fiiggvényekkel a @(z) holomorf fiiggvény (4) alapjan
paraméteres integralok Osszegeként numerikusan szimithaté.

TN

m=o0 () m=1 (¢))

#(z) = du. (9)

28 ,_1 2 (g + idon)

m=0 (J)

Hasonlé médon szimithaté a y(z) fiiggvény, ha (2)-b6l a p(t) fiiggvényt
kifejezziik.
A fesziiltségek szamitasdhoz a fiiggvények derivaltjait a

)= L () 4 e o )
#'(2) .J( t ¢''(z) = mJ( t

2ni ), (t — z)? t — z)3

Osszefiiggések alapjan (9)-hez hasonléan paraméteres integralok osszegeként
allithatjuk el§. Végeredményben a fesziiltségmezd (5) alakban torténé elalli-
tisihoz az A4,, (k=1,...,4,m=20,1,...,3;j=1,2, ..., n) egyiitthaté-

()]
kat kell kiszamitani és tarolni.

4. A rugalmassagtani sikfeladat megoldasanak gépi programja

A rugalmassigtani 1. vagy 2. peremértékfeladat megoldasdhoz az alabbi

részprogramokat szerkesztettiik:

ADAT: Interaktiv médon régziti a bemend geometriai és terhelési adatokat,
valamint a szadmitasok pontossigit befolyasolé paraméterek értékeit.

28 2: a kétdimenziés Euklidesi tér alappontjain definialt spline-fiiggvény
egyiitthatdit szamitja.

ZS 4: a 4 dimenziés Euklidesi tér alappontjain defini4lt spline-fiiggvény
egyiitthatéit szimitja. '

AB: a (6) egyenletben szerepl§ p; és ¢, egyiitthatéit szamitja.

LINER: a (6) egyenletrendszert oldja meg Gauss-féle eliminaciés eljarassal.

KOJA: a p;,q; diszkrét értékeket javité program, amely az (x,;, x5 p;» q;)
alappontokon ZS 4-el szamitott 4 dimenziés spline felhasznalasival
djra szamitja a p; és q; értékeit (az integralds Simpson-formulival
torténik.) .

FEME: .(5) alapjan tetszlleges belsd pontban szamitja a fesziiltségi koordi-
natakat.

A gépi program WANG 2200 B tipusit kis-szamitégépre késziilt BASIC nyelven.
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5. Alkalmazasi példa

Az éabran lathaté test peremgorbéjét n = 6 alapponton keresztiillmend
zart spline-gorbével kozelitettiik. A test peremén a 3—4 és 6—1 szegmenseket
allandé egységnyi intenzitasi feliileti nyomas terheli. A spline-approximaciék
sordn az elGirt szogpontossag 1°, integralaskor a paraméter lépése 0,1 volt.
A ¢(t) potencialfiiggvény peremértékének eldirt 49,-os kozelitési pontossagat
a 48. iteraciés ciklusban érte el a szamitas. A szamitott fesziiltségi koordina-
takat az x, és x, tengelyek pontjaiban tiintettiik fel.

X, X

6'l1 622

O 611 vy
X4
-1
-2
1 62
0
Xy
-1
1. ébra

6. Osszefoglalas

A tanulmény bonyolult alaki peremgorbével hatarolt homogén, izotrop,
linedrisan rugalmas testekre vonatkozé sikfeladatok egy numerikus megoldasi
moédszerét mutatja be. Az e feladatra megfogalmazott Muskhelishvili-féle integ-
ralegyenletrendszer numerikus megoldasa a keresett fiiggvények és a perem-
gorbe spline-approximaciéjaval, iteraciés eljarassal torténik. A spline-approxi-
macié lehetdvé teszi a miiveletek egy részének analitikus elvégzését, és a vi-
szonylag nem magas fokszamu polinomok miatt az integralok elég durva 1épé-
sekkel szamithaték. A szamitasok kis memédriakapacitasi (8kB) gépen is
elvégezhetdk.
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IRODALOM

1. U3 J.: Spline-fiiggvények alkalmazdsa a szdmitégépes geometriai tervezésben. Eldadds a
Fiatal Oktaték és Kutaté6k Tudoményos Férumén, BME, Budapest 1977 (nyomtatds
alatt)

2. MuskgELISHVILI N. L.: Some Basis problems of the Mathematical Theory of Elasticity.
P. Noordhoff Ltd. Groningen. 1953

Application of spline functions to solve planar problems in the field of elasticity. The
numerical solution method of planar problems involving homogeneous, isotropic, linearly
elastic bodies enclosed by a sophisticated form boundary curve is presented. The Muskhelish-
vili integral equation system elaborated for this purpose, is solved by the spline approximation
of the functions sought for and the boundary curve, through iteration. The spline approxim-
ation permits the analytical performance of some of the operations needed and, owing to the
relatively not too high degree polynomes, the integrals can be calculated in fairly rough steps.
The calculations can be performed by a small memory capacity (8 kB) computer as well.

Anwendung der Splineschen Funktionen zur Lésung von ebenen Aufgaben der Elastizi-
titslebre. Der Aufsatz stellt eine Methode zur numerischen Lésung der ebenen Aufgaben von,
durch eine komplizierte Randkurve begrenzten, homogenen, isotropen, linear elastischen
Kérpern dar. Die numerische Lésung des fiir diese Aufgabe aufgestellten Muskhelishvilischen
Integralgleichungssystems ergibt sich im Iterationsverfahren aus der Spline-Approximation
der gesuchten Funktionen und der Randkurve. Die Spline-Approximation ermiglicht die
analytische Durchfiithrung eines Teiles der Operationen und die Integrale kinnen dank der
nicht zu hohen Ordnungszahl der Polynome in ziemlich groben Schritten errechnet werden.
Die Berechnungen kinnen auch mit einem Rechenautomaten kleiner Kapazitit (8kB)
durchgefiihrt werden.

MpumeneHue QyHkuMd crnadu ANA pelleHHS NIOCKOH 3agauyd TEOPHH YMPYTrocTH

B cratbe naercst merod uHPpPOBOro pELWEHHs NMJIOCKOH 3aJayH OXHOPORHBIX, H30TPOMHLIX, JIH-
HeHHO Ynpyrux TeJl, orpaHHYeHHbIX KOHTYPOM CJIOXKHOi dopmul. Lludposoe pemrenHe CHCTEMR
HHTErpajbHbIX ypaBHeHuit MycxesnuBHIH, CHOPMYJIHPOBAHHOH UIs1 3TOH 3ajlauH OCYLLECT-
BJIfieTCA CNOCOOOM HTepaLHH, NMPH MOMOLIH CIIAHHOBOr0 NPHOIHYKEHHST KOHTYpa H HMCKOMbIX
dyukunit. CnuaitHoBoe npuGIHIKEHHNE NPEACTaBIAET BOSMOIHOCTb K aHAJHTHYECKOMY BBINOJ-
HEHHI0 HEKOTOPBLIX Onepauuii ¥ BCJIeCTBHE TOr0, YTO CTENMEHH MOJHHOMOB HEBbICOKH HHTErpanl
MOYKHO BHIYHCJISITL R0BOJIb HO rPYOLIM 1aroM. PacueThl MOryT ObiTh BHIMOJIHEHH Aayke Ha IBM
¢ Hebonboii emrocTbio namsaTi (B 8K 6aiitos).
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EGY GRANULALASI TECHNOLOGIA
MECHANIKAI VIZSGALATA

AGOSTON GYORGY*

A dolgozatban a feladatot gy fogalmaztuk meg, hogy a kontinuummechanika
egyenleteihez a granuldlandé anyag tulajdonsigainak megfeleld anyagtorvényt csa-
toltunk. Az igy kapott elsdrendii parcialis differencidlegyenlet rendszert olyan kezdeti-,
és peremfeltételekkel egészitettiik ki, amelyek figyelembe veszik egy konkrét granulalé-
gép szerkezeti megoldasit. Végiil egy alkalmazasi példat mutatunk be, amelyet diffe-
rencia moédszerrel, digitdlis szamolégéppel oldottunk meg.

A dolgozat a keverék-takarmanygyirtas egyik technolégidjaval, a gyiiris-
matricas granulalassal, és annak targyaval, a granulidlandé anyaggal foglal-
kozik.

E technolégia soran kiilonféle takarményok és adalékok nedvesitett Grle-
ményét a gyiirfialaki, forgé fémmatrica belsejébe juttatjik, ahol azt két vagy
tébb szabadonfuté gorgd a matrica palastjdhoz szoritja, és az ott elhelyezkedd
furatokon (fiivékakon) keresztiil kipréseli (1. dbra). Ekozben a laza, szemcsés
halmazbél hengeres szilaird darabok keletkeznek, melyeket a matrica kiilsé
palastja mentén elhelyezett kések meghatirozott hosszisagira vagnak.

A technolégia lényege a tomorités, amely elsGsorban a fiivékiakban megy
végbe, fGképpen a gorgdk altal kifejtett préselGerd és a fiivokak palastjin kelet-
kezd sirlédasi er6k hatdsara. A folyamat sordn az anyag siirdsége 1,6—2,5-
szorosére novekszik.

A vizsgalatok kézvetlen célja az volt, hogy megvizsgaljuk, milyen anyag-
modellel irhaté le a granulalt anyag viselkedése.

Két alapfeltevésbdl indultunk ki:

1. A termodinamikai hatasok elhanyagolhaték.

2. A vizsgalt kbzeg kontinuumnak tekinthets.

Az anyagtulajdonsigokat a Maxwell-féle anyagtérvénnyel irtuk le, az
abban szerepl§ allanddk helyett azonban a siiriségtél fiiggé anyagjellemzéket
alkalmaztunk.

A Maxwell-féle anyagtérvény nagy alakvaltozasok esetében

1 1

de__d-tli, __04,1 1
Ry +277 J (1)

* Agoston Gyérgy, 1112 Budapest, Torcsvir u. 36.



110 AGOSTON GYORGY

alakid, amihez kiegészit6 osszefiiggésként a

o = 3 Keyy @)
kifejezést csatoljuk.
Belathaté, hogy az (1) egyenlet kis 7 esetében az Gsszenyomhaté nyiilés
folyadék egyenletébe megy at:

1
Vij= 2—77 afj - (3)
A granulalando
Forgdsirany Matrica anyag adagoldsa
Gérgd L

? Alld — |

\ 1 ’ I
NU A granulatum eltavozasa

\Leszedc'i 1
B

Fuvokak
O
080 B nezet
OOO
G )

1. dgbra

Ezzel szemben 7 nagy értékeinél az (1) egyenletben a jobb oldalon az elsé
tag dominal, és (kis alakvaltozasok esetében) a Hooke térvénnyel azonos
alakra hozhaté.

A granulalési technolégiarél fentebb elmondottak alapjan 6sszefoglal-
hat6, milyen kovetelményeknek kell eleget tennie az altalunk alkalmazandé
anyagtorvénynek:

1. Biztositania kell az atmenetet a folyadékallapothél a szilard alla-
potba, és

2. ezt az atmenetet a siirliség novekedésével parhuzamosan kell létre-
hoznia tigy, hogy a kezdetben nagymértékben Gsszenyomhaté anyagnak ez a
tulajdonsaga csokkenjen.
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Belathat6, hogy ez a két kovetelmény egyiittesen kielégithet§, ha az
(1) egyenletben szereplS G és 7y mennyiségeket nem allandéaknak, hanem a sirii-
ség fiiggvényeinek tekintjiik, oly médon, hogy az egyenlet jobb oldalan sze-
repld két tag koziil kis siiriségnél az elsd, nagy slirliségnél a masodik legyen
meghatéarozo. Célszeriinek latszik ezt a G/n hinyados siirliségtsl figgé valtoz-
tatdsidval elérni. Figyelembe kell azonban venni, hogy adott és allandé K
kompresszié-modulus esetében a G csiisztaté rugalmassiagi modulus nem vehet
fel barmilyen értéket, ugyanis a kettejiik kozott fennalls

6 _1-2
3K 1+

(4)

osszefiiggésben szereplé v Poisson tényezs értéke csak a 0 < v < 0,5 interval-
lumban mozoghat. Mivel v nagysaga jellemz6 az anyag 6sszenyomhatdsagara,
s mert az anyag elSirt tulajdonsagai kozott az 6sszenyomhatésag valtozasa is
szerepel, kedvezének latszik a Poisson tényezdt tenni a siriiség fliggvényévé,
majd G-t a (4) egyenlet felhasznalasaval abbél szamitani, ezutan pedig a G/n
hanyadosra eldirt fiiggvényhél 7-t.

E fiiggvények felvétele csak a konkrét anyag ismerete esetéhen lehetséges.

Az anyagtérvényen kiviil a mozgéasegyenletet

Gij, j = ov; (5)
és a folytonossagi egyenletet
0+ ove =0 (6)

fogjuk felhasznédlni a vizsgalt folyamat tanulméanyozasara.
Mindenekel§tt azonban az anyagtérvénybdl kikiiszoboljiik ¢,,-t, a faj-
lagos térfogatvaltozast, amely a siirliséggel igy fejezhetd ki:
0
g =— —1. (7)
4

Ezt a (2) egyenletbe helyettesitve azt talaljuk, hogy

o = 3K [i’ol ~1|, (8)
és igy h )
e = —3K—"Ql : % 9)

ami a folytonossigi egyenlet felhasznalasaval

Ok = 32 Vg i (10)
0
alakii lesz.
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Ezek utan a fentiek felhasznaldsaval a problémat leiré egyenletrendszer
az alabbi:

1 1 3K o
— ’.. .,. — — 1— —————2 6 3 ——
2(v,]+v],) 3 ( 2G Q]vk,k ij
‘}U Oij 0,] K
=—= 4+ — 1— = —9;, 11
26 2?7+[ 9J2n : s
0.5 5% 0v;, (11/b)
0+ ovgr = 0. (11/¢)

A fenti parcialis differencialegyenlet rendszerre épiilve, a tényleges folyamat
figyelembevételével megfogalmazhatjuk a mellékfeltételeket is. Ezek részben
kezdeti-, részben peremfeltételek.

A N :
; /&v /4
/44
a— - ‘\/ - - l - Z
r \ \
\\ rk
A

2

2. dbra

Vizsgalatainkat a fivékara korlatozva e feltételek a kovetkezdek:
Kezdeti feltételek:

0','/':0
o, 00 Vu c Vil (12)
R == Eo

ahol V a fivéka altal hatarolt térrész (2. abra).
Peremfeltételek: a perem A = A, A A, A A,

v; = X%, t) x, €A, (13)
G'ij — 0 Xy E A3 (14)
végiil x, € A, esetében surlédas is fellép.
fgy:
if |y.00'11n,nj ' > [O'ijn,-ej| then vie; = 0
else o;ne; = — sgn (veey) py | oymin; | Ave; = 05

valamint v;n; = 0. (15)
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Eloirva: vp A tartomany:
r
92[1—(30/9)2]/2 t NNNNNNNSN \\é\z\ NANNN
Voussnvs X fenék
—- = e s e 100
26 _1-2v A u=03 1,-029 R
K 1 v K Ay S SSNNN
l.: L
4. x.:g.(z_s_)’
(e}
Eréhatdsok a mozgds L=15.Az R=D/2=5.Ar
kezdeti szakaszaban: At = 01
0,08 ] ; g .
K dudctivic 5 Paldstnyomas eloszlas (t=5)
haté erd i 2
006 0.0
0,01 \
N
004 /]
Surlodasi ero 0 \
(J TdA) 0 2 4 6 z
002 e
/ /-\\/1 v/v, Sebességeloszlas (t=5,r=0)
1,9
0 /

-0 2 4 B b A
05 \
T

0
0 7 4 672
3. dbra

A (15) osszefiiggésben n; az A, feliilet kifelé mutaté normalisa, e; pedig
a feliilet érintsikjaba esd és a sebességgel parhuzamos egységvektor.

A tovabbiakban bemutatjuk a fentiek alapjan egy konkrét esetre végzett
szamitas eredményeit (3. abra). A példdban hengerkoordinata-rendszerre (hen-
gerszimmetikus feladat), valamint dimenzi6 nélkiili mennyiségekre tértiink at.

8
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A numerikus megoldast differenciamédszerrel végeztiik explicit formulak
alapjan, ehhez BASIC nyelvil szimitégépi programot készitettiink, s azt a
Miszaki Mechanikai Tanszék WANG 2000 tipusi szamitégépén futtattuk.

IRODALOM

Reuss EnNDRE: Nagy viszkozitdsi folyadék anyagegyenlete és alkalmazasa az ultrahangra.
MTA Miisz. Tud. Oszt. Kézl. 9 (1953), 57—70

DEeRrEsiEwicz, H.: Stress-Strain Relations for a Simple Model of a Granular Medium. Journal
of Applied Mechanics (1958) 402 —406

Mechanical examination of a granulation technology. The paper describes the mechanical
testing of a granulation technology. The problem was defined as ordering the equations of
continuum mechanics to a material law corresponding to the properties of the material to be
granulated. The first order a partial differential equation system thus obtained, was then com-
pleted by initial and boundary conditions taking into account the structural design of an actual
granulator. Finally an application example is presented which has been solved by using the
difference method and a digital computer.

Mechanische Untersuchung einer Granulationstechnologie. Der Aufsatz behandelt die
mechanische Untersuchung einer Granulationstechnologie. Die Abfassung der Aufgabe er-
folgte, indem den kontinuummechanischen Gleichungen das den Eigenschaften des zu granu-
lierenden Materials entsprechende Materialgesetz beigefiigt wurde. Das so erhaltene partielle
Differentialgleichungssystem erster Ordnung wurde durch Anfangs- und Randbedingungen
erginzt, die die konstruktive Liésung einer konkreten Granulationsmaschine beriicksichtigen.
Schliefllich ist ein Anwendungsbeispiel angefiihrt, in dem die Aufgabe nach der Differenzen-
methode, mit Hilfe eines Digitalautomaten gelést wurde.

MexaHHnuecKkoe uccleaoBaHMe OAHOTO BUAA I'PaHy JALMOHHOMN TeXHONOTHH. B cTaThe 0nH-
CHIBAETCS1 MEXaHHUYECKOE MCMBITAHHE ONHOI'0 M3 BHAOB IPAaHYJISILIHOHHOH TexHoJiorud. 3anauy
MBI CHOPMYITHPOBAJTH CJIELYIOIHM 00pa30M: K YPaBHEHHSIM MEXAHHKH CIJIOIHOH Cpelbl npHM-
KHYJIH ypaBHEeHHe, COOTBETCTBYIOIlee CBOHCTBaM rpaHyJjiupyemoro marepHana. IlomyueHnyro
TaKuM 00pasoM cHcTeMy aH(depeHIIHaIbHLIX YPaBHEHUH Mbl JOMOJIHHIIN HAayaJbHEIMH H Kpae-
BbIMH YCJIOBHSIMH, MPHHHUMAIOLIMMUY BO BHUMAHHE KOHCTPYKIIWIO KOHKPETHOH rpaHyIsiiHOHHOM
YCTaHOBKH. B 3akiloueHUH NDHBOMMTCSI NpHUMEP OJHONO M3 MPHMEHEHHiH, B KOTOPOM 3ajaua
pelluaeTCs METOAOM KOHEUHBIX PasHocTeif npH nomoiu 3BM.



SZABADSAGFOKREDUKCIO ES KOVETKEZMENYEI
LINEARISAN RUGALMAS SZERKEZETEK
ANALIZISEBEN

CZEGLEDI GYULA

Linedarisan rugalmas szerkezetek dinamikai analizisében a szdmitdsi modell sza-
badsigfokdt lehetséges tisztdn matematikai eszkoziokkel csokkenteni. A dolgozat véges
szabadsagfokd modellek szabadsagfokredukciéjira két eljardst mutat be, dsszehason-
litva elemzi el6nyeiket és hdtrinyaikat. Bemutatott tulajdonsdgaikat egy egyszerii
szimpéldan szemlélteti. Végezetiil kitér a kontinuus modellek esetében a szabadsigfok-
csokkentés egy nemkivinatos kovetkezményére.

1. Bevezetés

Az altalinos gépészet, a jarmiiipar, a konnyiiszerkezetes épitésméd, az
akusztika kiilonféle szerkezeti rezgési problémainak megoldasa altaldban a
rezgési sajatfrekvenciak és rezgésképek ismeretét igényli. Bizonyos szerkezete-
ken ezek a mennyiségek analitikus médszerekkel kénnyen meghatarozhaték.
Mis esetekben a feladat matematikai megfogalmazisa soran olyan egyenlete-
ket kapunk, melyek a fiiggetlen viltozék szazait, vagy ezreit tartalmazzik.
Ilyen nagyméretii feladat kezelése a rendelkezésre all6 modern szimitas-
technika mellett sem mindig problémamentes. A késébbiekben leirandék
mellett ezért is célszeriinek latszik olyan technikak alkalmazasa, amelyek segit-
ségével a viltozdk szama csokkenthetd. E médszereket 6sszefoglaléan szabad-
sagfokredukciénak (ritkdbban szabadsagfokkondenzaciénak, esetleg siirités-
nek) nevezik (lasd pl. [1]).

Anélkiil, hogy a matematikai modellalkotas problémakérével részleteiben
foglalkoznink, megillapithatjuk, hogy az osztott paraméterdi modellek (pl.
lemezek, rudak stb.) helyett diszkrét paraméteri modellek valasztasa eleve
szabadsagfokredukciét jelent, hiszen végtelen szabadsagfok helyett véges
szabadsagfokkal dolgozunk. A modellalkotas soran felléps szabadsagfokreduk-
ciét — bar ez isigen érdekes probléma — most kizarjuk vizsgalédasunk korébél.

2. Véges szabadsagfokid modellek

A vizsgalt csillapitatlan, linearisan rugalmas, koncentralt paraméteri
elemeket tartalmazé modell legyen n szabadsagfoki. Szabad rezgés esetében a
modell mozgéasegyenlete az ismert formaban

8*
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Mx = —Cx,

ahol az n elemi x oszlopmatrix a modell elmozdulas-koordinatait, a kvadratikus
M és € matrixok a tehetetlenségi — ill. a rugalmassagi jellemzGket tartalmaz-
zdk. x = s sin wt alakd megoldast feltételezve, a

Cs = w2Ms 1)

joél ismert sajatértékfeladathoz jutunk, ahol az ugyancsak n elemi s oczlop-
matrix az elmozdulds-koordinatak s; (i =1, ..., n) amplitidéit foglalja
magaba.

Ha az (1)-ben foglalt sajatértékfeladat méretének csokkentését tiizziik
magunk elé célul, akkor — bar csak a tisztin matematikai lehetdségeket te-
kintve is — t6bb utat kovethetiink. E célkitiizést egyébként mis és mas ok
indokolhatja. Lehet példaul csak kényelmi szempont a magyarazat, vagy bizo-
nyos esetekben a fizikai tartalom jobb kidomboritisa a célunk. Ezeknél azon-
ban jéval fontosabb a végeselem médszer alkalmazisanil gyakran fellépd
kényszerits korillmény, amely a feladat 6riasi méretében nyilvinul meg. Az n
olykor tobb szaz vagy ezer. A korlatozott gépi technika mellett bizonyos val-
tozék eliminécidja, igy a szabadsagfoknak matematikai tton térténd csokken-
tése elkeriilhetetlen.

A szabadsagfokredukeié lehetséges médjai koziil most kettSt emeliink ki.
Az egyik az, amely alakilag az (1)-ben felirt lineéris sajatértékfeladathoz ha-
sonlé csokkentett rendszamnii feladatot eredményez; a masik nemlinearis sajat-
értékfeladatra vezet. Az elsdt részletesen a 2.1 pontban, a masodikat a 2.2 pont-
ban mutatjuk be. A cimekbe foglalt linearis, ill. nemlinearis szavak a redukcié
eredményére utalnak. A 2.3 pont e két elvi eljarasra tartalmaz egy egyszerd
szampéldat.

2.1 Linedris szabadsdgfokredukcié [5,6]

A szabadségfok csokkentésének ez a médja lényegében kozelits technika.
Sajatja, hogy az eredeti modellhez tisztan matematikai eszkézokkel es6kkentett
szabadsagfokd masik modellt rendel hozza, igy matematikai eszkozokkel a
modell szabadsagfokat fizikai értelemben is csokkenti. Ezzel a médszerrel az
eredeti feladat alacsonyabb frekvencia-spektrumat feliilr6l kozeliti. Ilyen el-
jarast kévetett pl. Hurry [2], CrAIG és BamproN [3], GERADIN [4]. A leg-
hatasosabbat AnpERsON, IroNs és ZIENKIEWICZ javasolta [5]. Ez azokat az
elmozdulasokat kiiszoboli ki, melyek nem gyakorolnak lényeges befolyast a
kinetikus energiara.

Legyenek az elimindlandé elmozdulasok az m elemii v vektorba tomaoritve.

Alkalmas sor- és oszlopeserék utén az (1) egyenlet mindig atirhaté az alabbi
alakba:
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ol
Gy, Gy, v M, M, v

vagy részletezve:

Chu + Cpv = 0*Mju + ©?M,,v, (3a)
Cou + Cyv = w®Myu + 02M,,v (3b)

(3b)-bél
v = (E — 0*xMy)™! C5(0’My, — G;y) u, (4)

ahol E m-edrendd egységmatrix.
A (4) jobb oldalanak elsS tényezdje — ha a konvergencia fennall — az

(E — 0?CzMy) ! = E + 0?C33M,, + (0*C3iMp)* + . . . (5)
alakba irhaté. (4) és (5) segitségével a (3a) egyenlet a
Cu = w?Mu + w-ban magasabb kitev§jii tagok (6)

format o6lti, ahol

C= C11 - C12C;21C21 (7)

M= M;; + € C3'M,, (350G, — CpC3M G571 Cyy (8)

a redukalt rugé, ill. tomegmatrixok.
A (6) kifejezésbdl az w-ban magasabb kitev§ji tagok elhagyasa utan
linearis kozelitést kapunk az (1) eredeti feladatra:

Cu = 6)2ﬁu, 9)

ahol &? a redukalt feladat sajatértékét jelenti.

A (9) kifejezésnek az az elénye, hogy egy kozonséges kétmatrixos sajat-
értékfeladatot kell megoldani, amelyre konyvtari programok allnak rendel-
kezésre.

Kimutathaté [6], hogy a (9) redukalt feladat @, sajatértékei az (1) eredeti
feladat w; sajatértékeire felsé korlatokat adnak mindaddig, amig az (5) jobb
oldala konvergal. Ez igaz, ha

w; < fiy (10)
ahol y, a
Cpv = p*Mpv (11)
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dn. belsd sajatértékfeladat elsd (legkisebb) sajatértéke. Kimutathaté tovabba,
ha (11) sajatértékei rendre

m< << g

o} < pi < ph < o,

akkor

ahol w}illetve w? az (1) eredeti feladat legkisebb, illetve legnagyobb sajatértéke.
A belsé feladat sajatértékspektruma tehat az eredetiében helyezkedik el.
Az w, = p, hatdreset akkor fordulhat el, ha az w,;-hez tartozé s, sajatvektor
mindazon helyein nullik 4llnak, amelyeket az eliminicié sordn megtartottunk.
Ez viszont azt jelenti, hogy az eredeti rendszer két olyan részrendszerre bont-
haté, amelyek 6nmagukban is — fiiggetleniil a masiktél — szabadon rezeghet-
nek. Mivel a gyakorlati szerkezeteken ez csak elvétve fordulhat el§, ezért
feltételezhetjiik, hogy p, > w,. Egy adott w -re nézve a konvergencia, igy a
feliilr§l torténd kozelités annal jobb, minél kisebb w; a y,-nél, azaz y, minél
nagyobb. Célszerdi tehit az eliminilandé elmozduldsokat a szerkezet legkisebb
dinamikus rugalmassiggal biré teriileteirgl valasztani.

2.2 Nemlinedris szabadsdgfokredukcié 1]

A redukciénak ez a mdédja csak matematikai értelemben csokkenti a
fokszamot, azaz az egyenletekben explicit szerepeltetett szabadsagfokok szdma
kisebb, mint n. Ennél a médszernél az eredeti modellhez nem rendeliink hozza
egy djabb, fizikailag is csokkentett fokszamd modellt, mint azt az el5z8 pont-
ban tettiik. Jelen eljardssal egy nemlinedris sajatérték feladatot kapunk.
Megoldasa nagyobb iddigénnyel jir, de a pontossiag novelésének nincs elvi
akadélya, ellentétben az el6zGekben bemutatott eljarassal. Egy, a késGbbiek-
ben részletezendd nemkivanatos mellékhatas azonban itt is fellép.

A médszer részletesebb bemutatasa céljabél induljunk ki ismét az (1)
Osszefiiggésbal. Atrendezés, és az

S=C— o™ (12)
jelolés bevezetése utan irhaté, hogy

Ss = 0, (13)

ahol S a szerkezet teljes dinamikai merevségmatrixa. Az eliminalandé elmozdu-
lasokat most is a v m-edrend{i oszlopmatrixba, a megmaradékat az n-edrendi
u-ba gytijtve, alkalmas sor-, ill. oszlopcserék utan a (13) egyenlet az

Il w0
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alakban irhaté. Részletezve:
S;ju + Sy =0, (15a)
Spu + Spv = 0. (15b)

Ha det Sy, = 0, a (15b) egyenletbdl v-t kifejezve, és (15a)-ba helyettesitve:

(811 — 5125%S;) u = 0.
Az

§=8,, — 8125538, (16)

jeloléssel

Su=10 17)

redukalt feladatot kapjuk, ahol S a rendszer redukalt dinamikai merevség-
mitrixa. A rendszim n helyett mar csak n—m.

(16)-bél nyilvanvalg, hogy S elemei a rendszer w? sajatkorfrekvenciajanak
tobbé mar nem linearis fiiggvényei, hanem ®? polinémjainak hanyadosai.
Han, m — oo, egyes esetekben S elemei w?-nek trigonometrikus és hiperbolikus
figgvényeiként fejezhetSk ki [7].

A szamitisok soran S elgallitasa a (16)-ban levd invertalas miatt csak
szamszerid w értéknél lehetséges. Ez egyben lesz{ikiti az alkalmazhaté szamolasi
algoritmusok korét is.

A (17) egyenlet kétféleképp teljesiilhet:

det S =0, (18a)

vagy
u=0. (18b)

A redukalt feladatnal a (18b) osszefiiggés is lehet értelmes, hiszen a (17) egyen-
let az eredeti rendszernek mar csak n—m szabadsagfokiat tartalmazza, és igy
(18b) fennallasa esetén is létezhetik rezgés. Ezek a sajatfrekvencidk — ha
ilyenek léteznek — és a hozzajuk tartozé rezgésképek is a (15) egyenletek fel-
hasznélasaval szamithaték ki. gy tehat a rendszer teljes dinamikai merevség-
matrixanak ismeretére van sziikség.

A (15b) egyenlet alapjan egyébként belathaté, hogy u = 0 esetén — a
v = 0 trivialis esetet kizarva — S nincs értelmezve, a det S frekvencia figg-
vény ezen a helyen szingularis. A (18b) egyenletet kielégit6 sajatkorfrekvenciak
tehat csak a (18a)-b6l nem szamithaték ki.

Sok esetben eleve csak a redukalt feladat felirasira van médunk, igy
frekvenciaegyenletként csak a (18a) Gsszefiiggés all rendelkezésre. Az e pont-
ban tirgyalt szabadsagfokredukciénak viszont van egy specialis kovetkezmé-

I
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nye: a (18a) frekvenciaegyenletbdl nem mindig szamithaté ki az 8sszes sajat-
frekvencia, a frekvenciahalmazban ,,lyukak’ maradhatnak. Amint a kévetkezs
pontban bemutatésra keriil§ egyszer szimpélda is illusztralja, ez a jelenség
akkor kévetkezik be, ha a rendszernek létezik olyan sajatkorfrekvencidja,
amely egyben sajatkorfrekvenciaja valamely részrendszernek (vagy rész-
rendszereknek) is komyezetéhez valé kapcsolédasi pontjaikat rogzitettnek
gondolva. Azt varhatnank, hogy ezeket a sajatkorfrekvencidkat a (18b) egyen-
let felhasznalasaval ki tudjuk szdmitani. A legtobb esetben viszont ez is csak a
trivialis megoldast adja, azaz u = 0-hoz v = 0. Ily médon csak azok a sajat-
frekvencidk szamithaték ki — a (15) egyenletek ismeretében —, melyekkel
valé rezgésnél u =10, de v=0.

Diszkrét modelinél annak eldontése, hogy vajon a szamitas soran nem
maradtak-e ki sajatfrekvenciak, viszonylag kénnyd. A sajatfrekvencidk szdma-
nak, figyelembe véve a multiplicitisokat is, meg kell egyezni az eredeti feladat
szabadsagfokaval. Kontinuumok esetén ez mér bonyolultabb kérdés.

2.3 Szimpélda

Az 1. 4bran abréazolt egyszerii lancszeril rezgdrendszer segitségével ki-
vanjuk illusztralni a 2.1 és 2.2 pontokban részletezett redukciés médszereket.
A rezgdrendszer tomeg- és rugdjellemzdit dgy valasztottuk meg, hogy a példa
alkalmas legyen az eljarasok vazolt hidnyossidgainak szemléltetésére is.

)

Cc c C
m =3 kps?m' ¢, =1.102 mkp™

TITIT T Uiy rrsrocerysrnsirncre >, m =2 kpsz m-1 cZ :0’5.10-2 mkp-l
lX1 | x2 | %3 2 1
’ . . my =15 kps? m™ ¢, =2.10"2 mkp"

¢, =1.107% mkp”

1. ébra

A harom szabadsigfokkal rendelkez§ rendszer teljes rugs- és tomeg-
maétrixai:

- 1
C = L_|_i _—— 0 1 M= m 0 0 1. (19)
131 Cy €
1 |1 1 1
—_— =4 = 0 m O
¢y Co C3 C3
1
0 - l-f-l 0 0 my
| Ca 03 64 - | ]
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Az 1. abran kozolt szdmadatokkal a rendszer sajatkorfrekvenciai: w, =
=551 w,=10s"1és wy = 10)/2 s~1. A tovabbiakban a masodik sajatkér-
frekvencia kiilonleges jelent&séggel bir, mert a hozza tartozé sajatvektor:
8;=[1 0 —2], azaz a 2. tomeg nyugalomban van.

Alkalmazzuk el§sz6r a 2.1 pontban bemutatott lineiris szabadsagfok-
redukciét. Mas és mis valtozét eliminalva rendre meghatarozzuk a (7) és (8)
redukalt rugé-, ill. tomegmatrixokat, el8allitjuk és megoldjuk a (9) redukalt
sajatériékfeladatot és a (11) belsé sajatértékfeladatot. A részletek elhagyasaval
eredményeinket az 1. tablazatban foglaltuk ssze.

1. tablazat

Elimindlt | Belst feladat Redubdlt | A kozelités
valtozé i 1. sajétértéke, sajétértékei, jésaga,
sorszama | My I %
5,2963 - 6
1 10 (10,3416)  —
S T
5,0305 0,6
3 10 (13.5051) ' =
1és3 10 5,3452 7

A tablazatban a zaréjelbe tett 2. sajatértékek a (10) szerinti korlatok
tillépése miatt nem fogadhaték el koézelité értékekként. Lathats, hogy 2.
valtozé eliminaciéja soran a 2. sajatérték pontosan kiszamithatd, hiszen a
hozza tartozé rezgésalakban a 2. tomeg rezgési amplitiidéja nulla, igy a reduk-
ci6 a rendszer kinetikus energiajat érintetleniil hagyja, mig mis esetekben
mindig megvaltoztatja.

Ha a 2.2 pontban vazolt nemlineéris szabadsigfokredukciéval dolgozunk,
a (19) C és M matrixaibél eldallitjuk a rendszer teljes dinamikai merevség-
matrixat, majd valtozé-eliminaciét hajtunk végre. ElGszor az elsd tomeghez
tartozé rezgésamplitidét kiiszéboljik ki. A (18a) alatti frekvenciafiiggvényt
abrazoltuk a 2. iAbran. Tovabbi szabadsagfokredukciéval a 3. tomeg rezgés-
amplitidéjat is kiejtve, a 3. abran rajzolt frekvenciafiiggvényhez jutunk.

Az abrakbél is kitiinik, hogy a nemlinearis szabadsagfokredukciéval els-
allitott frekvenciaegyenlet gydkei értékre nézve pontosan megadjik az eredeti
feladat sajatértékeit, de a frekvenciahalmazban lyukak maradhatnak. Jelen
feladatnal az w, = 10 s—1 sajatkérfrekvenciat a (18a) szerinti osszefiiggéshdl
nem lehet kiszamitani, a (18b) alapjin is csak a 3. abra esetében (lasd béveb-

ben [1]).
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detg
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-10000
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2. gbra
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600 |
400 |
200

-200 |
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- 600 .

3. dbra

3. Kontinuum modellek

Osszetett rendszerek rezgésanalizisének egy lehetséges elvi médja a
kovetkezd (1. pl. [8]-ban a 3. és 4. pont). A végtelen szabadsagfoki szerkezetet
csomépontok felvételével olyan részrendszerekre bontjuk, melyek szabad vagy
gerjesztett rezgését leiré mezdfiiggvényei ismertek. A részrendszereknek a
szerkezet csomépontjaihoz kapesolédé pontjait péluspontoknak nevezziik.
A merzéfiiggvények segitségével, w korfrekvenciaji rezgést feltételezve minden
egyes részrendszerre eldéllithaték a péluspontok s; elmozdulasvektorai és a
poluspontokra haté — a részrendszer szempontjabél kiilsének mindsiils — q;
er6hatasvektorok. Ezek a vektoregyenletek a rezgés paraméteres egyenlet-
rendszerét alkotjak, ahol a paraméter a mezéfiiggvények tetszdleges konstan-
sait tartalmazé vektor. A paramétereket kikiiszobolve az egyenletekbsl koz-
vetlen 6sszefiiggést nyeriink a péluspontokra haté kiilsé er6hatasok és e pontok
elmozdulasai kozt. Ez a 1épés viszont a 2.2 pontban ismertetett nemlinearis
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szabadsagfokredukciét jelent, hiszen az egyenletekben a tovabbiakban szere-
peltetett szabadsagfok a péluspontok véges szabadsigfokainak osszegével
egyenld. A fentiek eredményeként nyert Gsszefiiggés:

S8 = q; (20)

ahol gi az i-edik részrendszer redukalt dinamikai merevségmatrixa. Megjegyez-

ziik, hogy kozvetlen fizikai meggondolisok alapjan régton az S;-t irjuk fel, igy
eleve a redukalt dinamikai merevségmétrixbél indulunk ki.

E médszer sorin az_S,--b61 épitjiik fel az egész szerkezet S redukalt dinami-
kai merevségmatrixat, igy a szamitds sordn a frekvenciahalmaz mindazon
eleme kimarad, mely sajatfrekvenciaja valamely részrendszernek, ha mereven
megfogott pélusokkal rezeg.

Annak a kérdésnek az eldéntésére, hogy vajon valamely w* frekvencia
alatt nem maradt-e ki sajatfrekvencia, WiTTrICK és WiLLIAMS [7] egy szdmi-
tasi algoritmust kozol.

A fenti hianyossagok elkeriilése miatt célszeriibb olyan médszert valasz-
tani, amely nem alkalmaz szabadsigfokredukciét, igy a kimaradé sajatfrek-
vencia elvileg kizart. (1. pl. [8] 5. pont).
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Reduktion der Freiheitsgrade und ihre Folgen in der Analyse der linear elastischen
Konstruktionen, In der dynamischen Analyse linear elastischer Konstruktionen ist es méglich
mit rein mathematischen Mitteln den Freiheitsgrad des Rechnungsmodells zu vermindern.
Die Abhandlung vermittelt zwei Verfahren zur Reduktion des Freiheitsgrades von Modellen
mit endlichen Freiheitsgraden, vergleicht sie und analysiert ihre Vor- und Nachteile. Ihre an-
gefithrten Eigenschaften sind an einem einfachen Rechenbeispiel dargestellt. SchlieBlich weist
die Abhandlung auf eine unerwiinschte Folge der Verminderung der Freiheitsgrade im Falle
von Kontinuummeodellen hin.

Penykumst crenend cBo0OOAbI U €€ NOCNEACTBUSA B aHaNU3e JUHEHHO-YNPYIUX KOHCTPY K-
uui. TIpn THHAMHYECKOM aHaJIM3e JIHHEHHO-yNPYrux KOHCTPYKUMI CTeneHb CBOGOABI MOIENIH
TIPUMEHSIEH Ot JIUIs1 pacyéTa MOYKHO PeNyLHPOBATh — TOJNBKO M MaTeMaTHueCKH. CTaTbsl MOKa3bl-
BaeT JiBa METOJa sl PEAYKLMH CTeneHH CBOOOARI, Y MoJenel C KOHEeYHoii creneHbio CBOOOIbI,
CpaBHHBasi MX, aHANH3HPYeT HMX TNpEUMYUIECTBA M HefocTaTKH. ITokasaHHbie CBOHCTBA aBTOp
MOSICHSAIET C IIOMOMIBIO MPOCTOr0 MpeJMeTa. B KOHIe KOHLIOB CTaThsl OCTAHABJIMBAETCS HA OJHOM
HEBBITOHOM IMOCJIEJCTBHH PEAYKLIUH CTeneHH CBOOO/b Y HempepbiBHbIX MOJEIEH.



HAJLiTO’l;“T VASBETON RI’JDELEM NEMLINEARIS
SZAMITASA KOLLOKACIOS MODSZERREL

DRASKOCZY ANDRAS*

A tanulmény hajlitott vasbeton ridelem nemlinedris kozelitd szdmitdsira tesz
javaslatot. Az eljdras a meggorbiilt ridtengelyt hetedfoki pelinommal kozeliti. A nyo-
matékok és gorbiiletek egymasnak valé megfelelését — bilinedrisnak tekintett Gssze-
fiiggés alapjan — a ridtengely négy pontjdban irja el és két pontban a nyomaték-
és gorbiiletfiiggvény elsd derivaltjat is egyezteti. Az adott ridvégi elmozdulisoknak
megfeleld befogasi nyomatékok kétismeretlenes egyenletrendszerbdl szdmithaték. A ja-
vasolt eljards azirodalombél ismert numerikus iterativ kozelit§ médszerekbe beillesztve,
azok hatékonysdgat tovibb novelheti.

1. Bevezetés

Az utébbi években szamos kutatéhelyen foglalkoznak a vasbeton szerke-
zetek nemlinearis viselkedését jol kovetd szamitasi médszerek kidolgozasaval.
A probléma vasbetonelméleti és szamitastechnikai kérdéseket vet fel. Jelen
tanulméiny els§sorban szimitastechnikai vonatkozasi.

2. A ,kezdeti fesziiltségek™ modszere

A nemlineéris viselkedés kovetésére alkalmas egyik iterativ numerikus
mdédszer az 1n. ,kezdeti fesziiltségek” moédszere (imitial stress method).**

E kozelitd médszer lényege, hogy a szerkezet elmozdulasait minden ite-
raciés ciklusban a kezdeti merevségi viszonyokbdl és a korabbi ciklusok soran
még ki nem egyensiilyozott terhekbdl hatarozzuk meg.

Az elmozdulasok és igénybevételek. illetve az elmozdulasok és a kiilsé
terhek nemlineiris osszefiiggését a szamitds sordn az 1. 4brin lathat6 séma
szerint kozelitjik.

A mdédszer igen jelentds szamitastechnikai elonye, hogy elkeriilhetévé
teszi a véaltozé merevségek lépésenkénti djraszamitasat. A szerkezet alakvilto-

* Draskéczy Andras, 1092 Budapest, Erdé u. 80.
** A mbdszer angol elnevezése kezdeti fesziiltségként tulajdonképpen azokat a belss-
erbket jeloli meg, amelyek az n-edik lépésben linearisan szidmitott belsSerdk és az u, elmozdula-
soknak megfelel tényleges belsSerék kozotti kiilonbségnek felelnek meg.
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14
(q)
Sy 8
/ ———— az elmozduldsok és igénybevételek
// (ill. kils6 terhek) nem linedris 6sszefiiggése
4 a kezdeti fesziltségek moddszere

kozelitesének jellege

u
1. dabra

zasi egyenletrendszerének egyiitthatématrixat ezaltal csak egyszer kell fel-
allitani és invertalni, ami jelentds gépids-megtakaritast eredményez, és igy
a gyakorlati alkalmazhatésag realisabba valik.

A ,kezdeti fesziiltségek’ médszerének alkalmazisa soran minden itera-
ciés ciklusban meg kell hatarozni, hogy a szerkezet az adott elmozdulasi alla-
potban milyen kiilsé terheket képes egyensilyozni. (Ez a 1épés jelenti a linea-
ris szamitas iteraciés ciklusonkénti korrekcigjat: az 1. abran nyillal jelolt
szakaszok.) Az egyensilyozott kiils§ terheket az adott elmozdulasi allapot-
ban a szerkezetben miik6dd igénybevételekbél hatarozhatjuk meg.

3. A tanulmany targya, kozelit6 feltevések

A tanulmany sikbeli vasbeton keretszerkezetek hajlitott ridelemeiben
adott ridvégi elmozdulasok mellett ébredd igénybevételek szamitastechnikai-
lag kedvezd kozelité szamitasat targyalja. A javasolt médszerrel az elemi me-
revségi matrixok ciklusonkénti djraszamitéasa kikiiszobo6lhet6: a ridvégi nyo-
matékok egy — max. nyolc kombinaciéban megoldandé — kétismeretlenes
egyenletrendszer megoldasaval szamithaték.

A szamitas soran az alabbi kozelité feltételezéseket fogadjuk el:

1. A derékeré hatasat elhanyagoljuk;

2. A sik keresztmetszetek torvényét érvényesnek tekintjik.

3. A nyomatékok és gorbiiletek kozotti dsszefiiggést bilinearis fiiggvény-
nyel kozelitjiik, amelynek toréspontja az acélbetétek megfoly4sahoz, masodik
szakaszdnak végpontja pedig a beton torési osszenyomddasanak eléréséhez
tartozik. (Ezzel egyiittal a keresztmetszetek alulvasalt voltat is feltételezziik.)

4. A 3. ponttal 6sszhangban a beton hizészilardsagat elhanyagoljuk.
(A nyomaték-gorbiilet osszefiiggést egyébként csak trilineédris fiiggvénnyel
kozelithetnénk.)
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5. Feltessziik, hogy a ridvégi igénybevételek jo kozelitd értékét kap-

juk, ha
a) a nyomatékokat és gorbiileteket a ridtengely négy pontjaban — a két
ridvégen és két belsd pontban — a bilinearis nyomaték-gorbiilet osszefiiggés

értelmében egyeztetjiik, és
b} a ridvégeken a gorbiletfiiggvény elsd derivaltjat is elGirjuk a

x'(x) = m; -[M'(x) i=1,2,3,4

osszefiiggés értelmében, ahol m a hajlékonysagot jelenti. (Korabbi numerikus
vizsgalatok azt mutattdk, hogy a nyomatékok és gorbiiletek négy pontban
valé egyeztetése linearis esetben j6 kozelitést eredményez, a folyasi jelenség
kovetésére azonban ez 6nmagiban nem elegends.)

6. Az 5. ponttal sszhangban a ridtengely alakjat leirs, folytonosnak
feltételezett alakvaltozasi fiiggvényt hetedfoku polinomnak vélasztjuk. Ugyan-
is a hat kollokaciés egyenlet és a négy alakvaltozasi peremfeltétel tiz fiiggetlen
ismeretlen meghatarozasara elegend§, és mivel a feladat statikailag kétszere-
sen hatarozatlan, az alakvaltozési fiiggvénynek nyolc ismeretlen paramétere
lehet.

Megjegyzendd, hogy masodfokd nyomatékfiiggvény és bilinedris nyo-
maték-gorbiilet Gsszefiiggés mellett, az alakvaltozott ridtengely negyedfokd
— egymashoz érintSlegesen csatlakozé — parabolaszakaszokbdl all.

A szamitasi algoritmus emellett arra a specialis esetre vonatkozik,
amikor is a ridtengely mentén egyenletesen megoszlé teher miikodik. Ez a fel-
tevés azonban nem érinti a médszer lényegét és a gyakorlati alkalmazas sordn
altalaban helytallg.

4. A kollokaciés modszer alkalmazasa

4.1 A ridelem viselkedését leiré egyenletek

— A nyomatékfiiggvényt a két ismeretlen radvégi nyomatékkal adjuk meg,
egyenletesen megoszlé terhelés esetére:

M(x) = M, [1 - 7 ) + M, li — 0,5qx(I — x)

— A nyomatékok és gorbiiletek kizotti osszeftiggést leiré bilinearis fiiggvény:
#(x) = m; M(x) + k; i=12,3,4
— i =1, 3: berepedt rugalmas allapot: |M| < |M%,|

x4 x4
m. — Hr . k=0, m, = Hr ;s k, =0
3T e’ 1 . 1
Hr < Hr
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— i = 2, 4: berepedt képlékeny illapot: |My, | << |M| < |M,|

e xﬁ_xllx'l_ i P et a— "I:I-_”‘lx-l—r 2
my = ¥ s ? Wenthe - He on o e
MHk i MHr MHk R MHr
Vo “;5 T x‘[z'l-*r_ 8 + a+ "?i W x?‘it
My tin ettt e e i e o M o
MHk G MHr MHk e MHr
X
T
I
|
2|
[
i
XClo e Sc RS 1
- a- Hr
Mriic Miir Ll
Qe o 2+
: |l MHrMHk M
% : a-
Lt i
]
1
{4
]
[
i
-------------- X

3. dbra

— Az alakvdltozdsokat kozelit fiiggvényt egy olyan derékszogli (x,y)
koordinata rendszerben adjuk meg, amelynek kezddpontja az alakvaltozott
ridtengely balvégével (4) egybeesik és x tengelyének irdnya a rid kezdeti
— egyenes — tengelyvonaldval parhuzamos:

¥y(x) = ax? + bx® 4 cx® | dx* + ex? { fx% + gx + h.

Ismeretlenek az alakvaltozasi fiiggvény paraméterei és a két ridvégi nyomaték
(0sszesen 10 érték).
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4.2. Feltételi egyenletek

Az ismeretlenek meghatirozdsira a kovetkezd feltételi egyenleteket ir-
hatjuk fel:
Peremfeltételek:

Lylx=10) =0
2.y (x =0) =g,

3.y(x=1) =vg —v,
4.y'(x=1) =g

Kollokaciés egyenletek:

5.9 (x = 0) = 4 = mAM, + kf (=1,2,3,4)
. — 2
6.y”,(x — O) — 7!,’4 —_ rn;AMl,4 — mlA MB M; O,Sql (i == 1, 2, 3, 4')
7.9 (x = al)= u(x = al) = miM, + K t=12,3,4)
8.9" (x = fl) = x(x = Bl) = miM, + K (i=1,23,4
9.y" (x=1) = xg = mEMp + kP (=1,2,3,4)
_ 2
10.y” (x = 1) = x — mB e MIA + 0,5¢! (=1,2,3,4)

4.3 A megoldds lépései

Az 1—-10. feltételi egyenletek célszeriien hirom csoportba sorolhaték:

a) az x = 0 helyre vonatkoz6 egyenletekb§l az alakvaltozasi fiiggvény
¢, [, 8, h paramétereit az ismeretlen ridvégi nyomatékok fiiggvényében koz-
vetleniil szamithatjuk.

b) az x =l helyre vonatkozé egyenletekb§l az alakvaltozasi egyenlet
tovabbi ismeretlen paraméterei — ugyancsak a ridvégi nyomatékok fiiggvé-
nyében — meghatirozhaték. A paraméterekre vonatkozéan ezek az egyenle-
tek egy linearis egyenletrendszert alkotnak.

c¢) ha végiil az x = ol és x = Bl helyre vonatkozé egyenletekbe behelyet-
tesitjiik az alakvaltozasi fiiggvény el6z8ek soran meghatdrozott paramétereit,
az ismeretlen ridvégi nyomatékokra egy kétismeretlenes egyenletrendszert
nyeriink.

a) A balvégre vonatkozé feltételi egyenletek:

Ly(x=0) =h=0,
2.y'(x=0) =g=qa
9
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5. (x =0) =2f=m My + k-

o miM K
2 2
6.y"'(x — 0) — 6e = mA MB - MA - 0,5 ql2
i 1 )
o Ms— My — 05
- H
6l

b) A jobbvégre vonatkozé feltételi egyenletek:

3.y(x=1) =al” +bl® + cl>+ dl* + el®* + fI1> + gl = vy — v,,

4.y'(x =1) = Tal® + 6bl5 4 5cl* + 4dI® + 3el2 4 2fl + g = @p,

9.y"(x = Iy = 42al5 + 30bI4 + 20cP® + 12dI2 + 6l + 2f = mP My + kP,
10. y"""(x = 1) = 210al* 4 120613 -+ 60cl? -+ 24dl 4 6e =

p . Mp— My+0542

=m(-
l

A fenti egyenletek az a, b, ¢, d ismeretlenekre nézve lineéris egyenletrendszert
alkotnak.

Matrixalakban:
K -k=j,
ahol K= I7 18 15 14
718 6l° 514 43

4205 3014 2003 1212
21014 1208 6012 241

k* = [a, b, ¢, d]
és g = @4 helyettesitéssel, valamint a

A =vg—vy— @al,
dp = ¢p — @a

jelolések bevezetésével (Av és Ap a rddvégek relativ elmozdulasa és elfordu-

lasa):
j=r dv — el® — fI? n

Ap — 3el? — 2fl1

mfMg + kB — 6el — 2f

g Mp— M, + 0542

m; 6e
- l -
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Célszerii a fenti egyenletrendszer megoldasat analitikusan el8allitani, hogy
informaciékat szerezhessiink a ridvégi nyomatékokra — ezen eredmények
birtokdban — felirhaté kétismeretlenes egyenletrendszerrdl.

Az egyenletrendszer megoldéasa:

k=r —201""4v + 101=%Ap + el + 4f1-5 — 21-%(mB My + kf) +
4 1I"3mB(Mg — M, + 0,5q12)
700-%4v — 341-54¢ — 4el=3 — 15f1-4 4 6,51 { MPmg + kP) —
— - mB(Mp — M, + 0,5q1%)
— 84154y + 391 4Ap + 6el—2 4- 20f1-3 — TI-3(mPMy + kB) +
+ I3mP(Mg — M, -+ 0,5qI?)
351-44p — 151-31g — del-1 — 10f1-2 + 2,51-A(mE M, + k) +
L + I72mP(Mp — M, + 0,5¢1%) 4.

Helyettesitsiik be ezeket az értékeket a 7. és 8. egyenletbe. (A két egyenlet
nagyfokui hasonlésiga miatt a részletes behelyettesitést csak a 7. egyenlettel
végezziik el, és az egyszertibb irasméd érdekében egyrittal

mPMp + kP = xp
5 My— M, +05q2

m; - = ¥pB

l

helyettesitéseket is végziink.)
Av A
— 84Oa57~ —}—420a5—l— + 42c%el + 168’ f — 84 P xp + Tadlxy +

02040 42

+ 2100 ot —~120atel—450 ¢4+ 195 a® x5 — 15a 4]y —

12

— 1680a3% + 7800(3% +120a%el 4+ 400a® f — 140 &® %5+ 10a®lxs -+

+ 420&2% — 1800:2—47l — 48a%el — 12002 f + 30a? 2y — 2a2l g +

+ 6ael + 2 f=
=mi[Ma(l —a) + Mpa + 0,5q%(a? — )] + k. (7)

Bevezetve a kovetkezd jeloléseket:

;= —840a® + 2100 ® — 168023 420 a2,
= 4200® — 1020 x* + 7803 — 180 «?,

9*
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oy = Ta® — 20xt 4+ 203 — 82 4 a, .
oy = 8405 — 225x' L 200 — 60a? -+ 1,

oy = — 84a® + 195t — 1403 4 30c?

otg = Ta® — 15at + 1003 — 242

o =1—a,
oy = a? — o,

és behelyettesitve az e és f paraméterek értékét, valamint a xp, » g kifejezése-
ket; rendezés utan a kovetkez6t kapjuk:

M, (—aym + a,mp — agmP — oy m?) + (7")
+ Mplagmf + asmfP + agmP -— amf) =
4 ’

= —a, lezv — aczl—(p — ok — askB + 0,5 gli(aymP — agmP4oagm?) -k}

A 8. egyenlet ehhez hasonléan:

My (—8, m{ + Bs m{t — Bs mf — Ba mf) + (8”)
+ Mg (.BsmiA + ﬂsm,ﬁ + ﬂsmF - ﬂmf) =

A A
= —ﬂl lzv _ﬁ‘_,._;’i_ 54 sz - ﬁssz +

+ 0,541 (B, mf — Bsmi -+ B mf) + K,

ahol 8, 5 p-tél fiiggd, o, g-cal egyezd alakui és egyiitthatéju kifejezéseket
jelentenek.

4.4 A ridelem vdrhato viselkedésébdl kiovetkezo egyszeriisitést lehetdségek

A fenti kétismeretlenes egyenletrendszert elvileg 44 = 256 kombinacié-
ban kellene megoldani a kollokalt keresztmetszetek egymastdl fiiggetlen kiilon-
b628 lehetséges allapotinak megfelelden. A kollokéciés pontok helyére vonat-
kozéan azonban gyakorlati megfontolasok alapjin elfogadhatjuk a kiovetkezs
feltevéseket:

1. A ridvégeken a nyomaték elGjele negativ: a negativ nyomatékra
érvényes nyomaték-gorbiilet &sszefiiggést hasznilhatjuk (3. és 4. szakasz
a 2. abran).

Feltehetd ugyanis, hogy a gyakorlati esetek tilnyomé részében a csomé-
ponti elmozdulasokbél ébredd nyomatékok abszolit értékben kisebbek a ter-
helésbél keletkezd nyomatékoknal:

\MZ7| < M| (M| < (M-
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2. Az x = ol koordinataji keresztmetszet nyomatéka negativ elGjeli
és az acélbetétek megfolyasa ebben a keresztmetszetben nem kovetkezik be.
a értékének megfelels felvételével ez a feltétel biztosithaté.

3. Az x = Bl koordinatajui keresztmetszetben a nyomaték elGjele pozitiv
és itt az acélbetétek megfolyasat is megengedjiik (1. és 2. szakasz a 2, abran).

Gyakorlati esetekben a négy pont kéziil hiromban (a ridvégeken és az
x = al helyen) ugyanazt a nyomaték-gorbiilet fiiggvényt hasznalhatjuk.

A fenti — a rid varhaté viselkedését tiikroz6 — korlatozasok mellett
az egyenletrendszert csak max. nyolc kombinaciéban kell megoldani. A helyes
eredményt az a kombinéicié szolgiltatja, amelynél az egyes keresztmetszetek
feltételezett allapota és az eredmény 6sszhangban van.

Ha egyik kombinacié sem ad jé eredményt és ezen a belsd lokaciés pon-
tok helyének alkalmas valtoztatisa sem segit, a rid egyensilya az adott
teherbirasi és alakvaltozasi korlatozé feltételek mellett nem biztosithaté.

4.5 Linedris eset

Ha az acélbetétek megfolyasa még egyik keresztmetszetben sem kovet-
kezik be, a (77, 8”) egyenletrendszer egyszeriisodik, mivel:

M= h=k =k =0,

M \(—agmi' 4 amg' — agmf — azmg) +

+ Mg(aymf' + aymf + agmP — am§) =
Av

2
*’Wft(_ﬂ:smé4 + 134'":3q - ﬂsmaB — ﬂ,mf) +
+ ‘MB(ﬂS"'? + .Bsm:‘s3 + ﬂsmf — ﬂM‘f) =

4 A Yy
= —Fr-y — Fa ]+ O5q(Bemdt — fomf - fym). (8")

= al

A 11
— a2_1(ﬁ + 0,5qP(agmg' — agmi® + axgm3), (7"

Ily médon M ,-ra és Mg-re olyan linearis egyenletrendszert kapunk, amelynek
megoldasa — allandé ridkeresztmetszet esetében — kell hogy a linearis rugal-
massagtan ismert Osszefiiggését adja.

Ha a ridkeresztmetszet allandé

m$ = mi=ml=mf = m.
»m”’-et kiemelve, majd mindkét egyenletet ,,m”-mel elosztva:

M a9 + Mget,y = —al-é)— — azz—él—ql + 0,5ql% &y, )
ml? ml
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AV A
My + MpBig= —f1—— B+ 0,5q28,,, (8")
ml? ml
ahol
oy = —ay + %y — g — &y = 10a?(Ta® — 1922 + 172 — 3)
o= 3 + a5 + g — & = 1002(—Ta® + 1622 — 1la + 2)
%y = oty — g + g = 102%(—0,522 + x — 0,5)

(Bg—1, hasonléan)

Egyszerien belathats, hogy a (7', 8!V) egyenletrendszernek nincs egyértelmd
megoldasa, ha két kollokaciés pont egybeesik (¢ =0; a =1; f=0; g = 1;
a = f).

Kimutathaté, hogy az M ,, My nyomatékok « és f§ értékére nézve inva-
riansak és az egyenletrendszer megolddsa a linedris rugalmassigtan dsszefiig-
géseihez vezet:

2
M,=6 Av‘ _2_AV’_+L

mi? ml 127
Av A ql?
Mp,= —6 44
B ml2 ml 12
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Nichtlineare Berechnung eines hiegebeanspruchten Stahlbeton-Stabelementes nach der
Kollokationsmethode. Der Aufsatz enthilt einen Vorschlag fiir die nichtlineare Niherungs-
berechnung eines biegebeanspruchten Stahlbeton-Stabelementes. Im Verfahren wird die ge-
kriimmte Stabachse mit einem Polynom siebenten Grades angeniihert. Die einander zugeord-
neten Momente und Kriimmungen miissen — auf Grund des als bilateral angenommenen
Zusammenhanges — in vier Punkten der Stabachse und die ersten Derivate der Momenten-
und Kriimmungsfunktion in zwei Punkten iibereinstimmen. Die den gegebenen Verschiebun-
gen des Stabendes entsprechenden Einspannmomente konnen aus einem Gleichungssystem
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mit zwei Unbekannten errechnet werden. Das vorgeschlagene Verfahren ist in die aus der
Literatur bekannten numerischen, iterativen Nidherungsverfahren eingereiht und kann die
Wirksamkeit dieser weitersteigern.

Henuueiinpiil pacyéT H30rHY TOro cTanefeTOHHOro CTPEKHA € KONITOKAUMOHHLIM METOXOM
B crartbe npepnaraercsi npulaH>XeHHbIH METO/L HA HeJTHHEHHbIH pacyéT Ha H3rHOe >Kene300eToH-
HOTO CTEP)KHA. MeTox npHOIMIKAET 3arHYTYI0 0Cb CTEP)KHSI C NMOTHHOMOM Ce[bMOi CTENeHH;
ApeanHCHIBaeT B3aHMHO COOTBETCTBHE MOMEHTOB H KPHBH3HeH — Ha OCHOBE JBYJIHHeHHOH
CBSI3H — B YETHIPAX MECTAaX OCH CTEP)KHS H TOXKEe COrJIaCOBAET NepBY0 NPOH3BOHYIO Gy HKLIUHK
MOMEHTOB H KPHBH3Hel. MOMEHTbI 3aKpemJieHHs1 MOAXOAsSIHe 3aJaHHbIM IEepeMEellicHHsIM Ha
Kpaiie CTep)KHS1 MOTYT BHIMBICJIHTBL M3 CHCTEMbl ypaBHEHHii C [ByMs1 Heu3BecTHHMH. [Tpemto-
JKEHHbIH MEeTOJ MO)KET YBEJMYHTL 3QPEKTHBHOCTL PaTHYHLIX HTEPATHBHBIX MPHOIHKEHHBIX
METOI0B H3BECTHBIX H3 JIHTEpPATYPHIL.







RUGALMAS RUDSZERKEZETEK
ALLAPOTVALTOZASANAK PONTOS ELEMZESE

GASPAR ZSOLT*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

A rugalmas ridszerkezetek illapotvaltozasinak meghatarozdsat nagy elmoz-
duldsok esetén visszavezetjitk egy nemlinedris egyenletrendszer megolddsidra. A nem-
linedris egyenletrendszert a csomépontokra felirt egyensilyi és a rudakra felirt kompati-
bilitasi egyenletek alkotjik. Egy-egy rid alakjat a rudvégi igénybevételek ismeretében
egy hat egyenletbdl llé differencidlegyenlet rendszerrel meghatarozott kezdeti érték-
feladat megolddsaval kapjuk.

1. Bevezetés

A BME Epitdmérnskkari Mechanika Tanszékén a ,,Rugalmas anyagd
ridszerkezetek és halék statikai és stabilitasi vizsgalata cimi altéma kere-
tében foly6 kutatasok fGbb eredményeit a [6] tanulmany ismerteti.

Rugalmas ridszerkezetek allapotjellemzdinek meghatarozasara [1] olyan
moédszert mutat be, amellyel ez tetszGleges pontossaggal elérhets. A médszer
lényege, hogy az egyensiilyi és kompatibilitasi feltételeket nemlinearis egyen-
letrendszer formajaban fogalmazza meg, és ebbdl derivalassal kapja a [2]-ben
ismertetettnek megfelels allapotvaltozasi differencidlegyenlet rendszert. Egy
ismert belsG erdkkel terhelt rid alakjanak meghatarozasat [3], egy rid érintd
merevségi matrixat [4] mutatja be részletesebben.

Ebben a dolgozatban réviden ismertetjiik azokat a valtozasokat, ame-
lyek a kovetkezd célok elérése érdekében torténtek:

a) A médszer kiterjesztése olyan ridszerkezetekre, melyeken a rudak
keresztmetszeteinek silypontja és nyirasi kozéppontja nem feltétleniil esik
egybe.

b) A rid alakjat meghatarozé kezdeti érték feladat olyan megfogalmazasa,
hogy azt az eddigi 12 helyett egy 6 egyenlethél 4llé6 differenciilegyenlet rend-
szer hatarozza meg.

c) Az allapotjellemzdk oly médon valé értelmezése, hogy konzervativ
teher esetében minden fizikailag lehetséges allapotban az érint§ merevségi
matrix szimmetrikus legyen.

* Dr. Gaspar Zsolt, 1025 Budapest, Kapy u. 40/b.
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2. A rud alakjanak meghatarozasa

A vizsgalt rdd altalidnos esetben fesziiltségmentes allapotban is térgorbe
tengelyii, valtozé keresztmetszetii, a csomdpontokhoz excentrikusan kapceso-
16dik. Feltételezziik, hogy az anyag linearisan rugalmas, a keresztmetszetek
alaktarték és sikok maradnak, valamint a rudak csak végein terheltek.

A terheletlen rid alakja jellemezhetd a tengely mentén valtozé 7 para-
méter fiiggvényében egy €,(1) fajlagos eltolédas és egy y,(1) fajlagos elfordu-
lasvektorral (1. [3]). A kinematikai teher, vagyis a nem fesziiltség miatt 1étre-
jovd deformécié is hasonléképp jellemezhetd €,(2), v,(4). A fajlagos rugalmas
deformaciét az

[ e2) ] = Fy(1) T (g(2)) B(v(2)) s
Ye(4)

Osszefiiggéssel szamithatjuk, ahol s a rid végpontjanak hat igénybevételét
tartalmazé vektor, amit a B atviteli matrix redukil a 1 paraméterd pontra.
Az antimetrikus B a 1 paraméterii pont koordinatiit tartalmazza. A helyi
igénybevételeket a T (két forgatématrixbél allé hiperdiagonal) métrix transz-
formalja a lokélis rendszerbe, amelynek tengelyei a fGiranyokba mutatnak.
A forgatématrixok a g elforduldsvektor fiiggvényei, mely vektor a 1 ponthoz
tartozé lokalis koordinata-rendszernek a végponti koordinata-rendszerbe valé
forgatasat adja meg. (A T(g) kapcsolatot lasd [4] (2) képletében.)

Az F (1) fajlagos hajlékonysagi matrix inverzét [3] (4) képlete mutatja.
Jeloljiikk a keresztmetszet nyirasi kozéppontjanak a keresztmetszet lokalis
koordinata-rendszerében érvényes koordinatait &,4(4)-val és £,4(1)-val. Ezeknek
a zérustdl valé eltérése figyelembe vehets, ha az invertilds eldtt a matrix
nyiréerdkhoz tartozé masodik és harmadik soranak —&;g(2)-szorosat, ill.
&,5(A)-szorosat hozzdadjuk a csavarényomatékhoz tartozé negyedik sorhoz.

A fajlagos eltolédasokat vissza kell forgatni a végponti koordinata-rend-
szerbe, hogy megkapjuk a koordinata-névekményeket. Az elfordulisvektorok-
nal azok nem additiv volta miatt egy tovabbi transzformaicié is sziikséges:

A I T S S £

ahol E harmadrendidi egységmatrix és H elemei:

gl — A4 —Ditisign (i —
e By e
|l 2ig|
4 — _l8l(1 + cos |g])
2 sin |gl.
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Az (1) differencidlegyenletrendszerhez a végponti excentrikus kapcsolatot
jellemzd e, és g, vektorok adjak meg a kezdeti értéket. A kezdeti értékfeladatot
megoldva, kapjuk a v(I) és g(I) vektorokat. Jelolje e, és g, a kezdGponti excent-
rikus kapcsolatokat jellemzd vektorokat. Ekkor a

v = —v(l) — T*(g(})) €.
gv = —F(T(T*(g(D) - &) - T(g(h))) (2)

vektorok megadjak azokat a koordinata-transzformaciékat, amelyek a kezdé-
ponti W koordinita-rendszert a végponti V koordinita-rendszerbe viszik at.
(Az & fiiggvény értelmezését lasd [4] (24) képletében.)

3. Egyensiilyi és kompatibilitisi egyenletek

A feladat: egy adott q vektorral jellemzett csoméponti er6kbél all6 teher
és az €(A), v,(1) figgvényvektorokkal jellemzett kinematikai teher esetében
keletkezd allapotjellemz8k meghatarozasa.

Legyen ismert az allapotjellemzdk egy kozelitése, vagyis a kiovetkezd
hipervektorok:

x melynek elemei a csomépontok helyvektorai,

f melynek elemei a csoméponti koordinata-rendszerek elforduldsit meg-

adé vektorok,

s melynek elemei a rudak végéhez definialt belsé er6k vektora.

Az egyensilyhoz és kompatibilitishoz A eltolédas, ¢ elfordulis és o
belsé erdnovekmény kell. fgy a keresett allapotot az x + A csoméponti koor-
dinatak, az s + o bels6 erSk, valamint az egyes csoméponti koordinita-rend-
szerek elfordulasat az

&(T()) T(f))

Osszefiiggéssel meghatarozhaté forgasvektorok jellemzik. A j. csomépont
egyensulyat a

SB* (A — Bro) B*(xi5 — x0) T* (£5) T*(pis) (85 + 0) —
(k1)

— ST (f) T(@uo)sk + o) +q,= 0
(k2)

(3)

egyenlet fejezi ki, ahol az els§ 6sszegzésben azok a rudak szerepelnek, amelyek
a kezdGpontjukkal kapcsolédnak a j. csoméponthoz, mig a masodikban azok,
melyek a végpontjukkal.

A k. ridra felirt kompatibilitasi egyenletek azt fejezik ki, hogy a rid
beilleszthet§ a két csomépont elmozdult koordinata-rendszere kozé:
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T(Pus) * T(fio) * (Xka + Brg — Xko — Bip) + Viw(sx + 0x) = 0, (4)
g(T(g’\W) ’ T(@ka) : T(fka) - T* (fkb) : T*(ékb)) =0, (5)

ahol g, a k. rddnak az s, + o, belsé erékkel a (1) képlettel meghatirozott
értéke, és a ~ jel a ridvégi koordinitarendszerben valé felirast jeloli, tehat
példaul

fi0 = T(fis) - fia -

4. Megoldasi médszer

A csomdépontokra felirt (3), valamint a rudakra felirt (4) és (5) tipusi
egyenletek egyiitt egy nemlinearis egyenletrendszert alkotnak.

Az allapotviltozasi jellemz§k infinitezimélis valtozasa, valamint az
egyensiilyi és kompatibilitasi egyenletek behelyettesitési értékeinek valtozasa
kozott a nemlinearis rendszer Jacobi-matrixa adja meg a kapcsolatot:

D GHdu]—{-[de]:O, (6)
[L F || do de

ahol de és dc az egyensiilyi és kompatibilitasi hiba megvaltozasa, valamint du
a dA; és dep vektorokbél allé hipervektor. A D, G és L matrixokban a deri-
valasok képletszeriileg elvégezhetdk, az F el6allitdsdhoz numerikus derivalasra
van sziikség.

Az allapotvaltozék meghatirozasa a kovetkezd lépésekben torténik:

a) Az igénybevételek kozelitd értékébsl rudanként megoldjuk az (1)
kezdeti érték feladatot.

b) Az egzakt (3)—(5) tipusi egyenletekkel kiszaimitjuk az e egyensiilyi
és ¢ kompatibilitasi hibat.

c¢) Ha a hibak a megengedett értéknél nagyobbak, akkor (6) linearis
osszefiiggést véges valtozasra alkalmazva, kiszamitjuk u és o értékét.

d) Az u és @ vektorok alapjan médositjuk az x, f és s kozelits értékeket és
az eljarist megismételjitk.
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Precise analysis of the change of state of elastic bar structures. In the case of major dis-
placements, determination of the change of state of elastic bar structures is reduced to the
solution of a nonlinear equation system. This nonlinear equation system consists of equilibrium
equations of the junction points, and compatibility equations related to the bars. The form
of the individual bars is obtained, if the bar end stresses and load values are known, with the
solution of an initial value problem defined by a differential equation system consisting of
six equations.

Exakte Analyse der Zustandsiinderung elastischer Stabkonstruktionen. Die Bestimmung
der Zustandsénderung von elastischen Stabkonstruktionen kann im Falle groBier Verschiebun-
gen auf die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems zuriickgefiihrt werden. Das nicht-
lineare Gleichungssystem besteht aus den fiir die Knotenpunkte aufgeschriebenen Gleichge-
wichts- und aus den fiir die Stibe aufgeschriebenen Kompatibilititsgleichungen. In Kenntnis
der am Stabende auftretenden Beanspruchungen kann die Form eines Stabes als Losung eines
Anfangswertproblems ermittelt werden, das durch ein aus sechs Gleichungen bestehendes
Differentialgleichungssystem bestimmt ist.

Tounbiif aHAIU3 H3MeHEeHHUA COCTOSHUA YNPYrUX CTepIKHeBbIX cucTeM. OnpeneneHye H3-
MEHEHHs COCTOSIHHSI YNPYruX CTEP>KHEBLIX CHCTeM B cayuae Gonblux nepemeunieHuit Bo3Bpa-
LAeTCs1 Ha pellleHHe CHCTeMbl HeJIMHEHHbIX ypaBHeHHH. CucTeMa HeiMHeHHBIX ypaBHeHHH coc-
TaBJIeHa U3 YPaBHEHHII paBHOBECHS y3JI0B H H3 ypaBHEHHIl COBMECTHOCTH CTep)kHell. 3Hast Ha-
FPY3KH Ha KOHLUAX CTEPXKHH AedopMaLlHI0 OZHON CTEP)KHH IONY4YHM M3 pElUEHHs 3a1ayM Ha-
4aNbHOro 3Ha4YEHHUst ONpefeieHa CHCTeMOl wecti AHddepeHUHaNbHBX Y PaBHEHHIT.







SZAKASZOSAN VALTAKOZO PEREMFELTETELU
KORHENGER METSZETEROI

HEGEDUS ISTVAN

A dolgozat analitikus tipusi megolddst mutat be a kiérszimmetrikus terhelésii,
alsé peremén szakaszosan merev alzatra tdmaszkodé kérhengerek metszeterGinek sza-
mitdsdra. A megoldds kidolgozdsdnal nem alkalmazza a szakirodalomban szokdsos
egyszeriisitéseket, melyek lehetetlenné tennék a tdmaszkérnyéki metszeterd-eloszlds
jellegzetességeinek vizsgilatat, hanem a kényelmetlenebb matematikai kezelhetdségii
eredeti peremfeltétel-rendszerrel dolgozik. A szakaszosan viltakozé peremfeltételt elsd
lépésben egységes normalasi feltétellel helyettesiti, majd az ennek figyelembevételével
szdmitott normélt alaprendszereknek hibaminimum-feltétel segitségével megadott
linedris kombinaciéjdval kozeliti a keresett megoldést.

1. A probléma ismertetése

Az alsé peremén szakaszonként megtamasztott korszimmetrikus terhe-
lésti korhengerhéj vizsgalata a héjelmélet egy alapfeladat-jellegli problémaja-
nak tiinik, a szakirodalomban lelhet§ megoldasok [1—3.] a valésagostdl mégis
alapvetden eltérd eredményt szolgdltatnak. A legtobb szerzé ugyanis a mate-
matikailag kényelmetlen peremfeltételeket kicsinynek latszé, de nagyon lénye-
ges médositassal vigy kozeliti, hogy a megtimasztott és megtamasztatlan pe-
remszakaszokon azonos statikal mennyiségekre lehessen feltételt allitani.
Ehhez az ismeretlen megoszlasi tamaszerdrendszer 6nkényes felvétele sziik-
séges, a szamitds tehat az egyik leglényegesebb sajatossig: a reakcideloszlas
vizsgalatira alkalmatlanna vilik.

A dolgozatban ismertetett vizsgalatok célja olyan szamitasi eljaras kidol-
gozasa volt, amely mentes az emlitett hianyossagtoél, igy lehetdséget nyujt
a peremfeltételek hatasinak egzaktabb figyelembevételére.

Legyen feladatunk egy olyan kérszimmetrikus terhelésd korhenger met-
szeterSinek meghatarozasa, amelynek alsé pereme az 1. dbranak megfeleld
elrendezésii tokéletesen merev timaszrendszerre fekszik dgy, hogy az alata-
masztatlan részeken az alkotdirdnyd peremmozgéasok szabadon létrejohetnek.
Tételezziik fel az egyszeriibb targyalas kedvéért, hogy az alsé peremhez olyan
diafragma csatlakozik, mely a sikjaba es§ eltolédasokon kiviil a peremelfordu-
lasokat is meggatolja. Tegyiik fel tovabb4, hogy a henger a késdbbi vizsgalatok
szempontjabél elegendSen hosszi, tehat az alsé és a fels6 peremekre elGirt
feltételek egymastél fiiggetleniil kielégithetSk.
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1. dbra

2. Az alakvaltozasok differencialegyenlet rendszerének altalinos megoldasa

A szamitas elsd 1épéseként meg kell hataroznunk egy olyan kérszimmet-
rikus metszeterd- és elmozdulasrendszert, amely a korszimmetrikus terhelésii
henger egyensiilyi feltételeit és az alakvaltozasok osszeférhetdségének feltételét
kielégiti. A szamitasnak ez a lépése viszonylag kozismert, rutin-jellegii feladat
ezért nem is foglalkozunk vele részletesen.

A korszimmetrikus metszeters- és alakvaltozasrendszer azonban sérti
az alsé peremre el6irt szakaszosan valtakozé feltételrendszert. A szamitas ma-
sodik lépésében ezért olyan elmozdulds- és metszeterdrendszert kell a kor-
szimmetrikus megoldasrészre halmoznunk, amely nem boritja fel a mar kielé-
gitett egyensiilyi feltételeket, viszont az als6 perem alakvaltozasait és metszet-
erdit éppen a peremfeltételeknek megfelelGen korrigalja. Ennek az elmozdulés-
rendszernek ki kell elégitenie az alabbi differencialegyenleteket

1—v» 14+
el P %"Ev"‘ g =0,
i 1—
B Uey + < vee + Vg —w, =0, (la—c)

2
—vug — v, + k- 44w - w=0.

Az egyenletrendszer a vékony héjak Vlaszov-féle differenciilegyenlet rendszeré-
nek homogén alakja, u és v az alkoté- és gyiriiiranyd elmozdulasok, w a kifelé
mutaté héjnormailis irdnyaba esd elmozdulas és az a hengersugir hanyadosa,
& és n az a-val osztott, dimenziémentes alkoté- és gytrdiranyd feliileti koordi-
natak, a labindexek az ezek szerinti parcialis derivalast jelolik, mig — h-val
az allandé falvastagsagot jelolve —
h2
12a®

k=



KORHENGER METSZETEROI 145

Kihasznalva, hogy a henger hosszi, valamint, hogy az alatamasztasi rendszer
szimmetrikus alaprajzi elrendezésii (la—c) megoldasat a kévetkezé alakban
kapjuk:

u == u, () + Z(uln *Yin + Usn L1n + UsnPan -+ Uyn Xan) COS BT,

nm=1

v = 2 (V1 * Y10 + tan Y2n + Vsn¥in + V4o Xan) 8in 1), (23—0)

n=1

w = wy() + 2(wln Yin + Wop Y1n + W3, Pen + Wy, Xan) CO8 BT,

nm=1
ahol x, és v, lecsengé hullamfiiggvények:

Y1n = 8in By, §.e7omd Pon = sin By § < e7omt (3)

Tan = €08 By, & - e7 gy = co8 By, § - et
«, és B, az (la—c) karakterisztikus determinansinak kifejtésével adédé
k(A2 —n®)t 4+ (1 —v)At=0 (4)
egyenlet komplex gyiokeinek valés és képzetes része:
e R e [ |
)

[T 2ho T B 2

ahol

a}3(1 —?)
4h

y:

A (2a) és (2c) kifejezés 0 indexil tagja korszimmetrikus, igy az elsé részmeg-
oldisba beolvaszthaté, itt tehit nem sziikséges szerepeltetni. A tovabbi,
n-enként 12 egyiitthatét gy kell felvenniink, hogy egyrészt az alakviltozis-
komponensek kozt az osszeférhetség feltételei teljesiiljenek, masrészt az alsé
peremen allitott feltételek a teljes alakviltozas- és metszeterd-rendszerre vo-
natkozéan kielégiiljenek.

Helyettesitsilk a (2a—c) alakvaltozasfiiggvényeket az (la) és (1b)
egyenletekbe, és irjuk el§, hogy a y és y fiiggvények egyiitthatéi tinjenek el.
Ez 25, 25, y1, y, fiiggvényekre két-két feltételt, osszesen tehat n-enként nyole

10
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feltételt jelent. Az (1c) egyenletben szerepls egyiitthaték eltiinése mar nem ad
ij, fiiggetlen feltételt, ezért a hianyz6, n-enként négy fiiggetlen egyenletet
a peremfeltételek szolgaltatjak. Ezek kozill harom elGirhaté dgy, hogy minden
n-re vonatkozéan megkéoveteljilk a peremfeltételben szereplé elmozdulas-
komponens eltiinését:

$ = 0-nal v =0, Uy, + v, = 0,
w =0, Wap + Wy, = 0, (6)
w, =0, BinWin — ®1p Wop + Bon 0y, — typwy, = 0.

3. A szakaszosan valtakozé peremfeltétel helyettesitése

A perem-megtimasztas szakaszos velta miatt a hianyzd, egy-egy fel-
tételi egyenlet nem fogalmazhaté meg az eldbbiek mintajara, mert az alkoté-
iranyid elmozdulds nem az egész peremen, csak a megtimasztott részen zérus,
ill. csak a megtamasztatlan részen zérus a peremen kilépS normalerd. Mate-
matikailag tehat a feladat jellemz§ sajatsaga, hogy a komponens fiiggvények
egyiitthatéinak meghatirozasara szolgélé feltételrendszer nem esik szét n-en-
ként 12 ismeretlenes egyenletrendszerekre, hanem — N-nel jel6lve n kiilonb5z6
értékeinek szimat — egy 12 X NN ismeretlenes egyenletrendszer megoldasa
sziikséges az egyiitthaték kiszamitdsihoz.

A médszer alkalmazdsakor emiatt elére fel kell venni a megkivant pon-
tossigot biztosité tagszdmot, nincsen lehet§ség az eredmények fokozatos pon-
tositasara. ‘

Az alabbi kétlépéses szadmitassal elkeriilhetjiik a 12 X IV méretii egyenlet-
rendszer felallitasat és megoldasat, N db 12 ismeretlenes, valamint egyetlen
N ismeretlenes egyenletrendszer megoldasara visszavezetve azt.

Ehhez az eljarashoz azt a tényt hasznaljuk ki, hogy a 8 kompatibilitasi
feltétel és a harmonikusonként allithaté 3 peremfeltétel minden n-re 11 homo-
gén linearisan fiiggetlen egyenletet szolgaltat 12 egyiitthaté meghatarozasahoz,
vagyis a harmonikusonkénti 12 egyiitthatobél 4llg értékrendszer &, , #w, ,
mindéssze egy konstans szorzé erejéig hatarozatlan. Ha tehit minden harmo-
nikushoz egy 6nkényesen valasztott inhomogén egyenlettel egy normilasi fel-
tételt allitunk, a feltételrendszer minden n-re hatarozotta valik, és egy-egy
kompatibilis, harom peremfeltételt kielégitd és az onkényes feltétel szerint
normalt alakvaltozéasrendszert jelol ki, melyet 12 ismeretlenes egyenletrend-
szer megoldasaval meg is tudunk hatérozni.

A normalt alakvaltozasrendszereket alaprendszernek tekintve a probléma
megoldasat adé alakvaltozasrendszert az alaprendszerek olyan linearis kom-
binaciéjaként Allithatjuk el5, melynek feltételi egyenletrendszerét a még
kielégitetlen peremfeltétel szolgaltatja.
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Legyen az 6nkényes normalasi feltétel az, hogy a peremmenti &, elmoz-
dulasfiiggvények amplitiidéja minden n-re egységnyi. Az igy hatarozotta valé
feltételrendszer az n-edik harmonikusra vonatkozéan a 148. oldalon lathaté,

ahol
B, _i[ Xin ﬂln]’ B, :i[ Xaon ﬂ2n].

n | — B %n nl—Ban o,

Jeloljik az @,,...#,, alaprendszer egyiitthatéjat a megoldast adé linearis
kombinaciéban d, -nel.
Az eredé alakviltozisrendszer u elmozduliaskomponense

u = uyé) + Zdn(am%n + byntan + Ggn¥Pan + Bynlan) cos ny
n

Az elmozdulisfiiggvény, ill az elsé derivaltak peremértéke:

u(f = 0) = u, + ' dy(iy, + Gy,) cos nn = u, + S'd,cosn,
n n
u(f =0) = u; + Zdnn(ﬁlnaln — &yullyn + Pantisn + %anillyn) COS B,
n
u(f=0)=— >d,-n-siny.
n

Nevezziilk a megtimasztott peremszakaszok Osszességét s, tartomanynak, az
s;-gyel komplemens, megtamasztas nélkiili szakaszok Osszességét s,-nek.

Az s, tartomanyon a hidnyzé u(£ = 0) = 0 peremfeltétel a nem kérszim-
metrikus elmozdulasrendszerre vonatkozéan egyenértékiien helyettesithetd az

u(é = 0), =0 (7a)

feltétellel, mert a két feltétel kozti kiillonbség mindéssze egy 7-t6l nem fiiggs,
tehat korszimmetrikus elmozdulaskomponens.

Az s, tartoméiny hianyzé peremfeltételének fizikai tartalma: a peremen
kilépd alkotéiranyd normaler§ nagysaga zérus. A normalerdvel ardnyos meny-
nyiségekkel a peremfeltételi egyenlet:

u( = 0) + uy = 0. (7b)

A képletben u, a kérszimmetrikus alkotdirdnyd elmozdulasfiiggvény elsé
(& szerinti) derivaltjdnak peremértékét jeloli.

10*
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4. A szakaszosan valtakozé peremfeltétel feltételi egyenletrendszere

A (7a) és (7b) a kovetkezGképpen hasznilhaté az N szimi alaprendszer
egyiitthatéinak hatirozotta tételére. A perem megfelelden valasztott N szimd
pontjaban, melyek koziil IV, az s, peremszakaszon, N, az s, szakaszon fekszik,
eldirjuk a peremszakasznak megfelels (7a) vagy (7b) peremfeltétel pontos
kielégiilését. A peremderivaltak helyettesitési értékei N szamu hatirozatlan
konstanst: d,,, ..., d,\ értékeit tartalmazzik, az N kiilonb6z8 pontban tel-
jesiilendd peremfeltételi kovetelmény pedig éppen N db linearis egyenletet
szolgiltat a hatirozatlan konstansok kiszdmitisahoz. Az eljaras hibija az,
hogy a pontok tetszSleges kijelolése esetében nincsen garanciank az egyenletek
linearis fiiggetlenségére, emellett a végeredményiil adédé d,,, . . . d,,, értékek
nagysiga erdsen fiigg a kijellt pontok elrendezésétdl. Az eljaras numerikusan
instabil, mert altaldban igen gyengén meghatarozott egyenletrendszerre vezet.
Célszerlibb ezért stabilabb, megbizhatébb kozelitést adé médszert alkalmazni.
Ilyen médszer vezethetd le az egyenletes kiozelités elvébdl az alabbi médon.

A (7a) és (7b) peremfeltétel egyetlen integralegyenlettel is megfogalmaz-
haté. A matematikailag pontos helyettesitd peremfeltétel:

H= J llu(€ = 0),||ds +J [|u(& = 0); + ug||ds = 0, (8a)
azaz a peremfeltétel kielégiiletlenségének normaja a perem mentén végiginteg-
ralva zérust kell, hogy adjon. Véges szami komponens-fiiggvénnyel ez a perem-
feltétel természetesen nem teljesithetd, eldirhatjuk viszont, hogy a hibaintegral

minimumat vegye fel. A normat a késGbbiek egyszer@isitése érdekében a hiba-
négyzettel reprezentalva (8a) helyett a

H =,[Sx [u(f = 0)")]2 ds +j$, [u t = O)£ + u(’)]2 ds = minimum ! (8b)

egyenletes kozelitést biztosité peremfeltétel llithaté, melybdl a d, egyiittha-

tok a
=2l uE =0
adnl [J 1 1]

X

(5—0),,ds+j [u(E = 0); + us]x

u(£ = 0), ds} =0

ni

inhomogén linearis egyenletrendszerrel hatarozhaték meg.

Az 1. abra szerinti timaszelrendezés két egymasra merdleges szimmetria-
tengellyel rendelkezik, ezért n csak paros szam lehet. A peremértéket egysze-
riibben u(§ = 0), = i, u(§ = 0), = i, jelolve:
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46,...
de = ug + 2 d(Binfiin — %inflan + Panlfisn — Xanilyn) c08 1Y,
n=2
illetve az alaprendszerek normailasi feltételét kihasznilva,

46,... 46,...
iy = — 3 dn(ly, + dy)sinny= — > d,-n-sinny.

n=2 n=2

Legyen a tovabbiak egyszerlisitése érdekében ugy = 1. A minimalizilandé
hibaintegral a szimmetridk figyelembevételével

w2 _ P _ P _ LN Pe _ ..
H =-[0 atdn — Ll af dn —+—Ll ardn + 2‘[: Ggdn — 2.[% it dy = minimum !
Vezessiik be az alabbi jelolést:

k R R R )’
Je= : (Buk iy — otyicling + Bor g — oor gre)s (k=2,4,...,2N).

aH 2N S P1
—_ = Z{fk- > d, f- [J cos nv -coskndn—f cos nn-coskndn]+
P2

adk u=24,... 0
+k 3 d, anl sin n7 - sin ky dn} +
P2
42 lka coskndn——J%cos kr,dr,]: 0 (k=14,...2N).
0 [ 23

Az egyenletrendszert a kévetkezd alakban adhatjuk meg:

lexn] - [d.] = [exo] (E%n=2,4,...,2N).

[e,.] egyiitthatémétrix szimmetrikus, mert k és n szerepe felcserélhets:

kE+n k—n
sin (k+n)p, — sin (k+n)p,  sin(k - n)p, —sin(k —n)p,
k+4+n k—n

ek,k=f12<[7"_(‘P2_‘P1) J+k2[%‘q)1—

_2f

0] =
“k,0
k

eon=—fi - fo [ sin (k + n)p, — sin (k + n)g, N sin (k—n)p, —sin (k—n) qol]_

—k'n

],hak;én

sin 2k, —sin 2k,
2k

sin 2k, —sin 2ke,
2k |

(sin kp, — sin ko).

Az egyenletrendszer megoldasa utdn a kozelitd alakvaltozasrendszer, ill. az
erdjaték az ismert Gsszefiiggések alapjan hatarozhaté meg.
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1. FLUGGE: Stresses in Shells 2. Ed. Springer 1973
2. PozzaTi: Costruzioni in Cemento Armato, TCL. Cementi, Bologna 1967
3. RupicER—~UrBAN: Kreiszylinderschalen. Leipzig 1955

Intermittently changing boundary conditions of the cross-section of a cylinder. Ana-
lytical type solution is presented for the calculation of the cross section of cylinders under
circular symmetrical load and supported at the bottom edge by an intermittently rigid base.
When elaborating the solution the method does not use the simplifications employed in liter-
ature which would make studies on the characteristics of the section force distribution in the
vicinity of the support impossible, but makes use of the original boundary condition system
much more inconvenient, however, from mathematical treatment aspects. In the first step
the intermittently changing boundary condition is substituted by a uniform normalization
condition, then the solution sought for is approximated by the linear combination of the nor-
malized basic systems thus calculated, as given by their minimum error condition.

Schnittkriifte des Kreiszylinders mit abschnittsweise verinderlichen Randbedingungen.
Der Aufsatz fiihrt eine analytische Lésung fiir die Berechnung der Schnittkrifte von symme-
trisch belasteten, am unteren Rand abschnittsweise auf starrer Unterlage ruhenden Kreis-
zylinder vor. Bei dieser Losung verwendet der Autor nicht die in der Fachliteratur iiblichen
Vereinfachungen, da diese die Untersuchung der Charakteristiken der Verteilung der Schnitt-
kriifte in der Umgebung der Stiitzen verunmiglichen wiirden, sondern gebraucht das mathe-
matisch schwieriger zu behandelnde urspriingliche Randbedingungssystem. Im ersten Schritt
ersetzt er die abschnittsweise wechselnde Randbedingung durch eine einheitliche Normierungs-
bedingung und berechnet dann unter Beriicksichtigung dieser die Fehlerminimum-Bedingung
der normierten Grundsysteme und nidhert die gesuchte Lésung mit Hilfe der gegebenen li-
nearen Kombination an.

YCeUIHs KPYraoro UHIMHAPA NIPU MEPUOJUYECKH HepeMeHHbIX I'PaAaHHYHBIX YCJIOBHAX.
B pabore npHBEAECHO peLIeHHEe dHAJTHTHYECKOro THRA JJIS Pacyéra YCHIIHil 0CeCHMMETPHYHO Ha-
rpy>Kaemoro KpyrJioro LHJHHApPa, ONéPTOro no HIKHeH rPpaHH Ha NePHOIUYECKH YKECTKOM OCHO-
BaHHH. Tlpu pa3paloTke pelLleHHs HE NPUMEHSIOTCA YNPOLUCHHs, 00blYHbIE B JIHTEpATYpe HO
KOTOpbIE B JaHHOM CJly4ae NPensaTcTBoBajid 6bl HCCIERVBAHHIO XapaKTEPUCTHK pacrnpeneJeHHs
ycHJImi B 30He ynopa. BmMecTo Toro MeTox rnoJib3yercsi 0CHOBHOH CHCTeMOH rpaHHYHbIX YCJIOBHIA,
4TO SIBJISIETCA MaTemaTH4yeCKH OoJiee TpyRoémKuMm. [lepHoIHYECKH nepeMeHHOe rpaHHYHOe yCJIo-
BHE 3aMEHSIETCS1 B MEPBOM 1lare yCJI0BHEM €qHH000pa3sHOro HOPMHPOBAHHS A MTOTOM C MTOMOLIBIO
YCJIOBHSI MHHIMYMa NIOrPELIHOCTEH pelleHHe onpefiesiieTCsl KaK JIMHeHHOe CoYeTaHHe [oJIyueH-
HbIX TaKuM 00pa3oM HOPMHPOBAHHBIX OCHOBHbIX CHCTEM.






ZAVARTALAN ES ZAVART ALLAPOTU
FINOM HOMOK NYI;{OSZILARDSAGANAK
OSSZEHASONLITO VIZSGALATA

HORVATH GYORGY*

A tapulmaény a zavartalan és zavart dllapoti finom homok nyirészilardsagaval
foglalkozik a fazisos dsszetétel fiiggvényében. A kozvetlen dsszehasonlité vizsgélatokon
feliil bemutatja a zavartalan és zavart dllapotd mintdk fofesziiltségei, alak- és térfogat-
valtozdsai kozotti kiilonbséget, majd részletesen targyalja ezek fizikai okait. Meghat4-
rozza — tengelyszimmetrikus fesziiltségallapot esetében — a kiilonb6z38 fesziiltségpalydk
mentén a térési mechanizmus soran kialakulé kritikus fesziiltség-, alak- és térfogatval-
tozasokat, és a kiilonbo6z3 torési tipusokat. Végiil megallapitja a zavartalan szerkezeti
mintdk eredeti fesziiltségillapotat, majd rdmutat arra, hogy a zavartalan homokok
nyirészilardsiga, torési mechanizmusa csak a ténylegesen miikodd fesziiltségek fiiggvé-
nyében hatarozhaté meg.

1. Bevezetés

A homok nyirészilardsagaval, a torés soran bekovetkezs alak- és térfo-
gatvaltozasokkal a talajmechanika régebbi és 1ij irodalmiban egyarant szamos
tanulmany foglalkozik. Azt is mondhatnank, hogy a mindennapos gyakorlat
szempontjabol a kérdés elintézettnek tekinthet§. Altalaban az a szokis, hogy
a vizsgélatokat vagy széraz, vagy vizzel telitett zavart talajmintaval végzik.
Vannak azonban esetek, amikor e vizsgalatok nem elégségesek a természetben
eléfordulé haromfazisi allapotban levd zavartalan homokok nyirészilardsaga-
nak meghatarozasihoz.

A szemcsés talajok altaldnos nyirészilardsiginak meghatarozasa, vizs-
galata, a fazisos Osszetétel fiiggvényében mar évek é6ta folyik a Budapesti
Miszaki Egyetem Geotechnikai Tanszékén egy atfogé kutatasi feladat kere-
tében. Ez a tanulmény az emlitett vizsgalat djabb eredményeit mutatja be.

2. A kisérleti talaj és a kisérleti berendezés bemutatasa

A kisérletek egy iszapmentes finom homok zavartalan és ugyanolyan fazi-
sos Osszetételre beépitett zavart mintaival folytak. A homok fazisos dsszetétele:

* Horvath Gyérgy, 2092 Budakeszi, Arany Janos u. 9., ITI/1.
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s = 52 — 549,
v = 5,5 — 1,2Y%
I = 38,8 — 42,59,
szemeloszlasi gorbéje az 1. abran lathaté.
A kozvetlen 6sszehasonlitas céljabél mikroszképos felvételek késziiltek

ugyanazon homok zavartalan és zavart szerkezetérdl. (2. abra.) A fényképeken
lathat6, hogy a homoktalaj szemcséi zomokek és kozel egyenlé nagysagiak.

100
; \
S(%) so
\
- A\
0
1 as Q2 o 005
ig d (mm)

1. dbra. Szemeloszlasi gorbe

2. abra a— zavartalan, b— zavart homok mikroszképos felvétele
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A zavartalan szerkezetben a szemcsék szabalyos négyzethaléban helyezkednek
el, egymastol azonos tavolsigban. A zavart mintaban szabélyos négyzethalds
szerkezet nem alakult ki, az osszeallt szemcsecsoportok mellett nagyobb hé-
zagok is létrejottek. A zavartalan és zavart homokok kozti kiilonbségek szam-
szerii értékeit a 3. abra mutatja. Az ezen szerepld mérészamok a fényképek
alapjan az egységnyi feliiletre juté szemcsék megszamlaliasaval adédtak, és
kellképpen érzékeltetik a zavartalan és zavart homokok szerkezete kozti
kiilonbséget.
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3. d@bra. Zavartalan és zavart homokok szemcseszerkezetének eloszlasi diagramja

A nyirészilardsag vizsgilatara 20 cm magas és 10 cm atmérdji mintakat
vetettiink haromtengely nyomas ala, a Wykeham Farrance Eng. Ltd (Eng-
land) WF 11001 késziilékben. A torési mechanizmus soran fellépd fesziiltségek,
alak- és térfogatvaltozasok nagy pontossigi mérésére a triaxialis késziiléket
jelentdsen atalakitottuk. Médositott alakjaban a késziilék lehet6vé teszi, hogy
tengelyszimmetrikus esetben (0,; 0, = ;) tetszdleges fesziiltségpalyak mi-
kodtetése esetében mérjiik a térfogatvaltozast, a fiiggéleges és a sugariranyid
elmozdulasokat. A nyirészilardsagi vizsgalatok soran a fesziiltségek felhordasa,
vagy v = konst alakvaltozasi sebességgel, vagy 4o, = konst fiiggdleges
terhelés novekménnyel torténtek.

3. A térési mechanizmus soran létrejott fesziiltségek,

alak- és térfogatvaltozasok vizsgalata

A kisérletek soran vizsgaltuk és meghatédroztuk a kiilonb6z6 terhelések
mellett létrejott fesziiltségpalyakat, alak- és térfogatviltozasokat, majd ezek
nyirészilardsagot befolyasolé hatésait.
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A torési mechanizmus soran a zavartalan és zavart homokmintak tébb
jellemzd kritikus dllapoton mennek at és jutnak el a teljes torésig.

A torési folyamat sordn kialakulé kritikus allapotokat, a gyakorlatban is
a legtobbszor eléfordulé fesziiltségpalya mellett elvégzett kisérletek eredmé-
nyein keresztiil a 4. abra mutatja be.
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4. abra. Fesziiltségpalyak, alak- és térfogatvaltozasok

Nyugalmi fesziiltségallapotban levé mintat, a fiiggbleges o, fofesziiltség
folyamatos novelésével a torésig terheltiik. Az abra a teljes torési mechaniz-
must, a zavartalan és zavart homokmintak fesziiltségpalyait (p; ¢), a kialakult
fiiggleges (e,) és sugariranyi (e,) alakvaltozasokat, valamint a fajlagos térfo-
gatvaltozasokat (f) mutatja.

3.1 A térfogatviltozdisok vizsgdlata

A 4. abran bemutatott kisérletek alakvaltozasait az 5. abra felnagyitva
mutatja. A zavartalan és zavart homokmintak alakvaltozasainak jobb ossze-
hasonlitasa miatt, csak a nyugalmi K fesziiltségallapothél kiindulé torési
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folyamat van abrazolva, Ao, fiiggdleges fofesziiltségnovekmény és a 4f relativ
térfogatvaltozas fiiggvényében. Az abran nem abrazolt (0 — 1 szakasz a K,
fesziiltségallapotot jelenti. (03 = 290 kN/m?). Itt a térfogatviltozas tomors-
dés, mely a fesziiltséggel ardnyosan novekszik. A zavartalan mintat — a foly-
tonos vonalat — vizsgalva lathaté, hogy tomorodés van a Ao, fofesziiltség
~ 90 kN/m? értékéig (2. pont). A fajlagos térfogatvaltozas az 1 — 2 szakaszon
tovabbra is linedris tomorodés. A 2. ponttél kezdve a o, novelésekor a minta

A6, f5faszultség’ novekmény (kN/m?)

AR, relativ térfogatvdltozds %

o zavartalan homokminta
¥ X zavart homokminta

5. dbra. Zavartalan és zavart homokok térfogatviltozasa a 4. abrdn szerepld fesziiltségpalyak
esetén

belsejében fellazulasok kezdddnek. Zavartalan, szabalyos szerkezetdi minta
esetében egyedi csiiszélap kezd kialakulni. Maximalis fajlagos térfogatvalto-
zas a 3. pontnéal van. Innen kezdve az alakvéltozasok jelentGsen megnének,
a minta teljesen fellazul, majd tonkremegy. Zavartalan minta esetén a torési
folyamat soran elért legnagyobb fiiggéleges fofesziiltséget tekintjilk a tord-
fesziiltségnek (4. pont).

A zavart homok — szakadozott vonal — a torési mechanizmus soran
folyamatos fellazuldson és tomorodésen keresztiil jut el a torési allapotig. Az
abran feltiintetett kis nyilak, a csiszélapsereg kialakuldsat, a helyi torések
tovibbterjedését abrazoljak.

Zavartalan és zavart homokok torési mechanizmusa a tonkremenetel for-
majaban kiilonbézik egymastél. A zavartalan talajmintidkon altalaban a torés
egy hatarozott sik csiszélap mentén alakul ki, zavart homokoknal szamtalan
cstiszblap jon létre ennél a fazisos Osszetételnél.

A kiilonbség valoszinii oka az, hogy a zavartalan minta ép, szabalyos
szerkezetii és homogénebb, mint a zavart minta, és igy az egyetlen sik cstiszé-
lap kialakuldsat nem gatoljak tomorebb és lazabb gyengitett helyek.
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3.2 Az alakvaltozasok vizsgdlata

A figgéleges ¢, és a vizszintes ¢, alakvaltozasoknal is — hasonléan a tér-
fogatvaltozasi gorbékhez —, kialakulnak a kétfajta torési tipus folyamatéra
jellemz§ kritikus allapotok. Az alakvaltozasok (kiillonsen a sugariranyidak)
alakulasa a zavartalan mintan folyamatos, a zavart talaj esetén a tonkreme-

netel szakaszos.
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6. dbra. Torési folyamat a féfesziiltségnovekmény és a Poisson-szam fiiggvényében

A 6. dbra a zavartalan és zavart mintéan létrejott nyirasi folyamatot, a
kétfajta torési tipus kialakuldsat érzékelteti a minta teljes magassagaban.
A vizszintes tengelyen a K, allapotbél kiindulé fiiggéleges féfesziiltségnovek-
mény (do,) van. A fiiggGleges tengelyen a hossziranyid fajlagos alakvaltozas-
nak a keresztiranyihoz valé viszonya, a rugalmassagtani elmélet Poisson-féle

szdma (m = ¢,/e,) szerepel.

Az abrabol meghatéarozhaté az a fiiggdleges fesziiltségnovekmény, amely
a torési folyamat kezdetét, az ¢, alakvaltozasok megnovekedését — jelenti.
Lathaté, hogy a nyirasi folyamat megindulasaig, a zavartalan minta tobb
fesziiltséget tud felvenni, — kozel kétszer annyit — mint a zavart. Ennek

valészinii oka a mintdk homogenitasaban rejlik.
A folytonos vonali zavartalan minta folyamatos gorbéi egyedi csiszélap

kialakuldsat sejtetik. Ez el6szor a minta belsejében, kozépen jon létre, majd
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fokozatosan ndvekedve az egész mintara kiterjed. A 2. jeld gorbe ezt a sik
csiszolap kiterjedését abrazolja a minta magassaganak fiiggvényében. A sza-
kadozott vonallal abrazolt zavart talajok allandé tomorodéssel és fellazulassal
jutnak el a torés allapotaig. A szamtalan csiszélapsereg tovaterjedését, a
nyirasi zéna mintan beliili kiterjedését a 2. gorbe érzékelteti.

3.3 Kritikus dllapotok vizsgdlata a fofesziiltségek fiiggvényében

A homokmintak a torési mechanizmus soran tobb jellemzé kritikus alak-
és térfogatvaltozasi dllapoton mennek at, és jutnak el a teljes tonkremenetelig.
A kritikus alak- és térfogatvaltozas (1. — 2. — 3. — 4. jeldi pontok) a miiksd-
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7. dbra. Kritikus fesziiltségallapotok a o — 7 koordinita-rendszerben

tetett fofesziiltségek hatasara jottek létre, tehat az itt kialakult féfesziiltségek
egyuttal e pontok kritikus fesziiltségallapotai is. A 7. abra a kritikus fesziilt-
ségillapothoz tartozé (1 — 2 — 4) Mohr kéroket és Coulomb egyeneseket ab-
razolja, feltiintetve a megfeleld @ és ¢ nyirészilardsagi paramétereket is.

A zavartalan allapotd talajoknal jelentés kohéziét kaptunk. Ez a
kohézié nem valészini, hogy a 4 - 59,-0s viztartalmid homokminta tn. ,,lat-
szolagos” kohézibja, hiszen akkor az ugyanolyan fézisos osszetétellel ren-
delkezé zavart homokmintak esetében is jelentkezett volna. Ez a ,kotés”
valésziniileg a zavartalan talajok szemeséi kozott fennallé szerkezet, elGélet
kévetkezménye.
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4. Zavartalan homokok eléélete, maradé fesziiltségallapotanak
vizsgilata

Az el6zbekben ismertetett nyirészilardsagi kisérletek szdmos jelensége:
a zavartalan allapoti homokok fesziiltségpalyainak kezdeti elhajlasa, a kohé-
zié, a tonkremenetel formaja és tovabbi eltérések is, a zavartalan homokmin-
ték irdnyitottsagira, elGéletére utalnak. Ahhoz, hogy a nyirészilardsagot egyal-
talan meghatarozhassuk, feltétleniil sziikséges az el6élet, a mintdban maradé
fesziiltségallapot ismerete. Ezen ,,§sfesziiltségallapotnak” meghatarozasara
kisérleteket végeztiink.
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8. dbra.'Zavartalan homok ciklikus terhelése K, fesziiltségillapot mentén

Kiil6nb6z6 mélységhdl szarmazé zavartalan mintdkat tobbszorosen ter-
heltiink és tehermentesitettiink K, fesziiltségallapot mellett. Az oda-vissza
terhelések soran azt tapasztaltuk, hogy a zavartalan homokok fesziiltségeinek
alakulasa eltért a mar ismert, és a zavartalan talajmintainknal is mért értékek-
t6l. A zavartalan talajmintak fiiggdleges terhelése és tehermentesitése utan
mindig jelent8s o, oldalirdnyi féfesziiltség maradt. Ez a oy fesziiltség csak
akkor alakulhat ki, ha a homok nem ,.felejtette el’’ teljes mértékben a minta-
vétel elgtti — az onsiilybol és az esetleges kiotéshdl szarmazé — fesziiltség-
allapotat.

A 8. abra a zavartalan homokminta fifesziiltségeinek alakuldsat abra-
zolja a K, fesziiltségillapot mentén végzett ciklikus terhelések hatisara.

Az eredeti fesziiltségallapotbél, a mintavétel utani maradé fesziiltségek
meghatarozasat a 9. dbra mutatja. A fiiggéleges tengelyen az a o, onsiilyfe-
sziiltség van, amely a nyugalmi nyomas allapotat létrehozta. A két vizszintes
tengelyen, a ciklikus terhelések soran mikodtetett féfesziiltségek (o,; o) van-
nak abrazolva. A kisérlet els¢ — K szerinti terhelés fesziiltségallapotat —
az 1 pont, a tehermentesités utini maradé fesziiltségeket az 1° pont mutatja.
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9. dbra. Maradé féfesziiltségek dbrazoldsa térbeli koordinitarendszerben
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10. @bra. Zavartalan homokminta kritikus fesziiltségallapotai 0—7 koordinétarendszerben

A masodik terhelési ciklust a 2—2° pontok jelzik. Ha feltételezziik, hogy a
homoktalaj nyugalmi nyomésinak fesziiltségillapota csak az nsily hatasira
alakult ki, akkor az abrin ¢, és o3-mal jelzett fofesziiltségek a 15,6 m mélység-
bél szarmazott zavartalan homokminta megmaradt fesziiltségallapotat jelen-
tik. Tehat ezzel a maradoé fesziiltséggel rendelkezett a vizsgélt talajminta.

a1
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A kezdeti fesziiltségeket gy vehetjiik figyelembe, hogy az abran a i-vel
jelolt tengelyeket fedésbe hozzuk, a 0 pontot ¢; ~ 50 = 55 kN/m?rel és g, ~
~ 20 = 25 kN/m?rel eltoljuk.

A meghatérozott és ismert maradé fesziiltségallapotok figyelembevéte-
1ével vizsgaljuk meg a nyirészilardsag alakulasit most mar a ténylegesen mii-
k6d6 (maradé + miikodtetett) fesziiltségek hatasara.

Zavartalan homokok miikédtetett és ténylegesen haté fesziiltségalla-
potai kozott fennall kiilonbség j6l érzékelhets, ha a 10. abrat, — amely a
zavartalan minta kritikus fesziiltségallapotait mutatja ¢—7 koordinata-rend-
szerben — Osszevetjilk a 7. dbraval. A f6leg kohéziéban jelentkezs eltérés oka
a 15 =~ 20 m mélységhdl szarmazott zavartalan talajmintik maradé feszilt-
ségallapota.

Az eredeti fesziiltségallapotra a homokok mindaddig ,,emlékeznek’, mig a
miikédtetett kiilsd fesziiltségek, az onsiilyfesziiltség értékét meg nem haladjak.

Megallapithaté, hogy a zavartalan homokok nyirdszilardsaga, torési
mechanizmusa, a mintaban maradé ,,8sfesziiltségallapot’ figyelembevételével,
csak a ténylegesen miik6dé fesziiltségek fiiggvényében hatarozhaté meg.

IRODALOM

K£zp1, A.—HorvATa, GY.: Shear Strength, Shear Strain and Volume Change of Sand. Proce
Sth Conf. on Soil Mech. and Found. Eng. Budapest, 1976

K#zp1, A.—Horvira, GY.: Stress and Straines in Sand in Axially Symmetrical Case, Proc.
IX. Int. Conf. on Soil Mech. Tokyo, 1977

Comparative investigation of shear strength of fine sand in undisturbed and disturbed
state. One of the most significant problems of soil engineering is the knowledge of the shear
strength and mechanism of the fracture of soils. The paper deals with the shear strength of fine
sands in undisturbed and disturbed states, depending on the phase composition. Besides the
direct comparative investigation the difference between the principal stresses, deformations
and volumetric changes of the soil samples in undisturbed states are treated and then, the
physical causes of theses differences detailed. In case of an axisymmetrical stress pattern the
critical stress, the deformations, volumetric changes and the different types of fracture de-
veloping during the fracture mechanism along the different stress paths are determined.
Finally, the initial stress pattern of the samples of undisturbed structure is defined and re-
ferred to the fact that the shear strength and fracture mechanism of the undisturbed sands
may only be determined depending on the effectively acting stresses.

Vergleichsuntersuchung der Schubfestigkeit von im ungestorten und im gestirten
Zustand befindlichen Feinsand. Eine der wichtigsten Aufgaben der Geotechnik ist diz Kenntnis
der Schubfestigkeit und des Bruchmechanismus der Boden. Die Abhandlung erértert die
Schubfestigkeit des im ungestorten und im gestdrten Zustand befindlichen Feinsandes in
Abhiingigkeit von der Phasenzusammensetzung. Aufler den unmittelbaren Vergleichsunter-
suchungen werden die Unterschiede zwischen den Hauptspannungen, Verformungs- und
Volumeniinderungen der im ungestérten und im gestorten Zustand befindlichen Bodenproben
dargestellt und deren physische Ursachen ausfiihrlich behandelt. Im Fall des achsensymmetri-
schen Spannungszustandes werden die sich im Laufe des Bruchmechanismus den Spannungs-
wegen entlang entwickelnden kritische Spannung, Verformungs- und Volumenidnderungen
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und die verschiedenen Bruchtypen ermittelt. SchlieSlich wird der Ausgangsspannungszustand
der Bodenproben von ungestorter Struktur ermittelt und darauf hingewiesen, daf die Schub-
festigkeit und der Bruchmechanismus der ungestorten Sande nur in Abhiingigkeit von den
effektiven Spannungen ermittelt werden kann.

CpaBHHTeIbHblE MCCNEA0BAHHA NPOYHOCTH HA CABHMI MEJKHX NECKOB HeHAPYIIEHHOT 0 H
Ha PYIIIEHHOT0 CTPYKTYPHOr0 COCTOSIHMA. B craThe pacCMaTpHBAeTCsl MPOYHOCTD Ha COBUT' MEJI-
KHX NeCKOB B HAPYILUEHHOM H HEHAaPYIIEHHOM CTPYKTY PHOM COCTOSIHHH B 32aBUCHMOCTH OT ()a30-
BOro CocTaBa. CBhbillle HEMOCPEACTBEHHBIX HCCJIENOBAHHIT MOKa3HBACTCS PasHHULIA MEXKAY IJ1aB-
HbIMH HanpsDKEHHSIMH, AeGopMausAMH 1 00bEMHBIMH M3MEHEHHSIMH 00Da3LioB B HapYLIEHHOM H
HEHapYIIEHHOM CTPYKTYPHOM COCTOSIHHH M 00Hapy >KHBaIOTCs (PH3HUECKHE TTPHUYKMHLI STHX BJIHS-
HuH. B cnyuyae OCECHMMETPHYHOrO HANPSYKEHHOTO COCTOSIHHSI ONPEREeJIAIOTCS KPHTHUECKHE
HanpspreHHbie, 1eQOPMALHOHHbIE H 00beMHBIE H3MEHEHHST U TAK)Ke Pa3/IMYHBIE THIH Pa3pyIllIeHHs
TPYHTa, 00pasyoIHeCss BO BPeMsl MEXaHM3Ma Pa3pyILIEHHsT BOOJb Pa3HbIX TPAEKTOPHii Hampsi-
>KeHHH. HakoHel onpeaeiseTcss HayajabHOE HanpsiKeHHOe COCTORHHE HEHAPYLIEHHBIX 00pa3loB
H NOKa3biBAETCSA, YTO ONpejie/ieHHe NPOYHOCTH Ha CABHT H MeXaHH3Ma Pa3pyUIeHHS HeHapYlIeH-
HHX NECKOB BO3MOXHO TOJbKO B 3aBHCHMOCTH OT AeHCTBYIOIHX HA CAMOM JieJie HanpsKeHHit ,

11*






NYOMOTT I SZELVENYU RUDAK KEPLEKENY
LEMEZHORPADASANAK KISERLETI VIZSGALATA

IVANYI MIKLOS*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

A tanulmény nyomott, I szelvényii rudak képlékeny lemezhorpadésdnak kisér-
leti vizsgalataval foglalkozik. A bemutatott kisérleti program keretében kiilonboz
gerinc- és ovlemez ardnyok hatéaséit lehetett megvizsgalni.

Tartészerkezetek tonkremenetele szamos jelenség kolcsonhatdsa miatt
alakulhat ki, ezen kolecsonhatasok szilardsagi és stabilitasi jellegliek lehetnek.
A méretezési elvek kialakitdsa sordan altalanos torekvés, hogy a sokféle stabi-
litasi kolcsonhatéas koziil némelyeket ki kell valasztani gy, hogy azok létre-
jottiikkel ne befolyasoljak a tartészerkezet tonkremenetelét. Ilyen torekvés az,
hogy a lemezhorpadas kizarasaval tegyiik lehetvé a tartészerkezet lemezhor-
padas nélkiili tonkremenetelét. A feladat megoldasat elméleti és kisérleti méd-
szerekkel lehet megkozeliteni, ezek a megoldasok eléggé korlatozottak, csak

1. tablazat
Szelvény Gerincl Ovl d b A

jele d—v [mm] b—t [mm] v T [em?]
NI1. 160—10 16 42,0
N2. 160—8 20 35,6
N3. 2005 160—6 40 26,6 29,2
N4. 160—5 32 26,0
No9. 160—10 16 40,0
N10. 160—-8 20 33,6
NI11. 200—4 160—6 50 26,5 27,2
N12. 160—5 32 24,0
N17. 160—10 16 38,0
N1s. 160—8 20 31,6
N19. 200—-3 160—-6 67 26,6 25.2
N20. 160—5 32 22,0
N25. 160—10 16 37,0
N26. 160—8 20 30,6
N27. 200—2,5 160—6 80 26,6 24,2
N2s8. 160—5 32 21,0

* Dr. Ivényi Miklés, 1111 Budapest, Kende u. 18.
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1. @bra. A kisérleti probatestek szelvénye

N.4. probatest

(12. teherdllas)

Gerinclemez
elmozduldsi allapota

‘- ‘ Ovlemezek
elmozduldsi dllapota

2. @bra. N.4 prébatest gerinc- és évlemez deformadciéi a 12. teherillasnil
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4. dbra. A kisérleti prébatestek torési vizsgalatdnak eredményei a gerinc- és 6vlemez
aranyok fiiggvényében

az ,,alapesetekre” koncentralnak, kiilonb6z§ médon megtamasztott lemez-
savokat vizsgilnak gerinc- ill. 6vlemezként. A valésiaghan rendkiviil sok ko-
tottséggel kell szamolni, igy az ismert elméleti és kisérleti eredmények alapjan
megallapithaté, hogy ezt a kolcsonhatasi sszefiiggést az egész szelvény egy-
szerre torténd vizsgalataval lehet kialakitani.

Az Acélszerkezetek Tanszéken 1977-ben elméleti és kisérleti programot
allitottunk Ossze a képlékeny lemezhorpadas elkeriilhetdségének vizsgilatira.
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A kisérleti program keretében az 1. dbrin bemutatott szelvényt vizsgiltuk, a
szelvényt kiilonb62z§ gerinc- és 6vlemez aranyokkal készitettiik el (1. tablazat).

A program elsé fazisdban a kézpontosan nyomott szelvények viselkedését
vizsgaltuk. A prébatesteket gy alakitottuk ki, hogy a nyoméerd hatisara
ridkihajlas nem kévetkezhetett be, csak lemezhorpadasok johettek létre.
A kisérleti vizsgalatoknal mértiik az N nyoméers és a prébatest e 6sszenyomé-
dasi értékeit, valamint egyes teherallasoknal a gerine- és 6vlemezek elmoz-
dulésait is. Az N 4 prébatest 12. teherallashoz tartozé elmozdulasi allapotat
a 2. abra mutatja.

A 3. dbraban a d/v = 40 és 80 gerinclemez aranyokhoz tartozé prébates-
tek IN/A = nyomders /keresztmetszeti teriillet valamint az e Gsszenyomédas
viszonyiat abrazoltuk.

A 4. ibraban a kisérleti program nyoméerd hatasat vizsgalé részének
eredményeit dbrazoltuk.

A kisérleti program teljesitése kozben a kovetkezé megallapitasokat
lehet tenni:

— Megillapithaté, hogy a horpadasi jelenség a meglevd kezdeti gorbesé-
gek, hegesztési maradé fesziiltségek miatt nem egyensiily-elagazasi probléma,
hanem instabilitasi probléma. A teherbiras kimeriilésének kritériumat az erd-
elmozdulasi diagram segitségével lehet meghatarozni.

— Célszerii olyan modellt felvenni, amely a szelvény végleges viselke-
désének leirasira alkalmas, figyelembe veszi a kezdeti gorbeségek, maradé
fesziiltségek hatasat.

Meg kell jegyezni, hogy tobbfajta modell kialakitisira lehet sziikség:

— egyrészt olyan modellre, amelynél az er§-elmozdulasi gorbét csics-
pontja utin erds visszaesés jellemzi;

— misrészt olyan modellre, amelynél az erd-elmozdulisi girbe kozel
vizszintes ,,plat6’’-val rendelkezik;

— harmadszor olyan modellre, amelynél az er-elmozdulasi gorbe a fo-
lyasi szakasz utan felkeményedési szakasszal is rendelkezik.

A kisérleti eredmények alapjat képezhetik a nyomott I szelvény képlé-
keny lemezhorpadds hatisit is figyelembe vevé optimizalasanak.
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Experimental test of the plastic plate indentation of compressed I-section bars. The paper
describes experimental studies on the plastic plate indentation of compressed I-section bars.
Within the framework of the experimental program referred to, it proved to be readily feasible
for examining the effect of different web and boom plate ratios.

Experimentale Untersuchung der plastischen Beulung des Steges druckbeanspruchter
Stiibe mit I-Profil. Die Studie befaf3t sich mit der experimentellen Untersuchung der plastischen
Beulung des Steges von druckbeanspruchten Stiben mit I-Profil. Im Rahmen des angegebenen
Versuchsprogrammes kann die Wirkung unterschiedlicher Verhéltnisse zwischen Steg- und
Gurtabmessungen untersucht werden.

JKcne pUMEHTaIbHOe HCMBITAHUE MECTHON yCTONYMBOCTM MIACTHHOK CIKATHIX CTep)KHel
JBYTaBpOro cedeHMs 3a ynpyro# craguu. HMccienyercs akCnepHMEHTaIbHbIM CIOCo00M MeCTHas
YCTOHUHBOCTD IJIACTHHOK CHKATBHIX CTepyKHell NBYTABpPOro ceyeHwus 3a ynpyro#t cranud. [loka-
3aHa ONbLITHAs MPOrpamma, Mo KOTOPOH ObLJI0 PACCMOTPEHO BJIMSIHHE PA3JHYHBLIX OTHOLIEHHH
pasmepoB CTEHKH H nosica.



MODOSITOTT SZARNYAS NYIROSZONDA

KABAI IMRE*—LAZANYI ISTVAN**

A tanulmény egy médositott szarnyas nyirészondat mutat be, amely a szilas,
tézeges puha, vizzel telitett agyagokban is jél alkalmazhaté. A médositott szonda
konnyen bevihetd a talajba, ezért a talajszerkezetre haté zavaré hatdsa is kisebb.
A tanulminy ismerteti a svéd tipusit nyirészonda és a médositott nyirészonda 6ssze-
hasonlité kisérleti eredményeit, valamint a nyirészilardsdg meghatdrozdsihoz sziiksé-
ges asszefiiggéseket.

1. Bevezetés

Puha kotott talajok nyirészildrdsidginak a helyszini meghatarozasara
jol bevalt eszkéz a szarnyas nyirészonda. A szondat el§szér Svédorszighan
alkalmaztak igen kis nyirasi ellenallasd agyagok vizsgilatara (CARLsON, 1948;
CapriNG, ODENsTAD, 1950). Alkalmazasa azon a feltételezésen alapul, hogy
puha, vizzel gyakorlatilag telitett kotott talaj zart rendszerben mért nyiré-
szildrdsdga fiiggetlen a normal fesziiltségtsl (@ = O feltétel), és csupan az els-
terhelés fiiggvénye. A mérés maga abbél all, hogy a kereszt alakban felerdsitett
szarnyakkal kialakitott szondafejet egy — rendszerint béléscsévezett — firé-
lyuk aljan a zavartalan talajba nyomjak, majd egyenletes sebességgel elfor-
gatjak, és mérik az ehhez sziikséges forgaté nyomatékot (M). Ebbél kozvetle-
niil szamithaté a szarnyak altal elnyirt hengerfeliileten meglevS nyirészilard-
sig (t = konst). Szerves talajokban, kiilondsen szalas, rostos szerkezetd t&ze-
ges talajokban a szonddnak a besajtolasa, kiilonésen pedig a visszahtzasa ne-
hézségekkel jar, és a kapott eredmények is kevésbé megbizhatéak. E nehézsé-
gek kikiiszobolésére a Budapesti Miiszaki Egyetem Geotechnikai tanszékén dj
(lesarkitott szarnyi) szondatipust alakitottunk ki.

A tanulminy -az ezzel kapcsolatos elméleti megfontolasokat, valamint
az dj és régi szondatipusoknak a gyakorlati ¢sszehasonlité vizsgalatat ismer-
tetl.

* Dr. Kabai Imre, 1142 Budapest, Ungvir u. 56.
** Lazanyi Istvin, 1016 Budapest, Fém u. 3. .
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2. A médositott szonda

A puha, folyés allapoti agyagok nyirészilardsaginak a helyszini vizs-
galatara az dn. svéd nyirészonda igen jol bevalt és a hazai tapasztalatok is
kedvezdek. (K£zp1, 1976.) (Lasd az 1. abra A tipusi szondajat!)

Ezeknek a szondaknak az alkalmazasa a rostos t6zegekben, illetve a
tézegszalas puha, laza és telitett agyagokban nehézkessé valik. A szonda be-
nyomasakor a szarnyak maguk eldtt toljak a t6zegszalakat, er6sen megzavar-
jak a vizsgalt tartoméanyt, a szonda forgatasakor esetleg oldaliranyban is ki-
térnek és igen nehézzé valhatik a szonda benyomasa vagy a kihizasa is.

E nehézségek miatt a tézegek vizsgalatara n. kettds, gorbiilt szarnyak-
kal ellatott szondatipusokat is készitettek (HELENELUND, 1975).

Az emlitett eszk6z helyett egy egyszeriisitett tipust alakitottunk ki, oly
médon, hogy az eredeti svéd szondanak a szarnyait lesarkitottuk. (Lasd az
1. dbra B tipusi szondajat!)

A. B.
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1. d@bra. A Geotechnikai Tanszéken alkalmazott szondatipusok. A — a Svéd Geotechnikai
Intézet szondatipusa; B — mddositott szondatipus
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Mivel a nyirészonda a zart rendszerben érvényes (a derékfesziiltségtdl
fiiggetlen) nyirészilardsagot (v = konst, @ o< 0) méri, ezért ennek az értéke a
kiilsé (forgaté) nyomaték és a belsd (a talaj nyirasi ellenallasiabél szarmazé)
er6k nyomatékanak az egyensiilyi feltételébél, valamint a szonda geometriai
méreteib6l hatarozhaté meg.

A talaj nyirészilardsdganak (7) a meghatarozasahoz a kovetkezd felté-
telezéseket tessziik:

— a vizsgalt agyag homogén és izotrép,

— a talaj tonkremenetele a ,szarnyaknak” megfeleld kiip- és henger-

feliilet mentén kovetkezik be,

— a folyasi feltétel (7 = konst) a torési feliilet minden egyes pontjaban

egyidében ki van elégitve.

A 2. abra jeloléseivel a kiipfeliilet elemi feliilet részén haté erd nyomatéka
a forgastengelyre a kovetkezdképpen irhaté:

aM =zAF(R+i2Rl) :

<

S

M
>e

e . R e

)
H

2. dbra. Médositott nyirészonda
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ahol
AF — RAwAR -1 .

CcOSs

A AM bsszefiiggésében levd mésodrendiien kicsiny mennyiségek szor-
zatat elhanyagolva és a hataratmenetet képezve,

2
lim AM = R

AF—~0 cos

dR-dx.

A 2. dbra jelbléseivel — tovabbi részletek mell6zésével — a teljes torési
felilleten miik6dd bels§ erdk nyomatéka a kévetkezs egyenlettel adhaté meg:

2n rR 2n PR
M — J J R®dRdx + J J R2dea] & 127 Reh,.
0 r L1} 0

T
cosf

Az integralast elvégezve, az integralasi hatarokat behelyettesitve és az
egyenletet rendezve

aD*[ D d3
™ oy — ____] .
2 3cosp 6D%cos §

Ha 8 = 0° -ot vesziink fel és az egyenlet negativ el§jelii tagjat elhagyjuk
—, mivel az a tobbihez képest elhanyagolhatéan kicsiny — ésa H = 2D aranyt
vesszilk fel, akkor a svéd tipusid nyirészonda jél ismert egyensilyi egyenletét
kapjuk (lasd CarLson, 1948; CapLiNg, ODENSTAD, 1950):

M=l:'zD3r.
6

Gyakorlati okokbél a médositott nyirészonda méretét abbél a feltételbsl
szamitjuk ki, hogy a két szondatipusnil a bels§ er6k nyomatéka, a 1 = konst
feltétel mellett, legyen azonos. Ennek a feltételnek az alkalmazéasa a két szonda-
tipussal nyert nyirészilardsagi eredmények Gsszehasonlitasira ad majd lehetd-
séget.

Ha a nyirészonda médositasnal § = 45° -ot alkalmazunk, akkor a mére-
tek a kovetkezd Osszefiiggésekbsl szamithatdk:

h, = tang (R—r),

cosfi—1 (2_ d?
cos f§ ] 3 6D2) ’

h2=H+(

hy = R tan §.
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A szamitasokat elvégezve, az 1. dbran megadott méreteket és elvileg
egy azonos nyirasi ellenallasi szondat kaptunk.

A médositott szondara haté kiilsé és belsd erdk nyomatéki egyensilya
alapjan a talaj nyirészilardsagat a kovetkezd Osszefiiggésbdl lehet szamitani:

1=K M~KM,
ahol

K’ el [ DP 1y D?h,
| 6cosf 12cosp 2 :
illetve

K = (6/7) = D3.
3. Helyszini mérések
Az 1. dbran bemutatott szondiakkal tézeges agyagban ellenérzé mérése-

ket végeztiink. Maguk a mérések a teriileten épiilé magas tttoltés alapozasa-
nak a vizsgalatahoz késziiltek.

50

40

w
o
;

7 (kN/m?)

~N
o

3. dbra. Nyirasi diagramok. A, B — szondatipusok; 7,, 7,x — eredeti altalajban mért nyiré-
szilardségi értékek; 75, Tmax — a toltésépités utdn — az 6sszenyomédds hatasa utdn — mért
nyirészilardsagi értékek.

A vizsgalat helyén a térszin alatt ~ 4 m mélységig laza, puha, tézeges,
novényi szalas agyag telepiilt.
Az ellendrzé vizsgalatok tisztazni 6hajtottak, hogy:

1. miként valtozik a mért nyirészilardsag a két szondatipusnal ?
2. miként valtozik a tézeg nyirészilardsaga a toltésépités — terhelés-
novelés — okozta G6sszenyomédas hatasara?
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A nyiréfesziiltség () és szogforgas (x) osszefiiggését a két szondatipusnal
a 3. abra mutatja be.

Az azonos talajallapothoz — to6ltésépités elstti allapothoz — tartozé
nyiréfesziiltségek maximumait (7,,,) és végértékeit (r,) a 4. abran foglaltuk
Ossze.

A kétféle szondazas eredményei meglepden jol egyeznek. A nyirészilard-
sidg végsd értékét (r,) abrazolé pontok a mélység fiiggvényében felrakva
ugyanazon gorbe mentén helyezkednek el. A nyirészilardsig csicsértékének
(Tmax) megfeleld pontok is — bér bizonyos szérassal — azonos tartominyba
esnek.

v(kN/m?)

0 20 40 60
0 |

z(m)

4

4. dbra. Nyirészilardsagi eredmények osszehasonlitdsa. 7, — nyirészilardsidg végértékei az
eredeti talajban; 7, — nyirészilardsig maximumai az eredeti talajban; A, B — szondatipu-
sok; z— terepszint alatti mélység

A szonda tipusanak tulajdonithaté szabalyos eltérést tehat nem talal-
tunk. A két tipus gyakorlatilag ,,egyenértéki’ hasonlé talajtipusokban.

Ugyanakkor a médositott szonda rendkiviili elénye, hogy sokkal kisebb
ergvel juttathaté a talajba és sokkal kisebb az ellenillasa kihizéssal szemben is.
(Az eredeti szondatipus szarnyai ugyanazon talajban t6bbszor is eltortek !)

A médositott szondat alkalmaztuk a toltésépités hatdsira bekovetkezd
nyirészildrdsag novekedés ellendrzésére is. Egy jellegzetes nyirasi diagramot a
3. abra mutat be, ahol a nyiréfesziiltség maximalis értékét (z,,,,) és végértékét
(7)) is feltiintettiik.

Itt a terhelés hatasara bekovetkezd siillyedés s ~~ 0,5 +— 0,8 m volt és
ez a nyirészilardsagot jelentGsen megvaltoztatta, hiszen lényegesen megvalto-
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zott a fazisos Osszetétel is. Az eredményeket az 5. és 6. abrin adjuk meg.
Az 5. abra a 7, és 7, mig a 6. dbra a 7, és 7/, értékeit, illetve azok szérasat
szemlélteti.

A nyirészondaval végzett ellendrzé vizsgalat tehat egyben azt is igazolta,
hogy ez a médszer a foldmiiépitések gyors ellendrzésére, a nyirészilardsag rela-
tiv Osszehasonlitasara is kitlinSen alkalmazhaté. A puha altalajra révid ideig
haté elGterhelés hatisa is egyszeriien, gyorsan ellenérizhetd. Az alkalmazasa-

(kN/m?) T (kN/m?)
0 40 80 120 00 40 80 120
0
A
VA
($=0) VA mants=0)
4
1 — 1 y
% N
fou wits=05 :08m) K1 YO e (S<05:08m)
2 ‘\\‘\\\‘ -4 *\“
N' 7N
&Q\ % K\\\ R
3 I\ \ 3 “‘//\ \“ S
VNN 2N
\ (%500 NN
z(m) ‘\ z(m) X N 3
‘ (‘ —

5. ébra. Nyiroszilardsag valtozdsa a siillyedés 6. dbra. Nyirészilardsag valtozdsa a siillyedés

hatéséra. 7,— nyirészilirdsig végértéke az  hatdsdra. Ty ,c— nyirészilirdsig maximuma az

eredeti talajban; 7y —nyirészilirdsdg végértéke  eredeti talajban, 7p,x—nyirészilirdsdg maxi-

az Osszenyomédott talajban; s — terepszint muma az 6sszenyomédott talajban
siillyedése a toltés tengelyében

val kritikus esetekben a foldmiiépitések sebessége — toltésépités sebessége —
jol szabalyozhaté.

Mint ismeretes, az igy meghatarozott nyirészilardsagi értékeket az allé-
konysagi és stabilitasi vizsgalatokban — a talaj plasztikus indexétdl fiiggden
— még redukalni kell (lasd Byerrum, 1972; K£zp1, 1976).
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CapLiNG, L. —ODENSTAD, S. (1950): The Vane Borer. An Apparatus for Determining the Shear
Strength of Clay Soils Directily in the Ground. Royal Swedish Geotechnical Institute,
Proc. No. 2., Stockholm

K#zpi, A. (1976): Talajmechanika, Példik és esettanulminyok. Tankonyvkiadé, Budapest

A modified shear vane. An improved shear vane is described which can be advantage-
ously used for field vane tests in fibrous, organic, waterlogged clay and peats. The modified
vane can readly be introduced into the soil and thus the disturbance on the soil structure is
greatly reduced. The results of test performed with the Swedish type vane and with the
modified vane are compared and relationships required for the determination of the in situ
shearing strength are given.

Verbesserte Fliigelschersonde. Eine modifizierte Fliigelsonde wird vorgefiihrt, die in
einem faserigen, torfigen, weichen und wassergesiittigten Ton mit Erfolg angewandt werden
kann. Die verbesserte Fliigelsonde kann leicht in den Boden eingefiithrt werden, weshalb auch
der auf die Bodenstruktur geiibte Einflu} viel kleiner ist. Es wird iiber die Ergebnisse der
mit der schwedischen und mit der verbesserten Fliigelsonde durchgefiihrten Vergleichsver-
suche und iiber die zur Ermittelung der Schubfestigkeit notigen Zusammenhiinge berichtet.

BujonsmeneHnblil KpblnyaThliif 30H1. B cTaThe NMpeAcTaBisieTCsl BUIOH3MEHEHHBIH KPbLI-
YaTHi 30HA IS ONpPEENEeHHA CONPOTHBJEHHA CABHMTY B IJIyOHHE, XOPOLIO NPHMEHHMEIH H B
TOP(AHHBIX, BOAOHACHIIEHHBIX [JIHHAaX. BuionaMeHeHHbIH 30H] BHOCHTCS1 B IPYHT 6e3 ocobeH-
HBIX TPYAHOCTEH, NO3TOMY HapylieHHe CTPYKTYpPbl I'PYHTA ropasfo MeHule. B cratbe uanara-
I0TCSl PE3YJIbTAThl CPABHSIIOIIUX 3KCMEPHMEHTOB 30HI0OM LIBEACKOrOo THMA H BHUIOH3MEHEHHBIM
30HAOM H 3aBHCHMOCTH, He00XOHMbIE A1 ONpeJeseHHst IPOUYHOCTH Ha CIBHT,



VASUTI HIiD SAJATFREKVENCIAJANAK
MEGHATAROZASA

KALLO MIKLOS*

A dolgozat az algydi vasiti hid hiromnyildsi szerkezete fiiggdleges sajatfrek-
vencidinak meghatirozasit ismerteti. A szimitdsokhoz a V. KoLousek éltal hirom-
nyilasd, szimmetrikus szerkezetre megoldott médszert aszimmetrikus szerkezetre alkal-
mazza. Kozli a szdmitott sajatfrekvencidkat és az ezekhez tartozé sajétrezgési alakokat,
valamint Gsszehasonlitja az elméleti uton nyert eredményeket a szerkezeten mért
eredményekkel.

1976-ban az Acélszerkezeti Tanszék azt a megbizast kapta, hogy végezze
el az djonnan épill§ algydi vasiti hid haromnyilasi szerkezetének prébaterhe-
lését, illetve végezzen a hidszerkezet viselkedésére vonatkozd, az egyszeri
probaterhelésen tdlmend vizsgalatokat.

A vizsgalatok megkezdése el5tt elméleti iton meghataroztuk a szerkezet
sajatfrekvencidit. Erre kett6s okunk volt: egyrészt a dinamikus terhelések
programjat gy kivantuk megtervezni, hogy az athaladé szerelvények sebessége
a kritikus sebesség kornyezetébe essék, masrészt pedig — hazankban elsd-
izben — Gsszehasonlitast kivantunk tenni az UIC-ORE ajanlasaiban megadott
és a mérhet§ dinamikus tényez8k értékei kozott.

Az UIC-ORE (Nemzetkozi Vasiit Egyesiilet Kutatasi Bizottsaga ) mint-
egy 20 éven keresztiil vizsgalta a vasiti hidakon fellépé dinamikus tébblet-
igénybevételek minél pontosabb figyelembevételének médjat. Az igen nagy-
szamui mérési adat gondos statisztikai elemzése kimutatta, hogy a dinamikus
tényezd nagysaga a korabban is feltételezett v athaladési sebesség és az I ta-
maszkdz értékén tilmenden fiigg a szerkezet sajatfrekvenciajatél is, és a leg-
szorosabb korrelaciét a kombinalt mutatéval adja. Az UIC-ORE ajanlasai-
ban [1] a dinamikus tényez§ nagysigit ezen mutaté fiiggvényében fejezi ki.

v
21f

Amennyiben tehat az UIC-ORE ajanlisokat tekintetbe kivanjuk venni, a
sajatfrekvencia — legalabbis kozelit§ — ismeretére mar a tervezés fazisaban
sziikség van.

* Kéllé Miklés, 1203 Budapest, Baross u. 44.
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Az algydi vasiti hid sajitfrekvencidjanak meghatarozisira a Vladimir
KoLousek altal kidolgozott [2] médszert alkalmaztuk. Ez a médszer allandé
keresztmetszetil és tomegeloszlasi rid esetében kimutatja, hogy a valamelyik
sajatfrekvencian lengd rid x helyen levé pontja

v(x, t) = v(x) sin wt

alakd rezgdmozgast végez, melynek amplitidéjara a

div(x)  po? olx) —
i my "0 (1)

differencidlegyenlet irhaté fel. A jel6lések:

v(x, 1) az x pont mozgdsinak idSfiiggvénye

v(x) a fenti mozgds amplitidéja

I3 a rezgd rid egységnyi hosszra esé tomege
a rezgd rid rugalmassagi modulusa

a rezgd rid tehetetlenségi nyomatéka

a sajat (kor) frekvencia.

8 i

Az (1) differencidlegyenlet megoldasa a

A=l (‘;f"; ]l“ @)

dj valtozé bevezetésével (melyben ! a tamaszkiozt jelenti):

Ax
l

v(x) =4 cos—'llitw + B sin—)‘li + Ccosh + D sinh—llx- . 3)

A (3) egyenlet megadja tehat a sajatfrekvencidjan rezgd rid minden egyes
pontjanak rezgési amplitidéjat, azaz megadja a sajatfrekvencidhoz (illetve a
kiilonb6z8 sajatfrekvenciakhoz) tartozé rezgési alakot. Az alakfiiggvény dif-
ferencidlasaval szarmaztathatjuk a szogelfordulds, a nyomaték és a nyiré-
erdfiiggvényt. Az adott rddszakasz befogasi viszonyainak ismeretében a fenti
fiiggvények segitségével a (3) egyenletben szerepld 4, B,C és D integralasi
alland6k meghatarozhaték.
A fenti médszernek megfelelden az algydi vasiiti hid helyettesitd képe

(1. 4bra) egy olyan négytamaszi folytatélagos rid, amelynek

a) tamaszkozel megegyeznek az eredeti szerkezet tamaszkozeivel;

b) egységnyi hosszra juté tomege megegyezik az eredeti szerkezet atla-
gosan egységnyi hosszra juté tomegével;
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c) tehetetlenségi nyomatéka nyilasonként megegyezik annak a ridnak
a tehetetlenségi nyomatékaval, mely azonos teherre azonos lehajlast mutat az
eredeti szerkezet adott nyilasanak lehajlasaval.

Lo d l‘ * 12 l3 .
q Y c d

1. dbra. Az algy®di vasiti hid helyettesits képe
Lh=1,=5248m,1l; = 42m,I, = I, = 1,10m4, I, = 0,78 m%, u, = py = pty = 0,347 Mpm~—2s?

”\/\/V\

\, S sl

vix=0)=0 wvix=l)=0 vix=0)=0 vix=1,)=0 vix=0)=0 vix=13)=0
M(x=0)=0  Vv'(x=l)=eq V'[x=0)=ct, V'(x=l,)=By v'(x=0)=f; Mlx=l;)=0

2. dbra. Helyettesito radszakaszok

Az elézbekben ismertetett gondolatmenet alapjan a kezdeti feltételek
ismeretében 1 fiiggvényében nyildsonként felirhaté az alakfiiggvény, a vég-
pontokon haté nyomaték és az integralasi allandék értéke. A 2. abra szerinti
jelolésekkel és az ott megadott kezdeti feltételek mellett az egyes ridszakaszok
végpontjain haté nyomatékok:

EL 2), sinh A, sin 2, EJ

M, = a - —— = Las (s 4

g 1, “sin, cosh A, — cos A sinh A, T (A1) )

M, < EJ, 8 sinh 4, — sin 4, e sinh 2, cos A, + sin A, cosh 4, b
i 1 — cos A, cosh 4, 1 — cos 4, cosh 4,

5
= EJ, [Fy(4y) By + Fa(Ap)ac] e
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My = 22 [Fy(h)a + FiR)fl, (6)
My = =58 F (i) : ()

A két utébbi esetben F(1) természetesen azonos az elsé két esetben definialt
fiiggvénnyel.

vix)
|

3. dbra. A haromnyilasi szerkezet elsé négy sajatfrekvencidjahoz tartozé rezgésalak

A b és a c tamaszoknal a kovetkezd egyensilyi egyenleteket irhatjuk fel:
Myq + My = 0, My + M4 = 0. (8)

A (8) egyenletrendszerbe a nyomatékok (4), (5), (6) és (7) szerinti kifejezéseit
beirva, az elsé egyenletbdl a «/f aranyt a masodikba visszahelyettesitve a
kovetkezé egyenletet kapjuk
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CEFi(a) — CEF3) — CiCFy(y) Fyla) —
—CCFy(A) Fy(y) — CCyFyh) Fy(d) = O, ©)

ahol C, = I/l stb.

Ebben a — trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvényeket tartalmazé —
egyenletben mair csak A szerepel ismeretlenként. A megoldés szamitogép segit-
ségével, egyszeri iterdciéval tortént.

A J-ra valé megoldashél a szerkezet sajatfrekvenciai (2) segitségével sza-
mithaték. Az egyes sajatfrekvencidkhoz tartozé rezgésalakok A-nak az integ-
ralasi allandékra kapott (szerkezetileg a nyomatékfiiggvényekhez hasonlé)
osszefiiggésekbe valé visszahelyettesitése utin a (3) egyenlet szerint hataroz-
haték meg. Az elsd négy sajatfrekvencidhoz (4,87; 6,88; 9,47 és 19,28 Hz)
tartozé rezgésalakot a 3. abran mutatjuk be.

A szerkezeten folytatott vizsgilatok [3] a fenti szdmitasok eredményeit
igazoltak: tobb mérési ponton regisztraltuk a leterhel6dd, nyugalmi allapotaba
sajatfrekvencids rezgéseken keresztiil visszatérs szerkezet 4,5—4,7 Hz koriili
sajatfrekvencidjat; két esetben pedig, 6,1 illetve 6,2 Hz frekvenciaval a miso-
dik sajatrezgés is kimutathaté volt.
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Deter mination of the eigenfrequency of railway bridges. The paper describes the deter-
mination of the vertical eigenfrequency of the three-span structure featured by the Algyd
railway bridge. In the calculations the V. Kolousek method elaborated for symmetrical
three-span structures has been employed for an asymmetrical three-span structure. The cal-
culated eigenfrequencies and the associated natural vibration forms are published, then the
theoretical results are compared to those obtained by the measurements of the structure.

Bestimmung der Eigenfrequenz von Eisenbahnbriicken. Der Aufsatz befaBt sich mit der
Bestimmung der vertikalen Eigenfrequenzen der Eisenbahnbriicke bei Algy3. Zu den Berech-
nungen wurde die von V. Kolousek fiir dreifeldrige, symmetrische Konstruktionen ent-
wickelte Methode fiir asymmetrische Konstruktionen angewendet. Es sind die errechneten
Eigenfrequenzen, sowie die diesen zugeordneten Schwingungsformen angegeben und die
thoretisch ermittelten Werte mit den an der Konstruktion gemessenen Ergebnissen verglichen.

Onpeaenenne cOOCTBEHHOH YacTOTLI e Ne3HOLOPOIKHOrO mocTa. B ctarbH coobuiaercs
OnpesieieHHe BEPHKAJbHOH COOCTBEHHOH 4aCTOTHI KOHCTPYKLHH TPEXMPOIIETHOrO >KEJIE3HOA0-
PO>KHOr0 MOCTa B r. Anjbé. B pacuérax aBTop npHHsa Merod, pewéHHbit Kosoyuekom, B. Ha
CHMMETPHYHbLIE KOHCTPYKIIHH, Ha 4CHMMETPHUYECKYH KOHCTPYKLHIO. Co00UialoTCsT BbIYMCIIEH-
Hbl€ COOCTBEHHDbIE YACTOTHI H IPHHAJIE)KAIOLIKE K 3THM (opMbl COGCTBEHHBLIX KoJlebaHHil, H cpas-
HHBAIOTCS TEOPETHYECKHE PE3YJIbTaThl C H3MEPHTEJILHLIMH HA KOHCTPYKLHH,







A , NYIROFESZULTSEG-KULONBSEG”-MODSZER
NEHANY ALKALMAZASA
OPTIKAI FESZULTSEGMERESI KISERLETEKBEN

KORONDI LASZLO*

A térbeli teherhordé6 szerkezetek, ill. szerkezeti elemek erdjatéka bizonyos koriil-
mények kozott sikbeli fesziiltségallapoti kisérleti modelleken vizsgalhaté. Ilyen esetek-
ben gyakran keriil sor a szilirdsagtani modellkisérletek kozott specidlis helyet elfoglalé
optikai fesziiltségmérési modszer alkalmazasira. A dolgozat a sikbeli optikai fesziilt-
ségmérésben hasznédlatos egyik hatékony kiértékels eljarasnak, az iin. ,,nyiréfesziiltség-
kiilonbség”-médszernek dltaldnos tdrgyaldsa utdn két, a magasépités, ill. az alagiit-
épités teriiletérdl szdrmazé gyakorlati alkalmazdst mutat be.

1. Bevezetés

Az optikai fesziiltségmérés az alkalmazott modellanyag, a kisérleti méd-
szer és a mérési eredmények kiértékelése szempontjabél is speciilis helyet foglal
el a szilardsagtani modellkisérletek teriiletén. Az eljaras azon a fizikai jelen-
ségen alapszik, hogy polarizalt fényben egyes atlatszé anyagok a benniik —
kiilsd terhelés hatasara — ébredd feszilltségek kovetkeztében optikailag ket-
tésen tordvé vilnak. E kettds torés mértéke aranyos a fesziiltségekkel.

Hosszuk mentén valtozatlan terhelésii és keresztmetszetid teherhordé
szerkezeti elemek erdjatékanak optikai fesziiltségméréssel torténd meghataroza-
sa soran a modell vastagsagi léptéke — kiilonb6z6 gyakorlati okokbél — alta-
laban sokkal kisebb, mint a keresztirdnyi léptéke. Ez a megengedett kozelités
masképpen megfogalmazva azt jelenti, hogy a szerkezeti elem sik alakvaltozasi
allapoti szeletét sik fesziiltségi allapotd tarcsaval képezik le.

A sikbeli fesziiltségallapotot harom fiiggetlen mennyiség hatirozza meg
egyértelmiien: pl. a o, és o, fGfesziiltség és a hizéféfesziiltség iranyanak egy
kitiintetett irdnytél (pl. az x-tengelytdl) mért a hajlasszége (1. abra).

Optikai fesziiltségméréssel az izoklinak és izokromatak eloszlasa felvehetd,
mis széval « és g, — 0, értéke barmely pontban megmérhet§, de ezek ismerete
a sikbeli fesziiltségallapot leirasahoz csak terheletlen perempontokban elegends.
A teljes fesziiltségillapotot egyes médszerek a mar meglevé mérési adatok
(x és 0y — 0,) alapjan — valamelyik ismert fesziiltségii pontbél kiindulva —,
az egyensilyi differenciilegyenletek segitségével, mas médszerek a hiidnyzé

* Korondi Lészlé, 1113 Budapest, Molnar Erik u. 14/a.
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adatok megmérésével hatarozzak meg. A modell azonos fifesziiltségosszegii
(vagyis azomos vastagsigviltozasi) pontjait 0Osszekots (o) + o, = konst)
izopachokat altalaban kisérleti titon veszik fel, de az izopach-eloszlds — ismert
peremfeltételek esetében — szamitéssal is kovethetd a Lamé—Maxwell-, ill.
a Laplace-féle differencialegyenletek alapjan.

A gyakorlatban tobbnyire a derékszogii koordinata-rendszerben felirt

egvensilyi differencialegyenletek integralasaval operalé, tdn. ,,nyiréfesziiltség-
gy y1 gy gr P yr g

oL
Txy 6, =
e g
62 6, &)
; 2
‘\\J 5, 6?
I )
y \'

61 4 62 ‘

L§ A

1. dbra

kiilonbség’-médszerrel hatarozzak meg a teljes sik fesziiltségi allapotot.
Példaul a

Bl 30 9% 1Ty (1)
ox oy

differencialegyenlet alapjan az ismert fesziiltségallapoti O pont véges kor-
nyezetében fekvs és vele azonos y-koordinataji P pontban ébredé x-iranyid
normélfesziiltség igy irhaté:

/4 arxy
(70 = (oo + | 2. @
0o oy
A o, normilfesziiltségek hasonlé médon szdmithaték. Az integralt koze-

lit6 numerikus eljarassal megoldé6 médszer megfeleld rendezettséggel igen jol
hasznalhaté.

2. Integralas egyenes szakaszokbol 4llé hosszu tortvonal mentén

A ,.nyiréfesziiltség-kiilonbségek’” modszerének alkalmazasival ismert
fesziiltségallapoti kezdSpontbél indulé egyenes, ill. egyenes szakaszbél allé,
tovabba gorbe vonalak mentén is meghatarozhaté a fesziiltségallapot. Az
optikailag mért, pontonkénti két-két adatbél ugyanis barmely modellpontban
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szamithat6 az x-tengelyhez tetszés szerinti § szoggel hajlé & iranyhoz tartozé
nyiréfesziiltség:
9

Ty = —;"?-tan 2(@ — B). 3)

Ha egy modellpontban, pl. a (&, ;) koordinatdji pontban (2. dbra),
ismert a fesziiltségallapot, akkor egy hozza kozel fekvd masik pont fesziiltség-

) X
P
o3
o
s §
b“
4 ol sl
e B
vy kisérd vonalak f
kiertekelési vonal

2. dbra

allapota az alabbiak szerint hatarozhaté meg. A (3) osszefiiggés alapjan sza-
mithaté 7., nyiréfesziiltségek ismeretében

(i,j+1) U+1,j+D __ Ll,j-1D __ LU+1,j-D

r %o T T T 7

o,g+1,p il O.(El,j) o &n + Tgy &n én (£i+1 T 5 (4)
2(nj4y — "7j—1)

Igy a (&, 7 ;) koordinataji pontban is ismertté valt a fesziiltségallapot.
A (4) osszefiiggés a & és az 7 tengelyek iranyaban egyarant linearizalt nyiré-
fesziiltség-eloszlassal szamol, és igy hibat tartalmaz. Bar a vizsgalt elem zsugo-
ritasaval e hiba elvileg nullira csokkenthets, a gyakorlatban ennek hatart
szab a leolvasis pontossaga.

A kiértékelési vonal irdnyvaltozasi pontjaiban a fesziiltségallapot tenzora
— a 2. abra jeloléseivel — az aldbbi ismert Osszefiiggések szerint transzfor-
malhaté:

Gezgt'Txy'g’ op="* Ty 7,

TE'q:“;,.l 'Txy' N,
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Txy i [ Ox Txy ]

Txy O’y Js

E* = [cosBsinf], n*=[-sinp cos f]. (5)

A nyiréfesziiltség-kiillonbségeknek a kisérleti vonal mentén torténd ,,integ-
ralasa” soran az emlitett kis hibak halmozédhatnak. Ismert fesziiltségi alla-
poti ponthoz érve az integralas pontossaga ellenérizhetd, ill. a hiba javithaté.
Az egész szamitasi eljaras jol gépesithetd.

3. Gyakorlati alkalmazasi esetek

A) A kozelmiiltban sikbeli optikai fesziiltségméréssel keriilt meghataro-
zasra vasbeton gerendakbél és vazkeramia elemekbdl all6 néhany teherhordé
szerkezettipus keresztirinyd metszetének ergjatéka [1]. A vizsgalat egyik
feladata az egyenletesen megoszl6 fiiggbleges iranyiu terhelés hatasara kelet-
kezd sikbeli fesziiltségallapot teljes meghatarozasa volt, a gerenda és a keramia-
elem tortvonali csatlakozédsa mentén. A szerkezet sik alakvaltozasi allapot sze-
letét sik fesziiltségi allapoti modell képezte le. A vasbeton és a keramia anyagi
jellemzdinek eltérését a homogén anyagi migyanta modell nem vette tekin-
tetbe. A szerkezet modellezése sordn a gerendakat szimmetriasikjukban befo-
gottnak tekintettiik, tovabba feltételeztiik a gerendak és a keramiatest toké-
letes keresztirdnyd egyiittdolgozasat (repedésmentes, homogén anyagi kapceso-
lat). A kiilonb6z6 bordakialakitasok esetében kialakulé fesziiltségeloszlasok
osszehasonlitasan tidlmenden a bordavastagsag csokkentésének hatasat is
megvizsgaltuk.

3. dbra
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A nyiréfesziiltség-kiilonbség médszer kiértékelési vonala a keramia és a
beton hirom egyenes szakaszbél allé csatlakozasi vonalidn haladt (3. 4bra).
A felsé szabad peremrél indulé vonal A4 kezddpontjiban a fesziiltségallapot
optikailag adott, a metszet mentén pedig a leirt eljaras alkalmazasaval valt
ismertté. A keramiaiiregek peremérél, a peremre meréleges iranyban inditott,
szintén a nyiréfesziiltség-kiilonbségek médszerével kiértékelt néhany rovid
bemenettel (E, F, G, H és I pontok) a metszet menti viszonylag hosszi integ-
ralas esetleges hibaja javithaté volt. A csatlakozisi metszetre szamitott nyiré-

050

Tmax=3,2N/c"f ;

L1
S LT el Lt

-

[ et I

/F\

4. dbra

és normalfesziiltségek (7, 0, ) eloszlasinak helyessége a keramiaelemre felirt
fiiggbleges és vizszintes vetiileti egyensiilyi egyenletekkel ellendrizhetd:

3 i
3 s (o, sina; + 7, cos ;) dt; = O, (6)
i=1Jo

3 St £ Q
S| (o cosa; — 7 sine) dt = -y )
i=1Jo

ahol Q = a keramiara juté osszteher.

A kisérleti eredmények alapjan egyértelmiien megallapithaték voltak a
vizsgalt kapcsolat mechanikai igénybevétel hatasara keletkez§ felnyilasra leg-
inkabb veszélyes helyei: azok a helyek, ahol jelentés nyirassal egyideji o, hizé
normilfesziiltségek ébrednek. A 4. dbra az egyik modell 7, nyiréfesziiltség-
eloszlasat mutatja a vizsgalt metszet mentén.
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B) Egy masik kisérletsorozatban [2] azt kellett tisztdzni, hogy elére-
gyartott vasbeton tiibingekbdl épiil§ alagitfalazatokban az egyes elemek csuk-
lés csatlakozasanal felléps szerelési pontatlansigok (kiilpontos elhelyezés,
iranytorés) milyen mértékben befolyasoljak a tiibingvégek erdjatékat, illetve
azt, hogy mekkora a tiibingvégek gyakorlatban még megengedhets kiilpon-
tossaga.

1. 2. i e & 5. 6.
I!llll [T ljl_llll

LR |
e TR
o1 1 0y

il i IS § I

4 ,_,L_#. |

S e

-

13:
5
h

®
=

H._?._ :
|

TRLITIITE IHERRREN JHNRERN

e =0 13,5mm 18,5mm 8mm 13,5mm 18.5mm

o =0° 0,657 093° 417° 7057 9,68

B =0° 0,65° 0,93° 2.78° 4,69 6,44

t =0 0 0 5Smm Z5mm 35 mm
5. ébra

A kisérleti program egyik részeként hatféle tiibingvég-csatlakozas sik-
beli optikai fesziiltségvizsgalatara keriilt sor (5. abra). Az egyes modell-varian-
sok kozott a terhel nyoméerd irdnyaban, ill. a kiillpontossag mértékében volt
eltérés. Mivel a tiibingekre sugéar iranyban haté foldnyomas modellezésére
nem nyilt lehetéség, ,kiegyenesitett” tiibingvégek vizsgalatara keriilt sor.

A tarcsak fesziiltségallapotanak meghatarozasa itt is a nyiréfesziiltség-
kiilonbségek médszerével tortént, tiibingenként négy-négy, a tiibingtengelyre
merdleges irdnyd, valamint egy-egy tengelyiranyd metszet mentén. A kereszt-
irdnyd metszetek szabad peremrdl indultak és szabad peremre futottak ki,
tehat a végpontokban egyértelmii fesziiltségkontroll adédott. A hossziranyud
metszetek igy mar négy-négy ismert fesziiltségallapoti ponton haladnak at.
A tengelyirdnyi normalfesziiltségek keresztirdnyd metszetek menti integralja
a tiibingtengellyel parhuzamos nyomdéerével egyenls:

d
vjo o,ds; = N,. (8)
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150,2

172.4
178.2
167.0
69.7

B 1 Gbrak

11374

d=100mm I\‘

6, keresztirdnyd normalfesziltségek [N/cm?]
4. modell. R, =3,8 kN

6. dbra
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7b. dbra
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A tiibingvég acélkengyelezésének megtervezése soran igen fontos a
tiilbingvégekre haté ,(felhasitéerd” nagysaganak, ill. a keresztirdnyd hizé-
fesziiltség-maximumok hosszirinyu eloszlasinak ismerete. Ez a felhasiterd
a maximalis keresztirinyd hiizéfesziiltségek hossztengely menti integraljaként
szamithaté:

H =10} mxdsy. 9)

ahol v a modell vastagsaga.
A 6. abran egy fesziiltségeloszldsi részlet, a 7. abran két, kiilonb6zs
kiilpontossagi modell izokromatai lathaték.

Készonetnyilvinitas

Az ismertetett feladatok megolddsa soran elvi irdnyitdas és gyakorlati kbzremiikodés
formijaban nytdjtott segitségért szerzd koszdnetét fejezi ki BRuzsa Laszlé egy. docensnek,
Dr. MtUiLer Miklés egy. adjunktusnak, Dr. NaeY Jdnos okl. mérnéknek és SzITTNER
Antal tud. fémunkatéarsnak.
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Applications of the shear stress difference method in optical stress measurement experi-
ments. In reality the play of forces in mainly spatial load bearing structures and structural
elements under certain conditions can be studied by means of experimental models in plane
state of stress. In such cases often the optical stress measurement method, a rather special
model test in strength science, is made use of. After discussing, in general, the so-called shear
stress difference method, an efficient evaluation technique used in optical stress measurements,
the paper reports on two practical applications in the field of building and tunnel constructions,
respectively.

Einige Anwendungen der Methode der » Schubspannungs-Differenz¢ mit optischer Span-
nungsmessung. Unter gewissen Umstdnden kann das Kriiftespiel von meistens rdumlichen
Tragkonstruktionen bzw. Konstruktionselementen an Versuchsmodellen untersucht werden,
die sich im ebenen Spannungszustand befinden. In solchen Fiillen ist es oft erforderlich, die in
der Reihe der baustatischen Modellversuche einen besonderen Platz einnehmende optische
Spannungsmessung anzuwenden. Nach der allgemeinen Behandlung der in der ebenen optischen
Spannungsmessung gebriuchlichen Auswertungsmethode, der sog. Methode der »Schubspan-
nungs-Differenz« sind zwei dem Hochbau bzw. dem Tunnelbau entnommenen praktischen An-
wendungen dargestellt.

Hecko0/bKO NpUMeHeHHH MeTo1a « pa3HULbI CABUrAIOLLET'0 HANPS)KEHHS» PU UCIBITAHUAX
doToynpyroctu. PaGoTa npoCTpaHCTBEHHBIX HECYWIHX KOHCTPYKLMH H HX 971EMEHTOB MPH onpe-
JIeNEHHLIX YCJIOBHAX HCCJIEAYeTCs] Ha MOAEJISIX, HAXOALIMXCS B NJIOCKOM HanpsDKEHHOM COCTO-
SAHMH. B Takux cnyuasix 4aCTO NMPHMEHsETCS MeTo[ (GOTOYynpyroCTH, MMEILLel crneunaabHoe
MeCTO CpeJiH MOJEJIbHBIX ONBITOB CONPATHUBJIEHHSI MaTepHanoB. B ctaThu onucaHa o6uas xapak-
TEPHCTHKA METOJa «Pa3sHHUbLI CABHMIAIOILEro HaNmpPsDKEHHs, ORHOr0 H3 3dQ¢eKTHBHLIX Cnoco6oB
00paboTKH U3MEPHTEJILHBIX Pe3yJIbTaToB GOTOYNPYroCTH, M NOKAa3aHK ABa NPaKTHYECKHX MPH-
MeHeHHs1 B 00/1aCTH CTpOEHHS 3MaHHH M TOHHEJEeH.
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A KOTEGES VEZETOKBEN EBREDO ZARLATI
EROHATASOK VIZSGALATA*

LUDVIG GYOZG**

A zdrlati dran hatdsara a koteges vezetdk sodronyai sszecsapédnak, a térkozok
hossza latszélag megrovidiil. Emiatt névekszik a vezet8k hizéereje. Az dram melegits
hatasdra nyilik a vezetd és ez az erd csokkenését okozza. A dolgozat bemutatja a jelen-
ségeket leir6 differencidlegyenleteket és megoldasukat. A levezetett eredmények alapjan
egy szamitoégépi program késziilt, amely a zirlat kezdeti szakaszdra j6 tajékoztatd
eredményt ad.

1. Bevezetés

A villamosenergia — termelés egyre novekszik, és ez hatalmas tavvezeték-
rendszerekben jut el a fogyasztékhoz. Példa erre a most épiild 750 kV-o0s tav-
vezeték, amely hazinkat a Szovjetuni6 energiarendszeréhez kapcsolja. A nagy
teljesitmény miatt egy-egy fazis dramiat 2—4 sodronybél all6 vezeték koteg
tovabbitja. A koteg vezetdit meghatarozott tavolsigban (amit térkéznek
neveziink) merevitSk kapcsoljak egymaéshoz. A koteges vezetSk elrendezése
(mint latni fogjuk) tébbféle lehet.

A villamos eloszt6 rendszerekben egy gyakorta el6fordulé nemkivéinatos
jelenség a zarlat.

Zarlatkor az iizemi dram t6bbszorose folyik a vezetdn. Emiatt a kiteg
sodronyai osszecsapédnak és ez a vezetSk, valamint a tartészerkezeteik (oszlo-
pok) tobbletigénybevételét okozza. Erre mar a tavvezetékek tervezésekor gon-
dolni kell.

A Villamosenergiaipari Kutaté Intézet felkérte tanszékiinket, hogy velik
egyiittmiikodve dolgozzunk ki eljarast a koteges vezetSk zarlati eréhatasa-
nak meghatarozasara. A kovetkez6kben — nagy vonalakban — ismertetjiik
az eddig elvégzett elméleti vizsgilataink eredményeit.

2. Az osszecsapodas folyamatanak vizsgalata

A koteges vezets parhuzamosan futé sodronyai, ha I[kA] erfsségli aram
folyik benniik, akkor p intenzitasti megoszl6 er6vel hatnak egymasra:

* A vizsgilat az EROTERV és a VEIKI kézitti hosszitédvii egyittmiikodés részeként
keriilt kidolgozasra.
** Dr. Ludvig Gy&z8, 1191 Budapest, Bithory u. 32.
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I2
p=— -100 k [N/m].
¥ +

Az 1. melléklet megadja, hogy a kiilonb6z6 formaju kotegek esetében
mekkora a k tényezd értéke és y miként értelmezendd.

1. mellékiet

Geometriai adat . )
# ' p sza- it S2zQa-
A kéteg elrendezese y y.. | M= | mitdsdhoz | mitdsahoz
és jelolések fong o Y Ynak
mm mm Ymin k B
d o
i > P T 1 76.5
2. Sl o2 |2 3 44,2
d 2% d
_— | = | — 2 625
3. 3 'E} 2r
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4, — — 3 62,5
V2 ‘rZ— £ 2r
Y, =(—12- Y, =3¢ 3 ~5.4
5. 32,9
d 6r
V=5 V2= T ~0,6
l[m] (terkdz)
H kNI | | (kAJ H
= ——
t : I : e 3
1 o ol 3 RISy PESTIETES o e
%:.I } /‘,_—E_-é‘:.—“—r=_<-.— ;
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Al xo[mJ] | 6sszetapadt rész X

1. @bra
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Az itt nem részletezett szamitasunk végeredménye szerint a zarlati dram
kritikus értéke: s
didihs
Ikﬂt = BTVH 4 10_3 [kA].

Itt H [kN] egy sodrony hiizéereje és I[m] a térkoz hossza. A koteg for-
majatél fiiggd B tényezd értékét és d értelmezését az 1. mellékleten kozoljiik.

|

1,0 | /
09 fn) LT /
0.8 / ,./
P g /
0.7 K ¥
/ gin) LI ||| Az integrdtkifejezések
0.6 / == N értéke
I, 4/ S
0514 / o N8
l SANGIED) I~
0.4 '/ / . \\\
. l .,
0.3 /
x 4 ;'_m_
0'2 mer
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2. dbra

Ha a zarlat drama nagyobb, mint az el§zdek szerint meghatéarozhaté

I, akkor a koteg sodronyai Gsszecsapédnak és kozépsé szakaszuk oOssze-

tapad. Ezt az allapotot mutatja az 1. abra. Az 6sszecsapédas idébeli folyama-
tat a

v kI?

= — B {1

dr? qy
differencialegyenlet irja le. Itt ¢ [kg/m] a sodrony vonalmenti siiriisége. A dif-
ferencialegyenlet analitikus megoldasaval meghataroztuk a zérlat kezdetétél
a sodronyok osszecsapédasaig eltelt id6t. Ennek szamité osszefiiggését a 2.
mellékleten kozoljiilk. Megjegyezziik, hogy a zarlati aram mindig tartalmaz
egy jelentds egyenarami osszetevot. Ezért — a gyakorlati szamitasokban —
a zarlati aramot az effektiv értékével megegyezs egyenaramnak tekintik.
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Az bsszecsapédas id6beli folyamatat leiré differencialegyenletet a Mi-
szaki Mechanikai Tanszék analég szamolégépére programoztuk. Egy megoldas-
sorozat eredményeit a 3. dbra szemlélteti. Ebbél kitiinik, hogy a sodro-
nyok 6sszecsapédasaig eltelt id6 5—30 ms, ami a zarlatok szokasos idétartama-
hoz képest kicsi.

yilcm]
20 Y= d72=20Ccm
LG a6 4 08,
y

A

48 1—4¢ q=1kg/m
15 ] el
10, l,= \50 \40 30 20 KA
Yax =9/2=8Cm ‘
5]

Iz= \50\40 \30 20kA
\ yu srelcm

O min -t
0 5 10 15 20 25 30 [ms]

3. dbra

Az 1. abra szerint a térkozok végsé (x, hossziisagi) szakaszain a tavtarték
miatt a sodronyok szétvalnak egymastél. Meggorbiilt alakjuk meghataro-
zasara a kovetkezd differencidlegyenletet vezettiik le:

G5 ik (A0,
dx? ne .y

2. Melléklet
Az analitikus megoldds eredménye

1. Az 0sszecsapédas ideje ms-ban:

e Ymax |/ 9 SR LN
to = 3,963 = V - SO, fa)y=—= fo e~* dz
2. A sodronyok szétvalt hossza m-ben:

H V2! pie i}
%y = y'}‘“ VT gn), glm) = Tfo & dz
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3. A térkoz latszélagos rovidiilése mm-ben:

Al = 0,02 ypax * V i h(n), h(n) = V— z’e”‘ dz
= 9 L Ymax ;
b o Ymin
y klem]
TR S ki

15.4

10 4

5.
=20kN | .
5 <}':0 ————————————————————— %
0 05 1.0 15 2.0 25 30 [m]

E differencialegyenlet analég szamolégéppel végzett megoldasinak ered-
ményét a 4. abra szemlélteti. A sodronyok szétvilt x, hossza az analitikus
szamitassal levezetett végképlettel is meghatarozhaté (2. melléklet).

Vizsgalatunk ezen része a sodronyok rugalmas hosszvaltozasat nem veszi
figyelembe (erre késébb keriil sor). Igy a sodronyok osszecsapédasakor a tér-
ko6z hossza latszélag megrovidiil (4l az 1. abran). Erre is késziilt analég gépes
szamitas, de a dolgozat korlatozott terjedelme csupin az analitikusan leveze-
tett végképlet kozlését engedi meg (2. melléklet). Az 6sszecsapédas ¢, idejének
és a térkoz latszélagos rovidiilésének gyors meghatarozasara egy-egy nomog-
ramot készitettiink. Ezeknek kozlését is kénytelenek vagyunk mell6zni. A
korlatozott terjedelme miatt arra sincs méd, hogy a kozos sikban fekvé 3 és 4
sodronyos elrendezés esetén alkalmazandé korrekciés szamitast bemutassuk.

A 2. melléklet képleteiben szerepld integral kifejezések értéke az 7 =
= Ymax/Ymin aranytél figg. Az EMG 666 tipusi szamolégéppel meghatarozott
értékiiket a 2. dbra diagramjan kozoljik.
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3. A vezet6k melegedésének hatdsa

A zarlat tartama alatt az dram melegiti a vezetst. Emiatt az megnyulik.
A zirlat megsziinését kovetSen héleadas torténik, igy a hGokozta nyilas csok-
ken. A vezet§ kornyezetéhez viszonyitott 7 hdmérsékletének szamitisara a
kovetkez6 differenciilegyenlet vezethet§ le:

dr I2R 2rn-u .

dt q-c q-c

Itt R{mQ/m] a sodrony folyéméterenkénti ellenallasa; ¢[J/kgK] a sod-
rony anyaganak fajhdje és u[W/m?K] a h§atadasi tényezs.

A differencialegyenlet megoldasat behelyettesitve az I hosszisigi vezetd
héokozta hosszvaltozasa a zarlat tartama alatt (0 <t <t):

Al, = IK(1 — ¢7*?) [mm]
A zarlat megsziinését kovetden (1 >t,):

Al = IK(1 — e~ 4/%) e~ ~)® [mm)

Itt a hiilés idGallandéja:

« a sodrony anyaganak hdtagulasi egyiitthatdja.

4. A vezetékrendszer rugéallandéinak meghatarozasa

Zirlatkor — a sodronyok osszecsapédasanak kovetkezményeként —
az | hosszisagd térkoz latszélag megrovidiil, mig a melegedés hatasara meg-
nyilik. Ha az oszlopkéz n darab egyforma térkszbél all, akkor a vezets hizé-
erejének megvaltozasat okozdé hosszvaltozas:

A = n(dl — A4L).

Ha a vezetékrendszer eredd rugéallandéjat c,,-rel jeloljiik, akkor a sod-
rony hizéerejének megvaltozasa:
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Az eredd rugéillandé a kovetkezé — sorba kapesolt — részekbdl all:
a) Az I [m] hosszisagd, 4 [mm?] keresztmetszetdi, E [GPa] rugalmas-
sagi modulusi sodronyra

¢ = 103 le— [um/N].

b) A koteg vezetdi a zarlatot kovetben Osszetapadnak. Ha a hizéerd
novekszik, akkor az 6sszetapadt rész hossza és ezzel a liatszdélagos nyilas is
csokken. A 2, mellékleten koz6lt kifejezés differencialasaval

o= —22 _ A .
oH 2H
A zarlat megsziinését kévetSen ¢, = 0.
¢) A hizéerd megnovekedése esetében az a = nl hosszisagi oszlopkoz-
ben kifeszitett vezetSk belégasa csokken. Az ivhossz megviltozisa alapjan
a rugéallandéra a kovetkezd kozelitd osszefiiggés vezethetS§ le:

_ 784 N
%= T3 000 . @ PN

d) A vezetSk tartészerkezetének (oszlop) rugéallandéja kizlon szamitandé,
és egy vezetbre kell vonatkoztatni:

¢o [um/N].

A vezetékrendszer ered§ rugdillandéja egyforma oszlopok esetén:

Cor = nle; + €) + ¢ + 2¢,.

S. A zarlati erGhatas szamité programja

Az el6z8ekben ismertetett dsszefiiggések alapjan szamité programot ké-
szitettiink a tanszék EMG 666 tipusui digitalis szamitégépére. A gép elGszor
beolvassa a kérdéses tavvezeték adatait, majd a zarlatra vonatkozé informacié-
kat, végiil kinyomtatja egy kivalasztott idGponthoz tartozé hiizéerd értékét.
A szamité program a zarlat kezdeti szakaszara jé tajékoztaté eredményt ad.
Hosszi idejii zarlat esetében a h&okozta nyilas nagy, és igy érvényét veszti
az a linearizalé feltételezés, amelynek alapjan a belégé vezetd rugoéallandéjat
meghataroztuk.

A kisérletek soran megfigyelték, hogy a hirtelen melegedés hatésira a
vezetdk hizéereje egy rovid idGtartamra zérusra csokken. Ekkor a vezet§ részei
a szabadesés gyorsuldsival mozognak lefelé, mindaddig, amig a sodronyok
djra megfesziilnek. Ezt a folyamatot — a vizsgilat mésodik szakasziban —
analég szamolégépes modellezéssel fogjuk elemezni.
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Examination of short current effects in bunched conductors. Upon the effect of a short
current the wires of bunched cables would impact one another and their spacings might be
virtually reduced, whereby their tensile strength could increase. However, by the heating action
of the current the leads would strain which, in turn, would decrease this force. The paper
presents the differential equations describing these phenomena, and their solution. Based
on the results derived, a computer program could be composed which gives satisfactory in-
formative data on the initial stage of the short.

Untersuchung der in Biindelleitern auftretenden Kraftwirkungen infolge von Kurz-
schluB. Infolge des KurzschluBstromes schlagen die Seile der Biindelleiter zusammen und
scheinbar vermindern sich Absténde. Infolgedessen nimmt die Zugkraft der Leiter zu, wihrend
die Wirmewirkung des Stromes die Dehnung des Leiters verursacht, was die Verminderung
dieser Kraft zur Folge hat. Der Aufsatz enthilt die, diese Erscheinungen beschreibenden
Differentialgleichungen und ihre Losung. Auf Grund der abgeleiteten Ergebnisse wurde ein
Rechenmaschinenprogramm aufgestellt, das fiir die Anfangsphase des KurzschluBles gute
Ergebnisse liefert.

UccnegoBanue cHI 3aMbIKaHHSA, NOPAKAAWILMXCA B paciuienientoli nuuun. [Mox neii-
CTBHEM TOKA 3aMbIKAHHsl JKUYThI DacCliefIeHHbIX JIHHHH COUBAIOTCS, AJNMHA OTCTYHOB C BHAY
yMeHbLIAeTCs1. M3-3a 3TOr0 yBeJIMYHBAETCSt CHJIA TACH npoBoAoB. ITox HarpeBaouUM NedCTBHEM
TOKa NPOBOJ YIJIHHSIETCA W 3TO YMEHbUIAeT CHAY TSrH. B cratbe paccmarpusarorcsi quddeper-
LHaJIbHble Y PABHEHHUs], ONUCHIBAIOLHE sIBJIEHHE U AAeTCs HX pemeHHe. Ha ocHoBe pe3ynbTaToB
Obuta HanmucaHa mporpamma st 9BM, KoTopasi maeT Xopoiue CripaBOYHLIE Pe3YAbTATHL I
HayabHOTO MEPHOJA 3aMbIKAHHS.



KOMBINALT TALAJMODELLEN ALAPULO
SZAMITAST ELJARAS ALKALMAZASA
ALAPGERENDAK TERVEZESEHEZ

MARCZAL LASZLO*—SOLTESZ PETER** — JANCSECZ SANDOR***

Ez a cikk az alapgerendik méretezésére hasznalt eljardsok révid attekintése utan
a Repnikov-médszeren alapulé szdmitdst ismerteti részletesen. Az dgyazisi tényezd és
rugalmas féltér kombindcidjan alapulé eljaras talajfizikai magyardzata utdn a matema-
tikai modell ismertetése kivetkezik. Az egyenletrendszer felirdsa alapjin program ké-
sziilt egy HP 9830 A tipusi gépre, amelynek segitségével lehetdvé valt a talajfizikai
jellemz8k, valamint az épiilet adatainak valtoztatdsdval a talpfesziiltségeloszlas, a
rugalmas vonal- és a nyomatéki igénybevétel tanulminyozasa. Befejezésiil a cikk néhdny
dbrat kozol, amelyeken a fent emlitett valtozdsok j6l kovethettk.

1. A gyakorlathan eddig alkalmazott eljardsok

A rugalmas tarténak tekintett alapgerenda tervezésekor a legfontosabb
feladat az ismert terhelés kovetkeztében a tarté alatt keletkez§ fesziiltségek
(dn. talpfesziiltségek) eloszlasinak meghatirozasa. E talpfesziiltség-eloszlas
ismeretében a tarté siillyedési és nyomatéki igénybevétele mar egyszeriien
szamolhaték.

A talpfesziiltségek szamitasakor alkalmazott talajmodellek egészen a
legutébbi évtizedig két lényegesen eltérd csoportra oszlottak. Mig az egyik
modell a talajt rugék sorozatabél allé din. rugalmas agyazatnak tekinti, addig
a masodik modelltipusbau a talaj mint rugalmas — és altalaban homogén,
izotrop féltér szerepel. Az emlitett modelleken alapulé szamitasi eljarasok igen
ismertek, igy csak az alapgondolatok vizlatos bemutatisara és néhany kritikai
észrevételre szoritkozunk, melyek egyben indokoljak az dn. kombinalt talaj-
modellek alkalmazasat.

A rugalmas dgyazat modelljét (1. abra) elszor WINKLER és ZIMMERMANN
alkalmaztak, feltételezve, hogy az adott pontban bekovetkezd siillyedés ara-
nyos az ott miikodd talpfesziiltség értékével:

=g p =,
Yy p k,

* Dr. Marczal Lészlé, 1023 Bp., Apostol u. 13/c.
** Dr. Soltész Péter, 1083 Bp., Témé u. B/1.
*** Jancsecz Sdndor, 1031 Bp., Séviri u. 36.
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Itt a k, = 1/a 4llandét nevezték el Agyazasi tényezdnek. Ezen egyenlet és a
tarté ismert differencidlegyenletének egyiittes megoldasa adta a talpfesziiltsé-
geket és a siillyedéseket. Az eljards tovabbfejlesztésének egyik {3 iranyat az
jelentette, hogy a k, dgyazési tényezdt a hely fiiggvényében valtozéként vet-
ték fel. Igy sem kiiszobolhetd ki azonban a modell alapvet§ hidnyossaga, neve-
zetesen az, hogy a szomszédos elemek (rugék) kélesonhatasanak figyelembevé-
telére nincs lehetSség.

A rugalmas féltér-modellre alapulé eljarasok a rugalmassagtan dn.
Boussinesque-féle képletein alapulnak, amelyek adott rugalmassidgi modulusd

P., 2 P3 .c‘

\\f//fi//

Pg
l [
q=k,y
k. ==const,

/;;/

1. dbra. Az agyazisi tényez6k szamitas modellje

és Poisson-tényezdji talaj siillyedéseinek szamitdsira alkalmazhaték. Noha
ezek az eljirasok a sitllyedéseket nemcesak a kozvetlen vizsgalt pont terhelése
alapjan, hanem a teljes terhelt feliilet figyelembevételével, az egymasrahatas
alapjin hatirozzik meg (2. Abra), mégis a rugalmassdgtanban adédé végtelen
nagy fesziiltségértékek és egyéb, a tapasztalattél élesen eliit§ jelenségek a mo-
dell lényeges hianyossagait mutatjik. E modell alkalmazasakor a szamitasok
technikai kivitelezése szempontjabél adnak lényegesen eltér§ eljarast pl. a
tart6t finitizalé Ohde-maédszer, vagy a talpfesziiltségeket hatvanysor, illetve
polinom forméjaban keresé Gorbunov-Poszadov eljaras.

Els6sorban a kiil6nb6z3 terhelési pontok kolesonhatisanak, tehat a talaj
nyirassal, csavarassal szemben mutatott ellenillasanak figyelembevétele cél-
jabol fejlesztette ki PASTERNAK az un. két-agyazasi tényezs eljarast. Itt az
elsG tényezd a talaj fiiggbleges visszahatdsat jellemzi w elmozdulasra,

= C,w,

mig a C,-t6l fiiggetlen C, konstans az elnyirédasbél adédé talajreakeiét jellemzi
(3. abra):

’()w

Pox

ll

Altalinos vélemény, hogy a kombinalt eljirisok megjelenéséig talan
PasTERNAK modellje kizelitette meg legjobban a valésagot.
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Py P, Py

alaplemez

: ru'golmus-.izotdp
Tetaes féltér. .

talpfeszuitség

talpfesziltség, mint terhelés

% 77 =77
t ? h
aclaciemaz, rint
gerendatartd
T - %

[y

sutiyedés [ruguimns voncll

2. dbra. A rugalmas féltéren alapulé szdmitds

G=c1w

SR .

\ } w 1 g—:i
~_ | '

E ;.’-\V 3w 62w
v =y m— —_—
t.»z X Czax OCZa g

3. dbra. Modell Pasternak szamitdsi eljardsdhoz

2. Repnikov kombinalt modellje

2.1 A mechanikai modell bemutatdsa

RepnNikov alapfeltevésében a talajt részben rugalmas (rugés) agyazat-
nak, részben pedig rugalmas féltérnek tekinti, azaz modellje az eddig hasznalt
két f6 talajmodell parhuzamos kapesolasinak tekinthets. A talajra juté ter-
helés eszerint két részére oszlik: az egyik rész az agyazat rugéit terheli ip,
a masik (1 — A)p nagyséagu része pedig a rugalmas féltérre jut. A 1 arany értéke
rugalmas tarté esetén a hely fiiggvénye, és meghatirozasa azaltal valik lehe-
tévé, hogy a részterhelések hatdsara az egyes dgyazati elemeken bekovetkezs
siillyedéseknek meg kell egyezniiik.
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Az agyazati elemek egyiitthatéit ismertnek tételezi fel az eljaris. Ezek
meghatarozasi lehet§ségeire most nem térhetiink ki. Célunk volt a REPNIKOV
altal vazlatosan megadott eljaras konkrét esetekre valé alkalmazasanak kidol-
gozasa, az eredmények értékelése és azok Gsszevetése a hagyoményos médsze-
rekkel ad6dé eredményekkel. Az alabbiakban véazolandé eljaris szamitégépes
kezelésével kapott eredményeink illusztralasira a 4. abran egy otszintes panel-
héaz alapgerendaja alatt fellépd talpfesziiltségeket mutatjuk be négyféle eljaras
szerint. A legelfogadhatébb a Repnikov-elv alapjin szamolt eloszlas.

o 1=5%330=1650m o
Pis1S P, = Py =

EJ=1560 x 108 kp/em?

[
i
[
I

20~

@ Agyazdsi tényez8s eljdrds (kg =0.2 kp/em3)

@ Rugalmas féltér Gorbunov-Poszadov szerint

@ Rugalmas féltér Ohde-Kany szerint (E=170 kp/cm?)
® Kombindlt eljards Repnyikév alapjdn

4. dbra. Talpfesziiltségeloszlasok a kiilonféle szamitdsi eljirasok szerint

A matematikai modell hemutatasa el6tt megemlitjiik, hogy eltéré fizikai
alapfeltevésekbél kiindulva jutett ugyanehhez a talajmodellhez Gison. Fel-
tevése szerint a talaj rugalmas féltér, melynek rugalmassiagi modulusa egy
dllandé E,; értékrél indulva a mélységgel linearisan né:

E(z) = E,; + 3ma.

3 m a novekedés mértéke. Feltéve még, hogy a talaj Poisson-tényezdje 0,5, a
rugalmassagi egyenletek megoldasiaval megmutatta, hogy modellje ekvivalens
egy k; = 2 m agyazasi tényezds rugalmas agyazatbél és egy E,, rugalmassagi
modulusid rugalmas féltérbsl 4ll6 kombinalt modellel. Ez éppen REPNIKOV
modellje.
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A szamitasi eredmények mellett ez az elsd pillanatra meghokkent§ egybe-
esés is arra utal, hogy a kombinalt modell alkalmazésa a rugalmasan agyazott
tarték szamitasanak elméletében 1ij szintet jelent.

2.2 A médszer matematikai modellje

Noha a médszert kiilonb6z6 tipusi terhelések figyelembevételére is at-
alakitottuk, most csak az egyenletes terhelés esetét vizsgaljuk. Legyen tehat
az egyenletes terhelés F'j (kp/cm?).

A médszer az ismeretlen talpfesziiltség-fiiggvényt a Gorbunov —Poszadov
eljarashoz hasonléan polinom alakban keresi. (A polinom fokszama jelen
esethben 6):

q = b+ by&% + b5 + by ES. 1)

(Itt £ = x/l a dimenzié nélkiili koordinata.)
E fesziiltségpolinom egyiitthatéinak segitségével felirhaté a tarté relativ

behajlasa.
B by - F b
Y=Yo= (| &4 S o) 2)
A {22 1-2-3-4 3:-4:5:6
Itt yo — a tarté kozéppontjanak (¢ = 0) elmozdulasa
A — atarté merevsége, mely gerenda esetén E|I/B, lemez esetén pedig E, I/[ B(1 — u3)]
B — a tarté szélessége
#y — a tarté Poisson-tényezgje

M, — a tartd kézéppontjiban ébredé nyomaték, melyre

b F, b, b, b
Y A ] ) 2 et 3 hd 2 I 3
, [ : +4+6+8] (3)

-

RepNIKOV modelljének alapgondolata értelmében a g talpfesziiltség megoszlik
a Winkler-agyazaton és a rugalmas félsikon. E megoszlas aranya el6re nem
ismert, és fiiggvénye a helynek. Ezért a rugalmas félsikra esd részt ijabb
ismeretlen egyiitthatés polinom alakjaban keressiik:

9e = o + a8 + a8 + agf’. (4)

Célunk az ag, 5, 4, 4 egyiitthaték meghatirozasa. A rugalmas félsiknak a (4)
talpfesziiltség hatasara bekovetkezs felszinsiillyedése abszohit értékben nem
irhaté fel. A viszonylagos elmozdulasok azonban egy hatarozatlan allandé
erejéig felirhaték — pl. az ismert Flamant-formula integralasaibél. A képleteket
osszetettségiik miatt nem kozéljiik, annal inkabb, mert az eljards az elmozdula-
sokat is polinom formaban kivanja meg. Ennek érdekében tehit az integralasok
utan ad6dé meglehetdsen sszetett siillyedésfiiggvény polinommal kozelitendd.
Ezzel egyidejiileg itt nem elegendd a viszonylagos elmozdulés, abszolit érté-
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kekre van sziikség. Ez megkaphaté pl. ha a felszinsiillyedést a tarté végét6l
kifelé I/2 tavolsagra (£ = 1,5) zérusnak irjuk elé.

E technikai lépéseket nem részletezve a (4) fesziiltség altal elGidézett
siilllyedés a kovetkez§ formaban irhaté:

41 — p®
o= L0 [imi(a) 4+ mafa) £ + my(a) &+ mo(a) 8] (5)
nEIo
Itt tehdt az mg, o, 4, ¢ kifejezések mar az a; — k ismert fiiggvényei, p,, E,q

a rugalmas kozeg paraméterei.

Az (5) formula siillyedésfiiggvénye meg kell egyezzék a Winkler-agyazat
siillyedéseivel, amit az erre a komponensre juté g, = q — q fesziiltség idéz
elg. Ha tehat k a Winkler-dgyazat dgyazasi tényez8je, akkor

4= —kv,
g = —k'mo(a;) — k'my(a;) & — k'my(a;) & — K'my(a)) &%, (6)
ahol
K =k 4l(1 T .“tzo) .
nE,

Végiil a ¢ = qg + ¢, egyenlGségben az azonos hatvanyu tagok egyiitthatéinak
osszevetéséhdl
by =a, — k" my-(ay),

b, = a, — k" my-(a)), (7
by = a, — k" my-(a)),
s = ag — k" mg-(a;).
fgy minden ismeretlent az a; ismeretlenekkel fejeztiink ki. Ezek szimara

négy egyenletet kell megadni. Egy egyenlet adédik a tarté statikai egyen-
silyabél:

_[; (@9 + a58% + ay6* + a8%) dé — K ﬂ X
X [mo(ai) + my(a;) £ 4 my(a,) & + my(a;) ‘56] df = F,.

A tovabbi hiarom egyenletet vigy kapjuk, ha a tarté (2) alatti relativ elmozdu-
lasait egyenldvé tessziik a talajfelszin (5) szerinti horpadaséaval:

Y =Yoo=V — 7.

E két polinom megyegyezéséhez az sziikséges, hogy minden §-hatvéany egyiitt-
hatéja megegyezzék. Ez ad harom egyenletet az a; értékekre, ugyanis a b, M,
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ismeretlenek (3), ill. (7) szerint kifejezhetSk az a; értékekkel. Az egyenletrend-

szer megoldisa utdn visszafelé haladva a képleteken megkaphaté minden
kivant valtozé.

3. A szamitis gyakorlati végrehajtdsa, az eredmények értékelése

A matematikai modell alapjan programot készitettiink egy Hewlett—
Packard 9830 A tip. szamitégépre és a tervezési gyakorlatban eléforduls ese-
tekre vizsgaltuk a talpfesziiltség-eloszlas, rugalmas vonal és a nyomatéki igény-
bevétel viltozasat.

Az 5. abra a talpfesziiltségek alakuldsat mutatja a merevségi szim
fiiggvényében. Az egyes gorbék kiilonboz5 talajjellemz8k szerint valnak szét.
Legerdsebb a valtozas akkor, ha a rugalmas féltérre jellemzs E,, érték a leg-
nagyobb. Ekkor a széls§ és k6zépsé talpfesziiltségérték aranya a legmerevebb
alapozasi épiiletnél eléri az 1,8-as értéket.

Csokken a talpfesziiltségben mutatkozé egyenetlenség a merevség esok-
kenésével, akar a talaj, akar az épiilet merevségét vessziik alapul. Erdemes
viszont megjegyezni, hogy a talaj rugalmas alakvaltozasi jellemz4i sokkal job-
ban befolyasoljik a talpfesziiltséget, mint az épiilet minGsége. Az 5. dbran pl.
az épiilet merevségének 1/, részére kellett csbkkenni ahhoz, hogy a talpfesziilt-
ség p = 12,5 Mp/m2-r§l 11,0 Mp/m?-re csokkenjen. Ugyanazt az értéket kapjuk
akkor is, ha a merevség viltozatlan, de a talaj E, - modulusa 2000 Mp/m?2-rél
1500 Mp/m?-re ecskken, vagyis eredeti értékéhez képest 259 -kal csokkent.

Mindez arra figyelmeztet, hogy a talajjellemzék pontosabb és megbizha-
tobb meghatiroziasira nagyobb siilyt kell fektetni.

[ T A N B
xaj %:30m | E,=2000 Mp/mZ, k=70 Mp/m?
g Pl 1500 N
zn / I s526(56
7 e 1000 150
3 10 /!"_‘
=2 ol 500 220 __|
A —"
3 8 ettt = 500 -t 220 —
© : ZE‘:E:E:IE: '.-::'.g'.: } k6zépss
7 . s S
£,22000 Mp/m? k=70 Mp/m’
" i J
6 11t

0 2 4 6 8 10 12 1 16 18 20x10°
merevség A:%’-[Mpmzlm]

5. dbra. Talpfesziiltségek alakuldsa a merevség fiiggvényében

14
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6. ébra. Az alapgerenda siillyedési vonalanak alakuldsa a merevség
fiiggvényében

A 6. abra a besiillyedéseket dbrazolja hasonlé paraméterek fiiggvényé-
ben. Vizsgaljuk el§szor az épiiletmerevség hatasat. A kiilsd és kozépsd besiily-
lyedések kozti killonbség, ami meghatirozza a tarté gorbiiletét a merevség
csbkkenésével egyre nagyobb lesz. Az dbra alapjén tulajdonképpen meghata-
rozhat6, meddig szabad az alapozds szempontjab6l mértékadé merevséget
csokkenteni, hogy ne lépjitk til a kritikus athajlasi, ill. gorbiileti sugarérté-
keket.

Az abra kapcesin tdjra hangsilyozni kell a talajtél valé fiigg6ség dontd
szerepét. A talajjellemzék fiiggvényében a siillyedés valtozasa jéval nagyobb,
mint a szerkezeti merevségbdl adédé valtozas.
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A 7, abra a tartéra haté maximalis nyomaték valtozasat szemlélteti. Itt
mair nagyobb szerephez jut a tarté merevsége. Ha pl. a merevség a negyedére
csokken, a nyomatékban tapasztalt csokkenés jelentGs, az eredetinek kb. a fe-
lére csokken az igénybevétel. Tovabbrais fennall a talajjellemz6k véaltozisanak
jelentds hatasa, a valtozas csaknem lineiris. Ez utébbi megallapitas persze
nem vezethet arra, hogy a talaj tulajdonsagait valamiféleképpen befolyasolni
lehetne, csupan a pontos meghatarozas jelentdségét hangsilyozza.

N I I A A

90 £=2000 Mp/m% k =70 Mp/m3 —
L.
80 7-3Om >
70
// 110 _—<

Wl AT
A

«0 > 1000 T
30 / r//( /I‘/ I
20-4—-f LA

maximélis nyomaték M., [(Mpm]

6 2 4 6 8 10 12 % 16 18 20x10°
merevség A:%"tMpmzlm]

7. dbra. A nyomatéki igénybevétel alakuldsa a merevség fiiggvényében

A 8. abra tulajdonképpen az épiilet méreteinek hatisat érzékelteti. Itt
allandé talajjellemzék és adott épiiletmerevség esetében vizsgaltuk a val-
tozast.

E,, = 1500 Mp/m?

k, = 110 Mp/m?

s

A = 1,64 X 10° Mpm?'m

adatok mellett jol lathat6, hogy az épiilet hosszdnak névekedésével a talp-
fesziiltség 1= 90,0 m, vagyis 2 - I = 180 m hossz esetében mar teljesen egyenle-
tes a talpfesziiltség, fiiggetleniil a talaj jellemzd8itél.

Végeredményben megallapithaté, hogy a szamitasi eljaras j6l alkalmaz-
haté a tervezdi gyakorlatban. A bemutatott gorbék értékes tajékoztatast ad-
nak egyrészt a tervezés fejlesztési szempontjaihoz, masrészt az adatszolgalta-
tasi megbizhatésag fokozasara.

14*
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Megjegyezziik, hogy a kombinalt modellek elméletének tovabbfejleszté-
sében és a modellekhez tartozé dgyazati paraméterek kisérleti meghatarozasa-
ban szovjet kutaték értek el djabb eredményeket. (Pramimov, Uvarov,
Barvasov.)

10
! l
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p= 800 Mp/m2
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7
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8. dbra. A talpfesziiltségek alakuldsa az épiilet hosszdnak névekedésével
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Application of a calculation method based on a combined soil sample for designing
foundation beams. After a short survey of the procedures used for the calculation of found-
ation beams, the calculation based on Repnikov’s method is detailed. After explaining, on soil
physical basis, the procedure based on the combination of the coefficient of subgrade reaction
and of the elastic half-space, the mathematical model will be described. Starting by establishing
the set of equations, a program has been established for the application to the computer, type
HP 9830 A, which permitted to study the soil’s physical characteristics; by changing the build-
ing dimensions, the distribution of the base pressure, the elastic line and the stress due to the
acting moment may also be studied. Finally some figures are presented in which the changes
mentioned above may readily be followed.

Anwendung eines Berechnungsverfahrens aufgrund eines kombinierten Modells zum
Entwurf von Fundamententrigern. Nach einer kurzen Ubersicht der zur Bemessung von
Fundamenttrigern benutzten Verfahren wird die Berechnung nach der Repnikovschen
Methode ausfiibrlich dargelegt. Nach der bodenphysischen Erklirung des auf der Kombination
der Bettungsziffer und des elastischen Halbraums basierten Verfahrens, folgt die Beschreibung
des mathematischen Modells. Nach der Ableitung des Gleichungssystems wurde ein Programm
fir den Rechenautomat Ty p HP 9830 A aufgestellt, mit dessen Hilfe die bodenphysischen
Kennwerte, und durch die Anderung der Angaben des Gebiudes, die Spannungsverteilung, die
elastische Linie und die Momentenbeanspruchung untersucht werden kénnen. SchlieBlich
sind einige Beispiele vorgefiihrt, an welchen die obenerwihnten Anderungen leicht verfolgt
werden konnen.

I1pumenenne KomOMHNpPOBaHHOro pacyera s NPoeKTHPOBaHUs 0a0K, MOMeLIeHHbIX HA
NMOBEPXHOCTH rpyHTa. [Tocne kopoTkoro 0030opa pa3HbiXx METONOB pacuera rubkux 6anok Ha
ynpyrom OCHOBaHHH, B CTaTbe paccMaTpuBaeTcs 6osiee noagpoOHO BIYHCIHTEIbHBIH METOM, 0CHO-~
BaHHbIH Ha mopmenu JI. H. PennukoBa. KomOGHHHpOBaHHAst MOJENIbL OCHOBaHHsl, COBMELLAIOLIAS
nedopmauHOHHbIe CBOHCTBA Cpeikl BUHKIIEpa H yNpyroro noJjynpocTpaHCTBa, NPeaCcTaBasieTcsl
B OTHOLIEHHH MeXaHWKH riayHToB. CocTaBJjieHHe nmporpammbl Ha 9BM nano Bo3MOXKHOCTL LI
H3yYeHHs BIUSIHHH AedOpMalMOHHKIX XapaKTePHCTHK OCHOBAaHMSI H NapaMeTpoB 3MaHuil Ha
PeaKTHBHOE JaBJIEHHE FPYHTA, HA NCPEMEILUEHHs U Ha u3rubaloiue MOMEHTHl B Oanke. Pe3yib-
TaThi, NOJIyYeHHbie B KOHKPETHOM CJyuae, H300pa)KaloTCsl Ha PHCYHKax.






GEPSZERKEZETEK INERCIALIS
NEMLINEARITASA

ORDODY MARTON*

A dolgozat egy négycsuklés mechanizmus lengéstani vizsgilatival foglalkozik.
Az dltaldnos tomeget linedris fiiggvénnyel kizeliti; ezért a mozgisegyenletben nemlines-
ris kifejezések jelennek meg. A nemlinearitds mértékének jellemzésére egy s viltozé
bevezetését javasolja. Végiil néhdny példat mutat be, melyben a megoldast a Kriilov—
Bogoljubov-médszerrel éllitja els.

Gépek tobbségét merev tagokbél allé kinematikai lancnak tekintik;
e modelleket kiilonb6z8 gerjeszts, visszatérits, csillapité stb. erShatisok érik.
Az egyes szerkezetek kinetikai energija altalaban

1 .
T=—-mlg) &5

a ¢ altalinos koordinitahoz tartozé altalinos tomeg tehat g-nak fiiggvénye.
Ha a vizsgalt mozgas a ¢ = g, egyensiilyi helyzet kornyezetében zajlé kis
amplitiddju lengés, akkor az

mig) = migo) + | (g —q0) + ...
dq qe

hatvanysor helyett a mozgasegyenlet linearizilasa érdekében szokis a sor
elsd tagjaval szamolni, azaz az altalinos tomeget illandénak tekinteni. E
dolgozat egy specialis esetben ennek a kozelitésnek néhdny kiovetkezményére
mutat ra.

Vizsgiljuk egy négycsuklés mechanizmussal modellezhetd szerkezet len-
géseit (1. abra). A lengéseket a ¢ szogelfordulis hatarozza meg.

A lengésamplitidérdl feltessziik, hogy az a ¢, = 0 egyensiilyi helyzet
kis kérnyezetében marad, és ezért m(q) hatvanysorat az

m(g) = mq(L + eq)
linearis kifejezéssel kozelitjiik ahol m, = m(q,) és

1 dm(q)

€ = .

m [\] dq Qe

* Ordédy Mairton, 1024 Budapest, Szilagyi E. fasor 13 —15.
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A mozgasegyenlet bal oldala tehat

d gl oF

dt 9q oq
Az altalanos tomeg valtozasabél szarmazik a kerek zaréjelbe foglalt nemlinea-
ris kifejezés, melyet ezért inercialis nemlinearitasnak neveztiink el.

Annak érdekében, hogy az inercialis nemlinearitast az egyéb nemlinea-
ritast okozé hatasoktél kiilon vizsgalhassuk, feltettiik, hogy az A csukléban

miq)

|

QO=O

1. ébra

linearis visszatérit§, valamint kismértékii csillapité és gerjeszts erdparok mi-
kodnek. A mozgésegyenlet igy ’

4+ 0’q = —-6[69 +qq +?q2—g(t)] - (1)

vagy a masodik derivaltat kiemelve

& Y RGN Iy gL ki t]. (@
g+ o e 1+8q[q+2q g() (2)

Ellensiilyok, lenditdkerekek alkalmazasa miatt ¢ altalaban kicsi. Mivel m(q)
mindig pozitiv, ezért az
|

S i ¢ 2e2gd 4 ... " 3
p eq + 2e2¢% + (3)

hatvanysort mar az elsé néhany tag is j6l kozeliti. Ezt felhasznalva a mozgas-
egyenlet a

g+ 0?q=¢f(q. ¢ t, ¢)

tgynevezett ,,standard” alakra vezethetd vissza [1].
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A megoldas kereshets tehat Kriillov—Bogoljubov médszere alapjan egy
€ hatvanyai szerinti sor alakjaban.

Mivel a mozgasegyenlet csak kevéssé kiilonbozik a lineéristél, ezért a
megoldastél is elvarhaté, hogy kozel fog esni a linedris egyenlet megoldasdhoz;
csak a valtozék bizonyos tartomanyaiban varhaté lényeges eltérés a két meg-
oldis kozott. Az eltérés mértéke ¢-tdl fiigg, £ nagysagat pedig adott szerkezet
esetén a q, egyensilyi helyzet hatarozza meg.

A tovabbiakban néhéiny specialis esetet vizsgalunk.

1. Mechanizmusok autoném lengése

Az 1. 4bra szerinti modell gerjesztés nélkiili mozgasat
. . . . 1.,
§+oq=—e|0g+q99+ 4

differencialegyenlet irja le. [1] szerint a megoldast

g = acosy + ecu(a, ) -+ ula, v) + ... 4)

alakban lehet keresni, ahol az a és yp mennyiségek az

a=¢A(a) + e2dy(a) + ...,
P = + eBy(a) + e2Bya) + ... (5)

differencialegyenletekbél hatarozhaték meg. A megoldist a mozgésegyenletbe
helyettesitve és ¢ azonos hatvanyainak egyutthatmt osszegytjtve, rekurzive
megoldhaté egyenletek adédnak.
Az elsd kozelités alapjan
1

1
u1=—a2—z—a2cos2zp;

4
ezt felhasznalva a masodik kozelitésbdl

egda
- b

2

&2 0? e? a?

8w? 16

y=ow(l—

Az inerciilis nemlinearitdst ¢ pontossagig véve figyelembe az amplitidé
a = a, exp [—¢6t/2] alakban cseng le, mely megegyezik a linearizélt mozgés-
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egyenlet alapjan nyerhetd eredménnyel. A lengések frekvencidja és a lengések
kozéphelyzete azonban fiigg az amplitidé nagysagatél.

2. Mechanizmusok gerjesztett lengése

A linedris mozgisegyenlet vizsgilata alapjidn gerjeszt§ er§par hatasira
allandésult amplitidéji és frekveneidji gerjesztett valamint csillapodé szabad
lengés varhat6. Nemlinearis kifejezések figyelembevételével egyszerii g cos n
gerjesztés esetén is egy sor 1j jelenség 1ép fel. Az allandésult lengés harmoniku-
sokat illetve felharmonikusokat tartalmazhat; és mozgasstabilitasi kérdések is
felvetédnek. Az inerciilis nemlinearitis sajatossaga, hogy a kiilsd gerjeszts
hatas egyiittal mindig paraméteres gerjesztést is jelent [2].

A (2) egyenletbe a (3) kifejezést behelyettesitve ugyanis a mozgasegyenlet

g)(l — eq + 262 ¢ +-.. )

alaki taggal béviil. A linearizilt egyenlethdl ad6dé eredményektsl eltérfen
rezonanciira lehet szimitani minden olyan esetben, amikor

yar Lo
q

, (6)
P és q kis egész szamok [1].

2.1. Nemrezondns lengések

Feltessziik, hogy a gerjesztd- és a sajatfrekvencia nem tesz eleget a (6)
feltételnek. Ebben az esetben a gerjesztéssel kiegészitett mozgasegyenlet meg-
oldasat a (4) és (5) sorok alakjaban lehet keresni; az u,, u,, . . . fiiggvények
azonban az idtél is fiiggenek. Elsé kozelitésben

g cos vt ela?
gq=acosy + 8 — cos 2y,
w? — v2
ahol
£d
¢=——a,
2
py=o.
A megoldas tehat — nemlinedris kifejezések megtartasa esetén is — o frek-

vencidji sajatlengésekbsl és v frekvenciaju gerjesztett lengésekbdl tevédik
ossze. A sajatlengések a linearizalt egyenletbsl nyerhet§ megoldashoz hasonlé
médon csillapodnak, a gerjesztett lengés pedig elsd kozelitésben megegyezik
az inhomogén linearizalt egyenlet partikularis megoldasaval.



GEPSZERKEZETEK INERCIALIS NEMLINEARITASA 219

2.2. Mechanizmusok alaprezonancidja

Rezonanciara elsésorban abban az esetben kell szimitani, amikor a rend-
szer sajatfrekvencidja és a gerjeszt§ frekvencia egymast megkozelitik, azaz
amikor p = 1, ¢ = 1. A megoldast ismét lehet a (4) és (5) sorok formajaban
keresni; u;-rél, a-rél és y-rél azonban fel kell tenni, hogy az id5tédl explicit mé-
don fiiggenek. Az elsd kozelités alapjan

a2
=acosy + ¢ |—a?2 — —cos 2y| ,
q Y 4 4 Ly

— —— ——

vz
o
2. dbra
ahol a masodik kozelitést is figyelembe véve
az——ef-(i-— t8 sin @ , (7
2 -+
g a2
O=0w —rv— cos 6 — (8)
a(w + ») 4

py=n+ 6.

Allandésult lengések esetében a= @ = 0. Ezt felhasznalva, a rezonancia-
gorbe (2. abra):
2
/i ©)
a

Egy mechanizmus gerjesztett lengése tehat harmonikusok sorozatat
tartalmazza. Miiszermechanizmusok esetében fontos lehet [3], hogy a szerkezet
nem az eredeti g, egyensilyi helyzet, hanem a ¢, = q, + ca?/4 kozéphelyzet
koriil végzi a lengéseket; a masodik harmonikus jelenléte pedig torzithatja a

&2
1 = @ (I_Ta2
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miiszer kimend jelét. A nullponteltolédas és a torzitisok mértéke ¢-nal aranyos;
egy szerkezet munkapontjanak kivilasztdsakor ezért ¢ nagysiga is szempont
lehet. ’

A (7) és (8) képletekbdl levezethetd a stabilitas feltétele is. Eszerint stabi-
lis az az amplitidé, melyre fennall, hogy

a, >0, ha »¥* <7 ©? (1 LAY ,
4
a, < 0, ha 1 > w? (1— 8-:-

Itt a, a rezonancia-gérbe meredeksége. Az amplitidéugras lehetGségét a 2.
abra szemlélteti. A (9) képletbdl kitlinik, hogy a rezonancia-gorbe eldeformals-
dasa egy 2 nagysagu tagnak koszonhetd; az amplitidé-stabilitds kérdése tehat
csak az els6rendiinél pontosabh kozelités alkalmazasaval vizsgélhaté.
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Inertial non-linearity of machine structures. The paper deals with the oscillation test
of a four-pivot mechanism. The general mass is approximated by a linear function whereby
some nonlinear expressions appear in the equation of motion. Introduction of a variable ¢ is
suggested as characterizing the extent of non-linearity. Finally some examples are offered in
which the solution is arrived at by using the Krylov-Bogolyubov method.

Inertiale Nichtlinearitit von Maschinenkonstruktionen. Der Aufsatz befaflt sich mit der
schwingungstechnischen Untersuchung einer Konstruktion mit vier Gelenken und nihert sich
dem Problem durch die lineare Gleichung allgemeiner Massen. Daher erscheinen in der Bewe-
gungsgleichung nichtlineare Ausdriicke. Der Verfasser schligt vor, das Mall der Nichtlinearitit
mit Einfithrung der Veridnderlichen zu kennzeichnen. Schliellich fiithrt er einige Beispiele vor,
in welchen er die Lésung nach der Kriillow-Bogoljubowschen Methode erzielt.

HnepunonHas HenMHeHHOCTb KOHCTpyKuMi mamun. B cratbhe uccienylorcs Konebanus
YeTHIPEXIapHUPHOro MexaHu3ma. O6001ieHHYI0 MacCy aBTOp NpHOJIMYKAET NPH NOMOIIH JIHHEH-
HOI (PyHKIIHH, BCJIEJCTBHH Y€ro B Y PABHEHHH ABHYKEHHSI NOSIBISIOTCS HeJIHHeHbIe BhIDAaYKEeHHS.
B cratbe npennaraercs BBelleHHE nepeMeHHol, Bulpa>kalonlell Mepy HenuHelHocTH. B 3aKJiioye-
HHH MPHBOJUTCS HECKOJIBKO IPHUMEPOB, PEMIEHHE KOTOPHIX OCylecTBJsiercs cnocofom Kphi-
noBa—bBoromoGoBa.



AZ ATMENETI ZONA
KRITIKUS FARADASI FELULETE

PLATTHY PAL*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

Fémszerkezetek elemeinél a faradt repedés terjedési sebességének empirikus
képletébdl levezethetd a Wohler-gorbe egyenlete. Az igy kapott egyenlet a Pellini-féle
diagramok és egy idealizdlt modell segitségével alacsony hémérsékletek mellett, tehat
az dtmeneti zénaban is alkalmazhaté, ahol a kritikus értékek egy feliiletet képeznek.
Az dtmeneti zéna kritikus firadisi feliilete lehetové teszi a linedris kdrosodasi elmélet-
tel felallitott torési kritériumndl az alacsony h&mérsékletek hatdsdnak figyelembe-
vételét
Két évtizede ismert, hogy a hibakat (fesziiltségkoncentraciés helyeket)

tartalmazé vas-, illetve aluminium-6tvozeti elemekben a liiktetéfarasztas
hatasara kialakulé repedés terjedési sebessége és a linedris torésmechanika
alapjan szamithaté pillanatnyi K ,, legnagyobb fesziiltségintenzitasi tényezs
kozott egy empirikus viton jol megallapithaté, viszonylag egyszerii kapcsolat
van [1]. Ha a mindenkori hibara (repedésre) jellemz§ méretet a-val, az igénybe-
vételek ismétlédésének szamat N-el jeloljik, akkor kettds logaritmikus rend-
szerben a da/dN repedésterjedési sebesség a K., fiiggvényében az 1. abra
szerint valtozik, ahol a K, a kifaradasi kiiszobot, a I—(-c pedig azt a torést eld-
idéz6 K, -ot jelenti, amelynél a hibaméret a farasztiskor hasznalt o, leg-
nagyobb névleges fesziiltség mellett éppen az a, kritikus értékkel egyenld.
Mivel a K;, lényegében a liktetdszilardsagot, illetve elirt tulélési valészinii-
ség és szivés dllapot esetén az elem F, faradasi fokozatat definialja, egy adott
anyagd, kialakitédsi és a, kezdeti hibat tartalmazé elemnél egy adott hGmérsék-
leten mindig allandé. A K, viszont, ami tulajdonképpen az anyag szivés vagy
atmeneti dllapotdban csupan fizikai tartalmat nélkiil6z6 szamitasi segédmennyi-
ség, értelmezésébdl kovetkezden mindig a ¢, -nak is fiiggvénye.

Az emlitett mennyiségek koziil — ha az anyag szivés allapotban van —
a K, a kisérleti eredményeken alapulé F; faradasi fokozatokbdl és a hozzajuk
tartozé a, kezdeti hibaméretekb§l kiszamithaté. Ilyenkor a K, az alabbi gon-
dolatmenettel ugyancsak megallapithaté.

Szivés allapotban a torés a

Cett — Op (1)

* Dr. Platthy Pél, 1114 Budapest, Kanizsai u. 37.
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feltétel kielégiilésekor kovetkezik be, ahol o, a tényleges (a hasznos kereszt-
metszetre vonatkoztatott) atlagfesziiltség, mig o, a szakitészilardsag. Figye-
lembe véve, hogy a o,y tulajdonképpen a ¢,,.-nak és annak a Ao tébblet-
fesziiltségnek az osszegével egyenls, amely a kezdeti a, hibaméret da nagy-
sagd megnovekedése miatt a maradék hasznos keresztmetszetre sziikségszeriien
athéarul, az (1) jeli egyenléséghdl a Aa kritikus értéke, illetve az a, kritikus

Q.

|

jlogﬁ

[a ¥

I
|
|
|
[
|
I
l
|
|
I
|
|
I
|
|
I
|
|
1

1}
Rt Mg SHETCCRGNE - R e
X

& logK, logK

1. @bra. A repedésterjedési sebesség és a legnagyobb fesziiltségintenzitdsi tényez6
kapcsolata liiktetGfarasztas esetében

max

repedésméret és a K, az ismert adatokkal kifejezhets. Ez utébbi kifejezések
a miiszaki gyakorlat szdmara vagy egy a,-tél fiiggd, vagy egy atlagos kereszt-
metszet feltételezésével altalanosithaték, ami analég a nyomott rudak kezdeti
kiilpontossaganak felvételénél alkalmazott fogéassal.

A K,, és a K, értékét ismerve az 1. abra szerinti empirikus gorbe a mate-
matikai kezelhetfséget szem elGtt tartva egy kozelité fiiggvénnyel megadhaté,
aminek segitségével az egyes o, -okhoz a torést kivalté N, kritikus ismétlési
szam, vagyis a litket§farasztasnak kitett elem varhaté tartamszilardsiga

szamithaté:
dc
N J LABRT @)
e aa

Mivel az utébbi évek kutatasai kimutattak, hogy a gyakorlatilag érde-
kes tartoméanyban a faradasi szilardsag jo kozelitéssel a liiktet§szilardsag és a
Omin legkisebb névleges fesziiltség algebrai Gsszegével egyenls [2], a (2) jeli
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képlet nemesak liiktetGfarasztaskor, de mas esetekben is érvényes, csak a
faradasi fokozatot kell megfelelGen redukalni.

Az N, tartamszilardsiagok ismerete természetesen azonos az elem Wohler-
gorbéjének ismeretével. Az a tény azonban, hogy a Wohler-gorbét torés-
mechanikai jellemzékkel irtuk le, lehetdséget nyiijt a kevésbé szivés allapotban
levd, tehat az alacsonyabb hémérsékleten iizemels elem faradasi torvény-
szeriiségeinek szamitashavételére is.

e |1

= T=+72 F= T=-320F= *| T=-423F=
4 =+22C° f =-196C° /" /b =-253C° /
3 o o 7
o : 7
~ £

n 0

L -
3 o S
g % 7
-x L ]

3 7 1 &)

E I.L )|

3 “

olz

TIO

20, . A0 K00 0 43P, . 4G * 50

Kmax [ ksi Vin]
1 Ksilin = 1,1 MN/Im?

2. abra. HALL és BIXLER hidegfarasztési kisérleteinek eredményei CAMPBELL ismertetése
alapjan [5]

Alacsonyabb hémérsékleteken az anyag ridegebbé valik, és novekszik

a o folyashatar és a o, szakitészilardsag. A folyashatéarral nagyjabél aranyo-

san novekszik a K, is, mig a hibdkat tartalmazé elemek — annak ellenére,

hogy anyaguk szilardsaga n6 — a repedési hajlam erdsédése miatt egy o, < op

névleges kritikus fesziiltségnél mar térnek. Ilyenkor tehat a K, szamitasakor
az (1) jeli egyenlet helyett a

Oetr = O, (3)

egyenletet lehet elfogadni, ami egyben arra is utal, hogy a hémérséklet-
siillyedés a K, értékét csokkenti. A K, novekedése és a K, csokkenése az 1.
abran bemutatott giorbe mozgasaval (kisimulasaval) jar. Ez lathaté a 2. és
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a 3. abran ahol HALL és BixLER [3] amerikai 2219-T87 jeld aluminiumotvé-
zettel végzett kisérleti eredményeit tiintettiik fel. Logikailag is helytallé a
mozgas tendenciaja, mert a repedéssel biré abszolit rideg elemnél az 1. abran
lathat6 gorbének egy fiiggblegessé, a Wohler-gorbének egy vizszintessé kell
elfajulnia.

g—gtuin/ciktus]; 1in=25,4.10" mm
T2a 23 E==253C°
/'\T: ~320F=-196 C°
/

foTo s 98 P25 220°
4

Kmax [ ksi fin 1
20 30 40
P 1Ksi fin =11 M m®

3. @bra. A 2. abran lathaté kisérleti eredmények osszevetése

A hiités hatasat a Pellini-féle diagramok [4] [5] felhasznalasaval, vala-
mint egy 1j modellel vehetjiik szamitasba. Az ij modell a Pellini-féle diagramok
interakcids jellegébol kiindulva feltételezi, hogy az NDT homérsékleten a hibds
elem mar abszolit rideg, tehdt

K, (NDT) = K,(NDT). (4)

Ez a szélsGséges allapot természetesen kisérletileg teljes mértékben nem iga-
zolhat6, hiszen az anyag még az NDT alatt is mutat csekély képlékenységet.
A (4) jelii feltételezés hasonlé a képlékenységtanban hasznalt plasztikus csuklé
fikci6jahoz, ami szigorian véve ugyancsak irrealitas, de a szamitasi modellekbe
beépitve mégis hasznos és helyes eredményekre vezet, mert gy egyszeriisit,
hogy ugyanakkor jél tiikrozi a jelenség dominans tendenciajat és biztositja
annak érvényrejutasat.

A fentiek alapjan a (3) jelli egyenletben szerepld ot a Pellini-féle diagra-
mok o (T,) értékeivel helyettesithetjiik, ahol T, az NDT-hez viszonyitott relativ
hémérséklet, ami az anyag illapotara jellemz§. Igy a K(T,) értékek megilla-
pithatdk, és ha ehhez még hozzavessziik, hogy a kifaradasi kiiszob a folyas-
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hatarral aranyosan valtozik, a K,,(T,) értékek is rendelkezésre allnak, tehat
lehetdvé vilik a (2) jeli egyenlet figyelembevételével a T, relativ h6mérséklet-
hez tartozé N,(T,) tartamszilirdsigok szamitasa is. A kiilonb6z8 opmax — T,
értékparokhoz rendelt N (T,) tartamszilardsagok az F,; faradasi fokozatba
sorolt elemre vonatkozéan egy olyan torési hatarfeliiletet adnak, ami tartal-
mazza a specidlis eseteknek tekinthetd statikus szilardsigokat is (4. abra).
Ezt a feliiletet az dtmeneti zéna kritikus faraddsi feliiletének nevezhetjiik.

Te

4. dbra. Az dtmeneti z6na kritikus faradasi feliilete

Az aAtmeneti zéna kritikus faradasi feliletének figyelembevételével a
linearis kéarosodasi elméletbdl levezethetd torési kritérium a

Z(T,) _,

5
Nel(T})) i

e
i
alakot 6lti. Az (5) jeld képletben IV; a P, teher el6fordulasat, Z(T,;) a NDT-
hez viszonyitott relativ hémérséklet eléfordulasi hanyadat, N (T, pedig a
P; tehernek a T, relativ hdmérséklethez tartozé kritikus ismétlési szamat
jelenti.

j
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Critical fatigue surface of the transient zone. In the case of metal structures the equation
of the Wohler curve can be derived from the empirical formula of the propagation speed of
fatigue cracks. The equation thus obtained may be used, by means of the Pellini diagrams
and an idealized model, under low temperature conditions as well, that is, in the transient
zone where the critical values create a surface. This critical fatigue surface of the transient
zone enables the consideration of the effect of low temperatures for the fracture criterion set
by the linear damage theory.

Die Lritische Ermiidungsfliche der Ubergangszone. Bei den Elementen von Metall-
konstruktionen kann aus der empirischen Formel der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Erdmiidungsrisses die Gleichung der Wohler-Kurve abgeleitet werden. Die so ermittelte
Gleichung kann mit Hilfe der Pellinischen Diagramme und eines idealisierten Modells auch
bei niederen Temperaturen d. h. auch in der Ubergangszone angewendet werden, wo die kriti-
schen Werte eine Fliche bilden. Die kritische Ermiidungsfliche der Ubergangszone erméglicht
die Wirkung niederer Temperaturen bei dem, auf Grund der linearen Schiidigungstheorie auf-
gestellten, Bruchkriterium zu beriicksichtigen.

KpuTHYeCcKasi NOBePXHOCTb BLIHOCIHBOCTH NepeXoaHoil 30HbI. 1pH a1eMEeHTaxX MeTaNIH-
YeCKHX KOHCTPYKHHii H3 onbITHOH GOpMYJIbl CKOPOCTH PACHPOCTPOEHHS YCTaNmOH TPEIUMHbI Bhi-
BOMTCS ypaBHeHHe KpHBOii Bénepa. 310 ypaBHEHHE NPHMEHSIETCA C MOMOLIBIO Auarpamm [Mes-
JIMHU ¥ HIEeaNU3UPOBAHHOH MOJENIH M NPH HH3KHX TEMNepaTypax, T. €. M B NepexoHoit 30He,
F/ie KpHTHYECKHE 3HaueHHs1 00pa3y 0T noBepXHOCTb. K pHTHYECKAs! IOBEPXHOCTD BHIHOCIIHBOCTH
nepexoiHOH 30Hbl JOMYCKAeT YYHTHIBATEL BJAHSIHHE HH3KHX TEMNEPaTyp NpH paspyiuaonleii Kpu-
TepHH, OCHOBaIOIEH Ha TeOPHH JHHeHHOro yOnTKa.



KIEGESZITESEK A SZALEROSITESTU ANYAG
ELEMEI KOZTI EGYUTTDOLGOZAS LEIRASAHOZ

SEBOK FERENC
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA

A tanulmany a szélergsitésii anyagok mechanikéjabél meriti targyit, és az iro-
dalomban fellelhetd elméleteket a nyirési alakvaltozés, illetdleg a keresztkontrakcié
hatésinak figyelembevételével egésziti ki. Az ezen alapon végzett levezetés két, hatér-
esetként is felfoghaté kapcsolati tipus esetében ébredd belsd erdkre szolgiltat Gssze-
fiiggéseket. A szal és az dgyazat tényleges egyiittdolgozdsinak bemutatdsa a vasbeton-
épitéstanbél vett szdmpéldan torténik, amely az ismert, kisérleti adatokkal jé egyezést
mutat.

1. Bevezetés

A szalerfsitésii anyagok mechanikijanak alapkérdése a szal és az aszt
kéoriilvevé dgyazat kozti kapcsolat. A problémakér az épitdmérnoki tudomény-
ban nem ij, kutatisa azonban altaliban kézvetlen miiszaki feladatok megol-
déasara iranyult. A hazai eredmények kioziil els6sorban PaLoTAs [4], valamint
Tassi [6] korabbi vizsgalataira utalunk, akik a jelenséget az acélbetét, illetSleg
a feszitGhuzal lehorgonyzédasaként targyaltak. Ugyanezt a kérdést Kézpr [2]
és PETRASOVITS [5] mint a c6lép és a talaj kolesonhatasit irta le.

A jelen tanulmaény célja, hogy a feladatot altalanos formaban kezelve,
némiképp egységesitse és kiegészitse a szakirodalomban [1, 3] fellelhet§ elmé-
leteket. Feltételezziik, hogy mind a szal, mind az agyazat anyaga koveti a
linedris rugalmassigtan toérvényeit, amelynek szokdsos feltevéseit és elha-
nyagolasait a tovabbiakban kiilén magyarazat nélkiil alkalmazzuk. Ez egy-
ben azt is jelenti,hogy a plasztifikalédas lehetdségét figyelmen kiviil hagyjuk.
Nem foglalkozunk a szerkezeti elemek esetleges stahilitasvesztésével sem.

2. Jelolések
Az alkalmazott jeloléseket az 1. abra szemlélteti. A szalra vonatkozé

adatokat a, az dgyazatra vonatkozdkat b, az Gsszetett anyagot jellemzket c
indexszel lattuk el.

15*
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6= 5
HEPEREEEE  REEPHREEIEE O

2 [5_—‘[ dx

3. Alaposszefiiggések

3.1 A nyirdsi fesziiltség és alakvdltozds

A Kkirajzolt elem egyensilya alapjan a nyiréfesziiltség a szil mentén

Ty a0
Ee— 4 1
bk (1)

és egy altalanos, r koordinataji helyen

2
Tbr = Ta—ri‘[l _i(r*"‘]-)]’ (2)
r e \r3 :
ahol
rb 2
o= (——] . 3)
ra

Ezek ismeretében a komponensek nyirasi alakvaltozasa az érintkezési feliileten

ra
— 5 4
Ye=Ta g (4)
illetdleg a
T iy
&y, = be dr

kifejezést r, és r, kozt integralva

r, [e+1
— ] ) K b
he) Tasz[ 5 n(Q+) ] ()
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3.2 A radidlis normdlfesziiltség és az ennek hatdsdra felléps alakvdltozds

Bevezetve a vasbetonszerkezetek szimitasaban hasznélt, a rugalmassagi
modulusok viszonyat jellemz§

(6)
szamot, a nyomas

F
=C,——C,0,, 7
p=6C ; 20q (7

ahol F a terhels deréker, 4, az dgyazat keresztmetszeti teriilete; az allandék
értéke pedig

_ U
Cl"" l_ua 2 . (8)
1+ ppy + —— 4+ —
n e
és
1 1
o_ :Ma—i-—g‘#b 9)
2 1 — g, 2 7
1+ upy+ —— + —
n 0

u a Poisson-féle szam.
A szl feliiletén ébredd derékfesziiltség az agyazat

My

Epp — — 2P
? eEy

nagysagi fajlagos alakvaltozasat okozza, amelyhez elGjelhelyesen hozzdadédik
még a kiils§ erd altal kozvetleniil okozott alakvaltozas:

a,,—zpi“-’]. (10)
b e

Ezen mennyiséget ugyancsak F kiilsd erdvel és o, szalfesziiltséggel fejezziik ki

1 F
C,——C o‘a' 11
& = E, ( sAb 4 ( )
ahol
C,=1-2bg, (12)
e
és

1
C,= "é‘(l —21,G,). (13)



230 SEBOK F'ERENC

A szalra vonatkozéan, a hidrosztatikus fesziiltségi allapotbél kovetkezden az

a

osszefiiggés adhaté meg, ami a kiilsé erd altal kozvetleniil okozott alakvalto-
zassal Osszegezve a kovetkezd eredményt adja:

1 p
py = — gp-Le) . 14
€ E, [Ga“‘ PEal ( )

Az elébbihez hasonléan a kifejezést itt is F kiilsé er6vel hozzuk kapcsolatha
és igy, atalakitasok utan

1 F \
o [csA—b % 0y (15)
ahol
Cs = 2y4,C, (16)
es
-1k (17)

3.3. A deformdcios vonal differencidlegyenlete

A szalerésitésii anyagon keresztiil, terheletlen allapotban felvett 4 BCD
egyenes a terhelés hatasara, altalanos esetben az 4’B’'B"C"C’'D’ helyzetbe
keriil (2. abra). A vazlat helyes értelmezésével kapcsolatban ra kell mutatnunk
arra, hogy esetiinkben nem a szokasos kihizé-kisérletrdl van sz6; hanem éppen
ellenkezdleg, a merevebb szil gatolja az agyazat szabad alakvaltozasat.

2
77
Al ~— ____Ar, ”,.d _.._.
?\\ /g/b /,’
(B G’
Al U Up
%, B &
Uy Z i
s B D
L. 2n, J
B Ty

2. dbra
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A diszkontinuitas az abra szerint

A= (up — uz) — (¥s + 7a)>
és mivel

du

—_— = —¢,

dx
a deformiciés vonal differencidlegyenlete

dAa d
i (ea — &) — ;;(Va + ) - (18)

ami az eléz8ekben levezetett Gsszefiiggések felhasznilasaval

dA d2 o,
—:i;i= Co dx2 ——Csa,,—+—C7F, (19)
alakban frhaté, ahol
CV=_L(&__CL), (20)
Ab Eb Ea
C C
C, =2 L 21
"=, + E, (21)
és
2( 1 1 [o+1
C, = |-> — (I )—1 } 22
0(2)ua+%[e oo+ 1) ] (22)

4. A szdl és az agyazat egyiittdolgozasa kiilonféle kapcsolati tipusok esetében
4.1. Tokéletes kapcsolat

A szal és az dgyazat kozti egyiittdolgozas egyik hatiresete a tokéletes
kapcsolat. Ez gy is megfogalmazhaté, hogy a két elem kontinuitasa deformalt
allapotban sem sziinik meg. Elobbi levezetésiink differencialegyenlete ennek
értelmében a

d%o,

S fo, + AF=0 (23)

m=V%, 24

m=V%. (25)

alakra egyszeriisédik, ahol
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A jelolésbeli egyszeriiség kedvéért ugyancsak bevezetjiik a

2
B = G _ (ﬁ] (26)
C 1B
tényezdt.
A differencidlegyenlet megoldasa az F = 0 peremfeltételekkel az x = 0
és x = [ helyen

cosh B, [——;— — x]
o, =F-B|1— ] , 27
cosh £, 5

a feliileti nyomas értéke a korabbi képletekbe valé behelyettesitéssel

cosh B, (é—x ]

C
p=F|—~-C,B |1— ] , (28)
Ay cosh f, —
2
a nyiréfesziiltség pedig
sinh B, [é — x]
T,=F %8B (29)

l
2 cosh f3, 5

Teljesen azonos felépitésli Gsszefiiggésekre jutott kordbban Cox, Dow és
Rosen [1] is, noha az altaluk ko6zslt egyiitthaték értéke eltér. A kiilonbség
a keresztkontrakeid, illetSleg a felileti normalfesziiltség hatasanak figyelembe-
vételébdl ered.

4.2, Surléddsos kapcsolat

Az osszetett anyag viselkedésének masik hatarallapota, ha a szal és az
agyazat kozott kizirdlag sirlédéerd miikodik, vagyis

To = 0"P> (30)

ahol g* a strlédasi tényezd. Ez kovetkezik be példaul egy vasbetontarté meg-
repedése, illetSleg a betét megesiiszasa esetében.
A differencidlegyenlet a fentiek szerint a

do
— — 0, + 9 F=0 (31)
dx
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alakot 6lti, ahol a konstansok

20* (o
_ . . 32
?1 . 4, (32)
2 *
Gr= ——— - Gy, (33)
Tq
valamint
o=t .G _on (34)
4, G, P2

A megoldas az elGbbi peremfeltételek mellett

0, = FO(1 — ™). (35)

4.3. A lehorgonyziddsi hossz

Az elbbiek alapjan ugyancsak szimithaté a tarté végétsl mért azon [,
tavolsag, amelynél nagyobb koordinataji pontokban mér nem Iép fel csiszas,
vagyis a kiilonb6z6 rugalmassagi tulajdonsigokkal rendelkezd két anyag meg-
egyezd alakviltozdsat a felilleten ébred§ fesziiltség biztositani képes. Ertéke

1__1_(&)2
= ——1n| — G Bl | (36)
2

I iy
1

A fenti méret egyben iranymutatast is ad a minimalis szilhossz megvalasz-
tasat illetSen.

5. Szampélda

5.1. Kuinduldst adatok

A kapott eredményeket egy vasbeton rid hosszanti fesziiltségallapotan
szemléltetjiik. A valasztott modellt egyetlen acélszal alkotja, amelyet a beton
koncentrikusan vesz koriil.

A tartéelemre F = 2500 kp nagysagi erd miikodik. A geometriai és
rugalmassigi adatokat az I. tablazat tartalmazza. E, alacsony értékét a teher
tartésnak feltételezett jellege indokolja. A sirlédasi tényezd értékét 0,52-re
vilasztottuk.
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L tablazat
Adat Acél Beton
r [em] 1,0 3,0
E [kp/cm?] - 108 2,10 0,11
u [—] 0,300 0,166

5.2. A lehorgonyzéddsi hossz

A felvett adatokkal a lehorgonyzédasi hossz a (36) szerint 49,09 cm-re
adédott.

A képlet dtrendezésével érdekességképpen megvizsgaltuk, mekkora lenne
az a p* sirlédasi tényez8, amely a megesiiszas lehet§ségét eleve kizarja. A ka-
pott 1,556-0s érték arra utal, hogy a szilvég kilazuldsa elkeriilhetetlen.

5.3. Tokéletes kapcsolat

A szélfesziiltségre, az érintkezési nyomasra, valamint a nyiréfesziiltségre
vonatkozé szamitas eredményeit a II. tablazatban ké&zéljitk. A felvett felté-
telek teljesiilése esetében az erfatadas tehat viszonylag igen rovid szakaszon
megy véghe. A p elGjelvaltasa a két anyag Poisson-tényezGjének viszonyahél
kovetkezik.

II. tablazat

x A p T
fem] (kp/ens] [iplera?] [iplemnt]
0 0 11,41 124,59
1 201,27 6,35 79,96
2 330,47 3,10 51,32
3 413,35 1,01 32,94
1 466,56 —0,32 21,14
5 500,71 —1,18 13,57
6 522,63 —1,74 8,71
7 536,69 —2,09 5,59
8 545,72 — 2,32 3.59
10 555,24 —2,56 1,48
oo 561,90 —2,72 0

5.4. Sirléddsos kapcsolat

A 4.2. pont szerinti sirlédasos kapcsolat esetében az acélszil legnagyobb
fesziiltsége 453,65 kp/cm?, vagyis mintegy 209,-kal a tokéletes kapcsolathoz
tartozé érték alatt marad. Az erfitadas mintegy Gtszords hossziisagot igényel.

A valésigos helyzet nézetiink szerint a két hatarérték kozott van,
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5.5. Az acél és a beton egyiittdolgozdsa

Feltételezziik, hogy a lehorgonyzédas megtorténte utin a tényleges szal-
fesziiltség a két hatareset kozépértéke, vagyis 507,8 kp/em? Az F er§ ,,mara-
dékat” a beton veszi fel, és benne 36,0 kp/cm? nagysagi fesziiltséget okoz.
A deformiciék azonossagabél kovetkezGen ez n = 14,10 viszonynak felel meg,
ami j6 egyezést mutat a kisérletek ismert adataival.

A kapott értéket ugyanakkor szembe kell éllitani az 5.1 pont szerint
szamithaté n = 19,09-es viszonnyal. Az 6sszehasonlitds igy arra utal, hogy a
pontosabb szdmitds a valésig jobb leirasat engedi meg.
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Contribution to the description of the co-operation between the elements of fibre
reinforced materials. The subject matter of the paper is taken from the mechanics of fibre
reinforced materials, and supplements the theories found in literature by taking into account
the effects of shear deformation and transversal contraction. Derivation on this basis readers
relations on the internal forces generated in the case of two connection types which might be
regarded as extremes. Co-operation between fibre and matrix is demonstrated by a numer-
ical example from the field of construction with reinforced concrete which showed good
agreement with known test data.

Erginzung zur Beschreibung der Mitwirkung der Elemente der faserverstrikten Stoffe.
Der Gegenstand des Aufsatzes ist der Mechanik der faserverstirkten Stoffe entnommen und
ergiinzt die, in der Literatur angefiihrten Theorien durch die Beriicksichtigung der Schubver-
formung, bzw. der Querkontraktion. Die auf dieser Grundlage vorgenommene Ableitung fiihrt
zu zwei Verbindungstypen, die auch als Grenzfille betrachtet werden kénnen und Zusammen-
hiinge hinsichtlich der inneren Kriifte liefern. Die tatsiichliche Zusammenwirkung von Fasern
und Bettung wird an einem der Stahlbetonlehre entnommenen Zahlenbeispiel vorgefiihrt,
dessen Resultat mit den bekannten Versuchsergebnissen gut iibereinstimmt.

JlonoHeHUsT K ONMCAHUIO COJEHCTBUA MEKAY I1EMEHTaMH BOJOKHOYCHIICHHOI'0 MaTe pu-
ana. Cratbst 6epéT CBOH NpEIMET U3 MEXAHHKH BOJIOKHOYCHJIEHHBIX MATEPHAJIOB U HOMOJIHAET
TEeOPHH, HaXOASILIWECS B JIUTEPAType, Yu4eToM BJIHSAHUS AcOpMaLHH CABHMra H MonepeqHoH
KOHTPaKuHH. BbIBOX, NMPOBEAEHHBIH Ha 3TOH OCHOBE, MOAAET COOTHOWIEHHA IS YCHJIHH ABYX
TANO B CLiENJIEHHs1, KOTOPbIE MOYKHO CUHTATb H NPEeAEIIbHBIMH CyqasiMH.

TMokas neHACTBUTENLHOr0 COACHCTBHA MEXIY BOJIOKHOH H Cpefoii nmpoM3BOAUTCA uepes
NpHMEPHLIA PacyéT, B3sATHIH M3 TEeMaTHKH YKese3Horo OeroHa. Pe3ynbTaTel XOPOUIO COBNaganwT
€ 3KCNEPHMEHTAJIbHBIMH AaHHBIMH.






FOLYTONOS ALATAMASZTASU KORGYURUK
VIZSGALATA

SZALAI JANOS
A MUSZAKI TUDOMANYOK DOKTORA

A tanulminy tetsztleges keresztmetszetii, folytonos alitdmasztési korgyfirik
illapotjellemzdinek meghatéirozdsit mutatja be szimmetrikus és antimetrikus terhek
esetében.

1. A tanulmany célja

A dolgozat forgashéjak (pl. hiitétornyok) fels§ peremeit merevits kor-
gytrik allapotjellemzSinek — belsé erfinek és alakvaltozisainak — meg-
hatarozasival foglalkozik. A gyakorlatban kézvetleniil alkalmazhaté ossze-
fiiggéseket mutat be, amelyek felhasznalhatok a peremzavarok vizsgéalatakor.

2. Feltevések, jelolések

A rugalmassigtan szokasos feltevéseit alkalmazzuk. A korgytirdi kereszt-
metszete tetszdleges, de a gyiiri mentén allandé. A keresztmetszet méretei a
sugarhoz viszonyitva kicsik. A csavarisi kozéppontot a silyponttal azonosnak
tekintjiik.

Mind a kiils§ teher, mind a tdmaszreakcié a keresztmetszet tetszgleges
pontjaban hathat.

X, Y Z a tetszbleges irdnyu kiilsG teher Gsszetevdi, amelyek pozitiv elgjellel
az 1/a dbran lathaték.
Xx» Xy» Xz, Xy a tdmaszvonalban fellépd ismeretlen erdk (az 1/b dbrin negativ eld-

jeliek, X, pozitiv).

Vizsgalataink sordan a koérgyéirfire haté terheket athelyezziik a keresat-
metszet silypontjaba, ami egyben azt is jelenti, hogy a silypontba éathelye-
zett terhekkel egyidejiileg az r, & és z tengelyekre vonatkozé my, my és m, nyo-
matékokat is figyelembe kell venni. Az

u,v,w elmozduldsok pozitiv értelme azonos a koordindta-tengelyek pozitiv irdnydval,
x a keresztmetszet elforduldsa.

Tovébbi jel6lések:
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F a korgyfirli keresztmetszeti teriilete,
Jr»Jz a tehetetlenségi nyomatékok az 7, ill. z tengelyekre,
T csavarasi tehetetlenségi nyomaték,

E,G= rugalmasségi tényezdk,

E
2(1 + »)

Kp=EJg Kz=EJ;,Cr=GJr, o= IC<R , D=EF.
T

3. A feladat differencialegyenletei
3.1 Egyensiilyi egyenletek

A fiiggbleges, normalis és érint§ irdnyi vetiileti egyenletek (l/c—1/e
abrak):

d—Qi-{— Y- X, =0, (3.1)
ds

daqQ, N,

X0 22 7 X,=0, 3.2
ds + R + z (3:2)
dN, 0

— v X L X—X,=0. 3.3
I R X (3.3)

Nyomatéki egyenletek, forgatdas a &, r és z tengelyek koriil (1/c—1/e
abrak):
dM; M,

R =0, 3.4
I R + my (3.4)
dMp M,

F— — =0, 3.5
s R + mp — Qp (3.5)

dM
L — Qs+ my=0, (3.6)

ds

ahol
ds = Rd?b . (3.7)
Bevezetve a
d

—G¢.)=(.) 3.8
M (.)=~(.) (3.8)

jelélést, a nyiré erdk kikiiszobolésével az egyensilyi egyenletek négy egyenletre
redukalhaték:

M4 — Mg + Rm, =0, (3.9)

M} — M} 4+ Rmz+ R(Y — Xy) =0, (3.10)
1

No +— M5 + R(Z — X;) + m, =0, (3.11)
1

Nj —— Mj + R(X — Xx) — m; = 0. (3.12)
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3.2 A belst erok és alakviltozdsok kiozoti oOsszefiiggések

N= —1;—( w) + Z(w+ w"), (3.13)

K y C oy K .

Mp= =L (0" + Ro), My = =L (R’ +0), My = 22 (0 7). (3.14)
C ’ C 7 ”

QR=?2(1+Q)X +R—:(” — ov”) + mp (3.15)

K
Q,= —R:—(w' + w”) + my . (3.16)

3.3 Az alakvdltozdsok differencidlegyenletei

A belsé er6k alakvaltozasokkal kifejezett értékeit a (3.9)—(3.12) ossze-
figgésekbe behelyettesitve, rendezés utin az alabbi differencidlegyenletekre
jutunk:

2

1 —_ . Q;, + 3.17
1+ o o

1 R3
"o mo_o ——(Y — X 3.18
* R(1 + o) [Qv ’ Cr " CT ( Y)J 19

D
——R;—(u + )—f— K, (w”"—}—2w +w)= —R(Z — Xz) — mZz, (3.19)

% (u" 4+ w')= —R(X — Xx) + m,. (3.20)

A (3.17) és (3.18) egyenletekbdl:

" R3
o+ 207+ 0" = —{R[Y" — X3 — oY — Xy)] +
R (3.21)
+my — ompy — (1 + o) mj },

R2

- 2x" c = — — |R(1 Y- X

2 4 2%+ KR[ (1 + o) v) + (3.22)
+ (1 + o) mg + om; — m,].

A (3.19) é (3.20)-bél:

” R2
w4+ 2w” + w' = K. [-R(Z'— Xz) + R(X — Xx) — mz —m,],
z (3.23)
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dv_d [dv dv.
it [G)as s
Mr a3
1. dbra
2
u=—w— lei) (w" + 2w" + w) ——I;—(Z— X, —
(3.24)

_-R—m'
D
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Fenti differencialegyenletekben

m, = Ze; — Ye, + Xze5 —Xyey, + Xy,
my;= —Xe, — X,e,, (3.25)

mp= —Xe; — X,e;5.

4. A differencialegyenletek megoldasai

4.1 Tengelyszimmetrikus terhek
X - 'X0= 0, YO— Xzo= O, mRo= mZo= 0,
u = 0, v = konst. (4.1)

A ¢ szerinti derivaltak értéke zérus. A (3.17) és (3.19) differenciilegyen-
letekbdl:

2
x= R’ my, (4.2)
R
R
w=———(Z, — Xz), (4.3)
D
md, = Zoe, — Y(e; + €) + Xzoe3 + Xpo> (4-4)
N,=%w, My=M; =0, M = Rm,,. (4.5)

Az X, és X, ismeretlenek értékeit az alatamasztasrafelirhaté alakvil-
tozasi kovetelményekbdl hatarozhatjuk meg.

4.2 Antimetrikus terhek

4.21 A terhekre vonatkozo korldtozdsok

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor a korgyiiriire haté terhek — mind a
kiils6 terhek, mind a tdmaszreakecik — osszetevdi Fourier-polinmokkal
megadhaték. Ezek altalanos tagjai:

X = X,sinn#, Y = Y,cosnd, Z = Z, cos nd, (4.6)
Xy= Xypsinnd, Xy = Xy,cosnd, X, = X, cosnd. (4.7)

my == my, cos nff, mz= my,sin nP, mgy = mpg, sin nd, (4.8)

Xp= X, cos nd.

16
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my, = Z,e; — Y€, — Xyney + Xznes + Xmno
mzn = — X, e, — Xxn€y, (4.9)

mp, = —X, &, — Xxne3 .

Az alkalmazasok soridn ilyen esetekben elegendd a differencidlegyenletek
egy-egy partikuldris megoldisanak az ismerete, amelyeket

u=u,sinnf, v=wv,cosnd, w= w,cosnd,
(4.10)

% = #, cos nd

alakban kereshetiink.

Az n > 1 esetben a korgyiiriire haté kiilsG terhek 6nmagukban egyen-
silyban vannak, mig n = 1 esetben nincs egyensiily.

4.22 Partikuldris megolddsok n = 1 esetben

A korgyiirlire haté terheknek ki kell elégiteniiik az alabbi feltételeket:
Vetiileti egyenlet:

Q=R (Zy — Xz,) cos29ab -+ [\" R (X,— X ;) sin? db =
— aR(Z, — Xz;) + aR(X, — Xy;) = 0.
Ebbé8l az osszefiiggsébébl:
1Z, — Xz = — X, + Xy (4.11)

Nyomatéki egyenlet:

M =" Rmgy cos? #dp — [ Rmpy sin? 8d6 — [\ RYY, — Xy,) cos # b=
= nR(my, — mp,) — aRAY; — Xy,) = 0.
Ebb5l a kivetelményhdl
My = mpy + R(Y; — Xyy). (4.12)

Figyelembe véve az egyensilyi kovetelményeket, n = 1 esetben a
(3.21)—(3.23) differenciilegyenletek jobb oldalin &ll6 tagok értéke zérus.
A (4.10) alatti megoldasok a homogén egyenleteket kielégitik, az allandék azon-
ban hatarozatlanok maradnak. Ertékeiket az alibbi megfontolasok alapjan
szamithatjuk.
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A (3.11) és (3.17) egyenletekbdl:

Ny= —R(Z — Xz) — mz,

R K
v+ Rey=—————m,,,
1 1 ¢+ o) 1
és igy [lasd a (3.14) Osszefiiggéseket]:
4
M,=R my, cos ¢ .
R 14 o 91

243

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Legyenek a merevitetlen héj peremének alakvaltozasai a héjra haté terhekbdl

és a még ismeretlen peremterhekbdl

2 . awlh
Uins Ugpy Wyp €8 Xgp = Wy = 5 s
Z

Eon = (wyn 5in @ + uy,) cos B .

A gylird alakvaltozasai:

R
R—e,

v, = Vips ¥y = Wyp, Wy = Wy .

(4.16)

(4.17)

Az ismeretlen peremterhekbdl kettd az egyensiilyi egyenletekb§l meghatéroz-

haté. Legyenek ezek Xy, és Xy,. Az X,, és X,,, értékei az

1 v w: R?
—_— = —T Py
R — e, 1h ' 1h CT(]. + Q) 91
1

Mges
R — e,

N,
w,; sin cos = —2
(w1n -+ ulh) D + KR

kévetelményekb§l adédnak, ahol

€4

my=e Z, —eY e Xz + R [(91 + e)(Z;, — X,) —

__e4

R
— (R + ez)Yl] + ———Xm »
_ R — ¢,
mz, = —(e, + ¢) X; — ¢,(Z, — Xz)).

16*

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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X ;1 6s w, ismeretében u, a (3.24) osszefiiggésbél szamithaté. Az alakviltezisok
értékeivel a belsd erfk is meghatarozhaték.

4.23 Partikuldris megolddsok n > 1 esetben

A partikularis megoldasok allandéinak meghatirozasira a differencial-
egyenletekbdl az alabbi dsszefiiggések adédnak:

3
vpn¥(n? — 1) = — %[R(nz 4 0)(Yy — Xyn) — (n® + no) mgn +
R (4.22)
+ n2(1 + Q)m')n] »
RZ
o = 1) = — = [(R(L+ ) Yo — Xyn) (1o —(1-+ ) ], (423)
R
won(n? — 12 = — —"ii]nwn X)X = Xp b (n? — 1) my |, (4.24)
K, R
K,

nu,= —w,

R? R
—_ RD (n2 - 1)2w,, —_ —I)—(Zn —_ in) —_ —D-—nm2n . (4.25)

Az alakvaltozasok ismeretében a bels6 erdk a 3.2 pontban megadott
osszefiiggésekbdl nyerhetdk.

Az ismeretlen tamaszerdket a peremgyiiri és a héj hézagmentés illesz-
kedésére vonatkozé kovetelményekbdl lehet meghatirozni.
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VEKONY, MEREVI’TETLEN GERINCLEMEZEK
TEHERBIRASSZAMITASA

SZATMARI ISTVAN*

Szerzd a vékony, merevitetlen gerinclemezek nyiré-torési teherbirdsinak meg-
hatéarozasaval foglalkozik. A kisérleti tapasztalatokbél kiindulva megéllapitotta, hogy
a gerinclemez teherbirdsa egy olyan statikai modellrendszer segitségével hatérozhatéd
meg, amely képlékenységtani analégidval targyalhatd, és melynél a nyomé ,.folydsi
hatdr” a horpadisi kritikus nyomé féfesziiltséggel egyenls. Ezzel a médszerrel vissza-
vezette a feladat megoldasat egy specialis, képlékenységtani feladat megoldasara.

1. Bevezetés

A BME Acélszerkezetek Tanszékén évek o6ta kiterjedt kutatémunkat
folytatunk — mas, kiilfoldi intézményekkel parhuzamosan [1], [2], [3] —
a vékony, merevitetlen gerinclemezek teherbirdsianak meghatirozisira. A ku-
tatés kisérleti vizsgalatairél mar t6bb helyen bheszidmoltunk [4], [5], e cikkben
a nyiré teherbirdsszamitis elveit ismertetjiik.

2. A feladat megfogalmazasa, szamitasi modell

A vizsgalt kéttamaszi, vékonyfald, hajlitott tartérél kikétjik, illetve
feltételezziik, hogy

— keresztmetszete két szimmetriatengellyel rendelkezik, és a tarté hosz-
sza mentén allandé;

— a gerinclemez teljes hosszaban merevités nélkiili, csak a megtamasz-
tasok fiiggblegesében helyezkedik el egy-egy erSteljes merevitéborda;

— anyaga olyan, hogy a folyasi hatdr elérése utan jelentds képlékeny
alakvaltozasra képes,

— terhe 1n. egyparaméteres teher, amely a tarté kozéptengelyéhez
képest szimmetrikusan helyezkedik el, és a tarté fels6 nyomott 6vét terheli;

— erdjatéka olyan, hogy a teherbdl szirmazé nyomatékot az 6vek, a
nyiréerdt a gerinclemez viseli.

* Dr. Szatmari Istvin, 1118 Budapest, Sasadi koz 1.
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4

40 20 O 0,5 10 15 2,0 25 © Mp.{
cm? 1
la. dbra. Teher-fesziiltség gorbék a hajlitott tarté gerinclemezén

£ )

1b. abra. Teher-fesziiltség gorbék egy kétcsuklos kereten

Kikotjiik még, hogy a tarté tonkremenetelét a tovabbiakban T-val
jelolt nyiréers fellépte jelenti, mely a gerinc nyiré teherbirasat kimeriti, és
amely legalabb eléri a T horpadasi kritikus nyiréerdt, tehat

{ fa

Tovabbi megfontolasaink elott kisérleti vizsgalatunk anyagabél az la
abra segitségével bemutatjuk a gerinclemez egy pontjanak fesziiltségallapotat
a teher novelése kozben. Ha a ¢, és o, fofesziiltségek alakuldsat bemutaté
gorbéket az 1b Aabran felrajzolt rugalmas-képlékeny anyagi tartémodell
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elképzelt jelleggorbéihez hasonlitjuk, konnyen analégiat teremthetiink a két
jelenség kozott.

Mais — e helyen nem részletezett [6] — megfontolasok is arra a kovet-
keztetésre vezettek, hogy a gerinclemezt a horpadds utani allapotban lehet-
séges egy — a gerinclemez eredeti sikjaban — elhelyezkedé — képlékeny
anyagi tarcsaként kezelni, amelynek viselkedését a

Oyp == Oaks (1)

op = |0t + 03p — 01p * Oup (2)

osszefiiggések irjak le, ahol o, a horpadisi kritikus nyomé fifesziiltség és
oy az anyag (egytengelyil) folydsi hatara.

A gerinclemezt hatirolé dvek és végbordik egy zirt keretszerkezetet
alkotnak, amelyek teherbirasa — a késdbbiekben emlitett megszoritast figye-
lembe véve — képlékenységtani médszerekkel meghatarozhaté.

Bontsuk fel ezek utin a tartét a 2a dbra szerint két tartoméanyra, majd
a kritikuson tili tartomanyt a 2b abra szerint két modell 6sszegére. Az elsd
modell (a tovibbiakban jele: K) a gerinclemezbél all és jellemzdje, hogy

UIK = —0'2,( = TK = konst,

ahol 7, a horpadasi kritikus nyiréfesziiltség; a masodik modell (jele: S) jel-
lemzdje, hogy az dvekbédl, a végbordakbél, a kritikuson aluli gerinclemez tar-
tomanybél, mint merev tarcsibél és a kritikuson tili gerinclemez tartomany
tetszéleges darabjabél all. Ez utébbi gerinclemez darabra a torés pillanatiban
fenn kell allniuk a

(0155 01) = Oyps (3)
(0255 O2x) = Oax (4)

osszefiiggéseknek. Minthogy az S jeld modell fesziiltségi fGirinyai nem esnek
sziikségképpen egybe a K jeld modell fesziiltségi fSirdnyaival, a (4) kifejezés
nem jelenti a 0,5 = 0 azonossigot. Ha azonban a tovabbi munka egyszerfisi-
tésére mégis feltételezziik, hogy

0'23 = 0,
, ,
es termeszetesen

015 >0, (5)

akkor az S jeld modellen a gerinclemez darabot igen szemléletesen egy ,.kotél”-
sdvnak tekinthetjiik. E két — tdrcsa és kotél — modell egyiittes hatasara a ge-
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plx) ‘*‘

I/le/‘ @

Ty

2a. dbra. A hajlitott tarté gerinclemezének z6néi

p,(x) |

i I

]
» | s
J

TST\\T

2b. dbra. A hajlitott tarté gerinclemezének szdmitdsi modellje

rinclemezben ébredd o,,, és a,,, f6fesziiltségek a fenti feltételezés miatt mar
csak a

OiM = O1F»

IUZMI =4 IgzKl’ (6)
vagy a
om < O1F»

Oopm = Ok (7)
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osszefiiggés-parok valamelyikét elégithetik ki a (3) és (4) egyenl8ségek helyett.
A gyakorlati esetekben mindig a (6) 6sszefiiggés a mértékadso.

E megfontolasok utédn a S jeli szidmitasi modelliink egy keresztszerke-
zetb§6l all, amelynek teherbirasat a képlékenységtan statikai tételének felhasz-
nalasaval oldjuk meg.

p(x)

T T T Iy TIT

f—

lU P |
o=

T

3. dbra. A kotélsav alapesete

3. A , kotélsav”’ egyensulya

Elsé 1épésként tételezziik fel, hogy a kotélsav elhelyezkedése a 3. abra-
nak megfelel§, tehat teljes egészében elfér a gerinclemezen. Valasszuk ki a
kotélsav Am; magassagi savjat, amelyre miikodjék a p(x) kiilsé teherbdl egy
Ap;(x) részteher. A kotél alakja a 4dp(x) teher hatasara kozismerten

X AJJ Api(x) dx dx 4+ Bx + C;

formaban irhaté fel. Figyelembe véve, hogy definiciészerien x = 0 esetén
T = 0, az kéovetkezik, hogy fenti dsszefiiggésben B = 0, s igy a kotél alakja:

¥4 j j Apx)dx dx + C;. (8)

Ha a tovabbi szamitasaink egyszerfisitése érdekében Am értékét az x tengely
mentén allandénak tekintjiik, és a kotélsavot, egy osszefiiggd, m magassagi
tartomanynak vessziik fel, azt talaljuk, hogy a Am; magassaggal jellemzett
egyes kotelek egymassal parhuzamosak. A (8) osszefiiggéshdl kovetkezik,
hogy ha

Amy = Am, = .. Am;,
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akkor
: Api(x) = Apsfx) = . .. Ap (@), (9)
es
p(x) = [ Ap(x)dm .
azaz

Ap(x) = B2 (10)
pl(x)

(=)
‘ m
' W N N

tf
+— 8
<l
- - b
<—1|
‘.'L

B Wi
PRILNS
=
B
="
““““““““ t.(x)

p,
HHH HHHHHH

4. gbra. A kotélsav altalanos esete

Fentiekbdl kovetkezik, hogy a kotélsiv x; és x, kozotti szakaszanak
m, — m, magassagu részére miikodé teher

%(mz —m,),

Pm(%) =
és e teher eredgje

P, =f"—1ﬂ(m2 Lm,) & (11)

Ha ezek utan a 4. abra szerint a keretszerkezettel a kotélsav egyes részeit
levigjuk és eltavolitjuk, az elvagas helyén az Gveket két er6hatas ereddje ta-
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madja, egyrészt a leesé kotélsaivdarabra a (11) Gsszefiiggéssel definialt p, (x),
valamint a kotelek lehorgonyzasihoz sziikséges

Py(x) =0y - v = 0,5 *sin, b - v,
és
t(x) = 7y, *v = 0,5 * sin b cos dv (12)

erbk ereddje.

B lU il

felsd ov

_————————-i
M o
Me |
felso 6v
0,5
7~ \Halso 6v
' 5% ¢ .

& x

~‘
\Jhs———

1,0 0,8 08 0,4 0,2 0

5. dbra. Az 6vnyomatékok kisérleti értékei

4. A keretszerkezet egyensiilya

Az 6vekbdl és végbordabél, valamint a kozépsé kritikuson aluli tarto-
manybél all6 zart keret statikailag haromszorosan hatéarozatlan, igy elvben
a képlékeny mechanizmus kialakulasiahoz 4 képlékeny csuklé kialakulasa sziik-
séges. Ugyanakkor szemiigyre véve a 5. abrat, amelyen egy kisérleti gerenda
ovein a torés stadiumaban mért nyomatékokat rajzoltuk fel, vildgosan lathato,
hogy a nyomaték az 4 és D pontban kozel zérus, és igy e helycken a valésagos
helyzetnek kozel megfelelden zérus nagysidgi nyomatékot, vagy ami ezzel
egyenértéki, csuklot tételeziink fel. (A jelenség elméleti magyarazatara e cikk
terjedelme nem ad lehet&séget.)

Igy keretszerkezetiink a 6. abra szerint alakul. Az abran feltiintettiik
a keret egyes részeit terhels erdket is.
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Az alsé 6v egyensiilyi egyenletei:

ahol
PRa = Pya(x) ol Pma(x)'
X2

pne
T Pt £}

Retll]

s
Ts
Ns P
Q ———P= Rd R
A T I R
o ey Loy
-

+X —-————

6. dbra. A hefyettesitﬁ keretszerkezet a terhel6 erdkkel

Kimutathaté, hogy

[ Pro(®)dx =0,

igy
RB = ““RA
A felsé keretrész egyensiilyi egyenletei:
ly
n+m_n_meu+m=m
ahol

Pri(%) = pyfx) + pms(x) .

A kotélsav egyensiilyabél kovetkezik, hogy

1 3 y
Ty + LfPRf (%) dx— _[: Pra(x)dx = [ oup(x) 35

Ry ly + Mj —flpm.(x) ‘xdx =0,
0

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)
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dmde a bal oldal harmadik tagja a (14) szerint zérus, és figyelembe véve, hogy
definiciészeriien
ly
Ts =7 p(x)dx,

azt kapjuk, hogy

A D pontra felirhaté nyomatéki egyenletbdl megkapjuk Ng értékét is:

ly p .y2
(Ts+Ra—Tb)tu—j Pr®) % ds— PR _Ned—0.  (19)
X

3. A T nyiréerd szamitasa

Korabbi kikotésiink értelmében a tartéra miikod§ teher dn. egyparamé-
teres teher, tehat
p(x) = B - po(x).

Ha a gerinclemez horpadisi kritikus ereje T, amely érték természetesen a
terhelési folyamat soran allandé, irhaté, hogy

g, '] »
Ti= By [, po(x) dx = B, " pol®) d, (20)
és ha

Ba > B

Is < k1

kell, hogy

legyen. A (20) osszefiiggés mutat rd a szamitas alapvet8 probléméjara, arra
ti. hogy a 3. és 4. pontban leirt szerkezet méretei a teherintenzitastdl fiiggnek.
E probléma megoldisara az alabbi szamitasi médszert kovetjiik.

1. Felvessziik becslés alapjan a B, intenzitastényezdt, gy, hogy az
lehetdleg a gerinclemez nyiré teherbirasat kimeritse.

2. Felvessziik a ¢ vektor indulé értékét. (E vektor négy elembdl all, az
elsé hirom a koétélsiv helyzetét meghatirozé geometriai paraméter, mig a
negyedik a B pontban miikodtetett nyomatékkal arinyos statikai paraméter.)

3. Meghatarozzuk valamennyi — a maximum szempontjibél — széba-
johetd ponton a

k=ky+ ky

képlékenységi feltételeket, ahol a szokasos médon ky = N/Ng, ill. a nyomott
6v esetében ky = N/N,, és
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Természetesen irhaté, hogy
k = k(c).
Definialjuk ezek utdn a k,(c) skalar-vektor fiiggvényt tgy, hogy
kp(e) = max k(c). (21)

Ezek utén természetesen a ¢ paraméterek, tehat a ,,szerkezet” valtozta-
tasaval megkereshetjiik a teherbiras szempontjabél legkedvezébb ,.szerkezeti
kialakitast™, tehat a ¢ paraméterek olyan kombinacigjat, amely mellett

kp(e) = min!

lesz, gy, hogy a ¢ vektor elemei nem lépik til az értelmezési tartomanyuk
hatarat, tebat
e, el e
Ha
min ky(e) = 1,0,

/3U = ﬂUl’

a fi; torbintenzitas

ha nem, 4j §;;, felvételével a szamitdst meg kell ismételni.
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Calculation of the load bearing capacity of non-stiffened thin web plates. The paper deals
with the determination of the shear-fracture load bearing capacity of non-stiffened thin web
plates. Starting out from test experiences it was found that the load bearing capacity of web
plates could be determined by means of such a static model system that might be treated
as an analogy from the science of plasticity, and where the compression yield point would be
equal to the critical compressive main stress of indentation. This method will reduce the solu-
tion of the problem to that of a special problem of plasticity.

Berechnung der Tragfiihigkeit diinner, unversteifter Stegbleche. Der Aufsatz befafit sich
mit der Bestimmung der Scherbruchtragfihigkeit von diinnen, unversteitten Stegblechen.
Auf Grund von, aus Versuchen gewonnenen Erfahrungen konnte festgestellt werden, dafl die
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Tragfihigkeit des Stegbleches mit Hilfe eines statischen Modellsystems ermittelt werden kann,
das analog der Plastizitiitslehre zu behandeln ist und bei welchem die von Druck herriihrende
»FlieBgrenze« der, infolge von Beulung aufgetretenen kritischen Hauptdruckspannung gleich
ist. Mit diesem Verfahren wurde die Losung der Aufgabe auf die einer speziellen Aufgabe der
Plastizititslehre zuriickgefiihrt.

Pacuér necyleil cnocoGHOCTH TOHKHX cTeHOK Oe3 péGep )kEécTkocTH. B cTathH Hccae-
AYETCsi pa3pyllIeHHE OT CPe3a TOHKHX CTeHOK 6asiok 6e3 pébep »xécTkocTH. 1o onbiTam aKcnepH-
MEHTaJIbHHX HCMIBITaHH Gbli YCTaHOBEH HAMH, YTO HECYLIYIO CIOCOOHOCTD CTEHKH MOXXKHO Onpe-
JEJIHTb C NOMOIBIO CTATHYECKOH CHCTEMBI MOJEJTH. CHCTEMY MOXKHO aHATM3HPOBATDb N0 aHANOrHH
TEOPHH NIACTHYHOCTH C TEM IIPEAIOJIOIKEHHEM, YTO «MPEAE TEKYYECTH» Ha C)KaTHe paBeH KPHTH-
YECKOro C)KHMaIOLLUEro Ha MECTHYIO YCTOHYHBOCTD I'JIaBHOrO HanpspikeHus. ITHM crnocobom 3a-
Zava OblJla OCHOBAHA Ha PELIEHHH CrieliHabHol 3aa4y 110 TEOPHH IUIaCTHYHOCTH,
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AZ EROSITO LEMEZ PROBLEMAJA

SZEPE FERENC*

Hizott riddal egyiittdolgozé erdsitd lemez szdmos, a szerkezettervezs gyakor-
latban el6fordulé feladat legegyszeriibb modellje. Egy, az er8jitékban résztvevd elemek
alakviltozasi jellemzdin alapulé Gsszefiiggés egyszeriisiti az erdsitd lemez viselkedésé-
nek leirdsat és megértését.

Jelolések

az alaplemez és az erGsitd lemez relativ eltoléddsa, a kotéréteg eltoléddsa
nyiréfesziiltség a kotdrétegben

rugééllandé, a kotdréteg egységnyi eltoloddsit okozdé nyirdfesziiltség, ¢ = z/e
hizéfesziiltség, o, az alaplemezben, 0, az erdsitd lemezben

rugalmassigi modulus

fajlagos nyilds

az alaplemezt terheld kiils8 erd

belst erd az erdsit lemezben

belsd erd az alaplemezben

keresztmetszeti teriilet

a kotdréteg alakviltozasi abrdjaban meghatarozott teriilet

az alaplemez- és az er4sité lemez alakvaltozédsi dbriiban meghatirozott teriilet
az atlapolds, azaz a kotdréteg félhossza

a kotdréteghben ébredd legnagyobb nyiréfesziiltség (az x = I helyen)

(N

n,jn,jv,’eatq@ﬂﬂa

e TN

~
-~

1. Tartészerkezeti kotések elmélete és az er6sits lemez

Tartészerkezetek kotéseinek elméleti vizsgdlata a szdzadfordulé éta
vissza-visszatér§ feladat. Az elméleti vizsgilatok elsGsorban illesztésekre és
bekétésekre irdnyultak. E kotések jellegzetessége, hogy a kiils§ terhel§ erft
a kotés teljes egészében tovébbitja, igy a kotést terhelS er6 nagysiga eleve
ismert, ismeretlen viszont a kotSréteg igénybevétel-eloszlisa, illetve a leg-
nagyobb igénybevétel nagysiga.

A nyirasra igénybevett kotoréteg igénybevétel-, ill. fesziiltségeloszlasat,
valamint az eloszlast befolyasolé tényezdket — mig a kotést alkoté elemekben
a fesziiltségek az arinyossagi hatart nem haladjik meg, mar a szizad elején
tisztaztak [1, 2]. Az aranyossagi hataron til a matematikai nehézségek vagy

* Szépe Ferenc, 1113 Budapest, Csetneki u. 7.

17
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hosszadalmas iteraciékra [3], vagy emellett még durva kozelitésekre is [4],
vagy empirikus, kisérleti eredményeken alapulé kézelité formuldk alkalmaza-
sara [5] kényszeritenek.

A BME Acélszerkezetek Tanszékén a feladatot a megszokottdl eltérden,
de miiszakilag logikusan fogalmaztak meg, nevezetesen: tartészerkezetek teher-
birisa szempontjabdl az elsddlegesen sziikséges ismeret nem a kotések fesziilt-
ségeloszlasa, hanem egy meghatirozott teherbirast biztosité kotSelemek szima
ill. kotdréteg hossza. Az adott teherbirast biztosité kotdelemek szamat, ill.
kotSréteg-hosszat tekintve elsGdlegesen meghatarozandé ismeretlennek, a fel-
adat egyszeriibbé valt és lehet§vé valt a kotést alkoté elemek alakvaltozasi
tulajdenségait a torésig figyelembe vevs direkt méretezési médszer kidolgo-
zasa [6, 7].

A kotések viselkedésének elméleti vizsgalatait szerényen kovetik az
erdsitd lemezre vonatkozé elméletek [1, 4]. Az erdsitd lemez problémaja leg-
egyszeribb megfogalmazasiban egy kozvetleniil terhelt hizott ridddal nyirt
kotdréteg révén egyiittdolgozasra késztetett, de kozvetleniil nem terhelt elem
erdjatékanak vizsgalatat jelenti.

Az erdsitSlemez, mint egy hizott riddal egyiittdolgozdsra késztetett
elem, a szerkezettervez§ gyakorlatban szamos esetben eléfordulé feladat lehet-
séges legegyszerlibb modellje. A teljesség igénye nélkiil mint e feladathoz ha-
sonlét emlithetjiik a hajlitott tarté 6vlemezének és gerinclemezének, vagy tobb
6vlemezének egyiittdolgozasara, az ékelt fatarték ergjatékara, vagy a vas-
betonlemezzel egyiittdolgozé Gszvértarték erdjatékara, vagy akar egy hid f5-
tartéinak és a palyaszerkezetnek egyiittdolgozasara vonatkozé feladatokat.
A BME Acélszerkezetek Tanszékén a sirlédé réteg tulajdonsigainak felderité-
sére tervezett erlsit lemezes modell igen érzékeny és megbizhaté eszkoznek
bizonyult [8].

Az er8sité lemez feladatot, mig az erGjatékban résztvevd elemekben
keletkezd fesziiltségek az aranyossdgi hatidrt nem haladjdk meg, ugyancsak
ARNOVLEVIC oldotta meg a szdzad elején [1]. A rugalmassigi hataron tilte-
kint§ vizsgéilatok azonban 6nkényes feltevésekre tamaszkodva sem hoztak
hasznosithaté eredményeket [4]. A kovetkez§ sorok fel kivanjak hivni a fi-
gyelmet egy olyan, mér a nyirt kotésekkel kapcsolatban megismert ésszefiig-
gésre [6, 7], amely az erdsitd lemez viselkedésének szemléletes megismeréséhez
vezethet és az erdsits lemez probléma egyszerii megoldéasanak dtjat is egyengeti.

o rer

2. Egy dsszefiiggés az erosit lemez problémajanak megolddsahoz

A vizsgalat az la. dbran feltiintetett erdsit8 lemezes hizott riidra vonat-
kozik. Az erdsitd lemezeket nyirders felvételére alkalmas kotSréteg koti az
alaplemezhez. Szimmetria miatt elég az egyik er6sitd lemezt és a félvastagsagi
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alaplemezt figyelembe venni (1b abra). A kotdréteg 1c abra szerinti alakval-
tozdsa aranyos a nyiréfesziiltséggel:

e(x) = — r(x) (1)

2F L ] 2F
. l |
1.q. L,
—x
F § i : F
- HI . . -
. . ) i
1.b. elx)
i e
1.c. 2. R (x)
X ]

1. dbra. Erdsits lemezes rid. a) er8sit§ lemezes rid vazlata, b) vizsgilt modell, ¢) egy
szakasz alakvéltozasa

A kotéréteg alakviltozasa (lc abra) az elemek nyiildsainak kiilonbségével is
kifejezhetd:

x
e(x) = 02 dx f —L dx, (2)
0
illetve differenciilva:
def/dx = &, — ¢,. 3)
Az egyensiily feltétele:
F,+ F,=F. (4)

A (2) és (4) alapjan — mint ismeretes pl. [1] — felirhaté differencialegyenlet
megoldasa szerint, ha E .4, = E,4, = EA x = 0 helyen 7 = 0, a legnagyobb
nyiréfesziiltség az x = [ helyen keletkezik:

T, = % a tanh al, (5)

a= V% : (6)

ahol

17*
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Az erfsits lemez és az alaplemez egyiittdolgozasinak mennyiségi jellemzésére
az erfsitd lemezben az x = 0 helyen keletkezd legnagyobb F, eré és az alap-
lemezt terheld kiilsé teher hanyadosa alkalmas:

e [1 g 1

F 2

b S W 7
cosh al , @
A 2. abra a kotdréteg nyiréfesziiltség-eltolédasi (v — e) abrajat tiinteti fel.
Az abra T, jelzett teriilete:
Too 6
T, ==L 8
1 5 2 (8)

Tmax

Tx
NN

€ €max €
2. d@bra. A kotdréteg nyirdfesziiltség-eltolodasi abraja

A T, teriilet elérhetd legnagyobb teriilete: T ... Az (1), (5) és (7) alapjan:

2

¥ tanh? al. 9
A

o

A 3a. abra az alaplemez, a 3b abra az er8sit6 lemez erd — fajlagos nyiildsi
(F — &) abrajat tiinteti fel. Az alaplemezben a kotés félhosszan F és F, kozott,
az erdsit6 lemezben pedig 0 és F'; kozott valtozhatik a belsd erd. A két erd —
fajlagos nyulasi abrat egyesithetjiikk oly médon (4a ébra), hogy az erdsité
lemez er6 — fajlagos nyilasat az F — fi(¢) egyenes jellemezze. A két lemez
fajlagos alakvaltozasat ily médon leiré két egyenes kozti és az ¢ tengellyel
parhuzamos metszék: ¢, — &,, a fajlagos alakvaltozasok kiillonbsége.

Egy ilyen metszék az erSt két szakaszra, F-re és F,-re osztja. A két

egyenes metszéspontjaban &, — &, = 0, ekkor — az alkalmazott feltételek
mellett — F, . = F, ;. = F/2. A két egyenes metszéspontjaig hatérolt
teriilet:
F2
Fimax = m‘ g (10)

A két egyenes altal kozrezart teriilet F' és F — F, kozott:

2 2
AR 4[ﬂ_ [_I’l ]
44 | F |F
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A (7) figyelembevételével:

2
Fyi== tanh? al, (11)
vagy (10) alapjan:
LR ="TF; mixtanh? al’. (12)
a b.
E i
(fay
R O
LGN
D J f
W Ta
o
o el G b
2 € EA 1 & EA
3. dbra. Exd — fajlagos nyilasi abrdk: a) alaplemez, b) er8sits lemez
a. b.
F B
S
T; \ Tey -
-}
>, < o
'&b > ¥
& €

Er&

4. dbra. Er6 — fajlagos nyilasi abrék: a) €, — &, = 0, van metszéspont, b) nincs
metszéspont

Végiil (9) és (11) egybevetésével:

Ty=Tr (13)
teriiletegyenldség all fenn. E teriiletegyenlfség aitalanos esetre is levezethetd.
A teriiletegyenlfség jelen esetben a kovetkez§ megéllapitasokhoz hasz-
nalhaté:
1. Mivel tanh%al << 1, Ty << Tpypay @ merevségi viszonyoknak meg-
felel6 mértékii egyiittdolgozas csak megkozelits, de nem érhetd el.
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2. Ha T . > Trimax» a feladat tetszéleges F -re megoldhaté, mig
TFI < TFlmax'

3. Ha T ,,,= T, a feladat megoldhaté, de F;-t a kotGréteg teherbirasa
korlatozza.

4.Ha T, ,, <Tg,, a feladat nem oldhaté meg, a kotdréteg teherbirasa
kimeriil F; elérése eldtt.

5. Ha az er8sité lemez F — f(¢) egyenese nem metszi az alaplemez fy(¢)
egyenesét (4b. abra), és T .. > T, az erfsitSlemez teherbirisa meriil ki
(pl. torik).

6. A T, = T, osszefiiggés felhasznalhaté egy elSirt F, biztositasihoz
sziikséges | hossz meghatarozasihoz.
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The problem of reinforcement plates. Reinforcement plates co-operating with drawn
bars represent the simplest model of a problem often encountered in structural design practice.
The understanding and description of the behaviour of such reinforcement plates are facilitated
by a formula based on the deformation characteristics of the elements participating in the play
of forces.

Das Problem der Verstirkungsplatte. Das einfachste Modell der in der Praxis des Kon-
strukteurs auftretenden zahlreichen Aufgaben bildet die mit dem Zugstab zusammenwirkende
Verstirkungsplatte. Ein auf den Forminderungscharakteristiken der am Kriiftespiel beteiligten
Elemente beruhender Zusammenhang vereinfacht die Beschreibung und das Verstindnis
des Verhaltens der Verstirkungsplatte.

IpoGaema yxpeniswileill NnacTMHKU. Yxpenyisoiiasi TUIaCTHHKA, pabotaoumas CoB-
MECTHO PAaCTsIHY ThIM CTEPYKHEM, SIBJISIETCS NPOMIeH MOAE/bI0 HECKOJIbKO 3a/lay, YaCTHbLIX B NPaK-
THKE KOHCTpPYKTOpa. dDopmysa, OCHOBaWWast HA XapaKTePHCTHKAX AeGopMalHH IIEMEHTOB,
ynpoiyaer 00pHCoBaHHe H NOHUMaHHe paboTbl yKpenasgeit NIacTHHKH.



A VEGES SAVOK MODSZERENEK ALKALMAZASA
TAMASZELMOZDULASOK ESETEN

SZILAGYI GYORGY*

A szerzd az eldirt elmozduldsok figyelembevételét ismerteti derékszogi lemez-
ill. tircsasdv esetén; a tehervektor a (8), a (14) &sszefiiggéssel hatdrozhaté meg. A ta-
nulmdny kéttdmaszi lemez egyik tdmaszdnak parabolaalakd siillyedésére vonatkozé
szdmszerii példdval fejezddik be.

1. Altaldnos ismertetés

A véges sivok moédszere a mozaikmédszer {mas néven: a véges elemek
médszere) és egy analitikus eljaris kombinéciéjanak tekinthetd. Mig a mozaik-
moédszernél a feliiletszerkezeteket két vagy tobb vonalsereggel osztjuk elemekre,
addig a véges sivok mdédszerénél egy vonalsereggel osztjuk sivokra. A véges
savok médszere specidlis alakii szerkezetek és bizonyos peremfeltételek eseté-
ben igen hatékonynak bizonyult [2], [4].

A médszer alkalmazasi teriileteir§l j6 attekintést nydjt Y. K. CEEUNG
monografidja [1]. Jelen tanulmanyban csak rugalmas anyagi feliiletszerkeze-
tek szamitasival foglalkozunk statikus teher és kis elmozdulasok esetében.
Erre a feladatra a véges sdvok médszerét kezdetben olyan, derékszogii négy-
szbg vagy fves alaprajzu, prizmatikus, vékony feliletszerkezetekre dolgoztak
ki, amelyek két szemben fekv$ peremiikon — a savok végén — sajat sikjuk-
ban végtelen merev, arra merélegesen végtelen hajlékony diafragmara timasz-
kodnak.

A BME Mechanika Tanszékén mintegy hét éve folynak a peremfeltételek
kiterjesztésére irinyulé kutatasok. El8szor a savok végén haté erfk és erd-
pérok figyelembevételét sikeriilt megoldani, és ezzel lehetdvé valt a folytaté-
lagos szerkezetek szdmitasa [3]. Az utébbi két évben az elGirt tdmaszelmoz-
duldsok esetére sikeriilt kiterjeszteni a médszert. Ennek ismertetése talalhaté
az alabbiakban, derékszogli lemez- és tarcsasivra vonatkozéan. A vizsgalt
szerkezetek anyaga ortotrép; a rugalmassagi szimmetriasikok parhuzamosak
a koordinatasikokkal (1. és 2. dbra). Megjegyezziik, hogy az olyan savokbél,

* Dr. Szilagyi Gyoérgy, 1114 Budapest, Boeskai it 21.
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amelyek egyidejiileg lemezként és tarcsaként dolgoznak, Gsszeillithaték a
lemezmiivek, a vékonyfali tarték és a hengeres héjak.

Az itt bemutatott eljaras alkalmazhaté ives, valamint kipos savokra
is, és lehetdséget ad szabad perem figyelembevételére. Ez ut6bbi esetben a sivok
végének elmozdulasait abbdl a feltételbdl kell meghatarozni, hogy helyiikon
ne keletkezzenek tamaszerdk.

\30 ; y Y
\_Woj @
eoi
b
zZ,W Wi I. ©) . :
7 %
Woi L Wai
1. gbra

2. Lemezsavok

Az 1. abran lathaté i-edik lemezsavon a kovetkezd tamaszelmozduléso-
kat irjuk elé:

— az i-edik csomévonal x = 0, ill. x = a végének lehajlasat és elfordu-
lasat: w;, O, ill. w,;, O,

— ugyanezeket az elmozdulasokat a j-edik csomévonalon: w,, O,
W) O

Ha a savok elég keskenyek, akkor az eléirt elmozduldsok altal megha-
tarozott peremgorbiileteket sadvonként allandénak tekinthetjiik; ezek az x = 0,
ill. az x = @ tamaszon a kovetkezdk: :

Ooy

(_ 82“’] A 00,--@0]-
x=0

@ai T @aj
s obiial, - (]
b )x=0 b ( )

92w
oy?
A savoknak az x = 0 és az x = a végeire felirhaté keriileti feltételek tehat a

fenti el6irt elmozdulasok, tovabba az, hogy a peremre meréleges nyomaték
zérus:

9*w 9% w
m, = —Dﬁ)az—*mlz)-a-y;:Dﬁ?QxWLD§12)9y=0» (2)

ahol DY) és D) : a lemez igénybevételeire vonatkozé merevségi tényezék.
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Figyelembe véve az (1) és a (2) osszefiiggést, az x = 0 és az x = a peremre
merdleges gorbiilet igy irhaté fel:

D 12 D 12
=— ) = — —= Q- 3
QOx Dll Qoy an Dn ay ( )

Az i-edik sav teljes lehajlasfiiggvényét a kovetkezd alakban keressiik

(1. az 1. abrat):
w(x, y) = w(x, y) + w, y). (4)
Ttt w(x,y) a lemezsiavoknal szokasos elmozdulasfiggvény [1], [2], [3], w©

pedig olyan kinematikailag lehetséges lehajlas, amely kielégiti a fenti keriileti
feltételeket. Ez ut6bbi részletesen:

W — (e, ) + W) )
ahol w® = [L,, L,, L,, L,] [ wo; | + xfa [wy — wy;
O,; Qgt — Oy
Wy Wqj — Woj
@Of @aj - 90]

w® — Oax — Pox X3+ Oax X2 — a @t__i_ Qax x
6a 2 3 6

Itt [L,,L,, Ly, L] = ¢*(y): Hermite-féle interpolaciés polinomok vektora
11, [2).

A (4) fiiggvény elsS tagja tartalmazza a csomévonali elmozdulasismeret-
lenek w,, Fourier-egyiitthatéit [2], amelyeket a csomdévonalak egyensilyi
feltételéb6l lehet meghatarozni; ezt a virtualis elmozdulasok tételével irjuk fel:

iy 06" DOe + €¥) dF =0, (6)

ahol 8g* a virtuailis alakvaltozasok vektora,
D a lemez igénybevételeire vonatkozé merevségi matrix,
€ a w(x, y) lehajlasbél szamithaté tényleges alakvaltozasok vektora,
&(K) a w(K)-nak megfeleld, kinematikailag lehetséges alakvaltozdsok vektora,

az integralast a sav egész F teriiletére ki kell terjeszteni.

A sav egyensiilyi egyenletrendszere ezutan a (4) fiiggvényt sorbafejtve,
a Fourier-sorok ortogonalis tulajdonsidgainak felhasznalasaval az m-edik
Fourier-tagra vonatkozéan ilyen alakd lesz:

K,w,+t,=0, (7)
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ahol K,: a sav m-edik merevségi métrixa [2],
t,: a terhelési tagok vektora.

Ez utébbi a kévetkez8 Gsszefiiggéssel hatarozhaté meg:

t, = !—D%’ k2, [Z ce*” dy - D) :c” c*’ dy} wi) -+
) \ \ (8)
+ [~ 8D [ edy + DY} " dy} gy,
ahol

wl) il g a w ll. a — d%w®/da? fiiggvény m-edik sinusos Fourier-egyiitt-
hatéja.

Y. v

Igazolhat6, hogy ez a tehervektor a merevtestszerii elmozduldsoknak
€s a sdv tiszta csavardsanak megfeleld elSirt elmozdulasok esetében zérus.

3. Tarcsasavok

A 2. abran lathaték a i-edik tircsasav eldirt eltolédasai: vy, vy, v v,y
Ha a savok elég keskenyek, akkor az el@irt eltolédasok altal meghatarozott
¢, fajlagos nyildsokat a peremeken allandénak tekinthetjiik; ezek az x = 0
és az x = a tamaszon a kévetkezdk:

Vy; — Vo; e Voj — Vai ' (9)

b

Az x-iranyi eltolédasokat az 1. pontban ismertetett megtimasztis miatt
nem lehet el8irni, mivel az x = 0 és az x = a helyen o, = 0. Ez utébbi fel-
tételt pedig részletesen igy irhatjuk fel:

or=Dje 4 Dpey, =0, (10)

ahol Dy, és D,,: az altalanositott Hooke-torvény merevségi tényezdi.
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A (9) és a (10) Osszefiiggések alapjén az x = 0 és az x = a peremekre
merdleges ¢, fajlagos nyiilas igy irhaté fel:
Dy Dy,

€oy» Eax = —
Dy, Dy

Az i-edik tarcsasiv teljes elmozdulisfiiggvényét az alabbi alakban

Eox =

Eqy - (11)

keressiik:
uM(x, y) = u(x, y) + u(x, y) (12)

Itt u(x,y) a tarcsasivoknal szokisos elmozdulasfiggvény [1], [2], [3],
u®) pedig kinematikailag lehetséges elmozdulasfiiggvény, tehat kielégiti a
fenti keriileti feltételeket. Ez utébbi részletesen felirva:

uB(x, y) = u®(x, y) + u@(x), (13)
ahol u® = [L5 0 L 0} 0] +xfaf O l’

0 L5 0 Le Vo Vai Yo;
0 0
vol' - va!' - vol'

u®=| fax ~%x .2 o v L (Bege + em)] -
2a 8

0

Itt Ly(y) és Lg(y) linearis interpolaciés polinomok [2]. A (12) fiiggvény elsé
tagja tartalmazza a csomdévonali elmozdulisismeretlenek Fourier-egyiitthatéit.
Ezeket a virtudlis elmozdulasok tétele segitségével az el5z6 pontban vizolt
gondolatmenet alapjan levezetett, s a (7)-hez hasonlé alaki egyenletekbdl
hatarozhatjuk meg. A terhelési tagok vektora tarcsasiavnal:

h — D 4
0 == {vo; - vy — (=)"Ca—va)}| _®
a 2a D,
mab
Dy,
—2a
Dy,
L omab o (14)
2h B b -
+ 2y~ cime)[ Lp,
mn 2
_ Dw
b
b
?Du
_ Dy
L s
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Ez a tehervektor merevtestszerli elmozduldsok és tiszta szogvaltozas
esetén zérus.
4. Szampélda

A 3a. abran lathat6 derékszogii izotrop lemez rugalmassagi modulusa
100 000 kp/cm?, Poisson-féle tényezdje 1/5. A lemezt X-iranyban nyolc egyenl
szélességli savra osztottuk. Az X = 8,0 m helyen levé peremen a 3b abran

AY
! b. ¢! d.
a 8 m
szabad peremek 10 aé
e + ,9 M -2843
| t I
- pl 1_"‘__,L : %33 19,57 \—
% |
| R 1 2896 | g ag
© } ® : -24.73 ¥'85 :
2 ] i o |
| ik :
=3 T o) 011‘77
szabad elfordulast 1) Qe ® ®
biztositd megtamasztds 15m sillyedés M Myy

mD [mMp]  h=0,2m
R a1

«2,21
3. dbra

lathaté masodfoki parabola alaki eltolédast irtuk elé, amely harom részhgl
tehetd Gssze: a tamasz egyenletes siillyedésébdl (pontozott vonal), az X ten-
gely koriili elfordulasabél (szaggatott vonal) és az X tengelyre szimmetrikus
parabola alaki siillyedésbél (folytonos vonal). Az elsé rész nem okoz igénybe-
vételt, a méasodik rész pedig az egész lemezben tiszta csavarast okoz. Ezért a
@ jeld metszet m,, abraja (3c) az X tengelyre nézve szimmetrikus, m,, dbrija
allandé részbél és az X tengelyre nézve ferdén szimmetrikus részbdl tevédik
ossze (3d). A 3e. abran az (1) jeldi metszet m, abrajat mutatjuk be. A kozolt
eredményeket 40 Fourier-tag figyelembevételével kaptuk. A 20 Fourier-taggal
kapott eredmények ezektél legfeljebb 5 szazalékkal térnek el.
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Application of the finite strip method in the case of support displacements. The paper
explains how to take into account specified displacements in the case of rectangular plate or
plane stress strips. The load vector can be determined by equations (8) and (14), respectively.
As a conclusion, a numerical example is given on the parabolic subsidence of one of the
supports of a one-span plate.

Anwendung der Methode finiter Streifen im Falle von Auflagerverschiebungen. Der
Aufsatz behandelt die Beriicksichtigung der vorgeschriebenen Verschiebungen im Falle von
rechteckigen Platten- bzw. Scheibenstreifen; der Lastvektor kann mit den abgeleiteten Be-
ziehungen bestimmt werden. Der Aufsatz endet mit einem Zahlenbeispiel, das die parabolische
Setzung einer der beiden Stiitzen einer einfeldrigen Platte zum Gegenstand hat.§

Il pumeHeHHE METOJa KOHEUHBIX MOSICOB B Clyuae nepemeuleHnn onopa. B pabore usna-
raeTcst yuéT npeanucaHHbiX NepeMelLieHHI B CIyyasiX NpsiMOYyTOJIbHEX MOSICOB MJIOCKOH 3afayH
Han usrubaroweii nautyH. BexTop HarpyskH omnpepensieTcst ¢ nomouwpio ¢opmynsl (8) u (14).
B KoHue paboTbi HaXOAHTCSA YHCJEHHbIH NpHMED OBYXONODHOH MAMTHI, OHHH M3 OMOPOB CHH-
waetcst no gopme napabossl.






NORMAL- £S NYIROEROVEL TERHELT
I TARTO HATARNYOMATEKA

TOMKA PAL*

A szerzd egyszeriien kezelbetdé médszert mutat be normal- és nyiréerével is
igénybevett I tarté hatarnyomatékdnak kiszamitdsira. A kélcsonhatdsi osszefiiggést
befogott keret hatérallapotdnak szdmitdsinédl hasznilja fel. A szdmitott teherbirdst
kisérleti eredménnyel is sszehasonlitja.

A korlatozatlan folyas hatéréallapotan alapulé szamitasok az egyes ke-
resztmetszetekhez tartozé hatadrnyomatékok meghatirozasakor altaldban el-
tekintenek az N derékerd és a T nyiréerd hatasatél. Nyilvanvals, hogy ez
kozelités, és a szerkezetek teherbiréképességét a ténylegesnél nagyobb érték-
ben allapitja meg. Ezért feltétleniil sziikséges

— annak a vizsgilata, hogy az igénybevételek milyen értékeinél enged-
hetd meg az elhanyagolas,

— a derék-, ill. nyiréer6 hatasanak a gyakorlatban is konnyen alkalmaz-
haté médszerrel vals figyelembevétele abban az esetben, amikor az elhanya-
golas hatasa mar jelentds.

A tovabbiakban a fenti célkitizésnek megfelel§ elméleti- és kisérleti kuta-
témunkarél szamolunk be.

Az adott feladattal foglalkozé irodalom ([1]—[4]) kiindulé feltevései,
és igy természetesen eredményei is lényegesen eltérfek. A hatarallapotban levé
keresztmetszetekben ébredd fesziiltségek egyensilyat kielégité (alsé hatar)
megoldasok (pl. [3]) egyrészt tilbecsiilik a derék-, ill. nyiréerd hatasat, mas-
részt a gyakorlati szamitasok szimaira tdl bonyolult osszefiiggéseket eredmé-
nyeznek. Az egyensilyt csak részben kielégité megoldas [2] alkalmazédsa is
komoly szimitdstechnikai nehézségekbe iitkozik. A bonyolult dsszefiiggések
helyett javasolt empirikus képletek eltér§ keresztmetszeti alakokra valé alkal-
mazhatésiga kétséges.

Meg kell jegyezni azt is, hogy a fenti eredmények altalaban szabad végén
terhelt konzoltartéra vonatkoznak, méas szerkezeti kialakitasdi tartéra (pl.
keretre) elvileg nem minden tovabbi nélkiil altalanosithaték.

Ezek figyelembevételével a célkitiizésben szerepl6 feladat megoldasara
az alabbi médszer latszik jarhaténak:

* Dr. Tomka Paél, 1125 Budapest, Zirzen Janka u. 13.
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a) A derék- és nyiréerdvel igénybevett keresztmetszet hatarnyomatéka-
nak meghatéarozéasa egyszerii osszefiiggéseket eredményezd, kozelits szamitassal.

b) Az a) pont eredményeinek tetszSleges tipusi szerkezeti kialakitdsi
tartéra valé altalanositasa.

¢) Az ily médon szamitott értékeknek kisérleti eredményekkel valé 6sz-
szehasonlitasaval a kozelités mértékének megallapitisa.

Az a) pont alatt emlitett, tin. kolcsonhatési 6sszefiiggés meghatarozasa-
nal az alabbi egyszeriisitd feltételezéseket tessziik [1]:

— a nyiréerst a gerinclemez H—2v, hosszi része veszi fel, a csisztaté-
fesziiltségek eloszlasa egyenletes,

Fesziltségeloszlas
s
B -
bk STk ‘f_F-t
| i T
P R\
T v=AB
8 - |
3 .
' b
1. ébra

— az ovlemezekben ébredd csisztatéfesziiltségeket elhanyagoljuk,

— a derékersbd] keletkezs derékfesziiltségek eloszlasa nem egyenletes,
hanem olyan, hogy a vele egyidejii nyomaték a legnagyobb legyen.

A fentieknek megfelels fesziiltségeloszlast, kétszer szimmetrikus I-szel-
vényt véve alapul, az 1. abran mutatjuk be.

A nyiréers hatasat célszerfien a gerinclemez vastagsiganak redukalasa-
val vehetjiik figyelembe. A Mises-folyasi feltételt alkalmazva:

Vred = Prea B ,
.Bred = (1 i t2)1/2’

amely vastagsig mentén a folyashatarral megegyezd nagysagi derékfesziilt-
séget tételezziik fel. Igy a feladatot visszavezetjiikk a deréker§vel és hajlités-
nyomatékkal igénybevett keresztmetszet kolcsonhatasi Osszefiiggésére. Ez,
dimenziétlanitott alakban:
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ha a semleges tengely a gerinclemezben van, egyébként

m=[ (L + nf — fuo].

m 3
1
1.80,
& =0,0738
f =0,0929
1 t
1
//
F /1
2. dbra

A jelolések:

N, T, M — az Osszetett terhelési esethez tartozé derék- és nyiréers, valamint hajlité-
nyomaték értéke, melyek egyiittes hatdsira a keresztmetszet hatarallapotba
keriil,

Ny, Ty, My — a tiszta nyomdsra, nyirdsra, ill. hajlitasra igénybevett keresztmetszet hatar-
igénybevételei,

f=1—(@1-p81 — 2a),
k=1—(1—p8)(1— 2a)?
frea=1— (1 — Brea)(l — 22)

krea =1 — (1 — Brea)(1 — 2a)?%,

n= N,NH; t= T/TH; m= M/MH

A kolcsonhatasi osszefiiggést I 80 hengerelt szelvény esetében a 2. abra
szemlélteti. A szamitasban allandé vastagsagi ovlemezt tételeztiink fel, a leke-
rekitéseket figyelmen kiviil hagytuk.

Az eredmények konzoltarté esetében kozvetleniil alkalmazhaték. Bonyo-
lultabb tarté (folytatélagos tobbtamaszi tarté, keret), ahol N és T értéke
keresztmetszetenként viltozé, azonos szelvény esetében is, a képlékeny csuk-
16k nyomatéki teherbirasa altalaban kiilonb6z5. Ezért a tarté tervezése, vagy
teherbirasanak szamitéasa (ellendrzése) explicit médon nem végezhets el.

Az elméleti eredmények ellendrzésére a BME Acélszerkezetek Tanszéké-
nek laboratériuméaban kisérleteket végeztiink el. Ezek kiértékelése jelenleg
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is folyik (anyagjellemz6k meghatarozasa, szamitasok). Az egyik kisérleti tarto
a 3a. abran lathaté. A torési mechanizmust a 3b. abra mutatja. Mivel a tarté
keresztmetszeti méretei hosszméreteihez képest viszonylag nagyok, a képlé-
keny csuklék helyének felvételekor mind az [1] altal ajanlottakat, mind a tarté
tényleges alakvaltozasait figyelembe vettiik.

a. b.

A kiserleti tarto Torési mechanizmus
180  ©.=270 N/mm? m\
1

40

=TT -
- l
|
I | __l‘ M, M,
|

ST I2*E120 #
) 5

| 200 |

h/2

.|

h
% T 4 M,
\

400 mm
320

3. dbra

A kisérleti tart6 teherbirasat iteraciéval szamitottuk ki. Az egyes rudak
nyomatéki paraméterei a kovetkezdk:

my; = 0,79; m, =0,67; mg = 0,84,

és a szamitott torderd:

P,,, = 654 kN.

A tényleges torGerst a kisérlet soran felvett P — ¢ gorbe kiértékelése adta
(p a bal oldali befogas kornyezetében kialakulé képlékeny csuklé elfordulasa):

Pt,eff - 68 kN.

A két érték igen jol egyezik. Megemlitjiik, hogy a derék-, ill. nyiréerd
hatasat elhanyagolva (m; = m, = my; = 1) a szamitott torderd:

P, = 84,9 kN,

amely érték azt mutatja, hogy az elhanyagolas ebben az esetben a torGerd
309,-0s novekedését jelentené.
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A fentieket 6sszefoglalva az alabbi kévetkeztetéseket vonhatjuk le:

— A derék-, ill. nyiréerd viszonylag kis értékeinél (n ~ 0,1; t ~ 0,3)
azok hatisa jelentéktelen (2. abra).

— A normail és nyiréerd nagyobb értékeinél a hatis jelent§s lehet. Az
idaig kiértékelt kisérletek az ismertetett szamitasi moédszert igazoljik, a kér-
dés megnyugtaté médon valé tisztizasa azonban még tovabbi kutatémunkat
igényel.

— A képlékeny csuklék viszonylag nagymértéki elfordulasa miatt a
felkeményedés a tart6k teherbirdsit noveli.

— A problémanak gyakorlati jelent§sége csak a viszonylag rivid tarték-
nal van, mivel egyébként mas (stabilitdsi) hatarillapotok hatarozzik meg a
teherbirast.

IRODALOM

1. HorNE, M. R.: The Full Plastic Moments of Sections Subjected to Shear Force and Axial
Load, British Welding Journal, 5 (1958), No 4

2. Von KLoPPEL, K.—YamaDA, M.: FlieBpolyeder des Rechteck- und I-Querschnittes unter
der Wirkung von Biegemoment, Normal-kraft und Quer-kraft. Der Stahlbau (1958)
No 11

3. NEAL, B. G.: Effect of Shear and Normal Forces on the Fully Plastic Moment of an I-Beam,
Journal Mechanical Eng. Science, 3 (1961) No 3

4. Von WiINDELs, R.: Traglasten von Balkenquerschnitten bei Angriff von Biegemoment,
Léngs-und Querkraft. Der Stahlbau (1970) No 1

Limit moement of I-beams loaded by normal and shear forces. A simple method is de-
monstrated for the calculation of the limit moment of I-beams loaded by normal and shear
forces alike. This relation of interactions is used for the calculation of the critical condition
of clamped frames. The calculated load bearing capacity is then compared with experimental
results.

Grenzmoment des durch Schub- und Normalkriiften belasteten I-Triigers. Der Autor
zeigt ein einfaches Verfahren zur Bestimmung des Grenzmomentes von durch Schub- und
Normalkriften belasteten I-Triigern. Er beniitzt den Zusammenhang der Wechselwirkungen
zur Berechnung des Grenzzustandes eines eingespannten Rahmens. Die rechnerisch ermittelte
Tragfihigkeit vergleicht er mit Versuchsergebnissen.

IpenenbHbili MOMEHT 0aloK ABYTAaBPOro CeYeHHs, HArpy KeHHbIX 0CEBbIMM M NoOMepey-
HbLIMM CHJIaMH. B CTaTbM NOKasaH aBTOPOM IPOCTOM METOJ Ha PacuéT MpefesIbHOr0 MOMEHTA
6anoK, ycuneHHbX Kpome H3ruba oCeBbIMH M MONEepeyHbIMH CHJIaMH. B3anHMHasi 3aBHCHMOCTh
NPHHSATA NPH pacyére NpeaesbHOro COCTOSTHUS 3allleMIEHHOIH paMki. TeopeTHuyecKas Hecyllas
€noco6HOCTL Ohlla CpaBHEHA C pe3ysibTaTOM 3KCIEPHMEHTA.
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VEGYES TEHERVISEI’,()’ SZERKEZETﬁ EPULETEK
VIZSGALATA VIZSZINTESEN MUKODO
DINAMIKUS TEHERRE

VERTES GYORGY*
A MUSZAKI TUDOMANYOK KANDIDATUSA
és

TORNYOS ARPAD**

A tanulmény szdmitdsi médszert kozol, amely alkalmas éltaldnosan kialakitott
tehervisel§ szerkezetii épiileteken a vizszintes dinamikus teher hatésdnak megallapi-
tdsfra. A tehervisel§ szerkezeti elemek alaprajzilag és fiiggdleges irdnyban is kiilon-
bézhetnek és méretiik is véltozhatik. A dolgozat a kidolgozott szimpélda kapesén tébb
olyan jelenségre is ramutat, amelynek hatasa az épiilet szempontjabél jelentds lehet,
és a kozélt modszerrel figyelembe vehetd.

1. Bevezetés

A jelenlegi épitési gyakorlatnak megfelelden azon épiiletek zoménél,
amelyeknél. a vizszintesen miikodé dinamikus teher (széllokések, foldrengés
stb.) hatasanak vizsgalata felmeriil, a fiigg6leges tehervisel§ szerkezetek kiilon-
b6z6 Osszetételiiek, alaprajzi elrendezés szempontjabél nem szimmetrikusak,
illetve fiiggdleges irdnyban valtozék. Szerkezeti szempontbél ez azt jelenti,
hogy az épiilet fiiggbleges tehervisel§ elemei keretszerkezetek, oszlopok, 6n-
all6 vagy kapesolt pengepillérek (panelvaz), vagy ezeknek valamilyen kom-
binacigi. Példaképpen emlithetd egy irodaépiilet vagy egy szalloda, ahol a
legtobbszor nagyobb alapteriiletii, de altaliban a felette levéktédl kiilénbozé
alaprajzi (fogadészint, kongresszusi terem, étterem, klubhelyiségek stb.) egy
vagy kétemeletes részbdl emelkedik ki az épiilet rendeltetését szolgalé tovabbi
rész, amely természetesen szintenként vagy szintcsoportonként valtozd méret
tartészerkezettel vagy valtozé alaprajzi elrendezéssel is épiilhet.

Kutatasaink célja az volt, hogy az emlitett altalinos és Osszetett szer-
kezetii épiileteknél a vizszintes dinamikus teher hatasinak vizsgalatira jél
alkalmazhaté médszert dolgozzunk ki. Ennek eredményeirdl a kévetkez6kben
szamolunk be.

2. A szamitasok céljira alkalmazott modell

Tekintve, hogy a fiiggbleges szerkezeti elemek altaldban nem kétszeresen
szimmetrikus elrendezésiiek, az egyes szintek a vizszintes sikban csak ,kap-
csolt” (egyidejii csavaré és hajlits) rezgést képesek végezni. Ennek megfelelgen

* Dr. Vértes Gyirgy, 1075 Budapest, Madich tér 6.
** Tornyos Arpad, 1056 Budapest, Bdstya u. 22.
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a szamitasi célokra felvett modell az épiilet szintjeinek megfelel szami tome-
gekbdl all6 rendszernek felel meg, ahol az egyes fodémek sikjdban (vizszintes
sikban) merev tarcsak képezik az egymashoz rugalmasan kapcsolt tomegeket.
Az épiiletnek az egyes emeleteihez tartozé tomegét, beleértve a fodém, a falak
és az egyéb tartozékok tomegét is, az illet6é fodémszint sikjaban megoszloként
vessziik fel, de magara a tomegeloszlasra nem tesziink megkotést. Vizszintes
irdnyd erfkrdl 1évén szé, feltételezziik, hogy az egyes tomegek csak a sajat
sikjukban képesek mozgast végezni. A legalsé tomeg a f6ldhoz, a tobbi pedig
az alatta lev8héz rugalmas kényszerekkel kapcsolédik. Az altalanos sikbeli
mozgasnak megfelelden a kényszerek er6t és erdpart fejtenek ki. Rajtuk kiviil

4 7 Z X ,

[

m: a0

AV e R

3  k xg4ay 7

2 ‘/<P| /] ; /?M;

Z TS W A—@" F 3
Yi Yia
1. dbra

még az eltolodas illetSleg az elfordulds sebességével egyenesen aranyos csilla-
pité kényszert is figyelembe vettiik, mint ahogy azt két szomszédos (i-edik és
i + l-edik) tomegnél az 1. abrian sematikusan feltiintettiik.

3. A mozgas differencidlegyenlet rendszere €s megoldasa

A linearisan rugalmas és viszkézus csillapitasi rendszereknek megfelelGen
a mozgas differencidlegyenlet rendszerét kifejez6 matrix differencialegyenlet
a kovetkezd

Ad + Cd + Kd = p(r) (1)
Esetiinkben
A= M 0 oyl
0 M XM
| - YM XM J i
K=l Kxx ny sz 7
K. K,, K,.
L sz sz Kzz .

hipermatrixok, melyek elemei:
M = (m,, m,y, ..., m,)> az egyes szintek sikjadban koncentralt tomegeket
tartalmazé diagonalmatrix.
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Jo = {Jor» Jozo + + +» Jon az egyes szintek sikjaban koncentrilt tdmegek-
nek a koordinita-rendszer kezddpontjiara vonatkozs tomegtehetetlenségi nyo-
matékait magaba foglalé diagonilmatrix,

Y= {5 ¥ oo 0o Y25
X, = {%gy Xayerey %)

a silyponti (tomegkozépponti) koordinatakat tartalmazé diagonilmatrix.

A K hipermitrix elemei az egységnyi elmozdulasok hatasara fellépd ers-
ket és erparokat tartalmazé \in. merevségi matrixok. A merevségi matrixok
elemeinek meghatarozasihoz sziikséges az elfordulasi kézéppontok és az elto-
lédési féiranyok ismerete. Ezek meghatirozasa altaldnos szerkezetil épiileten
az [1] alattiak alapjan torténhetik.

d =[x | 3n dimenziéji x=[x] stb. i
y hipervektor, Gsszetevdi x elm?zdulas-
2| ordinatak
z :
x’l

€ a csillapitasi matrixokat foglalja magaba.

p(t)=[px | fl®)
Py

m,

az egyes szinteken mikods erd illetSleg annak a koordinata-rendszer kezd§-
pontjiban valé helyettesitésébgl szarmazé Gsszetevék
f(t) — az eré valtozasaval aranyos fiiggvény.

A rendszer sajatkorfrekvencidit és a normalis rezgésalakokat az (1)
egyenlet homogén részének megoldasabél nyerjiikk. A csillapitdsnak az dnrez-
gésszamra valé hatdsat elhanyagolva, a homogén rész megoldasaként felirhaté,

hogy
(K — w2A) d, = 0. (2)

Ebb4§l a matrixegyenlethdl a sajatértékek (wyy, weg - - - @,,) €8 a sajatvektorok
(dog> dgp, - - -, dy,) adjdk a sajatkorfrekvencidkat illetSleg a normailis rezgés-
alakokat. Ezek meghatirozdsira vonatkozé algoritmust és a gépi szamités
programjat is elkészitettiik.

A dinamikus (idében viltozd) erd hatdsara bekiovetkez§ elmozdulisok
valaszfiiggvényeit az (1) egyenlet megoldasai szolgaltatjak. A megoldédskor
azt feltételeztiik, hogy a csillapitdsi matrix hasonlé felépitési, mint a merev-
ségi matrix, és ekkor az egyes csillapitasi tényezfk a
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ci=ok;+apm; (j=1,2,...,3n)
osszefiiggéssel féjezheu’ik ki. Igy a csillapitasi matrix a
C= K+, M (3)
alakot 6lti. Ekkor megfelelé d = Zq transzformaci6 elvégzése utan az (1) jeld

3n kapcsolt tagot tartalmazé differencialegyenlet rendszer 3n kovetkez§ alaki
kapcsolatlan differencialegyenletté esik szét:

G — (e 08 + %) @i + @B gi = Poi f(2). (4)

i t t [
50G 7 T
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17,43
’

@,

-1



282 VERTES GYORGY--TORNYOS ARPAD

Az egyenlet megoldasa:

1 LS 4
G—c" lqo,- cos f3;t + -ﬂ—(‘Iot + x;qy:) sin B, ‘] s

i

+__P_J etult=") f(z)dy 4 ———

21.2 Ly
ahol

Rx $ [Mp]
100 4

0, T x 0,157 \/o, M 047 ¢ (s]
~~100.] ,

4. ébra

4. Példa

Példaképpen megvizsgaltuk a 2. abran a figgdleges tehervisel§ szerkeze-
tek feltiintetésével vazolt épiilet onrezgésszamait és harom egymast kévetd
szinuszhulldm szerint valtozé gerjesztGerd hatasara keletkezé elmozdulasait.
Az eredményiil kapott sajatkorfrekvenciakat a 3. abra szemlélteti. Amint az
eredményekbdl kitlinik, a sajatkorfrekvencidk kozel vannak egymaéshoz. Ez
arra figyelmeztet, hogy épiileteken a kapcsolt rezgések figyelembevétele —
ahol ilyenekre szdmitani lehet — feltétleniil indokolt.

A gerjeszté erd hatasanak vizsgalatakor az elsé szinten haté egy erdt
vettiik figyelembe a 4. abran feltiintetett médon. Kiilon vizsgaltuk a ecsilla-
pitatlan és ¢; = 0, 1 ¢,,; csillapitasi rendszer viselkedését. Az eredményként
kapott x irdnyi vélaszfiiggvényeket az 5. abra szemlélteti. Amint az abrabél
kitiinik, a csillapitas hatasa az elsd félhullam alatt kisebb. Erre a szerkezet
vizsgélatakor figyelemmel kell lenni, mivel sok esetben ez lehet az egész szer-
kezetre a mértékado.
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xs b [m]
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Examination of mixed load bearing structural buildings by a horizontally acting dynamic
load. A calculation method is published for the determination of the effect of a horizontal
dynamic load on buildings of general load bearing structure (the load bearing structural
elements may differ in both their ground plan and vertical direction and their dimensions,
too, may vary). In connection with the elaborated numerical example the paper points out
certain phenomena whose effects might be rather important from the viewpoint of the building,
but could be readily reckoned with according to the method described.

Untersuchung von Gebiuden gemischter Tragkonstruktionen bei horizontaler, dyna-
mischer Belastung. Der Aufsatz vermittelt ein Verfahren, das zur Bestimmung der Wirkung
der horizontalen, dynamischen Belastung bei Gebiuden mit allgemein gestalteten Trag-
konstruktionen gebraucht werden kann, wobei die lasttragenden Konstruktionselemente,
sowohl grundriBmiBig, als auch in vertikaler Richtung, sowie in ihren Abmessungen verschie-
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den sein konnen. Das angefiihrte Zahlenbeispiel verweist auch auf mehrere Anzeichen, deren
Wirkung auf das Gebiude von Bedeutung sein und mit Hilfe der angefiihrten Methode beriick-
sichtigt werden kann.

AHanM3 3AaHMii cMeLUAHHOM KOHCTPY KUY NoJ AeficTBHEM r'OPH30OHTAJLHBLIX AHHaAMUYEC-
KHX Harpy3oK. B pa6ore nybiukyercs meTox paccuera 3¢deKTa ropH3oHTaIbHOH JHHAMHYECKOH
HarpyskH Ha 3fanue moboH KOHCTpykuuu. (dPopma 1 pasmMep H BEPTHKAIBHBIX H MOPH30HTaJIb-
HBIX 3]71EMEHTOB KOHCTPYKIHH pasHbie.) [10 oTHOWIEHHIO K BHIPaOOTbIBAHHOMY YHCJIEHHOMY MpH-
MEpY MOKa3biBaeT HECKOJIbKO SIBJICHHH, IeHCTBHsI KOTOPLIX MOYKET OblThb 3HAYUTEJIbHOE H C MOo-
MOILBIO MyGJIHKOBAHHOr0 METOJIa MOXKHO YYMTLIBATD.
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CSAKI FRIGYES
1921 —1977

1977. augusztus 29-én, 57. életévében, hosszan tarté betegség utan meg-
halt CsAk1 Frigyes egyetemi tanar, a BME Automatizalasi Tanszékének veze-
t6je, a Magyar Tudoméanyos Akadémia rendes tagja és alelnoke, a Magyar
Elektrotechnikai Egyesiilet elndke.

1921. marcius 11-én sziiletett Budapesten. KitiinGen érettségizett. Egye-
temi tanulmanyait a Budapesti Miiszaki Egyetemen 1945-ben kezdte és 1949-
ben fejezte be kitiind mindsitésii gépészmérndki oklevéllel. Ezutin a BME
Villamosmérnski Karanak Villamosmiivek és Vasutak Tanszékén tanarsegéd-
ként dolgozott 1950-ig. 1951 és 1954 kozott a Villamos Gépek Uzemtana Tan-
széken volt tanarsegéd, majd aspirans. 1955-ben nyerte el a miszaki tudoma-
nyok kandidatusa fokozatot. 1955. majus 1-t6l 1956. februar 1-ig a Villamos
Energetikai Kutaté Intézet tudomanyos osztalyvezetdje, 1956. februar 1-t6l a
Kiilonleges Villamosgépek Tanszék adjunktusa, majd docense lett. 1960-ban
szerezte meg a miiszaki tudomanyok doktora fokozatot és ugyanebben az évben
nevezték ki egyetemi tanarra. 1961-ben az akkor megalakult Automatizalasi
Tanszék vezetésével biztak meg, és ezt a tisztséget halalaig betoltotte.

H Miiszaki Tudomdny 54, 1977
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Egyetemi tevékenységével parhuzamosan egészen 1966-ig az MTA
Automatizalasi Kutaté Intézet igazgatéhelyettese és elméleti osztalyanak veze-
t8je, 1967-t81 1970-ig a Magyar Tudoményos Akadémia Miszaki Osztilyanak
osztalyvezet8ségi tagja, 1970-161 a Magyar Tudoményos Akadémia elnokségi
tagja volt.

Csik1 Frigyes eredményekben rendkiviil gazdag oktatéi, kutatéi és tuddsi
palyat jart be. Kutatéi munkaja kezdetben az erdsarami ipar idgszerd kérdé-
sethez kapcesolédott. Az er6sdrami halézatokban alkalmazott soros kondenza-
torok iizemével, a szinkron generatorok aszinkron iizemével, a gyorsragerjesz-
tés kérdéseivel foglalkozott és ezen munkassaga alapjan nyerte el a ,,doctor
technicus” cimet, a miiszaki tudoményok kandidatusa, illetve doktora fokoza-
tot. Firdekl§dése ezutin mindinkabb az ersarami ipari elektronika, az automa-
tizalas, a folyamatszabilyozas, az iranyitaselmélet teriiletére tevddott at.
Akadémiai székfoglaléjat (1965) mar azegy- és t6bbvaltozés szabélyozasi rend-
szerek statisztikus szintézismoédszereirdl tartotta.

Palyafutdsa soran 170 tudomanyos és miszaki cikke, tanulmanya, illetve
elgadasa jelent meg magyar, orosz, német, angol és francia nyelven. Jegyzetei,
konyvei nagymértékben el§segitették és ma is eldsegitik a hallgaték képzését,
a végzett szakemberek és kutaték tevékenységét az ipari elektronika, a telje-
sitményelektronika, a digitalis technika, a vezérléstechnika, az automatika és
a szabilyoziselmélet teriilletén. A szerz8i, tarsszerzdi és szerkesztdi kozre-
miikédésével megjelent konyvek kozill néhany tébb nyelven, t6bb kiaddshan is
megjelent és nemesak a hazai, hanem nemzetkozi elismerést is szerzett. A ,,Kor-
szer szabalyozaselmélet” c. miivével a Minisztertanacs 1008/1973. (IV. 1.)
szami hatirozata alapjin elnyerte az Allami Dij I. fokozatat. Ez a kényv
egyébként roviditett valtozatban 1975-ben szovjet kiadasban is megjelent.

Csix1 Frigyest, tudoményos munkéassaga elismeréseként 1965-ben a
Magyar Tudoményos Akadémia levelez§, 1976-ban pedig rendes tagjanak és
alelnékének vilasztotta meg.

Rendkiviil sokat tett az oktatds korszeriisitéséért és sokrétii oktaté
munkat végzett. A Budapesti Miiszaki Egyetemen az ipari elektronika, az
automatika, a vezérléstechnika, a digitilis technika és a szabalyozastechnika
tantargyakbdl és kiilsnb6z8 fakultativ tantargyakbdl tartott el6adasokat.
E targyak nagy részét 6nélléan dolgozta ki, és ezeknek szinte mindegyikét
konyvei, jegyzetei és dtmutatdsai alapjan adjiak ma is eld. Elgsegitette a
szamitastechnikai oktatas fejlesztését, a Budapesti Miiszaki Egyetem szamité-
gépes ellatisat is.

A Budapesti Miiszaki Egyetem rektorhelyettese volt 1963-tél, 1964 és
1969 kizott pedig rektorként vett részt az egyetem vezetésében. Ez id8szak
alatt egyesiilt ismét az Epitipari és Kozlekedési Miszaki Egyetem a BME-vel.
A 60-as évek kozepén végrehajtott oktatasi reform sordn nevéhez fiizddik a
gépesitési és automatizalasi agazat létrehozasa, az 1) tantervek kidolgozasa.
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Szamos hazai és nemzetkozi testiilet, bizottsig munkajaban vett részt
és tobb magyar és nemzetkozi szakfolydirat szerkesztd bizottsdganak volt tagja.
Igy az Automatizalisi és Szamitistechnikai Bizottsig elnike, a Rendszer-
kutatdsi Komplex Bizottsig tarselnoke, a szakmailag illetékes TMB-bizottsag
elnske, az OMFB Szamitastechnikai Alkalmazasi Bizottsag tagja, az Allami
és Kossuth-dij Bizottsig tagja, az Orszidgos Béketanics Tudominyos Bizott-
saganak tagja, a Magyar Elektrotechnikai Egyesiilet elnske, a MATE Iranyi-
taselméleti Szakosztilydnak elnske, az IFAC Elméleti Bizottsaginak tagja,
a WOGSC és a PUGWASH Magyar Nemzeti Bizottsagnak elnéke, Borisz
Nyikolajevics PETROV akadémikussal egyiitt az ,,Irdnyitids és informacié-
elmélet problémai” c. szovjet magyar kozds folyéirat f8szerkesztSje volt.
Emellett az Elekirotechnika és Magyar Tudomdny szerkeszt§ bizottsdgdnak
elnoke, illetve tagjaként is tevékenykedett.

Kézéleti és tudomanyos munkassdgaért tobbek kozott az Allami Dij
I. fokozataval, a Munka Erdemrend arany fokozataval, az Oktatasiigy Kivalé
Dolgezéja kitiintetéssel, Zipernovszky-dijjal, Felszabadulasi és Kruspér Istvan
Emlékéremmel tiintették ki.

CsiAki1Frigyes munkassagara, rendkiviili tehetsége mellett, nagy pontossa-
gavoltjellemz6. Személyében a hallatlan szorgalom szinte paratlan akaraterdvel
és munkabirassal parosult. Emberségéért, szerénységéért kiozvetlenségéért
munkatérsai és hallgatéi nagyra becsiilték és szerették. Eletében sok egyetemi
és fels6bb szintd partmeghizatast kapott és teljesitett. ElGadésait, miveit
atszdtte a marxista vildgnézetébdl, a kommunista tudés és szakember mivolta-
bol add6do szemlélete.

Tudomanyos munkassaganak legf6bb értékét az adja meg, hogy az altala
miivelt hallatlanul széles tudoményteriileteken felbecsiilhetetlen rendszerezd,
feldolgoz6 és kiegészit§ munkat végzett. E munkéival hazai és nemzetkdzi
elismerést vivott ki, és magas szinvonalon allé, korszeri{i oktatés alapjait terem-
tette meg.

Csik1 Frigyes munkéssaga, kivalé tudominyos tevékenysége, irdnyité és
meghatérozé szerepe miiveiben marad fenn.

Deriis egyéniségét munkatirsai és tanitvéanyai szeretettel és tisztelettel
6rzik meg emlékezetiikben.
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