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GLATTFELDER PETER — VAczr PAL

kigy algoritmus input-output sémak elGrebecslésének
korrekeidjara

Az ut6bbi néhdny évben viligszerte szamos cikk, tanulmany jelent meg
az input-output tablak, ezeken beliil is alapvetGen a koefficiensek el8rejelzése
targyaban.t

A nagyfoka érdeklddést a kozép- és hosszitavi tervezés matematikai méod-
szereinek eltérbe keriilése indokolja, valamint az a kériilmény, hogy az input-
output tdblakat ma mar nemcsak elemzési célra hasznaljik, hanem azok alap-
koveivé valtak egy sor olyan (példaul optimalizélisi) modellnek, melyekkel
az eldrejelzés illetve a tervezés tovabb finomithaté, ujabb oldalakrdl koze-
lithetd.

Az input-output analizissel kapesolatban a leggyakoribb a brutté és a netto
output-vektoroknak, valamint a technoldégiai matrix elemeinek a vizsgdlata.
A folyé tervezés egyik alapkérdése, hogy mekkora dgazati ossztermelés (brutté
output) sziikséges a nemtermelé fogyasztas, vagyis a netté output kiboesdta-
sihoz a kozvetlen és a kozvetett raforditasok figyelembevételével, hogyha
ismeretes (vagy elére meghatarozott) a netté output tervévi volumene és
osszetétele. A valaszt kozismert mdédon a raforditdsi szerkezet, a technikai
fejlédés addigi vAltozésa is befolyasolja és igy a jol ismert

X=AX +Y

osszefiiggéshen az Y vektort tekintjik adottnak, az X vektort és az A matrixot
pedig ismeretlennek. Az is elGfordul, hogy az Y-ra nyert eldrejelzéseinket
éppoly pontatlannak tekintjiik, mint az alaposszefiiggés mdasik két osszetevijét,
s fgy mindhdrom tényeziGt ismeretlenként kell kezelni. Dolgozatunk alapkérdé-
s6t tehat az egyedi becslések konzisztencidjanak biztositdsa jelenti, vagyis egy
olyan eljaras kidolgozdsa, amely ezeknek a beesléseknek egy, a Leontief-féle
alapegyenletet is kielégitd korrekeidjit szolgdltatja. Feltételezziik, hogy ren-
delkezésiinkre dllanak az elézéek sorin kapott A’, Y és X' elSrebecslések,
s keressiik az ezekhez legkozelebbi A-t, Y-t és X-et, melyekre mér fenndall
az X = AX + Y oOsszefuggés. A tovabbiakban ennek a feladatnak a meg-
oldésdra adunk egy numerikus algoritmust.

Tegyiik fel, hogy A,(t), Ay(t), Ay(t) .. . A () kétindexes tenzor-skalar,
Xy(1), Xo(t), X4() . . . X,(t) vektor-skalar fiiggvényértékeit — t, (k= 1,2...m)
pontokban ismert matrixok illetve vektorok és eleget tesznek az

' Lésd példaul [37], [5].

I Szigma
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Fi[Ay(2), Ag(t), - All) 5 Xy(8). Xo(t) ... X(8)] — 0
FolAy(0), AglD), - A5 Xylt), Xolt) .. Xo(t)] = 0
FolA(2), Ay(l), ... Al) ;5 Xy(2), Xo(2) ... X(8)] = O
p>0,7r>0,8>0,r4s8>1
feltételeknek. Meghatérozandok e tenzor-skalar illetve vektor-skalir fiiggvé-
nyek extrapolalt (interpoldlt) értékei a ¢ — ¢, pontban.

Nevezziik az ilyen tipusa feladatokat feltételes vektor illetve tenzor extra-
polacidés (interpoliciés) feladatnak, vagy roviden feltételes extrapolicionak
(interpoldcionak). A dolgozat keretében a feltételes extrapoléceid (interpolacid)
altalinos elméletével nem foglalkozunk, esupén a dolgozathan felhasznalasra ke-
riilG extrapoldcids feladat kapesan mutatunk lehetséges megoldasi médszereket.

A konkrét esetben r =1, s =2, p= 1.

Legven

Fi[A(8), X,(1), Xo(0)] = Ay(t) Xy(2) Xo(t) 0

Alkalmazzuk az

Ay(t) = A1)

X, () = X(¢t)

Xq(t) = X (t)
jeloléseket, s jeloljitk a tenzor- illetve vektorkomponenseket a megfelels kis-
betfikkel.

Feladatunk az A({,), X(¢,) és Y(t,) matrix illetve vektorok meghatirozisa
agy, hogy
(X.1) - A(L,) X(ty) = Y(t,)
teljesiiljon, ahol ¢, valamilyen,a ¢;,4,,. .. ¢ L, alappontoktol kiilonhozé (idG-)pont.
Egy lchctsweh megoldds a kovetkezs. Hatdrozzuk meg az z,(t,) és y(t,)

\(kt01— 1lchw az a;(t,) matrixelemeket legjobban kozelité /(¢ 3 yi'(ty) (-,s
a;;(t,) vektor- illetve matrixelemeket az ismert (), 1/,(!,,) ,/(t,‘) (Ic .
=1,2,...m) vektor- illetve matrixelemek surftuorréwl valamilyen skalar
extrapolac 1és mddszerrel. Ha az fgy nyert X'(¢,), Y'(t, ) illetve A’(,) kielégitik
(1.1)-et, akkor a feladatot megoldottnak u*kmthotjuk cgyébként ()lyun meg-
oldast kell keresniink, melyre (1.1) teljesiil, de j(’)l kozeliti a vesszével jelolt
értékeket is. Gyakran el6fordul, hogy az X'(t,), Y'({,) vektorok illetve A'(t,)
matrix valamelyikét kételezéen el kell fogadni, ezért a gyvakorlatban a foladat
aldbhbi részfeladatainak megolddsa vilhat sziikségessé:

a) az elrebecsiilt X(t,), Y({,) és A(t,) viltozdk egvike sem rogzitett.
b) Y(t,) = Y'(t,); Y’ mgzit(tt
c) X(t,) = X'(t;); X' rogzitett;
d) A(t) '(fq): A’ rogzitett.
A tovabbiakban a vektorok és matrixok ¢, argumentumait elhagyjuk. Vezessiik
be a kovetkezi jeloléseket:
H(AA') = 3 (4 — ay)
ij
HX, X)= 3 (@, — 2iy*

Ho (YY) == 2} (, y;)‘-’



INPUT-OUTPUT SEMAK BLOREBECSLESE 167

Vizsgaljuk ezutén kilon-kiilon az el6zdekben jellemzett négy esetet.

a) Konnyen belathatd, hogy az X', V' és A’ eldrebecsléseket jol kozelitd,
(1.1)-nek eleget tevé komponensek meghatarozasa az alibbi szélsGérték
szamitasi feladatra vezet:

H = H(A A) + HyX, X') + Hy(AX, ¥’') — minimum !

A megoldhatosiy szitkséges éx csetiinkben elégséges feltétele is, hogy

1 oH ; , :

28 a3 aymm, Y = 0

2 oy, i

1 (}1/ s ; j

&, Ty + X oy Dy - 2 Gy =0
2 f).l',_v i / i

teljesiiljon. Megoldandd tehat az
(I.a.1) AE + XQOX) = A"+ Y'QOX
(1.a.2) (E + ATA) X —"X" 1 ATY"

vektor-matrix egvenletrendszer, ahol AT-vel az A matrix transzponaltjit

jeloltik, a O ])((htr a vektorok diadikus szorzatdnak miveleti jele.
Az (1.a.1), (1.a.2) egyenletek iterativ eljardssal oldhaték meg. Az iteraciéra

az elGzondl alkalmasabb alak:
(1.a.3) X = (E4 ATA) (X' 4+ AT Y")
' o o 1 2
(1.a.4) A-(A4YOX)IE : X0O0X
b+ & X
Az utdbbi egyenlet levezetésénél felhaszndltuk azt a matrix-elméleti azonossi-
got, amely szerint az invertilandd

R S+ VOW

maltrix inverze
I

1.a.5 R S Sy O WS
e 1+ (WS 1Y) &

alakba irhato, feltéve, hogy az S matrix is invertalhaté; (L. pl. [1].)
Az (1.a.3) - (l.a.4) egy vnlt-tcl\kol definialt iterdcids el]axﬁq a kisérletl szami-
tasok soran gyors konver venciat eredményezett.

b) Ebben az esetben, vagyis amikor az Y rogzitett, a szélsGértékszamitisi
feladatot A ~'-re célszerii felirni, mivel, mint latni fogjuk, A kiszdmitésa igv
kiilonosen egyszeriivé valik. Keressiik tehat a

H- H (A LAY - H(A1T Y, X') -+ minimum!
szélsGérték szamitdsi feladat megoldéasat. Képezve a parcidlis derivaltakat,
1 ol

2 dar?

1 ’ ) § Al 1 ’ ’ ’ p ’ -
Ay Qpr = 24 (l‘kj 7/] Yr Ty Yy - 0
J

llt
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adodik, ami atrendezve illetve matrix-szimbolumokkal felirva azt jelenti,
hogy az

(1.b.1) A7l AT LAY QY - X' QY =0

egyenletet kell megoldanunk. Szorozzuk (1.b.1)-et balrél A-val és rendezaziik
az egvenletet, aminek eredményeként az

AAT - X' QY)=E+ Y QY
osszefiiggéshez jutunk. Ebbol (1.a.5) felhaszndlasival kapjuk a keresett ered-
ményt, a korrigalt A matrixot:
'l 7/ ’ ’v
————X"OQY'A
14 Y'A'X’

Ezutan az X vektor meghatarozisa az (1.1) alapjan méar egyszer feladat.

(1.b.2) A-ELYOY)A|E

¢) Most az X elGrebecsiilt értékét tekintjitk konstans vektornak és olyan
A matrixot illetve Y vektort akarunk meghatarozni, amelyek kielégitik (1.1)-et
és ugyanakkor A’-t6] illetve 17-t6] valé eltérésitk minimdlis. Vagyis a

H— H (A A)+ Hy(A X', Y') > minimum!

feladatot kell megoldanunk. EbbSl a megfelels derivalas utan az

l 811 ’ Al Y P 4 ’
= pp G _\_, @y Txy — Yy @ — 0
2 1]0,\,, /

azaz
A—A+AXOX -Y OX =0

s

formuldhoz jutunk, melybdl (1.a.5) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

(1.c.1) A-@WHIOX)(E ]'\,Yz\"o X’
o I V' AX)OX
LAk YR

ami mar a keresett megoldis. Az V vektor mechatarozisa ugyancsak az (1.1)
alapjan torténik.

d) Abban az esethen, ha az A-ra vonatkozd elérejelzést rogzitjitk, akkor
az X meghatirozisira szolgdld szélsGértékieladat

H — Hy(X, X') + HyA’" X, Y’) — minimum!
amelvnek megoldisihoz az
1 oH )
. . v 7 v ! 4 . Al { 4 - *
B T x Y ag, _} ;) 2, iy y; = 0
2: ow;; i b i
egvenlet, azaz

X—-—X'+ATAX —-ATY =0
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kell hogy teljesiiljon. Ebbdl
(1.d.1) X=(E+ATA)y (X +ATY)

Az Y vektor meghatdrozasa itt is az (1.1) felhasznaldsdval torténhet.

Ha a fenti eredményeket input-output szdmitdsokban akarjuk alkalmazni,
az A matrix szerepét értelemszertien az E — A matrix veszi 4t.

Megemlitendd, hogy az input-output analizis egyik alapkikotése a techno-
l6giai koefficiens-matrix nem negativitdsa. Ezzel a kérdéssel az algoritmus
kidolgozdsanal nem foglalkoztunk, 1évén, hogy az dgazati kapesolati mérlegek
elérebecslésére val6 alkalmazdst amiigy is csak mint specidlis esetet tekin-
tettiilk. Az egyes fajlagos mutaték idSbeli monoton csikkenése kozismert
jelenség, s a trendszdmitds eszkozei mellett egy id§ milva ezek az értékek
feltétleniil nem-pozitivva kell hogy véljanak. A kozgazdasigi gyakorlat ez
esethen negativ koefficiensek helyett zéréval szokott operdlni.

Bgy numerilus alkalmazds

Példink realitdsa érdekében a KSH illetve az OAH 19591966 évekre
késziilt 15 szektoros védltozatlan dras (1965) nettdsitott és azonos szerkezetre
hozott dgazati kapcesolati mérlegeibél indultunk ki.2

Kzt a mérlegsort vontuk dssze 5 x 5-6s méret(ivé (ipar, épitipar, mezbgazda-
sdg, kozlekedés, kereskedelem) s az fgy nyert brutté és netté outputokat,
valamint technolégiai matrixokat extrapoldltuk. Az el6rebecslés ,ex post”
jellegii volt, vagyis az 1959—65-Gs adatok alapjin tortént 1966-ra. (Mely évre
tehat tényadatunk is volt.) Az alapadatok prognézisa linedris és exponencidlis
trendek alapjin tortént, s lévén, hogy mind az elérejelzésck, mind pedig azok
konzisztencidjdnak biztositdsa vonatkozdsdban egyméshoz igen kizel 4116
eredményt kaptunk, itt csupdn a linedris elérejelzés ercdményét ismertet-
jik.

Brutté termelés (X) 1966-ban (1965-6s dron)

m Ft

Tineilaan ’ Feltételesen extrapolalt

Agazat Tényadat extrapoldlt ahTh — roguftett A

Ipar 206 418 297 233 296 R44 295 358 - 296 817
pitéipar 44 964 42 371 42431 41 862 42 431
Mez8gazdashg 78 346 74 495 74 337 74 156 74 324
Kézlekedés 23 497 23 767 23 929 23 856 23 934
Kereskedelem | 21173 | 21 598 | 21 521 21 201 21 517

* Az alapadatok ebben a formdban megtaldlbaték [7]-ben. A ezéban forgd okono-
metriai modell koefficienseinek elérebecslési, pontosabban konzisztencia-keresési méd-
szertana nem azonos az itt ismertetésre keriilé eljdrdssal.
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Nett6é outputok (¥) 1966-ban (1965-6s dron)

m Ft
| ‘ LineArisan b‘eltételwn extmpolélt
Agazat | Tényadat bty T T 0
: o | extiapoldle [ iteralt { tlig'l(tett X B régz(tert,i A
Ipar ! 154 763 J' 160 936 1 161 574 161 845 161 619
Epitéipar ! 37 625 33 864 34 061 34 010 34 080
Mezbégazdasag i 28 816 ‘ 26 250 l 26 607 26 680 26 635
Kozlekedés 7195 7991 | 7 074 7 809 7 984
Kereskedelem l 15011 15 294 i 5 463 15 529 15 476
Ipar fajlagos (hazai) anyagfelhaszndlisa (A) 1966-ban (1965. évi dron)
S s —w| A BIRAT N Fel%mlw«m thmpolélti_— L
t Tényadat Extrapoldlt [
S ‘ i e L xwrélt I mg'lftett X l rdgzm.u. ¥
e *"T el PRESEEES 1 s
[par I 0,3489 0,3324 ‘ 0,3326 0,3327 0,3367
pitSipar ! 0,0106 1 0,0142 ’ 0,0143 0,0142 0,0137
Mezbgazdasig 0,0870 | 0,0885 I 0,0887 0,0887 0,091)
Kozlekedés ' 0,0203 0,0195 0,0195 0,0195 0,0204
Kereskedelem | 0,0123 { 0,0129 ‘ 0,0130 ’ 0,0130 0,0129
Epitdipar fajlagos (hazai) anyagfelhasznialsa (A) 1966-ban (1965. évi dron)
3 ? mm&@h extrapoldlt
Agazat Tényadat 1 Extrapolalt i S i e
j itordlt ‘ rogzitett X f rogzitett 1
iy ol -t s e xS
}:pm' | 0,3900 | 0,3869 0,3865 ! 0,3869 ! 0,2725
}p(t:’Sipar 0,0217 0,0178 | 0,0178 | 0,0178 | 0,0160
l\!ezogazdaség 0,0070 | 0,0000 0,0011 0,0000 0,0000
Kozlekedés 0,0859 | 0,0856 0,0856 | 0,0856 0,0843
Kereskedelem 0,0176 0,0144 0,0141 i 0,0144 | 0,0135
|
Mez6gazdasig fajlagos (hazai) anyagfelhaszndlisa (A) 1966-ban (1965-6s dron)
= e | i Feltételesen Mtrupu.l;sit;
Agazat Tényadat | Exteapollt | T
i i | i | iterdlt ’ rdg'/it«tt X ! rogaitett ¥
— | L - | s S
lIépal‘ | 0,1483 0,1459 ’ 0,1460 [ 0,1460 } 0,1414
pitdipar 0,0109 00117 0,0117 | 0,0117 0,0111
Mezdgazdasig | 0,205 0,2827 \ 0,2827 |  0,2827 0,2815
Kézlekedés i 0,0020 0,0021 | 0,0021 | 0,002] 0,0018
Kereskedelem 0,0158 | 0,0156 |

0,0157 | 0.0157 ’ 0,0153
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Kozlekedés fajlagos (hazai) anyagfelhasznéldsa (A) 1966-ban (1965-6s dron)

| Feltételesen extrapolalt

Agazat i Tényadat ‘ Bxtrapoldlt |~ T
! } iteralt rogzitett X l régafitett ¥
|
Ipar ’ 0,2810 ' 0,2853 ’ 0,2853 0,2854 L 0,2723
E'[pft('iipar 0,0710 i 0,0797 0,0797 0,0797 i 0,0783
Mezdégazdasag 0,0079 0,0111 0,0112 0,0112 | 0,0073
Kozlekedés 0,0135 ’ 0,0264 0,0264 i 0,0264 l‘ 0,0251
Kereskedelem 0,0125 1 0,0108 0,0108 0,0108 | 0,0100

Kereskedelem fajlagos (hazai) anyagfelhasznaldsa (A) 1966-ban (1965-Gs 4ron)

7777777\
1

| Feltételesen extrapolélt

|
Agazat | Tényadat i Extrapol alt (o
‘ i | iterdlt l rogzitett X | roguitett ¥
Ipar | 0,1167 0,1132 l 0,1132 I 0,1132 0,1124
Epitsipar 0,0324 0,0282 0,0282 0,0282 0,0281
Mezbégazdasig 0,0042 0,0055 ( 0,0055 0,0055 0,00583
Koézlekedés ! 0,2802 0,2663 0,2663 0,2663 ‘ 0,2662
Kereskedelem { 0,0082 0,0079 0,0079 0,0079 0,0078

Mint lathaté, a feltételesen extrapolalt értékek, vagyis melyek az
X = AX + Y egyenletnek is eleget tesznek, igen kozel dllnak az egyedileg
beesiilt értékekhez. Tapasztalatunk szerint a legjobb kozelitést 4ltaliban az
iterdlt, a legrosszabbat pedig a rogzitett ¥-nal torténé szdmités adja. A tény-
adatoktdl vald eltérés, a szérds nagysigrendje a feltételesen extrapolalt érté-
kekre dltaldban nem rosszabb, mint az egyszer(i becslés esetében.

( Beérkezett: 1970. mdjus 15.)
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AN ALGORITHM FOR THE CORRECTION OF THIE FORECAST
OF INPUT-OUTPUT SCHEMES

In this paper the authors try to find a solution to the following problem.

Let us assume the vectors X’ and Y’ (originating mainly from estimates), as well
as the matrix A’ given and let us determine the vectors X, ¥, and the matrix A in a way
hat the equation

AX =¥

should be satisfied and that the sum of the component’s square in the differences
A’ — A, X’ — X and Y’ — Y should be minimum. The main result of the paper is an
iterative procedure, solving the non-linear simultancous equations equivalent to the
above-mentioned extremum problem. Although there is no theoretical convergence proof
in the paper, the procedure proved convergent when applied to practical numerical
problems. The authors deal also with a special caso of the problem, i.e. with the appli-
cability in the input-output analysis, for which the solution can be written down oxpli-
citly.

AJITOPUTM [J151 KOPPEKLIMU NTPEBAPUTEJIbHBIX OLIEHOK INPUT—-OUTPU'T
CXEM

B Hactosielt pafore aBTopbl MILYT PEIIeHHe cjeaylomeH podnempr: Iycrb ganst (06niuno
[0JIyuaioTest U3 oLeHOK) Bektopnl X/ 1 Y7/, marpuua A/, w onpeenum sextopnt X, Y 1 matpHiy
A raxem 06pazom, 4T0OBI BBITOJHSJIOCH YPasHEHHE
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A termdéfold optimalis hasznositisa

Az ipari fejlédés elkeriilhetetlen velejaréja a mezbgazdasdgi hasznositdst
foldek teriiletének csokkenése. E jelenség figyelheté meg Magyarorszdgon is.
Az 1920-as években 13 millié kh mezGgazdasdgi és 9,73 millié kh. szadntéterii-
letiink volt. Ma a mezégazdasédgilag mtivelt teriilet és szdnté kereken 1 millié
kh-val kevesebb. Magyarorszdgon nines méd j foldek miivelésbe vételével
kompenzélni a nem mezdgazdasigi jellegli hasznositds novekedését. Az orszag
népsfiriisége is nagy, a vildgatlag otszorose és 209,-kal haladja meg Eurdpéét.

Miés oldalrél viszont olyan folyamatot lathatunk, hogy niovekszik a lakossig
10gy‘187tasu ¢s a mezdgazdasigi termékek exportja. Vdgyls ceokkend tenden-
cidt mutat a miivelés alatt 4ll6 terméfold teriilete és novekvd tendenciat a
mezdgazdasdgi termékek irdnti igény. Ezen ellentmondés megoldésa tobbfe]e
maédon megy végbe, nevezetesen:

1. Kozgazdasagi eszkozikkel korldtozzuk egyrészt a foldek nem mezdgaz-
daségi jellegli igénybevételét, mésrészt a gazdasdgi mechanizmus sordn olyan
szabalyozékat hoztunk miikodésbe, amelyek a meyogazdasagl tizemeket a
folddel val6 takarékos gazdalkodésra serkentik.

2. Evr6l évre jelent6s raforditdsokat végziink a féldek terméképességének
megovisara és fokozéséara.

3. Korszer(i agrotechnikai eljardsokkal, j b6termd fajtdk létrehozdséaval,
vagy honositasdval noveljiikk a hozamokat.

4. Adminisztrativ Gton szabdlyozzuk a terméfoldek rendeltetésszerti hasz-
nalatdt, torvényt hoztunk a mezégazdasdgi foldek védelmérsl (1961. évi
VI. torvény).

A, kevesebb foldrél tobb termék’ ellentmondis megoldédsaiban tébb eljaras
is optimalizdlhaté6, példéul:

1. a talajjavitdsra rendelkezésre 4llé erGforrdsok optimélis elosztasa,

2. a rendelkezésre 4ll6 term6foldek optimélis hasznositégsa.

Mindkét emlitett témakor — a feladat természetétsl fuggoen — tobbféle
modell alkalmazasit igényli.

A tovébbiakban csak a foldhasznositds optimalizalésérdl lesz szd.

A foldhasznositis optimalizaldsavak Iényege

A mez8gazdasigi termelésben sok évezdzad tapasztalata alapjdn kialakult
egy bizonyos értékitélet arra nézve, hogy a kiilonbézé mindségli foldeket
milyen médon célszer(i hasznositani. Régéta ismerik az egyes novényeknek
a termdtalajjal szembeni igényeit. Tsmeretes az is, hogy egyes novényféleségek-
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kel mekkora termelési értéket, nyereséget (vagy veszteséget) lehet kiillonbozd
talajokon elérni. A széls6 értékek kozott igen jelentds a kiilonbség. Példaul a
Kertészeti Egyetem Tangazdaségdban a gyiimolestermesztés a leggyengébb
talajokon 12—14 000,— Ft, a legjobb talajokon 70—80 000,— Kt termelési
értéket ér el. A leggyengébb termdfoldeken a kukoricatermesztés veszteséges,
a legjobbakon nyereséges.

A terméfoldek hasznositdsdban eddig kialakult gyakorlat két elgondolés
egyiittes alkalmazdsara épiilt:

1. alapvet@en bioldgiai szemléletbdl kiindulva arra térekedtek, hogy a né-
vényeket olyan talajféleségeken termeljék, amelyeken a névények megkapjik
mindazokat a feltételeket, amelyek a legnagyobb, legjobb minGség(i terméshez
sziikségesek,

2. gazdasigossigi nézépontbdl kiindulva olyan elhelyezést tartottak kiva-
natosnak, amely mellett a villalat nyereséggel gazdéilkodik.

Egyik elgondolas sem és mindketts egyiitt sem jelenti a terméfold optimalis
hasznositésat.

Az optimilis foldhasznositas iizemi modellje

Kéttéle eljaras koziil valaszthatunk:

1. A foldhasznosités optimalizéldsdnak beépitése a villalatfejlesztés komplex
modelljébe.

2. Az adott és mér optimalizélt vallalatfejlesztési megoldis eredményeit
feltételként beépitjitkk egy sajatos foldhasznositési modellbe.

Az els6 eljaras leirdsat itt mell6zhetjitk, annak lényege megtaldlhaté a
Szigma 1969. évi 4. szdmaban. (Csdki Csaba: Egy mez6gazdasdgi véllalat
fejlesztési terve.)

A mésodik megoldés sémdja az aldbbi.

x; X3 X
e bieagghis ]
1 SR [N G D R i En | =Db
1+ oox o |
(1) 0* 1* : : 0* 1
u, . . i b,
0%y 208 o | 2N LI
P ok

E jelek értelme:

xp vektorhoz tartozé tevékenységek egy meghatirozott talajon folyé tevé-
kenységet jelentik — pl. a leggyengébb minéségli talajokat képviselik,

x} a jobb talajokat,

x* pedig a legjobb talajokat,

u, vektorhoz tartozé feltételek méar optimalizalt modell eredményeit tar-
talmazzék, s ezek keriilnek a programba, mint kitelezd termékkiboesétés
b,-ben,
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u, vektorhoz tartozé feltételek Osszegez és nullvektorokat tartalmaznak,
és a kiilonféle talajoktél rendelkezésre 4ll6 mennyiségeket jelentik.
A feladat feltételei:

XY Xy O
Ex,+Ex,+...E; x,=b,

¥
L %ex,

1*x,

= b,

*

1*x,.
A célfiiggvény:

Y =e¢*x; + ¢*x, + ... + e*x, — max/

Feltiing e feladat hasonlésiga a széllitési feladatokhoz. A széllitdsi program
szokdsos séméja 4tiiltethets egy fold-elosztési programba, mégpedig az aléb-
biak szerint:

xa X Xy xj T
Ug 1 el = 1 ba
N \\\ N\
\\\ \\
U, 1 1 1 bq
(2)
w, |1 L by
1 1
- ; i .
w,, 5 : 11 b,
e, O il B A Cm

Mint széllitdsi feladat a (2) alatt jelzett modell homogén termékek szét-
osztésdt jelenti. A fold — bér igen eltéré mindségli — mégis homogénnek
tekintheté abbdl a szempontbél, hogy azon (a programba felvett) valamennyi
termék elGallithat6.!

Ezek szerint:

Co-tol x-ig futé sozlopok nemcsak egy felad6helyrdl tobb atvevdhelyre valo
szdllitast jelenthetnek, hanem egy talajféleségen el6allithaté tébbféle terméket
i8. Ebben az értelemben a z,-t6l x-ig futé oszlopok az elsé feladéhely helyett
az egyik talajfélét — mondjuk a leggyengébbet, x,-t6l x-ig futé oszlopok
(.'s] mésik talajfélét, mig az utolsé blokkban futé oszlopok a legjobb talajfélét
Jelentik.

' A célgéppel ellentétben a szé igazi értelmében nines | cdlfsld”.
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Az u,-t6l uy-ig fuld sorok azt irjédk eld, hogy mit kell elszéllitani — vagyis
mit, l\ell a foldeken elallitani, az u,-tél u,-ig futé sorok pedig korlatozzdk az
egyes atvevGhelyek atveviképességét — azaz korlatozzdk az egyes talajféle-
ségekbdl rendelkezésre 4ll6 mennyiségeket;.

Mint szallitasi feladat, feltételei azonosak az (1) alatt jelzett modell felté-
teleivel, mert

x;; > 0 ugyanaz, mint x¥*, x¥% .. k=0
- D & "Z —

L
azaz negativ eredmény nem keriilhet a megoldasok kozé akér negativ mennyi-
Sée va]ht.marol. akar negzmv foldteriileten valé termelésrél legyen sz6;

__},';r,. h; ugvanazt jelenti, mint
J=
L 1 N - | 0 - e
El X T hz"z Fo.oo l"m Xm = bI
azaz meghatarozott mennyiséget kell szallitani, vagy meghatdrozott médon
kell az egyes talajokat hasznositani, végiil

Y . 017 M
2 @ — by ugyanaz, mint
i=h
1% x5
1% x4

= by
Je

m

mert mindketté korlatokat jelent, az el6z6 az dtvevGhelyek atveviképességét.
az utobbi a foldek korldtozott voltat.
De ebbdl kovetkezik, hogy fenn kell dllni a

g n

b= 3 b feltételnek éppen gy, mint a

i= k=h
1%x,
1*x,

Ex, +Ex, + ... +E,x,=b =b,=

Ky
1#%x,,

feltételnek, mint a maradék nélkiili elosztis feltételének is.
Vagyis az (1) alatt jelzett modellben.

— a feltételek mind kivétel nélkiil egyenlségeket tartalmaznak,

— a matrixban csak 0 és 1 értékek wucpclnck

— a felosztand6 f6ld kétszer fordul el6 a korldtok kozott (b; és b)

— a matrix blokkokra oszthaté fel, meg,pmhg felsé és alsé blokkokm a felso
blokkok mindegyike egy-egy egységmatrix, az alsé blokkok mindegyike
egy osszegezO vektorbél és tobb 0 vektorbol dll

— a fels6 blokkok szdma annyi, mint az alsé blokkokban lev sorvektorok
szdma -~ ez sziikségszer(i, mert egy-egy felsé blokk egy-egy talajféleséget
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jelent, az als6 blokkok sorai pedig a talajtipusbdl rendelkezésre allé terii-
letet képviselik.
A széllitdsi feladattél vald eltérés abban all, hogy itt a célfiiggvénynek
nem « minimdlis, hanem maximlis szélsé értékét Leressiik.
Bz az eltérés egyébként teljesen érthetd, mert a termdfolddel vald ésszeri
oazdalkod4s maximélis termelési értékkel (vagy nyereséggel) indokolt.
Uzemi szintii szamitdsok késziiltek a Kertészeti Egyetem Tangazdasiganak
modellje alapjian. A legfontosabh, gyakorlatban alkalmazhaté kovetkezteté-
sek az aldbbiak:?
Hatdrozott tendencia mutatkozik arra, hogy a _teriiletegységenként leg-
nagyobb termelési értéket vagy nyereséget ado nuvenvfa,]takat a legjobb
termesztési korulmuwek kozott, a legjobb mindségli talajokon kell ter-
melni, a kisebb értékiieket pedig a gyengébb ldchJOI\On
Iz a kovetkeztetés ellentmond a kialakult gyvakorlatnak, de ez érthetd.
A gyakorlati szakemberek a termdéfoldek hasznositésiban egy-egy novény-
fajta igényébdl indulnak ki, szemléletitk agrondémiai-biol6giai bedllitottsdgi.
[zzel szemben az optimalizalas kozel sem jelenti azt, hogy minden névény
(’qye’n/.ént a neki megfeleld elhelyezést kapja.
Kialakul a novenyek rangsora abban, hogy a termdhelyi adottsigok rang-
soraban a novények hol hclwzkulnok el. A két rangsor parlmzdmosan fut:
legértékesebb novények 2 legjobb foldeken.
A vusgalt talajok kozott nemesak talajmindség, hanem 6ntozott és onto-
zés nélkiili miivelés szerint is kiillonbséget tettiink. Az ontozott teriilet
valtozdsa, mint paraméter, lehetiséget adott az ontozés és a termelési
érték, valamint az Ontozés és a nyereség kapesolatanak jellemzésére.
Néhany ilyen regresszios gorbe:
a termelési érték (V) novekedése az ontozott teriilet (X) fiiggvényében

Y = 3,19 4 0,56496 X

ami azt jelenti, hogy az ontozés hatdsdra a termelési érték mintegy 509,-kal
novekszik, vagy ugyanez a nyereséere nézve

Y = 17,79 4+ 0,989 X

ami azt jelenti, hogy az éntozés hatdsira a nyereség (V) nagyjabol megkét-
szerezédik.?
Az emlitett szamitasokat a gazdasag jol hasznositotta, s a kordbban defi-
cites gazdalkoddst évi 10 millié 17t nyereség viltotta fel.
Az (1) alatt jelzett modell f6ld minimalizdlasi feladatta alakithato at.
Hycn tipust feladat megolddasira akkor van sziikség, ha
a termdékkiboesitisi kotelezettség adott, s azon szamottevoen nem lehet
viltoztatni pl. szerzGdési l\otvl('/olinvg népgazdasigi szitkséglet miatt,
ezen adott kiboesétdst minimalis foldteriilet lg(\nvhev(‘lolovvl célszerti
megoldani.

“1tt esak a terméfold hasznositasara vonatkozd kivetkeztetések szercpelne k.
¥ Ugyanezen osszefiiggést pontosabban - ])d] kevéshé szemléletesen fejezi ki a hat-
\anyfug,,g.,vonv gorbéje (Y = aX- ahol 0 < /; < 1) 8 eszerint az emlitett két sszefiiggés
figgvénye:
log Y —= 0,3639 -~ 0,867299 log X

log ¥V — 0,51159 1 0,78619 log X
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E feladat gazdasagi értelme: a termelés koncentracidjdval megtakaritds
érhetd el kiilonb6zé koltségekben, s ha van tobblet kapacitds, a megtakaritott
fold is hasznosithato.

A foldminimalizalasi modell az alabbi:

x} x3 o X7
\ ; |
1y i A] Az Am : bl
i ]
o b 0+ 0* |
, o 1* 0 :
(3) | |
Uy | b,
o0 0 1
1:(:
Kbben a modellben x¥ x% ... x5 értelme ugyanaz, mint a (1) alatt jelzett

modellben, valamint u,. b, u, és b, jelolések is megegyeznek az ottanival.
Az A matrixok azonban eltérnek.

Az A-k most diagonalis matrixok, melyeknek koefficiensei azt mutatjik,
hogy az egyes novények az egyes talajokra mekkora dtlagtermeést adnak.

Ez a modell is mutat bizonyos hasonlésigot a széllitasi feladathoz. Itt is
szigorit mennyiségi Osszefiiggés van a sor- és oszlopvektorok kozott: annyi
A matrix van, ahdny osszegezd vektor szerepel az u, feltételrendszerben (az
alsé blokkokban annyi sorvektor van, ahdny felsé blokk van).

A feladat feltételei:

Xy, X% allxn 2= 0

azaz a program a termdfold felhasznalisira nem adhat negativ eredményt

Ax, + A,x, + ...+ Ayx, = b,
o foltételek a kotelezd termékkiboesatdst tartalmazzak,
1* x,
1%x,
b'.!
l’i‘ X

azaz a felhasznélt fold nem haladhatja meg a talajfélék szerint rendelkezdésre
All6 mennyiségeket.

A feladat hasonlé a szallitdsi feladathoz, de nem azonos azzal. Ugyunis
b, értékek és b, értékek egészen eltériek.

Az el6bb mint kiboesatési kitelezettséy terméktomeget, suly vagy érték-
mennyiséget, az utébbi viszont teriiletet jelent. Vagyis:

1*b; 5= 1*b,

osszefiiggés all fenn.
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A cdlfliggvény azt tartalmazza, hogy az
Ax, +Ax, + ...+ A,x,=h

egyenloséghen megfogalmazott kibocsétdsi kotelezettséget hogyan lehet mini-
mélis foldteriileten teljesiteni, azaz
Y = —(1*x; 4+ 1*x, 4+ ... 4 1* x,,) — max!

K modellhez még a kivetkezd megjegyzések sziikségesek:

Az A matrix nem minden esetben szabélyosan diagondlis, ugyanis lehetsd-
ges, hogy valamelyik talajcsoporthan néhény termék nem szerepel.
Valamilyen meggondoldshdl kiindulva sziikségessé valhat még olyan ki-
kotés, hogy eldirjuk az elérheté fold-megtakaritist egy meghatarozott
talajféleségre. Nyilvinvalénak latszik ugyan, hogy a program a megtakari-
tdst a leggyengébb mindségti foldeken fogja kimutatni, de ugyanakkor
lehetséges, hogy ¢ talajesoporthoz tartozé teriileten van méar valamilyen
létesitmény, vagy a fekvése kedvezd és ezért nem kivdnatos, hogy éppen
itt keletkezzék megtakarités.

Egy népgazdasagi szintii foldminimalizalasi kisérleti modell

A (2) alatti modellhez hasonld szdmitésok kéeziiltek a , Népgazdaségi prog-
ramozis 1966 —170" harom szektor-modelljének dtalakitdsa és osszekapesoldsa
révén. K szémitésok és a vele kapesolatos vizsgdlat célja az volt, hogy egyrészt
tisztaban ldssuk a hdrom szektor (zoldségtermesztés, sz6l6termesztés, gyimoles-
termesziés) termékeinek a jobb mindségl foldekért folyé versenyét: melyik
termék melyik foldrél, melyik terméket szoritja ki, mésrészt, hogy mekkora
meértékl a megtakaritds a terméfold haszndlatiaban, végiil, hogy egyéltalén
lehetséges-c uz eredeti modellek Atalakitasival és osszekapesolasaval olyan
modell konstrudldsa, amely alkalmas arra, hogy mds kapacitdsok — pl. szer-
ves és miitragydk, egyéh vegyszerek, gépek, bérek és munkaerd sth. optimadlis
elosztdsat kutassa.

A népgazdasdgi programozés emlitett hdrom szektordnak modellje egysze-
riisitve ¢ég blokkokra bontva az aldbhbi volt:

x* ys Yk z? z
RTn e s e
\ C 0 0 0 0 ib“
0 E 0 0 0 b,
(4) 0 0 E 0 0 b,
Lo 0 Lo E i o |u
A o0 b,
0* d 0 irdd 0 .| be
or 0+ & o ~d* | b,
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]L jelek értelme:

x* a termelési valtozok vektora

v;“ szocialista export valtozok vektora

yi ,A t6kés export valtozdk vektora

szoe. import valtozok vektora

t6kés import valtozok vektora

belss ellatasi feladat matrixdnak egyiitthatoi
anyagfelhasznilds matrixdnak egyiitthatoi
foldfelhasznalds matrixanak egyiitthatoi

gép és épitési felhasznilisok matrixdnak egyiitthatol
és —E egységmatrixok

nullmatrixok

d* ¢és —d¥ szocialista export és importvektor
F&s —df t6kés export és importvektor

0% nullvektor

b, belsS ellitasi feladat vektora
anyagfelhaszndldsok korlatainak vektora

b foldfelho,szndlasok korlatainak vektora

b, szocialista export korldtainak vektora

b. t6kés export korlitainak vektora

b, szocialista import korlitainak vektora

b, gép és épitési felhaszndlisok korldtainak vektora
by szocialista devizamérleg

tékés devizamérleg

oHUAEENN!

hg

Mivel a foldhasznositas vizsgilata csak azt a problémat allitotta elétérbe,
hogy a mar elbzetesen, szektoronként optimalizalt termelési el6irast (belso
ollatds és export egyiitt) lehetséges-e kevesebb fold igénybevételével teljesi-
teni, nyilvanvalé, hogy nines sziikség a (4) alatti modell valamennyi blokk-
jara és vektordra. A harom szektor modellbsl (jeloljiik a tovabbiakban Z.,
Sz., Gy-vel) ki kellett venni az A blokkot (A% A®* AUV) tovibbéd az ezekhez
tartozé b b$ és b% korlétvektorokat, tovabba a €% €5 és €% foldfelhasznéla-
si blokkok(tt valamint a hozzajuk tartozé b b és b foldfelhaszndldsi  kor-
latvektorokat.

A vizsgalat két célfiggvénnyel tortént: egyszer mint foldminimalizdldsi,
s egvszer mint termelési érték maximalizalasi feladat. 1Kz utébbihoz  sziiksé-
volt még a df vektorra, a célfiiggvényben. '

A héarom modell sszelkapesolasa sordn azonban nem arrél volt sz6, hogy
a hdrom eredeti matrix egyes blokkjait dtalakités nélkiil lehetett volna Gssze-
kapesolni, mert az credeti és az osszekapesolt modell struktiardja eltért egy-
mast6l! Az dsszekapesolt modellben a € blokk az alAbbi

1% 0% . 0%~

0% 1+ . 0%
C

0* 0% . 1*

' A harom szektor-modell a f6ldfelhagznélasi koefficienseket 1 ¢ tormék kibocsatasa-
hoz sziitkséges foldmennyiségben adta, az ésszekapesolt modellben viszont 1 egység fold
termékkiboesatisa szerepelt.

l
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vagyls azonos az (1) és (2) alatti modell als6 blokkjaival. Ennek megfelelGen
a kovetkez6 modellt kaptuk:

x*Z x>;<Sz XGy

A7 0 R ¥

0 AS: 0 } by

0 0 A% bg”

5) TR op o R ‘

1 c | bf+ b + b
et
)

ahol ef a foldminimalizalasi célfiiggvény, ahol
ct=—1%
cf pedig termelési érték maximalizaldsi célfiiggvény, ahol
of = [d}%, dF%, 4]

Az (b) alatti modell hossz, szalagszeri matrixot adott; méretei: 26 feltétel,
84 valtozé (segédvaltozok nélkiil).

A feltételek koziil a termékkibocesiatasi mérlegek szama 19, a foldkorlatoké
7, az el6zGek > az utébbiak < reldciéban szerepeltek. A foldkorlatok
b% - b¥ + bY Osszegezése azt jelenti, hogy megengedett az egyik szektor
foldjének masik altali igénybevétele.

Az 1966 —170. évi népgazdasigi terv szerint a harom szektor ésszesen 565,7
ezer kh teriiletet kapott. Ugyanezen terméktomeg azonban a foldek optimélis
closztésaval 31,7 ezer kh-dal kisebb teriileten is elGallithato, s ez igen tekin-
télyes mennyiség.

A két (cliugw\ ény szerint optimalizalds elcdmenyc a termékek elhelyez-
kedése szempontjabdl nem mutatott eltérést: a ef célfiiggvény hasznositotta
w e} célfiiggvény eredményében megtakaritott foldet.

Mindkét optimumban kimutathaté a termelés talajfélék szerinti koncent-
raciGjdnak eldnye, valamint tendencia arra nézve, hogy mely termékeket
milyen feltételekre célszeri koncentrélni:

— a borsz6lét, ha homoktalajokra keriil, ajanlatos teriiletének kereken 1/7
részén ontozni,

- a zoldségfélék a jobb mindségii kozépkotott talajokra keriiltek,

az Osszes paradicsomtermd teriiletnek 879%-4t ajanlatos az optimdlis meg-

oldas szerint ontozni,

- kivénatos, hogy a gyiimolestermesztés is dtesoportosuljon a jobb ming-
séeli foldekre.

Az (5) alatti modell csak kisérletiil szolgilt egy nagyobb teriilet optimélis
foldhasznositdsdnak vizsgdlatdhoz. Ugyanis a termelés ilyen mértéki kon-
(bIltléCléJ& az egyes talajféléken rendkiviili egyenlStlenséget idéz eld a jovedel-
mekben és a foglalkoztatdsban az orszig egyes tajai kézott. Hogy ezen a prob-
lémén hogyan lehet segiteni, ezt kutatta B&cs-Klskun megve modellje.

D .
& Szigma
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Egy megyei modeil

Megyei modell  szerkesztése rendkivil sok problémaba  utkozik. KEzek
mindjart a szdmitdsokhoz sziikséges adatok Osszeallitdgdnil kezd&dnek. A
harom szektor-modell is és dltaldban az lizemi méreteket meghaladé szintii
programozas tobbéves munkdt és sok szakértd kozremiikodését igényli.
Kozismert, hogy a jelenlegi statisztikai adatszolgaltatds eredménye alig hasz-
nalhaté fel kozvetleniil o szdmitdsokhoz, mert az adatgytjtés, feldolgozas.
csoportositas és osszesités nem olyan szempontok szerint torténik, mint ame-
lveket a kutatds kovetel.

Mell6zve a nehézségek okat és termdészetét,” a megye teriletét 12 rvésare
bontottuk és 17 névényesoportra vonatkozéan elsG kozelitésként az (3) alatti
moddllel szamoltunk, vagyis a feladat tartalma kotelezé termékkibocesatas
volt ‘a termGfold minimdalis igénybevétele mellett. A meodell adatai: 29 fel
tétel, 179 valtozo.

A kapott eredményeket nagyjabdl eldre sejtettiik. Valtozatlan termésmeny -
nyiség 54 ezer kh termdfold megtakaritdasiaval is el6allithaté. Kz a megye
termdteriiletének 15%)-4t teszi kil

Az optimélis megolddsban a termékek teriileti elhelyezkedése természete-
sen cuészen eltér a hagyomanyostol. A -, megtakaritott” 54 ezer kh foldteriilet
termiészetesen hasznosithatd, bar meg kell jegyezni, hogy ezek a foldek éppen
@ legrosszabb mindségliek.

\z ismertetett modell csak kisérleti jellegi volt. Realizdldsa lehetetlen,
mert a termelés olyan erds koncentraliasat ajanlotta, amely mellett meg-
oldhatatlan a munkaerG kozelitéen egyenletes foglalkoztatasa, tovdbb o6rids
kitlonbeégeket hoz létre a jovedelmekben a megye egyes tdjai kozott.

A megyei vizsgdlat lényegét a kovetkezd modell alkotta:

> o« e <
|
w, | A A ... A, | - b,
3 \
i 1% 0% ... 0* ]
[0 L™ O i
| {
u, i I b'?
(6) ~ | |
g% 0% ... 3 ‘
. '
A Kl 0* e 0* !
0 | (O | i
te | =
0 0 .. K,

c*

> A megyei vizsghlat sorén kitlint, hogy a sziitkséges kocfficiensek osszedllitdsa sokkal
nehezebb, mint a modell megszerkesztése, hooy az el6bbi raadisul haldtlanabb munka,
nem ,mutatés”, mert t6bb hénapi szdinolas eredménye egyetlen szim,
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1 modell felsé (w, ¢s u, feltételeket magdban foglald) blokkja azonos a
(3) alatti modellel, azoncs a megyei vizsgalat elsé, kisérleti részében alkal-
mazott modellel. Ez egésziilt ki az u, feltételekkel, amelyeket ,korldtok kozitt
mozgé jovedelemkiegyenlits feltételeknek” — roviden egyenlits feltételeknek
nevertiik el, amelveknek eleget kell tenni a kovetkez6 egyvenlStlenségeknek:

K, x

gy XD

=},

KIH xﬂv ,

A K matrixok egyiitthatéi a killonbhozé termékek teriiletegységenkenti
hozamat jelentik.

Az ,egyenlits teltételek’ természetesen nem azt kivantdk, hogy a megyé-
ben valéban egyenls jovedelmek jojjenek létre. De korlatozni kellett a jove-
delmek 6ridsi egvenlotlenségét. B feltételek hidnydban ugyanis az els6 szdmités
szerint a legjobb foldekkel rendelkezd jardsokban koncentrélédott példdul
a kertészeti termelés nagy része is, itt a termelési érték a kordbbinak tobh
mint kétszeresére emelkedett, més jardsokban viszont a réginek a felét sem
érte el

Az egyenlits feltételek” korldtvektora b, vektor alsé korlatokat adott,
s ezzel lehet§vé tettiik, hogy a jovedelem az egyes jardsokban legfeljebb
5%, -kal csokkenjen — mikozben mds jardsokban ennél nagyobb mértékben
nivekedhet. A novekeddésnek fels§ hatart nem adhatunk.

Az 5%, jovedelemestkkenés elviselhets nagysdgnak tlinik. Mivel az elGzetes
kisérleti program mér elég biztositékot nyujtett arra, hogy a jovedelmek csok-
kenése a leggyengébb foldekkel rendelkezd teriileteken fog bekovetkezni, ez
osztonozni fogja a mezbgazdasigi keresdket arra, hogy ott véallaljanak munkét,
ahol jobb foldek vannak.

Az ,egyenlits feltételek’” szdmszerli meghatdrozdsa nem egyszertien koz-
gazdasdgi probléma, hanem elgdsorban politikai, szocidlpolitikai téma, amelyet
rendkiviil sok koriilmény hatdroz meg. Példéul az érintett népesség mozgdsa,
szaporoddsa, mezdgazdasdgon kiviili jovedelmek szerzésének lehetdségei stb.

A megyei modellbdl fakadé legfébb kovetkeztetések:

1. Az ,egyenlits feltételek” megakaddlyozték azt, hogy a leggyengébb
foldekkel rendelkezs teriileteken a jovedelem 59%,-ndl nagyobb mértékben
csokkenjen, de az egész megye termelési értéke mégis kereken 125 millié Ft-tal
novekedett.

2. Ha az ,egyenlits feltételekbe” kevésbé erss korlatokat engediink — pl.
59%,-nél nagyobb mértékii jovedelemesckkenést — az egész megye termelési
értéke még nagyobb mértékben nd.

3. Az el6z6khé] kivetkezik, hogy nincs megoldva a gyenge talajok haszno-
sitdsdnak prohléméja.

( Beérkezett: 1970. 11. 10.)
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OPTIMUM UTILIZATION OF ARABLE LAND

Increasing yield from a diminishing area of arable land is a necessary concomitant of
Hungarian agricultural development. In this process the optimum utilization of disposable
arable lands plays great part.

In the study three optimization subjects are reviewed.

1. Agricultural plant model.

There are two possible procedures, viz. optimization of land exploitation in the frame-
work of a complex enterprise development model, or an already optimized product
pattern as output obligation built into a land “distribution” model. The latter is similar
to the general transport problem with maximum objective function. The calculations
reveal the tendency that it is advisable to produce the plants yielding the highest value
or profit per area unit on the best soil. This model can also be converted into an area
minimization model.

2. Area minimization model on economy-wide level.

The model constructed by linking the land utilization constraints of the 3 agricultural
sectors of an economy-wide program, showed a saving of more than 40 thousand acres
in vine, vegotable and fruit growing area.

3. County model.

The county model was constructed in two phases. In the first phase, as an area minimi-
zation model it saved 15%, of the county’s arable land but brought about extreinely
wide differences in income levels between the county’s differont regions. In the second
phase the admissible income differences wero restricted. The model allowed at most 59%,
decrease of incomes in some districts with a 125 million forint increase in production
for the county as a whole.

OTNTHUMAJIBHOE UCITOJIL30OBAHUE OBPABOTAHHON 3EMJIU

JLUIst BEHIePCKOI'0 SKOHOMHYCCKOT'0 PASBHTHSI XAPAKTCPHO JIOCTHYKECHHE BO3PACTAIOUIEr 0 KOJIH-
yecTBa MPOAYKTOB € yOLIBAIOWEI0 YUaCTiKa seMiaH. B oTom nporecce umeer 60b1Ioe 3HAUCHHE
ONTHMAJILHOE HCIOJIL30BAHHE HMEIOIIHXCSI 3EMEJILHBIX YUYaCTKOB.

B cTaThe H3JIOXKCHBL TPH TCMbL ONTHMAIHIAIIHH.

1. [1pOM3BOJCTBEHHBIC MOJIC/IH.

WIMEI0TCst 1B BOZMOMCHBIX MCTO/A : OTITHMAJIHSALHS HCITOJIb30BAHMS 3CMJIH B PAMKAX KOMILJIEKC-
HOI MOZIe/TH Pa3BHTHS NPEANPHSATHS, HJIH YIKE ONTHMAJU3UPOBAHHASA CTPYKTYpa IMPOAYKTOB,
BKJIOUEHHAST B MOJIEJIb «PACIIPC/CIICHISH 3EMIM KAK 0043aTeILCTBO 110 BLINYCKY NPOAYKTOB.
ATa 10CAE/HAS 10X0Ka HA 000 TPAHCIIOPTHYIO 3A)1a1y ¢ MAKCHMYMOM B 1leJIeBOH (DYHKIHH.
Pacuértsl, ynoTpeOJeHHbIe B PAKTHKE, MOKASLIBAIOT TAKYI0 TCH/ICHIIHIO, YTO PACTCHHS, KOTOPbIC
J@I0T HAHOOJIBUIYK) CTOMMOCThL HJIH HAHOOJLUIYIO HPUOLUIL, 1E1eCo00pasHo BLIPALIHBATL HA
HAKJIYYIHX YuacTKax. M3I0KeHHYI0 MOJIC/IL MOXCHO NPEoOPA3OBATL B MOJIE/ b MHHHMAJSATHH
s3emJiH. B aToM Cutyuae JOCTHICHMA 9IKOHOMMST 3CMIIH.

2. Mogesib MHHHEMAIH3ALMH 3CMJIM HA YPOBHE HAPOJHOI0 X03s1HCTBa.

TpEXCEKTOPHAA MOJIEJIb TIPOIPAMMHPOBAHIS HAPOJHOIO XO03s1CTBA, C/ACIaHHas C 00bejiH-
HEHHEM YCJIOBHH 110 HCIOJIL30BAHHIO 3CMIIH, [HOKA3AJIA BO3MOYKHOCTD 9KOHOMHH 17 THICSAY rex-
TAPOB HA TUIOWAJH, NPE/HAsHAYeHHOIT juIst oBoneii, BHHOIPaa H PPyKTOB.

3. ObGsacTHast Mojeib.

Oobnactuast MojJiesib CesIana H3 iy X cryneneii. Ha neppoii cryneHs Kaxk mosnesib MHHBMaJIH3a-
MM 3eMJIH COKOHOMMIIA 159)-0B TUI0IA/H 1OCEBHBLIX YYACTKOB 00JIACTH, HO CO3/iaJia OrPOMHbBIE
PACXOMUICHHsT B JIOXOAX PABJIHYHLIX KpaLB 00J1acTH, HA BTOPOIT XKE CTYNCHH BOSHHKHOBEHHE
BO3MOYKHBIX PACXOMCICHHIT B JIOX0/1aX OI'PAHHIHIOCH., MOJ(CIIb B OT/IC/ILHBIX PaliOHAX JIONMYCTHIA
YMEHDIUIEHHS J10X0/0B Ha 5%=-0B H [IPH 9TOM B 00JIACTH 1EJIHKOM NPOH3BO/ICTBO YBEJIHYHIIOCH Ha
125 MHJUJIHOHOB (HOPHHTORB .



Bop PETER

Egy tovabbi matematikai modell a hosszGtavi tervezés
osszefoglalé munkaihoz

Bevezetés

Az elmilt évek sordn tobb matematikai modell keriilt nalunk kidolgozasra
azzal a céllal, hogy a hosszutava (15 20 éves) népgazdasigi tervezés centrilis,
osszefoglalé munkdjiaban felhasznalisra keriiljenek [1], [2], [3].

Ezek a kiilonboz modelljavaslatok sok tekintethen egymaéstdl eltéré modon
kozelitik meg céljukat. Kiilonboznek a tevékenységek megragaddsdnak mad-
jaban, a foly6 termelés és a fejlesztés (beruhazasi tevékenység) dsszekapesola-
sanak forméiban, a szlikebb értelemben vett Gjratermelési szféra és a | kiil-
vilag” kozotti kapesolatok mikénti megteremtésében, stb. Ugyanakkor ter-
mészetesen sok a kozos, vagy legaldbbis kozos nevezdére hozhaté vondsuk.
Kz sziikséges is, hiszen valamennyi azonos célra iranyul; ti. a jelenleg folyo
hosszutédva tervmunka makrookonémiai szamitasokkal valé aldtamasztésira.
[lyen okok miatt az osszes emlitett modell valamilyen forméban tdmaszkodik
és kell is, hogy tamaszkodjék a hosszutava tervezés kialakitott 4ltalanos meto-
dikdjara és megszervezés alatt levs egységes adatbazisira.

Ismeretes, hogy a népgazdasigi tervezés minden fokdn komoly elvi és gya-
korlati problémét jelent a népgazdasig egyes konkrét részteriileteinek fejlesz-
tésére irdnyuld tervezd munka olyan koordindlasa és osszefoglalisa, amely
alapjin kialakithaté a népeazdasie egészének egy konzisztens és hatékony
fejlesztési utvonala.

A népgazdasigi tervezés eddigi mpdwtdl«tiui alapjin ma mar alig képzeli

valaki azt, hogy ilyen terveket lehetséges lenne kizirdlag a kézponti tervezs
apparatus munk(l].n(l tamaszkodva kldnlgonn Kialakitasra keriilt ezért a
hosszativa tervezés egy sajitos szervezete. A matematikai modellezésnél
mindig helyes arra torekedni, hogy a lehetségek hatédrai kozott a tényleges
folyamatot modellezziik és ezt gy tegyiik, ahogy azt az ,élet” teszi. Ez a mi
vonatkozésunkban annyit jelent, hogy a hosszitivi népgazdasigi tervezés
modellrendszere maga is vissza kell, hogy tiikrozze azt a koriilményt, hogy
a hosszativa terv nem egyszerfien a kizponti tervezé szervek ,agyabol”
pattan ki.

Valamennyi emlitett modell Cppcn ezért valamilyen formaban gondoskodik
arrol, hogy az un. dgazati és az Gn. kozponti tervezd munka kézotti kommu-
nikéciét biztositsa. E kommunikacié alapjéban jelenleg Ggy keriil realizdldsra,
hogy az dgazati fejlesztési l\unup(*mk kml;{&ltdi]ﬂk majd a kozponti jellegfi
szamitdsok céljait szolgdlé modellek részére a paraméterek szimszer(isitéséhez
sziikséges informacickat. Mig a kozponti modellek megoldésai tdmpontokat
adnak majd az dgazati koncepciok médositasdhoz.

Ugyanakkor meg kell azonban édllapitani, hogy ez a kozlekedési lehet8ség
erdsen attételes. Olyan feltevéseket implikdlunk az 4gazati informéeciék makro-
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okondmiai célu szamitisoknal torténé integralasakor, amelyek realitdsa sok
tekintetben vitathato. Az osszefoglald modellek uvgyanis nem magukat a
konkrét agazati koncepcidkat veszik alapul, hanem azok kiillonbozi dtlagait.
Bz a fogyatékossag mindenckeldtt az dsszefoglald modelleknek azzal a kozos
sajatossagaval fluge ossze. hogy valamennyi kizérolag folytonos tevékenvségi
valtozékat tartalmaz.

A modellek folytonos jellege nagyon megueheziti olyan alternativ dgazati
koneepeidk népgazdasigi szinten torténs tsszehasonlité clemzését, amelyek
cgymast kizard jelleggel versengenck. Nem érzékenyek megieleléen modell-
jeink a , névekvo hozadék™ lehetGségeire pedic feltehetd, hogy egy hosszitava
terv keretei kozott az ilven jellegli koncepeioknak nagv jelentdségiik lehet.
Nem nyujtanak modclljeink elég teret arra, hogy az olyan alternativ lehetd-
ségeket egymissal szembedllitsuk, amelyek Iényegéhen a 15 év alatt egészében
ugyanoda viszik a népgazdasigot, de a kiinduald dllapothdl a végallapotba mdis
uton jutnak el.

Célszeriimek tinik ezért, hogy a meglevd és jelenleg kiprobdlasi stadiumban
levG modelljeink sordt megkiséreljik béviteni olyan tovabbi modellekkel,
amelyek a fent jelzett szempontok szerint mést és (obbel is tudnak, mint
a meglevik. Nem felesleges talan hangsilyozni, hogy nem arrdl van itt most
sz6 mintha o kordbban kislakitott modellek emlitett fogyatékossigal nem
lettek volna mindjart kezdetben ismeretesek. Ha adott konkrét feladat meg-
oldasara készitiink matematikai modelleket: edlszer mindig szimot vetni
a megoldhatésdg és szamithatdsag ténylegesen rendelkezésre 4116 konkrét dehe-
toségeivel. Ebbal o szemponthdl (és nem csak ebbél) o modellezés mindig
kompromisszunios jellegii. Amikor a taviati tervezés céljaiva szolgdld elsé
modelljeinket kialakitottuk, abbol indultunk li, hogy kizivdlag a linedris
programozas fegyverzetével tudunk dolgozni. Ha arra virtunk volna, hogy
a biztonsdgosan felhasznilhato fegyvertir mar az indulaskor szélesebb legyen
— évekre el kellett volna halasztani a munka megkezdésdét.

Az elmilt évek soran a hazai szamitdstechnikai lehetdségek  jelentGsen
novekedtek és a jovire vonatkozoan a kildtasok 1ényecesen biztatébbak, mint
két-harom évvel ezelGtt. Kz a koridlmény batorit arvra, hogy megpréobéljunk
olyan fejlettebb elemeket modelljeinkbe beépiteni, amelyek révén az clemzés
lehetGségei boviilnek. Mikozben tovabbra sem vagyunk hajlanddk pusztan
azért, mert modelljeink tevmészetesen tovibbra is kompromisszumos jellegiiek
maradnak kockaztatni a megoldhatésie és kezelhetGséy redlis lehetGségeit.

A tovabbiakban ismertetdsre keriil6 modelljavaslat integer valtozok igény be-
vételével igyekszik a problémik egy jobb kizelitését adni. Az integer valtozok
segitségiil vétele matematikai kozgazdasigi modellekben, ennek  haszna és
lehetGségel a matematikai programozisi irodalombél ismertele. G. B. Dantzig
[4] ezt a kérdést mdr tobb mint tiz éve tisztizta és ez ma mar egyetemeinken
tananyag. Amikor most elsé izben javasolunk egy integer valtozdkat is tar-
talmazé modellrendszert alkalmazni o népgazdasagi tervezéshen, a szerzo
hangstlyozni szeretné, hogy ez mar sok mindenkinek korabban is eszébe jutott.
Az O.T. téavlati tervezési fGosztaly matematikai modellek osztalyanak meg-
alakuldsakor kialakitott programjiban mindjirt szerepelt, hogy fel kell
késziilni integer valtozdkat is tartalmazo modellekkel valé munkara. E cél-
kit(izések realizalisa irdnydban szeretnénk most 1épni egvet és ezért a szerzo
itt a maga szerepét csak abban litja, hogy koribban kidolgozott modelljét
az alabbiak szerint tovibbfejleszti illetve kibGviti.
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A modell leirdsa

A modell matematikai szempontbdl egy tobb periédusra vonatkozo, toly-
tonos és {0, 1} egész értékli valtozokat tartalmazé, linedris feltételekkel és
linearis célfiiggvénnyel miikodd programozasi feladatra vezet. Azzal a kiegé-
szitd megjegyzéssel, hogy bizonyos paraméterei (meghatérozott valtozok
egvittthatovektorai) nem megadott szamértékek, hanem ezek az egyiitthato
vektorok egy linedris feltételrendszerrel megadott konvex poliedrikus halmaz-
bol szabadon vilaszthatéok. A modell ebben a vonatkozisaban a Wolfe-féle
an. altalanositott linedris programozasi feladatok csaladjaba esik [5].

A modell abbdl az alapszituiciobdl indul ki, hogy hosszGtavi dgazati ter-
vezés folyik és a tervezd agazatok egyméstdl fiigeetleniil fejlesztési koncep-
ciokat dolgoznak ki. Minden dgazat homogén (nem sziikségképpen termels)
tevékenységet folytat. Az dgazatok két esoportba vannak sorolva: kombindl-
haté fejlesztési lehetGségekkel rendelkezd és kizdardlag alternativ fejlesztési
lehetdségekkel rendelkezs dgazatokra. Az dgazatok szdma: n és a terv N
egyenld hosszisaga peridédusra oszlik.

Az dgazatok kiindulé helyzetét a terviddszak clején a brutté tevékenységi
szintjiikre vonatkoztatd kapacitasaik: k, és a népgazdasig induld készletei
jellemzik: s,

Az dgazati fejlesztési koncepeiok: teljes terviddszakra szold fejlesztési elG-
irdanyzatok. Feltételezziik, hogy minden peridédusban, minden koncepeid alap-
jan, olyan fejlesztés torténik, amelynek a hatdsa a kovetkezd peridodushan
kapacitasnovekedés és (illetve) technoldciai  valtozas formaban  azonnal
életbe 16p. Minden egyes fejlesztési koneepeio az dgazati tervezdés keretéhen
kidolgozott alibbi adatokkal keriil jellemzésre:

a) a teljes terviddszak alatt a koncepcid alapjan helépd aj kapacitasok netto
nagysiga (belépé-selejtezett kapacitasok):

h) az a) alatt tervezett kapacitisnovekedés iddheni lefutdsinak elGirany-
zatai;

¢) a kilonbozd idGszakokra a) és b) szerint tervezett fejlesztési intézkedések
cayszeri raforditasigényei;

d) az dgazati tevékenységick a koncepeio alapjdn mutatkozd folvd rdfor-
ditési egyiitthatoi minden cgyes tervperiodusban.

Az dgazati tervvaridnsokat a modell kizirdlag fejlesztési- koncepeidként
fogja fel — annak ellenére, hogy azok kidolgozisakor a tevékenységek mérete
is megtervezésre keriil.

A modell valtozokként kezeli a tevékenyséeek szinvonaldat minden egyes
tervperiodusban, valamint dont az dgazati koncepeiok elfogadasat illetéen.
Az fgazati varidnsok in. | keverhetd” osztilydban a koncepeidk tetszéleges,
nem negativan silyozott atlaga is lehetséges, beleértve valamennyi elvetését.
Az egymist kizard varidnsok koziil azonban a modell legfeljebb egy alternativ
varians érvényesiilését engedi meg. Ez utébbi esethen a megvaldsuld variins
teljes cgbszében megvaldsitasra keriil az dgazat szerinti idébeni iitemezésnek
megfelelGen. A modell ilyen alapon torténd megolddsa utéan a nyert optimalis
megoldas programja szerint rogzitjitk az egész értékii valtozok értékeit. Azok
megsziinnek a tovabbiakban ismeretlenek lenni ezzel szemben ismeretle-
neknek tekintjiik a keverhetd koncepeiék idSbeni lefutdsira vonatkozd terv-
elirAnyzatokat és megvizsgaljuk, hogy nem lehet-e, azok megengedett hatérok
kozott torténs modositésa révén, a tervet tovabb javitani. Mivel a modellben
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dgazatként szerepelnek nem termeld tevékenységii teriiletek is — ez a vizs-
galat a gazdasigpolitikai koncepcidk elemzésének hasznos eszkoze lehet.

A modell feltételrendszere sok tekintetben azonos a [2] alatt leirt model-
limkével. A kiilonbség {6ként a fejlesztés kezelésében van. Ott folytonos dgazati
fejlesztési valtozék fejezik ki minden idészakra a kapacitis bévitéeét; ezek
egyetlen dtlagos tipusu fejlesztésnek felelnek meg, és az dtlagolds a modellen
kiviil torténik. Ebben a medellben az atlagolast, illetve a kivdlasztast az opti-
malizalési eljaras végzi el. Mivel a kiilonbo6z6 fejlesztési varidnsok — feltevé-
siink szerint — kiilonb6z6 technoldgiai kivetkezményekkel jarnak — a modell-
ben a tevékenységi valtozék is technolégidnként meg vannak kiilonboztetve.
fgy ebben a tekintetben modelliink hasonlit a [3] alattihoz, amelyben szintén
tobb technolégiai alternativa szerepel.

Ebben a cikkben nem ismételjiilk meg azokat o megallapitdsokat, amelyeket
a hosszatava népgazdasigi tervezésben alkalmazhaté modelekkel kapesolat-
ban kiilonos tekintettel a felhaszndlds jellegére a [2] alatti cikkiinkben kifej-
tettiink. Az ott mondottakat tovadbbra is teljes egésziitkben fenntartjuk és itt
csak utalni szeretnénk irmét rd, hogy természetesen ez a modell is a gazdasédg-
politikai kisérletezés eszkoze és nem célozza a népgazdasdg valamiféle egy-
értelmiien ,,optimdlis’” hosszGtdva programjinak kiszdmitdedt, mert ilyen
program létezésében a szerz6 maga nem hisz.

A modell formalis ismertetése

A modellben N periddusra vizegaljuk a répgazdasig homogénnek tekintett
n agazata megvaldsithatd, konzisztens fejlesztési lehetGeégeit: dgazati kon-
cepcidk alapjan.

Minden dgazat KV, K%, ... K{ fejlesztési varidnst dolgoz ki.

J {1,2,...,n}

€J
Az agazatok egy részében (7 €.J;) a kiilonboz3 koncepcidk tetezdlegesen kever-
hetsk. A tobbi dgazatban (j € l_,) az alternativ koncepcidk egymdst kizarjik.
Feltessziik, hogy

Jy#= @ =D JyUdy=d b8 S NJy=D

Ezek a feltevések célszerli dgazati agregicioval mindig biztosithatdk.
Adott dgazat KO koncepecidjat a modellben a &0 viltozé reprezentdilja.
Ezekre

(1) 0 E;l». l; 5 €J ésl | [P S /t
valamint
(2)- {0, 1} viedyre

A j-ik dgazat Osszes variansit a §; k; elem( vektor fejezi ki. Az alkalmazott
szimb6lumok szdménak csokkentése érdekében jelslje K\ egytttal azt az
ij netto kdpamtnst amely legkésébb az N-ik })(‘I‘l()du{sb«ln elk észiil, ha a K¢
fejlesztési varidns teljes fgészébon megvalositasra keriil, vagyis, ha: & ].
Az dgazat megdd]a egy »' : N elem{i vaktorral, hogy teljes kivitelezés esetén
a tik (t =1, 2, 2 V) peri()dusban milyen méret fejlesztést szdndékozik
megvaldsitani. A x"’ vektor tehdt abszoltt nagysigokat tartalmaz. A vektor-
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nak lehetnek zérus elemei is, de mindenképpen teljesiilnie kell az
« : o A0 (¢l
(3) ¥ = KP

azonossagnak (ahol 1* a megfelel§ méretii sszegezé vektor); valamint a
®{' > 0 egyenlGtlenségnek, mert dgazati szinten val6é visszafejlesztés nem
latszik indokoltnak és igy nem érdemes a nem negativitdstdl eltekinteni.

A %! vektor minden eleméhez egy n elemi egyszeri raforditdsi mennyisé-
geket i{ifejezfi vektor tartozik: b{(i).

Ez a vektor nem fajlagos réforditdsokat tartalmaz, hanem a széban levd
K| koncepcié teljes kivitelezése esetén a f-ik periédusban lekétésre keriils
eszkOzok volumenét. A j-ik szektor valamennyi fejlesztési varidnséra kialaki-
tott vektorok minden periédusban egy (nXx#k;) méretli matrixot alkotnak:

(4) B — [b(t); bP(1); ... bYD(r)]

Mig a népgazdasag egészére periddusonként az aldbbi beruhdzasi matrix 4ll
OBBZC:

o B® — [BY; BY); ... BY]

A berubdzési raforditdsokat a , keverhetd” alternativak osztélydban a tény-
leges kivitelezési szintekkel ardnyosaknak tekintjiilk, a nem | keverhets”
alternativik esetében ez a kérdés nem meriil fel.

A fejlesztési akcidk eredményeként létrehozott kapacitdsokon, akar csak
a tervidGezuk kezdetén meglevd indulé kapacitdsokon édgazati tevékenység
folyik. A t-ik periédusban a j-ik dgazat x|’ méretli tevékenységet fejt ki,
ahol x{" : k;, komponens(i vektor. E tevékenységek alapjin a szektor teljes
brutté tevékenysége a ¢ idGszakban

(6) l:I:xy)
ahol 1% megfelel6 rendli Gsszegezs vektort jelol. Az x| vektor kiilénbozs
komponensel a K}“; KP; ... K varidnsoknak megfelels kapacitiasokon meg-

valésuld, kiilonboz6 technolégiai szerkezet(i, de azonos outputu tevékenysé-
peknek felelnek meg. Mindezekhez az azonos outputd tevékenységekhez
geri6dusonként kiilonbozé raforditdsi egyiitthaték tartoznak, amelyek szintén
az dgazati tervezés soran keriilnek meghatirozdsra. Jeloljik az ezek alkotta
(n X k) méret{i matrisokat

(7) AP — [aP(); aP(0); ... afd()]

-val. A t-ik periédusra vonatkozo szektormatrixokat egyesitve nyerjiik a nép-
gazdasdp folyd tevékenységi szerkezetét tilkrozd technoldgiai matrixot:

(8) AD = [AD; AD: ... AY]
A valtozok kényelmesebh jelolése érdekében vezessiik be a kovetkezd tssze-

foglalé valtozdkat:

<
S

t
x{0 &

Y
(9) XO0=1 |, BE= ’

X0

2

fo
Sn
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n
Lathatd, hogy a fenti vektorok rendre 3 k; komponenst tartalmaznak.
jeds

Hasznalni fogjuk a kovetkez§ operétort:

1F 0% 0% ... 0%
S L E L L &
(10) E - g : (nx 2@-’
.............. j= |

0% 0% 0% 13

méretii matrix, amelyben az 1}‘ x‘ziml)()lum k, elemi OsszegezG vektort jelol.
Tekintsiik az osszes ®; (j=1,2,...,n);((=1,2,. Lj) vektort. Valasz-
szuk ki valamennyi fll\ l\omponcnsét (L=l e G N) és foglaljuk Gssze

n
ezeket az elemeket egy K vektorban. Kz a vektor D' k; komponenst tartalmaz
i=1

és komponenseit az E vektor megfelelé komponenseivel szorozva megkapjuk
(t - 1)-ik periédusban belépd kiilonbozs Gj kapacitisok nagysigait. A meg-
felels miiveletek elvégzéséhez sziikségink van a K¢ vektorokbol képezhet(
diagondlis matrixokra: (K{f').

Alkalmazzuk még a lm\vt kezG valtozokat ugyantgy, mint a [2] alatt
ismertetett modellben:

y o a lakossig fogyasztisa o t-ik periddusban; z0: koziileti fogyasatds a -k
periddusban; s®: ('Vvétrl zird készletek a 1-ik periddushan; e"’. effl s §0: yb:
kiilkereskedelmi tevékenyséeek a f-ik periodusban.

Az eddigiekben hevezetett jelolések segftséoével most mar megfogalmaz-
hatjuk o tarsadalmi djratermelés legfontosabb bels osszeliiggéseit kifejezd
mérlegrendszert minden periodusra:

(11) s« D LEXO = AOXO f BOE 4 i0 + i) o0 — e ;- yO - 20 1 g®
(¢t=1,2,...,N)

A tarsadalmi termékmérlegeknek ez a legegyszeriibb formajuk. Sziikségiink
lesz azonban egy olyan alakjukra is, amelyben a koncepeidék idGben lefutdsat
meghatarozd paraméterek explicit formdban is szerepelnek. Kzt a kovetkezo
modon érhetjiik el:

(12) BO - BO/KO L/KO,  BO KO
ahol
(13) BO . BO/K®),

Tartalmilag ez annyit jelent, hogy a beruhdzisi matrixbhél is fajlagos coviitt-
haté matrixot készitiink. Kzaltal a termékmérleghen

(14) BOK®) 2
jelenik meg
(15) BOE

helyett.
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A termékmérlegnek ezt a moédositott alakjat hasznaljuk majd akkor, ha a
keverheté tevékenységii szektorokban a x elemeit véltozékként fogjuk
kezelni.

Tételezziik fel, hogy az egymassal keverhetd kapacitiasok Osszegezhetdk és
egyiittesen képezik az dgazati tevékenységek korlatait. Ez a feltevés nem
teljesen klfogasmlan hiszen minden koncepcids varidns alapjan tulajdon-
képpen mds és més technolégiaval folyé termelés valosul meg. Azonban minden

n

kapacitis kiillonvald] kezelése esetén periédusonként 3 L darab kapacités-
J -1

mérleggel kellene szimolni, amit a fenti feltevéssel periddusonként » egyenletre
szorftunk le. A f-ik )enodm kapacitasmérlege a kovetkezd:

t—1
Y /I\l

=1

(16) EXO L v® = k, + B

ahol v elem vektor a ki nem hasznalt dgazati kapacitdsok oOsszegét

jeloli.
\ szektorvariansolaa a kovetkezd feltételek allanak fenn:
(17) 1€ <71 yi€.]

A modell feltételrendszerének legfontosabb elemei ezzel Gssze vannak allitva.
A korabbi niodellimkhéz hasonldan itt is szitkség van még bizonyos tovabbi
leltételekre, amelyek a sztikebb értelemben vett Gjratermelési szférat o kiil-
vilag modellen kiviil becsiilt adottsigaival koti dssze. Ilyen korlatok a perio-
dusonként megadott fizetési mérlegek és az Gn. kiils6 feltételekre vonatkozo
¢s szintén periddusonként definialt feltételek. Kzekrsl azonban itt nem érdemes
tovibb beszélni, mert miikidésiik teljesen azonos a [2 ] alatt ismertetett modell-
beli miikodésiikkel. Kzekben a feltételekben ugyanis fejlesztéssel kapesolatos
vialtozék nem szerepelnek és czért jelenlétiik semmiféle kiilon problémét sem
jelent. a méretek novekeddeén kiviil.

A modell miikédése

A modell 1ényege a [eltételrendszer. Minden e rendszernek cleget tevs meg-
oldds egy-egy népgazdasigilag konzisztens realizicidja bizonyos dgazati kon-
cepeiok Osszességeénel.

Az ilyen értelemben konzisztens tervvaridnsok cenerdldsa kiilonbozs cél-
fiiggvényelk alapjin torténd optimalizélissal megy vctrbe mikézben a korlat
paramétereket is vialtoztatjuk. Technikailag pontosan gy jarunk el, mint
a [2] alatti modell esetében.

Jelen esetiinkben azonban nem egyszerien egy linedvis programozasi felada-
tot kell ismételten megoldanunl:, hanem egy folytonos és kétértékii {0. 1}

viltozdkat tartalmazé modellt. A modellben periddusonként szerepel

2 k; termelési viltozo
jel

2n fogyasztasi valtozo
4n  kiilkereskedelmi valtozo
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7 készletvaltozo
n kapacitaskihasznalasi valtozo

Ezen feliil 3 k;szdmu 0 és 1 kozott korlatozott valtozonk van még, amelyek
1€J
koziill 3 k; folytonos és 3'k; diszkrét értéki. A valtozdk teljes szdma tehdt
je Jj€ Js

(pot- és mesterséges valtozdk nélkiil)
n n
N [87} F /c,-’ F 2k
J=1 "] j=1

A modellben minden idészakra
2n 4 m + 2

feltétel szerepel (ha m jeloli a |, kiils” k()rlfmtol\ sn’um'w). Kzeken kiviil » fel-

tételt jelentenek a (17) alatti korlatok és X' k&; (1) tipusi fels§ korlat szerepel
jeldy

még. A feltételek szama Osszesen

N@2n+m+ 2)+n+ Dk
Jeds

A hosszitava tervezés jelenleg kialakult agregicios szerkezete szerint n -~ 40.
Ha 10 olyan szektort tételeziink fel, amelyekben nem keverheték a koncepcidk
és szektoronként dtlag 4 telvk(m(op( ioval szamolunk, akkor 40 kétértékii
valtozénk lesz. A modell teljes méretét alapjiban N donti el. Ha minden
svel reprezentdlni akarndnk, akkor a modell a jelenlegi szdmitdstechnikai
lehet&ségeinket biztosan meghaladja. N = 4 mellett a méretek kezelhetdnek
tiinnek, ha rendelkeziink olyan gépi kéddal, amely a 40 : {0, 1} tipust viltozot
amelyek 10 valtozo csoporthan ugy vannak korlatozva, hogy minden cso-
portban a valtozék tsszege legfeljebb 1- -, megfelelGen flgyclvmbc tudja venni.
I[lyen tipusa feladat megoldisara alkalmas gépi kddok kidolgozas alatt dllnak.
Nehezebb szémitastechnikai problémdat jelent a modell masodik fazisban
valé mikodtetése. Amikor is azt vizsgilnank, hogy a kiilonb6z6 dgazati terv-
javaslatok idGbeni titemezésének mddositasa milyen tovdabbi tartalékokat rejt
magéban. Ezt a vizegilatot az teszi lehetGvé, hogy az iitemezést adé »)” para-
méterek kizdrdlag a & valtozd egyiitthatd ()h/l()})vtkl()l‘ﬁbﬂn (PP j(-lenn('l\
meg. Més széval, {P egyiitthatdi a % vektor N szdmu l\()mpononhu)el\ linedris
fiiggvényei. Minden " vektorhoz meg lchet adni olyan korlatokat, amelyek
a gazdasigilag és miiszakilag megvaldsitandé kovetelményeket fejezik ki
a szoban levd varidns idGheni kivitelezésével osszefiiggéshen. Ezek a feltételek
P szdméra egy konvex poliedrikus halmazt hatdroznak meg és (3)-nak min-
denképpen teljesiilnie kell ezért PP egy konvex poliéderbdl szabadon
valaszthaté. Ezzel azonban egy [5] alatt ismertetett Gn. | dltalanositott
linedris programozasi”’ felada J, |~ 30,
akkor a {0, 1} viltozék értékénck rogzitése utdn kb. 30 szubprogramot kell
a feladathoz csatolni. Bér ezek kisméretii feladatok - az egész rendszer gépi
megoldési algoritmusanak a kidolgozésa tovabbi feladatot jelent. Megjegyez-
ziik ugyanakkor, hogy a !10[)”117(1&83;"! programozasi célokra felhaszndldsra
keriils linedris programozasi gép kédokat a jelen modell igényeitdl fiiggetleniil
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is érdemes alkalmassi tenni arra, hogy képes legyen viltozénak tekintett
egylitthatékkal is dolgozni. Mint ezt [5]-ben megmutattuk — ezaltal szdmos —
a Jelenlegi modelljeinkben elnagyoltan megoldott - probléma valik jobban
megkozelithet§vé.

(Beérkezett: 1970. junius 1.)
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A FURTHER MATHEMATICAL MODEL FOR THE COMPREHENSIVE
WORK OF LONG-RANGE PLANNING

I[n the past fow years soveral mathematical models have been worked out in Hungary
for use in the comprehensive work of long-range (15 to 20 years) economy-wide planning
(1], [2), (3]

In this article the author presents an improved version of his model described under [2].
Also this model is to serve as a means for the working out and for the comparative ana-
lysis of the different consistent long-range plan variants of national economy.

Tho model represents the activity of n (not exclusively producing) sectors of the
national economy during N plan periods of equal lengths. The most important inner
and outer conditions of enlarged reproduction are expressed in every period by n activity
balances, n capacity balances, a certain number of bounds affecting outer resources,
and by two balances of payment. The conditions work with coefficients assumed as
constant over time.

The model starts on the assumption that in the course of sectoral planning each sector
works out different perspective development variants for its own activity. The model
divides the sectors in two large groups: those sectors whose development variants may
bo combined with each other and those whose development variants compete for being
accepted excluding the others. Accordingly, in all sectors the variants are represented
by a so-called development variable, each. The latter are such non-negative variables
whose value ranges between 0 and 1. For cach sector the sum of the development variables
cannot surpass the value 1. The non-combinative development variables must take
integer values, i.c. 0 or 1.

Development variables concern the whole of the sectoral development propositions.
Kvery development variable is accompanied by a schedule vector given by the sector,
which will show the proportion of the planned development to be realised in each plan
period. The activities outside the development (production, consumption, foreign trade,
storing, capacity idling, ete.) are described in the model by continuous variables defined
for each period.

In this way the model can be treated as a linear programming problem containing
both continuous and 0 -1 integer variables. In the basic calculations parameters are
considered given. In the course of further calculations the components of vectors express-
g the schedules of sectoral development variables will be considered unknown, instead
of given and these can be freely changed subject to linear constraints. In this form the
model is a sort of Wolfe’s ,,gzeneralized linear programming’’ problem and can be solved
accordingly.
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JAJIbHEWIIAST MATEMATHMUYECKAST MOJEJIL K CBOOAHBIM PABOTAM
A0JOCPOYHOroO rMiJAHUPOBAHNMSA

B reuerte nocieHnX AeT B BeHrpHH puipaldaThiBain HECKOJbLKO MATENATHUYCCKHX MOjCHCl
Ui ynorpedsiennst B CBOHLIX pafiorax JonrocpouyHoro (15- 20 ner) HapoaHOXO3sICTBEHHOTO
mnanuposanus (1), (2), (3).

3 HACTOsINIEH CTATBE ABTOP H3JIAIACT YCOBEPUICHCTBOBAHHLI BAPHAHT CBOCH MOJICJIH, 011y 0JIH-
Kopanioi 8 (2). Lleapo v 970ii Mojcs siBisieresi 10, 4ToGnl ¢ ¢¢ 1OMOMBI0 BO3MOXKHO ObliI0
BbLIPAGOTATL M CPABHUTCIBbHO AHAJH3UPOBATL PABJIHYHBLIC BAPHAHTEI CXOJUMOI0O J0OJIIOCPOYHOI 0
HAPOIHOX03HCTBCHHOT 0 TJIAHa.

Moyenb nIpeJICTaBiIsieT Co00ii ACATCABHOCTD 11 (HEO0A3aTeAbHO TOJILKO [POH3BOANTLABHOIO)
CEKTOPA HAPOAHOr0 X03siHeTBa B TeueHue N oJJMHAKOLOro nepitoja njanupoeanus, Hanboaee
B&<HBIC BHYTPEHHHE M BHCUHIIC YCIOBHSI DACIIHPECHHOI0 BOCHIPOH3BOACTBA B KAXKI0M HEPHOJIE
BBIDEAKTCS B 11 0AJIAHCAX JIeSiTCALHOCTH, B 1 6aJ1aHCax MOUIHOCTH, B HECKOJIBIKHX YCJIOBHSIX Hi
BHEUIHHX HCTOUHHKAX M B JIBYX OaJdaHCaxX IUATOKA. YCJIOBHs JICHCTBYIOT ¢ KO3G(nuKHeHTamn,
KOTOPLIE CYHTAIOTCS MOCTOSTHHBIMU JIJIS KaMGIOT0 NEPHOJD.

Moesb MCXOJUMT B3 TECPANOI0NEHHS, WTO WIET 0TPACICHOC IAHHPOBAHIC H KAXLAsT OTPAC
BHIPADATLIBACT PABJIHUHBIC BAPHAHTB! JIOJIOCPOUHOI0 PASBIUTHS OTHOCHTEILHO CBOCH NEsTeh-
HOCTH. Mozieh pasgensier 0Tpacing B ABe OOJILIIKE TPYNIBI HE OTPACHH, BAPHAHTLI DA3BHTHSI
KOTOPBIX MOXKHO OCYIIECTBHTL KOMOHHHPYSI MX MLy C000i M HA 0TPACIIH, BAPHAHTH PASBHTHS
KOTOPBIX COPEBHYIOTCS 34 IPHHATHE, HCKJOYAst JIPYT Jpyra. B COOTBETCTBHM € OTHM B MOJICJiH
KAy Iblil BAPHAHT Ka)JIOH OTPacii NpejiCTaBisieT TAK HASBIBACMBIC ICPEMEHHDBIC DASBHTHS.
IlepereHHple PA3BUTHS SIBJISTIOTCS TAKHMH HC HCIATHBHLIMH HEPCMECHHLIMH, 3HAUCHHE KOTOPLIX
MokeT MeHsThest o1 0 o 1. Jlusi <asgnoit oTpacyn CyMma NePCMEHHBIX Pa3BHTHS, COOTBETCTBY -
HOUHX HMH BAPHAHTAMH, He MOyKeT Obith Gosbme 1-pi. JIist NEPEMeHHBIX PAasBHTHSI TCX BAPHAH-
TOB, KOTOPBIE HeJIb351 KOMOMHHPOBATL APYL € IPYIOM, KPOME 9TOT0 € CTARMTCS YCIIOBHE 1(eJ10-
YHCICHHOCTH.

[TepeMEHHBIC PasBHTHSI OTHOCATCA KO LCCH CHCTEME OTPACJCBLIX BAPHAHTOB PaasuTHs. [l
KaoKJL0iT IEPEMECHHOM PA3BHTHST HMEETCSI BEKTOP TEMITA, KOTOPHIH 3aaCTCs1 COOTBCTCTBYIOMEIT 07~
PACIIBbIO H KOTOPBIH MOKA3LIBALT, YTO B OTJCJLHLIX HEPHOJAX INIAHIPOBAHNS KAKAS YacTh 11a-
HHPYEMOI'0 Pa3BHTHsI OCYU[CCTBHAACL Obl. JEATC/HOCTH, Kpome passuTHst (NPOM3BOACTBO,
10TPeOIICHHE, BHCLIHAS TOPIOBIIS, HAKOIUICHHE 34ACOB, HEJOCTATOUHOC HCMOJIL30BAHKUE MONI-
HOCTH M T. JI.), MOJICJIL ONHCLIBACT HENPEPBIBHBIMH NMEPECMCHHBIMI, KOTOPBIE ONPEJICISHOTCS 1B
KAKI0M TEPHOJIE.

Takum 00pazom MoAEJb MOKET OLITL VIOTPEOJIEHA KAK 3aava JIHHCHHOI0 NPOrpammupoBii-
HIIst, COJCPIKANLAsT HENPCPBIBHLIC HJIL HEJIOMHCJICHHBIC (CO 3navueninem O wam 1) nepementbic.
B npeBapuTebHpIX pacuérax CHMTACM, YTO NAPAMETPbl MOJCJH H3BECTHHIC. B nocaeywoumx
pacuérax KOMITOHEHTBHI BEKTOPOB BLIPAYKAIOUMX TCMIIbE OTPACJICBLIX BAPHAHTOB PASBHTHSI,
KOTOPBIC CHHTAJHCHh HENPCPBIBHBIME - BMCCTO 3aJIAHHBIX BEJIMUHI CUHTACM HCH3BECTHBIMM,
KOTOPBIC, BHYTPH HEKOTOPBIX OIPAHHYCHUH, 32/IAHHBIX 0NPEACJIEHHBIMH JIMHEIHLIMH VCIIOBHSIMIIL,
CBOOO/IHO MOXCHO H3MEHATDL. B 9T0ii cBoCH (opme MOACIL ABJISCTCs TAK HazpBaemoii ,,0000uéH-
HOIT 3ajaueit nuHeltHoro porpamvupoBanns’’, 3ajadeit Boubga i 3 COOTBETCTBHH C TOIT MOXMHO
pemnTh eé.
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Az ERALL-2 bélotechnikai algoritmus

1. Bevezetés

A halétechnikai modszerek alkalmazisa rohamosan terjedt el az egész
vilagon, els6sorban nagy véllalkozdsok szervezésénél és egyedi termékek, igy
épitoipari termékek gyartdsdnak programozisinal. Mar kezdetben nyilvanva-
l6va valt, hogy a halétechnikai médszerek a naptari iitemtervek készitésénél,
a koordinacios kapesolatok felderitésénél a miiszaki és gazdasdgi vezetésnek
konnyen elsajatithat6 és hatékony eszkozei.

A kezdeti alkalmazdsoknal ugyanakkor kideriilt, hogy nem elegendé a
hagyoméanyos CPM, illetGleg PERT matematikai apparatus hasznalata.
A miiszaks kritikus 0t mellé belépett a gazdasdgi kritikus ut fogalma. Egyalta-
Jaban nem bizonyos, hogy figyelmiinket a miszaki kritikus utra kell forditani,
azaz arra az Utra, amelyen a feladal megkezdésétdl a feladat befejezéséig
osszessbgiikben a leghosszabb idGigény(i tevékenységek fekiisznek. Amennyi-
ben feladatunkat korlitos eréforrdsokkal kell megvaldsitanunk — és a gvakor-
latban mindig ez a helyzet -, nagyon gyakori, hogy a miszakilag parhuza-
mosan végezhetd tevékenységeknek csak egy részét tudjuk egyidejiileg - vagy
a kivant intenzitassal — erSforrdsokkal kiclégiteni és figyelmiinket a miiszaki
kritikus utrél a dominalé gazdasdgi kritikus utra kell forditani. A gazdaséagi
kritikus Gt a miiszakitél id6rdl idére eltérhet, hol az egyik eréforrds, hol
a mésik vélik szlikossé.

Akéar arra keresiink valaszt, hogy sziikos eréforrdsainkkal mikorra tudjuk
feladatunkat teljesiteni, akar arra, hogv mikor és milyen erdforrisokat kell
kibgviteniink a befejezés elérehozatalihoz, ax erdforrasok korlitosséga erd-
sebben hathat ki terviinkre, mint a miiszaki kritikus 1it.

Kiilonosen fontos tehat az eréforrdasok matematikai kezelése munkaers-
hidnnyal kiizdG tarsadalmunkban. De viligszerte cegyre nagyobb figyelmet
forditanak erre a kérdésre, és ez vezetett az eréforrisokat allokdlé modszerek
kidolgozéisihoz. Az eddig kidolgozott médszerek mind halétechnikdra tdmasz-
kodé heurisztikus eljardasok és még nem ismeriink olyan matematikai maéd-
szert, amely e kérdést a gyakorlatban egzaktul megoldan.

Mi ennek az oka? A probléma elméletileg egzakt algoritmussal is meg-
oldhat6, algebrai struktirdkként felirhaté. Miért alakultak ki mégis az egzakt
matematikai médszerek helyett heurisztikus, illetéleg szimulécids eljardsok ?
Két okot emlithetiink:

1. A feladat tfpusit tekintve nem ismeriink olyan egzakt médszert, mely
kozos feltételekkel osszekotott, de gazdasigi célkitiizéseiben eltérd optimélasi
feladatokat old meg egyidejtileg. Pl. egy épitSipari véllalat termelésének étfogd
programozasénél kozos feltételrendszert képeznek az eréforrasok. Ugyanakkor
a véllalat téhb ez47 termékénél mis-més gazdasdgi célt tiizhet ki. mint példiul
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~ egyes objektumok rohamiitemben késziiljenck,
— egyes objektumok az eldirt befejezési hataridére késziiljenek el,
- egyes objektumok minimalis koltséggel létesiiljenek,

— egyes objektumok egyenletesen vegyék igénybe az erdforrasokat.

2. A misik ok, ami iniatt heurisztikus eljarasokat dolgoztak ki, gazdasagi
természetid. Tobbek kozott:

a) A memodriaigény kérdése.

Heurisztikus algoritmus esetén kevés informaciébdél eldonthetd, hogy a
lebegéssel biré tevékenységek elhelyezhetGk-e és ezért kicsi a memdriaigény.

Egzakt eljaras esetén az osszes lehetséges elhelyezési varianst, illetSleg azok
kepzcsl szabalyait inputként kellene ke/elm Ennek amuagy is nagy memoria-
igénye még tobbszorozddik a megvaldsitdsi intenzitdsok varidnsaival is.

b) A szamita.sl idd kérdése.

Heurisztikus eljardsoknél az iterdciok szama elére jol meghatérozhato,
és altalaban egyenl$ a programozisi idSegységek szaméval.

Egzakt eljarasoknal az iterécidk szima nehezen becsiilhets, de az bizonyos,
hogy sok nagysigrenddel nagyobb.

Béar osszehasonlitisra a gépidd-sziikséglet szempontjabol tudomasunk
szerint — még nem keriilt sor, nyilvianvald, hogy ha rendelkeznénk is egzakt
eljarassal, alkalmazisa nem lenne gazdasigos.

Ilyen heurisztikus médszer az ERALL-2 nevii eljards, melyet elsdsorban
az épitdipar szamdira dolgoztunk ki. Bz matematikailag egy széls6értékszami-
tasi feladat, melyben a tevékenységek olyan iitemezését (az eréforrasok iddbeli
elosztdsat) keressiilk, amelyik miniméalissd teszi a teljes atfutdsi iddt és egyben
figyelembe veszi az adott szervezet eréforrasainak korlatozottsagat. Az eljarast
a gyakorlatban mér hosszabb ideje alkalmazzik, de eddig csak a specidlis
gépi program korlitainak figyelembevételével publikiltuk [3].

Felmeriilt az igény az d]zir.u olyan leirdsira, mely a feladat matematikai
modelljét és megoldé algoritmusét a gépi megolddstél fiiggetleniil ismerteti.

Ezzel toglalkozunk cikkiink tovibbi részében.

2. Halotechnikai bevezeto

A hal6 fogalma az algebra elemeibdl jol ismert. Az KRALL-eljards a halok
egy specidlis osztalydra épiil, ezért legelGszor ennek ismertetésével foglal-
kozunk.

2.1. Legyen P’ egy (n + 1)-elemii részben rendezett halmaz, s jeloljiik
ennek elemeit a 0, 1,...,n szammal, azaz P = {0, 1,...,n}. A részleges
rendezést megszabé reliciét nevezziik | kozvetlen megel6zési reléei6”-nak;
legyen a jele: <. K kozvetlen megelézési relicié a kivetkezd hdrom tulajdon-
sziqrw,k tegyen eleget:

hcmelwl\ w € P’ elemre nem igaz a kovetkezs két allitas egyike sem:

< () < w.

.% 1.2 BM mely w = 0 (w € P’) elemre igaz, hogy

vagy 0 < w,

vagy letwlk egy vagy tobb w; elem (w; € P’), hogy 0 <. .. Kw; < ... <w,

és hasonléan barmely w s« n (w € P’) elemre igaz, hogy vagy w << n, vagy
létezik egy vagy tobb w, olom (w, €P), hogyw<.. €w,<...<n.
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2.1.3. Egyetlen w € P’ elemhez sem taldlunk olvan w, (w, € P') elemeket,
hogy w < ... € w, < ... <<w fennalljon.

2.2. A 2.1.1.—-2.1.3. feltételeket kielégité P’ halmazt , kaszkddszerti hdalo” -
nak, elemeit eseményeknek nevezziik.

Valasszuk meg i-t és j-t (¢ € P, j € P’) ugy, hogy ¢ < j esetén i < j legyen.
Konnyen belathaté, hogy a 2.1.1. —-2.1.3. teljesiilése esetén ez (nem feltétleniil
egyértelmiien) mindig megvalésithaté. Az ily médon két kiillonboz6 szdmhoz
tartozé <~ relacié tranzitiv és igy a haléaxiémdak teljesiilnek.

Legyen @ € P’, j € P', tovabba i < j. Tekintsiik az (i, j) alakd elempéarok
halmazat; legyen ez P. (P-re tehat all: P < P'x P'.) P elemeit tevékenysé-
geknek nevezziik. Az (i, j) és (4, k) tevékenységekhez az i < j, j < k reldciék

osszekapesolasa egy (i, J) <€ (4, k) részben rendezési reliciot definidl. A
Ph==REeP

halmazt , héléterv’-nek nevezzik. Egy halétervet tehit az eseményck és
tevékenységek olyan halmaza képez, melyben minden tevékenységet egyértel-
mmfien meghatiroz két esemény és forditva, minden esemény egyértelmiien
megadhaté két vagy tobb tevékenység segitségével.

2.3. A 3.-ban leirt iitemezés lényegét nem érinti, de egy tovabbi fontos
kapesolat is fenndllhat az egyes tevékenységparok kozott. A (h, i) és (i, )
kozott ugyanis olyan kapcesolat is lehetséges, hogy az (i, j) tevékenység gya-
korlati megvaldsitisanak nem eldfeltétele a (A, 1) tevékenység teljes meg-
valdsitisa, vagyis a (A, 1) << (i, 7) kapesolat nem all fenn sziikségszerfien .Viszont
a (h, i) tevékenységet egy fiktiv h* esemény segitségével felbonthatjuk egy
(h, h*) és (h*, 1) tevékenységparra gy, hogy

(h, h*) < (h*, i) ,

(kv h*) \: ("r]) s

e lehetdséget azonban az litemezés soran nem kotelezs kihaszndlni (mig a koz-
vetlen rdkovetkezés relaciojit minden esetben érvényesiteni kell!l). E kapeso-
latot dtlapolidsnak nevezziik, és a - <€ jellel jeloljiik.

A (h, i) << (1,7) relacié is részleges rendezést valGsit meg, egyes elemek
osszehasonlithatok, masok nem.

Az 4tlapolis a tovabbiakban csak a CPM idGszamitas lépéseit médositja,
ennek részletes taglalisaval a [2]-ben taldlkozhatunk.

3. A modell valtozéi és paraméterei, a feladat megfogalmazasa

3.1. A 2.-ben bevezettiik azt a P* halmazt, melyen értelmezziik a feladatot.
P* a gyakorlatban egy tényleges szervezet (pl. épitésvezetéség) munka-
végzéseit jelenti: a tevékenységek az egyes munkak (pl. falazis), az események
pedig a munkdk bizonyos mennyiségének befejezése utani dllapotot (pl. pince-
fodém elkésziilte) jelentik. Most a P* elemeihez hozzdrendeliink néhény,
a tovdbbi targyaldshoz sziikséges paramétert és véltozét. ElGszor is legyen
a feladat fiiggetlen véltozéja az idé: ¢, ahol is

gie= Ul 20 0 s

3 Szigma
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Legyen értelmezve a feladatban egy véges A4 halmaz, melynek ¢ ¢ A elemeit
eréforrdsoknak nevezziik.
Minden (i, j) € P tevékenységhez hozzarendeljiik a kovetkezd konstansokat:

3.1.1. K(i,j); a M (k=1,...,KG5),

ahol K(i,j) megmutatja, hogy az (i,j) tevékenységhez ténylegesen hany
elemet rendeltiink az A halmazbél. (Egy elemet esetleg tébbszor is hozzd-
rendelhetiink); @, a /A-ik hozzarendelt erGforras (a, € A).
Minden M% -ra
Ik, "~
M3 20,

M¥; neve: munkamennyiség. Jelentése: altaliban az egységnyi evéforrds (1 16,
1 gép) dltal a tevékenység elvégzéséher sziikséges idG (munkadra/fé sth.
jellegli mennyiség).

97 g, s i
3.1.2: ¢y, il . cf

ezen oértékeket also, illetve felsé lokdlis eréforrdaskorlitoknak nevezzik, és
fennall, hogy

7 it
0 ¢jj

K
cl;
Kzek jelentése: az (i, j) tevékenységhez egy-cgy idGegységben a k-iknak hozza-
rendelt a, eréforrisbdl allokalhato miniméalis, ill. maximalis mennyiség.

3.2. A 3.1.1. 3.1.2.-ben bevezetett mennyiségekrdl feltessziik, hogy coész

szamolk. Legyen tovibba értelmezve minden a € A elemhez egy
(4(1)

valtozo, amelyre érvényes. hogy
Ca(t) - max cfj,
(ahol @ az eréforras fajtajara utal), ¢ mennyiség is cgészszamu valtozo, neve:
glolalis eréforraskorlat.
3.3. A 3.1.1.-ben bevezetett M}, értékek szerint az (i, j) tevékenységeket
2 esoportra osztjuk:

K1) i
3.3:1. o> 05
k=1
K(i,])
3.3.2. ,2,'1 M = 0.
=

Ez utébbi esethen vegyink A(e, j) l-ct és az (i,7) € P tevékenységher
hozzarendeliink még egy konstans egészértéki ¢; - 0 mennyiséget (ez a teyé-
kenység elvégzéséhez szitkséges idG mennyiségét jelenti), s ezzel a 3.3.2-ben
felsorolt tevékenységek ismét 2 csoportha oszthatok:

3.3.2.1. {j; — O;ezesetben az (i, j) ¢ P tevékenységeket lalszallevékenységek -
nek nevezziik; jeloljik ezek halmazit R, -lel.

3.3.2.2. t;; > 05 az ilyen tevékenységeket idbtevékenységeknek (time-
activity) nevezziik; jeloljiik ezek halmazat R,-vel. Ervényes, hogy

R, N R, =0.
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3.4. A tevékenységek adalainak dtalakitdsa
Az egységes kezelés végett minden tevékenységhez vezessiik be az N
értéket a kovetkezdképpen:
{1/’“ ha (i,j)eP — (R U Ry)
0, ha (1,7)ER,
[ th, ha (i,j)€Ry

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy N[ értéke is egész szam; neve: , mddositott
munkamennyiséy’”. Ennek segitségével elértiik, hogy az R; és R; halmazok
nem mutatnak kiilénleges sajatsdgot a tovabbiakban. Tegyiilk még meg,
hogv ha

2}
N

(¢, NER, U R,
akkor ¢;; — ¢;; = 1 értéket vesziink. (K(¢,j) — 1 miatt a fels indexre nines
szitksbég.) A 3.8-ban hasznélt képlet szerint ekkor ugvanis a tevékenycég
tartama éppen egvenld lesz a 3.3.2.2-ben hozzdrendelt tartammal, és ezzel
e képlet e tevékenységekre is kozvetleniil érvényes lesz.

3.5. Legven a feladat valtozdja (akeidparamétere)

X0 (L,7)€EP; k=1,...,K(,7)

egészértékli fuggvény: képezzilk ennek segitségével az .1/1{',-(!) un. . aktualis
munkan:ennyiséy”-et o kovetkezdképpen:
f=l
ME(t) = N — 3 X5(t)
=0
3.6. Az eddig elmondottak segitségével a P halmazt felosztjuk az aldbbi,
idGegységenként paronként diszjunkt részhalmazokra:
3.6.1. L1 (1); e halmaz elemeinek neve: normdl tevékenységek. Ezek iiteme-
zésekor a hozzitartozd eréforrasok eqyindstdl [uggetleniil keriilnek iitemezdésre.
Ervényes, hogy

(B, Y Bye B(0):
vadamint, ha ¢ 0, akkor
By (t) 2 Ry(0).

(Megjegyzés: ha (i, ) € Fyés K(i.j) 1, akkor (i, j)-t pdrhuzamos tevékenység-
nek is nevezziik.)

3.6.2. !} (konstans), a halmaz elemeinek neve: Loherens tevékenységek.
Ha (7, 5) € R,, akkor fenn kell allania. hogy

N% . i
J minden k-ra [k=1, ..., K(7)]

('.a.lr

ij
azonos érték; azon kiviil e halmaz elemeire jellemzd, hogy ha valamely ¢’
idépontban egy Ak-ta Xj(1') - 0. akkor az fenndll minden k-ra is. (k=

- 1,..., K(i,j)), azaz a koherens tevékenységeknél az isszes hozzarendelt

eréforris egyiittesen keriil iitemezésre.

g
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3.6.3. K, (konstans): e halmaz elemei az tin. soros tevékenységek. Jellem-
z6jik, hogy ha valamely k-ra X§(r') =0, ahol £ €{1,..., K(¢, 7)}: akkor
ugyanezen /" idGszakban

K(y
Xi(t') =0
A.' :# [
kefl, ..., K@)}
azaz: a soros tevékenységeknél a megadott sorrend szerint minden idészakban
csak 1 er6forras keriil iiteinezésre (a soros tevékenység tehat tulajdonképpen

egy tevékenységhe osszefogott linc).
3.6.4. R,(t): e halmaz elemei az (n. allernativ tevékenyséoek. Ha (4, 7) € R,(t)

agy, hogy

Mift') = Mi0),
de

M 4 1)~ ML),
akkor minden 17 - (-re
(¢, 7) ¢ R,(17) .

és

(i,7) € By(t") .
E tevékenységek iitemezése tehat a hozzarendelt erdforrasok valamelyilével
torténik, s ha egyszer az iitemezés elkezdGdott valamelyik ¢ ¢ A eréforrdssal,

akkor végig ezzel iitemeziink, mint a normél tevékenységekndél.
3.6.5. R, (konstans): e halmaz clemei az Gn. helyszinentarté tevékenyséoek.

Ha
(i,7) € By,
akkor
I Jo oL )
/WUU) ( ij (/”( I,”-)
k=1, ..,K(17)
k tevékenységek iitemezése a megadott cfj értékkel torténik az elsd i-bol
kiindul6 tevékenység iitemezésének megkezdésétdl a j esemény bekovetke-
7686ig.
3.6.6. Megkivinjuk, hogy ¢ halmazokra nézve barmely id&szakban a
kovetkezs legyen érvénves:

|
U R P,
§=0
azaz minden tevékenyséy ezen halmazok valamelyikébe beletartozzék (de csak
egyikbe).
3.7. Kilonleges kikotések allalmazdisa

Barmely (i, j) € P tevékenységre kiilonleges kikitések tehetik, a lehetséges
eseteket az aldbbi halmazokkal hatarozzuk meg:
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3.7.1. KHy(t): az Gn. megszakithatatlan tevékenységek halmaza.
Rglt): az azonnal folytatando tevékenységek halmaza.
Ha valamely #* id6pontban
Xty >0, & M) > Xie)
(5, 7) € B(¢),
akkor ugyvanezen (i, j) tevékenységre
Xt +1)>0,
€8
(i, 1) € Rolt! + 1)

Ha pedig
> M) =0,

(h,i)eP
(i) < (i, ])
Je =Sl S (M, ’i),
de
K@p L
P M) >0 (6, 7) € By(t')
akkor
Kap o
2 Xijit)>0.

Azaz: a megszakithatatlan tevékenységek iitemezésiik meginduldsa utdn
minden kovetkezé idéperiédusban is iitemezésre keriilnek, mig munkamennyi-
séeiik el nem fogy, de az iitemezés kezdetével vérhatunk; mig az azonmnal
folytatandé tevékenységek iitemezését azonnal el kell kezdeni, mihelyt az el-
feltételek teljesiiltek (az ¢ esemény bekovetkezett).

Ervényes még, hogy R, C Ry(t), vagyis a helyszinentarté tevékenység
mindig megszakithatatlan.

3.7.2. Ry(t), t,): a tevékenyséy bizonyos idéintervallumban nem iitemezheld,

azaz (i, j) € R,(l,, t,) esetén
ké'l X';‘}(t) =0, ha $, <tLt,.

3.7.3. Rgl(ty, t,): az idbszakosan csokkentett intenzitdsi levékenységel: halmaza;
e halmazok minden elemére K(i, j) = 2; és ha

t <t vagy t, <¢t,
Xi[(t) =0, (4, 7) € By(1y, ts),

akkor

ha pedig ¢, < t < t,, akkor
-X}j(t) =0 (":: 7) € Rs(tl: tz)-
Bg(t,. t,)-re mindig érvényes: _
Ryt t,) < Ro(0)

azaz ilyen kikotést csak a normdl tevékenységekre tehetiink.
Ertelemszerfien érvénves tovabbé a kovetkez§ két osszefiiggés:

R?“h tz) n RS(tI’ 52) =0,
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[Boty t,) U Rylty, t)] N By - 0;

mivel az idészakos tilalom ellentmond annak, hogy a tilalmi idében iitemezni
lehessen, s mindkett§ ellentmonddsban van a helyszinentartdssal (adott ese-
mények kozt a helyszinentartas nem sziinetelhet).

3.8. Ezutdn minden (¢, j) € P tevékenységhez hozzarendeliink egy d;; > 0
un. ,,rohamtartam’-ot (crash duration) a kovetkez&képpen:
legyen

Nk
max —Z, ha (4,7) € Ry(0) U R,
ko cf

K@) N

ad¥ = K’

i ha (¢,7) € R,
ij k=1 Cjj

k
ain 200" | B . Sy B0},

k F{j
0, ha (i,7)€ER,
és ebbdol
’[1,' = —[— d?}]

ahol [ ] az entier fiiggvény jele (azaz minden d;; értékét egészekre felkere-
kitjiik).

A nemnegativitds ténye az N%; és cfj-ra adott feltételekbol adédik (3.1.1.
és 3.1.2.). A 3.6. értelmében igy minden (7, j) € P tevékenységhez egyetlen nem-
negativ egész d;; érték tartozik.

3.9. A 3.8-ban meghatirozott d,; tartamok segitségével végezziik el a
CPM/TIME szamitdst, s hatdrozzuk meg minden © € P’ eseményhez a i,
ill. ¢V legkorabbi és legkéstbbi bekovetkezési értékeket (lasd [1] és [2]).

Képezziik ezutin minden (i, j) € P tevékenységhez a kovetkezs értéket:

I’],’/ = §1) ‘(l,'l'.

3.10. Tegyiik 3.8-ban mindeniitt N7 helyébe My (1), Ry(0) és R4(0) helyébe
Ro(t) és Ry(t) értéket, s nevezziik az igy kapott d, (t) értéket ,aktudlis roham-
tartam’’-nak. Ennek segitségével a 3.9-hez hasonlé médon értelmezziik #;(f)
értékét a kovetkezdképpen:

Bift) = Y —dyt).

3.11. Végiil jeloljiik 7' -vel azt a legkisebb (legkoribbi) 7 idGpontot, amelyre

érvényes:

K(h,i) Kh,i}
2 C Y Xh(t) > 2 N,
hDE(P—-RY) k=1 t’'st (hDEWP—Ry) k=1
de
v \i"j)xfsx(/) 0
o ij ,

2
(DEP K=1
(’L, ?) > (l'})
azaz: az (1, j)-t kozvetlen megelézi tevékenységeket mar iitemeztiik (dtlapolis
esetén annak megfeleld mértéke szerint), de az (1, j) iitemezését még nem
kezdtiik el.
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Nevezziik ezen T-t az 1 € P’ esemény |, tényleges bekiovetkezési idépontjd’ -
nak.

3.12. Ezek utan az itemezési feladatot a kovetkezéképpen fogalmazhatjuk
meg:

adva a 2.2-ben definidlt P halmaz a tevékenységekre meghatirozott <,
ill. < relacioval.

Feladat a P halmaz (¢, j) elemeinek idSbeli elrendezése (iitemezése), azaz
annak megallapitdsa, hogy valamely ¢ idpontbhan az egyes (1, j) tevékenysé-
gekhez mekkora X{j(¢) értékeket rendeljiink. Ezt az iitemezést ugy végezziik,
hogy T, — min! legyen, betartva a relicidkat, az egyes tevékenységekre
fennallé kiilonleges kikotéseket, és hogy minden (rogzitett) ¢ idGpontra telje-
siiljon:

2 Xy(t) < C%x). (*)

(L,j)ep

4. Az iitemezési feladat megoldasa
(ERALL-2 algoritmus)

4.1. 1. lépés: a t idGperiodusban iitemezhetd tevékenységek kivalasztasa:
Egy (1,7) € P tevékenységet akkor neveziink a ¢ idgperiédusban itemezhe-
tének, ha

) > Mii(t) =0,
(hE(P—R,) k=1

de
Kapn
I_),l M) >0
=

(h, 1) < (3,) € P,

[(h, 1) <€ (1,7) esetén a 2.3-ban ismertetett A* segitségével hasonléképpen
értelmezhets az titemezhetdség fogalma. |
Azaz egy tevékenvség iitemezhets, ha a megel6z6 tevékenységeket mér
iitemeztiik (munkamennyiségiik ,,elfogyott”), de az illet§ tevékenységen még
van iitemezhets eréforras (melynek munkamennyisége pozitiv szam).
Jeloljiik a ¢ idéperiodusban iitemezhetd tevékenységek halmazat Q(t)-vel.
Jeloljiik tovabbi az iitemezés sordan a ¢ periédusban mar beiitemezett
tevékenységek halmazit Q'(t)-vel, azaz

(4,7) €Q'(),

. ’ K(i’j.) .
(2, 1) €Q(t) és k%’l Xi(t) > 0.

ha

Mérmost egy adott ¢ idéperiddusban az iitemezhets tevékenységek kivélasz-
tdsa - Q(f) megalkotdsa — utdn a tevékenységeket az aldbbiak szerint vonjuk
be sorban Q'(t)-be:
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elGszor az Ry(t) tsszes (i, §) elemét, és ha a ¢ id6peridédus iitemezésének hefeje-
zésekor

Q(t) < Q) ,

vagyis még van iitemezheté, de be nem iitemezett tevékenység, akkor
mm E j(t), majd az i, ill. ezen beliil j értékek névekvé sorrendjében jarunk el.
) lépés: a tényleges iitemezés:

X%(t)

megallapitisa az eddig eléreboesatottak segitségével a kovetkezGképpen tor”
ténik (a tovdbbiakban feltétel, hogy (7,7) € @(f) legyen, amit értelemszertien
nem irunk ki):
4.2.1. Legyen elészir is (i,j) € Rg(t). Ekkor a megoldhatisdg sziikséges
feltétele, hogy :
> e O (aed)
; (LDER(D)
és

By(t) N Boft,st5) =0 [ <t< k)

legyen. Vagyis: a globdlis eréforraskorlit ne legyen kisebb, mint az azonnal
inditandé tevékenységek alsé lokélis eréforrdskorlatainak osszege, és ne alljon
fenn az id@szakosan nem iitemezhetdség kovetelménye.

Ezek nem teljesiilése esetén a megoldds nem elégitheti ki a 3.12. (*) feltételt,
az iitemezést azonban mégis elvégezziik [az (i, j) € Ry(t) eliras tehat ,,erésebb’,
mint barmelyik mdsik !], éspedig az 1. tdblizattal megadott médon (tehat
v (*) feltételtdl fiiggetleniil 1):

I. tablazat

A\'f,(,) (i 1) k’ Egytb feltétel
min [¢§;, M¥ (1)) | R (U R,
|- [ . 2 el Lo
24 ’ ‘ ‘ . » rk® k
min (off, M{j @) | R, | mink: |gz;jk<z) 0, Mij (¢) > 0]
£ T | | . SR TN .
‘ ‘ ”
| M ,
! : min & : [—,,}” ~min,
o | (il}
k
clf R sri ;
‘ | O% c o >0
| (1, f) € {) © @) CQ(‘)j— Q@ J
; i C%—dfj <0
G}j | Ry(t) | minden k-ra
“ i (4 1) € Q1)
(‘ij } R‘ i ¢ (_~1 {1,]
i" o - —
0 ; H,, | t> Tj

Megjegyzés: €% arra utal, hoav azon a € A erdforrdars]l van sz6, amely (1, 1) tevékenységen éppen k-iknak van lozzd-
rendelve; mas tevékenysiéen nens ¢ppen a k-ik, sétlehet, hogy mis tevékenységhez nem is tartozik hozzd.
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4.2.2. Ha valamely ¢ id8periédusban Q'(t) = Rg(t) és Q(t) D Q'(¢), akkor
¢’ (t) tovabbi bivitését — amennyiben a feltételek lehet6vé teszik —, a 4.1-ben
megadott médon végezziik, hiszen az Rg(t) halmazra vonatkozé (4.2.1-ben
adott) feltétel mar teljesiilt. A kovetkez6kben tehat feltételezziik, hogy
az (i,J) € Rg(t) tevékenységek fenti médon valé iitemezése megtortént.
A tovabbi iitemezés sordn mégsem élhetiink az (i, j) § R4(t) feltevéssel, hiszen
a mér belitemezett tevékenység a min H;(f) kritérium szerint Gjbél sorra
keriilhet. A kovetkezdkben az iitemezést - o leirds egyszerfisitése végett —
tevékenységtipusonként targyaljuk.

A konnyebb targyalisméd kedvéért azonban még bevezetink egy tjabb
mennyiséget, Z%t)-t, nevezziik ezt ..erdforrdismaradél’”-nak:
legyen

Ze(t) = 0%) — 3 X§(t) [a€d].
(LNEQ @)
A tovébbiakban Z¢ és k egyiittes elGforduldsakor mindig olyan % értéket
értiink az (1, j) tevékenységhez, amely az a eréforrasra utal.
4.2.3. Legyen (3,7) € [L5(t) N By(ly, E,)]-
Ha mérmost ¢, - ¢ — (,, akkor nyilvan
Xi(t) = 0.
Ha ¢ > t,, akkor az itemezést ugyantigy végezziik, mint

(1,7) € {(B5() N [P~ Bylty, 1,)]}

esetében, amelyet a tovédbbiakban megadunk. Végiil, ha [ < 1, akkor az iite-
mezést a 2. tdblazat mutatja.

2. tablazat

|

bY0) I (4, 5) ligyéh  feltételek

3 e V, k “ ) ] [ k.
min {ef), 2°%0), Mij0)) | P By M*if(f) oty — 8) = Nij;
Ic [ 2

"ij

Z%(t) = o

| > g
| | o

&y < 2°%);
| k
! ‘ Mij()
Kk
[ Cit
k
Mij(¢)
\ *k

(‘,’j

min [M?;(t), F'f]j | P—R, ‘ Allj,&t) ) "ij Y
| k’

'((l L)<N£!];

~ a7k
(¢, — t) = Nij

k *f sl
cij < Cij X Cij

0 | P-R, | Z%t) < cf; vagy
f M «
| | A0 ¢, -y <



b¢ 0}

min [ M(0), 7, Z%(1))

3. tablazat

(C¥))

Egyéb feltétel

P — [RBo(t) U Rty 1,)]
vagy

A
Ryt 1) N [P ~ 0 Ry
s=5 I

min (M} (1), 3, 2%0)]

min [W?j(t) 6‘21, 5 Za(t)j

Z%¢) > iy

t<t, vagy t>t,

L Ry(t,, ty) Z%t) = ¢y
\ t<t, vagy i, <t
Ry(ty, t) Z%(t) = ciis

b SE

6 8
U Ry(t) U Ryt t,)
s=5 §=T

= e o
U RBy(t) U Boty, ) ULP By, t2)]
s=5

Mii(t)

.ok k. agk
min [¢;j — cjj; Mij(t) —

M) < 2°%(t) < cf

M) < 2°%¢) <
t<t, vagy t, <t

6
UROUR () ULP Ryt 1)

M) < 290 < dlj;

t<t, vagy t, <t

{I’ . [ LGJ R(t) U R,(¢t,, t;)

} 0 Ryfty ts)

9?1'; Zt) — (‘—"\JJ Rq()N [P R LSJ Ry(ty, ”z)]

s=7
RONBt)
R(t) N Ry(ty, t,)

M () < 2°%0) < o

t<t; vagy i, <t

LStSt, és k=2

egyéb esetekben

90¢

TTVINY XMONTOZS—NYAISI QdVZS



b.¢7/0)) ‘ @3

d ; k ek 78
ui.ln {min [ﬂl,](t), mecij, Z%(t)]} P — [Ro(t)U Bylty, )]

R,(t,,t:) N [P — Rg(t)

Mij(t)
P —[Rg(t) U Bo(ty, t,)]
Ro(ty, ) N [P — Rg(1)]
nz}{in {min [Mj(t) — cfj; (m — 1)-clj; %) — i} R(t)

m

Egyéb feltétel

3 —k
m-cij = Cij;

=k
m 'elfj < ¢ij;

(m V)ecl; >l

| Z2%0) = o

t<t, vagy
t, <t;
z°0) = o

| M) < 2% < <
k=1,.. KG9

| mindegyike.

- M) = 2 < cij
‘ k = 13 --‘:K(iyj)
t <ty vagy t,<lt

=k
m-C'i‘j = Cij;
_k
(m + 1)-cy > &)

chi < min [M{;(t), Z%2)]

‘ egyébként

SANLIMOHTIV IVIINHOTLOTYH &TIVHE ZV

L0%
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Ha (4, j) € R, akkor ]’-I'{(j) helyett
1",,
K@D M(t)
k=1 C‘{’

értékét vessziikk (mindig a megfelels cjj-val — ¢, ¢*, ¢ —), s az iitemezést ugyan-
foy végezziik.

4.2.4. Legyen most (i,5) € By(t) és a 4.2.3-ban targvalt esetek egyike se
alljon fenn.

Ekkor az iitemezést a 3. tdblézat mutatja.

4.2.5. Legyen (1, j) € R, (és a 4.2.3-ban targyalt eset ne alljon fenn). Ekkor
a 4. szamu tablazat mutatja az iitemezést.

4.2.6. Legyen (3,7) € R, (a 4.2.3-ban targyalt eset ne alljon fenn). Ekkor
az titemezést az 5. tdblazat mutatja.

4.2.7. Legyen (1,7) € R4(t). Ekkor iitemezés elétt a kovetkezs szamfitdst
végezziik el:

ha minden k-ra a hozzdtartozé Z4(t) <~ cjj, akkor

X’f](t) s ()

ellenkezd esetben viszont hatdarozzul meg ezen k-kra

N
min [TU
g

C,'j

értékét, és a tevékenység tartalmat dtalakitjuk az alabbi médon:

NYj, ahol &' = min k: {m;mx [min(N%, Ze(t))]}*
0, ha k==F ;

és az iitemezés a 3.6.4. alapjan azonos a 4.2.4-hen leirttal.

4.2.8. Legyen végiil (¢,5) € R,.
Ekkor

M) = [

k - -
Xk(t) — [c,/, ha T, <t LT,

0, egycébként.

4.3. 3. lépés: t helyébe 1* - ¢ 4 1 értéket helyettesitiink. Ekkor vissza-
tériink az 1. lépésre.
Fenti lépéseket mindaddig ismételjitk, mig

2 X M) =0

(Lmer k

nem lesz.? Kzzel az iitemezés végetért.

L Kz azt jelenti, hogy kivilasztjuk a legalabb (_IU monnyiséggel iitemezhels tevékeny -
ségek koziil a legkisebb étfutdsi id6t igényls erbforrisok mellett a legkevésbé sziik kereszt-
metszet(it, ill. tobb ilyen koziil a sorrendben legel6bb hozzdérendeltet, s azutdn mdr az
1 ersforrdsti normél tevékenységként kezeljiik (¢és titemezziik).

? Vagyis: mig az 0sszes tovékenységet beiitemoztiik. (¢, n) jelenti az n (zird) esemény-
Len véez68d8 tevékenységeket.
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min [Mfi(0), . 2%1)]

Mij(t)

ool b (k" < k)

J. tablazat

5 Jr Egyéb feltétel

P — [Re(t) U Ryt )]

t—1 [

' o F e ks -
Balty, )N TP Ry(0)] ’”‘Lé; Xy =N | ch vagy 1<

t—1
- 2 X< N'fj]

1

M) < 2°) < ol

. Kk’ k’ Kk =k’ Kk’
min [Mij(t) — cij; Z%(t) — cij; ¢ij — cij]

0

|
|

Ry(t) N Q'(t) ki <min[ MY, 290), 5]

L L e RS (DS = . T R

egyvébként

SORILIYODIV IVIINBEOHIQIYH - 1IVHY 2V
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Mivel minden tevékenység egyszer litemezésre keriil (N, K(i, j) is véges),
ezért ez véges szamu lépésben bekovetkezik. A kapott megoldds josagat
az eddigi tapasztalatok is mutatjik, errdl az 5.-ben szamolunk be roviden.

5. Gyakorlati tapasztalatok

Noha az ismertetett modszer a heurisztikus eljardsok kozé tartozik, a gya-
korlatban igen jol bevalt és rendszeresen alkalmazzik nemesak az épitd-
iparban, hanem mas teriilcteken is.

A médszer hatékonysigit az okozza, hogy a gyakorlati életh6l vett szerve-
zetekre (épitésvezetdség, kihelyezett munkahely, {6épitésvezetSség, koordindld
vallalatok, stb.) épiil és a tevékenységtipusok, valamint az algoritmus heurisz-
tikus 1épései e szervezetek sajitossigait jol titkrozik. Kiilonosen a tevékeny-
ségek megszakithatosdga, valamint a valtoztathaté erGforrds intenzitds nagy-
ban noveli hatékonysigat mas hasonld eljardsokhoz képest. )

Ossze is hasonlitottak mds médszerekkel: a KGST Epitésiigyi Allandé
Bizottsigaban a csehszlovik delegicié kidolgozott egy kozos szamitdsi fel-
adatot. Kzzel tobb tagorszig 5 hasonlé programjinak hatékonysigat hasonli-
tottak ossze. Itt az KERALL-eljards bizonyult leghatékonyabbnak, amennyiben
atfutasi ideje (7',) 30 nappal rovidebb volt, mint a mésodik legjobly programd.

A gyakorlati eredményelrdl mar tibb ismertetés és cikk is jelent meg

(4], [5], [6]. [7].

( Beérkezett : 1969, november 10.)
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THE ERALL-2 NETWORK ALGORITHM

The introductory portion of (he article provides references and justification of why
the heuristical algorithms, one of which is the ICRALL-2, are generally applied in modern
network procedures which deal with the allocation of resources. Following this, it con-
tains a short description of the mathematical foundation of the network technique, intro-
duces the concept of overlapping, and then the mathematical model of the problem is
constructed, and the task itself defined. Here the article discusses certain special acti-
vities handled by the model (normal, coherent, series, alternative, keeping on-the-spot),
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constraints and variables of the problem, its parametres, and certain special stipulations
(uninterruptable or immediate activities, assumptions dependent on time), and here it
gives the method for calculating the time data also needed for the classic CPM technique
(based on the values already given).

In solving the problem, the detailed mathematical description of the ERALL-2 algo-
rithm is given in the next chapter, where we can find the method of allocation and
scheduling.

The conclusion contains a brief review on the study of the effectivity of the procedure,
and on the experiences gained with it so far. The reference list contains previous reports
on the procedure and on pratical results already published.

AJI'OPUTM CETEBOW TEXHUWKM: 3PAJIJI-2

Brojpas uacTb CTETEH IOKEShIBAET M 00ACHSICT TOT, UYTO B COBPEMCHHBIX METOJAX CETEBOH
TEXHHKH, KOTOPbIE 3aHUMAIOTCsl PACTIPE/ICICHHEM, TAKTHPOBAHHCM HCTOUHKKOB, COOTBETCTBYIO-
MUX J1eHCTBUSIM, TI04YCMY TPHMEHSIIOTCST 00BIYHO TI'eyPUCTHUECKHE ANTOPHTMBI, K KOTODPHIM
ordocutesi 1 APAJJI-2. Nanve pabora Aaét KparKoe OMHCAHKC MATCMATHYECKHX OCHOB CETE-
BOH TCXHHKH, BBOJHT HOHSITHE TEPEKPBLITHSL H IOCJC 3TOr0 COCTABJISICTCS MATEMAaTHYeCKasi
mMojenb 3afaun W oopmisieTes: 3ajaua. 3AeCh 3aHHMAETCsT CTAThbsl HCKOTOPBIMH 0COOCHHBLIMH
THNAMH  JICATCIABLHOCTECH, KOTOPbIE BKJOUAITCS B MO/JC/bL, O DAHHYCHHSIMHM, NEPEMCHHLIMH
3a/lauk, napameTpamH M TAKXKE HEKOTOPBLIMH O0COOCHHBLIMH OIDAHHUYCHHSIMH  (JICATEJILHOCTH,
KOTOPBIE HEJIL3s1 NMEPEPLIBATL HIH HEMEJUIEHHO HA/L0 TIPOJA0JIKATL, OIPDAHHYEHHsI, 3aBHCSIMECS
OT BPEMEHH), 1 3/1eCh 1alT METOJ BBIUHC/JICHHST HY)KHBLIX JAHHBIX BPEMCHH, KOTOPBIE HY)XHbI H K
KJICCHYCCKOI TC NHHKC KPHTHYCCKOIT 1Ty'TH (110 3apaHee 3aJaHHBIM BeJIHUHHAM).

[pn pemennem 3aiaun, noapobHoe MarematHuecikoe onucanue auropurma 3PAJII-2 naéres
B CJEJIYIOIIEH IJ1ape, Ii¢ Mbl HAXOJMM MCTOJ| BBINOJHCHHST PACNIPE/ICTEHHS] H TAKTUPOBAHHST BO
BPCMCHI, I'PYIIHPOBAHHO 10 OT/CJbHLIMH THNAMB JICATEJILHOCTEH.

DopmMyJibl YAl BCErO COMPOBOMGIAIOTCS KOPOTKHM 00bLSICHEHHEM, 0CO0CHHO OTHOCHTEJILHO
HCKOTOPBIM HOBBIM TTOHSITHSIM.

B 3111104CHHE  1KOPOTKO ONMHCLIBACTCST MCHBITAHHE 3()CKTHBHOCTH METOJAQ M HMEICUIHIiCs
OILIT HCIIBITAHHSI, a B CIHCKC JIHTCPATYPbl HAXOASITCA € OHON CTOPOHBI Y)K€ HMEIOIHCCS
ONHCAHHsL METOJA, @ € APYIoii CTOPOHBI CIIHCOK JIHTEPATYDbl 0NYOJIHKOBAHHBIX PE3YJILTATOR
NPAKTHKH,
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Megjegyzés egy kvadratikus szélsGértékfeladathoz*

1. Bizonyos kozgazdasigi problémak (l. aldbb) a kovetkezd szélsGérték-
feladatra vezetnek: hatirozzuk meg az

{11 il)::v*C’:cr— b*x

kvadratikus fiiggvény
(1.2) B*r — f

feltételt kielégité minimuméat, ahol

O adott nxn-es szimmetrikus pozitiv definit matrix,

b* adott n-dimenzids (sor-) vektor,

E* adott m X n-es matrix, m <~ n,

[ adott m-dimenzids (oszlop-) vektor és

v a valtozék n-dimenzids vektoral
()*-gal matrixok és vektorok transzponaltjat jeloljuk; oszlopvektorok transz-
pondltja sorvektor és viszont. A dolgozatban kizardlag valés skaliarokkal,
vektorokkal illetve matrixokkal f()gl(llk(munk.

Az (1.1) kifejezéssel és az (1.2) egyenldséggel meghatarozott szélsGérték-
feladat megoldhaté pl. a  Lagrange-multiplikdtorok klasszikus mdédszeré-
vel [1]; a mvg()](lnht feltéve, hogy az E* matrix rangja m a kovetkezd
formula s/olg.,alt(nj.l

; 2 (I"*(' wrl BC1 (E*C1E)~ ’

ahol 4 az un. Lagrange-féle multiplikitorok m-dimenzids (oszlop-) vektora.
IEbben a dolg.,nz.tthan egy, a késGbbick sordan emlitett kivételtsl eltekintve
feltessziik, hogy (1.1) a kovetkezG alakba irhaté:
n
(I.1a) > sl — ;)%
i=1

* Az ebben a tanulminyban kozolt credményeket megalapozé kutatémunkéat az
Orszigos Anyag- és Arhivatal meghizisdibdl az INFELOR Rendszertechnikai Véllalatndl
az drtervezés Okonometriai modelljének el6lkészitése sordn végeztem, M. L.

! lfangsulyozzuk, hogy ebben a dolgozatban kvadratikus fuggvenyek linedris egyen-
letrendszerrel korlitozott miniméaldsdnal probléméiival foglalkozunk. és nem kvadrati-
kus programozisi feladatokkal. A korlitozé feltételek kozott nem szerepelhetnek tehdt
linearis egyenlétienségek, beleérive ezekbe a nemnegativitdsi feltéte'eket is.

1 Siiqma
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)

ahol az s; (i = 1,2, ..., n) mennyiségek pozitiv silyok, @; (i = 1,2,....n)
pedig az x vektorviltozé i-edik komponenséhez tartozé célkitiizés, az x; kom-
ponensnek rendszerint valamilyen clérebecsiilt értéke. lly médon az el6z8ek-
ben ismertetett feladatnak egy fontos specidlis esetéhez jutunk, amelynek
példiul az Adgazati kapesolatok mérlegébdl képzett technolégiai egytitthaté
matrixok konzisztens elérebecsiésével kapesolatban van kozgazdasigi jelen-
tésége. Ezeknek a konzisztens eldrebecsléseknek az esctében az a feladatunk,
hogy az egyes elemek joviben varhaté alakulasdra vonatkozd, trendszdmités-
sal vagy més mddszerrel kapott elrebecsléseket olyan konzisztens rendszerré
fogjuk dssze, amely rendeikezik az ilyen technoldgiai egyiitthaté matrixok
kozismert tulajdonsigaival, és ugyanakkor a lehetd legjobban meghkozeliti
az eredeti, egymdstdl fiiggetlen elérebecslésck eredményeképpen kapott érté-
keket. Ebben az esetben (1.1a) az eredeti, egymastdl fiiggetlen elérebecslésekbdl
allé rendszer kozotti kiillonbségek minimélisinak kovetelményét irja fel,
(1.2) pedig az egyiitthaté matrix kozismert konzisztencia-feltételeinek rend-
szerével azonos.?
(1.1) és (1.1a) egvbevetéeébdl vildgos, hogy esetiinkben

8y 0w wly
(3 JRY e NGl A PORE i)
(1.4) @i== Pl -
0 0 S
és
(1.5) b* = 2oy, oy, i 8n) ¢
Mivel az @k nagysigrendje altalaban — példaul technoldgiai egyiitthato

matrixok konzisztens el6rebecslésének esetében is — kiilonhozd, az (1.3) képlet
alkalmazdsa egyméassal egyenld, példaul egységnyi stlyok esetén azt ered-
ményezi, hogy bar az (1.1a) kifejezés értéke kiclégitGen kicsi lesz, egyes kis
abszolat értékii &;-khez relative nagy |a; — &;| eltérés fog tartozni. Ezt
a jelenséget oly médon igyekeznek elkeriilni, hogy kis abszolat értéki &, cél-
kit(izéshez nagy abszolit értékii s; silyt rendelnek, és viszont. Természetesnek
ttinik, hogy a stlyokat a kivetkezSképpen véalasszuk:

(1.6)

la;|
feltéve, hogy #; = 0. lgy jutunk ahhoz a kérdéshez, hogy @; = 0 esetén vilagzt-
hatjuk-e az s; sily értékét 4 oo-nek? A kivetkez6kben litni fogjuk, hogy
bizonyos feltételek mellett a vdlasz igenls, és ilyen esetekben az &; — 0,
8; = oo egyenléségek maguk utdn vonjik az x; — 0 egyenléséget.

2. Tegyiik fel, hogy &; ++ 0, i = 1, 2, ..., n. Akkor az s; silyokat vilaszt-
hatjuk az (1.6) képletnek megfelelden és igy (1.4) figvelembevételével a C'—!
matrixra a

)

=2 |

* Megjegyezziik, hogy a dolgozatban ismertetett eljdrds az /9% méatrixra és az f vektorra
vonatkozd tovabbi feltevések nélkiil nem biztosftja azt, hogy nemnegativ i; célkitfizésel
esetén a szdmitott a; értékek feltétleniil nemnegativok legyenek; ezzel a problémdval
azonban ebben a tanulnmidnyban nem fuolaikozunk.
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f®l O ... Uy
= 11 0 |z 0
(2.1) ¢ L0 |%]
5} s i
\ Q.. @ [o‘c,,i}

osszefiiggés adodik. Eszrevéve, hogy (2.1) jobb oldala értelmes marad akkor is,
ha egy vagy tobb i-re &; = 0, 6nként kinalkozik a gondolat, hogy a szélsGérték-
feladat megoldésit ebben az esetben is az (1.3) képlettel értelmezziik, hiszen
(1.3) jobb oldala csak € -4l fiigg, C-t6l fiiggetlen. Ezzel az értelmezéssel kap-
(bOl(lU!&n a kovetkezd két probléma vetddik fel:

Milyen fiiggvény veszi 4t (1.1a) szerepét a minimélasnal? Célszeriitlen
l(,llllb ugyanis Ol_Vdn Lkvadratikus fiiggvény” miniméldsirol beszélniink,
amelynek egytitthatéi kozott a +-oco is szerepel.

2. Milyen értelmet tulajdonitsunk az (1.3)-ban szerepls (K*C—1£) ' kifcje-
zésnek, ha ,, O~ szingularitdsa” (vo. (2.1)) maga utdn vonja az E*C~1E
matrix szingularitasat ?

A két kérdés koziil a méasodikra kannycbb feleletet adni. Regularis matrixok
inverzének kozvetlen dltaldnositisa tetsz6leges (nem sziikségképpen négyzetes)
matrixok Moore —Penrose-féle altalanositott inverze [2], [3], amely a kozin-
séges inverzek sok tulajdonsagat orokli, pl. linedris egyenletrendszerek meg-
oldésira hasonloképpen alkalmazhaté. ‘Emlékeztetiink ennek a fogalomnak
az értelmezésére.

Definicié. Tetszbleges m X n-es A matrix Moore—Penrose-féle dltaldnositott
inverzén azt az egyetlen A4+ matrixot értjik, amely kielégiti az

(2.2a) AATA =4
(2.2h) A+AA+ = A+
(2.2¢) (44 = 44%
(2.2d) (ATA)* = A4
egyenleteket.

Az idézett forrdsmunkékban megtaldlhaté annak bizonyitdsa, hogy a (2.2)
egyenleteknek tetszéleges, zérustdl kiillonbozd A matrix esetén egy és csak egy
megoldasa van, azaz, tetsz6leges, zérustdl kiilonboz§ matrixnak van M. —P.-
féle altalanositott inverze és az egyértelmfi.

Az elmondottak alapjan nyilvanvalé, hogy esetiinkben az (H*C-1k)~!
kifejezés helyén egy altaldnositott inverz fog szerepelni.

Mésrészt, az 1. probléméval kapesolatban vegyiik észre, hogy (1.3) szerint
x; zérusnak adodik, ha C~1 helyébe egy olyan diagondlis matrixot helyette-
sitiink, amelynek i-edik f8diagonédleleme 0. Ez a korilmény azt mutatja,
hogy valamely &; — 0 célkitiizés esetén az x; viltozé értéke a célkitfizéssel,
tehét zérussal lesz egyenld, ha az s; suly értékét plusz végtelennek véalasztjuk:
vo. (2.1). Mas s/uvnl ha & =&, =...= x,, = 0, és az Osszes tobbi cél-

kit{izés 0-16l l\lll(mhn/n al\km az s, s,z, P sulyok aldbbi valasztisa

'\‘.1 - .5"2 =l B .s‘," — + o0
annyit jelent, hogy az a;, 2, ..., %, véltozékat 0 értékkel rogzitettiik.
Magétol értetids tehit, hogy (1. la) helyett a kovetkezd célfuggvénvt fogjuk

tekinteni:

§*
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(2.3) 2 sil@; — ;) = 2 o (@ — ®)?
0 Xi#0 iwi,l

ahol az 6sszegzést mindazokra az 1 indexekre kell elvégezni, amelyekre &; -= 0.

Felvetddik marmost az a tovabbi probléma, hogy a valtozéknak milyen
részrendszereihez lehet zérusértékii célkitiizést, és ezekhez végtelen értékii
sulyt rendelni agy, hogy az (1.3) mdédositisaval nyert képlethdl szamitott a
vektor az (1.2) egyenletnek megoldasa legyen. Vilagos, hogy f s« 0 esetén
egyidejiileg valamennyi s; nem lehet egyenlé plusz végtelennel, mert ekkor
az & megoldés is zérusvektornak addédnék.

3. Az el6zGekben felvetett kérdésekre a 4. pont 2. tételével fogjuk megadni
a valaszt. Ennek a tételnek a bizonyitisa egy olyan Gjabb problémat vet fel,
amelynek megoldisa o6nmagiaban véve is érdekes és hasznos. Tekintsiik ismét az

1
(1.1) —p*Cr — b¥*z
‘ 2
kvadratikus fliggvény és az
(1.2) E*x = f
linearis egyenletrendszer dltal meghatiarozott feltételes szélsGértékfeladatot
ebben a ponthan €' felszbleges szimmetrikus pozitiv definit matrix lehet.
Az (1.3) formula alkalmazhatésiginak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
a € matrix pozitiv definit, £* rangja maximalis, /™ sorainak szima pedig
oszlopai szamanal nem nagyobb legyen. Gyakorlati szemponthol is feltehetd
a kérdés: mit allithatunk akkor, ha az £* matrixra vonatkozé feltevéseket
elejtjiik, illetve azzal o gyengébb feltevéssel potoljul, hogy az (1.2) egyenletnek
van megoldisa? A vilasz a kovetkezd.

1. tétel. Legyen C pozitiv definit matrix, és legyen
az (1.2) egyenletrendszer megoldhato. Akkor az (1.1)
kvadratikus fiiggvény az (1.2) feltételt kieldgitd
egyértelmid minimumat az
(3.1) o= C~% — CLE(E*CE)* (B*C~'% — )
pontban veszi fel

A (3.1) formula (1.3)-161 esak abban kiilonbozik, hogy az £*C'~1E matrixndl
kozonséges inverz helyett Moore  Penrose-féle dltalinositott inverz szerepel.

Bizonyitas. Az (1.2) egyenletre vonatkozé feltevésiink azt jelenti, hogy

a sorok esetleges feleserélésével az K* matrix és az [ vektor kovetkezd-
képpen particiondlhato:

( B*
(3.2) 1* :
H* )
(3.3) /i '
T ] '

ahol H} myxn-es (m, <~ m) matrix, amelynck a rangja m,, f, m,-dimenzios
oszlopvektor, H* pedig egy olyan (m  m,) X n-es matrix, amely (1.2) utols6
m - m, egyenletének az elsé m, cgvenlettdl valé fiiggésmadjat adja meg.
Az (1.1) kvadratikus fiiggvény az



MEGJEGYZES EGY KVADRATIKUS SZELSOERTEKFELADATHOZ 217

(1.2’) _];_]: = '[1

egyenletrendszeriel egyiitt mar egy olyan kvadratikus szélsGértékfeladatot

hatdroz meg, amelyre (1.3) alkalmazhaté. Bizonyitani fogjuk, hogy a (3.1)

képlettel definidlt a, vektor azonos ennek az utébbi feladatnak az egyértel-

miien meghatirozott megoldasaval; ebbdl a tétel allitdsa mar kiovetkezik.
Felhasznalva £* (3.2) alatti eléallitasat, egvszert szamitassal beldthatd,

hogy az

b¥
A = E*C\E L. 1CY(E,, B,H)
H* B

és az

A i}’/. (I + HH*) "V (EFCE,) ' (1 + HH*)™ (1, H)

matrixok, ahol [ s -dimenzios cgységmatrix, teljesitik a (2.2) egyenleteket,
tehat A+ az E*C'~'E matrix dltalanositott inverze. Ennek a részeredménynek
és [ (3.3) alatti elGallitasanak alkalmazdsaval egyszerd szamitds atjan belit-
haté, hogy (3.1) jobh oldala egvenls a

C1b — CTE(E¥CE,) (B¥C b -~ f))

vektorral, amely (1.3) szerint azonos az (1.1)-(1.2") feladat (egyértelmii)
megoldiasival. Tételiink bizonyitisat ezzel befejestiik.

Az 1. tctel mellet a kovetkezdkben szitkségiink lesz még az alabbi segédtétel-
re is:

LEMMA (Penrose [3]). Legyen U kxXm-es, V pedig mXn-es

matrix, és legyen
URUV == 0;

alkkor sziikségképpen
UV == 0%
Bizonyitis. ¥eltevésiik értelmében tetszileges n-dinenzidos x vektorra
B BRI 0
tehit
XEVEUR UV x =0,
mas szoval, a k-dimenzios UVx vektor hoszza egyenld zérussal. EbbGL x tetszd
legessége folytan a lemma dllitdsa kizvetleniil kovetkezik.

4. Térjiink vissza a kiinduldpontként szolgalé problémihoz. Evvel kapeso-
latban a kovetkezé eredményt mondhatjuk ki:
2. tétel. Legyen

o] 0 ... 0

0 |z, 0
(4.1) C . ey

0" B g

b* - (sign (&), sign(&,), ..., sign(&,)).
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Akkor az

(4.2) E*CE(E*CE)* f T
egvenléséde sziiksdges s elecendd ahhoz, hogyv a
('-)-3) A ."_,‘ ‘“] (.L, ;;7,')‘)
xi#0 | Vi
kvadratikus fiiggvény
(1.2) Brmi=lf

z

feltételt kielégitd minimumat az

(4.3) zy = Ch — CE(E*CE)* (B*Cb — )
pontban vegye fel

(2.3)-ban az osszegzést azokra az i indexekre kell elvégezni, amelyekre
.:r(. =

Bizonyitas. A tétel bizonyitasat két lépéshen véuzezziik: az elsGhen kimutat
juk, hogy (4.2) sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a (4.3) képlettel definidlt x,
1.2)-nek megoldasa legven, a mdsodikhan pedie az 2, vektor minimum-

0
tulajdonsagat igazoljuk.
to)
A (4.3) egvenlGsée mindkét oldalat balrdl K£*-gal szorozva

(4.4) = 7 E*z, = E*Cb — E*CE{(E*CE)* (E*Cb — f)

adodik. Kimutatjuk, hogy a jobb oldal elsG két tagjinak osszege 0. Jeloljitk
@-val azt a diagondlis matrixot, amelyben o {6atl6 i-edik eleme | [ @;1: nyil-
vanvald, hogv Q*Q — @* — (. Akkor (2.2a) szerint
E*Q*QL — E*CE(H*CE)t F*Q*QL.
A Penroge-féle lemma szerint (U — QK , V - [{ - E*CE(E*CHE)* *) ez az
egvenl@ség maga utdn vonja az

BXQ* — B*CE(E*C ) B

cgyenldséget is. Kbbal, jobbrol @-val szorozva ¢s (4.4)-be téve, kapjuk, hogy
B*z, = B*CE(E*CH)*f,
tebdt (1.2) akkor és csak akkor 4ll fenn, ha (4.2) teljesiil.
A miésodik résszel kapesolatban az altaldnossig megszoritdsa nélkiil fel-

tehetjiik, hogy C f6&tl6janak elsé 7 < n eleme zérustol killsnbéz8, n - r eleme
pedig 0, més széval, O kuvotl«(vnk(‘pp( i particionalhato:

i gl C; ()'
0 0
ahol € r-dimenzidés nemszingularis diangondlis matrix. Legven b*, £* és .«
" 1” i o H - i 0
megfeleld particiondldsa rendre
: *
= by, 0),
1 gk
E* — (EY, k%),

u
X, -
v

122
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ahol b] és u r-dimenzids sor- illetve oszlopvektor, &£ és H; pedig m X r-es,
illetve mx(n — r)-es matrixok. Ezeknek a jeloléseknek a felhasznilasival
(4.3) a kovetkezs alakba frhatd:

Xy == u] (C, 0} bll-
v l() 0/10
& i £y ((ﬁﬁ i’ iy ’ (5. B (0, 0 [b,‘ 5

0 0] \H, 1 {]f"," 0 0‘ ~OJ

(jx bl] - [01 El] (1’4”1"@'1}']1)+ (Efc‘bl /)

0 0 |

és ez az oOsszefiiggés az 1. tétel alapjan azt mutatjn, hogy az r-dimenziés u
vektor a

1 e

(- ) Xy )
Xi#0 Ixi| i=1 I'E,|
kvadratikus ficgvény ¢ az

(4.6) Bu=f

feltételrendszer dltal meghatarozott széisGértékfeladat megoldasa. A 2. tétel
bizonyvitasat czzel befejeztiik.

>

(4.5)

Megjegyziések. 1. Az dltalanositott inverzek (2.2a) ¢és (2.2¢) tulajdonsdga sze-
rint B*CE (E*CE)* az 1#CE matrix oszlopvektorainak terére vonatkozé Her-
mitikus [{r()jokcié. Masrészt, a Penrose-féle lemma alkalmazasiaval beldthato,
hogy E*CE oszlopvektorainak tere megegyezik azzal az altérrel, amelyet az E*
matrixnak olyan oszlopai feszitenek ki, amely oszlopoknak megfeleld valtozok-
hoz zérustél kiillonbozi célkitiizés tartozik. Ezek szerint (4.2) pontosan azt je-
lenti, hogy az x,, a,, ...,x, viltozdk tetszéleges olyan z;,z,, ..., 2, .
részrendszeréhez rendelhetiink zérusértéki célkit(izést és ezekhez - oo értékii
stilyokat, amely részrendszer mellett az f vektor elGallithaté az K* matrix
nem torolt (azaz. zérustol kiilonbozs a; célkitlizésekhez tartozo) oszlopainak
lineéris kombindcidjaként.

I, A 2. tétel 4llitdsa bizonyos szemponthol trivialisnak tnhet. Hogy ez
nines fgy, azt kovetkezGképpen lithatjuk be. Tegyiik fel, hogy az (1.1a)
kvadratikus fiiggvénvnek az (1.2) feltétel melletti minimumat keressiik, ahol

xz; A0 68 s i 1,2, ... 0. Rogzitsiik az utolsé 7 valtozot
kovetkezdképpen:

Dy 1= g i Bt == Tphgy s Ty = By
és jeloljiik £* utolsé n r oszlopat — mint az el6z6kben is  Ky-gal, a rog-
zitett, komponensekb6l 4ll6 oszlopvektort pedig v-vel. Tegyiik fel tovdbba,
hogy az [ Ej vektor elgallithaté E* els6 r oszlopénak linedris kombina-
cibjaként. Akkor a (4.5) kvadratikus fiiggvénynek az

(4.6a) Efu=f— Efv
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feltétel melletti minimuma altaliban nagyobb lesz, mint az credeti teladaté.
A két feladat minimuma kozotti eltérés anndl kisebb, minél kisebh a rogzitett
, x,, valtozok abszolut értéke.

B o s

5. Befejezésiil az elozéekben mondottakat néhany numerikus példival
illusztraljuk. A kordbbiakban bevezetett jelolésekkel élve, legyen

E* — LA g Y- 9
Omad 1+ 1e 1G]
v == (), Xy, Ty, Xy, 05)"
68
1
/ 2,
1

és tekintsiik az

(5.1) E*x — f

egyenletrendszert. Knnek olyan megoldasat akarjuk meghatérozni, amelynek
bizonyos elore adott (&, &,, &y, &,, &5)* célkitlizéstdl valé eltérése a lehetd
legkisehb abban az értelemben, hogy egy

L g
> i (; C)*
i ,‘li!

alakia négyzetosszeget minimal.

Megfigyelve, hogy az [ vektor elGallithatd £* elsé harom oszlopanak lineiris
kombindcidjaként példaul a 0, 0.5 és 0,5 egyiitthatok segitségével — az i,
és Iy célkitlizések értékét valaszthatjuk zérusnak. a megfeleld silyok értékét
pedig 4 co-nek.

Tekintsitk példaul az

(®ys Bgo By, Ty %)% = (2,1, 1, 0/0)%
célkitiizések rendszerét, és legyen
2 0 0 0 0
O 1 0 00
¢ 0 0 1 0 0
0@ 050 ©
0o 0 0 0 0

b* = (1)1, 1,50} 0)x
Konnyen ellendrizhets. hogy
60 L2 335 50 95

(B*CE)" —10 12 4] = =~ |50 170 40
2 493 ‘ 95 40 45
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tovabha
L1013 My 1
E*CE(E*CE)*f=—| —1 10 3]l2 ol=7
0 3 3 2 1

A 2. téte]l alapjan az
1]
0
z, = Cb — CE (E*CE)* (E*Cb —f) = |1
0
0

vektor a

3 l . l
5.2 N (2, — )2 = —(x 2)2 + (x, — 1)2 x, — 1)*
(5.2) ?:1(5?,-!(’ i) 2(1 ) (T, ) (@4 )

kvadratikus fligevény (5.1) feltételt kielégitd minimumanak helye; a minimum
értéke 1,5.

Te kmtsuk most a célkitizéseknek egy olyan rendszerét, amelyben mindegyik
célkitlizés zérustol kiilonbozd. Legyen példaul

(&g, T, Ty, Ty, e)* (2,1, 1 : 2§
1y Lo,y Lg, Ly, g it e 2 2
Akkor a
(5.3) X (@B — (@ 2 @y 1) (o 1)
=1 | %] .

2(z, — 0,5)* 4- 2(z5 — 0,5)2
kvadratikus fiiggvény az (5.1) feltétellel egyiitt egy olvan feltételes szélsGérték-
feladatot alkot, amelyre az (1.3) képlet alkalmazhatd. A részletek mellGzésével
kozoljiik, hogy a minimum helyéiil az

|5 S |

6 6 33

vektor adodik, a hozzitartozd minimum értéke pedig 2. Most vizsgaljuk meg
hogy mi torténik akkor, ha ebben a feladatban egy vagy tobb, alkalnmbdn
vilasztott valtozoé értékét rogzitjiik, és a minimalast a nem rog/itetb vilto-
zOkra vonatkozdéan probiljuk elvégezni. Rogzitsiik példaul az x, és z; val-
tozokat

illetve
Ty == X ==0,5

értékkel. Kzt megtehetjiik, mert ekkor (5.1) az
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%, + 22, =1 - 0,6=10,5
(5.1a) -2y + Xy + 3, =2 —-2.056=1
Ty + a3 =1— 0,0 =05

egvenletrendszerre redukalédik, amely megoldhaté: egy megoldésa példaul
= 0,5, ®y = 0, 7y — 0,5. Vegviik észre, hogy (5.1a) jobb oldala azonos

1
- f-fel, tovabba x, — x, és x5 — »; miatt (5.3) egybeesik (5.2)-vel, és hogy
ily médon feladatunk visszavezethetd az el6z6 feladatra, amelyet a 2. tétel

alapjin oldottunk meg. Felhasznalva az ott kiszamitott (K*CE)* matrixot,
azt az eredményvt talaljuk, hogy az

1
-0,25
' = 0,75
0,5
| 05 |

vektor az (5.1) egyenletrendszernck olyan megoldasa, amelyre vonatkozdan
¥y = Xy, x5 = ¥y, 6s az (5.2) kvadratikus fiiggvény értéke minimdlis. Azonban

osszhangban az el6z6 pont TI. megjegyzésével ennek & minimumnak
az értéke :

tehat nagyobb, mint 2, mely érték a szokvanyos (1.3) eljards alkalmazisival
adodott.

( Beérkezett: 1970. aprilis 28.)

[RODALOM

I. Boor, Joux C. (i.: Quadratic Programming. Amsterdam, North-Holland Publishing
Jompany, 1964, XTI 4 207 p.

2. BeervAry, J.: Az inverz matrix altaldnositdsirel. Az MTA Matematikai Kutatd
Intézeténck Kozlemdinyei. 1956, 3. gz, 315 —324. p.

3. PeNrosi, R.: A generalized inverse for matrices. Proceedings of the Cambridge Philo-
sophical Society. 1955. 106 413,

COMMENT ON A QUADRATIC EXTREME VALUE PROBLEM

The paper extends the problem of minimizing the weighted sum of squares of the form

n
2,; si(@; — #)°
==

subject to linear equality constraints, so that certain s; weights are allowed to take the
value 4 co. Then it gives also an explicit solution to the generalized problem with the
aid of the Moore —Penrose generalized inverse of matrices. A weight §; = co cannot be
assigned but to such x; variables, to which a 0-valued #; (called target) belongs in which
case this assignement entails also the relations x; — 0. In other words, assignement of
an infinitely large s; weight to an x; variable means to fix the variable in question auto-
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matically at the value 0. The paper gives the necessary and sufficient conditions as to
which sub-systems of the a; variables may be fixed at 0 value. The formula (4.3) yielding
the explicit solution of the problem contains, as a special case, the formula which results
from the Lagrange multiplier method in the case of finite §; weights.

The theoretical results are illustrated by mumerical examples. The paper indicates
also the possibility of economic application.

3AMEUYAHHUE B CBA3U ¢ KBANPATHUUYECKOM 3KCTPEMAJILHOM 3ANAUEN

Pabora pacnpocrpaHser npodiemMy MHHHMAIH3AUHH B3BCUICHHBIX CYMM KBa/[DATOB
n J
2 s — )
i=1
NPH JIMHCHHOH CHCTEMbBI Ol DAHHYCHIH, TAKAM 00pa3oM, YT0dbl 15t HEKOTOPLIX BECGE §; ObLIO
JLOMYCTHMO 3HAYEHHE oo, Jajibuie ¢ MoMombio 0000mEnHoil oparHoil MaTpuisl THna Mop-
[Tenpoc, jaér siHoe perenne juist 0Go0mERHoH npobaembl. Tonsio K Toi nepemMeHHoi X; MOYKHO
NPHAABATBL BECHI 8; = ©0, KOTOPOIi COOTBETCTBYCT TaK HA3LIBAEMast HeJieBas YCTaHoBKA X; = 0,
H TOT/Id 9T0 NPHJ@HUe BJICUYET 3a Co00l CBs3b X; = 0, JIpyrimy CJI0BaMH, NPHJABaTh KaKOH-TO
nepeMeHHoii x; 6ecKoHeyHo GosblnoH Bee $;, BHAYHT 3APAHCE BAKPCIHTL JAHHYIO FICPEMEHHYIO
paBibiM Hy10. Pabota jlaér HeolXoMM0e H JI0CTATOUHOE YCJI0BHE TOr0, YTO KAKHEIOACHCTEMbI
MEPEMCHHLIX X; MOYKHO 3aKpenuTh co 3Hauenuem 0. dopmyia (4.3), nawomast siBHOE peuieHue
npobsiemsl, BKJ0YaeT B cede, Kax oco0eHHbIT cayyaii, Gopmyty, KOTOpasi MOJIYYACTCST H3 METO/iA
MYJBTHIUIHKATOPOB Jlarpama B ciyyae KOHCUHBIX BCCOB .
TeoperHueckne pesysibTatTil HATOCTPHPOBAHLI HYMEPHYCCKIM 3HAYCHHECM.
PadoTa nokaseisactT BO3MOMHOCTH HKOHOMHULCKOT0 HDUMEHCHMS (POGICMDL.



I1r3. KrREgO BELA

Egy kozelit eljaras linearis programozasi feladatok
megoldasara

A linedris programozasi feladatokat numerikusan dltaldban a szimplex maéd-
szer valamelyik valtozataval oldjak meg (bar ismeretesek egyéb mdédszerek is).
iz természetesen nem véletlen. A szimplex médszernek sok elényos tulajdon-
saga van: véges (és gyakorlatilag elfogadhatd) szamu lépésben megadja mind
a primdl, mind a dudl optimdlis megoldist (vagy jelzi, hogy a feladatnak
nines megolddsa), nem igényli a feladat egy lehetséges megoldisianak isme-
retét, és igen hatékony olyan szamitassorozatok esetén, ahol az egyes feladatok
csak kismértékben kiilonboznek egyméstol.

Van azonban a szimplex mddszernek egy olyan tulajdonsiga, amely nagyobb
mdéret(i feladatok esetén mar nehézségeket okozhat: a feltételek szdméval
megegyezG rendii inverzsorozat! kiszamitasat igényli, ahol a sorozat egyes
tagjait a megel6zG tag felhasznilisaval szamitjuk ki. Nagyobb méreteknél?
cgvetlen inverz kiszamitasdhoz is igen sok miveletre van sziikség: ez a kere-
kitési hibak felhalmozodasihoz vezethet. Fokozza a probléméat, hogy az egy-
mast kovets inverzek szamitasi médja miatt barmelyik inverz hibajat , oroklik”
az utdna kovetkezd inverzek.

A kerekitési hibdk felhalmozdédiasinak kivédésére sok moddszer ismeretes:
dupla pontossiagi miveletek alkalmazdsa, djrainvertalds, stb. A nagyobb
pontossignak természetesen ara van: megnd az idGigény, dupla pontossagi
miveletek alkalmazésa esetén nagyobb lesz a memoriaigény. ley a feladat
méreteinek novekedésével elérimk cgv olyan hatdrhoz, amelven tal mar e
modszerek felhaszndldsa sem segit.

Ezért indultak meg  és folynak jelenleg is olyan kutatasok, amelyek
célja az, hogy bizonyos (a gyakorlatban gyakran elGfordulé) feladattipusokra
ezek specidlis szerkezetét kihaszndlo, a feltételek szamandl 1ényegesen kisebb
méretii inverzet (vagy inverzeket) alkalmazé algoritmusokat szerkesszenek.
oy sziilettek meg a kiilonbizd dekompozicids eljarasok és az ezek specidlis
esetének tekinthetd egyedi és dltalanositott felsGkorlat-technikdk. (Ez utéb-
biak igen hasznos mdédszereknek bizonyultak. Kevésbé mondhaté el ugyanez
az altaldnos dekompozicids eljarasokra: ezck a gyakorlati tapasztalatok szerint
nagvon sok iterdciot igényelnek. emiatt a kerekitési hibak felhalmozédnak.)

LA gyakorlatban dltaldban o modositott szimplex-médszer kiilonbozé viltozatait
alkalmazzik.

2 Hogy mekkora feladatot tekintiink ,,nagynak™, ez viszonylagos. A felhaszndlandé
cép jellemz6itol fiigg: a bels6- és a hattérmemoridik kapacitdasdatol, az elérési idSktél,
a miiveleti sebességt6l. A hazénkban jelenleg taldlhato legjobb gépeket alapul véve
a L kozepes” és ,nagy’ feladatok hatdra kb. 700 -800 feltételnél van.
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Végs6 soron azonban ezen eljardisok csetében is az inverz méretei hatarozzak
meg a megoldhaté feladat nagysagat.

Ezért elképzelhetd, hogy nagyméretii feladatok esctén a szimplex modszerrel
eredményesen versenyezzencl: olyan eljarasok, amelyek nem alkalmaznak
inverzet és kevésbé érzékenyek a kerekitési hibakra. Kiilondsen elényosek
az utobbiak, ha ki tudjik haszndlni, ha e matrix nagyon ,,i'u'e‘;”, és azt is,
ha rendelkezésre all egy, az optimélishoz viszonylag kizel es6, kiindulé prog-
ram. A gyakorlatban mindkdét eset gyakran el6fordul.

Az Orszdgos Tervhivatal egyik kidolgozds alatt levé modelljének?® megoldé-
sira széleskori kutatémunka folyik. Ennek keretében tobb ilyen aleoritmus
41l uépi kiprébdlds alatt. Kzek kozé tartozik az aldbbi eljdrds is.

A feladat

Az egyszer{ibb targyalis kedvéért csak olyan linearis programozasi felada-
tokkal foglalkozunk, ahol minden feltétel ,, <" alakban van elGirva (egyetlen
feltételnek sem kell egyenldségre teljesiilnie). Ismeretes, hogy barmely linedris
programozési feladat megfogalmazhaté ilyen formdaban.

Megoldandé tehdt az

[A:v <b a¥ b, e T,
(1) - oA =100 - il :
l(:*:v - max ak by Cn Tp

feladat. (Az esetleges nemnegativitasi feltételeket nem kezeljiik mctfkulunbw,
tetett modon, 07(\1( is benne lo"lalt.ltnal\ az (1) feltételi rendszerét wlkot(»
egyonlotlen&.égben.)

A tovabbiakban (1) lehetséges megoldasainak halmazit X-szel, optimalis
megolddsainak halmazit pedig X°-lal jeloljiik.

Sziitkségiink lesz még (1) dudlisara is:

[ w >0
(1a) WEA = p*
lu* b min

Jeloljik (la) lehetséges megoldasainak halmazit U-val, optimélis megolda-
sainak halmazit U°-lal.
A kozelité feladat
(1)-hez a kovetkezd |, kizelits feladatot” rendeljiik:

(2) Dy(x) = c*x — 8 p*(x) p(@) — max ,

3 Lésd: Bager —Morva —Szabd: A kézéplejaratit népeazdasici terv programozisa,
Kozgazdasdioi Szemie, 1969, 7 50 sz,
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ahol: s megfelelGen nagyra valasztott pozitiv konstans, tovabba
() 7 afe — b; ha a¥e —6,>0
(22) o) =| - , ahol ¢;(z) = = 1o o M
() 0 egyébként

(2) optimalis megoldasainak halmazat X°lal fogjuk jelélni.
Kiénnyen beldthaté, hogy @ (z) konkav és mindeniitt folytonosan differen-
cidlhato fiiggvénye x-nek, tovibbé

(3) 9:(®) = grad D (w) = [c* — 2 ¢*(2) A]*.

Egyébként K, -nck! minden olyan poliedrikus tartomanyédban, amelyben
Az — b egyetlen komponense sem valt elGjelet, @(x) kvadratikus fiiggvénye
z-nek. Ezen tartomanyok szdma véges (legfeljebb 2™M), teljesen lefedik X,-t és
két ilyen tartomany legfeljebb a hatdrdn érintkezik egyméssal.

Osszefiiggések az evedeti és a kozelité feladat kozott

Az eljirds lényege: az (1) feltételes széls@értékfeladat helyett a (2) feltétel
nélkiili feladatot oldjuk meg. (Tehit egy SUMT tipusd eljardsrél van sz6.)

A kozelités jogossigit a kivetkezd (itt nem bizonyitott) tétel igazolja:

1. tétel : Tegyiik fel, hogy X nem tires és korldtos. Tekintsiink egy szigortan
monoton novekvd, végtelenhez tartd, pozitiv {s,}7 sorozatot. Kkkor

)y Xggiod O (e Dais ),
tovabbd tetsz6leges S = {axy,} sorozat esetén (x5, € Xg,),

b c*es, >ictag.. 68 lim etani="c¥2" (2% "¢ LY,

k> oo

¢) gM(ag) glag) = 9 *("r-‘r.u) (/'("'f‘z;l) és {lim ¢*(y) §(rg) = 0,
b

d) S-nek legalibb egy torloddsi pontja van, és birmely torldddsi pontja
optimdlis megoldasa (1)-nek.

A tétel specidlis esetként kovetkezik McCormick és Fiacco nemlinedris
feladatokra vonatkozd tételébdl ([37], 104. o.).

E tétel alapjan [3] a kivetkezd eljardst ajinlja (55. 0.): £ = 1-t6] kezdve
oldjuk meg a @g(x) — max feladatokat. Haladjunk ilyen médon addig, amig
a kapott megoldas elég jol kizeliti (1) megolddsat. (A Lkordbbi feladatok meg-
olddsdbdl kovetkeztetni tudunk a kivetkezs feladat megoldéséara.)

McCormick és Fiacco egy véges eljarast is ad (2) megoldésdra ([3], 180. o.),
amelynek sordn a viltozék szimdaval megegvezé rend(i inverzekkel kell
dolgozni.

* K, -nel az n-dimenzios cuklideszi teret jeloljik.

5 Lasd: [2], [3] és [4]. Fzek az eljérdsok bizonyos matematikai programozési (feltételes
8z8l86¢érték-szdmitdsi) feladatok kozelité megolddsdra alkalmasak. Lényegiik: képeziink
egy olyan fiiggvényt, amelynek feltétel nélkiili széls6értékhelye kozelité megolddsa lesz
az adott programozdsi feladatnak. Ennek a fiiggvénynek az egyik tagja a megoldandé
feladat célfiiggvénye, mdsik tagja pedig azt méri (valamilyen mérték [,,segédfiiggvény’”]
‘Bzerint), hogy ,,milyen messze” vannak az egves programok a lehetséges megolddsolk
ialmazdnak hatdrdtol,
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A dolgozat egyrészt az 1. tétel altalanositasaval foglalkozik, masrészt olyan
osszefiiggésekkel, amelyek lehetévé teszik, hogy ln/onyos informéciok birto-
kédban egyetlen feltétel nélkiili feladat muroldas(wal elére adott pontossigi
kozelité megoldast kapjunk (1)-re. Tal(ryal tovabba egy (altaldban véges),
invertalist nem igényls eljarast (2) megoldasira, végil ramutat arra, hogy
a dualitast felhasznalva (1) megolddsara tobb hasonlé eljaras alkalmazhato.

A tovabbiakban gyakran fel fogjuk hasznilni a kovetkezd lemmét ([3],
98. 0.):

1. lemma: x; € XY akkor és csak akkor, ha 2s ¢ (x,) €U

Bizonyitas : ’\Imthotry @ (x) konkav és differ encidlhato, gs(x,) = o sziikséges
és elégséges ahhoz, hogy x; € X fenndlljon. Ebbdl (3)-at és (2a)-t felhasznédlva
a lemma kozvetleniil kovetkezik.

2. tétel: (2) megoldhatisaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy U ne
legyen iires.

Bizonyitas: A sziikségessée az 1. lemmabol kovetkezik. Az elégségesséy
belatasdhoz tekintsiik a

Ax —y<b
(4) *-L .'/ ;

c*x — sy*y —> max
teladatot. Mivel

@ () = max {c*x — sy*y | Az — y < b},
)/

nyilvanvald, hogy X9 akkor és csak akkor nem iives, ha (4)-nek van optimdlis
megoldasa. (4) célfiiggvénye kvadratikus, ezért az optimum létezéséhez elég-
séoes a célfiiggvény korlatossiga. Szorozzuk be (4) feltételi rendszerének
mindkét oldalat egy tetezdleges w € U-val. Kkkor az
(5) [c*x w*y < wth

l(:’*’;l: - 8y¥y > max
feladathoz jutunk. Minthogy u > o, (4) barmely lehetséges megoldasa lehet-
séges megoldasa lesz (5)- nck is. Igy (5) optimalis ((4liutrgvvm(,n(‘k(, (ha létezik)

legal"tbb .1kknm‘ mint (4)-¢. Viszont (5) barmely lehetsézes megoldisara fent-
all, hogy

c¥x — sy*y < w*b 4 ury —sy*y < max {u*d | ury —sy*y} = wrb + urufds.
v

A tovabbiakban fel fogjuk haszndlni a fenti bizonyitasbho6l kovetkezd
(6) D (x) << u*h | nu*ulas (v € U)

egyenlGtlenséget.
3. tétel: Ha (1)-nck van optimalis megoldisa, akkor

(7) 28 p*(x,) p(z,) < c*xs — c*a® < s@p*(w,) p(s) + u*ul(4 s,
ahol z, € X5, 2° € X%és u® ¢ U".
Bizonyitas: Felhasznilva az 1. lemmdt kapjuk, hogy

(8) c*m, — c*x® = 28 p*(x,) (Adz, — Ax®) = 28 p*(x;) [(Ax, — D) + (b — Ax?)].
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Minthogy (2.a) miatt p*(z,) (dx, — b) = @*(x,) ¢(x;), (8)-bdl kovetkezik, hogy
28 @*(z,) p(x,s) < cxs — cad.

A midsodik egyenl6tlenség bizonyitasihoz tekintsiik (6)-ot. Legyven u = u?;
gy b*u® = c*29 és

1
(9) q)s(xs) = (7*375 — 8 (p*(ws) {/)(xs) < C*wo -+ I uo*uo:
S

amibdl allftasunk méar kovetkezik.
(7)-et a kovetkezGképpen is megfogalmazhatjuk:

(10) 25 @¥(x;) (xs) < c*x; — c*a® < ~1’ u*u0,
.)S.

ami nyilvanvaléan igaz, mivel (7) alapjan

1
s@¥(x) pl,) < Py 2P,
18

4. tétel: Ha (1)-nek van optimalis megoldasa, akkor

1 1
(11) 2s p*(x,) b — u*h < = u%*ul — s p*(x,) px,) < e ud%ul.
s 8

Buzonyitas: Felhasznilva, hogy
28 (/"(:vs) b =28 (P.(xs) [A:Ls 7’(”*@)' 5 (‘*IL‘S 28 (p*(ws) (p(xg) ’l
(9) alapjan allitasunk kovetkezik.

A kozelité feladat megoldasa

Mivel (2) megoldasa nem més, mint egy differencidlhaté konkav fiiggvény
feltétel nélkiili maximum-helyének meghatirozisa, kézenfekvének latszik
valamilyen grandiens-mdédszert alkalmazni. Mivel @(z) tartominyonként
kvadratikus, hasznos eszkoz lehet a kvadratikus fii«rg\f(§!1)'('k feltétel nélkiili
szélqo(‘ltél\ helyének meghatérozasira szolgdlo an. | konjugdlt gradiensek
madszere”’® egy, az adott fiigevény természetének megfeleléen maodositott
viltozata.

Az egyik lehetséges viltozat vazlatosan a kovetkezo:

iterdcié: tetszéleges x, € K, -b6l kiindulva z,-nek a

max {Dy(z) |2 = 2y + ¢ g5(2o)}

feladat 24-hoz legkozelebb esG optimélis megoldasat valasztjuk.

6 Lasd: [1], 195 —-200. o., vagy [6]. A konjugdlt gmvhumok modszere iterativ algo-
ritmus, amely u,lq/élez_{va Dy keydépontb()l indulhat, és egyre jobb fuggvényertékeket
wolgé.ltaté pontokon keresztiil haladva véges szdmi lépésben eléri egy konkdv kvadra-
tikus Q(x) fiiggvény maximumhelyét. z;-vel jelolve az i-edik kizelitést, a:,ﬂ-et az x; + ld
egyenes legjobb fiiggvényértéket ad6é pontjaként lmtm‘onu meg, ahol dy = go, 68 d;

0+ (/9 i) dia (g; — grad Q(ay)).

9 Szigma
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Attérve az 1 + l-edik iteraciora (i L, 2w )
¢ -+ l-edik iterdcid: x;,,-nek a

max {D;(z) | & = x; + td;}

feladat x;-hez legkozelebb esé optimélis megoldésat valasztjuk, ahol:

g gs@:)
g¥@; ) g¥E@; )

gs(;) + 1o ha
d; =
(afx; — b)) (afz;_, — b)) >0 minden j-re, és 3 ¢x;) >0,
=1

gs(@:) egyébként.

Tehit tulajdonképpen arrdl van szd, hogy ve Llahanyvm D (x) G kvadratikus
figgvény alakjit 6lti fel, ujra kezdjiilk (most mar az j fuggvényw) a konjugalt
gradiens madszert. Az eljards monoton és @ (x) egy maximumhelyéhez kon-
vergdlt, ha X? -« ¢&¥.

Az eljaras véges, ha aj:

i€ 4 by (§ bi 2y« ¢ ,m), apol: & = lim @, Ekkor

ugyanis létezik r-nek olyan K(&) kornyezete, hogy

= U o 2 e R
(12) D () = c*s — 8 2, (afa - by)* ha weK(x),

Pi(x) 0

tehat ezen x-ckre @ (x) egyszeri kvadratikus fliiggvény; tovabba létezik olyan
LM kiiszobszam, hogy o, € K(x), ha i >> M.
lgy a fent vazolt algoritmus ¢ —~ M esetén megegyezik a (12)-re alkalmazott
konjugalt gradiens médszerrel. Bz az eljards pedig véges szamu (legfeljebb n)
lépésben ad eredményt.

Az eljarias néhany valtozata

A fentiek alapjan tobbféle cljards képzelhetG el linedris programozdsi
fe lzuhtok megoldasdra:

A legegyszer(ibbnek a kovetkezo megoldas latszik: a megoldando feladat
dualmabol indulunk ki, erre irjuk fel és oldjuk meg a kozelltG feladatot.

A gyakorlatban mindig tudunk meghizhaté felsGé beeslést adni a primél
feladat optimdlis megoldisanak egyes komponenseire, igy (11) nlupj{m s meg-
valaszthato ugy, hogy az adott pontossig biztositva legyen. Az 1. lemma és
a 4. tétel alapjan az eljardas olyan lehetséges megoldast s*zul;ﬁn,llut a primal
feladatra, amelynek (e]lug;,vun_\ -értéke legfeljebb elore megadott nagysiggal
tér el az optimdlistél. Bzt a viltozatot akkor célszerii alkalmazni, ha meg
tudunk adni egy, a dudlis feladat optimdlis megoldasatol nem til messze esé
kiindulé megoldast. (Ennek nem kell lehetséges megoldasnak lennie.)

2. Ha meg tudunk adni egy, a primil feladat optimdlis megolddsat6l nem
tal messze esé kiindulé megoldist, akkor a primdl feladatra oldjuk meg a
kozelits feladatot.

Amennyiben a dudlis feladatra vonatkozdé megfelelé informécidk rendel-
kezésre Allnak, a (10) dssze fiiggés alapjin s elére megadhatd Ggy, hogy a kapott
kozelité primal megoldas mind a célfiiggvény-ér tekct mind az egyes feltételek
megsértésének mértékét tekintve eleget tegyen az elére megadott pontosségi
kiovetelményeknek.
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Ha ezen tulinenden még lehetséges megolddst is akarunk a primal feladatra
kapni, a kivetkezGképpen jarhatunk el: megoldjuk a primdl feladatra vonat-
kozo kozelits feladatot: ezutan a feltételi rendszert bovitjikk egy, a célfiiggvény

(10)-bél vagy (11)-b6l meghatarozott alsé korlatjat elGird feltételle,
¢ helyébe pedig 0-t frunk, és erre a feladatra oldjuk meg a kozelits feladatot.
KEhhez a kordbban kapott kozelitd megoldas jé kiinduld megolddst szolgé!tat.

3. Ha sem a primal, sem a dual feladatra nem allnak rendelkezésre meg-
feleld informéciok (ez a gyakorlatban dltaldban nem fordul el§), akkor tetszd-
leges 8 mellett megoldjuk a kozelitd feladatot mind a primdl, mind a dual
feladatra. Ha a pontossig nem kielégitG, nagyobb s-sel megismételjiik az
eljarast. A (10) és (11) Gsszefliggések biztositjak, hogy fgy el6bb-utébb elérjitk
a megfelel pontossigii megoldast.

4. Megadhato olyan eljiras is, amely a primal, illetve dudl feladat optiméalis
mecolddasihoz konvergdl: a

gl
Ax< b
w< 0
A*u < - ¢

c*x b*u << .0

cgyenlétlenség-rendszerhez a (2a)-hoz  hasonld  mddon megkonstrudljuk a
(o u) fugevénveket, és megoldjuk a

@e*(r; w) e(x; w) —~ min

feladatot. Amennyiben az optimalis célfiiggvényérték 0, megkaptuk a primal
és dudl feladat egy-egy optimalis megolddsat.

A 2. valtozat gépi kiprébalisa folyvamatban van. A kisérletelk eredménvérsl
masutt szdmolunk majd be. ’

( Beérlezell : 1970, juwudar 23.)
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AN APPROXIMATION METHOD KFOR THE SOLUTION
OF LINEKEAR PROGRAMMING PROBLEMS

In our country a wide-range research work is going on with the aim to work out algo-
rithms sand computer programmes enabling the solution of large linear programming
problems. The procedure deseribed in the article belongs to those attempts which expeet
o overcome the computational difficulties involved in the treatment of a large inverse
by employing algorithms of | non-simplex” type.

5*
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The essence of our procedure is that instead of the linear programming problem (1)
we solve the unrestricted extreme value problem (2). For the solution of (2) we can
apply gradient methods, whereby the rounding-off errors cause less difficulty than in
the case of the simplex method. A version of the method of conjugate gradients can also
be applied solving (2) generally in a finite number of steps. The procedure yields an appro-
ximation to the solution of (1) and (la). The formula (10) and (11) [in which 29 «° and
are the optimal solutions to (1), (1a) and (2)]enable us — to change s so that a prescribed
accuracy be ensured, if we can estimate the primal or dual optimal solution’s components.

A eomputer programme has been prepared for the procedure and the trial compu-
tations are under way.

NMPUBJIMIKEHHOE PELMEHME JU1si 3AJAY JIMHEMHOIO TiPOIMPAMMHPOBAHMSA

B naweli cTpaHe B HACTOSIICE BPCMs NPOMCXOMHT UIHPOKOE HCCIIC/0BAHHE JUIS BBHIPAOOTKH
AJIFOPUTMA H MAUWIHHHBIX MTPOIPAMM, KOTOPBHIC JIAI0T BOSMOMCHOCTbL PEINHTL 3aJaud JIMHCHHOrO
1pPOrpaMMHpOBaHHst 0oabLIOro paamepa. MeTos, H3naraembiii B CTaThe, OTHOCHTCSI K TOH rpyrnie
HCCJIEOBAHHIH, KOTOPast HAJICETCS PEIIMTL MPoOIeMbl pacuéTa B CBsI3H ¢ oOpaueHHem o6paTHoil
MarTpuuei 60JbIoro pasmepa, ¢ OMOILI0 AJNOPHTMOB ¢HC-CHAMIUICKC) XapaKTepa.

CyumHoCTh MET0/Ia COCTOHT B TOM, YTO BMECTO 32/Ia4H JiHHeiHOro nporpammupoBanus (1) pe-
WaeT SKCTpemMasibHylo 3ajavy 6es orpannucnuii (2). st peteHHs 3aaun (2) Moykem ynorpe-
OJIITh TPAJIHEHTHBIE METOJIbI, TAKHM 00Pa30M OMIHOKH OKPYIIJICHHS BH3BIBAIOT MEHbIIE 11poliien,
4eM TIPH CHMILJICKC METOJ0M. MOYKHO yuoTpelisiTh TAKOH BapDHAHT «METOAA CONMPSKEHHBLIX I'pa-
JIHEHTOBY, KOTOPLIT pemaer 3ajavy (2) oOblMHO B KOHEUHOM YHCJIE ATO0B. ITOT METOJ Aaér
npuomKEHHoe peeHue sapay (1) u (la). @opmynnt (10) 1 (11) (B KoTOpLIX X°, U° H T( ABIIS-
TCST ONTHMAJILHBIM pemenuem sanau (1), (1a) u (2)) aaT Bo3aMoKHOCTL, 3HAs TOPAJIOK KOM-
[IOHEHTOB PEUIEHHA NPAMOH HJIM JIBOHCTBCHHOH 3a/aU, HIMCHHTL & TakHM 00pazom, uToObI
3apaHee 3aJlaHHast TOYHOCTL Obla obecneueHa.

Ha aroT meTost cocTapineHa MattiHHAs HPOIPaAMMa, YT NPEABAPHTCILHRBIC DACYETHI,
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Kovics L. BEra: A diszkrét programozis
Fombinatorilus modszerei. Dudapest, 1969,
Bolyail Janos Matematikai Tarsulat.

Az egészéridkii programozisrol az utobbi
¢vekben igen sok cikk jelent meg, azonban
egyetlen Osszefoglald, rendszerezé munka
sem. Jelen kinyv viszont ilyen tipusi:
a témdban jdrtas és az abban tdjékozatlan
olvagénak is j, hozziférhet ismereteket
nyijt. A konyv nyole fejezetben targyalja
a kombinatorikus meggondolidsokon  ala-
puld megolddsi médszereket.

Az els6 fejezotben a témakorben jarat-
lanabb olvasot vezeti kozelebb a problé-
mikhoz, gazdasigi példikon keresztiil
mutatja meg az egészérték{ programozds
hasznilhatésdgdt a gyakorlatban. Az iro-
dalomb6l  jol  ismert  hdtizsik-probléma,
a hajorakodds, az utazé-tigynok és a gydar-
telepftés problémdi mind megfogalmazha-
1ok diszkrét programozisi feladatként.

A masodik fejezet a munka matemati-
kailag legegyséoesebb része. A szerzl ren-
det teremtett o sokféle, alic killonbozo,
de  jeldléseikben ¢s mecfogalmazisukban
heterogén lesziunldaldisi modszerek zlirzava-
riban, Keységes jololésrendszert vezetett
be, dés tomaoren megfogalmazta azt az alap-
olvet, amelyre ezek az algoritmusok épiil-
nek., A leszamlalasi modszerek  tisztdin
ombinntorikus megolddsokon alapulnalk.
Mivel a diszkrét halmaz, amelyen egy ¢él-
fiiggvény  optimumit keressiik, legtobb-
szor véges 18, minden eclemet egyszer és
csalk egyszer egvizsgdlva biztosan elju-
tunk az optimdlis megoldashoz. A edl a
lchetséges megolddsok olyan sorbarende-

zése, amelynél a lehetd legkevesebb neg-
oldist kell explicite megvizsgdlni. A szerz6
megadja annak az algoritmusnak a vizit,
amely cay tetsz6leges véges halmaz leszim-
lildsire alkalmas. Ugyanakkor tdg teret
hagy a probléma  specialitdsinak figve-
lembevételére Gizy, hogy kiilinféle teszteket
vezet be. A tesztek annalk elddntdsére szol-
sdlnak, hogy  a  megengedett halmazt
hooyan sziikithetjitk kisebb, de az opti-

malis megolddst még tartalmazé halmazzé.
Az algoritmusok hatékonysdga attdl fiigg,
milyen jo teszteket alkalmazunk. A kényv
nagy segitséget nyajt rendszerezésiikben
és értiékelésiikben

A masodik fejezot eredményeire épiilnek
az otodik és a hatodik fejezetben részlete-
sen leirt algoritmusok.

Az 6todik fejezet Glover tobbfdzist dudl
algoritmusdt ismerteti. Ebben a linedris
diszkrét programozdsban haszndlatos csak-
nem valamennyi teszt-tipus megtaldlhato.
Némelyikitk eléggé munkaigényes és hasz-
ndlatuk alkor célszeri, ha segitségiikkel
jelentésen sziikithetjitk a vizsgalt halmazt.
A feladat  jellegétGl és mdreteitdl fiigg,
melyiket célszer(i vilasztani.

A hatodik fejezet Balas additiv algorit-
musdt, tdragyalja. Megmutatja, hogy a
masodik fejezetben adott algoritmus-vizha
hogyan illeszkedik be Balasnak az eddi-
gicktdl ldtszolag  eltérs leszdmldldsa  és
tesztjel.

Elnagyoltabb, és az opericidkutatdshan
jaratlanabb  olvasoé  szdimdra nehezebben
értheté a harmadik és a negyedik fejezet,
ahol a korlitozds ¢35 szétvilasztds mod-
szereit (Branch and Bound) és a dinamikus
programozdst alkalmazza egészértdkii prob-
lémdak megolddasdira. A Branch and Bound
modszer lefrisa szitkségtelenil elvdlik a
leszamlildsi  algoritmusoktol:  a masodik
fejezet alapjin meglogalmazhaté lenne egy
alig dltaldnosabb algoritmus, melynek spe-

cidlis  eseteként megkaphaték mind a
leszdamldlasi, mind a Branch and Bound
cljardasok.

19z a kapesolat jobban kitéinik a nyol-
cadik fejezetben, amely Balas filter mod-
szerét ismerteti a kényv egységes jelolés-
rendszerében dtfogalmazva. 1z az algorit-
mus a megoldisoknak a korldtozds és szét-
vilasztds elvién alapulé implicit leszdm-
laldsdat béviti ki a kordbban megismert
teszteldkel.

Mics az eddig tdargvalt modszerek tiszta
eadszértékii problémdk megolddsdra vonai -
koztak, a hetedik fejezet vegves egész-
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érték(i feladatokat targyal. A mddszer
Bender dekompozicios algoritmusdra té-
maszkodik gy, hogy folytonos feladatok
s tiszta egédszirtdkii feladatok sorozatdt
oldja meg.

Ki kell emelni a munka matematikai
igényességét és azt, hogy a szerzd iligyes
kézzel vilogatta ki az ismertetett, egy-egy
tipust jol reprezentdld  algoritmusokat,
nem feledkezve meg az értékeldsiikroil,
birdalatukrol sem. A fejezetek végén jol
szemléltetd, kidolgozott numerikus példdk
talalhatéok. A koényv végén bdséges iroda-
lomjeryzék &l rendelkezésre. Kovies L.
Béla munkdja a témakor irdint érdeklo-
déknek, matematikusoknak és nem mate-
matiltusoknak egyarint hasznos kézikonyv.

Moesi Judit

Jarr K. Sencupra—KarrL A, Fox: Feo-
nomic Aaalysis and Operations [escarch:
Optimization Techniques in
Quantitative lconomic Mo-
dels. (Gazdasigi clemzés ¢s opericio-
kutatds: Optimdlisi médszerek a kvanti-
tat{v gazdasdgi modellekben.) North-1Tol-
land Publ. Co. Amsterdam — London. 196Y.

A konyv killonbéz6 optimiildasi modsze-
rek gazdasdgi  (elsésorban  mikrotkond-
miai) alkalmazdsinak gazdag vilasziékat
nydjtja. A cim hossztsdga muir jelzi a mfi
interdiszciplindvis jellegét.

A szerzOk a kvantitatfv gazdasigi poli-
tikdt az operdciokutatds és a kozgazdasigi
elmélet kizotti hidként jellemzik, majd a
kinyv elso felét az alkalmazott modszerek
szerint csoportositjik. A lincdris programo-
zési médszerek és dltaldnositdsaik o linedris
tort-programozast, az egész értékii linedris
programozdst, o dekompozicios eljardsolkat
és a rekurziv programozdst is magukban
foglaljak. . mddszerek gazdasigi alkalma-
zésit a kovetkez6 példdkon mutatjik bo:
a nemzeti jovedelem novekeddsi ritdjinak
maximdldsa; ,elséd a biztonsdg” elv alkal-
mazdsa o kockdzati programozisban; allo-
kicids problémdk; tervezetek kozitti vilo-
eatds; foldhasznositds; technologidk kozti
valasztds; statisztikai  beeslés. A nem
linedris ¢s dinamikus programozissal fog-
lalkozd  fejezet  kitdr  varideio-sziamitdasi
problémikra ¢s szabdlyozdselmdleti model-
lekre is ¢s ezeket iparfejlesztési, kapacitds-
novelési problémdkra alkalinazza, vala-
mint a termeldés id6beni {itemezdsére ¢ egy
makrodkondmiai noévekedési modellre. A
kivetkez6 két téma: érzékenysdégi vizsgi-
latok és valdszin(iségi programozds. Mind-
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kottélt egy mezbgazdasagi lizem  termél-
struktirdjinalk részletes numerikus vizsga-
latdra haszndljik, feltételezve, hogy az
arak véletlenszer(ien valtoznak.

A konyv misodik fele olyan gazdasdo-
politikal probléméikat targyal, amelyeknek
megoldisa az el6z6leg boverzetott (és esetler
tovabbi) modszerck kombindeiojat igényli.
A villalati magetartids modelljei koziil «
termelési-készletozési és a kapacitdsfejlesz-
tégi feladatok jatszik a vezetd szerepet.
de sorbandllasi modellek ¢s CPM-PERT
mdodszerek is helyet kapnak. Az oktatdsi
intézmények tervezdsével és erGforrdsainak
allokdciojiaval foglalicozd modellekben vil-
tozatos modszerek szolgdlnak a tandri kar
beoszidsanak, a beiskoldzdsi  politikdnak
és az intézmény novekedésénel terverzc-
sére. A kiboesitds mérésére  vonatkozd
megtontoldsok, amelyek clészir az olkta-
tdsi intézményeknél Iépnok fol, az utolso
fejezotben kiterjednek olyan dltaldnosabhb
tarsadalmi formdciokra, amelyek maguk-
ban foglalnak mind piaci, mind nem piacra
dolgoz6  intézményeket. Az utolsd el6iti
fojezet dekompozicidos modelleket alkalmiz
cayrészl kiskereskedelmi villalatok kiilon-
biz6  verseny-szitudcioinak — elomzésére,
masrészt a nemzet gazdasdyi politikdjanak
reciondlis felbontdsara.

Mint a fenti folsorolds mulatja, a szer-
z6knok  sikeriilt  olyan konyvet froiok.
amelyben valdsigos gazdasigi problémiik
oplimilds atjin vald megolddsira torek-
szenok ¢s nem azb o szokdsos utat jarjak,
hogy az optimdldsi moédszereket egyszeri-
sftett numerikus példidkkal vagy Kiagyalt
modellekkel  illngztrdljdk. 1 tekintetben
impondld a szorzOk daplal Osszogy GjLott s
hivatkozott anyag, belodrtve sajit kutatdsi
credmdényeiket is. Nagyon  ajinlhatéo  a
kiny v mindazoknalk, akik gazdasdgi model-
lok meglformulizisdival ¢s clemzdésével fou-
lalkoznak, ennck madszereit oktatjalk vagy
tanul jak.

A konyv azonban nem nyujtja, hanem
inkabb feltételezi az alkalmazott mate-
matikai modszerck ismeretét, ellentétben
az elGszoval, amely szorint a szerzOk egyik
{6 céljn az volt, hogy o kzgazdidszokat
moegismertesse azokkal az operdcio-kutatisi
modszerckkel, amelyek gazdasdgilag lénye-
gesek”. A matematikai szemponthél érzé-
keny olvasot a gzoveghen el6forduld mate-
matikai lompossie, a pontatlan kijelente-
sok, egyes gondolatmenetelk Oaszefiiggés-
telensége is meghdkkentik, nem beszélve
a jelolésrendszer s w terminologia kovet-
kezotlenségeirdl, wmnclyek o megértést s
ayakran nehesitik,

M. B.



TUDOMANYOS ELET

Az ENSZ Eurdpai Gazdasagi Bizotisdganak
szeminariuma

Az ENSZ Burdépai Gazdasigi Bizottsdga Varndban 1970. szeptember 28 és oktober 10
kozott rendeztec meg a kizéplavd népgazdasagi modellekkel foglalkozd szemindriumot.
A szemindrium célja az volt, hogy az egyes orszdgok tervezéssel foglalkozé testiileteindl
é8 kutatointézeteinél miikodd gazdasdgl és statisztikai szakemberek ismertessék azokat
a tapasztalataikat, amelyeket az eurépai orszédgokban a kozéptivi tervmodellek alkal-
mazdsa soran az utobbi években szereztek.

A szemindrium programja szerint a 4 szakosztdlyban a kovetkez6 el6addsok hang-
zottak el:

Al Morva TAMAS és BAGER GuszrAv: Az 1971 —75. évi étéves terv programozisi
modelljének {6 jellemz6 vondsai;

A. 2. R. O6eNASEK és L. Trexa (Csehszlovikia): A kozéptavi modellek kompute-
rizdldsanak kutatdsa;

BB.1. — S. SrurkraND (Norvégia): A tobbszektoros névekedési modell (MS(}) mint
2 hosszutdva tervezés segédeszkoze;

B. 2. V. Nixirorov (Bulgdria): A Bolgdr Népkoztdarsasdg makroSkondmiai fej-
lesztési modellje;

B.3. - K. B. Jersov (Szovjetuni6): A kozéptavi dinamikus modell alkalmazdsan:il
szerzett tapasztalatok és n¢hdny — az alkalmazdssal kapesolatban felmeralt
problémay;

(/34 1 P. SevarLpson (Norvégia): A ,,MODIS”-modell alkalmazdsa a tervezéshen;

Q2 R. Coursis (Franciaorszig): A naturdlis-pénziigyi (FIFI) modell;

@3 B. Isszasev (Szovjetunid): Egy kiztdrsasdg dltaldnos naturdlis-pénziigyi
mérlege;

Ci 4, J. . van pE Pas (Hollandia): A holland gazdasdg makromodellje;

B § M. AcrierrA (Franciaorszdg): Egy nagy szimuldciés modell alkalmazdsdrol
(franciaorszdgi tapasztalatok);

D. 2. — Kornar JANos: A matematikai tervezés helye a gazdasdgi rendszerek irdnyi-
tdsdban.

A szemindriumon — az emlitett el6adékon kiviil — Magyarorszderdl ifj. Kreké Béland
(OT Tévlati Tervek Foosztdlya) és Patyi Kdroly (OT Tervgazdasdgi Intézet) vettek résat.

B. G,

Kézlemény

A Magyar Kozgazdasigi Tirsasig Matematikai-Kozgazdasdgi Szakosztdlydnak vezetd-
sége 1970 oktoberl 4-én iilést tartott. Az tlésen lekoszont dr. Bod Péter a Szakosztdly
elntke. Az elndki tisztséget az alelndk dr. Szakolezai Gyorgy vette 4t.

Az alapszabdly értelmében a vezetéség a Szakosztdly elndkét és alelnokét két évre
vilasztja meg, amelynek lejdrtdval az elndki tisztséget automatikusan az alelndk veszi
at. Tekintettel a Tarsasdg 1971-ben sorrakeriils tisztujitdsdra az alelndki tisztséget u
Szakosztdly jelenleg betoltetleniil hagyta és felkérte dr. Bod Pétert, hogy ebben az
id6szakban legyen segitségére az elnoknek a Szakosztdly irdnyitdsdban.



Az FEgyesiilt 1zz6 optimalis termékosszetételének
meghatarozasa

Az Egyesiilt Tzzéban napirendre keriilt o korszer(i matomatikai modszerek felhasz-
ndldsa a villalati vezetésben és tervezdsben. A eél olyan matematikai médszer (model)
keresése volt, mely a véllalati tervezés és vezotés szimédra informdcidkat nydjt és sajit
elektronikus gépparkjaval megoldhato.

Mivel olyan modszert igyeksziink alkalimazni, amely felhaszndlhaté nyereségterve-
zésre, a feladat megolddsit jelont6s mértékben neheziti az a koriilmény, hogy jelenleg
a nyereségtervezés modszertana még kialnkulatlan. A feladat Gjszeriisége és bonyolult-
sdga miatt a kisérleteket tobb lépesGben kell elvégezni. Ezért a vallalaton beliil kiemel-
tiink el6szor egy dgazatot a radidesdgydrtist — és arra vonatkozoan teljeskor(i kisér-
leti szamitdst végeztiink.

Jelen cikkben az alkalmazott matemalikai-kozgazdasigi modellt és az alkalmazis
sordn szerzett {6bh tapasztalatokat tekintjiik dt.

A modell leirasa

Mivel a radidesOgyartiassal kapesolatos termeldsi mitvelotek eleget tesznek a linearitis
kovetelményeinek, az optimilis termdékosszetétel meghatdrozasira alkalmas a linedris
programozasi modszer.

A modell 20 tormdék vezértipus termelését programorzza hazai és kilfoldi piacra.
Ennek mogfeleléen a modell valtozoi:

termelés hazai piacra,
termelés rubelelszimolisi piacra,
termelés dolldrelsziamoldast piacra.

Ami a korlitozd feltételvendszert illeti, az alkahnazott (6bb feltételtipusok a kovet-
kezOk:

kapacitaskorlitok,
kereskedelmi korldtok.

A kapacitaskorlitok oly modon épiillnek be a modellbe, hogy az egyes vezértipusok
termeldse szamdra igénybevehets idéalapot munkaéraban vagy gépoéraban fejozziik ki,
A kapacitds drtéke tehat a radioestgyviartasea rendelkezdaro allé idéalapot jelenti.

A modellben a koreskedelmi korlitok az cladhatésag hatdrait vezértfpusonként és
értékesitési viszonylatonként hatdrozzik meg. Belfoldi vonatkozdishan mivel az érté-
kesftéssel foglalkozok a hazai pincot viszonylag dllandonak és feltétlenil kielégitendének
itélték meg a modell e termékvilasztékot szigort egyenldségrel ivta ol.

Rubelelszimoldst viszonylatban pianci felsé lorlit szerepelt, az cladhatésig felso
értékét a kiilkeroskodelmi szakértok a kunllum‘n‘wI\ figyelombevételével hatdroztdk ameg.

A dolldrelszamolist piacra torténé dridkesités viszonylar tdgan mogadott hatdrok
kozott mozoghatott, A minimum-korlit egy meghatirozott idéponti |mnlulumﬁ.llomuny
volt, amely féleg a fiokhdlézat rendeldsoit tartalmazza. Az érickesilés felsd hatdrait
l\m:]v'/n korldtokat a piaci viszonyol mirlegel’ise alapjin Imlnmltuk meg.

Ami a (olfumrvvm t illeti: optimumbkritérinmlként az drbeviétel és a nyereség (fedezeti
rés) maximalizaldsdt haszniltuk, Az utobbihoz a edlfiiggvény koefficienseket oly médon
szamftottuk ki, hogy az dr és a sziikitett onkoltsdy killonbségdt képeztitk. Amennyiben
a nyereség és a fel nom oszthatd koltsée termdékree vonatkozdan mérhetd lenne, Ggy az
optimalizdlds kozvetleniil a sziikebb értelemben vott nyereségre irdnyulhatna.

A vizolt modell a radidesGoyirtds escltében 103 sorbol és 56 oszlopbol all. A modell
Osszedllftdsidt, a munka megszervezisdt n Kozeazdasdgi Osztily, a gépi szdmfitdsokat
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pedig a rendelkezésre dllo konyvtari program alapjan a villulat Szdmitdstechnikai és
Modszertani Csoportja végezte el

Robh tapusztalatok

A legfontosabb eredmény kétségteleniil az, hogy bebizonyosodott: a kidolgozott modell
hasznos informdcitkat adhat az optimdlis termékosszetdétel kialakitdsdhoz. Az eredmények
értékelésekor a két célfiiggyvény szerinti optimalizdlds kozel azonos eredményt hozott.

A kapott eredmények mds oldalrdl torténd értékelésével lehetéség nyflt annak meg-
vizsgdldsdra is, hogy hogyan javithatd a program a kapacitdsok esetleges bévitésével,
s hogy melyek azok a vertikumok, amelyek kapacitdsa alapvetéen korldtozza a gydrthatéd
volumen nagysdgdt. A széban forgd kapacitds sziik keresztmetszetérdl a radibeségydrtis
vezetbivel tortént megbeszélés alapjan is egyontetii kép alakult ki. ;

[zutdn drzékenysdgi vizsgilatot végeztiink oly mdédon, hogy a bedllitandé berende-
zések éves kapacitisdival megnoveltiik az eredeti kapacitdst és az fgy médositott feladatot
Gjra lefuttattuk. A kapott eredmény vilaszt adott arra, hogy a beruhdzds milyen ter-
melési és bevételi eredménnyel jar. Mivel a szoban forgd fejlesztés a radides6gydrtdson
kiviil es6 beruhdzést igényel, a mddszer ichetéséget ad arva, hogy a kapacitdsok kihasz-
ndldsat ellendrizni lehessen, valamint arra, hogy ha kapacitdashovitéssel noveljik a ter-
melést, akkor ennck hatdsdat valamennyi vertikumon keresztiil ki tudjuk fejezni.

Egy masik érzékenysiégi vizegdlat azt kutatta, hogy amodellbe paraméterként bevitt
drak viltozdsa hogyan hat a termékosszetétel alakuldsdra. Az eredmények kozil példa-
ként megemlitjitk, hogy az drak bizonyos intervallumban torténé viltozdsa nem érinti
az optimdlis termckosszetétel alakulisdat.

A programozdsi szimitdsok informdeios bizisit illetSen w sziikséges adatok dltaliban
nem dlltak a kiviint formaban rendelkezésre, az adatokat dt kellett csoportosftani,
helyonként pedig teljesen (j mérésekkel kellett megdllapitani. Bzért fontos tapasztalat,
hogy a munka folytatdsn megkivinja az informdeios rendszer bizonyos fok dtalakitdsat.

A linedris programozis felhaszndldsdban vdllalatunkndl a tovabblépés feltételeinek
megteremiége van soron.

Dy, Winkler Gydargy

Felhivas

A Neumann Jianos Szamitégéptudoninyi Tdrsasdg Operdcidkutatdsi '
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1971-t3] évi két kotetben (8 szdm) jelenik meg az

OECONOMICA,

a MTA idegen nyelvli kozgazdasdagtudomanyi folydirata. Az

OECONOMICA

tovabbra is kozol cikkeket a politikai gazdasagtan — a mate-
matika kozgazdasdgi alkalmazdsa a szocialista tervezés

a gazdasdgi reformok a magyar népgazdasdg targy-
korébél. Az

OECONOMICA

1971-t6l kiszélesiti vilaggazdasagi rovatat, amely feldleli a
vilaggazdasag Uj jelenségei a kelet-nyugati kereskedelem

a szocialista integracié  a f2jl6d8 orszagek kérdéseit. Az

OECONOMICA

olyan vilaghirii kozgazdaszokat tekinthet szerzéjének, mint
Jan Tinbergen Ragnar Frisch Erik Lundberg - Robert
Triffin. Az

OECONOMICA

cikkei angol, orosz, francia vagy német nyelven jelennek

meg.
Szerkeszti: Foldi Tamds

Kotetenkénti eldfizetési dija 120, Ft
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