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MARTOS BÉLA

: e m áw a lr a s i s z a b á l y o z á s i m o d e ll e k e g y c s a l á d j a l 

(y n e v e z e t é s 

A nem-walrasi szabályozási modellek alapgondolatai Kornai János ,,Anti­
equilibrium" -ához [3] nyúlnak vissza. Az első ilyenfajta modellt Kornai és
Martos [7] szerkesztette, ezt egy sorozat különböző szerzőktől származó tanul­
mány követte, közülük sokat a ,,Szabályozás árjelzések nélkül" [8] e. kötet
tartalmazott., A jelen tanulmány ezt a kutatási vonalat folytatja a formalizált
szabályozási modellek egy újabb sorozatával. Bennük Kornai és Martos,
Martos, Bródy, Kornai és Simonovits [8] számos gondolata megőrződikI és
összegeződik, valamint továbbhalad a következő irányokban:

Párhuzamosan megjelenik készletjelzés és megrendelésjelzés ugyanabban a
modellben.
Külön kereskedelmi szektor iktatódik a termelők és fogyasztók közé.
A ,,rövidebb oldal elvének" elvetése egyes modellekben.
A ,,nem-ár" jelzéses modellek összehasonlítása olyannal, ahol a termelők
állapítják meg a (nem-walrasi) árakat.

A végső következtetés az lesz, hogy ugyanazt a gazdaságot különböző nem­
walrasi szabályozókkal lehet működtetni. (Eltérésekkel a jelek tartalmában, az
információáramlás és döntéshozás szerkezetében.)

A 2. fejezetben az alapfogalmakat és elveket vezetem be. A 3-8. fejezetek­
ben öt modellt mutatok be, gazdasági interpretációjukkal és strukturális elem­
zésükkel egyetemben. A 9. fejezet tartalmazza e modellek stabilitási feltételeit,
a 10. fejezetben működőképességükkel foglalkozom a l l-ben pedig általános
következtetéseket vonok le. A 9. és 10. fejezetben található eredmények mate­
matikai taglalását külön Matematikai függelékbe tettem.

gy űo g a l m a k é s e l v e k 

A célból, hogy e cikk önmagában is érthető legyen, felidézek néhány fogalmat
és alapelvet mind magam, mind mások régebbi írásaiból. Ezek olyan általános

1 Ez a cikk Gazdasági ezabáluozási struktúrák és működé.sük: a nem-walrasi eset c. aka­
démiai doktori értekezésernnek egy részét dolgozza fel tömörített formában. Előadtam
az ESEM'83 konferencián Pisában és a XI. Magyar Operációkutatási Konferencián
Balatonfüreden.

, A könyv összefoglalását lást [ 11} ben.
I Különösen a koordinálatlan döntéshozatal működőképessége és a ,,norma szerinti

szabályozás" elve.

1 ílzigma
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keretet vázolnak fel, amelybe a fentebb említett előzményekkel együtt ez a
tanulmány is beleillik.

a) Szigorúan megkülönböztetem a gazdaság reálszféráját, melyben a reálte­
vékenységek (termelés, javak átadása, fogyasztás) folynak, a szabályozási szfé­
rától, ahol jelekkel (jelképzéssel, jelek átadásával, döntéshozással) van dol­
gunk. A két szférát egyik végükön a reálmennyiségek megfigyelése (mérése),
másik végükön a reálfolyamatokba való beavatkozás köti össze.

A jelek között megkülönböztetek mennyiségi (nem-ár} jelzéseket (pl. kész­
letekről, rendelésállományról) és árjeJJegű jelzéseket (pl. árak, gazdaságossági
mutatók vagy más pénzben kifejezett jelzések). Mind a walrasi általános egyen­
súlyelmélettel, mind a nem-walrasi ,,adagolásos egyensúly" elméletével szem­
ben a nem-ár jelzések itt sokkal jelentősebb szerepet játszanak.

b) Mind a reálszférának, mind a szabályozási szférának a {Fí yá T> dinamikus,
mind az állomány, mind a folyam típusú változók az idő függvényei. A szabá­
lyozás folyamaton belüli (on-line), azaz a kapott jelek a döntésre és a reálfo­
lyamatokba való beavatkozásra időtlen ,,tapogatózás" és ,,újraszerződés" nél­
kül hatnak. A nem-egyensúlyi reálmennyiségek és szabályozójelek ugyanab­
ban a valódi időben befolyásolják egymáRt.

e) Klasszikus visszacsatolási hurka/mt alkalmazok a résztvevők (dctorminisz­
tikus) magatartásának leírására. Ebben az ú; benne van, hogy nem tételezek
fel optimáló magatartást (ellentétben szinte Ő5L egész egyonsúlyel méleti és
,,disequilibrium" irodalommal). Vannak exogén beállító jelek (modelljeinkben:
normák) és a szabályozási mechanizmust az hozza mozgásba, ha különbség
van az állapotváltozólrnak a ténylegesen megfigyelt és a norma szerinti értéke
között. Ebben a tanulmányban a termelő vállalatok input és outputkészletei­
nek, rendelésállományainak van normájuk, más modellekben sok másféle nor­
ma is szerepel.: A norma szerinti szabályozásnak ezt az elvét alkalmazván nem
tételezem fel, hogy a normák valamiféle kívánt, szándékolt vagy optimális
állapotot reprezentálnak, csak azt, hogy a döntéshozók e történelmi tapasztalat
vagy megegyezés formálta értéket az alkalmazkodás mércéjéül elfogadták.

cl) A különböző szabályozási mechanizmusokat három kritérium szerint érté­
kelem:

sOa Stabilitás
(ii) Mííködőképesség

( (iii) Szerkezeti jellemzők.
A stabilitás fogalma a szabályozáselmélctből ered: egy rendszer akkor aszimp­

totikusan stabilis, ha a változók (konstans külső hatást foltétolozvo] valamilyen
véges határértékhez tartanak, ha az idő végtelenhez tart.

A rnűköclőképesség azt jelenti, hogy azok a változók, amelyek közgazdasági
értelmezésük szerint nem vehetnek fel nogatfv értékeket (pl. termelési szint,
javak készletei stb.) valóban soha nem válnak negatívvá a modell szerint sem.

e) A struktúra szempontjából a szahályozási mochanizmnsokat a, jelképzés
szerkez te {döntési struktúra) és a jolá.tadás szork zoto (inforrnációs struk­
túra) jellemzi. A jelképzésnél mogkülönböztotok koortlináuülam döntéseket,
melyet a résztvevők (vállalatok) elkülönülten hoznak és koordinált döntéseket,
ahol vagy a reálszorvezetek egymás között interaktív módon koordinálják
döntéseiket (mint pl. a piacon) vagy pedig van egy vagy több elkülönült koor-

: Pl. a várakozási sor normális hossza r!lJ-licn, vagy egy aggrogált hiány-ind ikátor
normál értéke r6}ban.
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dináló szervezet (pl. tervhivatal, árhivatal, központi bank), ez esetben a jeláta­
lakítás (részben vagy teljesen) centralizált.f 

Ami pedig az információs struktúrát illeti, egy folyamat lehet nem-kommu­
nikatív, ha a jel nem. hagyja el a szervezetet, amelyben keletkezett, tranzakciós
kommunikatív, ha a jel csak két reálszervezet között áramlik és egy tényleges
vagy potenciális tranzakciójukhoz kapcsolódik, és végül nem-tranzakciós kom­
munikatív minden más esetben, különösen ha egy szabályozási szervezet is
részes benne.

f) A hangsúly a termelő vállalat magatartásán van: a végső felhasználás
exogén, a fogyasztói magatartást elhanyagolom.

g) Nem veszem figyelembe a források szűkösségét. Ami az elsődleges erőfor­
rásokat, a munkaerőt és a termelési kapacitásokat illeti, ezt azért tehetem meg,
mert a modellek lényegében stagnáló gazdaságokat ábrázolnak és nem fordíta­
nak figyelmet a növekedésre. A pénzügyi források szűkösségét illetően pedig
Kornai [4, 5] ,,puha költségvetési korlát" fogalmára hivatkozom.

cy f k ö z ö s r e á l s z f é r a 

Öt különböző szabályozási mechanizmust fogok illeszteni lényegében azonos
reálfolyam.atokhoz. Ezért módomban áll a reálfolyamatoknak egy viszonylag
egyszerű ábrázolását választani: a nyílt statikus Leontief-gazdaságot állandó
technológia meilett. A hagyományos formától egy ponton térek el: az input és
outputkész]eteket külön kezelem, ez már maga is visz némi dinamikus ízt az
egyébként statikus Leontief-gazdaságba .

Jelolések

n a termelők (szektorok) és a termékek száma. A latin kisbetűk vektorokat, a
latin nagybetűk mátrixokat jelölnek. A kurzív betűk a t idő függvényeit jelölik,
amelyek a t ;;;: 0 értékekre vannak definiálva és itt folytonosan differenciál­
hatók is. Az álló betűk az időtől nem függő (konstans) vektorokat és mátrixo­
kat jelölik. A görög kisbetűk skaláris konstansok.

Reálváltozók és konstansok

r J tormelési vektor
Y: transz for mátrix ( Y,( az i termék átadása a j termelőnek)
q: outputkészlet
V: inputkészlet
" J a végső felhasználás vektora (exogén)
A: inputkoefficiens mátrix
e: az összegező vektor: [1, 1, ... , 1 ]'
(b): a, b vektorból képezett diagonális mátrix
': a transzpozíció jele.

f Rbben a dolgozatban csak koordinálatlan szabályozókkal foglalkozom. Ekvivalens
koordinált szabú.lyozást, találhatunk [10]-ben vagy [8] 8. és 9. fejezetében.

l*
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Az output rnérleg

(1) 

MARTOS BÉLA

q = r - Ye - e,

azaz az outputkészletek változása egyenlő a termelt mennyiségek mínusz a
transzferek a termelőkhöz és végső felhasználásra. Ez a vektoregyenlet n
skalár egyenletből áll, melyek

q; = r* ; ~ µ iy ; e; alakúak.
j

l. FELTEVÉS: c(t)::::: 0, >-cf t > 0, azaz a végső felhasználás szemipozitív.

Az input mérleg

s, a V = µ ; A syaZ 

azaz az inputkészletek változása egyenlő a transzferek (anyagvásárlások) mí­
nusz > termeléshez használt inputok. Ez a mátrixegyenlet n, skaláregycnlet­
ből áll, melyek

2.FELTEVÉS: Az A mátrix eleget tesz a szokásos nem-negativitási, irre­
ducibilitási és produktivitási (spektrálsugara e< 1) feltevéseknek és emellett
feltesszük, hogy sajátértékei egyszeresek.

Az A sajátértékeinek halmazát (spektrumát) dt-val jelöljük, úgy, hogy P =
= max { - q< - p swő 7 dt }.

4. Inputkészlet és outputkészlet jelzésre működő szabályozó
(1. sz. modell)

Az (1) és (2) egyenletekkel ábrázolt reálfolyamatokat véve alapul a legegy­
szerűbb szabályozó az lesz, amelyik megfigyeli az input- és outputkészleteket,
összehasonlítja őket a megfelelő normákkal és ebből alakítja ki a termelési és
anyagvásárlási döntéseket."

Normák és szabályozó paraméterek

q,:,: az outputkészlet normák vektora
V*: az inputkészlet normák mátrixa
/J: csillapítási tényező (skaláris szabályozó paraméter)
y: természetes frekvencia (skaláris szabályozó paraméter).

A termelés szabályozása (a termelő által)

i· = - 2/Jyq - y2~q ; x}aZ 

A transzferek szabályozása (a vevő által)

s: a y = - 2/JyV y2~ú ; úi Y( 

6 l•:z a modell a ő 7]-ben, majd [8] 2. fojozot.oként BMYwS~á {X(®M~ módosított változata,
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3. FELTEVÉS: y > 0 (az általánosság megszorítása nélkül).

EMLÉKEZTETŐ: Az 1., 2. és 3. feltevéssel a dolgozat egészében élek, akkor
is, ha nem említem újra.

Értelmezés

Noha nincs bizonyítékunk rá, hogy a vállalatok a (3) és (4) magatartási sza­
bályokat követik, e szabályok nem mondanak ellent a józan észnek. A termelő
akkor növeli termelését, ha outputkészlete csökken vagy norma szerinti értéke
alá esik - és fékezi a termelést az ellenkező esetben. Ugyanígy növelik ill.
csökkentik anyagvásárlásaikat az inputkészletek változási sebességétől és nor­
mához képest elért szintjüktől függően.

Az, hogy az összes szabályozó egyenletekben ugyanazt a két paramétert sjő 
és y Y szerepeltetem, nem azért van, mintha azt feltételezném, hogy az összes
döntéshozók minden döntésükben egyformán viselkednek. Ez csak egy mate­
matikai fogás, ami megkönnyíti az elemzést. Ha egy szabályozó szerkezetet jól
be lehet hangolni úgy, hogy csak két hangoló gombot állítok be a megfelelő ér­
tékre, akkor kettőnél többnek az alkalmazása nem ronthatja a szervezet műkö­
dését.

Mivel működőképes rendszerben a készletek nem lehetnek negatívak, a vevők
mindig végre tudják hajtani termelési és vásárlási döntéseiket. Másszóval: a
,,rövidebb oldal elve" érvényesül ebben a gazdaságban és mindig az eladók
vannak a hosszú oldalon (vevők piaca).

Str'/1,klurális elemzés

Komponensenként megnézve a (3) és (4) szabályozó egyenleteket, azonnal
látható, hogy az i termelőnek csak saját outputkészleteiről kell információval
rendelkeznie a termelési döntéshez és csak a O anyagból raktáron levő input
készietét kell ismernie ahhoz, hogy vásárlásairól döntsön. Tehát a szabályozási
folyamathoz nincs szükség koordinációra a vállalatok közt, sőt még informá­
ciók cseréjére sem. Tehát a szabályozó koordinálatlan és nem-kommunilcatiu.

f ( lnputkészlet és rendelés jelzés (2. sz. modell)

Az elsó modellben a szabá.lyozó működése a nem-negatív outputkészleteken
múlt, nem volt akadálya, hogy a vevők végrehajtsák vásárlási döntéseiket akár
termelési célra, akár végső felhasználásra. A valóságos gazdaságban azonban
vannak olyan termékek, amit soha nem termelnek raktárra, hanem csak a
fogyasztó megrendelésére (pl. azért, hogy az egyedi kívánalmaknak eleget
tegyenek). Másrészt az is előfordul, hogy olyan javakból, amiket általában
raktárra termelnek, kifogy a készlet, a vevőknek várniok kell megrendeléseik
teljesítésére és a transzferek ütemezéséről az eladó dönt. Az általános esetben
e kétféle szituáció párhuzamosan is fennál1 különböző javakat illetően és válta­
kozva is egy jószágnál különböző időszakokban. Az 5( sz. modellben az egyik
szélsőséges esetet vizsgáltuk meg, most a másik szélsőséget vesszük szemügyre,
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amikoris az outputkészletek mindig nullák és a megrendeléseket az eladó intéz­
kedése szerint teljesítik."

A rendszer reálfolyamatait változatlanul az s5a és s, a egyenletek reprezentál­
ják.

Szabályozási változók és normák

W: a rendelés-feladás mátrixa
K: a rendelés-állomány mátrixa
K*: a rendelés-állomány normájának mátrixa

A terrnelők nern tartanak outputkészletet

(5) q ~t Y = ) YPI t > 0.

A rendelésállornány mérlege (amit az eladók tartanak nyilván)

sJa � = W- Y,
azaz a rendelésállomány változása a beérkező új megrendelések és a végrehaj­
tott transzferek különbsége.

A rendelés-feladás szabályozása (a vevő által)

sEa W = - 2,ByV - y) ~ú ; V*),

azaz a megrendelések feladása az inputkészletek változásától és szintjétől füg­
gően változik, a már ismert formula alkalmazásával.

A transzferek szabályozása (az eladó által)

(8) Y = 2,By Í( 1 y2(K - K*),

azaz a transzferek a hátralékos rendeléeállománytől függenek (amelyeknek van
K* normájuk). Figyeljük meg a pozitív visszacsatolást: a norma feletti állo­
mány és a hátralék növekedése növeli a kiszáUítást is.

Értelrnezés

A vevők és eladók magatartása ebben az esetben is ugyanolyan ,,ésszerű",
mint a kéezletjelzéses modellben volt. De most van egy bökkenő: meg kell
magyarázni, miért kezeljük ebben a modellben másképpen azokat, akik input
anyagokat vásárolnak, szemben azokkal, akik végső felhasználásra teszik ezt.
Amíg az első csoport megrendelést ad fel és várakozik, a másodiknak elsőbb­
sége van és a folyó termelésből azonnal kiszolgálják. A két csoport egyforma
kezelése bonyolultabbá tenné a modellt, de semmi újat nem adna az elemzésé­
hez, ezért tartottam meg a modell itteni visszatetsző formuláját.

E Ehhez a modellhez egyes alapgondolatokat a Kornai és Simonovits-féle rendelésjelzé­
ses modellből [8, 12. fej.] kölcsönöztem, do maguk a modellek formailag eltérők.
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A rövidebb oldal elve ebben a modellben is érvényes, de ellenkező értelem­
ben, mint a készletjelzéses modellnél: most az inputanyagok vásárlói vannak a
hosszú oldalon (eladók piaca).

Strukturális elemzés

A (6) egyenlet könyvelési azonosság. Az eladó megfigyeli mennyit szállított
vevőinek (amiről egyébként ő döntött) és jeleket (megrendeléseket) kap tőlük.
Ezek birtokában folyamatosan vezetni tudja - koordináció nélkül - a telje­
sítetlen megrendelések hátralékát. Ezt az információt maga használja fol (tehát
kommunikálnia nem kell), amikor a transzferekről dönt (8) szerint. A vevő
pedig arról dönt, mekkora megrendelést adjon wö { sEaZ miután megfigyelte saját
inputkészleteit. Az előbbi döntési folyamat koordinálatlan és nem-kommunika­
tív, az utóbbi ugyancsak koordinálatlan, de tranzakciós kommunikativ (rende­
lés-jelzéssel). Ettől a szabályozási folyamat egészét is az utóbbi minősítés
jellemzi.

6. Inputkészlet, outputkészlet és megrendelés jelzés
(3. sz. modell)

Az első két modellben két szélsőséges esetet vizsgáltam: az egyikben soha
nem volt teljesítetlen megrendelés, mivel a termelők outputkészletet tartottak,
a másikban soha nem volt outputkészletük, de volt teljesítetlen megrendelésük.
Az első a vevők piacáról, a második az eladók piacáról adott absztrakt képet.
Közelebb jutunk a valósághoz (vö. [2]), ha azt tételezzük fel, hogy minden
jószágból egyszerre van outputkészlet is, teljesítetlen megrendelés is. Így a
szabályozó az előző kettő kombinációja lesz.

A rendelésállcnnány mérlege (amit az eladók tartanak nyilván)

(9) l{=W-Y

A termelés szabályozása (a termelő által)

(IO) i; = -2/Jyq - y2(q -- q*).

A rendelés-feladás szabályozása (a vevő által)

s55a W = -2/JyV - y) ~ú ;; V*),

A transzferek szabályozása, (az eladó által)

(12) y = 2/Jy k 1 y2(K - K*).

A (9)-(12) egyenletek azonosak a (6), (3), (7) és (8) egyenletekkel ebben a sor­
rendben, így értelmezésüket nem kell itt megismételni. Csak a végső felhaszná­
lók prioritása itt egyszerűsödik: őket az outputkészletből elégítik ~S( 
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A rövidebb oldal elve itt már nem érvényesül, vevők és eladók egyként a
hosszú oldalon vannak. Az eladók outputkészleteket tartanak az elsőbbséget
élvező vevők ellátására, tehát van túlkínálat, és ugyanakkor a teljesítetlen
megrendelések ugyanabból a cikkből túlkeresletről tanúskodnak.

Strukturális elemzés

Az 5( és 2. modell elemzésére hivatkozva itt csak leszögezem, hogy ez asza­
bályozó is koordinálatlan és tranzakci6s-kommunikatív (rendelés-jelzéssel).

7. Külön kereskedelmi szektor (4. sz. modell)

Az előző két modell kissé önkényes prioritási feltevésétől megszabadulhatunk
azzal, hogy egy külön kereskedelmi szektort iktatunk a modellbe. Feladata az,
hogy a termelő szektorok helyett outputkészletet tartson. Ilyen modell meg­
szerkesztését az az érzésem is motiválta, hogy a piac legtöbb elméleti modell­
jében a kereskedelemnek vagy nincs nélkülözhetetlen szerepe, vagy legfeljebb
másodhegedűst játszik. Mégsem állíthatom, hogy ezzel a modellel demonstrál­
nám, hogy a kereskedelmi szektor beiktatása elkerülhetetlen, de azt talán igen,
hogy milyen természetes módon illeszkedik be a forgalom szabályozásába.

A reálszféra átértelmezése

Egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy egyetlen kereskedő forgalmazza az
összes cikkeket. (Ettől eltérő feltevések is ugyanilyen jó szolgálatot tesznek.)
A reálfolyamatok (1) és (2) egyenletei formálisan érvényben maradnak, de
értelmezésük megváltozik.

Feltesszük, hogy a termelő ágazatok teljes outputjukat azonnal átadják a
kereskedőnek. Tehát az r termelési vektor egyúttal a termelőktől a kereskedő­
höz irányuló transzfert is reprezentálja. q most a kereskedő által tartott készlet,
amelyből mind a termelők input vásárlásait, mind a végső felhasználásra irá­
nyuló keresletet kielégíti. Így az µ mátrix most a kereskedőtől a termelőkhöz
irányuJó inputanyag transzfereket reprezentálja.

Mivel a termelők maguk nem tartanak outputkészletet, a kereskedőnek meg­
rendeléseket kell feladnia. Aw vektor képviseli a kereskedő megrendeléseinek
folyamát, a k vektor pedig a hátralékos megrendelések állományát.

A rendelésállomány mérlege (melyet a termelők tartanak nyilván)

(13) lé= w - r,

azaz a hátralék változása egyenlő a bejövő rendelésekkel mínusz a termelés,
am.it azonnal átadnak a kereskedőnek.

A megrendelés-feladás szabályozása (a kereskedő által)

(14) Ún = ;) yny jj ; y) ~q ; q*), 
azaz a feladott megrendelések a kereskedő készleteitől függenek.
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(15)

mint (8)-ban.
y = -2/JyV - y2(V - V*),

A termelés szabályozása (a termelők által)
{16) r = 2/Jyk + y2(k - k*),

azaz a termelők termelési szintjüket, és ezzel a kereskedőhöz menő kiszállítá­
saikat is, a náluk felgyülemlett hátralékos megrendeléstől függően változtatják.

Értelmezés

E rendszerben elválik egymástól a , ,nagybani" és a ,,kicsinybeni" piac. Az
előbbin a termelő az eladó és a kereskedő a vevő, aki a hosszú oldalon van.
A kicsinybeni piacon a termelők (és a vfgső felhasználók) a vevők, a kereskedő
az eladó, ismét csak a hosszú oldalon. Igy a rövidebb oldal elve a két piacon,
külön-külön véve, érvényben van, de érvényét veszti, ha a kettőt együtt tekint­
jük. Minden termékből az egyik piacon túlkereslet, a másikon túlkínálat van.

Strnkturális elemzés

A sza.bá.lyozó szerkezetileg itt is -- hasonlóan a 3. sz. modellhez - koordi­
nálatlan és tranzakciós-kommunikatív. Az egyetlen különbség, hogy a jelek
(megrendelések) most a kereskedő és a termelők között áramlanak (nem pedig
csupán a termelők között) és ez megtakarítást eredményez az információk
mennyiségében (n számú jel n2 helyett).

8. Egy eladói ár jelzéses modell (5. sz. modell)

Mindeddig figyelmen kívül hagytam a walrasi rendszerek fő szabályozó esz­
közét: az árakat, és kizárólag mennyiségi (nem-ár) jellegű jelekkel dolgoztam.
Arra a hibás következtetésre lehetne jutni, hogy mihelyt bevezetjük a (nem
ragadós) árakat, a walrasi egyensúly elérhető lesz. A mostani modellel azt
mutatom meg, hogy az eladók által képezett árak, bármilyen gyorsan követik
is a készletek változását, hasonló eredményekhez vezetnek, mint a nem-ár jel­
zéses (vagy változatlan áras) szabályozók.

Ár és hozzáadott érték

Az eddig használt mennyiségi jelek mellé most belép az árjelzések p vektora,
amelyhez a termelési döntésekben alkalmazkodnak (de a transzferek feletti
döntésekben nem). Egy termék gazdaságosságát a ,,termékegységre eső hoz­
záadott érték" mutatójával mérjük, amelyet a termék ára és a felhasznált
anyagok költsége különbségeként definiálunk:8

8 Ezt Bróclytól ([8) 6. fejezet) kölcsönöztem, 6 egyszerűbb modellek keretében hasz­
nálja.
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Ó = p ; v-p = (E - A')p,

ahol A' az v input-koefficiens mátrix transzponáltja, E pedig az egységmátrix.
Az árak bevezetéséből nem következik, hogy a pénzbeli folyamatokat is

figyelembe vennénk. v pénzforrások korlátozatlanok maradnak. Az ár itt nem
más mint egy jel, amit a termelési döntésben használnak fel.

Az előbbi feltevéshez, hogy ti. az árak befolyásolják a termelt mennyisége­
ket, de a vásárlásokat (legalábbis közvetlenül) nem, hozzávesszük még azt az
egyszerűsítő feltevést, hogy az inputkészleteket állandó szinten tartják.

Az inputkészletek állandósága

(18)

azaz V = V0 = V*.
v = o,

Ármegállapitás (a termelő, mint eladó által)

(19) p = -2/Jyq - y2(q - q*),

azaz az eladó az árakat outputkészletei nagyságától és változási sebességétől
függően változtatja.

Gazdaságossági számítás

(20) q = (E - A')p,
azaz a termelési döntés előtt a termelő kiszámítja a termék gazdaságossági
mutatóját.

Termelési döntés

(21) r = rx.g, 
ahol rx( > 0 egy újabb szabályozó paraméter, és a termelési szint arányosan
változik a gazdaságosság változásával..

Uy módon a termelés szabályozása egymást követő három alfolyamatra osz­
lik:

output.készlet -· ár • hozzáadott érték c-- termelési szint.

Értelmezés és strukturális elemzés

v (18) egyenlet a termelőknek, mint vevőknek azt a feltételezett magatartá­
sát írja le, hogy inputkészleteiket változatlan szinten tartják, ehhez nincs
szükség sem koordinációra, sem kommunikációra. Úgy foghatjuk fel, mint a
vevők döntését arról, hogy nem bocsájtkoznak (árváltozásokra számítva)
spekulációs vásárlásokba - és mivel tudják, hogy a számukra szükséges input
anyagokat az outputkészletekből késedelem nélkül megkapják, nincs célja
annak, hogy inputkészleteiket változtassák.

v (2) és (18) egyenletekből azt kapjuk, hogy

(22) Y = A (r),
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és ez megmutatja, hogy a termelők, amikor termelési szintjükről döntenek,
egyben döntenek vásárlásaikról is, és ehhez másra, mint saját inputkoefficien­
seik (technológiájuk) ismeretére nincs is szükségük. Így ez a döntés is koordiná­
latlan és nem-kommunikatív.

Az ármegállapításnál (19) a termelő ismeri meglevő output.készleteit, így
koordinálásra itt sincs szükség. De a hozzáadott érték kiszámításához (20)
nemcsak saját termékének árát kell ismernie, hanem mindazokét az anyagokét
is, amelyet inputként használ. E célból az eladóknak közölniök kell áraikat a
vevőkkel, ez tranzakciós kommunikációt teremt köztük. Ezután magát a kal­
kulációt a termelők már elszigetelten végezhetik és ugyanígy hozzák meg terme­
lési döntéseiket. E két részfolyamat tehát koordinálatlan és nem-kommunika­
tív. Végülis a szabályozó egésze koordinálatlan és tranzakciós (ár) kommunikációt
tartalmaz.

9. Stabilitás és állandósult állapot

Most stabilitási feltételeket adok meg az előző fejezetben bemutatott öt sza­
bályozó szerkezetre. Fő kérdésnek ugyan a működőképességet, azaz a rendsze­
rek által produkált trajektóriák nem-negativitását tekintem, de a stabilitás a lo­
kális működőképesség elégséges feltételeinek egyike.9

Ebben a fejezetben a matematikai elemzésnek csak a végeredményét köz­
löm, a részletek és a bizonyítások a Matematikai függelékben találhatók.

Jelölések

Jelöljük &l8-val (fJ = 1, 2, 3, 4) az alábbi karakterisztikus egyenletek meg­
oldásainak halmazát, ahol a In felső index az első négy modell sorszámára utal.

(23)
&l1 = { 3 I ~3 -1 )2 = jp E 3It } 

&l,2 = {a I a2 - a+ 1 = <pE aft}
&l,3 = &l,1 = {a/ - a3 + 2a) ; 2a + 1 = ipE aft},

ahol 3It e mint már mondtuk, az A input-koefficiensmátrix spektruma. Legyen
továbbá

(24) /J8=max{ /ImVI IRea>O, aE&l8} (fJ=l,2,3,4)
2 I 3 I Re 3 

• Bizonyos feltételek mellett formálisan létezhetnek instabil és mégis működőképes
rendszerek. De jogosnak tartom, hogy kizárjam 6ket a vizsgálatból, hiszen létezésüket
csak az erőforrások korlátozatlansága, azaz a jelen elemzés egy fogyatékossága teszi
lehetővé. Ez a gondolatmenet jogosít fel arra is, hogy kizárjam a Ljapunov-stabilis, de
nem aszimptotikusan stabilis rendszereket (amelyek szintén lehetnek működőképesek),
mivel az ilyen rendszerek az instabilitás határán vannak.
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fJl = fJl
fJ2 = max {/J2, úKI 4}

fJ3 = max {/J3, V6/4}
fJ4 = fJ4
fJ5 = 0.

l. TÉTEL: Stabilitás. A{) sorszámú modell ({) = I, 2, 3, 4, 5) akkor és csak
akkor aszimptotikusan stabilis (a 2. és 3. feltevés mellett), ha fennáll a következő
két feltétel:

(25)

(26)
(i) fJ > {}V (1? = l, 2, 3, 4, 5)

(ii) Re jp + (Im rp)2 /I, minden cpE cfc-ra, ,i9 = 2.

A stabilitási tétel azt mondja, hogy mind az öt modellnél csak a fJ paramétertől
függ a stabilitás és hogy {J-t elég nagyra választva mind stabilissá tehetők. A
{J-ra megadott alsó korlátok (fáradságosan) kiszámíthatók A sajátértékeiből.
Kivételt képez a 2 sz. modell, ahol még a (ii) feltételt is ki kell elégíteniök
ezeknek a sajátértékeknek. Ez a model I az A sajátértékeinek bizonyos konfi­
gurációja esetén minden fJ értékre instabilitást rnutathat.!v

1. KOROLLÁRIUM: Állandósult állapot. Ha a i? sorszámú modell (I)= I,
2, 3, 4, 5) aszimptotikusan stabilis és a végső felhasználás vektora konstans,
azaz c(t) = e, VC· 0, akkor az egyo8 modellek változói a következő állandósult
állapotukhoz tartanak t • r-o esetén (az állandósult állapotot oo alsó indexszel
jelöljük meg):

qoo = q* 1.· oo = Le ('{) = l, 2, :l, 4, 5)
(27) V.,, =V* Y.,, = A(Lc) ('Ü = I, 2, 3, 4, 5)

K.,, = K* W.,, = A(Lc) ('O = 2, 3)

k.,, = k* w.,, = Le W=4)
ahol L = (E-A)-1, a Leonticf-inverz.

Az állandósult állapot az (l )-(16) és (Hl) egyenletekből számítható ki,
úgy hogy minden deriváltat nullával teszünk egyenlővé.

A koroUárium azt mondja, hogy a ~q e úe (� e k) állapotváitozóknál, amelyekre
van norma, az állandósult állapot egyenlő vele, azaz nincs szabályozási hiba.
Az rés w szabályozási változóknál az állandósult állapot egyenlő a konstans
végső felhasználásnak megfelelő teljes termeléssel, a Y és W változóknál pedig
azzal az anyagfelhasználásaal, a-mi ennek a termelési szintnek megfolel.

to A (ii) feltétel fennállásáhov olégségoR, ha(! < v:v2 ~ 0,8fl6. Ugyanis ebben az OBfJt­

ben lqil2 < 3/4 minden qi E ail.-rn és l t Pr p I (rmip)2< n,P,q.> -I * ; (Req.,f = I - ( ~ -

-Reqir ;;.;; L Mivel pedig n y ;i ll modellekben a e rendszerint, jóval }'3/2 alatt van, a (ii)

feltétel gyakorlatilag nem jut szerephez.
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Ha A valamelyik eleme, mondjuk AiJ nullával egyenlő, azaz az i anyagot
nem használják a j termék előállításánál, akkor ésszerű feltenni, hogy Vfl =
=Vt= Kfl =KJ= Yfl = Wpi = 0, azaz hogy a megfelelő inputkészletek,
rendelésállományok, transzferek és rendelés feladások mind nulla kezdő érték­
kel és (ahol van norma) nulla értékű normával rendelkeznek. Ekkor könnyen
belátható, hogy ezekre a változókra V;p) = � ij ~t Y = µ * j ~t Y = ö in ~t Y = 0, ú t 
áll, azaz minden időpontban nulla szinten maradnak. Az ilyen változókat irre­
levánsnak nevezzük.t! míg az összes többi változót (beleértve q, r, k, w-t is)
relevánsnak.

4. FELTEVÉS: A releváns normák pozitivitása

(28)

(i) A11 > o ___.. Vi"j > o
(ii) Aíi > o-->- Ko > O
(iii) q* > 0

(iv) k* > o

V(i, j),

V(i, j),

(1} = 1, 2, 3, 4, 5)

(f) = 2, 3) 

(f) = 1, 3, 4, 5)

~In = 4).

2. KOROLLÁRIUM: A releváns változók állandoeul; állapotának pozitivitása.
Ha 3{ } sorszámú modell ({} = 1, 2, 3, 4, 5) aszimptotikusan stabilis és az I. 2.
és 4. feltevések fennállnak, akkor minden releváns változó állandósult állapota
pozitív.

Ez a korollárium egyenesen következik a feltevésekből, hiszen L = (E -
- A)-1 > 0 a 2. feltevés értelmében, és így Le > 0 minden szemipozitív c-re.
Az állandósult állapot pozitivitása fontos szerepet játszik a működőképesség
most következő elemzésében.

IO. Működőképesség

Mint már említettem, számos olyan változó van, aminek esetleges negatív
értékét közgazdaságilag nem lehet értelmezni. Ez a helyzet minden input- és
outputkészlct változóval ~q e V), a rendelésállománnyal (]{, k) és a termeléssel
(r). Egyes modellekben értelmezhető lenne viszont a negatív transzfer (valami­
lyen input-anyag visszaküldése a termelőjének) vagy negatív rendelésfeladás
(egy toljesítetlen megrendelés visszavonása), másokban, közgazdasági megfon­
tolásokból, ez sem. Egyszerűség kedvéért azonban eltekintek ettől a megkülön­
böztetéstől és feltételezem, hogy az összes transzfer változóra ( Y) és rendelés­
feladási változóra (W, w Y is fennáll a nem-negativitás követelménye.

Lokális rwűködőképesség és működőképes indulási tartomány. Egy aszimptotiku­
san stabilis rendszert lokálisan működőképesnek nevezünk, ha változói (vagy
közgazdasági megfontolások alapján kiválasztott egyes változói) nem vesznek
fel negatív értéket (semmilyent ~.: O-ra) akkor, ha az induló állapot eléggé közel
van a,: állandósult állapothoz (a megfelelő dimenziójú tér valamilyen metrikája
értelmében).

11 q ~l Y irrc-leváns f} = 2-re (5) miatt és itt q* = 0 kényszerűen (és ésszerűen) feltételez­
zen,/(,.
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Működőképes indulási tartománynak nevezzük azoknak a pontoknak a hal­
mazát (az imént említett térben), amelyekből mint induló állapotból működő­
képes (nem-negatív) trajektoriák ihdulnak.

2. TÉTEL: Lokál·is működőképesség. Ha a ,{) sorszámú modell (D = 1, 2, 3,
4, 5) eleget tesz az alábbi feltételeknek:

a) aszimptotikusan stabilis (1. tétel),
b) a végső felhasználás szernipozitív (1. feltevés) és konstans,
e) a releváns normák pozitívak (4. feltevés),

akkor
(i) a rendszer minden (q, V, K, k, r, Y, W, w Y változójában működőképes és

(ii) a működőképes indulási tartomány tartalmaz egy, az állandósult állapot
köré írt pozitív élhosszúságú kockát.

Ez a tétel azt mondja, hogy konstans végső felhasználás esetén a rendszer
aszimptotikus stabilitása lényegében elégséges12 a lokális mííködőképességhez.
A tétel fogyatékossága az, hogy nem mond semmit a működőképes indulási
tartomány terjedelméről, som arról, hogyan lohot ezt a In és y paraméterek
megfelelő megválasztásával befolyásolni.

Az árak nem-negativitása

Az 5. sz. modellben árak is szerepelnek változóként és nemnegativitásukat
nem követeltük meg, mint a működőképesség feltételét. Valóban mindaddig,
amíg az árak csak kalkulatív célokat szolgálnak, negatív árak is megengedhe­
tők lennének; de eleget tehetünk annak a közgazdaságilag mégiscsak ésszerű
követelménynek is, hogy az árak ne váljanak negatívvá. Ebhez az eddig elha­
nyagolt a paramétert hívjuk segítségül.

3. TÉTEL: Az árak nem-negativitása. Ha az 5. sz. modellre állnak a 2. tétel
a, bés e feltételei, továbbá, ha az induló árak pozitívak (p(0) > 0), és az asza­
bályozó paraméter eléggé nagy, akkor az árak trajektoriája nem-negatív, azaz
p(t) > o, Vt > o.

11. l{övctkeztetések

Öt különböző szabályozót illesztettünk ugyanahhoz a rcálszférához, a nyílt
statikus Leontief-gazdasághoz. A szabályozók sok tekintetben hasonlítottak
egymásra, nevezetesen:

A ,,norma szerinti szabályozás" elvét al1rnlmazták.
Arányos és integrál.ó tagokból álló (PI) lineáris visszacsatolást tartalmaz-

tak.
A döntési folyamatok koordinálatlanok voltak. t3

12 A bizonyítás a matematikai függelékben csak a vúlt.ozók korlátoseágáru és folyto­
noseágára támaszkodik.

13 Kawasaki és mások [2] empirikusan tesztelték az out.put-Icészlct és rendelés-állo­
mány jelzések rövidtávú hatását iparvállalatok termelésére és árképzésére, ogy olyan
keretben, ami lényegében a ,,norma szerinti szabályozás" elvét alkalmazta.
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Különböztek azonban egymástól a döntéshozatal és az információáramlás
szerkezetében:

(i) Különböző mennyiségi (inputkészlet, outputkészlet, megrendelés) és ár
(eladó által képzett ár, hozzáadott érték) jelzéseket alkalmaztunk a különböző
modellekben. Az 1. sz. modellben kommunikáció sem volt a résztvevők között,
másokban megrendeléseket (2. 3. és 4. sz. modell) ill. árakat (5. sz. modell)
közöltek egymással.

(ii) Egyes modellek a vevők piacát ábrázolták (1. és 5. sz. modell), egy az
eladók piacát (2. sz.), egyesekben pedig a ,,rövidebb oldal elve" (a ,,disequilib­
rium-elmélet" egy kedvenc feltevése) nem is érvényesül (3. és 4. sz.).

Mind az öt modellről bebizonyosodott, hogy a ~n paraméter megfelelő válasz­
tásával, nem túl erős feltevések mellett, aszimptotikusan stabilisak, és ekkor
lokálisan működőképesek is.

A stabilis modellek egyensúlyi (állandósult) állapota nem-walrasi, hiszen
magukban foglalnak olyan pozitív inputkészleteket, amiket a rendszertelen
szállítások nem indokolnak, outputkészleteket, amik nem szükségesek a vevők
kiszolgálásához és hátralékos megrendeléseket, amit sem termelési átfutási
idő, sem korlátos kapacitás nem indokol. Így rendszereink eredendően nem­
walrasiak. Még azt is kimondhatjuk, hogy ez az elmélet ,,még kevésbé walrasi"
mint az ,,adagolásos egyensúlyelmélet" [l] modelljei, noha nincs bennük sem
,,adagolási séma", sem pedig nem vezettük be az , ,effektív kereslet" fiktív
fogalmát. u

Összefoglalva: Bebizonyosodott, hogy ugyanazt a gazdaságot sokféle nem-walrasi
szabályozási mechanizmussal lehet működtetni koodináció nélkül (az absztrakció­
nak a tanulmányban alkalmazott fokán), amelyek különböző jelzőrendszerekre,
információáramlási és döntési struktúrákra támaszkodnak.

1. Előkészület
Matematikai függelék

A modellek elemzésében a következő, redukált alaknak nevezett általános
sémának gyakorta hasznát vesszük majd:

(]'. 1) i: = Ru + z (Szabályozott szakasz)

(]'. 2) ü = ;) ~ny x ; y2(x - x*), (Szabályozó)

ahol x: állapotvektor
'U: a beavatkozójelek vektora
z: külső hatások vektora
x*: a beállítójelek vektora
R: a szabályozott szakasz négyzetes input-mátrixa (N-ed rendű)
~ne y: skaláris szabályozó paraméterek (11 > 0).

"Ez a részleges összevetés nem kérdőjelezi meg az adagolásos egyensúlyelmélet egé­
szét, ami sok tekintetben általánosabb és sok olyan esetre is kiterjed, amit én nem tár­
gyaltam. A motivációk, alapelvek, ható körök, feltevések és következtetések széleskörű
összevetése külön tanulmányt igényelt volna.
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Jelölje
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ált = { 3v 0'2, · · ·, 3w} 

az R mátrix spektrumát (sajátértékeinek halmazát).

lF. LEJVLMA: Az (F.1)-(F.2) redukált alak akkor és csak akkor aszimptoti­
kusan stabilis, ha

(i) Re a > 0, pv;; as ált és

(ii) In > max { I Imra_l_ I as áll,} .
2/a!yRea

Az IF. lemma bizonyítása.

Helyettesítsük z-ot (F. l)-bő! (F.2)-be, így a következő állapotegyenletet
kapjuk

(F.3) R b4x b 1· E-- 2/3?1 R u + - 2{Jy E
0 ] [z ·1

y2 E x* j
Az aszimptotikus stabilitás akkor és csak akkor áll fönn, ha a

(F.4) R J-- 2/Jy R
rendszermátrix minden sajátértékének negatív a valós része. Legyen a E áll,
és s a hozzátartozó jobb oldali sajátvektor, azaz

(F.5) Rs= as.

Először azt bizonyítjuk, hogy az

(F.6) w2 + 2{Jyaw + y 2a = 0

karakterisztikus egyenlet két w gyöke az (.F.4) rendszermátrix két sajátértékét
szolgáltatja és a hozzájuk tartozó sajátvektorok:

Ugyanis

[::].
R ][as] las]

- 2{Jy R úJS = w úJS

azt adja, hogy
wRs = oi 3 

-y2as -- 2{JywRs = ú p2ö e 

ez pedig (F.5), (F.6) és s ~ 0 miatt fennáll.
(F.6)-ot w-ra megoldva azt kapjuk:

(F.7) ún = y(-{Ja ± V {J2a2 -3Y( 
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Vezessük be a következő jelölést:

t; = /J2a2 - a

139 

(F. 8) µ=Rea

v = Irno,
ekkor

(F.9)
Rei; = /J2(µ2 - v2) - µ

Imi;= v(2/J2µ - 1).

Mivel feltettük, hogy y > 0, a Re w < 0 stabilitási feltétel (F.7) szerint a
következő:

(F.10) ± Re Vf >fJrL,
ami mindkét előjelre csak akkor állhat fenn, ha

(F.11) f}µ > o.
Tekintsük most a Moivre-formula segítségével könnyen belátható

Re Vf= V ! (Ii; I + Rei;)(F. 12)

formulát, alkalmazzuk ezt (F.10)-re és emeljük négyzetre.
Átrendezve kapjuk

I C I < 2(}2µ2 - Re C.
Az alábbi (:F'.13) feltétel miatt a jobb oldal mindenképp pozitív lesz, így

újból négyzetre emelhetünk. (F.9) szerint helyettesítve újabb átrendezés után
ezt kapjuk:

v2 < 4(}2µ(µ2 + v2).
Ebből következik, hogy

(F.13) /L = Re a > O

és ezzel a lemma (i) feltételének szükségességét bebizonyítottuk. Az (F.11) és
(F.13) következtében

(F.14)

Tehát
/J > o.

/J2 > v2 (Im a)2

4(µ2 + v2) µ 4 I a 12 Re a

áll minden aE ,lit-re. Tekintettel (F.14)-re a lemma (ii) feltételének szükséges­
sége is bizonyítva van. Bizonyításunkból az is következik, hogy a (i) és (ii) fel­
tételek együttesen elégségesek is az (F.1)-(F.2} rendszer stabilitásához. (Vége
a bizonyításnak.)

Az ll)'. lemmát használjuk fel az I. tétel (stabilitás) bizonyításában az 1-4.
sz. modelleket illetően, míg az 5. sz. modellre másfajta bizonyítást adunk
majd.
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2. Az I. tétel bizonyítása{}= I, 2, 3, 4-re

Szorozzuk meg a (2), (4), (6), (7), (S), (9), (11), (12), (15) egyenleteket jobbról
e= [l, 1, ... , l]'-vel, ami azt jelenti, hogy a kérdéses mátrixegyenleteket vek­
tor-egyenletekké aggregáljuk. A redukált alak (F .1) szabályozott szakasza és
(F.2) szabályozója ezek után a következő egyenletekből fog állni, ahol az a felső
index a megfelelő egyenletnek a fentiek szerint aggregált alakjára utal:

Modell Szabályozott Szabályozósorszáma szekcsa (li'.2)(I>) (l/.1)

1 (1), (2a) (3), (4")
2 (2a), (úa)b (7a), (Sa)
3 (1), (2a), (9°) (10), (Ila), (12°)
4 (1), (2°), (13) (14), (15°), (lB)

b) A (5°) egyenlet a következő alakot ölti Ve= (E - A)Ye - Ac, miután (5) figye­
lembevételével (1)-ből elvégezzük az r = Ye -1-- e helyettesítést a (6)-nak c-vel jobbról
rnegszorzott. alakjába.

Szorozzuk most a (6a), (9a) és (13) egyenleteket (-1)-gyel és Ke, ill. k helyett
tekintsük (-Ke)-t, ill. (-k)-t az x vektor komponensének. Ekkor a 19 ( = l, 2,
3, 4) modell R0 input-matrixaként a következőket kapjuk:

RI=[ E
-A 

-E1
E

R2 =[ O
-E

E-AJ
E

(F.15)

[ E o -E]
R3 = -A o E

o -E E [ 0 -E E]
R4 = o E --A .

---E O E

Nem nehéz belátni, hogy a (23) szerint definiált ~o halmazok valóban az (F.15)­
beli R0 mátrixok spektrumát adják 1? = I, 2, 3, 4-re, ha segítségül hívjuk a
a E ~o sajátértéknek megfelelő s0 sajátvektorok alábbi előállítását (ahol f a
<p E dl-nak megfelelő sajátvektora A-nak):

[

(I - a)f]
32 =

f '

f
s3 = [(l - a)2f]

(1 - a)f ,

r (I - a)f l
s
4 = l ( I - af+ a2)f .

Most pedig félbeszakítom az 1. tétel bizonyítását, hogy a folytatáshoz szüksé­
ges lemmát bizonyítsam előbb.

2F. LEMMA. Ha a 2. feltevés áll (azaz I <p I~ e< I minden r:pE alt-ra) és
{} = 2-re áll az I. tétel (ii) egyenlőtlensége, akkor Re a > 0, minden a (29) sze­
rint definiált aE ~11-ra, {} = l, 2, 3, 4.
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A 2F. lemma bizonyítása

1) = l. Mivel az áil1 definíciójából a karakterisztikus egyenletünk (1 - a)2 = ({),
azt kapjuk, hogy

Re a= Re (1 ± cp112) = 1 ± Re cp1i2? 1 - I cp1i2 j > 1 - e112 > 0.

1) = 2. áil2-ből a karakterisztikus egyenlet

a2 - a+ 1 = cp

melynek megoldása

a=~ (l ± V 4cp - 3).
2

Ebből az (F.12) formula alkalmazásával

Re (2a) = Re (1 ± V 4cp - 3) = 1 ± Re V4cp - 3 =

= 1 ± V ~ (I 4cp - 3 I + 4Re cp - 3) > o

akkor és csak akkor, ha
I 4<p - 3 I < 5 - 4Re cp.

Mivel a jobb oldal pozitív, vehetjük mindkét oldal négyzetét, és ebből:

(4Re cp - 3)2 + (Im cp)2 < (5 -- 4Re rp)2.

Átrendezés után ez megegyezik az l. tétel (ii) feltételével.

{) = 3, 4. áil3 6s &t1 közös karakterisztikus egyenlete:

- a3 + 2a2 - 2a + l = <p-

A:,; (Ir. 8) alatt bevezetett jelöléssel és némi számolgatással ezt kapjuk:

I q; 1
2 = v6 + (3µ2 - 4µ)111 + (3µ4 - 8µ3 + 8µ2 - 2µ)v2 + (ri3 - 2µ2 + 2µ - 1)2•

Ki keU elégítenünk a i q; 12 . .--- rl < 1 egyenlőtlenséget. De ez µ ::;_ 0 esetén nem
állhat, mivel akkor a jobb oldal első három tagja nem-negatív, az utolsó pedig
egy l-nél abszolút értékben nem kisebb szám négyzete. Tehátµ = Re a > O.
(Vége a lemma bizonyításának.)

Az J. tétel bizonyítása 19 = l, 2, 3, 4-re. (Folytatás)

Bebizonyítottuk, hogy ami az 1-4. sz. modellek aggregált alakját illeti, az
lF. lemma (i) feltétele ki van elégítve, ha az 1. tétel (ii) feltétele áll. Tehát az
IF. lemma (ii) feltétele elégséges és szükséges is az aggregált modellek stabilitá­
sához. Ezzel az eredeti (aggregálatlan) modellek stabilitása is bizonyítva van a
q, r, k, w vektorváltozókban a /J > {]0 (•{) = 1, 2, 3, 4) feltétel mellett [lásd (24)].
De a V, K, Y, W mátrixváltozök vonatkozásában csak a Ve, Ke, Ye, We
aggregátumok stabilitását bizonyítottuk. Ezt tehát még ki kell terjeszteni az
eredeti változókra. De ha a q, r, k, w vektorváltozókat adottaknak tekintjük,

2*
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akkor a mátrixváltozókra vonatkozó egyenletek szétesnek komponensenként
az alább következő skaláris egyenletekből álló rendszerekké.

Vii = Yij - AiJ rj i. . (,{) = 1,4) 
Y;j = -2/JyVij - y2(Vij - V0)

J\. = Y,i - Aijri
-Kij= - Wij + Y;j ({) = 2, 3)wij = - 2/Jy vij - y2(Vij - VJ)

r; = - 2/Jy(- kij) - y2(-K;j + Kt)
Ezek is (F.1)-(F.2) alakú redukált formáknak tekinthetők, a következő spe­
cifikálással

(F.16)

(F.17)

R0 = [l],

RI)=[_~:]-

Az (F.18) alatt egy degenerált (I-szer l-es) mátrixot találunk, melynek egyetlen
sajátértéke a= 1, és így Re a > O. Továbbá az IF. lemma alkalmazásával a
/3 > 0 feltételt kapjuk, ami a /J > (3°({} = 1, 4) feltételből amúgy is követke­
zik. Így f3 > ~ = /3-0 ( ,{) = 1, 4) elégséges és szükséges fel tétele az 1. és 4. sz.
modellek stabilitásának, miként ezt az 1. tétel (i) állítása mondja.
(F.19)-ben a

(F.18) ha,{)= 1,4

(F.19) ha ,f) = 2, 3

a1 2 = _!._ (1 ± V - 3)
' 2

sajátértékeknek ugyancsak pozitív a valós része és a 2F. lemma (ii) feltételét
alkalmazva rá a

/3 V6 ,___, o 61234 ) 

pótlólagos feltételt kapjuk. Tehát aJ!0 = max {/3°, v:} deficíniót figyelem­

be véve az 1. tétel (i) feltétele szükséges a stabilitáshoz, ha ,{) = 2, 3; elégsé­
ges, ha ,f) = 3, és a (ii) feltétellel együtt elégséges, ha ,f) = 2. (Vége az l. té­
tel bizonyításának a f) = 1, 2, 3, 4 esetre.)

3. Az 1. tétel bizonyitása f) = 5-re

Helyettesítsük Y-t (22)-ből (Ijbe:

(F.20) q = (E - A)r - e.

Helyettesítsük ezután g-t (20)-ból (21)-be, majd p-ot (19)-ből az így előálló
egyenletbe:

(F.21) i = o:(E -- A')[-2/Jyq - y2(q - q*)].

Ha itt fJ/V;-t írunk /J helyére és y/Va-t y helyére, akkor o: formálisan eltűnik,
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((X szerepére még visszatérek). Ha ezekután q-ot (F. 20 )-ból (F. 21 )-be helyettesít­
jük, a következő rendszert kapjuk:

rqJ l O E-A ]"q]_r = - y2(E - A') -2Py(E - A')(E - A) lr +

+ [y2(E - A) q*; ~Py(E - A') e].
Jelöljük most ®-vel az (E - A') (E - A) mátrix spektrumát, és jelölje o E ®
egy sajátértékét, d pedig a megfelelő sajátvektort. Mivel az (E--A') (E-A)
Gram-féle mátrix szimmetrikus, o valós szám, és mivel pozitív definit is, o > 0
minden ö E ®-re. Az (F.22)-nek megfelelő H rendszermátrix:

(F.22)

H = l-yz(Eo- A')
E -A l

-2Py(E - A')(E - A)j'

spektrumáról pedig beláthatjuk, hogy a következő alakú:

(F.23) 'JC = {x I x2 + 2pyox + y20 = o, o E ®}
Ez úgy látható be, hogy behelyettesítjük a

h = [(E .: d]
sajátvektort a Hh = xh egyenletbe.

Az (F.23)-beli karakterisztikus egyenlet megoldásaként azt kapjuk, hogy

x = y [ - Po Vp2 02 - o],
és mivel ö > 0, Re x < 0 akkor és csak akkor áll fenn, ha

P >P5 = o.
Mivel pedig a rendszer stabilitása ezek szerint csak p előjelén múlik, utólag
igazolódott ix kiküszöbölésének jogossága. (Vége az I. tétel f} = 5 eset bizonyí­
tásának.)

4. A 2. tétet bizonyitása

Ebben a bizonyításban a
11 b 11 = max I b; I

i

ún. kocka-vektornormát fogom használni, a hozzá tartozó természetes mátrix­
normával együtt:

11 B 11 = max I: I Bij I
i j 

úgy, hogy az ismert

(F. 24)

egyenlőtlenség érvényes lesz.
II Bb II < II B II · II b 11
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A dolgozatban tárgyalt mindegyik modell

(F. 25) x = Px + Ru

alakra hozható, ahol
x: a releváns változók vektora (úgy hogy a mátrix alakú változók elemeit osz­

loponként egymás alá írjuk és az irreleváns változókat elhagyjuk),
u: a bejövő jelek vektora, ami konstans akkor, ha a e végső felhasználás kon­

stans.
P: a rendszermátrix, amely minden modellünk esetében nemszingulárisnak

bizonyul.
Az eredeti modellek átírása az (F.25) alakra fáradságos munka, amely behe­

lyettesítéseket és a változók átrendezését követeli meg, éppen ezért itt nem
részletezem. Ha az eredeti rendszerek stabilisak saját változóikban, akkor
(F.25) alakjukban is azok x-ben. Mivel pedig P mind az öt modellben nem-szin­
gulárisnak adódik, á!landósult állapotukat

(F.26) X00 = --P-lRu_

alakban írhatjuk Mivel pedig x csak a releváns változókat tartalmazza és a
4. feltevés is áll, a 2. korollárium értelmében:

(F. 27)

Tegyük most fel, hogy valamilyen o > O-ra

(F. 28)

azaz az x0 induló állapot eléggé közel van az állandósult állapothoz.
(F. 25) megoldása felírható a következő alakban

{F. 29) x(t) = x., + exp (Pt)(x0 -· x., ).

Ha a rendszer aszimptotikusan stabilis, akkor az exp(Pt) mátrix elemei. mind­
annyian korlátosak alulról is és felülről is l · O-ra, tehát i foxp(Pt) 11 <"" '1/J,
\;/ t "::: 0, ahol '!/J > 0 és nem függ az időtől. (F 20)-béíl ezt kapjuk:

lfx(t) -- xoo[I = exp (Pt)(x0 - xoo):::; [[exp (Pt[/ . [lx ? -- X«f! ::· 'I/JÓ,

ahol (F. 24)-et és (F. 28)-at vettük figyelembe.
Az x(t) trajektória tehát teljes egészében benne fekszik egy olyan kockában,

amelynek középpontja a pozitív x00 pont, élhosszúsága pedig 21fJO ugyancsak
pozitív. Ha mármost o elég kicsiny, akkor az egész lrocka úgy összezsugorodik,
hogy beleessek a nem-negatív ortánsba, és így x(t) , : 0 mindent ,,_ 0-m. (Vége
n bizonyításna k.]

D. A 3. tétel bizonyüása

Integráljuk (21)-et r = O-tól r = t-ig és helyettesítsük be (20)-ból g-t:

r - r0 = cx:(E - A')(p - p0).

Ebből azt kapjuk, hogy:

]
J) = p0 +-L'(r - r0).

C(
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Aszimptotikus stabilitás esetén r korlátos [O, oo J-ben és így p0 > O maga után
vonja, hogy p(t) ?~ 0, >v,t, ha o: eléggé nagy. (Vége a bizonyításnak.)

(Beérkezett: .1984. március 8-án.)
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BRÓDY ANDRÁS

7 ó s z á l á s I o g a r i t m i á b a n a 

I. - x p o n e n c i á l i s fo l y a m a t o k 

A matematikai gazdaságtan növekedési modelljei azon a felismerésen ala­
pulnak, hogy a termeléshez nemcsak anyagra, gépre és munkára, hanem időre
is szükség -van, ·

Ez az időszükséglet nemcsak arányosan szerepelhet a ráfordítások közt,
azaz nemcsak úgy, hogy z-szeres termékmennyiség kibocsátáshoz z-szerte
több időre van szükség, mint ahogy ezt közelítőleg feltesszük az anyag- vagy
munkaráfordítások esetében, Általában ~- tehát az előbbi esetet is magában
foglalva - amikor a ráfordításokat kibocsátásokká alakítjuk át, vagyis az
inputokat outputokká ,,transzformáljuk" a következőket feltételezhetjük

l. w!St ! v é s m Ha valamilyen input-termékhalmazon egy • időtartamot igénylő
transzformációt végzünk, majd az így kapott új termékhalmazt egy újabb s 
időtartamú transzformáciőnak vetjük alá, akkor a létrehozott végeredmény­
nek azonosnak kell lennie azzal az eredménnyel, ameiyet a kiinduló termék­
halmazból egy (t + s) időtartamot igénylő transzformációval kaphatunk.

Matematikailag: ha a transzformációt a os nagybetűvel, végzésének tarta­
mát a mellette zárójelben feltüntetett (.s), illetve (t) szimbólummal jelöljük,
akkor

(I.I.) ö:t -1- s 1 = ö:s 1os:t 1. 

Ez az egyenlet jól ismert függvényegyenlet (elsőként Cauchy vizsgálta1) és
az ! x p o n ! n 7úá Sús függvényt, tehát általában az exponenciális folyamatokat
határozza meg, ha feltesszük, hogy a ö transzformáció differenciálható. Ez
ugyan nem szükséges feltétel, de a vizsgált tulajdonság legegyszerűbb bemu­
tatására vezet.2 Az (l.J) egyenletet t ( illetve s szerint differenciálva, s a két
eredményt egyenlővé téve

(1.2.) ö:s 1sSss:t 1 = ös:s 1s~:t 1. 

* Köszönettel tartozom "ú! r m 8n n Margitnak, d 8t ú7s Á.gnesnek és � úr á E Ildikónak,
akik az első fogalmazás egyes nehezen érthető részeire, ügyetlen jelölésmódjára, hibáira
stb. felhtv ták a figyelmet és módosításokat javasoltak.

1 Lásd pl. ó7z é S (1961). Az egyenlet matrixos alakját ~ó Sy 8 (1928) mutatta be.
2 Vö. Rény'Í (1966) levezetésével a radioaktív bomlás jelenségét illetően (ez exponen­

ciálisan csökkenő folyamat). Rényi csak a T(t) függvényt = 0 pontban való differenciál­
hatóságát, Pólya pedig pusztán a folytonosságát tételezte fel.
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T(t), illetőleg T(s) nem. lehet zérus vagy szinguláris, hiszen az (I.I.) egyenlet­
ből következik, hogy 1 = T(O) = T(t)T( -t). Ezért oszthatunk vele, s így

(1.3.) T'(t)T-o(t) = T-o(s)T'(s). 

Mivel s és t értéke tetszőleges, a derivált és a reciprok szorzata minden t-re
azonos, azaz konstans. Legyen ez a konstans / ( akkor

(1.4.) T'(t) = KT(t), amiből T(t) = exp (Kt). 

2. w!St! v é s m Úgy is megfogalmazhatjuk az (1.4.) egyenletet és megoldását,
hogy a változás kizárólag az elért színvonaltól. függ és azzal arányos.

Az 1. és 2. feltevés esetünkben ekvivalensnek bizonyul: azonos folyamatot
határoz meg.

A gazdasági folyamatok exponenciális jellegét így két igen egyszerű és logi­
kus - egymással ekvivalens - feltevésből vezettük le. Hogy e feltevések bár­
melyike, pontosabban: az e feltevésnek megfelelő sajátosság maguknak a ter­
melési folyamatoknak a jellemző tulajdonsága, vagy pedig csak a termelési
folyamatokról alkotott gondolati képünk követeli meg - ez olyan kérdés,
amelyet ma még nem lehet jól megválaszolni.3 
A következőkben feltesszük, hogy Logaritmia országában a gazdasági folya­

matok exponenciálisak, és ha a statisztikai mérések némi eltérést mutatnak is,
akkor ez kizárólag a mérés elégtelenségének, a mérési hibának a következmé­
nye.! 

Em Gz e x p o n e n c i á l i s fo l y a m a t o k k ö l c s ö n v i s z o n y a 

Logaritmiában a gazdasági idősorok közti kapcsolat mindig hatványfügg­
vény alakjában írható.

Legyen ugyanis két exponenciális folyamatunk, ahol

(2.1.) 

és
xo(l) = cl · exp (k1.t)

{2.2.)

Akkor világos, hogy

(2.3.) 

ahol 4 = qoúqn és 8V c1c2°, amiről behelyettesítéssel könnyen meggyőződ­
hetünk.

3 Valószínű, hogy a feltevések bizonyos cgyszerűaítéeeket jelentenek, s a végleges forma
bonyolultabb lesz.

• A valóságos világ mindenesetre nagyon ő8! o nú út Logaritrniához, mert azt tapasztal­
j 11 k, hogy a legtöbb gazdasúgatat.iszt.ikai idósor alakulását az illesztett exponenciális
t.rc-nd 90-95 százalékban ,,megmagyarázza", és az egyéb hatások - legyenek ezek akár
determinisztikus jellegűek, mint például a ciklusok, vagy a technikai változás, akár szto­
chasztikus eredetűek - mint a mérési hibák - legfeljebb 5- 10 százalékos nagyságrend­
ben játszanak közre.
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Tudjuk, hogy a hatványfüggvényt logaritmikus beosztású koordinátarend­
szerbe rajzolva egyenest kapunk, mivel a

(2.4.) log x o = log 8 + 4 · log x n 

egyenlet lineáris összefüggést állapít meg log x o és log x n közt. Azt is bizonyítani
fogjuk, hogy a mértékegység megfelelő megválasztásával log 8 értékét zérus­
sal (a értékét tehát az egységgel) tehetjük egyenlővé. Két, az időben exponen­
ciálisan alakuló változó logaritmusa közt így egyszerű 8r á n y o s s á E áll fenn, s
ezt az arányosságot a hatványfüggvény 4 kitevője, a növekedési ráták hánya­
dosa szabja meg.

xm Jánossy CO m u t a t ó i 

Já n o s s y : 1963) a gazdasági növekedést vizsgálva igen sok naturális gaz­
dasági mutató (természetes egységekben mért termelési és fogyasztási mu­
tató), azaz ,,NG mutató" értékét rajzolta fel ilyen logaritmikus papírra, a 
nemzeti jövedelem függvényében, és általában egyenesekkel jól közelíthető
összefüggéseket talált.

Egy ilyen jellegzetes egyenest mutat be az 1. á 4r 8( amely az egy főre jutó
villamosenergiafogyasztást és az egy főre jutó nemzeti jövedelem alakulását
írja Je.

Az egyenes iránytangensét szabatosan a regressziószámítás segítségével álla­
píthatjuk meg. A viszonylag szoros illeszkedés miatt azonban akkor sem kö­
vethetünk el nagy hibát, ha csupán a két szélső adatpárbóJ számolunk. Pél­
dául:

Burma.
Kanada

9,1 kWó/fő
5040 kW6/f6

54 $/fó
1345 $/fő

554-szeres energiafogyasztáshoz tehát 25-szörös nemzeti jövedelem tartozik, s
így 4 = log 554/log 25 - 1,96. Azt mondhatjuk, hogy a villamosenergia fo­
gyasztása közel kétszer olyan gyorsan növekedett a vizsgált időben, mint a
fejenkénti nemzeti jövedelem termelése.

Felhasználva az a;;} = (aoS4 .x)b azonosságot a (2.3.) összefüggést ,,arányos­
sággá" alakítjuk a mértékegység megfelelő megválasztásával. Ha a nemzeti
jövedelmet kereken 18 .$-os ,,egységekben" fejezzük ki, akkor Burmának 3
,,egység", Kanadának pedig 71 ,,egység" nemzeti jövedelme volt, és ezek
négyzete -- 9 illetve 5041 - adja meg az egy főre jutó viJlamosenergiafo­
gyasztáHt. A villan10senorgiafogyasztás és a nemzeti jövedelem logaritmusai
így konstans arányban állnak egymással a regressziós egyenes mentén; az
egyenes átmegy az (1,1) ponton.

pm üa r e t o te l o s z l á s o k 

Logarí tmiá.han a társadalmi ranglétra egy bizonyos magasságán vagy ennél
magasabban Y számú személy áll. Ha föltesszük, hogy a pozíciókból való ki-
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esés valószínűsége arányos a már elért pozícióval, akkor - az első p o n t b a n 
levezetett okfejtés mintájára

(4.1.) 

0t t k és e az eloszlást meghatározó paraméterek."
Az egyes pozíciókban elért jövedelem, S Jegyen ismét exponenciális függvé­

nye az s pozíciónak, s így

(4.2.) ~ = cn · exp (/cns). 

5 Pareto feltette, hogy ezek alapja a képességek egyenlóLlon eloszlása. De elégséges azt
feltenni, hogy a munkamegosztás adott technikai szintje bizonyos hierarchiát határoz
meg, amelyben egy-egy vezető adott számú beosztott munkáját képes áttekinteni, s így
kialakul a társadalmi pozíciók adott ,,rneredokségü" gúlája.
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A második pontban bemutatott összefüggés alapján tudjuk, hogy a jövedelem­
eloszlást akkor

(4.3.) 

alakba írhatjuk, ahol 4 = qoxqn. Itt tehát v azok száma, akiknek jövedelme
~-vel egyenlő vagy azt meghaladja.

Ez az úgynevezett Pareto-félé jövedelemeloszlás.
Bár öő!ús s (1935) már ismertette Magyarországon a Pareto-eloszlást, és

d 8Sún v 8u \ (1974) is utal rá, talán nem hiábavaló a nálunk Rényi által beve­
zetett tárgyalásmódnak megfi:>lelően definiálni és néhány sajátosságára felhívni
a figyelmet.

Egy ~ valószínűségi változót Pareto eloszlásúnak nevezünk, ha sűriíség­
függvénye

{
0 h t </ 1/b _ t ./(;) = , a c; , 8 ) c;mm

84a~ :h b), ha ; > ;min·

Az eloszlás várható értéke ennek megfelelően, ha 4 > * 
,,.,- f _ 84 1= 84 4 (4.4.) ; =E(;)= 84 a)4 rS oa = __ ;1-b = (a1/b)1-b V))8ox4. 

1 - 4 8• r • 4 ) 1 4 ) I
u116

Ebből következik, hogy ;(b - 1) = b;m111, így az eloszlás paraméterei az
alábbi érdekes ós egyszerű összefüggéseknek tesznek eleget:

(4.5.) 4 = ~/(; - ;min), 8 = ~fnin · 

4 B l esetén a várható érték nem véges szám. Hasonlóan győződhetünk meg
róla, hogy 4 ~ 2 esetén az eloszlás szórása nem véges, mert a valószínűségi
változó négyzetének várható érteke nem létezik. Ezért beszél Malinvaud ,,szó­
ráamentes" eloszlásról.

A Pareto eloszlásfüggvény (a 4.3. egyenlettel !SS! n t é t ! s valószínűség) annak
valószjnüségét adja meg, hogy a jövedelem egy adott ~ szinttel egyenlő vagy
annál kisebb:

F(~) = P(j ~ ;) = { 0, tz V4 
l t 8.( ( 

ha;< 8ox4 

egyébként.

Még megjegyzendő, hogy a Pareto eloszlásnak van egy tulajdonsága, amely
különösen alkalmassá tesz a jövedelemeloszlások tanulmányozására: s t 84úSús 
eloszlás, ami azt jelenti, hogy az ilyen eloszlásból származó valószínűségi vál­
tozók ö s s z !E! is ugyanabba az eloszláscsaládba tartozik. Ez a sajátossága az
ismertebb eloszlások közül csak a normális eloszlással közös.6 

Logaritmiában széleskörű a Pareto-eloszlások érvénye: a személyi jövedel­
meken kfvűl a családi jövedelmek, az üzemek, vagyonok, a faluk és városok
nagysága, stb., stb. is ezt az eloszlást követi, mert mint a 2. pont megmutatta:
az exponenciális folyamatok ,,egymás számára" mindig Pareto-eloszlásúnak
tűnnek.

6 Lásd • é n y ú (1966) V. 8 §.
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Kiegészítésül azt is meg kell állapítani, hogy ha Logaritmiában a profitok
és a bérek azonos frekvenciával ingadoznak (az ingadozás is lehet exponenciá­
lis folyamat, csakhogy a kitevő tisztán képzetes szám), akkor az ezeket össze­
kapcsoló ,,Pareto-eloszlás" 8x )o alakú, amit köznyelven úgy fogalmazhatunk
meg, hogy a profitok és a bérek egymással fordítottan arányosak. Ennek az
,,eloszlásnak" azonban nincsen sem várható értéke, sem szórása.

em G 4 o b b tPo u g l a s fü g g v é n y e k 

Rendkívül jellegzetesen alakulnak Logaritmiában a termelési függvények
is. Ha ugyanis az

(5.1.) T = aKfi J _ _,1-fi 

alakú összefüggés, ahol ö a termelés, / a tőke és u a munka mennyisége,
három exponenciális folyamatot kapcsol össze, akkor

ö = µl !) (t 
(5.2.) K = µn ! (o(ú 

u = µ c !sst . 
Behelyettesítve (5.1.)-be kapjuk, hogy

(5.3.) µ S !e 1 = 8Sµ 2! (os1]fi l_µ3e,1•1]1-P. 

A kitevőket vizsgálva világos, hogy

-1* = -12/J + .?c:1(] - (J), 

(J =- A1 - ó8. 
A1 - A:1

Szavakban kifejezve tehát a tőke exponense (,,hozn,ma") a következőképpen
függ a munka terme16kenységének és a munkának tőkével való folszcrcltségé­
nek növekedésétől:

(5.4.) 

hozam = termelékenység nővokedéao/Folezcreltség növekedése.

Tehát ha például a termelés évi 2<,1/i,-kal és a létszám évi l %-kal nő, akkor
a munkatermelékenység értelemszerűen évi l ¾-ka,l nő 7 Ha ugyanakkor a
tőke évi 6%-kal_ nő, akkor a munka tőkével való felszereltsége 5%-kal nö­
vekszik évente. lgy a tőke ,,hozama" 0,01/0,05 = 0,2 lesz, s a létszám .Jio­
zama" 1 - 0,2 = 0,8.

Világos, hogy ilyen ,,növekedési ollók" csak az iparosítási korszak sajátos­
ságaiból adódnak és csak azokból adódhatnak. lfa a munkaeróforrások kia­
padnak - tehát ha a munkáslétszám nom vagy csak igen csekély mértékben
nő, akkor a tőke ,,hozama" a termelés és n, tőkeállomány növekedésének há­
nyadosaként adódik. Mivel az intenzív szakaszban a tőkeigényesség csökken-

7 Mivel öxu = xSJxuc!:ó()(.(1t . 
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het - tehát a tőkeállomány lassabban nőhet, mint a termelés, így a tőke
kitevője szükségképpen nagyobbá válik l-nél, a munka ,,hozama" teljesen
eltűnik vagy negatívvá válik, s az eredeti Cobb-Douglas függvény felmondja
a szolgálatot. Ezért kellett a második világháború utáni számításokban, a
fejlett országokra vonatkozóan újból és újból helyesbíteni a termelési függ­
vények alakját, először a ,, technikai fejlődés" együtthatóját bevezetve,8 majd
a CES és egyéb függvények osztályában keresve az összefüggéseket jobban
leíró egyenleteket.

6. A statisztikai illesztésről

Bármennyire is meglepő a következő állítás ~. mert ellentmond egész eddig
kialakult ökonometriai gyakorlatunknak - az eddig levezetett összefüggések­
ből kiviláglik, hogy a fent ismertetett esetekben, tehát a Pareto-eloszlások, a
Jánossy-féle NG mutatók és a Cobb-Douglas függvények esetében Logarit­
miában nem bízhatjuk magunkat az egyébként jól bevált regressziószámítás
technikájára, illetőleg az csak egyváltozós alakjában, tehát egy-egy hatvány­
függvény kitevőjének (esetleg együtthatójának) becslésére alkalmas. A több­
változós alak - a változók közt fennálló sajátos összefüggés következtében -
szükségszerűen hibás következtetésekre vezet.
A Cobb---Douglas függvények becslésével kapcsolatban ez a probléma már

gyakorlatilag felmerült, amikor a tapasztalatok alapján, látva a statisztikai
becslés bizonytalanságát, ezt a változók úgynevezett multikollinearitásával
indokolták. A multikollinearitás azonban csak bizonytalanná teszi a becslést,
de nem teszi lehetetlenné. A számítások során felmerülő mátrix inverzióját
azért teszi bizonytalanná, mert ez a mátrix a multikollinearitás következtében
,,rosszul kondicionált", legnagyobb és legkisebb sajátértékének aránya túl
nagy.

Valójában ennél rosszabb a helyzet: a mátrix inverziója nemcsak bizony­
talan, hanem - az elméletileg tiszta, ,,pontosan mért" esetben - lehetetlen
is, mivel e mátrix s z ü qs é Eqé p p ! n s z ún Eu Sá r ús ( sőt már másodrendű minorainak
determinánsa is zérus, tehát egyetlen diádból áll és rangja 1-gyel egyenlő.

Tegyük fel ugyanis, hogy az (5.1.) egyenletben szereplőnél általánosabb
ö = 8/ xJ u3 Cobb-Douglas függvényt akarjuk számítani, azaz a (J és y ki­
tevő értékét becsülni, mégpedig a ö termelésre, / tőkeállományra és u lét­
számra vonatkozó statisztikai adatsor, illetőleg ezek logaritmusa alapján.
Azaz a

(6.1.) ln ö = /J ln / + y ln u 
logaritmikusan lineáris kétváltozós regressziószámítást kívánjuk elvégezni. (Az
8 együttható értékét itt figyelmen kívül hagyhatjuk, mert a 3. pontban leve­
zettük, hogy értékét egységnyivé, logaritmusát tehát zérussá lehet tenni a
mértékegységek megfelelő megválasztásával, s most feltesszük, hogy adatain­
kat eleve ilyen mértékegységekben mértük.) Világos, hogy az ilyen illesztés
nemcsak a Cobb-Douglas függvény meghatározását szolgálhatná, hanem ezt
alkalmaznánk, ha több (jelen esetben két) NG mutatónak a nemzeti nővede-

8 Azaz a sSs = eY
1J(fJL,-fJ alakban a technikai fejlődést jellemző y együttható alkalmas

arra, hogy {J értékét ,,leszorítsa", mivel J,3 = 0 esetén wc = J..o/J,n ) y w J..~ . 
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lemre gyakorolt együttes hatását kívánnánk megbecsülni, ha tehát például
éppen a tőkét és a munkát tekintenénk a megfelelő NG mutatóknak (de vá­
laszthatnánk az elektromos energiát és az acéltermelést is).

Logaritmiában azonban, ha a statisztikai adatok pontosak, akkor mind
ln K, mind pedig lnL adatsora ln Z' adatsorának egy-egy többszöröse lesz -
ennek következtében tehát ln K adatsora is valamilyen többszöröse lesz ln L
adatsorának, s így a belőlük képzett mátrix szinguláris és Penrose értelmében
sem invertálható, mivel rangja 1.

Ha a gyakorlatban mégis elvégezhető az invertálás, tudniillik ha a mérési
hibák következtében ln K és ln L adatsora lineárisan függetlenné válik, ak­
kor az eredmény igen bizonytalan (mert a mátrix továbbra is igen közel van
egy szinguláris mátrixhoz, s így legkisebb sajátértéke igen kicsiny), s ami még
kellemetlenebb: a kapott megoldás nemcsak bizonytalan, hanem teljes egé­
szében a mérési hibák függvénye.

Az így kapott, gyökerükben hibás becslések ezen után nem használhatók
sem arra, hogy a ,,valódi" értékek valamilyen közelítésének tartsuk őket, sem
pedig arra, hogy esetleges torz voltuk miatt, negativitásukkal vagy értelmez­
hetetlenül nagy értékükkel érvelve a fenti modellekben leírt elméletet cáfol­
juk velük.

Ahogy e kérdéskört jelenleg látom, csupán a minden változóra külön-külön
elvégzett statisztikai becslés a járható út, a mérési hibák utólagos kiegyenlí­
tésével, ahogy erre pi. Jánossy műve 15!). oldalán tesz javaslatot a geometriai
átlagolás módszerét alkalmazva. Lehetséges tehát olyan eset, amikor a több­
változós regresszió módszere nemcsak rosszabb eredményre vezet, mint a több­
szörösen elvégzett regresszió, hanem egyenesen értelmetlen és értelmezhetet­
len eredményeket ad.

(Beérkezett: 1984. máráu8 7-ln.)
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ROAMING TN LOGARITHMIA

The exponential nature of economic processes can be deduced from simple assumptions.
If the processes are strictly (and not only approximately) exponential, the relationship
between them can always be written in the form of a power function. Special forms of
this relationship are the NG indicators of Jánossy, the Pareto distributions and the Cobb­
Douglas functions. In the case of strictly exponential processes the methods of linear
regression cannot be employed because they yield misleading results.
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Mérési helyek optimális kijelölése talajvizek
minőségvizsgálatáhan

I . Bevezetés

,z alkalmazott tudományok és így a hidrológia művelése során is gyakran
találkozunk olyan adatokkal, amelyek térben és időben kiterjedő valószínű­
ségi változók halmazával jellemezhetők. ,z ötvenes évek végén és a hatvanas
évek elején .M ­CóáE48 o 1957, 1963) dolgozta ki a regionalizált változók elmé­
letének alapjait, és vezette be a kriging módszer különféle változatait. A konk­
rét módszerek jó leírása megtalálható a szakirodalomban 2; ­O4:y C (1981),
Á4PE8­ : és MPC0XEáFű] (1978), ő ­ !C3 (1977)]. Azóta ezeket az eljárásokat az
aJkalmazott tudományok számos területén alkalmazzák. A bányászati alkal­
mazásokat tárgyalja ; ­O4:y C (1981), Á4PE8á: és MPC0XEáFű] (1978), a hidroló­
giai alkalmazások néhány kérdését mutatja be ő á:ó49 9 á (1978), é ­ 9 X4:­ űC 
és í 4:OC (1979), talajmechanikai alkalmazásokat vizsgál µ áX]űáE és k PEFá]] 
(1980).

A kriging módszer szokásos változatai nemcsak a szóban forgó változó egy­
egy pontban felvett értékét és adott tartományokon való átlagértékét becsü­
lik meg, hanem a becslés bizonytalanságát jellemző becslési varianciát is meg­
adják. A módszerek nagyon fontos tulajdonsága, hogy a becslési variancia
értéke nem függ közvetlenül a mérési adatoktól, csak a mérési pontok koordi­
nátáitól. Ez más szavakkal azt is jelenti, hogy a becslési bizonytalanságot a
mérések konkrét elvégzése előtt jellemezni tudjuk. A kriging-típusú módszerek­
nek ez a tulajdonsága lehetőséget ad arra, hogy a mérési helyeket optimálisan
kijelölhessük.

Mérési pontok optimális kijelölésével több szerző is foglalkozott. Egyetlen
hely kijelölését ő á:ó49 9 á (1978) vizsgálta, és egy szekvenciális módszert java­
solt a mérési pontok fokozatos bevonására. Több mérési hely szimultán ki­
jelölésével először ) z KC3­ E4!]z qy (1981) foglalkozott, aki matematikai progra­
mozási feladatok megoldására redukálta a problémát. Egy egyszerű szám­
példát mutatott be a ) z C3­ E4!]z qy (1982a) dolgozatban és egy konkrét bányá­
szati alkalmazást tárgyal a ) z C3­ E4!]z qy (1982b) tanulmány. A redukált ma­
tematikai programozási feladat nemkonvex, így megoldására speciális algo­
ritmusok kidolgozása szükséges o) z C3­ E4!]z qy K 1982c, d).

Jelen dolgozatunkban egy speciális leszámlálási algoritmust ismertetünk a
fonti feladat megoldására. Először a kriging módszer alapjait vázoljuk, majd
a Ieszámlálási algoritmust részletezzük. A San Pedro folyó (Arizona) vízgyííj­
tőjének fluor szennyeződése mérésére alkalmazzuk ezután eljárásunkat. A dol­
gozatot néhány észrevétellel, következtetéssel és általánosítási lehetőség leírá­
sával zárjuk.

* A tanulmány akkor készült, amikor az első szerző az Arizonai Egyetem Rendszer­
elméleti Tanszékén vendégelőadóként dolgozott 1981 augusztusától 1983 januárig.
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2. A kriging módszer alapelve

A kriging módszerek nevüket D. G. Krige-ről kapták, aki először javasolt
hasonló alapgondolatú eljárást aranybányák készletének becslésére (Krige,
1951). A módszercsalád legegyszerűbb változatát ismertetjük a továbbiak­
ban, az általánosított eljárások a szakirodalomban megtalálhatók iJournel és
Hiiijbregts, 197 8).

Jelöljön D egy tartományt az egy, két, vagy három dimenziós térben. Te­
gyük fel továbbá, hogy tetszőleges x E D estén létezik a Z(x) valószírn'.íségi
változó, valamint tetszőleges x, x + h E D esetén

E[Z(x + h) - Z(x)] = o 
Var [Z(x + Ii) - Z(x)] = 2y(h).

(2,1)

(2,2)

Az első feltételből nem következik, hogy a Z(x) valószínííségi változóknak
létezik a várható értéke, hiszen azonos Cauchy eloszlások eleget tesznek a
(2, 1) feltételnek és mégsem rendelkeznek várható értékkel. A második felté­
tel szerint a Z(x) függvény megváltozásának a varianciája a független vál­
tozók megváltozásától függ. A y(h) függvényt variogramnak nevezzük.

A (2,1) és (2,2) feltételeknek eleget tevő sztochasztikus függvényeket belső
függvényeknek is nevezzük (M"atheron, U)73). Megjegyezzük, hogy a fenti fel­
tételek számos általánosítását tárgyalja David (1977). 

Legyen ezután V a D tartomány ogy részhalmaza. A Z(x) függvény V-n
felvett átlagértékét a

I J Z(V) = - Z(x) dx 
/VI 

V 

(2,3)

összefüggéssel definiálhatjuk, ahol /VI jelöli a V halmaz mértékét (hosszát,
területét vagy térfogatát a dimenziótól függően.) A kriging módszer alkalma­
zásakor a Z( V) átlagértéket a Z(x) függvény aktuálisan mért Z(x1), ... , Z(:i:11)

értékeinek lineáris kifejezésével becsüljük:

11

Z(V) -,,,z* =]; ).1Z(x;), 
i=I 

(2,4)

ahol a Á; együtthatók egyelőre ismeretlenek. A (2,4) becelésról feltesszük, hogy
torzítatlan és minimális szórású. A torzítatlansági feltétel nyilvánvalóan tel­
jesül, ha

n
_}; Á1 =I. 
i=I 

(2,5) 

A minimális szórás elérése pedig a 

Var [Z*l , min (2,6) 

szélsőértékfeladat megoldását igényli. Ismeretes (Id. pl. Szidarovszlcy, 1981 ), 
hogy

n n n
Vu lZ*] = - - Y,iv + 2 2,' Ai )1,,1 - ]; 2,' J,; ÁjYii,

i=I i=l t=s
(2,7) 
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ahol

YiJ = y(x, -- x), y,,j =It I J y(x1 - x) dx,
V 

Yvv = -1-f f y(x- x') dxdx'.[V 12
v xv (2,8)

Megjegyezzük, hogy pontbecslések esetén V egyetlen pontból áll, vagyis ekkor
V = {x0}, valamint a (2,8) összefüggésekben:

Yrí = y(x; - Xo), Yvv = 0. (2,9)
A (2,6) célfüggvénynek a (2,5) feltétel melletti optimalizálására a Lagrange­

fele multiplikátor módszert alkalmazhatjuk (Szép, 1972), amely végeredmény­
ben lineáris egyenletrendszer megoldására vezet:

n
J; },; = 1
í=I 

(2,10)

n
µ + J; ),jyrj = Y~,

/=I 
(i = 1, ... , n), 

ahol µ jelöli a Lagrange-multiplikátort. Az egyenletrendszer n + I egyenlet­
ből áll és n + 1 ismeretlent tartalmaz; numerikus megoldására jól alkalmaz­
ható számítógépes módszerek állnak rendelkezésünkre (Szidarovszky, 1974;
Szidcirovszky és Y akowitz, 1983). Az egyenletrendszer megoldásából adódó
Af, ... , A~ értékek adják a (2,4) becslési együtthatókat, a megfelelő becslési
varianciát pedig a (2,7)-ből könnyen származtatható

n
Var., [Z*] = µ* + J; Af )1,,, - Yvv

i=I 
(2,11) 

kifejezés szclgálta.tja . A fenti összefüggések tömör felírása érdekében vezessük
be a következő jelöléseket:

I
Yvl
Yv2

0 1 l ... l l
l Yn Y12 ?'111 A.1 
1 Y21 Y22 Y2n A2

Gn= An= y,,= 

1 Y111 Yn2 .. y,,,, ' A,, j, r-.

(2, 12)

Ekkor a (2,10) egyenletrendszer a tömör

(2,13)
alakban írható fol, valamint

Var, lZ*] = y~A,, -- Yvv = y~ G;;1y,, - Yw (2,14)

A módszer alkalmazásának két alapvető tulajdonságával foglalkozunk ez­
után. Tegyük fel, hogy a meglevő x1, ... , x11 pontokon kívül egy további x

11
+1

mérési helyet vonunk be a becslési eljárásba. Ekkor a G,, mátrix egy újabb



160 SZIDAROVSZKY F.-J. CARRERA-E. USUNOFF

oszloppal és sorral, valamint y n és An egy-egy újabb elemmel bővül,

G - (G" go)'n+l - T
g (y,, J Yn+l = ,

Yv, n+l

ahol
g7 = (1, Yn+l, 1' · · ·, Yn+l, ,,) ·

vagyis

(2.15)

(2,16)

Könnyen kimutathatjuk, hogy az n + 1 pontra épülő egyenletrendszer megol­
dását az n pontra épülő egyenletrendszer megoldásából közvetlenül is meg­
kaphatjuk az egyenletrendszer ismételt megoldása nélkül, ezzel jelentősen
csökkenthetjük a szükséges számítások mennyiségét. Keressük ennek érde­
kében a Gn+i mátrix inverzét is a hasonló blokkosított alakban:

G-i = (X y).
n+l y'f' S 

(2,17)

Ekkor az inverz definíciója alapján G11+1 G;;-J1 = I11+1, azaz

G,, X + g YT= I,,'
Grry +gs= 0, 

g7 X = 07,

gTy = 1, 

ahol In és In+l jelölj az n és n + 1 dimenziós egység-mátrixot. Ismeretes (Szi­
darovszky és Yakowitz, 197 8), hogy a ( 2, 18) összefüggések alapján

- 1 
8=--, 

gTm

(2,18)

y = - ms, (2,19)

G ] 7··X = ;,1 +-gy ,
8 

ahol m = G;;-1 g. Egyszerű számolással kimutatható továbbá (Szidarovszky,
1974), hogy az n + .1 pontra épülő kriging rendszer megoldása:

}.,i+1 = s(Y,;, 11+1 - gT Ah)' 

A,.,= A~ - m..1.rr+i
ahol most A,i jelöli az n pontra épülő (2, 13) egyenletrendszer megoldását;
továbbá

(2,20)

Varrr+L [Z*] = Var11 [Z*] + _!_ · A~+1•
8 

(2,21)

Vegyük észre, hogy a fenti formulák felhasználásával n2 nagyságrendű műve­
let végrehajtásával az együtthatómátrix inverzét, a megoldást és a megfelelő
becslési varianciát is meghatározhatjuk. Megjegyezzük, hogy az egyenletrend­
szer közvetlen megodása n3 nagyságrendű művelet elvégzését igényelné (Szi­
darovszky, 1972).
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Tegyük fel ezután, hogy az x1, ... , xn+I pontok közül az Xn+I pontot ki­
hagyjuk a becslésből. Ekkor a Gn+l inverzmátrix (azaz a X, y blokk és s kons­
tans), a An7_1 megoldás és a Var,,+l[Z*] becslési variancia ismeretes. Az xn+I
pont elhagyásával adódó újabb G-;;1 inverz, An megoldás és a becslési variancia
a fenti egyenlőségek átrendezésével adódnak:

1
Ill=--· -y, 

8 

G-1 X 1 Tn = -· -yy ' 
8 

A~= An+ mAn+l> 

Var,, lZ*] = Varr,+l [Z*] _ 2_ · Á~+i·
8 

(2.22)

Ezeknek a formuláknak és azonosságoknak az alkalmazása ismét csak n2 nagy­
ságrendü művelet elvégzését igényli, míg az egyenletrendszer újbóli megoldása
n3 nagyságrendű művelet végrehajtását tenné szükségessé.

3. Mérési pontok optimális telepítése

.Ielöljc most x1, :r:2, .•. , x" a meglevő helyeket, valamint tegyük fel, hogy
k további mérési helyet kívánunk kijelölni. Tegyük fel, hogy rendelkezésünkre
állnak a t1, t2, ... , tN mérési hely alternatívák; közülük kívánjuk kijelölni a
legjobb k darabot a becslési variancia minimalizálása alapján. A Szidarovszky
(198l, 1082a,b) dolgozatokban vegyes és tiszta egészértékü programozási mo­
dellek fclíráeára került sor, amelyek megoldása az optimális mérési hely kije­
lölését adja, meg. A továbbiakban a probléma megoldására egy speciális leszám­
lálási algoritmust javaslunk.

Az eljárás konkrét ismertetése előtt képezzük a következő irányított gráfot.
A gráf csúcspontjainak az N = {l, 2, ... , N} halmaz legalább k elemű rész­
halmazai felelnek meg, a kezdőpontot a teljes halmazzal azonosítjuk. A gráf
irányított éleit a következőképpen definiáljuk. Az I = {i1 < i2 < ... <Ír}
részhalmaznak megfelelő csúcsból akkor és csak akkor vezet közvetlen él a
J = {j1 < j2 < . . < j5} részhalmaznak megfelelő csúcsba, ha s= r - 1, 
valamint az (N - J) - (N -- I) halmaz egyetlen olyan elemből áll, amely na­
gyobb (N - I) összes eleménél. Ezt a tulajdonságot úgy is megfogalmazhat­
juk, hogy a J halmaz I-ből egyetlen olyan elem elhagyásával adódik, amely
nagyobb, mint az I halmaz esetében elhagyott elemek mindegyike. Az N = 5,
k = 3 esetnek megfelelő gráfot a 3 .1 ábra mutatja be. Vegyük észre, hogy az
I csúcspontból közvetlen éllel elérhető csúcspontokat az elhagyott elemek
nagyságrendje szerint rendeztük. Például a kezdőpontból az 1 elem. elhagyá­
sával a {2, 3, 4, 5} pont adódik, a 2 elem elhagyásával {l, 3, 4, 5 }, 3 elhagyá­
sával {l, 2, 4, 5 }, a 4 elhagyásával {1, 2, 3, 5} és végül 5 elhagyásával adódik
az {l, 2, 3, 4} csócspont. Ezeket a csúcspontokat pedig ebben a sorrendben
ábrázoltuk felülről lefelé.

A Ieszámlálási eljárást a gráf kezdőpontjánál kezdjük, amikor kiszámítjuk
a hozzátartozó kriging rendszer együtthatómátrixának inverzét, a becslési
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4,

4, 5}
{2, 4, S}3,

3, 5 J 

3, 4 }

{1, 4, s}
{1, s}3, 4, 

{1. 2, 3,4, s} 3, 5 J 

{1, 2, 4, S} 3, 4 l

2, s I
3, 5}{ 1, 2,

2, 4}

{ 1, 2, 3, 4} 
3}2,

3.1 ábra. Az algoritmus irányított gráfja

együtthatókat és varianciát. Minden lépésben pedig egy-egy csúcsból egy
szomszédosba haladunk a következő szabály szerint:

a) Tegyük fel, hogy a következő feltételek közül legalább egy fennáll:
(i) az illető csúcsból kiinduló valamennyi él végpontjában már jártunk,

vagy az illető csúcsból nem indul ki újabb él (azaz a csúcshoz pontosan le elem
tartozik);

(ii) a csúcsponthoz tartozó becslési variancia érték nem kisebb, mint az
eddig már megvizsgált k elemű halmazokhoz tartozó legkisebb variancia­
érték.

Ekkor haladjunk vissza az ebbe a csúcspontba befutó él mentén.
b) Ha a fenti feltételek egyike sem teljesül, akkor haladjunk előre a gráf

mentén az első olyan csúcspontba, amelyet még nem vizsgáltunk meg.
e) Az eljárás akkor ér véget, ha az {I, 2, . , k} csúcspontot is megvizs-

gáltuk.
Optimálisnak pedig azt a pontosan le elemű részhalmazt fogadjuk el, amely

a legkisebb becslési varianciát szolgáltatja. Ha {i1, .•. , i11} jelöli azt a rész­
halmazt, akkor a t1,, t1,, ... , t1, újabb mérési pontokat tekintjük opt.imáli­
saknak.

Az algoritmussal kapcsolatban néhány további megjegyzést teszünk. Az a)
eset (i) feltétele akkor teljesül, ha az illető csúcspontból nem tudunk újabb
csúcsba közvetlen előre haladással eljutni. A (ii) feltétel szerint az illető csúcs­
hoz tartozó becslési variancia nem jobb, mint az eddig talált optimum. Ekkor
pedig nem érdemes újabb mérési pontokat elhagynunk, hiszen ekkor a becs­
lési variancia tovább romlana. A e) eset akkor teljesül, ha a kezdőpontból
kiinduló utolsó él végpontját is megvizsgáltuk, amelyből már további él nem
indul ki. Bármelyik él mentén is haladunk előre, az él végpontja egyetlen
mérési pont elhagyásával adódik a kezdőpontból, visszafelé történő haladás
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esetén egyetlen újabb mérési pontot vonunk be a kriging becslésbe. Mindkét
esetben a megfelelő kriging rendszer együttható-mátrixának inverze, a rend­
szer megoldása és a becslési variancia az előző paragrafusban bemutatott egy­
szerűsített módszerekkel származtatható a kriging rendszer újbóli megoldása
helyett. Ha a számítógép memóriájában elegendő hely áll rendelkezésünkre,
akkor visszafelé haladáskor nem kell a fenti mennyiségeket újra meghatároz­
nunk, hiszen a megfelelő újabb csúcspontot a korábbiak során már megvizs­
gáltuk. Vegyük azt is észre, hogy ez esetben maximálisan N - k + I mát­
rixot kell egyszerre tárolnunk, amelyek megfelelnek a kezdőpontból az illető
csúcsba vezető útvonal csúcspontjaihoz tartozó adatoknak.

Az imént bemutatott eljárás többféleképpen is módosítható és általánosít­
ható (Szidarovszky, 1982c, d). Megjegyezzük végül, hogy a leszárnlálási eljá­
rás fentiekben is alkalmazott alapelve a korlátozás és szétválasztás (Forgó,
1974) módszerének egy alkalmas adaptálása.

4. A San Pedro folyó vízgyűjtőjének vizsgálata

A San Pedro folyó Mexico Sonora államában ered, és észak felé folyik át
az Egyesült Államokba, ahol az arizonai Gila folyóval egyesülve még kb.
150 mérföldet halad észak felé, ahol eltűnik a sivatagban. A San Pedro víz­
gyűjtője kb. 4483 négyzetmérföldet tesz ki, amelyből kb. 696 négyzetmérföld
Mexicohoz tartozik. A folyó felső szakaszát fogjuk vizsgálni, amely mintegy
65 mérföld hosszan, váltakozó, 15-től 65 mérföld szélességben terjed el az
Arizona állam Cochise megyéjében, és északról a Winchester hegység, valamint
nyugatról a Rincon, Whetstone és Huachuca hegység határolja.

A vízgyűjtőhöz jelentős mennyiségű talaj víz tartozik, amely a sivatagi
klíma miatt alapvető fontosságú az ivóvíz ellátás és mezőgazdasági öntözés
szempontjából. A talajvíz általában jó minőségűnek tekinthető, azonban St.
David-Benson környékén fluorral szennyezett. Ez a fluor szennyezés káros
hatásokkal, például ceontkárosodással járhat (Smith és Commack Smith, 1932).
Éppen ezért alapvető fontosságú a fluor szennyeződés állandó ellenőrzése. A
St. David környéki átlagos fluortartalom becslését kutak adataival végzik.
Esetünkben tehát Z(x) az x helyen jelentkező fluorszennyeződés mértékét
jelenti, a V tartomány a St. David környékét. Az átlagszennyeződés a (2,3)
átlagértékkel jellemezhető.

A kutak közül 33-ban mérik rendszeresen a fluor szennyeződés mértékét,
így e kutak helyét tekintjük létező mérési pontnak, azaz esetünkben n = 33. 
A fluor szennyeződés eredete ismeretlen és a szennyeződés helyi elterjedésé­
ben semmilyen trend sem ismeretes. A (2,1), (2,2) feltételek teljesülését a mért
adatok alapján hipotézis vizsgálattal ellenőriztük. Első lépésként a variogra­
mot ha.tároz.tuk meg. Először a mért adatok alapján tapasztalati variogramot
konstruáltunk (Szidarovszlcy, 1982a), majd szférikus függvényt (Szidarovszlcy,
1982a) illesztettünk a legkisebb négyzetek módszerével. Eredményül a

. I O, w r 3h ( h) 31 ha h = 0
y(h)= a0+ 

2
l-;---;;, .' ha0<h;S;a (4.1)

I a0 + w, ha h > a

függvény adódott, ahol a0 = 1,0, w = 2,8 és a= 8,0 (mérföld).
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A vizsgált területen még 10 olyan kút létezik, amelyet a vízszennyeződés
mérésére konkrétan nem használnak. Feladatunk az volt, hogy a 10 meglevő
kútból kiválasszuk azt a hatot, amelyet a továbbiak során bevonnának a
mérési gyakorlatba. Tehát N = 10 és k = 6.

Az előző paragrafusban leírt leszámlálási eljárást alkalmaztuk a konkrét
esetre, és az optimális 6 további kút bevonása esetén becslési varianciának
0,1236 adódott.

Minthogy a variogram paraméterei bizonytalanok (véges sok érték alapján
történő becsléssel és simítással adódtak), a teljes számítást kissé megváltozta­
tott paraméterértékek mellett többször megismételtük. Egyetlen esettől elte­
kintve mindig ugyanazok a mérési helyek adódtak optimálisnak, az egyetlen
kivétel az a0 értékének drasztikus csökkentésekor adódott. A becslési varian­
cia pedig esetről esetre változott. Ezzel mi is alátámaszthatjuk a kriging mó­
szerének alkalmazásánál gyakran hangoztatott körülményt, miszerint a mód­
szer igen stabil a függvény becsléeekor. viszont instabil tt becslési varianciát
illetően.

A konkrét számításokat az Arizonai Egyetem, Tucson (U.S.A.) CDC Cyber
175 típusú számítógépén végeztük. A teljes számítás összesen 3,5 másodperc
gépidőt vett igénybe, amely tisztán mutatja az eljárás gyorsaságát és gya.kor­
lati alkalmazhatóságát.

5. Következtetések
A dolgozat elméleti eredményeiből és az; esettanulmányból az alábbi követ­

keztetések adódnak:
a) A kriging módszer és a mérési pontok optimális kijelölését biztosító eljá­

rás hasznosan alkalmazható a hidrológiában és egyéb földtudományokban.
További alkalmazásokat tervezünk többek között a következő területeken:

bányászati fúrólyukak optimális telepítése;
kőzetmechanikai adatok mérése;
talaj vizszi nt és vízminőség becslése;
csapadék mennyiségének becslése;
meteorológiai mérések optimalizálása.

b) Ha az adatok trenddel rendelkeznek, akkor 11z univerzális lo-inging mód­
szerét alkalmazhatjuk (Matheron, 1960). 

e) Az itt bemutatott eljárás többcélú kiterjesztése a következő esetekben
célszerű;
- egyszerre több ko rrelált függvény szimultán becslésekor a ooluiging

tJournel és Huijbreqte, 1978) módszerét kol] ulkalmaznunk, és a különböző
függvények becsléseinek varianciái jelentik a cél függvényeket;

- egyetlen függvény értékét egyszer.re több pontban Ví~gy tartományon is
becsülhetjük, ilyenkor az egyes becslések variancíái adják a oélfüggvényeket.
Például terület lehatárolása.kor és izovonalak szerkesztésekor egy előre adott
hálózat pontjaiban becsüljük a függvény értékét;
- az előző két eset ősezevonáeakor több függvényt becsülünk egyszerre

több ponton vagy tartományon.
dj A bizonytalan variogram paraméterek hatása nemcsak az esettanul­

mányban bemutatott érzékenységi vizsgálattal elemezhető, hanem a bayes
döntéselmélet számos módszerét is alkalm.azhatjuk (de Groot, 1970).

(Beérkezett: 1984. f ebnuír 20-án.)
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OPTIMUM LOCATION OF MEASURJNG POINTS IN THE
QUALITY ANALYSIS OF GROUNDWATER

The reg1I!ar checking of the quality of groundwater is a highly costly process. Thus,
the cheapest possible implementation of the measurements is an important task. The
study proposes a method for the solution of this problem. The pocedure is based on the
principles of modern geostatistics and relies on tho Kriging method. First the bases of
the Kr.iging method are reviewed and then the methodology of the optimum location
of measuring points is discussed. Finally the application of the procedure is presented
in a, case study.
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OnTl1MAflbHOE HAXO)t{,[iEHl1E MECT l{A4ECTBEHHOfO AHAJU13A 
rPYHTOBblX so.n 
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npaKTHqeCI(OH aanaseü. B crarse npeanaraercs MCTO).I peuieinra ,[\aHHOH npoöneau, KOTOp!.,!H 
6a3HpyeTC5l Ha OCHOBHblX npnnunnax COBpeMeHHOH reocrarncraxa, Ha MeTO;o;a l{pHrnHra. 
Cnasana J13JJaraIOTC5l OCH0B6/ MeTO,[\a l{plffl1Hra, a 3aTCM paCCM3Tj)l1füiCTC5l MeT0,[\!11(3 0!11'HMaJlb­ 
noro onpeneneann MeCT H3Mepem1ií. 8 3aKJllOL!eHHe 0!1J1CbIBaeTCB 1(0Hl{j)CTHbll1 CJ1Y'lal1 rtpaxrn­ 
necxorn l1Cl10Jlb30Ba111151 ynOMJ.lHYTblX MCTO,UOB. 
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A raktárkészlet figyelembevétele 
a Gilmore-Gomory módszernél 

A leszabási (másképp: darabolási) feladat elsősorban üveg-, fém-, textil-,
papír-, műanyagipari stb. üzemekben jelentkezik, ahol az alapanyagokat,
félkésztermékeket a megadott méretű és darabszámú rendelésekre kell felvágni.
A leszabási feladat visszavezetése lineáris programozási feladatra közismert.
A speciális feladat megoldására széles körben terjedt <= P. C. GILMORE és
R. E. GoMORY módszere, amely szép példája a kétfázisú módosított duális
szimplex módszer gyakorlati alka.lmazásának. Dolgozatunkban a szükséges
alapfogalmak ismertetése után a Gilmore-Gomory módszer egy lehetséges,
a raktárkészletet is figyelembe vevő módosítását mutatjuk be.

J . A leszabás lineáris programozási feladata 

A leszabási feladatokat a felhasznált alapanyagok dimenaióinak merfelelőr:n
is csoportosíthatjuk. p I y q[_ <Vz [ó R a feladat pl. csövek, rudak, szalagok, stb.
szétvágásakor, amikor az alapanyagoknak és az igényelt rendeléseknek csak az
egyik mérete domináns. ; é Dq[_ <Vz [ó R a darabolási feladat pl. üvegtáblák, fém­
lemezek, bútorlapok stb. leszabásakor, míg { á 9í _ q[_ <Vz [ó R feladatnak tekint­
hető a csomagolási, térfogatkitöltési stb. probléma.

Tegyük fel, hogy 5qí DD azoknak az alapanyagoknak a mérete, mennyisége és
költsége, amelyek feldarabolásával kell az ismert méretű és tételszámú (igényelt
darabszámú) 9<Vq<=é R<«<D megkapnunk. f z 5j á R_ [VDá V (szabásképen, szabás­
raj zon, leszabási változaton stb.) a rendelések egy részének nem-átfedő elrende­
zését értjük az alapanyagon. A q595j í =á R[ ­<=5q5D, olyan szabásképek sorozatá­
nak a megadása, amelyek alkalmazása esetén minden rendelést a tételszámának
megfelelően kielégítünk, és a felhasznált alapanyagok összköltsége minimális.

A leszabási feladatot egészértékű lineáris programozási föladatra (a további­
akban: ILP) vezethetjük vissza szabás-vektorok segítségéve]. Legyen a rendelé­
sek sorrendje rögzített és a, számuk: _ sé Tegyük fel, hogy ezekből a rendelésekből
összeállítható összes leszabási változatot ismerjük, a számuk: n. Ha egy szabás­
képen belül a rendelések sorrendje, elhelyezkedése az optimalizálás szempontjá­
ból tetszőleges, akkor jellemezhetjük a szabá.sképet egy »z-dimcnaiós oszlop-

4[ tő=ő 0w 4] =őtf 'w 4 [ t[ tf tő 'w 
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vektorral, amelynek i-edik komponense azt mutatja, hogy az i-edik rendelésből
hány szerepel ebben rt szabásmintában. Ezeket az oszlopvektorokat nevezzük
Rz5 já RKS<«Dí 9í «V5« (természetesen nem-negatív, egész számokból álló vektorok,
lásd áé á j 95né 
A szabás-vektorok segítségével a darabolási feladat optimális megoldását a

következő ILP szolgáltatja:

(j=l,2, ... ,n) 
V 

.I: «.= \ [ 
j=I

(1)
V 
}; Ö1,j XJ :-' Q1, 
j=1 

(i = l, 2, . , m) 

(k = J, 2, .. , p) 

11

ér iX1 x 1 ,1mn,
j=I 

ahol V a szabás-vektorok száma,
m az eltérő méretű rendelések sz.á.ma ,
• az alapanyag fajták száma,
N; az i-edik rendelés tételszáma,
T « a k-adik alapanyag raktári készlete (darabszáma.),
aiJ azt mutatja, hogy az i-edik rendelésből a j-eclik szabásképben hány

szerepel (a j-edik szabáskép szabás-vektorának i-edik komponense),
ö -{l ha a j-edik szabáskép a k-adik alapanyagból készült,
kJ - 0 egyébként,

X[ a j-edik szabáskép alapanyagának a költsége,
x [ változó azt mutatja, hogy a megoldásban hányszor szerepel a j-edik

szabáskép.
A gyakorlatban az (1) ILP megoldása nehézségeket okoz, mivel

(i) a szabásképek száma nagyon nagy,
(ii) a feladat egészértékű
A szabásképek számának nagyságáról tájékoztat a következő becslés [6]:

egydimenziós esetben, ha 200 egység hosszúságú alapanyagokból 40 különböző
hosszúságú rendelést vágunk le, amelyek hossza legalább 20 és legfol:jebb 80
egység, akkor a leszabási változatok száma 1 O és 100 millió között van.

Az (1) feladat megoldására lrét fő megközelítés ,L jel lcmző:
(i) annyi ,,jó" szabásképet gonerálvn, amennyit még a rendolkezésro álló S7,á­
mítógép elbír, az ILP-t közvetlenül megoldják, illotvo az egészértékűségtől
eltekintve az (1)-ből kapott folytonos feladatot oldják meg (pl.: [16], [17]),
(ii) a Gilmore-Gomory módszert alkalmazzák (pl.: I 14], 115], [19], l.20]).

A továbbiakban a Gilmore Gornory módszert (röviden: GGM) és az általunk
elkészített módosítását, bővítését ismertetjük.

2. A Gilmore-Gomory módszer 

GILMORE és GOMORY 1961-ben az egydimenziós darabolás IL.P feladatának
megoldására hatékony, a gyakorlatban jól alkalmazható eljárást adott 1_5].
Alapgondolatukban az egészértékűségtől eltekintettek és azt használták fel,



GIL MORE-GOMORl M ÓDSZT<; R RAKTÁRKÉSZLETTEL 1G9

hogy módosított szimplexmódszer alkalmazásakor egy adott bázis esetén a
bázisba bevonandó vektor az szabás-vektor, így csak a legmegfelelőbb szabás­
vektort kell minden egyes lépés során kiválasztani. Ez a kiválasztás pedig egy­
szerűen visszavezethető egy hátizsák feladatra. Az induló bázismegoldást
homogén szabásképekből kapták meg. Tehát alapvetően kétfázisú módosított
szimplex módszert alkalmazva, hátizsák feladatok sorozatának a megoldásával
a nagyméretű, folytonos lineáris programozási feladat optimális megoldását
egzaktul, viszonylag kis tárigénnyel gyorsan megkapták. Eredményeiket későb­
bi munkáikban továbbfejlesztették és a leszabási feladatoknak szinte összes
jellemző vetületét, matematikai hátterét megvizsgálták [6 ], [7]. A speciális
hátizsák feladatok megoldására pedig kidolgozták a dinamikus programozáson
alapuló ún. ,,hátizsák függvények" elméletét [ 8].

2. I . 2 AA ( 5=5• I í Vqí =5D5 

GILMORE és GoMORY a következő folytonos feladattal foglalkozott, amelyben
a rakté.rkésxlet-feltételektől eltekintett:

(2)
V 

sJ.5s1 x 1;: N, 
n=I 

(j = 1, 2, , n) 

(i = 1, 2, , rn)

V 
=siXá x á-+ min.
j=I

Az (1) feladat gyakorlati megoldásakor két nehézséget említettünk. GILMORE
és GoMORY a (2) feladat optimális megoldásának felfelé kerekitéséből kapott
egészértékű megoldást (ez a közelítés természetesen szuboptimális), ami a
gyakorlatban elfogadható, általában ,,jó" eredményt szolgáltatott.

A feladat nagy méretéből adódó problémát kétfázisú módosított duális
szimplex módszerrel küszöbölték ki, így lényegében csak a bázist kell tárolni és
a bázisba bevonandó vektort egy vagy több kisegítő hátizsák feladat (további­
akban: KP) megoldásával kapjuk meg.

Tegyük fel, hogy ismert a (2) feladatnak egy bázismegoldása, amelyben
C[ = (atJ, 5rás ééé s 5_ á­ a bázisban szereplő j-edik oszlopvektor cá árnyékkölt­
séggel (j =], 2, .. , rn), 2 = máűs C2, ... , C_ n és O = (ci, c2, ... , c111).

Legyen C = (aás ar s ééé s a,111)7 a bázisba, bevonandó ismeretlen oszlopvektor,
amelynek költsége c1 (a z-edik alapanyag kö]tsége). AP vektor bázisba vonható­
ságának feltétele a hozzá tartozó ámyékköltség pozitivitása, azaz a következő
egyenlőtlenség fennállása:

e 2 K 1 C K c1 > o.
Jelölj ük a c 2Ks vektor komponenseit (amelyek a szimplex módszer tábláza­

tában a bázisvektorok árnyék.költségei) :n:1, :n:2, ... , nm-el, ekkor az előzőek
értelmében a bázisba bevonandó C oszlopvektort a következő feltétel szerint
választjuk ki:

(3)
m 
J.V.51 - X1 > 0.
i=I 
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Mivel a C vektor szabás-vektor, ezért a konkrét leszabási feltételek ismereté­
ben a gyakorlati problémák döntő részénél kiszámítható. A (3) egyenlőtlenség­
nek eleget tevő vektor kiszámítására a 2.2. pontban visszatérünk.

Tegyük fel, hogy a bázisba bevonandó C vektort ismerjük. A korábbi jelölé­
seket alkalmazva a számításokhoz használatos táblázat és a C vektor transz­
formáltja a következő:

r
< 2 K1 < 2Ká NI 

-1 , -1A · A N J\m+l),m+I)

ahol N = (Nás Nr s ééé s \ _ nué 
A módszer nem önindító, ezért szükség van egy induló bázismogoldásra, ami

homogén szabásképckből áll. Gí _ í I é V <I y Rz 5j á R«é • s ha, csak egyféle rendelés
szerepel benne, azaz a szabás-voktornak csak egy komponense pozitív. Az ilyen
indítás előnye az, hogy adott egy triviá.lis bázismegoldás, aminek alapján a (4)
táblázatban szereplő A cJ ingonális mátaix inverzét könnyű kiszámítani (a fő­
átlóban az eredeti elemek rociprokai szerepelnek}. A (4) táblázatban n jobb szél­
ső vektor a bázisba bevihető oszlopvektor transzforrné.ltját tartalmazza, amely­
ből a generálóolcm kiszámítható a szí.ík koreaztutctszet olvo alapján. Tehát egy
induló bázisrnegoldás és a C vektor ismeretében a bAzistran::,::dormáció elvégez­
hető. A bázistranszformáció után a táblárnt rnú1· a·;, új báziara vonatkoz.i k és
ebben kell az iterációt (a KP megoldása, plusz szimpi ox lépés) megismételni.
A (4) táblázat optimális, ha nincs olyan C vektor, amely a (3) egyenlőtlenségnek
eleget tesz.

(4) Cz = r c 2 -1 • K e,] ,
2K=• 

r .2. p I y K é R «é F[[_ <V<[á R q595j í =á R5t< {á D[z Rú =X ­q5q5D5[ 

A (3) egyenlőtlenségnek eleget tevő C = (at, 5rs ééé s 511,)7· vektor meg­
keresését célszerű a megfelelő KP (k) megoldására visszavezetni. A továbbiak­
ban az egydimenziós darabolás és a kétdimenziós lesznbás kétütemű guillotine­
vágásának hátizsák feladatát ismertetjük, mivel erre a két darabolási föladatra
dolgoztuk ki részletesen a raktárkészlet figyelcmbovétoléből adódó módosítá­
sokat. Az üzemi gyakorlatban ez a két darabolási típus tűnik a legfontosabbnak,
a legtöbbször ezekkel találkozhatunk.

r .2 .1. p I y q[_ <Vz [ó R q595j í =á R { á D[z Rá « f <[5q5D5 

Az egydimenziós esetben legyen P1 n, t-edik ulapanyag hossza, <s a költsége és
l; (i = 1, 2, ... , m) az egyes rendelések hossza. Ekkor a (3) egyenlőtlenségnek
eleget tevő P vektort (ha létezik) a következő KP optimális megoldásaként [R 
megkaphatjuk:

a;_-: 0, a; = egész (i = 1, 2, ... , rn) 

(5)
m 
J; l1a; ,..- L, 
i=I

m 
}. V.5s max.
i=I

Amennyiben az (5) optimális megoldásának célfüggvényértéke nagyobb mint
c1, akkor az így kapott P vektor Levihető a bázisba. Természetesen a (3)-nak
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eleget tevő bármelyik vektor (amely szabás-vektor) bevihető a bázisba, azon­
ban célszerűbb a KP optimális megoldásaként kapott vektort felhasználni
(amint ezt gyakorlati futtatásokkal is alátámasztották [6 ]) , Az (5) feladatot
természetesen minden alapanyaghosszra meg koli oldani.

Az (5) feladathoz további foltételként a ,,vágófejek" számából adódó korlá­
tozást is csatolhatjuk, ugyanis a szabászgépek többségénél a vágófejek egy­
szerre vágnak, így legfeljebb annyi vágás végezhető egyidejúleg, annyi rendelés
lehet egy azabásképben, ahány vágófej van. Legyen R a vágófejek száma,
ekkor a következő feltételt kell figyelembe venni:

(6)
m 
V - -----1·0.:.., a,; - '- i,.

i=l

Előfordulhat másmilyen, például nem-lineáris feltétel is:

(7)
m 
J; sign a1 : V. 

i=l

ami azt fejezi ki, hogy a csomagolás, raktározás problémái miatt legfeljebb V 
különböző méretű rendelés lehet egy szabásmintában (lásd [l 7]).

2 .2 .2. ]{étdirnenziós leezabások hátizsák feladatai

A kétdimenziós lcszabások közül a legegyszerűbb a kétütemű guillotine-vágás,
amelyet egydimenziós feladatok sorozatára vezethetünk vissza. Egy téglalap­
ból-téglalapot darabolást ortogonátisnak nevezünk, ha a vágások az alapanyag
valamelyik oldalára mindig merőlegesek. Egy ortogonális leszabást guillotine~
vágásnak hívunk, ha mindig széltől-szélig kell vágni az alapanyagot (lásd 2.
ábra). A guillotine-vágás kétütemű (Jásd 3. ábra), ha először az alapanyagot
csíkokra szabjuk fol (J. ütem) és a csíkokat, mint egydimenziós alapanyagokat
vágjuk tovább (2. ütem).

A guillotine-vágások egydimenziós feladatokra való visszavezetést, illetve
rekurzív megközelítéseket tesznek lehetővé, mivel egy vágás után újra téglalap
alakú, kisebb méretű ,,alapanyagot" kapunk.

Két fő lépésben határozzuk meg a P vektort, először csíkokat hozunk létre,
majd a csíkok egymás mellé illesztésével a legjobb szabásképet.

a. b.

2. ábra. Általános g11il10Linc- (2a) éri nem-guillotine-vágás (2b)

a. b.

3. ábra. Keresztvágásos (:la) és általános (3b) kétütemű guillotine-vágás

4 Szigma
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Tegyük fel, hogy (L1, W1) az alapanyag mérete, (l;, w1) a rendelések mérete
(i=l,2, ... ,m),aholw1<;:w2_-s: ... 5:wm.

1. lépés: megoldjuk az alábbi KP-t, ezáltal a w1 szélességű legjobb csíkot meg­
kapjuk:

(j=l,2, ... ,i)
i

J; l1b1 5, L1 
j=I

i
l: n,- b1 ,. max.
}=I

Legyen a célfüggvény maximuma n/. A feladatot meg kell oldani i = 1, 2,
... , m-re és a csík összeállítását, a (b1, b2, ... , bn.,) vektort minden i-re meg

kell őrizni .

2. lépés: a következő KP megoldásával az I. lépésben nyert csíkokból a legjobb
szabásképet összeállítjuk:

(j = 1, 2, ... , m) 

m 
J,' w1d1 ...-- W1 

J=I

m 
l: nl d1 ,. max.

J=I

Ezután ~. P vektor a csíkok és multip[icitásaik ismeretében összeállítható
azaz m + I darab KP megoldásával e/készíthető a megfelelő szabás-vektor
(A számításokat minden alapanyagra cl koli végezni.)

Kétütemű guillotine-vágásnál megkülönböztetjük a korosztvágásos és az
általános guillotine-vágást (lásd 3. ábra). A fentiekben az általános guillotine­
vágás modellezését írtuk le. A kercsz.tvágásos ennek egyszcrűsttéséból adódik,
ugyanis az 1. lépésben a csíkok képzésénél csak a csík szélességével azonos szé­
lességű rendeléseket lehet figyeicmbc vonni.

A rendelés elforgathatóságáról beszélünk akkor", ha a rendelés két mérete közül
bármelyik lehet a szélesség, azaz ha nincs az egyik méretnek som kitüntetett
szerepe. Ezt a legegyszerűbben fiktív (névleges) rendelések beiktatásával mo­
dellezhetjük, legyen lm H = w,- és wm 1 ,- = l1 (i = l, 2, ... , m). Ekkor a KP
változóinak a száma 2m darab lesz. Az alapanyag elforgathatósága hasonlóan
értelmezhető.

Általános guillotine-vágásokra (lásd 2. ábra) Gilmore és Gomory dinamikus
programozáson alapuló hátizsákfüggvényeket adott, amelyek realizálására
több algoritmust is közöltek [8]. További eljárások találhatók még a következő
publikációkban: (l], [11], [13]. Az egydimenziós darabolás matematikai hát­
terét GILMORE egyik munkájában foglalta össze [4], míg DYCKROFF egy újszerű
megközelítést vázol [2].
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2.3. A raktárkészlet problémája a GGM-nél

Látszólag nem ütközik akadályba, hogy a raktárkészlet-feltételekkel ki­
bővített feladatot oldjuk meg a GGM-el. A kibővített feladat az alábbi; a jelö­
lések az (1) feladat jelöléseivel egyeznek meg:

X > 0
J - 

n}; o., .ri ~ Ni
j=I 

(.8)
n
}; 01,j X1 .S:: Q1, 
j=l

(j = 1, 2, , n)

(i = 1, 2, , m)

(k = 1, 2, ... , p) 

n
S»,», -v mm.
j=l

A (8) feladat egy induló bázisa a következő:

ahol A az induló bázismegoldáshoz tartozó szabás-vektorok mátrixa, E egység­
mátrix, K pedig egy 0 - 1 mátrix, amelynek elemei a (8) feladatban szereplő
megfelelő ő-k. Rendeljük az E mátrix oszlopvektoraihoz a 0 költséget, akkor a
korábbi jelöléseket felhasználva az induló táblázat a következő:

(0)

ahol Q = (Q1, Q2, ... , Qp)r a készletvektor. Ha generálóelemet nem az A -1

mátrix valamely sorában találunk, akkor az induló táblázat 0 mátrixa, illetve a
segédvektorokhoz rendelt O költségvektor elromlik (segédvektort cserélünk
valósi szabás-vektorra). Ezért a táblázat felső soráról csak annyit tudunk, hogy

alakú, a bázisba bevonandó vektor pedig
m ! I mil m-i-p 

(a1, a2, ... 'am, 0, ... ' 0, 1, 0, ... ' 0),

ha a szabáakép a z-edik alapanyagra vonatkozik. Így a bázisba bevonandó P 
vektor árnyékköltsége

m 
}; n, a, + n; - c1 • 
i=I

A KP-t tehát a szokásos célfüggvényre kell megoldani, így a KP .Jiossza"
ezzel nem növekszik.

A fentiek után úgy tűnik, hogy a GGM módosítások nélkül is alkalmas a
készletfeltételek kezelésére. Hogy a szakirodalom mégsem említ ilyen felhasz­
nálást, az a következőkkel magyarázható:

4*
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(i) A GGM nem önindító eljárás, ezért egy megfelelő bázismegoldás szükséges az
indításához, ami szűk raktárkészletet feltételezve egy, az optimálishoz közel
álló bázismegoldás ismeretét feltételezi. Másrészt, tekintetbe kell venni azt is,
hogy a táblázatba a bázisvektorokból álló mátrix inverzét kell beírni. Ha ez a
mátrix nem diagonális, akkor az invertálás gondokat okoz, nagyméretű mátrix
esetében nem biztos, hogy a későbbiekben numerikusan használható lesz ez az
inverz.
(ii) Egészértékű megoldást a (8) feladat optimális megoldását felfelé kerekítve
kapunk, de ekkor megsérthetjük a készletfeltételcket (gyakori lehet a túllépés).

:1. A raktárkészlet figyelembevétele 

A készletfeltéte!ek figyelembevételekor két probléma vetődött fel. Egyrészt
gondot okoz a kétfázisú módosított duális szimplex módszer induló bázis­
megoldásának a megadása (első fázis), másrészt a folytonos megoldás felfelé
kerekítéséből nyert egészértékű megoldás megsértheti a készletfoltételeket.
A fejezetben mindkét problémára adunk megoldási javaslatot.

3 .1. Az induló bázismeqoldás elkészuése

A 2. fejezetben bemutatott GGM az induló bázismegoldást homogén szabás­
minták alapján készíti el, így a fel.használt szabás-vektorok nyilvánvalóan
bázist alkotnak. Az eljárás nem használható akkor, ha van olyan rendelés,
amelyet nem tudunk egyféle alapanyagból kiszabni (az alapanyag szűkös
raktárkészlete miatt). Ez az eset előfordulhat például akkor, amikor az alap­
anyagok összes felülete kevéssel haladja meg a rendelések összes felületét és
kevesebb rendelés van, mint alapanyag (rn < p). Lehetséges, hogy az optimális
megoldáshoz közeli induló bázisrnegoldást kell megkeresni, ekkor hosszú futási
idővel számolhatunk és az algoritmus 11 szabáa-vektorok sorozatának gene­
rálása miatt - meglehetősen bonyolulttá válik. Említettük a szabás-vektorok­
ból álló mátrix invertálásának gondját is, amely speciális szerkezetű mátrix
(például háromszögmátrix), illetve iterációs eljárások felhasználását teheti
szükségessé.

A fentiek miatt az induló bázismegoldás elkészítésére egyszerű ötleten alapuló
eljárást választottunk, a rendeléseket olyan részrendelésekre bontj11.,k, amelyek
külön-külön már egyféle alapanyagból .kiszabhatók homogén szabásminták
szerint. Azaz a rendeléseket ,,névleges" részrcndelésekkel helyettesítjük, vi­
gyázva arra, hogy a rendelések dara.bszé.maina.k összege az eredeti rendelés
tételszámával egyezzék meg. Igy (a számításokhoz használt táblázat méretei­
nek növelése árán) az induló bázismegoldás vektorainak a mátrixa már diago­
nális lesz (mivel homogén szabás-vektorokból áll), és a táblázat a szokott módon
indítható. Megjegyezzük, hogy a táb láza.t méreteinek a növelése a KP-k meg­
oldásának időszükségletét nem növeli (ami a becslések szerint egydimenziós
esetben a teljes számítási idő 80%-a [15]), mert a KP hossza tulajdonképpen
nem nő. Ugyanis, ha az (5) KP-nál a részrendelések mérete azonos, akkor elég
közülük azt megtartani, amelynek az árnyékköltsége nagyobb, mivel hal; = l1 és n; < :rr:1, akkor a; = 0.

Az induló bázismegoldáshoz az összes homogén szabásképbő1 választjuk ki a
megfelelőket és a kiválasztás alapján bontjuk szét a rendeléseket részrendelé-



GILMOB.E-OO,\fORI ~[ÓD8ZW1 RAKTÁR KÉSZLR'.IT J<JL 175

sekre , Természetesen ha van rá lehetőség, akkor elkerüljük a rendelések szét­
bontását. Egydimenziós feladatnál legyen az alapanyagok és a rendelések sor­
rendje rögzített. Definiáljuk a D= [d11]J~f;; szabásmátrixot és az E= [eiJ]j:f;;
fajlagos felületveszteség-mátrixot a következőképpen:

d -{ [L)l1], 
If -

0
ha l,-:;: L1,

egyébként,

e,
1
= J (L1 - l1 rliJ)/d'.1, ,ha diJ > 0,

" l oo cgyebkent,

ahol [ ] az egész.réaz jel e. Ekkor a homogén szabás-vektorokra a következő
feladat írható fol:

x11 • 0, x,1 = egész (i = I, 2, , m; 
j = I, 2, , p) 

(10)
m 
.J: x,1 .. - Qi
i=l

m p
LI }.; e1J diJ x,1 , mm,
i=7 i=I

ahol x,1 mutatja azt, hogy a megfelelő homogén szabás-vektor hányszor szerepel
a megoldásban. A célfüggvény most közvetlenül a felületveszteség mennyiségét
minimalizálja és nem az alapanyag költségét.

Vegyük észre: ha a (10) képletekből a diJ együtthatókat elhagyjuk és az
egyenlőtlenségek helyett egyenlőséget írunk, akkor a közismert szállítási fel­
adat áll előttünk. Ezért az annak megoldására alkalmazott disztribúciós kezdő
megol.dását szolgáltató heurisztikus eljárás egy módosításával határozzuk meg
az x;1 értékeket a következőképpen:

i = 0
i = i + 1, :c11 = 0, (j = I, 2, .. , p). 
j = {le I min e,1r },

le
ha eu = oo, menj a 3. lépésre.
eu = oo
x,1 = min {QJ, [(N; + d;1 - I)/du]}

j
Q; = Qi - .xii
N, = N, - x,"j d;J·
Ha N1 .,,-> 0, menj a 2. lépésre.
Ha i < m, menj az 1. lépésre.
Vége.

Látható, hogy az eljárás a legkisebb veszteségű homogén szabásképeket
ha,sználja fol minél többször, az aktuális igény és a készlet figyelembevételével.
]~zután a részrendelésekre bontás egyértelmű (az i-edik rendelést J:1 sign x1r

1. lépés:
2. lépés:

3. lépés.
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féle részre kell bontani), és az induló bázismegoldás is megvan. Így a (9) táblá­
zat a Dés X = [xu] mátrixok ismeretében feltölthető, tehát a GGM-iterációk
(KP plusz bázis transzformációk) elvégezhetők.

A fenti eljárás csaknem dimenzió-független, így kétdimendiós feladatnál is
alkalmazható kis módosítással. Csupán a diJ és az eli kiszámítása változik.

Ha az alapanyagon a rendelés nem forgatható el, akkor

l .. -[[Li][Wi], hal, .S: Li és to, ::S: Wi,
c ,1 - li to,

0 egyébként,
elforgatható rendelés esetén pedig:

l l [LJ] f· [Li]I«u= max /1 T;_ + 2 w, J
ahol w, l1 -f- ( f2 ::--- wi
és /1, /2:;::;: 0, egészek,
feltéve, hogy min{t,, w;}: min{L,j, Wi} és max {(, w,}:::;; max{Li, Wi}·
Tehát az utóbbi esetben egy KP megoldásaként adódik a homogén szabás­
vektor (kétféle homogén csíkot is figyelembe veszünk egy szabásképben).

Az e1i pedig a következő:

-{(Li WJ - l, w, d,)/diJ, ha d,_J .> 0,eiJ - 
oo egyébként.

A fenti eljárás a lehetséges megoldások halmazát is előzetesen teszteli, így ha
az eljárás nem ad bázismegoldást, akkor célszerű valamelyik készletfeltétel
lazítása, fel oldása.

A rendeléseknek részrendelésekre bontásával a (8) LP feltételeinek a száma
megnő, és maguk a feltételek is megváltoznak. Első látásra úgy tűnik, hogy az
egzakt GGM ezáltal heurisztilrnssá válik. Valójában a darabolási feladatnak és a
szabásmintáknak a jellemzői miatt a részrondelésok bevezetése után is egzakt
marad a módszer. Ez a legegyszerűbben azzal bizonyítható, ha belátjuk, hogy
az eredeti LP optimál.is megoldása egyben megoldása a részrcndelésekre felírt
LP-nek is. A visszavezetést egyszerű példa segítségével szemléltetjük (mellőzve
a nehézkes formalizmust): tegyük fel, hogy az A rendelés (amelyből 100 db-ot
kértek) az eredeti feladat optimális megoldásának két szabáe-vektorában
szerepel, az egyik szabásmintát 15-ször, míg a másikat 20-szor kell ki szabni

a. b.

szabás - vektorok szobás -voktorok

-:,e;: 15 10 x· 11.25 3,75 20

I. ábra, Az eredeti feladat optimális mcgoldúsának (a) és a részrerul cléaokro bo ntot.t
fPladat egy lehetséges megoldásának (b) szabás-vekr.orai és mult.iplioi tásaik
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Tegyük fel továbbá, hogy a rendelések közül csak a A rendelést kellett rész­
rendelésekre bontani, a részrendelések (A' és A") tételszámai 45 és 55. Ekkor
az eredeti feladat optimális megoldása alapján a 4. ábrán vázolt lehetséges
megoldása készíthető el a részrendelésekre bontott feladatnak (ahol A legyen az
eredeti feladat m-edik rendelése, míg A' az m-edik, A" az m + 1-edik a rész­
rendelésekre bontott feladatban).

A fordított visszavezetés i? hasonlóan triviális a szabás-vektorok és multipli­
citásaik felbontása alapján. Igya két feladat ekvivalens, optimális megoldásuk
megegyezik. A gyakorlati megoldások viszont eltérhetnek az alkalmazott mód­
szerek különbözőségei és a kerekítési hibák miatt.

3 .2. Virt11.,ális raktárkészlet bevezetése

A GUM a (8) feladat folytonos megoldását felfelé kerekíti, így gyakran elő­
fordulhat, hogy a készletfeltételt megsértik. A kerekítésből adódó hibák, túl­
lépések kiküszöbölésére a következő egyszerű gondolat kínálkozik. A (8) feladat
készletfeltételeinek jobb oldalát a szükséges mértékben csökkentjük, legyen:

(11) "Q;, = Q1, - min {m, + p, I: 01r1}, (k = l, 2, ... ,p). 
/=I

Ekkor biztos, hogy a készletfeltételekre a felfelé kerekítés után is teljesül az
egyenlőtlenség (figyelembe vettük, hogy legfeljebb m + p szabásképet tartal­
maz egy bázisrnegoJclás). Komoly problémát okoz viszont az, hogy egyidejűleg
csak :L bázisban szereplő szabás-vektorok ismertek, nem a teljes feltételrend­
szer. Músrészt nem lenne célszerű az összes szabás-vektort a ( ll) képletnél
figyelembe venni; elég, ha a bázist alkotó szabás-vektorok alapanyagának kész­
letét csökkentjük, változtatjuk a bázisvektor-oserék alkalmából, ezért legyen:

m 
(12) Q;, = Q1, - min {m + p, I: o{1}, (k = I, 2, .. , p),

}=I 

ahol o!,1 csak a bázist alkotó szabás-vektorokhoz tartozik.
A fentieknek megfelelően virt11.,ális raktárkészletet (Q;,) hozunk létre minden

alapanyugból, és minden bázisvektor-csere esetén a bázisból kikerülő szabás­
vektor alapanyagának virtuális készlete l-el nő, míg a bázisba bekerülő
szabás-vektoré l-el csökken.

Ez a változtatás azt jelenti, hogy a (8) feladatban a feltételek minden bázis­
vektor-csere alkalmából megváltozhatnak (akkor maradnak változatlanok, ha
a belépő és a kilépő vektor ugyanolyan alapanyagot használ). A (9) táblázatban
gondos programozással végigvihető az elképzelésünk, azonban a virtuális
raktárkészlet alkalmazása egyéb módosításokat is maga után von.

3 .3. Egyéb módosítások

A bázisba bevihető szabás-vektort úgy keressük meg, hogy minden alap­
anyagra a KP-k megoldásával megállapítjuk a ,,legjobb" szabás-vektort.
A GGM az árnyékköltségeket összehasonlítva választja ki ezek közül a leg­
előnyösebb szabás-vektort, amit azután bevisz a bázisba.

A legelőnyösebb árnyékköltségű szabás-vektor bázisba vitele helyett mi a
következőket végezzük el: mindegyik alapanyagra imitáljuk a házistranszfor-
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mációt és azt a szabás-vektort vonjuk be a bázisba, amelyre a célfüggvény a
legnagyobb javulást mutatja. Azaz a (9) táblázat jobb szélső oszlopán végre­
hajtjuk a virtuális raktárkészlet megkövetelte változtatást (a bázisba bevonan­
dó alapanyag készlete l-el csökken) és föelom-ki választással megállapítjuk a
bázisból kikerülő vektort (az alapanyagának készletét l-el növeljük). Végre­
hajtjuk a bázistranszformációt, de csak a jobb oldali oszlopot és a célfüggvény
értékét számoljuk ki. Miután ezt mindegyik alapanyagra elvégezzük, azt a
vektort visszük bo a bázisba, amelyik a legnagyobb javulást eredményezi a
célfüggvénynél. Ez azért szükséges, mivel. a feltételrendszer jobb oldalának
folytonos változtatása miatt az árnyékköltségek vizsgálata nem elég a javulás
megállapíté.sáho», a próbafottatások során előfordult 11, célfüggvény értékének
,,hullámzása", a változás nem volt monoton.

Az iterációs lépések csökkentésére a szokúsos módon küszőhszámot érdemes
használni (e _..... OÍ, amelynek nagysága a gyakorln,ti fol tételektől függ. Az, aktuá­
lis bázismegoldásf optimálisnak fogadjuk ·I, ha a célfüggvény értéke a meg­
adott küszöbszámnál kevesebbet javul. Ezáltal a szimplex módszernél esetleg
fellépő degeneráció is kiszűrhető.

A virtuális raktárkészlet bevezetése a módszert houri sz ti kussá tes1/.i . .Meg­
jegyezzük azonban, hogy így ogyrész,t egyszerű eszközökkel 01 kerülhetjük a
raktárkészlet-feltételek megsértését (mol lőzhetjük a1/, ogészértékü mogoldáat
kereső bonyolultabb eljárásoka.t), amely a, folytonos foladat megoldásának
egészértékűvé korekítésekor fordulhat elő. Másrészt a szakirodalom szerint a
GGM-t akkor célszerű használni, ha a rendelések és alapanyagok tételszáma
,,elég nagy" (ami azt jelenti, hogy a mogoldásba.n a szabás-vektorok multi­
plicitása legalább kétjegyü szám), ekkor a raktárkéazlet minimális csökkentése
nem befolyásolja lényegesen a hulladékot (mivel Q,, ""'" Q;,). Ezért ebben az
esetben a virtuális raktárkészlet nem okoz számottevő eltérést az optimális
megoldástól. ·

4. A GGlVI módosításának számítógépes realizálása 

Az előző fejezetben bemutatott módosításokat egydimenz.iós darabolásokra
és kétütemű kétdimenziós guillotine-vágásokra kipróbáltuk, az algoritmusok
számítógépes futtatását elvégeztük. A gépidő- és a társzükségJet természetesen
a leszabási feladat konkrét jellemzőitől, a felhasznált számítógéptől és a,
programrendszer felépítésétől függ. Becsléseink szerint az; eredeti GGM-hez
képest, ahol a raktári feltételeket nem vesszük figyelembe, kb. 10 . 201½)-kal nő
meg a gépidő. A növekedés jelentős részét a báeietranszforrnáció alapanyagon­
kénti imitálása okozza, míg az induló bázismcgoldás kiszámításához szükséges
idő elenyésző. A tárigény a megoldandó feladat függvénye, a, részrondeléackre
bontás mértéke előre nem adható nwg, azonban becslésünk szerint egy 32 Kszó
tárkapacitású számítógéppel is kezelhető legalább 70 (rész- )rondCléi-;. Az ó,lta­
lunk megvalósított egydimenziós progra.urondszor helyfogl1dáH,, a bináris kó­
don túl még
2(m' + p2) + m'p + 12 rn' szó (1 szó = l egész szám), 11h01 •,n' a réazrendelé­
sek, p pedig az alapanyagok száma.

Az egydimenziós és a kétdimenziós darabolásra készített programrendszerek
legfontosabb jellemzőit röviden ism rtetjük. Mindkét rendszer HP-1000
számítógépre készült (32 K.szó = 64 Kbyte tárkapucité.sú ) FORTRAN-b:1n.
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Megítélésünk szerint hajlékony mágneslemezzel rendelkező személyi számító­
gépekre is elkészíthetők a rendszerek, habár nagyon hosszú futási időre kell
számítani (a programrendszereket 1982-ben, a személyi számítógépek hazai
megjelenése előtt kész ítet.tük el).

A::, egydimenziós darabolásnál ü,'- alapanyagok és rendelések jellemzőin kívül
(ahol p :/ 10 és m' _.----- 70) a használható vágófe:jek maximális számát és a kon­
vergencia ellenőrzését bi.rtosító }JDramétert (e) is megadjuk az inputban. Az (5)
KP tehát a (6) vágófej-föltétellel kibővül. A KP megoldására a [6] publikáció­
ban ismertetett eljárást használjuk, amely a vektorok lexikografikus elrendezé­
sén alapszik. Az eljárás előnye, hogy az összes alapanyagra szimultán oldja meg
a KP-kat, kihasználva, hogy csak r, feltételek jobb oldalában térnek el egymás­
tól. További előnye, hogy a vágófejekből adódó föltételt egyszerű figyelembe
venni, és a program helyigénye kicsiny (Lr tői független, 2 mp a tárigény).
E;:t a Ioszám lá!ó algoritmust haszná.lja több programrendszer, például [3], [14].
Megjegyezzük, hugy a (7) nem-Iinoáris föltételt az eljárás nem veszi figyelembe,
viszont egy-egy rendelés számá.na.k szabásképhon való korlátozását be lehet
építeni I_ l O].

Kétdianenziós loszabásnal nJ, alapanyagok és a rendelések jellemzői között
meg koli adni (ahol p: l O és m' · 50), hogy elforgathn.tóak-e. Mivel kétütemű
guillotine-vágásról van szó, r'~cél t lehet kereszt.vágáaos vagy általános a leszabás
(láad 3. ábra), ami t szintén jelezni kell. A vágófejek maximális számát és a
konvergencia-faktort, illetve az alapanyag szélén kötelezően levágandó techno­
lógiai sclejtcsík szélességét i8 meg lehet adni. A KP-k megoldására ugyancsak a
lexikografikus rendezésen alapuló Ieszámláló algoritmust használjuk. (A szabás­
mintákat a számítógép megközelítőleg méretarányosan kirajzolja.) Meg­
jegyezzük, hogy a szabás-vektorokkal együtt a csík-vektorokat is tárolni kell
(a reprodukálhatóság végett), a n::.gy mennyiségű adattömeget célszerű közvet­
len elérésű háttértárolón elhelyezni (például mágneslemezen).

A témakör szakirodalmában a GGM alkalmazásáról igen sokszor számolnak
be. Azonban olyan publikációt és futtatási eredményeket nem ismerünk,
amely a raktárkészletet, mint korlátozó feltételt veszi figyelembe; így az álta­
lunk alkalmazott módosításokat nem tudjuk teljeskörűen összevetni más
eredményekkel. MARCONI ugyan felveti a raktárkészlet okozta problémát, de
megoldást nem ad rá szűkebb körben publikált tanulmányában [20]. A mód­
szer és a módosítások illuaz.trácíójaként a [17] dolgozatban található leszabási
feladatra, - amely húzott síküveg feldarabolását mutatja be - közöljük a
futtatási eredményeket. A leszabás általános feltételének a következőket vet­
tük: kétütemű guillotine-vágás, a vágófojek száma 8, a, technológiai selejtcsík
7 cm, a konvergencia-faktor 1,0. Az előbbi általános leszabási feltételeken belül

1. táblázat

Az alapanyagok jellemzői, input adatok

Azono- 
Méretek I Kés,Icc Arsító

Tl 2oox 200 2000 4,0
T2 2oox 220 2000 4,4
T3 2oox 240 2000 4,8
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2. táblázat

A rendelések két csoportjának jellemzői (minden rendelés elforgatható)

Azouo- 

I
Méretek 'I'ótetszam 

Azono- 
Mérett~k 'I'étclszám sító s(U1 

--~

Al l34X 74 420 BL 152X 80 220
A2 50X74 207 B2 l84X 84 700
A3 134X 132 300 B3 100 X 100 200
A4 50X 132 150 134 Lfj2X 78 300
A5 132x 102 204 ll5 13ox 82 150
A6 50X 102 [70 no I 34X 74 280
A7 132X 132 201b 1)7 50X 74 l38
AS 81\X l32 204 BS l84Xl32 200
A9 84X84 201l H9 50X 132 100
AlO l3 IX44 204 1310 l32Xl02 13fi
All l50X 1:34 80 Bil l32XI32 )3(i
A12 9(iY. 85 80 Bl2 snx 132 1:rn
A13 821/ sz so 1313 84,X 84 L3G
Al4 150X4~ KO IJ I tl 134XtH l3ü

I
l. csoport 2. CAopnr·t

több eltérő leszabási változatra számoltuk ki az opthuáli» sza.bás-voktorokat.
A bemenő adatok az 1. és a 2. táblázatban találhatók meg (minden adatot
cm-ben adunk meg). A 3. táblázat az eltérő leszabási feltételek mellett az opti­
mális clarabolások hulladékát (a folületvoszteség ';,{1-át) tartalmazza, ahol:

hulladék o/c = felvágott alaptáblák összfelülete rondoiésok öss~folülete X l00.
0

felvágott alaptáblák összfelülete

Mivel a technológiai selejtcsík, amelyet az alaptábla szélén kötelező levágni,
az egyes darabolási feltételek szemléltető hatását eltorzíthatja, ezért a techno­
lógiai selejt nélkül is megadjuk az egyes hulladékokat, amely a táblázatban az
adott csoport alsó sorában található.

A [17] dolgozatban a loszabás konkrét foltétoloi a következők: az alapanyag
nem forgatható el, kcresz tvágásoa kétütemű guillotine-vágás lehetséges (3. a
ábra) és csak az alapanyag szélességével párhuzamosan vághatók a csíkok
(az alapté.blák 200 cm-es fix méretét szélességnek, ::t változó méretet pedig
hosszúságnak nevezzük). A 3. táblázat J. oszlopában a hivatkozott cikk ered­
ményei, a 2. oszlopban ugyanazon feltételek mellett a OGM-el. kiszámolt szabás­
vektorok hulladékai találhatók, így a két szomszédos oszlopban szereplő adatok
összevethetőek.

A [17] dolgozattal összevethető, azonos leszabási feltételek alapjá.n készült
optimális szabás-vektorokat mindkét osoportra a 4. táblázatban közöljük.
A szabás-vektor i-edik komponense a beolvasás sorrendjében 'i-edik rendeléshez
tartozik, a nullákat nem tüntettük fol, a szabás-vektor itt sorvektor. A 3.
táblázatból látható, hogy minimális az eltérés a két módszer között, ami a
kerekítésekból és a konvergencia-faktor alkalmazásából adódhat. [A (7) fel­
tételtmi nem vettük figyelembe, viszont nem is sértettük meg.] A GGM előnyé­
re írható, hogy kisszámítógépen közel 50 rendelés leszabását lehet optimalizálni,
míg a [17]-ben nagy-számítógépen csak 20 rendelését (ez utóbbi egy nagymére-
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3. táblázat
A hulladék %-os alakulása a kétütemű guillotine-vágás eltérő leszabási feltételei esetén

Az alaptábla nem forgatható el Elforgatható alaptábla

Kereszt vágásos Általános

Kereszt- 
ÁltalánosSzélességgel Hosszal Szélességgel I Hosszal vágásos

párhuzamos csík párh. csík párh. csík pá.rh. csík

]. I 2. 3. 4. I 5. 6. I 7.

1. csoport 22,02 I 22,39 24,35 I 21,59 22,79
I 21,12 19,46

16,61 17,03 19,07 16,22 17,46 IG,79 14,07

2. csoport 23,65 23,57 28,97 22,14 23,48 22,92 20,65
18,23 18,14 23,86 Hl,43 18,10 17,53 15,13

Megjegyzés: a) Csoportonként az alsó érték a technológiai veszteség nélküli leszabási hulladé­
kot te.rtalmazza.
b) Az 1. oszlopban a [ 1. 7] dolgozatban szereplő optimális szabásvektorok hulla­
déka található, míg a 2. oszlopban a megfelelő GGM-eredmények.

4. táblázat
A két csoport optimális szabás-vektorai

Alap~ JJány Swabda-vektcrok 
tábla dl, 2 3 6 7 8 10 11 12 13 14

T2 34 l 1 
T2 3 1 1 l 1 
T2 96 1 l
T2 85 2 2 
T:l 16 1 1 
T2 204 l 1 1 
T2 38 l 1 
T3 52 3 
T3 102 1 1 2 
T2 5 1 1 l
T3 40 1 l 1 
T3 40 l 2 
T3 40 1 2 1 

I. csoport. Az optimális szabás-vektorok hulladéka: 22,39%

Tl 34 l 
Tl 299 2
T2 65 1 
T2 136 1
T3 -17 2
'1'3 51 1 l
T3 69 2 2
'1'2 21:, 2
T2 49
T2 7l 2
Tl 68 
T2 84 
T2 S7 l l 

2

2. csoport, Az opt.imá.lia szabás-vektorok hulladéka: 23,57%
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tű ILP-t generál és old meg). Az egyes darabolási jellemzők hatását a hulladék
alakulására a 3. táblázat szemléletesen mutatja.

Végeztünk futtatásokat szűk raktárkészlet esetében is. Például az l. csoport­
nál, ha 111 = 400, 1'2 = 400 és T3 = 400, akkor :1, 3. táblázat specifikációi
alapján a 2. oszlopnak 24,12c1/,1, a 3. oszlopnak 33,79%, míg az 5. oszlopnak
27,60% felel meg. A hulladék jelentősen megnő, azonban oz a növekedés nem
egyedül a raktárkészlet szűkösségétől függ (habár az a döntő), hanem a rendelé­
sek méreteinek ,,összeiHeszthetőségétől" is.

* * *

Dolgozatunkban a GGM egy gyakorlati szempontú, számítógépre egyszerűen
adaptálható bővítését, módosítását ismertettük, amelynek sogítségévol c1z, alap­
anyagok raktári készletét is korrekt módon figyelemhe lehet venni. Kedvező,
esetben nincs szükség az alapanyag készletezésére, mivel az optimális losza.bás­
hoz szükséges mennyiségben és méretben megrendelve a darabolás m.egkczdésé­
ig megérkezik. Azonban előfordulhat, hogy a termelés ütemtelensége, a meg­
rendelések hosszú átfutási ideje, az előre nehezen becsülhető felhasználás stb.
miatt a vállalat nagy biztonsági készletet hoz létre, és ebből a raktári készletből
kell az üzemi igényeket kielégíteni. Másrészt egyes alapanyagoknál technológiai
okok miatt van szükség a raktározásra, például húzott siküvegnél csak a húzás
után dől el az alaptábla minősége, ezért jelentős mennyiségű raktárkészlet is
felhalmozódhat olyan minőségű üvegtáblákból, amelyre az adott pillanatban
nincs piaci igény.

A módszer alakalmazásakor felvetődő szervezési munkákra és egyéb kapcso­
lódó feladatokra nem térünk ki, mivel a célunk a GGM, egy eszközként funkcio­
náló eljárás, módosításának ismertetése. A leszabási feladattal foglalkozó szak­
irodalom igen bőséges, az üzemi fel tételeket messzemenően figyelembe vevő
(főleg heurisztikus) eljárások tömegét dolgozták ki (his<l [18]). A darabolási
feladatok iránt érdeklődőknek GLLMORE és Go:r.rnRY munkáin kívül [4-8] első­
sorban GOLDEN elméleti [9] és HINXMAN alkalmazói szempontú [12] áttekinté­
sét ajánljuk.

( Beérkezett: 1983. szeptember 13-án.)
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Tl LI~ CONRJ Dr:ltATION OF STOCK WTTHlN TIH: GJLMOl-tE-GOMORY METHOD

In ind ,1,;t rial shops the demand for solving the cutting problem frequently arises when
tho given raw materials and intermediary products have to be cut into a given number
of piocos of" 11 specified size. For the solution of this problem 1110 method worked out by
P. ('_ (:ilrnOl'e und It. K Gomory is widely applied which solves the linear programming
problem of enLLing with the aid of a modified dual simplex method so that the vector to
be .Iruwn i11f,0 tho husis is obtained as a solu t.ion of a knapsack problem. In this paper
an ext.r-naio n uncl modification of the Gilmore-Gornory method is presented so that also
tho ennatruint.s rlnriving from the stock of the materials can be taken into account. Two
problems nmergnd: on Urn one hand the finding of an initial basic solution itself and, on
the ot.hor huncl í.ho inLeger solution obtained by rounding-off the optimum solution of
the eon I in110t1R linon.r pl'Ogrnmming problem may exceed the stock. For the solution of
bot.h problr-ms u. simple, oasily computerized procedure has been prepared. The com­
putorizc.t ion of tho procedures is briefly reviewed.

Y4ET Cl-{JIA)lCHl-1X 3A17ACOB C llOMOllJ.610 METO)lA )¼{J.1JIMOP-rOMOPVI

Ha npOMl.,IUIJlCHHblX npe11npH51Tl1HX -racro Il03Hl11(aeT noTpeŐHOCTb 13 pemCHl111 aanax OTCe­
llCHHH, xorna HCOŐXO}.\HMO pa3}.\CJ111Tb HMCIOW.Hec51 MaTep11aJ1bl H nonyq1a6p111<aThl B COOTBCTCTBHH
C 3a,n;aHHhlMl1 pa3MCpaM11 11 J(OJll1'1CCTBOM. )lJ151 pCillCHH51 ,n;aHHOH 3a,D;alJJ1 OlJCHb illl11)01{0 npn­
MCH5(eTC5l MCTOA, paapaöoranauü n. e. )f{11J1MOl)OM H P. E. I'OM0p11. Korna sanasa OTCClJCHl15l
peuraercn e ITOMOll.J,bTO MO,D;M(jJHl,\Hl)OBam1oro ,D;BOHCTBCI-JHOro CHMITJlCJ{CHOro MCTO,n;a Till{HM oöpa-
30M, '!TO BBON!Mblt-1 n 6a311C BCi{TOp no.nyvaror B peaynsrare peurenna 3a,n;atJM O pauue.

B }.\aHHOH CTaTbC 113JlaraeTC5l Tal{OC 06061.u_eHHC MCTOAa )f{HJJMOpa-roMop11, C ITOMOW.bIO
icoroporo MO>l<HO ysecrt, orpaHl1llCHl151 Ha CKJlaACI<HC aanacsr. Flpa 3TOM B03Hl1I<Jl11 )];BC npo6-
J1CMhl: uo-rrepaux, auüop 11CXO,UHOro 6a311CHOl"O pCWCHl151, BO-BTOpblX, OITT11MilJ1hHOC peureune
3aAa'll1 JlHHCt-!Horo nporpaMM11pOBaH1151 np11 OI<pyrneHl111 ,UJ151 nonylfCHl151 l,\CJ10lll1CJ1CHHOro
peu1CHl15l MO)l<CT rrpeOblCMTb Cl{Jla,UCl{Ot\ 3anac. B OŐOMX CJ1Ylfa5IX aBTOpaMH pa3pa6oTaH npOCTOH
11 JlCl"l{O a,uanT11pyCMbTt! Ha 3BM MCTO,U, a Tal{)l{C 1<paT1<0 113JJaraCTC51 HX BbllJHCJJHTCJlbHblH
anropHTM.



FOGALMAK ÉS MÓDSZEREK 
HULYÁK KATALIN

. i n a m i k u s ö k o n o m e t r i a i m o d e ll e k 
s~ z egyszerű alkalmazkodási mechanizmusoktól a racionális

várakozások figyelembevéteJéig)

c e v e z e t é s 

Ebben a cikkben arra törekszünk, hogy röviden, de kellő irodalmi hivatko­
zással, bemutassunk néhány olyan dinamikus ökonometriai módszert, ponto­
sabban modellezési konstrukciót, amelyek felhasználhatók a gazdasági rend­
szer alkalmazkodási képességének mérésére. A tanulmány elsődleges célja
elősegíteni azt, hogy a hazai közgazdasági-matematikai kutatás az eddigiek­
nél nagyobb mértékben kihasználja e módszerek lehetőségeit. Természetesen
számos hazai közgazdasági kutatásban foglalkoztak a gazdaságban érvényesülő
alkalmazkodási vagy szabályozási mechanizmusokkal, de viszonylag kevés
ilyen jellegű alkalmazott ökonometriai vizsgálatot találunk. Jelen cikkben első­
sorban a külföldön széleskörűen alkalmazott dinamikus ökonometriai modelJek
elméleti hátterére fektetünk súlyt. Véleményünk szerint ugyanis éppen a mód­
szerek mögött meghúzódó elmélet általános jellege, vagy legalábbis rugalmasan
értelmezhető feltételei indokolják kísérleti alkalmazásukat.

Másodlagos célunk annak a bemutatása, hogy az ökonometriai modellek
maguk sem veszítették el alkalmazkodási képességüket a változó körülmények
között. Indokoltan lép fel szkepticizmus a merev struktúrához ragaszkodó
klasszikus modellek felhasználási lehetőségeivel szemben, de szeretnénk érzé­
keltetni, hogy a módszerek és modellek terén sem állt meg a fejlődés, s új lehető­
ségeket uy ú Yt / u/ ± ú YK/ Yt / vizsgálatokra. A bemutatandó módszerek háttere a
dinarni kus közgazdasági elmélet, s eszközeiket a sztochasztikus idősorelemzés
nyújtja. Matematikai szempontból a modellek általában sztochasztikus diffe­
rnnciaegyenleteket tartalmaznak.

ö! dinamikus közgazdasági elmélet általános jellegének bemutatására néhány
lényeges szempontot emelünk ki.

Az első lényeges tulajdonsága az elméletnek az, hogy az alkalmazkodás vagy
igazodás valamilyen statisztikailag nem megfigyelhető, de lényeges szerepet
játszó érték irányában történik. Példaképpen említhetjük valamely változó
egyensúlyi értékét, kívánt vagy elvárt szintjét, norma szerinti értékét, vagy
akár tervezett vagy optimális szintjét. A második szempont a dinamikus jelleg,
az, hogy az alkalmazkodás e kívánt szinthez az időben folyik. A harmadik
szempont a,, alkalmazkodási folyam.at különbözőféle gyorsaságának feltétele­
zése. A modellek keretébe az alkalmazkodás hiányától a teljes alkalmazkodásig
terjedve mindenféle mechanizmus belefér. Ez utóbbi szempont egyben választ
ad arra a kérdésre is, hogy érdemes-e ilyen modellekkel kísérletezni akkor,
amikor a megfigyelési időszak egy részében nem, vagy csak alig beszélhetünk az
alkalmazkodás érvényesüléséről.

Véleményünk szerint gazdaságunk eddig is kénytelen volt, és most is kény­
telen alkalmazkodni a változó körülményekhez, akár ha késve és súrlódásokon
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keresztül is. (Gondoljunk például az olajárrobbanás késleltetett, de elhúzódó
hatására.) Éppen e hatások kimutatása lehet o módszerek feladata. Ugyan­
akkor lényegesnek tartjuk, hogy az alkalmazkodás fogalmát a lehető leg­
szélesebben értelmezzük, s ne csak a klasszikus példák (pl. áralke.lmazkodás)
körében maradjunk. Például megemlíthetjük az egyensúlyra, való törekvést a
fogyasztási-cikk piacon Igaz, hogy a fogyasztói árak csak a hetvenes évek
második felében alkalmazkodtak a piachoz a kereslet és a kínálat egyensúlyá­
nak biztosítása érdekében, de több más jelenség megfigyelése (pl. lakossági
pénzmegtakarítások) meggyőzhet arról, hogy az egyensú.lyrn törekvés korábban
is jellemezte a fogyasztási-cikk piacot.

A cikk két fő részre tagolódik. Ai elsé.í részben bemutatjuk azokat az egy­
szerűbb alkalmazkodási hipotéziseket és modelleket, amelyek az osztott késlel­
tetésű modellekhez vezetnek. Bizonyos szempontból t\½ első részben ismertetett
modellek általánosítását tartalmazza c1 tanulmány második része, amely
bemutatja, a racionális várakozások hipotézisét és aika.lmazásukat dinamikus
ökonometriai modellekben. Célunk elsösorban a modellek mögött húzódó elmé­
let ismertetése, valamint a modellkonstrukciók levezetése. nem foglalkozunk
modelliclcntifikációs és becslési kérdésekkel.

1. Egyszerű alkalmazkodási hipotéziseken alapuló osztott
késleltetésű modellek

Az osztott késleltetésű modellek irodalma rendkívül gazdag. A korai úttörő
jelentőségű tanulmányok 1.4], 122], 1.28], [29] mellett, összefoglaíó munkák és
kézikönyvek [6], [10] is jelentek meg e témában. A hazai szakirodalomban is
fellelhetők az osztott késleltetésű modellekkel foglalkozó mődszerta.ni tanul­
mányok (2], [15]. Jelen ismertetésünkben elaősorban K. Ji'. WALLIS tanul­
mányára [35] támaszkodunk.

1 . l . A modellhez vezető egyszer·ű hipotézisek

Osztott késleltetésű hatásról akkor beszélünk, amikor vulamely magyarázó
változóban bekövetkező változás a függő változóban nem egyszeri, hanem a
következő megfigyelési periódusokban elosztva jelentkező, többszöri változást
idéz elő. Például a cigaretta árának emelése valamely fogyasztó cigaretta­
fogyasztását nem egyszerre csökkenti, hanem hónapról-hónapra, (vagy esetleg
évről évre) fejti ki csökll:entő hatását. Még idöszerűbb példát felhozva, az ener­
gia árak ugrásszerű emelkedése nem azonnali (hanem esetleg csak néhány év
múlva jelentkező) és nem egyszeri, energiatakarékossági intézkedést váltott ki.

Ezt az időben elosztva jelentkezó hatást a kövotkcző formában fogalmazhat­
juk meg:

(l.l)

azaz valamely y endogén változó t időszaki értékét az x egzogén változó t
időszaki, t - I időszaki, t - 2, stb. időszaki értékének alakulása befolyásolja.

A (Jj paraméter azt a hatást méri, amit az x egzogén változó t - + időszaki
változása az y változóban a t időszakban vált ki. GOLDBERGER [9] a (]1 para-
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métereket multiplikátoroknak nevezi, éspedig /Jo az azonnali hatást kifejező
=

közvetlen multiplikátor, J; /Jjpedig a teljes hatást kifejező totális multiplikátor.
+: o 

Az (1.1) típusú egyenlet statisztikai becslésekor már a korai alkalmazásokkor
praktikus okokból felmerült az az igény, hogy a /Jrk értékére egyszerűsítő, azaz
megszorító kikötéseket kell tenni a becslés érdekében. Az empirikus munkában
KoYCK [22] tevékenysége volt kiemelkedő, aki egyben az elosztott késleltetésű
modellnek interpretálható, közgazdasági tartalmat is adott, nevezetesen a
parciális alkalmazkodás (partial adjustment) hipotézisét. Koyck feltételezte,
hogy valamely időszaktól kezdődően a fJj koefficiensek geometriai haladvány
szerint csökkennek, azaz

¥t = /Jo D, + /Ji D,A, +A/Ji x,-2 + P/JiX1-3 +
O~Jc<l.

Ha feltételezzük, hogy a csökkenés már a z-edik időpontban indul, akkor:
~

y, = /J l) u+D,A+· 
+: o 

Ebben az esetben a totális multiplikátor:

(31) Jci = /J/(1 - Jc).
j

Az y változó alkalmazkodása az x-ben bekövetkezett változást követően,
megközelítően exponenciális görbe szerint megy végbe.

A Koyck féle transzformáció a modellt becsülhető formára hozza:

¥r A A ¥r A, = ((3 x, + A/J Dr A, + A2 Bö D,A 2 + · · ·) - A(/J D,A, + A/J Dr A 2 +
+ A2 Bö Dr A 3 • · ·) = Bö Dr - 

azaz:
¥t = u¥,A, + röx , · 

A g=·ny , = y - A y , ] 1 jelölést bevezetve:

g=·ny , = röx - A (1 - A)Y,-1. (1.2)

Amikor y eléri y-t, egyensúlyi értékét, azaz már nem változik tovább, akkor
¥r A, = ¥t = Y·

Mivel y = Böx HrO, A Jc), a /Jx1-re nyert kifejezést (1.2)-be helyettesítve:

g=·ny r = (1 - Jc)(y - Y,- 1) · (1.3)

Az (1.3) formájú egyenlet fejezi ki a parciális alkalmazkodás feltételezésének
lényegét, amennyiben aet fogalmazza meg, hogy az ¥r változó a kívánt y értékhez az
időben alkalmazkodik, de csak részlegesen, vagyis a A alkalmazkodási ráta szerinti
mértékben.

Míg Koyck a geometriailag csökkenő paraméterű osztott késleltetésű modell­
hez utólag teremtette meg a közgazdasági hipotézist, a parciális alkalmazkodás
feltételezésében, CAGAN [4] ugyanehhez a modellhez az adaptív várakozások
(adaptive expectations) hipotézisével jutott el. E hipotézis szerint valamely x

5 Szigma



188 HULYÁK KATALIN

változóra vonatkozó várakozás (elvárás) időben úgy alakul, hogy a várt értéket
fokozatosan igazítjuk, a tényérték1 és az előző időszakra vonatkozó várt érték közötti
eltérés figyelembevételével.

Ha x1-vel jelöljük az x1-re vonatkozó várakozást, akkor

vagy
(1.4)

±1 = y x , ] 1 + (1 -- y Y x , - o ~ y < 1 .

Az xi-re vonatkozó várakozás tehát az x változó elmúlt időszakokra vonat­
kozó x , ] ö megfigyeléseinek súlyozott átlaga:

""• - ( ) ,, j .
D, A } A y .:., y D, A +· 

+: o 

Cagan az adaptív várakozások hipotézisét az árváltozásokra vonatkozó
várakozások becslésére használta, Olyan regressziós egyenletet becsült, amely­
ben az x, változó magyaréző változóként szerepelt:

""
¥ t =ex+ Böx r =ex+ (J(J - y Y-,} y Hx t Aö· 

+: o 

Az adaptív várakozások modelljében a y paraméternek van kitüntetett
jelentősége. Amennyiben y értéke O-hoz van közel, akkor az (I - y Yy H koeffici­
ensek + növekedésével gyorsan csökkennek, azaz a jövőre vonatkozó várakozás
inkább a közelmúlt tapasztalataitól függ. Hay értéke inkább I-hez esik közel,
akkor a múlt tapasztalatainak, vagyis a régebbi megfigyeléseknek nagyobb
szerepük van a várakozások alakításában. NERLOVE [28] volt az első, aki rá­
mutatott a kétféle modell, a parciális alkalmazkodáson alapuló modell és az
adaptív várakozások modelljének ,,dualitására". A parciális alkalmazkodás
modelljében az y endogén változó valamely kívánt (pl. egyensúlyi vagy normál)
értéke függ az x egzogén változótól. Ha yt-vel jelöljük ezt a, kívánt szintet,
akkor

(1.5)

Az (1.3) összefüggés szerint:

Y, - Y1-1 = (1 -- ).)(yr' - Y1-1l,
behelyettesítve:

y , = cx(l - ).) + (J(I - Y·Yx , + Y·y , ] 1. (J.6)

Ezzel szemben az adaptív várakozások modelljében az y endogén változó az x 
egzogén változóra vonatkozó várakozásoktól függ:

Yt = ex -1- Böx , · 
Az (1.4) összefüggés szerint:

D, = y H),An + (1 - y YDr - 
behelyettesítve:

Yt = cx(l - y Y + /J(l - y Yx - + YYt-1 · (1. 7)

1 A formula felírásakor egyesek az aktuális tényértéket, mások pedig az előzó-idöszaki
tényértélrnt szerepeltetik.
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Az (1.6) és (1.7) összefüggéseket összevetve látható, hogy a parciális alkal­
mazkodás modellje és az adaptív várakozások modellje determinisztikus formá­
ban megegyezik. Ha sztochasztikus formában írjuk fel mindkét modellt, az u, - 

illetve v , véletlen hibatényezők figyelembevételével, akkor a két modell végső
formája különböző lesz.

A parciális alkalmazkodás modellje:

Yi = # + {ö x - + u , 

Y1 - Y1-1 = (I - A) (Yi - Y,-1) + 5r O S::: A < 1

y, = #Oq A l) + /J(l - l) x , + ly,_ 1 + (1 - ).J u , + v , - 

(1.8)

az adaptív várakozás modellje:

Yt = a + {ö x - + 3 , 

x, = yx, ] 1 + (1 - r) x, + v, o s::: y < 1

Y1 = #Oq A y) + {J(l - y Yx 1 + yy1_, + Ou - A y u 1_, + {ö v 1). (1.9)

A hibatagokat is tartalmazó (1.8) és (1.9) összevetésével (feltételezve az u, és
v, függetlenségét} látható, hogy a parciális alkalmazkodás végső formájában a
véletlen változó nem tartalmaz autokorrelációt, azonban az adaptív várakozás
modelljében r1 véletlen változó mozgó-átlagolású és így autokorrelációt tartal­
maz. Ennek a körülménynek a modellek becslése szem.pontjából van jelentősé­
ge. Oly:1,11 modellekre ugyanis, amelyekben a függő változó késleltetett értéke a
magyarázó változók között szerepel, és emellett a hibatag autokorrelációt is
tartalma», a legkisebb négyzetek klasszikus módszere inkonzisztens becslést ad.
Ennek ellenére a parciális alka.lmazkodású és az adaptív várakozásokra illesz­
tett modellek döntő többségét a klasszikus legkisebb négyzetek módszerével
becsülik. Az ily módon előállított becslések szerint (I - ).) becslése lefelé torzí­
tott, míg (l - y Y becslésére felfelé torzított értéket kapunk. Mivel jelen cik­
künkben nem kívánunk részletesen becslési problémákkal foglalkozni, csak
megemlítjük, hogy kidolgoztak olyan módszereket [8], amelyek figyelembe
veszik e modellek sajátos jellegét.

Inkább arra törekszünk, hogy ismertessük azokat a közgazdasági alkalmazá­
sokat, ahol e modellfonnák hasznosnak bizonyultak.

1.2. Parciális alkalmazkodási modellek

A parciális alkalmazkodás hipotézisén alapuló modellekre a klasszikus példá­
kat a keresletelemzés szolgáltatja.

Először a tartós cikkek iránti keresletet magyarázták a parciális alkalmazkodás
modelljével. Ezekben az esetekben feltételezték, hogy a tartós cikkből kívána­
tos készletállomány, Sí a folyó jövedelemtől és áraktól függ. A jelen vásárlásai
tehát úgy alakulnak, hogy a tényleges készlet alkalmazkodjon a kívánt készlet­
hez (stock-adjustment).

81-vel jelölve a készletállományt:

i , = (1 - nYCt + nC, ] , • 

Ez az egyenlet, valamint az az összefüggés, amelyik azt fejezi ki, hogy a
készlet elhasználódását is pótolni kell, együttesen egy olyan összefüggéssé

5*
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transzformálható, amelynek függő változóját a vizsgált cikkre fordított ki­
adások alkotják:

behelyettesítve:
q, = (1 - ).)St - (1 - ). - ö)S1_1,

ahol q1-vel jelöljük at-időszaki vásárlásokat, ö pedig az állomány amortizációs
rátája.

Ha az S1 állományadatokat nem ismerjük, a Koyck-féle transzformációt
alkalmazva az egyenletet olyan formára hozhatjuk, amelyben csak meg­
figyelhető változók szerepelnek (lásd pl. [34]-ben). Általában, a, Koyck-féle
transzformáció alkalmas olyan modellek transzformálására, amelyekben stock­
típusú és flow-típusú változók együttesen szerepelnek. A transzformáció ered­
ményeként csak flow-típusú változók maradnak az egyenletekben. Ilyen típusú
modelleket többen beosültek;u gépkocsi, a hűtőszekrény és más tartós fogyasz­
tási cikkek keresletének becslésére Ill], l5].

HOU'l'HAKKER és TAY.LOR a parciális alkalmazkodási modellt általánosították
az összes fogyasztási cikkre [12].

A nem tartós cikkeknél a fogyasztási szokások állománya veszi át a tényleges
állomány szerepét, s itt is a kívánt optimális szinthez történő alkalmazkodást
tételezik fel. A Houthakker=-Te.ylor-féle dinamikus keresleti függvény azonos
formában illeszthető az. ösezos fogyasztási cikkre, sőt felhasználásával ol lehet
dönteni az egyes cikkekről, hogy fogyasztásukat inkább a fogyasztói szokások
uralják, avagy az. optimális tartós állományra való törekvés. A Houthakkor -
Taylor keresleti függvényekre hazai alkalmazást is találunk [l B]. Ugyancsak
parciális alkalmazkodás feltételezésén alapul az az aggregált fogyri.szlási f'Ugg­
vény, amelyben az előző évi fogyasztás szerepel a magyarázó változók között
[37]. Ebben az esetben a). alkalmazkodási koefficiens az összfogynez.tás kívánt
szintjéhez való alkalmazkodás gyorsaságáról tájékoztat.
A parciális alkalmazkodáson alapuló osztott késleltetésű modellek számos

alkalmazását találjuk a beruházások elemzésében. Már KoYCK idézett úttörő
jelentőségű munkája [22] is a beruházásokra vonatkozott. Jo1:io1rnsoN [l ],
[I 9] beruházási függvénye többféle késleltetési struktúrát épít egybe. A beruhá­
zások iránti keresletet egyrészt. egy kívánt (optimális vagy torvezct.t) álló­
tőkeállomány határozza meg, amelyhez a beruházási ráfordítások parciálisan
alkalmazkodnak. Egy másik késleltetési struktúra a beruházási ráfordttáaok és
az üzembehelyezés közötti időeltolódást hivatott kifejezni.
A Jorgenson féle beruházási függvény végső formája:

SI 3 p Q 
I, - ö K1 = ).1(11_ 1 - o K,_ 1) + ).2([1_ 2 - ö K,_ 2) + o: ~ (3i tJ ~~,

i=s c, _j

ahol I, a t-időszaki beruházási ráfordítások változója, s a késleltető függvény
kezdőpontját jelöli, értéke általában kettőtől négy negyedévig terjed. K, a
tőkeállomány, p, · Q, a hozzáadott érték folyó áron al-időszakban, ö pedig az
amortizációs ráta. (Jorgenson a Kt kívánt állóeszközállományt egy Cobb­
Douglas féle termelési függvényből származtatja marginális termelékenységi
feltételt véve figyelembe:

K* = rxp,Qt
t Cl '
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ahol a a termelés tőkére vonatkoztatott elaszticitása, 01 pedig a tőkére konstru­
ált árváltozó.)

A Jorgenson-föle beruházási függvény a késleltetési struktúrán (struktúrá­
kon) alapuló beruházási függvények egyik válfaja, több más formulát is alkal­
maztak ezen a területen. Részben hasonló hipotézisekből kiindulva, magyar
beruházási adatokra is illesztettek osztott késleltetésű modellt (16].

A termeléshez és értékesítéshez szükséges készletállomány alkalmazkodási
mechanizmusának leírására ugyancsak széleskörben alkalmaznak parciális
alkalmazkodási modelleket. Megemlítjük M. C. LOVELL modelljét [24], amely a
következő két összefüggésen alapul:

In"t = a + (35::1
Inf= (1 - A) In,7 + J,,In1_1.

Az első egyenlet szerint a kívánt készletszint Int az értékesítésre vonatkozó
várakozásoktól (x1) függ.2 Ezért a tervezett készletszintet (Inf) a kívánt szint­
hez tartozó parciális alkalmazkodással írja le a második egyenlet.3 A készlet­
egyenleteken kívül a termelésre- és a tervezett termelésre vonatkozó össze­
függések is szerepelnek Lovell modelljében.

A készletfelhalmozás alakulásának elemzése hazai gazdasági vizsgálataink­
na.k is központi kérdése. Több kísérletet tettek a közelmúltban a készletmozgá­
sok modellezésére, egyrészt a jelenség belső ciklikus mozgásának meghatáro­
zására, másrészt a készletek más fontos gazdasági makrokategóriákkal való
összefüggésének vizsgálatára l32], I 3], I l 7]. E vizsgálatokban is alkalmaztak
osztott késleltetésű modelleket.

A parciális u.lkalmazkorláa egy további felhasználása a pénzkészlet iránti
kereslet. m ghatározása I 23]. Míg a kívánt pénz optimális mennyisége (Mi*)
a jövedelem, a gazdagság és ..t kamatlábak függvénye, addig a tényleges pénz­
készlet (M,) iránti keresletet a következő alkalmazkodási egyenlettel közelit­
hetjü k:

Az eddig fölsorolt példák a parciális alkalmazkodási modell klasszikus fel­
haaználáai lehetőségeit mutatták be, a következőkben megemlítjük azokat az
alkalmazásokat, amelyek a rlisequilibrium helyzetek elemzésére szolgálnak.
Ezekben az esetekben nem arról van szó, hogy az alkalmazkodás az illető
változó kívánt vagy optimális szintjének elérésére törekszik, hanem valamely
változó alkalmazkodása az érintett terület (vagy piac) egyensúlyának biztosí­
tását vagy létrejöttét szolgálja. Erre klasszikus példa az áralkalmazkodási
mechanizmus szerepeltetése disequilibrium modellben. Feltételezve, hogy a
kereslet D1 és a kínálat S, nines egyensúlyban D1 ¥= S1, az áralkalmazkodási
mechanizmus:

2 Mogjegyezzlik, hogy egyes modellek egys"-erre tartalmazzák a parciális alkalmazko­
dás és az adaptív várakozások feltételezését.

3 Az alkalmazkodási modellekben általában nem tételezik fel a ,,kívánt" és a ,,terve­
zett," értékek egyenlőségét. Míg az előbbi kategória nem-megfigyelhető fiktív érték, az
utóbbi egy önkényesen meghatározott érték.
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azaz az árváltozások a túlkereslet (túlkínálat) függvényében alakulnak, vagyis
alkalmazkodásukkal az egyensúly létrejöttét segítik elő (lásd pl. [30]). Az ár­
alkalmazkodás mintájára más változókat is fel lehet használni hasonló formá­
ban a túlkereslet (túlkínálat) mérésére (lásd pl. [14]-ben).

A tervgazdálkodásban kialakult disequilibrium helyzetek modelljeiben
használható a tervalkalmazkodási mechanizmus [31]. Ennek egyik válfaja a
következő:

Qf+l.l = Qf.,-1 + A(P1 - 81),

ahol Qf+1. t a t időszakban a t + l időszakra tervezett értéket jelöli. Azaz
feltételezik, hogy maga a tervezés alkalmazkodik a kialakult nem-egyensúlyi
P1 =;£e S1 helyzethez, úgy, hogy az egyensúly javuljon.

1.3 Adaptív várakozásokon alapuló modellek

Ahogy az 1.1 pontban bemutattuk, az adaptív várakozásokon alapuló
hipotézis egzakt formában ugyanahhoz az osztott késleltetésű modellhez vezet,
mint a parciális alkalmazkodás hipotézise. Annak ellenére, hogy a kétféle hipo­
tézis között a határvonal nem éles, sőt olyan modellek is találhatók, amelyek
egyszerre tartalmazzák mindkét típusú fol tételezést, megállapíthatjuk, hogy az
adaptív várakozásokon alapuló modellek nem annyira olterjcdtek, mint a. parci­
ális alkalmazkodási modellek, A következőkben felsoroljuk azokat n fő terüle­
teket, ahol ez utóbbiak alkalmazása jellemző.

Klasszikus példát jelent az árváltozásolc, illetőleg az infláció alakulására vonat­
kozó várakozások modellezése [4]. Nyilvánvaló, hogy n, gazdasági alanyok (ter­
vezők, vállalatok és fogyasztok) jelen magatartását és döntéseit befolyásolják
azok az elképzelések, amelyeket az árak ezévi-jövőévi alakulásáról kialakítot­
tak. Ezeknek az elképzeléseknek az alakulására nyújt egy egyszerű hipotézist
az adaptív várakozások feltételezése. Amennyiben y1-vol jelöljük azt a vál-
tozót, amelyre hat az árra vonatkozó várakozás: P,, 1, akkor a modell alakja
a következő:

Yt = !X -f- /J P1 I 1

P1 I l = (I - y) ~ YJ r.: J
J=O 

Yt = rx(l · y) + /J(l - y) P1 + YYt-1·

A készletek modellezésében is fontos szerepet játszanak várakozások, akár az
áralakulásra, akár a következő időszaki értékesítésekre vonatkozóan [25].

Szintén klasszikus alkalmazásnak számít az M. FRIEDMAN [7] föle fogyasz­
tási függvényben a fogyasztó jövedelmére vonatkozó várakozások figyelembevétele.
A várt jövedelmek változóját a tényleges jövedelmek iclősoraiból konstruálják,
súlyozott átlag formájában. Ez a típusú jövedolemváltozó előrcjezését adja
egy olyan jövedelemnek, amely egy permanens- és egy tranziens komponens­
ből tevődik össze. Általánosan is mondható, hogy ilyen típusú változók
konstruálására alkalmas az adaptív várakozások hipotézise.

Végül megemlítünk egy olyan alkalmazást [l], amely a spekulációs nemzet­
közi pénzmozgásokat vizsgálta a kanadai változó cserearánytól való függőségé­
ben. Ezek a pénzmozgások nem annyira a tényleges aktuális cserearánytól
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[r1] függöttek, hanem a cserearány egy normális, elvárt, nem megfigyelhető
szintjétől [r1]:

i-, - i-1-1 = (1 - rlh - i-1-1)-

A modellben becsült értékek azt mutatták, hogy azok akik spekulációkba bo­
csátkoztak, elég mereven ragaszkodtak elképzeléseikhez, s csak lassan alkal­
mazkodtak a tényleges cserearány változásokhoz.

2. A racionális várakozások hipotézisén alapuló modellek

Az előző fejezet 1.3 pontjában az adaptív várakozások hipotézisén alapuló
osztott késleltetésű modelleknél is láttuk, hogy különböző gazdasági jelensé­
gek alakulására vonatkozó várakozások, elképzelések gyakran szerepet ját­
szanak a gazdr1sági alanyok döntéshozatalában, tervezett és megvalósult visel­
kedésükben. Éppen ezért a várakozásokat elég széles körben felhasználták az
alkalmazott ökonometriában is. A várakozásokra vonatkozó direkt megfigye­
lések (közvéleménykutatás vagy egyéb információk) ritkán állnak rendelke­
zésro. Ezért a várakozásokat származtatott változókkal helyettesítik. A szár­
maztatás módjára különböző hipotéziseket használnak fel. Ilyen hipotézis az
,,adaptív várakozás", amelynek alapja az a gondolat, hogy a jövőre vonatkozó
várakozásokat a múltbeli értékek határozzák meg. Egy alternatív, s az utóbbi
években igen gyakran használt hipotézis a racionális várakozások hipotézise,
amelyet MUTH [27] dolgozott ki 1960-ban. Mielőtt részletesebben bemutatnánk
MUTH úttörő jelentőségű munkáját, kiemeljük e hipotézis lényegi tulajdon­
ságát, amely egyben megkülönbözteti a racionális várakozásokon alapuló mo­
delleket a,1, 1. részben bemutatott egyszerűbb modellektől is.

A racionális várakozások lényege az a feltételezés, hogy a gazdasági ala­
nyok valamely változóra vonatkozó várakozásaika.t úgy képezik, hogy köz­
ben figyelembe veszik az egész gazdasági rendszert, azaz a többi változó között
fennálló interdepondens kapcsolatokat is. Ennek a feltételezésnek két olyan
következménye van, amelyek minőségileg megkülönböztetik a racionális vára­
kozások modelljeit a:,; l. részben bemutatott egyszerű. alkalmazkodási modellek­
től. Az egyik ilyen tulajdonság a rendszerszemlélet, az az eltérés, hogy míg az
egyszerű alkalmuzkodásí modellekben egyetlen endogén változónak és egy
cgwgén változónak a folyó és múltbeli értékei közötti dinamikus kapcsolatát
írjuk le, addig a racionális várakozásokkal nem elszigetelt összefüggést vizs­
gálunk, hanem a változókat és várakozásaikat a teljes gazdasági rendszerben
(illetve ennek modelljében) ábrázoljuk.

Amennyiben ez a modell szimultán egyenletekből álló ökonometriai modell,
akkor a változók endogén és egzogén minősítése természetesen továbbra is
szükséges, de most már a rendszer összes endogén változója áll szemben egy­
szerre a rendszer összes egzogén változójával. ,,Racionálisan" csak ezen dina -
mikus kapcsolatrendszeren belül képezhetjük a várakozásokat. A másik tulaj­
donság az első lényegi tulajdonságból eredő formai sajátság, az, hogy míg az
egyszerű alkalmazkodási modellek általában egy vagy legfeljebb két egyen­
lotből állnak, a racionális várakozásokat figyelembe vevő modellek mindig több
egyenletes modellek.

Megemlítjük, hogy a racionális várakozások hipotézise a gondolat születése
óta eltelt húsz évben rendkívül népszerű lett. A növekvő számú alkalmazással
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egyidőben közgazdasági- és matematikai kutatásokat folytattak és folytatnak
a közgazdasági és módszertani háttér teljesebbé tételére [26]. Várható, hogy
az elkövetkezendő években, amikor a gyorsabban változó gazdasági feltételek
új és új követelményeket támasztanak az ökonometriai modellekkel szemben,
a racionális várakozások hipotézisén alapuló módszerek fejlődése még nagyobb
lendületet kap.

Úgy gondoljuk, hogy érdemes e módszer hazai felhasználási Jehetőségeinek
a megfontolása is, hiszen akarva vagy akaratlanul nálunk is kialakulnak elvá­
rások, s e várakozások befolyásolják gazdasági alanyaink (pl. a vállalatok, a
tervezők, a fogyasztók stb.) magatartását és döntéseit.

A következőkben előbb bemutatjuk Muth alaphipotézisét, majd fő vonalak­
ban ismertetünk néhány olyan esetet, amely érzékelteti, hogy hogyan jelen­
nek meg a racionális várakozások ökonometriai modellekben.

2. l Racionális várakozások és az ármozgások elmélete
A téma felvetése Miith bevezető tanulmányában [27]

A gazdasági jelenségek rövidtávú ingadozásának elemzése már régen iga­
zolta azt a feltételezést, hogy alakulásukra hatással vannak azok az elképzelé­
sek, várakozások, amelyek a gazdaság alanyaiban kialakulnak az események
bekövetkezése előtt. Viszonylag kevesebbet foglalkoztak azzal, hogy hogyan,
milyen módon képezik ezeket a várakozásokat. A ,,racionális várakozások"
hipotézise azt a feltételezést tartalmazza, hogy a várakozásokat úgy képezik,
hogy azok ugyanazok legyenek, mint a releváns gazdasági elmélet előrejelzé­
sei. Annak ellenére, hogy léteznek különbségek a különböző egyedi várakozá­
sok között, ezek a várakozások ugyanazon az információs bázison alapulnak,
s tendencia jelleggel ugyanazon eredményt adják. Más oldalról közelítve, fel­
tételezhetjük, hogy a gazdasági alanyok kénytelenek ,,tanulni" az időben,
nem hagyhatnak figyelmen kívül információt, s lehetőleg rondszer-szemlélet­
ben gondolkoznak. A várakozások ,,racionális" alakítása tehát nem azt je­
lenti, hogy a gazdasági alanyok érdekeiknek megfelelően, ésszerűen vagy opti­
málisan elöntik el, hogy mit tegyenek, hanem csak azt, hogy szubjektív ítéle­
teik, elképzeléseik nem térhetnek el hosszabb távon a gazdasági valóságtól.
Ez a feltételezés, szemben a korábbi elméletekkel, nem azt állítja, hogy a di­
namikus modellek túl ,,racionálisak" a valósághoz képest, hanem azt, hogy a
modellek nem eléggé veszik figyelembe a ,,racionalitást".

Elméletének bővebb kifejtésére és igazolására Muth két konkrét és viszony­
lag egyszerű gazdasági szituációt leíró modellt elemez.

a) Ármozgások egy izolált piacon

A rövidtávú áringadozásokra vonatkozó várakozások hatását vizsgáljuk egy
egyszerű (egytermékes) piac körülményei között.

A modell egyenletei a következők:

e,= - /Jp,
Q, = YP1 + u,
Q, =0,

(kereslet)

(kínálat)

(piaci egyensúl.y) (2.1)
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ahol Qrvel jelöljük a vizsgált termékből at időszakban gyártott volument, Or
vel a termék fogyasztására fordított pénzösszegeket jelöljük, Pt a t időszaki
ár, pf pedig az a t időszaki piaci árra vonatkozó várakozás, amelyet a t - 1
időszakban az akkor elérhető információ alapján kialakítottak. A kínálati függ­
vényben Ut a véletlen hatásokat reprezentáló változó. Az összes változót az
egyensúlyi értéküktől való eltérésekre értelmezzük.

Ha a Q1 változót kiküszöböljük a (2.1) egyenletből, akkor a modell a követ­
kező összefüggésre redukálható:

Y e 1Pt= --p, --Ut-
(J (J

A modellel előállított előrejelzést úgy kapjuk, hogy a változók helyére vár­
ható értéküket írjuk. (Első lépésben feltételezzük, hogy Eu1 = 0.)

(2.2)

E Y ePt= --Pt·
(J

(2.3)

Ha a modell előrejelzése lényegesen jobb mint a várakozások értéke, akkor
ez a körülmény az előrejelzést előállító cégnek extra nyereség elérését teszi
lehetővé (pl. készletezési spekulációkkal).

Ez a lehetőség nem áll fenn többé, ha feltételezzük, hogy a vállalat várako­
zása éppen egybeesik a modell előrejelzésével, azaz

(2.4)

(2.4.) hipotézis fejezi ki a racionalitási feltétel lényegét. Ha y/(J # - 1,
akkor a (2.4) racionalitási feltétel csak úgy állhat fenn, ha p1 = 0, azaz a várt
ár éppen az egyensúlyi ár (azaz az egyensúlyi ártól való eltérés 0).

Az eddigiekben feltételeztük, hogy a kínálati függvényben szereplő véletlen
változó nem jelezhető előre, s ezért várható értékét, nullát helyettesítettük be
a (2.2) függvénybe. A legtöbb piacon mind a keresleti, mind a kínálati oldalon
figyelembe kell venni sztochasztikus változókat (lényegében az árváltozón kí­
vüli egyéb hatásokat is ezek közé soroljuk ebben az egyszerű modellben). Ha
ezek megfigyelhetők, feltételes várható értéküket használhatjuk fel előrejel­
zésükre. Felhasználva a (2.2)-(2.4) összefüggéseket, az árra vonatkozó vára­
kozást a következő összefüggés fejezi ki:

1P1 = - --Eu,.
(J + y

(2.5)

Ha most nem tételezzük fel azt, hogy az u1 változó normális eloszlású füg­
getlen változó zérus várható értékkel, akkor az Eu1 értékét a múlt megfigye­
lései alapján becsüljük. Nézzük meg hogyan alakulnak a várakozások szeriá­
lisan korrelált u1 véletlen változóknál. Akkor az u1 változót s1 nulla várható
értékű és a2 varianciájú független normális változó mozgó átlagolásával írhat­
juk fel:

~
U1 = J; to, St-1,

is=O f
a2 ha ;, = jEs-s =

l } h . .
0 a i # J.

(2.6)
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A p1 árváltozások (az egyensúlyi ártól való eltérések) ezért szintén az c1-ből
származtathatók:

=,

P - ~rv ,_.I - .::., 'I iC/-i•
i=O

(2,7)

Az árra vonatkozó várakozás a t - 1 időszakban csak annyiban tér el a
(2.7) összefüggéstől, hogy a t időszaki c1 érték helyére várható értékét, nullát
helyettesítjük:

~
Pi= W oE c1 + Z W, Et 1 = J,' W, E1-1-

,-=1 i=l
(2,8)

Általánosan, Pt, e lel jelölve a + L irlfü,zakra vonatkozó, a t időszakban
kia.lakítot.t várakozást:

~
Pt I t --= 2,· wi £1 i.

_,. i=I.
(2.!l)

A (2.7) és (2,8) öss,1,efüggóst (2.1)-be helyettesítve és felhasználva i1z egyensúlyi
feltételt:

[ yl ";'.,W o ét -f- l. -f- -- ~ W, C/ i -
{J i=I

1 ~ 
-~(I); 8t-i 
fJ i=O

(2, 10)

A (2.10) összefüggés olyan azonosság, amely CJ bármely értéke mellett érvé­
nyesül, ezért az c1-re vonatkozó megfelelő ogyütthatóknak egyenlőknek kell
lenniük:

W l -o= -iwo
W,-= (i = 1, 2, ... ) (2.11)

A (2.11) összefüggésrendszer az ár és az árra vonatkozó várakozás közötti
kapcsolat paramétereit fejezi ki, do úgy, hogy mindkét változót az s1 függet­
len véletlen változó lineáris kombinációjaként állítottuk elő. A mi célunk vi­
szont az, hogy az árra vonatkozó várakozást a7, árváltozó múltbeli értékeiből
tudjuk meghatározni valamilyen

~
P7 = Z VJPt J

i=:
(2.12)

formában.
A VJ súlyokat a W1 súlyokból a kövotkozőképpcn határozhatjuk meg. He­

lyettesítsük a, (2.7) 's (2.8) öeszcfüggésckct (2.12)-lw:

(2.13)

Mivel (2.13)-ban az azonosságnak fenn kell állnia F-1 minden értékére
i

W,- = },' VJ W, J.
j=l

(-i, = 1, 2, ... ) (2.14)
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A (2.14) egyenletrendszer trianguláris szerkezetű, ezért szukcesszív módon
megoldható a Vi, V2, V 3 •.. koefficiensekre.

A levezetésből látható, hogy a, racionális várakozások modellje, az adaptív
várakozások modelljéhez hasonlóan, a múlt áringadozásaiból vezeti le a jövő
árváltozására vonatkozó várakozásokat. A lényeges különbséget viszont az
okozza, hogy míg a modell koefficiensei (a súlyok) az adapt.ív várakozási
modellben a közgazdasági környezettől teljesen függetlenül pusztán az érintett
változó múltbeli értékeinek alapján határozódnak meg, addig a racionális
várakozások modelljében ezek a súlyok (2.10) szerint a közgazdasági környeze­
tet leíró modelltől, jelenleg a (2.1) piaci keresleti és kínálati egyenletek fJ és y
paramétereitől függnek. Ez a körülmény jelenti a ,,racionalitást". Az árválto­
zásokra irányuló várakozások tehát nemcsak a múlt időszakok árváltozásaitól
függenek, hanem a keresleti és kínálati függvénytől is, azaz keresleti és kíná­
lati tényezők is közrejátsz:mak az árak alakulására vonatkozó megfontolá­
sokban.

b) Készletezési spelculációlc

Különösen érdekes hatások figyelhetők meg az árra vonatkozó várakozások
és a készletezési politika között. A készletek keresleti függvénye függ a folyó
ár és a jövőre vonatkozó várt ár különbségétől. Míg a várt áremelkedés a kész­
letállomány növelésének irányában hat, árcsökkenés kilátásában fordított a
helyzet.

A spekulációs készletezés eredményeként nyereségre tehet szert a vállalat.
Ha n1-vol jelöljük a, várt nyereséget, akkor ez a spekulatív készletváltozás In1és tLZ árváltozás szorzata:

(2.15)
Maga a apekulatív készletváltozás a folyó ár és a jövőre vonatkozó várt ár
közötti eltérés függvénye

In1 = a.(p;+I - p1). (2.16)

A (2.16) készlotcgyenlcttel kiegészítve, a (2.1) modell a következőképpen ala­
ku l:

01 = - fJP1

QI = YP7 + 11,1

(kereslet)

(kínálat)

In, = rx(p11•1 - p1) (készletspekuláció).
A piaci egyensúlyi feltétel itt:

01 + In1 = Q1 + ln1_1 .

(2.17)

(2.18)
Megmutatható [26], hogy ebben az esetben az árra vonatkozó várakozás ,1z
előző idóezaki ár függvénye:

Pi= AP1-1. (2.19)
A ). paraméter értéke O és 1 közé esik és a modell többi (rx, fJ és y) paraméteré­
től függ. Amennyiben }, értéke 1-hez van közel, akkor az áralakulásra erősen
hat a készletezés. Ha ). O-hoz esik közel, akkor a modell lényegében a (2.1)
induló modellünk, amelyben még nem volt szerepe a, készletezésnek.
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Ha a (2.19) kifejezést (2.17)-be helyettesítjük és a modellt redukáljuk a
(2.18) egyensúlyi feltételt felhasználva, akkor a modell a következő lesz:

-[,B + a(l - ).)]p1 = [yA - ce(I - A)]p1_ 1 + Et· (2.20)

Ebben a formában a korábbi ,Bés y paraméterek mellett az a és A paraméterek
is helyet kapnak, s így a racionális ár-várakozásokra a kereslet, a kínálat és a
készletezés is hatást gyakorol, a megfelelő a, (J, y és A paramétereken keresztül.

2.2 Racionális várakozások szimultán ökonometriai modellekben

A várakozások ,,racionális" jellegének lényege az, hogy azokat nem elszige­
telten, hanem az egész gazdasági rendszer interdependens összefüggésrend­
szerét figyelembe véve képezik. Ezért a racionális várakozások alkalmazása
egyrészt egy szimultán egyenletrendszerből álló ökonometriai modellt igényel,
másrészt maguk a várakozások is e modell keretében határozhatók meg. A
szimultán egyenletrendszerből. álló ökonometriai modellek mintegy negyven
éves múltra tekinthetnek vissza. és a racionális várakozások hipotézise is
mintegy húsz éve született meg. Új jelenség viszont a racionális várakozások
szerepeltetése ökonometriai modellben. A következőkben K.. F. WALLIS 1980-
ban megjelent tanulmánya [36] alapján bemutatjuk azokat a főbb eseteket,
amelyekben a racionális várakozások megjelennek szimultán ökonometriai
modellekben.

Induljunk ki a szimultán egyenletrendszerből álló ökonometriai modell álta­
lános strukturális formájából:

t=l, ... ,'l'

Ez egy olyan g strukturális egyenletből álló lineáris modell, amelyben y1 a
kölcsönösen összefüggő endogén változók g elemű vektora, x1 a predeterminált
(egzogén és késleltetett endogén) változók k elemű vektora, u1 a véletlen vál­
tozó g-elemű 'lektora, Bés I' a strukturális paraméterek gXg, illetve gXk
rendű mátrixai.

Ebben a formában minden egyes egyenlet egy részét írja le a gazdaságnak,
amelyben valamelyik endogén változót fejezzük ki endogén- és predetorminált
változók függvényében. Annak érdekében, hogy explicitté tegyük, hogy a
kölcsönösen összefüggő endogén változók hogyan függenek a predoterminált
változóktól, a rendszert redukált formára hozzuk:

Yt = ÍÍX1 + V1,

ahol JI a redukált forma gX k rendű koefficiens mátrixa, v1 pedig a redukált
rendszer g-elemű véletlen változó vektora:

fl= -B-1r,
.1. eset

Induljunk ki az előbbi ,,klasszikus" modellből úgy, hogy a megfigyelhető
y1 és x1 endogén és egzogén változókon kívül a modellben yf1 változókat is,
azaz endogén változókra vonatkozó nem megfigyelhető várakozásokat is sze­
repeltetünk. Ekkor a modell a következő formájú lesz:

By1 + Á1Yf1 + I'x1 = u-,
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ahol a korábbi vektorok és mátrixok mellett az yf1 h elemű vektor (h < g), és
az A1 g X h elemű koefficiens mátrix is megjelenik.

Feltesszük tehát, hogy a strukturális egyenletekben az endogén változók
értékére vonatkozó várakozások is megjelennek. A racionális várakozások
hipotézise szerint az y11 endogén változókra vonatkozó várakozások a t - I
időszakban rendelkezésre álló összes információra4 mint feltételre vonatkoz­
tatott várható értékek:

A modell redukált formája:

Yt = - B-1A1Yt1 - B-1 I'x1 + B-1u1.
Particionálva:

Y.11 = IIn Yit + II12X1 + V11

Y21 = II21 YI1 + II22X1 + Vzt,

Feltételes várható értékeket véve az első mátrixegyenletben:

E(Y11 I Q,_1) = u., E(Y11 I Q,_1) + II12 E(x1 I Q1-1) + E(v11 I Q1-1l­

Feltételezve, hogy a v11 véletlen változó nem tartalmaz autokorrelációt és hogy
az (J - Il11) mátrix nem-szinguláris, valamint x1-t írva E(x1 I Q1_ 1) helyére:

Yi.1 = (I - Ilu)-1 II12±1-
Azaz f1 racionális várakozások nem mások, mint a predeterminált változókra
vonatkozó előrejelzések lineáris kombinációi. A racionális várakozásokra nyert
kifejezést behelyettesítve a partícionált redukált formába:

Y11 = Pu X1 + P12 x, + V11

Y21 = P21 X1 + P22 X1 + V21,

ahol:

P=/Pu P12l=fII11(l-IIu)-IIJ12 II12]·
I P21 P22. I II21(l - Ilu)-1 II12 II'l:l.

A racionális várakozások hibájára az

összefüggés adódik, amely szerint ez a hiba az egzogén változók előrejelzési
hibájától és a folyó időszak véletlen zavaró tényezőjétől függ.

Ha a kiinduló strukturális rendszer A1 mátrixát kiegészítjük egy g X (g - h)
rendű zérusokból álló blokkal az A = [A1 : OJ gXg méretű mátrix felhaszná­
lásával:

By1 + Ayr* + I'x1 = u,1 •

'Az D1_ 1 jelölés egészen általánosan a modellbe foglalt összes információt jelöl at - 1-
dik időszakban. Feltételezik, hogy a modell tartalmazza az összes lényeges információt,
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Ekkor a racionális várakozások felírhatók a strukturális paraméter-mátrixok
segítségével:

A racionális várakozások hibája pedig:

Yt - Yi= - B-1 I'(x1 - xi) + B-1u1.

2. eset

Az előző esethez képest dinamikus továbbfejlesztés, ha a strukturálís rend­
szerbe nemcsak a t-időszaki várakozásokat építjük be, hanem a jövő t + 1, 
t + 2, ... t + 1' időszakokból álló teljes periódusra vonatkozó várakozásokat.
Akkor az egyenletrendszer a következő formájú lesz:

T

By{ + .I: Alj Yt HJ -f- f' X1 = it1.
J=Ú

A redukált forrna:
T

Y1=-J;B-1AuYi,t+j -B-1I'x1+B-Lu1.
j=O

Az y11-re vonatkozó részt külön kifejezve:
T

Y11 = I: II11, j Y/, t+l + II12 X1 + V1t ·
j=O

Feltételes várható értékeket véve és feltételezve a hibatényező autokorrelá­
Jatlanságát (Ytr+j) = E(y1,1,-j I Q1-1);

T

(1 - flu.ol st.. = I: Il1uY1.11 i + ll12E(x, I Q1-1),
j=I

amely többváltozós r-ad rendű difforenciaegyenlet. Ennek létezik megoldása
yf,-re nézve az x1+i = E(x11 j I Q1_1) j = 0, 1, 2, ... változókban kifejezve,
amennyiben az egyenlet stabil.5

A racionális várakozás hibájára ebben az esetben is az:
T

Y11 - Yit = (Ilu,o - l)Yit + I: fl1uYi.t+J + ÍÍ12X1 + Vv = llii(x1 -±1) + V11
j=l

összefüggés adódik.

3. eset

Végül vázoljuk azt az esetet, amikor a dinamikus szimultán egyen.letrend­
szerből álló modellben nemcsak az endogén változókra vonatkozó várakozások
jelennek meg, hanem mind az endogén, mind az egzogén változók késleltetett
értékeit is megengedjük.

Ekkor a strukturális rendszer a következő lesz:

B(L) Yt + Ayi* + I'(L) X1 = u,.
5 Nem arról van szó, hogy csak stabil esetben létezik megoldás, hanem csak arról, hogy

a stabilitásra tett feltétel mellett írható fel a megoldás ilyen formában (lásd [36]-ban).
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ahol B(L) és T(L) az L késleltető operátor polinomjait jelöli (Lz1 = z1_1):

B(L) =Bo+ B1L + - - + BrL/

T(L) = T0 + T1L + ... + T5L5
.

Azaz a modellben megjelennek az endogén változók 1, 2 .... r időszakkal,
az egzogén változók 1, 2, ... s időszakkal késleltetett értékei is.

A racionális várakozásokat ismét úgy származtatjuk, hogy vesszük a fel­
tételes várható értékeket:

Yi= - (Bo+ A)-1E[{T(L)x1 + B1Y1-1 + - - + BrYl-r} [ f21-rJ.
A figyelembe vett információ most az endogén változók késleltetett értékeit

is tartalmazza, s a kifejezésben csak az x1 egzogén változókat kell előrejelezni:

y1* = - (B0 + A)-1 {T0x1 + T1x1_1 + ... + T,x1_, +
+ B1Y1-1 + · · · + BrYt-r}-

Tehát lényegében a racionális várakozások formálásában ugyanazok a vál­
tozók ugyanolyan késleltetéssel jelentkeznek, mint a strukturális formában.

A racionális várakozások hibája ebben az esetben is csak a folyó egzogén
változók előrejelzési hibájától és a folyó zavarótényezőtől függ:

Yt - y/ = - Hi;1 To(X1 --- xi) + Bö1'Ut ·

(Beérkezeü: 1984. március 14-dn.)
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SIMON GYÖRGY: Gazdaságpolitika és gazda­
ság/ejl6dés-i törvényszerűségek Budapest,
1983. Közgazdasági és Jogi Könyvkiadó.
315 o.

Nehéz feladatot vallalt a szerző, amikor
új gazdasági növekedési modellje elméleti
megalapozásaként könyvében hozzáfogott
ahhoz, hogy új kategóriák bevezetésével,
definiálásával Legye ért.hetö bbé a tudo­
mányág I galapvetöbb összefüggéseit.
S nagy fába vágja fejszéjét az olvasó is,
aki e,.L az újszerű, jelentős szellemi teljesít­
ményt, sokéves munkát bemutató könyvel
meg kívánja ismerni.

Új katcgóriük u.lkoí.ása, új elnevezések
hasznűlata rendszerint akkor bizonyul
sikeresnek, lm a jelenség, a fogalom, mely­
nek megnevezésére, leírására szolgálnak,
rnár megérett, a ,,levegőben van", csal,
ninos még megnevezésére olfogadott., tömör
nyelvi eszköz. Ilyenkor a jól eltalált új név­
re rögt ön mint régi ismerősre tekintenek a
szukmubclick, de legalábbis a ráismerés
öröm Loli érzését. váltja ki a kat.egór-ia-újít.é.s.
Ha azonban az olvasó nem érzi, hogy az
udot L jelcnségot mér ő is szeret.te volna
valahogy megnevezni, akkor a ,,nyelv­
újítás" inkább nehezíti a,. új gondolat ok
bofogadűsűt, semmint sngíti azt. At.tól
tart ok, hogy Simon Györ(ly könyvőnok jó­
néhány alapkategóriája - bár kéLHrgLele­
nül pontosan és jól van definiálva - nem
válik a könyv elolvasása után sem az
olvasók Rzakszókincsének részévé; nem
segíLik jobb elsaját.ításukat az alkalmazott
fizikai haaonlutok sem (pl. az, ahogy a
reprozentort éuvozókot a ,,bővíteLL újra­
termelés kvarkjaiként.", míg a felszereltségi
tónyezőkoL a ,,bővíLett újratermelés mezon­
jaiként." mutatja be a szerző).

Az olvasók egy részének valószínűleg az
egyes alfejezetek címei sem nyújtanak
elég érthető eligazítást (pl. ,,A növekedési
funkcionál transzformálása és a reprezen­
torok relatív differenciális eredménye") a
bennük rejlő tartalomról. Talán célszerű
lett volna a szerző új eredményeinek a köz-

6 Sdgma

ismert növekedési, gazdasági modellekhez
való kapcsolatára nagyobb súlyt helyezni
- különösen előnyösnek tűnne számomra
ez azért, mert az itt alkalmazott matema­
tikai, modellépítési módszerek (már maga a
funkcionál fogalma, vagy például a folyto­
nos időkezelés) eltérnek a közgazdasági
modellezésben - különösen ami a szám­
szerűsített hazai modelleket illeti - általá­
nosan használt eszköztártól.

A könyv három részre tagozódik. Az első
részben (,,A gazdasági fejlődés törvény­
szerűségei") a szerző leszögezi, hogy elsőd­
legesen a termelőerők fejlődésére vonatkozó
törvényszerűségeket kíván vizsgálni. Szem­
ügyre veszi a gazdaságfejlődés alapvető
tényezőit és kölcsönhatasaikat.; a növeke­
dési tényező fogalmi meghatározása után
definiálja az alapvető növekedési tényező­
kot , bevezeti a roprezcntorrényezö (,,a
termelőfolyamat.ban akt-ív szerepet játszó
alapvct.ő és statisztikailag konkrétan meg­
hat.é.rozha.tó tónyező"), a komplementer­
Lényező {,,olyan erőforrás, amelynek szük­
séges mennyisége szorosan kötődik más, a
növekedésben aktívabb szerepel, já,(szó erő­
forrásokhoz") és a szupertényezö (,,rninden
olyanfajta jelenség, amely a növekedés
ált.alé.noa sajátossága, s hatása abban nyil­
vánul meg, hogy befolyásolja a rcndelke­
zésre álló erőforrások rnennyis(gót és fel­
használásuk hatékonyságát") kategóriáját.
A gazdasági növekedés vizsgálatához öt
roprezentort vesz figyelembe: a munkaerőt,
az állóalapok volumenét. a felsőfokú kép­
zettséggel rendelkező szakemberek számát,
a dolgozók fogyasztásának volumenét, és a
mezőgazdasági földterületet. Ezenkívül fel­
veti az ásványkincs-vagyon reprezentor­
ként való szé.rnbavételének lehetőségét is.
A fogyasztás növekedési tényezőként való
felfogásával a szerző a munka minőségi
jellemzőinek áttételes figyelembevételére
tesz kísérletet. A modell így szárnításba
veszi majd a fogyasztásnak a termelő­
folyamatra gyakorolt aktív visszahatását
is. A reprezentortényez6k kölcsönhatásai
között a szerző a helyettesíthetőségnek és a
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komplementeritásnak t ulajdonít kiemel­
kedő jelenliíséget. A kölosönhatúsok ilyen
felfogása kizárja a reprezentorok független­
ségét a népgazdasági eredmény létre­
hozása során. A növekedési tónyoző k
kölcsön.hatásait intenzitási s.,:intjülc szerint
is csoportosítja a könyv; az uszimplol iku­
san függot len I ónyező k aszitnp' ol ik, mun
addit.ív kapcsolatai adják az alt,11szint et;
a ,,klasszikus" nővekc.Iósi l(;11yt,z6k kap­
csolat.ai rrmlt iplikat ívak ez az ún.
norrnálsvint . A harmarl ik - m6s - iut.cn­
zitási szinten a té-nyez<'ík ,,t·gyrná~ lmlÚRÚI
hat.ványozzálc ... az adol-L eset.bon k őzőrn­
bös, hogy melyik Lónyl'zől u u-Iy ik rc l ok i nt­
jük hacvúnyozottnuk." Az ezt is hal vá­
nyozó hatást szuperorős köles/in hut.isnak
nevezi a Rzerző (ilyPn kölcsönhut tÍR van pl.
a kut-ató-Fcj leszt ő ít>v,íkenység és 11 t ochni­
kui felszereltség közöli). A f°('III i kölcsön­
hatások közös saját o ·st'tga a IH'lső ellent­
mondásosság, mr-ly az erősít (•s gynngíll\s
('llenlétpúrban jól kivohot ő.

A gazdasági fojlct t Rég loírásúru, v izsgű­
Iat.a.ru a szorző u rc-prczcn Lori tiuyező k
mennyisr-qc-ínek e ry111,u,hoz viszonytt ,iHú.vul
előú.Híthal ó ft.lHzerol.LRtigi I ónyező\;oL huaz­
nú.I; kitiintctolt szerepet ad a munka fol­
szorelt-.ségi 111, 1tatói1mk. A fclszorcl: Rógi
tJnyozők mellel t a lényozőfog11lo111 I ovú.bbi
általánosíLúsának ered mónyc 11 specifikus
származókos tényező (a liagyornú.nym,
terrnel.ésrugalrna.ssági ogyüLI liuLó tí.l.taláno­
sítása), a specifikus sobessfgt énynző tR ,1
komplex tényező bcvozol t;Rc•.

Az ,,ÉrLék és ár'' cí111ű f"ojozdbcn a
marxi értékolrnélct küvoi kezLeLc\soinok
szellemében folyt alja a szerző a rnodell­
építési folyamatot. 1-fangst'ilyozzu fL rnunka
kilüntetolt, Rzoropé-t; tt lühbi ruprw.ontor­
·tén_yozőt ,,gazdasági kaLalizú.l ndd11I" voflzi
figyel •mbe, melyek bofolyúsolj,tk u 11111111m
bonyoluli Rágát, s ozállal a rnu.rx i r'·,·1.olorr 1-
bon vett értólrnagyságot. Rz u. 11,ogoldú.R
kiküszöböli a tőke hozadólrn-,;zt•r(í ,,poigári
kategóri,.í.kat", s IA hot övé I <~Hzi, hogy a
modellben egyedül a m1111k,U lokinl,;ük
érlókalkotónak. A kal alizúlol'ok .lolrnt nek
személyi, illet vP ti'Lrgyi jel!Hp;(íok; u HZ<'111Cílyi
kitt alizátorok közvollonül növelik a 1tll1J1ku.
bonyolultságáL, míg u tárgyi katalizátorok
növekorlésn rnogköveteli a S/,ülllrílyi katali­
zátorok fejleszLéRét, s így közvcLvn h;,i,L az
értéknagyságra. Külön említést, ónlo111el a
k11tató-fejlesztő levékenyRóg, mely nem
sorolható be se a személyi, se a tárgyi
katalizátorok közé; oz olyan specifikus
katalizátor, melv ,,minden mtif! lmtalizá­
tortól eltérően akkor is növeli tL llÍrRadalmi
m11nka termelékenységét, ha 1nennyiségo
nem változik." Az idő (mdyet egyes
modellek szi.ntén önálló tényezőként. szere­
pt,1 tetnek) a szerző szerint. nem gazdasági

kat alizú! or, cs11pú11 keretn, follc\t el<' a
kat·al iz,it orok hut,tsának.

r\ 11101 lel I ismert uLéso elől,l a szerző
lúrgyul 111ég úr-- ós ót-Lókelrnéluli kórclósekot,
fogltdkozik az ún,yóluirak, az árcontrum
és az ároltódlósnk prnbl.órnájúval. A n<'·p­
gazdasági opli111111nkritériuni ldf'zésól \·izs­
g,íló n'·H1/,bo11 i úrg_yalju a fogyt1,s:d ú.s éR ,t fol­
lml111<1zús, 1-,1, 11llt c\s u holnap dilcm1r1újúL,
,·11r1<·k l,·1,ol sógos I nodcllhcmi fololrlúsail.

A sz,:rdí li'·nvt,gt'R gcndolal.a, hog~' a
inodnlllw11 11onwsak a j<·llo,no,,ni ldvá.nL
lörv<-nyszcr(í,;,;g<'k minclonkori ko11krót;
alakj:U, k1•ll l,u<'·pít-,11i, lm11um vúlloz.úsr'1.1111k
111ócljá,( iH.

A 11111111m músodik r·ÖRze foglalkozik itz
ulapvct ő össmfiiggésPk , norlollszorű ,ibrú­
zoltí,,1;'.r,v,d ii L iR111orlrnrllrnt ünk 1110g a
11öv,,\rnd(,si f11nkcioni'Lilal, ,nini, kiLünlolult
lllíH Ir' I lLí JlllRSttl.

A gu.·1.dasúgi fojl{ír\,',s 111odcllozt'·sú11olc
úl.l al,i,110:-; ln:edö. oi eí1111í f'i•jezot. rnnndanrlója
n ho1-1R·1,1'1 ,it,f11L,if,i id{I {dd<>zuLú.v,í vi'dL; ma
rnár I 1dá11 u. fw.,,i·z6 Ro111 £e guzdustigi növokc­
dr',1-1 prohlornul ikúj,H I urLja a közguzdnHúg­
t,11< 10111,í,ny legi ni Pnzívoblwn 111Gv1·l l I ori"rlc­
l 6nnk (oz irrloílih 1:i, !iO-u1-1 óvcldinn volt;
jelln11w.ő). A g1Lzrlu.R1\.gi rlina111iku al,:i,p­
von,í.stiir61 íroLlak 111dylJon tL fiúka
a111.dóg fúgal111t1il kíRór-li 1110g lius:1.n,'.l11i a 
R'1,erz(í 11, r11ui, norn (·ppon rrövokodóRre
orin11I tilt liolyzol h(lll nc·m t (ínnnk l,úl Rzon•11-
cRCÍ:-, 1,1,hf!zLr-o.lwi611uk.

A fojc'z<·I logikúja, ngy,•bkt'-nt al,1pq,t(í a 
kö11yv I ovi'd>hi Hzorlwzot.o Rzornpont jáb61;
elősziir 1,z ,,lorni nrnnkú.t kifojoző 11mtor11a­
l ikai iiH1-1·;:nfiiggéHt, u.z ,,al11pvot6 go:1.duHági
orőUii-v.'·11yt" koli ningkonRI rntUni, rn11jd az.
olorni 111u11kúk ÖHR',mgz.óso, int.ográlás1.1 nivön
jutunk ol u növt'irndóRi f11nkcion(dhoz.

A ,rn1uka olRf, A·1.akusz.n norri vl'RZI
figyolt'111ho 11 t.ornH'·Rzot i orőforn\8okaL minL
ropr◄"1.011t or! ó11yuz.őko1. 1,;nnok ornd111C,11yu u.
növ..lrndósi f"111dwion,í.l bú.zisvúll oztcl a; a
miiAodik R'/.f.tlmHzhan a főbb lon11(,Hzot;i
or6fo1-rÜ,KokaL (t onnőföld, /Ísv,í nyv11gyon) is
bevo11j1.tk az olf'1111/.ÓHlw.

A 11111nka. li11nn11,rlik AzakaHzH, 11z ('rndnH.',­
nyek ll(ípga1/,<l11flúgi RzinLí.í, nu111zol közi
iiHHz(•\111,;;onlíltÍHOk11t ÍR lnliotővr' Lnvií Az,inlo­
Lizúl,iHtL.

A 11/ivolwd,íRi 1·11nlwi6nál fő Hpeoifilrnmai
Lohúl, a küvotlwzők:

ogyRúges ,nut 0111111 ikai ösRzofüggós a
gaz<laAági rojlődés og '·sz hosszó folya-
111aLúra cís i-ÓRzt orületeire
az ábrázolni ldvtinL törvényszorűsé·gek
vált ozásuinak megfeloJ(íen a növokPdési
f11nkeiontil iK ,,aut·omat.ikusan" v1í!Lo­
zi k, lrn a gazdasági fojlőd6s olt-érő
szakaszairn vonatkoztatják.

Az elmondotLakból köveLkezően a fw1k­
cionál - melyet a hagyományos termelési
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függvények :iltalánosíl ásának is tekint­
hetünk - független változói maguk is
függvények, és a hagyományosan konstans
t.erruclésrugalmasségi együtthatók szerepét
is függvények veszik át.

A funkcionál bázisvállozatának ismer­
t.ot.és« sor.in rlifforcnciálegyenletek alkal­
maz.isával Regíti a szerző a probléma meg­
értését; itt tárgyalja a modellben szereplő
főbb függvényeket is. Különösen érdekes az
S12 függvény, mely - mint, a szerző írja -
,,betörési kísérlet a »szcnt élyek szentélyé­
be«: különféle gazdasági csodák hat.ás­
mcchunizmusába".

A későbbi, a funkcionúl további techni­
kai rószlet oirc, illetve általánosít:isaim is
kitérő alfejezetekben a szerző sokoldalú
képet ad uz általa kifejlesztett modellezési
technika tulajdonságairól, közgazdasági
értolrnez.hct őségéröl, a t.udományos-techni­
kai baladáR és a növekedéselmélet egyéb
modelljeihez való viszonyáról.

A gyakorlati modellezós iránt érdeklődő
és ii gazdaságpolitikai következtetéseket
igénylő olvasók számára különösen érdekes
lohol a 111. rész, mely a ,,Növekedési
t.örvéuyezer'űsógok és a gazdaságpolitika"
cí111nt viseli. Ebben a. szerző a. KGST
orszügok I !)fi I - 78 közöt.ti fejlődését. elemzi
staLis1/,Liku,i elemzések és modellszámítások
segít Rég(·v"I. A számítások egyfelől jól
illtmzt ráljrí.k >~ korábban olrnondot t ukut,
1núHff'iől i«·gít niek az ágazatok Lipologizá­
lás,\ban, 1.1 növekedés cxtonz.ív és intenzív
oldalannk feltúrúsúban, és módot adnak
további új kat egórió,k bevezetésére is (pl.

szuperoxtenzív-szuperintenzív növekedés).
Említést érdemelnek a technikai haladással
és a tényezők ,,hozadékai" -val foglalkozó
részek.

A szrimítas és a verbális elemzés is meg­
győző és sokoldalú képet fest a térség
országainak gazdasági teljesítményéről,
azonban a szerző egyes közgazdasági követ­
keztetéseit - melyek lényegesen nagyobb
horderejű kérdéseket érintenek annál, hogy
puszt.é.n modellszámítások alapján véle­
ményt alkothassunk róluk - nyilván sokan
vitatni fogják; ennek érzékeltetésére itt
csak a következő példát említeném. ,,Lé­
nyegében hiányzik az alapvető gazdaság­
politikai elképzelések, qazdaságfejlesztési
stratéqia előzetes koordinált átgondolása,
amely végső soron egy olyan policentrikus
K.GS'l.'-szintú, optimalizálás keretében való­
sulhaí.na meg, ahol az egyes résztvevők
önállóságukat megtartva, de érdekeiket a
rnakroszint.ű optimális fejlődés követelmé­
nyelvel összeegyezletve érvényesítenék ...
egy ilyen rendszer létrehozása a szocialista
országok közössége szempontjából. . . ob­
jektívo szükséges".

Ossxcsségében, az egyes vitatott részle­
tek és következtetések ellenére is, a szerző
művo két.aógtclenül újszerű, végiggondolt,
zárt logikai rendszerre épülő jelentős szelle­
mi teljesítmény, mely - ha talán nem is
kapcsolódik a hazai közgazdasági gondol­
kodás, közgazdesági-cmatemat.ikai model­
lezés fővonalába érdemes az olvasók
figyelmére.

SEMJÉN ANDRÁS

6*
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Kerekasztal beszélgetés az ökonometriáról 

A Magyar Közgazdasági Társaság Mate­
rnatikai-Közgazdasági Sza.koszt.ályának
nemrégiben alakult. Ökonometria Szekciója
nagy érdeklődést kellő kerekasztal beszél­
golésL rendezett a X [11. Operációkutatűsi
Konferencián a hazai ökonometriai kulaLás
11 '•hány p roblérnújáról. A szekció Hunyadi
Lcíi,;;l,jt kért e fel a beszélget és megszervezé­
sére és a vita vezetésére. Négy különböző
Lórnújú vit aindíló hangzott. cl, amelyek
egy-egy a½ ökonomotriával határos diszcip­
lina - a közguzdaségtan és a gazdaság­
elmélet, a maLcmatika és a matematikai
atut.iszt.ika, a gazclaságpolitika és a nép­
gazda ági tervezés, végül a statisztika -
szemszögébö! elemezték a hazai ökono­
mct r-iai kulai ás és modellezés helyzetét,
problémáit.

A kö;;gazdascígtani és ökonometriai kuta­
tás kapcsoluté.t Kőrösi Gábor vizagalta,
Szorinlc ti magyar ökonometriai modellek
jelent ŐR réRzc csak készítőinek rutinját és
űl í.alé.nos gazdasági műveltségét t.ükrözi.
A hazai ga.,,das;\,gclrn •leli munkák, vagy a
szocialist a gazdaság kutatásának nemzet­
közi r-redinényei csak elvétv tükrözódn k
czr kbon a modollekbcn. Igaz, a hazai köz­
gazclas,í.gLani ku tr 4lr á s o k ban ritka az olyan
elméleti hipot óziR, an elyeL úgy fogalmaz­
nának meg, hogy az ökonomot riai eszkü­
zökkcl köz vet lonül t eszt.elhct 6 legyen, de
addig, amíg gazdaságelmólct i hipotézisek
ökonomct riui elemzése nem válik élő gya­
ko ,. lat t ,í, erre kár is várni.

U nugyobb méretű m o 7 llekből gyakran
az tűnik ki, hogy készítőinek nem maradi
elég i r l r i j « d n 5rg i á j u arra, hogy minden
vgyes <'gy(•1ilntét gondosan elemezzék, spe­
oifik,Ujük; clvosv.nek a technikai és köz­
go.zd1Jsúgi problóműk renget egében. A sok
t iRzt iiz111 ltLJ1 rósz let kórrlés, összcfüggós kő­
\'Ct ke-zt tben viszont a modell lényeg" is
o l s i k k 4rűr Nem J á rn 4s z korlhu.t n 4k 4 modell
k<'.•;;zíU\i r-Imólet ileg 111Pgalapozo1 t, letesz­
t Pit, .,konyhakész'' l'gy<'nlet ekrc, ÖSS½C'­
függ{•fwlm·, iészrnodelíc-kre. A hazai ökonr,­
nwt riRi kt1lat1isból jóSZl'rivel hiúnyoznak,
<"~Ilk ..ivót vo t·alálhat ók olyan 1,11111kák,

amelyek ,,csak" egy részterületet: egy
konkrét függvényt, egyenletet vizsgálnak.
Ilyen elemzésekre nagyon nagy szükség
lenne: ezek nélkül a nagy modelleket mindig
az alapoktól kell újraépíteni. Ha elkészül­
nének ezek az egy-egy konkrét elméleti
hipolézisL ökonometriai formába ön.lő és
LeszLelő cikkek, a nagyméretű modellek
jelentős része ezekből az egyenletekből,
résunodellckből ,,összeszerelhető" lenne,
és 4d modellezőknek lényegesen több ideje,
energiája maradna azoknak a számukra
különösen fontos öss.,,efüggéseknek az elem­
zésére, amelyek a kitűzött feladat sajátos­
ságait hordozzák.

E½en az úton a hazai ökonometriai
kutalás még csak az első lépéseket tette
meg; talán a fogyasztás elemzése területén
juloU a legmesszebb. Több - főleg polgári
- elméletet kipróbáltak és egyes termékek
piaclirn már megbízható eredményeket
kaptak. Ugyanakkor kiderült, hogy más
piacokon a fogyasztók nem úgy viselked­
nek, ahogyan ezek az elrnéleLek feltételez­
Lék, így ezek a modellek nem alkalmasak a
rnagym· fogyasztók viselkedésének általá­
nos leí1·ásiira. Vannak olyan termékcsopor­
t ok, a,nelyck piaca egyellen modell fel­
Lcvóseinek sem felel meg. Sikeresen lezárt­
nak tcháL ez a munka sem nevezhető.

A matematika szemszögéből Székely
l8tván fc_jlotte ki véleményét: A hazai
modellezési gyakorlatban a lehetséges, a
statisztikai elméloL áHal javasolt; próbák­
nak csak nagyon szűk körét végzik el. Azt,
hogy mely próbákra kerül sor, megtudhat­
juk, ha megnézzük, hogy az elterjedtebb
számítógépi programok milyen stat isztiká­
lml Rzámítanak. Nagyon keveset tudunk
arról, hogyan módosulnak ezek a sLaLiszLi­
kiik, ha nem teljesül az ökonometriai
modellek azon ah1phipotéziseinck egy része,
amelyek J))ellelt a becslőfiiggvényeket

½Únno.zt at Lák, és arnely<'lmek teljesülését
a n1orlollczők álta lü ban nem tesztelik.
Az ökunomettfai elemzéseknél ált.alában
(•!'\1tk az pgyes egyenletekre kiilön-ki.ilön
v • ;gt • · «dm k el a moclellcz6k próbák0-t; nem
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vizsgálják, hogy az adott s! ar.isv.Likák ala­
kulasát mennyiben befolyásolja, hogy egy
szimultán modellből kiragadott egyenlet r61
van szó. Legtöbbször még a jól ismert és a
könnyen foltárhu! ó torzító i ényezök rr- sem
fordítanak kellő figyelmel, pókhi.ul sok
morlell paramétereit torzítja súlyos mu lt i­
kollinearit ás.

A modellezők sokszor raguszkoclnuk u
régi ,,jól bová.it " uiódszcrekhez , pu,lig
gyakran c,\lszcr,\ lr-nnc robuszt LlH !Jn,Hh;i,e­
ket , vagy pt'ldú11l t·gyób n·grnsszi6-
számít áson kívüli - módszvr-eku: ulku.l­
mazni. Gyu,kori póldúul, hogy egy ki-ubb,
aggr('g,ilt mod\'111.Jűl úgy kúi-1.ül ogy nu,­
gyobb, dozagi;n•gü Ii (pl. tő bbszr-k to roa),
hogy folt <'I t'lt•úk, minden szekLOI' 11gyun­
4z o k 4t a visdkotli'•si Rzabályok1.1.t, k öv ot.i ;
az aggregált mututőkra · rnegállup.ítolt
összefüggések érvényesek a 111ogfoll'l6 tlr"1.­
aggrogáJt vú.lt ozók ru is. J,'.7. a i'l'llovés na­
gyon r-i t kán igazolódik uo. A ldaH1.I or
elemzés péld iul kivd ló eszköz lehet, annak
vizsgálatára, moly szektorokban ala.kulna.k
hasonlóan a folyamatok és molyok külön­
böznek szignifikánsan.

A tervezés és az ökonometriai kut.utús
kapcsolatat. Budavári Péter elemezte.
Ürömmel állapít oLt a m ·g, hogy 4z ökono­
metriai modcllovés az utóbbi időszu.kbun
gyorsan terjed, sokan, sok hnlyon fogJ,d­
koznak modellezéssel. J;;zek a modellek
azonban nem különböznek ngyrnásLól lé­
nyegesen; ritkán ismerhető fel a konkrét
eél, amire ezek a modellek kéezülnek, log­
többször a népgazdaság egészének úl I alá­
nos leírásúL adják. Nem az a foludat., hogy
megpróbú.!ják a népgazdasági t.ervczést egy
ökonometriai modellel helyctt.cslt.oni, ha­
nem, hogy egyes folyumato kut elom •zz.,nok
részleteiben és hatúsukaL a makrofolyuma­
tokra, és hogy konzisztens clórojclzésokot.
adjanak. Nem ai,t kell moclollezni, arniL a
tervezők ügyis tudnak, az olomz6solrnck
sokkal inkább problé111a-orienlállaknak
kell lenniük. Kovosebu állalánoHH1í.gn1,,
az aktuúlis kérdések, eólok gondoFmbb,
részletesebb figyolernb0vólolórn van ic;zük•
ség.

Az ökonornelriai 111odellC'zÖk ÓH a stut•i,n­
tika viszonyáról Csepins;;,ky Andor foj Loll e
ki véleményét: ökonoinel rikusok gyakrnn
panaszkodnak arra, hogy a Hlat.if!zlilmi
aclatszolgúlwtás hiányoR, ós gyakra11 vúl!o­
zik a szerkeze Le. A magyal' slatiszt.i Imi
adalszolgállalús nem rosszabb, min Er bár­
mely mús országé. A modellezők gyakran
azt sem t uclják, mi áll rcndelkozósrl', 0s
publikált, vagy kis munkával könnyon
előállítható adalokat hiányolnak. Ha ptÍl­
dául hosszú változatlan áras id6sornkra
van szükség, akkor ugyan különböző úr­
bázisokon állnak rendelkezésre az adatok,

de 111indig van olyan úLmonot i óv, molyrc
111indkéL árbázisban fH.iblikáH,úk 4 111c•g­
feleW értéket. Ennek alapján az adalok
ulenyész6 hibú\'al visszaláncollml.ók.

Senti. s u n i ldvúnh1.1.Lja, hogy iöd sLaLis,,t i­
kai szitmlmvé! eli 1·t.mcls7,er «w uilLozzo11,
hiszen uzznl tt s l alis7.1 ilm fejlótlt'·~c,L gúLolmi.
-1,;zeknnk u vúl E ozúsoknak k<;, )ö olrn. vn.n.
Egyrész 1, tt s lai is1,l,ilm l 11dor11úny fojlőclik,
r.ís c fejlődés urcdrn6ny,·i _j,d,mnt.·k ,neg a
statiic;zlikai gyako .. la1bn.11, 111,tRr6t-1zl a rll(,g­
figy,·lt ga7.dnság 11,nga i;;, ,lltozik: i'ij fúl_va-
111ntok vúlnuk liHdOsRÚ, 11 ní,1101,..i.solrnl a
H(n.1 iszt ikai adut gyiíj i (,;11ek is kiiu,111io k\'ll,
l,,,gy 11,· HZftlm,ljon c·I 11, stat i,;zlilrn ,1 ndó­
s,í.gl (,I. U f E al i;szl ilmi 11 ivalal 111<'gprúl ,úlja
11gy1.1,r1 u v1íllo·1.i'itsokul visH,mfolc'· i,; végig­
v,w•t.ui, dn ('/, ugy bizonyos 111.1,U,1·011 túl
l(ll1nlt-t lt.>11. Ez p<·rHzu 4 111orl('lluzök11nk 11c·111
k!·llu1>1us, dn 1.1,1. 81'11\ lu11nu jú, l,a, oltwulL
vi'Lil ozúldml, wl1.tlHln1kl t'il'úkkul lwlkno dol­
go1.11i11k.

/\ vitui11clít,,k Hiún élónk, iirnbár kis,;ó
(•Rapongú nSZIIH'OH('I'(' folyL.

·1,;gy11,úss1.LI j öl d• ««i ótd o s vúlaszokuL wl1ak 4 
1·öc1zl vov6k arrn. jd kérdóRro, hugy mikor
8'ilceres egy ükonomotri,.ti ,nodell, kutat.As.

Voll, aki s:wrint guzdaságolrnólcti hipo­
t ózisok LoszLclóse gyukodal ilu.g , nogvalósíl.­
h11tatlan, 111.ivol pólrlúul az ol,nóloLok gyak­
ran rnogfigyclhot oLlen vá1Loz6klml dolgoz­
nak, urnikoL az i\konomotrikuR lcgfoljobh
jól-rosrizul közolíl hol; u,z oll\lóloL 11ern veri­
fikálbr1Ló, a küzol(Lésok m1.Lnipulúl1bi.l.v1.Ll az
elméloLot, 1.1,ló.Lún111HzLÓ vagy azzal ollo11LóLes
küve!.kezLot é;;ok is lovonhr1Lók. 1,:zórt az
ökonorn0Lri1.ti rnmlcll u kkor sil"·rns, ha jó
ul6rojolz6HokuL ad.

Arról, hogy mi u jú ol(lrojulz0R, Hzintén
vilu, volt. l.1gyik v(il<-mH'ny ,izcrint, 11z olől'C­
jelz68, ós így ErJ ,nodoll, akkor novozholő jó­
nalc, Rikorwinek, ha illoH1.kndik 11. lúnyloges
folyn,111r.1.Lokhoz, lm u st at iHztiki.í.k ·gyér! l'l­
műon 11l1itú1nnic;ztjúk, hogy 1., 1110,loll a
vU:lóságoL j61 írj,, lo. Torrnész t oson onnnk
old ö n Léflóre 11 HLo,LiH1.I ilmi prób11.k RzéloA
körc',t. kel.I folhaR~.11i:1.ln.i, Ó S a rnodoll akkor
Rikol'oR, ha (tz n x poRt olrnnzÓA soní.n sem111i
110111 111ond t.'linnL o,nn11k a hipotézisnnk,
hogy u,z r·lőrnjolzc'•Hok jól loírjó.k 1.1 valóR1igo1.

l~zzol Rzo111b<·n 1.1.1.on11al fol1110ridt az, iin-
111ogH01111niH.ít6 jóRlal problt.\müja: hu, <'gy
111odoll k ,rJvozőt Inn tondonc,iálmL ! ,fr fl'I,
l'eúliH voszólyrc figyol ,nozt nL, <·K 1L1.,t 11
f'igyolmezl ot ÓH al,1pján Hi lwri'il fd..iz,í.111olni,
Hikoriil ulkurülni 1.1, bajt, akkor a 1110<1!-II
11agyo11 iH sikcrf'R, noha a Rt at iRzlikai rn11t a­
tók vr.1,IÓR'1,ín(ílog azt fogják jeJ,,zni, hogy a
modell r0Rsz1.il írja le u valóságoL.

M1,s vólomény Azerin L egy ökonomot rio.i
modoll ald,or tc,kinl het{í silrnre,;1wk, lw, va­
lamilyen vúrakozús1mlmt, sejl0sünkel meg­
cáfolja. És ez {,ppen a gazda,;,í.gelmólct i
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kut ai .isok szártiára font os, íg~· az, előbbi
véleménnyel szem hen ép] x-n a gaz, hit;ág­
elmélet i hip<;Lé:r.isl'k vizs.!lcila.1 ,í,rn alkalmas
az őkorio: 110! tia.: eµ:y morl=ll ,·g_v(·rlelrnífon
mege,íSolhal valamilyen L,l,nél<'ti kövot­
kczt crést : i-irnu1aii,u:3a, li·,gy uz elmélet
hibás, i n orL el lun: mond t• gt1zdasúgi való­
ságnak, és l'Zzel mi,enliíllmlia a k u t a.r úsi .

Músok Fz••rinl a·1, ölwno111elria. a k őz­
ga,,,du.-,,ígta.nlian t•nnél szélc,,ublJ ki.lrÍH'11 is
folhas,.111Wmló: új, vu.ru.tla.n kii\·etk<'zl•·t(­
sr-k tulódhat nak ,·gy 11wdc•llhól, segít !11'1 új
3l m ó l 3t ok , l,ipoiézi,w:, fel,íllí!,í.sú.lJan. l·:lil1<•z
azonban ki kt·II szt'·l('SÍLc·11i az ölrnn'l1:Wl riai
kul a.tusok kiin\t. 'l•'unlos lcnnr- pc'-ld,'11t! a
vüllala: d!'~ \·i-..:.<•!kP! !t'•:..;\'.,111 ·k, a s1/,abú.lvozó~ 
ron- bz<·r hal '-~s;\,11a!\ ükono, nr-t riai tdt'! ,-1/_1',~c·. 
Ál ii i l á-d rncgf'L•i<-!i', adat i>ázis is n•rnlr-lkc•zéfm•
ál I. és 11 ku L,11 ások st r 11al.(ya1· gn.ul usúg r 11 sí kii­
dés<'·m:k c•.Jdi·, 111é,, Id I ,in LI Ian j,·llt't111.t'lir,· is
,·,tvil.'.,gít hal 1~J,k. ' .

Töhb,•11 l10z/,:tnól t u.k a s t n d« iRzt i ku i a, lat -
s·1.olg,'tltutús 1,;111cddir<·lwz. t ár g v ,·/•11<'•1-.:, «J 

vitu.in.Ht ó túl ,-;z(,p l«ípet frstol( u.sl1Lliszli­
kárc'il. A ki'tlönbüz<'í 1.ult11 fornísokilu11 usc•tr·11-
k,í11L t1gya.11arr1:1, a kal cgórió.n.L l'I lér6 1Ldat­
sornk Rz,·rnpuliwk, 111c•lyolrnl'k időnként r11,·g
a londoneiája is c·llt-ntcilos. A külii11böző
adut rf'ndflzornk ogy1111issal nNn konziszt cn­
sek, az c:ulaLok bont 1Íf<11 nor11 bozhat.6 iissz­
ha11gba (pl. kiilknrnskudc·lrni, fogyusztási
stu.liflzt ilrn ú s u r 11épgazdas,'lgi mérlr•gt•k).

Norn egy escLbcn ,nocfollez6k vm,cl t.,1k
visRza 4 sLatiszLiku.i rendszer változásait
korábbi óvokr0. Norn vilúgoR, mic•rt. kell
111i11clcnkinek külön-kiilön viss,,,ul,'tncolni az
idősorokat,, ha vtilt oz,.it 1,m únJ.s ac it JE okaL
11k11,r liasz,nálni, ,nj(•rl no,n k.hot. u. slat is,,-

tilmi kiadvá,wukban közölni ewket a
,:orokat azza.l a· megjegyzéssel, hogy becsült
adatok. Felmerült, hogy az é,·cs adatok
viszony lag széles köre érhető el, de az, aki
negyodévns, vu.g~r havi adat okai, szeretne
hu.sznúlni, összehacsu,1líl liata.Lbnd neho­
zc,i)IJ lielyzt,I bon v11n.

l<'elmrridt, hogy sok mocldl értelmezhe­
t ellPn a rnult il«,l liwea.ri! ú.s mia1 L, gondo­
rnbiJ sp,:eifikr\.c·ióval a n,ult.ikollineritús
elkerüllwtéí lenne.

r,;gy r 11od,-·Jlező hozzászólú,;;úban kifej J5i i 
tn, lwµ:v il.1úzió azl gondc,lni, rnisz'"rínt t J 
t r•n·e·1.6k bi·1.onyos k{·rdé·sokne pontosan
I 11djé,k ,t ,·,ílaszl, s azzal a 1nodollezőknek
kúr is fogla.lkw.niok. Valójál1a.n ők ugyan­
úgy l 11oclc•ll('ldmn µ:ondolkozmLk, legfeljebb
rnúslu'·pp fogalrns,zz.,\k ri w g az összeff1gg<'.'­
snkd. « n:ís <·szk6zöket l ,u.sznúlnak elemzé­
sü kn-;. 1,;,_,érl ,_,gy,iltn,l.·i.n nun, haszonlid.an,
lm 4áld ü,·é-J,lől ,,lic',l·ií n(zőprnillJól is 11wg­
vizsgi't lj,ik a népgazdasági folya.111al okat..
~l·rn k s• EE 'r -d ökononwtriú( esu.k a ierve.zés
kisz.o'lgúlój,i.na.k lnkinll'ni, ugyanakkor azt
várni, hogy a ,nodcllck oldják ,n('g mind­
azokat u. prnblc'•incikul, amire a 1nrvez6k
kciplc1"rn•lc

Mcgfogalmazlák hozzászólók, hogy az
ükonornet ria a közgazdaságlan része, hibás
azza.l szo.-nbeá,llílani, vagy kirekes,,teni.

A viLa során sok, uz ökonornelriai kuta­
t áslioz kapcsoló,16 kérdés nyiLva maradi.
ltcr1H'ilhotőlng az .it I fol,nerült kérdésekre,
p1·oblórnákra a sz.ekció rnunluí.ja során
vissw.lórnek. A vita alu.pjtin úgy Lűnik,
hogy hosszú id6ro ya,11 rniL a szekció
progn:i,rnjá.ra Lűzni.

Kő11ös1 GÁnOR



A kiadásért fclctös az Akadémiai Kiadó és Nyomda Iúigazgatója
Műszakl szcrkesztö: Sándor István

A kézirat a nyomdába érkezrtt.: 101!4. V. 31. - Terjedelem: 7,70 (A/5) iv 
85. 13376 Akadémiai Kiadó és Nyomdu, Budapest. - Ji'olel6s vezető: Hazai György



CONTENTS 

ÁÉ 7D F DKUCJ d D ]~/ bÍ= {] <{<m ó> ~Í6~Xb~< ö{<á6{Í / {( 0ÍXi i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i on- 
DE; KÁ ae UuKÓ ; q d K{{/ b<· b< 7{· j 6báií / b< ovs 
ÓKKI E, bddaÖ6<DKC>Jw4 qmahI J ' J , DUÍKioTdÍáDm I o2' DK; C ' Jg ECÓÓd Cxáib/ </ Í{6m~á b{< 

{] monsuring points b< áí 0 }oo6aÍbáa= <<~Í=XbX {] · 6{j <öÍé <iá06 157 
ahÁ ECJ l<ALMÁR-Tmu, T;n:Nr:vr:1.: Uí » ö{<Xb6Í{6~6ib{< {] Xá{ö! within áí { YbÍ/ {60m 

,d</ {6= / 6 áií {( i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i i I í\7 

, CE , I zUc D E; F I Ug C ns 
l<A'l'A l,TN 11 ITLYÁlC l rvnurni« r•nnnorn0t.ric mo.lr-Is . i ÍKV 

KCC4 6j dó6~ k>K 

Yóö <öó c6F CEd I ö{<{/ bö u {Íbö= <<( 60· j Íj 6báib{X {] 0ö{<{/ bö ( 0ó0Í{x/ 0<á O Anrlrás 
Semjén) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . nyd- 

J , UI E UhÓG , 7 UÓ u· Ti 

Yaí bÍ{K l{ön.iiR1: ÍÍiyooooTom7~\ Í< 6m{<]{6ö<ö{ {< 0conomcLrioR iiiiiiii nys 

, CSGaI zSg Dg óBI 
Y0 hu bÍ F él x UC oood , , F , uÍ , UuhuS F Clk, hh, bí xö6=<j x{<~j j ~ uu, 6j<~ Á~/i x~ö~ i ondÍ 
Dg lo x ~ ooo Y Jl C SÍ g d <=U, hhu, , TÍT'hu, o- hÍ{6~x<6~6j { i i ovs 
.h S epe g it C MA ii p o o- e o. 11 X e e = e uú a p p e p a -3 hu = a p no 10 e eb II o Ád Cx6jm 

MaJll,HOC <~ő{ő{á0j j 0 MCCT l{;llJCCTBe11Horo a1-1aJ11-13a 6x=j 6<j bi6ő g C }k iiiiiiiiiiiii oVs 
>l 11 0 Ill I{ ~ JIM ~ p J.1 Mp C JI e II Ah C hhd Yc1cT öbö<~<ö6öj ő aanacou C nowouu-to MCTú/\;1 
)f{J1JJMOp-roMOp11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . or s 

nOH51TJ.151 l-1 METO,Qbl 

uú ~ Ta JI II u] p y 511,: ,I:{J-IH.1MlllJCCl{l!C '.l1(01JOMCTp11o1ec1rnc M0)1CJJII .....•....•.•.•.... ocV 

y Íúg hio]TDp 

hio I, e p ;i ua Ill 11 MOH: 31{()110MJJ'ICCl<a51 nnnuriuca II 3al{OIIOMCJ)HOCTII pa31311TJ151 9t{OH0- 
~111!(11 ( Auitputu 1110.1iíeu) . . . . . . . . . . . . ny- 

g Dq Í]g DVÍ S]úóÍ- g \ 

]T a Go p f{ epe 111 11: Pasrnnop = «pyrnoro cro.na ofi 31(0HOMeTp1111 .......•.•........ nys 



Árar 20 Ft 
EJ6£iset4í• egy hre 1 80 Ft 

j 1ssN 0039-aua j 

TAR11ALOM 

MARTOS BÉLA: Nem-walrasi szabályozási modellek egy családja 12:l
BRÓDY ANDRÁS: Kószálás Lognritrniában 147
Szmancvszxv Ii'Im1rno-J1tsus CARRErtA-.EnuAnDo UsuNOlrJJ·: Mérési helyek opti-

mális kijelölése talajvizek rninőségvizsgálatábun , 157
KALMÁR ,JANOS-LENGYEL IMRE: A raktárkészlet figyelembovét.olo a Gilmore=-

Gomory módszernél , , . , , . 167

FOGALMAK ÉS MÓDSZEREK

HuLYÁK KATALIN: Dinamikus ökonometriai modellek

- AKADÉMIAI KIADÓ, BUDAPEST 

185

KÖNYVEKRŐL

SIMON GYÖRGY: G11zdReágpolitiJrn és gazrlasúgfejUiclési törvényszorűségelc (Semjén 
Anclrás) 203

'l1UDOMÁ.NYOS Él.BT

KÖRÖSI GABOR: Kerekasztal beszéígctés az ökonometriáról 207


