SZIGMA

Matematikai-kizgazdasagi folyéirat

A Magyar Kozgazdasigi Tarsasig Matematikai- Kozgazdasigi
Szakosztalyanak lapja

Szerkeszti:

MARTOS BELA

Térsszerkesztbk:
BOD PETER, PONGRACZ TIBOR, SIMONNE MOSOLYGO NORA

SzerkesztO6bizottsdg:

AUGUSZTINOVICS MARIA (elnok), BOD PETER, CSEPINSZKY ANDOR, BLTETO ODON, FORGO FERENC,

HALABUK LASZLO, KELLE PETRE, KOVACS ALMOS, KORNAI JANOS, KREKO BELA, LIGETI ISTVAN,

MESZENA GYORGY, MIKO GYULA, ORMOS ZSOLT, SIMONNE MOSOLYGO NORA, SIMONOVITS ANDRAS,

SOLYOM CSARA, STAHL JANOS, SZAKOLOZAT GYORGY, SZEP JENO, TOTH JOZSEF, ZALAT BRNO, ZIRRMANN
MARGIT

*

E sz6m szerz6i:

HaraBUk L4szré, a KSH Okonometriai Laboratériuménak volt vezet6je, az OT nyug-
dijas esoportvezetbje, KOROST GABOR, az MTA Kézgazdasfgtudoményi Intézet tudoméa-
nyos munkatfirsa, MATy4s LAszLO, az Agrargazdasigi Kutaté Intézet tudoményos segéd-
munkatirsa, dr. MEDVEGYEV PETER, az Orszigos VezetSképz6 Kdzpont oktatéd-kutatéja,
Ray Regs, University College Cardiff és J. L. Kellogg Graduate School of Management,
Northwestern University, SimoNovirs ANDRAS kandidétus, az MTA Kozgazdasagtudo-
méanyi Intézet tudomdényos munkatfirsa, Szgxrry IstvAN, az MKKIE Népgazdasagi Ter-
vezési Intézet tanarsegédje, TARIJAN Tamis, az MTA Kozgazdastigtudomanyi Intézet
tudoményos munkatirsa, VOrOs Jozser, a péesi Janus Pannonius Tudoményegyetem

tanfrsegédjo

Szerkeszt6ség: Budapest XI., Budadrsi Gt 43—46.
Levélefm: 1602 Budapest, Pf. 262,

Terjeszti a Magyar Posta. Eléfizethet6 barmely hirlapkézbes{té postahivatalndl, a Posta

hirlapiizleteiben és a HirlapelGfizotési és Lapellatasi Irodanal (HIELIR) Budapest V.,

Jozset nador tér 1., 1900, kozvetleniil vagy postautalvinyon, valamint dtutalissal a
HELIR 216-96 162 pénzforgalmi jelz6szimra,

Eléfizetés bejelenthetd nz AKADEMIAT KIADO-ndl (1363 Budapest, Alkotmény u. 21.

Telefon: 111-010). Pénzforgalmi jelzészdmunk: 215611848 és az AKADEMIAI KIADO

STUDIUM KONYVESBOLT-jiban, (1062 Budapest Gerléezy u. 7. Tel: 188—633). El6-
fizetési dij egy évre: 104,— It

Kiilféldon terjeszti a KULTURA Kiilkereskedelmi Véllalat, H-1389 Budapest, Pf. 149



MEDVEGYEV PETER

A féligvégtelen linearis programozas
¢és a matematikai kizgazdasigtan

A matematikai kozgazdasagtannal valé elsé felilletes ismerkedés soran is
nyilvanvalovéa valik, hogy a tételek tilnyomo tobbsége valamely lineéris tér
konvex részhalmazainak tulajdonsigain alapszik. Matematikai-technikai oldal-
rol megkozelitve a matematikai-kozgazdasigi irodalom jelentés hinyada: a
konvex analizis egy speciilis alkalmazasi teriilete. Némi talzdssal azt is mond-
hatnank, hogy miként a klasszikus mechanika a masodrendii kozonséges diffe-
rencidlegyenletek elméletének fizikai alkalmazisa, ugyanigy a matematikai
kozgazdasiagtan a konvex analizis kozgazdasigi alkalmazasa. A konvex analizis
és a matematikai kozgazdasigtan mélyrehato osszefondédasa elsGsorban a koz-
gazdasigtant alapjaiban dthato egyensilyi gondolkodds eredménye. Az egyen-
silyelmélet az egyensuly és a hatékonysag fogalmaira és ezen fogalmak viszo-
nyara, kapesolatara épiil. Az egyensuly-hatékonysag parosnak a konvex anali-
zis oldalardl a fixpont tulajdonsig, illetve a szeparacids tételre épiild dualitési
tételek felelnek meg. Valamely kozgazdasagi modell egyensilyi megoldasanak
létezését targyalé dolgozat megirdsakor egyszer(i szabilyt kell kovetni: hasz-
nald a Kakutani-fixponttételt! A szeparicios tétel szertedgazo alkalmazésait
vizsgalva a kép Osszetettebb. A szepariciés tétel kiillonbozs alakjai mellett
nagyszamu, eltérs szemlélet(i dualitési tétellel talalkozhatunk. Tovabb kuszalja
a képet, hogy az irodalom a poliedrikus esetet, amikor a modellekben szerepld
halmazok linedris egyenltlenségekkel vannak megadva, az 4ltalianos esettdl
fiiggetleniil és eltéréen targyalja, és igy kimondva kimondatlanul szembedllitja
Gket egyméssal. A jelen dolgozat célja, hogy néhény alkalmazison keresztiil
bemutassa, miként hasznalhaté az an. féligvégtelen linearis programozdisi fel-
adat matematikai-kozgazdasagi tételek bizonyitisdira. A végtelen sok feltételt
tartalmazo linedris programozasi feladat hasznélatat egyszertisége mellett elsd-
sorban didaktikai okok indokoljak. A matematikai kozgazdasagtan vilagaba
bebocsitast keresé hallgaté utja az egyetemi képzés sordn a lineéaris algebra,
linedris programozas targyakon keresztiil vezet. Mivel a linedris programozas és
az LP dualitdsi tétel tradiciondlisan kézponti eleme a képzésnek, célszer(i a ha-
ladottabb tételeket olyan eszkézre alapozni, amely szemléletében kozvetlen
dltaldnositisa a mar alaposan megismert és besulykolt technikanak.

A dolgozat elsé részében roviden bemutatjuk a féligvégtelen (szemi-végtelen)
linedris programozasi feladatot és a dualitési tétel bizonyitdsat. A dolgozat ko-
vetkezs részében hirom alkalmazist fogunk targyalni: a Gale-modell egziszten-
cia tételét, a M. Morishima altal a marxi kozgazdasagtan alaptételének nevezett
tétel dltalanositdasit, és végiil az an. nem helyettesitési tételt.

A Gale-modell egyensilyi megoldésinak létezését a megfelel véges Neu-
mann-modell esetére ,, m{ikods” bizonyitasok mintdjara probaljuk majd kimu-
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106 MEDVEGYEV PETER

tatni. A bizonyitasbél egyértelmiien lathato, hogy a féligviégtelen LP feladat
dudlisiban szerepls lezaras jel igen fontos esetekben nem hagyhato el, és éppen
e lezdrds elhagyhatésiaga mogott meghizodo regularitasi feltételek megléte,
illetve hidnya kiilonbozteti meg a véges poliedrikus feladatokat a végtelen,
nem poliedrikus esettdl.

A marxi kozgazdasagtan Morishima-féle alaptételére adott dltalinositas, is-
mereteim szerint, eltér az irodalomban talilhatoktol. Morishima eredeti tételét
Neumann-modellek esetére fogalmazta meg. A tételt J. E. RoeMER dltalanosi-
totta [18], [19] konvex termelési halmazokkal megadott gazdasigokra. Modell-
jében a pozitiv profit létezésének feltételeit vizsgdlja, szemben az eredeti Mo-
rishima-féle dllasponttal, amely a pozitiv profitrita létezésére koncentral.
A végtelen linedris programozasi feladat masodik alkalmazdsaként targyalt
tétel megprobalja dthidalni a két megkozelités kizti szakadékot. Be fogjuk 14t-
ni, hogy ha a sziikséges munkat Morishimahoz és Roemerhez hasonléan a mun-
kaerG Gjratermeléséhez minimalisan sziikséges munkdaval definidljuk, a pozitiv
profitrata létezésének sziikséges és elegendd feltétele: a munkaerd kizsdkmd-
nyolhatdsaga.

Az utoljara targyalt nemhelyettesitési tétel bizonyitasat hasonléan a mésik
két tételhez a féligvégtelen linedris programozis dualitési tételére alapoztuk.
Az irodalomban taldlhaté bizonyitdsok vagy a szepardcids tételre, vagy més,
véleményem szerint, a féligvégtelen linedris programozisi feladat dualitdsi té-
telnél nehezebb dllitdasokra épiilnek.

1. A féligvégtelen linearis programozasi feladat

1.1. A feladat megfogalmazdsa

MielGtt ratérnénk a kozgazdasigi alkalmazisok bemutatisira roviden fog-
laljuk Ossze a féligvégtelen LP feladatokkal kapesolatos legfontosabb tudnivalo
kat [5], [6], [3].!

A féligvégtelen linedris programozasi feladatot a kivetkezsképpen definidl-
juk: Legyen I' egy tetszGleges indexhalmaz, a, (y € I') R"-beli vektorok ¢és
By (y € I) valés szdmok egy osszessége. Tekintsiik a kivetkez feltételes szélsG-
érték feladatot:

cx — 8su
(P) e

ax < B, (y€T),

ahol ¢ az an. célfiiggvényvektor. Hangsilyozni kell, hogy a véges LP feladatok-
kal szemben a fenti feladatban a szupremum é4ltaldban nem éretik el és igy nem
irhat6 a szupremum helyébe maximum. A féligvégtelen linearis programozés el-
nevezést az indokolja, hogy mig a I" halmaz szdmossiga esetleg végtelen, addig
a valtozok szdma véges. Ha az a, vektorok az E" elemei, akkor az x vektor is
n elemfi, és igy a feladat csak ,,félig” végtelen. A dudl feladatot a kivetkezds-
képpen fogalmazhatjuk meg:

4 — min

(D) (c, 0) € con {(a,, B,) | y € I'}.

! Ebben a pontban nagyban tdmaszkodom Dancs Istvdn jegyzeteire. A tételek bizonyf-
téhsa téle szérmazik,
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Erdemes megfigyelni, hogy a (P) feladattal szemben a (D) feladatban a széls6-

érték fel is vevddik, vagyis nem infimumot, hanem minimumot kell keresni.

A (D) feladatnak latszélag semmi koze sincs a véges LP megszokott duél pér-

jdhoz. Tételezziik fel azonban egy pillanatra, hogy a C = con {(a,,B,)|y € I'}

kap zart, masképpen hogy a dual feladatban a lezdrds jel elhagyhat6. Ekkor
S

a kap burok definiciéja alapjan a (c, d) elGallithato 2> (ay, By)u; alakban,

J=1

$ s
vagyis ¢ = ' ayu;és 6 = N f,u;, és a (D) feladat az alabbi a kozonséges line-
j=1 j=1
aris programozisra mar emlékeztets alakba frhaté:

> Byuj — min
J

2 yu; = c.
J

A (P), illetve a (D) feladatot megoldhaténak mondjuk, ha a megfelel feladat-
nak létezik véges optimuma. A (P) illetve a (D) feladatot lehetségesnek mond-
juk, ha a megfelels feladatnak létezik lehetséges megoldésa. (Az z vektor lehet-
séges megoldésa a (P)-nek, ha a,x < B, minden y € I" esetén. A dual feladat
lehetséges, ha létezik olyan véges & sz4m, amelyre a (c, &) eleme a con {(a,, 8,)|
|y €I'} kipnak.)

Dualitdss tétel

(¢) Ha mindkét feladat lehetséges, akkor mindkett§ megoldhaté és az érté-
kiik megegyezik.
(iz) Ha az egyik feladat megoldhato, akkor a mésik lehetséges.

A kovetkezs pontban a teljesség kedvéért részletesen bemutatjuk a tétel
bizonyitdsat. Amennyiben az olvasét csak a kozgazdasagi alkalmazésok érdek-
lik, az al&bbi pontot &4tugorhatja.

1.2. A dualitdsi tétel bizonyftdsa

A dualitési tétel bizonyitésa a legegyszer{ibben a végtelen egyenlStlenségi
rendszerekre vonatkoz6 tgynevezett megoldhatésigi és kovetkezmény tételek
segitségével végezhets el, amelyeket bizonyitdsukkal egyiitt a dualitési tétel
bizonyitésit megeldzden ismertetiink.

1. lemma: Ha az S += @ tetszGleges halmaz, K s« § egy kompakt konvex
halmaz az R" térben, akkor az

(1) Sz <0, Kz>0

egyenlGtlenség rendszernek pontosan akkor létezik megolddsa, ha a K halmaz
€s az con (S) zart kGp metszete iires.

1*
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Bizonyfttds: Az (1) rendszer megoldhatésagédhoz a K N con (S) = # relacié tel-
jesiilése nyilvéan sziikséges, hiszen az Sz <~ 0 egyenlGtlenség miatt con (S)z << 0.
A feltétel azonban elégséges is, mert fennallasa esetén a szepardcids tétel alapjan
van olyan z € R" és f§ € R, hogy con (S)x < és Kax > f. Mivel 0 € con (S) azért

f = 0, és mivel Acon (S) C con (S) minden pozitiv A-ra, ezért con (S)x < %,
hacsak 1 > 0, amibdl con (S)z < 0 és Kz > 0. Tehat x megoldéasa az (1) rend-
szernek.
Kovetkezmény (megoldhatésagi tétel): Legyenek a, € B, B, €R (y€l'). Az
ax<p, (yel)

egyenlGtlenség rendszer pontosan akkor megoldhaté, ha a con {(a,, )|y € I'}
kip nem tartalmazza a (0, —1) vektort.

Bizonyitds: Az a,x = f, (y € I') rendszer pontosan akkor megoldhato, ha meg-
oldhaté az (a,, B,)(2, Zny1) = 0, —Zpyq = (0, —1)(x, 2,44) > 0 egyenlStlensdg,
aminek az el6z6 lemma alapjin sziikséges ¢s elegend’ feltétele a
(0, —1)¢con{(a,,p,)|y €'} relacié teljesiilése.

2. lemma: Ha az S tetszSleges nem-iires halmaz, az s, pedig egy pont az R"
térben, tovabbé az
(2) St 0, &2 >0
rendszer megoldhaté, akkor a
(3) br < 0

egyenlitlenség pontosan akkor kivetkezménye a (2)-nek, ha

b €con (S) — U ps,.
n20

Bizonyitds: A (2)-nek pontosan akkor kovetkezménye a (3), ha nincs meg-
oldisa az Sz < 0, s 0, bz > 0 rendszernek. Definidljuk a K = {z|x —
= Ab + (1 — A)8y; 0 < A < 1} szakaszt. Azonnal lathat6, hogy az ut6bbi ha-
rom egyenlGtlenség Sz <~ 0, Kz > 0 alakba frhaté. Mivel a K szakasz kompakt
konvex halmaz, felhasznélhatjuk az el6z6 lemmat, amely alapjin az Sz <~ 0
Kz > 0 rendszer pontosan akkor nem megoldhat6, ha a K con (S) metszet
nem iires, mésképpen ha létezik 0 <Z 1 <7 1, amelyre b + (1 — A)s, € con (S).

A b vektort kifejezve, a keresett b € con (S) — ——

8, C con (S) — U us, tar-
#z0

talmazdshoz jutunk. (A 1 egyiitthaté nem lehet nulla, mivel ellenkezs esetben
8, € con(S), ami az el6zG lemma alapjan ellentmond a kiindulé feltételeknek.

2. kovetkezmény (kovetkezmény tétel): Ha az a, € R", f, € B (y € I') esetén az

(4) ax<p, (eI
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egyenlStlenség rendszernek van megoldasa, akkor a
br < B

egyenlGtlenség pontosan akkor kovetkezménye a (4)-nek, ha van olyan § szam,
amelyre

(5) b< B és (b,)€con {(a,. p,)|y€T}.

Bizonyitds: Az a,x < f, (y € I') rendszernek pontosan akkor kévetkezménye
az bx < B egyenlGtlenség, ha az

(ay; ﬂy) (x’ xn+1) 1; 0’ ‘“xn+1 = (0) —1) (93, xn+1) > 0
egyenlGtlenségrendszernek kovetkezménye a
(b: ﬂ) (x’ xn-}-l) Se 0

egyenlétlenség. Alkalmazva a masodik lemmét az S = {(a,, B,)|y€I'} és
8, = (0, —1) véalasztassal, a

(b, p) € con {(a,, B,)|y €I'} + “Léou (0, 1)

tartalmazashoz jutunk, amibél alkalmas p > 0 szam esetén a keresett
(b, 8) = (b, — p) €con {(a,, B,)|y €'} tartalmazés kovetkezik. Most mér
minden készen all a dualitasi tétel bizonyitdsiahoz.

(i) Tegyiik fel, hogy mindkét feladatnak van lehetséges megoldésa. Definicid
szerint a (D) feladat megoldhatésiaga alapjin létezik 6 szdm, amelyre
(c, 8) € con {(a,, B,)|y € I'}. Bz viszont, mivel a primal feladat is lehetséges, a ko-
vetkezmény tétel szerint azt jelenti, hogy valamely cx << ", 6 < 6" egyenl6t-
lenség kivetkezménye az a,x <~ f.(yc ") végtelen egyenlStlenségi rendszernek.
Mésképpen valahdnyszor x kielégiti az a,x <~ f,(y € I') rendszert mindannyi-
szor cx < ', vagyis a (P) feladat célfiiggvénye korlatos, és igy 1étezik szupre-
muma, amit §,-val jelsliink. Meg kell mutatni, hogy a (D) feladat minimuma
éppen é,. Mivel a szupremum definicidja alapjan a cx <~ §, egyenlGtlenség ko-
vetkezménye, viszont minden ¢ > 0 szadm esetén a cx <~ §, — & mar nem ko-
vetkezménye a primal feltételi egyenlGtlenségi rendszernek, ezért ismételten
a kovetkezmény-tétel alapjin a legkisebb & szam, amelyre (c, 8) € con {(a,, B,)]
ly € I'}, éppen o,

(ii) Tegyiik fel, hogy a primal feladatnak létezik optiméalis megolddsa &,.
Ez a bizonyitas elsé részéhez hasonléan azt jelenti, hogy a cx <~ §, egyenl6tlen-
ség kivetkezménye az a,x < B, (y € I') rendszernek, ami a kovetkezmény-tétel
alapjan éppen a dual feladat lehetségességét jelenti.

Tegyiik most fel, hogy a dudl feladat megoldhaté, de a primél feladat nem
lehetséges. A megoldhatésigi tétel alapjan (0, —1) € con {(a,, B,)|y € I'}.
Ebbsl a kap tulajdonsidgot felhasznilva minden pozitiv 1 esetén (c, 6 —
— A) €con {(a,, p,)|y €'}, ami ellentmond a (D) feladat megoldhatésaganak.

Megjegyzés: A tétel bizonyitisa a megel6z6 két lemma elemi és egyszer( ko-
vetkezménye. A lemmdk bizonyitésihol viszont lithaté, hogy valéjaban mind-
ketts a szepardcios tétel direkt folyoménya. Masképpen: a végtelen LP duali-
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tasi tétel tulajdonképpen a szeparicios tétel egy alkalmas — és esetenként igen
,, kézrejovs” — alakja. Egy matematikai allitds értékét elsGsorban hasznalha-
tosaga hatérozza meg. Megitélésem szerint a fenti dualitasi tétel szdmos esetben
hasznalhatébb megfogalmazisa a ,,dualitdsi—hatékonysagi” elvnek, mint az
eredeti ,,Gsforrds”, az elvilasztasi tételek. A kovetkezd harom pontban a duali-
tési tétel néhany lehetséges alkalmazisat mutatjuk be.

2. A gazdasagi novekedés Neumann—Gale-modellje

Jelolje K < R?* a lehetséges input-output parok halmazat. A K halmazrél
a kovetkezi szokésos feltételeket tessziik:

Feltevések

F1. K zart konvex kup.
F2. Ha az « input vektor nulla, akkor az y output vektor is nulla.
F3. Minden jészag termelhetd, vagyis létezik (z, y) € K, amelyre y — 0.

Ha A és B egy Neumann-modell input és output métrixai, akkor K =
= {(x, y)|x = Au,y = Bu,u > 0}. Ebben az esethen a K poliedrikus kip,
és igy zart. Az F2 és F3 feltételek a Neumann-modellek irodalméban rend-
szeresen haszndlt Kemény —Morgenstern —Thompson feltételekkel egyeznek
meg.

A Neumann—Gale-modell egyenleteit & Neumann-modell egyenleteinek ana-

sz

(NN) o> 0; p,x*,y* >0
(P) ax* < y*

(PKF) apr* = py*

(D) ppx - py (V(x,y) € K)
(DKF) ppx* = py*

(PD) py* > 0.

Az altalanosabb Neumann —Gale-, és az eredeti Neumann-modell kozti legfon
tosabb kiilonbség, hogy az altalanos esethen az (NN) — (PD) rendszer nem fel-
tétleniil oldhatdé meg. A feltételek kizott a | fekete bariny” a (P)—(PKF)
primél és a (D) (DKF) dual oldalakat Osszekapesold (PD) egyenlGtlenség.
Az irodalomban talalhato ellenpéldiak koziil a legismertebb az 1972-ben HijLs
MANN ¢s SteINMETz altal publikdlt. Tovabbi ellenpélda talalhaté példéul
MagARrROV és RuBiNov konyvében.

Prébaljuk meg a véges esethen ,,miikods” J. Lés-tol szarmazé bizonyitast
az dltalanos esetre ,,rahazni”’. A Neumann-modell bizonyitasa sorian kovetett
médon, az F1-—-F3 feltételek segitségével, egyszer(ien belathat6, hogy az
a, = max {a|ax << y, x > 0, (z,y) € K} maximalis novekedési iitem létezik,
véges és pozitiv. Az oz < y egyenlStlenséget kielégits (z, y) parok kozott 1éte-
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zik olyan (7, ), amely esetén az output vektornak a legtobb pozitiv kompo-
nense van. (A K kiip és ezért ha az .2, < y, és a.x, < y, egyenlStlenségek tel-
jesiilnek, akkor fenndll az «.(x; + x,) < y; + y, mérlegegyenlbtlenség is.)
Tekintsiik a

p=0
(%) ply —xx) <0 (Y(z,y) € K)
Py — sup
féligvégtelen LP feladatot. A duél feladat (v, é) € C, ahol

C=confly —e=0)|(y)cK}U {(—e, 0)]i=1,...0}] =
={(z,0)|z2=y —xx —u, u >0, (z,y) €K} = Zx{0}.

A p = 0 a primal feladat lehetséges megolddsa. Amennyiben a duél feladat
is lehetséges, akkor a minimuma nyilvan nulla, tehat a dualitési tétel alapjan
a py szuprémuma is nulla és igy a (P D) feltétel nem teljesiilhet. Ha a duél feladat
nem lehetséges, a primél feladat célfiiggvénye nem korlatos, és igy pozitiv értéket
is felvesz, tehat az (NN)—(PD) rendszer megoldhato.

Milyen feltételek mellett nincs lehetséges megoldasa a duél feladatnak, vagyis
milyen feltételek mellett nincs az y vektor a Z halmazban?

Feltevés: A 7 = {z|y — ot — u, (x,y) € K, u > 0} kiip zdrt.?

Ekkor a dual feladat nem lehetséges. Ha ugyanis a szemipozitiv y vektor
eleme a 7 — Z halmaznak, akkor y — y — ax — u, amib6l egyrészt y >
mdsrészt az y definicidja alapjan valahdnyszor y; pozitiv, az egyenlGtlenség szi-
gori. (Az y szemipozitivitisa miatt az (z, y) — (0, 0) eset, lehetetlen.) Ez azon
ban ellentmond az «, feltételezett maximalitasanak. Ha azonban a Z nem zart,
akkor az y € Z eset az imént targyalthoz hasonléan kizéarhat6, de semmilyen
garancia sines arra, hogy az y nem hatarpontja a Z halmaznak, és csak tovabbi
feltételek segitségével biztosithatd, hogy a dudl feladat ne legyen megoldhato,
és igy az eredeti Gale-modell megoldhatd legyen [20].

Megjegyzés: Ha eltekintiink a (P D) feltételtdl az egyensiily létezését egyszerti-
en belathatjuk. Tekintsiik a (¥ ) szemivégtelen linearis programozasi feladatot,
de y-nak ne a maximalis pozitiv komponenssel rendelkezd kibocséajtéasi vektort
vilasszuk, hanem y legyen egy tetszileges, de hatérozottan pozitiv vektor.
A duél feladat pontosan akkor lehetséges, hay € Z. Mivel az y pozitiv, a Z is tar-
talmaz szigortan pozitiv elemet, — ami ellentmond az o, maximalitdsdnak.
Tehat a dual feladat nem megoldhaté, ésigy a (% ) optimélis megolddsa végtelen.
Kovetkezésképpen a (- )-nak létezik szemipozitiv lehetséges megoldésa, amely
az «, definfci6ja alapjan az o = f = «, valasztds mellett megoldésa a (P)—
— (DK F) egyenlGtlenségnek.

* A Neumann-modell esetén Z a D = {(B — a,4) u|u > 0} poliedrikus kip és az ugyan-
csak poliedrikus R” kupok osszege, és {gy zart halmaz.



112 MEDVEGYEV PETER

3. A marxi kozgazdasagtan Morishima-féle alaptétele

A Neumann-tipusti modellek egzisztenciatételei altalaban csak a pozitiv
novekedési tényezs és a pozitiv kamattényezs létezését garantéljak, de meg-
engedik, hogy e két tényezs valamelyike esetleg egynél kisebb legyen. Egysze-
riibben fogalmazva az egzisztenciatételek csak az ardnyos novekedést biztosito
megoldasok létezésével foglalkoznak, de nem vizsgéaljak, hogy az egyensilyban
az Gjratermelés bévitett-e vagy sem. A M. Morishima 4ltal belatott és altala a
,»marxi kozgazdasagtan alaptételének” nevezett tétel szerint alkalmasan vé-
lasztott Neumann-modellekben a gazdasig novekedési iiteme pontosan akkor

zwyobb egynél, ha az egységnyi munkaerd Gijratermeléséhez minimdlisan sziik-
séges munka kevesebb, mint az dltala kifejtett munka mennyisége, és ez utébbi
viszont sziitkséges és elegendd feltétele a profitrata pozitivitdsanak. [15], [16]
Tudomésom szerint Morishima eredménye az egyetlen olyan tétel, amely Neu-
mann-modell esetén a bévitett jratermelés létezésének kérdését érdemben tar-
gyalja. Morishima eredményeihez kapcsolédva J. E. Roemer [18], [19] vizs-
galta a marxi kozgazdasigtan alaptételét konvex termelési haimazokkal ren-
delkezd <ra7das(wnl\m Megjmuta,ttn hogy az éltala definidlt, és az Arrow—
Debreu-modell szemléletéher kozelalls, gazdasdgban a pozitiv profit ]otezesenel\
sziikséges és elegendd feltétele a munkaerd klzsakmanyo]hatosag& Vegyiik és
re, hmvy bér Morishima és Roemer or(\dmvnye igen hasonld, de mégis eltérd prnh
Iémat feszeget. Amig Morishima pozitiv profztmt(tt tud garantilni, addig Roemer
esak pozitiv profit 1étezésérdl heszél. Nyilvan ha a profitrata pozitiv a profitts-
meg is pozitiv lesz, de abbol, hogy a profit pozitiv még nem kivetkezik, hogy
a pmfltmt v is pozitiv lesz. Roemer dolgozatanak részletes hemutatasa tilsago-
san nagy kitérit jelentene, és igy eltekintiink téle. Az érdeklGds olvasé fordul-
jon az irodalomjegyzékben felsorolt m{ivekhez. Annyit azonban érdemes meg-
jegyezni, hogy a pm,ltw profitrita és a pozitiv profit 1étezése kozti kiilonbség
gyokere a két szerzG eltérs egyensily fogalméban van. Véleményem szerint
Marx eredeti gondolatmenetéhez a Morishima-féle megkozelités all kozelebb.
Marx szerint a gazdasig egyensilydinak egyik feltétele, hogy minden szektorban
azonos legyen a profitrita. Véleménye szerint, ha az egységnyi toke hozadéka
a kiillonbozd szektorokban eltérd, ez a kiegyenlitGdés irdnyéba haté tékemoz-
gast implikal, igy a pozitiv profitrita 1étezdse a gazdasig miikodGképességének
feltétele.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a Morishima altal belitott tétel egy-
gzer{ien atvihets konvex termeldsi lmlmwok esetére is. A bizonyitéds magja
ismét a féligvégtelen linedris programozisi feladat dualitdsi tétele. A figyelmes
olvasé konnyen észreveheti, hogy az érvelés szamos ponton az eredeti, Morishi-
ma-féle, indokldas altal kijelslt ton halad, bizonyitva, hogy megfelels technikai
felkésziiltség esetén, a véges LP feladatok segitségével belatott allitdasok lénye-
gesen szélesebb modellkirben is hatékonyan miikédnek.

3.1. Alapfogalmak és a tétel kimonddsa

Az el6z6 fejezetben tirgyalt GGale-modellhez hasonléan tegyiik fel, hogy a
gazdasighan n jészigot tormelnek, amelyeket egytttal inputként is felhaszndl-
nak. Tovébbé a gazdasig miikodése soran egyetlen kiils§ eréforrdst hasznal fel
a munkat. Ha a nemneg(mv z jeloli a kozonséges jészdgokbél alkotott input
vektort, y pedig az output vektort, és ha az x1— y transzformécié munkaigénye
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9, akkor a termelési folyamatot az (, y, 6) € 2! hdrmassal reprezentaljuk.
A gazdasag altal megvaldsithaté termelési eljardsok osszességét jelolje P.
A P termelési halmazrdl a kovetkezd feltételeket tessziik:

Feltevések
F1. A P C R{"" halmaz konvex és tartalmazza az origét. (nem névekvd hoza-
dék, és a tétlenség lehetségessége)
['2. Tetsz6leges z € R vektorhoz létezik olyan (z, y, 8) € P termelési eljiras,
amelyre y > x + z. (produktivitds)
F3. Létezik olyan (&, 7, §) € P, amelyben a munkaréfordités pozitiv. (Létezik
nem automatizalt termelési eljaras.)

Ahhoz, hogy beldssuk az egyensiilyi nivekedési iitem és a garantalt profitrata
pozitivitisdnak ekvivalenciajat sziikségiink lesz az F3 feltételt implikals aldbbi
szigorubh megkotésre:

F4. Barmely (z, y, 6) €P és g > 0 szam esetén, ha (1 + g)xr < y, és y szemi-
s y '/ ’ 2d A a2 ’ Ex Y e J ’
pozitiv, akkor a  munkaraforditas pozitiv. (Munka nélkiil nines novekedés.)

Morishima és Roemer definiciojit kisvetve egy b vektor &ltal reprezentalt jo-
szagegyiittes ¢rtékét az Gjratermeléséhez minimalisan sziikséges munkaval ha-
tarozzuk meg, tehat

(1) Lv.(b) 2 inf {8|y >z + b, (x, y, 8) € P}.

Legyen ¢ az egységnyi munkaerd tjratermeléséhez sziikséges fogyasztoi ko-
sar. Mivel 0 egységnyi munkaerd jratermeléséhez de j0széag sziikséges, ezért a
munkaer értékének definiciéja alapjan a 0 munkaers értéke 1.v.(dc) —

=inf {8y -« + dc, (x, y, ) € P}. (A munkaers értéke az tijratermeléséhez
szitkséges javak értékével azonos.)

Definicio: Azt mondjuk, hogy az (x,y,8) € P ponthan a munkaerd kizsakmé-
nyolhaté, ha 6 => 1.v.(dc), vagyis ha a kifejtett munka nagyobb, mint a munka-
erd értéke.

Megjegyzések:

(i) Ha a P halmaz nem kip, eléfordulhat, hogy hizonyos 8 réaforditas mellett
a munkaerd kizsakmanyolhat6, de mas 6 munkaraforditdsok mellett nem.

(i) Az altalunk tett (F1) —(F4) feltételek teljesiilése mellett nem garantal-
hatd, hogy az (1) egyenletben szerepld infimum el is éretik, vagyis, hogy a mun-
kaerd értéke, mint a legkisebb munkariforditas definialhato. (RoemeR dolgo
zatdban [18, 2.1. Proposition] azonban az olvasé egy megfelel enyhe, &mbar
az dltalunk tett feltételeknél erdsebb feltétellel talilkozhat, amely mar garan-
télja, hogy az (1)-ben az infinum helyébe minimumot irjunk.)

Térjiink rd a garantilt profitrata definicidjira. A p termelési ar vektort, és
a ¥ garantdlt profitratit az alabbi szélsGérték feladat segitségével adjuk meg:
(2)  a"=min{z|3Ip >0, hogy V(x,y,d) € P esetén (1 + z)p(x + dc) = py}.

Az F2 produktivitasi feltétel szerint 1étezik olyan (z, y, 8) € P termelési eljaras,
amelyben az y output vektor pozitiv. Kovetkezésképpen (2)-ben minden
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lehetséges megoldas nagyobb, mint —1. Egyszer(i kompaktségi megfontoldsok-
kal belathat6, hogy ha a (2)-nek van lehetséges megolddsa, gy egyittal van
optimélis megoldasa is. Ha (2)-nek nincs lehetséges megoldasa, akkor definici6
szerint ¥ legyen plusz végtelen. A n" kozgazdasagi tartalma vildgos. A 7% az
osszes szambajohets profitratak koziil a legkisebb, és igy a #* pozitivitdsa imp-
likalja (garantalja) a gazdasédgban uralkod6 tényleges profitrata pozitivitasat.
Altaldban a valdségos profitratarél nem tudunk semmit, csak annyit, hogy na-
gyobb mint a garantalt.

Végezetiil térjiink ra a gazdasag novekedési képességét jellemz6 g, maximalis
novekedési iitem meghatarozasara.

(3) g. & sup {g|3(x, y, 8) € P, amelyre y > (1 + g)(x + b¢c), x + ¢ > 0}.

Ismételten hangsilyozni kell, hogy a (3) feladatban sem a g, végessége, sem
az, hogy ténylegesen eléretik nem garantalhaté, — még akkor sem, ha a P hal-
maz zart. (A P-r6l nem tettiik fel, hogy zart halmaz!) Ha a P zdrt konvex kip,
amely teljesiti az F4 feltételt, tovabba ha a ¢ szemipozitiv, akkor, miként az
egyszerfien belathato, a P — {(z,y)|z = x + d¢, (2, y,d) € P} kip is zart halmaz,
tovabbéd ha a z kibévitett input vektor nulla, akkor az y output is nulla lesz.
Ebben az esethen a P kielégiti a Gale-tétel feltételeit ¢s ez alapjan a maximalis
q. létezik, és egytttal véges is [8], [17].

Az imént definialt fogalmak segitségével a marxi kizgazdasagtan alaptételét
az alabbi modon altalanositjuk:

TETEL: Az F1 - F3 feltételek teljesiilésekor a kovetkezd két allitas ekviva-
lens:

(i) A ¥ garantalt profitrata pozitiv (esetleg plusz viégtelen).

(i1) Létezik olyan (z, y, 6) € P termelési eljaras, amelyben o munkaerdt ki

zsakmanyoljak, vagyis amely esetén & - 1.v.(dc).

Ha az F3 mellett az F4 teljesiilését is megkoveteljiik, akkor az alabbi (iii)
ekvivalens lesz a fenti (i), (ii) allitdsokkal.

(iii) A g. maximalis novekeddési iiteme pozitiv (esetleg plusz végtelen).

3.2. A tétel bizonyitdasa

A tétel bizonyitasa soran tobbszor hivatkozni fogunk az alabbi féligvégtelen

LP feladatra:

p = ()
(4) py<pr+ 8, (Y9, 0)¢€P)
pe > sup.

A (4) dudlisa a kovetkezd:
(c, 8) €C
(5) d — min,
ahol
C=con({(y — =z 08|y 0)cP}U {(—e,0)|i=1,2,...n})
=con{(z,8)|z=y —2—u,(z,y,8)€P,u >0} =
=con {(2,8)|y == + 2, (2,9, 8) € P}.
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A marxi kiozgazdasagtan alaptétele a kivetkezs lemma egyszerii kovetkezmé-
nye. A lemma a (4)—(5) LP feladat tulajdonsigait irja le.

Lemma: Az F1—F3 feltételek teljesiilése esetén a (4)—(5) féligvégtelen LP
feladatnak létezik optimdlis megoldasa, és az optimdlis megoldas a (4)-ben fel-
vétetik. Ha a (4) —(5) kozos optimalis megoldésa kisebb mint egy, akkor létezik
olyan (z*, y*, 6*) € P, amelyre 6* > l.v.(6%c).

A lemma bizonyitdsa: Mivel az F2 miatt az (5)-nek létezik lehetséges megoldé-
sa, és a p — 0 kielégiti a (4) feltételi rendszerét, ezért a dualitési tétel alapjan a
(4)—(5) par megoldhats. Megmutatjuk, hogy a (4)-ben az optiméalis célfiigg-
vényérték eléretik. Ennek beldtasahoz elegendd bebizonyitani, hogy a primal
feltételi halmaz X = {p 0| py = px + 6, (2,9, 8) € P} kompakt, mivel akkor
a folytonos cx célfiiggvény felveszi a maximumat rajta. Mivel az X nyilvan
zart, elegendd belatni, hogy az X korlatos. Mivel azonban az F2 alapjan léte-
zik olyan (x,y, ) € P, amelyre az y — z kiilonbség pozitiv, ezért a nemnegativ
vektorokhol 4ll6 X halmaz sziikségszeriien korlatos kell hogy legyen.

Tegyiik fel most, hogy az optimalis célfiiggvényérték &, kisebb mint egy.
El8szér megmutatjuk, hogy a {(c, x)| x € R} egyenes belemetsz a (' kiip helse-
jébe. Ha ez nem lenne igy, a (¢, R) és C' konvex halmazokat el lehetne szeparalni
egy hipersikkal, vagyis létezne egy olyan (q, r) € R**! vektor, amelyre

(%) qc + 1 > qly — x — u) + 18,

valahdnyszor uw > 0, x € R ¢és (2, y, 8) € P. Mivel « tetszdleges, ezért a 7 sziikség-
szerfien nulla, és igy a (¥ ) az alabbi médon egyszer(isodik :

ge aly @ — u),

valahanyszor (x,y,8) € P és w - 0. Ez azonban lehetetlen, hiszen az {z|z

Yy —x u, (x,y, 0 €P,u -0} halmaz az F2 miatt tartalmazza (és igy meg
egyezik vele) az R7 — R7 — R" terot.

Az imént kapott ellentmondas alapjan Iétezik tehat olyan o, szam, amelyre
(c,zy) € int (). Mivel a ' konvex halmaz, minden 0 = A < 1 szam esetén a
(¢, 8,) = Ale, ag) + (1 — 2) (e, d,) is a ' belsejébe esik. Mivel a §, a kiinduld
feltételek szerint kisehh mint egy, ezért alkalmas 2 szdmra a 8, is egynél kisebb
lesz. Mivel

int (C) S U p{(z,0)|z=a—y—u, (2,9, € P,u >0},
=0

ezért [étezik olyan (&, 77, 8) € P termeldsi eljaras és p 0 sz4m, amelyekre
(6) py = pE + ¢ é8 ud = §, j

Legyen (&, #, 8) € P az I3 feltételben szerepld termelési folyamat. Tegyiik fel
elészor, hogy ud < 1. Az F1 feltételbsl kovetkezik, hogy az (x,y, 6) & (1 -
— ud)0 + pd(#, i, 8) is eleme a (P)-nek, és a (6) alapjén y — x + be, és & < 4.
Tehdt az (&, 77, ) ponthan a munkaerd kizsakmanyolhato. Végezetiil induljunk
ki abbél az esethél, amikor ud nagyobb mint egy. Ekkor nyilvan a 6* 2 1/u
kisebb mint 4. Ismételten felhasznalva az F1 feltételt, 1éteznek olyan a*, y* € R
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vektorok, amelyekre (x*, y*, 6*) ¢ P. A~ 0* definicidja alapjan § > & + d*¢, és
0% > 0. Kz utébbibdl azonban a 6* > 6 > Lv.(6%c) egyenlGtlenséghez jutunk.
Tehat az (z*, y*, *) pontban a munkaerd kizsdkmanyolhatd, és ez éppen az,
amit be akartunk latni.

Itt az id6, hogy ratérjiink a tétel bizonyitdséara.

A tétel bizonyitdsa: A tétel bizonyitdsa négy egyszerii észrevételbsl tevidik
sssze: (i) = (i), (i) = (i), (iii) = (ii) és (i) = (iii).

(i) = (i)

Tegyiik fel, hogy #* << 0. Definici6 szerint létezik olyan szemipozitiv p vek-
tor, amelyre

(7) p(@ + d6c) = py,

valahdnyszor (x,y,0) € P. A (7)-ben a pc szorzat pozitiv, ellenkezs esethen (7)
a px > py alakavé egyszer(isodik, ami azonban lehetetlen, hiszen az T2 alapjan
létezik olyan (x,y,0) € P, amelyre y > 2. Be fogjuk bizonyitani, hogy minden
(x,y,0) € P termelési eljaras esetén o < l.v.(dc).

Legyen (x, y,0) € P az (1) egy lehetséges megoldéasa (b — dc). Az y > + de
egyenl6tlenséghdl py - px + dpe. Osszevetve ezt a (7)-tel a (pc)d = (pe)d rela-
ci6hoz jutunk, amib6l — kihasznalva, hogy a pc pozitiv — a kivant & - 0
egyenlGtlenség adédik.

(i) = (ii)

Tegyiik fel, hogy a @ pozitiv, és tekintsiik a (4) LP feladatot. A lemma alap-
jan elegendd belatni, hogy a p,c — 8, optimilis megoldés kisebh egynél. Indul-
junk ki az ellenkezd esethdl, és tegyiik fel, hogy a 6, — p,c nagyohb vagy egyen-
|6 mint egy. A p vektor nyilvin nem lehet nulla, és igy szemipozitiv. A (4) alap-
jan

PoY < Po® + 0 < po + (Po0)0 = pylx + d¢),
valahanyszor (x, y, ) € P. Ebbdl azonban kovetkezik, hogy a
7 — min {x| (1 + @)p(@ + dc) = py, ¥ (z, 4, 8) € P, p > 0}

érték nem lehet pozitiv. Kz azonban ellentmond a kiindul6 feltételeknek.

(iii) = (ii)

Tegyiik fel, hogy a g, pozitiv. Ekkor léteznek olyan pozitiv g és (x,vy,0) € P
elemek, amelyekre

z 4 6c>0
(8) y = (1 + g)= + bc).

A lemma alapjan elegendd belatni, hogy a (4)-es optimdlis megolddsa p,c —
= 0, kisebb mint egy. A (8) és a (4) egybevetésébdl px + 6 > poy > (1 +
+9) (pox + 6(p0c)) = (1 + g) (poxr + 68,), amibsl egyszerii dtrendezéssel a
0<glpe®) < 6(1 — (1 + g)éo) egyenlGtlenséget kapjuk. Mivel az x + dc input
vektor szemipozitiv, és a g pozitiv, az F'4 alapjan a § munkaraforditds is pozitiv
kell hogy legyen. Kovetkezésképpen az (1 — (1 + g)8,) kifejezés nemnegativ,
ami csak ugy lehetséges, ha a §, optimdlis célfiiggvényérték nem nagyobh, mint
1/(1 + g), tehat kisebb mint egy.
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(i) = (iii)

Elegendé belatni, hogy a #* nem nagyobb, mint a g.. Ha a g, végtelen,
akkor nines mit bizonyitani. Ha a g, véges, akkor az el6zG rész végén talalhatéd
megjegyzéshez hasonléan belathatd, hogy létezik szemipozitiv p vektor, amely-
re py < (1 + ¢.) (x + 6c) valahanyszor (z, y, 8) € P, és igy mivel z*¥ a minimalis
kamatlab =% < g..

Az ismétlések elkeriilése végett a bizonyitas pontos kidolgozasat az olvaséra
bizzuk.

4. A nem helyettesitési tétel

A nem helyettesitési tételt (nonsubstitution theorem) eredeti forméajaban
— hagyoményos differencidlhaté termelési fiiggvényekre — SamUuELSON [11]
mondta ki. A tételt késGbb tobben altalanositottik tetszdleges konvex halma-
zok esetére: ARROW [ 1], MIRRLEES [14 |, KoOoPMANS [12], GEORGESCU — ROEGEN
[10]. A tétel klasszikusnak mondhaté, tobb kinyvben szereplé bizonyitasa a
szeparacios tételen alapszik és eléggé hosszadalmas (pl. NIKAIDO [17, 187 —194.
old.], CorNwALL [2, 133 -137]). Az altaldnos esetre vonatkozé masik — az
alabb bemutatasra keriil bizonyitashoz kozelall6 — bizonyitast talalt Diewert
1975-ben. Diewert bizonyitésa (CorNwALL [2]) a Fenchel-féle dualitéasi tételre
¢piil. Diewert gondolatmenete egyszer(i és konnyen attekinthets, de megitélé-
sem szerint a bizonyitds alapjaul szolgdlé tétel miatt az eredeti bizonyitashoz
hasonléan nehezen emészthets. Mas oldalrél az dltalinosndl egyszeriibb Neu-
mann — Leontief-modellek esetén a bizonyitéas a linedris programozas dualitdsi
tételével roviden elintézhet (Asmanov [22]). Az alabbi bizonyitas 1ényege,
hogy a véges esetben kivetett eljardst , rahtzzuk’ a végtelen esetre is, és az LP
dualitasi tétel helyett a szemi-végtelen LP-re vonatkozé megfelelé dualitési
tételt hasznaljuk.

A nem helyettesithetdségi tételben szerepls gazdasighan n kozonséges josza-
got termelnek egyetlen eréforras segitségével. Az erGforrist az egyszeriség ked-
véért nevezziik munkéanak. A gazdasag legfontosabb tulajdonsiga, hogy egyet-
len rendelkezésre all6 eljaras sem termel ikerterméket. Az ikertermelés kizarasa
mellett azonban megengedjiik, hogy az egyes joszigok alternativ mddon is els-
allithatok legyenek. A j-dik joszagot elGallité termelési folyamatok osszességét
jelolje 7', Mivel nincs ikertermelés a 7'; halmazok szima egyenls a jészdgok
szaimdval. A termelési eljarisokat allapot (stock) szemlélethen abrizoljuk.
A szokisoknak megfelelGen a t € T'; vektort (z, ¥, 0) alakban irjuk fel, ahol z > 0
a kozonséges joszagokbol 4ll6 input vektor, y > 0 az output vektor és 6 > 0

a munkaraforditds mértékét fejezi ki. A teljes gazdasiag termelési lehetségeit

n
al = 3T, halmaz irja le, és a nemnegativ netté termelési lehet6ségek hal-

j=1
mazat a

T, ={@zd|z=y—2 y=>u2 (y 0 cT)

egyenlGséggel definidljuk. Jelslje 7% a T, hatékony pontjainak Osszességét.
(Definici() szerint (z, 8) € T4, ha valahdnyszor (u, u) €7, és (w, —u) = (2, —90),
akkor (z, 8) = (u, p).

A nem helyettesitési tétel bizonyitdséhoz az alibbi feltételekre lesz sziiksé-
gink:
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Feltevések

F1. Nines ikertermelés: ha (x, y,0) €7 egy termelési folyamat, akkor az y out-
put vektor i-dik komponense y; nulla ha 45§

F2. A munka sziikséges a termeléshez, ha (z, y, ) €T}, és a 6 munkaraforditds
nulla, akkor y is nulla.

F3. 7, < R} konvex zart kip, és a T'; konvex kip.

4. A T technologiai halmaz produktiv, vagyis létezik (x,y,0) €T, amelyre
y > x.

Megjegyzés: Az 3 feltétel tul erGsnek tiinik. Bebizonyithaté (pl. NIKAIDO
[17]), hogyha a 7'; halmazok mindegyike konvex zért kip, akkor az F2 mér
implikalja a 7', halmaz zartsdgat. Mivel ennek bizonyitdsdhoz hosszadalmas,
rutinszer(i és a Jelen dolgozat targyédhoz nem kapcsolodéd megfontolésok sziik-
ségesek, ezért az egyszeriiség kedvéért eltekintiink téle.

TETEL (nem helyettesitési tétel): Az F1—-F4 feltételek teljesiilése esetén
léteznek olyan (x;, ), )eT;j=1,2,...,m) eljarasok, amelyekre

n
T% '=1{2, 0) > 01 (z)0)= Dy — ), d)uy, u; = Ol =
j=1
=con {(y; — = 8)|7 =1,2,...,n} N B,

Bizonyitds: A bizonyités alapjiul az az igen egyszer(i észrevétel szolgél, amely
szerint a T, halmazban — az ikertermék hidnya, és a munka sziikségessége
miatt — a hatékony és a munkardforditdst minimalizal6 megoldésok egybe-
esnek. Pontosahban fogalmazva legyen (z,,8,) €7T,. A (24, 6,) pér akkor és
csakis akkor hatékony eleme a 7', nett6 termelési lmlma,znak ha

(1) 8, = min {3|(z, 8) €T z = 2o} = min {8 (2o, 8) €T, — R X {0}}.

Valéban, ha (z,, 8,) hatékony, az (1) nyilvan teljesiil. Induljunk ki most az
ellenkezs 4llitdsbol, és legyen (z, 8) €1', olyan vektor, amelyre (z, —0) >
— (29, —98p)- A minimalitési tulajdonsdg miatt 6 — d,. Tegyiik fel, hogy vala-
melyy mdexre z; > z,;. Nyilvan (z, 8) = (&' + z;, & + d,), ahol z; =y, — z,
és (), y;, 6,) €T és (2,8) = 2 (¥ — @i 01)-

Az F1 feltétel alapjén a j- dlket kivéve az y Y minden komponense nulla. Mivel
az y; nem nulla, az K2 alap]é.n ad; pozmv Elegendoen kicsi, de még pozitiv A
esetén 2" =2 + (1 —A)(y; —z) =2 + (1 — c o B R P B s
= (2", 8 + (1 — 2)8) ETJr, ami ellentmond az (1) egyenl({ségnek Kovetkezés-
képpen 2 == 2o, teh4t (24, 0o) valéban a 7', hatékony eleme.

Tekintsiik a

p=0
(2) Pz 8, (V(z9)€T,)
Pzy - BUP

féligvégtelen linedris programozdsi feladatot. Beldtjuk, hogy (1) éppen a (2)
dudlisa. A (2) duédlisa
6 —» min

(¢, 0) €C,
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ahol ¢ = con ({(z,8)| (z,0) €Ty} U {(—e;, 0)|i =1,2,...n}) =T, — R% X {0}.
Az ut6bbi allitas bl/onyltasahoz elegendd megmutatnl hogy a lezérés jel
felesleges, vagyis, hogy a 7', — R? X {0} kap zért. Tegyiik fel, hogy

(vy, O) €T, — RT X {0}, lim (Vny 0,) = (Voo 0).

Definicié szerint v, = z, — u,, ahol (z,, 6,) €T és az u, nemnegativ. Megmu-
tatjuk, hogy a z, sorozat korldtos. Ha nem, akkor a {z,} egy alkalmas {z,,}

részsorozatdra ||z,|| —~» co. Mivel a T, kip, ezért —— (z,, 6,) €T',. Mivel a
2

_Eme gorozat korlétos, igy 1étezik torlodasi pontja: (z*, 6*). Mivel ||z,,|| ~ ~

l z:IIA- ]

ezért a 6* nyilvan nulla. Az H—Z'Eﬂ =1, 25, = 0 alapjén a z* szemipozitiv.
Zny

AT, F3szerint zart, igy tartalmazza a (z* 0) vektort, ami azonban az F2 alap-

jan lehetetlen Tehat a {z,} korlatos, és ezért létezik konvergens részsorozata.
Az egyszeruscg kedvéért tegyiik fel, hogy mar az eredeti sorozat is konvergens.
Mivel a v, = 2, — u, sorozat is konvergens ezert az u, sorozat is konvergal.
Ismételten felhaszndlva a 7', zértsdgit a (v, 6,) = hm (v, 05) = hm (2 0,) —

— lim (u,, 0) €Ty — R" X {0} tartalmazéshoz ]utunk ami éppen aT+ R X
X {0} kap zér tsa,gé.t jelenti.

A nem helyettesitési tétel bizonyitasa az (1)—(2) dudlis par aldbbi hidrom
egyszerl tulajdonsdgan mulik:

(i) A (2) primdl feladat feltételi halmaza nemiires kompakt halmaz, hiszen a
P = 0 lehetséges megoldésa (2)-nek, és az F4 feltétel alapjan létezik olyan
(x,y,0) €T, amelyre az (y — z,0) €T, pozitiv, és igy a feltételi halmaz korl&itos
(A zértsig nyilvanvalo, hiszen zért félterek metszete.) Legyen z, — y — 2 _-
tetszGleges. A (2) primél feltételi halmaz kompaktsdga miatt az (1) —(2) pérnak
létezik optimdlis megoldésa.

(ii) Legyen elGszor (2, 6,) a dudl feladat optimdlis megoldédsa. Definicio

szerint léteznek (z;, y,0)€T; (j =1,2,...,n) vektorok, amelyekre 2n‘
j=1
(yj—z) =% =2 68 8= 2"‘ d;. A z, pozitivitésa, és az ikertermelés hidnyét

kimondé F1 feltétel alapjé.n egyetlen y; vektor sem nulla, tehét ha y;;
jeloli az y; vektor j-dik komponensét, alkor yj; > 0. Jelol]ew az y;;szémokbol

alkotott n dimenziés vektort. Definidljuk az 4 — —l—xj

0 <Z—=w— Aw, kovetkezésképpen az A métrix proc{uktlv ésigyaz (B — A)-?*
inverz métrix l6tezik és nemnegativ [1], [17].
(iii) Jelolje p a (2) optimélis megoldésat. Ekkor

métrixot. Nyilvan

() 2 0= 8= Pro = P2 = 217(!// — z).

j=1 j=1

Mivel a z pozitiv és a 7', kip, ezért alkalmas A-ra a 42 + Yy, — x; nemnegativ és
ezért (X2 + y; — z;, Mo + 9)) €T',. A (P) definici6ja a.la,p]én ME+ Py, —x) <
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= A8y + 8;. A () egyenlStlenséggel tsszevetve a rendkiviil fontos Bly; — z)) =
= 0; komplementaritdsi feltételhez jutunk.

Ennyi elokésziilet utdn a tétel bizonyitédsa mér egyszerii. Tegyiik fel elGszor,
hogy a (2%, 6°) aT', hatékony eleme. Mivel az (¥ — A)~!létezik és nemnegativ,
ezért a v — (K — A)~12° is nemnegativ. Nyilvdn

g 4 V; S
= (E—Av= 3 )L =3y — =z
j=1 Yy =1

Meg kell mutatni, hogy egytttal a §¢ — 2"‘ d;u; is teljesiil. Mivel a (2, 6°) haté-
j=1

I n
PO} = Xy w)uy — 3 Suy. Ebbol a 6 — 3 8u; egyenldség
=1 j=1 1

4 Jj=

kony, ezért 6 = min {8|(z, 8) €T, "j 2} = max {pz*|pz < 6, (2, 8) €T},

nyilvanvalé.
~ n
Megforditva tegyiik fel, hogy a nemnegativ (2, 6) par felirhatd > -
1

J=
— 2, 0))u; alakban. Tekintsiik az aldbbi becsléseket, amelyekbGl a bizonyités
elején tett megjegyzés alapjdn a (z, 6) hatékonységa mér kovetkezik.

min {8|z > %, (2, 6) €T',} = max {pz|pz < 9, (2, ) €
n A
ET+) P = 0} ; /~é = ﬁ (3// Vi xj)u} :2 6juj =q
s

( Beérkezett: 1984. dec. 22-én.)
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SEMI-INFINITE LINEAR PROGRAMMING AND MATHEMATICAL ECONOMICS

The paper discusses some applications of the semi-infinite linear programming. It pre-

sents the growth model of Gale, a generalization of the so-called Fundamental Marxian
Theorem of Morishima and Samuelson’s non-substitution theorem.

IMOJIYBECKOHEYHOE JIMHEMHOE TNMPOI'PAMMUWPOBAHUE
N MATEMATHUYECKASI S9KOHOMHKA

B craTbe paccMaTpMBalOTCs HEKOTOpbIE CJIy4aH MPHUMEHEHHs IM0Jy0eCKOHEYHOro JIMHEeIHOro

nporpammipoBanus. IMokasbiBaercss Mogenb pocra I'eitna, o6o0meHue T. H. OCHOBHOH Mapk-
CHCTKOH TeopeMbl MOpHIIMMBI M TeopeMa He3aMeHsieMOCTH CaMydJIbCOHaA.
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SIMONOVITS ANDRAS

A kinalat dinamikus alkalmazkodasa
vevli kényszerhelyettesités mellett

1. Bevezetés

A kizgazdaség uralkodé paradigmaéja szerint a kereslet és a kinédlat kozti bar-
mely eltérést megsziintet(het) egy rugalmas d&rmechanizmus. E folyamat attord
matematikai modellezése SAMUELSON (1947) érdeme. Ismert azonban, hogy
minden létezd gazdasédghban vannak fontos szektorok, ahol a bérek nem eléggé
rugalmasak, hogy eltiintessék a munkanélkiiliséget és az drak tul merevek
ahhoz, hogy felszamoljak a hidnyokat. A hetvenes évek elejétdl kezdve a dise-
quilibriwm és a hidny fogalma egyre nagyobb figyelmet kapott. Lasd: BARRO —
GROSSMANN (1971), BENASSY (1982) és KornNar (1971), (1980). Ez utébbira a
kovetkezikben cimével: A hidny hivatkozom.

A jelen dolgozat az imént emlitett kutatasiirdnyzathoz kapcesolédik: a kindlat
dinamikus alkalmazkoddsdt tanulményozzuk, feltéve, hogy a wvevdk kényszer-
helyettesitést végeznek. Az elemzéshez egy egyszer(i tobb-termékes modellt hasz-
nélunk. Feltessziik, hogy az aruk helyettesitik egymadst (pl. sonka, szaldmi és
kolbész), e termékek raktdrozhatok és druk rogzitett.

El6szor meg kell magyardznunk, hogy mit értiink kényszerhelyettesitésen.

Ha a vev{ téliszalamibél eredetileg tobbet szeretne vésarolni, mint a kindlat,
akkor kielégitetlen keresletét megprobélja sonkdval kdrpétolni; tehdt sonkabol
hajlandé tobbet vésérolni, mint amennyit eredetileg kivant (lasd A hidny 5.4.
alfejezet). llyenkor kényszerhelyettesitésrdl beszélink, ellentétben a walrasi elmé-
lethen az ar hatéséra végzett onkéntes helyettesitéssel.

Kiemeljiik, hogy a disequilibrium-elméletben szerepld tilcsorduldsi hatés (pl.
lésd BENAssY (1982) 4.5. alfejezet) itt is megjelenik. Példaul tegyiik fol, hogy a
sonkakindlat nagyobb volt mint az eredeti sonkakereslet, de a téliszaldmi
hidny miatt olyan nagy mésodlagos sonkakereslet keletkezik, hogy a sonka is
elt{inik a boltokbél: a téliszald4mi hidny a sonka tulkindlatot sonka hidnyba for-
ditja 4t; a hidny tovdbbgytirizik. (A hidny, 109. 0.)

S ezzel el is érkeztiink dolgozatunk alapkérdéséhez: Milyen alkalmazkodési
szabdly ¢s milyen szétosztési (illetve kényszerhelyettesitési) séma biztositja
a hidny fokozatos megsziintetését?

A disequilibrium-elmélet kérdésiinkre tobb ok miatt nem ad megoldést.
Eltekint a kényszerhelyettesitéstsl és dltalaban statikus megkozelitést hasznél,
s a kivételesen dinamikus, készletekre tdmaszkod6 modelljei is egy-termékes
makromodellek (Benassy (1982) 4.4. alfejezet és 12. fejezet és HONKAPOHJA —
Iro (1980)).

A hiény leir6-magyarazé elméletébdl kell kiindulnunk. A hidny 8. fejezete és
B. fiiggeléke (ez utébbinak térsszerzdje voltam) mar vizsgélta az dltalunk fol-
vetett problémét, de statikus megkozelitéshen. Hasonlé kérdést tanulményo-
zott KorNAl — WEIBULL (1978) és A hidny A. fiiggeléke (tdrsszerzé: Weibull),

DA
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méghozzé dinamikus modellel. Modelljiik részben dltalanosabb (pl. tobb vevd),
részben specidlisabb (pl. két termék) és részben mds (sorbandllds) mint a jelen
modell. Az eltérd megkozelités miatt a két modell eredményei nem hasonlitha-
tok ossze.

Miel6tt eredményeink ismertetését elkezdenénk, figyelmeztetjiik az olvasot,
hogy irasunkkal nem akarjuk azt sugalini, hogy milyen konnyen megsziintethe-
t6 a hidny. Kllenkezdleg, arra akarunk rdmutatni, hogy milyen sok akadélya
van a hidny felszamoldsanak.

Dolgozatunk eleve figyelmen kiviil hagyja azokat a technolégiai és érdekelt-
ségi okokat, amelyek miatt a kindlat gyakran a kereslet alatt marad. (Pl. tech-
nikai merevség és eladok piaca.) Masik erds megszorito feltevésiink, hogy a ta-
nulmanyozott piacon globdlis tilkindlat van. Kz a feltevés nyilvanvaléan nem
teljesiil a hidnygazdasagok jo részében; s6t, a globélis tulkindlattal dicsekedo
részpiacok is alland6 fenyegetettségben élnek, hogy mikor szivjak télik el a
feleslegeket” a globdlis talkereslettdl szenvedd szektorok.

Ugy érezziik, hogy az emlitett megszorité feltevések ellenére sem holmi feles-
leges ujjgyakorlatrol van szo. Elemzésiink kozpontjaban a hidny informdceids
vonatkozéasa 4ll, amely minden gazdasdgban jelen van, bér alig vélaszthaté el
az altalunk figyelmen kiviil hagyott érdekeltségi viszonyoktél. Hasonléan fi-
gyelmet érdemelnek a globélis tulkindlatot felmutaté részpiacok, amelyek
viszonylag el vannak szigetelve a hidnypiacoktol.

Modelliink célja nem az, hogy ténylegesen hasznélhato algoritmust szolgal-
tasson a strukturélis hidnyok felszémoldséra. Célunk ennél sokkalta szerényebb:
szeretnénk kiegésziteni a fent emlitett elméleti elemzéseket, felhivni a figyelmet
a hidnygazdasagok bizonyos jellegzetességére.

Bevezetésiink végéhez érve roviden ismertetjiik a dolgozat felépitését és (6
eredményeit. A 2. fejezet 4 hidny 8. fejezetében vizsgilt modellt, illetve annak
dinamizalt valtozatat taglalja. A 3. fejezetben feltessziik, hogy a kereslet idG-
ben dllandé. Egy egyszer(i alkalmazkoddsi szabélyt adunk meg, amely a hidnyt
felszémolja.

A 4. fejezetben a kereslet sztochasztikusan ingadozik egyik iddszakrél a mé-
sikra. Ekkor rendkiviil erés feltevések mellett lehet csak bizonyitani a hidny
felszamoldsat: a) léteznie kell legaldbb egy olyan rogzitett kindlati vektornak,
amely a kereslet bdrmilyen megengedett realizdciéjat kielégiti és b) a vevs kény-
szerhelyettesitéséndl a hidny nem gylirtizhet dt.

Az 5. fejezet visszatér a 3. fejezethez, de a kényszerhelyettesités helyett sor-
bandllast feltételez: a hidny ismét felszamolhato.

Koszometnyilvdanitas. Els6 helyen emlitem Kornai Jdnos segitségét, amely nél-
kiil nem sziiletett volna meg a dolgozat. Munkdm nem csak hogy szorosan kap-
csolodik A hidny-ban kifejtett elméletéhez, kiilonosen a 8. fejezethez, hanem
egy korabbi publikdlatlan kozos tanulményunk, Kornar —SimoNovirs (1977)
egyes részein alapul. Az emlitett fejezet 5. labjegyzete pl. utal az elad6 dinami-
kus tanuldeljardsara. Koszonetemet fejezem ki Kornai Jénosnak és Martos
Béldnak a dolgozat kordbbi valtozatdval kapcesolatos hasznos észrevételeikért.
Természetesen egyikiik sem felelés a dolgozatban foglaltakért.
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2. A modell

A modell kerete

Olyan piacot irunk le, amelyben egyetlen vevs és egyetlen eladé van. A piac
egy termékesoport forgalmét bonyolitja le: a esoport 6sszesen m-féle termékhél
4ll. Ezek a termékek hizonyos fokig helyettesitik egyméast, ha masban nem, hat
mint a kényszer(i pénzkoltés ellenértékei. A termékek raktdrozhaték.

Adottak az drak és id6ben 4llandéak. Az egyes termékek mennyiségét eleve
pénzben mérjiik, igy e mennyiségek kozvetleniil dsszeadhaték.

Bér modelliink dinamikus, a jelolési egyszer(iség kedvéért, ahol lehet, elhagy-
juk a t idGindexet (t =10, 1, 2,...).

Jelolések: d; — az i-edik termék kereslete, s; — (eladdi) készlet az i-edik ter-
mékhél (nyitékészlet), z;, = az i-edik termék vétele-eladésa, y; — az i-edik ter-
mék eladdi beszerzése. Az aggreglt mennyiségeket a megfelel6 valtozé nagy
betfijével jeloljitk. Tehat

, -(2.1) D = 3 d; = osszkereslet
W i=1
m
(2:2) S = Fs&= osszkészlet
=1
m
(2.3) X= & = Osszvétel-osszeladds
=1
m
(2.4) Y = 3y, = Osszbeszerzés.

Vektormennyiségeket a megfelelé valtozé indexnélkiili kis betfis alakjaval

jeloljiik. Pl. x = (24, ... x,) a vétel-eladds m-dimenziés vektora.
Sziikségiink lesz a kivetkezs definicidszer(i osszefiiggésekre:

(2.5) 8(t + 1) = s(t) — z(t) + y(t)

(2.6) d>0,8>0,2>0,y>0.

Megjegyzés: Az egyszer(iség kedvéért feltessziik, hogy az eladé a ¢-1-edik id6-
szak végén adja fel rendelését a termelének, aki azonnal teljesiti a rendelést.
Az eladé a kivetkezs id6szak nyitékészletét akarja az dltala kivant s*(¢) szintre
hozni, s ez dltaldban lehetséges is a beszerzés megfeleld és késleltetés nélkiili
megvéalasztdsaval: y(t) — s*(t) — s(t — 1) + «(t — 1). Egyetlen nehézség ad6d-
hat, ha nagyobb a kivant készletesokkentés, mint az eladés: s,(t — 1) — sF(f) >
> a,(t — 1), amikor is negativ beszerzésre lenne sziikség a kivdnt készlet eléré-
séhez. A tovdbbiakban ettél a bonyodalomtdl eltekintiink.

A vevs magatartdsa — dltaldnos feltevések

Az alébbiakban osszefoglaljuk azokat a feltevéseket, amelyeket modelliink
valamennyi véltozatdban érvényesitiink. (Kivéve az 5. fejezetet, ahol a 2A
és 2 feltevéseket ellentétiikkel helyettesitjiik.)
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2A) A kielégitetlen kereslet nem vihetd 4t a kivvetkezs idészakra. A vevs nem
var: vagy megveszi a keresett terméket, vagy mast vesz helyette.

2B) A vevi egyetlen vételi kisérletet tesz. Nincs ,,keresés”’, nincs ,,utdna-
jaras’’.

20) Az osszkereslet idohen allandé:

(2.7) B D g =0, 0 8004
2D) Az osszkereslet globélisan kielégiil:
(2.8) X =D.

2E) A vevé lehetéleg megveszi azt, amibél kereslete kielégithets. Utdna pedig
elkolti a megmaradé pénzét, valamilyen kényszerhelyettesitési séma szerint.

Ezzel kapesolatban vezessiik he a kovetkezd jeloléseket és véltozékat:
A termékek indexeinek {1, 2, ..., n} halmazat két résare osztjuk:
I't = {i: d; < 8;} = a nem-hidnycikkek indexei,

2.9
(2.9) I= = {i:d; > 8;} = a hidnycikkek indexes.

A két indexhalmaz 4ltaldban véltozik az idGvel.
A vevd kielégitetlenségének mérésére szolgél az i-edik termékbl tapasztalt
hidny:

(2.10) b = (d; — &)y,
ahol @, az a mennyiség pozitiv része: a, — a, ha a > 0 és nulla egyébként.

Ha a vevé kozombos a kényszerhelyettesités struktardjdval szemben, akkor
globélis kielégitetlenségének mérésére szolgalhat a H hidanyindikdtor;

m
(2.11) H= 3.
=1

Nyilvdnvalé, hogy ekkor a hidnyindikétor az optimalizdlé vevé veszteség-
fiiggvénye: H — min.

Az elads magatartisa — dltaldnos feltevések

2F) Az osszkészlet idGhen 4llando:
(2.12) 8it)=8 $=0,1,2,...
2(3) Az osszkészlet nagyobb, mint az ésszkereslet :
(2.13) 8S>D, 8={(1+ AD,

ahol 2 > 0 a slack-egyiitthato.

2H) Az elad6 nem érdekelt a hidny fenntartdsaban. Az eladé minden idé
szakban igyekszik minél teljesebben kielégiteni a vevs keresletét, a hidnycikkek
készleteit noveli, a tébbit pedig csokkenti.

2J) Az eladé képes a kindlatdt rugalmasan véltoztatni.
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Elosztdsi szabdly

A kereslet a vevs, a beszerzés az eladé szabélyozési véltozoja. A tényleges
adas-vételt pedig ,,kozos” elhatdrozdsuk donti el. Modelliinkben a tényleges el-
addst egy elosztdsi szabdly hatérozza meg (melynek angol megfelelGje: ,,ration-
ing scheme’).

Definicid: Adott s készlet és adott d kereslet esetén az z vektor eloszds, ha
(i) a hidnycikkek vétele-eladdsa azonos a készlettel:

(2.14) z; =8, ha 1 €I-;
(ii) a nem-hidnycikkek vétele legal4bb akkora, mint a kereslete:
(2.15) 2 >d;, ha €1+,

Természetesen ebben az esethen sem lehet a vétel-eladds nagyobb, mint a
készlet:

(2.16) ;< 8, ha t €I+,
(iii) A kereslet globélisan kielégiil: (2.8).

A bizonyitést kés6hbre hagyva kimondjuk:
1. tétel A (2.13) feltevés mellett létezik legaldbb egy elosztds.

Megjegyzések

1. Nemcsak hogy nem alkalmazzuk a disequilibrium-elmélet hatékony keres-
letét, de egyenest elvetjiik a rovidebb oldal elvét. A 16 hangsily a kényszer-
helyettesitésre keriil.

2. Az elosztési szabdlyt részben meghatérozzdk a vevé magatartésara tett
feltevéseink, de marad némi szabadsdgunk is.

3. Arendszer dinamikdja meglehetésen egyszeri: a t-edik idészak elején adott
8(t), a t-edik idGszak folyamén kideriil d(f), s ketten az elosztdsi szaballyal egyiitt
meghatdrozzik z(t)-t. A hdrom adat birtokdban az eladé a t-edik idészak végén
kiszémitja y(t) beszerzését, s a t + 1-edik id6szak elejére kialakul s(t + 1).

A kovetkezd részben ismertetjiik a legegyszeriibb elosztési szabélyt.

Definicio: Egyenletes szétteritésnek nevezziik azt az elosztési szabélyt, amely-
nél a kényszerhelyettesités és a talkindlat hAnyadosa minden nem-hidnycikknél
azonos:

2 — d; " : ; 5
(2.17) . = o minden i ¢ /' *-ra, feltéve, hogy s, - d,.
3,‘ - Wy

Segédtétel: Minden (s, d) pdrra van egyenletes szétteritésti eloszids.

Bizonyfttds:
Legyen
(2.18) g — |+ (1 —o)d;, ha i€I*
C e ha 6 € I=,
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Ekkor (2.17) nyilvdnvaléan teljesiil, (2.14)—(2.16) feltevések tgyszintén.
A (2.8)-beli X = D feltételt viszont kielégiti a

(2.19) o= H|(S — D + H)

valasztés.
Megjegyzés: A Segédtételbdl kivetkezik az 1. tétel.

3. Id6ben alland6 kereslet

Eddig f6leg egy idGszakra szoritkozva fejtettiik ki a model osszefiliggéseit.
Most viszont kiterjesztjiik az elemzést tobb idészakras Hogyan ismerheti meg
az eladd a keresletet és hogyan igazithatja sajat kindlatdt a kereslethez az
egymést kovets idGszakok sorozatédban?

Hidnycikk és lehetséges hidnycikk

A {6 problémét a kényszerhelyettesités okozza. Elosztési szabélyunk — ame-
lyet gyakran nem ismer az eladé — megakadélyozza a kereslet kozvetlen meg-
figyelését. Nemesak a hidnycikkekndl tér el a kereslet a vétel-eladdstol, hanem
a tobbi terméknél is. A kiilonbség mindéssze annyi, hogy az elsd esoportndl
a kereslet nagyobb a vételnél, a mésodik csoportnél viszont forditva.

Tovébbi bonyodalom, hogy az eladé 4ltaldban még azt sem tudja, hogy az
adott id6szakban melyek a hidnycikkek, s mely termékek azok, amelyek csak
a kényszerhelyettesités miatt t{innek el az eladé poleairél. Az imént elmondot-
tak értelmében be kell vezetni a termékeknek egy olyan kettéosztdsat, amelyet
az eladé is képes alkalmazni:

(3.1) J= = {i; x; = 8;} = a lehelséges hidnycikkek halmaza,

és

(3.2) J* = {i: &, < 8} = a nyilvanvaldan nem-hidnycikkek halmaza.

Példa: Tegyiik {61, hogy a lakossdg adott mennyiségfi Osszeget kolt 1) szald-
mira, 2) sonkdra és 3) egyéh felvagottra. Tegyiik fol, hogy a sonka és az egyéh
felvagottak kinlata minden idGszakban nagyobh, mint a keresletiik, szalémibél
viszont tartés tilkereslet van. Ez utébbi hidny miatt sokkal tébb sonkét vesz-
nek, mint amennyit eredetileg akartak volna, s e kényszerhelyettesités miatt
az Osszes sonka elkel a piacon. Esetiinkben - — {1}, I+ ={2,8} és J- =
= {1, 2}, J* = {3}. Azaz a sonka nem hidnycikk, de lehetséges hidnycikk.

[dbben dllandd kereslet

Els6 megkézelitésben érdemes feltenni, hogy a kereslet id6ben véltozatlan:
hiszen ebben az esetben az alkalmazkodési-megismerési folyamat sokkal egy-
szer(ibb, mint valtozé kereslet esetén.

3A) A kereslet iddben vdltozatlan:

(3.3) A(t) = d, t=0,1,2,..
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Esszert alkalmazkoddst szabdly

Olyan alkalmazkoddsi szabdlyt keresiink, amely elgbb-utébb felszdmolja a
hidnyokat. Egy ésszer(i alkalmazkodasi szabalynak novelnie kell a lehetséges
hidnycikkek mindegyikének a készletét, mikozben csokkenti a nyilvanvaléan
nem-hianycikkek készletét. Ekozben azonban vatosan kell eljarni, nehogy az
elado tallGjon a célon: nehogy olyan mértékben csokkentse valamelyik nyilvan-
valéan nem-hianycikk készletét, hogy az hianycikké valjék. (Nem lehet viszont
elkeriilni, hogy egy nyilvdnval6an nem-hidnycikk lehetséges hidnycikké valjék,
hiszen a megvaltozott kindlat megvaltoztathatja a fogyasztéi kényszerhelyette-
sitést is.)

Ratériink alkalmazkodasi szabalyunk ismertetésére: Legyen x» egy valds
szam: 0 < » < 1. Egy nyilvanvaléan nem-hidnycikk 4j készlete legyen az elGz6
idGszak készletének és eladdsanak konvex kombinacidja x és 1 — x sulyokkal
(feltéve, hogy 1) ez pozitiv beszerzéssel megvaldsithato és 2) vannak még hidny-
cikkek), tovabba noveljiik aranyosan a lehetséges hidnycikkek készletét. Kép-
lethen:

(8.4) s(t) = ns;(t — 1) + (1 — x)z;(¢t — 1), ha ¢€J*(f — 1) nem teljes halmaz.
(8.5) 8,(t) = p(t)si(t — 1), ha ¢ €J~(t — 1) nem iires halmaz.

A u(t) egyiitthaté az S — (1 + A)D feltételhdl egyértelmiien meghataroz-
haté; p(f) > 1.
Ha nines hidny, a készleteket nem valtoztatjuk.

2.tétel a) A (3.4)—(3.5) alkalmazkoddsi szabdly esetén a hianycikkek halmaza
wddszakrol idbszakra vagy vdltozatlan marad vagy szikil.

b) Az egyes termékekbdl fenndlld hidny és az dsszhidny minden idészakban csik-
ken — egészen addig, amig el nem tiinik.

Bizonyitds: a) Minden nyilvanval6an nem-hianycikk kereslete legfeljebb ak-
kora, mint az eladésa. Mivel az 1j készlet nagyobb marad, mint az eladds, az 1j
készlet tovabbra is meghaladja a keresletet. Egy nyilvanvaléan nem-hidnyeikk
tehat nem lesz hianycikk. (Itt emlitjiik meg, hogy amennyiben teljesiilaz s < 2d
feltétel, akkor a kivant készletcsokkentés pozitiv beszerzéssel megvaldsithaté.
Ugyanis egy nyilvanval6an nem-hidnycikk zarékészlete — s,(¢ — 1) — a;(t — 1)
legfeljebb s,(f — 1) — d,, s ez feltevésiink szerint kisebb, mint d,, tehéat pozitiv
heszerzés lesz szitkséges ahhoz, hogy a (3.4)-ben szerepl§ készlet megvaldsuljon.)
Egyetlen egy lehetséges, de nem igazi hidnycikk sem lesz hidnycikk, mert kész-
lete novekszik, mig kereslete dllandé marad. Nem-hidnycikkbsl tehdt nem lesz
hidnycikk.

b) Minden lehetséges hidnycikk készletét egyenletesen noveljiik, tehét ahidny
minden hidnycikknél csokken. A 1D készlettobblet definici6 szerint a nyilvén-
val6an nem-hidnycikkekre Gsszpontosul, ezért a készletesokkendsek osszege,
akéresak a készletnovekedések osszege (1 — x)AD.

Ha az 1. termék a t-1-edik idGszakban hidnycikk volt, akkor a tétel a) része
értelmében az osszes kordbbi idészakban is hidnyeikk volt. A készletniovelések
tehdt ¢t-1-szer érintették mar az 1. terméket. Mivel a lehetséges hidnycik-
kek osszkészlete legfeljebb D, a pu(t) készlethéviilési tényez6 legaldbb
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v = (1 — %)A + 1; azaz s,(t) > s,(0)¥', s ez nyilvan csak véges sokszor allhat

fonn. Durva becslésiink szerint 7' — — max log [d;/s;(0)] idészakon beliil el-
tlinik minden hiany. v 1siom

Megjegyzések: 1) Mig a hianycikkek halmaza altalaban szfikiil (esetleg valto-
zatlan marad), addig a lehetséges hidnycikkek halmaza tdgulhat is, legalabbis
idénként.

2) A hidny eltiintetésének tényleges sebessége nagyban fiigg » értékétsl. Egy-
fel6l minél nagyobb x értéke, annal lassabb az egyszeri készletigazodds. Més-
fel6l, minél kisebb x értéke, annal nagyobh valdszin(iséggel tesziink nyilvan-
valéan nem-hidnycikket lehetséges hianycikké. Pl a x — 0,1 €.J *(0) és a(1) —
= x,(0) esetben s,(1) = z,(1) értelmében 1 €.J —(1).

3) Javithaté az alkalmazkoddsi folyamat, ha jobban felhasznaljuk korabbi
megfigyeléseinket. El6zG példanknal maradva, mivel az 1. termék a 0. id6szak-
ban mar nyilvadnval6an nem-hidnycikk volt, ne zavartassuk magunkat azzal,
hogy az 1. idGszakban lehetséges hidnycikké valt, hiszen biztosan tudjuk, hogy
termékiink nem hidnycikk.

Nevezziik biztosan nem-hidanycikknek azokat a termcékeket, melyek a (3.4)—
(3.5) tanulé eljardsunk mellett a f-edik idGszakban vagy valamikor korébban
legaldbb egyszer nyilvanvaléan nem-hidnycikk volt. Képlethen:

(3.6) K+(t) = QOJ+(u).

Kiegészité halmaza pedig legyen K ~(t). frjunk (3.4)-ben J* helyére K*-t,
(3.5)-ben .J — helyére K ~-t; ekkor a készletnovekedést a o/ —(t-1)-beli termékek-
r6l a sziikebb K —(t-1)-beli termékekre korlatozzuk, tehat az alkalmazkodés
gyorsabb lesz.

4) A nem-walrasi elmélet szelleméhez hiven kiemeljiik, hogy modelliinkben
a hidny nem-arjelleg(i informéacik alapjan tiinik el. Bar nem tagadjuk, hogy a
hidnyt nagyon gyakran a tdlzottan alacsony &r okozza; nem feledkezhetiink
meg arr6l sem, hogy egyensiilyi 4r mellett is lehet hidny, ha a kindlat nem alkal-
mazkodik a kereslethez.

5) Emlitést érdemel, hogy dinamikus modelliinkben teljesen figyelmen kiviil
hagytuk a kereslet elGrejelzését, amely olyan nagy szerepet jatszott a megfelels
statikus modellben. 4 hidny 8.3 nlfeje/ete (8.12) egyenletéhen példaul a kivet-
kezs kapesolatot feltételezi az s, készlet és a dP™d elGrejelzett kereslet kozott:

(3.7) 8 = (1 + A)dpred, feltéve, hogy (1 + A)dPred < D.

E képlet nyomén mi is visszaszamithatjuk, hogy a (3.4) - (3.5) alkalmazko -
dési folyamat milyen kereslet-eldrejelzést rejt magaban:

st — 1) + (1 — w)a,(t — 1)

(3.8)  dpred(r) — T . haieJ*( —1);
(3.9) dpred gy - "('i);"(: ) D maied-¢—1).

A képletek kozgazdasdgi jelentése egyszeriien értelmezhetd. Szémunkra azon-
ban csupdn az fontos, hogy implicit elSrejelzéseink mindségileg mésok a nyil-



KINALAT ES KENYSZERHELYETTESITES 131

vanvaléan nem-hianycikkekre mint a lehetséges hianycikkekre. Ez a megkiilon-
hoztetés viszont teljesen hidanyzik a statikus modellnél.

Eredményeinkhél az kovetkezik, hogy az elérejelzés nem fiiggetlen, hanem
szarmaztatott fogalom, s hasznélata elkeriilhetd.

4. Sztochasztikusan valtozo kereslet

Alternativ feltevések

A 3. fejezethen az alkalmazkodéasi folyamatot idében allandé kereslet fel-
tevése mellett vizsgaltuk, s viszonylag enyhe feltevések mellett bebizonyitot-
tuk, hogy egy alkalmasan meghatarozott alkalmazkodasi folyamat a hidnyt
zaros idon beliil eltiinteti. Ebben a fejezetben feloldjuk a széban forgé feltevést,
s megengedjiik, hogy a kereslet valdsziniségi torvények szerint ingadozzék.

4A) A kereslet n-dimenzios d(t) vektorai azonos eloszlasi, iddszakonként
egyméastol teljesen fiiggetlen valdszindiségi valtozok.

Mint A hidny B fiiggelékébdl is kideriil, sztochasztikus keresletnél a hidny
bizonyos valészinliséggel megmarad, hacsak a kereslet szérdsit nem ellensu-
lyozza a készlettobblet.

Dinamikus vizsgalatunkban el akarjuk keriilni ezt a bonyodalmat, éppen
ezért feltessziik, hogy alkalmasan megvalasztott kindlati struktira mellett a
hidny kizarhato.

4B) A hidny megszintethets: Létezik olyan s készletvektor, amely osszhang-
ban van az adott 1 + A készletegyiitthatoval, s amely mellett a termékenkénti
maximélis @ keresletnél minden termék nyilvanvaléan nem-hidnycikk:

(4.1) & 5 d2 b Ly s igne:

Megjegyzés: A 4B)-ben szerepld s értékét az eladé nem ismeri, feladata éppen
egy ilyen s vektor megtn]élésa

Sziikségiink lesz még egy tovabbi feltevésre. Az eléz6 fejezethen mar emlitet-
titk azt a bonyodalmat, hogy egyes nem-hidnycikkeket az eladé hianycikkeknek
vélhet: d;, < 8; = x;.

Ha klkotnonk hngv d; < s; esetén x; <~ s, akkor csak a teljesen érdektelen
d; = s; hatéresetben lenne egy nem- hlziny(lkl\ lehetséges hidnycikk.

Valdjaban egy még erisebh feltevésre van sziikség, de a feltevés kimondésa
el6tt bevezetjilk a standard elosztasi szabdly fogalmat.

Definicio: Az elosztési szabdly standard, ha van olyan o szdm, 0 <~ « < 1,
amely mindig legaldbb akkora, mint a kényszerhelyettesités és a tulkmalat

hdnyadosa:
8i(t) — di(t)

(4.2) a < 1 minden 1 ¢J *(f)-re és minden (-re.

4C) Az elosztdsi szabdly standard.

Megjegyzések: 1. A 2. fejezethen bevezetett egyenletes szétterités elnevezésii el-
osztési szabdly nyilvanvaléan kielégiti a 4C) feltevést mindenegyes idGszakra
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kiilon-kiilon. Valéban, (2.19) szerint « = H[(AD + H), amely nem-negativ, és
2 > 0 miatt kisebb, mint 1. Tovdbb4, ha minden &ru kinalatdnak silya az
osszkindlatban minden idGszakban hatdrozottan pozitiv; azaz ha van olyan
e > 0, amelyre s;(f)/D > & minden i-re és t-re, akkor H < (1 — me)D, azaz
aft) << (1 — me)/ (A + 1 — me) < 1. Azaz az egyenletes szétterités ilyen esethen
standard.

2. Emlékeztetjiik az olvasét arra, hogy a 3. fejezet eredményei igazak voltak
anélkiil, hogy az elosztds standard voltat kikotottiik volna. Ezért a mostani fe-
jezet eredményei csak részben altalanosabbak, mint az el6z6¢é (valtozo kereslet
az allandé helyett); részben viszont specidlisabbak (standard elosztdsi szabdly
az altalanossal szemben).

Modosttott alkalmazkoddsi folyamat

Alapjaban véve megtartjuk a 3. fejezetben leirt alkalmazkodési szabélyt,
de némi moédositasra lesz sziikségiink. MielGtt a médositdst ismertetnénk, ré-
mutatunk arra, miért nem célravezetd ragaszkodni az eredeti folyamathoz.
Véltozatlan keresletnél igaz az, hogy egy nyilvdnvaléan nem-hidnycikk keres-
lete legfeljebb akkora, mint akdrmelyik idGszak vétele-eladdsa. Elegendd tehat
arra vigyazni, hogy a készletek ne siillyedjenek az el6zileg tapasztalt eladési
szint al, s a nem-hidnycikkek nem vélnak hidnycikkekké. Bonyolultabh a hely-
zet a valtozo keresletnél: ha az Gj idGszak kereslete joval nagyobb, mint a régié,
akkor az eredetileg nem-hidnycikk hidnycikké vélhat, mégha a készlet valto-
zatlan marad is.

Le kell mondanunk tehat a folyamat monotonitdsérél. Be kell érniink a maxi-
malis kereslet alsé becslésével, amely azonban hatérértékben eléri a kereslet,
maximumat (vagy felsé hatéarat).

A t-edik idGszakban a maximdlis keresletet a kovetkezSképpen becsiiljitk
alulrél:

max {x,(u), ha 1 €.J ~(u) vagy J-(u) iires, 1 << u < t},

0 egyébként.

Belathatd, hogy dM(t) alsé becslése 4M-nek:
(4.4) AM(t) < dM.

Bizonyitdsként megjegyezziik, hogy ha i €.J ~(u) valamilyen w-ra, (1 << u < t),
akkor az I-(u) definicidja miatt d,(u) — x,(u) és az elosztds standard volta
miatt d,(u) = x;(u), ha i €.J ~(w)\ I~ (u). Ha J~(u) iires, akkor viszont d(u) —
= 2(%).

Osszegezve, d,(u) — x,(u) i €.J - (u) esetén, azaz dM > max x,(u). A dM(t) =0

lqust
eset trividlis.

Nyilvanvalé, hogy alsé becslésiink idében nem romlik;

(4.5) AM(t) < dM(t + 1), t=0,1,2,...

hiszen a (4.3)-ban szereplé valtozok korének béviilése nem csokkenti a maxi-
mumot.
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A becslési szabédly elemzése utdn vezessiik be a kovetkezd jelolést:
(4.6) dM(t) = dM(t), ha dM(t) > 0 és dM(t) = x,(t), ha dM(t) = 0.
Ezek utén ratérhetiink az alkalmazkodési szabdly leirdsdra:

(4.7)  s;(t) = st — 1) + (1 — %)dM(t — 1), ha ¢ €J*(t - 1) nem teljes halmaz,
(4.8) 8;(f) = u(t)s;(t — 1), ha ¢ €J—(t — 1) nem iires halmaz;
(4.9) 8(t) = s(t — 1), ha J—(t — 1) az iires halmaz.

3. tétel A 4A4), 4B) és 4C) feltevések mellett a (4.7)—(4.9) alkalmazkoddsi
folyamat egy idé utdn végleg felszdmolju a hidnyt:
(4.10) Van olyan T', amelynél nagyobb ¢-re

s(t) = s(T') > d(t).

Megjegyzések: 1) Ellentétben az el6zé fejezettel, az eladé most sohasem tud-
hatja, hogy végleg célbaért. ElSfordul, hogy akér a kezdd idGszakban hidny-
mentes volt a rendszer, de késGbb megjelenik a hidny.

2) A 4B) feltevés nélkiil a 3. tétel ki sem mondhat6. A 4C) feltevésre pedig
azért volt sziikség, hogy megszabaduljunk a lehetséges, de nem tényleges hidny-
cikkek okozta bonyodalmaktol, 4C) nélkiil a tétel altaldban nem igaz.

A bizonyitds vdzlata: A bizonyités tal bonyolult és meglehetisen érdektelen.
A teljes bizonyitas helyett (amelyet Kornar—SimoNovits (1977) tartalmaz)
megelégsziink itt egy nagyon egyszer(i bizonyitdsvazlattal.

1) A nyilvanvaléan nem-hidnycikkek készlete minden idgdszakban csokken.

2) A d]M(t) also becslés egy bizonyos id@szak utdn mér értelmezve van.

3) Egy adott nyilvanvaléan nem-hidanycikk korlatos szamu készletesokkentés
utdn vagy lehetséges hidnycikké valik, vagy eltiinik a hidny.

4) Egy adott lehetséges hidnycikk korldtos szdmu készletnivelés utdn nyil-
vanvaléan nem-hidnycikké vélik.

5) Korlatos szam 3. és 4. tipusi valtés utdn végleg eltlinik a hidny.

6) A valtdsok kozotti idGtartam nem korlatos, de korldtos varhatd értéki.

5. Nines kényszerhelyettesités — van sorbanallis
Dolgozatunk végére érve érdekes lesz megvizsgélni, mi torténik a modelliink-
kel, ha a 2A) (nincs sorbanéllés) és a 2K) (teljes kényszerhelyettesités) feltevés-
part a mésik véglettel valtjuk fel:

2A) A kielégitetlen kereslet teljes egészében hozzéadédik az Gj kereslethez.
2E) Egydaltalan nincs kényszerhelyettesités.

Ekkor kimondhatjuk:
4. tétel: Tegyuk fol, hogy nincs kényszerhelyettesités, és minden kielégitetlen

kereslet hozzdadédik az uj idbszak iddben vdltozatlan keresletéhez. A (3.4)—(3.5)
készletalkalmazkoddsi szabdlya véges iddszakon belil eltimteti a hidnyt.
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Bizonyitds: Kiindulésul irjuk fol az j elosztési szabélyt:

xAQ::[dxn,ha i I+(t)

(5.1) 8;(t), ha i€ I-(t);

valamint az 0] kereslet-dinamikat:
(5.2) dit + 1) = d; + [dilt) — 8,(8)];-

A 3. fejezet alkalmazkodési szabdlya most egyszer(isodik, hiszen a kényszer-
helyettesités altal létrehozott lehetséges hidnycikkek korére zsugorodik, no meg
az érdektelen és valdsziniitlen d; — s; esetre.

Esetiinkben érdemes a » — 0 vélasztdssal élni, azaz minden idészak nyilvan-
valéan nem-hidnycikkeinek készleteit a pontosan megismert kereslev szintjére
csokkenteni, és gy hagyni a tovdbbiakban.

Belatjuk, hogy az 1. idGszak Gsszhidnya legaldhb a AD slack-kel kevesebb,
mint a 0. idGszak osszhidnya: H(1) << [H(0) — AD],.

Ekkor figyelmen kiviil hagyhatjuk ezeket a termékeket a késGbbiekben.
A megmarad6 termékekre vonatkozo aggreglt mennyiségeket ezentul “-vel kii-
lonboztetjitk meg az eredeti teljes termékhalmazra vonatkozé aggregdtumok-
tol.

Valéban, S’(1) = S(1) — [D — D’(0)] = D’(0) + AD és D’(1) = D’(0) +
+ H(0). Mivel a készletalkalmazkodds kivetkeztében az 1. id6szak megmaradé
hidnycikkjei mar a 0. idGszakban is hidnycikkek voltak, H(1) < D’(1) — S’(1).
Behelyettesitve a fenti Osszefiiggéseket, a bizonyitandé egyenlGtlenséghez
jutunk.

( Beérkezett: 1985. jan. 7-én.)
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THE DYNAMIC ADJUSTMENT OF SUPPLY WITH BUYERS’
FORCED SUBSTITUTION
The present model is a dynamic version of the one in Chapter 8 of Kornai (1980).

A multi-product market is examined, where, under conditions of general excess supply,
at times there is excess demand for some produets. 1t is assumed that the products can be
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stored and the buyer purcheses of non-shortage goods more than he originally intended to
(he makes forced substitution) and thus satisfies his demand in global terms.

The paper examines the adjustment process of the seller and establishes alternative
assumptions about supply, demand and the rule of forced substitution, such that shortage
disappears in a finite time.

JUHAMHUYECKOE IMPHUCITIOCOBJIEHHUE TMPEOJIOYKEHUS
B VCJIOBUAX BbBIHY)XJIEHHbIX 3AMEH

PaccmaTpuBaemast B CTaThe MOJIE/Ib NPEACTABIIseT OO0l AMHAMHYECKDbIH BaApHAHT CTATHYHOM
MOJie/ I, NpecTaBieHHoi B 8-0if riase padornt 51. Kophan (8). AHaJM3Hpyercsi MHONOTOBap-
HbIIl PLIHOK, HA KOTOPOM MpH rJ100ajbHOM CBEPXIPE/IJI0AEHHS BPEMS OT BpeMeHU BO3HHUKAET
CBEPXCIpoca Ha TOT MJIM MHOIT ToBap. IIpeamnooyum, YTo TOBapbl MOTYT CKJaJMpOBATHCS
W noKynatejib noxkynaer 0oJibiie HeJeUIMTHLIX TOBApOB, Y4eM MepPBOHAYaJIbHO HamepeBaJiCs
(BbIHY K/IEHHAS! 3aMEHA), U TeM CaMbiM Crpoc rjodajbHO yI0BJIETBOPSIETCS.

B cratbhe aHa/aM3MpyeTrcst npolece NpUcrnocodfienust npojaBua, ¥ GopMyJHMpyIOTCs Takue
JIBTEPHATHBHBIC TPEANOJIOKEHHUST OTHOCUTEJIbHO TPEMJIOXKEHHSs], CIpPOCca M PEXXHUM BLIHYMK-
JICHHbIX 3aMeH, TMPH KOTOPLIX AeQUIINT JIMKBUAMPYETCs] B KOHEYHbIH CPOK.



TARIAN TaAMAS

Orrnehéz és farnehéz beruhazisi megoszlasok

1. Bevezetés

A Kozgazdasagtudoményi Intézetben hosszu idG 6ta folynak kutatédsok a
szocialista gazdasigban jelentkezi beruhdzési ciklusok jellegzetességeinek fel-
tdrdsdra. A kiilonboz6 kutatok kiilonboz6 aspektusokbol vizsghltdk a kérdést
és kiilonboz6 modszert alkalmaztak vizsgdlataikban. Hagyomanyos kozgazda-
sigi elemzéssel dolgozott pl. BAUER TaMAs [10] és TENY1 GYORGY [11]. Mate-
matikai moédszereket és modelleket alkalmazott BRODY ANDRAs [12], [13],
Kornar JANOS [14], Lacké MARriA [15], KovAcs JANOS—VIRAG ILDIKO [16],
TARJAN TamAs —TENYI GyYOray [1], KovAcs JANOS és TARJAN Tamis [2].
Ezekhez a kutatdsokhoz csatlakozik az Orszagos Tervhivatalban végzett szé-
mos vizsgélat is, pl. AuguszriNovics MArIA [8], BEREND IVAN [17] és Faur
Tivapar [8] kutatésai.

E kutatésok részben a ciklus lefolyéséra, id6tartaméra és hatdsra vonatkoz-
nak, részben keletkezésiik okainak feltardsdra. Ez a cikk azokhoz a vizsgélatok-
hoz csatlakozik, amelyek a ciklusok létrejottének okait és a beruhdzési ingado-
zasoknak a népgazdasigra val6 hatésat vizsgdljak. A vizsgélati médszer elss
gyokereit alighanem BRODY ANDRAS [18]1972-es baseli el6adéasaban talalhatjuk
meg, majd ennek nyomdokain, de més felfogasban TARJAN —TENYI[1] cikkében.

K cikk a beruhézisi folyamatot leiré palya stabilitdsdnak két sziikséges fel-
tételével foglalkozik, majd a két feltétel valoszin(iségszdmitasi, fizikai és koz-
gazdasdgi interpretéciojat adja.

A fizikai értelmezés segitségével bebizonyitja, hogy a TARJAN —TENYI [1]
cikkében térgyalt ,,orrnehéz’” megoszldsok nem feltétlen stabilizdléak, mig a
»farnehéz” megoszlésok sziikségszeriien destabilizaléak.

A cikk a kozgazdaségi értelmezést az dtlagos tGkelekotési id6 fogalménak
segitségével adja. Bebizonyitja, hogyha a beruhdzéasi megoszldsokhoz tartozo6
dtlagos tékelekotési id6 rovidebb mint a beruhdzési ids fele (7'/2) akkor a beru-
hézés instabil palydn megy végbe. A cikk végiil matematikai statisztikai eszko-
zokkel elég dltaldnos feltételek mellett bebizonyitja, hogy a két feltétel egyen-
ként az ,,0sszes lehetséges” beruhdzési megoszlés 50 9;-ara, egyiitt pedig tobb
mint 70 %-4ra képes eldonteni, hogy azok instabil beruhézasi palyéhoz vezetnek.

2. Diszkrét rendszerek stabilitisinak sziikséges feltételei
Mint TARJAN —TENYI [1] és KovAcs —TArJAN [2]-ben tettiik jeloljiik a be-
T

ruhdzdsok megvaldsitési ardnyszdmait «©, «®, ..., aP-vel 20;"" i

k=1
tekintsiik ket 4llandéaknak. Jelentse B(t) a ¢ id6pontban indulé beruhézasok

3 Szlgma 85/3
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dsszvolumenét. Igy a beruhdzésokra fordithaté ¢ évi K (f) keretet a kivetkezd
Osszeg adja:

i
K(t) = > a®B(t — k + 1).
k=1

Tegyiik fel, hogy a ¢ évben beruhzasokra forditott K(t) keret y ratdval nd
egyenletesen, azaz

Rty = K, « 9~
Ekkor a t évi B(f) beruhdzas-inditdsokra az aldbbi diszkrét idGpontokra felirt
T
JaPBt —k + 1) = Kt (0)
k=1

dllandd egyiitthatés inhomogén differenciaegyenletet kapjuk. Ennek megold4-
sat (ldsd pl. [19]-et) a differenciaegyenletek elméletében szokésos modon a

) a(k)
Zaszk:O oG =—,%k=12,...T
k=1 'yk"l

karakterisztikus polinom gyokeinek a segitségével kapjuk.
Mig a folytonos idSparaméter alapjén felirt linedris differencidlegyenletek
megoldésai pontosan akkor stabilak, ha a hozzéjuk tartozé

A(w) = ébkwT = by > 0) (1)
k=1

karakterisztikus egyenlet minden gyikének valés része negativ, addig a beruhd-
zési folyamatot diszkrét id6pontokban leir6 differenciaegyenletek megoldésai
akkor és csak akkor stabilak, ha a hozzéjuk tartozé

Fe)= Sap =0 (4> 0) (2)
j=1

karakterisztikus egyenlet minden gyoke abszolat értékben kisebb mint 1.
Az el6z5 negativitési feltétel teljesiiléséhez az algebrabol jol ismert Hurwitz
tételt! kellene alkalmaznunk, amely az (1) karakterisztikus polinom egyiitt-
hat6ibol képzett determinéns sorozat elGjeleibél mond ja meg pontosan, hogy
mikor hdny gyok esik a negativ valés részii komplex szamok alkotta félsikba.
Jegyezziik meg, hogy a folytonos paraméter(i rendszer stabilitésénak fontos
sziikséges feltétele, hogy (1) minden egyiitthatéja pozitiv legyen, azaz

by >0, ha 1 <k<T. (3)

Kz az algebra alaptételének és a negativitési feltételnek kozvetlen kivetkez-
ménye, ui. a valés egyiitthat6ji G(w) polinom elss és masodfoki valés polino-
mok szorzatéra bomlik, amelyek a gyskok valds részének negativitdsa miatt
mind pozitiv egyiitthatojiak, igy sziikségképpen szorzatuk is az.

! Lésd pl. Kuros [3], GANTMACHER [4].
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Ismert, hogy
w+ 1
w—1

2=

(4)

bilineéris leképzés segitségével a negativ valés részii Re(w) < 0 komplex félsik
kolesonosen egyértelmtien leképezhets a |z| < 1 komplex egységsugara kor-
lemezre.

fgy a Hurwitz kritériumnak megfelel sziikséges és elégséges kritérium ad-
haté a diszkrét paraméter(i rendszer stabilitdséra is (Lasd MARDEN [5],
Jury [6]).

Annak ellenére, hogy az automata- és vezérléselméleti alkalmazisok kovet-
keztében az 50- és 60-as évekre a diszkrét rendszerek stabilitdsdra vonatkozé
kritériumok lényegesen leegyszer(isidtek, megfogalmazdsukra konnyen kezel-
het$ algoritmusok sziilettek (JUury [6]), a stabilitds sziikséges és elégséges fel-
tételeinek kozgazdasdgi értelmezése, interpretéciéja lehetetlen. Ezért itt meg-
elégsziink azzal, hogy két sziikséges feltétel kozgazdaségi interpretaciojat adjuk
meg és matematikai statisztikai eszkozokkel megvizsgaljuk, hogy e két sziiksé-
ges feltétel a beruhézési megoszlésok hany ,,szézalékéra’ képes eldonteni, hogy
azok instabil beruhézési palydhoz vezetnek.

A (4) bilineéris leképezés a (2)-beli a; egyiitthatok és az (1)-beli b, egyiitt-
hat6k kozott az alabbi képlettel szdmolhaté kapesolatot 1étesiti (1asd Jury [6]
83. oldal):

y SO | A #21 T —j
=33 07| Ja<k<m. (5)
j=1 =0 l k—1-—1
Az (5) képlet alapjan tehat b,, b, és by értékei a kivetkezsk:
T
by = Ja;= F(1) (6)
j=1
T
by = FaT —2j+1)=2-F(1)— (T —1) - F(1) (7)
j=1
T
br = 3 a(—1)"1 = (=1)T"1F(-1). (8)
j=1

Mivel az [1] és [2]-ben bemutatott kizgazdaségi alkalmazédsokban a karakte-
risztikus egyenlet a; egyiitthatéi nem negativok és a, > 0, ezért a (3) feltétel

— 1 esetén értelemszer(ien mindig teljesiil. fgy az dltaldnosség megszoritésa
nélkiil feltehetjiik, hogy

T

j=1
A (3) sziikséges feltételt az (7)-beli by-re alkalmazva kapjuk, hogy

é%w—%+n>m (10)
j=1

3%
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azaz &trendezéssel és (9) felhaszndlésdval az

. i) T +1
(1) Sia; <

= 2

szitkséges feltételt kapjuk.
A (3) sziikséges feltételt az (8)-beli by-re alkalmazva kapjuk, hogy

Sa(~1)1>0, (1)
j=1

azaz (9) és (11) Osszeaddsaval a

: Ei
a e ——
(i1) - 211 2

[[E] a felsd egész rész) sziikséges feltételt kapjuk.
, 2

3. A két sziikséges feltétel kozgazdasigi interpretilisa

Az (i) feltétel valdszin(iségszamitési értelmezdse kézenfekvd, hiszen az [1]-ben
6s [2]-ben ismertetett modelleknél az ay, a,, . . ., a; beruhdzdsi megoszls egy-
ben valészin(iségi megoszlés is (1dsd a (9) feltételt), ezért az (i) feltétel bal oldala
az eloszlés virhaté értéke. Az (i) feltétel azt kiveteli, hogy a beruhdzési eloszlas
vérhato értéke kisebb legyen az 1 és 7' szdmtani kozepénél. Ha tehét a beruhé-
zési megoszlassal silyozott dtlag eléri vagy meghaladja az egyenls salyokkal
stlyozott kozepet, akkor a hozzé tartozé beruhdzési palya instabil.

Adhatunk az (i) feltételnek fizikai értelmezést is. (1. dbra)

Vegyiink egy 7' — 1 méter hosszisfgi vizszintes tartét. Balrél szémitva
k — 1 méter tévolsdghan (1 < k <Z7') hasson egy a, nagysiga ers lefelé.
A fizikébol tudjuk, hogy a (6)-beli b, az erérendszer eredje, mig a (7)-beli b,
az erdrendszer 0 centruméra szdmitott nyomatékdanak 2-szerese.

Nevezziik tehdt orrnehéz megvaldsitdsi megoszldsoknak azokat a megoszldso-
kat, amelyekbdl készitett erdrendszer ereddje az O centrumtdl balra tdmad,

+ Pozitiv forgdsirany
+ 1 2 3 4 -1 T

T

+ 40
| —

|

Yq, Ya,

1. dbra. Lefelé haté parhuzamos er6rendszer
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farnehezeknek pedig azokat, amelyeknél az eredd a centrumban vagy téle jobbra
tamad.

Ez a definicié, a vizszintes tarté anal6gidbdl természetesnek adddik. Mar a
TArJAN —TENYI [1] cikk frdsakor is hasznaltuk az elnevezést, azonban ott pon-
tos definici6t a fogalomra nem adtunk, tételt sem mondtunk ki ré. Az igy defi-
nidlt farnehéz megoszlasokra a kivetkezs tétel igaz az (i) feltétel alapjén:

1. tétel. A farnehéz megualdsitdsi megoszldsok esetén a beruhdzds instabil pdlydn
megy végbe.

Az orrnehéz megoszldsokra volt [1]-ben egy sejtésiink, nevezetesen az, hogy
azok stabil palyat eredményeznek. Ez azonban nem bizonyult igaznak. Az orr-
nehézség csak sziikséges feltétele a stabilitdsnak.

Orrnehéz eloszlasoknak nevezhetnénk azokat a beruhdzédsi eloszldsokat,

T+1

amelyeknél a félidsig méar t6bb mint a fele beruhazas megval6sul; far-

nehezeknek pedig azokat, amelyekre ez a feltétel nem igaz. Valészin(iségszdmi-
tasi fogalmakkal ezt gy mondhatndnk, hogy az eloszlds orrnehéz vagy far-
nehéz, ha a hozzdtartozé median kisebb vagy nagyobb az els6 és utolsé érték

szamtani kozepénél, (T 1] -nél. Ez sokkal egyszer(ibben definidlhat6 oszté -

lyozés lenne, azonban erre nem lenne igaz az el6z3 vagy hozzé hasonld tétel.
Ennek illusztraldsara tekintsiik a kovetkezd példét.

Példa: q! = 4; @y = 0,1, 0= 05, @y =01, G, =108

A véarhat6 értékhez kapcesol6dd definiciénk értelmében ez az eloszlas far-
nehéz, tehat az 1. tétel értelmében instabil palydt eredményez. A medidnhoz
kapesol6dé definicié értelmében azonban orrnehéz lenne.

A matematikai statisztikabdl tudjuk, hogy a két fogalom szimmetrikus el-
oszldsok esetén egybeesik. Nem szimmetrikus eloszlasok esetén (épp azoknél,
amelyeket mi akarunk vizsgélni) azonban kiilonvéalnak. Pearson az aszimmetria
jellegének és mértékének mérésére épp a kettd kiilonbségét haszndlja (14sd pl.
Cavor [7]):

3 (varhat6 érték-medidn)

Mésodik Pearson koefficiens — - 4
sz0rés

amely negativ, O vagy pozitiv, ha az eloszlds rendre balra elteriil, szimmetri-
kus vagy jobbra elteriilé.

A példankban szerepld eloszlasra a varhatd érték — 2,6, a medidn = 2; ezért
az eloszlds Pearson definiciéja szerint jobbra elteriils, a mi definiciénk szerint
pedig farnehéz.

Végiil egy kozgazdasagi érv definicionk jogossdgéra.

A beruhédzdsoknél a lekotott tdke mennyisége utdn az dtlagos tékelekotési
1d6 a legfontosabb szempont (ldsd Avauszrinovics [8]), amelyet a

T
atl. tékelek. ids = ¥ {T —j+ ';j) @, (12)
j=1
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képlettel szdmithatnank, hiszen az utolsé évben raforditott téke [él évet, az
utolsé elSttiben raforditott téke masfél évet sth. volt 4tlagosan lekotve. Az (i)
feltétel a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg az 4dtlagos tékelekotéssel:

T TS 1} 108 | IRl T T )
2(T+——7]a,-ﬁ(T+—2a1~2]a,~>T+——— =2,
7=1 2 2 j=1 j=1 2 P 2
azaz
: £ P | 14
(i) 2’T~7+E-aj>;.

Jj=1

Kimondhatjuk a kovetkezd tételt:

2. tétel. Ha az dtlagos t6kelekitési idé nem nagyobb mint a beruhdzdsi idé fele
(T)2), akkor a beruhdzds instabil palydn megy végbe.

A (ii) feltétel kizgazdasdgi értelmezését a kivetkezs tétel adja.

3. tétel. Ha a pdratlan évekbeli 1, 3, 5 sth. beruhdzisi raforditdsok nem haladjdk
meg az 0sszes raforditdasok felét, akkor a beruhdzis instabil pdlydn megy végbe.

4. A két sziikséges feltétel statisztikai vizsgilata

Mivel nines empirikus ismeretiink a beruhdzasi megoszlasokat illetGen, ezért
a két sziikséges feltétel hatokorének vizsgdlaténdl az a,, a,, . . ., ar megoszlds
megvaldsitdsi hanyadait véletlen szimoknak tekintjiik. A vizsgélat eredménye
természetesen fiigg attol, hogy azokat milyen konstrukecioval allitjuk els. Két
konstrukeiét fogunk a tovabbiakban targyalni:

I. az els6ben a [0, 1] intervallum elvélaszt6 pontjai a fiiggetlen valészinfiségi
véltozok, mig

IT. a masodikban maguk a megvaldsitdsi hanyadok a fiiggetlen nem negativ
eloszlési valdszin(iségi viltozok.

[. Tekintsiink egy tetszSleges F(x) eloszlds fiiggvényt, amely a — 0,5-re
szimmetrikus, azaz minden z-re

Fl@a —2)=1— F(a + = + 0), (14)
(Lésd pl. RENYI [9] 200. old.) és amelyre
F(0) == 0. (15)

Tekintsiik a teljesen fiiggetlen X,, X, ... X, , valészin(iségi valtozékat,
amelyek a 0,5-re szimmetrikus fenti eloszlést kivetik, amelyek értékei tehét 1
val6szintiséggel 0 és 1 kozé esnek.

Az Xy, X, ... Xy, val6szin(iségi véltozékat rendezziik nagység szerint,

és legyen Xr az X, valészin(iségi valtozok koziil nagység szerint a k-adik.
Ekkor természetesen X} <~ X3} <7 ... <~ X%_,. Ezt rendezett mintdnak szokéds

nevezni a statisztikdban, tovabbé legyen X3 =06 Xy =1.
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Ekkor az elsé konstrukciéban a beruhézasi megoszlés a, a,, . . . a; megvals-
sitdsi hdnyadai 4lljanak el§ a kovetkezd médon:

S * * .= * e * *
@y =X¢ — X3, 0g=X§ — X} ...0p 1= X4y — Xby 0r = X§ — Xb_,,

Az (i) feltétel statisztikai vizsgdlaténdl arra a kérdésre kell vélaszolnunk,
hogy mi annak a valdsziniisége, hogy az (i) sziikséges feltétel nem teljesiil (a be-
ruhdzési eloszlas instabil megoldast ad):

. - L T+1
P((i) nem teljesiil) = P | > k(X} — Xp_y) > J .y
k=1
ElGszor tekintsiik az aldbbi 4talakitdst:

T T T—1 T—1 e |
SHI— Xt )= SkX;— > R+ )X =T— 3 Xf —0=T— ¥ X,
k=1 k=1 k=0 k=1 k=1
Teh4t

i T i ar
P(Zht - Xe) =T = P[3X> T Y =05,
k=1 k=1

Ui. mivel X — k az @ = 0,5-re szimmetrikusak és fiiggetlenek, ezért a 7' — 1
véltozo sszege 0,5 + (T — 1)-re lesz szimmetrikus. Ezért a fenti valészin(iség
értéke 0,5.
Az (ii) feltétel statisztikai vizsgélatandl pedig az aldbbi valészintiségre va-
gyunk kivéncsiak:
1
L 2, 1
P((ii) nem teljesiil) — P ‘2 Xjg— X< —| =1
=1 2
A fiiggetlenség és a 0,5-re vald szimmetria miatt:
)
[)('Xl (.: .’L‘l, X'l < 372, ) 1\'-,~ 1": 3",‘, ]) — II P(JYJ < xj) )
j=1
-1
= [[ P(l = XT_I < x]) e P(] e X']',_] < x], 1 i~aa XT—-Z “\i xz, o ,l P X1<x7~_1).
j=1
fgy a rendezett mintéjukra is fennall a

PX¥ <, X3 <2, X¥  <@r_))=P(l — X}  <2,1 =Xt ,<
e I el it )

egyenlség. Vezessiik be az
1

2
X = 2 Agi-1, T Lgis

i=1
jelolést. Ekkor, ha 7' péros
T

-
Lo i :ZX#»zl——l ~ Xy = (1 — XF gq) — (1 — XFya),
=1

VR

I

I
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azaz
P(X* < 2) = P(1 — X* < %),

tehat X* 0,5-re szimmetrikus, vagyis P(X* < 0,5) = 0,5 ha T pdros. Ha T pa-
ratlan, akkor a pontos értéket nem tudjuk kiszamitani.
Foglalkozzunk most a méasodik konstrukciéval:

II. Tekintsiink egy tetsz6leges G(x) eloszlasfiiggvényt, amelyre
@(0) = 0. (16)

Tekintsiik a teljesen fiiggetlen Y, Y,, ... Y, valdszin(iségi véltozokat,
amelyek a fenti eloszlast kovetik, értékeik tehdt 1 valészintiséggel nem nega-

tivak.
Vezessiik be az

b
Y = 37, jelolést. (17)
j=1
Ekkor a mésodik konstrukciéban a beruhdzési megoszlés @, a,, . . . a; meg-
valdsitdsi hdnyadai a kovetkezd maddon alljanak els:
Yl Yz YT
Qg == ey g = =y , .,aw“:_'»——- !
LK Rl L
Jelen konstrukeionél az (i) feltétel statisztikai vizsgélata a kovetkezében 4ll:
. =k 5 T+1
P((i) nem teljesiil) — f ZlcYk S s ZY’f =1

Gondoljuk meg az alabbiakat:
a) két 1 Va,loszmuqvg:gel nemnegativ eloszldsi teljesen fiiggetlen valészinfiségi

valtozo kulonbscge a — 0-ra szimmetrikus eloszlast kivet.
bh) véges sok, a — O-ra szimmetrikus teljesen fiiggetlen elosztés osszege is

a = 0-ra szimmetrikus.

k=1

il ~ai

c) - 2 k -
Tehét a (18) Gsszeg @ — 0-ra szimmetrikus. fgy

P((i) nem teljesiil) — P[é“k T'; I)Y,“ ] - 0,5.

k=1

rzd e 2.1 [ N N (18)

Az (ii) feltétel statisztikal vizsgdlata pedig a kivetkezs:

T
"Z] 9t

P[Z YZI'*I /> O,SEY,(} :?
=1 k=1

P((ii) nem teljesiil) —
Ha T péros, akkor

T T
o T 2
DYV —05 Y, =053 Yy — Yu) (19)
fami =1 f=i



BERUHAZASI MEGOSZLASOK 145

A (19) Osszeg is az a = 0-ra szimmetrikus az a) és b) pontok alapjan. Tehdt
ha 7" paros, akkor

T
2 T
P((ii) nem teljesiil) = P 2Yu1—05 Y, >0 = 0,5.
= =1

Az (1) és (i) feltétel egyittes szimuldcids vizsgdlata

A két sziikséges feltétel egyiittes vizsgalatdt a méasodik konstrukeiéban és
pszeudo-véletlen szdmokkal végeztiik.

Az eredményeket az alabbi tabldzatban foglaltuk éssze. Minden esetben
T = 10. G(z) eloszlas két féle

«) [0, 1] intervallumban egyenletes,

B) A =1 paraméter(i exponencidlis eloszlds.
A kisérletek szdma legyen N, ennek fiiggvényében

r(i), r(ii) és (i, ii) jelentse rendre annak a relativ gyakorisdgat, hogy az (i)
feltétel, a (ii) feltétel és mind a ketts teljesiil.

1. tablazat

T = 10 [ BEgyenletes eloszlis Exponencidlis eloszlas
N [ G | r(i,10) gEgEe ©i) J iy
I T e e ST .8
20 | 0,7 0,65 0,3 0,7 0,65 0,35
50 0,568 0,6 f 0,28 0,68 0,68 0,36
100 0,62 0,49 | 0,28 0,64 0,62 0,31
500 0,6 0,48 | 0,27 0,508 0,496 0,288
1000 0,501 0,606 0,287 0,603 0,613 0,296
10000 0,4961 0.56103 J 0.281 I 0.491 0.5116 | 0.2797
%) l 0,6 0,6 { ~0,28 \ 0,6 0,6 ~0,28

Az 1. tabldzatbol tehdt azt olvashatjuk ki, hogy annak a relativ gyakorisaga,
hogy

——gZLZ (1) feltétel nem teljesiil, tart 0,5-hoz.

— az (i) feltétel nem teljesiil, tart 0,5-hoz.

— az (i) vagy az (ii) feltétel nem teljesiil, tart 0,72-hoz.

A szimulécibs vizsgélatot csak a mésodik konstrukcidban végestiik el, de
mindkét konstrukciéban tudjuk elvileg, hogy a fenti els§ két relativ gyakori-
ségnak 0,5-hoz kell tartania. A szimuldciés vizsgélatot azért volt célszeri elvé-
gezni, mert a két sziikséges feltétel egyiittes vizsgalata olyan dltalanos eloszld-
sokkal, mint azt az (i) és (ii) feltétel esetéhen tettiik, sokkal bonyolultabb bizo-
nyitésokat és meggondoldsokat igényelne, s a szimul4cié mégis ad valami képet.

A fenti harmadik relativ gyakorisig az egyenletes és exponenciélis pszeudo-
véletlen szdmok esetében is 0,72-hoz tart; igy elmondhatjuk, hogy

P((i) nem teljesiil vagy (ii) nem teljesiil) ~~ 0,72,

azaz a két sziikséges feltétel az dsszes beruhdzasi megoszldsok tobh mint 70 szé-
zalékéra képes kimutatni, hogy azok instabil beruhézasi palydhoz vezetnek.

( Beérkezett: 1985. febr. 14-én.)
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<

STEM-HEAVY AND STERN-HEAVY INVESTMENT DISTRIBUTIONS

The article establishes two necessary conditions of the stability of the investment,
process modelled in an article by Tarjain—Tényi and then gives an interpretation of the
two conditions from the aspect of probability theory, physics and economics. With the aid
of the physical interpretation it. is proved that, the stem-heavy distributions are not neces-
sarily stabilizing while the stern-heavy ones are necessarily destabilizing.

The economic interpretation is based on the notion of average time of capital domobili-
zation. It is proved that if the average capital demobilization time belonging to the in-
vestment, distribution is shorter than half of the investment gestation period then the in-
vestment takes place along an unstable path.

Finally, the article proves with mathematical-statistical tools and under rather general
conditions that each of the conditions can decide for 50 percent of ,,all possible’” investment,
distributions and the two combined for more than 70 porcent whether they lead to un-
stable investment paths.

PACMPENEJIEHUE KATUTAJIOBJIOYXEHHUM C «<HOCOBbIMM»
U «KOPMOBBIMWy TNEPEIPY3KAMU

B crarhbe Ha3bIBAOTCS IBa HEOOX OUMBIX YCIIOBHST CTa0MaM3alHi 1POLECca KanuTal0BI0ye-
HHH, CMOJEJIMPOBAHHBIX B cTaThe Tapbsina u Tenbu (1), a8aTem 9111 1BA YCIOBHST ONpE/IEISTIOTCST
B acrexTe TCOPHUH BEPOATHOCTH, DH3MKH M dicoHOMIYECKON Hayku. C MOMOIIBIO (UBHYECKOro
TOJIKOBaHHsT OKA3BIBAETCA, YTO PACNPEALSIEHUST C (HOCOBBIMU)Y MEPErpy3KaMu He 00513aTeIbHO
SIBJISIIOTCS CTA0HIIMBHPY IOIIHMU, & C ¢KOPMOBBIMUY — HE 00513aTeJIbHO AeCTabMIM3UPY IOLIHMU.
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IKOHOMHYECKOE TOJIKOBAHIE JaeTCsl B CTaThe € MOMOUIBIO MOHSTHSI CPEHEro cpoKa OTBIeve-
HUsT KanuTasa. Jloka3blBaeTcst, 4To eCJM CpeaHuil CpOK OBJeYeHMs] KamuTajla NpuH JaHHOM
pacrpeneseHi KarnuTaJl0BI0yKeHHH MeHbILe MOJIOBHHBI CPOKA KAaMMTAJOBIOKeHHH, TO Kamu-
TAJIOBJIOXKEHHST WIYT 10 HEYCTOIYUBOMY MyTH.

M HakoHel, B CTaTbe ¢ MOMOUIBIO CPEJCTB MATEMAaTHUECKOH CTaTHCTUKH MPH JIOCTATOYHO
00LIX YCJIOBUSX JI0KA3bIBACTCS], YTO 9TH ABA YCJI0BUS CMOCOOHBI KaXKA0€ B OTAEJIBbHOCTH B CIIy-
yae 50 mpoIeHTOB «BCeX BO3MOMKHBIXY pacrpemeseHit KanuTajioBIoyKeHuii, a BMecTe — B CJy-
yae 709%, cnoCoOHLI PelnThb, BEAYT JIH OHM K HEYCTOHMYMBOMY NMYTH KaNUTAJIOBJIOMKEHNH.



VORrROS JOZSEF

Degeneracié és szingularitis a pénzbefektetéses
analizisben

Bevezetés

A pénzbefektetés analizis beruhdzéja b nagysagu tGkéjét n helyre fektetheti
be. A tervperiédus elején az i-edik helyre invesztélt Osszeg nagysdgét jelolje
x, 1= 1,...,n, mely a perédus végén &x; nagysigia hozamot biztosit, és &;-k
egy ismert tipusu egyiittes valOsziniség-eloszlasfiiggvénnyel rendelkeznek.
A beruhédzé Ggy vélasztja meg az x; értékeket, hogy azok maximalizaljak w(§’'x)
hasznossdgfiiggvényét (a vonds transzponéltat jelol és & = [&,, ... &,],
x = [x,,...2,]). Feltessziik, hogy u € U, ahol U a nem csikkend, folytonosan
differencidlhaté konkév hasznosségfiiggvények osztdlya; mésként megfogal-
mazva ez azt jelenti, hogy beruhdzénk kockézatérzékeny.

Beruhdzonk probléméjat az aldbbi médon fogalmazhatjuk meg:

B¢ {u(g'x)} — max (1a)
Lixi—b (1b)
x€K, (1e)

ahol K, varhaté értéket jelol a § valdszin(iségi vektorra vonatkozéan, K pedig
az x; véltozokra egy tovabbi feltételeket megfogalmazé konvex halmaz.
(Az 1 vektor az un. Osszegzb vektor, azaz 17 = [1,...,1].)

A §’x véarhato értékét jelolje O varmnuédé,t pedlg /- ToBIN [4]-ban meg-
mutatta, hogy a fenti kitételeknek eleget tevd ha'-xznoqqé,gl fuggvények kizom -
bosségi gorbéi a (€, Z) sikban monoton névekviek és konkévak; emellett, ha
a &;-k egyiittes eloszldsa normélis, akkor az (1) feladatot az aldbbi médon lehet
megoldani:

meg kell &llapitani a valdszin(iségeloszlas paramétereit,

— el kell allitani a hatékony (adott C-hez a legkisebb Z-t ad6) befektetési
kombindciék halmazat,

— a beruhdzé kozombosségi gorbéjének megfelelGen ki kell vélasztani a
maximalizdl6 kombindciot.

(Lésd az 1. dbrat, ahol X a kozombiosségi gorbesereget, Y pedig a hatékony
kombinéacidk (C, Z) értékeit jeloli.)

A hatékony kombinéciok halmazat Merton az alébbi feladat explicit megol-
désdval dllitotta eld:

I'x'=0
a’x=0 (2)
x'Vx — min,
ahol K(§) = a;; és v;; = cov (&, &), tovadbbd a’ = [a,,...a,] és V = [vy].
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1. dbra. A dontés

A viltozokra vonatkozé nemnegativitési feltételt (2)-hoz csatolva [5] tanul-
mény szintén explicit megolddst kozol. Az eljards kiilonosen hatékony azon
esetekben, amikor létezik (2)-ben C-nek olyan (C'y; 0'}) nyilt intervalluma, mely-
ben az optiméalis megold4s valamennyi komponense pozitiv. A tanulmény bizo-
nyitja, hogy a C'; pontban zérévé vélé véltozé a ¢ < (' intervallumban végig
zéré marad, kovetkezésképpen ebben az intervallumban a rendszerbél elhagy-
haté. Ha a €'y pontban tobb véltozé vélik zérussd, a tanulmény més eljarésok-
hoz hasonléan perturbdciot javasol. A kivetkezs fejezet azt bizonyitja, hogy ha
ebben a €, pontban tobb véltozd véalik zérussd, ezek mindegyike a C < C,
intervallumban zéré.

A pénzbefektetés-elmélethen dllandésult feltevés, hogy a kovariancia-varian-
cia matrix nem szinguldris. Kz fontos kitétel volt mind a [2] mind az [5] tanul-
ményban. A cikk utols6 fejezete ezen kitételt oldja fel és explicit megolddsat
adja a (2) feladatnak, amikor a kovariancia-variancia métrix szinguldris (pozi-
tiv szemidefinit).

1. A degenericio kezelése

Legyen tehit adott az aldbbi n valtozés (n > 2), C-ben paraméteres kvadra-
tikus programozési feladat:

X_>o0 (3a)
1'% == b (3b)
a'x = (3c)
. % Z2(0) = max[ ; x’Vx] " (3d)

Legyen m olyan index, melyre 1 < m <= n, tovabhé legyen M — i1 g
=tz m}; N ={ilm+ 1= i< n}é E olyan métrix, mely E = 1l ahol
0 egy mx (n — m)-es zéré métrix, az I pedig egy (n — m) X (n — m)-es egység-

méatrix.

1. tétel: A (3) feladatban a kovariancia-variancia métrix legyen pozitiv defi-
nit, a ¢y, << ¢ < Cy intervallumban pedig az optimélis megoldds valamennyi
komponense pozitiv értékii. A C'; pontban legyen x;, = 0, i € N; x; > 0, i € M,
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valamint az a vektor els m komponense kozitt legyenek kiilonbozdek. Ekkor a
C = O, intervallumban a (3) feladat megolddsat az

x>0
1'x2s B (4)

iy 72 (C) = max { . x’Vx]
2 2

feladat megoldésa adja.

A tétel megfogalmazdséhoz néhdny megjegyzést fliziink: a feltételek szerint
a (3) feladat optimalis megolddsa azzal az elényss tulajdonsdggal rendelkezik,
hogy a (Cy; ) intervallumban valamennyi komponense pozitiv. Ebben az in-
tervallumban a (3) feladat tehat ekvivalens a (2) feladattal, kovetkezésképpen
Lagrange-problémaként is felfoghaté. Ezen Lagrange-megoldas utolsé (n — m)
komponense zérév4 vélik a C', pontban, igy a (3) feladat és a (4) feladat ebben
a pontban ekvivalens. A (4) feladat m valtozés problémaként is kezelhetd, mely
szintén rendelkezik azon tulajdonsdggal, hogy létezik olyan O, példdul a C,,
amelyben az optimalis megoldés valamennyi komponense pozitiv. Igy, ha téte-
liinket bizonyitjuk, a (3) feladat megolddsat — a kimondott feltételek mellett —
olyan elGjelkitetlen feladatok megolddsanak sorozataként allitjuk els, melyek
mérete minden iterdcios lépéshen csokken.

Bizonyitds: A 3. feladathoz a

D(x, u) — - -~1—x’Vx + (b — 1'x) + uy(C — a’x)
9 1

Lagrange-fiiggvény tartozik, a K7 feltételeket pedig az aldbbi rendszer fogja
Ossze:

b = —Vx — 1u, — au, < 0; (5a)
ox
I'x ='h (5b)
8'x=0C (5¢)
x’ ki 4l 0 (5d)
ox
x>0. (5e)
Ezutén tekintsiik a
1’ =0
a’x=0C (6)
Ex =0

higl Z*((C) = max [ oty x’Vx]
2 2



162 VORUS JOZSEF

feladatot. Az 1. tételben kimondott feltételek mellett a valtozok folytonossdga
miatt a C';-nak biztosan létezik olyan kornyezete, melyben a (6) feladat ekviva-
lens a (4) feladattal. Most megmutatjuk, hogy a C-nak létezik olyan bal oldali
kornyezete, melyben a (6) feladat optimélis megolddsa kielégiti a (3) feladat (5)
alatti KT feltételeit.

A (6) feladathoz tartozé Lagrange-fiiggvény az alabbi:

D(z, u) = —~—;—-X'VX + wy (b — 1'x) + up(C — a’x) — x"Eu,,

ahol az u, vektor (n — m) Lagrange szorzot tartalmaz.
A (6) feladathoz csatolando elsrend feltételeket az alabbi egyenlGségek fogjék

0ssze:

~-Vx — 1y, — au, — Eug =0 (7a)
I'x =b (7b)
#x = (7¢)
Hx=0 (7d)
(7a)-bol V pozitiv definit volta miatt
x = —V-1u, — V-lau, — V-1Eu,. (8)

Legyen V-1 —=M, f = I'M1; d — a’Ml; e — a’Ma, és az M métrixot particio-
naljuk az alabbi mddon:

M ‘M, M,
NI m |: s (3 ATH 11 12 .
M, M,, My,
ahol az M,, métrix m X m-es, és M particiondlasinak megfelelGen a’” — [a]; a,],

ahol a, m elemii vektor.
(8)-bol:
b=1Vx= —fu;, — du, l’[ :[[m]u;,
22 (9)

M.,
C=a'x= —du e, — a’ | = 2 |u,
1 2 M2 3

2

és mivel az x vektor utolsé (n — m) komponense zéro, szintén (8) felhaszndlésé-
val:
0 = —M,lu, — M,au, — M,,u,,

melybdl V pozitiv definit volta miatt
u; = —MzpM,1u, — Mz M,au,. (10)
u, értékét (9)-ben felhasznalva

b= —uy(f — f) — uy(d — d) (11)

C = —uy(d — d) — uye — &),
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ahol
= 1'[ M12]IVI;211V121; ¢ = a,[ M12-]M2—21M2a;
22 M22_
Lo 1[M12] M;'M,a.
My,

Felhasznélva az
f—f=f d—d=d; e—&t=2
egyszer{isits jelolést (11) az aldbbi form4dban irhaté fel:
b= —u,f— ugd (12)
0 — “'uld e uzé-

Az ¢, f, d meghatérozésénél szerepet jatszo méatrixoknél a kijelolt miiveletet el-
végezve kapjuk, hogy

[ Mm] MM, — [ M, Mz M, M12] ;
22 M21 M2Z
melynek felhasznéléséval:

f= 1’[M11 13 NLmMElezl g]l = LGk,

¢ = a'Ga, és d = a’G1.
Tekintsiik ezek utén a
P(A) = (a — AL)G(a — Al) = fA2 — 2dA + &
mésodfoki fiiggvényt, melynek diszkrimindnsa
dz — ¢f.

Az M, — M,Mz'M,, = Vit blokk pozitiv definit volta miatt a ¢(4) ezért csak
akkor zér6, ha a, — A1; feltételiink szerint azonban az a vektor elsé m kompo-
nense kozott kiilonbozbek is vannak, melybdl kovetkezik, hogy éf — d% > 0.
Az éf — d? egyattal determindnsa is a (12) egyenletrendszernek, melybdl kovet-
kezGen (12)-nek aza, -« 21 kikités mellett egyértelm( megoldésa van u,, u,re:

v — _ B —dC

e s v
e —d? (13)

_Je—-d

Uy == .
; éf — az

(10)-ben felhasznélva ezen eredményt

@f — d%uy = (fMz'Mua — dMzIM,1)C + EMz'M,1 — dM5;'M,a)b,

4 Srigma 85/8
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tehat u; valamennyi komponense C-nek linedris fiiggvénye. A ' = ', helyen
u; = 0, mivel az (5a) feltételek egyenléség formajéban teljesiilnek, és C,, jobb
oldali kérnyezetében u; valamennyi komponense pozitiv, hiszen ha azok kozott
akar egy is negativ lenne, azt eredményezné, hogy C, jobb oldali kirnyezetében
(3)-nak létezik olyan optimdlis megolddsa, melyben egy valtoz6 értéke zéro,
mig a tobbi pozitiv. Ez azonban ellentmond annak, hogy (3)-nak ezen kiornye-
zethen minden valtozoja pozitiv. Kovetkezésképpen: C bal oldali kérnyezeté-
ben u; valamennyi komponense negativ, ami annyit jelent, hogy i € N-re z;-k
zéréra éllitdsa a KT feltételeket kielégiti; tovabbd C-nak létezik olyan bal
oldali kérnyezete, melyben x; > 0 Vi € M-re, szintén a véltozok folytonossédga
miatt. A véaltozok ezen stdtusa — hogy ;> 0Vi€ Mreésa; = 0Vi€ N-te —
mindaddig kielégiti a KT' feltételeket, mig az M indexhalmaz Gjabb elemeihez
tartoz6 valtozok zérévd nem vélnak. Ezen C_,-ben u, valamennyi komponense
ugyanugy negativ mint C_, jobb oldali kbrnyezetében, tehat a (3) feladat meg-
olddsit a ¢ < C, intervallumban a (4) feladat megadja, melybél az utolsé
n — m véltozot elhagyva, a visszamarado feladat szintén azzal a tulajdonsiggal
bir, hogy létezik C-nek olyan intervalluma, melyben minden véltozé pozitiv.
Eredeti feladatunkat igy visszavezettiik egy méretében redukdlt feladatra.
Beruhézénknak legyenek az alfbbi tulajdonséggal biré befektetési helyei:

=1y a" =[1:1;2:8] és

0,1
0,2
V=
0,2
0,5
Mint ismeretes,
x = —V-1u, — V-lau,,
ahol (12)-héz hasonl6éan
eb — dC
U = — — ~
ef — d?
Uy = — /C — (‘l‘b )
: ef — d?
valamint
P 2
70 _ fC* — 2dbC + b

ef — d?
Az alébbi értékekre van tehét sziikségiink:

10 10 10
5 5
Vit=M — FMI = ; Ma = ;
5 5 10
2 2 6
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Ezek felhaszndldsdval:

I

(—90C + 220)/205
(—45C + 110)/205
(
(

I

I

65C — 45)/205
70C — 80)/205

T
Zp
Z3
Z4
A kifejezések alapjén az x > o egyenlGtlenségrendszert C-re megoldva kapjuk:

C < 220/90 = 2,44
C < 110/45 = 2,44
C > 45/65 = 0,69
C > 80/70 = 1,14,
tehdt ) = 1,14; C, = 2,44 és fgy a C, < €' < | intervallumban valamennyi

véltoz6 pozitiv, a C)-ben pedig az x, és x, valtozok vélnak zérévé. A € > C,
intervallumban ezeket elhagyva, a redukalt feladat inputjai:

8’ = [2; 3]; v :[0’205],

és mivel csak két valtozénk van, ezek a 2 < O < 3 intervallumban biztosan
pozitiv értékiek.

Egyébként: f = 7; d = 16; e = 38 és ef — d? = 10.
AC = 1,14 pontban x, = 0, ezért C < 1,14-ben a negyedik alternativét torslve
feladatunk inputjai:

a"={[1;1;2]; b=1; és

0,1
V=[ 0,2 }
0,2
10 10 10
Mz[ 5 ]; Ml:[s}; Ma=[5],
5 5 10

és f = 20; d = 25; e = 35 valamint ef — d? = 75.
z; = (—50C + 100)/75
@y = (—25C + 50)/75
2= ( 75C — 15)/15,

Ezekbdl

melyhdl
cL2
0?2
e

4‘
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z22i

oy

2. dbra

Szdmitdsainkat az aldbbi téblézat foglalja ossze:

Valtozok értékei

Intervallum R SR L S T T T T A AR R A (1 MR A
X3 , Xy I Xy l x4
B v X 2/3 1/3 0 0
1<C< 1,14 (—2044)3 (—C}2)3 Cc—1 0
1,14 < C < 2,44 (—18CH44)/41 | (—9C | 22)/41 | (13C—9)/41 (14C—16)/41
244 C< 3 0 0 ~ 43 c—2
C=3 0 0 0 L

Az egyes intervallumokhoz tartozo parabola ivek egyenlete, illetve az egyes
pontokhoz tartozé értékek az alébbiak:

1/15
(4C% — 10C + )15
(2202 — 62C + 53)/205
(7C2 — 320 + 38)/10

0,5

Ezen leképezéseket a 2. abra foglalja Gssze.

A téblazatnak megfelelGen az (1,14; 2,44) intervallumban mind a négy vél-
tozé pozitiv, a C' = 2,44 pontban az elsé két véltozo zéréva vilik és egy olyan
parabola iv simul az el6z6hoz, melyet két véltozé — az x, és x, — feszit ki.
Kiemelend6 még, hogy a Z% fiiggvény folytonosan differencidlhaté, ugyanis
a parabolaivek nem metszik egymdst. (A 2. 4brén a Z2 fiiggvényt a folytonos
vonal jeloli.)

2. Az altalanos szingularitis

A szinguldris eset o kockédzat nélkiili letét kontosében mér régota jelen van
a pénzbefektetés-elméletben. Legyen ugyanis n kockdzatos befektetési helye
egy beruhdzonak oly médon, hogy a hozzétartozé kovariancia-variancia métrix
nem-szingulédris (pozitiv definit). Ha most a befektetési helyek szdmdt a koc-
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kézat nélkiili letéttel vagy hitelfelvétellel bévitjiik, az eset ugy is felfoghato,
hogy a V kovariancia-variancia métrixot zéré oszlop és sorvektorral bvitjiik,
ezzel métrixunk szinguldris — és igy pozitiv szemidefinit lesz. A Tomix,
SHARPE, LINTNER ([4], [3], [1]) vonal nyomén ismeretes, hogy ebben az esetben
a Z(0) tiiggvény linearis, MERTON [2]-ben pedig megadta ennek egyenletét els-
jelkotetlen esetre. [5] alapjan ismert Z,(C) forméja el§jelkotott esetre. Mivel
az 4ltalanos (tobbszoros) szingularitds osszefiiggései elGjelkitetlen esetre sem
ismertek, a Z*(C) fiiggvény meghatarozasat ezzel az esettel kezdjiik.
Legyen adott az aldbbi n valtozés feladat:

1%=—b
a'x=0 (13)
1 I
——2%0) = max[—— —X Vx] ’
2 2
ahol a V = [v;;] métrix nXn-es és rangja m. Ennek megfelelden particionélva
8 métrixot:
V i [Vll Vl2] ,
Va Vo

ahol V; mXm-es nem-szingulédris blokk, és ennek megfelelen a’ = [a;; a,].
Legyen
o' =1 — 1'V;'V,,
P’ =a; —ajV;'Vy,
f=0V3l; e=a;Vila; d=a Vil
2. tétel: A (13) feladatban

0, ha a és B fiiggetlenek, vagy ha a; = q;
Vi,j€M és da = B oly mddon, hogy a, = Al;

i NLIJ)Z——, ha da =8 ésa = 0;

22— 2dA + e

ZXC) =1 8f, ha o« = 0 és B = 0;

fC? — 2dbC + eb?
ef — d?

, ha o« =B = 0 és nem 4ll fenn,

hogy a; = a; V1, j € M-re.

Bizonyitds: A (13) feladat és (3) feladat Lagrange-fiiggvénye megegyezik,
és a hozzétartozo elsérendii feltételek az aldbbiak:

Vixy + Vioxo = —lu;, — au, (14a)
Vauxy + VooXp = —1u; — agu, (14b)
1'x=1b (14c)

a’x =@. (14d)
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(14a)-bdl
x; = —Vi'lu, — Vilau, — V5iV,,x,, (15)

melyet (14b)-ben helyettesitve, és felhaszndlva a szingularitds miatti

Voo — Vo, Vii'Viy = 0
osszefiiggést, adodik, hogy

au, + Bu, = 0. (16a)

(15) felhasznaldsaval
Ux = —fu, —du, + a’x, = b (16b)
a’x = —du; — eu, + B'x, = C, (16¢)

a (l4a—b) egyenletrendszert pedig szorozva az x’ vektorral:
Z*(C) = x'Vx = —bu, — Cu,. (17)

Ha az a, @ vektorrendszer fiiggetlen, (16a)-nak csak az u;, — u, = 0 a megoldé-
sa, melybdl (17)-re

Z¥C) = 0,
(14b—c)-re pedig
o'x, = b (18a)
Bfxy =0 (18h)

adddik. Tgy (15) és (18) felhasznélésdval ¢ fiiggvényeként x értéke is megélla-
pithato.
Ha most Za = 8 és a = 0, (16a) felhasznéldsdval

Uy = — Ay, (19)
és (16b)-ben mindkét oldalt A-val szorozva majd (16¢)-bél kivonva adédik, hogy
—Uy(fA2 — 2dA + €) = C — 2b. (20)
u, egyiitthatéjat mésként is megfogalmazhatjuk:
fA* — 2dA + e = (a; — Al)'V;(a, — A1).

Tehat: ha az a, vektor komponensei azonosak és emellett A értéke megegyezik
ezen komponensekkel (azaz a, = A1) V;;! pozitiv definit volta miatt Uy egyiitt-
hatéja ekkor zérd, egyébként pozitiv. Ha fA2 — 2dA + e = 0, akkor (' csak a
b értéket veheti fel, azaz f(C) csak egy ponthél 411. (17)-ben elvégezve a C' — b
helyettesitést, és tekintettel a (19) alatti osszefiiggésre: Z(Ab) = 0.

Ha 22 — 2dA + e -« 0, (20)-bél:

g b 4 o (21a)
fA2— 2d + e
s (19) felhasznéldsival
Uy = },ﬁ“gi_ (21b)
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u, és u, értékeit (17)-ben helyettesitve célhoz érkeztiink:

(C — 2b)

20) = —-—.
) A2 — 2dA + e

(22)

Erdemes megjegyezni, hogy a pénzbefektetéselmélet jol ismert , kockézat
nélkiili letét” teljes aga (22) specidlis eseteként tekinthetd, amikor is A értéke
a kamatlab nagysadgat reprezentélja.

A valtozok értékeinek meghatdrozésdra (15) és (16¢) haszndlandé fel.

Tovabb vizsgdlva a lehetséges eseteket, legyen most & = 0 és 8 -= 0. (16a)-
bél ekkor u, = 0 kovetkezik, melyet (16b)-ben felhaszndlva:

ul == —b/f.
Ekkor (17) a C tengellyel pdrhuzamos egyenes;
Z30) = bf.

Ha o = 0 mellett most még a @ vektor is zéré, (16)-nak u,- és u,re egyértelmfi
megolddsa akkor lesz, ha az a;-k kozott lesznek kiilonboz8k (i € M).
Ebben az esetben (16)-bél, (12) megolddsédhoz hasonléan:

eb — dC
Ui —
ef — d?
o s TIRY
ef — d?
azaz
2 __ 2
2(0) — fC? — 2db + eb '

ef — d?

Ismét érdekes a nemnegativitdsi kikotéssel keletkezd probléma. Hasonléan
az elGjelkotetlen esethez, sok kimenet lehetséges, de célszer( itt is az elGjel-
kotetlen esethdl kiindulni, mégpedig oly médon, hogy megvizsgéljuk, van-e C-
nek olyan intervalluma, melyben valamennyi véltozé nem-negativ. Ha létezik
ilyen intervallum, megéllapitjuk ennek maximélis kiterjedését, melyet jeloljon
ismét € és ). Az elsG tétel gondolatmenetéhez hasonléan ismét bizonyit-
haté, hogy a hatdrpontokban zéréva valé valtozok a késGbbi vizsgalathol ki-
zérhatok.

Ha C-nek nem létezik az emlitett tulajdonsdggal rendelkezd intervalluma,
a feladat ismét megoldhat, ha képezziik az eredeti n véltozds feladathdl els-
allitott (n — 1) valtozos feladatokat, feltéve, hogy ezen feladatnak létezik
olyan C-beni intervalluma, melyben mind az (n — 1) valtoz6 pozitiv és a val-
tozéknak ezen statusa (tudniillik, hogy az n-edik zéré, mig a tébbi pozitiv)
kielégiti a KT feltételeket. Az eljards inkdbb a feladat szerkezetének feltarasara
alkalmas, nagyobb méretii problémék megoldésédra bizonyéra célszer(ibb vala-
milyen numerikus technika alkalmazésa. noha ezek nem adnak explicit meg-
oldést.
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Az elmondottak illusztracidjat szolgdlja az alabbi feladat, melynek inputjai:

1 0 04 'Q 4,
0o 1 0 0,4 3
Vi= a = b= 1
04 0 016 0 2
0 04 O 0,16 1

Ezekbdl

10
Vi = J
a=[ 1]

o’ = [0,6; 0,6]; B’ = [0,4; —0,2],

tehét fiiggetlenek. Olyan x, és », értékeket keresiink, melyek egyrészt kielégitik
az
ofxy ="1]

B'x, =C
paraméteres egyenletrendszert (ahol most x; = [x,; 2,]), mésrészt biztositjék,
hogy z, és z, is nem negativ. (15) alapjan tehét az
X; + V5'Vix, =0
0%y =]
play=0

kanonikus forma nemnegativ megoldésait keressiik, ahol C' paraméter. A nume-
rikus forma az aldbbi:

@ z, 0 konst.
2y 0,4 0 0 0
2, 0 0,4 0 0
he 10,6 0,6 0 1
vy 0,4 —0,2 1 0

Ebbél kiindulva a bézistranszforméciés 1épések:

z, (o] konst. o konst.
2, —0,4 0 0,67 2y 0,67 | —0,221~C 5 0,33
2y 0,4 0 0 2, 0,67 | —0,451~C > 0,67
2y e 4 0 1,67 2y 1,67 | 0851~CZ 0,33
v? | ~0,8) 1 — 0,67 x, ~1,87 | L121~Cx 0,67

A szémitdsokbdl kideriil tehdt, hogy C'-nek nincs olyan intervalluma, melyben
valamennyi véltozé pozitiv lenne, ezért C-nek olyan intervallumai létezhetnek
ezek utdn, melyek legfeljebb hdrom pozitiv véltozéval rendelkeznek.
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Tekintsiik most az eredeti feladathél képzett azt a feladatot, mely nem tar-
talmazza az utolsé befektetési lehetdGséget. Az inputok ekkor:

1 0 04 4
V.=1L0. I -0 a—=|3
0,4 0 0,16 2

Ismét

10
Vis.—= .
1 [0 1]

igy a = 0,6; B = 0,4; azaz a két vektor Osszefiiggd és A = 0,667, valamint
f=2;d=1T; e= 25 és igy
A2 — 2dA + e = 16,556.

Az értékeket (21a) és (21b)-ben felhaszndlva, a (15) és (16c) dltal meghatérozott
kanonikus forma numerikus alakja:

! z, ’ (o] ' konst.
2, 0,4 0,201 | _o,154
2, 0 0,141 0,094
v* [0,4] —0,228 0,819

Az egyetlen iterdci6t elvégezve tablank forméja:

(o] ‘ konst,

—0,953 -~ C = 2,22
—0,094 — C = 0,666
2,047 — C < 3,68

0 141
—0,5671

|
| 3

A 2,22 < C < 3,58 intervallumban az elsé hdrom véltozé pozitiv és x, = 0,
ami egyébként a KT feltételeket kielégiti. Ebben az intervallumban a véltozok

értékei tehdat:
2, = 0,43C — 0,953

Ty = 0,141C — 0,094
z, = —0,571 + 2,047
z, = 0.

Ha most az eredeti feladatbdl az elsd alternativat hagyjuk el, az 1,457 < C' <
< 1,887 intervallumban az utolsé hdrom véaltozé pozitiv, a pontos értékek

pedig:

z, =0

z, = 0,372C — 0,54
23 = 0,317C + 0,125
z, = —0,75C + 1,415.
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z+ Iy

Y

3. dbra

A C = 2,22 pontbhan az x, valtozd valik zérussé, tehat a ¢' - 2,22 intervallum-
ban létezik olyan megoldas, melyben z, és z, pozitiv, mig &, — z, = 0. A C =
= 1,89 ponthan az x, valtoz6 valik zérussd, tehat a ¢! - 1,89 intervallumban
létezik olyan megoldas, melyben z, és x, pozitiv és o, — x, — 0. Mivel a, — 4
és a, =1, ezért az eredeti feladatra a 1,89 -~ €' <~ 2,22 intervallumban
Xy = x, — 0 63 x,, 2y pozitiv. A szdmitdsokat a 3. dbra fogja Ossze, ahol az
lii,...ix jelolés azt reprezentéalja, hogy a jelzett intervallumban az x; ., . xa

valtozék pozitivak.

( Beérkezett: 1984. julius 13-dn.)
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DEGENERATION AND SINGULARITY IN THE DERIVATION OF PORTFOLIO
EFFICIENT FRONTIER

In an earlier paper the author discussed the explicit derivation of portfolio efficient
frontiers and showed some properties of the mean-variance function. This comprised two
important constraints: one of them was that the covariance-variance matrix is non-sin-
gular and the other that if short sales are allowed, only one of the variables becomes zero.
The present paper removes these two constraints and gives a procedure for producing
portfolio efficient frontiers and also shows that in this generalized case the shape of the
mean-variance function does not change either, that is, it remains continuously differenti-
able and convex even if short sales are not allowed.
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JETEHEPATHUBHOCTb W CUHTVJISIPHOCTb (OCOBEHHOCTD)
B AHAJIM3E TNOMEUEHHWS KAIMWUTAIJIA

ABTOp B oiHOil 113 CBOMX DpeabiylIMX craTeil paccmaTpuBas npodemy O9KCMIMIIHTHOTO
npejcTaBieHsT KOMOMHaIMI OQ(HEeK THBHONO MOMEIEHHs KanmuTaia W MoKasajl HeKOTophle 0Co-
OCHHOCTH (DYHKLIHM, OMpeesistioliel B3auMOCBsI3b NPUObLIL-PUCK. B Heit uMenn mecTo iBa Bajk-
HBIX OUpaHHYCHHS: MEepBOe — TO, YTO MATPUIlA KOBAPUAHIIMsI-BAPUAHTIIMSI HE SBJSETCS CHUH-
rynsgpHoii (oco0eHHoit), BTopoe —— To, YT0 B cjlydyae CBOOOJHOI0 3HaKa BCerja JiMib OJjHa mepe-
MeHHasl CTAHOBUTCS HYJIEBOH. B HacTosiulei ctaThe paspelualTes 9TH JBa NMPEeXXHUX YCI0BUS
M JIaeTCsl METOJ[ ToJIydeHust dderTHBHLIX KOMOMHAIMH, a Tak)Ke MOKa3bIBaeTcst, YTO B ITOM
00001IeHHOM CJlyYae TakoKe He uameHsiercst popma GyHKIUH MPUOBLIL-PUCK, TO €CTh MO-TPEX-
HEMY COXpaHsIeTCsi HenmpepLIBHO auddeoeHnpyemast BLIyKJIOCTb U B cliyyae cBOOOJHOr0 3HAaKa.



IDEGEN TOLLAK

Ray REES

A megbizb és az iigyvivd elmélete®
1. rész

Bevezetés

A kizgazdasdgi probléméknak tdg és érdekes osztdlydt alkotjak az dtruhé-
zott dontések. Kzek lényege: valaki bizonyos ellenszolgéltatésért elvallalja,
hogy mds (vagy mdsok) érdekében hozzon dontéseket. J6 példa erre a me-
nedzser, aki a részvényesek érdekeinek megfelelGen irdnyitja a véllalatot,
a munkavéllal6, aki a munkaadénak dolgozik, a konyvszakérts, aki tigyfele
adoiigyeivel foglalkozik, az ingatlaniigynok, aki médsnak a hézdt értékesiti,
a befektetési szakérts, aki kezeli a rabizott alapokat és részvénykoteget, de
ilyen munkét végez a kozéleti politikus is és még sokan mésok. A fenti szitudcié
modellezése sordn kideriil, hogy formdlis struktirdja a probléméknak egy még
szélesebb korére alkalmazhato, ahol explicit médon semmiféle formélis dontés-
dtruhdzdsrol nines sz6. Igy példéul a tiiz-, betorés- vagy balesetbiztositést kists
egyén dont bizonyos tevékenységek mértékérsl, amelyek csokkentik azon ese-
mények valdszin(iségét, amelyek ellen biztositotta magét és ez kihat a biztosité
térsasdg vérhat6 jovedelmére; avagy ugyanigy a veszélyes vegyianyagokkal
dolgozo iizem dontései is hatdssal vannak egy esetleges baleset altal mésoknak
okozott kér valészin(iségére és nagységéra. A meghizé és az ligyvivé elmélete
minden olyan esetre alkalmazhatd, amely az aldbbi struktiraval rendelkezik:
az iigyvivonek nevezett és A-val jelolt egyén a tevékenységek adott {a} hal-
mazahol kivélasztja az a tevékenységét. Az ehhez a vélasztashoz tartozoé x ki-
menet fiigg attol is, hogy a {0}-val jelolt dllapothalmaznak, melyik eleme érvé-
nyesiil az adott idépontban, tehat a bizonytalansdg a szitudcié természetéhdl
fakad. Az x kimenet bizonyos hasznosségot hoz létre a P-vel jelolt meghizo
szaméra. Definidlandé egy szerz6dés, melynek értelmében P y nagységa ki-
fizetést teljesit A részére. A hasznossdga részben ettsl az y-tol, részben pedig
az a akeid értékétdl fiigg. A meghizo-ligyvivo elmélet £6 célja, hogy meghatd-
rozza ezeknek a szerzédéseknek optimdlis jellemzdit, kiilonbozé feltevésekkel
élve P, illetve A megléve és megszerezhets informdcidira vonatkozdan, és hogy
ezdltal remélhetdleg meg tudja magyardzni a ténylegesen megtigyelhets szerzo-
dések jellemzbit. Hangsilyozni kell, hogy a , szerzddés” szot igen tdgan értel-
mezziik. Bz vonatkozhat akéar formdlis dokumentumra, példaul biztositasi vagy
részeshérleti szerzédésre, akér implicit megegyezésre, ami példdul az alkalma-
zotti kapesolatot jellemzi. De ide sorolhat6k a biintetd-jutalmazoé rendszerek is,

* RAY REEs: The Theory of Principal and Agent, Bulletin of Economic Research 37: 1,
1985. Kordftotta: Kirdly Jilia. A ,,principal-agent” elméletet ,,megh{zé-iigyvivé” prob-
lémaként magyaritottuk. (,,Ugyowé: fn, rég: Megbizott, meghatalmazott”. Magyar értel-
mez6 kéziszotar) A matematikai lefris sorn meghagytuk az angol eredetire utal6 P
(== principal) és A (agent) jeloléseket. (Ford.)
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amelyeket egyaltaldn nem rogzitenek formélis szerzédésekben, igy példédul
azok a szabdlyok, amelyek alapjan a mérgez6 vegyianyagok szivargasa okozta
karokért a felelGsséget megéllapitjak. Mint a kozgazdasdgtanban megszoktuk:
egy konkrét példa dltal elGhivott formalis struktuara szélesebb korben is alkal-
mazhato.

Ebben a tanulményban a megbizé-iigyvivé elmélet szakirodalmét tekintem
at a kovetkezd értelemben. Felvdzolom a szakirodalomban meghatérozott
problémanak a modelljét, és bemutatom az eddig elért f6bb eredményeket.
Ezt tartalmazza az elss rész. A masodik részben megvizsgélom az elmélet f6bb
alkalmazési teriileteit. Természetesen a kifejtés sordn mindig hivatkozom az
elemzést és az eredményeket kidolgozo tanulméanyokra. Ugyanakkor egyéltalan
nem all szandékomban explicit médon egyes cikkek elemzése avagy értékelé-
se —, azaz ez az attekintés nem , ki mondta, mit mondott, mikor mondta (és
igaza volt-e)?”” tipusi. A tanulmény {6 célja, hogy vildgos dttekintést adjon az
elméletrél, bemutassa a tényleges és a potencialis alkalmazdsi teriileteket és
hogy az elmélettel csak most ismerkedd kozgazdénak felvillantsa a benne rejls
érdekes és lényeges kozgazdasigi gondolatokat.

1. rész: Az elmélet

1. A formdlis modell

Ismertetésiinket a tanulmany hétralevs részében is hasznéland6 modell fel-
vézolasaval kezdjiik. P meghizé egy Newmann— Morgenstern (N—M) tipusi
u (x — y) alaka hasznossigi fiiggvénnyel rendelkezik, amely kozvetleniil nem
fiigg a kornyezet 0 allapotatol, korlatos és akérhényszor folytonosan differen-
cidlhato. KEzen beliil w' > 0 ésw” << 0, igy kizdrjuk a kockdzatot kedvels maga-
tartdst. Hasonloképpen az A4 iigyvivl v(y, @) hasznossigi fiiggvénye is N —M
tipusd, tovabbd vy, > 0, vy, < 0,9, << 0,04, > 0, igy A4 szintén vagy kiozombos
(vyy = 0) vagy averziét mutat (v,, < 0) a kockdzattal szemben. Azt a feltevést
fogadtuk el, hogy a csokkenti A hasznosségat, mivel a legtobh alkalmazdsnél
a-t erdfeszitésként avagy kiaddsként értelmezik, amely A részérsl P érdekében
meriil fel. Vegyiik észre, hogy P kozombos az A vélasztotta a-val, mint olyannal
szemben, Gt csak a kimeneti érték érdekli, levonva ebb6l az A4-nak fizetends
Osszeget. Kbbdl ercteljes konfliktus ered A és P kozott.! Ha — mint azt feltéte-
leztiik — A sajat érdekei szerint cselekszik, akkor a szerz6dés megtervezésekor
fel kell ismerni, hogy az a-bdl szdrmaz6 hasznossag-csokkenés A-t esetleg arra
viszi, hogy ne tartsa maximélisan szem elGtt P érdekeit. Természetesen errdl
a problémérol a késdbbiekben még sok mondanivalénk lesz.

' Ross két tanulménya (1973, 1974), amely a megb{z6-iigyvivé probléma tanulményo-
zasénak elinditdja lett, val6jiban azt teszi fel, hogy az A hasznossagi fiiggvénye nem tar-
talmazza a-t. Erdekkonfliktus igy akkor 1ép fel, ha a két hasznossagi fiiggvény lényegileg
kiilonbozik, azaz nem létezik olyan a > 0, és f, hogy v = au | f (ne felejtsiik el, hogy az
N-—M hasznosségi fiiggvény érzéketlen a pozitfv linearis transzforméciora). Ha azonban
a-t kizarjuk v-b6l, akkor a probléma pusztan a kockézat-viselését osztja meg és nem terjed
ki az érdekeltségre és a moralis-kockézatra, amelyek pedig centrélis kérdéseknek tekint-
het6k a megbizé és az ligyvivé kapesolata szempontjabél. A kévetkez6 fejezetek feladata
e kérdés jobb megvilagitasa.
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Az altaldnossdg nagyobb megsértése nélkiil feltételezhetjiik, hogy a {6}
allapothalmazt jol reprezentalja a [0, 1] zart intervallum. Lényeges az a fel-
tevés, hogy P és A azonos val6szinliségi elképzelésekkel rendelkezik a kirnyezet
dllapotaira vonatkozoéan, azaz azonos az f(0) siirtiségfiiggvényiik. Ez mér lénye-
gi megszoritds, mivel azt gondolhatnénk, hogy a meghizé és az iigyvivs kapeso-
latdnak fontos aspektusa, hogy A b&vebb informéciéval rendelkezik nemcsak
a lehetséges allapotok el6fordulasarél, de maguknak az dllapotoknak a miben-
létérdl is, mint P. A kivetkezSkben néhény ponton majd jelezziik az eltérs
valésziniiségi megitélések varhaté kovetkezményeit, de a szakirodalom egésze
az azonos valdszinlségeloszlas feltételezésén alapszik és teljes altalanositdssal
eddig nem taldlkoztunk.

Adott lévén az A véalasztotta a még mieldtt a kornyezet allapota ismertté
valt volna, az « kimenet értéke 0-tél fiigg, igy irhatjuk, hogy z = z(a, 0).
Feltételezziik, hogy x ... tetszilegesen folytonosan differencialhaté, x, > 0,
Zae < 0 és az egyszerliség kedvéért oy > 0, tehat 6 nagyobb értékei valamilyen,
értelemben kedvezdbb allapotokat reprezentélnak. z,-t ugy értelmezhetjiik,
mint a hatdrtermékét, amirdl feltessziik, hogy mindig pozitiv és nem novekvé.

Ezeket a jeloléseket haszndlva a kovetkezoképpen irhatjuk fel a meghizé-
ligyvivé alapprobléméat. P-nek egy olyan kifizetési sémdat kell véalasztania,
amely legaltalanosabb formajaban z-t6l 6-t6l, a-tol és més egyéb z valtozoktol?
fiiggd, y nagysagi fizetséget biztosit A-nak, azaz y = y(x, 0, a, z). z-t ugy értel-
mezhetjiik, mint ami valamifajta (dltaldban tokéletlen) informéciot nyujt a-rol
vagy 0-rél éspedig ingyenesen. A meghizé-iigyvivi elmélet centrilis feltevése,
ami megkiilonbozteti az | érdekeltségek illeszthetésége” elmélet irodalmétol*
(erre vonatkozoan lasd HaMMOND (1979) miivét és a szimpoziumon elhangzott
tovabbi elGaddsokat) arra vonatkozik, hogy a kifizetési séma csak olyan ténye-
z0ktol fiigg, melyeket mindkét £él képes megfigyelni. Tovabbé feltessziik, hogy
A ismeri a-t (csakigy, mint «(.)-t), és meg tudja figyelni x-et és 0-t. Illy modon
kiilonhozé varidciok esak a P szdméra hozzaférheté informaciokkal kapesolat-
ban meriilnek fel. Mindig feltessziik, hogy P ismeri x(a, 0)-t (csakagy, mint
v(., .)-t) és mindig meg tudja figyelni z-et. Ebbdl kovetkezGen, ha meg tudja
figyelni a és 0 koziil valamelyiket, akkor a méasikra mér kivetkeztethet ex post
az x(a, 0)-hol. Tehat két esetet érdemes elkiiloniteni:

i) P meg tudja figyelni a-t (vagy 0-t) és ezdltal 0-t (illetve a-t) is. Ebben az
esethen nincs sziiksége z-re, mivel minden tovabbi (tokéletlen) informécié re-
dundéns.? Ekkor a kifizetési fiiggvény is ugy tekinthets, mint ami kizarélag
0-tol fiigg, tehat P oly médon hatdrozza meg a kifizetési sémét és 4 szdméra a
értékét, hogy maximalizdlja varhaté hasznosségat, kielégitve azt a megszori-
tést, hogy A legaldbb egy minimélis varhaté hasznosségot, °, érjen el, amire

2 Folosleges mondanunk, hogy a legéltalanosabb targyalasmédban z, a és z barmelyike
vagy akar mindegyike vektor is lehet, nemesak skalfr. Azonban semmi lényegeset nem
hagyunk figyelmen kiviil, ha az itt vizsgalt egyszer(ibb esetre korlatozzuk magunkat.

* Az ,,incentive compatibility” elmélet csak igen nyakatekerten magyarithaté az ,,érde-
keltség illeszthetGsége’” probléméjavi, de jobb megoldast nem talaltunk. (Ford.)

3 HARRIS és Raviv (1978) a tétel szigora bizonyf{tasat kozlik és szdémos egyéb olyan Allf-
tast, amit itt elfogadunk. Azt is megmutatjik, hogy a tanulményukban arra az esetre
kézolt eredmény, amikor a-t még azel6tt vélasztjak meg, miel6tt a kérnyezet éllapota
ismertté vélna, kénnyen kiterjeszthet6 arra az esetre, mikor a-t 6 ismeretében vélasztjék.
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a tovabbiakban wvisszatartott hasznossagként (reservation utility) fogunk hivat-
kozni.* Mint azt a kovetkezd két fejezetben megmutatjuk, ebben az esetben
lehetséges egy elsé-legjobb (first-best) optimélis kockdzat-megosztéd szerzidés,
mikozben a mordlis-kockdzati (moral hazard) vagy az érdekeltségi probléma
kényszerits szerzédéssel oldédik meg. Ez az eredmény érvényes abban az esethen
is, ha a csak bizonyos véletlen hibéval figyelhet6 meg, bizonyos korldtossagi
feltételek mellett.

ii) A mésodik esetben P sem a-t sem 6-t nem tudja megfigyelni. Ekkor egy
tényleges moralis-kockézati probléméval dllunk szemben. P-nek fel kell ismer-
nie, hogy adott kifizetési séma mellett 4 gy vélasztja meg a-t, hogy sajat var-
haté hasznossdgiat maximalizdlja és ez 4ltaldban més a-t fog eredményezni,
mint ami a kifizetési fiiggvényt optimalizélja. Ha a illetve 6 nem megfigyelhetd,
akkor P nem is tudja Gket kozvetleniil kontrolldlni és ily médon P optimalizé-
ciés feladatdban a visszatartott hasznossag korlatjat egy ujabb, tgynevezett
érdekeltségi korlattal kell kiegésziteniink.> Mas szavakkal: P-nek figyelembe kell
vennie, hogy az dltala meghatérozott kifizetési fiiggvény A optimalizélo eljara-
san keresztiil meghatérozza a-t és ily médon befolyésolja a végss egyensilyt.
Ez altalaban eltéréshez vezet az optimélis kockazat-megoszté megoldéstol:
atvaltés (trade-off) keletkezik a kockézat-megosztésbol ereds nyereség és a ko-
zott, hogy 0sztonozni kell, hogyan vélassza ki 4 az a-t, ami az érdekeltség be-
vezetését kivanja. Az is megmutathatd, hogy amennyiben létezik az a-r6l — no-
ha csak ,,zajos” informéciét nyajté z valtozd, amely 6-t6l fiigg, akkor, kivéve
azt az esetet, mikor 4 kockézat-kozombos, az optimum eléréséhez z-t be kell
vonni a szerzédéshe és y-t téle fiiggdvé tenni, noha ez az eredmény bizonyéra
modosul, ha z megszerzése koltséges.

A kovetkezi ot fejezetben ezeket az eseteket fogjuk elemezni. Az elemzés
sokat merit HormsTrOM (1979) é8 SHAVELL (1979) {rdsaibél és minden amit itt
egyszeriien csak 4llitunk erGteljesen tdmaszkodik HaArRriS és Raviv (1978)
szigord bizonyitésaira. A val6di megbizé-iigyvivé probléma tulajdonképpen az
ii) eset, de kiinduldsként érdemes az i) esetet is attekinteni.

2. Optimdlis kockdzat-megosztds

Mivel a megbizé6-iigyvivs elmélet alapfeladata olyan kifizetési séma megha-
térozésa, amely optimélis 4tvaltést eredményez a kockézat-megosztésbol szér-
mazé haszon és az ligyvivit dsztonzi fizetség kozott, célszer(i a kockdzat-meg-
osztést izoldltan is megvizsgdlni. Kz tgy valésithaté meg, hogy kiindulépontul
az &ltaldnos modellt vilasztjuk, és az ligynok akcidjanak értékét onkényesen

* Kzt a visszatartott hasznossfigot sosem vizsgaltik meg alaposabban a szakirodalom-
ban. Altalaban a,,piac dltal meghatarozottnak” tekintik, és ennyiben is hagyjak a kérdést.
Azonban ez mégis csak fontos probléma, mivel a legtébb modell megoldésakor 4 csak v°
nagysfgot kap, mikoézben P kisajatitja az iigyletb6l szarmazé teljes hasznot. (GROSMAN —
Marr (1983) tanulménya az egyetlen, amely valéban — a 3. tételben — explicit médon
megvizsgilja, vajon lehetséges-e az egyensilyban v > ©°.) Nyilvanval6an a megbfz6 és
az ligyviv kozti piaci kapesolatok elméletére van sziitkség, olyan tovabbi kutatésra, melyet

v0ss (1973) mar a kezdet kezdetén indftvanyozott, de amelyet azéta sem végeztek el.

5 Kz a pétlolagos feltevés ekkor az (i) esethen megfogalmazott probléméhoz képest mé.-
sodik-legjobbnak tekinthet6 feladathoz vezet. Struktirija lényegében igen hasonlé azoké-
hoz a problémékéhoz, amelyeket a ,,mésodik-legjobb” elmélet tanulményozfsa sorfn
vizsgiltak meg, lisd példdul Lipsey — LaNcasTER (1956) é8 DAvIS— WHINSTON (1965).
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rogzitjiik: a = a°. KEkkor feltessziik, hogy a vagy 0 koltségmentesen megfigyel-
het§, tehdt y dgy tekinthetd, mint ami csak 6-t6l fiigg. Kockézat-megoszt6
optimum alatt ekkor olyan y* (0) kifizetést (P fizeti A-nak) értiink, amely
Pareto-hatékony, azaz maximalizdlja P varhat6 hasznosségat A adott minimé4-
lis #° hasznossdgi szintje mellett. Azaz az aldbbi probléma megoldését keres-
siik:$
1
max | u(xz(a®, 0) — y(0))£(0)do
SORY
1
feltéve: [ v(a®, y(0))/(0)d0 > v°. (R)
0

Az y*(0) megoldést,” amely megadja minden 0-ra, hogy P mennyit fizessen A-
nak, az aldbbi feltétellel jellemezhetjiik:8

Wz — y*) + W, =0, VOE[0, 1], (1)

ahol 1 a hagyoményos Lagrange multiplikdtor, amely — ezt feltétleniil ki kell
emelniink — nem fiigg 0-t6l.

Mivel (1)-bél azt kapjuk, hogy 2 = «’[v,, azaz bérmely 0 mellett P és A jove-
delmének hatdrhasznossigi ardnyéval egyezik meg, arra jutunk, hogy P jove-
delem-telitetlensége esetén 2 > 0. Tehdt az (R) korlatnak egyenl8ségként kell
teljesiilnie — A csak visszatartott hasznossdgat kapja meg (¥°-t).

Ha két kiilonboz6 0, -« 0, éllapotot tekintiink, akkor (1)-bsl az aldbbiak
kovetkeznek (értelemszerii jelolésekkel):

u’(6,) e u’(0,) = w’(6,) o '”y(ol) .
vy(0,) vy(ez) u’(0y) 'Uy(oz)

(2)

Tehét az optimélis kockdzat-megosztds kovetkezménye, hogy P és A jovedel-
mének barmely két dllapot kozotti hatér-ardnya egyenls. A fenti eredmény
tokéletesen konvenciondlis jellege azonnal kitiinik, ahogy egy pillantést vetiink
a helyzetet leir6 1. abréra, ahol egy Edgeworth —Bowley ,,dobozt” &brdzoltunk.
A vizszintes tdvolsdgot x(a°, 0,) adja meg, a fiiggblegest pedig x(a°, 0,), azaz
a 6, és 0, dllapotokban adott jovedelemnagységok.

P kozombosségi gorbéit, azaz konstans vérhaté hasznossdgt helyeit az 0,
ponthoz, mint origéhoz viszonyitva rajzoltuk fel, mig 4 esetében az 0, pont
jeloli az origdt. Az origokbol indulé 45°-0s egyenesek a teljes bizonyossdg egye-
nesei: igy példéul az OpC egyenes mentén P tokéletesen biztos jovedelmet élvez.

8 Szigorian véve a feladatra ki kellene rénunk a
y(0) € [y°, 2(a® 0)], VO

feltételt is, ahol y° = 0 A-nak valamely alsé jévedelmi korlatja, de az egyszerfiség ked-
véért olyan megoldéast tételeziink, amelyik belsé pont: minden dllapothan P is és 4 is pozi-
tiv héinyadot kap az x kimenetb6l.

" Bzt ugy kapjuk, ha el6allitjuk az {u + A(v — v°)} - f(0) fiiggvényt és megkeressiik
y-ra vonatkozé maximumat minden 6-ra, azaz pontonkénti maximalizalast végziink.

® Bzt a megoldast els6ként Borcr (1962) mutatta meg.

b Szlgma 85/8
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1. dbra. Optiméalis kockfizat-megosztis

Az 1y, 1y, I, egyenesek® meredekségét az f(0,)/f(0), valdsziniiségi ardny hatérozza
meg és mivel feltettiik, hogy a val6szin(iségi elképzeléseik azonosak, az egye-
nesek meredeksége megegyezik P-re és A-ra. A 5° kozombosségi gorbe A vissza-
tartott hasznossagat adja meg, igy az (1) feltétellel konzisztens egyik egyen-
sulyi pontot e példdzza. Nyilvinvalo, hogy ez a Pareto-hatékonysig szahvanyos
feltétele a fogyasztds allokdcitjara, ahol az dllapotfiiggs y(0) és x(0) — y(0)
jovedelmeket kozonséges druknak tekintik.

A megbizo-ligyvivé elmélet két tovdbbi érdekes eredménye is leolvashato
az abrardl. Tegyiik fel, hogy P kozombos a kockazattal szemben. Ekkor kizim -
bisségi gorbéi éppen egybeesnek az [, 1, I, egyenesekkel.'® Ismételten, az azo-
nos valoszinfiségi elképzelések felteviséhil kovetkezden az egyetlen pont, ahol
ezek merGlegesek A visszatartott kozombasségi gorbéjére (#°-ra) az 0,0 teljes
bizonyossdgi egyenes mentén helyezkedik el: n-ben. Azaz, ha P kizombos,
A pedig averziot mutat a kockézattal szemben, az optimélis kockézat-meg-
osztds azt jelenti, hogy P ,tokéletesen biztositja” A-t, olyan jovedelmet ad
neki, amely 0-t6l fiiggetlen, azaz biztos jovedelemhez juttatja, és P vallalja a
teljes kockdzatot. Eppen az ellenkezije fordul els, ha A kizombos, és P mutat
averziot a kockdzattal szemben — az dbrén az egyensily az m pontban jon
létre — ekkor P jut garantélt jovedelemhez és A viseli az Gsszes kockdzatot.,
Ha pedig mindketten kiozombosek, akkor az I, egyenes mentén valamennyi
pont egyensulyi pont.

? Nem véletlen, hogy a konvex kézombosségi gbrbék éppen az Op( és O 4O bizonyossfgi
egyenesek mentén merSlegesek ezokro az egyonesekre. gy példaul, mivel a vdrhaté has:-
nossdg konstans egy kozémbiosségi gérbe mentén, azt kell, hogy kapjuk:

dy(6,) 2 —/(el)vy(ol)
[dy(0,) 1(0)v,(6,)

De ahol y(0,) = y(6,) ott vy(0,) = vy(0,) és {gy az Allapot-fiiggs jovedelmek helyottesftési
hatararinya megegyezik az e ponthoz tartozé valésziniségi ardnyokkal.

1°Tehdt a (9) labjegyzetben v,(0,) = v,(6,) vehoté minden y-ra, mivel a kockfzat-
kozombosségbbl kbvetkezik, hogy 4 jovedelmének hatdrhaszna fiiggetlen a jovedelemtol.
Ekkor dy,/dy, = —f(6,)/f(6,) minden y-ra. Nyilvéinvalé, hogy ugyanez fennall P helyet-
tesitési hatararinyéra is.
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Ezeket a megjegyzéseket altalanosithatjuk is, ha alaposabban szemiigyre
vessziik az (1) feltétel altal implicit médon meghatérozott kifizetési fiiggvény
lehetséges alakjait. Ezekrsl gy kaphatunk bévebb informdciét, ha a feltételt
0 szerint derivaljuk, nem elfelejtve, hogy 2 — u'[v, valamennyi f-ra konstans.
Ekkor kapjuk, hogy:

"

=0. (3)

ox  dy* dy*
s o - =t
a0 dBJ ¥ do

Bevezetjiik az abszolut kockédzati-averzié Pratt — Arrow-féle indexét, melynek
definiciéja:
Yy

u ’Uy

Ekkor A-t behelyettesitve (3)-ba, dtrendezés utdn kapjuk, hogy:

Il

dy* r ox
e ()
rp + 17, 00
Feltéve, hogy mindkét fél kockdzat-averziét mutat, azaz rp > 0 r, > 0, és
igy (4)-bol az kivetkezik, hogyha 0 né, Ggy « is né (mint mér kordbban feltet-
tiik), akkor beldthatjuk, hogy y is nd, csak lassabban. Ekkor linedris, azaz
y = ox + B alaka kifizetési fiiggvény létezésének elégséges feltétele nyilvan-
valéan az, hogy A és P egyarant konstans abszolut kockézati averziét mutas-
sanak, mivel ebben az esetben rp/(rp + r,) konstans, és (4)-et integrélva 0
szerint ezt kapjuk:

y*(0) = ax(a®, 0) + B, « = —E2—, (5)
Tp it TA

ahol p az integrécios konstans. Tovabbé, ha rp — 0, azaz P kockédzat-kozombos,
akkor azonnal észrevehetjiik, hogy

y*0) =p (6)
kell, hogy teljesiiljon, amibdl kovetkezik, hogy P véllalja a teljes kockdzatot,

mint azt az 1. 4bra elemzésekor lattuk. Ha A kockézat-kozomhos, azaz r, = 0,
akkor a kifizetési fiiggvény alakja:

y*(0) = x(a®, 0) — v, (7)

azaz A rogzitett y nagysdgot fizet P-nek és 6vé a maradék jovedelem.

Noha rendkiviil vonzo ezeknek a specidlis eseteknek az egyszeriisége, azonban
dltaldban a konstans kockézat-averzié, nem is beszélve a zér6 kockdzati-aver-
ziorol, igencsak specidlis eseteknek tekintheték. Ha — és ez egy szokédsosabb
feltevés — rp 6s 7, a jovedelemnek csokkend fiiggvényei, akkor y(6) alakja a
kockézati-averziok relativ megvéltozasatol és z(a®, 0) alakjatol egyardnt fiigg,
igy y(0) lehet nem-linedris, konvex vagy konkév, vagy egyik sem.!t Kétségtele-

1 [gy (4)-et 0 szerint derivalva azt kapjuk, hogy mégha d*x/d6* el6jelét ismerjiik is, és
mindkét hasznossagi fiiggvényre esokkend kockazati-averzi6 jellemzs, akkor sem tudjuk
megmondani minden esetben d2y*/d62 elsjelét — ez attdl fiigg, milyen 4, illetve P kock#-
zati-averzid csokkenésének ardnya.

6‘
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niil elképzelhets az esetek taxondmidja, 4m ez most rendkiviil messze vinne
benniinket kitlizott célunktol. Az egyszeri kockdzat-megosztds csak kezdeti
lépés a meghizé-iigyvivs modell elemzésében, igy térjiink ehhez vissza és vizs-
galjuk meg mi lesz annak kivetkezménye, ha a — valtozdsit is megengedjiik.'

3. Az érdekeltségi probléma

Megmutatjuk, hogy abban az esetben, ha a megfigyelhetd, ,elsG-legjobb”
Pareto-optimum is elérhetd, ahol ez az optimum egyarant vonatkozik a kocka-
zat-megosztdsra és a-megvélasztésra is A éltal. Tehdt P meg tudja oldani az
aladbbi problémét:

1
max | u(x(a, 0) — y(0))/(0)d0
a,y(0) 0 (FB)
1
feltéve: { v(a, y(0))/(0)d0 > o°,
0

ahol most mind y mind a véltozok. Vegyiik észre, hogy a-t azelitt kell megvé-
lasztani, mielGtt a kornyezet dllapota ismertté vélna, igy a nem fiigg 0-t6l.
Ekkor az elsé legjobb Pareto-optimumot A szémdra egy optimdlis a* cselekvés
és egy ennek megfelels optimalis y*(0) kifizets fiiggvény adja. A P és A kozotti
szerzGdés specifikdlja ezt a kifizet¢si sémdt, annak ellenében, hogy 4 megvé-
lasztja a*-ot. Mint kés6bb latni fogjuk, 4 abban érdekelt, hogy kijatssza a szer-
z6dést, és feltéve, hogy y*(0) osszeget fog kapniegy 4 ~ a* cselekvést valasszon.
Azonban ha P koltségmentesen meg tudja figyelni a-t, akkor a szerzGdés tar-
talmazhat egy Gn. , kényszerits zaradékot”, amely kimondja: ha ex post 4 < a*,
akkor csak egy bizonyos y(0) << y*(0) osszeg keriil kifizetésre és természetesen
4(0) elég kicsi lehet ahhoz, hogy A-t rdkdényszeritse a* vélasztdsdra (ne felejtsiik
el, hogy P ismeri v(y, a)-t). Vizsgdljuk meg tehit az érdekeltségi probléma mel-
16zésével az elsG-legjobb megolddst!
F B megoldésdt az aldbbi feltételek jellemzik:

—u’ + Avy, =0 (8)
Bwz, + Av,] =0, (9)

ahol az K vérakozési operétor véltotta fel az integrdl-jelolést. Megintesak 4l
a Lagrange-szorzéra, hogy A >~ 0, ha ' > 0. Tehdt A csak 9° Gsszeget kap.

12 Roviden kimutathatjuk P és 4 eltérs valészin(iségi meggondolésainak hatésat. lXbben
az esetben (1) az

—uw'f(0) + Avyg(0) =0 (1)
alakot 6lti, ahol g(6) 3 f(6) A-nak a 6-ra vonatkoz6 s(ir(iségfiiggvénye. Ekkor (4) helyett
ezt {frhatjuk:

dysi rp ox 1 gl )
d9—(TP+TA)30+(TP+7'AJ{7_f}' e

Tehat ekkor y*-nak @ vagy 0 szerinti viltozasa P és A valbszinfiségi megfontolasaitol is
fiigg és a konstans abszolit kockézati-averzié feltevése mar kordantsem elegend6 linefris
optimélis kifizetési séma meglétéhez, és P vagy A kockazat-kozombosségébél ekkor nem
kovetkezik az el6z6ekben lefrt egyszerii ,,teljes biztosftasi” eredmény.
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Vegyiik észre, hogy mivel a-t optimélisan vélasztottdk, a (8) feltétel megfelel
az (1)-mek és ugyantigy az optimélis kockézat-megosztédshoz jutunk, mint az
elébb: ha adott a vélasztésa akkor P és A Pareto-hatékonyan osztjdk meg az x
eloszldsabol szdrmazé kockézatot. Az 4j elemet a (9) feltétel jelenti, amely a
optimélis megvélasztdséra vonatkozik, és kozvetleniil értelmezhets. A kornye-
zet barmely éallapota mellett »” z, ugy interpretdlhaté, mint a hatdrterméke
P hasznossagaban, illetve ,,u-haszonegységekben” mérve, azaz:

du  ou 9z

da 9z da
Ekkor v, gy értelmezhets, mint a hatérkoltsége ,»u-haszonegységekben’
mérve. Az optimumban, ahol 1 = «’[vy, 1 megadja hdny ,,u-haszonegységet”
kell P-nek feldldoznia, hogy A-nak egy ,,v-haszonegység” jusson; mikozben v,
megadja mennyi ,,v-haszonegységet” kivetel A fizetségként a egyetlen hatér-
darabkéjaért (ne felejtsiik el: v, < 0). Tgy tehat (w'z, + Av,) nem més, mint
a hatdartermék-értcke ,,u-haszonegységhben” mérve.’* Ha a allapot-fiiggs lenne,
akkor P gy valasztand meg a-t, hogy ezt a netto hatdrtermék értéket zéréva
tegye (azaz a hatartermékérték megegyezzen a hatdrkoltséggel) barmely allapot
esetén. De mivel a-t még azelGtt kell megvélasztani, hogy a kérnyezet allapota
ismertté valt volna, a hatdrtermdk és a hatdrkoltség csak varhaté értékiikben
egyeznek meg — a kornyezeti 4llapotok eloszldsén értelmezve.

Mivel korabban a kockazat-megosztd szerz6dés forméjat tetsz6legesen valasz-
tott a mellett elemeztiik, az igy kapott eredmények érvényesek maradnak az
optimélis a* mellett is. A lényeges az, hogy mar a megfigyelhet6ségébél is ko-
vetkezik, hogy lehetséges Pareto-optimélis kockdzat-megosztds. Ismétesak ér-
dekes a két specidlis eset, P illetve A kockédzat-kozomhiossége. Tegyiik fel, hogy

Sy A

‘Xta%)

.
=

a

0N e

2. dbra. Az optimélis a, ha P kozombés a kockazattal szemben

13 Teh&t A dimenzidja:

w-haszonegység/$ , ,
—c 28— -] - )
P s e u-haszonegység/v-haszonegység,

mig v, dimenzibja:

u-haszonegység  v-haszonegység
v-haszonegység a-egység

= w-haszonegység/a-egység.
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P kockézat-kozombos, azaz u konstans. A korabbi elemzésekbél tudjuk, hogy
ekkor y* is konstans, és igy, mivel a fiiggetlen 0-tél, azt kapjuk, hogy minden
allapotra v(y*, a*) = 9°. A szokdsos feltevések mellett, y-t biztosnak tekintve,
a 2. 4brdn felvdzolhatjuk A-nak ezt a hasznossagi fiiggvényét, °-ként. Ha u-t
(9)-ben konstansnak tekintjiik, A-t helyettesitjiik és szem el6tt tartjuk, hogy v,
és v, fiiggetlenek 0-t6l, azt kapjuk, hogy:

Efz,] = —=¢, (10)

Uy

vagyis, hogy az optimumban a varhat6 hatérterméke egyenlé A-nak a és a jo-
vedelem kozti egyetlen helyettesitési hatarratéjaval. Ekkor értelmezziik az
alabbi fiiggvényt:
1
z(a) = | x(a, 0)f(0)d0, (11)
0

ami f értelmezési tartomanyén megadja @ varhato értékét minden a-ra. Kzt a
fiiggvényt abrazoltuk x gorbeként a 2. dbran. Ekkor a rajzon a kockézat-
kozombos P optimuméat a* jeloli, mivel ebben a pontban egyezik meg Z(a) me-
redeksége 7° meredekségével, v,/v,-nal. Ennek is létezik kozvetlen értelmezése:
P, hogy érdekeltté tegye A-t adott a kivalasztdsaban, a #° gorbére ess rogzitett
fizetséget fog kindlni. (Ez efficiens kockézat-megosztéas és mivel 2 > 0, tehat 4
csak a visszatartott hasznossdghoz jut hozzd.) Tgy #° lényegében egy , brutté
koltség-gorbe” P szdméra.'* Mivel P kockazat-kozombos, az x(a, 0) kimeneti
eloszlést varhaté értékén értékelhetjiik, igy a 2. dbran a két gorbe kozti fiiggd-
leges tévolsdg ugy értelmezhets, mint P, varhaté netto jovedelme”. P ennek
maximuméat keresi, beleértve azt, hogy érdekeltté¢ akarja tenni A-t a* kiva-
lasztdsaban és cserébe y* osszeget fizet neki. P-nek az x(a*, 0) — y* jovedelem-
eloszlasa ekkor meghatdrozhatd a(a*, 0) eloszldsdbol, melynek varhaté értéke
éppen x*.

Abban az esethen ha A kockéazat -kozombos, P egy konstans y fizetséget tart
vissza, igy »’ ismét konstans. Azonban ekkor (A4 kockézat-kozombosségébol
kiovetkezden) v, is konstans, igy (9) az alabbi format 6lti:

Blz,] = h[ % (12)

v

Ebben az esethen az optimalis a éppen egyenl6vé teszi a varhato hatérterméket
A-nak az a és a jovedelem kozti helyettesitése hatarratdjanak varhatd értéké
vel, amely a == a* mellett az x(a*, 0) — y kifejezéssel egyiitt valtozik.

Tehat amikor P koltségmentesen képes megfigyelni a-t vagy 6-t, az elso
legjobb megoldds elérhets. Ha egyiket sem képes megfigyelni, akkor a kivet
kez6 tipusi mordlis-kockéazati vagy érdekeltségi probléma meriil fel. Mivel 0

4 (GrOSSMAN é8 HART (1983) A-t a kivAlasztasira 6sz2t6nz6 koltségek elvét szimos érde-
kes eredmény levezetésére alkalmazta a megbizé-iigyvivs elméletnek abban a specidlis
esetében, amikor A hasznossfigi fiiggvényének alakja v(y, a) — G(a) 4 K(a)V(y). Kz magé.-
ban foglalja mind az additiv (K(a) = 1) mind a multiplikativ (@(a) = 0) szeparabilitast.
Itt az a akeid sokkal jobban befolyfsolja a kimenetek egy rogzftett véges halmazénak valé-
szinfiségét, mint maght az egyes kimenetek értékét.
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nem megfigyelhets a kifizetést z-t61 kell fiiggdvé tenni. Ha P ekkor naivan azt
a megolddst prébalja meg elérni, amit ebben a fejezethen bemutattunk, akkor
taldlhatna egy @ = x(a*, 0) értéket, és A-nak fizethetne az y*[x(a*, 0)] kifize-
tési fliggvény szerint; azaz igy A-t egy megfigyelt « eléforduldsa szerint jutal-
mazza, mikozben felteszi, hogy a = a*, és hogy a megfigyelt = az x(a*, 0) el-
oszlasbol szarmazik. Ha A individudlisan raciondlis, akkor az aldbbi problémét
oldja meg:

1
max | v(y*[z(a, 0)], a)f(6)d, (AR)
a 0

azaz jovedelemeloszldsinak megfelelden olyan a-t fog vélasztani, amely az
y*(x) kifizetési fiiggvény mellett elérhets. Azonban 4ltaldban semmi garancia
arra, hogy (4R) megoldésa, amelyet a-val jelolink éppen egybeesne a*-gal,
azaz (F B) megoldéséval. Tgy példdul ha P kockézat-kézombos, akkor y*(x) =
= f. Am ezt hehelyettesitve az (4 R)-beli v-be, azt kapjuk, hogy 4 = 0: mert
miért is véllalna A bdrmekkora negativ hasznossigot, ha Ggyis megfizetik?
Altalénosabban (4R) megoldésa az alabbi feltételt kell, hogy kielégitse:

3
K vy(dy xa+& =0 (13)
dx vy
Ez Osszehasonlithat6 a* meghatérozdsinak feltételével, ami (8) és (9) alapjén:
’ v |
b[u [:r " 4}] — 0. (14)
vy

Jovedelemben kifejezve a hatdrterméke 4 szdméra (dy*/dx)x,, mivel  meg-
viltozdsanak az 6 sajat jovedelmére gyakorolt hatdsét a kifizetési fiiggvényen
keresztiil hatdrozza meg, mig P szdméra a hatarterméke éppen x,, adott y mel-
lett. Mivel (4) alapjén dy*/dz < 1 az a* pontban, a két fél eltér a hatdrterma-
kének megitélésében, fiiggetleniil a jovedelmeik hatdrhasznossdgdban 16vé
kiillonbségtal.

Intuitiv médon a kérdést igy tehetjiik fel, hogy mivel adott y*(z) kifizetési
fiiggvény mellott 4 sziméra nem optimalis a P vélasztotta a, 4 javithatja
helyzetét a .~ a* valasztdssal, ha ezt észrevétleniil és biintetleniil megteheti.
Ez a morélis-kockdzat probléméja. Miel3tt megvizsgélndnk, hogy P-nek miként
kell kezelnie ezt az esetet, két olyan helyzetet néziink meg kozelebbrél, amikor
nem meriil fel az érdekeltségi probléma. Az elsé az, amikor A kockézat-kozom -
hés. Ekkor lényegében elérhets az elsG-legjobh megoldéds, mivel amikor P az
elsd-legjobb kifizetési sémét ajanlja fol A-nak, akkor 4 Ggy vélasztja a-t, hogy
optimalis vélasztdsa éppen a elsi-legjobb szintjére esik, igy valdjaban az érde-
keltségi korlat nem effektiv. A masodik eset az, amikor a ugyan nem figyelhetd
meg tokéletesen, de megfigyelhets 0-tl figgetlenil kis véletlen hib4val. Ebben
az esethen a kényszerits szerzddés eszkozével ismét elérhetd az elsG-legjobh

megoldds.

' Ebben az esetben szigordan véve 4 R-t ki kellene egésziteni az a > 0 nemnegativitési
kivetelménnyel, kiilénben v, << 0 esetén & — oo,
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A kockdzattal szemben kézombos A

Harris—Raviv (1978) és SHAVELL (1979) megmutatjdk: ha A kockéazat-
kozombos, azaz v, konstans, akkor P elérheti az elsG-legjobb allokdciét és
mégse meriil fel az érdekeltségi probléma. Ezt abban a tételben fogalmazhatjuk
meg, miszerint ha 4 kockézat-kézomhos, akkor y-t pusztdn x-t6l fiiggének
tekints szerzédés legaldbb annyira j6, mint egy olyan, amelyik a-tél 6-t6] és
x-t6l egyardnt fiigg6vé teszi y-t. Tehdt az a-ra vagy 0-ra vonatkozé informécis-
nak nincs értéke, vagy mésképpen fogalmazva nem szdmit, hogy a-t és -t meg
tudjék-e figyelni. Most csak roviden dttekintjiik a tételt, kiemelve f&bb elemeit.

Emlékezziink vissza, hogy 4 kockdzat-kozombossége esetén az elsé-legjobh
kockézat-megosztds azt kividnta meg, hogy P egy rogzitett y isszeget vissza-
tartson és 4 a fennmaradé bizonytalan x(a, ) — yp 6sszeghez jusson. (12) alap-
jan az elsG-legjobb optimdlis a vélasztds:

Bv,]

v

E[xa] et
h 4

Ha a jelen esetben a nem is figyelhets meg és P ugyanazt a kifizetési sémét
ajanlja A-nak (azaz ugyanazt a rogzitett osszeget kéri), akkor A az aldbbi fel-
adat megoldasa alapjan vélasztja a-t:

1
max ‘ 1)(x(a, 0) — v, a)f(())d(). (ARN)

a 0

amely, ha v, konstans, éppen a (12) feltételt eredményezi. Tehat ehben az eset,
ben A-nak a-ra vonatkozo valasztdsa nem kiilonbozik P vélasztasatol az adott
kifizetési séma mollett. 4 természetesen el fogja fogadni oz x(a, 0) — y kifizetési
fiiggvényt, mivel y az elsd-legjobb probléma megold4sabdl szdrmazik és kielé
giti a visszatartott hasznossag korldtjat. Ekkor lényegében a kordbban lefrt
érdekeltségi korldt nem effektiv P optimumhelyén.

4. Tokéletlenitl megfigyelhett a

HARRIS és Raviv (1976, 1978)1 tettek javaslatot arra, hogyan kellene lazitani
azt az erfs kovetkezményekkel jars feltevést, hogy a nem megfigyelhet.
Tegyiik fel, hogy P egy » — a + & véletlen véltozét meg tud figyelni, ahol ¢
vérhat6 értéke zérus, valésziniisége pedig: @(e) = 0 valamely [¢,, &, ] interval-
lumon, és nulla azon kiviil. Tehdt Pnek az a-ra vonatkozé megfigyeléséhen
mérési hiba van. A lényeg az, hogy e fiiggetlen 0-t6], a kirnyezet &llapotétol.
Ekkor konny{i megmutatni, hogy P képes alkalmazni olyan kényszerits szer
z6dést, melynek segitségével elérhoti az elsd-legjobb megolddst, és igy valéjaban
nem meriil fel a morélis kockdztatds probléméja. Tegyiik fel példéul, hogy &
ezyenletesen oszlik el az [, ¢,] intervallumon, mint az a 3. 4brén 14tszik, ahol
a* ismét P elsG-legjobb a értéke.

'8 Lésd SHAVELL (1978) megjegyzéseit, a 4 labjegyzotet és HoMLSTROM (1978) munki-
jat.
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& (e) ‘}

>
T v

%€, * e o

3. dbra. « = a 4 & megfigyelhet6

Természetesen feltessziik, hogy P ismeri a @(¢) fiiggvényt. Ekkor P-nek csak
egy elegendden alacsony y dértékkel kell fenyegetdznie,'? arra az esetre, ha
x << a* 4 g, értéket figyel meg, mivel ez csak akkor fordulhat els, ha a < a*.
Mivel 4 adott kifizetési séma mellett igyse vélaszt a > a* értéket, tehét igy
a*-ot fogja vélasztani.

Ha @(¢) nemcsak egy intervallumon lenne pozitiv, azaz ha a valés szémegye-
nesen mindeniitt pozitiv lenne (példdul ha @ a normélis eloszlds), akkor P a
hipotézis-vizsglat problémajéba iitkozik. Legegyszeriibb esethen ekkor tgy
kellene egy kritikus a* értéket megvélasztania, hogy o < a* megfigyelése ese-
tén kivetkeztetni tudjon a <~ a* fenndlldséra, még akkor is, ha van bizonyos
pozitiv valésziniisége, hogy a = a*. Ily médon P-nek a* megvalasztasakor
mérlegelnie kellene az ,elsG-"" és a ,,mésod-faji” hibdbdl ereds veszteségeket,
azaz azt, hogy a — a* téves elvetése vagy téves elfogaddsa okoz-e szamdra
nagyobb kdrt. Ez a probléma taldn azért nem keltett kifejezett figyelmet a szak
irodalomban, mert igy felvdzolva kevéshé érdekesnek taldlhattak, mint azt az
esetet, mikor P nem egyetlen torzitott értéket figyel meg, hanem egy = véltozot,
amely egyardnt fiigg a-tol és 6-tol. Egy ilyen megfigyelési lehetGség kivetkez-
ményeit a 6. szakaszban taglaljuk majd. El6szor azonban vegyiik szemiigyre
a kombindlt kockézat-megoszté és érdekeltségi probléma megoldasat.

5. A megbtzs-iygyvivé probléma megolddsai

Feltételezziik, hogy P most csak az x kimenetet tudja megfigyelni, anélkiil,
hogy bérmi informéaci6ja lenne a-rél vagy 0-rél. Ekkor a vérhaté hasznosségét
maximalizalé y*(x) kifizetési fiiggvény megvdlasztdsat tekinthetjiik feladaté-
nak, mégpedig figyelembe véve, hogy A-nak meg kell kapnia legalabh vissza-
tartott hasznossagdt és barmely adott y(x) mellett olyan a-t fog valasztani,
hogy sajat virhato hasznossdgat maximalizdlja.

A feladat formdlis megkozelitésekor vennénk az KB problémét, kiegészite-
nénk a (13) korldtozé feltétellel, és ezdltal P-nek y(z)-re vonatkozé vélasztésa
most 4 maximalizaldsi feltételén keresztil veszi figyelembe a hatdst, amit az
A-ra a-vélasztdsdban gyakorol. Lényegében ezt az utat kiovették HARRIS—
RAviv (1976), RosA (1973) és SPENCE — ZEOKHAUSER (1971). Azonban kideriil,
hogy ez rosszul kondicionélt feladat. Hacsak nem korlatozzuk y(x)-et egy véges
tartoményra minden z-re, akkor nagyon is el6fordulhat, hogy a feladatnak nem

7 Ilyen példéul a ,sztalini’’ megoldéas (elkapné A-t és agyonléné).
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létezik optimalis megolddsa, mint azt MIRRLEES (1975) megmutatta. Ha viszont
y(x)-et véges tartomanyra korldtozzuk, ami elégud ésszer(i feltevés, akkor el-
képzelhetd, hogy a (13)-ban szerepls y(z) valéjaban nem létezik minden pont-
ban. Mivel a feladat megolddsdnak varidciészdmitdson nyugvé modszere y(z)-et
szabélyozd véltozénak tekinti a megoldds sordn, ez elég baj.

A MiRrLEES (1964, 1975) altal javasolt és HoLmsTROM (1978) 4ltal tovabh-
fejlesztett alternativ megkozelités tgy keriili meg ezt a nehézséget, hogy 0-t
eliminélja a feladathol és x-et tekinti alapvets véletlen valtozénak, amely sze-
rint a virhat6 értékeket meghatérozza. Igy valamely adott a mellett minden
f(0) stirtiségtiigggvénnyel jellemzett 0-hoz létezik x, és az x(a, 0) fiiggvény, vala-
mint az f(f) siirliségfiiggvény egyiittesen hatdrozzdk meg x valdszin(iség-elosz-
lasat. a novekedése esetén ez az eloszlds jobbra mozdul el, azzal a technikai
indittatdsa kikotéssel, hogy az eloszlds felsd és alsé korlatai (legyenek ezek
xy = 2(a, 1) és x, = w(a, 0)) invaridnsak a véltozdséra. Bz annyit jelent: bar-
mekkora a-t is valaszt az ligyvive, a legkedvezSbb (0 — 1) és a legkevéshé ked-
vez( (0 = 0) esetekben ennek nincs hatdsa az @ kimenetre.

Azonban kideriil, hogy ez a megkozelités nem garantélja a (13) feltétel meg-
olddsdnak unicitdsat, azaz 4 tobbféle vélasztdssal is megoldhatja varhaté hasz-
nossaganak maximalizdldsat adott y(x) kifizets fiiggvény mellett, amibél az is
kivetkezhet, hogy a meghizo-ligyvivis probléma Mirrlees— Holmstrom eljérés-
sal levezetett megoldésai valéjaban nem az optimumot hatarozzdk meg. Jol jel-
lemzi ezt a helyzetet GROsSMANN-—HART (1983) diagramja,'® amelyet a 4. 4brén
reprodukélunk.

A rajzon 1) jellemzi a kifizetési rendszert (nem y egy értéke), amelyet, P prefe-
rencidja szerint balrél-jobbra (folytonosan) rendeztiink, a pedig ismét 4 egy
akciéja. Annak lehetGségét, hogy adott n kifizetési rendszer mellett 4 tohhiéle
a-t is valaszthat, a rajzon az a(n) gorbe alakja mutatja. Azonban harmely adott
i mellett 4 a szaggatott gorbén 1évi a-k koziil fog vélasztani, mivel elonyben
részesiti a kisebb a-kat a nagyobbakkal szemben, igy ezek a pontok dominaljak
a tobbit. P kizomhosségi gorbéit leolvashatjuk az abrarél (noha ennek a nem
direkt véltozoja, de indirekt madon, x-en keresztiil hefolydsolja). Ekkor a
Mirrlees — Holmstrom eljéras az K pontban hatdrozza meg P optimumét, mivel

al

4. dbra. Adott n mellett a nem egyértelmfi

'8 Andrew Mas-Collel javaslata alapjin. Annak foelismerése, hogy a probléma nem ren-
delkezik unicitasi tulajdonséggal, MiRRLEES (1975) publikdlatlan tanulménydnak koszo-
hetd.
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ez van a legmagasabban mindazon pontok koziil, amelyek kielégitik 4 elss-
rend(i feltételét, (13)-at; &m valéjdban T' az igazi optimum, mivel P szdméara
ez a legkedvezébh mindazon pontok koziil, amelyekben A-t érdekeltté tudja
tenni — 7 rogzitése a W pont és nem az E vélasztdsat osztonzi. Sajnilatos!?,
hogy fennall ez a lehet6ség, mivel mint Holmstrém megmutatja, az dltala alkal-
mazott eljirds a meghiz6-ligyvivé probléma optimdlis megoldasdnak viszonylag
egyszer( jellemzéséhez vezet.

E megfontolasok alapjan gy tiinik csak két at 4ll el6ttiink. Az egyiken ha-
ladva a struktura tobbé-kevéshé drasztikus egyszerisitésével jol kezelhetd
problémdt tudunk garantdlni.?® A maésik Gton fel lehetne tenni, hogy nem léte-
zik az unicitds probléméja és igy lehetne élvezni az ebhdl kivetkezd eredmény
szépségét. Bizonyos értelemben a probléma tisztdn elméleti jelentségii: ha P
ismeri v(y, @)-t és x(a, 0)-t akkor ismeri egy tetszileges kifizetési rendszer és A
valasztasa kizotti kapesolatot is, és ily médon, legalabbis elmdéletileg mindig
tud talalni globalis optimumot.

fgy példaul a 4. abrén, ha P ismeri az a(n) gorbét, akkor miért lenne olyan
ostoba, hogy az K pontot valassza? Azonban figyelembe véve analitikus szem-
pontjainkat, ez mégisesak tartalmi kérdés: a szokdsos eljardsok segitségével
szeretnénk jellemezni az optiméalis megoldast, és igy komolyan kell venniink
azt a kockdzatot, hogy ezek az eljirdsok nem mfikodnek minden esethen meg-
felelGen.

Az aldbbiakban a Holmstrom — Mirrlees megkozelitést ismertetjiik, mivel 4t-
tekintve a szakirodalom egészét gy tinik, ez az eljaras 6tvozi a legaltalanosabh
feladat-struktirat az eredmények legegyszeriibh megfogalmazdsaval, és vildgos
hepillantést enged az érdekeltségi korlat bevezetése altal kivaltott hatdsokba.
Tehat:

i) v(y, a) = v,(y) — vs(a), ez nem mas, mint az additiv szeparabilitds fel-
tevése.

ii) Tekintsiik x-et véletlen valtozonak, amelynek sfirtiségfiiggvénye x(a, 0)
és f(0) alapjan meghatérozhato, jelolje: O(x, a). Valtozatlanul fennall, hogy a

1 Nem nehéz megallapitani, hogy a probléma megoldisa nem egyértelm(i. Ahhoz,
hogy garantilni tudjuk a

max J(a) = | v(ylx(a, 0)], a){(6)d0

0

probléma megoldasanak globflis unicitasat, meg kell kévetelni, hogy J szigorian konkav
legyen a-ban, minden a-ra, de:

1
Ya

J(a) = [ {y'.ra [vyy_u'xa—} vy, 4 yl;‘}a— + vady” 4 vy zee £(0)d6,
0

aminek el6jelét Altalaban nem tudjuk, mivel y” el6jele ismeretlen. Biztos, hogy tobb
lokdAlis optimum lehet6ségét nem zarhatjuk ki, és Mirrlees példaja megmutatja, hogy elé-
fordulasuk nagyon is refilis.

20 [y példaul Grossman és Hart a v-fiiggvény specidlis alakjat veszik, felteszik, hogy P
kockazat-kézombos (noha legtébh eredményiik ennek altalanositasa), a kimeneteknek
a-tol fiiggetlen véges {x,, ..., x,} halmazit tekintik és ehhez kapesoljak az a-tdl fiiggo

» , [a} stirtiség-figgvényeket. Holmstrom feltételezi, hogy a v-fiiggvény additiv
moddon szeparilis y-ban és a-ban és x rogzitett intervallumét tekinti, amely folott a valo-
szinfiségeloszlas a-t6l fiigg, noha, mint arra mar utaltunk, ez még mindig nem elegend6 az
unicités garantalasahoz.
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kifizetési sémat a megfigyelhets o valtozé fiiggvényében fejezziik ki, azonban
@ most invaridns a-ra, mivel lényegében most z az allapotvaltozd.

iii) @ fontos tulajdonsiga, hogy ¢ [,, #,] esetén @(z,a)== 0 minden a-ra
és O(z,a) > 0, ha z €[z, z,].

Az 5. abrardl leolvashaté, @ hogyan viselkedik a valtozasakor. Magasabb
a értéknél az egész eloszlas elmozdul jobbra, de valtozatlanul marad az [z, x,]
tart6. Vegyiik figyelembe, hogy adott « mellett, feltessziik még a kovetkezdket:

iv) A @, és @, derivaltak jol-meghatarozottak, és @, = 0, mint az a rajzon
is latszik. Tehat egy nagyobb a csokkenti z kisebb értékeinek és noveli x na-
gyobb értékeinek valészinfiségét.

L
¢ (x,a)

@ (x,a°)
& (x,al)

%y X4 x

5. dbra. d(x, a) valtozisa a nivekedésével

v) Az a nagyobb értékéhez tartozo eloszlas P szaméra mindig kedvezibb,
mint egy alacsonyabb a értékhez tartozd eloszlds. Tehdt a novekedése @ ,,jobh”

eloszlasahoz vezet.
Az érdekeltségi korldt most nem mas, mint A-nak az a-ra vonatkozé maxi-

mumfelddaté,hmr tartozd elsérendfi feltétel, azaz:

Xy

max f vl y(x) |@(x, a)dx — v,(a), (A)
amibdl kovetkezik:2! .
fvl[y V1P, (z, a)dz — vy(a) = 0, (15)

ahol y(x) tetszSleges adott kifizetési fiiggvény. Ha adott (15), akkor P-nek
olyan y(x) fiiggvényt kell taldlnia, hogy megoldja az aldbbi feladatot:

max Fu(x — y(x))P(x, a)dx
y(x).a x,
feltéve: ‘flvl[y( V1D(x, a)dx — vy(a) > B°
X (PA)

a) = [ v [y(@) 1Dy, a)dz,

" 2L A v-re kirétt szepardbilitasi feltétel hasznossdgit a (15) feltétel egyszer(iségében mér-
etjiik le.



A MEGBIZ0 %S AZ UGYVIV6G ELMELETE 181

ahol az elsG korlét ismét A visszatartott hasznosséga, mig a mésodik a (15)-b6l
szdrmazé érdekeltségi korldt. Ne felejtsiik el, hogy = most nem optimalizacids
valtozé — ugyanazt a szerepet jatssza, mint 6 a korabbi feladatban. Ekkor az
(x-t6l fiiggetlen) A és u véltozokat kapcsolva a megfelels korldtokhoz, az aldbbi
feltételekhez jutunk:*

{—u' + W}D(x, a) + uwi@,y(x, a) = 0 (16)
x4 %3 x4
Judde + A [v@de — v5] + uf [0, @pdz — v} = 0. (17)
Xo X Xo

Eldszir is vegyiik észre, hogy a szigletes zérdjelben szerepls kozépss tényezs
az érdekeltségi korldthol kivetkezden zérus. Ekkor a feltételt igy irhatjuk:

A R (18)
L1
Elu®,] = —uk[d*>]|da?], (19)

ahol gy képeztiik az

Xy
E[d*/da?] = f 0, Dpdx — v,

X

jelolést, hogy kiemelje az érdekeltségi korldt E[dv/da] = 0 alak megfogalma-
zdsdt és igy (17)-ben a harmadik tag nem més, mint ennek a szerinti derivéltja.
Beldthato (vo. Hormstrom, 90. oldal), hogy u = 0, tehét az ¢érdekeltségi feltétel
P szdméra effektiv korldt.” (18) ekkor arra utal, hogy a kockdzatmegosztés
nem Pareto-hatékony (vesd 6ssze az (1) feltétellel), méghozzd azért nem, mivel

* Szigora értelemben figyelembe kellene venniink azt a korldtot, hogy y(x) minden x-re
korlatos tartomdényba esik, azaz 0 < y < x. Az egyszer(iség kedvéért itt feltételezem, hogy
a megoldis mindig egy ilyen tartoméany bels6 pontja. A feltételekhez minden @-re Y szerint
valé derivilassal, illetve minden z-re a szerinti derivalissal jutunk (mivel a-t azel6tt va-
lasztjuk miel6tt = ismertté valna, y-t pedig uténa).

8 A Holmstrém-modell esetében kénny(i ellen6rizni, hogy mint azt mar korébban lattuk
ha P megoldja els6-legjobb feladatat, akkor altaldban az érdekeltségi korlat nem teljesiil.
Tehit a jelen esetben ahhoz jutnénk:

Xa
max | u(z — y(z))d(z, a)dz
y(x),a xo
feltéve:

[ va[9(@)10(@, a)dz — vy(a) > 5,

Xo
amib6l kovetkezik, hogy:
wfvy = 4 é8 BE(ud,] -+ ME[vD,] — v;} =0,

ahol a mésodik feltétel nyilvanvaléan kiilonbézik az érdekeltségi korlattél. Azonban a
# > 0 er6sebb Allitds, mint a p >« 0 és Holmstrém bizonyf{tésa soran azt tételezi fel, hogy
az (A4) feladat mésodrend( feltételei teljesiilnek, azaz valami olyasmit, ami altaldban nem
igaz. Vegyiik azt is észre: ha A kockézat-kozombos, akkor val6jaban u = 0, mivel az érde-
keltségi korlit nem effektiv.
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figyelembe kell venni az A-ra gyakorolt érdekeltségi hatdsokat, azaz adott x
mellett ¥ megvalasztdsanak a (A4 altal torténd) kivalasztésdra, azaz x val6szin(i-
ségére, @ -ra gyakorolt hatdsat. Elvész a kockdzat-megosztd szerz6dés formé-
jara nyert korabbi eredmény egyszerlisége is: a szerzidés forméja most nem
hatarozhaté meg pusztan a kockdzathoz valé viszony alapjén, hanem attél is
fiigg, miképpen valtozik @, és @, x szerint, azaz fiigg-e valtozést megalapozd
f(0) és x(u, 0) tliggvényektsl. >

Azonban Holmstrom mégis fel tud vonultatni néhény érdekes eredményt ar-
rol, hogyan valtozik a kifizetési séma az érdekeltségi korlat fiiggvényében, s6t
ezeket az eredményeket a feladat csekély Gjrafogalmazdsa aran igen egyszeriien
le lehet irni. A most ne a visszatartott hasznossagi korldthoz kapesolodé mul-
tiplikator legyen, hanem egyszer(ien A varhaté hasznossdgahoz? adott rigzitett
suly az aldbbi maximum-teladatban:

Xy Xy
max (u®dz + A [ {v, — v,}Pdx

yixna x, Xe

Xy
d
feltéve: L ode — o.
da
Xo

A feladat megolddsa formailag nyilvanvaléan (18)—(19)-cel azonos feltételek-
hez vezet, de megvan az a potlolagos elényiink, hogy A most konstans (és bizo-
nydra nem zéré, — Holmstrom elemzésébdl nem nyilvanvald, hogy altaldban
A+~ 0 mivel az, hogy az érdekeltségi korlatot ki kell elégiteni, ahhoz vezethetne,
hogy A tobbet kap, mint #°). Vizsgaljuk meg a (18) feltételt, és vegyiik észre,
hogy a csokkend hatdrhasznossag miatt w’(x — y)/v((y) y-ban noévekvs adott x
mellett. Tegyiik fel, hogy adott « mellett az elsG-legjobl y* (x) olyan, hogy:

v —y=) _ (20)
vi(y*(x)

@ értéknek két halmaza érdekes kiilonosképpen, az X+ = {x|®,(x, a) > 0}
illetve az X~ = {x|®,(z, ) < 0} halmazok (l4sd ismét az 5. abrat). Ekkor,
ha annak érdekében, hogy (18)-hoz jussunk, a konstans A-t figyelembe véve
(20)-at kiegészitjiik u®,/® taggal, akkor megfigyelhetjiik, hogy w’/v; nG, ha
@, > 0 és csokken, ha @, < 0, mivel u - 0. Azaz, y(x) > y*(x), hax € X* és

# Ily médon (18)-at differencilva kapjuk:

dy* rp u’ " D,

dx (‘I‘p '}Af TA) "’/l ;A | rp 7’) (/‘2—

D, D, }
Tehat p > 0 esetén 7p = 0-bol nem kévetkezik, hogy dy*/da — 0, hacsak nem korlatozzuk
@-t. Kz a kifejezés talin magyarfizatot ad arra, miéet gondoltik Grossman és Hart, hogy
lehetetlen még olyan egyszerii tulajdonsfgokat is megdallapftani, mint 7(x) monotonitésa.
# Mas szavakkal: egyszerien az érdekeltségi korlatra vonatkozé Pareto-optimumot
keressiik, ahol 4 meghatirozza a végss allokécid hasznossig-eloszlasiat. Kz a végs6 allokd-
cié nem feltétleniil esik egyhbe v°-lal 4 esetében. A feladatot gy is értelmezhetjiik, mint
P és A hatékony szerz6dés-alkujat és P gy nem feltétleniil szerzi meg az iigyleth6l ered6
teljes hasznot.
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y(x) < y* hax ¢ X—.Tehdt az érdekeltségi hatds olyan mdodon tériti el a meg-
olddst az optimdlis kockdzat-megosztéstol, hogy 4 fizetségét noveli azokban
az allapotokban, melyeknek a novekedése noveli valdszinliségét és A ré-
szesedését esokkenti azokban az dllapotokban, melyeknek a novekedése csok
kenti valoszinliségét. Ennek egyik kovetkezménye, hogy a kockdzat-kozom
hos P most nem ajanl rogzitett fizetséget A-nak.

A masodik-legjobb megoldas hatdrozottan rosszabb P és A szdméra egyarént,
mint az elsé-legjobh, amibdl kivetkezik, hogy hatékonysag-nyereséghez jutnak
abbdl, ha P az a-t meg tudja figyelni.?s Ekkor viszont felmeriil a kérdés: tegyiik
fel, hogy P koltségmentesen hozzajuthat z-hez, ami bizonyos informéciét szol-
galtat a-rél. Vajon be kell-e ezt épiteni a szerzGdéshe abban az értelemben, hogy
A fizetsége z-fiiggl legyen, Ggy, hogy adott a mellett y kiilonbozé z-kre eltérd
legyen? Mint azt a kovetkezi fejezeth(l latni fogjuk, a véalasz dltaldban igen,
még akkor is, ha z csak nagyon tokéletlen informéciot szolgéltat a-rol.

6. Az a-ra vonatkozo tokéletlen informdcid felhaszndldsa

Tegyiik fel, hogy a és 0 kozvetleniil nem figyelhetGk meg, de létezik olyan z
valtozo, amely a-rol informdciét szolgaltat az aldbbi értelemben. z értéke a-t6l
és 0-t6l fiigg, azaz frhatjuk, hogy z = 2(a, 0), ugy, hogy a megvéaltozasa z egész
eloszlasat elmozditja. Mivel x(a, 0)-t ismerjiik: adott a-ra meghatérozhaté « és
z kozos valoszinliség-eloszldsa. Feltessziik, hogy P koltségmentesen tudja meg-
figyelniz-t és ugyancsak ismeri a kozos stirtiségtiiggvényt, amit jeloljon @(x,z,a).
A kérdés ekkor az, hogy bizonyos adott x kimenet esetén megéri-e P-nek z rea-
lizaciojat felhaszndlni az A fizetségének megallapitdsanal.

Elsé pillantdsra egyéltalan nem nyilvdnval6, hogy egy ilyen tipusi informé-
ciot feltétleniil be kell vonni a szerzddésbe, ezédltal y-t x-t6l és z-t6l egyarant
fliggGvé tenni. Mint Harris és Raviv rémutattak, noha az a valészin(i értékére
vonatkozd informécionovekmény tiszta haszon, de van annyi , koltsége”, hogy
az informdcié bizonytalan, igy elképzelhetd, hogy ha mind A4, mind P kockézat-
wverziot mutat, akkor nem célszerfi z-nek belefoglaldsa a szerz6désbe. Azonban
Harris és Raviv, Shavell, valamint Holmstrom egyarént rémutatnak, hogy min-
dig célszerii egy ilyen informéciét a szerzddésbe foglalni, ha a és 6 nem meg-
figyelheték (kivéve azt az esetet, mint arra mér utaltunk, mikor 4 kockézat-
kozombos) oly médon, hogy a tobbletinforméciébol szarmazé haszon a tobblet-
bizonytalansaghol szérmazé barmekkora tobbletkoltséget ellenstlyozni tudjon.
(Ekkor igazdn lényeges z koltségmentessége.)

A tétel bizonyitdsat az olvasé megtalalhatja SmaverL-nél (1979, figgelék,
69. old). 1tt Holmstrom egyszeribb és szemléletesebb megkozelitését mutatjuk
be, melynek sorén z-t kozvetleniil beépiti P optimum-feladatdba, és megmutat-
ja, hogy a (18) feltétel miként médosul.

Ekkor a feladatot gy fogalmazhatjuk, hogy: hatdrozzunk meg egy y(x, z)
kifizetési fiiggvényt, ahol z-t akdresak z-et formdlisan dllapot-valtozénak te-

2% Vegyiik észre, hogy A is nyerne az els6-legjobb feladatra vald dttéréssel. Felmeriil a
kérdés: vajon miért nem egyezik bele A4 abba, hogy P-t informéljamilyen a-t vélasztott?
A vilasz megeryezik azzal, amit az ,,érdekeltség Osszeegyeztethetbsége” feladatbdl isme-
riink: ha a szerz6dést A-nak a-ra vonatkozoé jelentésére alapozzik, akkor A abban érdekelt
hogy sajat érdekei szerint manipulélja ezt az informécidt.
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kintjiik. A 6(x, z, «) fiiggvény megadja x és z egyiittes valdszinliségét adott a
mellett. P feladata ekkor az alabbi formdban irhaté:
-\:1 2z
max | [ u(z — y(x, 2))D(x, 2, ¢)dzdz

Y(x,2),a xqo 2

jf‘ fl v,(y)D(z, z, a)dzdx — v(a) > 7° (PAZ)
F jz-‘ 1(y) Dy(z, 2, a)dzdx — v’ (a) = 0.

Kz csak abban kiilonbozik az el6z6 (PA) feladattol, hogy most a vérhato értéket
x és z egylittes eloszldsa szerint kell venni. Mivel y szerint maximalizdlunk min-
den (x,z) pérra, (18)-hoz hasonlo feltételeket kapunk:

w = A+ n d)L(ai’?’ fl')_

5 1
V1 Dz, z, a) (21)

Tehét, ha @,/ z-vel egyiitt valtozik, akkor az a fizetség, amit P az x megfigye-
Iése alapjan teljesit A-nak, most z megfigyelt értékétdl fiiggden fog médosulni.
gy példaul, ha @, z-vel ellentétesen mozog, akkor adott = mellett a P 4ltal
A-nak teljesitett kifizetés alacsonyabb lesz, ha a szerz6dés z-t is tartalmazza,
mint egycébként. z szerzG6désbe foglaldsa nem annyira azért lényeges, mivel z
tobbletinformaciot szolgdltat a-rél — végiil is adott kifizetési séma mellett P
pontosan tudja mire szamithat —, hanem sokkal inkédbb azért, mivel ezéltal
élesebben lehet A-t érdekeltté tenni a értékének novelésében. Vagy, ami ezzel
ekvivalens, ekkor csokkennek az A érdekeltségét biztosité koltségek. Intuitiv
modon ezt a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk meg. Ha a szerzddés kizarélag
csak x-t6l fiigg, akkor adott @(z, a) eloszlés mellett  magas értéke, és ennek
megfelelGen 4 magas fizetsége figyelhetd meg még akkor is, ha a viszonylag
alacsony. Hasonl6képpen alacsony z és ennek megfelelGen alacsony kifizetés
figyelheté meg esetleg még akkor is, ha 4 nagy a-t vélaszt. Ezek a lehetGségek
egyéltalan nem kivénatosak, ha figyelembe vessziik, hogy P célja 4-t érdekeltté
tenni, minél magasabb a kivélasztdsdban. Ha valamilyen z véltozé megfigyel-
hetd, melynek értéke a-val és 0-val egyiitt né, akkor kevéshé valdszin(, hogy =
és z egyardnt alacsony értéket vesz fel, ha a tényleg magas. Tehét z befoglaldsa
a szerzGdésbe csokkenti az alacsony a téves jutalmazdsét illetve a magas a téves
biintetését. Ezéltal javul a szerzidés 0sztonzd jellege.??

1 gy példéul tegyiik fel, hogy A az {1, 2, 3} halmazbél vilaszthatja a-t és z-re és z-re
az alabbi valészin(iségeloszlis jellomz6:

A= 1 9 3
z =0 0,8 0,6 0,2
] 0,2 0,6 0,8
z=0 0,9 0,6 0,1
z=1 0,1 0,5 0,9  (folyt. —~)
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7. Az 1. rész osszefoglaldsa

A tanulmdnynak ebben a részében felvazoltuk az ,,alapvetének” tekinthetd
meghizé-ligyvivé modellt és a szerzGdésekre vonatkozéan a levezethets f6hh
eredményeket. Ha a kozvetleniil, vagy pedig egy korldtozott véletlen hiba ere-
jéig megfigyelhet, akkor lehetséges az elsG-legjobb kockézat-megoszté szerzi-
dés, amely olyan biintets klauzuldt tartalmaz, miszerint 4-t biintetik az opti-
malis szintnél alacsonyabb a vélasztds esetén. Ebben az esetben, ha A kockézat-
kozombos, P egy rogzitett osszeget tart vissza és A viseli a teljes kockdzatot;
ha viszont P kockdzat-kozombos, akkor 4 kap rogzitett Osszeget és P viseli az
osszes kockdzatot. Valojdban, ha A kockédzat-kozémbios, akkor P elérheti az
elsé-legjobb megoldédst még akkor is, ha nem tudja megfigyelni a-t, mivel 4
sajat érdekében cselekszik és a-nak az elsG-legjobb értékét fogja vélasztani,
feltéve, hogy P az elsG-legjobbnak tekinthetd rogzitett Osszeget ajanlja neki.
A tényleges érdekeltségi probléma akkor meriil fel, ha 4 kockézat-kézombos
¢s sem a, sem § nem megfigyelhets. Ekkor egy valédi ,»masodik-legjobb” fel-
adattal 4llunk szemben. Az optimélis szerzGdésben ekkor figyelembe kell venni,
hogy A-t érdekeltté kell tenni a kivélasztdsdban — ez az érdekeltségi kovetel-
mény — és ily médon az optimdlis kockdzat-megosztésra jellemz6tsl eltérd ki-
fizetési séméhoz jutunk. Tgy példéul a kockdzat-kozombos P ekkor nem rogzi-
tett Gsszeget fog A-nak fizetni. Altaldban az érdekeltségi kovetelmény értelmé-
ben magasabb x esetén A-nak magasabb, viszonylag alacsonyabb z esetén ala-
csonyabb fizetséget kell nyuajtani, hogy igy érdekeltté tegyiik A-t abban, hogy
a-t feljebb emelje az optimdlisndl alacsonyabb szintrél, amit méskiilonben
— a-val szembeni averzi6ja miatt — valasztana. Végiil, ha koltségmentesen
elérhetd egy olyan z valtozo, melynek eloszldsétol a fiigg, akkor a mésodik-
legjobb szerzGdés mindig tartalmazza ezt a valtozot, ezéltal A kifizetését z-t6l
¢s z-t6l egyardnt fiiggGvé teszi, lényegében azért, hogy csokkentse az alacsony
a vilasztésdnak téves jutalmazdsét, illetve a magas a vélasztdsdnak téves biin-
tetését, azaz javitsa a szerzidés osztonz jellegét.

Az ,,alap” modell szdmos érdekes kiterjesztése taldlhaté a kozelmult szak-
irodalméban a folyoiratok hasabjain, és van még méd szédmos, eddig meg sem
vizsgélt kiterjesztésre. Azonban célszer(inek tlinik ezekre majd csak a tanul-
mény végén kitérni, miutdn megvizsgaltuk az ,,alap” modell néhény lehetséges
alkalmazésdt. Kz lesz a II. rész targya.

TRODALOM

1. Boron, K.: (1962) ’Equilibrium in a Reinsurance Market’, Hconometrica, Vol. 30, No.
3, pp. 42444,

2. Davis, O. A. and WHINSTON, A. B.: (1962) Welfare Economics and the Theory of the
Second Best’, Review of Economic Studies.

3. GrossMaN, 8. J. and Hart, O. D.: (1983) ’An Analysis of the Principal-Agent Problem’,
Hconometrica, Vol. 51, No. 1, pp. T—45.
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TUDOMANYOS ELET

HavLaBuk LAszrLé

Statisztikai médszerek
a megismerés — és a tévedések — szolgalataban*

Varga Istvan egyetemi statisztikai el6-
adfsai soran ezt a figyelmeztetést intézte
hallgat6ihoz: N

,,Ahhoz, hogy Onok statisztikussa val-
janak, r4 kell jonni arra, hogy a kiilon-
boz6 statisztikai eljarsokkal oGsszefiiggés-
ben egyrészt mikor mit szabad alkalmazni,
masrészt mikor mit nem szabad alkalmazni.
Ut6bbi majdnem fontosabb, mint az el6bbi,
mert ha az el6bbit nem tudjéik, legfeljebb
nem fognak egyszer helyesen kivetkeztetni.
A nagyobbik hiba az, amikor valaki azt
hiszi, hogy ért a statisztikihoz és eredmé-
nyeivel becsapja 6nmagit és mésokat is.””

A téves kivetkeztetésekre vonatkozéan
pedig hadd fiizziink ide egy konkrét pél-
dat:

,» Egy valéban bizarr 6tlet alapjan elekt-
ronikus szamologép segitségével pontossagi
vizsgilatnak vetettek alf két karérat. Az
egyik t0rott volt, 8 nem jart, a méasik
naponként egy masodpercet késett. A meg-
felel6 adatok betaplalasa utin az elektroni-
kus szumol6gép azt vélaszolta, hogy az az
bra rossz, ume{)yik naponta egy méasodper-
cet késik, mert csak 120 évenként egyszer
mutatja a pontos id6t, ellentétben a torott
oraval, amelyik minden 24 6raban kétszer
mutatja a pontos id6t.”"*

Ez a tanulmény a cfmben és az el6z6
idézetekkel jelzett probléméaval kapeso-
lathan néhény gondolatot kfvan felvetni.
Kezdjiik egy szembeallitassal.

1. A statisztika — hosszi torténete
sorin — a megismerés robusztus, hatékony
eszkozének bizonyult. (Ha statisztikfrél

beszéliink, ezen a tevékenységet és a méd-
szerek Osszességét egyarant értjiik.) Kezdve
az elsé Osszefrasoktdl, az éllamtudoményi
szerepen keresztiil a modern természettu-
doményi megismerésig a statisztika az em-
beri tudéasnak egyik doénté forrésa volt.
Ezt az emberi tudds térténete, az egyes
tudoményok ismeretanyaga egyértelmiien
igazolja.

2. ,,Haromféle hazugsig van, az egy-
szer(i hazugsfg, a rosszindulatt hazugsig
és a statisztika.” — , A hazugsfg véalfajai
az egyszer(i hazugsig, a sziikséghelyzetben
val6 hazugsag és a statisztika.” Valtozatok
egy téméara, amely egyesek szerint Benja-
man Disraelitfl, mésok szerint Lord Pal-
merstontol szarmazik. A valtozatoknél és az
eredetnél figyelemre méltobb, hogy a neve-
zetes negativ értékelést a mult szdzad Ota
nem sz(intek meg idézni.

Mi rejlik e mogott az ellentmondés mo-
gott? Ha hozz nem ért6, folényes szelle-
mességre hivatkozunk, ez nem elégséges a
teljes indokolashoz. Az ellentmondés ma-
gyarfizatihoz mindenképpen hozzitartozik
az is, hogy a statisztika mint médszer és
mint hivatkozési informécids alap védtelen
a rossz felhasznélasokkal szemben. Aho-
gyan né a moédszerek 4ltal kinalt megisme-
rési kapacitas, oly médon n6 a rossz fel-
hasznalas lehetfsége (és tobbé-kevéshé
ténye) is.* Ezt a megallapitast prébaljuk
ebben a tanulményban illusztrilni.

A statisztikai kézikonyvek béven szol-
galtatjik a viddm, anekdotaszer(i példakat
a statisztikai visszaélésre. Ezek a példak

* Megjelent a ,,Valtozasok, valtésok és vilsagok a gazdasfigban. Tanulményok Varga

Istvan emlékezetére’’ efmfi, Schmidt

dam és Kemenes Kgon szerkesztette kotetben.

Kozgazdasagi és Jogi Kiad6, Budapest 1982. 281-—290. old.

" Varga Istvdn: A statisztika elmélete és mddszertana. A Pazmény Péter Tudoméany-
egyetem Jog- és Kozigazgatistudoményi karan az 1948/49. tanév els6 felében tartott el6-
adésair6l késziilt gyorsfréi feljegyzés. Kézirat gyanant. MEFESZ Joghszkor kiadésa. 1949.

* Az idézet Kovdes Istvdn: 11lazidk és borulatas nélkiil eim( cikkéb6l vals. Népszabad-

sfig, 1968. januar 12.

30. W. Haseloff — H. J. Hoffmann: Kleines Lehrbuch der Statistik. Walter de Gruyter

Co., Berlin, 1968.
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f6leg a korrelaciészémités tertiletérdl meri-
tenek.? A korreléciészamitas eredményei-
nek hibés felhasznalasait még rendszerezni
is szoktak. Egyik csoportba soroljak a
helytalld, de semmitmond6 statisztikai Gsz-
szeftiggést, amikor példaul egymés komp-
lementumainak mindésithet valtozék kor-
relaciés koefficiense — 1. Ilyenek az egy-
mast 100-ra kiegészité szazalékszdmok.
Példéul ha a dohényzok szézalékos arinya
valtozik, a nem dohényzék szazalékos
aranya —1 értékii korrelaciés koefficiens-
sel kapesolédik az el6z6hoz. Kgy méasik
csoportba soroljak a ,kozos harmadik
tényez6” fenndllasinak esetét. (,,Ha Ma-
gyarorszagon fagy, Svajecban tobb tiizel6-
anyagot vasérolnak.”) Végiil mit sz6ljunk
a véletlen kapesolatok vagy értelmetlen
kovetkeztetések humorba torkolld, vidam
példéihoz:

,»Bgy zenerajongd floridai fiatalember
lakésa harom helyiségében szobai nové-
nyeinek kiilonféle zenedarabokat szokott
jitszani, és ugy taldlta, hogy abban a szo-
baban fejlédnek legjobban a nodvények,
ahol beatzenét jatszik.”

,Aranytalanul t6bb ember hal meg az
dgyban, mint az utein, a tengerben vagy
a lebujokban. Az 4gy tehat bizonyithat6an
a legveszélyesebb tartézkodési hely.”

»Az Egyesiilt Allamokban, ahol az egye-
temek is hirdetik, reklamozzak magukat,
az egyik egyetem buzditésul kozolte, hogy
az utolsé évben végzett nbhallgatok 509%-
4t az egyetem professzora vette nGiil.”
(Két néhallgatéja volt.)

Az el6z6 példak statisztikai tankonyvek-
bél, kézikonyvekbdl szarmaznak. Az a hely-
zet azonban, hogy az ilyen riaszté példak
inkabb szérakoztatisra alkalmasak; a kézi-
konyvek, tankényvek sajnos nem tekintik
feladatuknak, hogy a statisztikai médsze-
rek rendszeres bemutatéisa sorin a médsze-
rek képességeinek korlataival, a téves fel-
hasznélés, a hibas interpretécié kérvonala-
zéhséval is foglalkozzanak.

A statisztikai modszertan eszkozthra
egymis mellett é16, egymassal parhuzamo-
san és egyméssal Osszefliggésben (részben
azonban egym#ast6l fiiggetleniil) fejl6d6
témakorokbol all. Ezeket tartalmazzik a
statisztikai kézikonyvek,’ tankonyvek, fgy
a kozépértékek és szérodas vizsghlatat, a
korrelacié- és trendsziamités modszereit, az
indexszémitfis és id6sorelemzés, a minta-

vétel, a becsléselmélet, a hipotézisellenGr-
zés kérdéseit sth. A modern vizsgalodasok-
ban azonban egyre nagyobb szerephez jut-
nak az olyan komplex vizsgalatok, elem-
zések, amelyek a statisztikai moédszertan
mind t6bb részét kombinaljak és egyesitik
a valdsig valamely részének sokoldala fel-
derftése, megismerése céljabol. Fzek a
komplex jellegi vizsgalatok vezetnek el a
matematikai megfogalmazasi, kiilonféle
(de f6leg statisztikai) informéacids bazisbol
kiinduld, a (matematikai) statisztikai infe-
rencia eszkozeivel operalé diszeiplindkhoz,
mint az okonometria, biometria, szocio-
metria stb. lzeknek a komplex médszer-
tanoknak, diszciplinfiknak gyakorlati meg-
jelenési formai a tobbvaltozos, tobbrelacios
modellek.*

Kézenfekvs, hogy ezek a komplex mod-
gzerek és modellek a megismerésnek nagy
lehet6séget nyitd, robusztus eszkozei. Ter-
mészetes az is, hogy kumulaltan produkal-
jik a tévedés, félreismerés lehetGségeit is.
A kovetkez6kben f6leg e teriiletek problé-
mai foglalkoztatnak.?

A tévedések néhany tipusa

E tanulmény keretei nem elégségesek
ahhoz, hogy a teljesség igényével tekintsiik
4t a hibakat, amelyek a statisztikai eszko-
z0k sogitaégével torténd valdsigmegisme-
rést tévitra vezetik. Ha mégis — a teljes
rendszerre valé torekvés nélkiil — prag-
matikusan tipizalni kivanjuk a legfonto-
sabb hibékat, a kiévetkezs csoportosulfso-
kat fogalmazhatjuk meg:

— a fétisek felelGssége,

— a rossz specifikfici6 hatdsa,

— a kovariancia—kauzalitas fogalmainak
osszekeverdse.

a) A, fétisek felelésségét” abban latjuk,
hogy egy-egy kiragadott szempont, cél,
moédszer tilzott jelentéséget kap, az elen-
gedhetetlen mellérendelt tényez6k elhanya-
golésaval,

— Az ,illeszkedés” fétise. Amikor egy-
egy (egy- vagy tobbtényezls) osszefiiggést
vagy Osszefliggésrendszert megfogalmaz-
nak, gyakran a legjobb illeszkedés a cél.
Lehet, torekedni az a priori ismeretek, a
Fluuzibilit&s alapjan reélisnak t{iné speci-
ikéicibra, de térekedni lehet az Gsszefiiggé-
gek szorossfighnak jelzésére rutinszer(ien

4 H. Swoboda: Knaurs Buch der modernen Statistik, 1971.
5 K. A. Yeomans: Statisties for the social scientist. Bristol, 1968.
¢ Halabuk Ldszlé: Okonometriai modellek és médszerek kutatdsa és alkalmazdsa Ma-

gyarorszagon. Statisztikai Szemle, 1975/8—9,

? Halabuk Ldszlé: Some experiences with econometric model building. Kuropean Meeting

of the Econometric Society, Budapest, 1972.
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hasznalt mutaték legmagasabb értékének
biztositaséara is. Ennek az utébbi célnak
érdekében, a becslési eredmények feljavi-
taséra gyakran folyamodnak megengedhe-
tetlen eszkozdkhoz is, mint amilyen a vAal-
tozok széménak, a késleltetések széménak
gatlastalan novelése, a mesterséges véalto-
z6k (dummy variables) kénnyed alkalma-
zésa. Ezek az eljarfsok esetenként a szto-
chasztikus kapesolatok determinisztikussé
valé degraddlasahoz kozelitenek. Ehhez a
kérdéskomplexumhoz tartozik annak a
megéallapitasa is, hogy a gyakorlati szem-
pontbd6l nagy jelent6ségli el6rejelzésnél a
mintaiddszakhoz valé tokéletes kizelitésnél
nagyobb jelentésége van a mintaidGszak
és az elbrejelzési id6szak paraméterrend-
szere kozotti eltérés helyes felmérésének.

— A pontbecslés uralkodd szerepe.
Els6sorban az el6rejelzésnél észlelhetd,
hogy a pontbecslés mellett az intervallum-
becslés szerepe hattérbe szorul. Ez pedig
egyenérték{i annak a lehet&ségnek az el-
hanyagoléasaval, amit a sztochasztika az-
altal nyuajt, hogy minden megéallapitas
mellé valbszinliségi eloszlast rendel.

— A mennyiségi kozelités prioritdsa a
minéségivel szemben. Az el6rebecslés szo-
ksos séméaja szerint az id6skdlahoz egy
mennyiségi alakulast feltiintetd fiiggvényt
rendelnek. Az el6rejelzések szdémos kudarca
sem volt elég ahhoz, hogy e kvantitativ
kozelités mellett megfeleld  elismerésbhen
részesiilljon a kvalitativ kozelités. Arrél
van sz0, hogy az aproélékos széimszer(i deter-
mindci6 helyott igéretesebb és tartalmasabhb
lehetne a tendencidk, a fordulépontok, a
strukturavaltozisok el6rejelzése. Az iro-
dalmi eredményeck mellett az ilyen irdanyu
zyakorlati alkalmazas alig kapott mdg sze-
repet.

— A méretek fétise.® Ennek a biivilet-
nok talan a legprimerebb tipusa a teljes
kor(i statisztikai felvétel iranti tisztelet.
A teljes korii felvétel kiilonésen fontos ese-
lénél, a népszimlalasnal sem szabad azon-
ban figyelmen kiviil hagyni, hogy ennek
pontossfga sem abszolut, s6t az elért pon-
tossfig 18 csupfn egy eszmei pillanatra
érvényes. Amint ezen a pillanaton tuallé-
piink, a legteljesebb kori felvétel is méar
csak extrapoliciés alapnak tekinthetd, és

~ kiiléndsen erfsen nivekvd népesség-

szm esetén — a vizsgalt sokasagnak mér
caak egy részét — éspedig eserél6dd részét
— képviseli.

Az okonometriai modellek esetében
nagy jelentéségli a kozgazdasigi valtozo6-

kat reprezent4lé iddsorok hossziisaga. A
becsléselmélet ann&l megbizhatébbnak te-
kinti az informéciés bézist, minél nagyobb
a minta, idésorok esetében minél hosszab-
bak a megfigyelt id6sorok. Nem szokték
azonban hangsiilyozni a paraméterbecslés-
hez felhasznalt id6sorok homogenitésanak
fontossdgat. Ha viszont a megfigyelési
minta nagysiga — az id6sorok hossza —
a heterogenitds novekedésével jar egyiitt,
akkor nagyon koriiltekintéen meghatéro-
zott kompromisszum indokolt. (Ez a kér-
dés elvezet a Bortkiewicz altal megfogal-
mazott Un. kis szdmok térvényéhez.)

Hasonlé tulértékelésben részesiilhet egy
Osszefiiggésrendszer specifikélésa esetén
a valtozok és a relacidk szdménak nagysaga.
Igazolhatd, hogy adott esetekben a vélto-
z6k vagy relacidk szaménak estkkentése
nem jar informécidveszteséggel, legfeljebb
munkamegtakaritassal.

— Megemlithetjiik a pontossag fétisét is.
Nem lehetne klasszikusabban fogalmazni,
mint Oskar Anderson: ,,1. Nines gyakorlati
értelme egy szekér szénat kémiai precizids-
mérleggel mérni. 2. Nem ér semmit, ha két
véaros tavolsagat kb. ezer 1épésekben lemér-
Jiik, és ehhez hozzdadjuk a varoskapu milli-
méterben mért vastagsagat.”

b) Az el6z6kben moédszertani megkoze-
litési hibdkat emlitettem. A kivetkezd
néhény hibapélda a szakmai adottsagok,
ismeretek hidnyéra, elhanyagolaséra, vala-
mely relevans koriilmény figyelmen kiviil
hagyéséra vezethets vissza. Nevezhetjiik
o példakat a rossz specifikdcié eseteinek.
Ilyenek példéaul:

— Az dsszehasonlitési bazis probléméaja.
Magyvarorszéagon az &asvéinyolaj termelése
1938-ban, a rotéciéspapir termelése 1929-
ben még kisérleti stadiumban volt. Ha tehat
1929-0t vagy 1938-at tekintjiik bézisnak,
a kovetkezd évek termelése robbanésszer(i
fejlédést tiikriz.® Bz a helyzet minden 1j
termék vagy gyhrtasi 4g megindulésakor.
Ha ezzel kapesolatban utalunk arra, hogy
Magyarorszigon 1929 konjunkturalis cstcs
volt, és a kivetkez6 években altal&nos volt
a hanyatlas, illetéleg pangis, akkor az a
latszat sziiletik, mintha a rotéciéspapir-ter-
melés konjunktiramentes Agazat lett volna.

— Egy orsziag népsliriisége tigy adhaté
meg, mint a népesség és a teriilet hnya-
dosa. De ha példaul a teriilet jelent6s része
(60—70—909%-a) emberi lakhatésra alkal-
matlan, akkor nyilvanvaléva valik az Gn.
nyers aranyszfimokkal szemben a tiszta
arfnyszémok jelentfsége, példaul a nép-

® Halabulk Ldszlé— Hulydk Katalin: Az id6jards és a mez6gazdasigi termelési eredmé-

nyek,

Okonometriai Fiizetek, 10. sz. KSH, 1968.

"9 Bzek egyébként a gazdasagtorténet, illetve a gazdasgstatisztika szokéasos bézisévei.
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glir(iség esetében az orszig OGssznépessegé-
nek (nem a teljes, hanem) a lakhatésra,
miivelésre alkalmas teriilettel képezett
héanyadosa.

— Igen fontos, hogy egy orsziag nem-
zeti jovedelmébsl mekkora részt fordit
bizonyos célokra, példaul katonai, illetéleg
joléti vagy egészségiigyi kiadésokra. Ez a
kérdés a politikai publicisztikénak is ked-
velt, gyakori téméja. Amikor azonban az
emlitett célokra forditott kiadésokat nem
a nemzeti jovedelem (vagy valamely rokon
kategoéria) szintjén nézik, hanem az allami
koltségvetés sikjan, er6sen torzitott, félre-
vezets kép adddik, hiszen az egészségiigyi,
joléti kiadésok orszégonként eltérden osz-
lanak meg az Allami (,,federalis’) koltség-
vetés és a helyi korméanyzati egységek kolt-
ségvetése kozott.

Az el6z6 harom példa az elemi statiszti-
kai tankonyvek, kézikonyvek szférajaba
tartozik. A hibés specifikéci6 igazi ,,6rvé-
nyesiilési teriilete’” azonban az a vizsgélati
szféra, amelyet az el6z6ekben a komplex,
alkalmazott. moédszerekhez kapesoltam,
amely végsd fokon a ,,modellek” fogalom-
kérébe torkollik. Vegyiink e hatalmas
komplexumbél példékat a rossz specifi-
kécibra. 10

— Az okonometriai modellek logikai
sémajat tekintve interdependens és rekur-
ziv modelleket szoktak megkiilonboztetni.
Az interdependens modellek olyan rend-
szert, titkroznek, amelyben a valtozdéknak
— legaldbbis a rendszer endogén valtozoi-
nak — egymésra val6 hatasa (elvben) kol-
cs6nds, és a modell szamszer(isitése sordan
hatérozzik meg ezen egyedi dsszefiiggések
erdségét, fontossagiat. (Ebben a kvantifi-
kélasban a 0 érték(i koefficiens is helyef
kaphat.) Amellett, hogy az ékonometriku-
sok tulnyomé tébbsége ismeri és elismeri
ennek az osszefiiggésrendszernek az inter-
dependencifjat, vannak, akik a rekurziv
specifikacié hivei. Kz utébbi rendszerben
az osszefiiggések, hatdsok egyiranytak.
Ebben a specifikaciéban az tsszefiiggések
paraméterei meghatirozasaval kapesolatos
mddszertani nehézségek athidalasa érdeké-
ben a kézgazdasigi valésig megfogalma-

zésa szenved sulyos, alapvetd sérelmet.12
Ilyen hidnyossag jelentkezik példaul akkor,
amikor a termelés (kinAlat, kapacitas)
hatasat a fogyasztésra (keresletre) megfo-
galmazzék ugyan, de a forditott iranyd
hatést (visszacsatolas, feedback) nem dol-
gozzék ki.13

— Némileg rokon ezzel a problémAval
a kovetkezs. Szokésos a termelés szinvona-
14t kapacitésbeli (kinalati) vagy pedig
igény szerinti (keresleti) tényez6kkel meg-
hatérozni. El6fordul a termelés szintjének
meghatéarozéisara keresleti és kindlati té-
nyezbk vegyes alkalmazisa is. A (leegysze-
riisitett) valésdg azonban az, hogy olyan
helyzetben, amikor az igény (kereslet)
meghaladja a kapacitést, a termelés szin-
vonalat a kapacitis hatdrozza meg, és a
kapacitast meghaladé tébbletigényeknek
az alakulasa a foly6 termelés szempontja-
b6l irrelevans. Amikor az igények nem érik
el a termelési kapacitast, a termelés szin-
vonalat az igények hatérozzik meg, és a
termelési kapacitigsoknak a termelés meg-
hatiarozasiban jatszott szerepe legalabbis
csokken. A termelési szinvonal meghataro-
zhsfban tehat a sziik keresztmetszetet kép-
visel6  tényezbrendszer szerepe a  dontd,
vagy legalabbis elsGdleges. A vilagszerte
nagy sziamban késziilé dkonometriai model-
lek specifikfciéja nem tiikrézi ennek a tény-
nek a felismerését. 14

c) A tévedések ogy jelentés része a
kovariancia— korreldeid — kawzalitds helyte-
len felfogasibdl, a mutatészamok téves
értelmezéséb6l és hibfis kovetkeztetések-
b6l adédik. Anélkiil, hogy a korrelaei6- és
regrosszidszamitas nélkiilézhetetlen és ki-
tin6 modszertanfinak szakmai targyald-
siba boesatkoznank, a kivetkez6ket emel-
hetjiik ki:

A kovariancia két vagy tobb jelenség
(,,valtozd”) alakulasa kozotti statisztikai
ogszefliggdsre, a kauzalitds viszont a val-
tozok kozotti okozati kapesolatra utal.
Nehéz, szakmai tdjékozottsagot és jézan
gondolkodast igényls feladat annak elbi-
ralfsa, hogy statisztikai dsszefiiggdés meny-
nyiben utal funkcionflis, kauzdlis kapeso-
latra, és ha ezt 1étezének tekintik, a kauza-

1 Ph. J. Dhrymes—Ph. Howrey—S. H. Hymans—J. Kmenta—HE. E. Leamer— R. E.
Quandt—J. B. Ramsey—H.T'. Shapiro— V. Zarnowitz: Criteria for Evaluation of Econom-
etric Models. Annals of Economic and Social Measurement, 1/3. 1972,

"WH. T. Shapiro: Is verification possible? The evaluation of large cconometric models.
American Journal of Agricultural Kconomics, 15/2. 1973, majus.

2 Halabuk Ldszl6: Kérdésfeltevés és modszerek viszonya az dkonometriai modellekben.
A magyar statisztikai felsfoktatas kétezaz éve ¢. KSH, 1979. kiadvanyban.

3 H.T. Shapiro—Halabuk L.: Macroeconometric model building in socialist and non-
socialist countries: A comparative study. International Economic Review 17/3. 1976.

" Halabuk Ldszl6: A népgazdasfg 5konometriai modellezésének néhéiny idészer(i kér-

dése. Szigma, 1977. 4.
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liths milyen jelleg@i.'® Itt elkeriilhetetleniil
némi ismétlésbe kell bocsfitkoznunk, ha a
problémakort vézolni akarjuk. Olyankor,
amikor két valtozd kozott statisztikai 6sz-
szefiiggés észlelhet6, a korrelécié tipusai
— a kauzalitds szempontjabél — a kovet-
kez6k lehetnek:

— egyiranyua kapcsolat, példaul a csa-
padék és a mezbgazdasigi termésétlagok
kozott:

— interdependens, kolesonos kapesolat,
példaul a bérek és termelékenység kozott.
Konkrét ismeretek sziikségesek annak el-
birdlasahoz, hogy az elvben kélesénos kap-
csolaton beliil adott esetben melyik irany
a lényegesebb;

— koz6s meghatérozé tényezd, példaul
a kukorica és a cukorrépa dtlagtermésének
alakulasa nagyfoku kapesolatot mutat; a
két valtozd azonban nem egymaés befoly4sa
alatt 4ll, hanem mindkett6re kizos (meteo-
rolégiai és egyéb) tényezdk hatnak. Ide
tartozik az a fontos eset is, amikor egy gaz-
dasfg erbs Altalinos noévekedés fazisdban
van. Ilyenkor agyszélvan baArmely gazda-
shgi valtozok kozott megallapithaté az erbs
statisztikai 6sszefiiggés (,,a valtozdk kolli-
nerisak’), ezt azonban ,,kéz6s harmadik’’
tényez6 idézi el6. Az emlitett esetben a vAl-
tozok kapesolatanak vizsgalatanal a trend-
jellegi fejlédési tényez6t ki is szokték
sziirni;

— mar utaltunk arra a tautoldgia jel-
leg(i kapesolatra, amely valamely egész
komplementéris részei kozott 1étezik;

— vég ndlkiil lehetne sorolni a véletlen-
szer(i statisztikai kapesolatokat.

Nyilvanvald, hogy a kiilinféle tipusu
kauzalitast (vagy filiggetlenséget) takard
statisztikai Osszefiiggések gyakran tévitra
esbitjik az 6vatlan elemz6t. Utalunk ezen-
kiviil arra is, hogy a déntést, kévetkezte-
tést,  tovabbi tényez6k bonyolithatjak.
Mindenekel6tt az, ha nem két-, hanem

tébbvéaltozds kapesolatrol van sz6. Meg-
fontolésra int az is, hogy a véltozék kap-
csolata dontéen megvéltozhat, ha kozottitk
id6beli késleltetést alkalmazunk. Végiil
szinte csiiggesztS lehet, hogy egy (,,szeren-
csésen specifikalt’’) sszefliggésben a ma-
gyarz6 véaltozdk kicserélése hasonléan
szoros Osszefliggéshez vezethet.

Két szempont azonban nagyon fontos.
El6szor az elemi osszefiiggések mellett 10
Oriési a szerepiik a sokasidgok kozotti Gssze-
fiiggéseknek. Egy kozeledd es6felh eseté-
ben minden egyes vizmolekula helyzetének
és pélydjanak tanulményozésa helyett
megelégsziink annak megallapitasaval,
hogy az okok halmaza (es6felhé stb.) erds
valdszinfiséggel es6t jésol.

Mésodszor egy kozgazdasigi Osszefiig-
gésbd6l (modellb6l) nem zérhaté ki a direkt,
kozvetlen kauzalitdsok léte mér csak azért
sem, mert ez a gazdasfgiranyitis, szabé-
lyozés funkecidjat zérja ki a modellbédl.

Ismeretelméleti meggondolsok

Az el6z6kben vézoltuk és némileg tipi-
zéltuk a statisztikai médszerek felhasznaléa-
saval végrehajtott téves eljarasokat, kévet-
keztetéseket, torekvéseket. Most megki-
séreljiilk annak vézlatos megmutatasat,
hogy eme tévedések mogé sokszor egy isme-
retelméleti hattér rendelhetd.

A tudoményos ismereteket sokfélekdp-
pen osztélyozzak. gy bizonyos szempont
alapjan a tudoményos ismereteket nomo-
grafikus és idiografikus ismeretekre oszt-
hatjuk.'” A nomografikus kutatas sorén a
kozvetleniil tapasztalt kélestnosen oOssze-
fiiggé jelenségek sorozatos felbontésa révén
a kornyezé vildgban uralkodd ,,elemi okok”’
és ,,elemi kivetkezmények” osszefiiggésé-
nek megdllapitasira toreksziink. Az idio-
grafikus tipusii megismerés folyamén a

WS H. Hymans: On the use of leading indicators to predict eyclical turning points.
Brookings Papers on Economic Activity, 2. 1972.

' Az emberi tudasnak az elemi osszofiiggések teljes birtoklasara alapozott idefljat
fogalmazta meg Laplace: ,,Une intelligence qui pour un instant donné connaitrat toutes
les forces dont la nature est animée et la situation respective des étres qui la composent,,
si lo d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données a I'anayse, embrasserait
dans la méme formule les mouvements des plus grands corps de 'univers et ceux du plus
léger atome: rien ne serait incertain pour elle, et 'avenir comme le passé serait présent a ses
yveux.” (P. S. Laplace: Essay philosophique sur les Probabilités. 1814.)

Eza gondolat — hogy ti. egy olyan elme, amely adott pillanatban a természetet mozgaté
Gsszes erGket és a természetet alkotd lények helyzetét is ismerné, s ha emellett ez az elme
elég hatalmas lenne, hogy mindezeket az adatokat elemzés alé vegye és ugyanabba a for-
muléba foglalné a viligmindenség legnagyobb testeinek és legkisebb atomjainak mozgasat,
akkor szmdra semmi sem lenne bizonytalan, mert mind a j6v6, mind a mult jelen lenne
el6tte — valamennyi tudomény széméra érdekes lehet.

" Oskar N. Anderson: Einfiihrung in die matematische Statistik. Verlag Springer,
Wien, 1935.
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kutaté elme elemeknek valdsagos térbeli
és id6beli megoszlasanak, megjelenésének
ismeretére, leirdsira torekszik,!8

Mivel a statisztika a megfigyelt jelensé-
gek leirasaban nem tud tért6l és id6tol el-
vonatkoztatni, alapveté jellege idiografikus.
Mésrészt médszertani oldalrol, a valdszinfi-
ségszamitas, a matematikai statisztikai in-
ferencia alkalmazéasin keresztiil fokozato-
san nétt a szerepe egy nomografikus elem-
nek is. A konfliktusnak — amely az 6kono-
metriai modellezésben a legélesebb — gyo6-
kere ez: lehet-e a térben és id6ben meghaté-
rozott, egyszeri, megismételhetetlen jelen-
séoek elemzésére tértdl és id6t6l elvonat-
koztatott, igen nagy vagy végtelen soka-
sagok vizsgilatara alkalmas matematikai
statisztikai moddszereket alkalmazni? Te-
kinthet6-e egy id6ben és térben izolalt
eseményhalmaz egy magasabb rend(i soka-
sdg, halmaz mintajanak? Els6 megkozeli-
tésben tgy tlinik, hogy tsszeegyeztethetet-
len dolgokrél van szd. A probléma a szto-
chasztikus 6konometriai modellek eseté-
ben azért kiilénésen éles, mert kezelésiik-
hoz, elsGésorban a paraméterbecsléshoz el-
engedhetetlen a megfigyelt adathalmaznak
mintaként vald kezelése.

Mégis létrehozhatd a torténets  jellegii
minta (,,idiografia’) és a matematikai sta-
tisztikar inferencia (,,nomografia’) kozotti
kompromisszum. FEnnek doéntéen fontos
elméleti alapja és ugyanilyen fontos els-
feltétele van. Az elsét, az Athidal6é eszkozl
a kis mintak elmélete nytjtja, amely lehe-
tové teszi a statisztikai inferencia alkal-
mazasit a témegjelenségek fogalomkoré-
hez képest elenyészéen kis  mintikra,
10—20—30 éves id6sorokra is. Knnek az
Athidalasnak a megteremtésében eléviil-
hetetlen érdeme van R. A. Fishernek, a
20. szizad kiemelkedd statisztikusanak.!?
A statisztikai inferencianak a kis mintakra
val6 alkalmazisa feltételként, nyomatéko-
san igényli azonban az inferencia korlétolt-
saganak minden rendelkezésre 4ll6 kiils6,
szakmai informéciéval val6 ellensilyozé-
sat. A torténeti jellegi kis mintik és a

sztochasztika szintézise szézadunk egyik
nagy vivménya, ez az alkalmazdkra kote-
lezettségeket is ro.

Bzzel eljutunk a moédszer és a vizsgélat
targytinak kett6sségéhez. A modszer neut-
ralis, kozombos, a targynak viszont sajit
arculata van.

— A modszer passziv. Hagyja magét

felhasznélni okosan és oktalanul. Révid
egzmefuttatdsunkhoz els6sorban kozgaz-

daségi osszefiiggésrendszerek adjak a hat-
teret. Kzeknek az oOsszefiiggésrendszerek-
nek a paraméterbecslése engedelmesen t{iri
a matematikai optimalizalast akkor is, ha
a kiilsé, a priori, nem is vitatott osszefiiggé-
sek szerepét figyelmen kiviil hagyjak, és
ezaltal szabadon engedik az esetleges,
véletlenszer(i, abszurd Gsszefiiggések meg-
allapitasanak lehetGségeit.

— A vizsghlat targyanak sajit karak-
terisztikumai, strukturalis adottsagai, oko-
zati Osszefliggésel, funkeiondlis torvényei
vannak. Kzekr6l a véallalt, konkrét wvizs-
galat megkezdése el6tt is vannak a priori
ismereteink. Az a priori ismeretanyagnak
a mellézése gyengiti a megallapitisok ere-
jét, megbizhatésagiat. A targy sajatossé-
cainak mell6zhetetlen voltara utal az oko-
nometria, szociometria, biometria  disz-
ciplinainak 6néllésulisa s, ugyanakkor,
amikor a statisztikai inferencia és a mate-
matikai kezelés mindnyfjuk kozos vonésa.

*

Korabban utaltunk arra, hogy az ajabb,
potenciflisan erdteljes madszerek a téves
alkalmazasok lehetdségét is megteromtik.
Ennek a tanulmanynak azonban nem az a
célja, hogy — egy korlatozott teriilleten —
a megismerds dg a tévedds kitzdelmének
reménytelenségdét konstatalja. Az ismeretek
sz6ditd kibéviilésének kerctében a jozan
itélet fontossagat kivantam hangsilyozni.
Mert a logragyogdébb madszerek birtoklasa
gem menti fel az embert a statigztikust,
68 a statisztika alkalmazdjat sem — a gon-
dolkozas sziitkségességdtol,

8 Ennek az osztalyozasnak kialakitasaban kiemelkedd szerepet jatszott Csuprov,
Coutwrat, Windelband, Kries, Rickert, Cournot. Az itt, hasznat terminusok mellett a ,,nomo-
tetikus”, ,,nomologikus”, , ontologiai”, ,,térvénytudominyok’, illetéleg ,,esemény tudo-
manyok”, ,,térténeti tudoméinyok” kifejezés is szerepel. Kiemelked6 hozzijarulas e prob-
lémakorhoz példanl: L. Bortkiewicz: Die Iterationen, ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeits-
theorie. Berlin, 1917.; L. Bortkiewicz: Homogenitiit und Stabilitit in der Statistik. Skan-
dinavisk Aktuarietidskrift, H. 1/2. Uppsala, 1918.; A. A. Csuprov: Statistik als Wissen-
schaft. Archiv fiir Sozialwissenschaft und Sozialpolitik, Bd. 23., 1906.; A. A. Usuprov:
Das Gesetz der grossen Zahlen und der stochastisch-statistische Standpunkt in der
modernen Wissenschaft. Nordisk Statistik Tidskrift, T/1., 1922.

19 R A. Fisher: Statistical Methods for Research Workers. London, 1932,
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KO6rOst GABOR—MATYAS LASzLO—SzERELY ISTVAN

Okonometriai alkalmazisok — némi hiidnyossagokkal
(Avagy: kigyogyulunk-e a gyermekbetegségekbdl 7)!

Kozgazdasagi folydiratainkban ma mdr
viszonylag rendszeresen jelennek meg éko-
nometriai elemzések.? Mivel az ékonomet-
ria a gazdasigelemzés és a kozgazdasigi
elmélet verifikalasanak egyik hasznos esz-
koze, ezért fontosnak tartjuk, hogy to-
vabbra is minél tibb alkalmazott dkono-
metriai tanulmany lasson napvilagot. Van-
nak azonban az alkalmazott ckonometriai
munkaknak olyan formai-médszertani ko-
vetelményei, amelyck teljesitése sziikséges
ahhoz, hogy az clemzést meg lehessen
itélni, fel lehessen hasznalni. Véleményiink
gzerint. a kovetkezd feltételeknek minden
dkonometriai moédszereket alkalmazé pub-
likhcidonak meg kell felelnie:?®

I. Ismertesse a felhaszndlt adatokat,
azok forrdsat; definidlja pontosan az elem-
zott valtozdkat.

2. Tsmertesse a felhasznalt modszereket,
és azokat korrekt modon alkalmazza.

3. Kozolje a szamszeriisitett modellt,
és legalabb azokat a statisztikakat, ame-
lyek az Altaldnosan elfogadott vélemény
szerint, feltétleniil  sziikségesek a modell
megitéléséhez.

4. A modellbél ecsak valamilyen (el6re
megadott) valdszin(iségi szinten szignifi-
kinsnak tekinthet6 kovetkeztetéseket von-
jon le; ne tartalmazzon olyan kévetkezto-
téseket, amelyre az empirikus eredmények
nem nyujtanak alapot.

Az elsé harom pontban felsoroltak tel-
jesitése nélkiil a tanulmanyban kozilt em-
pirikus eredmények hasznalhatatlanok, ér-
telmezhetetlenck, a negyedik pont telje-

sitése nélkiil viszont elfogadhatatlanok a
belbliik levont kivetkeztetések.

Még az okonometriai elemzéseket tobb-
kevesebb rendszerességgel kozls folyoira-
tok utols6 néhany évfolyamaban is meg-
lehetésen sok olyan, 6konometriai médsze-
reket alkalmaz6 cikk talalhatd, amely
ezeknek a kovetelményeknek nem felel
meg. K munkak szinvonala valtozd, van
koztitk olyan, amelyik az olvasd szamara
nagyon érdekes és tanulsigos lehetne. Az
elemzések mindségi megitélésére azonban
semmiképp  sem  villalkozhatnank, méar
csak azért sem, mert éppen a fentiek miatt
a hivatkozott cikkek egyike sem itélhetd
meg megalapozottan, mivel nem elégitik
ki teljesen a fenti kovetelményeket. Igy
nem dllapithaté meg egyértelmiien, milyen
mértékben tamasztjak ala az  elméleti
hipotéziseket az empirikus ercdmények.
Ugy tlinik, nem alakult még ki az ékono-
metriai publikdcidknak megfeleld hagyo-
manya. Ebben a kozgazdasagi folydiratok
szorkesziéségei legalabb annyira hibasak,
mint a szerz6k, akik, ha emlékeztetik ket
ozekre a hidnyossagokra, nyilvan szivesen
potoltak volna, annil is inkabb, mivel
gyakran viszonylag egyszeriien teljesit-
heté kévetelményekrdl van sz6.

A kovetkez6kben pontrdl pontra kifejt-
jiitk, miért tartjuk a fenti kévetelmények
teljesitését, fontosnak, és példakkal bizo-
nyitjuk, hogy teljesitésiik még nem altala-
nos kivanalma a publikélisnak.

1. Ugy gondoljuk, hogy empirikus viz
zialatoknal nem lehet eltekinteni a felhasz-

-

! Fzaton is szeretnénk koszonetet mondani mindazoknak, akik frasunk korabbi val-
tozatiat olvasva nem hallgattik el szamunkra nagyon értékes kritikai észrevételeiket.

* A hivatkozott cikkek szerzii kizitt bizonyéra vannak olyanok, akik nem tekintik ma-
gukat tkonometrikusoknak, tanulmanyukat dkonometriai munkanak, de az elnevezéstol
fiiggetleniil, ha valaki sztochasztikus (gazdasigi) modellek becslésével, elemzésével foglal-
kozik, azokbdl von le kivetkeztetéseket, akkor az dkonometria alkalmazasaval kapesola-
tos kovetelményeket nem hagyhatja figyelmen kiviil. fgy az egyszer(iség kedvéért mind-
egyik itt hivatkozott cikket alkalmazott ckonometriai munkénak tekintjiik.

3 Természetesen nem csak 6konometriai publikéci6kra lehetnek érvényesek az itt meg-
fogalmazottak, de mi most vizsgaléddsunkat erre a korre sz(ikitjiik.
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nalt adatok azonosithatdsagatol, a valtozok
pontos definici6jatdl. Az adatbézis isme-
rete nem (csak) azért fontos, hogy az elem-
zés reprodukélhat6 legyen, hanem, mert a
kiillonbozé adatforrdsokban azonos, vagy
nagyon hasonlé megnevezés alatt esetleg
mést talalunk. Az empirikus vizsgéalatoknal
mindig fenyeget6 esetlegességek jelentés
része mar az adatbazis kivalasztasanal je-
lentkezik. Igy a felhasznalt adatbdzis isme-
rete alapveté informécié lehet az eredmé-
nyek értelmezésénél; az eredmények to-
vabbgondolasihoz, toviabbi felhasznildsé-
hoz pedig 4ltalaban elengedhetetlen.

Hasonléan fontos az elemzett valtozok
pontos definiciéja. Nem mindegy példaul,
hogy egy termelési fiiggvényben nettd
vagy brutté alléeszkozallomany szerepel-e,
milyen korrekeidékat végeztek rajta, vélto-
zatlan aras idGsor esetén mi az arbazis stb.

Szerencsés esetben az adatbazis egy fél
mondattal, rovid labjegyzettel sth. egy-
értelmiien megadhato. Gyakran azonban
nem ilyen egyszer(i a helyzet. Két lényeges
esetben az adatbazis megadfisa nem lehet-
séges, amikor:

— Az adatok, vagy azok egy része, nem
publikus, példaul véallalati adatok,
vagy mindsitett statisztikai adatfor-
rasok esetében.

— Az adatbazis dsszeallitasa onmagiban
is hosszd, bonyolult eljaris volt, és
ennek ismertetése tul hosszu lenne a
a cikk terjedelméhez képest.

£ két esetben is utalni kell az adatok
jellegére, és a valtozok tartalmat pontosan
definialni kell. Kovetendének tartjuk a
Journal of Econometrics szerkesztGségi gya-
korlatit, amely az empirikus tanulmanyo-
kat publikélni kivand szerz6kt6l megkove-
teli, hogy a cikkhez mellékeljék a felhagz-
nalt adatokat és szamitési eljarbsokat rész-
leteiben ismertetd fiiggeléket. A szerkeszto-
ség donti el — a szerzivel egyetértéshen —,
hogy a fiiggelékb6l mi keriiljén be a cikkbe.
A publikalt cikkb6l — terjedelmi okok-
bél — gyakran kimarad ez a fiiggelék, vagy
esak erbsen lerviditve keriil bele, do koz-
ismert, hogy ilyen lefras késziilt, és azt
gzitkség esetén barki elkérhoeti a szerzéGtol
vagy a szerkesztGségtdl. Ismereteink szo-
rint. hasonl6 kovetelményt egyetlen hazai
kozgazdasigi folydirat sem tamaszt az em-
pirikus elemzések szerz6ivel szemben.

Az adatbfzis, illetve adatforras tiszta-
zatlansdga kiilonosen zavar6 példaul LACkO
[22], Simon [31], TomMPA—SZAKONYI—
SzABO —HERMANN [35] cikkében.

2. A kiilonboz6 6konometriai modszerek,
becslési ejarasok méast és mast tételeznek
fel az elemzett adatokrdl, valtozokrdl, mo-
dellekrél; alkalmazhatésaguk ezek teljesii-
lésének fiiggvénye. A kiillonbozd becslések
tulajdonsagai eltérnek egyméastol, ezért a
kapott eredmények értelmezése, értelmez-
hetésége is a vilasztott modszer fiiggvénye.
A killonboz6 eljarasok eltéré hipotézisei
més-mas probak  elvégzését kovetelhetik
meg. Ezért fontos, hogy a felhasznalt mdod-
szer egyértelmiien azonosithaté legyen a
cikkbél. Erre gyakran megfelel a moddszer
neve, ha az altalanosan ismertnek tekint-
hets; példaul: klasszikus (kézonséges) leg-
kisebb négyzetek médszere vagy OLS, step-
wise regresszid, teljes informaciés maxi-
mum likelihood vagy FIML sth. Hasonl6-
képpen elegend6 egy kozismert matemati-
kai statisztikai, okonometriai program-
csomag (példanl BMDP, SAS, SPSS, TSP)
megfelels  eljarasara utalni. Amennyiben
ezek egyikére sincs mod, akkor természete-
sen pontosan hivatkozni kell a forrdsra.

Sajnos sok példa talalhaté arra, hogy az
alkalmazott modszer megadisa hidnyzik
— példaul: Kiss [18], Nacy [25], SiMON
[31], StMoN — KOrOSI [32] —, de gyakran
mesak” pontatlan, tal Altalinos, kodos a
megadés, mint példaul: ,,Az I matrix ele-
meinek  meghatfrozisira  6konometriai
fliggvények szolgaltak.” (Dyoant [2], 615.
0.); ,,Az adatokkal trendelemzést és reg-
resszios elemzést végeztem.” (HELLER [6],
250. 0.); ,, . . . a csoportokhoz kiillon-kiilén
regresszios fiiggvényt illesztettiink.” (JA-
NosI— KeprrEos — PAL [11], 266. 0.).% Szeret-
nénk felhivni a figyelmet arra is, hogy ak-
kor sem egyértelmii a felhasznalt mdbdszer
megadasa, ha legkisebb négyzetek mddsze-
rével, vagy elve alapjan késziilt becslés
szerepel (vo. pl. ToMPA —SZAKONYI—SzA-
BO—HERMANN [35]), mivel a legkisebb
négyzetek elve alapjan nagyon sok mod-
gzort kidolgoztak — példaul: klasszikus
(kHzbénséges), Altalinositott, indirekt, két-
és  haromfokozati legkisebb négyzetek
modszere — 6s ezek tulajdonsfigai alapve-
téen kiillonboznek egymastol.

Tébb cikkben szerepelnek nem-linefris
filggvények becslésgei gy, hogy a szerzb a
beeslési madszerrdl  hianyos informdciot
kozol, vagy egyaltalin nem kozol semmi-
lyent, mint. pl. MfiszAros [23]. Kgy nem-
lineAris becslégseket is tartalmazd cikk az
alkalmazott beeslési modszerrél a kivetke-
z6t tudatja: ,,A szamitasokat e alapa loga-
ritmus segfteégével végeztitk ol.”” (Naay

4 A szoveg ortogondlis regresszidés becslést sugall, a becsiilt paraméterek értelmezése
azonban ezzel ellentétes; a Jdnosiné— Pdiné [12] cikkel hasonlé a helyzet.
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[25], 178. o0.). Gyakori, hogy csak linearis
modell becslésére alkalmas moddszert talé-
lunk nem-linedris fliggvények becslési el-
jarasaként, példaul REpEY—S1pros [27] és
[28], VasTac [37]. Altaliban ugyan valé-
szinfisithet6, hogy a szerz6k linearizaltak
fiiggvényeiket (gyakran exponencialis fiigg-
vényeket, pl. Cobb—Douglas termelési
fliggvényeket beesiiltek). Ezek a ,,sejthetd”
beceslések azonban kézismerten torzitottak,
és ezzel a szerz6k nem foglalkoznak, vagy
ha igen, ez a cikkb6l nem deriil ki.

Fsetenként talalhatok osszetett, tobb
lépéshen  elvégzett beeslések —  példaul
Jozser [14] (eloszlasok becsiilt paraméte-
reire illeszt linedris regresszidt), RIMLER
[29] (a hidinyzd adatokat linearis interpola-
cioval beesli, majd ezeket, mint tényadato-
kat kezeli) —, amelyeknek a tulajdonsagait
a szerzOk egyaltalan nem vizsgaljak, ugy
tekintik, mintha csak az utolsé lépésben
alkalmazott modszer lenne érdekes. Az ilyen
dsszetett, tébb lépéses becslésck tulajdon-
sagai elég | furcsak’ lehetnek, és statiszti-
kai jellemz6ik nagyon eltérhetnek a szoké-
sostol, igy mas hipotéziseket kell vizsgalni,
eltérd  statisztikai mutatokat sziikséges
hasznalni. Kmellett elemezni kell a beeslé-
si eljarasbol adodd torzitas mértékét is.

Nagyon altalanosnak tiinik a klasszikus
legkisebb négyzetek modszerének (OLS)
alkalmazfisa.” Az OLS alkalmazisianak szi-
gori  matematikai-statisztikai  feltételei
vannak, melyek teljesiillése gyakran nem
latszik biztositottnak, és ezért az esetek egy
részében  valdsziniileg  torzitott  becslést
kaptak. izt azonban nagyon ritkan lehet
tetten érni a kozolt eredmények, statiszti-
kai mutatok alapjan. Az 6konometria elmé-
let kiilonb6z6 esetekre sok eltérd tulajdon-
sfigl esztimatort dolgozott ki, Knnek tar-
gyalisa azonban részben tilmegy irfisunk
keretein, és ebben a kérdésben a nemzet-
kozi gyakorlat sem egyértelm, igy az OLS
alkalmazfisinak problémait itt nem tér-
gyaljuk.

3. Talin az eredmények és a modell meg-
itéléséhez sziiksépres killonbozo statisztikik
kézléséndl a legfeltiinGbbek a hiinyossagok.
Van olyan szerz6 is,-aki még a beesiilt para-
méterek Attekinthetd kozlését sem tartja
fontosnak, esak a szoveg (a becsiilt modell-
b6l levont kivetkeztetések) kozott kozol
néhany becsiilt paramétert is, mint, példaul
HArsANYT (7], JANos1i—Kgrrecs—PAL
[11], TompPA—SzZAKONYI—SzZABO— HER-
MANN [35]. Mas a becsiilt paramétereknek
csak egy részét kozli: ,, ... a fliggvény

konstans tagjat az attekinthetdség érdeké-
ben olhagvtuk” (Nagy [25], 175. 0.). Ha-
sonléan jar el pl. KAPITANY —KORNAT—
SzaBo [17] is.

Hogy milyen hipotézisek teljesiilését
kell egy adott 6konometriai elemzés soran
vizsgalni és milyen statisztikai mutatdkat
kell kiszamitani, elemezni, az természetesen
a konkrét modelltél és az alkalmazott mdéd-
szerekt6l fligg. Alapelvként leszigezhetd,
hogy minden olyan (statisztikai) hipotézis
ellen6rzésére sziikség van (lenne), amelye-
ket a modell felirdsa, becslése soran kihasz-
naltunk, és emellett sziikség van bizonyos,
a modell illeszkedésének jésagat, a modell
erejét mutato statisztikdkra. Ezeket a sta-
tisztikakat célszerti kozolni is, hiszen a
szerz6 mindig meghatarozott valdszintiségi
szinten v II,S;.’,'dljd a hipotézisek tellesulesu
és az olvasd elvarasai eltérhetnek a szerz6é-
t6l. Kzért nem tartjuk szerencsésnek, ha
egy probardl csak annyit kézélnek, hogy
pozitiv  vagy negativ Pledménnyel jart.
(V6. pl. REDEY—S1Pos [27] 610. o. és [28]
443. 0., ToMPA —SZAKONYI— SzZABO— HER-
MANN [35] 575. 0.) Amennyiben a modell
felallitasa, vagy becslése soran kihasznalt
barmelyik hipotézisiink nem teljesiil, ered-
ményeink torzitottakkéd, hibasakké, félre-
vezetOkké valhatnak, a levont kivetkezte-
tések hamisak lehetnek. Természetesen
vannak olyan hipotézisek, amelyek nagyon
nehezen ellenérizhetéek  (ilyen példaul a
reziduumok normalitdsa, amit szinte min-
den statisztikai proba kihasznal, de a szo-
késos idbsoros eclemzéseknél  felhasznalt
minta altalaban tul kiesi a normalités ellen-
Orzésére), de lehetdség szerint  torekedni
kell arra, hogy minél tobb hipotézis teljesii-
légét ellenérizzik.

Sajnos a hivatkozott cikkek tébbségében
nagyon szegényes a stalisztikak kozlése.
lisetenként azonosithatatlan, milyen muta-
tot takar a megnevezés: példaul ,,illeszke-
dés” (v6. HELLER [8], 252. 0.), vagy ,,co-
variancia’ (vi. RimLer [307], 67., 69., 75
0.). Altaldban a hivatkozott (-ikl\(‘k csak az
egyiitthatok szorasat vagy t he Ln\m]nsm
determinfcios indexét (R?) és — jé eset-
ben a Durbin—Watson (d) statisztikad
kozlik. Gyakori azonban, hogy még ezek az
alapstatisztikak is hidnyoznak (kiilonosen
a Durbin— Watson statisztika hianya gya-
kori). A korabban emlitteken kiviil (akik
még a beesiilt. egyiitthatokat sem kozlik)
ilyenek példaul: Ferenczr 4], HELLER 8],
KovAcs—TARrRJAN [21], MigszAros [23],
MorLNAR—MO6RICZ [24], NYARY [26], RiM-

% A tovabbiakban feltételezziik, hogy mindazok, akik nem, vagy nem elég pontosan
adtak meg a felhasznalt becslési modszert, OLS-t (klasszikus legkisebb négyzetek méd-

szerét) hasznéltak.
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LER [29] és [30], SzAsz [33], VALKOVICS
[36], Vastaa [37]. Legtobbszor csak na-
gyon keveset tudhatunk meg a modellek
reziduumainak tulajdonsagairdl. A legttbhb
cikk szerz6je még a reziduilis széras becs-
lését sem kozli, ami kiillénésen akkor zava-
r6, ha a modellt elSrejelzésre (is) kivanja
hasznalni (példéul: Jézser [14], KovAcs—
TArJAN [21], MEszAros [23]).

A fentebb alapstatisztikaknak nevezett
néhany mutatén kiviil mast szinte alig ta-
lalni a hivatkozott cikkekben. Kizardélag a
,,péesi iskolahoz™'® tartozé modellezék utal-
nak példaul arra, hogy vizsgaltak a multi-
kollinearitas veszélyét, gyakran azonban
Ok sem kozlik a probak értékét. A multikol-
linearités pedig az ékonometriai modellek
talan legkozismertebb torzité tényezdje.
Krthetetlen, hogy ennyire figyelmen kiviil
hagyjak a modellezdk.

Nagyon sok becslési modszer tételezi fel,
hogy a kiilonb6z6 megfigyelésekhez tartozd
hibatagok egymastél fiiggetlenek. Kz a hi-
potézis ilyen altalanossfgban nem vizsgal-
hato. Idésorok felhasznalasaval beesiilt mo-
dellek esetében ezt a hipotézist azonban Ggy
szoktak atfogalmazni, hogy a reziduumok
autokorrelelalatlanok, fehér zaj jellegii
sztochasztikus folyamatot alkotnak. Meg-
felel6 elemszam esetén a hipotézis spektral-
analizissel jol vizsgalhaté, dltaliban azon-
ban a modellek id6tavja ehhez tal rovid.
Helyette azt szokfs vizsgilni, hogy a rezi-
duumok elsGrendii autokorrelicioja szigni-
fikéins-e. Krre egy-egyenletes modellndl 4l-
talaban a  Durbin—Watson (d) mutaté
hasznalhato, illetve, ha a magyarizo vil-
tozok kozott késleltetett endogén valtozo
is van, a Durbin (h) statisztika. Iddsoros
adatokon alapulé modellek esetén e két
statisztika koziil a megfelels kozlése alap-
kiovetelménynek tekinthetd. Sok cikk kozli
is a Durbin—Watson (d) mutat6t, noha
tavolrél sem mindegyik azok kziil, ahol ez
fontos lenne. Sajnos azonban a hivatkozott,
cikkek kozt egy sines, amelyik a Durbin (h)
értékét kozolné arra az esetre, amikor a
Durbin—Watson (d) torzitott, mint példaul
HunvAk [9], Kornar (1. [19] cikkében.

A reziduumok autokorrelfciojira vonat-
koz6 statisztika kozlése szitkséges, Snmaga-
ban azonban még nem elégséges. A hagyo-
méanyos becslési mddszerek alkalmazasakor
autokorrelalt  reziduumok esetében  az
egylitthatok széraséinak becslése, ds fgy a
paraméterek szignifikanciijanak megitélé-
sére hasznilt hagyoményos t-statisztika is

torzitott, alkalmazasa félrevezetd lehet.
Az ilyen modellekkel végzett el6rejelzések
is, konfidencia tartominyaik is torzitottak
lesznek. Kzért ilyen esetekben — ha a mo-
dell Gjraspecifikélasira nines méd — cél-
szer(i az autokorrelalt reziduumok esetére
kidolgozott heeslési eljarasokat alkalmazni.
(Példaul megfelel6 maximum likelihood
beeslést, a Cochrane—Orcutt vagy a Hil-
derith — Lu eljardst.) Sajnos tébb hivatko-
zott cikk kozol szignifikans autokorreléciét
mutaté  Durbin—Watson  statisztikaju
beesléseket minden tovabbi megjegyzeés,
becslés  nélkiil, példaul: Kordsz [20],
Lacko [22].

Az alkalmazo(t beeslési modszerek bizo-
nyos alaphipotéziseit a hivatkozott szerzék
egyike sem ellenérzi. A klasszikus paramé-
terbeeslési moOdszerek példaul a hibatac
fiiggotlensége mellott annak homoszkedasz-
ticitasat is felteszik, azaz, hogy a kiilonbozé
megfigyelésekhez tartozé hibatagok elosz-
lasa azonos. 5z a hipotdzis ilyen altaldnos-
sfeban ugyan nem vizsgilhatd, az idésoros
olemzéseknél leggyakoribb esetet, az idében
— fokozatosan vagy hirtelen — valtozé
elogzlast (példaul nivekvd rezidudlis szo-
riist) azonban nz konometria elmdélete rész-
letesen targyalja, és mnis esetekre is dolgoz-
tak ki probakat. Emellett kidolgoztak becs-
lési mddszercket arra az esetre, amikor ez
a hipotézis nem teljesiil — n megfigyelések
megfolels silyozisa a logegyszer(ibb meg-
oldas —, de amennyire ez megillapithatd,
ezoket a moédszercket a hivatkozott cikkek
gzerzOi koziil senki sem haszndilta.

Arra, hogy heteroszkedaszticitas 1éphot
fol, egyetlon cikk utal: MiszAros [23] azért
nem végez  keresztmotszoti  elemzéseket,
mert ,, ... egyszer(i (nem silyozott) reg-
resszidszamitasi  programokkal — dolgoz-
tunk . . .77 (|23], 1227. o.), azt azonban
nem  vizsgfilia, hogy az alkalmazott idé-
soros elomzésnél nem lép-e fol heteroszke-
dagzticitas.

Azokkal o modellekkol szemben, amelye-
ket el6rojelzésre (is) kivannak haszndlni,
még fontosabb kivetelmény, hogy a rezi-
dunmra vonatkozo statisztikai informéeid-
kat tarjak fel és kozoljék, és emellett az
elérejolzések  statisztikai  tulajdonsagait,
hibajat, illetve egy adott valbszin(iségi
szinthez tartoz6 konfidencia-intervallumat
is kozoljék. Célszerii a modellel ex-post,
ol6rejolzésoket végezni az ex-ante el6rejel-
zések el6tt, és fzy megvizsgilni a modell
el6rojelzé erejét. Ahhoz, hogy meghizhatd

% Péesi iskolan nem kizardlag a Pécsett dolgozd kutatékat értjitk, hanem azokat is,
akik nyomdokaikon haladnak (pl. Vasraa [37]).

7 Azt mér nem kozli a szerz6, hogy melyek voltak ezek a programok. Az alkalmazott
becslési médszerrSl ez az egyetlen rendelkezésiinkre 4ll6 informéacié.
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el6rejelzéseket kapjunk, ugyanigy teljesiil-
niiik kell az 6konometriai modellek szoké-
sos hipotéziseinek, mint ahogy a megfigye-
lési id6szakra vonatkozo elemzések eseté-
ben szokéasos. Nem tudunk egyetérteni pél-
daul azzal a véleménnyel, hogy ,,A multi-
kollinearitds rontja a becslés pontossé-
gt ... Ha viszont el6rejelzésre akarjuk
folhasznalni, akkor alkalmazasaval nem
kiovetiink el nagy hibat, ha feltételezziik,
hogy a multikollinearitis nagysaga és inten-
zitfsa a jovoben nem valtozik.” (HAJDU —
KerTESZ—S1ros [6], 391. 0.) Semmi ala-
punk sines feltételezni, hogy a modell ma-
gyarizo viltozoi kozott egy (nem modelle-
zett, elemzett) linedris kapesolat fennma-
rad. Ha pedig az egzogénnek tekintett val-
tozék kozott fel nem téart linedris kapesolat
van, akkor alakulasukat a modellezé felte-
hetGen egymastol figgetleniil jelzi elére, és
fgy épp 6 gondoskodik arrél, hogy valtoz-
zon (megsz(injon) a multikollinearités.
A multikollinearitds noéveli a paraméter-
becslés szorasat, és bizonytalan egytittha-
tokkal az el6rejelzés sem lehet megbizhato.

Esetenként sajnos talilkozhatunk sta-
tisztikai, 6konometriai fogalmak, mutatok
pontatlan, félrevezetd hasznélataval is.
Még a modell illeszkedésének legialtalino-
sabban haszndlt josagi kritériumat, a de-
terminfcids egytitthatot (R?) sem értelmezi
mindenki helyesen: |, Kz a szim azt mutat-
ta, hogy a kivalasztott magyarizo6 valtozok
egyiittesen hany széizalékban magyarazzak
az eredményvaltozot.” (MOLNAR—MORICZ
[24], 1122. o.) Ugy tlinik, a hivatkozott
cikkek szerz6i koziil nem mindenki szdméra
viligos, hogy ha a becsiilt fiiggvény nem-
linearis, vagy linearis, de nem tartalmaz
konstans tagot, vagy az OLS-t6l eltérd
beeslési  technikat (példiul  valamilyen
instrumentalis valtozokat felhasznal6 bees-
lési mbdszert) alkalmazunk, az R?* 4ltalaban
nem, vagy legalabbis csak a szokésostol el-
tér6 moédon értelmezhets.

4. Empirikus vizsgélatoknal Altalaban
szmos bizonytalansfgi tényezbvel kell
szdmolni akkor is, ha minden eredmény
egyértelmfien jénak, megbizhaténak t{inik.

Kiilonosen igy van ez, ha az eredmények
nem teljesen egyértelmiiek; ekkor minden-
képpen tartézkodni kell ,,bator”, ,,merész”
kovetkeztetések levonasatdl. Néhéany szer-
76 az 6konometriai médszereket olyan ko-
vetkeztetések aldtamasztisira hasznélja,
amelyekre az alkalmazott moddszerek, a
szimszer(isitett modellek egyéaltalan nem
nyajtanak alapot, ami az alkalmazott mod-
szerek hitelét is rontja. Néhany kirivo
példa:

— Nem szignifikins paraméterek, osz-
gzefiigeések kozvetlen, direkt értelmezés:
,»Az tizembe helyezett beruhfizéasok 1 sziza-
lékos novekedése . .. 0,020 szazalékkal
novelte a GDP volumenét.” Adott esetben
a paraméter szoriasa 0,052, az egyenlet kor-
rigalt determindcids egyiitthatéja 0,007.
Azaz nem csak a paraméternek, maganak
az osszefliggésnek sines semmilyen magya-
razé ereje. (NaGy [25], 178. 0.) Hasonlban
nem-szignifikns paraméterek tomegét tar-
talmaz6 egyenleteket értelmez Kiss [18]
is.®

— Viszonylag rovid id6sorra illesztett
modellb6l id6sorok elérejelzése nagy tav-
latokra (természetesen az el6rejelzés hibé-
janak kozlése nélkiil):® tulzasnak tartjuk
példaul 11 elem( (éves) iddsorbdl 26 évre
el6rejelezni. Kz torténik az Egyesiilt
Allamok tojasfogyasztasara egy keresleti
fiiggvény alapjan, amelynek egyetlen (exo-
gén) magyarazé valtozdjara, a lakossagi
jovedelemre linedris novekedést tételez fel
a szerzb. (MEszAros (23], 1227—29. o.)
Nem kiilonbozik ett6l az sem, ha egy 18
éves idGsorra illesztett trend alapjan 22 év-
re jeleznek el6re; raadésul a trend illeszke-
désér6l rendelkezésiinkre 4ll6 egyetlen in-
formécié, a trend illeszkedésének abraja
vildgosan mutatja, hogy a reziduum auto-
korrelalt, igy az el6rejelzés még akkor is
torzitott lenne, ha olyan tavra térténne,
amelyre még elfogadhatéan alacsony az
elbrejelzés szorsa. (V6. KovAcs —TARIAN
[21], 39—40. o.)1°

Még azokban a cikkekben is, amelyek
ilyen durva hib4dkat nem tartalmaznak, az
eredmények értelmezésénél egyes szerzk

8 Az, hogy a GDP volumene (log) linefirisan nem fiigg az iizembe helyezett beruhfzésok-
t6l, onmagaban érdekes eredmény lehet; nem a becsiilt egyenlet kozlését kifoghisoljuk,

hanem annak inkorrekt interpretéci6jat.

9 Hasonlé kifogis természetesen mar el6rejelzésekkel szemben is felvethet6. Példaul
Dosozi [3] prognoézisairdl akar azt is feltételezhetnénk, hogy tkonometriai modellekkel
késziiltek, hiszen semmilyen utalis nines a modszerre; viszonylag hosszu tavu elérejelzése-
ket ad anélkiil, hogy azok varhatd hibajarél, az el6rejelzés soran figyelembe vett dssze-
fliggésekrol, fgy végiil is a prognézisok megbizhat6sagarol informalnd az olvasot.

10 A hivatkozott cikkekben sajnos altalaban nem abrazoljak a fiiggvények illeszkedé-
86t, pedig, ha a terjedelmi korldtok nem teszik lehetetlenné, célszer(i lenne a becslés illesz-
kedésének vagy a reziduumnak az dbrajat kozolni. Kz nagyon sokat elarulhat a becslés
lehetséges hibairél (autokorrelalt reziduum, heteroszkedaszticitas), illetve a modell josa-
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hajlamosak elfeledkezni arrél, hogy szto-
chasztikus modellekkel dolgoznak, és ered-
ményeiket determinisztikusan kezelik. Kii-
l6nosen a beesiilt paraméterek elemzésénél
felejtik el, hogy ezek a legjobb esetben is
csak varhato értékei egy valészinf(iségi val-
tozénak, melynek adott esetben meglehet -
sen nagy szorasa lehet. A legtobb cikkben,
amikor a szerz6k értelmezik az eredményei-
ket, olyan kijelentéseket taldlunk, mint:
X-nek egy egységnyi (egy szfzalékos) nive-
kedése Y-nak a-nyi (a szazalékos) niveke-
dését eredményezi, lasd példaul: REpEY —
Stpos [27] és [28] cikkeket.

Lehet, hogy néhény olvasé tulzottnak
talalja az irdsunkban az empirikus ékono-
metriai elemzésekkel szemben téamasztott
kévetelményeket. Ezért szeretnénk felhivni
a figyelmet egy viszonylag széles korben
ismert 6konometria tankényv (INTRILIGA-
TOoR [10]) fiiggelékére, amelyben a szerz
tizenkét pontban adja meg, milyennek kell
lennie egy 6konometriai modszereket alkal-
maz6 cikknek. A tizenkét pontban ugyan
olyanok is vannak, amelyek minden tudo-
manyos igény(i publikiciotél megkdvete-
lenddk, mint példaul az, hogy legyen a cikk-
hez irodalomjegyzék, és reflektaljon az
adott téméaban kordabban megjelent tanul-
méanyokra. De a pusztin 6konometriai
modellezéshez kapesolédd formai-mddszer-
tani kivansfgok is tulmennek az itt meg-
fogalmazottakon, ebb6l idéziink harom al-
pontot. Az Skonometriai elemzéssel foglal-
koz6 cikknek ,, . . . tartalmaznia kell a ko-
vetkezbket:

e) A modellt leir6 részt, amely tartal-
mazza minden egyes valtozé definfeiéjit és
értelmezését, annak megallapitasat, hogy
ezek koziill melyek egzogének, és melyek
endogének; a strukturdlis, a redukalt és
a végs6 forma megfogalmazasat; az egyiitt-
hatdk el6jelére vonatkoz6 viarakozasokat;
a modell komparat{v statikéjat; a modell
identifikalhatosiginak vizsghlatat. Ebben
a részben egyértelmiien meg kell fogalmaz-
ni a modellre vonatkozd sztochasztikus és
egyéb hipotéziseket és ezek megsértésének
viirhaté kivetkezményeit.

f) Az adatokkal foglalkozé részt, amely
tartalmazza az Osszes felhasznalt adatot
tablazatos forméban, és jellegiik, forrasaik,
kiilonboz6 korrekeidk, finomitasok és lehet-
séges torzitasok, problémak teljes leirasat.

g) A becsiilt modellt bemutaté részt,
amely tartalmazza a redukalt és a struk-

turélis forma beesléseit; az ezekhez tartozé
statisztikdkat, mint az egytitthatok szoré-
st és t statisztikajat, annak tdrgyalasaval,
hogy mely egyiitthaték szignifikénsak 5,
illetve 1 szdzalékos valdszin(iségi szinten;
R?-et a redukalt forma minden egyenletére;
ha relevéns, akkor az els6rend(i autokorre-
laciéra vonatkoz6 Durbin— Watson préba
értékét, a lehetséges autokorrelacié targya-
lasat és ennek korrekeiéjat; homoszkedasz-
ticitésra vonatkozoé prébat, a heteroszke-
daszticitds el6forduléisa lehet6ségének és
orvoslasinak targyalasat; a multikollinea-
ritéis lehetGségének és a sziikséges korrekeid
targyalasat.”

[imellett elemezni kell az egyiitthatok
elbjelét és nagysagat, a fontosabb multipli-
katorokat és elaszticitisokat, az el6rejelzé-
seket sth. (V6. INTRILIGATOR [10], 567—
568. 0.)

Sajnos, a hazai 6konometriai publikéei-
Okban dénts tobbségben vannak az egy
egyenletes modellek, amelyeknek redukélt,
illetve végs6 formajara vonatkozd kovetel-
mények nyilvan értelmetlenek.

A hazai 6konometriai publikéciok szer-
z6it 68 olvasgdit egyarant zavarhatja az 6ko-
nometriaban hasznalt, fogalmak tisztzat-
lansaga. Kz valészin(ileg annak a kévetkez-
ménye, hogy nines egyetlen olyan magyar
nyelv(i ,alapm(i” sem, mely o6sszefoglald
jellegébol és az skonometria elmélet kell6en
széles korét atfogd tartalmabol adédéan a
fogalom-hasznélat és értelmezés referencifi-
joul szolgalhatna. Jelen f{rasunkban igye-
keztiink az angol nyelv(i nemzetkozi szak-
irodalomban édltalinosan elfogadott termi-
nol6gitt hasznalni. A felhasznalt fogalmak
szinte barmelyik nemzetkozileg szélesebb
korben (el)ismert tankény vben, kézikonyv-
ben megtalalhatok, mint példaul DaryMES
[ 1], GoLpBERGER [5], INTRILIGATOR [10],
JounsToN [13], Jupee & al. tankdnyve
[16] é8 kézikonyve [16] THEIL [34] és
WonNacorT — WOoNNACOTT [38].

Irsunk célja az, hogy a szakmai kozvé-
lemény figyelmét felhivjuk egy olyan igény-
telen, ,,pongyola” publikicios gyakorlatra,
mely az 6konometriai elemzések felhaszndl-
hatésagit erGsen korlatozza. A hivatkozé-
sul szolgdld cikkek mind jellegiikben, mind
tartalmukban, mind igényességiikben na-
gyon eltérGek; csak az adott konkrét hid-
nyossfgok megléte kozos, ez indokolja ,,egy
kalap ald” vonfisukat.

gardl, egiérél. A hivatkozott cikkek kdzitt kett6 is van, amely semmilyen, a becslés jésé.-

ghra vonatkozé statisztikit nem kozol, de kozlik a fiiggvény illeszkedésének fbréjat:
KovAcs—TArJAN [21] és SzAsz (33]. Az dbrak alapjan nyilvanvald, hogy a specifikéicidk

hibasak, a becslések torzftottak,
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