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MEDVEGYEV PÉTER

A féligvégtelen lineáris programozás 
és a matematikai közgazdaságtan 

- matematikai közgazdaságtannal való első felületes ismerkedés során is
nyilvánvalóvá válik, hogy a tételek túlnyomó többsége valamely lineáris tér
konvex részhalmazainak tulajdonságain alapszik. Matematikai-technikai oldal­
ról megközelítve a matematikai-közgazdasági irodalom jelentős hányada: a
konvex analízis egy speciális alkalmazási területe. Némi túlzással azt is mond­
hatnánk, hogy miként a klasszikus mechanika a másodrendű közönséges diffe­
renciálegyenletek elméletének fizikai alkalmazása, ugyanúgy a matematikai
közgazdaságtan a konvex analízis közgazdasági alkalmazása. A konvex analízis
és a matematikai közgazdaságtan mélyreható összefonódása elsősorban a köz­
gazdaságtant alapjaiban átható egyensúlyi gondolkodás eredménye. Az egyen­
súlyelmélet az egyensúly és a hatékonyság fogalmaira és ezen fogalmak viszo­
nyára, kapcsolatára épül. íK egyensúly-hatékonyság párosnak a konvex analí­
zis oldaláról a fixpont tulajdonság, illetve a szeparációs tételre épülő dualitási
tételek felelnek meg. Valamely közgazdasági modell egyensúlyi megoldásának
létezését tárgyaló dolgozat megírásakor egyszerű szabályt kell követni: hasz­
náld a Kakutani-fixponttételtl A szeparációs tétel szerteágazó alkalmazásait
vizsgálva a kép összetettebb. - szeparációs tétel különböző alakjai mellett
nagyszámú, eltérő szemléletű dualitási tétellel találkozhatunk. Tovább kuszálja
a képet, hogy az irodalom a poliedrikus esetet, amikor a modellekben szereplő
halmazok lineáris egyenlőtlenségekkel vannak megadva, az általános esettől
függetlenül és eltérően tárgyalja, és így kimondva kimondatlanul szembeállítja
őket egymással. A jelen dolgozat célja, hogy néhány alkalmazáson keresztül
bemutassa, miként használható az ún. féligvégtelen lineáris programozási fel­
adat matematikai-közgazdasági tételek bizonyítására. A végtelen sok feltételt
tartalmazó lineáris programozási feladat használatát egyszerűsége mellett első­
sorban didaktikai okok indokolják. A matematikai közgazdaságtan világába
bebocsátást kereső hallgató útja az egyetemi képzés során a lineáris algebra,
lineáris programozás tárgyakon keresztül vezet. Mivel a lineáris programozás és
az L P dualitási tétel tradicionálisan központi eleme a képzésnek, célszerű a ha­
ladottabb tételeket olyan eszközre alapozni, amely szemléletében közvetlen
általánosítása a már alaposan megismert és besulykolt technikának.

- dolgozat első részében röviden bemutatjuk a féligvégtelen (szemi-végtelen)
lineáris programozási feladatot és a dualitási tétel bizonyítását. A dolgozat kö­
vetkező részében három alkalmazást fogunk tárgyalni: a Gale-modell egziszten­
cia tételét, a M. Morishima által a marxi közgazdaságtan alaptételének nevezett
tétel általánosítását, és végül az ún. nem helyettesítési tételt.

A Gale-modell egyensúlyi megoldásának létezését a megfelelő véges Neu­
mann-modell esetére ,,működő" bizonyítások mintájára próbáljuk majdkimu-
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tatni. A bizonyításból egyértelműen látható, hogy a féligvégtelen L P feladat
duálisában szereplő lezárás jel igen fontos esetekben nem hagyható el, és éppen
e lezárás elhagyhatósága mögött meghúzódó regularitási feltételek megléte,
illetve hiánya különbözteti meg a véges poliedrikus feladatokat a végtelen,
nem poliedrikus esettől.

A marxi közgazdaságtan Morishima-féle alaptételére adott általánosítás, is­
mereteim szerint, eltér az irodalomban találhatóktól. Morishirua eredeti tételét
Neumann-modellek esetére fogalmazta meg. í tételt +D>D ROEMER általánosí­
totta [18], [19] konvex termelési halmazokkal megadott gazdaságokra. Modell­
jében a pozitív profit létezésének feltételeit vizsgálja, szemben az eredeti Mo­
rishima-féle állásponttal, amely a pozitív profitráta létezésére koncentrál.
A végtelen lineáris programozási feladat második alkalmazásaként tárgyalt
tétel megpróbálja áthidalni a két megközelítés közti szakadékot. Be fogjuk lát­
ni, hogy ha a szükséges munkát Morishimahoz és Roemerhez hasonlóan a mun­
kaerő újratermeléséhez minimálisan szükséges munkával definiáljuk, a pozitív
profitráta létezésének szükséges és elegendő feltétele: a munkaerő kizsákmá­
nyolhatósága.

Az utoljára tárgyalt nemhelyettesítési tétel bizonyítását hasonlóan a másik
két tételhez a féligvégtelen lineáris programozás dualitási tételére alapoztuk.
Az irodalomban található bizonyítások vagy a szeparációs tételre, vagy más,
véleményem szerint, a féligvégtelen lineáris programozási feladat dualitási té­
telnél nehezebb állításokra épülnek.

1. A f éligvégtelen lineáris programozási feladat 

1.1. A "*úFp FO ? *2"T2Fú? F9á •F 

Mielőtt rátérnénk a közgazdasági alkalmazások bemutatására röviden fog­
laljuk össze a féligvégtelen Bz feladatokkal kapcsolatos legfontosabb tudnivaló­
kat [5], (6], [3].1

A féligvégtelen lineáris programozási feladatot a következőképpen definiál
h uk: Legyen {( egy tetszőleges indexhalmaz, Fmµ g 6 E {(e Ew -belí vektorok és
gimµ yy > {(e valós számok egy összessége. Tekintsük a következő feltételes szélső­
érték feladatot:

*U' ► sup
F'µU LPPY gi'6s g y E I'),

ahol ¥ az ún. célfüggvényvektor. Hangsúlyozni kell, hogy u véges bK feladatok­
kal szemben a fenti feladatban a szupremum általában nem éretik el és így nem
irható a szupremum helyébe maximum. A féligvégtelen lineáris programozás el­
nevezést az indokolja, hogy míg u {( halmaz számossága esetleg végtelen, addig
u változók száma véges. Ha az Uyw vektorok az Ew elemei, akkor az x vektor is
w elemű, és így a feladat csak ,,félig" végtelen. A duál feladatot a következő­
képpen fogalmazhatjuk meg:

(P) 

8e 5 
ö -► min

{e, ö 5 E con 8gF6s gi6o , y EI'}.

1 Ebben a pontban nagyban támaszkodom / Fw3• j•OVá w jegyzetoir:e. A tételek bizonyí­
tása tőle származik.
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Érdemes megfigyelni, hogy a (P) feladattal szemben a (D) feladatban a szélső­
érték fel is vevődik, vagyis nem infimumot, hanem minimumot kell keresni.
v (D) feladatnak látszólag semmi köze sincs a véges bK megszokott duál pár­
jához. Tételezzük fel azon Lan egy pillanatra, hogy a L = con {(ay,/3y) + y EI'}
kúp zárt, másképpen hogy a duál feladatban a lezárás jel elhagyható. Ekkor

s 
a kúp burok definíciója alapján a g*s ö 5 előállítható ~ gFqss (iwoőj alakban,

h=, 
• • 

vagyis *) ­ F6j őj és Ö = ~ (i qj őj x és a (D) feladat az alábbi a közönséges line-
j=l ¢µ{ 

áris programozásra már emlékeztető alakba írható:

őj .x=, 

­ á 6j őj = *Y 
h 

A (P), illetve a (D) feladatot megoldhatónak mondjuk, ha a megfelelő feladat­
nak létezik véges optimuma. A (P) illetve a (D) feladatot lehetségesnek mond­
juk, ha a megfelelő feladatnak létezik lehetséges megoldása. (Az x vektor lehet­
séges megoldása a (P)-nek, ha FqU :S: Kq minden y > jm esetén. A duál feladat
lehetséges, ha létezik olyan véges ö szám, amelyre a (e, ö e eleme a con { gF'6s /Jr) , 
Jy EI'} kúpnak.)

/ őFú]Oá •] Oé O*ú 

(i) Ha mindkét feladat lehetséges, akkor mindkettő megoldható és az érté­
kük megegyezik.

(ii) Ha az egyik feladat megoldható, akkor a másik lehetséges.

A következő pontban a teljesség kedvéért részletesen bemutatjuk a tétel
bizonyítását. Amennyiben az olvasót csak a közgazdasági alkalmazások érdek­
lik, az alábbi pontot átugorhatja.

1.2. v pőFú]Oá• ] Oé O*ú _]9Tw6í Oá• F 

A dualitási tétel bizonyítása a legegyszerűbben a végtelen egyenlőtlenségi
rendszerekre vonatkozó úgynevezett megoldhatósági és következmény tételek
segítségével végezhető el, amelyeket bizonyításukkal együtt a dualitási tétel
bizonyítását megelőzően ismertetünk.

I. ú*?? FL Ha az öl \j tetszőleges halmaz, é aüJE \j egy kompakt konvex
halmaz az Ew térben, akkor az

(I) öU }s.. 0, é U > O

egyenlőtlenség rendszernek pontosan akkor létezik megoldása, ha a é halmaz
és az con (S) zárt kúp metszete üres.
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A]9Tw6í Oá •L Az ( 1) rendszer megoldhatóságához a é íU con göo = G reláció tel­
jesülése nyilván szükséges, hiszen az öUPPLPPP G egyenlőtlenség miatt con göoU < O.
A feltétel azonban elégséges is, mert fennállása esetén a szeparációs tétel alapján
van olyan U E Ew és 8iuEs hogy con göoU < 8i és é U > 8iY Mivel OE con göo azért

8i > 0, és mivel A con göo b con göo minden pozitív 1.-ra, ezért con göoU < ~ ,
hacsak }. ' 0, amiből con göoU < 0 és é U ' 0. Tehát U megoldása az (1) rend­
szernek.

é ö V*OZ*9? é w6 (megoldhatósági tétel): Legyenek Fmµ E Ews 8i'µ ER 8µ E I'). íK 

F'µU ,S: 8i'6 g y > I')

egyenlőtlenség rendszer pontosan akkor megoldható, ha a con { gF'6s 8i'6o « y E I'}
kúp nem tartalmazza a (0, -1) vektort.

A]9Tw6]Oá •L íK FmµU ;S;; 8i'6 yy E {(e rendszer pontosan akkor megoldható, ha meg­
oldható az gF6s ~ µ58BM B113Y5 ;S;; 0, ' Ujj áR = (0, -l)(x, B11+1) > 0 egyenlőtlenség,
aminek az el6ző lemma alapján szükséges és elegendő feltétele a
(0, -lHcon{(ay,{Jy)[yEI'} reláció teljesülése.

2. ú*? ? FL Ha az ö tetszőleges nem-üres halmaz, az •y pedig egy pont az Ejj 

térben, továbbá az

(2) öU ;S;; 0, •yU > 0

rendszer megoldható, akkor a

8É5 _U ;S;; < 

egyenlőtlenség pontosan akkor következménye a (2)-nek, ha

bEcon(S) - U µ• , • 
,,;;.:o

A]9Tw6]Oá •L A (2)-nek pontosan akkor következménye a (3), ha nincs meg­
oldása az öU )!öö 0, •, U > 0, _UD 0 rendszernek. Definiáljuk a é = 8U«U = 
= ú_ 3 -F 6 l)sGö O :s;: }. :s;: F} szakaszt. Azonnal látható, hogy az utóbbi há­
rom egyenlőtlenség öU ;S;; 0, é U > 0 alakba írható. Mivel a é szakasz kompakt
konvex halmaz, felhasználhatjuk az előző lemmát, amely alapján az öU ;S;; 0
é U > 0 rendszer pontosan akkor nem megoldható, ha a é íU con göo metszet
nem üres, másképpen ha létezik O :s;: A :s;: F[ amelyre }sJ 3 -F 6 l)sG E con (S).

v _ vektort kifejezve, a keresett _ E con (S) - 1 - í sG b con (S) - U µ •, tar-
es µ ..s}.L 

talmazáshoz jutunk. (A ). együttható nem lehet nulla, mivel ellenkező esetben
sG E con(S), ami az előző lemma alapján ellentmond a kiinduló feltételeknek.

2. Zö V*OZ*9? é w6 (következmény tétel) : Ha az Fmµ E EmRs 8i µ E E g y E {(e esetén az

8T5 
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egyenlőtlenség rendszernek van megoldása, akkor a

_U )ó) "ú 

egyenlőtlenség pontosan akkor következménye a (4)-nek, ha van olyan ö szám,
amelyre

8R5 

A]9Tw6í Oá •L v9 FssU )ó) "úss g y E {(e rendszernek pontosan akkor következménye
az _U «P "ú egyenlőtlenség, ha az

gFsss "ú6o gUs 0 wáj o < 0, ' 0 wáj = (0, -1) gUs 0 wáj o > 0

egyenlőtlenségrendszernek következménye a

yJx "úo yx x 0 wá]o )ó) G 

egyenlőtlenség. Alkalmazva a második lemmát az ~ = { yUxxx fl,,) , y E I'} és
s ; = (0, --1) választással, a

g_s"úo Econ{(ay,fly)lyEI'} 3 U µ (0, F} 
µ .sx}L 

tartalmazáshoz jutunk, amiből alkalmas µ }}}} 0 szám esetén a keresett
g_s ó e = g_s "ú ' µ)Econ { gF6s "ú6o « 6 E I'} tartalmazás következik. Most már
minden készen áll a dualitási tétel bizonyításához.

(i) Tegyük fel, hogy mindkét feladatnak van lehetséges megoldása. Definíció
szerint a yBe feladat megoldhatósága alapján létezik ó szám, amelyre
(e, ó 5 E con { (a1,, "ússo , y ET}. Ez viszont, mivel a primál feladat is lehetséges, a kö­
vetkezmény tétel szerint azt jelenti, hogy valamely *U =)öö ó ms ó < _m egyenlőt­
lenség következménye az F6U S: "ú6g6ujmo végtelen egyenlőtlenségi rendszernek.
Másképpen valahányszor U kielégiti az F6U s.. (i6g6 E {(e rendszert mindannyi­
szor *U ,s;: J(x vagyis a yz e feladat célfüggvénye korlátos, és így létezik szupre­
muma, amit óG-val jelölünk. Meg kell mutatni, hogy a yBe feladat minimuma
éppen Ó yY Mivel a szupremum definíciója alapján a *U < ó y egyenlőtlenség kö­
vetkezménye, viszont minden e> 0 szám esetén a *U{ ó , O e már nem kö­
vetkezménye a primal feltételi egyenlőtlenségi rendszernek, ezért ismételten
a következmény-tétel alapján a legkisebb ó szám, amelyre (e, ó 5 E con { gF6s "ú6o , 
, y E I'}, éppen óGD 

(ii) Tegyük fel, hogy a primál feladatnak létezik optimális megoldása ÖG• 

Ez a bizonyítás első részéhez hasonlóan azt jelenti, hogy a *U{ 6, egyenlőtlen­
ség következménye az F6U "úVgµ E I') rendszernek, ami a következmény-tétel
alapján éppen a, duál feladat lehetségességét jelenti.

Tegyük most fel, hogy a duál feladat megoldható, de a primál feladat nem
lehetséges. A megoldhatósági tétel alapján (0, EY5 E con 8gF6s flvllY EI'}.
Ebből a kúp tulajdonságot felhasználva minden pozitív - esetén (e, J O 
' v o E con { gF6s "ú6o , y E I'}, ami ellentmond a g/ o feladat megoldhatóságának.

í *2h*269é •L A tétel bizonyítása a megelőző két lemma elemi és egyszerű_ kö­
vetkezménye. A lemmák bizonyításából viszont látható, hogy valójában mind­
kettő a szeparációs tétel direkt folyománya. Másképpen: a végtelen bK duali-
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tási tétel tulajdonképpen a szeparációs tétel egy alkalmas - és esetenként igen
,,kézrejövő" - alakja. Egy matematikai állítás értékét elsősorban használha­
tósága határozza meg. Megítélésem szerint a fenti dualitási tétel számos esetben
használhatóbb megfogalmazása a ,,dualitási-hatékonysági" elvnek, mint az
eredeti ,,ősforrás", az elválasztási tételek. A következő három pontban a duali­
tási tétel néhány lehetséges alkalmazását mutatjuk be.

2. A gazdasági növekedés Neumann-Gale-modellje 

Jelölje X¥ EOw a lehetséges input-output párok halmazát. A X halmazró.l
a következő szokásos feltételeket tesszük:

=*úO*Vé •*Z 

FI. é zárt konvex kúp.
F2. Ha az x input vektor nulla, akkor az y output vektor is nulla.
F3. Minden jószág termelhető, vagyis létezik yx x µ5 EK, amelyre y > 0.

Ha - és o egy Neumann-modell input és output mátrixai, akkor X =
= 8gUs µ5UB = v ős y = Aős ő < O}. Ebben az esetben a é poliedrikus kúp,
és így zárt. íK F2 és F3 feltételek a Neumann-modellek irodalmában rend­
szeresen használt Kemény-Morgenstern-Thomp1:,on feltételekkel egyeznek
meg.

A Neumann-Gale-model I egyenleteit a Neumann-modell egyenleteinek arm­
lógiájára a következőképpen definiáljuk:

ypp e T3sgJD O; ÉsUzs6z G 

(P) T3Uz S: 6z 

yzXFe 33ÉUe = É6z 

8e 5 gJÉU < Kµ gmO"gUs µ5 EK)
yBXFe gJÉUz = É6z 

yzBe É6z <D 

Az általánosahh Neumann -Gale-, és uz eredeti Neumann-modell közti legfon­
tosabb különbség, hogy az altalános esetben az ypp e yzBe rendszer nem lel­
tétlenül oldható meg. í feltételek kfo,:ött a, .Jekete bárány" a yz eOyz AKz e 
primál és a (D) -( B\{ F) duál oldalakat ösazekaposoló (PD) egyenldtlensóg.
Az iroda.lomban található ellenpéldák közül w legismertebb az 1!}72-hen HüLS­
MANN és STEINMETZ által publikált. További ellenpélda található például
MA.KAROV és RUBINOV könyvében.

Próbáljuk meg a véges esetben ,,mű.ködő" J'. Lós-tól származó bizonyítást
az általános esetre ,,ráhúzni". A Neumann-modell bizonyítása során követett
módon, az Fl -F3 feltételek segítségével, egyszerűen belátható, hogy az
oc, = max { oc , T3U :S: 6s U = 0, gUs µ5 EK} maximális növekedési ütem létezik,
véges és pozitív. Az Uxx )!öö y egyenlőtlenséget kielégítő yx x µ5 párok között léte-
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zik olyan yx x y ex amely esetén az output vektornak a legtöbb pozitív kompo­
nense van. y- X kúp és ezért ha az bní nÖ ws}.}} y1 és txcX2 s;: y2 egyenlőtlenségek tel­
jesülnek, akkor fennáll az a:c(x1 3 x2) )ó)) y1 3 y n mérlegegyenlőtlenség is.)
Tekintsük a

p>O 

p yy O a:cX) < < 8\ yx x µ5 E K)
Kµ EEE3 sup

féligvégtelen cz feladatot. A duál feladat yy x <>) > , x ahol

, = oon [(y - 3330s 0) , gUs y e EK} U { g' *Rs 0) ,ü = I, •.. wGó =
= { yz x 0) , z = y O 333U ' u x u > 0, yx x y e > K} = sg X { 0}.

A É = 0 u primál feladat lehetséges megoldása. Amennyiben a duál feladat
is lehetséges, akkor a minimuma nyilván nulla, tehát a dualitási tétel alapján
a É6 szuprémuma is nulla és így a yz Be feltétel nem teljesülhet. Ha a duál feladat
w*? ú*}*O•é 2*•s a primál feladat célfüggvénye nem korlátos, és így pozitív értéket
is felvesz, tehát az yp p eOyz Be rendszer megoldható.

Milyen feltételek mellett nincs lehetséges megoldása a duál feladatnak, vagyis
milyen feltételek mellett nincs az y vektor a > halmazban?

=*úO*Vé •L v >) cKU y O bní n O u x yx x y e EK, u )P) 0} kúp zárt.2

Ekkor ~ YM duál feladat nem lehetséges. Ha ugyanis a, szemipoziuív y vektor
eleme a > = > halmaznak, ak kor y = y O 333U ' ős amiből egyrészt y ~ FL3U 
másréast koL y definfciója alapján valahányszor 6P pozitív, az egyenlőtlenség szi­
gorú. (Az y szemipozit.ivitása miatt az yx x µ5 = (0, O) eset lehetetlen.) Ez azon­
ban ellentmond az ccc feltételezett maximalitásának. Ha azonban a > nem zárt,,
akkor az y EZ eset az imént tárgya.lthoz hasonlóan kizárható, de semmilyen
garancia sincs arra, hogy a7, y nem határpontja a > halmaznak, és csak további
feltételek Regítségével biztosítható, hogy a duál feladat ne legyen megoldható,
és fgy az eredeti Gale-modell megoldható legyen [20].

í *2h*269é •L Ha eltekinbünk a, (PD) feltételtől az egyensúly létezését egyszerű­
en beláthatjuk. Tekintsük a (*)szemi végtelen lineáris programozási feladatot,
de y-nak ne a maximális pozitív komponenssel rendelkező kibocsájtási vektort
válasszuk, hanem y legyen egy tetszőleges, de_határozottan pozitív vektor.
A duál feladat pontosan akkor lehetséges, ha \Ö EZ. Mivel az \Ö pozitív, a > is tar­
talmaz szigorúan pozitív elemet, - ami ellentmond az 333 maxirnalitásának.
Tehát a duál feladat nem megoldható, és így a (*)optimális megoldása végtelen.
Következésképpen a ( / }-nak létezik szemipozitív lehetséges megoldása, amely
az ccc definíciója alapján az cc = "J = ccc választás mellett megoldása a yz e­ 
O yBX F) egyenlőtlenségnek.

P A Neumann-modell esetén g a B = { yo O <XcÁ) u 8u ....}} O} poliedrikus kúp és az ugyan­
csak poliedrikus Z (Asw kúpok összege, és így zárt halmaz,
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3. A marxi közgazdaságtan Morishima-féle alaptétele 

A Neumann-típusú modellek egzisztenciatételei általában csak a pozitív
növekedési tényező és a pozitív kamattényező létezését garantálják, de meg­
engedik, hogy e két tényező valamelyike esetleg egynél kisebb legyen. Egysze­
rűbben fogalmazva az egzisztenciatételek csak az arányos növekedést biztosító
megoldások létezésével foglalkoznak, de nem vizsgálják, hogy az egyensúlyban
az újratermelés bővített-e vagy sem. AM. Morishima által belátott és általa a
,,marxi közgazdaságtan alaptételének" nevezett tétel szerint alkalmasan vá­
lasztott Neumann-modellekben a gazdaság növekedési üteme pontosan akkor
nagyobb egynél, ha az egységnyi munkaerő újratermeléséhez minimálisan szük­
séges munka kevesebb, mint az általa kifejtett munka mennyisége, és ez utóbbi
viszont szükséges és elegendő feltétele a profitráta pozitivitásának. [15], [ F6 ] 
Tudomásom szerint Morishima eredménye az egyetlen olyan tétel, amely Neu­
mann-modell esetén a bővített újratermelés létezésének kérdését érdemben tár­
gyalja. Morishima eredményeihez kapcsolódva J ] E. Roemer [18], [19] vizs­
gálta a marxi közgazdaságtan alaptételét konvex termelési halmazokka.1 ren­
delkező gazdaságokra. Megmutatta, hogy az általa definiált, és az Arrow­
Debreu-modell szemléletéhez közelálló, gazdaságban a pozitív profit létezésének
szükséges és elegendő feltétele a munkaerő kizsákmányolhatósága. Vegyük ész­
re, hogy hár Morishima ős Roemer eredménye igen hasonló, de mégis eltérő prob­
lémát feszeget. Amíg Morishima ÉTú Oí V ÉqT"]Oqá Oá O tud garantálni, addig Roemer
csak ÉT9]O]V ÉqT"]O létezéséről beszél. Nyilván ha a profitráta pozitív a profittö­
meg is pozitív lesz, de abból, hogy a profit pozitív még nem következik, hogy
a profitráta, is pozitív lesz. Roemer dolgozatának részletes bemutatása túlságo­
san nagy kitérőt jelentene, és így eltekintünk tőle. Az érdeklődő olvasó fordul­
jon az irodalomjegyzékben felsorolt művekhez. Annyit azonban érdemes meg­
jegyezni, hogy a pozitív profitráta ér-; 7o pozibív profit létezése közti különbség
gyökere a két szerző eltérő egyensúly fngalmábftn va.n. Véleményem szerint,
Marx eredeti gondolatmenetéhez a Morishima-féle megközelítéa áll közelebb.
Marx szerint a gazdaság egyensúlyának egyik feltétele, hogy minden szektorban
azonos legyen a profitráta. Véleménye szerint, ha, az egységnyi tőke hozadéka
a különböző szektorokhan eltérő, ez a kicgyenlítódós irányába ható tőkemoz­
gást implikál, í őµ a pozitív profitráta létezése a gazdaság működöképeeségének
feltétele.

Ebben a pontban megmutatjuk, hogy a Morishima által belátott tétel egy­
szerűen átvihető konvex termelési halmazok esetére is. A bizonyítás magja
ismét a fóligvégtelen lineáris programozási feladat dualitáel tétele. A figyelmes
olvasó könnyen észreveheti, hogy az érvelés számos ponton az eredeti, Morishi­
ma-féle, indoklás által kijelölt úton halad, bizonyítva, hogy megfelelő technikai
felkészültség esetén, a véges bK feladatok segítségével belátott állítások lénye­
gesen szélesebb modellkörben is hatékonyan működnek.

3.1. v úFÉ"T2Fú? FZ é • F Oé O*ú Z]? Twpá •F 

Az előző fejezetben tárgyalt Gale-modellhez hasonlóan tegyük fol, hogy a
gazdaságban w jószágot termelnek, amelyeket egyúttal inputként is felhasznál­
nak. Továbbá a gazdaság működése során egyetlen külső erőforrást használ fel
a munkát. Ha a nemnegatív U jelöli a közönséges jószágokból alkotott input
vektort, 6 pedig az output vektort, és ha az x 1--+ 6 transzformáció munkaigénye
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Ts akkor a termelési folyamatot az yx x 6s o) E Z t Ő_{ hármassal reprezentáljuk.
A gazdaság által megvalósítható termelési eljárások összességét jelölje KY 
A P termelési halmazról a következő feltételeket tesszük:

=*úO*Vé •*Z 
F l] AP b ŐÖŐ_Ö halmaz konvex és tartalmazza az origót. (nem növekvő hoza­

dék, és a tétlenség lehetségessége)
F2. 'I'etszőieges 9 ER+ vektorhoz létezik olyan gUs 6s o) EP termelési eljárás,

amelyre y > U 3 9Y (produktivitás)
F3. Létezik olyan yx x \.x +5 EP, amelyben a munkaráfordítás pozitív. (Létezik

nem automatizált termelési eljárás.)

Ahhoz, hogy belássuk az egyensúlyi növekedési ütem és a garantált profitráta
pcz.itivitásána.k ekvivalenciáját szükségünk lesz az F3 feltételt implikáló alábbi
szigorúbb megkötésre:

F4. Bármely yx x 6s o) EP és É > 0 szám esetén, ha (I 3 Éex S.: 6s és 6 szemi­
pozitív, akkor a omunkaráfordítás pozitív. (Munka nélkül nincs növekedés.)

Morishima és Roemer definícióját követve egy _ vektor által reprezentált jó­
szágegyüttes értékét az újratermeléséhez minimálisan szükséges munkával ha­
tározzuk meg, tehát

( l) J. VY g b) úe in k c 6 1 y :->. U 3 _s g Us y x <5 E P} .

Legyen ¥ az egységnyi munkaerő újratermeléséhez szükséges fogyasztói ko­
sár. Mivel + egységnyi munkaerő újratermeléséhez Jc jószág szükséges, ezért a
munkaerő értékének definíciója alapján a + munkaerő értéke 1.v.(óc) =
= inf { T ( 6cYL YU 3 _*s (x, 6s o) EP}. (A munkaerő értéke az újratermeléséhez
szükséges javak értékével azonos.)

/ *"]wí 3]ó L Azt mondjuk, hogy az (x, 6s o) EP pontban a munkaerő kizsákmá­
ni'.~l~a~ó, ha ó > Lv.I dc), vagyis ha a kifejtett munka nagyobb, mint a munka­
era orteke.

í *2h*269é •*ZL 
(i) Ha a K halmaz nem kúp, előfordulhat., hogy bizonyos ó ráfordítás mellett

a munkaerő kizsákmányolható, de más ó munkaráfordítások mellett nem.
(ii) Az általunk tett (Fl) E8y T5 feltételek teljesülése mellett nem garantál­

ható, hogy az (1) egyenletben szereplő infimum el is éretik, vagyis, hogy a mun­
kaerő értéke, mint a legkisebb munkaráfordítás definiálható. (ROEMER dolgo­
zatában [18, 2.l. Proposition] azonban 11z olvasó egy megfelelő enyhe, ámbár
az általunk tett feltételeknél erősebb feltétellel találkozhat, amely már garan­
tálja, hogy az (1)-ben az infinum helyébe minimumot Irjunk.)

Térjünk rá a garantált profitráta definíciójára. A p termelési ár vektort, és
a w! garantált profitrátát az alábbi szélsőérték feladat segítségével adjuk meg:

(2) w! = min { w ( :l p:;::::: 0, hogy V (x, 6s ó 5 EP esetén (1 3 woÉgU 3 ó 3ocLs KµGY 
Az F2 produktivitási feltétel szerint létezik olyan yx x y x ó 5 EP termelési eljárás,

amelyben az y output vektor pozitív. Következésképpen (2)-ben minden w 
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lehetséges megoldás nagyobb, mint - 1. Egyszerű kompaktsági megfontolások­
kal belátható, hogy ha a (2)-nek van lehetséges megoldása, úgy egyúttal van
optimális megoldása is. Ha (2)-nek nincs lehetséges megoldása, akkor definíció
szerint w! legyen plusz végtelen. A w! közgazdasági tartalma világos. A w! az
összes számbajöhető profitráták közül a legkisebb, és így a w! pozitivitása imp­
likálja (garantálja) a gazdaságban uralkodó tényleges profitráta pozitivitását.
Altalában a valóságos profitrátáról nem tudunk semmit, csak annyit, hogy na­
gyobb mint a garantált.

Végezetül térjünk rá a gazdaság növekedési képességét jellemző 23 maximális
növekedési ütem meghatározására.

(3) 23 txww sup 82 I =1 gUs y x ö) EP, amelyre y > (1 + 2ogU + 6í ex U + 6í > 0}.

Ismételten hangsúlyozni kell, hogy a (3) feladatban sem a 23 végessége, sem
az, hogy ténylegesen eléretik nem garantálható, -- még akkor sem, ha a K hal­
maz zárt. (A P-ről nem tettük fel, hogy zárt halmaz!) Ha a K 9á qO ZTwV*U Zú És 
amely teljesíti az F4 feltételt, továbbá ha a * szemipozitlv, akkor, miként az
egyszerűen belátható, a z = { (z, y e I z = x + őc, yx x y x b) EP} kúp is zárt halmaz,
továbbá ha az kibővített input vektor nulla, akkor az y output i8 nulla lesz.
Ebben az esetben a z kielégíti a Gale-tétel feltételeit és ez alapján a maximális
*Y létezik, és egyúttal véges is [8], [17].

Az imént definiált fogalmak segítségével a marxi közgazdaságtan alaptételét
az alábbi módon általánosítjuk:

k É kubL Az Fl-F3 feltételek teljesülésekor a következi'> két állítá8 ekviva­
lens:

(i) v w! garantált profitráta pozitív (esetleg plusz végtelen).
(ii) Létezik olyan yx x y x 6e EP tennelésí eljárás, amelyben 1., munkaerőt ki­

zsákmányolják, vagyis amely esetén ö > l.v.(öc):
Ha az F3 mellett az F4 teljesülését iR megköveteljük, akkor a,z aláhhi (iii)

ekvivalens lesz a fonti (i), (ii) állítáw>kkal.
(iii) v "ú3 maximális növekedési üteme pozitív (esetleg plusz végtelen).

3.2. v Oé O*ú _]9Tw6]Oá •F 

A tétel bizonyítása során többször hivatkozni fogunk az alábbi féligvégtelen
bK feladatra:

(4)
p 2 O

z + ,:S:: p x + Ts (V yx x 6s ó) EP)
É3 > HUp.

v (4) duálisa a következő:

(5)

ahol

(e. ö) EC
ó ' ► min,

K = con ( { yy O Us o) I (Us y x ó) E P} U { g' '*ss 0) j i = 1, 2, ... n}) =
= con { yz x ö e8z = y O x O u x yx x y x ö e EP, u 2 O} =
= con { yz x ó) I 6 :=2: x + z x yx x 6s ó) EP}.
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A marxi közgazdaságtan alaptétele a következő lemma egyszerű következmé­
nye. A lemma a ( 4)- ( 5) LP feladat tulajdonságait írja le.

Lemma: Az Fl-F3 feltételek teljesülése esetén a (4)-(5) féligvégtelen LP
feladatnak létezik optimális megoldása, és az optimális megoldás a (4)-ben fel­
vétetik. Ha a ( 4) - ( 5) közös optimális megoldása. kisebb mint egy, akkor létezik
olyan (x*, y*, b*) EP, amelyre b* > l. v.( b*c).

A lemma bizonyítása: Mivel az F2 miatt az (5)-nek létezik lehetséges megoldá­
sa, és a p = 0 kielégíti a (4) feltételi rendszerét, ezért a dualitási tétel alapján a
(4)-(5) pár megoldható. Megmutatjuk, hogy a (4)-ben az optimális célfügg­
vényérték eléretik. Ennek belátásához elegendő bebizonyítani, hogy a primál
feltételi halmaz X = {p < o [ py < px + b, (x, y, b) EP} kompakt, mivel akkor
a folytonos ex célfüggvény felveszi a maximumát rajta. Mivel az n nyilván
zárt, elegendő belátni, hogy az n korlátos. Mivel azonban az F2 alapján léte­
zik olyan yx x y, b) EP, amelyre az y - x különbség pozitív, ezért a nemnegatív
vektorokból álló n halmaz szükségszerűen korlátos kell hogy legyen.

Tegyük fel most, hogy az optimális célfüggvényérték b, kisebb mint egy.
Először megmutatjuk, hogy a {(e, a) [ a ER} egyenes belemetsz a K kúp belse­
jébe. Ha ez nem lenne így, a (e, R) és C konvex halmazokat el lehetne szeparálni
egy hiperaíkkal, vagyis létezne egy olyan yq x r) E ZŐOC vektor, amelyre

( *) qe + w } 2: q yy O x - 'U) + r} ó x 

valahányszor u ~ 0, xx ER Ó8 (x, y x b) EP. Mivel a tetszőleges, ezért a r} szükség­
szerűen nulla, és így a ( :¥-) az alábbi módon egyszerűsödik:

q í O}O}sx q yA} O X - 11,),

valahányszor (x, y, ő) E z ós jjx ,'2 0. Er. azon hau iehetetleu, hiszen az { z I z =-e:
= y - x O (l x yx x y, ó) EP, j jx (}Ox. O} halmaz az F2 rniatt tartalmazea (<':s így meg­
egyezik vele) az ni - Z(t = Z jj teret.

Az imént kapott; ellentmondás alupján létez.ik tehát olyan a11 szám, amelyre
(c,o:0) E int (0). Mivel a C konvex halma», minden 0 <A< I szám esetén a
(e, b,J = <syí x o:0) + (1 - - e (e, b0) is a, , belsejébe esik. Mivel 1:t J , ,L kiinduló
feltételek szerint kisebb mint egy, ezért alkalmas A számra ab,. is egynél kisebb
lesz. Mivel 

int (0) ~ U µ{ yz x ó) [ ., = x O y O j jx x yx x A<x ó) EP, (l > 0},
l•>O

ezért létezik olyan ysÖx \í x b) EP termelési eljárá« 1'is p > 0 szám, amelyekre

(6) \8AÖ ...}} 1.1,:c + e 88 µb = Ói. < l,

Legyen yx x \.x ő) EP az F3 feltételben szereplő termelési Iolyamat. Tegyük fel
elöször, hogy µb ,S: 1. Az Fl feltételből következik, hogy az yx x y, ó e st.}x (1 -
- p,ö)O + µ ö yx x \ex b) is eleme a (P)-nek, éR a (6) alapján y >: x + be, és ó < b.
Tehát az yx x if, 5) pontban a munkaerő kizsákmányolható. Végezetül induljunk
ki abból az esetből, amikor µő nagyobb mint egy. Ekkor nyilván a ó* 6 l/µ 
kisebb mint ö. Ismételten felhasználva az Fl feltételt, léteznek olyan x*, y* ER'-:-
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vektorok, amelyekre (x*, y*, ó*) EP. A ó* definíciója alapján y ~ x + ó*c, és
ó* > Js Ez utóbbiból azonban a ó* > J > l.v.(ó*c) egyenlőtlenséghez jutunk.
Tehát az (x*, y*, ó*) pontban a munkaerő kizsákmányolható, és ez éppen az,
amit be akartunk látni.

Itt az idő, hogy rátérjünk a tétel bizonyítására.

A tétel bizonyítása: A tétel bizonyítása négy egyszerű észrevételből tevődik
össze: (ii)⇒ (i), (i) ⇒ (ii), (iii)⇒ (ii) és (i) ⇒ (iii).

(ii) ⇒ (i)
Tegyük fel, hogy :n:w :_;;; 0. Definíció szerint létezik olyan szemipozitív p vek­

tor, amelyre

(7) p(x + óc) > py,

valahányszor (x, y, ó) EP. A (7)-ben a pc szorzat pozitív, ellenkező esetben (7)
a px > py alakúvá egyszerűsödik, ami azonban lehetetlen, hiszen az F2 alapján
létezi~ olyan yx x y, ó) EP, amelyre y ~ x s Be fQgjuk bizonyítani, hogy minden
yx xy xó e EP termelési eljárás esetén 6 ~ l.v.(óc). _

Legyen (x, y x ó) EP az (1) ~gy lehetséges megoldása, (b = öc). Az y ~ ~ + óc
egyenlőtlenségből py:?: px + ópc. Összevetve ezt a (7)-teJ a (pc)ó ~ (pc)ó relá­
cióhoz jutunk, amiből - kihasználva, hogy a pc pozitív - a kívánt ó :2:; ó
egyenlőtlenség adódik.

(i) ⇒ (ii)
Tegyük fel, hogy a :n:w poaitív, és tekintsük a (4) LP feladatot. A lemma alap­

ján elegendő belátni, hogy a p 0í =0 ó0 optimális megoldás kisebh egynéJ. Indul­
junk ki az ellenkező esetből, és tegyük fol, hogy a ó0 = p 0í nagyob]: vagy egyen­
lő mint egy. A p vektor nyilván nem lehet nulla, és így szemipozitív. A ( 4) alap­
ján

PoY _s;; PoX + Ö ~ PoX + (poc)ó = Po(X + óc),

valahányszor yx x y x ö) EP. Ebből azonban következik, hogy a

:n:w = min {:n:i (1 + :n:)p(x + öc) 2; py, V(x, y, ö) EP, p > O}

érték nem lehet pozitív. Ez azonban ellentmond a kiinduló feltételeknek.
(iii) ⇒ (ii)
Tegyük fel, hogy a gc pozitív. Ekkor léteznek olyan pozitív g és yx x y, o) EP

elemek, amelyekre

(8)

x+óc):O

y w (I + g)(x + óc).

A lemma alapján elegendő belátni, hogy a (4)-es optimális megoldása p , í =
= ó0 kisebb mint egy. A (8) és a (4) egybevetéséből p 0 x + 6 w p 0 y (1 +
+ g) (p0x + ó(p0c)) = (1 + g) yp 0x + 6ó 0), amiből egyszerű átrendezéssel a
0:::;; Éyp 6ne}}.. ó(l - (1 + Éeó 0) egyenlőtlenséget kapjuk. Mivel az x + oc input
vektor szemipozitív, és a É pozitív, az F4 alapján a ö munkaráfordítás is pozitív
kell hogy legyen. Következésképpen az (1 - (1 + g)o0) kifejezés nemnegatív,
ami csak úgy lehetséges, ha a ó, optimális célfüggvényérték nem nagyobb, mint
1/(1 + Éex tehát kisebb mint egy.
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(i) ⇒ (iii)
Elegendő belátni, hogy a nw nem nagyobb, mint a gc. Ha a gc végtelen,

akkor nincs mit bizonyítani. Ha a gc véges, akkor az előző rész végén található
megjegyzéshez hasonlóan belátható, hogy létezik szemipozitív p vektor, amely­
re p y ..... (l + gc) yx + őc) valahányszor yx x y x Je EP, és így mivel nw a minimális
kamatláb nw;;;;; gc-

Az ismétlések elkerülése végett a bizonyítás pontos kidolgozását az olvasóra
bízzuk.

4. A nem helyettesítési tétel 

A nem helyettesítési tételt (nonsubstitution theorem) eredeti formájában
- hagyományos differenciálható termelési függvényekre - SAMUELSON [11]
mondta ki. A tételt később többen általánosították tetszőleges konvex halma­
zok esetére: ARROW [l], MIRRLEES [14], KOOPMANS [12], GEORGESCU-ROEGEN
[lOJ. - tétel klasszikusnak mondható, több könyvben szereplő bizonyítása a
szeparációs tételen alapszik és eléggé hosszadalmas (pl. NIKAIDO [17, 187-194.
old.], CORNWALL [2, 133-137]). Az általános esetre vonatkozó másik - az
alább bemutatásra kerülő bizonyításhoz közelálló - bizonyítást talált Diewert
1975-ben. Diewert bizonyítása (CORNWALL [2]) a Fenchel-föle dualitási tételre
épül. Diewert gondolatmenete egyszerű és könnyen áttekinthető, de megítélé­
sem szerint a bizonyítás alapjául szolgáló tétel miatt az eredeti bizonyításhoz
hasonlóan nehezen emészthető. Más oldalról az általánosnál egyszerűbb Neu­
mann-Leontief-modellek esetén a bizonyítás a lineáris programozás dualitási
tételével röviden elintézhető (ASMANOV [22]). Az alábbi bizonyítás lényege,
hogy a véges esetben követett eljárást ,,ráhúzzuk" a végtelen esetre is, és az LP
dualitási tétel helyett a szemi-végtelen LP-re vonatkozó megfelelő dualitási
tételt használjuk.

A nem helyettesíthetőségi tételben szereplő gazdaságban n közönséges jószá­
got termelnek egyetlen erőforrás segítségével. Az erőforrást az egyszerűség ked­
véért nevezzük: munkának. A gazdaság legfontosabb tulajdonsága, hogy egyet­
len rendelkezésre álló eljárás sem termel ikerterméket. Az ikertermelés kizárása
mellett azonban megengedjük, hogy az egyes jószágok alternatív módon is elő­
állíthatók legyenek. Aj-dik jószágot előállító termelési folyamatok összességét
jelölje 'J.1i. Mivel nincs ikertermelés a 'Ti halmazok száma egyenlő a jószágok
számával. A termelési eljárásokat állapot (stock) szemléletben ábrázoljuk.
A szokásoknak megfelelően at E Ti vektort yx x y, b) alakban írjuk fel, ahol x ~ 0
a közönséges jószágokból álló input vektor, y :2; 0 az output vektor és ó >- 0
a munkaráfordítás mértékét fejezi ki. A teljes gazdaság termelési lehetőségeit

n
a T = ;E Ti halmaz írja le, és a nemnegatív nettó termelési lehetőségek hal-

f=!
mázát a

­ + = { yz x Je 1 z = y - x x y }=}. x x yx x y, b) ET}

egyenlőséggel definiáljuk. Jelölje ­ (A_O a ­ + hatékony pontjainak összességét.
(Definíció szerint yz x Je ET':+-, ha valahányszor yu xµ e ET+ és yu x Oµ e ~ yz x -ó},
akkor yz x b) = yu x µ).)

A nem helyettesítési tétel bizonyításához az alábbi feltételekre lesz szüksé­
günk:
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Feltevések
Fl. Nincs ikertermelés: ha yx x y, ö) E ­ ¢ egy termelési folyamat, akkor az y out­

put vektor i-dik komponense y; nulla, ha i ¥µ ¢s 
F2. A munka szükséges a termeléshez, ha (x, y, ö) E Tj x és a ö munkaráfordltás

nulla, akkor y is nulla.
F3. T+ e Z j _8 konvex zárt kúp, és a, '1.\ konvex kúp.
F4. A T technológiai halmaz produktív, vagyir,; létezik yx x y x ö e ET, amelyre

y > ns 

Megjegyzés: Az F3 feltétel túl erősnek tűnik. Bebizonyítható (p1. NIKAIDO
[17]), hogyha a j Y halmazok mindegyike konvex zárt kúp, akkor az F2 már
implikálja a T+ halmaz zártságát. Mivel ennek bizonyításához hosszadalmas,
rutinszerű és a jelen dolgozat tárgyához nem kapcsolódó megfontolások szük­
ségesek, ezért az egyszerűség kedvéért eltekintünk tőle.

­ É ­ Nc (nem helyettesítési tétel): Az Fl-1!'4 feltételek teljesülése esetén
léteznek olyan yx ¢x YJ, ö) E Ti y¢ = 1, 2, ... , Őe eljárások, amelyekre

­ Y = {(z, ö e....} ül yz x ö) =Öyy ¢ O x j x ö ¢eu <x u ¢....} o} =
J=l

= con { yy ¢ O x ¢x ö j e lj = 1, 2, ... , n} íl Z~ wOCs 

Bizonyítás: A bizonyítás alapjául az az igen egyszerű észrevétel szolgál, amely
szerint a T+ halmazban - az ikertermék hiánya, és a munka szükségessége
miatt - a hatékony és a munkaráfordítást minimalizáló megoldások egybe­
esnek. Pontosabban fogalmazva legyen (z0, Ö0) ET+· - (z0, Ö0) pár akkor és
csakis akkor hatékony eleme a T+ nettó termelési halmaznak, ha

(1) Ö , = min {öl yz x ö) N­ _z ....} z0} = min {öl (z0, ö e ET+ - Z ~ O X{ü}}.
Valóban, ha yz 0, ö 0) hatékony, az (1) nyilván teljesül. Induljunk ki most az

ellenkező állításból, és Jegyen (z, ö e ET+ olyan vektor, amelyre yz x O ö e ....} 
> (z0, - ll0). A minimalitási tulajdonság miatt ő = Ö 0• Tegyük fel, hogy vala­
mely j indexre zi > z01. Nyilván (z, ll) = (z' + zj x ö ( + ö <ex ahol zi = Yi - x1
és yx <x y j x ö Öe E Ti és yz (x ő') =~(Yi - Xi, ö xes 

{¢ } 
Az Fl feltétel alapján aj-diket kivéve az '!fJ minden komponense nulla. Mivel

az y 1 nem nulla, az F2 alapján a öi pozitív. Elegendően kicsi, de még pozitív )..
esetén z" = z' + (1 - )..) (Yi - xi);;;;: z' + (1 - l)yi - x ;;;;: z0, és (z", ö De =
= (z", ö ( + (1 - eseö 1) ET+, ami ellentmond az (I) egyenl6ségnek. Következés­
képpen z = z, x tehát (z0, Ö0) valóban a T+ hatékony eleme.
Tekintsük a

p ....} 0

p z }}..x ö x (v yz x ö e E '1\)
pz, O➔ sup

féligvégtelen lineáris programozáai feladatot. Belátjuk, hogy (1) éppen a (2)
duálisa. A (2) duálisa

(2)

ö O_ min
(z0, ö e EC,
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ahol C = con ({ (z, b) I (z, b) ET+} U { (-e;, 0) Ii= 1, 2, ... n}) = T+ - R'J_ X {O}.
Az utóbbi állítás bizonyításához elegendő megmutatni, hogy a lezárás jel

felesleges, vagyis, hogy a, T+ - R'J- X { 0} kúp zárt. Tegyük fel, hogy

(vk, bk) ET+ - R'J- X {O}, tim (vn, bn) = (voo, bw)-
11

Definíció szerint Vn = Zn - u xxx ahol yz 11, on) ET+ és az Un nemnegatív. Megmu­
tatjuk, hogy a Zn sorozat korlátos. Ha nem, akkor a {z11} egy alkalmas { Znk}

részsorozatára llz11kll -, oo , Mivel a ­ _ kúp, ezért -1-(z11, on) ET+. Mivel a,
I /zntl I

~ sorozat korlátos, így létezik torlódási pontja: (z*, b*). Mivel jjz11Aj\ -► oo,
1iz11,I I
ezért a, b* nyilván nulla. Az 11~ 11 = 1, zjj • > 0 alapján a z* szemipozitív.ilzn.l I
A 1\ F3 szerint zárt, így tarta mazza a (z*, 0) vektort, ami azonban az F2 alap-
ján lehetetlen. Tehát a { z11} korlátos, és ezért létezik konvergens részsorozata.
Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy már az eredeti sorozat is konvergens.
Mivel a v11 = z11 - u11 sorozat is konvergens, ezért az u11 sorozat is konvergál.
Ismételten felhasználva a T+ zártságát a (v00, 000) = Jim (v11, on) = Iim (zn, bn) -

{{ {{ 

- lim yu xxx 0) ET+ - R~. X { 0} tartalmazáshoz jutunk, ami éppen a T+ - R~~ X
X ( 0} kúp zártságát jelenti.

A nem helyettesítési tétel bizonyítása az (1)-(2) duális pár alábbi három
egyszerű tulajdonságán múlik:

(i) A (2) primál feladat feltételi halmaza nemüres kompakt halmaz, hiszen a
p = 0 lehetséges megoldása (2)-nek, és az F4 feltétel alapján létezik olyan
yx x y x b) E11, amelyre az yy O x x b) ET+ pozitív, és így a feltételi halmaz korlátos.
(A zártság nyilvánvaló, hiszen zárt félterek metszete.) Legyen z, = y O x > 0
tetszőleges. A (2) primal feltételi halmaz kompaktsága miatt az (1)-(2) párnak
létezik optimális megoldása.

(ii) Legyen először yz x b0) a duál feladat optimális megoldása. Definíció
n

szerint léteznek (xi, Yi• b1) E Ti (j = 1, 2, ... , n) vektorok, amelyekre ~
¢µ{ 

n
yy Ö O x1) = z ~ z0, és b0 = ~ bi. A z0 pozitivitása, és az ikertermelés hiányát

1-1 
kimondó Fl feltétel alapján egyetlen y 1 vektor sem nulla, tehát ha Yii
jelöli az Yi vektor j-dik komponensét, akkor y ¢¢ > 0. Jelölje w az y 11szám.okb61

alkotott n dimenziós vektort. Definiáljuk az .A= (-1-xiJn mátrixot. Nyilván
Y11 1-1

0 < z = w - .Aw, következésképpen az .A mátrix produktív és így az yN O .A)-1

inverz mátrix létezik és nemnegatív [l], [17].
(iii) Jelölje p a (2) optimális megoldását. Ekkor

n n
~ Jj = s, = z g6 s;; pz = ~ zy+j O x Öes 
¢µ{ J=l

Mivel az pozitív és a Ti kúp, ezért alkalmas A-ra a Az' + y 1 - x1 nemnegatív és
ezért (Az' + Yi - xi, Ab, + b} ET+· A (P) definíciója alapján Apz + p(yj O xj e ~ 
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< - Ö , + : ¢s A (*)egyenlőtlenséggel összevetve a rendkívül fontos p yy ¢ O x ¢e =
= ö ¢ komplementaritási feltételhez jutunk.

Ennyi előkészület után a tétel bizonyítása már egyszerű. Tegyük fel először,
hogy a (z", cl) a ­ + hatékony eleme. Mivel az yN O A)-1 létezik és nemnegatív,
ezért a v = (E - A)-1 ze is nemnegatív. Nyilván

n V- n
ze = yN O A)v = ~ yy ¢Ox eO1 = ~ yy j O x eu ¢s 

}=I Yjj j-1

n
Meg kell mutatni, hogy egyúttal a {je = ~ : ¢u ¢ is teljesül. Mivel a (z", : ¥e haté­

J=l 
kony, ezért oe = min { ó I (z, ó e E ­ OjOOx z ~ ze} = max {pze J pz ,:S: : x (zj Je ET+,

n n n
p > 0} :2; pz' = p ~ yy ¢ O x eu j = ~ 6j u ÖD Ebből a ó' = ~ bpj egyenlőség

J=l j=l j=l 
nyilvánvaló.

Megfordítva tegyük fel, hogy a nemnegatív (z, ő) n
pár felírható ~ yy 1 -

j=l 
O x 1, bYeu 1 alakban. Tekintsük az alábbi becsléseket, amelyekből a bizonyítás
elején tett megjegyzés alapján a (z, b) hatékonysága már következik.

min { ó Öz :2: z, yz x ó e ET-1--} = max {pzjpz ~ ó x (z, 8) E
n n ..,

ET+, p > O} > pz = p ~ (yj O x;)uj = ~ ój uj = o.
j=l j=l 

(Beérkezett: 1984. dec. 22-én.)

IRODALOM

I. Annow, K. J.: ,,Alternative Proof of the Substitution Theorem for Leontief Models
in the General Case" [11]-ben.

2. CORNWALL, R. R.: Introduction to the Use of General Equilibrium Analysis. North
Holland, Amsterdam 1984.

3. DANCS, I.: Végtelen egyenlőtlenségek (Kézirat) 1970.
4. DIEWERT, W. E.: ,,The Samuelson nonsubstitution theorem and the computation of

equilibrium prices", Econometrica, 43 (1975) 57-64. o.
5. DUFFIN, J. R.: ,,Infinite programs" fl:l]-ban
6. FAN, K.: ,,On Infinite Systems of Linear Incqualit.ios" Journal of Math. Anal. and

- p p 8s 21, (1968) 457-478. o.
7. FUJIMORI, Y.: Modern Analysis of Value rl.'heory Lecture Notes in Economics and

Mathematical Systems. Springer-Verlag, Borlin 1982.
8. GALE, D.: ,,The closed linear model of production" [l'.'l]-ban
9. GALE, D.: The Theors] of Linear Economic Modele. Mc Graw-Hill, New York 1960.

IO. GEORGESOU-ROEGEN, N.: ,,Some properties of a Ceneralized Leontief Model" [l l]-ben
11. KOOPMANS, T. C. (szerk.): Act'ivity Analysis of Productiori and Allocation. Wiley, New

York 1951.
12. KOOPMANS, T. C.: ,,Alternative Proof of the Substitution Theorem of Leontief Models

in the Case of Three Industries" [11 J-ben
13. KuHN, H. W.-TuoKER, A. (szerk.): Linear inequalities and related systems. Princeton

University Press, Princeton 1956.
14. MIRRLESS, J. A.: ,,'l'ho Dynamic Nonsubstitution Theorem" Review of Economic

Studies, 36 ( 1969) 67-79. o.
15. MoRISHIMA, :M.: ,,Marx in the Light of Modern Economic Theory." Econometrica, 42

(1974) 611-633. o.



FÉLIGVÉGTELEN PROGRAMOZ.I\S A KÖZGAZDASÁGTANBAN 121 

16. MoRISHIMA, M.-CATEPHORES, G.: Value, exploitation and growth. McGraw-Hill,
London 1978.

17. NIKAIDO, H.: Convex Structures and Economic Theoru, Academic Press, New York 1968.
18. ROEMER, J.E.: ,,A General Equilibrium Approach to Marxian Economics" Econo­

metrica, 48 (1980) 505-531. o.
19. ROEMER, J. E.: Analitical foundation of 111arxian economic theory Cambridge Univer­

sity Press, Cambridge 1981.
20. SoYSTER, A. L.: ,,The Existence of Optimal Price Vectors in the General Balanced­

Growth Model of Gale" Econometrica, 42 (1974) 197-199. o.
21. STEINMETZ, V.-HÜLSMANN, J.: ,,A Note on the Nonexistence of Optimal Price Vec­

tors in the General Balanced-Growth Model of Gale" Econometrica, 40 (1972) 387-
390. o.

22. ATMaHOB, e. A.: Mameuamuuecxue MOŐeAU u sumoin« 6 :JK0H0MUKe. l13µ;aTeJlhCTBO MüCKOB­
CKOfO YH11BepCHTeTa, MOCKBa 1980.

SEMI-INFINITE LINEAR PROGRAMMING AND MATHEMATICAL ECONOMICS

The paper discusses some applications of the semi-infinite linear programming. It pre­
sents the growth model of Gale, a generalization of the so-called Fundamental Marxian
Theorem of Morishima and Samuelson's non-substitution theorem.

nOJ1Yl3ECI{OHE4HOE Jll1HEv!HOE nrorPAMMJ1POBAHl1E
11 MATEMATl14ECI{Ml 3l{OHOM11l{A
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CHCTl(OH reopeau MopHWHMbl H reopexa He3aMeH51eMOCTH CaMY3J1hCOHa.
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SIMONOVITS ANDRÁS

A kínálat dinamikus alkalmazkodása
vevői kényszerhelyettesítés mellett

1. Bevezetés

A közgazdaság uralkodó paradigmája szerint a kereslet és a kínálat közti bár­
mely eltérést megszüntet(het) egy rugalmas ármechanizmus. E folyamat úttörő
matematikai modellezése SAMUELSON (1947) érdem.e. Ismert azonban, hogy
minden létező gazdaságban vannak fontos szektorok, ahol a bérek nem eléggé
rugalmasak, hogy eltüntessék a munkanélküliséget és az árak túl merevek
ahhoz, hogy felszámolják a hiányokat. A hetvenes évek elejétől kezdve a dise­
quilibrium és a hiány fogalma egyre nagyobb figyelmet kapott. Lásd: BARRO­
GROSSMANN (1971), BENASSY (1982) és KoRNAI (1971), (1980). Ez utóbbira a
következőkben címével: A hiány hivatkozom.

A jelen dolgozat az imént említett kutatási irányzathoz kapcsolódik: a kinálat
dinamikus alkalmazkodását tanulmányozzuk, feltéve, hogy a vevők kényszer­
helyettesitést végeznek. Az elemzéshez egy egyszerű több-termékes modellt hasz­
nálunk. Feltesszük, hogy az áruk helyettesítik egymást (pl. sonka, szalámi és
kolbász), e termékek raktározhatók és áruk rögzített.

Először meg kell magyaráznunk, hogy mit értünk kényszerhelyettesitésen.
Ha a vevő téliszalámiból eredetileg többet szeretne vásárolni, mint a kínálat,

akkor kielégítetlen keresletét megpróbálja sonkával kárpótolni; tehát sonkából
hajlandó többet vásárolni, mint amennyit eredetileg kívánt (lásd A hiány 5.4.
alfejezet). Ilyenkor kényszerhelyettesitésról beszélünk, ellentétben a walrasi elmé­
letben az ár hatására végzett önkéntes helyettesítéssel.

Kiemeljük, hogy a disequilibrium-elméletben szereplő túlcsordulási hatás (pl.
lásd BENASSY (1982) 4.5. alfejezet) itt is megjelenik. Például tegyük föl, hogy a
aonkakínálat nagyobb volt mint az eredeti sonkakereslet, de a téliszalámi
hiány miatt olyan nagy másodlagos sonkakereslet keletkezik, hogy a sonka is
eltűnik a boltokból: a téliszalámi hiány a sonka túlkínálatot sonka hiányba for­
dítja át; a hiány továbbgyűrűzik. (A hiány, 109. o.)

S ezzel el is érkeztünk dolgozatunk alapkérdéséhez: Milyen alkalmazkodási
szabály és milyen szétosztási (illetve kényszerhelyettesítési) séma biztosítja
a hiány fokozatos megszüntetését'?

A disequilibrium-elmélet kérdésünk.re több ok miatt nem ad megoldást.
Eltekint a kényszerhelyettesítéstől és általában statikus megközelítést használ,
s a kivételesen dinamikus, készletekre támaszkodó modelljei is egy-termékes
rnakromodellek (BENASSY (1982) 4.4. alfejezet és 12. fejezet és HoNKAPOHJA­
ho (1980)).

A hiány leíró-magyarázó elméletéből kell kiindulnunk. A hiány 8. fejezete és
B. függeléke (ez utóbbinak társszerzője voltam) már vizsgálta az általunk föl­
vetett problémát, de statikus megközelítésben. Hasonló kérdést tanulmányo­
zott KORNAI-WEIBULL (1978) és A hiány A. függeléke (társszerző: Weibull),
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méghozzá dinamikus modellel. Modelljük részben általánosabb (pl. több vevő),
részben speciálisabb (pl. két termék) és részben más (sorbanállás) mint a jelen
modell. Az eltérő megközelítés miatt a két modell eredményei nem hasonlítha­
tók össze.

lV!ielőtt eredményeink ismertetését elkezdenénk, figyelmeztetjük az olvasót,
hogy írásunkkal nem akarjuk azt sugallni, hogy milyen könnyen megszüntethe­
tő a hiány. Ellenkezöleg, arra akarunk rámutatni, hogy milyen sok akadálya
van a hiány felszámolásának.

Dolgozatunk eleve figyelmen kívül hagyja azokat a technológiai és érdekelt­
ségi okokat, amelyek miatt a kínálat gyakran a kereslet alatt marad. (Pl. tech­
nikai merevség és eladók piaca.) Másik erős megszorító feltevésünk, hogy a ta­
nulmányozott piacon globális túlkíuálat van. b:z a feltevés nyi/ vánvalóan nem
teljesül a hiánygazdaságok jó részében; sőt, a globális túlkínálattal dicsekedő
részpiacok is állandó fenyegetettségben élnek, hogy mikor szívják tőlük el a
,,feleslegeket" a globális túíkereslettöl szenvedő szektorok.

Úgy érezzük, hogy az említett megszorító feltevések ellenére sem holmi feles­
leges ujjgyakorlatról van szó . Elemzésünk központjában a hiány információs
vonatkozása áll, amely minden gazdaságban jelen van, bár alig választható el
az általunk figyelmen kívül hagyott érdekeltségi viszonyoktól. Hasonlóan fi­
gyelmet érdemelnek a globális túlkínálatot felmutató részpiacok, amelyek
viszonylag el vannak szigetelve a hiánypiacoktól.

Modellünk célja nem az, hogy ténylegesen használható algoritmust szolgál­
tasson a strukturális hiányok felszámolására. Célunk ennél sokkalta szerényebb:
szeretnénk kiegészíteni a fent említett elméleti elemzéseket, felhívni a figyelmet
a hiánygazdaságok bizonyos jellegzetességére.

Bevezetésünk végéhez érve röviden ismertetjük a dolgozat felépítését és fő
eredményeit. A 2. fejezet A hiány 8. fejezetében vizsgált modellt, illetve annak
dinamizált változatát taglalja. A 3. fejezetben feltesszük, hogy a kereslet idő­
ben állandó. Egy egyszerű alkalmazkodási szabályt adunk meg, amely a hiányt
felszámolja.

A 4. fejezetben a kereslet sztochasztikusan ingadozik egyik időszakról a má­
sikra. Ekkor rendkívül erős feltevések mellett lehet csak bizonyítani a hiány
felszámolását: a) léteznie kell legalább egy olyan rögzített kínálati vektornak,
amely a kereslet bármilyen megengedett realizációját kielégíti és b) a vevő kény­
szerhelyettesítésénél a hiány nem gyűrűzhet át.

8z 5. fejezet visszatér a 3. fejezethez, de a kényszerhelyettesítés helyett sor­
banállást feltételez: a hiány ismét felszámolható.

Köszönetnyilvánitás. Első helyen említem Kornai János segítségét, amelynél­
kül nem született volna meg a dolgozat. Munkám nem csak hogy szorosan kap­
csolódik A hiány-ban kifejtett elméletéhez, különösen a 8. fejezethez, hanem
egy korábbi publikálatlan közös tanulmányunk, KoRNAI-SIMONOvrrs (1977)
egyes részein alapul. Az említett fejezet 5. lábjegyzete pl. utal az eladó dinami­
kus tanulóeljárására. Köszönetemet fejezem ki Kornai Jánosnak és Martos
Bélának a dolgozat korábbi változatával kapcsolatos hasznos észrevételeikért.
Természetesen egyikük sem felelős a dolgozatban foglaltakért.
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2. A modell

A modell kerete

Olyan piacot írunk le, amelyben egyetlen vevő és egyetlen eladó van. A piac
egy termékcsoport forgalmát bonyolítja le: a csoport összesen m-féle termékből
áll. Ezek a termékek bizonyos fokig helyettesítik egymást, ha másban nem, hát
mint a kényszerű pénzköltés ellenértékei. A termékek raktározhatók.

Adottak az árak és időben állandóak. Az egyes termékek mennyiségét eleve
pénzben mérjük, így e mennyiségek közvetlenül összeadhatók.

Bár modellünk dinamikus, a jelölési egyszerűség kedvéért, ahol lehet, elhagy­
juk a t időindexet (t = 0, I, 2, ... ).

Jelölések: d; a az i-edik termék kereslete, s, a (eladói) készlet az i-edik ter­
mékből (nyitókészlet), X; = az i-edik termék vétele-eladása, y; = az i-edik ter­
mék eladói beszerzése. 8z aggregált mennyiségeket a megfelelő változó nagy
betűjével jelöljük. Tehát

m
,(2.1) D= ~di = összkereslet

s· z'26 i=l
m 

(2.2) 8 - ~ s; = összkészlet
i=l

m
(2.3) X= ~ X; = összvétel-összeladás

MaU 
m

(2.4) Y= ~ y, = összbeszerzés.
WaU 

Vektormennyiségeket a megfelelő változó indexnélküli kis betűs alakjával
jelöljük. Pl. x = (xi, , .. x,,,) a vétel-eladás m-dimenziós vektora.

Szükségünk lesz a következő definíciószerű összefüggésekre:

.+2{ 1 

.+2- 1 

s(t I I) = s(t) - x(t) I y(t) 

d >_ 0, s;;;;: 0, x > 0, y ';2:_ C2 
Megjegyzés: Az egyszerűség kedvéért feltesszük, hogy az eladó a t-1-edik idő­

szak végén adja fel rendelését a termelőnek, aki azonnal teljesíti a rendelést.
Az eladó a következő idffazak nyitókészletét akarja az általa kívánt s*(t) szintre
hozni, s ez általában lehetRéges is a beszerzés megfelelő és késleltetés nélküli
megválasztásával: y(t)-= s*(t) - s(t - I) I x(t - I). Egyetlen nehézség adód­
hat, ha nagyobb a kívánt készletceökkentés, mint az eladás: s;(t - I) - st(t) >
> xi(t - I), amikor is negatív beszerzésre lenne szükség a kívánt készlet eléré­
séhez. A továbbiakban ettől a bonyodalomtól eltekintünk.

A vevő magatartása - általános feltevések

Az alábbiakban összefoglaljuk azokat a feltevéseket, amelyeket modellünk
valamennyi változatában érvényesítünk. (Kivéve az 5. fejezetet, ahol a 2A
és 2E feltevéseket ellentétükkel helyettesítjük.)
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2A) A kíelégítetlen kereslet nem víhető át a következő időszakra. A vevő nem
vár: vagy megveszi a keresett terméket, vagy mást vesz helyette.

2B) A vevő egyetlen vételi kísérletet tesz. Nincs ,,keresés", nincs ,,utána­
járás".

2C) Az összkereslet időben állandó:

(2.7) D(t) = D t = Cl 1, 2, ...

2D) Az összkereslet globálisan kielégül:

(2.8) X=D. 

2E) A vevő lehetőleg megveszi azt, amiből kereslete kielégíthető. Utána pedig
elkölti a megmaradó pénzét, valamilyen kényszerhelyettesítési séma szerint.

(2.9)

Ezzel kapcsolatban vezessük be a következő jelöléseket és változókat:
A termékek indexeinek {Ul 2, ... , n} halmazát két részre osztjuk:

J+ = {i: di :S: s1-} = a nem-hiánycikkek indexei,
J- = { i: di> s,.} = a hiánycikkek indexei.

A két indexhalmaz általában változik az idővel.
A vevő kíelégítetlenségének mérésére szolgál az i-edik termékből tapasztalt

hiány:

(2.1 0)

ahol a+ az a mennyiség pozitív része: a+ = a, ha a~ O és nulla egyébként.
Ha a vevő közömbös a kényszerhelyettesítés struktúrájával szemben, akkor

globális kielégítetlenségének mérésére szolgálhat a H hiányindikátor;

(2.11) 
m

ll=~h;.
MaU 

Nyilvánvaló, hogy ekkor a hiányindikátor az optimalizáló vevő veszteség­
függvénye: l1 (c( min.

Az eladó magatartása - általános feltevések

2F) Az összkészlet időben állandó:

{2.12) S(t) = S t = o, 6l 2, ...

2G) Az összkészlet nagyobb, mint az összkereslet:

(2.13) S> D, S= (I I l)D,
ahol 8 > 0 a slack-együttható.

2H) Az eladó nem érdekelt. a hiány fonntartásáhan. Az eladó minden idő­
szakban igyekszik minél teljesebben kielégíteni a, vevő keresletét, a hiánycikkek
készleteit növeli, a többit pedig csökkenti.

2J) Az eladó képes a kínálatát rugalmasan változtatni.
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Elosztási szabály

A kereslet a vevő, a beszerzés az eladó szabályozási változója. A tényleges
adás-vételt pedig ,,közös" elhatározásuk dönti el. Modellünkben a tényleges el­
adást egy elosztási szabály határozza meg (melynek angol megfelelője: ,,ration­
ing scheme").

Definició: Adott s készlet és adott d kereslet esetén az x vektor elosztás, ha
(i) a hiánycikkek vétele-eladása azonos a készlettel:

(2.14)

(ii) a nem-hiánycikkek vétele legalább akkora, mint a kereslete:
(2.15)

Természetesen ebben az esetben sem lehet a vétel-eladás nagyobb, mint a
készlet:

(2.16) x1 < s,, ha i E I+.
(iii) A kereslet globálisan kielégül: (2.8).

A bizonyítást későbbre hagyva kimondjuk:

1. tétel A (2 .13) feltevés mellett létezik legalább egy elosztás.

Megjegyzések
1. Nemcsak hogy nem alkalmazzuk a disequilibrium-elmélet hatékony keres­

letét, de egyenest elvetjük a rövidebb oldal elvét. A fő hangsúly a kényszer­
helyettesítésre kerül.

2. Az elosztási szabályt részben meghatározzák a vevő magatartására tett
feltevéseink, de marad némi szabadságunk is.

3. A rendszer dinamikája meglehetősen egyszerű: a t-edik időszak elején adott
s(t), a t-edik időszak folyamán kiderül d(t), s ketten az elosztási szabállyal együtt
meghatározzák x(t)-t. A három adat birtokában az eladó a t-edik időszak végén
kiszámítja y(t) beszerzését, R at + 1-edik időszak elejére kialakul s(t + 1). 

A következő részben ismertetjük a legegyszerűbb elosztási szabályt.

Definíció: Egyenletes szétterüésnelc nevezzük azt az elosztási szabályt, amely­
nél. a kényszerhelyettesítés és a túlkínálat hányadosa minden nem-hiánycikknél
azonos:

(2.17) X; -d;
s,. -d,.

=ci: minden i E t r-r«, feltéve, hogy s,.# d;,

Segédlétel: Minden (s, d) párra van egyenletes szétterítésíl elosztás.

Bizonyítás:
Legyen

(2. 18) X; = fas, + (I - ci:)d1, ha i E/+
ls1, ha iEI-.
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Ekkor (2.17) nyilvánvalóan teljesül, (2.14)-(2.16) feltevések úgyszintén.
A (2.8)-beli X = D feltételt viszont kielégíti a

(2.19) ct = Hf (S - D + H) 
választás.

Megiegyzés: A Segédtételből következik az I. tétel.

3. Időben állandó kereslet

Eddig főleg egy időszakra szorítkozva fejtettük ki a modell összefüggéseit.
Most viszont kiterjesztjük az elemzést több időszakra: Hogyan ismerheti meg
az eladó a keresletet és hogyan igazíthatja saját kínálatát a kereslethez az
egymást követő időszakok sorozatában?

Hiánycikk és lehetséges hiánycikk

A fő problémát a kényszerhelyettesítés okozza. Elosztási szabályunk - ame­
lyet gyakran nem ismer az eladó - megakadályozza a kereslet közvetlen meg­
figyelését. Nemcsak a hiánycikkeknél tér el a kereslet a vétel-eladástól, hanem
a többi terméknél is. A különbség mindössze annyi, hogy az első csoportnál
a kereslet nagyobb a vételnél, a második csoportnál viszont forclítva.

További bonyodalom, hogy az eladó általában még azt sem tudja, hogy az
adott időszakban melyek a hiánycikkek, s mely termékek azok, amelyek csak
a kényszerhelyettesítés miatt tűnnek el az eladó polcairól. Az imént elmondot­
tak értelmében be kell vezetni a termékeknek egy olyan kettéosztását, amelyet
az eladó is képes alkalmazni:

(3.1) J- = {i; X; = s;} = a lehetséges hiánycikkek halmaza,
és

(3.2) J + = { i: x; < s;} = a nyilvánvalóan nem-hiánycikkek halmaza.

Példa: Tegyük föl, hogy a lakosság adott mennyiség{í összeget költ 1) szalá­
mira, 2) sonkára és 3) egyéb felvágottra. Tegyük fol, hogy a sonka és az egyéb
felvágottak kínálata minden időszakban nagyobb, mint a keresletük, szalámiból
viszont tartós túlkereslet van. Ez utóbbi hiány miatt sokkal több sonkát vesz­
nek, mint amennyit eredetileg akartak volna, s e kényszerhelyettesítés miatt
az összes sonka elkel a piacon. Esetünkben J- = {I}, [+ = {2, 3} és J- =
= {I, 2}, J+ = {3}. Azaz a sonka nem hiánycikk, de lehetséges hiánycikk.

Időben állandó kereslet

Első megközelítésben érdemes feltenni, hogy a kereslet időben változatlan;
hiszen ebben az esetben az alkalmazkodási-megismerési folyamat sokkal egy­
szerűbb, mint változó kereslet esetén.

3A) A kereslet időben változatlan:

(3.3) d(t) = d, t = 0, I, 2, ...
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Ésszerű alkalmazkodási szabály

Olyan alkalmazkodási szabályt keresünk, amely előbb-utóbb felszámolja a
hiányokat. Egy ésszerű alkalmazkodási szabálynak növelnie kell a lehetséges
hiánycikkek mindegyikének a készletét, miközben csökkenti a nyilvánvalóan
nem-hiánycikkek készletét. Eközben azonban óvatosan kell eljárni, nehogy az
eladó túllőjön a célon: nehogy olyan mértékben csökkentse valamelyik nyilván­
valóan nem-hiánycikk készletét, hogy az hiánycikké váljék. (Nem lehet viszont
elkerülni, hogy egy nyilvánvalóan nem-hiánycikk lehetséges hiánycikké váljék,
hiszen a megváltozott kínálat megváltoztathatja a fogyasztói kényszerhelyette­
sítést is.)

Rátérünk alkalmazkodási szabályunk ismertetésére: Legyen u egy valós
szám: 0 < u < l. Egy nyilvánvalóan nem-hiánycikk új készlete legyen az előző
időszak készletének és eladásának konvex kombinációja u és 1 -- u súlyokkal
(feltéve, hogy 1) ez pozitív beszerzéssel megvalósítható és 2) vannak még hiány­
cikkek), továbbá növeljük arányosan a lehetséges hiánycikkek készletét. Kép­
letben:

(3.4) s;(t) = us,(t -1) + (1 - u)x;(t -1), ha i EJ+(t - 1) nem teljes halmaz.

(3.5) s;(l) = ft(t)s1(t - 1), ha i E J-(t - 1) nem üres halmaz.

A µ(t) együttható az S= (1 + ).)D feltételből egyértelműen meghatároz­
ható; µ(t) > I.

Ha nincs hiány, a készleteket nem változtatjuk.

2. tétel a) A (3 .4)-(3 .5) alkalmazkodási szabály esetén a hiánycikkek halmaza
idószakról időszakra vagy változatlan marad vagy szűkül.

b) Az egyes termékekből fennálló hiány és az összhiány minden időszakban csök­
ken - egészen addig, amig el nem tűnik.

Bizonyitás: a) Minden nyilvánvalóan nem-hiánycikk kereslete legfeljebb ak­
kora, mint az eladása. Mivel az új készlet nagyobb marad, mint az eladás, az új
készlet továbbra is meghaladja a keresletet. Egy nyilvánvalóan nem-hiánycikk
tehát nem lesz hiánycikk. (Itt emlttjük meg, hogy amennyiben teljesül az s< 2d
feltétel, akkor a kívánt készletcsökkentés pozitív beszerzéssel megvalósítható.
Ugyanis egy nyilvánvalóan nem-hiánycikk zárókészlete = s;(l - 1) - x;(t - l)
legfeljebb s;(l - I) - rl,, s ez feltevésünk szerint kisebb, mint rl,, tehát pozitív
beszerzés lesz szükséges ahhoz, hogy a (3.4)-ben szereplő készlet megvalósuljon.)
Egyetlen egy lehetséges, de nem .igazi hiánycikk sem lesz hiánycikk, mert kész­
lete növekszik, míg kereslete állandó marad. Nem-hiánycikkból tehát nem lesz
hiánycikk.

b) Minden lehetséges hiánycikk készletét egyenlete:;en növeljük, tehát a hiány
minden hiányciklméJ csökken. A AD készlet.többlet definíció szerint a nyilván­
valóan nem-hiánycikkekre összpontosul, ezért a készletcsökkenések összege,
akárcsak a készletnövekedések összege (1 - u)AD.

Ha az l. termék a t-1-edik időszakban hiánycikk volt, akkor a tétel a) része
értelmében az összes korábbi időszakban is hiánycikk volt. A készletnövelések
tehát t-1-szer érintették már az 1. terméket. Mivel a lehetséges hiánycik­
kek összkészlete legfeljebb D, a µ(t) készletbővülési tényező legalább
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v = (1 - x)A + l; azaz s1(t) > s1(0)v1, s ez nyilván csak véges sokszor állhat

fönn. Durva becslésünk szerint T =__!,_max log [d;/s;(O)] időszakon belül el-
tűnik minden hiány. v 1;;;;;;;;;111

Megjegyzések: 1) Míg a hiánycikkek halmaza általában szűkül (esetleg válto­
zatlan marad), addig a lehetséges hiánycikkek halmaza tágulhat is, legalábbis
időnként.

2) A hiány eltüntetésének tényleges sebessége nagyban f'ügg :►.: értékétől. Egy­
felől minél nagyobb x értéke, annál lassabb az egyszeri kószletigazodás. Más­
felől, minél kisebb x értéke, annál nagyobb valószínűséggel teszünk nyilván­
valóan nern-hiánycikket lehetséges hiánycikké. Pl. ax= 0, 1 EJ+(o) és x1(1) =
= x1(0) esetben s1(1) = x1(1) értelmében I EJ-(1).

3) Javítható az alkalmazkodási folyamat, ha jobban felhasználjuk korábbi
megfigyeléseinket. Előző példánknál maradva, mivel az 1. termék a 0. időszak­
ban már nyilvánvalóan nem-hiánycikk volt, ne zavartassuk magunkat azzal,
hogy az 1. időszakban lehetséges hiánycikké vált, hiszen biztosan tudjuk, hogy
termékünk nem hiánycikk.

Nevezzük biztosan nem-hiánycikknek azokat a termékeket, melyek a (3.4)­
(3.5) tanuló eljárásunk mellett a t-edik időszakban vagy valamikor korábban
legalább egyszer nyilvánvalóan nem-hiánycikk volt. Képletben:

(3.6)
t

K+(t) = U J+(u,). 
u=O 

Kiegész.ítő halmaza pedig legyen K-(t). Írjunk (3.4)-ben J+ helyére JU-t,
(3.5)-ben J- helyére K--t; ekkor a kószletnövekedést a J-(t-1)-beli termékek­
ről a szűkebb K-(t-1)-beli termékekre korlátozzuk, tehát az alkalmazkodás
gyorsabb lesz.

4) A nem-walrasi elmélet szelleméhez híven kiemeljük, hogy modellünkben
a hiány nem-árjellegű információk alapján tűnik el. Bár nem tagadjuk, hogy a
hiányt nagyon gyakran a túlzottan alacsony ár okozza; nem feledkezhetünk
meg arról sem, hogy egyensúlyi ár mellett is lehet hiány, ha a kínálat nem alkal­
mazkodik a kereslethez.

5) Említést érdemel, hogy dinamikus modellünkben teljesen figyelmen kívül
hagytuk a kereslet előrejelzését, amely olyan nagy szerepet játszott a megfelelő
statikus modellben. A hiány 8.3 alfejezete (8.12) egyenlet6ben például a követ­
kező kapcsolatot feltételezi az S; kószlet ós a dfcd előrejelzett kereslet között:

(3.7) S;= (1 + }.)dfred, feltéve, hogy (1 + ).)dfcd < D. 

E képlet nyomán mi is viaazaszámlthatjuk, hogy a (3.4) -(3.5) alkalmazko­
dási folyamat milyen kereslet-előrejelz6st rojt magában:

(3.8) arred(t) = xs,(t - 1) +I(:~ x)X;(t-= I) ' ha i EJ+(t - l);

(3.9) lprcd(t) µ(t)x;(t - l)
(,{ - 'I+ J.. 

ha i J-(t - I).

A képletek közgazdasági jelentése egyszerűen értelmezhető. Számunkra azon­
ban csupán az fontos, hogy implicit előrejelzéseink minőségileg mások a nyíl-
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ván valóan nem-hiánycikkekre mint a lehetséges hiánycikkekre. Ez a megkülön­
böztetés viszont teljesen hiányzik a statikus modellnél.

Eredményeinkből az következik, hogy az előrejelzés nem független, hanem
származtatott fogalom, s használata elkerülhető.

4. Sztochasztikusan változó kereslet

Alternativ feltevések

A 3. fejezetben az alkalmazkodási folyamatot időben állandó kereslet fel­
tevése mellett vizsgáltuk, s viszonylag enyhe feltevések mellett bebizonyítot­
tuk, hogy egy alkalmasan meghatározott alkalmazkodási folyamat a hiányt
záros időn belül eltünteti. Ebben a fejezetben feloldjuk a szóban forgó feltevést,
s megengedjük, hogy a kereslet valószínűségi törvények szerint ingadozzék.

4A) A kereslet n-dimenziós d(t) vektorai azonos eloszlású, időszakonként
egymástól teljesen független valószínűségi változók.

Mint A h·iány B függelékéből is kiderül, sztochasztikus keresletnél a hiány
bizonyos valószínűséggel megmarad, hacsak a kereslet szórását nem ellensú­
lyozza a készlettöbblet.

Dinamikus vizsgálatunkban el akarjuk kerülni ezt a bonyodalmat, éppen
ezért feltesszük, hogy alkalmasan megválasztott kínálati struktúra mellett a
hiány kizárható.

4B) A hiány megszüntethető: Létezik olyan s készletvektor, amely összhang­
ban van az adott 1 + A. készletegyütthatóval, s amely mellett a termékenkénti
maximális dM keresletnél minden termék nyilvánvalóan nem-hiánycikk:

(4.1) s1 > df" i = 1, ... m-re.

Megjegyzés: A 4B)-ben szereplő s értékét az eladó nem ismeri, feladata éppen
egy ilyen s vektor megtalálása.

Szükségünk lesz még egy további feltevésre. Az előző fejezetben már említet­
tük azt a bonyodalmat, hogy egyes nem-hiánycikkeket az eladó hiánycikkeknek
vélhet: d1 ::;;; s1 = x1. 

Ha kikötnénk, hogy rl1 < 8; esetén x1 < 8;, akkor csak a teljesen érdektelen
rl; = s, határesetben lenne egy nem-hiánycikk lehetséges hiánycikk.

Valójában egy még erősebb feltevésre van szükség, de a feltevés kimondása
előtt bevezetjük a standard elosztási szabály fogalmát.

Definició: Az eloszt.ási szabály etandard, ha van olyan a szám, 0 <:a< 1, 
amely mindig legalább akkora, mint a kényszerhelyettesítés é8 a túlkínálat
hányadosa:

(42) X;(t)-d,(t) < . d . J+() , . d. ---- ,;:;-, a < 1 mm en i E t -re cs mm en l-re. 
s,(t) - d;(t)

4C) Az eloszuisi szabály standard.

Megjegyzések: l. A 2. fejezetben bevezetett egyenletes széüerüés elnevezésű el­
osatási szabály nyilvánvalóan kielégíti a 4C) feltevést mindenegyes időszakra
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külön-külön. Valóban, {2.19) szerint o: = 11/(AD + 11), amely nem-negatív, és
}. > 0 miatt kisebb, mint 1. Továbbá, ha minden áru kínálatának súlya az
összkínálatban minden időszakban határozottan pozitív; azaz ha van olyan
E> 0, amelyre s;(t)/D 2 E minden i-re és t-re, akkor 11 S: (1 - meil), azaz
rx(t) ~ (1 - me)/(}. + 1 - me) < 1. Azaz az egyenletes szétterítés ilyen esetben
standard.

2. Emlékeztetjük az olvasót arra, hogy a 3. fejezet eredményei igazak voltak
anélkül, hogy az elosztás standard voltát kikötöttük volna. Ezért a mostani fe­
jezet eredményei csak részben általánosabbak, mint az előzőé (változó kereslet
az állandó helyett); részben viszont speciáliaabbak (standard elosztási sznhály
az általánossal szemben).

Módosított alkalmazkodási folyamat

Alapjában véve megtartjuk a 3. fejezetben leírt alkalmazkodási szabályt,
de némi módosításra lesz szükségünk. Mielőtt a módosítást ismertetnénk, rá­
mutatunk arra, miért nem célravezető ragaszkodni az eredeti folyamathoz.
Változatlan keresletnél igaz az, hogy egy nyilvánvalóan nem-hiánycikk keres­
lete legfeljebb akkora, mint akármelyik időszak vétele-eladása. Elegendő tehát
arra vigyázni, hogy a készletek ne süllyedjenek az előzőleg tapasztalt eladási
szint alá, s a nem-hiánycikkek nem válnak hiánycikkekké. Bonyolultabb a hely­
zet a változó keresletnél: ha az új időszak kereslete jóval nagyobh, mint a régié,
akkor az eredetileg nem-hiánycikk hiánycikké válhat, mégha a készlet válto­
zatlan marad is.

Le kell mondanunk tehát a folyamat monotonitásáról. Be kell érnünk a maxi­
mális kereslet alsó becslésével, amely azonban határértékben eléri a kereslet
maximumát (vagy felső határát).

A t-edik időszakban a maximális keresletet a következőképpen becsüljük
alulról:

(4.3) rl('1(t) = {max { x1(u), ha í E./ -(u) vagy .J-(u) üres, l <;; u ~ t},
0 egyébként.

Belátható, hogy d['1(t) alsó becslése rl('1-nek:

(4.4)

Bizonyításként megjegyezzük, hogy ha ·i EJ-(u) valamilyen u-ra, (l :S: it t),
akkor az J-(u) definíciója miatt rl;(it) > x,(u) és az elosztés standard volta
miatt d;(u) = x;(u), ha i EJ-(u)\f-(u). Ha .J-{u) üres, akkor viszont d(u) =
= x(u). 

Összegezve, rl,(u) = x,(u) i EJ-(u) esetén, azaz rl/'1 max x,(u). A rl('1(t) = 0

eset tri viális.
Nyilvánvaló, hogy alsó becelésünk időben nem romlik;

1::;.u:;;.1

(4.5) rlf"1(t) _-::;: rl('1(l + 1), l = 0, 1, 2, ...

hiszen a (4.3)-lmn szereplő változók körének bővülése nem csökkenti a maxi­
mumot.
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A becslési szabály elemzése után vezessük be a következő jelölést:

(4.6) a('1(t) = d('1(t), ha d('1(t) > 0 és a('1(t) = x;(t), ha d('1(t) = 0.

Ezek után rátérhetünk az alkalmazkodási szabály leírására:

(4.7) s,(t) = XS;(t -1) + (1- x)af1(t- l), ha iEJ+(t -- 1) nem teljes halmaz,

(4.8) s;(t) = µ(t)si(t - 1), ha iEJ-(t - 1) nem üres halmaz;

(4.9) s(t) = s(t - 1), ha J-(t - 1) az üres halmaz.

3. tétel A 4A), 4B) és 40) feltevések mellett ct (4.7)-(4.9) alkalmazkodási
folyarnat egy idő után végleg [elszámolja a hiányt:
(4.10) Van olyan T, amelynél nagyobb t-re

s(t) = s(T) > d(t) .

.Megjegyzések: 1) Ellentétben az előző fejezettel, az eladó most sohasem tud­
hatja, hogy végleg célbaért. Előfordul, hogy akár a kezdő időszakban hiány­
mentes volt a rendszer, de később megjelenik a hiány.

2) A 4B) feltevés nélkül a 3. tétel ki sem mondható. A 4C) feltevésre pedig
azért volt szükség, hogy megszabaduljunk a lehetséges, de nem tényleges hiány­
cikkek okozta bonyodalmaktól, 4C) nélkül a tétel általában nem igaz.
A bizonyítás vázlata: A bizonyítás túl bonyolult és meglehetősen érdektelen.

A teljes Lizonyítás helyett (amelyet KORNAI-8IMONOVI'l'S (1977) tartalmaz)
megelégszünk itt egy nagyon egyszerű bizonyításvázlattal.

1) A nyilvánvalóan nem-hiánycikkek készlete minden időszakban csökken.
2) A d,M(t) alsó becslés egy bizonyos időszak után már értelmezve van.
3) Egy adott nyilvánvalóan nem-hiánycikk korlátos számú készletcsökkentés

után vagy lehetséges hiánycikké válik, vagy eltűnik a hiány.
4) Egy adott lehetséges hiánycikk korlátos számú készletnövelés után nyil­

vánvalóan nem-hiánycikké válik.
5) Korlátos számú 3. és 4. típusú váltás után végleg eltűnik a hiány.
6) A váltások közötti időtartam nem korlátos, de korlátos várható értékű.

5. Nincs kényszerhelyettesítés - van sorbanállás

Dolgozatunk végére érve érdekes lesz megvizsgálni, mi történik a modellünk­
kel, ha a 2A) (nincs sorbanállás) és a 2E) (teljes kényszerhelyettesítés) feltevés­
párt a másik véglettel váltjuk fel:

2A.) A kielégítetlen kereslet teljes egészében hozzáadódik az új kereslethez.
2E) Egyáltalán nincs kényszerhelyettesítés.

Ekkor kimondhatjuk:

4. tétel: Tegyük föl, hogy nincs kényszerhelyettesítés, és minden kielégítetlen
kereslet hozzáadódik az új időszak időben változatlan keresletéhez. A (3.4)-(3.5)
készletalkalmazkodási szabálya véges időszakon belul eltunteti a hiányt.
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(5.1)

Bizonyítás: Kiindulásul írjuk föl az új elosztási szabályt:

Xj(t) = {dj(t), ha i E f+(t) 
s;(t), ha i E J-(t);

valamint az új kereslet-dinamikát:

(5.2) d;(t + 1) = dj + [dj(t) - sj(t)J+-
A 3. fejezet alkalmazkodási szabálya most egyszerűsödik, hiszen a kényszer­

helyettesítés által létrehozott lehetséges hiánycikkek körére zsugorodik, no meg
az érdektelen és valószínűtlen dj = s; esetre.

Esetünkben érdemes ax= 0 választással élni, azaz minden időszak nyilván­
valóan nem-hiánycikkeinek készleteit a pontosan megismert kereslet szintjére
csökkenteni, és úgy hagyni a továbbiakban.

Belátjuk, hogy az 1. időszak összhiáoya legalább a J...D slack-kel kevesebb,
mint a 0. időszak összhiánya: H(l) .S: [H(O) - J...DJ+-

Ekkor figyelmen kívül hagyhatjuk ezeket a termékeket a későbbiekben.
A megmaradó termékekre vonatkozó aggregált mennyiségeket ezentúl' -vel kü­
lönböztetjük meg az eredeti teljes termékhalmazra vonatkozó aggregátumok­
tól.

Valóban, S'(l) = S(l) - [D - D'(O)] = D'(O) + J...D és D'(l) = D'(O) +
+ H(O). Mivel a készletalkalmazkodás következtében az 1. időszak megmaradó
hiánycikkjei már a 0. időszakban is hiánycikkek voltak, H(l) :$; D'(l) - S'(l).
Behelyettesítve a fenti összefüggéseket, a bizonyítandó egyenlőtlenséghez
jutunk.

(Beérkezett: 1985. jan. 7-én.)
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THE DYNAMIC ADJUSTMENT 011 SUPPLY WITH BUYERR'
l•'OIW!!:D SOl3Wl'l'l'UTJON

The present model is a dynamic version of tho ono in Chapter 8 of Kornaí ( 1980).
A multi-product market is oxarnined, whore, undor «ondit.ions of goncral excess supply,
at t.imos there is excess demand for some product.a. IL is usaumod that the products can be
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stored and the buyer purcheses of non-shortage goods more than he originally intended to
(he makes forced substitution) and thus satisfies his demand in global terms.

The paper examines the adjustment process of the seller and establishes alternative
assumptions about supply, demand and the rule of forced substitution, such that shortage
disappears in a finite time.

,I{l1HAM114 ECl{O E nP ncnoco6Jl EHYIE nPE,I{JlO)f{EH 1151
B YCJIOBl151X BblHY)f{,I{EHHbIX 3AMEH

Paccvarpuaaeaan B crarse MO,[(eJJb npencrannner coöoü ,[(11HaMJ1l!eCKbll1 BapHaHT CTaTH4HOtí
MO,[(eJIH, npe,[(CTaBJJeHHO(I B 8-otí rrrase paőori; 51. Kopuan (8). AHaJIH311pyeTC51 MHOf'OTOBap­
Hbll'I puno«, Ha J(OTOpOM npn rJJo6aJJbHOM caepxnpennoxcetras BpeM51 OT speMem1 B03Hl1KaeT
csepxcnpoca Ha TOT 11Jll1 HHOH TOBap. npe,[(nOJJO)IUIM, 'IT0 roaapu MOryT Cl(JJa,[(HpOBaTbC51
l1 n01<ynaTCJJb noxynaer 60JJblUe He,[(eqJHL.\HTHblX TOBapos, qeM nepaouavansno HaMepeBaJIC51
(BblHY)l(,[(CHHMI saaeua), 11 TeM C3Mb!M cnpoc rJJ06aJJbHO YAOBJJeTBOp5IeTC51.

B crarse aHaJJ11a11pyeTc51 npouecc npncnocoönenna npozraaua, 11 qiopMymrpy!OTC51 raxae
ansrepnarnauue npCJ.1ITOJIO)l(eHl15! OTHOCHTeJJbHO npe,[(JJO)l(eHH51, cnpoca 11 pe)l(l1M BbIHy)l(­
}.\CHHblX 3aMeH, npn KOTOpblX }.\e'1JHL.\l1T Jll11(Bl1}.\HpyeTC51 B l(OHeqHbJtí CpOK.



TARJÁN TAMÁS 

0 rrnehéz és farnehéz beruházási megoszlások 

1. Bevezetés 

A Közgazdaságtudományi Intézetben hosszú idő óta folynak kutatások a
szocialista gazdaságban jelentkező beruházási ciklusok jellegzetességeinek fel­
tárására. A különböző kutatók különböző aspektusokból vizsgálták a kérdést
és különböző módszert alkalmaztak vizsgálataikban. Hagyományos közgazda­
sági elemzéssel dolgozott pl. BAUER TAMÁS [10] és TÉNYI GYÖRGY [ll]. Mate­
matikai módszereket és modelleket alkalmazott BRÓDY ANDRÁS [12], [13],
KORNAl JÁNOS [14], LACKÓ MÁRIA [15], KOVÁCS JÁNOS-VIRÁG ILDIKÓ [16],
TARJÁN TAMÁS-TÉNYI GYÖRGY [l], KOVÁCS JÁNOS és TARJÁN TAMÁS [2].
Ezekhez a kutatásokhoz csatlakozik az Országos Tervhivatalban végzett szá­
mos vizsgálat is, pl. AUGUSZTINOVICS MÁRIA [8], BEREND IVÁN [17] és FAUR
TIVADAR [8] kutatásai.

E kutatások részben a ciklus lefolyására, időtartamára és hatására vonatkoz­
nak, részben keletkezésük okainak feltárására. Ez a cikk azokhoz a vizsgálatok­
hoz csatlakozik, amelyek a ciklusok létrejöttének okait és a beruházási ingado­
zásoknak a népgazdaságra való hatását vizsgálják. A vizsgálati módszer első
gyökereit alighanem BRÓDY ANDRÁS [18]1972-es baseli elöadásában találhatjuk
meg, majdenneknyomdokain,de más felfogásban TARJÁN-TÉNYI [l] cikkében.

E cikk a beruházási folyamatot leíró pálya stabilitásának két szükséges fel­
tételével foglalkozik, majd a két feltétel valószínűségszámítási, fizikai és köz­
Gazdasági interpretációját adja.

A fizikai értelmezés segítségével bebizonyítja, hogy a TARJÁN-TÉNYI [l]
cikkében tárgyalt ,,orrnehéz" megoszlások nem feltétlen stabilizálóak, míg a
, .farnehéz" megoszlások szükségszerűen destabilizálóak.

A cikk a közgazdasági értelmezést az átlagos tőkelekötési idő fogalmának
segítségével adja. Bebizonyítja, hogyha a beruházási megoszlásokhoz tartozó
átlagos tőkelekötési idő rövidebb mint a beruházási idő fele (T/2) akkor a beru­
házás instabil pályán megy végbe. A cikk végül matematikai statisztikai eszkö­
zökkel elég általános feltételek mellett bebizonyítja, hogy a két feltétel egyen­
ként az ,,összes lehetséges" beruházási megoszlás 50%-ára, együtt pedig több
mint 70 %-ára képes eldönteni, hogy azok instabil beruházási pályához vezetnek.

2. Diszkrét rendszerek stabilitásának szükséges feltételei 

Mint TARJÁN-TÉNYI [l] és KovÁOS-TARJÁN [2]-ben tettük jelöljük a be­

ruházások megvalósítási arányszámait oc<1>, oc<2>, ••• , oc<n_vel (i oc<ki = 1J , és
¢5K 

tekintsük őket állandóaknak. Jelentse B(t) at időpontban induló beruházások

) Szigma 85/3
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összvolumenét. Így a beruházásokra fordítható t évi K(t) keretet a következő
összeg adja:

1' 
K(t) = 2 a,<k) Btt - k M 1). 

k=I 

Tegyük fel, hogy a t évben beruházásokra fordított K(t) keret y rátával nő
egyenletesen, azaz

K(t) = K0 • y1• 

Ekkor at évi B(t) beruházás-indításokra az alábbi diszkrét időpontokra felírt
1' 
2a,<k>B(t - 4 M 1) = A0y1 

¢5K 
(0)

állandó együtthatós inhomogén differenciaegyenletet kapjuk. Ennek megoldá­
sát (lásd pl. (19]-et) a differenciaegyenletek elméletében szokásos módon 6 

1' 2 akzT-k = ~ 
¢5K ( ~~ ) a"=--, k=I,2, ... T 

yk-1 

karakterisztikus polinom gyökeinek a segítségével kapjuk.
Míg a folytonos időparaméter alapján felírt lineáris differenciálegyenletek

megoldásai pontosan akkor stabilak, ha a hozzájuk tartozó

T
G(w) 5 ~ b1cwT-k 5 0 (b1 > 0)

Sc<k 
J( Á 

karakterisztikus egyenlet minden gyökének valós része negatív, addig a beruhá­
zási folyamatot diszkrét időpontokban leíró differenciaegyenletek megoldásai
akkor és csak akkor stabilak, ha a hozzájuk tartozó

J1 
ó ' z F =2 *}Ea: = 0 J61 > 0)

}=I 

karakterisztikus egyenlet minden gyöke abszolút értékben kisebb mint 1. 
Az előző negativitási feltétel teljesüléséhez az algebrából jól ismert Hurwitz

tételt1 kellene alkalmaznunk, amely az (1) karakterisztikus polinom együtt­
hatóiból képzett determináns sorozat elöjeleiből mondja meg pontosan, hogy
mikor hány gyök esik a negatív valós részű komplex számok alkotta félsíkba.

Jegyezzük meg, hogy a folytonos paraméterű rendszer stabilitásának fontos
szükséges feltétele, hogy (1) minden együtthatója pozitív legyen, azaz

(2)

b1c > 0, ha 1 -/- 4 -/- / f J) Á 

Ez az algebra alaptételének és a negativitási feltételnek közvetlen következ­
ménye, ui. a valós együtthatójú G(w) polinom első és másodfokú valós polino­
mok szorzatára bomlik, amelyek a gyökök valós részének negativitása miatt
mind pozitív együtthatójúak, így szükségképpen szorzatuk is az.

1 Lásd pl. KURos [3], ŰANTMAOHER [4].
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Ismert, hogy
w+l 

Z=--- 
w-1 

bilineáris leképzés segítségével a negatív valós részű Re(w) < 0 komplex félsík
kölcsönösen egyértelműen leképezhető a úz ú < 1 komplex egységsugarú kör­
lemezre.

Így a Hurwitz kritériumnak megfelelő szükséges és elégséges kritérium ad­
ható a diszkrét paraméterű rendszer stabilitására is (Lásd MARDEN [5],
s,Í " [6]).

Annak ellenére, hogy az automata- és vezérléselméleti alkalmazások követ­
keztében az 50- és 60-as évekre a diszkrét rendszerek stabilitására vonatkozó
kritériumok lényegesen leegyszerűsödtek, megfogalmazásukra könnyen kezel­
hető algoritmusok születtek Js,Í " (6)), a stabilitás szükséges és elégséges fel­
tételeinek közgazdasági értelmezése, interpretációja lehetetlen. Ezért itt meg­
elégszünk azzal, hogy két szükséges feltétel közgazdasági interpretációját adjuk
meg és matematikai statisztikai eszközökkel megvizsgáljuk, hogy e két szüksé­
ges feltétel a beruházási megoszlások hány ,,százalékára" képes eldönteni, hogy
azok instabil beruházási pályához vezetnek.

A J: Á bilineáris leképezés a (2)-beli aj együtthatók és az (1)-beli bk együtt­
hatók között az alábbi képlettel számolható kapcsolatot létesíti (lásd s,Í " [6]
83. oldal):

J: Á 

/ ¢+­ '8 [ lj { / [ 8 F b1, = ~ *J~ J+( Á( (1 S:: kS::T). 
J- á (5~ ú 4 a 1 - S 

Az (5) képlet alapján tehát 79) 72 és 7V értékei a következők:

J[ Á 

/ 
b1 = ~ *J = F(l) (6)

}=I 

/ 
72 =~ *8'/ a 2j M 1) = 2 · F'(l) - ' / a 1) · F(l) (7)

} 5á 

/ 
7V = ~aj(-l)f-1 = (-ljY-1F(-l). JYÁ 

} 5á 

Mivel az [l) és [2]-ben bemutatott közgazdasági alkalmazásokban a karakte­
risztikus egyenlet *J együtthatói nem negatívok és 61 > 0, ezért a (3) feltétel
4 = 1 esetén értelemszerűen mindig teljesül. Így az általánosság megszorítása
nélkül feltehetjük, hogy

/ 
~ai = 1. 
J=I 

2 J) Á szükséges feltételt az (7)-beli h1-re alkalmazva kapjuk, hogy

/ 
~ *9/ a 2j M 1) > o,
1-1 

J4Á 

(10)
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azaz átrendezéssel és (9) felhasználásával az

(i) i- / M I~Jaj<--- 
J=l 1 

szükséges feltételt kapjuk.
A J) Á szükséges feltételt az (8)-beli 7VaVc alkalmazva kapjuk, hogy

/ 
.2'aj(-I)i-J > O,
/=l

azaz J4Á és (11) összeadásával a

(11) 

(ii)
á+ ~ K 1 
.2' a21-1>­
/=l 1 

([ :-1 a felső egész rész) szükséges feltételt kapjuk.

3. A két szükséges feltétel közgazdasági interpretálása 

Az (i) feltétel valószínűségszámítási értelmezése kézenfekvő, hiszen az [l]-ben
és [2]-ben ismertetett modelleknél az *v *2, ••• , *V beruházási megoszlás egy­
ben valószínűségi megoszlás is (lásd a (9) feltételt), ezért az (i) feltétel bal oldala
az eloszlás várható értéke. Az (i) feltétel azt követeli, hogy a beruházási eloszlás
várható értéke kisebb legyen az 1 és / számtani közepénél. Ha tehát a beruhá­
zási megoszlással súlyozott átlag eléri vagy meghaladja az egyenlő súlyokkal
súlyozott közepet, akkor a hozzá tartozó beruházási pálya instabil.

Adhatunk az (i) feltételnek fizikai értelmezést is. (l. ábra)
Vegyünk egy / a I méter hosszúságú vízszintes tartót. Balról számítva

4 a I méter távolságban (1 s;: « « V[ZF hasson egy *)) nagyságú erő lefelé.
A fizikából tudjuk, hogy a (6)-beli b1 az erőrendszer eredője, míg a (7)-beli 7T 
az erőrendszer O centrumára számított nyomatékának 2-szerese.

Nevezzük tehát GVVúcBé z McNv *Só Ü9Eá Ü9 McCGÜz Sá cG4M*4r azokat a megoszláso­
kat, amelyekből készített erőrendszer eredője az O centrumtól balra támad,

1 ) 4

~ Wz ­t ­v pWöuá s ­öá >y 

X+( X 

.hl
1 

Jf á 7V*f Lefelé ható párhuzamos erőrendszer
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}*VúcBcz c4úc4 pedig azokat, amelyeknél az eredő a centrumban vagy tőle jobbra
támad.

Ez a definíció, a vízszintes tartó analógiából természetesnek adódik. Már a
X2Í sÁ . +XÉ . " á [l] cikk írásakor is használtuk az elnevezést, azonban ott pon­
tos definíciót a fogalomra nem adtunk, tételt sem mondtunk ki rá. 2z így defi­
niált farnehéz megoszlásokra a következő tétel igaz az (i) feltétel alapján:

Jf Eé EcSf n }*VúcBé z McNv *Só Ü9Eá Ü9 McNGÜz Sá ÜG4 cÜcEé ú * 7cVDBá záÜ 9úÜE*79S Zá Sy á ú 
McNy v é N7cf 

Az orrnehéz megoszlásokra volt [l]-ben egy sejtésünk, nevezetesen az, hogy
azok stabil pályát eredményeznek. Ez azonban nem bizonyult igaznak. 2z orr­
nehézség csak szükséges feltétele a stabilitásnak.

Orrnehéz eloszlásoknak nevezhetnénk azokat a beruházási eloszlásokat,

amelyeknél a ( / v 1) félidőig már több mint a fele beruházás megvalósul; far­

nehezeknek pedig azokat, amelyekre ez a feltétel nem igaz. Valószínűségszámí­
tási fogalmakkal ezt úgy mondhatnánk, hogy az eloszlás orrnehéz vagy far­
nehéz, ha a hozzátartozó medián kisebb vagy nagyobb az első és utolsó érték

számtani közepénél, ( / r 1 )-nél. Ez sokkal egyszerűbben definiálható osztá­

lyozás lenne, azonban erre nem lenne igaz az előző vagy hozzá hasonló tétel.
Ennek illusztrálására tekintsük a következő példát.

d é Sü*r / = 4; a1 = 0,1, *2 = 0,5, a3 = 0,1, *)J = 0,3
A várható értékhez kapcsolódó definíciónk értelmében ez az eloszlás far­

nehéz, tehát az 1. tétel értelmében instabil pályát eredményez. A mediánhoz
kapcsolódó definíció értelmében azonban orrnehéz lenne.

A matematikai statisztikából tudjuk, hogy a két fogalom szimmetrikus el­
oszlások esetén egybeesik. Nem sz.immetr-ikus eloszlások esetén (épp azoknál,
amelyeket mi akarunk vizsgálni) azonban külön válnak. dc*VÜGú az aszimmetria
jellegének és mértékének mérésére épp a kettő különbségét használja (lásd pl.
CALOT [7]):

Má dik p I pp­ a 3 (várható érték-medián)so 1 ·, earson we.: 1mens = --'-----------'-- ,
szórás

amely negatív, 0 vagy pozitív, ha az eloszlás rendre balra elterülő, szimmetri­
kus vagy jobbra elterülő.
A példánkban szereplő eloszlásra a várható érték = 2,6, a medián = 2; ezért

az eloszlás Pearson definíciója szerint jobbra elterülő, a mi definíciónk szerint
pedig farnehéz.

Végül egy közgazdasági érv definíciónk jogosságára.
. A beruházásoknál a lekötött tőke mennyisége után az átlagos tőkelekötési
idd a legfontosabb szempont (lásd AuauszTINOVIOS [8]), amelyet a

átl. tőkelek. idé5 =9 (T - j M fkr[F aj, 
J=I 2 

(12) 
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képlettel számíthatnánk, hiszen az utolsó évben ráfordított tőke fél évet, az
utolsó előttiben ráfordított tőke másfél évet stb. volt átlagosan lekötve. Az (i)
feltétel a következőképpen fogalmazható meg az átlagos tőkelekötéssel:

T ( 1 ·) ( 1) T T . l T + I T~ T M + + J aj = T M + ~ aj - ~ Jaj > T M + + ++ = - ,
m+( 2 2 i=) l=t 2 2 2 

azaz 

J( ) Á 

j (r - j M _!_) . aj > T .
J=l 2 2 

Kimondhatjuk a következő tételt:

(i')

2. tétel. Ha az átlagos tőkelekötési idő nem nagyobb mint a beruházási idő fele
(T/2), akkor a beruházás instabil pályán megy végbe.

A (ii) feltétel közgazdasági értelmezését a következő tétel adja.

3. tétel. Ha a páratlan évekbeli 1, 3, 5 stb. beruházási ráfordítások nem haladják
meg az összes ráfordítások felét, akkor a beruházás instabil pályán megy végbe.

4. A két szükséges feltétel statisztikai vizsgálata 

Mivel nincs empirikus ismeretünk a beruházási megoszlásokat illetően, ezért
a két szükséges feltétel hatókörének vizsgálatánál az a1, a2, ..• , ar megoszlás
megvalósítási hányadait véletlen számoknak tekintjük. A vizsgálat eredménye
természetesen függ attól, hogy azokat milyen konstrukcióval állítjuk elő. Két
konstrukciót fogunk a továbbiakban tárgyalni:

I. az elsőben a [O, l] intervallum elválasztó pontjai a független valósslnűségi
változók, míg

II. a másodikban maguk a megvalósítási hányadok a független nem negatív
eloszlású valószínűségi változók.

I. Tekintsünk egy tetszőleges F(x) eloszlás függvényt, amely a = 0,5-re
szimmetrikus, azaz minden x-re

F(a - x Á = 1 - F(a M x M O),

(Lásd pl. RÉNYI [9] 200. old.) és amelyre

F(0} = 0.

(14) 

(15)

Tekintsük a teljesen független X1, X2 ... Xr- 1 valószínűségi változókat,
amelyek a 0,5-re szimmetrikus fenti eloszlást követik, amelyek értékei tehát I
valószínűséggel O és I közé esnek.

Az X1, X2, ••• Xr_1 valóazfnűségi változókat rendezzük nagyság szerint,
és legyen Xt az X1 valószínűségi változók közül nagyság szerint a k-adik.
Ekkor természetesen x; ~ X2 ~ ... ~ Xf_1. Ezt rendezett mintának szokás
nevezni a statisztikában, továbbá legyen Xó = 0 és Xf = (a 
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Ekkor az első konstrukcióban a beruházási megoszlás a1, a2, ..• ar megvaló­
sítási hányadai álljanak elő a következő módon:

al= x; - XJ', 61 5 x~ - x;. ·. ar-1 5 Xf-1 - Xf-2, ay = X;J; - Xr-1·
Az (i) feltétel statisztikai vizsgálatánál arra a kérdésre kell válaszolnunk,

hogy mi annak a valószinűsége, hogy az (i) szükséges feltétel nem teljesül (a be­
ruházási eloszlás instabil megoldást ad):

P((i) nem teljesül)= P (i k(Xf - Xf_1) > T M 1) =?
¢5­ 1 

Először tekintsük az alábbi átalakítást:
T T T-1 T-1 T-1
;E k(Xt- X{_1Á5 ~ es; - ;E (k+ l)Xf =T- ~ Xf -0 =T- ~ X1,. 
¢5K ¢5K k=O ¢5K k=I 

Tehát

P (i k(Xt - Xf-1) 2 T M l) = P (11 s, > T - l) = 0,5.
¢5K 2 ¢5K 2

Ui. mivel Xk - k az a = 0,5-re szimmetrikusak és függetlenek, ezért a T - l 
változó összege 0,5 · (T - l i-re lesz szimmetrikus. Ezért a fenti valószínűség
értéke 0,5.

Az (ii) feltétel statisztikai vizsgálatánál pedig az alábbi valószínűségre va­
gyunk kíváncsiak:

r ~ K 
P((ii) nem teljesül)= P (:E Xil-i - Xfi-2 ~ 2-) =?

1=1 1 

2 függetlenség és a 0,5-re való szimmetria miatt:
T-1 

P(X1 I Xi, X2 I x2, ... Xr-1 < Xr-1) = I[ P(X1 < x) =
j=l

X+( 
= fj P(l - Xr-J <xi)= P(I - Xr-i I Xi, l -Xr_2 I x2, ... , 1- X1 < x.,._1).

} 5á 

1gy a rendezett mintájukra is fennáll a

P(X{ I Xi, x: I X2, x:;._1 < Xr-1) = P(l - Xf-1 I Xi, 1 - X}-2 I 
< X2, ••• , 1 - X{ < Xr-1) 

egyenlőség. Vezessük be az

ö~ K 
X* = ;E xil-1 - x ­Í +1 

05á 

jelölést. Ekkor, ha T páros
T T 
1 1 

1 - X* = ;E Xf-21-1 - Xt-21-1 = ;E (1 - ; p+1(+( Á + (1 - Xr-21-2),
l=I l=l
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azaz
P(X* I x) = P(l - X* I x), 

tehát X* 0,5-re szimmetrikus, vagyis P(X* < 0,5) = 0,5 ha T páros. Ha T pá­
ratlan, akkor a pontos értéket nem tudjuk kiszámítani.

Foglalkozzunk most a második konstrukcióval:

II. Tekintsünk egy tetszőleges G(x) eloszlásfüggvényt, amelyre

G(O) = 0. (16) 

Tekintsük a teljesen független Y1, Y2, ••• YT valószínűségi változókat,
amelyek a fenti eloszlást követik, értékeik tehát 1 valószínűséggel nem nega­
tívak.

Vezessük be az
T

Y = ~v , jelölést. (17) 
} 5á 

Ekkor a második konstrukcióban a beruházáai megoszlás a1, az, ... a7 meg­
valósítási hányadai a következő módon álljanak elő:

Y1 Y2 YT 6( 5+S6z 5+S aaa ,a7=-.y y y

Jelen konstrukciónál az (i) feltétel statisztikai vizsgálata a következőben áll:

(
r T T

P((i) nem teljesül)= P ~ kY1, --f--_!-_ ~ Y,1) =?
¢5á 1 ¢5á 

Gondoljuk meg az alábbiakat:
a) két 1 valószínűséggel nemnegatív eloszlású teljesen független valószínűségi
változó különbsége a = O-ra ssimmetrikue eloszlást követ.
b) véges sok, a= O-ra szimmetrikus teljesen független elosztás összege is
a = O-ra szimmetrikus.

e) T( T+l) l~'.I( T+l)~ k--- Yk=~ k--- (Yk-Yr-d·
¢5K 2 . 0B5K 2

Tehát a (18) összeg a= O-ra szimmetrikus. Így

P( (i) nem teljesül) = P (i (k - T M l) Y11 ' o) = 0,5.
¢5K 2

Az (ii) feltétel statisztikai vizsgálata pedig a következő:

Jí i=K T )
P((ii) nem teljesül)= P ~ Y21_1 z 0,5 ~ r, =?

(5( ¢+­ 
Ha T páros, akkor

T T 
2 T 1 
~ Y21-1 - 0,5 ~ Y,, = 0,5 ~ (Y21-i - Y21)-
(5( ¢+( (+( 

(18) 

(19) 
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A (19) összeg is az a= O-ra szimmetrikus az a) és b) pontok alapján. Tehát
ha T páros, akkor

T

P((ii) nem teljesül) = P (i Y21_1 - O,\Í r, > o) = 0,5.

Az ('i) és (ii) feltétel együttes szimulációs vizsgálata

A két szükséges feltétel együttes vizsgálatát a második konstrukcióban és
pszeudo-véletlen számokkal végeztük.

Az eredményeket az alábbi táblázatban foglaltuk össze. Minden esetben
T = IO. G(x) eloszlás két féle

x) [O, l] intervallumban egyenletes,
/3) }, = I paraméterű exponenciális eloszlás.

A kísérletek száma legyen N, ennek függvényében
r(i), r(ii) és r(i, ii) jelentse rendre annak a relatív gyakoriságát, hogy az (i)

feltétel, a (ii) feltétel és mind a kettő teljesül.

1. táblázat

T ~ 10

N öJ­Á 

Egyenletes eloszlás

öJ­­Á 

20 á 0,7 0,55 á 0,3 0,7 0,65 0,35
50 0,58 0,5 0,28 0,58 0,58 0,36

100 0,52 0,49 0,28 0,54 0,52 0,31
500 0,5 0,48 0,27 0,508 0,496 0,288

1000 0,501 0,506 0,287 0,503 0,513 0,296
10000 0,4961 0.5103 0.281 á 0.491 0.5116 0.2797

á 
Exponenciális eloszlás

« ­~ ­Á~ + +++ö+J­Á+++++++B++ö+Jú +Á +++S++++ö+J­S+­­Á++ 

~~ 0,5 0,5 ( -0,28 0,5 0,5 ( -0.28

Az 1. táblázatból tehát azt olvashatjuk ki, hogy annak a relatív gyakorisága,
hogy
- az (i) feltétel nem teljesül, tart 0,5-höz.
- az (ii) feltétel nem teljesül, tart 0,5-höz.
- az (i) vagy az (ii) feltétel nem teljesül, tart O, 72-höz.

A szimulációs vizsgálatot csak a második konstrukcióban végeztük el, de
mindkét konstrukcióban tudjuk elvileg, hogy a fenti első két relatív gyakori­
ságnak 0,5-höz kell tartania. A szimulációs vizsgálatot azért volt célszerű elvé­
gezni, mert a két szükséges feltétel együttes vizsgálata olyan általános eloszlá­
sokkal, mint azt az (i) és (ii) feltétel esetében tettük, sokkal bonyolultabb bizo­
nyításokat és meggondolásokat igényelne, s a szimuláció mégis ad valami képet.

A fenti harmadik relatív gyakoriság az egyenletes és exponenciális pszeudo­
véletlen számok esetében is 0,72-höz tart; így elmondhatjuk, hogy

P((i) nem teljesül vagy (ii) nem teljesül)~ 0,72,

azaz a két szükséges feltétel az összes beruházási megoszlások több mint 70 szá­
zalékára képes kimutatni, hogy azok instabil beruházási pályához vezetnek.

(Beérkezett: 1985. febr. 14-én.)
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STEM-HEAVY AND STERN-HEAVY INVESTMENT DISTRI.BUTIONf:>

The art.icl« establishes t.wo necessary condit.ions of Lhfl sto.bilit.y of tho invest.ment.
process modelled in an article by Tarján-Tényi and then gives an intecpreta.tion of the
two eonditiona from the aspect of probability theory, physics and economics. With the aid
of the physical interpretation j.L is proved that t·,he stern-heavy diet.ributiona are not, neces­
sarily stabilizing while the sbern-haavy ones are necessarily destabilizing.

The economic interpretation is based on the notion of average Lime of capital dornobiti­
zation. It is proved that; if the average capital demobilizar.ion time belonging Lo the in­
vestment distribution is shorter than half of tho investment g0station period then the in­
vest.ment takes place along an unstable path.

Finally, the article proves with mathematical-statistical tools and under rather general
conditions that eaoh of the conditions can decide for 50 percent of pall possible" investment
distributions and the two combined for more than 70 percent whether they lead to un-
stable investment paths. ·
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Y o X) XhL g ) ) hKY) áj Xo [( >s 6 g LWzx WS>iÉ É { K; " o sKj 9g g B+ö6zg skÉ) ) yJg g >] Wu LBB6 (J) pKg X6ssj 9 s( ~Áp{o ­ 
g g g S o É WS>iL\ S] W96g g hK; 9 o X6Xho X6] s >u 6 g XLg hg (I), 6 ) 6XLÉ --ö\ >s 6 y B>W9g [( W>] LS>iLsKgáj Xo [( 
9 6BööLx öL XLj ] g g 9L] ~[( Xg j o Xg S J~ g ) gKJpK (( ) (J~g j É g (asLo (J~­( g 6y (ö>a o >j É j , -J{ Kj ¢ g ) g (asLo ( I WöW 
Xj sKn j 96pkg[( Sú'j n6) {K96LXo g S (asXj ] 6B>] LS>iL>Lg g [( o JI g j o j 9hKÉ É }Á neperpyarcaau g L ~zg ) 6XLsshg j 
[( 9 s( [( áj Xo [( o X6zg sKg ) g ] y (~ KK{g É g S 6 L JI n j ] É j 9hKÉ g} Á + g L ~z[( ) 6Xo sKhg j S>iLBX6z(ö>(( ) (( ] y kj KK{g É g a 



BERUHÁZÁSI MEGOSZLÁSOK 147 

31{0HOMHllCCKOC TOm<OBaHI IC naercs B crarse C ITOMOll(blO ITOH51TH51 cpennero cpoxa OTBJJCYe­
rlH51 xarurra na . .[{Or{a3blB3CTC51, liTO ecrnr cpe,nHHH cpox OBJJCliCHH.51 1{3ITHTaJJa npn ,naHHOM
pacnpene.neturu 1(3ITHT3JJUBJlO)!{eHHH MeHbWC ITOJlOBHHbl cporca 1{3ITHT3JlOBJJO)!{eHHH, TO ](3ITH­
T3JJOBJ10)!{CHJ,J.51 HAYT no HeycTOIÍliHBOMy nyra.

H H31{011CL\, B CT3Tbe C ITOMOll(bfO cpencrs MaTeMaTHlleCl{OH CTaT!fCTHl(J,f npu AOCTaT04HO
OŐU(I IX yCJ10B1151X A0I(a3bl83CTC5l, l!TO :JTH naa ycJJOBM.51 CITOCOŐHbl 1{3)1{AOC B OTACJlbHOCTlf B cny­
tfae 50 npOI.\CHTOB «acex ll0311\0)l(Hb)X)) pacnpeneneunjt 1{3ITHTaJJOBJ10)!{CHHl1, a BMecre - B cny­
xae 70% cnocoönu peunrn., senyr JlJ-1 OHM I( HeyCTOHliHBOMy nyrn K3ITHT3JJO!JJ10)1{CHHH.



VÖRÖS JÓZSEF 

Degeneráció és szingularitás a pénzbefektetéses 
analízisben 

Bevezetés 

A pénzbefektetés analízis beruházója b nagyságú tőkéjét n helyre fektetheti
be. A tervperiódus elején az i-edik helyre invesztált összeg nagyságát jelölje
X;, i = 1, ... , n, mely a peródus végén ~;x1 nagyságú hozamot biztosít, és ~,-k
egy ismert típusú együttes valószínűség-eloszlásfüggvénnyel rendelkeznek.
A beruházó úgy választja meg az x; értékeket, hogy azok maximalizálják u(;'x) 
hasznosságfüggvényét (a vonás transzponáltat jelöl és s' = [ ;i, ... ;nJ,
x = [xi, ... x,,]). Feltesszük, hogy u EU, ahol U a nem csökkenő, folytonosan
differenciálható konkáv hasznosságfüggvények osztálya; másként megfogal­
mazva ez azt jelenti, hogy beruházőnk kockázatérzékeny.

Beruházónk problémáját az alábbi módon fogalmazhatjuk meg:

Edu(;'x)} -+ max
l'x = b 
xEK,

(la)
(lb)
(le)

ahol JiJ! várható értéket jelöl a s valósaínűségi vektorra vonatkozóan, K pedig
az x,. változókra egy további feltételeket megfogalmazó konvex halmaz.
(Az l vektor az ún. összegző vektor, azaz I' = [l, ... , l].) 
A ;'x várható értékét jelölje 0, varianciáját pedig Z2. Tonrn [4]-ban meg­

mutatta, hogy a fenti kitételeknek eleget tevő hasznossági függvények közöm­
bösségi görbéi a (0, Z) síkban monoton növekvőek és konkávak; emellett, ha
a frk együttes eloszlása normális, akkor az (1) feladatot az alábbi módon lehet
megoldani:
- meg kell állapítani a valószínűségeloszlás paramétereit,
- elő keJL állítani a hatékony (adott C-hez a legkisebb Z-t adó) befektetési

kombinációk halmazát,
- a beruházó közömbösségi görbéjének megfelelően ki kell választani a

maximalizáló kombinációt.
(Lásd az 1. ábrát, ahol X a közömbösségi görbesereget, Y pedig a hatékony
kombinációk (0, Z) értékeit jelöli.)

A hatékony kombinációk halmazát Merton az alábbi feladat explicit megol­
dásával állította elő:

l'x = b 
a'x = e 

x'Vx-+ min,

ahol E(;1) = a1; és vij = cov (;1, ;j), továbbá a' = [a1, •.. an] és V = [v,1]. 

(2)



150 VÖRÖS JÓZSEF

z y

r· 
e

1. ábra. A elöntés

A változókra vonatkozó nemnegativitási feltételt (2)-höz csatolva [5] tanul­
mány szintén explicit megoldást közöl. Az eljárás különösen hatékony azon
esetekben, amikor létezik (2)-ben C-nek olyan (00; 01) nyílt intervalluma, mely­
ben az optimális megoldás valamennyi komponense pozitív. A tanulmány bizo­
nyítja, hogy a 00 pontban zéróvá váló változó a Cs;; 00 intervallumban végig
zéró marad, következésképpen ebben az intervallumban a rendszerből elhagy­
ható. Ha a 00 pontban több változó válik zérussá, a tanulmány más eljárások­
hoz hasonlóan perturbációt javasol. A következő fejezet azt bizonyítja, hogy ha
ebben a 00 pontban több változó válik zérussá, ezek mindegyike a Cs;; 00intervallumban zéró.

A pénzbefektetés-elméletben állandósult feltevés, hogy a kovariancia-varian­
cia mátrix nem szinguláris. Ez fontos kitétel volt mind a [2] mind az [5] tanul­
mányban. A cikk utolsó fejezete ezen kitételt oldja fol és explicit megoldását
adja a (2) feladatnak, amikor a kovariancia-variancia mátrix szinguláris (pozi­
tív szemidefinit).

1. A degeneráció kezelése 

Legyen tehát adott az alábbi n változós (n > 2), C-ben paraméteres kvadra­
tikus programozási feladat:

x~o 
l'x = b 
a'x = 0 

- : Zt(C) == max {- : x'Vx}. 

Legyen m olyan index, melyre I < m < n, továbbá legyen M = jil 1 $; 
:s;; i :s;; m}; N = { i Im + l S: i ,:S: n} és E olyan mátrix, mely E = [ ~ , ahol

0 egy m X (n - m)-es zéró mátrix, az I pedig egy (n - m) X (n - m)-es egység­
mátrix.

(3a) 

(3b) 
(3c) 

(3d) 

1. tétel: A (3) feladatban a kovariancia-variancia mátrix legyen pozitív defi­
nit, a 00 < C < C1 intervallumban pedig az optimális megoldás valamennyi
komponense pozitív értékű. A 00 pontban legyen X; = 0, i EN; x1 > 0, i EM,
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valamint az a vektor első m komponense között legyenek különbözőek. Ekkor a
0 < 00 intervallumban a (3) feladat megoldását az

x>0 
l'x = b (4)
a'x = 0 
E'x = 0 

- : Z~_(0) = max {- : x'Vx} 

feladat megoldása adja.

A tétel megfogalmazásához néhány megjegyzést fűzünk: a feltételek szerint
a (3) feladat optimális megoldása azzal az előnyös tulajdonsággal rendelkezik,
hogy a (00; 01) intervallumban valamennyi komponense pozitív. Ebben az in­
tervallumban a (3) feladat tehát ekvivalens a (2) feladattal, következésképpen
Lagrange-problémaként is felfogható. Ezen Lagrange-megoldás utolsó (n - m)
komponense zéróvá válik a 00 pontban, így a (3) feladat és a (4) feladat ebben
a pontban ekvivalens. A (4) feladat m változós problémaként is kezelhető, mely
szintén rendelkezik azon tulajdonsággal, hogy létezik olyan 0, például a O 

0
, 

amelyben az optimális megoldás valamennyi komponense pozitív. Így, ha téte­
lünket bizonyítjuk, a (3) feladat megoldását - a kimondott feltételek mellett -
olyan előjelkötetlen feladatok megoldásának sorozataként állítjuk elő, melyek
mérete minden iterációs lépésben csökken.
Bizonyitás: A 3. feladathoz a

I
W(x, u) = - - x'Vx + u1(b - l'x) + 11,.(0 - a'x) 

2 • 

Lagrange-függvény tartozik, a KT feltételeket pedig az alábbi rendszer fogja
össze:

Ezután tekintsük a

aw a; = -Vx - Iu1 - au2 ;S;" 0; 

l'x = b 
a'x=0 

x' aw = 0 
ax 
x>0. 

l'x = b 
a'x =0
E'x =0 

- ~ Z2(C) ss max{- ~ x'Vx} 

(5a) 

(5b)
(5c)

(5d)

(5e) 

(6)
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feladatot. Az I. tételben kimondott feltételek mellett a változók folytonossága
miatt a C 0-nak biztosan létezik olyan környezete, melyben a (6) feladat ekviva­
lens a (4) feladattal. Most megmutatjuk, hogy a 00-nak létezik olyan bal oldali
környezete, melyben a (6) feladat optimális megoldása kielégíti a (3) feladat (5) 
alatti KT feltételeit.
A (6) feladathoz tartozó Lagrange-függvény az alábbi:

I
<J>(x, u) = - - x'Vx + u1(b - l'x) + u2(0 - a'x) - x'Eu3, 

2 

ahol az u3 vektor (n - m) Lagrange szorzót tartalmaz.
A (6) feladathoz csatolandó elsőrendű feltételeket az alábbi egyenlőségek fogják
össze:

-Vx - I u1 - au2 - Eu3 = 0 
l'x = b 
a'x = e 
E'x = 0. 

(7a)-ból V pozitív definit volta miatt

X = -V-1lu1 - v-1au2 - v-1Eu3. 

(7a)
(7b)
(7c) 
(7d)

(8) 

Legyen v-1 = M, f = l'Ml; d = a'Ml; e= a'Ma, és az M mátrixot particio­
náljuk az alábbi módon:

ahol az M11 mátrix mXrn-es, és M part.ícioné.lásának megfelelően a' = [a;; a;J.
ahol a1 m elemű vektor.
(8)-ból:

b 1, f l l'[M12] = X = - U1 - l U~ - U3 
M22 (9)

és mivel az x vektor utolsó (n - m) komponense zéró, szintén (8) felhasználásá­
val:

melyből V pozitív definit volta miatt

u3 értékét (9)-ben felhasználva

b = -ul(f - f) - U2(d - a) 
e= -ui(d - a) - Uz(e - é), 

(IO)

(11) 
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ahol

Felhasználva az

I - i = J; d - a = a; e - e = e 
egyszerűsítő jelölést (11) az alábbi formában írható fel:

b = -uJ - U2a 

C = -uir}, - uze. 
Az e, t: a meghatározásánál szerepet játszó mátrixoknál a kijelölt műveletet el­
végezve kapjuk, hogy

(12) 

melynek felhasználásával:

J = l' [ M11 - M~2M;/M21 !] l = l'Gl, 
e = a'Ga, és a= a'Gl.

Tekintsük ezek után a

ip(A) = (a - Al)'G(a - J.l) = /J.2 - 2clA + e 
másodfokú függvényt, melynek diszkriminánsa

J2 - ef 

Az Mn - M12M2:i1M21 = V1i1 blokk pozitív definit volta miatt a ip(A) ezért csak
akkor zéró, ha a1 = Al; feltételünk szerint azonban az a vektor első m kompo­
nense között különbözőek is vannak, melyből következik, hogy eJ - J2 > o.
Az ef - a2 egyúttal determinánsa is a ( 12) egyenletrendszernek, melyből követ­
kezően (12)-nek az a1 cc,6 Al kikötés mellett egyértelmű megoldása van Ui, ui-re:

eb-JC u =---- 1 ef - J2
JC-ab u,,= - rl . - eJ - d2 

(10)-ben felhasználva ezen eredményt

(e/ - J2)u3 = (/M2;1M2a - JM2iM2l)C + (eM2iM21 - áM21/M2a)b, 

(13) 

4 Stigma 86/S
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tehát u3 valamennyi komponense G-nek lineáris függvénye. A O = 00 helyen
u3 = 0, mivel az (5a) feltételek egyenlőség formájában teljesülnek, és 00 jobb
oldali környezetében u3 valamennyi komponense pozitív, hiszen ha azok között
akár egy is negatív lenne, azt eredményezné, hogy O O jobb oldali környezetében
(3)-nak létezik olyan optimális megoldása, melyben egy változó értéke zéró,
míg a többi pozitív. Ez azonban ellentmond annak, hogy (3)-nak ezen környe­
zetben minden változója pozitív. Következésképpen: 00 bal oldali környezeté­
ben u3 valamennyi komponense negatív, ami annyit jelent, hogy i E N-ré X;-k
zéróra állítása a KT feltételeket kielégíti; továbbá O O - nak létezik olyan bal
oldali környezete, melyben X; > 0 Vi E M-re, szintén a változók folytonossága
miatt. A változók ezen státusa - hogy X; > 0 \;/ i E M-re és X; = 0 \;/ i E N-re - 
mindaddig kielégíti a KT feltételeket, míg az JJf indexhalmaz újabb elemeihez
tartozó változók zéróvá nem válnak. Ezen O_1-ben u3 valamennyi komponense
ugyanúgy negatív mint 0_1 jobb oldali környezetében, tehát a (3) feladat meg­
oldását a OS:: 00 intervallumban a (4) feladat megadja, melyből az utolsó
n - m változót elhagyva, a visszamaradó feladat szintén azzal a tulajdonsággal
bír, hogy létezik O-nek olyan intervalluma, melyben minden változó pozitív.
Eredeti feladatunkat így visszavezettük egy méretében redukált feladatra.

Beruházónknak legyenek az alábbi tulajdonsággal bíró befektetési helyei:

b = I; a'= [I; I; 2; 3], és

V =[o'\,2 ]
0,2

0,5
Mint ismeretes,

ahol (12)-höz hasonlóan
eb-dO 

valamint

ef - d2 
/0 -db 

U2 = - 'ef - d2 

V(O) = /02
- 2db0 + eb2 

ef - d2 

Az alábbi értékekre van tehát szükségünk:

f = 22; d = 31; e= 53; ef - d2 = 205.
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Ezek felhasználásával:

X1 = (-900 + 220)/205
X2 = (-45C + 110)/205
X3 = ( 650 - 45)/205
X4 = ( 700 - 80)/20,5

A kifejezések alapján az x > o egyenlőtlenségrendszert C-re megoldva kapjuk:

e < 220/90 = 2,44
e ,s; 110/45 = 2,44
e> 45/65 = o,69
e :2: 80/10 = 1,14,

tehát 00 = 1,14; 01 = 2,44 és így a 00 < C < C1 intervallumban valamennyi
változó pozitív, a C1-ben pedig az x1 és x2 változók válnak zéróvá. A C > C1
intervallumban ezeket elhagyva, a redukált feladat inputjai:

a'= [2; 3]; V = [0,2 ] ,
0,5

és mivel csak két változónk van, ezek a 2 < C < 3 intervallumban biztosan
pozitív értékűek.

Egyébként: f = 7; d = 16; e= 38 és ef - d2 = 10.
AC = 1,14 pontban x4 = 0, ezért C;;;; 1,14-ben a negyedik alternatívát törölve
feladatunk inputjai:

a'= [I; I; 2]; b = I; és

[

0,1 ]
V = 0,2 .

0,2
Ezekből

M=[10 5 J Ml=rn, M•=rn, 
és f = 20; d = 25; e= 35 valamint ef - d2 = 75.

X1 = (-500 + 100)/75
X2 = (-250 + 50)/75
X3 = ( 750 - 75)/75,

melyből

4*
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2. ábra 

Számításainkat az alábbi táblázat foglalja össze:

Váit&,ók értékei
Intervallum

r, x, r, x,

C = l 2/3 1/3 0 0
l < C < 1,14 (-2C+4)/3 (-C+2)/3 C-l 0
1,14::::; e< 2,44 ( -1sc+ 44)/41 (-9C+22)/41 (130-9)/41 (14C-16)/41
2,44 s; e< 3 0 0 -C+3 C-2
C=3 0 0 0 1

Az egyes intervallumokhoz tartozó parabola ívek egyenlete, illetve az egyes
pontokhoz tartozó értékek az alábbiak:

1/15
(402 - 100 + 7)/15

(2202 - 620 + 53)/205
(702 - 320 + 38)/10

0,5

Ezen leképezéseket a 2. ábra foglalja össze.
A táblázatnak megfelelően az (1,14; 2,44) intervallumban mind a négy vál­

tozó pozitív, a O = 2,44 pontban az első két változó zéróvá válik és egy olyan
parabola ív simul az előzőhöz, melyet két változó - az x3 és x4 - feszít ki.
Kiemelendő még, hogy a Z~ függvény folytonosan differenciálható, ugyanis
a parabolaívek nem metszik egymást. (A 2. ábrán a Z~ függvényt a folytonos
vonal jelöli.)

2. Az általános szingularitás 

A szinguláris eset a kockázat nélküli letét köntösében már régóta jelen van
a pénzbefektetéa-elméletben. Legyen ugyanis n kockázatos befektetési helye
egy beruházónak oly módon, hogy a hozzátartozó kovariancia-variancia mátrix
nem-szinguláris (pozitív definit). Ha most a befektotéai helyek számát a koc-
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kázat nélküli letéttel vagy hitelfelvétellel bővítjük, az eset úgy is felfogható,
hogy a V kovariancia-variancia mátrixot zéró oszlop és sorvektorral bővítjük,
ezzel mátrixunk szinguláris - és így pozitív szemidefinit lesz. A TOBIN,
SHARPE, LINTNER ([4], [3], [l]) vonal nyomán ismeretes, hogy ebben az esetben
a Z(O) függvény lineáris, MERTON [2]-ben pedig megadta ennek egyenletét elő­
jelkötetlen esetre. [5] alapján ismert Z+(O) formája előjelkötött esetre. Mivel
az általános (többszörös) szingularitás összefüggései előjelkötetlen esetre sem
ismertek, a Z2(0) függvény meghatározását ezzel az esettel kezdjük.

Legyen adott az alábbi n változós feladat:

l'x = b 
a'x = 0 (13) 

- ~ Z2(0) == max{- ~ x'Vx}, 

ahol a V = [v11] mátrix n X n-es és rangja m. Ennek megfelelően particionálva
a mátrixot:

V =[Vu V12],
V21. V22 

ahol V 11 m Xm-es nem -szinguláris blokk, és ennek megfelelően a' = [a~; aa
Legyen

a' = I' - l'V1í1V12
W = a; - a~V1i1V12,

f = l'Vü11; e= a~Vii1a1; d = a~Vü1l.

2. tétel: A (13) feladatban

0, ha a és [3 függetlenek, vagy ha a1 = aj 
Vi, j EM és J.a. = [3 oly módon, hogy a1 = ).I; 

(0 - J.b)2 
------, ha J.a = [3 és a# O; 
fJ.2 - 2dl + e 

Z2(0) = b2lf, ha a = 0 és [3 # 0; 

102 - 2db0 + eb2 h r.t O , áll fenn,-----, a a= t"' = es nem 11 

ef - d2 

hogy a1 = aj Ifi, j E M-re.

Bizonyitás: A (13) feladat és (3) feladat Lagrange-függvénye megegyezik,
és a hozzátartozó elsőrendű feltételek az alábbiak:

V11x1 + V12X2 = -lu1 - a1u2
V21x1 + V22x2 = -lu1 - a2u2

l'x = b 
a'x = 0. 

(14a)
(14b)
(14c) 

(14d)
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(14a)-ból

melyet (14b)-ben helyettesítve, és felhasználva a szingularitás miatti

V22 - V21Vii1V12 = 0 
összefüggést, adódik, hogy

( I 5) felhasználásával

l'x = -/u1 - du2 + a'x2 = b 
a'x = -dul - eu2 + (3'x2 = e, 

a ( I 4a- b) egyenletrendszert pedig szorozva az x' vektorral:

Z2(C) = x'Vx = -bu1 - Cu2. 

(15)

(16a)

(16b)
(16c)

(17) 

Ha az a, (3 vektorrendszer független, (16a)-nak csak az u1 = u2 = 0 a megoldá­
sa, melyből (I 7)-re

Z2(C) = o, 
(14b-c)-re pedig

(18a)
(18b)

adódik. Így (15) és (18) felhasználásával C függvényeként x értéke is megálla­
pítható.

Ha most Aa = (3 és a # 0, (16a) felhasználásával

(19) 

és (16b}-ben mindkét oldalt A-val szorozva majd (16c)-ből kivonva adódik, hogy

-uz(f A2 - 2dA + e) = C - Ab. 

u2 együtthatóját másként is megfogalmazhatjuk:

/A2 
- 2dA + e= (a1 - Al)'Vii1(a1 - Al). 

Tehát: ha az a1 vektor komponensei azonosak és emellett A értéke megegyezik
ezen komponensekkel (azaz a1 = Al) V1j1 pozitív definit volta miatt u2 együtt­
hatója ekkor zéró, egyébként pozitív. Ha /)..2 - 2dA + e = O, akkor C csak a
)..b értéket veheti fel, azaz /(0) csak egy pontból áll. (17)-ben elvégezve aC = Ab 
helyettesítést, és tekintettel a ( 19) alatti összefüggésre: Z(Ab) = O.

Ha /)..2 - 2dA + e# O, (20)-ból:

(20)

és (19) felhasználásával

C - Ab 
U2= ------, 

/A2 - 2d + e 

C- Ab 
U1= A----- 

/).2 - 2d + e 

(21a)

(21b)
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u1 és u2 értékeit (17)-ben helyettesítve célhoz érkeztünk:

Z2(C) = (C - ).b)2 
f).2 - 2d). + e (22) 

Érdemes megjegyezni, hogy a pénzbefektetéselmélet jól ismert ,,kockázat
nélküli letét" teljes ága (22) speciális eseteként tekinthető, amikor is). értéke
a kamatláb nagyságát reprezentálja.

A változók értékeinek meghatározására (15) és (16c) használandó fel.
Tovább vizsgálva a lehetséges eseteket, legyen most a = 0 és (3 # 0. (16a)­

ból ekkor u2 = 0 következik, melyet (16b)-ben felhasználva:

U1 = -b/f. 
Ekkor (17) a C tengellyel párhuzamos egyenes;

Z2(C) = b2/f. 
Ha a. = 0 mellett most még a (3 vektor is zéró, (16)-nak u1- és u2-re egyértelmű
megoldása akkor lesz, ha az ark között lesznek különbözők (i EM).
Ebben az esetben (16)-ból, (12) megoldásához hasonlóan:

eb - dC 
U1- ----- 
- ef - dz 

fC- db 
Uz= -----, 

ef - d2 

azaz 

Z2(C) = fC2 
- 2db + eb2 
ef - dz 

Ismét érdekes a nemnegativitási kikötéssel keletkező probléma. Hasonlóan
az előjelkötetlen esethez, sok kimenet lehetséges, de célszerű itt is az előjel­
kötetlen esetből kiindulni, mégpedig oly módon, hogy megvizsgáljuk, van-e C­ 
nek olyan intervalluma, melyben valamennyi változó nem-negatív. Ha létezik
ilyen intervallum, megállapítjuk ennek maximális kiterjedését, melyet jelöljön
ismét C0 és 01. Az első tétel gondolatmenetéhez hasonlóan ismét bizonyít­
ható, hogy a határpontokban zéróvá váló változók a későbbi vizsgálatból ki­
zárhatók.

Ha C-nek nem létezik az említett tulajdonsággal rendelkező intervalluma,
a feladat ismét megoldható, ha képezzük az eredeti n változós feladatból elő­
állított (n - I) változós feladatokat, feltéve, hogy ezen feladatnak létezik
olyan C-beni intervalluma, melyben mind az (n - I) változó pozitív és a vál­
tozóknak ezen státusa (tudniillik, hogy az n-edik zéró, míg a többi pozitív)
kielégíti a KT feltételeket. Az eljárás inkább a feladat szerkezetének feltárására
alkalmas, nagyobb méretű problémák megoldására bizonyára célszerűbb vala­
milyen numerikus technika alkalmazása .. noha ezek nem adnak explicit meg­
oldást.
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Az elmondottak illusztrációját szolgálja az alábbi feladat, melynek inputjai:

[

1 0 0,4 0 l [4]O 1 O 0,4 3
V = a'= 

0,4 0 0,16 0 2
0 0,4 0 0,16 1 

Vu=[~~],

a' = [0,6; 0,6]; í3' = [0,4; -0,2],

tehát függetlenek. Olyan x3 és x4 értékeket keresünk, melyek egyrészt kielégítik

b = I.

Ezekből

az
a'x2 = 1, 

13'x2=0 
paraméteres egyenletrendszert (ahol most x; = [x3; x4]), másrészt biztosítják,
hogy x1 és x2 is nem negatív. (15) alapján tehát az

X1 + VülV12X2 = 0 
a'x2 = I
(3'x2 = 0 

kanonikus forma nemnegatív megoldásait keressük, ahol O paraméter. A nume­
rikus forma az alábbi:

x, -", 0 konst, 

zl 0,4 0 0 0
Z2 0 0,4 0 0
v• I o,o I 0,6 0 1I
v• 0,4 -0,2 l 02 

Ebből kiindulva a bázistranszformációs lépések:

"'• 0 kollllt. 0 ko111t. 

Z1 -0,4 0 -0,ü7 X1 -0,67 -0,221- e:::::; -0,33
X2 0,4 0 0 X2 0,67 - o,45 1- e :2:; 0,67
X3 l 0 J ,67 Xa 1,67 o,551- e :2:; 0,33
v• 1-o,6J l -0,67 x, -1,67 1,12 1 .... e:::::; 0,672 

A számításokból kiderül tehát, hogy 0-nek nincs olyan intervalluma, melyben
valamennyi változó pozitív lenne, ezért 0-nek olyan intervallumai létezhetnek
ezek után, melyek legfeljebb három pozitív változóval rendelkeznek.
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Tekintsük most az eredeti feladatból képzett azt a feladatot, mely nem tar­
talmazza az utolsó befektetési lehetőséget. Az inputok ekkor:

[ 

1 0 0,4]
V = o 1 o 

0,4 0 0,16 
Ismét

V11 =[~ ~],
így a = 0,6; f3 = 0,4; azaz a két vektor összefüggő és ,l. = 0,667, valamint
f = 2; d = 7; e = 25 és így

f.l.2 - 2d.l. + e= 16,556.

Az értékeket (21a) és (2lb)-ben felhasználva, a (15) és (16c) által meghatározott
kanonikus forma numerikus alakja:

-"• e konst.

X1 0,4 0,201 -0,134
Xz 0 0,141 -0,094
v* IMI -0,228 0,819

Az egyetlen iterációt elvégezve táblánk formája:

a konst.

0,43
0,141

-0,571

- o,953 - e 2. 2,22
- 0,094 - e 2. o,666

2,047 - e :s; 3,5s

A 2,22 < 0 < 3,58 intervallumban az első három változó pozitív és x4 = 0,
ami egyébként a KT feltételeket kielégíti. Ebben az intervallumban a változók
értékei tehát:

X1 = 0,430 - 0,953
X2 = 0,1410 - 0,094
X3 = --0,571 + 2,047
x, = 0.

Ha most az eredeti feladatból az első alternatívát hagyjuk el, az 1,457 < 0 <
< 1,887 intervallumban az utolsó három változó pozitív, a pontos értékek
pedig:

X1 = 0 
X2 = 0,3720 - 0,54
X3 = 0,3170 + 0,125
x, = -0,750 + 1,415. 



162 VÖRÖS JÓZSEF

~ 

. ...___.:
1234 i:--·-· 

i 

1.46 1,69 2,22 3,56 4

,1. ábrci 

AC= 2,22 pontban az x1 változó válik zérussá, tehát a, C ;:s;; 2,22 intervallum­
ban létezik olyan megoldás, melyben x2 és x3 pozitív, míg x1 = x~ = 0. AC= 
= 1,8!) pontban az x4 változó válik zérussá, tehát a C ;> 1,89 intervallumban
létezik olyan megoldás, melyben x2 és x3 pozitív ÓR xt = x4 = 0. Mivel a1 = 4
és a4 = 1, ezért az eredeti feladatra a 1,89 ;:---: C :;-: 2,22 intervallumban
x1 = x4 = 0 és x2, x3 pozitív. A számításokat a 3. ábra fogja össze, ahol az
l11o1,, .•. Jt jelölés azt reprezentálja, hogy a jelzett intervallumban az x,,,xi,, ... ,x,k 
változók pozitívak.

( Beérkezett: 1984. július 13-án.) 
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DEGENERATION AND SINGULARITY IN THE DERIVATION OF PORTFOLIO
EFFICIENT FRONTIER

In an earlier paper tho author discussed the explicit cf rivution of portfolio efficient
frontiers and showed some properties of the mean-variance function. This compriaed two
important constraints: one of thorn was that; the covariunce-vnrianco matrix is non-sin­
gular and the other that if short; sales are allowed, only one of the variables becomes zero.
The present paper removes these two oonstrainta and gives a procedure for producing
portfolio efficient frontiers and also shows that in this generalized case the shape of the
mean-variance function does not change either, that is, it remains continuously differenti­
able and convex even if short sales are not allowed.
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,QEfEHEPATv!BHOCTb 11 Cv!HfYJl5IPHOCTb (OCOEEHHOCTb)
B AHAJ1113E nOMElll;EHl15I I{Anv!TAJlA

Asrop [l 0,[(HOl1 113 CBOHX npenunyumx crareü paccaa'rpxaan npoönewy 3}{CITJIHLl11THOro 
npencraBJJCHM51 1{0MÓl1H3L.(HH 3(jJ(jJeKTl11JHOro TTOMCLl..(CHH51 K30HTaJJa 11 nOK333Jí HCKOTOpblC oco­ 
ÓCHHOCTH <jJyHKL.(Jm, onpenenmoutcü B33HMOCB513b npH6blJJb-pHCK. 8 HCH 11MCJJl1 MCCTO naa 83)!{­ 
HbíX orpaHHtJCl-11-151; nepnoe - TO, tJTO M3TpHua l(OBap11aHL.(l15!·Bap11aHTL.(1151 HC 51BJl51CTC51 CHH­ 
ryJJHpHOH (OCOÓCHHOH), aropoe - TO, tJTO B cnysae CB060l(HOro 3HaJ(3 scerna JIHlllb Oj.\H3 nepe­ 
MCHH351 CTi1HOBl1TC51 HYJJCBOH. 8 H3CT051UlCH CT3Tbe pa3pClll3IOTC51 3TH naa npC>!(HHX ycJJOBl151 
11 ,i:aeTC51 MCTOL, noJJytJCHl151 3cpcpe1(Tl1BHblX l{OM611H3L.(11H, a T3K)!{C n01(33blB3CTC51, tJTO B 3TOM 
::>60ÖIJ.\CHHOM cnysae T31{)!{C HC 113MCH51CTC51 cjJopMa qJYHl{L.(1111 np116bJJJb-pHCK, TO CCTb no-npexc­ 
HCMY coxpaH51CTC51 nenpepusno n11cjJ(jJeoeHL.(HpyeMa51 BbinYKJJOCTb 11 B crryxae CB060l(HOro 3H3Ka. 



IDEGEN TOLLAK 

RAY REES

A megbízó és az ügyvivő elmélete*
1. rész

Bevezetés

_ közgazdasági problémáknak tág és érdekes osztályát alkotják az átruhá­
zott döntések. Ezek lényege: valaki bizonyos ellenszolgáltatásért elvállalja,
hogy más (vagy mások) érdekében hozzon döntéseket. Jó példa erre a me­
nedzser, aki a részvényesek érdekeinek megfelelően irányítja a vállalatot,
a munkavállaló, aki a munkaadónak dolgozik, a könyvszakértő, aki ügyfele
adóügyeivel foglalkozik, az ingatlanügynök, aki másnak a házát értékesíti,
a befektetési szakértő, aki kezeli a rábízott alapokat és részvényköteget, de
ilyen munkát végez a közéleti politikus is és még sokan mások. _ fenti szituáció
modellezése során kiderül, hogy formális struktúrája a problémáknak egy még
szélesebb körére alkalmazható, ahol explicit módon semmiféle formális döntés­
átruházásról nincs szó. Így például a tűz-, betörés- vagy balesetbiztosítást kötő
egyén dönt bizonyos tevékenységek mértékéről, amelyek csökkentik azon ese­
mények valószínúségét, amelyek ellen biztosította magát és ez kihat a biztosító
társaság várható jövedelmére; avagy ugyanígy a veszélyes vegyianyagokkal
dolgozó üzem döntései is hatással vannak egy esetleges baleset által másoknak
okozott kár valószínűségére és nagyságára. A megbízó és az ügyvivő elmélete
minden olyan esetre alkalmazható, amely az alábbi struktúrával rendelkezik:
az ügyvivőnek nevezett és A-val jelölt egyén a tevékenységek adott {a} hal­
mazából kiválasztja az a tevékenységét. Az ehhez a választáshoz tartozó x ki­
menet függ attól is, hogy a {0}-val jelölt állapot.halmaznak, melyik eleme érvé­
nyesül az adott időpontban, tehát a bizonytalanság a szituáció természetéből
fakad. Az < kimenet bizonyos hasznosságot hoz létre a P-vel jelölt megbízó
számára. Definiálandó egy szerződés, melynek értelmében 3 y nagyságú ki­
fizetést teljesít é részére. é hasznossága részben ettől az y-tól, részben pedig
az a akció értékétől függ. A megbízó-ügyvivő elmélet fő célja, hogy meghatá­
rozza ezeknek a szerződéseknek optimális jellemzőit, különböző feltevésekkel
élve ' V illetve A meglévő és megszerezhető információira vonatkozóan, és hogy
ezáltal remélhetőleg meg tudja magyarázni a ténylegesen megfigyelhető szerző­
dések jellemzőit. Hangsúlyozni kell, hogy a ,,szerződés" szót igen tágan értel­
mezzük. Ez vonatkozhat akár formális dokumentumra, például biztosítási vagy
réazesbérlet.i szerződésre, akár implicit megegyezésre, ami például az alkalma­
zotti kapcsolatot jellemzi. De ide sorolhatók a büntető-jutalmazó rendszerek is,

* RAY REES: The Theory of Principal am] Agent, 1; __w{·ü öY Nböüö« ·b UwWwóHbq 37: 1,
1985. ~'ordította: z ·Há _j "ú _·óf A ,,principal-agent" elméletet ,,megbízó-ügyvivő" prob­
lémaként magyarítottuk. tffÜ >j }·}á, fn, Hé >, Megbízott, meghatalmazott". Magyar érte!­

. mező kéziazóté.r) A matematikai leírás során meghagytuk az angol eredetire utaló 3 
(=principal) és _ (agent.) jelöléseket. (Ford.)
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amelyeket egyáltalán nem rögzítenek formális szerződésekben, így például
azok a szabályok, amelyek alapján a mérgező vegyianyagok szivárgása okozta
károkért a felelősséget megállapítják. Mint a közgazdaságtanban megszoktuk:
egy konkrét példa által előhívott formális struktúra szélesebb körben is alkal­
mazható.

Ebben a tanulmányban a megbízó-ügyvivő elmélet szakirodalmát tekintem
át a következő értelemben. Felvázolom a szakirodalomban meghatározott
problémának a modelljét, és bemutatom az eddig elért főbb eredményeket.
Ezt tartalmazza az első rész. A második részben megvizsgálom az elmélet főbb
alkalmazási területeit. Természetesen a kifejtés során mindig hivatkozom az
elemzést és az eredményeket kidolgozó tanulmányokra. Ugyanakkor egyáltalán
nem áll szándékomban explicit módon egyes cikkek elemzése avagy értékelé­
se - , azaz ez az áttekintés nem ,,ki mondta, mit mondott, mikor mondta (és
igaza volt-e)?" típusú. A tanulmány fő célja, hogy világos áttekintést adjon az
elméletről, bemutassa a tényleges és a potenciális alkalmazási területeket és
hogy az elmélettel csak most ismerkedő közgazdának felvillantsa a benne rejlő
érdekes és lényeges közgazdasági gondolatokat.

I. rész: Az elmélet

sc é YöH«á _·W « ö°w__ 

Ismertetésünket a tanulmány hátralevő részében is használandó modell fel­
vázolásával kezdjük. 3 megbízó egy Xw; « óüüEI öH>wüW{wHü (N-M) típusú
u -x : y ) alakú hasznossági függvénnyel rendelkezik, amely közvetlenül nem
függ a környezet R állapotától, korlátos és akárhányszor folytonosan differen­
ciálható. Ezen belül ··e > 0 és {·P < 0, így kizárjuk a kockázatot kedvelő maga­
tartást. Hasonlóképpen az _ ügyvivő v -y V a) hasznossági függvénye is B:B 
típusú, továbbá c y > 0, c y y ~X~XXX 0, v a < 0, c µµ > 0, így _ szintén vagy közömbös
-v y y = 0) vagy averziót mutat -v y y < 0) a kockázattal szemben. Azt a feltevést
fogadtuk el, hogy a csökkenti _ hasznosságát, mivel a legtöbb alkalmazásnál
a-t erőfeszítésként avagy kiadásként értelmezik, amely _ részéről ' érdekében
merül fel. Vegyük észre, hogy ' közömbös az _ választotta a-val, mint olyannal
szemben, őt csak a kimeneti érték érdekli, levonva ebből az A-nak fizetendő
összeget. Ebből erőteljes konfliktus ered _ és ' között.1 Ha - mint azt feltéte­
leztük - _ saját érdekei szerint cselekszik, akkor a szerződés megtervezésekor
fel kell ismerni, hogy az a-ból származó hasznosság-csökkenés é E{ esetleg arra
viszi, hogy ne tartsa maximálisan szem előtt ' érdekeit. Természetesen erről
a problémáról a későbbiekben még sok mondanivalónk lesz.

1 Ross két tanulmánya (197'.l, 1974), amely a megbízó-ügyvivő probléma tanulmányo­
zásának elindítója lett, valójában azt teszi fel, hogy az _ hasznossági függvény nem tar­
talmazza a-t. Érdekkonflikt11s így akkor lép fol, ho. a két hasznossági függvény lényegileg
különbözik, azaz üw« _é {wG·] olyan 'ő > 0, és mrf hogy } g mő~ o mr (ne felejtsük el, hogy az
N-lVI hasznossági függvény érzéketlen o. pozitív lineáris transzformációra). Ha azonban
a-t kizárjuk v-ből, akkor a probléma pusztán a kockázat-viselését osztja meg és nem terjed
ki az érdekeltségre és a morális-kockázatra, amelyek pedig centrális kérdéseknek tekint­
hetők a megbízó és az ügyvivő kapcsolata szempontjából. A következő fejezetek feladata.
e kérdés jobb megvilágítása.
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Az általánosság nagyobb megsértése nélkül feltételezhetjük, hogy a {0}
állapothalmazt jól reprezentálja a [O, I] zárt intervallum. Lényeges az a fel­
tevés, hogy P és A azonos valószínűségi elképzelésekkel rendelkezik a környezet
állapotaira vonatkozóan, azaz azonos az /(0) sűrűségfüggvényük. Ez már lénye­
gi megszorítás, mivel azt gondolhatnánk, hogy a megbízó és az ügyvivő kapcso­
latának fontos aspektusa, hogy A bővebb információval rendelkezik nemcsak
a lehetséges állapotok előfordulásáról, de maguknak az állapotoknak a miben­
létéről is, mint 3 c A következőkben néhány ponton majd jelezzük az eltérő
valószínűségi megítélések várható következményeit, de a szakirodalom egésze
az azonos valószínűségeloszlás feltételezésén alapszik és teljes általánosítással
eddig nem találkoztunk:.

Adott lévén az A választotta a még mielőtt a környezet állapota ismertté
vált volna, az x kimenet értéke O-tól függ, igy írhatjuk, hogy x = x(a, 0).
Feltételezzük, hogy x . . . tetszőlegesen folytonosan differenciálható, xa ~ 0,
Xaa S:: 0 és az egyszerűség kedvéért xJ ~ 0, tehát R nagyobb értékei valamilyen,
értelemben kedvezőbb állapotokat reprezentálnak. Xa-t úgy értelmezhetjük,
mint a határtermékét, amiről feltesszük, hogy mindig pozitív és nem növekvő.

Ezeket a jelöléseket használva a következőképpen írhatjuk fel a megbízó­
ügyvi vő alapproblémát. P-nek egy olyan kifizetési sémát kell választania,
amely legáltalánosal>b formájában x-től O-tól, a-tól és más egyéb z változóktól2

függő, y nagyságú fizetséget biztosít .A-nak, azaz y = y(x, 0, óf z). GE{ úgy értel­
mezhetjük, mint ami valamifajta (általában tökéletlen) információt nyújt a-ról
vagy O-ról éspedig ingyenesen. A megbízó-ügyvivő elmélet centrális feltevése,
ami megkülönbözteti az ,,érdekeltségek illeszthetősége" elmélet irodalmától*
(erre vonatkozóan lásd HAMMOND (1979) művét és a szirnpoziumon elhangzott
további előadásokat) arra vonatkozik, hogy a kifizetési séma csak olyan ténye­
zőktől függ, melyeket « ·ü°] é { fél képes megfigyelni. Továbbá feltesszük, hogy
é ismeri a-t (csakúgy, mint u(.)-t), és meg tudja figyelni <Ew{ és RE{c Ily módon
különböző variációk csak a 3 számára hozzáférhető információkkal kapcsolat­
ban merülnek fol. Mindig feltesszük, hogy 3 ismeri x(a, 0)-t (csakúgy, mint
v(. , .)-t) és mindig meg tudja figyelni x-et. Ebből következően, ha meg tudja
figyelni a és O közül valamelyiket, akkor a másikra már következtethet ex TöW{ 
az x(a, 0)-ból. Tehát két esetet érdemes elkülöníteni:

i) 3 meg tudja figyelni a-t (vagy 0-t) és ezáltal RE{ (illetve a-t) is. Ebben az
esetben nincs szüksége z-re, mivel minden további (tökéletlen) információ re­
dundáns." Ekkor a kifizetési függvény is úgy tekinthető, mint ami kizárólag
O-tól függ, tehát Poly módon határozza meg a kifizetési sémát és A számára a
értékét, hogy maximalizálja várható hasznosságát, kielégítve azt a megszorí­
tást, hogy A legalább egy minimális várható hasznosságot, v°, érjen el, amire

j Fölösleges mondanunk, hegy a legáltalánosabb tárgyalásmódban <f a ész bármelyike
vagy akár mindegyike vektor is lehet, nemcsak skalár. Azonban semmi lényegeset nem
hagyunk figyelmen kívül, ha az itt vizsgált egyszerűbb esetre korlátozzuk magunkat.

* Az ,,incentive compatibility" elmélet csak igen nyakatekerten magyarítható az ,,érde­
keltség illeszthetősége" problémájává, de jobb megoldást nem találtunk. (Ford.)

3 HARRIS és RAVIV (1978) a tétel szigorú bizonyítását közlik és számos egyéb olyan állí­
tást, amit itt elfogadunk. Azt is megmutatják, hogy a tanulmányukban arra az esetre
közölt eredmény, amikor a-t még azelőtt választják meg, mielőtt a környezet állapota
ismertté válna, könnyen kiterjeszthető arra az esetre, mikor a-t R ismeretében választják.
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a továbbiakban visszatartott hasznosságként (reservation utility) fogunk hivat­
kozni.! Mint azt a következő két fejezetben megmutatjuk, ebben az esetben
lehetséges egy első-legjobb (first-best) optimális kockázat-megosztó szerződés,
miközben a morális-kockázati (moral hazard) vagy az érdekeltségi probléma
kényszerítő szerződéssel oldódik meg. Ez az eredmény érvényes abban az esetben
is, ha a csak bizonyos véletlen hibával figyelhető meg, bizonyos korlátossági
feltételek mellett.

ii) A második esetben P sem a-t sem 8-t nem tudja megfigyelni. Ekkor egy
tényleges morális-kockázati problémával állunk szemben. P-nek fel kell ismer­
nie, hogy adott kifizetési séma mellett A úgy választja meg a-t, hogy saját vár­
ható hasznosságát maximalizálja és ez általában más a-t fog eredményezni,
mint ami a kifizetési függvényt optimalizálja. Ha a illetve 8 nem megfigyelhető,
akkor P nem is tudja őket közvetlenül kontrollálni és ily módon P optimalizá­
ciós feladatában a visszatartott hasznosság korlátját egy újabb, úgynevezett
érdekeltségi korláttal kell kiegészítenünk.5 Más szavakkal: P-nek figyelembe kell
vennie, hogy az általa meghatározott kifizetési függvény A optimalizáló eljárá­
sán keresztül meghatározza a-t és ily módon befolyásolja a végső egyensúlyt.
Ez általában eltéréshez vezet az optimális kockázat-megosztó megoldástól:
átváltás (trade-off) keletkezik a kockázat-megosztásb6l eredő nyereség és a kö­
zött, hogy ösztönözni kell, hogyan válassza ki A az a-t, ami az érdekeltség be­
vezetését kívánja. Az is megmutatható, hogy amennyiben létezik az a-ról - no­
ha csak ,,zajos" információt nyújtó z változó, amely 8-tól függ, akkor, kivéve
azt az esetet, mikor A kockázat-közömbös, az optimum eléréséhez z-t be kell
vonni a szerződésbe és y-t tőle függővé tenni, noha ez az eredmény bizonyára
módosul, ha z megszerzése költséges.

A következő öt fejezetben ezeket az eseteket fogjuk elemezni. Az elemzés
sokat merít HüLMS'l'RÖM (1979) és SHAVELL (1979) írásaiból és minden amit itt
egyszerűen csak állítunk erőteljesen támaszkodik HARRIS és RAVIV (1978)
szigorú bízonyításaira. A valódi megbízó-ügyvivő probléma tulajdonképpen az
ii) eset, de kiindulásként érdemes az i) esetet is áttekinteni.

2. Optimális kockázat-megosztás 1

Mivel a megbízó-ügyvivő elmélet alapfeladata olyan kifizetési séma megha­
tározása, amely optimális átváltást eredményez a kockázat-megosztásból szár­
mazó haszon és az ügyvivőt ösztönző Iizetség között, célszerű a kockázat-meg­
osztást izoláltan is megvizsgálni. Ez úgy valósítható meg, hogy kiindulópontul
az általános modellt választjuk, és az ügynök akciójának értékét önkényesen

~ E_zt a visszatartott hasznosságot sosem vizsgúltúk meg alaposabban a szakirodalom­
ban. Általában a ,,piac által meghatározottnak" tekintik, és ennyiben is hagyják a kérdést.
Azonban ez mégis csak fontos probléma, mivel a legtöbb modell megoldásakor A csak v0

nagyságot kap, miközben P kisajátítja az ügyletből származó teljes hasznot. (GROSMAN­
lVIART_ (198~) tan1;1lrnánya az egyetlen, amely valóban - a '.I. tételben - explicit módon
megvizsgálja, vajon lehetséges-e az egyensúlyban v > v0.) Nyilvánvalóan a megbízó és
az ügyvivő közti piaci kapcsolatok elmélotére van szükség, olyan további kutatásra, melyet
Ross (1973) már a kezdet kezdetén indttványozott, de amelyet azóta som végeztek el.

5 Ez a pótlólagos feltevés ekkor az (i) esetben megfogalmazot.t problémához képest má­
sodik-legjobbnak tekinthető feladathoz vezet. Strukt.úrája lényegében igen hasonló azoké­
hoz a problémákéhoz, amelyeket a ,,második-legjobb" elmélet tanulmányozása során
vizsgáltak meg, lásd például LIPSEY-LANOAS'rEn (1956) és DAVIS-WHINSTON (1965).
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rögzítjük: a= a0
. Ekkor feltesszük, hogy a vagy() költségmentesen megfigyel­

hető, tehát y úgy tekinthető, mint ami csak 0-tól függ. Kockázat-megosztó
optimum alatt ekkor olyan y* (8) kifizetést (P fizeti A-nak) értünk, amely
Pareto-hatékony, azaz maximalizálja P várható hasznosságát A adott minimá­
lis v° hasznossági szintje mellett. Azaz az alábbi probléma megoldását keres­
sük:"

I

max S u(x(a0
, 8) - y(0))f(8)d()

y(&) 0
I

feltéve: S v(a0
, y(0))f(0)d() 2_ v0•

0
(R)

Az y*(8) megoldást,7 amely megadja minden 0-ra, hogy P mennyit fizessen A­
nak, az alábbi feltétellel jellemezhetjük:"

-u'(x - y*) + J.vy = 0, V0 E [0, l], (1)

ahol), a hagyományos Lagrange multiplikátor, amely - ezt feltétlenül ki kell
emelnünk - nem függ 0-tól.

Mivel (1)-ből azt kapjuk, hogy}. = u'/vy, azaz bármely é mellett P és A jöve­
delmének határhasznossági arányával egyezik meg, arra jutunk, hogy P jöve­
delem-telítetlensége esetén }. > 0. Tehát az (R) korlátnak egyenlőségként kell
teljesülnie - A csak visszatartott hasznosságát kapja meg (v0-t).

Ha két különböző 01 0 02 állapotot tekintünk, akkor (1)-ből az alábbiak
következnek (értelemszerű jelölésekkel):

u' (01) u' (02) u' (01) vy(01)--=--⇒--=--.
Vy(01) Vy(()2) u'(02) Vy(02)

(2)

Tehát az optimális kockázat-megosztás következménye, hogy P és A jövedel­
mének bármely két állapot közötti határ-aránya egyenlő. A fenti eredmény
tökéletesen konvencionális jellege azonnal kitűnik, ahogy egy pillantást vetünk
a helyzetet leíró 1. ábrára, ahol egy Edgeworth-Bowley ,,dobozt" ábrázoltunk.
A vízszintes távolságot x(a0

, 01) adja meg, a függőlegest pedig x(a0, 0
2
), azaz

a 01 és 02 állapotokban adott jövedelemnagyságok.
P közömbösségi görbéit, azaz konstans várható hasznosságú helyeit az Op

ponthoz, mint origóhoz viszonyítva rajzoltuk fel, míg A esetében az OA pont
jelöli az origót. Az origókból induló 45°-os egyenesek a teljes bizonyosság egye­
nesei: .így például az OpC egyenes mentén P tökéletesen biztos jövedelmet élvez.

6 Szigorúan véve a feladatra ki kellene rónunk a

y(O) E [y0, x(a0, 0)], V0

feltételt is, ahol y0 :S O A-nak valamely alsó jövedelmi korlátja, de az egyszerűség ked­
véért olyan megoldást tételezünk, amelyik belső pont: mindenállapotban Pis és A is pozi­
tív hányadot kap az x kimenetből.

7 Ezt úgy kapjuk, ha előállítjuk az {u + J.(v - v0)} • /(0) függvényt és megkeressük
y-ra vonatkozó maximumát minden 0-ra, azaz pontonkénti maximalizálást végzünk.

8 Ezt. a megoldást elsőként BoRCH ( 1962) mutatta meg.

5 Szigma. 86/:l
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x I a0, 92)

xla0,e1)

1. ábra. Optimális kockázat-megosztás

Az l0, l1, 12 egyenesek9 meredekségét az /(01)//(0)2 valószínűségi arány határozza
meg és mivel feltettük, hogy a valószínűségi elképzeléseik azonosak, az egye­
nesek meredeksége megegyezik P-re és A-ra. Av° közömbösségi görbe A vissza­
tartott hasznosságát adja meg, így az (1) feltétellel konzisztens egyik egyen­
súlyi pontot e példázza. Nyilván való, hogy ez a Pareto-hatékonyság szabványos
feltétele a fogyasztás allokációjára, ahol az állapotfüggő y(0) és x(0) - y(0)
jövedelmeket közönséges áruknak tekintik.

A megbízó-ügyvivő elmélet két további érdekes eredménye is leolvasható
az ábráról. Tegyük fel, hogy P közömbös a kockázattal szemben. Ekkor közöm­
bösségi görbéi éppen egybeesnek az l0, t1, l2 egyenesekkel.>? Ismételten, az azo­
nos valószínűségi elképzelések fel tevéaéből következően az egyetlen pont, ahol
ezek merőlegesek A visszatartott közömbösségi görbéjére (v°-ra) az O AC teljes
bizonyossági egyenes mentén helyezkedik el: n-ben. Azaz, ha P közömbös,
A pedig averziót mutat a kockázattal szemben, az optimális kockázat-meg­
osztás azt jelenti, hogy P ,,tökéletesen biztosítja" A-t, olyan jövedelmet ad
neki, amely 0-tól független, azaz biztos jövedelemhez juttatja, és P vállalja a
teljes kockázatot. Éppen az ellenkezője fordul elő, ha A közömbös, és P mutat
averziót a kockázattal szemben - az ábrán az egyensúly az m pontban jön
létre - ekkor P jut garantált jövedelemhez és A viseli az összes kockázatot.
Ha pedig mindketten közömbösek, akkor az l0 egyenes mentén valamennyi
pont egyensúlyi pont.

9 Nem véletlen, hogy a konvex közömbösségi görbék éppen az OpC és O AO bizonyossági
egyenesek mentén merőlegesek ezekre az egyenesekre. Így például, mivel a várható hasz­
nosság konstans egy közömbösségi görbe mentén, azt kell, hogy kapjuk:

dy(O,) - -/(01)Vy(01)
[dy(01) - /(02)vy(02) •

De ahol y(01) = y(02) ?tt vy(01) = vy(0,) és így az állapot-fög:gő jövedelmek holyot.teaítési
határaránya megegyezik az e ponthoz tartozó valószín(iség1 urányokkal.

10 Tehát a (9) lábjegyzetben vy(01) = vy(02) vehető minden y-ra, mivel a kockázat­
közömbösségből következik, hogy A jövedelmének határhaszna független a jövedelemtől.
Ekkor dyJdy1 = -/(01)//(02) minden y-ra. Nyilvánvaló, hogy ugyan0z fennáll P helyet­
tesítési határurányára is.
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Ezeket a megjegyzéseket általánosíthatjuk is, ha alaposabban szemügyre
vesszük az (1) feltétel által implicit módon meghatározott kifizetési függvény
lehetséges alakjait. Ezekről úgy kaphatunk bővebb információt, ha a feltételt
0 szerint deriváljuk, nem elfelejtve, hogy A= u'/vy valamennyi 0-ra konstans.
Ekkor kapjuk, hogy:

,, ( ax dy*) dy*
-u 80 - d0 + AVyyd0 = 0. (3)

Bevezetjük az abszolút kockázati-averzió Pratt-Arrow-féle indexét, melynek
definíciója:

-u"
rp---,

u'
-vr = YYA---.

Vy

Ekkor .'.1.-t behelyettesítve (3)-ba, átrendezés után kapjuk, hogy:

dy* rp ax
d0 rp + rA ae

Feltéve, hogy mindkét fél kockázat-averziót mutat, azaz rp > 0 rA > 0, és
így (4)-ből az következik, hogyha 0 nő, úgy xis nő (mint már korábban feltet­
tük), akkor beláthatjuk, hogy y is nő, csak lassabban. Ekkor lineáris, azaz
y = ax + fJ alakú kifizetési függvény létezésének elégséges feltétele nyilván­
valóan az, hogy A és P egyaránt konstans abszolút kockázati averziót mutas­
sanak, mivel ebben az esetben rp/(rp + rA) konstans, és (4)-et integrálva 0
szerint ezt kapjuk:

(4)

rp
y*(0) = ax(a0, 0) + {J, a =-~­

rp + rA

ahol {J az integrációs konstans. Továbbá, harp = 0, azaz P kockázat-közömbös,
akkor azonnal észrevehetjük, hogy

y*(0) = fJ (6)

(5)

kell, hogy teljesüljön, amiből következik, hogy P vállalja a teljes kockázatot,
mint azt az 1. ábra elemzésekor láttuk. Ha A kockázat-közömbös, azaz rA = 0,
akkor a kifizetési függvény alakja:

y*(0) = x(a0, 0) - y, (7)

azaz A rögzített y nagyságot fizet P-nek és övé a maradék jövedelem.
Noha rendkívül vonzó ezeknek a speciális eseteknek az egyszerűsége, azonban

általában a konstans kockázat-averzió, nem is beszélve a zéró kockázati-aver­
zióról, igencsak speciális eseteknek tekinthetők. Ha - és ez egy szokásosabb
feltevés - rp és rA a jövedelemnek csökkenő függvényei, akkor y(0) alakja a
kockázati-averziók relatív megváltozásától és x(a0, 0) alakjától egyaránt függ,
így y(0) lehet nem-lineáris, konvex vagy konkáv, vagy egyik sem.P Kétségtele-

11 1gy (4)-et O szerint derivúlva azt kapjuk, hogy mégha d2x/d02 előjelét ismerjük is, és
mindkét hasznossági függvényre csökkenő kockáaat.i-averzió jellemző, akkor sem tudjuk
rnogmoudani minden esetben d2y*/cUJ2 előjelét - ez attól függ, milyen A, illetve P koeká­
zuti-averz ió csökkenésének aránya.

5*
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nül elképzelhető az esetek taxonómiája, ám ez most rendkívül messze vinne
bennünket kitűzött célunktól. Az egyszerű kockázat-megosztás csak kezdeti
lépés a megbízó-ügyvivő modell elemzésében, így térjünk ehhez vissza és vizs­
gáljuk meg mi lesz annak következménye, ha a - változását is megengedjük.12

3. Az érdekeltségi probléma

Megmutatjuk, hogy abban az esetben, ha a megfigyelhető, ,,első-legjobb"
Pareto-optimum is elérhető, ahol ez az optimum egyaránt vonatkozik a kocká­
zat-megosztásra és a-megválasztásra is A által. Tehát P meg tudja oldani az
alábbi problémát:

I

max J u(x(a, 0) - y(0))f(0)d0
a,y(O) 0

I

feltéve: S v(a, y(0))f(0)d0 2 ii°,
0

(PB)

ahol most mind y mind a változók. Vegyük észre, hogy a-t azelőtt kell megvá­
lasztani, mielőtt a környezet állapota ismertté válna, így a nem függ 0-tól.
Ekkor az első legjobb Pareto-optimumot A számára egy optimális a* cselekvés
és egy ennek megfelelő optimális y*(0) kifizető függvény adja. AP és A közötti
szerződés specifikálja ezt a kifizetési sémát, annak ellenében, hogy A megvá­
lasztja a*-ot. Mint később látni fogjuk, A abban érdekelt, hogy kijátssza a szer­
ződést, és feltéve, hogy y*(0) összeget fog kapni egy a * a* cselekvést válasszon.
Azonban ha P költségmentesen meg tudja figyelni a-t, akkor a szerződés tar­
talmazhat egy ún. ,,kényszerítő záradékot", amely kimondja: ha ex post ii, < a*,
akkor csak egy bizonyos y(0) < y*(0) összeg kerül kifizetésre és terméazetesen
y(0) elég kicsi lehet ahhoz, hogy A-t rákényszerítse a* választására (ne felejtsük
el, hogy P ismeri v(y, a)-t). Vizsgáljuk meg tehát az érdekeltségi probléma mel­
lőzésével az első-legjobb megoldást!

PB megoldását az alábbi feltételek jellemzik:

-u' + J.vy = 0

E[u'x0 + A'Va] = 0,
(8)

(9)

ahol az E várakozási operátor váltotta fel az integrál-jelölést. Megintcsak áll
a Lagrange-szorzóra, hogy A> 0, ha u' > 0. Tehát A csak v0 összeget kap.

nRöviden kimutathatjuk P ésA el térő valószfnűségi meggondoláeaínak hatúaát.Ebben
az esetben (1) az

-u'/(0) + ílvyq(O) = 0 (l')
alakot ölti, ahol q(O) =f= /(0) A-nak a O-ra vonatkozó sűrűségfüggvénye. Ekkor (4) helyett
ezt írhatjuk:

dy* ( rp ) élx ( 1 ) { q' I'}
d0 = rp + rA a0 + rp + rA g - f · (4')

Tehát ekkor y*-nak x vagy O szerinti változása P és A valószínűségi megfontolásaitól is
függ és a konstans abszolút kockázati-averzió feltevése már korántsem elegendő lineáris
optimális kifizetési séma meglétéhez, és P vagy A kockáaat-közörnbösaégéböl ekkor nem
következik az előzőekben leírt egyszerű ,,teljes biztosítási" eredmény.
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Vegyük észre, hogy mivel a-t optimálisan választották, a (8) feltétel megfelel
az (1)-nek és ugyanúgy az optimális kockázat-megosztáshoz jutunk, mint az
előbb: ha adott a választása akkor P és A Pareto-hatékonyan osztják meg az x
eloszlásából származó kockázatot. Az új elemet a (9) feltétel jelenti, amely a
optimális megválasztására vonatkozik, és közvetlenül értelmezhető. A környe­
zet bármely állapota mellett u' Xa úgy interpretálható, mint a határterméke
P hasznosságában, illetve ,,u-haszonegységekben" mérve, azaz:

du au ax
da ax aa

Ekkor Ava úgy értelmezhető, mint a határköltsége ,,u-haszonegységekben"
mérve. Az optimumban, ahol ). = u'/vy, ). megadja hány ,,u-haszonegységet"
kell P-nek feláldoznia, hogy A-nak egy ,,v-haszonegység" jusson; miközben Va
megadja mennyi ,,v-haszonegységet" követel A fizetségként a egyetlen határ­
darabkájáért (ne felejtsük el: Va < 0). Így tehát (u'xa + ?.va) nem más, mint
a határtermék-értéke ,,u-haszonegységben" mérve.13 Ha a állapot-függő lenne,
akkor P úgy választaná meg a-t, hogy ezt a netto határtermék értéket zéróvá
tegye (azaz a határtermékérték megegyezzen a határköltséggel) bármely állapot
esetén. De mivel a-t még azelőtt kell megválasztani, hogy a környezet állapota
ismertté vált volna, a határtermék és a határköltség csak várható értékükben
egyeznek meg - a környezeti állapotok eloszlásán értelmezve.

Mivel korábban a kockázat-megosztó szerződés formáját tetszőlegesen válasz­
tott a mellett elemeztük, az így kapott eredmények érvényesek maradnak az
optimális a* mellett is. A lényeges az, hogy már a megfigyelhetőségéből is kö­
vetkezik, hogy lehetséges Pareto-optimális kockázat-megosztás. Ismétcsak ér­
dekes a két speciális eset, P illetve A kockázat-közömbössége. Tegyük fel, hogy

.x,y 

a

2. ábra. Az optimális a, ha P közömbös a kockázattal szemben

13 Tehát }i dimenziója:

u-haszonegység/$ ,
h é $

= u-haszonegység/v-haszonegyseg,v- aszonegys - g/

míg v0 dimenziója:

u-haszonegység v-haszonegység ,
~~-~~~ · é = u-haszonegyseg/a-egység.o-haszonegység a-egys g
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P kockázat-közömbös, azaz u konstans. A korábbi elemzésekből tudjuk, hogy
ekkor y'~ is konstans, és így, mivel a független 0-tól, azt kapjuk, hogy minden
állapotra v(y*, a*) = v0

• A szokásos feltevések mellett, y-t biztosnak tekintve,
a 2. ábrán felvázolhatjuk A-nak ezt a hasznossági függvényét, v0-ként. Ha u-t
(9)-ben konstansnak tekintjük, J.-t helyettesítjük és szem előtt tartjuk, hogy Va

és vy függetlenek 0-tól, azt kapjuk, hogy:

-vE[xa] = __a'
Vy

vagyis, hogy az optimumban a várható határterméke egyenlő A-nak a és a jö­
vedelem közti egyetlen helyettesítési határrátájával. Ekkor értelmezzük az
alábbi függvényt:

(10)

I

x(a) = J x(a, 0)f(0)d0,
0

(11)

ami 0 értelmezési tartományán megadja x várható értékét minden a-ra. Ezt a
függvényt ábrázoltuk x görbeként a 2. ábrán. Ekkor a rajzon a kockázat­
közömbös P optimumát a* jelöli, mivel ebben a pontban egyezik meg x(a) me­
redeksége v0 meredekségével, va/vy-nal. Ennek is létezik közvetlen értelmezése:
P, hogy érdekeltté tegye A-t adott a kiválasztásában, a v0 görbére eső rögzített
fizetséget fog kínálni. (Ez efficiens kockázat-megosztée és mivel ). > 0, tehát A
csak a visszatartott hasznossághoz jut hozzá.) fgy v0 lényegében egy ,,bruttó
költség-görbe" P számára.>' Mivel P kockázat-közömbös, az x(a, 0) kimeneti
eloszlást várható értékén értékelhetjük, így a 2. áhrá.n a két görbe közti foggfí­
leges távolság úgy értelmezhető, mint P ,, várható nettó jövedelme". P ennek
maximumát keresi, beleértve azt, hogy érdekeltté akarja tenni A-t a* kivá­
lasztásában és cserébe y* összeget fizet neki. P-nek az x(a*, 0) - y* jövedelem­
eloszlása ekkor meghatározható x(a*, 0) eloszlásából, melynek várható értéke, -*oppen x .

Abban az esetben ha A kockázat-közöm hö», P egy ko11HkL11s y Cizetséget tart
vissza, így u' ismét konstans. Azonban ekkor (A kockázat-közömbössógéből
következően) vy is konstans, így (9) az alábbi formát ölti:

( 12) 

Ebben az esetben az opt imália a éppen egyenlővé teH:li a várható hatértermóket,
A-nak az a és :L jövedelem közti helyettesítése határrátá.iának várható órtóké­
vel, amely a= a* mellett az x(a*, 0) - y kifejezóssol együtt változik.

Tehát amikor P költeégrnentcsen kópe« meg[igyelni a-t vagy 0-t, az olsíí
legjobb megoldás elérhető. Ha egyiket sem kópes megfigyelni, akkor a követ
kező típusú morális-kockázati VtLgy érdekeltségi probléma merül (el. Mivel 0

14 GROSSMAN és fIART ( 1983) A-L a kiválaBzl,hA{tnt iíRztönz{\ költségek olvéL szúrnos érrlo­
kes eredmény levezetésére alkalmazta a rnoghfzó-Ligyviv{I elmólotnok abbun o, apeciális
esetében, amikor A lmsznossági fiiggvónyénok alakja «u, a,)= G(a) + K(rt)V(y). Rz magá­
ban foglalja mind az additív (K(a) == 1) mind a multiplikatív (G(a) =- 0) szeparábilitéat.
Ht az a akció sokkal jobban befolyásolja a kimenetek egy rögzített véges halmazának való­
színűségét, mint magát az egyes kimenetek értékét.
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nem megfigyelhető a kifizetést x-től kell függővé tenni. Ha P ekkor naivan azt
a megoldást próbálja meg elérni, amit ebben a fejezetben bemutattunk, akkor
találhatna egy x = x(a*, 0) értéket, és A-nak fizethetne az y*[x(a*, 0)] kifize­
tési függvény szerint; azaz így A-t egy megfigyelt x előfordulása szerint jutal­
mazza, miközben felteszi, hogy a= a*, és hogy a megfigyelt x az x(a*, 0) el­
oszlásból származik. Ha A individuálisan racionális, akkor az alábbi problémát
oldja meg:

l

max J v(y*[x(a, 0)], a)f(0)d0,
a 0

(AR)

azaz jövedelemeloszlásának megfelelően olyan a-t fog választani, amely az
y*(x) kifizetési függvény mellett elérhető. Azonban általában semmi garancia
arra, hogy (AR) megoldása, amelyet a-val jelölünk éppen egybeesne a*-gal,
azaz (FB) megoldásával. Így például ha P kockázat-közömbös, akkor y*(x) =
=~-Ám ezt behelyettesítve az (AR)-beli v-be, azt kapjuk,15 hogy a= O: mert
miért is vállalna A bármekkora negatív hasznosságot, ha úgyis megfizetik?
Általánosabban (AR) megoldása az alábbi feltételt kell, hogy kielégítse:

{13)

Ez összehasonlítható a* meghatározásának feltételével, ami (8) és (9) alapján:

(14) 

Jövedelemben kifejezve a határterméke A számára (dy*/dx)xa, mivel x meg­
változásának az ő saját jövedelmére gyakorolt hatását a kifizetési függvényen
keresztül határozza meg, míg P számára a határterméke éppen xa, adott y mel­
lett. Mivel (4) alapján dy'"/dx < I az a* pontban, a két fél eltér a határtermé­
kének megítélésében, függetlenü I a jövedelmeik határhasznosságában lévő
különbségtől.

Intuitív módon a kérdést úgy tehetjük fel, hogy mivel adott y*(x) kifizetési
függvény mellett A Rzámára nem optimális a P választotta a, A javíthatja
helyzetét a 0· a* választással, ha ezt észrevétlenül és büntetlenül megteheti.
Ez a morális-kockázat problémája. Mielőtt megvizsgálnánk, hogy P-nek miként
kell kezelnie ezt az esetet, két olyan helyzetet nézünk meg közelebbről, amikor
nem merül fel az érdekeltségi probléma. Az első az, amikor A kockázat-közöm­
bös. Ekkor lényegében elérhető az első-legjobb megoldás, mivel amikor P az
első-legjobb kifizetési sémát ajánlja föl A-nak, akkor A úgy választja a-t, hogy
optimális választása éppen a első-legjobb szintjére esik, így valójában az érde­
keltségi korlát nem effektív. A második eset az, amikor a ugyan nem figyelhető
meg tökéletesen, de megfigyelhető 0-tól függetlenül kis véletlen hibával. Ebben
az esetben a kényszerítő szerzéídés eszközével ismét elérhető az első-legjobb
megoldás.

15 Ebben az esetben szigorúan véve AR-t ki kellene egészíteni az a 2 0 nemnegativitási
követelménnyel, különben Va < 0 esetén a _._ co ,
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A kockázattal szemben közömbös A

HARRIS-RAVIV (1978) és SHAVELL (1979) megmutatják: ha A kockázat­
közömbös, azaz Vy konstans, akkor P elérheti az első-legjobb allokációt és
mégse merül fel az érdekeltségi probléma. Ezt abban a tételben fogalmazhatjuk
meg, miszerint ha A kockázat-közömbös, akkor y-t pusztán x-től függőnek
tekintő szerződés legalább annyira jó, mint egy olyan, amelyik a-tól 0-tól és
x-től egyaránt függővé teszi y-t. Tehát az a-ra vagy 0-ra vonatkozó információ­
nak nincs értéke, vagy másképpen fogalmazva nem számít, hogy a-t és 0-t meg
tudják-e figyelni. Most csak röviden áttekintjük a tételt, kiemelve főbb elemeit.

Emlékezzünk vissza, hogy A kockázat-közömbössége esetén az első-legjobb
kockázat-megosztás azt kívánta meg, hogy P egy rögzített y összeget vissza­
tartson és A a fennmaradó bizonytalan x(a, 0) - y összeghez jusson. (12) alap­
ján az első-legjobb optimális a választás:

E[ ] __ E[va]
Xa - .

Vy

Ha a jelen esetben a nem is figyelhető meg és P ugyanazt a kifizetési sémát
ajánlja A-nak (azaz ugyanazt a rögzített összeget kéri), akkor A az alábbi fel­
adat megoldása alapján választja a-t:

'max J v(x(a, 0) - y, a)f(0)d0,
a 0

(ARN)

amely, ha vy konstans, éppen a (12) feltételt eredményezi. Tehát ebben az eset­
hen A-nak a-ra vonatkozó választása nem különbözik P válaH?:tásától az adott
kifizetési séma mellett. A természetesen el fog:ja rogadni :1z x(a, 0) -· y kifizetési
függvényt, mivel y az első-logjobb probléma megoldásából származik és kielé­
gíti a visszatartott hasznosság korlátját. Ekkor lényegében 11 korábban leírt
érdekeltségi korlát nem effektív P optimumhelyén.

4. TölcéletlenUl megfigyelhető a

HARRIS és RAVIV (I 976, 1978)16 tettek javaalatot arra, hogyan kellene lazítani
azt az erős következményekkel járó feltevést, hogy a nem megfigyelhető.
Tegyük fel, hogy P egy ct = a + e véletlen változót meg tud figyelni, ahol e
várható értéke zérus, vn.lószinűsóge pedig: <P(e) > 0 valamely [e0, e1] interval­
lumon, és nulla azon kívül. Tehát P-nek az a-ra vonatkozó megfigyelésében
mérési hiba van. A lényeg az, hogy e független 0-tól, a környezet állapotától.
Ekkor könnyű megmutatni, hogy P képes alkalmazni olyan kényszerítő szer­
ződést, melynek segítségével elérheti az elaó-legjohb megoldást, és így valójában
nem merül fel a morális kockázbatás problémája. Tegyük fel például, hogy 1::

egyenletesen oszlik el az [ e0, ei] intervallumon, mint ElZ a 3. ábrán látszik, ahol
a* ismét P első-legjobb a értéke.

18 Lásd SHAVELL (1978) megjegyzéseit, a 4 lábjegyzetet és HoMLSTRÖM (1978) munká­
ját.
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4> (t}

3. ábra. a = a + e megfigyelhet6

Természetesen feltesszük, hogy P ismeri a </J(c) függvényt. Ekkor P-nek csak
egy elegendően alacsony y értékkel kell fenyegetőznie,17 arra az esetre, ha
IX < a* + c0 értéket figyel meg, mivel ez csak akkor fordulhat elő, ha a < a*.
Mivel A adott kifizetési séma mellett úgyse választ a> a* értéket, tehát így
a*-ot fogja választani.

Ha if>(c) nemcsak egy intervallumon lenne pozitív, azaz ha a valós számegye­
nesen mindenütt pozitív lenne (például ha </J a normális eloszlás), akkor P a
hipotézis-vizsgálat problémájába ütközik. Legegyszerübb esetben ekkor úgy
kellene egy kritikus 1X* értéket megválasztania, hogy IX < 1X* megfigyelése ese­
tén következtetni tudjon a < a* fennállására, még akkor is, ha van bizonyos
pozitív valószínűsége, hogy a = a*. Ily módon P-nek 1X* megválasztásakor
mérlegelnie kellene az .,első-" és a .,másod-fajú" hibából eredő veszteségeket,
azaz azt, hogy a = a* téves elvetése vagy téves elfogadása okoz-e számára
nagyobb kárt. Ez a probléma talán azért nem keltett kifejezett figyelmet a szak­
irodalom ban, mert így fel vázolva kevésbé érdekesnek találhatták, mint azt az
esetet, mikor P nem egyetlen torzított értéket figyel meg, hanem egy;; változót,
amely egyaránt függ a-tól és 0-tól. Egy ilyen megfigyelési lehetőség következ­
ményeit a 6. azakaszban taglaljuk majd. Először azonban vegyük szemügyre
a kombinált kockázat-megosztó és érdekeltségi probléma megoldását.

5. A -megbízó-ügyvivő probléma meqoldásai

Feltételezzük, hogy P most csak az x kimenetet tudja megfigyelni, anélkül,
hogy bármi információja lenne a-ról vagy 0-ról. Ekkor a várható hasznosságát
maximalizáló y*(x) kifizetési függvény megválasztását tekinthetjük feladatá­
nak, mégpedig figyelembe véve, hogy A-nak meg kel I kapnia Legalább vissza­
tartott hasznOf;ságát és bármely adott y(x) mellett olyan a-t fog választani,
hogy saja.t várható ha-;;znosságát maximalizálja.

A feladat formális megközelítésekor vennénk az PB problémát, kiegészíte­
nénk a (13) korlátozó feltétellel, és ezáltal P-nek y(x)-re vonatkozó választása
most A maximalizálási feltételén keresztül veszi figyelembe a ha.tást, amit az
A-ra a-választásában gyakorol. Lényegében ezt az utat követték HARRIS­
RAVIV (1976), Rosa (1973) és SPENCE-ZEOKHAUSER (1971). Azonban kiderül,
hogy ez rosszul kondicionált feladat. Hacsak nem korlátozzuk y(x)-et egy véges
tartományra minden x-re, akkor nagyon is előfordulhat, hogy a feladatnak nem

17 Ilyen például a ,,szt/i.lini" megoldás (elkapná, A-t és agyonl6né).
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létezik optimális megoldása, mint azt MIRRLEES (1975) megmutatta. Ha viszont
y(x)-et véges tartományra korlátozzuk, ami eléggé ésszerű feltevés, akkor el­
képzelhető, hogy a (13)-ban szereplő y(x) valójában nem létezik minden pont­
ban. Mivel a feladat megoldásának variációszámításon nyugvó módszere y(x)-et
szabályozó változónak tekinti a megoldás során, ez elég baj.

A MIRRLEES (1964, 1975) által javasolt és HüLMSTRÖM (1978) által tovább­
fejlesztett alternatív megközelítés úgy kerüli meg ezt a nehézséget, hogy 0-t
eliminálja a feladatból és x-et tekinti alapvető véletlen változónak, amely sze­
rint a várható értékeket meghatározza. Igy valamely adott a mellett minden
f(0) sűrűségfüggvénnyel jellemzett 0-hoz létezik x, és az x(a, 0) függvény, vala­
mint az f(0) sűrűségfüggvény együttesen határozzák meg x valószínűség-elosz­
lását. a növekedése esetén ez az eloszlás jobbra mozdul el, azzal a technikai
indíttatású kikötéssel, hogy az eloszlás felső és alsó korlátai (legyenek ezek
x1 - x(a, I) és x0 = x(a, 0)) invariánsak a változására. Ez annyit jelent: bár­
mekkora a-t is választ az ügyvivő, a legkedvezőbb (0 = I) és a legkevésbé ked­
vező (0 = 0) esetekben ennek nincs hatása az x kimenetre.

Azonban kiderül, hogy ez a megközelítés nem garantálja a, (13) feltétel meg­
oldásának unicitását, azaz A többféle válasz.tással is megoldhatja várható hasz­
nosságának maximalizálását adott y(x) kifizető függvény mellett, amiből az is
következhet, hogy a megbízó-ügyvivő probléma Mirrlees-Holmström eljárás­
sal levezetett megoldásai valójában nem az optimumot határozzák meg. Jól jel­
lemzi ezt a helyzetet GROSSMANN-HART (1983) diagramja," amelyet a ,1. ábrán
reprodukálunk.

A rajzon 17 jellemzi a kifizetési rendszert (nem y egy értéke), amelyet P prefe­
renciája szerint balról-jobbra (folytonosan) rendeztünk, a pedig ismét A egy
akciója. Annak lehetőségét, hogy adott 'Y/ kifizetési rendszer mellett A többféle
a-t is választhat, a rajzon az a(17) görbe alakja mutatja. Azon ban bármely adott
17 mellett A a szaggafott görbén lévő a-k közül fog váliu,7.tani, mivel előnyben
részesíti a kisebb a-kat a nagyobbakkal szemben, így ezek a pontok dominálják
a többit. P közömbösségi görbéit leolvasbatjuk az ábráról (noha ennek a nem
direkt változója, de indirekt módon, x-en keresztül befolyásolja). Ekkor a
Mirrlees-Holrnström eljárás az E pontban határozza meg P optimumát, mivel

a

,t_ ábra. Adot.t r1 mellott a nem egyértelmű

ts Andreu Mas-Collet javaslata alapján. Annak felismerése, hogy a probléma nem ren­
delkezik unicitási tulajdonsággal, MIRRLEES ( J 975) publikálatlan tanulmányának köszö­
hetö.



A MEGBÍZÓ ÉS AZ ÜGYVÍVŐ ELMÉLETE I 7!J

ez van a legmagasabban mindazon pontok közül, amelyek kielégítik A első­
rendű feltételét, (13)-at; ám valójában T az igazi optimum, mivel P számára
ez a legked vezőbb mindazon pontok közül, amelyekben A-t érdekeltté tudja
tenni - ~ rögzítése a W pont és nem az E választását ösztönzi. Sajnálatos",
hogy fennáll ez a lehetőség, mivel mint Holmström megmutatja, az általa alkal­
mazott eljárás a megbízó-ügyvivő probléma optimális megoldásának viszonylag
egyszerű jellemzéséhez vezet.

E megfontolások alapján úgy tűnik csak két út áll előttünk. Az egyiken ha­
ladva a struktúra többé-kevésbé drasztikus egyszerűsítésével jól kezelhető
problémát tudunk garantáLni.20 A másik úton fel lehetne tenni, hogy nem léte­
zik az unicitás problémája és így lehetne élvezni az ebből következő eredmény
szépségét. Bizonyos értelemben a probléma tisztán elméleti jelentőségű: ha P
ismeri v(y, n)-t és x(a, 0)-t akkor ismeri egy tetszőleges kifizetési rendszer és A
választása közötti kapcsolatot is, és ily módon, legalábbis elméletileg mindig
tud találni globális optimumot.

Így például a 4. ábrán, ha P ismeri az a(ri) görbét, akkor miért lenne olyan
ostoba, hogy az E pontot válassza? Azonban figyelembe véve analitikus szem­
pontjain kat. er. mégiscsak tartalmi kérdés: a szokásos eljárások segítségével
szeretnénk jellemezni az optimális megoldást, és így komolyan kell vennünk
azt a kockázatot, hogy ezek az eljárások nem működnek minden esetben meg­
felelően.

Az alál.bia.kban a Holmström-Mirr[eP,S megközelítést ismertetjük, mivel át­
tekintve a szakirodalom egészét úgy tűnik, ez az eljárás ötvözi a legáltalánosabb
feladat-struktúrát az eredmények legegyszerűbb megfogalmazásával, és világos
bepillantást enged az érdekeltségi korlát bevezetése által kiváltott hatásokba.
Tehát:

i) v(y, a) = v1(y) - v2(a), ez nem más, mint ttz additív szeparáhilitás fel­
tevése.

ii) Tekintsük x-et véletlen változónak, amelynek sűrűségfüggvénye x(a, 0)
és /(0) alapján meghatározható, jelölje: O(x, a). Változatlanul fennálJ, hogy a

19 Nem nehéz megállapítani, hogy a probléma megoldása nem egyértelmű. Ahhoz,
hogy garanté.lni t.udjuk a

max J(a) =' J v(ylx(a, 0)], a)/(O)dO
0

probléma megoldásának globális unioit.ását , rneg kell követelni, hogy J szigorúan konkáv
legyen a-ban, minden a-ra, de:

'
J"(r,) = f {y'xa [vyyY'Xa + 2vya +- i,;J + vy:i;iy" --j VyJ/x00} /(0)d0,

0

aminek előjelét. rdt,alában nem t.urljuk, mivel y" előjele ismeret len. Bizt,os, hogy több
lnk{d is on+imurn lohotöségét. nem zfLrhatjllk ki, és J'vf.irrlee1:1 példája megrnubat.ja, hogy elő­
fordulásuk nagyon is reália.

20 fgy például (Irossmrnc és Hart av-függvény epooiális ulakját. veszik, fol t.osz.ik , hogy P
kookúzat-közömbös (noha legtöbb eredményük ennek álbalánosítáan), a kimeneteknek
a-tól fiigget;len véges {x,, ... , x11} ha.lmazá.t, lnkintik és r-hhez kapcsolják az a-tól függö
{/i, ... , /11} sűrűség-függvényekoí.. Hotmström felt.étolezi, hogy 11 v-függvény additív
módon szcparália y-ban és a-ban és x rögzített intervallumát tekinti, amely fölött a való­
színűségeloszlás a-tól függ, nohn, mint; arra már utaltunk, ez még mindig nem elegendő az
unicitás garantálásához.
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kifizetési sémát a megfigyelhető x változó függvényében fejezzük ki, azonban
x most invariáns a-ra, mivel lényegében most x az állapotváltozó.

iii) W fontos tulajdonsága, hogy x ~ [x0, x1) esetén <P(x, a)= 0 minden a-ra
és <P(x, a) > 0, ha x E [x0, x1].

Az 5. ábráról leolvasható, <P hogyan viselkedik a változásakor . Magasabb
a értéknél az egész eloszlás elmozdul jobbra, de változatlanul marad az [x0, x1)
tartó. Vegyük figyelembe, hogy adott x mellett, feltesszük még a következőket:

ív) A <Pa és <Paa deriváltak jól-meghatározottak, és W0 ~ 0, mint az a rajzon
is látszik. Tehát egy nagyobb a csökkenti x kisebb értékeinek és növeli x na­
gyobb értékeinek valószínűségét.

<I> lx,ol

fi. ábra. <P(x, a) változása a növckedéaóvel

v) Az a nagyohb értékéhez tartozó eloszlás P számára mindig kedvezőbb,
mint egy alacsonyabb a értékhez tartozó eloHzlás. Tehát a növokedóse x ,,,iohl,"
eloszlásához vezet.

Az érdekeltségi korlát most nem más, mint A-nak az a-ra vonatkozó maxi­
mumfeladatához tartozó elsőrendű feltétel, azaz:

x,
max J vi[y(x)J<P(x, a)dx -- v2(a),

a x,
amiből következik.v

x,J v1[y(x)]<Pa(x, a)dx - v~(a) = 0,
x,

(A)

(15)

ahol y(x) tetszőleges adott kifizetési függvény. Ha adott (15), akkor P-nek
olyan y(x) függvényt kell találnia, hogy megoldja az alábbi feladatot:

feltéve:

x,
max J u(x - y(x))<P(x, a)dx
y(x),a x,

x,
.Í v1[y(x)]<P(x, a)dx - v2(a) ~ v0

x,
x,

v~(a) = J v1[y(x)J<Pa(X, a)dx,
x,

(PA)

21 Av-re kirótt ezeparábilitáai feltétel hasznosságát a (15) feltétel egyszerűségében mér­
hetjük le.
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ahol az első korlát ismét A visszatartott hasznossága, míg a második a (15)-ből
származó érdekeltségi korlát. Ne felejtsük el, hogy x most nem optimalizációs
változó - ugyanazt a szerepet játssza, mint 8 a korábbi feladatban. Ekkor az
(x-től független) ). ésµ változókat kapcsolva a megfelelő korlátokhoz, az alábbi
feltételekhez jutunk :22

{ -u' + Jv{}<P(x, a) + µv~<P0(x, a) = 0 (16)
X1 X1 X1 

S u<Padx + A[ S v1<P0dx - v~] + µ{ J v1<Paadx - v;} = 0. (17)
x, x, x,

Először is vegyük észre, hogy a szögletes zárójelben szereplő középső tényező
az érdekeltségi korlátból következően zérus. Ekkor a feltételt így írhatjuk:

u' .----; = ). + µ<Pa/<P
Vl 

E[u<Pa] = -µE[d2v/da2],

(18)

(19)
ahol úgy képeztük az

x,
E[d2v/da2] = S v1<Pa0dx - v;

x,

jelölést, hogy kiemelje az ördekeltségi korlát E[dv/da] = 0 alak megfogalma­
zását és így (17)-ben a harmadik tag nem más, mint ennek a szerinti deriváltja.
Belátható (vö. HüLMS'l'RÖM, 90. oldal), hogyµ> 0, tehát az érdekeltségi feltétel
P számára effektív korlát.23 (18) ekkor arra utal, hogy a kockázatmegosztás
nem Pareto-hatékony (vesd össze az (1) feltétellel), méghozzá azért nem, mivel

22 Szigorú értelemben figyelombe kellene vennünk azt a korlátot, hogy y(x) minden x-re
korlátos tartományba esik, azaz 0 sys x. Az egyszerűség kedvéért itt feltételezem, hogy
a megoldás mindig egy ilyen tartomány belső pontja. A feltételekhez minden x-re y szerint
való Jeriválással, illetve minden x-re a szerinti deriváláasal jutunk (mivel a-t azelőtt vá­
lasztjuk mielőtt x ismertté válna, y-t pedig utána).

23 A Holmström-modell esetében könnyű ellenőrizni, hogy mint azt már korábban láttuk
ha P megoldja első-legjobb feladatát, akkor általában az érdekeltségi korlát nem teljesül.
'I'ehút a jelen esetben ahhoz jutnánk:

feltéve:

x,
max S u(x - y(x))IJ)(x, a)dx
y(x),a x,

x,
S v1[y(x) ]IJ>(x, a)dx - v1(a) ::2:: v0,
x,

amiből következik, hogy:

v./jv; = ). és E[u<Pa] + J.{E[v1<Pa] - v;} = 0,

ahol a második feltétel nyilvánvalóan különbözik az érdekeltségi korláttól. Azonban a
µ > 0 erősebb állítás, mint aµ -;-6 0 és Holmström bizonyítása során azt tételezi fol, hogy
az (A) feladat másodrendű feltételei teljesülnek, azaz valami olyasmit, ami általában nem
igaz. Vegyük azt is észre: ha A kockázat-közömbös, akkor valójábanµ= 0, mivel az érde­
keltségi korlát nem effektív.
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figyelembe kell venni az A-ra gyakorolt érdekeltségi hatásokat, azaz adott x
mellett y megválasztásának a (A által történő) kiválasztására, azaz x valószínű­
ségére, <t>a-ra gyakorolt hatását. Elvész a kockázat-megosztó szerződés formá­
jára nyert korábbi eredmény egyszerűsége is: a szerződés formája most nem
határozható meg pusztán a kockázathoz való viszony alapján, hanem attól is
függ, miképpen változik <Pa és <t>, x szerint, azaz függ-e változást megalapozó
/(0) és x(u, 0) függvényektől.24

Azonban Holmströrn mégis fel tud vonultatni néhány érdekes eredményt ar­
ról, hogyan változik a kifizetési séma az érdekeltségi korlát függvényében, sőt
ezeket az eredményeket a feladat csekély újrafogalmazása árán igen egyszerűen
le lehet írni. ). most ne a visszatartott hasznossági korláthoz kapcsolódó mul­
tiplikátor legyen, hanem egyszerűen A várható hasznosságához25 adott rögzitett
súly az alábbi maximum-feladatban:

Xi Xi

rnax J u<Pdx + A J { v1 - v2}<Pdx
Y<x),a x, x.

(PA) 

feltéve: Jx
1dv
-.<Pdx = o.
da

x,

A feladat megoldása formailag nyilvánvalóan (18)-(19)-cel azonos feltételek­
hez vezet, de megvan az a pótlólagos előnyünk, hogy). most konstans (és bizo­
nyára nem zéró, - Holmström elemzéséből nem nyilvánvaló, hogy általában
). # 0 mivel az, hogy az érdekeltségi korlátot ki kell elégíteni, ahhoz vezethetne,
hogy A többet kap, mint v0

). Vizsgáljuk meg a (18) feltételt, és vegyük észre,
hogy a csökkenő határhasznosság miatt u'(x - y)/v{(y) y-ban növekvő adott x
mellett. Tegyük fel, hogy adott x mellett az első-legjobb y* (x) olyan, hogy:

u'(x - y*(x)) = k
vi(y*(x))

(20)

x értéknek két halmaza érdekes különösképpen, az X+ = { x I <Pa (x, a) > 0}
illetve az X- = { x I <t>0(x, a) < 0} halmazok (lásd ismét az 5. ábrát). Ekkor,
ha annak érdekében, hogy (18)-hoz jussunk, a konstans A-t figyelembe véve
(20)-at kiegészítjük µ<t>0/<t> taggal, akkor megfigyelhetjük, hogy u'/v; nő, ha
<Pa > 0 és csökken, ha <P0 < 0, mivel µ > 0. Azaz, y(x) > y*(x), ha x EX+ és

24 Ily módon (18)-at differenciálva kapjuk:

dy* rp it' /t {(J)ax ([ia({)x}
dx = (rp + 1·A) v; -f- rA + rp -;;;-· - <tT ·

Tehátµ > 0 esetén rp = O-ból nem következik, hogydy*/Jx = 0, hacsak nem korlátozzuk
<'P-t. Ez a kifejezés talán magyarázatot ad arm, miért gondolták Grossman és Hart, hogy
lehetetlen még olyan cgyszorü 1,uhijdonságukut is rneg(dlr.tpfttt.ni, mint y(x) mouotonitáaa.

25 Más szavukkal: egyszerűcu ,1z érdekeltsőg! korlá.tru vonatkozó Pureto-opt.imumot
keressük, ahol A meghatározza a végső allokáció hasznosaúg-elosz láaút. ltz u végső alloká­
ció nem feltétlenül esik egybe v0-lal A esetében. A feladatot úgy is értelmezhetjük, mint
P és A hatékony szerződéa-alkuját és P így nem foltétlenül szerzi meg uz ügyletből eredő
teljes hasznot.
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y(x) < y*, ha x EX-. Tehát az érdekeltségi hatás olyan módon téríti el a meg­
oldást az optimális kockázat-megosztástól, hogy A fizetségét növeli azokban
az állapotokhan, melyeknek a növekedése növeli valószínűségét és A ré­
szesedését csökkenti azokban az állapotokban, melyeknek a növekedése csök­
kenti valószínűségét. Ennek egyik következménye, hogy a koekázat-közörn­
hös P most nem ajánl rögzített fizetséget A-nak.

A második-legjobb megoldás határozottan rosszabb P és A számára egyaránt,
mint az első-legjobb, amiből következik, hogy hatékonyság-nyereséghez jutnak
abból, ha Paz a-t meg tudja figyelni.26 Ekkor viszont felmerül a kérdés: tegyük
fel, hogy P költségmentesen hozzájuthat z-hez, ami bizonyos információt szol­
gáltat a-ról. Vajon be kell-e ezt építeni a szerződésbe abban az értelemben, hogy
A fizetsége z-függó legyen, úgy, hogy adott x mellett y különböző z-kre eltér{í
legyen? Mint azt a következő fejezetből látni fogjuk, a válasz általában igen,
még akkor is, ha z csak nagyon tökéletlen információt szolgáltat a-ról.

6. Az a-ra vonatkozó tökéletlen információ felhasználása

Tegyük fel, hogy a és 0 közvetlenül nem figyelhetők meg, de létezik olyan z
változó, amely a-ról informá ·iót szolgáltat az alábbi értelemben. z értéke a-tól
és 0-tól függ, azaz írhatjuk, hogy z = z(a, 0), úgy, hogy a megváltozása z egész
eloszlását elmozdítja. Mivel x(a, 0)-t ismerjük: adott a-ra meghatározható x és
z közös valószínűség-eloszlása. Feltesszük, hogy P költségmentesen tudja meg­
figyelni z-t és ugyancsak ismeri a közös sűrűségfüggvényt, amit jelöljön <P(x,z,a).
A kérdés ekkor az, hogy bizonyos adott x kimenet esetén megéri-e P-nek z rea­
lizációját felhasználni az A fizetségének megállapításánál.

Első pillantásra egyáltalán nem nyilvánvaló, hogy egy ilyen típusú informá­
ciót feltétlenül be kell vonni a szerződésbe, ezáltal y-t x-től és z-től egyaránt
függővé tenni. Mint Harris és Raviv rámutattak, noha az a valószínű értékére
vonatkozó információnövekmény tiszta haszon, de van annyi ,,költsége", hogy
az információ bizonytalan, így elképzelhető, hogy ha mind A, mind P kockázat­
averziót mutat, akkor nem célszerű z-nek belefoglalása a szerződésbe. Azonban
Harrie és Raviv, Shaceli, valamint Holmström egyaránt rámutatnak, hogy min­
dig célszerű egy ilyen információt a szerződésbe foglalni, ha a és 0 nem meg­
figyelhetők (kivéve azt az esetet, mint arra már utaltunk, mikor A kockázat­
közömbös) oly módon, hogy a töhbletinformációból származó haszon a többlet­
bizonytalanságból származó bármekkora többletköltséget ellensúlyozni tudjon.
(Ekkor igazán lényeges z költségmentessége.)

A tétel bizonyítását az olvasó megtalálhatja SH.AVJ~LL-néI (1979, függelék,
69. old). Itt Hoimstrimi egyszerűbb és szemléletesebb megközelítését mutatjuk
be, melynek során z-t közvetlenül beépíti P optimum-feladatába, és megmutat­
ja, hogy a (18) feltétel miként módosul.

Ekkor a, feladatot (1gy fogalmazhatjuk, hogy: határozzunk meg egy y(x, z)
kifizetési függvényt, ahol z-t akárcsak x-et formálisan állapot-változónak te-

26 Vegyük észre, hogy A is nyerne az első-legjobb felo.datra való áttéréssel. Felmerül a
kérdés: vajon miért. nem egyezik bele A abba, hogy P-t informáljarnilyen a-t választott?
A válasz mt>gegyr>zik azzal, amit az ,,érdekeltség összeegyeztethetősége" feladatból isme­
rünk: ha a szerződést A-nak a-ra vonatkozó jelentésére alapozzák, akkor A abban érdekelt
hogy saját érdekei szerint manipulálja ezt az információt.
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kintjük. A 0(x, z, a) függvény megadja x ész együttes valószínűségét adott a
mellett. P feladata ekkor az alábbi formában írható:

X1 21

max J J u(x - y(x, z))(f)(x, z, a)dzdx
y(x,z),a x, z,

X1 Z1

S J v1(y)(f)(x, z, a)dzdx - v(a) z v0 (PAZ)
Xo z,
X1 z,J J v1(y)$0(x, z, a)dzdx - v'(a) = 0.

Ez csak abban különbözik az előz/5 (PA) feladattól, hogy most a várható értéket
x ész együttes eloszlása szerint kell venni. Mivel y szerint maximalizálunk min­
den (x, z) párra, (18)-bm: hasonló feltételeket kapunk:

u' , (f)a(x, z, a)
-= A+µ •
v~ (f)(x, z, a)

(21)

Tehát, ha <P0/(f) z-vel együtt változik, akkor az a fizetség, amit Paz x megfigye­
lése alapján teljesít A-nak, most z megfigyelt értékétől függően fog módosulni.
Így például, ha ({)a z-vel ellentétesen mozog, akkor adott x mellett a P által
A-nak teljesített kifizetés alacsonyabb lesz, ha a szerződés z-t is tartalmazza,
mint egyébként. z szerződésbe foglalása nem annyira azért lényeges, mivel z
többletinformációt szolgáltat a-ról ·-- végül is adott kifizetési séma mellett P
pontosan tudja mire számíthat - , hanem sokkal inkább azért, mivel ezáltal
élesebben lehet A-t érdekeltté tenni a értékének növelésében. Vagy, ami ezzel
ekvivalens, ekkor csökkennek az A érdekeltségét biztosító költségek. Intuitív
módon ezt a következőképpen fogalmazhatjuk meg. Ha a szerződés kizárólag
csak x-től fögg, akkor adott (f)(x, a) eloszlás mellett x magas értéke, és ennek
megfelelően A magas fizetsége figyelhető meg még akkor is, ha a viszonylag
alacsony. Hasonlóképpen alacsony x és ennek megfelelően alacsony kifizetés
figyelhető meg esetleg még akkor is, ha A nagy a-t választ. Ezek a lehetőségek
egyáltalán nem kívánatosak, ha figyelembe vesszük, hogy P célja A-t érdekeltté
tenni, minél magasabb a kiválasztásában. Ha valamilyen z változó megfigyel­
hető, melynek értéke a-val és 0-val együtt nő, akkor kevésbé valószínű, hogy x
ész egyaránt alacsony értéket vesz fel, ha a tényleg magas. Tehát z befoglalása
a szerződésbe csökkenti az alacsony a téves jutalmazását illetve a magas a téves
büntetését. Ezáltal javul a szerződés ösztönző jellege.27

z7 Így például tegyük fel, hogy A az {l, 2, 3} halmazból választhatja a-t és x-re és z-re
az alábbi valószínűségeloszlás jellemző:

a= '
X=0 0,8 0,5 0,2
x=I 0,2 0,5 0,8
Z=Ű 0,9 0,5 0,1
z = I 0,1 0,5 0,9 (folyt. _,.)
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7. Az I. rész összefoglalása

A tanulmánynak ebben a részében felvázoltuk az ,,alapvetőnek" tekinthető
megbízó-ügyvivő modellt és a szerződésekre vonatkozóan a levezethető főbb
eredményeket. Ha a közvetlenül, vagy pedig egy korlátozott véletlen hiba ere­
jéig megfigyelhető, akkor lehetséges az első-legjobb kockázat-megosztó szerző­
dés, amely olyan büntető klauzulát tartalmaz, miszerint A-t büntetik az opti­
mális szintnél alacsonyabb a választás esetén. Ebben az esetben, ha A kockázat­
közömbös, P egy rögzített összeget tart vissza és A viseli a teljes kockázatot;
ha viszont P kockázat-közömbös, akkor A kap rögzített összeget és P viseli az
összes kockázatot. Valójában, ha A kockázat-közömbös, akkor P elérheti az
első-legjobb megoldást még akkor is, ha nem tudja megfigyelni a-t, mivel A
saját érdekében cselekszik és a-nak az első-legjobb értékét fogja választani,
feltéve, hogy P az első-legjobbnak tekinthető rögzített összeget ajánlja neki.
A tényleges érdekeltségi probléma akkor merül fel, ha A kockázat-közömbös
és sem a, sem 0 nem megfigyelhető. Ekkor egy valódi ,,második-legjobb" fel­
adattal állunk szemben. Az optimális szerződésben ekkor figyelembe kell venni,
hogy A-t érdekeltté kell tenni a kiválasztásában - ez az érdekeltségi követel­
mény - és ily módon az optimális kockázat-megosztásra jellemzőtől eltérő ki­
fizetési sémához jutunk. Így például a kockázat-közömbös P ekkor nem rögzí­
tett összeget fog A-nak fizetni. Általában az érdekeltségi követelmény értelmé­
ben magasabb x esetén A-nak magasabb, viszonylag alacsonyabb x esetén ala­
csonyabb fizetséget kell nyújtani, hogy .így érdekeltté tegyük A-t abban, hogy
a-t feljebb emelje az optimálisnál alacsonyabb szintről, amit máskülönben
- a-val szembeni averziója miatt - választana. Végül, ha költségmentesen
elérhető egy olyan z változó, melynek eloszlásától a függ, akkor a második­
legjobb szerződés mindig tartalmazza ezt a változót, ezáltal A kifizetését x-től
és z-től egyaránt függővé teszi, lényegében azért, hogy csökkentse az alacsony
a választásának téves jutalmazását, illetve a magas a választásának téves bün­
tetését, azaz javítsa a szerződés ösztönző jellegét.

Az ,,alap" modell számos érdekes kiterjesztése található a közelmúlt szak­
irodalmában a folyóiratok hasábjain, és van még mód számos, eddig meg sem
vizsgált kiterjesztésre. Azonban célszerűnek tűnik ezekre majd csak a tanul­
mány végén kitérni, miután megvizsgáltuk az ,,alap" modell néhány lehetséges
alkalmazását. Ez lesz a II. rész tárgya.
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HALABUK LÁSZLÓ

Ót a t i s z t ik a i m ó d s z e r e k 
a m e g i s m e r é s g és a t é v e d é s e k g s z o l g á l a t á b a n d 

Varga István egyetemi statisztikai elő­
adásai során ezt a figyelmeztetést intézte
hallgatóihoz: ..

,,Ahhoz, hogy Onök atal.isz.tikussá vál­
janak, rá kell jönni arra, hogy a külön­
böző atat.iszt.ikai eljárásokkal összefüggés­
ben egyrészt mikor mit szabad alkalmazni,
másrészt mikor mit nem szabad alkalmazni.
Utóbbi majdnem fontosabb, mint az előbbi,
mert ha uz előbbit nem tudják, legfeljebb
nem fognak egyszer helyesen következtetni.
A nagyobbik hiba az, amikor valaki azt
hiszi, hogy ért a statisztikához és eredmé­
nyei vol becsapja önmagát és másokat is."1

A téves következtetésekre vonatkozóan
pedig hadd fűzzünk ide egy konkrét pél­
dftt:

,,Egy valóban bizarr- ötlet alapján elekt­
ronikus számológép segítségével pontossági
vizsgálatnak vetettek alá két karórát. Az
egyik Lörött volt, s nem járt, a másik
naponként egy másodpercet késett. A meg­
felelő adatok betáplálása után az elektroni­
kus számológép azt válaszolta, hogy az az
óra rossz, amelyik naponta egy másodper­
cet késik, mert csak 120 évenként egyszer
mutatja a pontos időt, ellentétben a törött
órával, amelyik minden 24 órában kétszer
mutatja a pontos időt."9 

Ez ö tanulmány a címben és az előző
idézetekkel jelzett problémával kapcso­
latban néhány gondolatot kíván felvetni.
Kezdjük egy szembeállítással.

it A atatiszt.iku - hosszú története
során - a megismerés robusztus, hatékony
eszközének bizonyult. (Ha statisztikáról

beszélünk, ezen a tevékenységet és a mód­
szerek összességét egyaránt értjük.) Kezdve
az első összeírásoktól, az államtudományi
szerepen keresztül a modern természettu­
dományi megismerésig a statisztika az em­
beri tudásnak egyik döntő forrása volt.
Ezt az emberi tudás története, az egyes
tudományok ismeretanyaga egyértelműen
igazolja.

2. ,,Háromféle hazugság van, az egy­
szerű hazugság, a rosszindulatú hazugság
és a statisztika." - ,,A hazugság válfajai
az egyszerű hazugság, a szükséghelyzetben
való hazugság és a statíaatika." Változatok
egy témára, amely egyesek szerint Benja­ 
min Disraelitól, mások szerint Lord Pal­ 
merstont6l származik. I változatoknál és az
eredetnél figyelemre méltóbb, hogy a neve­
zetes negatív értékelést a múlt század óta
nem szűntek meg idézni.

Mi rejlik e mögött az ellentmondás mö­
gött? Ha hozzá nem értő, fölényes szelle­
mességre hivatkozunk, ez nem elégséges a
teljes indokoláshoz. Az ellentmondás ma­
gyarázatához mindenképpen hozzátartozik
az is, hogy a statisztika mint módszer és
mint hivatkozási információs alap védtelen
ö rossz felhasználásokkal szemben. Aho­
gyan nő a módszerek által kínált megisme­
rési kapacitás, oly módon nő a rossz fel­
használás lehetősége (és többé-kevésbé
ténye) is. s Ezt a megállapítást próbáljuk
ebben a tanulmányban illusztrálni.

A statisztikai kézikönyvek bőven szol­
gáltatják a vidám, anekdotaszerű példákat
a statisztikai visszaélésre. Ezek a példák

n Megjelent a ,,Változások, váltások és válságok a gazdaságban. Tanulmányok Varga
István emlékezetére" című, Schmidt Ádám és Kemenes Egon szerkesztette kötetben.
Közgazdasági és Jogi Kiadó, Budapest 1982. 281-290. old.

1 Varga Istvdn: A statisztika elmélete és módszertana. A Pázmány Péter Tudomány­
egyetem Jog- és Közigazgatástudományi karán az 1948/49. tanév első felében tartott elő­
adásairól készült gyorsírói feljegyzés. Kézirat gyanánt. MEFESZ Jogászkör kiadása. 1949.

9 Az idézet Kovdcs Istvdn: Illúziók és borulátás nélkül című cikkéből való. Népszabad­
ság, 1968. január 12.

e 0. W. Haseloff-Ti. J. Hoffmann: Kleines Lehrbuch der Statistik. Walter de Gruyter
Co., Berlin, 1968.
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főleg a korrclációszárnítás területér61 merí­
tenek.! A korrelációszárnítás eredményei­
nek hibás felhasználásait még rendszerezni
is szokták. Egyik csoportba sorolják a
helytálló, de semmitmondó statisztikai ösz­
szefüggést, amikor például egymás komp­
lernenturnainak min6síthet6 változók kor­
relációs koefficiense -1. Ilyenek az egy­
mást 100-ra kiegészítő százalékszámok.
Például ha a dohányzók százalékos aránya
változik, a nem dohányzók százalékos
aránya - l értékű korrelációs koefficiens­
sel kapcsolódik az előzőhöz. Egy másik
csoportba sorolják a ,,közös harmadik
tényez6" fennállásának esetét. (,,Ha Ma­
gyarországon fagy, Svájcban több tüzel6-
anyagot vásárolnak.") Végül mit szóljunk
a véletlen kapcsolatok vagy értelmetlen
következtetések humorba torkolló, vidám
példáihoz :

,,Egy zenerajongó floridai fiatalember
lakása három helyiségében szobai növé­
nyeinek különféle zenedarabokat szokott
játszani, és úgy találta, hogy abban a szo­
bában fejlődnek legjobban a növények,
ahol beatzenét játszik."

,,Aránytalanul több ember hal meg az
ágyban, mint az utcán, a tengerben vagy
a lebujokban. Az ágy tehát bizonyíthatóan
a legveszélyesebb, tartózkodási hely."

,,Az Egyesült Allamokban, ahol az egye­
temek is hirdetik, reklámozzák magukat,
az egyik egyetem buzdításul közölte, hogy
az utolsó évben végzett nőhallgatók 50%­
át az egyetem professzora vette nőül."
(Két nőhallgatója volt.)

Az előző példák statisztikai tankönyvek­
b61, kézikönyvekből származnak. Az a hely­
zet azonban, hogy az ilyen riasztó példák
inkább szórakoztatásra alkalmasak; a kézi­
könyvek, tankönyvek sajnos nem tekintik
feladatuknak, hogy a statisztikai módsze­
rek rendszeres bemutatása során a módsze­
rek képességeinek korlátaival, a téves fel­
használás, a hibás interpretáció körvonala­
zásával is foglalkozzanak.

A statisztikai módszertan eszköztára
egymás mellett élő, egymással párhuzamo­
san és egymással összefüggésben (részben
azonban egymástól függetlenül) fejlődő
témakörökből áll. Ezeket tartalmazzák a
statisztikai kézikönyvek,f tankönyvek, így
a középértékek és szóródás vizsgálatát, a
korreláció- és trendszámítás módszereit, az
indexszámítáe és idősorelemzés, a m i n t a g 

vétel, a becsléselmélet, a hipotézisellenőr­
zés kérdéseit stb. A modern vizsgálódások­
ban azonban egyre nagyobb szerephez jut­
nak az olyan komplex vizsgálatok, elem­
zések, amelyek a sta.tisz t.ikai módszertan
mind több részét kombinálják és egyesítik
a valóság valamely részének sokoldalú fel­
derítése, megismerése céljából. Ezek a
komplex jellegű vizsgálatok vezeí.nek el a
matematikai megfogalmazású, különféle
(de főleg statisztikai) információs bázisból
kiinduló, a (matematikai) statisztikai infe­
reneia eszközeivel operáló diszciplínákhoz,
mint az ökonometria, biometria, szocio­
metria stb. Ezeknek a komplex módszer­
tanoknak, diszciplínáknak gyakorlati meg­
jelenési formái a többváltozós, többrelációs
modellek."

Kézenfekvő, hogy ezek a komplex mód­
szerek és modellek a megismerésnek nagy
lehetőséget nyitó, robusztus eszközei. Ter­
mészetes az is, hogy lcumuláltan produkál­
ják a tévedés, félreismerés lehetőségeit is.
A következőkben főleg e területek problé­
mái foglalkoz tatnak. 7

I t é v e d é s e k n é h á n y tí p u s a 

E tanulmány keretei nem elégségesek
ahhoz, hogy a teljesség igényével tekintsük
át a hibákat, amelyek a statisztikai eszkö­
zök segítségével történő valóságmegierno­
rést tévútra vezetik. Ha mégis - a teljes
rendszerre való törekvés nélki.il - prag­
matikusan tipizálni kívánjuk a legfonto­
sabb hibákat, a következő csoportosuláso­
kat fogalmazhatjuk meg:

a fétisek felelőssége,
- a rossz specifikáció hatása,
- a kovariuncia-c-kauzalitáa fogalmainak

összekeverése.
a) A ,,f étiselc [elelésséqét" abban látjuk,

hogy egy-egy ki.ragadott szempont, cél,
módszer túlzott jelentőséget kap, az elen­
gedhetetlen mellérendelt tényezők elhanya­
golásával.

- Az ,,illeszkedés" fétise. Amikor egy­
egy (egy- vagy többtényezős) összefüggést
vagy összefüggésrendszert megfogalmaz­
nak, gyakran a legjobb illeszkedés a cél.
Lehet törekedni az a priori ismeretek, a
plauzibilitás alapján reálisnak t.űnő speci­
fikációra, de törekedni lehet az összefüggé­
sek szorosságának jelzésére rutinszerűen

k H. Swoboda: Knaurs Buch der modernen Statistik, 1971.
v K. A. Yeomans: Statistics for the social scientist. Bristol, 1968.
f Halabuk László: Ökonometriai modellek és módszerek kutatása és alkalmazása Ma­

gyarországon. Statisztikai Szemle, 1975/8-9.
1 Halabuk László: Some experiences with econometric model building. European Meeting

of the Econometric Society, Budapest, 1972.
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használt mutatók legmagasabb értékének
biztosítására is. Ennek az utóbbi célnak
érdekében, a becslési eredmények feljaví­
tására gyakran folyamodnak megengedhe­
t.et.len eszközökhöz is, mint amilyen a vál­
tozók számának, a késleltetések számának
gátlástalan növelése, a mesterséges válto­
zók (dummy variables) könnyed alkalma­
zása. Ezek az eljárások esetenként a szto­
chasztikus kapcsolatok determinisztikussá
való degradálásához közelítenek. Ehhez a
kérdéskomplexumhoz tartozik annak a
megállapítása is, hogy a gyakorlati szem­
pontból nagy jelentőségű előrejelzésnél a
mintaidőszakhoz való tökéletes közelítésnél
nagyobb jelentősége van a mintaidőszak
és az előrejelzési időszak paraméterrend­
szere közötti eltérés helyes felmérésének.

- A pontbecslés uralkodó szerepe.
Elsősorban az előrejelzésnél észlelhető,
hogy a pontbecslés mellett az intervallum­
becslés szerepe háttérbe szorul. Ez pedig
egyenértékű annak a lehetőségnek az el­
hanyagolásával, amit a sztochasztika az­
által ny ú j t ú hogy minden megállapítás
mellé valószínűségi eloszlást rendel.

- A mennyiségi közelítés prioritása a
minőségivel szemben. Az előrebecslés szo­
kásos sémája szerint az idóskálához egy
mennyiségi alakulást foltüntecő függvényt
rondelnek. A 1/, előrejelzések számos kudarca
som volt elég ahhoz, hogy e kvant.itarív
közelítés mellett megfelelő elismerésben
részesüljön a kval it.at,ív közelítés. Arról
van szó, hogy az, aprólékos számszerű deter­
mináció helyett. Igéretesobb és tartalmasabb
lehetne a tendenciák, a fordulópontok, a
strukt.úraváltozások előrejelzése. A;,; iro­
dalmi ororlményck mellett, a;,; ilyen irányú
,!;yakorlati alkalrnazris alig kapot.t még sze­
ropot..
- A méretek féLiso.O Ennek a bűvölet­

nok talán a legprimerebb I ípusa o, tel.ies
körű sta.tiaz.t.ikai felvétel irá.n t E t.isz t.elet.,
A teljes körű felvétel különösen Iontos ose­
í.énél, a népszámlálásnál som szabad azon­
ban figyelmen kívül hu,gyni, hogy ennek
pontossága som abszolút, sőt A.7, elért; pon­
toaság is csupán egy eszmei pillanatra
érvényes. Amint; ezen a pillanaton túllé­
pünk, a legteljesebb körű felvétel is már
csak extrapolációs alapnak tekinthető, és
- különösen erősen növekvő népesség­
szám esetén - a vizsgált, sokaságnak már
csak egy részét - éspedig cserélődő részét
- képviseli.

I z ökonometriai modellek esetében
nagy jelentőségű a közgazdasági változó-

kat reprezentáló idősorok hosszúsága. I 
becsléselmélet annál megbízhatóbbnak te­
kinti az információs bázist, minél nagyobb
a minta, idősorok esetében minél hosszab­
bak a megfigyelt idősorok. Nem szokták
azonban hangsúlyozni a paraméterbecslés­
hez felhasznált idősorok homogenitásának
fontosságát. Ha viszont a megfigyelési
minta nagysága - az idősorok hossza -
a heterogenitás növekedésével jár együtt,
akkor nagyon körültekintően meghatáro­
zott kompromisszum indokolt. (Ez a kér­
dés elvezet a Bartkiewicz által megfogal­
mazott ú n t kis számok törvényéhez.)

Hasonló túlértékelésben részesülhet egy
összefüggésrendszer specifikálása esetén
a változók és a relációk számának nagysága.
Igazolható, hogy adott esetekben a válto­
zók vagy relációk számának csökkentése
nem jár információveszteséggel, legfeljebb
munkamegtakarttással.

- Megemlíthetjük a pontosság fétisét is.
Nem lehetne klasszikusabban fogalmazni,
mint; Oskar Anderson: ,,I. Nincs gyakorlati
értelme egy szekér szénát kémiai preciziós­
rnérleggel mérni. 2. Nem ér semmit, ha két
város távolságát kb. ezer lépésekben lemér­
jük, és ehhez hozzáadjuk a városkapu milli­
méterben mért vastagságát."

b) Az előzőkben módszertani megköze­
lítési hibákat említettem. A következő
néhány hibapélda a szakmai adottságok,
ismeretek hiányára, elhanyagolására, vala­
mely releváns körülmény figyelmen kívül
hagyására vezethető vissza. Nevezhetjük
e példákat a rossz speci/ikdció eseteinek.
Ilyenek például:

- Az ösazehasonlrtási bázis problémája.
Magyarországon az ásványolaj termelése
1938-ban, a ro tációspapír termelése 1929-
ben még kísérleti stádiumban volt.. Ha tehát
l 929-ot vagy 1938-at tekintjük bázisnak,
a következő évek termelése robbanásszerű
fejlődést tükröz.d Ez a helyzet minden új
termék vagy gyártási ág megindulásakor.
Ha ezzel kapcsolatban utalunk arra, hogy
Magyarországon 1929 konjunkturális csúcs
volt, és a következő években általános volt
11 hanyatlás, illetőlez pangás, akkor az a
látszat születik, mintha a robációspapír-ter­
melés konjunktúramentes ágazat lett volna.

- Egy ország népsí.írűsége úgy adható
meg, mint a népesség és a terület hánya­
dosa. De ha például a terület jelentős része
(50-70-90%-a) emberi lakhatásra alkal­
matlan, akkor nyilvánvalóvá válik az ún.
nyers arányszámokkal szemben a tiszta
arányszámok jelentősége, például a nép-

O Ha_labuk Ldszl6-Hulydk Katalin: Az időjárás és a mezőgazdasági termelési eredmé­
nyak. Ökonometriai Füzetek, 10. sz. KSH, 1968.

d Ezek egyébként a gazdaságtörténet, illetve a gazdaságstatisztika szokásos bázisévei.
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sűrűség esetében az ország össznépességé­
nek (nem a teljes, hanem) a lakhatásra,
művelésre alkalmas területtel képezett
hányadosa.
- Igen fontos, hogy egy ország nem­

zeti jövedelméből mekkora részt fordít
bizonyos célokra, például katonai, illetőleg
jóléti vagy egészségügyi kiadásokra. Ez a
kérdés a politikai publicisztikának is ked­
velt, gyakori témája. Amikor azonban az
említett célokra fordított kiadásokat nem
a nemzeti jövedelem (vagy valamely rokon
kategória) szintjén nézik, hanem az állami
költségvetés síkján, erősen torzított, félre­
vezető kép adódik, hiszen az egészségügyi,
jóléti kiadások országonként eltérően osz­
lanak meg az állami (,,federális") költség­
vetés és a helyi kormányzati egységek költ­
ségvetése között.

Az előző három példa az elemi statiszti­
kai tankönyvek, kézikönyvek szférájába
tartozik. A hibás specifikáció igazi ,,érvé­
nyesülési területe" azonban az a vizsgálati
szféra, amelyet az előzőekben a komplex,
alkalmazott módszerekhez kapcsoltam,
amely végső fokon a ,,modellek" fogalom­
körébe torkollik. Vegyünk D hatalmas
komplexumból példákat a rossz specifi­
kációra."?
- Az ökonometriai modellek logikai

sémáját tekintve interdependens és rekur­
zív modelleket szoktak megkülönböztetrii.!'
Az interdepondens modellek olyan rend­
szert tükröznek, amelyben a változóknak
- legalábbis a rendszer endogén változói­
nak - egymásra való hatásu (elvben) köl­
csönös, és a modell szárnazerüsltése során
határozzák meg ezen egyedi összefüggéRek
erősségét, fontosságát. (Ebben a k v ön tE~E­ 
kálásban a ! értékű koefficiens is helyoL
kaphat.) Amellett, hogy az ökonomotriku­
sok túlnyomó többsége ismeri és elismeri
ennek az összefüggésrendszornek az inter­
dependenciáját, vannak, akik öú rekurzív
specifikáció hívei. 'P.z utóbbi rendszerben
az összefüggések, hatások egyirányúak.
Ebben a specifikációban az összel"üggések
paraméterei megha.tározásával knpcaolatos
módszertani nehézségek áth EG alása érdeké­
ben a közgazdasági valóság megfogalma-

zása szenved súlyos, alapvető sérelmeb.P
Ilyen hiányosság jelentkezik például akkor,
amikor a termelés (kínálat, kapacitás)
hatását a fogyasztásra (keresletre) megfo­
galmazzák ugyan, de a fordított irányú
hatást (visszacsatolás, feedback) nem dol­
gozzák ki.1e 

- Némileg rokon ezzel a problémával
ö következő. Szokásos a termelés színvona­
lát kapacitásbeli (kínálati) vagy pedig
igény szerinti (keresleti) tényezőkkel meg­
határozni, Előfordul a termelés szintjének
meghatározására keresleti és kínálati té­
nyezők vegyes alkalmazása is. A (leegysze­
rűsített) valóság azonban az, hogy olyan
helyzetben, amikor az igény (kereslet)
meghaladja a kapacitást, a termelés szín­
vonalát a kapacitás határozza meg, és a
kapacitást meghaladó többlet.igényeknek
az alakulása a folyó termelés szempontjá­
ból irreleváns, Amikor az igények nem érik
el a termelési kapacitást, a termelés szín­
v o n öl á ~ az igények határozzák meg, és a
termelési kapacitásoknak a termelés meg­
határozásában játszott szerepe legalábbis
csökken. A tormolési színvonal meghatáro­
zásában tehát: a szűk lceresztmetszetet kép­
viselő tényezőrendszer szerepe a döntő,
vagy legalábbi.s elsődleges. Á világszerte
nagy számban készülő ökonometriai model­
lek specifikációja nem tükrözi ennek a tény­
nek a felismerését.••

r,) A tévedések egy jo.lonliŐS része a
kouariancia-« korreláció=- lccuizalitá« hely to­
len felfogásából, a mut.atószámok téves
értelmezéséből Ó L hibás kövotkeztetésok­
h6I adódik Anólkiil, hogy a korreláció- és
rogrosflzióBzftmítús nélkülözhot.ctlen és ki­
Uín6 rnódszer+anúnnk szukrnn.i t,árgyaU,­
sábo hooaát.koznúnk, a következőket emel­
TDEtj ü k ki:

A kovuriancia két. vagy Löbb jolonség
(,, vé.ltozó") alakulása közör.ti stat,isztik11i
ösR,,efiiggósro, a kauzalitás viszont a vál­
í.ozók közöt;t,i okozati kapcsolatra ul.al.
Nehéz, szakmai tájékozo ttaágot és józan
gonrlnlkorlf1,RI, igénylő feladat annak elbí­
rálása, hogy Rtal',is,1t.ikai ÖRR7,ofüggés mony­
nyiben 111·,al funkoinnúlia, kuuzális kapcso­
latra, és ha ezt, lőtozőnok tekintik, a kauzu-

10 Ph. J. Dhrymes-Ph. Howrey-8. H. Byman8-J. Kmenta,-.E. E. lenmer-R. E. 
Qitandt-J. B. Ramsey--E-1. 'I.'. Shapíro-V.Znrnowitz: Criteria, for l~valuat,ion of Econom­
etric Models. Annals of Economic and Social Me,isurement, 1/:3. l972.

ii H. 'I.'. Shapiro: Is verification possible? Th0 ova,luation of large oconometric models.
American Journal of Agricultural Economics, 15/2. 1nn. május.

12 Halabuk László: Kérdésfeltevés és módszorek viszonya az ökonometriai modellekben.
A magyar statisztikai felsőold.atáB kétszáz éve e. KSH, 1970. kiadványban.

13H. T. Shapiro-Halabulc uto Macroeconometric model building in socialist and non­
socialist countries: A comparative study. International Economi.o Review 17/3. 1976.

ik Halabitk László: A népgazdaság ökonometriai modellezésének néhány időszerű kér­
dése. Szigma, 1977. 4.
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litás milyen jellegű.15 Itt elkerülhetetlenül
némi ismétlésbe kell bocsátkoznunk, ha a
problémakört vázolni akarjuk. Olyankor,
amikor két változó között statisztikai ősz­
szefüggés észlelhető, a korreláció típusai
- a kauzalitás szempontjából - a követ­
kezők lehetnek:
- egyirányú kapcsolat, például a csa­

padék és a mezőgazdasági termésátlagok
között:
- interdependens, kölcsönös kapcsolat,

például a bérek és termelékenység között.
Konkrét ismeretek szükségesek annak el­
bírálásához, hogy az elvben kölcsönös kap­
csolaton belül adott esetben melyik irány
a lényegesebb;
- közös meghatározó tényező, például

a kukorica és a cukorrépa átlagtermésének
alakulása nagyfokú kapcsolatot mutat; a
két változó azonban nem egymás befolyása
alatt áll, hanem mindkettőre közös (meteo­
rológiai és egyéb) tényezők hatnak. Ide
tartozik az a fontos eset is, amikor egy gaz­
daság erős általános növekedés fázisában
van. Ilyenkor úgyszólván bármely gazda­
sági változók között megállapítható az erős
statisztikai összefüggés (,,a változók kolli­
neárisak"), ezt azonban ,,közös harmadik"
tényező idézi elő. Az említett esetben a vál­
tozók kapcsolatának vizsgálatánál a trend­
jellegű. fejlődési tényezőt ki is szokták
szűrni;

- már utaltunk arra a tautológia, jel­
logí.í kapcsolatra, amely valamely egész
komplementáris részei között. létozik ;
- vég nélkül lehetne sorolni a vélet.len­

szerű statisztikai kapcsolatokat.
Nyilvánvaló, hogy a különféle t.ípusú

knuzali Lást, (vagy függetlonségol,) I ukaró
ste.t.iazt.ikai összefüggések gyakran Lévútra
csábítják az óvatlan elemzőt. Utalunk ezen­
kívül arm is, hogy a döntésü, követkcztc­
í.ést további tényezők bonyolíthatják.
Mindenekelőtt az, ha nem két,-, hanem

többváltozós kapcsolatról van szó. Meg­
fontolásra int az is, hogy a változók kap­
csolata döntően megváltozhat, ha közöttük
időbeli késleltetést alkalmazunk. Végül
szinte csüggesztő lehet, hogy egy (,,szeren­
csésen specifikált") összefüggésben a, ma­
gyarázó változók kicserélése hasonlóan
szoros összefüggéshez vezethet.

Két szempont azonban nagyon fontos.
Először az elemi összefüggések mellett16

óriási a szerepük a sokaságok közötti össze­
függéseknek. Egy közeledő esőfelhő eseté­
ben minden egyes vízmolekula helyzetének
és pályájának tanulmányozása helyett
megelégszünk annak megállapításával,
hogy az okok halmaza (esőfelhő stb.) erős
valószínűséggel esőt jósol.

Másodszor egy közgazdasági összefüg­
gésből (modellből) nem zárható ki a direkt,
közvetlen kauzalitások léte már csak azért
sem, mert ez a gazdaságirányítás, szabá­
lyozás funkcióját zárja ki a modellből.

Ismeretelméleti meggondolások

Az előzőkben vázoltuk és némileg t.ípi­
záltuk a statisztikai módszerek felhasználá­
sával végrehajtott téves eljárásokat, követ­
keztetéseket, törekvéseket. Most megkí­
séreljük annak vázlatos megmutatását,
hogy eme t-évedések mögé sokszor egy isme­
retelméleti háttér rendelhető.

A tudományos ismereteket sokfélekép­
pen osztályozzák. Egy bizonyos szempont
alapján a tudományos ismereteket norno­
grafikus és idiografikus ismeretekre oszt­
hutjuk.!? A nomografikus kutatás során a
közvet.lonűl tapasztalt kölcsönösen össze­
függő jelenségek sorozatos felbontása révén
a környező világban uralkodó ,,elemi okok"
és ,,elemi következmények" összefüggésé­
nek megállapítására törekszünk. Az id io­
grafikus típusú megismerés folyamán a

1·~ S. H. liyman8: On t.ho uso of loading indicators Lo predict cyclical turning points.
Hrookings Papers on Economic Act.ivit.y, 2. 1972.

16 Az emberi tudásnak 11z elemi összefüggéeek teljes birtoklására alapozott ideálját
fogalma7,l,a meg Laplace: ,,Unn intelligence qui pour un instant. donné connaitrat toutes
les forces dont h1 nature est; animée el; la situation respective des étres qui la composent ,
si lo ds.illours ello óLail, assez vast.e pour soumet.tre ces données a l'anayse, embrasserait.
dans la merne Iormulo les mouvernonta des plus grands corps de l'univers et ceux du plus
I éger atorne: rien ne serair, incer tain pour elle, et l'avenir oomme lo passé serait présent a ses
yeux." (P. 8. Laplace: .Essay philosophique sur les Probabilités. 1814.)

Ez a gondolai, - hogy ti. egy olyan elme, amely adott pillanatban a természetet mozgató
összes erőket és a természetet alkotó lények helyzetét is ismerné, s ha emellett ez az elme
elég hatalmas lenne, hogy mindezeket az adatokat elemzés alá vegye és ugyanabba a for­
mulába foglalná a világmindenség legnagyobb testeinek és legkisebb atomjainak mozgását.,
akkor számára semmi sem lenne bizonytalan, mert mind a jövő, mind a múlt jelen lenne
előtte - valamennyi tudomány számára érdekes lehet. .

11 Oekar N. Anderson: Einführung in die matematische Statistik. Verlag Sprmger,
Wien, 1935.
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kutató elme elemeknek valóságos térbeli
és időbeli megoszlásának, megjelenésének
ismeretére, leírására törekszik.18

Mivel a statisztika a megfigyelt jelensé­
gek leírásában nem tud tértől és időtől el­
vonatkoztatni, alapvető jellege idiografikus.
Másrészt módszertani oldalról, a valószínű­
ségszámítás, a matematikai statisztikai in­
ferencia alkalmazásán keresztül fokozato­
san nőtt a szerepe egy nomografikus elem­
nek is. A konfliktusnak - amely az ökono­
metriai modellezésben a legélesebb - gyö­
kere ez: lehet-e a térben és időben meghatá­
rozott, egyszeri, megismételhetetlen jelen­
ségek elemzésére tértől és időtől elvonat­
koztatott, igen nagy vagy végtelen soka­
ságok vizsgálatára alkalmas matematikai
statisztikai módszereket alkalmazni? Te­
kinthető-e egy időben és térben izolált
eseményhalmaz egy magasabb rendű soka­
ság, halmaz mintájának? Első megközelí­
tésben úgy tűnik, hogy összeegyeztethetet­
len dolgokról van szó. A probléma a szto­
chasztikus ökonometriai modellek eseté­
ben azért különösen éles, mert kezelésük­
höz, elsősorban a pararnéterbecsléshoz ol.­
engedhetetlen a megfigyelt adathalmaznak
mintaként való kezelése.

Mégis létrehozható a történeti jelleg11 
minta (,,idiográfia") és a matematikai sta­ 
tisztikai inf erencia (,, nomográf'ia") lcőzőbl.i
kompromisszum. Ennek döntően fontos
elméleti alapja és ugyanilyen fontos el/5-
feltétele van. Az elsőt, az áthidaló eszközt
a kis minták elmélete nyújtja, amely lehe­
tővé teszi a atat.iszt.ikai inferencia alkal­
mazását a tömegjelenségek fogalon iköré­
hez képest elenyészően kis mintá.kra,
I 0-20-:rn éves idősorokra is. Ennok a,,
ár.hidaláanak a megteremtésében elévül­
hotetlen érdeme van R. A. F'ishernele, n,
20. század kiemelkedő atat.iazt.ikuaá.nu.k.!"
A statisztikai inforenciának a kis min Lákra.
való alkalmazása feltételként, nyornatéko­
san igényli azonban n,z inforenoia korlátolt­
ságának minden rendelkezésre á.lló külső,
szakmai információval való eflensúlyozá­
sát. A történeti jellegű kis minták és a

sztochaszt.ika szintézise százn.dunk egyik
nagy vívmánya, ez az alkalmazókra köte­
lezettségeket; is ró.

Ezzel elj utunk a. módszer és a vizsgálat
tárgyának kettősségéhez. A módszer neut­
rális, közömbös, a tárgynak viszont saját.
arculata van.
- A módszer passzív. Hagyja magát

felhasználni okosan és oktalanul. Rövid
eszmefuttatásunkhoz elsősorban közgaz­
dasági összefüggésrendszerek adják a hát­
teret. Ezeknek az összefiiggésrendszerek­
nek a paramétcrbeoslése engedelmesen tűri
a matematikai optimalizálást akkor is, ha
a külső, a priori, nem is vitatott összefüggé­
sek szerepét figyelmen kívül hagyják, és
ezáltal szabadon engedik az esetleges,
véletlenszerű, abszurd összefüggések meg­
állapításának lehetőségeit.

- A vizsgálat tárgyának saját karak­
teriaz.tikumai, strukturális adottságai, oko­
zati összefüggései, funkcionális törvényei
vannak. Ezekről a vállalt, konkrét vizs­
gálat megkezdése előtt is vannak a priori
ismereteink. Az a priori ismeretanyagnak
a mellőzése gyengíti a megállapítások ere­
jét, megbfzhabóságút. A tárgy sajátossá­
gainak mollózhotot.lon volt.árn 11 tul az öko­
nometria, szociometria, biometria disz­
ciplínáinnk önállósulása, is, ugyanakkor,
amikor a statisztikai inforoncia és a mate­
matikai kezelés mindnyájuk közös vonása.

*
Korábban utaltunk arra, hogy az újabb,

pot.onoiá.lisan er6t-oljns módszerek n téves
alkalmuzúsok lnheLőRógét is rnogt.ercmt.ik ,
Ennek a t,a,n ulrnánynnk azo n ban nem az n 
célja, hogy - ogy kor'lútozot.t területen -
a rnogismorós ÓR n, téverlőa küzdolmónok
rornényt.elensőgét. lcoust.a.táljn. Az ismeretek
szédíti\ kibövűlésénok knrot.ébon a józan
ítélet, fonl·,oAsfrgál-, kívánt.am hangsúlyozni.
Mnt·L n lngragyogób!J módszerek bir-Loklása
Rom monLi fol a,, nmhorL - u sLaLisztilrnsl,
és a Rt·,11,tiszt,ilm nllmlrn11zójáL som - 1.L gon­
' lolkozás sziikségosségét,ól.

18 Ennek az osztályozÁ.snak kia,lakílAsában kiflmol ked6 szerepet jA.Lszot-.L C.n1:prov, 
Gou,tura,t, Windelband, T(•ries, R.-iclcert, Gonrnot. Az iLL l111szn{\,I, l,orminusok melloU a ,,nomn­
tetikus", ,,nornologikns'', ,,ontológiai", ,,t.iirvényLudorn{rnynk", illet,őlcg ,,esoményt,,,do­
mányok", ,,történeti tudományok" kifojozés is Rzf:ll•opel. Kiomnlkedő hoz,,ájárulás e prob­
lémakörhöz, példán!: L. Bartkiewicz: Die [t.oraLionen, cin ReiLmg znr Wa.luscheinlichkoits­
theorie. Berlin, 1917.; L. Bartkiewicz: Hornogoniti:it, 11nd StabiJitiit; in dor Stat,isl;ik. Slmn­
dinavisk Aktuarietidskrift, H. 1/2. Uppsala, HJl.8.; A. A. GS1iprav: St;atisLik als Wisse11-
schaft. Arohi.v für Sozialwissenschafü 1md Sozialpolitik, 13d. 2:1., 1906.; A. A. Csiiprav: 
Das Gesetz der grossen 7.ahlen und dor stochastisch-sto.tist;ischo Standpunkt in der
modernen Wissenschaft. Nordisk Rtat;istik Tidskrift., T/1., l 922.

19 R. A. Fisher: Statistical MoLhods for Research Workers. London, 19:12.



TUDOMÁNYOS ÉLET 193

KŐRÖSI GÁBOR~MÁTYÁ.S LÁSZLÓ~SzÉKEt.Y ISTVÁN

Ökonon1etriai alkalmazások ~· némi hiányosságokkal
(A vagy: kigyógyulunk-e a gyermekbetegségekból ?)1

Közgazdasági Iolyóirate.inkban ma már
viszonylag rendszeresen jelennek meg öko­
nomet.riai elemzések." Mivel az ökonomet­
ria a guzdaságelcmzés és a közgazdasági
elmélet verifikáláaának egyik hasznos esz­
köze, ezért fontosnak tartjuk, hogy to­
vábbra is minél l;iibb alkalmazott ökono­
metriai tanulmány lásson napvilágot. Van­
nak azonba.n az a.lkulmazot.t ökonometriai
munkáknak olyu.n [ormai-rnádszertarii kö­
vetelményei, amelyek teljesítése szükséges
ahhoz, hogy az olomzést meg lehessen
ítélni, fol lehessen haszná.lni. Véleményünk
szerint a következő feltételeknek minden 
ökonometriai módszereket. alkalmazó pub­
Iikációnak meg kell folelnie:3

l. Ismertesse a fölhasznált, adatokat,
azok forrását; definiálja pontosan az olorn­
zeU, változókat.

2. Ismertesse a felhasznált módszerekot,
és azokat, korrekt. módon alkalmazza,

'.l. Közüljo a, szárnszorűaítect modellt,
éR legalább azokat. u, statisztikákat, amo­
lyok az ál Lalá.nosun cl fogadoU vélemény
RmrinL feltót.lonül szükségesek a modell
mcrrít.éléséhez.

4. A rnorlellből csak valu.milyen (e!ŐJ.·0
nrngadol·I;) valóeztnűségi svint.on szignifi­
kánsnak l,nkinthot.6 követ.koztctésekot. von­
jon lo; no Larte.lmazzon olyan kő vet.kez t,o­
t,óselrnt., amelyre az empirikus oro-Imények
nem ny újcanak alapot.

Az első három pont.bun Ielsurottuk t.ol­
jesítése nélkül a Lanutrnányban köziilt, em­
pirikus eredmények haszriálha.te.t.lanok, ér­
telmezhet.el lonak, a negyedik pout telje-

sítése nélkül viszont elfogadhatatlanok a
belőlük levont következtetések.

Még az ökonometriai elemzéseket több­
kevesebb rendszerességgel közlő folyóira­
tok utolsó néhány évfolyamában is meg­
lehetősen sok olyan, ökonometriai módsze­
reket alkalmazó cikk található, amely
ezeknek a követelményeknek nem felel
meg. E munkák színvonala változó, van
köztük olyan, amelyik az olvasó számára
nagyon érdekes és tanulságos lehetne. Az
elemzések minőségi megítélésére azonban
semmiképp sem vállalkozhat.nánk, már
csak azért. sem, mert éppen a föntiek miatt
11 hivatkozott cikkek egyike sem Itélhetó
meg megalapozottan, mivel nem elég(tik
ki teljesen a fenti követelményeket. Igy
nem állapítható meg egyértelmüen, milyen
mértékben támasztják alá az elméleti
hipotézisekot az empirikus eredmények.
Ugy tűnik, nem alakult még ki az ökono­
metriai publikációknak megfelelő hagyo­
mánya. Ebben a közgazdasági folyóiratok
szerkesztőségei logaliíbb annyira hibásak,
mint; a szerzők, akik, ha crnlékeztct.ik őket;
ozekre a hiányosságokra, nyilvá.n szíveeen
pót.ol tú.k volna, anná l iR ink{ibb, mivel
gya,krnn vis7,onylag egyszerí.íen teljesít­
hol'.ő kövol.olményekről van szó.

A kövot.ko,,őkbcn pont;ról pontra kifejL­
jiik, miérl·, tartj11k a fonti követ;elmények
t;elje,;ítését, fontosnak, és példákkal bizo­
nyítjuk, hogy Loljesít;ésiik .még nem általú­
nos kí_vánalma 1.1. pubhkúlásrmk.

J. Ugy gondoljuk, hogy empirikus vizs­
gúiatolrnál nem lehet elt;ekinteni a felhasz-

1 EzúLon is sz.eret,nénk köszönete!, mondani .rnindazolrnak, akik írásunk korúbbi vúl­
Loz,1tát, olvasva nem hallgaU,ák cl Rzárn11nkrn nagyon érLékes kritikai észrevételeiket.

2 A h iva,t;Jwzott cikkek szerzői közöi;t, bizonyára vannak olyanok, a.kik nem tekintik ma­
gukat; iikonomet,rikusokno,k, t,1:1n11lmányukat; ölrnnometria,i munkának, de az elnevezéstől
függot,loníil, ha vala.ki sztoehasztiku.s (gazd111,{1gi) modellek becslésével, elemzésével foglal­
kozik, azokból von lo kövel·,keztetésekol, akkor rt7, ökonorneLria alkalmazásával kapcsola­
tos kövoLnlményeket nem hagyhatja figyelmen kívül. Így az egyszerüség kedvéért, mind­
egyik itt hivat;kozoU cil{ket alkalmazot;t ökonometriai rnLmkának tekintjük.

3 Természetesen nem csak ökonometriai publikációkra lehetnek érvényesek az itt meg­
fogalmazottak, de mi most vizsgálódúsunkat erre a körre szűkítjük.
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nált adatok azonosít.hatóságától, a változók
pontos definíciójától. Az adatbázis isme­
rete nem (csak) azért fontos, hogy az elem­
zés reprodukálható legyen, hanem, mert a
különböző adatforrásokban azonos, vagy
nagyon hasonló megnevezés alatt esetleg
mást találunk. Az empirikus vizsgálatoknál
mindig fenyegető esetlegességek jelentős
része már az adatbázis kiválasztásánál je­
lentkezik. Így a felhasznált adatbázis isme­
rete alapvető információ lehet az eredmé­
nyek értelmezésénél; az eredmények to­
vábbgondolásához, további felhasználásá­
hoz pedig általában elengedhetetlen.

Hasonlóan fontos az elemzett változók
pontos definíciója. Nem mindegy például,
hogy egy termelési függvényben nettó
vagy bruttó állóeszközállomány szerepel-e,
milyen korrekciókat végeztek rajta, válto­
zatlan áras idősor esetén mi az árbázis stb.

Szerencsés esetben az adatbázis egy fél
mondattal, rövid lábjegyzettel stb. egy­
értelműen megadható. Gyakran azonban
nem ilyen egyszerű a helyzet. Két lényeges
esetben az adatbázis megadása nem lehet­
séges, amikor:
- Az adatok, vagy azok egy része, nem

publikus, például vállalati adatok,
vagy minősített statisztikai adatfor­
rások esetében.
Az adatbázis összeállítása önmugában
is hosszú, bonyolult eljárás volt, és
ennek ismertetése túl hosszú lenno a
a cikk terjedelméhez képest.

l!: két esetben is ntalni kell az adatok
jellegére, és a változók tartclrnút pontosan
definiálni kell. Követendőnek tartjuk a
Journal of Econometrics szerkesztőségi gya­
korlatát, amely az empirikus tanulmányo­
kat publikálni kívánó szerzőktől megköve­
teli, hogy tL cikkhez mellékeljék a felhasz­
nált adatokat és számítási eljárásokat rész­
leteiben ismertető függeléket. A szerkesztő­
ség dönti el - a szerzővel egyetértésben -,
hogy a függelékből mi kerüljön be a cikkbe.
A publikált, cikkből - terjedelmi okok­
ból - gyakran kimarad ez a függelék, vagy
csak erősen lerövidít.ve kerül bole, do köz­
ismort, hogy ilyen leírás készült, és M,I;
szükség esetén bárki elkórhot.í a szerzőt;ől
vagy a ezerkesztőség től. Ismereteink szo­
r int. hasonló követelményt. ugyet,len hazai
közgazdasági folyóirat sem támaszt az em­
pirikus elemzések szerzőivel szemben.

Az adatbázis, illetve adatforrás tisztá­
zatlansága különösen zavaró például LACKÓ
[22], SIMON [31 ], TOMPA-SZAK.ONYI­
SzABÓ-HERMANN [35] cikkében.

2. A különböző ökonometriai módszerek,
becslési ojárások mást és mást tételeznek
fel az elemzett adatokról, változókról, mo­
dellekről: alkalmazhatóságuk ezek teljesü­
lésének függvénye. A különböző becslések
tulajdonságai eltérnek egymástól, ezért, a
kapott eredmények értelmezése, értelmez­
hetősége is a választott módszer függvénye.
A különböző eljárások eltérő hipotézisei
más-más próbák elvégzését; követelhetik
meg. Ezért fontos, hogy a felhasznált mód­
szer egyértelműen azonosítható legyen a
cikkből. Erre gyakran megfelel a módszer
neve, ha az általánosan ismertnek tekint­
hető; például: klasszikus (közönséges) Iog­
kisebb négyzetek módszere vagy OLS, step­
wis regresszió, teljes információs maxi­
mum likelihood vagy FIML stb. Hasonló­
képpen elegendő egy közismert. mabemati­
kai statiszt,ikai, ökonometriai program­
csomag (példán! BMDP, SAR, RPSS, TSP)
megfelelő oljáráaára utain i. Amennyiben
ezek ogyikéro sincs mód, akkor tcrmészotc­
sen pontosan hivut.kozni kell a forrásra.

Sajnos sok példa található arra, hogy az
aikalmavo t.t módszer megadúaa hiányzik
- például: Krss 118 l, NAGY I 25 ], l:iIMON
r:!JJ, SIMON-KŐRÖSI 1:12] -, de gyaknm
,,csak" pont.at.lan , Lúl általános, ködös a
megadás, mint például: ,,Az F mátrix ele­
meinek moghatá,rodi.Rára ökonometriai
fűggvények szolgá.lcak." (DJOONI 127, 615.
o.); ,,Az adatokkal trondolemzóst. ós reg­
ressziós olernzőst. végeztem ." ( HELLER I 61,
250. o.); ,, ... a csoportokhoz külön-külön
rcgrosaz.iós függvényt illosz.tet.Lűnk." (,TA­
NOS!- KEPECS- PÁL 11 l ], 266. o.).4 Szeret­
nénk fölhívni a figyelmet arm is, hogy ak­
kor som ogyort.olmű u. felhusznúlt módszer
megadása, ha legkisebb négyzetek módszo­
rével, vagy elve alapján készült becslés
szerepel (vö. pl. TOMPA-SZA.KONY1-SzA­
BÓ-HERMANN [ :151), mivel a legkiAebb
négyzetek elve alapján nagyon sok mód­
szert; kidolgozbak - például: klasaz.ikus
(kőzőnségca), n.ltalft.nosítol,t;, indirekt, kőt­
és háromfokozatú logkisobb négyzetek
módszere - ós ozok t.ulajdonságni alupvo­
t,/íon különböznek og-ymúst·,ól.

Több cikkbon A.i:oropolnnk nom-Iiuoáris
függvóny! k booslésoi úgy, hogy a szorzó a
becsléai módszerről hift.nyos informfwiót,
közöl, vagy ogylilt,11lán nem közöl sornrni­
lym1L, mint; pl. MÉSZÁEtOS [2:ll l~gy noni­
lineáris bocslóAeket. is t,a,rf;almazó cikk az
alkalmazott becslési módszerröl a követ;ke­
zőt, tudatja: ,,A számításokat e alapú logo.­
ritmus segítségével végezWk ol." (NAGY

'A szöveg ortogonális regressziós becslést sugall, a becsült paraméterek ért;elmezése
azonban ezzel ellentétes; a Jánosiné-Pálné [12] cikkel hasonló a helyzet.
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[25], 178. o.). Gyakori, hogy csak lineáris
modell becslésére alkalmas módszert talá­
lunk nem-lineáris függvények becslési el­
járásakén t, például J:l,ÉDEY - SIPOS [ 2 7] és
[28], VASTAG [:n]. Altalában ugyan való­
színűsíthet6, hogy a szerzők linearizálták
függvényeiket (gyakran exponenciális függ­
vényeket, pl. Cobb-Douglas termelési
függvényeket becsültek) ..Ezek a ,,sejthető"
becslések azonban közismerten torzítottak,
és ezzel a szerzők nem foglalkoznak, vagy
ha igen, ez a cikkből nem derül ki.

(';setenként találhatók összetett, több
lépésben dvégzer.t becslések - például
Jözsu» f 14] (eloszlások becsült paraméte­
reire illeszt lineáris regressziót), RIMLER
1·29] (a hiányzó adatokat lineáris interpolá­
cióval becsli, majd ezeket, mint tényadato­
ks.t kezeli) -, amelyeknek a tulajdonságait
a szerzők egyáltalán nem vizsgálják, úgy
tekintik, mintha csak az utolsó lépésben
alkulmazott módszer lenne érdekes. Az ilven
összetett, több lépéses becslések tulajdon­
ságai elég ,,fornsák" lehetnek, és sLatiszti­
kai jellemzőik nagyon eltérhetnek a szoká­
sostól, így más hipotéziseket kell vizsgálni,
eltér6 eta.t.iaz t.ika.i mutatókat szükséges
használni. Emellett elemezni kell a beoslé­
si eljárásból adódó torzítás mértékét is.

Nagyon általánosnak tünik a klasszikus
legkisebb négvzerek módszerének (OLS)
ulks.lmezúaa." A7. OLS alkalmazásának S7.Í­
gorú mu.temauikni-ste.t.iszt.ikai feltételei
vannak, melyek teljesülése gyakran nem
látszik bizt.oaltot.tnak, és ezért az esetek egy
részében valószínűleg torz.ítot.t becslést;
kaptak. Ezt; azonban nagyon rit.ká.n lehet;
1,ot ten érni a közöl t eredmények, atal.isz t.i­
kui muto.tók alupján. Az ökonometria olrné­
lot különböző esetekre sok eltérő tulajdon­
ság ú osztimátort. dolgozott, ki. Ennek tár­
gyalása azonbun részben túlmegy írásrmk
keretein, és ebben A, kérdésben o, nemzet­
közi gyakorlat sem ogyértolmü, így az OLS
ulku.lmazúsának problémáit itt. nem tár­
gyaljuk.

:i. Te.lán az oredrnényok és a modell meg­
ítéléséhez szüksöges különböző AL1ü,iszf,ikák
közlésénél a, legfoltűnóbbek a, h i{tnyosságok.
Van olyan sz.or,,ő iA,-aki még a bocaűlt, para­
méterek MtekinLhel,ó közlését, sem tartja
fontosnak, csak a szöveg (a becsült. modell­
ből levont, következtetések) közöt.t közöl
néhány becsült paramétert is, mint például
HARSÁNYI j 7], ,JÁ.NOSI-.KEPECS-PÁL
pl], ToMPA-SZAKONYI-SZABó-H1m­
MANN [:-15). Más a becsült paramétereknek
csak egy részét, közli: ,, ... a függvény

konstans tagját az átt.ekinthetőség érdeké­
ben elhagytuk" (NAGY [25], 175. o.). Ha­
sonlóan jár el pl. KAPITÁNY-KüRNAI­
SzABÓ LI 7) is.

Hogy milyen hipotézisek teljesülését
kell egy adott ökonometriai elemzés során
vizsgálni és milyen statisztikai mutatókat
kell kiszámítani, elemezni, az természetesen
a konkrét modelltől és az alkalmazott mód­
szerektől függ. Alapelvként leszögezhető,
hogy minden olyan (statisztikai) hipotézis
ellenőrzésére szükség van (lenne), amelye­
ket a modell felírása., becslése során kihasz­
náltunk, és emellett szükség van bizonyos,
a modell illeszkedésének jóságát, a modell
erejét mutató statisztikákra, Ezeket a sta­
t.isz t.ikáka.t célszerű közölni is, hiszen a
szerző mindig meghatározott valószínűségi
szinten vizsgálja a hipotézisek teljesülését,
és az olvasó elvárásai eltérhetnek a szerzőé­
töl. Ezért nem tartjuk szerenosésnek, ha
egy próbáról csak annyit közölnek, hogy
pozitív va.gy negatív eredménnyel járt.
(Vö. pl. RÉDEY-SIPOS r21J 610. 0. és [28]
44:1. o., TOMPA-SZAKONYI-SZABÓ-HER­
MANN I :35] 575. o.) Amennyiben a modell
felállítása, vagy becslése során kihasznált
bármelyik hipotézisünk nem teljesül, ered­
ményeink torz.ítot.takká, hibásakká, félre­
vezetőkké válhatnak, a levont következte­
tések hamisak lehetnek. Természetesen
va.nnak olyan hipotézisek, amelyek nagyon
nehezen ellenőrizhetőek (ilyen például a
reziduurnok normalitésa, amit, szinte min­
dAn stat.isz tikai próba kihasznál, de a szo­
kásos idősoros elemzéseknél felhasznált,
minta általában t.úl kicsi a normalitás ellen­
őrzésére), do lehetőség 87,erint, törekedni
kell arra, hogy minél több hipotéz is teljesü­
lését ell.enőri7.zük.

Sajnos a hivatkozoU, cikkek többségében
nngyon Rzegényes a, sl;u.tisztikák közlése.
EAotenként·, azonosíthato,tlan, milyen muta­
tót takar a megnevezés: pélrló.ul ,,illeszke­
dés" (vö. HELLER r8l, 252. o.), vagy ,,co­
variq,ncia" (vö. RIMLl£H, 1-:ioJ, 67., rm., 75.
o.). Alt;alába,n a hivatkozoLL cikkek csak a,z
cgyüt,Lhatók szórását va,gy L hányadosát,
detm:min{wiós ind0xöt (R2) és - .ió eseL­
ben - ii Durbin-Watson (d) sta.Liszt,ikái,
közlik. Gyakori azonban, hogy még ezek az
alapstal;isztikák is hiányoznak (különösen
a Durbin-Watson stat,isztilm hiánya gya­
kori). A korábban említ,Leken kívül (akik
még a becsült együt,thatókaJ, scrn közlik)
ilyenek például: FERENCZI 14 l, HELLER [8 ],
KovÁcs-TARJÁN f21], MÉszARos [23],
MoLNÁR-MÓRrcz r24J, NYÁRY r26J, RIM-

·' A továbbiakban feltételezzük, hogy mindazok, ukik nem, vagy nem elég pontosan
adták meg a felhasznált becslési módszert, OLS-t (klasszikus legkisebb négyzetek mód­
szerét) használtak.
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LER [29] és [30], SZÁSZ [33], VALKOVICS
r:rnJ, VASTAG [37]. Legtöbbször csak na­
gyon keveset tudhatunk meg a modellek
reziduumainak tulajdonságairól. A legtöbb
cikk szerzője még a reziduália szórás becs­
lését sem közli, ami különösen akkor zava­
ró, ha a modellt előrejelzésre (is) kívánja
használni (például: JÓZSEF [14], KovÁcs­
TARJÁN (21], MÉSZÁROS [23]).

A fentebb alapstatisztikálrnak nevezett
néhány mutatón kívül mást szinte alig ta­
lálni a hivatkozott cikkekben. Kizárólag a
,,pécsi iskolához"6 tartozó modellezők utal­
nak például arra, hogy vizsgálták a multi­
kollinearitás veszélyét, gyakran azonban
ők sem közlik a próbák értékét. A multikol­
linearitás pedig az ökonometriai modellek
tpJán legközismertebb torzító tényezője.
Erthetetlen, hogy ennyire figyelmen kívül
hagyják a modellezők.

Nagyon sok becslési módszer tételezi fel,
hogy a különböző megfigyelésekhez tartozó
hibatagok egymástól függetlonek. l•:z a hi­
potézis ilyen általánosságban nem vizsgál­
ható. Idősorok felhasználásával becsült mo­
dellek esetében cit a hipotézist azon bun l'.1gy
szokták át.fogalmazni, hogy a rcziduurnok
auto korrelelálat.lanok, fehér zaj jel lcgű
sz tochasz t.ikus folyamatot alkotnuk. Meg­
felelő elemszám esetén a hipotézis spektrúl­
analízissel jól vizsaálható, általában azon­
ban a modellek időtávja ehhez túl rövid.
Helyette azt szokás vizsg{dni, hogy u rozi­
cluumok elsőrendű autokorreláoiója szigni­
fikáns-e. Erro egy-egyenlutes modollnél ftl­
talában a Durbin-e-Watson (d) mutató
használhutó, il.let.vn, ha a magyarázó vúl­
tozók között, késloltct.ctt ondogón vú.ltovó
is van, u Durbin (h) statiez.tika. Idr'ísoros
adatokon alapuló modellek esetén e két
statisztiku közű! 11 megfelelő közlése alap­
követelménynek t.ckinthot.ó. Sok cikk közli
is a Durbin-\íVatson (d) rnL1LuJ,óL, noha
t.ávolról sem mindegyik azok közül, ahol fl:r.
fontos lenne. Sajnos azonban a hivutkozot.t,
cikkek közt egy sincs, amelyik a Durbin (h)
érrékét közölné arra az cselre, nmikor a
Durbin-Walson (d) torzttot.t., mint például
HUJ,YÁK /91, KORNAI 0. fHJl cikkében.

A rezíduumok autokorrelációjára vonat­
kozó statisztika közlése szükséges, önmagá­
ban azonban még nem elégséges. A hagyo­
mányos becslési. módszerek alkalmazásakor
autokorrelálf rezicluumok esetében az
együtthatók szórásának becslése, ÓH {gy a
paraméterek szignifilrnnciájának megítélé­
sére használt hagyományos t-stut.isz.t.ika is

torzított, alkalmazása félrevezető lehet
Az ilyen modellekkel végzett előrejelzések
is, konfidencia tartományaik is torzft.ot.tak
lesznek. Ezél't, ilyen esetekben - ha a mo­
dell újraspeoif'ikálására nincs mód - cél­
szerű az autokorrelált reziduumok esetére
kidolgozott becslési eljárásokat alkalmazni.
(Például megfelelő maximum likelihood
becslést, a Cochrane-Orcutt vagy a Hil­
clerith- Lu eljárásb.) Sajnos több hivatko­
zott cikk közöl szignifikáns autokorreláoiót.
mutató Durbin-Watson st.a.tiszt.ikájú
becsléseket, minden további megjegyzés,
becslés nélkül, például: KoTÁSz f20],
LACKÓ [ 22].

Az alkalmazott. becslési módszerek bizo­
nyos alaphipotéziseit a hivabkozot.t szerzők
egyike som ellenőrzi. A k.lasszikus pa,ramé­
terbeoslési módszerek például a hibatag
függetlensége mellot,t annak hornoszkedas7,­
tioitását is felt,es1/,ik, azaz, hogy a különböző
megfigyelésekhez l·art·ozó hibatagok elosz­
lása. azonoR. Ez 1.1 hipoLózis .ilyen á.ltalános­
sá,gban ngyun nem vizsgálh11Ló, az icMsoros
elernzéselrnél leggyu.koribb efletet;, az időben
- fokozatosun vagy hir:t;elen - változó
o!OR1/,l{,At (példánl niivokvr'\ rezicluúlis szó­
rúsL) azonban az ökonorncLria elmélete rész­
leteRnn túrgy11l.ia, ÓR rnftr; oReLekrc ÍR dolgoz­
Lak ki próbák,ü. l~tnolloLI, kidolgozt·ak becR­
lési rnódszerolrnL a1-ru az oseLre, amikor oz
a hipotézis nom teljr:sül - a megfigye.lósek
rnegfolelr'\ súlyozása. a lcgcgysz,er(íbb meg­
oldás -, do amennyire oz megállo,pJthaLó,
ozokot 0, módszcrnkeL a hivat,kozott cikkek
szorzói kiizül senki som haszn(tlt,a.

Arra, hogy hoLoroszlwdaszticilAs lépliot-,
fol, ogyot.lon cikk 11Lal: Mií;szÁ.ROS 1·2:i1 azért,
nern végez lrnreszLrnoLszcti efomzésolrnl,,
mert ,, ... ogyRzcrű (nnm súlyozott,) reg­
rcsszi.ószámíL{1,Ri progrninokkal dolgoz­
Lnnk .. "1 ([2:q, 1227. o.), a,zt, azonban
no,n vizsgálja, hogy az ldlrnlr:nazoU idr'l­
sonJR 0lernzésnól nnrn lóp-o fol heLnroszlrn­
daszLici.tús.

Azokkal >:1 rnodoll.oldrnJ szurnhon, urnelyo­
koL olőrojelzósro (.is) kívánnak használni,
rn<Íg fontosabb követel n:iény, hogy a rezi.­
cl, rnmrn vonrJ,tkozó statiszLilmi informáeió­
lmt, t/i.rjúk fol és kfü1öljék, éA ernellet·,t, az
ol6rojol.zések st,fü.isztikai tulajdonságait,
hibrtját, il!fiLve egy adott valószlnüségi
szinthez tartozó konfidencia-intervallumát
is közöljék. Célszerű a rnodollel ex-posL
előrojel7,ésoket végezni 117, ex-ante elől'ejel­
zések előU, és így megvi,,sgálni a rnodell
előrejelző erejél;. Ahhoz, hogy megbízható

6 Pécsi iskolán nem kizárólag a PécseGL dolgozó kutatókat értjük, hanem azokat is,
akik nyomdokaikon haladnak (pl. VASTAG [;l7]).

7 Azt már nem közli a szerző, hogy melyek voltak ezek a programok. Az alkalmazot,t
becslési módszerről ez az egyetlen rendelkezésünkre álló információ.
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előrejelzéseket kapjunk, ugyanúgy teljesül­
rriük kell az ökonometriai modelíek szoká­
sos hipotéziseinek, mint ahogy a megfigye­
lési időszakra vonatkozó elemzések eseté­
ben szokásos. Nern. tudunk egyetérteni pél­
dául azzal a véleménnyel, hogy ,,A multi­
kollinearitás rontja a becslés pontossá­
gát . . . Ha viszont előrejelzésre akarjuk
fol11asználni, akkor alkalmazásával nem
követünk el nagy hibát, ha feltételezzük,
hogy a mult.ikollineariöáa nagysága és inten­
zitása a jövőben nem változik." (HAJDÚ­
KERTÉSz-SrPOS [G], 391. o.) Semmi ala­
punk sincs feltételezni, hogy a modell ma­
gyarftzó változói. között egy (nem modelle­
zett, elemzett) lineáris kapcsolat fennma­
rad. Ha pedig az egzogénnek tekintett vál­
tozók között fol nem tárt. lineáris kapcsolat
van, akkor alakulásukat a modellező felte­
hetően egymástól függetlenül jelzi előre, és
így épp 6 gondoskodik arról, hogy változ­
zon (megazűnjön) a multikollinearitús.
A multikollinearitó.s növeli a paraméter­
becslés szórását., és bizonytalan együttha­
Lókkal az előrejelzés sem leheL megbízható.

l.i;setenként sajnos találkozhatunk sta­
í.iszt.ikui, ökonometriai fogalmak, mu tatók
pontatlan, fólrcvozctő használatával is.
IVlég a modell illeszkedésének legált.aláno­
sabban használt jósági kritériumát, a dc­
torrninációa ogyüt.t.hatót (1{2) sem értelmezi
mindenki helyesen: ,,l~z a szám azt mutat­
Lu, hogy a kiválasztott magyarázó változók
együttesen hány százalékban magyarázzák
az eredményváltozót." (MOLNÁR-Mó1uoz
124], 1122. o.) Ugy tíínik, a hivatkozott,
cikkek szerzői közül nem mindenki számára
világos, hogy ha a becsült, függvény nem­
lineáris, vagy lineáris, de nem tartalmaz
konstans tagot, vagy az OLS-től eltérő
becslési technikát (például valamilyen
instrumentális változókat felhasználó becs­
lési módszert) alkalmazunk, az R2 általában
nem, vagy legalábbis csak a szokásostól el­
térő módon értelmezhető.

4. Empirikus vizsgálatoknál általában
számos bizonytalansági tényezővel kell
számolni akkor is, ha minden eredmény
egyértelműen jónak, megbízhatónak tűnik.

Különösen így van ez, ha az eredmények
nem teljesen egyértelműek; ekkor minden­
képpen tartózkodni kell ,,bátor", ,,merész"
következtetések levonásától. Néhány szer­
z6 az ökonometriai módszereket olyan kö­
vetkeztetések alátámasztására használja,
amelyekre az alkalmazott módszerek, a
szárnszerűsítctt modellek egyáltalán nem
nyújtanak alapot , ami az alkalmazott mód­
szerek hitelét is rontja. Néhány kirívó
példa:

- Nern szignifikáns paraméterek, ösz­
szefüggések közvetlen, direkt értelmezés:
,,Az üzembe helyezett beruházások l száza­
lélms növekedése . . . 0,020 százalékkal
növelte a GDP volumenét." Adott esetben
a paraméter szórása 0,052, az egyenlet kor­
rigált determinációs együtthatója 0,007.
Azaz nem csak a paraméternek, magának
az összefüggésnek sincs semmilyen magya­
rázó ereje. (NAGY !"25], 178. o.) Hasonlóan
nem-szignifikáns paraméterek tömegét tar­
talmazó egyenleteket értelmez K.rss [ 18]
is.8

- Viszonylag rövid idősorra illesztett
modellből idősorok előrejelzése nagy táv­
latokra (természetesen az előrejelzés hibá­
jának közlése nélkül) :9 túlzásnak tartjuk
például .11. elemű (éves) idósorból 26 évre
előrejelezni. Ez történik az Egyesült
Allamok oojásfogyasztésára egy keresleti
függvény alapján, amelynek egyetlen (exo­
gén) magyarázó változójára, a lakossági
jövedelemre lineáris növekedést tételez fel
a szerző. (l\ÍÉSZÁROS r2~], 1227-29. o.)
Nern különbözik ot.től az sem, ha egy 18
éves idősorra illesztett trend alapján 22 év­
re jeleznek előre; ráadásul a trend illeszke­
déséről rendelkezésünkre álló egyetlen in­
formáció, a trend illeszkedésének ábrája
világosan mutatja, hogy a reziduum auto­
korrelált, így az előrejelzés még akkor is
torzított lenne, ha olyan távra történne,
amelyre még elfogadhatóan alacsony az
előrejelzés szórása. (Vö. K.ovÁcs-TARJÁN
[21], 39-40. o.)10

Még azokban a cikkekben is, amelyek
ilyen durva hibákat nem tartalmaznak, az
eredmények értelmezésénél egyes szerzők

8 Az, hogy a GDP volumene (log) lineárisan nem függ az üzembe helyezett beruházások­
Lól, önmagában érdekes eredmény lehet; nem a becsült egyenlet közlését kifogásoljuk,
hanem annak inkorrekt interpretációját.

9 Hasonló kifogás természetesen már előrejelzésekkel szemben is felvethető. Például
Donozr r:~] prognóziaairól akár azt is feltételezhetnénk, hogy ökonometriai modellekkel
készül tok, hiszen semmilyen utalás nincs a módszerre; viszonylag hosszú távú előrejelzése­
ket ad anélkül, hogy azok várható hibájáról, az előrejelzés során figyelembe vett össze­
függésekről, így végül is a prognózisok megbízhatóságáról informálná az olvasót.

10 A hivatkozott cikkekben sajnos általában nem ábrázolják a függvények illeszkedé­
sét, pedig, ha a Lerjedelmi korlátok nem teszik lehetetlenné, célszerű lenne a becslés illesz­
kedésének vagy a reziduumnak az ábráját közölni. Ez nagyon sokat elárulhat a becslés
lehetséges hibáiról (autokorrelált reziduum, heteroszkedaszticitás), illetve a modell jósá-
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hajlamosak elfeledkezni arról, hogy szto­
chasztikus modellekkel dolgoznak, és ered­
ményeiket Jeterminisztikusan kezelik. Kü­
lönösen a becsült paraméterek elemzésénél
felejtik el, hogy ezek a legjobb esetben is
csak várható értékei egy valószínűségi vál­
tozónak, melynek adott esetben meglehető­
sen nagy szórása lehet. A legtöbb cikkben,
amikor a szerzők értelmezik az eredményei­
ket, olyan kijelentéseket találunk, mint:
X-nek egy egységnyi (egy százalékos) növe­
kedése Y-nak a:-nyi (a százalékos) növeke­
dését eredményezi, lásd például: R:éDEY­
SIPOS [27] és [28] cikkeket.

Lehet, hogy néhány olvasó túlzottnak
találja az írásunkban az empirikus ökono­
metriai elemzésekkel szemben támasztott
követelményeket. Ezért szeretnénk felhívni
a figyelmet egy viszonylag széles körben
ismert ökonometria tankönyv (IN'.rRILIGA­
TOR [10]) föggelékére, amelyben a szerző
tizenkét pontban adja meg, milyennek keU
lennie egy ökonometriai módszereket alkal­
mazó cikknek. A tizenkét pontban ugyan
olyanok is vannak, amelyek minden tnclo­
mányos igényű publikációtól megkövete­
lendók, mint például az, hogy legyen a cikk­
hez irodalomjegyzék, és reflektáljon az
adott témában korábban megjelent tanul­
mányokra. De a pusztán ökonometriai
modellezéshez kapcsolódó formai-módszer­
tani kívánságok is túlmennek az itt meg­
fogalmazottakon, ebből idézünk három al­
pontot. Az ökonometriai elemzéssel foglal-
kozó cikknek ,, tartalmaznia kell a kö-
vetkezőket: .

e) A modellt leíró részt, amely tarte.l­
mazza minden egyes változó definícióját és
értelmezését, annak megállapítását, hogy
ezek közül melyek egzogének, és melyek
endogének; a strukturális, a redukált és
a végső forma megfogalmazását; az együtt­
hatók előjelére vonatkozó várakozásokat;
a modell komparatív atucikáját: a modell
identifikálhatóságának vizsgálatát. Ebben
a részben egyértelműen meg kell fogalmaz­
ni a modellre vonatkozó sztochaszt.ikus és
egyéb hipotéziseket és ezek megsértésének
várható következményeit.

f) Az adatokkal foglalkozó részt, amely
tartalmazza az összes felhasznált adatot
táblázatos formában, és jellegük, forrásaik,
különböző korrekciók, finomítások és lehet­
séges torzítások, problémák teljes leírását.

g) A becsült modellt bemutató részt,
amely tartalrnazzu a redukált és a struk-

turális forma becsléseit; az ezekhez tartozó
statisztikákat, mint az együtthatók szórá­
sát és t statisztikáját, annak tárgyalásával,
hogy mely együtthatók szignifikánsak 5,
illetve 1 százalékos valószínűségi szinten;
R2-et a redukált forma minden egyenletére;
ha releváns, akkor az elsőrendű autokorre­
Iációra vonatkozó Dw·bin-Watson próba
értékét, a lehetséges autokorreláció tárgya­
lását és ennek korrekcióját; homoszkedasz­
tioitásra vonatkozó próbát, a heteroszke­
daszticitás előfordulása lehetőségének és
orvoslásának tárgyalását; a multikollinea­
ritás lehetőségének és a szükséges korrekció
tárgyalását."

[<;mellett elemezni kell az együtthatók
olöjelét és nagyságát, a fontosabb multipli­
kátorokat. és elaszticitásokat, az előrejelzé­
seket stb. (Vö. lNTRILIGATOii [10], 567-
5G8. o.)

Sajnos, a hazai ökonomet.riai publikáci­
ókban döntő többségben vannak az egy
ogyenletes modellek, amelyeknek redukált,
illetve végső formájára vonatkozó követel­
mények nyilván értelmetlenek.

A hazai ökonometriai publikációk szer­
zői!·, és olvasóit, egyaránt zavarhatja az öko­
nometriában használt fogalmak tisztázat­
lansága. E✓. valószfnüleg annak a következ­
ménye, hogy nincs egyetlen olyan magyar
nyelvű ,,alapmű" sem, mely összefoglaló
jellegéből és M, ökonometria elmélet kellően
széles körét; átfogó tartalmából adódóan a
fogalom-használat és értelmezés referenciá­
jául szolgálhat.nu . .Jelen írásunkban igye­
keztünk a✓. angol. nyelvű nemzetközi szak­
irodalomban általánosan elfogadott termi­
nológiát használni. A felhasznált fogalmak
szinte bármelyik nernzet.közileg szélesebb
körben (el)ismert tankönyvben, kézikönyv­
hen megtalálhatók, mint például .ÜKRYMJts
I l ], GOLDBERQlfü [ 5 ], lNTRILIGA'.rOR [ 10 ],
JOHNSTON [13], JUDGE & al. tankönyve

I l (j] és kézikönyve [ 15 J THEIL L 34 J és
WONNACO'l".l.'-WONNACO'l"J: [38].

Írásunk célja az, hogy a szakmai közvé­
lemény figyelmét felhívjuk egy olyan igény­
telen, ,,pongyola" publikációs gyakorlatra,
mely az ökonomet.rini elemzések felhasznál­
hatóságát erősen korlátozza. A hivatkozá­
sul szolgáló cikkek mind jellegükben, mind
tartalmukban, mind igényességükben na­
gyon eltérőek; csak az adott konkrét hiá­
nyosságok megléte közös, ez indokolja ,,egy
kalap alá" vonásukat.

gáról, erejéről. A hivatkozott cikkek között kettő is van, amely semmilyen, a becslés jósá­
gára vonatkozó statisztikát nem közöl, de közlik a függvény illeszkedésének ábráját:
KovÁcs-TARJÁN [21] és SZÁSZ L33]. Az ábrák alapján nyilvánvaló, hogy a specifikációk
hibásak, a becslések torzítottak.
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