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A DATA ENVELOPMENT ANALYSIS (DEA)

ALKALMAZASA TPARI PARKOK HATEKONYSAGANAK
VIZSGALATARA!

FULOP JANOS - TEMES!I JOZSEF
MTA SZTAKI - BKAE Operdcickutatds Tonszék

A Data Envelopment Analysis hatékonysdgi modelljeinek megalapozésa (ter-
mészetesen még nem ezzel az elnevezéssel) Farrell (1957) agrarkdzgazdasigi
elemzd cikkében jelent meg. Hosszl évek teltek el, amig elsésorban Charnes,
Cooper, Rhodes és Banker dttoré cikkei dj megvildgitdsban, a linedris prog-
ramozas egy specidlis kozgazdaségi alkalmazdsi lehet8ségeként egy egész mo-
dellcsaldd kifejlesztését inditottdk el: Charnes, A., W.W. Cooper és E. Rhodes
(1978), Banker, R.D., A. Charnes és W.W. Cooper (1984), Charnes, A.,
W.W. Cooper, B. Golany, L. Seiford és J. Stutz (1985). A nyolcvanas és
kilencvenes évek egyértelmiien ennek az elemzési eszkdznek a vildgméretii
elterjedését mutatjék, Gsszefoglalé miivek és a tovdbbfejlesztés irdnyait meg-
hatdrozé kényvek és cikkgylijtemények sora jelenik meg: Norman, M. és
B. Stoker (1991), Charnes A., W. W. Cooper, A. Y. Lewin és L. M. Seiford
(1994), Hammer, P. L. (1996), Lewin, A. Y. és L. M. Seiford (1997).

Megsziiletnek azok a programcsomagok is, amelyekkel a szdmitdsok kony-
nyen elvégezhetdk, s egyre né a felhasznéldsi teriiletek szdma: Ali, A. L.
(1994), Coelli, T., D. S. Prasada Rao és G. E. Battese (1998). Hatékonysigi
elemzések jelennek meg kérhdzakrdl, Chilingerian, J. A. és H. D. Sherman
(1997), Byrnes P. és Valdmanis, V. (1994), bankokrél, English, M., S. Gross-
kopf, K. Hayes és S. Yaisawarng (1993), egyetemekrél, Finlay, P. N. és G.
Gregory (1994), egyéb termelési és szolgaltatd egységekrdl, Ganley, J. A. és
J. S. Cubbin (1992), Zeng, G. (1996). A nemzetkozi operdciSkutatdsi és
programozasi konferencidk 4llandé szelkcidit alkotjék a DEA elméleti tovdbb-
fejlesztései és alkalmazdsal.

Magyarorszdgon a médszer ismert ugyan (Jdsd pl. Danyi, P. és Varrd, Z.
(1995)), de a valds alkalmazdsok szdma csekély. Ezért taldltuk jé alkalomnak
azt a felkérést, amely a Gazdasdgi Minisztériumbdl érkezett és a magyar ipari
parkok értékelésére vonatkozott.

Cikkiinkben el6szor réviden az alkalmazdsi feladatot mutatjuk be. A
mésodik részben ardnylag részletesen foglalkozunk a DEA modellek ismer-
tetésével. Ezt azért is tessziik, hogy az érdekl6dék (egyetemi hallgatok,
kutaték, alkalmazdk) magyar nyelven is taldljanak egy bevezetést a DEA
modellek médszertanaba — ezt egésziti ki a legfontosabb szakirodalmi hi-
vatkozdsok jegyzéke. A cikk harmadik része az ipari parkok elemzéséhez
felhasznalt adathalmaz néhiny statisztikai jellemz&jét mutatja be, majd a

1Beérkezett: 2001, dprilis 3. E-mail: fulop@sztaki.hu, temesi@pegasus.bke.hu
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negyedik és 6tddik rész foglalkozik a DEA modellek eredményeivel és a le-
vonhaté kdvetkeztetésekkel.

1 Ipari parkok és értékelési lehetoségeik

A nemzetgazdaségi szint{i gazdasdgi célkitiizések k6z6tt alapvett prioritdsként
jelentkezik a magyar ipari és agrirgazdasigi mult 6rokségeként megmaradt
regionalis egyenlétlenségek felszdmoldsa. Az Eurdpai Unidba készilé Ma-
gyarorszag szamara ugyanakkor kiemelt jelentésége van a termékek és szolgdl-
tatdsok minSsége névelésének, egy olyan exportképes drualap létrehozasanak,
amely a kiilkereskedelmi mérleg javitdsdn keresztiil hozzdjérul a fizetési mérleg
egyenstly kozeli dllapotdnak eléréséhez.

Az 1990-es évek végére a magyar tulajdonosi szerkezet nagyfoku véltoza-
son ment keresztill. A magyar ipar szerkezetvaltdsdban meghatdrozé jelen-
t8ségil a kiilfoldi mitkodétSke jelenléte. Ennek a tOkének megfeleld miikodési
feltételeket kell teremteni, azaz olyan termeldi és szolgaltatési infrastruktirat
kell 1étrehozni, amely vonzderdt jelent a tartds letelepedésre, s ezdltal munka-
helyteremtd beruhdzésok terepéiil szolgélhat.

Mindezen gazdasigpolitikai célok megvalésitdsdhoz jarul hozzé a Gazda-
sdgi Minisztérium részérél 1996 végén elinditott Ipari Park Pdlydzati Prog-
ram. A program elsd 1épcséjében az orszdg legkilonbdzébb részein mikodd
szervezetek, illetve teriiletek palydznak az ,,Ipari Park” cimre. A cim elnye-
réséhez egy olyan fejlesztési elképzelést kell bermutatni, amely egy mar meglé-
v8, bizonyos infrastruktirdval elldtott terileten, vagy anélkil — ,,z6ldmezés
beruhédzasként” — lehet6vé teszi a hazai és kiilfdldi vallalkozdsok betelepiilését
és gyors fejlodésés.

Az |, Ipari Park” cim elnyerésével egyiitt jar6 kedvezmények és palydzati
lehetSségek tobb véllalkozds és onkorményzat figyelmét is felkeltették. 1997-
ben a Gazdasigi Minisztérium 28, 1998-ban pedig 47 cimet itélt meg, azaz
1998 végére 75 teriilet volt jogosult a cim viselésére. A cimet elnyert parkok-
nak lehetéségiik van arra, hogy a gazdasigfejlesztési céltdmogatéasok specidli-
san erre elkiilonitett részét megpalydzzdk infrastrukturdlis fejlesztések kivite-
lezésére. 1996 és 1998 kozott 25 ipari park kapott Osszesen 1.6 millidrd forin-
tot a gazdaségfejlesztési, illetve teriiletfejlesztési céltdmogatasi alapokbdl. Az
infrastrukturdlis palydzatok specidlisak abbdl a szempontbdl, hogy a mis
alapokbdl elnyerhetd célzott tdmogatésokkal ellentétben itt tobbféle kiilsé
infrastruktira egylittes kialakitdsdhoz kapnak segitséget: csatorndzds, viz-
elvezetés, elektromos hdlézat és gazvezeték kiépitése, 1ithdlézat kiépités és
bévitése szerepelhet a célok kozott., Nyilvanvald, hogy ezen beruhdzdsok si-
keres megvaldsitdsdval olyan miikdd6 infrastruktira jon létre, amely kedvez
a vallalkozdsok, szolgdltaté egységek betelepiilésének.

A Gazdasigi Minisztérium 1999-ben értékelni kivanta az Ipari Park Pa-
lydzati Program addigi dlldsit. Az értékelés nyilvanvaléan csak a meglévd
adatokra tdmaszkodhatott. Az ,Ipari Park” cim elnyerésére benyujtott pé-
lydzatokban &t évre, éves itemezésben kellett megadniuk a palydzoknak a leg-
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fontosabb mutatékban célul kit{izott értékeket. Bz az adatbéazis szolgaltathat
alapadatokat arra nézve, hogy helyi, regiondlis és orszdgos szinten milyen
varakozésok lehetnek az ipari parkokkal szemben.

Az elmult évek teljesitéseirdl ugyanakkor mér tényadatok is rendelkezésre
dllnak. Ezek a tényadatok dnmagukban is elemezhettk és GsszevethetSk a,
tervezett adatokkal is. Az id6 elSrehaladtdval a tényadatok dinamikdja is
vizsgédlhatd.

Elvileg lehetGség lenne arra, hogy az ipari parkok teljesitményét Gsszeves-
stk az ipari parkokon kivil folyd termelés szamaival, trendjeivel. Ttt a £6 gon-
dot az okozza, hogy az ilyen jellegli dsszehasonlitdshoz specidlis 6sszehasonlit-
haté adatokra lenne sziikség, azonban ilyenek eléallitdsa killonleges feladatot
Jelentene. Egy-egy ipari park ugyanis Gsszességében {télendd meg, s eziltal a
véllalati Gsszehasonlitdsokra vagy a szokdsos regionélis (megyei, tertileti) egy-
bevetésekre alkalmas statisztikai adatok nem hasznalhatSk fel direkt médon.
Az ipari parkokba betelepiilt sokszinii, egy helyen koncentralédé tevékenység
megitélésére az ipardgi vagy orszégos dtlagokkal valé Osszehasonlitds nem
alkalmazhaté, éppen az ipari park jellegzetes Gsszetétele miatt.

Ezért vélasztottuk azt a lehet8séget, hogy az ipari parkok szdménak
novekedésével és az egész orszégra kiterjedd hélézat kialakuldsdval létrejott
adatillomainy segitségével az alapvetd statisztikai elemzések mellett az ipari
parkokat énmagukban és 6nmagukhoz mérve végezziink el egy djfajta Sssze-
hasonlité és értékels elemzést.

A gazdilkodastani szakirodalomban egyre inkébb elterjedd médszer az
tigynevezett benchmarking, azaz a legjobb teljesitményt nyjté egységek meg-
hatdrozésa, és a tobbi egység hozzdjuk viszonyitott értékelése. Sokféle tech-
nikét dolgoztak ki erre a feladatra, a versenytérsak véleményének formaliz4lé-
s&t6l kezdve a villalat Snmagdrdl alkotott képének elemzéséig. A ,,best prac-
tice”, a legjobb gyakorlat felderitése és kdvetése persze nem csak a kiilonbozé
termeld egységek szdmdra lényeges, més teriileteken is hédit ez a szemlélet-
méd, példdul a kozigazgatdsban, az egészségiigyben vagy az oktatdsi intéz-
mények értékelésénél is.

A szakirodalomban az utébbi hisz évben egyre tébb olyan publikécié je-
lent meg, amelyek erre a feladatra egy specidlis modellt fogalmaznak meg.
Mivel az értékelések egyik legnehezebb problémadja a sokszor egyméssal is el-
lentétes célok kielégitésének mértékéiil szolgdlé mutatdszémok kdzos nevezdre
hozésa, a t&bb tényezd alapjén torténd dsszehasonlitds, olyan médszer kiala-
kitdsa és alkalmazdsa indult el, amely végsé soron egyetlen tulajdonségot,
a hatékonysdgot dllitja a kézéppontba: Charnes, A., W. W. Cooper és E.
Rhodes (1978), Fiire, R. és C. A. K. Lovell (1978), Banker, R. D., A. Charnes
és W. W. Cooper (1984), Charnes, A., W. W. Cooper és R. M. Thrall (1991),
Ali, M. és L. M. Seiford (1993), Cooper, W. W., R. G. Thompson és R. M.
Thrall (1996), Coelli, T., D. S. Prasada Rao és G. E. Battese (1998).

FEz a médszertan —a Data Envelopment Analysis— a gazdosdgi eqységek
kozil kivdlasztja azokat, amelyek a silyozott output/input ardny szempont-
Jabdl a leghatékonyabbak, s a tobbi gazdasdgi egységet ezekhez a (bizonyos
értelemben legjobb, ,,hatékony”) egységekhez viszonyitja. Az ipari parkokra
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alkalmazott DEA segitségével megkiséreljiik az ipari parkok egymas kozotti
viszonyét, élenjéré vondsaikat vagy lemaradisukat szdmszerGsiteni, s ezdltal
hasznos informécidkra tehetiink szert a pétlélagos erdforrdsok allokalasdnak
vonatkozdsdban. Mielbtt ebbe belefognank, a fentebb hivatkozott alapirodal-
makra tdmaszkodva attekintjiik a DEA f8bb modelljeit és tulajdonsdgaikat.

2 Hatékonysag-elemzés a DEA mddszertannal

A hatékonysdg-elemzés olyan térsadalmi-gazdaségi egységek hatékonysdgdnak
vizsgalatéval foglalkozik, amelyek tevékenységiik sordn egy vagy tobb in-
put felhasznaldsival egy vagy tobb outputot hoznak létre. Ilyenek nemcsak
cégek és termeléegységek lehetnek, hanem bankok, iskoldk, stb. Ezeket az
egységeket Decision Making Unit (DMU, diontéshozd egység) elnevezéssel 14t-
juk el. A cikkiinkben vizsgdlandé ipari parkokat is dontéshozé egységként
fogjuk kezelni, hiszen inputnak tekinthetjiik példdul a befektetett tokét, a
kiildnbozé dllami és dnkormanyzati tdmogatdsokat, és outputként kezelhetjik
a foglalkoztatottsdgi 1étszdm, a beépitettség, az drbevétel, az exporthanyad
és a naturdlis fejlesztési adatok (csatorna, Gt, gdz, stb.) kozvetlen értékét
vagy pedig ndvekményét.

Egyetlen inputtal és egyetlen outputtal leirhaté dontéshozo egységek ha-
tékonysdgdnak lefrdsdra elfogadott technikal mérészam az output/input ha-
nyados. T&bb input vagy output esetén az outputok siulyozott osszegének
és az inputok silyozott Ssszegének a hdnyadosa hasznélhatéd ilyen célbdl,
a megfelel§ silyok meghatérozdsa azonban nem magdrdl értet6dd, hanem
fontos médszertani kérdés.

Tekintsiink déntéshozé egységeket, amelyek két inputbdl (1, z2) egyetlen
outputot (y) hoznak létre. Feltessziik, hogy konstans skdlahozadékkal (CRS,
constant return to scale) szdmolhatunk, azaz pl. kétszeres input mennyiseégek
esetén kétszeres output keletkezik. Egy egységet akkor tekintink hatékonynak,
ha nem létezik egy mdsik olyan egység, melynek legaldbb az egyik egységny:
outputra esd input értéke kisebb, de a mdsik sem nagyobb, mint a vizsgdlié.

Az input-orientdlt technikai hatékonysdgi mérték arra ad vélaszt, hogy
mennyire lehet az input mennyiségeket ardnyosan csokkenteni az output meny-
nyiségek valtozatlanul hagyédsa mellett. Ennek természetesen felmeriild al-
ternativéjaul szolgdl az output-orientdlt mérték, amely azt méri, hogy meny-
nyire lehet az output mennyiségeket ardnyosan névelni az input mennyiségek
megviltoztatasa nélkiil.

A t8bb inputtal és outputtal leirhaté déntéshozé egységek technikai ha-
tékonysaganak numerikus meghatdrozésira ad eljdrdsokat a Data Envelop-
ment Analysis (DEA) médszertan. Lényege az, hogy az adatokbdl kiin-
dulva linedris programozési technikdval tudja el6allitani a hatékony pontok
t6bbdimenziés, részenként linedris felilletét, majd egy adott pont hatékony-
sdgl mutatéjit e feliilethez viszonyitva hatdrozza meg.

Tegyiik fel, hogy a hatékonysig-elemzésben szereplé N déntéshozé egység
mindegyike K szdmu inputtal és M szdmu outputtal frhaté le. Az i-edik
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ddntéshozd egység legyen az inputok z; oszlopvektordval és az outputok y;
oszlopvektoréval reprezentdlva. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy az
input és output mennyiségek nemnegativak, és hogy legaldbb egy pozitiv
input és output adat szerepel minden egység esetén. Az Ssszes N egységre
vonatkoz6 input és output adatokat egymads mellé {rva elkészithetjiik az input
adatok K x N-es X métrixat és az output adatok M x N-es Y métrixat.

A DEA alapitlete az tigynevezett hdnyados formdn keresztiil érthetd meg
legkonnyebben. Egyetlen input és output esetén azt az egységet tekintenénk
hatékonynak, amelynél az output/input hdnyados maximélis. T&bb input
és output esetén az outputok valamilyen silyozott osszegét kell az inputok
valamilyen siilyozott Osszegével osztani, és ezeket a hdnyadosokat kellene
Osszehasonlitani. A siilyokrdl egyelére feltesszik, hogy azok nemnegativak.
Végtelen sokféleképpen vélaszthatunk silyokat, és a silyok kiilénb6z8 meg-
vélasztédsa kiillonb6z6 fontossdgot rendel az egymaéssal nem sszehasonlithaté
input és output értékekhez. Azonban annyit elvdrhatunk egy magit ha-
tékonynak tekintd dontéshozé egységtdl, hogy tudjon olyan silyokat mon-
dani, hogy azokkal véve a silyozott Gsszegek hdnyadosit, 6 legyen a legjobb.
Amennyiben tehdt létezik olyan u M-elemii és v K-elemi nemnegativ stly-
vektor, amelyre

wTyi fvT 'z = max{uTy;/vTz;:5=1,... N}, (1)

ahol 7' a transzponélést jelsli, akkor az i-edik déntéshozé egységet hatékony-
nak tekintjiik. Ha egy déntéshozé egységre (1) semmilyen v és v esetén nem
érhetd el, azaz az egység nem hatékony, akkor is fontos kérdés, hogy (1) bal
oldala mikor lesz relative legkozelebb (1) jobb oldaldhoz. Ez a

ulyi /vTz;
max T :
w>0,v>0 max{uly;/vTe;:j=1,..., N}

(2)

optimalizdlasi feladat megoldésit jelenti. A (2) feladat optimum-értéke 0 és
1 kozé esik, és ezt az értéket tekintjik az i-edik dontéshozé egység technikai
hatékonysagi mértékének. Mivel barmely u, v és pozitiv o esetén au és v
az u €s v altal adott hdnyados értékek a-szorosit adja, a hédnyadosok értékét
korlatozhatjuk 0 és 1 kdzé. A (2) feladatot tehdt atirhatjuk az ekvivalens

max (uTy; JvTz;)
U,V
wFy;fole; <1, j=1,...,N, (3)
uw>0, v>0
matematikai programozési feladatra. Az eddigi feladatok hiperbolikus prog-
ramozési feladatok, amelyek megolddsa azonban visszavezethetd linedris prog-
ramoz4sra.
A (3) feladatnak is végtelen sok optimélis megolddsa van még, és mivel

a szamlalokrdl feltételezzilk, hogy nem nullék, az dltaldnossig megszoritésa
nélkiil elég az optimdlis megolddst a vTz; = 1 feltételnek eleget tevd pontok
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kozott keresni. Ezért a (2) feladat az ekvivalens

T
max p” Ys
B

l/T.’L'i B ]., (4)

/’LTyj_VijS()) j:]'""INl
p>0, v>0

alakra hozhatd. Ez (2)-tél eltéréen mdr egy linedris programozési feladat, és
ezt az 1j i és v véltozdk bevezetésével is hangsilyozzuk. Ennek a feladatnak
is jél interpretélhatd kozgazdasigi jelentés adhatsd. A (4) feladatot szoktdk
szorzd alakd DEA linedris programozdsi feladatnak is nevezni, egyrészt mivel
itt az inputoknak és az outputoknak az i-edik dontéshozé egység értékeléséhez
sziikséges optimalis silyait, szorzdit hatdrozzuk meg, mésrészt ez az elnevezés
a (3)-ra haszndlt hdnyados alak elnevezésnek mintegy az ellentéte.
A lineéris programozés dualitds elméletét haszndlva, (4) dudl feladatét a
kovetkez6 alakban irhatjuk fel:
miné ,
0,
-y +YA>0, (5)
Oz, — XA >0,
A>0,

ahol 6 egy skaldr valtozé, \ pedig véltozdknak egy N-elemi vektora. Az
elméletbé] tudjuk, hogy (5) optimum-értéke azonos az (1)-(4) feladatok mind-
egyikének optimum-értékével, tehdt szintén 0 és 1 kozé esik, és az optimum-
érték az i-edik dontéshozd egység technikai hatékonysdgi mértéke. Hang-
stilyozzuk, azonban hogy minden déntéshozé egység szdmdra egy 6nallé (4)
vagy (5) feladatot kell megoldani, tehit Gsszesen N szamit.

Az X\ és Y )\ vektorokat geometriailag tekinthetjik Ugy, mint a vizsgalt
ddntéshozé egységekbdl A-beli nemnegativ silyokkal vett linedris kombindcié-
val elésllitott képzetes dontéshozd egységet, amelynek X A az input, Y A pedig
az output vektora. Csak olyan képzetes dontéshozé egységek érdekelnek min-
ket, amelyek legfeljebb annyi inputbdl legaldbb annyi outputot allitanak el6,
mint az i-edik dontéshozd egység, azaz z; > XA és YA > y,;. Ilyen nyilvan
van, példdul amikor ) éppen az i-edik egységvektor, tehit a képzetes és az i-
edik dontéshozé egység azonos. A kérdés most az, hogy van-e olyan képzetes
dontéshozé egység, amelyre z; > X\ és YA > y;, azaz amelynél az input-
felhasznalds hatdrozottan kisebb. Ilyen pontosan akkor van, ha az z; vektort
egy 1-nél kisebb f-val val6 szorzdssal radidlisan tudjuk csokkenteni gy, hogy
(5) feltételei teljestljenek. Az (5) feladat megolddsa geometriailag gy inter-
pretdlhatd, hogy az input-output térben az Gsszes képzetes dontéshozé altal
alkotott konvex kipban fekvé i-edik dontéshozd egység dltal meghatdrozott
pontot a kdp hatéran fekvé (XA, Y A) pontra vetitjik. Az (XA, Y A) pont
ilyen mddon tovdbb nem vetithet6, & mdr biztosan hatékony a technikai
hatékonységi mérték szerint. Mivel ebben a modellben az input vektorokat
vetitjilk, ezt a feladatot az input-orientdlt jelz6vel is szoktdk illetni.
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A DEA programban az i-edik déntéshozd egységet a technikailag hatékony
(XA, Y A) pontba vetitjitk. Az (XA, Y\) pont egy képzetes dontéshozé egység,
amely a valédi dontéshozé egységek nemnegativ silyokkal vett linedris kom-
binécidja. A nemnegativ silyok kdzott persze nulldk is lehetnek, és az ezekhez
tartozé dontéshozd egységek nem jatszanak szerepet a vetitett pont el64lli-
tdsdban. A DEA mddszertan sordn viszont fontos informsciétartalma van
annak, hogy mely dontéshozd egységek szerepelnek pozitiv sillyal. Ezekbdl
all el6 ugyanis ‘szintetikus’ dton a technikailag hatékony vetitett pont. Ezek a
meghatdrozé dontéshozo eqységek a DEA irodalomban peer néven szerepelnek.

A DEA programcsomagok mikdzben minden déntéshozé eqységre kiszd-
mitjdk o hatékonysdgi mértékeket, dltaldban megadjdk a megfeleld meghatdrozd
dontést egységeket és a hozzdjuk tartozd silyokat is. Annak a statisztikdnak is
fontos informéciétartalma van, hogy melyik dontéshozé eqység volt egydlialdn
meghatdrozd (peer) és hdnyszor.

A konstans skélahozadékd modelleknél azt feltételeztiik, hogy minden
dontéshozé egység mindig optimalis skdldn miitkodik. fgy az input vektorokat
valamilyen nemnegativ szdmmal szorozva vérhattuk, hogy az output vek-
torok automatikusan ezzel a szdmimal szorzédnak. Ezt azonban nem minden
gazdasigi kornyezetben tehetjiik fel, ezért a konstans skdlahozadékd modellt
megtelelden, vdltozo skdlahozadéki (variable return to scale, VRS) modellé is
at kell alakitani.

Az (5) modellben az esetleg nem hatékony i-edik déntéshozé egységet a
nemnegativ stlyokkal elééllitott, technikailag hatékony (X, Y\) képzetes
dontéshozé egységgel hasonlitottuk Gssze. Itt azonban a A komponensei
barmilyen nagyok lehetnek, a képzetes déntéshozé egység nagysigrendileg
nagyon eltérhet azoktdl, amelyekbdl képezziilk 6t, ezért a valtozd skélahoza-
déki kornyezetben ez irredlis eredményekhez vezethet. Annak biztositésdra,
hogy a (XA, Y \) képzetes dontéshozé egység nagyjdbdl olyan nagysdgrendi
legyen, mint amibdl képzédik, a DEA mddszertan a

N
d =1
i=1

konvezitdsi feltétel (5)-hoz vald csatoldsdt javasolja. A konvexitdsi feltétel
vektor alakban 15\ = 1, ahol 1y a csupa egyesbé] 4116 N-elemit vektort jeloli.
A konvexitési feltétel a nemnegativitdsi feltétellel egyiitt biztositja, hogy min-
den A; komponens 0 és 1 kdzotti, igy valtozd skdlahozadéki kdrnyezetben
nem hasonlitjuk dssze a tekintett dontéshozé egységet irredlisan képzett don-
téshozd egységgel.
A wdltozd skdlahozadék esetére sz6lé VRS DEA modell tehdt
miné ,
g,
Bz, — XA >0, (6)
=l
A>0
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alakban frhaté fel. Jelélje TEygs a (6), illetve T'Ecgs az (5) feladat optimum-
értékét. Konnyen lathatd, hogy

0<TEcrs £TEyrs < 1.

A konstans skélahozadék szerint technikailag hatékony doéntéshozé egységek
tehét a viltozé skdlahozadék szerint is technikailag hatékonyak lesznek, for-
ditva azonban ez nem feltétleniil igaz. A konstans, illetve a valtozoé skala-
hozadékd technikai hatékonysigi mértékek hdnyadosit skala hatékonysdgnak
(SE, scale efficiency) nevezziik, azaz

SE =TEcrs/TEvrs .
A fenti definiciébdl kozvetleniil kapjuk a
TECRS = TEVRS x SE

Gsszefiiggést, amely szerint a konstans skdlahozamu technikai hatékonysagi
mérték felbonthaté a vdltozd hozamu technikai hatékonysdgi mérték és a
skala hatékonysdg szorzatara, ahol az utdbbi azt jelzi, hogy milyen messze
van a vizsgalt dontéshozé egység az optimdlis miikodési szintjétdl.

A skéla hatékonysdgi mérték egyik hitranya az, hogy nem ad informéciot
arrél, hogy a dontéshozé egység novekvd vagy pedig csdkkend skilahozamu
tartomanyban miikodik. Egy kiegészitd linearis programozési feladat megol-
ddsdval azonban erre is vélaszt lehet kapni. Tekintslik az aldbbi nem-névekvd
skdlahozami (NIRS, non-increasing returns to scale) DEA modellt, amelyet
gy kapunk, hogy (8) 15\ = 1 konvexitési feltételét a 15X < 1 feltételre
cseréljik:

mind ,
8,1
bz, — XA >0, ("
1A <,
A>0.

A 1T <1 feltétel is biztositja, hogy az i-edik ddntéshozé egység ellenében
konstrualt képzetes dontéshozd egység elédllitdsdban ne vegyen részt a vizs-
galtnal lényegesen nagyobb ddntéshozé egység, kisebb viszont megengedett.
Jeldlje T Enirs a (7) feladat optimum-értékét. Nyilvan

0 <TEcrs <TEnmrs £TEyrs <1,

és az is megmutathatd, hogy a mésodik és harmadik egyenl&tlenség kozil
legaldbb az egyik egyenl6ségként teljesiil.

Az eddig bemutatott input-orientdlt modellekhez hasonléan a megfeleld
output-orientdlt modelleket is fel lehet frni. Tekintsiik eldszor az i-edik don-
téshozé egységre vonatkozd konstans skdlahozadéki (CRS) output-orientdlt
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DEA modellt:
L ¢,

-y +YA>0, (8)
Ty — XA Z 0 ’
A>0.

Azt mér tudjuk, hogy van olyan képzett déntéstdmogatéd egység, melyre
;g 2 XA és YA > y; teljesiil, pl. amikor A az i-edik egységvektor. Az
output-orientdcié esetén a kérdés az, hogy van-e olyan is, melyre z; > X\ és
YA > y;, és ha igen, akkor az y; output vektort mennyire tudjuk radidlisan
novelni gy, hogy még YA > ¢y; teljesiiljon. A (8) feladat éppen erre ad
valaszt, az optimélis ¢ értékre 1 < ¢ < oo teljesill, és azt jelzi, hogy (p—1)-
szeres az output értékek ardnyos novelésének a lehetdsége az input értékek
véltozatlanul hagydsa mellett. Output orient4cié esetén is bevezethetd a
véltoz6 skélahozadéki DEA modell, amely

max
nax ¢,

—¢yi +FYA>0,

;i —XA>0), 9)
1Ea=1,
A>0

alaki. A konstans skdlahozadéki modellekre vonatkozé Gsszefiiggések itt mér
nem érvényesek.

A tobbkritériumi dontéshozatalban megszokott médon az i-edik déntés
hozé egységet akkor tekintjitk hatékonynak, ha barmely A-val képzett mes-
terséges dontéshozé egységre az x; > X\ és y; < YA egyenlStlenségek tel-
Jestlésébdl z; = X\ és y; = Y\ kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy csak tgy
tudndnk valamelyik input mennyiséget csdkkenteni, vagy valamelyik output
mennyiséget névelni, ha kbzben valamelyik masik inputot novelnénk, vagy
valamelyik mésik outputot csokkentenénk.

Ha egy dontéshozé egység technikai hatékonységi mutatédja nem 1, azaz
6t radidlis vetitéssel javitani lehet, akkor a fenti értelemben biztosan nem
hatékony. A technikai hatékonysdgi mérték 1 értékébél azonban még nem
kovetkezik a fenti értelmil hatékonysdg.

A hatékonység ellentrzésének, illetve a hatékony pontba vald lépésnek
tobb mddja is van, az egyik a holtjatékok (slackek) Osszegének a maximali-
zdlasa. Tekintsiik a kovetkezd linedris programozési feladatot:

T O T .1
max 1y,8Y + 135
A,sd,89 . L

. _ 0O
—y1+Y)\ S —0, (10)
fz; — XA—s' =0,
A>0, s°>0, sf>0,
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ahol s© az output slack valtozdk M-elemi vektora, s! az input slaclk valtozdk

K -elemil vektora, 1 és 1x pedig a csupa 1 elembdl 4llé M, illetve K-elemil
vektor. A (10) modellben # nem valtozd, hanem konstans. A (10) modell az
(5) konstans skdlahozami input-orientdlt DEA modellhez tartozd kiegészitd,
mdsodik fazisi feladat. Az i-edik dontéshozd egység pontosan akkor hatékony,
ha

e (5) optimum-értéke, azaz a dontéshozé egység technikai hatékonysagi
mértéke 1, és

e (10) optimum-értéke 0.

Az is igaz, hogy a (10) optim4lis megoldésabdl nyert (XX, Y A) pont mindig
hatékony. A valtozéd skalahozadéku esetre vonatkozd (6) input-orientélt mo-
dellre hasonlé allitds érvényes, csak most a (10) feladatot is ki kell egésziteni
a 15\ = 1 konvexitési feltétellel.
A (8), konstans skélahozadéki output-orientalt modellhez tartoz6 mésodik
fazisi linedris programozasi feladat az aldbbi:
max, 10s© elbailits

st s
) _ 0 _
—dyi+YA~s5"=0, (11)
z;—X\—s'=0,
A>0, s9>0, sT>0.

Az §llit4s hasonlé. Az i-edik dontéshozé egység pontosan akkor hatékony,
ha

o (8) optimum-értéke, azaz a déntéshozd egység technikai hatékonysdgi
mértéke 1, és

e (11) optimum-értéke 0.

A viltoz6 skilahozadéku kornyezetre vonatkozé (9) output-orientdlt mo-
dell esetén hasonlé 4llitds érvényes, mindossze a (11) feladatot ki kell egésziteni
a 171\})\ = 1 konvexitési feltétellel.

Hangsiilyozzuk, hogy mind a konstans, mind pedig a vdltozé skdlahozadéki
kornyezetben a fent bemutatott input- illetve output-orientdlt technika ugyan-
azokat o dontési eqységeket mindsiti hatékonynak. A két orienticiéd kozotti
vélasztés fiigg a konkrét elemzéstdl, aszerint, hogy az input csokkentése vagy
pedig az output novelése kézenfekvSbb az adott elemzési feladatndl. Valtozd
skdlahozadék esetén gyakran mindkét orientéciéval elvégzik az elemzést.

A két fazis feladatat egyetlen feladatban végzik el a tovabbiakban be-
mutatandé DEA modellek. Nagyon sok ilyen modellvaridns taldlhaté ma
mér az irodalomban kiilonféle jelz&kkel (CCR, BCC, input-orientélt, output-
orientdlt, primél, dusl) ellditva. Ezek ma mér kiilon taxonémidval rendel-
keznek, és gyakran elrettentik a Data Envelopment Analysis-szel ismerkedd
kezdb olvasét. Hangsilyozzuk azonban, hogy mind levezethetd az egyszer,
geometriailag is konnyen értelmezheté (2) illetve (3) hanyados modellbdl.
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Tekintsiik eldszor az input-orientdlt CCR (Charnes-Cooper- Rhodes) mo-

dellt: o -
min 8 —elys” —elys
9,\,s1,50 i = ’

O __
Oz; — XA —sl =0,
A>0, s°>0, ' >0,

ahol e egy megfeleléen vélasztott kis pozitiv konstans. Kénnyen lathaté, hogy
(12) tulajdonképpen az (5) és (10) feladatokbdl van Gsszerakva. Az eddigiek-
hez hasonléan ldthaté, hogy (12) optimum-értéke nem vehet fel 1-nél nagyobb
értéket. Megmutathatd, hogy van olyan ey > 0, hogy barmely 0 < € < ¢
esetén (12) optimum-értéke pontosan akkor 1, ha 6 =1, s© = 0és s/ = 0. Ez
pedig azzal ekvivalens, hogy (5) optimum-értéke 1, és (10) optimum-értéke 0.
Tehdt kellen kicsi, de pozitiv e esetén az i-edik déntéshozé egység pontosan
akkor hatékony, ha (12) optimum-értéke 1. Nem hatékony dontéshozs egység
esetén az (5) dltal szolgaltatott technikai hatékonysigi mérték eltérhet (12)
optimum-értékétdl, de mivel ¢ a gyakorlatban kicsi, az eltérés elfogadhato.
Az output-orientdlt CCR modell a kbvetkezd:

T .0 I i
¢,:/[\Illsaf)'(so¢+611\/fs +€1KS :
. _ 0
.'L‘i—X)\—SIZO,
A>0, s9>0, s >0.

A parhuzam megint nyilvanvald, (13) a (8) és (11) feladatokbdl van Ssszerakva.
Tovébbé kellden kicsi, de pozitiv € esetén az i-edik dontéshozé egység pon-
tosan akkor hatékony, ha (13) optimum-értéke 1.

A (12) és (13) modellek nyilvén konstans skdlahozadékid kérnyezetben
hasznélhatdk, akércsak a (5), (8), (10) és (11) feladatok, amelyekbél Sssze-
rakhatdk. Szokds még a (12) és (13) feladatok dudljat is felirni, de ezektdl itt
eltekintiink, mert semmilyen lényeges geometriai vagy kozgazdaségi jelentés-
tobblettel nem rendelkeznek.

A kovetkezd, BCC (Banker-Charnes-Cooper) réviditésii modellek szintén
kozvetleniil levezethet&k a kordbban a valtozd skidlahozadéki esetre bemuta-
tott kétfazisi modellekbdl. Az input-orientslt BCC modell az al4bbi:

min 0 — 10 —e1ks! |

0,\,s7 50
—y+YA-5°=0,
fz; — XA —s' =0, (14)

T Pwe=s] ,
A>0, SOZO, 3120,
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az output-orientdlt BCC viltozat pedig

max b+ slﬂso + 61?81 )

b, 81,8
— i+ YA—s =0,
zi— XA—s =0, (15)

I =]
A>0, s9>0, s1>0.

Lithatd, hogy akircsak a kétfazisi modelleknél, a valtozé skalahozadék
esetére vonatkozé BCC modelleket a konstans skdlahozadék esetére vonatkozd
CCR modellekbé] nyerhetjiik a 15\ = 1 konvexitési feltétel csatoldsdval. De
levezethetjiik a BCC modelleket kdzvetlenill a megfelelé kétfazisi modellek-
bél is.

Az &llitds a valtozd skilahozadéki BCC modellek esetén is hasonlé. E-
szerint kellSen kicsi, de pozitiv € esetén az i-edik dontéshozé egység pontosan
akkor hatékony, ha (14) illetve (15) optimum-értéke 1.

A CCR és BCC modelleken alapulé DEA elemzés kulcskérdése az, hogy
miként valasszuk meg az elég kicsi, de még pozitiv € értékét. Elméletileg
létezik olyan e > 0, hogy barmely 0 < £ < g9 megfeleld, de az ilyen e¢ nu-
merikus meghatdrozdsa sokkal tobb raforditdst igényel, mint a DEA elemzés
a tobbfdzisi mddszertan hasznélataval.

A DEA programcsomagok egy része eleve tobbfazisi modelleket alkalmaz.
Ilyenkor minden dontéshozé egység kiértékeléséhez kettd vagy tobb linedris
programozdsi feladatot kell megoldani. A programcsomagok egy maésik része
elére beéllitott nagyon kicsi, pl. & = 10~20 értékkel szdmol. Ez kevesebb
szdmu linedris programozasi feladat megoldédsét igényli, de elméletileg mindig
konstrualhato olyan feladat, ahol a szoftver egy hatékony dontéshozé egységet
nem-hatékonynak minésit. A nagyon kicsi € a linedris programozési felada-
ton belil is jelenthet numerikus nehézségeket. Ezért a legijabb szoftverek
dltaldban a tobbfazist megkozelitést alkalmazzdk, akkor is, ha a felhasznald
felé a kompaktabb CCR. vagy BCC modelleket kindljak.

A Data Envelopment Analysis a hatékonysdg-elemzésre szolgdlé mddszerek
kozil az egyik. Szdamos elénye van méas mddszerekkel szemben, de bizonyos
korlatokkal is rendelkezik.

Az elényok:
e A hatékonysdgot egyetlen mérészammal jellemzi.

e A nem-hatékony pontokat - az orientaciétdl fliggden - a hatékony pon-
tok feliiletére vetiti, ezzel irdnyt mutat a hatékonysdg javitasira.

o Teljesen eltérd mértékegységil inputok és outputok kezelését teszi lehe-
tové.

e A legjobban teljesité dontéshozd egységek &ltal kifeszitett feliilethez
viszonyit, nem pedig az dtlagos teljesitményhez, miként azt a regresszid-
elemzés tenné.
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e Nincs fiiggvényszeri kapcsolat feltéve az inputok és az outputok kozott.
A mddszertan korldtjai:

¢ A mddszertan nem tesz megkiilonboztetést a hatékony dontési egységek
kozott, azaz nem rangsorolja Sket.

e Azadott adathalmazhoz viszonyitva hatdrozza meg relativ hatékonyssgi
mértékeket, nem pedig valamilyen elméleti optimslis feliilethez viszo-
nyitva, ezért egyetlen kiugré adat, egyes inputok vagy outputok vizsgé-
latbdl valé kihagydsa, vagy Gjak bevondsa is lényegesen befolydsolhatja
a hatékonysdgi mértékeket.

3 Az ipari parkok célkitiizéseinek és azok meg
valésulasanak elemzése

A DEA elemzés el6tt roviden tekintsiik 4t az ipari parkokat az elemzésben
majd felhaszndlandé input és output adatok statisztikai jellemz6inek oldal4rdl.

Az Ipari Parkok a cimpélyézat beadasakor &t évre elére tervet készitenek
a park teljesftményének megitélésére leginkdbb alkalmas gazdaségi mutaték
értékérdl. Ezek az aldbbiak:

e betelepiil§ villalatok szdma,
o foglalkoztatottak szédma,
e a fejlesztésbe bevont teriilet nagysiga,

e a fejlesztésbe bevont teriilet nagysdgdnak ardnya a teljes rendelkezésre
allé teriilethez,

e az arbevétel értéke,

o a beruhdzasok nagysdga.

Az 1. dbra az ipari parkok szdménak eloszldsit mutatja 1998-ban régick
szerint az orszdg teriletén. Azt latjuk, hogy az ipari parkok nagyjabél
egyernletesen vannak szétszérva az orszég kiilonbozd régidiban, taldn Kozép-
Dundntilt tekinthetjitk némileg tdlreprezentsltnak. Ez az eredmény azért
lényeges, mert mint l4tni fogjuk, ez a nagyjabél egyenletes szdmszerti eloszlés
nagymértékben eltérd jellemzOkkel rendelkezd ipari parkokat takar.

Az 1. tdbldzat 1997 és 2001 kozott kiséri végig a kiemelt mutatékban
tortént véllaldsokat. Ez a tdbldzat nem csak az alapadatokat, hanem az
alapadatok dtlagit és relativ szérdsét is tartalmazza.
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Nyugat-Dunéantdl 7db
Dél-Alfeld 12 db 9%
16%

Kézép-Dunanial 15 db

20%

Eszak-Allsld 11db
15%

Dél-Dunantdt 9 db

Eszak-Magyarorszag 12%

11db
15% Kézép-Magyarorszag
10 db
13%

1. abra. Az ipari parkok szdma és regiondlis megoszlasa 1998-ban

Ezek az alapstatisztikdk jol mutatjdk azt a problémét, amely tovabbi
elemzéseinkben is figyelembe veend®: az egyes ipari parkok méretiikben és
teljesitményiikben nagyon eltéré képet mutatnak. Megfigyelhetd, hogy egyes
mutatdinkndl a relativ szérds magas értékeket vesz {0l — jelezve, hogy az ipari
parkok az egyes mutatékban igen heterogének.

Betel. Fogl. Ossz- Beép. Beruh. Ar-  Export

villal- 1ét- teri- teri- érték  bevétel

kozis szam let let

(db) (f6 (ha) (ha) (MFt) (MFt) (MFt)
1997  Osszeg 346 31788 2291.5  581.9 160141 632922 492520
Atlag 12.36  1177.3 81.8 20.8 5719 22604 17590
Rel. szdrds 1.60 1.70 0.87 1.49 1.97 2.69 3.17
1998  Osszeg 838 63238 4785.8 1791.3 300387 848893 609342
Atlag 11.17 843.2 63.8 23.9 4005 11319 8125
Rel. szérds 1.33 1.74 1.29 1.76 2.41 3.44 4.38
1999  Osszeg 1183 86151 4785.8 2482.3 383652 994050 711806
Atlag 15.77  1148.7 63.8 33.1 5115 13254 9491
Rel. szérds 1.01 1.45 1.29 1.74 2.03 2.98 3.83
2000 Osszeg 1536 109690 4785.8 3193.2 486563 1197684 859467
Atlag 20.48 1462.5 63.8 42.6 6488 15969 11460
Rel. széras 0.86 1.28 1.29 1.74 1.83 2.54 3.25
2001 Osszeg 1844 122735 4785.8 3646.1 526314 1398480 1001038
Atlag 24.59 1636.5 63.8 48.6 7018 18646 13347
Rel. széras 0.81 1.24 1.29 1.55 1.73 2.24 2.85
2001/1998 ardny 2.20 1.94 1.00 2.04 1,75 1.65 1.64

1. tdbldzat. Ipari parkok orszdgos statisztikdja
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Forditsuk most figyelimiinket a vallaldsokban megmutatkozo fejlédési tren-
dekre. A tdbldzat utolsé sordban taldljuk a 2001-re véllalt mutatékban az
1998-as dllapothoz képest felmutatandé fejlddést. (Azért erre a két évre szd-
moljuk a fejlédési mutatét, mert az 1998-ban palydzd ipari parkoknak még
nincs 1997-es adata, az 1997-ben pdlydzdk pedig nem adtak meg 2002-es ada-
tot. Az 1998 és 2001 kozotti évekre vannak a teljes kérre, mind a 75 ipari
parkra vonatkozé adataink.) A foglalkoztatottak szdémaban 194, a beruhs-
zési értékben 175, az drbevételben és az exportarbevételben 165, illetve 164
szédzalék a négy éves periddusra kitiizott novekedés.

Bér az orszagos adatok is lényegesek, hasznosabb azonban, ha az adatokat
megnézziik regiondlis bontdsban is. Az orszdgot 7 nagy teriiletre felosztva
(Nyugat-Dundntuil, Kozép-Dundntiil, Dél-Dunéntiil, Kézép-Magyarorszag, E-
szak- Magyarmszag, Lszak-Alfold, Dél- Alfold) az 1998-rél 2001-re igért fej-
16dés mindegyik régiéban magas, egyes régidkban az orszdgos novekedési
tlagot is meghaladja. A 2. és 3. dbra a beépitett Osszteriilet és az arbevétel
régiénkénti véallaldsainak dinamikéjit mutatja.

01997
& 1998
| 01999
_.\';"! 2000 02000
W 2001

Nyugat-Dunantdt
Kozép-Dunantdl
Dél-Alfsld i

Kdzép-Magyarorszag |
Eszak-Alfsld

Eszak-Magyarorszag [

2. dbra. Beépitett Gsszteriilet régionként a vdllaldsok alapjin (ha)
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3. dbra. Arbevétel régiénként a vallaldsok alapjan (MFt)

Ha mutaténként a 2001 évet célnak tekintve elemezziik az igért fejlédést,
akkor a 4. és 5. 4brék példdul a beépitett Osszteriiletre és a beruhazési dssz-
értékre vonatkozd adatok 2001-re bekovetkezt regiondlis eloszldst illusztraljék.

Nyugat-Dunantul

Dél-Alféld 316.23 550.58
9 15%
Eszak-Alféld 961.04
26% Kézép-Dunantul
. 967.62
Eszak- ' 26%
Magyarorszag
421.44 Dél-Dunantdl
12% Kézep- 250.92
Magyarorszag 7%
169.20
5%

4. dbra Beépitett Osszteriilet és megoszlasuk régiénként 2001-ben a véllaldsok alapjan (ha)
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Del-Alféld 27159

5%
Eszak-Alféld Nyugat-Dunantul
48509.6 124852
9% 24%
Eszak-
Magyarorszag
104037
20%
Kozep- Kézép-Dunantul
Magyarorszag 137238
70078 26%
13%
Del-Dunantul
14440.5
3%

5. dbra. Beruhdzdsi osszértékek és megoszlasuk régidnként 2001-ben a vallaldsok alapjan (MFt)

Ha az Gsszes hasonlé abrat tekintjiik, akkor azt latjuk, hogy Kozép-Du-
nantil minden mutatéban ,,tarol”: bar a betelepiilé véllalatok szdma az dssz-
véllalatszamnak csak 19%-a (ugyanannyi, mint amit példéul Eszak-Magyar-
orszag tervez), de a beruhdzdsi osszértékben és a beépitett dsszteriiletben mar
az orszag Osszes ipari parkja beruhdzdsinak és foglalkoztatottjanak 26%-4t
tervezi, a foglalkoztatottak szdmdban 37%, az drbevételben 45%, az export
drbevételben pedig 52% lesz a részardnya!l A mésik nagy részesedésti teriilet
a Nyugat-Dunédntil. Itt a betelepiild vallalatok 11%-a a beruhdzdsi dsszérték
24%-4val az drbevétel és az export drbevétel 18, illetve 19%-4t termeli majd.

Ha az orszég keleti és nyugati felét tekintjiik, akkor a betelepiils vallalatok
szdmdban, a beépitett Gssateriiletben (Dundntdl: 48%), a foglalkoztatot-
tak szdmaban (Dunédntil: 55%) még kiegyensiilyozottsig tapasztalhaté, az
igazdn lényeges jellemzékben azonban mdr elbillennek az ardnyok (beruhdzdsi
osszérték: 53%), vagy egyértelmil koncentralédds van az orszég nyugati felére:
az érbevételben 65%, az export drbevételben 72%. Tovébb drnyalja a képet,
hogy az ipari parkok teljesitményét tekintve a Dundntil is kétfelé szakad:
Dél-Dunéntil — ahovd 9 ipari parkban a betelepiils vallalkozdsok 9%-a. telepiil
2001-ben, drbevételben és export drbevételben nem fogja elérni a 2, illetve
1%-ot.

Tudva azt, hogy ezekben a szémokban egy-egy kivételes potencidllal ren-
delkez6 ipari park is benne van, és ezek "hiizz3k” Nyugat-Dunéntul és Kozép-
Dunantul teljesitményét, mégis érdemes arra felhfvni a figyelmet, hogy az
ipari parkok esetében sem hagyhatjuk az orszdgban | szokdsos” kettészakaddst
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tovabbélni, s a regionalis gazdasdgpolitikai céloknak —akar specidlis tamo-
gatdsokkal— érvényt kell szerezni.

A DEA elemzésben megjelend ipari parkok alaphalmazénak kialakitdsdhoz
megnéztiik azt, hogy a véllaldsok és teljesitések hogyan viszonyulnak egymaés-
hoz. A régiénkénti teljesitéseknél a Kozép-Dundntill domindlé szerepérél ha-
sonlékat mondhatunk el, mint amit a véllaldsokndl tettiink. Meglepé volt
viszont, hogy Eszak—Magyarorszég ipari parkjai milyen jél teljesitettek.

A 75 ipari park koziil azokat tudtuk a szdmitdsokba bevonni, amelyek
1998-ban teljesitéssel rendelkestek. Osszesen 50 ilyen tulajdonsagui ipari par-
kot taldltunk. Ezek koziil 19 az 1997-es évben nyerte el az ipari park cimet,
31 pedig 1998-ban. A két csoportot killén kezeltik, mert mig az egyiknek
két év, a mésiknak egyetlen év allt rendelkezésére, hogy onmagat ,,hatékony”
egységgé tegye. Kiilon-kiilon futtatdsokat végeztiink el tehdt az 1997-es és az
1998-as induldsd ipari parkokra, ezéltal a csoportokon beliili homogenitédst
biztositva.

4 Az ipari parkokra vonatkoz6 DEA szamitasok

Modelljeink output-orientdltak, mind konstans, mind véltozd skélahozadék
mellett kiszdmoljék a hatékony egységeket és a silyokat. Szadmitdsaink sordn
a DEAP programcsomagot haszniltuk fel: Coelli, T., D.S. Prasada Rao és
G.E. Battese (1998).

A DEA esetében a leglényegesebb kérdés az inputok és az outputok meg-
hatérozdsa. Kozgazdasigi megfontoldsok alapjan inputnak tekintettiink két
mutatot:

e Beruhdzssi érték
e GFC+TFC tamogatas

(az els6 az dltalanos, a mésodik a specidlis céltdmogatds nagységa). Output-
nak a szitkebb esetben két mutatdt vettiink:

e Exportarbevétel
o A beépitett terillet %-os nagysiga

Ezen vélasztds logikdja az volt, hogy az inputként valasztott mutatok hatdsa-
ra torténik egyrészt a betelepiilt vallalatok eredményességét mutatd drbevétel
elérése (itt a beruhdzds a meghatdrozd), mésrészt az ipari park infrastruk-
turdlis fejlesztése (itt a tdmogatds a mésik befolydsols tényezd).

A két output-két input valtozat mellé felvettiink egy négy output-két
input mutatékkal operdlé mdsik valtozatot is, ahol az djabb output-értékek:

e Teljes drbevétel

e Foglalkoztatottak szama
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Az 1997-ben a cimet elnyert ipari parkok 2 output-2 input futtatdsainak
jelolése a tovabbi elemzésben 1997/a, ugyanezekre az ipari parkokra a 4
output-2 input véltozat jelzéje 1997/b. Az 1998-ban a cimet elnyert ipari
parkokndl a 2 output-2 input véltozat az 1998/a, a 4 output-2 input valtozat
az 1998/b.

Szamitdsaink sordn az aldbbi kérdésekre kerestiink valaszt:

1. Melyek az adott futtatédsi véltozatban szerepld mutatdk szerint , haté-
kony” ipari parkok?

2. Mekkora az egyes ipari parkok technikai hatékonysiga?

3. A ,nem-hatékony” egységek milyen silyokkal , keverhetSk ki” a hoz-
zéjuk legkozelebb es6 , hatékony” egységekbdl? Hényszor szerepel egy
adott hatékony egység az ilyen tipusi el84llitdsokban?

Az eredmények értelmezése nagyfoki dvatossagot igényel és csak a felhasz-
nalt médszertan feltételeinek és korldtainak szem elétt tartdsdval lehetséges.

Az elsé és mdsodik kérdésre adandé valaszok a 6. és 7. dbrabdl olvashatdk
ki. Az dbrdkban az 1 értékek jelzik azt, hogy az adott ipari park az outputok
és inputok sulyozott hdnyadosa alapjdn hatékonynak tekinthetd. A tSbbi
ipari parkndl a 0-1 kozotti értékek a hatékonysdg mértékét jelzik. Léathatd,
hogy mér a 2 output-2 input véltozat is jél jellemzi a sokasigot, mert a 2
Ujabb output hozzdvételével nem torténik jelentés valtozas.

Mi okozza, a , kiemelkeddnek” szdmitd ipari parkok jé szereplését? Ennek
a kérdésnek a megvélaszoldsdhoz vissza kell térniink a DEA geometridjdhoz.
Mint a DEA leirdsdban ldttuk, a médszer megkeresi a térben azokat a nem-
dominalt pontokat, amelyekhez képest a tobbiek (output-orientalt esetben)
a hatékony feliilet ,,alatt” helyezkednek el. Ekdzben nincs arrdl szé, hogy ez
a ,,hatékonysdg” milyen szinten kivetkezett be: lehetséges, hogy egy egység
hatékony besoroldst alacsony szintll input-output kombindcié esetében, mig
egy mésik —valamely outputban kiemelkedSt produkdlé— egység egy mésik
output relativ rossz helyzete miatt nem kertl a hatékony feliiletre. Ennek oka
az, hogy itt a hatékony input-felhaszndldsrél van sz6: ez utébbi egységnek a
felhasznalt input segitségével illett volna ,,t3bbet kihoznia” magdbdl.

Az abrdk a hatékonysdgi értékeket teszik vizudlisan érzékletesebbé. Le-
olvashatd, hogy 1997-ben a tizenkilenc ipari parkbél nyolc (a b. véltozat sze-
rint tiz) lett hatékony. Ezeknél a VRS (Variable Return to Scale) technikai
hatékonysagi egyliitthaté értéke 1. Igazdn gyengén szerepld ipari parkként
mind6ssze 2 ipari parkot hoznak ki a szdmitdsok: ezek az ,,Uj Atlantisz”
Ipari Park (Ajka) és a BorsodChem Ipari Park (Kazincbarcika).

Jél 1athatéan érdemes volt elkiiloniteniink egymdstél az 1997-es és 1998-
as csoportot. Mig az 1997-es csoportban mér ldthaté volt némi ,,megéllapo-
dottsdg”, az 1998-ban ipari cimet elnyert egységek még a kezdeti teljesités
stddiuméban 1évén nagyon szétszért hatékonysigi képet mutatnak — illetve a
tobbség még nem érte utdl a jé helyzetbdl induldkat. A 2 outputos a. védlto-
zatban a 31 ipari parkbdl 6 bizonyul hatékonynak, a 4 outputot szdmitdsba
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vevl b. véltozatban a hatékony ipari parkok szama 10. Tovébbi 9 ipari park
egyltthatdja nagyobb, mint 0.8. Itt is megéllapithatd, hogy nagyon gyenge
teljesitményt minddssze 6 ipari park nyujt. Ezek: Dunafoldvéri Ipari Park,
Els6 Szegedi Ipari Park, Kazincbarcikai Ipari Park, Multimédia Ipari Park
(Fét), Tiszatjvarosi Ipari Park és a Zahonyi Varos Ipari Park.

Eszergomi Ipari Park (Esztergam)
VIDECTON Ipari Perk (Székesfenénr)
Tatebénya Ipari Park(Tatzbénya)
Szentgotthérd Ipari Perk (Szentgotthérd)
Scpron Aranyhegyi Iperi Park (Sopron)

Sérvéri Iperi Park (Sérvér)

Pécsi Ipari Park (Pécs)

Pépd Ipari Park (Pépa)
Oroszianyi Iperi Park (Orosziéry)
Sstd Iperi Park (Székesfehérver)

Gyt Iperi Park (Gyr)

Egri Ipari Park (Eger)

Digsgyti (DIGEP) Ipari Park (Miskdc)
BorsadChem pari Park (Kezincbercika)
Alba lperi Zéna (Székesfehénr)

Qe Ipari Park (Gzd)

EM Szentendre Iperi Park (Szentencre)

"Claudius” Ipari és Innovacids Park (Szartethely)

"(§ Atlertisz” Iperi Park (Aka)

0 02 04 06 08 1
B 1997/a M 1997/

6. dbra. Az 1997/a és 1997/b futtatdsokbdl kapott technikai hatékonysigi VCR értékek
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MVIDEOQTON lpari Pak (Veszprém)

VIDECTON Kaposvéri Ipari Park (Kaposvdr)

Tiszatjvércsi |peri Perk (Tiszajvéros)

Szekszérdi Ipari Park (Szekszard)

Sétaraiacihelyi Ipari Park (Sdtoralialinely)

Reckeve Ipari Park (Réckewe)

Mutimédia lpai Park (Fct)

Keldl Iperi Perk (Kaposvér)

Kazincbercika Iperi Perk (Kezincbercik)

Jaszfényszaru Ipari Centrum (Jasziényszan))

Hectezieisérhelyi lper Perk (Hocmeziheserhely

FU6 Iperi Park (Belatonfizfo)

Dunafichér Iperi Park (Dunafcichés)

Csengeri Ipari Park (Csenger)

Bakony Iperi Park (Veszprém)

ARPORT Ipari Park (Tokd)

[019%8/a @ 19980

7. dbra. Az 1998/a és 1998 /b futtatdsokbél kapott technikai hatékonysigi VCR. értékek
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Firm Peer Sulyok n

1118 3 5| 0.002 0.929 0.069
2 2 1.000 2
3 3 1.000 6
4|1 14 3 0.170 0.830
5 5 1.000 6
6| 14 5 3 | 0.031 0.624 0.345
7 7 1.000
8 8 5 0.021  0.979
9118 5 14 | 0.600 0.160 0.240

10 | 10 1.000

11114 3 0.050 0.950

12 5 3 0.490 0.510

13|18 5 0.010 0.990

14 | 14 1.000 5

15 3] K2 0.582 0.418

16 | 18 2 0.613 0.387

17 | 14 1.000

18 | 18 1.000 5

19 | 19 1.000

2. tibldzat. A nem-hatékony elemek peer-jei

A futtatdsi eredményekbél a 3. kérdésiinkre adandé vélaszhoz emeliink
még ki néhdny adatot. A 2. tdbldzat a nem-hatékony ipari parkok peer-jeit
és az eloallitds silyait adja meg. Az utolsé oszlop azt mondja meg, hogy
az 1997/b viltozatd modellben az egyes kiemelkedé (hatékony, "peer”) ipari
parkok hényszor szerepeltek egy nem-hatékony ipari park elédllitdsdban. A
t4dbldzat a DEAP program eredménytabldibdl késziilt.

A tabldzat értelmezésénél vegyiik figyelembe a DEA alapgondolatat. Ha
tehat arrdl beszélimk, hogy egy ,,peer” egy maésik egység szdmara mintaul
szolgdl, akkor ezt gy értjik, hogy az adott szinten 6t tekintve példaképnek
a masik egység is jobb eredményt érhetne el. Mivel tudjuk, hogy az altalunk
figyelembe vett inputok és outputok mellett még nagyon sok hatdssal kell
szamolni egy adott ipari park teljesftményének megitélésénél (honnan indult,
melyek a regionélis feltételek, stb.) ezért szamitdsaink technikai jellegiiek.
Nem azt mondjuk tehdt, hogy példdul Egernek Szombathelyhez kellene ha-
sonlitania a sz szoros értelmében, hanem azt, hogy az eréforrdsok felhasznd-
lasédban kell példaként szolgdlnia — vagy még egyszeriibben: teljesitményben
egymishoz 6k vannak (a leolvashaté stlyszdm &ltal meghatdrozhatéan) a
legkozelebb.

5 Kovetkeztetések, javaslatok

A gazdasdglejlesztési és regiondlis fejlesztési politika Gsszekapcesoldsa verseny-
képes termeld és szolgéltatd egységek koncentralt kiépitésével nem megy
végbe egyik naprdl a masikra. Az ipari parkok esetében hosszd tavi program-
r6l van szd, amelynek az elsé hdrom év utdn csak az elsé eredményeit lehet
értékelni. Valdszinii, hogy az elsé nagyobb lélegzetil, Osszefoglald értékelésre
csak 2002-ben keriilhet sor, sét, nem tilzds megkockdztatni azt sem, hogy
inkdbb 10-15 éves idétavban érdemes gondolkodni.
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Erdemes megjegyezni, hogy az ipari park program olyan tdmogatdsi forma,
amelynek kiaddsi oldala jéval alatta marad egyéb gazdasdgfejlesztési, verseny-
képességet noveld, beruhdzasosztonzé programoknak. Itt elsésorban a régié
feltorekvd gazdaségi és politikai (korményzati, énkormdnyzati) szerepldinek
van pozitiv hatdsa: az 6 kezdeményezésiikre beindulé folyamatok tovagy(iriizé
hatdsa teremti meg azt a kornyezetet, amely a koézvetleniil befektetett dllami
tamogatas sokszorosat képes az ipari parkba betelepiilé véllalkozdsokon ke-
resztil meghozni.

Tudva azt, hogy elemzéseinkben egy-egy kivételes potencidllal rendelkezé
Ipari park is benne van, és ezek ,hizz8k” Nyugat-Dunédntil és Kozép-Du-
nantdl teljesitményét, mégis érdemes arra felhivni a figyelmet, hogy az ipari
parkok esetében sem hagyhatjuk az orszdgban ,szokédsos” kettészaladdst
tovdbbélni, s a regiondlis gazdasdgpolitikai céloknak —akar specidlis tdmo-
gatasokkal— érvényt kell szerezni.

Eppen ennek a célnak az eléréséhez haszndlhaté fel az dltalunk alkalma-
zott Data Envelopment Analysis technika. A tovabbiakban is érdemes lenne
—az alapvetd statisztikai feldolgozdsokon til— ezt a hatékonysdgi mddszer-
tant alkalmazni, akar agy is, hogy egy kiilon erre a célra képzett adathalmaz
legyen a modell bézisa. Ezéltal a nem-hatékony ipari parkoknal megadhatd
lenne a fejlédés irdnya.

Sajnos az adatok elégtelensége miatt nem tudtuk a naturdlis mutatdkban
bekdvetkezett eredményeket mérni, pedig a médszertan egyik nagy elénye,
hogy képes az eltéré tipusu inputokat és outputokat kezelni. Javasoljuk,
hogy ezek az adatok is keriiljenek be (terv- és tényértékekkel) a rogzitett és
elemzendd alapadatok kozé.
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DATA ENVELOPMENT ANALYSIS FOR EVALUATING THE EFFICIENCY
OF INDUSTRIAL PARKS IN HUNGARY

The paper reports on the results of a project for evaluating the efficiency of in-
dustrial parks in Hungary. The aim of the project was to review how the formal
support and the financial subsidy from the Ministry of Economic Affairs had been
used. The efficiency of the industrial parks cannot be evaluated from a single as-
pect but from several ones. A part of these aspects can be considered as inputs
and another part as outputs. It was thus an obvious idea to use the methodology
of data envelopment analysis (DEA) for this evaluation considering the industrial
parks as decision making units (DMU). The paper gives a solid review on the basic
models and methodology of DEA, and applies them for evaluating the industrial
parks. Computational results and their analysis are also presented.
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ALTALANOSITOTT MONOTONITAS MIKROOKONOMIAI
MODELLEKBEN!

KOMLOSI SANDOR,
PTE Kézgazdasdgtudomdnyi Kar

Az 3ltaldnositott monotonitéds ,karrierje” 1990-ben a Karamardian-Schaible
cikk megjelenésével kezdéddtt. Ebben a cikkben a szerzék tobbvaltozds dif-
ferencidlhaté fliggvények dltalénositott konvexitdsi tulajdonségait vizsgaltik
és megmutattik, hogy ezek a tulajdonsdgok a szébanforgé figgvények gra-
diensének bizonyos éltaldnositott monotinitasi tulajdonsgaival ekvivalensek.
Ez a tanulmény arra hivja fel a figyelmet, hogy az dltaldnositott monotonitds,
mint természetes médon j6 tulajdonsdg, mar reflektorfénybe keriilése elStt is
szdmos kézgazdasdgi munkdban, mikrodkonémiai modellben megjelent.

1 Bevezetés

Az altaldnositott monotonitds ,karrierje” 1990-ben a Karamardian-Schaible
cikk [16] megjelenésével kezd8dstt. Ebben a cikkben a szerz8k differencidlhaté
tobbvéltozds fiiggvények éltaldnositott konvexitdsi tulajdonsdgait vizsgaltak
és megmutattdk, hogy ezek a tulajdonsdgok a szébanforgé fiiggvények gra-
diensének bizonyos altalanositott monotonitdsi tulajdonsdgaival ekvivalensek.

A pszeudomonotonitds fogalmdt S. Karamardidn vezette be egy 1976-
ban megjelent cikkében [15]. Ennek a tulajdonsdgnak a haszndlhatésdgara
mér kordbban is rdjottek. Reinhard John hivta fel a figyelmet arra (ldsd
[11]), hogy Wald Abmhém, hires egzisztencia bizonyitdsdban, ezt a tulaj-
donségot feltételezve tudta a Walras-féle egyensiilyi modell megoldhatdsdgat
bizonyitani [27]. Ugyancsak R. John mutatott rd arra, hogy Samuelsonnak ,,a
kinyilvénitott preferencia gyenge axiémaja” nem mds, mint a szigori pszeu-
domonotonitds megkovetelése [12].

A kvézimonotonitds fogalmat 1983-ban vezette be A. Hassouni marokkéi
matematikus [9]. Azbta tbb véltozata is az érdeklédés kézéppontidba keriilt,
Az egyik legfigyelemreméltébb véltozatat a valédi kvézimonotonitdst Dani-
ilidis és Hadjisavvas vezették be [4]. Keresleti rel4cidk, illetve keresleti leké-
pezések racionalizdldsdban jétszott szerepére ugyancsak R. John mutatott rd
elészor [12, 14].

1.1 Jelolések

X,Y atovabbiakban lok4lisan konvex Hausdorff-féle topologikus vektorteret
jelolnek.

1 Beédrkezett: 2001. junius 25. FE-mail: komlosi@ktk.pte hu
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R a valds szdmok halmazdt, R, (R_) pedig a nemnegativ (nempozitiv)
valds szamok halmazat jeldli.

L{X,Y) az X-en értelmezett és Y-ba képezs folytonos linedris operdtorok
terét jeldli.

X* = L(X,R) az X topologikus dudljat jeloli, vagyis az X-en értelmezett
folytonos linedris funkciondlok terét.

Az (z*,z), z* € X* és z € X bilinedris forma jelentése: (z*,z) = z*(x).
Ha F C X* és z € X, akkor (F,z) jelentése a kovetkezd:

(Fyz) ={({f,z): feF}.

Annak ellenére, hogy kozgazdasdgi alkalmazdsokban X, Y rendszerint vé-
ges dimenzids euklideszi terek, én mégis —ahol lehet— az altaldnossdgnak
ezt a szintjét tekintem. Aki nem szivesen kalandozik a véges dimenziébdl
végtelenbe, az nyugodtan gondolja azt, hogy X = ", amikor is X* = R"
és az (z*,z) bilinedris forma pedig az z,z* n-dimenziés vektorok skaldris
szorzata.

1.2 Kvazimonotonitas és pszeudomonotonitas

Ebben a részben —pusztin a rend kedvéért— két klasszikus eredményt sze-
retnék felidézni [16].

1. Definicié. Az f(z) flggvényt az A konver halmazon kvézikonvexnek
mondjuk, ha bdrmely z,y € A és barmely 0 < X <1 esetén

fl@) < fly) = fOz+ (1= Ny) < fly) . (1)

Az F : A - X*, A C X leképezést az A halmazon kvizimonotonnak
nevezzik, ha bdrmely x,y € A esetén

(F(z),y —a) > 0= (Fy),z —y) <0. (2)

2. Definicié. Az f(z) figgvényt az A konver halmazon pszeudokonvexnek
mondjuk, ha bdrmely z,y € A esetén

f@) < fly) = (Vf(y),z —y) <0. (3)

Az F: A - X*, A C X leképezést az A halmazon pszeudomonotonnak
nevezzik, ha barmely x,y € A esetén

(F(e)y —z) 2 0= (F(y),z —y) <0. (4)

Az F: A— X*, AC X leképezést az A halmazon szigoriian pszeudomono-
tonnak nevezzik, ha bdrmely ©,y € A,z # y esetén

(F(z),y —z) 2 0= (F(y),z —y) <0. (5)
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A kovetkezd alaptétel teremt kapcsolatot az ltaldnosftott monotonités
és az altaldnositott konvexitds kozott. Legyen f : A — R differencialhaté
figgvény, ahol A C X konvex halmaz. Jelolje Vf : A — X* az f fiiggvény
gradiensét,

1. Tétel. [16] Legyen az f : A — R fiiggvény differencidlhaté az A C X
konvex halmazon. Ekkor igazak o kovetkezd dllitdsok.

(i) Az f figguény akkor és csak akkor kvdzikonvez A-n, ha a V[ leképezés
kvdzimonoton A-n.

(i) Az f figguény akkor és csak akkor pszeudokonvez A-n, ha a Vf leké-
pezés pszeudomonoton A-n.

1.3 Pszeudomonotonitds és a komplementaritdsi fela-
dat

A pszeudomonotonitds fogalmét Karamardidn a kovetkezd feladat megold-
hatdsdga szempontjdbdl taldlta célszeriinek. Legyen adott egy K C X konvex
kip és egy F': K — X* leképezés. Jelolje K+ a K kip (pozitiv) poldrisat:

Kt ={z* € X*: (z*,2) > 0 minden = € K-ra} .
Az F és K éltal meghatdrozott komplementaritdsi feladat a kévetkezd:

keressiink olyan a € K elemet, melyre F(a) € K+ és (F(a),a) = 0. Mds
széval: oldjuk meg a kévetkezd CP(F, K) feladatot

reK, F(z)eK*t, (F(z),z)=0. (6)
A kovetkezd tételt, X = R™ esetén, Karamardian bizonyitotta be [15)].
Hilbert térre Cottle és Yao terjesztette ki [1].

2. Tétel. Legyen a K kip zdrt és konvez, legyen tovdbbd int (K) # 0 és KN
(=K) = 0. Legyen az F : K — R™ leképezés folytonos és pszeudomonoton.
Ha F(K) N int (KT) # 0, akkor a CP(F, K) feladatnak van megolddsa.

2 Altaldnositott monotonitds és egyensulyi
modellek

A komplementaritdsi feladatnal dltaldnosabbak a varidciés egyenlGtlenségek.
Legyen adott egy F': A — X* A C X leképezés. Stampacchia-féle varidcios
egyenlStlenségnek a kivetkezd feladatot szoktdk nevezni [19):

SVI(F,A): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden = € A esetén
(F(a),z—a) >0.

Nem nehéz beldtni, hogy amennyiben az A halmaz konvex kip, akkor az
SVI(F, A) feladat egybeesik a CP(F, A) komplementaritési feladattal.
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Dualis feladatnak, vagy Minty-féle varidcids egyenlStlenségnek a kovetkezd
feladatot nevezzik [7, 19, 13}:

MVI(F,A): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden z € A esetén
(F(z),a—x) <0.

Mindkét feladattipust dltaldnositani lehet arra az esetre, amikor F': X —
L(X,Y). Ekkor vektor-varidcids egyenlStlenségekrdl beszéliink. Vegyiik észre,
hogy az Y = Resetben L(X, R) = X*, tehét specidlis esetként a nem vektoros
eset adédik. A vektor varidcids egyenl6tlenségeknek bdséges irodalma van
(14sd pl. a [2,19,20] cikkeket és a benniik taldlhaté hivatkozdsokat), de ezt az
esetet ennek a dolgozatnak a keretében nem térgyalom. Kozgazdasigi alka-
Imaz4isok szempontjabél nagyobb érdeklédésre tarthatnak szdmot a varidcids
egyenltlenségek halmazértékil véltozatai [25).

Legyen adott egy halmazérték F': A — 2X°, A C X leképezés. Ebben az
esetben mind az (SV TI)-nek, mind pedig az (M V I)-nek tGbbféle dltaldnositésa
is lehetséges. A kovetkezd feladatot az (SVI) erés véltozatdnak szokés te-
kinteni.

(mv-eSVI): Keressink olyan a € A elemet, amelyhez létezik olyan a* c
F(a), hogy minden z € A esetén

(a*,z—a) >0. (7)

A (7) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F leképezés A folott vett
erds eqyensulyi pontjdnak nevezzik. Szokds az ilyen pontot Stampacchia-féle
erds egyensilyi pontnak is nevezni. Jelolje eS(F, A) az Osszes erds egyensilyi
pont halmazdt. A kovetkezd valtozatot tekintik sokan az (SVI) természetes
altaldnositasanak.

(mv-SVI): Keressiink olyan a € A elemet, hogy minden x € A-hoz taldlhato
olyan a* € F(a), hogy
(a*,z—a) > 0. (8)
A (8) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F' leképezés A folott vett egyen-
stilyi pontjdnak nevezzik. Szokds az ilyen pontot Stampacchia-féle egyensily:
pontnak is nevezni. Jelblje S(F, A) az egyensilyi pontok halmazit.
Egy lehetséges dudlis feladat a kovetkez:

(mv-MVI): Keresstink olyan a € A elemet, hogy minden x € A és minden
z* € F(z) esetén
(z*,a—1z) <0. (9)
Az (9) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F' leképezés A {6l6tt vett stabil
egyensilyi pontjidnak nevezziik. Szokds az ilyen pontot Minty-féle egyensiilyi
pontnak is nevezni. Jeldlje M(F, A) a stabil egyensiilyi pontok halmazat.
Legutébbi feladatunkat gyengithetjiik a kdvetkezoképpen:

(mv-gyMVI): Keressink olyan a € A elemet, hogy minden z € A-hoz
létezik olyan z* € F(x), hogy

(z*,a—z) <0. (10)
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A (10) feltételnek eleget tevd a € A elemet az F leképezés A folétt vett
gyengén stabil egyensilyi pontjanak (Minty-féle gyenge egyensilyi pontjdnak)
nevezzik. Jeldlje gyM(F, A) a gyengén stabil egyensilyi pontok halmazat.

Mind a négy feladattipust altaldnositani lehet arra az esetre, amikor
F: X — 2LXY) Ekkor halmazértéki vektor varidcids egyenlStlenségekrol
beszéliink. Vegyiik észre, hogy az ¥ = R esetben L(X,R) = X*, tehst
specidlis esetként a nem vektoros halmazértékl eset adddik. A halmazértéki
vektor varicids egyenl6tlenségeknek is béséges irodalma van (ldsd pl. a [20,
21] cikkeket és a benniik taldlhaté hivatkozdsokat), de ezt az esetet sem
targyalom ennek a dolgozatnak a keretében.

Amennyiben az F(z) halmaz minden z-re egyetlen elembél 4ll, akkor visz-
szakapjuk az egyértékii esetet, és ekkor —nyilvdnvalé médon— az (mv-eSVI)
és (mv-SVI) feladatok egybeesnek az (SVI) feladattal, illetve az (muv-gyM VI)
és (mv-MVI) feladatok egybeesnek az (MVI) feladattal. Az nyilvédnvald a
definiciékbdl, hogy

eS(F,A)CS(F,A) é  M(F,A) CgyM(F,A). (11)

A definiciékbdl a Minty-féle egyensilyi pontok és a Stampacchia-féle egyen-
silyi pontok halmazai kdzétt semmiféle kapcsolat nem kévetkezik.

Az egyensily elmélet egyik alapvetd kérdése, hogy az F leképezésnek
mikor van erés egyenstilyi, egyenstilyi, gyengén stabil, illetve stabil egyensilyi
pontja A folott. Ezekre a kérdésekre 4ltaldban igen nehéz vélaszt adni.
Egyensulyi, illetve stabil egyenstilyi pontok létezésére vonatkozé vizsgalatok
azonban szép eredményeket hoztak. Ezekben a vizsgalatokban fontos szerepet
kapnak a kovetkez6 halmazértékii leképezések:

Sp(z) ={y € A: Iy* € F(y), hogy (y*,2—y) >0},
Mp(z) ={y€ A:Vz* € F(z), (z",y —z) <0} .

Nem nehéz beldtni, hogy

€A
M(F, A) = (] Mp(=) . (13)
€A

Egyensilyi pontok létezése tehdt ckvivalens a
ﬂ Sp(z)#0  és ﬂ Mp(z) #0
T€A €A

feltételekkel.
Az Sp(z) halmazérték{ fiiggvénynek van egy fontos tulajdonséga: minden
T1,T2,...,T € A esetén

conv {1‘1,1‘2, e ,xk} C SF(l'l) U SF(.’L‘Q) U...uJ SF(.'E/C) . (14)
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Ezt a tulajdonsdgot —mely a nevezetes Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz
tételben alapvett szerepet jatszik— KK M-tulajdonsdignak, azokat a hal-
mazértékii leképezéseket pedig, melyek rendelkeznek a K K M-tulajdonsdggal,
KK M-leképezéseknek nevezzik.

3. Tétel. Az Sr(x) leképezés KK M -leképezés.

Bizonyitas. Indirekt médon okoskodve tegyiik fel, hogy létezik olyan z €
conv {z1,Z9,...,2k}, hogy z ¢ Sp(z;),t = 1,2,...,k. Ez azt jelenti, hogy
minden z* € F(z)-re és z;-re

(z*,2; —2) <0.

Legyen z = Ajzy + Aowa + ... + Apzi. Az egyenl6tlenség mindkét oldaldt
Ai-vel szorozva (A; > 0), majd i-re sszegezve (3 ;A = 1), a kovetkezd
ellentmondas adédik:

(z*,2—2) <0.
d

Ez a tétel azért érdekes, mert a Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz-féle
fixpont tételt dltaldnosité Ky Fan Lemma éppen a K K M-leképezésekre vo-
natkozik [18, 23].

A Ky Fan Lemma. Legyen A részhalmaza az X Hausdorff topologikus
vektortérnek. Legyen T : A — 2% egy kompakt halmazértéki figguény, vagyis
legyen. minden x € A esetén a T(z) C X halmaz zdrt és legyen legaldbb egy
olyan xg, hogy T'(xo) rdaddsul még kompakt is. Ha T' K K M -leképezés, akkor

ﬂT(m)#@.

z€EA

Mivel
S(F,A) = () Sk(=)

zCA

igy az S(F,A) # 0 feltételhez elegendd, hogy az Sp : A — 2% leképezés
kompakt legyen. Mivel Sp(z) C A, ezért az ember ezek utdn azt hihetné,
hogy kompakt A halmaz esetén az F : A — 2% halmazértékii leképezésrsl
mar csak valamilyen alkalmas médon értelmezett folytonossigot kell feltenni,
amely biztositja az Sp(z) halmazok zdrtsdgdt, és mar keziinkben is van egy
tétel egyensilyi pont 1étezésérdl. A helyzet valéban ilyen szép, ha X véges
dimenzids, F' : A — X*, A C X pedig folytonos egyértékii leképezés [17].
Végtelen dimenziéban sajnos nem ismert olyan folytonossigi fogalom, amely
garantdlnd az Sp(z), * € A halmazok zirtsdgdt. Alkalmasan értelmezett
folytonossdggal azonban egy 1épéssel el6rébb juthatunk.
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3. Definicid. Legyenek X és Y topologikus terek és tekintsiink eqgy F : X —
2Y halmazértéki leképezést.

(i) F-et az a € X helyen feliilrél félig folytonosnak nevezzik, ha bdrmely
olyan V C 'Y nyitott halmazhoz, melyre T'(a) C V teljesiil, taldlhato
olyan U C X nyitott kérnyezete a-nak, hogy valahdnyszor xz € U, mind-
annyiszor T(z) CV teljesiil.

(i) Legyen X topologikus vektortér, Y = X* és legyen A C X konvex
halmaz. F-et A-n radidlisan vetitve feliilré] £lig folytonosnaknevezziik,
ha barmely a,b € A esetén a ®qp(t) = (Fla+t(b—a)),b—a), t € [0,1]
halmazértékd leképezés jobbrdl feliilrdl félig folytonos t = 0-ban.

Ha az F': A — 2X7 A C X leképezés rendelkezik ezzel a specidlis folyto-
nossagi tulajdonsdggal, akkor F-nek A f6létt vett minden stabil egyensulyi
pontja egyuttal egyensilyi pontja is.

4. Tétel. Haaz F: A — 2X" | A C X leképezés radidlisan vetitve feliilrél
félig folytonos a konver A halmazon, akkor

M(F, A) C S(F, A) . (15)

Bizonyitas. Indirekt médon okoskodva tegyiik fel, hogy a € A stabil
egyensilyi pontja F-nek A f5l6tt, de nem egyenstilyi pontja. Ekkor van olyan
z € A pont, hogy

(a",z—a) <0 minden a* € F(a) esetén .

Mivel a @, ,(t) = (F(a +t(z — a)),z — a) ,t € [0, 1] leképezés jobbrdl feliilrsl
félig folytonos t = O-ban és $,(0) = (F(a),r —a) C intR_, ezért ,ele-
gendden kicsi” pozitiv t-vel a 2 = a + t(z — a) pontra

)
@op(t) = (F(2),z —a) C int R_

teljesul. Mivel z —a =t(x —a), ezért (F(2),z—a) C intR_, ami (9) szerint
ellentmond az a € M(F, A) feltevésnek. O

Az F'leképezésrél tehdt egy sajatos radislis félig folytonosségot feltételezve
az S(F, A) # ) problémét —végsé soron— 4t lehet jdtszani az

M(F, A) = (| Mp(z) #0

€A

probléméra. Sajnos az Mp(z) halmazértékil leképezés azonban altaliban
nem KK M-leképezés. Viszont minden esetben zdrt és konvex. Ha az (muv-
MVT) feladatot konvex kompakt A halmazon tekintjiik, akkor Minty egyensu-
lyl megoldds létezéséhez elegendd az, ha az My (z) leképezés K K M-leképezés.
Hogy ez a feltétel a kvdzimonotonitdssal van kapcsolathan, az az elmilt évek
egyik szép felismerése. Ez a felismerés a kvdzimonotonitdsnak egy varidnsdra,
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a valédi (proper) kvézimonotonitdsra hivta fel a figyelmet [4]. A célszerliség
kedvéért halmazértékii leképezésekre t&bh altaldnositott monotonitési fogal-
mat is bemutatunk.

4. Definicié. A halmazértéki F: A — 2X°, A C X leképezést

(i) kvazimonotonnak nevezziik, ha bdrmely x1,x0 € A és xf € F(xy),
x5 € F(xs) esetén igaz a kivetkezd implikdcid

(z}, 20 —z1) >0 = (z3,21—ax2) <0, (16)

(ii) wvalédian kvézimonotonnak nevezzik, ha minden x1,z9,...,2, € A és
z € conv {x1,T2,...,Tk} esetén létezik olyan j € {1,2,...,k}, hogy
minden x§ € F(z;)-re

(z},z—z;) <0. (17)

(iii) pszeudomonotonnak nevezzik, ha bdrmely x1,z9 € A és x} € F(x1),

zy € F(z2) esetén igaz a kivetkezd implikdcio

(7,00 — 1) 20 = (3,21 —z2) <0, (18)

A definicidk kozvetlen kdvetkezménye, hogy pszeudomonoton leképezés
szitkségképpen valddian kvdzimonoton, mig egy valddian kvazimonoton leké-
pezés szitkségképpen kvizimonoton. (Legyen z = (z1 + w2)/2.) Megmutat-
hatd, hogy a forditott kapcesolatok azonban altalaban nem érvényesek.

5. Tétel. [4] A halmazértéki F : A — 2%, A C X leképezés akkor és csak
akkor valddian kvdzimonoton, ha az Mp : A — 2%, A C X leképezés KKM
leképezés.

Ebbél és a 4. Tételbdl azonnal adddik a kdvetkezd egzisztencia tétel:

6. Tétel. Legyen A C X kompakt konvex halmaz, legyen tovdbbd F' valédian
kvdzimonoton A-n. Ekkor F-nek A folott létezik stabil (Minty-féle) egyensilyi
pontja. Ha rdaddsul F' radidlisan vetitve felilrdl félig folytonos A-n, akkor
manden stabil egyensilyi pont egyittal egyensilyi pont is.

Ha az F' leképezésté] pszeudomonotonitdst koveteliink (ami erdsebb, mint
a valédi kvdzimonotonitas), akkor az el6zd tétel dllitdsa élesithetd. Igaz
ugyanis a kovetkezé tétel.

7. Tétel. Legyen az F: A — 2X° A C X leképezés pszeudomonoton az A
konvex halmazon. Ekkor

S(F,A) C M(F,A).
Bizonyités. Azt fogjuk megmutatni, hogy minden z € A-ra

Sp(z) C Mp(x) . (19)
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Legyen y € Sp(z). Ez azt jelent, hogy van olyan y* € F(y), hogy
(y*,z—y) > 0.

(18)-bdl az kovetkezik, hogy
(z",y —z) <0

minden z* € F(z) esetén. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy y € Mp(z). D

Megjegyzés. Az, hogy a pszeudomonoton esetben az My halmazértékii
leképezés K K M-leképezés, kézvetlentil is adédik a (19) tartalmazasbél.

8. Tétel. Legyen A C X kompakt konvex halmaz, legyen tovibbd F pszeu-
domonoton A-n. Ekkor F-nek A folott létezik stabil (Minty-féle) egyensilyi
pontja. Ha rdaddsul F' radidlisan vetitve felilrdl félig folytonos A-n, akkor
manden stabil egyensilyi pont egyittal egyensilyi pont is és forditva.

Az A halmaz kompaktsdgénak feltételezése azt a célt szolgalja, hogy a Ky
Fan Lemmét kozvetleniil alkalmazni lehessen. A varidciés egyenlétlenségek
elméletében természetesen a nemkompakt A halmazok esete is fontos. Ilyenkor
a kompaktsdg hidnydt bizonyos koerszivitdsi (coercive) feltételekkel lehet el-
lenstilyozni [3]. Ezekre azonban itt most nem széndékozom kitérni.

3 Altalanositott monotonitis a mikrodkoné-
miaban
3.1 Georgescu-Roegen fogyasztasi elmélete

Gyakori jelenség, hogy hasznosnak bizonyult fogalmakat mér ,,sziiletésiik
el6tt” felfedesték és elnevezés nélkil haszndltdk. Reinhardt John-t6l tudjuk
[14], hogy {gy van ez az dltaldnositott monotonitdssal is. 1936-ban Georgescu-
Roegen fogyasztéi magatartds elméletében ”észrevétleniil” mér hasznidlta a
szigori pszeudomonotonitds tulajdonsdgdt [5).

A fogyasztdselmélet azt vizsgilja, hogy a fogyaszté miként vilaszt a fo-
gyasztdsi javak kotegeibdl. A fogyasztdselmélet olyan fogyasztét feltételez,
aki képes ,,raciondlisan” vilasztani, dontéseit egy (sajit) preferenciarendezés
vezérli. Egy fogyasztasi joszégkoteget (fogyasztdsi kosarat) jeléljon egy @ €
R vektor.

Tekintsiink egy fogyasztét, aki szdméra adott egy fogyasztéi kosdr z € kT
Tegyiik fel, hogy a fogyaszté az adott fogyaszt6i kosar helyett mdsik, y € R?,
fogyasztdi kosir vélasztdsat fontolgatja. Georgescu-Roegen lokdlis preferen-
ciarendezést feltételez, vagyis azt, hogy a fogyaszté szdméra a valaszthatd
joszagkoteg csak egy valddi A részhalmaza R%-nak. Tovabbi feltételezés,
hogy a fogyasztd képes eldénteni, hogy az = € A fogyaszt6i kosirrdl az y €
A fogyasztéi kosarra valé 4ttérés szdméra el6nydsebb, hitrényosabb, vagy
teljesen mindegy. Georgescu-Roegen modelljében ezt a dontési szabélyt egy
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F: A — R leképezés formalizélja a kovetkezd médon: az {z — y} vdltds
preferalt, nem-preferdlt illetve kozombos akkor és csak akkor, ha

(F(z),y—x) >0, <0, illetve =0.

Georgescu-Roegen az © € A jészagkoteget a fogyaszté megelégedettséyr
pontjdnak (point of saturation) vagy egyensilyi joszdgkétegnek nevezi akkor,
ha

(F(z),y—z) <0 minden y€ A esetén .

(Egyik birdlém hivta fel a figyelmemet, hogy a magyar nyelvii szakirodalom-
ban a megelégedettségi pont helyett inkdbb a telitédési pont elnevezés hasz-
nélatos.)

Vegyliik észre, hogy a megelégedettségi pont fogalma mai modern termi-
nolégia szerint nem egyéb, mint az F' leképezés Stampacchia-féle egyensiilyi
pontja A folott.

Természetesen alapvetd kérdés a fogyasztdselméletben a megelégedettségi
pont létezése. A létezés , kikényszeritéséhez” természetesen a preferencidrdl
(Jelen esetben az F' leképezésr6l) valami specidlis tulajdonsdg meglétét is
fel kell tenni. Ez vezette Georgescu-Roegent a kovetkezd posztuldtumhoz
(principle of persisting nonpreference): ha a fogyaszté az € A mellet nem
preferdlja az y € A jészdgkoteget, azaz az y — x véltozds nem preferilt,
vagy kozombos z-ben, akkor a valtozdsnak ez az irdnya y-ban nem preferalt,

formalisan
(Flz),y—z) <0 = (Fly),v—=z)<0. (20)

Ez a posztuldtum valéjdban az F(z) leképezés szigori pszeudomono-
tonitdsat irja el6. Egy késébbi dolgozatdban ezt a posztuldtumot Georgescu-
Roegen a kovetkezd, enyhébb viltozatban haszndlta [6]:

(Fz),y—2) <0 = (Fly)y—=z) <0, (21)

ez pedig F' pszeudomonotonitdsét jelenti.

Georgescu-Roegen —kikeriilve a fixpont tételek hasznélatdt— a variacids
egyenlStlenségek ma mdr jél kidolgozott elméletének alapvetd megédllapitdsai-
hoz is eljutott. Feltételezve az A halmaz konvexitdsdt és kompaktsigat, vala-
mint az F' leképezés folytonossagit, bebizonyitotta egyensiilyl pont létezését,
egyensulyi pont és stabil egyensilyi pont egybeesését és az egyensilyi pontok
halmazanak konvexitdsat.

Megjegyzés. A figyelmes olvasé szemiinkre vetheti, hogy a Georgescu-
Roegen modellben szereplé F(z) leképezéssel kapesolatban helyteleniil hasz-
ndltuk a (szigori) pszeudomonotonitds fogalmat. A (20) és a (21) feltételek
valéjdban a —F(z) leképezés (szigort) pszeudomonotonitdsat jelentik. A
probléma gytkere abban van, hogy az altaldnositott monotonitds az dltaldno-
sitott konvexitdssal van 6sszhangban. Az dltaldnositott konkavitdsi tulajdon-
sagok az antigradiens, vagyis a —V f(x) leképezés dltaldnositott monotonitdsi
tulajdonsagaival jellemezhetSek. Ha tehat dltaldnositott konkavitdst a gradi-
enssel szeretnénk kozvetlenill jellemezni, akkor be kellene vezetniink az ” anti”
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altaldnositott monotonitdsi fogalmakat. Ekkor pl. a (20) tulajdonsdgot anti
pszeudomonotonitdsnak kellene neveznlink. Ez a megkiilonboztetd széhasz-
nélat még nem alakult ki, ezért nem tesziink kiilonbséget se most, se pedig a
kés&bbiek folyamdn az ,,anti” és az ,eredeti” viltozat kozott.

3.2 Fogyasztdi valasztas és keresleti megfeleltetés

A fogyasztél magatartds egzakt leirdsdra tobbféle megkozelités alakult ki.
Szokdsos a fogyasztoi magatartdst (a) preferencia reldciéval, (b) hasznossigi
fiiggvénnyel, illetve (c) keresleti reldciéval, keresleti megfeleltetéssel lefrni.
A fogyasztési elmélet egyik kozponti kérdése a hdrom megkozelités kapcso-
lata [12, 25, 26, 28]. Ismertetésiinkben a fogyasztéi preferencia és az 3ltala
indukalt keresleti megfeleltetés vizsgdlatara szoritkozunk.

Sziikségiink lesz a tovédbbiakban néhdny fogalomra. A figyelembe veendd
Jjoszdgokra nézve nem tesziink semmiféle megkdtést, azaz a teljes R hal-
mazt jészdgtérnek tekintjik. Jeldlje p € int N7 az aktudlis drak vektordt és
tekintsiik egységnyinek a fogyasztd ltal elkolthetd jovedelmet.

5. Definicié. A
K(p)={zeR}:{p,z) <1}, peintR?

halmazértéki figguényt o fogyasztd koltségvetési leképezésének nevezzik.
Amennyiben a fogyasztdi magatartdst az R preferenciareldcid irja le, akkor
azt a D C int NG x N reldcict, amelyre

pDrz <= =z c K(p) és mindeny € K(p) estén zRy ,
keresleti reldcidnak nevezzik. A keresleti reldcié helyett dolgozhatunk a
Dr(p) = {z € R} : pDpz} ,
keresleti hozzarendeléssel,amennyiben minden p € int R esetén Dr(p) # 0.

Megjegyzés. Ha xRy jelentése: x ,,nem rosszabb, mint” y, akkor pDgrz
jelentése: p drszinvonalat feltételezve nincs z-nél jobb vélasztds.

A keresleti reldcié a gyakorlat széméra jobban megragadhatd, kdzvetlen
megfigyeléseket végezhetiink rd vonatkozéan. Természetesen adédik tehdt a
kérdés, hogy a megfigyelt adatokbdl lehet-e rekonstrudlni azt az R reldciét,
amely a Dp keresleti reldciét indukdlja? Hogy ezt a kérdésfeltevést pon-
tositsuk, vezessiik be a kdvetkezd fogalmakat.

6. Definici6.
(i) ADCintRY x R reldciot keresleti reléciénak mondjuk, ha
pDr = (p,z)=1. (22)
(i) A D :intR? — 2% halmazértékd hozzdrendelést keresleti megfelel-

tetésnek nevezzik, ha minden p € int R} esetén D(p) # O és minden
z € D(p)-re (p,z) = 1.
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(il) Azt mondjuk, hogy az R preferenciareldcid racionalizdlja a D keresleti
reldcidt (a D keresleti megfeleltetést), ha D C Dg (D(p) C Dgr(p)),
minden p € int R esetén. Ha D = Dpg, akkor szigori racionalizdldsrol
beszélink.

Megjegyzés. Nem nehéz igazolni, hogy a Dy reldcid csak akkor rendelkezik
a (22) tulajdonsiggal, ha az R reldcid lokdlisan kielégitetlen, ami azt jelenti,
hogy bdrmely z € %7} esetén az x barmely U kornyezetében talalhaté olyan
y € N, amelyre (z,y) ¢ R, verbélisan: ,,z rosszabb, mint 3.

A keresleti relacidkra (megfeleltetésekre) vonatkozd olyan feltevéseket,
amelyek biztositjak racionalizalhatdsdgukat kinyilvdnitott preferencia axio-
maknak szokds nevezni. Az ezekben az axiémékban megfogalmazott tu-
lajdonsdgok interpretdalhatdak ugy is, mint raciondlis fogyasztdi dontésekkel
szemben tamasztott konzisztencia.

Az egyik ilyen nevezetes axiéma Samuelsontdl ered [24], és a kinyilvdnitott
preferencia gyenge aviomdjaként (WARP) szokds emlegetni.

(WARP): Tegyiik fel, hogy a p drrendszer esetén az x joszdgkoteget vilasztom
(zx € Dgr(p)), a q drrendszer esetén az z-t6l kilonbozd y-t wdlasziandm
(y € Dgrlq)), mikozben tudom (felfedem), hogy a p drrendszer mellett —
tisztdn kéltséguetési szempontbdl— az y-t is vdlaszthattam volna ((p,y) <
1= (p,x)). A konzisztens viselkedés —Samuelson szerint— azt jelenti, hogy
ekkor a q drrendszer esetén —koltséguetési szempontbol— nem lehetséges az
w vdlasztdsa ((g,z) > 1 = (q,y)). Ez a ,konzisztens” viselkedés tehdt a
kovetkezbképpen formalizdlhato:

z € Dp(p), y € Dg(q), (py—2) <0 = {q,z—3y)>0. (23)

Sokan tul erésnek taldltdk ezt a fajta konzisztencidt, és a kovetkezdvel
helyettesitették:

z € Dr(p), y € Dr(q), (p,y—2) <0 = {(g,z—y)>0. (24)

Tekintettel a (p,z) = {(q,y) = 1 koltségvetési azonossigra, az el8bbi
feltételek a kovetkezd alakban is felirhatéak:

vy € Dr(q), z € Dr(p), (y,p—q) <0 = (z,q—p)>0, (WARP)

y € Dr(q), = € Dr(p), (y,p—q) <0 = (z,q—p)>0. (ARP)

A (WARP) illetve az (ARP) feltételek —modern szdhasznélattal élve— a
Dr(p) koltségvetési megfeleltetés szigori pszeudomonotonitésdt, illetve kvi-
zimonotonitdsat jelentik. Hogy ezeknek a ,,konzisztencia” kovetelményeknek
a posztuldldsa j6 intuiciéra vallanak, bizonyitja R. John aldbbi tétele.

9. Tétel. [12] Ha az R preferenciareldcid konvez és lokdlisan nem kielégithetd,
akkor a Dg(p) keresleti megfeleltetés kvdzimonoton.

Ennek a tételnek van egy nagyon fontos kovetkezménye.
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Koévetkezmény. Ahhoz, hogy a D(p) keresleti megfeleltetést egy konver és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, sziikséges, hogy a D(p)
halmazértéki leképezés kvdzimonoton legyen.

Bizonyitas. Feltételezésiink szerint van olyan R konvex és lokdlisan nem
kielégithetd preferencia, hogy D(p) C Dg(p). A 9. Tétel szerint Dg(p)
kvdzimonoton. Egyszerlien beldthatd, hogy a D(p) C Dg(p) tartalmazés
miatt D(p) is kvézimonoton. a

R. John bebizonyitotta, hogy az dllitdsa megfordithaté.

10. Tétel. [12] Ahhoz, hogy a D(p) keresleti megfeleltetést egy konvex és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, szikséges és elegendd,
hogy a D(p) halmazértéki leképezés kvdzimonoton legyen.

Az el6z6 két tételben azzal a nagyon erds feltételezéssel éltink, hogy min-
den p drvektor esetén Dg(p), illetve D(p) nem iires. Tetszbleges keresleti
reldcid esetén ez a feltétel dltaldban nem teljesiil. Eppen ezért érdekes R. John
kovetkezo tétele, melynek megfogalmazdsahoz értelmezniink kell a D keresleti
reldcié valédi kvézimonotonitdsat.

7. Definicié. 4 D : int R xRN keresleti reldcidt valédian kvdzimonotonnak
nevezzik, ha a G(z) = {p € intR? : (p,z) € D} halmazértékd fiigguény
valddian kvdzimonoton.

Konnyii beldtni, hogy a D : int R7 x N7 keresleti relacié akkor és csak
akkor valédian kvézimonoton, ha nem léteznek olyan (p1, 1), (p2,z2), ...,
(P, zk) € D elemek és A1, Ao, ..., Ay pozitiv valés szémok, melyek Osszege 1,
hogy az z = A1z + Ao + ... + A\yz vektorra minden ¢ = 1,2, ..., k esetén
(ps, z) < 0 teljesiil.

11. Tétel. [12] Ahhoz, hogy a D : int R xR keresleti reldcidt egy konvex és
lokdlisan nem kielégithetd preferencia racionalizdljon, szikséges és elegends,
hogy a D halmazértéki leképezés valddian kvdzimonoton legyen.

R. John azt is megmutatta, hogy ebben a tételben a valédi kvizimonoto-
nitds nem gyengithetd kvizimonotonitdsra.

3.3 Wald Abrahdm egzisztencia bizonyitdsa

Tovabbi érdekes példat taldlhatunk a pszendomonotonitds tulajdonsigdnak
,korai” eléforduldsira Wald Abrahdm nevezetes egzisztencia bizonyitdsdban
[27]. Az egyensiilyi modell, amit Wald megoldott, lényegében a kévetkezd [22,
28]. Keresiink olyan z*,p*,¢* € W} vektorokat, amelyek adott » € int R,
A€ R és F: RT — int R mellett kielégitik az aldbbi feltételrendszert.

p<gA é (¢A—p,z)=0, (25)
Az <r é (q,Az—7r)=0, (26)
p=F(z). (27)

Wald a kovetkez6 feltételekkel dolgozott:
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(W1) Minden j € {1,2,...,n} indezhez taldlhaté olyan i € {1,2,...,m}
index, hogy a;; > 0.

(W2) F folytonos.
(W3) Minden x1,xy € R, z1 # x2 esetén

(Fz1), 20 —21) <0 = (F(xg),z1 —x32) >0.

A (W1) feltétel biztositja, hogy a lehetséges megoldisok L = {z € N7} :
Az < r} halmaza korldtos. L emellett még zdrt is és konvex is. Ezek a j6
tulajdonsdgok garantéljdk, hogy barmely adott p vektor mellett a

és a

p<qA, q=>0

linedris programozasi duélis feladat-pdrnak van z* és ¢* optimalis megoldésa,
melyekkel a (p,¢*,2*) hdrmas kielégiti a (25) és (26) feltételeket, a (27)
feltételt azonban nem sziikségképpen. A (27) feltétel teljesiilését kikény-
szerithetjik azédltal, hogy elészor keresiink egy olyan z* € L vektort, amely
maximalizélja az (F(z*),z) fiiggvényt az L halmazon. Nyilvdnvald, hogy
z* akkor és csak akkor rendelkezik a kivdnt tulajdonsdggal, ha eleget tesz a
kovetkezd feltételnek:

(F(z*),z —z*) <0, minden =z € L-re. (28)

Ez azt jelenti, hogy x* az I leképezés Stampacchia egyensilyl pontja
kell, hogy legyen L folott. Mivel L korldtos és zart konvex halmaz, F' pedig
folytonos, ezért a varidcids egyenlStlenségek elméletébdl ismert, hogy ilyen
z* létezik. Megmutathatd, hogy ha az elé6bb emlitett linedris programozdsi
feladat-part a p* = F(z*) vélasztds mellett oldjuk meg, akkor a kapott (p*,
q*, ©*) hdrmas kielégiti a (25) — (27) feltételrendszert.

Az elmondottak alapjdn nyilvanvald, hogy az F' leképezés szigord pszeu-
domonotonitésit megkdvetelé (W3) tulajdonsig nélkil is igazolhatd az egzisz-
tencia tétel. A (W3) feltétel egyébként nem mds, mint a D(p) = F~1(p)
keresleti fliggvényre kirétt szokdsos konzisztencia: a kinyilvdnitott preferen-
cla gyenge axiémaéja.

Sokaknak okozott fejtérést, hogy mi szitksége volt Waldnak az emlitett
konzisztencia megkovetelésére. Wald bizony{tdsa nem hasznal fixpont tételt,
ehelyett n szerinti indukciéval dolgozik. Az F' leképezés szigori pszeudomono-
tonitdsa ekvivalens azzal, hogy az F' leképezésnek barmely C' C L zért kon-
vex halmazon létezik egyetlen Stampacchia egyensiilyi pontja. Ez az a fontos
tulajdonsiga a szigoru pszeudomonotonitdsnak, melyre Wald Abrahdmnak
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ténylegesen sziiksége volt, és amelyet R. John fedzett fel. Igaz ugyanis a
kovetkezt Martos-tipusil tétel.

12. Tétel. [10] Tekintsik az F : A — R" leképezést, ahol A C R™ konvez
halmaz. Ahhoz, hogy F' szigorian pszeudomonoton legyen A-n, szikséges és
elégséges, hogy barmely kompakt konver C' C A esetén az S(F,C) halmaz
pontosan egy elemi legyen.
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EARLY APPEARANCE OF GENERALIZED MONOTONICITY
IN MICROECONOMICS

Generalized monotonicity is a very useful property of maps figuring in complemen-
tarity problems, variational inequality problems and equilibrium problems. The
"carrier” of these concepts started with the seminal paper of Steven Karamardian
and Siegfried Schaible published in 1990, in which the authors revealed the links be-
tween several generalized convexity properties of smooth functions and generalized
monotonicity properties of their gradient maps. Based on the results obtained by
Reinhard John very recently the paper provides on overlook on the early appearance
of these favourite concepts in Microeconomics.
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KOCKAZAT ELUTASITAS TOBBFORRASU KOCKAZAT
ESETEBEN!

VARGA JOZSEF
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

A kockdzat elutasité dontéshozé birmely két flggetlen kockdzatos eszkdzt
nemkivanatosnak tekint. Fontos elméleti és gyakorlati szempontbdl is az a
kérdés, hogy ha a kockézat elutasité déntéshozé mér rendelkezik egy kockéza-
tos eszkozzel, akkor mddositja-e a portfélidjat egy mdsik szintén kockdzatos
eszkOzzel? Ha a vélasz tagadd, akkor a dontéshozd megfelel kockdzat el-
utasitasi attitliddel rendelkezik. A dolgozatban a megfeleld kockdzat elu-
tasitds elégséges feltételeit dllapitjuk meg a kockdzatot képviseld valdszintiségi
véaltozdk momentumaira és a hasznossigi figgvény magasabb rendii derivélt-
jaira kirdtt feltételekkel. Bemutatunk tovdbbi két példdt a megfeleldséget
nem mutaté hasznossigi fliggvényekre. A megfelelé kockazat elutasitds fontos
gyakorlati kdvetkezményekkel jdr, mivel biztositja példdul, hogy a biztositdasok
és més fedezetl miiveletek irdnti kereslet nem csokken a kockdzati tényezdk
szamanak novekedtével.

1 Bevezetés

Tobbforrasu kockézat az élet szdmos teriiletén eléfordul, azonban csak nagyon
ritkdn taldlkozik a dontéshozé olyan egyedi kockdzatokkal, amelyek tisztdn
elkiilonithet6k egymdstél. Ugyanakkor még a sztochasztikusan fliggetlen
kockézatokkal kapcsolatban is gy vélhetjiik, hogy ha a déntéshozd kénytelen
elviselni egy bizonyos kockédzatot, akkor ez a kockdzatvillalds csdkkenti a haj-
landdsagat egy mésik kockdzat elviselésére.

A kockézat elutasité befektetd nemkivanatosnak tekint minden egyes fiig-
getlen kockdzatos eszkozt. Ha vélasztani kényszerill egy kockdzatos eszkozt,
akkor vajon folytatja-e a befektetési lehet&ségek elemzését egy masik kocka-
zatos eszk0z megvizsgilasaval? Mésképpen fogalmazva, kivanatosnak tekint-
het-e a kockédzat elutasitd befektetd egy kockdzatos szerencsejatékot, ha mdr
rendelkezik egy masik kockdzatos szerencsejatékkal? Ha a fenti kérdésre adott
vélasz nemleges, a dontéshozot, befektetét megfeleld kockdzat elutasitonak
mondjuk. Ezt a fogalmat Pratt és Zeckhauser (1987) vezette be, egy gyengébb
valtozatdnak vizsgdlata pedig Gollier és Pratt (1993) dolgozatéban taldlhatd.
Az &sszes nemkivanatos szerencsejaték par esetére a megfeleld, illetve gyenge
értelemben megfeleld kockdzat elutasitdst mutatd hasznossdgi fiiggvénycsald-
dok leirasa megtaldlhaté Kimball (1993), Gollier és Pratt (1993, 1995) dol-
gozatdban. Ebben a dolgozatban mds szempontbdl vizsgdljuk ezt a kérdést.

1Beérkezett: 2001. jinius 25. E-mail: varga@ktk.pte.hu
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Azok a feltételek, amelyek garantiljdk a megfelelGséget és a gyenge érte-
lemben vett megfeleléséget, nem érvényesek mindegyik nemkivanatos koc-
kdzat parra, ezért a hasznossdgi fliggvényt alkalmazzuk ezek jellemzésére
kockézat elutasitdsi, Svatossagi és mértékletességi egylitthatdk segitségével.

A megfelel kockdzat elutasitdsnak olyan fontos gyakorlati kdvetkezményei
vannak mint példdul az, hogy biztositja, hogy a biztositds irdnti kereslet,
valamint més fedezeti miiveletek kereslete nem csokken a fliggetlen, eldnytelen
kockdzatok szdmanak névekedtével.

Az aldbbi probléma a raciondlis befektetd viselkedésével kapcsolatos és
még nem teljesen tisztdzott kérdésre irdnyitja a figyelmet.

Legyen X és Y két nemkivénatos kockdzatos eszkoz. Tegyiik fel, hogy
a befektetd kivdlasztotta az Y eszkozt. Folytatja-e a befektetési lehetdségek
értékelését a mdsik (X) eszkoz értékelésével? Masként fogalmazva, ha a racio-
nalis befektetd portfélidjadban mér szerepel egy Y kockédzatos, nemkivénatos
eszkoz, akkor médositja-e a befektetését egy masik fuggetlen, nem fair koc-
kézatos eszkdznek a portfdlidjdba vélasztisdval?

Az elsd pillantédsra, csupdn intuiciénkra tdmaszkodva adhaté nemleges
vélaszt két tényezl tdmasztja ald. Az egyik az, hogy a feltételezés szerint X
nem fair, a mdsik pedig, hogy az ugyancsak feltételezett fiiggetlenség nem
vonja maga utdn a portfolié variancidjdnak csOkkenését. Ennek ellenére
szédmos példa azt mutatja, hogy még nagyon egyszerii konkdv hasznossdgi
fiiggvények esetében is adhatd pozitiv vélasz a fenti kérdésre. Ezeket az ese-
teket Pratt és Zeckhauser (1987) vizsgédlta elstként, akik a megfeleldség fo-
galmét bevezették az emlitett paradox eredmények kikiisz&bolésére. Vizsgal-
tak a megfeleléség elégséges feltételeit. Az egyik ilyen feltétel az, hogy az u
hasznosségi fiiggvény legyen analitikus fiiggvény (Pratt és Zeckhauser, 1987),
egy mésik pedig, hogy mind az abszolit kockdzat elutasitds, mind pedig az
abszohit dvatossdg a vagyon csokkend fiiggvénye legyen (Kimball, 1993). Gol-
lier és Pratt (1993) vezeti be a gyenge értelemben vett megfeleldség fogalmat,
amely ugyanazokat a komparativ statikus eredményeket indukélja, mint a
megfeleléség feltételezése.

A kockézat elutasitist gyenge értelemben megfeleldnek mondjuk, ha egy
nemkivanatos kockdzat nem tehetd kivdnatossd egy olyan Y hattér kockdzat
esetében, amelyre E(Y") < 0 teljesill. A gyenge megfelel6ség elégséges feltétele
az abszolit kockdzat elutasitds csdkkend és konvex volta.

A kovetkezékben el8szor rdmutatunk a fentebb emlitett viselkedés nyil-
vanvaldéan paradox voltara, majd intuitiv magyardzatot adunk erre a para-
doxonra. Ennek érdekében felhaszndljuk, hogy az u magasabb rendd de-
rivaltjait a vizsgilt kockdzatok magasabb rendii momentumaihoz rendelt
sulyoknak tekinthetjilk. Megmutatjuk, hogy egy bizonyos momentumban
bekdvetkezd nemkivanatos véltozds (példaul a variancia ndvekedése) ellen-
stilyozhaté egy mésik momentum alkalmas valtozasival (példdul a ferdeség
névekedésével egy évatos befektetd esetében).

Olyan, a hasznosségi fliggvénnyel kapcsolatos enyhébb feltételeket dllapi-
tunk meg, amelyek biztositjdk a gyenge megfelelséget a kockdzat elutasitdsi,
Svatossdgi és mértékletességi mértékek segitségével.
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A kovetkezd szakaszban Osszefoglaljuk a targyaldshoz sziikséges fogal-
makat, Osszefliggéseket, majd magyardzatot adunk a paradox viselkedésre.
Ezutédn a gyenge megfelelség elégséges feltételeird] szélunk, majd példakkal
fejezziik be az elemzést.

2 Fogalmak

Tekintsiink egy viarhaté hasznossig maximalizalé dontéshozdt az u Neumann-
Morgenstern tipusi hasznossagi fuggvénnyel. A kovetkezbkben feltessziik,
hogy a szdba jovO valdszinlség-eloszlasok n-ed rendig véges momentumokkal
rendelkeznek (n > 1). A hasznosségi fliggvények halmazat korldtozzuk azokra,
a fliggvényekre, amelyek biztositjdk a varhatd hasznossig 1étezését. Ezt a
feltételt teljesitik példdul azok az akdrhdnyszor differencidlhaté u fliggvények,
amelyekhez létezik olyan k negativ egész szam, hogy
: 2 kanu
minden n esetében fenndll.
Ertelmeziink az elemzésben eléforduld néhdny fogalmat.

1. Definicié. Az X kockdzatos eszkéz (kockdzat) nemkivinatos az w hasz
nossagi flgguénnyel jellemzett befektetd szamdra a véletlentdl fliggé W hdt-
térvagyon mellett, ha

Eu(W + X) <E(W) .

Tekintsiink most olyan valdszintiségi valtozdkat, amelyek rendelkeznek az
u fiiggvénnyel kapcsolatos néhdny tulajdonsiggal. Definidljuk a ¥; szerinti
megfeleldség fogalmat.

2. Definicié. Az u Neumann-Morgenstern tipusi fiiggvény &; (i = 1,2,3)
szerint megfelelé a w pontban, ha semmilyen nemkivdnatos kockdzat sem
tehetd kivdnatossd valamely Y fiiggetlen kockdzat bevezetésével adott w hattér-
vagyon mellett. Jelekben:

EBu(w+ X +Y) <Eu(w+Y), hacsak Eu(w+ X) <u(w)

Y eX(w,u), (1)

ahol
Si(w,u) ={Y  Ed(w+Y) >u'(w)}

Solw,u) ={Y : Bu(w+Y) < ulw)}
Ya(w,u) ={Y:E(Y)<0}.
A 3 szerinti megfeleléséget Kimball (1993) standard kockdzat elutasitds-

nok nevezte, a Yg szerinti a Pratt-Zeckhauser (1987) féle megfeleld kockdzat
elutasitds, mig a X3 szerinti a Gollier-Pratt (1993) féle gyenge értelemben
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vett megfeleld kockdzat elutasitds. Megmutathatd, hogy a standard megfelels
kockézat elutasitds magdban foglalja a megfelelé kockazat elutasitdst, a meg-
felelS kockazat elutasitds pedig a gyenge értelemben vett megfeleld kockszat
elutasitést.

3 A lokdlis viselkedés intuitiv magyarazata

Vegylik az (1) dsszefliggésbeli varhatd hasznossdg kifejezésekben az u hasz-
nossagi figgvény Taylor-sordt. Ekkor a kdvetkezdt kapjuk:

Eu(w+ X +Y) = u(w) + o/ (w)EX +Y) -+ “”( BX +Y)2 +

4 “";(!“J) E(X+Y®+.. .40 (E(X + Y) )

Eu(w+Y) = u(w) + ' (w)E(Y) + #E(}ﬂ) +

u/u(w) (3)

+ E(Y®) +...+0(BY™)

3!
Eu(w + X) = u(w) + v’ (w)E(X) + 2(' )E(XQ)
ulll (’UJ) (4)

+ E(X?) +...+o(E(X™) .

3!

Abban az esetben, amikor X és Y sztochasztikusan fiiggetlenek, amikor

tehdt barmely g és h Borel fliggvény esetében a g(X) és h(Y') valdsziniiségi

véltozdk is fiiggetlenek?, a w pontbeli, ¥; szerinti megfelel§ kockdzat elu-
tasitds ekvivalens a kdvetkezdvel:

u' (W)B(X) + i ) [E(X?) + 2E(X)E(Y)] +

ol
+ 2250 [5(x7) 1 SB(C)E(Y) + SBCOB(YY)] +
U(Z:(w) [E(X*) + 4E(X*)E(Y) + 6E(X?)E(Y?) + 4E(X)E(Y?)] +... <0
! (5)

feltéve, hogy

/I/ ('LU)

u’(w)E(X)+ME(X2) )

T ——E(X*+...<0 é Y eZi(wu). (6)

A (2), (3) és (4) dsszefiiggések az ul® (w) derivaltak jelentését vildgitjak meg.
Ezek a derivaltak a vizsgdlt valdsziniiségi valtozé i-edik momentuménak a
fontossdgat mutatjdk a dontéshozd szempontjabdl. Az u(i)(w) pozitivitasa a
dontéshozd preferencidjat (elutasttdsdt) mutatja az i-edik momentum pozi-
tivitdsdval (negativitdsdval) kapcsolatban.

2Bzért példaul két fiiggetlen valészintiségl valtozd dsszegének harmadik momentumas:
E(X +Y)® = E(X3) + SE(X?Y) 4 3E(XY?) + E(Y?) = E(X®) 4+ 3E(X2)E(Y) +
SE(Y2)E(X) + E(Y3)
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Ez pedig a ,,nem megfelelden” donté befektetd paradoxikus viselkedésének
intuitiv magyardzatat szolgsltatja. Az (5) valamelyik tagjdban bekovetkezd
véltozds ellenstlyozhaté egy mésik tagjdnak megfelels valtozasdval. Példaul
egy biintetd jellegli véltozds az E(X + Y)? misodik momentumban kompen-
zélhaté az E(X +Y)3 harmadik momentumbeli kedvezd irdny1 véltozésival.
Maésképpen kifejezve egy kedvezdtlen ndvekedés a variancidban kiegyensi-
lyozhaté a ferdeségben bekdvetkezé kedvezé valtozassal. fgy példdul pozitiv
harmadik derivélt esetében a dontéshozd a pozitiv ferdeségii valdsziniiségi
véltozot részesiti eldnyben, vagyis olyan szerencsejatékot méltdnyol, amely-
ben nagy osszeget kis valdszinliséggel mig kis Osszeget nagy valdsziniiséggel
veszit. Ilyen esetben a ferdeségben mutatkozd novekedés természetes fedezetet
jelent a jelentos veszteségekkel szemben.

A kovetkezbkben megvizsgdljuk ennek az allitdsnak az analitikus aldté-
masztdsat. Az (5) feltétel ekvivalens az aldbbival:

u’ (w uw(w u®(w
u' (w)B(X) + %E(XQ) + %E(X% + %E(X‘l) +...<
ulll(w)

— {u”(w)E(X)E(Y) + [E(X?*)E(Y) + E(X)E(Y?)] +

2!

w® (w)
4

[AE(X3)E(Y) + 6E(X*)E(Y?) + 4E(X)E(Y®)] +.. } ,

ahol az egyenlStlenség bal oldaldn 4116 kifejezés negativ értékil és egyenls az
Eu(w+ X) — u(w) kifejezéssel. Ennek felhaszngldsaval a kovetkezdt kapjuk:
Eu(w+ X) —u(w) <
ul// (w)
2!

[E(X?)E(Y) + E(X)E(Y?)] +

— {u”(w)E(X)E(Y) + 7

4

[AE(X*)E(Y) + 6E(X?)E(Y?) + 4E(X)E(Y®)] + .. } :

Ez az eredmény azt mutatja, hogy a megfeleléséget biztositja az X kockdzat
elegendSen nem kedvelt volta, vagyis, ha az Eu(w + X) — u(w) killénbség
nem nagyobb egy a hasznossdgi fliggvény magasabb rend(l derivéltjai és a
momentumok dltal meghatdrozott korlatndl.

Az is leolvashaté a (7) feltételré], hogy a megfelel6ség az aldbbi két médon
biztosithaté:

(1) az u derivéltjai relativ értékeire vonatkozo feltételek eléirdsdval,

(i) az u deriviltjainak rogzitése utdn a valdszinliségi valtozék momentu-
maira vonatkozé eldirdsokkal.

Az els6ként emlitett feltételekkel az irodalomjegyzékben taldlhaté dolgozatok
foglalkoznak, itt a masodikként emlitett esetet elemezzik. A tovébbiakban
szigordan novekedd és konkav hasznossagi fiiggvényeket vizsgalunk.
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4 A gyenge értelemben lokalis megfeleloség
feltételei

Tegylik fel, hogy E(Y) < 0. A formulérdl kozvetleniil leolvashatd, hogy (7)
mind negativ, mind pedig pozitiv varhaté értékii X esetében teljestilhet.

Elsd eset. Legyen E(X) > 0. A gyenge értelemben lokdlis megfeleldség
elégséges feltételét ekkor (7) jobb oldaldnak pozitivitdsa adja, vagyis
O (w)

3!

E(X) {u”(w)E(Y) + @E(W)} +E(Y) [ME(XQ) o E(X%)| +

2
u® (w)
41
Az elégségesség feltételel més alakban a kovetkezOk:

E(Y
<2579

[6E(X*)E(Y?) +E(X)E(Y?®)] <0.

AE(X?) > 3E(X?)
u™ (w) [BE(X?)E(Y?) + 2E(X)E(Y?)] <0,

ahol p = —u""/u” a Kimball (1990, 1993) &ltal bevezetett dn. dJvatossdgi
egyiitthatd, A = —ul® /u""" pedig a mértékletességi egyiitthaté (1d. Eeckhoudt
és Schlesinger (1991), Gollier és Pratt (1993, 1995)).

Midsodik eset. Legyen most E(X) < 0. Ebben az esetben az elégségesség
feltétele (7) jobb oldaldnak pozitiv volta, vagyis

E(X) <0
i > 0
u [2E(XH)E(Y) + 3E(X)E(Y?) + 2E(X)E(Y?®)] <0,

Az utolsé egyenlbtlenség teljesiilése ul® eléjelétd] figg. Ha ul® < 0 és u
analitikus fiiggvény, akkor a gyenge érelemben vett megfelelség biztositott
(1d. Gollier-Pratt, 1993), abban az esetben pedig, ha uw® > 0, a kitiizdtt cél
az X és/vagy Y momentumaira vonatkoz6 kikGtésekkel érhetd el, példaul a
kévetkezé médon:

u® >0
_ 2 2y _ 3
B(X%) > 3E(X )E()Q’E)(Y>2E(X)E(Y ) .

Ezek az eredmények tehdt azt mutatjék, hogy amennyiben az (¥ (w) derivél-
takat a dontéshozé vagyondt jelenté valdszinlségi valtozé momentumainak
fontossdgat kifejezd silyoknak tekintjik, akkor a megfelelé kockédzat elutasi-
tés biztosithatd az X és Y momentumaira kir6tt alkalmas feltételekkel.
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A kovetkezékben olyan hasznossigi fliggvényeket vizsgdlunk, amelyek nem
megfeleld kockdzat elutasitdst tulajdonsagot mutaté dontéshozot jellemeznek.
Az els6 példaban nem-differencidlhatd hasznosségi fliggvény szerepel.

1. Példa. Legyen a befektet hasznossagi fliggvénye

| w, ha w < 20;
u{w) = w/2+10, ha w > 20,

és tekintsik az

—4, p=1/2
S { +5, p=1/2
kockézatos eszkozt. Ekkor a w = 21 hattérvagyon mellett Eu(21 + X) = 20,
és mivel u(21) = 20.5, az u hasznossigi fliggvénnyel jellemzett befektetd
szadmara X nemkivdnatos kockdzatos eszkoz. Legyen

Y - =10, p=1/2
+10, p=1/2

az X-t0l fliggetlen kockazatos eszkdz. Ekkor ugyancsak a w = 21 héttérvagyon
mellett Eu(21 +Y) = 18.25 és Eu(21 + X +Y) = 18.625, tehdt az X
nemkivénatos eszkdz kivanatossd valik a befektetd széméra, ha az Y fiiggetlen
és ugyancsak kockézatos eszkdz is szerepel a portfélidjdban. Ennek az ir-
racionalis viselkedésnek a magyardzatat a kovetkezd szamitdsi eredmények
sugalljdk.

E(X)=0.5; E(Y) =0; E(X+Y)=05;
E(X?%) =20.5; E(Y?) =100 E(X +Y)?2=120.5;
E(X®) =305; E(Y3)=0; E(X +Y)3=1805;
E(X*) =440.5; E(Y*) =10000; E(X +Y)*=22740.5.

Tehdt X bevezetése kedvezOtlen névekedést eredményez a médsodik momen-
tumban, ha azonban dvatos a dontéshozd, akkor ez kiegyenlithetd a harmadik
momentum novelésével. Megjegyezziik, hogy a vizsgélt esetben

E(X +7Y)? > E(X3) +E(Y?).

A fenti példdban szerepl6 hasznossigi fiiggvény mésodik és anndl magasabb
rendll derivéltjai azonosan zérussal egyenléek, ezért a (7) feltétel teljesiilése
nem ellendrizhetd. A kovetkez& példaban olyan hasznossigi fliggvényt vé-
lasztunk, amelyre ellenérizheté a megfeleld kockdzat elutasitds feltétele.

2. Példa. Tegyliik fel, hogy a befektetd hasznossigi figgvénye kozelithetd a
v(w) = w® — 255w?% 4 15652w

harmadfokd polinommal. Legyen a héttérvagyon ismét w = 21, X pedig
ugyanaz a kockazatos eszkdz, mint az el6z6 példdban. Ekkor Ev(21 + X) =
224725 és v(w) = 225498. Az X eszkoz tehdt nemkivénatos a v hasznossigi
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fuggvénnyel jellemzett befektetd szdméra. Mivel pedig a (7) feltétel nem
teljesiil, a megfelelé kockdzat elutasitds sem all fenn. A (7) feltétel ugyanis
séril, ha az

,U/II(21)
2

egyenlStlenség fenndll. Egyszert szdmoldssal ellenérizhetd, hogy a fenti egyen-
16tlenség teljesiil, vagyis a v hasznossagi fliggvénnyel jellemzett befektetd
nem rendelkezik megfelelé kockdzat elutasitd attitiddel. Megjegyezziik még,
hogy a v'" pozitivitdsa esetén a dontéshozdé a nagyobb ferdeségl valdsziniiségi
valtozdval jellemzett vagyont részesiti elényben,

A maésodik példa azt is mutatja, hogy nem a hasznossdgi fliggvény dif-
ferencidlhatésdgdnak hidnya az oka a dontéshozé nem megfeleld kockazat
elutasitd attitiidjének.

Ev(21 + X) — v(21) > —v"(21)E(X)E(Y) — E(X)E(Y?)

5 A nem megfelel6 kockazat elutasitas és a
dontési gyakorlat

A biztositdsi kereslet vizsgdlata irdnyitotta a figyelmet a tobbforrdsu kockazat
jelenlétében tevékenykedd kockdzat elutasitéd dontéshozé viselkedésére.

Ha egy kockdzat kikiiszobdlésére biztositdst kot a dontéshozé (vagyis sem-
legesiti az Y héttérkockazatot), akkor ez Gszténozheti egy ) X kockdzat
elfogaddsdra. Fzért 4j opcids és hatdridés piacok megnyitdsa serkentheti a
versenyhelyzetben levé piacok aktivitdsat. Ez nyilvdnvaléan nem teljesiil, ha
a befektetSk nem megfeleld kockdzat elutasitd attitiiddel rendelkeznek. Ha,
ugyanis a befektetd vagyona a véletlentdl fiiggd W + Y, akkor hajlandé elfo-
gadni, mig ha az indulé vagyona a nem véletlentdl fliggd w, akkor inkabb
visszautasitja az Uj X kockazatot.

A dolgozatban csak a fiiggetlen kockdzatok esetét vizsgdltuk. A (2)
Osszeflggésbdl leolvashatd, hogy a megfeleldség feltételei tartalmazzak a w+
X + Y véletlen Osszeg Osszes momentumaét, ezért nyilvanvald, hogy a kor-
reldcids egytitthaté nem megfeleld eszkoz a megfeleld kockazat elutasitas
feltételeinek meghatdrozdsara abban az esetben, amikor a kockdzatok nem
feltétleniil fuggetlenek, mert a korreldcids egyltthatd csak az X és Y kozotti
fiiggdségi strukturdnak a w+X+Y Osszeg variancidjira gyakorolt hatasat mu-
tatja. Alkalmas [liggdségl mértékek meghatdrozdsa és beillesztése a kockdzati
attitud vizsgdlataba tovabbi vizsgalatokat igényel.
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RISK AVERSION UNDER PRESENCE OF MULTIPLE SOURCES OF RISK

Sufficient conditions to guarantee properness and weak properness properties in the
case of independent risks are discussed in this paper. Proper risk aversion should
have important consequences in applications. For example, properness guarantees
that the demand in insurance and in other forms of hedging does not decrease as the
number of independent unfavourable risks increase. Examples of utility functions
violating the properness property are also reported.
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A7 MC? PROGRAMOZAS FELHASZNALASI
LEHETOSEGE AZ AGGREGALT
TERMELESTERVEZESBEN!

GYETVAN FERENC
PTFE Koézgazdasagtudomdnyi Kar

A dolgozat egy olyan aggregilt termeléstervezési modellt ismertet, amely a
dontési alternativakat tobb kritérium alapjan értékeli, tovdbba a kapacités
és a kereslet kiilonbozd lehetséges szintjeit is figyelembe veszi. A probléma
megoldését szolgslé eljards a métrixprogramozés és az MC? (Multi-Criteria
and Multi-Constraint) programozés elméleti alapjain nyugszik. A megoldds
a kapacitds és a keresleti szintek, valamint az értékel6 kritériumok silyainak
fiigegvényében a potenciélis optimdlis megolddsok halmazdt adja. A dolgozat
célja annak bemutatdsa, hogy miként haszndlhatok fel egy aggregdlt ter-
meléstervezési probléma megoldasa sordn a métrixprogramozas és az M C?
programozés elméleti eredményei. Az utolsé fejezet dttekintést nyijt a téma-
hoz kapcsolédd legfontosabb munkdkrol.

Kulcsszavak: aggregdlt termeléstervezés, tobbkritériumos déntéshozatal,
métrixprogramozas, MC? (Multi-Criteria and Multi-Constraint) programo-
z4s, szallitdsi feladat, potencidlis optimédlis megoldas.

1 Bevezetés

Az aggregélt termeléstervezés terliletén az elsé modellek egyikét Bowman
(1956) fogalmazta meg. A termeléstervezési problémat linedris programozési
feladatként formalizélta, és a feladatot szallitdsi feladatra vezette vissza.
Az optimélis megoldds elGallitdsdra, azaz az Osszkoltség minimalizdldséra,
a szallitasi feladat megolddsi algoritmusat alkalmazta. Ennek a modellnek
nagy hatdsa volt a modellezés fejlédésére, ugyanis nem csak a matematikai
modellezés termeléstervezésre torténé alkalmazdsat mutatta meg, hanem a
szamitégépes szoftverek megjelenésével utat nyitott barmelyik, valdsdgos ag-
gregdlt termeléstervezési probléma gyors gyakorlati megoldédsdhoz is.

A linedris programozds struktirdjdnak megfeleléen Bowman modellje csak
egy célfiigevény, a termelés és raktdrozds egylittes koltségének figyelembe
vételére volt alkalmas. A széls6érték problémék sokkal drnyaltabb kezelésére
adott lehetéséget a célprogramozés (Goodman (1974)), és a tobbkritériumos
vagy t6bbcélfliggvényes programozds modszereinek az alkalmazédsa, ahol a
termeléssel, raktdrozdssal vagy a munkaerével kapcsolatos célokat nem egy
Gsszegként kezeljiik, hanem egyedi céloknak tekintjilk (ldsd, pl. Charnes és

1Beérkezett: 2001. 4prilis 3. E-mail: gyetvan@ktk.pte.hu
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Cooper (1962), Lee (1972), Zeleny (1974), Yu és Zeleny (1975), Yu (1985)). A
tobbkritériumos alkalmazdsok egyik legnagyobb elénye, hogy vizsgdlhatjuk a
kritériumok kozotti Atvaltdsi lehetéségeket. Az dtvaltdsi mutatdk arrdl adnak
felvilagositdst, hogy valamelyik célfliiggvény érték egy egységének feldldozdsa
milyen elényt jelent a tobbi kritérium célfiiggvény értékének vonatkozdsdban.

Az emlitett modellekben a szerzok feltételezik, hogy a kapacitds és keresleti
szintek adottak. A valdsdgban azonban a kapacitds és keresleti szintek in-
gadozdst mutathatnak. Shiés Haase (1996) nyomén az aggregélt termeléster-
vezésnek egy olyan modelljét mutatjuk be a métrixprogramozés és a linedris
MC? (Multi-Criteria and Multi-Constraint) programozds keretében, mely
t0bb kapacitds és keresleti szintet képes figyelembe venni, és tébb kritérium
segitségével értékeli a lehetséges alternativikat. A maétrixprogramozés el-
méletének kidolgozdsa Gale, Kuhn és Tucker (1951) nevéhez, az MC? pro-
gramozds elméletének kidolgozdsa pedig Seiford és Yu (1979) nevéhez flizdédik.
A métrixprogramozds egy Osszefoglaldsa és kiegészitése megtaldlhaté Gyetvdn
(1989) cikkében, a matrixprogramozés és a linedris M C? programozis ekvi-
valencidjat Gyetvdn és Shi (1992) dolgozata tartalmazza. Az aggregélt ter-
melésprogramozdsi probléma megolddsa a dontéshozé szdméra a potenciilis
optimaélis megolddsok halmazdval szolgdl a kapacitds és keresleti szintek kii-
16nb6zs sulyainak, valamint az értékeld kritériumok sulyainak fiiggvényében.

2 Aggregalt termeléstervezés tobb kapacitas-
és keresletszint mellett

Az aggregilt termeléstervezés a termelés/szolgédltatds menedzsment legfonto-
sabb fejezeteinek egyike. Egy vallalat vezetése a tervezési folyamat sordn arra
a kérdésre keresi a valaszt, hogy egy adott tervezési id6szak periédusaiban
milyen aggregilt termelési, raktarozdsi és munkaerd szintek esetén lehet mi-
nimdlis koltséggel kielégiteni a keresletet. A kérdés megvilaszoldsdhoz a ma-
tematikai programozést hivhatjuk segitségiil.

A véllalati felsd vezetés szdmdra az éves lzleti terv elkészitése a tdrgyévet
megel6zd év utolsé hénapjaiban vélik aktudlissd. Ekkor kell a befektetett
eszkozOk eredményes miikddtetését megtervezni. Az eszkdzok hozadéka csak
forgalom 1utjdn realizdlédhat. A tervezést végz6 csoportnak tehdt j6 elére
ldtnia kell a forgalom varhaté alakuldsdt. Ezért a vallalat szerzédéseket igyek-
szik kotni tizleti partnereivel, és piaci prognézisok révén nyer informdcidt a
varhato forgalomrél. A szerz6dések és elérejelzések nem termék mélységliek,
hanem dltaldban termékcsalddokra vonatkoznak, mert a kozéptévi (altaldban
egy év idShorizonti) eléreldtdshoz mind a termelének, mind pedig a fogyasz-
ténak elegendd aggregdtumokban gondolkodni (Vérds (1999)). A modellek
dltaldban az adott idotdvra vonatkozd fix kapacitds és keresleti adatokbdl
indulnak ki, és egy kritérium alapjdn valasztjdk ki az optimdlis alternativat.

Ha a probléma matematikai modelljében az er6forrdsokra és keresletre
vonatkozé korldtokat feltételi egyenlStlenségek forméjaban fogalmazzuk meg,
akkor a matrixaritmetika eszkozeivel leirt linedris modellben tébb jobboldali
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vektor szerepel. A kovetkezd fejezetekben latni fogjuk, hogy a kildénbozd
kapacitas és kereslet korlatok vektorainak a silyozdsa révén mdd nyilik a
tradiciondlis linedris programozasi modell kiterjesztésére kiillonboz6 kapacitds
és keresleti szinteket kezel$ modellre.

Egy misik ok, ami miatt a tobbkritériumos, tébb kapacitds- és kereslet-
szint probléméval foglalkozunk, az a csoportos déntéshozatal (Hwang és Lin
(1987)). A gyakorlat azt mutatja, hogy egy termeld cég élén a vezetdk, az
elndk, a pénziigyl, termelési igazgatdk stb. csoportot képeznek és gy hoz-
nak déntést. A déntéshozdknak azonban a véllalaton beliil elfoglalt pozicidja
alapjan kilonbozd lehet az érdeke a sziikséges kapacitdsok vonatkozdsdban
vagy a kereslet mértékének megitélésében. Az optimalis aggregdlt termelési
tervnek vissza kell tiikroznie a kompromisszumot a dontéshozdk 4ltal pre-
feralt kiilonboz6 diszkrét kapacitds és keresleti szintek kozott.

Az el6bbiekben vézolt aggregdlt termeléstervezési filozéfia modelljének
lefrasahoz sziikséges elméleti keretek rovid ismertetését tartalmazza a kovet-
kezé rész.

3 Matrixprogramozas és az M C? programozds

A termeléstervezés linedris programozds-alapi modelljeinck egyik hidnyossiga,
hogy csak egy kritérium alapjdn értékelik az alternativdkat. De a tobbkrité-
riumos alkalmazdsok eszkdzrendszere is kevés, ha emellett még t&bb kapaci-
tés- és keresletszintet kell figyelembe venni. Ezek a problémék a klasszikus
linedris programozds sémédjdnak édltaldnositasdval Ugy fogalmazhatok meg,
hogy a modellben egy célfiiggvény helyett tobb célfiiggvény, és a feltételi
egyenlGtlenségek egy jobboldali vektora helyett t&bb jobboldali vektor szere-
pel. A probléma tehdt
Az < By
z>0,y>0 (1)
Cz — max

alaku, ahol A m xn-es, B m X p-s és C ¢ X n-es matrixok, ezért a vizsgalt agg-
regalt termeléstervezési problémét a matrixprogramozas eszkozrendszerével
irjuk le. Az elmélet részletes kidolgozdsat megtaldlja az olvasé Gale, Kuhn és
Tucker (1951) munkdjdban, valamint Gyetvédn (1989) dsszefoglald és kiegészitd
cikkében. A métrixprogramozds elméletének kiindulépontja egy primél-duél
probléma-péar, melyet a szerztk a kdvetkezdképpen definidltak:

max{D|Cz > Dy, Az<By,z>0,y>0}, (2)

min { D [ u"B <v"'D, wTA>v"C, u>0,v>0} . (3)

Ugyanigy, mint az (1) feladatban, mindkettében az m x n-es 4, m x p-s B
és g x n~es C' matrixok a kiindulé informécidk hordozéi. A D q x p méretil
ismeretlen matrix, és z, y, u, v megfelelé méretil vektorvaltozdk. Tekintet-
tel arra, hogy a matrixok halmaza részben rendezett halmaz, a maximum és
minimum fogalma a probléma jellegéhez igazodd, egyedi definidldst igényelt.
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Ezt a hidnyt az efficiencia fogalmanak bevezetésével hidaltdk 4t a szerzék.
Dolgozatunk céljanak megfelelen e helylitt eltekintiink a dualitdselmélet
eredményeinek ismertetésétol.

Egyszeriien megmutathatd, hogy a (2) és (3) dltaldnos matrix problémak
specidlis esetként kiadjdk a linedris vektor probléma és a linedris skalar prob-
léma primal-dudl parjat. Ennek alapjan logikusnak latszik az eddig 6nallénak
tekintett két programozési feladatot a mdtrixprogramozds primél-dudl pér-
jédnak nevezni. Az egzisztencia és dualitdsi tételek aldtdmasztjdk ennek a
felfogasnak a helyességét.

A matrixprogramozési feladat numerikus megolddsdhoz visz kozelebb a
mésik programozdsi mddszer, az in. MC? linedris programozés, melyet
Seiford és Yu (1979) dolgoztak ki. A szerzdk a matrixprogramozishoz nagyon
hasonlé megkozelitést alkalmaznak, és az aldbbi primél-dudl feladatpért de-
finidljak:

max{vTC’a:[AmSBy,mZO,y>0,v>0}, (4)

min{uTByluTAZUTC’,uZO,y>0,v>0}. (5)

A kiilénbség a maétrixprogramozds (2)-(3) primdl-dudl pdrjdhoz képest az,
hogy (4)-(5) ignorélja a D célmétrixot, és mind a priméal, mind pedig a dusl
feladatban szerepelteti a két pozitiv eldjelll y és v vektort.

A mitrixprogramozas és az M C? linedris programozss kozott a formai ha-
sonlésagon til mély belsé kapesolat van. A két probléma, ekvivalens abban az
értelemben, hogy a két feladat megengedett megolddsai és a két feladat effi-
ciens megoldaspdrjai kolesondsen egyértelmilen megfeleltetheték egymdésnak.
Teljesen analég dualitdsi tételek mondhaték ki az MC? programozéds (4)-
(5) primal-dudl parja k6zott, mint & métrixprogramozés (2)-(3) primél-dusl
parja kozott, melyeket a tovdbbiak szempontjdbdl nem tartjuk fontosnak e
helyen ismertetni. A mdtrixprogramozds és az MC? linedris programozés
kozotti elméleti kapcsolatok részletes leirdsa Gyetvén és Shi (1992) dolgo-
zatdban taldlhaté. Az MC?-hez kapcsolédé déntési problémakrdl Lee, Shi és
Yu (1990), tovéabbd Shi és Yu (1992) értekezik.

A fejezet kovetkezd részében a (4) MC? primél feladat szimplex alapi
megoldé algoritmusat ismertetjik. Az alapétlet az, hogy a kordbban vézolt
(4) linedris tébbkritériumos, tobb feltételi korlatot tartalmazé feladatot fogjuk
fel parametrikus feladatként oly médon, hogy a pozitivv > 0, y > 0 valtozdkat
paramétereknek tekintjiik. Hogy jelekben is érzékeltessiik a valtozdst, a
kovetkez6kben a paraméterek jelolésére a gordg A és v betiiket haszndljuk.
Igy (4) az alabbi alakot &lti:

max{)\TC’a:|Aa:§Bv,m20}, (6)

ahol C € RY*™, A € R™ ™ és B € R™ P g xn, m X n és m X p méretl
maétrixok, x € IR™ n-elemil dontési viltozék vektora, A > 0, A € IR? a
kritériumok paraméter-silyai és v > 0, v € IRP a feltételi szintek paraméter-
siulyai. Feltételezziik, hogy a paraméterek ismeretlenck és normaéltak, azaz
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teljesiilnek az aldbbiak:

q r
AERI, A>0, > h=1 & yeR, >0, > m=1,
k=1 k=1

A lefrt primal MC? linedris programozési feladatnak q célfiiggvénye és p
feltételi szintje van. Ha a feltételi szintek y paramétervektora ismert, akkor
(6) tobbkritériumos linedris programozési feladatra redukalédik. Tovabb4,
ha X\ a kritériumok paramétervektora is ismert, akkor a klasszikus linedris
programozasi feladat all elé.

Jelolje az {z;,,...,x;, } bézisviltozdk indexhalmazdt J = {ji,...,Jm}.
Nem okoz zavart, ha magit a probléma bdzisat is J jeloli. Megjegyezziik,
hogy a bézisvéltozdk slack valtozdkat is tartalmazhatnak. Mivel egy J bézis-
megoldds a (v, \) paraméterpar fiiggvénye, az aldbbi mdédon definidljuk a
primél és duél megengedett megoldds, valamint a potencidlis optimélis megol-
dés fogalmat.

i) A J bazismegoldds az MC? programozasi feladat primdl megengedett
megoldédsa, ha létezik olyan -y > 0, hogy J megengedett megoldisa
MC?-nek.

ii) A J bazismegoldds az MC? programozasi feladat dudl megengedett
megolddsa, ha létezik olyan Ag > 0, hogy J dudl megengedett megoldasa
MC?-nek.

iit) A J bézismegold4s potencidlis optimélis megolddsa az M C? programo-
zasi feladatnak, ha létezik olyan vy > 0 és Ay > 0, hogy J optimélis
megoldésa a linedris programozisi feladatnak.

Legyen I'(J) a feltételi szintek Osszes olyan v sulyainak halmaza, melyre J
primal megengedett, és legyen A(J) a kritériumok Osszes olyan A silyainak
halmaza, melyre J dudl megengedett. Fkkor a J bazis

i) primél megengedett vagy dudl megengedett akkor és csakis akkor, ha
['(J) vagy A(J) nem {ires és

ii) potencidlis optimdlis megoldds akkor és csakis akkor, ha I'(J) és A(J)
nem ires.

Egy M C? programozasi feladatnak természetesen tobb potencidlisan optima-
lis megold4sa is lehetséges, ahogyan a (v, A) paraméterpar a déntési szitudcié-
nak megfelel8en valtozik. Seiford és Yu (1979) kidolgoztak egy szimplex méd-
szeren alapuld eljdrdst az Osszes potencidlis optimdlis megoldds eléallitdsara.
Ide kapcsolédik még Yu (1985) és Shi és Yu (1992) munkdja. Az algoritmus
szamitogépes megvalésitdsdt Chien, Shi és Yu (1989) végezte el.
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4 Az MC? programozas egy alkalmazasi lehe-
tosége az aggregalt termeléstervezésben

Az aggregalt termeléstervezés matematikai modelljéhez a klasszikus szall{tdsi
feladat szolgdl alapul, mely specidlis linedris programozasi feladat. Haase
(1994) és Shi (1995) ennek 4ltaldnositédsaként kidolgozta az M C? programozés
elméleti keretein beliil az MC? széllitdsi feladat modelljét. Az &ltalunk
targyalt aggregdlt termeléstervezési probléma modelljének dltaldnos forméja
az MC? széllitasi feladat. Ez a dolgozat Shi és Haase (1996) felépitését
koveti. Megjegyezzik, hogy a tovabbiakban a klasszikus széllitdsi feladat
terminoldgidjat haszndljuk.

Tegyiik fel, hogy a tervezési idGszakot n periédusra bontottuk, és az
egyes periddusokban becslések alapjén ismertek a szezondlis ingadozdsoknak
megfeleléen az aggregalt keresleti szintek alternativai. Ismertnek tételezzitk
fel tovabbd a kereslet szezondlis ingadozdsainak megfeleld kapacitdsszintek
alternativait.

Jelolje Py, P,,..., P, a periédusokat, és biq,...,b1p; bo1,...,b2p; ...
bpi, ..., bnp 8z n periddusban a keresleti szinteket. Tegyiik fel tovabba,
hogy m eréforrés 4ll rendelkezésre, melyek kapacitésa szintén a szezondlis in-
gadozdsoknak megfeleléen valtozik. Jelolje Fy, Fy, ..., By, az eréforrdsokat,
€S G11,...,01p} G21,.+-,02p} - -} Gml, - . Gmp & megfeleld kapacitdsszinteket.
Az alternativak értékelése g kritérium alapjan torténik. Az i-edik eréforrds
felhasznéldsdval a j-edik periédusban jelentkezé kereslet kielégitésére torténé
termelés fajlagos koltsége c}j, cey cgj. A lefrt modell szemléltethet az
1. tdbldzaton lathatd disztribicids tablan.

Periodus

Eréforras Py pes P, Kapacitdsszint
1 g 1 q
By Ci1r-+-2C11 Clim « 1o » CiE8 ai11,...,01p
. 1 q 1 q ) )
108 Ciy» » G Ciprv ) Cip Aily .-, Qip
1 q 1 q
Lm Cmir - Cm Crnyrer s Cmn Amiy .., Qmp
b11 br1
Keresletszint .
big bap

1. tdbldzat: A tdbbcéllliggvényes, tobb kapacitds-kereslet szintii aggregalt termelési
feladat disztribicids tdbldja
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A probléma matematikai modellje a kovetkezd alakot olti.

n

/ m

1
E E CijTij
i=1 j=1

m n

2
Z Z CijTij

min(A1, A2, ..., Ag,) | i=1i=1 (7

™m

q
ZZ%%

\ i=1 j=1
()
> i = (ai1, @iz, - - -, Gip) Sl oi=nem
\7/
()

Y2 .
Z%Z i1, 052, -+ bip) NE J=1...,n
\’Yp)
x5 >0 minden (i, ;) pérra,

ahol

ck. - az i-edik forras felhasznaldsaval a j-edik periédusban jelentkezd kereslet

i
kielégitésére eléallitott termék fajlagos koltsége, ha a tevékenységet a
k-adik célfiggvény értékeli, 1 =1,...,m,57=1,...,n, k=1,...,¢;

a;s - az t-edik er&forrds s-edik kapacitds szintje, i =1,...,m, s =1,...,p;
bjs - a j-edik periddusban az s-edik keresletszint, j =1,...,n, s =1,...,p;

x;; - az i-edik eréforrds felhaszndldsival a j-edik periddusban jelentkezd
kereslet kielégitésére elBéllitott termékmennyiség, ¢ = 1,...,m, j =
1,...,n

A= (A1, A2,...,Ay)T - a célfiiggvények stilyainak vektora és
¥= (71,72, Yp) T - a kapacités- és keresletszintek silyainak vektora.

Annak érdekében, hogy ldssuk, hogy a fenti modell hogyan vélasztja ki a
potencialis optimélis megolddsokat, ismertetniink kell néhany alapvetd tételt.
Az MC? szsllitasi feladatra vonatkozé 4llitdsok bizonyitdsat Shi (1995) dol-
gozatdban, és az M C? linedris programozas elméletének részletes targyaldsst
Yu (1985) munkéjiban taldlja meg az olvasé.
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Ha érvényesek a

n

Zaisz bjsa (3:1,2,-..,]7)
=1

=1 7
feltételek, akkor az MC? szallitasi feladatra igazak az aldbbi 4llitdsok:

i) Adott v° > 0-hoz létezik az MC? szdllitési feladatnak primél megenge-
dett megoldésa.

ii) Ha adott egy J primdl megengedett bézis, akkor a megfelels z(J)
bézisvaltozdk legfeljebb m + n — 1 darab pozitiv komponenst tartal-
maznak, ahol minden xz;; a v fiiggvénye.

Legyen adott a (7) feladat egy z(J) bézismegoldésa, és legyen

Cij = (C}j, C?j, N-- ,ng)T
a g célfiiggvény egyltthaté-vektora, ha z;; az i-edik erdforrdsbdl a j-edik
periédusban felmeriilt kereslet kielégitésére termelt mennyiség. JelSlje u;(\)
az i-edik eréforrdshoz tartozé dudl egylitthatét, v;(A) pedig a j-edik keres-
lethez tartozé dudl egylitthatét. Megjegyezziik, hogy mind az w;(A), mind
pedig a v;()) a A figgvénye. Ekkor igaz a kévetkezd tétel:

Tétel. Egy J bazis dudlmegengedett, ha

i) ui(A) +v;(A) — AT¢;; = 0 minden olyan (i,7) pdrra, melyre x;; bdzis-
vdltozd, és
ii) wi(X) + v;(A) — Me;; < 0 minden olyan (i,5) pdrra, melyre x;; nem

bdzisvaltozo.

Az iménti tételek lehetdséget nyujtanak egy eljaras megalkotdsdra, mivel
az 1) 4llitds alapjén ki lehet szdmitani a J bézishoz tartozé u;(\) és v;(\)
duélvédltozdk értékét, és ha a feltételi silyok I'(J) halmaza nem ires, akkor az
ii) 4llitds alapjdn tesztelni lehet, hogy egy megengedett megoldds potenciélis
optimalis megoldds-e. Az algoritmus ennek alapjan két fazisbdl &ll.

Az elsd fazisban
i) keresiink egy J indulé megengedett bazismegoldést;

il) egy iterdcid sordn a be- és kilépd bézisvdltozdk kivdlasztdsa annak meg-
felelden, hogy a J bazismegoldas potencidlisan optimadlis-e, vagy sem.

A mdsodik fdzisra csak akkor fut az algoritmus, ha J nem potencidlis
optimélis megoldds. Ekkor

i) pivot transzformécidval, eléllitja a szomszédos K bézist, és megismétli
az els6 fazis ii) részét;
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ii) egyébként pedig a J bazist elhelyezi a potencialis optimalis megolddsok
halmazaba, és egy pivot 1épéssel &tlép egy szomszédos () bazisra, és
megismétli az els6 fazis ii) részét.

Ez a két 1épés ismétlédik mindaddig, mig az algoritmus teljesen be nem
futja a (7, A) minden lehetséges értékparjdt. Az eljdrds eredményeként meg-
kapjuk az M C? szillitasi feladat Ssszes potencislis optimélis megolddsat (14sd
Yu (1985)).

5 Egy példa

Mint a korébbi fejezetekben lattuk, a tobbkritériumos és tébb kapacités-
keresletszinttel rendelkezé aggregalt termeléstervezési modellek MC? szalli-
tasi feladatként interpretdlhaték. A probléma egy lehetséges megolddsdnak
llusztréldsdra bemutatjuk Singhal és Adlakha (1989), hdrom célfiiggvényt és
hdrom kapacitds-kereslet szintet kezelé modelljét. A hédrom célfiiggvény: a
termelési koltség, a tdroldsi koltség és a hidny okozta veszteség. A kapacitis
és kereslet szintjeit hdrom, a dontéshozatalban résztvevé vezetd adja meg.
Tegyiik fel tovabba, hogy a termelési iddszak harom periédusbdl all. Minden
termelési periédusban alap munkaiddben és tulérdban folyhat a termelés.
Egy adott periédusbeli termelést a termelési koltségen tul tdroldsi koltség
is terheli, ha kés6bbi periédusokban jelentkez6 igények kielégitésére szolgdl.
Ha azonban kordbbi periédus szamdra torténik a termelés, azaz a hidnyt is
megengedjik, akkor a hidny altal elszenvedett veszteség 1ép fel. A feladat
adatait a 2. tdbldzat mutatja.

Legyen 7 - a termelés egységkoltsége alap munkaidben; v - a termelés
egységkoltsége tuldrdban; h - az egy periddus sordn felmerilo tarolasi egység-
koltség; s - a hidny egységkoltsége periédusonként; a;;, - az i-edik periddus-
ban a k-adik termelési kapacitdsszint, bj, - a j-edik periddusban a k-adik
keresletszint, és by kiegészitd (slack) valtozd (i =1,...,7, j,k=1,2,3).

Periodusok P1 P2 P3 Slack | Kapacitdsszintek
Kezdd
raktarkészlet 0,0,0 | 0,h,0 | 0,2h,0 | 0,0,0 a11 a12 a13
Al 7,0,0 rh,0 | 7,2h,0 | 0,0,0 a21 422 a2s
T1 2,0,0 v, h,0 | v,2R,0 | 0,0,0 ag] a3 ass
A2 T, 0, S T, 0, 0 i h, 0 O, 0, 0 41 @492 A43
T2 v,0,s 2,0,0 v, h,0 0,0,0 as1 @52 as3
A3 70,28 | 0,8 r, 0,0 0,0,0 agl ag2 ag3
T3 1),0,23 v, O,S ’U,0,0 0, 0,0 ay1 ay2 ary
b11 b21 ba1 ba1
Keresletszintek b1a bog bao byo
bi3 bog bag bag

2. tabldzat. Aggregdlt termeléstervezési feladat disztribucids tdbldja harom
célfiiggvény valamint hiarom kapacitds- és keresletszint esetén
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. Aggregdlt termeléstervez

azat

3. tébl

és két kapacitds- és keresletszint esetén (Forrds: Shi és Haase (1996))
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6 Potencialis optimalis megoldasok és azok
kapcsolata

Ebben a fejezetben egy irodalmi illusztrativ példat mutatunk be. Az alta-
lanositott szallitési feladat tulajdonsigait kihaszndlva Haase és Shi (1994)
egy szamitégépes programot fejlesztett ki a probléma megolddsira. Ennek
felhasznaldsival a potencidlis optimdlis megoldédsok illusztraldsira azt a két
célfiggvényes, két kapacitds-keresletszinttel rendelkezd problémét mutatjuk
be, melyet el8szor Menipaz (1984) publikalt. Legyen r» = 120, v = 180,
h = 3 és a kezdeti tdrolt mennyiség 100-100 egység mindkét kapacitdsszint
esetén. A modell adatait a 9. tdbldzat mutatja. A kapacitdsszintek az utolsd
oszlopokban, a keresleti szintek az utolsé sorban lathaték. A tablizat belsd
adatai a termelés ég raktarozds koltségei a megfeleld reldcidkban. Hidny nem
megengedett, ezért bizonyos reldcidkat letiltunk. Ennek jeldlésére az X jel
szolgdl.

Az el6z6 fejezetben vdzolt megoldé algoritmust alkalmazva, a szémitégé-
pes futtatds eredményeként potencidlis optimalis megolddsnak {J1, J2, Js, J1}
adddott, mely részletesen a 4., 5. és 6. tdbldzatban 14thaté.

A 4. tabldzat a potencislis optimaélis megolddsok halmazat tartalmazza. A
tablazat sorai a Ji bézishoz tartozd T'(J),) kapacitds és keresleti szint siilyok
halmazdt, a A(Jg) kritérium silyok halmazét és a hozzdjuk tartozé T'C(Jy)
0sszkoltséget mutatjdk.

U(Jx) AlJk) TC(Jx)

7 (1713600 1796400
J1 | 0711 <y <1 006< <1 A ( 10116 14220

e (1713600 1796400)

¥

Jg | 046<m <1 0.17< A1 <1

2

10116 14220
AT ( 1713600 1796400
10116 14220
1750800 1827100)
8052 12570

Ja | 060<y1 <1 | 0.08 <A £0.09 ¥

Jy | 060< 11 <1 0< X £0.02 2T

4. téblazat. Potenciélis optimélis megolddsok (Forrds: Shi és Haase (1996))

Az 5. és 6. tdbldzat a bazismegolddsok x;; értékeit tartalmazzdk. Mind a
bézismegolddsok x;; értékei, mind pedig a TC(Ji), k = 1,2, 3,4 Osszkdltség
a (v,)) paraméterpdr fiiggvénye, ahol v +v9 =1, M1 + X = 1 és 0 <
71,72, A1, Az < L.

A potencidlis optimélis megolddsok egymds kozotti kicserélési lehetdségei-
nek vizsgdlatat hdrom szempont alapjin végezzik el. Megvizsgaljuk, milyen
kicserélési lehetOségek vannak a potencidlis optimélis megoldédsok kozott a
célok vonatkozdsdban a termeiési és raktdrozdsi koltség tekintetében, a ka-
pacitds-kereslet vonatkozdsdban a két dontéshozé 4ltal javasolt két kiilonbozd
szintje kozott, valamint a termelési koltség és az 1. dontéshozé 4ltal javasolt
kapacitds- keresletszint kozott. Ezeken kiviil tovdbbi hdrom vonatkozdsban
végezhetd vizsgédlat, de annak leirdsét az olvaséra bizzuk.
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J1 Jo

T11 = 3271 + 20072 T19 = 100v1 + 1002
T14 = 6871 —100v2 | 221 = 7807 - 80072
T21 = 800v; +900v2 | za2 = 2071 + 10072

z31 = 268y +100y2 | za1 = 32071 + 40072
z3as = 5271 +30072 | za2 = 176y — 10072
Z42 = 196m T43 = 192vy1 + 3507,
43 = 24071 + 150y2 | Z44 = 392v; + 35072
Z4s = 324m +45072 | z52 = 3041 + 40072
Z52 = 30471 +40072 | 263 = 840v1 + 80072
63 = 840m + 80072 | w73 = 168y + 35072
73 = 1207 +550y2 | 273 = 168y1 + 707

z713 = 21671 — 13072 | zes = 55671 + 25079
T84 = 88071+ 70072 | zas = 324y 445072
z94 = 35271 +400v2 | z9a = 35271 +400vz
10,5 = 84071 +800v2 | z10,5 =  840y1 + 80072
Ty = 33671 435072 | z11s = 33671 + 35072
z19,6 = 80071 +770y2 | T126 = 80071 + 77072
Ti36 = 20071 +130y2 | m1ag = 200v1 - 130y,
213,13 = 12071 +2107y2 | #1313 = 12071 + 21072
T14,7 = 73271 + 34072 | 14,7 = 60471 + 62072
Tig12 = 6871 +430y2 | 4 = 19671 + 15072
z157 = B8y1+3560y2 | w57 = 19671 + 28072
Tis1s = 252m1 — 22072 | z15,13 = 12471 + 6072

z168 = 388y 458072 | 16 = 21671 — 13072
z16,9 = 16071 +100y2 | z16,00 = 32071 + 48072
z1612 = 21271 +2072 | mg11 = 22471 + 35072
zi7g = 11291 —130y2 | zirg = 304v1 + 30072
1711 = 192v1 +40y2 | mse = 684y1 + 93072
T18,9 = 840v1 +800v2 | 18,12 = 15671 — 13072
219,13 = 336y1 + 35072 | T1913 = 336v1 + 35072
To0,10 = 84871 +9007v2 | @200 =  880y1 + 82072
o011 = 327 — 80y T21,02 = 35271 + 40072
z21,00 = 362v1 +40v2 | 322,01 = 840y 4 800v2
zo2,11 = 84071 +800v2 | 2311 = 33671 + 35072
T2z 11 = 33671 +350v2 | w2412 = 80071 + 75072
Tpa12 = 800y + 75072 | ®as,12 = 9271 + 48072

z9512 = 32091 +300vs | z05,13 = 228y; — 180v2

5. tablazat: A Jy és Jg bézishoz tartozé potencidlis optiméalis megoldésok
(Forras: Shi és Haase (1996))
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J3

Ja

16
21
31
3,13
T42
T43
T44
T45
52
5,13
T63
73
T84
T94
10,5
11,5
T12,6
T13,6
13,13
T14,7
T14,8
T14,13
15,7
16,8
16,10
16,11
T17,13
T18,9
18,10
19,9
20,10
T20,12
21,10
22,11
23,12

94,12

25,12

10071 + 1002
80071 + 9002
30071 + 30072
201 + 1002

344~ — 3072

24y1 + 28072

681 — 1002

324y + 45072
15671 + 43072
148vy1 — 302

8401 + 8002
33671 + 42072
88071 + 7002
35271 + 40072
8401 + 8002
33671 + 35072
8007y, + 77072
10071 + 3072

22071 + 31072
48071 + 56072
3671 + 38072

2841 — 1702
32071 + 34072
4641 + 7072

T27v1 + 28072

22471 + 3502
3041 + 3002
664v1 + 55072
1761 + 250y
33671 + 35072
6007y; + 3702
28071 + 45072
35271 + 40072
84071 + 8002
33671 + 35072
800v; + 7502
3207y + 3002

1,13
21
Z31
3,13
42
Z43
Z44

T45

5,13
z63
T73
T84
I94
10,5
Z11,5
Z12,6
x13,6
13,13
T14,7
14,13
T15,7
16,8
T16,10
16,11
T17,11
17,13
18,9
18,10
T19,9
20,10
20,12
21,10
22,11
23,12
24,12

25,12

10071 + 1002
8001 + 900y2
300v1 + 3002
2071 -+ 1002

3441 — 302

24y + 28072

68y1 — 10072

32471 + 45079
156y1 + 43072
148vy; — 302

8401 + 8002
3361 + 4202
880v1 + 7002
3521 + 40072
840v1 + 80072
3361 + 3502
800v1 + 77072
200v1 + 13072
120v1 + 2102
48071 -+ 56072
32071 + 21072
3201 + 3402
50071 + 4502
7271 + 28072

1883 — 302
3671 + 38072
268y; — 80v2

6641 4 55072
17671 + 2502
336v1 + 35072
6001 + 3702
2801 + 45072
352v1 + 4002
8407y: + 8002
3361 + 35072
8007, + 7502
32071 + 30072

6. tablézat: A J3 és J4 bazishoz tartozé potencidlis optimdlis megoldasok
(Forrds: Shi és Haase (1996))

149
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1. dbra. Termelési kiltség (A1) versus raktdrozasi koltség (Ay) (Forrds: Shi és Haase (1996))

Mivel négy potencialis optimalis megoldas van, {Ji, Jo, J3, J4}, a kicserélési
lehetdségeket ezek segitségével irjuk le. A két cél, a termelési koltség (A1) és
a raktarozési koltség (Ag) kozotti kicserélési viszonyok:

o Ha 0 < A\ <0.02, akkor J; az optimélis termelési terv.

o Ha 0.02 < A\; <0.05, akkor nincs optimélis termelési terv.

Ha 0.05 < Ay <€0.08, akkor J; az optimdlis termelési terv.

Ha 0.08 < A\; €0.09, akkor J; és J3 az optimalis termelési terv.
e Ha 0.09 < A; <0.17, akkor J; az optimélis termelési terv.

Ha 0.17 < A; <1, akkor J; és Jo az optimélis termelési terv.

A célfiiggvény-egylitthatdk grafikus megjelenitése 1dthaté az 1. 4bran. Ha
a vastagon rajzolt vonalon védlasztjuk a termelési koltség Ay és a raktdrozdsi
koltség Ao silydt, akkor a megfelels szakasz folé irt potencidlis optimélis
megolddshoz jutunk, vagy nincs optimélis megoldds, a vélasztdstdl fiiggden.
A kovetkezdkben a két kapacitds-keresletszint, (1) és (7y2) kozotti kicserélési
viszonyokat vizsgdljuk.
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2. sbra: Az els§ és masodik kapacités-keresletszint kapcsolata (Forrds: Shi és Haase (1996))
o Ha 0 < v; <0.46, akkor nincs optimélis termelési terv.
e Ha 0.46 < v < 0.60, akkor J2 az optimélis termelési terv.
e Ha 0.60 < v; <0.71, akkor Jy, J3 és Jy az optimélis termelési terv.

e Ha 0.71 <y <1, akkor Jq, Jo, Jg és Jy az optimélis termelési terv.

A két kapacitds-keresletszint egytitthatéinak grafikus megjelenitése a, 2. db-
rdn lathaté. Ha a vy és 7y, silyokat a vastagon kihnizott vonalon vélasztjuk, és
a megfelelé kapacitds-keresletszinteket ezekkel stlyozzuk, akkor a megfelel
szakasz fOlé irt potencidlis optimélis megolddshoz jutunk, vagy nincs op-
timalis megoldds, a vilasztdstdl fliggden.

A termelési koltség (M) és az els§ vezetd dltal preferdlt kapacitds- és
keresletszint (y;) k6z6tti kicserélési kapesolat viszonyai ldthatdk a 9. dbrdn.
Ha a (y1, A1) paraméterpéar értékeit a J1, Jo, J3 vagy Jy jelek valamelyikével
jelolt T(Jx) x A(Jx), k = 1,2,3,4 halmazokon vélasztjuk, akkor van po-
tencidlis optimadlis termelési terv, egyébként pedig nincs optimaélis megoldds.
Tovabbi harom kicserélési lehetdség vizsgdlatdt kindlja a két célfiiggvény és a
két kapacitds- és keresletszint kozotti kapesolat. A 3. dbrdhoz hasonlé médon
lehet képet kapni a termelési k6ltség (A1) és a mdsodik kapacités- és kereslet-
szint (y2), a raktdrozdsi koltség (Ae) és az elsd kapacitds- és keresletszint (vy,),
valamint a raktdrozasi koltség (A2) és a mésodik kapacités- és keresletszint
(7v2) kicserélési kapcsolat4rdl.
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3. dbra: Az elsd kapacitds-keresletszint és a termelési koltség kapcsolata
(Forrés: Shi és Haase (1996))

7 ()sszefoglalés

A dolgozatban bemutattunk egy modellt, mely az aggregalt termeléstervezés
problémdjanak megolddsdra szolgdl olyan gazdasdgi kornyezetben, amikor
feltételezziik, hogy a keresleti szintek szezondlis vagy egyéb okbdl fakaddan
fluktuélnak, és az egyes alternativakat tobb kritérium alapjan értékeljik.
A probléma megolddsdra a métrix programozds és az MC? programozis
elméleti kereteit hasznaltuk fel. A megoldé algoritmus a szdllitési feladat tSbb
célfiiggvény, tobb kapacitds-keresletszint irdnyu kiterjesztése révén sziiletett.
A megoldds egy rendszerezett attekintést szolgaltat az értékeld kritériumok,
valamint a kapacitas- és keresletszintek silyaitdl fliggd 6sszes potencidlis op-
timalis aggregalt termelési tervrél. A potencidlis optimalis megolddsok és
azok kicserélési lehetdségei széles mozgasteret biztositanak a doéntéshozénak
az adott gazdasigi kornyezethez igazodd optimadlis aggregélt termelési terv
kialakitdsahoz, vagy az aktuélis termelési terv menet kézbeni médositdsdhoz.

Koszonetnyilvanitas

Végiil szeretnék koszonetet mondani Vords Jézsefnek, a Pécsi Tudomdny-
egyetem professzordanak, a dolgozat elkészitése sordn nytdjtott értékes in-
strukeidiért.
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THE POSSIBILITY OF APPLICATION OF MC? PROGRAMMING
IN THE AGGREGATE PRODUCTION PLANNING

This paper gives a summary of aggregate production planning with multiple ob-
jective and multiple capacity-demand levels, using matrix programming and M C?
(Multi-Criteria and Multi-Constraint level) linear programming. The model pro-
vides a scenario about all possible potential optimal solution of aggregate produc-
tion planning, depending on parameters (as weights) of multiple capacity-demand
levels and multiple criteria. These potential optimal production plans provide a
basis for managers to consider the consequences of possible fluctuations in capacity
and demand data.
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KONYVEKROL

DANGCS ISTVAN — PUskAs CsaBA: Vektorterek.
AULA, Budapest, 2001, 309 o.

A konyv —a szerzdk utbaigazitdsa szerint— a BKAE gazdasdgmatematika
szakos hallgatdinak algebra, pontosabban linedris algebra, vektoralgebra tan-
anyagat tartalmazza. Végigolvasva a kényvet — én inkdbb dgy igazitandm
utba az érdekléddket, hogy ez a kényv a véges-dimenzids linedris vektorterek
modern elméletével ismerteti meg az olvasdt. A konyv 12 fejezetbdl 4ll,
melyek bemutatédsat legjobb, ha magukra a szerzdkre bizom.

Az elsd, bevezetd fejezetben ismertetjiik azokat a klasszikus és
modern algebra targykoréhez tartozé fogalmakat és eredményelket,
amelyek a vektorterek tanulményozésandl nélkildzhetetlenek.

A misodik fejezet tartalmazza a vektortér fogalmat, legfontosabb
tulajdonsédgait, és ebben a fejezetben teremtiink el8szor kapcsola-
tot a homogén linedris egyenletrendszerek és a tér alterei kozott.

A harmadik fejezet az affin halmazokkal foglalkozik, itt igazoljulk,
hogy kolcséndsen egyértelmii kapcsolat van a linedris egyenlet-
rendszerek megolddshalmazai és a tér affin részhalmazai kozott.

A negyedik fejezet a linedris leképezések és transzformicidk, és
az azok koordinatizédldsa révén kapott matrixok bevezetését, azok
kozotti mlveletek vizsgdlatdt tartalmazza.

Az 6todikben néhdny alkalmazdsi lehet6séget mutatunk be, meg-
oldédsi algoritmust adunk linedris egyenletrendszerekhez, méatrix-
egyenletekhez, tovabbd a métrixok invertdldsdnak mddszere is itt
taldlhato.

A hatodik fejezetben foglalkozunk a linedris transzformécidk inva-
ridns altereivel, a transzformdcick minimélpolinomja, sajatértéke,
sajatvektora itt jelenik meg el6szor. A transzformdcidk kiilénbozd
kanonikus alakjait is itt tdrgyaljuk.

A hetedik fejezet a determindns fogalménak és elemi tulajdonsé-
gainak ismertetésére van szinva.

A nyolcadik fejezetben valds és komplex vektorterekben értelmez-
ziik a skalaris szorzat fogalmdt, abbdl metrikdt szdrmaztatunk, ez
teszi lehetdvé az euklideszi geometria dltaldnositdsat.

A kilencedik és tizedik fejezetben a skaldris szorzatos terek linedris
transzformadcioit vizsgdljuk, itt készitjik eld, majd bizonyitjuk be
a spektraltételt. Ugyancsak itt vizsgdljuk a tdbbvéltozds fugg-
vénytanban fontos szerepet jatszé kvadratikus alakokat is.
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A tizenegyedik és tizenkettedik fejezetben a valds skaldris szor-
zatos terek konvex halmazait és konvex kupjait tanulmanyozzuk,
igazoljuk a véges kupok alaptételeit és tébbek koézott bizonyitjuk,
hogy egy-egyértelmi kapcsolat van a linedris egyenlétlenség-rend-
szerek megolddshalmazai és a tér poliedrikus halmazai kézott.”

Ez a rovid tartalmi osszefoglalé persze nem elégséges ahhoz, hogy meg-
tudjuk, valdjdban mirdl és hogyan szdl ez a konyv. De aki ismeri Dancs Istvan
professzor munkdssdgat, az tudja, hogy ndla a ,,mir6l” mellett a | hogyan”-
on van legf6képpen a hangsily, és hogy ez mindig a lehetd legkorszeriibb
targyaldsi médot jelenti. Puskds Csabdval kézosen irt konyve is ezen hagyo-
maény szellemében fogant.

A kbnyv a vektorterek (elsésorban véges dimenzids vektorterek) modern
elméletébe nyijt betekintést. Ez a tertilet a funkciondlanalizis korszerti fogal-
mai és mddszerei kialakuldsdval vélt igazan modern matematikai diszcipling-
va. A normalt linedris vektorterek (Hilbert-tér, Banach-tér) elméletének 20.
szazad eleji ,,diadalmenete” természetes kovetkezményeként elétérbe keriilt a
véges dimenzids vektorterek, a linedris algebra ,,funkanalos” tdrgyaldsi médja
is. Ezt nemcsak P. R. Halmos kivalé munkdja, de I. M. Gelfand Linedris
algebrdja is tantsitja. (Es még sok mas, hasonlé szellemben fakadt kdnyv!)

Kozben az id6 telt és a funkciondlanalizis mellett egyre |, testesebb” formét
kezdett olteni egy ujabb tertilet, mely arrdl levdlva, a 20. szdzad 70-es éveitdl
kezdve mar kiilon diszciplinaként, nemlinedris analizisként nyer emlitést.
Ennek kialakuldsaban meghatdrozd része volt a konvex analizisnelk, mely a
funkcionalanalizis linedris fogalmai helyett (alterek, linedris operdtorok) a
hangsilyt nemlinedris fogalmakra (kupok, szublinedris leképezések) helyezi.
Ez a vektorterek elméletének tovabbi gyarapodasihoz vezetett.

Dancs Istvédn és Puskds Csaba konyvében ez az 4j ,,irdnyzat” is gazdagon
van reprezentialva, s6t a konyv boritdja is ezt a ,,ndvumot” van hivatva ki-
hangsilyozni. A kényv targyaldsmodja a modern ,,funkanalos” targyaldsmad,
kiegészitve a nemlineédris analizis modern eszkoztdraval.

A kényv nem alapfokid bevezet6, nem a gazdasigl tomeg-felsboktatis sza-
méra készilt, hanem az elit-képzést célozza meg. Egyre tOomegesedd felsd-
oktatdsunkat latvan csak iidvozolni lehet ezt a nemes torekvést.

Komldsi Sandor

BAJALINOV ERIK — IMREH BALAZS: Operdcickutatds.
POLYGON, Szeged, 2001. 300 o.

Lassan mér egy éve, hogy az operacidkutatds egyetemi oktatdsa ezzel az 1]
tankonyvvel gazdagodott. Nem mintha hidny lenne operacidkutatdsi jegy-
zetekbdl, tankonyvekbdl a felsGoktatas palettdjan, de a hiség zavardval sem
kiiszkodiink. Szamomra mindig 6rom, ha sokasodnak a szakménkat tanf{tani,
bemutatni hivatott konyvek.
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Nem vadonatij kényvrél van szd. Imreh Baldzs mar ,,jegyzett” egy 1997-
ben megjelent egyetemi jegyzetet a szegedi egyetemistak szdméra. Jelen tan-
konyv ennek a jegyzetnek a tovabbérlelt, tovabbfejlesztett, kibévitett és szoft-
ver melléklettel is elldtott valtozata. Az atdolgozott kiadds mér Bajalinov
Erik kozremiikodésével készult, aki a hossz fejlesztémunkéja eredményeként
megalkotott WinGULF programcsomagjat bocsatotta az oktatas rendelkezé-
sére.

Hogy mire is véllalkozik a kényv, azt legjobb, ha maguk a szerzék mondjdk
el. A konyv elészavdban {rjdk:

,»Jelen munka a Debreceni Egyetem és a Szegedi Tudomédnyegye-
tem programoz6 matematikus, programtervez6 matematikus, koz-
gazdasdgi programozé matematikus és informatika tandr szakos
hallgatéi szamadra késziilt. A két egyetem oktatdinak egylittmiiko-
désével feldolgozott anyag bér bevezetd jellegli, ugyanakkor lefedi
mindkét intézmény ilyen irdnyu oktatdsi anyagét.”

A tankonyv a szd igaz értelmében | klasszikus” bevezetd abba a tudo-
maénytertletbe, melyet interdiszciplinaris jellege miatt szinte lehetetlen ,,ko-
riilhatérolni”, de amelynek alapfeladatat a szerzék nagyon vildgosan lattatjdk:

,,az operacidkutatds feladata a gyakorlati élet kitlonbdzé probléma-
csoportjaihoz az illeté problémacsoportokat leiré optimumszami-
tasi modellek konstrudlésa, tovdbbd a meglévé modellekhez az
optimalis megoldédst meghatirozé eljardsok kidolgozdsa.”

Modellalkotés — modellvizsgdlat — modellszdmités, ez az a hdrmas egység,
mely alapvetéen meghatdrozza a két szerz6 targyaldsmddjét, stilusat.

A konyv 6 fejezetre tagolddik. Az 1. fejezet: ,,Optimumszdmitési mo-
dellek és elemeik” sok egyszerli és kozérthetd példa kapcsdn mutatja be a,
modellalkotds Iényeges elemeit, az optimumszdmitdsi modellek és a modell-
vizsgalatok sokféleségét.

A 2. fejezet a linedris programozis témakdrét vizsgdlja. A kétvaltozods
problémak grafikus elemzése médot ad a szerzéknek arra, hogy kialakitsak
a hallgatékban azt a szemléleti hdtteret, amely a nagyobb méretii feladatok
algebrai vizsgélata sordn is biztos intuitiv fogédzkodd lehet.

A fejezet Imreh Baldzs kordbbi jegyzetének felépitését koveti, melyhez
a kovetendd példat a szerzd bevalldsa szerint is Dantzig 1963-ban megje-
lent, nagysikerti kdnyve jelenti. Linedris programozdsrél a vildgon szdmtalan
jobbndl-jobb konyv jelent meg. Hogy ezek koziil melyek az oktatds, tanitds
szaméra a legjobbak, az szubjektiv megitélés kérdése. Ennck a fejezetnek a
szépen megkomponalt szerkezete, a téma kibontdsa és a targyalds nehézségi
szintjének fokozatos (de mértéktartéan fokozatos) emelése azt mutatja, hogy
Imreh Baldzs jé érzékkel vélasztott kovetendd példat.

A fejezet végén bemutatkozik a WinGULF program, mely nem a kényv
lemez-mellékletként hozzaférhetd, hanem szabadon letdlthetd a

http://compsci.math.klte.hu/erik/Personal /tr93-86.html
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weboldalrél. (En megprébélkoztam a letdltéssel és nekem sikeriilt.) Tudom,
hogy sok helyen més szoftvereket haszndlnak: Lindo, Lingo, GAMMS stb.
Véleményem szerint oktatési céira a WinGULF legaldbb olyan j6, mint az
elébb emlitettek, és tovabbi elénye, hogy ingyen hozzférheto.

A 3. fejezet a linedris programozas matematikai alapjaiba ad egy alapos
bevezetét. Attekintést ad egyfeldl a linedris programozasi feladatok feltételi
halmazanak, a konvex poliédereknek legalapvetébb tulajdonsigairdl, masfelsl
pedig betekintést ad a dualitdselméletbe és annak alkalmazasaiba.

A 4. fejezet az egészértékil optimumszamitasi modelleknek van szentelve.
Két fontos mdédszercsalddot mutatnak be a szerzék: a metszési eljardsokat
valamint a korldtozds és szétvdlasztds mddszerét. Az utolsé két alfejezet a
hozzirendelési feladatot és az egészértékii széllitasi feladatot targyalja.

A hozzdrendelési feladat megolddsara H-W. Kuhn adott egy igen hatékony
algoritmust, melyet magyar mddszernek nevezett el, tisztelegve ezzel is Kénig
és Egervdry magyar matematikusok munkdssiga el6tt. Kuhn errdl igen
szépen Ir egyik visszaemlékezésében, melynek magyar forditdsa a SZIGMA-
ban jelent meg 1992-ben. Nagy érommel olvastam ennek a visszaemlékezésnek
a lényegi elemeit a magyar-médszer ismertetése kapcsan a konyvben is.

A Kuhn-visszaemlékezés csak egy adalék ahhoz, hogy a konyv szerzdi
mennyire alapos ismertetést adnak az operdcidkutatas kialakuldsardl, fejlé-
désérél, nevezetes eseményekrdl, eredményekrél és az emberekrdl, akikhez
ezek a fontos eredmények kothetdk. Impondld a megadott irodalomjegyzék.
Es, ami a legfontosabb: nincsenek ,,iires” hivatkozdsok, az irodalomjegyzék
minden tételére (valahol a konyvben) érdemi hivatkozds torténik.

Az 5. fejezetben elkezdédik a nemlinedris modellek targyaldsa. Elséként a
linedris modellekhez sok szempontbdl legkdzelebb allé tortlinearis programo-
zdsi feladat, Martos Béla elnevezésével a hiperbolikus programozdsi feladat
keriill bemutatdsra. Kér, hogy Martos Béla mddszere csak emlités szintjén
jelenik meg és csupdn a Charnes-Cooper mdédszer keriil bemutatdsra. Igaz,
hogy az eredeti Martos-mddszer azért nem terjedt el, mert nem volt véges
médszer, de azdta ezt a ,,fogyatékossigit” olasz matematikusok (A. Cambini
és L. Martein) mdr kijavitotték.

A 6. fejezet a konvex programozésba éppen csak, hogy ,,belecsip”. A felté-
teli halmaz tovébbra is konvex poliéder, a célfiiggvény pedig (szigortian) kon-
vex fiiggvény. A szeparabilis célfliggvény esete jOl illusztralja azt, hogy nem-
lineéris feladatot bizonyos esetben linedris modellekkel hatékonyan lehet app-
roximdlni. Végezetiil, mint ,,igazi” nemlinedris médszer, a hatékony irdnyok
mobdszere kerill bemutatdasra.

Mint ,,nemlinedris” szimpatizins egy kritikai megjegyzésemet hadd fogal-
mazzam meg: a koényv terjedelmét nem névelte volna meg lényegesen, ha
a nemlinedris programozds egyik alaptételét a Karush-Kuhn-Tucker tételt is
tdrgyaltdk volna a szerzék. A stacionaritéds fogalmét (az egyenlétlenség felté-
teles feladatra vonatkozdan) a szerz6k sem tudjédk megkeriilni, annak duélis
alakjat viszont igen. A KKT-feltétel éppen a stacionaritds dudlis alakja,
amelyre Farkas Gyula adott el6szor korrekt bizonyitdst.

Hogy kinek késziilt a koényv, arrdl a szerz6k mér nyilatkoztak. Hogy kik
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forgathatjak haszonnal? Mindenki, aki tanulja vagy tanitja az operacidkuta-
tast. s, hogy a tekintett modellek ne csak elméleti megfontoldsok targyai
maradjanak, ahhoz a WinGULE haszndlata hatékonyan hozzijarulhat.

Komlési Sandor

MONHOR DAVAADORZSIN: Valds linedris algebra és linedris programozds.
Miiszaki Kényvkiadd, Budapest, 2001. 201 o.

Monhor Davaadorzsint nem kell bemutatni a magyar operacidkutatéknalk.
Az 1980-as évek elején érkezett aspirdnsként Magyarorszdgra Mongdlidbdl,
Prékopa Andrds aspirdnsa volt. Azdta is itt él, dolgozik és tanit kozottiink.

Monbhor, mint az elészéban irja, egy széleskoriien hasznalhaté (agrér, mi-
szaki, gazdasdgi f6iskoldkon, illetve egyetemeken), bevezetd jellegli tankonyv
megirdsara tesz kisérletet, ahol a tantdrgy-pedagdgiai, didaktikai szemponto-
kat igyekszik a lehetdségekhez mérten elétérbe helyezni. A felsboktatdsban
tevékenykedS sok kollégdmmal egylitt én is csak egyetérteni tudok a szerzé
alabbi véleményével: ,,Az utébbi idében a fSiskolai és egyetemi hallgatdk
szama nagymértékben nétt és a tomeges felsboktatds kialakuldban van. Ez
azzal a koévetkezménnyel jdr, hogy a f&iskolai és egyetemi matematikaok-
tatdsban a mdédszertani, illetve didaktikai oldalra is megfelelé stllyal kell
figyelntink. A matematikaoktatds j6 jegyzettel vagy tankonyvvel hatékonyan
megvaldsithatd és korszertsithetd, mivel a jegyzet és tankonyv szinvonala,
tartalma és didaktikai felépitése egyardnt hatdst gyakorol mind a hallgatékra,
mind az oktatdkra.”

A kényv a linedris algebra és linedris programozds alapjaiba nytjt be-
vezetést. Teszi ezt gy, hogy a kényv megértéséhez nem szitkséges kiilonds
matematikai eldismeret, elegendd a kozépiskoldban megszerzett tudis.

Az elsé rész a linedris algebra, métrixalgebra, determindnselmélet leg-
alapvetébb fogalmaiba, probléméiba nyijt betekintést. Megismerkedhetiink
a vektorterekre, azon belill is az euklideszi terekre vonatkozé fogalmakkal,
tételekkel: altér bazisalval és az dltaluk meghatdrozott koordindtarendszerek-
kel, az elemi bézistranszformécidval, a tdvolsig- és szégméréssel R™-ben, orto-
normadlt bazisokkal, az elddllitasukra szolgdlé Gram-Schmidt-féle eljirdssal,
linedris transzformécidkkal. Az (j fogalmak jobb megértése és gyorsabb
befogaddsa céljabdl minden 1) fogalom bevezetését illusztrativ szampéldak
kisérik. A konyv szdmos gyakorlati alkalmazdst is bemutat. Koziilik sz4-
momra a Fibonacci-szdmok elegans méatrixalgebrai tdrgyaldsa jelentett ,,cse-
megét”.

Monhor példamutatdan utal az egyes témakdrdk torténeti vonatkozésaira.
Ezeket, vélhetden, a meglévé konyvek, monogrdfidk torténeti dttekintéseibdl
meriti. Sajnos ezek a magyar vonatkozdsokkal nem igen foglalkoznak. Mérpe-
dig a linedris algebra, méatrixelmélet, determindnselmélet torténete is bével-
kedik hazai nagysagokkal. Farkas Gyula hires tétele a linedris algebra, vektor-
algebra egyik ,,gybngyszeme”. Vildgviszonylatban is. Emogott az eredmény
mogott az is meghtizédik, hogy Farkas Gyula a maga idejében még nagyon
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Wjnak szamité vektoralgebrdnak nemzetkozi szinvonald értdje, tuddsa volt.
Ezt még Sain Mérton is fontosnak tartja megjegyezni Matematikatorténeti
ABC-jében: ,,Hazdnkban milkddése nyoman indult meg a vektoralgebra és a
vektoranalizis tanulmédnyozssa.”

A maétrixelmélettel, determindnselmélettel kapcsolatban pedig Egervary
Jenét kell feltétleniil megemliteni. Matrixok kombinatorikus tulajdonsdgairdl
sz6l6 cikke alapozta meg a Kuhn 4ltal a hozzarendelési feladat megoldaséra
kidolgozott ,,magyar-médszert”. Kuhn visszaemlékezése errdl a ,,sztorirél”
a SZIGMA 23 (1992) 113-118 cikkben olvashaté. Ugyancsak a SZIGMA ad
teret egy kovetkezd szamdban Egervary Jené munkdssdga bemutatdsinak és
méltatasanak.

A konyv mésodik része egy szolid korrekt bevezetd a linedris programozds-
ba, a klasszikus szimplex médszerbe, annak matematikal hatterébe, valamint
a dualitdselmélet elemeibe, gyakorlati vonatkozasaiba. Ebben a részben is
szamos illusztrativ szdmpélda segiti a megértést.

A konyvet a miiszaki, gazdasigi és agrarfSiskoldk és egyetemek hall-
gatdinak, valamint oktatéinak ajdnlja a szerzd.

* ok ok

A Kklasszikus ,,recenziémat” magam mogott tudva, szeretnék a konyv
kapcsén egy szakmal vitdt ,,provokdlni”. Monhor kényvének egyik részével
kapcsolatban van egy szubjektiv észrevételem, melyet kifejezetten az adott
targyakat oktatd kollegdim dltal tOrténé megvitatdsdra szanok.

A linedris programozds klasszikus, Dantzig-féle tdrgyaldsa alapvetden a
linedris egyenletrendszerek elméletén alapszik, annak linedris algebrai tar-
gyaldsa pedig alapvet@en a bdzis és a koordindtarendszer fogalmara épit.
Ennek a megkozelitésnek —véleményem szerint— az a tantargy-pedagdgiai
jelent8sége, hogy megerdsiti azt a matematika oktatdsban mar a kezdetektdl
,,sulykolt” mddszert, hogy ,,14j viltozd bevezetésével hozzuk egyszertibb alak-
ra a feladatot”. A linedris egyenletrendszer 4ltaldnos megoldédsa (megoldd-
képlete) pontosan ennek az elvnek a gylumolcse. Az alapfeladatot, mely-
ben az adatok a természetes bédzisbeli koordindtaikkal vannak megadva, 1ij
valtozd(k) bevezetésével dtirjuk egy mdsik, alkalmasan megvélasztott bazis
koordindtarendszerébe, és mar le is olvashatd az Osszes megoldds. A tech-
nikai kivitelezés lehet példdul az elemi bazistranszformécié, amely specidlis
koordinédta-transzformdcié. Aki linedris algebrat és linedris programozast
egyszerre tanit, annak mindenképpen ezt célszert vélasztani.

Ez a specidlis koordindta-transzformacié az alapja a szimplex mddszernek
is. Az elmondottak miatt nem tartom szerencsésnek a Monhor &ltal haszndlt
MSZ-t4bla elnevezést, ami a Majdnem SZimplex-tdbla roviditése. Az MSZ-
tabla valdjaban koordindta-tabla, mint ahogy magdt a szimplex tablat is
tekinthetjik tisztdn koordindta-tdblinak, amennyiben az LP feladatot egy
specidlis paraméteres linedris egyenletrendszernek fogjuk fel (a célfliggvény
értéke a paraméter). A szimplex algoritmus meg semmi egyéb, mint egy
pivot-algoritmus, ahol a pivot elem vilasztdsnak szdmos korlatozoé feltétele
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van. En a magam részérél ezt a megkozelitést probaltam érvényesiteni , Az
optimalizélaselmélet alapjai” c. tankdnyvemben.

A Monhori széhasznélat azt erdsiti, mintha a szimplex-tabla lenne az
els6dleges fogalom és ezdltal hattérbe szoritja a bazisok szerepét. Sajnos
tobb kényvben is a praktikum, a technika hattérbe szoritja az ,,igazi” linedris
algebrai hattér feltdrasat.

Mivel Monhor nagy hangsilyt fektet mind az elméleti megalapozésra
mind pedig a didaktikai szempontokra, ezért gondoltam arra, hogy éppen
az O konyve kapesdn célszer( felvetni ezt a tantargymddszertani kérdést.

Komldsi Sandor

RAPPAI GABOR: Uzleti statisztika Excellel.
KSH, Budapest, 2001, 231 o.

A Kozponti Statisztikai Hivatal (KSH) kezdeményezésére 2000-ben indult a
,»otatisztikal modszerek a tdrsadalmi és gazdasdgl elemzésekben” elnevezésii
sorozat egyik tagja eme kdnyv. A sorozat célja, hogy felvdllalva a KSH a tu-
domény miivelésével kapcsolatos feladatét korszer(i statisztikai mddszerekkel
ismertesse meg az érdeklédd olvasdkozonséget.

A kényv a hazai szakirodalom tt6rdi kézé sorolhaté a tekintetben, hogy
a Magyarorszagon hagyomdnyosan elméleti oktatds helyett a gyakorlati al-
kalmazdast helyezi elétérbe. Ahelyett, hogy minden egyes terlilet elméletét
taglalnd tudomdnyos mélységekben, arra torekedett a szerzd, hogy egy bdr-
melyik teriiletet képvisel6 kozgazddsz szdméra konnyen érthetd, lehetéleg
olvasményos legyen a mil. A szerzd magas foki szakmai tuddsit mutatja,
hogy a kozérthetség nem ment a szakmai szinvonal rovédsdra.

A kdnyv megirdsakor nagy segitségére volt a szerzének a tobb mint mésfél
évtizedes, a Pécsi Tudomanyegyetemen szerzett oktatdsi tapasztalat, valamint
az, hogy a gyakorlati életben is szdmtalanszor alkalmazta a statisztika-tudo-
many eredményeit. Ennek koszonhetd, hogy a kényvben szerepld példék és
megoldasuk vildgos és jdl illeszkednek az adott fejezetben tdrgyalt médszerek-
hez.

Az Elbszéban a szerzé felvizolja a mil sordn kovetett szerkesztési elvet,
és azt, mi motivdlta abban, hogy ezt kivesse. A kdnyv minden fejezetében
kovetkezetesen alkalmazza az 1. gyakorlati példa, 2. statisztikal mddszertan,
3. MS Excel tamogatds, 4. konkrét megoldds tematikdt. A példavilasztds
helyességét mutatja, hogy valamennyi példa az életbdl kiragadott eseteken
alapul, és olyan kérdéscket taglal, amely egy lizleti életben tevékenykedd
kozgazdaszban felmerilhet.

A példédkhoz nagy segitséget nyijt a CD-melléklet, amelyen megtaldlhatd
valamennyi MS Excel f4jl, amellyel a kényv sordn taldlkozhatunk. A fjlokban
megtaldlhaték az adatbdzisok, valamint az egyes fejezetekhez tartozd be-
mutatd példdk megoldasai, az ezek konnyebb megértését pedig a Flggelék
biztositja. Mint ahogy a szerzd is utal arra, hogy a mai szdmitdstechnikai
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hattérrel sokkal jobban megoldhaté a statisztika oktatdsa, hiszen az adat-
bézisok teljességiikben vizsgalhatdk, és nem kell kompromisszumot tenni a
terjedelem és a részletesség kozott, azaz szdmoldsigényes példakat is fel lehet
dolgozni révid id6 alatt.

Minden fejezetet mértéktartds jellemez, az adott problémékhoz tartozd
elméleti hattér taglaldsa sordn a szerzét mindvégig a praktikussig vezette,
elkeriilend® a terjengésséget. A kdnyvbdl megismerhetd valamennyi médszer
alapja és alkalmazdsa, és a korrekt hivatkozdsoknak koszonhetben az érdek-
16d8k jobban is elmélyiilhetnek egy-egy témaban.

Az elsb fejezetben megismerhetjiik a legegyszeribb adatelemzési tech-
nikdkat: a sorok fajtdit, azok szerkesztését, gyakorisdgi sorok készitését és
a grafikus dbrdzolds alapvetd eszkozeit. Tehdt mindazon eredményeket és
azok prezentildsdhoz sziikséges médszereket, amelyekkel a hétkdznapok sordn
barmikor taldlkozhatunk.

A 2. fejezet a tabldk szerkesztésével foglalkozik és bevezeti az olvasét a
sztochasztikus kapcesolatok vizsgélatdba. A kombindcids tablak segitségével
bemutatja a viszonyszdmokat és azok alkalmazdsi lehet8ségeit a szerzd, vala-
mint az utébbiakra épiiléen az asszocidcids kapcsolat szorossdgdnak mérését.

Elsdként kényszerult feladni a teljesség igényét a szerzd a 3. fejezetben.
A gyakorlat elve miatt kényszeriilt kihagyni néhdny kdzépérték térgyaldsit,
és koncentralni a leggyakrabban hasznaltakra. Hasonléan a kézépértékekhez
a szérédasi mérészamok esetében sem ismerhetjlik meg valamennyi mutatot,
de ez ugyantigy, mint a kozépértékek esetében csak olyan ismeretektol ,,esik
el” az olvas6, amelyeket csak igen ritkén alkalmaznak az lizleti életben. Az
aszimmetria és a csiicsossig vizsgdlatahoz viszont mar t6bb mutatdt is megis-
merhetink, és el8szor latjuk igazi hasznit a szdmitdstechnikai hattérnek a
momentumok segitségével szdmitott mutatdszamok alkalmazdsa sordn.

Merész véllalkozésnak tlinik a kdvetkeztetéses statisztika két dginak egy-
egy fejezetben valé tdrgyalédsa, hiszen mindkét alapmiiként ajanlott irodalom
2-300 oldalon keresztiil tdrgyalja a statisztika ezen agdt. A szerz6 azonban
sikerrel oldotta meg a feladatot, koncentrdlva a minimalisan elegend6 elméleti
héttérre. Figyelembe véve a konyv rendeltetését (a Péesi Tudomédnyegyetem
Kozgazdasigtudomadnyi kardn folyé MBA képzés alaptankonyve, valamint az
lzleti statisztikal gyakorlat), és a sorozatban elfoglalt helyét (a kdvetkeztetés-
elméletnek kiilon konyvet szenteltek a sorozatszerkeszték) mindenképpen el-
fogadhaté a 4. fejezetben néhol tapasztalhaté vazlatossiga.

A hipotézisvizsgdlattal foglalkozé 5. fejezetben ni uismerteti a szerzé a

médszer alapjaival az olvasét, majd sorra veszi szi: '+ valamennyi egy- és
kétmintds sokasdgi paraméterekre vonatkozd eljardsr \ széleskoril szoftveres
tamogatds nagy segitséget nydjt a felhaszndld szani. - 1. és ezt a szerz6 jél be
is mutatja.

A hazai szakirodalomtdl eltéréen irédott a 6. fi)- zet. A magyar szakiro-
dalom a varianciaanalizist legt&bbszor, mint hipotézisellenérzési mddszert
targyalja. A nyugat-eurdpai, valamint amerikai szakkOnyvek gyakorlata a
mddszer bemutatdsa, majd alkalmazdsi teriileteinek ismertetése. A szerzét a
MS Excel-es tdmogatds inditotta arra, hogy kiilon fejezetet szentelve mdéd-
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szernek mutassa be annak alkalmazhatdsdgat. A fejezet szabatosan mutatja
be a varianciaanalizis elméleti hatterét, valamint azt, hogyan alkalmazhaté a
moédszer a tobbmintds varhatd érték egyezdségének, egy sokasdg homogeni-
tdsdnak, illetve a vegyes kapcsolat szignifikdns voltanak tesztelésére.

Dilemma a sztochasztikus kapcsolatok elemzéséhez szitkséges mutatdk egy
vagy tobb helyen torténd ismertetése. A szerzé az egyes ismérvek kozotti
kapcsolatok (asszocidcids, vegyes, korreldcids) szorossidgat mérdé mutatdkat
més fejezetekben ismerteti, pusztdn a korrelacids kapcsolatnak szentel kiilon
fejezetet. A 7. fejezetben pontos, vildgosan érthet6 leirdsat és alkalmazdsat
taldljuk a linedris korreldcids egyttthaténak, mind a két-, mind a t&bbviltozds
esetet feltételezve.

A 8. fejezet ismerteti meg az olvasdval a regresszidszdmitdst. A két- és
a tObbvaltozds linedris regresszids fliggvényeken keresztill mddszeresen mu-
tatja be a szerz6 a statisztikai modellezés alapjait, melyek elsajatitdsdval
és a fejezetben kés6bb taglalt nemlinedris regresszidfiigvények segitségével
kénnyedén elsajitithaté mindazon ismeretanyag, amivel adekvat regresszids
modellek szerkeszthetOk.

Az idésorok elemzésével foglalkozik a 9. fejezet, egészen az egyszeribb
modszerektd]l a szdmoldsigényes, de megbizhatébb médszerekig. Nagyban
megkonnyiti az idésorelemzés megértését, hogy a szerzé kapcsolatot teremt
ezen témakor és az el6z0 fejezetekben targyaltak kozott. Igazi értéke a konyv-
nek, hogy mint az el6z6 fejezetben, itt is bemutatja a szerz6 a tobb, mint fél
tucat ismertetett modell gyakorlati alkalmazésat és Gsszehasonlitdsat.

A 10. fejezetben az indexszdmitdst, mint a tobb valtozd idébeni alakuldsét
vizsgdlé médszert ismerteti a szerzd, ez utdébbi tény indokolta a témakornek
a konyv végén vald térgyaldsit. Bar az MS Excel mostohdn kezeli ezt a
témakort, a szerz6é gondosan ismerteti a killonboz6 index szamitasi menetét.
Az atlagindexkdrrel pedig bepillantdst nyerhetiink a standardizalds mddszer-
tandba is.

A konyv egyszerre testesiti meg a tankodnyvek és a szakkonyvek altal té-
masztott kovetelményeket, ami nagyban kdszonhetd a gyakorlatorientalt tar-
gyaldsmddnak és a tdrgyaldsmenethez j6l illeszkedd, életszeri mintapéldaknak.
Bér a konyv legfébb erénye az, hogy el6térbe helyezi az alkalmazdst, a ter-
jedelemhez mérten korrekten ismerteti az egyes mddszerek elméleti hatterét.
Mindezeket figyelembe véve bdtran ajdnlhatom mind a hallgaté, mind a
végzett kozgazdaszok szdmaéra.

Lénért Imre






