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V¶ELEM¶ENYRANGSOROK ALKALMAZ¶ASA P¶ENZÄUGYI
SZITU¶ACI¶OKBAN1

BAYER P¶ETER
EÄotvÄos Lor¶and Tudom¶anyegyetem

A Bayesi{Nash-Egyens¶uly egy kellemetlen tulajdons¶ag¶at vizsg¶aljuk. Egy
bankp¶anikot modellez}o j¶at¶ek fel¶³r¶asa sor¶an k¶et lehets¶eges megold¶ast muta-
tunk be, az els}o a j¶at¶ek Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, melyhez ismertetjÄuk az
elm¶eleti h¶atteret els}osorban Hars¶anyi (1967-68) alapj¶an, a m¶asodik pedig
egy optimista feltev¶esen alapul¶o dÄont¶es. A m¶asodik esetben v¶elem¶enyrang-
sorokat haszn¶altunk arra, hogy az ¶altalunk haszn¶alt optimizmusnak racion¶alis
korl¶atokat szabjunk. Eredm¶enyÄul azt kaptuk, hogy a Bayesi{Nash-Egyens¶uly
nagyon ¶ovatos, a kÄozgazdas¶agi feltev¶eseknek ellentmond¶o strat¶egi¶at kÄovet,
m¶³g az optimista strat¶egia teljes¶³ti az el}ozetesen elv¶art tulajdons¶agokat. Azt
gondoljuk, hogy a gyakorlati ¶eletben mutatott viselked¶es kÄozelebb van ehhez
az optimista strat¶egi¶ahoz mint a Bayesi{Nash-Egyens¶ulyban mutatott t¶ulzott
¶ovatoss¶aghoz.

Kulcsszavak : Bayesi-j¶at¶ekok, Bayesi{Nash-Egyens¶uly, v¶elem¶enyrangsorok,
interim norm¶al forma, ex-ante norm¶al forma.

1 Bevezet¶es

A cikk a Bayesi-j¶at¶ekokon ¶ertelmezett Nash-Egyens¶uly fogalmak egy negat¶³v
tulajdons¶ag¶aval foglalkozik. A j¶at¶ekelm¶elet kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asa szem-
pontj¶ab¶ol l¶enyeges, hogy a gyakran haszn¶alt fogalmak intu¶³ci¶oinknak megfele-
l}oen m}ukÄodjenek a fontos kÄozgazdas¶agi jelens¶egeken. N¶alunk ez a jelens¶eg egy
¯kt¶³v v¶allalat bankbet¶etj¶enek kezel¶ese lesz a kÄulÄonbÄoz}o p¶enzÄugyi helyzetek-
ben, a j¶at¶ekelm¶eleti fogalom pedig a nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os helyzetek mo-
dellez¶es¶en¶el haszn¶alt legalapvet}obb egyens¶ulyfogalom, a Bayesi{Nash-Egyen-
s¶uly.

A p¶enzÄugyi szitu¶aci¶ok j¶at¶ekelm¶eleti megkÄozel¶³t¶ese bej¶aratott terÄulet. Erre
j¶o hazai p¶elda Cs¶oka (2003) ¶es Balog et al. (2011), akik kooperat¶³v j¶at¶ekelm¶e-
leti eszkÄozÄoket mutatnak be kock¶azatkezel¶esi szitu¶aci¶okban, vagy Sz}ucs et
al. (2010), akik a kÄulÄonbÄoz}o gazdas¶agi szerz}od¶eseket vizsg¶alj¶ak episztemol¶ogiai
szempontb¶ol. A p¶enzÄugyi piac szerepl}oi kÄozÄott fell¶ep}o interakci¶okb¶ol sz¶armaz¶o
kock¶azat egyik megjelen¶ese a bankp¶anik. A bankp¶anikoknak szint¶en komoly
irodalma l¶etezik, ezek kÄozÄul a legismertebb Diamond ¶es Dybvig (1983), akik

1Ez¶uton szeretn¶em megkÄoszÄonni Pint¶er Mikl¶osnak seg¶³t}ok¶eszs¶eg¶et, ¶es hogy idej¶et nem
k¶³m¶elve t¶amogatott szakmai ¶es formai tan¶acsaival. KÄoszÄonÄom sz¶epen T¶oth M¶anuelnek,
hogy gondolkodott velem ¶es megosztotta velem v¶elem¶eny¶et. Be¶erkezett: 2013. febru¶ar 20.
E-mail: bayerpet@cs.elte.hu
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tÄobbid}oszakos modellj¶et Green ¶es Lin (2000) ¶es Green ¶es Lin (2003) gondolt¶ak
tov¶abb. Ugyanennek a modellnek az egyid}oszakos vari¶ansa jÄon el}o Allen ¶es
Morris (1998)-ban is, n¶emileg ford¶³tott gondolatmenettel: }ok egy absztrakt
episztemol¶ogiai strukt¶ura, a v¶elem¶enyrangsor fontoss¶ag¶at hangs¶ulyozt¶ak p¶enz-
Äugyi kÄornyezetben. CikkÄunk az ¶altaluk bevezetett j¶at¶ek, a szarvasvad¶aszat
(ld. 1. t¶abl¶azat) egy nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os ¶atirat¶at haszn¶alja szeml¶eltet¶esÄul.
Az ¶atirat l¶enyege, hogy bevezetÄunk egy kock¶azatparam¶etert mindk¶et j¶at¶ekos-
ra, mely egy kÄuls}o adotts¶ag, tov¶abb¶a mindk¶et j¶at¶ekost ell¶atjuk v¶eleked¶esekkel
a m¶asik kock¶azati param¶eter¶er}ol. Az ¶³gy kapott ¶uj j¶at¶ekban a kock¶azatos ak-
ci¶ot (szarvas) a bankbet¶et megtart¶asa helyettes¶³ti, a kisebb ki¯zet¶est ny¶ujt¶o
biztons¶agos akci¶ot (ny¶ul) a bet¶et felold¶asa. Itt az fogja jelenteni a vesz¶elyt, (a
szarvas elijeszt¶es¶et) hogy ha valaki kock¶azatmentes strat¶egi¶at v¶alaszt, azzal
bankcs}odÄot id¶ez el}o, ¶es a nagyobb ki¯zet¶es el¶erhetetlenn¶e v¶alik. L¶atni fogjuk,
hogy az ¶uj j¶at¶eknak egyetlen Bayesi{Nash-Egyens¶ulypontja van, ez pedig az,
ami a szarvasvad¶aszatban a kock¶azatdomin¶ans Nash-Egyens¶ulynak felel meg
(ny¶ul, ny¶ul), teh¶at elvesz¶³tjÄuk a Pareto-optim¶alis Nash-Egyens¶ulyt (szarvas,
szarvas).

M¶asik vad¶asz
Szarvas Ny¶ul

Egyik vad¶asz Szarvas (2,2) (0,1)
Ny¶ul (1,0) (1,1)

1. t¶abl¶azat. A szarvasvad¶aszat

Ez a megold¶as a p¶enzÄugyi vil¶agb¶ol vett tapasztalatnak ellentmond, a ban-
kokat alacsony kock¶azat mellett nem rohanj¶ak meg a bet¶etesek ¶es nem kÄovet-
kezik be a bankcs}od. ¶Igy a kÄozgazdas¶agi alkalmaz¶asok szempontj¶ab¶ol l¶enye-
ges, hogy magyar¶azatot tudjunk tal¶alni arra, hogy mik¶ent jÄohet l¶etre m¶egis
viszonylag alacsony kock¶azat eset¶en a Pareto optim¶alis egyens¶uly, amikor a
bankbet¶eteket nem oldj¶ak fel, illetve megmondjuk, hogy milyen kock¶azati pa-
ram¶eter¶ert¶ekre ¶eri meg a nagyobb ki¯zet¶esre utazni, ¶es mikor ¶eri meg ink¶abb
a biztons¶agos akci¶o. Ehhez a j¶at¶ekosok episztemol¶ogiai tulajdons¶agait ¶³rjuk
fel, a t¶³pusokat a lehets¶eges kock¶azati param¶eter¶ert¶ekekhez igaz¶³tva. Az egyes
t¶³pusokban levezetjÄuk a j¶at¶ekosok v¶elem¶enyrangsorait Aumann (1999b) alap-
j¶an, majd ennek megfelel}oen de¯ni¶alunk dÄont¶eseket a j¶at¶ekosoknak. L¶atni
fogjuk, hogy az ¶³gy kapott dÄont¶esek megfelelnek az elv¶art logikus kÄovetelm¶e-
nyeknek, teh¶at kapunk olyan t¶³pusokat, amiben a Pareto-optim¶alis egyens¶ulyt
j¶atssz¶ak a j¶at¶ekosok ¶es alacsonyabb kock¶azat eset¶en alacsonyabb a bankcs}od
bekÄovetkez¶es¶enek val¶osz¶³n}us¶ege.

A kÄovetkez}o r¶eszben bevezetjÄuk a fogalmakat, amikkel dolgozunk, els}o-
sorban Forg¶o et al. (2005) ¶es Pint¶er (2011) alapj¶an. A Bayesi-j¶at¶ek fogalma
¶es a kÄozÄos prior felt¶etelez¶ese Hars¶anyi (1967-68)-t¶ol ered. A Bayesi{Nash-
Egyens¶ulyhoz Nguyen (2011) ¶es Battigalli et al. (2011) volt seg¶³ts¶egÄunkre.
A Bayesi{Nash-Egyens¶uly episztemol¶ogiai felt¶eteleihez l¶asd m¶eg Aumann ¶es
Brandenburger (1995). A harmadik r¶eszben bemutatjuk az Allen ¶es Morris
(1998)-ban szerepl}o, Bayer ¶es T¶oth (2011) ¶altal ¶at¶³rt j¶at¶ekot, ¶es fel¶³rjuk a
Bayesi{Nash-Egyens¶ulyt. Ezut¶an a j¶at¶ekosok v¶eleked¶ese ¶es az intu¶³ci¶oink
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alapj¶an konstru¶alunk a j¶at¶ekra egy alternat¶³v megold¶ast. A negyedik r¶eszben
az itt kapott megold¶as gyakorlati felt¶eteleit mutatjuk be.

2 Alapfogalmak

Egy bevett j¶at¶ekelm¶eleti jelÄol¶essel a tanulm¶any sor¶an i 2 N eset¶en ¡i-vel
jelÄoljÄuk az N n fig halmazt. A halmaz eset¶en P(A)-val jelÄoljÄuk A hatv¶any-
halmaz¶at.

2.1 Bayesi-j¶at¶ek ¶es Bayesi{Nash-Egyens¶uly

Az itt haszn¶alt fogalmakhoz l¶asd m¶eg p¶eld¶aul Pinter (2011).

2.1. De¯n¶³ci¶o. Egy G = (N; fAigi2N ; fuigi2N) list¶at norm¶al form¶aban meg-
adott j¶at¶eknak nevezÄunk, ahol

{ N a j¶at¶ekosok v¶eges, nemÄures halmaza,

{ Ai az i j¶at¶ekos v¶eges, nemÄures akci¶ohalmaza, tov¶abb¶a a £i2NAi szorza-
tot A-val jelÄoljÄuk,

{ ui : A ! IR a j¶at¶ekosok ki¯zet¶esfÄuggv¶enye.

2.2. De¯n¶³ci¶o. Egy a¤ 2 A akci¶opro¯l G = (N; fAigi2N ; fuigi2N) j¶at¶ek
Nash-Egyens¶ulya, ha minden i 2 N-re ¶es minden ai 2 Ai-re ui(ai; a¤

¡i) ·
ui(a¤).

A kÄozgazdas¶agi probl¶em¶ak t¶ulnyom¶o tÄobbs¶eg¶ehez a j¶at¶ek norm¶al form¶aban
tÄort¶en}o fel¶³r¶asa kev¶es, ugyanis nem szerepelnek benne a j¶at¶ekra hat¶ast gya-
korl¶o bels}o (j¶at¶ekosokhoz rendelhet}o) ¶es kÄuls}o (j¶at¶ekosokhoz nem rendelhet}o,
¶ugynevezett term¶eszeti) param¶eterek. A Bayesi-j¶at¶ek ¶es a t¶³pust¶er fogalma
ezt hivatott megoldani. Mivel a p¶eld¶ank minden param¶etere csak v¶eges hal-
mazb¶ol kerÄul ki, didaktikai okokb¶ol Osborne ¶es Rubinstein (1994)-hez hason-
l¶oan v¶eges t¶³pusteret felt¶etelezÄunk. Mag¶at¶ol ¶ertet}od}o, hogy amit ¶all¶³tunk,
¶altal¶anosabb de¯n¶³ci¶okkal is m}ukÄodik.

2.3. De¯n¶³ci¶o. A T = (P; fTigi2N ; ¦) list¶at t¶³pust¶ernek nevezzÄuk, ahol

{ P a v¶eges, nemÄures param¶etert¶er,

{ Ti az i j¶at¶ekos v¶eges, nemÄures t¶³pushalmaza,

{ ¦ a kÄozÄos prior, mely egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as P £ T = fÄolÄott, ahol
T = £i2NTi.

A fenti fel¶³r¶asban a P param¶eterteret a term¶eszet ¶allapotainak is szok¶as
nevezni, ¶es a vil¶ag a j¶at¶ek azon inform¶aci¶oit gy}ujti Äossze, amelyek relev¶ansak

� 
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a j¶at¶ek szempontj¶ab¶ol, de nem az egyes j¶at¶ekosokra vonatkoznak. Ezzel szem-
ben a Ti t¶³pushalmazok tartalmazz¶ak azokat a param¶etereket, amik kifejezet-
ten a j¶at¶ekosokhoz kapcsolhat¶o inform¶aci¶ok. A P £T halmazt -val jelÄoljÄuk,
¶es vil¶ag¶allapotok halmaz¶anak nevezzÄuk.

2.4. P¶elda. A r¶eszv¶enypiacon k¶et ¶allapot jÄohet l¶etre, nÄoveked¶es (p1) vagy
csÄokken¶es (p2). Van k¶et befektet}o (1; 2), akik kÄulÄonbÄoz}o inform¶aci¶okkal ren-
delkeznek a piac alakul¶as¶ar¶ol. Az els}o v¶arhat stagn¶al¶ast (t11) vagy nÄoveked¶est
(t21). Ha stagn¶al¶ast v¶ar, akkor a piac k¶etszer akkora val¶osz¶³n}us¶eggel csÄokken,
mint n}o, m¶³g ha nÄoveked¶est v¶ar, akkor 1 val¶osz¶³n}us¶eggel nÄovekszik. A m¶asodik
befektet}o semmit nem tud a piacr¶ol. A r¶eszv¶enypiac 1/2 { 1/2 prior val¶osz¶³-
n}us¶eggel n}o vagy csÄokken. Ezen episztemol¶ogiai szitu¶aci¶ohoz tartoz¶o t¶³pust¶er
a kÄovetkez}ok¶epp ¶³rhat¶o fel: P = fp1; p2g, T1 = ft11; t

2
1g, T2 = ft2g ¶es ¦ olyan,

hogy

¦(fp1g £ ft11g £ ft2g) = ¦(fp1g £ ft21g £ ft2g) =
1

4
;

¦(fp2g £ ft11g £ ft2g) =
1

2
¶es ¦(fp2g £ ft21g £ ft2g) = 0 :

Ekkor a felt¶eteles val¶osz¶³n}us¶egekre teljesÄulnek a szÄovegben fel¶³rt ÄosszefÄugg¶e-
sek:

{ ¦(fp1g) = 1
2 , ¦(fp2g) = 1

2 ,

{ ¦(fp1gjft11g) = 1
3
, ¦(fp2gjft11g) = 2

3
,

{ ¦(fp1gjft21g) = 1, ¦(fp2gjft21g) = 0.

2.5. De¯n¶³ci¶o. Egy GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) list¶at Bayesi-j¶at¶eknak
nevezÄunk, ahol

{ N ¶es Ai a 2.1. de¯n¶³ci¶ob¶ol val¶oak,

{ si : Ti ! Ai, i j¶at¶ekos strat¶egi¶aja, Si az i 2 N j¶at¶ekos strat¶egiahalmaza,

{ ui : P £ A ! IR az i 2 N j¶at¶ekos ki¯zet¶esfÄuggv¶enye,

{ T a 2.3. de¯n¶³ci¶oban megadott t¶³pust¶er.

Ahhoz, hogy Bayesi{Nash-Egyens¶ulyr¶ol tudjunk besz¶elni, a 2.5. de¯n¶³-
ci¶oban megadott j¶at¶ekot Hars¶anyi (1967-68)-t kÄovetve ¶at kell ¶³rnunk norm¶al
form¶aba. Ehhez Battigalli et al. (2011) k¶etf¶ele ¶at¶³r¶ast eml¶³t, az interim ¶es az
ex-ante form¶at. A k¶et ¶at¶³r¶as nagyban kÄulÄonbÄozik megkÄozel¶³t¶es szempontj¶ab¶ol,
¶es ¶altal¶aban a rajtuk ¶ertelmezett Nash-Egyens¶uly is elt¶er}o eredm¶enyeket ad.

2.6. De¯n¶³ci¶o. A GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ek interim
norm¶al form¶aj¶anak nevezzÄuk azt a Gint = (N̂; fÂjgj2N̂ ; fûjgj2N̂) norm¶al
form¶aban megadott j¶at¶ekot, ahol

{ N̂ = [i2NTi ,

� 
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{ Âj = Ai, ahol j 2 Ti, i 2 N ,

{ û : Â ! IR, hogy minden â 2 Â-ra: ûj(â) =
R

P£A
uj ± (idP ; ŝ) d¦j ,

ahol Â = £j2N̂ Âj , ŝi : Ti ! Ai, hogy minden k 2 Ti : ŝi(k) = âk, i 2 N ,

ŝ : T ! A az fŝigi2N lek¶epez¶esek szorzata, (idP ; ŝ) lek¶epez¶es az idP ¶es s
lek¶epez¶esek szorzata, ¦j pedig a j¶at¶ekosok egyes t¶³pusaiban l¶ev}o els}orend}u
v¶eleked¶ese, mely val¶osz¶³n}us¶egi eloszl¶ast a kÄozÄos priorb¶ol sz¶armaztatjuk a fel-
t¶eteles val¶osz¶³n}us¶eg naiv de¯n¶³ci¶oja alapj¶an j = ti-re:

¦j(ft1g£. . .£ftig£. . .£ftng) =
¦(ft1g £ . . . £ ftig £ . . . £ ftng)

¦(T1 £ . . . £ Ti¡1 £ ftig £ Ti+1 £ . . . £ Tn)
:

Az interim megkÄozel¶³t¶esben az eredeti j¶at¶ek t¶³pusai lesznek az ¶uj j¶at¶ekosok,
akci¶ohalmazaik nem v¶altoznak (a r¶egi j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai lesznek az ¶uj
j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai), az ¶uj ki¯zet}ofÄuggv¶enyben pedig nincsenek egym¶asra
hat¶assal azok a t¶³pusok, akik egyazon j¶at¶ekoshoz tartoztak. Az interim forma
¶ertelmezhet}o ¶ugy is, hogy el}oszÄor a term¶eszet l¶ep, ¶es minden j¶at¶ekosnak kisor-
sol egy t¶³pust, majd ennek megfelel}oen a t¶³pusok ismeret¶eben a j¶at¶ekosok v¶a-
lasztanak egy akci¶ot. A j¶at¶ekosoknak ¶uj v¶eleked¶esÄuk lesz a vil¶ag¶allapotokr¶ol,
ezt a v¶eleked¶est nevezzÄuk els}orend}u v¶eleked¶esnek.

2.7. P¶elda. TekintsÄuk a kÄovetkez}o (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ekot:

{ N = f1; 2g ; A1 = A2 = fLong; Shortg,

{ fuigi2N ki¯zet¶eseket a 2. ¶es 3. t¶abl¶azatban adjuk meg,

{ T a 2.4. p¶eld¶ab¶ol sz¶armazik.

2-es j¶at¶ekos
Long Short

1-es j¶at¶ekos Long (60,60) (0,0)
Short (0,0) (0,0)

2. t¶abl¶azat. A ki¯zet¶esek p1 term¶eszet¶allapot eset¶en

2-es j¶at¶ekos
Long Short

1-es j¶at¶ekos Long (0,0) (0,120)
Short (120,0) (0,0)

3. t¶abl¶azat. A ki¯zet¶esek p2 term¶eszet¶allapot eset¶en

Ekkor a Bayesi-j¶at¶ek interim norm¶al form¶aj¶at a 4. t¶abl¶azat tartalmazza, a
ki¯zet¶esek sorrendje: t11, t21, t2.

t11 t2
Long-ot j¶atszik Long Short
t21 Long (20,60,30) (0,0,60)

Short (20,0,15) (0,0,60)

t11 t2
Short-ot j¶atszik Long Short

t21 Long (40,60,15) (0,0,0)
Short (80,0,0) (0,0,0)

4. t¶abl¶azat. Az interim norm¶al form¶aban megadott j¶at¶ek
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2.8. De¯n¶³ci¶o. A GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ;T ) Bayesi-j¶at¶ek ex-ante
norm¶al form¶aj¶anak nevezzÄuk azt a Gex = (N; fSigi2N ; f¹uigi2N ) norm¶al for-
m¶aban megadott j¶at¶ekot, ahol

{ Az fSigi2N strat¶egiahalmazok a 2.5. de¯n¶³ci¶ob¶ol val¶ok,

{ ¹ui : S ! IR, hogy minden s 2 S-re: ¹ui(s) =
R
P £T ui ± (idP ; s) d¦ ,

ahol S = £j2NSj, ¦ pedig a kÄozÄos prior.

Az ex-ante megkÄozel¶³t¶es abban kÄulÄonbÄozik az interimt}ol, hogy itt a j¶at¶eko-
sok a t¶³pusuk k¶ezhez kap¶asa el}ott v¶alasztanak maguknak egy strat¶egi¶at, azaz
minden t¶³pusra megmondj¶ak, mit fognak j¶atszani. Ehhez a kÄozÄos priorjukat
fogj¶ak felhaszn¶alni, ugyanis a dÄont¶es el}ott azt felt¶etelezzÄuk, hogy a j¶at¶ekosok
nem tudj¶ak, milyen t¶³pust kapnak.

2.9. P¶elda. TekintsÄuk 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ennek az ex-
ante norm¶al form¶aj¶at az 5. t¶abl¶azatban adtuk meg. A sorj¶at¶ekos strat¶egi¶aiban
elÄol a t11-ben, h¶atul pedig a t21-ben v¶alasztott akci¶o kezd}obet}uje szerepel.

2-es j¶at¶ekos
Long Short

LL (30,30) (0,60)
1-es j¶at¶ekos LS (15,15) (0,60)

SL (45,15) (0,0)
SS (60,0) (0,0)

5. t¶abl¶azat. Az ex-ante norm¶al form¶aban megadott j¶at¶ek

2.10. De¯n¶³ci¶o. Egy s¤ 2 S strat¶egiapro¯l GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T )
Bayesi-j¶at¶ek interim Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, ha l¶etezik olyan â 2 Â ak-
ci¶opro¯l, ami Nash-Egyens¶uly az (N̂; fÂigi2N̂ ; fûigi2N̂ ) j¶at¶ekban, ez a j¶at¶ek
GB interim norm¶al form¶aja, ¶es minden i 2 N j¶at¶ekosra ¶es k 2 Ti t¶³pusra
s¤

i (k) = âk.

2.11. P¶elda. TekintsÄuk a 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ekkor
a 3. ¶es 4. t¶abl¶azatb¶ol kiolvashat¶o, hogy ((Short, Long), Long) a j¶at¶ek egy
interim Bayesi{Nash-Egyens¶ulya.

2.12. De¯n¶³ci¶o. Egy s¤ 2 S strat¶egiapro¯l GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T )
Bayesi-j¶at¶ek ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶ulya, ha s¤ Nash-Egyens¶uly az
(N; fSigi2N ; f¹uigi2N) j¶at¶ekban, ¶es ez a j¶at¶ek GB ex-ante norm¶al form¶aja.

2.13. P¶elda. TekintsÄuk a 2.7. p¶eld¶aban megadott Bayesi-j¶at¶ekot. Ekkor a
2.9. p¶eld¶aban fel¶³rt form¶ab¶ol l¶atszik, hogy ((Short, Long), Long) a j¶at¶ek egy
ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶ulya (5. t¶abl¶azat).

2.14. Felvet¶es. GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) v¶eges t¶³puster}u Bayesi-
j¶at¶ekra feltesszÄuk, hogy minden t¶³pus prior val¶osz¶³n}us¶ege pozit¶³v, azaz:

¦(P £ T1 £ . . .Ti¡1 £ ftig £ Ti+1 £ . . . £ Tn) > 0

tetsz}oleges i 2 N-re ¶es ti 2 Ti-re.
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2.15. ¶All¶³t¶as. Ha GB = (N; fAigi2N ; fuigi2N ; T ) Bayesi-j¶at¶ekban a 2.14.
felvet¶es teljesÄul, akkor s 2 S = £i2NSi strat¶egiapro¯l pontosan akkor interim
Bayesi{Nash-Egyens¶ulya GB j¶at¶eknak, ha ex-ante Bayesi|Nash-Egyens¶uly
is.

Bizony¶³t¶as. L¶asd p¶eld¶aul Nguyen (2011), vagy Mas-Colell et al. (1995) 255.
oldal 8.E.1. ezzel ekvivalens ¶all¶³t¶as¶at. 2

Mivel a 2.14. felvet¶es tanulm¶anyunk sor¶an v¶egig teljesÄul, az interim ¶es
az ex-ante Bayesi{Nash-Egyens¶uly fogalma a 2.15. ¶all¶³t¶as miatt esetÄunkben
egybeesik, ez¶ert csak Bayesi{Nash-Egyens¶ulyk¶ent hivatkozunk r¶a.

2.2 V¶elem¶enyrangsorok

¶Altal¶anosan a v¶elem¶enyrangsorok megkonstru¶al¶asa el¶eg technikai, ¶³gy az ¶alta-
lunk haszn¶alt speci¶alis esetben didaktikai okokb¶ol nem ¶³rjuk fel }oket. Ennek
r¶eszben az is az oka, hogy m¶³g az els}orend}u v¶eleked¶es viszonylag k¶ezzelfoghat¶o
a val¶os ¶eletben is, a v¶eleked¶esekr}ol alkotott v¶eleked¶esek fogalma, ¶es a j¶at¶ekra
val¶o hat¶asuk m¶ar kev¶esb¶e.

2.16. P¶elda. Anna ¶es B¶ela a kÄovetkez}o j¶at¶ekot j¶atssz¶ak: Adott egy n¶egy
¯¶okos szekr¶eny, melynek mindegyik ¯¶okj¶aban van k¶et-k¶et Äosszehajtogatott
pap¶³rlap. A pap¶³rlapokon sz¶amok szerepelnek ¶ugy, hogy mindegyik ¯¶okban
van egy lap, amin 1-es szerepel, egy ¯¶okba kerÄult 0- ¶as sz¶am, a marad¶ek h¶arom
¯¶okba pedig egy-egy 2-es sz¶am. A j¶at¶ek elej¶en Anna ¶es B¶ela megegyeznek,
hogy melyik ¯¶okot v¶alasztj¶ak (egyikÄuk sem tudja, melyik ¯¶okban van a 0),
majd azon belÄul mindketten v¶alasztanak egy-egy pap¶³rlapot ¶es megn¶ezik a
saj¶atjukat. Ezut¶an Anna dÄonthet, hogy besz¶all-e a licitbe vagy nem. Ha nem
sz¶all be, B¶ela nyer egy forintot Ann¶at¶ol. Ha besz¶all, B¶ela is dÄonthet, hogy
besz¶all, vagy nem. Ha B¶ela nem sz¶all be, Anna kap egy forintot B¶el¶at¶ol. Ha
B¶ela is besz¶all, akkor mindketten megn¶ezik egym¶as lapj¶at is, ¶es amelyikÄuk¶en
nagyobb sz¶am szerepel, az n¶egy forintot nyer a m¶asikt¶ol.

Ez a j¶at¶ek megmutatja, hogy a m¶asodrend}u v¶eleked¶esek is szerepet kap-
nak a j¶at¶ek megold¶as¶aban. Vizsg¶aljuk meg, mi tÄort¶enik ebben a p¶eld¶aban
akkor, ha Anna a null¶as sz¶amot h¶uzza. Ekkor }o term¶eszetesen pontosan tudja,
hogy B¶ela kez¶eben egyes van, ahogyan azt is, hogy B¶ela szerint Ann¶an¶al 1

4
val¶osz¶³n}us¶eggel van null¶as ¶es 3

4 val¶osz¶³n}us¶eggel kettes. Azaz Anna v¶eleked¶ese
B¶el¶ar¶ol az, hogy B¶ela nyerne, ha mindketten besz¶alln¶anak, de Anna v¶eleked¶ese
B¶ela v¶eleked¶es¶er}ol megmondja, hogy B¶ela be sem sz¶allna a j¶at¶ekba, ugyanis
B¶ela v¶arhat¶o ki¯zet¶ese ekkor a saj¶at els}orend}u v¶eleked¶ese szerint ¡4¢ 3

4
+4¢ 1

4
=

¡2, m¶³g ha nem sz¶all be, akkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶ese ¡1.

A p¶eld¶aban l¶athat¶o, hogy a j¶at¶ekosok a vil¶ag¶allapotokr¶ol val¶o inform¶aci¶oi-
kat hogyan tudj¶ak felhaszn¶alni a tÄobbi j¶at¶ekos akci¶oira val¶o kÄovetkezt¶eshez. A
kÄovetkeztet¶es eszkÄozei a v¶elem¶enyek, a szakirodalomban haszn¶alt v¶elem¶eny-
rangsor fogalom pedig ezeket formaliz¶alja. Ahhoz, hogy Anna tudjon B¶ela
dÄont¶es¶er}ol kÄovetkeztetni, szÄuks¶eg van arra, hogy Anna tudja, hogy B¶ela (els}o
rendben) racion¶alis. A racionalit¶as ¶es a tud¶as fogalm¶anak sz¶eles j¶at¶ekelm¶eleti
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irodalma van (Aumann, 1999a), amivel itt nem foglalkozunk kiterjedten. A
tud¶ast a sz¶o kÄoznapi ¶ertelm¶eben haszn¶aljuk, a kÄoztudott azt jelenti, hogy
minden j¶at¶ekos tudja, hogy minden j¶at¶ekos tudja . . . ¶es ¶³gy tov¶abb a v¶eg-
telens¶egig, m¶³g a racionalit¶as azt fogja jelenteni, hogy a j¶at¶ekosok v¶arhat¶o
ki¯zet¶est maximaliz¶alnak.

Mivel minden j¶at¶ekosnak minden j¶at¶ekos v¶eleked¶es¶er}ol lehet v¶eleked¶ese, a
magasabb rend}u v¶elem¶enyeket k¶et j¶at¶ekos eset¶en a legegyszer}ubb vizsg¶alni.
A p¶eld¶aban is l¶athatjuk, hogy a m¶asodrend}u v¶eleked¶es a v¶eges esetben, min-
den t¶³pusra egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as lesz a vil¶ag¶allapotok ter¶en. Az els}orend}u
v¶eleked¶esek kÄoztudottak, hiszen a kÄozÄos priorb¶ol sz¶amoljuk }oket. Intuit¶³ve, a
v¶elem¶enyekr}ol alkotott v¶elem¶enyek csak az els}orend}u v¶eleked¶esekt}ol fÄuggenek,
¶es ¶³gy a m¶asodrend}u v¶elem¶enyek is kisz¶amolhat¶ok a kÄozÄos priorb¶ol ¶es kÄoztu-
dottak. Ez l¶ep¶esenk¶ent minden v¶elem¶enyszintre elmondhat¶o, teh¶at a j¶at¶ekosok
v¶elem¶enyrangsora { a kÄulÄonbÄoz}o rend}u v¶eleked¶esek Äosszess¶ege { kÄoztudott.

3 A vizsg¶alt szitu¶aci¶o

Ebben a r¶eszben az Allen ¶es Morris (1998) ¶altal t¶argyalt j¶at¶ek egy v¶altozat¶at
vizsg¶aljuk. A j¶at¶ek mÄogÄotti tÄort¶enet a kÄovetkez}o: K¶et v¶allalat a f}o bet¶ete-
sei egy banknak. Mindk¶et v¶allalat el}ott k¶et lehet}os¶eg ¶all, vagy kiveszik a
bet¶etjÄuket (W=Withdraw) vagy bennhagyj¶ak minden p¶enzÄuket a bankban
(R=Remain). Legyen a v¶allalatok bet¶etje 100$ { 100$. Amennyiben mindk¶et
v¶allalat ¶ugy dÄont, hogy a bankban hagyj¶ak a p¶enzÄuket, az id}oszak v¶eg¶en a
bank mindkettejÄuknek ¯zet kamatot, ennek m¶ert¶eke 35% (a pontos ¶ert¶ek kÄoz-
gazdas¶agilag nem relev¶ans, az¶ert haszn¶alunk ilyen magas kamatl¶abat, hogy
kev¶es j¶at¶ekos ¶es kev¶es t¶³pus eset¶en is tudjunk kÄovetkeztetni). Amennyiben
b¶armelyik vagy mindk¶et v¶allalat kiveszi a p¶enz¶et, akkor hozz¶ajut a 100$-
j¶ahoz, azonban ha az egyik v¶allalat bent hagyja a p¶enz¶et, m¶³g a m¶asik kiveszi,
akkor a tÄort¶enet szerint a bank cs}odbe megy, ¶es az els}o v¶allalat elbukja a
100$-j¶at.

A ¡ = (N; fA1;A2g; fu1; u2g) j¶at¶ek a kÄovetkez}o:

{ N = f1; 2g a j¶at¶ekosok halmaza,

{ A1 = A2 = fR;Wg a j¶at¶ekosok akci¶ohalmazai,

{ A j¶at¶ekosok u1, u2 ki¯zet¶eseit a 6. t¶abl¶azat mutatja.

2-es j¶at¶ekos
R W

1-es j¶at¶ekos R (135,135) (0,100)
W (100,0) (100,100)

6. t¶abl¶azat. A ¡ j¶at¶ek ki¯zet}o-bim¶atrixa

TegyÄuk fel tov¶abb¶a, hogy a vizsg¶alt szitu¶aci¶o nem tÄok¶eletes inform¶aci¶os,
a j¶at¶ekosok kÄulÄonbÄoz}o t¶³pus¶uak lehetnek Hars¶anyi (1967-68), ¶es a t¶³pusok
hat¶assal lehetnek a j¶at¶ekos strat¶egi¶aira. A j¶at¶ekosok t¶³pusai a likvidit¶asi mu-
tat¶ojuk, feltesszÄuk, hogy mindk¶et v¶allalat likvidit¶asi mutat¶oja egy-egy eg¶esz
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sz¶am 0 ¶es 7 kÄozÄott. A 0 ,,jelent¶ese", hogy az adott v¶allalat cs}odben van,
az 1-¶e az, hogy egy v¶allalat cs}odkÄozeli, a 7-es jelenti a p¶enzÄugyileg legjobb
¶allapotot, m¶³g a kÄoztes ¶ert¶ekek kÄoztes likvidit¶ast jeleznek. FeltesszÄuk, hogy
ha egy v¶allalat cs}odben van, vagy cs}odkÄozeli, akkor ki kell vennie a p¶enz¶et.
A j¶at¶ekosok t¶³pusai nem fÄuggetlenek, korrel¶altak, ami n¶alunk azt fogja je-
lenteni, hogy a likvidit¶asi mutat¶ojuk nem t¶erhet el egyn¶el jobban egym¶ast¶ol,
azaz, ha 1-es j¶at¶ekos t¶³pusa 3, akkor 2-es j¶at¶ekos¶e 2, 3 vagy 4 lehet. En-
nek magyar¶azata az ¶altalunk vizsg¶alt helyzetben annyi, hogy a k¶et v¶allalat
ugyanabban az ipar¶agban dolgozik, ¶³gy ugyanazok a hat¶asok hatnak r¶ajuk,
¶es b¶ar lehetnek kÄozÄottÄuk kÄulÄonbs¶egek, likvidit¶asuk nagyban ÄosszefÄugg.

A ¡B = (N; fA1;A2g; fu1; u2g; T ), T = (P; fT1; T2g;¦) Bayesi-j¶at¶ek ¶es a
hozz¶a tartoz¶o t¶³pust¶er a kÄovetkez}o:

{ N , fA1; A2g, fu1; u2g a ¡ j¶at¶ekb¶ol val¶o, teh¶at az u1 ¶es u2 ki¯zet}o-
fÄuggv¶enyek nem fÄuggenek a t¶³pusokt¶ol,

{ T1 = T2 = f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g a j¶at¶ekosok t¶³pushalmazai, P egyelem}u,

{ si : Ti ! fR; Wg az i j¶at¶ekos egy strat¶egi¶aja olyan, hogy si(t) 2
fR;Wg, ha t 2 f2; 3; 4; 5; 6; 7g, ¶es W kÄulÄonben, Si az i j¶at¶ekos strat¶egia-
halmaza, i 2 f1; 2g, teh¶at 0 ¶es 1 t¶³pusban egy v¶allalat mindenk¶epp
kiveszi a p¶enz¶et,

{ ¦ a kÄozÄos prior a 7. t¶abl¶azatban l¶athat¶o.

T2
0 1 2 3 4 5 6 7

T1

0
1
2
3
4
5
6
7

1
12
1
24
0
0
0
0
0
0

1
24
1
24
1
24
0
0
0
0
0

0
1
24
1
24
1
24
0
0
0
0

0
0
1
24
1
24
1
24
0
0
0

0
0
0
1
24
1
24
1
24
0
0

0
0
0
0
1
24
1
24
1
24
0

0
0
0
0
0
1
24
1
24
1
24

0
0
0
0
0
0
1
24
1
12

7. t¶abl¶azat. A ¡B Bayesi-j¶at¶ek kÄozÄos priorja

A 7. t¶abl¶azatban az is l¶atszik, hogy a kÄozÄos priort ¶ugy konstru¶altuk, hogy
ha egy j¶at¶ekos ismeri a t¶³pus¶at ¶es az nem extrem¶alis p¶enzÄugyi helyzetet mutat
(nem 0 vagy 7), akkor egyenl}o val¶osz¶³n}us¶eget rendel a m¶asik j¶at¶ekos lehets¶eges
t¶³pusaihoz. Egy¶ebk¶ent minden t¶³pus el}ofordul¶as¶anak prior val¶osz¶³n}us¶ege 1

8 .

3.1 A j¶at¶ek Bayesi{Nash-Egyens¶ulya

Ebben a r¶eszben megn¶ezzÄuk, mi tÄort¶enik az ¶altalunk vizsg¶alt j¶at¶ek Bayesi{
Nash-Egyens¶uly¶aban.

3.1. ¶All¶³t¶as. ¡B-nek pontosan egy Bayesi{Nash-Egyens¶ulya l¶etezik ¶es az az
a strat¶egia, amiben mindk¶et j¶at¶ekos minden t¶³pusra W -t j¶atszik.
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Bizony¶³t¶as. A bizony¶³t¶as sor¶an az interim megkÄozel¶³t¶est fogjuk haszn¶alni.
Azt fogjuk megmutatni, hogy amennyiben s strat¶egiapro¯l Bayesi{ Nash-
Egyens¶uly, ¶es van egy olyan (t¤1; t

¤
2) 2 vil¶ag¶allapot, amire ¦(t¤1; t

¤
2) 6= 0 ¶es

s(t¤1; t
¤
2) = (W; W ), akkor minden vil¶ag¶allapotra s(!) = (W;W ).

Tudjuk, hogy (t1; t2) = (0; 0)-ra ¶es (t1; t2) = (1; 1)-re a j¶at¶ekosok csak
(W;W )-t j¶atszhatnak. Ezen felÄul tudjuk, hogy ¡B interim norm¶al form¶aj¶u
¶at¶³r¶as¶anak l¶etezik Nash-Egyens¶ulya (kÄonny}u meggondolni, hogy mindk¶et j¶a-
t¶ekosra mindig W p¶eld¶aul az). Ebb}ol kÄovetkezik, hogy s Bayesi{Nash-Egyen-
s¶ulyra is s(1; 1) = (W;W ), tov¶abb¶a a kÄozÄos priorb¶ol ¦(1; 1) = 1

24 6= 0.
N¶ezzÄuk, mit j¶atszik az 1-es j¶at¶ekos a 2-es t¶³pusban (jelÄol¶ese az interim j¶at¶ek-
ban 12-es j¶at¶ekos lesz). A kÄovetkez}ot fogjuk v¶egiggondolni:

û12(s)

½
= 100 ; ha ha s-ben 12 W -t j¶atszik ,
· 90 ; ha s-ben 12 R-t j¶atszik .

Ezek kÄozÄul a fels}o ¶ag vil¶agos, ha egy j¶at¶ekos W -t j¶atszik, akkor 100-at kap. Ha
azonban R-t, akkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶es h¶arom t¶enyez}o Äosszege lesz: û12(s) ·
1
3
0 + 1

3
135 + 1

3
135 = 90 , a kÄozÄos prior ¶es az eredeti j¶at¶ek ki¯zet}ofÄuggv¶enye

alapj¶an. A 0-t onnan kaptuk, hogy tudtuk, hogy a 21-es j¶at¶ekos W -t j¶atszik,
hiszen m¶ast nem tud, 135 pedig az el¶erhet}o legnagyobb ki¯zet¶es, ¶³gy alkalmas
fels}o becsl¶esre.

Ett}ol meg¶eri elt¶erni, ugyanis a W biztosan 100 ki¯zet¶est hoz, ¶³gy a 12-es
j¶at¶ekos s-ben W -t j¶atszik. Hasonl¶oan meg¶allap¶³that¶o, hogy a 22-es j¶at¶ekos
is W -t fog j¶atszani. Innen a t¶³pusokat v¶egigl¶eptetve eg¶eszen 17-ig ¶es 27-ig
megkapjuk, hogy s-ben mindk¶et j¶at¶ekos mindig W -t j¶atszik. 2

L¶athatjuk, hogy az eredeti ¡ j¶at¶ek k¶et Nash-Egyens¶ulya, a (W;W ) ¶es az
(R; R) kÄozÄul csak az maradt meg, amiben a j¶at¶ekosok kiveszik a p¶enzÄuket. Ez
az¶ert nem szerencs¶es, mert azt v¶arjuk, hogy nagyon biztons¶agos t¶³pusp¶arokra
(t1 = t2 = 7) m¶ar R-t j¶atszanak a j¶at¶ekosok. Ahhoz, hogy megmagyar¶azzuk,
hogyan is jÄohet ki a val¶o ¶eletben a Pareto-optim¶alis Nash-Egyens¶uly ¶es mikor
jÄohet ki ebben a p¶eld¶aban, a j¶at¶ekosok v¶elem¶enyrangsorait fogjuk haszn¶alni.

3.2 V¶elem¶enyrangsorok k¶et j¶at¶ekos eset¶en

Ebben a r¶eszben fel¶³rjuk a j¶at¶ekosok kÄozÄos priorb¶ol sz¶armaztatott v¶eleked¶eseit,
ezzel a c¶elunk az, hogy valamilyen m¶as dÄont¶esi strat¶egi¶at tudjunk velÄuk
de¯ni¶alni. A 2.2. alfejezetben eml¶³tettÄuk a v¶elem¶enyrangsorok intu¶³ci¶oj¶at,
a kisz¶amol¶asukr¶ol viszont m¶eg nem esett sz¶o.

¼k
i (¢; ¢) : P( )£ ! IR jelÄoli i j¶at¶ekos k-adrend}u v¶eleked¶es¶et, melyre tel-

jesÄul, hogy tetsz}olegesen rÄogz¶³tett !¤ 2 -ra ¼k
i (¢; !¤) egy val¶osz¶³n}us¶egeloszl¶as

az ( ;P( )) t¶eren, i 2 f1; 2g illetve k 2 IN. A v¶eleked¶eseket a kÄovetkez}o
rekurzi¶o alapj¶an de¯ni¶aljuk:

{ ¼1
i (E; (ftig; ft¡ig)) = ¦j(E), ahol E 2 P( ), j = ti, ¦j pedig 2.6. de-

¯n¶³ci¶ob¶ol val¶o (¡B j¶at¶ekra alkalmazva),

{ ¼k
i (E;!¤) =

P
!2 ¼k¡1

¡i (E; !)¼1
i (f!g; !¤), ahol E 2 P( ) ¶es k > 1.

� 

� � 
� 

� � 

� 

� 
� 
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A k = 1 eset a m¶ar megismert els}orend}u v¶eleked¶es, ez az ¶at¶³r¶as az¶ert
k¶enyelmes, mert eddig az els}orend}u v¶eleked¶esek t¶³pusokra vonatkoztak, mi
azonban az egyes j¶at¶ekosokhoz szeretn¶enk rendelni }oket. A k > 1-hez el¶egs¶eges
magyar¶azat annyi, hogy i j¶at¶ekos ismeri ¡i minden k ¡ 1-n¶el alacsonyabb
rend}u v¶eleked¶es¶et, teh¶at tudja, mire gondolhat ¡i, tudja a saj¶at t¶³pus¶at, de
nem tudja, hogy a j¶at¶ek mely vil¶ag¶allapotban van, ¶³gy fel kell haszn¶alnia az
els}orend}u v¶eleked¶es¶et. A strukt¶ura hasonl¶³t az ¶atmenetval¶osz¶³n}us¶eg fogalm¶a-
hoz.

A gondolkod¶asm¶od pontosan ugyanaz, mint Markov-l¶ancok eset¶en: ahhoz,
hogy eljussunk !¤-b¶ol E-be, el}oszÄor eljutunk egy tetsz}oleges !-ba, majd innen
E-be, mert ezeket az ¶atmeneteket m¶ar ismerjÄuk, ha pedig a val¶osz¶³n}us¶egeket
Äosszeadjuk, megkapjuk az !¤-b¶ol E-be jut¶as val¶osz¶³n}us¶eg¶et.

3.3 KÄovetkeztet¶es a v¶elem¶enyrangsorok alapj¶an

Vil¶agos, hogy az 1-es j¶at¶ekos R akci¶ot j¶atszik egy t¤1 2 f2; 3; 4; 5; 6; 7g t¶³pusban,
ha

pu1(R;R) + (1 ¡ p)u1(R; W ) > pu1(W;R) + (1 ¡ p)u1(W;W ) ;

ahol p annak a val¶osz¶³n}us¶ege hogy a 2-es j¶at¶ekos (1-es j¶at¶ekos szerint) R-t
j¶atszik. Ekkor a fenti egyenletbe val¶o behelyettes¶³t¶es ut¶an

135p > 100 :

Teh¶at, ha lenne ilyen p ¶ert¶ekÄunk az egyes t¶³pusokra, akkor az 1-es j¶at¶ekos
azonnal tudna dÄonteni. Ahhoz, hogy p-t meg tudjuk becsÄulni, az 1-es j¶at¶ekos
v¶elem¶enyrangsor¶at fogjuk felhaszn¶alni.

Legyen K 2 P( ) esem¶eny azon vil¶ag¶allapotok Äosszess¶ege, amiben valame-
lyik j¶at¶ekos t¶³pusa vagy 0 vagy 1. Ekkor vil¶agos, hogy p · p1 = 1¡
¼1

1(K; !), hiszen, ha a 2-es j¶at¶ekos 0 vagy 1 t¶³pus¶u, akkor biztosan W -t j¶at-
szik. Ugyan¶ugy tudjuk azt is, hogy p · p2 = 1 ¡ ¼2

1(K; !), hiszen a 2-es
j¶at¶ekos valamilyen val¶osz¶³n}us¶eggel azt fogja hinni, hogy az 1-es j¶at¶ekos 0-¶as
vagy 1-es t¶³pus¶u, ¶es ha ez t¶ul nagy, akkor nem fog R-t j¶atszani. Ez igaz lesz
b¶armilyen rend}u v¶eleked¶esre, teh¶at minden m 2 IN -re p · pm, ahol

pm = 1 ¡ ¼m
1 (K;!) :

3.2 P¶elda. Legyen ! = (3; 3), m = 4. Ekkor ¼4
1(ti = 0; !) = 0; 0617 ¶es

¼4
1(ti = 1; !) = 0; 1235; i 2 f1; 2g, teh¶at az 1-es (¶es persze a 2-es) j¶at¶ekos 3-as

t¶³pus¶aban p4 = 0; 8148. Teh¶at a negyedrend}u v¶eleked¶esb}ol tudjuk, hogy ha
az 1-es j¶at¶ekos likvidit¶asa 3, akkor a 2-es j¶at¶ekos maximum 0; 8148 val¶osz¶³-
n}us¶eggel j¶atszik R-t.

A fent de¯ni¶alt pm sorozat alapj¶an hat¶arozzuk meg, hogy egy i j¶at¶ekos
egy ti t¶³pusban mit fog dÄonteni. JelÄoljÄuk a sorozat legnagyobb als¶o korl¶atj¶at
pinf-fel. A dÄont¶eshez a kÄovetkez}oket haszn¶aljuk:

� 
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3.3 ¶All¶³t¶as. Ha 135pinf < 100, akkor legyen k = finf l : 135pl < 100; l 2 INg.
KÄoztudott k-adrend}u kÄolcsÄonÄos racionalit¶as mellett (k hosszan i tudja, hogy
¡i tudja, hogy i tudja. . . v¶arhat¶o ki¯zet¶est maximaliz¶al) i j¶at¶ekos az adott
t¶³pusban csak W -t j¶atszhat.

Bizony¶³t¶as. A k-adrend}u v¶eleked¶esb}ol az kÄovetkezik, hogy ¡i j¶at¶ekos legal¶abb
1¡pk val¶osz¶³n}us¶eggel W -t j¶atszik. Ekkor a v¶arhat¶o ki¯zet¶esek: 135pk < 100,
teh¶at ha R-t j¶atszan¶ank, ellentmondan¶ank a k-adrend}u racionalit¶asnak. 2

3.4. De¯n¶³ci¶o. Azokat a strat¶egi¶akat, melyben 135pinf < 100 eset¶en W -t,
135pinf > 100 eset¶en R-t j¶atszunk, optimista strat¶egi¶aknak nevezzÄuk.

A 3.4. de¯n¶³ci¶o az¶ert szÄuks¶eges, mert intu¶³ci¶onk szerint nagyon biztons¶agos
t¶³pusp¶arokra (t1; t2 2 f6; 7g-re) m¶ar l¶etrejÄon ¡ j¶at¶ek Pareto-optim¶alis Nash-
Egyens¶ulya, az (R;R) (ld. 6. t¶abl¶azatot). A val¶os kÄozgazdas¶agi szitu¶aci¶okban
is azt l¶atjuk, hogy ha minden j¶ol megy a gazdas¶agban, akkor az emberek
nem f¶elnek a bankcs}odt}ol ¶es nem oldj¶ak fel bankbet¶etjeiket. Az itt felmerÄul}o
k¶erd¶es az, hogy hol h¶uzzuk meg a hat¶art, azaz mi az a t¶³pus, amire m¶ar
optimista esetben sem mondhatjuk, hogy j¶atszhatunk R-t. Erre ad v¶alaszt
3.3. ¶all¶³t¶as, ami egy als¶o becsl¶est ad arra, hogy milyen esetekben biztosan
nem ¶eri meg a kock¶azatos akci¶o.

Az optimista dÄont¶es azt a ki nem mondott feltev¶est haszn¶alja, hogy egy
szerepl}o pontosan akkor veszi ki a p¶enz¶et, amikor cs}odÄos vagy cs}odkÄozeli
¶allapotban van, vagy azt hiszi, hogy a m¶asik j¶at¶ekos cs}odÄos vagy cs}odkÄozeli,
vagy azt hiszi, hogy a m¶asik j¶at¶ekos azt hiszi. . . ¶es ¶³gy tov¶abb addig, am¶³g a
kock¶azat t¶ul nagy nem lesz, ha pedig nem lesz t¶ul nagy, akkor benntart.
Ekkor az ¶altalunk haszn¶alt pm sorozat in¯muma nem csak fels}o becsl¶es,
hanem pontos ¶ert¶ek p-re.

A sorozat t¶³pusonk¶enti meghat¶aroz¶asa egy numerikus feladat. A 3.2. al-
fejezetben l¶attuk, hogy minden szint}u v¶eleked¶es kisz¶amolhat¶o az els}orend}u
v¶eleked¶esekb}ol. Egy i j¶at¶ekos dÄont¶esei az itt bevezetett szab¶aly alapj¶an a
lehets¶eges ti t¶³pusokban 8. t¶abl¶azatban l¶athat¶ok. A dÄont¶esekhez tartoz¶o kri-
tikus ¶ert¶ek 100

135
= 0; 7407.

L¶atszik, hogy ha van k¶et kÄulÄonbÄoz}o t¶³pusunk, ¶es a nagyobb kock¶azat¶uban
R a dÄont¶es, akkor a kisebb kock¶azat¶uban is az lesz, fÄuggetlenÄul a kritikus
¶ert¶ekt}ol, amit a kamatszint hat¶aroz meg.

Az optimista dÄont¶esben l¶athat¶o, hogy biztons¶agos (t1; t2 2 f4; 5; 6; 7g)
vil¶ag¶allapotokra l¶etrejÄon a szarvasvad¶aszat Pareto optim¶alis Nash-Egyens¶ulya,
kock¶azatos (ti 2 f2; 3g, i 2 f1; 2g) t¶³pusokra pedig a j¶at¶ekosok azt az akci¶ot
v¶alasztj¶ak, ahol a ki¯zet¶esÄuk nem fÄugg a m¶asik dÄont¶es¶et}ol (ezt a fajta akci¶ot
a szakirodalom id}onk¶ent kock¶azatdomin¶ans akci¶onak nevezi).

ti 0 1 2 3 4 5 6 7
pinf 0 0 0; 6063 0; 7209 0; 75 0; 75 0; 75 0; 75

Optimista W W W W R R R R
Bayesi-Nash W W W W W W W W

8. t¶abl¶azat. Az egyes t¶³pusokhoz tartoz¶o dÄont¶esek
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A 8. t¶abl¶azat tanuls¶aga az, hogy b¶ar mindk¶et dÄont¶esi strat¶egi¶ahoz ugyan-
¶ugy a kÄozÄos priort haszn¶altuk, a dÄont¶es m¶odja ¶es a kÄozÄos prior szerepe a dÄon-
t¶esben elt¶er}o. Az optimista dÄont¶eshoz¶o minden v¶elem¶enyszintet megvizsg¶alt,
¶es a v¶eleked¶eseit (mely n¶alunk egy eloszl¶as volt a vil¶ag¶allapotok ter¶en) arra
haszn¶alta, hogy a m¶asik j¶at¶ekos t¶³pus¶ara kÄovetkeztessen, nem pedig a m¶asik
j¶at¶ekos ¶altal j¶atszott akci¶ora. Csak azokat az eseteket vette ¯gyelembe,
amikor biztosan tudta, hogy az ellenf¶el W -t j¶atszik ¶es ¯gyelmen k¶³vÄul hagyta
a tÄobbi esetet.

Ezzel szemben a Bayesi{Nash-Egyens¶uly csak az els}orend}u v¶eleked¶essel
sz¶amolt, m¶egpedig ¶ugy, hogy azonnal kÄovetkeztetett az ellenf¶el ¶altal j¶atszott
akci¶okra. A probl¶ema vele az, hogy ha nem nyolc t¶³pust ¶all¶³tunk be, hanem
l¶enyegesen tÄobbet, akkor is W marad az egyetlen egyens¶ulypont, ami nem j¶o
eredm¶eny alkalmaz¶as szempontj¶ab¶ol.

4 Konkl¶uzi¶o

A Bayesi-j¶at¶ekok norm¶al form¶ara val¶o ¶at¶³r¶asakor ¶ohatatlanul elvesz¶³tjÄuk a
kÄozÄos prior eloszl¶as¶anak n¶eh¶any tulajdons¶ag¶at, esetÄunkben azt, hogy a cs}od-
val¶osz¶³n}us¶eg sokkal kisebb, mint a biztons¶agos ¶allapotok¶e. ¶Igy azt¶an a Bayesi{
Nash-Egyens¶uly f}o probl¶em¶aja, hogy t¶ul moh¶o m¶odon pr¶ob¶alja optimaliz¶alni
a j¶at¶ekosok dÄont¶eseit, ¯gyelmen k¶³vÄul hagyva a kÄozÄos prior glob¶alis tulaj-
dons¶agait. Ebben a p¶eld¶aban ez ¶ugy nyilv¶anul meg, hogy mindk¶et j¶at¶ekos
¶epp csak egy kicsit akar biztons¶agosabban j¶atszani, mint a m¶asik ¶es ,,alul-
licit¶alj¶ak" egym¶ast abban, hogy ki mikor veszi ki a p¶enzt eg¶eszen addig,
am¶³g mindig ki nem veszik. Ha ez a val¶os gazdas¶agi ¶eletben is ¶³gy lenne, nem
jÄonn¶enek l¶etre bankbet¶etek.

K¶etf¶ele gyakorlati magyar¶azatot l¶atunk arra, hogy ez mi¶ert nem ¶³gy tÄor-
t¶enik. Az egyik a m¶ar eml¶³tett optimizmus, mely azt jelenti alkalmaz¶as szem-
pontj¶ab¶ol, hogy csak azokkal az esetekkel sz¶amolunk, amikor eg¶eszen biztos,
hogy a biztons¶agos akci¶ot kell v¶alasztani, minden m¶as esetben a kock¶azatos,
de magasabb ki¯zet¶eshez vezet}o akci¶ot v¶alasztjuk, ¶es azt v¶arjuk, hogy a tÄobbi
szerepl}o is ¶³gy dÄont. Ezzel l¶etrejÄohet az ¶altalunk felv¶azolt dÄont¶esi strat¶egia.

A m¶asik magyar¶azat azt felt¶etelezi, hogy a szerepl}oknek Äonmag¶aban k¶e-
nyelmesebb a status quo fenntart¶asa, mint visszaford¶³thatatlan dÄont¶esek meg-
hozatala. Ez azt eredm¶enyezi, hogy bankbet¶etek k¶epz¶ese ¶es felold¶asa nem
ugyanolyan s¶uly¶u dÄont¶es lesz a szerepl}ok ¶elet¶eben. Ha m¶ar l¶etezik egy szig-
ni¯k¶ans bet¶etÄunk, aminek a felold¶asa vesztes¶eget okoz, akkor csak t¶enyleg
kock¶azatos esetekben tesszÄuk azt meg ¶es ugyanezt v¶arjuk a tÄobbi szerepl}ot}ol
is. Ezzel szint¶en l¶etrejÄohet a 8. t¶abl¶azatban szerepl}o optimista strat¶egia, de
csak akkor, ha a bet¶et m¶ar a j¶at¶ek el}ott l¶etrejÄott. Ford¶³tott esetben, ha egy
m¶eg nem l¶etez}o bet¶et megk¶epz¶es¶er}ol kell dÄont¶est hozni, ez a megkÄozel¶³t¶es
nem alkalmazhat¶o az ¶altalunk konstru¶alt dÄont¶es magyar¶azat¶ahoz.
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AN APPLICATION OF HIERARCHY OF BELIEFS IN FINANCIAL

SITUATIONS

The paper examines an unpleasant attribute of the Bayesian Nash Equilibria. As
we consider a bank run game of imperfect information, we present two possible so-
lutions: The ¯rst is the game's Bayesian Nash Equilibrium, for which the necessary
theoretical background is given, following [14]. The second is a solution based on
an optimistic assumption about the players. In this second case we use the players'
hiearchy of beliefs in order to create a rational bound to their optimism. As a result,
we observe that the Bayesian Nash Equilibrium yields an overly careful strategy
that is contradictory to general observations in everyday economic life, while the
second, optimistic strategy satis¯es our empirical and theoretical expectations.
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KERESLET-EL}OREJELZ¶ES SPORADIKUS KERESLET}U
TERM¶EKEKRE: EGY GY¶OGYSZER-

NAGYKERESKEDELMI V¶ALLALAT ESETTANULM¶ANYA1

GELEI ANDREA { DOBOS IMRE
Budapesti Corvinus Egyetem

A v¶allalatok jelent}os r¶esze szembesÄul azzal, hogy term¶ekei jelent}os r¶esze ir¶ant
viszonylag kev¶es alkalommal jelentkezik kereslet. Ebb}ol kÄovetkezik, hogy az
ilyen term¶ekekre a klasszikus el}orejelz¶esi m¶odszerek, mint pl. a mozg¶o ¶atlag
sz¶am¶³t¶asa, vagy az exponenci¶alis sim¶³t¶as nem alkalmazhat¶o. Azon term¶eke-
ket, amelyek ir¶ant viszonylag ritk¶an jelenik meg kereslet, sporadikus kereslet}u
term¶ekeknek nevezzÄuk. A megkÄulÄonbÄoztet¶es a sporadikus ¶es nem sporadikus
term¶ekek kÄozÄott sokszor csak hÄuvelykujj szab¶aly alapj¶an ¶allap¶³that¶o meg, de
erre vonatkoz¶oan a szakirodalomban tal¶alunk ir¶anymutat¶ast. A nemzetkÄozi
szakirodalomban m¶ar megjelentek olyan ¶uj kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek,
melyeket kimondottan az ilyen, sporadikus kereslettel rendelkez}o term¶ekek
est¶eben javasoltak. CikkÄunk c¶elja, hogy ezeket a szakirodalmi aj¶anl¶asokat
egy konkr¶et hazai v¶allalat val¶os adatain esettanulm¶any jelleggel tesztelje.
A nemzetkÄozi szakirodalomban is ritk¶an publik¶alnak tudom¶anyos dolgoza-
tokat, amelyek ezt a t¶emakÄort val¶os alkalmaz¶asi kÄornyezetben t¶argyalj¶ak; is-
mereteink szerint magyar nyelven err}ol tudom¶anyos dolgozat pedig m¶eg nem
szÄuletett. Elm¶eleti bevezet}onk ut¶an egy gy¶ogyszer-nagykereskedelmi v¶allalat-
n¶al val¶os adatait haszn¶alva vizsg¶aljuk a k¶erd¶eskÄort. Sor kerÄul a v¶allalat ter-
m¶ekportf¶oli¶oj¶anak a kereslet-el}orejelz¶es szempontj¶ab¶ol tÄort¶en}o tipiz¶al¶as¶ara,
majd sporadikus kereslet}u term¶ekek kereslet¶enek el}orejelz¶es¶ere ¶es ennek sor¶an
a szakirodalomban az alkalmazand¶o m¶odszerekre vonatkoz¶o aj¶anl¶asok vizs-
g¶alat¶ara.

Kulcsszavak: kereslet-el}orejelz¶es, sporadikus kereslet, statisztikai m¶odszer,
esettanulm¶any.

1 Bevezet¶es

A kereslet-el}orejelz¶es az a tev¶ekenys¶eg, amelynek sor¶an a v¶allalat ¶ert¶ekteremt}o
folyamatokat menedzsel}o szervezeti egys¶egei { saj¶at tapasztalataikra, tud¶a-
sukra ¶es historikus ¶ert¶ekes¶³t¶esi adatokra alapozva { kÄozÄosen megbecslik a v¶al-
lalat ¶altal gy¶artott term¶ekek, illetve term¶ekcsoportok v¶arhat¶o piaci kereslet¶et.
E v¶arhat¶o kereslet el}orejelz¶es¶ere az¶ert van szÄuks¶eg, mert a v¶allalat m}ukÄod¶ese
¶es anyagi folyamatai csakis e v¶arhat¶o jÄov}obeli kereslet ismeret¶eben tervezhe-
t}oek ¶es val¶os¶³that¶oak meg hat¶ekonyan. A v¶allalati m}ukÄod¶es sor¶an haszn¶alt

1Dobos Imre kÄoszÄoni a T¶AMOP-4.2.2.A-11/1/KONV-2012-0051 kutat¶asi program
t¶amogat¶as¶at. Be¶erkezett: 2013. m¶arcius 5. E-mail: andrea.gelei@uni-corvinus.hu
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er}oforr¶asok tervezhet}os¶eg¶enek alapj¶at a j¶o min}os¶eg}u el}orejelz¶esi adatok te-
remtik meg. A kereslet-el}orejelz¶es eredm¶enye teh¶at j¶oval tÄobb egy v¶allalat
sz¶am¶ara, mint egyszer}u sz¶amadatok halmaza, hiszen erre ¶epÄul a v¶allalat tel-
jes rÄovid- ¶es kÄoz¶ept¶av¶u gazd¶alkod¶asa. CikkÄunkben a kereslet-el}orejelz¶es m¶od-
szertani k¶erd¶eseivel foglalkozunk. Olyan el}orejelz¶esi m¶odszerek bemutat¶as¶ara
¶es konkr¶et esettanulm¶anyon keresztÄul tÄort¶en}o tesztel¶es¶ere kerÄul sor, melyek
nem csak a hagyom¶anyos el}orejelz¶esi m¶odszerek ¶altal vizsg¶alt ¶ert¶ekes¶³t¶esi
volumen alakul¶as¶at vonj¶ak be az elemz¶esbe, de vizsg¶alnak egy, a term¶ekek
v¶arhat¶o kereslet¶enek meghat¶aroz¶asa szempontj¶ab¶ol fontos tov¶abbi jellemz}ot
is, m¶egpedig a kereslet id}obeni sz¶orts¶ag¶at, azaz sporadicit¶as¶at.

A term¶ekek sporadit¶as¶at is kezel}o kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerekkel m¶ar a
'70-es ¶evek elej¶enek foglalkoztak (Croston (1972)), azok igazi fejl}od¶ese ugyan-
akkor csak az ezredfordul¶ora tehet}o. Az elm¶elet ekkor megindul¶o fejl}od¶es¶et
azonban nem kÄovette azonnal az Äuzleti alkalmaz¶as. Nagyon kev¶es az olyan
irodalom, mely a sporadikus term¶ekek el}orejelz¶es¶ere javasolt m¶odszereket
val¶os adatokon, esettanulm¶anyokon keresztÄul teszteli ¶es ¶ert¶ekeli (Boylan et
al. (2008); Babiloni et al. (2010)). A nemzetkÄozi szakirodalomban is ritk¶an
publik¶alnak tudom¶anyos dolgozatokat, amelyek ezt a t¶emakÄort t¶argyalj¶ak;
ismereteink szerint magyar nyelven err}ol tudom¶anyos dolgozat m¶eg nem is
szÄuletett.

Tanulm¶anyunk c¶elja, hogy konkr¶et v¶allalati adatokon, egy hazai gy¶ogyszer-
nagykereskedelmi v¶allalat val¶os adatain keresztÄul teszteljÄuk az irodalomban
megtal¶alhat¶o azon ¶all¶³t¶ast, miszerint az id}oben sz¶ort kereslettel rendelkez}o
term¶ekek sz¶am¶ara javasolt m¶odszerek a kor¶abbi m¶odszerekn¶el jobb megol-
d¶asokat adnak. A kÄovetkez}okben rÄoviden bemutatjuk a kereslet-el}orejelz¶es
sor¶an alkalmazhat¶o m¶odszereket, kÄulÄonÄos tekintettel azokra, melyek alkalma-
z¶asa a sporadikus kereslet}u term¶ekek eset¶eben javasolt. IsmertetjÄuk azokat
az aj¶anl¶asokat is, melyeket a szakirodalom a kÄulÄonbÄoz}o jellemz}okkel rendelke-
z}o term¶ekekre vonatkoz¶oan a konkr¶et el}orejelz¶esi m¶odszertanra vonatkoz¶oan
megfogalmaz. V¶egÄul, de nem utols¶o sorban a v¶allalat adatainak felhaszn¶al¶a-
s¶aval esettanulm¶anyokat mutatunk be, melyek seg¶³ts¶eg¶evel teszteljÄuk, vajon
ezeket a szakirodalmi aj¶anl¶asokat a gyakorlat is visszaigazolja-e.

2 A kereslet-el}orejelz¶es m¶odszertani alapjai

A modern kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek szempontj¶ab¶ol k¶et kiemelt keresleti
jellemz}o vizsg¶alata fontos: (i) elemezni szÄuks¶eges a kor¶abbi ¶ert¶ekes¶³t¶es vo-
lumen¶enek id}obeni alakul¶as¶at, az ¶ert¶ekes¶³t¶esi volumen relat¶³v sz¶or¶as¶at, (ii)
m¶asr¶eszt vizsg¶alni kell a m¶ultb¶eli kereslet felmerÄul¶es¶enek id}obeli sz¶orts¶ag¶at,
¶un. sporadicit¶as¶at. E k¶et kiemelt term¶ekjellemz}o kÄozÄul a hagyom¶anyos szak-
irodalom csak a kereslet volumen¶enek sz¶or¶as¶at hangs¶ulyozza (Vollman et al.
(1984); Chase { Aquilano (1985)). Az elm¶ult ¶evtizedben kerÄult a ¯gyelem
kÄoz¶eppontj¶aba a term¶ekek kereslet¶enek m¶asik fontos jellemz}oje, annak spora-
dicit¶asa, azaz id}obeni sz¶orts¶aga (Boylan et al. (2008), Babiloni et al. (2010);
Chitturi et al. (2010)).
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A kereslet-el}orejelz¶es sor¶an alkalmazott m¶odszereket k¶et f}o csoportba so-
rolhatjuk, a kvantitat¶³v ¶es a kvalitat¶³v el}orejelz¶esi m¶odszerek csoportjaiba.
A kvantitat¶³v m¶odszerek kÄoz¶e statisztikai m¶odszerek, egyr¶eszt ¶un. id}osoros ,
m¶asr¶eszt ok-okozati kapcsolatokat vizsg¶al¶o regresszi¶os modellek tartoznak.
Ezek mindegyike a m¶ultbeli adatokban rejl}o tendenci¶ak azonos¶³t¶as¶ara kon-
centr¶al, s azokat pr¶ob¶alja meg kivet¶³teni a jÄov}oben v¶arhat¶o ¶ert¶ekes¶³t¶es ala-
kul¶as¶ara. E matematikai modelleket azonban mindig rugalmasan kell kezelni,
hiszen azok jellemz}oen nem k¶epesek a kereslet jÄov}obeni alakul¶as¶at kÄozvetlenÄul,
s gyakran er}oteljesen befoly¶asol¶o aktu¶alis ¶es jÄov}obeni t¶enyez}ok hat¶asainak ¯-
gyelembe v¶etel¶ere (pl. ¶allami szab¶alyoz¶as, piaci helyzet v¶altoz¶asai). A statisz-
tikai m¶odszerekkel meghat¶arozott v¶arhat¶o keresletet ez¶ert szak¶ert}oi ¶ert¶ekel¶es-
nek szÄuks¶eges al¶avetni, s szÄuks¶eg eset¶en a sz¶am¶³tott ¶ert¶ekeken m¶odos¶³tani
kell. A szak¶ert}oi, kvalitat¶³v m¶odszereknek is tÄobb t¶³pus¶at kÄulÄonbÄoztethetjÄuk
meg (1. ¶abra). A kÄovetkez}okben a t¶em¶ank szempontj¶ab¶ol fontos statisztikai
m¶odszerek, ezen belÄul az id}osoros modellek t¶argyal¶as¶ara szor¶³tkozunk.

1. ¶abra. Az el}orejelz¶esi m¶odszerek csoportos¶³t¶asa (Chase { Aquilano (1985))

Mint azt eml¶³tettÄuk, id}osoros modellek seg¶³ts¶eg¶evel a m¶ultbeli keresleti
adatok, inform¶aci¶ok alapj¶an pr¶ob¶alunk meg kÄovetkeztet¶est levonni a keresleti
adatok jÄov}obeni alakul¶as¶ara vonatkoz¶oan. E m¶odszerek alkalmaz¶asa sor¶an
teh¶at felt¶etelezzÄuk, hogy a m¶ultbeli tÄort¶en¶esek, folyamatok fognak folytat¶odni
a jÄov}oben is. Ez¶ert a megfelel}o kereslet-el}orejelz¶es, a m¶ultbeli adatok jÄov}ore
tÄort¶en}o helyes kivet¶³t¶ese, extrapol¶al¶asa szÄuks¶egess¶e teszi a m¶ultbeli adatok-
ban rejl}o tendenci¶ak alapos vizsg¶alat¶at. M¶ultb¶eli adataink elemz¶es¶evel tÄobb-
f¶ele id}obeli tendencia l¶et¶ere vil¶ag¶³thatunk r¶a (¶Eltet}o et al. (1982); Varga
(1986); Hunyadi et al. (1997)):

1. A kereslet alakul¶asa jellemz}oen id}oben er}osen ingadozik. Ez a v¶altoz¶as
a hosszabb peri¶odusok (pl. tÄobb ¶evnyi id}osor) m¶ultbeli adataira ¶ep¶³t}o
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el}orejelz¶esek sor¶an elemezhet}o. A statisztikai id}osorokban meg¯gyel-
het}o v¶altoz¶as jellemz}oen h¶arom f}o komponensb}ol tev}odhet Äossze:

a. az alapir¶anyzatb¶ol vagy m¶as n¶even trendb}ol,

b. a periodikus ingadoz¶asb¶ol, amely lehet ciklikus vagy szezon¶alis,

c. illetve v¶eletlen elemekb}ol.

2. Stacionarit¶as. A kereslet-el}orejelz¶eshez rendelkez¶esre ¶all¶o id}osor rÄovid-
s¶ege miatt adatb¶azisunkr¶ol felt¶eteleztÄuk a stacionarit¶ast. Adat¶allom¶a-
nyunk nem tette lehet}ov¶e a trend ¶es a szezonalit¶as hat¶as¶anak vizsg¶ala-
t¶at. Ez¶ert azt interpret¶alhatjuk ¶ugy, mint egy statisztikai mint¶at. Ezzel
a felt¶etelez¶essel a mi elemz¶esÄunk kÄoz¶eppontj¶aban ¶all¶o, sporadicit¶ast
vizsg¶al¶o kutat¶ok rendszeresen ¶elnek (Chitturi et al. (2010); Babiloni
et al. (2010)).

Az id}osorok alapir¶anyzat¶anak elemz¶es¶ehez tÄobb hagyom¶anyos m¶odszer
kÄozÄul v¶alaszthatunk: line¶aris trend, mozg¶o ¶atlag sz¶am¶³t¶asa, egyszer}u expo-
nenci¶alis sim¶³t¶as. A kereslet-el}orejelz¶es e klasszikus m¶odszertan¶anak r¶eszletes
le¶³r¶as¶ar¶ol j¶o ¶attekint¶est ny¶ujtanak a hagyom¶anyos termel¶es menedzsment
tankÄonyvek (Vollman et al. (1984); Chase ¶es Aquilano (1985)). Ezek a
klasszikus m¶odszerek azonban csak a kereslet volumen¶enek alakul¶as¶at vonj¶ak
be az elemz¶esbe ¶es nem foglalkoznak a term¶ek sporadicit¶as¶anak k¶erd¶es¶evel.
Els}ok¶ent 1972-ben Croston, majd az ezredfordul¶ot kÄovet}oen sz¶amos m¶as
szerz}o is a term¶ekek id}obeni sz¶orts¶ag¶anak ¶es e jellemz}onek az alkalmazhat¶o
kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerre gyakorolt hat¶as¶anak vizsg¶alat¶at ¶all¶³totta ku-
tat¶asainak f¶okusz¶aba (Syntetos { Boylan (2001); Boylan et al. (2008); Ba-
biloni et al. (2010)) ¶es fejlesztett ki ¶uj el}orejelz¶esi technik¶akat. A kÄovetkez}ok-
ben rÄoviden ismertetjÄuk az ¶un. Croston ¶es az erre ¶epÄul}o ¶un. Syntetos-Boylan
m¶odszerek alapjait, melyek kezelik a term¶ek sporadikuss¶ag¶anak probl¶em¶aj¶at.

Croston m¶odszere sporadikus term¶ekek el}orejelz¶es¶ere

A Croston (1972) m¶odszer az exponenci¶alis sim¶³t¶as m¶odszer¶enek egy, a spo-
radikus kereslet}u term¶ekekre kiterjesztett speci¶alis v¶altozata. Az egyszer}u
exponenci¶alis sim¶³t¶as ugyanis nem kezeli az olyan peri¶odusokat, ahol nem
jelenik meg kereslet. A Croston m¶odszer alapgondolata, hogy vizsg¶aljuk a
kereslettel nem rendelkez}o peri¶odusok alakul¶as¶at is, hat¶arozzuk meg azon
peri¶odusok v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶et, amelyek eset¶eben nincs kereslet a term¶ek ir¶ant.
Ezzel Croston egy ¶ujabb sim¶³t¶asi egyenletet vezetett be.

A m¶odszer matematikai form¶aja a kÄovetkez}o:

ft =

½
ft¡1 ; ha dt¡1 = 0 ,
®dt¡1 + (1 ¡ ®)ft¡1 ; ha dt¡1 > 0 ,

(t = 1; 2; . . . ; T )

pt =

½
pt¡1 ; ha dt¡1 = 0 ,
®qt¡1 + (1 ¡ ®)pt¡1 ; ha dt¡1 > 0 ,

(t = 1; 2; . . . ; T )

qt =

½
qt¡1 + 1 ; ha dt¡1 = 0 ,
1 ; ha dt¡1 > 0 .

(t = 1; 2; . . . ; T )
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A fenti k¶epletekben az dt a m¶ultbeli realiz¶alt, ft ¶ert¶ek az el}orejelzett keresletet
jelzi. Az ® ¶ert¶ek a sim¶³t¶asi egyÄutthat¶o, ® 2 [0; 1]. Amint az a k¶epletb}ol
l¶athat¶o, ha a kereslet az adott peri¶odusban nulla, akkor az el}orejelz¶es mege-
gyezik az el}oz}o peri¶odus kereslet¶evel. Amennyiben a kereslet pozit¶³v, akkor
a klasszikus exponenci¶alis sim¶³t¶as alapj¶an hat¶arozhat¶o meg az el}orejelz¶es. A
pt v¶altoz¶o szint¶en egy sim¶³t¶asi v¶altoz¶o, amely a kereslettel nem rendelkez}o
peri¶odusokat sz¶aml¶alja a m¶ultbeli keresleti id}osorban. Azonban ebben az
esetben a pozit¶³v kereslettel rendelkez}o intervallumok hossz¶at ,,sim¶³tjuk",
¶atlagoljuk. A qt v¶altoz¶o egy sz¶aml¶al¶o m¶ert¶ek, amely azt sz¶amolja, hogy
egym¶ast kÄovet}oen h¶any peri¶odusban nincs kereslet k¶et olyan id}opont kÄozÄott,
amikor fell¶ep kereslet, vagyis ez a v¶altoz¶o lesz¶amolja a kereslettel nem ren-
delkez}o, egym¶ast nem metsz}o id}ointervallumok hossz¶at.

A fenti ÄosszefÄugg¶esek seg¶³ts¶eg¶evel lehet az el}orejelz¶est kisz¶am¶³tani:

f̂t =
ft

pt
; (t = 1; 2; . . . ; T ) :

A fenti h¶anyados nem m¶as, mint az ¶atlagos peri¶odushosszra es}o ¶atlagos
el}orejelzett kereslet. Abban az esetben, ha nincsenek kereslet n¶elkÄuli peri-
¶odusok, akkor ez a m¶odszer megegyezik az egyszer}u exponenci¶alis sim¶³t¶assal,
hiszen ekkor qt megegyezik eggyel minden peri¶odusban, ¶es pt v¶altoz¶o is egy
lesz.

Syntetos ¶es Boylan m¶odszere

Syntetos ¶es Boylan (2001) bebizony¶³totta, hogy Croston (1972) m¶odszere
torz¶³tott becsl¶est ad. A szerz}op¶aros az id¶ezett dolgozatukban torz¶³tatlan
becsl¶est ad a Croston m¶odszer¶ere. (A bizony¶³t¶asokat az eml¶³tett cikk tartal-
mazza.) Az ¶uj, torz¶³tatlan el}orejelz¶es ebben az esetben:

f̂t =
³
1 ¡ ®

2

´ft

pt
; (t = 1; 2; . . . ; T ) ;

ami kisebb, mint a Croston m¶odszer¶evel adott el}orejelz¶es. Az ® ¶ert¶ek a
Croston m¶odszer sim¶³t¶asi egyÄutthat¶oj¶aval egyezik meg, ® 2 [0; 1].

3 Javasolhat¶o el}orejelz¶esi m¶odszerek a kereslet
jellemz}oinek fÄuggv¶eny¶eben

A hagyom¶anyos kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek a kereslet volumen¶enek alaku-
l¶as¶at. Az el}oz}oekben ismertetett m¶odszerek m¶ar ¯gyelembe veszik a term¶ek
kereslet¶enek id}obeni sz¶orts¶ag¶at, azaz sporadicit¶as¶at is.

A kereslet volumen¶enek alakul¶asa a relat¶³v sz¶or¶assal ragadhat¶o meg. A
relat¶³v sz¶or¶ast a kÄovetkez}ok¶eppen de¯ni¶alhatjuk:

CVd =
D(d)

E(d)
;
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ahol D(d) a d val¶osz¶³n}us¶egi v¶altoz¶o sz¶or¶asa ¶es E(d) annak v¶arhat¶o ¶ert¶eke. A
relat¶³v sz¶or¶as e mutat¶oj¶ara kor¶abbi vizsg¶alatok kÄulÄonf¶ele hat¶ar¶ert¶ekeket java-
solnak. Peterson ¶es Silver (1985) p¶eld¶aul a 0,45-os kÄuszÄob¶ert¶eket javasolj¶ak,
m¶³g m¶asok, ¶³gy pl. Boylan et al. (2008) is e v¶altoz¶o eset¶en a 0,7-es kÄuszÄob¶er-
t¶eket tekintik ir¶anyad¶onak. Ezeket az¶ert nevezhetjÄuk kÄuszÄob¶ert¶eknek, mert
gyakorlati, szimul¶aci¶os elj¶ar¶assal kerÄultek meg¶allap¶³t¶asra. P¶eld¶aul Peterson
¶es Silver k¶eszletgazd¶alkod¶asi alkalmaz¶asban azt tesztelte, hogy az optim¶a-
lis t¶etelnagys¶ag (EOQ) modellje milyen sztochasztikus kereslettel rendelkez}o
term¶ekekre haszn¶alhat¶o. Elemz¶esÄunk sor¶an mi ez ut¶obbit, a Boylan et al.
¶altal javasolt kÄuszÄob¶ert¶eket alkalmazzuk, mert a dolgozatunk alapvet}oen el}o-
rejelz¶esi alkalmaz¶asra f¶okusz¶al.

A term¶ek id}obeni sz¶orts¶ag¶at, sporadicit¶as¶at a ,,kereslettel nem rendelkez}o
peri¶odusok hossza" eloszl¶as¶anak empirikus v¶arhat¶o ¶ert¶ek¶evel (p) ragadhatjuk
meg. (Ez a Croston m¶odszer¶eben szerepl}o qt v¶altoz¶o ¶atlaga.) E v¶arhat¶o ¶ert¶ek
az¶ert v¶alaszthat¶o, mert a nemzetkÄozi szakirodalom az e jellemz}o alapj¶an
tÄort¶en}o tipiz¶al¶ashoz is elfogadott hÄuvelykujj szab¶alyokat dolgozott ki (Ba-
biloni et al. (2010); Chitturi et al. (2010)). Ezek a hÄuvelykujj szab¶alyok a
vizsg¶alt id}ointervallumok hossz¶ara vonatkoz¶oan 1,25 ¶es 1,32 kÄozÄotti ¶ert¶eket
javasolnak. Dolgozatunkban az 1,32-es kÄuszÄob¶ert¶ekkel dolgozunk, amit Boy-
lan et al. (2008) is haszn¶alt.

A k¶et kiemelt jellemz}o ment¶en a term¶ekeket n¶egy csoportba sorolhatjuk.
Az alacsony relat¶³v sz¶or¶assal ¶es a kereslettel nem rendelkez}o id}ointervallumok
alacsony ¶atlagos ¶ert¶ek¶evel rendelkez}o term¶ekek az ¶un. sima kereslet}u (smooth)
term¶ekek. Az alacsony relat¶³v sz¶or¶as¶u, de a kereslettel nem rendelkez}o id}o-
intervallumok magas ¶atlagos ¶ert¶ek¶evel rendelkez}o term¶ekeket a szakirodalom
szakaszos kereslet}u (intermittent) term¶eknek nevezi. Amennyiben a term¶ek
kereslet¶enek relat¶³v sz¶or¶asa magas, de a kereslettel nem rendelkez}o id}ointer-
vallumok ¶atlagos ¶ert¶eke alacsony, ¶un. egyenetlen kereslet}u (erratic) term¶ekr}ol
besz¶elÄunk. Azok a term¶ekek pedig, melyek eset¶eben mindk¶et keresleti jellemz}o
a hat¶ar¶ert¶ek feletti, csom¶os kereslet}u (lumpy) term¶ekek. A n¶egy csoport
alapeseteit a 2. ¶abr¶an szeml¶eltethetjÄuk.

A kor¶abban bemutatott k¶et kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszer (Croston ¶es Syn-
tetos-Boylan m¶odszerei) ¯gyelembe veszik a term¶ek sporadikus jelleg¶et is.
FelmerÄul ugyanakkor a k¶erd¶es, hogy a k¶et m¶odszer kÄozÄul melyik, ¶es milyen
jellemz}ovel b¶³r¶o term¶ekekre alkalmazhat¶o. A szakirodalom aj¶anl¶asa szerint a
magas (0,7 feletti) relat¶³v sz¶or¶assal ¶es/vagy a kereslettel nem rendelkez}o id}o-
peri¶odusok magas ¶atlag¶ert¶ek¶evel (p ¶ert¶eke 1,32 feletti) rendelkez}o term¶ekek
eset¶en a Syntetos-Boylan m¶odszer alkalmaz¶asa javasolt (Boylan et al. (2008);
Babiloni et al. (2010)). Alacsony relat¶³v sz¶or¶as ¶es p ¶ert¶ek mellett a Croston
m¶odszer javasolt, de a szakirodalmi aj¶anl¶asok szerint e term¶ekkÄor eset¶eben a
klasszikus id}osoros modellek is j¶ol haszn¶alhat¶ok.
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2. ¶abra. A kÄulÄonbÄoz}o term¶ekt¶³pusokhoz javasolt kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek
(Babiloni et al. (2010))

Ahogy ezt m¶ar kor¶abban is kiemeltÄuk, a kereslet-el}orejelz¶es nem m¶as, mint
egy korrig¶alt statisztikai becsl¶es. Teljesen pontos becsl¶est nyilv¶anval¶oan nem
tudunk k¶esz¶³teni. A becsl¶es t¶enyleges kereslethez viszony¶³tott pontoss¶ag¶anak
elemz¶ese az egyik legfontosabb az ¶ert¶ekteremt}o folyamatok hat¶ekonys¶ag¶anak
vizsg¶alatakor. A kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszer megfelel}os¶eg¶et, teh¶at a kereslet-
el}orejelz¶es j¶os¶ag¶at tÄobbf¶ele m¶odon is lehet m¶erni. A legink¶abb haszn¶alt mu-
tat¶o erre az ¶un. ¶atlagos abszol¶ut elt¶er¶es mutat¶o, azaz a MAD (Mean Abso-
lute Deviation), amely jelzi, hogy az el}ore jelzett ¶es a t¶enylegesen meg¯gyelt
¶ert¶ekek kÄulÄonbs¶ege mekkora (Hyndman { Koehler (2006))

MAD =

Pn
i=1 jdi ¡ fij

n
;

ahol n a meg¯gyel¶esek sz¶ama, di a kereslet az i-ik peri¶odusban, ¶es fi az
el}orejelzett ¶ert¶ek.

A fentiekben rÄoviden bemutattuk a sporadikus term¶ekek kereslet¶enek el}o-
rejelz¶es¶ehez aj¶anlott m¶odszereket ¶es ismertettÄuk azok alkalmaz¶asa kapcs¶an
a szakirodalomban megtal¶alhat¶o aj¶anl¶asokat. A kÄovetkez}okben egy hazai
gy¶ogyszer-nagykereskedelmi v¶allalat val¶os adatainak felhaszn¶al¶as¶aval tesz-
teljÄuk, hogy ezek a szakirodalmi aj¶anl¶asok a gyakorlatban is helyt¶all¶oak-e.
Elemz¶esÄunk sor¶an az elv¶egzett kereslet-el}orejelz¶es pontoss¶ag¶at a fenti MAD
mutat¶oval fogjuk m¶erni.
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4 A javasolt m¶odszerek tesztel¶ese egy hazai
gy¶ogyszer-nagykereskedelmi v¶allalat adata-
inak felhaszn¶al¶as¶aval

A v¶allalat 11 924 term¶ek¶ere vonatkoz¶oan v¶egeztÄuk el elemz¶esÄunket, melyhez
a c¶eg 2011. janu¶ar 3. ¶es 2011. m¶ajus 20. kÄozÄotti, napi keresleti adatait
haszn¶altuk fel. (MegjegyezzÄuk, hogy ezek a keresleti adatok nem a fogyasz-
t¶oi ig¶enyeket, teh¶at nem a piacon t¶enyleges felmerÄul}o keresletet mutatj¶ak,
hanem a val¶os¶agban realiz¶alt keresletet, hiszen a v¶allalat kÄozponti rakt¶ar¶aba a
patik¶akt¶ol be¶erkezett ¶es val¶os¶agosan ki is szolg¶alt rendel¶esekre vonatkoznak.)
ÄOsszesen 97 munkanap volt a jelzett k¶et id}opont kÄozÄott. E k¶et id}opont kÄozÄott
minden munkanapra vonatkoz¶oan rendelkeztÄunk inform¶aci¶oval azzal kapcso-
latban, hogy a vizsg¶alt peri¶odusokban a vev}oi ig¶enyeket kiszolg¶al¶o kÄozponti
rakt¶aban mely term¶ekek rendelkeztek ¶es mekkora kisz¶all¶³t¶asi ¶ert¶ekkel, azaz
t¶enyleges vev}oi kereslettel.

4.1 Napi keresleti adatok vizsg¶alata

A keresleti gÄorbe a napi rendel¶esi adatok vizsg¶alata alapj¶an az adott term¶ek-
kÄor eset¶en sz¶eles U alak¶u gÄorb¶et ¶³r le (l¶asd 3. ¶abra), ahol az U bal oldali
sz¶el¶en azok a term¶ekek tal¶alhat¶oak, melyek er}os sporadicit¶ast mutatnak,
teh¶at gyakori azoknak a napoknak a sz¶ama, amikor nem rendelnek bel}ole.
Az U alak¶u gÄorbe jobb oldal¶an pedig azok a term¶ekek szerepelnek, melyek
ir¶ant szinte minden nap ¶erkezik rendel¶es a rakt¶arba. Ebb}ol az ¶abr¶ab¶ol azon-
nal l¶athat¶o, hogy a term¶ekek nagy r¶esz¶ere viszonylag sok meg¯gyel¶essel ren-
delkezÄunk. Ezen term¶ekekre egyszer}unek t}unik az el}orejelz¶es. Ugyanakkor a
kev¶es meg¯gyel¶essel, azaz nagy sporadicit¶assal rendelkez}o term¶ekek sz¶ama is
tetemes. Vizsg¶alatainkat e term¶ekkÄorre f¶okusz¶aljuk.

3. ¶abra. Napi rendel¶esi gÄorbe a v¶allalat vizsg¶alt 11 924 term¶ek¶ere vonatkoz¶oan
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Elemz¶esÄunk kÄovetkez}o l¶ep¶es¶eben a kereslet-el}orejelz¶es szempontj¶ab¶ol ki-
emelt k¶et jellemz}o (a kereslet volumen¶enek relat¶³v sz¶or¶asa (CVd) ¶es a kereslet-
tel nem rendelkez}o id}ointervallumok v¶arhat¶o ¶ert¶eke (p)) alapj¶an elemeztÄuk
¶es csoportos¶³tottuk a vizsg¶alt term¶ekeket! Az 1. t¶abl¶azatban az n ¶ert¶eke a
kereslettel rendelkez}o peri¶odusok sz¶am¶at mutatja, m¶³g m a kereslettel nem
rendelkez}o peri¶odusok sz¶am¶at jelÄoli. (Ezeket a jelÄol¶eseket a tov¶abbi t¶abl¶aza-
tainkban is megtartjuk.) Elemz¶esÄunk eredm¶enyek¶ent kapott csoportos¶³t¶ast
mutatja az 1. t¶abl¶azat.

Id}o m = 0 m ¸ 1 ÄOsszesen
Kereslet p < 1; 32 p ¸ 1; 32
n ¸ 2, CVd ¸ 0; 7 573 1043 4124 5740
n ¸ 2, CVd < 0; 7 1038 503 4124 5665
n = 1 0 0 519 519
ÄOsszesen 1611 1546 8762 11 924

1. t¶abl¶azat. A vizsg¶alt term¶ekkÄornek a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa ¶es a kereslettel nem rendelkez}o
id}ointervallumok ¶atlaga alapj¶an tÄort¶ent tipiz¶al¶as¶anak eredm¶enye (napi adatok alapj¶an)

Az 1. t¶abl¶azat a szakirodalomban javasolt 2. ¶abra tipiz¶al¶as¶anak kiterjesz-
t¶ese. A kÄulÄonbs¶eg abb¶ol ad¶odik, hogy a kor¶abbi csoportos¶³t¶ast kieg¶esz¶³tet-
tÄuk azon term¶ekekkel, amelyeket a 2. ¶abra nem tudott megragadni, hiszen
a kereslet eset¶en a sz¶or¶ast nem lehet olyan term¶ekekre sz¶amolni, amelyek
ir¶ant a vizsg¶alt peri¶odusban csak egyszer jelentkezett kereslet. Ugyanakkor
olyan term¶ekeket sem lehet a 2. ¶abr¶aba felvenni, amely ir¶ant minden nap volt
kereslet, hiszen ekkor a p v¶arhat¶o ¶ert¶ek nem ¶ertelmezhet}o.

Mint az a fenti t¶abl¶azatb¶ol kiolvashat¶o, 1611 olyan term¶eket azonos¶³tot-
tunk az elemz¶esben szerepl}o majdnem 12 000 term¶ekb}ol, mely a vizsg¶alt
peri¶odusban minden nap kisz¶all¶³t¶asra kerÄult. Ezekb}ol a term¶ekekb}ol 1038
tekinthet}o tÄobb¶e-kev¶esb¶e egyenletes kereslet}unek, m¶³g a marad¶ek 573 term¶ek
eset¶eben a kereslet ingadoz¶asa viszonylag nagy.

Az is l¶atszik, hogy 519 term¶ekre a vizsg¶alt peri¶odusban csak egyszer
¶erkezett rendel¶es. M¶ar most el}orebocs¶atjuk, hogy ez az a term¶ekkÄor, melyre
a rendel¶esek alacsony sz¶ama miatt nem rendelkezÄunk megfelel}o sz¶am¶u adat-
tal, ez¶ert ezek statisztikai vizsg¶alata (kereslet-el}orejelez¶ese) nem lehets¶eges.
Term¶eszetesen amennyiben a vizsg¶alati peri¶odus hossz¶at jelent}osen nÄoveljÄuk
(pl. a 97 nap helyett pl. egy teljes ¶evre), ¶ugy ez a term¶ekkÄor v¶arhat¶oan sz}ukÄul.

5665 term¶ek eset¶en a kereslet mennyis¶eg¶enek relat¶³v sz¶or¶asa viszonylag
alacsony, ezen term¶ekek kereslete er}osen stacion¶ariusnak tekinthet}o, vagyis
peri¶odusonk¶ent viszonylag egyenletes kereslettel rendelkeznek. 5740 term¶ek
kereslete pedig nagy relat¶³v sz¶or¶as¶u.

Az 1. t¶abl¶azatban vastag¶³tva szerepl}o n¶egy term¶ekcsoport kiemelten ¶er-
dekes tov¶abbi elemz¶esÄunk szempontj¶ab¶ol, s kÄulÄonÄosen igaz ez az ¶un. spo-
radikus kereslettel jellemezhet}o term¶ekekre. Az irodalom aj¶anl¶asa szerint
ugyanis ezek eset¶en ny¶ujthat komolyabb gazd¶alkod¶asi el}onyÄoket, amennyi-
ben a term¶ekek sporadicit¶as¶at is kezel}o kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszereket al-
kalmazzuk (2. ¶abra). Az ¶altalunk vizsg¶alt term¶ekkÄorben 503 sima kereslet}u
term¶eket tal¶altunk, mely a kereslet viszonylag alacsony relat¶³v sz¶or¶as¶aval ¶es
viszonylag gyakori rendel¶essel jellemezhet}o. 4124 olyan term¶ek szerepel a
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v¶allalat term¶ekportf¶oli¶oj¶aban, ahol a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa viszonylag ala-
csony, de a rendel¶esi gyakoris¶ag m¶ar jelent}osen kisebb. Ezt a term¶ekkÄort
szakaszos kereslet}u term¶eknek neveztÄuk. Szint¶en 4124 term¶ek kerÄult elemz¶e-
sÄunk eredm¶enyek¶eppen az ¶un. csom¶os kereslettel rendelkez}o, m¶³g 1043 az ¶un.
egyenetlen kereslettel rendelkez}o term¶ekkÄorbe.

4.2 A heti adatok vizsg¶alata

A keresleti gÄorb¶et aggreg¶alt heti, havi ¶es negyed¶eves adatokra is fel lehet
rajzolni. A heti adatok elemz¶es¶et 95 nap Äosszegz¶es¶evel v¶egeztÄuk, mert a
rendelkez¶esÄunkre ¶all¶o 97 napi adatb¶ol ez a 95 nap tett ki kerek 19 hetet. 23
term¶ek eset¶eben fordult el}o, hogy a heti adatok vizsg¶alat¶ab¶ol kimaradt utols¶o
k¶et napon ny¶ultak hozz¶a a term¶ekhez, de ezeket a fentiek miatt az elemz¶esbe
nem vettÄuk bele. Fontos megjegyeznÄunk, hogy az adatok ilyen aggreg¶al¶asi
folyamat¶aval nÄoveljÄuk a valamennyi vizsg¶alt id}ointervallumban kereslettel
rendelkez}o term¶ekek ar¶any¶at. A napi 1611-r}ol a heti elemz¶es eset¶eben m¶ar pl.
4671-re emelkedett azon term¶ekek sz¶ama, melyeket a patik¶ak minden h¶eten
rendeltek a rakt¶arb¶ol.

Az el}oz}oekben a napi, most az aggreg¶alt heti rendel¶esi, keresleti adatok
felhaszn¶al¶as¶aval k¶esz¶³tettÄuk el a vizsg¶alt term¶ekkÄor csoportos¶³t¶as¶at. Mivel
a v¶allalat jelenlegi m}ukÄod¶ese sor¶an a rendel¶es ut¶anp¶otl¶asi ideje jellemz}oen
nagyj¶ab¶ol egy h¶et, ez¶ert a heti Äosszevont keresleti adatok elemz¶ese is fontos.

4. ¶abra. Heti aggreg¶alt adatok alapj¶an a keresleti gÄorbe alakul¶asa

Erre az Äosszevont, heti rendel¶esi adat¶allom¶anyra is k¶et szempont szerint
v¶egeztÄuk el a csoportos¶³t¶ast, ez¶uttal is a napi adatokon nyugv¶o csoportos¶³t¶as-
n¶al m¶ar megismert jellemz}oket haszn¶altuk, teh¶at a kereslet relat¶³v sz¶or¶as¶at
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¶es a kereslettel nem rendelkez}o id}ointervallumok ¶atlag¶at. A jelÄol¶esek a ko-
r¶abbiak szerint alakulnak.

Id}o m = 0 m ¸ 1 ÄOsszesen
Kereslet p < 1; 32 p ¸ 1; 32
n ¸ 2, CVd ¸ 0; 7 542 564 1780 2886
n ¸ 2, CVd < 0; 7 4129 905 3321 8355
n = 1 0 0 683 683
ÄOsszesen 4671 1469 5784 11 924

2. t¶abl¶azat. A vizsg¶alt term¶ekkÄornek a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa ¶es a kereslettel nem rendelkez}o
id}ointervallumok ¶atlaga alapj¶an tÄort¶ent tipiz¶al¶as¶anak eredm¶enye (heti adatok alapj¶an)

Mint az a fenti, 2. t¶abl¶azatb¶ol kiolvashat¶o, 4671 olyan term¶eket tal¶altunk,
mely a vizsg¶alt peri¶odusban minden nap kisz¶all¶³t¶asra kerÄult. Ezekb}ol a ter-
m¶ekekb}ol 4129 tekinthet}o tÄobb¶e-kev¶esb¶e egyenletes kereslet}unek tekinthet}o.
Ezek szerint heti bont¶as¶u adatok alapj¶an a vizsg¶alt term¶ekkÄor tÄobb mint egy-
harmada a kereslet-el}orejelz¶es szempontj¶ab¶ol kÄonnyen kezelhet}o. Az Äossze-
vont, heti adatok teh¶at j¶oval sz¶elesebb kÄor}u, viszonylag j¶ol el}orejelezhet}o ke-
reslet}u term¶ekkÄort mutattak ki, mint a napi rendel¶esi adatok alapj¶an v¶egzett
elemz¶es. E term¶ekkÄor sz¶amszer}uen n¶egyszeres¶ere nÄovekedett!

Az is l¶atszik, hogy 683 term¶ek ir¶ant a vizsg¶alt peri¶odusban csak egyszer
volt kereslet. Ez esetben is igaz, hogy ez az a term¶ekkÄor, melyre a keresleti
adatok alacsony sz¶ama miatt nem rendelkezÄunk megfelel}o sz¶am¶u adattal,
ez¶ert ezek statisztikai vizsg¶alata (kereslet-el}orejelz¶ese) nem lehets¶eges. 8355
term¶ek eset¶en viszonylag alacsony a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa, m¶³g 2886 term¶ek
nagy sz¶or¶assal rendelkezik, teh¶at a kereslet el}orejelz¶ese ter¶en problematikus
term¶ek.

A heti, Äosszevont rendel¶esi adatok alapj¶an a vizsg¶alt term¶ekkÄorben 905
sima kereslet}u term¶eket tal¶altunk, mely a kereslet viszonylag alacsony re-
lat¶³v sz¶or¶as¶aval ¶es viszonylag gyakori rendel¶essel jellemezhet}o. 3321 szakaszos
kereslet}u term¶eket tal¶altunk, ahol a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa viszonylag ala-
csony, de a rendel¶esi gyakoris¶ag m¶ar jelent}osen kisebb. 1 780 term¶ek kerÄult
elemz¶esÄunk eredm¶enyek¶eppen az ¶un. csom¶os kereslettel rendelkez}o, m¶³g 564
az ¶un. egyenetlen kereslettel rendelkez}o term¶ekkÄorbe tartozik. Felh¶³vjuk a ¯-
gyelmet arra, hogy az egyik legkritikusabb, azaz a csom¶os kereslet}u term¶ekkÄor
a napi rendel¶esi adatok alapj¶an v¶egzett tipiz¶al¶ashoz k¶epest radik¶alisan, az
el}oz}o 43%-¶ara (4124-r}ol 1780-ra) csÄokkent.

Term¶eszetesen mindez a napi adatok Äosszevon¶as¶anak tudhat¶o be, ¶es a
tov¶abbi, a megfelel}o kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszer kiv¶alaszt¶asa ¶erdek¶eben v¶eg-
zend}o elemz¶esÄunk szempontj¶ab¶ol pozit¶³vnak tekinthet}o. A rakt¶arell¶at¶as sor¶an
megl¶ev}o heti besz¶all¶³t¶asi gyakorlat ugyanis a heti Äosszevont rendel¶esi adatok
haszn¶alat¶at lehet}ov¶e teszi, a heti sz¶all¶³t¶as miatt az egy h¶eten belÄuli ciklikus-
s¶agot pedig nem szÄuks¶eges kezelni.
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5 Kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek alkalmaz¶asa
sporadikus term¶ekekre

Ebben a fejezetben a vizsg¶alt v¶allalat adatait felhaszn¶alva k¶et, a sporadicit¶as
szempontj¶ab¶ol kÄulÄonÄosen kritikus term¶ek-t¶³pusba tartoz¶o term¶eket vizsg¶alunk.
KÄozÄulÄuk az egyik egy konkr¶et szakaszos, m¶³g a m¶asik egy csom¶os kereslet}u
term¶ek. Ezek eset¶eben v¶egeztÄuk el a szakirodalom ¶altal javasolt m¶odszerekkel
is a kereslet el}orejelz¶es¶et. Azt vizsg¶altuk, vajon a kapott eredm¶enyek mennyi-
re tekinthet}oek j¶o el}orejelz¶esnek, vajon vizsg¶alatunk meger}os¶³ti-e a szakiro-
dalmi aj¶anl¶asokat.

5.1 A napi adatok alapj¶an szakaszos kereslet}u csopor-
tot reprezent¶al¶o term¶ek esettanulm¶anya

A szakaszos kereslet}u term¶ekt¶³pust k¶epviseli a Doliva arckr¶em regener¶al¶o
¶ejszakai 50ml (tov¶abbiakban Doliva) nev}u term¶ek. A Doliva ir¶anti kereslet
volumen¶enek relat¶³v sz¶or¶asa 0,7, ami nem t¶ul magas, csoportos¶³t¶asunkban
¶eppen a szakaszos kereslet}u term¶ekek hat¶ar¶ert¶ek¶et jelÄoli. A p ¶ert¶eke 2, ami
er}os kÄozepes, t¶ul van az 1,32-es hat¶ar¶ert¶eken. Enn¶el a term¶ekn¶el 46 meg-
¯gyel¶es ¶allt rendelkez¶esre, teh¶at a vizsg¶alt 97 peri¶odus majdnem fel¶en¶el je-
lent meg a rakt¶arban kereslet az adott term¶ek ir¶ant. Felrajzoltuk a term¶ek
kereslet¶enek hisztogramj¶at, ami megmutatja, milyen gyakoris¶agi elemei voltak
a term¶ek kereslet¶enek (volumen). Az 5. ¶abra mutatja, hogy a term¶ek relat¶³v
kicsi rendel¶esi volumenekkel rendelkezett, kereslete id}oben szint¶en sz¶ort.

5. ¶abra. A Doliva egyenetlen kereslet}u term¶ek hisztogramja (napi kereslet)

A Doliva kereslet¶enek id}obeli alakul¶as¶at mutatja a 6. ¶es 7. ¶abra . Ezek
illusztr¶alj¶ak a term¶ek ¶es az ¶altala k¶epviselt term¶ekcsoport kereslet¶enek (volu-
men) viszonylagos egyenletess¶eg¶et, de azt is, hogy ez a kereslet id}oben sz¶ort,
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nagyon sok peri¶odusban nincs rendel¶es a term¶ekre. A heti aggreg¶alt adatok
j¶ol mutatj¶ak, hogy ezen az id}ohorizonton nagy val¶osz¶³n}us¶eggel stabilan lehet
sz¶am¶³tani kereslet felmerÄul¶es¶ere.

6. ¶abra. A Doliva term¶ek kereslet¶enek id}obeli alakul¶asa (napi kereslet)

7. ¶abra. A Doliva term¶ek kereslet¶enek id}obeli alakul¶asa (heti kereslet)

A term¶ek m¶ultb¶eli keresleti adatait felhaszn¶alva a 2. fejezetben bemuta-
tott m¶odszerek (azaz a Croston ¶es a Syntetos{Boylan m¶odszere), valamint
hagyom¶anyos m¶odszernek tekinthet}o mozg¶o ¶atlag sz¶am¶³t¶asa ¶es az exponen-
ci¶alis sim¶³t¶as seg¶³ts¶eg¶evel is elv¶egeztÄuk a kereslet el}orejelz¶es¶et. Mind a napi,
mind az aggreg¶alt heti keresleti adatokra sz¶am¶³tottuk a v¶arhat¶o keresletet.
(A Mell¶eklet tartalmazza az elemz¶es sor¶an haszn¶alt, becsÄult param¶eterek ¶er-
t¶ekeit, teh¶at a mozg¶o ¶atlag tagjainak sz¶am¶at ¶es a sim¶³t¶asi egyÄutthat¶okat.)

A legink¶abb haszn¶alhat¶o el}orejelz¶esi m¶odszer kiv¶alaszt¶as¶an¶al a MAD leg-
kisebb ¶ert¶eke az ir¶anyad¶o. Mint az a 3. t¶abl¶azatb¶ol is l¶atszik, a vizsg¶alt term¶ek
eset¶eben a napi adatokra a Syntetos-Boylan m¶odszere adta a legkisebb MAD
¶ert¶eket. A heti aggreg¶alt adatokra pedig az exponenci¶alis sim¶³t¶as vezetett a
legkisebb MAD ¶ert¶ekekhez (4. t¶abl¶azat).
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El}orejelz¶esi m¶odszer El}orejelzett kereslet Abszol¶ut ¶atlagos elt¶er¶es
(2011. m¶ajus 21-re) (MAD)

Mozg¶o ¶atlag 0,33 1,76
Exponenci¶alis sim¶³t¶as 0,93 1,70
Croston m¶odszer 1,19 1,70
Syntetos-Boylan m¶odszere 0,74 1,62

3. t¶abl¶azat. A Doliva term¶ekre v¶egzett kereslet-el}orejelz¶es eredm¶enyei (napi kereslet)

El}orejelz¶esi m¶odszer El}orejelzett kereslet Abszol¶ut ¶atlagos elt¶er¶es
(2011 20. het¶ere) (MAD)

Mozg¶o ¶atlag 5,67 3,69
Exponenci¶alis sim¶³t¶as 6,92 3,27
Croston m¶odszer 5,70 5,08
Syntetos-Boylan m¶odszere 3,57 4,44

4. t¶abl¶azat. A Doliva term¶ekre v¶egzett kereslet-el}orejelz¶es eredm¶enyei (heti kereslet)

A Doliva a napi keresleti adatok alapj¶an a szakaszos kereslet}u term¶ekek
csoportj¶aba tartozik, ahol a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa viszonylag alacsony (ese-
tÄunkben a hat¶ar¶ert¶ek 0,7), teh¶at nagyj¶ab¶ol egyenletes kereslettel lehet sz¶a-
molni. A probl¶ema ink¶abb a kereslet felmerÄul¶es¶enek id}obelis¶ege, sz¶orts¶aga.
A napi keresleti adatok alapj¶an szakaszos kereslettel jellemezhet}o term¶ek
eset¶eben a szakirodalom ¶altal javasolt el}orejelz¶esi m¶odszer a Syntetos-Boylan
m¶odszer, amit elemz¶esÄunk is a legalacsonyabb MAD ¶ert¶eket eredm¶enyez}o
m¶odszernek mutatott.

A napi adatok heti aggreg¶al¶as¶at kÄovet}oen ¶ujrasz¶amoltuk a term¶ekek cso-
portos¶³t¶ashoz haszn¶alt k¶et v¶altoz¶o ¶ert¶ek¶et. A Doliva eset¶en a heti aggreg¶aci¶ot
kÄovet}oen a CVd ¶ert¶eke 0,58 lett, m¶³g a p ¶ert¶ek¶eke nem l¶etezik. Ez azt jelenti,
hogy ez, a napi adatok alapj¶an egyenetlen kereslettel rendelkez}o term¶ek az
aggreg¶alt heti adatok alapj¶an m¶ar a sima kereslet}u term¶ekcsoportba kerÄul
¶at, mely eset¶en a hagyom¶anyos kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek is j¶ol haszn¶al-
hat¶oak. A heti aggreg¶alt adatok alapj¶an v¶egzett sz¶am¶³t¶asaink t¶amogatj¶ak a
szakirodalmi aj¶anl¶asokat, mely szerint ilyen term¶ekek eset¶en javasolt m¶odszer
a Croston m¶odszer, vagy a hagyom¶anyos id}osoros modellek.

Term¶ek Kereslet A kereslettel Kereslet A kereslettel
t¶³pusa rendelkez}o t¶³pusa rendelkez}o

(napi adatok napok sz¶ama (aggreg¶alt hetek sz¶ama
alapj¶an) (¶es ar¶anya, a heti adatok (¶es ar¶anya, a

rendelkez¶esre alapj¶an) rendelkez¶esre
¶all¶o 97 naphoz ¶all¶o 19 h¶ethez
viszony¶³tva) viszony¶³tva)

DOLIVA ARCKR¶EM Szakaszos 46 Sima 19

REGENER¶AL¶O CVd = 1;46 (47,42%) CVd = 0;58 (100%)
¶EJSZAKAI 50ML p = 2 p nem l¶etezik

5. t¶abl¶azat. A Doliva term¶ek csoportos¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt jellemz}ok ¶ert¶ekei a napi ¶es a heti
keresleti adatok alapj¶an

5.2 A napi adatok alapj¶an csom¶os kereslet}u csoportot
reprezent¶al¶o term¶ek esettanulm¶anya

A napi adatok eset¶en csom¶os kereslet}u term¶ekt¶³pust k¶epviseli a Menthae
Piperitae Aetheroleum 100g (tov¶abbiakban Menthae) nev}u term¶ek. A csom¶os
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kereslet}u term¶ekkÄor ¶altalunk kiv¶alasztott reprezent¶ansa, a Menthae eset¶eben
a kereslet volumen¶enek relat¶³v sz¶or¶asa 0,99, ami magas ¶ert¶ek. A term¶ek 1,35-
Äos p ¶ert¶ekkel rendelkezik, mely viszont ¶eppen a hat¶ar¶ert¶ek fÄolÄott tal¶alhat¶o.
A 8. ¶abr¶an l¶athat¶o hisztogram j¶ol illusztr¶alja ezeket az extr¶em keresleti jel-
lemz}oket. A hisztogram exponenci¶alis keresleti eloszl¶asra utal.

8. ¶abra. A Menthae csom¶os kereslet}u term¶ek hisztogramja (napi kereslet)

A Menthae kereslet¶enek id}obeli alakul¶as¶at mutatj¶ak az al¶abbi ¶abr¶ak.
A term¶ek ¶erdekess¶ege, hogy magas a meg¯gyel¶esek sz¶ama, a 97 napb¶ol 70
eset¶eben volt a term¶ek ir¶ant kereslet. A keresleti adatok alapj¶an arra kÄovet-
keztethetÄunk, hogy szezon¶alis term¶ekkel ¶allunk szemben, mely term¶ek forgal-
m¶anak nagy r¶esze a t¶eli h¶onapokban realiz¶al¶odik.

9. ¶abra. A Menthae term¶ek kereslet¶enek id}obeli alakul¶asa (napi kereslet)
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10. ¶abra. A Menthae term¶ek kereslet¶enek id}obeli alakul¶asa (heti kereslet)

A term¶ek m¶ultbeli keresleti adatait felhaszn¶alva ez alkalommal is a be-
mutatott m¶odszerek seg¶³ts¶eg¶evel v¶egeztÄunk kereslet-el}orejelz¶est. Mint az a
6. t¶abl¶azat mutatja, a vizsg¶alt term¶ek eset¶eben a napi adatokra a Syntetos-
Boylan m¶odszer vezetett legkisebb MAD ¶ert¶ekhez. A heti keresleti adatok
eset¶en pedig a mozg¶o ¶atlag haszn¶alata hozta a legjobb eredm¶enyt (7. t¶abl¶azat).
(E sz¶am¶³t¶asainkhoz tartoz¶o param¶eterek ¶ert¶ekeit is tartalmazza a Mell¶eklet.)

El}orejelz¶esi m¶odszer El}orejelzett kereslet Abszol¶ut ¶atlagos elt¶er¶es
(2011. m¶ajus 21-re) (MAD)

Mozg¶o ¶atlag 2,50 2,38
Exponenci¶alis sim¶³t¶as 2,61 2,42
Croston m¶odszer 2,91 2,61
Syntetos-Boylan m¶odszere 2,20 2,31

6. t¶abl¶azat. A Menthae term¶ekre v¶egzett kereslet-el}orejelz¶es eredm¶enyei (napi kereslet)

El}orejelz¶esi m¶odszer El}orejelzett kereslet Abszol¶ut ¶atlagos elt¶er¶es
(2011. 20. het¶ere) (MAD)

Mozg¶o ¶atlag 6,25 3,30
Exponenci¶alis sim¶³t¶as 6,49 5,02
Croston m¶odszer 5,67 6,68
Syntetos-Boylan m¶odszere 4,71 5,74

7. t¶abl¶azat. A Menthae term¶ekre v¶egzett kereslet-el}orejelz¶es eredm¶enyei (heti kereslet)

Term¶eszetesen az alapadatok heti aggreg¶al¶as¶at kÄovet}oen a Menthae eset¶e-
ben is ¶ujrasz¶amoltuk a term¶ekek tipiz¶al¶asa sor¶an haszn¶alt k¶et v¶altoz¶o ¶ert¶ek¶et.
A CVd ¶ert¶eke az aggreg¶al¶as sor¶an az 1,32-es ¶ert¶ekr}ol 0,61-re csÄokkent, m¶³g
az aggreg¶al¶as ut¶an sem hat¶arozhatjuk meg p ¶ert¶ek¶et. A napi adatok heti
aggreg¶al¶as¶aval a term¶ek a Doliv¶ahoz hasonl¶oan ¶atcs¶uszott a sima kereslet}u
term¶ekcsoportba. A szakirodalom a csom¶os term¶ekt¶³pus eset¶en a Syntetos-
Boylan, m¶³g a sima term¶ekek eset¶en a Croston m¶odszer¶et, vagy a hagyom¶anyos
id}osoros modelleket aj¶anlja. Sz¶am¶³t¶asaink hasonl¶o eredm¶enyt hoztak, s ily
m¶odon t¶amogatj¶ak ezeket az aj¶anl¶asokat.
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Term¶ek Kereslet A kereslettel Kereslet A kereslettel
t¶³pusa rendelkez}o t¶³pusa rendelkez}o

(napi adatok napok sz¶ama (aggreg¶alt hetek sz¶ama
alapj¶an) (¶es ar¶anya, a heti adatok (¶es ar¶anya, a

rendelkez¶esre alapj¶an) rendelkez¶esre
¶all¶o 97 naphoz ¶all¶o 19 h¶ethez
viszony¶³tva) viszony¶³tva)

MENTHEA Csom¶os 70 Sima 19
PIPERITAE CVd = 1;32 (72,16%) CVd = 0;61 (100%)
AETHEROLEUM p = 1;35 p nem l¶etezik

8. t¶abl¶azat. A Menthea term¶ek csoportos¶³t¶as¶ahoz haszn¶alt jellemz}ok ¶ert¶ekei a napi ¶es a heti
keresleti adatok alapj¶an

6 ÄOsszefoglal¶as

A v¶allalati gyakorlat vizsg¶alata sor¶an egy¶ertelm}uv¶e v¶alik, hogy a c¶egeknek
nem csak a hagyom¶anyos kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszertan ¶altal kezelt mennyi-
s¶egi probl¶em¶at kell kezelnie az el}orejelz¶es sor¶an, de a kereslet id}obeli sz¶orts¶aga,
sporadicit¶asa is neh¶ezs¶eget okoz. A kereslet-el}orejelz¶es legfrissebb kutat¶asi
ir¶anyzata a term¶ekeket a kereslet relat¶³v sz¶or¶asa ¶es a sporadicit¶as m¶ert¶eke
(kereslettel nem rendelkez}o peri¶odusok hossz¶anak ¶atlaga) alapj¶an fogalmazza
meg aj¶anl¶asait. E k¶et keresleti jellemz}o alapj¶an a term¶ekeket sima, egyenetlen,
szakaszos ¶es csom¶os kereslet}u term¶ekekre osztja, s a kereslet-el}orejelz¶esre
vonatkoz¶o javaslatokat ezekre vonatkoz¶oan fogalmazza meg. Elemz¶esÄunk-
ben ez¶ert els}ok¶ent a kereslet-el}orejelz¶es szempontj¶ab¶ol e k¶et kiemelt jellemz}o
alapj¶an tipiz¶altuk az esettanulm¶anyunkban szerepl}o v¶allalat teljes term¶ek-
portf¶oli¶oj¶at. A c¶eg vizsg¶alt term¶ekkÄor¶enek ilyen jelleg}u csoportos¶³t¶as¶at a
napi ¶es a heti aggreg¶alt adatokra egyar¶ant elv¶egeztÄuk.

E k¶et jellemz}o alapj¶an cikkÄunkben bemutattuk a szakirodalomban meg-
tal¶alhat¶o csoportos¶³t¶as kiterjesztett v¶altozat¶at, mely a kor¶abbi csoportos¶³t¶ast
kieg¶esz¶³ti azon term¶ekt¶³pusokkal, melyek eset¶eben a CVd ¶ert¶ek¶et nem lehet sz¶a-
molni, illetve, melyek eset¶eben p v¶arhat¶o ¶ert¶eke nem ¶ertelmezhet}o. Ily m¶odon
a v¶allalat teljes term¶ekkÄore a tipiz¶al¶as sor¶an kezelhet}ov¶e v¶alt. A vizsg¶alt 11924
term¶ek konkr¶et csoportba sorol¶asa j¶o lehet}os¶eget teremt a v¶allalat sz¶am¶ara,
hogy a kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek esettanulm¶anyokban tÄort¶en}o tesztel¶ese
sor¶an kapott eredm¶enyeket m¶as term¶ekekre is kiterjessze.

A kereslet-el}orejelz¶esi m¶odszerek tesztel¶ese sor¶an k¶et, a sporadicit¶as szem-
pontj¶ab¶ol kÄulÄonÄosen probl¶em¶as term¶ekt¶³pus egy-egy konkr¶et term¶eke eset¶en
v¶egeztÄuk el sz¶am¶³t¶asainkat. A Doliva term¶ek k¶epviselte a szakaszos, m¶³g a
Menthae a csom¶os term¶ekt¶³pust (napi adatok eset¶en). A k¶et esettanulm¶any
sor¶an az el}orejelz¶est n¶egy m¶odszerrel (mozg¶o ¶atlag, exponenci¶alis sim¶³t¶as,
Croston ¶es Syntetos-Boylan m¶odszereivel) v¶egeztÄuk el. A napi adatok fel-
haszn¶al¶asa mellett sor kerÄult tov¶abb¶a a heti aggreg¶alt keresleti adatok alapj¶an
tÄort¶en}o el}orejelz¶esre is. Sz¶am¶³t¶asaink eredm¶enyei mind a napi, mind a heti
adatok haszn¶alata eset¶en t¶amogatj¶ak a szakirodalmi aj¶anl¶asokat , mely szerint
az er}oteljes sporadicit¶assal rendelkez}o { mint pl. a szakaszos ¶es a csom¶os {
term¶ekek eset¶en a Syntetos-Boylan m¶odszer alkalmaz¶asa aj¶anlott, m¶³g a sima
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kereslet}u term¶ekek eset¶en j¶o megold¶ast jelentenek a hagyom¶anyos id}osoros
modellek is.

Mindk¶et term¶ek eset¶eben meg¯gyelhet}o volt, hogy a napi adatok heti agg-
reg¶al¶as¶aval mindk¶et kritikus v¶altoz¶o ¶ert¶eke csÄokkent ¶es a term¶ekek egy, a
kereslet-el}orejelz¶es szempontj¶ab¶ol egyszer}ubb term¶ekcsoportba, a sima kereslet-
tel rendelkez}o term¶ekt¶³pusba kerÄultek ¶at. Az adatok heti szint}u aggreg¶al¶asa ¶es
erre alapozva a kereslet el}orejelz¶es¶enek heti id}ot¶avra sz¶ol¶o el}orejelz¶ese az¶ert
is javasolhat¶o a v¶allalat sz¶am¶ara, mert az ¶erv¶enyes gyakorlat heti besz¶all¶³t¶a-
sokkal m}ukÄodik.

Az alapadatok aggreg¶al¶asa sor¶an teh¶at jellemz}oen csÄokken a kereslet spo-
radicit¶as¶anak m¶ert¶eke (az adott tervez¶esi szinten s}ur}ubben ¶allnak rendelke-
z¶esre adatok), ez¶ert a statisztikai, benne a hagyom¶anyos kereslet-el}orejelz¶esi
m¶odszerek jellemz}oen megb¶³zhat¶obb¶a v¶alnak. Bizonyos term¶ekek eset¶en a
sporadikus jelleg igen er}os. Ezek eset¶eben indokolt lehet az alapadatok havi,
s}ot ak¶ar negyed¶eves aggreg¶al¶asa is. Ennek ¶ara ugyanakkor, hogy nÄovelni
kell az elemz¶esbe vont m¶ultb¶eli inform¶aci¶ok hossz¶at. Havi tervez¶esi szinten
p¶eld¶aul m¶ar legal¶abb 2-3 ¶eves visszamen}oleges adatra lenne szÄuks¶eg. A ne-
gyed¶eves tervez¶es szintj¶en pedig mintegy 5 ¶evre visszamen}o meg¯gyel¶esek
szÄuks¶egesek (persze ez rÄovid ¶elettartam¶u term¶ekek eset¶en nem alkalmazhat¶o).

Mell¶eklet. Az esettanulm¶anyokn¶al haszn¶alt el}orejelz¶esi
m¶odszerekhez tartoz¶o sim¶³t¶asi egyÄutthat¶ok

Term¶ek neve Napi keresleti Heti aggreg¶alt
adatok keresleti adatok
n = 3 n = 3

DOLIVA ®exp = 0;1 ®exp = 0;15
®C = 0;1 ®C = 0;45
®S¡B = 0;4 ®S¡B = 0;65

n = 8 n = 2
MENTHAE ®exp = 0;2 ®exp = 0;5

®C = 0;3 ®C = 0;5
®S¡B = 0;6 ®S¡B = 0;5

®exp az exponenci¶alis sim¶³t¶asn¶al, ®C a Croston m¶odszern¶el, m¶³g ®S¡B a Syntetos-Boylen
m¶odszer¶en¶el haszn¶alt sim¶³t¶asi egyÄutthat¶o, illetve a mozg¶o ¶atlag tagjainak sz¶ama (n)
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FORECASTING OF SPORADIC PRODUCTS - A CASE STUDY OF A

PHARMACEUTICAL WHOLESALER COMPANY

Signi¯cant numbers of companies have the problem that demand for their prod-
ucts are sporadic in nature. Demand of such products is not continual in time;
its demand is di®used, is random with large proportion of zero values in the ana-
lyzed time series. The sporadic character of a demand pattern actually means that
available information on the demand of previous selling periods is leaky resulting
in lower quality of data available. In these cases traditional forecasting techniques
do not result in reliable forecast. Special forecasting algorithms have been devel-
oped during the last decade dealing with this problem. The paper introduces these
techniques and o®ers suggestions for application. It also presents the case study of
a Hungarian pharmaceutical wholesaler company. Based on real data we develop
a topology of the company's product portfolio, carry out forecasts using di®erent
techniques including those developed for products with sporadic demand and also
analyze the quality of these forecasts.

Keywords: demand forecasting, sporadic demand, statistical analysis, case study
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M¶EG EGYSZER AZ ESZMEI NYUGD¶IJSZ¶AMLA ELVI
HIB¶AJ¶AR¶OL1

SIMONOVITS ANDR¶AS
MTA KRTK KÄozgazdas¶agtudom¶anyi Int¶ezet

Kor¶abbi munk¶ainkban (p¶eld¶aul Es}o{Simonovits{T¶oth [2011]) az eszmei nyug-
d¶³jsz¶amla hib¶aj¶at elemeztÄuk. Ez a nyugd¶³jk¶eplet eltekint att¶ol, hogy a h¶atra-
l¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartam rossz becsl¶es a nyugd¶³jban tÄoltÄott id}o hossz¶ara: min¶el
k¶es}obb megy valaki nyugd¶³jba, v¶arhat¶oan ann¶al tov¶abb ¶el. Ez¶ert a hosszabb
¶elettartam¶uak ¶eletp¶alya-egyenlege negat¶³v, m¶³g a rÄovidebbek¶e pozit¶³v. Ed-
digi elemz¶esÄunkben feltettÄuk, hogy a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny rÄogz¶³tett (az ¶eletkort¶ol
fÄuggetlen) teljes v¶arhat¶o ¶elettartammal sz¶amol, ¶es minden dolgoz¶o ¶evi kere-
sete azonos. Bany¶ar [2011] joggal b¶³r¶alta munk¶ainkat ezek¶ert a durva egy-
szer}us¶³t¶esek¶ert (vÄo. Bany¶ar [2012]). Ebben a cikkben elfogadom Bany¶ar k¶et
javaslat¶at, ¯gyelembe veszem a v¶altoz¶o ¶atlagos ¶elettartamot ¶es a kereseti
kÄulÄonbs¶egeket, s megmutatom, hogy el¶egg¶e ¶altal¶anos feltev¶esek mellett a
rendszerhiba megmarad. Elutas¶³tom viszont m¶asik k¶et javaslat¶at, amely
rÄogz¶³ti a nyugd¶³jsz¶amla kezdeti ¶ert¶ek¶et ¶es nyugd¶³jaz¶asi kor helyett a nyugd¶³j-
ig¶enyl¶esi kort v¶altoztatja, ezzel v¶eli l¶enyeg¶eben eltÄuntetni a rendszer hib¶aj¶at.

JEL index: C61, C63, D82, D91, H55.
Kulcszavak: eszmei sz¶amla, v¶altoz¶o nyugd¶³jkor, kontraszelekci¶o, biztos¶³t¶as-
matematikai m¶elt¶anyoss¶ag

1 Bevezet¶es

Az eszmei nyugd¶³jsz¶amla alapÄotlete az, hogy az ¶eves ¶eletj¶arad¶ek kisz¶am¶³t¶a-
sakor a nyugd¶³jba vonul¶asig felhalmozott eszmei nyugd¶³jvagyont elosztja a
h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartammal. (KÄozel¶³t}oleg a nyugd¶³jvagyon az ¶atlagos
¶eletp¶alya-kereset ¶es a szolg¶alati id}o szorzata.) H¶³vei szerint ez a rendszer
biztos¶³t¶asmatematikailag m¶elt¶anyos , azaz a nyugd¶³jkort¶ol fÄuggetlenÄul minden
t¶³pusn¶al a kiad¶asokat rugalmasan egyens¶ulyba hozza a bev¶etelekkel (Holz-
mann{Palmer , 2006 ¶es Holzmann{Palmer{Robalino, 2012). Ez¶altal az eszmei
nyugd¶³jsz¶amla a hosszadalmas ¶es kÄolts¶eges ¶atmeneti id}oszak n¶elkÄul azonnal
megteremti azt a szoros kapcsolatot az ¶eletp¶alya be- ¶es ki¯zet¶esek kÄozÄott,
amely¶ert annak idej¶en a t}ok¶es¶³tett mag¶annyugd¶³j-rendszereket bevezett¶ek az

1KÄoszÄonetet mondok Bany¶ar J¶ozsefnek gondolat¶ebreszt}o cikk¶e¶ert ¶es sz¶³ves felvil¶agos¶³-
t¶as¶a¶ert. Term¶eszetesen ez nem jelenti azt, hogy egyet¶ertene az itt elmondottakkal. H¶al¶as
vagyok T¶oth J¶anosnak, az egyik elfelejtett t¶arsszerz}onek, ¶Agoston Kolosnak, Barab¶as
B¶el¶anak, Nicholas Barrnak, Hans Fehrnek, Robert Holzmann-nak, Kr¶emer Bal¶azsnak,
valamint Radn¶oti L¶aszl¶onak ¶ert¶ekes tan¶acsaik¶ert. Be¶erkezett: 2013. ¶aprilis 1. E-mail:
simonovits.andras@krtk.mta.hu
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¶atmeneti gazdas¶agokban. Igaz, bizonyos technikai bonyodalmak miatt el}o-
fordulhat koroszt¶alyok kÄozti ¶ujraeloszt¶as (leg¶ujabb p¶elda: Knell [2012]).

Az eszmei nyugd¶³jsz¶amla h¶³vei azonban elsiklottak a biztos¶³t¶asmatematikai
m¶elt¶anyoss¶ag aszimmetrikus inform¶aci¶on alapul¶o elm¶eleti b¶³r¶alata fÄolÄott: a
k¶es}on nyugd¶³jba vonul¶ok az ¶atlagosn¶al v¶arhat¶oan tov¶abb ¶elnek, ¶es ezt vala-
mennyire ¯gyelembe kell venni az ¶eletj¶arad¶ek kisz¶am¶³t¶asakor. A nemzetkÄozi
irodalomb¶ol tall¶ozva: Fabel [1994], Diamond [2003], Sheshinski [2008] ¶es
Bommier{Leroux{Lozachmeur [2011].

Err}ol az ir¶anyzatr¶ol tudom¶ast sem v¶eve, Bany¶ar J¶ozsef [2011] cikk¶eben
az eszmei nyugd¶³jsz¶aml¶ar¶ol (NDC = non¯nancial de¯ned contribution) sz¶ol¶o
munk¶ainkat b¶³r¶alta. Bany¶arral szemben tÄobbes sz¶amot ¶³rok, mert tÄobben
voltunk a csapatban, l¶asd p¶eld¶aul Es}o{Simonovits [2003], Al¶acs [2004], Si-
monovits{T¶oth [2007] ¶es Es}o{Simonovits{T¶oth [2011].

Adataink (az 1. ¶es 2. t¶abl¶azat) r¶amutatnak arra, hogy { ellent¶etben az
NDC alapfeltev¶es¶evel { az adott ¶eletkorban nyugd¶³jba vonul¶ok ¶es egyidej}uleg
a teljes munkaid}oben v¶egzett munk¶at abba hagy¶ok ¶atlagos nyugd¶³jtartama
nem kÄozel¶³thet}o j¶ol a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartammal; az el}obbi lassabban
csÄokken az ¶eletkorral, mint az ut¶obbi, s}ot, ak¶ar n}ohet is. A nyugd¶³jtartam
¶es a v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o ¶elettartam kÄulÄonbs¶eg¶et nevezzÄuk (el}ojeles) becsl¶esi
hib¶anak, s ez n}o, ¶es valahol el}ojelet v¶alt az ¶eletkor nÄovekedt¶evel. Ez¶ert a kÄo-
zel¶³t¶esk¶ent sz¶am¶³tott eszmei j¶arad¶ekfÄuggv¶eny bÄunteti a v¶arhat¶oan rÄovid ¶ele-
t}ueket, ¶es jutalmazza a v¶arhat¶oan hossz¶u ¶elet}ueket. Felt¶eve, hogy a hosszabb
¶elet}uek tov¶abb dolgoznak, ¶es a felt¶eteles becsl¶esi hib¶ak keresettel s¶ulyozott
¶atlaga pozit¶³v, m¶eg a rendszer egyenlege is negat¶³v.

Ett}ol a fajta b¶³r¶alatt¶ol fÄuggetlenÄul m¶as kutat¶ok (m¶ar kor¶abban is) felh¶³vt¶ak
a ¯gyelmet arra, hogy a v¶arhat¶o ¶elettartam er}os ¶es pozit¶³v korrel¶aci¶oban van
az ¶eletp¶alya-¶atlagkeresettel. Ez¶ert ar¶anyos nyugd¶³j eset¶en az ¶eletp¶alya eg¶esz¶et
tekintve perverz jÄovedelem-¶ujraeloszt¶as val¶osul meg az alacsonyabbt¶ol a ma-
gasabb kereset}uekhez (friss p¶elda: Breyer{Hupfeld [2009]), m¶³g csÄokkentett
progressz¶³v ¶ujraeloszt¶as a degressz¶³v rendszerekn¶el. Kiemelem Kr¶emer [2013]
kiv¶al¶o tanulm¶any¶at, amely a hazai kereseti ¶es nyugd¶³jegyenl}otlens¶egeket elem-
zi. Felh¶³vom a ¯gyelmet arra az ¶eszrev¶etel¶ere, hogy a magyar kezd}onyugd¶³jak
eloszl¶as¶aban megl¶ev}o er}os aszimmetri¶at r¶eszben a jobban keres}ok tov¶abb¶el¶e-
se tÄunteti el az Äosszes nyugd¶³jak eloszl¶as¶aban, al¶at¶amasztva cikkÄunk egyik
feltev¶es¶et. (Az Äosszes nyugd¶³j eloszl¶as¶ab¶ol elt}un}o aszimmetria m¶asik oka a
kor¶abbi degressz¶³v nyugd¶³jrendszer tov¶abb¶el¶ese.) Haz¶ankban az 50 ¶ev fÄolÄotti
n¶epess¶eg el¶egtelen id}oskori foglalkoztat¶as¶at Div¶enyi{K¶ezdi [2012] r¶eszben
azzal magyar¶azta, hogy jelent}os h¶anyaduknak rossz az eg¶eszs¶egi ¶allapota.

Bany¶ar joggal kifog¶asolta, hogy az eszmei nyugd¶³jsz¶aml¶at b¶³r¶al¶o cikkeink-
ben nemes egyszer}us¶eggel eltekintettÄunk a kereseti heterogenit¶ast¶ol, ¶es rÄogz¶³-
tettnek (az ¶eletkort¶ol fÄuggetlennek) vettÄuk a nyugd¶³jk¶epletben a v¶arhat¶o ¶elet-
tartamot. Ugyanakkor minden ilyen t¶argy¶u cikkÄunkben megeml¶³tettÄuk, hogy
a keresettel is er}osen ¶es pozit¶³van korrel¶al a h¶atral¶ev}o ¶elettartam, valamint a
minim¶alis ¶es maxim¶alis nyugd¶³jkor kÄozti hal¶aloz¶as kiz¶ar¶asa (amely indokolta
az egyszer}us¶³t¶est) megszor¶³t¶o. S}ot, az Es}o{Simonovits{T¶oth cikkb}ol id¶ezett,
itt az 1{2. sz¶am¶u t¶abl¶azatp¶arra b}ov¶³tett adatokb¶ol (Borl¶oi Rudolf ¶es Marosi
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Judit publik¶alatlan sz¶am¶³t¶asa) kivil¶aglik a rÄogz¶³tett ¶elettartamos megkÄozel¶³t¶es
hib¶aja is.

R¶eszletezve: a k¶et t¶abl¶azat vil¶agviszonylatban el}oszÄor adja meg egy adott
¶ev orsz¶agos kontraszelekci¶oj¶at. Konkr¶etan, hogyan fÄugg az ¶eletkort¶ol a 2004-
ben Äoregs¶egi nyugd¶³jask¶ent elhal¶alozott magyar f¶er¯ak ¶es n}ok adott korban
h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartama (nyilv¶anos KSH-adat) ¶es a t¶enyleges nyugd¶³j-
tartama (kor¶abban ismeretlen adat). Sejt¶esÄunkkel Äosszhangban az ¶atlagn¶al
kor¶abban/k¶es}obben nyugd¶³jba vonul¶oknak j¶oval kevesebb/tÄobb idejÄuk marad
h¶atra, mint amit a statisztika j¶osol. P¶eld¶aul a 64 ¶eves korban nyugd¶³jba
vonul¶o f¶er¯ak ¶atlagosan m¶eg 23,4 ¶evet ¶eltek, holott a demogr¶a¯a csak 13,7
¶evet j¶osolt a 64 ¶eveseknek: igaz, nyugd¶³jasoknak ¶es dolgoz¶oknak egyÄutt. Az
m¶ar csak r¶aad¶as, hogy a nyugd¶³jkorral meredeken n}o a v¶arhat¶o nyugd¶³jtartam.
P¶eld¶aul a 65 ¶eves korban nyugd¶³jba vonul¶o f¶er¯ak ¶atlagosan 0,9 ¶evvel tov¶abb
¶eltek, holott a demogr¶a¯a 0,6 ¶evvel kevesebbet j¶osolt nekik, mint 64 ¶evesen
nyugd¶³jba vonult t¶arsaiknak.

A modellre t¶erve v¶azolom, hogyan lehet bep¶otolni a Bany¶ar ¶altal joggal
kifog¶asolt kor¶abbi analitikus hi¶anyoss¶agot. ¶Atv¶eve Bany¶ar Äotlet¶et, felteszem,
hogy az ¶elettartamban kÄulÄonbÄoz}o t¶³pusok keresete is kÄulÄonbÄoz}o (az ¶elettar-
tammal nÄovekv}o) ¶es a sz¶amukra determinisztikus ¶elettartamot a korm¶anyzat
sztochasztikus eloszl¶as¶unak tekinti. (A val¶os¶agban az egyes t¶³pusok ¶elettar-
tama is sztochasztikus, hiszen egy v¶arhat¶oan hosszabb ¶elet}u professzor is
meghalhat ¯atalabban, mint egy v¶arhat¶oan rÄovidebb ¶elet}u b¶any¶asz. Ezt a
bonyodalmat itt elhanyagoljuk, de val¶oj¶aban v¶arhat¶o ¶elettartamokr¶ol kellene
besz¶elnÄunk; vÄo. ¶Agoston [2008].) Nem foglalkozom azzal, hogy a hetero-
genit¶asnak mik az okai, ¶es eltekintek att¶ol is, hogy a nyugd¶³jkÄulÄonbs¶egek
tov¶abb fokozhatj¶ak az ¶elettartamokban megmutatkoz¶o kÄulÄonbs¶egeket.

Ilyen keretben igazolom, hogy viszonylag enyhe megszor¶³t¶asok mellett az
inform¶aci¶os aszimmetria ¶altal okozott NDC-rendszerhiba megmarad. Tov¶abb
vizsg¶al¶odva ¶altal¶anosabban bel¶atom, hogy minden szab¶alyos j¶arad¶ekfÄuggv¶eny
eset¶en van rendszerhiba, de az NDC-ben t¶ul nagy.

Ebben a cikkben elt¶erek kor¶abbi cikkeink optimaliz¶al¶asi megkÄozel¶³t¶es¶et}ol.
Nem foglalkozom azzal, hogy az egyes t¶³pusok hogyan dÄontenek nyugd¶³jaz¶asi
korukr¶ol, ¶es azzal sem, hogy a korm¶anyzat hogyan hat¶arozza meg a nyugd¶³j-
k¶epletet. Az egyszer}us¶eg/kÄoz¶erthet}os¶eg kedv¶e¶ert mindkett}ot adottnak veszem.
De ezzel a v¶alaszt¶assal lemondok arr¶ol, hogy az ÄosztÄonz¶esi hat¶asokat elemez-
zem, azaz, hogy a korm¶anyzati szab¶alyoz¶as hat az egy¶eni dÄont¶esre.

Felh¶³vom az Olvas¶o ¯gyelm¶et arra, hogy b¶³r¶alat¶aban Bany¶ar az eszmei
nyugd¶³jsz¶aml¶at¶ol ¶es annak kritik¶aj¶at¶ol idegen terÄuletre tereli a vizsg¶alatot,
an¶elkÄul, hogy ezt kell}oen hangs¶ulyozn¶a. Bany¶ar 1) rÄogz¶³ti a nyugd¶³jbe¯zet¶es
korhat¶ar¶at, ¶es 2) megengedi, hogy a dolgoz¶o tetsz}oleges ideig k¶esleltesse a
nyugd¶³jind¶³t¶ast, valamint 3) felteszi, hogy az egy¶enek nem ¶eletp¶alya-hasz-
noss¶agukat, hanem csup¶an ¶eletp¶alya-nyugd¶³jukat akarj¶ak maximaliz¶alni. Az
1){2) feltev¶es nagyon ritka jelens¶eget modellez, ¶es a val¶os¶agt¶ol elrugaszkodva
felt¶etelezi, hogy az egy¶enek a nyugd¶³jukra is korl¶atoz¶as mentes ¶es olcs¶o kÄol-
csÄont vehetnek fÄol, vagy addig dolgoznak a j¶arul¶ek¯zet¶es lez¶ar¶asa ut¶an, amed-
dig akarnak. A 3) feltev¶es pedig ellentmond a j¶ozan ¶esznek! Itt jegyzem
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meg, hogy l¶elektanilag ezen ¶eletidegen feltev¶esek jelenl¶ete akad¶alyozta meg,
hogy kor¶abban { sz¶oban hallva ¶es k¶eziratban olvasva { elfogadjam Bany¶ar
[2012] kritik¶aj¶anak konstrukt¶³v r¶esz¶et. V¶egÄul megeml¶³tem, hogy Bany¶ar ¶es
a mi megkÄozel¶³t¶esÄunk, valamint a kiindul¶asul szolg¶al¶o sv¶ed rendszer eltekint
a hozz¶atartoz¶oi nyugd¶³jakt¶ol, amelyek ¯gyelembe v¶etele m¶odos¶³thatja kÄovet-
keztet¶eseinket.

Nyomat¶ekosan hangs¶ulyozom, hogy modellÄunkben a hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}u-
s¶egek adottak, ¶es fÄuggetlenek a nyugd¶³jkort¶ol ¶es a nyugd¶³jt¶ol. Pedig ismert,
hogy a val¶os¶agban az ¶ertelmes munka meghosszabb¶³tja az ¶elettartamot, ¶es a
megnÄovelt nyugd¶³j is kedvez}oen hat a nyugd¶³jas eg¶eszs¶egÄugyi ell¶at¶as¶ara.

A dolgozat szerkezete a kÄovetkez}o. A 2. szakasz ismerteti az ¶elettartam
¶es a nyugd¶³jba vonul¶asi kor m¶ar eml¶³tett statisztik¶aj¶at. A 3. szakasz egy, a
kor¶abbiakat ¶altal¶anos¶³t¶o modellp¶arban elemzi az eszmei sz¶amlarendszer elvi
hib¶aj¶at. A 4. szakaszban a szab¶alyos j¶arad¶ekfÄuggv¶enyek eset¶eben is kimutat-
juk az ¶ujraeloszt¶ast. Az 5. szakaszban t¶enyleges adatokon hasonl¶³tjuk Äossze a
kor¶abbi ¶es a mostani m¶odszert; valamint sz¶amp¶eld¶an szeml¶eltetjÄuk az eredeti
¶es a m¶odos¶³tott eszmei nyugd¶³jsz¶amla kÄulÄonbs¶eg¶et. A 6. szakaszban levonjuk
a kÄovetkeztet¶eseket.

2 ¶Elettartam ¶es nyugd¶³jaz¶asi kor statisztik¶aja

Az eszmei nyugd¶³jsz¶aml¶at a koroszt¶alyon belÄuli ¶ujraeloszt¶as kapcs¶an b¶³r¶al¶o
rugalmas nyugd¶³jkorhat¶ar (vagy v¶altoz¶o nyugd¶³jkor) modellcsal¶adj¶anak kulcs-
feltev¶ese szerint v¶arhat¶oan min¶el k¶es}obb hal meg valaki, ann¶al tov¶abb dolgo-
zik, m¶eg akkor is, ha eltekintÄunk a maxim¶alis korhat¶ar el}ott meghaltakt¶ol.

Ezt a feltev¶est t¶amasztja al¶a az 1. ¶es 2. t¶abl¶azat. Ismertet¶esÄunket a t¶abl¶a-
zatp¶ar 2. oszlop¶aval kezdjÄuk: az 57{65, illetve 52{65 kor¶ev kÄozÄott nyugd¶³jba
vonul¶asi kor szerint csoportos¶³tja a 2004-ben elhunyt f¶er¯akat ¶es n}oket. A 3.
oszlop e szem¶elyek relat¶³v gyakoris¶ag¶at adja meg. A 4. oszlop ezek nyugd¶³jban
tÄoltÄott ¶eveinek az ¶atlag¶at mutatja. Az 1. oszlop a csoport ¶atlagos ¶elettartam¶at
tartalmazza mint az ¶eletkor ¶es a nyugd¶³jtartam Äosszeg¶et. Az 5. oszlop az adott
kor¶uaknak a nyugd¶³jba vonul¶as t¶eny¶et}ol fÄuggetlenÄul sz¶am¶³tott, a korm¶anyzat
¶altal ¯gyelembe vett h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartam¶at kÄozli (az el}oz}ot}ol elt¶er}o
n¶epess¶egre sz¶am¶³tva). Ez¶ert a haland¶os¶agi (¶es a vele pozit¶³v korrel¶aci¶oban ¶all¶o
kereseti) heterogenit¶asb¶ol fakad¶o kontraszelekci¶ot elhanyagol¶o eszmei nyug-
d¶³jsz¶aml¶ak elvileg hib¶asak. A 6. oszlopban a nyugd¶³jtartam pontos egy¶eni
¶es pontatlan korm¶anyzati becsl¶es¶enek a kÄulÄonbs¶ege, a becsl¶esi hiba szerepel.
P¶eld¶aul a kor¶abban eml¶³tett 64 ¶eves f¶er¯akn¶al e hiba 23;4 ¡ 13;7 = 9;7 ¶ev.

Csak fut¶olag eml¶³tjÄuk meg, hogy adataink nagyon kezdetlegesek, ¶es nem
tesznek kÄulÄonbs¶eget a kÄulÄonbÄoz}o koroszt¶alyok egyre javul¶o haland¶os¶agi gÄor-
b¶eiben. ¶Ugy v¶elem, hogy minden hib¶ajuk ellen¶ere adataink meggy}oz}oen bi-
zony¶³tj¶ak a nyugd¶³jkor ¶es a v¶arhat¶o ¶elettartam kapcsolat¶at.
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¶Atlagos H¶atral¶ev}o
Relat¶³v nyugd¶³j- v¶arhat¶o Becsl¶esi

¶Elettartam Nyugd¶³jkor gyakoris¶ag tartam ¶elettartam hiba
L+ DR L+R 100fR DR ¡R MR SR
69,3 57 7,4 12,3 18,0 ¡5;7
71,5 58 6,0 13,5 17,3 ¡3;8
73,2 59 4,6 14,2 16,7 ¡2;5
77,2 60 60,5 17,2 16,1 1,1
79,1 61 12,7 18,1 16,4 1,7
82,9 62 3,9 20,9 14,9 6,0
85,4 63 2,1 22,4 14,3 8,1
86,4 64 1,6 23,4 13,7 9,7
89,3 65 1,4 24,3 13,1 11,2

Megjegyz¶esek. L = 20, SR = DR ¡R¡MR. Esetsz¶am: 28,5 ezer,
Magyarorsz¶ag, 2004. Borl¶oi Rudolf ¶es Marosi Judit publik¶alatlan sz¶am¶³t¶asa

1. t¶abl¶azat. ¶Elettartam{nyugd¶³jba vonul¶asi kor, f¶er¯

¶Atlagos H¶atral¶ev}o
Relat¶³v nyugd¶³j- v¶arhat¶o Becsl¶esi

¶Elettartam Nyugd¶³jkor gyakoris¶ag tartam ¶elettartam hiba
L+ DR L+R 100fR DR ¡R MR SR
66,8 52 2,3 14,8 27,4 ¡12;6
68,8 53 2,0 15,8 26,6 ¡10;8
73,7 54 2,3 19,7 25,7 ¡6;0
75,7 55 46,2 20,7 24,9 {4,2
79,6 56 16,8 23,6 24,1 ¡0;5
81,3 57 7,9 24,3 23,3 1,0
82,7 58 5,9 24,7 22,5 2,2
84,4 59 4,0 25,4 21,7 3,7
86,7 60 4,3 26,7 20,9 5,8
86,6 61 2,6 25,6 20,1 5,5
86,5 62 2,0 24,5 19,3 5,2
86,5 63 1,7 23,5 18,5 5,0
87,0 64 1,0 23,0 17,7 5,3
86,5 65 1,0 21,5 16,9 4,6

Megjegyz¶es. VÄo. 1. t¶abl¶azat. Esetsz¶am: 30,3 ezer.

2. t¶abl¶azat. ¶Elettartam{nyugd¶³jkor, n}oi

FigyeljÄuk meg, hogy m¶³g a f¶er¯akn¶al a konstru¶alt ¶elettartamok monoton
nÄovekv}oek, addig a n}okn¶el az 59 ¶ev fÄolÄott nyugd¶³jba men}o 12,6 sz¶azal¶ekn¶al
86,5 ¶ev kÄorÄuli ¶elettartam mellett 60{65 ¶eves korban sz¶or¶odik a nyugd¶³jkor,
azaz nyilv¶an a munka¶aldozat szerint heterog¶en n¶epess¶egr}ol van sz¶o. Az em-
pirikus adatok ¶attekint¶ese ut¶an r¶at¶erÄunk az ¶eletkorral v¶altoz¶o ¶elettartam
modellez¶es¶ere.

3 Az eszmei nyugd¶³jsz¶amla ¶uj modellp¶arja

¶Uj modellp¶arunkban feltesszÄuk, hogy a korm¶anyzat ismeri az egy¶eni halan-
d¶os¶agok sztochasztikus eloszl¶as¶at, s megfogadva Bany¶ar javaslat¶at, megen-
gedjÄuk, hogy a legkor¶abbi hal¶aloz¶asi kor kisebb legyen mint a legk¶es}obbi
nyugd¶³jba vonul¶asi kor. Ez¶ert a korm¶anyzat az ¶eletkorral v¶altoz¶o (nem pedig
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rÄogz¶³tett) v¶arhat¶o ¶elettartamnak megfelel}oen sz¶am¶³tja ki az eszmei nyug-
d¶³jsz¶amla alapj¶an az ¶eves nyugd¶³jat. A szimmetrikus inform¶aci¶o eset¶en a
dolgoz¶ok is ¶³gy gondolkodnak, az aszimmetrikus inform¶aci¶o eset¶en viszont
kihaszn¶alj¶ak saj¶at, pontosabb inform¶aci¶ojukat. Az egyszer}us¶eg kedv¶e¶ert egy
id}o ut¶an a modellben a nyugd¶³jkor helyett az ¶elettartamot vesszÄuk eg¶esznek,
¶es megengedjÄuk, hogy a szolg¶alati id}o/nyugd¶³jkor tÄort sz¶am legyen. Emellett
Bany¶ar javaslat¶at kÄovetve az ¶elettartamt¶ol fÄuggetlen helyett fÄugg}o (nÄovekv}o)
keresettel sz¶amolunk.

Szimmetrikus inform¶aci¶o

Kiindul¶ask¶epp tegyÄuk fÄol, hogy a korm¶anyzat sz¶am¶ara a dolgoz¶ok ¶elettar-
tam¶at egy val¶osz¶³n}us¶egi ¶elettartam-eloszl¶as ¶³rja le. Az eszmei sz¶amla h¶³veit
kÄovetve, egyel}ore tegyÄuk fel azt is, hogy a dolgoz¶ok sem tudnak tÄobbet saj¶at
¶elettartamukr¶ol, s csak lustas¶aguk vagy szorgalmuk fÄuggv¶eny¶eben mennek
el}obb vagy k¶es}obb nyugd¶³jba. Technikai egyszer}us¶³t¶es, hogy minden dolgoz¶o
L = 0 ¶evesen kezd el dolgozni: ez¶ert a szolg¶alati id}o ¶es a nyugd¶³jba vonul¶asi
kor egyenl}o. Legyen fi annak a val¶osz¶³n}us¶ege, hogy valaki i ¶evesen hal meg,
i = ®; . . . ; !;

P!
i=® fi = 1, ® ¶es ! rendre a haland¶os¶ag szempontj¶ab¶ol ¯gye-

lembe vett kezd}o ¶es v¶egs}o kor. A pozit¶³v eg¶esz sz¶ammal jellemzett a kor¶uak
felt¶eteles h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartama

Ma =

P!
i=a+1 fi(i ¡ a)P!

i=a+1 fi
> 0 : (1a)

FeltesszÄuk, hogy Ma csÄokken}o sorozat, de a csÄokken¶es korl¶atozott: Ma >
Ma+1 > Ma ¡ 1.

SzÄuks¶egÄunk lesz M(¢) kÄozbÄuls}o ¶ert¶ekeire is, amit line¶aris interpol¶aci¶oval
adunk meg. Legyen az A val¶os sz¶am eg¶esz r¶esze a = [A], tÄortr¶esze fAg, azaz
A = a + fAg. Ekkor

M(A) = (1 ¡ fAg)Ma + fAgMa+1 ¶es ¡ 1 · M 0(A) < 0 : (1b)

FeltesszÄuk, hogy a dolgoz¶o keresete mindv¶egig w. Az eszmei sz¶amla elve
(jele: als¶o/fels}o index N) szerint az R ¶evesen nyugd¶³jba vonul¶o dolgoz¶o addig
Äosszegy}ult saj¶at be¯zet¶ese ¿Rw, biztos¶³t¶asmatematikailag m¶elt¶anyos nyug-
d¶³ja

bN(R) =
¿Rw

M(R)
: (2)

VegyÄuk ¶eszre, hogy a nyugd¶³jba vonul¶ast egy ¶evvel elhalasztva, a j¶arad¶ek
sz¶aml¶al¶oja n}o, a nevez}oje pedig csÄokken, azaz a j¶arad¶ekfÄuggv¶eny is n}o, s a
halaszt¶as dupl¶an emeli az ¶eves j¶arad¶ekot! A v¶arhat¶o nyugd¶³jsz¶amla-egyenlege
egy¶ebk¶ent val¶oban nulla:

zN (R) = ¿Rw ¡ M(R)b(R) = 0 : (3)
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Egy m¶asik szimmetrikus esetet is vizsg¶alhatunk, ahol mind a korm¶anyzat,
mind az egy¶en ismeri az ¶elettartamot. Ekkor a teljes (Full) inform¶aci¶os j¶ara-
d¶ekfÄuggv¶eny

bF (R) =
¿Rw

D ¡ R
; (4)

s ez szint¶en nulla ¶eletp¶alya-egyenleget ad:

zF (R) = ¿Rw ¡ (D ¡ R)bF (R) = 0 : (5)

Figyelemre m¶elt¶o, hogy Breyer{Hupfeld (2009) t¶³pusfÄuggetlen nyugd¶³jkor mel-
lett a nyugd¶³jk¶eplet m¶odos¶³t¶as¶aval (5)-hÄoz hasonl¶oan teljesen eltÄuntette az
¶ujraeloszt¶ast.

A szok¶asos megkÄozel¶³t¶esben a dolgoz¶o c¶elfÄuggv¶enye az ¶eletp¶alya-hasznos-
s¶agfÄuggv¶eny, amelyet az Äossznyugd¶³j tÄomege helyett (Bany¶ar elfajult v¶alasz-
t¶asa) a nyugd¶³jfolyam id}obeli eloszl¶asa ¶es a nett¶o keresetek id}obeli eloszl¶asa
de¯ni¶al. Ezt a c¶elfÄuggv¶enyt maximaliz¶alja az optim¶alis nyugd¶³jkor, ¶es ezek
¶atlag¶at maximaliz¶alja magasabb szinten a korm¶anyzat, de ezzel a k¶erd¶eskÄorrel
a cikkben nem foglalkozunk.

3.1 Aszimmetrikus inform¶aci¶o

A szimmetrikus inform¶aci¶os modellel ellent¶etben, az 1. ¶es 2. t¶abl¶azat szerint
{ lesz¶am¶³tva a k¶es}on nyugd¶³jba vonul¶ok n}ok heterogenit¶as¶at { az R ¶evesen
nyugd¶³jba vonul¶ok DR ¶elettartama kÄozel sem ¶alland¶o! Ez¶ert a tov¶abbiakban
egy olyan modellt v¶azolok, ahol a dolgoz¶ok ¶elettartama csak a korm¶anyzat
sz¶am¶ara t}unik sztochasztikusnak, de a dolgoz¶ok sz¶am¶ara determinisztikus:
aszimmetrikus inform¶aci¶o. Hitelesebb lenne, ha az ¶elettartamokat is szto-
chasztikuss¶a tenn¶enk, ¶es akkor t¶abl¶azatainkhoz hasonl¶oan tÄort sz¶amokat kap-
n¶ank.

TegyÄuk fel, hogy az ¶altal¶anos n¶epess¶egen belÄul l¶etezik n = ! ¡ ® + 1 > 2
t¶³pus, eg¶esz ¶eves D = ®; . . . ; ! ¶elettartammal, fD relat¶³v gyakoris¶aggal. Fel-
tesszÄuk, hogy a kereset t¶³pusfÄugg}o: jele wD.

Sz¶am¶³tsuk ki ¶ujra az egy¶eni egyenleget, de ez¶uttal az aszimmetrikus infor-
m¶aci¶o mellett (erre utal az als¶o D index). BevezetjÄuk a D ¶elettartam eset¶en
a nyugd¶³jtartam pontos ¶es becsÄult ¶ert¶ek¶enek a kÄulÄonbs¶eg¶et, a becsl¶esi hib¶at :

SD = D ¡ RD ¡ M(RD) :

(3)-mal ellent¶etben, most az egyenleget az aszimmetrikus inform¶aci¶ot ¯-
gyelembe v¶eve, a v¶art helyett a t¶enyleges nyugd¶³jtartammal sz¶amoljuk:

zN
D = ¿RDwD ¡ (D ¡ RD)

¿RD wD

M(RD)
= (M(RD) ¡ D + RD)bN(RD) =

= ¡SD bN(RD) :

(6)

Sz¶oban: az adott ¶elettartam¶u ¶es adott korban nyugd¶³jba vonul¶ok egyenlege
a becsl¶esi hiba ellentettj¶enek ¶es a megfelel}o nyugd¶³jnak a szorzata.
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Ezen a ponton ¶erintjÄuk kor¶abbi cikkeink Bany¶ar ¶altal joggal b¶³r¶alt speci¶alis
feltev¶es¶et; ott az aszimmetrikus inform¶aci¶oj¶u korm¶anyzat a legkor¶abbi nyug-
d¶³jba vonul¶askor rÄogz¶³tett ¶elettartamb¶ol indul ki:

D¤ =
!X

D=®

fD D;

s M(R) = D¤ ¡ R k¶eplettel sz¶amolva a becsl¶esi hiba, az eszmei sz¶amla ¶es
egyenlege egyszer}uen

SD = D ¡ D¤; bN (R) =
¿RD wD

D¤ ¡ R
¶es zN (D) = (D¤ ¡ D)bN (RD) :

Itt jelezzÄuk, hogy az 1. t¶abl¶azat adatai szerint a legkor¶abban meghalt f¶er¯t¶³pus
is (¶atlagosan) 69 ¶evig ¶elt, amikorra m¶ar mindenki nyugd¶³jba vonult: Rmax =
65. A 2. t¶abl¶azatban a legkor¶abbi n}oi hal¶aloz¶asi kor 66,8 ¶eves { nagyobb,
mint a legk¶es}obbi nyugd¶³jkor: 65 ¶ev. Egy¶ebk¶ent ezt tettÄuk fÄol kor¶abbi cikke-
inkben. Ez ellentmond a k¶et t¶abl¶azatba kivÄulr}ol bevitt v¶arhat¶o h¶atral¶ev}o
¶ert¶ekek fokozatos csÄokken¶es¶enek.

A kÄovetkez}okben a feltev¶eseket ad¶o k¶epleteket kÄulÄon sz¶amozzuk: A1, stb.
Feltehet}o (egy¶ebk¶ent a hasznoss¶agmaximaliz¶al¶asb¶ol levezethet}o), hogy a t¶³-
pusfÄugg}o nyugd¶³jkor gyeng¶en nÄovekv}o fÄuggv¶enye az ¶elettartamnak:

RD · RD+1; D = ®; . . . ; ! ¡ 1: (A1)

Ehhez m¶eg empirikus alapon hozz¶atesszÄuk, hogy a kereset{¶elettartam-fÄugg-
v¶eny is gyeng¶en nÄovekv}o:

wD · wD+1; D = ®; . . . ; ! ¡ 1: (A2)

VegyÄuk ¶eszre, hogy A1{A2, M(RD) ¸ M(RD+1) ¶es a (2) egyenl}os¶egb}ol
kÄovetkezik, hogy a nyugd¶³j az ¶elettartam nÄovekv}o fÄuggv¶enye: bN

D · bN
D+1.

Kimondunk m¶eg egy term¶eszetes feltev¶est, amely az 1. ¶es a 2. t¶abl¶azat
szerint a magyar gyakorlatban is teljesÄult. L¶etezik egy olyan ¶eletkor, jele ~D,
amelyn¶el rÄovidebb/hosszabb ¶elettartam¶uakn¶al a becsl¶esi hiba pozit¶³v/negat¶³v:

SD < 0; ha D · ~D ¶es SD ¸ 0; ha D > ~D : (A3)

(6) ¶ertelm¶eben ekkor a rÄovidebb ¶elet}uek NDC-egyenlege pozit¶³v, a hosszab-
bak¶e viszont negat¶³v vagy nulla:

zN
D > 0; ha D · ~D ¶es zN

D · 0; ha D > ~D: (7)

MegjegyezzÄuk m¶eg, hogy ¶erdemes lehet A3 helyett er}osebb feltev¶essel ¶elni,
nevezetesen a becsl¶esi hiba az ¶elettartamnak nemcsak el}ojelv¶alt¶o, de csÄokken}o
fÄuggv¶enye:

S® < . . . < S ~D < 0 · S ~D+1 < . . . < S! : (A3¤)

Ekkor igaz az
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1. T¶etel. a) A1{A3* eset¶en a hosszabb ¶elet}uek NDC-egyenlege az ¶elettartam
csÄokken}o ¶es negat¶³v ¶ert¶ek}u fÄuggv¶enye vagy 0:

0 ¸ zN
~D+1

> . . . > zN
! : (8a)

b) Ha mind a keresetek, mind a nyugd¶³jkorok t¶³pusfÄuggetlenek, akkor a rÄovidebb
¶elet}uek NDC-egyenlege az ¶elettartam csÄokken}o ¶es pozit¶³v ¶ert¶ek}u fÄuggv¶enye:

zN
® > . . . > zN

~D¡1
> zN

~D
> 0: (8b)

Bizony¶³t¶as. a) (7) szerint a hosszabb ¶elet}uek eset¶en (6)-ban a zN
D els}o

t¶enyez}oje negat¶³v, a m¶asodik pozit¶³v. Az A3* szerint az els}o, A1{A2 sz-
erint a m¶asodik t¶enyez}o abszol¶ut ¶ert¶eke nÄovekv}o, ez¶ert szorzatuk negat¶³v ¶es
csÄokken}o.

b) Ha wD ¶es RD ¶alland¶o, akkor bN
D is az, azaz zN

D ar¶anyos SD-vel, stb. 2

Megjegyz¶esek. 1. A rÄogz¶³tett megkÄozel¶³t¶esben A3* automatikusan teljesÄul,
hiszen SD = D¡D¤. 2. Hasonl¶oan igaz A3* a t¶³pusfÄuggetlen nyugd¶³jkorhat¶ar
eset¶en is, hiszen ekkor SD = D ¡ R¤ ¡ M(R¤).

1. P¶elda. Szeml¶eltet¶esk¶ent m¶erlegeljÄuk a folytonosan egyenletes eloszl¶ast,
ahol az eloszl¶asfÄuggv¶eny

F (x) =
x ¡ ®

! ¡ ®
; ® · x · ! :

Emellett legyen a (feln}ottkori) nyugd¶³jkor a (feln}ottkori) ¶elettartam homog¶en
line¶aris fÄuggv¶enye: R(D) = ½D, ahol 1=2 < ½ < 1. Bany¶ar kritik¶aj¶at kÄovetve,
feltesszÄuk, hogy a legkor¶abbi elhal¶aloz¶as megel}ozi a legk¶es}obbi nyugd¶³jba
vonul¶ast: ® < ½!. Bel¶athat¶o, hogy a v¶arhat¶o ¶elettartam

D¤ =
® + !

2
;

¶es a h¶atral¶ev}o v¶arhat¶o ¶elettartam

M(A) = D¤ ¡ A ; ha 0 · A < ®

¶es

M(A) =
1

2
(! ¡ A) ; ha ® < A · ! :

A becsl¶esi hiba fÄuggv¶enye szint¶en szakaszosan line¶aris:

S(D) = D ¡ D¤ ; ha ® · D · DS

¶es

S(D) =
1

2
[(2 ¡ ½)D ¡ !] ; ha DS < D · ! :

~D = D¤ ¶es A3 mellett A3* is teljesÄul.
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Most m¶ar r¶at¶erhetÄunk a v¶arhat¶o egyenleg el}ojel¶ere:

z¤ =
!X

D=®

fD zD: (9)

Ahhoz, hogy ¶altal¶anos¶³thassuk kor¶abbi t¶etelÄunket (vÄo. Simonovits 2001,
F1. t¶etel) a v¶arhat¶o egyenleg negativit¶as¶ar¶ol, tov¶abbi el¶egs¶eges felt¶etelt kere-
sÄunk; a felt¶eteles becsl¶esi hib¶ak keresetekkel s¶ulyozott v¶arhat¶o ¶ert¶eke pozit¶³v
vagy nulla:

a4 =
!X

D=®

fD SD wD ¸ 0 : (A4)

Kor¶abbi speci¶alis modellÄunkben, ahol SD = D ¡ D¤ ¶es wD ´ 1, a4 = 0
volt. Ha a kereset nem n}one a v¶arhat¶o ¶elettartammal, akkor egyenletes
hal¶aloz¶asi eloszl¶as eset¶en A4 nem teljesÄulne: a4 < 0. Az 5. t¶abl¶azatban l¶atni
fogjuk, hogy egyenletes ¶es folytonos hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egek eset¶en m¶ar az
¶elettartammal nagyon enyh¶en emelked}o keresetek is pozit¶³vv¶a teszik a a4-et.
Egy¶ebk¶ent t¶³pusfÄuggetlen korhat¶ar eset¶en A4 szÄuks¶eges is az ¶atlagegyenleg
negativit¶as¶ahoz. Ezek alapj¶an ¶ugy v¶elem, hogy a feltev¶es elfogadhat¶o.

2. T¶etel. Az A1{A4 feltev¶eseink mellett az NDC v¶arhat¶o egyenlege negat¶³v:
z¤N < 0; kiv¶eve, ha RD ´ R¤ ¶es A4 egyenl}os¶egre teljesÄul.

Bizony¶³t¶as. Behelyettes¶³tve a zN
D -re vonatkoz¶o (6) k¶epleteket a z¤N -re

vonatkoz¶o (9) k¶epletbe ¶es a bD = bRD = ¯DwD jelÄol¶est alkalmazva:

z¤N = ¡
!X

D=®

fD SD wD¯N
D : (10)

SzÄuks¶egÄunk lesz arra az ¶eszrev¶etelre, hogy a

¯N
D =

¿RD

M(RD)
; ahol D = ®; . . . ; !

helyettes¶³t¶esi ar¶anyok nÄovekv}o sorozatot alkotnak.
Az A3 feltev¶es szerint az ¶atlag alattiakra SD < 0, az ¶atlag fÄolÄottiekre

SD ¸ 0. Kett¶ev¶agva a z¤ Äosszeget, ¶es a pozit¶³v tagokban ¯N
D -t az utols¶o

taggal ¯N
~D
-nel becsÄuljÄuk felÄul, a negat¶³v tagokban pedig az els}ovel, majd az

eml¶³tett utols¶oval alul, a v¶arhat¶o egyenleg fels}o becsl¶ese az A4 feltev¶es szerint

z¤N · ¡
!X

D=®

fD ¯N
~D
SD wD = ¡¯N

~D

!X

D=®

fD SD wD · 0 :

Ha R® < R! vagy a4 > 0, akkor z¤N < 0. 2

Term¶eszetesen a hi¶anyt legegyszer}ubben a j¶arad¶ekok ar¶anyos csÄokkent¶e-
s¶evel lehet megszÄuntetni, p¶eld¶aul ¿ hely¶ere olyan ¿̂(< ¿)-t ¶³rva:

b̂N(R) =
¿̂Rw

M(R)
; amelyre z¤N = 0 : (11)
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Ezen a ponton Äonkritikusan elismerem, hogy az aszimmetrikus inform¶aci¶o
modellez¶ese m¶eg mindig kiv¶anni val¶ot hagy maga ut¶an: feltesszÄuk, hogy
a korm¶anyzat ismeri RD-t, de nem ismeri D-t. Hasonl¶oan kifog¶asolhat¶o,
hogy a modellben a kereseti kÄulÄonbs¶egek ¯gyelembe v¶etele lehet}os¶eget adna
a korm¶anyzatnak, hogy wD-b}ol kÄovetkeztessen D-re. Legjobb v¶edekez¶esÄunk
az lehet, hogy a val¶os¶agban a rÄovidebb ¶elettartam¶u ¶es szorgalmasabb t¶³pusok
azonos korban mennek nyugd¶³jba, mint a hosszabb ¶elettartam¶u ¶es lust¶abb
t¶³pusok. Hasonl¶oan, az azonos ¶eletkorban elhal¶alozottak ¶eletp¶alya keresete
sz¶or¶odhat.

Nyugd¶³jkor vs. nyugd¶³jig¶enyl¶esi kor

Eddig szinte minden magyar ¶es kÄulfÄoldi kÄozgazd¶asz azt az alapvet}o k¶erd¶est
vizsg¶alta, hogy mi tÄort¶enik v¶altoz¶o nyugd¶³jkor ¶es azonnali nyugd¶³jind¶³t¶as ese-
t¶en. Bany¶ar azonban eg¶eszen m¶as, ¶es v¶elem¶enyem szerint l¶enyegtelen k¶erd¶est
vizsg¶al: rÄogz¶³tett nyugd¶³jt}oke (C) eset¶en milyen korban (x) ¶erdemes a nyug-
d¶³jki¯zet¶est ind¶³tani?

Ennek a m¶odos¶³t¶asnak szinte csak az az ¶ertelme, hogy a (2) j¶arad¶ekfÄugg-
v¶eny sz¶aml¶al¶oja ¶alland¶ov¶a v¶alik, ¶es el¶eg a nevez}ovel foglalkozni. De ezt a
cikk¶eben hangs¶ulyozottabban kellett volna jeleznie ¶es indokolnia. Ekkor az
eszmei sz¶amla ¶uj alakot Äolt:

b̂x =
C

Mx
; x = Rm; . . . ; ! ¡ 1:

Ezzel az ¶erdektelen v¶altozattal azonban nem foglalkozom. (Eg¶eszen m¶as kÄor-
nyezetben Coile{Diamond{Gruber{Jousten [2002] vizsg¶alta, mikor ¶erdemes
a munka abbahagy¶asa ut¶an k¶esleltetni a nyugd¶³jind¶³t¶ast.)

4 Szab¶alyos j¶arad¶ekfÄuggv¶enyek ¶es az ¶ujra-
eloszt¶as

Ebben az eszmei sz¶aml¶ak helyett ¶altal¶anosabb nyugd¶³jrendszereket tanul-
m¶anyozunk. ¶Atfogalmazva Simonovits{T¶oth [2007] 4. t¶etel¶et, kimondjuk,
hogy minden szab¶alyos j¶arad¶ek{nyugd¶³jkor-fÄuggv¶enyre az ¶eletp¶alya-egyenleg
az ¶elettartam csÄokken}o fÄuggv¶enye: (8). Hat¶asuk csak az ¶ujraeloszt¶as m¶ert¶e-
k¶eben kÄulÄonbÄozik.

De mindenekel}ott bemutatunk egy ellenp¶eld¶at.

2. P¶elda. Az az eset, ahol nincs ¶ujraeloszt¶as. Legyen a ¯ > 0 helyettes¶³t¶esi
ar¶any t¶³pusfÄuggetlen: bD = ¯wD, ¶es legyen a (feln}ott) nyugd¶³jaz¶asi kor
ar¶anyos a (feln}ott) ¶elettartammal: RD = ½D (1=2 < ½ < 1). Kiegyens¶ulyozott
rendszer eset¶en (¿½ = ¯(1 ¡ ½)) minden t¶³pus ¶eletp¶alya-egyenlege nulla:

zD = ¿wD½D ¡ ¯wD(1 ¡ ½)D = 0; D = ®; . . . ; ! :

Ez a szab¶aly azonban ellentmond a j¶ozan ¶esznek, mert nem jutalmazza a
tov¶abbszolg¶alatot, ¶es nem bÄunteti a korai nyugd¶³jba vonul¶ast.
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De¯ni¶aljuk a szab¶alyos j¶arad¶ekfÄuggv¶enyeket, ¶es elhagyjuk az N indexet.
Legyen a bD az D t¶³pus j¶arad¶eka. Tov¶abbi felt¶etel: az RD nyugd¶³jkor ¢RD

gerjesztett nÄovekm¶enye kisebb, mint a megfelel}o j¶arad¶ek ar¶anya a j¶arad¶ek ¶es
az ¶eves j¶arul¶ek Äosszeg¶ehez:

0 · ¢RD · bD

¿wD + bD
; D = ®; . . . ; ! ¡ 1 : (A1¤)

FeltesszÄuk m¶eg, hogy a j¶arad¶ek{b¶er kÄulÄonbs¶egi h¶anyados legal¶abb akkora,
mint a kÄovetkez}o nyugd¶³jkornak a h¶atral¶ev}o t¶enyleges ¶elettartamhoz viszo-
ny¶³tott ar¶anya:

¢bD

¢wD
¸ RD+1

D + 1 ¡ RD+1
; D = ®; . . . ; ! ¡ 1 : (A5)

(FigyeljÄuk meg, hogy a kÄulÄonbs¶egi h¶anyados sz¶aml¶al¶oj¶aban bD+1 k¶et ok miatt
is n}o D-vel: wD+1 > wD; ¶es RD+1 > RD !)

Az (A1*)-beli ¢RD-re vonatkoz¶o fels}o hat¶art nem kÄonny}u kÄozgazdas¶agilag
¶ertelmezni, de c¶elszer}u megn¶ezni a kor¶abban t¶argyalt NDC-j¶arad¶ekokra. Be-
helyettes¶³tve a bD = bN (RD) k¶epletet a feltev¶esbe:

0 · ¢RD · ¿RD wD=M(RD)

¿wD + ¿RD wD=M(RD)
=

RD

M(RD) + RD
< 1 :

A feltev¶es gyeng¶³t¶ese: ¢RD < 1 azonban m¶ar term¶eszetes. Mi¶ert dolgoz-
zon valaki tÄobb mint egy ¶evvel tÄobbet, csak az¶ert, mert egy ¶evvel tov¶abb ¶el,
mint a m¶asik?

A kÄulÄonbs¶egi h¶anyadosra vonatkoz¶o (A5) feltev¶est m¶eg nehezebb ¶ertel-
mezni. A Simonovits{T¶oth cikkben a keresetek t¶³pusfÄuggetlenek voltak, ez¶ert
ott ez a feltev¶es automatikusan teljesÄult. ¶Altal¶anosabb keretÄunkben csak azt
jelenti, hogy az ¶elettartammal a t¶³pusfÄugg}o kereset sokkal lassabban n}o, mint
a j¶arad¶ek. P¶eld¶aul ha RD ´ ½D, akkor a kÄulÄonbs¶egi h¶anyadosnak legal¶abb
½=(1 ¡ ½)-nak kell lennie. Numerikus p¶eld¶ainkban ezek a feltev¶esek nem
mindig ¶allnak fenn. Kimondhat¶o azonban a

3. T¶etel. a) Az A1*, A2 ¶es A5 feltev¶esek eset¶en minden szab¶alyos j¶arad¶ek-
fÄuggv¶enyre az ¶eletp¶alya-egyenleg az ¶elettartam csÄokken}o fÄuggv¶enye:

z® ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ zD ¸ zD+1 ¸ ¢ ¢ ¢ ¸ z! : (12)

b) Kiegyens¶ulyozotts¶ag eset¶en (z¤ = 0) az el}ojelv¶alt¶as is szÄuks¶egszer}u.

Bizony¶³t¶as. a) Elindulva a zD+1 = (¿wD+1 + bD+1)RD+1 ¡ bD+1(D + 1)
k¶epletb}ol, nÄovel¶esekkel zD-hez jutunk. Val¶oban, bevezetve a bD+1 = bD +
¢bD ¶es a wD+1 = wD + ¢wD jelÄol¶eseket,

zD+1 = [¿(wD + ¢wD) + bD + ¢bD]RD+1 ¡ bD+1(D + 1) =

= (¿wD + bD)RD+1 ¡ bD(D + 1) + [¿¢wDRD+1 ¡ ¢bD(D + 1 ¡ RD+1)] :

A kÄulÄonbs¶egi h¶anyadosra vonatkoz¶o feltev¶es alapj¶an a [ ]-ben lev}o 3. tag
negat¶³v vagy 0, ez¶ert elhagyjuk. Bevezetve m¶eg az RD+1 = RD + ¢RD
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jelÄol¶est, az els}o k¶et tag kÄozti kÄulÄonbs¶eg a ¢RD-ra vonatkoz¶o feltev¶essel
becsÄulhet}o:

zD+1 · (¿wD + bD)RD+1 ¡ bD(D + 1) = zD + (¿wD + bD)¢RD ¡ bD · zD ;

azaz (12) igazolva van.
b) Trivi¶alis. 2

V¶egs}o megjegyz¶es: kÄulÄonbÄoz}o nyugd¶³jszab¶alyok kÄulÄonbÄoz}o nyugd¶³jkort
adnak, ¶es ezt ¯gyelembe kell venni az Äosszehasonl¶³t¶asokban (Es}o ¶es szerz}o-
t¶arsai).

5 Numerikus szeml¶eltet¶es

El}oszÄor a t¶enyleges magyar adatokon mutatjuk meg, hogy a k¶et megkÄozel¶³t¶es
kÄozti kÄulÄonbs¶eg kvantitat¶³ve nem t¶ul jelent}os, majd egy mesters¶eges uniszex
adat¶allom¶anyon Äosszehasonl¶³tjuk az eredeti ¶es a m¶odos¶³tott NDC m}ukÄod¶es¶et.

A k¶et megkÄozel¶³t¶es mennyis¶egi Äosszehasonl¶³t¶asa

Az 1. ¶es a 2. t¶abl¶azat seg¶³ts¶eg¶evel numerikusan is Äosszehasonl¶³tjuk a durv¶abb
rÄogz¶³tett ¶es a ¯nomabb v¶altoz¶o ¶elettartam adta nyugd¶³jat ¶es egyenleget.
Mivel nem ismerjÄuk a munk¶aba l¶ep¶esi id}oket, a kereseteket, a nyugd¶³jakat,
ez¶ert adatainkat homogeniz¶aljuk, ¶es eszmei sz¶aml¶as nyugd¶³j feltev¶es¶evel eg¶e-
sz¶³tjÄuk ki. Mindegyik feltev¶es nagyon durva, de r¶eszben ellent¶etelezik egym¶ast:
a hosszabb ¶elet}uek statisztikailag k¶es}obb kezdtek el dolgozni (b¶ar az egyete-
men tÄoltÄott idejÄuk belesz¶am¶³tott a munkaviszonyukba) nagyobb kereset}uek
voltak, viszont er}os degresszi¶o rontotta kezd}onyugd¶³jukat. J¶arul¶ekkulcs: ¿ =
0;3. A k¶et megkÄozel¶³t¶es kÄozti kÄulÄonbs¶eg nem v¶altoztat az eredm¶enyeink kva-
litat¶³v mondanival¶oj¶an: m¶³g a rÄogz¶³tettben a nyugd¶³jak a b¶erkÄolts¶eg 55 ¶es
112 sz¶azal¶eka kÄozÄott mozogtak, a v¶altoz¶oban 61 ¶es 103 sz¶azal¶ek hat¶arolja a
mozg¶asteret, ¶es az ¶eletp¶alya-egyenleg az ¶eves ¶atlagkereset [4; 29; 13; 7]-szerese
helyett a [3; 51; 11; 54]-szerese kÄozÄott v¶altozik.

\RÄogz¶³tett" \V¶altoz¶o" \RÄogz¶³tett" \V¶altoz¶o"
¶Elettartam Nyugd¶³jkor n y u g d ¶³ j e g y e n l e g
L+D L+RD 100bN 100bN 100zN 100zN

69,3 57 55,3 61,7 429,3 351,5
71,5 58 59,8 65,9 332,5 250,4
73,2 59 64,8 70,1 250,0 175,1
77,2 60 70,3 74,5 ¡9;9 ¡82;0
79,1 61 76,6 75,0 ¡156;4 ¡127;5
82,9 62 83,7 84,6 ¡488;8 ¡507;4
85,4 63 91,8 90,2 ¡765;4 ¡730;7
87,4 64 101,1 96,4 ¡1045;3 ¡934;6
89,3 65 112,0 103,1 ¡1370;4 ¡1154;2

Megjegyz¶es. L+D¤ = 77; 06 ¶ev; R¤ = 40 ¶ev. RÄogz¶³tett esetbenM(R) = D¤¡R.
1. t¶abl¶azat adatai alapj¶an.

3. t¶abl¶azat. A k¶et megkÄozel¶³t¶es kÄulÄonbs¶ege, f¶er¯
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F ¶e r f i N }o i
¶Atlagos egyenleg Sz¶or¶as ¶Atlagos egyenleg Sz¶or¶as

EzN DzN EzN DzN

RÄogz¶³tett ¡0;337 3,006 ¡0;428 2,655
V¶altoz¶o ¡0;828 2,594 0,478 1,968

4. t¶abl¶azat. A k¶et megkÄozel¶³t¶es aggreg¶alt adatai

Nem mutatjuk be r¶eszletesen a k¶et megkÄozel¶³t¶es kÄulÄonbs¶eg¶et a n}ok eset¶en
(csak jelezzÄuk, hogy a n}oi minta v¶arhat¶o ¶elettartama alig nagyobb, mint
a f¶er¯¶e, val¶osz¶³n}uleg az¶ert, mert a f¶er¯akn¶al nagyobb a kihagyott rokkant-
nyugd¶³jasok s¶ulya), ¶es megbecsÄuljÄuk az aggreg¶alt vesztes¶egeket. Nyolc ada-
tot kapunk: f¶er¯{n}o, v¶altoz¶o{rÄogz¶³tett ¶elettartam¶u megkÄozel¶³t¶es ¶es az ¶atlagos
egyenleg ¶es az egyenlegek sz¶or¶asa kombin¶aci¶oja. Az eredm¶enyeket t¶abl¶azatos
alakban kÄozÄoljÄuk, ¶es E, illetve D rendre a v¶arhat¶o ¶ert¶ek ¶es a sz¶or¶as oper¶atora.

A 2. t¶abl¶azat alj¶an felborul¶o monotonit¶as miatt a v¶altoz¶o megkÄozel¶³t¶esben
csak a f¶er¯ ¶atlagegyenleg negat¶³v, a n}oi nem. Ellent¶etben Bany¶ar v¶arakoz¶a-
s¶aval, a v¶altoz¶o megkÄozel¶³t¶esben az ¶atlagos egyenleg abszol¶ut nagys¶aga a
f¶er¯akn¶al 2,46-szorosa a rÄogz¶³tettnek, a n}okn¶el viszont v¶alt az el}ojel. Bany¶ar
v¶arakoz¶as¶aval Äosszhangban a sz¶or¶as mindk¶et nem eset¶en csÄokken. A nagys¶ag-
rend meg¶³t¶el¶es¶ehez szÄuks¶egÄunk van az ¶atlagos szolg¶alati id}okre: a f¶er¯akn¶al
R¤ = 40;0 ¶es a n}okn¶el R¤ = 36;4 ¶ev. E sz¶amp¶arhoz k¶epest az ¶atlagos egyenle-
gek elt¶er¶ese f¶el-, illetve egy¶evnyi b¶ertÄomeg, azaz az 1,5{3 ¶eves j¶arul¶ektÄomeg.

V¶elhet}o, hogy ha a val¶os¶agos nyugd¶³jrendszer rugalmasabb lett volna,
azaz a szolg¶alati id}ok/nyugd¶³jkorok jobban sz¶or¶odtak volna, akkor az ¶atlagos
szolg¶alati id}ohoz viszony¶³tott ¶atlagegyenleg abszol¶ut ¶ert¶eke ¶es az egyenleg sz¶o-
r¶asa j¶oval nagyobb lett volna. Val¶osz¶³n}uleg ugyanilyen hat¶as¶u lett volna, ha
¯gyelembe tudtuk volna venni, hogy a kereset{¶elettartam-fÄuggv¶eny nÄovekv}o.

Eredeti ¶es m¶odos¶³tott NDC Äosszehasonl¶³t¶asa

Ebben a r¶eszben egy mesters¶eges adat¶allom¶anyon Äosszehasonl¶³tjuk az eredeti
¶es a m¶odos¶³tott NDC-t, ahol az ¶elettartamok eg¶esz sz¶amok. A legegyszer}ubb
analitikus hal¶aloz¶as-val¶osz¶³n}us¶egi fÄuggv¶enyt alkalmazzuk, az 1. p¶elda egyen-
letes folytonos eloszl¶as¶at. Az ® = 42 ¶es ! = 72 ¶ev adja a legkor¶abbi
¶es legk¶es}obbi feln}ott hal¶aloz¶asi kort (lesz¶am¶³tva a 21 ¶eves gyermekkort) ¶es
takar¶ekoss¶agb¶ol csak 3 ¶evenk¶ent l¶eptetjÄuk a rendszert. FeltesszÄuk, hogy a kor-
hat¶ar az ¶elettartam 2/3-a. Az 1. p¶eld¶aban megadott k¶epleteket haszn¶aljuk.
Tov¶abb¶a feltesszÄuk, hogy a b¶er{¶elettartam-fÄuggv¶eny line¶aris: wi = w® +
±(i ¡ ®), ahol az ¶atlag 1. Ez¶ert az Äonk¶enyesen v¶alasztott w® = 0;9 mell¶e
± = 0;0066 . . . tartozik. A j¶arul¶ekkulcs ¿ = 0;3.

Az eredeti , de kiegyens¶ulyozott NDC-rendszerre vonatkoz¶o aggreg¶alt sta-
tisztik¶akkal kezdjÄuk. ED = 57 ¶ev; ER = 38 ¶ev; Eb = 0;558; Ez = 0;05 ¶es
Dz = 4;8, s a4 = ¡0;007. (¶Ugy v¶alasztottuk meg a minim¶alis ¶elettartamhoz
tartoz¶o w® b¶ert, hogy a4 m¶eg ¶eppen negat¶³v legyen.) Bel¶athat¶o, hogy az
NDC-re a v¶arhat¶o ¶eletp¶alya-egyenleg negat¶³v, 2,5 ¶evnyi b¶ertÄomeg, azaz 7,5
¶ev kÄorÄuli j¶arul¶ektÄomeg. (A hi¶any eltÄuntet¶es¶ehez a j¶arad¶ekokat 5,5 sz¶azal¶ek-
ponttal kell csÄokkenteni, ¿̂ = 0;244-et ¶³rva a (11) j¶arad¶ekfÄuggv¶enybe.)
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Az 5. t¶abl¶azat 1. oszlopa a 11 t¶³pus v¶arhat¶o ¶elettartam¶at, a 2. ¶es 3. oszlopa
rendre az ¶elettartam-speci¯kus j¶arad¶ek¶at ¶es egyenleg¶et adja meg. FigyeljÄuk
meg, hogy a legrÄovidebb ¶elettartam¶uak ¶eves j¶arad¶eka meglehet}osen kicsiny: a
megfelel}o nett¶o kereset 34 sz¶azal¶eka; m¶³g a leghosszabb v¶arhat¶o ¶elettartam¶u¶e
meglehet}osen nagy: a megfelel}o nett¶o kereset 140 sz¶azal¶eka. Az ¶eletp¶alya
egyenlegek csÄokkennek, kezdve a saj¶at brutt¶o kereset 5,1 ¶evnyi tÄobblet¶et}ol
eg¶eszen a saj¶at brutt¶okereset 9,1 ¶evnyi hi¶any¶aig. A ¢bD=¢wD ¸ 2 el¶egs¶eges
feltev¶es ¶all.

A m¶odos¶³tott NDC-rendszerben (jele M index) tomp¶³tjuk az ÄosztÄonz¶est
(Simonovits, 2001). Legyen µ egy 0 ¶es 1 kÄozti val¶os sz¶am, ¶es az eredeti NDC-
j¶arad¶ek µ hatv¶any¶at szorozzuk meg egy alkalmas b¤ ¶alland¶o j¶arad¶ek 1 ¡ µ
hatv¶any¶aval:

bM
D = (bN

D )µ(b¤)1¡µ; (13)

ahol µ = 0;5 ¶es b¤ = 0;527. Hasznoss¶agi ¶es j¶ol¶eti fÄuggv¶enyek hi¶any¶aban
lemondunk a v¶altoz¶o ÄosztÄonz¶esi hat¶as elemz¶es¶er}ol.

A m¶odos¶³tott fut¶as aggreg¶alt statisztik¶ai a kÄovetkez}ok: ER = 38 ¶ev;
Eb = 0;501; Ez = 0;0 ¶es Dz = 2;166. L¶attuk, hogy a b¤ = 0;527 v¶alaszt¶as
Äosszhangban van a tÄobbi param¶eter¶ert¶ekkel. Emellett a m¶odos¶³tott fut¶as
egyenleg¶enek sz¶or¶asa az eredetinek csup¶an 45 sz¶azal¶eka!

Az 5. t¶abl¶azat utols¶o k¶et oszlopa a m¶odos¶³tott NDC-fut¶as ¶elettartam-spe-
ci¯kus j¶arad¶ek¶at ¶es egyenleg¶et adja meg. FigyeljÄuk meg, hogy a legrÄovidebb
¶elettartam¶uak ¶eves j¶arad¶eka a m¶odos¶³t¶as miatt n}o: a megfelel}o nett¶o kereset
59 sz¶azal¶eka; m¶³g a leghosszabb v¶arhat¶o ¶elettartam¶u¶e a kor¶abbin¶al szer¶enyebb:
a megfelel}o nett¶o kereset 108 sz¶azal¶eka. Az ¶eletp¶alya egyenlegek csÄokkennek,
de Äosszenyomottan; kezdve a saj¶atkereset 2,6 ¶evnyi tÄobblet¶et}ol eg¶eszen a
saj¶at kereset 3,8 ¶evnyi hi¶anyig. Az ¶eletp¶alya egyenleg tov¶abbra is csÄokken az
¶elettartam nÄoveked¶es¶evel.

V¶arhat¶o K i e g y e n s ¶u l y o z o t t M ¶o d o s ¶³ t o t t
(feln}ott) ¶eletp¶alya ¶eletp¶alya
¶elettartam N-j¶arad¶ek N-egyenleg M-j¶arad¶ek M-egyenleg

D b̂ND ẑND bMD zMD
42 0,212 4,579 0,371 2,371
45 0,250 4,523 0,402 2,250
48 0,295 4,307 0,436 2,046
51 0,348 3,881 0,474 1,740
54 0,412 3,175 0,515 1,307
57 0,490 2,090 0,562 0,716
60 0,588 0,480 0,616 ¡0;080
63 0,713 ¡1;878 0,679 ¡1;145
66 0,816 ¡3;964 0,726 ¡1;974
69 0,936 ¡9;964 0,777 ¡2;974
72 1,078 ¡10;032 0,834 ¡4;177

Megjegyz¶esek. RD = ½D, ½ = 2=3, (11) ¶es (13) alapj¶an.

5. t¶abl¶azat. Az eredeti kiegyens¶ulyozott ¶es a m¶odos¶³tott NDC Äosszehasonl¶³t¶asa

Z¶ar¶ask¶ent megjegyezzÄuk, hogy ha az egyenletes hal¶aloz¶asi val¶osz¶³n}us¶egn¶el
re¶alisabb eloszl¶ast haszn¶aln¶ank, akkor az eszmei sz¶amla bizony¶ara kisebb
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torz¶³t¶ast okozna. Ugyanez lenne a hat¶asa, ha a nyugd¶³jba vonul¶asi korok
nem homog¶en line¶arisan fÄuggn¶enek az ¶elettartamokt¶ol, hanem s}ur}usÄodn¶enek
egy norma kÄorÄul.

6 KÄovetkeztet¶esek

Az NDC alapj¶aban v¶eve j¶o nyugd¶³jrendszer, amely automatiz¶alja a hossz¶u
t¶avon nÄovekv}o, id}oskorban v¶arhat¶o ¶elettartama miatt szÄuks¶eges kiigaz¶³t¶ast,
¶es az adott koroszt¶alyon belÄul a k¶es}oi/korai nyugd¶³jba vonul¶as jutalmaz¶as¶at/
bÄuntet¶es¶et. Mindazon¶altal elhanyagolja, hogy a nyugd¶³jba vonul¶asi kor fÄugg a
v¶arhat¶o ¶elettartamt¶ol, amely viszont er}os pozit¶³v korrel¶aci¶oban van a kereset-
tel. Ez¶ert ez a rendszer t¶ul er}os ¶ujraeloszt¶ast val¶os¶³t meg a rÄovidebb v¶arhat¶o
¶elettartam¶u ¶es rosszabbul keres}okt}ol a hosszabb v¶arhat¶o ¶elettartam¶u ¶es job-
ban keres}ok jav¶ara. Min}os¶egileg hasonl¶o ¶ujraeloszt¶as val¶osul meg minden sza-
b¶alyos (¶es sok m¶as) s¶ema eset¶en, de az ¶ujraeloszt¶as m¶erete az NDC-hez k¶epest
jelent}osen csÄokkenthet}o. Tov¶abbi kutat¶asra van szÄuks¶eg, hogy kalibr¶alt ada-
tokkal mechanizmustervez¶essel meghat¶arozhassuk az NDC t¶arsadalmilag op-
tim¶alis m¶odos¶³t¶as¶at. Addig is nagyobb ¶ovatoss¶ag indokolt az NDC alkal-
maz¶as¶aban, m¶eg akkor is, ha a r¶aszorults¶agi nyugd¶³j vagy nyugd¶³jj¶ov¶a¶³r¶as
tomp¶³tja az NDC k¶aros hat¶asait.
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REVISITING THE CRITIQUE OF THE NONFINANCIAL DEFINED

BENEFIT PENSIONS

In our earlier works (e.g. Es}o{Simonovits{T¶oth [2011]) we had analyzed the pitfall
of NDC (non¯nancial de¯ned contribution). The NDC formula neglects the fact
that the remaining life expectancy is a poor proxy for the length of time spent in
retirement: the later one retires, the longer he/she lives. Therefore their lifetime
balance is negative, while the others' is positive. We had assumed that the bene¯t
formula ¯xed the average life expectancy (making it independent of age) and ne-
glected any wage heterogeneity. Bany¶ar [2011, 2012] rightly criticized our works for
these rude simpli¯cations. In this paper, I show that even incorporating Bany¶ar's
two proposals, under quite general assumptions, the systemic error remains. I re-
ject, however, his ¯xing the value of the initial pension capital and his replacement
of variable (°exible) retirement age by variable claiming age and thus negating the
systemic error.

Keywords: non¯nancial de¯ned contributions, variable retirement, adverse selec-
tion, actuarial fairness

JEL Classi¯cation: C61, C63, D82, D91 and H55
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A KV¶AZI- ¶ES ¶ALTAL¶ANOS¶ITOTT HIPERBOLIKUS
DISZKONT¶AL¶AS HOSSZ¶U T¶AVON1

NESZVEDA G¶ABOR { DEZS}O LINDA
,,LendÄulet" Kutat¶ocsoport, Budapesti Corvinus Egyetem { B¶ecsi Egyetem

Az intertempor¶alis dÄont¶esek fontos szerepet j¶atszanak a kÄozgazdas¶agi mo-
dellez¶esben, ¶es azt ¶³rj¶ak le, hogy milyen ¶atv¶alt¶ast alkalmazunk k¶et kÄulÄonbÄoz}o
id}opont kÄozÄott. A kÄozgazdas¶agi modellez¶esben az exponenci¶alis diszkont¶al¶as2

a legelterjedtebb, annak ellen¶ere, hogy az empirikus vizsg¶alatok alapj¶an gyen-
ge a magyar¶az¶o ereje. A gazdas¶agpszichol¶ogi¶aban elterjedt ¶altal¶anos¶³tott hi-
perbolikus diszkont¶al¶as viszont nagyon nehezen alkalmazhat¶o kÄozgazdas¶agi
modellez¶esi c¶elra. ¶Igy tudott gyorsan elterjedni a kv¶azi-hiperbolikus disz-
kont¶al¶asi modell, amelyik ¶ugy ragadja meg a f}obb pszichol¶ogiai jelens¶egeket,
hogy kezelhet}o marad a modellez¶es sor¶an. A cikkben azt ¶all¶³tjuk, hogy hib¶as
az a megkÄozel¶³t¶es, hogy hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esek eset¶en, f}oleg sorozatok eset¶en
helyettes¶³thet}o a k¶et hiperbolikus diszkont¶al¶as egym¶assal. ¶Igy a hossz¶u t¶av¶u
k¶erd¶esekn¶el ¶erdemes felÄulvizsg¶alni a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶assal kapott
eredm¶enyeket, ha azok az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶asi modellel
val¶o helyettes¶³thet}os¶eget felt¶etelezt¶ek.

Kulcsszavak: kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as, ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus disz-
kont¶al¶as, intertempor¶alis dÄont¶esek.

Bevezet¶es

Az ¶ert¶ekek ¶es hasznoss¶agok ¶atv¶alt¶asa a kÄulÄonbÄoz}o id}opontok kÄozÄott alapvet}o-
en hat¶arozza meg az ¶elet szinte Äosszes terÄulet¶et. A kÄozgazdas¶agi modellez¶est
mind a mai napig Samuelson (1937) v¶arhat¶o diszkont¶alt hasznoss¶agi modellje
domin¶alja. Ez az exponenci¶alis diszkont¶al¶asra ¶epÄul, ¶es az ismert modellek
kÄozÄott az egyedÄuli konzisztens diszkont¶al¶asi forma (Koopmans 1960). Ezt a
gondolatmenetet azonban m¶ar r¶eg¶ota kritika Äovezi (BÄohm-Bawerk 1888-1930,
Strotz 1955), mivel a tapasztalat nem t¶amasztja al¶a a haszn¶alat¶at. M¶ar a
legels}o kritikai ¶eszrev¶etelekben megeml¶³tik, hogy az emberi term¶eszet hajla-
mos a jelenbeli hasznoss¶agokat felÄulbecsÄulni, m¶³g a jÄov}obeli hasznoss¶agok¶et
ar¶anytalanul alulbecsÄulni. K¶es}obb a k¶³s¶erletek alapj¶an m¶ar egy¶ertelm}uv¶e
v¶alt, hogy az elm¶eletben elfogadott egys¶eges konzisztens kamatl¶ab elm¶elete
nem ¶³rja le j¶ol az emberi dÄont¶esek jelleg¶et. Az exponenci¶alis diszkont¶al¶ashoz
k¶epest sz¶amos anom¶ali¶at ¯gyeltek meg (Benzion et al. 1989, Thaler 1981).
A legjelent}osebbek az id}oinkonzisztencia, a nyeres¶eg-vesztes¶eg aszimmetria,

1Be¶erkezett: 2013. ¶aprilis 22. E-mail: gabor.neszveda@gmail.com
2A diszkont¶al¶ast szok¶as a magyar nyelvben lesz¶am¶³tol¶asnak is nevezni.
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a nagys¶agi hat¶as, a gyors¶³t¶as ¶es lass¶³t¶as aszimmetri¶aja ¶es a pozit¶³v sorozat
prefer¶al¶asa. Az alternat¶³v diszkont¶al¶asi modellt el}oszÄor ¶allatk¶³s¶erletek alapj¶an
formaliz¶alt¶ak (Ainslie 1975, 1992) ¶es a diszkontr¶at¶at hiperbolikus form¶aban
adt¶ak meg.

Ezt tÄobben kÄulÄonbÄoz}o form¶aban m¶odos¶³tott¶ak (Mazur 1984, Harvey 1994),
de egyik m¶odos¶³tott modell sem tudta kell}oen ¶altal¶anosan megfogni a felfe-
dezett anom¶ali¶akat. Ebben hozott ¶ujat az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkon-
t¶al¶as (Loewenstein-Prelec 1992). Az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as
egys¶egesen tudta kezelni az anom¶ali¶akat az ¶ert¶ekfÄuggv¶eny alkalmaz¶as¶aval. A
kil¶at¶aselm¶eletben (Kahneman-Tversky 1979) haszn¶alt ¶ert¶ekfÄuggv¶eny seg¶³ts¶e-
g¶evel mind a nyeres¶eg-vesztes¶eg, mind a nagys¶agi hat¶as magyar¶azhat¶ov¶a v¶alt,
m¶³g az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus megkÄozel¶³t¶es lehet}os¶eget adott a k¶³s¶erle-
tekkel megismert emberi viselked¶es kell}oen ¶altal¶anos le¶³r¶as¶ara. Viszont ez a
diszkont¶al¶asi fÄuggv¶enyforma nehezen kezelhet}o, ¶³gy Äosszetettebb modellek-
ben nem j¶ol alkalmazhat¶o. Emiatt tudott gyorsan ¶es kÄonnyen teret nyerni a
kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as (Laibson 1997), amely az exponenci¶alis disz-
kont¶al¶ast kieg¶esz¶³tette egy line¶aris jelleg}u ¯x kÄolts¶eggel. A kv¶azi-hiperbolikus
diszkont¶al¶as hasonl¶o id}oinkonzisztens viselked¶est ¶³r le, mint a hiperbolikus
diszkont¶al¶as, de egy sokkal egyszer}ubb ¶es kezelhet}obb form¶aban.

A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as alapgondolata, hogy exponenci¶alis disz-
kont¶al¶ast kÄovet a dÄont¶eshoz¶o, de a jelen fel¶e torz¶³t azzal, hogy egy konstans-
sal mindent le¶ert¶ekel, ami a jÄov}oben tÄort¶enik (Phepls-Pollack 1968). Mivel
a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as l¶enyegesen kezelhet}obb a modellekben, de
egyben megragadja az ¶altal¶anos hiperbolikus viselked¶es k¶et legfontosabb tu-
lajdons¶ag¶at (b¶ar nem ragadja meg az anom¶ali¶akat), mind a nemzetkÄozi (Laib-
son 1997, Donoghue-Rabin 2000), mind a hazai szakirodalomban (Nagy 2011)
el}oszeretettel haszn¶alj¶ak a hiperbolikus diszkont¶al¶as helyettes¶³t¶es¶ere.

CikkÄunkben azt mutatjuk be, hogy a k¶et diszkont¶al¶asi modell hossz¶u t¶av¶u
dÄont¶esek eset¶eben kÄulÄonbÄoz}o eredm¶enyre jut, f}oleg sorozatok eset¶en. Ez¶ert
olyan helyzetek modellez¶es¶ere, ahol hossz¶u t¶av¶u k¶erd¶esek is felmerÄulnek, nem
lehet kÄozel¶³t}oen helyettes¶³teni egym¶assal a k¶et diszkont¶al¶asi fÄuggv¶enyt.

A diszkont¶al¶asi modellek ¶es az ad¶od¶o anom¶ali¶ak

Az exponenci¶alis modell

Samuelson (1937) diszkont¶alt hasznoss¶agi modellje a legelterjedtebb a kÄoz-
gazdas¶agi elemz¶esekben ¶es modellez¶esben. A modell szerint a dÄont¶eshoz¶o egy
(c0; . . . ; cT ) fogyaszt¶asi tervet akkor ¶es csak akkor prefer¶al egy (c0

0; . . . ; c
0
T )

fogyaszt¶asi tervvel szemben, ha
PT

t=0 ±tu(ct) >
PT

t=0 ±tu(c0
t) , ahol ± jelÄoli a

diszkontfaktort ¶es t az id}ot.
Ezt a modellt szok¶as exponenci¶alis modellk¶ent is hivatkozni, mivel a disz-

kontfÄuggv¶eny az exponenci¶alis fÄuggv¶enyt kÄoveti:

±t =
³ 1

1 + r

´t

;
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ahol r jelÄoli az egys¶egnyi (egy id}oszakra felsz¶am¶³tott) kamatl¶abat.
Ez a modell sz¶eles kÄorben elterjedt konzisztens tulajdons¶agai ¶es j¶ol kezel-

het}os¶ege miatt. Viszont az empirikus eredm¶enyek azt mutatt¶ak, hogy a val¶os
emberi dÄont¶esek jelleg¶et nem ¶³rja le helyesen.

A legfontosabb anom¶ali¶ak

Azonos kÄulÄonbs¶eg hat¶asa

Ha megvizsg¶aljuk a diszkont¶alt hasznoss¶agi modellt, akkor az alapj¶an a k¶et
kÄulÄonbÄoz}o id}opontbeli fogyaszt¶as kÄozÄotti preferenci¶at csak a k¶et id}opont kÄo-
zÄott eltelt id}o hat¶arozza meg (Loewenstein-Prelec 1992). Ez adja az ,,id}oben
konzisztens" tulajdons¶ag¶at, ami kulcsk¶erd¶es a diszkont¶alt hasznoss¶ag axio-
matikus levezet¶es¶eben (Koopmans 1960). De a gyakorlatban gyakran meg-
fordulhat a preferencia k¶et k¶esleltetett hasznoss¶ag kÄozÄott, ha mindkett}ot azo-
nos m¶ert¶ekben eltoljuk. Thaler (1981) h¶³res p¶eld¶aja j¶ol r¶amutat erre: valaki
kÄonnyen prefer¶alhat egy alm¶at ma, holnapi kett}ovel szemben, ugyanakkor
ink¶abb v¶alasztja a k¶et alm¶at 51 nap m¶ulva, mint az egyet 50 nap m¶ulva.

Az azonos kÄulÄonbs¶eg hat¶asa (The Common Di®erence E®ect) inkonzisz-
tens viselked¶eshez vezet, ami az egyik leger}osebb anom¶alia. A meg¯gyel¶esek
szerint a leger}osebb inkonzisztencia a jelen ¶es a jÄov}obeli hasznoss¶agok kÄozÄott
van (Present Bias), azaz a jelen fel¶e torz¶³tunk legink¶abb. Ez egyben azt is
jelenti, hogy min¶el hosszabb id}ointervallumr¶ol van sz¶o, ann¶al jobban csÄokken
az egys¶egnyi diszkontr¶ata.

Formaliz¶alva: Ha egy t id}o eltelt¶evel kapott x1 hasznoss¶agot ekvivalensnek
tart egy t0 > t id}o eltelt¶evel kapott x2 > x1 hasznoss¶aggal, abb¶ol kÄovetkezik,
hogy tetsz}oleges " > 0 id}ovel eltolva t-t ¶es t0-t, a k¶es}obb kapott nagyobb hasz-
noss¶agot jobbra ¶ert¶ekeli. Azaz ha U(x1; t) = U(x2; t0), akkor U(x1; t + ") ·
U(x2; t

0 + ") .

Nagys¶agi hat¶as

A nagys¶agi hat¶as (Absolute Magnitude E®ect) alapj¶an az emberek a nagyobb
¶ert¶ekeket alacsonyabb kamatr¶at¶aval diszkont¶alj¶ak, mint a kisebb ¶ert¶ekeket
(Thaler 1981). A hat¶as magyar¶azata ¶es modellez¶ese nehezen megoldhat¶o.
Az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell az ¶ert¶ekfÄuggv¶eny (Kahneman-Tversky
1979) megkÄozel¶³t¶essel, m¶³g Benhabib et al. modellje (Benhabib et al. 2010)
az egyszeri ¯x kÄolts¶eg felsz¶am¶³t¶as¶aval magyar¶azza a nagys¶agi hat¶ast. For-
maliz¶alva: ha van k¶et kis hasznoss¶ag (jelÄolje a ,,k" fels}o index) kÄulÄonbÄoz}o
id}opontokban ¶es van k¶et nagy hasznoss¶ag (,,n"-nel jelÄolve) ugyanabban a k¶et
id}opontban, s ezek ekvivalens ¶ert¶eket k¶epviselnek a dÄont¶eshoz¶onak, akkor
az eltelt id}o a kis hasznoss¶agra gyakorol nagyobb sz¶azal¶ekos hat¶ast, azaz a
kis hasznoss¶agn¶al nagyobb az elv¶art hozam. Azaz, ha t0 > t ¶es U(xk

1 ; t) =
U(xk

2 ; t0) ¶es U(xn
1 ; t) = U(xn

2 ; t0), akkor szÄuks¶egszer}uen

U(xn
2 )

U(xn
1 )

<
U(xk

2)

U(xk
1)

:
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Nyeres¶eg-vesztes¶eg aszimmetria

A klasszikus megkÄozel¶³t¶esben a felt¶etelez¶esek kÄozÄott szokott szerepelni, hogy
mind a nyeres¶egeinket, mind a vesztes¶egeinket a piaci kamatl¶ab alapj¶an disz-
kont¶aljuk. A kis¶erletek alapj¶an viszont a nyeres¶egeinket nagyobb kamatl¶ab
mellett diszkont¶aljuk, mint a vesztes¶egeinket (Loewenstein 1987): ez a nye-
res¶eg-vesztes¶eg aszimmetria (Gain-Loss Asymmetry). Formaliz¶alva: ha k¶et
id}opont kÄozÄotti k¶et hasznoss¶ag ekvivalens egy dÄont¶eshoz¶onak, akkor a nye-
res¶eg hozama nagyobb, mint a vesztes¶eg¶e. Azaz, ha t0 > t, a nyeres¶eg fels}o
indexe ,,n", ¶es a vesztes¶eg¶e ,,v", valamint: U(xn

1 ; t) = U(xn
2 ; t0) ¶es U(xv

1 ; t) =
U(xv

2 ; t0), akkor

U(xn
2 )

U(xn
1 )

<
U(xv

2)

U(xv
1)

:

K¶esleltet¶es ¶es felgyors¶³t¶as aszimmetria

Scholten ¶es Read (2011) a kÄovetkez}o p¶eld¶aval mutatja be a k¶esleltet¶es ¶es
felgyors¶³t¶as aszimmetri¶aj¶at (Delay-Speedup Asymmetry). K¶epzeljÄuk el, hogy
megrendeltÄunk egy csomagot. Ha megk¶erdezn¶ek, hogy mekkora kompenz¶aci¶ot
lenn¶enk hajland¶oak elfogadni, az¶ert mert a csomag k¶esik egy hetet, akkor az
elv¶art kompenz¶aci¶o az egy h¶et k¶es¶es¶ert l¶enyegesen nagyobb, mint amit az¶ert
lenn¶enk hajland¶oak ¯zetni, hogy egy h¶ettel kor¶abban kapjuk azt meg. For-
maliz¶alva: ha egy adott x hasznoss¶agot egy adott t id}oponthoz k¶epest " > 0
id}ointervallummal eltolunk, akkor annak a hozama magasabb, mint ha ezzel
az " > 0 id}ointervallummal el}or¶ebb hozzuk. Azaz

U(x; t + ")

U(x; t)
>

U(x; t)

U(x; t ¡ ")

Eloszl¶asi hat¶as

A racion¶alis dÄont¶eshoz¶o a hamarabb el¶erhet}o hasznoss¶agot prefer¶alja az azo-
nos m¶ert¶ek}u k¶es}obbivel szemben. Ezzel szemben a k¶³s¶erletek r¶amutatnak az
eloszl¶asi hat¶asra (Preference For Spread). Az eloszl¶asi hat¶as szerint a dÄon-
t¶eshoz¶o prefer¶alja, ha egyenletesen oszlik el a fogyaszt¶asi p¶alya. P¶eld¶aul, ha
a r¶esztvev}ok dÄonthettek, hogy a kÄovetkez}o h¶arom h¶et sor¶an mikor haszn¶alj¶ak
fel az aj¶and¶ekba kapott ¶ettermi kuponjukat, akkor a tÄobbs¶eg a m¶asodik hetet
v¶alasztotta, m¶³g ha k¶et kupont is fel tudott haszn¶alni, akkor az els}o ¶es a har-
madik hetet (Frederick et al. 2002).

NÄovekv}o sorozat prefer¶al¶asa

A nÄovekv}o sorozatok prefer¶al¶asa (Preference for Improving Sequence) azt je-
lenti, hogy az emberek, ha megv¶alaszthatj¶ak a bev¶eteleik ki¯zet¶esi sorozat¶at,
akkor a nÄovekv}ot prefer¶alj¶ak a csÄokken}ovel vagy ¶alland¶oval szemben m¶eg
akkor is, ha racion¶alis feltev¶esek mellett nem azt kellene (Frederick et al.
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2002). Ez a hat¶as legink¶abb a b¶erez¶esi modellekn¶el merÄult fel, ahol a munka-
v¶allal¶o ink¶abb egy nÄovekv}o b¶ert akar kisebb kezdeti b¶errel, mint egy csÄokken}ot,
ahol a kezdeti ¯zet¶ese lenne a magasabb (Loewenstein{Sicherman 1991).

Hiperbolikus modellek

A jelens¶eget el}oszÄor ¶allatk¶³s¶erletekben ¯gyelt¶ek meg. A k¶³s¶erletek alapj¶an az
¶allatok ink¶abb v¶alasztj¶ak a kor¶abbi kisebb, mint a k¶es}obbi nagyobb jutalmat.
Az itt meg¯gyelt adatok alapj¶an a diszkontfaktort el}oszÄor a legegyszer}ubb
hiperbolikus form¶aban adt¶ak meg (Ainslie 1975).

± =
1

t
;

ahol ± jelÄoli a diszkontfaktort (a jÄov}obeli esem¶enyeket ezzel a sz¶ammal szoroz-
va kapjuk a jelenbeli ¶ert¶ekÄuket) ¶es t az id}ot.

K¶es}obb az emberek viselked¶es¶enek meg¯gyel¶ese alapj¶an az egy param¶ete-
res modellt javasolt¶ak (Mazur 1984)

± =
1

1 + kt
;

ahol k a param¶etert ¶es t az id}ot jelÄoli.
K¶es}obb sz¶amos hiperbolikus fÄuggv¶enyform¶at megvizsg¶altak, hogy meg-

tal¶alj¶ak a kell}oen er}os magyar¶az¶o er}ovel b¶³r¶ot. P¶eld¶aul az ar¶anyos (propor-
tional) hiperbolikus diszkont¶al¶ast (Harvey 1994)

± =
1

k + t
;

ahol k jelÄoli a param¶etert ¶es t az id}ot.
Ezek a modellek mind le¶³rt¶ak az emberek id}oinkonzisztens viselked¶es¶et,

de az anom¶ali¶akra nem adott v¶alaszt egyik sem. R¶aad¶asul egyik sem ragadta
meg el¶eg er}osen a jelen fel¶e val¶o torz¶³t¶ast.

Az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as

A hiperbolikus diszkont¶al¶asi modellek j¶ol megragadt¶ak az inkonzisztens vi-
selked¶est ¶es j¶ol illeszkedtek az ¶allatk¶³s¶erletekben meg¯gyelt adatokra is, de
sz¶amos empirikus meg¯gyel¶est nem tudtak magyar¶azni. TÄobbek kÄozÄott nem
tudt¶ak magyar¶azni a nagys¶agi, nyeres¶eg-vesztes¶eg ¶es a k¶esleltet¶es-gyors¶³t¶as
anom¶ali¶at sem.

Ezeket a hi¶anyoss¶agokat oldotta meg az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus disz-
kont¶al¶as modellje (Loewenstein-Prelec 1992). Az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus
diszkont¶al¶as modell k¶et r¶eszb}ol ¶all, melyben a kil¶at¶as elm¶elet (Prospect The-
ory) (Kahneman-Tversky 1979) alapj¶an vett ¶ert¶ekfÄuggv¶eny megkÄozel¶³t¶essel
tudja magyar¶azni az anom¶ali¶akat, m¶³g az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkon-
t¶al¶asi fÄuggv¶eny seg¶³ti az ¶atv¶alt¶ast k¶et id}opont kÄozÄott

U(C1; t1; C2; t2; . . . ; Cn; tn) =
nX

i=1

v(Ci)'(ti) ;
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ahol '(ti) jelÄoli a diszkont fÄuggv¶enyt ¶es v(Ci) jelÄoli az ¶ert¶ekfÄuggv¶enyt.
Ez alapj¶an egy fogyaszt¶asi p¶alya hasznoss¶aga megegyezik a fogyaszt¶asok

¶ert¶ekfÄuggv¶eny¶evel sz¶amolt ¶ert¶ekeinek diszkont¶alt Äosszeg¶evel. A diszkont¶al¶asi
fÄuggv¶enyt pedig a kÄovetkez}o alakban szok¶as fel¶³rni

'(t) = (1 + ®t)¡¯=® ; ®; ¯ > 0 ;

ahol ® jelÄoli, hogy mennyiben t¶er el a dÄont¶eshoz¶o az exponenci¶alis diszkon-
t¶al¶ast¶ol. ¶Altal¶anoss¶agban kijelenthet}o, hogy ® nÄoveked¶es¶evel n}o a jelen fel¶e
a torz¶³t¶as. M¶³g ha ® tart 0-hoz, akkor '(t) = e¡¯t ¶es ¶³gy ¯ a piaci kamatl¶ab.
¯ legink¶abb a piaci kamatl¶ab ¶ert¶ekek¶ent ¶ertelmezhet}o.

A modell el}onye, hogy magyar¶azza a nagys¶agi, nyeres¶eg-vesztes¶eg ¶es a
k¶esleltet¶es-gyors¶³t¶as anom¶ali¶at is. A jelen fel¶e val¶o torz¶³t¶ast ¶es az id}oinkon-
zisztenci¶at a diszkont¶al¶asi fÄuggv¶eny¶³rja le, olyan m¶odon, hogy annak m¶ert¶eke
¶es jellege egy¶enenk¶ent tud v¶altozni a param¶eterek seg¶³ts¶eg¶evel. P¶eld¶aul a ki-
l¶at¶aselm¶elet ¶ert¶ekfÄuggv¶enye alapj¶an kijelenthet}o, hogy az¶ert diszkont¶aljuk a
nyeres¶egeket jobban, mint a vesztes¶egeket, mert a nyeres¶egek ¶ert¶ekfÄuggv¶eny¶e-
nek meredeks¶ege kisebb, mint a vesztes¶egek ¶ert¶ekfÄuggv¶eny¶enek meredeks¶ege.
A nyeres¶eg-vesztes¶eg aszimmetri¶ara vezethet}o vissza a k¶esleltet¶es-gyors¶³t¶as
aszimmetri¶aja is.

A sz¶amos hiperbolikus diszkont¶al¶as kÄozÄott ¶erdekes kÄozÄos von¶ast t¶ar fel
Ahlbrecht ¶es Weber (1997) munk¶aja, amely szerint a hiperbolikus diszkont¶a-
l¶asi fÄuggv¶eny ¶altal¶anos alakban:

± =
1

(1 + r)®(t)
;

ahol ®(t) az id}o¶erz¶ekel¶est jelenti ¶es r a kamatl¶abat.
Ha ®(t) line¶aris, azaz l¶enyeg¶eben t-vel egyenl}o, akkor visszakapjuk az

exponenci¶alis diszkont¶al¶ast. Ha ®(t) konk¶av, akkor a hiperbolikus diszkon-
t¶al¶asokat kapjuk vissza. Ezen belÄul:

² Ha ®(t) = ln(1+kt)
ln(1+r) , akkor Mazur (1987) modellj¶et kapjuk meg: ± =

(1 + kt)¡1.

² Ha ®(t) = h ln(1+gt)
g ln(1+r) , akkor az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶ast

kapjuk meg: ± = (1 + gt)¡h=g (a param¶etereket most g-vel ¶es h-val
jelÄoltÄuk, hogy ne keveredjen az id}o¶erz¶ekel¶es param¶eter¶evel a jelÄol¶es).

Ez a formaliz¶al¶as j¶ol r¶amutat arra, hogy az id}o¶erz¶ekel¶es m¶odja lehet az egyik
magyar¶az¶o er}o a hiperbolikus diszkontfÄuggv¶enyek mÄogÄott. Ez alapj¶an a hi-
perbolikus diszkontfÄuggv¶enyek id}o¶erz¶ekel¶ese konk¶av, szemben p¶eld¶aul az ex-
ponenci¶alissal, ahol line¶aris.

A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as

A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast alapvet}oen el}oszÄor a gener¶aci¶ok kÄozÄotti
dÄont¶eshozatal makroszint}u modellez¶es¶ere tal¶alt¶ak ki (Phelps { Pollack 1968).
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Phelps ¶es Pollack (1968) alapgondolata szerint az exponenci¶alis diszkont¶al¶ast
haszn¶alva mindenki ¶ugy dÄont, hogy a saj¶at ¶es az Äosszes tÄobbi gener¶aci¶onak
egyÄuttesen a legjobb legyen. Viszont a jelenlegi gener¶aci¶o le¶ert¶ekeli a jÄov}obeli
gener¶aci¶ok hasznoss¶ag¶at, ¶es ¶³gy torz¶³t a saj¶at ¶ert¶ekei fel¶e. A kv¶azi-hiperboli-
kus modell ezt egy ¯ < 1 szorz¶oval veszi ¯gyelembe

± = ¯
1

(1 + r)t
;

ahol t > 0 ¶es csak eg¶esz sz¶amokon van ¶ertelmezve, r pedig a kamatl¶ab.

A modell egyszer}us¶ege ¶es a j¶ol kezelhet}os¶ege miatt k¶es}obb m¶as jelens¶egek
vizsg¶alatakor is haszn¶alni kezdt¶ek, ¶es kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ask¶ent v¶alt
ismertt¶e. Laibson (1997) haszn¶alta el}oszÄor ezt a fÄuggv¶enyform¶at kifejezetten
a hiperbolikus diszkont¶al¶as hat¶as¶at vizsg¶alva a makrogazdas¶agi folyamatok-
ban. K¶es}obb ¶altal¶anoss¶a v¶alt az a felfog¶as, hogy a modellez¶es sor¶an az em-
pirikus eredm¶enyekre legjobban illeszked}o ¶es azokat legjobban megragad¶o
¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as helyettes¶³thet}o a kv¶azi-hiperbolikus
fÄuggv¶ennyel, mivel a l¶enyegi r¶esz¶et ugyan¶ugy megfogja. Vagyis a helyet-
tes¶³t¶eskor csak bizonyos tulajdons¶agok teljesÄul¶es¶et kÄovetelik meg, mikÄozben
egy¶ertelm}u, hogy a k¶et fÄuggv¶enyforma alapjaiban m¶as, ¶³gy sz¶o sem lehet egy-
szer}us¶³t}o ¶atalak¶³t¶asr¶ol. MikÄozben a helyettes¶³t¶es egyre elterjedtebb szakmai
elemz¶esekben, a mai napig nem szÄuletett elemz¶es arr¶ol, hogy milyen esetben
m}ukÄodik, ¶es milyen esetekben nem alkalmazhat¶o a kv¶azi-hiperbolikus modell
az ¶altal¶anos hiperbolikus helyettes¶³t¶esek¶ent. CikkÄunk tov¶abbi r¶esz¶eben ezt
vizsg¶aljuk.

A helyettes¶³thet}os¶eg alapgondolata

A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶assal val¶o helyettes¶³t¶est Laibson (1997) m¶ar
eml¶³tett cikk¶ere lehet visszavezetni, melyben }o maga ¶³gy ¶ervel a kv¶azi-hiper-
bolikus diszkontfÄuggv¶eny haszn¶alata mellett: ,,Ez a diszkont¶al¶asi strukt¶ura
j¶ol ut¶anozza a hiperbolikus diszkont¶al¶asi fÄuggv¶enyek kvalitat¶³v tulajdons¶agait,
mikÄozben megtartja az exponenci¶alis fÄuggv¶eny kÄonny}u kezelhet}os¶eg¶et" (Laib-
son 1997, 450. o.). A k¶es}obbiekben erre hivatkozva tekintik helyettes¶³thet}onek
az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus fÄuggv¶enyt ¶es a kv¶azi-hiperbolikus fÄuggv¶enyt
(Angeletos 2001, Laibson 2007, Nagy 2011).

Laibson a cikk¶eben csak k¶et tulajdons¶agot eml¶³t, amit meg tud ragadni
a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as. Az egyik az inkonzisztens viselked¶es a
jelen ¶es a jÄov}obeli vagy ak¶ar k¶et jÄov}obeli preferencia kÄozÄott. A m¶asik az id}o
hossz¶anak nÄoveked¶es¶evel csÄokken}o egys¶egnyi diszkontr¶ata. Azaz az exponen-
ci¶alis ±t diszkont¶al¶as eset¶en ¡f 0(t)=f(t)-t egy konstans diszkontr¶ata jellemzi
(log(1=±), m¶³g az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus eset¶en a diszkontr¶ata folyama-
tosan csÄokken, ha az id}o hossza n}o, a ¯=(1 + ®t) fÄuggv¶enyt kÄovetve.

Ezek az ¶all¶³t¶asok nem garant¶alj¶ak, hogy a k¶et m¶odszer minden t¶eren ele-
gend}oen hasonl¶o kÄovetkeztet¶esekre jut.
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Sorozatok diszkont¶al¶asa

Hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esek modellez¶ese sor¶an sokszor nem egyszer}uen egy t¶avoli
esem¶eny diszkont¶al¶as¶at felt¶etelezik, hanem m¶eg tov¶abb mennek ¶es sok egym¶ast
kÄovet}o hasznoss¶ag¶et. Hossz¶u t¶av¶u dÄont¶est vizsg¶alunk p¶eld¶aul akkor is, amikor
a dÄont¶eshoz¶o egy ¶eletciklus modellben dÄont a v¶arhat¶o jÄovedelmei ¶es kiad¶asai
fÄuggv¶eny¶eben, vagy hossz¶u t¶av¶u egyens¶ulyok elemz¶esekor, vagy olyan Äossze-
fÄugg¶esek eset¶eben, mint p¶eld¶aul az ÄorÄokj¶arad¶ek. Ezekn¶el nem egyszer}uen
hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esekr}ol van sz¶o, hanem sorozatok ¶ert¶ekel¶es¶er}ol is. A soroza-
tok pontos diszkont¶al¶as¶at m¶eg nehezen kezeli a szakirodalom, de az biztos,
hogy tÄobb hat¶as is torz¶³tja (eloszl¶asi, nÄovekv}o sorrend), ami miatt nem te-
kinthetÄunk r¶a ¶ugy, mint a sorozat tagjai diszkont¶alt ¶ert¶ekeinek Äosszeg¶ere.

Az ÄorÄokj¶arad¶ek p¶eld¶aj¶an azt mutatjuk be, hogy az ¶altal¶anos¶³tott hiper-
bolikus diszkont¶al¶as helyettes¶³t¶ese a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶assal vi-
szont m¶eg akkor is probl¶em¶akhoz vezet, amennyiben ¶ugy tekintjÄuk, hogy
a dÄont¶eshoz¶o egym¶ast¶ol fÄuggetlenÄul egyenk¶ent diszkont¶alja a jÄov}obeli sorozat
elemeit.

Az ÄorÄokj¶arad¶ek

Az ÄorÄokj¶arad¶ek az egyik legegyszer}ubb sorozat. Az ÄorÄokj¶arad¶ek eset¶eben
minden id}oszakban kapunk a v¶egtelens¶egig egy adott C Äosszeget ¶es az a
k¶erd¶es, hogy ez mennyit ¶er nekÄunk a jelenben. M¶ask¶epp fogalmazva mekkora
a nett¶o jelen¶ert¶eke egy ilyen ÄorÄokj¶arad¶eknak. Az exponenci¶alis diszkont¶al¶ast
haszn¶alva erre egy viszonylag egyszer}u formul¶at kapunk, ahol egy ÄorÄokj¶arad¶ek
¶ert¶eke C=r. (Egyszer}u v¶egtelen m¶ertani sor Äosszegk¶eplet alapj¶an, ahol r a
kamatl¶ab.)

Ezek ut¶an vizsg¶aljuk meg a kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶ast. Ebben ez
esetben az eredm¶eny ¯C=r lesz, ahol ¯ a kv¶azi-hiperbolikus modellb}ol ismert,
a jelen fel¶e torz¶³t¶as m¶ert¶ek¶et adja meg. Ez szint¶en egy egyszer}u, j¶ol megfog-
hat¶o formula.

MikÄozben az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell alapj¶an m¶eg az sem ga-
rant¶alt, hogy a nett¶o jelen¶ert¶ek egy v¶eges ¶ert¶ek, addig a kv¶azi-hiperbolikussal
sz¶amolt nett¶o jelen¶ert¶ek mindig egy v¶eges ¶ert¶ek.

¶All¶³t¶as. Amennyiben az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell param¶etereire igaz
az, hogy ¯ szigor¶uan nagyobb, mint ®, akkor az ÄorÄokj¶arad¶ek nett¶o jelen¶ert¶eke
v¶eges ¶ert¶ek, m¶³g ellenkez}o esetben nem.

Bizony¶³t¶as. A k¶erd¶es az, hogy a
P

t(1 + ®t)¡¯=® v¶egtelen sor mikor
konvergens ¶es mikor nem. Konvergens akkor ¶es csak akkor lesz, amikor aP

n n¡p (p 2 IR) konvergens. A Cauchy-f¶ele kondenz¶aci¶os teszt szerint mo-
noton fogy¶o, pozit¶³v tag¶u sorokra

P1
n=1 an v¶eges akkor ¶es csak akkor, haP1

n=1 2na2n v¶eges, ami ebben az esetben azt jelenti, hogy p > 1. Teh¶at az
eredeti egyenlet eset¶eben a ¯ > ® felt¶etelnek kell teljesÄulnie, hogy konvergens
legyen a sorÄosszeg. 2

ÄOsszefoglalva, az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as eset¶en az ÄorÄok-
j¶arad¶ek akkor ¶es csak akkor konvergens, ha ¯ > ®, m¶³g a kv¶azi-hiperbolikus
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eset¶eben mindig konvergens. ¶Igy az ÄorÄokj¶arad¶ek eset¶eben az ¶altal¶anos¶³tott
hiperbolikus diszkont¶al¶as alapjaiban juthat m¶as kÄovetkeztet¶esre, mint a kv¶azi-
hiperbolikus.

Hossz¶u t¶av¶u hat¶ar¶ert¶ek

Ahlbrecht ¶es Weber (1997) modellje alapj¶an j¶ol l¶athat¶o, hogy a kv¶azi-hiperbo-
likus diszkont¶al¶as az id}o line¶aris ¶erz¶ekel¶es¶et felt¶etelezi egy szakad¶asi pontt¶ol
eltekintve, m¶³g az ¶altal¶anos hiperbolikus modell az id}o konk¶av ¶erz¶ekel¶es¶et
felt¶etelezi (® = 0 kiv¶etel¶evel). M¶ar Äonmag¶aban ez is jelzi, hogy hossz¶u t¶avon
a k¶et fÄuggv¶eny drasztikusan m¶ask¶epp sz¶amol.

A kÄulÄonbs¶eg az egys¶egnyi kamatl¶abak kÄozÄott akkor a legl¶atv¶anyosabb,
ha t tart v¶egtelenbe. A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶as egys¶egnyi kamatl¶aba
r-be tart:

± = lim
t!1

t

s
¯

1

(1 + r)t
=

1

1 + r
:

Az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as egys¶egnyi kamatl¶aba ezzel szem-
ben 0-ba tart (® > 0), ¶³gy

± = lim
t!1

t

s
1

(1 + ®t)¯=®
=

1

1
= 1 :

Nagyon hossz¶u t¶avon az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell egys¶egnyi ka-
matl¶aba 0-ba tart, ¶³gy egys¶egnyi id}o¶ert a v¶egtelenben m¶ar nem k¶er semmit.
A kv¶azi-hiperbolikus diszkont¶al¶asn¶al is folyamatosan csÄokken az egys¶egnyi
kamatl¶ab, de legal¶abb egy konstans r > 0 kamatl¶abat mindig felsz¶am¶³t.

Hossz¶u t¶av¶u kÄulÄonbs¶egek becsl¶ese meg¯gyel¶esek
alapj¶an

Ahhoz, hogy hossz¶u t¶avra megbecsÄuljÄuk a modellek ¶ert¶ekeit, egy k¶³s¶erletet
v¶egeztÄunk. K¶³s¶erletÄunkben egyetemist¶akat k¶erdeztÄunk meg, hogy egy adott
nagys¶ag¶u nyeres¶eget vagy vesztes¶eget mekkora Äosszeg¶ert lenn¶enek hajland¶o-
ak id}oben eltolni. Ezek alapj¶an kaptuk meg a tÄobb mint 100 r¶esztvev}on¶el
(N = 113), hogy 5000, 85 000, 1 200 000 forint eset¶en mennyi¶ert lenn¶enek
hajland¶oak elfogadni 3, 6, 9, 12, 18 h¶onapnyi cs¶usz¶ast (vesztes¶eg eset¶en meny-
nyit lenn¶enek hajland¶oak maximum ¯zetni a cs¶usz¶as¶ert). Ezen ¶ert¶ekek alap-
j¶an egy ¶atlagos kamatl¶abat kaphatunk mind az Äosszeg nagys¶aga, a nyeres¶eg-
vesztes¶eg ¶allapota, mind az id}o m¶ul¶asa tekintet¶eben. A kamatl¶abakb¶ol pedig
kisz¶amolhatjuk az egys¶egnyi diszkontr¶at¶at, amely a h¶arom h¶onapos kamat-
l¶abnak felel meg. Ezzel kÄulÄonbÄoz}o id}ot¶avra felsz¶amolt kamatokat egys¶egesen
Äossze tudunk hasonl¶³tani. Ha megvizsg¶aljuk ezeket az ¶atlagos egys¶egnyi disz-
kontr¶ata ¶ert¶ekeket, akkor azok j¶ol reprezent¶alj¶ak az eddig m¶ar ismertetett
anom¶ali¶akat, teh¶at Äosszhangban vannak az eddigi meg¯gyel¶esekkel.
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3 h¶onap 6 h¶onap 9 h¶onap 12 h¶onap 18 h¶onap
Nyeres¶eg: 5000 HUF 0,23 0,18 0,15 0,12 0,11
Vesztes¶eg: 5000 HUF 0,19 0,12 0,10 0,09 0,07
Nyeres¶eg: 85 000 HUF 0,10 0,08 0,08 0,06 0,05
Vesztes¶eg: 85 000 HUF 0,11 0,06 0,05 0,04 0,03
Nyeres¶eg: 1200 000 HUF 0,10 0,09 0,06 0,05 0,04
Vesztes¶eg: 1200 000 HUF 0,06 0,05 0,03 0,03 0,02

1. t¶abl¶azat. Egys¶egnyi diszkontr¶ata ¶atlaga (3 h¶onap). Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

Benzion ¶es t¶arsai (1989), az adatok szempontj¶ab¶ol egyik leghivatkozot-
tabb cikkÄukben hasonl¶o ¶ert¶ekekre jutottak. Ez a cikk els}osorban arra ir¶anyul,
hogy k¶³s¶erletekkel bizony¶³tsa, hogy az emberek kÄulÄonbÄoz}o kÄorÄulm¶enyek kÄozÄott
(nyeres¶eg-vesztes¶eg, p¶enz nagys¶aga. . .) m¶as-m¶as kamatl¶abat haszn¶alnak. ¶Igy
egy¶ertelm}uen elvethet}o az a p¶enzÄugyi felt¶etelez¶es, hogy a dÄont¶eshoz¶ok min-
den helyzetben a piaci kamatl¶abat haszn¶alj¶ak a diszkont¶al¶asra. ÄOsszesen 204
egyetemista di¶ak v¶alaszai alapj¶an kapt¶ak az al¶abbi t¶abl¶azatokat, ami jelen
elemz¶esÄunk sor¶an ide¶alis arra a c¶elra, hogy a vizsg¶alt ÄosszefÄugg¶eseket egy
fÄuggetlen adathalmazon is vizsg¶aljuk a saj¶atunk mellett.

Nyeres¶eg (USD) 0,5 ¶ev 1 ¶ev 2 ¶ev 4 ¶ev

40 0,60 0,39 0,26 0,22
200 0,43 0,26 0,23 0,20
1000 0,41 0,28 0,20 0,19
5000 0,18 0,16 0,15 0,12

2. t¶abl¶azat. Egys¶egnyi diszkontr¶ata (6 h¶onap) ¶atlaga
nyeres¶eg elhalaszt¶as¶an¶al. Forr¶as: Benzion et al. 1989, 276 o.

Vesztes¶eg (USD) 0,5 ¶ev 1 ¶ev 2 ¶ev 4 ¶ev
40 0,33 0,22 0,19 0,14
200 0,26 0,17 0,16 0,13
1000 0,22 0,16 0,15 0,12
5000 0,15 0,11 0,09 0,08

3. t¶abl¶azat. Egys¶egnyi diszkontr¶ata (6 h¶onap) ¶atlaga
vesztes¶eg elhalaszt¶as¶an¶al. Forr¶as: Benzion et al. 1989, 276 o.

Mindegyik esetben l¶athat¶o a magas kezdeti ¶ert¶ek ¶es hogy id}oben csÄokken
az egys¶egnyi kamatl¶ab. A kÄovetkez}okben a saj¶at ¶es az Äosszehasonl¶³t¶o nemzet-
kÄozi adatokon egyar¶ant bemutatjuk az ¶altal¶anos¶³tott ¶es a kv¶azi-hiperbolikus
diszkont¶al¶as illeszked¶es¶et. Mivel mindk¶et modell k¶et param¶etert haszn¶al,
azonos szabads¶agfokkal rendelkeznek, ¶³gy ezt nem kell kiegyens¶ulyozni, az
abszol¶ut elt¶er¶es Äosszege kiel¶eg¶³t}oen kifejezi az illeszked¶es j¶os¶ag¶at.

El}oszÄor a saj¶at adatokat mutatom be aszerint, hogy vesztes¶egr}ol vagy nye-
res¶egr}ol van-e sz¶o, ¶es hogy mekkora Äosszeg kapcs¶an v¶alaszoltak a r¶esztvev}ok.
J¶ol l¶athat¶o, hogy a 4. ¶es az 5. t¶abl¶azatban tal¶alhat¶o 6 esetb}ol 4-szer az
¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell adott jobb illeszked¶est, 2-szer pedig a kv¶azi-
hiperbolikus modell. Ami m¶eg ¶erdekes, hogy mindegyik esetben ® > ¯, ami,
mint l¶attuk, azt jelenti, hogy tetsz}oleges ¶allapotban azt kapjuk eredm¶enyÄul,
hogy az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modellez¶es eset¶en egy ÄorÄokj¶arad¶ek nem
v¶eges sz¶am, m¶³g a kv¶azi-hiperbolikusn¶al igen. Teh¶at a k¶et modell kÄulÄonbÄoz}o
kÄovetkeztet¶esre jut a tapasztalati adatok alapj¶an kalibr¶alva.
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Nyeres¶eg ¶Alt. ¶Alt. Kv¶azi- Kv¶azi- ¶Alt. Kv¶azi-
(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
® ¯ ¯ r abszol¶ut abszol¶ut

param¶eter param¶eter param¶eter kamatl¶ab hiba hiba

5000 0,70 0,26 0,85 0,08 0,10 0,12
85000 0,70 0,13 0,96 0,04 0,05 0,07
1200000 2,57 0,21 0,91 0,02 0,08 0,07

4. t¶abl¶azat. A modellek param¶eterbecsl¶esei ¶es az illeszked¶es hib¶ai nyeres¶egben a saj¶at k¶³s¶erlet
alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

Vesztes¶eg ¶Alt. ¶Alt. Kv¶azi- Kv¶azi- ¶Alt. Kv¶azi-
(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
® ¯ ¯ r abszol¶ut abszol¶ut

param¶eter param¶eter param¶eter kamatl¶ab hiba hiba
5000 1,53 0,26 0,87 0,05 0,04 0,09
85000 9,70 0,39 0,92 0,01 0,03 0,03
1200000 2,23 0,11 0,95 0,01 0,01 0,03

5. t¶abl¶azat. A modellek param¶eterbecsl¶esei ¶es az illeszked¶es hib¶ai vesztes¶egben a saj¶at k¶³s¶erlet
alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

A Benzion¶ek cikk¶eben kÄozÄolt adatok hasonl¶o eredm¶enyt mutatnak. A 6.
¶es a 7. t¶abl¶azatb¶ol kiolvashat¶oan { amelyeket a hivatkozott cikk adataib¶ol
sz¶amoltunk ki {, az illeszked¶es j¶os¶aga m¶eg kiegyenl¶³tettebb, mivel a 8 esetb}ol
4-4 esetben illeszkedik jobban az egyik, illetve a m¶asik modell. Viszont a
Benzion¶ek cikk¶eben szerepl}o adatok alapj¶an is minden esetben ® > ¯.

Nyeres¶eg ¶Alt. ¶Alt. Kv¶azi- Kv¶azi- ¶Alt. Kv¶azi-
(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
® ¯ ¯ r abszol¶ut abszol¶ut

param¶eter param¶eter param¶eter kamatl¶ab hiba hiba
40 0,70 0,41 0,85 0,16 0,20 0,05
200 0,32 0,28 0,92 0,16 0,10 0,05
1000 0,29 0,25 0,91 0,14 0,15 0,06
5000 0,44 0,19 0,95 0,10 0,02 0,08

6. t¶abl¶azat. A modellek param¶eterbecsl¶esei ¶es az illeszked¶es hib¶ai vesztes¶egben a Benzion cikk
alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

Vesztes¶eg ¶Alt. ¶Alt. Kv¶azi- Kv¶azi- ¶Alt. Kv¶azi-
(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
® ¯ ¯ r abszol¶ut abszol¶ut

param¶eter param¶eter param¶eter kamatl¶ab hiba hiba
40 0,79 0,29 0,91 0,11 0,05 0,09
200 0,39 0,20 0,94 0,11 0,05 0,05
1000 0,36 0,19 0,95 0,10 0,04 0,06
5000 0,41 0,12 0,96 0,06 0,03 0,01

7. t¶abl¶azat. A modellek param¶eterbecsl¶esei ¶es az illeszked¶es hib¶ai vesztes¶egben a Benzion cikk
alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

KijelenthetjÄuk, hogy mind saj¶at meg¯gyel¶eseink, mind a hivatkozott cikk
szerint a meg¯gyelt adatok abba a tartom¶anyba esnek, ahol a k¶et diszkont¶al¶asi
modell teljesen m¶as eredm¶enyre jut, p¶eld¶aul egy ÄorÄokj¶arad¶ek eset¶eben, ami
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al¶at¶amasztja a k¶et modell helyettes¶³thet}os¶eg¶enek megk¶erd}ojelezhet}os¶eg¶et ilyen
t¶³pus¶u probl¶em¶ak eset¶en. Ez minden olyan esetben komoly probl¶em¶akat vet-
het fel, ahol sorozatok ¶ert¶ekel¶es¶er}ol van sz¶o ¶es hossz¶u t¶av¶u elemek is vannak a
sorozatban. A helyettes¶³thet}os¶eg probl¶em¶aja ugyanakkor nem csak sorozatok
eset¶en merÄul fel. El}ofordulhat olyan hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esi helyzet, ahol m¶ar
egyszeri diszkont¶al¶as eset¶en is m¶as eredm¶enyre jut a k¶et diszkont¶al¶asi modell.
Ha megvizsg¶aljuk, hogy a meg¯gyelt adatokra illesztett modellekn¶el mennyi
id}o ut¶an ¶erjÄuk el azt az ¶allapotot, hogy az egyik modell (ez mindig a kv¶azi-
hiperbolikus) legal¶abb k¶etszer akkora kamatot sz¶am¶³t fel, mint a m¶asik, azt
kapjuk, hogy ez viszonylag hamar megtÄort¶enhet.

A Benzion et al. cikk adatai alapj¶an kijelenthet}o, hogy b¶armekkora
p¶enzr}ol van sz¶o, ¶es att¶ol is fÄuggetlenÄul, hogy nyeres¶egr}ol vagy vesztes¶egr}ol
van-e sz¶o, 7,5 ¶ev ut¶an m¶ar legal¶abb k¶etszeres a kÄulÄonbs¶eg. Saj¶at adatb¶azisunk
eredm¶enyei valamivel ¶arnyaltabb k¶epet mutatnak.

Nyeres¶eg (HUF) Negyed¶ev
5000 16
85000 19
1200000 19

Vesztes¶eg (HUF) Negyed¶ev
5000 16
85000 34
1200000 35

8. t¶abl¶azat. Mennyi id}o ut¶an lesz legal¶abb k¶etszeres kÄulÄonbs¶eg a k¶et modell
kamatr¶at¶ai kÄozÄott a saj¶at k¶³s¶erlet alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.

A 8. t¶abl¶azatb¶ol l¶athat¶o, hogy m¶³g nyeres¶egben kis elt¶er¶es van a p¶enzÄossze-
gek nagys¶ag¶anak tekintet¶eben, de 5 ¶ev ut¶an m¶ar minden esetben legal¶abb
k¶etszeres a kÄulÄonbs¶eg a k¶et modell kÄozÄott, addig vesztes¶egben m¶ar lassabban
alakul ki ekkora kÄulÄonbs¶eg. Azonban 10 ¶ev ut¶an m¶ar itt is nagys¶agrendi a kÄu-
lÄonbs¶eg, vagyis m¶eg az emberek sz¶am¶ara fontos id}ot¶avon belÄul kialakul ilyen
kÄulÄonbs¶eg. A Benzion et al. cikk adatai alapj¶an viszont kijelenthet}o, hogy
12-13 f¶el¶ev ut¶an m¶ar k¶etszeres kÄulÄonbs¶eg alakul ki. De itt is meg¯gyelhet}o
az a tendencia, hogy min¶el nagyobb Äosszegr}ol van sz¶o, ann¶al k¶es}obb alakul
ki ekkora kÄulÄonbs¶eg, ¶es az is meg¯gyelhet}o, hogy a vesztes¶egben ¶atlagosan
szint¶en k¶es}obb alakul ki ilyen nagy kÄulÄonbs¶eg. Teh¶at mindk¶et adathalmazon
azt a tendenci¶at l¶athatjuk, hogy a p¶enz nagys¶ag¶anak nÄoveked¶es¶evel jobban
hasonl¶³t a k¶et modell eredm¶enye egym¶asra, illetve azt is, hogy vesztes¶egben
ink¶abb hasonl¶³t a k¶et modell kÄovetkeztet¶ese egym¶asra, mint nyeres¶egben.

Nyeres¶eg (USD) F¶el¶ev

40 11
200 12
1000 13
5000 12

Vesztes¶eg (USD) F¶el¶ev
40 11
200 13
1000 13
5000 15

9. t¶abl¶azat. Mennyi id}o ut¶an lesz legal¶abb k¶etszeres kÄulÄonbs¶eg a k¶et modell
kamatr¶at¶ai kÄozÄott a Benzion cikk alapj¶an. Forr¶as: Saj¶at k¶esz¶³t¶es}u.



A kv¶azi- ¶es ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶as hossz¶u t¶avon 175

ÄOsszefoglal¶as

CikkÄunkben a kÄozgazdas¶agi modellez¶es alapk¶erd¶esei kÄoz¶e tartoz¶o intertem-
por¶alis dÄont¶esek modellez¶es¶et vizsg¶altuk. M¶³g a szok¶asos elemz¶esben a mai
napig az exponenci¶alis diszkont¶al¶as a legelterjedtebb, annak ellen¶ere, hogy
gyenge le¶³r¶o er}ovel b¶³r a meg¯gyelt adatok kapcs¶an, az er}osebb magyar¶az¶o
erej}u modellre ig¶enyt tart¶o elemz}ok sz¶am¶ara rendelkez¶esre ¶all az ¶altal¶anos¶³tott
hiperbolikus diszkont¶al¶as, ami viszont modellez¶esi c¶elra nehezen alkalmazhat¶o
Äosszetett fÄuggv¶enyform¶aja miatt. Ez¶ert terjedt el a kv¶azi-hiperbolikus disz-
kont¶al¶as, amely megragadja az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus diszkont¶al¶asi mo-
dell k¶et legfontosabb tulajdons¶ag¶at, de ¶ugy, hogy kÄozben kÄonnyen kezelhet}o
marad. Ennek kÄoszÄonhet}oen elterjedt gyakorlat az, hogy a kv¶azi-hiperbolikus
diszkont¶al¶ast haszn¶alj¶ak a modellez¶es sor¶an, helyettes¶³tve az ¶altal¶anos¶³tott hi-
perbolikus megkÄozel¶³t¶est, ami rÄovid t¶av¶u dÄont¶esekn¶el nagyon j¶ol is m}uk}odik.

Hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esek kapcs¶an azonban a k¶et modell helyettes¶³thet}os¶ege
er}osen megk¶erd}ojelezhet}o. B¶ar a kv¶azi-hiperbolikus modell j¶ol megragadja
az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell tulajdons¶agait rÄovid t¶avon, azt m¶ar
hossz¶u t¶avon csak nagys¶agrendi kÄulÄonbs¶egekkel tudja megtenni. Tetsz}oleges
tapasztalati eredm¶enyek alapj¶an kalibr¶alt modellek eset¶en igaz, hogy legal¶abb
10 ¶eves dÄont¶esek eset¶en (sok esetben m¶ar 5 ¶ev ut¶an) az egyik diszkont¶al¶as (a
kv¶azi-hiperbolikus) legal¶abb k¶etszer akkora kamatl¶abhoz vezet, mint a m¶asik.
R¶aad¶asul a modellez¶es sor¶an sokszor nem k¶et id}opont kÄozÄotti ¶atv¶alt¶asr¶ol van
csak sz¶o, hanem sorozatok diszkont¶al¶as¶ar¶ol is. A sorozatok diszkont¶al¶as¶an¶al
m¶eg kev¶esb¶e felt¶etelezhetjÄuk a helyettes¶³thet}os¶eget a cikkben bemutatott
elm¶eleti ¶es tapasztalati eredm¶enyek alapj¶an. Bemutattuk p¶eld¶aul, hogy az
ÄorÄokj¶arad¶ek kapcs¶an nem egyszer}uen nagy elt¶er¶esr}ol van sz¶o, hanem arr¶ol,
hogy m¶³g a kv¶azi-hiperbolikus fÄuggv¶eny egy v¶eges nett¶o jelen¶ert¶eket ad az
ÄorÄokj¶arad¶ekra, addig az ¶altal¶anos¶³tott hiperbolikus modell csak er}os felt¶etelek
mellett ad v¶eges nett¶o jelen¶ert¶eket. R¶aad¶asul a tapasztalati meg¯gyel¶esek
alapj¶an ez az er}os felt¶etel sosem teljesÄul. ¶Igy nem egyszer}uen nagys¶agrendi
kÄulÄonbs¶eg van a k¶et modell eredm¶enye kÄozÄott, hanem alapjaiban jutnak
kÄulÄonbÄoz}o kÄovetkeztet¶esre. Az eredm¶enyek alapj¶an l¶athatjuk, hogy a k¶et
diszkont¶al¶asi modell kÄozÄott a helyettes¶³t¶es hossz¶u t¶avon nem m}ukÄodik. Ennek
fÄuggv¶eny¶eben ¶erdemes ¶ujragondolni azokat a nemzetkÄozi ¶es hazai modellez¶esi
eredm¶enyeket, amelyek hossz¶u t¶av¶u dÄont¶esek kapcs¶an ¶eltek a helyettes¶³t¶essel.
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QUASI- AND GENERALIZED HYPERBOLIC DISCOUNTING IN

LONG TERM

Intertemporal choice is one of the crucial questions in economic modeling and it
describes decisions which require trade-o®s among outcomes occurring in di®er-
ent points in time. In economic modeling the exponential discounting is the most
well known, however it has weak validity in empirical studies. Although according
to psychologists generalized hyperbolic discounting has the strongest descriptive
validity it is very complex and hard to use in economic models. In response to
this challenge quasi-hyperbolic discounting was proposed. It has the most impor-
tant properties of generalized hyperbolic discounting while tractability remains in
analytical modeling. Therefore it is common to substitute generalized hyperbolic
discounting with quasi-hyperbolic discounting. This paper argues that the sub-
stitution of these two models leads to di®erent conclusions in long term decisions
especially in the case of series; hence all the models that use quasi-hyperbolic dis-
counting for long term decisions should be revised if they states that generalized
hyperbolic discounting model would have the same conclusion.
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