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VELEMENYRANGSOROK ALKALMAZASA PENZUGYI
SZITUACIOKBAN!

BAYER PETER
Eotvos Lordand Tudomdnyegyetem

A Bayesi-Nash-Egyensily egy kellemetlen tulajdonsigat vizsgdljuk. Egy
bankpanikot modellez6 jaték felirdsa soran két lehetséges megoldast muta-
tunk be, az els6 a jaték Bayesi—Nash-Egyensilya, melyhez ismertetjik az
elméleti hétteret elsésorban Harsédnyi (1967-68) alapjin, a mésodik pedig
egy optimista feltevésen alapulé dontés. A mésodik esetben véleményrang-
sorokat hasznaltunk arra, hogy az altalunk hasznalt optimizmusnak racionalis
korlatokat szabjunk. Eredményiil azt kaptuk, hogy a Bayesi-Nash-Egyenstly
nagyon o6vatos, a kozgazdasagi feltevéseknek ellentmondé stratégiat kovet,
mig az optimista stratégia teljesiti az el6zetesen elvart tulajdonsdgokat. Azt
gondoljuk, hogy a gyakorlati életben mutatott viselkedés kozelebb van ehhez
az optimista stratégidhoz mint a Bayesi-Nash-Egyensilyban mutatott tilzott
ovatossaghoz.

Kulesszavak: Bayesi-jatékok, Bayesi-Nash-Egyenstly, véleményrangsorok,
interim normal forma, ex-ante normal forma.

1 Bevezetés

A cikk a Bayesi-jatékokon értelmezett Nash-Egyensuly fogalmak egy negativ
tulajdonsagdval foglalkozik. A jatékelmélet kozgazdasigi alkalmazdsa szem-
pontjabdl 1ényeges, hogy a gyakran hasznalt fogalmak intuiciéinknak megfele-
16en miikodjenek a fontos kozgazdasagi jelenségeken. Néalunk ez a jelenség egy
fiktiv vallalat bankbetétjének kezelése lesz a kiilonbozé pénziigyi helyzetek-
ben, a jatékelméleti fogalom pedig a nem tokéletes informacios helyzetek mo-
dellezésénél hasznélt legalapvetobb egyensilyfogalom, a Bayesi-Nash-Egyen-
stly.

A pénziigyi szituaciok jatékelméleti megkozelitése bejaratott teriilet. Erre
j6 hazai példa Cséka (2003) és Balog et al. (2011), akik kooperativ jatékelmé-
leti eszkozoket mutatnak be kockazatkezelési szituaciékban, vagy Szlics et
al. (2010), akik a kiilénb6z6 gazdasigi szerzédéseket vizsgéljik episztemoldgiai
szempontbdl. A pénziigyi piac szerepl6i kozott fellépd interakcidkbol szarmazo
kockazat egyik megjelenése a bankpanik. A bankpénikoknak szintén komoly
irodalma létezik, ezek koziil a legismertebb Diamond és Dybvig (1983), akik

1Eziiton szeretném megkdszonni Pintér Miklésnak segitOkészségét, és hogy idejét nem
kimélve tdmogatott szakmai és formai tandcsaival. Ko6szonoém szépen Téth Manuelnek,
hogy gondolkodott velem és megosztotta velem véleményét. Beérkezett: 2013. februar 20.
E-mail: bayerpet@cs.elte.hu
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tobbidészakos modelljét Green és Lin (2000) és Green és Lin (2003) gondolték

tovabb. Ugyanennek a modellnek az egyidGszakos varidnsa jon elé Allen és

Morris (1998)-ban is, némileg forditott gondolatmenettel: 6k egy absztrakt

episztemoldgiai struktira, a véleményrangsor fontossagat hangsilyoztak pénz-
igyi kornyezetben. Cikkiink az altaluk bevezetett jaték, a szarvasvadaszat

(1d. 1. tdblazat) egy nem tokéletes informécios dtiratat hasznélja szemléltetésiil.
Az atirat 1ényege, hogy bevezetiink egy kockazatparamétert mindkét jatékos-

ra, mely egy kiils6 adottsag, tovabba mindkét jatékost ellatjuk vélekedésekkel

a masik kockdzati paraméterérdl. Az igy kapott 1j jatékban a kockdzatos ak-

ci6t (szarvas) a bankbetét megtartdsa helyettesiti, a kisebb kifizetést ny1jtéd

biztonsdgos akciét (nytl) a betét felolddsa. Itt az fogja jelenteni a veszélyt, (a

szarvas elijesztését) hogy ha valaki kockdzatmentes stratégiat valaszt, azzal

bankcs6dot idéz eld, és a nagyobb kifizetés elérhetetlenné valik. Latni fogjuk,

hogy az 1j jatéknak egyetlen Bayesi-Nash-Egyensilypontja van, ez pedig az,

ami a szarvasvadaszatban a kockdzatdominans Nash-Egyenstlynak felel meg

(nyl, nyul), tehét elveszitjiikk a Pareto-optimalis Nash-Egyenstlyt (szarvas,

szarvas).

Masik vadész
Szarvas Nyl

(2,2) (0,1)

(1,0) (1,1)

Egyik vaddsz  Szarvas
Nyual

1. tdbldzat. A szarvasvaddszat

Ez a megoldés a pénziigyi vilaghdl vett tapasztalatnak ellentmond, a ban-
kokat alacsony kockazat mellett nem rohanjiak meg a betétesek és nem kovet-
kezik be a bankcséd. fgy a kozgazdaséagi alkalmazasok szempontjabdl 1énye-
ges, hogy magyarazatot tudjunk talalni arra, hogy miként johet létre mégis
viszonylag alacsony kockézat esetén a Pareto optimdlis egyensily, amikor a
bankbetéteket nem oldjék fel, illetve megmondjuk, hogy milyen kockazati pa-
raméterértékre éri meg a nagyobb kifizetésre utazni, és mikor éri meg inkabb
a biztonsdgos akcid. Ehhez a jatékosok episztemolédgiai tulajdonsigait irjuk
fel, a tipusokat a lehetséges kockdzati paraméterértékekhez igazitva. Az egyes
tipusokban levezetjiik a jatékosok véleményrangsorait Aumann (1999b) alap-
jan, majd ennek megfelelden definidlunk dontéseket a jatékosoknak. Latni
fogjuk, hogy az igy kapott dontések megfelelnek az elvart logikus kévetelmé-
nyeknek, tehat kapunk olyan tipusokat, amiben a Pareto-optimalis egyensulyt
jatsszak a jatékosok és alacsonyabb kockazat esetén alacsonyabb a bankcsod
bekovetkezésének valdszintisége.

A kovetkezd részben bevezetjiik a fogalmakat, amikkel dolgozunk, els6-
sorban Forgé et al. (2005) és Pintér (2011) alapjan. A Bayesi-jaték fogalma
és a kozos prior feltételezése Harsdnyi (1967-68)-t6l ered. A Bayesi-Nash-
Egyenstilyhoz Nguyen (2011) és Battigalli et al. (2011) volt segitségiinkre.
A Bayesi—Nash-Egyensiily episztemoldgiai feltételeihez 14sd még Aumann és
Brandenburger (1995). A harmadik részben bemutatjuk az Allen és Morris
(1998)-ban szerepld, Bayer és T6th (2011) altal atirt jatékot, és felirjuk a
Bayesi-Nash-Egyensulyt. Ezutan a jatékosok vélekedése és az intuicidink
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alapjan konstrualunk a jatékra egy alternativ megoldést. A negyedik részben
az itt kapott megoldas gyakorlati feltételeit mutatjuk be.

2 Alapfogalmak

Egy bevett jatékelméleti jeloléssel a tanulmany soran ¢ € N esetén —i-vel
jeloljik az N \ {i} halmazt. A halmaz esetén P(A)-val jeloljiik A hatvany-
halmazat.

2.1 Bayesi-jaték és Bayesi—Nash-Egyensily
Az itt hasznalt fogalmakhoz ldsd még példdul Pinter (2011).

2.1. Definicié. Egy G = (N,{A; }ien, {wi bien) listdt normdl formdban meg-
adott jatéknak neveziink, ahol

- N a jdtékosok véges, nemires halmaza,

— A; azi jdtékos véges, nemiires akcidhalmaza, tovabbd a X ;e yA; szorza-
tot A-val jeldlyiik,

—u; : A — IR a jatékosok kifizetésfiigguénye.

2.2. Definicié. Egy a* € A akcioprofil G = (N,{A;}ien, {wi}ien) jaték
Nash-Egyensilya, ha minden i € N-re és minden a; € A;-re ui(a;,a*;) <
u;(a*).

A kozgazdasagi problémék tilnyomé tobbségéhez a jaték normaél forméban
torténd felirasa kevés, ugyanis nem szerepelnek benne a jatékra hatést gya-
korlé belsé (jatékosokhoz rendelhetd) és kiilsé (jatékosokhoz nem rendelhetd,
ugynevezett természeti) paraméterek. A Bayesi-jaték és a tipustér fogalma
ezt hivatott megoldani. Mivel a példank minden paramétere csak véges hal-
mazbdl keriil ki, didaktikai okokb6l Osborne és Rubinstein (1994)-hez hason-
l6an véges tipusteret feltételeziink. Magatdl értet6dd, hogy amit allitunk,
altalanosabb definiciékkal is miikodik.

2.3. Definicié. A T = (P,{T;}icn, 1) listdt tipustérnek nevezzik, ahol
— P a véges, nemiires paramétertér,
- T; az 1 jatékos véges, nemiires tipushalmaza,

~ II a kézds prior, mely egy valdszintiségeloszlis P x T = Q folott, ahol
T = XienT;.

A fenti felirdsban a P paraméterteret a természet allapotainak is szokdas
nevezni, és a vilag a jaték azon informaciéit gyijti ossze, amelyek relevansak
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a jaték szempontjabdl, de nem az egyes jatékosokra vonatkoznak. Ezzel szem-
ben a T; tipushalmazok tartalmazzak azokat a paramétereket, amik kifejezet-
ten a jatékosokhoz kapcsolhaté informéciok. A P x T halmazt Q-val jeloljiik,
és vilagallapotok halmazanak nevezziik.

2.4. Példa. A részvénypiacon két allapot johet létre, novekedés (p;) vagy
csOkkenés (p2). Van két befektetd (1,2), akik kiilonbozé informécidkkal ren-
delkeznek a piac alakuldsardl. Az elsd varhat stagndldst (1) vagy novekedést
(7). Ha stagndldst var, akkor a piac kétszer akkora valésziniiséggel csokken,
mint n6, mig ha névekedést vér, akkor 1 valdsziniiséggel névekszik. A masodik
befekteté semmit nem tud a piacrél. A részvénypiac 1/2 — 1/2 prior valdszi-
niiséggel né vagy csokken. Ezen episztemoldgiai szituacidhoz tartozd tipustér
a kovetkezOképp frhaté fel: P = {p1,p2}, T1 = {t}, 13}, Th = {t2} és Il olyan,
hogy

({1} x {8} x {t2}) = I({p1} x {8} x {t2}) =

1
I({p2} x {t1} x {t2}) = % ¢ I({p2} x {17} x {t2}) = 0.

Ekkor a feltételes valdszintiségekre teljesiilnek a szovegben felirt Gsszefliggé-
sek:

- O({p:}) = 3, T({p2}) = 3,
- O{p}{t1}) = 3, T({p2} {11 }) = 2,
- I({p1}{t3}) = 1, T({p2}{ti}) = 0.

2.5. Definicié. Egy Gp = (N,{Ai}ien, {ui}ien, T) listdt Bayesi-jatéknak
neveziink, ahol

- N és A; a 2.1. definiciobdl valdak,

- s8; : Ty — A;, i jatékos stratégidja, S; azi € N jdtékos stratégiahalmaza,
~u;: PxA— IR azi € N jdtékos kifizetésfiiggvénye,

— T a 2.3. definiciéban megadott tipustér.

Ahhoz, hogy Bayesi-Nash-Egyensilyrdl tudjunk beszélni, a 2.5. defini-
ciéban megadott jatékot Harsanyi (1967-68)-t kovetve &t kell frnunk normél
forméba. Ehhez Battigalli et al. (2011) kétféle 4tirdst emlit, az interim és az
ex-ante format. A két atirds nagyban kiilonbozik megkozelités szempontjabdl,
és altalaban a rajtuk értelmezett Nash-Egyensuly is eltéré eredményeket ad.

2.6. Definicié. A Gp = (N,{Ai}ien,{ui}ien,7T) Bayesi-jaték interim
normdl formdjinak nevezzik azt @ Gine = (N, {A;};cx,{05};cx) normdl
formdban megadott jdatékot, ahol

- NZU'L'ENE;
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~Aj=A;, ahol jeT;,ie N,

—4: A — IR, hogy minden a € A-ra: 4,(a) = Jpsawj o (idp, 8) dll;
ahol A = xjeNAj’ $; : Ty — A;, hogy minden k € T; : §;(k) = ax, i € N,
§:T — A az {8;}ien leképezések szorzata, (idp,S) leképezés az idp és s
leképezések szorzata, 11; pedig a jatékosok egyes tipusaiban lévd elsdrendd
vélekedése, mely valdsziniiségi eloszldast a kozos priorbdl szdrmaztatjuk o fel-
tételes valdsziniiség naiv definicidja alapjdn j = t;-re:

IM({t1} x ... x {t;} x ... x {tn})
IL ({1} x. .. xd{t; b x.o.ox{t, }) = .
it} {t:} {t}) I(Ty X ... xTy—q x{t;} x Tip1 X ... xTy)

Az interim megkozelitésben az eredeti jaték tipusai lesznek az 4j jatékosok,
akci6halmazaik nem véltoznak (a régi jatékosok akci6halmazai lesznek az j
jatékosok akcidhalmazai), az 4j kifizet6fiiggvényben pedig nincsenek egymadsra
hatédssal azok a tipusok, akik egyazon jatékoshoz tartoztak. Az interim forma
értelmezheto gy is, hogy elészor a természet 1ép, és minden jatékosnak kisor-
sol egy tipust, majd ennek megfeleléen a tipusok ismeretében a jatékosok va-
lasztanak egy akcidt. A jatékosoknak 1j vélekedésiik lesz a vildgallapotokrdl,
ezt a vélekedést nevezziik elsorendii vélekedésnek.

2.7. Példa. Tekintsiik a kovetkezd (N, {A; bien, {wi}ien, T) Bayesi-jatékot:
- N={1,2}, A; = Ay = {Long, Short},
— {u;}ien Kkifizetéseket a 2. és 3. tabldzatban adjuk meg,

— T a 2.4. példabdl szarmazik.

| 2-es jatékos

Long Short
1-es jatékos  Long | (60,60)  (0,0)
Short (0,0) (0,0)

2. tabldzat. A kifizetések py természetallapot esetén
2-es jatékos
Long Short
l-es jatékos  Long (0,0) (0,120)
Short | (120,0) (0,0)

3. tabldzat. A kifizetések pa természetallapot esetén

Ekkor a Bayesi-jaték interim normdl formajat a 4. tdblazat tartalmazza, a
kifizetések sorrendje: t1, t2, to.

t to
Long-ot jatszik Long Short
3 Long (20,60,30)  (0,0,60)
Short (20,0,15)  (0,0,60)
tl to
Short-ot jatszik Long Short
3 Long (40,60,15)  (0,0,0)
Short (80,0,0) (0,0,0)

4. tdbldzat. Az interim normdl formédban megadott jaték



114 Bayer Péter

2.8. Definicié. A Gp = (N,{A;}ien,{uitien,T) Bayesi-jaték ex-ante
normdl formdjdnak nevezzik azt a Gey = (N, {S;}ien, {U;}icn) normdl for-
mdaban megadott jatékot, ahol

— Az {S;}ien stratégiahalmazok a 2.5. definicidbol valdk,
~ @ : S — IR, hogy minden s € S-re: U;(s) = [p, puio (idp,s)dIL,
ahol S = X ;enS;, 11 pedig a kozds prior.

Az ex-ante megkozelités abban kiilonbozik az interimtél, hogy itt a jatéko-
sok a tipusuk kézhez kapdsa elott valasztanak maguknak egy stratégiat, azaz
minden tipusra megmondjik, mit fognak jatszani. Ehhez a koz6s priorjukat
fogjak felhasznélni, ugyanis a dontés el6tt azt feltételezziik, hogy a jatékosok
nem tudjdk, milyen tipust kapnak.

2.9. Példa. Tekintsiik 2.7. példdban megadott Bayesi-jatékot. Ennek az ex-
ante normal form&jat az 5. tabldzatban adtuk meg. A sorjdtékos stratégidiban
elél a t1-ben, hatul pedig a t?-ben véalasztott akcié kezdSbetiije szerepel.

2-es jatékos
Long Short
LL | (30,30) (0,60)
l-es jatékos LS | (15,15) (0,60)
SL | (45,15) (0,0)
SS | (60,0) (0,0)

5. tabldzat. Az ex-ante normdl formaban megadott jaték

2.10. Definicié. Egy s* € S stratégiaprofil Gp = (N, {A; }ien, {ti}ien, T)
Bayesi-jdték interim Bayesi-Nash-Egyensilya, ha létezik olyan a € A ak-
cidprofil, ami Nash-Egyensily az (N,{Ai};c g {%i};cx) jdtékban, ez a jatek
Gp interim normdl formdja, és minden @ € N jatékosra és k € T; tipusra
2.11. Példa. Tekintstik a 2.7. példaban megadott Bayesi-jatékot. Ekkor
a 3. és 4. tablazatbdl kiolvashatd, hogy ((Short, Long), Long) a jaték egy
interim Bayesi—Nash-Egyensilya.

2.12. Definicié. Egy s* € S stratégiaprofil Gg = (N,{4;}ien, {titien,T)
Bayesi-jaték ex-ante Bayesi—Nash-Egyensilya, ha s* Nash-FEgyensily az
(N, {Si}ien, {@i}ien) jdtékban, és ez a jaték Gp ex-ante normdl formdja.
2.13. Példa. Tekintsiik a 2.7. példdban megadott Bayesi-jatékot. Ekkor a
2.9. példdban felirt formabdl latszik, hogy ((Short, Long), Long) a jaték egy
ex-ante Bayesi-Nash-Egyenstlya (5. tédbldzat).

2.14. Felvetés. Gp = (N,{A;}ien,{uitien,7T) véges tipusterii Bayesi-
jatékra feltessziik, hogy minden tipus prior valdszinisége pozitiv, azaz:

IMPxTyx...Timg x{ti} xTiy1 X ...xT,) >0

tetszoleges i € N-re és t; € T;-re.
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2.15. Allitas. Ha Gg = (N,{A:}ien, {uitien,T) Bayesi-jdtékban a 2.1.
felvetés teljesiil, akkor s € S = X;enS; stratégiaprofil pontosan akkor interim
Bayesi—Nash-Egyensulya Gp jdtéknak, ha ex-ante Bayesi—Nash-FEqgyensuly
18.

Bizonyitds. Lésd példdul Nguyen (2011), vagy Mas-Colell et al. (1995) 255.
oldal 8.E.1. ezzel ekvivalens allitasat. |

Mivel a 2.14. felvetés tanulmanyunk soran végig teljesiil, az interim és
az ex-ante Bayesi-Nash-Egyensiily fogalma a 2.15. allitds miatt esetiinkben
egybeesik, ezért csak Bayesi-Nash-Egyenstlyként hivatkozunk ra.

2.2 Véleményrangsorok

Altaldnosan a véleményrangsorok megkonstrualasa elég technikai, igy az alta-
lunk hasznalt specialis esetben didaktikai okokbol nem irjuk fel ket. Ennek
részben az is az oka, hogy mig az elsérendli vélekedés viszonylag kézzelfoghato
a valds életben is, a vélekedésekrol alkotott vélekedések fogalma, és a jatékra
valé hatasuk mar kevésbé.

2.16. Példa. Anna és Béla a kovetkezé jatékot jatsszék: Adott egy négy
fiokos szekrény, melynek mindegyik fickjaban van két-két Osszehajtogatott
papirlap. A papirlapokon szdmok szerepelnek gy, hogy mindegyik fidkban
van egy lap, amin 1-es szerepel, egy fiokba kertilt 0- 4s szam, a maradék harom
fibkba pedig egy-egy 2-es szam. A jaték elején Anna és Béla megegyeznek,
hogy melyik fickot valasztjak (egyikiik sem tudja, melyik fickban van a 0),
majd azon beliill mindketten vélasztanak egy-egy papirlapot és megnézik a
sajatjukat. Ezutdn Anna donthet, hogy beszéll-e a licitbe vagy nem. Ha nem
szall be, Béla nyer egy forintot Annét6l. Ha beszill, Béla is donthet, hogy
beszéll, vagy nem. Ha Béla nem szall be, Anna kap egy forintot Bélatél. Ha
Béla is beszall, akkor mindketten megnézik egymas lapjat is, és amelyikiikén
nagyobb szam szerepel, az négy forintot nyer a masiktol.

Ez a jaték megmutatja, hogy a masodrendi vélekedések is szerepet kap-
nak a jaték megoldasdban. Vizsgédljuk meg, mi torténik ebben a példaban
akkor, ha Anna a nullds szamot huizza. Ekkor & természetesen pontosan tudja,
hogy Béla kezében egyes van, ahogyan azt is, hogy Béla szerint Annénal %
valdszintiséggel van nullas és % valészintliséggel kettes. Azaz Anna vélekedése
Bélardl az, hogy Béla nyerne, ha mindketten beszallnanak, de Anna vélekedése
Béla vélekedésérél megmondja, hogy Béla be sem szallna a jatékba, ugyanis
Béla varhato kifizetése ekkor a sajat elsorendii vélekedése szerint —4- % +4-% =
—2, mig ha nem szall be, akkor a varhato kifizetése —1.

A példéban lathatd, hogy a jatékosok a vilagallapotokrdl valé informécidi-
kat hogyan tudjak felhasznalni a tobbi jatékos akcidira vald kovetkeztéshez. A
kovetkeztetés eszkozei a vélemények, a szakirodalomban hasznalt vélemény-
rangsor fogalom pedig ezeket formalizélja. Ahhoz, hogy Anna tudjon Béla
dontésérél kovetkeztetni, sziikség van arra, hogy Anna tudja, hogy Béla (elsd
rendben) raciondlis. A racionalitds és a tudds fogalmanak széles jatékelméleti
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irodalma van (Aumann, 1999a), amivel itt nem foglalkozunk kiterjedten. A
tudast a szé koznapi értelmében haszndljuk, a koztudott azt jelenti, hogy
minden jatékos tudja, hogy minden jatékos tudja ... és igy tovabb a vég-
telenségig, mig a racionalitds azt fogja jelenteni, hogy a jatékosok varhato
kifizetést maximalizalnak.

Mivel minden jatékosnak minden jatékos vélekedésérdl lehet vélekedése, a
magasabb rendl véleményeket két jatékos esetén a legegyszeriibb vizsgalni.
A példaban is lathatjuk, hogy a mésodrendii vélekedés a véges esetben, min-
den tipusra egy valészintliségeloszlas lesz a vildgdllapotok terén. Az elsérendii
vélekedések koztudottak, hiszen a kozos priorbdl szamoljuk Oket. Intuitive, a
véleményekrol alkotott vélemények csak az elsérendii vélekedésektdl fiiggenek,
és igy a masodrendii vélemények is kiszamolhaték a kozos priorbdl és koztu-
dottak. Ez lépésenként minden véleményszintre elmondhato, tehat a jatékosok
véleményrangsora — a kiilonb6zo rendi vélekedések Gsszessége — koztudott.

3 A vizsgalt szituacié

Ebben a részben az Allen és Morris (1998) éltal térgyalt jaték egy véltozatat
vizsgaljuk. A jaték mogotti torténet a kovetkezs: Két véllalat a f6 betéte-
sei egy banknak. Mindkét vallalat elott két lehetdség &ll, vagy kiveszik a
betétjiiket (W=Withdraw) vagy bennhagyjidk minden pénziiket a bankban
(R=Remain). Legyen a vallalatok betétje 100$ — 100$. Amennyiben mindkét
vallalat gy dont, hogy a bankban hagyjak a pénziiket, az idGszak végén a
bank mindkettejiiknek fizet kamatot, ennek mértéke 35% (a pontos érték koz-
gazdasagilag nem relevans, azért hasznalunk ilyen magas kamatlabat, hogy
kevés jétékos és kevés tipus esetén is tudjunk kovetkeztetni). Amennyiben
barmelyik vagy mindkét véllalat kiveszi a pénzét, akkor hozzdjut a 100$-
jahoz, azonban ha az egyik véllalat bent hagyja a pénzét, mig a masik kiveszi,
akkor a torténet szerint a bank csodbe megy, és az els6 vallalat elbukja a
1008-j4t.
AT = (N,{A1, Az}, {1, us}) jaték a kdvetkezo:

— N = {1,2} a jatékosok halmaza,
- Ay = Ay = {R,W} a jitékosok akci6halmazai,
— A jatékosok uq, uo kifizetéseit a 6. tablazat mutatja.
2-es jatékos
R W

T-es jatékos R | (135,135) _ (0,100)
W | (100,0)  (100,100)

6. tabldzat. A T' jaték kifizetS-bimdatrixa

Tegytik fel tovabba, hogy a vizsgalt szitudcié nem tokéletes informécids,
a jatékosok kiilonbozd tipusiak lehetnek Harsdnyi (1967-68), és a tipusok
hatdssal lehetnek a jatékos stratégidgira. A jatékosok tipusai a likviditdasi mu-
tatdjuk, feltessziik, hogy mindkét vallalat likviditasi mutatdja egy-egy egész
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szam 0 és 7 kozott. A 0 ,,jelentése”, hogy az adott vallalat cs6dben van,
az 1-é az, hogy egy viéllalat cs6dkozeli, a T-es jelenti a pénziigyileg legjobb
allapotot, mig a koztes értékek koztes likviditast jeleznek. Feltessziik, hogy
ha egy vallalat cs6dben van, vagy csodkozeli, akkor ki kell vennie a pénzét.
A jatékosok tipusai nem fiiggetlenek, korrelaltak, ami ndlunk azt fogja je-
lenteni, hogy a likviditasi mutatdjuk nem térhet el egynél jobban egymastél,
azaz, ha l-es jatékos tipusa 3, akkor 2-es jatékosé 2, 3 vagy 4 lehet. En-
nek magyarazata az altalunk vizsgalt helyzetben annyi, hogy a két véllalat
ugyanabban az iparagban dolgozik, igy ugyanazok a hatasok hatnak rajuk,
és bar lehetnek kozottiik kiilonbségek, likviditasuk nagyban Osszefiigg.

A FB = (N, {Al, AQ}, {ul,u2}, T), T = (P, {Tl,TQ},H) Bayesl-Jéték és a
hozz4 tartozd tipustér a kovetkezd:

- N, {A1, Ao}, {u1,u2} a T jatékbdl vald, tehdt az uy és ug kifizeté-
figgvények nem fiiggenek a tipusoktodl,

- Ty =T,=40,1,2,3,4,5,6,7} a jatékosok tipushalmazai, P egyelemi,

-8+ T; — {R,W} az i jatékos egy stratégidja olyan, hogy s;(t) €
{R,W}, hat e {2,3,4,5,6,7}, és W kiilonben, S; az i jatékos stratégia-
halmaza, i € {1,2}, tehat 0 és 1 tipusban egy véllalat mindenképp
kiveszi a pénzét,

— IT a koz6s prior a 7. tablazatban lathato.

o
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7. tdblazat. A I'g Bayesi-jaték kozos priorja
A 7. tdblazatban az is latszik, hogy a k6z0s priort tgy konstruéltuk, hogy
ha egy jatékos ismeri a tipusat és az nem extremdlis pénziigyi helyzetet mutat
(nem 0 vagy 7), akkor egyenld valészintiséget rendel a mésik jatékos lehetséges
tipusaihoz. Egyébként minden tipus el6fordulasanak prior valészintisége %.

3.1 A jaték Bayesi—Nash-Egyensulya

Ebben a részben megnézziik, mi torténik az altalunk vizsgalt jaték Bayesi-
Nash-Egyenstilyaban.

3.1. Allitds. ['z-nek pontosan eqy Bayesi—Nash-Egyensulya létezik és az az
a stratégia, amiben mindkét jatékos minden tipusra W -t jdatszik.



118 Bayer Péter

Bizonyitds. A bizonyitds sordn az interim megkdzelitést fogjuk hasznalni.
Azt fogjuk megmutatni, hogy amennyiben s stratégiaprofil Bayesi— Nash-
Egyenstily, és van egy olyan (t],t5) € Q vildgallapot, amire TI(¢3,t5) # 0 és
s(t7,t5) = (W, W), akkor minden vildgéllapotra s(w) = (W, W).

Tudjuk, hogy (t1,t2) = (0,0)-ra és (t1,t2) = (1,1)-re a jitékosok csak
(W, W)-t jatszhatnak. Ezen feliil tudjuk, hogy I'p interim normaél form4ji
atirdsdnak létezik Nash-Egyenstlya (konny(i meggondolni, hogy mindkét j&-
tékosra mindig W példdul az). Ebbdl kovetkezik, hogy s Bayesi-Nash-Egyen-
silyra is s(1,1) = (W, W), tovabba a kozés priorbdl II(1,1) = 55 # 0.
Nézziik, mit jatszik az 1-es jatékos a 2-es tipusban (jel6lése az interim jaték-
ban 12-es jatékos lesz). A kovetkezdt fogjuk végiggondolni:

s (s) =100, ha ha s-ben 12 W-t jatszik,
12 <90, ha s-ben 12 R-t jatszik.

Ezek koziil a fels6 ag vilagos, ha egy jatékos W-t jatszik, akkor 100-at kap. Ha
azonban R-t, akkor a varhaté kifizetés hdrom tényezd Osszege lesz: iy2(s) <
%0 + %135 + %135 =90 , a kozos prior és az eredeti jaték kifizetéfiiggvénye
alapjdn. A 0-t onnan kaptuk, hogy tudtuk, hogy a 21-es jatékos W-t jétszik,
hiszen mést nem tud, 135 pedig az elérhet6 legnagyobb kifizetés, igy alkalmas
fels6 becslésre.

Ett6l megéri eltérni, ugyanis a W biztosan 100 kifizetést hoz, {igy a 12-es
jatékos s-ben W-t jatszik. Hasonléan megallapithatd, hogy a 22-es jatékos
is W-t fog jatszani. Innen a tipusokat végigléptetve egészen 17-ig és 27-ig
megkapjuk, hogy s-ben mindkét jatékos mindig W-t jatszik. |

Léthatjuk, hogy az eredeti I" jaték két Nash-Egyensilya, a (W, W) és az
(R, R) koziil csak az maradt meg, amiben a jétékosok kiveszik a pénziiket. Ez
azért nem szerencsés, mert azt varjuk, hogy nagyon biztonsigos tipusparokra
(t1 =ty = 7) mér R-t jatszanak a jatékosok. Ahhoz, hogy megmagyarizzuk,
hogyan is johet ki a valé életben a Pareto-optimélis Nash-Egyenstily és mikor
jOhet ki ebben a példaban, a jatékosok véleményrangsorait fogjuk hasznalni.

3.2 Véleményrangsorok két jatékos esetén

Ebben a részben felirjuk a jatékosok kozos priorbdl szarmaztatott vélekedéseit,
ezzel a célunk az, hogy valamilyen méas dontési stratégiat tudjunk velitk
definidlni. A 2.2. alfejezetben emlitettitk a véleményrangsorok intuiciéjat,
a kiszamolasukrol viszont még nem esett szo.

() P(Q) x Q — IR jeldli i jatékos k-adrendii vélekedését, melyre tel-
jesiil, hogy tetszdlegesen rogzitett w* € Q-rawk (-, w*) egy valészintiségeloszlds
az (Q,P(Q)) téren, i € {1,2} illetve k € IN. A vélekedéseket a kovetkezd
rekurzié alapjan definialjuk:

- 7T,L-1(E, ({tt},{t_t})) = HJ(E), ahol F € P(Q), ] = ti, Hj pedlg 2.6. de-
finiciébdl valé (I'p jatékra alkalmazva),

— ¥ (B,w*) = ZMGQWEII(E,w)W,}({w},w*), ahol E € P(Q) és k > 1.
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A k = 1 eset a mér megismert elsérendii vélekedés, ez az &dtirds azért
kényelmes, mert eddig az elsérendl vélekedések tipusokra vonatkoztak, mi
azonban az egyes jatékosokhoz szeretnénk rendelni 6ket. A k > 1-hez elégséges
magyarazat annyi, hogy ¢ jatékos ismeri —i minden k£ — 1-nél alacsonyabb
rendi vélekedését, tehat tudja, mire gondolhat —i, tudja a sajat tipusat, de
nem tudja, hogy a jaték mely vilagillapotban van, igy fel kell hasznalnia az
elsérendii vélekedését. A struktira hasonlit az dtmenetvaldsziniiség fogalmé-
hoz.

A gondolkoddsmdd pontosan ugyanaz, mint Markov-lancok esetén: ahhoz,
hogy eljussunk w*-bol E-be, el6szor eljutunk egy tetszéleges w-ba, majd innen
E-be, mert ezeket az dtmeneteket mar ismerjiik, ha pedig a valdsziniiségeket
osszeadjuk, megkapjuk az w*-bdl E-be jutas valdszintliségét.

3.3 Kovetkeztetés a véleményrangsorok alapjan

Vildgos, hogy az 1-es jatékos R akciét jatszik egy ¢7 € {2, 3,4, 5,6, 7} tipusban,
ha

pur(R, R) + (1 = p)ur(R, W) > pur(W, R) + (1 = p)ur (W, W) ,

ahol p annak a valdsziniisége hogy a 2-es jatékos (1-es jatékos szerint) R-t
jatszik. Ekkor a fenti egyenletbe val6 behelyettesités utan

135p > 100 .

Tehat, ha lenne ilyen p értékiink az egyes tipusokra, akkor az l-es jatékos
azonnal tudna donteni. Ahhoz, hogy p-t meg tudjuk becsiilni, az 1-es jatékos
véleményrangsorat fogjuk felhasznélni.

Legyen K € P(Q) esemény azon vildgallapotok dsszessége, amiben valame-
lyik jatékos tipusa vagy 0 vagy 1. Ekkor vildgos, hogy p < p1 = 1—
71 (K,w), hiszen, ha a 2-es jatékos 0 vagy 1 tipust, akkor biztosan W-t jat-
szik. Ugyanigy tudjuk azt is, hogy p < py = 1 — 72(K,w), hiszen a 2-es
jatékos valamilyen valdszintiiséggel azt fogja hinni, hogy az 1-es jatékos 0-as
vagy l-es tipusu, és ha ez til nagy, akkor nem fog R-t jatszani. Ez igaz lesz
barmilyen rendii vélekedésre, tehat minden m € IN-re p < p,,, ahol

m

pm =1-7"(K,w) .

3.2 Példa. Legyen w = (3,3), m = 4. Ekkor 7}(t; = 0,w) = 0,0617 és
71t = 1,w) = 0,1235, i € {1, 2}, tehat az 1-es (és persze a 2-es) jatékos 3-as
tipusdban py, = 0,8148. Tehat a negyedrendii vélekedésbdl tudjuk, hogy ha
az l-es jatékos likviditasa 3, akkor a 2-es jatékos maximum 0,8148 valdszi-
niséggel jatszik R-t.

A fent definidlt p,, sorozat alapjan hatdrozzuk meg, hogy egy i jatékos
egy t; tipusban mit fog donteni. Jeloljik a sorozat legnagyobb alsé korlatjat
pine-fel. A dontéshez a kovetkezOket haszndljuk:
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3.3 Allitas. Ha 135pint < 100, akkor legyen k = {inf [ : 135p; < 100,1 € IN'}.
Koztudott k-adrendd kélesdnds racionalitds mellett (k hosszan i tudja, hogy
—i tudja, hogy i tudja... vdrhatd kifizetést maximalizdl) i jdtékos az adott
tipusban csak W -t jdtszhat.

Bizonyitds. A k-adrendii vélekedésbdl az kdvetkezik, hogy —i jatékos legalabb
1 —py, valoszintiséggel W-t jatszik. Ekkor a varhaté kifizetések: 135p, < 100,
tehat ha R-t jatszanank, ellentmondandnk a k-adrendi racionalitdsnak. O

3.4. Definicié. Azokat a stratégiakat, melyben 135p;,; < 100 esetén W -t,
135pins > 100 esetén R-t jatszunk, optimista stratégidknak nevezzik.

A 3.4. definici6 azért sziikséges, mert intuiciénk szerint nagyon biztonsagos
tipuspérokra (t1,t2 € {6,7}-re) mar létrejon I' jaték Pareto-optimalis Nash-
Egyensiilya, az (R, R) (1d. 6. tdblazatot). A valds kozgazdasigi szitudcidkban
is azt latjuk, hogy ha minden j6l megy a gazdasagban, akkor az emberek
nem félnek a bankcs6dtél és nem oldjak fel bankbetétjeiket. Az itt felmeriil§
kérdés az, hogy hol hizzuk meg a hatart, azaz mi az a tipus, amire mar
optimista esetben sem mondhatjuk, hogy jatszhatunk R-t. Erre ad véalaszt
3.3. allitds, ami egy alsé becslést ad arra, hogy milyen esetekben biztosan
nem éri meg a kockazatos akcio.

Az optimista dontés azt a ki nem mondott feltevést hasznalja, hogy egy
szerepl6 pontosan akkor veszi ki a pénzét, amikor cs6dos vagy csédkozeli
allapotban van, vagy azt hiszi, hogy a masik jatékos cs6dos vagy csodkozeli,
vagy azt hiszi, hogy a masik jatékos azt hiszi. .. és igy tovabb addig, amig a
kockazat tul nagy nem lesz, ha pedig nem lesz til nagy, akkor benntart.
Ekkor az altalunk hasznalt p,, sorozat infimuma nem csak felsé becslés,
hanem pontos érték p-re.

A sorozat tipusonkénti meghatirozisa egy numerikus feladat. A 3.2. al-
fejezetben lattuk, hogy minden szintli vélekedés kiszamolhatdé az elsérendii
vélekedésekbdl. Egy ¢ jatékos dontései az itt bevezetett szabdly alapjan a
lehetséges t; tipusokban 8. tdbldzatban lathaték. A dontésekhez tartozoé kri-
tikus érték % =0,7407.

Latszik, hogy ha van két kiilonb6zo6 tipusunk, és a nagyobb kockazatiban
R a dontés, akkor a kisebb kockazatuban is az lesz, fiiggetlentil a kritikus
értéktol, amit a kamatszint hataroz meg.

Az optimista dontésben ldthatd, hogy biztonsigos (t1,t2 € {4,5,6,7})
vilagallapotokra létrejon a szarvasvadaszat Pareto optimalis Nash-Egyenstlya,
kockdzatos (t; € {2,3}, i € {1,2}) tipusokra pedig a jétékosok azt az akciét
vélasztjdk, ahol a kifizetésiik nem fiigg a mésik dontésétdl (ezt a fajta akcidt
a szakirodalom id6nként kockazatdomindns akciénak nevezi).

t; 0 1 2 3 4 5 6 7
Dinf 0 0 [ 0,6063 | 0,7209 | 0,75 | 0,75 | 0,75 | 0,75
Optimista w | W w w R R R R
Bayesi-Nash | W | W w w w w w w

8. tabldzat. Az egyes tipusokhoz tartozé dontések



Véleményrangsorok alkalmazasa pénziigyi szituacickban 121

A 8. tdbldzat tanulsidga az, hogy bar mindkét dontési stratégidhoz ugyan-
gy a kozos priort hasznéltuk, a dontés médja és a kozos prior szerepe a don-
tésben eltéré. Az optimista dontéshozé minden véleményszintet megvizsgalt,
és a vélekedéseit (mely nélunk egy eloszlds volt a vildgallapotok terén) arra
hasznalta, hogy a masik jatékos tipusara kovetkeztessen, nem pedig a masik
jatékos altal jatszott akciéra. Csak azokat az eseteket vette figyelembe,
amikor biztosan tudta, hogy az ellenfél W-t jatszik és figyelmen kiviil hagyta
a tobbi esetet.

Ezzel szemben a Bayesi-Nash-Egyensuly csak az elsérendil vélekedéssel
szamolt, mégpedig gy, hogy azonnal kovetkeztetett az ellenfél altal jatszott
akciékra. A probléma vele az, hogy ha nem nyolc tipust allitunk be, hanem
lényegesen tobbet, akkor is W marad az egyetlen egyensilypont, ami nem jo
eredmény alkalmazés szempontjabol.

4 Konkluzio

A Bayesi-jatékok normdl forméra valé atirdsakor Shatatlanul elveszitjiik a
kozos prior eloszlasanak néhany tulajdonsagat, esetiinkben azt, hogy a cséd-
valdszintiség sokkal kisebb, mint a biztonsagos allapotoké. fgy aztan a Bayesi—
Nash-Egyensily {6 problémaja, hogy til mohé médon prébalja optimalizalni
a jatékosok dontéseit, figyelmen kiviil hagyva a kozos prior globdlis tulaj-
donségait. Ebben a példdban ez ugy nyilvanul meg, hogy mindkét jatékos
épp csak egy kicsit akar biztonsdgosabban jatszani, mint a masik és ,,alul-
licitaljak” egymést abban, hogy ki mikor veszi ki a pénzt egészen addig,
amig mindig ki nem veszik. Ha ez a valés gazdasagi életben is igy lenne, nem
jonnének létre bankbetétek.

Kétféle gyakorlati magyarazatot latunk arra, hogy ez miért nem igy tor-
ténik. Az egyik a mar emlitett optimizmus, mely azt jelenti alkalmazas szem-
pontjabdl, hogy csak azokkal az esetekkel szamolunk, amikor egészen biztos,
hogy a biztonsagos akciot kell vélasztani, minden mas esetben a kockazatos,
de magasabb kifizetéshez vezetd akciot valasztjuk, és azt varjuk, hogy a tobbi
szerepl is igy dont. Ezzel 1étrejohet az altalunk felvazolt déntési stratégia.

A maésik magyarazat azt feltételezi, hogy a szerepl6knek 6nmagaban ké-
nyelmesebb a status quo fenntartasa, mint visszafordithatatlan dontések meg-
hozatala. Ez azt eredményezi, hogy bankbetétek képzése és felolddsa nem
ugyanolyan sulyu doéntés lesz a szereplok életében. Ha mar 1étezik egy szig-
nifikdns betétiink, aminek a feloldasa veszteséget okoz, akkor csak tényleg
kockazatos esetekben tessziik azt meg és ugyanezt varjuk a tobbi szereplétol
is. Ezzel szintén létrejohet a 8. tablazatban szereplo optimista stratégia, de
csak akkor, ha a betét mar a jaték el6tt létrejott. Forditott esetben, ha egy
még nem létez6 betét megképzésérdl kell dontést hozni, ez a megkozelités
nem alkalmazhaté az altalunk konstrualt dontés magyarazatahoz.
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AN APPLICATION OF HIERARCHY OF BELIEFS IN FINANCIAL
SITUATIONS

The paper examines an unpleasant attribute of the Bayesian Nash Equilibria. As
we consider a bank run game of imperfect information, we present two possible so-
lutions: The first is the game’s Bayesian Nash Equilibrium, for which the necessary
theoretical background is given, following [14]. The second is a solution based on
an optimistic assumption about the players. In this second case we use the players’
hiearchy of beliefs in order to create a rational bound to their optimism. As a result,
we observe that the Bayesian Nash Equilibrium yields an overly careful strategy
that is contradictory to general observations in everyday economic life, while the
second, optimistic strategy satisfies our empirical and theoretical expectations.
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KERESLET-ELOREJELZES SPORADIKUS KERESLETU
TERMEKEKRE; EGY GYOGYSZER-
NAGYKERESKEDELMI VALLALAT ESETTANULMANYA!

GELEI ANDREA - DOBOS IMRE
Budapesti Corvinus Egyetem

A vallalatok jelentés része szembesiil azzal, hogy termékei jelentOs része irant
viszonylag kevés alkalommal jelentkezik kereslet. Ebbdl kévetkezik, hogy az
ilyen termékekre a klasszikus elérejelzési modszerek, mint pl. a mozgé atlag
szamitdsa, vagy az exponencidlis simitds nem alkalmazhaté. Azon terméke-
ket, amelyek irdnt viszonylag ritkan jelenik meg kereslet, sporadikus keresleti
termékeknek nevezziik. A megkiilonboztetés a sporadikus és nem sporadikus
termékek kozott sokszor csak hiivelykujj szabaly alapjan allapithaté meg, de
erre vonatkozdan a szakirodalomban taldlunk irdnymutatist. A nemzetkozi
szakirodalomban mar megjelentek olyan j kereslet-elorejelzési mddszerek,
melyeket kimondottan az ilyen, sporadikus kereslettel rendelkez6 termékek
estében javasoltak. Cikkiink célja, hogy ezeket a szakirodalmi ajanlasokat
egy konkrét hazai vallalat valés adatain esettanulmany jelleggel tesztelje.
A nemzetkozi szakirodalomban is ritkdn publikdlnak tudomaéanyos dolgoza-
tokat, amelyek ezt a témakort valds alkalmazasi kérnyezetben targyaljak; is-
mereteink szerint magyar nyelven errdél tudomanyos dolgozat pedig még nem
sziiletett. Elméleti bevezetonk utdan egy gydgyszer-nagykereskedelmi vallalat-
nal valds adatait hasznédlva vizsgdljuk a kérdéskort. Sor keriil a vallalat ter-
mékportfolidjanak a kereslet-elérejelzés szempontjabol torténé tipizalasara,
majd sporadikus keresletii termékek keresletének elérejelzésére és ennek soran
a szakirodalomban az alkalmazandé moddszerekre vonatkozd ajanldasok vizs-
galatara.

Kulcsszavak: kereslet-elorejelzés, sporadikus kereslet, statisztikai mddszer,
esettanulmany.

1 Bevezetés

A kereslet-elérejelzés az a tevékenység, amelynek sordn a vallalat értékteremtd
folyamatokat menedzsel6 szervezeti egységei — sajat tapasztalataikra, tuda-
sukra és historikus értékesitési adatokra alapozva — k6zosen megbecslik a val-
lalat altal gyartott termékek, illetve termékcsoportok varhaté piaci keresletét.
E véarhato kereslet elorejelzésére azért van szitkség, mert a vallalat miikodése
és anyagi folyamatai csakis e varhato jovobeli kereslet ismeretében tervezhe-
téek és valdsithatéak meg hatékonyan. A vallalati miikédés sordn hasznalt

1Dobos Imre koszoni a TAMOP—4.2.2.A—11/1/KONV—2012—0051 kutatdsi program
tamogatasat. Beérkezett: 2013. marcius 5. E-mail: andrea.gelei@uni-corvinus.hu
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eroforrasok tervezhetéségének alapjat a jo mindségu elorejelzési adatok te-
remtik meg. A kereslet-el6rejelzés eredménye tehat joval tobb egy véllalat
szamara, mint egyszerli szamadatok halmaza, hiszen erre épiil a vallalat tel-
jes rovid- és kozéptavia gazdalkodéasa. Cikkiinkben a kereslet-elorejelzés maéd-
szertani kérdéseivel foglalkozunk. Olyan elorejelzési médszerek bemutatasara
és konkrét esettanulmanyon keresztiil torténd tesztelésére keriil sor, melyek
nem csak a hagyomanyos elGrejelzési mddszerek altal vizsgalt értékesitési
volumen alakuldsat vonjdk be az elemzésbe, de vizsgalnak egy, a termékek
varhato keresletének meghatarozdsa szempontjabdl fontos tovabbi jellemzot
is, mégpedig a kereslet id6beni szértsagat, azaz sporadicitdsat.

A termékek sporaditésat is kezel kereslet-elérejelzési modszerekkel mar a
"70-es évek elejének foglalkoztak (Croston (1972)), azok igazi fejlédése ugyan-
akkor csak az ezredforduléra tehet6. Az elmélet ekkor megindulé fejlédését
azonban nem kovette azonnal az tizleti alkalmazas. Nagyon kevés az olyan
irodalom, mely a sporadikus termékek elGrejelzésére javasolt mddszereket
val6s adatokon, esettanulmanyokon keresztiil teszteli és értékeli (Boylan et
al. (2008); Babiloni et al. (2010)). A nemzetkézi szakirodalomban is ritkdn
publikdlnak tudoményos dolgozatokat, amelyek ezt a témakort targyaljak;
ismereteink szerint magyar nyelven errél tudomdanyos dolgozat még nem is
sziiletett.

Tanulmanyunk célja, hogy konkrét vallalati adatokon, egy hazai gyogyszer-
nagykereskedelmi véllalat valds adatain keresztiil teszteljik az irodalomban
megtalalhato azon allitast, miszerint az id6ben szért kereslettel rendelkezd
termékek szamara javasolt modszerek a korabbi moddszereknél jobb megol-
dédsokat adnak. A kdévetkezdkben roviden bemutatjuk a kereslet-el6rejelzés
soran alkalmazhaté médszereket, kiilonos tekintettel azokra, melyek alkalma-
zasa a sporadikus keresletli termékek esetében javasolt. Ismertetjiik azokat
az ajanlasokat is, melyeket a szakirodalom a kiilénboz6 jellemzokkel rendelke-
706 termékekre vonatkozdan a konkrét elorejelzési modszertanra vonatkozdan
megfogalmaz. Végiil, de nem utolsé sorban a vallalat adatainak felhasznalé-
saval esettanulmanyokat mutatunk be, melyek segitségével teszteljiik, vajon
ezeket a szakirodalmi ajanlasokat a gyakorlat is visszaigazolja-e.

2 A kereslet-elorejelzés modszertani alapjai

A modern kereslet-el6rejelzési médszerek szempontjabdl két kiemelt keresleti
jellemz6 vizsgdlata fontos: (i) elemezni sziikséges a kordbbi értékesités vo-
lumenének iddbeni alakuldsdt, az értékesitési volumen relativ szordsdt, (ii)
masrészt vizsgalni kell a multbéli kereslet felmerilésének iddbeli szortsdgat,
un. sporadicitasdt. E két kiemelt termékjellemz6 koziil a hagyomanyos szak-
irodalom csak a kereslet volumenének szérdsat hangsilyozza (Vollman et al.
(1984); Chase — Aquilano (1985)). Az elmilt évtizedben keriilt a figyelem
kozéppontjaba a termékek keresletének masik fontos jellemzGje, annak spora-
dicitédsa, azaz id6beni szértsdga (Boylan et al. (2008), Babiloni et al. (2010);
Chitturi et al. (2010)).
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A kereslet-el6rejelzés soran alkalmazott médszereket két f6 csoportba so-
rolhatjuk, a kvantitativ és a kvalitativ elorejelzési modszerek csoportjaiba.
A kvantitativ médszerek kozé statisztikai moédszerek, egyrészt un. iddsoros,
masrészt ok-okozati kapcsolatokat vizsgdlo regresszios modellek tartoznak.
Ezek mindegyike a multbeli adatokban rejlé tendencidk azonositasara kon-
centrél, s azokat prébalja meg kivetiteni a jovOben varhato értékesités ala-
kulaséra. E matematikai modelleket azonban mindig rugalmasan kell kezelni,
hiszen azok jellemzden nem képesek a kereslet jovobeni alakulasat kozvetleniil,
s gyakran erételjesen befolyasold aktudlis és jovobeni tényezék hatasainak fi-
gyelembe vételére (pl. dllami szabélyozés, piaci helyzet véltozésai). A statisz-
tikai modszerekkel meghatarozott varhato keresletet ezért szakértoi értékelés-
nek sziikséges alavetni, s sziikség esetén a szamitott értékeken mddositani
kell. A szakértéi, kvalitativ médszereknek is tobb tipusat kiillénboztethetjiik
meg (1. dbra). A kovetkezékben a témank szempontjabél fontos statisztikai
modszerek, ezen beliil az idésoros modellek targyaldsara szoritkozunk.

Elérejelzési modszerek

Statisztikai Kvalitativ - értékef
ldésor Okozati és Szakérdi Piaci Delphi-
modellek regressziog véleménye elemzése modszere
modellel
I I |
Simitas Trend- Periodicitas vizsgalata
illesztés

1. dbra. Az el8rejelzési médszerek csoportositdsa (Chase — Aquilano (1985))

Mint azt emlitettik, iddsoros modellek segitségével a multbeli keresleti
adatok, inform&ciok alapjan prébalunk meg kovetkeztetést levonni a keresleti
adatok jovObeni alakuldsara vonatkozoan. E mddszerek alkalmazasa soran
tehat feltételezziik, hogy a multbeli torténések, folyamatok fognak folytatodni
a jovoben is. Ezért a megfelel6 kereslet-elorejelzés, a multbeli adatok jovore
torténo helyes kivetitése, extrapolalasa sziikségessé teszi a multbeli adatok-
ban rejl6 tendencidk alapos vizsgalatat. Multbéli adataink elemzésével t6bb-
féle idébeli tendencia létére vilagithatunk rd (Eltets et al. (1982); Varga
(1986); Hunyadi et al. (1997)):

1. A kereslet alakuldsa jellemz&en id6ben erésen ingadozik. Ez a véltozés
a hosszabb periédusok (pl. tébb évnyi iddsor) multbeli adataira épitd
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elérejelzések sordn elemezhet. A statisztikai idésorokban megfigyel-
het6 véltozas jellemz6en hérom & komponensbdl tevodhet Gssze:

a. az alapiranyzatbol vagy mas néven trendbol,
b. a periodikus ingadozasbdl, amely lehet ciklikus vagy szezondlis,
c. illetve véletlen elemekbdl.

2. Stacionaritds. A kereslet-elérejelzéshez rendelkezésre all6 idésor révid-
sége miatt adatbdzisunkrol feltételeztiik a stacionaritdst. Adatdllomé-
nyunk nem tette lehetové a trend és a szezonalitas hatasanak vizsgala-
tat. Ezért azt interpretalhatjuk ugy, mint egy statisztikai mintat. Ezzel
a feltételezéssel a mi elemzésiink kozéppontjaban allo, sporadicitast
vizsgdlé kutatdk rendszeresen élnek (Chitturi et al. (2010); Babiloni
et al. (2010)).

Az idésorok alapirdnyzatanak elemzéséhez tobb hagyomanyos moédszer
kozil véalaszthatunk: linearis trend, mozgd atlag szamitasa, egyszerli expo-
nencidlis simitds. A kereslet-el6rejelzés e klasszikus mddszertananak részletes
leirasardl jo attekintést nyujtanak a hagyoményos termelés menedzsment
tankonyvek (Vollman et al. (1984); Chase és Aquilano (1985)). Ezek a
klasszikus médszerek azonban csak a kereslet volumenének alakulasat vonjak
be az elemzésbe és nem foglalkoznak a termék sporadicitasdnak kérdésével.
Elsoként 1972-ben Croston, majd az ezredfordulét kovetden szdmos mas
szerzO is a termékek idGbeni szortsiganak és e jellemzonek az alkalmazhato
kereslet-elorejelzési médszerre gyakorolt hatasanak vizsgalatat allitotta ku-
tatdsainak fékuszdba (Syntetos — Boylan (2001); Boylan et al. (2008); Ba-
biloni et al. (2010)) és fejlesztett ki 1j el6rejelzési technikdkat. A kovetkezok-
ben roviden ismertetjitk az in. Croston és az erre épiilo tin. Syntetos-Boylan
modszerek alapjait, melyek kezelik a termék sporadikussaganak problémajat.

Croston mdédszere sporadikus termékek el6rejelzésére

A Croston (1972) médszer az exponencidlis simitds médszerének egy, a spo-
radikus keresletli termékekre kiterjesztett specidlis véltozata. Az egyszeril
exponencidlis simitds ugyanis nem kezeli az olyan periddusokat, ahol nem
jelenik meg kereslet. A Croston mdédszer alapgondolata, hogy vizsgéaljuk a
kereslettel nem rendelkez6 periédusok alakulasat is, hatarozzuk meg azon
periédusok varhaté értékét, amelyek esetében nincs kereslet a termék irant.
Ezzel Croston egy djabb simitédsi egyenletet vezetett be.
A moddszer matematikai formdja a kovetkezo:

_ ft—la ha dt—l = 0) _
ft_{adt—1+(1_a)ft—la had,—; >0, (t=12,...,T)

Pt—1, ha dt—l :0,
- t=1,2,....T
b {OéQt—l +(1—=a)p—1, hadi_1 >0, ( )

g+ 1, had,1 =0,
=171, ha di_1 > 0.
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A fenti képletekben az d; a miltbeli realizalt, f; érték az eldrejelzett keresletet
jelzi. Az « érték a simitdsi egyiitthaté, o € [0,1]. Amint az a képletbél
lathatd, ha a kereslet az adott periédusban nulla, akkor az elérejelzés mege-
gyezik az el6z6 peridédus keresletével. Amennyiben a kereslet pozitiv, akkor
a klasszikus exponencidlis simitds alapjan hatarozhaté meg az elérejelzés. A
pe valtozo szintén egy simitdsi valtozo, amely a kereslettel nem rendelkezé
peridédusokat szamlédlja a multbeli keresleti idésorban. Azonban ebben az
esetben a pozitiv kereslettel rendelkezé intervallumok hosszat ,simitjuk”,
atlagoljuk. A ¢ véltozd egy szamlalé mérték, amely azt szamolja, hogy
egymast kovetoen hany periédusban nincs kereslet két olyan idépont kozott,
amikor fellép kereslet, vagyis ez a valtozé leszamolja a kereslettel nem ren-
delkez6, egymast nem metsz6 id6intervallumok hosszat.
A fenti Gsszefiiggések segitségével lehet az elérejelzést kiszamitani:

=2 @=1,2...T).

A fenti hdnyados nem mds, mint az &tlagos periddushosszra esé atlagos
elérejelzett kereslet. Abban az esetben, ha nincsenek kereslet nélkiili peri-
o6dusok, akkor ez a mdédszer megegyezik az egyszerl exponencialis simitdssal,
hiszen ekkor ¢q; megegyezik eggyel minden periddusban, és p; valtozo is egy
lesz.

Syntetos és Boylan mddszere

Syntetos és Boylan (2001) bebizonyitotta, hogy Croston (1972) mddszere
torzitott becslést ad. A szerzéparos az idézett dolgozatukban torzitatlan
becslést ad a Croston mdédszerére. (A bizonyitdsokat az emlitett cikk tartal-
mazza.) Az 1j, torzitatlan el6rejelzés ebben az esetben:

7 a fi
i = (1——)—, t=1,2,...,T),
! 2/ pe ( )
ami kisebb, mint a Croston mddszerével adott elérejelzés. Az a érték a

Croston mdédszer simitdsi egytitthatdjaval egyezik meg, a € [0, 1].

3 Javasolhato elorejelzési modszerek a kereslet
jellemzo6inek fliggvényében

A hagyomaényos kereslet-elérejelzési médszerek a kereslet volumenének alaku-
lasat. Az el6z6ekben ismertetett mddszerek mér figyelembe veszik a termék
keresletének idébeni szortsagat, azaz sporadicitasat is.

A kereslet volumenének alakuldsa a relativ szérdssal ragadhaté meg. A
relativ szérast a kovetkezOképpen definialhatjuk:
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ahol D(d) a d valésziniiségi véltoz6 szérasa és E(d) annak varhaté értéke. A
relativ széras e mutatdjara korabbi vizsgalatok kiilonféle hatarértékeket java-
solnak. Peterson és Silver (1985) példdul a 0,45-os kiiszobértéket javasoljak,
mig mésok, igy pl. Boylan et al. (2008) is e véltozo esetén a 0,7-es kiiszobér-
téket tekintik irdnyaddénak. Ezeket azért nevezhetjik kiiszobértéknek, mert
gyakorlati, szimulacids eljarassal keriiltek megallapitasra. Példaul Peterson
és Silver készletgazdalkodasi alkalmazasban azt tesztelte, hogy az optimé-
lis tételnagysag (EOQ) modellje milyen sztochasztikus kereslettel rendelkezd
termékekre hasznalhaté. Elemzésiink sordan mi ez utébbit, a Boylan et al.
altal javasolt kiiszobértéket alkalmazzuk, mert a dolgozatunk alapvetoen el6-
rejelzési alkalmazésra fékuszal.

A termék id6beni szértsdgat, sporadicitasat a ,,kereslettel nem rendelkezé
periédusok hossza” eloszldsanak empirikus varhaté értékével (p) ragadhatjuk
meg. (Ez a Croston mddszerében szereplé ¢, véltozé dtlaga.) E varhat6 érték
azért valaszthatd, mert a nemzetkozi szakirodalom az e jellemz6 alapjan
torténé tipizaldshoz is elfogadott hiivelykujj szabédlyokat dolgozott ki (Ba-
biloni et al. (2010); Chitturi et al. (2010)). Ezek a hiivelykujj szabdlyok a
vizsgalt idGintervallumok hosszara vonatkozdan 1,25 és 1,32 kozotti értéket
javasolnak. Dolgozatunkban az 1,32-es kiiszobértékkel dolgozunk, amit Boy-
lan et al. (2008) is hasznalt.

A két kiemelt jellemz6 mentén a termékeket négy csoportba sorolhatjuk.
Az alacsony relativ szérdssal és a kereslettel nem rendelkez6 idéintervallumok
alacsony atlagos értékével rendelkez6 termékek az in. sima keresleti; (smooth)
termékek. Az alacsony relativ szérasu, de a kereslettel nem rendelkez6 id6-
intervallumok magas atlagos értékével rendelkez6 termékeket a szakirodalom
szakaszos keresletd (intermittent) terméknek nevezi. Amennyiben a termék
keresletének relativ szordsa magas, de a kereslettel nem rendelkez6 idGinter-
vallumok &tlagos értéke alacsony, un. egyenetlen keresleti (erratic) termékrol
beszéliink. Azok a termékek pedig, melyek esetében mindkét keresleti jellemzé
a hatdrérték feletti, csomds keresletd (lumpy) termékek. A négy csoport
alapeseteit a 2. dbrdn szemléltethetjik.

A kordbban bemutatott két kereslet-elérejelzési médszer (Croston és Syn-
tetos-Boylan mdédszerei) figyelembe veszik a termék sporadikus jellegét is.
Felmeriil ugyanakkor a kérdés, hogy a két mdédszer kozil melyik, és milyen
jellemzo6vel bird termékekre alkalmazhaté. A szakirodalom ajénldsa szerint a
magas (0,7 feletti) relativ szdérdssal és/vagy a kereslettel nem rendelkez idé-
periédusok magas dtlagértékével (p értéke 1,32 feletti) rendelkezd termékek
esetén a Syntetos-Boylan mddszer alkalmazdsa javasolt (Boylan et al. (2008);
Babiloni et al. (2010)). Alacsony relativ szérds és p érték mellett a Croston
modszer javasolt, de a szakirodalmi ajanlasok szerint e termékkor esetében a
klasszikus idGsoros modellek is jol hasznalhatdk.
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Alacsony Magas
Magas p = 1,32 kuszdbérték
N !
Egyenetlen Csomoés

Syntetos-Boylan Syntetos-Boylan

CVq=0,7
kliszobérték Croston
Szakaszos

a Syntetos-Boylan

Klasszikus iédso
modellel

Alacsony

2. dbra. A kiillonb6z8 terméktipusokhoz javasolt kereslet-elérejelzési médszerek
(Babiloni et al. (2010))

Ahogy ezt mér kordbban is kiemeltiik, a kereslet-elérejelzés nem més, mint
egy korrigalt statisztikai becslés. Teljesen pontos becslést nyilvanvaléan nem
tudunk késziteni. A becslés tényleges kereslethez viszonyitott pontossdgdnak
elemzése az egyik legfontosabb az értékteremté folyamatok hatékonysdganak
vizsgalatakor. A kereslet-el6rejelzési mdodszer megfelel6ségét, tehat a kereslet-
elérejelzés jésagat tobbféle médon is lehet mérni. A leginkdbb hasznalt mu-
taté erre az Un. Atlagos abszolut eltérés mutatd, azaz a MAD (Mean Abso-
lute Deviation), amely jelzi, hogy az elére jelzett és a ténylegesen megfigyelt
értékek kiilonbsége mekkora (Hyndman — Koehler (2006))

n

)

ahol n a megfigyelések szama, d; a kereslet az i-ik periddusban, és f; az
elorejelzett érték.

A fentiekben réviden bemutattuk a sporadikus termékek keresletének el6-
rejelzéséhez ajanlott mddszereket és ismertettiik azok alkalmazasa kapcsan
a szakirodalomban megtaldlhaté ajanldsokat. A kovetkezékben egy hazai
gyogyszer-nagykereskedelmi véllalat valds adatainak felhasznalasaval tesz-
teljuk, hogy ezek a szakirodalmi ajanldsok a gyakorlatban is helytall6ak-e.
Elemzéstink sordn az elvégzett kereslet-elorejelzés pontossigat a fenti MAD
mutatoval fogjuk mérni.
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4 A javasolt mdédszerek tesztelése egy hazai
gyogyszer-nagykereskedelmi vallalat adata-
inak felhasznalasaval

A vallalat 11 924 termékére vonatkozdan végeztiik el elemzésiinket, melyhez
a cég 2011. januar 3. és 2011. m&jus 20. kozotti, napi keresleti adatait
hasznaltuk fel. (Megjegyezziik, hogy ezek a keresleti adatok nem a fogyasz-
toi igényeket, tehat nem a piacon tényleges felmeriilé keresletet mutatjak,
hanem a valdsagban realizalt keresletet, hiszen a vallalat kozponti raktaraba a
patikaktdl beérkezett és valosdgosan ki is szolgdlt rendelésekre vonatkoznak.)
Osszesen 97 munkanap volt a jelzett két idSpont kozott. E két idSpont kozott
minden munkanapra vonatkozéan rendelkeztiink informaciéval azzal kapcso-
latban, hogy a vizsgalt periédusokban a vevéi igényeket kiszolgdld kézponti
raktaban mely termékek rendelkeztek és mekkora kiszallitasi értékkel, azaz
tényleges vevéi kereslettel.

4.1 Napi keresleti adatok vizsgalata

A keresleti gorbe a napi rendelési adatok vizsgalata alapjén az adott termék-
kor esetén széles U alaku gorbét ir le (14sd 3. dbra), ahol az U bal oldali
szélén azok a termékek taldlhatoak, melyek erGs sporadicitdst mutatnak,
tehat gyakori azoknak a napoknak a szdma, amikor nem rendelnek beldle.
Az U alakd gorbe jobb oldalan pedig azok a termékek szerepelnek, melyek
irdnt szinte minden nap érkezik rendelés a raktarba. Ebbdl az dbrabdl azon-
nal lathaté, hogy a termékek nagy részére viszonylag sok megfigyeléssel ren-
delkeziink. Ezen termékekre egyszertinek tlinik az elérejelzés. Ugyanakkor a
kevés megfigyeléssel, azaz nagy sporadicitdassal rendelkez6 termékek szama is
tetemes. Vizsgdlatainkat e termékkorre fokuszaljuk.
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3. dbra. Napi rendelési gorbe a vallalat vizsgalt 11 924 termékére vonatkozdan
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Elemzésiink kovetkezd 1épésében a kereslet-elérejelzés szempontjabdl ki-
emelt két jellemz6 (a kereslet volumenének relativ szérasa (C'Vy) és a kereslet-
tel nem rendelkezd idSintervallumok varhaté értéke (p)) alapjan elemeztiik
és csoportositottuk a vizsgalt termékeket! Az 1. tdbldzatban az n értéke a
kereslettel rendelkez6 periédusok szamat mutatja, mig m a kereslettel nem
rendelkezé periédusok szamét jeloli. (Ezeket a jeloléseket a tovabbi tabldza-
tainkban is megtartjuk.) Elemzésiink eredményeként kapott csoportositédst
mutatja az 1. tablazat.

1d6 m=20 m>1 Osszesen
Kereslet p<1,32 p>1,32
n>2 CVy>0,7 573 1043 4124 5740
n>2 CVy<0,7 1038 503 4124 5665
n=1 0 0 519 519
Osszesen 1611 1546 8762 11 924

1. tabldzat. A vizsgilt termékkornek a kereslet relativ széréasa és a kereslettel nem rendelkezd
idSintervallumok atlaga alapjdn tortént tipizdldsdnak eredménye (napi adatok alapjéan)

Az 1. tablazat a szakirodalomban javasolt 2. dbra tipizdldsanak kiterjesz-
tése. A kiilonbség abbdl adédik, hogy a korabbi csoportositast kiegészitet-
tikk azon termékekkel, amelyeket a 2. dbra nem tudott megragadni, hiszen
a kereslet esetén a szérast nem lehet olyan termékekre szamolni, amelyek
irdnt a vizsgalt periédusban csak egyszer jelentkezett kereslet. Ugyanakkor
olyan termékeket sem lehet a 2. abraba felvenni, amely irant minden nap volt
kereslet, hiszen ekkor a p varhaté érték nem értelmezheto.

Mint az a fenti tablazatbdl kiolvashatd, 1611 olyan terméket azonositot-
tunk az elemzésben szerepléo majdnem 12 000 termékbdl, mely a vizsgalt
periddusban minden nap kiszéllitasra keriilt. Ezekbdl a termékekbdl 1038
tekintheto tobbé-kevésbé egyenletes keresletiinek, mig a maradék 573 termék
esetében a kereslet ingadozasa viszonylag nagy.

Az is latszik, hogy 519 termékre a vizsgalt periédusban csak egyszer
érkezett rendelés. Mar most elérebocsatjuk, hogy ez az a termékkor, melyre
a rendelések alacsony szdama miatt nem rendelkeziink megfelel6 szamu adat-
tal, ezért ezek statisztikai vizsgdlata (kereslet-elérejelezése) nem lehetséges.
Természetesen amennyiben a vizsgédlati periodus hosszat jelentGsen noveljik
(pl. 2 97 nap helyett pl. egy teljes évre), ugy ez a termékkor varhatdan sziikiil.

5665 termék esetén a kereslet mennyiségének relativ szérasa viszonylag
alacsony, ezen termékek kereslete erésen stacionariusnak tekintheto, vagyis
periédusonként viszonylag egyenletes kereslettel rendelkeznek. 5740 termék
kereslete pedig nagy relativ szérasu.

Az 1. tablazatban vastagitva szereplé négy termékcsoport kiemelten ér-
dekes tovabbi elemzésiink szempontjabol, s kiilonGsen igaz ez az un. spo-
radikus kereslettel jellemezhet6 termékekre. Az irodalom ajanldsa szerint
ugyanis ezek esetén nyujthat komolyabb gazdalkodasi elényoket, amennyi-
ben a termékek sporadicitasat is kezel6 kereslet-elérejelzési modszereket al-
kalmazzuk (2. dbra). Az éltalunk vizsgalt termékkorben 503 sima keresletii
terméket talaltunk, mely a kereslet viszonylag alacsony relativ szérasaval és
viszonylag gyakori rendeléssel jellemezhetd. 4124 olyan termék szerepel a
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vallalat termékportfélibjaban, ahol a kereslet relativ szérasa viszonylag ala-
csony, de a rendelési gyakorisig mar jelent&sen kisebb. Ezt a termékkort
szakaszos keresleti terméknek neveztiik. Szintén 4124 termék keriilt elemzé-
sunk eredményeképpen az Gn. csomos kereslettel rendelkezd, mig 1043 az un.
egyenetlen kereslettel rendelkez6 termékkorbe.

4.2 A heti adatok vizsgalata

A keresleti gorbét aggregdlt heti, havi és negyedéves adatokra is fel lehet
rajzolni. A heti adatok elemzését 95 nap Osszegzésével végeztiik, mert a
rendelkezéstinkre allé 97 napi adatbdl ez a 95 nap tett ki kerek 19 hetet. 23
termék esetében fordult el6, hogy a heti adatok vizsgalatabdl kimaradt utolsod
két napon nyultak hozza a termékhez, de ezeket a fentiek miatt az elemzésbe
nem vettiik bele. Fontos megjegyezniink, hogy az adatok ilyen aggregdlasi
folyamataval noveljiik a valamennyi vizsgédlt idGintervallumban kereslettel
rendelkez6 termékek aranyédt. A napi 1611-r6l a heti elemzés esetében mér pl.
4671-re emelkedett azon termékek szama, melyeket a patikdk minden héten
rendeltek a raktarbol.

Az elézbéekben a napi, most az aggregalt heti rendelési, keresleti adatok
felhasznalasaval készitettiik el a vizsgalt termékkor csoportositdsat. Mivel
a vallalat jelenlegi miik6dése sordn a rendelés utanpotlasi ideje jellemzéen
nagyjabdl egy hét, ezért a heti 6sszevont keresleti adatok elemzése is fontos.
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4. dbra. Heti aggregdlt adatok alapjan a keresleti gorbe alakuldsa

Erre az Osszevont, heti rendelési adatalloméanyra is két szempont szerint
végeztiik el a csoportositast, ezuttal is a napi adatokon nyugvé csoportositas-
nal méar megismert jellemzdéket haszndltuk, tehat a kereslet relativ szérasat
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és a kereslettel nem rendelkezé idéintervallumok &tlagat. A jelolések a ko-
rabbiak szerint alakulnak.

1d6 m=20 m>1 Osszesen
Kereslet p<1,32 p>1,32
n>2 CVy>0,7 542 564 1780 2886
n>2 CVy<0,7 4129 905 3321 8355
n=1 0 0 683 683
Osszesen 4671 1469 5784 11 924

2. tabldzat. A vizsgdlt termékkornek a kereslet relativ szérédsa és a kereslettel nem rendelkezd
idéintervallumok &tlaga alapjdn tortént tipizdldsidnak eredménye (heti adatok alapjdn)

Mint az a fenti, 2. tablazatbdl kiolvashatd, 4671 olyan terméket talaltunk,
mely a vizsgélt periédusban minden nap kiszallitasra kertilt. Ezekbol a ter-
mékekbol 4129 tekinthetd tobbé-kevésbé egyenletes keresletiinek tekinthetd.
Ezek szerint heti bontdsi adatok alapjan a vizsgdalt termékkor tobb mint egy-
harmada a kereslet-elérejelzés szempontjabdl konnyen kezelhets. Az Ossze-
vont, heti adatok tehat jéval szélesebb kori, viszonylag jol elorejelezhetd ke-
resletli termékkort mutattak ki, mint a napi rendelési adatok alapjan végzett
elemzés. E termékkor szamszeriien négyszeresére novekedett!

Az is latszik, hogy 683 termék irant a vizsgalt periédusban csak egyszer
volt kereslet. Ez esetben is igaz, hogy ez az a termékkor, melyre a keresleti
adatok alacsony szama miatt nem rendelkeziink megfelel6 szamu adattal,
ezért ezek statisztikai vizsgdlata (kereslet-eldrejelzése) nem lehetséges. 8355
termék esetén viszonylag alacsony a kereslet relativ szérasa, mig 2886 termék
nagy szorassal rendelkezik, tehat a kereslet elOrejelzése terén problematikus
termék.

A heti, 6sszevont rendelési adatok alapjan a vizsgdlt termékkoérben 905
sima keresleti terméket talaltunk, mely a kereslet viszonylag alacsony re-
lativ szorasaval és viszonylag gyakori rendeléssel jellemezhetd. 3321 szakaszos
keresletii terméket talaltunk, ahol a kereslet relativ szorasa viszonylag ala-
csony, de a rendelési gyakorisag mar jelentGsen kisebb. 1 780 termék kertilt
elemzésiink eredményeképpen az Un. csomos kereslettel rendelkezd, mig 564
az un. egyenetlen kereslettel rendelkez6 termékkorbe tartozik. Felhivjuk a fi-
gyelmet arra, hogy az egyik legkritikusabb, azaz a csomds keresletii termékkor
a napi rendelési adatok alapjan végzett tipizdlashoz képest radikélisan, az
el6z6 43%-ara (4124-r6l 1780-ra) csokkent.

Természetesen mindez a napi adatok Osszevondsanak tudhaté be, és a
tovabbi, a megfeleld kereslet-elorejelzési modszer kivalasztasa érdekében vég-
zendd elemzésiink szempontjabdl pozitivnak tekinthets. A raktérellatés sordan
meglévo heti beszallitasi gyakorlat ugyanis a heti 6sszevont rendelési adatok
hasznalatat lehet6vé teszi, a heti szallitds miatt az egy héten beliili ciklikus-
sagot pedig nem sziikséges kezelni.
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5 Kereslet-elorejelzési modszerek alkalmazasa
sporadikus termékekre

Ebben a fejezetben a vizsgalt vallalat adatait felhasznalva két, a sporadicitas
szempontjabdl kiilonosen kritikus termék-tipusba tartozo terméket vizsgalunk.
Koziilik az egyik egy konkrét szakaszos, mig a masik egy csoméds keresletil
termék. Ezek esetében végeztiik el a szakirodalom &ltal javasolt médszerekkel
is a kereslet elérejelzését. Azt vizsgéltuk, vajon a kapott eredmények mennyi-
re tekinthetoek jé elorejelzésnek, vajon vizsgalatunk megerositi-e a szakiro-
dalmi ajanlasokat.

5.1 A napi adatok alapjan szakaszos keresletii csopor-
tot reprezentald termék esettanulmanya

A szakaszos keresletii terméktipust képviseli a Doliva arckrém regenerdld
éjszakai 50ml (tovébbiakban Doliva) nevii termék. A Doliva irdnti kereslet
volumenének relativ szorasa 0,7, ami nem tul magas, csoportositasunkban
éppen a szakaszos keresletli termékek hatarértékét jeloli. A p értéke 2, ami
er0s kozepes, tul van az 1,32-es hatarértéken. Ennél a terméknél 46 meg-
figyelés 4allt rendelkezésre, tehat a vizsgalt 97 periddus majdnem felénél je-
lent meg a raktarban kereslet az adott termék irant. Felrajzoltuk a termék
keresletének hisztogramjat, ami megmutatja, milyen gyakorisigi elemei voltak
a termék keresletének (volumen). Az 5. d@bra mutatja, hogy a termék relativ
kicsi rendelési volumenekkel rendelkezett, kereslete idében szintén szort.

Mean = 3,09
Std. Dev. = 2,148
N =46
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5. dbra. A Doliva egyenetlen keresletii termék hisztogramja (napi kereslet)

A Doliva keresletének id6beli alakuldsat mutatja a 6. és 7. dbra. Ezek
illusztraljak a termék és az dltala képviselt termékcsoport keresletének (volu-
men) viszonylagos egyenletességét, de azt is, hogy ez a kereslet id6ben szért,
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nagyon sok periédusban nincs rendelés a termékre. A heti aggregélt adatok
jol mutatjék, hogy ezen az idShorizonton nagy valdsziniiséggel stabilan lehet
szamitani kereslet felmeriilésére.

620947 DOLIVA ARCKREM
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6. dbra. A Doliva termék keresletének idébeli alakuldsa (napi kereslet)
620947 DOLIVA ARCKREM
REGENERALO EJSZAKAI 50ML
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7. dbra. A Doliva termék keresletének idébeli alakuldsa (heti kereslet)

A termék multbéli keresleti adatait felhasznélva a 2. fejezetben bemuta-
tott mddszerek (azaz a Croston és a Syntetos—Boylan mddszere), valamint
hagyomanyos modszernek tekintheté mozgd atlag szamitdsa és az exponen-
cialis simitas segitségével is elvégeztiik a kereslet elérejelzését. Mind a napi,
mind az aggregdlt heti keresleti adatokra szamitottuk a varhato keresletet.
(A Melléklet tartalmazza az elemzés soran hasznalt, becsiilt paraméterek ér-
tékeit, tehdt a mozgd tlag tagjainak szdmat és a simitdsi egyiitthatdkat.)

A leginkabb hasznélhaté elérejelzési mddszer kivalasztasdnal a MAD leg-
kisebb értéke az iranyadd. Mint az a 3. tablazatbdl is latszik, a vizsgalt termék
esetében a napi adatokra a Syntetos-Boylan mddszere adta a legkisebb MAD
értéket. A heti aggregélt adatokra pedig az exponenciélis simitds vezetett a
legkisebb MAD értékekhez (4. tdbldzat).
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Elérejelzési médszer Elérejelzett kereslet Abszolut atlagos eltérés
(2011. méjus 21-re) (MAD)
Mozgé atlag 0,33 1,76
Exponencidlis simités 0,93 1,70
Croston mddszer 1,19 1,70
Syntetos-Boylan mddszere 0,74 1,62
8. tdbldzat. A Doliva termékre végzett kereslet-eldrejelzés eredményei (napi kereslet)
Elorejelzési médszer ElSrejelzett kereslet Abszoluit atlagos eltérés
(2011 20. hetére) (MAD)
Mozgé étlag 5,67 3,69
Ezponencidlis simitds 6,92 3,27
Croston mddszer 5,70 5,08
Syntetos-Boylan mdédszere 3,57 4,44

4. tdbldzat. A Doliva termékre végzett kereslet-elSrejelzés eredményei (heti kereslet)

A Doliva a napi keresleti adatok alapjén a szakaszos keresletii termékek
csoportjdba tartozik, ahol a kereslet relativ szérdsa viszonylag alacsony (ese-
tiinkben a hatérérték 0,7), tehat nagyjabdl egyenletes kereslettel lehet sza-
molni. A probléma inkabb a kereslet felmeriilésének id6belisége, szdrtsdga.
A napi keresleti adatok alapjédn szakaszos kereslettel jellemezhet6 termék
esetében a szakirodalom altal javasolt elorejelzési mddszer a Syntetos-Boylan
modszer, amit elemzésiink is a legalacsonyabb MAD értéket eredményezd
modszernek mutatott.

A napi adatok heti aggregéldsat kovetéen djraszamoltuk a termékek cso-
portositashoz hasznalt két véltozd értékét. A Doliva esetén a heti aggregaciét
kovetéen a C'Vy értéke 0,58 lett, mig a p értékéke nem létezik. Ez azt jelenti,
hogy ez, a napi adatok alapjan egyenetlen kereslettel rendelkezé termék az
aggregalt heti adatok alapjan mar a sima keresletii termékcsoportba kertil
at, mely esetén a hagyomanyos kereslet-elorejelzési modszerek is jol hasznal-
hatéak. A heti aggregalt adatok alapjan végzett szamitasaink tdamogatjdk a
szakirodalmi ajanldsokat, mely szerint ilyen termékek esetén javasolt modszer
a Croston moddszer, vagy a hagyomanyos id6soros modellek.

Termék Kereslet A kereslettel Kereslet A kereslettel
tipusa rendelkez6 tipusa rendelkezd
(napi adatok  napok szdma (aggregalt hetek szama
alapjén) (és ardnya, a heti adatok (és aranya, a
rendelkezésre alapjan) rendelkezésre
all6 97 naphoz all6 19 héthez
viszonyitva) viszonyitva)
DOLIVA ARCKREM Szakaszos 46 Sima 19
REGENERALO CVy=1,46 (47,42%) CV;=0,58 (100%)
EJSZAKAI 50ML p=2 p nem létezik

5. tabldzat. A Doliva termék csoportositdsdhoz hasznalt jellemzdk értékei a napi és a heti
keresleti adatok alapjan

5.2 A napi adatok alapjan csomos keresletii csoportot
reprezentalé termék esettanulmanya

A napi adatok esetén csoméds keresletii terméktipust képviseli a Menthae
Piperitae Aetheroleum 100g (tovédbbiakban Menthae) nevii termék. A csomds
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keresletii termékkor altalunk kivalasztott reprezentansa, a Menthae esetében
a kereslet volumenének relativ szérasa 0,99, ami magas érték. A termék 1,35-
0s p értékkel rendelkezik, mely viszont éppen a hatarérték f6lott talalhato.
A 8. dbran lathaté hisztogram jél illusztrilja ezeket az extrém keresleti jel-
lemz6éket. A hisztogram exponenciélis keresleti eloszldsra utal.
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8. dbra. A Menthae csomos keresletli termék hisztogramja (napi kereslet)

A Menthae keresletének idébeli alakuldsat mutatjdk az aldbbi abrak.
A termék érdekessége, hogy magas a megfigyelések szama, a 97 napbdl 70
esetében volt a termék irdnt kereslet. A keresleti adatok alapjdn arra kévet-
keztethettlink, hogy szezonalis termékkel allunk szemben, mely termék forgal-
manak nagy része a téli honapokban realizélodik.

452693 MIENTHAE PIPERITAE
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9. dbra. A Menthae termék keresletének idSbeli alakuldsa (napi kereslet)
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452693 VIENTHAE PIPERITAE
AETHEROLEUM 100 G
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10. dbra. A Menthae termék keresletének idébeli alakuldsa (heti kereslet)

A termék multbeli keresleti adatait felhasznélva ez alkalommal is a be-
mutatott modszerek segitségével végeztiink kereslet-elérejelzést. Mint az a
6. tablazat mutatja, a vizsgalt termék esetében a napi adatokra a Syntetos-
Boylan médszer vezetett legkisebb MAD értékhez. A heti keresleti adatok
esetén pedig a mozgd dtlag haszndlata hozta a legjobb eredményt (7. tébldzat).
(E szdmitasainkhoz tartozé paraméterek értékeit is tartalmazza a Melléklet.)

Elérejelzési médszer Elérejelzett kereslet Abszolut atlagos eltérés
(2011. méjus 21-re) (MAD)

Mozgé atlag 2,50 2,38

Exponencidlis simités 2,61 2,42

Croston médszer 2,91 2,61

Syntetos-Boylan mddszere 2,20 2,31

6. tdbldzat. A Menthae termékre végzett kereslet-eldrejelzés eredményei (napi kereslet)

Elorejelzési médszer ElSrejelzett kereslet Abszolit atlagos eltérés
(2011. 20. hetére) (MAD)

Mozgé dtlag 6,25 3,30

Exponencidlis simitds 6,49 5,02

Croston mddszer 5,67 6,68

Syntetos-Boylan mdédszere 4,71 5,74

7. tdbldzat. A Menthae termékre végzett kereslet-elérejelzés eredményei (heti kereslet)

Természetesen az alapadatok heti aggregalasat kovetéen a Menthae eseté-
ben is Gjraszamoltuk a termékek tipizaldsa soran hasznélt két valtozo értékét.
A CVy értéke az aggregalas sordn az 1,32-es értékrdl 0,61-re csokkent, mig
az aggregalds utdn sem hatarozhatjuk meg p értékét. A napi adatok heti
aggregaldsaval a termék a Dolivahoz hasonldéan atcsiszott a sima keresletii
termékesoportba. A szakirodalom a csomds terméktipus esetén a Syntetos-
Boylan, mig a sima termékek esetén a Croston moédszerét, vagy a hagyomanyos
id6soros modelleket ajanlja. Szamitdsaink hasonlé eredményt hoztak, s ily
modon tamogatjik ezeket az ajanlasokat.
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Termék Kereslet A kereslettel Kereslet A kereslettel
tipusa rendelkez6 tipusa rendelkez6
(napi adatok  napok szdma (aggregalt hetek szdma
alapjan) (és ardnya, a heti adatok (és ardnya, a
rendelkezésre alapjén) rendelkezésre
all6 97 naphoz 4ll6 19 héthez
viszonyitva) viszonyitva)
MENTHEA Csomas 70 Sima 19
PIPERITAE CVy=1,32 (72,16%) CV,y = 0,61 (100%)
AETHEROLEUM p=135 p nem létezik

8. tdbldzat. A Menthea termék csoportositdsahoz hasznalt jellemz8k értékei a napi és a heti
keresleti adatok alapjan

6 (")sszefoglalés

A viéllalati gyakorlat vizsgdlata sordn egyértelmiivé valik, hogy a cégeknek
nem csak a hagyomanyos kereslet-el6rejelzési modszertan altal kezelt mennyi-
ségi problémat kell kezelnie az elérejelzés soran, de a kereslet idobeli szortséga,
sporadicitdsa is nehézséget okoz. A kereslet-eldrejelzés legfrissebb kutatdasi
irdnyzata a termékeket a kereslet relativ szérdsa és a sporadicitdas mértéke
(kereslettel nem rendelkezd periédusok hosszanak dtlaga) alapjén fogalmazza
meg ajanlasait. E két keresleti jellemzo alapjan a termékeket sima, egyenetlen,
szakaszos és csomoés keresletli termékekre osztja, s a kereslet-el6rejelzésre
vonatkozé javaslatokat ezekre vonatkozéan fogalmazza meg. Elemzésiink-
ben ezért elsoként a kereslet-elorejelzés szempontjabdl e két kiemelt jellemzo
alapjan tipizaltuk az esettanulmanyunkban szerepl6 vallalat teljes termék-
portféliGjat. A cég vizsgdlt termékkorének ilyen jellegli csoportositasat a
napi és a heti aggregalt adatokra egyarant elvégeztiik.

E két jellemzd alapjan cikkunkben bemutattuk o szakirodalomban meg-
taldlhato csoportositds kiterjesztett vdltozatdt, mely a kordbbi csoportositdst
kiegésziti azon terméktipusokkal, melyek esetében a CVy értékét nem lehet szd-
molni, illetve, melyek esetében p vdrhato értéke nem értelmezhetd. Ily modon
a vdllalat teljes termékkdre a tipizdlds sordn kezelhetévé vdlt. A vizsgalt 11924
termék konkrét csoportba sorolasa jo lehetOséget teremt a vallalat szamara,
hogy a kereslet-elérejelzési mddszerek esettanulmanyokban torténd tesztelése
soran kapott eredményeket més termékekre is kiterjessze.

A kereslet-el6rejelzési mdodszerek tesztelése soran két, a sporadicitas szem-
pontjabdl kiillénosen problémas terméktipus egy-egy konkrét terméke esetén
végeztilk el szamitdsainkat. A Doliva termék képviselte a szakaszos, mig a
Menthae a csomds terméktipust (napi adatok esetén). A két esettanulmény
sordn az el6rejelzést négy mddszerrel (mozgd atlag, exponencidlis simités,
Croston és Syntetos-Boylan mddszereivel) végeztiik el. A napi adatok fel-
hasznalasa mellett sor kertilt tovabba a heti aggregalt keresleti adatok alapjan
torténo eldrejelzésre is. Szamitdsaink eredményet mind a napi, mind a heti
adatok haszndlata esetén tamogatjak a szakirodalmi ajdnldsokat, mely szerint
az eroOteljes sporadicitassal rendelkez6 — mint pl. a szakaszos és a csoméds —
termékek esetén a Syntetos-Boylan mddszer alkalmazasa ajanlott, mig a sima
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keresletii termékek esetén jo megoldast jelentenek a hagyoméanyos idésoros
modellek is.

Mindkét termék esetében megfigyelhetd volt, hogy a napi adatok heti agg-
regaldsdval mindkét kritikus valtozo értéke csokkent és a termékek egy, a
kereslet-eldrejelzés szempontjabol egyszeribb termékcsoportba, a sima kereslet-
tel rendelkezd terméktipusba keriiltek dt. Az adatok heti szinti aggregdldsa és
erre alapozva a kereslet elérejelzésének heti iddtdvra szolo eldrejelzése azért
s javasolhaté a vdllalat szamdra, mert az érvényes gyakorlat heti beszdllitd-
sokkal mikodik.

Az alapadatok aggregildsa soran tehét jellemzden csokken a kereslet spo-
radicitdsénak mértéke (az adott tervezési szinten stiriibben &llnak rendelke-
zésre adatok), ezért a statisztikai, benne a hagyomdanyos kereslet-el6rejelzési
modszerek jellemzoéen megbizhatobba valnak. Bizonyos termékek esetén a
sporadikus jelleg igen erds. Ezek esetében indokolt lehet az alapadatok havi,
s6t akar negyedéves aggregaldsa is. Ennek dra ugyanakkor, hogy novelni
kell az elemzésbe vont multbéli informaciok hosszat. Havi tervezési szinten
példaul mar legaldbb 2-3 éves visszamendleges adatra lenne sziikség. A ne-
gyedéves tervezés szintjén pedig mintegy 5 évre visszamend megfigyelések
sziikségesek (persze ez rovid élettartami termékek esetén nem alkalmazhato).

Melléklet. Az esettanulmanyoknal hasznalt elorejelzési
modszerekhez tartozo simitasi egyilitthatdk

Termék neve Napi keresleti Heti aggregalt
adatok keresleti adatok
n=3 n=3

DOLIVA Qexp = 0,1 aexp = 0,15

ac =0,1 ac = 0,45
ag_p =04 ag_p = 0,65
n=3~§ n=2

MENTHAE Qoxp = 0,2 Qoxp = 0,5

ac =0,3 ac =05
ag_p =0,6 ag_p=0,5

Qexp az exponencidlis simitasndl, ac a Croston médszernél, mig as—p a Syntetos-Boylen
mdédszerénél hasznalt simitdsi egylitthatd, illetve a mozgé atlag tagjainak szama (n)
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FORECASTING OF SPORADIC PRODUCTS - A CASE STUDY OF A
PHARMACEUTICAL WHOLESALER COMPANY

Significant numbers of companies have the problem that demand for their prod-
ucts are sporadic in nature. Demand of such products is not continual in time;
its demand is diffused, is random with large proportion of zero values in the ana-
lyzed time series. The sporadic character of a demand pattern actually means that
available information on the demand of previous selling periods is leaky resulting
in lower quality of data available. In these cases traditional forecasting techniques
do not result in reliable forecast. Special forecasting algorithms have been devel-
oped during the last decade dealing with this problem. The paper introduces these
techniques and offers suggestions for application. It also presents the case study of
a Hungarian pharmaceutical wholesaler company. Based on real data we develop
a topology of the company’s product portfolio, carry out forecasts using different
techniques including those developed for products with sporadic demand and also
analyze the quality of these forecasts.

Keywords: demand forecasting, sporadic demand, statistical analysis, case study
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MEG EGYSZER AZ ESZMEI NYUGDIJSZAMLA ELVI
HIBAJAROL!

SIMONOVITS ANDRAS
MTA KRTK Koézgazdasagtudomdnyi Intézet

Korabbi munkéinkban (példdul Esé—-Simonovits—Tdth [2011]) az eszmei nyug-
dijszamla hibajat elemeztiik. Ez a nyugdijképlet eltekint attdl, hogy a hatra-
1év6 varhato élettartam rossz becslés a nyugdijban toltott id6 hosszara: minél
késébb megy valaki nyugdijba, varhatéan annal tovabb él. Ezért a hosszabb
élettartamuak életpalya-egyenlege negativ, mig a rovidebbeké pozitiv. Ed-
digi elemzéstinkben feltettiik, hogy a jaradékfiiggvény rogzitett (az életkortdl
fiiggetlen) teljes vérhaté élettartammal szdmol, és minden dolgoz6 évi kere-
sete azonos. Banydr [2011] joggal birdlta munkdinkat ezekért a durva egy-
szertlisitésekért (vo. Banydr [2012]). Ebben a cikkben elfogadom Banyar két
javaslatat, figyelembe veszem a valtozd atlagos élettartamot és a kereseti
kiilonbségeket, s megmutatom, hogy eléggé altalanos feltevések mellett a
rendszerhiba megmarad. Elutasitom viszont masik két javaslatat, amely
rogziti a nyugdijszamla kezdeti értékét és nyugdijazasi kor helyett a nyugdij-
igénylési kort valtoztatja, ezzel véli lényegében eltiintetni a rendszer hibajat.

JEL indez: C61, C63, D82, D91, H55.
Kulcszavak: eszmei szamla, valtozd nyugdijkor, kontraszelekcid, biztositas-
matematikai méltanyossag

1 Bevezetés

Az eszmei nyugdijszdmla alapotlete az, hogy az éves életjaradék kiszamits-
sakor a nyugdijba vonulasig felhalmozott eszmei nyugdijvagyont elosztja a
hatralévé vérhatéd élettartammal. (Kozelitéleg a nyugdijvagyon az dtlagos
életpélya-kereset és a szolgélati idé szorzata.) Hivei szerint ez a rendszer
biztositasmatematikailag méltinyos, azaz a nyugdijkortdl fiiggetleniil minden
tipusndl a kiaddsokat rugalmasan egyensilyba hozza a bevételekkel (Holz-
mann—Palmer, 2006 és Holzmann—Palmer—Robalino, 2012). Ezéiltal az eszmei
nyugdijszamla a hosszadalmas és koltséges atmeneti idoszak nélkil azonnal
megteremti azt a szoros kapcsolatot az életpalya be- és kifizetések kozott,
amelyért annak idején a tokésitett magannyugdij-rendszereket bevezették az

1K6szonetet mondok Banyar Jézsefnek gondolatébresztd cikkéért és szives felvildgosi-
tasaért. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy egyetértene az itt elmondottakkal. Hélas
vagyok Téth Jdnosnak, az egyik elfelejtett tarsszerzének, Agoston Kolosnak, Barabds
Bélanak, Nicholas Barrnak, Hans Fehrnek, Robert Holzmann-nak, Krémer Baldzsnak,
valamint Radnéti Lészlénak értékes tandacsaikért. Beérkezett: 2013. &prilis 1. E-mail:
simonovits.andras@krtk.mta.hu
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atmeneti gazdasagokban. Igaz, bizonyos technikai bonyodalmak miatt el6-
fordulhat korosztdlyok kézti Gjraelosztas (legijabb példa: Knell [2012]).

Az eszmei nyugdijszamla hivei azonban elsiklottak a biztositdsmatematikai
méltanyossag aszimmetrikus informdacién alapuld elméleti birdlata folott: a
késén nyugdijba vonuldk az atlagosnal varhatdéan tovabb élnek, és ezt vala-
mennyire figyelembe kell venni az életjaradék kiszamitasakor. A nemzetkozi
irodalombdl tallézva: — Fabel [1994], Diamond [2003], Sheshinski [2008] és
Bommier—Lerouz—Lozachmeur [2011].

Err6l az irdnyzatrél tudomdst sem véve, Banydr Jozsef [2011] cikkében
az eszmei nyugdijszamlarél (NDC = nonfinancial defined contribution) sz6lé
munkdinkat birdlta. Banyarral szemben tobbes szamot irok, mert tobben
voltunk a csapatban, 14sd példdul Esé—Simonovits [2003], Aldcs [2004], Si-
monovits—Tdth [2007] és Esé-Simonovits—Téth [2011].

Adataink (az 1. és 2. tdbldzat) rdmutatnak arra, hogy — ellentétben az
NDC alapfeltevésével — az adott életkorban nyugdijba vonuldk és egyidejiileg
a teljes munkaidében végzett munkat abba hagydk atlagos nyugdijtartama
nem kozelithet6 jol a varhaté héatralévo élettartammal; az el6bbi lassabban
csokken az életkorral, mint az utébbi, sét, akar néhet is. A nyugdijtartam
és a varhaté hétralévd élettartam kildnbségét nevezzik (elSjeles) becslési
hibanak, s ez ng, és valahol elGjelet valt az életkor novekedtével. Ezért a ko-
zelitésként szamitott eszmei jaradékfiggvény biinteti a varhatéan rovid éle-
tleket, és jutalmazza a varhatdéan hosszu életiieket. Feltéve, hogy a hosszabb
életiiek tovabb dolgoznak, és a feltételes becslési hibak keresettel stlyozott
atlaga pozitiv, még a rendszer egyenlege is negativ.

Ett6] a fajta birdlattdl fiiggetleniil més kutatk (mar kordbban is) felhivtak
a figyelmet arra, hogy a varhaté élettartam erds és pozitiv korreldcioban van
az életpalya-atlagkeresettel. Ezért aranyos nyugdij esetén az életpalya egészét
tekintve perverz jovedelem-ijraelosztas valésul meg az alacsonyabbtdl a ma-
gasabb keresetiiekhez (friss példa: Breyer—Hupfeld [2009]), mig csokkentett
progressziv Ujraelosztas a degressziv rendszereknél. Kiemelem Krémer [2013]
kival6 tanulmanyat, amely a hazai kereseti és nyugdijegyenlétlenségeket elem-
zi. Felhivom a figyelmet arra az észrevételére, hogy a magyar kezdoényugdijak
eloszlasaban meglévé ers aszimmetriat részben a jobban keres6k tovabbélé-
se tunteti el az Gsszes nyugdijak eloszlasdban, aldtamasztva cikkink egyik
feltevését. (Az Gsszes nyugdij eloszldsdbdl eltiing aszimmetria mésik oka a
kordbbi degressziv nyugdijrendszer tovdbbélése.) Hazdnkban az 50 év {616tti
népesség elégtelen idéskori foglalkoztatdsdt Divényi—Kézdi [2012] részben
azzal magyarazta, hogy jelentés hanyaduknak rossz az egészségi allapota.

Banyar joggal kifogasolta, hogy az eszmei nyugdijszamlat birdlé cikkeink-
ben nemes egyszeriiséggel eltekintettiink a kereseti heterogenitastol, és rogzi-
tettnek (az életkortdl fiiggetlennek) vettiik a nyugdijképletben a vérhaté élet-
tartamot. Ugyanakkor minden ilyen targyu cikkiinkben megemlitettiik, hogy
a keresettel is erésen és pozitivan korreldl a hatralévo élettartam, valamint a
minimalis és maximé4lis nyugdijkor kozti haldlozés kizdrdsa (amely indokolta
az egyszeriisitést) megszorits. S6t, az Esé-Simonovits—T6th cikkbdl idézett,
itt az 1-2. szdmu tabldzatparra bovitett adatokbdl (Borl6i Rudolf és Marosi
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Judit publikdlatlan szamitasa) kivildglik a rogzitett élettartamos megkozelités
hibaja is.

Részletezve: a két tablazat vilagviszonylatban elGszor adja meg egy adott
év orszagos kontraszelekciojat. Konkrétan, hogyan fiigg az életkortdl a 2004-
ben 6regségi nyugdijasként elhaldlozott magyar férfiak és nck adott korban
hatralévé varhaté élettartama (nyilvanos KSH-adat) és a tényleges nyugdij-
tartama (kordbban ismeretlen adat). Sejtésiinkkel 6sszhangban az dtlagnal
kordbban /késébben nyugdijba vonuléknak jéval kevesebb/t6bb idejiik marad
héatra, mint amit a statisztika jésol. Példaul a 64 éves korban nyugdijba
vonulé férfiak atlagosan még 23,4 évet éltek, holott a demografia csak 13,7
évet josolt a 64 éveseknek: igaz, nyugdijasoknak és dolgozdknak egyiitt. Az
mar csak rdadés, hogy a nyugdijkorral meredeken né a varhaté nyugdijtartam.
Példaul a 65 éves korban nyugdijba vonulé férfiak atlagosan 0,9 évvel tovabb
éltek, holott a demografia 0,6 évvel kevesebbet josolt nekik, mint 64 évesen
nyugdijba vonult tarsaiknak.

A modellre térve vdzolom, hogyan lehet bepétolni a Banyar &ltal joggal
kifogéasolt korabbi analitikus hidnyossagot. Atvéve Banyar otletét, felteszem,
hogy az élettartamban kiilénboz6 tipusok keresete is kiilonboz6 (az élettar-
tammal névekvé) és a szamukra determinisztikus élettartamot a korményzat
sztochasztikus eloszlastnak tekinti. (A valésdgban az egyes tipusok élettar-
tama is sztochasztikus, hiszen egy varhatéan hosszabb életii professzor is
meghalhat fiatalabban, mint egy varhatéan rovidebb életlit banyasz. Ezt a
bonyodalmat itt elhanyagoljuk, de val6jaban varhaté élettartamokrol kellene
beszélniink; v6. Agoston [2008].) Nem foglalkozom azzal, hogy a hetero-
genitasnak mik az okai, és eltekintek attdl is, hogy a nyugdijkiilonbségek
tovabb fokozhatjak az élettartamokban megmutatkozé kiilonbségeket.

Ilyen keretben igazolom, hogy viszonylag enyhe megszoritasok mellett az
informécids aszimmetria altal okozott NDC-rendszerhiba megmarad. Tovabb
vizsgalddva dltalanosabban beldtom, hogy minden szabdlyos jaradékfiiggvény
esetén van rendszerhiba, de az NDC-ben til nagy.

Ebben a cikkben eltérek korabbi cikkeink optimalizélasi megkozelitésétol.
Nem foglalkozom azzal, hogy az egyes tipusok hogyan déntenek nyugdijazasi
korukrol, és azzal sem, hogy a korményzat hogyan hatarozza meg a nyugdij-
képletet. Az egyszeriiség/kozérthetéség kedvéért mindkettét adottnak veszem.
De ezzel a valasztassal lemondok arrdl, hogy az 6sztonzési hatasokat elemez-
zem, azaz, hogy a kormanyzati szabédlyozéas hat az egyéni dontésre.

Felhivom az Olvasé figyelmét arra, hogy birdlatdban Banyar az eszmei
nyugdijszamlatol és annak kritikajatol idegen teriiletre tereli a vizsgalatot,
anélkiil, hogy ezt kellen hangsilyoznd. Banyar 1) rogziti a nyugdijbefizetés
korhatérét, és 2) megengedi, hogy a dolgozé tetszéleges ideig késleltesse a
nyugdijinditdst, valamint 3) felteszi, hogy az egyének nem életpalya-hasz-
nossagukat, hanem csupédn életpalya-nyugdijukat akarjdk maximalizdlni. Az
1)-2) feltevés nagyon ritka jelenséget modellez, és a valsigtol elrugaszkodva
feltételezi, hogy az egyének a nyugdijukra is korlatozas mentes és olcsé kol-
csont vehetnek 161, vagy addig dolgoznak a jarulékfizetés lezarasa utan, amed-
dig akarnak. A 3) feltevés pedig ellentmond a jézan észnek! Itt jegyzem
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meg, hogy lélektanilag ezen életidegen feltevések jelenléte akadalyozta meg,
hogy korabban — széban hallva és kéziratban olvasva — elfogadjam Banydr
[2012] kritikdjanak konstruktiv részét. Végiil megemlitem, hogy Banyér és
a mi megkozelitésiink, valamint a kiindulasul szolgdlé svéd rendszer eltekint
a hozzatartozdi nyugdijaktol, amelyek figyelembe vétele modosithatja kovet-
keztetéseinket.

Nyomatékosan hangsilyozom, hogy modelliinkben a haldlozasi valészini-
ségek adottak, és fiiggetlenek a nyugdijkortdl és a nyugdijtél. Pedig ismert,
hogy a valésagban az értelmes munka meghosszabbitja az élettartamot, és a
megnovelt nyugdij is kedvezoen hat a nyugdijas egészségligyi ellataséra.

A dolgozat szerkezete a kovetkezd. A 2. szakasz ismerteti az élettartam
és a nyugdijba vonuldsi kor méar emlitett statisztikdjat. A 3. szakasz egy, a
korabbiakat altalanosité modellparban elemzi az eszmei szamlarendszer elvi
hib&jat. A 4. szakaszban a szabdlyos jaradékfiiggvények esetében is kimutat-
juk az ujraelosztdst. Az 5. szakaszban tényleges adatokon hasonlitjuk 6ssze a
korabbi és a mostani mddszert; valamint szampéldan szemléltetjiik az eredeti
és a médositott eszmei nyugdijszamla kiilénbségét. A 6. szakaszban levonjuk
a kovetkeztetéseket.

2 Elettartam és nyugdijazasi kor statisztikaja

Az eszmei nyugdijszamlat a korosztalyon beliili Gjraelosztds kapcsan birdld
rugalmas nyugdijkorhatér (vagy valtozé nyugdijkor) modellcsalddjanak kulcs-
feltevése szerint varhatéan minél késébb hal meg valaki, anndl tovabb dolgo-
zik, még akkor is, ha eltekintiink a maximalis korhatar elott meghaltaktol.

Ezt a feltevést tamasztja ald az 1. és 2. tablazat. Ismertetésiinket a tabla-
zatpar 2. oszlopaval kezdjiik: az 57-65, illetve 52-65 korév kozott nyugdijba
vonuldsi kor szerint csoportositja a 2004-ben elhunyt férfiakat és néket. A 3.
oszlop e személyek relativ gyakorisdgat adja meg. A 4. oszlop ezek nyugdijban
toltott éveinek az dtlagdt mutatja. Az 1. oszlop a csoport atlagos élettartamat
tartalmazza mint az életkor és a nyugdijtartam 6sszegét. Az 5. oszlop az adott
kortaknak a nyugdijba vonulas tényétol fiiggetlentil szamitott, a korméanyzat
altal figyelembe vett hatralévé varhaté élettartamét kozli (az el6z6t6l eltérd
népességre szamitva). Ezért a halandéségi (és a vele pozitiv korreldciéban 116
kereseti) heterogenitdsbdl fakadd kontraszelekciét elhanyagold eszmei nyug-
dijszamlék elvileg hibdsak. A 6. oszlopban a nyugdijtartam pontos egyéni
és pontatlan kormanyzati becslésének a kiilonbsége, a becslési hiba szerepel.
Példaul a kordbban emlitett 64 éves férfiaknal e hiba 23,4 — 13,7 = 9,7 év.

Csak futdlag emlitjiik meg, hogy adataink nagyon kezdetlegesek, és nem
tesznek kilonbséget a kiilonb6z6 korosztalyok egyre javuld halandésagi gor-
béiben. Ugy vélem, hogy minden hibajuk ellenére adataink meggy6z6en bi-
zonyitjak a nyugdijkor és a varhato élettartam kapcsolatét.
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Atlagos  Hatralévg

Relativ nyugdij- varhatoé Becslési
Elettartam Nyugdijkor  gyakorisig tartam élettartam hiba
L+ Dgr L+ R 100fRr Dr - R Mg Sr
69,3 57 7,4 12,3 18,0 —5,7
71,5 58 6,0 13,5 17,3 -3,8
73,2 59 4,6 14,2 16,7 —-2,5
77,2 60 60,5 17,2 16,1 1,1
79,1 61 12,7 18,1 16,4 1,7
82,9 62 3,9 20,9 14,9 6,0
85,4 63 2,1 22,4 14,3 8,1
86,4 64 1,6 23,4 13,7 9,7
89,3 65 1,4 24,3 13,1 11,2

Megjegyzések. L =20, Sg = Dr — R — MR. Esetszam: 28,5 ezer,
Magyarorszag, 2004. Borléi Rudolf és Marosi Judit publikédlatlan szamitasa

1. tdbldzat. Elettartam-nyugdijba vonulési kor, férfi

Atlagos  Hatralévg

Relativ nyugdij- varhatoé Becslési
Elettartam  Nyugdijkor gyakoriség  tartam élettartam hiba
L+ Dgr L+ R 100fRr Dr - R Mg Sr
66,8 52 2,3 14,8 27,4 —12,6
68,8 53 2,0 15,8 26,6 -10,8
73,7 54 2,3 19,7 25,7 —6,0
75,7 55 46,2 20,7 24,9 4,2
79,6 56 16,8 23,6 24,1 -0,5
81,3 57 7,9 24,3 23,3 1,0
82,7 58 5,9 24,7 22,5 2,2
84,4 59 4,0 25,4 21,7 3,7
86,7 60 4,3 26,7 20,9 5,8
86,6 61 2,6 25,6 20,1 5,5
86,5 62 2,0 24,5 19,3 5,2
86,5 63 1,7 23,5 18,5 5,0
87,0 64 1,0 23,0 17,7 5,3
86,5 65 1,0 21,5 16,9 4,6

Megjegyzés. Vo. 1. tadblazat. Esetszam: 30,3 ezer.

2. tdbldzat. Elettartanrnyugdijkor, néi

Figyeljiik meg, hogy mig a férfiaknal a konstrualt élettartamok monoton
novekvéek, addig a néknél az 59 év folott nyugdijba men6 12,6 szazaléknal
86,5 év koriili élettartam mellett 60-65 éves korban széréodik a nyugdijkor,
azaz nyilvan a munkadldozat szerint heterogén népességrél van szé. Az em-
pirikus adatok attekintése utan ratériink az életkorral valtozé élettartam
modellezésére.

3 Az eszmei nyugdijszamla 4j modellparja

Uj modellparunkban feltessziik, hogy a kormanyzat ismeri az egyéni halan-
dosigok sztochasztikus eloszlasat, s megfogadva Banyar javaslatat, megen-
gedjik, hogy a legkordbbi haldlozasi kor kisebb legyen mint a legkésGbbi
nyugdijba vonuldsi kor. Ezért a korményzat az életkorral véltoz6 (nem pedig
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rogzitett) vérhatéd élettartamnak megfeleléen szémitja ki az eszmei nyug-
dijszamla alapjin az éves nyugdijat. A szimmetrikus informécié esetén a
dolgozdk is igy gondolkodnak, az aszimmetrikus informdcié esetén viszont
kihasznaljdk sajat, pontosabb informaciéjukat. Az egyszeriiség kedvéért egy
id6 utan a modellben a nyugdijkor helyett az élettartamot vessziik egésznek,
és megengedjiik, hogy a szolgdlati id6/nyugdijkor tort szém legyen. Emellett
Banyar javaslatat kovetve az élettartamtol fiiggetlen helyett fiiggd (névekvé)
keresettel szamolunk.

Szimmetrikus informacio

Kiindulasképp tegyiik fol, hogy a kormanyzat szamara a dolgozdk élettar-
kovetve, egyelore tegyiik fel azt is, hogy a dolgozok sem tudnak tobbet sajat
élettartamukrol, s csak lustasidguk vagy szorgalmuk fiiggvényében mennek
elobb vagy késobb nyugdijba. Technikai egyszertisités, hogy minden dolgozo
L = 0 évesen kezd el dolgozni: ezért a szolgalati id6 és a nyugdijba vonulasi
kor egyenlo. Legyen f; annak a valdszintisége, hogy valaki ¢ évesen hal meg,
i=a, ..., w; y i fi =1, aéswrendre a halandésdg szempontjibdl figye-
lembe vett kezdd és végsd kor. A pozitiv egész szammal jellemzett a kortdak
feltételes hdatralévé varhaté élettartama

ZZJ:(H-I fili —a)
ZZJ:(L+1 fi

Feltessziik, hogy M, csokkend sorozat, de a csokkenés korlatozott: M, >
Mai1 > M, — 1.

Sziikségiink lesz M (-) kozbiils6 értékeire is, amit linedris interpoldciéval
adunk meg. Legyen az A valds szadm egész része a = [A], tortrésze {A}, azaz
A =a+ {A}. Ekkor

M, =

>0. (1a)

M(A) = (1—{A)M, +{A} M,y é —1<M(A)<0.  (1b)

Feltessziik, hogy a dolgozé keresete mindvégig w. Az eszmei szdmla elve
(jele: alsé/felsé index N) szerint az R évesen nyugdijba vonul6 dolgozé addig
Osszegytlt sajat befizetése TRw, biztositdsmatematikailag méltanyos nyug-
dija

- M(R)’ @

Vegyiik észre, hogy a nyugdijba vonuldst egy évvel elhalasztva, a jaradék
szamlaloja nd, a nevezGje pedig csokken, azaz a jaradékfiiggvény is né, s a
halasztas duplan emeli az éves jaradékot! A varhaté nyugdijszamla-egyenlege
egyébként valéban nulla:

2n(R) = 7Rw — M(R)b(R) = 0. (3)
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Egy masik szimmetrikus esetet is vizsgalhatunk, ahol mind a kormanyzat,
mind az egyén ismeri az élettartamot. Ekkor a teljes (Full) informécids jara-
dékfiiggvény

br(R) = S2 (4)

s ez szintén nulla életpélya-egyenleget ad:
zr(R) =TRw — (D — R)bp(R) =0. (5)

Figyelemre mélt6, hogy Breyer—Hupfeld (2009) tipusfiiggetlen nyugdijkor mel-
lett a nyugdijképlet médositasaval (5)-héz hasonléan teljesen eltiintette az
tjraelosztast.

A szokdsos megkozelitésben a dolgozé célfiiggvénye az életpalya-hasznos-
ségfiiggvény, amelyet az 6ssznyugdij tomege helyett (Banyar elfajult valasz-
tésa) a nyugdijfolyam id6beli eloszldsa és a nettd keresetek idSbeli eloszldsa
definidl. Ezt a célfliggvényt maximalizdlja az optimalis nyugdijkor, és ezek
atlagat maximalizalja magasabb szinten a korméanyzat, de ezzel a kérdéskorrel
a cikkben nem foglalkozunk.

3.1 Aszimmetrikus informacio

A szimmetrikus informéciés modellel ellentétben, az 1. és 2. tdbldzat szerint
— leszamitva a késén nyugdijba vonulék nék heterogenitasit — az R évesen
nyugdijba vonulék D élettartama kozel sem allandd! Ezért a tovabbiakban
egy olyan modellt vazolok, ahol a dolgozdk élettartama csak a korméanyzat
szamara tlnik sztochasztikusnak, de a dolgozok szamara determinisztikus:
aszimmetrikus informacié. Hitelesebb lenne, ha az élettartamokat is szto-
chasztikussa tennénk, és akkor tablazatainkhoz hasonléan tort szamokat kap-
nank.

Tegytik fel, hogy az altalanos népességen belul létezik n =w —a+1 > 2
tipus, egész éves D = q, ..., w élettartammal, fp relativ gyakorisaggal. Fel-
tesszik, hogy a kereset tipusfiiggo: jele wp.

Szamitsuk ki Ujra az egyéni egyenleget, de ezuttal az aszimmetrikus infor-
méci6 mellett (erre utal az alsé D index). Bevezetjiik a D élettartam esetén
a nyugdijtartam pontos és becsiilt értékének a kiilonbségét, a becslési hibdt:

Sp=D—Rp—M(Rp).

(3)-mal ellentétben, most az egyenleget az aszimmetrikus informdciét fi-
gyelembe véve, a vart helyett a tényleges nyugdijtartammal szamoljuk:

R
zpy = TRpwp — (D — RD)% = (M(Rp) — D+ Rp)bn(Rp) =
= —SD bN(RD) .

Széban: az adott élettartamu és adott korban nyugdijba vonuldk egyenlege
a becslési hiba ellentettjének és a megfelelé nyugdijnak a szorzata.
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Ezen a ponton érintjiik korabbi cikkeink Banyar altal joggal biralt speciélis
feltevését; ott az aszimmetrikus informaciéji kormanyzat a legkorabbi nyug-
dijba vonulaskor rogzitett élettartambdl indul ki:

D* =" fpD,
D=«

s M(R) = D* — R képlettel szdmolva a becslési hiba, az eszmei szamla és
egyenlege egyszertien
Sp=D—-D*  by(R)= TD]ED—“’;; és zy(D) = (D* — D)bn(Rp) .

Itt jelezzik, hogy az 1. tdbldzat adatai szerint a legkorabban meghalt férfitipus
is (4tlagosan) 69 évig élt, amikorra mar mindenki nyugdijba vonult: Rpax =
65. A 2. tdbldzatban a legkorabbi néi haldlozdsi kor 66,8 éves — nagyobb,
mint a legkés6ébbi nyugdijkor: 65 év. Egyébként ezt tettiik fol korabbi cikke-
inkben. Ez ellentmond a két tablazatba kiviilrl bevitt varhaté hatralévd
értékek fokozatos csokkenésének.

A kovetkezdkben a feltevéseket adé képleteket kiilon szamozzuk: A1, stb.
Feltehet6 (egyébként a hasznossdgmaximalizalasbél levezethetd), hogy a ti-
pusfiiggd nyugdijkor gyengén névekvo fliggvénye az élettartamnak:

Rp < Rps1, D=qa,...,w—1. (Al)

Ehhez még empirikus alapon hozzatessziik, hogy a kereset—élettartam-fiigg-
vény is gyengén novekvo:

wp < Wp41, D=a,...,w—1. (AQ)

Vegyiik észre, hogy Al-A2, M(Rp) > M(Rp+1) és a (2) egyenldséghil

kovetkezik, hogy a nyugdfj az élettartam novekvé fiiggvénye: b < by 41
Kimondunk még egy természetes feltevést, amely az 1. és a 2. tablazat

szerint a magyar gyakorlatban is teljesiilt. Létezik egy olyan életkor, jele D,

amelynél rovidebb /hosszabb élettartamiakndl a becslési hiba pozitiv/negativ:
Sp <0, ha D<D é Sp>0, ha D>D. (A3)

(6) értelmében ekkor a révidebb életiick NDC-egyenlege pozitiv, a hosszab-
baké viszont negativ vagy nulla:

2N >0, ha D<D é  2z¥N<0, ha D>D. (7)

Megjegyezziik még, hogy érdemes lehet A3 helyett erdsebb feltevéssel élni,
nevezetesen a becslési hiba az élettartamnak nemcsak el6jelvalto, de csokkend
fliggvénye:

So <. <Sp <0< Sp,, <. <S8, (A3%)

Ekkor igaz az
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1. Tétel. a) A1-A3* esetén a hosszabb életiiek NDC-egyenlege az élettartam
csokkend €s negativ értéki fiigguénye vagy 0:
N N
0>25,,>...>%,. (8a)

b) Ha mind a keresetek, mind a nyugdijkorok tipusfiggetlenek, akkor a révidebb
életiiek NDC-egyenlege az élettartam csokkend és pozitiv értéki fliggvénye:

N N
2o >"'>ZD—1

> 25 > 0. (8b)
Bizonyitds. a) (7) szerint a hosszabb életiiek esetén (6)-ban a 2N elsé
tényezdje negativ, a mdsodik pozitiv. Az A3* szerint az elsd, A1-A2 sz-
erint a masodik tényez6 abszolit értéke novekvo, ezért szorzatuk negativ és
csokkend.
b) Ha wp és Rp éllandd, akkor bg is az, azaz zg aranyos Sp-vel, stb. O

Megjegyzések. 1. A rogzitett megkozelitésben A3* automatikusan teljesiil,
hiszen Sp = D—D*. 2. Hasonldan igaz A3* a tipusfiiggetlen nyugdijkorhatdr
esetén is, hiszen ekkor Sp = D — R* — M(R*).

1. Példa. Szemléltetésként mérlegeljiik a folytonosan egyenletes eloszlast,

ahol az eloszlasfiiggvény

F(x)zx_a, a<z<uw.
w—a

Emellett legyen a (felnéttkori) nyugdijkor a (felnéttkori) élettartam homogén
linedris fliggvénye: R(D) = pD, ahol 1/2 < p < 1. Banyar kritikdjat kovetve,
feltessziik, hogy a legkorabbi elhaldlozas megelézi a legkésobbi nyugdijba
vonulast: a < pw. Belathatd, hogy a varhaté élettartam

a—l—w.
2 )

D* =
és a hatralévd varhaté élettartam
M(A)=D"—A, ha 0<A<a

és
1
M(A):i(w—A), ha a<A<w.

A Dbecslési hiba fliggvénye szintén szakaszosan linedris:
S(D)=D-D", ha a<D<Dg

és
1
S(D):i[(2—p)D—w], ha Ds<D<w.

D = D* és A3 mellett A3* is teljesiil.
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Most mar ratérhetiink a vdrhatd egyenleg eléjelére:

2= Z fpzp. 9)
D=«

Ahhoz, hogy éltaldnosithassuk kordbbi tételiinket (v6. Simonovits 2001,
stink; a feltételes becslési hibdk keresetekkel silyozott varhaté értéke pozitiv
vagy nulla:

w
a4=ZfDSDwD20. (A4)
D=«

Korabbi specialis modelliinkben, ahol Sp = D — D* és wp = 1, ag = 0
volt. Ha a kereset nem noéne a varhatd élettartammal, akkor egyenletes
haldlozasi eloszlds esetén A4 nem teljesiilne: a4 < 0. Az 5. tdbldzatban latni
fogjuk, hogy egyenletes és folytonos haldlozasi valésziniiségek esetén mar az
élettartammal nagyon enyhén emelkedo keresetek is pozitivva teszik a ay-et.
Egyébként tipusfiiggetlen korhatir esetén A4 sziikséges is az dtlagegyenleg
negativitdsahoz. Ezek alapjan ugy vélem, hogy a feltevés elfogadhaté.

2. Tétel. Az A1-A) feltevéseink mellett az NDC vdrhatd egyenlege negativ:
2*N < 0; kivéve, ha Rp = R* és A} egyenldségre teljesiil.

N N_p

Bizonyitds. Behelyettesitve a zp-re vonatkozé (6) képleteket a z*-re
vonatkozé (9) képletbe és a bp = br,, = fpwp jelolést alkalmazva:
7NV = - Z fp SpwpBy . (10)

D=«
Sziikségiink lesz arra az észrevételre, hogy a

N TRD
ﬂD—m, ahol D=aq,...,w
helyettesitési aranyok névekvé sorozatot alkotnak.

Az A3 feltevés szerint az dtlag alattiakra Sp < 0, az &atlag folottiekre
Sp > 0. Kettévigva a z* Osszeget, és a pozitiv tagokban BN-t az utolsé
taggal ﬂg-nel becsiiljik felil, a negativ tagokban pedig az elsével, majd az
emlitett utolséval alul, a varhaté egyenleg fels6 becslése az A4 feltevés szerint

N < — Z foBySpwp =—BY ZfDSDwD <0.

D=« D=«
Ha R, < R, vagy a4 > 0, akkor z*VN < 0. O

Természetesen a hidnyt legegyszeriibben a jaradékok aranyos csokkenté-
sével lehet megsziintetni, példaul 7 helyére olyan 7(< 7)-t irva:
“ 7Rw

bn(R) = M) amelyre 2V =0. (11)
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Ezen a ponton 6nkritikusan elismerem, hogy az aszimmetrikus informacié
modellezése még mindig kivanni valot hagy maga utan: feltessziik, hogy
a kormanyzat ismeri Rp-t, de nem ismeri D-t. Hasonléan kifogasolhato,
hogy a modellben a kereseti kiilonbségek figyelembe vétele lehetOséget adna
a kormanyzatnak, hogy wp-bol kovetkeztessen D-re. Legjobb védekezéstink
az lehet, hogy a valésdgban a révidebb élettartamu és szorgalmasabb tipusok
azonos korban mennek nyugdijba, mint a hosszabb élettartamu és lustabb
tipusok. Hasonléan, az azonos életkorban elhaldlozottak életpalya keresete
szorédhat.

Nyugdijkor vs. nyugdijigénylési kor

Eddig szinte minden magyar és kiilfoldi kozgazdasz azt az alapvet6 kérdést
vizsgalta, hogy mi torténik valtozé nyugdijkor és azonnali nyugdijinditas ese-
tén. Banyar azonban egészen mas, és véleményem szerint lényegtelen kérdést
vizsgdl: rogzitett nyugdijtéke (C') esetén milyen korban (z) érdemes a nyug-
dijkifizetést inditani?

Ennek a mddositdsnak szinte csak az az értelme, hogy a (2) jaradékfiige-
vény szamlaldja allandéva valik, és elég a nevezovel foglalkozni. De ezt a
cikkében hangsilyozottabban kellett volna jeleznie és indokolnia. Ekkor az
eszmei szamla 1j alakot 0lt:

. C

b‘L:E) Jj:Rl"“...,w_l.
Ezzel az érdektelen valtozattal azonban nem foglalkozom. (Egészen més kor-
nyezetben Coile-Diamond—Gruber—Jousten [2002] vizsgalta, mikor érdemes
a munka abbahagyédsa utdn késleltetni a nyugdijinditést.)

4 Szabalyos jaradékfiiggvények és az djra-
elosztas

Ebben az eszmei szamlak helyett altalanosabb nyugdijrendszereket tanul-
manyozunk. Atfogalmazva Simonovits-Téth [2007] 4. tételét, kimondjuk,
hogy minden szabalyos jaradék—nyugdijkor-fiiggvényre az életpalya-egyenleg
az élettartam csokkend fiiggvénye: (8). Hatdsuk csak az djraelosztds mérté-
kében kiilonbozik.

De mindenekel6tt bemutatunk egy ellenpéldat.

2. Példa. Az az eset, ahol nincs tjraelosztds. Legyen a 3 > 0 helyettesitési
ardny tipusfiiggetlen: bp = Pwp, és legyen a (felndtt) nyugdijazasi kor
aranyos a (felnétt) élettartammal: Rp = pD (1/2 < p < 1). Kiegyenstilyozott
rendszer esetén (7p = 5(1 — p)) minden tipus életpélya-egyenlege nulla:

zp = TwppD — Pwp(l — p)D =0, D=a,...,w.

Ez a szabdly azonban ellentmond a jézan észnek, mert nem jutalmazza a
tovabbszolgalatot, és nem biinteti a korai nyugdijba vonulést.
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Definidljuk a szabdlyos jaradékfiggvényeket, és elhagyjuk az N indexet.
Legyen a bp az D tipus jaradéka. Tovéabbi feltétel: az Rp nyugdijkor ARp
gerjesztett novekménye kisebb, mint a megfelel6 jaradék aranya a jaradék és
az éves jarulék Osszegéhez:

bp
0<ARp < ——M— D= —1. Al*
>~ D_’TUJD—FbD) «, , W ( )

Feltessziik még, hogy a jaradék—bér kiillonbségi hdnyados legalabb akkora,
mint a kovetkez6 nyugdijkornak a hétralévo tényleges élettartamhoz viszo-
nyitott ardnya:

Abp S Rpi1
Awp — D—I—l—RD_;,_l)

D=qa,...,w—1. (A5)

(Figyeljiik meg, hogy a kiilonbségi hdnyados szamléldjaban bp41 két ok miatt
is né D-vel: wpy1 > wp; és Rpy1 > Rp!)

Az (A1*)-beli ARp-re vonatkoz6 felsé hatdrt nem kénnyii kozgazdaségilag
értelmezni, de célszerti megnézni a korabban targyalt NDC-jaradékokra. Be-
helyettesitve a bp = by (Rp) képletet a feltevésbe:

TRDU}D/M(RD) RD

<1.
Twp + TRp wD/M(RD) M(RD) + Rp

A feltevés gyengitése: ARp < 1 azonban mér természetes. Miért dolgoz-
zon valaki tobb mint egy évvel tEbbet, csak azért, mert egy évvel tovabb él,
mint a masik?

A kiilonbségi hdnyadosra vonatkozé (A5) feltevést még nehezebb értel-
mezni. A Simonovits—T6th cikkben a keresetek tipusfiiggetlenek voltak, ezért
ott ez a feltevés automatikusan teljestilt. Altaldnosabb keretiinkben csak azt
jelenti, hogy az élettartammal a tipusfiiggd kereset sokkal lassabban né, mint
a jaradék. Példaul ha Rp = pD, akkor a kiilonbségi hanyadosnak legalabb
p/(1 — p)-nak kell lennie. Numerikus példdinkban ezek a feltevések nem
mindig allnak fenn. Kimondhat6 azonban a

3. Tétel. a) Az A1*, A2 és A5 feltevések esetén minden szabdlyos jdradék-
fliggvényre az életpdlya-egyenleg az élettartam csokkend figgvénye:

Zoa 222D ZZD41 > 2 2 (12)
b) Kiegyensilyozottsdg esetén (z* =0) az elbjelvdltds is sziikségszert.

Bizonyitds. a) Elindulva a zp41 = (Twpy1 +bpy1)Rpi1 — bp1(D + 1)
képletbol, novelésekkel zp-hez jutunk. Valéban, bevezetve a bpi1 = bp +
Abp és a wpy1 = wp + Awp jeldléseket,

zp+1 = [T(wp + Awp) +bp + Abp|Rp 41 —bp1(D+1) =
= (TUJD + bD)RD+1 — bD(D + 1) + [TAU}DRD_H — AbD(D +1-— RD+1)] .

A kiilonbségi hényadosra vonatkozé feltevés alapjan a [ ]-ben levé 3. tag
negativ vagy 0, ezért elhagyjuk. Bevezetve még az Rpi1 = Rp + ARp
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jelolést, az elsé két tag kozti kiilénbség a ARp-ra vonatkozd feltevéssel
becstilhetd:

zp+1 < (Twp +bp)Rpt1 —bp(D+1) = zp + (twp + bp)ARp —bp < zp

azaz (12) igazolva van.
b) Trividlis. |

Végsé megjegyzés: kiilonbozo nyugdijszabalyok kiilonbo6zo nyugdijkort
adnak, és ezt figyelembe kell venni az Gsszehasonlitdsokban (Es6 és szerzé-
tarsai).

5 Numerikus szemléltetés

El6szor a tényleges magyar adatokon mutatjuk meg, hogy a két megkozelités
kozti kiillonbség kvantitative nem tul jelentGs, majd egy mesterséges uniszex
adatallomanyon Osszehasonlitjuk az eredeti és a médositott NDC miikodését.

A két megkozelités mennyiségi 6sszehasonlitasa

Az 1. és a 2. tdbldzat segitségével numerikusan is Gsszehasonlitjuk a durvabb
rogzitett és a finomabb valtozd élettartam adta nyugdijat és egyenleget.
Mivel nem ismerjiik a munkaba 1épési idoket, a kereseteket, a nyugdijakat,
ezért adatainkat homogenizaljuk, és eszmei szamlas nyugdij feltevésével egé-
szitjik ki. Mindegyik feltevés nagyon durva, de részben ellentételezik egymast:
a hosszabb életiiek statisztikailag kés6bb kezdtek el dolgozni (bér az egyete-
men t6lt6tt idejitk beleszamitott a munkaviszonyukba) nagyobb keresetiiek
voltak, viszont er6s degresszi6 rontotta kezdonyugdijukat. Jarulékkulcs: 7 =
0,3. A két megkozelités kozti kiilonbség nem valtoztat az eredményeink kva-
litativ mondanivaléjan: mig a roégzitettben a nyugdijak a bérkoltség 55 és
112 szazaléka kozott mozogtak, a valtozéban 61 és 103 szazalék hatarolja a
mozgasteret, és az életpilya-egyenleg az éves dtlagkereset [4,29; 13, 7]-szerese
helyett a [3,51; 11, 54]-szerese kozott véltozik.

“Rogzitett” “Valtozé”  “Rogzitett”  “Valtozd”
Elettartam  Nyugdfjkor nyugdij egyenleg
L+D L+ Rp 1006N 1006N 1002 1002

69,3 57 55,3 61,7 429,3 351,5
71,5 58 59,8 65,9 332,5 250,4
73,2 59 64,8 70,1 250,0 175,1
77,2 60 70,3 74,5 -9,9 —82,0
79,1 61 76,6 75,0 —156,4 —127,5
82,9 62 83,7 84,6 —488,8 —507,4
85,4 63 91,8 90,2 —1765,4 —1730,7
87,4 64 101,1 96,4 —1045,3 —934,6
89,3 65 112,0 103,1 —1370,4 —1154,2

Megjegyzés. L+D* = 77,06 év; R* = 40 év. Rogzitett esetben M(R) = D*—R.
1. tablazat adatai alapjan.

3. tabldzat. A két megkozelités killonbsége, férfi
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Férfi Né6i
Atlagos egyenleg  Szérds  Atlagos egyenleg  Szérds
EzN DzN EzN DzN
Rogzitett —0,337 3,006 —0,428 2,655
Valtozd —0,828 2,594 0,478 1,968

4. tdbldzat. A két megkozelités aggregdlt adatai

Nem mutatjuk be részletesen a két megkozelités kiilonbségét a nok esetén
(csak jelezziik, hogy a néi minta varhaté élettartama alig nagyobb, mint
a férfié, valosziniileg azért, mert a férfiaknal nagyobb a kihagyott rokkant-
nyugdijasok silya), és megbecsiiljiik az aggregalt veszteségeket. Nyolc ada-
tot kapunk: férfi-no, valtozé-—rogzitett élettartami megkozelités és az atlagos
egyenleg és az egyenlegek szérdsa kombinaciéja. Az eredményeket tébldzatos
alakban kozoljik, és E, illetve D rendre a varhaté érték és a szoras operatora.

A 2. tdbldzat aljan felborulé monotonitds miatt a valtozé megkdzelitésben
csak a férfi atlagegyenleg negativ, a n6éi nem. Ellentétben Banyar varakoza-
saval, a valtozé megkozelitésben az atlagos egyenleg abszolit nagysiga a
férfiaknal 2,46-szorosa a rogzitettnek, a néknél viszont valt az elojel. Banyar
varakozasdval 6sszhangban a szérds mindkét nem esetén csokken. A nagysag-
rend megitéléséhez sziikséglink van az atlagos szolgalati idékre: a férfiakndl
R* = 40,0 és anéknél R* = 36,4 év. E szampérhoz képest az atlagos egyenle-
gek eltérése fél-, illetve egyévnyi bértémeg, azaz az 1,5-3 éves jaruléktomeg.

Vélheto, hogy ha a valésdgos nyugdijrendszer rugalmasabb lett volna,
azaz a szolgdlati id6k /nyugdijkorok jobban szérédtak volna, akkor az dtlagos
szolgélati id6hoz viszonyitott dtlagegyenleg abszolut értéke és az egyenleg szé-
rasa jéval nagyobb lett volna. Valdsziniileg ugyanilyen hatasu lett volna, ha
figyelembe tudtuk volna venni, hogy a kereset—élettartam-fliggvény novekvo.

Eredeti és modositott NDC 0sszehasonlitasa

Ebben a részben egy mesterséges adatalloméanyon Osszehasonlitjuk az eredeti
és a médositott NDC-t, ahol az élettartamok egész szamok. A legegyszeriibb
analitikus haldlozas-valészintiségi fiiggvényt alkalmazzuk, az 1. példa egyen-
letes folytonos eloszldsdt. Az o = 42 és w = 72 év adja a legkordbbi
és legkés6bbi felndtt haldlozdsi kort (leszdmitva a 21 éves gyermekkort) és
takarékossaghdl csak 3 évenként 1éptetjiik a rendszert. Feltessziik, hogy a kor-
hatér az élettartam 2/3-a. Az 1. példdban megadott képleteket hasznaljuk.
Tovabba feltessziik, hogy a bér—élettartam-fiiggvény linearis: w; = w, +
6(i — ), ahol az 4tlag 1. Ezért az onkényesen vélasztott w, = 0,9 mellé
6 = 0,0066 ... tartozik. A jarulékkulcs 7 = 0,3.

Az eredeti, de kiegyensulyozott NDC-rendszerre vonatkozd aggregélt sta-
tisztikdkkal kezdjiik. ED = 57 év; ER = 38 év; Eb = 0,558; Ez = 0,05 és
Dz =48, s ag = —0,007. (Ugy valasztottuk meg a minimalis élettartamhoz
tartozé w, bért, hogy a, még éppen negativ legyen.) Beldthatd, hogy az
NDC-re a varhato életpalya-egyenleg negativ, 2,5 évnyi bértomeg, azaz 7,5
év koriili jaruléktomeg. (A hidny eltiintetéséhez a jaradékokat 5,5 szdzalék-
ponttal kell cstkkenteni, 7 = 0,244-et {rva a (11) jaradékfiiggvénybe.)
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Az 5. tabldzat 1. oszlopa a 11 tipus varhaté élettartamat, a 2. és 3. oszlopa
rendre az élettartam-specifikus jaradékat és egyenlegét adja meg. Figyeljik
meg, hogy a legrovidebb élettartamuak éves jaradéka meglehetGsen kicsiny: a
megfeleld netto kereset 34 szézaléka; mig a leghosszabb varhato élettartamué
meglehetésen nagy: a megfelelé netté kereset 140 szdzaléka. Az életpélya
egyenlegek csokkennek, kezdve a sajat brutté kereset 5,1 évnyi tobbletétol
egészen a sajat bruttdkereset 9,1 évnyi hidnydig. A Abp/Awp > 2 elégséges
feltevés all.

A mddositott NDC-rendszerben (jele M index) tompitjuk az Osztonzést
(Simonovits, 2001). Legyen 6 egy 0 és 1 kozti valds szam, és az eredeti NDC-
jaradék 6 hatvanyat szorozzuk meg egy alkalmas b* allandé jaradék 1 — 6
hatvanyaval:

by = (bp)"(0")' 7, (13)

ahol 8 = 0,5 és b* = 0,527. Hasznossagi és joléti fiiggvények hianyaban
lemondunk a valtozd 6sztonzési hatas elemzésérol.

A moédositott futds aggregalt statisztikdi a kovetkezdk: ER = 38 év;
Eb = 0,501; Ez = 0,0 és Dz = 2,166. Lattuk, hogy a b* = 0,527 valasztas
Osszhangban van a tobbi paraméterértékkel. Emellett a moddositott futas
egyenlegének szérasa az eredetinek csupdn 45 szdzaléka!

Az 5. tablazat utolsé két oszlopa a médositott NDC-futas élettartam-spe-
cifikus jaradékat és egyenlegét adja meg. Figyeljik meg, hogy a legrévidebb
élettartamiiak éves jaradéka a mdédositas miatt no: a megfelel6 netto kereset
59 szazaléka; mig a leghosszabb varhaté élettartamié a korabbindl szerényebb:
a megfeleld nett6 kereset 108 szazaléka. Az életpalya egyenlegek csokkennek,
de Gsszenyomottan; kezdve a sajatkereset 2,6 évnyi tobbletétol egészen a
sajat kereset 3,8 évnyi hidanyig. Az életpélya egyenleg tovéabbra is csokken az
élettartam novekedésével.

Varhaté Kiegyensilyozott Médositott
(felndtt) életpdlya életpdlya
élettartam  N-jaradék N-egyenleg M-jaradék M-egyenleg
D by iy b M
42 0,212 4,579 0,371 2,371
45 0,250 4,523 0,402 2,250
48 0,295 4,307 0,436 2,046
51 0,348 3,881 0,474 1,740
54 0,412 3,175 0,515 1,307
57 0,490 2,090 0,562 0,716
60 0,588 0,480 0,616 —0,080
63 0,713 —1,878 0,679 —1,145
66 0,816 —3,964 0,726 —1,974
69 0,936 —9,964 0,777 —2,974
72 1,078 —10,032 0,834 —4,177

Megjegyzések. Rp = pD, p =2/3, (11) és (13) alapjin.

5. tabldzat. Az eredeti kiegyensilyozott és a mdédositott NDC Gsszehasonlitdsa

Zarasként megjegyezziik, hogy ha az egyenletes haldlozasi valésziniiségnél
redlisabb eloszlast hasznalnank, akkor az eszmei szamla bizonyara kisebb
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torzitast okozna. Ugyanez lenne a hatdsa, ha a nyugdijba vonuldsi korok
nem homogén linedrisan fliggnének az élettartamoktol, hanem siirtisédnének
egy norma koril.

6 Kovetkeztetések

Az NDC alapjaban véve jé nyugdijrendszer, amely automatizalja a hosszi
tavon névekvd, idéskorban varhaté élettartama miatt sziikséges kiigazitast,
és az adott korosztdlyon beliil a késéi/korai nyugdijba vonulds jutalmazését/
biintetését. Mindazonaltal elhanyagolja, hogy a nyugdijba vonulasi kor fiigg a
varhato élettartamtél, amely viszont erds pozitiv korrelacidoban van a kereset-
tel. Ezért ez a rendszer til erés ujraelosztast valosit meg a rovidebb varhato
élettartamu és rosszabbul keres6ktol a hosszabb varhaté élettartamu és job-
ban keresok javara. Mindségileg hasonlé Gjraelosztas valésul meg minden sza-
bélyos (és sok més) séma esetén, de az jraelosztds mérete az NDC-hez képest
jelentosen csckkenthetd. Tovabbi kutatdsra van sziikség, hogy kalibralt ada-
tokkal mechanizmustervezéssel meghatarozhassuk az NDC tarsadalmilag op-
timélis médositasat. Addig is nagyobb dvatossdg indokolt az NDC alkal-
mazasaban, még akkor is, ha a raszorultsagi nyugdij vagy nyugdijjovairas
tompitja az NDC karos hatasait.
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REVISITING THE CRITIQUE OF THE NONFINANCIAL DEFINED
BENEFIT PENSIONS

In our earlier works (e.g. Esé—Simonovits—Té6th [2011]) we had analyzed the pitfall
of NDC (nonfinancial defined contribution). The NDC formula neglects the fact
that the remaining life expectancy is a poor proxy for the length of time spent in
retirement: the later one retires, the longer he/she lives. Therefore their lifetime
balance is negative, while the others’ is positive. We had assumed that the benefit
formula fixed the average life expectancy (making it independent of age) and ne-
glected any wage heterogeneity. Banydr [2011, 2012] rightly criticized our works for
these rude simplifications. In this paper, I show that even incorporating Banyér’s
two proposals, under quite general assumptions, the systemic error remains. I re-
ject, however, his fixing the value of the initial pension capital and his replacement
of variable (flexible) retirement age by variable claiming age and thus negating the
systemic error.

Keywords: nonfinancial defined contributions, variable retirement, adverse selec-
tion, actuarial fairness
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A KVAZI- ES ALTALANOSITOTT HIPERBOLIKUS
DISZKONTALAS HOSSZU TAVON!

NESZVEDA GABOR - DEZSO LINDA
,,Lendilet” Kutatocsoport, Budapesti Corvinus Egyetem — Bécsi Egyetem

Az intertempordlis dontések fontos szerepet jatszanak a kozgazdasigi mo-
dellezésben, és azt irjak le, hogy milyen atvaltast alkalmazunk két kiilonb6zé
idépont kozott. A kozgazdasdgi modellezésben az exponencialis diszkontalas?
a legelterjedtebb, annak ellenére, hogy az empirikus vizsgédlatok alapjan gyen-
ge a magyarazé ereje. A gazdasdgpszicholdgidban elterjedt dltaldnositott hi-
perbolikus diszkontalds viszont nagyon nehezen alkalmazhaté kozgazdasagi
modellezési célra. fgy tudott gyorsan elterjedni a kvazi-hiperbolikus disz-
kontdlasi modell, amelyik gy ragadja meg a f6bb pszicholdgiai jelenségeket,
hogy kezelheté marad a modellezés sordn. A cikkben azt allitjuk, hogy hibas
az a megkozelités, hogy hosszu tavi dontések esetén, foleg sorozatok esetén
helyettesithet6 a két hiperbolikus diszkontalds egymassal. fgy a hosszu tava
kérdéseknél érdemes feliilvizsgalni a kvazi-hiperbolikus diszkontalassal kapott
eredményeket, ha azok az altalanositott hiperbolikus diszkontalasi modellel
valé helyettesithetdséget feltételezték.

Kulcsszavak: kvazi-hiperbolikus diszkontalas, dltalanositott hiperbolikus disz-
kontdlas, intertemporalis dontések.

Bevezetés

Az értékek és hasznossigok dtvéltasa a kiilonbozé idépontok k6zott alapvetd-
en hatarozza meg az élet szinte 6sszes teriiletét. A kozgazdasigi modellezést
mind a mai napig Samuelson (1937) vdrhatd diszkontdlt hasznossdgi modellje
dominalja. Ez az exponencidlis diszkontdlasra épiil, és az ismert modellek
kozott az egyediili konzisztens diszkontélasi forma (Koopmans 1960). Ezt a
gondolatmenetet azonban mar régdta kritika vezi (Bohm-Bawerk 1888-1930,
Strotz 1955), mivel a tapasztalat nem tdmasztja ald a hasznédlatdt. Mér a
legels6 kritikai észrevételekben megemlitik, hogy az emberi természet hajla-
mos a jelenbeli hasznossdgokat feliilbecsiilni, mig a jovébeli hasznossagokét
aranytalanul alulbecsiilni. Késobb a kisérletek alapjan mar egyértelmiivé
valt, hogy az elméletben elfogadott egységes konzisztens kamatlab elmélete
nem firja le j6l az emberi dontések jellegét. Az exponenciélis diszkontéldshoz
képest szdmos anomalidt figyeltek meg (Benzion et al. 1989, Thaler 1981).
A legjelentésebbek az idéinkonzisztencia, a nyereség-veszteség aszimmetria,

IBeérkezett: 2013. 4prilis 22. E-mail: gabor.neszveda@gmail.com
2A diszkontaldst szokds a magyar nyelvben leszdmitoldsnak is nevezni.
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a nagysagi hatas, a gyorsitas és lassitas aszimmetridja és a pozitiv sorozat
preferdldsa. Az alternativ diszkontaldsi modellt elészor allatkisérletek alapjan
formalizaltak (Ainslie 1975, 1992) és a diszkontratat hiperbolikus formaban
adtdk meg.

Ezt tobben kiilénb6z6 formédban médositottdk (Mazur 1984, Harvey 1994),
de egyik moédositott modell sem tudta kelléen dltalanosan megfogni a felfe-
dezett anomdlidkat. Ebben hozott Gjat az dltaldnositott hiperbolikus diszkon-
talds (Loewenstein-Prelec 1992). Az dltaldnositott hiperbolikus diszkontélds
egységesen tudta kezelni az anomaélidkat az értékfiiggvény alkalmazédsdaval. A
kilataselméletben (Kahneman-Tversky 1979) hasznalt értékfliggvény segitsé-
gével mind a nyereség-veszteség, mind a nagysagi hatas magyarazhatova valt,
mig az altalanositott hiperbolikus megkozelités lehetGséget adott a kisérle-
tekkel megismert emberi viselkedés kelléen altalanos lefrasara. Viszont ez a
diszkontalasi fiiggvényforma nehezen kezelheto, igy oOsszetettebb modellek-
ben nem jol alkalmazhaté. Emiatt tudott gyorsan és kénnyen teret nyerni a
kvazi-hiperbolikus diszkontalds (Laibson 1997), amely az exponenciélis disz-
kontélast kiegészitette egy linedris jellegii fix koltséggel. A kvazi-hiperbolikus
diszkontdalas hasonld id6inkonzisztens viselkedést ir le, mint a hiperbolikus
diszkontdlas, de egy sokkal egyszeriibb és kezelhetobb formaban.

A kvézi-hiperbolikus diszkontélds alapgondolata, hogy exponencidlis disz-
kontdlast kovet a dontéshozd, de a jelen felé torzit azzal, hogy egy konstans-
sal mindent leértékel, ami a jovOben torténik (Phepls-Pollack 1968). Mivel
a kvazi-hiperbolikus diszkontalds lényegesen kezelhetobb a modellekben, de
egyben megragadja az altalanos hiperbolikus viselkedés két legfontosabb tu-
lajdonsagét (bar nem ragadja meg az anomélidkat), mind a nemzetkozi (Laib-
son 1997, Donoghue-Rabin 2000), mind a hazai szakirodalomban (Nagy 2011)
elOszeretettel hasznaljak a hiperbolikus diszkontalas helyettesitésére.

Cikkiinkben azt mutatjuk be, hogy a két diszkontaldsi modell hosszu tavia
dontések esetében kilonbozé eredményre jut, féleg sorozatok esetén. Ezért
olyan helyzetek modellezésére, ahol hosszu tavi kérdések is felmeriilnek, nem
lehet kozelitéen helyettesiteni egymassal a két diszkontalasi fiiggvényt.

A diszkontalasi modellek és az adodo anomaliak

Az exponencialis modell

Samuelson (1937) diszkontélt hasznossigi modellje a legelterjedtebb a koz-
gazdasigi elemzésekben és modellezésben. A modell szerint a dontéshozé egy
(co,-..,cr) fogyasztési tervet akkor és csak akkor preferdl egy (cf),...,cr)
fogyasztasi tervvel szemben, ha Y1 8tu(c;) > 30, 8'u(c;) , ahol & jeldli a
diszkontfaktort és ¢t az id6t.

Ezt a modellt szokas exponencialis modellként is hivatkozni, mivel a disz-
kontfliggvény az exponencidlis fiiggvényt koveti:

6= (lir)t’
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ahol r jeloli az egységnyi (egy idGszakra felszamitott) kamatldbat.

Ez a modell széles korben elterjedt konzisztens tulajdonsagai és jol kezel-
hetOsége miatt. Viszont az empirikus eredmények azt mutattdak, hogy a valds
emberi dontések jellegét nem irja le helyesen.

A legfontosabb anomaliak
Azonos kiilonbség hatasa

Ha megvizsgaljuk a diszkontalt hasznossagi modellt, akkor az alapjan a két
kiillonboz6 idépontbeli fogyasztas kozotti preferenciat csak a két idépont ko-
z0tt eltelt id6 hatdrozza meg (Loewenstein-Prelec 1992). Ez adja az ,,id6ben
konzisztens” tulajdonsagat, ami kulcskérdés a diszkontalt hasznossdg axio-
matikus levezetésében (Koopmans 1960). De a gyakorlatban gyakran meg-
fordulhat a preferencia két késleltetett hasznossag kozott, ha mindkettot azo-
nos mértékben eltoljuk. Thaler (1981) hires példéja jol rdmutat erre: valaki
konnyen preferdlhat egy almat ma, holnapi kettével szemben, ugyanakkor
inkabb valasztja a két almat 51 nap milva, mint az egyet 50 nap milva.

Az azonos kiilonbség hatésa (The Common Difference Effect) inkonzisz-
tens viselkedéshez vezet, ami az egyik leger6sebb anomaélia. A megfigyelések
szerint a legerésebb inkonzisztencia a jelen és a jovObeli hasznossagok kozott
van (Present Bias), azaz a jelen felé torzitunk leginkdbb. Ez egyben azt is
jelenti, hogy minél hosszabb idGintervallumrdl van sz6, anndl jobban csokken
az egységnyi diszkontrata.

Formalizélva: Ha egy t id6 elteltével kapott x1 hasznossagot ekvivalensnek
tart egy ¢ > ¢ 1d6 elteltével kapott x5 > x1 hasznossdggal, abbdl kovetkezik,
hogy tetszdleges € > 0 iddvel eltolva t-t és t'-t, a kés6bb kapott nagyobb hasz-
nossagot jobbra értékeli. Azaz ha U(xy,t) = U(xa,t'), akkor U(zy,t +¢) <
U(zo,t' +¢) .

Nagysagi hatas

A nagységi hatds (Absolute Magnitude Effect) alapjan az emberek a nagyobb
értékeket alacsonyabb kamatratdval diszkontaljdk, mint a kisebb értékeket
(Thaler 1981). A hatds magyardzata és modellezése nchezen megoldhatd.
Az ltalanositott hiperbolikus modell az értékfiiggvény (Kahneman-Tversky
1979) megkozelitéssel, mig Benhabib et al. modellje (Benhabib et al. 2010)
az egyszeri fix koltség felszamitasaval magyardzza a nagysagi hatast. For-
malizdlva: ha van két kis hasznossig (jelolje a ,,k” fels§ index) kiilonb6z6
idépontokban és van két nagy hasznosség (,,n”-nel jelolve) ugyanabban a két
idopontban, s ezek ekvivalens értéket képviselnek a dontéshozénak, akkor
az eltelt id6 a kis hasznossagra gyakorol nagyobb szazalékos hatast, azaz a
kis hasznossagndal nagyobb az elvart hozam. Azaz, ha t' > t és U(zk,t) =
U(zk, ') és U(a,t) = U(xh,t'), akkor sziikségszertien
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Nyereség-veszteség aszimmetria

A klasszikus megkdozelitésben a feltételezések kozott szokott szerepelni, hogy
mind a nyereségeinket, mind a veszteségeinket a piaci kamatlab alapjan disz-
kontaljuk. A kisérletek alapjén viszont a nyereségeinket nagyobb kamatlab
mellett diszkontédljuk, mint a veszteségeinket (Loewenstein 1987): ez a nye-
reség-veszteség aszimmetria (Gain-Loss Asymmetry). Formalizélva: ha két
idopont kozotti két hasznossdg ekvivalens egy dontéshozonak, akkor a nye-
reség hozama nagyobb, mint a veszteségé. Azaz, ha t' > t, a nyereség fels
indexe ,,n”, és a veszteségé ,,v", valamint: U(z],t) = U(z5,t') és U(zy,t) =
U(zy,t'), akkor

Késleltetés és felgyorsitas aszimmetria

Scholten és Read (2011) a kovetkezd példaval mutatja be a késleltetés és
felgyorsitas aszimmetridjat (Delay-Speedup Asymmetry). Képzeljik el, hogy
megrendeltiink egy csomagot. Ha megkérdeznék, hogy mekkora kompenzaciot
lennénk hajlanddak elfogadni, azért mert a csomag késik egy hetet, akkor az
elvart kompenzacio az egy hét késésért lényegesen nagyobb, mint amit azért
lennénk hajlanddak fizetni, hogy egy héttel korabban kapjuk azt meg. For-
malizalva: ha egy adott x hasznossiagot egy adott ¢ idoponthoz képest € > 0
idGintervallummal eltolunk, akkor annak a hozama magasabb, mint ha ezzel
az € > 0 idSintervallummal el6rébb hozzuk. Azaz

Ux,t+e) U(z,t)
Ut ~ Uli-e)

Eloszlasi hatas

A raciondlis déntéshoz6 a hamarabb elérhet6 hasznossagot preferalja az azo-
nos mértékl késébbivel szemben. Ezzel szemben a kisérletek ramutatnak az
eloszldsi hatdsra (Preference For Spread). Az eloszlasi hatds szerint a don-
téshozo preferalja, ha egyenletesen oszlik el a fogyasztasi palya. Példaul, ha
a résztvevok donthettek, hogy a kovetkezd harom hét soran mikor hasznaljak
fel az ajandékba kapott éttermi kuponjukat, akkor a tobbség a masodik hetet
valasztotta, mig ha két kupont is fel tudott hasznélni, akkor az elsé és a har-
madik hetet (Frederick et al. 2002).

Novekvé sorozat preferaldsa

A névekvd sorozatok preferdlasa (Preference for Improving Sequence) azt je-
lenti, hogy az emberek, ha megvélaszthatjik a bevételeik kifizetési sorozatat,
akkor a novekvot preferdljak a csokkenovel vagy éallandéval szemben még
akkor is, ha raciondlis feltevések mellett nem azt kellene (Frederick et al.
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2002). Ez a hatéas leginkabb a bérezési modelleknél meriilt fel, ahol a munka-
vallalé inkabb egy névekvé bért akar kisebb kezdeti bérrel, mint egy csokkendt,
ahol a kezdeti fizetése lenne a magasabb (Loewenstein—Sicherman 1991).

Hiperbolikus modellek

A jelenséget eldszor dllatkisérletekben figyelték meg. A kisérletek alapjan az
allatok inkabb valasztjak a korabbi kisebb, mint a kés6bbi nagyobb jutalmat.
Az itt megfigyelt adatok alapjan a diszkontfaktort elészor a legegyszeriibb
hiperbolikus forméban adtdk meg (Ainslie 1975).

1
6=,
t

ahol § jeloli a diszkontfaktort (a jovébeli eseményeket ezzel a szdmmal szoroz-
va kapjuk a jelenbeli értékiiket) és ¢ az id6t.

Késébb az emberek viselkedésének megfigyelése alapjan az egy paraméte-
res modellt javasoltdk (Mazur 1984)

1
o6 =—,
1+ Ekt
ahol k a paramétert és t az idot jeloli.

Késébb szamos hiperbolikus fliggvényforméat megvizsgaltak, hogy meg-
talaljak a kellden erds magyardzé erével birdt. Példaul az ardnyos (propor-
tional) hiperbolikus diszkontdlast (Harvey 1994)

1
kE+t’
ahol k jeloli a paramétert és t az id6t.

Ezek a modellek mind leirtdk az emberek iddinkonzisztens viselkedését,
de az anomalidkra nem adott valaszt egyik sem. Réadasul egyik sem ragadta
meg elég erdsen a jelen felé valé torzitast.

6:

Az altalanositott hiperbolikus diszkontalas

A hiperbolikus diszkontédldsi modellek jél megragadtédk az inkonzisztens vi-
selkedést és jol illeszkedtek az allatkisérletekben megfigyelt adatokra is, de
szamos empirikus megfigyelést nem tudtak magyarazni. Tébbek kozott nem
tudtak magyarazni a nagysagi, nyereség-veszteség és a késleltetés-gyorsitas
anomalidt sem.

Ezeket a hianyossagokat oldotta meg az dltaldnositott hiperbolikus disz-
kontdlds modellje (Loewenstein-Prelec 1992). Az éltaldnositott hiperbolikus
diszkontalds modell két részbdl 4ll, melyben a kilatds elmélet (Prospect The-
ory) (Kahneman-Tversky 1979) alapjdn vett értékfiiggvény megkozelitéssel
tudja magyarazni az anomalidkat, mig az altalanositott hiperbolikus diszkon-
talasi fliggvény segiti az atvaltast két idépont kozott

n
U(Cl,tl, CQ,tQ, ceey O,L, tn) = ZU(Ci)@(ti) s

i=1
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ahol ¢(t;) jeloli a diszkont fliggvényt és v(C;) jeloli az értékfliggvényt.

Ez alapjan egy fogyasztasi palya hasznossaga megegyezik a fogyasztasok
értékfiiggvényével szamolt értékeinek diszkontdlt Osszegével. A diszkontdlasi
fliggvényt pedig a kovetkezo alakban szokas felirni

<p(t)=(1+at)_ﬁ/°‘, a, >0,

ahol « jeloli, hogy mennyiben tér el a dontéshozd az exponencidlis diszkon-
talastol. Altalénosségban kijelenthetd, hogy a novekedésével no a jelen felé
a torzitds. Mig ha a tart 0-hoz, akkor (t) = e~ és igy 3 a piaci kamatléb.
0 leginkabb a piaci kamatlab értékeként értelmezhetd.

A modell elénye, hogy magyardzza a nagysagi, nyereség-veszteség és a
késleltetés-gyorsitds anomaliat is. A jelen felé vald torzitast és az idéinkon-
zisztenciat a diszkontalasi fliggvény irja le, olyan médon, hogy annak mértéke
és jellege egyénenként tud véltozni a paraméterek segitségével. Példaul a ki-
lataselmélet értékfiiggvénye alapjan kijelentheto, hogy azért diszkontéljuk a
nyereségeket jobban, mint a veszteségeket, mert a nyereségek értékfliggvényé-
nek meredeksége kisebb, mint a veszteségek értékfiiggvényének meredeksége.
A nyereség-veszteség aszimmetridra vezethetd vissza a késleltetés-gyorsitds
aszimmetriaja is.

A szédmos hiperbolikus diszkontélds kozott érdekes kozos vondst tar fel
Ahlbrecht és Weber (1997) munkéja, amely szerint a hiperbolikus diszkonta-
lasi fiiggvény altaldnos alakban:

1

6 — _(1—|—7‘)‘X(t) )

ahol a(t) az id6érzékelést jelenti és r a kamatlébat.

Ha «(t) linedris, azaz lényegében t-vel egyenld, akkor visszakapjuk az
exponenciglis diszkontéldst. Ha a(t) konkdv, akkor a hiperbolikus diszkon-
talasokat kapjuk vissza. Ezen beliil:

e Ha aft) = %, akkor Mazur (1987) modelljét kapjuk meg: ¢ =
(14 kt)~ L

e Ha aft) = %Z, akkor az altalanositott hiperbolikus diszkontalast
kapjuk meg: § = (1 + gt)~"/9 (a paramétereket most g-vel és h-val
jeloltiik, hogy ne keveredjen az id6érzékelés paraméterével a jelolés).

Ez a formalizédlas jol ramutat arra, hogy az idéérzékelés modja lehet az egyik
magyarazo eré a hiperbolikus diszkontfiiggvények mogott. Ez alapjan a hi-
perbolikus diszkontfiiggvények id6érzékelése konkav, szemben példaul az ex-
ponencialissal, ahol linearis.

A kvazi-hiperbolikus diszkontalas

A kvézi-hiperbolikus diszkontalast alapvetéen elészor a generdcidk kozotti
dontéshozatal makroszinti modellezésére taldltédk ki (Phelps — Pollack 1968).
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Phelps és Pollack (1968) alapgondolata szerint az exponencidlis diszkontéldst
hasznalva mindenki ugy dont, hogy a sajat és az Osszes tObbi generacionak
egylittesen a legjobb legyen. Viszont a jelenlegi generacio leértékeli a jovobeli
generaciok hasznossagat, és igy torzit a sajat értékei felé. A kvazi-hiperboli-
kus modell ezt egy 6 < 1 szorzdval veszi figyelembe

1

e

ahol t > 0 és csak egész szamokon van értelmezve, r pedig a kamatlab.

A modell egyszertisége és a jol kezelhetdsége miatt kés6bb mas jelenségek
vizsgalatakor is hasznalni kezdték, és kvazi-hiperbolikus diszkontalasként valt
ismertté. Laibson (1997) hasznélta el6szor ezt a fiiggvényformét kifejezetten
a hiperbolikus diszkontdlas hatasat vizsgalva a makrogazdasagi folyamatok-
ban. Késobb altalanossa valt az a felfogas, hogy a modellezés sordan az em-
pirikus eredményekre legjobban illeszkedd és azokat legjobban megragadd
altalanositott hiperbolikus diszkontalas helyettesitheté a kvazi-hiperbolikus
fliggvénnyel, mivel a lényegi részét ugyanigy megfogja. Vagyis a helyet-
tesitéskor csak bizonyos tulajdonsagok teljesiilését kovetelik meg, mikozben
egyértelmi, hogy a két fliggvényforma alapjaiban mas, igy sz6 sem lehet egy-
szertsito atalakitasrél. Mikozben a helyettesités egyre elterjedtebb szakmai
elemzésekben, a mai napig nem sziiletett elemzés arrdl, hogy milyen esetben
miikodik, és milyen esetekben nem alkalmazhaté a kvézi-hiperbolikus modell
az altalanos hiperbolikus helyettesitéseként. Cikkiink tovabbi részében ezt
vizsgaljuk.

A helyettesithet6ség alapgondolata

A kvéazi-hiperbolikus diszkontéldssal valé helyettesitést Laibson (1997) mér
emlitett cikkére lehet visszavezetni, melyben ¢ maga igy érvel a kvazi-hiper-
bolikus diszkontfiiggvény hasznalata mellett: ,,Ez a diszkontalasi struktira
jol utanozza a hiperbolikus diszkontalasi fiiggvények kvalitativ tulajdonsagait,
mikozben megtartja az exponencidlis fliggvény konnyti kezelhetGségét” (Laib-
son 1997, 450. o0.). A késébbiekben erre hivatkozva tekintik helyettesithetének
az altalanositott hiperbolikus fliggvényt és a kvézi-hiperbolikus fliggvényt
(Angeletos 2001, Laibson 2007, Nagy 2011).

Laibson a cikkében csak két tulajdonsagot emlit, amit meg tud ragadni
a kvazi-hiperbolikus diszkontdlds. Az egyik az inkonzisztens viselkedés a
jelen és a jov6beli vagy akar két jovébeli preferencia kozott. A maésik az id6
hosszdnak névekedésével csokkend egységnyi diszkontrata. Azaz az exponen-
cidlis 6 diszkontdlas esetén —f'(t)/f(t)-t egy konstans diszkontrata jellemzi
(log(1/6), mig az altaldnositott hiperbolikus esetén a diszkontrata folyama-
tosan csokken, ha az id6 hossza nd, a §/(1 + at) figgvényt kovetve.

Ezek az allitasok nem garantaljak, hogy a két mdédszer minden téren ele-
gendden hasonlé kovetkeztetésekre jut.
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Sorozatok diszkontalasa

Hosszi tavia dontések modellezése sordn sokszor nem egyszertien egy tavoli
esemény diszkontaldsat feltételezik, hanem még tovabb mennek és sok egymast
kovetd hasznossagét. Hosszu tava dontést vizsgalunk példaul akkor is, amikor
a dontéshozé egy életciklus modellben dont a varhaté jovedelmei és kiaddsai
fliggvényében, vagy hosszi tavu egyensilyok elemzésekor, vagy olyan Gssze-
fliggések esetében, mint példaul az orokjaradék. Ezeknél nem egyszeriien
hosszi tavi dontésekrdl van sz4, hanem sorozatok értékelésérdl is. A soroza-
tok pontos diszkontdlasat még nehezen kezeli a szakirodalom, de az biztos,
hogy tobb hatés is torzitja (eloszlasi, névekvé sorrend), ami miatt nem te-
kinthetiink ra gy, mint a sorozat tagjai diszkontalt értékeinek Gsszegére.

Az orokjaradék példdjan azt mutatjuk be, hogy az altaldnositott hiper-
bolikus diszkontalas helyettesitése a kvazi-hiperbolikus diszkontélassal vi-
szont még akkor is problémakhoz vezet, amennyiben tugy tekintjiikk, hogy
a dontéshozo egymastdl fliggetleniil egyenként diszkontalja a jovobeli sorozat
elemeit.

Az orokjaradék

Az orokjaradék az egyik legegyszeriibb sorozat. Az orokjaradék esetében
minden idGszakban kapunk a végtelenségig egy adott C Osszeget és az a
kérdés, hogy ez mennyit ér nekiink a jelenben. Masképp fogalmazva mekkora
a nettd jelenértéke egy ilyen orokjaradéknak. Az exponencialis diszkontéldst
hasznélva erre egy viszonylag egyszerii formulat kapunk, ahol egy érokjaradék
értéke C/r. (Egyszerli végtelen mértani sor Gsszegképlet alapjan, ahol r a
kamatlab.)

Ezek utan vizsgaljuk meg a kvazi-hiperbolikus diszkontalast. Ebben ez
esetben az eredmény 3C/r lesz, ahol § a kvazi-hiperbolikus modellbél ismert,
a jelen felé torzitas mértékét adja meg. Ez szintén egy egyszerii, jol megfog-
haté formula.

Mikozben az altalanositott hiperbolikus modell alapjan még az sem ga-
rantalt, hogy a nettd jelenérték egy véges érték, addig a kvazi-hiperbolikussal
szamolt netté jelenérték mindig egy véges érték.

Allitas. Amennyiben az dltaldnositott hiperbolikus modell paramétereire igaz
az, hogy B szigorian nagyobb, mint «, akkor az érokjdradék netto jelenértéke
véges érték, mig ellenkezd esetben nem.

Bizonyitds. A kérdés az, hogy a >_,(1 + at)~5/® végtelen sor mikor
konvergens és mikor nem. Konvergens akkor és csak akkor lesz, amikor a
>.n" P (p € IR) konvergens. A Cauchy-féle kondenzacids teszt szerint mo-
noton fogy6, pozitiv tagi sorokra > 2 a, véges akkor és csak akkor, ha
> ooe 2"agn véges, ami ebben az esetben azt jelenti, hogy p > 1. Tehét az
eredeti egyenlet esetében a 3 > « feltételnek kell teljesiilnie, hogy konvergens
legyen a sorosszeg. O

Osszefoglalva, az altalanositott hiperbolikus diszkontalds esetén az Orok-
jaradék akkor és csak akkor konvergens, ha 8 > «a, mig a kvazi-hiperbolikus
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esetében mindig konvergens. fgy az orokjaradék esetében az altalanositott
hiperbolikus diszkontalds alapjaiban juthat mas kovetkeztetésre, mint a kvézi-
hiperbolikus.

Hosszu tava hatarérték

Ahlbrecht és Weber (1997) modellje alapjén jél 1athatd, hogy a kvazi-hiperbo-
likus diszkontalas az ido linedris érzékelését feltételezi egy szakadési ponttol
eltekintve, mig az altaldnos hiperbolikus modell az id6 konkav érzékelését
feltételezi (a = 0 kivételével). Mar énmagaban ez is jelzi, hogy hosszi tdvon
a két fuggvény drasztikusan masképp szamol.

A kiilonbség az egységnyi kamatldbak kozott akkor a leglatvanyosabb,
ha t tart végtelenbe. A kvézi-hiperbolikus diszkontalds egységnyi kamatlaba

r-be tart:
1 1
= lim {/B—m—ov = —— .
6 il \/ﬂ(l—l—r)t 147

Az altaldnositott hiperbolikus diszkontélds egységnyi kamatldba ezzel szem-
ben 0-ba tart (o > 0), igy

1 1
6=1lm }/—————==-=1.
e (1+ at)b/ 1

Nagyon hosszi tavon az altaldnositott hiperbolikus modell egységnyi ka-
matlaba 0-ba tart, igy egységnyi idéért a végtelenben mar nem kér semmit.
A kvézi-hiperbolikus diszkontéldsndl is folyamatosan cstkken az egységnyi
kamatlab, de legalabb egy konstans r > 0 kamatlabat mindig felszamit.

Hosszu tavia kiillonbségek becslése megfigyelések
alapjan

Ahhoz, hogy hosszi tavra megbecsiiljiik a modellek értékeit, egy kisérletet
végeztiink. Kisérletiinkben egyetemistdkat kérdeztiink meg, hogy egy adott
nagysagu nyereséget vagy veszteséget mekkora Gsszegért lennének hajlandé-
ak id6ben eltolni. Ezek alapjan kaptuk meg a tébb mint 100 résztvevonél
(N = 113), hogy 5000, 85 000, 1 200 000 forint esetén mennyiért lennének
hajlandéak elfogadni 3, 6, 9, 12, 18 hénapnyi cstszdst (veszteség esetén meny-
nyit lennének hajlandéak maximum fizetni a cstszésért). Ezen értékek alap-
jan egy atlagos kamatlabat kaphatunk mind az 0sszeg nagysiga, a nyereség-
veszteség dllapota, mind az id6 miilésa tekintetében. A kamatlabakbdl pedig
kiszamolhatjuk az egységnyi diszkontratat, amely a harom hénapos kamat-
labnak felel meg. Ezzel kiilonbo6zo6 idotavra felszamolt kamatokat egységesen
Ossze tudunk hasonlitani. Ha megvizsgaljuk ezeket az atlagos egységnyi disz-
kontrata értékeket, akkor azok jol reprezentaljak az eddig mar ismertetett
anomalidkat, tehat 6sszhangban vannak az eddigi megfigyelésekkel.
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3 hénap 6 hénap 9 hénap 12 hénap 18 hénap

Nyereség: 5000 HUF 0,23 0,18 0,15 0,12 0,11
Veszteség: 5000 HUF 0,19 0,12 0,10 0,09 0,07
Nyereség: 85 000 HUF 0,10 0,08 0,08 0,06 0,05
Veszteség: 85 000 HUF 0,11 0,06 0,05 0,04 0,03
Nyereség: 1200 000 HUF 0,10 0,09 0,06 0,05 0,04
Veszteség: 1200 000 HUF 0,06 0,05 0,03 0,03 0,02

1. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata dtlaga (3 hénap). Forrds: Sajit készitésii.

Benzion és térsai (1989), az adatok szempontjabdl egyik leghivatkozot-
tabb cikkiikben hasonlé értékekre jutottak. Ez a cikk elsGsorban arra iranyul,
hogy kisérletekkel bizonyitsa, hogy az emberek kiilonb6z6 koriilmények kozott
(nyereség-veszteség, pénz nagysaga. ..) mas-més kamatldbat hasznalnak. fgy
egyértelmiien elvethetd az a pénziigyi feltételezés, hogy a dontéshozok min-
den helyzetben a piaci kamatlabat hasznaljak a diszkontdlasra. Osszesen 204
egyetemista didk valaszai alapjan kaptak az alabbi tablazatokat, ami jelen
elemzésiink soran idedlis arra a célra, hogy a vizsgalt Osszefliggéseket egy
figgetlen adathalmazon is vizsgaljuk a sajatunk mellett.

Nyereség (USD) 0,5 év 1év 2 év 4 év

40 0,60 0,39 0,26 0,22
200 0,43 0,26 0,23 0,20
1000 0,41 0,28 0,20 0,19
5000 0,18 0,16 0,15 0,12

2. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata (6 hénap) édtlaga
nyereség elhalasztasanal. Forrds: Benzion et al. 1989, 276 o.

Veszteség (USD) 0,5 év 1 év 2 év 4 év

40 0,33 0,22 0,19 0,14
200 0,26 0,17 0,16 0,13
1000 0,22 0,16 0,15 0,12
5000 0,15 0,11 0,09 0,08

8. tdbldzat. Egységnyi diszkontrata (6 hénap) édtlaga
veszteség elhalasztasandl. Forrds: Benzion et al. 1989, 276 o.

Mindegyik esetben lathat6 a magas kezdeti érték és hogy idében cstkken
az egységnyi kamatldb. A kovetkezékben a sajat és az 6sszehasonlité nemzet-
kozi adatokon egyarant bemutatjuk az altalanositott és a kvazi-hiperbolikus
diszkontélas illeszkedését. Mivel mindkét modell két paramétert hasznal,
azonos szabadsagfokkal rendelkeznek, igy ezt nem kell kiegyensilyozni, az
abszolut eltérés Gsszege kielégitoen kifejezi az illeszkedés josagat.

Eloszor a sajat adatokat mutatom be aszerint, hogy veszteségrol vagy nye-
reségrol van-e sz0, és hogy mekkora 6sszeg kapcsan valaszoltak a résztvevok.
Jél lathato, hogy a 4. és az 5. tablazatban talalhaté 6 esetbll 4-szer az
altalanositott hiperbolikus modell adott jobb illeszkedést, 2-szer pedig a kvazi-
hiperbolikus modell. Ami még érdekes, hogy mindegyik esetben o > 3, ami,
mint lattuk, azt jelenti, hogy tetszoleges dllapotban azt kapjuk eredménytl,
hogy az altalanositott hiperbolikus modellezés esetén egy orokjaradék nem
véges szam, mig a kvazi-hiperbolikusndl igen. Tehat a két modell kiilonb6z6
kovetkeztetésre jut a tapasztalati adatok alapjan kalibrélva.
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Nyereség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-
(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-
bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus
a Jé] Jé] r abszolit  abszolut
paraméter paraméter paraméter kamatlab hiba hiba
5000 0,70 0,26 0,85 0,08 0,10 0,12
85000 0,70 0,13 0,96 0,04 0,05 0,07
1200000 2,57 0,21 0,91 0,02 0,08 0,07

4. tdbldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai nyereségben a sajat kisérlet
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Veszteség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(HUF) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolut  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatldb hiba hiba
5000 1,53 0,26 0,87 0,05 0,04 0,09
85000 9,70 0,39 0,92 0,01 0,03 0,03
1200000 2,23 0,11 0,95 0,01 0,01 0,03

5. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a sajat kisérlet
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

A Benzionék cikkében ko6z6lt adatok hasonlé eredményt mutatnak. A 6.
és a 7. tablazatbdl kiolvashatéan — amelyeket a hivatkozott cikk adataibdl
szamoltunk ki —, az illeszkedés josaga még kiegyenlitettebb, mivel a 8 esetbol
4-4 esetben illeszkedik jobban az egyik, illetve a masik modell. Viszont a
Benzionék cikkében szerepl6 adatok alapjan is minden esetben o > (.

Nyereség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolit  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatlab hiba hiba
40 0,70 0,41 0,85 0,16 0,20 0,05
200 0,32 0,28 0,92 0,16 0,10 0,05
1000 0,29 0,25 0,91 0,14 0,15 0,06
5000 0,44 0,19 0,95 0,10 0,02 0,08

6. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a Benzion cikk
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Veszteség Alt. Alt. Kvazi- Kvazi- Alt. Kvazi-

(USD) hiper- hiper- hiper- hiper- hiper- hiper-

bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus bolikus

a Jé] Jé] r abszolut  abszolut

paraméter paraméter paraméter kamatldb hiba hiba
40 0,79 0,29 0,91 0,11 0,05 0,09
200 0,39 0,20 0,94 0,11 0,05 0,05
1000 0,36 0,19 0,95 0,10 0,04 0,06
5000 0,41 0,12 0,96 0,06 0,03 0,01

7. tabldzat. A modellek paraméterbecslései és az illeszkedés hibai veszteségben a Benzion cikk
alapjan. Forrds: Sajat készitésii.

Kijelenthetjiik, hogy mind sajat megfigyeléseink, mind a hivatkozott cikk

szerint a megfigyelt adatok abba a tartomanyba esnek, ahol a két diszkontalasi

modell teljesen mas eredményre jut, példaul egy orokjaradék esetében, ami
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alatamasztja a két modell helyettesithetoségének megkérddjelezhetOségét ilyen
tipusu problémak esetén. Ez minden olyan esetben komoly problémékat vet-
het fel, ahol sorozatok értékelésérdl van sz6 és hosszu tavu elemek is vannak a
sorozatban. A helyettesithetdség probléméja ugyanakkor nem csak sorozatok
esetén mertl fel. El6fordulhat olyan hosszu tava dontési helyzet, ahol mar
egyszeri diszkontdlas esetén is méas eredményre jut a két diszkontalasi modell.
Ha megvizsgaljuk, hogy a megfigyelt adatokra illesztett modelleknél mennyi
id6 utén érjiik el azt az dllapotot, hogy az egyik modell (ez mindig a kvézi-
hiperbolikus) legaldbb kétszer akkora kamatot szamit fel, mint a mésik, azt
kapjuk, hogy ez viszonylag hamar megtorténhet.

A Benzion et al. cikk adatai alapjan kijelentheté, hogy barmekkora
pénzrol van szd, és attdl is fliggetleniil, hogy nyereségrol vagy veszteségrol
van-e sz0, 7,5 év utan mar legalabb kétszeres a kiillonbség. Sajat adatbazisunk
eredményei valamivel arnyaltabb képet mutatnak.

Nyereség (HUF) Negyedév
5000 16
85000 19

1200000 19

Veszteség (HUF) Negyedév
5000 16
85000 34

1200000 35

8. tabldzat. Mennyi id6 utdn lesz legaldabb kétszeres kiilonbség a két modell
kamatratai kozott a sajat kisérlet alapjan. Forrds: Sajat készitést.

A 8. tdbldzatbdl l1dthatd, hogy mig nyereségben kis eltérés van a pénzossze-
gek nagysaganak tekintetében, de 5 év utdn mar minden esetben legalabb
kétszeres a kilonbség a két modell kozott, addig veszteségben mar lassabban
alakul ki ekkora kiilénbség. Azonban 10 év utdn mar itt is nagysagrendi a kii-
lonbség, vagyis még az emberek szamara fontos idétavon beliil kialakul ilyen
kiilénbség. A Benzion et al. cikk adatai alapjan viszont kijelentheté, hogy
12-13 félév utan mar kétszeres kiilonbség alakul ki. De itt is megfigyelhet6
az a tendencia, hogy minél nagyobb 0Osszegrol van szd, annal késobb alakul
ki ekkora kiilénbség, és az is megfigyelhetd, hogy a veszteségben atlagosan
szintén késébb alakul ki ilyen nagy kiilénbség. Tehat mindkét adathalmazon
azt a tendenciat lathatjuk, hogy a pénz nagysdganak novekedésével jobban
hasonlit a két modell eredménye egymasra, illetve azt is, hogy veszteségben
inkabb hasonlit a két modell kovetkeztetése egymasra, mint nyereségben.

Nyereség (USD) Félév
40 11
200 12
1000 13
5000 12

Veszteség (USD) Félév
40 11
200 13
1000 13
5000 15

9. tabldzat. Mennyi idd utéan lesz legaldbb kétszeres kiilonbség a két modell
kamatratai kozott a Benzion cikk alapjan. Forrds: Sajat készitést.
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(")sszefoglalés

Cikkiinkben a kozgazdasigi modellezés alapkérdései kozé tartozéd intertem-
poralis dontések modellezését vizsgaltuk. Mig a szokdsos elemzésben a mai
napig az exponencialis diszkontalds a legelterjedtebb, annak ellenére, hogy
gyenge leiré erével bir a megfigyelt adatok kapcsdn, az er6sebb magyarazo
erejii modellre igényt tartd elemzok szamara rendelkezésre all az altalanositott
hiperbolikus diszkontalas, ami viszont modellezési célra nehezen alkalmazhato
Osszetett fuggvényformaja miatt. Ezért terjedt el a kvazi-hiperbolikus disz-
kontdlas, amely megragadja az altalanositott hiperbolikus diszkontaldsi mo-
dell két legfontosabb tulajdonsagat, de ugy, hogy koézben konnyen kezelheto
marad. Ennek koszonhetoen elterjedt gyakorlat az, hogy a kvazi-hiperbolikus
diszkontdalast hasznaljak a modellezés soran, helyettesitve az altalanositott hi-
perbolikus megkozelitést, ami révid tavi dontéseknél nagyon jol is miikodik.

Hosszu tavi dontések kapcsan azonban a két modell helyettesithetésége
er0sen megkérddjelezhet6. Bar a kvazi-hiperbolikus modell jél megragadja
az altalanositott hiperbolikus modell tulajdonsagait révid tavon, azt mar
hosszi tavon csak nagysagrendi kiilonbségekkel tudja megtenni. Tetszoleges
tapasztalati eredmények alapjan kalibralt modellek esetén igaz, hogy legaldbb
10 éves dontések esetén (sok esetben mar 5 év utdn) az egyik diszkontélds (a
kvazi-hiperbolikus) legaldbb kétszer akkora kamatldbhoz vezet, mint a mésik.
Réadasul a modellezés soran sokszor nem két idépont kézotti atvaltasrdl van
csak sz6, hanem sorozatok diszkontéldsardl is. A sorozatok diszkontaldsandl
még kevésbé feltételezhetjiik a helyettesithetoséget a cikkben bemutatott
elméleti és tapasztalati eredmények alapjan. Bemutattuk példaul, hogy az
orokjaradék kapcsan nem egyszerlien nagy eltérésrél van szé, hanem arrol,
hogy mig a kvazi-hiperbolikus fliggvény egy véges nettd jelenértéket ad az
orokjaradékra, addig az altalanositott hiperbolikus modell csak erds feltételek
mellett ad véges netté jelenértéket. Raaddsul a tapasztalati megfigyelések
alapjan ez az erés feltétel sosem teljesiil. gy nem egyszertien nagységrendi
kiilonbség van a két modell eredménye kozott, hanem alapjaiban jutnak
kiilénbozé kovetkeztetésre. Az eredmények alapjdn lathatjuk, hogy a két
diszkontdalasi modell kozott a helyettesités hosszu tavon nem miikodik. Ennek
fliggvényében érdemes tjragondolni azokat a nemzetkozi és hazai modellezési
eredményeket, amelyek hosszi tavu dontések kapcsan éltek a helyettesitéssel.
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QUASI- AND GENERALIZED HYPERBOLIC DISCOUNTING IN
LONG TERM

Intertemporal choice is one of the crucial questions in economic modeling and it
describes decisions which require trade-offs among outcomes occurring in differ-
ent points in time. In economic modeling the exponential discounting is the most
well known, however it has weak validity in empirical studies. Although according
to psychologists generalized hyperbolic discounting has the strongest descriptive
validity it is very complex and hard to use in economic models. In response to
this challenge quasi-hyperbolic discounting was proposed. It has the most impor-
tant properties of generalized hyperbolic discounting while tractability remains in
analytical modeling. Therefore it is common to substitute generalized hyperbolic
discounting with quasi-hyperbolic discounting. This paper argues that the sub-
stitution of these two models leads to different conclusions in long term decisions
especially in the case of series; hence all the models that use quasi-hyperbolic dis-
counting for long term decisions should be revised if they states that generalized
hyperbolic discounting model would have the same conclusion.
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