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OPTIMALIS MUNKAKINALAT RASZORULTSAGI
NYUGDIJRENDSZER MELLETT!

BESSENYEI ISTVAN
PTE Kozgazdasagtudomdnyi Kar

Mivel az optimalis munkakindlat meglehetésen bonyolult médon fligg a real-
bértdl és a szocialis ellatérendszer paramétereitol, az inter- és intratemporalis
redisztribiciét elemz6 modellek még a viszonylag egyszerii, homotetikus hasz-
nossagi fiiggvény alkalmazisa esetén is gyakran lemondanak az optimalis
munkakindlat analitikus meghatarozasardl, s kovetkeztetéseiket szamitégépes
szimulacio segitségével tamasztjak ala. F6 eredményiink annak megmutatésa,
hogy az aktiv és idéskori fogyasztas hatarhasznat a munkakinalat fliggvényé-
ben fejezve ki az analitikus elemzés is viszonylag egyszertien elvégezheto. fgy
konnyen belathatd, hogy a redlbér, a nyugdijszorzd, a munkanélkiili ellatas,
vagy a raszorultsdgi nyugdij mértékének megvaltozasa a munkakinalat rugal-
massiganak jelentds ingadozéasait eredményezheti, tovabba kereseteltitkolasra
Osztondzhet. A bemutatdsra keriilé mikromodellt a makroszintii egyenstly
elemzése egésziti ki, ahol az munkavallaléi preferencidk heterogenitasat is
figyelembe vessziik.

Bevezetés

Ismert, hogy a munkavéllalé szdmara maximalis intertemporalis 6sszhasznot
biztosité munkakinédlat nagysaga meglehetésen bonyolult médon fligg a real-
bértdl, illetve a nyugdijrendszer és munkanélkiili ellatas jellegzetességeit meg-
hatarozé paraméterektdl. KiilonGsen igy van ez raszorultsagi nyugdij esetén,
ahol a keresetardanyos nyugdijat, ha az elmarad a raszorultsiagi kiiszobhoz
tartozé értéktol, erre a minimalis szintre egészitik ki. Mivel ebben az esetben
az optimalizalds sordn analitikus eszkozokkel nehezen kezelheto, szakadasos
fliggvények addédnak, az elemzések soran gyakori az analitikus vizsgalatok
numerikus szemléltetéssel torténé helyettesitése.

Ebben a dolgozatban Simonovits (2012) modelljébél kiindulva az aktiv
és id6skori fogyasztas hatarhasznat a munkakindlat fiiggvényében fejezziik
ki, ami lehet6vé teszi a komparativ statikus vizsgdlatok egyszert analitikus
eszkozokkel torténd elvégzését, tovabbd a gyakran alkalmazott?, 4m megle-

1Jelen tanulmany a ,,TAMOP—4.2.2.C—11/1/KONV—2012—0005” pélyazati projekt tamo-
gatasaval késziilt. Koszonetemet fejezem ki Kovacs Erzsébetnek, Simonovits Andrasnak
valamint Cseres-Gergely Zsombornak a dolgozat elkészitéséhez nyujtott ttmutatdsért és
segitségért, mindazonaltal az esetlegesen el6fordulé hibakért a felelGsség a szerzdt terheli.
Beérkezett: 2013. jilius 11. E-mail: essenyei@ktk.pte.hu.

2P1l: Auerbach és Kotlikoff (1987), Feldstein (1987), Simonovits (2012), Valdés-Prieto
és Schwarzhaupt (2010)
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hetosen specialis homotetikus munkavallaléi hasznossagi fliggvény helyett
egy altalanosabb forma alkalmazasat, ahol a bérjovedelem ceteris paribus
emelkedésével az aktiv és idOskori fogyasztas ardnya is megvaltozhat.

Megmutatjuk, hogy az igy kapott hatarhaszon-figgvények szakadasi he-
lyének elhelyezkedése az add- és jarulékkulcs, valamint a nyugdijszorzé mel-
lett mind a realbér, mind pedig a raszorultsagi kiiszob nagysagatdl fligg, s ez
az elhelyezkedés dont6 szerepet jatszik a teljes életpalyan értelmezett munka-
kinédlat meghatarozasa soran. Megmutatjuk azt is, hogy munkanélkiili ellatas,
illetve raszorultsagi nyugdijrendszer esetén a realbér csekély mértéki emel-
kedése az optimalis munkakinalat valtozatlansdgaval éppugy egyiitt jarhat,
mint annak ugrasszerii emelkedésével. Vizsgaljuk tovabba a munkanélkiiliek-
nek fizetett jaradék és raszorultsagi nyugdij munkakinalatot csckkentd, kere-
seteltitkolast 0sztonzo és makroszintl egyensilytalansdgot el6idézé hatasat.
Azonban Simonovits (2011) és (2012) cikkeivel szemben nem foglalkozunk a
korményzat jolét-maximalizalasi feladatdval. Azért nem, mert vizsgalédésa-
inkat a munkavallaléi preferencidk heterogenitdsanak esetére is kiterjesztjiik,
és ekkor Arrow (1963) lehetetlenségi tétele szerint az egyéni hasznossagi fiigg-
vények demokratikus elvek alapjan nem aggregalhatok tarsadalmi hasznossagi
filggvénnyé3. Ugyanakkor Arrow lehetetlenségi tételébdl nem kovetkezik,
hogy az inter- és intratemporalis redisztribiciés rendszer mddositasainak
munkakindlatra, illetve makroegyensulyra gyakorolt hatasait hidbavalé lenne
vizsgalni. Dolgozatunk az ilyen jellegii vizsgalédasokhoz kivan hozzdjarulni.

A cikk alapvet&en neoklasszikus szemléleti, a keynesi tipust nehézségekre,
mindenekelott a kényszert munkanélkiiliség problémajara csak néhany lab-
jegyzetben torténik utalds. Az els6 részében ismertetjiik a modellt. A mésodik
részben azt vizsgaljuk, hogy miként reagal a munkakinalat a redlbér valto-
zésara. A harmadik részben a kereseteltitkolds feltételeit és a munkavallaléi
preferencidk heterogenitdsanak egyensilyra gyakorolt hatdsat vessziik szem-
igyre. A dolgozatot a legfontosabb kovetkeztetéseket 0sszegz, rovid szakasz
zarja.

1 A modell

A modell Simonovits (2012) és (2011) cikkein alapul, ezért ismertetése soran
ahol csak lehetséges, az ott alkalmazott jeloléseket kovetjik. Feltessziik, hogy
mindenki egységnyi hosszisagi ideig munkaképes és ezt egy p hosszisagu
nyugdijas idészak koveti, ahol 0 < < 1. A munkaképes idészak potencialis
munkakindlata T', a tényleges munkakinalat pedig: [, ahol 0 < | < T. A
T — I kiilonbség a szabadidé. A munkapiaci keresletet az idOegységre esé
realbér, w kozvetiti a munkavéllalok felé, a munkapiacrdl érkez6 tovabbi
jelzésektél eltekintiink?. Mindezek alapjidn az egyes munkavallalék teljes

3Az emiatt ad6d6 nehézségek kikiiszobolése céljabdl Feldstein (1987) egy paternalista
tarsadalmi j6léti fliggvényt vezet be, és ezt az eljarast koveti Valdés-Prieto és Schwarzhaupt
(2010) cikke is a ,,jéindulati tervez8” feltevését alkalmazva.

4Kiilonosen a keynesi tipusi modellekben (pl: Benassy (1977), Malinvaud (1977))
gyakori még az | < | mennyiségi jelzés szerepeltetése. Ha nem kivinjuk figyelmen kiviil
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életpélyara szamitott Gsszes bérjovedelme: wl. Legyen a transzferkulcs, azaz
az adé- és jarulékkules Osszege ¢, ekkor a netté bérjovedelem: (1 — t)wl, a
keresetaranyos nyugdij nagysaga pedig Swl, ahol § a nyugdijszorz6. Ha a
munkavallalé 6sszes bérjovedelme elmarad a -, raszorultsagi kiiszobértéktol,
akkor jovedelmét e kiiszobértékre egészitik ki. Hasonloképpen, ha a kere-
setaranyos nyugdij elmarad a 4 raszorultsagi kiiszobértéktol, akkor ennek
megfeleld nyugdijkiegészitést kap. Simonovits (2012) cikkét kovetve kizardlag
likviditas korlatos haztartasokkal foglalkozunk, ezért a maganmegtakaritastol
eltekintiink. fgy a munkavallalonak egyetlen dontési valtozdja marad: a
munkakindlat, kovetkezésképp az aktivkori fogyasztas ennek fiiggvényében
fejezhetd ki:

_ ., hatwl <,
¢ = c¢(l) = max (twl, v.) = 7 A= (1)
twl, ha twl >, ,
ahol £ = 1 —t. A nyugdijas kori fogyasztds ugyanezen dontési valtozoé
fliggvénye:

Ya,  ha fwl <vq

Bwl, ha pwl > 2)
) ZYd -

d = d(l) = max (fwl, vq4) = {
Legyen tovabba ¢ a leszamitolasi tényezo, mely az iddskori fogyasztas hasz-
nossaganak aktivkorihoz viszonyitott silyat fejezi ki, és legyen 0 < § < 1.
Modelliinkbe az irodalomban szokéasos homotetikusnal altalanosabb hasznos-
ségi fliggvényt épitiink be. Mig példaul Simonovits (2011) és (2012) Cobb-
Douglas tipusi munkavéllaléi preferencidkat tételez fel, Auerbach és Kotlikoff
(1987) pedig CES tipusiit, addig cikkiinkben a Gali (2008) kényvében is alkal-
mazott CRRA hasznosségi fiiggvényt vessziik alapul. fgy az intertemporalis,
vagy életpdlya-hasznossig c(l), d(1) és T — [ aldbbi fiiggvénye:

cl—o’ (T _ l)1+'u d1—¢

U =1 T, +u6—1_¢,

(3)

ahol £ > 0 a szabadid6 hasznossaganak relativ silyat méri. Hasonl6é hasznos-
ségi fliggvényt alkalmaz Davig és Leeper (2011), bar d néluk a haztartds
redl pénzvagyonat jelenti, am ennek a munkakinalat szempontjabdl nincs
jelentésége. A (3) hasznossédgi fliggvény elénye, hogy nem feltétleniil ho-
motetikus, kovetkezésképp a bérjovedelem megvaltozasa esetén az aktiv- és
idoskori fogyasztas aranya nem feltétleniil marad valtozatlan. Ha o,¢ < 1,
akkor o = ¢ esetén fluggvénytlink c-ben és d-ben tovabbra is homotetikus, igy
a c¢/d hanyados konstans marad akkor is, ha a bérjévedelem novekszik, o > ¢
esetén azonban a bérjovedelem novekedésével az aktiv- és idéskori fogyasztas
aranya csokken. o < ¢ esetén pedig novekszik.

Megjegyzendd tovabba, hogy a (3) hasznossigi fiiggvény tovébbra is jél
viselked6 preferencidkat reprezental. Rogzitve példaul d nagysagat, az aktiv-

hagyni az ebbdl ad6dé nehézségeket, akkor jelolje T a munkaképes idészak potencidlis
munkakindlatdnak és a munkapiacon jelen levé mennyiségi korldtnak a minimumat!
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kori fogyasztas és szabadid6 sikjaban adédé kozombosségi gorbék negativ
meredekségiiek, tovabba o, ¢ > 0 esetén szigortian konvexek.
Az optimum elsérendii feltétele:

MU, + MUy = ¢ (1) + pbd=%d' (1) = £ (T — 1)’ = MdU; , (4)

mely szerint az aktiv és nyugdijas kori fogyasztas hatarhasznainak osszege
meg kell, hogy egyezzen a munkavallalds hatdraldozatdval, MdU;-lel®. A
hatarhaszon azonban a mikrookonémiaban megszokottdl eltéréen itt nem a
tobbletfogyasztasbdl adodd hasznossagnovekmény, hanem a tébblet-munka-
kindlatbdl adédé tébbletjovedelem &ltal lehetévé valt aktiv (MU,) és nyug-
dijas kori (MU,) fogyasztédsnovekedés miatt bekdvetkezé tobblethaszon. A
hatarhaszon fiiggvényekbdl a o, ¢ és v paraméterek kozgazdasagi tartalma
is egyszerien adddik, ezek az adott hatarhaszon munkakinalat szerint vett
konstans rugalmassagaiként értelmezheték. A munkavéllalds hatarildozati
fliggvényével szemben v, > 0, illetve 74 > 0 esetén az aktiv és nyugdijas kori
fogyasztas hatarhasznai a munkakinalat szakadasos fliggvényei:

0, ha twl < v,
(fw) "7 177 hatwl > .

MU, =c¢ 7 (l) = { (5)

0 h l <
MUd _ Méd_¢dl(l) _ { a ﬂw Yd

18 (Bw) 1% ha ful > 4 ()

E hatarhaszon-fliggvények szakadasos jellegéb6l kovetkezik az

1. tulajdonsag

Legyen 7./t < v4/8, ekkor | € [7—0 7—”’} = MUy()=0.

tw?’ Pfw
Ezek szerint a szakadasi helyekhez tartozé munkakindlatok: [. = <
és ly = —é% altal meghatdrozott intervallumon a munkavallaléi optimum

(4) els6rendti feltételében csak az aktivkori fogyasztds hatdrhaszonfiiggvénye
meghatarozo, az idoskori fogyasztasé nem. Megjegyzendd, hogy [ < [, esetén
az aktivkori fogyasztas hatarhaszna sem meghatarozé, [ > [; esetén pedig
a nyugdijas kori fogyasztds is meghatarozéva valik. Hasonl6 tulajdonsagot
lehetne tovabbéa megallapitani a forditott, ./t > va/3 esetre, mivel azonban
meglehetGsen csekély annak realitdasa, hogy a munkakinalat meghatarozasat
az aktiv kori fogyasztas nem befolyéasolja, csak a nyugdijas kori, ezen forditott
esettel a tovabbiakban nem foglalkozunk.

5Ttt jegyezziik meg, hogy a (3) hasznosségi fiiggvény a paraméterek egységnyinél na-
gyobb értéke esetén is értelmezett, bar nem feltétleniil ad pozitiv értéket. Ebben az esetben
azonban az emlitett k6zombdsségi gorbék mar nem feltétleniil konvexek.

6 A jelolésben szerepld d utal arra, hogy itt negativ hatdrhaszonrdl, azaz hatérildozatrél
(disutility) van sz6, az I alsé index pedig arra, hogy ez a hatardldozat koézvetleniil a mun-
kavégzésbol adbdik.



Optimalis munkakinalat raszorultsagi nyugdijrendszer mellett 101

|
l

* [ *
g, b T !
Bw

2

g

1. dbra. Munkakindlat rdszorultsagi jaradék mellett

Az 1. dbra az optimélis munkakindlat meghatédrozédasat mutatja be az el-
sérendii optimumkritérium felhasznélaséval, de a (fw)' =7 179 és (fw)' 7 177+
(ﬁw)1_¢l_¢ hatarhaszon-gérbéknek csak a relevans darabjait tiinteti fel.
Legyen I, < I < lg, ekkor az 1. tulajdonsig szerint MUy(l) = 0, és igy:
MU.(l) = MU.(l) 4+ MUy4(l). Ebben az esetben tehdt az optimalis munkaki-
néalat meghatarozasa szempontjabdl MU, két szakadasi hely kozotti darabja
relevans. Ha pedig [ > [;, akkor az 1. tulajdonsdg miatt az MU, + MUy
gorbe relevans.

Szemiigyre véve az dbrat lathat6, hogy zérus munkakindlat mellett a (4)
optimumfeltétel nem teljesiil, azonban a (3) életpalya-hasznossignak lokélis
maximuma van. A paraméterek értékétél fiigg, hogy ez a lokdlis maxi-
mumbhely egyben globalis-e. Modelliinkben tehat megjelenik a munkanélkuli
ellatas és raszorultsagi nyugdij munkavallalas ellen 6sztonzo hatasa, melynek
gazdaséigi, tarsadalmi és politikai jelent&sége ismert. Amennyiben az egyén
gy dont, hogy nem fejt ki munkakindlatot, az aktiv és nyugdijas kori fo-
gyasztas révén elért intertemporalis 6sszhaszon:

1—0o 1-¢

bo=1=%+1=%"

tovabba 7., 74 > 0 esetén Uy > 0. Ez azt jelenti, hogy a munkanélkiilieknek

fizetett ellatas és a raszorultsagi nyugdij azok szamara is pozitiv intertempo-

ralis 6sszhasznot biztosit, akik egész életiikben nem dolgoznak. Vegyiik észre

tovabba, hogy ebben a helyzetben a munkakinalat kismértékii névelése nem

tesz lehetévé magasabb fogyasztast, s6t az életpalya-hasznossagot csokkenti,

tehdt a zérus munkakindlat a (3) hasznossagi fiiggvény lokélis maximumhelye.
Pozitiv munkakinalat esetén:

WMzAWM&@+MW@—MW@ML (7)
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A (7) Gsszefiiggés felhaszndldsdval egyszertien meghatdrozhatd, hogy a (4) op-
timumfeltételt kielégité munkakinalatok koziil melyik eredményez maximalis
hasznossagot a teljes életpalyan.

Legyen 17 = — folc MdU; dl. Ekkora hasznossidgvesztést szenvedne el az
egyén, ha zérus munkakindlat helyett [. = 7./ (fw) mértékii munkakindlatot
fejtene ki. Legyen tovdbbd Th = fll: (MU.(I) — MdU (1)) dl, ekkora tobblet-
haszonhoz jutna az egyén, ha zérus munkakinalat helyett {7 mértéki munkat
végezne. Lathatd, hogy —T7 < T», tehat [7-nél az intertemporalis 6sszhaszon
fiiggvényének nem csak lokalis maximuma van, hanem U(0) = Uy < U (I}).
Hasonlé médon lathaté be, hogy a globalis maximumhely [3-nal taldlhatd,
ekkora lesz tehat a munkakindlat optimalis szintje.

Azt, hogy a munkavégzés MdU; hataraldozati fliggvénye mellett a globalis
optimum nem a [j-nal, hanem [/5-ndl adddik, ugy értelmezziik, hogy a viszony-
lag magas bérjovedelem mellett, az igy elérheté nagyobb nyugdij is magasabb
munkakindlatra 6sztonoz.

A tobb munkavégzés altal elérheté magasabb aktiv és idéskori fogyasztas
0sztonzo hatdsanak illusztralasa céljabdl megvizsgaljuk, miként reagal az op-
timalis munkakinélat a szabadido relativ fontossaganak, azaz a £ paraméter
értékének a megvaltozasira. Ez az érték a 2. dbrdn a munka jelzés nélkiili
MdU; hatéraldozati fiiggvénye esetében a legalacsonyabb. Amennyiben ez a
fliggvény fejezi ki a munkavéllalé szabadid6hoz vald viszonyat, az optimalis
munkakindlat: ;.

|
c

P ¥ i
5 e U 4 B T l

w Bw

o+

2. dbra. Munkakindlat £ kiilonféle értékei esetén

"Ha az 4bran bemutatott helyzettel szemben I3 > T és T nagysagat a munkapiacon
meglévé mennyiségi korlat hatdrozza meg, akkor kényszerii munkanélkiiliségrél beszéliink,
mértéke: I3 —T. Nem biztos, hogy ebben az esetben az optimélis munkakinalat nagysiga
T . Legyen példdul T' = lg, ekkor az optimalis munkakindlat: IJ7 < T. Azt kaptuk tehét,
hogy a raszorultsdgi nyugdij kényszerli munkanélkiiliség mellett is csokkentheti a munka-
kinalatot.
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Ezzel szemben ha az egyén a munkavégzést kellemetlenebbnek érzékeli,
és szabadidohoz vald viszonyat a £ paraméter magasabb értéke fejezi ki, a
munkavégzés ehhez tartozo M dUﬁ' hataraldozati fliggvénye érvényes. Ebben
az esetben a keresetaranyos nyugdij elveszti 6sztonzé erejét, s csak a bérjove-
delem 6szt6nz6 hatdsa marad. Az dbran jol kdvethetd, hogy munkakindlat
az [} szintre csokken, mert az [ -ndl magasabb munkakindlat ugyan maga-
sabb nyugdijat, s igy magasabb nyugdijas kori fogyasztast tenne lehetévé
az egyén szamara, am ez nem kompenzalna a tobb munka végzésébdl adédd
hatranyokat. Az (5) és (6) hatarhaszon fiiggvényekbdl az is 1atszik, hogy o #
1 # ¢ esetén a kompenzaciéhoz magasabb realbérre, illetve nyugdijszorzéra
lenne sziikség, mert ekkor a hatarhaszon gorbék folfelé tolddnédnak. De az
lg= —5% szakadési hely 0 — 1 < ¢ esetén is balra tolédna, ezaltal csokkentve
a kompenzacié igényét, novelve egyuttal a kompenzéacio értékét. Hasonld
modon a munkakindlat novelésére 6sztonzé hatast fejt ki a raszorultsagi
nyugdij elegendé mértékii csokkentése a munkavallaléi preferenciaktol fug-
getlentl.

Amennyiben az egyén a munkavégzést még erételjesebben diszpreferdlja,
s ezt a £ paraméter még magasabb értéke mellett az M dUl# hataraldozati
fiiggvény fejezi ki, a bér is elveszti 6szt6nzd erejét. Figyelembe véve a (7)
Osszefiiggést, a 2. dbrdn jol lathatd, hogy U (lx) < 0 < Uy, ezért [ = 0 globdlis
maximumbhellyé valik, és a munkakindlat nullara csokken. Hasonlé meg-
gondolasok tehetdk & valtozatlan értéke mellett a nyugdijszorzd csckkenése
esetén. Ebben az esetben az MU, gorbe origé felé torténd elmozdulasa
csokkenti a munkakindlatot, &m az [ = 0 esetén is megmarad az [] pozitiv
szinten.

A raszorultsagi nyugdijrendszer, illetve a munkanélkiili ellatas jelenlétét a
modellben 7., 74 > 0 reprezentdlja. A 2. dbra fenti elemzése utdn nem nehéz
észrevenni a raszorultsagi nyugdijrendszer és munkanélkiili ellatérendszer altal
meghatdrozott I, = 2= és lg = g—i} pontok egy-egy érdekes tulajdonsagat:

e A munkakindlat optimaélis szintje nem eshet az [, pont valamely pozitiv

sugaru kornyezetébe,

e és az g pont valamely pozitiv sugaru jobb oldali kornyezetébe sem.

Tehéat a munkakinalat valtozédsa nem folytonos. Ezt mondja ki a

2. tulajdonsag

Jelolje I* az optimdlis munkakinalatot, ekkor

Je . Yd  Yd
. . * _— . : * _—,
A >0: " ¢ [0, ” + Ac} , valamint JA; >0: [* ¢ [ﬂw’ B0 + Ad] ,

ahol A, és Ay a hatarhaszon fiiggvények alakjatdl is fiigeg az aldbbi médon:
"gﬁ""Ac
/ (MUL(1) — MdU(1)) di — Uy = 0

2o

tw
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és

FL+Aq
/ (MUL(1) + MU(1) — MdU(1)) di = 0 .
;

A 2. tulajdonsig abbdl kovetkezik, hogy az (1) hasznossagi fliggvénynek
l-nél és 14-nél lokdlis minimuma van. Ez konnyen ellendrizhet6 a (7) Ossze-
fliggés felhasznaldsaval.

Vegytik észre, hogy 7. = 0 esetén T7 = 0, és igy A, = 0, tovabba
Yo = Vg4 = 0 esetén I, = lg = 0, és ezért az MU, + MU, goérbe min-
den pozitiv munkakindlati érték mellett relevéns, kovetkezésképp Ay = 0
és Igy az optimélis munkakindlat nagysdga a [0, T] intervallumon minden
pozitiv értéket folvehet. Ha tehdt sem részorultsidgi nyugdijrendszer, sem
pedig munkanélkiili ellatds nem létezik, a 2. tulajdonsag semmit nem mond.

2 Munkakinalat a realbér figgvényében

Attériink az optimalis munkakinalat w megvaltozasara vald érzékenységének
vizsgalatara Ezt célszeri a ¢ — 1 és ¢ — 1 specialis esettel kezdeni. Ha
még feltessziik, hogy v — —1, akkor a (3) hasznossigi fiiggvény a gyakran
hasznalt

U(l) = In (max (twl, .)) + £ In(T — 1) + pé In (max (Bwl, v4))
log-linearis formara egyszeriisodik, tovabba a relevans tartomanyokban
max (twl, 7.) = twl é max (Bwl, v4) = Pwl ,

ezért itt MU(I) = 1, és MU (1)+MUy(1) = 1—"}@. Ebben az esetben tehdt az
1. dbran feltiintetett hatérhaszon—gérbék helyzete w-t06l fiiggetlen. Mindazon-
altal w csokkenése esetén az [, = 4« és [, = 1L szaggatott egyenesek, azaz a
munkakindlat meghatarozasa szempontjabof relevans tartomanyok hatarai
jobbra tolédnak. Folytonosan csokkentve w értékét, a globalis optimum
eleinte az l5 értéken marad, majd [j-ba ugrik. Még tovabb csokkentve a
redlbért, egy darabig az [ értéken marad, majd a —T1 < T relacié is meg-
fordul, igy az optimalis munkakinalat a teljes életpalyan nullara csokken. Ez a
szitudcio az 6nkéntes munkanélkiili életforma valasztasaként is értelmezheto.
Mindez azt jelenti, hogy az | = S;(w) munkakindlati fliggvény értékkészlete a
{0, I1, I3} héromelemii halmaz. Ennél redlisabbnak tiinik egy olyan modell,
ahol a realbér véltozasaval a teljes életpalyara szamitott optimalis munka-
kindlat tovabbi értékeket is folvehet, ezért visszatériink a (3) hasznossagi
fliggvényhez.

0,¢ < 1 esetén némileg bonyolultabb a helyzet, mert az (5) és (6) &ssze-
fliggések szerint ebben az esetben w csokkenése a hatarhaszon-fiiggvények
relevans darabjainak lefelé torténé elmozdulasat okozza, és ezzel egylutt az
1. dbrén az I =I5 (w) és 15 = I3 (w) lokdlis maximumbhelyek is balra tolédnak,
tehat a munkakinalat optimalis nagysdga csokken. Ugyanakkor a relevans
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tartomanyok hatarait kijelol [, = 3¢ és [q = —é% szaggatott egyenesek jobb-
ra mozognak, ami azt jelenti, hogy a 2. tulajdonsag altal meghatarozottakon
tilmenden a globélis maximumhely semmiképp nem eshet az (If(wg),lq =
7o) intervallumba, ahol wy a redlbér 1. 4bran feltételezett kezdSértékét jeloli.
§zintén a 2. tulajdonsdgbdl kovetkezik, hogy nem eshet a globalis maximum-

hely a (0,l. = #2) intervallumba sem.

Ez az eredmény, mely szerint a munkakinilat a redlbérnek szakaddsos
fliggvénye, azért figyelemre mélto, mert modelliinkben a teljes életpalyara
szamitott munkakinalatot nem diszkrét valtozénak tételeztiik fel, hanem foly-
tonosnak. Hasonl6 médon lathatd be, hogy a munkakinilat a nyugdijszorzo-
nak, az ado- és jarulékkulcsnak, tovabba a részorultsagi jaradékok mértékének
is szakadasos fiiggvénye. Megjegyzendé még, hogy az 1. dbra egy olyan
helyzetet mutat be, ahol a munkakindlati fiiggvénynek két szakadasi helye
is van. Konnyt észrevenni, hogy £ alacsonyabb értéke esetén az MdU; gorbe
lejjebb tolddna, s csak az MU.+ MU, gorbével lenne egyetlen metszéspontja.
A 2. tulajdonsigbdl kévetkezik azonban, hogy a munkakindlat fiiggvénye
ekkor is szakaddsos, mivel az optimélis munkakinalat ebben az esetben is

vagy zérus, vagy az lg = g—i nagysagot meghaladé érték. Hasonld a helyzet
§ eredeti értéke esetén, ha & = 351

Az 1. dbran bemutatott hatarhaszon-fiiggvények felhasznaldsaval tovabbi
komparativ statikus elemzések viszonylag egyszerlien végezheték. Pusztan
eddigi fejtegetéseink ellendrzése céljabol, valamint a raszorultsagi nyugdij
nagysaganak munkakinalati fiiggvényre gyakorolt hatasat illusztralandod, a
8. dbrdn mégis bemutatjuk a munkakindlati fliggvény néhany szamitégépes
szimulécié révén készitett gorbéjét®. A szimuldcié paraméterértékeit az 1. tdb-
lazatban foglaltuk Gssze, a redlbér értékét 0,01-es 1épéskozonként valtoztattuk.
Ennek kévetkezménye, hogy a 3. abran bemutatott két gorbe nem szakadésos.
A szamitégépes szimulacid a szakadasi helyeknek egyébként is csupan kozelité
meghatarozasat teszi lehetévé, a pontos meghatarozas a 2. tulajdonsag alap-
jan torténik.

Az dbran két gorbe lathatd, az egyik a magasabb, v4 = 0,2 raszorultsagi
nyudijérték mellett, a masik pedig az alacsonyabb, v4 = 0,19-es értéknél.
Mint 14thatd, a két gorbe csak a w € (0,32, 0,34) bértartomanyban valik
szét?, tehat a raszorultsagi nyugdij mértékének csak ebben a bértartomsnyban
van hatdsa a munkakinalatra. Itt azonban ez a hatdas jelentésnek tiinik.

e | B[ o v 6 | t | u] o6 T
0,15 | 04 | 09| 09]09]04[05]06] 03] 1,9

1. tabldzat. A 3. 4brdan bemutatott szimuldciék paraméterei

8 A nemlinedris optimalizdldsi problémak megolddsat a GAMS szoftver segitségével
végeztiik.
9Kisebb 1épéskoz vélasztdsa esetén az az intervallum révidebb lenne.
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3. d@bra. Munkakindlat raszorultsagi jaradék mellett

A redlbér szinte valamennyi értékénél megfigyelhetd, hogy a munkakindlat
realbér szerint vett rugalmassiaga alig haladja meg a zérus értéket, kivéve
Y4 = 0,19 esetén a redlbér w = 0,32-es szintjét, 74 = 0,2 esetén pedig a
w = 0,33-as szintet'?. Hasonlé médon vizsgalhaté az aktiv korban érvényes
raszorultsagi kiiszobérték, v. megvaltozasanak hatésa.

Yo = Y4 = 0 esetén modelliink egyszerli aranyos nyugdijrendszert repre-
zental. Ebben az esetben nem fordulhat el6, hogy a munkakindlat optimalis
szintje teljes életpalyan zérus legyen, az MU, + MU, gorbe minden pozitiv
l-re relevans, a munkakinalat realbér szerint vett rugalmassiga pedig kevéshé
valtozékony.

3 A modell két kiterjesztése

Ebben a szakaszban az eddig targyalt modell két igen egyszerii kiterjesztését
mutatjuk be, melyek akar tovabbi kutatasok alkalmas kiindulépontjaul is
szolgalhatnak. A jelen szakasz elsé pontjaban az eddig alkalmazott mikro-
szintil elemzést folytatjuk. A mésodik pontban dttériink makroszintre.

3.1 Kereseteltitkolas

Modelliink eddig targyalt valtozataban a haztartasok egyetlen dontési valto-
z0ja a munkakinalat volt, ezzel reagaltak a munkapiac és szocidlis ellatérend-
szer altal meghatarozott kornyezet valtozasaira. Ebben a pontban feltessziik,
hogy a munkavéllalé egy tovabbi dontést is hozhat: munkavégzésbdl szarmazd
keresetét bevallhatja, vagy eltitkolhatja. Az egyszeriibb targyalds érdekében
feltessziik, hogy a dontés a teljes életpalyara vonatkozik, a részleges kere-
seteltitkolas esetétdl tehat eltekintiink. Azt vizsgaljuk, hogy a kereseteltitkolds

10Ttt természetesen ivrugalmassidgokrél van szé, bar az &bra a pontrugalmassigok
eltérését is szemléletesen illusztrélja.
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biintetésének hianyat feltételezve, pusztan a szocidlis ellatorendszer milyen
feltételek teljesiilése esetén képes a kereset bevallasat kikényszeriteni.

Feltessziik tovabbé, hogy a munkavallalo két dontése egymastdl fiiggetle-
niil sziiletik, ezért ebben a pontban munkakinalatat adottnak vesszik: * > 0.
Amennyiben az egyén keresetét bevallja, ugy aktiv és nyugdijas kori fogyasz-
tasa az (1) és (2) Osszefiiggések altal meghatdrozott médon alakul. Tovabbra
is eltekintve a maganmegtakaritds lehetségétSl'!, kereseteltitkolds esetén az
aktiv kori fogyasztds jelentésen megné: ¢ = wi* + .. A ndévekedés egyrészt
abbdl adddik, hogy a be nem jelentett jovedelem nem addzik, masrészt a .
jovedelemkiegészitésbol. Ugyanakkor nyugdijas kori fogyasztas: 4. Redlis
feltevés, hogy [wl* > -4, és ebben az esetben a nyugdijas kori fogyasztas
kisebb, mint a kereset bevallasa esetén.

Behelyettesitve a (3) hasznossagi fiiggvénybe kapjuk, hogy akkor érdemes
eltitkolni a keresetet, ha

()7 (Bul) (w90
1-o HTT1Tg 1-o HoT %
teljesiil. Bevezetve az . = - és g = - véltozékat, melyek a munkanélkiili

segély és raszorultsagi nyugdij bérjovedelemhez viszonyitott aranyat mérik,
a kereseteltitkolas fenti feltétele az alabbi formara irhaté &t:

() [+ )" =1 > Wﬁ_—l e ad IC

A fenti feltétel alapjan a szocidlis ellatérendszer valamely paraméterének
megvaltoztatasat akkor tekintjiik kereseteltitkolasra 6sztonzonek, ha a bal ol-
dali kifejezés értékét noveli, vagy a jobb oldalon allo kifejezés értékét csckkenti.
Mivel a (8) egyenlStlenség mindkét oldaldn pozitiv a szogletes zérGjelekben
szereplo kifejezések értéke, azt mondhatjuk, hogy kereseteltitkoldsra 6sztoncz
a magasabb adé- és jarulékkules (t), az alacsonyabb nyugdijszorzé (5), a
magasabb munkanélkiili segély (7.) és rdszorultségi nyugdij (v4). Erdemes
tovabba felfigyelni ra, hogy a bér megvéltozdsanak hatdsa az egyéni pre-
ferencidkat kifejezé ¢ — o kiilonbségtdl fiigg. Ha azonban foltesszik, hogy
az id6skori fogyasztas hatarhasznanak fogyasztas szerint vett rugalmassiga
alacsonyabb, mint ezen rugalmassag aktiv korra érvényes értéke, azaz ¢ < o,
tovabbd o < 1, akkor az alacsonyabb bér (w) is kereseteltitkoldsra 6szt6noz.
Ez a hatds nem mutathato ki o = ¢ esetén, amikor is a munkavallalo aktiv
és nyugdijas kori fogyasztasa vonatkozasaban értelmezett preferenciai homo-
tetikusak.

A kereseteltitkolds tehat lehet racionalis dontés, mégis rovidlaté viselke-
désnek tekinthetd, mivel az aktiv kori fogyasztast a nyugdijas kori rovasara
noveli. Vegyiik észre ugyanakkor, hogy a (8) egyenl6tlenség 6 = 1 mellett is
teljestilhet, s a kereseteltitkolds révén nyerhet6 tobblethaszon annal nagyobb,
minél nagyobb a o — ¢ kilonbség. Ez a kiilénbség tehat éppuigy a révidlato
viselkedéssel all Osszefiiggésben, mint a leszamitolasi tényezo.

11 A maginmegtakaritas lehetSségét is figyelembe véve targyalja a problémat Simonovits
(2008).
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3.2 Makro szintii egyensiily heterogén munkavallaléi
preferenciak esetén

Egyensilyinak azt a helyzetet tekintjiik, amikor az adé- és jarulékbefizetések
éppen finanszirozzak az aktiv korban kapott raszorultsagi jovedelmet, tovabba
az idoskori fogyasztast. Uniform preferenciak feltételezése helyett bontsuk
most a munkavallalokat két szektorra oly médon, hogy legyen w a haztartasok
azon részaranya, melyre & > &. Ekkor a modell 1. tulajdonsaga tovabbra
is valtozatlan forméban érvényes, a 2. tulajdonsdgban meghatarozott inter-
vallumok hatéarai azonban szektoronként eltéréek, ami eltéré munkakinalatot
eredményez, Legyen & elegendden nagy ahhoz, hogy a 2. szektorba tartozd
egyéneket az aktiv kor teljes egésze sordn visszatartsa a munkavéallaldstol!
Ekkor példaul a 2. Abran bemutatott M dUl# hataraldozati fliggvény érvényes.
A munkavéllalék 1 —w része pedig az alacsonyabb & paraméterértékkel jelle-
mezhetd, ezért munkakindlatuk: 15 > 0. Az egyensilyi feltételt most az
alabbi formaban irhatjuk fel:

(1 —w)twl; = (1 — w)pBwls + w(ve + 1ya) »

ahol a bal oldalon az Gsszes add- és jarulékbefizetés all, melyet a haztartasok
1. szektora teljesit. A jobb oldalon all6 elsé tag a haztartdsok ezen szek-
toranak kifizetett nyugdij, az utolsé pedig a 2. szektornak aktiv és nyugdijas
korban fizetett transzfer. Atrendezve az egyensuly fenti feltételét, egyszeriibb
formuldhoz jutunk:

(1 = w)(t — pB)wly = w(ve + puya) , 9)

mely azt fejezi ki, hogy az adé és jarulékbefizetések, valamint a jovedelemmel
aranyos nyugdij kiilonbségébdl kell finanszirozni az aktiv- és nyugdijas kori
raszorultsiagi jovedelmet. Ebbol a felirasbél mar jol lathatd, hogy t < ul
esetén az egyensily csak negativ raszorultsagi jovedelem révén johetne létre.
Modelliinkben ez egy olyan fix Gsszegli adé lehetne, melyet a munkaképes
vagy nyugdijas korban lévOknek kellene fizetnitik. Ezzel az esettel azonban a
tovabbiakban nem foglalkozunk, hanem feltessziik, hogy ¢ > ups.

A munkakinalatot meghatdrozé (4) optimumkritérium és a (9) egyensilyi
feltétel Gsszefiiggését a 4. dbra szemlélteti. A felsé koordindtarendszer az
1. dbrat ismétli meg azzal az eltéréssel, hogy a munkavégzés hataraldozati
fliggvényét a munkavallalék mindkét szektorara feltiinteti. Az alsé koording-
tarendszerben az origobdl induld egyenes a nett6 ado és jarulékbefizetések és
munkakindlat kozott fenndllé egyenes ardnyossagot reprezentalja. Meredek-
ségét az (1 —w)(t— pp) tényezd mellett a redlbér hatdrozza meg. A vizszintes
egyenes origdtol vald tavolsdga a nyugdijas idOszak hossza mellett a szabad-
id6t magasabbra értékelo, 2. szektor részaranyatol, valamint az aktiv és nyug-
dijas kori részorultsigi jovedelem mértékétdl fiigg. A két egyenes metszés-
pontjaban adddik az [5 egyensilyi munkakindlat, ami abrankon a tényleges
munkakindlattal egyezik meg.
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w(ve + wyy)
w (Ve + pya) —

|

T

*

l5 l
4. dbra. Egyensily és egyensilytalansag

Figyelembe véve, hogy tovabbra is teljesiilnek az 1. és 2. tulajdonsigok, a
komparativ statikus elemzés a 4. abra felhaszndlasaval viszonylag egyszeriien
elvégezhetd. Szamunkra els6sorban a raszorultsigi jaradékok . és v4 meg-
valtozdsanak kovetkezményei érdekesek. Amennyiben v, értéke v/-re né, az
lg = —é% szaggatott egyenes jobbra mozog, ami elegendéen nagy mértéki
novekedés esetén a pozitiv munkakindlat optimalis szintjének [3-rél [i-ra
torténo csokkenését eredményezi. Ez a csokkenés azért kovetkezik be, mert
a raszorultsagi oregségi nyugdij elegendéen magas szintje esetén a magasabb
munkakindlat révén elérhetd ardnyos nyugdij mar nem 6sztonoz [5 — 17 mérté-
ki tébbletmunka vallaldsdra. Az alacsonyabb munkakinalat esetén azonban
modelliinkben mar nem &ll fenn egyenstly: a deficit mértéke: w(y. + pvy);) —
(1 — w)(t — pB)wl > 0, melynek nagysigat az dbra alsé részén feltiintetett
fliggdleges méretnyil reprezentalja.
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Fontos megjegyezni, hogy az iménti komparativ statikus vizsgalat soran
w értékét mindvégig konstansnak tekintettiik, tehat az egyensily nem azért
bomlott meg, mert n6tt a szabadidét magasabbra értékel6 munkavallalék
részaranya, hanem azért, mert a raszorultsagi nyugdij emelésével a tEbblet-
munka a szabadidét alacsonyabbra értékeld, 1. szektorba tartozé munkaval-
lalok szamra is elvesztette Gsztonzd hatasat.

Az egyensily most tobbféleképpen is helyreallithaté. Példaul . megfelel§
mértéki csokkenése esetén az [, = £< szaggatott egyenes balra torténd elmoz-
dulésa elegend6en nagy lehet ahhoz, hogy a 2. szektor haztartasai is munkat
vallaljanak. Munkakinalatuk: [j lesz, ami lehet6vé teszi, hogy senki szdméra
ne kelljen munkanélkiili elldtast fizetni'?, s ez javitja a rendszer egyensilyat.
Az [ munkakindlat azonban elegend6en alacsony ahhoz, hogy az ez alapjan
fizetett keresetaranyos nyugdij elmarad a -y, raszorultsidgi kiiszobtol, igy a
nyugdijasok w része esetében a keresetaranyos nyugdij kiegészitése sziikséges.
Megjegyzendd, hogy a nyugdijrendszer egyensilyanak feltétele ebben az eset-
ben a (9) egyenlet helyett: wtwlf + (1 —w)twly = wpy, + (1 —w)pbwls, igy a
4. dbra mar nem hasznalhaté a makroszintli egyensuily, illetve egyenstlytalan-
sag szemléltetésére. Tovabbd twlf < wy) esetén a nyugdijrendszer tovabbra
is a szabadid6t magasabbra értékelé munkavallalok javara végez jovedelem-
atcsoportositast.

Visszatérve a 4. abran bemutatott szituaciéhoz, tovabbi érdekes kovetkez-
tetések vonhatok le a modell egyéb paramétereinek megvaltozasaval kapcso-
latban. Nézziik példaul w novekedésének esetét. Ekkor a teljes populacién be-
lil megné azoknak a részaranya, akik a szabadid6 nagyobb relativ fontossaga
miatt nem vallalnak munkat. A 4. dbra alsé részén jol leolvashaté, hogy ekkor
az w(Y. + 1yq) egyenes magasabbra keriil, az (1 —w)(t — pB)wl egyenes mere-
deksége pedig csokken, igy a (9) egyenstilyi feltétel teljesiiléséhez magasabb
munkakindlatra lenne sziikség. Ugyanakkor az 1. szakaszban azt lattuk, hogy
& magasabb értéke a munkakinalatot csokkenti, igy a szabadidének nagyobb
relativ fontossagot tulajdonité munkavallalok részaranyanak novekedésével a
makroszinti egyensuly nem tarthaté fenn.

Modelliinkben a szabadidé alacsonyabbra értékelése a munkakindlat ma-
gasabb szintjét, igy magasabb jovedelmet eredményez, ezért a munkavallalék
két szektorra bontasaval egyidejiileg magasabb és alacsonyabb jovedelmi
egyéneket, szegényeket és gazdagokat kiillonboztettiink meg. A munkanélkiili
ellatas és a raszorultsagi nyugdij tehat nem csak gy értelmezhetd, hogy a
gazdagoktol csoportosit at jovedelmet a szegények felé, hanem tgy is, hogy
redisztribucié folyik a szabadid6t alacsonyabbra értékeloktol a munkavégzést
erOteljesebben diszpreferaldk szaméra. Megjegyzendd azonban, hogy amirél
itt sz6 van, az nem az Augusztinovics - Koll6 (2007) éltal emlitett forditott
(,,perverz”) ujraelosztds. Ennek modellezéséhez a (2) fogyasztési fiiggvény
aldbbi mdédositasa lenne sziikséges:

12Ez a kovetkeztetés meglehet&sen életszeriitlen, 4m a modell alapvetden neoklasszikus
jellegébdl addédik, mely a kényszerii munkanélkiiliséget figyelmen kiviil hagyja. De még e
neoklasszikus modell realitdsit is javitand, ha a munkavallalékat a £ paraméter alapjin
kett6nél tobb szektorra bontanank.
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Qi

0, ha twl <
Bwl, ha twl >

dzd(l)z{

ahol @ nyugdijjogosultsag megszerzéséhez minimalisan sziikséges add- és jé-
rulékbefizetés mértéke. Az igy mddositott modell elemzése azonban, szamos
egyéb lehetséges kiterjesztéssel egytitt, kiviil esik a jelen dolgozat keretein.

Qi

)

4 Kovetkeztetések

Dolgozatunkban a raszorultsdgi nyugdijrendszer munkakinalatra gyakorolt
hatasat vizsgaltuk, nem hagyva figyelmen kiviil a munkanélkiili ellatast sem.
Megmutattuk, hogy a probléma egyszert analitikus eszkozokkel is hatékonyan
vizsgalhaté még abban az esetben is, ha a homotetikus munkavallaléi prefe-
rencidkat megjelenité Cobb-Douglas, vagy CES hasznossagi fliggvény helyett
az altalanosabb CRRA fliggvényt alkalmazzuk. A 4. dbra tanulsiga szerint
ez az egyszerl elemzési apparatus makroszintre is kiterjeszthetd.

Megmutattuk azt is, hogy a réaszorultsagi nyugdij és munkanélkiili segély
rendszere jelentds ,,ingerkiiszobot” generdl a munkavallalok viselkedésében.
Igy eléfordulhat, hogy a szocislis elldtérendszer, illetve a reslbér médosuldsa
nem valt ki érzékelhetd reakciét a munkavallalé részérdl, de éppigy elofor-
dulhat az is, hogy szokatlan érzékenységgel reagal. E kovetkeztetéssel szem-
ben fol lehetne vetni, hogy a 3. dbran bemutatott munkakinalati fiiggvény
egyetlen munkavallald esetében érvényes lehet, de a munkavallaléi preferen-
cidk heterogenitasa kovetkeztében makroszinten mar nem mutathaté ki a
redlbérre, vagy egyéb paraméterre vald érzékenység hasonld valtozékonysdga.
Ez minden bizonnyal igy is van. Ha azonban foltessziik a hasonlé szakké-
pesitéssel, hasonlé munkakorokben, esetleg azonos régidban foglalkoztatott
munkavéllalok preferencidinak homogenitasat, akkor célszeriinek tiinik a cik-
kiinkben kimutatott ,,ingerkiiszob” jelenlétével szamolni.

Dolgozatunk alapvet6 moddszertani djitasa az aktiv és idoskori fogyasztas
hatarhasznanak munkakinalat fliggvényében torténd kifejezése. Ez lehetové
teszi az optimalis munkakindlat egyszeri, grafikus eszkozokkel torténd meg-
hatarozasat, ami az analitikus elemzést jelent6s mértékben leegyszeriisiti,
igy tovabbi komparativ statikus vizsgalatokra is kényelmes lehet6ség nyilik.
Egyszeriien elemezhetd példaul az addkules, vagy a nyugdijszorzé nagysaga-
nak munkakinalatra gyakorolt hatdsa csakigy, mint a tarsadalom eloregedése,
mely a p paraméter novekedése révén lenne a modellbe bevezethetd. Ezek a
vizsgalodasok azonban a jelen dolgozat keretein tilmutatnak.

Lattuk, hogy a magasabb szinti munkanélkiili ellatés, illetve raszorultsagi
nyugdij csokkenti a munkakinalatot, ugyanakkor kereseteltitkoldsra 6sztonoz,
s igy a makroszintii egyenstlyt is rontja. Ebbdl azonban nem feltétleniil ko-
vetkezik az ilyen jellegii ellatasok csokkentésének sziikségessége. Elegendo
ezeket az elldtasokat egy alkalmas szintli munkakinalathoz, pl. minimalis
szolgalati id6hoz kotni'®. Modelliinkben ez a munkakinalat egy pozitiv alsé
korlatjanak bevezetését jelenti. Példaul meghatarozva a munkakinalatra az

13Kényszerti munkanélkiiliség esetén azonban ez a minimalis szolgalati idé nem lehet
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[ > ¢ als6 korldtot, a 2. dbrdn ldthatd, hogy a szabadid6t igen magasra
értékel6 M dUl# hataraldozati gorbe esetén is az alsé korlatot meghaladd 4
optimélis munkakinélat adédik. Figyelembe véve a (7) Osszefiiggést az is
lathato, hogy ez a munkakindlat az alsé korlat némileg alacsonyabb szintje
esetén is elérhetd. Ugyanakkor azt is latni kell, hogy egy ilyen intézkedés az
érintett egyének életpalya-hasznossagat jelentos mértékben csokkenti.
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OPTIMAL LABOR SUPPLY WITH BASIC INCOME SYSTEM

We consider a linear transfer system, where workers pay pension contributions and
personal income taxes and pensioners receive proportional benefits while workers
and pensioners enjoy basic income. Every worker maximizes his discounted lifetime
utility function, depending on young- and old-age consumption and leisure. Instead
of numerical illustrations the paper presents analytical results. We point out that
basic income system can cause considerable fluctuations in labor supply.

hosszabb, mint a munkapiacom fennallé I mennyiségi korlat. Ellenkezd esetben ugyanis az
eléz6 szakaszban emlitett perverz tjraelosztds jon 1étre.
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VISSZAVASARLASI KOCKAZAT ERTEKELESE
KORRELALT BIZTOSITASI KOCKAZATOKNAL!

SZINI ROBERT
Magyar Nemzeti Bank

A Szolvencia II szabéalyozds varhaté bevezetésének hatasdra az utébbi évek-
ben megnévekedett a kiilonb6z6 kockazatok minél pontosabb modellezésének
igénye a biztositok részérol. Cikkiink célja a biztositok visszavasarlasi opcioval
érintett tertiletén felmeriil6 visszavasarlasi kockazat modellezési lehetGségei-
nek, valamint a szakirodalomban mar egy ismert modell lehetséges fejlesztésé-
nek, tovabbgondolasanak bemutatasa. Ehhez el6szor is roviden bemutatjuk
Loisel-Milhaud [2012] eddigi eredményeit, kiegészitve azt a szerzéparos vizs-
galatanak fokuszaba nem keriild, sajat szamitasokon alapulé paraméterbecslés
eredményeivel. A késébbiekben megmutatjuk, hogyan lehet Grosen-Jgrgensen
[1999] modelljét egy eltérd, vegyes biztositdsi keretrendszerben kezelni és igy
a visszavasarlast, mint egy biztositasi termékhez kapcsolodd opcidt bearazni.
Ezt kovetéen pedig bemutatasra keriil, hogyan lehet a mddositott keret-
rendszerben térgyalt Grosen-Jgrgensen [1999] modellbe Loisel-Milhaud [2012]
eredményeit beépiteni a stressz idOszak soran felmeril6 visszavaséarlasi don-
tések kozotti korrelacioval kapcsolatban. A cikkben azt allitjuk, hogy az
igy tovabbfejlesztett, kombinalt modellel a visszavasarlassal, mint az ligyfél
altal lehivhaté opciéval rendelkezé termék aktudriusilag korrekt dranak (ac-
tuarially fair price) meghatdrozdsira egy pontosabb, az drat mozgaté kiilsé
tényezok szélesebb korét megragado eszkozhoz jutunk.

Kulcsszavak: visszavasarlasi kockazat, aktuariusilag korrekt ar, modellezés,
Szolvencia II
Journal of Economic Literature (JEL) kéd: C15, C46, C63, G12, G22

Bevezetés

A biztositasi szektort a tékepiacok eredménye és miikddése egyre inkdbb be-
folyasolja napjainkban, amelyet nagyrészt a banki és biztositdsi tevékenysé-
gek, termékek egyre szorosabb Gsszefonddédsa indukal. A biztositasi dgazat
ennek hatdsara egyre inkabb magasabb kockézati szintekkel szembesiil, ame-
lynek kezelését és mérését a biztositok szavatolotokéjére vonatkozo jelenlegi
szabdlyozés (Szolvencia I) egyre kevésbé tudja lefedni. Ennek hatédséra az
Eurépai Unié elinditotta a Szolvencia II projektet, amelynek célja, hogy a

1Eziton szeretném megkoszonni Dr. Sziile Borbéldnak és Inzelt Gyorgynek, hogy
idejliket nem kimélve szakmai és formai tandcsaikkal segitettek a cikk elkészitésében.
Beérkezett: 2013. oktéber 6. E-mail: szinir@mnb.hu.
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biztositok minimum tokekovetelményének szintje jobban tiikrozze az altaluk
vallalt kockazatokat.

A Szolvencia II keretrendszer mar lehetéséget nyijt olyan kockazattipusok
jobb megragadaséara, szamszerisitésére is, amelyek nem keriiltek lefedésre a
Szolvencia I &ltal. A visszavésdrldsi kockdzat (surrender risk), azaz jelen
cikk témaja pontosan ezen, az eredeti szabalyrendszer altal még nem lefedett
kockdzattipusok kozé tartozik. A szakirodalomban a visszavasdrlassal, mint
egy lgyfél altal lehivhaté opcidval, valamint annak arazasaval kapcsolatosan
szamos cikk sziiletett mar, amelyek az ar meghatarozasara kiilonféle médsze-
reket javasolnak. Tak Kuen Siu [2005] példdul mésodrendii, szakaszonként
linedris, kozonséges differencidlegyenletek segitségével jut el az aktuariusilag
korrekt arhoz, mig Bacinello [2003] CRR? modell, valamint egy rekurzfv al-
goritmus alkalmazdsédval kapja a korrekt arat. A szakirodalom azonban még
nem foglalkozott az aktuariusilag korrekt arat meghatarozni képes modellek
kapcsdn az Osszefiiggd (korrelalt) biztositdsi kockézatokkal, valamint annak
modellbe torténé beépithetéségével. A cikkiinkben k6zolt 1j eredmények
egyike viszont pontosan ezzel a témakorrel kapcsolatos.

Cikkiink els6 szakaszdban bemutatjuk a szakirodalom még viszonylag 1j-
nak tekinthet6 eredményeit a stressz idészak soran felmeril6 visszavasarlasi
dontésck kozotti korrelacidjaval kapesolatban (Loisel-Milhaud [2012] nyomén),
majd a mésodik szakaszban egy mddositott keretrendszerben (vegyes biz-
tositds) targyaljuk a visszavdsédrldsi opcidval elldtott termékek aktudriusilag
korrekt ardnak meghatarozasara képes Grosen-Jorgensen [1999] modellt. A
harmadik szakaszban pedig bemutatjuk, hogyan is vehetéek figyelembe Loisel-
Milhaud [2012] eredményei a mddositott keretrendszeri Grosen-Jgrgensen
[1999] modellben, amellyel kapcsolatosan kontrollszdmitdsokat is végziink.

1 A visszavasarlasi kockazat sztochasztikus
modellje

Az osszefoglaléban emlitett kombindlt modell bemutatésa el6tt, mely jelen
cikk f6 targyat képezi, roviden osszefoglaljuk Loisel-Milhaud [2012] modelljé-
nek eredményét, valamint annak a kombinalt modell matematikai hatterének
megértéséhez feltétleniil sziikséges alapjait. A részletes lépéseket és alkal-
mazott Osszefiiggéseket az érdekl6dé olvasé megtalalja Loisel-Milhaud [2012]
cikkében.

Legyen adott egy tetszoleges biztositasi termék, amelyet az tigyfél a tel-
jes tartam alatt visszavésarolhat. Jelolje a tovdbbiakban Ar a piacon, egyéb
befektetéssel elérheté hozamnak, valamint az adott biztositasi termékhez tar-
toz6 szerzodésben rogzitett hozamnak a kiilonbségét. Legyen K; egy olyan
indikator valészintiségi valtozo, amely 1 értéket vesz fel, ha az i-edik kot-
vénytulajdonos visszavasarol, 0-t pedig, ha nem vaséarol vissza. Hasonldan,
jelolje M; azt az indikator valdszintiségi valtozot, amely 1 értéket vesz fel,

2Cox, Ross, Rubinstein
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ha az i-edik kotvénytulajdonos piackévetd magatartasd, 0-t pedig, ha nem,
tovabba legyen az M; valdszinliségi valtozd paramétere py. Legyen tovabba
Ky az az indikator valdsziniiségi valtozd, amely a visszavaséarlassal kapcso-
latos piaci vérakozdsokat tiikrozi (1 értéket vesz fel, ha a piaci viszonyok a
visszavésdrlast diktdljék), valamint jeldlje Ki- az i-edik kotvénytulajdonos
minden, a piaci varakozasokon kivili informacioforrasa segitségével megho-
zott dontését a visszavasarldssal kapcsolatban (1 értéket vesz fel, ha vissza-
véséarlast diktdl minden egyéb informdcid). A kovetkezOkben tegyiik fel,
hogy Ko és K;- (i = 1,...) fiiggetlenek, és legyenek azonos eloszldstiak p
paraméterrel, tovabba legyen fiiggetlen M; (i = 1,...) Ko-tdl és K;--t6l
(1 = 1,...). Ezen feltételezések felhaszndldsat, valamint sziikségességét a
modell levezetése soran, a megfelelé helyen kiilon ismertetjiik. A visszavé-
sarlassal kapcsolatos dontést jelzé K; indikator valtozot az eddigiek alapjan
a kovetkezoképp irhatjuk fel egy adott kétvénytulajdonosra:

K; = M;Ko + (1 — M)K;- . (1)

Az (1)-ben szereplé K; valtozordl, azaz az egyéni visszavésarlasi déntések
valtozdjardl feltehetd, hogy annak a valészinlisége, hogy értéke 1, az Ar
novekvé fliggvénye.

A kovetkezékben bemutatjuk, hogy portfélié szinten hogyan tudjuk a
fentieket alkalmazni, tovabba a fenti paraméterek felhasznédlasdval milyen
eloszldshoz jutunk a kotvénytulajdonosok visszavésdrlasat illetéen (Loisel-
Milhaud [2012] alapjén). Vegylink egy n > 2 kétvénytulajdonosokbdl &ll6
portfoliot. Jelolje a visszavasarlas mellett donté szerzoddk szamat Z, azaz
Z =%, K;. Tovabba jeldlje a piackovetd magatartdsi szerzéddk szamdt
Y, igy Y =371 ; M;. Most tegyiik fel, hogy a piaci virakozédsok a visszavd-
sérlast képviselik, azaz Ky = 1. Ekkor Z egyenld k € [0, n] egésszel, tovabba
az Y < k feltételnek is teljesiilnie kell, hisz a piackOveté6 magatartasiakon
kiviil més is donthet visszavasarlds mellett. Ehhez hasonléan, ha Ky = 0,
akkor Y < (n — k) fog teljesiilni, hisz ekkor (n — k) kotvénytulajdonos nem
fog visszavasarolni, akik koziil nem biztos, hogy mindenki piackévetd maga-
tartdsi. Ezek és a teljes valdszintiség tétele alapjan felirhatjuk a P(Z = k)
valészintiséget minden 0 < k < n esetén:

P(Z=k)=P(Z=Fk|Ko=0)P(Ky=0)+P(Z=k|Ky=1)P(Ko =1).

2)
A fenti (2)-es kifejezést éltaldnosabb alakra hozhatjuk a piackévetd ma-
gatartasu kotvénytulajdonosok szamanak figyelembevételével, valamint ki-
hasznédlva az alkalmazott valtozdk fliggetlenségét (a részletes dtalakitasokért
lasd Loisel-Milhaud [2012]), a keresett eloszlds alakja a kovetkezd lesz:

n—k

"
P(Z=k)=p)_aip+1-p) > Bk 3)

Qi = <?>p8(1 —po)" " <Z - Z)p"'""(l —p)* (4)
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Bik = <?>p6(1 —po)" <n ,;j>p’“(1 —p)t Ik (5)

Loisel-Milhaud [2012] cikkiikben megmutatjdk, hogy amennyiben py = 0 és
n — oo, ugy a fenti (3) eloszlds j6l kozelitheté normélis eloszlassal, valamint
po # 0 esetben a keresett eloszlas kétmdduszi lesz. A korabbi feltételezésiink
hasznat, mely szerint az alkalmazott Ky és K (i = 1,...) valtozék nem
csak fuggetlenek, hanem azonos eloszlastak, azonos paraméterekkel, azt a
po = 0 eset mellett a (3) kifejezés atalakitdsa kapcsan léthatjuk (a po = 0
esetén analitikusan is belathatd, hogy a fenti (3) eloszlas jél kozelitheté nor-
malis eloszldssal®, mig a py # 0 esethez tartozé kétméduszi eloszlassal valé
kozelités helyességét csak a szimulacié eredménye alapjin tudjuk megallapi-
tani). A kés6bbiekben ismertetett kombindlt modellben ezen eredménycket
fogjuk felhasznalni, viszont a pg # 0 eset tovabbi vizsgalatokat kivan, mivel a
szerzoparos cikkiikben kizarélag a hisztogram alakja alapjan vizsgalta ezt az
esetet, és nem is kisérelték meg a kétmdduszi eloszlas kozelitését valamilyen
kevert eloszldssal, és annak paramétereinek kiszdamitasdra sem tértek ki. A
tovabbiakban tehat megmutatjuk, hogy a pg # 0 esethez kapcsolédé eloszldst
két normalis eloszlas keverése soran el6allé kevert eloszlas segitségével lehet
kozeliteni, tovabba megfelel6 mdédszertan segitségével szamszerisitjik a nor-
malis eloszlasok p és o paramétereit, valamint a keverés soran alkalmazott
suly értékét.

Az elézbekben emlitett feladatot az EM-algoritmus®* alkalmazaséval oldot-
tuk meg, amely az ML becslés iterativ szdmitdséra alkalmas. Bilmes [1988]
alapjan az algoritmusnak két f6 felhasznalasi tertilete 1étezik. Az egyik az
adathidny esete, amely példaul a megfigyelések nem megfelelé rogzitésébol
fakadhat, a masik teriilet pedig a likelihood fliggvény optimalizdlasdnak ne-
hezen kivitelezhetd esete, amely sordn egy tovabbi, hidnyz6 (1atens) valtozd
létezését feltéve a likelihood fiiggvény tovabb egyszeriisithetd. Jelen esetben
mi az utébbi probléma kapcsdn hasznaljuk majd az EM-algoritmust. Az ér-
dekl6do olvasd a cikk fiiggelékében talalhat egy révid médszertani osszefogla-
16t a kérdéses algoritmus kapcsan. Az EM-algoritmus segitségével meghatéaro-
zott paraméterii eloszlasok illeszkedésének josagat Q-Q plotokkal ellendriztiik,
amelyek koziil egy kivalasztott paraméterkészlethez tartozé esetet a kovetkezo
4bra mutat®.

3Beldthatd, hogy az i,j = O esetben (4) és (5) valdsziniiségek, amennyiben pg = 0,
B(n,p) binomidlis eloszldstiak, mig 4, j # 0 esetben az egyes a; i, és 3, 1 valtozdk azonosan
0 értékiiek. Ennek tudatdban a (3) kifejezés jelentésen egyszeriisodik, és eredményként a
B(n,p) eloszlést kapjuk, amely n — oo esetben a de Moivre-Laplace tétel alapjin tart
a normalishoz. A fenti egyszerlisitések a kérdéses valtozék azonos paraméterii eloszla-
sanak feltételezése nélkill nem lennének elvégezhetSek. Az azonos paraméterii eloszlas
feltételezése kozgazdasagilag is értelmes: hatékony piacokon a piacon hozzd nem férhets
informécié nem diktdlhat tartésan mést, mint a piaci varakozas, mert annak szinte azon-
nal be kell épiilnie a varakozasokba az informéacié adta elény els6é kihasznaldsat kovetSen
(hatékony piacok elmélete (EMH) alapjan).

4Expectation-Maximization algorithm

5A cikkben szereplé Gsszes szamitast az R 3.0.1 szoftverrel végeztiik el.
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Normal Q-Q Plot
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Visszavasarlasi arany(%) Elméleti eloszlas kvantilisei

n = 1000 p = 0.1, pg = 0.05 n = 1000 p = 0.1, pg = 0.05

1. dbra. Illeszkedés vizsgdlat

Egyéni vv. valészintiség  Korreldcid w1 o1 o o2 a
po=5% 7.66 0.84 12.64 1.12 0.92
p=8% po=15% 6.88 0.79 2195 122 091

po=30% 565 0.72 3563 1.51 0.91
po=5% 14.23 1.08 19.21 1.30 0.85
p=15% po=15% 12.76 1.06 2773 142 0.84
po=30% 10.50 0.98 40.56 1.56 0.84
po=5% 23.77 132 2872 151 0.75
p=25% po=15% 21.25 1.30 36.27 1.55 0.74
po=30% 17.48 1.20 4744 157 0.74

1. tabldzat. A paraméterbecslés eredményei

Az 1. tabldazatban oGsszefoglaléan talaljuk a py # 0 esetekhez tartozd, a
fenti eljardsok segitségével meghatarozott paramétereket. A tablazatbdl lat-
hatjuk, hogy a p paraméter leginkabb a kevert eloszlas els6é komponensének
varhato értékét befolyasolja, amely a pg valtozd, azaz a korreldcié névekedé-
sével folyamatosan csokken. A korreldcié novekedésével lathatd, hogy a mé-
sodik komponens varhaté értéke is folyamatosan né, azaz a kérdéses eloszlas
egyre inkdbb kétmddusziva vélik. A o; paraméterre py novekedése csokke-
noleg hat, amely azt jelenti, hogy az els6 komponens eloszlas egyre inkdbb
csucsosabbd valik. Az elmondottak a o, paraméterre forditva teljesiilnek,
azaz pg novekedésével né, igy a masodik komponens eloszlas egyre laposab-
b4 valik. Erdemes tovdbba megemliteni, hogy mindkét kérdéses paraméter
novekedése csokkendleg hat az els6 komponens keverési silyara, azaz egyre
hangsilyosabba valik a mésodik komponens. A cikkiink harmadik fejezetében
ismertetésre keriil6 kombindlt modellhez a fenti eredményeket, és azok szam-
szerisitéséhez sziikséges modszereket a fentiek alapjan most méar batran al-
kalmazhatjuk.

2 A visszavasarlas, mint opcid
Ebben a szakaszban a bevezeto részben emlitett kombinalt modell alapjat

képez6, a visszavasarlast, mint a kotvénytulajdonos szamara a szerzodés tar-
tama alatt lehivhat6 opcid arazasara képes modellt fogjuk bemutatni, azaz
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pontosabban annak csakis a kombindlt modell megértéséhez nélkiilozhetetlen
részleteit, 1épéseit (az érdeklédd olvasé Grosen-Jorgensen [1999] cikkében
taldlhatja meg a részletes modell bemutatast, lefrast). A modell bemutatésa a
cikk téméjahoz jobban illeszked$ vegyes biztositéas keretrendszerében fog meg-
valésulni, amelyhez a sziikséges, az emlitett szakirodalomhoz képesti plusz
feltételezésekre, paraméterekre részletesen ki fogunk térni a koévetkezSkben.
Az el6z6 szakasz eredményeinek ezen modellbe torténé beépithetéségeire a
harmadik szakaszban tériink ki, a kombinalt modell ismertetése soran.

Tegytk fel, hogy egy piaci szereplo év elején V' egyszeri dijat fizet a biz-
tositonak, azaz V egyszeri Gsszegért vasarol egy biztositasi terméket. Ezt az
Osszeget a biztosité azonnal jéviirja az tigyfele szdmldjén, azaz P(0) = V,
ahol P(i) az i-edik év elején az ligyfél szdmldjanak egyenlegét jelenti. Ezt
az Osszeget a biztosité azonnal befekteti, azaz S(0) = V, ahol S(i) az i-edik
év elején a biztositd eszkozeinek piaci értéke. Feltessziik, hogy a biztosité az
eszkozeibol egy jol diverzifikalt portféliot épit fel, viszont nem tesziink kiko-
tést annak Osszetételére. Ehelyett feltessziik, hogy az eszkozok piaci értéke
geometriai Brown-mozgéast kovet, azaz képlettel megadva:

dS(t) = uS(t) dt + oS(t) dW(t), S(0) =V . (6)

A (6) Osszefiiggésben a p és o a drift és volatilitds paraméterei, a W(-) pedig
egy standard Wiener-folyamat egy filtralt valészintiségi mezén (Q, F, (F;), P)
a [0, T] véges id6intervallumon, ahol dW (t) = ev/dt, e ~ N(0,1). A kovet-
kezokben jelolje T a szerzodés tartamat, tovabbé tegyiik fel, hogy a biz-
tosité minden év elején 7, kamatot ir jéova a kotvénytulajdonos szdmléjan
1év6 Gsszegre vonatkozdan, amelynek értékét Grosen és Jorgensen [1999] a
kovetkezoképp definidltak:

roft) = ma {0 (F=p =) | (7)

A (7) képletben az r, egy garantalt hozam, amelyet a biztosité mindenképp
nyuijt, barhogyan is alakul az eszkdzeinek piaci értéke egy adott év alatt. A
B(t)-t a szerzok ,,puffernek” nevezik és a kovetkezOképp definidljdk: B(t) =
S(t+1)—P(t), azaz az eszkozok év eleji piaci értékének és az el6z6 év eleji, az
igyfél szamlajan 1évo egyenleg kozti kiilonbség. A ~ az Ggynevezett irdnyadd
,,puffer ardany”, amely gyakorlatilag egy célzott hanyad egy adott id6szaki
pufferbdl és az adott idoszak eleji szamlaegyenleghol képzett hanyadosra vo-
natkozdan és ezt végig konstansnak feltételeziink a [1, T]-n. A 6 pedig azt az
aranyt jelenti, hogy ha az adott idészaki puffernek az év eleji szamlaegyenleg-
hez képesti ardnya meghaladja a célzott aranyt, akkor ebbdl mekkora részt
fog megkapni az tigyfél. Osszességében tehét ez az éves bénusz, amelyet em-
litettink a fejezet elején, hisz a garantalt hozam és a befektetés jol teljesitése
esetén a fenti médon meghatarozott hozam koziil az tigyfél mindig a nagyob-
bat kapja a (7) Osszefliggés alapjan. Ezek alapjin az tigyfél szamldjan 1évé
egyenleg alakuldsardl pedig a kévetkez6t mondhatjuk:

P(t)=(1+r,(t))P(t—1), te[1,T] (8)



Visszavasarlasi kockazat értékelése korrelalt biztositasi kockdzatoknal 119

t
P(t)=PR [+ 7)), te[1,T]. (9)
i=1
A (9) Osszefiiggést a (8) Py-ra torténd rekurziv visszavezetésével kaptuk. A
tovabbi vizsgdlatokhoz helyettesitsiik be a (7) Osszefiiggést (8)-ba, ekkor a
kovetkezot kapjuk:

Py =Pu—) (1+mfr0 (B=p-7)})  (0)

=P(t—1) <1+rg+max{0,6<%—7> —rg}> (11)

A (11) osszefiiggésbél latszik, hogy a garantalt hozam miatt van egy lehetd
legkisebb értéke az iigyfél jovobeni szamlaegyenlegének, ha sohasem tudjuk
lehfvni a bénusz opciénkat. Ez pedig nem més, mint P(T) = (1 +r,)T P.
Még nem esett sz6 a visszavasarlasrol, mint az tigyfél altali lehivhato opciorél.
Tegyiik fel, hogy a biztosité portfolidjaban olyan eszk6zok vannak, amelyek
koltségmentesen megbonthatdak és azonnal értékesithetéek. Ezen feltételezés
mellett visszavasarlaskor a kotvénytulajdonos a mindenkori aktuélis szamla-
egyenlegét kapja vissza. De vajon mikor fog az ligyfél visszavdsarolni? A
kérdésre a valasz az, hogy akkor, amikor a jovébeli kifizetés varhaté értéké-
nek diszkontélt értéke kisebb az aktudlis szdmlaegyenlegnél. Azonban tudjuk,
hogy egy biztositasi szerzodés kapcsan a biztosito oldalardl a koltségek nagy
része a tartam elején jelentkezik, igy ha az tigyfél a tartam elején vasarol visz-
sza, az a biztosito oldalardl nézve semmiképpen nem elényos, mert a kezdeti
koltségek akar magasabbak is lehetnek a befektetésen elért tobblethozam
biztositéndl maradé hanyadahoz képest. Ezt Grosen és Jorgensen [1999] cik-
kiitkben nem targyaltdk, viszont az elvégzett szamitasaim soran figyelembe
veszem, azaz felteszem, hogy a kotvénytulajdonos az elsé m évben nem va-
sarolhat vissza. A szamitdsokat ez annyiban befolyésolja, hogy az opcié érté-
kének meghatdrozasara szolgalé CRR® modellben, azon beliil is a binomialis
faban torténd visszafelé haladas soran csak az m 4+ 1-edik év elejéig vessziik a
varhato érték diszkontdlt értéke és az aktudlis szamlaegyenleg koziil a nagyob-
bikat, majd az igy kapott értéket a megfelel6 e kifejezéssel diszkontaljuk.
Az r a tovabbiakban a kockdzatmentes hozamot jelenti.

Tehat amire kivancsiak vagyunk a kovetkezdkben, az a termék valds
értéke és annak alakuldsa kiillonb6z6 paraméterek mellett, valamint arra is
kivancsiak vagyunk, hogy az igy kapott érték hogyan oszlik meg a garantalt
hozam, mint termékkomponens, a bdénusz opcid és a visszavasarlasi opcid
kozott. Az elébb emlitett hdrom komponens koziil az els6 ketté értékét ugy
hatarozzuk meg, hogy feltessziik, nincs visszavasarlas, azaz a szdmla egyen-
legét csak a (T + 1)-edik év elején kapjuk meg. Ez gyakorlatilag egy eurdpai
opciénak felel meg, amelyet csak lejaratkor lehet lehivni. Ennek az eurdpai
opciénak az értékébdl levonjuk a P(T) = (1+r,)” Py minim4lis értéket, azaz a
garantalt hozam, mint termékkomponens értékét, igy rogton kapjuk a bénusz

6Cox, Ross, Rubinstein
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opcio értékét is. Ha van visszavasarlas, azaz barmikor hozzajuthat a szamla
egyenlegéhez az Ugyfél, akkor az arazas egy amerikai opcié arazasaval egyezik
meg, amely tetszéleges idépontban lehivhatd. Ha vesszik az amerikai és az
eurdpai opciéra kapott valds érték kiilonbségét, akkor épp a visszavasarlas,
mint opcid értékét kapjuk.

Grosen és Jgrgensen [1999] cikkiikben egy megtakaritési tipusi biztosités-
sal foglalkoztak, viszont a fejezet elején emlitett vegyes biztositds keretrend-
szeréhez tovabbi feltételezésekkel kell élntink. Feltettem a tovabbiakban,
hogy a szamlan 1év6 egyenleg csak akkor felvehetd, ha az ligyfél még életben
van, ha pedig id6kozben elhaldlozik, akkor a vegyes biztositas kockazati kom-
ponense akkora biztositasi Osszeget fizet, mint amennyi a szerzodéskotéskor a
varhato jovobeli szamlaegyenleg a tartam végén. Ez a feltételezés onnan jott,
hogy vegyes biztositasok esetén a kockazati és elérési komponensek biztositési
Osszegel az esetek tilnyomo részében megegyeznek. A modellben a haldlozdsi
valészintiségekrdl feltessziik, hogy az évek elére haladtdaval, az egyszeriiség
kedvéért linedrisan nének. Azt, hogy ezeket az eurdpai és amerikai opcidk
arazasandl miként vettiik figyelembe, azt a kovetkezokben targyaljuk.

Az eurdpai opcié megkozelités szerint az ligyfél a szerzédésben rogzitett
tartam végén P(T) kifizetésben részesiil. A fentieknek megfeleléen ezt az
értéket kell megfeleléen diszkontalni, amelyhez a kockazatmentes hozamot
fogjuk felhasznalni. A tartam elején a valés érték meghatarozasa a kévetkezd
Osszefiiggés alapjan torténik”:

Yy = Elge " T P(T) | S(0),P(0)], t—1<s<t, te[l,T]. (12)

A fenti (12) Osszefiiggés levezetését az érdeklédé olvasé megtaldlja Grosen-
Jorgensen [1999] cikkében. A ¢ paraméter az adott kétvénytulajdonos tilélési

valdszinliségét jelenti a teljes tartam alatt, azaz ¢ = H,-Tzl(l — q;), ahol ¢
(1t = 1,...,T) az i-edik évi halanddsdgi valészintiséget jelenti, amelyrél az

eloz6 fejezetben feltettiik az egyszertség kedvéért, hogy linearisan né az évek
muldsdval. A harmadik szakaszban a (12) szdmszertisitését R 3.0.1 szoftverrel
végeztem el Monte Carlo szimulécié alkalmazasdval. A kdvetkezetesség érde-
kében egy rovid, pontokba szedett Gsszefoglalét is kozliink a szamitds mene-
térdl, mivel egyrészt eltériink az eredeti modell keretrendszerétdl, masrészt
az 1gy kapott eredmények Osszevetésre keriilnek a kombinalt modell eredmé-
nyeivel a harmadik szakaszban:

1. S(0) = V kezddérték mellett szimuldljuk a befektetett eszkozok piaci
dardnak egy lehetséges alakuldsdt a T-edik év végéig

2. (opcionalis) figyelembe vessziik, hogy az eszkézok piaci dra évkézben is
vdltozhat, nem csak évente egy alkalommal (Grosen-Jorgensen [1999]
eredeti modelljébdl ez a lépés hidnyzik)

3. lejdratig minden évben meghatdrozzuk a puffer nagysdgdt, amelynek se-
gitségével meghatdrozhato az éves r, kamat nagysdga, ebbdl pedig kovet-
kezik a minden év elején a szamldn rendelkezésre dllo 6sszeg nagysdga

7Grosen-Jgrgensen [1999] alapjdn, kiegészitve tulélési valdszintiséggel a kockazati
komponenshez.
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4. a fentieket megismételjik k-szor, és minden alkalommal eltdroljuk a szi-
muldlt P(T) értéket

5. kiszdmoljuk az adott q;-k alapjdn a T-edik évre vonatkozo tulélési valo-
sziniséget

6. vesszik a szimuldlt P(T)-k dtlaganak exp(rT)-vel diszkontdlt értékeét
€s megszorozzuk q-val, igy megkapjuk az elérési biztositds aktudriusi
szempontbdl korrekt drdt (actuarially fair price)

7. a kockdzati rész aktudriusilag korrekt drdnak kiszdmitdsdhoz vettik o
szimuldlt P(T)-k dtlagdt, mint biztositdsi dsszeget és képeztik a kiaddsok
jelenértékének vdrhato értékét

8. a kockdzati és elérési komponensek 0sszege adja a termék aktudriusilag
korrekt drat

Az amerikai opcié megkozelités szerint van visszavésarlas, azaz a kot-
vénytulajdonos barmikor hozzajuthat a szamlajan 1évé aktudlis egyenleghez.
Tegyiik fel tovabbd, hogy ha s idépontban (t —1 < s < ¢, ¢t € [1,T]) jelenti
be az ligyfél visszavdsarldsi szandékét, akkor P(s) = P(t — 1) Gsszegre tart-
hat igényt, azaz ha év kozben szeretne visszavasarolni, akkor az év elején a
szamlajan 16v6 Osszeget kapja meg. A (12) Osszefliggéshez hasonléan az ak-
tudriusilag korrekt arat meghatarozé képlet ebben az esetben, az s idépontra
vonatkozdan a kovetkezo:

Y(s) = sup Elge™"IP(r) | F]. (13)

T€Ts, T

A (13) osszeftiggésben szerepld T, 1 az Fy-megéllasi id6k osztélya [s, T]-n, az
Fs o-algebra pedig s-edik idépontig felhalmozott informéacidk Osszessége. A
megallasi id6 nem mas, mint egy véletlen idépont, amelynek bekovetkezése a
filtrdcidban szerepld informacié alapjin eldénthet. A (13) Gsszefiiggésben az
aktudriusilag korrekt ar meghatarozasara az alapotlet a Cox-Ross-Rubinstein
(CRR®) modell alkalmazdsa volt, amelynek lényege, hogy az S 4rfolyam g
valdsziniiséggel vagy u-szorosira né At id6 alatt, vagy (1 — g) valészintiséggel
d-szeresére csdkkenhet, ahol d = 1/u.

A fentiek értelmében tehét az eszkézok arfolyaméanak alakuldsat egy bi-
nomidlis faval fogjuk modellezni. Mint azt mar az elézéekben emlitettiik, a
kotvénytulajdonos akkor fog visszavasarolni, azaz akkor fogja lehivni a vissza-
vaséarlasi opciét, amint az aktudlis szamlaegyenleg nagyobb lesz a jov6beni
szdmlaegyenleg vérhaté értékének diszkontalt jelenértékénél (természetesen
a vegyes biztositas keretrendszer miatt figyelembe kell venni a halalozési va-
16szintiségeket is). A kovetkezdben feltessziik, hogy az S minden idészakban
g valdszintiséggel u-szorosdra né, vagy (1 — g) valésziniiséggel d-szeresére
csokken, azaz itt megtartjuk az eredeti cikkben szereplé CRR koncepciot,
viszont az idében torténé ,,visszatekintés” (tehat mikor visszafelé haladunk
a faban a diszkontdlds sordn) végett nem az egész fat fogjuk szdmszeriisiteni,

8 A modellt részleteiben nem térgyaljuk, arrél az érdekl6dé olvasé Szaz [2009] kitetében
olvashat.
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hanem szimuldcioval mindig egy-egy utat fogunk elGallitani, amelyen ko-
vethetévé valik, hogyan is alakul az egyes idOszakok puffer értéke, amibol
természetesen kovetkezik r,, majd P megfelel6 értéke. Ezt pedig k-szor meg-
ismételjiik. Az eurdpai opcid esetén bemutatott, pontokba szedett 1épésekhez
hasonléan itt is kozoljik a szamitds menetét, visszautalva az eurdpai opcid
pontjaira, amennyiben az megegyezik az amerikai opcio arazasanak menetével:

1. S(0) = V kezddérték mellett vesziink egy véletlen szamot, amely g
valdszinidséggel u, (1—g) valdsziniséggel d értéket vesz fel, és elédllitjuk
a kovetkezd iddszaki drfolyam értéket (azaz a fiban egy lépést megyiink
elére)

2. ezt kévetOen az eurdpai opcid drazasanak 2. és 3. pontja szerint jarunk
el

3. elindulunk a fdaban szimuldlt itvonalon visszafelé, diszkontdlva a t-edik
1ddszaki szamlaegyenleget, figyelembe véve a tulélési valosziniiséget

4. az el6z6 iddszaki szdmlaegyenleg és a fent képzett érték kozil vesszik a
nagyobbat, €s ezzel haladunk tovdbb visszafelé az utvonalon

5. (opcionalis) feltettik, hogy az elsé m évben nem vdsdrolhat vissza az
tgyfél, igy az dtvonalon a fenti eljardssal a P(m + 1) értékig fogunk
eljutni, amelyet €""-mel diszkontdlunk

6. az eddig leirtakat k-szor megismételjiik

7. az elérési komponens aktudriusilag korrekt drdt az egyes szimuldlt ut-
vonalakhoz tartozo korrekt drak dtlagaként szdmitjuk ki

8. a kockdzati rész aktudriusilag korrekt drdnak kiszdmitdsdhoz vettik o
tartam végi szimuldlt szamlaegyenlegek dtlagdt, mint biztositdst osszeget
és képeztik a kiaddsok jelenértékének vdrhato értékét

9. a kockdzati és elérési komponensek aktudriusilag korrekt drainak dsszege
adja a termék aktudriusilag korrekt drdt

A visszavasarlasra, mint az iigyfél dltal lehivhaté opcié értékére vonatkozd,
kiilonboz6 paraméterek melletti eredményeket a cikk kovetkezo szakaszaban
bemutatésra keriild kombindlt modell ismertetése utdn, annak eredményeivel
egyltt fogjuk kozolni.

3 A kombinalt modell

A bevezetében emlitett kombindlt modell célja, hogy az els6 szakaszban is-
mertetett Loisel-Milhaud [2012] eredményeit figyelembe tudjuk venni a maso-
dik szakaszban térgyalt, médositott keretrendszerii Grosen-Jgrgensen [1999]
modellben, és ezaltal kilonboz6 paraméterek melletti szamitasokat végez-
hessiink a termék aktuariusilag korrekt drara vonatkozéan. Az igy kapott
modellrdl allitjuk, hogy az egyes paraméterekben bekovetkezd valtozas jobb
megragadasara, tovabba az arat mozgatd kilsé tényezok szélesebb korének
figyelembe vételére egy alkalmasabb eszkozt kaptunk.
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3.1 A modell elméleti hattere

Tekintsiink egy n ligyfélbol allé portféliét, akik a cikk el6z6 szakaszédban is-
mertetett vegyes biztositasi termékbe fektetnek be. A realisztikussag kedvéért
feltessziik, hogy az egyes tigyfelek kezd6 befizetései kiilonbozdek és N (100, 20)
normalis eloszldst kovetnek. A biztosité a befizetett Osszeget azonnal befek-
teti, és az el6z6 modellhez hasonldan feltessziik, hogy az eszkozok piaci értéke
geometriai Brown-mozgést kovet (6) szerint. Az év elején jévairandé r, ka-
mat mértéke szintén az el6z6 modellhez hasonléan (7) alapjén torténik. Tehét
egyéni, azaz ligyfél szinten Grosen-Jgrgensen [1999] modelljétdl csak a vissza-
vasarlast tekintve tériink el, azaz mig a szerzOparos szerint akkor vasarol
vissza egy ugyfél, ha az aktualis szamlaegyenleg nagyobb lesz a jovObeni
szamlaegyenleg varhaté értékének diszkontalt jelenértékénél, addig mi Loisel-
Milhaud [2012] eredményére tdmaszkodunk. Feltessziik az €l6z6 modellhez
hasonléan, hogy az els6 két évben az tigyfelek szaméra nem engedélyezett
a visszavasarlds. A tartam tovabbi részében azt, hogy az n iigyfél koziil ki
vésérol vissza, azt az (1) képlet, avagy a K indikator valdsziniiségi valtozd
fogja meghatarozni. Ehhez viszont sziikségiink van iigyfélszinten egy megfe-
lel6 M;, K,L-L, valamint portfélidszinten egy Ky valtozdéra. Ezen valtozokrdl
viszont tudjuk, hogy a Ko és K;- valtozék p paraméterfi, valamint az M;
po paramétert indikator valtozok. Tehat a feladatunk redukalodik megfeleld
p és pg véltozok eballitdasara. Eloszor is tekintsiik a p paramétert. A szak-
irodalom (Loisel-Milhaud-Maume-Deschamps [2010], Loisel-Milhaud [2012])
a visszavasarldsok szemléltetésére igynevezett sigmoid-fiiggvényeket ajanl,
amelyek eléggé jellegzetes S alakot vesznek fel. Az S alak jol le tudja irni
a visszavasdrlasok alakuldsat Ar fiiggvényében: mig a Ar 0 kozeli, vagy
minimalis, addig az iigyfelek nem motivaltak a visszavasarlasra, igy az S
gbrbe ,,alsé szara” alacsony visszavéasarldsi aranyt mutat. Egy bizonyos
nagysagi Ar érték utdn a fliggvény hirtelen erdteljesen névekedni kezd,
majd egy maximalis visszavasdarlasi szint elérése utan ismét vizszintes alakot
olt (valds feltételezés, hogy a visszavédsirldsi szdndékot nem kizardlag a Ar
nagysaga mozgatja, biztosan lesz olyan tugyfél, aki egyéb megfontolasbol,
de magas Ar esetén sem vésdrol vissza). A kérdéses fiiggvény taldn leg-
egyszerlibb tipusa a logisztikus fiiggvény. A szdmitdsaink sordn mi ettdl
egy eltéré alakot fogunk hasznalni a szamos kedvezé tulajdonsdga miatt.
Ezen fiiggvényalakot Enz [2000] hasznélta cikkében, de nem visszavésarldsok
szemléltetésére, hanem a biztositasi piac fejlettségének (biztositdsi penetracié
(dijbevétel/GDP)) vizsgalatdhoz. Az Enz [2000] cikkében szerepld fiiggvény-
alakot és Loisel-Milhaud [2012] ajdnlasat kombindlva a tovdbbiakban haszndlt
fliggvényalak a kovetkezo lesz:

1
h(Ar) = —m—4— M —— . 14
(&) Cl"‘CQ'C?’AT (14)

A (14) alak paramétereinek lehetséges értékei, a fiiggvény alakjdnak valtozasa
kiilonb6z6 paraméterezés mellett mind megtaldlhatéak Enz [2000] cikkében.
Jelen cikkben a fenti alak csak azon kedvezo tulajdonsagat emeljiik ki, amely
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miatt kivalasztasra keriilt a kérdéses p érték modellezése kapcsédn. A (14) alak
rendkiviil jél testre szabhaté Cy,Cs és C3 értékek megfelelé megvalasztasa
esetén, amelynek eredményeképp a fliggvény maximuma, 0 helyen felvett
értéke” (h(0)), valamint az inflexiés pontja kivdnt nagysdgu lehet. Ehhez

meg kell oldanunk a kévetkezé egyenletrendszert Cy, Cy, Cy-ralo:

1
h(0) = —— 15
e (15
maximum = o (16)
inflexiés pont = 10g(Ci1 Lzéo)g(CQ) (17)
0g(C

Az €l6z6 egyenletrendszer C, Cy, Cs-ra torténé megolddsa sordn azt sze-
retnénk, hogy a minimaélis p érték 2%, a maximdlis p érték pedig 10% legyen,
azaz barmilyen Ar mellett legaldbb 2% legyen annak az esélye, hogy a piaci
vérakozasok visszavéasarlast diktdljanaknak (Ko) és az egyes tigyfelek piaci
varakozasokon kiviili informaciéforrasa segitségével meghozott dontése pozitiv
eredményt indukéljon a visszavasarldssal kapcsolatban (K;-). Hasonl6 érvelés
igaz a maximalis 10%-os értékre vonatkozdéan. Az S-gorbék specidlis tulajdon-
séga miatt, (14) esetén az értékkészlet mindig 0 és a bedllitott maximum kézé
fog esni, igy a kivant minimalis és maximalis érték felvételét gy oldottuk
meg, hogy az egyenletrendszer megolddsakor a maximumot 8%-ra édllitottuk
be, majd a szamszertisitett gorbe minden pontjat 2%-kal parhuzamosan felfelé
eltoltuk, elérve ezzel, hogy a kivant értékkészlet épp 2% és 10% kozé essen
(tehat az egyenletrendszer megolddsabdl Cy = 12.5). Azaz a (14) alak helyett
a kovetkezd, mddositott fiiggvényalakot alkalmaztuk p modellezésére:

h*(Ar) = h(Ar) +0.02 . (18)

Visszatérve az egyenletrendszer paraméterezéséhez: a h(0) értékét az
egyenletrendszer megolddsa sordn 1%-ra allitottuk be (azaz Cy = 87.5),
amely végil a 2%-os parhuzamos felfelé eltolds miatt 3%-ot vesz fel (14sd
2a. dbra). Az inflexiés pontot 1.5%-ban rogzitettiik, amelynek megfeleléen
a keresett S-gorbénk —1% koriil kezd hirtelen erdteljesen emelkedni, vagyis
amikor mar a biztositasi termék ,,elénye” kezd minimélissa valni a piaci ho-
zamhoz képest, majd 1.5%-nal valt konvexbdl konkdvba, és 3% folotti szin-
teknél, azaz jelent6s kiilonbségek esetén megkozeliti a maximumat, azaz a
10%-ot (C3 = 4.57 % 10757). A kérdéses gorbét a 2a. dbrdn lathatjuk.

9Enz [2000] cikkében minimumot emlit a h(0) kapcsén, ami abban az értelemben mini-
mum, hogy a (14)-ben szereplé Ar helyett egy fére es6 GDP-t haszndl, amely értelmezhe-
t8ség szempontjabdl csakis nemnegativ lehet (ellentétben a Ar-rel), igy a 0 helyen felvett
érték tekinthetd a penetracié alsé hataranak. Jelen esetben viszont az S-gorbe alsé szdranak
is van jelentOsége értelmezési szempontbdl a Ar lehetséges negativ értéke kapcsan.
10Megjegyezziik, hogy az egyenletrendszer megolddsa kapcsin a C3 < 1 feltétel tel-
jestilésére szamitunk, mivel ebben az esetben h Ar monoton névekedd fliggvénye lesz.
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2. dbra. A modellben alkalmazott S-gorbék

Visszatérve a fenti S-gorbe felhasznaldsara: a modellezés soran minden
egyes iigyfélhez egy p paraméterfi indikdtor valtozé (K;-) segitségével gene-
ralunk egy értéket, amely meghatarozza, hogy az adott ligyfél a piaci varako-
zasokon kiviili informéciéforrasa alapjan hogyan dont a visszavasarlassal kap-
csolatban, tovabba generalunk szintén egy p paraméteri indikator valtozot
(Ko) portfdlidszinten, ami eldénti, hogy mi a piaci vérakozds. A kérdéses p
paramétert pedig a Ar fiiggvényében a fenti S-gorbe fogja megadni.

Az (1) szédmszeriisitéséhez szitkségiink van még az ligyfélszintli, py para-
métertt M; valtozokra, amely azt adja meg, hogy az ligyfél piackbvett ma-
gatartasi-e. A po paraméter meghatarozdsahoz az alapotlet az elézéekben
ismertetett S-gorbe koncepci6 volt (ezzel is biztositva, hogy mindkét kérdéses
paraméter a Ar névekvd fiiggvényei legyenek), igy a kovetkezOkben csak a
(15)-(17) paraméterezését mutatjuk be. A modellezés sordn alkalmazott po
értékek minimuma és maximuma (azaz az alkalmazott S-gérbe értékkészlete)
Loisel-Milhaud [2012] cikkében szereplé szamitasok alapjén keriiltek kiva-
lasztésra. Loisel-Milhaud [2012] cikkiikben kilénb6z6 p és py paraméterekre
vonatkozdan meghatdroztdk 99.5%-o0s konfidencia szint mellett a portféliéban
1év6, visszavasarlok aranyara vonatkozé VaR értékeket, mi pedig azon pg pa-
ramétereket valasztottuk ki tovabbi felhasznalas céljabdl, amelyekhez racio-
nalis mértékii (és nem csak az illusztrécié kedvéért szerepeltetett igen magas
mértékil) VaR-okat kap a szerzOparos. Ezt figyelembe véve a maximalis pg
értéket 15%-ban (azaz (16)-ban C7 = 6.67), a minimélis értéket pedig termé-
szetesen 0%-ban (azaz ebben az esetben nem alkalmaztunk felfelé torténé el-
toldst a gorbe pontjait illetéen) dllapitottuk meg. A h(0) értéket a p paramé-
ternél emlitett 1%-ban dllapitottuk meg, mivel a biztositdsi termék hozama és
a piaci hozam egyenld volta kapcsan redlis feltételezés, hogy a kotvénytulaj-
donosok egy részének a termék hozamdanak jovébeli alakulasaval kapcsolatos
vérakozasai hasonléak (negativ, azaz visszavdsirldst terveznek), igy alkal-
mazhat6 a korrel4ciét tekintve nem 0 érték (tehdt a Co = 93.33). Az inflexids
pont esetén szintén megfelelonek taldltuk a p paraméter esetén alkalmazott
1.5%-ot, mivel ha tekintjik a 2b. 4brat, lathatjuk, hogy a kérdéses S-gorbe ér-
tékkészletének maximumat 3% koriil érheti el, és egy 3%-os hozamok kozotti
kiilénbség semmilyen koriilmények kozott nem tekintheté margindlisnak (igy
C3 = 4.05% 10777). A fenti médon meghatérozott p és py paraméterek se-
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gitségével mér szdmszeriisithetd az (1) képlet, és igy eldontheté mindenkirdl,
hogy visszavasarol-e az adott év elején, vagy sem.

A biztositok, amennyiben az igyfél visszavdsarol, dltaldban nem a teljes
Osszeget téritik vissza tigyfeleik szaméra. A modell épitése soran ez a valds
feltételezés is beépitésre keriilt a kovetkezOképpen: visszavasarlas esetén az
igyfél nem a teljes szamlajan 1évo Osszeget kapja meg, hanem annak egy elore
meghatarozott részét, tovabba a biztositénal maradé hanyadon a biztosité és
a portfélicban maradé tigyfelek 50%-50%-ban osztoznak. Az tligyfelek esetén
a visszamaradd rész 50%-a természetesen a portféli6 elemszamaval osztandd,
és a kapott Gsszeget minden tigyfél szamldjan jévairjuk (ez is egyfajta kvdzi
,,bénuszként” értelmezhetd). Ez az Osszeg természetesen az 7, kamatszintet
noveli, tehdt a Grosen-Jorgensen [1999] modelljében talalhaté r, a kombinalt
modell 7, paraméteréhez képest kisebb/egyenld lehet. A visszavaséarld tigyfél
altal megkapott hdnyad kezdd értéke 95%-ban keriilt megéllapitisra, amely
minden mdsodik évben 1%-ot emelkedik a tartam sordn, egészen a 99%-os
maximalis szintig.

Most méar mindent tudunk, hogyan jutunk el a tartam végi, portfélioban
maradé iigyfelek szamlaegyenlegéig. Ezen egyenlegek diszkontdlaséat az el6z6
szakaszban bemutatott ,,eurépai opcié” esetéhez teljesen hasonléan ge~ "7 -vel
végezziik, ahol a ¢ a mar ismertetett (linedrisan névé) haldlozasi valészinii-
ségek alapjan szamolt teljes tilélési valdszintiség, T a tartam, r pedig a piaci
hozam. FEzen diszkontalt szamlaegyenlegeknek minden egyes szimulalt eset
soran vesszik az atlagat, majd képezve az egyes szimulalt esetekhez tartozo
atlagos szamlaegyenlegek atlagat, megkapjuk a vegyes biztositéds elérési kom-
ponensének aktudriusilag korrekt ardt. A halédleseti komponens drazdsanél az
el6z6 szakaszhoz hasonldéan feltettiik, hogy a vegyes biztositasok két kompo-
nenséhez tartozo biztositasi Gsszegek megegyeznek. Ehhez képeztiik minden
egyes szimulalt eset soran a tartam végi szamlaegyenlegek atlagat, majd ezen
szimuldlt atlagos szamlaegyenlegek atlagaként allapitottuk meg a haldlozési
komponens biztositasi Osszegét. Innen a komponens aktuariusilag korrekt
ara az el6z6 szakaszban ismertetett médon adédik. A garantalt hozam kom-
ponens aktudriusilag korrekt aranak meghatirozasahoz szintén az el6z6 sza-
kaszban ismertetett megkozelitést alkalmazom: Py(1 + ry)Te™"Tq, ahol je-
len esetben Py az egyes szimuldlt esetekhez tartozé A(100,20) eloszldsbdl
szarmazo kezdo6 befizetések atlaganak az atlaga.

3.2 A szamitasok eredményei

E szakasz keretein beliil bemutatjuk szamitdsaink eredményeit, amelyek a
bevezetcben megfogalmazottaknak megfeleléen alatamasztjak, hogy az egyes
paraméterek valtozasanak hatdsat a kombinalt modell jobban megragadja,
mint a cikkben ismertetett, vegyes biztositasi keretrendszerben targyalt mo-
dell (Grosen-Jgrgensen [1999] eurdpai és amerikai opcid szerinti drazis meg-
kozelitéssel). Ezt kovetéen megmutatjuk, hogy az els szakaszban ismertetett
paraméterbecslés eredményeit hogyan lehet beépiteni a kombinalt modellbe
abbdl a célbdl, hogy bizonyitani tudjuk azt, hogy a visszavasarlok szama-
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nak eloszldsat meghatdrozé (3) Osszefliggés nem csak, hogy jol kozelithe-
t6 a paraméterbecslést bemutatd szakaszban szereplo eloszlasok segitségével,
de ezen eloszlasok kombinalt modellben torténé felhasznalasaval az eredeti
kombinalt modell dltal adott aktudriusilag korrekt ar is szintén jol kozelitheto.
Szamitasaink eredményeit Osszefoglaltuk a 2. tdbldzatban, amelyben kilon
szerepeltettiik a garantalt hozam, a bénusz és a visszavasarlasi komponensek,
valamint az elérési és kockazati Gsszetevok aktudriusilag korrekt arait.

gar. hozam  bénusz visszav. elérési kockdzati | dij Osszesen

72.66 0 0 72.66 0.88 73.54

0% 72.66 0 21.19 93.85 0.88 94.73
72.66 0 0.33 72.99 0.88 73.87

72.66 14.85 0 87.51 1.06 88.57

0 25% 72.66 14.85 7.26 94.77 0.95 95.72
72.66 14.83 1.42 88.91 1.08 89.99

72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

50% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.4 1.81 99.87 1.22 101.09

108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44

4% 108.39 14.06 0 122.45 0.99 123.44
108.39 14.05 0.65 123.11 1.00 124.11

88.74 19.26 0 108.02 1.07 109.07

r 6% 88.74 19.26 0.56 108.58 1.05 109.63
88.74 19.26 0.31 108.33 1.07 109.4

72.66 25.5 0 98.16 1.19 99.35

8% 72.66 25.5 3.99 102.15 1.08 103.23
72.66 25.5 1.71 99.87 1.21 101.08

72.66 28.33 0 100.99 1.22 102.21

5% 72.66 28.33 4.57 105.56 1.13 106.69
72.66 28.33 2.53 103.52 1.25 104.77

72.66 22.71 0 95.37 1.16 96.53

v 15% 72.66 22.71 4.15 99.52 1.03 100.55
72.66 22.70 3.62 98.99 1.2 100.19

72.66 18.48 0 91.14 1.10 92.24

25% 72.66 18.48 4.74 95.88 0.96 96.84
72.66 18.46 2.83 93.95 1.14 95.09

72.66 18.87 0 91.53 1.11 92.64

10% 72.66 18.87 6.15 97.68 1.03 98.71
72.66 18.74 3.29 94.69 1.15 95.84

72.66 32.55 0 105.21 1.28 106.49

o 20% 72.66 32.55 1.39 106.60 1.13 107.73
72.66 32.53 3.53 108.72 1.32 110.04

72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60

30% 72.66 47.48 0 120.14 1.46 121.60
72.66 47.5 1.17 121.33 1.47 122.8

59.94 32.68 0 92.62 1.25 93.87

3% 59.94 32.68 7.43 100.05 1.13 101.18
59.94 32.62 3.91 96.47 1.31 97.78

79.88 22.13 0 102.01 1.17 103.18

Tg 6% 79.88 22.13 1.42 103.43 1.07 104.50
79.88 20.32 3.32 103.52 1.19 104.71

105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00

9% 105.60 13.23 0 118.83 1.17 120.00
105.61 13.22 0.91 119.74 1.18 120.92

2. tdbldzat. A termékkomponensek értékei
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A téblazat utolsé oszlopa adja a termék teljes nettd értékét. Sziikséges
emliteniink az értelmezés kapcsan, hogy a szamitasokhoz az indulé paramé-
terek a kovetkezok voltak (zardjelben jelzem a kombindlt modellben szerepld
eltéréseket): S(0) = 100 (N (100,20)), r = 8%, T = 10, o = 15%, 6 = 0.5,
v=0.1,ry = 5%, N = 100, ¢ = 0.0005, 1épésk6z=0.00005, szimulaciok szdma
100 ezer, amerikai opcié és kombinalt modell esetén m = 2, kombinélt modell
esetén a portfélié elemszama 1000. A 2. tablazat kapcsan minden egyes eset-
ben a fenti paraméterek az iranyaddak és a tablazat megfeleld részében jelzett
paraméter valtoztatasanak a modell eredményeire gyakorolt hatdsat szamsze-
riisitettiilk. Ezen paraméterek a tablazat alapjan: ¢, r, v, o, és r,. Tovabba
az egyes paraméterek esetén a felsé sor mindig az eurépai opcidhoz, a ko-
zéps6 sor az amerikai opcidhoz, az alsé pedig a kombindlt modellhez tartozo
eredményeket tartalmazza.

Jol lathaté a tablazatbol, hogy az amerikai opcidra jellemz6 arazési tech-
nikat igénylo elérési komponens értéke minden esetben nagyobb vagy egyenlo
eurdpai tarsahoz viszonyitva, amely nem meglepo, hisz ezt vartuk. Egyenlo
természetesen akkor lehet, ha a visszavasarlasi lehet6ség gyakorlatilag érték-
telen a kotvénytulajdonos szaméra. A 2. tabldzatbdl vildgosan latszik, hogy
minél nagyobb 6 értéke, anndl értékesebb mindharom tipusi termék. Ez ter-
mészetes, hisz ha jol teljesit a befektetés, akkor nagyobb 6 miatt nagyobb
héanyadot kap vissza az ligyfél bonuszként, amelyet természetesen a bdénusz
komponens értékének novekedése is jelez. Azonban ezt a névekedést ellensi-
lyozza a visszavasarlasi komponens értékének csokkenése, hisz minél nagyobb
héanyadot kap vissza az tigyfél a bénusz komponensnél, anndl kevésbé valé-
szerl, hogy vissza fog vésdrolni. A kombindlt modell esetén, a visszavasarlé-
si komponens értékének kisebb volta (amerikai opcié megkozelités megfeleld
értékéhez képest) ahhoz kothet, hogy ennél a megkozelitésnél a visszavasirld
igyfelek széamlaegyenlegének biztositéndl marad6 hdnyadanak 50%-a a tobbi
igyfél szamldjan visszaosztdsra keriil. Ez, mivel extra hozamot nyijthat
az ligyfelek szamara az eurdpai és amerikai opcié megkozelitésekhez képest,
csokkentheti a visszavasarlas valoszintiségét.

Az r kiilonbozé értékei mellett lathatjuk, hogy ahogy r névekszik, gy egy-
re csokken a garancia értéke, amely természetes, hisz egyre nagyobb értékkel
diszkontdlunk. A bénusz komponens értéke viszont ezt ellensilyozza, mivel
nagyobb r-hez nagyobb g tartozik, azaz nagyobb valdszintiséggel fog az eszkoz
piaci dra névekedni a CRR modellben. Az eurdpai opcié esetén pedig elég
a (6) Osszefiiggésre vetniink egy pillantdst. Az r = 4% mellett az amerikai
opcid esetén azért lathatunk 0-at a visszavasarlasnal, mert a garancia, azaz
rq = 5%, vagyis gyakorlatilag semmilyen koriilmények kozott nem éri meg
visszavdsdrolni, tehat ez a komponens értéktelen. A v paraméter névekedése
esetén ahogyan azt vartuk, a bonusz komponens értéke csokken, hisz csokken
annak a valésziniisége, hogy bénuszhoz jutunk. Ezzel egyetemben pedig a ter-
mék értéke is csokken. A volatilitas értékének névekedésével a bénusz értéke
természetszeriien no, mig a visszavasarlas értéke csokken, hisz egyre inkdabb
nem éri meg visszavasdrolni. Példaul o = 30% mellett mar egyaltaldn nem éri
meg, azaz az értéke 0 (amerikai opcié megkozelités esetén). Az r, garantalt
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hozam novekedése drasztikusan emeli a garancia értékét, a visszavasarlasét
pedig csokkenti, amelyek okai nem szorulnak magyarazatra.

A kombindlt modell eredményei alapjan elmondhatjuk, hogy mind az
elérési Osszetevd értéke, mind a teljes dij altaldban az amerikai opcidként
bedrazott elérési Gsszetevo értéke és annak teljes dijanak szintje alatt marad.
Lathatod, hogy a 0 és v paraméter valtozasa olyan szempontbdl nincs hatéssal
a kombinalt modell eredményére, hogy az elmozduljon az eurdpai és amerikai
opcié megkozelitéssel kapott komponensek értékei koziil. Viszont az r, o és
T4 paraméterek esetén lathaté, hogy a kombindlt modell tobbre értékel egy
adott konstrukciét az amerikai opcié megkozelitéshez képest, amennyiben az
ugyfél szamara elonyos valtozas kovetkezik be az el6z6 harom paraméterben:
amennyiben csokken az r (tehdt a vegyes biztositds adta lehetGség relative
,,jobb” lesz més piaci lehetdséghez képest), vagy amennyiben né a o (né an-
nak a valdszintisége, hogy nagyobb hozam is elérheté a biztosité befektetése-
in), vagy né r, (azaz egyre nagyobb garantalt hozamot igér a biztositd), igy a
kapott értékek meghaladjak az amerikai opcié megkozelitéssel kapott értéke-
ket. Azaz dltaldnossiagban elmondhatjuk, hogy a sztochasztikus megkozelités
modellbe torténd beépitésével az egyes paraméterekben bekovetkezo valtozas
az lgyfél szempontjabdl torténd konstrukcié értékelés soran jobb megraga-
désra keriil az amerikai opcié megkozelitéshez képest, azaz a paraméterekben
torténd valtozasokat jobban kiemeld és jobban megragadd modellt kaptunk.
A fentiek aldtdmasztasit a kovetkezOkben tobbféle grafikonnal fogjuk elvé-
gezni. Ehhez el6szor is tekintsiik a 3. @brdt. Ezen azt probéljuk szemléltetni,
hogy hogyan viltozik a visszavésarldsi opcié értéke (amerikai opcié meg-
kozelitéssel és eurdpai megkozelitéssel kapott korrekt drak kozti kiilonbség)
kiilénbozé paraméterek mellett. A 2. tabldzathoz képest a szdmitds teljesen
hasonléan torténik, igy tehat minden egyes fliiggvény a grafikon magyaraza-
taban szerepl6 paraméter valtozasa kapcsan mutatja a visszavasarlasi opcid
értékét.

Lathatjuk a 3. grafikonon, hogy a folytonos gérbe a 6 paraméter értékének
novekedése esetén monoton csokken. Ahogy azt az el6zéekben mar tisztaztuk,
pont erre a monoton csokkenésre szamitottunk, hisz € novekedésével egyre
nagyobb hanyadot kap vissza az ligyfél bonuszként. Mig 8 = 0 mellett a
visszavasarlasi opcié értéke 20.8, addig 8 = 30% esetén mar csak 6.2 értékii.

20

15

visszavasariasi opcio erteke
5 10

6 5‘ 1‘0 15
Paraméterek (%)

3. dbra. Visszavasarlasi opcié értékének alakuldsa
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A szaggatott gorbénél, azaz az r paraméter esetén mar tobb wjat tudunk
mondani, mint amit tudtunk a tablazat értékei alapjan. Fent levontuk a ko-
vetkeztetést, hogy alacsony r esetén miért is 0 a visszavasarlasi opcié értéke,
tovabba levontuk azt a kovetkeztetést is, hogy r novekedésével a bdénusz
opcid értéknovekedése ellensilyozza a garancia komponens értékcsokkenését.
Azonban a szaggatott gorbérdl lathatjuk, hogy ez nem teljesen igaz, hisz
a tdbldzatban 8%-ig vizsgaltuk az r paraméter valtozdsinak hatdsat, igy
nem vehettiik észre (és az eredeti modell szerz6i sem, mivel cikkiikben csak
tabldzatos formaban vizsgaltdk modelljiiket, grafikusan nem) a kévetkezot: a
gorbe a maximumat kb. r = 11%-nél veszi fel, onnan kezdve a visszavasdrlasi
opcio értéke csokken. Ez azt jelenti, hogy a bénusz opcio értéke csak egy ideig
novekszik jobban, mint ahogy a garancia komponens értéke csokken, 11%-nal
bekovetkezik a fordulépont és 20%-t6l méar ismét 0 a visszavasarldsi opcid
értéke. A pont-vonal alapu szaggatott gorbe alakja abszolit nem meglepd,
hisz ahogy azt fent jeleztiik, r, novekedésével egy bizonyos szint utdn mar
soha nem fogja megérni a visszavasdrlas. A volatilitas értékének névekedésé-
vel a bonusz értéke, ahogy azt fent is jeleztiik, né, mig a visszavasarlas értéke
csokken, hisz egyre inkabb nem éri meg visszavasarolni. Ezt aldtamasztja a
o paraméterhez tartozé gorbe alakja, amely kb. 24% koriili o értéktél kezdve
0 értéket vesz fel, tehat a visszavasarlasi opcié értéktelenné valik.

Miel6tt elemeznénk a 4. abrat, elétte még valamit tisztaznunk kell. Cik-
kiink elsé szakaszdban utaltunk rd, hogy Loisel-Milhaud [2012] eredményei
kapcsan végzett paraméterbecsléseink a cikk eme szakaszaban felhasznélasra
keriilnek. Ezt Ugy tettiikk meg, hogy a mar megismert kombinalt modellt &t-
alakitottuk gy, hogy mar nem egyéni szinten, (1) alapjan hatdrozzuk meg,
ki vasarolt vissza és ki nem, hanem az els6 szakaszban ismertetett paramé-
terbecslési eljaras segitségével meghatarozott normalis és kevert eloszlasbol
szarmaztatva. Ezzel az a célunk, hogy beldssuk, a Loisel-Milhaud [2012] 4ltal
bemutatott, a visszavdsarlok szamanak eloszldsat meghatérozé (3) Osszefiiggés
nem csak, hogy jol kozelithetd a kérdéses eloszlasok segitségével, de ezen el-
oszlasok kombinalt modellben torténd felhasznalasédval az eredeti kombinalt
modell altal adott aktuariusilag korrekt ar is jol kozelithetd. A kombinalt mo-
dell atalakitasa a kovetkezoképp torténik: vessziik a p és py paramétereket a
mar ismertetett S-gorbék segitségével és n-et, azaz a még nem visszavasaroltak
szamat. Ezen paraméterek segitségével, az els6 szakaszban ismertetett médon
tudjuk szimulélni az n-bél visszavasarlék szamat, amelyre pg = 0 és pg # 0 e-
seteknek megfeleléen normalis és kevert eloszlast illesztiink, és az ismertetett
modon ML modszerrel vagy EM-algoritmussal meghatérozzuk az illesztett
eloszldsok paramétereit. A visszavasarlok szamat py = 0 esetben az illesztett
normalis eloszlas varhaté értékeként azonositjuk, azaz vessziik a p paramétert.
A py # 0 esetben a varhat6 érték (keverési silyokkal silyozott Gsszege a
11 és uo paramétereknek) vétele nem elég konzervativ, mivel Loisel-Milhaud
[2012] cikkiikben pont a kétmdduszi eloszlds vérhaté értékének kevésbé infor-
mativ voltara hivja fel a figyelmet, mivel a varhaté értékhez képest nagyobb
visszavasarléi szam nagyobb valdszintiséggel fordul eld, mint a sima normalis
eloszlas esetén. fgy ebben az esetben a két becsiilt paraméter atlagat vettiik a
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visszavasarlok szaméanak meghatirozasdhoz. Az n-bdl pedig pontosan ennyi
visszavasarlot fogunk véletlen kivalasztassal meghatarozni minden egyes szi-
mulalt esetben. Tekintsik a 4. dbrdt.

Ezeken a grafikonokon a négy korrekt ar meghatérozasi mod segitségével
kapott drakat lathatjuk az adott paraméter fiiggvényében (a ,,Kombinélt mo-
dell 2”7 jelzi a fentebb ismertetett, atalakitott kombindlt modell eredményét).
A 4a esetén lathatjuk, hogy kis r paraméterek mellett, tehdt ahol nagyon
megéri az adott konstrukcidba fektetni, végig a kombinalt modell adja a
legmagasabb arat, és az eurdpai opcié megkozelitéssel kapott ar szintén az
amerikai opcié megkozelitési felett talalhatd. Majd végiil egy kelléen nagy r
utén a 2. tablazat esetén tapasztalt jelenség 1ép fel: a kombinalt modell altal
kapott dar a masik két koncepcié segitségével kapott ar kozott talalhaté. A 4b
grafikon ehhez teljesen hasonléan értelmezhets. A 4c esetén pont forditott
helyzetet lathatunk: egy bizonyos o értéken (21.2%) tul értékeli a kombindlt
modell legtobbre az adott konstrukciot és az eurdpai opcié megkozelitéssel
kapott arak is ekkor lesznek magasabbak az amerikai opcié megkdzelitéssel
kapottnal. Ez azt jelenti, hogy ilyen magas o paraméterek esetén egyaltalan
nem érdemes visszavasarolni, és mindenképp rosszul jar az, aki mégis ezt teszi
(kell@en alacsony paraméter esetén pedig szintén a 2. tdblazatndl tapasztalt
jelenséget lathatjuk). A 4d esetében pedig csak a 2. tdbldzatnél tapasztal-
takat kapjuk vissza, azaz 6 paraméter barmilyen értéke esetén a kombinalt
modell dltal kapott ar mindig a masik két koncepcié segitségével kapott ar
kozott talalhato.
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-+ Amerikai opcid
-+ Kombinalt modell
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—— Eurdpai opcid
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Amit viszont még észrevehetiink az az, hogy az dtalakitott kombinalt
modell végig a sima kombindlt modell eredményét koveti minden grafikonon
(igaz, kicsit hektikusabban viselkedik a gbrbéi alapjén, de ez betudhaté an-
nak, hogy az olyan iterativ jellegli algoritmus, mint az EM esetén az ered-
mények természetszeriileg kis mértéki instabilitdst mutathatnak). Lathato,
hogy mind a 4. grafikon, mind a 2. tdblazat értékei a szakasz elején megfogal-
mazott allitdsainknak megfelel6 eredményt, értékeket mutatnak, alatamasztva
cikkiink célkitiizéseit.

(")sszefoglalés

Cikkiinkben megmutattuk Loisel-Milhaud [2012], a szerz8ddk visszavasarlds-
sal kapcsolatos dontései kozti korrelaciot is figyelembe vevé modellje esetén
hogyan is lehet szdmszertileg (illesztett eloszlasok paramétereinek meghataro-
zésa normélis és kevert eloszlds esetén) elvégezni az eredeti cikkben szerepld
érzékenységvizsgalatot.

Ezt kovetéen Grosen-Jorgensen [1999] cikkében szereplé modellt vizsgél-
tuk, amely lehetOséget adott arra, hogy a visszavasarlast, mint az tigyfél altal
lehivhaté opciét be tudjuk arazni, illetve meg tudjuk mutatni a termék ak-
tudriusilag korrekt értékében képviselt mértékét. Az eredeti modellt eltérd
keretben (vegyes biztositds) vizsgéltuk, mint azt a szerz8k tették, valamint
néhany 1j, gyakorlati jellegii feltétellel és paraméterrel éltiink a modellépités
soran.

Végil megmutattuk, hogyan lehet figyelembe venni és beépiteni Loisel-
Milhaud [2012] eredményeit az elézé modellbe, valamint ennek segitségével
Osszehasonlitast végeztiink a mddositott keretrendszerben targyalt Grosen-
Jorgensen [1999] modell dltal adott és a kombindlt modell 4ltal adott aktus-
riusilag korrekt arak kozott. Ezen kiviil beldttuk, hogy Loisel-Milhaud [2012]
eredményeinek beépitésével kapott aktuariusilag korrekt arak is kozelithetéek
egy olyan modell eredményeivel, amelybe a cikkiink elsé szakaszaban ismer-
tetett becslési eljarasok keriilnek beépitésre. Osszességében az eredmények
alapjan azt lathatjuk, hogy a kombinalt modell képes az tigyfél szempontjabdl
torténo konstrukceio értékelés soran az egyes paraméterekben bekovetkezo val-
tozas jobb megragadasara, igy Osszességében egy, a paraméterek valtozasanak
a modell eredményére gyakorolt hatasat jobban kiemel6 modellt kaptunk.

Fiiggelék

EM-algoritmus

Legyen adott egy p(x|0) siirliségfiiggvény © paraméter mellett, valamint le-
gyen egy, az el6bbi stirtiségfiiggvény altal meghatarozott eloszlasbdl szarmazo,
N elemii adathalmazunk, azaz X = {xy,...xn}. Tegyiik fel, hogy az elébbi
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eloszlas kevert és stirtiségfliggvényét a kovetkezoképp irhatjuk fel:

p(x]©) = Zaz‘pz‘(xwz') - (19)

A (19) 6sszefiiggésben szerepld paraméterek tehdt © = (01, ...,0n,01,. ..
On), amelyekre igaz, hogy Zle 0; = 1, tovabba az egyes p;-k a 0;-k szerint
parametrizalt stirtiségfiiggvények. A fenti képletbdl lathatjuk, hogy itt M
szamu komponens keverésérdl van szé 60; keverési silyok mentén. A para-
méterbecsléshez sziikséges loglikelihood fiiggvény erre a stirtiségfiiggvényre
nézve ekkor a kovetkezo:

)

log(L(©]X)) = log [T p(ai[©) = Y log (Y- 05p;(wile)) . (20)

i=1

A (20) loglikelihood fliggvény optimalizélasa nehéz feladat, mivel az 6sszeg
logaritmusa szerepel benne. Ha feltessziik, hogy X esetén adathidany all fenn
és létezik egy Y = {y;}¥, olyan ldtens véltozd, amelynek értékei alapjin
eldonthetd, hogy az adathalmazunk egyes elemei a keverés sordan felhasznalt
eloszlasok koziil melyikbdl szarmaznak, tgy a kérdéses loglikelihood fiiggvény
jelentOsen egyszertisodik, igy az optimalizalés is joval konnyebbé valik. Tehat
legyen y; € 1,... M Vi-re, és jelentse y; = k azt, hogy az i-edik megfigyelés
a k-adik eloszlas komponensbdl szarmazik. Ekkor a loglikelihood fiiggvény a
kovetkez6 forméra egyszertisodik:

log(L(6]X,Y)) = log(P(X, Y|0)) = "log(0,,py, (xil6,,)) . (21)

i=1

Az EM-algoritmus lényege, hogy (21)-bél kiindulva gy tesziink, mintha
ismernénk a paramétereket (azaz kezd6értékét adunk ©-nak), majd az E-
1épés sordn szdmszerlsitjik a p;; = P(y; =4)i=1,...,M,j=1,...,N va
16szintiségeket (azaz minden egyes megfigyeléshez kiszdmitjuk, hogy mekkora
valdsziniiséggel szarmazik az egyes komponensekbdl). Az M-1épés sordn ké-
pezziik a latens valtozdk virhatd értékét (a fenti jelolésekkel Zﬁ1 P(Y; =
i) x1, 7 =1,...,N), majd ezen varhaté értékek mellett megkeressiitk azokat
a paramétereket, amelyek maximalizaljdk a loglikelihood fiiggvényt. Ezt az
eljarast a konvergenciaig ismételjiik.
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VALUATION OF SURRENDER RISK WITH CORRELATED
INSURANCE RISKS

In recent years the claim of insurance companies arises to model different risk
types more precisely which comes from the expected implementation of Solvency
IT Directive. The purpose of this article is to describe the modelling possibilities of
surrender risk in surrender option concerned area and a possible way to improve a
model known in scientific literature. First of all we introduce shortly the result of
Loisel-Milhaud [2012] so far complemented with parameter estimation results based
on own calculation which have not been the focus of the authors’ investigation.
After this we describe how to handle the model of Grosen-Jgrgensen [1999] in
different mixed insurance framework and calculate the option’s price related to the
product. Next we show how can the result of Loisel-Milhaud [2012] be built into
the model of Grosen-Jgrgensen [1999] which is related to the increasing correlation
between surrender decisions in a stress period. This paper argues that this improved
model can calculate the actuarially fair price of a product with surrender option
more accurate and able to capture a wider range of external drivers.

Keywords: surrender risk, actuarially fair price, modelling, Solvency II. Journal of
Economic Literature (JEL) code: C15, C46, C63, G12, G22
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KLASZTERSZAMOK MEGHATAROZASANAK EGY
LEHETSEGES MEGOLDASA!

RUFF FERENC
Szent Istvan Egyetem

A dolgozat azon probléméval foglalkozik, hogy a klaszteranalizis sordn létre-
jovo lehetséges megoldédsok (kiilonbozd klaszterszamok) esetén melyiket fo-
gadjuk el az adatbéazisban feltételezett csoportok legjobb kozelitésének. Ilyen
modszerek léteznek, jelen dolgozat egy ilyen eljaras kritikai vizsgalataval,
valamint annak tovabbfejlesztésével foglalkozik. Az eljaras lényege, hogy a
klaszterek kozéppontja és a kozéppontok kozotti osztépont koriili elemstiri-
ségekkel definialt index segitségével jellemzi a csoportositas pontossagat. Ez
olyan népszeru algoritmusok, mint pl. a K-means — ahol az algoritmus in-
putjaként meg kell adni az elvart klaszterszamot — esetében ad segitséget a
dontés meghozatalaban.

1 Bevezetés

,,A klaszterelemzés az alakfelismerés tanité nélkiili tanulé algoritmusa. Egy-
szerlen ugy definidljuk, hogy a klaszterelemzés megfigyelések egyedeit bontja
viszonylag homogén csoportokba p valtozé értékeinek hasonlésiga alapjan. A
klaszterelemzés az egyedek olyan csoportositasat keresi, amelyekre igaz, hogy
egy egyed egy és csakis egy csoporthoz tartozik, és azokhoz az egyedekhez
lesz hasonld, amelyekkel egy klaszterbe keriilt, mig a t&bbi klaszterbe tartozd
egyedektdl kiilonbozik.” [6, 160. old.]

Klasszifikdlé elemzésnek valamint numerikus taxondémidnak is nevezik,
mely az 1950-es években indult fejlddének [15]. Azdéta nagyon sokféle mddszert
dolgoztak ki a fenti célok megvalésitdsanak érdekében. Az irodalmak kozott
megjelentek 0sszefoglald jellegiiill. egy-egy szakteriilet szaméra irédott miivek
[2, 9, 16]. Magyar szerzdk tollabdl szarmazé konyvek is taldlhatdk ezek kozott
[5, 6, 7). Kimondottan a marketingkutatds teriiletén torténd alkalmazdssal
foglalkozik Simon [14] cikke.

Dolgozatom kozéppontjaban az a probléma all, hogy ha az elemzonek kell
megadnia a keresett klaszterek szamat (az algoritmus inputjaként), akkor
a kiilonboz6 klaszterszam-bedllitasok esetén kapott eredmények koziil milyen
modon valaszthatja ki a ,,legjobbat”. Ezt az angol nyelvii irodalomban ,,clus-
ter validation” néven taldlhatjuk meg, amely alatt olyan kvantitativ elemzést
értenek, mely a klaszteranalizis eredményeként 1étrejott csoportokat vizsgdl-
ja [16]. Ennek megolddséra sok eljards sziiletett, melyeket Theodoridis és
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Koutroumbas [16] hdrom tipusba sorol: kiilsé kritérium alapt, bels6 krité-
rium alapu valamint relativ kritérium alapu. Egy kicsit més csoportositast
alkalmaz Fiistos et al. [6, 205. old.]: ,,A klaszterek érvényessége (validité-
sa) négy kritérium alapjan vizsgilhatd. Kiilsé kovetelményként értelmez-
het6 az, ha ismert csoportokba tartozé egyedekbdl vesziink mintat, és arra
végezziik el a klaszterezést. Bels6 kovetelménynek tekintheték azok a muta-
tok, amelyekkel az eredeti és a szarmaztatott tavolsagok illeszkedését mérjiik.
Harmadik megkozelitést jelent a megismételhetoség kritériuma, amelynek 1é-
nyege a kettéosztott megfigyelések klaszterezése és a felosztasok Osszevetése.
A Kklaszterek érvényességének relativ kritériuma az adatmétrix tébb eljards
szerinti klaszterezését és a felosztasok kozotti egyezés mérését fogalmazza
meg.”

Liu et al. [13] munkéjdban a klaszterszamok meghatérozasdval kapcso-
latban végrehajtott vizsgalatanak célja az volt, hogy megfigyeljék, hogy a
vizsgdlt indexek pontossigara (11 ilyen indexet teszteltek) — amelyek kiilsé
informéciét nem tartalmaztak — milyen hatdssal van az adatok szerkezete (za-
jos adatok, sfirliség kiilonbségek, alcsoportok, aszimmetrikus eloszlas). Ezek
kozil az alcsoportok felismerése okozta a legtobb problémat az ellendrzés
soran, ezen esetben a legtobb index nem adott helyes eredményt. Egy olyan
index — az un. S_Dbw index — volt a 11 k6zott, mely mindegyik esetben helyes
dontést hozott. Az eljérdst Halkidi és Vazirgiannis [8] dolgozta ki, mely a
klaszterek kozotti stirtiségkiilonbségen alapszik. Ezt fejlesztette tovabb Kim
és Lee [10] valamint Tong és Tan [17] abba az irdnyba, hogy robusztusabb?
legyen, valamint ne csak gombszimmetrikus klasztereket ismerjen fel. En-
nek fontossigdra kordbban felhivta a figyelmet Legdny et al. [12] is, akik
megfigyelték, hogy az altaluk vizsgdlt indexek (pl. az S_Dbw is) csak jol sze-
paralt, gémbszimmetrikus klaszterek esetén nyujtottak megfeleld segitséget
a klaszterek validdlasdhoz. Dolgozatomban ezen mddszerek vizsgdlataval és
tovabbfejlesztésével foglalkozom.

2 Az S Dbw,,., index

Vizsgalatom kiindulépontja a Halkidi és Vazirgiannis [8] altal kidolgozott,
majd Kim és Lee [10] valamint Tong és Tan [17] dltal tovdbbfejlesztett médszer
— alapja az S_Dbw (Scatter and Density between clusters) index — mely a
strtségkiilonbségek és a szérasok alapjan rendel hozza egy adott csopor-
tositashoz egy valds szamot. A kiilonbozé csoportositasokhoz tartozé értékek
alapjan lehet a legjobban illeszked6 megoldast kivalasztani. Itt most csak a
legutolsé vialtozattal foglalkozom, mert ez jobb eredményeket ért el a tesz-
telések soran, mint az elsé két valtozat.

A médszer alapja, hogy a klaszterek kozotti hasonlésdgot ill. a klaszterek
kozotti kiilonbséget bizonyos pontok kortl kialakitott tartomanyokon beliil
taldlhaté megfigyelési egységek szdmanak (mint stiriiségnek) dsszehasonlitdsa

2A kiugré adatokra kevésbé érzékenyen hatarozza meg a klaszterek szamat.
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alapjan hatéroztak meg [17]. Ok az indexet S_Dbwy,ep-nak nevezték (meg-
kiillénboztetésiil az eldzményektdl), és ezt a jelolést itt is megtartom.

Legyen adott egy adatbézis, amely N szamu egyedet, mint megfigyelési
egységet tartalmaz. Az egyedek tulajdonsagait k db valtozéval irjuk le. Ezen
adatok egy N x k méreti matrixba rendezhetok. Ezen adatbazison futtassunk
le egy klaszterez6 modszert, igy kapjuk a megfigyelési egységeink egy csopor-
tositdsét (¢ db klasztert). Ezen csoportositdshoz fogunk hozzéirendelni egy
szamot, amely az S_Dbwy,,, index egy lehetséges értéke. Itt most az emlitett
cikk [17] bemutatésa torténik.

Az indexnek két Gsszetevéje van: Densy,(c) — klaszteren beliili stirtiség,
valamint Scat(c) — klaszterek kozotti variancia.

Densiu(©) = =1 3 |2 density” () 0

(c—1) prll e max{density” (v;), density” (v,)}
i
ahol ¢: a kialakitott klaszterek szama, v;: az i-edik klaszter kézéppontja.

Nom

density”(m) = Z f(x;,m) (2)

x;: az i-edik megfigyelési egység, m: egy tetszbleges megfigyelési egység, n.,:
a figyelembe vett megfigyelési egységek szama.
1, ha CI” <d(zf,m?) <CI¥,Vpe{1,2,3,...,k}

.y 3)
0, egyébként

fr(xi,m) = {
k: a megfigyelési valtozdk szama, tovabba
P P o]
CIY =v/ £+ (196 - —= 4
+ l < \/n_l> ( )

vy, 0], ng: a figyelembe vett klaszter p-edik véltozdjanak édtlaga ill. szérasa,
valamint a klaszter elemszdma. Legyen tovabbd m;; az i-edik és j-edik klasz-
ter kozéppontjat osszekoto szakasz olyan osztopontja, mely a két klasztert
,,elvalasztja”, és melynek p-edik komponense:

P e 10.3- density™ (v;) - v} + density™(v;) - vy
K n; +n; density™(v;) + density” (v;)

()
n;: az i-edik klaszter elemszdma. Az m,; szamitdsakor figyelembe veszi a két
klaszter elemszamait, valamint a két klaszter kozéppontja koriili stiriiséget,
és a kettd kombinacidja? adja az osztépontot. E részindex (1. egyenlet) szé-
mitasdnak elve tehat, hogy Osszehasonlitja a klaszterek kozéppontja korili,

3Ahol az eredeti cikk jel6lésrendszere nem volt egészen vildgos, ott ennek médositdsara
keriilt sor.

4A siilyok (0.7 - 0.3) meghatérozdsa empirikus vizsgalatok tapasztalatai alapjan tortént
7.
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valamint a klaszterkdzéppontok kozott kivalasztott pont (m;;) kortl elhe-
lyezkedd egyedek szamat.
A maésik részindex szédmitdsanak maddja:

1 “n—n; |o%(v;
Seat(e) = o D2 T ©

ahol 02(v;): a v; kozéppontu klaszter variancia vektora®, o%(S): az adatbézis
variancia vektora, ||.|: vektor euklideszi norméja.
Ezekbél a részindexekbdl a kovetkezé modon adddik az index:

S_Dbw(c) = Denspy(c) + Scat(c) (7)

Legyen S olyan adatbézis, mely konvex klasztereket tartalmaz. Futtassunk le
ezen, kiillonbo6zo klaszterszam bedllitasaval, egy klaszterezo eljarast tobbszor.
Belathato, hogy az index akkor vesz fel minimalis értéket, ha a klaszterezd
eljérés a tényleges klasztereket taldlta meg [8]. Természetesen nem garantélt,
hogy a klaszterek képzése sordn a tényleges klaszterek (ha léteznek) valéban
eléallnak megoldasként. Ekkor is az index minimumat fogadjuk el megoldés-
ként, mivel ez jelenti a legjobb szepardciot [8].

3 Az S_Dbw,., index kritikaja

A 3. egyenlet megadja, hogy a ,,siirliség” szamitasandl mely egyedeket kell
figyelembe venni, és melyeket nem. Az adott pont kérnyezetének definidldsa
hatarozza meg ezt a szamot. Lathato, hogy a CT hossza a klaszter szaAméanak
(n) novekedésével csokken® (4. egyenlet). Ez pedig azt jelenti, hogy a lecsok-
kend teriileten (még a nagy egyedszdm mellett is) kevés egyed taldlhato, vagy
egyaltalan nem is talalunk egyedet. Ezzel pedig a mérés valik lehetetlenné,
hiszen nem lesz alkalmas a stirlibb és ritkabb tartomanyok elkiilonitésére.
Kovetkezo észrevételem, hogy az m;; osztépont (5. egyenlet) szamitdsanal
két szempontot vettek figyelembe. Az els6 fele a két klaszter- kdzéppontot
Osszekoto szakaszt a klaszterek elemszamanak aranydban osztja, méghozza
ugy, hogy amelyik klaszternek nagyobb az elemszama, attdl tavolabb lesz az
osztopont. A maésodik rész pedig a klaszter-kdzéppontok koriili siirtiségek
aranyaban osztja a szakaszt gy, hogy amelyik klaszter esetében a siiriiség
nagyobb volt, ahhoz keriil kozelebb az osztépont. Ezen két hatas konvex
linedris kombindaciéjabdl allitottak el6 m;;-t, méghozza kisérletekbdl, tapasz-
talati iton &llitottdk be az egylitthatdkat (0.7 - 0.3). Kisérleteim szerint az
igy kialakitott osztépont a két klaszter eltér6 elemszama esetén jelentésen el-
tolédhat a kevesebb elemet tartalmazé klaszter kozelébe. SzélsOséges esetben
a nagy elemszamu klaszter ,,beletolja” az osztopontot a kevesebb elemet tar-
talmazé klaszterbe. Ez lathaté az 1. dbrdn, amely esetében az elemszamok
ardnya 1:20. Az osztopont eltoléddsénak egyik oka, hogy a nagy elemszam

5A koordinatatengelyek irdnyaba szdmolt variancidkbél képzett vektor.
6A CI 0-hoz tart, ha n — oo.



Klaszterszamok meghatarozasanak egy lehetséges megoldasa 139

miatt a CT értéke olyan kicsi lett, hogy abba nem keriilt elem, igy a stiriiség
értéke 0, ami azt jelenti, hogy a méasodik része a képletnek (5. egyenlet) nem
kompenzalja az elsé rész hatasat (hiszen ezek itt éppen egymds ellen hatna-
nak). Sét, mint ahogyan 1. dbran lithat6 eset hétterében is megfigyelhetd
volt, ha a kisebb stirtiségii klaszter esetében az adott tartomanyba véletleniil
belekertil egy pont, mig a nagyobb siurliségii esetében nem, akkor az még
jobban noveli a torzité hatdst (1d. 5. egyenlet).

o _|
—
v [ ]
¥ o A
o
o 1. klaszter
A 2. klaszter
m My
o
=
T T T T
-5 0 5 10

x1

1. dbra. Klaszterek kozéppontja kézotti Tong és Tan [17] féle osztépont
eltolédésa 2 valtozé esetén. Forrds: sajat szerkesztés.

Ezen észrevételeket tamasztjak ald a kovetkezé gondolatmenetek. Az
1. dbra 1. klaszterének adatai: v = (5,5)7, o = (1,2)T, n; = 100, valamint
2. klaszterének adatai: vo = (0,0)7, o = (1,2)7, ny = 2000. Keresem annak
a valdsziniiségét, hogy egy megfigyelési egység a klaszterkozéppont megfeleld
(1d. 3. és 4. egyenlet) kérnyezetébe esik. Jelentse &1, ill. &, az els6 klaszterbe
tartoz6 pont x ill. y koordindtajat (normél eloszldsi valdszintiségi valtozok).
Tovabba &, ill. &5, a mésodik klaszterbe tartozé pont x ill. y koordinatajat.
Az 1. klaszter esetében (z és y irdnyban):

1
P<5—1.96-—<§1x<5+1.96-

1 1.96
— 20 ( —— ) —1=0.155
v/100 vV 100> <\/ 100>

és

2
P<5—1.96-—<§1y<5+1.96-

2 1.96
— 20 ( — ) —1=0.155
v/100 \/100> <\/100>
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A keresett valészintiség tehdt p; = 0.1552 = 0.0241. Legyen 1, egy disz-
krét valoszinliségi valtozo, és jelentse a kozéppont megadott kornyezetében
taldlhaté egyedek szdmét. Ennek varhaté értéke (binomidlis eloszlds esetén):
M(m) = ni1-p1 = 100-0.0241 = 2.41. A 2. klaszter esetében (x és y irdnyban):

1 1 1.96
P0—1.96 —— < £, <0+1.96- —— | =26 [ ——— ) —1 = 0.034
< /2000 & \/2000> <\/2000>

és
1.96

2 2
P0—1.96 ——— <&, <0+1.96- ——— | =2 [ -2
< /2000 Sty \/2000> <\/2000

A keresett valészintiség tehdt p, = 0.034%2 = 0.0012. Legyen 10 egy disz-
krét valdszinliségi valtozo, és jelentse a kozéppont megadott kornyezetében
taldlhaté egyedek szdmét. Ennek varhaté értéke (binomidlis eloszlds esetén):
M(n2) = n2 - p2 = 2000 - 0.0012 = 2.44. Vagyis a 2. klaszter 20-szor annyi
elemet tartalmaz, mégis, a kozéppont megadott kornyezetében talalhaté ele-
mek szama kozelitéleg annyi, mint az 1. klaszter esetében, atlagosan 2.44.
Annak valészintisége pedig, hogy egy elem sem esik a megadott kdrnyezetbe:
P(ny = 0) = (1 — 0.0012)2°° = (0.0906. Az 1. dbréhoz tartozé eset (a nagy
klaszterben 0, a kicsiben nem 0 a koézéppont meghatarozott kornyezetében
talalhaté elemek szdma) valdszintisége pedig 0.0906 - (1 — (1 — 0.0241)'00) =
0.088, ami nem elhanyagolhato, tehat bekovetkezésével szamolni kell.

> —1=0.034

M(n)
2.25 2.30 2.35 2.40 2.45
| | | | |

O 0 0 00000000

2.20
|

o]

o]

T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

klaszter elemszama

2. dbra. M(n) a klaszter elemszdméanak fiiggvényében a Tong-féle
kornyezet esetén. Forrds: sajat szerkesztés.



Klaszterszamok meghatarozasanak egy lehetséges megoldasa 141

Erdekes kovetkezmény tovabba, hogy a fent szamitott két valsziniliség (p1
és pa) kozel azonos. Megvizsgaltam tehdt a M(n) értékét az n (klaszterelemek
szdma) fiiggvényében. A grafikon (2. dbra) egy monoton noévekvé fiiggvény
képét mutatta. Kiszamitottam a kapott fiiggvény hatarértékét a végtelenben.

) klin;o —k =
)10 CH) o)
e LA
+ lim ; (2(1) (1_%@6) _1) i I_Z’;_G) 1.962 ( lk—%) -
o _%k_i

i [4n06 6 (199 o (20 (195) _ 1) .o (195 pa67]
_k-1—>oo|:4 1.96 - ¢ <\/E>+2 <2<I>< k;> 1> ¢<\/E> 1.96]

1\? 2.1.962
:4-1.962-<—> +0-0:—96%2.4456.
™

V2r

Vagyis novelve a klaszterek elemszamat, a kozéppont adott kornyezetében
talalhato elemek szamanak varhato értéke lényegében konstansnak tekinthetd.
Ennek oka a korabban mar emlitett tertilet csokkenése, mely tertilet a klaszter
elemszamaval forditottan aranyos.

Végil meghataroztam az 1, valdészinlségi valtozé eloszlasat, és annak egy
részletét tartalmazza az 1. tdbldzat (a varhaté érték kornyezete”). Ebbél is
latszik, hogy az 1-3 objektum el6fordulasanak legnagyobb a valészintisége,
a maximuma 2-nél van. Ezaltal a fejezet elején tett megéllapitdasaimat iga-
zoltam.

1. tdbldzat. Az no valdszinliségi véaltozé eloszlasanak
részlete. Forrds: sajat szamités.

Ty; az 1o valdészintiségi valtozé altal felvehetd értékeket jelenti. Mivel binomiélis elosz-
14su valdszintliségi véltozérdl van szé, ezért y; € {0,1,2,...,2000}
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4 Az S_Dbw,., index mdédositasa

4.1 A moédositott index (S_Dbw*™)

A kritikai részben megfogalmazott hibak miatt a tartomany megvalasztasdnak

modositasat javaslom. Az eredeti javaslat — 3. egyenlet — helyett a kovet-

kezOképpen definidlom az f* figgvényt, amelyet megkiilonboztetésil f**-nak

nevezek:

o ) {1 ham? —a-DP <zl <mP+a-DP, Vpe{l,2,3,...,k}
XM T egyébknt.

(8)
ahol m egy tetszéleges egyed; mP a tetszéleges egyed p-edik valtozdjanak ér-
téke; DP = min(o?), i € {1,2,...,c}, a klaszterelemek p-edik valtozdjdnak
szorasal kéziilt a minimalis; o egy alkalmasan megvélasztott konstans.

A moédosités lényege, hogy az az intervallum, amelyen beliil a megfigyelési
egységeket keresem, mér fliggetlen az n-t6l (a klaszterelemek szamatdl), igy
egy adott intervallumba esé megfigyelési egységek szdma (az adott térrészben)
ardnyos lesz a klaszterek elemszamaval. Mésrészt, az m;; osztépontok eseté-
ben a kordbban emlitett torzité hatds is megsziinik.

4.2 A klaszterek k6zotti mérészam (Dens;') elemzése

Az 1. egyenlet adja meg a klaszterek kozotti stirtiségkiilonbség alapjan, hogy
mely klasztereket tekintiink majd kiilonbozonek, és melyeket nem tudunk
megkiilonboztetni. A kdvetkez6 elemzésben két klaszter egyméshoz viszonyi-
tott helyének fiiggvényében vizsgalom az index értékét, két valtozo bevonasa
mellett.

Legyen adott két klaszter (C; és Cy). Koézéppontjaik: vi = (0,0)7 és
vy = (a,0)T. Mindkettd legyen kor alaki, azonos dtmérével (mindkét irdnyt
szordsuk legyen 1-1). Legyen a = 0.5 (8. egyenlet). Az elméleti megkozelités
esetében nem konkrét elemekkel megadott klasztereket vizsgdlok, hanem a
két klasztert két-két normal eloszldsi valdsziniiségi valtozdval jellemzem (&1,
&1y, Eouy &2y). Ilyen feltételek mellett vizsgdlom az aldbbi harom valdszind-
séget:

pr=P((0—05-1<&, <0+05-1)A(0—-05-1<&, <0+05-1)),

mely ardnyos a C; klaszter kozéppontja koriili a - D', azaz 0.5 - 1 sugard
tartoméanyba, valamint (y irdnyban) a C klaszter kozéppontja koriili a- D?,
azaz 0.5 - 1 sugari tartomdnyba es6 pontok szamdval (mely tartomdny egy
téglalap).

p2=P((a—05-1<&,<a+05-1)A(0-05-1<&,<0+05-1)),
mely ugyanaz, mint az el6bb, csak a Cy klaszterre vonatkoztatva.

pr=2-P((5 =051 <€, <5 +05-1)A(0-051<&, <0+05:1)),
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mely jelentése azonos az elézoekkel, csak a két kozéppontot 6sszekoto szakasz
felezOpontjira vonatkoztatva. A 2-vel val6 szorzas a két eloszlds azonosséga
miatt alkalmazhaté. Ezen mennyiségek segitségével definidlom a kovetkezo
indexet;:
ind = —2Lk 9)
max(p1,pz)

mely index ardnyos az 1. egyenletben megadott Densy, indexszel. Erték-
készlete a [0,2], hiszen maximélis értéket akkor vesz fel, ha a két klaszter
kozéppontja egybeesik.

A definidlt index vizsgdlata soran azt figyeltem, hogy miként valtozik az
index értéke a kozéppontok tdvolsdganak fiiggvényében. A tdvolsag értékét
0- tdl 7-ig véltoztattam (a széréds értéke 1), azaz a € [0,7]. A kapott
ind(tdvolsdg) fliggvényt a 3. dbra els6 grafikonja (o = 0.5) mutatja.
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8. dbra. Az ,,ind” index a klaszterkézéppontok kozotti tdvolsag fliiggvényében
kiilonbo6z6 alfa paraméterek esetén. Forrds: sajat szamités.
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A fiiggvény az l-et, mint fliggvényértéket az x = 2.4 helyen veszi fel,
ami azt jelenti, hogy a két kozéppont ezen tavolsdga esetén a két kdzéppont
adott kérnyezetében (1d. «) ugyanannyi megfigyelési egység taldlhat6, mint
a két kozéppontot elvalasztd osztépont (jelen esetben felezépont) ugyanazon
kornyezetében. A harom pont tehdt a stlirliség szempontjabdl egymastol nem
megkiilonboztethetd. A tdvolsdg tovdbbi novelésével az index értéke (csok-
kend iitemben) tovédbb csokken.

A fenti kisérletben az « értékét 0.5-nek valasztottam. Hogy hogyan
valtoznak a fliggvény értékei mas a paraméterértékek esetén, a 3. 4bra tovabbi
grafikonjai mutatjak. Lathato, hogy az « értéket novelve az ind = 1 egyen-
let megoldésai — vagyis azon klaszterkozéppont tavolsagok, melyekre az ind
index értéke 1 lesz — is egyre novekednek.

Vagyis célszerti minél kisebb a értéket valasztani. Azonban a normaél el-
oszlas esetében az elméleti valdszintiségek szamolhatok akkor is, ha « nagyon
kicsi, addig a konkrét adatbazis esetén ezek a kicsi intervallumok nem tar-
talmaznak majd megfigyelési egységeket, vagyis nem lesznek alkalmasak az
Osszehasonlitasra. Ennek tovabbi vizsgalata céljabdl megrajzoltam egy fiigg-
vényt, mely azon klaszterkozéppontok tavolsagat adja meg az « fiiggvényében,
melyek esetében az ind index értéke 1 lett (4. dbra).

© -
o -

‘T

4]

\©

°

<]

>

@

£

— <

I

°

£
o -

0.0 0.5 10 15 2.0 25 3.0

alfa

4. dbra. Az ind = 1 eredményt adé klasztertavolsigok az alfa paraméter fiiggvényében.
Forrads: sajat szamitas.
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A grafikon azt mutatja, hogy a valtozé (a) névekedésével egyre névekvd
mértékben noévekszik a fiiggvényérték. Mas széval, minél nagyobb « értéket
valasztunk, annél tavolabbinak kell lennie a két klaszternek, hogy meg tudjuk
kiilonboztetni Sket®. Mivel a fiiggvény monoton névekvd, ezért az optimdlis
értéket az értelmezési tartomany bal oldaldn veszi fel. Itt bizonyos tar-
tomédnyonként konstans értéket vesz fel (ezen a részén a névekedés lassiibb),
vagyis ezen a részen kell egy alkalmas « értéket kivalasztani. A tovabbiakban
legyen ez az érték a = 0.4, figyelembe véve a korabbi érveket.

Tovébbi kérdés azonban, hogy a fenti kisérlet eredménye 2 gémbszim-
metrikus klaszter esetében lett kiértékelve. Van-e ennek hatasa a 4. dbra
grafikonjanak jellegére? A kisérlet kiilonboz6 szérds paraméterek mellett
megismételve ugyanazt a jellegii gorbét adta.

4.3 A moédositott S_Dbw** index szerkezetének vizsgalata

A vizsgalat egyik célja, hogy a teljes index értékét a két részindex valtozdsanak
fliggvényében figyelhessiik meg. Ennek modellezésére egy harom klaszterbol
allé adatbazist készitettem, amelyben két klaszter helyét nem valtoztattam,
a harmadikat pedig kiindulasként az egyik fix klaszterre helyeztem, majd
tavolitottam t6le az = tengely mentén (mikdzben a masik klaszterhez sem
kozelitettem). A két egymast atfedé klaszter egyszer egynek, majd két
kiillonboz6 klaszternek tekintettem, és vizsgaltam az indexek értékét mindkét
valtozat esetében. A harmadik klaszterra azért volt sziikség, hogy minden
esetben legyen legalabb két klaszter, amire az index szamolhato.

El6szor mindharom (C1, Co, C3) klaszter x és y irdnyu szérdsat azonosra
dllitom: o1, = 09y, = 03, = 01, = 03y = 03, = 1. A vy = (0,0)7,
vo = (d,0)T, ahol d € [0; 7], tovébbd vg = (0, —7)* pedig az egyes klaszterek
kozéppontjait hatarozzak meg. Mindharom klaszter 1000 megfigyelési egysé-
get tartalmazott. Eloszor a Cy és a Cy klasztert Gsszevontam egy klaszterré,
majd pedig kiilon klaszternek tekintettem &ket, és mindkét esetben vizs-
galtam az indexek értékét, mikézben az d értékét 0-tél 7-ig valtoztattam
bizonyos 1épéskézénként. Az eredmények a 2. tdbldzatban lathaték. Az egyes
részindexeket, valamint a teljes indexet is parba allitottam a két klaszteres
ill. a harom klaszteres megoldasok esetében. A két utolsé oszlop Osszeha-
sonlitdasabdl lathatd, hogy az indexek nagysagaban kb. 3.5-4 egység tavolsag
(3.5 < d < 4) esetén viltas torténik. Innentdl kezdve tehat a hdrom klasztert
tartalmaz6 megoldast fogadjuk el a masikkal szemben. Vagyis, ha a két
klaszter szorasa 1-1 egység, akkor kozéppontjuk kb. 4 egység tavolsagra kell,
hogy legyen, hogy két kiilonb6z6 klaszterként értékelje 6ket az index. Vagyis
nem sziikséges teljesen atfedésmentesnek lenniiik (,,jél szepardlt”), bizonyos
atfedés esetén is felismerhetd a kettd kiilonbozdsége.

8Itt még nem keriilt sor annak vizsgilatira, hogy az index milyen értéke mellett
kiilénboztetheté meg két klaszter. Erre késébb keriil sor.
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Tavolsdg  Dens_bw**  Dens_bw™* Scat Scat S_Dbw**  S_Dbw**

d nc=2 nc=3 nc=2 nc=3 nc=2 nc=3
0.0 0.0053 0.3281 0.0592 0.0776 0.0644 0.4057
0.5 0.0000 0.3076 0.0593  0.0790 0.0593 0.3866
1.0 0.0000 0.2266 0.0608  0.0770 0.0608 0.3036
1.5 0.0093 0.2336 0.0671  0.0792 0.0764 0.3128
2.0 0.0156 0.1911 0.0715  0.0782 0.0872 0.2693
2.5 0.0147 0.1774 0.0779  0.0792 0.0926 0.2566
3.0 0.0294 0.1188 0.0871  0.0776 0.1165 0.1964
3.5 0.0777 0.1004 0.0927 0.0744 0.1704 0.1748
4.0 0.0437 0.0408 0.1046  0.0723 0.1483 0.1131
4.5 0.0463 0.0383 0.1140 0.0725 0.1603 0.1108
5.0 0.0756 0.0146 0.1248  0.0693 0.2004 0.0838
5.5 0.1067 0.0099 0.1330  0.0660 0.2397 0.0759
6.0 0.0895 0.0045 0.1444 0.0618 0.2338 0.0662
6.5 0.0806 0.0036 0.1519  0.0600 0.2325 0.0637
7.0 0.1190 0.0056 0.1613  0.0569 0.2803 0.0625

nc : klaszterek szama

2. tdbldzat. A részindexek és a teljes index értékei a tavolsag fiiggvényében
2 és 3 klaszter képzése esetén. Forrds: sajat szamitds.

A 2. tablazat alapjan vizsgalhatjuk a két részindexet is, melyek 6sszegeként
all el6 az el6bb vizsgalt index. A Scat részindex méri a klasztereken beliili
szoras értékét. Lathatd, hogy a két klaszteres szamitasnal novekszik az
értéke, ha noveljikk a Cy és a Co klaszterek tévolsidgat (ezt a két klasztert
ugyanis egynek tekintjiik ekkor). A hérom klaszteres valtozat esetében ez a
részindex egyre csOkken. Magyarazata: mig a harom klaszter szérasa kilon-
kiilon valtozatlan, addig az Osszes megfigyelési egység altal alkotott ,nagy”
klaszter szérasa novekszik. A 6. egyenlet értelmében a hanyadosuk cstkken.

Ugyancsak a 2. tabldzat alapjén vizsgdljuk meg a maésik, a Densj rész-
indexet. A hdrom klaszteres véltozat eredményeit (3. oszlop) figyelve meg-
allapithaté a csokkend tendencia. Oka: a két tavolodod klaszter kozott egyre
kevesebb megfigyelési egység taldlhatd, ezért a részindex szamldldja (1d. 1.
egyenlet) cstkken, mig nevezdje valtozatlan marad. A két klaszteres véltozat
(2. oszlop) esetében, mivel C és a Cs klaszter alkot egy klasztert, a két klasz-
ter tavolodédsakor a részindex nevezoje csokken, vagyis a tort értéke novekszik.

A két részindex értéke 3 klaszter figyelembevételével cstkken (tehdt dssze-
giik is csokken), 2 klaszter esetében pedig novekszik (tehat 6sszegiik is). Ezen
hatdsok eredményeként egy bizonyos tdvolsdgban a két index (utolsé két osz-
lop) nagysdganak viszonya megfordul. Innent6l a hdrom klaszteres megoldést
valasztjuk a két klaszteres megoldas helyett.

A szimulaciét tobbféleképpen is elvégeztem. Eldszor a klaszterek minden
szamitds (d érték) esetén ugyanazok voltak, és csak az egyik klaszter (Cs)
elemeinek els§ valtozdjat noveltem a megadott d értékkel (,,A” véltozat). A
masodik esetben minden egyes tavolsag esetén 1j klasztereket allitottam eld
a megfelel§ pataméterek alapjan (,,B” véltozat). Mindkét esetben kiilonb6z6
szords-beallitdsok mellett is elvégeztem a szimuldcidt (oq,-et és oa,-et valtoz-
tattam, a tobbi értékét konstansnak vettem), amint a 3. tabldzatban lathaté.
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Kisérlet o1z 024 Szimulacidk szama az adott tdvolsdgeredményekkel
35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10 105 11
A 1 1 2 8
A 1 2 4 6
A 1 3 2 5 2 1
A 2 2 1 2 6 1
A 2 3 2 2 3 3
A 3 3 1 2 3 3 1
B 1 1 3 7
B 1 2 2 7 1
B 1 3 1 7 2
B 2 2 1 3 4 2
B 2 3 3 6 1
B 3 3 1 2 3 3 1

o : szOrds

3. tdbldzat. A szimuldcidk szdma a harom klaszter felismeréséhez szilikséges kézéppontok kozotti
tavolsag legkisebb értéke szerint, kiillonb6z6 szérasu klaszterek esetén. Forrds: sajat szamitas.

A szérasok novekedése miatt a klaszterkozéppontok tavolsdganak is nagyobb
tartoményt kellett megadni, ez 0-11 egységig terjedt. A két index értékei
ismét a fent lefrtak szerint valtoztak (a két klaszteres valtozat esetében no-
vekedett, a harom klaszteres valtozat esetében cstkkent az index értéke d
novekedése esetén), természetesen a szérasok értékének valtozdsa miatt mas-
mas tavolsag esetén kovetkezett be a valtas.

Minden egyes paraméterbedllitas mellett 10-10 futtatast végeztem, és
vizsgaltam egyrészt az index novekedését ill. csokkenését a tavolsag fiige-
vényében, masrészt azt a tavolsagot kerestem, ahol a kétklaszteres eredmény
helyett a haromklaszteres eredmény keriil elfogadédsra. A 3. tablazat adatai
azt mutatjak, hogy 10 kisérlet esetén melyik tavolsag esetén ismerte {0l az
index a harom klaszter jelenlétét.

A tablazat adataibol megallapithatd, hogy a hdrom klaszter felismerésének
nem feltétele, hogy a klaszterek teljesen szepardltak legyenek. Az is lathaté
azonban, hogy a szdérasok névekedése esetén a bizonytalansig is egyre novek-
szik, tehat a felismerési tavolsag szérésa is nagyobb.?

A vizsgdlatban hasznalt Cj klaszter szerepe annyi volt, hogy a C; és Cs
Osszevonasa esetén is legyen két klaszteriink, amelyre az index szamolhato.
Ezért ezt a C1-t6l és Cy-t6l szeparaltan helyeztem el, a cél ugyanis a C; és
C5 kozotti atfedés vizsgalata volt.

5 Az S_Dbw,, €és S_Dbw** index 0sszehasonlitasa

Az 6sszehasonlitashoz szintetikusan eléallitott adatbézisokat hasznélok, me-
lyeken klaszterezo eljarasokat futtatok le kiilénb6z6 paraméterbeallitasok mel-
lett, és a kapott klasztereken tesztelem a két indexet. Ezt az eljarast kovették
mindharom cikkben, amelyek ennek az indexnek kidolgozasaval foglalkoztak.
Halkidi és Vazirgiannis [8] valamint Tong és Tan [17] elemzésében, t&bbek

9A vizsgédlatok soran a klaszterek elemszdma nem véltozott.
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kozott, az in. DBSCAN [1] algoritmust alkalmaztdk. Ez a médszer a siiri-
ségek vizsgdlatan alapszik, és nagyon hatékony nem konvex, de jol szeparalt
klaszterek elkiilonitésére. Ezen vizsgalat fokuszaban azonban a konvex és
nem feltétlentil teljesen elkiiloniilé csoportok felismerése &ll, ezért helyette az
un. MCLUST [3, 4] algoritmust vélasztottam. Ez egy modell alapt klasztere-
zési eljaras, amelynek 1ényege, hogy az adott adatbézis alapjan meghatarozza
annak az eloszlasnak a paramétereit, amelybdl legnagyobb valészintiséggel ke-
letkezhetett egy ilyen adatbézis, és ezen elméleti modell alapjin, valdsziniisé-
geket szamolva, sorolja be a megfigyelési egységeket klaszterekbe. Mindharom
cikkben alkalmazzdk a K-means agglomerativ klaszterezési eljarast. Ennek
ismertetésére nem térek ki, hiszen az egyik legszélesebb korben alkalmazott
algoritmus. Ez lesz a masik klaszterezo eljaras, amit alkalmazni fogok.

7 db adatbézison tesztelem az indexeket, melyeket mintavétellel allitok
elé adott paraméteri normal eloszldsokbdl. A mintdk konvex csoportokat
tartalmaznak, melynek folismerésében mindkét algoritmus jé eredményeket
ért el. Ezen adatbazisok eléallitasanak szempontjai a kovetkezok voltak:

— legyen kisebb és nagyobb elemszamu klasztereket is tartalmazd adatbazis,

— legyen stirtibb és ritkabb klasztereket is tartalmazoé adatbézis,

— legyen jol szepardlt és kevésbé jol szepardlt klasztereket is tartalmazé
adatbazis.

Az adatbézisok két valtozot tartalmaztak, hogy az eredmények kiértéke-
lésekor legyen lehetség annak szemléltetésére is, igy lehetOséget teremtve an-
nak jobb megértésére. Természetesen a tovabbiakban semmi akadalya annak,
hogy tébbvaltozds adatbazisok esetén is teszteljitk/alkalmazzuk az indexet,
azonban ekkor a szemléltetés nehezebb, vagy nem megoldhato.

A 4. tabldzat mutatja a létrehozott adatbézisok paramétereit (klaszterek
kozéppontja, szérésa, elemszama). Az elsd négy esetben 4 klasztert allitottam
el6, és az elsé esetben olyan tavol helyeztem el 6ket, hogy teljesen szeparaltak
legyenek. A tovabbi 3 esetben kozelebb helyeztem ket ill. valtoztattam az
elemszdmukat (egyrészt gy, hogy egyszerre mindegyik kevesebb elemet tar-
talmazzon, mésrészt ugy, hogy kiillonbozé legyen az elemszamuk). Az 5. adat-
bazis egy haromklaszteres elrendezés, melyben K1 és K2 kozott atfedés van,
mig K3 egy tavolabb lev6 klaszter, stirliségiik pedig kiilénb6z6. A 6. adatbazis
tartalmaz ellipszis alaku klasztereket is, ezenfeliil a K1 kivételével a tobbi
atfedéseket is tartalmaz, azaz ezen klaszterek kozotti elemszam nagyobb,
mint az elsé négy klaszter esetében. Az utolsé adatbézis esetében a K3 el-
kiilontl a t6bbitol, a tobbi harom pedig jobban atfedi egyméast, mint az eddigi
példakban generalt klaszterek esetében.

Természetesen a szimuldcioval nem lehet minden lehetséges helyzetet ellen-
Orizni. Itt a cél annak vizsgélata volt, hogy az egymashoz kozelebb levé klasz-
terek esetében kimutathaté kiilonbség van-e a két index eredményei kozott.

Mindkét médszer (K-means, Mclust) esetében a klaszterck szdmat 2-t6l
7-ig valtoztattam. Ezutan Osszehasonlitottam a besorolasokat a tényleges
klaszterbesorolasokkal, és a legtobb egyezést mutatd eredményt valasztottam
legjobbnak. Ezutdn azt vizsgaltam, hogy a két index melyik besorolast
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fogja legjobbként értékelni. Mindegyik esetben 10-10 mintét generédltam (a
megadott paraméterek mellett, 1d. 4. tdbldzat), és a kapott eredményeket
rendeztem az 5. tablazatba.

K1 K2 K3 K4

Vi o1 N1 V2 P N2 V3 o3 N3 vy o4 Ny
T (0,00 (1,1) 500 (7,00 (1,1) 500 _ (0,-7) @T,1) 500 (2,7) (L,1) 500
2 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500  (0,-7) (1,1) 500 (2,5 (1,1) 500
3 (0,00 (1,1) 100 (4,0) (1,1) 100  (0,7) (1,1) 100 (2,5 (1,1) 100
4 (0,00 (1,1) 500 (4,0) (1,1) 100  (0,7) (1,1) 500 (2,5) (1,1) 250
5 (2,2) (1,1) 750 (6,0) (2,2) 500  (2-7)  (0.5,0.5) 500
6 (-4,0) (1,1) 500 (4,0) (2,2) 1000  (0,-7) (3,2) 500 (2,5 (2,1) 500
7 (0,0) (1,1) 500 (4,0) (1,1) 500  (0,-7) (1,1) 500 (2,2) (1,1) 500

K1, K2, K3, K4: klaszterazonosit6

v;: az i-edik klaszter kézéppontja

o;i: az i-edik klaszter elemeinek x és y irdnyu szérasa
N;: az i-edik klaszter elemszama

4. tdbldzat. Az indexek Osszahasonlitdsdhoz hasznalt adatbédzisok paraméterei.
Forras: sajat Osszeallitas.

Szimuléacié Klaszterek szama
sorszama KM T-KM S-KM MC T-MC S-
4

Q

W~
ot

1. adatbézis

2. adatbdzis

3. adatbazis
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N N N N I o S S e N R T R R S
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S e T T T T B T N S L N . i o =

(a tdbldzat folytatédik)

5. tabldzat. Az indexek Osszehasonlitisdnak eredményei. Forrds: sajat szamités.
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Szimuléacié Klaszterek szama
sorszama KM T-KM S-KM MC T-MC S-

Q

W~
w
=)

4. adatbazis

5. adatbdzis

6. adatbazis

7. adatbézis
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10
KM, MC: Legjobb csoportositds klaszterszama (K-means, Mclust)
T-KM, T-MC: Tong index eredménye (K-means, Mclust)
S-KM, S-MC: sajit index eredménye (K-means, Mclust)

[\

5. tabldzat. Az indexek Osszehasonlitdsdnak eredményei (folytatds).

A kapott eredményeket olyan szempont szerint értékeltem, hogy az egyes
indexek eltalaltdk-e az adott algoritmus altal el6allitott megoldasok koziil a
ténylegeshez legkozelebb all6 megoldast. Az 1. adatbézis tartalmazott jol
szeparalt klasztereket, mindkét index ebben jé eredményt ért el.

A 2., 3. és 4. adatbdzisok esetében az 1. adatbdazis klaszterei kozelebb
keriiltek egymashoz, ill. az elemszamaik is valtoztak. Ezekben az esetek-
ben megfigyelhetd, hogy a lecstkkentett elemszdm (3. adatbézis), valamint
az egyenlStlen elemszam esetén (4. adatbazis) a sajét index teljesitménye is
romlott. A Tong index viszont ezen klaszterelrendezések esetén mar nem
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tudott elfogadhaté eredményt adni. Az altalam mddositott index a legjobb
csoportositasnak megfelel6 klaszterszamokat tobbszor taldlta el, mint a Tong
index. A taldlatok kiilonbsége jelentds.

Az 5. adatbazis esetében 1ényeges kiilonbség van az egyes klaszterek stirti-
sége kozott, tovabbé a K3 klaszter elkiiloniil a mésik kett6tol. Az eredmények
tanulmanyozasabdl az dertil ki, hogy a K-means algoritmus esetében a harom-
klaszteres elrendezés bizonyult a legjobbnak mind a tiz szimuldcié esetén, mig
az Mclust algoritmus minddssze 4 esetben adott az eredetihez hasonlé megol-
dést. Az indexeket vizsgalva, a K-means altal eléallitott klaszterek esetében
a sajit index jobb eredményt ért el (a tiz szimuldci6 Osszesitéseként), mint a
Tong féle. Ugyanakkor az Mclust altal eldallitott klasztereken végzett szimu-
lacidk esetében a sajat index mindig a kétklaszteres megoldast részesitette
elényben, és csak egyszer talalta el a legjobb csoportositast. Megfigyelheto
még, hogy ezen adatbazis esetén az Mclust algoritmus altal el6allitott klasz-
terek szama valtozékony volt, 2, 3 és 4 klaszteres megoldas is el6allt.

A 6. adatbézis eléallitdsakor a szérasok valtoztatdsaval olyan klasztereket
is képeztem, amelyek nem kor alaktiak. Tovabbé elemszamban és stirtiségben
is van kozottiik kiilonbség. A négy klaszter nem teljesen szeparalt egymastdl.
Mind a K-means, mind pedig az Mclust legjobb besorolasa a négyklaszteres
megoldds volt (az eredeti adatbdzis is ennyi klasztert tartalmazott). Ennek
ellenére mindkét index 1ényegében rossz besorolast hatarozott meg. A megol-
déasok véletlenszeriinek tiinnek. Vagyis a mddositott index alkalmazhatésaga
ezen adatbézis esetében mar szintén megkérdgjelezhetd.

A 7. adatbézis esetében a négy klaszterbdl hdrom atfedi egymadst, a ne-
gyedik kiilonalls (K3). Ezen klaszterek felismerésében az Mclust algoritmus
egyenletes teljesitményt nyijtott K-means-szel szemben. Az Tong-féle index
ebben az esetben is sokféle eredményt adott, szinte véletlenszertien, mig a
sajat index lényegében a kétklaszteres megoldast mutatta legjobbnak. En-
nek az oka, hogy a harom egymas mellett levo klaszter olyan kozel kertilt
egymashoz, hogy megkiilonboztetésiik a médositott index hasznalataval nem
lehetséges. Ugyanakkor a Tong-féle index eredményeinél jobban hasznosithato
eredményt adott.

6 Osszefoglalas

A vizsgalat ald vont index kritikai elemzése utén az index médositaséra keriilt
sor. A szimuldciés kisérletek aldtdmasztotték a 3. fejezetben Gsszefoglalt kri-
tikai megjegyzéseket, végeredményben, hogy a Tong-féle index csak jél sze-
paralt klaszter-elrendezések esetén nyujt megfeleld segitséget a klaszterszam
megvalasztdsahoz. Az 5. fejezetben végrehajtott szimuldcidk megmutattdk
az index tovéabbfejlesztett valtozatanak alkalmazhatdsagat olyan esetekben
is, amikor a Tong-féle index eredményeibdl hasznalhaté informécié nem szar-
mazik. Mivel stirtiségkiilonbségek alapjan szamoljuk az index értékét, ezért
olyan klaszterelrendezések esetén, amikor a klaszterek annyira kozel vannak,
hogy a klaszterek kézott mar nincs ritkabb teriilet (1d. 6. adatbézis), az index
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mar nem alkalmazhaté, vagy egyaltalan nem tud bizonyos klasztereket meg-
kiillénboztetni, és egy masik, ugyanakkor jé megoldést eredményez (7. adat-
bézis).

A két index vizsgalata azt mutatja, hogy a médositds eredményeként el6-
allt index alkalmazhatésdga szélesebb korli, ugyanakkor a korlatait is meg-
mutatta a szimulaciés kisérlet. Egy adott adatbézis esetén, ahol a csoportok
meglétét, szamat keressiik, az adatbazisbdl vett mintdkon vald tesztelések
eredményének egyezOsége vagy valtozékonysaga mutatja az index alkalmaz-
hatdésagat.

Irodalom

1.

10.

11.

12.

13.

Ester M., Kriegel H. P., Sander J., Xu. X. (1996): A density based algorithm
for discovering clusters in large spatial databases with noise, in: Proceedings

of 2nd International Conference on Knowledge Discovery and Data Mining,
Portland, OR, pp. 226-231.

. Everitt B. S., Landau S., Leese M., Stahl D. (2011): Cluster Analysis, Wiley,

5th ed. 346 p.

. Fraley C., Raftery A. E. (2002): Model-Based Clustering, Discriminant Anal-

ysis and Density Estimation, Journal of the American Statistical Association,
vol. 97, pp. 611-631.

. Fraley C., Raftery A. E. (2006): MCLUST Version 3 for R: Normal Mixture

Modeling and Model-Based Clustering, Technical Report No. 504. Depart-
ment of Statistics. University of Washington, pp. 1-56.

. Fistos L., Kovdcs E. (1989): A szdmitdgépes adatelemzés statisztikai mdd-

szerei, Tankonyvkiadd, Budapest, 380 p.

. Fiistos L., Kovécs E., Meszéna G., Simonné N. M. (2004): Alakfelismerés, Uj

Mandatum Kényvkiadé, 644 p.

. Hajdu O. (2003): Tébbvdltozds statisztikai szamitdsok, Kozponti Statisztikai

Hivatal, 457 p.

. Halkidi M., Vazirgiannis M. (2001): Clustering validity assessment: finding

the optimal partitioning of a data set, in: ICDM 2001, Proceedings IEEE
International Conference on Data Mining, IEEE, pp. 187-194.

. Kaufman L., Rousseeuw P. J. (2005): Finding groups in data: an introduction

to cluster analysis, Wiley, Hoboken, N.J.

Kim Y., Lee S. (2003): A Clustering Validity Assessment Index, in: K. Y.
Whang, J. Jeon, K. Shim, J. Srivastava (eds.) Advances in Knowledge Dis-
covery and Data Mining, vol. 2637 of Lecture Notes in Computer Science,
Springer Berlin, Heidelberg, pp. 562-562.

Kovécs E., Fiistos L., Meszéna G. (2007): Alakfelismerés: Sokvdltozds statisz-
tikai modszerek, I’Jj Mandéatum Koényvkiadd, 660 p.

Legany C., Juhdsz S., Babos A. (2006): Cluster validity measurement tech-
niques, in: Proceedings of the 5th WSEAS International Conference on Arti-
ficial Intelligence, Knowledge Engineering and Data Bases, World Scientific
and Engineering Academy and Society (WSEAS), Stevens Point, Wisconsin,
pp. 388-393.

LiuY., Li Z., Xiong H., Gao X., Wu J. (2010): Understanding of Internal Clus-
tering Validation Measures, in: Proceedings of the 2010 IEEE International



14.

15.

16.

17.

Klaszterszamok meghatarozasanak egy lehetséges megoldasa 153

Conference on Data Mining, ICDM 10, IEEE Computer Society, Washing-
ton, DC, USA, pp. 911— 916.

Simon J. (2006): A klaszterelemzés alkalmazasi lehetSségei a marketingku-
tatasban, Statisztikai Szemle, vol. 7, pp. 627-650.

Sneath P. H. (2005): Numerical Taxonomy, in: D. J. Brenner, N. R. Krieg,
J. T. Staley, G. M. Garrity (eds.) Bergey’s Manual of Systematic Bacteriology,
Springer US, Boston, MA, pp. 39-42.

Theodoridis S., Koutroumbas K. (2003): Pattern recognition, Academic Press,
2nd ed. 689 p.

Tong J., Tan H. (2009): Clustering validity based on the improved S-Dbw*
index, Journal of Electronics (China), vol. 26, pp. 258—264.

A POSSIBLE SOLUTION OF THE DETERMINATION OF NUMBER

OF CLUSTERS

This paper deals with the problem that in the case of cluster analysis we can get
many solutions. Which is the best approximation of the — hypothetically existing —
groups in the database among these solutions? There are processes trying to answer
this question. On one hand this paper is a critical analysis of such a process, and
on the other hand tries to develop that. The essence of the method is creating
an index which contains the number of elements around the cluster centers and
around a dividing point between the cluster centers. By the help of this index the
classification accuracy can be characterized. In the case of popular algorithms, such
as K-means — where the desired number of clusters has to be given in advance —
this (modified) index provides assistance for the decision.
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FOGALMAK, MODSZEREK

PAROS OSSZEHASONLITASOKON ALAPULO
RANGSOROLASI MODSZEREK!

CSATO LASZLO
MTA-BCE ,, Lendiilet” Stratégiai Interakciok Kutatdcsoport

A péronként Gsszehasonlitott alternativdk rangsoroldsdnak probléméja egy-
arant felmeriil a szavazaselmélet, a statisztika, a tudomanymetria, a pszi-
choldgia és a sport teriiletén. A nemzetkdzi szakirodalom alapjan részletesen
attekintjik a megoldasi lehet6ségeket, bemutatjuk a gyakorlati alkalmazasok
soran fellépo kérdések kezelésének, a valos adatoknak megfelelé matematikai
kornyezet felépitésének médjait. Kiemelten targyaljuk a paros 6sszehasonlitédsi
méatrix megaddsat, az egyes pontozasi eljarasokat és azok kapcsolatat. A ta-
nulmany elméleti szempontbdl vizsgalja a Perron-Frobenius tételen alapuld
invaridns, fair bets, PageRank, valamint az iranyitott grafok csicsainak rang-
soroldsra javasolt internal slackening és pozicids eré mddszereket. A koziiliik
torténd valasztashoz az axiomatikus megkozelitést ajanljuk, ennek keretében
bemutatjuk az invarians és a fair bets eljarasok karakterizacigjat, és kitériink
a maédszerek vitathaté tulajdonsagaira.

Kulcsszavak: preferencidk aggregaldsa, paros Osszehasonlitas, rangsorolds,
karakterizacié

1 Bevezetés

A sportrajongdk szamtalanszor taldlkozhatnak azzal hirrel, hogy a kovetkez6
hétfétol érvényes vildgranglistat egy adott teniszezd vezeti. De elgondol-
kodtunk-e mar azon, vajon milyen szamitasok, megfontoldsok &allhatnak a
,,hivatalos” sorrend mogott? A feladat megolddsa meglehetésen nehéznek
tlnik, amennyiben nem taldlunk olyan jatékost, aki a vizsgdlt idészakban
egyértelmi folényben volt, egyetlen ellenfelétél sem szenvedett vereséget,
marpedig legtobbszor ez a helyzet. A rangsor feldllitasdhoz tobb szempontot

1A kutatés a TAMOP 4.2.4.A/1-11-1-2012-0001 azonosité szami Nemzeti Kivalésag
Program — Hazai hallgatdi, illetve kutatdi személyi tdmogatédst biztosité rendszer kidol-
gozasa és miikddtetése orszagos program cimii kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt
az Eurdpai Unié tdmogatéasival, az Eurépai Szocidlis Alap tarsfinanszirozdsival valésul
meg. A szerz6 koszonetet mond az OTKA K-77420 pélyazat pénziigyi tdmogatasaért.
Hélaval tartozom Bozdki Sdndornak a kézirat elolvasdsért és fontos észrevételeiért, va-
lamint két anonim birdlénak hasznos tanacsaikért. Beérkezett: 2013. juilius 16. E-mail:
laszlo.csatoQuni-corvinus.hu.
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sziikséges figyelembe venniink. Melyik mérkozések eredményei alapjan dol-
gozunk? FEz egyszerre jelenthet idébeli és / vagy térbeli (melyik torndkat
vizsgdljuk) lehatdroldst. A kérdésre adott vélasz megadja a vizsgdlandd
teniszezok korét: olyan sorrendet kell talalnunk, melyben minden, az elemzett
mérkézések valamelyikén résztvevé jatékos szerepel. Az elébbiek eredménye
hordoz informéaciot a két teniszezd egymassal valé kapcsolatardl, ezért biz-
tosan szamitasba kell venni. Réadasul ez egy tobbdimenzids valtozo: egy-
szerre kiillonbozhet a mérkézések szama és azok kimenetele. Lényegében egy
olyan fliggvény definidlasa valik sziikségessé, amely tetszlleges, egymas el-
leni teniszmeccs alapjan képes a jatékosok teljesitményének értékelésére, azok
rangsorolaséra.

Az ehhez hasonlé komplex, tobbszemponti dontések meghozatala soran
gyakran nem lehetséges az alternativak egyetlen, objektiv skalan torténo
értékelése. Amennyiben mégis sziikség van ezek rangsoroldséra, ez sokszor,
mint a fenti tenisz vildgranglistanal, paronkénti Osszehasonlitasuk alapjan
tehetd meg.

Az utébbi idében hazai szerzdktél tobb, hasonld témdju cikk sziiletett
(Kéczy és Strobel, 2010; Csendes és Antal, 2010; London és Csendes, 2013;
Telcs et al., 2013), ugyanakkor eddig nem sziiletett magyar nyelvii (ebben
a szerkezetben méasmilyen sem) targyalds errél a teriiletrl. Nem ismeriink
olyan attekintést sem, amelyben egymas mellett szerepelnének az itt targyalt
invarians, fair bets, internal slackening és poziciés er6 médszerek, valamint az
ezekkel kapcsolatos kritikdak. Az egységes targyalds kovetkeztében lehetOsé-
glink nyilik néhany, eddig nem formalizdlt gondolat megfogalmazasara: ilyen
Slutzki és Volij (2005) dtlete nyomén a médszerek dudlis valtozatdnak beveze-
tése, vagy az eljarasok részletes elemzése a Kéczy és Strobel (2010) &ltal beve-
zetett monotonitds és a megfordithatdsig tekintetében; elobbi esetén néhany
probléma még megoldasra var. Végiil — tudomasunk szerint elészor — ramu-
tatunk az egyik eljaras, a legkisebb négyzetek moddszerének tobb, egymaés-
tél fiiggetlen |, felfedezésére”: Eltetd és Koves (1964) statisztikai, Gulliksen
(1956) pszicholdgiai vagy Bozdki et al. (2010) matematikai-dontéselméleti té-
maju tanulmanyéra.

A cikk egyszerre tartalmaz irodalmi attekintést és bizonyos mddszerek
részletes targyaldsat, emellett néhany alkalmazési lehetOséget is bemutat.
Ezért bizonyéra lesznek olyan olvasok, akik valamelyik részt tilsdgosan hosz-
szunak, unalmasnak tartjak, mig egy méasikban a részletes kifejtést hianyoljak;
az ebbdl fakad6 negativ érzéseket a megadott hivatkozdsok mérsékelhetik. A
mindenre kiterjed6 targyalas mar terjedelmi okokbdl is lehetetlennek tiinik,
raadasul a szerz6 sem allithatja magardl, hogy mindegyik teriiletnek szak-
értdje lenne. Ezért a tanulmény egyik legfébb célja, hogy egyszerre nytjtson
tampontot a mdédszertani hattér irant érdeklédd elméleti, és a felhasznélasra
torekve, gyakorlati problémakkal foglalkozé kutatéknak.

Targyalasunk menete a kovetkezd. A 2. fejezetben bemutatjuk a paros
Osszehasonlitdason alapulé rangsorolas egy modelljét, definidljuk a feladat
megoldédsara szolgalé pontozasi eljarast, és ezek bizonyos tulajdonsdgait. A
3. fejezet — axiomatikus megkozelitésbol — attekintést ad az irodalomban java-
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solt médszerekrol, és részletesen targyalja az invarians, fair bets, PageRank,
internal slackening, valamint a pozicids er6 eljarasokat. Kitériink az alkal-
mazasuk mogott meghizdédd gondolatokra, az ismert karakterizacidkra, és a
médszerek vitathaté pontjaira. A modell felhaszndlasdnak teriileteit a 4. fe-
jezet ismerteti, ahol néhdany tanacsot is megfogalmazunk a mddszertan gya-
korlati alkalmazésa irdnt érdekl6dok szamara. Eredményeinket és a tovabbi
kutatasi irdnyokat az 5. fejezetben Osszegezziik.

2 A rangsorolasi probléma és megoldasa

A feladat megoldédsdhoz sziitkségiink lesz a vizsgélt alternativék (objektumok)
halmazara, azok paros Osszehasonlitdsainak eredményeire, illetve egy olyan
eljarasra, mely a fentiek ismeretében megadja az objektumok sorrendjét. Az
elsé alfejezet a probléma definidlasaval, a mésodik a rangsoroléds végrehajtasa-
val foglalkozik, mig a harmadik az utébbira hasznalt eljarasokkal kapcsolatos
tulajdonsagokat fogalmaz meg.

2.1 A paros 0Osszehasonlitasi matrix

Az alternativék halmazit jelolje N = {X1,Xs,...,Xn}t,n € IN. A ren-
delkezésre 4116 informécidkat egy R € IR'}*™ pdros dsszehasonlitdsi mdtrizba
tomoritjiik.? Ennek r;; eleme az X; alternativa X; elleni teljesitményét,
ri; +rj; pedig az Osszehasonlitasaik szdmat mutatja, igy 7;;/(ri; + 7j:) egy
lehetséges értelmezése, hogy az elobbi ekkora eséllyel bizonyul jobbnak az
utébbindl. A matrix fé4tldjaban szereplé elemek a feladat megolddsa szem-
pontjabdl lényegtelenek. Ez a modell a kovetkezo jelenségek leirdsara alkal-
mas:

1. Dontetlenck lehetSsége (r;; = 75;): a dontéshozd nem képes kiilénbséget
tenni két alternativa kozott;

2. Eltéré preferenciaintenzitds (r;; > 0 tetszdleges): a paros Gsszehason-
litdsok eredménye nem bindrisan (jobb/rosszabb) adott, hanem péld4ul
gyakorisdgi alapon — az X; alternativa az esetek 80%-dban bizonyult
jobbnak X ;-nél;

3. Hidnyzd dsszehasonlitds (r;; + 75, = 0): két alternativa egymads elleni
teljesitménye ismeretlen;

4. Tobbszoros Osszehasonlitas (r;; + 7, > 1): egyes alternativaparok vi-
szonya tobb alkalommal keriilt meghatdrozasra (példéul két teniszezd
t6bb mérkézést jatszott egymadssal), esetleg killénbozhet az 6sszehason-
litasok megbizhatdsaga;

Ugyanakkor két lehetGséget nem képes megjeleniteni:

2Ezt az angol terminolégia a paired comparison matriz névvel illeti, ami nem ugyanaz,
mint az AHP (Analytic Hierarchy Process) mddszertanban haszndlt paros Gsszehasonlitas
métrix, azaz pairwise comparison matriz (Saaty, 1980).
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1. Nem szimmetrikus eredmények: két alternativa paros osszehasonlitdsa-
kor nem lehet eltekinteni ennek iranyatol.

2. ,,Onmagéwal” vett Osszehasonlités.

A fenti esetek egy graf segitségével szemléltetheték, melynek minden csi-
csa egy-egy alternativanak, az élek pedig a koztiik levo Osszehasonlitasoknak
felelnek meg. Amennyiben az el6zéekben emlitett komplikéaciok egyike sem
all fenn, olyan teljes irdnyitott grafrél beszélhetiink, ahol az élek iranyitasa a
szigoru preferenciarelaciét irja le. Dontetlenek esetén két csiics kozott oda-
vissza irdnyu élek keletkezhetnek. Kiilénbozo intenzitasok mellett stlyozott
irdnyitott grafot kapunk. Hidnyzo parok esetén a graf nem teljes. Tobbszoros
Gsszehasonlitdsoknal két csicsot tobb (akér stlyozott) €l is Gsszekdthet. Nem
szimmetrikus eredmények kovetkeztében a két csiics kozotti élek stlya eltérd
lehet attdl fiiggden, melyik irdnyba mutatnak, mig az ,,6nmagéival”’ vett
Osszehasonlitasok hurokélekként jelenhetnek meg.

A nem szimmetrikus eredmények beépitése meglehetésen nehéz és ritka,
bér jél ismert, hogy példaul a sportban komoly jelentOsége lehet. A fenti
keret szinte az Gsszes, szakirodalomban ismert paros 6sszehasonlitas definiciét
magaban foglalja, talan az egyetlen kivétel a silyozott irdnyitott graf esete,
mely megengedi az egyes csticsokhoz tartozé pozitiv silyd hurokéleket (Her-
ings et al., 2005). A 4. fejezetben bemutatott tudomanymetriai problémaékra
ez nem feltétleniil igaz, ott az onhivatkozasoknak is lehet jelentésége.

2.1.  Definicié. A rangsoroldsi probléma egy (N,R) par, ahol N =
{X1,Xs,..., X, } az alternativdk halmaza, R € IR"*™ pedig a péaros Ossze-
hasonlitasi matrix.

Bizonyos esetekben, elsésorban a kénnyebb értelmezés okan célszerti lehet
a paros Osszehasonlitdsok szamat és kimenetelét egyarant magaba foglalé R
matrix két részre bontasa: ekkor azok kimenetele a ferdén szimmetrikus A
eredménymétrixba (AT = —A) keriil az a;; = 2(r;; —7;;) transzformaciéval,
mig az Osszehasonlitdsok szamat a szimmetrikus M mérkézésmétrix tartal-
mazza, tehat m;; = r;;+7r;; (Csatd, 2013b). Az igy kapott A eredménymatrix
azonos a Saaty-féle paros Gsszehasonlitds matrixszal (Saaty, 1980), amennyi-
ben az utébbi elemenkénti logaritmusait vessziik (Csat6, 2012). A 4. feje-
zetben targyalt alkalmazasok egy része ezt a formalizmust hasznélja (Csatd,
2012; Temesi et al., 2012).

Az M mérkézésmétrix kolcséndsen egyértelmiien megfeleltethet6 a rang-
soroldsi probléméhoz tartozé G = (V, E) ésszehasonlitdsi (multi)gréffal, ahol
a csucsok halmaza V = N, mig az E élhalmaz ugy kaphato, hogy az X; és
X; csucs kozotti élek szama m;; = my;.

2.2 Rangsorolas

Az R péros Osszehasonlitdsi matrix definidldsa utdn a kovetkez6 feladatot az
alternativék sorba rendezése jelenti. A rangsor egy, az N halmazon értelme-
zett teljes, tranzitiv és reflexiv binaris relacié. Egyfajta informaciétomorités
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vélik szitkségessé: az n objektum n(n — 1)/2 kélesonds ,,tdvolsdgét” kellene
megfelelGen leirni a megoldasként kapott rangsorbdl adodé n—1 kiillonbséggel.
Ez n = 2 esetén tokéletesen reprodukalhatd, két alternativa esetén a paros
Osszehasonlitas kimenetele minden informéaciét megad a sorrendrdl. Ha vi-
szont ezek szama legaldbb harom, mar felmeriilhet a Condorcet-paradoxonbdl
ismerds intranzitivitas problémaéja, amikor X7 jobbnak bizonyul Xs5-nél, X,
megveri X3-at, X3 viszont legy6zi X;-et.

Moulin (1986) tandcsit kovetve célszerti elkiilonitve vizsgélni a gyéztes
megadasanak, illetve egy teljes rangsor felallitasanak kérdését. Bar Bouyssou
(2004) kisérletet tett a két megkozelités egyesitésére a legjobb alternativa
kivalasztasanak sorozatos alkalmazasa révén, eredményei arra utalnak, hogy
az igy definidlt eljarasok szinte mindig megsértenek valamilyen monotonitasi
tulajdonsagot, ezért a probléma megoldasara inkdabb a kozvetlen rangsorold
eljarasok ajanlottak.

Ezek szintén két csoportba sorolhatdk: egy f(R) € R™ figgvény formé&js-
ban adott pontozdsi mddszer, vagy a rangsorolas diszkrét optimalizalési prob-
lémaként valf felfogdsa (Kemeny, 1959; Slater, 1961). Az utébbi megkozelités
gyakran matematikai szempontbdl szép és mély kombinatorikus kérdésekhez,
illetve bonyolult algoritmikus problémékhoz vezet (Hudry, 2009), de tébb
szempontbdl kifogasolhato:

1. Nem teljes (hidnyos) 6sszehasonlitdsok esetén a linedris rendezést gyenge
rendezéssel célszeri felvaltani, de még ez sem biztositja egyes elvarhato
tulajdonsdgok, példdul az Onkonzisztens monotonitds (self-consistent
monotonicity) teljesiilését (Chebotarev és Shamis, 1997);

2. A kapott sorrend gyakran nem egyértelmii, t6bbszorés optimumok 1é-
tezhetnek. Ez nem csak a kisméretli, kevés alternativat tartalmazoé
esetekben képzelhetd el, a gyakorlati alkalmazasok soran is komoly
problémat jelent (Pasteur, 2010);

3. Nehéz az ilyen mdédszerek normativ tulajdonségainak vizsgdlata (Bouys-
sou, 2004).

A fenti problémaék ellenére kétségteleniil vonzé egy valamilyen szempontbdl
optimdlis megoldds megadésa. A bindris, csak gyézelmeket és vereségeket
megenged?d esetben példaul kézenfekvd valasztas azon Gsszehasonlitasok szé-
manak minimalizalasa, ahol a rangsorban hatrébb talalhato alternativa jobb-
nak bizonyult egy néla elokelébb helyen szereplonél; ez a minimum violations
néven ismert (Ali et al., 1986).

2.3 Pontozasi eljarasok tulajdonsagai
2.3.1 Megoldhatésag

Egyelore tekintsiik az altalanos esetet, amikor az R paros 6sszehasonlitasi
matrixra semmilyen megkotés sincs. Jelolje R a véges N C IV objektumhal-
mazzal rendelkez6 rangsorolasi problémak osztélyat.
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2.2. Definicié. A pontozdsi eljdrds egy f: R — IR" fiiggvény.?

Az f: R — R" és g: R — IR" pontozasi mddszerek ardnyosak, f(R)
g(R), ha minden R € R esetén Ik > 0: f(R); = kg(R); minden X; € N-re.

Bizonyos esetekben reménytelennek tinik egy teljes rangsor felallitdsa:
amennyiben két objektum kozott sehogyan sem taldlhaté kapcsolat, akkor
lehetetlen megallapitani sorrendjiiket.* A megoldds egyértelmiisége azért
kivanatos, mert a dontéshozdk nehezen tudnanak értelmezni tobb, egymastol
eltérd sorrendet — bar a fejezet elején emlitett informaciétomoritési értelmezés
alapjan n névekedésével egyre nagyobb valdszinliséggel fordulhat el6, hogy
az alternativak teljesitménye nem mérhet6 egyetlen dimenziéban. Ez az érv
szintén a diszkrét optimalizalasi problémaként torténd kezelés ellen szdl.

A pontozasi eljardsok altal szolgédltatott egyértelmii megoldas 1étezése te-
kintetében alapvetden harom eléfeltételt kiilonboztethetiink meg:®

1. Az R péros dsszehasonlitdsi matrix irreducibilitdsa. Ekkor az r;; /(r;; +
;) hanyados valdszinliségi interpretdciéjaban egy tetszéleges objektum
pozitiv eséllyel gy6ézheti le a tobbiek barmelyikét, amennyiben a nem
Osszehasonlitottak kozott tetszéleges objektumlancon keresztiil teremt-
het6 kapcsolat. Ez a sziikséges és elégséges feltétel a maximum like-
lihood (Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952), az invaridns és a fair
bets médszer (Daniels, 1969; Moon és Pullman, 1970) esetén.

2. Az M mérkoézésmétrix irreducibilitdsa, azaz két tetszoleges objektum
kozvetlentil vagy kozvetve osszehasonlithatd. Més szavakkal, a G 6ssze-
hasonlitdsi (multi)grafnak Osszefiiggének kell lennie. Ez az eléz6nél
gyengébb feltétel sziikséges és elégséges a legkisebb négyzetek modszer
megoldasanak egyértelmiiségéhez.

3. Az eljarés az egész R halmazon jél definidlt. Ez a helyzet a pontszam és
az altalanositott sorosszeg modszereknél, a maximum likelihood kiter-
jesztett véltozatdandl (Conner és Grant, 2000), vagy a PageRanknél
(Brin és Page, 1998).

A harom koziil intuitiv alapon a masodik tiinik legvonzébbnak. Egyrészt,
ha két alternativa egyéltalan nem hasonlithaté Gssze, akkor alaptalannak
tlinik barmit is mondani a relativ teljesitménytikrél. Célszertibb a G 6sszeha-
sonlitdsi (multi)graf Gsszefiiggd komponenseit kivalasztani, és a rangsoroldst
csak ezeken elvégezni. Mésrészt, az irreducibilitas megkovetelése aranytalanul
korlatozza az egymassal Gsszevethetd elemek halmazat. Bizonyos mértékben
az e halmazon értelmezett pontozasi eljarasok is dltalanosithaték a kovetkezo
szakaszban bemutatott eljardssal (Zermelo, 1929).

3 A meghatdrozéas némileg pontatlan, mert n értéke fiigg a konkrét (N, R) rangsoroldsi
problémitsl, azonban nem akartuk tovabb bonyolitani a jeloléseket.

4Gondoljunk példaul arra, hogyan hasonlitanink dssze két orszdg labdartigé bajnoksé-
ganak gy6zteseit, ha nem lennének nemzetkozi versenysorozatok, a Bajnokok Ligdja és az
Eurépa Liga.

5Nem emlitve a jatékelméletben javasolt médszereket, melyek altaldban a digrafok D
halmazén értelmezettek.
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2.3.2 A karakterizaciéhoz sziikséges axiomak

Az invaridns és fair bets médszerek targyalasdhoz sziikséges az értelmezési
tartomany megszoritasa.

Azt mondjuk, hogy X; kézvetve vagy kézvetlenil legydzi X;-t, azaz X; —
X, ha létezik olyan X; = Xj,, Xi,,..., Xk, = X, véges sorozat, melyre
HtT:_Ol Aky keyy > 0. X5 és X azonos ligdba tartozik, ha X; < X;, vagyis X; —
X; és X; — X, is fenndll. < ekvivalencia-reldcié, az IV alternativahalmaz egy
particiéjat adja (Slutzki és Volij, 2005). Az ekvivalenciaosztélyok ligdk, az X;
objektumot tartalmazé liga jelolése [X;]. Az (N,R) rangsoroldsi probléma
pontosan akkor &ll egyetlen ligdb6l, ha az R matrix irreducibilis. Az ilyen
problémak halmaza legyen Ry .

Az X, objektum ligdja erdsebb X;-énél, tehdt [X;] — [X,], ha X; — X,
mikozben X; 4 X;. Két liga dsszehasonlithatatlan, ha egyik sem erdsebb
a masiknal, igy egy ligdkon értelmezett irreflexiv, tranzitiv, és nem teljes
relaciét kapunk. A kés6bbiekben sziikség lesz még egy osztélyra, amikor a
probléma tobb ligabdl is allhat, de ezek kozott 1étezik egyetlen legertsebb
(unique top cycle). Ezen feladatok halmaza legyen R;. Nyilvanvaléan Ry C
R1 € R. Minden X; € N-re az adott objektumot tartalmazé rész rang-
soroldsi probléma ([Xi],Ryx,)), ahol Riy,] az R métrix [X;]-beli objek-
tumokra korlatozott almatrixa.

2.3. Definicié. Egy (N,R) rangsoroldsi probléma kiegyensilyozott (bal-
anced), ha r;, = r,; minden X; € N-re (Slutzki és Volij, 2006).

2.4. Definicié. Egy (N, R) kiegyenstilyozott rangsorolédsi probléma szabdlyos
(regular), amennyiben r;. = rj. minden X;, X, € N-re (Slutzki és Volij,
2006).

Tehat egy sportbajnoksag kiegyensilyozott, ha minden jatékos gyo6zel-
meinek és vereségeinek szama megegyezik. Ha ez az érték mindegyikiiknél
azonos, akkor a probléma szabdlyos. Slutzki és Volij (2005) ezt a tulaj-
donségot erdsen kiegyensilyozott (strongly balanced) néven emliti.

2.1. Példa [Slutzki és Volij (2005) alapjén]. Legyen N = {X;, X», X3, X4,
X5} és

01110
0 0200
R=|010 3 0
01 2 00
0 01 10

A rangsoroldsi probléma hérom ligdbdl all: [X;] = {X1}, [Xo] = [X3] =
[X4] = {X2, X3,X4}, valamint [X5] = {X5}, tehdt nem létezik egyetlen
legerésebb liga, a probléma nem Ri-beli. Az [X;] és [X;] ligdk erdsebbek
[X2]-nél, mig [X1] és [X5] nem &sszehasonlithaté. Az ([X3],Rix,)) € Rn
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rész rangsorolasi problémaban
0 20
Rix, =1 0 3|,
1 20

ahol a péros Osszehasonlitdsi métrix mér irreducibilis. Az ({X2, X3, X4},
R x,)) rangsoroldsi probléma kiegyensilyozott, hiszen minden objektum u-
gyanannyi gyozelemmel és vereséggel rendelkezik, viszont nem szabdlyos,
mert ezek széma (sorrendben) 2, 4 és 3.

2.1. Lemma. Egy (N,R) rangsoroldsi probléma akkor és csak akkor ki-
egyensulyozott, ha minden ligdja kiegyensilyozott és nem Gsszehasonlithato
(Slutzki és Volij, 2005).

A kovetkez6kben az értelmezési tartoméanyt az irreducibilis R péros 6ssze-
hasonlitasi matrixszal jellemezheté rangsorolasi problémak Ry osztalyara
szikitjik.

2.5. Definicié. Egy f: Ry — IR™ pontozdsi mddszer egységes (uniform),
ha minden (N,R) € Ry szabélyos rangsoroldsi probléméra f;(R) = 1/n
minden X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

Az egységesség szerint, amennyiben minden jatékos ugyanannyi gy&ze-
lemmel és vereséggel rendelkezik, akkor a rangsorban sem tesziink koztiik
kiilonbséget.

2.6. Definicié. Egy f : Ry — IR"™ pontozasi mbdszer erdsen egységes
(strongly uniform), ha minden (N,R) € Ry kiegyensiilyozott rangsoroldsi
probléméra f;(R) = 1/n minden X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

Ez a feltétel szigorubb, mint az egységesség. Az alternativak megkii-
lonboztethetetlenségének akkor is fenn kell allnia, ha a pozitiv és negativ
kimenetelek aranya azonosan egy.

2.7. Definicié. Egy f : Ry — IR" pontozdsi médszer kozémbis® (neutral),
ha minden (N,R) € Ry szabdlyos rangsoroldsi probléméra és olyan Q €
IR™ ™ szimmetrikus métrixra, amelynek minden diagondlis eleme 0 és (N, R+
Q) € Ry is rangsorolasi probléma, f;(R) = 1/n fennillasakor f;(R + Q) =
1/n (Slutzki és Volij, 2006).

Vagyis, ha egy szabalyos feladatban az alternativak értékelése teljesen
azonos, és ezt ugy modositjuk, hogy az 1j 6sszehasonlitasoknak minden ob-
jektum éppen a felét nyeri meg, akkor tovabbra is egyenl6en lesznek rang-
sorolva.

2.1. Allitds. Egy f : Ry — IR" pontozdsi médszer akkor és csak akkor
erdsen egqységes, ha egqységes és kozombos (Slutzki és Volij, 2006).

6 A neutral kifejezés szokasos magyar forditdsa semleges. Itt azért nem ezt hasznilom,
mert a rangsorolasi irodalomban szdmos mads helyen kiilonb6zd jelentéssel jelenik meg ez
a fogalom (Chebotarev és Shamis, 1999), és a magyarul célszerlinek tartottam eltéréen
elnevezni ezeket.
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2.8. Definicié. Egy f : Ry — IR™ pontozéasi mbdszer gyengén additiv
(weakly additive), ha minden (N, R) € Ry szabdlyos rangsorolasi problémadra
és olyan Q szimmetrikus matrixra, amelynek minden diagondlis eleme 0 és
(N,R+ Q) € Ry is rangsoroldsi probléma, f;(R) és (r;.) ardnyossidgabdl
[fi(R) o (1:4)] kovetkezik f;(R 4 Q) és (7 + ¢ix) ardnyosséga [f;(R+ Q) x
(rix + @ix)] (Slutzki és Volij, 2006).

A gyenge additivitas szerint, ha egy szabdlyos rangsorolasi probléméaban
az alternativak értékelése a gybzelmeik szamaval azonos, és néhany parosi-
tasban 1j, dontetlen kimenetelii mérkézéseket jatszanak le, akkor azok relativ
viszonyat tovabbra is a gy6zelmek aranya hatarozza meg.

2.9. Definicié. Egy f : Ry — IR" pontozasi mddszer invaridns a referencia
intenzitdsra (invariant to reference intensity), ha minden (N, R) € Ry rang-
soroldsi probléméra és A € IR™ "™ pozitiv diagondlis elemekkel rendelkezé
diagonalis métrixra f(R) = f(RA) (Slutzki és Volij, 2006).

A referencia intenzitdsra valé invariancia értelmében az objektumok vere-
ségeinek ardnyos (de a vizsgélt alternativatdl fiiggd) véltoztatdsa nem befo-
lyéasolja azok sorrendjét. Példaul weblapok rangsora nem véltozik, amennyi-
ben valamelyik oldal az Gsszes, altala megadott referencia szamat konstans-
szorosara valtoztatja.

2.10. Definicié. Egy f: Ry — IR™ pontozasi mddszer forditottan aranyos
a vereségekkel (inversely proportional to losses), ha minden (N,R) € Ry
kiegyensilyozott rangsoroldsi probléméra és A € IR™ "™ pozitiv diagondlis
elemekkel rendelkezé diagondlis matrixra f;(RA)/f;(RA) = A;;/A; minden
X, X; € N esetén (Slutzki és Volij, 2006).

A vereségekkel vald forditott ardnyossig azt koveteli meg, hogy egy, az
alternativak kozotti sorrend meghatarozasara alkalmatlan kiegyensilyozott
rangsorolasi problémaban a vereségek szamat konstansszorosara valtoztatva
az objektumok értékelése ezzel forditott ardnyban valtozik. Egyetlen pon-
tozasi eljards sem lehet egyszerre invarians a referencia intenzitasra és for-
ditottan aranyos a vereségekkel, hiszen a vereségek szaméanak ardnyos mo-
dositésa eltéré kovetkezményekkel jar a két tulajdonsdg esetén, bar utobbi
feltételei szigoribbak.

2.3.3 Az értelmezési tartomanyt kiterjeszt6 tulajdonsiagok

A kovetkezé tulajdonsagok lehetévé teszik az irreducibilis paros Osszeha-
sonlitasi matrixot eredményezd, Ry-beli rangsorolasi problémék halmazan
értelmezett pontozasi modszerek kiterjesztését a teljes R osztalyra.

Legyen Py az N-en értelmezett lehetséges rangsorok, azaz reflexiv és
tranzitiv (de nem feltétlentl teljes) bindris reldciék halmaza. A rangsoroldsi
mddszer egy »=: R — Py fliggvény, minden (N,R) € R rangsoroldsi problé-
m#hoz egy N-en értelmezett =g rangsort rendel. Az egyszerliség kedvéért,
ha ez nem okoz félreértést, a feladatra utalé R alsé indexet elhagyjuk. =
egyben meghatarozza az alabbi relacidkat:
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1. X; > Xj, azaz X; jobb X;-nél, ha X; = X; és X; # Xi;
2. X; ~ Xj, azaz X; és X azonos erésségii, ha X; = X; és X; = Xj;

3. X; L Xj, azaz X; és X; nem Osszehasonlithaté, ha X; = X; és X; = X;
egyike sem all fenn.

2.1. Megjegyzés. Minden f : R — IR"™ pontozasi eljaras meghataroz
egy =/: R — Py rangsoroldsi médszert az f(R); > f(R); = X; =7 X;
definiciéval. A kapott rangsor egyértelmii és teljes, X; L/ X; nem lehetséges.
Aréanyos pontozasi eljardsok ugyanazt a rangsorolasi médszert generaljdk.

2.11. Definicié. Egy =€ Py rangsor egyenletes (flat), ha X; ~ X; minden
X, X; € N-re (Slutzki és Volij, 2005).

2.12. Definicié. Egy =€ Py rangsor kvdzi egyenletes (quasi-flat), ha X; ~
X, vagy X; L X; minden X;, X; € N-re (Slutzki és Volij, 2005).

2.13. Definicié. Egy »=: R — Py rangsoroldsi médszer domindns (domi-
nant), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és X;, X; € N objek-
tumra [X;] — [X;] esetén X; =g X, (Slutzki és Volij, 2005).

Eszerint egy erdsebb ligaba tartozé objektum biztosan megel6zi az Gsszes
gyengébb ligdban szereplot.

2.14. Definicié. Egy »=: R — Py rangsoroldsi médszer kvdzi teljes (quasi-
complete), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi problémdra és X;, X; € N
objektumra X; /4 X, és X; /4 X, akkor és csak akkor, ha X; Lr X (Slutzki
és Volij, 2005).

Vagyis két objektum pontosan akkor nem hasonlithaté Ossze, ha két, az
er0sebb reldcid szerint egymassal kapcsolatban nem all6 ligdban talalhatdk.
Amennyiben legaldbb az egyik kozvetve legyézte a mésikat, mér sorrendbe
kell dllitani 6ket. A dominancia és a kvézi teljesség megkovetelésével a re-
ducibilitasért felelos ligdk rendezése egyértelmiien elvégezheto.

A harmadik axiéma egy 1jabb 1épést tesz abba az irdnyba, hogy miként
kell rangsorolni egy adott liga szerepléit. Egy adott =g rangsor esetén jelolje
=r | [X;] annak az [X;] halmazra valé sziikitését.

2.15. Definicié. Egy »: R — Py rangsorolasi mddszer szétvdlaszthato
(separability), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és X; € N

objektumra =g | [X;] =IRiy (Slutzki és Volij, 2005).

Tehét egyfajta fliggetlenséget tételeziink fel: az adott ligdban érvényes
rangsor nem fligg a tobbi liga 1étét6l, elhelyezkedésétdl. Ennek megfelelGen
egy dominans, kvazi teljes és szétvalaszthato rangsoroldsi modszert elegendo
az irreducibilis rangsorolasi problémdak R, osztdlyan definidlni, ezt kovetéen
természetes médon kiterjeszthetd a teljes R halmazra (Slutzki és Volij, 2005).

Adott (N,R) € R rangsorolasi probléma és o : N — N permutécié esetén
legyen (NV,0R) az a rangsoroldsi probléma, melyben (0R)i; = Ro(i),0(j)-
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2.16. Definicié. Egy =: R — Py rangsoroldsi mddszer névtelen (ano-
nymity), ha minden (N,R) € R rangsoroldsi probléméra és o : N — N
permutdciéra (i) =g o(j) esetén i =,r j (Slutzki és Volij, 2005).

A névtelenség vagy anonimitds a szavazdselméletben gyakran hasznalt
tulajdonsag, amely azt irja el6, hogy a mddszer eredménye ne fiiggjon a
szavazok, alternativak, jatékosok stb. nevétol.

A kovetkezé axiéma két, azonos objektumhalmazzal rendelkezé probléma
aggregilasaval kapcsolatos. Az (N,R) és (N, Q) rangsoroldsi problémak
Osszegét jelolje (N, R + Q).

2.17. Definicié. Egy =: R — Py rangsoroldsi mddszer teljesiti kvdzi egyen-
letesség drzés (quasi-flatness preservation) axiémat, ha minden (N,R) € R
és (N, Q) € R rangsorolasi problémadra, ahol =g kvézi egyenletes, >q akkor
és csak akkor kvazi egyenletes, ha =ryq kvazi egyenletes (Slutzki és Volij,
2005).

Tehat, ha két kiilonb6z6 probléma egyikében sem tehetd kiillonbség az al-
ternativak kozott (azaz egyenléen rangsoroltak vagy nem ésszehasonlithatdk),
akkor ez az aggregalt problémara is igaz. Megforditva, amennyiben legalabb
az egyik rangsorolasi problémaban 1étezik szigori relacio két objektum kozott,
akkor ez a kettO Osszegére szintén teljesiilni fog.

Az utolsé, hatodik tulajdonsag mar ismerds lehet 2.3.2. alfejezetbol.

2.18. Definicié. Egy >: R — Pn rangsorolasi modszer teljesiti negativ
reakcid a vereségekre (negative responsiveness to losses) axiémat, ha minden
(N,R) € Ry irreducibilis rangsoroldsi probléméra, ahol =g egyenletes, és
A = diag (\;),. y diagondlis matrixra, ahol (\;),. 5 pozitiv és (N,RA) € R,
i =mra j akkor és csak akkor, ha A; < A; (Slutzki és Volij, 2005).

A negativ reakcié alapjan, ha egy egyenletes rangsort eredményezé péaros
Osszehasonlitasi matrixban az alternativak vereségeit egy-egy pozitiv kons-
tanssal megszorozzuk, a kialakul6 sorrendet forditott aranyossag révén ennek
nagysaga fogja meghatdrozni. Az otlet azon alapul, hogy a mddositds nem
befolyasolja sem egy objektum gy6zelmeinek szamat, sem pedig vereségeinek
eloszldsdt. Azaz, amennyiben a médszer egy adott objektum gy6zelmeit az
Ot megverd alternativak kozott a vereségek aranyaban osztja szét, akkor az
elszenvedett kudarcok A;-vel szorzasa nem befolyasolja a tobbi objektum re-
lativ rangsorat. Ennek megfeleléen csak az X; objektum relativ pozicidja
valtozik, mégpedig a szorzé konstanssal forditott aranyban.

2.3.4 Manipulacié és megfordithatésag

Szamos olyan helyzet van, ahol a rangsorolandé objektumok maguk is képesek
befolyasolni a megfigyelt eredményeket. Ilyenkor érdemes megvizsgalni, vajon
a rangsorolasi médszer tényleg minél jobb teljesitmény elérésére Osztonzi-e a
résztvevéket. A sportban példaul szokatlan, ha egy jatékos széandékosan vere-
ségre jatszik; elrettenté példaként szolgdlhat a londoni olimpia néi paros tol-
laslabdaversenye (Pauly, 2013). A tudomdnyos életben szintén nemkivénatos
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kovetkezményekkel jarhat, amikor egy kutatd vagy folydirat a kedvezobb
tudoménymetriai mutaték megszerzése érdekében befolydsolni probalja az
altala megadott hivatkozasokat vagy a cikkek terjedelmét. Itt is felmeriilt mar
a manipuldcié gyandja (Smith, 1997). Az Onhivatkozdsoktdl eltekintve en-
nek legegyszeriibb esete, a tovabbi, felesleges referencidk elhelyezése, melyek
utdlagos ellendrzése, feliilvizsgdlata meglehet6sen nehézkesnek tiinik.

Tekintsiik azt az R paros 6sszehasonlitasi matrixot, ahol r;; a X folydirat
X;-re valé hivatkozdsait adja meg (hiszen egy addiciondlis referencia az X;
jsdg szamdra kedvez8). Az Onhivatkozdsokkal nem foglalkozunk, a métrix
féatlojanak nincs jelentOsége. Azt mondjuk, hogy egy rangsorolasi eljaras
monoton, ha egy addiciondlis hivatkozas nem javitja az ezt megado folydirat
helyezését és a masikét sem rontja.

2.19. Definicié. Legyen (N,R) € R és (N,R’) € R két rangsorolasi
probléma, melyekre r}; > r;; valamely (X;, X;) pérra, de ry, = 7}, minden
(Xk, Xo) # (X4, X;) esetén. Egy »: R — UncnPn rangsoroldsi médszer
gyengén (erdsen) monoton, ha minden X, € N-re X; =r X}, esetén X; =g/
X (X; > X)) és minden X, € N-re X;, =g X, esetén Xy »r X;
(Xk >r X;) (Kbczy és Strobel, 2010).

Ehhez hasonlé monotonitési tulajdonsdgokat mar korabban is megfogal-
maztak, ezek azonban csak az els6, X; =g Xj (X; =r’ Xi) relacié fennalldsat
kovetelték meg az osszehasonlitdsok szamanak valtozatlansaga, dllandé r;; +
rj; mellett (Rubinstein, 1980; Bouyssou, 1992).

Az irdnyitott grafok esetén természetes médon meriil fel az a kérdés, hogy
mi torténik a rangsorral, amikor minden paros Gsszehasonlitds iranyat meg-
forditjuk. Ekkor érthetd az alabbi feltétel megkovetelése.

2.20. Definicié. Legyen (N, R) egy tetszleges rangsoroldsi probléma. Egy
=: R — Pn rangsorolasi médszer megfordithats (inversion), ha X; »r X;
fennélldsakor X; <gt X, minden X;, X; € N-re (Chebotarev és Shamis,
1998).

Tehét az 0sszes eredmény megforditasaval az alternativak sorrendje pon-
tosan az ellenkezdjére valtozik. Chebotarev (1994, Property 7) ezt az axiémat
némileg erdsebb forméban, pontozasi eljardsokra megfogalmazva, transzpo-
ndlhatésdg (transposability) néven vezeti be.

A megfordithatésdg révén megadhato egy tetszéleges pontozasi modszer
pérja, amit a linedris programozds analégidjara, Slutzki és Volij (2005) nyo-
man, az eljaras dudljanak neveziink.

2.21. Definicié. Egy tetszéleges f : R — IR™ pontozasi eljards dudlja az
a g : R — IR" pontozisi médszer, amire g(R); = f(R'T); minden R € R
esetén.

Egy pontozasi eljards dudljanak dualja éppen az eredeti modszer.

2.2. Megjegyzés. A g fiiggvény szempontjabdl a kisebb érték a kedvezébb,
ezért az &dltala meghatdrozott =9: R — Py rangsoroldsi médszer: g(R); <
g(R)j = X; »9 Xj.



Paros osszehasonlitasokon alapulé rangsoroldsi moédszerek 167

Vagyis egy pontozasi eljards altal meghatérozott =7 rangsoroldsi médszer
esetén értelmezhetjitk ennek =9 dudljat is.

2.1. Kovetkezmény. Egy f : R — IR™ pontozdisi eljdrds dltal generdlt
=f: R — Pn rangsoroldsi modszer akkor és csak akkor megfordithatd, ha
minden (N,R) € R esetén a g : R — IR"™ dudl pontozadsi eljdirds dltal generdlt
=9: R — Pn rangsoroldsi modszerrel azonos eredményt ad.

2.2. Allités. Az =1 R — Py rangsoroldsi eljdrds akkor és csak akkor
megfordithato, ha =9: R — IR™ dudl megfeleldje is az.

Bizonyitds. Ha —F megfordithatd, akkor X; ifR X; = X; ijT X;
azaz f(R)L > f(R)J = f(RT)L < f(RT)J minden Xi,Xj e Né&sSReR
g(RT); > g(RT);, valamint g(R); < g(R); = X; =9 X;, ebbél éppen a
kivint X; =% X, = X; jiig X, implikécié adédik minden X;, X; € N és
R € R esetén. A maésik irdny abbdl kdvetkezik, hogy a dudl dudlja az eredeti
modszer. m|

Egy pontozasi eljaras altal generalt rangsoroldsi moédszer monotonitdsa
kapcsolatba hozhaté annak dudlisaval, ahogy azt az alabbi eredmény szem-
1élteti.

2.3. Allitas. Egy =1: R — Py megfordithaté rangsoroldsi eljdrds akkor és
csak akkor gyengén (erésen) monoton, ha =9: R — UncwPn dudl megfele-
ldje is az.

Bizonyitds. A 2.1. kovetkezménybdl adédik. A bizonyitdsban kulcsszere-
pet jatszik =f megfordithatésdga, mert ez garantélja az

(X = Xp & Xi=f X0) = (X5 2hr Xe & X <% X,)
és a tobbi, hasonld jellegi implikacié fennallasat. |

2.3.5 Onkonzisztens monotonitds

Az 6nkonzisztens monotonitds (self-consistent monotonicity) (Chebotarev és
Shamis, 1997) azt koveteli meg, hogy a rangsorban a nem rosszabb alter-
nativak ne hatrébb, a biztosan jobbak pedig szigortan elérébb keriiljenek.
Mikor lehet két objektum kozott ilyen kapcsolatot taldlni? Eldszor is, a velik
Osszehasonlitott objektumok erejét kell Osszevetni, amit éppen a vizsgalt
rangsoroldsi médszer biztosit (erre utal az 6nkonzisztens elnevezés). Masrészt,
az egyik objektum akkor lesz legaldbb olyan jé, mint a masik, ha nem rosz-
szabb ellenfelei ellen legalabb olyan eredményes volt, mint a masik. El6-
fordulhat, hogy ellenfeleik egyméssal valé Gsszehasonlitdsa nem sziikséges,
mert a paros Osszehasonlitds kimenetele valamelyik extrémumot veszi fel,
azaz 1;; > 0 és rj; = 0 vagy forditva.

A koriilményes formalis definicié helyett a részletek irant érdeklédé olvasd
figyelmébe ajénljuk a Chebotarev és Shamis (1999) és a Gonzélez-Diaz et al.
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(2014) cikkeket. Csaté (2013c) magyar nyelven, részletesen targyalja ezt
az axioméat. Az aldbbi példa illusztrilja az énkonzisztens monotonitds altal
eloirt feltételeket.

2.2. Példa (Chebotarev és Shamis, 1999). A feladat jobb attekinthetésége
érdekében célszerli az eredmények vizualis megjelenitése; az 1. dbrdn sze-
repl6 grafban az irdnyitott élek a gyoOztestdl a vesztes felé haladnak. Ezt a
megoldast a késébbiekben is hasznalni fogjuk.

1. dbra. A 2.2. példa rangsoroldsi problémadja

Az 6nkonzisztens monotonitas altal megkovetelt néhany feltétel:

1.

Xe = Xe=Xo = X338 Xo = Xg = X3 = X

X5 és X3 egyarant kikapott X;-t6l, és azonos mértékben gyozte le Xg-
ot, illetve X7-et. Ez azt jelenti, hogy az utébbi objektumpér rangsorbeli
viszonya egyértelmiien eldonti az el6bbiét.

X = X7= Xy = X5

X,-nek két legaldbb olyan erds ellenfele volt, mint Xs-nek, mindket-
ten vereséget szenvedtek X1-t6l, Xy viszont nem gyengébb alternativat
gyozott le, emellett X5-0t is megverte.

(XQEXP, éSX4tX5):>X6tX7

Xg és X7 egyarant legyozte Xi-et, és kikaptak masik két objektumtol,
ezek azonban Xj esetén (X5 és X,) legaldbb olyan erések voltak, mint
X7-Hé1 (Xg és X5)

A fenti implikacidk szigoru formaban is felirhatdk:
Xe = X7=> Xo = X368 X7 Xg=> X3 > Xo
(XQEXP, és Xy >—X5):>X6 - X7

(XQ ~ X3 és X, - X5) = Xg = X7.

Vagyis Xg ~ X7, ezért Xy ~ X3 sem lehetséges, mert Xg ~ X7 = (X5 ~
X3 és Xy = X5) = Xg = X7, ami ellentmondds. Az dnkonzisztens mono-
tonitds ugyanakkor nem mond semmit X5 és X3, X5 és X7, vagy Xs és X
viszonyardl, jollehet ugy érezziik, a Xg = X7 sorrend logikusabbnak tinik.
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Ennek oka, hogy a graf két izomorf részre bonthaté az {X1, X2, X4, X6},
illetve {X1, X3, X5, X7} csticsokkal és a koztiik levs élekkel, amibdl csak
a X, — X; iranyitott él marad ki, ez pedig az elsé részgraf, illetve az
egyméasnak megfelelé pozicigji objektumok folényét (X = X3, X4 = X;
és Xg = X7) sugallja.

3 Néhany pontozasi eljaras

3.1 Axiomatikus szemponti attekintés

A 2.2. alfejezetben felsorolt érvek alapjan Bouyssou (2004) tanulményédnak
végén azt ajanlja, érdemes lenne elkezdeni a pontozasi médszerek alapos vizs-
galatdt. Az ez irdnyu kutatdsok egyel6re kezdeti szakaszban vannak, semmi-
képpen sem tekinthetok lezartnak. Legigéretesebbnek egyfajta axiomatikus
megkozelités alkalmazdsa tiinik: néhany kivanatos vagy elvart tulajdonsag
definidlasaval jol lathatéva valnak azok ellentmondésai, kolesonds kapcesola-
tai, illetve az egyes modszerek eltérései. Ez hasonlit a kooperativ jatékelmélet
elosztasi koncepcidi esetén kovetett megkozelitéshez: a 2012-ben kozgazdasa-
gi Nobel-dijat nyert Lloyd S. Shapley nevéhez f(iz6d6 Shapley-értékre (Shap-
ley, 1953) méar szdmos axiomatizacié sziiletett, nem is emlitve a kiilénb6z6
jatékosztalyokon megfigyelhet eltéréseket (Pintér, 2009).

Az elsd, kozvetlenill addd6 megoldasi lehetéség a sordsszegek alapjan tor-
ténd rangsorolds (Borda, 1781; Copeland, 1951). A mddszert Rubinstein
(1980) karakterizélta bajnoksdgokban (tournament), ahol minden 6sszeha-
sonlitas kimenetele ismert és az egyik alternativa egyértelmiien jobbnak bi-
zonyult a masiknal, nincsenek dontetlenek vagy eltéré preferenciaintenzita-
sok. Amennyiben az sszehasonlitdsok szdma minden (X;, X;) alternativa-
par esetén azonos, azaz r;; + 7j; = Tie + Tk tetszoleges X, X;, Xp, Xy € N
objektumnégyes mellett, akkor kdrmérkdzéses (round-robin) problémardl be-
szélhetlink. A szavazdsi modellekkel foglalkozé irodalomban legaldbb harom
axiomatizdcié 1étezik a sordsszeg médszerre ebben az esetben (Young, 1974;
Hansson és Sahlquist, 1976; Nitzan és Rubinstein, 1981; Bouyssou, 1992).
Ezek az itt targyalt dltalanos esetben nem érvényesek, raadasul hidanyzé és
t6bbszords Osszehasonlitdsok mellett alkalmazésa erésen vitathaté (Gonzalez-
Diaz et al. 2014) de példdul a hidnyzé Gsszehasonlitdsok déntetlenként vald
kezelésével ez a nehézség elvileg feloldhaté (Telcs et al., 2013). Ezzel azonban
eltériink az eredeti feladattdl, igy kiilonb6z6 megoldasokat kaphatunk.

A péros Osszehasonlitdsi métrix bizonyos transzformaltjain és a Perron-
Frobenius tételen (mely szerint egy nemnegativ, valds, négyzetes és irre-
ducibilis matrixban a dominéns sajatértékhez tartozik az egyetlen, szigorian
pozitiv sajétvektor) alapul az invaridns és a fair bets (Daniels, 1969; Moon és
Pullman, 1970), vagy az el6bbi egy perturbélt viltozatdnak megfelelé Page-
Rank médszer (Brin és Page, 1998). Ezeket az eljardsokat, valamint Slutzki
és Volij (2005) és Slutzki és Volij (2006) karakterizaciéit részletesen bemu-
tatjuk a 3.2. és a 3.3. szakaszban, az invaridans médszer grafelméleti, ordinalis
tulajdonsdgokon alapulé axiomatizéciéjdval (Altman és Tennenholtz, 2005)
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azonban nem foglalkozunk.

A jatékelméleti irodalomban hasonlé feladatként meriil fel egy irdanyitott
graf csicsainak rangsorolasa. Ebben a kornyezetben konnyen értheto a lokalis
és globdlis pontozasi eljarasok megkiilonboztetése: el6bbiek az irdanyitott graf
helyi struktirgjat vizsgaljak (a csticsok értékelésénél csak azok kozvetlen
kapcsolatait, a bemend és kimen6 élek szamat veszik figyelembe), utébbiak
viszont az egész grafot tekintik (Herings et al., 2005). Ez egyuttal egy jol
ismert axidoma, az irrelevans osszehasonlitasoktdl vald fliggetlenség megjele-
nését indukalja (Rubinstein, 1980; Gonzélez-Diaz et al., 2014). Rubinstein
(1980) eredményének altaldnositdsdra van den Brink és Gilles (2003) tanul-
maénya tett kisérletet. A szamos megoldasi javaslat koziil érdemes megemliteni
az invarians és fair bets mddszerekkel szoros kapcsolatban &ll6 A\ eljarast
(Borm et al., 2002), és a pozicids erét (positional power) (Herings et al.,
2005); ezeket a 3.4.1. és a 3.4.2. alfejezetekben térgyaljuk.

A kiilénb6z6 pontozési eljarasokra definidldsa mellett viszonylag kevesebb
az egyszerre tobb moddszert axiomatikus megkozelitéssel vizsgdlé munka.
Laslier (1997), a lehetséges karakterizécidkra is kitérve, szémos megoldési
koncepcidt részletesen elemez, ugyanakkor vizsgalatat kormérkozéses bajnok-
sagokra korlatozza, ezért jelen cikk szempontjabdl kevésbé relevans. Chebo-
tarev és Shamis (1998) cikke kivalé attekintést nydjt az ismert axioma-
tizacidkrdl, tobb szempont szerint csoportositja az ezekhez sziikséges tulaj-
donsédgokat (6sszesen t6bb mint 40 médszert tdrgyal). Altman és Tennenholtz
(2008) pedig belétja, hogy az irdnyitott grafokra nem létezik olyan pontozdsi
eljaras, amely egyszerre rendelkezne j6 lokalis és globalis tulajdonsdgokkal.

Chebotarev és Shamis (1999) az 6nkonzisztens monotonitds (Chebotarev
és Shamis, 1997) szempontjabdl vizsgalja a pontozasi eljardsok két osztélyét,
bizonyitva, hogy minden gy6zelem-vereség kombindldsan (win-loss combin-
ing) alapuld eljards megsérti azt. Ebbe a csoportba tartozik az invaridns
és fair bets eljaras, illetve a jatékelméleti irodalomban hasznalt mddszerek
tobbsége. Ugyanakkor taldlhaté néhany olyan, gyozelem-vereség egyesitd
(win-loss unifying) eljards, amely teljesiti ezt a feltételt. Koziiliik kiemelkedik
az egyik klasszikus médszer, a maximum likelihood (Zermelo, 1929; Bradley
és Terry, 1952). Az eljaras széles korben ismert és elterjedt, azdta is sziiletnek
ezzel kapcsolatos 1j eredmények: Conner és Grant (2000) a médszer kiter-
jesztésére tesz kisérletet, mig Conner és Grant (2009) egy dj monotonitési
tulajdonsagrél mutatja meg, hogy az altalanositott eljaras teljesiti azt.

Az axiomatikus megkozelités a pontozasi eljarasok altal meghatédrozott
rangsoroldsi médszerek Gsszehasonlitdsara is alkalmazhaté (Gonzélez-Diaz
et al., 2014). Az eredmények alapjan kiemelkedGen teljesit a Zermelo-féle
maximum likelihood, amely azonban egy bonyolult nemlinearis egyenletrend-
szer megoldasat kivanja, ezért szamitasi szempontbol nem tekintheto6 tokéletes
valasztasnak. Egy masik, elméleti szempontbdl vonzé eljaras az dltaldnositott
sordsszeg (generalized row sum) médszer (Chebotarev, 1989, 1994). Ez pon-
tozasi eljarasok egy olyan parametrikus csalddja, mely egyik hatarértékként a
sorGsszeget, masikként pedig a legkisebb négyzetek (least squares) mddszerét
(Horst, 1932; Mosteller, 1951; Morrissey, 1955; Gulliksen, 1956; Kaiser és
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Serlin, 1978) adja. Kiszdmitdsa egy linedris egyenletrendszer megolddséval
torténik, ennek készonhetéen bizonyos esetekben egy megfelel6en valasztott
grafon is értelmezhet6 (Shamis, 1994).

Bar a legkisebb négyzetek mddszere szintén megsérti az onkonzisztens
monotonitas axiémajat, egyszertisége okan mégis széles korben hasznaljak.
Belathato, hogy az eljaras ekvivalens a nem teljesen kitoltott paros Ossze-
hasonlitds matrixok esetén alkalmazott LLSM mddszerrel (Bozdki et al.,
2010; Csatd, 2012), illetve a statisztikdban haszndlt EKS-eljardssal.” Ugy
tlnik, a parhuzamosan folyé kutatasok eddig nem nagyon ismerték fel ezt az
azonossagot, a megoldas egyértelmiiségének két fliggetlen bizonyitasa is léte-
zik (Kaiser és Serlin, 1978; Bozoki et al., 2010). Ez azonban egyéltaldn nem
tekinthetd rendkiviilinek. Az invaridns mddszer legaldbb harom kiilénb6z6
alkalommal keriilt bevezetésre (Daniels, 1969; Moon és Pullman, 1970; Pin-
ski és Narin, 1976), a maximum likelihood esetén ugyancsak két alapmiivet
szokds emliteni (Zermelo, 1929; Bradley és Terry, 1952). Kéczy és Nichifor
(2013) sem emliti, hogy az invaridns médszer hibdinak korrigéldsdra javasolt
eljaras azonos a korabbrol ismert fair bets mddszerrel, igy a szerzok valdszi-
nisithetéen mas tdton jutottak erre a kovetkeztetésre. Hasonld esetek més tu-
doményteriileten sem ismeretlenek: a stabil hazassdg probléma megoldaséara
szolgdlé Gale-Shapley algoritmust (Gale és Shapley, 1962) a gyakorlati fel-
hasznalok mar a modszer publikdlasa elott felfedezték.

A kozelmultban — Gonzélez-Diaz et al. (2014) itt6rd tanulmany&tol elte-
kintve — a legkisebb négyzetek mddszere mégis viszonylag kevés figyelmet ka-
pott, holott az altalanositott sorosszeg modszerrel vald szoros kapcsolata azt
sugallja, kedvez6 axiomatikus tulajdonsagokkal birhat. Kozeli rokonsagban
van a jatékelméleti poziciés eré fogalmaval is, emellett a szamitds menete, a
PageRank mddszerhez hasonléan, szemléletesen értelmezhetd grafokon (Csa-
t6, 2013b).

Témank részben érintkezik a tudomanymetridban haszndlt eljarasok iro-
dalméval, noha Slutzki és Volij (2006), illetve Gonzalez-Diaz et al. (2014)
Ovatossagra int az eredmények egymasra torténé atvihetdsége tekintetében
(ldsd a 3.2.1. szakasz utolsé bekezdését). Mindenesetre érdemes emlitést tenni
Palacios-Huerta és Volij (2004) karakterizacids eredményeirdl, illetve Kéczy
és Strobel (2010) axiomatikus targyaldsardl; az utébbi ltal bevezetett egyik
tulajdonsagot, a monotonitast mi is hasznalni fogjuk.

3.2 Az invarians és fair bets mddszerek
3.2.1 Az eljarasok matematikai hattere

Jelolje az R péros Gsszehasonlitdsi métrix > ; Tij sorosszegeit és > i Tij 08z~
lopGsszegeit, vagyis az j objektum gydézelmeinek, illetve vereségeinek szamat,
Tix €8 1yj. Legyen C az oszloposszegekbdl képzett diagondlis matrix.

3.1. Definicié. Az I(R) invaridns médszer (Daniels, 1969; Moon és Pull-

7Ut6bbirdl b8vebben a 4. fejezetben olvashatunk.
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man, 1970; Pinski és Narin, 1976) a

n
T’ij

Vs

v; = ;  minden X; € N-re,

=1
métrixjellésekkel v = RC™1v egyenletrendszer (irreducibilis R métrix mel-
lett normalizéldstdl eltekintve egyértelmii) I(R) = v megoldésa.

3.2. Definicié. Az F(R) fair bets médszer (Daniels, 1969; Moon és Pull-
man, 1970) a

n

n n
Tij .

E TV = E TV, Vagy v; = E —JUj minden Xi S N—re,

j=1

T i
j=1 j=1

azaz a Cv = Rw egyenletrendszer (irreducibilis R métrix esetén normalizé-
lastdl eltekintve egyértelmi) F(R) = v megoldésa.

Lathato, hogy mindketténél sziikség van a végso v; sulyok normalizalasara,
erre leggyakoribb a Y"1 | v; = 1 vélasztds. Tetsz6leges (N, R) rangsoroldsi
probléméra I(R) «« CF(R), vagyis a két vektor az alternativdk ugyanazon
sorrendjét eredményezi. Irreducibilis R mellett mindkét vektor pozitiv, I(R)
az RC™!, mig F(R) a C~!R métrix 1 sajitértékéhez tartozé jobboldali
sajatvektor.

A fair bets mdédszer neve a kévetkezd megfontolasbdl adédik. A v =
(v1,v2,...,vy) értékeket tekintsiik fogaddsi tétek egy sorozatdnak gy, hogy
az X; alternativara kotott fogadds esetén v; Osszeg nyerhetd, amennyiben X;
legy6zi X;-t, és v; Osszeget kell fizetni akkor, ha X; vereséget szenved X;-t6l
(tehdt ez utébbi fiiggetlen a gydztes kilététdl). Ekkor az F(R) vektorral a
fogadas igazsdgos, mert a varhato Z?Zl 7;5;v; kifizetés pontosan megegyezik
a varhaté Z?Zl r;jv; veszteséggel. Az invaridns mddszer esetén pedig v; az
az Osszeg, amit ez az igazsagos fogadas fizet az X; alternativa gydézelmekor.
Tovébbi interpretéciok taldlhatok a Chebotarev és Shamis (1999), illetve a
Slutzki és Volij (2006) tanulményokban.

Erdemes més szempontbol is megvizsgdlni a két eljarast. Az invaridns
mddszernél az X; alternativa v; pontszdma attdl fiigg, mennyi juttatédst (pél-
daul hivatkozast) kap a tobbitél. Ez weblapok, cikkek rangsoroldséndl lehet
elonyos, ahol a referencidk megadasa ingyen van: ha egy folydirat tobbet
hivatkozik egy masikra, a ra valé hivatkozasok szama nem csckken. Ezzel
szemben a fair betsnél az objektumok gyGzelmeinek és vereségeinek szama
kiegyensulyozott, mint egy sportbajnoksagban, ahol a ketté egymést kizaro
lehetOség.

Ennek megfelelden Slutzki és Volij (2006) az invaridns médszer alkalma-
zasat ajanlja folydiratok, weblapok és cikkek rangsoroldsandl (gyakorlatilag
a tudomanymetridban), mivel igy az értékelés csak az adott objektumra vo-
natkozdé hivatkozasok szamatdl fiigg, tovabbi referencidk megadasa nem érinti
negativan azt. Az X; alternativa X;-vel szembeni jobb teljesitménye, azaz
;5 novekedése biztosan kedvezd X; szdmara, azonban a tudoménymetridban,
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ahol ez a X; altal adott, X;-re vonatkozo hivatkozdsok szdmanak novekedését
jelenti, nem feltétlendl érinti hétranyosan X,;-t (Gonzalez-Diaz et al., 2014).
Ezzel szemben a Kdczy és Nichifor (2013) &ltal — tobbek kozott az invaridns
modszer helyett — javasolt eljaras éppen a fair bets-szel azonos, bar ezt a cikk
nem mondja ki.

3.2.2 Karakterizdacié irreducibilis esetben

Az eléz6 alfejezet alapjan maér lathatd, miért jelent nehézséget a rangsoroldsi
eljarasok kozotti valasztds. Els6 ranézésre ugyanis egyaltalan nem vildgos,
mi alapjan tekinthetd jobbnak az invaridns vagy a fair bets moédszer: mind-
ketto egy-egy igazsdgossagi koncepcidt képvisel, melyek koziil objektiv szem-
pontbdl egyik sem tiinik a masiknal rosszabbnak. Ilyen kérdések eldontésében
nyujthat segit az axiomatikus targyalas, melynek soran olyan tulajdonsagokat
keresiink, melyek lesziikitik az eléirasuk mellett szoba joheto eljarasok korét.
Ez a csokkenés néha olyan mértéki, hogy végeredményként az tires halmazt
kapjuk, példdul az Arrow-féle lehetetlenségi tételben (Arrow, 1951). Opti-
mélis esetben éppen egyetlen médszer marad (karakterizacio).

Az invaridns és fair bets maédszerek karakterizacidjaval kapcsolatos elsé
kihivds az értelmezési tartomany megvalasztdsa. A rangsorolasi problémék
egy adott osztdlyan érvényes axiomatizacié nem feltétleniil igaz egy sziikebb
vagy bovebb halmazon, a kivéalasztott tulajdonsagok pedig kivezethetnek a
megengedett értelmezési tartomanybol.

Tekintstik az Ry halmazt; itt mind az invarians, mind a fair bets médszer
jOl definialt. A 2.3.1. szakaszban bemutatott tulajdonsdgok vonatkozasaban
a kovetkezdket tudjuk:

3.1. Lemma. Az invaridns és a fair bets mddszer egységes (Slutzki és Volij,
2006).

3.2. Lemma. A fair bets mddszer erdsen egységes (Slutzki és Volij, 2006).
3.1. Kovetkezmény. A fair bets mddszer kézémbds (Slutzki és Volij, 2006).
3.3. Lemma. Az invaridns mddszer gyengén additiv (Slutzki és Volij, 2006).

3.4. Lemma. Az invaridns mddszer invaridns a referencia intenzitdsra
(Slutzki és Volij, 2006).

3.5. Lemma. A fair bets mddszer forditottan aranyos a vereségekkel (Slutzki
és Volij, 2006).

A fenti axiomdk mér elegendéek ahhoz, hogy mindkét eljardst karak-
terizdlhassuk. Jeldlje Ry (N) a rogzitett N alternativahalmazzal rendelkez
irreducibilis rangsorolasi problémdk halmazat.

3.1. Tétel. Legyen n > 2. Az invaridns mddszer az egyetlen olyan R — IR"™
pontozadsi eljdards, ami eqységes, gyengén additiv és invaridns a referencia
intenzitdasra (Slutzki és Volij, 2006).

3.2. Tétel. Legyen n > 2. A fair bets modszer az egyetlen olyan R — IR™
pontozadsi eljdrds, ami egységes, kozombas és forditottan ardnyos a vereségekkel.



174 Csato Laszlo

A tételekben szereplé harom-harom tulajdonséig fliggetlen, azaz koziilitk
barmely kettét kivalasztva talalhaté olyan, az invarians, illetve a fair bets
eljdrastol kiilonboz6 pontozasi médszer, ami mindkettdt kielégiti (igy a har-
madikat értelemszertien megsérti).

A fair bets eljarasnak létezik egy alternativ karakterizacidja is, melyben az
N alternativahalmaz nem rogzitett. Ez azon alapul, hogy a toébb objektum-
mal rendelkez6 rangsorolasi problémak — alkalmas feltételek megkovetelésével
— visszavezethet&k a kétszereplds esetre, ahol a megoldés trividlis (Slutzki és
Volij, 2006).

Az invaridns médszer egy masik, grafelméleti axidmédkon alapuld karak-
terizdciéjat adta meg Altman és Tennenholtz (2005).

3.2.3 A fair bets mddszer alternativ axiomatizacidja

Az el6zéekben latott mindkét karakterizaciéban szerepel az egységesség ko-
vetelménye, ami intuitivan kevéssé vonzo, tilsdgosan erdsnek tind tulajdon-
sag, mert egyértelmiien megmondja, milyen értékelévektort kell kapni egy
szabdlyos rangsoroldsi probléma esetén (Slutzki és Volij, 2005). Ez egy sokkal
természetesebbnek tiind névtelenségi kovetelménnyel is kivalthatd, aminek
azonban ara van: az axiéma erejének kihaszndlashoz ki kell boviteni a vizsgalt
rangsorolasi problémak halmazat, sziikségessé valik a nem Osszehasonlithato-
sag bevezetése. Ez egyben azt is jelenti, hogy a rangsorolas a tovabbiakban
nem irhaté le egy f : Ry — IR" értékelofliiggvénnyel, ez ugyanis nem teszi
lehet6vé a nem Osszehasonlithaté ligdk kezelését.

3.3. Definicié. A =*: Ry — Py fair bets rangsoroldsi mddszert az F(R)
fair bets pontozasi eljaras generdlja: X; iﬁ X, & F(R); > F(R); minden
(N,R) € R, rangsoroldsi problémara (Slutzki és Volij, 2005).

A fair bets rangsorolasi médszer karakterizdcidjahoz a 2.3.3. alfejezetben
bemutatott tulajdonsagok sziikségesek.

3.3. Tétel. =7t az egyetlen =: R — Py domindns, kvdzi teljes, szétvdlaszt-
hatd, névtelen, kvdzi egyenletesség Orzé és a vereségekre negativan reagdlo
rangsoroldsi mddszer (Slutzki és Volij, 2005).

A hat axidéma egyméstdl fiiggetlen, barmelyik 6t6t kivédlasztva taldlhatéd
olyan mddszer, ami ezek mindegyikét kielégiti, de nem azonos a fair bets-szel.
Ha a vizsgélddas korét olyan problémakra szikitjiik, ahol csak egyetlen vagy
tobb, nem Gsszehasonlithaté liga szerepel, tehat egyik csoport sem ertsebb
a masikndl, akkor az eljaras karakterizacidja a dominancia megkovetelése
nélkiil is érvényes (Slutzki és Volij, 2005).

Legyen R a transzpondlt paros Gsszehasonlitdsi métrix, ahol a korabbi
gyozelmek vereségnek, a vereségek gyézelmeknek szamitanak.

3.4. Definicié. A =% R, — Py dudl fair bets rangsoroldsi mdodszert a
dudl fair bets pontozasi eljaras generdlja: X; iﬁ X, & FR"), <FRT);
minden (V,R) € R; rangsoroldsi problémara (Slutzki és Volij, 2005).
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Az eljardsra Slutzki és Volij (2005) ad egy lehetséges interpretdcidt. A
fair bets eljards — a jobb oldali sajatvektor hasznélata kévetkeztében — na-
gyobb stlyt ad az er6sebb jatékosok elleni gy6zelemnek, mint a gyengébbekkel
szembeni vereségeknek, mert a

egyenletben véltozatlan r,; = Z:;L:I r;; mellett X; szdmdra kedvezd az r;;
eredmények olyan &dtcsoportositdsa, amely a nagyobb v; értékelésti (jobb)
ellenfelekkel szemben javitja a Osszehasonlitdsok kimenetelét. A dudl fair

bets-nél a megfelel6 egyenlet

vagyis allandd ry = Z?Zl r;; mellett X;-nek az r;; eredmények olyan at-
csoportositasa kedvez, amely az erésebb, nagyobb v; értékelésii ellenfelekkel
szemben rontja a Osszehasonlitasok kimenetelét. Ilyen értelemben a fair bets
modszer egyfajta szubjektiv értékitéletet hordoz, melynek haszndlata elég
nehezen indokolhato, legfeljebb azzal érvelhetiink, hogy ezéltal — példaul a
sportban — nagyobb az Osztonzés a ,,meglep6”, a papirformat borité ered-
mények elérésére. Ezzel szemben a dudl fair bets a kiszamithatdsagot, jo
elorejelezhetoséget dijazza.

A dominancia, kvézi teljesség és szétvdlaszthatésag megkovetelésével a
fair bets és a dudl fair bets (valamint az invaridns és a dudl invaridns)
modszerek egyértelmien kiterjeszthetOk az Gsszes rangsoroldsi problémaéra.
A 3.3. tétel bizonyitasdbol latszik, de intuitiv alapon is varhatd, hogy a
vereségekre valé negativ reakcio kozponti szerepet jatszik a karakterizacioban.
Anal6g médon definidlhat6 a gyézelmekre valdé pozitiv reakcid.

3.4. Tétel. =¥b gz egyetlen >=: R — Py domindns, kvdzi teljes, szétvdlaszt-
hatd, névtelen, kvdzi egyenletesség 0rzd és a gydzelmekre pozitivan reagdlo
rangsoroldsi mddszer (Slutzki és Volij, 2005).

Tehat a masik 6t tulajdonsag megkovetelése esetén mar nem irhaté eld
egyszerre mindkettd, a vereségekre torténo negativ és a gyozelmekre torténd
pozitiv reakcié teljesiilése kizarja egymast, kivéve a trivialis kétszereplos ese-
tet, ahol a fair bets és dudlja azonos.

3.3 A PageRank moédszer

A Google keresémotor alapjat jelenté PageRank algoritmus (Brin és Page,
1998) a péros Osszehasonlitdson alapuld rangsorolds irodalméban is egyre
népszertibb: el6bbire a GoogleScholar keres6 szerint tobb mint 10 ezer, utob-
bira pedig tobb mint 5 ezer hivatkozas van.
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A PageRank mddszer irdnyitott (multi)gréfokon torténé interpreticidja
igen szemléletes. Az algoritmus egy &tlagos felhasznal6 viselkedését mo-
dellezi: kezdetben minden csics azonos fontossagi, majd a szorfolé a mas
csicsokba mutaté irdnyitott élek mentén véletlenszeriien kattint a weblapon
taldlhaté linkekre. Ugyanakkor, elére megadott d € [0, 1] valdsziniiséggel, az
is megtorténhet, hogy a linkek mellézésével azonos valdsziniiséggel véalaszt
egy 1j oldalt.

Legyen az iranyitott graf csidcsainak halmaza N, G C N x N pedig
egy ezen értelmezett irreflexiv bindris relicié. A G gréaf legaldbb gyengén
Osszefiiggo, vagyis a neki megfelel6 iranyitatlan graf 6sszefliggs. Jeldlje P; =
{X; € N: (X;,X;) € G} az X; csucs elédeinek halmazit, p; = |P;| ezek
szdmét. Hasonldan, legyen S; = {X; € N : (X;,X;) € G} az X; csucs
kévetSinek halmaza, mig s; = |S;| ezek szama.

Formalisan a

n

d wi;
P=241-0S “ip minden X; € N-
- +( )J; 5, L minden re

egyenletrendszer megoldasat keressiik, ahol n = |N| az irdnyitott graf csu-
csainak szama, wj; a X; cstcsbdl X;-be mutaté él stlya. Alapesetben nincs
sz6 sulyozasrol, két cstics kozott legfeljebb egy irdnyitott él lehet, azaz w;; €
{0,1}. Ugyanakkor ennek bevezetése semmilyen nehézséget sem okoz, tigy
kell tekinteni, mintha a két érintett csics kozott tobb él lenne. Bizonyos
alkalmazdsokban a kimeno élekkel nem rendelkez6 csticsokbdl véletlenszeriien
valasztva egy masikba kertiliink, az egyenlet jobb oldalan még szerepel egy
tovabbi (1 —d) >, 6(5;)P; tag, ahol 6(S;) = 1 & S; = 0és 6(5;) = 0
egyébként (Radicchi, 2011).

A PageRank mddszer konnyen visszavezethetd az (IN,R) rangsoroldsi
problémara, egyediil arra kell figyelni, hogy ennek definicidjaban az (X;, X;)
irdnyitott él 1étezése X;-nek kedvezdtlen, mig X ;-nek kedvezd, azaz r;; = wj;
és Tj; = Ww;j .

Ha eltekintiink az exogén paramétertdl, azaz d = 0, akkor a PageRank
pontosan megegyezik az invaridns moédszerrel. d > 0 esetén egyrészt nincs
sziikség a sulyok normalizdlasara, méasrészt a megoldés reducibilis R matrixok
esetén is létezni fog.

Erdemes megjegyezni, hogy més pontozési eljarasoknak is létezik a Page-
Rank-hez hasonld, bar els6 ranézésre talan kevésbé vonzé grafinterpretacidja,
példaként emlitheté az dltaldnositott sorosszeg (bizonyos esetekben) (Shamis,
1994), vagy a legkisebb négyzetek mdédszere (Csatd, 2013b). Utébbinal nem
torédiink az élek irdnyitasdval, azok csak a csicsok kezdeti pontszamaban
jatszanak szerepet, a PageRank-nél viszont éppen forditva, a kezdeti érté-
kelések lesznek azonosak, és az iterdcié soran vessziik figyelembe a péaros
Osszehasonlitasok kimenetelét.
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3.4 Iranyitott grafok csiicsainak rangsorolasa

Most két olyan eljarast mutatunk be, melyeket a silyozatlan irdnyitott grafok
G osztalyan definidltak. A jatékelméleti irodalom jeldléseivel Gsszhangban —
a PageRank mddszer értelmezésével szemben — ezittal az (X;, X;) irdnyitott
él 1étezése az X; csicsnak lesz kedvezd, és a X;-nek kedvezdtlen, igy az R
paros Osszehasonlitasi matrix a G irdnyitott graf szomszédsagi matrixa lesz.
A jelolések egyszertisitése érdekében kizdrdlag az elébbit hasznaljuk. Ennek
megfeleléen R € G akkor és csak akkor, ha 7;; € {0,1} minden X;, X; € N-
re. Hasonléképp, Gy az irreducilis, G; pedig az egyetlen legerésebb ligaval
rendelkez6 sulyozatlan iranyitott grafok osztélya.

3.4.1 Internal slackening

Slikker et al. (2012) a gréf csicsainak rangsoroldsira egy iterativ eljérdscsa-
ladot javasol, a A* pontozdsi mddszer egy « € (0,00) paraméter fiiggvénye.
Kezdetben minden csucs stlya azonos, majd azok aktudlis pontszama szét-
osztésra keriil az Gsszes, 1 sillyal szerepld elédje (ahonnan irdnyitott él megy
az adott csticsba), és az « sillyal szereplé énmaga kozott.

Legyen 3%° = (1/n)e, ahol e € IR" és ¢; = 1 minden X; € N-re, igy az
iterativ formula:

o, t—1 . o, t—1 .
BYHR); = Z p +(§)J + aﬂ o +((]j)z minden X; € N-re.

3.5. Definicié. A \* : G — IR"™ internal slackening pontozasi eljards ennek
a sorozatnak a hatarértéke, vagyis A*(R) = lim; ., 3%*(R).

a =1 esetén ez a A pontozasi eljardssal egyezik meg (Borm et al., 2002).
Tehat A\* a kovetkez6 egyenletrendszer megolddsaként kaphaté a ),y AF =
1 normalizalas mellett:

A*R); A(R);
AY(R); = Z (R); + (R): minden X; € N, R € G-re.
jes; Pite  pita

A feladatnak nem minden irdanyitott graf esetén létezik egyértelmii megolddsa,
ez csak akkor biztositott, ha R € Gy, a paros Osszehasonlitasi matrix irre-
ducibilis. Ugyanakkor konnyt kiterjeszteni az egyetlen legerésebb ligaval ren-
delkez6 Gy osztalyra; a gyengébb ligak szerepldi automatikusan nulla értékelést
kapnak (Slikker et al., 2012). A mddszer szamitdsat segiti a kévetkezd
eredmény.

3.5. Tétel (Slikker et al., 2012). Legyen R € Gy és a € (0,00). Fkkor

a 1 2(pi+ )
MR o (A “‘”m)w

3.2. Kovetkezmény. Ha M\'(R); > M(R); ésp; = p; az X;,X; € N
alternativikra valamilyen R € Gy pdros dsszehasonlitasi mdtriz esetén, akkor
A¥(R); > A*(R); tetszdleges o € (0,00)-re.
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A 3.5. tétel révén lehetévé vélik az eljaras kiterjesztése az a = 0 és a —
oo hatédresetekre, vagyis a \° : G; — IR" és A\>® : G; — IR™ médszerek
bevezetése, ahol:

N(R); = ‘pitl —  minden X; € N, R € G;-re;

5 )\1(];’;1 5 minden X; € N, R € Rq-re.
jEN Jpi+1

Ha az R szomszédségi métrix irreducibilis (azaz a hozzd tartozé G iré-
nyitott graf erésen Gsszefiiggd), akkor az internal slackening mdédszer szoros
kapcsolatban all az invaridns és fair bets eljarasokkal.

3.6. Tétel. Legyen R € Gy. Ekkor \°(R) = I(R) és A>*(R) = F(R)
(Slikker et al., 2012).

A 3.2. kovetkezménybdl és a 3.6. tételbél adédik az aldbbi eredmény.

3.3. Kovetkezmény. Ha \'(R); > M(R); ésp; = p; az X;,X; € N
alternativikra valamilyen R € Gy pdros dsszehasonlitdsi mdtrix esetén, akkor
I(R), > I(R); és F(R); > F(R);.

A graf interpretacié segitségével az internal slackening médszer kiterjeszt-
hetd a teljes G osztélyra, ahol t6bb legerésebb liga (multiple top cycles) is
létezhet (Slikker et al., 2012). Ezéltal kikiiszobolhets a fair bets (és az in-
varidns) mddszerek egyik jelentés hatrdnya, a nem Osszehasonlithaté ligdk
megjelenése.

A fair bets és invaridns mddszerekhez hasonléan itt is felmeriilhet a kérdés,
miért az adott alternativat legy6z6k kozott osztjuk szét a pontszaméat. Analég
modon bevezetheté a 6AY : G — IR™ dudl internal slackening moddszer,
SAY(R) = A*(RT), ami a kovetkezd egyenletrendszer megoldasaként kaphaté
a Y ien Ay = 1 normalizalas mellett:

AL

S$;+a Sj +«a

X< (R); =

A (R) = minden i € N, R € G-re,
JEP;

hiszen az el6dok és kovetdk szerepe felcserélodik.
Ezuattal is kimondhat6 egy, a 3.5. tételhez hasonlé allitas, amivel tetszo-

leges a-ra kiszamithaté a dudl internal slackening mdédszer értékelévektora.
3.7. Tétel. Legyen G € Ry és a € (0,00). Ekkor

A +a)(s: +1)

Itt szintén a kisebb értéke kedvezdbb. A 3.6. tétel szerint SA°(R) =
DI(R) és 6A>*(R) = DF(R), ezcken kiviil a dudl lambda eljardssal fogunk
foglalkozni (o = 1).

Az invaridns és fair bets mddszerek analdégidjara az internal slackening
modszer szintén kiterjesztheté a silyozott iranyitott grafok R osztalyara,
béar ennck lehet8ségét Slikker et al. (2012) nem emliti.

5A*(R) o <6>\,}(R)M>i N
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3.4.2 Pozicids er6

Az internal slackening mddszer R-re kiterjesztett valtozata ugyan lehetévé
teszi a legerdsebb ligak értékelését, a gyengébb ligakon beliil azonban tovabbra
sem ad rangsort. Erre kindl egy megoldést a pozicids erd (positional power)
(Herings et al., 2005), ami egyszerre veszi figyelembe az irdnyitott graf lokalis
és globdlis strukturdjat: amennyiben az X; csics domindlja j-t, a rogzitett
¢ értékelés mellett az utébbi erejének 1/a hdnyadat is megkapja. Egy kivé-
lasztott cstcs ereje az alabbi képlettel szamithatd:

1
x J; (c—l— axJ) minden re

Az eddig targyalt médszerekkel ellentétben ez nem egy homogén egyenlet-
rendszer, nincs sziikkség normalizalasra. JelOlje s a kovetok, az egyes csticsok-
bol kiindul6 élek szamanak vektorat, ami a C matrix foatlojaban szereplo
elemekbdl képzett vektorral azonos. Ekkor a megoldandé feladat

(E-(1/a)R)x=cs,

ahol E € IR"*" ¢e;; = 1 minden X; € N-re. Az egyenletrendszernek mindig
létezik egyértelml megoldésa, ha a > n—1, igy ¢ = 1 mellett a = n valasztésa
maximalizalja a globélis struktira, a kévetOk értékelésének hatdsét (a — oo
esetén a megoldds s-hez konvergdl, igy csak a kovetdk szdma szamit) (Herings
et al., 2005).

3.6. Definicié. Az x : G — IR™ pozicids erd az
#(R)=(I—(1/n)R)'s

egyenletrendszer x(R) megoldésa.

Tehéat a pozicids eré minden stlyozatlan irdnyitott grafra egyértelmii.
A bx : G — IR™ pozicids gyengeség (positional weakness) az irdnyitott
graf osszes élének megforditasaval kapott grafra kiszamitott pozicids erdvel
egyezik meg: 6x(R) = p(RT"), ahol ismét a kisebb érték lesz kedvezSbb (Her-
ings et al., 2005). Ez a kordbbiakhoz hasonléan tekintheté a dudl pozicids
erének. A kettd kiilonbsége az €P : R — IR™ Copeland pozicids erd, azaz
29?(R) = z(R) — é6z(R).

A pozicids erd kiterjeszthet6 olyan sulyozott irdnyitott grafokra, melyek-
ben t6bbszords hurokélek is eléfordulhatnak (Herings et al., 2005). Utébbiak
megengedése egy Uj irdanyt jelentene a paros 6sszehasonlitasokon alapulé rang-
sorolasban, azonban a cikkben is csak emlités szintjén szerepel, ezért mi sem
targyaljuk.

3.5 Példa

Egy példan keresztiil illusztraljuk a bemutatott modszereket.
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3.1. Példa (Slutzki és Volij, 2005; Slikker et al., 2012). Legyen N =
{X17X27X3)X4} éS

R, =

_— o O O
OO O
OO ==
O == O

A rangsorolési probléma a 2. dbrdn 1athato.

2. dbra. A 3.1. példa rangsoroldsi probléméja

Az s pontszam mddszer alapjin az alternativék rangsora (X7 ~ Xs) >
(X3 ~ X4), mert az els6 kett 2-2, a tobbi pedig 1-1 gyézelemmel rendelkezik.
A fair bets értékeldvektor F(Ry)" = (v1,v2,v3,v4) = (4, 3, 1, 2)/10, tehat
a rangsor X7 > Xo = Xy > X3. A transzpondlt probléma ZjeN TV =
ZJEN r;ivj, VX; € N egyenletrendszerének megolddsa v’ = (v, v2,v3,v4) =
(2,1,3,4)/10, vagyis a dudl fair bets rangsor Xo > X7 > X3 > X4. Az
eltérés oka a kiillonb6z6 megkozelités: a fair bets nagyobb silyt ad az er6sebb
ellenfelek felett aratott gydzelmeknek, mint a gyengébb ellenfelekkel szem-
beni vereségeknek, mig a dudl fair bets éppen ennek forditottjat irja eld.
A példdban a fair bets rangsor X3-mal szemben X;-nek kedvez, mert az X
(er8s jatékos) felett aratott gydzelem értékesebb, mint az X5 (gyenge jatékos)
elleni vereség, mig az X3-mal szembeni vereség kevésbé silyos, mint az Xo-t0l
elszenvedett. Hasonldéan vezethetd le az X; = X, reldcié. A dudl fair bets
modszer éppen ennek az ellenkezOjét csindlja, ott az azonos pontszammal
rendelkez6 objektumok viszonya az ellenkez6 irdnyba ddl el.

Az invaridns médszerrel kapott értékelévektor I(Ry)T = (4, 3, 2, 4)/13,
vagyis a rangsor (X7 ~ X4) = Xz = X3. Ez még jobban felértékeli azt
az X4 objektumot, amelynek sikeriilt legy6znie Xi-et. Példaul folyoiratok
rangsorolasanal gondolhatjuk azt, hogy Xy-re azért nem hivatkozik Xo és
X3, mert el6bbi annyival magasabban &ll a képzeletbeli mércén, miutdn a
mindkettejiitknél jobb X7 ujsdgban szerepel egy referencia Xy-re. Ugyanez
a dudl invaridns eljardsndl DI(R1) = (4, 2, 3, 4)/13, tehat a sorrend X5 >
X3 = (X1 ~ Xy). Itt X5 is megel6zi Xi-et annak eredményeként, hogy az
utébbi vereséget szenvedett a gyengének szamité X4 objektumtdl: bizonyos
alkalmazdsokban célszert lehet a dudl fair betsnél jobban biintetni az ilyen
teljesitményt.

Az internal slackening pontozéasi eljaras két extremalis pontja a 3.6. tétel
értelmében a fair bets és az invaridns mddszer. a = 1 esetén a A modszer
(Borm et al., 2002) értékelévektora \1(Rq) = (8, 6, 3, 6)/23, azaz a rangsor
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X1 > (X2 ~ Xy) = X5. A dudl A médszer eredménye (6, 3, 6, 8)/23, vagyis
a sorrend Xo > (X7 ~ X3) = X4. Mindkettd indokolhaténak tiinik. A
fair bets-szel szemben a lambda mddszernél elébbre keriilt az X objektum,
azonban még nem ért el az invarians médszerhez hasonlé kiemelkedd poziciét.
Ugyanigy, a dudlis eljaras jobban biinteti X;-et, mint a dudl fair bets, de nem
annyira, mint a dudl invaridns. Ez lathaté a tobbi, a 3.5. tétel segitségével
szamithaté a értékre is:

24+ 2a 242« 44+ 2 44+ 2
N(Ry) o (82522 g 2H20 A2 g A 2ay
(Ry) o 2+ 2« 2+ 2« 3+ 3« 34 3a
4+ 20 44+ 2
=1(8,6,3-————,6-2- )
( 34 3« 34 3a

Ebbdl mar konnyen meghatarozhatok a kiilonboz6 o értékek melletti rang-

sorok:
(X1 NX4) = Xo = X3, haa=0

oA X1 =Xy = Xo - X3, hal0<a<1
—Ry X1 - (Xo~Xy) X3, haa=1
Xq - Xo = Xy > Xs, hal<a.
Hasonléan, a 3.7. tétel révén tetszoleges a értékre megadhatd a dudl internal
slackening mddszer eredménye:
44 2a 44 2a 24 2« 24 2a
3+3a’" 3432 2+2a7 2+2a)
:( '4—|—2a '4+2a 6 8)
3+3a’ 3+3a" 7/’
amibdl a kiilonb6z6 a értékek melletti rangsorok:

X2>-X3>-(X1NX4), haa=0
N Xo = X3 > X1 = Xy, hal0<a<1
—Ra Xo = (X1~ X3) =Xy, haa=1

Xo = X1 > X3 Xy, hal<a.

SA o (6

Végezetiil szamoljuk ki a csiicsok pozicids erejét és gyengeségét, valamint
a Copeland poziciés er6t. Ezuttal csak a rangsorokat kozoljiik, melyek a
fenti sorrendben a kovetkezdk: X; = Xo = X4 = X3, Xo = Xy = X3 > X4,
valamint Xo >~ X; = X, = Xj3. Utobbi értékelovektoraval kapcsolatban
érdemes megjegyezni, hogy — amint azt Herings et al. (2005) bizonyitja —
a Copeland poziciés erdk osszege nulla, rdaddsul a példdban z¢P(Ry)s =
—2°P(Ry);1 és 2°P(Ry)3 = —2°P(Ry)3, ami egyfajta szimmetrikus viszonyra
utalhat. A pozicids erd a fair betshez, a pozicids gyengeség a duél fair betshez
hasonléan értelmezhets. A kettd eredéjeként alakul ki a Copeland pozicids
er0, némileg furcsa végeredménnyel. Mikozben Xs jobbnak bizonyul Xi-nél
a kiegyenstlyozottabb teljesitmény okan, ugyanez a mezény aljan, X3 és X4
viszonydban éppen ellenkez6 kovetkezményekkel jar. Ez a megkozelités a
sportban vonzoénak tiinhet: a jé jatékosokat akkor dijazzuk, ha nem szenved-
nek el varatlan vereségeket, mig a gyengébbeket inkabb akkor, amikor sikertil
meglepetést okozniuk. A vizsgdlt példdbdl kapott intuitiv benyomas elméleti
alatamasztasa természetesen még tovabbi kutatdst igényel.
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3.6 A bemutatott moédszerek néhany problémaja

Ahogy azt a 3.1. példa mutatja, a rangsoroldsi médszerek kivélasztdsdban
célszeri lehet az axiomatikus megkozelités alkalmazasa, intuitiv alapon nehéz
kivélasztani a megfelel$ eljardst. Az el6zéekben bemutattuk az invaridns és
a fair bets modszerek karakterizaciéit, azonban az ehhez sziikséges tulaj-
donsdgok — a monotonitdssal, megfordithatésaggal, vagy az Onkonzisztens
monotonitassal szemben —, valészinileg éppen az axiomatizacio céljabdl let-
tek kitalalva.®

Ennek megfelelden az alfejezetben a 2.3.4. és a 2.3.5. szakaszokban targyalt
tulajdonsagokkal foglalkozunk, melyek alapjan barmelyik bemutatott madd-
szer kritizalhatd. A lista messze nem teljes, a téma irdnt érdeklédd olvaséknak
ajanljuk a Chebotarev és Shamis (1998) és a Gonzédlez-Diaz et al. (2014)
cikkeket.? A targyalas szinte kizdrélag a negativ eredményekre fokuszal, ami-
nek alapvetden két oka van. Egyrészt szeretnénk felhivni a figyelmet a maod-
szer korlataira. Maésrészt gy véljiik, a nem teljesen kitoltott esetre ismert
karakterizacios eredmények korlatozott szama miatt célszeriibb a médszerek
hibai alapjan valasztani: amennyiben ezek mindegyikérol sikeriil kimutatni,
hogy a konkrét alkalmazasban nem okoznak problémét, hasznalatuk megala-
pozottnak tekintheto.

3.6.1 Manipulacio

3.1. Allitas Az invaridns médszer nem monoton (Kéczy és Strobel, 2009).
Bizonyitds. Ellenpéldat adunk.

3.2. Példa. Legyen N = {X1, X2, X3, X4}, illetve

Aq I
R, = és R, =

=)
O = O =

1
0
0
1

=)
O = O =
—_ o o =
OO NN W

OO N

Az invaridns értékelévektor I(Rq) = (30, 24, 22, 21)/97, {gy a rangsor
X1 = Xo = X3 = X4, majd a X, alternativa két Gjabb vereséget szenved
el X; ellen. Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, az els6é és utolsé
helyezetteknek nem szabad véltoznia. De I(RY) = (54, 32,34, 35)/155, tehat
X, = X4 = X3 = X5, az X4 objektum a mésodik helyre ugrott elére. A
probléma oka, hogy az X elleni vereségek szamanak novekedése az aranyossag
megtartasa miatt csokkenti a tobbi értékét, a leger6sebb X7 objektum helyze-
tének tovabbi javulasa pedig ,,magaval hizza” X4-et. S6t, X4-nek nem csak

8Slutzki és Volij (2005) a tanulmény bevezetésében megemliti, hogy a fair bets médszer
karakteriziciéjdban érdemes lenne a monotonitds Rubinstein (1980)-féle, természetes ko-
vetelményt jelent valtozatat haszndlni, ez azonban a szerzék bevalldsa szerint nem segit
a reprezentacids tétel megfogalmazasiban, ehelyett a némileg kétségesebb a nemnegativ
reakcié a vereségekre tulajdonsdgot véalasztjak.

9Terveim szerint késziilé doktori értekezésemben is részletesen ki fogok térni erre a
témaéra.
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a relativ értékelése javul, hanem az abszolit is, mivel 21/97 < 35/155. En-
nek akkor lehet jelent6sége, ha az értékeléseket nem rangsorolasra hasznéljuk,
hanem valamilyen sziikos er6forras elosztasarol szolé dontésnél. |

3.3. Példa. Létezik ennél kisebb méretii ellenpélda is. Legyen N =
{XI,XQ,XP,}, illetve

01 2 01 2
Rs=|10 3| é RL=|2 0 3
110 110

Az invaridns értékelvektor I(R3) = (14, 16, 15)/45, igy a rangsor Xo >
X3 = X1, majd az X; alternativa egy ujabb vereséget szenved el X, ellen.
Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, az elsd és utolsé helyezetteknek
nem szabad véltoznia. Ehhez képest I(R%) = (21, 26, 20)/67, tehat X5 >
X1 = X3, az X7 objektum, rosszabb teljesitménye ellenére, a masodik helyre
ugrott elére. A probléma oka hasonlé a kordbbihoz, és 14/45 < 21/67 kovet-
keztében ismét javul X; abszolit értékelése is.

3.4. Kovetkezmény. A PageRank mddszer nem monoton.

Tehdt Slutzki és Volij (2006) ajénldsat érdemes dvatosan kezelni, ersen
megfontolandé az invaridns (PageRank) médszer tudomédnymetriai alkalma-
zésa. Kz bizonyos sportagakndl is gondot okozhat, példaul egy tenisz O6rok-
ranglista esetén megtorténhet az a furcsasig, hogy valaki jobban jart volna,
ha t&bb vereséget gylijt Gssze egy kiemelkedd jatékos ellen (Radicchi, 2011).

Az invaridns médszer nem monotonitasira — véletlen generalt matrixokkal
— konnyti ellenpéldat talalni, a fair bets eljardsra és a két dualra azonban nem
sikeriilt ilyet adnunk.

1. Sejtés. A dudl invaridans, fair bets és dudl fair bets mddszerek mindegyike
monoton.

A monotonitds meglehetésen szoros Osszefliggésben van a nemnegativ re-
agdlds a gydzelemre (nonnegative responsiveness to the beating relation) tu-
lajdonsaggal, amit a fair bets eljaras teljesit, ez is alatamaszthatja a fenti
sejtést (Gonzdlez-Diaz et al., 2014).

3.2. Allitas. A lambda mdédszer nem monoton.

Bizonyitds. Bemutatunk egy minimélis méretli, nem tdl nagy értékeket
tartalmazo ellenpéldét.

3.4. Példa. Legyen N = {X;, X5, X3}, illetve
0 2 1 0 2 1
Ri=|1 0 1 és Ry=12 0 1
2 1 0 2 1 0

A lambda médszer értékelévektora A'(Ry) = (20,16,21)/57, igy a rangsor
X3 = X5 = Xi, majd az X; alternativa egy ujabb vereséget szenved el
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X5 ellen. Amennyiben az eljards nem manipuldlhatd, a masodik és harmadik
helyezetteknek nem szabad véltoznia. Ehhez képest A (R);) = (25,24, 24)/73,
tehdt X7 = (X2 ~ X3), az X1 objektum lett a gyéztes: X; gyengébb tel-
jesitményének hatasara Xo helyzete javul, ami negativan hat X3 értékelésére.
Itt azonban X; abszolit silya csokken, mert 20/57 > 25/73, bar ennek
mértéke nyilvanvaléan kisebb, mint X3-¢é. a

3.5. Példa. A 3.4. példa alapjan az a gyanink tamadhat, hogy a lambda
médszer alkalmazasakor a monotonitds 77; > r;; feltétele dltal (elvileg) ne-
gativan érintett X; objektum abszolit értékelése mindig csékken (szemben
az invaridns eljardssal, ldsd a 3.2. és a 3.3. példdkat), ez azonban nem igaz.
Legyen N = { X3, X5, X3}, illetve

03 1 03 1
R:=|10 3| é R,=[20 3
410 410

Itt 2 = (7‘5)’12 > (7‘5)12 =1, de )\1(R4) = (78,80,85)/243 és )\1(R5) =
(91,100,90)/281, azaz X3 >)1;{15 X1 és Xy >)1‘{, X3, valamint 78/243 < 91/281.
A 3.2. allitas bizonyitdsaban ezt a példat i; megadhattuk volna, de az ott
szerepl6 egyszeriibb, kisebb szamokat tartalmaz.

A 3.6. tétel szerint szoros kapcsolat all fenn az invaridns, lambda és
fair bets mddszerek kozott, ezért az 1. sejtés tikrében, érdemes megnézni
az eddig vizsgalt példdkat internal slackening eljérds minden a € (0, 00)
paraméterértékére.

3.1. Megjegyzés. Az Ry és Ry matrixok mellett A\*(R3) = (7, 8, 6)/21 és
AL(RY) = (28, 39, 24) /91, vagyis p(R3)" = (2,2, 5) és p(R3)" = (3, 2, 5)
kovetkeztében

4 4+ 2 4 4+ 2 10 + 2«
AR (7- 8- L6 )
(Ro) oc (7r 32500 8 3730 0 56
& 6+2 442 10 42
oo 05 . Q ' Q ' a)-
A (RQ)O‘(S 1140 ) 330 6 + 6a

Az eljards akkor nem erésen monoton, ha X; jf‘{; Xs, de X3 tf‘{; Xo,
vagy Xi jf‘{; X3, de X4 tf‘{; X3, vagy Xo tf{; X3, de X5 j{{; X3. Itt
7(44+2a)/(34+3a) < 8(442a)/(3+3a) minden a > 0 esetén teljesiil a 3.2. ésa
3.3. kovetkezmények alapjdn, mig a 28(642a)/(4+4a) > 39(442a)/(3+3c)
feltétel a > 0 mellett lehetetlen. Ugyanakkor 7(4 + 2a)/(3 + 3a) < 6(10 4+
2a)/(6 4+ 6a), ha a < 1/4, és 28(6 4+ 2a)/(4 + 4a) > 24(10 + 2a)/(6 +
6a) tetszbleges a > O-ra, kovetkezésképp o < 1/4 fennéllasakor (példdul az
invaridns médszernél) a A“ pontozési eljards manipuldlhaté. Végiil 8(4 +
2a)/(34+3a) > 6(10+2a)/(6 +6¢), amennyiben a > 1/5, de 39(4+2a)/(3+
3a) < 24(10 + 2ar) /(6 + 6c) semmilyen o > 0 mellett sem teljestil.

A fentiek alapjan nyitott kérdés, hogy az internal slackening mddszer
pontosan milyen « értékek mellett nem monoton: o = 0 (invaridns) és o =1
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(lambda) mellett a 3.1. és a 3.2. allitdsok szerint biztosan nem az, utébbi
viszont valészintileg nem éles korlat. Az 1. sejtés alapjan a fair bets médszer,
az o — 00 eset mar monoton.

Az 1. sejtés alapjdan logikusnak tiinik, hogy a dudl fair bets és duél in-
varidns modszerek , kozott” (ldsd a 3.7. tételt) elhelyezkedd dudl lambda
modszer is mentes a manipulaciétdl; itt sem sikeriilt ellenpéldat taldlnunk.
2. Sejtés. A dudl lambda mddszer monoton.

Az 1. és a 2. sejtések alapjan megfogalmazhaté egy tjabb megérzés.

3. Sejtés. A dudl internal slackening mddszer tetszdleges o > 0 esetén
monoton.

Az internal slackening médszert Slikker et al. (2012) kizardlag silyozatlan
irdnyitott grafok esetén targyalja, ezért érdemes megvizsgdlni, az Ry-nél
sziikebb G halmazon taldlunk-e ellenpéldat.

3.3. Allitas. A lambda mddszer az erésen osszefliggd, sulyozatlan irdnyitott
grafok Gn osztdlydn sem monoton.

Bizonyitds. n = 3-ra nem taldltunk ellenpéldat.

(a) Az (N, Rg) rangsoroldsi probléma (b) Az (N, R%) rangsoroldsi probléma

3. dbra. A 3.6. példa rangsoroldsi problémai

3.6. Példa. Legyen N = {X1, X3, X3, X4}, illetve

01 1 0 01 10
oo 10 oo 1010
Re=10 00 1] @ BRe=|¢g ¢ 01

1010 1010

A két rangsoroldsi probléma a 8. dbrdn lathaté. A lambda mddszer értéke-

16vektora A'(Rg) = (2,1,2,3)/8, {gy a rangsor X4 = (X7 ~ X3) = Xa, majd

X vereséggel zar Xo-vel szemben. Amennyiben az eljards nem manipuldl-

hat6, X; nem el6zheti meg X3-at. Ehhez képest A\'(Rg) = (3,3,2,3)/11,

tehdt (X7 ~ X ~ X4) > X3, az X7 objektum (holtversenyben) gydztes lett.

Réaddsul X7 abszolit silya is emelkedik, mert 1/4 < 3/11. O
Mar csak a pozicids er6 monotonitasanak vizsgalata maradt hétra.

3.4. Allités. A poziciés erd nem monoton.

Bizonyitds. n = 3-ra nem taldltunk ellenpéldét.
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(a) Az (N, Ry7) rangsoroldsi probléma (b) Az (N, R'7) rangsoroldsi probléma

4. dbra. A 3.7. példa rangsorolasi problémaéi

3.7. Példa. Legyen N = {X;, X, X3, X4}, illetve

4 !
R7 = és ;=

—_o oo
coor
— o~ o
O OR
— o~ o
coor
— o~ o
O OR

A két rangsoroldsi probléma a 4. dbrdn lathaté. A pozicids eré értékelévektora
x(Ry) = (708, 324, 404, 724)/223 (ez a vektor nem 1-re normalizilt), igy a
rangsor X, = X7 = X3 = X5, majd az X alternativa vereséggel zar X5 ellen.
Amennyiben az eljards nem manipuldlhat6, X; nem léphet elérébb a rangsor-
ban. Ugyanakkor z(R%) = (48, 44, 24, 44)/13, azaz X1 > (X2 ~ X4) > X3,
az X7 objektum lett a gyOztes. X; gyengébb teljesitményének hatasara Xo
helyzete sokat javul, ez pedig negativan hat X, értékelésére.

Ez a rangsor elég furcsanak tiinik, mert az X3 — X, irdnyitott él be-
hizasaval egy olyan problémat kapunk, ahol az objektumok helyzete telje-
sen szimmetrikus. Valéban, ekkor p(RY) = (4, 4, 4, 4), ami azt sugallja,
hogy R/-ben Xo-nek kellene elsének, X3-nak pedig utolsénak lennie. A po-
ziciés gyengeségek dx(RY) = (44, 24, 44, 48)/13 és 6z(RY) = (4, 4, 4, 4), igy
29P(R%) = (4, 20, —20, —4)/13 és x°P(RY) = (0, 0, 0, 0). Teh4t intuiciénk-
kal a Copeland pozicids eré van 6sszhangban. a

A masik két kapcsol6do eljardas manipulalhatésagat nem tudtuk bizonyi-
tani.

4. Sejtés. A pozicids gyengeség és Copeland pozicios erd mddszerek mono-
tonok.

Osszességében Ugy tiinik, a monotonitds miatt az invaridns (PageRank)
modszer helyett célszeriibb a fair bets eljaras, vagy a dualok haszndlata.
Amennyiben mégis az elébbi mellett dontiink, célszert kitérni arra, miként
lehet elkeriilni az ebbdl fakadd problémékat.

3.6.2 Megfordithatosag

3.5. Allitas. Az invaridns (PageRank), fair bets, A, internal slackening és
pozicios erd modszerek nem megfordithatok.
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Bizonyitds. A 3.1. példdban szerepld irdnyitott grafon egyik eljards sem
teljesiti a megfordithatésag 2.1. kovetkezményben megkovetelt feltételét, mi-
szerint a pontozasi eljards dudlja azonos rangsort eredményez. A fair bets
moédszerre ezt mar Gonzédlez-Diaz et al. (2014, Example 4.4) is belatta. O

Ebbdl a 2.2. allitas alapjan adodik a kévetkezd eredmény.

3.5. Kovetkezmény. A dudl invarians, dudl fair bets, dudl A\, dudl in-
ternal slackening és pozicids gyengeség (dudl pozicids erd) mddszerek nem
megfordithatok.

3.6. Allitds. A Copeland pozicids erd megfordithato.

Bizonyitds. A médszer definiciéjabél adédik: z°P(R); > zP(R); <
JJ(R)L - (S.IJ(R)L > .IJ(R)J - (S.IJ(R)J = JJ(RT),L' - (S.IJ(RT)L < .IJ(RT)j -
(513(RT)J‘ =4 .IJCP(RT),' < .IJCP(RT)J‘. ]

A fair bets médszer alkalmazdsa elleni egyik legjelentésebb érv a megfor-
dithat6sag hidnya Gonzalez-Diaz et al. (2014). A Copeland pozicidés eréhoz
hasonlé otlettel ez kénnyedén kikiiszobolhetének tiinik: elég lenne bevezetni
a fair bets és a dudl fair bets értékelévektorok kiillonbségét.

3.6.3 Onkonzisztens monotonitds

Alaposabban tanulméanyozva a 3.1. példdban kapott rangsorokat, feltiing,
hogy mindegyikben fennall az X, > X3 Osszefiiggés. Ez nem tekinthetd
puszta véletlennek, nehéz lenne a forditott sorrend mellett érvelni. Ugyanis
mindkét objektum vereséget szenvedett X;-t0l, viszont legydzte X -et, ilyen
tekintetben tokéletesen azonos teljesitményt mutatva. Ellenben X5 jobbnak
bizonyult X3-nal, igy logikusnak tiinik szigortian elérébb rangsorolni. Tobbek
kozott ez is egy, az Onkonzisztens monotonitas altal eléirt kovetelmény egy
pontozasi eljaras altal adott sorrendre vonatkozoéan.

Eszerint a targyalt modszerek bizonyos esetekben teljesitik az énkonzisz-
tens monotonitést. Altaldnosan azonban nem ez a helyzet.

3.8. Tétel. Az invaridns, dudl invaridns, fair bets, dudl fair bets, lambda,
dudl lambda, internal slackening, dudl internal slackening, pozicids erd, po-
zicios gyengeség és Copeland pozicids erd mddszerek nem onkonzisztens mo-
notonok (Chebotarev és Shamis, 1999).

Bizonyitds. A tételben szereplé mindegyik médszer gyézelem-vereség
kombindlé pontozasi eljaras, igy nem teljesithetik az onkonzisztens mono-
tonitdst (Chebotarev és Shamis, 1999, Theorem 8). A 2.2. példdban az
(X, X,) irdnyitott élt r;; = 1 reprezentdlhatja, a paros Osszehasonlitési
métrix t6bbi eleme pedig 0. Ekkor az invaridns eljérdsra (Xg ~ X7) >
(X2 ~ X3), dudljara (Xo ~ X3) = X > X7, a fair betsnél (Xy ~ X3) ~
(X6 ~ X7), dudljdndl pedig (Xo ~ X3) = Xg = X7. A X médszer esetén
(XG ~ X7) - (XQ ~ Xg), duéljéra (XQ ~ Xg) = Xg = X7. P2 = p3 = 1és
so = s3 = 1 alapjan X5 és X3 elodeinek és kovetoinek szama azonos, valamint
Xy ~ X5 68 Xo O X3, ezért a 3.2. kovetkezmény szerint X, ~AT X
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és Xy ~O" X3 tetszbleges a > 0O-ra. Végiil a poziciés erd alkalmazasakor
(X6 ~ X7) = (X2 ~ X3), a pozicids gyengeségnél (Xo ~ X3) > Xg > Xz,
mig a Copeland poziciés erében (Xo ~ X3) = Xg > X;. Utdbbi és az
eljarasok dual valtozatai valamivel jobban teljesitenek, mert az Xs ~ X3 és
Xg ~ X7 feltételekbdl csak az el6bbit sértettek meg, az eredeti valtozatok
viszont mindkettét. a

3.2. Megjegyzés. Az énkonzisztens monotonitasra adott ellenpélda néhany
esetben a sziikségesnél bonyolultabb, példaul a fair bets modszer mar n =5
esetén megsérti azt (Gonzélez-Diaz et al., 2014).

A 3.8. tétel egyben azt is mutatja, hogy a 3.6.2. szakasz végén emlitett 1t,
az eredeti és dudl értékelGvektorok kiilonbségének képzése csak a megforditha-
tosdg megteremtésére alkalmas, az 6nkonzisztens monotonitas megsértésének
kikiiszobolésére nem (ahogy a poziciés erénél is 14tszik), hiszen mindegyik
modszernél fennall az Xy ~ X3 dontetlen viszony.

3.6.4 Az értelmezési tartomany kérdése

A 3.2.3. alfejezetben bemutattuk a fair bets mddszer egy lehetséges kiter-
jesztését reducibilis R paros osszehasonlitasi matrixokra, ami értelemszeriien
megtehetd az invarians és az internal slackening eljarasok, illetve ezek dudljai
esetén is. Itt két, ezzel kapcsolatos kritikus pontot targyalunk.

A péarhuzamos ligdk nem Osszehasonlithatdsdga azért vitathatd, mert ez
még nem jelenti azt, hogy a ketto kozott semmilyen kapcsolat sem talalhato:
egy G irdnyitott graf erds Osszefiiggoségének hidnyaban irdnyitatlan valtozata
még lehet Osszefiiggd. A 2.1. példdban igény mutatkozhat az [X;] és [X5] ligdk
kozotti kiillonbségtételre, amit az imént targyalt 6nkonzisztens monotonitas
kovetelménye is tamogat, miszerint X, egyértelmiien jobbnak tekinthetd Xs-
nél, ugyanis mindketten legy6zték Xs-at és X -et, de az el6bbi Xs-t is. Slikker
et al. (2012) meg is mutatja, hogy az internal slackening médszer kiterjeszt-
het6 az ilyen, tobb legerésebb ligat tartalmazd esetekre. Ugyanakkor ezen
altaldnositasok mindegyike a korabbinal bonyolultabb targyalast igényel, je-
lent6s mértékben rontja az attekinthetoséget. fgy, amennyiben ilyen irdnyu
igény meriil fel, célszerl az altalanosabb értelmezési tartomanyt megengedo
eljarasokhoz, a pozicios er6hoz, az altalanositott sorosszeghez vagy a legkisebb
négyzetek modszeréhez fordulni.

A miésik kérdés, hogy minden esetben j6 megoldas jelent-e az, ha a gyen-
gébb liga legjobb tagja is hatrébb keriil, mint az er6sebb leggyengébb részt-
vevoje?

3.8. Példa (Conner és Grant, 2000). Legyen N = {X;, X2, X3, X4} és

0 9 0 1
1 0 0 0
R= 0 0 0 99
0 0 1 O
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Vagyis X7 nagymértékben jobbnak bizonyult X5-nél (100-bdl 99-szer legy6z-
te), X3 pedig a Xy-nél. A két halmaz kozotti dtjardst, az Gsszefiiggdséget az
biztositja, hogy X egyszer X4-et is megverte. Ekkor a két liga { X1, Xo} és
{X3, X4}, ebben a természetes sorrendben. Emiatt az X5 alternativa X3 elé
fog keriilni a rangsorban, ez azonban egyediil X; és X, Gsszehasonlitasanak
a masik kett6hoz képest kevéssé megbizhaté kimenetelén alapul. Amennyi-
ben figyelembe vessziik az 714 elem erés bizonytalansagat, sokkal logikusabb-
nak tinik az X7 > X3 = X5 = X4 sorrend felallitdsa. Néhdny modszernél
ez érvényesiil is, példaul a legkisebb négyzetek altal szolgaltatott, O-ra nor-
malizdlt értékel6vektor (25, —24, 24, —25).

Chebotarev (1994) ugyancsak ezzel érvel az dltaldnositott sordsszeg hasz-
néalata mellett: irreducibilis paros Osszehasonlitdsi matrixok esetén a kilon-
bo6z6 ligdk kozott csak a kormérkdzéses esetben 1étezik egyértelmii sorrend.

4 Alkalmazasok

4.1 A paros 6sszehasonlitasok felhasznalasanak néhany
teriilete

Orszagok gazdasagi teljesitményének mérésekor elengedhetetlen az eltérd ar-
szinvonalbdl adodé kilonbségek kisziirése. Bar az egyes fogyasztasi javak és
szolgéaltatasok arai elvben jol mérhetdk, az aggregacio soran nem egyértelmi,
milyen termékszerkezettel kell azokat Osszesilyozni. Tekintsiik a vizsgalt
orszdgok N = {1,2,...,n} és atermékek M = {1,2,...,m} halmazdt, legyen
a k € M fogyasztasi jészag dra a i € N orszagban pi, mennyisége pedig
q¢i. A leggyakrabban haszndlt Fisher-index (Fisher, 1922) az i és j orszég
arszinvonaldnak Osszehasonlitdséra (a p felsé index arra utal, hogy az drakat
vetjiik Ossze egymadssal):

N\ 1/n
P ( ZkeM q/f-pi- >

i/j ¢
(eN ZkeM 4Dy

Ez a mutaté rendelkezik a reciprocitési tulajdonsdggal (F Jp =1 /F pr/j), ugyan-
akkor semmi sem garantélja tranzitivitdsat (F" Lp/ = F L"/J F Jp ) .), a multiplikativ
modon felirt paros Osszehasonlitas matrix inkonzisztens lehet. Ennek keze-
lésére tobbnyire a legkisebb négyzetek eljarast hasznaljak, ami a vasarloers-
paritds szamitasaban — kidolgozdi nevébdl — E K S-moédszerként ismert (Elteté
és Koves, 1964; Szulc, 1964). Az azéta eltelt 50 évben sem médositottak
érdemben a kiindulasi alapokon. Itt az egyenl6 silyozas modositasa jelenthet
4j kutatdsi irdnyt, miutdn a magas szinten aggregdlt adatok megbizhatdsa-
gardl szémos informdacié 4ll rendelkezésre, példaul a >, s @hDs/ S penr G000
hanyadosok eltérése kiilonboz6 <€ N orszagokra az egyes orszagok termék-
szerkezetének hasonlésdgat is mutathatja (Rao és Timmer, 2003).

A tudoményos teljesitmények szdmszertisitésére felmeriilé igények kielégi-
tése gyakran folyéiratok / tudoméanyos kutatdk / szakmai miihelyek egymadsra
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val6 hivatkozésai alapjan torténik. Ezek a referencidk megadjak egy kivalasz-
tott objektumpar osszehasonlitasanak eredményét, melyek segitségével képet
kapunk azok jelentéségérdl. Ehhez még az sem sziikséges, hogy a kivalasztott
folydiratok azonos tudomanyteriiletekrdl szarmazzanak: elegendé lehet, ha
barmely ketté kozott taldlunk olyan ldncot, ami alapjan feltarhatd azok re-
lativ fontossaga. Itt azonban megjelenik egy j tényezo, a vizsgalt idOszak
alatt megjelent cikkek szama: egy hosszabb folydiratra értelemszeriien na-
gyobb valészintiséggel érkeznek kiilsé hivatkozasok.

A j6l ismert impakt faktor (Garfield, 1955) egyéltaldan nem tesz kiilonbsé-
get a hivatkozdsok kozott, amit tobben komoly hibénak tekintenek (Rétallér
és Tasnddi, 2013). Pinski és Narin (1976) az invaridns médszer egy, a megje-
lent cikkek szamaval korrigalt valtozatat vezette be a folydiratok rangsorola-
séra, az altaluk adott eljardst Palacios-Huerta és Volij (2004) karakterizélta.
Kécezy és Nichifor (2013) megmutatta, hogy mindkettd érzékeny a cikkek
darabolédsara, ezért egy ezt kiszliré mddositast javasolt, mely azonos a fair
bets mddszerrel. Kéczy és Strobel (2010) egy mésik eljardst, a tournament
modszert ajanlja az invaridns médszer hibainak kikiiszobolésére. Ez nem veszi
figyelembe a megjelent cikkek szamat, ezért — szdmos mas, a 3.1. alfejezet-
ben emlitett eljaras mellett — egyszertien beilleszthet6 a mi targyaldsunkba.
Hasonlé kérdések mertilnek fel weblapok rangsorolasandl, ilyen elven alapul
a Google keresémotorjanak miikodése is (Brin és Page, 1998).

A feladat nem ismeretlen a pszicholégidban sem, az elsék kozott bukkant
fel a Thurstone (1927) cikkben. A késébbiekben tobb pszicholégus jatszott
uttord szerepet a rangsoroldsi mddszerek kidolgozasdban (Gulliksen, 1956;
Kaiser és Serlin, 1978). E teriileten azért lehet hasznos a paros 6sszehason-
litasok bevezetése, mert a kisérleti alanyok gyakran nem képesek abszoltt
skalan értékelni az egyes tényezOket, csak azok relativ viszonyanak megbiz-
haté leirdsa varhaté tolik.

Hasonlé problémak jelentkezhetnek egy konferencidra beérkezett absz-
traktok elfogaddsakor: mivel egy-egy értékelésre felkért szakember csak az
altala kapott dolgozatokat latja, nem tudja megitélni a teljes mezény erejét.
Ennek kovetkeztében az dltala adott pontszdm nem ritkan erésen szubjektiv,
vannak szigori és engedékeny birdlok, az ebbdl eredo torzitasok kiszilirésében
pedig a péros Osszehasonlitdsi médszertan nyujthat segitséget (Bozoki et al.,
2013). A megkozelitést borszakérték értékelésére is alkalmaztdk (London és
Csendes, 2013). Ugyanez érvényes a napjainkban egyre népszeriibb inter-
netes termékértékeld és -Osszehasonlité oldalak esetében. Jiang et al. (2011)
a Netflix prize (http://www.netflixprize.com) adatbdzist hasznélta filmek
rangsorolasara, a paros Osszehasonlitdsok kimenetelét egy-egy kivalasztott
nézo6 értékelései alapjan meghatarozva, mialtal az eljaras alkalmas a beérkezd
vélemények kiilonbozé skaldzasanak kikiiszobolésére.

Sok, tobb szdzas vagy ezres nagysagrendii, egymastol tobbé-kevésbé fiig-
getlen egyéni dontés alapjan nagy biztonsaggal allithatok fel kiillonb6z6 sor-
rendek. A mddszertant felsGoktatdsi intézmények felvételizéi preferencidk
segitségével torténd rangsoroldsara hasznédlta Avery et al. (2013), egy nemrég
megjelent hazai cikkben is hasonlé megkozelitéssel taldlkozunk (Telcs et al.,
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2013). Machado et al. (2012) pedig kérhédzak értékelését javasolta az orvos-
rezidensek valasztdsainak felhasznélasaval.

Szavazasi modellekben ezzel analég feladatot jelent a preferencidk aggre-
galasa: itt a két, egymadssal versengé alternativara leadott szavazatok megosz-
lasa képviselheti a paros Gsszehasonlitds eredményét (Chebotarev és Shamis,
1998).

Végiil az egyik klasszikus alkalmazdsi teriilet a sport. Zermelo (1929)
tanulmanyat szamos olyan cikk kovette, mely a gyakorlatban felmeriilé kii-
16nb6z6 problémék megoldasara tett kisérletet: Radicchi (2011) példéul egy
tenisz orokranglista felallitasat javasolta a PageRank-médszer alkalmazasaval.
Mds megkozelitéssel ugyanerre tett kisérletet Temesi et al. (2012). Csatd
(2013a) a svajci rendszerben'? lebonyolitott 2010-es férfi (open) sakkolimpidn
résztvevd csapatok rangsorolasat végezte el egy paros osszehasonlitasi modell
segitségével, megmutatva, hogy az alternativ sorrendek tobb szempontbdl
kedvez6bb tulajdonsigokkal birnak, mint a hivatalos végeredmény. A sport-
beli alkalmazasok elonyei kozott emlitendd a hatalmas mennyiségben, kis
utdnajarassal elérheto, kevés szubjektiv elemet tartalmazé adatok felhaszna-
ldsanak lehetdsége.

4.2 Megoldasi keret a gyakorlatban felmeriil6é problé-
makhoz

Az alkalmazésok soran gyakran kérdéses, hogy a péros 6sszehasonlitdsok is-
mert kimenetelei pontosan milyen R métrixot eredményeznek. To6bbnyire
az Osszehasonlitasok szamanak megadasa jelenti a kisebb problémat: példaul
egy svajci rendszeri versenynél nyilvanvalé, hogy a lejatszott mérkozések
mindegyike azonosan egy stllyal szerepel, mig a tobbi alternativapar esetén
az Osszehasonlitdsok hidnyoznak (Csatd, 2013a).

A t6bbszoros 6sszehasonlitdsok, a silyozas szamos megfontolasbol addd-
hat, példaul:

1. Egymasra valé hivatkozasoknal: a vizsgdlt id6szak alatt barmennyi re-
ferencia sziilethet egy adott cikkre vagy folydiratra;

2. Nemzetkozi arszinvonal-Osszehasonlitasnal a két orszag termékkosara-
nak eltérése szolgaltathat informaciét a Fisher-index megbizhatdsagarol
(Rao és Timmer, 2003);

3. A sportbajnoksdgok, szavazasok vagy pszicholdgiai vizsgalatok gyakran
m szamu forduléra bonthatok, melyek mindegyikében egy alternativapér
legfeljebb egyszer kertil 6sszehasonlitasra. Ilyenkor logikus valasztasnak

tlinik az ezek kimeneteleit lefr6 R®) p = 1,2,..., m métrixok olyan
(p)
ij
X; objektumok 0Osszehasonlitdsra keriiltek, illetve rfj’) + 7‘5‘: ) — 0, ha

megvalasztasa, hogy 7%/ + TJ(‘:) = 1 teljestljon, amennyiben az X; és

10A svéjci rendszer gyakori médszere a versenyek lebonyolitdsanak olyan sportokban,
ahol nem kérmérkozéses rendszerben jatszanak és valahogy Gssze kell parositani a fordu-
16kban az egymas ellen jatsz6 jatékosokat vagy csapatokat.
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nem. To6bbnyire azonban ekkor is az altalunk hasznalt, aggregdlt R =
el R®) mitrixot szokés vizsgalni (Gonzédlez-Diaz et al., 2014). Ez
nem véletlen: Chebotarev és Shamis (1999) bizonyitja, hogy egyetlen,
az egyéni R®) matrixokon alapulé rangsorolé eljards sem elégiti ki a
2.3.5. alfejezetben bemutatott 6nkonzisztens monotonités tulajdonsagot,
ha az alternativaparok kozotti dsszehasonlitdsok szama nem azonos.

Temesi et al. (2012) egy tenisz Srokranglista felallitdsdra tett kisérletet
a legjobb jatékosok egymads elleni mérkozései alapjan. Utdbbiak szama tik-
rozheti a paros Osszehasonlitds megbizhatdsagat, a cikk azonban eltekintett
ennek kezelésétdl. Az ok elsésorban az adatokban keresendd: példaul egy
16 : 0-s egymas elleni mérleg azt jelentené, hogy a stlyozott esetben éridsi
jelentdsége lenne ennek a tokéletes, mas jatékosok szamara lényegében meg-
ismételhetetlen dominancidnak. Ehelyett (az egyik kédoldsban) az A ered-
ménymatrixon keresztiil keriilt beépitésre ez az informécio.

Az 6sszehasonlitdsok szdmanak meghatérozésa utdn még mindig hatravan
azok kimenetelének definialdsa. Erre szamtalan stratégia valaszthaté, minden-
esetre célszeri tobb lehetséges kodolast parhuzamosan vizsgalni és egymassal
Osszevetni. Csaté (2013a) példdul megmutatja, hogy az eredményiil kapott
sorrend nem érzékeny a kiilonboz6 intenzitasi gyoézelmek matematikailag
elfogadhat6 (monoton) transzforméacidira. Optimadlis esetben, a rangsoroldsi
eljarasok axiomatikus tulajdonsagainak figyelembevételével, lehet6ség nyilik
a gyakorlati példaban megfigyelt eredmények atkédolasanak elméleti alata-
masztédsara is (Csaté, 2012).

A Koézgazdasagi Szemle marciusi szamaban Telcs et al. (2013) a felvételizék
preferenciai alapjan végezte el felsGoktatasi intézmények rangsorolasat: az
ezek kozotti paros Gsszehasonlitasok kimenetele a beadott jelentkezési lapok
segitségével adhaté meg. Azonban korantsem egyértelmii, vajon mikor lehet
két csicsot Gsszekotni, mikor mondhatjuk azt, hogy az egyik egyetem egyér-
telmiien jobb a mésikndl. A szerzok az aldbbi feltételezésekkel éltek:

1. Nincs kiilonbség a preferencidk erossége kozott;

2. A kozvetett preferencidk is szamitanak (az elsé helyen megjelolt intéz-
mény jobb a harmadiknél, negyediknél stb.);

3. A megjeldlt szakok preferaltak az 6sszes kihagyotthoz képest (,,A nem
megjelolt szakok kevésbé preferaltak, mint barmelyik megjelolt”);

4. A nem megjeldlt szakok egyenrangiak, a koztiik levé viszony dontet-
lennek mindsiil.

Ezek koziil az els6 ketté aligha vitathaté. A harmadik pont, a meg-
jelolt objektumok 6sszes kihagyotthoz képesti elonyben részesitése tekin-
tetében mar inkabb indokolt az 6vatossdag. Tobb dolog is visszatarthat
egy felvételizot az éaltala legjobbnak gondolt szak megjelolésétol, példaul a
tovdbbi szakokra torténd jelentkezés pénzbeli (és adminisztrécids) koltségei,
a magas ponthatdrok miatt szaméra eleve elérhetetlen helyek kihagydsa,
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vagy az egyetemre jéras jarulékos koltségeinek (szallds, étkezés) nagysiga.
Ez indokolja, hogy Avery et al. (2013) hasonlé vizsgdlata az intézmények
kozotti preferencidkat csak a megadott valasztdsi halmazon beliil értelmezi,
valamelyik szakot akkor tekinti jobbnak egy masikndl, ha el6rébb szerepel a
felvételiz6 jelentkezési lapjan. Végiil a negyedik feltevés, a nem megjel6lt ob-
jektumok egyenranguként besorolasat mell6zve — a hianyzé 6sszehasonlitasok
megengedésével — célszerti lehet a két alternativa Gsszehasonlitdsanak ered-

() _ (p) _ ®)
i =Tji = 0,5 helyett az r;;” =

ményét ismeretlennek tekinteni, vagyis az r
7‘5’: ) = 0 megolddst alkalmazni.

Osszességében a gyakorlati alkalmazéasok egyik kozponti kérdése a valosag-
bol szarmazo6 megfigyelések matematikai nyelvre forditdsa, ezért a paros 6sz-
szehasonlitasi problémak megoldasa soran az alabbi 1épések kovetését ajanl-
juk:

1. A matematikai médszerek alkalmazhatésiganak ellenérzése: példdul,
ha a kivalasztott objektumok képesek befolyasolni a paros 6sszehason-
litasok eredményét, 6sztonozve voltak-e a minél jobb eredmény elérésére
(ldsd a 3.6. alfejezetet);

2. Az egyes alternativapdrokra elvégzett 6sszehasonlitdasok szaméanak meg-
adasa;

3. A péros Osszehasonlitasok kimenetelének kédolésa;

4. A rangsoroldsi eljards kivdlasztdsa, lehetOség szerint az axiomatikus
megkozelités tiikrében;

5. A kapott sorrendek érzékenységvizsgélata a kiindulé hipotézisek szem-
pontjabdl;

6. Az eredmények elemzése, Osszehasonlitdsa a mér ismert rangsorokkal,
megoldasokkal.

A folyamat természetesen nem egyiranyu, szekvencialis. Az adatok elem-
zése ramutathat a kiindulé feltevés vagy a matematikai kdédolas és a ki-
valasztott rangsoroldsi modszerek korldtaira, raadasul az Osszehasonlitasok
sulyozasa sem mindig fliggetlenithet6 azok kimenetelének meghatarozasatol
(Temesi et al., 2012). A keret néha sziikithetd is, statisztikai jellegii vizsga-
latokban példaul az elso 1épés értelemszeriien kimarad.

5 Osszefoglalas

Tanulméanyunkban a paros 6sszehasonlitason alapulé rangsorolas egy altaldnos
modelljét és ennek gyakorlati alkalmazdsait tekintettiik at. Részletesen tar-
gyaltunk néhdny pontozasi eljarast, az invaridns (PageRank), fair bets, in-
ternal slackening és poziciés er6 modszereket. Bemutattuk az internal slack-
ening altal az invaridns és fair bets eljarasok kozott teremtett kapcsolatot,
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illetve az utébbiak egy karakterizacidjat. Ugyanakkor azt talaltuk, hogy mas
tulajdonsagok szempontjabol bizonyos mddszerek alkalmazdsa vitathatd. A
monotonitas megsértése miatt az alternativak ellenérdekeltek lehetnek a jobb
teljesitmény elérésében, ami elsésorban akkor elonytelen, ha lehet6ségiik van
a paros Osszehasonlitasok kimenetelének befolydsoldsdra. A megfordithatdség
kovetelménye szerint a rangsoroldsi probléma ,.ellentettjét” véve, az alter-
nativédk rangsoranak is az ellenkezGjére kell valtoznia. Ezen axiéma alapjan
bevezettiik a pontozasi eljarasok dudlisat, és azt taldltuk, hogy azok jellem-
zOen jobban teljesitenek a monotonitas szempontjabol, bar itt még maradt
néhany nyitott probléma. Ezt a két tulajdonsagot egyediil a Copeland pozicios
er6 teljesiti, az Onkonzisztens monotonitds altal eloirt intuitiv feltételt vi-
szont, az Osszes tobbihez hasonléan, megsérti. A poziciés erd kivételével a
tobbi mddszernél nehézséget jelenthet az értelmezési tartomany korlatozott
volta is.

A tertilet egyik legfontosabb kérdése az idedlis pontozési eljards meg-
talalasa, ebben az axiomatikus targyalds kindl segitséget. Szamos eljarasnak
egyelére nem ismert a karakterizacidja, a meglevo eredmények pedig tobb
szempontbdl vitathaték. Ezért inkabb normativ alapon célszertt donteni: ha
sikeriil megindokolni, miért nem jelentenek problémat az egyes kritikus tulaj-
donsagok, akkor a vélasztas kevéssé kifogasolhat6. Az tjabb reprezentacids
tételek megalkotasanak nehézsége miatt egyelére az elvart axioméak Ossze-
gytlijtése, tovabbiakkal torténd kiegészitése tiinhet igéretesnek (Gonzalez-Diaz
et al., 2014).

Az alkalmazasok szempontjabol tanulsdgos lehet a kiilonb6zé médszerek
valds és szimuldlt példakon keresztiil torténo Osszevetése, amibol adott eset-
ben kidertilhet, hogy két, latszolag eltéro eljaras valéjaban nem is all olyan
tavol egymastdl. A rangsoroldselmélettel foglalkozd kutatdsok gyakran nem
titkolt célja célja az elméletileg megfelelGen alatamasztott médszerek beveze-
tése a napi gyakorlatba, a nem ritkan erésen vitathaté heurisztikus eljarasok
helyett vagy mellett. Erre 0szténozhet a laikusok szamara fekete dobozként
viselked6 matematikai formuldk kozérthetové tétele, ami példaul a grafinter-
pretaciokon keresztiil érhet6 el (Shamis, 1994; Brin és Page, 1998; Slikker
et al. 2012; Csat6, 2013b).
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RANKING METHODS BASED ON PAIRED COMPARISONS

The ranking of the alternatives or selecting the best one are fundamental issues
of social choice theory, statistics, psychology and sport. Different solution con-
cepts, and various mathematical models of applications are reviewed based on the
international literature. We are focusing on the definition of paired comparison ma-
trix, on main scoring procedures and their relation. The paper gives a theoretical
analysis of the invariant, fair bets and PageRank methods, which are founded on
Perron-Frobenius theorem, as well as the internal slackening and positional power
procedures used for ranking the nodes of a directed graph. An axiomatic approach
is proposed for the choice of an appropriate method. Besides some known charac-
terizations for the invariant and fair bets methods, we also discuss the violation of
some properties, meaning their main weakness.

Keywords: preference aggregation, paired comparison, ranking, characterization
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