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A Busche-Ramanujan azonossagok

Toéth Laszlo
Pécsi Tudomanyegyetem, Pécs
és
Universitat fur Bodenkultur, Wien

Egyg: N — N szamelméleti figgvényt teljesen multiplikativnaévezink, hgy(mn) =
g(m)g(n) teljesil mindenm,n € N esetén. Legyery és h két teljesen multiplikativ
szamelméleti fuggvény és jeldlj¢ = g * h ezek Dirichlet-konvolaciéjat. A Busche-
Ramanujan azonossagok szerint minden € N esetén

fmn) = Samm £ (5) £ (5) 1(d)g(Dh(d),

aholu a Mobius-fiiggvény és

Faf ) = Saimm £ (57) 9(@h(d).

Példaul ezek az azonossagok fennallnak a kovétaecialisf fuggvényekre:

0) aoy, = idy * 1 figgvényre, ahald,(n) = n*,1(n) = 1 (k € C,n € N),
specidlisan @ = 1 = 1 osztéfliggvényre és az oszték szamat jélent id = 1
fuggvényre, ahold(n) = n (n € N);

(i) ap = A= id fuggvényre, ahal a Liouville-fliggvény, it{s az alternal6 szigma-
fuggveny, lasd [7];

(i) azR; =1 = y fuggvényre, ahay a 6karakterél kilonb6z (mod4) karakter, itt
R(n) = 4R.(n) azn = x2+ y? egyenlet(x, y) € Z? megoldasainak a szama;

(iv) a Ramanujan-félefiggvényre, amely igy definialt:

o0 o0

Z t(n)x" = x 1_[(1 — x)?4, x| <1,

ahol T = g, * g, bizonyos teljesen mulktiplikatiy, €s g, fluggvényekre ugy,
hogygi(n)g.(n) = n'* minderm € N, esetén, lasd példaul [1] és [4].
Az Busche-Ramanujan formulak torténetére és albsliédisaira vonatkozoan lasd példaul
a[2], [3], [5], [6] és [9] cikkeket.

A kovetked 0j eredményt a [8] dolgozatban bizonyitottam:
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Tétel. Legyenekf,,...,fr teljesen multiplikativ fuggvények € N) és legyen
F = fy*-xf,. Legyendr az a kétvaltozés multiplikativ fliggvény, amely genp prim és
mindenv,, v, € N U {0} esetén az

1’ Vi =V = 0,
Ip(p¥s,p"2) =4 (=D 27 e, 1, (f1 (D), o, [ (D)), Vi,V2 2 Lvi+ V2 <k,
0, kiulonben

ertékeket veszi fel, ahe|;(xy, ..., x;) azxy, ..., x;, hatarozatlanig-foka elemi szimmetrikus
polinomokat jel6li. Tovabba jelolj8z1* az9y fliggvény inverzét a kétvaltozés konvollciora
nézve. Akkor mindem,, n, € N esetén

ny n;
F(niny) = z F <a_) F (a_) Ir(aq, az),
aq|nq, az|n; 1 z

N2\ -1«
FoFm) = ) F(Z22) 07" (e ).
aq|nq, az|n, 1

Ha k = 2, akkor visszakapjuk az eredeti Busche-Ramanujgteteket. Az érdekldo
Olvaso a [8] dolgozatban egy masik altalanositastlal.

Irodalomjegyzék
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Gombharomszogtan és szférikus csillagaszat ortogonalis vetiiletben

Péntek Kalman
NymE SEK TTK Matematika és Fizikai Intézet,
Matematikai Intézeti Tanszék

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a gdmbharomszégtan nevezewsittdargyaljuk. A tételek
bizonyitdsanak egységes alapodtlete az lesz, hogyggségnyi sugari gomb fellletét
ortogonalis vetitéssel leképezzik egy sikra. A dianbmszdg vetlletét alkalmas gombi
forgatdsokkal olyan helyzetbe hozzuk, hogy annakikegldala a vetilet peremkorére
kerlljon, s ebben a helyzeten végezzik el a bitastyKramer (1927), Lietzmann (1949),
Meyer (1937), Thomas (1939) nyoman.

A gbmbharomszég tovabbi két oldalat szintén alleainfiorgatasokkal a képsikkal
parhuzamos helyzetbe hozzuk. Hasonl6képp a pereenkoeott oldalon fekiv két szbget is
képsikkal parhuzamos helyzetbe hozva tudjuk sz&miitéat egészen elemi uton elvégezni.

Eredményeink sikeresen alkalmazhatdk a szférikilkagaszati problémak targyalasa
soran is.

2. A gombharomszogtan sinus tétele
Az ABC A éaltalanos gdbmbharomszogben érvényes az alablefagsgs:

sina sina

sinb ~ sinf’

BizONYiTAS. Az 1. abra jeldléseit felhasznalva &l&pésben alkalmas forgatasokkal
hozzuk a gombharomsztget olyan helyzetbe, hogy kanna AB oldala a vetllet
peremkorére keriljon, a C csucs pedig a felérik fégjombre essék. Forgassuk ezutan a
hdromszdégb = AC oldaldt az AO tengely korul a képsikkal pérhuzanmos AM
véghelyzetbe, s teljesen hasonléan a haromezé@C oldalat pedig a BO tengely kortil
szintén a képsikkal parhuzamos= BQ véghelyzetbe. Vetisik esetén a haromszég=
BAC< szO6gét méilegesen ap, kbzéppontu, az abra sikjara leges gombi kiskdrre, majd
a vetlleti, szintéro nagysagu szoget forgassuk a kiskor MN atjeékorul a képsikkal
parhuzamos helyzetbe. Ekkor nyerjikeaz C0,(C)<x szbget. Teljesen hasonlbéan vetitsik a
haromszogs = ABC<x szOgét medilegesen az, kbzéppontlu, az abra sikjara wleges
gombi kiskdrre, majd a vetlleti, szintfnnagysagu szoget forgassuk a kiskér PQ &tjmér
korul a képsikkal parhuzamos helyzetbe. Ekkor iifegj8 = CO,[C]<x szdget.
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1. dbra. A gdbmbharomszdgtan sinus tétele

Az 00, MA deréksz6d haromszodi sinb = % , S igysinb = ry, az00,QA derékszog
haromszogh pedigsin a = rTZ ezértsina = r, adddik. Ezek felhasznalasaval

sina_r_z
sinb 7 (1)
kovetkezik.
Az 0,C[C]A derékszdd haromszoghl sinﬁ=§, az 0.C(C)A derekszog
2

haromszoghl pedigsina = rﬁ adodik. Ezek8l azonnal

sina _
sin 8

=2 (2)

51

SE N

kovetkezik.
Az (1) és (2) 6sszefliggések egybevetélséiizvetlentl adodik a
sina _ sina

sinb sinf (3)

formula, amely a tételnek allitasa.

A fentiek alapjan a tétel a kovetkealtalanosabb formaban is igaz: Az altalada8€ A
gbmbharomszogben érvényes az alabbi 6sszefliggés:

sina:sinb:sinc = sina :sin B :siny.

3. A gombharomszogtan oldalakra vonatkozoé cosinus tétele

Az ABC A altalanos gémbharomszdgben érvényes az alablefagges:
cosa =cosb-cosc+sinb - sinc-cosc.

BizoNYiTAS. A 2. &bra jeldléseit felhasznalva a sinus tételaddtt mddszerrel hozzuk a
¢ = AB oldalt a vetillet peremkoérére, forgassuk a képsipiehuzamos helyzetbeba= AC,
illetve a = BC oldalakat, valamint az = BAC< ésf = ABC< szdgeket.
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2. bra. A gdmbharomszdgtan oldalakra vonatkozé cawus tétele

Az 00,QA derékszog haromszoghl cosa = %, sigya
cosa = 00, 4)
0sszefluiggés adodik.

Az 00,MA derékszdd haromszog felhasznalasavals b = %, s igycosbh = 004,
azaz 0S0,A deréeksz6§g haromszoghl pedig cosc = 00—051 , S ezért0OS = 00, cosc
kovetkezik. E két utdbbi észrevétel alapjan

0S = cosb -cosc 5)

Osszefliggés adodik.
Az 00,MA derékszoéty haromszoghl sinb = % s ezértsinb = 1;, az 0,C(C)A

deréksz6g haromszoghl cos a = % = %, amely®l azonnalO,C = r; - cos a, s ebldl
1 1
az0,C = sinb - cos a kovetkezik. Az0,TCA derékszog haromszoghl sinc = —OTCC , S ebldl
1

TC = 0,C - sin c adodik, amely az 826 mondat megallapitasaval egyitt adja a

TC =sinb -sinc -cosa (6)
0sszefliggést.
Vegyuk észre, hogy BSO,C o négyszog téglalap, s ezért a fentiek felhasznédhsa
S0, =TC =sinb -sinc *cosa (7)
adodik. Mivel azonba®0, = 0S + S0,, igy a (4), (5) és (7) alapjan
cosa =cosb-cosc+sinb-sinc-cosa (8)

kovetkezik, amely tételiink allitasa.
A fentiek alapjan a tétel a kovetketormakban is még megfogalmazhato:
Az altalanosABC A gbmbharomszodgben érvéenyesek az alabbi 6sszefilkggese
cosb = cosa-cosc +sina-sinc - cospf,

cosc =cosa-cosbh +sina-sinb-cosy .
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4. A gombharomszogtan sinus-cosinus tétele

Az ABC A altalanos gémbharomszdgben érvényes az alablefagges:
sina -cosff =cosb -sinc —sinb - cosc - cosa

BizoNYiTAS. A 3. abra jeloléseit felhasznalva a kéizél tételnél latott modszerrel hozzuk a
¢ = AB oldalt a vetillet peremkoérére, forgassuk a képsipiehuzamos helyzetbeba= AC,
illetve a = BC oldalakat, valamint az = BAC< ésf = ABC<x szdgeket.

3. abra. A gbmbharomszdgtan sinus-cosinus tétele

Az 00,QA derékszof haromszoghl sin a =TTZ, ahonnansin a = r, adodik. Az

0,C[C]A deréksz6g haromszogbl cosf = 92C , ebldl cospB = %, ahonnar0,C =r, -

02[C] T2
cos f kovetkezik. E két fenti megallapitasbol pedigC = sina - cosf, s mivelTS0,Co
téglalap, ezért érvényes a

TS = 0,C =sina -cosf (9)
Osszefliggés.
Az 00,MA deréksz6l haromszogl sin b =’T2, eblBl sin b =, kovetkezik. Az
0+C

0,C(C)A derékszoty hdromszoghl cos a = s ebldl 0,C = r, - cos a kOvetkezik. A

01(0)’
fenti két megallapitasb@l;C = sin b - cos a adodik.
Az 0,TCA deréksz6g haromszog felhasznalasavals c = %, amiyl 0,T = 0,C -
1

cos ¢ adddik, s az ék6 bekezdés megallapitasa alapjan
0.T =sinb-cosc-cosa (20)
Osszefliggés lesz érvényes.

Az 00;MA derékszdg haromszoghl cosbh = % , S ebBl cosbh =00,, az050,A
deréksz6g haromszoghl sinc = 2_:: , ami®l 0,5 =00, -sinc adbddik, e ket
eszrevetelinkdl egylttesen kovetkezik az

0,S =cosb -sinc (11)

0sszeflggeés.
Mivel azonbar0,;S = 0,T + TS, igy a (9), (10) és (11) alapjan
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cosb -sinc =sinb -cosc-cosa + sina-cosf, (12)
amelynek egyszératrendezésével
sina - cosf = cosbh -sinc —sinb-cosc-cosa (13)

kovetkezik, amely tételiink allitasa.

A fentiek alapjan a tétel a kovetketormakban is még megfogalmazhato:

sinb - cosy = cosc-sina —sinc-cosa-cosf
sinc-cosa =cosa-sinb —sina-cosb-cosy

sina-cosy = cosc-sinb —sinc-cosb-cosa
sinb-cosa = cosa-sinc—sina-cosc-cosf
sinc-cosff = cosb-sina —sinb-cosa-cosy

5. Tovabbi nevezetes 6sszefiiggések

A fentiekben targyalt harom nevezetes gombharontanbglaptételbl mar levezethék
a szokasos modon az alabbi nevezetes tételek:
A gdbmbharomszdgtan cotangens tétele:

sinff - ctg a = ctg a-sinc — cosc - cos 3. (14)
A gdbmbharomszdgtan polaris sinus-cosinus tétele:
cosa-siny =cosa-sinff +sina-cosf-cosc. (15)
A gobmbharomszdgtan poléaris cotangens tétele:
sinc-ctga=ctga-sinff +cosf -cosc. (16)
A gbmbharomszogtan szdogekre vonatkoz6 cosinuetétel

cosa =—cosfB-cosy +sinf-siny-cosa. a7)

A dolgozatban bemutatott bizonyitasi eljarassalg@hsan targyalhatok a szférikus
csillagaszat klasszikus alapformulai, s ezek fahakisaval levezethi még az alkalmazott
képletek is.

Irodalom
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Balansz szamok és altalanositasaik

Szalay Laszl6
NymE EMK Matematikai Intézet

1. Bevezetés

A balansz szamok fogalmat Finkelstein vezette bekar a ,The house problem” [F]
cimi cikkében vizsgalta az

1+2++x-1D=x+D+ -+ x+r) (1)

diofantikus egyenletet az ésr pozitiv egészekber® még numerikus kdzépnek hivta az
szamot. A kérdést egyébként Adams [A] vetette &35tben. A fenti egyenletet kielégit
valamely x természetes szamdialansz szamnak nevezzik, mig a hozz4 tartozd
természetes szambulanszernek Megoldas példaul a@c,r) = (35,14) paros. Belathato,
hogy végtelen sok balansz szam létezik, melyeksegyzattal irhatok le az alabbi médon. Ha
B,,-nel jeldljuk azn-edik balansz szamot, akkor fennéll a

By, = 6Bp_1 —Bp—»

masodrend rekurziv 6sszefliggés az egymas utani tagok koBi#t. a kezd egyenlet
legkisebb megoldasa, r) = (6,2), kényelmi szempontok miatt célstiexB, = 0 ésB; = 1
ertékeket valasztani a balansz szamok sorozatadékerdeinek (ekkor nyilvanvaloah, =
6).

A balansz szamok akkor ,jottek divatba”, amikor Beh és Panda [BP] Ujra felfedezte
6ket. Belattak példaul, hogy ha> 0 egy balansz szam, akkor a szomszédos balansz lszamo
éppen3x — v8x? + 1 és3x + V8x? + 1 lesznek. Liptai Kalman [L1] azt igazolta, hogy a
Fibonacci sorozatnak és a balansz szamoknak ctadkbkés elemik van, melyek éppen a
kezdselemek: 0, 1. A Lucas sorozat balansz szamokkalmetszete egyetlenegy elemet, az
1-et tartalmazza [L1, Sz]. Tovabbi tajékozédastammagoljuk a jelenleg még fejlesztés alatt
allé http://balancingnumbers.ektf.hufonlapot.

2. Altalanositasi lehetéségek

2.1. Az (1) egyenlet egy természetes altalanositasayatemely egészértékP és Q
polinomok helyettesitési ertékeit tekintjik a kitadon:

P)+P2)++Px—-1)=Qx+1)+ -+ Q(x+1),

ahol x ésr pozitiv egész ismeretlenek. A probléma ebben #saldalbs helyzetben tal
bonyolult, ezért a tovabbi vizsgalathoz legtobbsbgrzitjik aP €sQ polinomokat vagy azok
tipusat.

Legyen ebszOrP(x) = x¥, valamintQ (x) = x!, aholk,l € Z*. Finkelstein [F] igazolta,
hogyk = [ = 2 mellett

42kt x—DF =+ D+ + (x+ 1) (2)
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nem oldhaté meg a pozitiv egész2sr értékekre. Ugyanabban a cikkében azt a sejtést is
megfogalmazta, hogy egyaltalan nincs numerikus [xdagt, hak = [. Késsbb Steiner [S]
megebsitette a sejtést, belatva &z& [ = 3 esetén. Ingram [IN] megmutatta, hogy régzitett
k = [ mellett mindig csak véges sok numerikus centrutezlig, ésk =1 =5 esetén nincs
megoldas.

A (2) egyenletet Hajdu Lajos és Pintér Akos veleti@, majd [LLPSz]-ben, tobbek
kozott, bizonyitottuk az alabbi allitast.

1.Tétel. [LLPSz] Barmely pozitik > 1 esetén csak véges sok pozitiv e¢ed2 par van
melyekhez talalhatdé (2)-t teljedipozitiv egész x szam. Amennyikeqa [, akkor (2)-nek
nincs megoldasa az x és r egészekben.

Bar az 1. Tétel nagyon @& alliths, de nem mond semmit arrdl, hogyan letehrata—
rozni az emlitett véges sok megoldast. Ehhez dibda® egyenleteket kell megoldani,
melyekre nincs altalanos eljaras. Bizonyos specidlevokre az alabbi tablazat foglalja 6ssze
a tényleges megoldasokat.

(k,D (x,7) megjegyzés, hivatkozas
(2,1 (5,4); (13,25); (36,130) elliptikus egyenlet, [LLPSZ]
(3,1) (3,2); (8,32); (10,54) szuperelliptikus egyenlet
(7,1) nincs megoldas Runge mdédszerrel, publikalatlan
(15,3) nincs megoldas Runge mdédszerrel, publikalatlan

Egy masik fontos irdny, amik@(x) = Q(x) = ax + b linearis polinomok, rogzitet és
b egészek mellett. Olajos Péter [OP] vizsgalta d){Balansz szamokat, illetve azok
kapcsolatat mas sorozatokkal. A [KLO] cikkben aleneezték, hogy egy természetes szam
mikor lesz egyszerra(b)-balansz szam és egy rdgzitett tipusu figuradbsrsz

2.2. Valtoztassuk meg most ugy az (1) egyenletet, (myyhaz egymas utdn kovetkez
természetes szamok helyett egy aflgi} sorozat egymast kdvietagjait irjuk:

Sl + Sz + .-+ Sx—l = Sx+1 + -+ Sx+r-

Ha léteznek olyax ésr pozitiv egészek, melyekre ad®) egyenlet teljesuil, akkor,-et
sorozat balansz szamnakivjuk. Ezt a fogalmat Panda [P] vezette be, dattae hogy a
Fibonacci sorozatnak nincs balansza. Pozitiv disekénsu binaris rekurziokra Bérczes,
Liptai és Pink [BLP] hasonl¢ allitast bizonyitottak

Ezutan veidott fel az

sf+sE+ 4k =sky sk 3)

formaju egyenletek vizsgalata. A Fibonacci sorasstén megmutattuk [BLPSz], hogy a (3)
egyenlet nem oldhaté meg ka< [, valamint ha(k,l) = (2,1), (3,1), (3,2). A vizsgalat
mobdszere mas addik, ) parokra is mMkddott volna, de teljes altalanossagban nem tudta
kezelni a problémat. Ezért fogalmaztuk meg csaléslegnt, hogy a Fibonacci sorozat esetén
(3) egyetlen megoldaga, r, k, 1) = (4,3,8,2), melyet aztan Alvarado, Dujella és Luca [ADL]
igazoltak. A balansz szam@R, } sorozatéra Irmak elemezte a (3) egyenletet, & R$z]

cikk modszerét alkalmazva, ahhoz hasonl6 eredméutot.
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2.3. Végezetul megemlitjuk, hogy a teljes problémalavdthed Ugy is, hogy a bal és
jobb oldalon allé 6sszegek kdzott nem marad kilansa tag. Példaul az (1) egyenlet analog
formaja ekkor

1+2++x=x+1)+--+(x+R)

lesz, aholx kobalansz szam mig R az ugynevezettxfhez tartozo) kobalanszer [PR]. A
kobalansz szdmok egy masodrénshhomogén rekurzidval irhatok le. Egyik legszebb
eredmény a balansz és kobalansz szamok viszojg/é az alabbi tételben.

2. Tetel. [PR] Az n-edik balanszer lesz az n-edik kobalansz stardbba az (n+1)-edik
kobalanszer megegyezik az n-edik balansz szammal.
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A Diophantine Equation Including Balancing Numbers
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1. Introduction

The first definition of balancing numbers is esgadlyt due to Finkelstein [5], though he
named them numerical centers. A positive integer 2 is called balancing number if

1+2+-+Mm-1D=0+D+M+2)+ -+ n+71)

holds for some positive integerwhich is called balancer corresponding to the riatay
numbern. Them®" term of the sequence of balancing numbers is édno¢B,,. It is known
that the balancing numbers satisfy the recurrence

B, =6By_1 — Bn_y,

where the initial conditions are defined By = 0 andB; = 1.

The Binet formula of the balancing numbers is gilagn
OCTL_BTI

«—p '

wherex andp are the roots of the characteristic polynomfal- 6x + 1.

Behera et al. [3] showed that the diophantine eguat

it Ff o By = Py + Frg + oo Py (1)

has no solution in the positive integérsr, k, 1) withn > 2 in the caseg <[ and(k,[) =
(2,1),(3,1),(3,2). HereE, denotes:!" Fibonacci number. They also conjectured in [3}t tha
only the quadrupleén,r, k,l) = (4, 3,8, 2) satisfies (1). Their conjecture was proved by
Alvarado et. al. [2].

We focus on the equation

BY + By + -+ Bn_y = Bnyy + Buyp + o +Bnir )

In the specific cases, we found no solutions. Base Theorems 6-9 and an extended
computer search, we conjecture the following.

B, =

Conjecture: There is no quadrupler, , k, 1) of positive integera > 2 which satisfies (2).

2. Lemmas

The proofs of the theorems use several statemelésied in this section.

Lemma 1.For any positive integeimn
(@) Bns1Bm-1 = (Bm + )(By, — 1),
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(b) Bom—1 = B?%l - Brzn—p

(c) By + B3 + =+ + Byyy_1 = B3,

(d)B?+ B2+ -+ B2_, <B4+ Bpys+ -+ By form =5,
(€) Bzm+s + Bimss + -+ Bimps < B + BS + -+ Bl form = 2,
(f) 4B,, < Bp+1 — By < 5By,

hold.

Lemma 2. Any positive integen satisfies
(@) Xk=1Br = (Buy1 — B —1)/4,
(b) Xioy BZ = (Bznss — (2n + 1))/32,
(€) Ziey Bi = (Banes — Ban — 147 (Bnaq — By) + 112)/6272.
Lemma 3. For any integen > 3, the inequalities
o(u—0.99< Bu <O(u—0.98

hold.

Lemma 4. Suppose that > 0 andb > 0 are real numbers and, is a positive real number.
Thenoc*+ b <*** holds for any > u,, wherer = log,(a + %).

3. The results

Here we present four theorems and the proof ofasteone. They confirm the conjecture.

Theorem 1. The Diophantine equatioB¥ + BX + .-+ Bk, =B!,, + B, + - +B},,
has no solution for any positive integerandn > 2 if k < L.

Theorem 2. The Diophantine equatioB? + B2 + -+ B2_, = Bp,1 + Bpyy + " + Bpyr
has no solution in positive integerandn > 2.

Theorem 3. The Diophantine equatioB; + B3 + -+ B3_, = B,.1 + Bpys + -+ + By
has no solution for any positive integeandn > 2.

Theorem 4. The Diophantine equatioB? + B3 + -+ B3_, = B2,, + B2,, + -+ B2,
has no solution for any positive integeandn > 2.

PROOF OF THEOREM 4. For2 < n < 4 the statement is obvious. Assume now 5. The
application of Lemma 3(b) and (c) convert the eipumat

Bi + By ++Byy = Bnyy + Buyy + o+ Buyr
To

B3n—B3(n—1)—147(Bn—B(n_1) )+112
32-196

1
= E(Bz(n+r)+1 — Byng1 — 21).
Which is equivalent to
Bsn — Bstn1) — 147(Bp, — Bny1) + 196B,p 14 + 112 = 196(Bynyrye1 — 27).

Put
LS == B3p, — B3(n—1) — 147(By, — Bp41) + 196B;,,1 + 112,
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RS = 196(By(nirys1 — 27).

Now use Lemma 4 and Lemma 2 (f) to obtain

0(2n+27‘+3< RS <OC2n+2r+3'02,

Similarly,

19683(11—1) < LS < (196 + 197)33(71—1)'

oc3n—1.01< LS <0(3TL—0.59

hold. By the equation above

max{2n + 2r + 3,3n — 1.01} < min{2n + 2r + 3.02,3n — 0.59}

follows, which yields

n—4.03 < 2r < 3.59.

Clearly, only2r = n — 4 is possible. Inserting = 2r + 4 to the equation, we obtain

Bf + BS + o+ B§r+5 = Bzzr+5 + Bzzr+6 + o+ B§r+4'

and we arrived at a contradiction with Lemma 2(e).

(1]
(2]
(3]
(4]

(5]
(6]

[7]
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A természetben élorduld kilonbds folyamatok vizsgalata soran nyert, egy fuggetien &
egy flugdvaltozds adatsorokra regresszios eljarassal matenditiggvények illeszthék,
melyek meghatarozzak a folyamatok torvényszéget. Az adatsorok altal meghatarozott
pontok grafikus szemlélete alapjan méd van medfélielsztend fliggvény vagy fliggvények
kivalasztasara. A helyes dontést alapeata szamitogépes regresszios eljaras végrehajtasa
soran nyert 1-hez legkdzelebb all6 korrelacids #bgid (R) indokolhatja amellett, hogy a
kivalasztott fuggveny szamitott paraméterei a \@oésk megfeléen eértelmezhék
legyenek. A bemutatésra és elemzésre kaadatsorok a természetbetiferdulod folyamatok
adatsorait modellezik a gyorsabb és egyH##erregresszios eljarasok alkalmazasa és
értékelése érdekében.

1. Novekedési fiiggvények

1.1. Telitési fiiggvény (Awrami)

Az el adatsor az iglfliggvényében a fandvekedés értékeit vizsgéljaadatsor ézetes
attekintése vagy grafikus abrazolasa alapjan kdmnyegallapithatd, hogy a fliggvény
illesztéséhez telitési fliggveny alkalmazésa a esisz

A matematikai alaky = a(1 — e=®¥) + d.
A regresszids eljarashoz szikséges &émdkeket, a nyert paraméter értékeket, a
korrelacios egyutthat6t és az értelmezést az atablizat tartalmazza.

Kezdsértékek: b3=b2=b1=b0=0,1 (a programban alapbesitktdt szerepl értékek,
modositast nem igényelnek) varl= évek szama (&ay2= famagassag (m).
Model: var2=h3*(1-exp(-1*((b2*varl)*b1)))+b0 (peldal)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: ,929228643 R=,99965 Variance explained: 99,929%

N=15 b3 | b2 | b1 | bO
Estimate | 24,78002  0,039166 1,922410 0,265289

Ertelmezés: b3+b0= az elért legnagyobb (4¢damagassag (m), bO= a kézthmagassag
(m). Megadhaté az a varl érték (x), melynél a lgatédktl vald eltérés 1%-os a var2-re
nézve.

Ez az alabbi képlettel szamithatix = -~ in <ln 1%?) — Inb2.
b3.

Az illesztés grafikus reprezentacidja:
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Model: var2=b3*(1-exp(-1*((b2*var1)"b1)))+b0
y=(24,78)*(1-exp(-1*(((,039166)*x)\(1,92241))))+(,265289)

26 c13  Cl4  C15

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Varl

Az eloz6 fuggvény illesztése modositott kézdtékekkel is végrehajthatd, az eredmény
nem valtozik, a figgvény illesztése a kézdekekre kevesbé érzékeny. Nem ezt tapasztaljuk
mas tipusu novekedési gorbék estén. Az Awramitidieési fliggvényen kivil még szamos
hasonlo novekedési gorbe létezik. Az egyabr nem rendelkezik inflexios ponttal, az
0sszetettebbek igen. Az alabbiakban a felhasziéédiapor alkalmazasaval megadasra kerdl
illesztési eredmeényik, a paraméterek, a korrelaegygitthatd értéke, végul, de nem utolsé
sorban a futtatdsnadl moédositott kéedékek, melyek modositasa nélkil nem kapunk
eredményt, vagy ha igen csak gyenge korrelaciovalparaméterek kezertékeinek
kiokoskodasa a flggvény matematikai jelléimek ismeretében torténhet, az adatsor
figyelembevételével.

Minden egyes illesztésnél a var2 a famagassagi, jedrl a fliggetlen valtozo, azéid

1.2. Bertalanffy novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — be™%*). Kezdértékek: b2=b1=b0=0,1.
Model: var2=b2*(1-b1*exp(-1*(b0*varl))) (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 34,694807684 R=,98669 Variance explained: 97,356%
N=15 b2 | b1 | bo
Estimate [ 31,56415 | 1,069303 | 0,028769

1.3. Mitscherlich novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — e ?*)¢. Kezdértékek: b2=b1=b0=1.
Model: var2=b2*(1-Exp(-1*b1*varl))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%
N=15 b2 | b1 | bo
Estimate [ 25,85456 | 0,077052 | 3,136495

1.4. Richards novekedési fiiggvénye

Matematikai alaky = a(1 — be~“*)?. Kezdsértékek: b3=10 b2=-1 b1=0,5 b0=0,1.
Model: var2=b2*(1-Exp(b1*var1))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%
N=15 b2 | b1 | b
Estimate | 25,85457  -0,077052  3,136496
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1.5. Chapman-Richard fiiggvény

Matematikai alaky = a(1 — e?*)¢.  Kezdértékek: b2=10 bil= -1 b0=0,5.
Model: var2=b2*(1-Exp(b1*varl))"b0 (peldal)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 2,393042626 R=,99909 Variance explained: 99,818%

N=15 b2 | b1 [ ho
Estimate | 25,85457 @ -0,077052 @ 3,136496

1.6. Colin-Fokasz fiiggvény
(b—a)

(1+Ce—d(x—h))%
Kezdsértekek: b0=10 b1= -1 b2=0,5 b3=0,1 b4=1.
Model: var2=b0+(b1-b0)/(1+b2*Exp(-1*b3*(varl-b4)))(1/b2) (peldal)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,717894104 R=,99973 Variance explained: 99,945%
N=15 bo | b1 [ b2 | b3 | b4
Estimate | 25,39397 @ -1,28865  1,733523 -0,155553 ' 18,46158

Matematikai alaky = a +

A fenti példak azt illusztraljak, hogy bar szametitési, nevezzik inkdbb ndvekedési
folyamatot részében vagy teljességében (negatigkekte is értelmezett fliggvények
szerepeltek a felsoroltak kozott) leird fliggvényekemeriink, ezek alkalmazasa a
gyakorlatban a szamitogépes statisztikai prograimdznalata esetén is gondot okoz. Az
alkalmazott modell megvalasztas esetén szeftt &rtanddk az igények a paraméterek
ertelmezheiségére, valamint a ke&értekek megvalasztasanak, illetve kivalasztasanak
egyszeiiségeére, nem beszélve a modell alkalmazhatosagar@wrami féle figgvény akkor
is alkalmazhato, ha nincs inflexios pont). Ezenukia modell értelmezési tartomanyanak
vizsgalata sem elhanyagolhat6, a mar emlitett hefiaggetlen valtozok (példakban az)d
vonatkozasaban, hiszen ez nem értelmézhet

2. Ronkleltar

Egy faraktarban elhelyezett valogatassal nyert Gknkeltarat elemzi az atmer
fluggvényében talalhaté darabszam szerint a feld®dafadatsor egyszeérattekintése alapjan
roégtén megallapithato, hogy megféleh transzformalt Gauss-gorbe illesztése a céiszer

A matematikai alaky = ﬁ +d. Kezdsértékek: b3=b2=b0=1 b1=40.
e X—C,

A valtozok: varl= fatbrzsatmé&(cm), var2= darabszam (db).
Model: var2=b3/exp((b2*(var1l-1*b1))"2)+b0 (példa?2)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: 47,132016006 R=,99631 Variance explained: 99,264%
N=15 b3 | b2 | bl | ho
Estimate | 62,00369 | 0,119303 @ 40,13033 & -3,50099

A b3+b0=a legnagyobb darabszam, bl=a legnagyotatsizamhoz tartozé atnéér
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3. Faanyagszaritas

A faanyag szaritasi folyamata soran nyert értékekiesgalia a feladat az dd
fuggvényében. Az adatsor attekintése vagy grafiahgazolasa alapjan eldéntbethogy
megfeleben transzformalt tangens hiperbolikus gorbe ilésztvezet helyes eredményre, és
ertelmezhet paraméterekhez.

A matematikai alaky = a tanh(b(x — ¢)) + d. Kezdsértékek: b3=b2=b0=1 b1=15.
A valtozék: varl= az eltelt id(6ra), var2= a nedvesseégtartalom (%).
Model: var2=b3*tanh(b2*(var1-1*b1))+b0 (példa3)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,718110358 R=,99976 Variance explained: 99,952%
N=16 b3 | b2 | b1 | 1o
Estimate | -11,8755 0,185932 | 14,02402 14,92063

A b0-b3= a kezdeti nedvességtartalom (%), bO+b@&g nedvességtartalom (%).

4. Anyaglehiilés

A negyedik feladat az &dfliggvényében torténanyag lefilés értékeit tartalmazza. Az
adatsor egyszeérattekintése vagy esetleges grafikus abrazolaggaalatt megallapithato,
hogy a fliggvényillesztéshez egy megfédel transzformalt exponencialis (,negativ
exponencialis”) gbrbe alkalmazasa lehet a legmeljtab.

A matematikai alaky = ——+d. Kezdbértékek: b3=b2=b1=b0=1.

eb(x-c)
A valtozok: varl=id (min), var2= lBmérséklet (€).
Model: var2=b3/exp(b2*(varl-1*b1))+b0 (Spreadsheet4)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2
Final loss: ,765464092 R=,99984 Variance explained: 99,969%
N=15 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate | 14,92291 | 0,153119 | 7,191448 @ 5,063373

A bO= a mért legalacsonyabbrhérséklet (végbmérseklet).
b3e®2PD) 4 b0 = a mért legmagasabldmérséklet (kezéhémérséklet).

5. Hangero ingerérték

Az 6todik adatsor a handefliggvényében észlelltetngerértékek nyert elméleti adatait
mutatja. A pontsor grafikus &brazolasa alapjan ribgikus fliggvény illesztése latszik
legmegfeledbbbnek, ha az alkalmazott fuggvénybzadtesen megfeléen transzformaljuk,
lehetve téve az origdbdl vald kiindulast a kézablatpar miatt.

A matematikai alaky = a In(b(x — ¢)) + d. Kezdiértékek: b3=b2=b0=1 bl=-1.
A valtozok: varl= hangér(dB), var2= ingerertek (i).

Model: var2=b3*log(b2*(varl-1*b1))+b0 (Spreadsheet8)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,001401137 R=,99999 Variance explained: 99,998%
N=16 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate 1,738903 ' 1,539166 @ -1,99920 | -1,95678
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A bO=a mért legalacsonyabb ingerértéB,ln(bZ(lOO + bl)) — b0 = a legmagasabb
mert ingerérték.

6. Lovedékpalya

A hatodik adatsor egy Kitt I6vedék (tjanak adatait mutatja. A pontsor éstekk
attekintése, a gyakorlati ismeretek és elemzésjaagtnnyen megallapithaté, hogy a

gorbeillesztésre parabola, masodfokd hatvany fuggve megfeldl, a szikséges
transzformalassal.

A matematikai alaky = a(x — b)? + c. Kezdsértékek: b2=-0,001, b1= 80, b0=0,1.
A valtozok: varl= a vizszintesen mért tavolsag (myar2= a I6vedék magassaga.
Model: var2=b2*(varl-1*b1)"2+b0 (Spreadsheet1?2)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000808408 R= 1,0000 Variance explained: 99,999%
N=15 b2 | bl | bo
Estimate 1 -0.000802 99.,89942 7.999709

A bO= a ldvedék legnagyobb magassaga, bl= az &séyahol a |I6vedék legmagasabban
van, b0 — b2*b%= a l6vedék kiindulasi magassaga.

7. Lazgorbe

Az adatsor egy betegséggel egyutt jabali lazvaltozas adatait mutatja (lazgérbe). Az
adatsor ekdleges elemzése alapjan transzformalt Gauss-goilkalmazasa latszik
lehetségesnek. A grafikus abrazolas azonban mutaigy a gorbe aszimmetrikus, hirtelen

emelked és lassan csOkkénkellene, hogy legyen. Ezért a flggvényillesztésleey
specidlisan kialakitott matematikai formulat szigestalkalmazni.

A matematikai alaky =

b Kezdiértékek: b3=b2=b1=b0=1.

A valtozok: varl= az id (nap), var2= bmérséklet 36 Efelett.
Model: var2=b3*varl/(b2+(b1*varl)"b0) (lazgérbedp)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,018167923 R=,99973 Variance explained: 99,946%
N=14 b3 | b2 | b1 | bo
Estimate | 6,263286 1,746860  0,530529 5,226167

A b3/b2= a kezd meredekség azaz, az egy nap alatti induléntelkedés értéke
(betegség jellentzadat).
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Model: var2=b3*var 1/(b2+(b1*var 1)"b0)
y=(6,26329)*/((1,74686)+((,530529)*X)"(5,22617))

Cc4

C:9
C:10
I C:Aal A, §
(@ C:12 C:13 c:14

Varl

8. Napilevegd homérséklet

A nyolcadik adatsor egy 24 oOras lesbgmérséklet valtozas értékeit mutatja, éffélt
éjfélig. Az értékparok elemzése és grafikus attélsia itt j0I mutatja, hogy megfetein
transzformalt szinusz fliggvény alkalmazasa a ceéiszani a gyakorlati ismeretek alapjan
kézenfekw.

A matematikai alaky = asin(b(x — ¢)) + d. Kezdértékek: b3=b2=b1=1 b0=5.
A valtozok: varl=id (6ra), var2= aémérséklet ().
Model: var2=b3*Sin(b2*(var1-1*b1))+b0 (napihéingadozas)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,014721151 R=,99996 Variance explained: 99,992%
N=13 b3 | b2 | bl | Dbo
Estimate | 5,199216 -0,261772 -3,00344 9,997983

A Db0-b3= a legalacsonyabb, b0+b3= a legmagasabiméiséklet (€ bl+6=a
legalacsonyabb, b1+6+12= a legmagasaibdrséklet idpontja (6ra).

9. Otvozet vezetoképesség

A kilencedik adatsor egy olyan modellkisérlet addsatalmazza, ahol két féribkészlt
Otvozet vezdiképességének vizsgalata tortént a szazalékos éwdzé@iggvényeben. Az
adatsor attanulmanyozdsa és grafikus elemzése dalaldthatd, hogy két hatarértek
mutatkozik, azonban az ezek altal meghatarozatirtemyon kivili értékek is jelen vannak
koztesen. Ez azt jelenti, hogy egyszklasszikus transzformalt matematikai figgvénnyel a
illesztés nem latszik megoldhatonak. BEbkiindulva, valamint a hatarértékek jelenléte miat
két kilbnb6ds tangens hiperbolikusz fliggvény megféd transzformalt 6sszege adhatja a j6
regressziot.

A matematikai alaky = atanh(b(x — c)) + dtanh(f(x — g)) + h.
Kezdsértékek: b6=b5=b4=b3=b2=b1=b0=1.
A valtozok: varl= a szazalékos dsszetétel (%), varzetképesség (s/m 1p
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Model: var2=b6*TanH(b5*(varl-1*b4))+b3*TanH(b2*(varl-1*b1)... (vezetbképesseéq)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000998882 R=,99992 Variance explained: 99,984%

N=21 b6 | b5 | b4 | b3 | b2 | bl | bo
Estimate | 0,334742 0,084865 67,62294 -0,814370 0,081759 36,68642 2,097139

b5b4+b2b1
5+b2

Ha b4>bl akkor
ertéke.
varl=0 helyettesitéssel kiszamithatd a 0%-hoazérvezatképesség értéke.
varl=100 helyettesitéssel kiszamithat6é a 100%tdrbaz6 vezdikepesseg ertéke.

=legkisebb vezéképességhez tartozo %-0s 0Osszetétel

10. Huzalfeszités

A tizedik adatsor a huzal megnyujtas fuggvényelsenikes fesziters adatpar sorat
tartalmazza, azaz a huzalszakadas folyamatéat llerért értékekkel. Az adatsor elemzése
és grafikus attanulmanyozasa alapjan lathat6, ladkgzd és vegs hatarérték egyforma (0),
de a véltozas hirtelen mértékben aszimmetrikusaHzjelenti, hogy klasszikus egysier
transzformalt matematikai fiiggvénnyel az illesztéem adédik megoldhatonak. igy
kovetkezik, hogy bonyolultabb fliiggvény kombinaciashndlando, jelen esetben is a két
megfeleben transzformalt tangens hiperbolikusz flggvény zégs adhat varhatéan
megbizhatdéan jo regressziét 1-hez kozeli korrefa@qgyutthatoval, és jol értelmezheds
ertékelhed paraméterekkel.

A matematikai alaky = atanh(b(x — c)) +d tanh(f(x — g)) + h.
Kezdsértekek: b6=b5=b3=b2=b0=1, b4=5, b1=10.

A valtozék: varl= a megnyujtas (mm), var2=eszit ers (N 10°).

Model: var2=b6*TanH(b5*(varl-1*b4))+b3*TanH(b2*(varl-1*bl)... (feszitéerd)
Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,000261920 R= 1,0000 Variance explained: 100,00%

N=12 b6 | b5 | ba | b3 | b2 | b1 | b0
Estimate | 2,707871 0,591957 6,005157 -2,70603 4,378056 11,23117 -0,000973

Ha b4>b1, akkor z--% =a legnagyobb fes#itervshdz tartoz6 megnyujtas (mm)

értéke. var2(z) = b6 * tanh(bS *(z—1x b4)) + b3 * tanh(bZ *(z—1x bl)) +b0 = a
legnagyobb fesziters (a szakadast |étrehoz@er

11. Radioaktiv sugarintenzitas

A tizenegyedik adatsor a radioaktiv anyag 6 idfiggvényében észlelhiet
sugarintenzitasanak eértékeit tartalmazza. Az adotékpar sorozat attekintése alapjan
konnyen megallapithatdé, hogy egy negativ exponbscifiiggvény illesztése lehet a
megfeleb. Mivel az ilyen jelleg vizsgalatoknal a felezési ddmeghatarozasa is elemi
kovetelmény, ezért a matematikai alak megéeleinszformalasa sziikséges.

A matematikai alaky = % (vagy:y = %).
b\c 2\c

A valtozok: varl= az id (hénap) var2= a sugarintenzitas @6).
Kezdsértekek: b2=1, b1=b0=2 (mddositott értekek).
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Model: var2=b2/b1”(varl/b0) (felezésiid6)

Dep. var: Var2 Loss: (OBS-PRED)**2

Final loss: ,002096773 R=,99998 Variance explained: 99,996%
N=11 b2 | b1 | bo
Estimate | 7,993744 | 2,018864 | 2,931419

A megoldas akkor érvényes, ha 1,98<b1<2,02. Ekkdelezési id: b0, a kezdeti
intenzitas b2.

12. Osszefoglalas

A fentiekben bemutatasra kertlt néhany novekedé8ibey illesztése, melyek
eredményeill lathatd, hogy a szamitdégépes program hasznaétzaer igényel matematikai
apparatust, itt konkrétan a ké#itekek meghatarozasa. A tovabbi példak pedig aratjak,
hogy a fizikailag értelmezh&fparamétdr modell valasztasa fontos, de ismerni kell hozz4 a
megfeleb fliggvénykompoziciot, annak additiv esetleg mukagtiv esetét is.
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A matematika és statisztika talalkozasi pontjai a Nyugat-
magyarorszagi Egyetem Kozgazdasagtudomanyi Karanak oktatasaban

Bischof Annamaria
NymE KTK Innovativ Stratégidk Intézet

Hoschek Monika
NymE KTK Innovativ Stratégiak Intézet

Egy k6zgazdasz szdmara a matematika és a staiggtilolyan tudomanyterilet, amelyet
bar lehet, hogy nem szeret, de hasznalni kénytélanegyetemi oktatasban a Bologna-
rendszer bevezetését kode — az atjarhatdésag érdekében és az oktatddeirdvidilése
miatt — a tantargyi egymasra épulések és a szigirtaegs#ntek.

Eléadasunkban egyrészt bemutatjuk, hogy melyek azd&gkontosabb kapcsoldodasi
pontok, ahol a Statisztika targyak oktatasa soif&aridhetetlenil sziikséges az egyetemi
matematika tananyag ismerete és alkalmazasa.dlddgt hogy milyen problémakkal
szembesulink amiatt, hogy az egyes targyakat aténg jegyzik csak meg a hallgatok, hogy
éppen le tudjanak ik vizsgazni.

1. A moddszertani targyak képzési rendszere az NYME KTK-n

1.1. Hagyomanyos képzés

A Bologna-rendszer bevezetédtela klasszikus felbontassaltikodott a kozgazdasz
képzésben a mbédszertani targyak oktatasa Soprasban

Az alapoz6 targyak egyike az élelévben a Matematika I. targy volt. Ennek keretéha
komplex szamok, polinomok, sorozatok, sorok, egys ketvaltozos fluggvéenyek
differencialszamitasa és annak alkalmazasai térokkéttek érintve.

A masodik félévre mar csak akkor mehetett a hallghtr ezen témakoroébsikeres
vizsgéat tett. Ebben a félévben az integrélszadmidslifferencidlegyenletek és a lineéris
algebra alapjai voltak az oktatott fejezetek.

A harmadik félévben a valdstisegszamitas legfontosabb témakoreivel ismerkedegk m
a hallgatok, a negyedik félévben pedig az operatailis valogatott tertleteivel foglalkoztak.

Matematika oktatas tehat 6sszesen négy félévben vol

A statisztika oktatdsa a harmadik félévben Kerdt. Két félév altalanos statisztika
(Statisztika 1. és Statisztika 1l.) utan egy fél@gazdasagstatisztika kovetkezett. A
gazdasagstatisztika mar csak gyakorlati jegyes téof, mert a harmadik év €lgeléveében
mabdszertani szigorlatot kellett a hallgatéknak tenn

A szigorlat 6sszesen 6t felévnyi anyagot olelt ¥&losziriségszamitas, Operaciokutatas,
Statisztika I. és Il., valamint Gazdasagstatisztika
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1.2. Kétszintii képzés

Ez a ,jol bevett” szisztéma alakult at a kétsizikiépzés bevezetésével Ugy, hogy a
matematika oktatasa két félévre csokkent, stat@aél pedig megsint a gazdasagstatisztika
oktatasa. Az egyes féléveken bellili 6raszamok, statesztika oktatas keéaddépontja pedig
tébbszor valtoztak: 2006 (az élalapképzési matrix), 2007, 2009, 2012.

Az oktatasi félévek és oOraszamok drasztikus csdderkovetkeztében szamos — a
k6zgazdaszképzésben fontos — témakort ki kellemiva tananyagbdl. igy tdbbek kdzott nem
tanitjuk ma mar a végtelen sorokat, a differengigaleteket, valosziiségszamitasbol tébb
nevezetes eloszlast és a valoézéyi vektorvaltozokat, valamint nagyon kevéé jdt a
matematikai eszk6zok gazdaségi alkalmazasainak tagdsara is.

A gyakorlatban is jol hasznalhatd moddszerek megistesének lehéségét tovabb
csokkentette az a modositas is, hogy 2007-es raimtat/6l kezdidéen a Gazdasagstatisztika
targy oktatasa is meg&zt. A mesterképzéesbe viszont nem keriltek be olysmtékben
matematika és statisztika jellegargyak, amekkora meértékcsokkenés a hagyoméanyos
képzés — alapképzés relacibban megfigyélhett.

2. A statisztika oktatasahoz sziikséges matematikai alapok

Részben a fentebb leirt valtoztatasok kovetkeztébénzben pedig a kdzépfoku
oktatasban végbement valtozdsok — melyekre mosttéemnk ki — kdvetkeztében nagyon
sok negativ tapasztalattal talalkoztunk akkor, @m statisztika oktatdsa soran a hallgatok
mar megszerzett matematika ismereteire szerettiimavamaszkodni.

A kovetkedkben osszefoglaljuk, hogy az alapképzésben okt&totinbds statisztika
témakorok — az alap szamolasi készségeken kivililyenrm matematikai megalapozast
igényelnek/igényelnének. Ehhez kapcsoldodéan edybtéepillantunk abba is, hogy hol
milyen sarkalatos hidnyossagokat talaltunk.

2.1. Statisztika l.

STATISZTIKA MATEMATIKA

Leird statisztika ,alap| Kdzépiskolaban az utobbi években megjelent fejeetsajnos

mutatészamai (atlag,sok matematika tanar nem ismeri/alkalmazza azokat a

modusz, median, szoras)modszereket — pl. munkatabla létrehozasa — a nkutato
meghatarozasdhoz, melyeket az egyetemi tananyagban
hasznalunk.

Diagramok készitése,Szintén kozépiskoldbdl kell ismertnek lennie. Otisaben

értelmezeése matematika oOran hoznak létre és elemeznek kuil@npoz

diagramokat, részben informatikabol kell/kellene gtaeulni
Excelben a diagramok elkészitését.

Indexek, standardizalds| ,Sima” és sulyozott szamiaértani €s harmonikus kozép.
Ezek kozll gyakran ismeretlen a hallgatoknak acadly és a
harmonikus atlag fogalma.




A matematika és statisztika talalkozasi pontjaNgmE KTK oktatasaban

2.2. Statisztika Il
STATISZTIKA MATEMATIKA
Becslés, Szilkséges lenne a nevezetes eloszlasok (normidliségyzet, t,

hipotézisvizsgalat

f, egyenletes) ismerete.

Azonban a matematika o6rakon — a® itbvidsége miatt —
folytonos eloszlasok kozil csak a normalis/standaodmalis
eloszlasokat targyaljuk. igy a tobbi eloszlas ssjeismeretlen
hallgatok ebtt.

Ezen kivul altalaban nem kertl sor matematikabdyam
feladatok gyakorlasara, ahol ,visszafelé” gondolkaz konfi-
dencia intervallumot kell felépiteni.

A valOsziniségi vektorvaltozék pedig teljesen kikertlt
tananyagbol. igy a kontingencia téabla, peremgyakégok,
peremeloszlasok, fuggetlenség ismeretlen fogalmak.

Kétvaltozos
korrelaciészamitas

Matematika 1.-Bl jové ismeret a kovariancia fogalma
kiszamitasi modja.

Kétvaltozds
regresszio

linearis

D

Matematika I.:

Regresszios egyenes paramétereinek levezetése kisela
négyzetek modszere, a paraméterek értelmezése. z
kapcsoldédoan a kétvaltozos fliggvények sigtekszamitasa.
.Kézi" szamolasnal kozépiskolai alapként egyentaiszerek
megoldasi mddszereinek ismerete sziikséges.

Elaszticitds flggvény és elaszticitds értékénekalfog, ill.
szamoladsa barmely differencialhatd fliggvényre @eEsi
tartomanyanak tetéfeges pontjdban.

29

j8Y)

(D~

Ehhe

Nemlinearis regresszio

Kdzépiskolabdl:
Szikséges kilonbéz nevezetes fiiggvények (hiperboliky
exponencialis, hatvanykitég) és a levezetésekhez a logaritn
definici6janak és tulajdonsagainak ismerete.

S,
NuS

Tobbvaltozés
regresszioszamitas

Matematika I-II.:

Koordinatageometriabdl, fuggvénytanbdl ismertnek lemnie a
tébbvaltozos lineéris fliggvény egyenletének.

A szikséges szamitasok elvégzéséhez elengedhetetl
matrixok, vektorok fogalma, 0©sszeadasa, szorzasageri
meghatarozasa az adj(A)/det(A) képlettel, vagy médon.
Linearis egyenletrendszer megoldasa inverz matixsmalo
szorzas segitségével.

Tobbvaltozés fuggvények szééstek szamitasi ismeretei.

A regresszi6 paramétereinek  értelmezéséhez  ali|

en

bvet

fuggvenytani ismeretek sziikségesek.

3. Osszefiiggések a hallgatok matematika és statisztika eredményei

kozott

A 2006/07-es tanév disfélévétl a jelenlegi, 2012/13-as tanév &l&lévéig 6sszesen
5667 jegyet szerezett Matematika I. és Il., illeBtatisztika I. és II. tantargybdl a vizsgalt 845
hallgato. Ez félévente atlagosan 436 jegyet jeleBar mindkeét statisztika targy gyakorlati
jegyes, a tovabbiakban az egysseg kedvéért ott is vizsganak tekintjuk a jegy
megszerzesét.) Amennyiben tantérgyakra lebontvazikéZfldsd 1. abra) lathatd, hogy
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majdnem minden félévben a Matematika |. targybdt @legnagyobb a vizsgakon val6
részvetel-szam. Szintén j6l megfigyelhebogy a targyak élrt félévében a vizsgak szama
jelentbsen magasabb, mint a ,keresztfélévekben”.

2012/13-1. félév !

2011/12-2. félév
M Statisztika Il. jegyek

2011/12-1. félév .
szama

2010/11-2. félév
2010/11-1. félév

Statisztika I. jegyek
2009/10-2. félév —— szama

2009/10-1. félév
2008/09-2. félév B Matematika Il.
2008/09-1. félév vizsgak szama

2007/08-2. félév

2007/08-1. félév ® Matematika I.
vizsgdk szdma

2006/07-2. félév

2006/07-1. félév

o

100 200 300 400

1. abra: Vizsgék és megszerzett gyakorlati jegyekedma térgyankénti és félévenkénti bontasban.

Amennyiben hallgatéink eredményességét vizsgajak kell mondanunk, hogy mind az
elégtelenek figyelembevételével szamitott vizsgaatknal (2. abra), mind a sikeres vizsgak
atlagainal (3. abra) igaz, hogy a leggyengébb eéagek a Matematika |. targynal szilettek.
Ezt koveti a Matematika 1l., majd a Statisztikas. a legjobb eredményeket minden félévben
Statisztika I.-61 érték el. A féléves egy hallgatora jutd vizsgaszagyanakkor éppen
forditott sorrend, azaz legkevesebb a Statisztika Il. és legtoblateMatika I. esetében.

Megvizsgaltuk az egyes targyak kozotti 6sszeflggestizsgalat soran olyan hallgatok
eredmeényeit vettik ki a sokasagbdl, akik mindkéiegpvizsgalt targybol méar rendelkeztek
erdemjeggyel.

El6szor a két matematika targy kozotti oOsszefliggésktiké meg. Mind a
hipotézisvizsgalat, mind pedig a varianciaanalils alatamasztotta, hogy két targy
eredmeényeire felirhatd linearis dsszefliggés, me&lgnelmében a Matematika I.-en elért egy
egeész jegyes emelkedés a Matematika Il. esetélagosan 0,47 jegyes emelkedést okoz. A
kapcsolat szorossagara 0,43-t kaptunk, ami kdzea@ssolatot mutat.

A statisztika két targya kozott elvégezve ugyanetrzakvizsgalatokat azt lattuk, hogy itt is
taldlhatod szignifikans linearis kapcsolat a jegye€kott. Egy jegy javulds a Statisztika |.
gyakorlati jegynél 0,65 jegyet jelent a Statisztitanél. A kapcsolat a targyak kozott
valamivel nagyobb, mint a matematikak esetébeméig mindig csak kdzepesnek mondhat6
(0,57).

A matematika és statisztika targyak kozotti kapatsl két mddon is megvizsgaltuk.
El6szor a Matematika I. és Statisztika |. esetébetiiké@neg ugyanazokat a mutatdkat, mint
kordbban. Ebben a targypéarositdsban is kimutathat¢apcsolat, mely azt a kordbban
emlitettek kozotti kozepes szorossagot mutat (0,MBsodjara a matematika jegyékb
képeztink egy matematika atlagot, majd a stat@zekyekiél egy statisztika atlagot. Ezen
atlagos mutatdk kozott is kozepes kapcsolat mutatik@0,52), am ami érdekes, hogy itt volt



A matematika és statisztika talalkozéasi pontjaNgmE KTK oktatasaban 31

az egy jegyes emelkedésnek a legnagyobb hatasa.aApnatematika atlag egy jegyek totén
emelése 0,71 jegyes emelkedést eredményezett tihatigatod statisztika atlagaban.

004

003

003

| i .
002 Matemetika |

B Matemetika Il.
002 -

m Statisztika I.
001 -

W Statisztika Il.
001 -

2.4bra: Elégtelenek figyelembevételével szamitottasgaatlagok targyanként és félévenként

004

004

003

003 -
B Matemetika I.
002 -
B Matemetika Il.
002 -
i Statisztika I.
001 -

B Statisztika Il.
001 -

3.4bra: Sikeres vizsgak atlagai targyanként és félénkeént
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(Természetesen ennél a vizsgalatnal mar csak azitgatdok eredményeit tudtuk csak
figyelembe venni, akik mind a négy targyat mar absdtak, azaz rendelkeznek elégtelennél

jobb jeggyel.)

Koszonetnyilvanitas

EzGton szeretnék kdszonetiinket kifejezni Arenddeikete Martanak, az NYME KTK
fétanacsosanak az elemzésekhez, kimutatasokhoz gegkadatok Neptun rendszérivald
Kigytjtéséeért.
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~,Atmenet” a kozépiskola és az egyetem kozott egy matematika tanar
szemével

Nagy Zsolt
NymE Roth Gyula Gyakorlé SZKI és Kollégium

El6szor szeretném bemutatni az iskolankban folyd matiken oktatast. Iskolam az
NymE Roth Gyula Gyakorld SZKI és Kollégium. A mataiika oktatas felépitése jelenleg
kifutd rendszerben 4+3+3+4 6ra, amelyhez 9. ésoftalyban plusz egy oOra korrepetalas
seqiti a felzark6zast, a kb. egy szintre valé hioz&s utolsé két évben csoportbontasban
oktatunk. A tanulok szétvalogatasanal probalunkfiggelni, hogy ez a képesség szerint,
illetve a tovabbtanulasi szandékok szerint torténjgzeken az évfolyamokon mar nincs
korrepetalas, helyette a plusz orat a ,jobbik” astgk kapjak a tananyag meélyebb
elsajatitdsahoz.

Az U] kerettanterv szerint, ami 2013 szeptemberéleil bevezetésre 9. évfolyamon
felmerd rendszerben, az 6raszam a kovetképpen alakul: 4+3+3(!). Az 6raszamot
tovabb csokkentve a szakkozeépiskolai tanulok totaahbasi esélyeit tovabb rontotta az
oktatasi korményzat. Ugyanis a szakirdny( tovahbésimoz elengedhetetlen matematikabol
az emeltszint érettségi megléte. Ez komoly feéleseggel jar az iskola iranyaban, mert meg
kell oldanunk, hogy tanuléink ne induljanak hatrgana felvételin. Ezt csak felkésélt
inditasaval lehet megoldani.

Jelenleg a szakkép£13. és 14.) évfolyamokon egyéltalan nincs matidaatktatas, még
szakkor szintjén sem! igy a kikeéitanulok oriasi lemaradassal indulnak a delgatasban.
Ennek el§sorban financialis okai vannak, mig el nem hanyaadl ténye& a tanuldk
erdektelensége sem... Csak &&&apnak eszbe, amikor sok esetben mar nincs nit.t&z
0j szakképzési torvény részben segit ezen a gomaen,visszaallitia az 6t éves szakképzést,
bar nem a régi (2005-ig volt), jol bevalt rendsZsoztak vissza. Sajnos a kozismereti érak
szamat csokkentették. Csak remélni tudom, hogyesa fog meglatszani a tovabbtanulasi
aranyon, bar ezzel még varni kell legalabb 6t évet...

Iskolankban a Mozaik Kiadé Soks#in Matematika tankonyvcsaladjat tanitjuk.
Természetesen mas kiaddk tankényveit is ismerjaértEnyugodtan mondhatom gyakorlo
tanarként, hogy igazan j0, hasznélhat6, mindenyigé&relégit tankdnyv nincs most az
oktatasi rendszerben.

1. A matematika tanulas legfontosabb 6sszetevoi:

Matematikai kompetencia
» matematikai képesség

» miveleti szakasz megismerése
» matematikai tanulmanyokdadlete
» kommunikaciés készség
Matematikdhoz valé hozzaallas

» motivacio, dnbizalom

A tanulas modja

» stilus, tanulasi stratégiak
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Ugy gondolom, hogy a képesség kivételével mindglesighed lenne nemcsak a
kozépiskolaban, hanem még az egyetemen is. Legfaibolenne a hozzaallason vald javitas.
Valamint megtanitani a tanuldkkal, hallgatékkal alyles tanulasi stilust, médszereket,
stratégiakat.

2. Az érettségi szintvalasztas dilemmaja
mor n

Sziikséges

Valaszthato

Varhatéan magasabb % Varhatoan alacsonyabb %

50 tobbletpont lehetséges

Nincs tobbletpont

Belso vizsga Kiilsé vizsga

o

A Vizsgaszabalyzat modositasaban az érettségidkzagdményes/elégséges letételéhez
szlikséges hatart 20%-r6l 25%-ra megemelték, ki@epmelt szinten egyarant!
Kbdzépszini érettségivel rendelkéz hallgatdé esélyei elég csekélyek, sok alafpvet
hianyossaggal rendelkezik. Emiatt sok energiatlefitktetnie a tanulasba.
Emeltszinti érettségivel mar nagyobb eséllyel indul, barsittannak hianyossagok.
* Az emelt szini érettségi joval nehezebb a kdzépsmiat,
» de alacsonyabb % hatartol lehet érte jobb jegyetika
» és tantargyanként (max. 2) +50 pontot jar értegegalabb 50%-o0s, és annak
alapjan szamoljak ki a feélektatasi intézmények a jelentkiegzerzett pontjéat.

3. Két feladat az emelt szintii irasbeli érettségirol

1. Egy meghibasodott katonaiiimld mozgaséat egy 6ran keresztil akartdk figyelni a
szakemberek. A fihold Foldtl valo tavolsagat a megfigyelés kezdétéhz alabbif(x)
fluggvény irja le (az egység azengelyen: 6 perc, aztengelyen 1500 méter):

x> -4x+10 ,ha x< 3
f(x):{ , \
-x“+8x-8 ,ha x>3
a) Milyen magasan volt a tinold a megfigyelés ; AR
kezdetekor? -__
b) Egy radar minden olyan targyat észlel, me
a fold®ol legfeljebb 10,5 km tavolsagra van. Mikc

|

|

|

, . |
észlelte ez a radar ajihmldat? }
[

|

Megoldas:
Atalakitva, teljes négyzetté alakitva a fliggvé I

hozzarendelési szabalyat, abradzolva a flggvé

(2. abra): 2. abra
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x? —4x+10= (x- 2Y+ 6

-X?+8x-8=—(x-4f+8
Kiszamolva a kezdeti értéket(0) = (0- 2)? + 6= 10.
Tehat10[1500= 15000mmagasan volt a mérés kezdetén.

. . 10500 . . .
Atvéltva a magassago{ﬁ - y=7, tehat a grafikonrdl leolvasva< x< 3 vagy = x

azaz 6 és 18perc kozott, valamint a 30.perc utéekél a radar.

2. A PQRS négyszog csucsai: P(3; -1), Q(1; 3),6 R4} és S(-5; -5). Dontse el, hogy
az aldbbi harom allitas kézul melyik igaz és mehgaknis!

A PQRSnégyszognek nincs derekszoge.

A PQRSnégyszog hurnégyszdog.

A PQRSnégyszognek nincs szimmetria-centruma. y

Megoldas:

Abrazolva (3. é&bra) a pontokat koordinat
rendszerben: , ¢
Felirhatjuk az egyes oldal vektorokat: -
Ves(L =7) ¥
Vro(7: 1) i‘ P
VPQ( -2, 4)

Ves(—8; —4)

Felirva a két szomszédos oldalvektorok skalariszsat,
kapjuk, hogy:

Vps W po=16-16= 0, illetve v [V ,=7-7=0 3. abra

Tehat a négyszognek van derékszdge, és harnégy:

mert szemkozti szégeinek 6sszege 180°.

Felirva a két szemkdzti cstcsok altal meghatarezatkasz felépontjait: Fo(-2; -1),

: 3.1 o : :
illetve FRP(_E; —Zj . Tehat nincs szimmetriacentruma.

4. Két feladat az emelt szintii szdbeli érettségirol
1. Hany olyan 6tjegly pozitiv szam van, amely oszthaté 3-mal és 6-radail?

Megoldas:

Az Otjegyti szamok kozil a 10026 a legelmegfeleb. 10056 a kovetkég tehat 30-
anként kovetik egymast. igy egy szamtani sorozZeapunk, melybem; = 100026, illetve
d=30.

Az altalanos tagot felirvea, = g +( n-1) d=10026+( n- } 36 100000

100000~ 10029_
30

Mivel n természetes szam, ezérfl:[ 1} =3000db ilyen szam létezik.
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: , , + Ct .
2. Oldja meg a kovetkézegyenletet a valds szamok halmaz%%(: sin2x!

Megoldas:
Atalakitva az egyenletet:
sin x L COsXx

cos x2 SiNX= gin2x

sin® x+ cog x .
—————————=5jn2X
2sin x[tos x

_ =sin2x
sin2x

sin2x=1 vagy sik x -1

igy kapjuk a megoldasokak = i£+ kit (kOZ) .

Mar tizenhét hivatalos emelt szinérettségi zajlott le, s az ezekenikiitt feladatokat
vizsgélva (lasd. a fenti két példa) sajnos olyalysegti, mar-mar tipusfeladatként is a
konnyebbik fajtabol valo problémaéakkal kellett szembzniik a diakoknak, melyek néhany
évvel ezeabtt (a témakorokdl eltekintve) legfeliebb a hagyomanyos "normdal" téségin
szerepelhettek volna, a kdzos érettseégi-felvétiam feladat széba sem johetett!

A szobeli alkalméval sok szépen felkészilt vizsgak&alalkoztam, akik ezek az
egyszeii feladatokat rutinszéen oldottak meg. De sajnos sok olyan vizsgazo lis &ki nem
tudott ezekkel a probléméakkal megklzdeni. Az enselhti vizsga megkovetelése pedig
Ohatatlanul magaval hozza a tdmegesitést, és anyéavabbi ,higulasat”!

Vajon hova vezethet az a folyamat, az az ut, meglanultunk a matematika $kitett
tananyagat és az Ujfajta kovetelmény-rendszemtek? Szerintem nem sok jora.

Sokszor tapasztaljuk, miszerint az ideiéetsves hallgaték — akiknel6 fvagy alapozo
targya a matematika — korében a vizs§amhkban a bukottak aranya tébbszérose annak, mint
amit a korabbi években megszoktunk. Az arany pedige csak romlik.

Néhany tipikus probléma az egyetemi matematika gratokrol:

?
<0,01=» 6

5 3< 0 O1Abszolut értékes egysaitlenséget
n -—

* Miért valtozik az ebjel?

3-n?

sok hallgat6 képtelen megoldani.

» Elemi fuggvények &brazoldsa nagyon sokuknal okowlgh nem ismerikket!

» Trigonometrikus 0sszefliggések hasznalataval nieésdisztaban. Ez ugyan kozép
szinten nem kovetelmény, de emelt szinten is sdikehecsak érirttlegesen tanitjak,
megmaradnak 8in2x és co® tanitasanal.

» Algebrai nevezetes szorzatok hasznélata

» Valbsziniség fogalmaval egyaltaldn nincsenek, vagy csakbefszannak tisztaban,
gondolkodas nélkill leirjak végeredményBif A) >1!

Ezeken a problémakon csak nagyon sok gyakorlagdafirk6ztatassal tudunk segiteni.
Tovabbra is célszérszintfelméét iratni a bekeridl kbzépiskolasokkal, és a szintet el nem
éroket kotelezni egy alapoz6 targy felvételére, artifediétele lenne az egyetemi matematika
tanulasanak.
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A 3D, 7-paraméteres datum transzformacio megoldasa Grobner-
bazisban és a Bursa-Wolf modellben

Kalméar Janos - Zavoti J6zsef
MTA CSFK GGl

A szamitastechnika fétlése hozta magaval, hogy az alkalmazott matematika
érdekbdésének kozéppontjdba a szamitdogépes algebrai zezrlls (CAS) kutatasa és
alkalmazasa kerult. Az &dasban a térbeli hasonlosagi transzformaciéo neérim
feladatanak megoldasara mutatunk be két modellit.

Az el modell a 7 paraméteres, 3D transzformacios fethdat Gauss-Jacobi féle
kombinatorikus kiegyenlitéssel oldja meg Grobnenidin alapul6 algebrai technikaval.

Az elbadads masodik része a kvaterniok alkalmazasat raliatp forgatas, az eltolas és a
méretardny paraméterek meghatérozdsara a Bursad&nii transzforméciés modellben.
Mindkét algoritmusnak éhye az, hogy nemcsak 0 kozeli szoégelfordulasok éeset
alkalmazhat6, tovabb& nincs szikség linearizalaésa iteraciéra a transzformacios
paraméterek szamitasahoz.

1. Bevezetés

A koordinata-rendszerek kozotti attérés soran kikewd jelentsédi a 3D, 7
paraméteres Helmert-féle transzforméacié alkalmazésaa legelterjedtebb mddszer a GPS
rendszerek kozotti atszamitasok elvégzésében. Rogigdban hasznalatos eljarasok altalaban
kozeli, iteracios megoldasokat hasznalnak. A datum tfansacié probléma Ujszér
targyalasaidwangeés Grafarend (2002) és (2003) cikkei vezették be. Otletiik alapjan Rz
forgatdsi métrixot egy ferdén szimmetrikus matrizgisségével irtdk felZavoti (2005)
tanulmanya javitotta a modellgavoti és Jancsé (2006)cikke pedig tovabbfejlesztette a
szakirodalomban ismert algoritmust. Zavoti (1999 publikaci6 a 3D, 7 paraméteres
hasonlosagi transzformaclg normas megoldasat targyalja. A szamitogeppel tatotiga
algebrai rendszerek elterjedésével megjelentekkégaaalitikus megoldast adé modellek.
Ezeknek a modelleknek gyakorlati hasznalatat azdaiezza, hogy az atszamitashoz
hasznalt k6zds pontok szamanak nodvekedésével katobikus robbanés lép fel, azaz a
feladat a szamitastechnika mai allasa mellett ddivatdh meg valos itben.

A feladat ezen tanulmanyban ismertetett nemlineduggoldasa soran az egyenleteket
nem kell linearizalni, nem szikséges iteralni ését koordinata-rendszer (lokalis-globalis
referencia rendszer) kovariancia kapcsolatai autikosan felhasznalasra kerilnek. A
tanulmany ismerteti a Gauss-Jacobi kombinatorikighoramus matematikai elméletét, a
tulhatarozott 3D, 7 paraméteres transzformacio miégat.

2. Gauss-Jacobi kombinatorikus modell

A 3D, 7-paraméteres (Helmert) hasonlosagi trangzfoié a kovetkez modellel adhat6
meg: a transzformaci®( Y, 3-targyponti és azx( y, 3-célponti koordinata-rendszer kozotti
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Euklidészi térben adott pontok kozott valosit mekgepezést az eltolasi-, az elforgatasi és a
méretarany-tényézfliggvényében:

& Xi Xo
b |=sRY, |+|Y, i=123..,n. 1)
c z | |z,

ahol
- {a,b,c}és {X,,Y,,Z} (i=123...,n) ugyanazon a pont koordinatai a két
koordinata rendszerben,
- saz ismeretlen méretarany tén§ez
- X,, Y, €ésZ, az ismeretlen eltolasi ertékek,

- Ra forgatasi matrix.

Az R forgatdsi matrix a harom koordinata tengely koelforgatassal, azaz, ¢ ésk ,
harom fliggetlen paraméterrel irhato le:

R = R(w)R,(#)R,(x). 2

Az R forgatdsi matrixot azS ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kowétke
maodon irjuk fel:

R=(I3—S)_l(|3+S), €))

ahol I, a harom dimenzios egységmatrix, matrix aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
form&ban adhaté meg:

0 -c b
S=|c 0 -al. (4)
-b a O

A 7 paraméter meghatarozasahoz legalabb 7 egyetitésara van sziikség. Amennyiben
3 pontot tekintiink adottnak, az (1) formula felhredasaval 9 egyenletet tudunk felirni, igy
feladatunk tulhatarozotta valik. A kovetkezegyenletek a 3 pont koordindtdinak (1)
0sszefluggésbe tort@melyettesitésével adodnak:

fi=  sX_ -scY +shZ +X,+cY,-bZ, -a -ch +bg =0
f,= scX +sY -saz -cX,+Y,+azZ, +ca -b -ag =0
f:=— sbX +saY +sz +bX,-a%,+Z, -ba +ah -c¢ =0
f,= sX, =-scY +shZ +X,+cY,-bZ, =-a, -ch, +bc, =0
f,=  scX, +sY, -saZ -cX,+Y,+aZ, +ca, -b, -ac, =0 (5)
fo:=— sbX, +sa¥ +sz, +bX,-aY,+Z, -ba +ab -c, =0
f= sX; =—sc¥ +sbZ, +X,+cY,-bZ, -a -ch +bc, =0
fy = scX, +sY, -saZ, -cX,+Y,+aZ, +ca, —-b, -ac, =0
f,.=— sbX, +sa¥, +szZ, +bX,-aYy,+Z, -ba, +ab, -c; =0

A fenti 9 egyenletdl all6 egyenletrendszer a 7 ismeretlen paramétenigenlinearis és
tulhatérozott.

Az egyenletrendszer egyértdlnmegoldasahoz az (5) egyenletékikivalasztunk 7
egyenletet, példaul elhagyjuk a 7. és 8. egyenéttek
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f,i=  sX, -—scY +sbz +X,+cY,-bZ, -a -ch +bg =0
f,= scX +sY -saz -cX,+Y,+aZ, +cg -b -ag =0
fy=— sbX +saY +sZ +bX,-aY,+Z, -ba +ab -c =0

fp= sX, —scY +sbZ +X,+cY,-bZ, =-a, -cb, +bc, =0 (g
f

f

f

N

w

IN

al

= scX, +sY, -saZ -cX,+Y,+azZ, +ca, -h, -ac, =0
=- sbX, +sa¥ +szZ, +bX,-a\,+Z, -ba +ab -c, =0
o:=— shbX, +saY, +szZ, +bX,-aY,+Z, -ba, +ab, -c =0

o2}

Ha a megoldas édllitasara az Awange és Grafarend (2002) altall@@a@robner-bazis

V4

kivalasztast a kombinatorikus megoldas soran mineleetséges médon el kell végezni. Ezt a

kivalasztast a sorrend fegyelmen kivil hagyésé‘i;/}# 36kuléonb6d kombinaciéban tudjuk

megtenni. A 7 egyenletet mind a 36 esetben meglkadini mind a hét paraméterre, és rendre
a megoldasok sulyozott atlagat kell szamolni.

Ha csak 3 k6zds pont van, nincs komoly akadalyalknimogy kiszamitsuk a 36 kilonkéoz
Grobner-bazist, de ha 4 vagy tébb pont van, a &lategoldasa egyre nehézkesebbé valik.
Példaul, ha 4 kbzods pont van, akkor a kombinacdmsa 792. Ez azt jelenti, hogy 792
Grobner-bazist kell meghatarozni, és azokkal szamdfia 5 adott pont van, akkor a
kombinaciok szdma 6435, a pontok szdméanak nove&edégombinatorikus robbanas lép
fel, a feladat megoldhatatlanna valik.

Az (1) osszefliggésben szeieptltolasi paraméterek kikiiszéboléséhez képezzik a
kovetked kiulonbségeket:

f14 = fl - f4 = lez _SCYz + Sbaz —a, _CQ2 + bciz =0
fs= f,-fy= scX, +sY, -saZ, +ca, -b, -ag, =0 (7)
fao:i= fa—fg= - be13 tsaY, +sZ; - balS + ab13 ~Cy3 =0
foo= fo—fy= —-sbX, +sa¥y, +szZ, -ba, +ab, -c, = O,
ahol
Xy =X =X, Yy =X -Y, 4 =4 -2y, Lj U {123} i,

3 =a-a;, b =h-b, G=6¢-c.

3. A7 paraméteres 3D transzformacio megoldasa

A (7) 6sszefliggésben adott nemlineéris egyenlesmardnegoldasahoz valamilyen kiils
programot kell hasznalnunk, mint példaul a MATLABQy a Mathematica.

A fenti nemlinearis egyenletrendszer megoldasatAazange és Grafarend (2002)
tanulmény a Grobner bazis felhasznalasaval hajtottgre. A méretardny-tényez
meghatarozasara egy negyed-fokl polinom-egyenledgtak. A negyed-fokd polinom
gyOkeit a MATLAB programcsomag segitségével is napglatjuk. Az alabbi negyed-foka
polinom legkisebb pozitiv gydke szolgaltatja a niem@ny-tényedt:

ds*+ds’+ds*+ds +d, =0, (8)
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ahol a polinom egyutthatoi a két koordinata-rendsze adott pontok koordinatai altal
meghatarozott bonyolult fliggvényei a Grobner bamistMegjegyzendl hogy a negyedfoku
egyenlet megoldasa utan még kulon probléma a gyékétkvalasztasa, a négy gyok kozul a
megfeleb méretarany-tényézivalasztasa.

A rekonstrualhatosag érdekében megadjuk a negyedpgiolinom egyutthatoit:
d, = X13* Y12* Y12* Y23+ X12* X12* X13* Y23- X12* X12* X23* Y13- X12* Y13* Z12* Z23 )

-X23*Y12* Y12* Y13+ X13* Y12* Z12* Z23- X23* Y12* Z12* Z13+ X12* Y23* Z12* Z13

d, = c12* X13* Y12* Z23-b13* X12* Z12* 723 -c13* X12* Y23* Z12+b23* X13* Y12* Y12

-a23* X12* X12* Y13+ ¢23* X12* Y13* Z12+cl12* X12* Y23* Z13+al3* Y12* Y12* Y23
-b12* X23* 212* 713 -a23* Y12* Y12* Y13+ b12* X13* Z12* Z23 -c12* X12* Y13* Z23 (10)
+al3 X12* X12* Y23 -c23* X13* Y12* Z12 -a23° Y12* Z12* Z13+c13* X23* Y12* Z12

-b13* X23* Y12* Y12 -b13* X12* X12* X23+b23* X12* 212* Z13+al3 Y12* Z12* 723
+b23* X12* X12* X13+al2* Y23* Z12* 713 -a12* Y13* Z12* 723 -c12* X23* Y12* 713

al3 b23* X12* X12+b12* b12* X23* Y13+ b12*c13* X23* Z12 -c12*c23* X13* Y12
+b13*c23* X12* Z12 -a23* b12* 712* Z13+al2*al2* X23* Y13 -b12* b12* X13* Y23
-al2*al2* X13* Y23 -a23 b13* X12* X12+al3* b23* Y12* Y12 -a23*b13* Y12* Y12
+al2*b23* 212* Z13+a23*c13* Y12* Z12+al2*c12* Y23* Z13-b12*c12* X23* Z13 (11)
-b23*c13* X12* 212 -al2* b13* Z12* 723 -a23*c12* Y12* Z13+al2*c23* Y13* Z12
+b12*c12* X13* 223 -al2*c12* Y13* Z23 -a13*c23* Y12* Z12 -c12*c13* X12* Y23
+c12*c13* X23* Y12+ c12*c23* X12* Y13 -b13*c12* X12* Z23+h23*c12* X12* Z13
+al3 bl2* Z12* 723 -al2*c13* Y23* Z12+al3*cl2* Y12* Z23 -b12*c23* X13* Z12

-al2* b13*c12* 223+ b12*cl2*c13* X23+b12* b12* b13* X23 -al3* b12* h12* Y23
-al2*al2* b23* X13+a23*c12*cl13* Y12 -al3*cl2*c23* Y12+al2* b13*c23* Z12
-al2*al2*al3* Y23 -b23*cl12*c13* X12+al2* b23*c12* Z13 -a23* b12*c12* Z13 (12)
-b12* b12* b23* X13+a23* b12*c13* Z12 -al2*c12*cl3* Y23+al2*al2* b13* X23
+al2*al2*a23* Y13 -al2* b23*cl13* Z12 -al3* b12*c23* 212 -b12*c12*c23* X13
+b13*c12*c23* X12+al2*cl12*c23* Y13+a23 b12* b12* Y13+al3* bl2*c12* Z23

d, = al2*b13*c12*c23-a13 b12* b12* b23+al2*al2*a23 b13-al2*al2*al3 b23 (13)

-al2b23*c12*c13+a23* bl12*b12*b13+a23 b12*c12*c13-al3* bl2*cl12*c23

A méretarany-tényézismeretében az egyenletrendszerek linearisaké&samelyeknek a
megoldadsa méar nem jelent problémat (Awange és @rada(2002)). A ferdén szimmetrikus
Smatrixa, bésc elemeit az alabbi linearis egyenletékbyerhetjik:

ahol

p,*a+ p,=0, (14)

P, =-s*s*s* X13*Y12* 712 -b12*s*s* X13* Z12 -a13* b12*cl2 -al3s*s* Y12* 712

+b13*s*s* X12* 212+ cl12*s*s* X12* Y13 -al13*cl2*s* Y12+al2* b13*cl2
+al2*b13*s* Z12 -al3* b12*s* 712 -b12*c12*s* X13+al2*s*s* Y13* Z12
+8*s*s* X12* Y13* Z12+al2*cl12*s* Y13 -c12*s*s* X13* Y12+ b13*c12*s* X12
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P, = -al2*al2*al3-al2*cl3*s* Z12+al2*s*s* Z12* Z13+al2*cl2*s* Z13
-c12*c13*s* X12 -al2*c12*c13+s*s*s* X13* Y12* Y12 -c13*s*s* X12* 712
+8*s*s* X12* X12* X13+s*s*s* X12* Z12* 713 -al2*al2*s* X13 -b12* b12*s* X13
-al3* b12* b12+al3*s*s* X12* X12+al3*s*s* Y12* Y12+ cl2*s*s* X12* Z13
4, *b+ ,=0, (15)
ahol
0h = b12*cl2*s* X13+b13*cl2*s* X12 -al3* bl12*s* Z12-s*s*s* X13* Y12* 712
-al3*cl12*s* Y12+al2* b13*cl2+al2*s*s* Y13* Z12 -al13*s*s* Y12* 712

+al2*b13*s* Z12+s*s*s* X12* Y13* Z12 -al3* b12*cl2+cl2*s*s* X12* Y13
+al2*cl12*s* Y13 -b12*s*s* X13* 212 -c12*s*s* X13* Y12+ b13*s*s* X12* Z12

Qo = -al2*al2* b13-c12*c13*s* Y12+ h13*s*s* Y12* Y12+ cl2*s*s* Y12* Z13
+S*S*s* Y12* Z12* Z13+s*s*s* X12* X12* Y13 -b12*c13*s* Z12+ bl2*s*s* 712* Z13
-b12* b12* b13-al2*al2*s* Y13+ b13*s*s* X12* X12 -c13*s*s* Y12* 712
+b12*c12*s* Z13+s*s*s* Y12* Y12* Y13 -b12* b12*s* Y13 -b12*c12*c13

nL*c+ r, =0, (16)
ahol

I =-b12s* X13-al3s*Y12-s*s* X13* Y12 -al3 b12
+8*s* X12* Y13+alz* b1li+alz* s* Y13+ b1 s* X12

I, =-al2*al3-b12*b13+s*s* Z12* Z13+s*s* Y12* Y13
-c12*c13+al3*s* X12+b13*s* Y12 -al2*s* X13
+8*s* X12* X13+¢12*s* Z13 -b12*s* Y13 -c13*s* Z12

Az R forgatasi matrix felhasznaldsaval sz a, b, és c értékek ismeretében a még
ismeretlenX,, Y, ésZ, eltolasi paraméterek ertékeket a (1) kégletifejezve az alabbi

dsszefiiggéssel nyerhetjik:

X,] [a 1+a?-b*-c*  2(ab-c) 2(ac+b) |[X,

_ _ S A2 2_ 2 _
Yo 7|0 e 2ab+c) 1-a’+b*-c 2(bc-a) ||Y |17)
Z,| |c 2(ac-h) 2(bc+a) 1-a?-b*+c?||Z

4. A datum-transzformaci6 Bursa-Wolf modellje

Az (1) transzform@ciot (j jelolésekkel irjuk f8hen Y. Z., Chen Y., Zheng D. H. (2006)

tanulmanya alapjan:
s =t+k[Rp, i=212..,n, (18)

ahol t az eltolas-vektork a méretarany-tényéz R a forgatasi matrix, és illetve p;
ugyanazon a pont ismert koordinatai a két koordin@&ndszerben. Térjink at sulyponti

koordinatékra (a sulypont koordina#siil. p):
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Asl =s| —s:>sI =As| +S,

_ _ (19)
Api :pi _p:pl :Api +p
Visszairva a transzformacio képletébe kapjuk:
As +s=t+k[RAp, +p),i=12,...n. (20)
Atrendezés utan adddik:
As +s=t+k[RP+kRAp,,i=12...n. (21)

A transzformacio képlete a sulypontra is igaz, eaéeplet kozepe elhagyhatd, és marad:
As =k[RAp,,i =12,...,n. (22)

Az ismeretlert eltolas-vektortdl igy megszabadultunk, marad mégR.

5. Az ismeretlenek meghatarozasa szélséérték feladatbol

Hatarozzuk meg a maradékvektort:
Av, =As -k[R[Ap,,i =12,...,n. (23)

Tekintsik a kovetkezoptimalizalasi feladatot:
. T _ . _ T _
rnanAvi Av, _TIRnZ(AS‘ kR [Ap,)" {As —kR@Ap,). (24)
Mivel R ortogonélis matrixR'R=E), az egyenlet a kdvetkéalakban is felirhato:

min(Y (0] 18s) -2k (4] (RIBp,) +Kk*Y. (Ap] Bp))}. (25)

A célfiggvény szétsértékét ak szerinti parcialis derivalt dihése esetén veszi fel, igy
kapjuk, hogy

k= Z(AS DRUSIO)/Z(AIO. [Ap;). (26)
Visszahelyettesitjuk kra kapott értéket a szétmek feladatba:
I‘T?RIH{Z(Aﬁ m&)_Z(AS [Rmpi) /Z(Api mpi)}- (27)

Mivel k-t mar kikliszoboltik, a szélérték mar csak aR forgatasi matrix figgvénye, igy
(27) el tagja elhagyhatd, a méasodikbdl viszont agjetlmiatt maximum szamitando6 (a
nevedt is elhagyhatjuk, mert nem tartalmaz ismeretlent):

mRaxZ (As' [RIAD,). (28)
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6. A szélsoérték szamitas megoldasa kvaternio-algebraval

Kvaterniokra (4 dimenziéS=(0,A s')" P=(0, A p")" vektorokra) &ttérve a (28) bilinearis
alak az ismeretlerR forgatasi matrix helyett az ismeretlé=(qo,q"')" kvaterniéval is
felirhatd, ahol a kereseR forgatasi matrix és a szamitdft kvaternio kozott az alabbi
0sszefliggés van:

R=(q;-q" @) E+2(q[@" +q,T(q) - (29)
A kvaterniokra vonatkozo6 legfontosabb 6sszefliggések

Q:CIo+q1[i+q2[j+q3[k:qo+q
Q =0, -q=(dy,—9")",|Q| =& + 2 +qZ + 2

0 — 0 d,
Cw={ags 0 -q (30)
-0, O, 0

+_| % -q’ ~_| -q'
N [q quE+C(q)}’Q [q quE—C(q)}

Most mar minden adott (28) 6sszefliggés atirasahoz:

max ' R, =max® (S Q'[P MQ)=maxQ" [N
2) (8s' (R[Bp;) =max) (§ [Q° R Q) =maxQ' @, (31)
aholN (4x4) matrix a kovetkdrzalaku :

N = { As' (Ap, As' [T(Ap,) }

T (32)
—C(As)[Ap; As [Ap; +C(As)T(Ap;)

A (31) kvadratikus alak akkor éri el maximumat, @asajatvektoradN-nek, ekkor értéke
megegyezikN sajatértékével — tehat a maximalizalasi felatlatmatrix maximalis A
sajatértékének, illetve a hozza tartoz6 egysé@nyajatvektornak (a keresett kvaterniénak) a
meghatarozaséara vezet.

A Q kvaternio ismeretében (29) alapjan Ré;) forgatasi matrix mar felirhato, ezért a
forgasszogek kiszamithatok:

a= arctg(r% 3), B =arcsiner,),y = arctg(r%l) : (33)

ahol o az x tengely, azy tengely, ésy a z tengely korili forgatési szoget jeldli. A
méretarany-tényét ezutan (26) osszefliggés alapjan szamitjukelolas-vektort pedig (18)
alapjan atlagolassal hatarozhatjuk meg.
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Osszefoglalas

A tanulmanyban megadtunk egy moédszert a 3D, 7 pateres transzformacio
nemlinearis egyenletrendszerének megoldasara atfmigmatrix parametrizalasaval. Az
eljaras sem nem iterativ, sem nem kdveteli meg gfigyelési egyenletek linearizalaséat és
tetsdleges koordinatatengely-menti elforgatdsok esetéénges. A 3D, 7 paraméteres datum
transzformaciés probléma targyaldsa soran a Gréidmsra vald attéréssel a datum
transzformacié méretarany-téng@gmek meghatarozasahoz negyed-foku polinom-egyanlet
kell megoldani.

A mésodik, Bursa-Wolf modellben a kiegyenlités a6 nélkil, kdzvetlenul oldhatéd
meg kvaternio-algebra segitségével, ami jéeszamitasi igény csokkenéssel jar.
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A 3D, 7 paraméteres hasonlosagi transzformacio egy egyszeri
megoldasa

Zavoti Jozsef
MTA CSFK GGl

A természetben fenndll6 0&sszefliggések, torvényekbstgikben nemlinearis
egyenletekre vezetnek, amelyeket altaldban linglwaz iteracioval szokas megoldani. A
linearizélas eleve elhanyagolast, kdzelitést erege® Bizonyos esetekben lebstg nyilik
arra, hogy a nemlinearis probléméakra egzakt, korrekgoldast kapjunk. Az @&dasban
megadtunk egy levezetést a 3D hasonlosagi tramsafbé nemlineéaris feladatanak
megoldasara. A médszer sem nem iterativ, sem nemiddo meg a megfigyelési egyenletek
linearizalasat. A méretarany paraméterének megimidara masodfokd polinom-egyenletet
adodik, a forgatasi matrix paraméterei a legkiselgyzetek modszerének ez eldels
levezethatk. Maga a végeredmény ismert a szakirodalomban, aeamegoldas az
egyszetfiségével meégis figyelmet érdemel.

1. Bevezetés

A datum transzformaciok szamitdégépes algebrai mardkkel tortééd targyaldsaban
Awange és Grafarend (2002, 2003a, 2003b) évekbegieteat tanulmanyai tekinthat
kiindulasi alapnak. Magyar nyelven Zavoti (200anulmanya maodositasokat javasolt a
matematikai modellhez. A Zavoti, Jancso (2006) adnmy a modositasokat pontositotta. Az
abszolut tajékozasi probléma kvaternidkkal tofténegoldasat Horn (1987) tanulmanya
tartalmazta az eb& kozott.

A szakirodalomban eddig publikalt eredmények azanbam tekinthéik végleges
megoldasnak, mert az alkalmazdsuk nehézkes, a dgakielhasznélads soran fellép az u.n.
kombinatorikus robbanas problémaja.

Ezen tanulm&nyban olyan matematikai megoldast adwenkely kikiiszoboli a
kombinatorikus robbanas problémajat, és az egyéteribus nehézségek is elmaradnak.

2. A 3D, 7 paraméteres transzformacio megoldasa

A 3-dimenzids, 7-paraméteres transzformacid gyakhasznalt eljards a imzaki
tudomanyokban, ugymint a geodézidban, a navigaendszerekben, a kartografiaban, az
drkutatasban és a szamitégépes grafikdban. Az eggtumban megadott pontokat
torziomentesen a masik datumba atvivanszformacié matematikai 6sszefliggése az alabbi

osszefliggéssel adhaté meg:
X Xo X
Y, [=] Y, [+AR Y, i=1,2,..n, (1)
Zi
ahol:

z, Z
[x,,Y.,z] célpontok koordinata értékei,
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[X,.Y,.Z,] @z ismeretlen eltolasi értékek,
A az ismeretlen méretarany-téng§ez
R(w,¢,k) a forgasi matrix,
[x .y z] targypontok koordinata értékei.
Az R forgasi matrix a harom tengely korili elforgatdssdarom flggetlen,
meghatarozanda, ¢ ésk paraméterrel irhato le:

R =R ()R, (#)R,(x) - 2)

Feladat A 7 ismeretlen paraméter becslése a két rendszésimert koz6s pontokng 3)
alapjan.

Az R forgatasi matrixot azS ferdén szimmetrikus matrix bevezetésével a kowétke
maédon irhatjuk fel:

R=(1,-S)*(1,+S), 3)

ahol I, a harom dimenzios egységmatrix,ematrixot aza, b ésc paraméterekkel az alabbi
maodon adjuk meg:

0 -c b
S=lc 0 -a|l. 4)
-b a O

Az adott k6z6s pontok alapjan meghatarozhatdk adrétszer sulypontjainak koordinatai:

X = i=1 Y - i=1 Z = i=1
s on s n o n ' (5)
2% 2.V 2%
— =1 :i=1_ —_i=1
XS n 1 yS n 7 ZS n

A sulypontok kielégitik az alabbi egyenleteket:
§ = +X, +cY, -bzZ, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bZ, =0

S

s, = —-cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -Aaz, +cX, -Y, -azZ, =0 (6)
s;i= bX, -aY, +Z, -Abx, +Jday, +Az, -bX, +aY, -Z, =0

Az (1) egyenleteket pontra felirva, az alabbi egyenletek adodnak:

=  +X, +cY, -bz, +Ax -Acy, +4bz -X;, -cY +bz, =0

= -cX, +Y, +az, +Acx +Ay, -Jdaz +cX, -Y, -az =0

= +bX, -aY, +Z, -Abx +Aay, +Azz -bX, +aYy -Z =0

= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +4Abz, -X, -cY, +bz, =0

= -cX, +Y, +az, +Acx, +Ay, -—-Jaz, +cX, -Y, -azZ, =0 (7)

= +bX, -aY, +Z, -Jbx, +Aay, +Az, -bX, +a¥Y, -Z, =

iy

N

EN

4]

—h—h—hw—h—h—h

o

= +X, +cY, -bz, +Ax, -Acy, +Abz, -X, -cY, +bzZ =0
= -cX, +Y, +aZ, +Acx, +Ady, -—-Aaz, +cX, -Y, -azZ, =0
f,,.= +bX, -aY, +Z, -Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -Z, =0
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A fenti egyenletekbl az s, s, éss, stlyponti egyenleteket rendre kivonva, eltavolitliat
az eltolasi paramétereket és az egyenletekbentaggittériink a sulyponti koordinatakra:

fi = fi-s= A —Acy,,  +Abz,  -X,, ¢, +bZ, =0
fos = f,-s,= Acxg +Ay,, —Aazg toX, -Y, -az, =
fy = fi—s,=  —Abx, +Aay, +Az, -bX, +aY, -7, =
fie = f,—s = My —Acy,, +Abz,, -X,, -—cY, +bzZ, =
foo = fs—s, = AC%,g tAY,, —Aaz, tcX,, —Y,, —aZ,, =0
f

6s = f6 - SS = - /]bXQS + /]ay25 + /]ZZS - beS + aYZs - ZZS =0 (8)

f3n—25 = f3n—2 - S.I. = /]an - /]Cyns + /]bzns - an - CYns + bzns = O
f3n—1:; = f3n—1 -5 = /lcxns + /]yns - /]azns + ans _Yns - aZns =0
fSns = f3n -5 = - /]bxns + /]ayns + /]Zns - bxns + aYns - Zns =0
ahol
Xe=X, =X, Yo=Y,-Y,, Z,=Z,-Z, i=123..n
>(iszxi_xs! yiszyi_ys' Ziszzi_zs i: 12'3""n'

Az f,,, f,..(=123.n egyenletekbl a b paramétert, illetve aza paramétert
kifejezve, kapjuk az aldbbi formuléakat:

b = (_/]Xis+/]cyis + Xis + CYis)/(Zis +/]Zis) .
(i=223...n). 9)
a= (ACXS +/1yis +Cxis _Yis)/(zis +/]Zis)
Az f, (1=12123,...,n) egyenletek a kovetkézamddon is felirhatok:
(/]yis +Yis)a_ (/])ﬂs + xis)b = Zis _/]Zis' (I = l2,3...,n) . (10)

A (9) 6sszeflggéssel ada@ttésb paramétereket a (10) képletbe helyettesitve adalik
alabbi egyenlet:

(Ayis +Yis)[/]yis _Yis +C(Axis + >(is)] + (AX15 + >(is)[/]xis - xis _C(Ayis +Yis)] = Zli —AZZé, (11)
(i=123...n).

Néhany egyszésités és 0sszevonas utan azt tapasztaljuk, haggraeretlen paraméter
kiesik, és al paraméterre egy ismeretlenes, masodfoku, talteaétregyenletrendszer alléel
eqgy:

PE+yZ+2)=X2+Y2+ 22 (i=123..n). (12)
Az egyenletrendszer a kovetkealakban is felirhato:

(W +yr 2 X+ 22 [+ yi+ 2 +XEn¥EvzE)=0  (1=123..0).  (13)

Ezen tulhatarozott egyenletrendszer megoldasa sarénméretarany-tényéze - a
szadmunkra fizikai jelentéssel bir6 pozitiv gyokpgden - az aldbbi, az Albertz-Kreiling (1975)
kézikbnyvben megadott, a tapasztalatbdl is ismesszéfliggés, vagy a Horn (1987)
tanulmanyéban a kvaterniokkal levezetett 6sszefigdédik:
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VXEHYEH+ZE

! . (14)

n

2 2 2
; Xis +yis +zis
=

s

A=

Tehat esetliinkben a méretarany-tédyee masodfokl egyenletetdb egyértelntien
meghatarozhaté — a szakirodalombol ismert (AwangeGéafarend (2002)) negyedfoku
polinom gyokeinek kénysziiszétvalasztasi eljarasaval ellentétben.

3. Alinearis paraméterek meghatarozasa

A 1 méretarany-tényéz ismeretében valamennyi pontra a (8) O6sszefliggés
felhasznalasaval az alabbi formaban irhatjuk t@zavetith egyenleteket:

S Az +Z, (v +Y)]
"X, -] vy ] - (/]z1S + le) 0 /]Xls + X
Yis = AYis Vi )Iyls + Yls - (/1)(13 + Xls) 0
le - /]zis VZl O /1223 + ZZS - (/1)/25 + YZS)
X25 - /1X25 V><2
st _/]yzs Vyo - (/1223 + 225) 0 /1)(23 * x23 a
Zys = A2y + Vaa | _ /1y25 +Yos - (AXZS * XZS) 0 b (15)
xns - /]an VXn ' ' |
Yns _/]yns Vyn 0 /1an + ZnS - (AynS + YnS)
L Zns _/]zns_ _Vzn_ - (Azns + Zns) O Axns + an
Ayns + Yns - (/b(ns + XHS) O -

A Gauss-Helmert modell alapjan keressik az alatdggrték feladat megoldasat:
%Vﬁi +vi+vE O (16)

Néhany matrix-aritmetikai azonossdg alkalmazaséxalkovetked normal métrix
vezethet le:

Sy + v+ 02+ 2] -EO XML ) -0, X )z +Z,)
i=1 . i=1 ':nl . (17)
Slove, +xJ + 02+ 2 f] -2y e )0z +2,)

3k + X, F + Oy + VY]

i=1

Hasonlé modon adddik a normalvektor:
Zi(yiszis - ZisYis)
2}\ Zn:(zisxis _Xiszis) ' (18)
i=1

zn: (X isYis - yisx is)

A 3x3 mérett normal egyenletrendszéilbaz a, b és c paraméterek szamos eljarassal
meghatarozhatdk, mi a singular value decompositiédszert javasoljuk. A még ismeretlen
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X,, Y, ésZ, eltolasi paramétereket az (1) 0sszefligges alegmaalabbi egyenletib lehet
meghatarozni:

X, ] X, 1+a’-b?’-c>  2(ab-c) 2(ac+b) X,

Y, |=]Y, —% 2(ab+c) 1-a’+b*-c®  2(bc-a) AE (19)
l+a“+b°+c

Z,| |z, 2(ac-b) 2lbc+a) 1-a’-b*+c?| |z

ahol a sulypontok a két koordinata-rendszerbent &dat)'s pontok koordinataibol szamoltak.

4. Osszefoglalas

A tudomanyos kutatdsokat ségiechnikai eszkdzok, eljardsok fajesével a rszaki
tudomanyok elmélete is féiik: Uj elméletek alakulnak ki, Uj modellek keletkek, Uj
kiértékelési modszereket dolgoznak ki, amelyek psatbbak, vagy egysidibek, mint a
korabbi eljarasok. A friszaki tudomanyok egyik fontos feladatara, a 3D, araméteres
nemlinearis hasonl6sagi transzformacié megoldasdyaolyan 0 levezetést mutattunk be,
amely dsszhangban van az eddigi eredményekkel, zdasraert elméleteknél sokkal
egyszeiibb és vildAgosabb matematikai eszkdzoket hasznal fel

A 3D, 7 paraméteres nemlinearis hasonlésagi trans#cio megoldasahoz az altalunk
megadott 0j matematikai levezetés a forgasi méatlkalmas paraméterezésén alapul. Ez a
modszer nem igényel iteraciot és nem sziukségesgligyelési egyenletek sorba fejtése,
linearizaladsa sem. Nincs megko6tés a tengelykdaitidtasok nagysagrendjére vonatkozdan
sem. A modell levezetése soran a 3D, 7 paramétitesn transzformacio problémajat mi
egy masodfokl polinom egyenlet megoldasara vezetisza, a szakirodalomban ismert
negyedfoklu egyenlettel szemben. A kidolgozott mat#aai modell nem a szakirodalombal
ismert kvaternibkat, nem a Grdbner-bazist, nem &obi vagy Sylvester rezultanst
alkalmazza, hanem elemi matematikai eszk6zokenidagzl.
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Adatbanyaszat - FIM algoritmusok

P6dor Zoltan
NymE EMK Matematikai Intézet

ABSZTRAKT. Az adathalmazok méretének jelémt ndvekedésével egyre
nehézkesebbé valt azok feldolgozdsa, a hasznogmiaék hagyomanyos
modszerekkel tortén felfedése. Az adatbanyaszat éppen az ilyen jelleg
problémak megoldasabanésy alkalmas a giga- terabajt méreadathalmazok
hatékony feldolgozasara, azokbdl az értékes tudiiyenésére. Szamtalan
részfeladat kothét ehhez a terllethez, azonban a gyakori elemhalmazok
banyaszata (Frequent ltemset Mining, FIMykdn is az egyik etsilyen jelledi
probléma volt, mely szamos egyéb — gyakori mintakydrésére vonatkoz6 —
feladat megoldasaban is fontos szerepet jatszikmuBstjuk a legfontosabb
algoritmusokat és médszereket a gyakori elemhalkalballitasara vonatkozoan.

1. Bevezetés

Manapsag az élet minden teriletére jelléraz adatok, informaciok gjtése, eltarolasa.
Amig azonban ezek nem kerllnek feldolgozasra, net@kedjik azokat, addig puszta
adattemdikrél beszélhetlink csak. Az eltarolt adatok mennyiséggonencialis ndvekedést
mutat, igy a feldolgozas terlletén is Ujfajta meaghitésekre van szilkség a hagyomanyos
elemzeési modszerek mellett. Az adatbanyaszat agzesiikséges technikakat, modszereket
és eszkoztarakat jelentheti, mert ez az intelligefatfeldolgozas leh@té teszi a nem trivialis
0sszefluiggések, informaciok, azaz Uj tudas kinyergsgymeérdt adathalmazokbol (big data).
Az adatbanyaszat egy tipikusan multidiszciplindesilet, mely szadmtalan, 6nmagéban is
komoly tudoméanyos részteriletet foglal magaban.

Adatbazis
 Statisztika

ta?i?és (Adatbényészat)‘—‘@

./@5

oritmusol

1. &bra — Adatbanyaszat felépitése

Ugyanakkor nagyon sokiféproblémakdr megoldhatosaganak kérdéseit fedi iet pi.
gyakori mintak kinyerése, klaszterezési, osztalgppaoblémak, szovegbanyaszatsdrok
elemzése, stb..

A gyakori mintak banyaszat magaban foglalja a gyialemhalmazok, sorozatok, bool-
sorozatok, grafok banyaszatat. A gyakori elemhatkdzanyaszata az adatbanyaszat egy
alapveb és sajat tertlete, mely elinditotta és inspiraditaegyéb gyakori mintak kinyeréseére
vonatkoz6 kutatdsokat is. Bemutatjuk a gyakori d&aimazok kinyerésére vonatkozo
modszereket, melyek az egyéb, gyakori mintakatdéezarasoknak az alapjait is képezik. A
kérdést alapvéen az aldbbi gyakorlati probléma vetette fel: mielgegyakran egyutt vasarolt
termékek, és ez alapjan milyen marketing strategitghet kialakitani ndveletda bevételt.
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5. Alapfogalmak, jelolések

JeldlieI = {iy, i, ..., i} az elemek alaphalmazéat (pl. a boltban kaphat6)amik I
halmaz részhalmazatlemhalmazoknakagy tranzakciéknaknevezzik, amennyiben egy
elemhalmaz darab elemet tartalmazelemhalmaznakivjuk. LegyenT = {t,,t,, ..., t,} a
tranzakciok halmaza, ahel < 1,1 <i <n. Minden tranzakcibhoz egy egyedi azonositét
rendellink, amit TID azonositonak (Transaction |iem) nevezink.

Azt mondjuk, hogy & tranzakcio tartalmazza a elemhalmazt, hal € t. Azont
tranzakciok Osszességeét, melyek magukban fogladjakd elemhalmaztd fedésének a
tranzakciok darabszamat pedigtamogatottsdganakelsfordulasi gyakorisaganakvagy
megalapozottsaganakevezzik ésupp(A) vagy freq(A)-val szokas jeldlni. Formalisan
kifejezve:

supp(A) = |{t;|A S t; ést; € T}|.

Minimalis megalapozottsagi értéknek nevezzikéssupp-pal jel6ljuk azt a felhasznalo
altal definialt szamot, ahany tranzakciéban egynbi@maznak legalabb éekell fordulnia,
hogy gyakori legyen. A4 elemhalmazgyakorinaknevezzik, haupp(A) = minsupp.

5.1. Tranzakciok tarolasa

A T tranzakcios adatbazis tarolasi médja Iényeges l@mgehalt gyakori elemhalmazt
kere$ algoritmusok alkalmazhatéosaga és hatékonysaga pergjabol. A gyakorlatban
harom adattarolasi lelteteget szoktak alkalmazni [1], [2]. Horizontalisalasi forma esetén
minden TID azonositoval ellatott tranzakci6hoz reljak a benne szerepl elemeket.
Vertikalis adatforma esetében az univerzum mindgye® eleméhez eltaroljuk azon TID
azonositdkat, melyekben az adott elefaetiul. Végll a relacios tarolasi médban minden
rekord két attribGtummal kerll eltarolasra, azedsTID azonositd, masodik pedig az adott
elem.

Horizontalis Vertikalis Relacios
TID elem elem TID lista TID elem
T1 iy, Iy, iy T1,T3 T1 iy
T2 iy, i3 iy T1,T2 T1 iy
T3 i1,14 i3 T2 T2 iy

1. tablazat - Tranzakciék tarolasi modjai

A gyakorlatban fontos, hogy a teljes bemenet tatoe a memaoriaban (bar erre nem
minden esetben van feltétlenil sziikség). Ma mamaoky szamitégépek jeleis memaoriaval
rendelkeznek, azonban az adatbazisok mérete stoieasmég igy is problémat jelenthet.
Ezért célszdr mar a vizsgalat elején elvégezni néhany egydépest, amely csokkentheti az
adatbazis meretét [1], [4], [5], [8]. A teljesenyeg tranzakciokat felesleges t6bbszor
eltarolni, elég egy szamlalé segitségével ezt apilartani. Azokat az elemeket, melyek nem
elégitik ki aminsuppfeltételt toroljuk a tranzakciokbdl és ez alapf@vabbi s#rések is
alkalmazhat6all'-re. Keresési térema tovabbiakban akz halmaz teljes részhalmaz halgjat
értjuk, melyl 6sszes részhalmazat tartalmazza.

6. A FIM algoritmusok altalanos jellemzése

A gyakori elemhalmazok banyaszatanak feladata, layranzakcios adatbazis éslaz
elemhalmaz alapjan ainsupp kiszob figyelembe vétele mellett az 6sszes gyakori
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elemhalmazt ékllitsa. Az algoritmusoknak teljesnek és helyeskedklennitik, azaz minden
gyakori elemhalmazt és csak a gyakoriakat kell adéfgtiuk, raadasul minél hatékonyabban.

6.1. Naiv megkozelités

A gyakorlatban eifordulé adatbazisokban az elemek szama gyakGi— 108, a
tranzakciok szama pedig)!® nagysagrend is lehet és egy-egy tranzakcidé akar tobb tucat
elemet tartalmazhat. Miért problémas az az egysedriin6 megkozelités, hogy vegydk
0sszes nemires részhalmazat és hatarozzuk megggakérisagait. Mar egy 100 elém
tranzakcio dsszes lehetséges részhalmazainaksarésafeldolgozasa is kezelhetetlen, igy a
hatékonysag novelése céljabol jetem@n cstkkenteni kell a keresési tér méretét.

6.2. FIM algoritmusok alapjai

Harom jél ismert alapmddszert kiloénboztethetliink :ndggriori [11], ECLAT [9] és FP-
growth [12] algoritmusok, a tébbi altalaban ezekawdlyen javitott, modositott valtozata.
Mindh&rom az tres mintdbdl indul, amit megféleiddon vitve eballitja az 6sszes gyakori
elemhalmazokat. Az algoritmusok egy adott iter@&béan jeldltnek hivjuk azokat az
elemhalmazokat, amelyek potencialis gyakori elembhabk és tdmogatottsdgukat az adott
lépésben meghatarozzuk.

Altalanossagban elmondhat6, hogy az algoritmusaipvaiben az alabbi lépéseket
ismétlik az egyes iteraciokban (ezek megvaldsit@isabgrehajtasabol addédnak az eltérések):

1. Jelolt allitas.

2. Jelbltek tAmogatottsaganak meghatarozasa.

3. Gyakori elemhalmazok kivalasztasa.

Latni fogjuk, hogy Iényeges feltevés az elemek Kegrafikus rendezhésége, ennek
készdnhet, hogy az algoritmusok mindegyike ismétlés nélliil &6 jeldlteket.

6.3. Algoritmusok csoportositasa

A FIM algoritmusok csoportositasa tekintetébenl@ttasan elfogadottnak tekintidekét
szempont [1]: hogyan keressuk meg a jel6lteketo@ydn hatarozzuk meg azok gyakorisagat.
A jeloltek meghatarozasa soran a kérdés, hogyesksr teret mélységben vagy szélességben
jarjuk-e be. Szélességi bejaras esetéh -a 1)-elemi jeldlteket mindig a mar ismert gyakori
k -elemhalmazokbdl allitjuk &) mig meélységi bejaras esetén mindig egy-egy eldmme
noveljuk az éppen vizsgalt elemhalmazt. A#ditott jeldltek gyakorisagat meghatarozhatjuk
vizszintes noveléssel, ekkbst veégig vizsgalva allitjuk él az elemhalmaz gyakorisagat. A
fuggoleges 0Osszevonas soran egy elemhalmaz gyakorissagategfeled TID listak
metszeteként allitjuk &l

vizszintes novelés fliggéleges 6sszevonas
szélességi bejaras APRIORI PARTITION
mélységi bejaras FP-growth ECLAT

2. tablazat - Az algoritmusok csoportositasa [1]

7. Az alap algoritmusok

Bemutatjuk az emlitett harom eljaras elméleti adapp megvaldsitas néhany érdekes és
fontos kérdését.
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7.1. Apriori algoritmus

Az eljaras a keresési tér szélességi bejarasatitjalomeg, az alapelv aApriori
tulajdonsag,mely szerint a gyakori elemhalmazok minden nemigsghalmaza is gyakori,
igy ha egyd elemhalmaz nem gyakori, akkor annak barmely vadadperhalmaza sem lehet
az (antimonoton tulajdonsag). Egy adott iteraciobmsak olyan jeldltet tekinthetiink,
amelynek 6sszes valodi részhalmazardl tudjuk, tyyagkori.

JelbljeC, ak-elemi jeldltek, L, pedig ak-elemi gyakori elemhalmazok halmazat. Az
Apriori-elvet alkalmazva . iteracios lépésben k(= 2) L,_, ismeretében allitjuk 8l
C, -t 6sszekapcsolassal, mebybaztan elhagyjuk a felesleges elemhalmazokatC;, Aan
szerepb jeldltekdl minsupp ismeretében eldontiigthogy bekeriilnek-&,-ba vagy sem. Igy
az Apriori algoritmus két alaplépése a jeldltek ey@tasara (feltételezve, hogy a tranzakcidk
elemei mar lexikografikusan rendezettek):

« Osszekapcsolas, meghatarozasahoz tekintsiik a mar isrhgrg elemeit. A ntivelet
soranL,_, azon elempérjai kapcsolhatéak 6ssze, melgek- 2) -elemii prefixe
egyezik.

» Apriori tulajdonsag és elhagyas, meéretének csokkentéséhez felhasznaljuk az
Apriori tulajdonsagot, ha valamely, jelolt (k — 1)-elemi részhalmaza neity,_, -
beli, akkor a jelolt eltavolithatd) -bél. Majd az adatbazis teljes atvizsgalasaval
mindenCy-beli jeloltrsl eldonthed, hogy gyakori-e vagy sem, igybéllitva L, -t.

Az eredeti publikacioban [11] a jeldltek tarolas@&satamogatottsaguk meghatarozasara

Hash-fat javasoltak. Kébb kisérletek igazoltak, hogy hatékonyabb erredéad8], [4], [6].

-\\

2. abra - Szofa struktara jeloltek tarolasara (gyalkorisag szamlalé nélkul) [2]

A szdéfa minden egyddevele egy-egy szot reprezental, mely a gydkértevélig vezet
elemhalmazok gyakorisagat tarolhatjuk. A széfatfipréanak is nevezik, mert a kdzos
prefixeket csak egyszer tarolja. Szamos technikeeit a széfa méretének csokkentésére,
azonban ezekre itt nem térink ki.

7.2. Eclatalgoritmus

Az 1997-ben publikalt eljaras [9] a keresési térlyséygi bejarasat valdsitia meg és
vertikdlis tranzakciés adatbazist hasznal. Az ECLAIGoritmus jeldltallitasi folyamata
gyakorlatilag egyezik az Apriori algoritmusévalpaban avval ellentétben mindig egyetlen
elemi jel6ltet allit és ennek rogtdn vizsgalja a gyakagat, illetve nem ellénzi a kapott
jelolt (I —1) -elemi részhalmazira, hogy azok gyakoriak-e. A TID-halmké&t fontos
tulajdonsaggal rendelkezik:

» Az Aelemhalmaz TID-halmazanak mérete meghatarézzanogatottsagat.

* Egy jelolt TID-halmazat megkaphatjuk a generat@akinTID-halmazaibdl egy

egyszeii metszetképzéssel.

Az ECLAT legaldbb annyi jeloltet &llit, mint az Apri, azonban igazi ereje a
tamogatottsag meghatarozasaban rejlik, a TID-hak&bnnyen elallithatéak és méretik
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folyamatosan csokken, mig az Aprioriban a széfaeteéaz algoritmus &éehaladtaval i A
jelolteket itt is egy prefix faban érdemes tarobme mutat példat Borgelt megvalositasa [3],
illetve a hosszu TID-halmazokra tovabbi redukalébietiséget jelenthet a Zaki [10] altal
javasoltdiffsetekalkalmazéasa

+ Y .
c w
1 1
) 2 2
3 3
. = ) J
0 AR o .

3. abra - ECLAT algoritmus - jel6ltallitas és a tanogatottsag meghatarozasa [1]

7.3. FP-growth algoritmus

Az Apriori algoritmus a jel6lt elemek allitasaval éllerdrzésével jeleriisen csokkenti a
potencialis gyakori elemhalmazok szamat. Azonbaidhat igy is két nem elhanyagolhato
koltség, a nagy mennyiségeldlthalmaz generdlasa és az adatbazis tobbénririsgaladsa, a
jelélthalmazok mintaillesztése. A problémara megstchydjthatnak a mintandvegljarasok,
mint pl. az FP-growth algoritmus [7].

Az FP-fa egy keresztélekkel és egy fejléc tablaki@ovitett széfa. Minden bebs
csucshoz tartozik egy elemnév, egy szamlald, aminagatja, hogy a gyokéit eddig a
csucsig tarto prefix hany tranzakcioban fordd €6 egy csucslink, mert az azonos cirtikéj
csucsok lancoltlista-sziggn 0ssze vannak kotve keresztiranyu élekkel. A légels elemére
mutat a fejléc tablanak az adott eleméhez tartomfatdja. A fejléc tablaalapveten az
elemnév és a lista fejének azonositojat tartalmeaara az FP-fa etsolyan elemére mutat,
ami egyezik a tdbla elemnevével.

TID liems hough Ordered) frequent i Header table ECOR
temms hought (Ordered) frequent items head of —— —

itern node-links ! g- --zq._ =T - = *'r_ |D‘

100} Foaed gimp foean p = ———=- -‘{_ ')" =5 il

L I S . o \"\-\.h:l-)___-‘{?:l_::

200 i, bye, flma freabm N SR i e &

300 fi'.,l"..f!.j.:r J"_,l':. :-.!" - . --.__ﬁ_{-:it]'_:i-}h% : CI?‘_-I_)

400 b kg p c.bp - 1] ..--.-- iy "“-G:l:;j: _-L(hh_ Bl i

500 a, feelp.mn foe.amp el T g '_.'_.'_-_ )

4. abra - Tranzakcios adatbazis és a felépitett FR-[7]

Az eredeti adatbazis gyakori elemhalmazainak baayasa felépitett FP-fa vizsgalatara
vezetjuk vissza. A tapasztalatok alapjan az elem&zbk gyakorisag szerinti csokken
sorrendbe tarolasa a leghatékonyabb.

Minden gyakoria elemre meghatarozhatéak azon gyakori elemhalmanoddyek
tartalmazzalk-t, kbvetve a fejléc tabla jeli sorabadl indulo él listat. Minden vizsgalt elemhez
létrehozzuk a feltételes minta bazist, majd a felks FP-fat. Egy Uton aza csucsra
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meghatarozandd a gyakori mintéakat csak Bzre illeszked prefix Utjait kell 6sszegezni és
az ott szeregl csucsok gyakorisagat a vizsgalelem gyakorisaganak megfdleh kell
beallitani. Ezt rekurzivan ismételjuk, amig az erédy FP-fa Ures, vagy egyetlen Utvonalat
tartalmaz, melynek minden részutvonala gyakori aétirstd. igy edéllithatdak az elemet
tartalmazo gyakori elemhalmazok. Ezt az 6sszesaygyakemre megismeételveddllithato a
gyakori elemhalmazok teljes halmaza.

A harom bemutatott algoritmus a gyakori elemhalnte@mnyaszatban alapeljarasnak
tekinthet, melyeknek szamtalan javitott, mddositott valtazszriletett, melyekre itt nem
tudunk kitérni. Ugyanakkor a kinyert gyakori elerthazok mennyiség is kivanatossa teszi
olyan specialis technikdk alkalmazaséat, melye ségével tomor moédon vagyunk képesek
reprezentalni az eredményhalmazt.

8. Osszefoglalas

A gyakori elemhalmaz banyaszat volt az egyikd eddyan tertlet, mely mind elmélet,
mind gyakorlati sikon igazolta az adatbanyaszatt fjitudomanytertilt 1étjogosultsagat, mert
a korabbi médszerek egyike sem lett volna alkalern feladat megoldasara. Definialtuk az
alapfeladatot, bemutattuk azokat a fontos algosiwkat, melyek alkalmasak a probléma
hatékony és gyors megoldasara. Természetesennitttérekedhettlink a teljességre, hiszen
szamtalan egyéb algoritmus is létezik, azonban egeite mindegyike a harom
alapmodszertd épitkezik. Ugyanakkor specialisan kialakitott #@daisokhoz mindig
létrehozhatdak olyan eljarasok, melyek abban att @adetben hatékonyabbak lehetnek, mint
a tobbi. Fontos megjegyezni, hogy a kiulénhoelvben hatékony algoritmusok gyakorlati
mikodését nagyban befolyasolja az implementacié bat@éaga is.
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A (4,5,4,5) mozaikhoz tartozo Kkristalynovekedési hanyados

Németh La&szlo
NymE EMK Matematikai Intézet

ABSZTRAKT. Ebben a cikkben egy hiperbolikus félig szabalyuszaik, a
(4,5,4,5) mozaik kristalyndvekedési hanyadosatrbaraik meg, amely egy
cella koéré létrehozott, egymas utani dvezetek etdmsai hanyadosainak
hatarértéeke.

1. Bevezetés

Tekintsiink egy mozaikot. A mozaik egy téieges elemét (vagy egy pontjat) tekintsik
0. bvezetnek. AA4. dvezet tartalmazza azokat a mozaikelemeket, megkekan k6zos pontja
a 0. ovezettel. Ezen Ovezetek kdré hozzunk létre tovébbzeteket a kdvetkézrekurziv
maédon. Az(i + 1). bvezet alljon azokbdl a mozaikelemékbmelyeknek van legalabb egy
k6z0s csucspontjuk d@zovezettel, de nincs egyetlen kdz6s pontjuk serfi azl). dvezettel
(i > 1). Jelentser; az i. 6vezetben le¥ mozaikelemek (vagy cellak) szamat, ekkor
alim,_,(r;+1/7;) hatarértéket, Vermes |. javaslatara, a mozaikhapzo kristalynévekedési
hanyadosnak nevezzik. A hiperbolikus szabélyos ikokza&setében nem csak a sikban ([1],
[2], [6]), hanem t6bb dimenzios terekben is kiszh&komar e hataréerték ([3], [4], [5], [7]). A
tovabbiakban egy félig szabalyos esetre, a hipigumlsikbeli (4,5,4,5) mozaikra vizsgaljuk
meg a kristalyndvekedési hanyadost.

2. A 0. ovezet egy szabalyos otszog

Tekintsuk a (4,5,4,5) félig szabalyos hiperbolikmsozaikot. A mozaik minden
csucspontjaban kéttszabalyos négyszdg és KeHzabalyos 6tszdg valtakozva érintkezik.
Legyen a). 6vezet a mozaik egy szabalyos 6tszoge (1. Abmibkan az etsnéhany dvezet
elemei azonos szinekkel (azonos arnyalattal) vajetale.
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A 0. Ovezet OtszOgének cslcsait nevezAlktipusi pontoknak. Tovabba az egyes
Ovezeteken I&y minden olyan 6tsz6g pont& tipustunak hivunk, melyekhez csak dgy
Ovezetbeli mozaikelem tartozik. A masik harom ekekdvetked 6vezetben van. Legyen az
i. bvezeten le§ csucsponB tipusy, ha két. és két(i + 1). Ovezetbeli elem kdzos cslcspontja
(2. &bra). Jelolja; azi. dvezetbeliA tipusu pontok szamai; azi. 6vezetbelB tipusu pontok
szamét. Ekkor az 1. abra alap@n=>5, b, = 0 ésry, = 5, valaminta; = 10, b; = 10 és
r, = 10, tovabbéa, = 25, b, = 30 ésr, = 30.

Tétel. Mindeni-re teljesul, hogyt;,; = 2a; + %bi, b;y1 = 2a; + b; ésr;.4 = 2a; + b;.

BizoNYiTAS. A fentiek alapjan lathatjuk, hogy az allitas 0 ési = 1 esetén teljestl. Most
tegyuk fel, hogy tetstegesi—re is igaz a tétel. Az Ovezet kil§ hatardn 1é¢ egyesA ésB
tipusu pontokhoz rendeljik hozza azokatiaz 1). 6vezet kil§ hataran le§ csucspontokat,
melyek mozaik élek szamat tekintve a legkdzelebibnak az adott ponthoz. Kor, illetve
négyzet jeloli ezeket az &, illetve B tipusu pontokat (2. abra). A hozzarendelés apntok
esetén egyeértelim de egyB ponthoz hozzarendelt & tipusu pont egy masik 6vezetbeli
ponttol is ket ,élhossz” tavolsagra van. Az ilyemnpok szamat, a tébbszori beszamolas miatt,

csak%—es szorzoval vessziik figyelembe az adbypontnal. igy adodik, hogy a& pontok

esetén az W, illetve B pontok szama is 2, 6vezetbelB pontok esetén pedig 1 2%5

Hasonl6an minden csucsponthoz csatlakozik a kozétkeezetlél harom vagy ket
mozaik elem. Egy tet§legesA pont esetén egy mozaik cella (szabalyos otszé@)akszik
kizardlag a tekintett ponthoz, a masik ketella mindegyike egy-egy tovabbibvezetbeli
ponthoz is csatlakozik. Hasonl6an adzéekhez, a multiplicitas elkertlése végett, csak a

szamuk felét vesszik figyelembe a tekingegponthoz, azaz szamuk 6sszesen?2 % = 2.
Hasonléan szamolva egy teikzyesB pont esetérR E: 1 Uj cellat kapunk. A 2. abran
lathato eseteken kivil tobb eset ninss.

Az 0. tételben szerepl; ésb; rekurziv sorozatok kdzotti 6sszefliggeést irjuknfgtrixos

formaban. Ekkor
a: a:
(i) =M (5,)

1
M=<2 E).
2 1

Ismert, hogy aim,_, (r‘i) hatarérték megegyezik a¥ matrix legnagyobb valés

Ti
sajatértékével [3] [4] [5]. Ezek a sajatértéke?éﬁ és a%g ami bizonyitja a kovetkéz

tetelt.

ahol
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1. Tétel. A (4,5,4,5) hiperbolikus félig szabalyos mozaikstiéynovekedési hanyadosa
F < 2,6180.

2. A 0. ovezet egy csucspont

Vizsgaljuk meg a mozaikot arra az esetre, lfa@vezetnek egy csucspontot tekintiink
(3. abra). Ekkor definialnunk kell edy tipusu pontot is. Legyen egydvezet kil§ hataran
lévé csucsponC tipusu, ha csak egydvezetbeli négyszégnek csucspontja. Ekkor a & abr
alapjana, = 0, by = 0, ¢, = 0 ésr, = 0, valaminta, = 4, b; = 4, ¢c; = 2 ésr; = 4, tovabba
a, =12,b, =16,c, = 2 ésr, = 16.

3. Tétel. Mindeni > 1-re teljeSUI, hogwi+1 = Zai + %bl + ¢;, bi+1 = Zai + bi + ZCi!
Ci+1 = C; ésri+1 = Zai + bi + 2Ci'
BizONYITAS. A tétel bizonyitasa teljesen hasonlé az 0. tBiebnyitdsahoz. AC ponthoz

hozzéa rendelt Uj csucspontok szaméat a 4. abrértdhlet olvasni. Az abran @ pontokat
haromszoggel jeldljiuk.

4. abra
2 1/, 1

Ebben az esetben kapoM =, 1 2| matrix sajatértékei nyilvanvaléan
0 0 1

megegyeznek az &0o6 esethez tartozd rekurzi6 matrixanak sajatértékeivehat a
lim;_,q, (”ri) hatarertek sem adhat mas eredmeéniyt.



60 Németh L.

3. Az {5,4} szabalyos és a (4,5,4,5) félig szabalyos hiperbolikus
mozaikok dsszehasonlitasa

A (4,5,4,5) félig szabalyos mozaik az {5,4} szalwély hiperbolikus mozaikbdl
csonkolassal szarmaztathato. Ha az {5,4} mozaikdenn6tszdgét a szomszédos oldaliélez
pontok altal meghatarozott egyenesek mentén lekdgfua kapcsolodo levagott részeket
egyesitjuk a négyszogeres 6tszogekdl allé mozaikot kapjuk. Ez az 5. aran jol lathato.

5. abra

Ha a (4,5,4,5) mozaik minden négyzetét az atldiktére felvagjuk haromszoégekre és a
szomszeédos Otszogekkel egyesitjiuk, akkor az {5,d¢aikot kapjuk. Felmerilhet a kérdeés,
hogy mivel a két mozaik egymasbdl szarmaztathaszeakezetik nagyon hasonld, esetleg a
kristalyndvekedési hanyadosuk is megegyezik. Médik.és [5] alapjan az {5,4} mozaik
kristalyndvekedési hanyado®at 3, ami nem egyezik meg a fent kiszamolttal.
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