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Kockazat és valoszinlseg

FONAGY JULIANNA

A valdsziniségfogalma az oktatdsban szinte elvélaszthatatlan a kockdzastol, mig
a hétkéznapi életben e fogalom inkéabb a kockazathoz kapcsolddik. A valdszind-
ségnek a szerencsejatékokon keresztil torténd bevezetése természetes modon
adddik, igazodik matematikatorténeti kialakuldsahoz is, ugyanakkor az alkalma-
zdsokban oly fontos kockdzatszemléleti vonatkozasai elsikkadnak, pedig napja-
inkban a biztonsdg és kockazat mérlegelése egyre jobban elétérbe kerdl, egyre
inkabb dthatja mind az tzleti, mind a mdszaki életet. A gazdasdgi €s a mdszaki
szakemberek mar régota végeznek kockazatelemzeéseket, amelyek soran jelentds
tapasztalatok és olyan dltaldanosithato eredmények is felgydltek mar, melyeket
érdemes lenne az iskolai oktatasba is bevezetni.

A valészinlség kifejezést alapvetéen haromfajta értelemben hasznaljuk: elméleti va-
|6szinliség, empirikus valészinlség illetve hipotetikus valésziniség. A valésziniség ta-
pasztalati fogalmanak matematikai definiciéja, a Kolmogorov-féle axiomatikus megfogal-
mazasa az elméleti valésziniiség értelmezését hatarozza meg. Az elméleti valészinlség
alkalmazasakor az adott jelenségkart tulajdonképpen egy jol meghatarozott matematikai
modellel irjuk le, és a vizsgalatokat is ebben a modellben végezziik a valészinliségsza-
mitas matematikai apparatusanak felhasznalasaval. Az oktatasban alapvetéen ennek
egy tulegyszerisitett formaja, a kombinatorikus valésziniség jelenik meg. A szerencse-
jatékokhoz, az urna-modellekhez kapcsolédo feladatok esetszamlalasra vezetnek. Az el-
méleti valészinlség fogalmanak a kombinatorikus valésziniség fogalmara torténé deg-
radalasa az alkalmazhatésagi kor lesziikilését eredményezi. Az empirikus valészinlség
az el6fordulasi gyakorisagok, a relativ gyakorisagok statisztikai elemzésével jelent meg
elsésorban a biztositasi kockazatok vizsgalatahoz kapcsolédéan. A Bernoulli-féle nagy
szamok torvénye elemi szinten teremt kapcsolatot e kétféle felfogas kozott. Mind az el-
méleti, mind az empirikus megkozelitésrél egyrészt megallapithato, hogy csak tomegje-
lenségek vizsgalatara alkalmas, masrészt a felvetédé kérdések altalaban 6sszefonodnak
valamilyen ,gazdasagi optimum” megitélésével. A valésziniliség fogalmanak kombinato-
rikus szintet meghaladé elméleti megkozelitése az iskolaban meglehetésen reménytelen
véllalkozasnak tetszik a valészinlségszamitas klasszikus felépitése alapjan, a témakor
feldolgozasanak elvontsaga idegen a tanuldktdl. Az iskolas korosztalyhoz az empirikus
valésziniiség, a statisztikai megkozelités |ényegesen kozelebb all, gyakorlatias felfogasa
és a kisérletezés lehetésége jelentdsen megnoveli az elsajatitds hatékonysagat, és al-
kalmazhatésagi teriletét is jelentésen kibdviti.

A hipotetikus valészinliség mint az esély hétkdznapi fogalma minden emberben él, tu-
domanyos megitélése, jellemzése meglehetésen nehéz feladat, bar kétségkiviil jelentds
hatasai vannak a kilonb6z6 dontések meghozatalaban. Az esély szubjektiv fogalmanak
valészinlségelméleti és statisztikai megkozelitésével e fogalom csak részben kezd ob-
jektivve valni, ugyanis a matematikai illetve statisztikai valészinliség nem hordozza én-
magaban a hipotetikus valészinliséghez szervesen kapcsolédd dsszes jellemzét, hia-
nyoznak bel6lik példaul az esély mérlegeléséhez kozvetlenil kapcsolédé gazdasagos-
sagi momentumok. (Szamos vizsgélat tdmasztja al&, hogy a ritka, de stlyos kovetkez-
menyekkel jar6 eseményeket — atomerémiivi meghibasodasok — az emberek teljesen
eltér6 médon itélik meg.) A hipotetikus valésziniiség pontosabb jellemzéséhez altaldban
olyan modelleket alkalmazunk, melyekben az elméleti illetve empirikus valészin(iségek
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mellett az egyes események kovetkezményei is szerepelnek, ezt leggyakrabban valami-
lyen ,koltségfliggvénnyel” prébaljuk figyelembe venni.

A hipotetikus valésziniség alkalmazasakor valéjaban egy hallgatélagos analégiat té-
teleziink fel. Az adott esemény bekovetkezését egy valészinlségelméleti illetve statisz-
tikai modell segitségével mérlegeljiik. A tapasztalat sok esetben megerésiti ezeket az
analdgiakat, ezért gyakran megfeledkeziink az alkalmazott analégia érvényességi koré-
nek vizsgalatardl, ami sokszor megengedhetetien altalanositasokhoz vezet. igy nyer ér-
telmet példaul az olyan kijelentés, hogy egy konkrét, egyedi esemény bekovetkezésének
is van valészinlsége, holott a matematikai és a statisztikai értelmezés is egyértelmien
csak tomeges jelenségek leirasara szolgal. Ennek ellentmondasara mar sokan ramutat-
tak. Wartofsky ezt a problémat a kévetkezd példaval szemlélteti (9):

Az iszakosoknak kevesebb mint 1 szazaléka egyetemi tanar.

A Filozéfiai Szemle olvaséinak tobb mint 99 szazaléka egyetemi tanar.

Andrés iszakos és rendszeres olvasdja a Filozéfiai Szemlének.

Ezekbdl a premisszakbol két statisztikailag ellentmondé kévetkeztetésre juthatunk, hi-
szen kimutathatd, hogy egyrészt Andras legaldbb 99 szazalék valészinliséggel, mas-
részt legfeljebb 1 szazalék valészinliséggel egyetemi tanar. A tomegjelenségekre alkal-
mazott médszerekkel egyedi, konkrét esetet jellemezni nemcsak bizarr 6tlet, hanem 6n-
magaban ellentmondast hordozé gondolat is, amivel még tudomanyos igényd érvelések-
ben is talélkozhatunk. A Drake-formula — amely a Tejutrendszerben jelenleg |étezé civi-
lizaciok szamat hivatott megaéllapitani — tipikusan a hipotetikus valésziniség fogalméara
épit. Az egyes tényezdk becslésének megbizhatésédga megkérdéjelezhetd, amit az 1. db-
ran a haromszog prébal jelképezni. Azok a becslések, amelyek az N = 1 és N = 0 értéket
hozzak ki eredményll, az élet kozmikus maganyossagat, illetve a civilizacionk valami-
lyen nem természetes Uton valo keletkezését igyekeznek valészinisiteni. E hipotézisek
ilyen irdnyu tudomanyos igazolasara tett kisérletek nyilvan elvileg is hibasak, hiszen eb-
ben a felfogasban a formulaban szerepl6 utolsé négy tényezé elvileg sem értelmezhetd.

N = Tejutrendszerinkben jelenleg létezé civli-
zaciok szama
A = Galaxisunkban évente szileté csillagok
szama
B = a csillagok hanyadrészét ovezi bolygo-
rendszer
C = abolygérendszersk hanyadrészén kedve-
2z6k a fizikai-kémiai viszonyok
N= ABC | DE FI G D = a kedvezé adottsagli bolygokon milyen
vasldszinliséggel alakul ki bioszféra, azaz az
élet
E = a bioszféraban milyen valésziniséggel
alakul ki az élet a rendelkezésre allo id6 alatt
F = fejlett civilizaciok kialakulasanak valoszi-
nisége
1. abra G = a civilizaciok varhato élettartama
A Drake-formula és tényezdinek megbizhatosdaga

Sztochasztikus folyamatok

Avéletlen jelenségeket kétfajta felfogasban is szoktak értelmezni. Az egyik felfogasban
objektiv véletlen jelenség nincs, csak tudasunk, ismeretlink hidnyos ahhoz, hogy a je-
lenséget kialakité és befolyasolé 6sszes tényezét figyelembe tudjuk venni, ezért eseten-
ként kénytelenek vagyunk mas médszerekkel kozeliteni egy-egy jelenség leirasahoz. £
felfogas hivei gyakran idézik Einsteint: ,Nem hinném, hogy Isten kockazna a kozmosz-
szal.” A véletlen jelenségek mas felfogasban objektiven Iéteznek, a természet szerves
részét képezik. A véletien matematikai fogalmara alapitva is logikusan, kovetkezetesen
megmagyarazhatok és értelmezheték a legkiilonb6z6bb természettorvények is. Gyakor-
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lati szempontbdl mindkét felfogas hivei egyetértenek abban, hogy a véletlen jelenségek
leirasi modijait, jellemzdit célszerd minél jobban megismernink, hiszen az uj ismeretek
megszerzésének egyik altalanosan jarhaté utjan ezeket fel kell hasznaini.

A véletlen jelenségek, a sztochasztikus folyamatok leirdséra tobbnyire jelmodelleket
hasznalunk. A jeleket a 2. dbrdn lathaté médon szokas felosztani.

JELEK
determinisztikus jelek sztochasztikus jelek
periodikus nemperiodikus stacionanus nemstacionarius
jelek jelek Jelek jelek
; altalanos kvazi : : nem-
sznne T::os periodikus | periodikus trgr;lz;ins erg:lc; |:us ergodikus

J Jelek jelek ) ) jelek

2. abra

A jelek egy szokdsos csoportositasa

E jelmodellek &ltalaban idéfiggvényekkel, id6sorokkal dolgoznak. A determinisztikus
jeleket egy-egy konkrét idéfiiggvénnyel irhatjuk le, mig a sztochasztikus jelek leirasaval
az idésorok analizise foglalkozik részletesen. Az idésorok analizise soran tébbnyire k-
l6nb6z6 atlagolastechnikak alkalmazasaval igyeksziink a nagy ingadozasu véletlen je-
lenségeket kiszlrni, nagyobb stabilitassal rendelkez6 mutatokat meghatérozni, a szto-
chasztikus folyamatot egy determinisztikus és stacionarius részre bontani. A determinisz-
tikus komponens leggyakrabban egy szezonalitas (periodikus rész megragadasa) és egy
trend jellegii részbdl all. Az alkalmazott modellek tehat altaldban trend + szezonalitas +
zaj tipusuak. (3.abra)

Szezonalitas
Zaj
Trend

3.dbra
Trend + szezonalitas + zaj modell

_Ezen felbontas el6éllitasara kiulonb6z6é médszereket alkalmazunk. Gyakran eltekin-
tink bizonyos komponensektél, igy példaul a valészinlségszamitas oktatasa soran tobb-
nyire olyan folyamatok keriilnek elétérbe, amelyeknél a zaj komponens dominal, a masik
ketté pedig elhanyagolhaté. Didaktikai szempontbdl ez érthetd, de ugyanakkor a tiszta
zaj komponens targyalasakor tébbnyire kimaradnak olyan alapveté jelentéségti ismere-
tek, tételek, melyek e leirdsi médok megértéséhez hozzatartoznak, pedig akar a kombi-
natorikus valészinliségeken keresztiil is bemutathaté az étlagolastechnikara oly jellemzé
Osszegképzés hatasa, mely szerint a varhaté értékek algebrailag 6sszegezédnek, mig a sz6-
rasokra a négyzetes osszegzGdés érvényesil fiiggetlenség esetén. A nagyobb elemszamu
minta esetében tehat az atlag ,relativ hibaja” kisebb lesz, azaz matematikailag:
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M(X14x2+...4Xn) = M(X1) + M(x2)+...+M(xn) = n M(x)
D?(x14X2+...4+Xn) = D?(x1) + D?(x2)+...+D%(xn) = n D?(x)
DX1+x2+4...4+Xn) 1 D(Xx)

M(X1+ X2 + ... +Xn)  Yn M(X)

ami az atlagos ingadozas mértékének % szerinti csokkenését is eredményll adja és

ramutat arra, hogy 0sszegzés esetén a véletlen ingadozasok, ,hibak” milyen mértékben
ejtik ki egymast. Hasonlé észrevételek flizhetdk a fliggetlenség, a korrelacié és a reg-
ressziéval kapcsolatban tapasztalhaté hianyossagokhoz is, pedig ezek alapvet6é szem-
léletformalé szerepet tolthetnének be a kockazat pontosabb hétkéznapi értelmezéséhez,
megitéléséhez és alkalmazéasahoz.

A kockazat valoszintiségelméleti értelmezése

A kockazat értelmezése soran a tovabbiakban a miszaki alkalmazésokat tartjuk szem
elétt, amit a haszndlt terminoldgiaval is jelzink, bar a gondolatok érvényesek mas szak-
tertileteken is. Egy létesitmény kapacitasanak mindig a szlikséges miszaki igényekhez
kell igazodnia. A vallalt kockazat tulajdonképpen mindig egy olyan esemény bekovetke-
zésének a valészinlsége a tervezett élettartam alatt, amikor a |étesitmény kapacitasa
kisebbé valik a sziikséges miszaki igénynél. A valészinliségelmélet alapjan torténé mé-
retezés alaposszefliggésének matematikai megfogalmazasa

P{R(t)-S(t)>0} > 1-1/k
0<t<T
vagy mas alakban
P {R(t)-S(t)<0} < 1/k
O<t<T

ahol R(t) a tervezett |étesitmény kapacitasa, S(t) a muszaki igény, T a tervezett élet-
tartam és 1/k a vallalt kockazat. Szaktertletenként a kapacitas konkrét tartama termé-
szetesen valtozik. Jelenthet példaul fltési hételjesitményt hétani méretezés esetében,
vizhozamot hidraulikai méretezésnél, teherbirast, ha er6tani méretezésrél van szé. Egy
|étesitmény tervezésekor altaldaban tobbféle kapacitasrdl is lehet beszélni. A szakégak
szerinti kapacitasok altalaban elsé kozelitésben egymastdl fliggetlennek tekintheték. A
létesitmény kapacitasa egy valdsziniiségi valtozé, ami id6sort alkot. Ez altaldban két
részbdl tevédik ossze :

R(t)

S(t)

4. abra
A kapacitas és a miszaki igény idésorai




FONAGY JULIANNA

— egy trend jellegd rész , ami idében determinisztikusan valtozik .

— eqgy véletlen jellegi rész, aminek valtozésa sztochasztikus folyamatot képez.

A létesitmény tervezett élettartama alatt a kapacitas tébbnyire trpndszeruen csokker]o.
(A kapacitas, mint valészindségi vattozé ismert, ha eloszlasfiggvénye ‘adp'n.Ag eloszlas-
figgvény eldallitdsa a gyakorlatban szamos nehézségbe (itkozik, ezért aIta[aban ava-
I6szinségi valtozé jellemzésére a varhaté értékét, szérasat, ferdeségét, cstcsossagat
stb. szokas hasznalni.)

A miszaki igény konkrét tartama szakaganként szintén valtozik. Jelentheti példaul a
mindenkori tényleges hsziikségletet hitani méretezés esetében, egy vizlépcsS vizat-
bocsajtasat hidraulikai méretezésnél, egy athidaléban ébresztett hajlitdigénybevételt, ha
erétani méretezésrél van szé. Egy Iétesitménnyel kapcsolatban altaldban tobbféle mu-
szaki igényrél is beszélhetiink. A szakagak szerinti miszaki igényekré| elsé kozelitésben
feltételezhetd, hogy azok egymastdl figgetlenek. A miszaki igény is valészinlségi val-
tozd és idébeli valtozasa kovetkeztében idésort alkot. Ez altalaban szintén két részbdl
tevédik 6ssze, egy trend jellegl részbdl, ami idében tobbnyire novekvé és egy véletlen
jellegii részbdl. Eloszlasfuggvényének elGallitasa a gyakorlatban tobbnyire nehéz és kolt-
séges. A valészinlségi jellemzdk (varhaté énék, szoras, ferdeség, csucsossag) megha-
tarozasa lényegesen egyszeriibb, ezért ezeket hasznaljak jellemzésére. (1) és (5)

A méretezési tartalék

A kapacitas és a miszaki igény kulonbsége a méretezési tartalék [Y(t)], ami tulajdon-
képpen a biztonsagot jelenti:

Y(t) = R(t) - S(t).

A méretezési tartalék konkrét jelentése lehet hétartalék hétani méretezésnél, viz-
emésztési tartalék hidraulikai méretezésnél, teherbirasi tartalék, ha erétani méretezésrol
van sz6. A méretezési tartalék értelmezése kovetkeztében szintén valészintiségi valtozo,
ami idésort alkot, azaz két részbdl all: egy altalaban trendszerlien csokkend részbdl és
egy véletlen jellegil részbdl, ami ugyancsak sztochasztikus folyamatot alkot. A valészi-
niségi jellemzdk elGallitasa kilonosen egyszer(, ha az R(t) kapacitas és az S(t) miszaki
igény egymastdl fliggetlenek. (A méretezési tartalék siriségfliiggvényét ilyenkor a ka-
pacitas és a miszaki igény sdrlségfliiggvényének konvoliciéjaként lehet meghatarozni,
de ennek a megallapitasnak inkabb csak elvi jelentésége van.)

A gyakorlatban alapkérdésként vetédik fel, hogy mekkora legyen a vallalt kockazat
mértéke. Ennek meghatarozasa alapvetéen két kilonb6zé modon torténhet:

— szabalyzatokban, szabvanyokban eléirt értékek kozvetlen vagy kozvetett megada-
saval,

— gazdasagi meggondolasok alapjan, a koltségoptimum megkeresésével.

A masodik eset alkalmazhatésagahoz természetesen egy ,koltségfuggvény” elGallita-
sara is szlkség van, amelynek tartalmaznia kell a beruhazasi koltségeket, az izem és
fenntartasi koltségeket és a ki nem elégitett igények miatti, esetleg a tonkremenetelkor
okozott kart az elmaradt hasznot is beszamitva.

A biztonsag eltlinése, azaz a méretezési tartalék zérussa valasa alapvetéen két k-
I6nb6z6 médon kovetkezhet be:

—Y <0 alétesitmény meghibasodasahoz vezet

;: < 0 az igények részleges ki nem elégitettségét jelenti, de a létesitmény nem hiba-
sodik meg.

Az elsé esetben a kockazat 4ltaldban 10 — 107" értékek kozott valtozik a meghibaso-
das kovetkezményeinek fliggvényében. A méasodik esetben Y < 0 bekovetkezése a ter-
vezett élettartam alatt altaldban 90%-nal nagyobb. Péld4ul egy vizellatasi rendszer vagy
egy fltésirendszer tartaléka a tervezett élettartamon belill nagy valésziniséggel zérusra
csokken. Lathaté, hogy a vallalhaté kockézat tobb nagyséagrendet lefed a konkrét feladat
jellegétdl fliggéen.
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Koltsegfliggveny

A vallalt kock&zat mértékének objektivabb megitéléséhez gyakran alkalmazzak a kolt-
ségfiiggvény-médszert. Ezekben a vizsgélatokban gazdasagi elemzések alapjan eldal-
litanak egy koltségfliiggvényt, amelynek alakja tobbnyire a kovetkez6, ha az élettartamon
belul a létesitmény tonkremenetelével nem kell szamolni:

j
K=C+—L=1_(L+D)
q Q-1

ahol a kifejezés masodik tagja a folyamatosan jelentkezé koltségeket és karokat a
hasznalatba-vétel idépontjara tokésiti.
A beruhazasi koltségek (C) altaldban j6 kozelitéssel a kovetkezo alakba irhatok:

C=Co (bo + b1 Ink)

ahol Co az optimalisan vallalt kockazathoz tartozé |étesitési koltség. Az izem és
fenntartasi koltségek (L) altalaban j6 kozelitéssel a kovetkez6 alakba irhatok:

. b2
L =Lo (bs +b3|nk+lnk)

Az igények részleges ki nem elégitettségébdl (példaul ftési rendszernél alulf(itottség,
vizellatasnal a vizkorlatozas stb.) eredd karok (D) jellege kilonb6zé lehet. Ez esetenként
objektiven meghatarozhato, esetenként pedig hipotetikus médon torténik. (Tavfiitésnél
példaul lehetséges hipotézis hogy a fellépé héenergiahiany altal ,,okozott kart” a ,villa-
mosenergiaval valé pétlasanak” koltségével torténd elszamolasa, de lehet mas jogi alap-
ra helyezett szubjektiv ,karfliggvényt” is alkalmazni.) Tobb szakterileten a karfiggvény
jol kozelithetd az alabbi figgvényalakkal:

bs
D =Do (bs+77)

Az igy kapott kotségfliggvények optimumanak megkeresése k-szerinti derivalassal a

kovetkez6 eredményt adja:

1
bo - Ed + bs - L
Co Co
Kopt = exp | —

9. @=1 , .p Lo
i1 ;

A K"(kopt) > 0 is konnyen igazolhatd, azaz a koltségfliggvenynek valéban minimuma
van. A képletben szerepl6 paraméterek alkalmas becslésével tehat gyakorlatilag is elér-
hetd lenne a kockazati tényezé objektivebb megitélése.

E tomoren vazolt gyakorlatias modell olyan széles korben elterjedt, hogy gyakran uni-
verzalis altalanositasaival is talalkozhatunk, amelyek példéul az emberi életet is pénzben
fejezik ki, ahhoz, hogy a karfliggvényt meg tudjak hatarozni. Ezek a torekvések szakmai
korokben is gyakran vitatottak, hiszen e becslések szubjektivitasa kovetkeztében fellépd
jelentds bizonytalansagi tényezék mellett sulyos etikai kérdések is felvetddnek. E szem-
|életmod ismerete azonban feltétlentl hasznos, kiilondsen akkor, ha ismerjuk korlatait is.

A megbizhatdsag jellemzése

Az energiarendszerek megbizhatésagi vizsgalataiban az elébb emlitett problémak
nagy része nem lép fel. A vizsgalatokra altalanosan jellemzd, hogy a megbizhatésagot
a fogyaszté szempontjabdl vizsgaljak, azaz a megbizhatésag és az ellatasbiztonsag fo-
galma lényegében egybeesik. Az alkalmazott modellek kivétel nélkil a valészinliségsza-
mitason alapulnak. A feladat bonyolultsaga miatt a fogyasztok ellatasanak biztonsaga
csak tobbféle megkozelitésben, kilonb6zé modellek segitségével vizsgalhato kielégito
médon. A szakirodalomban harom f6 megkézelitési médot alkalmaznak:
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— tervez8i megkézelités (hosszutavu megbizhatésag)

— iranyitastechnikai megkozelités (stabilitas)

— lizemeltetGi megkozelités (rovidtavi megbizhatésag)

Egy energiarendszer megbizhatésaga a fogyaszté szempontjabol Iényegében az el-
latasbiztonsag fogalmaval esik egybe. A szakirodalomban a megbizhatésagelméleti vizs-
gélatoknal az energiarendszer alapelemeinek szintézisével egy egységes gyakorisag-
idétartam alapt modellrendszer megalkotasa a cél. Ezt 4ltalaban részmodellek (er6ma-
park- vagy rendelkezésreallds-modell; fogyasztéi- vagy terhelés-modell) halézatmodell;
sorozatanak megalkotasaval és ezek szintézisével (Monte-Carlo médszerek) prébaljak
elérni. Konkrét szamszer(sitett eredmények a villamosenergia-rendszerekre ismerete-
sek. Az ilyen tipusti modellek identifikalasanal sdlyos problémakat jelentenek altalaban
az alabbi tényezdk:

— akiesési valésziniségek kicsik, ezért sok mintara van sziikség (kilonésen az atvi-
v6- és elosztohalézatok esetében),

— ha az egyes esetek fliggetlensége nem tételezhetd fel, akkor komoly nehézségeket
okoz a tébbdimenziés eloszlasok matematikai kezelése.

A megbizhatésag jellemzéséhez természetesen nem elégséges a k kockazati érték
megadasa, hiszen lathaté, hogy ezekben az esetekben az élettartam alatt szinte biztosan
bekovetkezik meghibdsodés. A meghibasodasok gyakorisaga mellett a kiesések idétar-
tamanak és mértékének is jelentds szerep jut az ellatasbiztonsdg megitélésében.

Az élettartam definidlasa jelentésen befolydsolja a kockazat értékét. Hosszabb élettar-
tam feltételezése esetén nyilvan nagyobb kockazattal kell szamolnunk. Egy-egy beren-
dezés esetén a megbizhatésagot gyakran megprobaljak az elemi részek megbizhatésa-
ga alapjan jellemezni. Elektronikus berendezések esetében néhanyszor mar sikerrel al-
kalmaztdk e médszert. Az eljaras lényege, hogy az egyes alkatrészek soros ill. parhuza-
mos kapcsoldsa alapjan az elemi részek megbizhatésaga alapjan épitik fel a rendszer
ered6 meghibasodasat. (3) E valészinlségelméleti modellek gyakorlati alkalmazéasa
azonban meglehetésen korlatozott, hiszen rengeteg mérési adatot igényel, ami altalaban
nem all rendelkezésre.

|
|
| |

Beuzemeles Eleftartam Tuleles

5. dbra
A mukoddképes készilekek szamdnak alakulasa az idé faggvenyében

2 A tgqlren‘qegésgk meghibdsodasanak statisztikai vizsgalata egyszer(bben elvégezhe-
16. Kulonbozd terileteken nagy mennyiségben gyartott késziilékre vonatkoz6 vizsgalatok

azt mutatjak, hogy az id6 fliggvényében a mikodéképes késziilékek szdma az 5. dbran
lathaté médon alakul.
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Az eddigiekben vazolt szemléleti formak hasznos segédeszkoznek bizonyulhatnak az
oktatdsban is a gyakorlati szempontbél oly fontos megbizhatésag-kozkazat-valészin(-
ség fogalomrendszer jobb megismeréséhez, ugyanakkor e jellemzési médokkal kapcso-
latban meg kell allapitani, hogy kizarélagosan tomeges jelenségek jellemzésére alkal-
mazhatok. Az egyedi, konkrét jelenség kockazatelemzéséhez ma mar mas a véges ma-
tematika korébe tartozé, altalaban relaciok analizisét alkalmazé médszereket alkalmaz-
nak (2) és (4).
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Feladatok matematikai
tehetséggondozashoz

SZIGETI BELANE

A legjobbakkal vald foglalkozés tervezése, megszervezése és rendszeres veze-
tése az oktatomunka egyik legszebb és legfontosabb feladata. Az aldbbiakban a
teljességre torekvés igénye nélkil a Cauchy-féle egyenlétlenséggel kapcsolatos,
4. osztalyos szakkdrén, egyetemi eldkészitén — vagy ezek hidnyaban — iskolai
programozott pontversenyen felhasznalhato feladatsorozatot mutatok be. Diffe-
rencidlt foglalkozdsok sordn a tanulok megfeleléen valasztott feladatok megolda-
sdval eljuthatnak az egyenldtlenség kilonbozd dltaldnositdsahoz, bizonyitasi
igénylik és eszkoztaruk fejlédik.

A szamtani és mértani kdzepek kozotti
egyenlétlenség alkalmazasa
A tanuldk j6l ismerik a két pozitiv szam szamtani és mértani kozepére vonatkozo
osszefliggést, nevezetesen, hogy:
ai+az

> vajaz

Ennek az osszefliggésnek a birtokaban szamos, latszélag tavoli terlilethez tartozo fel-
adat gyorsan és elegansan megoldhato.

1.a. Azonos kertiletd téglalapok kozil melyiknek a legnagyobb a terdlete?

1.b. Azonos terdletd téglalapok kozil melyiknek a legkisebb a kertilete?

Megoldés: Ha a és b a téglalap oldalai, a Cauchy-féle tétel alkalmazasaval

a) - a+b)a K?
T_a-bs(—2 j =16

illetve b)
K=2(a+b)>Vab =4VT

ahol T a téglalap teriilete és K a keriilete, a=b esetében a téglalap négyzet.
A feladat szemléletes és egzakt megoldasa a tanulék tobbsége altal ismert, a késéb-

biekben egyes sejtéseket ennek alapjan fogalmazunk meg, ezért kerll bevezetéként a
feladatsor elejére.

2. Bizonyitsuk be, hogy barmely o. hegyesszogre

tga+ctgo 22
Megoldas:

tga - ctgo=1
helyettesitéssel

tga+ctgo>2Vtg o - ctg o = 2
megjegyzés: egyenléség akkor all fenn, ha
tga=ctga
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azaz

3.Legyenx>0,y>0,x+y=2

Igazolja, hogy
[2+1J(2+l )29
X y

%y-=1 és Vxy <1 ezért xy<1, igy ;—yz1

Elég igazolni, hogy
(i) 25

X -
1
X

Megoldds

+ >5

XY
Ez az egyenlétienség x +y = 2 és L > xy miatt minden x,y € R*-ra teljestil.

4. Szorozzuk meg a téglatest egyes oldallapjainak a terdletét a kertleteikkel. Bizo-
nyitsuk be, hogy az igy keletkezett hat mennyiség 6sszege legalabb akkora, mint a tér-
fogat 24-szerese. (OTV 1951. 2. ford.)

Megoldas: (1.)

A téglatest éleit a,b,c-vel jelolve a bizonyitand6 egyenlétlenség:

2 ab - 2(a+b)+2ac - 2(a+c)+2bc - 2(b+c) > 24 abc
azaz 4(a2b+b2a+a2c+c2a+bzc+02b) > 24 abc

4 abc-vel végigosztva:

§+E a+c+b+E 26
b asc b~

Egy pozitiv szamnak és reciprokdnak 6sszege legalabb 2, (ez a 2. feladatbdl is kitlnik)
egyenlétlenségilinkben pedig hdrom szamnak és reciprokanak 6sszege szerepel.

A feladat egyszeribben is megoldhaté, ha Cauchy tételét tetszéleges n pozitiv termé-
szetes szamra altalanositjuk.

1.a. és 1. b. térbeli megfogalmazésarél szemléletes, illetve a szélséérték-szamitas se-
gitségével igazolt ismeretekkel rendelkeznek a tanulok.

Tetel Legyenek a1, az...an pozitiv szamok, ekkor:

aj-tasst oaan n
—n—Z vaiagz--an

A bizonyitast teljes indukcidval végezzik.
Jeloljik ai, ap,...an szamtani kozepét A-val (aje R*,i=1, 2, ..., n). Célszerd jeloléssel
és permutéciéval elérhets, hogy

ar<apg<..<ap
Ekkor a szamtani kozepére teljesil, hogy:
ai < A< an

Mivel egyenl6 adatok esetén a szamtani és mértani kozép egyenlésége nyilvanvald,
tegytk fel, hogy az adatok kozott van két kiilonb6zé (pl. a1 és an)

A(@i+an—A)—ajan=(A-ai)(an—A)
a1 - an
A

aj+an—A>

tehat a bal oldal pozitiv.
A bizonyitandé allitas n=2-re igaz.

11
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Tekintsiik az az, as,...an-1,a1+an-A nem-negativ szamok szamtani kozepét:
az+ag+..+ant1+ar+an-A _nA-A_,

n-1 n-1

Az indukcids feltevés értelmében:

ai - an
A""Zaz«ag-- an-1(a1+an—A)>a2‘a3~»an_1——A

azaz
ai - an
A™'>a. a3 -ap1——
A
ai+az+... +an
n

A bebizonyitott tétel birtokaban érdemes visszatérnlnk a 4. feladathoz.

Megoldas: (11.) A bizonyitandd egyenlétlenség bal oldalan a’b, a’c, b°a, b’c, c?a, c’b
szamtani, jobb oldalan ugyanezek mértani kozepe all. Keriletre adandé becslésnél is
hasznalhatjuk a szamtani és mértani kozepek kozotti 6sszeflggest.

5. Egy hdaromszdgrdl tudjuk, hogy ab + bc + ca = 12 (a,b és ¢ a haromszog oldalai).
Milyen hatdrok koze eshet a hdromszaog kertilete? (KOMAL 1989. 39. évf. F2735)

Megoldas: Legyen k=a + b + ¢!

[EJZ_ a+b+c]2<a2+b2+c2

2 ay-azi-cran

3 3 3
k2 < 3(a2 + b% + c?) = 3(k? — 2(ab + bc + ca)) = 3k? - 72
ebbd| (1)
k? > 36 k>6
az egyenldség csak akkor all fenn, ha
a=b=tc =t
A maximum meghatarozasahoz tegyik fel, hogy
a>0;b2c20 és azb2c

a haromszog-egyenlétlenségét felhasznalva
majd a-val szorozva:

a’<ab+ac <ab+ac+bc=12 @)

b>2c>0 miatt

c® <be

b? < ac
gy
> (3)
b“+c“<ab+bc<ab+ac+bc=12

(3) és (2) osszegét képezve:

4 b oS 24, azaz

k2—2(ab+ac+bc)s24

K2 -24<24

4)
K% < 48 :

k<4 43

12
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(1) és (4) osszevetésébdl kapjuk a
6<k<4 V3
eredményt.
6. Legyenek a, B, y egy hdaromszog radianban mért szégei. Igazoljuk, hogy

27(o+ BB+ My + ) < 8’

Megoldds
3
27(a+ B)(B +M(y+ o) < [3‘“ +P) + 3(ﬁ3+ P+ 3y + a))
oa+p+y=1 - felhasznalva (2 + B + ] = 8113

A kobre emelést elvégezve és 3%-mal szorozva a bizonyitandé allitast kapjuk.

27(o+ PP + (Y + o) € 8I°
7. Bizonyitsuk be, hogy ha ,a” és ,b” természetes szamok, akkor
(OTV 1967 2. ford.)

b+1 b
a+b S(a
b+1 ~|b

Megoldas:

a=b esetén mindkét tort értéke 1, az egyenléség teljesil. Ha a+b, akkor tekintsik a
kovetkezé (b+1 db) pozitiv szamokat:

e
‘B’ " b
ezek szamtani kozepe:
a
1:5 b a+1
b+1 “b+1
Mértani kozepuk:
2 bb1
b +
tehat:
a+1_(a bb1
b+1 |(b| "

a hatvanyozas monotonitasat felhasznalva
b+1 b
a+1 S[2

ami a bizonyitandé allitast adja a fenti 6sszefiiggéssel egyitt.

Kovetkezmények és tovabbi alkalmazasok

A szamtani és mértani kozépre vonatkozo osszefliggés egy gyakran hasznalhaté ko-
vetkezménye:
Tetel: Legyenek a1, az, as,...,an
és b1, by, ba,...,bn
pozitiv valés szamok, tovabba
S'=aib1 + agb2 +...+ anbp!
Az 6sszegek kozul az a legnagyobb, amelyben a ,b” és az ,a” szamok ugyanugy van-
nak rendezve, és az a legkisebb, ahol a két sorozat ellenkezéen van rendezve.
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A téma targyalasat konkrét feladattal vezetjik be. Képzeljik el, hogy egy fiokban 50
Ft-os, egy masikban 100 Ft-os, egy harmadikban 500 Ft-os, egy negyedikben 1000 Ft-os
bankjegyek vannak. Az egyes fiokokbdl 2,3,4,5 db bankjegyet vehetink ki, és rank biztak,
hogy melyikbdl héany darabot.

Tegytk fel, hogy mindenki az 1000 Ft-os bankjegyekbél vesz legtdbbet, 5 db-ot, az
500 Ft-osbdl 4-et és igy tovabb.

Ezutan kerilhet sor a tétel kimondésara és az adott tanulécsoport szinvonaldnak meg-
feleléen a bizonyitésra, illetve a szamtani és mértani kozépre vonatkozé osszefliggéssel
valé kapcsolat vizsgalatara.

Bizonyitas:

A tétel bizonyitasanal eredményesen hasznalhatjuk Szics Adolf (1884-1945) ,Néhany
nevezetes egyenl6tlenség kozos forrasardl” szo616, a Matematikai és Fizikai Lapok 1935.
évi 42. kotetében publikalt cikkét.

Jeldljiik a b1, b2,...bn sorozat egy tetszéleges permutacidjat c1, c2,...cn-nel. Tekintsik
az S = a1C1 + a2C2 +...+ anCn O0sszegeket.

Ha az dsszes a egyenld, akkor b-k barmely sorrendjéhez ugyanaz az 6sszeg tartozik.
Hasonlé allitast fogalmazhatunk meg azonos b-k esetében is.

Ha az aj-k kozott legalabb két elem kilonbozik, és ezek ar; as és ar > as

hasonlitsuk 6ssze az

S = aic1 + a2C2 +...+anCn €S

S'= aic1 + a2C2 +...+arCs +...asCr +...4+anCn

S'-S = aco — arcr — asCo + asCr 0sszegeket!

tehat S'> S ha cr < cs és forditva

Megjegyzés:
Eredménylink a kovetkez6képpen kapcsoldédik a Cauchy-tételhez:
n—= . .
c= VX1-X2- - Xn et e
c c
ekkor:
aib1 + aob2 +...+ anbn < a1bn + a2b1 +...+ anbn-1
amibél:

X1 X X
N P
c c c

az altalanossag megszoritasa nélkdl:
cXitXet ... +Xn
n
Az eljarast forditott sorrendben végrehajtva az |. tétel ,egyenlség” részét felhasznalva

eljutunk a Il. tétel minimalis 6sszegre vonatkozé éllitdsahoz.
8. Igazoljuk, hogy a,b,c > 0 valos szamok esetén

a’b + b’ +c’a< a®+b% + ¢
(Arany Daniel M.V. 1975. 2.f)
Megoldas:
az altaldnossag megszoritasa nélkil mondhatjuk, hogy
azb2c
A ll. tétel alapjan allitasunk igazolast nyert.

. 9.hLegyen b1, bz,...bn apozitiv ay, az,...an szamok valamilyen permutécidja. Bizonyitsuk
e, hogy

6

ar a an
b1+b2+...+bn2n

Megoldas: (l.)

Alkalmazzuk a szadmtani és méntani kozép kézotti 6sszefliggést az
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ar a  an
by Ba’ " by
szamokra!
al  az dn
'b—‘+b—2+...+gr;> naI'aZ"'an
n ~  by1:b2-:-bp

Az egyenléség %: =1 esetben all fenn. (i=1, 2,...n)

Megoldas: (I1.) Tegyuk fel, hogy az a-k nagysag szerint vannak rendezve, és

L
st

igy a c-k ellenkezéen rendezettek.

Az 6sszeg minimalis értéke

S=aici+axo+..4+anCn=n

ami a jelolések figyelembe vételével a bizonyitandé allitassal egyenértékii.

A feladat egy altalanositasa:

10. Legyen a by, by,...bn pozitiv valos szamok egy pemutdcioja ay, az,...an, €s ¢ 0
Igazoljuk, hogy :

n
ai  a-b
nsti-c
=1

Megoldas:

A szamtani és mértani kozép kozotti 6sszefliggést az
ai sa-b
L
b

pozitiv valés szamokra alkalmazva
n
ai a-b A L
zbi e n i) nai . - n
i= aj o [ c
i=1 S|TT3 . ca-b | o [i=1, cZa. b
n bi i=1 =1

| n
i=1 l'[b,

=1

Mivel aj-k és bi-k csak sorrendben térnek el egymastal,

n n n n
n aj= nbi és 2 = Z bj, igy az:

i=1 i=1 i=1 i=1

=

ami a bizonyitando allitas.

Az egyenlbtlenseg erteimezése figgvenyekre

A flggvényekre val6 attérést a korbe irhaté haromszogek teriletének vizsgalataval
kezdhetjuk.
11. A kérbe irhato haromszégek kozil melyiknek a terdlete a legnagyobb?
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A tanulék geometriai tapasztalataik alapjan sejtik, hogy az egyenl6 oldali haromszog-
rél van sz6, ezt bizonyitani is fogjuk.

Megoldas:

A haromszog terilete fligg a szogektdl:

t=%a-b‘s'ny

A haromszog kéré irhaté kor atmérgjét d-vel jelolve
a=d-sna
b=d:sinp

tzédz-dna-sinﬁ-sjny (u+P+7y) =180°

Eredeti feladatunkat atfogalmazva:
Mikor lesz hdrom allando osszegu szog szinuszanak szorzata a legnagyobb?
Segédtétel: Két egyenld (konvex) 0sszegl szogpar kozul azok szinuszainak a szorzata
a nagyobb, amelyekben kisebb szogek kozotti kilonbség.
Bizonyitas:
Legyen
X1+ X2=y1+Yy2< 180
2 sinxy- sinx2 = cos (X1-X2)- CoS(X1+X2)
2 siny1 - sin y2 = cos (y1-y2)- cos(y1+y2)
A jobb oldalon all6 kivonandék megegyeznek, igy az a jobb oldal a nagyobb, ahol a
szogek kulonbségének az abszolutértéke kisebb,
azaz: ha
Ixi=x2l<lyr—yal,
akkor
sinX1 - SNX2 > siny1 - siny2
Visszatérve a feladat megoldasara, legyen
o+pf+y=180°=39%
Ha az egyik sz6g sem egyenl6 &-val, akkor pl.

o>, B<d
Képezzink uj szogharmast:
o, B, Y -t
ezekre:
o' =95 es o+p=c'+p , y=7v
a+B=56+p
Ekkor a segédtétel felhasznalasaval:
sina' - sinB' > sina - sinB

gna' - snf' - siny > sina - sinf - siny
vagy

sind - sinf' -siny > sina. - sin - siny

B'+y=28 miatt sind - sind > sinf' - siny

tehat:

sind - sind - ind > sinat - sin - siny
azaz

= u:‘y: 60°
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esetben maximalis a korbe it haromszog terilete.
Megjegyzés:
Eredménylinket n szogre is kiterjeszthetjik:
iz, s e
Vsinoq - Sinog - - - Sino < sin w
ahol
o+ 02+ ... + 0 < 180°

Tapasztalatainkat altalanositva megfogalmazhatjuk, hogy:
Alulrél konkav f(x) folytonos gorbe esetén az adott intervallumban barmely kiil6nb6z6
X1, X2 helyre:

f (x1) +f (x2) = X1+ X2
2 2

Alulrél konvex folytonos gorbe esetén az adott intervallumban barmely kilénb6zé x;,
x2 helyre

f(X1)+f(x2)> X1 + X2
2 2

Megfogalmazhatjuk Jensen tételét:
Ha az | intervallumban értelmezett f(x) fliggvényre teljesil

f(x1) + f(x2) > z("‘—;"l]

barmely x1, xn € | esetén,
akkor

f(x1) + f(x2) + f(xa) +...+ f(xn) = nf[w]

barmely xj € | esetén
Ha az | intervallumban értelmezett f(x) fliggvényre

f(x1) + f(xn) < 2{’%’—3]

barmely x1, xn € | esetén,

akkor f(x1) + f(x2) + f(xa) +...+ f(xn) < n{W]

barmely xj € | esetén.
12. Legyenek a, B, Y egy haromszog szogei.
Bizonyitsuk be, hogy:

ctg2 o+ ctg2 B+ ctg2 Y21

(OTV. 19586. 2. ford.)
Megoldas:
El6szor azt bizonyitjuk be, hogy

Ictgal+|cthI22lctg%E|

A fuggvény az adott intervallumban alulrél konvex,
lcosal lcosPl snPlcosal+sinolcosfl =

letgol +lctgp | =— e = : ;
9 9p sin o sin B sn o sin
. O+ -
: ! ; ana—ﬁ|cosa—ﬁl
>lsnacos[i+cosasn[3|_lsn(a+B)I_ 2 2
i sin o sin B ~ dnosnf sin a sin B
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Azt igazoljuk, hogy:
2 sin %ﬁ Icos %ﬁl Icos _ﬁa;
500
snasnp e a+p
sin 2

mindkét oldalt megszorozzuk a pozitiv

sin%ﬁ-s'na-s'nﬁ

lcos %ﬁl

kifejezéssel
1-cos(ax+p)22sinasnf
12>cos (a—B)
Alkalmazzuk Jensen tételét az f: x — | ctg x | figgvényre:

Ictg al + lctg Bl + Ictg 1 = 3 - Ictg ﬁg—’L—YI

ctg2 o+ ctg2 B+ ctg2 Y=3- ctg2 60° =1

Az itt kozolt feladatsorozat a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlétlenség fel-
hasznalasi lehetéségei kozil csak néhanyat igényel és alkalmaz — teljességre torekvés
nélkil. Az adott oktatasi formak kozll csupan izelitét kivantam adni a felsébb matemati-
kaban allandé eszkozként alkalmazott egyenlétlenségek szik korébdl. A felsébb analizis
tanulasara valé el6készités és a fliggvénykozpontd gondolkodas fejlesztése miatt kerult
az anyagba egyéb hasznos egyenlétlenség targyaldsa helyett a Jensen-tétel.

IRODALOM

A Matematika Tanitasa 988. feladat

Balcza Lajos: A Cauchy-féle egyenlétienségrél. = A Matematika Tanitasa. 1974/3. sz.
Bereznai Gyula: Ujabb bizonyitas a szamtani-mértani k6zép egyenlGtienségre. = A Matemati-

ka Tanitasa 1977/3. sz.

Bogddn Zoltan: Néhany gondolat a gimnaziumi matematikai szakkor érdekében = A Matema-

tika Tanitasa, 1982/2. sz.

Csorba Ferenc: Mérélapok felvételire. Gyér-Sopron Megyei Pedagdgiai Intézet, 1990
Kozépiskolai Matematikai Versenytételek, 1975-76. Szerk.: Bakos Tibor, Budapest, Tan-

konyvkiadd, 1979.

Hajos-Neukomm-Suranyi: Matematikai Versenyfeladatok Gy(jteménye Budapest, Tan-

kényvkiadé 1974,

Skijarszkij-Csencov-Jaglom: Valogatott feladatok és tételek az elemi matematika kérébél 1.

Budapest, Tankonyvkiadé 1967

18



Foltonfolt

A patchwork technika alkalmazasa
a hdztartastan tantdrgy keretén bellil

SZAFKONE ACS MARTA

A debreceni Fazekas Mihadly Gimndziumban egyeldre szakkor keretén beldl
foglalkozom a varrastanitassal. Iskoldnkban tanulnak hetedikesek és nyolcadiko-
sok is, akiknél szeretnénk bevezetni a haztartdastan tantargyat. Részint azért, mert
a tanuldk és a szlilok részerdl is egyre nagyobb igény jelentkezik a gyakorlatibb
Jelleg oktatas irant, részint mert a targy komplexitdsa lehetéve teszi, hogy olyan
ismeretekhez juttassuk a tanulokat, amelyek felkészitik 6ket ,a nagybetis Elet-
ben” valo eligazoddsra.

A tantargy egyik tananyagegysége a ruhazkodas témakore, amely magaban foglalja
a textilnyersanyagokkal kapcsolatos tudnivalokat, a szabas-varras alapjait, munkaesz-
kozeit, a varrégép részeinek ismertetését és magat a varrast. Gyakorlati oktatas keretén
belll kotényt vagy szoknyat varrnak a gyerekek. Véleményem szerint 13-14 éves korban
kevés gyerek rendelkezik olyan rutinnal, hogy elsé6 munkadarabként egy szlkszoknyat
szUl6i vagy varrondi segitség nélkul meg tudjon varrni. Hiszen ez a feladat egy gyakor-
lottabb hobby-varrét is prébara tesz. Célunk pedig az, hogy alapveté miveleteket saja-
tittassunk el és sikerélményhez juttassuk a gyerekeket. Ha ezt nem érjik el, valészinileg
ellenkezé hatassal kell szamolnunk: azzal, hogy tobbet nem ulnek gép mellé.

A tantargy sajnos elég anyag- és eszkozigényes. llyen munkadaraboknal az anyag-
koltség a szulékre harul. Mindezek a gondolatok inditottak arra, hogy ezt atémakort kicsit
atgondoljam, s egy egyszerilbb uton juttassam el a tanulékat a tananyag altal kitlzott
célhoz. Ehhez a patchworkdét talaltam a legcélravezetébbnek, aminek anyag- és eszkéz-
igénye minimalis, fejleszti a gyerekek izlését, a kevésbé ligyeseket sikerélményhez jut-
tatja, rendkivil kreativ, és ezen keresztill a tanuldk elsajatithatjék a varras alapmiveleteit.

Mi is a patchwork?

A magyar forditasa foltvarras. Amerikaban ma a népmivészet rangjan kezelik. Valoja-
ban a bevandorlok vitték ki Amerikaba. Az elsé ismert abrazolasa egy egyiptomi piramis
falfestményén lathato, ahol az egyik figura visel ilyen médon készilt 6ltozéket. Az erede-
tileg egyszerd, funkciondlis targybdl a reneszansz idején disztargy lett. Kezdetben a tex-
tilmozaikok készitését a draga, finom anyagok megmentése, Ujrahasznositasa motivalta.
Késébb Anglidban, a textilgyartas 6shazajaban kezdtek el az asszonyok textilhullade-
kokbdl takarokat 6sszedllitani. Szerencsére ma Magyarorszagon is egyre tobb szakkor
mikodik, amelyek nagyon sokat tesznek e technika elterjesztéséért. Miben rejlik a folt-
varras igazi varazsa, mi teszi népszertiveé?

Nem véletlen, hogy most kezd igazan elterjedni nalunk is a patchwork. Jelen gazdasagi
helyzetlinkben, aki valamit is hall réla, szeretné megtanulni, hiszen e technika révén ren-
geteget sporolhat meg. Készithetiink lakberendezési targyakat (parnat, abroszt, flg-
gonyt, agytakarét), hasznalati targyakat (fogéruhakat, taskakat stb.) magunknak vagy
ajandékba is. Felhasznalasi lehetéségei szinte kimerithetetlenek — anyagszikséglete mi-
nimalis. Nem kell killon anyagot vennunk, hiszen minden haztartasban talalhaté kinétt,
itt-ott kopott anyag, vagy maradék, ami ujbdl felhasznalhato.

























































































































































































































