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EXPONENCIALIS ABSZORPCIO PARAMETEREINEK
MEGHATAROZASA IRANYELOSZLASBOL A LEGNA-
GYOBB VALOSZINUSEG MODSZEREVEL

Irta: Somogyi Antal és Uray Lészlé

Ogszefoglalds

Pdrhuzamos sik feliiletekkel hatdrolt homogén abszorbedld kizeg
tetejére esd izotrdp sugdrzds intenzitdsdt az abszorbens aljdn kiilonbozé
irdnyokban megmérve, az abszorpcidés torvény meghatdrozhatd. Kidolgoztuk
az exponencidlis abszorpcid egyiitthatd jdnak ilymédon torténd meghatdrozd-
sdra szolgdld matematikail médszereket, a legnagyobb valdsziniiség elve alap-
jédn, mind a valddi, mind a vetitett irdnyok mérése esetén. A szdmitdsok
végrehajtdsdhoz sziikséges segédtdbldzatokat kozsljiik.

Kimutattuk, hogy az exponencidlis abszorpcids torvénynek megfe-~
leld irdnyeloszlds cos*® -val vald kozelitése az abszorpcids egyiitthatd
értékét jelentékenyen megvdltoztatja, tehdt ez a gyakran alkalmazott koze-
1ités nem engedhe t6 meg.

I. Bevezetés
1.§. Kozmikus sugédrzdsi részecskéknek a Fsld 1légksrében beksvet—

kez6 abszorpcidjdt két lényegesen kiilosnbdz6 uton vizsgdlhatjuk éspedig

vagy
a/ a kivdlasztott részecske-intenzitdst meghatdrozott /pl. fiig-

'géleges/ irdnyban kiilosnbozd tengerszintfeletti magassdgokon mérjiik, vagy
pedig

b/ a kivdlasztott részecske-intenzitdst meghatdrozott tengerszint-
feletti magassédgon, kiilonbsz8 zenitszogek alatt mérjiik. /"Zenitszog-elosz-
14s" mérése. "Vetitett zenitszdg-eloszldsrdl" beszéliink, ha a valddi ze-
nitszdgek helyett azoknak egy fiiggéleges sikon vald merSleges vetiiletét
mérjiik./ "

Az a/ médszerrel nyert adatok kiértékelésénél felmeriild matema-—
tikal statisztikal problémdkat részletesen tdrgyalta Jdnossy és Rupp [1] ,

(2] . Ebben a cikkben a b/ médszerrel nyert adatok kiértékelésénél fel-
meriilé problémdkkal foglalkozunk.

Sok mérést tettek mdr kozzé kozmikus sugdrzdsi részecskék irdny-
eloszldsdnak, vagyis abszorpcidjdnak meghatdrozdsdra. Az alkalmazott sta-
tisztikai médszerek sok esetben kifogdsolhatdk, a vetitett szdgeloszlds
statisztikal kiértékelése pedig egydltaldn nem volt még kidolgozva eddig.

A Kozmikus Sugdrzdsi Laboratdrium munkatdrsainak egy csoportja
nemrégen a kiterjedt légizdporok abszorpcids torvényét hatdrozta meg a ve~-
titett szogeloszlds kimérése utjdn [3] . Ezzel kapcsolatban sziikségessé
vdlt a kiértékelés mdédszereinek pontos kidolgozdsa. Az elért eredmények
nyilvdn nemcsak a kozmikus sugdrzds teriiletén alkalmazhatdk, ezért az adat-
feldolgozds médszereit s a hozzdjuk sziikséges tdbldzatokat ezuttal tessziik
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kozzé .

2.§ FPeladatunkat a kiévetkezdSképpen fogalmazzuk: a végtelen, viz-
szintes sik feliiletekkel hatdrolt z vastagsdgu abszorbens tetejére 2w
térszdgben izotrép részecskeintenzitds érkezik. Feltételezziik, hogy a ré-
szecskék az abszorbensben sem irdnyvdltozdst nem szenvednek, sem nem bom-
lanak.

A P pontban elhelyezett berendezéssel észleljiik az abszorbens al-
jdra leérkezd részecskék irdnydt éspedig vagy

a/ a részecske zenitszogét, vagy pedig

b/ a zenitszdg merdleges vetiiletét egy filiggéleges sikra.

Minden egyes szdgmérés leolvasdsi pontossdga + Aw . A leolvasdso-
kat célszerii ugy kerekiteni, hogy a

Ak, 3Ack, 5Ack, ..., (2n-3)Adt , (n—‘l)Aok+—%— 74/
szédmadatok valamelyikét jegyezziik fel, ahol A >0 és n az az egész

szdm, amelyre

T >
5 > (2n-2)YAc 2 > — 28a

Az /1/ sorozatban szerepld szigeket valddi zenitszbgek esetében 6,,0,,.,6,-el,
vetitett zenitszdgek esetében pedig 9,,3,,..,5, -el jelsljiik. Tehdt

) _
= (2i-D A CC w4, 8, ,nt) /20./
&0
és
@
"L = (n-1) A + -LE /2b/
oA

(k>0 ;5 Z>(2n-2)dct 7 F -280k)

T 1idé alatt osszesen N részecskét észlel a detektor, ezeknek
megmérjilk a lekerekitett zenitszogét /vetitett zenitszégét/. Jelentse N;
azon részecskék szdmit, amelyeknek zenitszdge kikerekitve éppen ©; , il-
letve vetitett zenitszige kikerekitve éppen J; . Nyilvén

N=3N,
v=i
Az N; szdmok koz6tt természe tesen a zérus is eléfordulhat. Bizonyos ese-
tekben - s tovédbbi megfontoldsaink csak ezekre az esetekre fognak vonatkoz-
ni - alapos okunk van feltételezni, hogy a részecskék abszorpdiéja exponen-
cidlis, vagyis az abszorbesnsben befutott £ hosszusdgu ut utdn a részecske-
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intenzitds, 3(¢) a kovetkezdképpen fiigg £-tdl:

() = 3(0)exp (-L/A) . /3/

Részecskeintenzitdson jelen esetben a kovetkezdt kivdnjuk érteni: I(8)dwdA
jelentse a T 1d5 alattdw térszdgben a térszog irdnydra merdleges dA nagy-
sdgu feliileten 4dthaladd részecskék szdmdt, az abszorbensben befutott £
hosszusdgu ut végén.

Feladatunk mdrmost a kovetkezd:

Az NjNg,..., N, észlelési sorozat alapjdn meghatdrozandd az J3(0)
és a A paraméterek és standard hibdjuk legmegbizhatébb értéke.

3.8. Az észlelt N (i=1,2,.,n) eloszlds a mdr emlitett befolydsols
tényezdkon kiviil lényegesen filigg még a detektor irdnyérzékenységétdl is.
Két esettel fogunk foglaikozni: :

a/ Izotrdp detektor esete. Izotrdpnak nevezziik a detektort, ha
érzékeny feliilete és megszdlaldsi valdsziniisége minden irdnybdl nézve
ugyanaz .

b/ Koszinuszos detektor esete. Ilyen esetrsl beszéliink, ha a
detektor érzékeny feliilletének és megszdlaldsi valdsziniiségének szorzata
ardnyos cos®® - val, ahol @a zenitszig, 3 tetszésszerinti ismert dllandd.
/A koszinuszos detektor ¢= Ospecidlis esetben izotrép detektort jelent/.

II. A paraméterek meghatdrozdsa a valddi /nem vetitett/ zenitszdgek
eloszldsdbdl.

4.§. A @ zenitszog alatt érkezd részecske az abszorbensben
l=2zsec® utat tett meg. /3/ szerint tehdt - figyelembevéve a részecskék
stabilitdsdt és mozgdsirdnyuk vdltozatlansdgdt - a P pontban © zenitszdg
alatt beérkezd részecskék intenzitdsa a kovetkezdképpen fiigg O - tél:

3(z,0) = 3(0)exp(~zsec ®/A) . : B

Az észlelt részecskék irdnydnak eloszlésfiiggvénye pedig - a
detektor irdnyérzékenységének figyelembevételével -

5(‘;7»@) = 7(z,®). AcosP® = A3(0)cos®® exp (- z sec ®/2)

alakba irhaté, ahol A a detektor geometriai méreteitél fiiggd feliilet-
nagysdg. A

e AJ(0) = 3 /57
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jelslésekkel a szdébanforgd zenitszdgeloszlds a kovetkezd alakba irhatd:
3(x,®) = Fcos®@exp (- x sec ®) . /6/

5.§. A 3,x konstansokat a legnagyobb valdsziniiség /maximum
likelihood/ médszerével hatorozzuk meg.z ismert 1évén, x -bél /5/ segit-
ségével A meghatdrozhatd.

A [(2i-2)80t; 20 At ) zenitszdg-intervallumban, /ahol i=1{,2,.,n azonban

2nAk  helyett %? irandé/T 1d6 alatt beérkezd részek szdmdnak varhatd
értéke

N—L = R CR.40 . 7,

ahol
200 .
{L(x,'zg') = _{ cos®@ sin ® exp (-xsec @)d@® /7/
(2i-2)8c
/t=1%42,.,n, de 2nAcd helyett —% irandé/.
Annak a valdsziniisége, hogy az adott szdgintervallumban T idé
alatt N; helyett pontosan NL szdmu részecskét észlel jiink:
— N*
L

Tehdt annak a valdsziniisége, hogy az adott szdgintervallumokban
T 1d6 alatt éppen Ny Np,.)N, szdmu részecskét észlel jiink:

n N L _
P = T b e Ni
Bevezetve a
atlnP otnP
P, = =
1 23 ) F% a9 X
8/
1 932 ? o 2%39x ) 22 D x2
jeléléseket, F és x értéke a
a =Q ' Pw 0 /9/

egyenletrendszerb8l hatdrozhats meg, espedig X meghatdrozdsdra a kdvetkezs
egyenletet nyerjiik:

o N filbnaed) o f(x,g-n
Sl b 2 o) e ) ’ /10/
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ahol
n
flx,3) = ?quLCx,g) : /44/
L=
Kénnyen igazolhaté, hogy {(x,4) @zonos a ¢+2 -edrendii exponen-
cidlis integrdllal:
e}

flg) = Ex (0 = Ju..(mz)e-uxdu ) /12/
1

tehdt /10/ a kovetkezs alakba irhatd:

n . p s E (% ‘
Z _NL M = __ﬁi__..)_ ) /13/
N fue) E ge2(x)

3 értékét - x ismeretében - a kovetkezd ssszefiiggésbsl nyer-
het jik:
N

o 2% E'6+2(x) : g s

Nem ismeretes olyan tdbldzat, amely E5+2 értékét 3< g+2 < 4
esetén kells pontossdggal tartalmazza, ezért az E3+4/E8+2 hényadost ¢=1,4

és ¢=1,6 esetén numerikus integrdldssal kellett meghatdrozni. /1.1.t4b-
ldzat/. Ezeket, valamint a tobbi tdbldzatokban és grafikonokban szerepld

értékekek is a Kozponti Fizikai Kutaté Intézet elektronikus szdmoldgépén

hatdroztuk meg. :
6.§. A /13/ egyenlet megolddsa rendkiviil fdradsdgos. Ha azonban

Ak elég kicsi, akkor az integrdlkozépértéktétel alkalmazdsédval /13/
konnyen kezelhetd alakra hozhatd. '
Ha Aot olyan kicsi, hogy

c0s®@ sin ® exp(-xsec ®)

a [(20-2)0ck; 2{Ack] intervallumban elsd kozelitésben dllandénak tekint-
het8, akkor

f:(x, %) » cosB®; sin @ exp (- x sec ©;). 240
( ®; jelentését 1. /2/ alatt )

8 igy /14/-b6l a kovetkezd egyszerii egyenletet nyerjiik:

5 E )
Zn__':j.k sec @'-’___.____261‘_(_{(_ . /15/

[npa Ege2(x)
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A baloldal nem tartalmazza x -et, csupdn az észlelési adatokat, tehdt a
baloldal értékét kiszdmitva x értéke az 1. tdbldzat segitségével egyszeri
visszakereséssel nyerhetd.

1. tdbldzat

X
Az E,5+1(X)/E,6+2(x> fiiggvény értékei

X 8=0 ’6:4 '6:4,l+< ’6:4,6 B=2
11,4774 1,%537 1,3180 1,3023 1,2746
21,3028 12456 1,2275 1,2193 1,2042
3 7 2061 1)1916 1)1802 1,1749 1,1651
L 11817 171582 1)1502 111465 1,1395
5  1,1524 1,1352 1,1292 1,126k 1,1211
6 1.1314 1)118% 1)1136 101114 111072
7 - 41156 11052 T 1015 1,0997 10963
8  1,1033 1,0948 1,0918 1,090% 1,0875
9 1,093 10864 10838 10826 1,0802
10 1,0853 1,079 1,0771.  1.0761 1,0740
11 10785 10734 10715 1,0706 1,0688
12 1.,0727 1,0682 1.0666 1,0658 10643
13 1,0677 10638 1,0624 1)0616 10603
14 1,0654 1,0599 1,0586 1,0580 1,0568
15  1,0595 1,0565 1,055% 1,0548 1,05%37
16 .1.0560 1,053k 1,0524 1,0519 1,0%09
1.7 1,0532 L0509 1,0497 1,0493 11,0484
18  1,0504 1,0482 10474 10469 1,0461
19  1,0480 10460 1,0452 1,0448 10441
20 10458 170439 10432 10429 10422

| %=0, 5=L3 2 oszlopok a [4]-ben koz6lt értékekbdl vannak sz dmitva,
% ?_1 4 €8s x=4,6 0szlopok szdmitdsa numerikus integrdldasal tor—
én

7.8. A /9/ egyenletek megolddsdval nyert paraméte rértékek hi-
béja,.mint lsmeretes, a kovetkezs formuldkkal szdmithatd:

(49)2 u <(3~<35P> u - SPea
D2

(6x)? = Cli= Py aa _<P4;> )

ahol D
2
D? = <P ><P,,> - < P>
Egyszerii szdmoldssal nyerheté, hogy
<Py> = -2y $B>in - gmg & O
. 22 Ei £ (0,5

SPp> = 2%E,_  (x)

B+1
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<F22> -t az integrdlkozépértéktétellel dtalakitva

<p22> 2= Qn'.}E,b(x)

tehdt
D? = 4m® [E (0B, (0 - EﬁM(x)]
8 igy
- _ )
3 W VE,0E(0-E2 0 Egx) X Egualx)
/16/

, Bl e
Lo Eg+2(x) % [—N d Egrn® :l
VN VEQ;(’OEQ;M(’L) - E%H(x) o G4 Egral®)

A /16/ jobboldaldn szerepld exponencidlis integrdlokat x=2,5,10,15
és 20 esgetén numerikus uton meghatdrozva nyertik az 1. és a 2. dbrdn
ldthaté grafikonokat, amelyekrdl (INS3F/F és YNJx értéke leolvashatd.

ITI. A paraméterek meghatdrozdsa a vetitett zenitszogek eloszldadbdl.

8.§. A valddi zenitszdg mérése gyakran okoz nehézségeket, A Té~
gzecskék nyomdnak Wilson-kamrdban t6rténd fényképezése esetén, példdul, a
valdédi zenitszog csak sztereofényképezéssel és bonyolult szdgmérésekkel &s
szdmi tdsokkal hatdrozhaté meg. Tobbszdz, vagy tobbezer részecske valddi
zenitszogének meghatdrozdsa ezen az uton még elektronikus szdmoldgépek al~
kalmazdsa esetén is rendkiviil nagy feladat.

Rendkiviil egyszerien, egyetlen fényképfelvételen, egyetlen pri-
mitiv szdgméréssel nyerhets ellenben az a szdg, amit a részecske pdlydjd-
nak egy fiiggéleges sikra /nevezziik a tovdbbiakban képsiknak/ vald vetiilete
alkot a fliggélegessel: ezt a szbget nevezzilkk vetitett zenitszbgnek. Az ab-~
szorpcids torvény paraméterei a vetitett zenitszdgek eloszldsdbél is meg-
hatdrozhaték. Az eljdrds valamivel bonyolultabb, mint a valddi zenitszigek
esetében, de a dolgozatunkban aldbb kizolt tdbldzalok segitségével ardny-
lag egyszeriien végrehajthats,

. 9.§. Exponencidlis abszorpcidt tételezve fel, hatdrozzuk meg az
észlelt részecskék vetitett zenitszdgének elméleti eloszldsfiiggvényét,
g (x,fé) -t: %% 9)dd jelenti azoknak a részecskéknek a szdmdt, ame-
lyeket T 1d6 alatt, ($,9+d9) vetitett zenitszdg alatt észleliink a z=xA
mélységben elhelyezett berendezéssel, amelynek irdnyérzékenysége ~ cosT®



3
ks 4 VNéx
25 25
20 —~
i r=2
I ¥=16 ¥:0
¥=1
15 ~ |
] Y=14
: > I
/ 5
- —
(@]
1
|
|
0 0
2 9 10 15 20 x 2 5 10 15 20 x

1l.3bra 2.4bra
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‘A 3, dbrdn az /YZ/ sik a
képsik, amslyre merdlegesen
vetitjik minden részecske pd-
lydjét. Nyilvdnvald, hogy min-
den olyan RO irdnynak, amely
az AB,C és A3,C fékorsk hatd-
rolta térszdgben érkezik, &
és $+dd kozstti vetitett ze-
nitszége van. Ezért

Fx,9dd = [Ix0dw ,

ahol az integrdl az AB,C és
AB,C f6korok hatdrolta tér-
szbgre terjesztendé ki, Mivel
/6/ szerint

| F(x,0) = 3cos¥® exp(-xsec®),
3.4bra tovdbbd

)
g

: _ cos © = cosJcosy
/ P jelentése a 3.ébrdbdl ldthatd,’, tovdbbd

dw = cos @ dpd$,

azért

3*¥(x,8) = Fcos®Fglusecd, ) /47/
aho.l w
g(xsecd,g) = QIcos“+1¢exp(-xsec&secup)dcp .
0

. '10.§. A /17/ eloszlésfiiggvény alapjdn 3 és x=-;—\ a legnagyobb valé-—
szinliség médeszerével meghatdrozhats.

Jelentse Nt azoknak a T 1d6 alatt észlelt részecskéknek a szdmdt,
amelyek vetitett zenitszdge abszolut értékben (2i-2)Ack és 2(Ack kizé esik
/ v=14,2,...,n , de 2nDc helyett & irandé/. Jelentse tovdbbd ﬁfaz N
védrhaté értékét. Tovdbbi jelslések:

n
N* o= > NE
t=d
. 208
h(x,g) = I cos® 9 g (sec &, 5)dd
(2i-2)00 :

hita) = 50 hptoind

R

/i=42,.,n , azonban 2nbel helyett %— 1randé/.














































































































































































