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Pa3JioaceHHH KopHefl ccbepimecKHx $yh k u hM EeccejiH
r, HsMeT

B p a Ő o T e  onpe^ejiH iO TC fl M H o ro ^M ajieH íffiie  npnŐJiraeHMH KopHeM  c $ e p m e c K H X  
$yHKUHö (h mx np0M3B0ÄHHx) Eeccera npH noMOipi ^acTHyHHx cyMM cxoshipxüh 
PH7i;ob no nojiHHOMaM ^eőmneBa. Ko3$$HipieHTH psiaoB iipkboähtch b Taőjrmtax 
b cjiyqae m = 1 h b cjtyqanx m = 2(1 )10 so to<íhocth 18 h 10 sschth^hhx 
I-ÍHfp.

'tJIM:(ï)̂ í)epeĤ MaJI£H0"Ô epaT0PH0et, npeacTaBneroie Ö03qhhhx onepaTopoB nojin 
H ero CBH3B C HOPMajIBHHM YnOPHflOMeHHeM
T .  fflajiaMOH

C noMomLK) KorepeHTHbix coctohhhM paccM aTpioaOTCH osho m3 KHTepecHHx npes- 

CTaBJieHHM Ő0 3 0 HHHX onepaTopoB nojin, T . e .  npe^cTaBJieHHe b bwse 3 H$$epeH-  

UHajiBHHx o n ep aio po B , ÍIoKasMBaeTCH cbhsb sToro npeaciaBjieHHH c nojiyqe- 

HüeM onepaiopuHx $yHKUHw b H0 pMaja>H0 ynopH^o^eHHOM bhsg h bmboæhtch ho- 

s a n , coBceM oőmaH $opMyjia HopMaiiBHoro ynopasoqeHHH . B Ka^ecTBe np raep a  

onpesejiHioTCH HopMajiBHHö b h jh  SByx KorepSHTHHx o n e p a T o p m x  $yHKn,Mtf.

HccjiesoBamiH MeccöayspOBCKHx c iis k t p o b  F e d -, « pacTBopeiíHoro b am e-  

THJIOBQM aHHJIHHe
H . Koina HIo m o s h , M. S ew n , H . Bajior

H3MepeHHHM npH TeMnepaiype oőjiyyenHH MGccöayspoBCKHH cneKip chctgmh 
D M A - F ed ^  , norjioTHBineü raMMa-fl03y HCTÔHUKa 60Co b 50 Mpaj; npa TeM- 
nepaType 7 7 °K  oÖHapyscoaeT tojibko Hajmmie hohob F e ^ + , cjieaoBaTejiLHo 

Buxofl skchmtohhoM peflyKUMH -  nocKOJiBKy OHa coBepmaeiCH -  sojisceii őhtb 
G < 0,01 h o h /IO O  3B. MeccŐayspoBOKHe cneKTpbi n KpuBue 3 aBHCHM0 CTH 

sjieKTpuyecKoM npoBoanMOCTH ót TeMnepaTypH sejiaioT BepoHTHHM npeflnojioace- 
HMe Toro, *IT0 Ö0JIBIHMHCTB0 peaKUHM, npOHCXOflHmMX B TBepaoM $a3e, B oő- 
jiac™ leMiiepaTyp ot 77  so I 5 0 °K  BH3biBaioT sjieKTpoHH h hoh h , ocBoÖoäcaeHHHx 

H3 MejiKHX JioBymeK.
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PaflMOJiHimiecKaH peajKiaiH pacTBOppB Hoaaia npH c yŐmhkp  ok  oHueHTpa.UHHX 

B nPHCyTCTBHH KHCJIOft h  meitoqHOfi CpejH

A , Ha®b

OőJiy^ajLHCB Bű^HHe pacTBopH Hoaaia npa cyŐMHKpOKOHiíeHTpaijHHX raiota-jiy^aíöi 

HCTO^HUKa 60Co B IipHCyTCTBHH B033yxa, Ü3MepHJI0CI> 0TH0CHT6JII>H0e KOJIH^eCTBO 

oőpa3QBaBmerocfl npoayKia* H o w ia , b  3aBHóHMociH ot  BpeMüHH oőity^emiH, ot 

KOHIíeHipaUHÖ KHCJIOTH HUH möJIOKH B paCTBOpe H OT Ka'ieCTBa KHCJIOTo KOHIieH“  

ipanHfl HOflaia b pacTBopax cociaBJifljca **10“ ^  BMHCJieHa Ha 0CH0Be

aKTHBHociH 1^ 1I  « PacTBopH (Sh o t  noflKHCJiehh h o t  noamejio^eHN ejKHM HaipneM,

CpaBHHBajIHCB pa^HOOTTH^eCKH© CBOÍÍOTBa paCTBOpOB HOaaTa H HOSHSa npn cyő- 

MHKpO- H UaKpOKOHIieHTpaiíHHX H paCCMaTpHBaOTCJs BO3MO3CHH0 IipH^HHH pa3HHIJ 

b hx noBeaeHHH.

S u m m a r i e s

1• Computation of Zeros for Spherical Bessel-Functions and their 
Derivatives

G. Németh

The power series representations of roots for spherical Bessel-functions 
and their derivatives are discussed. It is shown that the well known 
series of McMahon is not only asymptotic but convergent at the rate of 
a geometric progression. It can be easily seen that the convergence 
of the series becomes slower with increasing order. In some cases one 
can remove this defect by rearranging the series in terms of Chebyshev 
polynomials. The coefficients of these Chebyshev series are listed in 
tabulated form for m = 1 to 15, and for m = 2 (l) 10 to lo decimal 
digit accuracy, respectively.

2' fieiation of the Differential Operator Representation of the Boson Field 
Operators to their Normal Ordering

T. Salamon

Considering the coherent states, an interesting representation of the 
boson field operators, the so-called differential operator representa­
tion, is discussed. It is shown how this representation is related
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to the normal ordered forms of the operator functions and a new formula 
for normal ordering is obtained. For, illustration the normal forms of 
two given operator functions are determined.

3. The Mttssbauer Spectrum of FeCl, in Dimethyl-Anlline Solution 
I. Kosa Somogyi, I. D6zsi and J. Balog

The Mttssbauer spectrum of the DMA-FeCl^ system measured at 77°K after 
irradiation with a ^°Co gamma dose of 50 Mrad shows the exclusive 
presence of Fe3+ ions. Thus, the exciton reduction yield, if this 
process occurs at all, can be not more than G < 0,01 ion/100 eV.
In the light of the MOssbauer spectra and the conductivity vs tem­
perature curves the majority of the reactions occurring in the solid 
phase at temperatures from 77° to 150°K seem to be initiated by 
electrons and ions escaping from the shallow precipitate.

4. Radiolytlc Reduction of Trace Iodate Solutions in Acidic and
Alkaline Solutions

Agnes G. Nagy

Iodate /carrier-free 131I03/ solutions of trace concentration were 
irradiated with ^Co gamma-r&ys in the presence of air. The reduction 
yield was measured as a function of irradiation time, acid or alkali
concentration and the type of residual acid and evaluated in terms
of iodide percentage. The concentration of the iodate solutioi *,
estimated from the 131I activity was found to be 10 12g, nk .
The solutions were acidified by hydrochloric or sulphuric acid and
alkalized by sodium hydrate. The radiolysis data of trace iodade or 
iodide solutions were compared with those; of macroconcentrations and 
the possible deviations are discussed.





SZFÉRIKUS BESSEL-FÜGGVÉNYEK GYÖKEINEK CSEBISEV- SORFE3TESE

Irta: N ém eth  G é z a

összefoglalás

A dolgozatban a szférikus Bessel-függvények és deriváltjaik gyökei­
nek meghatározásához Csebisev-sorfejtések segítségével polinomközelitéseket 
adunk meg. A v = 3/2 esetben a gyökök sorfejtésének együtthatóit 18 decimá­
lis jegyre, a v = 5/2 (1) 21/2 esetekben pedig 10 decimális jegyre számí­
tottuk ki.

1. Bevezetés

A szférikus Bessel-függvények

^ m ( x  ̂ =  \j~~ J m + l / 2 ^ x  ̂ '  m =  0 , 1 , 2 , . . .  ( l )

és deriváltjaik j'm (x)xn ill. x'n n-ik gyökeinek meghatározására Csebisev- 
sorfejtések segítségével polinomközelitéseket határozunk meg. Számításaink 
alapjául az a jól ismert sorfejtés szolgál, amelyet McMahon adott meg [l] :

( 2 )

A (2) és (3) sorokat nagy n-k esetére használják általában. Az első hét 
a^ és b^ együttható megtalálható [2] -ben.

Mi e helyett az

00

xn = 3 l pkm) T2k ' s < 3 (4)k=o
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xn = e' í qkm) T n k=o K 2k («/*') z < 6' (5)

Csebisev-sorfejtéseket határozzuk meg. Itt s és z alkalmasan választott 
paraméterek pl: s = = ̂1 + ^)tt választásnál a (4) sor az összes gyököt meg­
adja, mivel , mig s=B2 esetén az első gyöktől eltekintve a többit.

Először a (2) sort m = 1 esetén vizsgáljuk meg. Ebben a speciális 
esetben a gyökök azonosak az x = tgx egyenlet gyökeivel.

Majd az m>l esetre bizonyltjuk be a sor konvergenciáját. A sorokat 
Csebisev-polinomok szerint rendezve az m=l (1)10 paraméterekre táblázatban 
adjuk meg a sorfejtési együtthatókat.

Végül a (3) sorra vonatkozólag m=l(l)10 esetére a megfelelő sorok 
együtthatóit adjuk meg táblázatosán.

2. Az x = tgx egyenlet gyökei

Vezessük be a következő jelöléseket:

Xn (n + !)" - e = é " (6)

e(u)= j a. u2k+1 (7)
k=o

Mivel xn = tg xr azonnal adódik, hogy

tgc = r i 1IF (8)

•Inverzre térve és u szerint differenciálva e (u) -ra differenciálegyenle­
tet nyerünkr

E' ' 7i 1 <9)U  - ue)

Ebből további differenciálással nyerhető az

(l - eu)e" = 2 (e + u e ') e ' (lo)

másodrendű egyenlet. A (7) sort ebbe behelyettesítve, az a^ számokra rekur- 
ziós képlet adódik:

ak+l(k+1^ 2k+3) = ak (2k2+7k+4) + 3j ak_j(2(k-j)+l)(k+j+2) , k=2,3,...

(11)
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Az első öt együttható a következő:

a± = 2/3 , a3 = 146/105 ,
ao - 1,

a2 = 13/15 , a4 = 781/315 .

A (8) egyenlet kis átalakítással az

e ----I--- = u (12)
e ctge + e

alakra hozható. Ennek felhasználásával a Lagrange inverz sor segítségével 
a^ explicit megadható:

a 1 d2k
k l2k+l)! d£2k

/ 21 jectge + e j
-)2k+l

(13)
e=o

Most a^ k-+°° viselkedését szeretnénk megvizsgálni. Ez a feladat
(13) alapján nem látszik egyszerűnek. Ezért most (13)-t a Cauchy integrál­
formula segítségével Írjuk fel.

ak ( 2k+l) 2fri j {ctge+e}
2k+l

de (14)

Ebben a képletben az integrálást elvégezhetjük az l£ l = W 2 sugaru körön is 
/célszerűen/. Továbbá alkalmazhatjuk a Laplace módszert az integrál k -*■ » 
viselkedésének meghatározására. Az integrál ezért /egy h, k^00 esetén re­
latíve exponenciálisan kicsiny mennyiség segítségével/ igy irható:

f(l+i«)
\  í (ctge+c)2k+1 dc+h , 6>0 (15)

1 (1- 1«)

Ebből pedig könnyen adódik, hogy

/ \2k
ak = ^73(1) í1 + °(k'1/3)) ■ k’“ <16)

Ezt a képletet felhasználhatjuk a (7) sor konvergenciájának bizonyítására., 
A (16) aszimptotika alapján az

"2k >k ■ 0 ( ^ 7 T 7 k  ) • k-  <17>
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nagyságrendi becslés érvényes az első gyöknél. A többieknél a konvergencia 
természetesen még gyorsabb.

Az a^ számokkal képezett sort átirtuk a (4)-nek megfelelő Csebi- 
sev-sorba és ez uj sor együtthatóit a cikk végén táblázatosán 18 decimális 
jegyre adjuk meg.

3. A szférikus Bessel-füqgvény gyökei

Rátérve az általános esetre vizsgáljuk meg most jm (x ) trigonomet 
rikus előállítását:

2m+l
jm<x > = l { v x) cos(x - ^ T 1  *) - Qn/X > sin(x - TT

ahol P_ és Q polinomok:

Po

rHii

Qo = o ,

P1 = l , Q1 = 1/x ,

P2 = 1 - 3/x2 , °2 = 3/x ,

P3 = 1 - 15/x2 , °3 = 6/x - 15/x^ , stb
Legyen xn = („ + ■), - . i - £ és -

• e (u)
oo

- 1 k=o
a, u2k+1 k

A (18) előállításból következik, hogy
/

vagy

Q.tge = -püL 
m 1/u-e

Inverzre térve és u szerint differenciálva kapjuk:

(18)

(19)

(21)

i \  P 0 ' -  P 'ox -I Kim m m
2 + E U "  ■ ^2 ' • (22)

Használjuk fel a és Qm polinomokra érvényes
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p ' CL, ~ Q ' Pra =  +  qI  ~ 1 =  Fm -  1m m  m m  m m m (23)

relációt. Ekkori e -ra differenciálegyenletet nyerünk:

- 7  K  - 0  •

Az Fm polinom szinbolikus hipergeometriai jelöléssel a következő:

(24)

Fm 3^o (2' m ' m+1? _1 x̂ ) ' x “ ví “ E • (25)

A (24) egyenlet felhasználható az a^ együtthatók rekurziós képletének meg­
határozására. A (19) sort (24)-be behelyettesítve az alábbi képletek adódnak:

k-1
(2k+l) ak - £k+1 + ^  dk(fJ+2) f.+1 k = 1,2,...

(26)

t ó i  '  »  a„ - áí 21) a„-t (!j - ¡ír  ‘ 1 ■ n - 1’ 2—

ahol
(2j) 2 j a

(1/2). (~m). (m+l). 
,,..., fj = (-1)3 ------------------- L

Az első három együttható a következő:

3al ~ /f2 + 2aofl '

5a2 f3 + 4alf2 + 2alfl

A továbbiakban a^ k-*-00 aszimptotikus viselkedésével foglalkozunk. Láttuk 
az m=l eset tárgyalásánál, hogy létezik a

lim
k-*-°°

(1 )
1_
2k

határérték és egyenlő tt/2 -el. Ennek a limesznek segítségével a konvergencia 
kérdés eldönthető volt. Jelen esetben nem törekszünk a pontos aszimptotika
meghatározására. Csak a

lim I a
k»oo

( m)
k

1_
2k

m
(27)

számok becslésével foglalkozunk.
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Először ehhez az a^ számok integrál előállítását készitjük el. A
reziduum tétel alapján

a, =k (2k+l)2iri
etu)
2k+l du

u =6 u
(28)

Itt 6 egy elég kicsi szám, amelyre e' sora konvergál.

Legyen n = ^ - e , ekkor r\' + ^  - -z' , ezért
u

(2k+l)( 2iri ) J ,.2k+l 
|u|=ő

du (29)

Másrészről viszont a (24) differenciálegyenlet n -ban implicit megoldható:

u2 '

n + l - F (s)
m'- '

(30)

Itt felhasználtuk az n**'00 u+o határfeltételt. Az implicit kifejezést (29)-be 
Írva kapjuk ak uj integrálelőállitását:

(2k+l)(2TTi) .
I n | =<5

n + 1 - F (s) 
mv

ds
2k+l

dn (31)

Látható az integrandusból, hogy mivel Fm (s) s polinomja ezért az n=0
az integrandus stacionárius pontja. A Laplace módszer alkalmazása könnyen 
elvégezhető. A Vim limeszre a következő kifejezés adódik:

ds
(32)

A Pm P°linomok segítségével ez az integrál kiszámítható

=m -arctg Qm(s)m v '

P n,(S) m '

* s—00

s=o
(33)

A |-,m számok pontos értékének kiszámításához pontosan kellene ismerni a P
mes Qm polinomok gyökeinek eloszlását. De enélkül is adható -re egy /cél­

jainknak megfelelő/ becslés. Ez pedig a következő. Könnyen belátható, hogy
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Pm , ül- Qm [ 5 ] 111 • [hF1] fo*u polinomok ¿2
és Qm-nek nem lehet több gyöke mint [ ^ ] ill*

-ben. Tehát P -nek m
. Ekkor azonban

értéke legfeljebb tt ĵ J + a ahol a < ír , mivel az arctg legfeljebb
ír -t tud nőni Pm két gyöke között. Tehát

Ebből következik, hogy

+ a a < ír (34)

uy
m

(35)

Ezzel igazoltuk, hogy érvényes a következő
I. Tétel:
A (2) McMahon sorok a jm (x ) szférikus Bessel-függvény gyökeire minden 
m / m = 1,2,3,.../ és n / n = 1,2,3,.../ esetén konvergálnak és a konvergen­
cia geometriai sebességű.

4. A szférikus Bessel-függvények deriváltjának gyökei

A deriváltfüggvény a Bessei-függvényekre vonatkozó képletek
alapján kifejezhető más indexű Bessel-függvényekkel. így a 3^(x ) = Q 
egyenlet gyökei azonosak az

n,jm-l(x) ~ <m+1) jm+l Cx> = 0

egyenlet gyökeivel. Legyen xn = fn + ^ - e
behelyettesítve a trigonometrikus előállitást

(36)

A (36) egyenletbe

tg e: = m°m-l + (m+1)C)m+1 
^m-l + 1

(37)

egyenletre jutunk. Legyen

e(u) - l b u2k+1 (38)
k=o

\ (37) egyenletből inverzretérés és u szerinti deriválás után az

(mQm_1+(m+l)0^+1)(ITlPm-l+ (m+1) pm+i) -1

(mPm-l + (m+1)pm+i)I2 + + 0 +1) Qm+l)2
(39)
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egyenlet adódik. Külön egyszerűsítjük a számlálót és a nevezőt: a számláló

-  V i  + <*+1> V i  -

a nevező

m
(l - v O  + - v )  - ( ! - ' . ) •

így a (39) egyenlet rendezés után az

~ m(m+iy 
2x

-  1 x = - - e (40)

alakú lesz, ahol

L = m
2m+l m-1

m+1' p
2m+l m+1

m(m+l)
m

(41)

Az e(u) függvény együtthatóira a (40) egyenlet segítségével rekurziós
képletet nyerhetünk, amely szerkezetileg analóg a (26) képletcsoporttal. E- 
gyetlen különbség csak az, hogy az ott szereplő f^ számok helyett jelenleg 
az

1 -

L(x)
m(m+1)
-- 2 'x

= I g-
k=o

k 2k x
(42)

sorfejtés g^ számai használandók. így pl.:bo=g^, 3b^=g2 + 2bog^,... stb.
/

Analóg módon a^-hoz, vizsgálható b^ k-*-°° aszimptotikus viselkedé-
ak fe 
2k+l

se. Levezetés nélkül rögtön b^ integrál előállítását irjuk fel:

_ _ X
k (2k+l) 2ttí

| n M
-1

i _ m(m+i) 

i1 ---- L(fl--,dS
dn (43)

Látható az integrandusból: n - /m (m +1) a stacionárius pont. Elvégezve
é pont körül a Laplace-módszer szerinti integrálást a

lim
k-voo

1_
2k

(44)

értékre azt kapjuk, hogy

oo
= /m(m+l) + I" | l

/m(m+l)'

*1 m(m+l) 
2_______ s . ds (45)



93 -

Ez az integrál és Qm segítségével kiintegrálható

arctg mQm-l + (m+1)Qm+l
" V l  + (m+1) Pm+1

•# s=°°

s=/m (m+1)'
(46)

Sajnos m pontos kiszámítása az arctg-ben szereplő polinomok gyökeinek
ismeretében végezhető el.

Az alábbi táblázatban megadjuk az első 30 értéket.

m u'm m p'Mm

1 2.985009889 16 26.275809105
2 4.475819426 17 27.843136592
3 5.999803150 18 29.410764438
4 7.539330580 19 30.978652924
5 9.087491164 20 32.546769229
6 10.640999477 21 34.115085971
7 12.198075398 22 35.683580106
8 13.757665704 23 37.252232092
9 15.319102815 24 38.821025235

10 16.881941357 25 40.389945182
11 18.445871739 26 41.958979515
12 20.010671437 27 43.528117434
13 21.576176009 28 45.097349495
14 23.142261053 29 46.666667402
15 24.708830552 30 48.236063833

Látható, hogy u^ < 1 ezekben az esetekben. Továbbá, (45) segítségével az 
is belátható, hogy

£  v é n y  - 1 + 1 ?  du ‘ *  <47)o
vagyis elég nagy m-re u^ < 1 szintén érvényes. Ezzel bebizonyítottuk, hogy 
fennáll a következő
II. Tétel:
A (3) McMahon sorok, a j^ (x) = 0 egyenlet, a szférikus Bessel-függvények 
deriváltjának gyökeit előállító sorok geometriai sebességgel konvergálnak /el­
tekintve esetleg, véges számú m (m >30) értéktől/.

5. Táblázatok

A ^m(x ) ~ 0 ^m(x  ̂= 0 egyenletek gyökeire vonatkozó McMahon
sorokat m = 2,3,4,5,6,7,8,9,10 esetén Csebisev-polinom sorba irtuk át, hogy 
ezáltal is növeljük a konvergenciájának sebességét. Ismeretes ugyanis, hogy 
ha a hatványsor q kvóciensü geometriai sorként viselkedik, akkor a Csebisev— 
polinomok szerint rendezett alakja q1 = -q (l+ZI^q)-2 kvóciensü geometriai 
sorként viselkedik. Az m = 2,3,4,5, ill. 6,7,8,9,10 esetekben az első, ill. 
első kettő gyököt külön adjuk meg, a többi a sorfejtésből számítható. A táb­
lázatbeli számok utolsó helyértéke esetleg 1 egységgel hibás.
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j2 (xn) = 0
X1

D2Îxn) = 0 
= 3.34209366

xn=(n+1)îr 1 PkT2k(H|î ) /
k~° n=l,2,... 

k P]c

xn_ (n 1 2 )7TkloqkT2k (2n+ï)
n *= 2,3,.. 

k <3k
0
1
2
3
4
5
6 
7

0.9595490210
-.0413227129

9057963
356861
17094

904
51
3

0
1
2
3
4
5
6
7
8

0.9650558754
-.0358575680

9611212
506989
32327
2273
170
13
1

j3(xn) = 0
X1

Ü ( xn) = 0 
=4.51409965

xn-(n|3/.)ir £ P]cT2k(2n+3) k=o n-±/¿fői*»*
k . Pk

xn= (n+1) \ K T2 k ( á )
K-° n=2,3,...

k qk
0
1
2
3
4
5
6
.7
8

0.9466960188 
-.0550201372 
-. 18218637 

1135857 
85251 
7034 
615 
56 
5

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

0.9568660189 
-.0445162577 
-. 14751039 

1005981 
84919 
7921 
784 
81 
9 
1

j4(*n) = 0 

*n-(”+2)*k|oPkT2k(n+2)

n = 1,2,...
k . Pk

34(xn) = 0 
xx = 5.64670362

xn-(nt3/2),Jo qkT2k(2’+3)
• *1 = 2,3,... 

k ^k
0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

0.9369007613
-.0656721038

27796040
2270444
225033
24499
2823
338
42
5
1

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

0.9495210111 
-.0523602430 
-. 20309183 

1647778 
168206 
19123 
2313 
291 
38 
5 
1
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L_í. U1 'x a h o Í5Íxn) = 0
nr» / > XI=6.75645633

Xn - K K L PkT2kl2n+5)'K—O
°o \

xn= (n+2)7f̂ qkT2k(ñ+2 )' n=2'3'---n '
n = 1,2,...

k Pk k qk

0 0.9291954337 0 0.9431023668
1 -.0741942264 1 -.0592860907
2 -. 37155338 2 -. 26040689
3 3645256 3 2405806
4 437197 4 282281
5 57725 5 37142
6 8068 6 5217
7 1171 7 764
8 174 8 115
9 26 9 18

10 4 10 3
11 1

3«5(xn ) = 0 36 (xn) = 0
x1=10.51283541 

ÍIn*(n+3)\|/t't2 k(é l )

x1=7.85107768, x2=12.27933398

xn= (n+2)^^qkT2k(lñ+5)' n=3' 4 '--

k
n = 2,3,...

Pk k qk
0 0.9536975383 0 0 9601892515
1 -.0476757740 1 - 0408941447
2 -. 14555248 2 - 11459659
3 883254 3 - 672136
4 66172 4 - 50345
5 5485 5 - 4259
6 482 6 - 387
7 44 7 - 37
8 4 8 - 4

xx=ll.65703219

Xn“ H ) 7rJ oPkT2k(lïïT7)

x,=8.93483888, x,=13.47203035
00

xn= ( n+3MqkT2k( ^ ) ,  n-3,4..

k
n = 2,3,...

Pk k qk
0 0.9484134991 0 0 9555100488
1 -.0533295249 1 - 0458479755
2 18628541 2 - 14459930
3 1301157 3 - 953070
4 112684 4 - 80342
5 10828 5 - 7670
6 1105 6 - 788
7 117 7 - 85
8 13 8 - 9
9 1 9 — 1
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i a C V  = 0
x1=12.79078171
xn=(n+4)1rIpkT2k(5|?) ,

o
n ” 2 f 3 / • • • 

k pk

3é(xn) = 0 
x1=10.01037075, x2=14.65126281

xn= (n+?)1TK T2k(2ÏÏT7) '
n — 3,4,5,»»

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

9437115881
0584033706

22776736
1784084
173831
18834
2171
260
32
4
1

0
1 
2
3
4
5
6
7
8 
9

9512313207
0504094572

17579114
1279135
119099
12579
1432
171
21
3

39( V
,079418:

/ 7 \
*n-(n+4) * K T2k(ïï+ï) '

Xĵ = 13.91582261

Xn = (n + l ) TT̂ p k T 2k ('2 n + 9 ) 
n = 2,3,...

k Pk

x1=ll.07941839, x2=15.81921549

n = 3,4,... 
a,

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

9395048137
0629788839

26935812
2321916
249605
29893
3813
507
69
10
1

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

O 9473158411
0546114100

20768487
1645753
166877
19212
2388
312
42

6
1

X, =

X =

=>lo(xn> = 0 
15.03346930
(n+5)1r¡pkT2k(HZF)
n = 2,3,.. .

Pk

H o ( xn) = °
x1=12.14320410, x2=16.97754998

oo . '

Xn= (n+2)7r|qkT2k('2n+9) ' 
n = 3,4,...

0
1
2
3
4
5
6
7
8 
9

10

0 9357206092 0 0 9437259799- 0671251453 1 - 0584882194- 31062174 2 - 23990985- 2905297 3 - 2048206- 339571 4 - 223705
— 44283 5 - 27754
— 6158 6 - 3720
— 893 7 - 525— 133 8 - 77— 20 9 - 123 10 - 2
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jj.01

xn= H

:n) = 0 /xn=tg xn/

Itt V 1-1 T1 I  ̂ 1 n — 1 ^

X1 =

x =mr 
n k

j{(xn) " 0 
2.08157597781810062

00
£ qk T2k^2 n̂) ' n=2f3,4,...
=0r.L pk kV2n+l/' n 1'2" “  k=o

k Pk k ^k

0 0.976950801411416459 0 0.973240154553681625
1 -.023231572190331450 1 -.027262850393595623
2 185195262775156 2 519813078903432
3 2875595341471 3 17492846389689
4 55080634198 4 718980184449
5 1172296304 5 32781735608
6 26590811 6 1593146232
7 629472 7 80849929
8 15365 8 4233625
9 384 9 227018

10 10 10 12402* 11 688
12 39
13 2

I r o d a  l o m

[l] McMahon, J.: On the Roots of Bessel and certain related Functions. Ann.
of Math. V.9, pp.23-30 /1895/

[2J Olver, F.W.J.: Royal Society Mathematical Tables V. £, Cambridge 
University Press. Cambridge England /1960/

Érkezett: 1970. ápr. 6.
KFKI Közi., 18.évf. 3. szám, 1970.





A BOSON TÉROPERÁTOROK UN. DIFFERENCIÁL-OPERÁTOR 
REPREZENTÁCIÓM ÉS ENNEK A NORMÁLRENDEZÉSSEL VALÓ KAPCSOLATA

Irta: Salam on Tam á*

összefoglalás
A koherens állapotok segítségével a boson téroperátorok egy érdekes 

megjelenitését, az un. differenciál operátor reprezentációt tekintjük át. 
Megmutatjuk, hogy ez milyen kapcsolatban van az operátor függvények normál­
rendezett alakban való előállításával és egy teljesen általános, ujabb nor­
málrendezési formulát vezetünk le. Illusztrálásképpen két konkrét operátor­
függvény normál alakját határozzuk meg.

Bevezetés

A koherens állapotok egyre nagyobb szerepet játszanak a kvantum 
rendszerek és az elektromágneses kölcsönhatások modérn tárgyalásaiban. Bár 
a hozzájuk rendelhető fizikai kép jelenleg még nem eléggé szemléletes és 
világos, matematikai vonatkozásokban számos érdekes eredmény született. Ilyen 
szempontból emlitésreméltó a boson operátor függvények rendezési problemati­
kája [l, 2] . Jelen dolgozat is tulajdonképpen e kérdéssel kiván foglalkozni;
a koherens állapotok egy kevésbé ismert tulajdonságának segítségével kiegé­
szítjük a boson operátor függvények un. normálrendezési technikáját [l] .

/

Differenciál-operátor reprezentáció

A koherens állapot egyik legnevezetesebb tulajdonsága., hogy az el­
tüntető téroperátor a sajátfüggvénye. Vagyis

a|a> = ot|a> (1 a)

Ezen egyenlet adjungáltja nyilvánvalóan

<a|a+ = a <a| (1 b)
Mivel az [a,a*] = 1 értelmében a téroperátorok nem felcserélhetők, ezért kö­
zös sajátfüggvényük nem létezhet. Tehát az |a> koherens állapot nem lehet az 
a+ keltő operátor sajátállapota. Ezen túlmenően azt is mondhatjuk, hogy az 
a+ operátornak nem is létezik sajátfüggvénye (1 a) értelemben véve [3] . Még­
is, formálisan a keltő operátorra is előállítható az (l a)-hoz hasonló egyen­
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let. Ehhez induljunk ki a koherens állapot eredeti definíciójából [4]

I“ '2 - n
l°> = e 2 l - Á r  l“>n=o

let |2 _ _ _ |a|2 „ n
r a" ---------- 2  l |n+1>a a> = e ) a n> = e

n==o /n!

- —  » 00 n+1
= e  3̂  l /(n + I )  !' in+1>n=o

3 ct°Az egyenlethez 0 = ^  ^ | ■ -t adva, kapjuk

I“ !2 - n
a | a> = e 377 £ 7nT n̂>n=o

Figyelembe véve |ot> definícióját, Írhatjuk
/

I a I 2
|a> =  -  i  a* | a >  +  e 2 L* J “ 2 -  | n> 3a 1 2 ' 3a L /nT 1n=o

és e két utolsó összefüggésből adódik

3a

Ezen egyenlet adjungáltja pedig

a+ |„> = (1 + |~ ) |a> (2 a)

:a|a = ( l  °  + 3 ^ )  <al (2 b)

Még egyszer megemlítjük, hogy a 2 -es egyenlet nem sajátérték egyen­
let, hiszen a jobb oldalakon a differenciálási utasítás miatt operátorként ha­
tó differenciál-hányadosok is állnakl
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A (2)-es egyenget jelentése és értelme rögtön világossá válik, ha 
pl. a (2 b)-t jobbról egy tetszőleges állapotvektorral - jelöljük | <p> -vei - 
beszorozzuk.

(3 a)

Láthatjuk, hogy a <a|i|>> = ^ függvénytérben az eltüntető tér-
/ 1 3 \operátort, a-t az ( -r ) differenciál-operátorral reprezentálhat­

juk.

A (1 b) egyenlettel hasonlóan eljárva

<a|a+ |̂ > = a* <a|ijj> (3 b)
+ -#mondhatjuk, hogy függvénytérben a keltő téroperátort a -t pedig az a

komplex számmal való szorzással reprezentálhatjuk, összefoglalásképpen az 
a és a+ operátorok fenti megjelenitését nevezzük differenciál-operátor 
reprezentációnak. /Ez a kép analóg pl. az impulzus operátor p = - ih 
alakban való előállításához az un. Schrödinger reprezentációban./

Természetesen a felcserélési relációnak reprezentációtól független­
nek kell lennie, ami valóban igy is van, ui.

<a|[a,a+J|î > = <ot 1

= [ 1 + 9 ^  ' “*]

= (^f" + 1 + “* 9 ^  “ V  " a* 3 ^ )  <a\*>

= <a|i|/>

Általánosságban, egy tetszőleges F(a,a+) operátorra, vagy operá­
tor függvényre (3) alapján Írhatjuk:

<a|F (a,a+) U> = F ( J , a*̂ ) <a|^> (4)

Továbbá, ha feltesszük, hogy a |i|/> állapot olyan alakú, miszerint

<a | i|j> = e 2 f (a*) (5)

<a|a|iji> = < a  |
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akkor a (4) kifejezést egyszerűsíthetjük

2
v r  1?1-

<a|F (a,a+) | tp> = F , a*J e 2 f (a*)

_ m !
e 2 F

I a I 2
2e

* ^ahol a differenciálási utasitás egyrészt az F függvény a -t tartalmazó meg­
felelő részeire, másrészt az f (a*) -ra vonatkozik.

A (6 ) -os egyenlet most már könnyen kapcsolatba hozható a bevezető­
ben emlitett un., normálrendezés kérdésével. Ismeretes, hogy az F(a,a ) ope­
rátor normálrendezett függvényalakját a koherens állapottal történő diago- 
nális mátrixelemek adják meg [l]. Vagyis

F(a,a+) = FN (a,a+) = Ttt <a |F (a,a+) | a>

ahol Fn az F függvény normálrendezett alakját, az 7t a normálrendező 
operátort jelöli.

Válasszuk a tetszőleges |ip> -nek egy nem a -val jellemzett kohe­
rens állapotot, pl. |3> ~t. Akkor függvényterünk az (5) egyenlettel jellem­
zett speciális alakot ölti fel

2 2
<o| p> = exp < - ---1|J- + Ct*‘

es ( 6 )

- 1 4 ! - l e i !  ,  A  ,
<a |F (a,a+) | B> = e 2 2 F e01 e

Képezve a 3 -*■ a határértéket, megkapjuk a kivánt normálalakot:

FN (a,oi*) = lim <a |F (a,a+) | B>
6-*a

- Mi _ Mi
&  • '  2 ’  2 F f a  ■*) e“ ' B í7)
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és hattatva erre a kifejezésre az 7*t normálrendezö operátort, az FN (a»a+) 
operátorhoz, vagy operátor függvényhez jutunk.

Ha összehasonlitjuk [l] (7) és jelen munka (7) képleteit, láthat­
juk, hogy az előző módszer szerint egy integrál, vagy végtelen összegezés 
segítségével állítjuk elő a normálalakot, mig itt egy egyváltozós, de álta­
lában végtelen rendű differenciálási utasitás elvégzése révén. Nyilvánvaló, 
hogy az F(a,a+) konkrét alakjától függ, melyik módszert célszerű alkalmaz­
ni, bár meg kell jegyeznünk, hogy ez utóbbi eljárás általánosabb, mivel - 
mint ezt majd látni fogjuk a 2. példánál - nem mindig található olyan tel­
jes függvényrendszer, amelyben az F(a,a+) mátrixelemeit expliciten ki le­
het fejezni.

Befejezésképpen és egyben e módszer illusztrálására két konkrét o- 
perátor függvény normálalakját határozzuk meg.

Példák

alapján
1. Legyen F(a,a+)=e a ahol X tetszőleges paraméter. Akkor (7)

F (a,a*) = lim e
$-*-a

exp . -A / a 8aH

_ Ia I - -LEJ—  * -A2 2 a 0e= e lim e e
g+a

= exp |^e  ̂ - l) a* a 

ahol felhasználtuk (F.l)-t. Tehát a normálalak:

- F„(a,a+) - | (e~Xk-7 ^  (a+f  a"
k=o

(8)

2. Legyen most F(a,a+)= ^Aa++a')n , ahol A tetszőleges paraméter 
és n pozitiv egész szám.

Meg kell jegyeznünk, hogy ezt a feladatot a korábbi közleményben
[l] megadott technikával nem tudjuk megoldani, hiszen tetszőleges A para­
méter esetén nem létezik olyan ismertebb teljes függvényrendszer, amelyben 
a fenti alakú operátor mátrixelemeit expliciten ki tudnánk fejezni.

Állítsuk elő tehát a (Aa+ + a)n operátor függvény normál alakját! 
A normálalakot a következő általános kifejezés adja meg:
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F (ct,ct*) = lim <a|(Aa+ + a)n | g>
B-*-a

amit (7) szerint Írhatunk

l « ! 2 _ I l i 2
= lim e

e-*-ct
• f e“'B 3a* 1

Hozzuk egyszerűbb alakra a jobb oldalon álló kifejezést, felhasználva (F.2)-t:

Aa* + r r T)a* j = e 2 3 x - ^  ,
e 2 e” 6

= e
(>*)"

ahol teljes négyzetre egészitettünk ki. Vezessünk be uj változót, legyen

it = ^ X V  + ̂  3

t = i'JT
a* i V 2

3 = 3_ 3t
3a,r 3t 3

3_
3t

így

(3a* )n
[ &  + n 7-̂ \n/2 gn _fc2

• « )"  (s í 3t

\n/2 -t2 e t2 3n
3tn e_t C-l)n C-i)n- (-0" (1 )

Figyelembevéve a Hermite-polinomok Rodrigues-féle előállítását [5] , kapjuk

/i,\n/2.2
- <!)” (| ) H jt )

majd visszahelyettesítjük az eredeti változót

(xo* + e“*8 = e' 5 (“*)2 ‘ h  b2 ^ X ^ ' 2 e(#>* + & ) 2 *„[-*($■* +
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hatványsorával helyettesítve a Hn -t [5],

y e  An { \ \nl2 y  n»(-i)m ( .  , / r r 2m /. ,  \n-
' 2 / mIQ in! (n-2m)! (_i VIJ (Aa + e )

2m

x \m
m(if )

■ M  • >

Végeredményképpen a kivánt normálalak

n-2m

Fn (a, a*) = H m  exp
8+ot

+ a ^  m!(n-2m)! (Xa* +
n-2m

[t] n-2m n! ( ^ f
~ J o  k i  m! k!(n-2m-k)! (Xa*) (9a)

vagy a normálrendezett operátor függvény:

(. , ,,+)■> - W  n;2m (j)" f, +)k n
 ̂ j  J o  k = o  m! k « ( n - 2 i n - k ) l  ( l a  '  a

-2m-k (9b)

(9 b) eredményünknek van egy érdekes speciális esete. Ha ugyanis 
X = -ih f akkor összevetve a téroperátorok és az impulzus és koordináta ope­
rátorok felcserélés! relációit:

[q,p] = ih [a,a+J = [~iha+, a]

látható, hogy a -ifta+ , valamint az a operátorokból alkotott operátor 
függvény normálrendezett alakja formailag a q és p operátorokból alkotott 
ugyanazon függvény un. q -rendezett alakjával egyezik meg.

Például F(q,p) = (q+p)n esetén
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[2] n-2m ft! (-/ \n uvJ ~ v \ 2 / k
(q+p) - l l m! k!(n-2m-k)! q p

k n-2m-k ( 10)
m=o k=o

alakhoz jutunk, amely egy uj bizonyítása Cohen régebben levezetett eredmé­
nyének [őj .

Függelék

1. Igazoljuk a következő azonosságot:

9_ ' 
9x f(x) = f (x efc) (F.l)

ahol f (x)tetszőleges függvényt és t tetszőleges paramétert jelöl.

Bizonyítás

Legyen lóg x = y , akkor

9 9 9 (lóg x) _ 1 9
9x ' 9(lóg x) 9x x 9(lóg x)

így

9x 9y

tehát a baloldal irható

ugyanis

£

“  I  C T  f <x > *  ^  ^n=o n‘ 9x

Visszahelyettesítve, a kivánt azonossághoz jutunk.

2. Bebizonyítjuk a következő összefüggést:

( e + * * y  f <x > ■ « ’ 2X d̂x
e f(x)_ (F. 2)
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ahol f (x) tetszőleges függvényt és X tetszőleges, x -tői nem függő para­
métert jelent. Az igazolást teljes indukció módszerével végezzük, 
n = 1 esetére

(Í5 + Xx
:) f (x) =

X 2 
~ 2 x

A x 2 
2Xxe f(x ) + e

X 2 
2 x d_ 

dx f(x)

" ( s  + Xx) f(x)

állításunk tehát fennáll. Feltesszük, hogy n = m esetére is igaz és megnéz­
zük, hogy n = m + 1 esetén mi a helyzet. A baloldalból kiindulva,

\m+l
g* + Axj f(x)

\ * 2

dx

X 2
2 x e f (x")

= e 2X dm+1
(dx):m+1

X 2 X 2 X 2
2Xe f (x) " 2X+Xxe dm

dxm
2X_e fCx)j

- Xxe
X 2 
2 X dm

dxm
X 2
2 x e f (x)

= e
A x2 2 x ,m+l

(dx)m+1
A x 2 2e f (x).

látjuk, hogy a kivánt alakhoz jutottunk, igy állításunkat igazoltuk.
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DIMETIL- ANILINBEN OLDOTT F e C l 3 MÖSSBAUER-SPEKTRUMÁNAK 

VIZSGÁLATA GAMMA BESUGÁRZÁS UTÁN

Irta: Kása Somogyi István, Dézsi István és Balog János

Összefoglalás
A 77°K-on 50 Mrad ^°Co gamma-dózist elnyelt DMA-FeCl3 rendszernek a 

besugárzás hőmérsékletén mért Mössbauer-spektruma csak Fe3+ ionok jelenlété­
re utal, következésképpen az excitonos redukció hozama, ha ez a folyamat e- 
gyáltalán végbemegy, G <0,01 ion/100 eV. A Mössbauer-spektrumok és az elek­
tromos vezetőképesség-hőmérséklet görbék alapján valószinü, hogy a 77-150°K 
hőmérséklettartományban lejátszódó szilárd fázisú reakciók nagyobb részét 
sekély csapdákból kiszabaduló elektronok és ionok okozzák.

60A Fed., gyökcsapdát tartalmazó dimetil-anilinben /DMA/ Co gamma-
3+ 2+sugárzásának hatására a Fe — -Fe redukció megy végbe. A fenti átalaku­

lás szokatlanul magas kezdeti hozamának értelmezésére feltételeztük [l] ,
hogy a redukció szilárd állapotban játszódik le a besugárzás során keletkező 
excitonok hatására. Ezeket a következtetéseinket spektrofotometriás méréseink­
re alapoztuk, amelyek során a 77°K hőmérsékleten besugárzott DMA-FeCl^ rend­
szerben bekövetkezett átalakulásokat nem szilárd állapotban, hanem a minta 
felolvasztása után szobahőmérsékleten határoztuk meg. E mérések megadták az 
átalakult Fe3 + mennyiségét, de semmi felvilágositást nem nyujttottak arról,

T-i. O 4 . „hogy a Fe -— »Fe folyamat a besugárzás hőfoka es az anyag o.p.-ja közöt­
ti széles hőmérséklettartományban /77-278°K/ mely hőmérsékleten játszódik le.

A lehetséges szilárd fázisban lejátszódó reakció mechanizmusának 
/exciton, elektron vagy negativ ion-migráció/ meghatározására termoluminesz- 
cenciás méréseket végeztünk [2, 3], amelyek szerint a redukció két lépcsőben 
játszódik le és a minta lassú vagy lépcsőzetes felmelegitése esetén 150°K-ig 
befejeződik. A felmelegités során jól elkülönülő két lumineszcencia csúcs az 
elektromos és ionos redukciót valószinüsitette, de az excitonok hatására be­
következő redukciót ezzel a módszerrel nem lehetett a többi folyamattól elkü­
löníteni. Az excitonos redukció kimutatására alkalmasnak látszott a Mössbauer-
effektus mérés módszere. Kezdeti tájékozódó méréseink [3] szerint a DMA-FeCl,

2 +  ^  rendszerben 77°K-on besugárzás nélkül is voltak Fe ionok. Mint a későbbi
2+  ^vizsgálatok kiderítették/ ezeknél a méréseknél a Fe ionok a rez-mintatar- 

tó redukáló hatására keletkezhettek, ill. a FeCl^ előállításánál maradhat-
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tak vissza, igy a méréseket, az emlitett hibákat kiküszöbölve, megismételtük.

60,Jelen munkában a 77 K-on FeCl-Co gamma-sugárzással besugárzott *•'-'■"*-3 
gyökcsapdát tartalmazó DMA Mössbauer-spektrumait és a DMA állandó feszült­
ségénél felvett áram-hőmérséklet görbéit közöljük, amelyekből a redukciós 
folyamat mechanizmusára kivánunk következtetni.

Kísérleti rész

A_hgsznált_anYg3ok

C12-^6=-v

A Fluka pract. tisztaságú dimetil-anilint ecetsav-anhidriddel 2-3 
óráig visszafolyatással forraltuk, majd redukált nyomáson üvegspirál-darab- 
kákkal töltött 1 m hosszú kolonnán desztilláltuk. A fő frakciót még kétszer_510 torr nyomáson desztilláltuk. A végső terméket légtelenített törőzáras 
ampullákban sötétben tároltuk.

A vas/III-klorid an- 
hidridet /FeCl.,/ mégha- 
tározo^t sulyu 10 % Fe- 
izotópot tartalmazó vas­
por klórgázban történő he­
vítésével állítottuk elő, 
előzetesen enyhe lánggal 
kiszárított és klórral át- 
öblített üvegrendszerben 
/l. ábra/. A palackból 
nyert klórt vizen, koncent­
rált kénsavon és magnézium- 
perkloráton átengedve tisz­
títottuk és szárítottuk. A 

57.

cc H2S0^ Mg(CiO¿)2

1. ábra
FeCl^ előállítására használt 

berendezés vázlata keletkezett 
megfelelő csapocskák elzá-

FeCl3~ot a

rása után /l.l. ábra/ kesztyűs kamrába vittük, amelyben száraz 
ik el, ma 

centrációju DMA oldatot.

N, atmoszfé-
rában készítettük el, majd pedig a mintatartóba töltöttük az adott FeCl^ kon-

d_b£rendezések_és_mérőmüszerek

A teflonból készült mintatartó rajza a 2. ábrán látható. A mintaké-
sziteskor a teflontartót egy cseppfolyós nitrogénbe helyezett sárgaréz-tömb
megfelelő bemélyedésébe helyezve lehütöttük, s igy a beöntött DMA azonnal
megfagyott. A minta ettől kezdve a mérések befejezéséig cseppfolyós nitrogén 
alatt volt.
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A DMA egyenáramú elektromos
vezetőképességének mérésére használt
mérőedény boroszilikát-üvegből készült21 cm felületü Pt-elektródokkal. Az 
ismételt fagyasztással és kimelegités- 
sel légtelenített dimetil-anilint desz- 
tillációval juttattuk a mérőcellába.
Az áramot a sorba kötött száraztelep­
ből, mérőedényből és ORION KETI TR-15 
tipusu elektrométerből álló körben 
[4, 5] mértük. A besugárzás hatására
bekövetkező vezetőképesség-változás 

60megállapitására a mérőcellát 250 Ci aktivitású Co forrásban cseppfolyós 
nitrogénben sugároztuk be.

A Mössbauer-effektus méréséhez a mintát az MTA Izotóp Intézete 
120000 Ci aktivitású forrásában sugároztuk be a cseppfolyós nitrogén hőmérsék­
letén. A hosszú besugárzás során a nitrogénben feldusuló ózon miatt a Dewar- 
edényben a cseppfolyós nitrogént több alkalommal teljesen kicseréltük, ter­
mészetesen ügyelve arra, hogy ilyenkor a minta hőmérséklete ne emelkedjék 
77-80°K fölé.

A Mössbauer-effektus mérésére "amplitúdó mode"-ban működő NTA-512 
analizátorral összekapcsolt spektrométert használtunk.

£2_®E§S^ÉÜY§lS_tárgyalása

A Mössbauer-effektus mérőberendezés érzékenységének megfelelően a
3DMA-FeCl, oldatnak besugárzás után 50-100 pg/cm kétértékű vasiont kellett

3+tartalmaznia. Korábbi munkánkból [6] ismeretes volt, hogy a Fe sugárké­
miai redukciójának hozama szilárd DMA-ban csak a besugárzás kezdetén mintegy

Ifi *10 eV/ml dózis elnyeléséig nagy; G/-FeClg/ = 15 molekula/100 eV, de ké­
sőbb ~1019 eV/ml dózis után a hozam G/-FeCl3/« 0,1 molekula/100 eV értékre 
csökken. Fentiek figyelembevételével a Mössbauer-effektus méréshez használt
mintát D = 50 Mrad = 3,12xl021 eV/g dózissal sugároztuk be, amelynek hatásá- 

1 fi 2+ra ~3,0x10 Fe ion jött létre az anyag minden köbcentiméterében, ami dur­
ván 5 millimolos oldatnak felel meg.

A 3. ábrán a Fe2+ és Fe3+ ionokat tartalmazó lefagyasztott DMA, 
a 4. ábrán pedig a cseppfolyós nitrogén hőmérsékletén besugárzott és 50 Mrad 
gamma-dózist elnyelt DMA-FeCl^ rendszer különböző hőmérsékleteken felvett 
Mössbauer-spektrumai láthatók. A besugárzott anyag spektruma kizárólag a

3+ , x-Fe ionok jelenlétét mutatja, következésképpen a gamma-besugárzás folyaman
excitonok egyáltalán nem vagy csak a Mössbauer-módszerrel kimutatható határ-

2. ábra
A Mössbauer spektrum felvételéhez 

használt mintatartó rajza
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bei)tés-
szam

3. ábra
2+ , 3+Fe és Fe ionokat tartalmazó be­

fagyasztott dimetil-anilin oldat 
Mössbauer spektruma 77°K hőmérsék­

leten

4. ábra
A vas/III/-kloridot tartalmazó be 
fagyasztott dimetil-anilin oldat 
Mössbauer spektruma különböző hő­
mérsékleteken 50 Mrad/g 60co gam­

ma-dózis elnyelése után
O i

koncentrációnál kisebb mennyiségben redukálják a Fe ionokat. /Ez a határ­
érték esetünkben 0,5 millimolos koncentrációt jelent, vagyis az excitonos 
redukció hozama, ha a folyamat egyáltalán lejátszódik G/-FeCl3/< 0,01./

Az excitonos energiaátadás ki­
zárása után a redukciót elektron és 
ionvándorlással magyarázhatjuk. Eze­
ket a folyamatokat a lumineszcencia­
mérés kétségtelenül kimutatta. Az e- 
lektromos töltések mozgása árammérés­
sel is jól észlelhető. A DMA vezető- 
képessége a 200-145°K hőmérséklettar­
tományban kb. 10 nagyságrenddel csök­
ken /5. ábra/. 145°K alatt a DMA a jó 
szigetelőanyagokra jellemző elektromos 
tulajdonságokkal rendelkezik. A 77°K- 
on besugárzott minta vezetőképessége

5. ábra felmelegítés közben egészen 145°K-ig
A besugárzott /A/ és besugárzatlan mintegy két nagyságrenddel nagyobb a
/B/ dimetil-anilin egyenáramú elek- besugárzatlan minta vezetőképességé-
tromos vezetőképességének változása

a hőmérséklet függvényében ne1, A tolteshordozok aktiválási ener-
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giája ebben a hőmérséklettartományban 0,01-0,03 eV körüli érték. A besugár­
zott minta vezetőképesség! görbéje 145°K felett azonos a besugárzatlan mintáé­
val, igy a termolumineszcenciás mérésekkel [2, 3] egybehangzóan e mérésekből 
is az következik, hogy a töltött részecskék által előidézett szilárd fázisú 
reakció 77 és 150°K között játszódik le.

Köszönetnyilvánítás

A szerzők köszönetét mondanak az Izotóp Intézet sugárkémikusainak a 
besugárzások során nyújtott segítségükért.
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SZUBMIKROKONCENTRÁCIÖJU JODÁT-OLDATOK 
RADIOLITIKUS REDUKCIÓJA SAVANYU ÉS LUGOS KÖZEGBEN

Irta: N agy G . Á gnat

összefoglalás
131 -Szubmikrokoncentrációju jodát-öldatokat /hordozómentes su~

gároztunk be Co-60 y -forrásban, levegő jelenlétében. Mértük a képződött re­
dukciós termék, a jodid százalékos mennyiségét a besugárzási idő, az oldat 
sav és lúg tartalma, valamint a savmaradék minőségének függvényében. A jo- 
dát-oldatok koncentrációja ^10~12 g.ml- -̂ volt, a 131i aktivitása alapján 
számolva. Az oldatokat sósavval, kénsavval savanyítottuk, illetve nátronlug- 
gal lugositottuk. összehasonlítottuk a szubmikro- és makro-koncentrációju 
jodát - illetve jodid-oldatok radiolitikus tulajdonságait és foglalkoztunk 
az eltérések lehetséges okaival.

131Korábbi közleményeinkben a hordozómentes I-készítmények kémiai
tulajdonságaival foglalkoztunk [l, 2, 3j . Vizsgálataink szerint ezen I 
és I0~ - oldatokban tárolás közben a jód saját sugárzásának következtében, 
egyensúlyra vezető oxidációs-redukciós folyamatok játszódnak le. Ez a jo­
did- jodát egyensúly a jodid-oldatok külső y -forrással való besugárzásával 
is elérhető és mindkét esetben a vizsgált paraméterektől - pH, y -dózis - 
azonos tendenciájú függést mutatott.

A hordozómentes jód-készitmények saját sugárzása okozta változásai­
nak vizsgálata hosszú időt vesz igénybe - több riapot, illetve hetet - és 
viszonylag nagy fajlagos aktivitású preparátumokat igényel. Érdekesnek lát­
szott ezért ezen készítményeket sugárkémiai vizsgálatoknak alávetni /külső 
y -besugárzással/, mivel itt rövid besugárzási idő alatt térfogategységre 
számítva kis aktivitású' oldatokkal dolgozva viszonylag gyorsan nyerhetjük 
az eredményeket. Természetesen az összehasonlításnál és a következtetések 
levonásánál nagyon gondosan kell eljárni.

A jód sugárkémiai irodalmában ilyen nagy higitásu oldatokkal kap­
csolatban nem találtunk közleményeket. E tárgykörben publikált munkáknál a 
vizsgált oldatok - jodid, jód vagy jodát - koncentrációjának alsó ̂ határa 
általában 10-4 - 10-5 M.l-1 vagyis jódra számolva ~  10 6 g.ml 1 [4, 5, 6],
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A v í z  sugárkémiai termékeinek koncentrációja kisérleti körülménye­
ink között hasonló nagyságrendű. Közelitőlegesen: abban az esetben ha a su-

Ifi “1 _1gárforrás dózisteljesitménye 10 eV. ml . perc és a Glli^>2l ~  » ak­
kor a képződő hidrogénperoxid mennyisége milliliterenként 10 db, vagyis
10-6 q . ml-1 . sec-1. Az általunk vizsgált hordozómentes jodid, illetve

-12 -1jodát-oldatok koncentrációja aktivitásuk alapján számolva 10 g . ml 
nagyságrendű /10. Ci ml""1/. Ezeknek az oldatoknak sugárkémiai vizsgálatá­
nál tehát egy olyan speciális eset áll fenn, hogy a viz sugárkémiai termé­
keinek kialakulását, illetve egyensúlyát, a vizben oldott anyag nem zavarja, 
a termékeket gyakorlatilag nem fogyasztja. Ebből a helyzetből adódik továb­
bá az is, hogy vizsgálati eredményeinket természetszerűen nem a sugárkémiá­
ban szokásos G értékek formájában adtuk meg, hanem az aktiv jód kémiai 
formáinak - különböző vegyértékállapotu atomjainak - százalékos arányát tün­
tettük fel az ábrákon.

A fent említett I~ - IO3 egyensúlyt megpróbáltuk elérni olyan 
oldatok besugárzásával, amelyek a radioaktív jódot jodát formában tartalmaz­
ták. Az alábbiakban ezekről a vizsgálatokról számolunk be.

Kisérleti rész
131 -Oldat készités; a hordozómentes IO^-ot Pt-lemezen adszorbeal-

tatott I anódos oxidációjával nyertük [7] . Az igy kapott oldatot /kétszer
desztillált vizzel anódosan deszorbeáltatott IO3/ a kísérletnek megfelelő
koncentrációjú H-SO*-, NaOH-oldattal, illetve kétszer desztillált vizzel

-1hígítottuk. Az oldatok fajlagos aktivitása 10-15 yCi . ml volt.

Besugárzás; az oldatokat csiszolt-dugós üvegampullákban sugároztuk 
be 2000 Ci Co-60 y-forrásban, levegő jelenlétében. A besugárzás hőmérsékle­
te 30°C + 2 C°. A dózis teljesitmény 101® eV. ml 1 . perc 1 volt. A besugár­
zási időt 5-től 90 percig változtattuk. Besugárzás után 10-15 perccel az ol­
datokat papire-lektroforizáltuk.

Analízis; a képződött termékek szeparálására nagyfeszültségü pa- 
pirelektroforézises módszert alkalmaztunk. 0.E.-20 tipusu készüléket hasz­
náltunk. 1,5 cm széles 42 cm hosszú Whatman-1 papircsikokat 10 2 M NaCl ol­
dattal nedvesítettük, majd a középponttól katódirányba 5 cm-re cseppentet­
tük a vizsgálandó oldatot. A papircsikokat 3 cm széles üveglapok közé he­
lyeztük, amelyekre ezután ólom-nehezéket tettünk / 19 g . cm 2/. A papir­
csikokat alulról hütöttük áramló csapvizzel. Elektrolitként lO-2 M NaCl ol­
datot használtunk. A feszültséggradiens 30 V.cm 1 volt. Az ionfajták szepa­
rálása 20 perc alatt ment végbe [8] .
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Szeparálás után a papircsikok aktivitását GM csöves félautomatikus 
berendezéssel mértük. A berendezés tartozéka egy lineáris rateméter, amely­
nek jeleit egy EPP-09 M2 regisztráló potenciométer rögzítette. Ez a berende­
zés mérte a csikók aktivitását, illetve a papirelektroforegrammot elkészí­
tette. Az igy kapott mérési adatok közepes négyzetes hibája a £ ±3.

Az eredmények ismertetése és értékelése
131A hordozómentes IO^-oldatok Co-60 Y -forrás sugárzásának hatá­

sára jodiddá redukálódtak. A radiolizises redukció mind savanyu, mind lúgos 
közegben végbe ment. A redukciós termék jodid, esetenként - savanyu oldatok­
ban - elemi jód képződését is észleltük, de a jodidhoz viszonyítva elhanya­
golható mennyiségben /< 5 %/. A redukciós termék mennyisége a besugárzási 
idő függvényében 40-60 %-kal telitési értéket ért el /la, b, 2b, c görbék/.
A radiolizises redukció 10 3 M HC1, 10 3 n. H2S0^, 10 3 M NaÖH-os közegek­
ben I0-/I egyensúlyhoz vezetett. Az egyensúlyi értékek ezekben az olda-_2tokban hasonló nagyságúak voltak. A radiolizises redukció sebessége 10 
M NaOH-os jódát-oldatban megnőtt és a redukció a jodát teljes mennyiségének 
átalakulásához vezetett /2a. ábra/.

1. ábra

Hordozómentes 131I03-oldat redukciója
Y -sugárzás hatására.
I- képződés 10~3 n H2S04 oldatban /a/ 
I- képződés 10-3 M HCl oldatban /b/
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2. ábra
131 - -.Hordozómentes IO-j-oldat redukciója

Y -sugárzás hatására.
1~ képződés 10  ̂M NaOH oldatban /a/
— —3I képződés 10 n H2S0^ oldatban /b/
I képződés 10 3 M NaOH oldatban /c/.

131 -Előbbi közleményünkben ismertettük a hordozómentes I -oldatok
Y -forrásban történő besugárzásának vizsgálati eredményeit [2] . E szub-
mikrokoncentrációju savanyu jodid oldatok - amint azt megállapítottuk -
sugárzás hatására jodáttá oxidálódtak és a radiolizises oxidációs termék
mennyisége a besugárzási idő függvényében telitési értéket ért el,
l“/I0l egyensúly alakult ki. A fenti ábrákon közölt adatokból látható, hogy3 _ _
ez a I /IO-j egyensúly a y -sugárzásnak alávetett hordozómentes I03 -ol­
datoknál is kialkui, az egyensúly mindkét oldalról elérhető.. Azonos integ­
ráldózis elnyelése után a I ^=2-I03 átalakulás telitési értékei mindkét 
esetben 40-60 % között voltak [ll] .

A makrokoncentrációju savanyu jodid-oldatok radiolizises vizsgá­
latainál - amint az ismeretes - elemi jód képződését észlelték és a jód 
sugárkémiai reakcióit is ezek alapján feltételezték és kezelték [4, 5, 6] .
E szubmikrokoncentrációju jodid és jodát oldatok radiolizises vizsgálati 
eredményei azt mutatják, hogy ezekben az oldatokban a vizradiolizises ter­
mékek nem I /I2, illetve I03/I2 egyensúly kialakulását eredményezik, ha­
nem I /I03 egyensúlyhoz vezetnek. Ez azt jelenti, hogy az oxidáló sajátos­
ságú vizradiolizises termékek jodáttá képesek a kiindulási jodid-oldatot 
oxidálni. A két, különböző koncentrációjú jodid- és jodát - oldatoknál ta­
pasztalt eltérést a sugárkémiai reakciókra szuperponálódott kémiai reakció­
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nak / 5 I- + 10^ + 6 H+ + 3 ^  + 3 H20  ̂ tulajdonítjuk. A szubmikrokoncentrá­
ciók tartományában ez a reakció elhanyagolhatóan kis sebességi állandóval 
bir és igy a jodid és jodát ionfajták egymás mellett hosszú időn át léteznek.

A makrokoncentrációju lúgos jodát-oldatok radiolizises átalakulásá­
nál a jodidképződést is feltételezték, azonban a szerzők a redukált ekviva­
lensek átlagszámának mérésére törekedtek és igy a termék minőségét nem je­
lölő vizsgálati módszert választottak [9] . Az általunk használt papirelek- 
troforézises módszer a képződött termék mennyisége mellett a minőségét is - 
kémiai reakció közbeiktatása nélkül - jelzi.

131Az 1. ábrán bemutatott vizsgálati adatok olyan hordozomentes I03~ 
oldatokkal végzett kísérletek eredményei, amelyeknek savanyítását /pH <^3/ 
kénsavval és sósavval végeztük, s igy az oldatok különböző minőségű savma­
radékot tartalmaztak. A kloridoldatok egyik sugárkémiai terméke - amint az 
ismeretes - elemi klór [lo] . A sugárzás hatására képződött klór befolyásol­
hatja a jodát sugárkémiai reakcióit azáltal, hogy a képződött jodiddal reak­
cióba lép:

21“ + Cl2  *-I2- + 2C1" (1)
21° + 5Cl2 + 6H20 ---►  2HI03 + 10 HCl (2)

131 —Vizsgálataink szerint a hordozómentes I -oldatok ezen oxidációja tömény
- 3

klóros vizzel elvégezhető [ll] . Az általunk savanyításra használt 10 M-os 
HCl oldat azonban úgy látszik nem szolgáltatott a besugárzáskor annyi elemi 
klórt, amely a jodát radiolizises redukcióját megakadályozná, illetve a viz 
radiolizises termékéinek elsődleges döntő szerepét háttérbe szorította vol­
na .

A hordozómentes 131I0~-oldat 10~2 M NaOH-os közegben mutatott 
radiolizises redukció sebességének megnövekedése, illetve a jodát teljes 
redukciója sugárkémiai szempontból magyarázható.

Ma már közismert az, hogy a viz—radiolizises termekek /H; OH; H02;
e ; H-0-/ közül pl. az erősen oxidáló tulajdonságu OH gyök pH 9 felett clC| Z 4
disszociál és 0~ alakban reagál

OH  *- H+ + 0~ , (3)

a H redukciós készsége a pH növekedésével nő, 
a H02 lúgos közegben 02~t ad /12/.

H02 ---*- H~ + 0~ (4)

A jodát lúgos közegben történő gyors és teljes mértékű redukciója arra utal,
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hogy a viz radiolizises oxidáló termékeinek disszociációja olyan egyedek 
képződéséhez vezet, amelyek jodid— »-jodát oxidációra nem képesek. Ennek fe­
lel meg az, a már közölt megfigyelésünk is, hogy lúgos közegben /pHooll/

131 - - ,a hordozomentes I se alias közben, se y besugárzás hatasara nem oxi­
dálódik [11] .

Meg kell azonban jegyezni azt, hogy a szubmikrokoncentrációju 
elemi jód lúgos közegben nem létképes. Ez a sajátossága megegyezik a makro- 
koncentrációju jód tulajdonságával. Közismertek a következő átalakulások:

I2 + OH- ---10*" + I- + H+ (5)

3 IO- --- ^ I03 + 2I~ (6 )

Az 5. és 6. reakcióra azonban esetünkben nem hivatkozhatunk, hiszen ilyen 
koncentrációknál teljesen valószinütlen a molekuláris jód kialakulása, s 
ugyancsak nem gondolhatunk a makromennyiségek kémiájának értelmében a hi- 
pojodid diszproporcionálódására sem. Szubmikrokoncentrációban teljesen más 
mechanizmust kell feltételeznünk és jelenleg csak arra a megfigyelésünkre 
hivatkozhatunk, hogy a hordozómentes 131^0 savas közegben létképes, lúgos 
pH-nál jodiddá alakul [13] . Mindezek előre bocsátása után ha lúgos közegben 
a jodát sugárzás hatására csak elemi jódig redukálódna,a fentiek alapján mi 
akkor is jodidot észlelnénk. Akkor azonban savanyu közegben is - minthogy 
az elemi jód savanyu oldatban létképes - 10^/1° egyensúly jelentkezne. E 
kevésbé valószinü feltevést a következőkben kisérletileg tisztázni fogjuk.

A 3. ábrán 10-4 M NaOH-os közegü hordozómentes 13110^ radioli­
zises redukciójának eredményeit tüntettük fel. E szerint a vizsgálat szerint

—  410 M NaOH-os közegben a jodát redukcióját, majd a képződött, jodid jodáttá 
történő oxidációját észleltük. Ezek az eredmények, szemben az előbbiekkel,

3. ábra
131 -Hordozomentes IO^-oldat 

redukciója Y -sugárzás hatására.
- -4I képződés 10 M  NaOH oldatban



rosszul reprodukálhatóak voltak, ami alatt azt értjük, hogy a jodát-mennyi- 
ség maximuma nem mindig ugyanazon besugárzási időnél, illetve integráldózis­
nál jelentkezett. Ennek ellenére érdemesnek véltük ezt a kísérletet is meg­
említeni, mint egy utalást arra vonatkozóan, hogy pHr»4-10 intervallumban 
esetleg valamilyen másfajta sugárkémiai reakciók léphetnek előtérbe.
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