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PESKOME

PasnoxeHusi KopHelt chepuueckux GyHruuit Beccens

I's Homer

B paGore ompezensoTcs MHOT'OUMCJIEHHHE NTPUOTUESHUAA KOpPHEH cdepuuecrux
Qynxumit (M uX nMpousBoAHHX) Beccess IpHM TMOMONM UACTHYHHX CYMM CXOZANMUXOS
PANOB 1O mosmHOMaM UYeGHueBa, Koap@uuueHTH DAKOB NPUBOXATCH B TaGIMIAX

B CIyuae m =1 ¥ B caydyasx m = 2(1)10 #o TouHocT# I8 um IO zecATMUHHX

BUL) o

2, MluddepeHumanpHo-oneparTopHoe™ npescTapneHne COBOHHHX ONEDPATOPOB MO

3

X _ero CBA3F C HOPMAJBHHM YIOPAAOYEHMEM

T. Mamamon

C moMomBl KOI'€PEHTHHX COCTOAHM{ pPacCMAaTPUBAGTCH OZHO M3 MHTEPECHHX IIpef-
CTaBIGHA! GO30HHHX ONEPATOPOB NONA, T.G. UPEACTABIEHME B Buie Audhepen-—
LMATBHHX ONepaTopoB, [loxaswBaeTCH CBA3B 3TOI'0 NPEACTABICHUA C IONyue—
HUEM ONEePATODPHHX (PYHKUMA B HODMANBHO YMOPAZOUYEHHOM BUAE U BHBOAUTCH HO=
Baf, COBCEM o6mas (OpMysa HOPMAIBHOI'O yIOpAAoueHMs, B KauecTse mpumepa
ONpPeeNANTCS HOPMAJNBHHE BUAH ABYX KOT'EPEHTHHX OIEPATOPHHX (YHKIMMA .

HccuemoBanua MeccOayapoBCKUX CIEKTPOB PeCl, s DACTBODEHHOTO B TIME—~
THJIOBOM 8HUJIMHE

W, Koma lMomozu, U, llexu, f. Banor

WaMeperHuit npu iemnepaType 06IyYe U MECCOAydPOBCKUA CIHEKTD CUCTEMH
DMA-FeCl, 4 IOIMIOTUBUEH# ramMma-z03y MCTOYHUKA Co B 50 Mpaz mpu Tem=—
neparype 77K O0HAPYXUBAET TOJNHKO HANMUME UMOHOB Feot s CJENOBATEIHHO
BHXOJ SKCIUTOHHOH peAyKuum - INOCKOJNBKY OHA COBEpUAeTCH = NOJREH OHTH

G ¢ 0,01 uon/I00 2B, MeccOGayspoOBCKUE CIEKTDH J KPUBHE 3aBUCHMOCTH
BIEKTPUUECKOll NMPOBOAUMOCTH OT TEMIEDPATYPH AEJaNT BEPOATHHM IIPEZIOIOKE-
HUE TOT0, UTO GOJBMUHCTBO peaxuuil, MPOMCXOAAMMX B TBepZo#t fase, B 00—
JacTd Temumeparyp or 77 Ino 150°K BH3HBAOT BIEKTPOHH ¥ MOHH, OCBOOOXZEHHHX

U3 MEJKHUX JIOBYUEK.,
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ly; PazMonuTHYeCKas DEAYKIMSA DACTBODOB ¥ozars MpY CYOMUKDOKOHIEHTDAIMAX

B_IDUCYTCTBUM KUCIOR ¥ menounolt cpezy
A, Hazs

OGnydssmck BOXHHE PACTBOPH HOZATA NpM CYCMHKDOXOHIEHTDALMAX I'aMMa-—JLydaMn
aeroumzxa %o B. IDUCYTCTBHE BO3ZyX&, U3Mepsnoch OTHOCHTEIBHOE KOJMUECTBO
06pa30BABIEroCH NPOAYKTA, MOAMAA, B SABHUCHMOCTH OT BPEMEHM OOIyYEHHS, OT -
ROHIEHTpaIui#t KUCIOTH MIM MEJIOKH B DPacTBOpe M OT xgqecmna KucnoT, Koxumem-
TPAIMA HOZATA B pACTBOpAx cocrasisna ~I0TTS r.Mu ©, BHUMCJNEHA HA OCHOBE
AKTHBHOCTH 1311 » PACTBODH OHJIHE IOZKMCJEHH MM NOANEJNOUSHH EZKHMM HaTDUEM,
Cpannnnannci~ﬁanncnnmnqecxne cBofti¢éTBA PACTBOPOB MOZATA M MOAUAA IpH CYyCG-
MUKDPO= ¥ MAKDOKOHIEGHTDAIMAX M DACCMATPMBAJACH BO3MOKHHE NIPIMHH pasHu

B MX NOBELGHUK . : :

Summaries

Computation of Zeros for Spherical Bessel-Functions and their

‘Derivatives

G. Németh

The power series representations of roots for spherical Bessel-functions
and their derivatives are discussed. It is shown that the well known
series of McMahon is not only asymptotic but convergent at the rate of

a geometric progression. It can be easily seen that the convergence

of the series becomes slower with increasing order. In some cases one
can remove this defect by rearranging the series in terms of Chebyshev
polynomials. The coefficients of these Chebyshev series are listed in

tabulated form for m = 1 to 15, and for m = 2 (1) 10 to lo decimal
digit accuracy, respectively.

Relation of the Differential Operator Representation of the Boson Field
Operators to their Normal Ordering

T. Salamon

Considering the coherent stétes, an interesting representation of the
boson field operators, the so

—called differential operator representa-
tion, is discussed.

It is shown how this representation is related
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to the normal ordered forms of the operator functions and a new formula
for normal ordering is obtained. For illustration the normal forms of
two given operator functions are determined.

The MYssbauer Spectrum of FeCl., in Dimethyl-Aniline Solution

I. Kosa Somogyi, I. Dézsi and J. Balog

The MYssbauer spectrum of the DMA-FeCl3 system measured at 77°k after

irradiation with a 60Co gamma»dosetof 50 Mrad shows the exclusive

presence of- Fe3+ ions. Thus, the exciton reduction yield, if this
process occurs at all, can be not more than G < 0,01 ion/100 eV.

In the light of the M8ssbauer spectra and the conductivity vs tem-
perature curves the majority of the reactions occurring in the solid
phase at temperatures from 77° to 1509K seem to be initiated by

electrons and ions escaping from the shallow precipitate.

Radiolytic Reduction of Trace Iodate Solutions in Acidic and
Alkaline Solutions '

Agnes G. Nagy

Iodaﬁe /carrier-free 131103/ solutions of trace concentration were
irradiated with 60Co qamma-rays-in the presence of ailr. The reduction
y;eld was méasured as a function of irradiation time, acid or alkali
concentration and the type of residual acid and evaluated in terms

of iodide percentage. The concentration of the lodate solutiors,
estimated from the 13'I activity was found to be 10744, nkL.
The solutions were acidified by hydrochloric or sulphuric acid and
alkalized by sodium hydrate. The radiolysis data of trace iodade or
iodide solutions were compared with those of macroconcentrations and

the possible deviations are discussed.
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SZFERIKUS BESSEL - FUGGVENYEK GYOKEINEK CSEBISEV - SORFEITESE

Irta: Németh Gégo

Usszefoglalas

A dolgozatban a szférikus Bessel-fliggvények és derivaltjaik gydkei-
nek meghatdrozadsdhoz Csebisev-sorfejtések segitségével polinomkdzelitéseket
adunk meg. A y = 3/2 esetben a gy8kdk sorfejtésének egyilitthatdit 18 decima-
lis jegyre, a v = 5/2 (1) 21/2 esetekben pedig 10 decimdlis jegyre szami-
tottuk ki. ' 2

1. Bevezetés

A szférikus Bessel-fiiggvények

I () ='\/:—x Tne1/2(%) + m=0,12,,.. (1)

és derivaltjaik j'm(x)xn a1l B x’nn—ik gy8keinek meghatadrozasara Csebisev-
sorfejtések segitségével polinomkdzelitéseket hatdrozunk meg. Szamitasaink
alapjaul az a j6l ismert sorfejtés szolgdl, amelyet McMahon adott meg [1] :

x, v B - kZ a, 2l+ : B = (n + %)Tl’ ’ (2)
=0 B iE I
" 1 s m-l : J
x;‘ noRY - kz bk '—:-m—l- ’ B = (n 5 —2—)11' . \ (3)
=0 B

A (2) és (3) sorokat nagy n-k esetére haszndljdk altaldban. Az elsd hét

ay és bk egylitthaté megtalalhaté [2] -ben.

Mi e helyett az

By =R kZ p,im) Tox (s/B) , s < B (4)
=0
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x’ = B’ ): q(m) T z/'B' o f. g’ (5)
3 g™ 1, (as)

Csebisev-sorfejtéseket hatdrozzuk meg. Itt s és z alkalmasan valasztott
paraméterek pl: s = 81 =(l + %)w valasztasndl a (4) sor az 8sszes gydkdt meg-
adja, mivel B;<B , mig s=8, esetén az elsd gy8ktdl eltekintve-a tdbbit.

ElSszbr a (2) sort m = 1 esetén vizsgaljuk meg. Ebben a speciilis
esetben a gy8kdk azonosak az x = tgx egyenlet gydkeivel.

Majd az m>1 esetre bizonyitjuk be a sor konvergencidjat. A sorokat
Csebisev-polinomok szerint rendezve az =1 (1) 10 paraméterekre tadblazatban

adjuk meg a p(m) sorfejtési egyilitthatdkat.

Végiil a (3) sorra vonatkozdlag m=1(1)10 esetére a megfeleld sorok

() egylitthatéit adjuk meg tablazatosan.

Ak

2. Az x = tgx egyenlet gydkei

Vezessilk be a kdvetkezd jeldléseket:

P e e ©
' ge(u)= zo ay u2k+l (7)

Mivel x, = tg X azonnal adédi;; ﬁogy
tge = g ®

Inverzre térve és u szerint differencidlva ¢ (u) -ra differencidlegyenle-
tet nyeriinks ; ;

€ w ey (9)
(1 - ue)
EbbB1 tovabbi differencidléassal nyerhetd az
(1 - eu)e” = 2(e + ue')e’ : (10)

masodrendii egyenlet. A (7) sort ebbe behelyettesitve, az a, szémokra rekur-
zi6s képlet adddik:

341 (k+1) (2k+3) = a, (2k4+7k+4) + j{ ay a,_(2(- j)+1)(k+j+2) s R0k 4

(11)
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Az elsd 6t a, egylitthatd a kdvetkezd:

k
’ a; =2/3 , d, = 146/105 ,
ao=1'
! a, = v 1 a, = 7811315
A (8) egyenlet kis atalakitassal az
e-————l——2-=u (12)

€ ctge ke

alakra hozhatd. Ennek felhaszndladsdval a Lagrange inverz sor segitségével

a, explicit megadhaté:

1 a2k 5 }2k+1 : ‘
% T @RHD)T 3 2K {€°t9€A+ . - as

£=0

Most ap k+» viselkedését szeretnénk megvizsgalni. Ez a feladat
(13) alapjan nem latszik egyszeriinek. Ezért most (13)~t a Cauchy integral-
formula segitségével irjuk fel. '

Rl 1 j 2k+1
ak - m {Cth+€} de (14)
X Ie |=6
Ebben a képletben az integralast elvégezhetjik az le] = m/2 sugaru kordn is

|célszeriien/. Tovadbba alkalmazhatjuk a Laplace mbédszert az integrdl k - =
viselkedésének meghatarozasara. Az integral ezért /egy h, k»® esetén re-
lative exponencialisan kicsiny mennyiség segitségével/ igy irhaté:

%(1+16)
(ctge+e)® *! @esh , 50 (15)

8 = (Zk+1) (1)
5 (1-18)

Ebb&l pedig k&nnyen adédik, hogy

‘i sti3 plypayi oy (")2k {1 ¥ o(k‘1/3)} ;- kve (16)

32/3 4113 k4/3 2

Ezt a képletet felhasznalhatjuk a (7) sor konvergencidjanak bizonyitaséara.,
A (16) aszimptotika alapjén az

2k 05 1 o
u ak = 0 (m) ’ k-+ (17)
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nagysagrendi becslés érvényes az elsd gySknél. A tdbbieknél a konvergencia
természetesen még gyorsabb.

Az ap szémokkal képezett sort atirtuk a (4 )-nek megfeleld Csebi-
sev-sorba és ez uj sor egylitthatdit a cikk végén tablazatosan 18 decimalis
jegyre adjuk meg.

3. A szférikus Bessel-fiiggvény gydkei

Ratérve az dltalanos esetre vizsgaljuk meg most jm(x) trigonomet-
rikus eldallitéasat:

jm(x) = % {Pm(x) cos(x - g%il w) - Qm(x) sin(x & 2?+l n)} (18)
ahol P és Q, polinomok:
P° B S ‘QO =0 ,
 { T 3 Q1 o QIR
P, =1 - 3/x° 0, = 3/x
2 4 2 ¢
Py=1-15/x% ,- Q, = 6/x - 15/x> ,  stb.
= m - ‘= 1 - : !
Legyen x (n + f)w : g~ ¢ és
e(m) = ] a ki (19)
k=0

A (18) elBallitasbsl kdvetkezik, hogy
/

P (%)
2m+1 my n
o (- 32 ) - e w
LAl (¥,
vagy
0
i m
tgg = -P—rn—— . (21)
1/u-¢
Inverzre térve és u szerint differencidlva kapjuk:
; P Q' -~ P'0O
k 1 y
ef =~ (& 4 g M Tmm
g 22
\uz ) p2 & 02 ( )

Haszndljuk fel a p és Q

m o polinomokra érvényes



=0 =

’ fi e L2 20 < ! .
Pn % ~ m Pn Pm_+ Qp ~ 1 =Fp T 1 (23)

relaciét. Ekko;} € -ra differencidlegyenletet nyeriink:

1
ef =25 (rm i ‘ (24)
u
Az F polinom szinbolikus hipergeometriai jel®léssel a kdvetkezs:
2
Fm = 33; (%, -m, mtl; -1/x ) - X = % R - (25)

A (24) egyenlet felhasznalhatd az a, egylitthaték rekurziés képletének meg-
hatarozasara. A (19) sort (24)-be behelyettesitve az aldbbi képletek adddnak:

knl
+

i3 (23+2) P
(k1) & = £ ., j£° dyZ3 i1 ; k=12
(26)

s v ¥ o429 y o e } i

st =2 aH 221 a, a . 12 Bl asl
ahol
: . (1/2), (-m), (m+1),

2 . . (

d{ 3 - 23 By rrsvr B3 ® (=2 e ] -1 -

Az elsd harom egylitthaté a kdvetkezd:

3a o 2a°fl '

a4, = fl’
B8, mafy f 4a1f2 + Qalfl 3

A tovabbiakban a, k** aszimptotikus viselkedésével foglalkozunk. Lattuk
az m=1 eset tdrgyaldsanal, hogy létezik a

=~

' 2
lim laﬁl)‘

ko

hatarérték és egyenld 71/2 -el. Ennek a limesznek segitségével'a konvergencia

kérdés elddnthetd volt. Jelen esetben nem tdreksziink a pontos aszimptotika

meghatarozasara. Csak a

i
K

2
(m) _
lim % 2 Wiy (27)

k>

a

szamok becslésével foglalkozunk.
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El8szbr ehhez az a, szamok integril eldallitasat készitjlik el. A

reziduum tétel alapjéan

G e et ‘
ay = KT 201 Fk+L © (28)

|u|=§

Itt 6 egy elég kicsi szam, amelyre €’ sora konvergal.

Legyen n = % - € , ekkor n’ + lf = -g', ezért
u
S 1 g n’
a T T [ExFD)(2n) N J2K+T - i,
ul=48 :

Masrészrdl viszont a (24) differencidlegyenlet n -ban implicit megoldhatd:

(30)

Sl

1
n + l] - —— ds =

Itt felhaszndltuk az n*® u*0  hatadrfeltételt. Az implicit kifejezést (29-be
irva kapjuk ay uj integraleldallitasat:

; g 7 « 2k+1
ak = -~ .(-2—];"—]--3(—2-;1—) l I o ik g (1 o Fm-°——(-§)—>ds dn (31)
n

n|=48

Lathatdé az integrandusbdl, hégy mivel Fm(s) % polinomja ezért az n=0
az integrandus stacionar®s pontja. A Laplace médszer alkalmazasa konnyen
elvégezhetd. A u. limeszre a kdvetkezd kifejezés adédik:

um=g(l-ﬂmla)ds (32)
‘ (o]

-

A P, @& Q polinomok segitségével ez az integral kiszamithaté

Qm(S) * g=oo
My = [-arctg §;T§7 it y (33)

A Mp  szamok pontos értékének kiszamitdsihoz pontosan kellene ismerni a P
és O, Polinomok gybkeinek eloszlasit. De enélkiil is adhatd My —re egy /cél-
Jainknak megfeleld/ becslés. Ez pedig a k&vetkezd. Kdnnyen belathatd, hogy
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B e [%] AXL: [@] foku polinomok iy -ben. Tehat P_-nek
és Q -nek nem lehet t8bb gydke mint | % ] 11, mgl] . Ekkor azonban
M értéke legfeljebb n[gq + o0 ahol o0 < 7, mivel az arctg legfeljebb

7™ -t tud ndni P két gybke kdzdtt. Tehat

umSW[’}-“]+o, g %At (34)
EbbSl kdvetkezik, hogy
1
ap € U, P e < ] (35)
m 1 "m * % g :

Ezzel igazoltuk, hogy érvényes a kdvetkezd
I. Tétel: ;
A (2) McMahon sorok a J,(x) szferikus Bessel-fliggvény gydkeire minden

m/m=1,2,3,.../ ésn [/ n=1,2,3,.../ esetén konvergdlnak és a konvergen-

cia geometriai sebességii.

4. A szférikus Bessel-filggvények derivaltjanak gydkei

- A jp(x)  derivaltfliggvény a Bessel-fliggvényekre vonatkozd képletek
alapjan kifejezhet$ mas indexii Bessel-fliggvényekkel. Igy a Jp(x) =0
egyenlet gydkei azonosak az

mj (%) = (m+l) 3., (x) =0 (36)
o m=1\_ e 3
egyenlet gydkeivel. Legyen x = (n T SRIEEE Mo sy . A (36) egyenletbe

behelyettesitve a trigonometrikus eldallitast

/

My * (0,

tge = (37)
gt mp_| ¥ (m+l)P

m+1

egyenletre jutunk. Legyen

g(u) = J by (38)
k=o

A\ (37) egyenletbdl inverzretérés és U szerinti derivalds utén az

(PO 1) Oy ) (g + G0 g) = (0 g + (1) 0 1) mey )t P

) 2 2
(umgl i (m+1)£m+l> + (mom-l + (m+l) Qm+l)

]
(39)
































































































