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Főszerkesztő: Katona Gyula
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RUZSA Z. IMRE1

HALÁSZ GÁBOR

Felkértek, hogy beszéljek egy órát Ruzsa Imre munkásságáról. A felkérést, gondo-
lom, annak köszönhetem, hogy korábban, ebben az intézetben, a munkahelyi főnöke
voltam. Félek, hogy manapság már nem a legszerencsésebb választás voltam. El-
mondhatom, miféle-fajta matematikusnak ismertem meg Imrét.

Nem volna pontos azt álĺıtani, hogy Erdős Pál fedezte fel, mert Pósa Lajos mu-
tatta be neki gimnazista korában, de Imre Erdőst tekinti mesterének, mentorának.
Sok közös vonásuk van. Mindkettő matematikai csodagyerek volt, és extra matema-
tikai képességük az idők folyamán sem halványult. Nagyon sok problémát oldottak
meg, és éles szemmel meglátták a jó kérdéseket. Mennyiségileg, a problémák szá-
mában, a matematikai diszcipĺınák sokféleségében Erdőst nem lehet utolérni, Imrét
viszont nemcsak maguk a problémák érdeklik, hanem a kapcsolódó elvi kérdések
is, a jelenségek és azok összefüggései, a kérdéseit is ezek alapján veti fel. Az össze-
függéseket szereti kvantitat́ıv formában, kétoldalú egyenlőtlenségekkel, lehetőleg
pontos, végleges alakban kifejezni. Ehhez az alkalmas mérőszámokat is gyakran
maga vezeti be. Kı́váncsi arra is, hogy a tételek, módszerek milyen legáltalánosabb
szituációban, struktúrákban érvényesek. Ezeket a kérdéseket a cikkeiben gondosan
körüljárja, a nyelvi megfogalmazásra, az új fogalmak elnevezésére is ügyelve. (Bár
van erre komolyabb példa is, kopasznak nevezi az olyan csoportot, amiben nincs
Haar-mérték.) Nemcsak a szellemes ötleteiért élvezet hát olvasni.

Mindezek az ismérvek már korai cikkeiben is tetten érhetők. Valóban, a ma-
tematikusi habitusában az évek során semmi változást nem tapasztaltam, ebből
a szempontból már egyetemistaként, de talán már gimnazista korában, amikor első
dolgozatait ı́rta, kiforrott matematikus volt.

Valósźınűségi számelmélet. Az első fő témája multiplikat́ıv és addit́ıv függ-
vények voltak. Az f(n) számelméleti függvényt akkor mondjuk multiplikat́ıvnak,
ha relat́ıv pŕım m és n esetén f(mn) = f(m)f(n). Nem sokkal pályakezdése előtt
jelent meg Wirsing nevezetes eredménye, Erdős egy régi sejtése, aminek nagyon
speciális esete szerint minden −1 ≤ f(n) ≤ 1 multiplikat́ıv függvénynek létezik a

lim
N→∞

1

N

∑

n≤N

f(n)

1Elhangzott, ha nem is szó szerint, időkorlátozás miatt kissé rövid́ıtett formában a Magyar
Tudományos Akadémia Rényi Alfréd Matematikai Intézetében 2013. szeptember 7-én Ruzsa Imre
60. születésnapja alkalmából rendezett ünnepi ülésen. Hasznos háttérinformációkért köszönettel
tartozom – mégha nem is találják mindnek a nyomát a szövegben – Balog Antalnak (különösen),
Marton Katalinnak, Pintz Jánosnak, Szemerédi Endrének, T. Sós Verának.
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középértéke. (A tétel a pŕımszámtétel messzemenő általánośıtása, azzal ekvivalens
ugyanis az f(n) = µ(n) Möbius-függvény középértékének a létezése.) Azt a még
speciálisabb esetet, amikor f(n) csak a +1 és −1 értékeket veszi fel, egyetemista
korában úgy fogalmazta át, hogy az ezen két elemből álló G csoportba képező
multiplikat́ıv függvény minden f−1(g) ősképének (g ∈ G) van sűrűsége, és azt
kérdezte, hogy igaz-e ez tetszőleges Abel-csoportra. (A multiplikat́ıv szabálynak
a természetes számokat absztrakt csoportba képező függvényre is van értelme,
az ilyeneket nevezte általános multiplikat́ıv függvényeknek; a természetes számok
A részhalmazának a sűrűségén a

d(A)
def
= lim

N→∞

A(N)

N

mennyiséget értjük, ahol

A(N)
def
=
∑

n≤N
n∈A

1

az A halmaz számosságfüggvénye.) Később ezt, sok más tény mellett, be is bizonýı-
totta. Meglepő módon például az értékeloszlás az algebrai struktúrától függ: ha G
félcsoport – a multiplikativitás ekkor is értelmes –, ez már nem igaz, a logaritmikus
sűrűség – egy gyengébb sűrűségfogalom – azonban létezik. ([1], [2])

Hogy kvantitat́ıv eredményt is emĺıtsek, legyen g(n) addit́ıv számelméleti függ-
vény, azaz Imre szóhasználatával a valós számok addit́ıv csoportjába képező álta-
lános multiplikat́ıv függvény. Az addit́ıv függvények valósźınűségi elmélete az első
N (→ ∞) természetes számon való eloszlásukról szól, ahol azok valósźınűségi válto-
zónak tekinthetők, minden n ≤ N -nek 1/N valósźınűséget tulajdońıtva, és azon ala-
pul, hogy közel független valósźınűségi változók összegének tekinthetők: ha az egy-
szerűség kedvéért feltesszük, hogy a függvény szigorúan addit́ıv, azaz g(pk) = g(p)
nem függ k-tól (p-vel mindig pŕımszámokat jelölünk), akkor

g(n) =
∑

p≤N

gp(n), ahol gp(n)
def
=

{

g(p), ha p|n,
0 különben,

és ezek a
”
valósźınűségi változók” valóban majdnem függetlenek, a különböző pŕı-

mekkel való oszthatóság egymástól majdnem független.

Imre egy becslése:

g(n) szórásnégyzete
≤ c1

≥ c2
min

−∞<λ<∞

(

λ2 +
∑

p≤N

(

g(p)− λ log p
)2

p

)

pozit́ıv c1 és c2 abszolút konstansokkal ([3]).

Ha λ-t 0-nak választjuk – ekkor csak a felső becslés marad meg – visszakapjuk
a h́ıres Turán–Kubilius-egyenlőtlenséget. Ezt várjuk, hiszen gp(n) szórásnégyzete
körülbelül megegyezik a jobb oldali összeg tagjával, és független változókat össze-
adva, a szórásnégyzetek is összeadódnak. Az egyenlőtlenség azonban nem mindig
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pontos, például a szintén addit́ıv λ log n-re nem. Ennek a szórásnégyzete körülbe-
lül λ2. Hogy tehát a minimumot adó λ-t véve már pontos nagyságrendet kapunk,
azt jelenti, hogy addit́ıv függvény mindig független változók összegeként viselkedik,
csak általában a pŕımektől származó

”
véletlen” összeadandók mellett egy

”
szabá-

lyos”, a pŕımek függetlenségének a korlátját mérő logaritmikus tag is fellép. A logn
mint ebben a vonatkozásban (is) az egyetlen szabályos addit́ıv függvény hallgatóla-
gosan benne van Erdős egy régi tételében, de a logaritmikus összetevőnek a többitől
való, a bizonýıtásban is lényeges szerepet játszó függetlensége Imre észrevétele, és
a teljes jelenséget is az ő eredménye fejezi ki a legtökéletesebben.

Gyakorlati szempontból fontosabb az ugyanezen az elven alapuló hasonló
becslése addit́ıv függvények koncentáriójára, a valósźınűségszámı́tás Kolmogorov–
Rogozin-féle koncentráció-egyenlőtlenségének a megfelelője, amelyben szintén meg-
jelenik a kivételes logn függvény ([4]). Seǵıtségével például megadta a szükséges és
elégséges feltételét annak, hogy addit́ıv függvénynek, adott normálás után, legyen
egy pontra koncentrált határeloszlása ([5]). Az elmélet egyik fő célkitűzése határ-
eloszlás igazolása minél általánosabb körülmények között. Tudtommal mind a mai
napig ez az egyetlen, teljesen általános tétel.

Ez a téma vezette el absztrakt topológikus csoportba képező független va-
lósźınűségi változók összegeinek konvergenciájához. A valós esetben Kolmogorov
3-sor-tétele adja meg a konvergencia pontos feltételét, de általános csoportokra is
voltak – ha nem is ilyen konkrét – feltételek. Kompakt csoportokra Imre Fourier-
analitikus módszere jobb eredményt adott, majd összekombinálva Csiszár Imre egy
módszerével, lokálisan kompakt csoportokra is ő bizonýıtotta be az akkor legálta-
lánosabb tételt ([6]).

Lényeges komponens. Nagy feltűnést keltett azzal, hogy pontosan meghatá-
rozta, milyen ritka lehet egy lényeges komponens. (Természetes számok két halma-

zának, H-nak és A-nak az algebrai összegén a H+A def
= {h+ a : h ∈ H, a ∈ A}

halmazt értjük. H-t akkor h́ıvják lényeges komponensnek, ha tetszőleges A-hoz al-
gebrailag hozzáadva, megnöveli annak sűrűségét, feltéve persze, hogy az szigorúan
0 és 1 között volt; a több rokon lehetőség közül értsük a sűrűségen itt a d(A) alsó
sűrűséget, d(A) fenti defińıciójában a határértéket limesz inferiorral helyetteśıtve.)

Maga az eredmény is meglepő: Tetszőleges pozit́ıv ε-hoz létezik H lényeges
komponens, aminek számosságfüggvénye,

H(N) < (logN)
1+ε

minden elég nagy N -re. Ford́ıtva, minden H lényeges komponenshez létezik pozit́ıv
ε úgy, hogy minden elég nagy N -re

H(N) > (logN)
1+ε

([7]).

Azelőtt csak sokkal sűrűbb és egyszerűbb módszerekkel készült lényeges kom-
ponensek voltak ismertek, az ő felső becslésének a bizonýıtása bonyolult kombinato-
rikus és Fourier-analitikus érvelésen alapuló véletlen konstrukció. Az alsó becslésben
nemcsak az utolsó, de szinte az első szót is ő mondta ki: könnyű látni, hogy lényeges
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komponens exponenciálisnál nem növekedhet gyorsabban, H(N) > c logN , ennél
többet azonban korábban nem lehetett tudni.

Speciális lényeges komponensek (a pŕımszámok, négyzetszámok) sűrűségnövelő
hatását meglepően pontos kvantitat́ıv formában ı́rta le ([8], [9]).

Eloszlások irregularitása. Az utolsó szóról jut eszembe egyike a sok frappáns
megjegyzésének. Nem tartozik a legjelentősebb eredményei közé, személyes érin-
tettség okán emĺıtem.

Legyen adva N pont, {zk}Nk=1 az egységnégyzetben. A diszkrepanciáján, ami
a pontok eloszlásának az egyenletestől való eltérését hivatott mérni, a

sup
T

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

k=1
zk∈T

1−N |T |
∣

∣

∣

∣

∣

mennyiséget értjük, ahol T az egységnégyzetbe eső, a tengelyekkel párhuzamosan
álló téglalapokon fut végig, |T | T területe.

Klasszikus tétel szerint a diszkrepancia mindig nagyobb c logN -nél pozit́ıv
abszolút konstans c-vel, ami a pontos nagyságrend. Ez a

”
ponteloszlások irregula-

ritása” néven ismert elmélet legalapvetőbb kérdése mind a mai napig: mi a helyzet
magasabb dimenzióban, ahol a śıkon működő elemi bizonýıtás felmondta a szolgá-
latot. Egy régebbi, Rademacher-szerű függvények szerinti Fourier-sorba való fejté-
sen alapuló analitikus módszer minden dimenzióban működött ugyan, viszont nem
adott pontos eredményt.

Ezen utóbbit módośıtottam úgy, hogy a śıkon kiadja a pontos c logN alsó
becslést, abban a reményben, hogy majd magasabb dimenzióban is hasznos lesz.
Miután nem váltotta be a hozzá fűzött reményeimet, meg kellett elégednem a śıkon
való alkalmazásaival. Megmutattam például, megjav́ıtva egy korábbi eredményt,
hogy a c logN alsó becslés fennáll a diszkrepancia defińıciójában téglalapok helyett
négyzetekre szoŕıtkozva is.

Imre megjegyzése: ezt nem kell külön bizonýıtani, hiszen tetszőleges pontelosz-
lás téglalapokra vett diszkrepanciája nagyságrendileg – abszolút konstans szorzótól
eltekintve – ugyanakkora, mint négyzetekre ([10]), gyakorlatilag lelőve a tételemet.

Mondd meg őszintén, Imre: ezt érdemeltem tőled? Én, aki egyszer még egy
üveg Unicumot is vittem neked ajándékba? Ha náluk otthon is ı́gy megy, hogy nem
viseli el, ha nem az övé az utolsó szó, akkor nem irigylem a feleségét és a fiait.

Mást sem ḱımélt azonban.

Sidon-sorozatok. A természetes számok A részhalmazát akkor nevezzük ı́gy, ha
az elemeiből képzett kettős összegek mind különbözőek, a1 + a2 = a3 + a4 (ai ∈ A,
i = 1, 2, 3, 4) csak úgy fordulhat elő, ha a1 = a3, a2 = a4 vagy a1 = a4, a2 = a3.
Szemben a lényeges komponensekkel, itt az a fő kérdés, hogy milyen sűrűek lehet-
nek. A mohó algoritmussal, egymás után véve a természetes számokat, és akkor
megtartva, ha az előzőleg kiválasztottakkal együtt (véges) Sidon-sorozatot alkot,
olyan A végtelen Sidon-sorozatot kapunk, amelyre – legalábbis egyszerű leszámo-
lással – csak annyi látszik, hogy A(N) > cN1/3 minden N -re.
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Nagy szenzáció volt, amikor hosszú csend után Ajtai Miklós, Komlós János
és Szemerédi Endre A(N) > c(N logN)1/3 alsó korláttal rendelkező Sidon-sorozat
létezését bizonýıtotta. Imre, mihelyt hozzányúlt, igaz, 15 évvel később, mindjárt

hatványrendű jav́ıtást ért el: A(N) > c(ε)N
√
2−1−ε ([11]).

Tipikus esete ez annak is, ahogyan nekiáll a problémáknak.

Vannak ismert, általános, hatékony módszerek: kombinatorika (gráfelmélet),
trigonometrikus összegek, véletlen konstrukciók, analitikus pŕımszámelmélet, hogy
csak néhányat emĺıtsek Imre közvetlen környezetéből. Az első három a vérében van,
lépten-nyomon használja őket, de meglepődve láttam, hogy gyakorlatban ismeri
a klasszikus analitikus számelmélet módszereit is – azt hittem ugyanis, azoktól
távol tartja magát, mint ahogy Erdős mindvégig távol tartotta magát tőlük.

Rövid kitérő: Pintz Jánossal közös dolgozatukban megmutatták, hogy min-
den elég nagy páros szám előáll mint két pŕımszám és legfeljebb nyolc 2-hatvány
összege ([12]). Ez ma a rekord ebben a Linnik által kezdeményezett, a Goldbach-
sejtést megközeĺıtő irányzatban. Igaz, az újdonság itt nem a pŕımekben, hanem
a 2-hatványok analitikus kezelésében van, de Sanders-szel közös dolgozata ([13]),
amelyben lényegesen enyh́ıtik a sűrűségi feltételt Sárközy András nevezetes tételé-
ben –

”
minden elég sűrű sorozat önmagával vett algebrai különbségében van p− 1

alakú szám” – , már tömény analitikus pŕımszámelmélet a ζ- és L-függvényekkel,
Siegel-gyökökkel és hasonlókkal.

Mégiscsak akkor van igazán elemében, ha közvetlenül érintkezhet a pŕımszá-
mokkal, és nem áll közéjük az analitikus számelmélet gépezete. Erről tanúskodik
a már emĺıtett [8] vagy a szóban forgó [11] cikke, de még a pŕımeknek a különböző
maradékosztályokban való együttes eloszlását vizsgáló úgynevezett összehasonĺıtó
pŕımszámelmélethez is ı́gy szólt hozzá: Körülbelül a pŕımek fele ≡ 1 (mod 4), sejt-
hető, hogy ezeknek is a fele lesz olyan, amelyet követő pŕım is ugyanebbe a ma-
radékosztályba esik, N -ig tehát nagyjából N/4 logN . Az is nehéz tétel volt, hogy
egyáltalán végtelen sok, még inkább, hogy legalább logc N van belőlük. Imre ezt
N log logN/ log2 N -re jav́ıtotta ([14]), ami már meglepően jól megközeĺıti a vár-
ható nagyságrendet. Ebben, szintén

”
elemi”, de más bizonýıtással, mennyiségileg

gyengébb, de általánosabb formában, időben valaki kicsit megelőzte. (A 3 (mod 4)
maradékosztály esete ugyanaz; a különböző maradékosztályokba eső szomszédos
pŕımek számára N c alsó becslés is ismert volt, ezt az esetet azonban egyikük bizo-
nýıtása sem képes kezelni.) Kettejük felfedezése előtt az összehasonĺıtó pŕımszám-
elmélet az analitikus számelmélet magánterülete volt.

E kis kitérő után visszatérve az általános számelméleti módszerekhez: Imre
gyakran nincs megelégedve velük, és akkor valami egészen szokatlan újjal áll elő, ami
esetleg semmi másra nem használható, mint a konkrét problémára – Ajtai–Komlós–
Szemerédi másutt is alkalmazták a gráfelméleti eljárásukat –, de arra nagyon jól.

A sűrű Sidon-sorozatának a konstrukciójában a kiindulási pontja, hogy a log p
számok a valós számok egy sűrű Sidon-tulajdonságú sorozata. Ezt értem, a szám-
elmélet alaptételének triviális következménye. Azt is értem, hogy ezen számok
diadikus kifejtésében megjelenik a Sidon-tulajdonság. A kifejtések hosszú szele-
téből csinál végül olyan egész számokat, amelyek szintén rendelkeznek a Sidon-
tulajdonsággal.
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Hogy hogy lehet ehhez az úthoz eljutni, és hogy lehet remélni, hogy járható
is, az továbbra is rejtély számomra. Egyébként nem olyan egyszerű a bizonýıtás,
mint a léırásom sejteti: log p-t azért ő sem tudja diadikusan kifejteni, egy véletlen
konstansszorosát kell vennie, és a kifejtések szeletéből sem tud közvetlenül jó egész
számokat csinálni, azokat a boszorkánykonyhájában még jól meg kell kevernie.

Egy trigonometrikus összeg. Mutatok erre a hozzáállására olyan példát is,
amelyben nincs technikai nehézség, a rövid bizonýıtás minden lépése maga az ele-
gancia. Selbergnek is nagyon tetszett, aki pedig nem volt túl bőkezű a dicséretekkel.

A Möbius-függvény addit́ıv tulajdonságait illetően

M(x,N)
def
=
∑

n≤N

µ(n)e2πinx

a megfelelő generátorfüggvény. Mind a mai napig megoldatlan probléma az

‖M‖1
def
=

∫ 1

0

∣

∣M(x,N)
∣

∣ dx

L1-normájának a nagyságrendje. Az analitikus számelméletben ezt az integrandus-
nak a racionális pontokban és azok kis környezetében felvett értékeit L-függvények-
kel kifejezve illik vizsgálni. Ezt tette Balog Antal és Perelli közös dolgozatukban,
ahol a legjobb ismert,

”
majdnem”N -hatvány rendű alsó becslést érték el.

Nem úgy Imre, aki megint mindjárt hatványrendű alsó becslést bizonýı-
tott ([15]). Nála lényeges a szerepe annak, hogy µ(n) gyakran (négyzetszámmal
osztható egészeken) eltűnik. Ez a tulajdonság általában, például a legelsőként tár-
gyalt témakörben, teljesen érdektelen. µ(n) helyett a λ(n) úgynevezett Liouville-

függvényre – a λ(pk)
def
= (−1)

k
elő́ırással definiált multiplikat́ıv függvény – a bizo-

nýıtása nem is működik, holott Balog és Perelli módszerében ez a kis módośıtás
nem jelent nehézséget. Imre viszont csak a

{

µ(n) = 0
}

szinthalmaz számelméleti
tulajdonságait használja, µ(n) multiplikativitását különben egyáltalán nem.

Reprodukálom itt a bizonýıtását, ami egy, Baloggal közös cikksorozat első
tételeként jelent meg. Az ő engedélyével tulajdońıtottam itt a tételt nyilvánosan is
Imrének.

Az N -től való függést nem jelölve legyen

M(x) =
∑

n≤N

µ(n)e2πinx
, G(x) =

∑

n≤N

cne
2πinx

.

Mivel konvolúció Fourier-együtthatói a Fourier-együtthatók szorzata,

∫ 1

0

M(x− y)G(y) dy =
∑

n≤N

µ(n)cne
2πinx = M(x),

ha a cn együtthatókat majd úgy választjuk, hogy cn = 1 legyen mindig, amikor µ(n) 6= 0,
más szóval n négyzetmentes (bármi is az értékük µ(n) = 0 esetén). Innen

‖M‖∞ ≤ ‖M‖
1
‖G‖∞.
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A Hölder-egyenlőtlenség (triviális esete):

‖M‖
2
≤
√

‖M‖∞‖M‖
1
≤
√

‖G‖∞‖M‖
1
.

A Parseval-formula szerint, felhasználva azt is, hogy a négyzetmentes számok sűrűsége
pozit́ıv,

‖M‖2
2
=
∑

n≤N

∣

∣µ(n)
∣

∣

2
> cN, ‖M‖

1
>

√

cN

‖G‖∞
.

G konstrukciójához legyen

Fd(x)
def
= d

∑

n≤N
d|n

e
2πinx

,

speciálisan

F1(x)
def
=
∑

n≤N

e
2πinx

.

Ford́ıtva, a d-edik egységgyökök hatványösszegeire vonatkozó elemi képlet szerint

Fd(x) =

d−1
∑

a=0

F1

(

x−
a

d

)

.

G(x)-nek vehetjük F1(x)-et, de a maximumnormája minimalizálása érdekében levon-
juk belőle egy jó közeĺıtését, aminek a Fourier-együtthatói négyzetmentes n-ekre eltűnnek.
Minden Fd(x) az egész számok kis környezetében jól közeĺıti F1(x)-et, és ha például d = p2,
akkor az együtthatóira kirótt feltétel is teljesül. A közeĺıtés a környezeteken ḱıvül elromlik:
F1(x) ott már kicsi lesz, mı́g Fd(x),

1

d
szerint periodikus lévén, az a

d
, a 6≡ 0 (mod d) pon-

tokban ismét naggyá válik. Ezek a pontok azonban különböző d-kre különbözők (mod 1),
és sok ilyen Fd(x) átlaga várhatóan mindenütt jól fog közeĺıteni: később meghatározandó
P -vel legyen

G(x)
def
= F1(x)−

1

π(P )

∑

p≤P

Fd(x) = −
1

π(P )

∑

p≤P

d−1
∑

a=1

F1

(

x−
a

d

)

,

ahol d = p2, és π(P ) a p ≤ P pŕımek számát jelöli.

Triviális becsléssel

∣

∣F1(x)
∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

1− e2πiNx

1− e2πix

∣

∣

∣

∣

≤ min

(

N,
1

2‖x‖

)

(

‖x‖
def
= min

−∞<n<∞
|x− n|

)

,

∣

∣G(x)
∣

∣ ≤
1

π(P )

∑

p≤P

d−1
∑

a=1

min

(

N,
1

2
∥

∥x− a

d

∥

∥

)

.

Mivel a kettős összeg két különböző tagjában szereplő a

d
törtekre

∥

∥

a1

d1
− a2

d2

∥

∥ ≥ 1

d1d2
≥ 1

P4 ,
a ‖ ‖ távolság szerint x-hez (egy) legközelebbi a

d
törtet tartalmazó tagot különvéve,

a maradékot integrálközeĺıtő összegnek tekintve és összehasonĺıtva az integrállal látható,
hogy

∑

p≤P

d−1
∑

a=1

min

(

N,
1

2
∥

∥x− a

d

∥

∥

)

≤ N + P
4

∫ 1

0

min

(

N,
1

2‖u‖

)

du = N + P
4(1 + logN).
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Az elemi pŕımszámelméletből tudjuk, hogy elég nagy P -re π(P ) > P 1−ε, és a P 4 = N

(lényegében) optimális választással

‖G‖∞ <
N1+ε

π(P )
< N

3
4
+2ε

, ‖M‖
1
>

√

cN

N
3
4
+ε

> N
1
8
−ε

.

Freiman tétele. Nem halogathatom tovább, hogy rátérjek a legjelentősebb ered-
ményeire, a Freiman-tétel témakörére, ezen belül elsősorban a tétel új bizonýıtá-
sára. Ezt én már nem értem, a fejleményeket is alig tudom követni, csak ámulok és
bámulok.

A téma a Ruzsa névtől hangos. Fields-érmesek idézik, használják, jav́ıtják az
eredményeit, és ford́ıtva, ő az övéket. Gowersnek Szemerédi tételére adott új bizo-
nýıtásában – (részben) ezért kapta a Fields-érmet – például lényeges szerepe van,
és ı́gy közvetve Tao és Green a pŕımek halmazában levő számtani sorozatokról
szóló tételében is, ami a mai számelmélet egyik legnevezetesebb eredménye. Szinte
minden idevágó cikkben felbukkan, ha máshogy nem, hallgatólagosan, de sokan
klasszikusan idézik (Fejér terminológiája), azaz a cikk ćımében. Lépten-nyomon
találkozhatunk ilyen fogalmakkal: Ruzsa-féle háromszög-egyenlőtlenség, Ruzsa le-
fedési lemmája, Bogoljubov–Ruzsa-lemma. Van aki a Freiman-tételt is Freiman–
Ruzsa-tételnek nevezi; ez is jogos, mert Imre adta az első teljes bizonýıtást ([16]),
ami nem utolsó sorban széles körben ismertté és hozzáférhetővé tette a tételt.

Azelőtt – úgy emlékszem –, a nagydoktorijának az ı́rásakor még nem volt ki-
ugróan magas a hivatkozásainak a száma. A témaválasztásában nem annak a fon-
tossága, népszerűsége, hanem a saját ı́zlése vezérli – nem véletlen persze, hogy ezek
a szempontok gyakran összetalálkoztak –, és abban is sokszor a végső szót mondta
ki, úgyhogy ezen nem is lehet csodálkozni. (Ha rosszmájú akarok lenni, ennek tu-
lajdońıtom, miért tartja értelmetlennek a hivatkozások számolását a tudományos
minőśıtésben.) Mára a helyzet alapvetően megváltozott. A Mathscinet több mint
1000-et tart nyilván – a logikai, filozófiai témájú hivatkozó cikkeket levonva is (ezek
apját idézik) –, a teljes szám valósźınűleg ennél jóval nagyobb.

Dióhéjban, miről is van szó. Egyszerű tény, hogy egész számokból álló véges
A halmazra |A+A| ≥ 2|A| − 1 (| | az elemszámot jelöli), és egyenlőség akkor és
csak akkor áll fenn, ha A egy intervallumot vagy általánosabban egy számtani
sorozatot alkot. Freiman tétele ezen extremális struktúra stabilitását álĺıtja: ha
|A+A| ≤ K|A| adott K konstanssal, akkor A befoglalható kevés számú számtani
sorozat direkt összegébe, aminek a mérete A elemszámával összemérhető. Prećızen:
létezik

A ⊂
{

x0 + l1y1 + . . .+ ldyd : 0 ≤ li < Li (i = 1, . . . , d)
}

úgynevezett általánośıtott számtani sorozat, ahol L1 · . . . · Ld ≤ c|A|, és d, c csak
K-tól függő konstansok. (Ford́ıtva, ilyen A-ra nyilván |A+A| ≤ K|A| csak d-től
és c-től függő K-val.)

A tételnek számos éleśıtése (például d és c K-tól való függését illetően), álta-
lánośıtása (más csoportokra, elemszám helyett mértékre), alkalmazása (a számel-
méletben, geometriában, számı́tástudományban) van, amelyekben intenźıv kutatás
folyik. Ezek majdnem minden ágából Imre is kiveszi a részét.
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Közelebbről csak egy látszólag apró részletről szólok. Az emĺıtett, sokszor
használt

”
háromszög-egyenlőtlensége” a következő:

|A − C| ≤ |A − B| |B − C|
|B| ,

ami az egészek helyett tetszőleges csoportban is érvényes ([17]).

A bizonýıtás lényege ez a sor:

a− c = (a− b) + (b− c)

minden b-re (a, b, c a megfelelő nagybetűs halmazok elemei).A−C minden eleméhez
válasszunk egyetlen a− c előálĺıtást. Ehhez hozzárendeljük az

{

(a− b, b− c) : b ∈ B
}

⊂ (A− B)× (B − C)

halmazt. Minden ilyen halmaz elemszáma megegyezik B elemszámával, és a fenti
azonosság következménye, hogy A−C különböző elemeihez rendelt halmazok disz-
junktak. A halmazok egyeśıtésének az elemszáma tehát |A − C| |B|, ami legfeljebb
(A− B)× (B − C) teljes elemszáma, |A − B| |B − C|, és kész.

Amikor megértettem – egysoros bizonýıtást nem könnyű megérteni: ebben va-
lóban elemszámok szerepelnek, nem előálĺıtási számokkal súlyozva, amit egyszerű
leszámolás adna –, arra gondoltam, hogy Imre hűtlen lenne önmagához, ha nem
nézne utána, milyen legáltalánosabb egyenlőtlenségek vezethetők le ezen az elven.
Sok hasonló egyenlőtlenséget bizonýıtott, részben tańıtványaival, Gyarmati Kata-
linnal, Matolcsi Mátéval együtt, de pont, amit kerestem, nem találtam.

Általánośıtotta viszont valósźınűségi változók entrópiájára ([18]). Úgy látom,
maga jött rá, hogy ez a természetes általánośıtás, de kiderült, hogy addit́ıv té-
teleknek, például a Brunn–Minkowski-egyenlőtlenségnek – ez a korábban em-
ĺıtett |A+A| ≥ 2|A| − 1 többdimenziós változata, elemszám helyett Lebesgue-
mértékkel – ismert ilyen megfelelője.

Az általánośıtásai során többször megesett ez vele, mint egy korábbi példám-
ban is, ami persze nem csökkenti az érdemeit. Minden esetben lényegesen tovább-
vitte azt a területet, amire rátalált. Új entrópia-egyenlőtlenségeket bizonýıtott, rész-
ben a kombinatorikus egyenlőtlenségei következményeként, részben azokétól eltérő
bizonýıtással, máskor pedig csak sejtésként fogalmazta meg a várható rokon egyen-
lőtlenséget, és mindezzel felpezsd́ıtette ezt a kutatási irányt.

Addit́ıv kombinatorika. Így nevezik manapság az általános sorozatok addi-
t́ıv elméletét. A legh́ıresebb tétel kétségḱıvül Szemerédi tétele, egykor Erdős és
Turán sejtése a sűrű sorozatokban fellelhető számtani sorozatokról, de ide tartozik
a Freiman-tétel is csakúgy, mint a Sidon-sorozatok vagy a lényeges komponensek.
Ez Imre fő kutatási területe, ami egész pályafutásán végigvonul. Amikor elkezdett
vele foglalkozni, még nem sokan művelték, ő azonban makacsul kitartott mellette.
Bevallom, nem tetszett, amikor láttam, mennyire elkötelezte magát mellette. A vé-
leményemet azután nagyrészt revideálnom kellett, amikor az utolsó néhány évben
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egy széles körű, nem várt kapcsolatokkal rendelkező, dinamikusan fejlődő elméletté
nőtte ki magát. Ebben Szemerédi után neki volt a legjelentősebb kezdeményező
szerepe (ahogy egy elfogult ḱıvülálló látja). Sokirányú idevágó eredményei közül
kettőt emĺıtek még a Szemerédi-tétel környékéről.

Brown, Erdős és Sós Vera vetette fel, Turán gráftételének egyfajta általánośı-
tásaként, azt a nevezetes problémát, hogy n szögpontú, hármasokból álló hipergráf-
nak hány hármast kell tartalmaznia, hogy biztosan legyen k szögpont, amelyekből
képzett legalább l hármas benne van a hipergráfban. Imre Szemerédivel közösen
lényegében elintézte a problémafelvetők által nyitva hagyott első kérdést (k = 6,
l = 3), az egyik irányban azáltal, hogy meglepő, új kapcsolatot találtak ezen tisz-
tán kombinatorikus probléma és a sűrű sorozatokban levő három tagú számtani
sorozatok között ([19]) – a Szemerédi-tételnek ezt a speciális esetét elsőnek még
Roth bizonýıtotta be. Ennek nyomán fogalmazódott meg az a szép általános sejtés,
talán inkább program, hogy a hipergráf probléma k = l + 3 esete l tagú számtani
sorozatokkal kapcsolatos, a probléma megoldása ilyenek létezését vonná maga után.

Ha a sorozat speciális szerkezetű, például egy halmaz önmagához való hozzá-
adásával keletkező (kéttagú) összeghalmaz, akkor sokkal hosszabb számtani soroza-
tot is lehet garantálni benne. Imre példát konstruált arra, hogy az ismert becslések
nem állnak túl messze a valóságtól ([20]). Freimannal és Halberstammal közösen
pedig megmutatta, hogy – szemben a kéttagú összegek esetével – háromtagú sűrű
összeghalmaz már N -hatvány hosszú számtani sorozatot is kell, hogy tartalmaz-
zon ([21]).

Anaĺızis. Az addit́ıv kombinatorika révén jutott tisztán függvénytani kérdésekhez
is. N tagú, |aj | ≤ 1 együtthatójú

ΣN
j=1aje

2πinjx

trigonometrikus polinom L2 normája nyilván akkor a legnagyobb, ha aj = 1 (j =
1, . . . , N):

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

aje
2πinjx

∣

∣

∣

∣

2

dx = ΣN
j=1|aj |2 ≤ N =

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

N
∑

j=1

e2πinjx

∣

∣

∣

∣

2

dx

a Parseval-formula kétszeri alkalmazásával. A polinom hatványozásával látjuk,
hogy ugyanez érvényes minden Lp normára is, ha p páros egész szám. Hardy és
Littlewood kérdezte, mi a helyzet más p-kkel. Egyre több jel mutatott arra, hogy
az egyenlőtlenség azokra gyengébb formában sem igaz, mı́g végül Imre Greennel
együtt – egy másik szerzőpárossal egyidőben, tőlük függetlenül – megmutatta, hogy
még gyenge nagyságrendi értelemben sem igaz ([22]), ami pedig a legkülönbözőbb
problémákban hasznos lett volna.

Littlewood azt sejtette, hogy N tagú, aj = 1 együtthatós trigonometrikus
polinom L1 normája pedig (nagyságrendileg) akkor a legkisebb, ha az nj kitevők
N hosszú intervallumot alkotnak. (Ez a Dirichlet-mag, és a sejtés azt fejezi ki,
hogy a trigonometrikus rendszer szerinti sorfejtés konvergenciája szempontjából
nincs jobb a rendszer természetes rendezésénél.) A sejtés gyenǵıtéseként merült
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fel a kérdés, hogy N tagú, 1 együtthatós koszinusz összeg milyen nagy negat́ıv
értékeket kénytelen felvenni. A

”
gyenǵıtés” nehezebbnek bizonyult, mint az eredeti

probléma: a Littlewood-sejtésre ma már több bizonýıtás is létezik, mı́g a negat́ıv
értékek pontos nagyságrendje nem ismert. Tudtommal Imre tartja a rekordot ([23]).

Egyebek. Vannak azután olyan, egyedi cikkei, amikhez nem tudom, hogy jutott.
Például Halmos egy problémáját messzemenőleg általánośıtva megmutatta, hogy
minden Hilbert-térbeli – ha nem is korlátos – operátor korlátos egy alkalmas orton-
ormált bázis elemein, ami lehetővé teszi valamiféle norma definiálását nem korlátos
operátorokra is ([24]). Vagy Tuza Zsolttal közös speciális, majdnem optimális szá-
mı́tástudományi algoritmusa ([25]).

Feltételezem, hogy ezek úgy keletkeztek, hogy mások keresték meg a problé-
májukkal. Bár a számelmélet az első számú kedvence, más matematikai diszcipĺınák
sem állnak távol tőle, és gyorsan belelát számára szokatlan problémákba is. Így in-
dult a közös munkája Székely J. Gáborral is valósźınűségi eloszlások félcsoportjának
a számelméleti tulajdonságairól, ahol a konvolúció a szorzás. Sok érdekes jelenségre
bukkantak: nincs például olyan

”
pŕım” eloszlás, amelyik rendelkezne a pŕımszá-

moknak azzal a tulajdonságával, hogy ha osztójuk egy szorzatnak, akkor valame-
lyik tényezőt is osztaniuk kell. Az eredményeikről egy, nemzetközi d́ıjjal kitüntetett
könyvet is ı́rtak ([26]).

A matematikai közéletben. A kutatómunkán ḱıvül is került számára szokat-
lan helyzetekbe a matematika révén. Az utóbbi időben felbukkant a matematikai
közélet több területén. Nyilván mások unszolására, de láthatólag csekély ellenállást
kifejtve.

Az Akadémia Matematikai Osztályának elnökhelyettesi posztjára is jelölték
azzal a hátsó szándékkal, hogy az azt követő ciklusra majd ő legyen az elnök. A je-
lölést elfogadta, az osztály meg is választotta. Én ellene szavaztam. El kell ismerni,
hogy végül ebbe is egész jól beletanult, csak hát az alaptermészete ellentétes egy
ilyen beosztással, és a megb́ızatása lejártával valóban gyorsan vette a kalapját, az
osztályelnökségből már nem kért.

Van azonban egy vezető beosztása, ami nagyon jól illik hozzá, a Rényi Intézet
Számelméleti Osztályának a vezetése. Igaz, ő nem az az iránýıtó t́ıpus, mint az
osztály első vezetője, Turán volt, viszont nagyon jól együtt tud működni másokkal,
az együttműködést a problémafelvetéseivel is seǵıtve. Az osztály majdnem minden
tagjával van közös dolgozata. Szeretném, ha ezt még sokáig tovább folytatná.

És ḱıvánom neki, hogy a kutatómunkáját is sokáig folytathassa a megszokott
sźınvonalán és a megszokott intenzitásával.
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A VALÓS SZÁMOK ELMÉLETÉNEK

ÖSSZEFOGLALÁSA DEDUKTÍV

MÓDSZERREL

GECSE FRIGYES

Bevezetés

E módszertani tanulmány az [1] cikk folytatása. A természetes számokból kiin-
dulva fokozatos bőv́ıtéssel a középiskola eljut a valós számok fogalmáig. De a valós
számrendszert egzakt módon nem sikerül bevezetni, többek közt nem tárgyalják
a rendszer teljességét és annak következményeit. Az [1] cikkben a racionális szá-
mokra támaszkodva megszerkesztettük a valós számok rendszerét, ami rendelkezik
a szükséges alaptulajdonságokkal, és egyben a rendszer axiomatikus elméletének
modelljét is szolgáltatja. Röviden úgy fejezhető ki, hogy a valós számok rendszere
egy teljes rendezett test. Ennek értelmét [1]-ben részleteztük, [2]-ben halmazelmé-
leti alapon teljesebb tárgyalást végeztünk.

A középiskolák befejező szakaszában – különösen a matematikai tagozato-
kon – olyan összefoglaló képet kell adni a valós számokról, amely dedukt́ıv módsze-
ren alapszik, és közel áll a jelenlegi tudományos elképzeléshez. Fogadjuk el, hogy
az R valós számrendszer olyan alapfogalom, amely a teljes rendezett test alaptu-
lajdonságaival rendelkezik. A diákok ismerik a műveleteket, a rendezési relációt
és azok tulajdonságait – esetleg a teljességi tulajdonság kivételével, – csak azo-
kat rendszerbe kell foglalni. Ezt többféleképpen is el lehet végezni, ajánlani tudjuk
az [1] cikkben alkalmazott rendszert, amely 16 alaptulajdonságból (axiómából) áll
(ezek az összeadás és szorzás asszociat́ıv, kommutat́ıv és disztribut́ıv tulajdonságai,
a 0, az 1, a számok ellentettjének és reciprokának létezése, a ≤ rendezési reláció
6 tulajdonsága, valamint a teljességi axióma). Ezen fogalmak részletes magyarázata
után (l. [1]-et) négy általános probléma megoldására szeretnénk felh́ıvni a figyelmet,
ez a jelenlegi tanulmány tárgya (hasonló problémákkal a [2] könyvben is részletesen
foglalkoztunk).

1. Az R valós számrendszerben definiálni és részletezni kell a természetes, egész,
racionális és irracionális számok körét.

2. A teljességi axióma főbb következményeinek levezetése nélkülözhetetlen
a határértékek, számsorok, folytonosság, differenciálhatóság tanulmányozása szem-
pontjából.

3. Alapozzuk meg a hatvány fogalmát, igazoljuk annak tulajdonságait.
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4. Kerüljenek megalapozásra a naiv módszerekkel bevezetett számelméleti fo-
galmak, a számok ı́rásmódja és a tizedes törtbeli alakja.

Látni fogjuk, hogy minden valós szám tizedes törtbe fejthető. Nem a teljes-
ségre, inkább az irányvonal és a módszerek bemutatására törekszünk, a megoldá-
sokra a legegyszerűbb utat választjuk.

A természetes számok

Az R számrendszerből kiindulva, amelynek a létezését és egyértelműségét feltételez-
zük (l. ezzel kapcsolatban a [2] könyv 3. fejezetét), feléṕıtjük a természetes számok
N rendszerét.

Defińıció. Az R halmaz egy A részhalmazát indukt́ıvnak nevezzük, ha 0 ∈ A és
a+ 1 ∈ A minden a ∈ A esetén.

Példák. Indukt́ıvak az R, R+ = [0,+∞[, {0} ∪ [1,+∞[ halmazok.

Felmerül a kérdés, létezik-e legszűkebb indukt́ıv halmaz. Lássuk be, hogy
a válasz pozit́ıv, miután élhetünk az alábbi meghatározással.

Defińıció. Jelöljük N-nel azt az indukt́ıv halmazt, amely minden indukt́ıv hal-
maznak részhalmaza (azaz N ⊂ A, ha A indukt́ıv; cikkünkben a ⊂ jel nem zárja
ki az egyenlőséget). Az N halmaz neve: természetes számok halmaza; N elemeit
természetes számoknak nevezzük.

Természetes számok a 0 (nulla), 1 (egy), 1 + 1 =: 2, 2 + 1 =: 3 (ezeknek neve:
kettő, illetve három) stb.

1. tétel. Létezik, méghozzá pontosan egy N halmaz.

Bizonýıtás. Jelöljük N-nel az összes indukt́ıv halmaz családját. A fenti példák
mutatják, hogy az N halmaz nem üres. Legyen N az N halmazcsalád halmazainak
metszete (ami természetesen létezik). Lássuk be, hogyN eleget tesz az N-re kikötött
feltételeknek. Nyilvánvaló, hogy 0 ∈ N . Ha n ∈ N , akkor n eleme minden A ∈ N

halmaznak. De mivel A indukt́ıv, ezért n+1 ∈ Aminden A esetén, tehát n+1 eleme
a metszetnek is. Ezzel igazoltuk, hogy N indukt́ıv halmaz. A halmazok metszetének
defińıciójából következik, hogy N ⊂ A minden A ∈ N esetén. Ennélfogva N eleget
tesz N defińıciójának.

Az unicitás bizonýıtására tegyük fel, hogy M szintén eleget tesz a termé-
szetes számok halmaza defińıciójának. Ekkor M ⊂ N , mert N indukt́ıv halmaz.
Viszont M is az, vagyis M ∈ N. Ezért az N metszetre igaz, hogy N ⊂ M. Tehát
M = N = N.

1. álĺıtás. Minden 0-tól különböző természetes szám nem kisebb 1-nél.
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Bizonýıtás. Mivel {0}∪ [1,+∞[ indukt́ıv halmaz, ezért N \ {0} ⊂ [1,+∞[. Ezáltal
az 1. álĺıtás nyilvánvaló.

Ismert a teljes indukcióra támaszkodó bizonýıtási módszer. Ennek értelme,
hogy egy, az N változóját tartalmazó nyitott mondat (másképpen predikátum)
A értelmezési tartománya megegyezik N-nel, ha A indukt́ıv halmaz. A módszer
jogosultsága abból következik, hogy egyrészt A ⊂ N, de másrészt, ha A indukt́ıv
halmaz, akkor az N defińıció alapján N ⊂ A, ı́gy valóban A = N.

Példaként bebizonýıtjuk a következő álĺıtást.

2. álĺıtás. 1. Minden n ∈ N+ esetén n− 1 ∈ N.

2. Minden m, n természetes számra igaz, hogy m ≥ n ⇒ m− n ∈ N.

3. Minden m, n természetes számra igaz, hogy m > n ⇒ m− n ∈ N+.

Bizonýıtás. 1. Legyen A := {n ∈ N | n = 0 vagy n− 1 ∈ N}. Mivel A ⊂ N, azt
kell belátni, hogy az A halmaz indukt́ıv. Nyilván 0 ∈ A. Tegyük fel, hogy n ∈ A.
Ekkor n,n+1 ∈ N, és (n+1)− 1 = n ∈ N, vagyis n+1 ∈ A. Ennélfogva A indukt́ıv
halmaz, ı́gy azonos N-nel. De A \ {0} = N+, ezért az 1. részálĺıtás igaz.

2. Jelöljük B(n)-nel a
”
minden m ∈ N-re igaz, hogy m ≥ n ⇒ m− n ∈ N”

nyitott mondatot, ahol n az N halmaz változója. Mivel m− 0 = m minden m ∈ N-
re, ezért B(0) igaz álĺıtás.

Tegyük fel, hogy B(n) igaz tetszőlegesen rögźıtett n-re N-ből, és igazoljuk, hogy
B(n+ 1) igaz. Mivel az implikáció igaz, ha a premissza hamis, ezért azt az esetet
kell vizsgálni, amikor m ≥ n+ 1. De ekkor m ≥ n+ 1 > n ≥ 0, és az 1. részálĺıtás
következtében m− 1 ∈ N. Az is igaz, hogy m− 1 ≥ n, ı́gy B(n) igaz volta miatt
m− (n+ 1) = (m− 1)− n ∈ N. Ezzel bebizonýıtottuk, hogy B(n+ 1) igaz álĺıtás.
A teljes indukció alapján a 2. részálĺıtás igaz.

3. Ha azm, n természetes számokram > n, akkorm−n 6= 0, ı́gy a 3. részálĺıtás
a 2.-nak a következménye.

3. álĺıtás. Ha n ∈ N, akkor n és n+ 1 közt nincs természetes szám (másképpen:
]n, n+ 1[ ∩ N = ∅).
Bizonýıtás indirekt módon. Tegyük fel, hogy vannak olyan n, k természetes szá-
mok, hogy n < k < n+ 1. A 2. álĺıtás 3. pontja szerint szerint k − n ∈ N+, ezért
0 6= k − n < (n+ 1)− n = 1. Ez ellentmond az 1. álĺıtásnak, tehát a 3. álĺıtás igaz.

4. álĺıtás. Az N halmaz minden nem üres részhalmazának van legkisebb eleme.

Bizonýıtás. Legyen K ⊂ N, K 6= ∅ és A azon természetes számok halmaza, ame-
lyek K alsó korlátjai. Mivel van olyan m ∈ N, hogy m ∈ K, ezért m+ 1 /∈ A, tehát
A az N valódi részhalmaza. De 0 ∈ A, ezért nem teljesül az indukt́ıv halmaz defi-
ńıciójának második része, azaz van olyan n ∈ A, hogy n+ 1 /∈ A. Ha n ∈ K, akkor
n = minK, mert n a K alsó korlátja. Ha n /∈ K, akkor a 3. álĺıtás szerint n-nel
együtt n+1 is a K alsó korlátja, ami lehetetlen n+1 /∈ A miatt. Tehát n = minK.

15



✐

✐

“13-2-beliv1” — 2014/7/31 — 11:09 — page 16 — #16
✐

✐

✐

✐

✐

✐

Az N számkör bőv́ıtései

Defińıció. A pozit́ıv természetes számok ellentettjei alkotják a negat́ıv számok
Z− halmazát. Az N ∪ Z− =: Z halmaz az egész számok halmaza, elemei pedig
az egész számok.

Rekurźıv módon vezetjük be a természetes kitevőjű hatvány fogalmát, aztán
pedig osztással definiáljuk a negat́ıv kitevőjű hatványt.

Defińıció. Legyen x a nullától különböző valós szám és n természetes szám. Ekkor
meghatározásként elfogadjuk, hogy x0 := 1; xn+1 := xn · x; x−n := 1

xn . Az elneve-
zések a megszokottak.

Gyakorlatként bizonýıtsuk be az alábbi álĺıtásokat (közben vegyük figyelembe
a fenti új t́ıpusú defińıciókat):

1. A Z halmaz zárt az összeadás, kivonás és szorzás műveletekre.

2. Minden negat́ıv szám kisebb bármilyen természetes számnál.

3. (∀k ∈ Z) ]k, k + 1[ ∩ Z = ∅.
4. Legyenek x, y, z valós számok (de z 6= 0), k, n pedig természetes számok

(lehetnek egészek is, ha x, y, z a 0-tól különbözők). Ekkor

(xy)
n
= xnyn,

(x

z

)n

=
xn

yn
, xnxk = xn+k, (xn)

k
= xnk.

5. Ha x, y nemnegat́ıv számok és n ∈ N+, akkor xn ≤ yn ⇔ x ≤ y.

Defińıció. Egy valós számot racionálisnak nevezünk, ha megadható egész számok
hányadosaként. A racionális számok halmazának jelölése: Q. A valós szám irracio-
nális, ha nem racionális.

A racionális szám tört alakja bőv́ıthető és egyszerűśıthető, méghozzá úgy, hogy
a nevező pozit́ıv egész szám legyen.

Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a Q halmaz az R-ből származó műveletekkel és ≤ re-
lációval rendezett (de nem teljes) testet alkot.

A teljességi axióma következményei

Az [1] cikkben R teljességi axiómáját a következő formában adtuk meg.
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Teljességi axióma. Legyenek A és B az R halmaz olyan nem üres részhalmazai,
hogy A minden a és B minden b elemére fennáll az a ≤ b egyenlőtlenség (rövi-
den: A ≤ B). Ekkor létezik legalább egy olyan c valós szám, amelyre az a ≤ c ≤ b
egyenlőtlenségrendszer teljesül (röviden: A ≤ c ≤ B).

Az [1] cikkben bebizonýıtottuk, hogy ez az axióma ekvivalens azzal, hogy
R minden nemüres, felülről korlátos részhalmazának van legkisebb felső korlátja,
más szóval szuprémuma.

Az alábbiakban az axióma mindkét változatát fogjuk alkalmazni. A teljességi
axióma alapján [1]-ben bebizonýıtottuk az ún. Cantor-féle axiómát és a rendőrsza-
bályt. A [3] és [4] munkában az Olvasó megismerkedhet a teljességi axióma számos
ekvivalens változatával.

5. álĺıtás. 1. Minden korlátos monoton számsorozat konvergens.

2. Ha (xn)n∈N korlátos monoton növekvő (csökkenő) sorozat, akkor

lim
n→∞

xn = sup{xn | n ∈ N}
(

lim
n→∞

xn = inf{xn | n ∈ N}
)

.

Bizonýıtás. Legyen (xn) korlátos növekvő sorozat és X := {xn | n ∈ N}, a :=
supX. Ekkor minden n-re xn ≤ a. Ha ε tetszőleges pozit́ıv szám, akkor a− ε
nem felső korlátja X-nek, ezért létezik olyan N ∈ N, hogy xN > a− ε. A sorozat
növekvése következtében xn ≥ xN > a− ε, ha n ≥ N . Ezek alapján a az (xn)
sorozat határértéke. A csökkenő sorozatra a bizonýıtás hasonló.

A következő álĺıtások az ún. Arkhimédész axióma általánośıtásai.

2. tétel. 1. Ha x egy pozit́ıv, y pedig tetszőleges valós szám, akkor van olyan
k egész szám, hogy kx ≤ y < (k + 1)x.

2. Minden x > 1 és y > 0 számpárhoz olyan k egész szám rendelhető, amelyre
xk ≤ y < xk+1.

Bizonýıtás. 1. Tegyük fel először, hogy y ≥ 0. Igazoljuk, hogy az A := {nx | n ∈ N}
halmaz felülről nem korlátos. Indirekt módon, ha az A halmaz felülről korlátos,
akkor létezik supA =: a. Ekkor az a− x szám nem felső korlátja A-nak, ezért
létezik olyanm ∈ N, hogymx ∈ A ésmx > a−x. Így (m+1)x > a és (m+1)x ∈ A.
Ez ellentmond a supA = a egyenlőségnek, tehát A valóban nem korlátos felülről.
Ennélfogva létezik olyan n ∈ N, amelyre nx > y, vagyis a K := {n ∈ N | nx > y}
halmaz nem üres. A 4. álĺıtás alapján létezik minK =: k + 1. Nyilván kx ≤ y <
(k + 1)x.

Ha y < 0, akkor a bizonýıtottak alapján létezik olyan n ∈ N, hogy nx ≤ −y <
(n+1)x, vagyis −(n+1)x < y ≤ −nx. Ha y < −nx, akkor a tétel álĺıtását kieléǵıti
a k = −n− 1 szám, ha pedig y = −nx, akkor k = −n.

2. A bizonýıtás hasonló. Az y ≥ 1 esetben az A halmazt a következőképpen
vezetjük be: A := {xn | n ∈ N}. Ha A korlátos felülről és a := supA, akkor a

x nem
felső korlátja A-nak, tehát van olyan xm ∈ A, hogy xm > a

x , azaz xm+1 > a. Ez
lehetetlen a := supA miatt. A bizonýıtás folytatása nyilvánvaló.

Ha 0 < y < 1, akkor y helyett 1
y -ra alkalmazzuk a bebizonýıtott álĺıtást.
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Ha a 2. tétel 1. álĺıtását x = 1-re alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy minden
y valós számhoz pontosan egy olyan [y] := k egész szám tartozik, amelyre [y] ≤ y <
[y]+1. A [y] számot az y egész részének nevezzük. Az y− [y] szám neve: y törtrésze.

Gyakorlatok. 1. Bizonýıtsuk be, hogy limn→∞
1
n = 0 (n ∈ N+).

2. Igazoljuk, hogy bármilyenen ]a, b[ intervallumra

Q ∩ ]a, b[ 6= ∅ és (R \Q) ∩ ]a, b[ 6= ∅.
A teljességi axióma fontos következménye a gyökök létezése.

Defińıció. Legyen n 1-nél nagyobb egész szám. Egy a nemnegat́ıv valós szám n-
edik gyökének olyan b nemnegat́ıv számot nevezünk, amelyre a bn = a egyenlőség
teljesül. Az ilyen b számot az n

√
a szimbólummal jelöljük. Nyilvánvaló, hogy n

√
0 = 0.

Bizonýıtsuk be a pozit́ıv számok gyökének létezését is.

3. tétel. Minden nemnegat́ıv számnak létezik pontosan egy n-edik gyöke (n ∈ N,
n ≥ 2).

Bizonýıtás. Az egyértelműséget indirekt módon könnyen bebizonýıthatjuk a 0 ≤
b1 < b2 ⇒ bn1 < bn2 implikáció alapján. A gyök létezésének bizonýıtására pozit́ıv
a szám esetén vezessük be az alábbi halmazokat:

A := {x ∈ R+ | xn ≤ a}, B := {x ∈ R+ | xn ≥ a}.
E halmazok nem üresek, mert ha 0 < b < min{1, a}, akkor bn < b < a, és b ∈ A,

viszont (1 + a)
n
> 1+ a > a miatt 1+ a ∈ B. Nyilvánvaló, hogy A ≤ B, ezért a tel-

jességi axióma alapján létezik olyan c valós szám, hogy A ≤ c ≤ B.

Három lehetőség van: cn > a, cn < a és cn = a. Indirekt módon mutassuk meg,
hogy az első kettő lehetetlen. Ezután marad a harmadik lehetőség, ami a bizonýıtás
tárgya.

Tegyük fel, hogy cn > a. Válasszunk olyan pozit́ıv d számot, hogy teljesüljenek
a d < cn − a és d < ncn egyenlőtlenségek.

Legyen c1 := c
(

1− d
ncn

)

, és alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlőtlenséget:

cn1 = cn
(

1− d

ncn

)n

> cn
(

1− d

cn

)

= cn − d > a.

Ezek szerint c1 ∈ B, vagyis c1 ≥ c. De ez lehetetlen, mert c1 < c.

A cn < a feltevés ugyanúgy ellentmondáshoz vezet. Valóban, ha

0 < d < a− cn és c2 := c

(

1− d

n(cn + d)

)−1

,

akkor c2 > c és a Bernoulli-egyenlőtlenség következtében

cn2 = cn
(

1− d

n(cn + d)

)−n

< cn
(

1− d

cn + d

)−1

= cn · c
n + d

cn
= cn + d < a.

Ennélfogva c2 ∈ A, vagyis c2 ≤ c. Ismét ellentmondást kaptunk.

A gyök fogalmával egyszerűen bevezethető a racionális kitevőjű hatvány, be-
bizonýıthatók a tulajdonságai, ahogyan ezt a tankönyvekben végzik.
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Számrendszerekkel kapcsolatos fogalmak

Néhány megjegyzést teszünk a véges és végtelen halmazokról, erről bővebben a [2]
könyvben olvashatunk.

Defińıció. Az üres halmaz számossága 0. Azt mondjuk, hogy egy X halmaz
n-elemű, vagy számossága n, ahol n pozit́ıv egész szám, ha létezik egy b : X →
1, n bijekció (másképpen: kölcsönösen egyértelmű leképezés X-ről 1, n := {k ∈ N |
1 ≤ k ≤ n}-re). Egy halmaz véges, ha üres vagy n-elemű (n ∈ N+). Ellenkező eset-
ben a halmaz végtelen.

Természetesen bizonýıtani kell, hogy a halmaz számossága nem függ a defińı-
cióban szereplő bijekciótól (l. [2]-t).

Ejtsünk néhány szót a véges vagy végtelen számhalmaz összegéről. Legyenek
x1, x2, . . . , xn valós számok, amelyek közt lehetnek egyenlők is. Rendezzük őket
valamilyen sorrendben, pl. az indexek növekedése szerint. Azt mondjuk, hogy x1,
x2 összege az ismert x1+x2 szám. Az x1, x2, . . . , xk, xk+1 számok összegén az (x1+
x2+ . . .+xk)+xk+1 összeget értjük, 2 ≤ k ≤ n− 1. Néha azt is mondjuk, hogy egy
x1 szám összege x1. Ahogy látjuk, a véges számhalmaz összegét rekurźıv módon
vezettük be. Az x1+x2+ . . .+xn összeget

∑n
i=1 xi szimbólummal is szoktuk jelölni;

[2]-ben olvashatunk a defińıció korrektségéről és az összeg tulajdonságairól.

Bizonyos végtelen számhalmazokat is összegezhetünk, ekkor számsorról beszé-
lünk. Számsoron érthetünk x1 + x2 + x3 + . . . vagy

∑∞
k=1 xk szimbólumot, vagy

adhatunk részletesebb defińıciót.

Defińıció. Legyen (xk)k∈N+ egy számsorozat. Rendeljünk hozzá egy (Sk) sorozatot
részletösszegek sorozata néven rekurźıv módon:

S1 = x1, Sn+1 = Sn + xn+1, n ∈ N+.

Ekkor soron az
(

(xk), (Sk)
)

rendezett párt értjük. Nemcsak (Sk) adható meg
(xk)-val, de ford́ıtva is (xk) meghatározható (Sk)-val a következőképpen: x1 = S1,
xn+1 = Sn+1 − Sn, n ∈ N+. Ha létezik véges limk→∞ Sk = S határérték, akkor
a sort konvergensnek nevezzük, az S szám pedig a sor összege. A sort pozit́ıv tagúnak
nevezzük, ha minden xk tagja nemnegat́ıv szám.

6. álĺıtás. Minden pozit́ıv tagú sor konvergens, ha a részletösszegek sorozata
korlátos.

Bizonýıtás. Ez az 5. álĺıtás következménye, mert pozit́ıv tagú sor részletösszegei-
nek sorozata monoton növekvő.

A számok ı́rásához számrendszereket használunk. Legelterjedtebb a t́ızes szám-
rendszer, de számı́tógépekhez a kettes, nyolcas, tizenhatos stb. számrendszereket is
használják. A t́ızes számrendszerben a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 számokat számjegyek-
nek is nevezik. Ezek seǵıtségével ı́rjuk fel a természetes számokat ismert módon.
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A törtbefejtés módszerének átláthatósága szempontjából célszerűnek látjuk bemu-
tatni a természetes számok p alapú helyi értékű számrendszer egzakt bevezetését.

Legyen p egy rögźıtett 1-nél nagyobb természetes szám, a pedig tetszőleges ter-
mészetes szám. Rendeljünk a-hoz egy q = q(a) számot a következőképpen: q = 0,
ha a < p; ha pedig a ≥ p, akkor q-t úgy adjuk meg, hogy a pq ≤ a < pq+1 feltétel
teljesüljön. A 0, 1, . . . , p− 1 számokat számjegyeknek tekintjük a p-alapú számrend-
szerben, ezeket valamilyen új szimbólumokkal kell megjelölni, pl. j0, j1, . . . , jp−1.

4. tétel. Minden a természetes számhoz az

(1) aq−i := [api−q]− [api−q−1] · p, i ∈ 0,q

egyenlőségekkel olyan (aq−i)i∈0,q = (aq, aq−1, . . . , a0) q + 1-tagú sorozatot rendel-

hetünk, hogy aq−i ∈ {j0, j1, . . . , jp−1} minden i ∈ 0,q esetén; aq = a0 = 0, ha a = 0;
és aq 6= 0, ha a > 0, valamint fennáll az alábbi egyenlőség:

(2) a = aqp
q + aq−1p

q−1 + . . .+ a1p+ a0.

A kifejtés egyértelmű. Pozit́ıv a esetén ez azt jelenti, hogy az

(3) a = bsp
s + bs−1p

s−1 + . . .+ b1p+ b0

egyenlőségből a bs 6= 0 és bj ∈ {j0, j1, . . . , jq−1} (j ∈ 0,s) feltételek teljesülésekor
az következik, hogy s = q és bi = ai minden i ∈ 0,q esetén.

Bizonýıtás. Adjuk meg az (aq−i)i∈0,q sorozatot az (1) egyenlőségekkel. Ha b egy
valós szám, akkor b < [b] + 1, ezért pb < p[b] + p és [pb] ≤ p[b] + p− 1. Másrészt
az egész rész defińıciója szerint p[b] ≤ [pb], mert p[b] egész szám. Ezek szerint
0 ≤ aq−i ≤ p− 1, tehát aq−i ∈ {j0, j1, . . . , jq−1} minden i ∈ 0,q esetén.

Vegyük figyelembe, hogy (1) szerint a0 = a− p[p−1a], és a 6= 0 esetén q defi-
ńıciója miatt aq = [p−qa] > 0. Helyetteśıtsük be ai értékeit a (2) jobb oldalába és
vonjuk össze az egynemű tagokat. Ekkor az a számot kapjuk.

A kifejtés egyértelműsége evidens, ha a = 0. Legyen a > 0. Tegyük fel, hogy
s < q. Ekkor (2) és (3) szerint azt kapjuk, hogy

a ≤ (p− 1)
(

ps + ps−1 + . . .+ p+ 1
)

= ps+1 − 1 ≤ pq − 1 < pq ≤ pqaq ≤ a.

Az a < a ellentmondás miatt s ≥ q. Hasonlóképpen bizonýıtható be, hogy
q ≥ s. Ennélfogva s = q. Tegyük fel, hogy van olyan i, amelyre ai 6= bi. Legyen
j := max{i ∈ 0,q | ai 6= bi}. Ha j = 0, akkor a (2) és (3) jobb oldala csak az a0 és b0
tagban különbözik. De ez lehetetlen. Legyen j > 0. Ekkor (2) és (3) szerint aj > bj
esetén

0 = a− a =

j
∑

i=0

aip
i −

j
∑

i=0

bip
i

≥ (aj − bj)p
j +

j−1
∑

i=0

0 · pi −
j−1
∑

i=0

(p− 1) · pi ≥ pj − (p− 1)

j−1
∑

i=0

pi > 0.

Hasonlóképpen ellentmondást kapunk, ha aj < bj . Ezzel az egyértelműséget is be-
bizonýıtottuk.
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Defińıció. A (2)-ben szereplő összeget az a szám helyi értékű p alapú számrend-
szerbeli kifejtésének vagy alakjának nevezzük és az

(

aqaq−1 . . . a0
)

p
szimbólummal

jelöljük. Ha p = 10, akkor a zárójelet és a p indexet elhagyjuk. Ha aq, aq−1, . . . , a0
konkrétan megadott számjegyek, akkor a felső vonást elhagyjuk.

Példa. Ha a = 1407, akkor a = 103 + 4 · 102 + 7, a = (10101111111)2 = 210 + 28 +
26 + 25 + 24 + 23 + 22 + 21 + 20 és a = (4050)7 = 4 · 73 + 5 · 7.

Feladat. Mikor osztható egy 16-os alapban feĺırt természetes szám 5-tel?

Megoldás. Egy a szám 16-os alapban feĺırható a következőképpen:

a = aq(15 + 1)
q
+ aq−1(15 + 1)

q−1
+ . . .+ a1(15 + 1) + a0.

A Newton binomiális képlet alapján van olyan természetes b szám, hogy a =
b · 15 + (aq + aq−1 + . . .+ a1 + a0). Innen látható, hogy a osztható 5-tel akkor és
csakis akkor, ha a számjegyek összege osztható 5-tel.

Gyakorlat. A 21-es alapú számrendszerben fogalmazzunk meg oszthatósági sza-
bályt a 2, 3, 4, 7, 9, 10, 20, 21, 22, 27 t́ızes alapú számokkal.

Hatványozás

Ismerkedjünk meg a valós számok megközeĺıtésének egy speciális módszerével. Le-
gyen x egy valós szám, p pedig egynél nagyobb egész szám. Rendeljünk x-hez
a korábbihoz hasonlóan olyan q = q(x) természetes számot, hogy q = 0, ha x < p,
és pq ≤ x < pq+1 legyen, ha x ≥ p.

Az egész rész alkalmazásával vezessük be a következő sorozatokat (Z−q :=
{k ∈ Z | k ≥ −q}):

(4) un(x) := un(x, p) := [xpn]p−n, vn(x) := vn(x, p) := un(x) + p−n, n ∈ Z−q.

Példa. Legyen x =
√
2, és p = 10. Ekkor q = 0 és

(

un(x)
)

= (1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; . . .),

(

vn(x)
)

= (2; 1,5; 1,42; 1,415; 1,4143; . . .).

7. álĺıtás. Minden x valós számra igaz, hogy

(5) un(x) ≤ x < vn(x), n ∈ Z−q;

(

un(x)
)

monoton növekvő,
(

vn(x)
)

pedig monoton csökkenő sorozat Q-ban;
un(−x) = −un(x), ha xpn ∈ Z, un(−x) = −vn(x), ha xpn /∈ Z;

(6) lim
n→∞

un(x) = lim
n→∞

vn(x) = x.
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Bizonýıtás. 1. Ha az [xpn] ≤ xpn < [xpn] + 1 egyenlőtlenség-rendszert megszoroz-
zuk p−n-nel, akkor megkapjuk az (5) egyenlőtlenség-rendszert.

2. Ha a ∈ R, akkor [a]p ∈ Z és [a]p ≤ ap, ezért az egész rész defińıciója szerint
[a]p ≤ [ap]. Alkalmazzuk ezt az a = xpn számra:

un(x) = [a]pp−n−1 ≤ [ap]p−n−1 = un+1(x).

Az {a} = a− [a] számra (ami az a törtrésze) 0 ≤ {a} < 1 érvényes, ezért

[ap] = [
(

[a] + {a}
)

p] ≤ [a]p+ p− 1.

Innen az a = xpn helyetteśıtéssel kapjuk, hogy

vn+1(x) = [xpnp]p−n−1 + p−n−1 ≤
(

[xpn]p+ p− 1
)

p−n−1 + p−n−1

= un(x) + p−n = vn(x).

3. Ha xpn ∈ Z, akkor nyilván [−xpn] = −[xpn] és un(−x) = −un(x).

Ha pedig xpn /∈ Z, akkor [−xpn] = −[xpn]− 1 és un(−x) = −vn(x).

4. Az
(

un(x)
)

és
(

vn(x)
)

monoton sorozatok korlátosak (alulról u−q(x)-szel,
felülről v−q(x)-szel), ezért konvergensek; (4) miatt határértékeik azonosak, (5)-ből
pedig (6) következik.

Az irracionális kitevőjű hatvány bevezetésére egy új módszert alkalmazunk
a racionális kitevőjű hatvány alapján.

Defińıció. Legyenek a és x valós számok és a > 0. Az

(7) ax := lim
n→∞

aun(x)

számot az a szám x kitevőjű hatványának nevezzük. Az egyszerűség kedvéért
az
(

un(x)
)

,
(

vn(x)
)

sorozatokat szűḱıtsük le N-re. Fogadjuk el, hogy 0x := 0, ha
x > 0.

A racionális kitevőjű hatvány tulajdonságai, valamint a 7. álĺıtás következ-
tében az (aun(x))

N
sorozat monoton és korlátos, tehát a (7) határérték létezik,

nyilván 1x = 1 minden x esetén.

8. álĺıtás. Minden x valós számra és 1-nél nagyobb p1, p2 egész számokra teljesül-
nek az alábbi egyenlőségek:

ax = lim
n→∞

avn(x),(8)

lim
n→∞

aun(x,p1) = lim
n→∞

aun(x,p2).(9)

Bizonýıtás. Feltételezhetjük, hogy a 6= 1. Bizonýıtsuk be először a

(10) lim
n→∞

n
√
a = 1, lim

n→∞
ap

−n

= 1 (p ≥ 2)
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egyenlőségeket. Ha a > 1 és n > 1, akkor a Bernoulli-egyenlőtlenség alapján a c :=
n
√
a− 1 jelöléssel kapjuk, hogy

a = (1 + c)
n ≥ 1 + nc, c ≤ a− 1

n
, 1 < n

√
a < 1 +

a− 1

n
.

Innen a rendőrelv alapján a (10) alatti első egyenlőség következik. Ha 0 < a < 1,
akkor az egyenlőtlenséget 1

a -ra ı́rjuk fel, és a hányadosból veszünk határértéket.
A (10) alatti második egyenlőség az elsőből következik, hiszen 0 < p−n < 1

n és

1 < ap
−n

< a
1
n , ha a > 1, valamint a

1
n < ap

−n

< 1, ha 0 < a < 1.

Mivel avn(x) = aun(x)+p−n

= aun(x)ap
−n

, ezért (10) következtében (8) is igaz.

A (9) egyenlőséget először az a > 1 feltétel mellett bizonýıtjuk be. A p1 és p2
számok egyenrangúak, ezért elég belátni, hogy (9) bal oldala nem nagyobb a jobb
oldalánál. A [c] = c− {c} egyenlőség miatt

un(x, p1) = un(x, p2) + (x−
{

xpn1
}

p−n
1 )− (x−

{

xpn2
}

p−n
2 )

= un(x, p2) +
{

xpn2
}

p−n
2 −

{

xpn1
}

p−n
1 ≤ un(x, p2) + p−n

2 .

Innen már a szükséges egyenlőtlenség következik. Ha 0 < a < 1, akkor a-ról átté-
rünk 1

a -ra, és a már bebizonýıtott álĺıtást használjuk fel.

Megjegyzés. Ha x ∈ Z, akkor un(x) = x, n ∈ N. Ha pedig x = q
p ∈ Q, p > 1, akkor

un(x, p) = x minden n ∈ Z+ esetén. Mivel ax nem függ p megadásától un(x, p)-ben,
ezért racionális x esetén (7) megegyezik a gyök alapján definiált racionális kitevőjű
hatvánnyal.

Az irracionális kitevőjű hatványok tulajdonságai ugyanolyanok, mint a ra-
cionális kitevőjű hatványoké. Csak az axay = ax+y egyenlőséget bizonýıtjuk be
un(x)+un(y) ≤ un(x+ y) ≤ un(x)+ vn(y) alapján (ezek az egyenlőtlenségek pedig
a [c] + [d] ≤ [c+ d] ≤ [c] + [d] + 1 alakú egyenlőtlenségek következményei):

axay = lim
n→+∞

aun(x) lim
n→+∞

aun(y) = lim
n→+∞

aun(x)aun(y)

= lim
n→+∞

aun(x)+un(y) ≤ lim
n→+∞

aun(x+y) = ax+y ≤ lim
n→+∞

aun(x)+vn(y)

= lim
n→+∞

aun(x)avn(y) = lim
n→+∞

aun(x) lim
n→+∞

avn(y) = axay.

Gyakorlatok. 1. Legyenek a, x valós számok és a > 1. Bizonýıtsuk be, hogy

ax = sup{ar | r ≤ x, r ∈ Q} = inf{ar | r ≥ x, r ∈ Q}.

2. Legyenek a, b, x, y valós számok és a > 0, b > 0, n ∈ N. Igazoljuk, hogy

un(a)un(b) ≤ un(ab) ≤ vn(a)vn(b); (ax)
y
= axy.

23



✐

✐

“13-2-beliv1” — 2014/7/31 — 11:09 — page 24 — #24
✐

✐

✐

✐

✐

✐

A valós számok törtbefejtése

Először is állapodjunk meg abban, mit értsünk tizedes tört (vagy p-alapú szám-
rendszerbeli tört) alatt. Természetesnek tartjuk elfogadni, hogy a tizedes tört egy
speciális t́ıpusú sor, a tizedes tört értéke pedig ezen sor összege. Ilyen megkülön-
böztetéssel többször élünk a matematikában, de gyakran el is kerüljük, például
a közönséges törtet definiálhatnánk mint egész számok rendezett párját, a tört ér-
téke pedig a számpárral megadott valós szám lenne (́ıgy 1

2 és 2
4 különböző törtek,

de értékük ugyanaz a szám). Rövid́ıtés céljából fogadjuk el a péedes tört termi-
nust (p-edes ı́rással), ami a tizedes tört megfelelője, mikor 10 helyett a p számot
használjuk.

Megjegyzések. 1. Írásunkban célszerűnek látjuk minden valós számot, ı́gy
az egész számokat is, tizedes vagy p-edes tört formájában megadni.

2. Az egyértelműség elérése céljából a p-edes törtet úgy definiáljuk, hogy ne
lehessen minden tagja egyenlő p−1-gyel egyetlen indextől kezdve sem. Például nem
fogadjuk el, hogy 1 = 0,9999 . . . , ami természetesen különbözik a szakirodalomban
elfogadottól. Továbbá, csak olyan szám p-edes törtje kezdődhet 0-val, amelynek
abszolút értéke kisebb 1-nél.

Defińıció. Legyen σ természetes szám és (bn)n∈Z
−σ

olyan számsorozat, amelyben
bn a 0-tól p− 1-ig terjedő egész számok 0; p− 1 halmazának elemei, és létezik
bármilyen nagy indexszel rendelkező p− 1-gyel nem egyenlő tag. A cn általános
tagú sort helyértékű, p-alapú számrendszerbeli törtnek (röviden: p-edes törtnek)
nevezzük, ha

1) |cn| = bnp
−n, n ∈ Z−σ;

2) c−σ 6= 0, ha σ > 0;

3) a (cn) sorozat tagjai azonos előjelűek (cn ≤ 0 vagy cn ≥ 0 minden n-re).

A cn szám a p-edes tört n-edik tagja, a bn pedig a tört n-edik számjegye, vagy
n-edik poźıcióban lévő számjegye.

A p-edes tört jelölésére a (bn) vagy (−bn) sorozat (b−σb−σ+1 . . . b0, b1b2 . . .)p,
illetve (−b−σb−σ+1 . . . b0, b1b2 . . .)p speciális jelét használjuk attól függően, hogy
cn ≥ 0 vagy cn ≤ 0, n ∈ Z−σ. A zárójelet és a p indexet elhagyjuk, ha p = 10.
A σ számnak fontos szerepe van: meghatározza az ún. p-edes vessző helyét, amit
a b0 után teszünk ki, és elválasztja a pozit́ıv tagú sor összegének egész részét
a törtrészétől.

5. tétel. 1. Minden p-edes tört konvergens sor.

2. Minden b valós számhoz kölcsönösen egyértelműen hozzárendelhető olyan
p-edes tört, amelynek értéke egyenlő b-vel.

3. A b értékű p-edes tört részletösszeg-sorozata azonos a sgn(b)(un

(

|b|
)

) soro-

zattal; továbbá, σ = q = q(b), bn = cnp
n, n ∈ Z−q

b−q =
[

|b|p−q
]

, bn =
[

|b|pn
]

−
[

|b|pn−1
]

p, n ∈ Z−q;(11)

bn+1 =
[

|b|pn+1
]

− b−qp
q+n+1 − b1−qp

q+n − . . .− bnp, n ∈ Z−q,(12)

itt sgn az előjelfüggvény jele, cn a p-edes tört általános tagja.
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Bizonýıtás. Feltételezhetjük nyilván, hogy cn ≥ 0, n ∈ Z−q. Ekkor a p-edes tört
részletösszegeinek sorozata monoton növekvő. Lássuk be, hogy az korlátos is. A de-
fińıció szerint 0 ≤ bn ≤ p− 1 minden n-re, ezért n > 0 esetén

Sn = c−σ + c−σ+1 + . . .+ cn

≤ (p− 1)

{

(

pσ + pσ−1 + . . .+ p0
)

+

(

1

p
+ . . .+

(

1

pn−σ

))}

= (p− 1)

{

pσ+1 − 1

p− 1
+

1− pσ−n

p− 1

}

< pσ+1.

A 6. álĺıtás alapján a p-edes tört konvergens sor.

2., 3. Legyen b ≥ 0 és nézzük az
(

un(b)
)

részletösszeg-sorozattal megadott sort.
A 7. álĺıtás szerint ez a sor konvergens, és összege a b szám. Igazoljuk, hogy ez
a sor egy p-edes tört. Legyen (cn) e sor tagjainak sorozata. Adjuk meg a (bn)
sorozatot a bn = cnp

n, n ∈ Z−q egyenlőségekkel, és bizonýıtsuk be a (11) és (12)
egyenlőségeket. Nyilván b−qp

q = c−q = u−q(b) = [bp−q]pq, b−q =
[

|b|p−q
]

≥ 0, és
b−q > 0, ha q > 0. Ha pedig n > −q, akkor a (4.25) egyenlőségek az alábbiakból
következnek (feltételeztük, hogy b ≥ 0):

bnp
−n = cn = un(b)−un−1(b) = [bpn]p−n −

[

bpn−1
]

p1−n = ([bpn]−
[

bpn−1
]

p)p−n.

Mivel az
(

un(b)
)

sorozat monoton növekvő, nyilván cn ≥ 0, és ı́gy bn ≥ 0 min-
den n-re. Ellenőrizzük, teljesülnek-e bn kötelező tulajdonságai. A q szám defińı-
ciójából és a (11) első egyenlőségéből következik, hogy 0 ≤ b−q < p. Ha n > −q,
akkor a 0 ≤ bn < p egyenlőtlenségek (11) és a 7. álĺıtás bizonýıtásában használt
[ap] ≤ [a]p+ p− 1 egyenlőtlenség következményei.

Igazoljuk ezután, hogy a (bn) sorozat tagjai közt végtelen sok különbözik p−1-
től. Indirekt módon, tegyük fel, hogy bn = p− 1, ha n nem kisebb egy bizonyos
N természetes számnál. Ekkor

∞
∑

n=N

cn = (p− 1)
∞
∑

n=N

p−n = (p− 1)p−N 1

1− p−1
= p1−N ,

b =
N−1
∑

n=−q

bnp
−n + p1−N = p1−N

(

1 +
N−1
∑

n=−q

bnp
N−1−n

)

= Cp1−N ,

ahol C pozit́ıv egész szám. Ha n ≥ N , akkor

un−1(b) =
[

Cp1−Npn−1
]

p1−n =
[

Cpn−N
]

p1−n = Cp1−N = b,

azaz cn = 0 és bn = 0. Ez azonban ellentmond a bn = p− 1 feltevésnek.

A bizonýıtottak alapján kimondható, hogy minden valós számhoz p-edes tört
rendelhető. Bizonýıtani kell, hogy ez a hozzárendelés egyértelmű. A b = 0 esetben
az álĺıtás nyilvánvaló, ezért feltételezhetjük, hogy b > 0. Indirekt módon, tegyük fel,
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hogy egy b pozit́ıv számhoz két különböző b összegű (a−sa−s+1 . . . a0, a1a2 . . .)p és
(b−tb−t+1 . . . b0, b1b2 . . .)p p-edes tört rendelhető. Először azt lássuk be, hogy s = t.
Ha s < t, akkor t > 0, tehát b−t > 0. Van p− 1-nél kisebb ak számjegy, ezért

b = a−sp
s + a−s+1p

s−1 + . . . < (p− 1)ps(1 + p−1 + p−2 + . . .) = ps+1

≤ b−tp
t ≤ b−tp

t + b−t+1p
t−1 + b−t+2p

t−2 + . . . = b.

A b < b egyenlőtlenség lehetetlen, ezért az s < t feltevés hamis. Hasonlóan nem
lehet t < s, tehát s = t =: q. Létezik olyan k ∈ Z−q, hogy ak 6= bk, de an = bn, ha
n < k. Feltételezhetjük, hogy bk < ak, vagyis bk +1 ≤ ak. A fentiekhez hasonlókép-
pen kapjuk, hogy

d := bk+1p
−k−1 + bk+2p

−k−2 + . . . < (p− 1)p−k−1(1 + p−1 + p−2 + . . .) = p−k.

Ismét ellentmondáshoz juthatunk a következőképpen:

b = b−qp
q + b−q+1p

q−1 + . . . = b−qp
q + b−q+1p

q−1 + . . .+ bkp
−k + d

< a−qp
q + a−q+1p

q−1 + . . .+ ak−1p
−k+1 + (bk + 1)p−k

≤ a−qp
q + a−q+1p

q−1 + . . .+ ak−1p
−k+1 + akp

−k ≤ b.

Ezzel a hozzárendelés egyértelműségét bebizonýıtottuk. A hozzárendelés kölcsönö-
sen egyértelmű is, mert egy b számhoz rendelt p-edes tört összege egyenlő b-vel.

A (12) képletek könnyen bebizonýıthatók (11) alapján teljes indukcióval.

Következmény. Rögźıtett p esetén a p-edes törtek halmaza és R között bijekció
van.

Megjegyzés. E következmény lehetőséget ad arra, hogy az R számrendszert
a p-edes törtekkel modellezzük. Azonban e módszer körülményes a műveletek és
relációk bonyolultsága miatt.

A racionális számok törtbefejtése

A gyakorlatban racionális számokkal számolunk. Ezért szükséges e számok törtbe-
fejtésével részletesebben foglalkozni.

Defińıció. Véges p-edes törtről beszélünk, ha a tört egy számjegye után következő
minden számjegy 0 értékű.

Egy a szám p-edes törtje véges, ha van olyan m ∈ Z−q, hogy minden n ≥ m
esetén un(a) = a, vagyis bn+1 = 0; az ilyen bn, n ≥ m+ 1 számjegyeket a tört
jelölésében elhagyjuk. Egész számok esetén a p-edes vessző után csak 0 értékű
számjegyek vannak, ezeket a vesszővel együtt elhagyjuk; ekkor nem törtről, hanem
az egész szám p-alapú, helyértékű alakjáról szoktunk beszélni.
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Defińıció. A (±b−qb−q+1 . . . b0, b1 . . .)p p-edes törtet periodikusnak, vagy szaka-
szosnak nevezzük, ha léteznek olyan m,k ∈ N, k ≥ 1 számok, hogy an+k = an min-
den n > m esetén. Az m,k számokat úgy választjuk meg, hogy a lehető legkisebbek
legyenek. Ekkor a

(13) (±b−q . . . b0, b1 . . . bmḃm+1bm+2 . . . ḃm+k)p

jelölést használjuk. A bm+1bm+2 . . . bm+k véges számjegysorozatot a p-edes tört
szakaszának, a k számot pedig a szakasz hosszának nevezzük.

A szakaszos törtekhez soroljuk a véges p-edes törteket is, és – ebben a cikkben –
az egész számokat is, 0 szakasszal.

6. tétel. Egy p-edes tört szakaszos akkor és csakis akkor, ha értéke racionális szám.

Bizonýıtás. (⇐) Legyen a pozit́ıv racionális szám. Ekkor a = [a] + {a}, és az {a}
törtrész 1-nél kisebb pozit́ıv racionális szám. Ha a = b−qp

q + . . .+ b0 + b1p
−1 +

b2p
−2 + . . ., akkor {a} = (0, b1b2 . . .)p. Elég igazolni, hogy az utóbbi tört szakaszos.

Tegyük fel, hogy b := {a} = s
t , és a tört nem egyszerűśıthető. E szám törtbefejtésé-

nek módszere ismert: az s
t közönséges törtet maradékos osztással alaḱıtjuk p-edes

törtté a következőképpen (alkalmazhatjuk a (11), (12) képleteket). Az s számot
t-vel osztjuk, a hányados: [b] = b0 = 0, a maradék pedig: r0 = s− 0 · t = s. Az osz-
tás következő (azaz első) lépése: pr0-át t-vel osztjuk. Az ekkor kapott hányados

a [pst ] = [pr0t ]− b0p = b1 szám, a maradék pedig: r1 = ps− b1t = (bp− b1)t.

Az r1 maradékot ismét p-vel szorozzuk és t-vel osztjuk. Ezt az eljárást korlát-
lanul folytathatjuk. Teljes indukcióval igazolhatjuk, hogy az n-edik lépésnél a ma-
radék: rn =

(

bpn − pn−1b1 − . . .− bn
)

t, a következő lépésnél pedig a hányados:

[prn
t

]

=
[

bpn+1 − b1p
n − . . .− bnp

]

=
[

bpn+1
]

− b1p
n − . . .− bnp = bn+1.

Ha bizonyos lépésnél 0 maradékot kapunk, akkor az eljárás minden további
hányadosa nulla, tehát a p-edes tört véges. Ellenkező esetben az eljárás maradékai
csak az 1, . . . , t− 1 számok lehetnek. Ezért véges számú lépés után a maradékok
közül valamelyik ismétlődik, és ı́gy a hányados megfelelő számjegyei is ismétlődnek.
Tehát szakaszos p-edes törttel van dolgunk.

(⇒) Ford́ıtva, legyen + előjellel a (13) szakaszos p-edes tört összege a. Nyil-
ván elég belátni, hogy a b := bm+1p

−m−1 + bm+2p
−m−2 + . . . szám racionális. Ezt

a következőképpen igazoljuk:

b =
(

bm+1p
−m−1 + . . .+ bm+kp

−m−k
)

+
(

bm+1p
−m−1−k + . . .+ bm+kp

−m−2k
)

+ . . .

=
(

bm+1p
−m−1 + . . .+ bm+kp

−m−k
) pk

pk − 1
.

Innen könnyen látható, hogy a b szám racionális.

27



✐

✐

“13-2-beliv1” — 2014/7/31 — 11:09 — page 28 — #28
✐

✐

✐

✐

✐

✐

Következmény. Ha valamilyen egész p ≥ 2 esetén egy szám p-edes törtbefejtése
szakaszos, akkor annak minden törtbefejtése szakaszos (ami lehet véges is). Egy
szám irracionális, ha valamely p-edes törtbefejtése nem szakaszos.

A véges p-edes tört könnyen feĺırható közönséges tört alakjában, hiszen az olyan
véges számsorozat összege, amelyben a tagok egész számok vagy közönséges tör-
tek. Alkossunk szabályt a végtelen szakaszos p-edes tört átváltoztatására közönsé-
ges törtté. Ne zavarjon bennünket, hogy az alábbi jelölésekben a b−q számjegy 0 is
lehet.

9. álĺıtás. A b = (b−q . . . b0, b1 . . . bmḃm+1bm+2 . . . ḃm+k)p p-edes tört értéke b > 0
esetén közönséges tört alakjában a

(14) b =

(

b−qb1−q . . . bmbm+1 . . . bm+k

)

p
−
(

b−qb1−q . . . bm
)

p

pm(pk − 1)

képlettel adható meg. Ha p = 10, akkor

(15) b =
b−qb1−q . . . bmbm+1 . . . bm+k − b−qb1−q . . . bm

99 . . . 900 . . . 0
;

itt a tört nevezőjében k darab 9-es és m darab 0 számjegy van.

Bizonýıtás. Írjuk fel a b számot b = c+ d alakban, ahol

c = b−qp
q + b−q+1p

q−1 + . . .+ bmp−m

= p−m
(

b−qp
q+m + b1−qp

q+m−1 + . . .+ bm
)

= p−m
(

b−qb1−q . . . bm
)

p
,

d =
1

pm

(

bm+1

p
+

bm+2

p2
+ . . .+

bm+k

pk

)(

1 +
1

pk
+

1

p2k
+

1

p3k
+ . . .

)

=
1

pm+k

(

bm+1p
k−1 + bm+2p

k−2 + . . .+ bm+k

) 1

1− p−k

=
1

pm(pk − 1)

(

bm+1bm+2 . . . bm+k

)

p
.

Ennélfogva

b =
1

pm(pk − 1)
{(b−qb1−q . . . bm

)

p
(pk − 1) +

(

bm+1bm+2 . . . bm+k

)

p}

=
1

pm(pk − 1)
{(b−qb1−q . . . bm

)

p
pk +

(

bm+1bm+2 . . . bm+k

)

p
−
(

b−qb1−q . . . bm
)

p}

=

(

b−qb1−q . . . bmbm+1 . . . bm+k

)

p
−
(

b−qb1−q . . . bm
)

p

pm(pk − 1)
.

Megjegyzés. Ha b−q = b1−q = . . . = bi = 0, akkor a (14), (15) képletekben e szám-
jegyeket el kell hagyni.
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Gyakorlatok. 1. Legyen b = s
t
olyan racionális szám, hogy 0 < s < t, a tört nem

egyszerűśıthető, és t nem osztható sem 2-vel, sem 5-tel. Ekkor b tizedes törtje nem
véges, és van olyan k pozit́ıv egész szám, hogy b = 0,ḃ1 . . . ḃk. Ha (r0, r1, r2, . . .)
az s szám t-vel történő maradékos osztással keletkezett maradékok sorozata, akkor
rk = r0 = s és r0, r1, . . . , rk−1 közt nincs két egyenlő.

2. Legyen az a = s
t
tört nem egyszerűśıthető és t > 1. Igazoljuk, hogy e szám

p-edes törtje pontosan akkor véges, ha t minden pŕımtényezője p osztója.

3. Milyen számokra igaz, hogy a 63-ados törtje végtelen szakaszos és két
számjegy van a p-edes vessző és a szakasz közt?

4. Hány számjegy van a
(

22015!
)

−1

szám tizedes törtjében a tizedes vessző és
a szakasz között?
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Frigyes Gecse: Summary of the theory of real numbers with

a deductive method

Starting from the basic properties (axioms) of real numbers, we construct the
system of natural, integer, rational and irrational numbers and derive their major
properties. We emphasize the consequences of the completeness axiom, especially
the foundation of the exponentiation.

We discuss the unique representation of real numbers in the base p numeral
system of the form

(±a−qa1−q . . . a−1a0, a1a2 . . .)p =
∞
∑

k=−q

akp
−k

and study the periodic and non-periodic expansions corresponding to rational and
irrational numbers, respectively.
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VERESS PÁL (1893–1945)

MATEMATIKUS–STATISZTIKUS PROFESSZOR

OLÁH-GÁL RÓBERT

1946-ban, a háború után Turán Pál számba vette a matematikustársadalmat ért
vesztességet, névsort késźıtett az elhunytakról, és tervbe vette a róluk való megem-
lékezéseket. Olyan nevek szerepeltek közöttünk, mint Aczél Ervin, Arany Dániel,
Faragó Andor, Kőnig Dénes, Klug Lipót, Sándor Gyula, Szűcs Adolf, Valkó István
Pál, Veress Pál. Veress Pálról való megemlékezésre Riesz Frigyest kérte fel, de Riesz
elháŕıtotta ezt a feladatot. Utána Szőkefalvi Nagy Bélát kérte meg, de Szőkefalvi
a mesterére Rieszere való tekintettel maga is elutaśıtotta, hogy nekrológot ı́rjon
Veress Pál emlékére. Így aztán teljesen feledésbe merült Veress Pál matematika-
professzor tevékenysége.

Mi húzódhatott meg Riesz Frigyes (és ı́gy áttételesen Szőkefalvi Nagy Béla)
ódzkodásában? Egészen pontosan 60 év távlatából már nem tudjuk teljes bizonyos-
sággal megállaṕıtani, de amire bizonýıtékunk van, az egy nagyon parányi szakmai
hiúság. Riesz Frigyes ı́rt egy dolgozatot, amelyben nem Veress Pált, hanem Kol-
mogorovot idézte, noha azt a fogalmat Veress már Kolmogorov előtt közölte. Ezt
aztán Veress Pál meg is ı́rta Riesznek, aki viszont ezt nem vette jó néven. Utána
aztán el is hidegült a kapcsolat Riesz és Veress Pál között. Noha még Kolozsvárról
ismerték egymást, mert Veress Pál Riesznek hallgatója is lehetett.

Sajnos, senki sem ı́rt nekrológot Veress Pálról, ezért most mi igyekszünk pó-
tolni ezt a hiányosságot. (Szőkefalvi Nagy Bélától azért sem volt szép a nekro-
lóg visszautaśıtása, mert 1942-ben mikor Szőkefalvi Nagy Béla megkapta a Kőnig
Gyula-érmet, akkor a laudációt éppen Rédei László és Veress Pál ı́rta!)

De, ezt a parányi kis nézeteltérést azóta békévé oldotta az emlékezet. Min-
denképpen Turán Pál emberi nagysága, hogy megtette a tőle telhetőt, és szerette
volna, hogy amı́g még személyes emlékeik vannak elhunyt matematikustársaikról,
addig emlékezzenek meg róluk. (Később ez már nehezebben ment, és sok téves
adat bekerült a késve ı́rt nekrológokba, lásd például Kárteszi Ferencnek a Klugról
ı́rt megemlékezését1.) Nekünk már csak olvasmányaink alapján és az unokák sźı-
vességéből áll módunkban, hogy egy halvány, és matematikus szemmel is gyengén
approximáló nekrológgal megemlékezzünk Veress Pálról.

1Kárteszi Ferenc: Találkozásaim Klug Lipóttal, Matematikai Lapok, 1973, p. 219–223. Kárteszi
ebben a visszaemlékezésében tévesen ı́rja, hogy Klug a faji gyűlölet áldozata lett volna, és hogy
1944-ben hunyt el. Természetes halállal hunyt el 1945. március 24-én, és a Kozma utcai Zsidó
Temetőben nyugszik. Lásd: Oláh-Gál Róbert: Klug Lipót (1854–1945), Matematikai Lapok, 18,
1 (2012) 11–25.
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Mit alkotott Veress Pál, mint matematikus? Erre Császár Ákos professzor
adott pontos, tömör feleletet! Császár Ákos Staar Gyulának, a Természet Világa
főszerkesztőjének részletesen kifejtette, hogy Veress Pál Valós függvények ćımű
könyvének hatása meghatározó volt szakmai fejlődésére.

”
Császár Ákos: Szegény Veress Pál Budapest ostromakor bombatűzbe került,

meghalt. Vı́zért ment valahova, akkor érte a bombaszilánk. Itt kell elmondanom,
egyetemi éveim alatt az ő nevéhez fűződik egyik nagy élményem. Elsőéves voltam,
amikor az Egyetemi Könyvtárban kezembe akadt Veress Pál Valós függvények tan-
könyve. Egyszerűen nem tudtam letenni, habzsoltam, nap mint nap futottam a ked-
véért a könyvtárba. Végül sikerült megvásárolnom az egyik boltban, odahaza folytat-
hattam az olvasást.

Staar Gyula: Mi volt különleges ebben a könyvben?

Császár Ákos: Maga a könyv nem volt igazán jól meǵırva, a szemlélete volt
az, ami rettenetesen megragadta a fantáziámat. Az egyetemen hallott klasszikus
veretű anaĺızis feléṕıtésével szaḱıtva, a halmazelméleti eszközökkel feldolgozott, úgy
is mondhatnám, Lebesque- és Riesz-́ızű anaĺızist talált.” 2

1. ábra: Veress Pál fiatalkori, 1911. évi kolozsvári fényképe

Sajnos Veress Pál munkássága nagyrészt ismeretlen maradt a tudományos kö-
rökben. Eddig sehol sem közölték Veress Pál publikációs listáját! Továbbá szakmai
munkásságát sem közölték. Pedig biztos, hogy értékelték, hiszen 1934-ben Kőnig
Gyula-éremmel ismerték el matematikai munkásságát.

Őszintén be kell vallanunk, hogy a Kőnig Gyula-érem birtokosai közül (1922:
Bauer Mihály, 1924: Szegő Gábor, 1926: Szőkefalvi-Nagy Gyula, 1928: Jordán
Károly, 1930: Szász Ottó, 1932: Egerváry Jenő, 1934: Veress Pál, 1936: Kalmár
László, 1938: Lipka István, 1940: Rédei László, 1942: Hajós György és Szőkefalvi
Nagy Béla, 1944: Varga Ottó) mindegyik matematikusról többet tudunk, mint
Veress Pálról.

2Staar Gyula: A megélt matematika, Gondolat, Budapest, 1990., pp. 187–188.
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2. ábra: Veress Pál Kőnig Gyula-érme. Hujter Mihály fotója

Élete

Veress Pál Kolozsváron született 1893. július 19-én, 120 évvel ezelőtt. Édesapja
Veress Vilmos a kolozsvári kereskedelmi akadémia tanára, édesanyja malomv́ızi
Malom Aranka. Bár árkosi, ősi székely unitárius család, Veress Pál középiskolai
tanulmányait a kolozsvári piaristáknál és a besztercei német nyelvű evangélikus
gimnáziumban végezte. Érdekes, hogy egyetemi tanulmányait nem Kolozsváron,
hanem Budapesten a Pázmány Péter Tudományegyetemen folytatta 1911 szeptem-
berétől 1913 júniusáig. Talán édesapja ı́gy látta jónak, talán vonzotta Budapestre
Fejér Lipót és Eötvös Loránd nemzetközi h́ıre. Viszont a tehetséges matematikus
az 1914-es tanévet Göttingenben járta, majd 1915-ben a kolozsvári Ferenc József
Tudományegyetemen fejezte be. Azt tudjuk, hogy Göttingenben tanárai között
olyan személyiségek voltak, mint Hilbert, Carathéodory, Hertz és Haar. Azt még
nem tudom bizonyosan, hogy Veress Pál göttingai indexében szereplő, és kozmo-
góniát leadó Haar azonos-e Haar Alfréddel? Nagy valósźınűség szerint igen, mert
Haar Hilbertnél doktorált, és talán Haar Alfréd győzte meg Veress Pált arról, hogy
doktoráljon Riesz Frigyesnél, a kolozsvári egyetemen.

1915 júliusától 1919. decemberig katonai szolgálatot teljeśıtett, tartalékos had-
nagyi rangot ért el, és másodosztályú ezüst vitézségi érmet kapott. Bölcsészdoktori
szigorlatot 1918-ban tett Kolozsvárt Riesz Frigyesnél és Haar Alfrédnál. Disszertá-
ciójának ćıme:

”
Az integrábilis függvényekre értelmezett függvényoperációról”.

1919 áprilisában, ugyancsak Kolozsváron, a tanári vizsgát is letette. 1920-ban
mind a négy Veress fiút, mindannyian katonatisztek, kiutaśıtották az új országból,
ı́gy Budapesten telepedtek le. Itt Veress Pál először állami középiskolai tanárként
dolgozott, majd 1928-tól a Tanárképző Intézetbe nevezték ki. 1929 szeptemberében
habilitált a Pázmány Péter Tudományegyetem bölcsészeti karán

”
Valós függvények

elmélete” témával. Ez a habilitációs dolgozata könyv formájában is megjelent, és
egy nagyon modern irányzatot hozott a magyar matematikai anaĺızis oktatásában.
1938 szeptemberétől ćımzetes nyilvános egyetemi tanár. Jelentősek és úttörőek vol-
tak közgazdasági matematika dolgozatai. Veress Pál is sokban hozzájárult, hogy
a statisztika matematikai diszcipĺınává vált. (A XX. század elején a statisztika még
államtudománynak számı́tott, és csak a jogi fakultáson tańıtották). Világviszony-

latban Wald Ábrahámnak és Neumann Jánosnak köszönhető, hogy a statisztika
mára szigorú matematikai diszcipĺınává vált, még ha ezt a társadalomtudomány
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nehezen is tudja megemészteni. Magyar viszonylatban ehhez Veress Pál is hoz-
zájárult. Tudományos munkái a matematika és a biztośıtási matematika köréből
jelentek meg magyar és külföldi folyóiratokban.

Dolgozatai

[1] Az integrábilis függvényekre értelmezett függvényoperációkról (Kolozsvár, 1917).

[2] Az absztrakt térről. Bp. 1934. Matematikai és Fizikai Lapok.

[3] A Baire-féle függvényklasszisokról (Mathem. és Fiz. Lapok 1926, Math. és Phy.
Társaság lehet, hogy 1925).

[4] Egy Arzelà-féle tétel általánośıtása és annak alkalmazása (Mathem. és Term. tud.
Ért. 1919).

[5] Diophantosi egyenletek grafikus megoldása. Bp. 1941. Matem. és Fiz. Lapok Jubiláris
kötete.

[6] A középérték fogalmáról. Bp. 1936. Matem. és Fizikai Lapok XLVIII.

[7] A mennyiségtan középiskolai oktatása. Budapest, 1943. Magyar Pedagógia LI.

[8] Śıkra nem rajzolható gráfokról. Budapest, 1940. Matem. és Fizikai Lapok. XLVII.

[9] A Stirling-féle formula egy elemi bizonýıtása. Mat. és Fiz. Lapok, 1935. XLII. Matem.
és Fiz. Lapok, 1940.

[10] Euler poliédertételéről. Bp. 1930. Középiskolai Matem. és Fiz. Lapok.

[11] Jelentés az 1942. évi Kőnig Gyula-jutalomról. Székefalvi Nagy Béla munkáinak is-
mertetése. Bp. 1942. Matem. és Fiz. Lapok XLIX.

[12] A középértékekről. Bp. 1943. március 15. Mennyiségtani és Természettudományos
Didaktikai Lapok.

[13] A Bolyai-féle algoritmus és a járadékszámı́tási kamatláb-kérdése. Mennyiségtani és
Természettudományos Didaktikai Lapok. 1943. május 1.

[14] Aritmetikai közepekre vonatkozó egyenlőtlenségekről. Középiskolai Matem. és Fiz.
Lapok. IX. 5.

[15] Über Functionsmengen, Szegedi Acta, III. kötet p. 177–197.

[16] Über kompakte Funktionenmengen und Bairesche Klassen (Fund. Mathem. VII.,
1925).

[17] On certain inequalities by Steffensen (Skandinavisk Aktuarietidskrift, 1926).

[18] Die beiden Bolyai und die absolute Geometrie (Ung. Jahrbücher, 1926).

[19] Über eine Beweismethode in der Theorie der abstrakten Räume (Szegedi Acta, VI.,
p. 34–45. 1932).

[20] Az irracionális egyenletekről és a kúpszeletek egyenletének levezetéséről. Mennyiség-
tani és Természettudományi Didaktikai Lapok. 1943. július 15. I. évfolyam 5. szám.
(A lapot Porcsalmy Zolán és Veress Pál szerkesztette.)

[21] Gáspár Ilona: A magyar matematikai irodalom bibliográfiája 1901–1925., Magyar
paedagogia, 1930. 39. évf. 252–253. old.
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Statisztikai közleményei

[1] Contributo alla matematica della assicurazioni sociali. Róma, 1932; Istituto Italiano
degli attuari. Giornale dell’ Istituto Italiano degri Attuari.

[2] Statisztikai vizsgálatok a rokkantsági biztośıtás köréből. Előadás a Magyar Biztośıtási
Társulat szakosztályán, 1932. november 3-án.

[3] Közeĺıtő módszerek a társadalombiztośıtás matematikájában, Biztośıtási és Közgaz-
dasági Lapok.

[4] A Munkabérek hatása a szociális biztośıtás d́ıjára, előadása a Magyar Biztośıtástu-
dományi Társulat mathematikai-statisztikai szakosztályán. 1928–29 körül.

Könyvei

[1] Logaritmus és kamatos-kamat-táblák. Mennyiségtani segédkönyv. Bp. 1931; 1936;
1938; 1943; 1946; 1948.

[2] Elemi mennyiségtan a gimnáziumok és reálgimnáziumok számára. Bp. 1930.
Bernolák–Gyertyánffy–Veress: Mennyiségtani tankönyvsorozat.

[3] Elemi mennyiségtan a leánygimnáziumok és leányĺıceumok V. és VII. osztály szá-
mára. Bp. 1931. Egyetemi Nyomda.

[4] Elemi mennyiségtan magasabb szempontból 1. Aritmetika. Bp. 1942. Országos Kö-
zépiskolai Tanáregyesület. Pedagógiai Szakkönyvek 8.

[5] Elemi mennyiségtan (Algebra és Geometria) A gimnáziumok és reálgimnáziumok IV.
és V. osztálya számára. Kiadja a Királyi Magyar Egyetemi Nyomda. Budapest. VIII.
Múzeum-Körút. Gólyavár

[6] Valós függvények (Budapest, 1934).

A következőkben ismertetném annak a bizonýıtékát, hogy miért is neheztelt Riesz
Frigyes Veress Pálra.

Veress Pál levele Riesz Frigyeshez1

”
Budapest, 1933. okt. 24.

Mélyen tisztelt Professzor Úr,

engedje meg, hogy a szegedi Actában megjelent
”
Sur les ensembles compacts le

fonctions sommables” c. szép dolgozatára néhány megjegyzést tegyek, illetve fölh́ıv-
jam sźıves figyelmét néhány olyan körülményre, amely azt elkerülte.

1Köszönetet mondok Dr. Szabó Péter Gábor szegedi matematikatörténésznek, aki önzetlenül
a rendelkezésemre bocsájtotta Veress Pál Riesz Frigyeshez ı́rt levelének fénymásolatát!
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Az
”
en moyenne” konvergens sorozatok alapján értelmezett kompaktság föltéte-

leit első ı́zben nem Kolmogoroff, hanem én állaṕıtottam meg és pedig egy ugyancsak
s szegedi Actában megjelent dolgozatomban (III. kötet p. 177-197.

”
Über Function-

smengen” l. különösen a C-kompaktbe Funktionmengen C. §-t., melyet, Kolmogoroff
érthetetlen módon nem idéz.). Én ott csak egy véges méretű lineáris halmazon értel-

mezett függvénnyel foglakozom, úgyhogy a Professzor Úr fejtegetései több tekintet-
ben is általánosabbak. A megállaṕıtott föltételek egyike ott (Satz V. és VI.) máskép

hangzik, mint a Professzor Úr cikkében, nevezetesen a korlátosság helyett egy más
föltétel (melyet itt léırni hosszadalmas volna) szerepel, mert akkor én a másféle
konvergencia alapján értelmezett (cikkemben A- és B- kompaktnak nevezett) kom-
paktság föltételeivel való analógia miatt azt tartottam érdekesebbnek. A bizonýıtásból
azonban látható, (191. oldal, 2. bekezdés), hogy a korlátosság az egyenletesen totál-
folytonossággal együtt elegendő is. Megjegyzem, hogy a bizonýıtás is a Professzor
Úréhoz hasonlómódon történik (189. oldal 4. bekezdéstől kezdve, (annak a (nem
Hausdorff, hanem (Fréchet-től (Théte, Rend. di Palermo XXII. 1906) származó
tételnek a fölhasználásával, hogy a kompakt halmaz

”
totalbeschränkt”, vagy ahogy

én idézett cikkemben mondom (1 §. melyben a bizonýıtás is megvan)
”
véges bázissal”

b́ır. Csak a
”
totalbeschränkt” elnevezés való Hausdorfftól. Természetesen az álta-

lam tárgyalt egyszerűbb értelemben a
”
báziselemmel” megkonstruálása lényegesen

könnyebb.

Megemĺıtem, hogy én erre a kérdésre még egyszer visszatértem (Über eine
Beweismethode . . . , ugyancsak szegedi Acta, VI. kötet, p. 34–45.) Ott kimutatom,
hogy – durván kifejezve – minden olyan föltétel, melyet egy kompakt, zárt halmaz
elemei kieléǵıtenek, e halmazon egyenletesen teljesül, ami a szükséges föltételeket
azonnal megadja midőn olyan térben, amelyben a

”
kompakt” fogalom egy általában

definiálható. Az elégséges föltételek megállaṕıtásáról is megemĺıthetem röviden e
cikkeim utolsó pontjában. A föltételeknek ez az

”
egyenletes” teljesülése vezetett

engem épen arra az általános tételre, amely minden térfogalom nélkül kimondható
(Satz I. és I’ az idézett második dolgozatomban). Szeretném a Professzor Úr sźıves
figyelmét erre a tételre is fölh́ıvni, melynek ismertetése e dolgozatom főcélját képezi s
amelynek a kompakt halmazok elméletében is számos alkalmazása van. Az emĺıtett
dolgozataimat megküldeni már nem tudom, de emlékezetem szerint annak idején
elküldtem őket, különben Professzor Úrnak bizonyára megvan az Acta.

Sźıves üdvözlettel maradok a mélyen tisztelt Professzor Úrnak, őszinte tisztelője

Veress Pál”

Összegzés

A kolozsvári matematikus, Veress Pál osztrák lányt vett feleségül, (Meisel Dorothea,
Korneuburg, Ausztria, 1897–Budapest 1961). Házasságukból két gyermek született:

Pál (Budapest, 1920–Budapest, 1999. május 7.) és Éva (Budapest, 1923–Budapest,

1989). Pálból festőművész lett, felesége V. Deák Éva, és három lányuk született

(Fruzsina, Anna, Zsóka). Veress Éva Geguss Imréhez ment feleségül és egy Ildikó
nevű lányuk született. Geguss Imre Budapest ostromakor vesztette életét, akárcsak
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apósa, Veress Pál. (A matematikusoknak érdekes lehet, hogy Veress Fruzsina Gács
Péternek a Bostoni Egyetem matematikaprofesszorának a felesége.)

Veress Pál véleményem szerint két tudományterületen alkotott maradandót:
a valós anaĺızis oktatásának halmazelméletre és mértékelméletre való alapozásának
bevezetésével és a statisztikának matematikára való alapozásával (biztośıtási táblák
megalkotásával).

Irodalom

[1] Oláh-Gál Róbert: Veress Pál, a halk szavú matematikaprofesszor, Szabadság, Kolozs-
vár, 2013. március 4.

[2] Staar Gyula: A megélt matematika, Gondolat, Budapest, 1990.

[3] Szabó Péter Gábor: A matematikus Riesz testvérek, Magyar Tudománytörténeti In-
tézet, Budapest, 2010.

[4] Szabó Péter Gábor: Kalmárium Kalmár László levelezése magyar matematikusokkal,
Polygon, Szeged, 2005.

Róbert Oláh-Gál: Pál Veress (1893–1945), professor in mathematics

and statistics

Our article’s aim is to present the winner of the “Gyula Kőnig” award, Pál Veress
(1893–1945), mathematical professor’s life and publications. Pál Veress was hon-
orary math professor and his precious book, the “Real Functions” (Budapest, 1934)
was a great value. His statistical papers were remarkable as well. World-wide it is
Abraham Wald’s and John von Neumann’s due that the statistics become a rigor-
ous mathematical discipline. In Hungary Pál Veress has contributed to this.

Oláh-Gál Róbert

Sapientia EMTE,
Gazdaság- és Humántudományok kar

36



✐

✐

“13-2-beliv3” — 2014/7/31 — 11:10 — page 37 — #8
✐

✐

✐

✐

✐

✐

TUTTE VERSÉNEK FORDÍTÁSA

ÁDÁM ANDRÁS

A Matematikai Lapok 2012-es évfolyamának 2. számában megjelent Tutte egy
verse, amit Surányi László talált édesapja hagyatékában. A verset Tutte Prágában
ı́rta 1959 októberében. Ő onnan egyenesen Dobogókőre utazott, ahol egy gráf-
elméleti konferencia volt. A konferenciáról a Matematikai Lapok is beszámolt
(11 (1960), 202–212). A vers a konferencián kézről-kézre járt, én megḱıséreltem

egy magyar változatot késźıteni. Íme:

Szavuk csiszolt és biztos
és szemükben fény ragyog,
sok mély sejtést beváltnak
gráfkutató magyarok.
Kuszált körök közt, fák közt
útjuk simán vezet,
és egy szép napon megérjük:
elég lesz négy ecset.

Tovább nem foglalkoztam az üggyel, mivel a négysźınsejtés megoldására irá-
nyuló kutatásokban sem akkor, sem később nem volt a magyaroknak szerepük. De
azért megtisztelő, hogy Tutte a megoldást tőlünk várta. Most, látva a vers meg-
jelenését, előkerestem akkori ford́ıtásomat.
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EGY RÁKOSI-KÉP KALANDJAI

KATONA GYULA

Az 1970-es évek elején történt a Rényi Intézetben, amit akkor még Matematikai Ku-
tatóintézetnek neveztek. Nemetz Tibor barátommal egy kb. 3× 4 méteres, 207 cm-
es belmagasságú apró szobában dolgoztunk. De ott dolgozott még az egész didak-
tikai csoport is, ami Surányi Jánosból és Halmosné B́ıró Máriából (röviden Halmos
Mari) állt. Mivel Surányinak volt jó szobája az Egyetemen, ő ott igen ritkán jelent
meg. De ketten-hárman ı́gy is gyakran voltunk az iciripiciri helyiségben.

Mesterünk, Rényi Alfréd tragikusan korai halála után Nemetz Tibi részt vett
otthoni könyvtárának átnézésében, feldolgozásában. Ott talált egy Rákosi-képet.
Egy egyszerű kis Rákosi-kép volt: nagyobb könyvlap méretű paṕıron, fekete-fehér
kép. Behozta az intézeti szobánkba. Már akkor tulajdonunkban volt egy szép,
sźınes plakát, amit Doma (Szász Domokos, az MTA rendes tagja) hozott nekünk
Moszkvából ajándékba. Felirata ez volt: 50 éves a Szovjet Cirkusz. Persze oroszul.
Ennek a plakátnak a közepébe belehelyeztük Rákosit, és békésen függött falunkon
sokáig, vendégeinket megmosolyogtatva.

Egyszer kiderült, hogy az Intézet akkori igazgatója, Fejes Tóth László a Veszp-
rémi Egyetemen valamikor tańıtotta Korcsog elvtársat, aki 1974-től a Magyar Szo-
cialista Munkáspárt Központi Bizottsága Tudományos, Közoktatási és Kulturális
Osztályán osztályvezető-helyettes lett. Fölcsillant a remény, hogy seǵıteni tud
az Intézeten. Fejes Tóth igazgató úr, azaz Laci bátyánk elh́ıvta Korcsog elvtár-
sat az Intézetbe, hogy bemutassa, milyen sanyarú körülmények között dolgozunk.
A legjobb példa persze a mi szobánk volt, tehát először is oda vitték a magas rangú
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vendéget. A bevonulók Korcsog elvtárs, Fejes Tóth László, az Intézet igazgatóhe-
lyettese, az Intézet párttitkára, és még egy ḱısérő elvtárs voltak. Alig fértek be.
Korcsog elvtárs bólogatott, rá se hedeŕıtett a Rákosi-képre, és kimentek. A párt-
titkár azonban elsápadt a kép láttán, és kétségbe volt esve a lehetséges következ-
ményektől. Már, ha Korcsog elvtárs meglátta a képet, és jelenti. Nagyon hamar
párttaggyűlést h́ıvott össze, ahol – mint nekünk elpletykálták – a fő téma a Rákosi-
kép volt. Mit lehet és kell tenni, hogy elkerüljék a botrányt? Nem tudjuk, mi volt
a határozat, de másnap eltűnt a Rákosi-kép. Egyszerűen ellopta a pártszervezet.
Ugyanis az állapotot meg kellett szüntetni, de az Intézetben uralkodó st́ılus nem
tette lehetővé, hogy bárkit is felelősségre vonjanak ilyenért, még szólni is kényel-
metlen lett volna. Persze a plakát ott maradt, hirdetve a Szovjet Cirkusz dicsőségét.
A

”
tolvaj” talán nem tudott oroszul, vagy nem jött rá, hogy az a szöveg is

”
rend-

szerellenes” volt.

Megjegyzem, Korcsog elvtársnak nem sikerült seǵıtséget nyújtania. Legalábbis
nem volt feltűnő: még sokáig dolgoztunk a pici szobában.
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Róbert Oláh-Gál: Pál Veress (1893–1945), professor in mathematics and statistics . 30
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