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RUZSA Z. IMRE!

HALASZ GABOR

Felkértek, hogy beszéljek egy érat Ruzsa Imre munkdassigérdl. A felkérést, gondo-
lom, annak készonhetem, hogy korabban, ebben az intézetben, a munkahelyi fonoke
voltam. Félek, hogy manapsag mar nem a legszerencsésebb valasztas voltam. El-
mondhatom, miféle-fajta matematikusnak ismertem meg Imrét.

Nem volna pontos azt allitani, hogy Erdés Pal fedezte fel, mert Pésa Lajos mu-
tatta be neki gimnazista kordban, de Imre Erdost tekinti mesterének, mentoranak.
Sok kozos vonasuk van. Mindkett6 matematikai csodagyerek volt, és extra matema-
tikai képességiik az idék folyaman sem halvanyult. Nagyon sok problémaéat oldottak
meg, és éles szemmel meglattdk a j6 kérdéseket. Mennyiségileg, a problémak szé-
méban, a matematikai diszciplindk sokféleségében Erddst nem lehet utolérni, Imrét
viszont nemcsak maguk a problémék érdeklik, hanem a kapcsolédo elvi kérdések
is, a jelenségek és azok Osszefiiggései, a kérdéseit is ezek alapjan veti fel. Az Gssze-
fliggéseket szereti kvantitativ formaban, kétoldali egyenlétlenségekkel, lehetéleg
pontos, végleges alakban kifejezni. Ehhez az alkalmas méroszamokat is gyakran
maga vezeti be. Kivancsi arra is, hogy a tételek, mddszerek milyen legaltalanosabb
szituacidéban, struktirakban érvényesek. Fzeket a kérdéseket a cikkeiben gondosan
koriiljarja, a nyelvi megfogalmazdsra, az 1j fogalmak elnevezésére is iigyelve. (Bér
van erre komolyabb példa is, kopasznak nevezi az olyan csoportot, amiben nincs
Haar-mérték.) Nemcsak a szellemes &tleteiért élvezet hét olvasni.

Mindezek az ismérvek mar korai cikkeiben is tetten érhetOk. Valéban, a ma-
tematikusi habitusaban az évek sordn semmi valtozast nem tapasztaltam, ebbol
a szempontbdl mar egyetemistaként, de talan mar gimnazista koraban, amikor els6
dolgozatait irta, kiforrott matematikus volt.

Val6szintliségi szamelmélet. Az els§ f6 témadja multiplikativ és additiv fiigg-
vények voltak. Az f(n) szdmelméleti fiiggvényt akkor mondjuk multiplikativnak,
ha relativ prim m és n esetén f(mn) = f(m)f(n). Nem sokkal palyakezdése el6tt
jelent meg Wirsing nevezetes eredménye, Erdos egy régi sejtése, aminek nagyon
specidlis esete szerint minden —1 < f(n) < 1 multiplikativ fiiggvénynek létezik a

1
Jm 5> f)

n<N

IElhangzott, ha nem is szé szerint, idSkorldtozas miatt kissé réviditett formédban a Magyar
Tudoméanyos Akadémia Rényi Alfréd Matematikai Intézetében 2013. szeptember 7-én Ruzsa Imre
60. sziiletésnapja alkalmabdl rendezett {innepi iilésen. Hasznos hattérinformaciékért koszonettel
tartozom — mégha nem is taldljdk mindnek a nyoméat a szévegben — Balog Antalnak (kiilonosen),
Marton Katalinnak, Pintz Janosnak, Szemerédi Endrének, T. Sés Veranak.
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kozépértéke. (A tétel a primszamtétel messzemend dltaldnositasa, azzal ekvivalens
ugyanis az f(n) = u(n) Mobius-fiiggvény kozépértékének a létezése.) Azt a még
specidlisabb esetet, amikor f(n) csak a +1 és —1 értékeket veszi fel, egyetemista
koraban tgy fogalmazta at, hogy az ezen két elembdl all6 G csoportba képezd
multiplikativ fiiggvény minden f~!(g) 6sképének (g € G) van sfirfisége, és azt
kérdezte, hogy igaz-e ez tetszbleges Abel-csoportra. (A multiplikativ szabdlynak
a természetes szamokat absztrakt csoportba képezd fiiggvényre is van értelme,
az ilyeneket nevezte altaldnos multiplikativ fiiggvényeknek; a természetes szamok
A részhalmazdnak a stiriségén a
aArglmlé@Q

N—oco N

mennyiséget értjiik, ahol

AN)E S
n<N
neA
az A halmaz szdmossagfiiggvénye.) Kés6bb ezt, sok mds tény mellett, be is bizonyi-
totta. Meglepé médon példaul az értékeloszlas az algebrai strukturatdl fiige: ha G
félcsoport — a multiplikativitas ekkor is értelmes —, ez méar nem igaz, a logaritmikus
stirliség — egy gyengébb sfirliségfogalom — azonban létezik. ([1], [2])

Hogy kvantitativ eredményt is emlitsek, legyen g(n) additiv szdmelméleti fiigg-
vény, azaz Imre szohaszndlataval a valés szamok additiv csoportjdba képezo alta-
ldnos multiplikativ fliggvény. Az additiv fiiggvények valdsziniiségi elmélete az elsd
N (— o0) természetes szdmon valé eloszldsukrdl szél, ahol azok valdszintiségi valto-
zbénak tekinthet6k, minden n < N-nek 1/N valdsziniiséget tulajdonitva, és azon ala-
pul, hogy kozel fiiggetlen valdsziniiségi valtozok Osszegének tekinthetok: ha az egy-
szeriiség kedvéért feltessziik, hogy a fiiggvény szigorian additiv, azaz g(p*) = g(p)
nem fiigg k-t6l (p-vel mindig primszdmokat jelsliink), akkor

g(n) = Z gp(n), ahol  g,(n) def {Q(P)’ ha pln,

<N 0 kiilénben,

és ezek a ,valdszinliségi valtozdk” valéban majdnem fiiggetlenek, a kiilonb6z6 pri-
mekkel val6 oszthatdsig egymastol majdnem fiiggetlen.

Imre egy becslése:

2
s ~Alo

g(n) szordsnégyzete _ ' min A2+ E M
> €9 —00<A<o0 = p

pozitiv ¢; és ¢y abszolit konstansokkal ([3]).

Ha M-t 0-nak vélasztjuk — ekkor csak a felsé becslés marad meg — visszakapjuk
a hires Turdn-Kubilius-egyenlétlenséget. Ezt varjuk, hiszen g,(n) szérdsnégyzete
koriilbeliil megegyezik a jobb oldali 6sszeg tagjaval, és fiiggetlen valtozokat Ossze-
adva, a szérasnégyzetek is Osszeadédnak. Az egyenl6tlenség azonban nem mindig
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pontos, példaul a szintén additiv Alogn-re nem. Ennek a szérasnégyzete koriilbe-
liil A2. Hogy tehdt a minimumot adé A-t véve mar pontos nagysigrendet kapunk,
azt jelenti, hogy additiv fiiggvény mindig fiiggetlen valtozok osszegeként viselkedik,
csak altalaban a primektol szarmazo ,véletlen” 6sszeadanddk mellett egy ,,szabé-
lyos”, a primek fiiggetlenségének a korldtjat mérd logaritmikus tag is fellép. A logn
mint ebben a vonatkozasban (is) az egyetlen szabélyos additiv fiiggvény hallgatéla-
gosan benne van Erdés egy régi tételében, de a logaritmikus 6sszetevonek a tobbitél
vald, a bizonyitasban is 1ényeges szerepet jatszo fliggetlensége Imre észrevétele, és
a teljes jelenséget is az 6 eredménye fejezi ki a legtokéletesebben.

Gyakorlati szempontbdl fontosabb az ugyanezen az elven alapulé hasonlé
becslése additiv fiiggvények koncentaridjara, a valdszinliségszamitias Kolmogorov—
Rogozin-féle koncentracié-egyenlotlenségének a megfelel6je, amelyben szintén meg-
jelenik a kivételes log n fiiggvény ([4]). Segitségével példdul megadta a sziikséges és
elégséges feltételét annak, hogy additiv fliggvénynek, adott normélas utan, legyen
egy pontra koncentrélt hatdreloszldsa ([5]). Az elmélet egyik f6 célkitiizése hatdr-
eloszlas igazoldsa minél altalanosabb koriilmények kozott. Tudtommal mind a mai
napig ez az egyetlen, teljesen altaldnos tétel.

Ez a téma vezette el absztrakt topoldgikus csoportba képezd fiiggetlen va-
16szintiségi véltozdk Gsszegeinek konvergencidjdhoz. A valés esetben Kolmogorov
3-sor-tétele adja meg a konvergencia pontos feltételét, de altaldnos csoportokra is
voltak — ha nem is ilyen konkrét — feltételek. Kompakt csoportokra Imre Fourier-
analitikus moédszere jobb eredményt adott, majd Osszekombindlva Csiszar Imre egy
modszerével, lokalisan kompakt csoportokra is 6 bizonyitotta be az akkor legalta-
lanosabb tételt ([6]).

Lényeges komponens. Nagy feltinést keltett azzal, hogy pontosan meghaté-

rozta, milyen ritka lehet egy lényeges komponens. (Természetes szamok két halma-

zdnak, H-nak és A-nak az algebrai osszegén a H + A def {h+a: heH, ac A}

halmazt értjiik. H-t akkor hivjdk lényeges komponensnek, ha tetszéleges A-hoz al-
gebrailag hozzdadva, megnoveli annak stirtiségét, feltéve persze, hogy az szigorian
0 és 1 kozott volt; a tobb rokon lehetdség koziil értsiik a sfirliségen itt a d(A) alsé
stirliséget, d(A) fenti definiciéjaban a hatarértéket limesz inferiorral helyettesitve.)

Maga az eredmény is megleps: Tetszbleges pozitiv e-hoz létezik H lényeges
komponens, aminek szamossagfiiggvénye,

H(N) < (logN)'*®

minden elég nagy N-re. Forditva, minden H lényeges komponenshez 1étezik pozitiv
€ ugy, hogy minden elég nagy N-re

H(N) > (log )" ([7)).

Azel6tt csak sokkal stiriibb és egyszertibb mddszerekkel késziilt 1ényeges kom-
ponensek voltak ismertek, az 6 fels6 becslésének a bizonyitdsa bonyolult kombinato-
rikus és Fourier-analitikus érvelésen alapulé véletlen konstrukcié. Az alsé becslésben
nemcsak az utolsé, de szinte az els6 szdt is 6 mondta ki: konny latni, hogy 1ényeges
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komponens exponencidlisndl nem névekedhet gyorsabban, H(N) > clog N, ennél
tobbet azonban kordbban nem lehetett tudni.

Speciélis lényeges komponensek (a primszamok, négyzetszdmok) slirliségnoveld
hatdsdt meglep8en pontos kvantitativ forméban irta le ([8], [9]).

Eloszlasok irregularitdsa. Az utolsé szdrdl jut eszembe egyike a sok frappans
megjegyzésének. Nem tartozik a legjelentésebb eredményei kozé, személyes érin-
tettség okan emlitem.

Legyen adva N pont, {zk}szl az egységnégyzetben. A diszkrepancidjdn, ami
a pontok eloszldsdnak az egyenletestdl vald eltérését hivatott mérni, a

N

> 1-N|T|

k=1
zr €T

sup

mennyiséget értjiik, ahol T' az egységnégyzetbe es6, a tengelyekkel parhuzamosan
all6 téglalapokon fut végig, |T'| T teriilete.

Klasszikus tétel szerint a diszkrepancia mindig nagyobb clog N-nél pozitiv
abszolut konstans c-vel, ami a pontos nagysagrend. Ez a ,,ponteloszlasok irregula-
ritdsa” néven ismert elmélet legalapvetébb kérdése mind a mai napig: mi a helyzet
magasabb dimenzidban, ahol a sikon m(ik6dé elemi bizonyitas felmondta a szolgé-
latot. Egy régebbi, Rademacher-szeri fiiggvények szerinti Fourier-sorba valé fejté-
sen alapulé analitikus médszer minden dimenziéban miikodott ugyan, viszont nem
adott pontos eredményt.

Ezen utébbit moédositottam gy, hogy a sikon kiadja a pontos clog N alsé
becslést, abban a reményben, hogy majd magasabb dimenziéban is hasznos lesz.
Miutédn nem véltotta be a hozz4 flizott reményeimet, meg kellett elégednem a sikon
valé alkalmazéasaival. Megmutattam példaul, megjavitva egy korabbi eredményt,
hogy a clog N als6 becslés fennéll a diszkrepancia definicigjaban téglalapok helyett
négyzetekre szoritkozva is.

Imre megjegyzése: ezt nem kell kiilon bizonyitani, hiszen tetszoleges pontelosz-
l4s téglalapokra vett diszkrepancidja nagysagrendileg — abszolat konstans szorzotdl
eltekintve — ugyanakkora, mint négyzetekre ([10]), gyakorlatilag leléve a tételemet.

Mondd meg 6szintén, Imre: ezt érdemeltem toled? En, aki egyszer még egy
iiveg Unicumot is vittem neked ajandékba? Ha naluk otthon is igy megy, hogy nem
viseli el, ha nem az 6vé az utolsé sz6, akkor nem irigylem a feleségét és a fiait.

Maést sem kimélt azonban.

Sidon-sorozatok. A természetes szdmok A részhalmazat akkor nevezziik igy, ha
az elemeibél képzett kettés dsszegek mind kiilonbozdek, a; + a2 = az + a4 (a; € A,
i=1,2,3,4) csak dgy fordulhat eld, ha a; = a3z, as = aq vagy a1 = a4, as = as.
Szemben a lényeges komponensekkel, itt az a f6 kérdés, hogy milyen siirtiek lehet-
nek. A mohé algoritmussal, egymds utéan véve a természetes szamokat, és akkor
megtartva, ha az eléz6leg kivalasztottakkal egyiitt (véges) Sidon-sorozatot alkot,
olyan A végtelen Sidon-sorozatot kapunk, amelyre — legaldbbis egyszerli leszamo-
lassal — csak annyi latszik, hogy A(N) > c¢N'/? minden N-re.
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Nagy szenzacié volt, amikor hosszi csend utdn Ajtai Miklds, Komlds Janos
és Szemerédi Endre A(N) > ¢(Nlog N)/3 alsé korlattal rendelkezd Sidon-sorozat
létezését bizonyitotta. Imre, mihelyt hozzanyult, igaz, 15 évvel kés6bb, mindjart
hatvanyrendii javitdst ért el: A(N) > ¢(e)NV2-1=¢ ([11]).

Tipikus esete ez annak is, ahogyan nekiall a problémaknak.

Vannak ismert, dltaldnos, hatékony mddszerek: kombinatorika (gréfelmélet),
trigonometrikus 0sszegek, véletlen konstrukciék, analitikus primszamelmélet, hogy
csak néhanyat emlitsek Imre kdzvetlen kornyezetébol. Az els6é hdrom a vérében van,
lépten-nyomon hasznalja ¢ket, de meglepédve lattam, hogy gyakorlatban ismeri
a klasszikus analitikus szamelmélet mddszereit is — azt hittem ugyanis, azoktdl
tavol tartja magét, mint ahogy Erdds mindvégig tdvol tartotta magat toliik.

Rovid kitéro: Pintz Janossal kozos dolgozatukban megmutattak, hogy min-
den elég nagy paros szam el6dll mint két primszam és legfeljebb nyolc 2-hatvany
osszege ([12]). Ez ma a rekord ebben a Linnik dltal kezdeményezett, a Goldbach-
sejtést megkozelité iranyzatban. Igaz, az jdonsag itt nem a primekben, hanem
a 2-hatvdnyok analitikus kezelésében van, de Sanders-szel kozos dolgozata ([13]),
amelyben lényegesen enyhitik a stirtiségi feltételt Sarkozy Andras nevezetes tételé-
ben — ,minden elég siliri sorozat énmagaval vett algebrai kiilonbségében van p — 1
alakt szdm” — |, mar tomény analitikus primszamelmélet a (- és L-fiiggvényekkel,
Siegel-gyokokkel és hasonlékkal.

Mégiscsak akkor van igazan elemében, ha kozvetleniil érintkezhet a primsza-
mokkal, és nem all kozéjiik az analitikus szamelmélet gépezete. Errél tanuskodik
a mar emlitett [8] vagy a széban forgd [11] cikke, de még a primeknek a kiilonbozé
maradékosztalyokban vald egyiittes eloszlasat vizsgdld tigynevezett dsszehasonlitod
primszdmelmélethez is igy sz6lt hozza: Koriilbeliil a primek fele =1 (mod 4), sejt-
hetd, hogy ezeknek is a fele lesz olyan, amelyet koveté prim is ugyanebbe a ma-
radékosztalyba esik, N-ig tehdt nagyjabdl N/4log N. Az is nehéz tétel volt, hogy
egyéltalan végtelen sok, még inkabb, hogy legaldbb log® N van beldliik. Imre ezt
N loglog N/log? N-re javitotta ([14]), ami mér meglepSen j6l megkozeliti a vér-
haté nagysdgrendet. Ebben, szintén ,elemi”, de méas bizonyitassal, mennyiségileg
gyengébb, de altaldnosabb formaban, idében valaki kicsit megelézte. (A 3 (mod 4)
maradékosztily esete ugyanaz; a kiillonboz6 maradékosztdlyokba esé szomszédos
primek szamara N€¢ alsé becslés is ismert volt, ezt az esetet azonban egyikiik bizo-
nyitasa sem képes kezelni.) Kettejiik felfedezése elétt az sszehasonlité primszdm-
elmélet az analitikus szamelmélet maganteriilete volt.

E kis kitéré utdn visszatérve az altalinos szamelméleti médszerekhez: Imre
gyakran nincs megelégedve veliik, és akkor valami egészen szokatlan wjjal 4ll el6, ami
esetleg semmi méasra nem hasznalhat6, mint a konkrét problémaéara — Ajtai—Komlos—
Szemerédi masutt is alkalmaztak a grafelméleti eljarasukat —, de arra nagyon jol.

A slrit Sidon-sorozatanak a konstrukcidjaban a kiinduldsi pontja, hogy a log p
szamok a valds szamok egy sirt Sidon-tulajdonsagi sorozata. Ezt értem, a szam-
elmélet alaptételének trividlis kovetkezménye. Azt is értem, hogy ezen szdmok
diadikus kifejtésében megjelenik a Sidon-tulajdonsdg. A kifejtések hosszi szele-
tébol csinal végiil olyan egész szamokat, amelyek szintén rendelkeznek a Sidon-
tulajdonsaggal.
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Hogy hogy lehet ehhez az ithoz eljutni, és hogy lehet remélni, hogy jarhato
is, az tovdbbra is rejtély szamomra. Egyébként nem olyan egyszerii a bizonyitas,
mint a lefrasom sejteti: log p-t azért 6 sem tudja diadikusan kifejteni, egy véletlen
konstansszorosat kell vennie, és a kifejtések szeletébol sem tud kozvetleniil j6 egész
szamokat csindlni, azokat a boszorkanykonyhajaban még jol meg kell kevernie.

Egy trigonometrikus 6sszeg. Mutatok erre a hozzadllasara olyan példat is,
amelyben nincs technikai nehézség, a révid bizonyitds minden lépése maga az ele-
gancia. Selbergnek is nagyon tetszett, aki pedig nem volt til bokez a dicséretekkel.

A Mobius-fliggvény additiv tulajdonsagait illetéen

def TINT
M(z,N) = Z p(n)e?
n<N

a megfelelo generatorfiiggvény. Mind a mai napig megoldatlan probléma az
1
def
I [ 0G0 da

£1-norméjédnak a nagysagrendje. Az analitikus szamelméletben ezt az integrandus-
nak a raciondlis pontokban és azok kis kornyezetében felvett értékeit L-fiiggvények-
kel kifejezve illik vizsgdlni. Ezt tette Balog Antal és Perelli k6z6s dolgozatukban,
ahol a legjobb ismert, ,majdnem” N-hatvany rendii alsé becslést érték el.

Nem tugy Imre, aki megint mindjart hatvanyrendd alsé becslést bizonyi-
tott ([15]). Néla lényeges a szerepe annak, hogy p(n) gyakran (négyzetszammal
oszthaté egészeken) eltlinik. Ez a tulajdonsdg dltaldban, példdul a legelsdként tar-

gyalt témakorben, teljesen érdektelen. p(n) helyett a A(n) ugynevezett Liouville-

fiiggvényre — a A(pF) % (—1)* eléirdssal definialt multiplikativ fiiggvény — a bizo-

nyitasa nem is miikodik, holott Balog és Perelli mddszerében ez a kis mdédositas
nem jelent nehézséget. Imre viszont csak a { pu(n) = O} szinthalmaz szdmelméleti
tulajdonsdgait hasznalja, u(n) multiplikativitdsdt kiillonben egyéltaldn nem.

Reprodukalom itt a bizonyitasat, ami egy, Baloggal kozos cikksorozat elso
tételeként jelent meg. Az & engedélyével tulajdonitottam itt a tételt nyilvanosan is
Imrének.

Az N-t6l vald fiiggést nem jelolve legyen

M(.CC) = Z /L(n)€27rinx7 G(l’) _ Z Cne27rinac.

n<N n<N
Mivel konvolicié Fourier-egyiitthatéi a Fourier-egyiitthatok szorzata,
1 i
[ M =06 dy = 3 e = M)
0 n<N

ha a ¢, egyiitthatékat majd gy valasztjuk, hogy ¢, = 1 legyen mindig, amikor u(n) # 0,
més széval n négyzetmentes (barmi is az értékiik p(n) = 0 esetén). Innen

1Mo < 1M1, 1G]] oo
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A Holder-egyenlStlenség (trividlis esete):

1M1, < /MM, < /1G] 1M1

A Parseval-formula szerint, felhasznélva azt is, hogy a négyzetmentes szamok sfiriisége
pozitiv,

2 cN
M5 =D |um)]* > eN, | M]|, > el
n<N (o]

G konstrukcidjahoz legyen

specialisan
(E) d:ef Z e27‘rinz.
n<N
Forditva, a d-edik egységgyokok hatvanyosszegeire vonatkozé elemi képlet szerint

Fy(z) = ZFl (ﬂc — %) .

G(z)-nek vehetjiik F) (z)-et, de a maximumnormé&ja minimalizildsa érdekében levon-
juk bel6le egy jé kozelitését, aminek a Fourier-egyiitthatdi négyzetmentes n-ekre eltiinnek.
Minden Fy(z) az egész szdmok kis kornyezetében jél kizeliti F (x)-et, és ha példaul d = p?,
akkor az egyiitthatoira kir6tt feltétel is teljesiil. A kozelités a kornyezeteken kiviil elromlik:
Fi(z) ott mér Kicsi lesz, mig Fy(x), & szerint periodikus 1évén, az %, a # 0 (mod d) pon-
tokban ismét naggya vélik. Ezek a pontok azonban kiilonb6z6 d-kre kiilonb6z6k (mod 1),
és sok ilyen Fy(x) atlaga varhatéan mindeniitt jol fog kozeliteni: késébb meghatdrozandd
P-vel legyen

) % Fi(x) — %P) ;Fd(m) ; alel ( - 7) ,

ahol d = p?, és m(P) a p < P primek szdmét jelsli.

Trivialis becsléssel

|Fi(z)| = ek il < min (HxH © min |z — n|)
1 _ e2mix H I _oamn J
4 ( >
p<P a=1 | H

Mivel a kettds 6sszeg két kiilonboz6 tagjdban szerepld § tortekre | a a—2| > dlng > %,
a || || tédvolsdg szerint x-hez (egy) legkdzelebbi § tortet tartalmazé tagot kiilonvéve,
a maradékot integralkozelité Gsszegnek tekintve és Gsszehasonlitva az integrallal lathatd,

hogy

Z Zmln( e ||> <N+ P! / mm( 3 ”) du = N+ P*(1 4 log N).

p<P a=1
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Az elemi primszdmelméletbdl tudjuk, hogy elég nagy P-re w(P) > P'™¢ és a P*=N
(1ényegében) optimélis vélasztdssal
1+e cN

1
NI > Ns~F.
1

N 3
Gl < < NIPE M|, >

w(P)

Freiman tétele. Nem halogathatom tovabb, hogy ratérjek a legjelentsebb ered-
ményeire, a Freiman-tétel témakorére, ezen beliil els6sorban a tétel 1j bizonyité-
sara. Ezt én mar nem értem, a fejleményeket is alig tudom kovetni, csak dmulok és
bamulok.

A téma a Ruzsa névtél hangos. Fields-érmesek idézik, hasznéljak, javitjak az
eredményeit, és forditva, ¢ az 6véket. Gowersnek Szemerédi tételére adott j bizo-
nyitdsdban — (részben) ezért kapta a Fields-érmet — példdul lényeges szerepe van,
és 1gy kozvetve Tao és Green a primek halmazaban levo szamtani sorozatokrdl
sz6l6 tételében is, ami a mai szdmelmélet egyik legnevezetesebb eredménye. Szinte
minden idevagd cikkben felbukkan, ha mashogy nem, hallgatélagosan, de sokan
klasszikusan idézik (Fejér terminoldgidja), azaz a cikk cimében. Lépten-nyomon
talalkozhatunk ilyen fogalmakkal: Ruzsa-féle hdromszog-egyenlotlenség, Ruzsa le-
fedési lemmaja, Bogoljubov—Ruzsa-lemma. Van aki a Freiman-tételt is Freiman—
Ruzsa-tételnek nevezi; ez is jogos, mert Imre adta az elsé teljes bizonyitast ([16]),
ami nem utolsé sorban széles korben ismertté és hozzaférhetové tette a tételt.

Azel6tt — gy emlékszem —, a nagydoktorijanak az irdsakor még nem volt ki-
ugréan magas a hivatkozdsainak a szama. A témavalasztdsdban nem annak a fon-
tossaga, népszeriisége, hanem a sajat izlése vezérli — nem véletlen persze, hogy ezek
a szempontok gyakran Osszetaldlkoztak —, és abban is sokszor a végso szot mondta
ki, igyhogy ezen nem is lehet csodédlkozni. (Ha rosszmdji akarok lenni, ennek tu-
lajdonitom, miért tartja értelmetlennek a hivatkozasok szamolasat a tudomanyos
mindsitésben.) Méra a helyzet alapvetéen megvaltozott. A Mathscinet t6bb mint
1000-et tart nyilvan — a logikai, filozéfiai témdju hivatkozo cikkeket levonva is (ezek
apjat idézik) —, a teljes szdm valdszintileg ennél jéval nagyobb.

Didhéjban, mirdl is van szé. Egyszeril tény, hogy egész szamokbdl allé véges
A halmazra |A+ A| > 2|A] — 1 (| | az elemszdmot jeloli), és egyenldség akkor és
csak akkor all fenn, ha A egy intervallumot vagy altaldnosabban egy szamtani
sorozatot alkot. Freiman tétele ezen extremdlis struktira stabilitasat allitja: ha
A+ A| < K|A| adott K konstanssal, akkor A befoglalhaté kevés szdmu szdmtani
sorozat direkt 6sszegébe, aminek a mérete A elemszaméaval 6sszemérhetd. Precizen:
létezik

AcC {:L'0+l1y1+...+ldyd: 0<l; < L; (Z:L,d)}

ugynevezett altaldnositott szdmtani sorozat, ahol Ly - ...  Lg < ¢|A|, és d, ¢ csak
K-t4l fiiggd konstansok. (Forditva, ilyen A-ra nyilvan |A+ A| < K|A| csak d-t6l
és c-tél fiiggs K-val.)

A tételnek szédmos élesitése (példaul d és ¢ K-tdl vald fiiggését illetden), dlta-
lanositdsa (mds csoportokra, elemszdm helyett mértékre), alkalmazisa (a szdmel-
méletben, geometridban, szdmitdstudomdnyban) van, amelyekben intenziv kutatds
folyik. Ezek majdnem minden 4gabol Imre is kiveszi a részét.
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Kozelebbrél csak egy latszdlag aprd részletrél szélok. Az emlitett, sokszor
hasznalt ,,haromszog-egyenl6tlensége” a kovetkezo:

|[A—B||B-C|

-A_CS )
| | B

ami az egészek helyett tetsz6leges csoportban is érvényes ([17]).

A bizonyitas lényege ez a sor:
a—c=(a—b)+ (b—c)

minden b-re (a, b, ¢ a megfeleld nagybetiis halmazok elemei). A —C minden eleméhez
valasszunk egyetlen a — c el6allitast. Ehhez hozzarendeljiik az

{la=bb—c): beB} C(A-B)x (B-C)

halmazt. Minden ilyen halmaz elemszama megegyezik B elemszaméaval, és a fenti
azonossag kovetkezménye, hogy A — C kiilonb6z6 elemeihez rendelt halmazok disz-
junktak. A halmazok egyesitésének az elemszama tehét | A — C||B|, ami legfeljebb
(A —B) x (B—C) teljes elemszédma, |A — B||B — C|, és kész.

Amikor megértettem — egysoros bizonyitast nem kénny(i megérteni: ebben va-
l6ban elemszamok szerepelnek, nem elééllitasi szamokkal silyozva, amit egyszeri
leszamolas adna —, arra gondoltam, hogy Imre hiitlen lenne énmagahoz, ha nem
nézne utana, milyen legdltalanosabb egyenlétlenségek vezethetok le ezen az elven.
Sok hasonlé egyenlétlenséget bizonyitott, részben tanitvanyaival, Gyarmati Kata-
linnal, Matolcsi Matéval egyiitt, de pont, amit kerestem, nem talaltam.

Altaldnosftotta viszont valészintiségi valtozdk entrépidjara ([18]). Ugy latom,
maga jott ra, hogy ez a természetes altalanositds, de kideriilt, hogy additiv té-
teleknek, példaul a Brunn—Minkowski-egyenl6tlenségnek — ez a korabban em-
litett | A+ A| > 2|A| — 1 tobbdimenzids véltozata, elemszam helyett Lebesgue-
mértékkel — ismert ilyen megfeleléje.

Az altaldnositdsai soran tobbszor megesett ez vele, mint egy kordbbi példdm-
ban is, ami persze nem csokkenti az érdemeit. Minden esetben lényegesen tovabb-
vitte azt a teriiletet, amire ratalélt. f]j entropia-egyenlétlenségeket bizonyitott, rész-
ben a kombinatorikus egyenl6tlenségei kovetkezményeként, részben azokétodl eltérd
bizonyitassal, maskor pedig csak sejtésként fogalmazta meg a varhaté rokon egyen-
16tlenséget, és mindezzel felpezsditette ezt a kutatdsi iranyt.

Additiv kombinatorika. fgy nevezik manapsag az &ltalanos sorozatok addi-
tiv elméletét. A leghiresebb tétel kétségkiviil Szemerédi tétele, egykor Erdds és
Turan sejtése a siirtt sorozatokban fellelheté szamtani sorozatokrdl, de ide tartozik
a Freiman-tétel is csakigy, mint a Sidon-sorozatok vagy a lényeges komponensek.
Ez Imre 6 kutatési teriilete, ami egész péalyafutdsan végigvonul. Amikor elkezdett
vele foglalkozni, még nem sokan miivelték, & azonban makacsul kitartott mellette.
Bevallom, nem tetszett, amikor lattam, mennyire elkotelezte magét mellette. A vé-
leményemet azutdn nagyrészt revidedlnom kellett, amikor az utolsé néhany évben
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egy széles koril, nem vart kapcsolatokkal rendelkezd, dinamikusan fejlédé elméletté
notte ki magat. Ebben Szemerédi utdn neki volt a legjelentésebb kezdeményezd
szerepe (ahogy egy elfogult kiviildll6 14tja). Sokirdnyd idevdgd eredményei koziil
kett6t emlitek még a Szemerédi-tétel kornyékérol.

Brown, Erdés és Sos Vera vetette fel, Turdn graftételének egyfajta altalanosi-
tasaként, azt a nevezetes problémat, hogy n szégponti, harmasokbol all6 hipergraf-
nak hany harmast kell tartalmaznia, hogy biztosan legyen k szégpont, amelyekbél
képzett legalabb [ harmas benne van a hipergrafban. Imre Szemerédivel kozosen
lényegében elintézte a problémafelveték altal nyitva hagyott elsé kérdést (k = 6,
[ = 3), az egyik irdnyban aziltal, hogy meglep8, 4j kapcsolatot taldltak ezen tisz-
tdn kombinatorikus probléma és a siliri sorozatokban levé harom tagi szamtani
sorozatok kozott ([19]) — a Szemerédi-tételnek ezt a specidlis esetét elsének még
Roth bizonyitotta be. Ennek nyoman fogalmazédott meg az a szép altalanos sejtés,
talan inkabb program, hogy a hipergraf probléma k = [ 4 3 esete [ tagi szamtani
sorozatokkal kapcsolatos, a probléma megoldasa ilyenek 1étezését vonna maga utén.

Ha a sorozat specidlis szerkezetil, példaul egy halmaz 6nmagahoz valé hozza-
addsdval keletkezd (kéttagi) osszeghalmaz, akkor sokkal hosszabb szdmtani soroza-
tot is lehet garantdlni benne. Imre példat konstrudlt arra, hogy az ismert becslések
nem &llnak tdl messze a valdsdgtol ([20]). Freimannal és Halberstammal kozosen
pedig megmutatta, hogy — szemben a kéttagi 6sszegek esetével — haromtagi stirt
Osszeghalmaz mar N-hatvany hosszi szamtani sorozatot is kell, hogy tartalmaz-
zon ([21]).

Analizis. Az additiv kombinatorika révén jutott tisztan fiiggvénytani kérdésekhez
is. N tagy, |a;| < 1 egylitthatdju

E;\/Zlaje%rinj;c
trigonometrikus polinom £, norméja nyilvdn akkor a legnagyobb, ha a; =1 (j =
1,...,N):

1 N
/ E 627Tinjx
0 j=1

a Parseval-formula kétszeri alkalmazasaval. A polinom hatvanyozasaval latjuk,
hogy ugyanez érvényes minden £, normdra is, ha p péaros egész szam. Hardy és
Littlewood kérdezte, mi a helyzet mas p-kkel. Egyre tobb jel mutatott arra, hogy
az egyenlotlenség azokra gyengébb formaban sem igaz, mig végiil Imre Greennel
egyiitt — egy mésik szerzoparossal egyidében, téliik fiiggetleniil — megmutatta, hogy
még gyenge nagysigrendi értelemben sem igaz ([22]), ami pedig a legkiilénbsz8bb
problémakban hasznos lett volna.

N

L L2min T
E a;e

j=1

2

2 1
dzzEéyzl\aj\ng:/ dx
0

Littlewood azt sejtette, hogy N tagd, a; =1 egyiitthatés trigonometrikus
polinom £; norméja pedig (nagysdgrendileg) akkor a legkisebb, ha az n; kitevék
N hosszi intervallumot alkotnak. (Ez a Dirichlet-mag, és a sejtés azt fejezi ki,
hogy a trigonometrikus rendszer szerinti sorfejtés konvergencidja szempontjabdl
nincs jobb a rendszer természetes rendezésénél.) A sejtés gyengitéseként meriilt

10
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fel a kérdés, hogy N tagu, 1 egyiitthatés koszinusz Osszeg milyen nagy negativ
értékeket kénytelen felvenni. A | gyengités” nehezebbnek bizonyult, mint az eredeti
probléma: a Littlewood-sejtésre ma mar tobb bizonyitas is létezik, mig a negativ
értékek pontos nagysdgrendje nem ismert. Tudtommal Imre tartja a rekordot ([23]).

Egyebek. Vannak azutén olyan, egyedi cikkei, amikhez nem tudom, hogy jutott.
Példdul Halmos egy problémajat messzemenoOleg altalanositva megmutatta, hogy
minden Hilbert-térbeli — ha nem is korlatos — operdtor korlatos egy alkalmas orton-
ormalt bazis elemein, ami lehetévé teszi valamiféle norma definidlasat nem korlatos
operatorokra is ([24]). Vagy Tuza Zsolttal kozos specidlis, majdnem optimélis sza-
mitdstudomanyi algoritmusa ([25]).

Feltételezem, hogy ezek tgy keletkeztek, hogy masok keresték meg a problé-
méjukkal. Bar a szdmelmélet az els6 szamu kedvence, mas matematikai diszciplinak
sem allnak tavol téle, és gyorsan belelat szdmara szokatlan problémakba is. fgy in-
dult a k6zos munkaja Székely J. Gaborral is valdszintiségi eloszldsok félcsoportjanak
a szamelméleti tulajdonsdgairol, ahol a konvolicié a szorzas. Sok érdekes jelenségre
bukkantak: nincs példaul olyan ,prim” eloszlas, amelyik rendelkezne a primsza-
moknak azzal a tulajdonsagaval, hogy ha osztéjuk egy szorzatnak, akkor valame-
lyik tényezo6t is osztaniuk kell. Az eredményeikrdl egy, nemzetkozi dijjal kitiintetett
konyvet is irtak ([26]).

A matematikai k6zéletben. A kutatémunkan kiviil is keriilt szdméra szokat-
lan helyzetekbe a matematika révén. Az utébbi id6ben felbukkant a matematikai
kozélet tobb teriiletén. Nyilvan masok unszolaséara, de lathatélag csekély ellenédllast
kifejtve.

Az Akadémia Matematikai Osztalyanak elnokhelyettesi posztjara is jelolték
azzal a hétsé szdndékkal, hogy az azt kovetd ciklusra majd 6 legyen az elnok. A je-
161ést elfogadta, az osztaly meg is valasztotta. En ellene szavaztam. El kell ismerni,
hogy végiil ebbe is egész jél beletanult, csak hat az alaptermészete ellentétes egy
ilyen beosztassal, és a megbizatasa lejartaval valéban gyorsan vette a kalapjat, az
osztalyelnokségbol mar nem kért.

Van azonban egy vezetd beosztdsa, ami nagyon jol illik hozza, a Rényi Intézet
Szamelméleti Osztdlydnak a vezetése. Igaz, 6 nem az az irdnyitd tipus, mint az
osztaly els6 vezetdje, Turan volt, viszont nagyon jol egyiitt tud miikodni masokkal,
az egylittmiikodést a problémafelvetéseivel is segitve. Az osztdly majdnem minden
tagjaval van kozos dolgozata. Szeretném, ha ezt még sokdig tovabb folytatna.

Es kivédnom neki, hogy a kutatémunkéjat is sokaig folytathassa a megszokott
szinvonaldn és a megszokott intenzitasaval.

Az idézett publikaciéi

[1

Absztrakt struktirdba képezd szamelméleti fiiggvények, kandidatusi értekezés, 1979.

~

Semigroup-valued multiplicative functions. Acta Arithmetica, 42:79-90, 1982-83.

=

On the variance of additive functions. In: P. Erdos, editor, Studies in pure math-
ematics to the memory of P. Turdn, pages 577-586, Akadémiai Kiadd, Budapest,
1983.

11



12

“13-2-belivl” — 2014/7/31 — 11:09 — page 12 — #12

On the concentration of additive functions. Acta Math. Sci. Hungar., 36:215-232,
1980.

The law of large numbers for additive functions. Studia Sci. Math. Hungar., 14:247—
253, 1979.

Infinite convolution and shift-convergence of measures on topological groups. In:
Probability measures on groups (Proc. Conf.), volume 928 of Lecture Notes in Math.,
pages 337-353, Oberwolfach 1981, 1982. Springer-Verlag, New York—Berlin.

Essential components. Proc. London Math. Soc., 54:38-56, 1987.
An additive property of squares and primes. Acta Arithmetica, 49:281-289, 1988.
An additive problem for powers of primes. J. Number Theory, 33:71-82, 1989.

I‘he discrepancy of rectangles and squares. Grazer Math. Ber., 318:135-140, 1992.
Osterr.-Ung.-Slow. Koll. iiber Zahlentheorie, Graz 1992.

An infinite Sidon sequence. J. Number Theory, 68:63—71, 1998.

On Linnik’s approximation to Goldbach’s problem 1. Acta Arithmetica, 109(2):169—
194, 2003. (Pintz Jénossal)

Difference sets and the primes. Acta Arithmetica, 131:281-301, 2008. (T. Sanders-
szel)

Consecutive primes modulo 4. Indag. Math., 12:489-503, 2001.

A new lower bound for the L1 mean of the exponential sum with the Mébius function.
Bull. London Math. Soc., 31:415-418, 1999. (Balog Antallal)

Generalized arithmetical progressions and sumsets. Acta Math. Hung., 65:379-388,
1994.

On the cardinality of A+ A and A — A. In: Combinatorics, volume 18 of Coll.
Math. Soc. J. Bolyai, pages 933-938, Keszthely 1976, 1978. North-Holland — Bolyai
Téarsulat, Budapest.

Sumsets and entropy. Random Structures and Algorithms, 34:1-10, 2009.

On triple systems with no six points carrying three triangles. In: Combinatorics,
volume 18 of Coll. Math. Soc. J. Bolyai, pages 939-945, Keszthely 1976, 1978. North-
Holland — Bolyai Térsulat, Budapest. (Szemerédi Endrével)

Arithmetic progressions in sumsets. Acta Arithmetica, 60:191-202, 1991.

Integer sum sets containing long arithmetic progressions. J. London Math. Soc.,
46:193-201, 1992. (G. A. Freiman-nal és H. Halberstam-mal)

On the Hardy-Littlewood majorant problem. Math. Proc. Cambridge Phil. Soc.,
137:511-517, 2004. (B. Green-nel)

Negative values of cosine sums. Acta Arithmetica, 111:179-186, 2004.

A pseudonorm for unbounded transformations. Acta Math. Sci. Hungar., 34:297—
305, 1979.

Computing n with a few number of additions. In: Theory of Algoritms, volume 44
of Coll. Math. Soc. J. Bolyai, pages 371-373, Pécs 1984, 1986. North Holland —
Akadémiai Kiad6, Budapest. (Tuza Zsolttal)

Algebraic probability theory. Wiley and Sons, Chichester—-New York, 1988. (Székely
J. Géborral)



“13-2-belivl” — 2014/7/31 — 11:09 — page 13 — #13

A VALOS SZAMOK ELMELETENEK
OSSZEFOGLALASA DEDUKTIV
MODSZERREL

GECSE FRIGYES

Bevezetés

E médszertani tanulmény az [1] cikk folytatdsa. A természetes szdmokbdl kiin-
dulva fokozatos bévitéssel a kozépiskola eljut a valds szamok fogalmaig. De a valds
szamrendszert egzakt moédon nem sikeriil bevezetni, tobbek kozt nem targyaljak
a rendszer teljességét és annak kovetkezményeit. Az [1] cikkben a raciondlis szd-
mokra tamaszkodva megszerkesztettiik a valés szamok rendszerét, ami rendelkezik
a sziitkséges alaptulajdonsagokkal, és egyben a rendszer axiomatikus elméletének
modelljét is szolgaltatja. Roviden ugy fejezhetd ki, hogy a valds szamok rendszere
egy teljes rendezett test. Ennek értelmét [1]-ben részleteztiik, [2]-ben halmazelmé-
leti alapon teljesebb targyalast végeztiink.

A kozépiskolak befejezé szakaszaban — kiilonésen a matematikai tagozato-
kon — olyan Osszefoglald képet kell adni a valés szamokrol, amely deduktiv médsze-
ren alapszik, és kozel all a jelenlegi tudomanyos elképzeléshez. Fogadjuk el, hogy
az R valés szamrendszer olyan alapfogalom, amely a teljes rendezett test alaptu-
lajdonsdgaival rendelkezik. A didkok ismerik a miiveleteket, a rendezési relaciét
és azok tulajdonsagait — esetleg a teljességi tulajdonsag kivételével, — csak azo-
kat rendszerbe kell foglalni. Ezt tobbféleképpen is el lehet végezni, ajanlani tudjuk
az [1] cikkben alkalmazott rendszert, amely 16 alaptulajdonsdgbdl (axiémdabdl) &ll
(ezek az Osszeadds és szorzas asszociativ, kommutativ és disztributiv tulajdonsdgai,
a 0, az 1, a szamok ellentettjének és reciprokanak létezése, a < rendezési relacid
6 tulajdonsédga, valamint a teljességi axiéma). Ezen fogalmak részletes magyardzata
utdn (L. [1]-et) négy éltaldnos probléma megoldésara szeretnénk felhivni a figyelmet,
ez a jelenlegi tanulmdny targya (hasonlé problémakkal a [2] kényvben is részletesen
foglalkoztunk).

1. Az R valés szamrendszerben definidlni és részletezni kell a természetes, egész,
raciondlis és irraciondlis szamok korét.

2. A teljességi axioma fobb kovetkezményeinek levezetése nélkiilozhetetlen
a hatarértékek, szamsorok, folytonossag, differencialhatésdg tanulmanyozésa szem-
pontjabdl.

3. Alapozzuk meg a hatvany fogalmét, igazoljuk annak tulajdonsédgait.
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4. Keriiljenek megalapozdasra a naiv médszerekkel bevezetett szamelméleti fo-
galmak, a szamok irdsmaédja és a tizedes tortbeli alakja.

Latni fogjuk, hogy minden valés szam tizedes tortbe fejthet6. Nem a teljes-
ségre, inkabb az irdnyvonal és a mddszerek bemutatasara toreksziink, a megolda-
sokra a legegyszeribb utat valasztjuk.

A természetes szamok

Az R szamrendszerbdl kiindulva, amelynek a 1étezését és egyértelmiiségét feltételez-
ziik (1. ezzel kapesolatban a [2] kényv 3. fejezetét), felépitjiik a természetes szdmok
N rendszerét.

Definicié. Az R halmaz egy A részhalmazat induktivnak nevezzik, ha 0 € A és
a+ 1€ A minden a € A esetén.

Példédk. Induktivak az R, Ry = [0, +o0[, {0} U [1, 4+o00[ halmazok.

Felmeriil a kérdés, létezik-e legsziikebb induktiv halmaz. Léassuk be, hogy
a vélasz pozitiv, miutan élhetiink az alabbi meghatarozassal.

Definicié. Jeloljik N-nel azt az induktiv halmazt, amely minden induktiv hal-
maznak részhalmaza (azaz N C A, ha A induktiv; cikkiinkben a C jel nem zérja
ki az egyenléséget). Az N halmaz neve: természetes szamok halmaza; N elemeit
természetes szdmoknak nevezziik.

Természetes szamok a 0 (nulla), 1 (egy), 1 +1 =:2, 241 =: 3 (ezeknek neve:
kettd, illetve hdrom) stb.

1. tétel. Létezik, méghozza pontosan egy N halmaz.

Bizonyitas. Jeloljiikk 9t-nel az Osszes induktiv halmaz csalddjat. A fenti példak
mutatjak, hogy az 91 halmaz nem iires. Legyen N az 91 halmazcsaldd halmazainak
metszete (ami természetesen 1étezik). Lassuk be, hogy N eleget tesz az N-re kiktott
feltételeknek. Nyilvdnvald, hogy 0 € N. Ha n € N, akkor n eleme minden A € M
halmaznak. De mivel A induktiv, ezért n+1 € A minden A esetén, tehat n+ 1 eleme
a metszetnek is. Ezzel igazoltuk, hogy N induktiv halmaz. A halmazok metszetének
definiciéjabdl kovetkezik, hogy N C A minden A € N esetén. Ennélfogva A eleget
tesz N definiciéjanak.

Az unicitds bizonyitdsara tegyiik fel, hogy M szintén eleget tesz a termé-
szetes szdmok halmaza definiciéjdnak. Ekkor M C A, mert A induktiv halmaz.
Viszont M is az, vagyis M € M. Ezért az N metszetre igaz, hogy N C M. Tehét
M=N=N. n

1. allitas. Minden 0-tdl kiilonbozb természetes szam nem kisebb 1-nél.
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Bizonyitas. Mivel {0} U [1, +oo[ induktiv halmaz, ezért N\ {0} C [1, +oo[. Ezaltal
az 1. allitds nyilvanvals. ®

Ismert a teljes indukciéra tamaszkodd bizonyitdsi mddszer. Ennek értelme,
hogy egy, az N véltozéjat tartalmazé nyitott mondat (mdasképpen predikdtum)
A értelmezési tartomdnya megegyezik N-nel, ha A induktiv halmaz. A modszer
jogosultsdga abbdl kovetkezik, hogy egyrészt A C N, de maésrészt, ha A induktiv
halmaz, akkor az N definicié alapjan N C A, {gy valéban A = N.

Példaként bebizonyitjuk a kovetkez6 allitast.

2. allitas. 1. Minden n € N esetén n —1 € N.
2. Minden m, n természetes szamra igaz, hogy m >n = m —n € N.
3. Minden m, n természetes szdmra igaz, hogy m > n = m —n € NT,

Bizonyitas. 1. Legyen A:={neN|n=0 vagy n—1 € N}. Mivel A CN, azt
kell belatni, hogy az A halmaz induktiv. Nyilvdn 0 € A. Tegyiik fel, hogy n € A.
Ekkor n,n+1€N,és (n+1)—1=n €N, vagyisn+ 1 € A. Ennélfogva A induktiv
halmaz, {gy azonos N-nel. De A\ {0} = N, ezért az 1. részdllités igaz.

2. Jelsljik B(n)-nel a ,minden m € N-re igaz, hogy m >n=m —n €N’
nyitott mondatot, ahol n az N halmaz valtozéja. Mivel m — 0 = m minden m € N-
re, ezért B(0) igaz allités.

Tegyiik fel, hogy B(n) igaz tetsz6legesen rogzitett n-re N-bol, és igazoljuk, hogy
B(n +1) igaz. Mivel az implikdcié igaz, ha a premissza hamis, ezért azt az esetet
kell vizsgalni, amikor m > n + 1. De ekkor m >n+1>n > 0, és az 1. részallitas
kovetkeztében m — 1 € N. Az is igaz, hogy m — 1 > n, igy B(n) igaz volta miatt
m— (n+1) = (m — 1) —n € N. Ezzel bebizonyitottuk, hogy B(n + 1) igaz 4llités.
A teljes indukci6 alapjan a 2. részéllitas igaz.

3. Ha az m, n természetes szamokra m > n, akkor m —n # 0, igy a 3. részallitas
a 2.-nak a kovetkezménye. H

3. allitas. Ha n € N, akkor n és n + 1 kdzt nincs természetes szdm (médsképpen:
Jn,n+1[NN=10).

Bizonyitas indirekt modon. Tegyiik fel, hogy vannak olyan n, k természetes sza-
mok, hogy n < k <n+1. A 2. 4llitds 3. pontja szerint szerint k —n € N*, ezért
0#k—n<(n+1)—n=1. Ezellentmond az 1. allitasnak, tehdt a 3. dllitds igaz.
|

4. allitds. Az N halmaz minden nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme.

Bizonyitas. Legyen K C N, K # () és A azon természetes szdmok halmaza, ame-
lyek K als6 korlatjai. Mivel van olyan m € N, hogy m € K, ezért m+ 1 ¢ A, tehét
A az N valddi részhalmaza. De 0 € A, ezért nem teljesiil az induktiv halmaz defi-
niciéjdnak mdsodik része, azaz van olyan n € A, hogy n+1 ¢ A. Han € K, akkor
n =min K, mert n a K als6 korldtja. Ha n ¢ K, akkor a 3. 4llitds szerint n-nel
egyiitt n+ 1 is a K alsé korldtja, ami lehetetlen n+ 1 ¢ A miatt. Tehdt n = min K.
|

15



“13-2-belivl” — 2014/7/31 — 11:09 — page 16 — #16

Az N szamkor bévitései

Definicié. A pozitiv természetes szamok ellentettjei alkotjdk a megativ szamok
7~ halmazdt. Az NUZ~ =:7Z halmaz az egész szamok halmaza, elemei pedig
az egész szdmok.

Rekurziv médon vezetjitk be a természetes kitevGji hatvany fogalmat, aztan
pedig osztassal definidljuk a negativ kitevGji hatvanyt.

Definicié. Legyen x a nullatol kiilonbozé valds szam és n természetes szam. Ekkor
meghatdrozasként elfogadjuk, hogy 20 := 1; 2"t := 2" . ; 27" := %n Az elneve-
zések a megszokottak.

Gyakorlatként bizonyitsuk be az aldbbi allitdsokat (kozben vegyiik figyelembe
a fenti 4j tipusi definicikat):

1. A Z halmaz zdrt az dsszeadds, kivonds és szorzds miveletekre.

2. Minden negativ szam kisebb barmilyen természetes szamndl.

3. VkeZ) lk,k+1[NZ=0.

4. Legyenek x, y, z valds szdmok (de z #0), k, n pedig természetes szamok
(lehetnek egészek is, ha x, y, z a 0-tdl kilonbézék). Ekkor

n
(zy)" = 2"y", (*) =, gtk =gtk (@) = ank

5. Ha x, y nemnegativ szdmok és n € N*, akkor 2" < y" & z < y.

Definicié. Egy valds szamot raciondlisnak neveziink, ha megadhaté egész szamok
hényadosaként. A raciondlis szamok halmazédnak jelolése: Q. A valds szam irracio-
ndlis, ha nem racionalis.

A raciondlis szam tort alakja bévithetd és egyszeriisithetd, méghozza gy, hogy
a nevez6 pozitiv egész szam legyen.

Gyakorlat. Igazoljuk, hogy a Q halmaz az R-bol szarmazdé miiveletekkel és < re-
laciéval rendezett (de nem teljes) testet alkot.

A teljességi axiéma kévetkezményei

Az [1] cikkben R teljességi axiémajét a kovetkezd formaban adtuk meg.
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Teljességi axiéma. Legyenek A és B az R halmaz olyan nem fires részhalmazai,
hogy A minden a és B minden b elemére fenndll az a < b egyenlStlenség (révi-
den: A < B). Ekkor létezik legaldbb egy olyan ¢ valds szdm, amelyre az a < ¢ <b
egyenlétlenségrendszer teljesiil (roviden: A < ¢ < B).

Az [1] cikkben bebizonyitottuk, hogy ez az axiéma ekvivalens azzal, hogy
R minden nemiires, felilrél korldtos részhalmazdnak van legkisebb felsé korldtja,
mds szoval szuprémuma.

Az aldbbiakban az axiéma mindkét véltozatat fogjuk alkalmazni. A teljességi
axiéma alapjan [1]-ben bebizonyitottuk az in. Cantor-féle axiémat és a renddrsza-
bélyt. A [3] és [4] munkdban az Olvasé megismerkedhet a teljességi axiéma szdmos
ekvivalens véltozataval.

5. allitas. 1. Minden korlatos monoton szamsorozat konvergens.
2. Ha (x,,)nen korldtos monoton névekvd (csékkend) sorozat, akkor

lim x, =sup{z, |n € N} ( lim z, =inf{z, |n € N})
n—oo n—oo

Bizonyitas. Legyen (x,) korldtos noévekvd sorozat és X := {z, |n € N}, a:=
sup X. Ekkor minden n-re x, < a. Ha ¢ tetszbleges pozitiv szam, akkor a — ¢
nem felsé korlatja X-nek, ezért létezik olyan N € N, hogy xny > a — . A sorozat
novekvése kovetkeztében x,, > xy > a—e, ha n > N. Ezek alapjin a az (x,)
sorozat hatarértéke. A csokkend sorozatra a bizonyitds hasonlé. H

A kovetkezd allitdsok az in. Arkhimédész axidéma altaldnositdsai.

2. tétel. 1. Ha = egy pozitiv, y pedig tetszéleges valos szam, akkor van olyan
k egész szam, hogy kx <y < (k+ 1)z.

2. Minden x > 1 és y > 0 szamparhoz olyan k egész szam rendelhetd, amelyre
ak <y < ghtl,

Bizonyitas. 1. Tegyiik fel el8szor, hogy y > 0. Igazoljuk, hogy az A := {nz | n € N}
halmaz feliilr6l nem korldtos. Indirekt médon, ha az A halmaz feliilr6l korldtos,
akkor létezik sup A =: a. Ekkor az a — x szdm nem felsé korlatja A-nak, ezért
1étezik olyan m € N, hogy mz € A és ma > a— . gy (m+1)z>aés(m+1)x € A
Ez ellentmond a sup A = a egyenlGségnek, tehat A valoban nem korlatos felilrél.
Ennélfogva 1étezik olyan n € N, amelyre nz > y, vagyis a K := {n € N | nx > y}
halmaz nem fires. A 4. §llitds alapjan létezik min K =: k 4+ 1. Nyilvdn kax <y <
(k+1)z.

Ha y < 0, akkor a bizonyitottak alapjan létezik olyan n € N, hogy nz < —y <
(n+1)x, vagyis —(n+ 1)z < y < —nz. Hay < —nz, akkor a tétel allitasat kielégiti
a k= —n — 1 szdm, ha pedig y = —nx, akkor k = —n.

2. A bizonyitads hasonlé. Az y > 1 esetben az A halmazt a kovetkezSképpen
vezetjiik be: A := {2" | n € N}. Ha A korlatos feliilr6l és a := sup A, akkor ¢ nem
felsé korldtja A-nak, tehat van olyan ™ € A, hogy 2™ > %, azaz 2™t > . Ez

lehetetlen a := sup A miatt. A bizonyitas folytatasa nyilvanvalé.
1

Ha 0 < y < 1, akkor y helyett yra alkalmazzuk a bebizonyitott allitdst. M
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Ha a 2. tétel 1. allitdsat x = 1-re alkalmazzuk, akkor azt kapjuk, hogy minden
y wvalds szamhoz pontosan egy olyan [y] := k egész szdm tartozik, amelyre [y] <y <
[y] + 1. A [y] szdmot az y egész részének nevezziik. Az y — [y] szdm neve: y téortrésze.

Gyakorlatok. 1. Bizonyitsuk be, hogy lim, oo = =0 (n € N*).
2. Igazoljuk, hogy barmilyenen ]a, b[ intervallumra

QNJa,b[#0 és (R\Q)N]a,b[#0.
A teljességi axiéma fontos kévetkezménye a gyokok létezése.

Definicié. Legyen n 1-nél nagyobb egész szam. Egy a nemnegativ valés szdm n-
edik gyokének olyan b nemnegativ szamot neveziink, amelyre a b = a egyenlGség
teljesiil. Az ilyen b szdmot az {/a szimbslummal jelsljiik. Nyilvanvalé, hogy /0 = 0.
Bizonyitsuk be a pozitiv szamok gyokének 1étezését is.

3. tétel. Minden nemnegativ szamnak létezik pontosan egy n-edik gydske (n € N,
n>2).

Bizonyitas. Az egyértelmiiséget indirekt médon kénnyen bebizonyithatjuk a 0 <
b1 < by = b} < by implikacié alapjan. A gyok létezésének bizonyitdsara pozitiv
a szam esetén vezessiik be az alabbi halmazokat:

A={zeR" 2" <a}, B:={zcR'|z2">al.

E halmazok nem iiresek, mert ha 0 < b < min{1,a}, akkor " < b < a,ésb € A,
viszont (1 4+ a)" > 1+a > a miatt 1 +a € B. Nyilvanval6, hogy A < B, ezért a tel-
jességi axiéma alapjan létezik olyan c valds szdm, hogy A < ¢ < B.

Harom lehetéség van: ¢ > a, ¢™ < a és ¢® = a. Indirekt médon mutassuk meg,
hogy az els6 kettd lehetetlen. Ezutan marad a harmadik lehetéség, ami a bizonyitas
targya.

Tegyiik fel, hogy ¢ > a. Valasszunk olyan pozitiv d szamot, hogy teljesiiljenek
ad<c"—aésd<nc egyenlétlenségek.

Legyen c¢; := c(l — %)7 és alkalmazzuk a Bernoulli-egyenl6tlenséget:

c{’:cn(l—d> >c"(1—d>:c"—d>a.
nch c"

Ezek szerint ¢y € B, vagyis ¢; > c¢. De ez lehetetlen, mert ¢; < c.
A ¢" < a feltevés ugyantigy ellentmonddshoz vezet. Valéban, ha

d -1
O<d<a—c" és cpi=c|l———— ,
n(c™ + d)
akkor co > ¢ és a Bernoulli-egyenlétlenség kovetkeztében

ch=c" I—L _n<c” 1-— d _1—6” w—c"+d<a
20 n(c" + d) v +d N o '

Ennélfogva co € A, vagyis co < c. Ismét ellentmondast kaptunk. B

A gyok fogalméval egyszeriien bevezetheto a racionalis kitevéjii hatvany, be-
bizonyithatdk a tulajdonsagai, ahogyan ezt a tankdnyvekben végzik.
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Szamrendszerekkel kapcsolatos fogalmak

Néhany megjegyzést tesziink a véges és végtelen halmazokrdl, errsl bévebben a [2]
konyvben olvashatunk.

Definicié. Az iires halmaz szdmossiga 0. Azt mondjuk, hogy egy X halmaz
n-elemt, vagy szdmossdga m, ahol n pozitiv egész szam, ha létezik egy b: X —
1,n bijekcié (mdsképpen: kolestndsen egyértelmii leképezés X-r8l 1,n := {k € N |
1 < k < n}-re). Egy halmaz véges, ha iires vagy n-elemii (n € NT). Ellenkezd eset-
ben a halmaz végtelen.

Természetesen bizonyitani kell, hogy a halmaz szamossaga nem filigg a defini-
ciéban szerepld bijekciétdl (1. [2]-t).

Ejtsiink néhany szét a véges vagy végtelen szamhalmaz 6sszegérol. Legyenek
T1,%2,...,Zy, valds szamok, amelyek kozt lehetnek egyenlok is. Rendezziik ket
valamilyen sorrendben, pl. az indexek ndvekedése szerint. Azt mondjuk, hogy x1,
X9 Osszege az ismert x1 + o szdm. Az xq,xa,. .., T, Tr41 szdmok sszegén az (x1 +
ZTo+ ...+ k) + xK11 Osszeget értjik, 2 < k < n— 1. Néha azt is mondjuk, hogy egy
x1 szam Osszege x1. Ahogy ldtjuk, a véges szamhalmaz Osszegét rekurziv mdédon
vezettikk be. Az x1 +x2+. ..+ x, Osszeget Z?:l x; szimbolummal is szoktuk jel6lni;
[2]-ben olvashatunk a definicié korrektségérél és az dsszeg tulajdonsdgairdl.

Bizonyos végtelen szamhalmazokat is 6sszegezhetiink, ekkor szamsorrdl beszé-
lilnk. Szamsoron érthetiink z; + x5 + 23+ ... vagy 22021 x) szimbdlumot, vagy
adhatunk részletesebb definiciét.

Definicié. Legyen (zx)ren+ egy szdmsorozat. Rendeljiink hozza egy (S) sorozatot
részletosszegek sorozata néven rekurziv modon:

Si =21, Spi1 =5, +Tp41, neNT

Ekkor soron az ((xx), (Sk)) rendezett part értjiik. Nemcsak (S;) adhaté meg
(zx)-val, de forditva is (z)) meghatdrozhaté (Si)-val a kévetkez6képpen: x1 = Sy,
Tpy1 = Spi1 — Sp, n € NT. Ha létezik véges limy ;oo Sy = S hatédrérték, akkor
a sort konvergensnek nevezziik, az S szam pedig a sor dsszege. A sort pozitiv taginak
nevezziik, ha minden x; tagja nemnegativ szam.

6. allitas. Minden pozitiv tagu sor konvergens, ha a részletésszegek sorozata
korlatos.

Bizonyitas. Ez az 5. allitas kovetkezménye, mert pozitiv tagt sor részletosszegei-
nek sorozata monoton névekvo. M

A szamok irdséhoz szdmrendszereket haszndlunk. Legelterjedtebb a tizes szam-
rendszer, de szamitogépekhez a kettes, nyolcas, tizenhatos stb. szamrendszereket is
hasznaljdk. A tizes szdmrendszerben a 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 szamokat szdmjegyek-
nek is nevezik. Ezek segitségével irjuk fel a természetes szamokat ismert mddon.
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A tortbefejtés modszerének atlathatésiga szempontjabol célszerlinek latjuk bemu-
tatni a természetes szamok p alapu helyi értékii szamrendszer egzakt bevezetését.
Legyen p egy rogzitett 1-nél nagyobb természetes szam, a pedig tetszoleges ter-
mészetes szam. Rendeljiink a-hoz egy ¢ = ¢(a) szdmot a kovetkez6képpen: g = 0,
ha a < p; ha pedig a > p, akkor ¢-t gy adjuk meg, hogy a p? < a < p?*+! feltétel
teljesiiljon. A 0,1,...,p— 1 szdmokat szdmjegyeknek tekintjiik a p-alapi szamrend-
szerben, ezeket valamilyen 14j szimbdélumokkal kell megjeldlni, pl. jo, ji, .., jp—1-

4. tétel. Minden a természetes szamhoz az
(1) ag—i = [ap'™ ) —[ap"" "] -p, i€0g
egyenléségekkel olyan (aq—i);cq; = (ag,q-1,--.,a0) q+ 1-tagi sorozatot rendel-

hetiink, hogy aq—; € {jo,j1,-.-,Jjp—1} minden i € 0,q esetén; a; = a9 =0, ha a = 0;
és ag # 0, ha a > 0, valamint fenndll az alabbi egyenléség:

(2) a:aqpq—i—aq,lpq_l + ...+ ap+ag.
A kifejtés egyértelmii. Pozitiv a esetén ez azt jelenti, hogy az
(3) a="byp®+bs_1p° P +...+bip+bo

egyenldségbdl a by # 0 és b; € {jo, j1,-.-,Jq—1} (j € 0,s) feltételek teljesiilésekor
az kovetkezik, hogy s = q és b; = a; minden ¢ € 0,q esetén.

Bizonyitas. Adjuk meg az (aq—;);c55 sorozatot az (1) egyenlségekkel. Ha b egy
valés szdm, akkor b < [b] + 1, ezért pb < p[b] +p és [pb] < p[b] + p — 1. Mdsrészt
az egész rész definiciéja szerint p[b] < [pb], mert p[b] egész szdm. Ezek szerint
0<ay—; <p-—1,tehdt ag—; € {jo,j1,--.,Jq—1} minden i € 0,q esetén.

Vegyiik figyelembe, hogy (1) szerint ag = a — p[p~'al, és a # 0 esetén ¢ defi-
niciéja miatt a; = [p~%a] > 0. Helyettesitsiik be a; értékeit a (2) jobb oldaldba és
vonjuk Ossze az egynemi tagokat. Ekkor az a szamot kapjuk.

A Kkifejtés egyértelmiisége evidens, ha a = 0. Legyen a > 0. Tegyiik fel, hogy
s < q. Ekkor (2) és (3) szerint azt kapjuk, hogy

a<@p-D@E +p" . Hp+1) =p"T =1 <p? =1 <p? <play <a

Az a < a ellentmondéds miatt s > q. Hasonléképpen bizonyithaté be, hogy
q > s. Ennélfogva s = q. Tegyiik fel, hogy van olyan ¢, amelyre a; # b;. Legyen
j:=max{i € 0,q | a; # b;}. Ha j = 0, akkor a (2) és (3) jobb oldala csak az ag és by
tagban kiillonbozik. De ez lehetetlen. Legyen 7 > 0. Ekkor (2) és (3) szerint a; > b;
esetén

J J
O=a—-a= Zaipi —Zbipi
i=0 i=0

j—1 j—1 j—1
>(a;=bj)p’ +> 0-p' = (p—1)-p'>p = (p—1))_p' >0.
=0 =0 =0

Hasonléképpen ellentmondast kapunk, ha a; < b;. Ezzel az egyértelmiiséget is be-
bizonyitottuk. W
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Definicié. A (2)-ben szereplé sszeget az a szam helyi értéki p alapi szdmrend-
szerbeli kifejtésének vagy alakjdinak nevezziik és az (m)p szimb6lummal
jeloljik. Ha p = 10, akkor a zardjelet és a p indexet elhagyjuk. Ha a4, aq—1,. .., a0
konkrétan megadott szamjegyek, akkor a felsé vonast elhagyjuk.

Példa. Ha a = 1407, akkor a = 103 +4-102 + 7, a = (10101111111)5 = 210 428 +
26 125 424 423 122 421 420 és 0 = (4050); =4- T3 +5- 7.
Feladat. Mikor oszthaté egy 16-os alapban felirt természetes szam 5-tel?
Megoldas. Egy a szam 16-os alapban felirhaté a kovetkezOképpen:

a=a,15+ 1) +a, 1(15+ 1) "+ ... +a1(15+ 1) + ao.

A Newton binomidlis képlet alapjén van olyan természetes b szam, hogy a =
b-15+ (ag + ag—1 + ...+ a1 + ap). Innen lathats, hogy a oszthaté 5-tel akkor és
csakis akkor, ha a szdmjegyek Gsszege oszthatd 5-tel.

Gyakorlat. A 21-es alapu szamrendszerben fogalmazzunk meg oszthatdsagi sza-
bélyt a 2, 3, 4, 7, 9, 10, 20, 21, 22, 27 tizes alapu szamokkal.

Hatvanyozas

Ismerkedjiink meg a valds szamok megkozelitésének egy specidlis modszerével. Le-
gyen x egy valds szam, p pedig egynél nagyobb egész szam. Rendeljiink x-hez
a kordbbihoz hasonléan olyan ¢ = ¢(z) természetes szémot, hogy ¢ = 0, ha x < p,
és p? < x < pit! legyen, ha = > p.

Az egész rész alkalmazdsaval vezessikk be a kovetkezd sorozatokat (Z_, :=
{keZ|k>—q}):

—n

(4) up(z) = up(z,p) == [zp"p™", vp(x) == vu(x,p) :=up(x) +p~", neZ_,.
Példa. Legyen 2 = /2, és p = 10. Ekkor ¢ = 0 és
(un(z)) = (1;1,4;1,41;1,414;1,4142;. ),
(vn(z)) = (2;1,5;1,42;1,415;1,4143; . ..).
7. allitas. Minden x valés szamra igaz, hogy
(5) up(z) <z <vp(z), nmeEZ_y

(un(z)) monoton névekvs, (v,(z)) pedig monoton csékkend sorozat Q-ban;
Un(—2) = —uy(x), ha zp™ € Z, u,(—x) = —v,(x), ha xp™ ¢ Z;

(6) nl;r& Up(x) = nh~>nolo vp(z) = .
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Bizonyitas. 1. Ha az [xp"] < 2p™ < [2p"] + 1 egyenlStlenség-rendszert megszoroz-
zuk p~"-nel, akkor megkapjuk az (5) egyenlétlenség-rendszert.

2. Ha a € R, akkor [a]p € Z és [a]p < ap, ezért az egész rész definicidja szerint
[a]p < [ap]. Alkalmazzuk ezt az a = xp™ szédmra:

un(@) = [alpp™" " < laplp™" 7! = unga (2).
Az {a} = a — [a] szdmra (ami az a tortrésze) 0 < {a} < 1 érvényes, ezért

lap] = [([a] + {a})p] < [alp+p— 1.
Innen az a = xp™ helyettesitéssel kapjuk, hogy
Uni1(z) = [2p"plp ™" T+ p T T < ([ap" - T+ p T
= Up(x) +p~" = vp ().

3. Ha xp™ € Z, akkor nyilvdn [—zp™] = —[zp"] és un(—2x) = —un(z).
Ha pedig zp™ ¢ Z, akkor [—zp™] = —[xp"] — 1 és u,(—x) = —v,(z).
4. Az (un(z)) és (vn(z)) monoton sorozatok korlatosak (alulrél u_g(z)-szel,

feliilrél v_4(x)-szel), ezért konvergensek; (4) miatt hatarértékeik azonosak, (5)-b6l
pedig (6) kovetkezik. m

Az irraciondlis kitevGji hatvany bevezetésére egy 1j moddszert alkalmazunk
a racionalis kitevéji hatvany alapjan.

Definicié. Legyenek a és x valds szdmok és a > 0. Az

(7) a® = lim a"®

n—oo
szamot az a szam x kitevdji hatvanydnak nevezziik. Az egyszerliség kedvéért
az (un(a:)), (vn(x)) sorozatokat sziikitsiik le N-re. Fogadjuk el, hogy 0% := 0, ha
z > 0.

A racionélis kitev4jli hatvany tulajdonsdgai, valamint a 7. &llitds kovetkez-
tében az (a“"(“"))N sorozat monoton és korldtos, tehat a (7) hatérérték létezik,
nyilvan 1* = 1 minden z esetén.

8. allitas. Minden x valds szamra és 1-nél nagyobb py, ps egész szamokra teljesiil-
nek az alabbi egyenlGségek:

(8) a® = lim a"®,
n—oo
(9) lim q"(@PY) = lim @ (®P2),

Bizonyitas. Feltételezhetjiik, hogy a # 1. Bizonyitsuk be elészor a

(10) lim Ya=1, limad® =1 (p>2)

n—oo n—oo
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egyenldségeket. Ha a > 1 és n > 1, akkor a Bernoulli-egyenlétlenség alapjan a ¢ :=
/a — 1 jeloléssel kapjuk, hogy

—1 —1
a=(14+¢)">1+nec, c¢< L, 1< {‘/5<1+L.
n n
Innen a rendérelv alapjan a (10) alatti els6 egyenléség kovetkezik. Ha 0 < a < 1,
akkor az egyenlotlenséget %—ra irjuk fel, és a héanyadosbdl vesziink hatarértéket.
A (10) alatti mésodik egyenléség az els6bél kdvetkezik, hiszen 0 <p™™ < L és

l1<a? " <aw,haa>1, valamint a* <a?  <1,ha0<a<1.
Mivel a»(®) = qun(@)+p™" = qua(@)qP™" "ezért (10) kivetkeztében (8) is igaz.
A (9) egyenldséget eldszor az a > 1 feltétel mellett bizonyitjuk be. A p; és po

szémok egyenranguak, ezért elég beldtni, hogy (9) bal oldala nem nagyobb a jobb
oldaldndl. A [c] = ¢ — {c} egyenldség miatt

Un (z,p1) = un(z,p2) + (ac - {scp?}pf”) - (gc - {xpg}p;n)

= un(x,p2) + {xph }p3 " — {@p} }p7" < unlz,p2) +p3 "

Innen mér a sziikséges egyenlotlenség kovetkezik. Ha 0 < a < 1, akkor a-rdl atté-
riink %—ra, és a mar bebizonyitott allitast hasznaljuk fel. m

Megjegyzés. Ha z € Z, akkor u,,(z) = 2, n € N. Ha pedig z = % € Q, p>1, akkor
Uy (2,p) = x minden n € ZT esetén. Mivel a® nem fiigg p megaddsatol u, (x, p)-ben,
ezért raciondlis x esetén (7) megegyezik a gyok alapjdn definidlt raciondlis kitevji
hatvannyal.

Az irraciondlis kitevéjii hatvanyok tulajdonsigai ugyanolyanok, mint a ra-
ciondlis kitev&jii hatvanyoké. Csak az a®a¥ = a®'¥ egyenlséget bizonyitjuk be
Un (@) +un(y) < up(z+y) < un(x)+v,(y) alapjén (ezek az egyenlbtlenségek pedig
a e+ [d] <[e+d] <[]+ [d] + 1 alaki egyenlétlenségek kivetkezményei):

a®a? = lim a"®) lim ¢"® = lim @*®) gt ®)
n——+oo n—-+o0o n—-+00

— 111’1’1 aun(a:)'f‘un(y) < hm aun($+y) — a$+y S hm aun(m)""vn(y)

n—-+o0o n—-+oo n—-+oo

= lim a"®g"® = lim ¢*®) lim @@ = ¢%a?.
n—-+o0o n—-+o0o n—-+oo

Gyakorlatok. 1. Legyenek a,x valds szamok és a > 1. Bizonyitsuk be, hogy
a®* =sup{a” |r <z, reQ} =inf{a" |r >z, r € Q}.

2. Legyenek a, b, x, y valds szamok és a > 0, b > 0, n € N. Igazoljuk, hogy

U (@)un (b) < up(ab) < vy(a)v,(b);  (a®)? = a™.
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A valés szamok tortbefejtése

Elészor is dllapodjunk meg abban, mit értsiink tizedes tort (vagy p-alapi szdm-
rendszerbeli tort) alatt. Természetesnek tartjuk elfogadni, hogy a tizedes tort egy
specialis tipusua sor, a tizedes tort értéke pedig ezen sor Osszege. Ilyen megkiilon-
boztetéssel tobbszor éliink a matematikdban, de gyakran el is keriiljiik, példaul
a kozonséges tortet definidlhatnank mint egész szamok rendezett parjat, a tort ér-
téke pedig a szdmpdrral megadott valés szdm lenne (igy % és % kiilonb6z6 tortek,
de értékiik ugyanaz a szdm). Rovidités céljabdl fogadjuk el a péedes tort termi-
nust (p-edes irdssal), ami a tizedes tort megfelel6je, mikor 10 helyett a p szdmot
hasznaljuk.

Megjegyzések. 1. [résunkban célszertinek latjuk minden valds szamot, igy
az egész szamokat is, tizedes vagy p-edes tort formdajaban megadni.

2. Az egyértelmiiség elérése céljabdl a p-edes tortet gy definidljuk, hogy ne
lehessen minden tagja egyenld p — 1-gyel egyetlen indextdl kezdve sem. Példaul nem
fogadjuk el, hogy 1 =0,9999..., ami természetesen kiilonbozik a szakirodalomban
elfogadottdl. Tovabba, csak olyan szam p-edes tortje kezdédhet 0-val, amelynek
abszolut értéke kisebb 1-nél.

Definicié. Legyen o természetes szdm és (b, )nez_, olyan szadmsorozat, amelyben
b, a 0-t6l p — 1-ig terjed6 egész szamok 0;p — 1 halmazinak elemei, és 1étezik
barmilyen nagy indexszel rendelkez6 p — 1-gyel nem egyenld tag. A ¢, altalanos
tagl sort helyértékd, p-alapi szdmrendszerbeli tortnek (réviden: p-edes tortnek)
nevezziik, ha

1) len| = bnp™, n € Z_o;

2) c_s #0, ha o > 0;

3) a (cp,) sorozat tagjai azonos eldjelliek (¢, < 0 vagy ¢, > 0 minden n-re).

A ¢, szam a p-edes tort n-edik tagja, a b, pedig a tort n-edik szamjegye, vagy
n-edik pozicioban lévd szdmjegye.

A p-edes tort jelolésére a (b,) vagy (—by) sorozat (b_ob_giy1...b0,01b2...)p,
illetve (—b_gb_oy1...b0,b1ba...), specidlis jelét haszndljuk attdl fiiggden, hogy
cp >0 vagy ¢, <0, n € Z_,. A zardjelet és a p indexet elhagyjuk, ha p = 10.
A o szdmnak fontos szerepe van: meghatdrozza az in. p-edes vesszd helyét, amit
a by utan tesziink ki, és elvalasztja a pozitiv tagi sor Osszegének egész részét
a tortrészétol.

5. tétel. 1. Minden p-edes tért konvergens sor.

2. Minden b valés szamhoz kolcsondsen egyértelmiien hozzarendelhets olyan
p-edes tort, amelynek értéke egyenld b-vel.

3. A b értékii p-edes tort részletdsszeg-sorozata azonos a sgn(b) (un (|b|)) soro-
zattal; tovabbd, 0 = q¢ = q(b), b, = cpp", n € Z_,
A1) g =[], by = [lol"] = [JBlp" T ]p, nEZ_g;
(12) bpi1 = [|b|p"+1] — b gp?t T by pTT — L —bup, NEZ_y,

itt sgn az elGjelfiiggvény jele, ¢, a p-edes tort dltalanos tagja.
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Bizonyitas. Feltételezhetjiik nyilvan, hogy ¢, > 0, n € Z_,. Ekkor a p-edes tort
részletOsszegeinek sorozata monoton névekvo. Lassuk be, hogy az korlatos is. A de-
finicié szerint 0 < b,, < p — 1 minden n-re, ezért n > 0 esetén

Sn=Cqo+Cop1+...+Cn

coafirerte (e (2)

o+1 _ 1 1 _pa—n

=(p—1){p + }<p<’+1.

p—1 p—1

A 6. 4llitas alapjan a p-edes tort konvergens sor.

2., 3. Legyen b > 0 és nézziik az (un(b)) részletosszeg-sorozattal megadott sort.
A 7. allitas szerint ez a sor konvergens, és Osszege a b szam. Igazoljuk, hogy ez
a sor egy p-edes tort. Legyen (c,) e sor tagjainak sorozata. Adjuk meg a (b,)
sorozatot a b, = c,p™,n € Z_, egyenlOségekkel, és bizonyitsuk be a (11) és (12)
egyenléségeket. Nyilvan b_gp? = c_q = u_q(b) = [bp~9]p?, b_q = [[blp7¢] >0, és
b_, >0, ha ¢ > 0. Ha pedig n > —q, akkor a (4.25) egyenléségek az aldbbiakbdl
kovetkeznek (feltételeztiik, hogy b > 0):

bp ™" = Cn = tn(b) — un_1(b) = [bp"]p ™" — [bp"*]p' " = ([bp"] - [bp" ]p)p "

Mivel az (un(b)) sorozat monoton névekvé, nyilvan ¢, > 0, és igy b, > 0 min-
den n-re. Ellendrizziik, teljesiilnek-e b,, kotelezo tulajdonsdgai. A g szam defini-
ci6jabdl és a (11) elsé egyenl8ségébdl kovetkezik, hogy 0 < b_, < p. Ha n > —g,
akkor a 0 <b, < p egyenlStlenségek (11) és a 7. allitds bizonyitdsdban hasznélt
[ap] < [a]p + p — 1 egyenl6tlenség kovetkezményei.

Igazoljuk ezutan, hogy a (b, ) sorozat tagjai kozt végtelen sok kiilonbozik p — 1-
t6l. Indirekt médon, tegyiik fel, hogy b, = p — 1, ha n nem kisebb egy bizonyos
N természetes szamnal. Ekkor

oo o0

n _ 1 _
doea=@-DY p = s =p"",
n=N n=N p
N-1 N-1
b — Z bnp—n +p1—N — pl—N (1 + Z bnpN—l—n) — Cpl_N,
n=-—q n=—q

ahol C pozitiv egész szam. Ha n > N, akkor
Un—l(b) _ [Cpl—an—l]pl—n _ [Cpn—N]pl—n _ Cpl—N _ b,

azaz ¢, = 0 és b, = 0. Ez azonban ellentmond a b, = p — 1 feltevésnek.

A bizonyitottak alapjan kimondhatd, hogy minden valés szamhoz p-edes tort
rendelhetd. Bizonyitani kell, hogy ez a hozzarendelés egyértelmii. A b = 0 esetben
az allitas nyilvanvald, ezért feltételezhetjiik, hogy b > 0. Indirekt médon, tegytik fel,
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hogy egy b pozitiv szdmhoz két kiilonb6z6 b Ssszegl (a—sa—s41 ... a0, @102 ...)p 68
(b_tb_t11...bg,b1bs .. .)p p-edes tort rendelhetd. Eloszor azt lassuk be, hogy s = .
Ha s < t, akkor ¢ > 0, tehat b_; > 0. Van p — 1-nél kisebb aj, szamjegy, ezért

b=a_p*+a_s1p* ... <(p-Dpl+p t4+p2+...)=p"

<boyp' <bop +bp T+ bogap’ i+ =D

A b < b egyenlGtlenség lehetetlen, ezért az s < t feltevés hamis. Hasonl6an nem
lehet ¢ < s, tehat s =t =: q. Létezik olyan k € Z_,, hogy aj, # by, de a, = by, ha
n < k. Feltételezhetjiik, hogy by < ay, vagyis by + 1 < ay. A fentiekhez hasonlékép-
pen kapjuk, hogy

d=bp1p ¥ L dbpop ™24 <(p-1Dp A +pt4p24+..)=p"
Ismét ellentmondéshoz juthatunk a kovetkez6képpen:
b=b_gp? +b_gp1pT . = bl b ap?T L+ bep ¥+ d
<agp? tagpp” o apapT T (b + )pF
<a_gp?+a_grp?+ A apop P+ appTF <o

Ezzel a hozzarendelés egyértelmiiségét bebizonyitottuk. A hozzarendelés kolcsono-
sen egyértelmi is, mert egy b szamhoz rendelt p-edes tort Osszege egyenld b-vel.

A (12) képletek konnyen bebizonyithaték (11) alapjan teljes indukciéval. W

Ko6vetkezmény. Rogzitett p esetén a p-edes tortek halmaza és R kozott bijekcio
van.

Megjegyzés. E kovetkezmény lehetéséget ad arra, hogy az R szamrendszert
a p-edes tortekkel modellezziik. Azonban e mddszer koriilményes a miveletek és
reldcidk bonyolultsdga miatt.

A racionalis szamok tortbefejtése

A gyakorlatban raciondlis szamokkal szamolunk. Ezért sziikséges e szamok tortbe-
fejtésével részletesebben foglalkozni.

Definicié. Véges p-edes tortrdl beszéliink, ha a tort egy szamjegye utan kovetkezd
minden szadmjegy 0 értéki.

Egy a szam p-edes tortje véges, ha van olyan m € Z_,4, hogy minden n > m
esetén u,(a) = a, vagyis b,41 = 0; az ilyen b,, n > m+ 1 szdmjegyeket a tort
jelolésében elhagyjuk. Egész szamok esetén a p-edes vesszé utdn csak 0 értéki
szamjegyek vannak, ezeket a vesszével egyiitt elhagyjuk; ekkor nem tortrol, hanem
az egész szam p-alapt, helyértékii alakjarol szoktunk beszélni.
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Definicié. A (£b_gb_g41...b0,b1...)p, p-edes tortet periodikusnak, vagy szaka-
szosnak nevezziik, ha léteznek olyan m, k € N, k > 1 szdmok, hogy a,+r = a, min-
den n > m esetén. Az m, k szédmokat gy valasztjuk meg, hogy a lehetd legkisebbek
legyenek. Ekkor a

(13) (b g b0, b1 - Dby 1bmra - bngk),

jelolést haszndljuk. A bp41bm2 ... btk véges szamjegysorozatot a p-edes tort
szakaszdanak, a k szamot pedig a szakasz hosszdnak nevezziik.

A szakaszos tortekhez soroljuk a véges p-edes torteket is, és — ebben a cikkben —
az egész szamokat is, 0 szakasszal.

6. tétel. Egy p-edes tort szakaszos akkor és csakis akkor, ha értéke raciondlis szam.

Bizonyitds. (<) Legyen a pozitiv raciondlis szam. Ekkor a = [a] + {a}, és az {a}
tortrész 1-nél kisebb pozitiv racionélis szam. Ha a =b_gp? + ...+ by +bip~' +
bop™2 + ..., akkor {a} = (0,b1bs...),. Elég igazolni, hogy az utébbi tort szakaszos.
Tegyiik fel, hogy b := {a} = %, és a tort nem egyszertisithetd. E szam tortbefejtésé-
nek moédszere ismert: az 7 kézénséges tortet maradékos osztdssal alakitjuk p-edes
tortté a kovetkezOképpen (alkalmazhatjuk a (11), (12) képleteket). Az s szdmot
t-vel osztjuk, a hanyados: [b] = by = 0, a maradék pedig: ro = s—0-t = s. Az osz-
tas kovetkezd (azaz elsd) 1épése: pro-at t-vel osztjuk. Az ekkor kapott hényados
a [%] = [%] — bop = by szédm, a maradék pedig: 1 = ps — b1t = (bp — by )t.

Az ry maradékot ismét p-vel szorozzuk és t-vel osztjuk. Ezt az eljardst korlat-
lanul folytathatjuk. Teljes indukcidval igazolhatjuk, hogy az n-edik 1épésnél a ma-

radék: r, = (bp” —p" Tl — .. — bn)t, a kovetkezd 1épésnél pedig a hanyados:
[?} = [bp"+1 —bip" — ... — bnp] = [bp”“} —bp" — ... —bpp =bpt1.

Ha bizonyos 1épésnél 0 maradékot kapunk, akkor az eljards minden tovabbi
hényadosa nulla, tehat a p-edes tort véges. Ellenkez6 esetben az eljaras maradékai
csak az 1,...,t — 1 szamok lehetnek. Ezért véges szamu 1épés utdan a maradékok
koziil valamelyik ismétlédik, és igy a hanyados megfelel$ szamjegyei is ismétlédnek.
Tehat szakaszos p-edes torttel van dolgunk.

(=) Forditva, legyen + el6jellel a (13) szakaszos p-edes tort sszege a. Nyil-
van elég belatni, hogy a b := b, 1p™™ 1 + byyop™ ™2 + ... szdm raciondlis. Ezt
a kovetkezoképpen igazoljuk:

b= (bm+1p_m_1 +...+ bm-‘rkp_m_k)

+ (b1 ™ T bp ™)
= (bm+1p_m_1 + ...+ bm+kp_m_k)zﬁ.

Innen kénnyen lathatd, hogy a b szam racionalis. B
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Ko6vetkezmény. Ha valamilyen egész p > 2 esetén egy szam p-edes tortbefejtése
szakaszos, akkor annak minden tértbefejtése szakaszos (ami lehet véges is). Egy
szam irracionalis, ha valamely p-edes tértbefejtése nem szakaszos.

A véges p-edes tort konnyen felirhaté kozonséges tort alakjaban, hiszen az olyan
véges szamsorozat Osszege, amelyben a tagok egész szamok vagy kozonséges tor-
tek. Alkossunk szabdlyt a végtelen szakaszos p-edes tort atvaltoztatasara kozonsé-
ges tortté. Ne zavarjon benniinket, hogy az aldbbi jelolésekben a b_, szamjegy 0 is
lehet.

9. allitds. A b= (b_y...bo,b1...bmbrs1bmia ... bmir)y p-edes tort értéke b >0
esetén kozonséges tort alakjaban a

(14) b— (b—gbi—g - bmbm1 - bzw)p — (b—gbi—q--.bm)
pm(pk —1)

képlettel adhaté meg. Ha p = 10, akkor

P

B TR T R Py Y TR Y
99...900...0 ’

itt a tort nevezGjében k darab 9-es és m darab 0 szamjegy van.

(15)

Bizonyitas. frjuk fel a b szamot b = ¢ + d alakban, ahol
c=b_gp? + b,qﬂpq_1 + .t byp™™
=p " (0P + b1 pT T b)) = " (b_gbi—g .- b))

)

p

L (b1 by bk 1 1 1
S (1" 4 2P 2+ 4 b )71
= ek m-+1P m-+2P e T Omak ) 7T ok
= é(b b b+
pm(pk — 1) m+1Ym+2 - - - Um+k P’
Ennélfogva
1 T (o
b= m{(biqbliq N bm)p(p — ].) + (bm+1bm+2 PN bm+k)p}
1 T\ ,k
::Eﬁ%gzijij{(b,qbl,q...@n)pp + (Bt 1bmyz k), = (gbig---bm)  }
B (b—gb1—q - bybm1 ... bm+k)p — (b—gb1—q . ..bm)p i
a pm(pk —1) '
Megjegyzés. Hab_, =b1_4 = ... =b; = 0, akkor a (14), (15) képletekben e szdm-

jegyeket el kell hagyni.
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Gyakorlatok. 1. Legyen b = 7 olyan raciondlis szdm, hogy 0 < s <, a tort nem
egyszertlisithetd, és t nem oszthato sem 2-vel, sem 5-tel. Ekkor b tizedes tortje nem
véges, és van olyan k pozitiv egész szadm, hogy b =0,by...b;. Ha (ro,71,72,...)
az s szam t-vel torténé maradékos osztédssal keletkezett maradékok sorozata, akkor
rLk=T9 =S8 €és rg,T1,...,Tk—1 KOzt nincs két egyenld.

2. Legyen az a = % tort nem egyszerlisithet6 és ¢ > 1. Igazoljuk, hogy e szdm
p-edes tortje pontosan akkor véges, ha ¢ minden primtényezdje p osztdja.

3. Milyen szamokra igaz, hogy a 63-ados tortje végtelen szakaszos és két
szamjegy van a p-edes vessz6 és a szakasz kozt?

4. Hany szdmjegy van a (22015!)_1 szam tizedes tortjében a tizedes vessz6 és
a szakasz kozott?

Irodalom

[1] Gecse, F., A valds szdmok rendszerének felépitése, Matematikai Lapok, 2. sz. (2012).
[2] Gecse, F., Matematikai alapok, Z-press Kiadé Kft., Miskolc (2013).

[3] Teue, P. I;I.7 Ocnosu ananizy. Muoxcunu. Livcni wucaa. Eaemenmapri dyrnxuyui,
Yxroponack. Han. Yu-t, Yskropox (2004).

[4] Németh, Z., Az arkhimédészi tulajdonsdgrdl, Polygon, XVI. kot., 1. sz. (2007).

Frigyes Gecse: Summary of the theory of real numbers with

a deductive method

Starting from the basic properties (axioms) of real numbers, we construct the
system of natural, integer, rational and irrational numbers and derive their major
properties. We emphasize the consequences of the completeness axiom, especially
the foundation of the exponentiation.

We discuss the unique representation of real numbers in the base p numeral
system of the form

oo
—k
(fa—qai—q...a—100,a1a2 .. .)p = E agp
k=—q

and study the periodic and non-periodic expansions corresponding to rational and
irrational numbers, respectively.

dr. Gecse Frigyes
Debreceni Egyetem
fgecse@gportal.hu
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VERESS PAL (1893-1945)
MATEMATIKUS-STATISZTIKUS PROFESSZOR

OLAH-GAL ROBERT

1946-ban, a haboru utan Turdn P&l szdmba vette a matematikustarsadalmat ért
vesztességet, névsort készitett az elhunytakrdl, és tervbe vette a réluk valé megem-
lékezéseket. Olyan nevek szerepeltek kozottiink, mint Aczél Ervin, Arany Déniel,
Farag6é Andor, K6nig Dénes, Klug Lipé6t, Sandor Gyula, Sziics Adolf, Valké Istvan
Pal, Veress Pal. Veress Palrol valéo megemlékezésre Riesz Frigyest kérte fel, de Riesz
elharitotta ezt a feladatot. Utana Szdkefalvi Nagy Bélat kérte meg, de Szdkefalvi
a mesterére Rieszere valé tekintettel maga is elutasitotta, hogy nekrolégot irjon
Veress Pal emlékére. fgy aztan teljesen feledésbe meriilt Veress Pal matematika-
professzor tevékenysége.

Mi huzédhatott meg Riesz Frigyes (és igy attételesen Szdkefalvi Nagy Béla)
6dzkodaséban? Egészen pontosan 60 év tavlatabol mér nem tudjuk teljes bizonyos-
saggal megéllapitani, de amire bizonyitékunk van, az egy nagyon paranyi szakmai
hitisag. Riesz Frigyes irt egy dolgozatot, amelyben nem Veress Palt, hanem Kol-
mogorovot idézte, noha azt a fogalmat Veress mar Kolmogorov elétt kozolte. Ezt
aztdn Veress Pal meg is irta Riesznek, aki viszont ezt nem vette j6 néven. Utana
aztan el is hidegiilt a kapcsolat Riesz és Veress Pal kozott. Noha még Kolozsvarrdl
ismerték egymast, mert Veress Pal Riesznek hallgatéja is lehetett.

Sajnos, senki sem irt nekrolégot Veress Palrdl, ezért most mi igyeksziink po-
tolni ezt a hidnyossdgot. (Sz6kefalvi Nagy Bélatol azért sem volt szép a nekro-
16g visszautasitdsa, mert 1942-ben mikor SzOkefalvi Nagy Béla megkapta a Ko6nig
Gyula-érmet, akkor a laudaciét éppen Rédei Lészl6 és Veress Pél {rtal)

De, ezt a paranyi kis nézeteltérést azota békévé oldotta az emlékezet. Min-
denképpen Turan Pal emberi nagysaga, hogy megtette a tole telhetét, és szerette
volna, hogy amig még személyes emlékeik vannak elhunyt matematikustarsaikrol,
addig emlékezzenek meg réluk. (Kés6bb ez mdar nehezebben ment, és sok téves
adat bekeriilt a késve irt nekrologokba, lasd példaul Karteszi Ferencnek a Klugrdl
irt megemlékezését'.) Nekiink mar csak olvasmanyaink alapjan és az unokdk szi-
vességébdl all médunkban, hogy egy halvany, és matematikus szemmel is gyengén
approximalé nekroléggal megemlékezziink Veress Palrol.

IKérteszi Ferenc: Taldlkozdsaim Klug Lipdttal, Matematikai Lapok, 1973, p. 219-223. Kérteszi
ebben a visszaemlékezésében tévesen irja, hogy Klug a faji gytilolet aldozata lett volna, és hogy
1944-ben hunyt el. Természetes halallal hunyt el 1945. marcius 24-én, és a Kozma utcai Zsido
Temet8ben nyugszik. Lisd: Olah-G&l Rébert: Klug Lipdt (1854—-1945), Matematikai Lapok, 18,
1(2012) 11-25.
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Mit alkotott Veress P4l, mint matematikus? Erre Csdszér Akos professzor
adott pontos, tomor feleletet! Csaszar Akos Staar Gyuldnak, a Természet Vildga
foszerkesztGjének részletesen kifejtette, hogy Veress Pal Valds fiiggvények cimi
konyvének hatdsa meghatarozo volt szakmai fejlédésére.

,Csdszdr Akos: Szegény Veress Pdl Budapest ostromakor bombatiizbe keriilt,
meghalt. Vizért ment valahova, akkor érte a bombaszilank. Itt kell elmondanom,
egyetemi éveim alatt az 6 nevéhez filizédik egyik nagy élményem. Elsééves voltam,
amikor az Egyetemi Konyvtdrban kezembe akadt Veress Pdl Valds fiigguények tan-
konyve. Egyszerden nem tudtam letenni, habzsoltam, nap mint nap futottam a ked-
véért a konyuvtdrba. Végiil sikerilt megvdsdrolnom az egyik boltban, odahaza folytat-
hattam az olvasdst.

Staar Gyula: Mi volt kiilonleges ebben a kinyvben?

Csdszdr Akos: Maga a kényv nem volt igazdn jol megirva, a szemlélete volt
az, ami rettenetesen megragadta a fantdzidmat. Az egyetemen hallott klasszikus
veretl analizis felépitésével szakitva, a halmazelméleti eszkiozdkkel feldolgozott, ugy
is mondhatndm, Lebesque- és Riesz-izii analizist taldlt.”?

1. dbra: Veress Pdl fiatalkori, 1911. évi kolozsvdri fényképe

Sajnos Veress Pal munkdassaga nagyrészt ismeretlen maradt a tudoményos ko-
rokben. Eddig sehol sem k6zolték Veress Pal publikacids listajat! Tovabba szakmai
munkassagat sem kozolték. Pedig biztos, hogy értékelték, hiszen 1934-ben Konig
Gyula-éremmel ismerték el matematikai munkdssagat.

Oszintén be kell vallanunk, hogy a Kénig Gyula-érem birtokosai koziil (1922:
Bauer Mihaly, 1924: Szegé Gébor, 1926: Szdkefalvi-Nagy Gyula, 1928: Jordan
Karoly, 1930: Szasz Ottd, 1932: Egervary Jeno, 1934: Veress Pal, 1936: Kalmar
Laszlé, 1938: Lipka Istvan, 1940: Rédei Laszl6, 1942: Hajés Gyorgy és Szdékefalvi
Nagy Béla, 1944: Varga Ott6) mindegyik matematikusrdl tobbet tudunk, mint
Veress Palrdl.

2Staar Gyula: A megélt matematika, Gondolat, Budapest, 1990., pp. 187-188.
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2. dbra: Veress Pdl Kénig Gyula-érme. Hugjter Mihdly fotdja

Elete

Veress Pal Kolozsvédron sziiletett 1893. julius 19-én, 120 évvel ezel6tt. Edesapja
Veress Vilmos a kolozsvari kereskedelmi akadémia tanara, édesanyja malomvizi
Malom Aranka. Bar arkosi, 6si székely unitarius csaldd, Veress Pal kozépiskolai
tanulmanyait a kolozsvari piaristaknal és a besztercei német nyelvli evangélikus
gimnéziumban végezte. Erdekes, hogy egyetemi tanulméanyait nem Kolozsvaron,
hanem Budapesten a Pazmany Péter Tudoményegyetemen folytatta 1911 szeptem-
berétdl 1913 juniusaig. Talan édesapja igy latta jonak, taldn vonzotta Budapestre
Fejér Lipot és Eotvos Lorand nemzetkozi hire. Viszont a tehetséges matematikus
az 1914-es tanévet Gottingenben jarta, majd 1915-ben a kolozsvari Ferenc Jézsef
Tudomanyegyetemen fejezte be. Azt tudjuk, hogy Gottingenben tanarai kozott
olyan személyiségek voltak, mint Hilbert, Carathéodory, Hertz és Haar. Azt még
nem tudom bizonyosan, hogy Veress Pal gottingai indexében szerepld, és kozmo-
gonidt leadé Haar azonos-e Haar Alfréddel? Nagy valdsziniiség szerint igen, mert
Haar Hilbertnél doktoralt, és talan Haar Alfréd gy6zte meg Veress Palt arrdl, hogy
doktoraljon Riesz Frigyesnél, a kolozsvari egyetemen.

1915 juliusatol 1919. decemberig katonai szolgalatot teljesitett, tartalékos had-
nagyi rangot ért el, és masodosztaly eziist vitézségi érmet kapott. Bolcsészdoktori
szigorlatot 1918-ban tett Kolozsvéart Riesz Frigyesnél és Haar Alfrédndl. Disszerta-
ciéjdnak cime: ,,Az integrabilis fiiggvényekre értelmezett fliggvényoperaciérsl”.

1919 &prilisdaban, ugyancsak Kolozsvaron, a tanari vizsgdt is letette. 1920-ban
mind a négy Veress fiit, mindannyian katonatisztek, kiutasitottak az uj orszagbdl,
igy Budapesten telepedtek le. Itt Veress Pdl el6szor allami kozépiskolai tanarként
dolgozott, majd 1928-t6l a Tanarképzd Intézetbe nevezték ki. 1929 szeptemberében
habilitalt a Pazméany Péter Tudoményegyetem bolcsészeti karan ,Valds fliggvények
elmélete” témaval. Ez a habilitacios dolgozata konyv formajaban is megjelent, és
egy nagyon modern iranyzatot hozott a magyar matematikai analizis oktatasaban.
1938 szeptemberétol cimzetes nyilvanos egyetemi tanar. Jelentések és uttoroek vol-
tak kozgazdasigi matematika dolgozatai. Veress Pal is sokban hozzajarult, hogy
a statisztika matematikai diszciplindva valt. (A XX. szdzad elején a statisztika még
allamtudomdnynak szamitott, és csak a jogi fakultdson tanftottdk). Vildgviszony-
latban Wald Abrahdmnak és Neumann Jénosnak készénhetd, hogy a statisztika
méra szigoru matematikai diszciplindva valt, még ha ezt a tarsadalomtudomény

32



“13-2-beliv3” — 2014/7/31 — 11:10 — page 33 — #4

nehezen is tudja megemészteni. Magyar viszonylatban ehhez Veress Pél is hoz-
zajarult. Tudomanyos munkai a matematika és a biztositdsi matematika korébél
jelentek meg magyar és kiilfoldi folydiratokban.

Dolgozatai
[1] Az integrdbilis fiiggvényekre értelmezett fiigguényoperdcickrdl (Kolozsvér, 1917).
[2] Az absztrakt térrél. Bp. 1934. Matematikai és Fizikai Lapok.
[3] A Baire-féle fiigguényklasszisokrol (Mathem. és Fiz. Lapok 1926, Math. és Phy.
Térsasdg lehet, hogy 1925).
[4] Egy Arzela-féle tétel dltaldnositisa és annak alkalmazdsa (Mathem. és Term. tud.
Ert. 1919).
[5] Diophantosi egyenletek grafikus megolddsa. Bp. 1941. Matem. és Fiz. Lapok Jubildris
kotete.
[6] A kozépérték fogalmdrdl. Bp. 1936. Matem. és Fizikai Lapok XLVIII.
[7] A mennyiségtan kozépiskolai oktatdsa. Budapest, 1943. Magyar Pedagdgia LI.
[8] Sikra nem rajzolhatd grdfokrdl. Budapest, 1940. Matem. és Fizikai Lapok. XLVII.
[9] A Stirling-féle formula egy elems bizonyitdsa. Mat. és Fiz. Lapok, 1935. XLII. Matem.
és Fiz. Lapok, 1940.
[10] Euler poliédertételérdl. Bp. 1930. Kozépiskolai Matem. és Fiz. Lapok.
[11] Jelentés az 1942. évi Kénig Gyula-jutalomrdl. Székefalvi Nagy Béla munkdinak is-
mertetése. Bp. 1942. Matem. és Fiz. Lapok XLIX.
[12] A kézépértékekrdl. Bp. 1943. mércius 15. Mennyiségtani és Természettudoményos
Didaktikai Lapok.
[13] A Bolyai-féle algoritmus és a jdradékszdmitdsi kamatldb-kérdése. Mennyiségtani és
Természettudomanyos Didaktikai Lapok. 1943. majus 1.
[14] Aritmetikai kozepekre vonatkozd egyenlbtlenségekrdl. Kozépiskolai Matem. és Fiz.
Lapok. IX. 5.
[15] Uber Functionsmengen, Szegedi Acta, IT1. kétet p. 177-197.
[16] Uber kompakte Funktionenmengen und Bairesche Klassen (Fund. Mathem. VIL.,
1925).
[17] On certain inequalities by Steffensen (Skandinavisk Aktuarietidskrift, 1926).
[18] Die beiden Bolyai und die absolute Geometrie (Ung. Jahrbiicher, 1926).
[19] Uber eine Beweismethode in der Theorie der abstrakten Riume (Szegedi Acta, VI.,
p. 34-45. 1932).
[20] Az irraciondlis egyenletekrdl és a kupszeletek egyenletének levezetésérdl. Mennyiség-
tani és Természettudomdnyi Didaktikai Lapok. 1943. jalius 15. I. évfolyam 5. szam.
(A lapot Porcsalmy Zoldn és Veress Pal szerkesztette.)
[21] Géspér Ilona: A magyar matematikai irodalom bibliogrdfidja 1901-1925., Magyar

paedagogia, 1930. 39. évf. 252-253. old.

33



“13-2-beliv3” — 2014/7/31 — 11:10 — page 34 — #5

Statisztikai kézleményei

[1] Contributo alla matematica della assicurazioni sociali. Réma, 1932; Istituto Italiano
degli attuari. Giornale dell’ Istituto Italiano degri Attuari.

[2] Statisztikai vizsgdlatok a rokkantsdgi biztositds korébdl. Eléadas a Magyar Biztositdsi
Térsulat szakosztalyan, 1932. november 3-an.

[3] Kozelitd mddszerek a tdrsadalombiztositds matematikdjdban, Biztositdsi és Kozgaz-
daségi Lapok.

[4] A Munkabérek hatdsa a szocidlis biztositds dfjdra, eldaddsa a Magyar Biztositdstu-
domanyi Térsulat mathematikai-statisztikai szakosztdlyan. 1928-29 koriil.

Konyvei

[1] Logaritmus és kamatos-kamat-tabldk. Mennyiségtani segédkonyv. Bp. 1931; 1936;
1938; 1943; 1946; 1948.

[2] Elemi mennyiségtan a gimndziumok és redlgimndziumok szdmdra. Bp. 1930.
Bernolak—-Gyertyanffy—Veress: Mennyiségtani tankonyvsorozat.

[3] Elemi mennyiségtan a lednygimndziumok és lednyliceumok V. és VII. osztdly szd-
mdra. Bp. 1931. Egyetemi Nyomda.

[4] Elemi mennyiségtan magasabb szempontbdl 1. Aritmetika. Bp. 1942. Orszdgos Ko-
zépiskolai Tandaregyesiilet. Pedagoégiai Szakkonyvek 8.

[5] Elemi mennyiségtan (Algebra és Geometria) A gimndziumok és redlgimndziumok IV.
és V. osztilya szdmdra. Kiadja a Kiralyi Magyar Egyetemi Nyomda. Budapest. VIII.
Miuzeum-Korat. Gélyavar

[6] Valés fiiggvények (Budapest, 1934).

A kovetkezOkben ismertetném annak a bizonyitékat, hogy miért is neheztelt Riesz
Frigyes Veress Pélra.

Veress Pil levele Riesz Frigyeshez!

,Budapest, 1933. okt. 24.
Mélyen tisztelt Professzor Ur,

engedje meg, hogy a szegedi Actaban megjelent ,,Sur les ensembles compacts le
fonctions sommables” c. szép dolgozatdra néhdny megjeqyzést tegyek, illetve folhiv-
jam szives figyelmét néhdny olyan korilményre, amely azt elkertlte.

1K6szonetet mondok Dr. Szabé Péter Gabor szegedi matematikatorténésznek, aki dnzetleniil
a rendelkezésemre bocsajtotta Veress Pal Riesz Frigyeshez irt levelének fénymaésolatét!
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Az en moyenne” konvergens sorozatok alapjdn értelmezett kompaktsdg foltéte-
leit elsé izben nem Kolmogoroff, hanem én dllapitottam meg és pedig egy ugyancsak
s szegedi Actdban megjelent dolgozatomban (III. kétet p. 177-197. ,Uber Function-
smengen” . kilonosen a C-kompaktbe Funktionmengen C. §-t., melyet, Kolmogoroff
érthetetlen mddon nem idéz. ). En ott csak eqy véges méretd linedris halmazon értel-
mezett fligguénnyel foglakozom, ugyhogy a Professzor Ur fejtegetései tobb tekintet-
ben is dltaldnosabbak. A megallapitott foltételek egyike ott (Satz V. és VI.) mdskép
hangzik, mint a Professzor Ur cikkében, nevezetesen a korldtossdg helyett egy mads
foltétel (melyet itt leirni hosszadalmas volna) szerepel, mert akkor én a mdsféle
konvergencia alapjdn értelmezett (cikkemben A- és B- kompaktnak nevezett) kom-
paktsag foltételeivel vald analdgia miatt azt tartottam érdekesebbnek. A bizonyitdsbdl
azonban ldthatd, (191. oldal, 2. bekezdés), hogy a korldtossdg az egyenletesen totdl-
folytonossdaggal egyiitt elegendd is. Megjegyzem, hogy a bizonyitds is a Professzor
Uréhoz hasonlémédon, torténik (189. oldal 4. bekezdéstdl kezdve, (annak a (nem
Hausdorff, hanem (Fréchet-t6l (Théte, Rend. di Palermo XXII. 1906) szdrmazd
tételnek a folhaszndldasdval, hogy a kompakt halmaz ,totalbeschrankt”, vagy ahogy
én idézett cikkemben mondom (1§. melyben a bizonyitds is meguan) wéges bazissal”
bir. Csak a ,totalbeschrinkt” elnevezés vald Hausdorfftél. Természetesen az dlta-
lam tdrgyalt egyszeribb értelemben a ,bdziselemmel” megkonstrudldsa lényegesen
konnyebb.

Megemlitem, hogy én erre a kérdésre még egyszer wvisszatértem (Uber eine
Beweismethode . .., ugyancsak szegedi Acta, VI. kétet, p. 34—45.) Ott kimutatom,
hogy — durvan kifejezve — minden olyan foltétel, melyet eqy kompakt, zdrt halmaz
elemei kielégitenek, e halmazon egyenletesen teljesil, ami a sziikséges foltételeket
azonnal megadja midén olyan térben, amelyben a ,kompakt” fogalom egy dltaldban
definidlhato. Az elégséges foltételek megdllapitdsdrol is megemlithetem réviden e
cikkeim wutolsé pontjdban. A foltételeknek ez az ,eqyenletes” teljesiilése vezetett
engem épen arra az dltaldnos tételre, amely minden térfogalom nélkil kimondhato
(Satz I. és I’ az idézett mdsodik dolgozatomban). Szeretném a Professzor Ur szives
figyelmét erre a tételre is folhivni, melynek ismertetése e dolgozatom fécéljdat képezi s
amelynek a kompakt halmazok elméletében is szdmos alkalmazdsa van. Az emlitett
dolgozataimat megkiildeni mdr nem tudom, de emlékezetem szerint annak idején
elkildtem éket, kilonben Professzor Urnak bizonydra megvan az Acta.

Szives tidvizlettel maradok a mélyen tisztelt Professzor Umak, dszinte tiszteldje

Veress Pal”

Osszegzés

A kolozsvari matematikus, Veress Pél osztrak lanyt vett feleségiil, (Meisel Dorothea,
Korneuburg, Ausztria, 1897-Budapest 1961). Hizassdgukbdl két gyermek sziiletett:
P4l (Budapest, 1920-Budapest, 1999. méjus 7.) és Eva (Budapest, 1923-Budapest,
1989). Palbdl festémiivész lett, felesége V. Dedk Eva, és hdrom lanyuk sziiletett
(Fruzsina, Anna, Zsoka). Veress Eva Geguss Imréhez ment feleségiil és egy Ildiké
nevi lanyuk sziiletett. Geguss Imre Budapest ostromakor vesztette életét, akarcsak
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apodsa, Veress P4l. (A matematikusoknak érdekes lehet, hogy Veress Fruzsina Gécs
Péternek a Bostoni Egyetem matematikaprofesszordnak a felesége.)

Veress Pal véleményem szerint két tudomanyteriileten alkotott maradandét:
a valds analizis oktatasdnak halmazelméletre és mértékelméletre valo alapozdsanak
bevezetésével és a statisztikdnak matematikéra valé alapozdsaval (biztositasi tablak
megalkotdsédval).

Irodalom

[1] Oldh-G&l Rébert: Veress Pdl, a halk szavid matematikaprofesszor, Szabadsdg, Kolozs-
var, 2013. mércius 4.

[2] Staar Gyula: A megélt matematika, Gondolat, Budapest, 1990.
[3] Szabd Péter Gabor: A matematikus Riesz testvérek, Magyar Tudoménytorténeti In-
tézet, Budapest, 2010.

[4] Szabd Péter Gébor: Kalmdrium Kalmdr Ldszl6 levelezése magyar matematikusokkal,
Polygon, Szeged, 2005.

Rébert Olih-Gal: P4al Veress (1893—-1945), professor in mathematics

and statistics

Our article’s aim is to present the winner of the “Gyula Ko6nig” award, P4l Veress
(1893-1945), mathematical professor’s life and publications. P&l Veress was hon-
orary math professor and his precious book, the “Real Functions” (Budapest, 1934)
was a great value. His statistical papers were remarkable as well. World-wide it is
Abraham Wald’s and John von Neumann’s due that the statistics become a rigor-
ous mathematical discipline. In Hungary Pal Veress has contributed to this.

Oldh-Gdl Robert

Sapientia EMTE,
Gazdasag- és Humantudomanyok kar
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TUTTE VERSENEK FORDITASA

ADAM ANDRAS

A Matematikai Lapok 2012-es évfolyamanak 2. szdmaban megjelent Tutte egy
verse, amit Surdnyi Laszl6 talalt édesapja hagyatékaban. A verset Tutte Pragaban
frta 1959 oktéberében. O onnan egyenesen Dobogdkére utazott, ahol egy graf-
elméleti konferencia volt. A konferencidardl a Matematikai Lapok is beszamolt
(11 (1960), 202-212). A vers a konferencidn kézrél-kézre jért, én megkiséreltem
egy magyar valtozatot késziteni. Ime:

Szavuk csiszolt és biztos

és szemiikben fény ragyog,
sok mély sejtést bevaltnak
grafkutaté magyarok.
Kuszalt korok kozt, fak kozt
utjuk simén vezet,

és egy szép napon megeérjiik:
elég lesz négy ecset.

Tovabb nem foglalkoztam az {iggyel, mivel a négyszinsejtés megoldaséara ira-
nyul6 kutatasokban sem akkor, sem kés6bb nem volt a magyaroknak szerepiik. De
azért megtiszteld, hogy Tutte a megoldast toliink varta. Most, latva a vers meg-
jelenését, elkerestem akkori forditasomat.
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EGY RAKOSI-KEP KALANDJAI

KATONA GYULA

Az 1970-es évek elején tortént a Rényi Intézetben, amit akkor még Matematikai Ku-
tatéintézetnek neveztek. Nemetz Tibor baratommal egy kb. 3 x 4 méteres, 207 cm-
es belmagassagu apro szobaban dolgoztunk. De ott dolgozott még az egész didak-
tikai csoport is, ami Surdnyi Jdnosbdl és Halmosné Biré Maridbdl (réviden Halmos
Mari) 4llt. Mivel Surdnyinak volt j6 szobdja az Egyetemen, 6 ott igen ritkdn jelent
meg. De ketten-harman igy is gyakran voltunk az iciripiciri helyiségben.

Mesteriink, Rényi Alfréd tragikusan korai haldla utdn Nemetz Tibi részt vett
otthoni kényvtardnak atnézésében, feldolgozdsaban. Ott talalt egy Rékosi-képet.
Egy egyszert kis Rékosi-kép volt: nagyobb konyvlap méretii papiron, fekete-fehér
kép. Behozta az intézeti szobankba. Mar akkor tulajdonunkban volt egy szép,
szines plakét, amit Doma (Szdsz Domokos, az MTA rendes tagja) hozott nekiink
Moszkvabdl ajandékba. Felirata ez volt: 50 éves a Szovjet Cirkusz. Persze oroszul.
Ennek a plakatnak a kozepébe belehelyeztiik Rékosit, és békésen fiiggott falunkon
sokdig, vendégeinket megmosolyogtatva.

Egyszer kideriilt, hogy az Intézet akkori igazgatdja, Fejes Téth Laszl6 a Veszp-
rémi Egyetemen valamikor tanitotta Korcsog elvtarsat, aki 1974-t61 a Magyar Szo-
cialista Munkaspart Kozponti Bizottsaga Tudomanyos, Kozoktatasi és Kulturalis
Osztalyan osztalyvezeto-helyettes lett. Folcsillant a remény, hogy segiteni tud
az Intézeten. Fejes Téth igazgatd ur, azaz Laci batyank elhivta Korcsog elvtar-
sat az Intézetbe, hogy bemutassa, milyen sanyaru koriilmények kozott dolgozunk.
A legjobb példa persze a mi szobank volt, tehdt el6szor is oda vitték a magas rangi
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vendéget. A bevonuldk Korcsog elvtars, Fejes Toth Léaszlo, az Intézet igazgatdhe-
lyettese, az Intézet parttitkdra, és még egy kiséro elvtars voltak. Alig fértek be.
Korcsog elvtars bélogatott, rd se hederitett a Rékosi-képre, és kimentek. A péart-
titkar azonban elsapadt a kép lattan, és kétségbe volt esve a lehetséges kovetkez-
ményektSl. Mar, ha Korcsog elvtars meglatta a képet, és jelenti. Nagyon hamar
parttaggytilést hivott dssze, ahol — mint nekiink elpletykaltak — a £6 téma a Rékosi-
kép volt. Mit lehet és kell tenni, hogy elkeriiljék a botrdnyt? Nem tudjuk, mi volt
a hatarozat, de masnap eltiint a Rékosi-kép. Egyszerlien ellopta a partszervezet.
Ugyanis az allapotot meg kellett sziintetni, de az Intézetben uralkodé stilus nem
tette lehetévé, hogy barkit is felelésségre vonjanak ilyenért, még szolni is kényel-
metlen lett volna. Persze a plakédt ott maradt, hirdetve a Szovjet Cirkusz dics6ségét.
A tolvaj” talan nem tudott oroszul, vagy nem jott ra, hogy az a széveg is ,,rend-
szerellenes” volt.

Megjegyzem, Korcsog elvtarsnak nem sikeriilt segitséget nyijtania. Legalabbis
nem volt feltiiné: még sokaig dolgoztunk a pici szobaban.
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