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Absztrakt. A dolgozat a klasszikus eljarasoknél hatékonyabb mddszereket mutat
be a négyzetes matrixokhoz tartozéan a Jordan-féle normélalaknak, a transzformacié-
maétrixnak, a moddlmatrixnak és a kozelitd modalmatrixnak, az exponencialis matrix-
fiiggvény normadlalakjinak, az dllandé egyiitthatdju linedris differencidlegyenlet-rendszer
alaprendszer matrixdnak, valamint az dltalanos és kezdeti feltételt kielégité pontos és
kozelité megolddsanak eléallitasara.

Bevezetés

Definicié. Az n x n méretii négyzetes matrixokat n-edrendd mdtrizoknak nevez-
ziik.

Definicié. Ha egy n-edrendii A maétrixnak n szamu linedrisan fiiggetlen sajatvek-
tora van, akkor azt a méatrixot, amelynek oszlopai a sajatvektorok koordinatdival
rendre megegyeznek, az A-hoz tartozé moddlmdtriznak mondjuk.

Definicié. Az n-edrendii A métrix nemderogatdrius, ha az m(\) miniméalpolinom
megegyezik a k() karakterisztikus polinommal, és derogatorius, ha ezen polinomok
nem egyeznek meg.

Definicié. Egy n-edrendit A matrixot k indezi nilpotens matrixnak neveziink, ha
ARl £0és AF = 0. (D3], [K15], [K18].)

Egervdry Jend (1953) [D3], (1959) [D4] dolgozatdban igazolta, hogy ha egy
A métrix minimélegyenletének mindegyik gyoke egyszeres, akkor Lagrange-féle
métrixpolinommal (1. [K18] 246., 409. oldal), ha pedig a minimélpolinomjénak
tobbszoros gyoke is van, akkor Hermite-féle matrixpolinommal (1. [K18] 271., 410.
oldal) meghatérozhaté a métrix kanonikus alakja. Mindkét esetet [D4] és [K18§]
példaval is szemlélteti. (A példakban elirds tortént; az elsé példa A matrixdban
az age = —3 helyett ass = 3 a helyes elem (ugyanez ismétlédik [K18] 2. kiaddsdnak
297. oldaldn), a 2. példa megolddsaban az x vektor eléallitdsdban —25 helyett +25
a helyes egyiitthaté ([D4], 53. oldal)).

Ozello (1987) [D21] tobbek kozott kvadratikus métrixok Jordan-féle normal-
alakjanak direkt el6allitasaval is foglalkozott. Kaltofen — Krishnamoorthy— Saunders
(1990) [D10], Villard (1994) [D25] gyors parallel algoritmusokat fejlesztettek ki Jor-
dan-normalalak 1étrehozdsdhoz. Giesbrecht (1994) [D6], [D7], Giesbrecht—
Storjohann (2000) [D8] Monte Carlo tipusi algoritmust allitottak elé Jordan-
normdlalak létrehozdsdhoz. Eberly (2000) [D2] hatékony algoritmust dolgozott ki
olyan métrix kiszdmitasara, melynek eredményeit a Jordan-normalalak, és a transz-
forméciématrix eldédllitdsahoz alkalmazta.

Ebben a dolgozatban a felsorolt szerzék eredményeitdl kiillonbozs, olyan maéd-
szert mutatunk be, mely egy négyzetes A matrix Jordan-féle normalalakjanak,
a hasonldsagi transzformacié matrixanak, valamint az dllandé egyiitthatdju lineéris



“13-1-beliv’ — 2014/5/20 — 11:56 — page 3 — #3

differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak el6allitasdhoz nem hasznéalja fel a bo-
nyolult szamitasokat igényl6 klasszikus eljardsokat. A moédszer kiilondsen haté-
kony, ha a jelenséget leir6 differencidlegyenlet-rendszer megoldasatol fiiggetleniil,
az egyiitthatématrix Osszes sajatértékére és sajatvektorara is sziikség van. A MA-
PLE programcsomag differencidlegyenlet-rendszert megoldé programjanak gyenge-
sége inditotta el azt a kutatomunkat, amely tobb linedris algebrai eredmény mellett
végiil egy hatékony — alland6 egyiitthatdju linearis differencidlegyenlet-rendszert
maétrixszorzatokkal megoldé — pontos és kozelité — algoritmushoz vezetett.

Az eljards elénye a klasszikus mddszerrel szemben:

a) dltaldnos, azaz minden n X n-es egyiitthatéméatrixszal meghatérozott 4l-
landé egytitthatdju linedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasara alkalmaz-
hato;

b) a klasszikus megoldasi eljérdsokhoz képest kevesebb miveletszammal alkal-
mazhaté a gyakorlatban felmeriild mérnoki szamitasokhoz;

c¢) a sajatértékek és sajatvektorok ismeretében az alaprendszermatrix mellett,
egyetlen mdtriz felirdsdra (moddalmdtrix), vagy kiszdmitdsdra (transzformdciémét-
rix) valamint inverzére van sziikség. Az utébbira csak akkor, ha kezdeti feltételt
kielégité megoldast kerestink. A klasszikus megoldas alkalmazaséhoz az egyiitt-
hatémétrix minimélpolinomjénak fokszaméval megegyezd szamu méatrixpolinomot
kell kiszamitani.

A differencialegyenlet-rendszerek elmélete szerint a

dx(t)
Sdt

dx(t)

= Ax(t), TR

= Ax(t) + £(t)

homogén, illetve inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszer altaldnos megol-
désa .
x(t) = ePte, illetve, x(t) =eAPc —|—/ AW (1) du,
u:to
az X(to) = xo kezdeti feltételt kielég{té megolddsa pedig
t

x(t,x0) = eAtt)xq  lletve  x(t,x0) = eAlT10)x, +/ eAUIF (1) du

u=tg
alakban elédllithat6, ahol A = [ay], ., az egyiitthatématrix, x(f) az ismeretlen
fiiggvényvektor, ¢ vektor elemei pedig tetsz6leges dllanddk [D2], [D3], [K18].

A dolgozatban ismertetésre keriil6 modszer a homogén, illetve az inhomogén
rendszer dltalanos megolddsadt
t
x(t) = TDc, illetve x(t)=T-D-c +/ T-D, -T ' f(u)du

u=to

matrixszorzattal, a kezdeti feltételt kielégité megolddsdt pedig

x(t,x0) = TDT 'x,
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illetve
t

x(t,xo):T~D-T_1-xo—|—/ T -D, T ' f(u)du

u=t0
matrixszorzattal allitja eld, ahol

1. ha az A madtrix minimdlegyenletének csak egyszeres gyidkei vannak (az
A Jordan-féle normalalakja diagondlmatrix), akkor a T métrix oszlopvektorait
az A métrix v;()\;) sajatvektorai alkotjdk. Ekkor a T moddlmdtrizot Q-val je-
16ljiik. A D diagonalmatrixban az e*i* elemek a v;();) oszlopvektorok sorrendjét
kovetik. Ezt a differencidlegyenlet-rendszerhez tartozé diagondlis alaprendszermdt-
riznak nevezziik, és Dg-vel jeloljik [K14], [K15];

2. ha az A maétrix minimdlegyenletének t6bbszérds gydkei is vannak, akkor T
az A matrix J-vel jelolt Jordan-féle normalalakjat eloallitd transzformaciéo métrixa,
a D métrix pedig az et exponencidlis mdtrizfigguény normdlalakja, és D.-vel
jeloljikk. A D, alaprendszermétrixban az e i helyett e (=% 31l A J madtrix
ismerete mind a D, mind a T métrix kiszdmitdsdhoz sziitkséges [K15].

Az 1j megoldasi médszer keresésének indokoltsagat a kovetkezd, hdrom isme-
retlen fiiggvényt tartalmazoé, elsérendii, allandd egyiitthatdju, homogén, lineéris

differencidlegyenlet-rendszer megoldasakor jelentkezett nehézségek bemutatdsdval
szemléltetjiik.

Példa. Allitsuk els az
z(t) = -4y — 2z

y(t) = -3z —z
Zt)y=-y—z

differencidlegyenlet-rendszer x(0) =1, y(0) =0, 2(0) = 1 kezdeti feltételrendszert
kielégit6 megoldésat.

A MAPLE V Release 5 differencidlegyenlet-rendszert megoldé modszere 20
perces programfutds utdn (Windows 95 op. r.) sem adott eredményt, a MAPLE 9.5
pedig (Windows XP op. r.) a megoldést 29 oldal terjedelemben kézolte a kévetkezd
utasitasok végrehajtasa utan:

s:={diff (x(t),t)=-4*y(t)-2%z(t),diff (y(t),t)=-3*x(t)-z(t),
diff(z(t),t)=-y(t)-z(t)}:

Ic:={x(0)=1,y(0)=0,z(0)=1}:

megoldas:=combine(dsolve(s union Ic,{x(t),y(t),z(t)}),trig);

A megoldds szemléltetése a moddlmdtriz felhaszndldsdval:

A differencidlegyenlet-rendszer egytitthatéméatrixa:

0 -4 -2
A=1]-3 0 -1
0 -1 -1
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Az A métrix sajatértékei (\;): A = 3,376468081, Ao = —3,923562088,
A3 = —0,4529059982. A sajatértékekhez tartozéd

—0,7150861428 —0,7563510517
v(d) ~ | 0,6814728728|, v(\y) & | —0,6335458733|
—0,1557129768 —0,2167034097

—0,3811397001
v(A3) ~ |—0,5013356936
0,9163611596

linearisan fiiggetlen sajatvektorokkal képzett Q modélmétrix és determinansa:
Q = [V()\l) V()\Q) V()\d)] ~

—0,7150861428 —0,7563510517 —0,3811397001
~ | 0,6814728728 —0,6335458733 —0,5013356936
—0,1557129768 —0,2167034097  0,9163611596

bl

det Q = 1,000000001 # 0.
A mod4lmétrix inverze:

—0,6801979854  0,7756849996  0,1377162950
Q '~ |-0,5464107989 —0,7146255644 —0,6182345739
—0,2463288091 —0,03718793161  0,9684725990

Az alaprendszer diagondlmédtrixa:

3,376468085t 673’92356208515
) )

D, ~ diag (e ¢0:459905997¢)

A kezdeti feltételvektort kielégité megoldasvektor:

(1)
x(t,%0) = [y()| =Q-Da- Q" x0 ~
z(t)

0,3943569148e*1* + 0,880880752¢ 2 — 0,2752376675¢3¢
~ |—0,3758198118¢e Mt 4 0,7378562698¢ 2 — 0,3620364578¢*3¢
0,08587285565e Mt + 0,2523826234¢2t + 0,6617445208¢*3t

ahol a A1, A2, A3 helyett a kiszamitott sajatértékeket kell irni. A megoldés 9 jegyre
pontos. Ha behelyettesitjiik a megoldasvektort az eredeti egyenletrendszerbe, és
példaul kiszamitjuk a ¢ = 1 helyen a bal és jobb oldali vektor komponenseit, akkor
azt kapjuk, hogy a két vektor a 8. tizedes jegyre kerekitve azonos:

38,98120714 38,98120711
—37,09143919| , —37,09143913

8,275815806 | , 8,275815795 j
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A tovabbiakban megvizsgaljuk, miként lehet felirni egy négyzetes A matrix sajat-
értékeinek ismeretében a matrix Jordan-féle normélalakjat, az e! exponencialis
matrixfiiggvény normadlalakjat, milyen szamitasi eljardssal kapjuk meg a transz-
formécié T métrixat, ha az A minimalpolinomja nemlinéris gycktényezot is tar-
talmaz, és ezek ismeretében hogyan oldjuk meg az alland6 egyiitthatdji linedris
differencidlegyenlet-rendszert.

1. A métrix Jordan-féle normalalakjanak el6allitasa

A differencidlegyenlet-rendszer megolddsara kidolgozott algoritmus sziikségessé te-
szi az egylitthatéméatrix Jordan-féle normalalakjanak felirasat.

A Jordan-féle matrix és transzformaciématrixanak el6allitasérdl az irodalom-
jegyzékben felsorolt dolgozatok és konyvek adnak attekintést. Az ott, valamint
a bevezetésben idézett cikkekben leirtaktdl eltéré modszert ismertetiink, amely egy
n-edrendli matrix gyoktényezos alakban felirt karakterisztikus polinomjanak, mi-
nimélpolinomjanak és a blokkok darabszamanak ismeretében a Jordan-féle matrix
felirdsét — felsé (alsd) Jorddan-blokkokkal — mindig egyértelmiien lehetévé teszi.
A dolgozatban a matrixokat felsé Jordan-féle normalalakra transzformaljuk. Célul
tliztiik ki azt is (1. a 2. fejezetet), hogy a Jordan-féle matrix és az egyiitthatémétrix
sajatvektorai felhasznalasaval, az elemi linearis algebra ismereteire tamaszkodva,
a lehetd legkevesebb miivelettel allitsuk el6 a differencialegyenlet-rendszer megol-
désdhoz sziitkséges transzformécié matrixat is [K14].

Ismert, hogy minden A € R"™*"™ matrixhoz taldlhaté olyan nem szinguldris
T € R™*™ matrix, amellyel az A métrix

(1) J=T'AT (JeR™" detT #0)

hasonldsagi transzforméciéval

Bi(\1) 0 0
0 Ba(X2) ... 0
J = diag (Bl()\l),B2(>\2)a~--aBS(>‘S)) = : : - : ’
0 0 ... B.(\)

kvdzidiagondlis Jordan-féle alakra hozhatd, ahol (s < n), és Bg(Ar) t X tj tipusi
maétrixok az un. felsd Jordan-féle blokkok, melyeknek az alakja:

A 10 ... 0
0 X 1 ... O
(2) Be(Ae)= |1 1 1 o = MEy +Cy,
0o o0 0 ... 1
0 0 0 ... X
(kzlaza"'7s;t1217t2217-~-at521);
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ahol a Ay, sajatértékek multiplicitdsa tx, B¢, egy t Xt tipust egységmaétrix, C;, pe-
dig

0 1 0 0
0 0 1 0
(3) Ctk =
0 00 1
0 0 0 0
tr X t3 tipusd méatrix.
Roviden jelolve:
)\k, ha ] = i,

Bi(A\x) = (asj), ahol a;; =<1, ha j=i+1, és

0 egyébként.

Azt a bazist, amelyben a métrix felveszi a Jordan-féle normalalakot, a matrix
Jordan-bdzisdnak nevezziikk. A hasonlésdgi transzformécié tehat a bazis, illetve
a koordinatarendszer transzformaciéjat jelenti.

Ha az A € R™ "™ métrix sajatértékei valésak, akkor a Jordan-féle normalalak-
jat a matrix karakterisztikus polinomjanak és minimalpolinomjanak gyoktényezos
alakja alapjdn az aldbbi szabdlyok szerint kozvetleniil el6allithatjuk (a komplex
esettel a 6. fejezetben foglalkozunk):

1. eset. Az n-edrendii A métrix mindegyik \; sajatértéke kiilonbozs. A ka-
rakterisztikus polinom egyenld a minimélpolinommal: k(A) = m(\).

Ekkor a Jordan-féle normélalak olyan diagondlmdtriz, melynek fédiagonalisa-
ban a sajatértékek allnak, éspedig — megallapodds szerint — abszolit értékiik mono-
ton novekvd sorrendjében. Abszolit értékben egyenld sajatértékek esetén a negativ
sajatérték megelézi a pozitiv sajatértéket. (Ettél eltérd megédllapodds is megadhatd,
1. a 4.3. fejezetet).

Ebben az esetben tehdt minden Jordan-blokk 1 x l-es, azaz B; = [\]
(i=1,2,...,n).

1. példa. Allitsuk el az

5 -4 -6 —6 —6
2 1 2 2 2
A=|2 3 3 5 5
2 -1 1 3 1
—4 -2 -3 -7 —

matrix Jordan-alakjat. Az A € R5*5 matrix sajatértékei: —3, —1, 2, 1, —2, igy
a k() karakterisztikus polinom és az m()\) minimélpolinom gydktényezds alakja
azonos, gyoktényezéi elséfokiak: k(A) = m(A) = (A+3)(A+1)(A=2)(A—=1)(A+2).
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Az A métrix Jordan-féle normélalakjénak blokkjai, a sajatértékek |—1| < |1] <
| — 2| < 2] < | — 3| monoton névekvé sorrendjére tekintettel: B1[—1], Bo[1], B3[—2],
B4[2], B5[—3], és igy a Jordan-féle normdlalakja:

-1 0 00 0
01 00 0
J = diag(-1,1,-2,2,-3)=| 0 0 -2 0 0
00 02 0
00 00 -3

2. eset. Az n-edrendii A matrix karakterisztikus egyenletének vannak tobb-
szoros multiplicitasu gyokei, de a minimalegyenletének csak egyszeres multiplicitasi
gyOkei vannak.

A Jordan-féle normalalak ekkor is tiszta diagondlmdtriz, mindegyik blokkja
1 x 1-es.

A karakterisztikus polinomot és a minimalpolinomot tényezokre bontott alak-
ban vizsgaljuk. A J Jordan-féle métrix fédiagonélisdénak elemeit a minimélegyenlet
gyokeinek felhaszndlasaval az 1. eset szabalya szerint beirjuk. Majd a blokkok kép-
zését a minimalpolinomot a karakterisztikus polinomma kiegészit6 tényezdok alapjan
folytatjuk, ugyancsak az 1. szabdly szerint.

2. példa. Allitsuk el az

5 6 3 3 3

-3 -4 -3 -3 -3
A=|-3 -3 -1 0 0
-3 -6 -3 -1 -3

6 9 6 3 )

matrix Jordan-féle normalalakjat.

Az A € R%*5 maétrix karakterisztikus polinomjéanak és minimalpolinomjénak
gyOktényezos alakja:

kA =(A+12A=2)7% & m\)=A+1)(A-2).

A minimdlpolinom szerint kapjuk a By = [—1], By = [2] blokkokat, majd a ka-
rakterisztikus polinom mésodfoki tényezdjébdl kapjuk a Bs = [—1], a harmadfokd
tényez6jébdl a By = [2] és Bs = [2] blokkot (ui. a minimélpolinom linedris tényez6k
szorzata, igy a (A — 2)° maradék tényez6hoz is 2 darab 1 x 1-es blokk tartozik).
Egy n-edrendii A matrix Jordan-blokkjainak szamdt mindegyik \; sajdtértékhez
(egyben a linedrisan fiiggetlen sajitvektorok szamdat) a linedris algebrabdl ismert

(%) m; =n —rang(A — \,E)

formuldval kiszdmithatjuk (E az A-val megegyez6 rendil egységmadtrix). A sajdtér-
tékekhez tartozd blokkok méretét altaldanos esetben a blokkok szdma és a minimél-
polinom egyiitt meghatdrozza. A blokkok pontos megaddsdhoz (sajatértékenkénti
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darabszdm és méret) a 3. példaban ismertetendé Frobenius-formula is felhasznal-
haté [K8].

A vizsgalt A métrix \; = —1 sajatértékéhez tartozé blokkok szama:
my =5—rang (A — (-1)E) =5-3=2.

Mivel a A1 = —1 sajatérték multiplicitasa 2, igy csak két 1 x 1-es blokk tartozhat
hozza.

A )\ = 2 sajatértékéhez tartozéd blokkok szama:
mg =5 —rang (A — (+2)E) =5 -2 =3,
és mivel multiplicitdsa 3, igy csak harom db 1 x 1-es blokk tartozhat hozza. Ennél

a példanal is, mivel a minimdalpolinom linedris tényezdék szorzata, egyértelmii, hogy
az A Jordan-alakja J € R°*® diagonalmatrix:

-1 0 000
02 000
J =diag(-1,2,-1,2,2)=| 0 0 -1 0 0
00 020
00 00 2

3. eset. Az n-edrendii A matrix karakterisztikus egyenletének és minimal-
egyenletének is tobbszoros multiplicitasi gyoktényezoi vannak, akkor a Jordan-féle
matrixa kvazidiagonalis matrix.

Ha k(X)) = m(\), és nem csak linedris tényezdik vannak, akkor az 1-nél ma-
gasabb fokszdmu tényez6k blokkjai (2) alakiak. A blokkokat, az |A;| sajatértékek
monoton novekedése és a blokkok méretének novekedése sorrendjét betartva képez-
ziik. Ekkor is érvényes az azonos méretli blokkokra az a szabdly, hogy az egyenlo
méretiiek koziil a nagyobb abszolut sajatértékkel rendelkez6 koveti a kisebbet, ha
pedig egyenld abszolut értékiliek a sajatértékek, de az egyik negativ, akkor a negativ
sajatértéki blokk megel6zi a pozitiv sajatértékit blokkot.

3. példa. Allitsuk elé az
79 9 8 8
-5 -8 -5 -5 —5
A=|-5 -5 -7 —4 -4

-6 —-10 -10 -7 -9
11 16 15 10 12

matrix Jordan-féle normalalakjat.
Az A € R5*® maétrix karakterisztikus polinomja és minimalpolinomja egyenld:

k) =m\) = A +2°(A—2)%(A+3);
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ekkor a Jordan-féle normélalak blokkjai: By = [—3], Ba = {_2 1} ,B3 = [2 1} ,

0 -2 0 2
tehat

-3 0 0 00
0 -2 1 00
J=]10 0 -2 0 0
0 0 0 21
0 0 0 0 2

Ellenérzésként a (x) formuldval szamitsuk ki a A\ = —2, Ay = 2 sajdtértékekhez

tartozé blokkok szamat:
mq =5—rang(A—(—2)E) =5—-4=1, me=5—rang(A—-2E)=5—-4=1,

tehdt mindkét kétszeres sajatértékhez egy-egy 2 x 2-es méretii blokk (egy-egy sa-
jatvektor) tartozik.

Ha k(\) # m(\), és nem csupén linedris tényezdik vannak, akkor el8szor a mi-
nimélpolinom tényezdi szerint képezziik a blokkokat, az |A;| monoton névekedése
és a blokkok méretének novekedése sorrendjét betartva, tovabbé a karakterisztikus
polinom kiegészit6 tényezéi alapjan folytatjuk a J métrix eléallitasat. Osszehason-
litjuk a k() és m(\) tényezdit, és azokhoz a tényezékhoz, amelyeknek kitevije
1-nél nagyobb eltérést mutat, a blokkok méretének megdllapitdsdhoz, (ha kozvet-
leniil nem allapithaté meg), felhasznaljuk a sajétértékekhez tartozé W) invarians
sajdtalterek dimenzidjara vonatkozé Frobenius-féle [K8|

dim W — 2dim Wi +dimW; ™' <0 (s =1,2,3,...)
egyenlGtlenségbol képzett
(4) Bi(s) =2 - dim W — dim Wit —dim W™t (s =1,2,3,...),
formuldt, ahol By (s) a Ay sajatértékhez tartozé s méretli blokkok szdma, és
(5) W =ker (A - \E)® (s=0,1,2,...,t), (k=1,2,3,...),

a ti pedig a A sajatérték minimalpolinomban 1év6 tényezéjének fokszdma. Nyil-
vanvald, hogy

(6) Wy =1{0}, ésha s>t,, akkor W;=W}*.

Kiszamitjuk ahhoz a sajatértékhez az invarians alterek dimenziészamat, amelynek
a karakterisztikus polinomban eggyel nagyobb a multiplicitdsa, mint a minimélpo-
linomban, és alkalmazzuk a (4) formulét a

Br(1), Br(2), Br(3), Br(4), ..., Bx(ty)
értékek kiszamitasara.

A )\ sajétértékhez a By (1) értéke az 1 x l-es, By(2) értéke a 2 X 2-es, ...,
By (tx) értéke a t x tp, méretd blokkok szdmdt adja meg.

10
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4. példa. Allitsuk el6 az

-8 -2 -3 =3
-2 -8 -1 -1
0o 0 -2 0
§ 8 4 2

matrix Jordan-féle normalalakjat, ha a karakterisztikus polinomjanak és minimél-
polinomjanak gyoktényezbs alakja:

k() = (A+6)°(A+6)%, m(A) = (A+6)* (A +6)°.
Az A € R*** métrix minimalpolinomjanak is van mésodfoki tényezdje, ezért

a J € R¥* Jordan-alak kvazidiagonalis matrix, és mivel egyik tényezdje els6 fok,
ezért a J blokkjai a minimalpolinombdl:

Bi=[-2 Ba= | gl

0 —6
a karakterisztikus polinom maradék tényez§jébdl: By = [—2], tehdt
—2 0 0 0
=15 0 6 o
0o 0 0 -2
Ellenorzés: a A\ = —2 kétszeres sajatértékhez

my =n —rang(A + 2E) = 4 — 2 = 2 db blokk tartozik, vagyis 2 db 1 x 1-es.
A Xy = —6 kétszeres sajatértékhez
mg =n —rang(A + 6E) =4 — 3 =1 db blokk tartozik, vagyis 1 db 2 x 2-es.

Ellenérizziik az eredményt a (4) Frobenius-formuldval.

Tegyiik fel, hogy csak a karakterisztikus polinom gyoktényezds alakjit ismer-
jik. Mivel a (A + 2) tényez8jének fokszama ty, = 2, {gy a Frobenius-formuldt s = 1,2
esetre alkalmazzuk (természetesen a minimdalpolinom ismeretében elegendé s = 1-re
alkalmazni).

Szamitsuk ki a A\; = —2 sajatértékhez tartozd invaridns sajatalterek dimen-
Zi6it:

d; = dim (ker(A — AlE)) = dim (ker(A + 2E)) =2, (E = diag(1,1,1, )),

dy = dim (ker (A +2E)*) =2, d;=2 i>2.

11
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A (4) Frobenius-formula szerint:
Bi(1) =2-dim W} — dim Wit —dim W} ! =
—92.dy—dy—dyg=2-2-2-0=2,
Bi(2)=2-dy—dy—d; =2-2—2-2=0,

tehat a Ay = —2 sajatértékhez nem tartozik 2 x 2-es blokk, de van 2 darab 1 x 1-es
blokkja.

Mivel a (A + 6) tényez8jének fokszdma ty, = 2, igy a (4) Frobenius-féle formulat
s =1, 2 esetre alkalmazzuk.

A )\ = —6 sajatértékhez tartozo6 invarians sajatalterek dimenzioi:

do =0,
dy = dim (ker(A — \2E)) = dim (ker(A 4+ 6E)) =1, E =diag(1,1,1,1),
dy = dim (ker (A +6E)*) =2, di=2 i>2.
A (4) formula szerint:
By(1) = 2-dim W) — dim Wy ™ — dim Wy ! =
=2-dy —dy—dg=2-1-2-0=0,
By(2)=2-dy—ds—dy =2-2-2—-1=1,

tehdt a Ay = —6 sajatértékhez 1 darab 2 x 2-es blokk tartozik. A kétféle szamitassal
kapott Jordan-blokkok azonosak.

5. példa. Az
o -+ -8 -6 -9
0 4 4 2 4
A=| 4 10 10 8 10
2 6 6 7 7
-4 -12 -12 -10 -12
métrix karakterisztikus polinomja és minimalpolinomja: k(\) = (A — 1)(A — 2)*,
m\) = (A —1) (A —2)°

Az A € R®*® minimélpolinomja alapjan a Jordan-alak két blokkja felirhaté:

B, —[l], B,-— B ﬂ

A k(X), m()\) tényezbit 6sszehasonlitva latjuk, hogy a (A — 2) tényezd kitevéi kozott
2 a kiilonbség, igy egy 2 x 2-es vagy két 1 x 1-es blokk kovetkezhet. Mivel a mi-
nimélpolinom (A — 2) tényez&jének fokszdma ¢, = 2, igy a (4) Frobenius-formulét
elég s = 1,2 esetre alkalmazni.

12
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Szamitsuk ki a Ay = 2 sajatértékhez tartozd invaridns sajitalterek dimenziit:

dp =0,

d; = dim (ker(A — )\QE)) = dim (ker(A — 2E)) =3, (E = diag(1,1,1,1, 1))7

dy = dim (ker (A —2E)*) =4, dj=4 i>2.

A (4) formula szerint:
By(1) = 2-dim W) — dim Wy ™' — dim Wy ! =
=2-di—do—dp=2-3-4-0=2,

By(2)=2-dy—ds—dy =2-4—4-3=1,

tehdt a Ao = 2 négyszeres sajatértékhez 2 darab 1 x 1l-es, és 1 darab 2 x 2-es blokk
tartozik. A 2 x 2-es blokkot mar felirtuk, igy

B3 =[2], Ba=[2],
vagyis az A matrix Jordan-féle normalalakja:

0 0

—
Il

co oo+

oNn o oo

N OO oo

1
2
0
0

o OO N

Ellen6rzés: ha pusztdn a sajatértékeket ismerem, akkor mivel a Ao = 2 négyszeres
sajatértékhez

my =5 —rang(A — 2E) =5 — 2 = 3 db blokk,

a A1 =1 egyszeres sajatértékhez pedig 1 x 1-es blokk tartozik, igy az 5 x 5-Os
Jordan-alak felirasahoz még 1 db 2 x 2-es, és 2 db 1 x 1-es blokkra van sziikség.

6. példa. Az
-3 —-13 -10 —-11 -13
1 5 3 3 4
A=] 4 11 10 10 11
1 3 2 5 3
-3 -9 -7 -9 =8

matrix karakterisztikus polinomja és minimalpolinomja:
k) = A=A =2 mO)=\W-1)(\-2)"

Az A € RP®maétrix minimalpolinomja alapjan két blokk azonnal felirhato:

B, —[l], B,— B ﬂ

13
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A Ek(N), m(\) tényezbit Osszehasonlitva latjuk, hogy a (A — 2) tényezd kitevéi ko-
zOtt most is 2 a kiilonbség, igy egy 2 x 2-es vagy két 1 x 1-es blokk kovetkezhet.
Mivel a minimélpolinom (A — 2) tényez8jének fokszama t;, = 2, {gy a (4) Frobenius-
formulat elég s = 1,2 esetre alkalmazni.

Szamitsuk ki a Ay = 2 sajatértékhez tartozé invarians sajatalterek dimenzidit
(E = diag(1,1,1,1, 1)):

do =0,
dy = dim (ker(A — \;E)) = dim (ker(A — 2E)) = 2,
dy = dim (ker (A —2E)%) =4, di=4 i>2.
A (4) formula szerint:
By(1) =2 -dim Wy — dim W)™ —dimWy ' =2-dy —dy —dy=2-2—-4—-0=0,
tehdt a Ao = 2 sajatértékhez nem tartozik 1 x 1-es blokk.
By(2)=2-dy—ds—dy =2-4—4—-2=2,

tehdt a Ay = 2 sajatértékhez 2 darab 2 x 2-es blokk tartozik. Egyet mar felhaszndl-

tunk, ezért a J matrix harmadik blokkja: B = [(2) ﬂ , és az A matrix Jordan-féle

normalalakja:

~
I
cocoo o~
coowwo
coMNn~ O
cnvo oo
R e R =N =)

Ellen6rzés: ha pusztan a sajatértékeket ismerem, akkor mivel a Ao = 2 négy-
szeres sajatértékhez most

mg =5 —rang(A — 2E) = 5 — 3 = 2 db blokk,

a A1 = 1 egyszeres sajatértékhez pedig 1 x 1-es blokk tartozik, igy az 5 x 5-0s
Jordan-alak felirdsdhoz még 2 db 2 x 2-es, blokkra van sziikség. A kétféle szd-
mitassal kapott eredmény azonos.

Vegyiik észre, hogy az 5. és a 6. példa matrixanak karakterisztikus és minimal-
polinomja azonos, de a Jordan-féle normalalakjuk kiilonb6z6.

14
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Megjegyzés. A karakterisztikus polinom t6bbszords sajatértékeihez tartozo blok-
kok darabszamabdl a blokkok méretére nem tudunk minden esetben egyértelmii
valaszt adni. Ilyen esetben az egyértelmiiséget a minimalpolinom segitségével biz-
tosithatjuk, vagy alkalmazzuk a Frobenius-formulat. Tekintsiik az

0 0o -1 -1 -1 0O -1 -1 -2 =2
0 0 1 1 1 0 0 1 1
A=(0 -1 0 1 0 és B=10 1 1 2 2
0 0 1 1 1 0 1 1 2 2
0 1 -1 -2 -1 0O -1 -2 -3 -3

matrixokat.

Az A € R>*® miétrix karakterisztikus polinomja: k(\) = A%, azaz a A\; =0
5-sz0r0s sajatérték, és a Jordan-alakjahoz tartozé blokkok szama:

ma =5—rang(A —0-E)=5-2=3.

A B e R°*5 matrix karakterisztikus polinomja: k(A\) = A5, azaz a A\ =0
5-sz0ros sajatérték és a Jordan-alakjahoz tartozo blokkok szama:

mp=5—rang(B—-0-E)=5—-2=3.

Ennek mindkét esetben eleget lehet tenni 1 db 3 x 3-as és 2 db 1 x 1-es blokkal,
vagy 2 db 2 x 2-es és 1 db 1 x 1-es blokkal.

Az A miétrix minimalpolinomja: m(\) = A2, és a B méatrix minimalpolinomja:
m(\) = A3, ezért az A matrix Jordan-blokkjai: 2 db 2 x 2-es, és 1 db 1 x 1-es blokk,
a B matrix Jordan-blokkjai pedig: 1 db 3 x 3-as, és 2 db 1 x 1-es blokk. Az A, illetve
B miétrix Ja-val, illetve Jg-vel jelolt Jordan-féle normaélalakja:

0 1,0 0,0 01 0,0,0
0 0r0 010 0 0 11010
Ja={0" 070 T70f, Js=1{0_00,0/0
0 0,0 0,0 00 0,00
00707070 0007070

A (4) Probenius-formula alkalmazdsa:

Mivel az A métrix minimélpolinomja masodfoku, fokszama ¢y, = 2, igy a (4)
formulat elég s = 1,2 esetre alkalmazni.

Szamitsuk ki a A\; = 0 sajdtértékhez tartozé invaridns sajatalterek dimenziéit
(E = diag(1,1,1,1,1)):

d() = 0,
dy = dim (ker(A - 0- E)) = 3,

dy = dim (ker (A —0-E)*) =5, d; =5 i>2.

15
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A (4) Frobenius-formula szerint:
Bi(1) =2-dim W} — dim W™ —dim W} ™! =
—92.dy—dy—dyp=2-3—-5-0=1,
Bi(2)=2-dy—d3s—d1=2-5-5-3=2,

tehat az A méatrix Ay = 0 6tsz0ros sajatértékéhez 1 darab 1 X 1-es blokk, és 2 darab
2 x 2-es blokk tartozik.

Mivel az B métrix minimdalpolinomja harmadfokd, fokszdma ¢, = 3, igy a (4)
formulat elég s = 1,2, 3 esetre alkalmazni.

Szamitsuk ki a A\; = 0 sajatértékhez tartozé invaridns sajatalterek dimenzidit
(E = diag(1,1,1,1, 1)):

do = 0,
dy = dim (ker(B — 0- E)) = 3,
dy = dim (ker (B — 0- E)*) =4,

d3 = dim (ker (B — 0 - E)?)

I
o
&

I
~

\Y
w

A (4) Frobenius-formula szerint:
Bi(1) =2-dim W} — dim Wt —dim W} =
—2dy—dy—dyg=2-3—4—0=2,
Bi(2)=2-dy—ds—dy=2-4—5—3=0,
Bi(3)=2-dy—dy—dr=2-5-5—4=1,

tehat a B matrix A\; = 0 6tszoros sajatértékéhez 2 darab 1 x 1-es blokk, 0 szdmu
2 X 2-es blokk, valamint 1 darab 3 x 3-as blokk tartozik.

2. A transzformacié matrixanak kiszamitasa

Az allandé egyiitthatéju linearis differencialegyenlet-rendszerek pontos megoldasé-
hoz az A € R"*" egyiitthatématrix Jordan-féle normalalakja mellett arra a regulé-
ris T € R™*"™ matrixra is sziikség van, amellyel végzett hasonlésdgi transzformacid
eléallitja az A matrix J-vel jelolt

(1) J=T7'AT (J € R™")

Jordan-féle normalalakjat.
Az (1) helyett tekintsiik az

(2) AT =TJ, illetve AT -TJ=0

16
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matrixegyenletet.

A (2) egyenletbdl egy n-edrendi A matrix Jordan-féle alakra vald transzfor-
méciéjdhoz a T transzformaciés matrix n? szami ismeretlen eleme n szdmu n
ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldédsaval adhaté meg, ha A és J elemei
ismertek.

A kovetkez6 médszer — mint mér emlitettiik — kiilonosen elénydsen alkalmaz-
haté minden olyan esetben, ha a megoldandé feladathoz a sajatvektorok kiszami-
tasa egyébként is sziikséges.

1. 1épés. A J métrixot az 1. pont szabalyai szerint az A métrix sajatértékei
felhasznaldsaval 1étrehozzuk.

2. 1épés. a) Ha az n-edrendii A métrixnak n szami kiilénb6z6 sajdtértéke van,
akkor az A linedrisan fliggetlen sajatvektorainak szaima megegyezik a rendszamaval.
Ekkor a sajatvektorok alkotjak a Q modalmatrixot, mellyel:

J=Q 'AQ.

Ha a Q maétrix oszlopvektorainak sorrendjét — miként azt méar emlitettiik — ugy
valasztjuk meg, ahogy a sajatértékek kovetik egymast az 1. pont szerint felirt
J matrixban, akkor a moddlmdtriz alakra megegyezik a méas modszerrel szamitott
hasonldsagi transzformécié T mdtrizdval.

Ha az A matrix |\;| sajitértékek novekvd sorrendjének megfeleld linedrisan
fliggetlen sajatvektorok:

v(A1), v(Aa), ..., v(An),
akkor a T matrix oszlopvektorait ezek a sajatvektorok ilyen sorrendben alkotjak:
T=[v(\) v(d) ... v(\)], ésigy
J=T'AT = (Q 'AQ).

Ha az A matrix karakterisztikus egyenletének van tobbszoros gyoke, de a mi-
nimalegyenletének mindegyik gycke egyszeres, akkor is a szabdly szerint felirt Jor-
dan-féle matrix fodiagonalisaban 1évé sajatértékeknek megfelelo sorrendben kell
a sajatvektorokat elhelyezni a transzformécié T matrixaba.

1. példa. Példaul az

7T =2 1
A=1|-2 10 -2
1 -2 7

matrix karakterisztikus és minimélpolinomja:
k(A) = (A=12)(A—6)>, m(\) = (A —12)(A — 6).
Az A € R**3 matrix sajatértékeihez tartozé sajatvektorok:

vi(6) = [~1,0,1]", vo(6) =[2,1,0]", v(12)=[1,-2,1]".

17
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Az A maétrix szabdlyosan felirt Jordan-féle normalalakja és a transzformacié mat-
rixa (T = Q):

6 0 O -1 1 2
J=10 12 0|, T=[vi(6) v(12) v2(6)] =| 0 -2 1],
0 0 6 1 1 0
det T =6 # 0.
A T maétrix inverze és a szamitas eredményének ellenérzése:
1 —1 1 —6 6 0 0
T*l_6 2 -2 0|, é T 'AT=1|0 12 0| =J.
) 1 6 0 0 6

b) Ha az A € R™*™ mdtrix minimdlegyenletének is van tobbszoros gyoke — a li-
nedrisan fiiggetlen sajatvektorainak szama kisebb, mint a rendszdama —, akkor al-
taldban a T maéatrixba az 1 multiplicitast sajatértékekhez tartozé sajatvektoro-
kat a sajatértékek J matrixbeli 1 x 1-es blokkjainak megfelel6en irjuk be, tovabba
a k x k-s blokkok sajatértékeinek sajatvektorait az els6 oszlopaik J-beli oszlopainak
megfeleléen vessziik fel. Ezt kovetéen a k x k-s blokk tobbi oszlopaiba ismeretlen
koordinataju oszlopvektorokat tesziink. Ezzel a mddszerrel a meghatarozandé is-
meretlenek szamat lényegesen csokkenthetjiik. Ui. legyen az A-nak m < n szdmu
linedrisan fiiggetlen sajatvektora, akkor n? szamu ismeretlen helyett csak (n —m)n
szamu ismeretlent kell meghatdrozni a transzformacié T matrixdnak felirasahoz.
Ez azt jelenti, hogy a T matrix ismeretlen elemeire felirt

(3) AT - TJ =0

matrixegyenlet megolddsa annyi linedris egyenletrendszer megoldédsara vezetheto
vissza, amennyi ismeretlen oszlopvektort kellett T-ben felvenni a sajatvektorok
mellett.

2. példa. Az
2 -3 1 -3
-1 -6 -3 -6
-3 -3 —4 -3
2 6 4 6

A =

matrix karakterisztikus- és minimalpolinomja:
B = XA +1)% m(d) = A +1)%.
Az A € R™“miétrix sajatértékeihez tartozé linedrisan fiiggetlen sajatvekto-
rok (a A = —1 kétszeres sajatértékhez csak egy linedrisan fiiggetlen sajétvektor,

v tartozik):

vi(0) =[3,0,—3,1]", v2(0)=[3,1,-3,0]", v(-1)=[-2,1,3,—2]".

18
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Az A miétrix Jordan-féle normélalakja a sajatértékek ismeretében az 1. pont szerint
kozvetleniil felirhato:

0o 0 00
0 -1 1 0
T = 0 0 -1 0
0O 0 00

A transzformécié T métrixdban az oszlopvektorok sorrendje a J-re valé tekintettel:
a 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorokat az 1. és 4. oszlopba, a —1 sajatértékhez
tartozé sajatvektort a 2. oszlopba, az ismeretlen x vektort pedig a 3. oszlopba kell
helyezni, azaz a sorrend:

vi(0), v(-1), X=[$17332,$3,174}T7 v2(0).

A transzforméacié T maétrixanak feltételezett alakja T':

és az AT), — TyJ = 0 egyenlet:

31 —3x2 + 13 — 314 + 2
—x 75562 - 31‘3 76174 —1
—3x1 — 3x9 — 3x3 — 314 — 3

0 0
0 0
(*) A.Tk) - TkJ = 0 0
0 0 2x1 +6x9 +4x3 + Txy + 2

cococo
|
=

melyben sziikséges, hogy az ismert vektoroknak megfelelé oszlopok minden eleme
0 legyen.

A (%) egyenletbél, a 3. oszlop = 0 egyenletnek megfelelen, felirhaté a

3r1 —3x9+x3—3x4+2=0
—2x1 — b1 —3rx3—06x4 —1 =0
—3x1 —3x9 — 323 —3x4—3 =0
201+ 6x9 +4x3+Txs +2 =0
egyenletrendszer, melynek trividlistél kiillonb6z6 egyparaméteres megoldasvektora:
T
x = {g — 2p, g+3p, 2p1} .

A p paramétert gy kell megvalasztani, hogy linedrisan fiiggetlen vektorrendszert
kapjunk. Példaul p = 1 véalasztassal

T
9 11
= |—-=. 1, —, —
X |: 2’ 9 27 3:| )
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és a hasonlésagi transzforméaciéo T matrixa:

- 9 -
-9 _
3 ;3
0 1 1
T= 11
-3 3 5 -3
1 —2 -3 0]

A detT = —% # 0, tehat T oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek.

Ellenérzésként T—! kiszdmitasaval végezziik el a hasonlésagi transzforméaciét:
- 9 -
3 -2 —5 3

2 -6 0 -5 2 -3 1 -3 0 . ) .

1 _ 1 6 3 6| |-1 -6 -3 —6 _
T AT = 0o 6 -2 -6 |-3 -3 —4 -3 11 o
-1 1 -1 o/|2 6 4 6|3 3 5 3

0O 0 00
0 -1 1 0

|0 0 -1 0 =
0 0 00

Az 1. pont szabdlyai szerint felirt J és a kiszamitott J azonos.

3. példa. Irjuk fel az

1 0 0 0 0

2 3 1 0 0
A=|-1 -1 1 0 0
1 1 1 3 1

-1 -1 -1 -1 1

matrix Jordan-féle normalalakjit és a transzformécié T matrixat.

Az A € R?*® miétrix karakterisztikus- és miniméalpolinomja, valamint sajat-
vektorai:

vi(3) =[0,—1,1,0,0]", v2(3) =10,0,0,—1,1]", v(2) =[~1,1,0,0,0]".

(A 2 sajdtértékhez 4 helyett 2 sajdtvektor tartozik).
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2 1

A J métrix blokkjai: By = [1], B2 = 0 2}, B; = [(2) ﬂ, és gy

—

o~
I
coocor
coowwo
coN R~ O
oo oo
N e N )

Most a T matrixot formalisan két ismeretlen oszlopvektorral tudjuk felirni.
A J blokkjaira tekintettel az els§ oszlopba v(2)-t, a mésodik oszlopba vi(3)-at,
a harmadik oszlopba az ismeretlen x vektort, a 4. oszlopba vz (3)-at, az 5. oszlopba
az ismeretlen y vektort helyezziik:

-1 0 X1 0 Y1
1 -1 T2 0 Y2
Tk = 0 1 T3 0 Y3
0 0 Ty -1 Yy
0 0 Is 1 Ys
A (1) egyenletformét haszndlva:
0 0 - 0 -1
0 0 2r1 +x9 + a3+ 1 0 291 +y2 + ys3
ATk—TkJ: 0 0 71‘171‘2756371 0 —Y1 — Y2 — Y3 =0.
0 0 zmy+ze+a3t+aat+as 0 y1+y2+ys+yatys
00 —z1—2p—23—w4—25 0 —y1—Y2—Us—vYs—Us

Az ismeretlenek egyiitthatéi mindkét egyenletrendszerben azonosak, csak
a konstans tagok kiilonboznek. A

harmadik oszlop =0, 6tédik oszlop = 0 egyenletrendszer

trivialistol kiilonbozo kétparaméteres megoldésvektora:

X:[Oa_l_papal_qaq]Ta y:[07_pap7_1_Q7q]T

Példdul p = 1, ¢ = 1 vélasztdssal: x = [0, -2, 1,0, 1}T7 y=1[0,-1,1,-2, 1]T7 olyan
két linedrisan fiiggetlen vektort kaptunk, amelyek az A matrix 3 sajatvektoraval
egyiitt linearisan fiiggetlen vektorrendszert alkotnak.

A kiszdmitott vektorokkal felirt T métrix és inverze:

-1 0 0 0 0 -1 0 0 0 0
1 -1 =2 0 -1 2 2 3 1 1
T=|0 1 1 0 1|, T'!'=|-1 -1 -1 0 0
0 0 0 -1 -2 2 2 2 1 2
o o0 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
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Ellenorzés:

T 'AT =

coocor
coowno
coNn~ O
oo oo
N RO OO
Il
—

Az Egervary példak ([D4], 50-54. oldal) megoldasa a dolgozatban leirt
algoritmussal:

1. példa. A nemderogatérius A mdtrix helyes elemekkel (a2 = 3), a karakterisz-
tikus és a minimalpolinom, valamint a sajatvektorok:

3 -1 -4 2 , , , ,
2 3 -2 4 EA)=A-1D"A+17 mA)=A-1)"(A+1)7

2 -1 -3 2|’ T T
~1)=[1,0,1,0]", 2) =10,2,0,1]".
L o 1 3| vi=b=I ", va(2) = ]

A:

A sajatértékek alapjdn kozvetleniil felirhaté a Jordan-féle normalalak:

-1 0 0

0 -1 0 0

J= 0 11
0 0 01

A T transzformdciématrix két ismeretlen oszlopvektorat 2. pont b) szerint felvéve:

1 X1 0 Y1
_ _ O X9 2 Y2
T=[vy x vy y|]= 1 25 0 s
0 24 1 w4
Az
0 41‘171’274I3+2$471 0 2y17y274y3+2y4
0 2x1 +4x9 — 203 — 4y 0 2y +2ys —2ys —4dys — 2
AT - TJ = =0
0 221 —29—223+22x4—1 0 21 — Yo — 4dys + 2y4
0 Ty +2w9 — w3 — 214 0 y1+2y2—ys—4ys—1

matrixegyenlet-rendszer megoldasa:

2. oszlop = 0 rendszer egyparaméteres megolddsa: x = [p, 1, p, 1]T,
4. oszlop = 0 rendszer egyparaméteres megolddsa: y = [2, 2p, 1,p]T.

1 1.0 2 -1 1 2 =2

L o1 o2 2] . p1_ | 0 -1 0 2
p = 1 valasztassal T = 11 0 1| % inverze: T™" = 1 1 1 —1
0 1 11 1 0 -1 0

22



“13-1-beliv’ — 2014/5/20 — 11:56 — page 23 — #23 Gf

Az A métrix Jordan-alakja a kiszdmitott T és T~ felhaszndldsdval:

|
e
o~ oo

mely azonos a szabaly szerint felirt J-vel.
2. példa. A derogatoérius nilpotens

2 -1 1 -1
-3 4 =5 4
8§ —4 4 -4
15 —-10 11 -10

A:

matrix, a karakterisztikus és a minimélpolinom, valamint a sajatvektorok:

17 T
k()‘> :)‘4a m()‘> :>‘37 V1= [07_1707 1}T7 Vo = |:5a57170:| .
A sajatértékek alapjan kozvetleniil felirhaté a Jordan-féle normalalak:

0

o o o o
S O O
oo = O

0
0
0

A T transzforméciémétrix két ismeretlen oszlopvektorét a 2. b) szerint helyez-
ziik el:

1
0 =1 wn 5
7
T=[vi x y vo]= -1 22 9 5
0 r3 Y3 1
1 T4  Yq 0
Az
AT -TJ =
0 201 —xa a3 — 14 21 — Y2+ ys —ya — 1 0
10 —3x1 + 4xo — Sr3z +4x4 + 1 —3y1 + 4ys — dys + 4ys — x2 0 0
10 8r1 — 4xo + 4x3 — 4xy 8y1 — 4yo + 4y — dys — 3 o —
0 15z7 — 1029 + 11axg — 1024 — 1 15y; — 10y + 11y — 10yy — x4 O
matrixegyenlet-rendszer megolddsa:
2. oszlop = 0 rendszer kétparaméteres megoldasa:
x=[p,7p+1—-q,5p+1,q",
23
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p=—1, ¢ = 1vélasztdssal: x = [x1, 22, 23, x4]T =[-1,-7,—4, 1}T7 melynek felhasz-
naldsaval a

3. oszlop = 0 rendszer kétparaméteres megoldédsa:
y=[pTp+12—q5p+11,q"

és p=—1, g = 1 vélasztassal: y = [-1,4,6, 1}T7 tehét

1

0 -1 -1 =
b -15 10 —-11 11
7 17 —-11 12 -11

= —1 —7 4 - A 1 M _1:

T 5| ©sinverze: T 9 1 1 1
0 -4 6 1 80 —50 55 —50

1 1 1 0

Az A maétrix Jordan-alakja a kiszamitott T felhasznalasaval:

0100
A 000 10
J=TAT= |/ o o ol

0000

mely a szabaly szerint felirttal azonos.

3. Az e®t exponenciilis matrixfiiggvény normalalakja

Ha a
(1) J=T'AT

egyenléséget T-vel balrél, T~ 1-gyel pedig jobbrdl szorozzuk, akkor az A matrixot
ismert J esetén

(2) A=TJT!

alakban kapjuk.

Legyenek az A maétrix sajatértékei: A1, Aa,..., A, (m <mn), amelyekhez
az A matrix J Jordan-féle normélalakjaban a By (A1), Ba(A2), ..., By (Ay) killon-
bo6z6 blokkjai tartoznak. Jelolje eq, es, . .., e, a blokkok rendjét.

A J métrixot kvazidiagonalis matrixnak tekintjiik, és igy a

Bi(A1) 0 0
0 Ba(X2) ... 0
IJ=1 . —_— : = diag (B1(M1), Ba(A2), ., Bin(Am))
0 0o ... Bm(Am)

jelolést hasznaljuk (m < n).
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Ekkor a t paraméterrel adott e!* exponencidlis matrixfiiggvény alakja:

(3) oA — e(t~T~diag (B1(M1),B2(X2),..Bm(Am)) T7) _

=T - diag (et'Bl()‘l), et'BZ()‘Q), e et'Bm()"")> T,

Az
o BrAy) _ i ' (AEx + Cra)' _ i Cy pt” i (et)' "
I p! (I —p)!
=0 p=0 l=p
egyenlGség jobb oldala kifejtés és rendezés utan, a
N O
Cip=(Cr1)" =0, ha p>ep, b Y (ki), = M
= (=p)
egyenldségek felhaszndlasaval
er—1 P
(4) et Br(An) — Ant Z Tck”’ (k=1,2,...,m)
p=0

alakra hozhatd, ahol Cy, ¢ = Ej.

A (3) és (4) formuldk az exponencidlis mdtrizfiigguény normdlalakjdt ad-
jak [K4].

Helyettesitsiink ¢ = 1-et a (3) és (4) formuldkba. Ekkor latjuk, hogy ha
az A matrixnak A, Mg, ..., Ay (m < n) szdmok a sajatértékei, akkor

Am Ak
erye? et etk £ 0

szamok az e® exponencidlis métrix sajatértékei, és A valamint e® métrixok meg-

felel$ Jordan-blokkjai azonos rendiiek.

Alkalmazzuk a (4) formulat dltaldnos alakban A egy olyan Jordan-blokkjara,
amely egy ¢ multiplicitdsi A sajatértékhez tartozik, azaz frjuk fel az e expo-

nencidlis matrizfiigguény rogzitett \ sajatértékéhez tartozé blokkjanak g-adrendi
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normdlalakjdt, melyet e*Mt-val jeloliink:

At _ t £ Tt _
(5) e =e E—|—1'C1—|—2'Cg+...+ Cyo1 | =

(g —1)!
Lo 0 0 (1) H 0 8
Lo 0 "
: 1o o o 1
00 11, 00 0 0
= q
0 0 1
tla=1 [0 0 0
+ o =
(g —1)! :
0 0 0
q
r t o t2 tla—1) 7
1 = =
o2 (g —1)!
(¢—2)
0 1 L t
1! (g —2)!
— M
t
0 0 ... 1 I
0 0 ... 0 1]
q
tA

Tehat, ha ismert az e exponencialis matrixfiiggvény A méatrixanak Jordan-féle
normalalakja, akkor kdzvetleniil felirhaté az e!® exponencislis métrixfiiggvény nor-
mélalakja is, ha a blokkokat (5) szerint képezziik.

Példa. Az
-5 -6 10 -7
5 4 -9 6
A= 3 2 -6 4
3 3 =7 5

matrix karakterisztikus- és minimélpolinomja:
k) =m\) = A= 1)(A+ 1)

Figyelembe véve a karakterisztikus és minimalpolinom egyenléségét és az 1. fe-

-1 1 0
jezet 3. esete szerint, betartvaa By =[1],Bo=| 0 —1 1| blokkok niveke-
0 0 -1
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—Q
dési sorrendjét:
1 0O 0 O
0 -1 1 0
J= 0 0 -1 1
0O 0 0 -1
Az et exponencidlis matrixfiiggvény normalalakja (5) szerint képezve:
1 0 00 10 0 0
At |0 0 0 . t t? 40000
=l 0 0 of TE BTGt G =iy oo of T
0 0 0 O 0 0 0 O
M 0 0 0 00 0 0
0 0 0O 2
- t
+6,,f0100+001v0+00057
0010 t B
00 0 1 0 0 O T 00 0 O
0o 0 0 0] 00 0 O
et 0 0 0 ]
t t?
—t —t —t
B 0 e ﬁe ge
t
—t —t
0 0 e e
0 0 0 et i
Az (5) egyenldség utolsé (jobb oldali) tagja alapjan — az A maétrix Jordan-féle
normalalakjénak ismeretében — kizvetleniil is felirhatjuk az e** exponencidlis mét-
rixfliggvény normalalakjat.
Példaul, ha egy A € R5*5 métrix Jordan-féle normélalakja:
2 0 0 0O
0 4 100
J=10 0 4 0 Of,
0 00 70
0 00 07
akkor
B, = 2t B, = €4t te4t B, = Tt B, = Tt
1_[6 ]7 2 — 0 edt | 1_[6 ], 1_[6 ]a
és igy az e exponencidlis métrixfiiggvény normalalakja:
et 0 0 0 O
0 e* te** 0 0
At=10 0 e* 0 0
0 O 0 e 0
0 O 0 0 e
27
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4. Az allandé egyiitthatéju differencidlegyenlet-rendszerek megoldasa

Az éllandé egyiitthatdju homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer matrix
alakja:

) B _ A -x),

ahol az A € R™*" allandé egyiitthatokbdl alkotott n x n-es matrix,

x(t) = [w1(t), w2(t), ..., zn(t)]

pedig az ismeretlen fiiggvényvektor.

T

A megoldést x(t) = eAtv(t) alakban keressiik. Behelyettesitve az (1) egyen-

letbe: dx(t) dvi(t)

X v

- A At At - A At
o ev(t)+e o etv(t),
amelybol
dv(t)

2 AT — 0
) Al —o,
és mivel

det At = £t Tr A #0

(ahol Tr A az A métrix nyoma, azaz a diagonalis elemeinek 6sszege), ezért az eA?

métrix reguldris [D3], [K4].
A (2) egyenletbdl
dv(t)
Cdt
és ebbdl megoldasként a v = ¢, n x n tipusi oszlopvektort kapjuk, melynek elemei
tetszoleges allanddk.

=0,

Az (1) allandoé egyiitthat6ja differencidlegyenlet-rendszer dltaldnos megolddsa:
(3) x(t) = eAle.
Ha a kezdeti feltétel: x(0) = x¢, akkor
(4) xo = ¢, melyb8l ¢ = e Atoxy,
és igy a kezdeti feltételt kielégité megoldds:
(5) x = At e A, = eA(t_f’O)xo,

A

ahol az eAt exponencidlis mdtrizfiigguény.

Ljapunov szerint az (1) allandé egyiitthatéji homogén differencidlegyenlet-
rendszer bdrmely kezdeti feltételt kielégité megolddsa stabilis, ha az A métrix sa-
jatértékeinek valds része nempozitiv, azaz

(6) Red; <0, (i=1,2,...,n),
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és a zérus valds részii sajatértékekhez 1 x 1-es Jordan-blokkok tartoznak, tovabba
aszimptotikusan stabilis, ha mindegyik sajatértékének valos része negativ, azaz

(7) ReX; <0, (i=1,2,...,n),
és instabilis, ha a sajatértékek valamelyikének valds része pozitiv, vagy valamelyik

Re A = 0 sajdtértékhez 1 x 1-nél nagyobb méretii Jordan-blokk tartozik [K4].

Az els6 esetben az (1) minden x(t) megoldédsa korldtos a to <t < oo interval-
lumon, a (7) feltétel teljesiilése esetén pedig mindegyik megolddsa hatdrértékben
a 0-hoz tart, azaz

lim x(¢) = 0.

t——+o0

A kezdeti feltételt kielégitd megolddsvektort az (5) szerint
(8) x(t) = T diag (eBl()‘l)(t_tO), eB2(2)(t=t0) eBS(’\S)(t_tU)>T_1x(tO) =

= TDT 'x(t)

alakban kapjuk, ahol T az A egyiitthatématrix Jordan-féle normalalakjat el6allito
transzformacié matrixa:
J=T7'AT,
a D blokkdiagonalis matrix, melynek blokkjai az A matrix sajatértékeihez tartozd
exponencialis matrixfiiggvények normalalakjai, a
- T
T 'x(tg) = co = [c1,¢2, ..., ¢l

vektor koordinatai a kezdeti feltételt kielégité partikularis megoldas egyiitthatoi.
A transzformécié T matrixat az 1. és 2. pontokban leirtak alapjan célszerii el6alli-
tani.

Az dltaldnos megolddsvektort

9) x(t) = T diag (eBl(’\l)(t), eB202)(0) eB*“’()‘S)(t))c = TDc

alakban &llithatjuk el8, ahol a ¢ = [C1, Co, . . ., Cn]T vektor koordindtai az altaldnos
megoldas egyiitthatoi.

Két esettel foglalkozunk. Az egyiitthatématrix minimélegyenletének gyokei
1. egyszeresek,
2. t6bbszorosek.

Az eljaras alkalmazhaté m-ismeretlenes n egyenletbél &ll6, kozonséges elsé-
rendd, allandé egyiitthat6ju, linearis differencidlegyenlet-rendszerre is, de a mdéd-
szert harom, illetve négy ismeretlen fiiggvényt tartalmazéd

(1) d%gf) = Ax(t), =x(t9) =x¢

29



“13-1-beliv? — 2014/5/20 — 11:56 — page 30 — #30

homogén rendszer, illetve

(2%) d%f) — Ax(t) +£(t) x(to) = xo

inhomogén rendszer megolddsaval szemléltetjiik.

4.1. Megoldas modalmatrixszal. A 4. pontban leirtak alapjin fennallnak
a kovetkezo tételek:

1. tétel. Ha A € R™*" az (1**) homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer

egylitthatomatrixa, A1, A, ..., A\n az A matrix sajatértékei, amelyek mind kiilon-
bozbk
_ T _ T _ T
Vl - [U117v217 A 7vn1] ’ V2 - [U127U22) A 7Un2] P Vn - ['1}17“1}27“ A >Unn]

a linedrisan fiiggetlen sajatvektorai, Q pedig a sajatvektorokbdl alkotott modal-
matrix, azaz

V11 V12 ... Vln
V21 V22 ... Uzpn )
(1) Q= . . |, (detQ #0), valamint
Uni Un?2 e Unn
D, = diag (e)‘lt, LI e’\"t)

az alaprendszernek a sajatvektorok modalmatrixba irt sorrendje szerint rendezett
diagondlmdtrixa, akkor az (1**) 4ltalanos megoldés fiiggvényvektora:
(2) x(t)=Q-Dg-c,
az
T
x(0) = xo = [x1, T2, ..., Zy)

kezdeti feltételt kielégité partikularis megoldas fiiggvényvektora pedig

(3) x(t)=Q-Da- Q" - xo,
ahol a c = [C1,Cq,.. ., CH}T oszlopovektor elemei tetszbleges allandok, és
(4) Q71 - Xp = Cop

a kezdeti feltételt kielégité megoldds egyiitthatoinak oszlopvektora.

1. példa. Szamitsuk ki az

-3 1 -1
A= 1 -5 1
-1 1 -3

egyiitthatomatrixszal adott homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer
x(0) = xo = [1,2,0]"
kezdeti feltételt kielégité megoldéasat!
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A karakterisztikus- és minimélpolinom:
E(A) =m(A) = (A +2)(A+3)(A+6),
a sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:
v(=2) =[-1,0,1]", v(=3)=1[1,1,11", v(=6)=11,-2,1]".

A sajatértékek negativak, a megoldasok stabilisak.
A Jordan-féle normalalak: J = diag(—2, —3, —6), az alaprendszer diagondlmat-
rixa:

D, =diag (e %, e ™, e ) =] 0 3 0

A modalmatrix:

-1 1 1
Q=] 0 1 -2f,
11 1

(a —2, —3, —6 sajatértékekhez tartozé sajatvektorok a Q métrix 1., 2., 3. oszlopat
alkotjék); a modalmatrix inverze:

1 1
3 03
IR I R B
Q_333
1 -1 1

6 3 6

Az A matrixszal adott differencidlegyenlet-rendszer &altaldnos megoldéasa, ha
T
C = [01, CQ, Cg] :
—0167% + 0267315 + 0367&
x=QD,c= Coe™3t — 203e7 5
016—215 + 026—315 + C3e_ﬁt

A kezdeti feltételt kielégité megoldashoz kiszamitjuk a cq oszlopvektort a (4)
formula alkalmazasaval:

1
2
—1 , 1 1
co=Q 'x= 1|, tehat C’lz—57 Cy=1, 03:_5’
1
2

és igy mar felirhaté a homogén differencidlegyenlet-rendszer kezdeti feltételt kielé-
gité megoldasa:

1 1

B R

26 +e 26
x(t,xg) = e 3t + 70

1 1
T2t -3t _ — _—6t
26 +e 26
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A kezdeti feltételt kielégité megoldast kozvetleniil az (1) formuldval is kiszamithat-
juk:
le—Qt 4e—3t le—m
z1(t) 2 2
x(t, %) = |22(t)| = QDQ ™ 'xo = e ¥ e 0

z3(t
3(t) _}e—zt +e 3t _ le—ﬁt

2. tétel. Ha az (1**) dllandé egyiitthatdjii homogén linedris differencidlegyenlet-
rendszerhez tartozé egyiitthatomatrix karakterisztikus egyenletének t6bbszords
gyokel is vannak, de minimdlegyenletének gydkei egyszeresek, akkor az (1**) diffe-
rencialegyenlet-rendszer megoldasa az 1. tétel szerint el6allithato.

Ui. az n-edrendii A egyiitthaté matrixnak ebben az esetben is van n linearisan
fiiggetlen sajatvektora.

2. példa. Szamitsuk ki az

-3 3 -2
A= 1 -5 2
1 -3 0

maétrixszal adott homogén linearis differencidlegyenlet-rendszer
x(0) = x = [1,0,1]"
kezdeti feltételt kielégité megolddsat!
A karakterisztikus- és minimélpolinom:
EA) = A+ DA +2)7 m) =A+DA+2).
A sajatértékekhez tartozé sajatvektorok:
vi(=2) = [3,1,0]", vo(—4)=[-1,1,1]", wvs(—2)=[-2,0,1]".

A Jordan-féle normalalak (diagondlis): J = diag(—2, —4, —2), és az alaprend-

szer diagondlmétrixa: Dy = diag (e 72, e, e~ %).
A modéalmatrix:
3 -1 -2
Q=1[1 1 o,
0 1 1
a modalmatrix inverze: ) )
- -
2 2
1 1 3
=|-- =
Q 2 2
1 3
S-S 9
2 2
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A differencialegyenlet-rendszer dltaldnos megoldasa:

(301 — 203)6_2t — 026_4t
x(t) = QDyc = Cre™2 4 Che™
0367% + 0267415

A differencidlegyenlet-rendszer kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

3
O o4t _ 16—215
(1 ’
. -1 3 —4t 3 —2t
x(t,xg) = |z2(t) | = QD Q™ "x¢ = —5¢ + 3¢
w3(t) 3

5
_56—475 + 56—27:

3. tétel. A (2**) inhomogén linedris differencidlegyenlet-rendszer x(to) = x¢ kezdeti
feltételt kielégité megoldasa, ha a minimalegyenlet gyokei egyszeresek, az

t
(5) x(t,xo):Q-Dd-Q_1~x0+/ Q-D, Q! f(u)du
u=t0

formuldval, dltalanos megoldasa pedig a homogén rendszer altalanos megoldasa és
az inhomogén rendszer egy partikularis megoldasa Osszegeként az

t
(6) x(t):Q-Dd-c+/ Q-D,-Q ' f(u)du
u:to

formulaval el6allithaté, ahol a c elemei tetszbleges allandok, az integralban Iévé
D, diagonalmatrix pedig
(7) D, = diag (e)‘l(t_“), ehelt=w) e’\"(t_“))

alaku.

3. példa. Szdmitsuk ki az
i(t)

y(t)

£(t)

22(t) + 2y(t) + 2(t) + ¢
x(t) + 2y(t) + 2z(t) + 1
x(t) + 3y(t) + z(¢)

inhomogén differencidlegyenlet-rendszer x(0) = x¢ = [1, 2, l]T kezdeti feltételt ki-

elégité megoldasat!

Az egyiitthatématrix:

>

Il
— = N
W DN N

33



“13-1-beliv? — 2014/5/20 — 11:56 — page 34 — #34

és a zavardtag: £(¢) = [t,1,0]".

A karakterisztikus- és minimélpolinom:
EA)=m(A) =A=5)A=1)(A+1).
A sajatértékekhez tartozo sajatvektorok:

v(-1)=[1,-57", v(1)=[-3,1,1", v()=[,1,1".

A Jordan-féle normélalak: J = diag(—1,1,5).
Az alaprendszer métrixa a homogén megolddshoz: Dy = diag (e, e’ ).

Az alaprendszer métrixa az inhomogén megoldédshoz:
D, = diag (67t+“, ety 65('57“)),

valamint a zavarétag: f(u) = [u, 1,0].

A mod4almatrix:

1 -3 1
Q= 1|-5 1 1,

7 1 1

a modalmatrix inverze:

1 1
0 "1 1
-1 1 1 1
Q 4 8 8
1 11 7
4 24 24

A homogén differencidlegyenlet-rendszer kezdeti feltételt kielégité megoldasa:

35 1
_ Tt 2.5t .~ -t
" g€ "¢ T 12°
1 35 5

1
xn(t,x0) = |22(t)| =QDuQ 'xo= | Zet+ e+ et
8 24 12
g33@) h

let + §e5t _ le—t
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—Q
Az inhomogén rendszer kezdeti feltételt kielégité megoldasat integralds és Ossze-
vonas utan kapjuk:
t
Xi(t7X0) = Xh(ta XO) + / QDuQilf(u) du = xh(t7 XO) +
u=0
[ (3 t—u 1 5(t—u) 1 —t+u 3 t—u 1 5(t—u) |
(46 1 TN 8¢ Tagf
t
L L st—u) 5 it L, H si—w)
- u - u e u - u i u du =
Jr/u:() (46 +4e u+126 +86 +246 U
1 1 7 1 11
_ T t—u — ,5(t—u) _ b —t+tu - t—u Z . 5(t—uw)
( 1ty )“ ¢ tye Tt
3, .3, 1 _,
8¢ Tu" T 1f
35
— | 2t 22 5t —t
€T Tt | T
1 35
ot 29 s L
s° Tt T 1t
1
—60—0( — 225" — 615" — 50 + 480te’ + 336¢’) e
1
+ @( — 75¢*" + 61e5" — 250 + 120te’ + 264e’)e™! | =
1
@( — 75e%" + 61€5" + 350 4 120te’ — 336¢")e "
39 ., 4 14
- — 7t -
25° 5 2
25 5 25
39 o, 1 14
- 24— 2
25° "5 2%
4. példa. Allitsuk el6 az
dx .
i 3x(t) — 3y(t) + 2z(¢) + sin 2t,
0
d
W _a(t) + 5y(t) — 22(t) + t, x(0) = |0
dt 0
dz
o =m0+ 3y() + e
inhomogén differencidlegyenlet-rendszer x(0) kezdeti feltételvektort kielégité meg-
oldésat.
35
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Megoldas. Az egyiitthatomatrix és determinédnsa:

3 -3 2
A=|-1 5 —2|, detA=16.
-1 3 0

A homogén rendszer kezdeti feltételt kielégité megoldédsa a 0 vektor, igy csak
az inhomogén rendszer kezdeti feltételt kielégité megoldasat kell eloallitani.

Az A métrix karakterisztikus egyenletének kettds gydke van: (A —4)(A — 2)% =
0, de a minimélegyenletének gyokei egyszeresek: (A —4)(A —2) = 0.

A Jordan-féle normalalak: J = diag(2,4, 2).

Ekkor van hiarom linedrisan fiiggetlen sajatvektor, melyekkel a modalmatrix
és inverze:

3 -1 -2 L[ 12
Q=1|1 1 0], Q_1:§~ -1 3 -2
0o 1 1 1 -3 4

A megolddsvektor:

t
x(t,xq) = /70Q-Du Q7Y f(u)du =

3 . 9 . 37 17
L0t T Gn28) — 2t — Locos?t — et — ——
160¢ — 20°m(%) — gt = 55008 “ T 160
B, 1 13 o 1, 17
= | =Lt 2 Gn(2t) — =t — > cos?t 4 tet + —e2t 4 —— | |
T60¢ 193 — gt — ggeosttHtet 4 5et 4 1
3o, 1 33 1 57
——et — —sin(2t) + -t — — t+ 2te? + ~e?t 4 ——
T60¢ 10 o)+ gt - ggeosTt 2eT 4 qe 4 1 p
ahol
sin 2u
D, = diag (62(t_“), et 62(t_“)), és f(u) = u
62u

4.2. Megoldas a transzformacié matrixaval

Tétel. Ha az A egyiitthatomatrix minimalegyenletének tobbszoros gyokei is van-
nak, akkor a 4.1 pont (2)—(6) formuldiban a Q moddlmdtrix szerepét a Jordan-
alakot elGallito transzformdcio T madtrixa, a Dy, illetve D, szerepét pedig az ex-
ponencialis matrixfiiggvény normalalakja szerint képzett D, illetve Dy, kvazidia-
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gonalis matrix veszi at:

(2%) x(t)=T-D.-c,
(3%) x(t,x0) =T -D,-T ! xq,
(4*) T71 + Xp = Co,
¢
(5%) x(t,xg) =T -D,-T* ~x0+/ T D, - T f(u)du,
u:to
t

(6%) x(t):T~De-c+/ T D, T f(u)du.

u:to

1. példa. Szamitsuk ki az

-1 15 -1 16

0 10 -1 11

A= 1 =37 2 =39
1 —18 2 -19

egyiitthatémdtrixszal adott homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer x(0) =
xo = [1,0,1,1]" kezdeti feltételt kielégité megoldasat!

A karakterisztikus- és minimélpolinom: k() = m(A) = (A +3)(A+1)(A + 2)°.
Mivel az A matrix Osszes sajatértéke negativ, ezért a megolddsok aszimptoti-
kusan stabilisak.

A sajatértékekhez tartozé sajatvektorok:
vi(=1) = [4,=5,—11,4]", vy(=3)=[4,1,—-9,-2]", vs(—2) =[-5,0,11,1]".

A sajatvektorok szdama eggyel kevesebb, mint a matrix rendszdma. A harom sajat-
vektort felhasznaljuk a transzformdcié T matrixdnak kiszamitasara. A sajatvekto-
rok helyes sorrendjét a J alapjan dontjiik el.

A Jordan-féle kvazidiagondlis normélalak:

-1 0O 0 O

0o -3 0 O

J= 0 0 -2 1
0o 0 0 2

Feltessziik, hogy T eldallithaté

4 4 -5 x
-5 1 0 2
—11 -9 11 x3
4 -2 1 Ty

Ty =
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alakban.

A vy = 21,22, 3, 24)" negyedik oszlopvektor koordinatéit az

0 0 0 x1+15z9 —23+ 1624 +5
B {0 0 0 1220 — 3 + 11x4 B
AT =Tud =10 0 0 2y — 372y + das — 39w, — 11| ~ °
0 0 0 z—18xzy+2w3—17x4—1
egyenletbdl, a 4. oszlopvektor = 0, illetve rendezve az
1 15 -1 16 T -5
0 12 -1 1) x| _ | O
1 =37 4 -39 z3| |11
1 =18 2 -17 T4 1
egyenletrendszer egyparaméteres megoldasa adja:
Vy = [Z’l,!EQ, (E37x4]T = [_11 —5p,2,24 + 11p>p]T
Legyen p = 1, akkor
4 4 -5 -16
-5 1 0 2
T= -1 -9 11 35(°
4 -2 1 1
és det T = —2 # 0, ezért az oszlopvektorok linearisan fiiggetlenek, T-nek van in-
verze:
1 1 1
-1 - _Z -
2 2 2
. 29 7 27 o .
T '=| 5 —% 5 5 (Ellen6rzés: T~ AT = J.)
2 2 2
19 —-40 12 -36
) 9 -3 8

Az eA? exponencidlis matrixfiiggvény normaélalakja:

A kezdeti feltételt kielégité megoldas:

—4e~t — 20e73t + 252
5e~t — 5e 3t

11et + 45¢73t — 552

—4e™t +10e73t — 5e—2t

x(t,%x0) = TD . T 'xq =
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2. példa. Egervdry [D4] 1. példaja, 1. 2. fejezet. Ha az adott A métrixot egy dllandd
egyiitthat6ju, elsorendii, homogén, linedris differencidlegyenlet-rendszer egyiittha-
témétrixanak tekintjiik, akkor annak x(0) = xo = [1,0, 1, 1]T kezdeti feltételt kielé-
gité megoldasét a

et tet 0 O

0 et 0 0

D. = 0 0 e tet
0 0 0 et

alaprendszermétrix (az eA? exponencialis matrixfiiggvény normalalakja), valamint

a 2. fejezetben ugyanezen példara kiszéamitott T és T~! felhasznaldsival, az

et 4+ 2tet
2e~t — 2¢et

et 4 2te~t
2e7t — et

x(t,x0) = TD, T 'x, =

alakban kapjuk.

A differencidlegyenlet-rendszer &ltaldnos megolddsit c = [01702,03,04]T
konstansvektor felhasznédlasaval

Cie t+ Oy (te’t + e*t) + 2C4et

Coe P+ Cy (Ztet + Qet) + 2C5¢t

Cre t+ Oy (te‘t + e_f‘) + Cyet
Coe™! + Cy(te' + €') + Cse

X(t) = TDdC =

rendezett alakban allithatjuk eld.

3. példa. Egervdry [D4] 2. példija, 1. 2. fejezet. Ha az adott A matrixot egy allandé
egyiitthatoju, elsérendi, homogén, linedaris differencidlegyenlet-rendszer egyiittha-
témétrixanak tekintjiik, akkor annak x(0) = xo = [1,0, 1, 1]T kezdeti feltételt kielé-
git6 megoldédsat

e0t el 20t 0 1 ¢t 0
D |0 et et 0| |01 t 0
e 10 0 et 0| |0 01 0
0 0 0 el 00 0 1

alaprendszermatrix, valamint a 2. fejezetben ugyanezen példdra kiszamitott T és
T~ felhasznéldsival,

142t
—4t + 212
8t+1
16t — 2t2 + 1

x(t,x0) = TD T 'xq =

alakban kapjuk.
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A differencidlegyenlet-rendszer &altalanos megoldasiat ¢ = [01702,03,04]T
konstansvektor felhasznéldsaval

1
—Cy + Cg(*]. — t) + 504

7
x(t) = TDgc = |—C1+ Co(—t —=7) + Cs(—t> =Tt +4) + 504
—4C5 + 03(6 - 4t> + Cy
Ci+Co(t+1)+Cs(t2 +t+1)

rendezett alakban kapjuk.

4.3. Megoldas nem szabdlyosan felirt Jordan-alak alkalmazasdval. Az &l-
lando egyiitthatdju, linedris differencidlegyenlet-rendszer megoldasa azonosan el6al-
lithat6 akkor is, ha az egyiitthatématrixhoz tartozé Jordan-féle normélalak blokk-
jait az 1. fejezetben leirt szabalyoktdl eltérden, tetszéleges sorrendben vessziik fel
és a transzforméciomatrix oszlopvektorait a blokkok sorrendje szerint rendezziik.

Passzitds szabalya. Az &alland6 egyiitthatéju, linearis differencidlegyenlet-
rendszer megoldasa akkor sem valtozik, ha a Jordan-féle J normalalak blokkjai-
nak tetszoleges sorrendjéhez passzitjuk a transzformacié T matrixdban az oszlop-
vektorok, illetve a sajdtvektorok és az ismeretlen oszlopvektor(ok) sorrendjét, vala-
mint egyszeres sajatértékek esetén az alaprendszer D, diagondlmatrixaban, illetve
t0bbszoros gyokok esetén az exponencialis matrixfiiggvény D, normél matrixaban
fellépo blokkok sorrendjét.

A passzitas szabalyanak alkalmazdsa tehat azt jelenti, hogy a differencial-
egyenlet-rendszer megoldasahoz felirt Jordan-blokkok sorrendjének vizsgélatira
nincs sziitkség. Egy adott differencidlegyenlet-rendszernek a passzitdsi szabdly be-
tartasaval képzett modalmaétrixos megoldasa mindig ugyanabban az alakban &ll
eld.

Példa. Szamitsuk ki az

2 2 -1
A=1-2 4 1
-3 8 2

egyiitthatokkal adott differencidlegyenlet-rendszer xo = [1, 0, 1] kezdeti feltételt ki-
elégit6 megoldasat szabdlyos és nem szabélyos J felhasznaldsaval.

Megoldas. 1. Az A sajatértékei és sajatvektorai: A = Ao =1 (kettés gyok),
A3 =6;vi=vo=[51,7",vs=10,1,2]".

A szabdlyos alakban felirt Jordan-alak:

J =

O O
o = O
— = O
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és a hozza passzitott D, és T:

et 0 0 0 5 x1
D.=|0 e tef|, é T=|[1 1 =z
0 0 Gt 27 I3

Az AT — TJ = 0 megoldésa: [—6 + 5p,p, —11 + 7p]T, melybdl p = 0 vélasztas-
sal: x = [—6,0,—11]".

A transzformdcié matrixa:

05 —6

T=|1 1 0|,

2 7 —11

és inverze:

11 13 6
25 25 25
o | U126
25 25 25
1 2 1
5 5 5

et te! 0 5 21 0
D,,=1{0 e 0], é T,=|1 2o 1
0 0 e 7 xz3 2

0 T, + 229 —x3 = =5 0
AT, -T,J, =10 —2z1+4+3x2+x23=—-1 0 =0
0 —-3z14+8xy+2z3=-7 0
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egyenletrendszer megolddsa: [—6 + p,p, —11 + 7p]T, melybdl p = 0 valasztassal:

5 —6 0
T,= |1 0 1y,
7T —11 2
és inverze:
11 12 6
25 25 25
o | L2 1
Y 5 5 5
11 11 6
25 25 25
A differencidlegyenlet-rendszer
ot
1 Lo et
x(t,x0) = Ty D, T, %0 = —(e" —e%)

5
% (7et — 2e6t)

megoldasa azonos az elézé megolddassal.

Megjegyzés. A modalmatrixos médszernél nem kell a minimalpolinom deri-
valtjait képezni, nem kell alappolinomokat és métrixpolinomokat eléallitani, nem
kell a megoldasban az egyiitthaték kozotti kapcesolat vizsgalatat az egyszeriisitéshez
elvégezni. A modalméatrix alkalmazdsaval végzett szamitds a megolddst rendezett
alakban adja, s6t az egyiitthatématrix minimélpolinomjanak kiszamitasa is elhagy-
haté, ha a linedrisan fiiggetlen sajatvektorok szama megegyezik a métrix rendjével.
(Ekkor a J is és az alaprendszermatrix is diagonalmétrix).

A val6s szimmetrikus és a hermitikus métrixok sajatértékei valésak, tovabba
a kiilonbozo sajatértékekhez tartozd sajatvektorok ortogonalisak.

5. Egy kisérletez6 mddszer

5.1. Ko6zelit6 megoldas, ha a gyoktényezdk nem linearisak

1. definicié. Azt a madtrixot, amelyet egy A maétrixbél barmely elemének
e=k-107™ (1 <k <9, 1<m <9) nagysdgi megvaltoztatdsdval kapunk mankd-
mdatriznak nevezzik.

2. definicié. Azt az egységmatrixot kozelité matrixot, amelyben a f64tl6 1-hez ko-

zeli elemein kiviil 0-hoz kozeli elemek is vannak, szemetes egységmdtriznak mond-
juk.
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Olyan specialis kozelité megoldds mddszerének alkalmazdsiat mutatjuk be,
amely jol hasznalhaté, ha az A egyiitthatomatrix minimadlegyenletének az egy-
szeres gyokokon kiviil van egy kétszeres gyoke is. Ebben az esetben az A métrix-
hoz hozzdrendeliink egy A-val azonos rend{i olyan mankématrixot (kisérletezéssel),
melynek a sajatértékei mind kiilonb6zok, és szamuk a mankémaétrix rendszamaval
megegyezd. Ekkor a mankématrixnak rendjével megegyez6 szamu linedrisan fiig-
getlen sajatvektora van. fgy a mankoématrix modalmatrixanak felhasznalasaval,
a differencidlegyenlet-rendszer kozelité megolddsa megkaphaté. A kozelité megol-
dés hibajanak becslésével a 5.2 pontban foglalkozunk. Ennek a médszernek az alkal-
mazdasat a mérési eredménnyel kapott egyiitthatok kerekitési hibainak feltételezése
teszi elfogadhatéva.

Példa. Az eljarast a

B o ()~ 29(0) ~ 3:(0) 1
% = 2x(t) + 3y(t) + 4z(t) ; x(0)=x0=10

1
o = —alt) ~y(t) ~ (0

homogén linedris differencidlegyenlet-rendszer adott kezdeti feltételt kielégité meg-
oldasaval szemléltetjiik.

A rendszer méatrixa:

-1 -2 -3
A=| 2 3 4|, detA=0,
1 -1 -1

karakterisztikus- és minimélegyenlete azonos: k(\) = m(\) = A2(A — 1) = 0, azaz
a A1 = 1 egyszeres, a Ay = 0 pedig kétszeres gyok. fgy az A matrixnak csak két
linearisan fiiggetlen sajatvektora van:
]T

vi=[-1,1,0]" ¢ vy =[1,-21]",

tehat modalmatrix nem hozhatdé létre.

Kisérletezéssel az A méatrix egy vagy t6bb elemét zérushoz kozeli értékkel meg-
valtoztatva elérhetd, hogy a karakterisztikus egyenletnek, és igy a minimélegyen-
letnek is egyszeres gyokei legyenek. Az igy elallitott matrixhoz a rendjével azonos
szamu linedrisan fiiggetlen sajatvektort kaphatunk.

Példaul az A matrix helyett tekintsiik az
—1,00000009 -2 -3
A~ 2 3 4|, detA;~-9-10"8
-1 -1 -1
mankdmdtrizot (kozelité matrixot). A szdmitasok elvégzése utdn, a karakterisztikus

egyenletnek és a minimalegyenletnek gyoktényezds alakjat elGallitva latjuk, hogy
csak egyszeres gyokoket tartalmaznak.
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Az A métrix
A1 ~ —0,000300045 ~ 0, Ay ~ 0,0002999550 ~ 0, A3 ~ 1,000000000

sajatértékeihez tartozé sajatvektorok:

—0,4473209331 1862,944400 —2,000000000
vi=| 0,8043735141|, v, = |—3727,006735|, w3 = | 2,000000361
—0,4471867570 1863,503367 ~1,80- 107

Az Ajmankématrix Q modalmétrixanak oszlopait rendre a A, A2, A3 sajatérté-
kekhez tartozé (linedrisan fiiggetlen) sajatvektorok koordindtdi alkotjdk:

—0,4473209331  1862,944400 —2,000000000
Q= 0,8943735141  —3727,006735  2,000000361 | ,
—0,4471867570  1863,503367  —1,80- 1077

det Q = 1,000001 # 0.

Az alaprendszer diagondlmdtrixa:

. _ 5
Dd ~ dlag (6 0,0003000451‘/’ 60,0002999500t’ 61’000000000t).

A mankémdatriz Q moddlmadtrizdnak 10 jegyre kerekitett kozelitd inverzmdtrizat

jelolje: Q~1, azaz
_ —3727,003009  —3727,002672  —3728,120269

Q '~ Q!'=|-0,8943726200 —0,8943725391 —0,8941041062
0 —0,4999998000  0,9999990000

A kezdeti feltételt kielégité kozelité partikularis megoldds fiiggvényvektora:
x(t,xg) = |y(t)| ~Q-Dy-Q ' -x¢~
)

—3334,832701e Mt — 3331,832702¢*2t — 1,999998000¢7s
~ | —6667,664804e Mt + 6665,664804e 2t 4+ 1,999998361est
3333,832402¢M — 3332,832401e*2t — 1,799998200¢* 3¢

ahol A1, A2, A3 helyébe a kiszamitott sajatértékeket kell helyettesiteni.

Szamitsuk ki a mankémétrix modélmétrixdnak és az inverzét kozelitd Q_l
matrixnak a szorzatat 9 tizedes jegyre pontosan, és vizsgaljuk meg az egységmat-
rixtdl vald eltérését. A f6atlon kiviili elemekbdl a megoldas pontossdgara nyerhetiink
informacidt. A szorzatként el6allé

- 1,000000000 4,000 - 107 0,000001000
Q- Q! ~ |0,000000000 0,9999997805 —0,000001639
0,000000000 —8,999996400 - 10~%  1,000000820
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szemetes eqységmdtrizban a f6atlén kiviili elemek koziil abszolat értékben a legna-
gyobb a —0,000001639 elem, melynek normélalakja: —1,639 - 1076. A normaélalak-
bol — miként azt a kdvetkezd pontban bemutatjuk — arra kovetkeztethetiink, hogy
a megoldds legaldbb 6 értékes jegyre j6 kozelitést ad (figyelem! a pontossidg nem
1-107°) (1. az 5.2 fejezetet).

A pontos megoldast allitsuk elé a transzformécié T matrixaval.

Az A-hoz rendelt Jordan-métrix blokkjai: [1], {0 1

0 0} A Jordan-métrix

J =

OO =
o O O
O = O

alakjara tekintettel a T matrix els6 oszlopdba a vi-et, a masodik oszlopaba a vo-t,
a harmadikba pedig az ismeretlen vektor v = [z1,Z2, xg]T koordinétait irjuk.

1 0 0 -1 1 X1
J=10 0 1|, T=]| 1 -2 a9,
0 0 0 0 1 z3
0 0 —T1 — T2 — T3 — 1
AT —-TJ= |0 0 2x;+3x9+423+2| =0,
0 0 —T1 — X2 — X3 — 1
a harmadik oszlop = 0 egyenletrendszer:
-1 -1 -1 1 1
2 3 4|z =1]-2],
-1 -1 -1 T3 1
melynek egyparaméteres megoldasa:
. —1+p
vy = [z1,22,23]" = | —2p |,
p
és p = 1 valasztéassal a transzforméacié matrixa:
-1 1 0 0 1 2
T=| 1 -2 —2|, ésinverzes T '=| 1 1 2
0 1 1 — -1 -1
Az alaprendszer métrixa:
et 0 0 et 00
D.=(0 €% teO*| =10 1 ¢t|,
0 0 et 0 0 1
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a kezdeti feltételt kielégité pontos megoldés:

3 — 2t — 2¢t
x(t,%x0) = TD T 'xg = | -2+ 2¢* + 4t
1 -2t

A MAPLE 9.5 utasitasaival képzett megoldas:
s:={diff (x(t),t)=-x(t)-2%y(t)-3*z(t) ,diff (y(t),t)=2xx(t)+3*y(t)+
4xz(t) ,diff(z(t),t)=x(t)-y(t)-z(t)}:
Ic:={x(0)=1,y(0)=0,z(0)=1}:
megoldas:=combine(dsolve(s union Ic,{x(t),y(t),z(t)}),trig);
megoldds = {x(t) =3—2t—2¢!, y(t) = —2+2e" +4t, 2(t)=1— Qt}.

A transzformdacié T maédtrixaval képzett megoldds és a MAPLE 9.5 utasita-
saival képzett megoldds azonosan egyenlok egyméssal, a mankématrixszal képzett
megoldasa pedig 6 értékes jegyre pontos kozelitést allit eld.

Példaul a t =1 és t = 2 érték behelyettesitésével a pontos (x) és a kozelitd
(xx) megoldés koordindtéi 6 értékes jegyre kerekitve megegyeznek:

(1) ~ —4,436563656, 25(1) ~ —4,436559219,
y(1) ~ 7,436563656, ye(1) & 7,43655720,
2(1) & z1(1) = —0,9999994893,
x(2) ~ —15,77811220, 25(2) ~ —15,77809642,
y(2) ~ 20,77811220, yr(2) = 20,77809809,
2(2) & 21(2) ~ —2,999998330.

Megjegyzés. 1. Az, hogy a pontossag a jegyek szamara vonatkozik, a ¢t = 5 he-
lyettesitéssel kapott eredménnyel jobban szemléltethetd:

x(5,%¢) ~ [—303,8263182, 314,8263182, 79]T,
xx(5,X0) =~ [—303,8260174, 314,8260680, 79,000022714]T.
A koordinaték kiilonbsége:
xx(5,%0) — x(5,%p) = [0,0003008, —0,0002502, —0,000022714]T.
Az els§ koordindtak kiilonbsége a legnagyobb: ka (5,%0) — x(5,%0)|| & 0,0003008;
a 0-tol eltérd jegy a 4. tizedes jegyben jelentkezik, de a koordindtak a 4. tizedes
jegyre kerekitve
x(5,%¢) ~ [—303,8263, 314,8263, —9]T,
xx(5,%x0) & [—303,8260, 314,8261, —9,0000]T

a 6. jeggyel bezardlag pontos értéket adnak.
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2. A ,mankématriz-mddszer” allandé egytitthatoju inhomogén linearis differencial-
egyenlet-rendszer megolddséra is alkalmazhato.

5.2. A kozelit6 megoldas hibabecslése. Az allandé egyiitthatéju linedris
differencidlegyenlet-rendszer egyiitthatomatrixat jeloljiitk A-val. Ha az A minim4dl-
egyenletének az els6foku gyokein kiviil van egy méasodfoku gyoke is, akkor a differen-
cidlegyenlet-rendszer kozelité megoldasdhoz az A matrix helyett olyan mankomat-
rizot valasztunk melynek a rendjével megegyez6 szamu sajatvektora van. Ekkor
a mankoématrix sajatvektoraibdl alkotott modalmatrix segitségével eléallithatjuk
a feladat kozelité megoldasat. Bebizonyitjuk, hogy jol valasztott mankomaétrix ese-
tén, a modalmatrix és inverze 10 értékes jegyre megadott kozelitéseinek 9 tizedes
jegyre pontosan kiszamitott szorzatabdl — a szemetes egységmatrizhol — a megoldéas
pontos jegyszamara kovetkeztethetiink.

Megjegyzés. 1. A dolgozatban ||x|| = max; |z;| egyenl8séggel értelmezett vektor-
normét haszndljuk (a koordindtdk koziil abszolit értékben a legnagyobb szdm
a vektor normaja).

2. A dolgozatban [|A| =max; ), [a;;| egyenléséggel értelmezett matrixnormat
hasznaljuk (az elemek abszolit értékeit soronként 6sszeadjuk és ezek koziil a leg-
nagyobb szdm a mdatrix normaéja).

Legyen A egy allandé egyiitthatdja linearis differencidlegyenlet-rendszer n x n-
es egylitthatomatrixa. Tegyiik fel, hogy a karakterisztikus egyenlete megegyezik
a minimalegyenletével, és az elséfoku gyoktényezék mellett egyetlen mésodfoku
gyoktényez6jiik van. Ekkor a gyoktényezds alak mindig felirhato

(+) EO) =m(A) = A= AD)A=Aa) ... (A= Auy)

alakban. Mivel ilyen feltételek mellett a sajatvektorok szdama n — 1, ezért A-hoz
nem irhatunk fel modélmatrixot. A differencidlegyenlet-rendszer pontos megoldéasat
azonban megkaphatjuk a T transzformaciomatrix és a

[e— At 0 0 ... 0
0 et 0 0
D:
0 0 . 0
0 0 e~ An-1t  pe—An-1t
| 0 0 0 e An-1t |

alakban felirt alaprendszermatrix felhasznalasaval:
(%) x(t,x0) = TDT 'xq.

Képezziink A-hoz egy Ai-gyel jelolt mankématrixot. Jeloljik az A alap-
matrixdt Dy-val, a modalmétrixdt Qg-val, a moddlmdtriz kézelitd inverzmdtrizdt
- az elemek tiz jegyre kerekitésével — Q,;l—gyel7 azaz

-1 N—1
Q. Q..
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Ekkor a kozelité megoldasvektor:

(%) xi(t,x0) ~ QkaQEIXO.

A (xx) pontos és a (x*xx) kozel{td megolddsvektorok kiilonbsége:

(3)
x(t,%x0) — Xx(t,%x0) ® TDT 'xq = QkaQIZlXO = (TDT_lXO - QkaQ;)XO'

t = 0 behelyettesitéssel D is, Dy, is egységmatrixot allit el6, azaz
~ ~—1
X(t,Xo) — Xk(t,XO) ~ TDT_1X0 — QkalelXO = TET_1X0 — QkEQk Xo =

= (TT" - QQ; ") Exo = (E - QQ;)xo.

A transzformdcié T matrixa, a pontosan szamitott T~ inverzével szorozva, ponto-
san az E egységmaétrixot allitja eld, de a Qlezl nem pontos eqységmdtriz, hanem
szemetes egységmdtriz, amelyben, az Ay mankomadtriz e-nal meguvdltoztatott elemei
altal bekovetkezd kerekitési hibahalmozodds kovetkeztében, a fédtlon kivil 0-hoz, és
a féatloban 1-hez kizeli elemek is megjelennek.

Mivel
x(t,x0) — x(t,%0) =~ (E — QxQj, ") %o,

ezért a kozelitdo megoldasvektor koordinatainak hibaja az E — Qkégl # 0 matrix
normajaval becsiilheto.

Ha

107D < ||E - Q,Q; || < 107,

akkor a mankématrix felhasznaldasaval szamitott kozelité megoldasvektor koordi-
natéi n-edik jegyig bezardlag pontosak (az egész jegyeket is figyelembe kell venni).

Ha az A minimalegyenletének kettonél nagyobb multiplicitasi gyokei is van-
nak, akkor a megoldast a 4.2 pontban leirt mddszerrel képezziik.

A hibabecslés alkalmazdsat egy homogén és egy inhomogén differencial-
egyenlet-rendszer megoldasaval szemléltetjiik.

1. példa. Allitsuk el az

&(t) = 5,0000004y() + 1,0000007z(t) + 6w(t)
§(t) = 10y(t) — 1,0000003z(t) + 10w(t)

(1) = —39y(t) — 40w(t)

w(t) = 2(t) — 20y(t) + 2,0000001z(t) — 20w(t)

homogén differencidlegyenlet-rendszer x(0) = xo = [1,0, 1, 1] kezdeti feltételt kielé-
gité megoldasat.

48



“13-1-beliv? — 2014/5/20 — 11:56 — page 49 — #49 Gf

—@
Megoldas. A négy ismeretlen fiiggvényt tartalmazé linedris differencidlegyenlet-
rendszer
0 5,0000004 1,0000007 6,
A— 0 10, —1,0000003 10,
) -39, 0 —40,
1, -20, 2,0000001  —20,
egylitthatométrixdt mérési sorozattal kaptuk. Az A métrixot tekintsiik pontosnak,
és az A MAtTIX ay2, a13, ag3, aqz elemeinek k- 1077 (k= 4,7,3,1) nagysagi meg-
valtoztatasaval kapott egész elemi
0 5 1 6
0 10 -1 10
Ac=1o 39 0 —40
1 =20 2 =20
matrixot kozelitonek. Mindkét egyiitthatéméatrixszal képezziik a differencidl-
egyenlet-rendszer megoldasat, és vizsgaljuk meg az egészre kerekitett matrixszal
szamitott eredményvektorok kozelité pontossdgat!
Ezzel a példaval azt az esetet is szemléltetjiik, amikor mindkét matrixnak van
a rendjiikkel azonos szamu fiiggetlen sajatvektoruk.
Az A miétrix sajdtértékei, a Q modalmatrix, melynek oszlopai az A sajat-
vektorai, és a modalmétrix inverzét kozelité Q! matrix:
A1 &~ —0,999992133, Ao =~ —2,000050114,
Az &~ —2,999915831, Ay ~ —4,000041920,
0,7185522410  6,818417935  —414,0656006  15,77350102
Q~ —0,6736490165 —2,727266078  69,01763234  0,0000944487
T —1,122737882 —12,27327075  897,1293901  —39,43394354
0,6287395685 2,045405529  —0,0093755370 —3,943527762
—7,422015035  3,710918548 —3,711003528  7,421956815
Q_l | 3,666880886 —6,600598541 2,200148809 —17,333945573
7 10,07245480210 —0,2101124586 0,05071784307 —0,2173583063
0,7184086808  —2,831406350  0,5493726409  —2,873664845
Az alaprendszer diagondlis méatrixa:
D, ~ diag (670,99999213315 o—2,000050114¢ ,—2,999915831¢ 674,00004192015)
A kezdeti feltételt kielégité megolddsvektor:
x(t,x0) = QDdéflxo ~
—2,666591735e*1t — 10,00204553e*2! + 38,99904234¢*3t — 25,33040539¢ 4
12,2499953097e ! + 4,000669917e*2" — 6,500471334e*3! — 0,0001516736110e*4
Tl 4,166549607e 1t + 18,00385574e 2t — 84,49672478eM3t + 63,32632024e Mt |
—2,333291363e 1t —3,000437843¢*2t+0,0008830411507¢*3* +6,332846252¢*+¢
49
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ahol A1, Ao, A3, A4 kitevék a megfelel sajatértékekkel helyettesitendok.

Az egész értékekre kerekitéssel eldallitott Aj métrix sajatértékei: Ay = —1,
Aka = —2, Agg = —3, A\pa = —4, sajatvektorai:
T T
8 15 25 10 4
==, -= -2 = |=—,—2,-6,1
Vi |:7a 14a 147 :| ) V2 |:37 37 ) :| )
vy =[-6,1,13,0]", vy =[—4,0,10,1]".

(Megjegyzés. A sajatértékeknek a karakterisztikus matrixba val6 behelyettesi-
tésével kapott homogén egyenletrendszerek megoldasaiban a paramétereket célszerii
Ugy megvalasztani, hogy a sajatvektorok koordindtai kis egész szamok hanyadosai
legyenek).

A ;. modalmatrixa és ennek inverze:

] - F 1477 147
2oy 6 - "3 3 3 3
7 3
15 27 9
_g _4 1 O ? _? 5 —15
Q.=| 14 3 , Qpl= - -
25 2T
-5 6 1B 10 5~ 5 15
1 1 0 1 _roer 133
L - "6 6 6 3

Az alaprendszer diagondlis métrixa:
D, = diag (eft, e 2t 73t 674t).

A kezdeti feltételt kielégité megoldasvektor:

8 76
—ge’t — 10e2t + 39¢73 — Ee*‘“

5 13

ie_t + 4e™ 2 — 5 e3¢
25 169 190
ge_t + 186_2t — 76_315 + ?

x(t,x0) ~ QkaQEIXo =
€—4t

19
et _3e—2t —4t
i 36 e + 3 e |

Mivel Qngl = diag(1,1,1,1), azaz egységmatrix, ezért ebben a feladatban az A
és A méatrixokkal képzett megoldasvektorok pontos értéket add jegyszamat a

0,99999977  —2,2-10~7  —38-1078 —5.10"8
_1_ |2,476597-1078 1,000000027 —2,46825-10~? —1,39088 - 10~8
QA ~ |55 107 5.1077 1,00000014 1-1077
2,7-1078 5.1078 1,4-1078 1,00000004
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szemetes egységmatrix felhasznélasaval, a
10°°<|[E-QQ7!|| <1,32-107° (E =diag(1,1,1,1))

normalalak kitevéjébol becsiilhetjiik, vagyis 6. jeggyel bezarélag pontos megoldast
kapunk.

Példdul a t = 1 helyen szamitott megolddsvektorok és kiilonbségiik:

—0,8566655149 —0,8566655149
| 1137423817 | 1137423817
x| oloo1849892 | Xk = 0,021849892 |’

—1,148392201 —1,148392201

—0,207-10~7
—2,5-1078
6,03 - 1077
-3,5-1078

x(1) — x(1) =

A legnagyobb eltérés 6,03 - 10~7, amibdl kévetkezik, hogy mindegyik koordinita
6. jeggyel bezardlag pontos.

1. megjegyzés. A t novekedésével a pontossag nem romlik.
Pl. ha t = 3, akkor

x(3) ~ [—0,1528957085, 0,1335805159, 0,2420246624, 7071235671694]T;
x(3) = [—0,1528953196, 0,1335810264, 0,2420242575, —071235676876]T,
és

x(3) — x4(3) ~ [3,889- 1077, 5,105 - 107, —4,049 - 1077, —5,182-10~7] .

2. megjegyzés. Ha az A — \E karakterisztikus métrix determinansa a sajatértékek
visszahelyettesitésével nem egyenld nullaval, akkor a MAPLE 9.5 combine (dsolve
(...) programja nem allit el6 trivialistél kiilonboz6 kozelité megolddst. Ebben
a példaban sem alkalmazhatd, mivel

det(A — M\ E) ~ 0,00000392, det(A — X\E) ~ 0,0000024,
det(A — \3E) ~ —2-1077, det(A — \E) ~ —0,0000022,

de az altalam leirt médszer — becsiilhetd hibaval — megoldast ad.
A MAPLE 15

egy:={diffrendszer,kezdetifeltltelek}:megold
:=dsolve(egy,numeric) :megold (1) ;megold(3);

utasitdsaival 15 jegyre kerekitve kapjuk a megoldasvektort ¢ = 1, t = 3 helyettesi-
téssel, amely hét jegyre kerekitve a modalmatrix-mdodszerrel szamitott hét jegyre
kerekitett megoldasvektorral azonos.
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2. példa. Allitsuk el6 a
— =2z(t) +y(t) + 2(1),
—Z = 22(t) + 3y(t) + 2z(t) + e,

— = 2(t) —y(t) + 2y(t)

1
inhomogén differencidlegyenlet-rendszer x(0) = xg = | 1| kezdeti feltételvektort ki-
elégité megolddsat. 1

Megoldas. Az egyiitthatomatrix és determindnsa:
2 1 1
A=12 3 2|, detA=09.
1 -1 2

Az A maétrix karakterisztikus polinomja és miniméalpolinomja:

k(A) =m(\) = (A—1)(A = 3)°.

A sajatvektorok széma kettd: v(1) = [-1,0,1]", v(3) = [-1,-2,1]".

Az inhomogén differencidlegyenlet-rendszer kezdeti feltételt kielégité pontos

megoldasa:
1 1 3
Ee—Qt + get + 5631& + 2tedt
1 6
x(t,x0) = _36—% + 5e3t + 4tedt

1 1 7
_Be—Zt _ §et + ge3t 9Bt

Megkiséreljiik a modalmatrix eléallitasat az
2

1
A, = {2,000000009 3
1 -1

N DN

mankomatrixszal.

A mankomatrix sajatértékei:
A1 22 0,999999996, ;& 2,999916511, Az ~ 3,000083485.
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- ®
A mankématrixnak a sajatvektorokkal felirt modalmaéatrixa, és inverzének kozeli-
tése:
—0,707106780 —0,4714001463  8983,571652
Qi ~ [2,772348989 - 107 —0,9428002905 17967,14328 | ,
0,7071067823 0,4714395026  —8982,821665
B [—1,414221562 0,7071067810 —0,000008000031463
Q;l = | 12704,73886 —0,5303430858 12704,73882
| 0,6666631030  0,00002782810945 0,6666631008
Az alaprendszer diagondlmaétrixa:
D, = diag (60,99999999615 £2:999916511¢ 63,000083485t)_
A homogén differencidlegyenlet-rendszer megoldésa:
xp(t,%x0) =~ QdeQ;1X0 ~
0,5000113130e Mt — 11977.78150e 2t + 11978,28149¢73¢
~ | —1,960391128 - 10~ %Mt — 23955,56293¢ 2t + 23956,56293¢ 3
0,5000113143eM* 4+ 11978,78150e 2t — 11977,28148¢*st
ahol a kitev6kbe rendre a kiszamitott sajatértékeket kell helyettesiteni. A megoldést
megkapjuk, ha
D, = diag (60,999999996(#@ 02999916511 (¢ —u) 63,000083485(t7u))
és f(u) = [O, 6_2“,0]T felhasznalasaval kiszamitjuk az integralandé fiiggvényvek-
tort: ~
QkDquzlf(u)a
és integrédlas utan a két részt Osszegezziik:
t
xin(t,%0) ~ Q1 DaQ;, *x0 +/ QiD.Q; 'f(u) du ~
u=0
0,3333446464e™" — 11977,73150e™2* + 11978,33149¢™3¢ + 0,06666674178¢ !
~ | —1,306942204 - 10 7eM’ — 23955,46293¢*" + 23956,66293¢%" — 0,1999998499¢ "
—0,3333446472eM" + 11978,73149¢**" — 11977,33147¢™%" — 0,06666674187¢ "
A megoldasvektor koordinatai a pontos értéktol a
B 1,000003 —3,756-10~7 0,000002
Qngl ~ 0 0,9999992471 0
—0,000002 3,756 -107  0,999999
szemetes egységmatrixszal becsiilve, tekintettel a HE — Qkélzlu =5,3756- 1076
normdra, vérhatéan 6. jegyig megegyeznek. Példaul a ¢t = 1 helyen a pontos (x,)
és a mankomatrixszal szamitott kozelité megoldds (x) koordinétai:
53,13751228 53,13772757
Xp A | 104,4177249 |, xp ~ | 104,4184373
—12,96643844 —12,96642757
53
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A 6. jegyre kerekitve, csak az els6 koordinatdk térnek el 2 - 10~% értékkel.

6. Komplex sajatértékek és sajatvektorok

Az el6z6 pontokban leirtak értelemszertien alkalmazhatdk olyan dllandé egyiittha-
toju linearis differencidlegyenlet-rendszer megoldasara is, amelynél az egyiitthato-
matrix sajatértékei kozott komplex szamok is vannak, és sajatvektorai komplex
komponenseket is tartalmaznak.

A komplex blokkok sorrendjét nem értelmezziik, ezért komplex sajdatértékek ese-
tén a passzitdsi szabdly szerint (1. a 4.3. fejezetet) dllitjuk eld a Jordan-féle nor-
malalakot, a moddlmdtrizot, illetve a transzformdciomdtrizot és az alaprendszer-
madtrizot.

1. példa. Hatarozzuk meg annak a homogén linedris elsérendi differencidlegyenlet-
rendszernek a megoldasat, amelynek egyiitthatomatrixa:

7T 4 6 1

-6 —4 —5 —1
A=l3 o -2 3|
2 1 1 -1

és a kezdeti feltétel vektora:

Megoldas. Kiszamitjuk az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait:

M =20, do=-2, A3=-1, M\=1,

T T
2.2 2 1 2.2 2 1
7 11 11" 11 41"
vi-0 = g -551] vil) = |~ 117

A negyedrendii A matrixnak négy linedrisan fiiggetlen sajdtvektora van, tehat
a megoldast modalmatrix alkalmazéasaval elvégezhetjiik.

Ha a Jordan-féle normalalakba a sajatértékeket A3, A4, A2, A1 sorrendben
irjuk be, azaz

-1 0 0 O
0 1 0 0

J= 0 0 —2¢ 0|’
0 0 0 27
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akkor a passzitdasi szabdly szerint a Q modalméatrix oszlopvektorainak sorrendje:
V3, Vy4, V3, V1, azaz

és inverze:

Q=

Az alaprendszer diagondlmdtrixa a J-re tekintettel: Dy = diag (e ™", ef, e 72" €'},

A megoldas oszlopvektora:
x(t,x0) =

121 59 .
ﬁet _ EG*ZM + —je

10
7 22 .8 .
t g —2tt __ 57;6_2“ +

9 99

_ 27 2t
10

22

9
10

—2t1 ;o211

8 .
62t1+5262tz

)
Zem2ti 4 gie—Qti + Qem _ Eie%i

10
7

72'6—2151

2 10
3

T
_ *62“ + 72621%

10 2 10

A t =1 helyen felvett értékek:

71 ~ 39,69599377, T A —27,00728141,

3 ~ —20,96740625, 24 ~ 12,15659182.

Megjeqyzés. A szamitégép x1, T2, 3 értékeknél ~ 1077 képzetes részt is kifrt.
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A komplex szamokra vonatkozd Fuler-féle képletek alkalmazédsaval a megoldas
valés alakra hozhaté:

121 7 59 9
z1(t) = Toet + 106_t — 5 cos 2t + E sin 2t,
T, 11, M 16
xo(t) = 10¢ ~ 16¢ + = COS 2t 7 sin 2t,
7 3 21
x3(t) = —Eet - Ee_t + 9cos 2t + 5 sin 2t,
22 7
x4(t) = Eet + ge_t —3cos2t — 5 sin 2t.
A t =1 helyen vett helyettesitési értékek csak az xo és x4 utolsé jegyében térnek el:
x1 ~ 39,69599377, o & —27,90728140,
x3 ~= —20,96740625, x4 ~ 12,15659181.

2. példa. Hatarozzuk meg annak a homogén linearis elsérendti differencialegyenlet-
rendszernek a megoldasat, amelynek egyiitthatématrixa:

8 9 -1 -1
—10 -10 1 2
A= —17 —18 1 207

0 0 0 -1
a kezdeti feltétel vektora:

O ==

x(0) =x¢ =
2

Megoldas. Kiszamitjuk az A maéatrix sajatértékeit: Ay = 3i, Ao = —3i, A3 = —1,
A4 = —1 (kétszeres gyok), és sajatvektorait:

T
19 3.2 9
3i)= [~ 4+ 2q 2 210
va(30) {37+37”37 37“’] ’

T

) 19 3.20 9.
V2(73Z) = |:37 — ﬁl, ﬁ + ﬁl, 1,0:| 5
VS(_l) = [07 1a930]T'

Mivel a Aj-hez és a A\a-h6z 1 X 1-es blokkok tartoznak és A3 < 0, ezért a megoldasok
stabilisak.

A Jordan-féle normélalak:

-3 0 0 0
0 3 0 O

J= o 0 -1 1|’
0O 0 0 1

56



“13-1-beliv? — 2014/5/20 — 11:56 — page 57 — #57

melyhez a passzitasi szabaly szerint kell felirni a kiszdmitandé T és D, méatrixot.

Az A maétrix rendjénél eggyel kevesebb szamu linedrisan fiiggetlen sajatvektor
van, ezért el6szor a transzformacié T matrixat szamitjuk ki az ismert sajatvektorok

felhasznalasaval:

T =

19 3. 19 .
37 370 T3 gt O
20 9 . 20 9 .
37 tart 3
1 9
0 0

Képezziik az AT — TJ = 0 matrixegyenletet:

0
0
0
0

o o o o
o O o o

—10c1 —9¢co +¢c3 + 2¢4 = —1

9¢1 +9¢c2 —c3 — ¢y

C1

C2

C3
C4

=0.

—17c1 — 18¢co + 2¢3 + 2¢c4 — 9

0

A megolddsvektor: ¢ = [9,p, 71 + 9p, IO]T.
A p = 0 valasztdssal megkapjuk a T métrix 4. oszlopvektorat. Mivel det T =

600
37

19

i # 0, ezért a T oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek:

19 3
+ -5t

A 0
37 37" 37 37
20 + 55t 0 gz 1
T=|37"37" 37 37
1
i 0
A T matrix inverze:
(27 143 9 57, 1 19,
20 60 20 20 20 60
J M43 9 57 1 19
L e 20 60 20 20 20 60
3 1 1
10 10 10
0 0 0
J-re val6 tekintettel, az alaprendszer métrixa:
e 3t 0 0
0 ettt 0 0
D. 0 0 et te?
0 0 0 et

9
0
71
10
43 317
50 300
43 31,
50 300"
49
50
10
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A megoldasvektor:

z1(t)
x(t,xq) = za(t) =TD.T 'xg =
3(1)
74(t)
[ 2 1 2 . 14 . .. 7
_5873115 + 1673” _ *63”& _ gieglt + 567t
32 g T4 sy 32 5, sie 39 4 —t
- o 1 = 7 '3 el t
| 2 25 T Ty 25¢ T3°
2 . 136 2 .. 136 4 9
2 =3t YT s —3at = 3t —v s 3it —t ¢ —t
25° 25 25¢ Tas ' Tt Tl
. 2€_t -
A t =1 helyen felvett értékek:
21 ~ 2,244449037, g ~ —3,870127280,
x3 ~ —0,6559431842, r4 =~ 0,7357588824.

A komplex szdmokra vonatkozé Euler-féle képletek alkalmazdsaval a megoldds valds
alakra hozhato:

4 28 9
z1(t) = ~z cos 3t + Esin?)t + 5e_t,

64 148 1 39
x9(t) = o5 Cos 3t — 25 sin 3t + gte_t - %e_t,
4 272 9 4
x3(t) = — 55 €08 3t — 25 sin 3t + gteft + %e*ﬂ
z4(t) = 2¢7 .

A t =1 helyen vett helyettesitési értékek csak az utolsé egy-két jegyben térnek el:

71 A 2,244449037, To ~ —3,870127279,
x5 ~ —0,6559431837, 24 ~ 0,7357588824.

7. Osszefoglalé

A modélmétrixos megoldasi eljards pontos, ha a minimélegyenletnek csak egyszeres
gyokei vannak, mas szoval, ha az allandé egyiitthatéju linearis differencidlegyenlet-
rendszer n X n-es A matrixdnak van n szamu linedrisan fiiggetlen sajatvektora.
Ekkor a Lagrange-féle méatrixpolinomok (1. [K18], 246. oldal) alkalmazédsa helyett
célszerlibb a modalmatrixszal képezni a megoldast.
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A modédlmatrixos megoldas kdzelitd, ha pl. a minimélegyenlet egyszeres gyo-
kei mellett egy kétszeres gyok is elofordul, és az egyiitthatématrixot olyan kozelitd
métrixszal (mankématrixszal) helyettesitjiik, melynek van n szdmu linedrisan fiig-
getlen sajatvektora.

Abban az esetben, ha a minimalegyenlet gyokei kozott van ketténél nagyobb
multiplicitdsi, akkor az Hermite-féle matrixpolinomok (1. [K18], 279. oldal) alkal-
mazésa helyett célszertibb az e! exponencidlis matrixfiiggvény normalalakjinak
felhasznaldsaval képezni a pontos megolddst. A megoldashoz sziikséges az A mét-
rix Jordan-féle normaélalakja és a transzforméacié T matrixa, melyek a dolgozatban
leirtak szerint gazdasagosan el6allithatok.

A differencidlegyenlet-rendszer megolddsat a matrixszorzatok mindkét maéd-
szerrel rendezett formdban allitjak eld.

A pontos modalmétrixszal elééllitott megoldas a Jordan-féle normélalakkal
képzett megoldas specidlis esete, ha a megoldédst a dolgozatban adott szabalyok be-
tartdsaval végezziik. A mankématrix moddlmatrixa és inverzének kilenc-tiz értékes
jegyre vald kozelitésével eléallitott métrix szorzata altaldban nem tiszta egység-
maéatrixot — Un. szemetes eqységmdatrizot — ad eredményiil. A szemetes egységmatrix
és a pontos egységmatrix kiilonbségét véve, annak abszolat értékben legnagyobb
elemébol kovetkeztethetiink a megoldas pontos jegyeinek szamara.

A szerz6 6szinte koszonetét fejezi ki a lektornak. Megjegyzései, javaslatai nélkiil
nem sikeriilt volna a cikk félreérthet6 részeit érthetévé fogalmazni.
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J. Gyula Obéadovics: New method for finding the Jordan canonical
form and transformation matrix of a given matrix A € R™*"™, and for

solving linear differential equations with constant coefficients

The modal matrix solution method is ezact if all roots of the minimal equation are
simple or, in other words, if the n X n matrix A of the system of linear differential
equations with constant coefficients has n linearly independent eigenvectors. In this
case, instead of applying matrix Lagrange polynomials, it is preferable to construct
the solution by means of the modal matrix.

The modal matrix solution method is approximative if, for instance, besides
simple roots there is a double root of the minimal equation, and we replace the
coefficient matrix with an approximating matrix (crutch matrix) having n linearly
independent eigenvectors.

If the minimal equation has at least one root of multiplicity greater than two
then instead of using the matrix Hermite polynomials it is better to construct the
exact solution by means of the normal form of the exponential matrix function e®¢.
The solution process requires the Jordan form of A and the transformation mat-
rix T which can be obtained in an economical way described in the paper.

With both methods, the matrix products give the solution of the system of
differential equations in a well-arranged form.

The solution created with the help of the exact modal matrix is a particular
case of the solution obtained from the Jordan form provided the rules laid down in
the paper are observed throughout the procedure. When using an approximation
method, the product of the modal matrix and its inverse will in general be a so-
called junk unit matriz rather than a pure unit matrix. The maximum of the
absolute value of elements outside the main diagonal yields information on the
number of accurate digits in the solution.

Obddovics J. Gyula

a matematikai tudomédnyok kandidatusa
professor emeritus

e-mail: ojgy33@gmail.com
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TARSULATI ELET — 2012

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsdga a 2012.
évi érmet Totik Vilmosnak itélte oda.

Indoklas: Totik Vilmos tudomanyos munkassagat csak a legmagasabb szintii
jelzokkel lehet méltatni. Kevés olyan matematikus van ma Magyarorszagon, aki
a matematika ennyi fiiggetlen dgdban ilyen magabiztossaggal és alkotd erével dol-
gozna. Munkéssdgdanak mér a formalis mutatdi is tekintélyt parancsoléak (160 dol-
gozata van, 5 koényvet, 3 feladatgy(ijteményt és 10 ismeretterjeszt6 munkat is irt,
1300-nal t6bb hivatkozdsa van), de munkdssiga igazi értékét az adja, hogy a szd-
mokkal nem mérhet6 minéségi szinvonal és tudomanyos hatds tekintetében messze
kiemelkedik még a hasonlé mutatdkkal rendelkez6 matematikusok koziil is. Bizo-
nyosan ennek koszonhetd, hogy a European Research Center grantjat is elnyerte,
amelynek keretében szdmos fiatal matematikus, posztdoktor munkajat irdnyitja.
Tudomanyos eredményeinek taglaldsara, csak azokbdl a munkaibdl emeliink ki né-
hanyat, amelyekkel a Szele Tibor-emlékérem kifrasdanak szellemében ,kiemelkedd
fokon segiti és irdnyitja a tehetséges fiatalokat a matematikai kutatasba valé beve-
zetésben problémékkal valé ellatas, tudomanyos egyiittmiikodés révén.”

Komjdth Péterrel végzett tizéves kozos munka eredménye a [Problems and
Theorems in Set Theory”, Problem Books in Mathematics, Springer Verlag, 2006]
konyv, amely az egyetlen halmazelméleti feladatgyiijtemény a vildgon, amely
a klasszikus halmazelmélet mellett nagyon sok kapcsolédo feladatot targyal az al-
gebra, geometria, topoldgia, analizis és kombinatorika teriiletérol. A recenziok, kriti-
kak, amelyek mindegyike magasztald, megegyeznek abban, hogy a kényv vetekedik
a legendas Polya-Szego-féle analizis-példatarral, annak mélté utéda, folytatasa ab-
ban az értelemben, hogy ez a konyv is matematikusnemzedékek egész sorat inditja
el a kutatds titjan. Részt vett a mdsodik Schweitzer-kényv [Contests in Higher
Mathematics, II] elkészitésében és kiaddsdban. Ismeretterjeszté dolgozatai koziil
kiemeljiik [A tale of two integrals, Amer. Math. Monthly, 106 (1999), 227-240.]
cikkét, amelyet a Mathematical Association of America Lester Ford-dijjal jutal-
mazott. [Egy otlet: Lépjiink ki a térbe, Polygon, 2 (1993), 104-111.] dolgozataval
elinditotta az ,,Egy 6tlet” rovatot, amelyben problémamegolddsokban gyakran hasz-
nalt eszkozoket publikdlnak a szerzok.

Készségesen és onzetleniil véllal feladatokat a matematikai tehetségek felkuta-
tasdban, gondozasdban. Haromszor volt a Schweitzer Miklds-emlékverseny bizottsé-
ganak elndke, a versenyen kitlizott feladatainak szama 25-30 kozott lehet. Gyakran
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meghivott népszerii eléaddja a tehetséggondozé intézményeknek, rendezvényeknek,
amelyek koziil a legutébbiak: Fazekas Mihaly Gimndazium (2011): Szamkitoltésektl
a harmonikus fiiggvényekig; Eotvos Lordnd Kollégium Matematikai Miihely (2012):
Két integrél meséje; Eotvos Lordnd Kollégium Matematikai Miihely (2012): Ultra-
szorzatok és Banach-limeszek; K6MaL Ankét (2012): Térkitolt6é gorbék.

Alapité tagja a Bolyai Intézet Matematikai Doktori Iskoldjdnak, ahol rendsze-
resen vezet kurzusokat. Szamos specidlkollégiumot tartott a matematikai gondol-
kodas elterjesztése, a matematika megkedveltetése érdekében a ,Hires problémak
a matematika torténetébdl”-t6l A politika matematikdja’-ig. Legendés a felsébb
évesek (ma mesterszakosok) és doktoranduszok szédmadra tartott feladatmegoldé sze-
mindriuma; ezt legutébb az elmuilt félévben hirdette meg.

Harom magyar (Benkd Ddvid, Nagy Béla, To6kos Ferenc) és harom amerikai
(M. Findley, P. Simeonov, R. Taylor) doktorandusz szerzett irdnyitdsa alatt PhD
cfmet; jelenleg is van egy nagyon tehetséges doktorandusza (Varga Tamds), aki koz-
vetleniil védés elétt all. A kétszeres Schweitzer-gy6ztes Varju Pétert is 6 inditotta el
a palyéan, aki hdrom approximéciéelméleti cikkének birtokdban (kettében térsszerzd
Totik Vilmos) nyugodtan védhetett volna Szegeden is, de éppen Totik Vilmos tana-
csara kiilfoldi tanulményokra indult és végiil Princetonban szerzett PhD-fokozatot.
Totik Vilmos hosszi ideje vezet&je az MTA Analizis és Sztochasztika Kutatdcso-
portnak, ahol rendszeresen dolgoznak palyajuk elején all6 fiatal matematikusok,
doktoranduszok és posztdoktorok.

Osszefoglalva: Totik Vilmos nemzetkozileg rendkiviil kiemelkeds tudoményos
sikerei mellett eléviilhetetlen érdemeket szerzett a matematikai tehetségek felku-
tatasaban, gondozdsiaban, tudoméanyos palyéara allitdsiban, a matematikai kutatdi
utanpétlas kinevelésében, amivel feltétleniil érdemessé vélt a Szele Tibor-emlék-
éremre.

Beke Mané-emlékdij

A 2012. évi Beke Mand-emlékdij bizottsag koriiltekinté mérlegelés utan az aldbbi
hatérozatot hozta: a Beke Mané-dij masodik fokozatat kapjak: Juhdsz Katalin,
Labodi Gyongyi, Langné Juhasz Szilvia, Mészaros Jézsef, Mihaly Maria
és Székely Andras Zsolt, Széplaki Gyodrgyné és Vagi Veronika.

Indoklas: Juhdsz Katalin a Zsambéki Tanitéképz6 Fdéiskola elvégzése utan
1980-t6] napjainkig Réckevén tanit az Arpad Fejedelem Altaldnos Iskoldban elsé
évfolyamtol negyedik évfolyamig. Osztalyainak minden tantargyét tanitja az infor-
matika és a nyelv kivételével. Kollégdi véleménye szerint teljes életét az iskolanak
szenteli, sokat segit mind kollégdinak, mind a tanitvanyainak. Ars poeticdja: ,,min-
den gyerekben van valami j6, valami érdekes”. Sokat tesz a gyerekekben rejl6 tehet-
ségek felfedezéséért és annak kibontakoztatasaért. Tanitvanyai kiillonboz6 szintl
tanulmanyi versenyeken sikeresen szerepeltek. Példaul Monoron a megyei komp-
lex tanulméanyi versenyen tanitvanya I. helyezést ért el. Ezen kiviil a Bolyai Janos
Csapatversenyen és Bendeguz Gyermek — és Ifjusagi Akadémian Szegeden is részt
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vesznek tanitvanyai. Az Apéaczai komplex levelez6s versenyen 2 tanitvanya jutott
be az orszdgos dontébe (magyar—matematika—kornyezetismeret—rajz). Rajzbdl és
nyelvtanbdl is nagyon szép eredményeket értek el tanitvanyai. Munkaja soran sok-
szor segit az iskolajukban megrendezett tanulméanyi versenyeken, példaul a Zrinyi
Tlona Matematikaversenyt 20 éve szervezi. Itt két alkalommal volt orszédgos dontos
tanitvanya, 2010-ben és 2011-ben. T6bb szakmai tovabbképzésen vett részt. Jelen-
leg egy Comenius-programban dolgozik segitoként. A gyerekekkel szivvel 1élekkel

sz 2

foglalkozo, iskolajaért sokat dolgozé tanitond.

Ldbodi Gydngyi matematika—orosz nyelvszakos diplomajat 1995-ben a szegedi
Jozsef Attila Tudoményegyetemen szerezte. 1995 6ta a nagykanizsai Batthyany
Lajos Gimnazium és Egészségiigyi Szakkozépiskola tandra. Négy éve eredményesen
vezeti az iskola matematika munkakozosségét, mely megbizatast kivaldé szakmai
munkaja elismeréseként kapta. Kollegialitasa, segitOkészsége példamutato.

Kovetkezetes, magas szinvonali és eredményes oktaté munkajanak koszonhe-
toen tanitvanyai kiemelked&en teljesitenek az érettségi vizsgakon, majd a felsGok-
tatdsi intézményekben. Az igényes és szinvonalas tanérai munka mellett mindig
nagy gondot fordit a tehetséggondozasra is. Iskolai és varosi tehetséggondozd szak-
kort vezet, tanitvanyai a megyei, regionalis és orszdgos versenyeken eredményesen
szerepelnek. A nemzetkozi Kenguru Verseny szervezésében, a Zalai Matematikai
Tehetségekért Alapitvany munkédjaban évek 6ta részt vesz. Folyamatosan képezi
magat, rendszeresen vesz részt a matematikatanarok vandorgytilésein, konferen-
cidin. Tobb éve oktat a Veszprémi Pannon Egyetem Nagykanizsai Képzohelyén.
Sokoldalusaga, gyermekszeretete, szakmai tudasa avatta 6t tanitvanyai és kollégai
korében tekintélyes tanarra.

Langné Juhdsz Szilvia altalanos iskolai, matematika—fizika szakos tandri okle-
velét 1999-ben a szegedi Juhasz Gyula Tanarképz6 Féiskolan szerezte, majd 2005-
ben elvégezte a szamitastechnika szakot is. Pedagogus palydjat Szegeden a Pet6fi
Séndor Altaldnos Iskoldban kezdte, jelenleg a Gregor Jozsef Altalanos Iskola tandra.
Tanéréit alapos felkésziilés, koriiltekinto tervezés el6zi meg, és fiatalos lendiilet jel-
lemzi. Mindig nagy hangsilyt helyez a tanuldi tevékenykedtetésére és a jol struktu-
ralt fogalomalkotdsra. Sikeresen él a pedagdgiai és modszertani szabadsag leheto-
ségeivel, azt helyesen értelmezi és alkalmazza. A képességek szerinti foglalkoztatas
hive, amit munkédjaban rendszeresen alkalmaz. Folyamatosan 6nképzést folytat,
torekszik a legijabb szakmai, médszertani ismeretek megszerzésére. A mindenna-
pokban végzett magas szinvonali pedagdgiai munkaja mellett kiemelked6 szerepet
vallal a tehetséggondozdsban. A Bendegiz Gyermek és Ifjusdgi Akadémia levelezd
versenyei koziil matematika tantargybol 1-8. osztaly szamara minden forduléra
a feladatsorokat O allitja Ossze és dolgozza ki hozzajuk a megolddkulcsokat tobb
év 6ta. Az immér nemzetkozivé fejlédott Bonifert Domonkos Matematikaverseny-
nek és a Makkoshazi Matematikaversenynek aktiv zstiritagja mar hallgaté kora ota.
Szamos publikicidja jelent meg a szegedi MOZAIK Kiadé gondozisaban megjelend
Matematika Tanitdsa és a Cseng6szé c. modszertani folydiratokban. Tarsszerzdje
a Sokszin{i matematika tankonyvesaldd alsé tagozatos tankonyveinek, Szamolofiize-
teinek és Tuddsszintmérd feladatlapjainak 1-4. osztalyok szamara. Ezek utégondo-
zasat, az ujabb kiaddsaik tokéletesitését, a sziikséges atdolgozasokat folyamatosan
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végzi. A kiadé altal kozzétett alsé tagozatos matematika kerettantervek kidolgoza-
saban aktivan kozremiikodott. Kiadas alatt all egy informatikai feladatgytijtemé-
nye alsé tagozatosok szémara dsszesllitott szamitastechnikai gyakorlatokkal. Evente
tobb alkalommal tart mdédszertani el6adasokat az orszag legkiilonb6z6bb régidiban.
A MOZAIK médszertani napoknak rendszeres el6addja. Fiatal lendiilete, szakmai
felkésziiltsége és értékes pedagdgiali munkaja — amit hdrom kisgyermek édesanyja-
ként végez — példaértékii lehet palyatarsai szamaéra is.

Mészdros Jozsef 1961-ben kozépiskolai tandri oklevelet szerzett fizika—mate-
matika szakon a pozsonyi Pedagogiai Féiskolan. Két év katonai szolgalat utdn egy-
kori alma materében kezdte el tanari palyafutasat, ahol 39 évet tanitott. 2001-t6l
2010-ig, mint nyugdijas a Szenczi Molndr Albert Gimnaziumban tevékenykedett,
a 2011/12-es tanévtél a dunaszerdahelyi Magdngimnédziumban hetente egy alkalom-
mal matematika szakkort vezet. Kezdetektdl fogva érdekelte a tehetséges tanulokkal
valé foglalkozas, ennek érdekében folyamatosan képezte magat, igy keriilt a Ko-
MaL, az A Matematika Tanitdsa, az erdélyi Matematikai Lapok, az orosz Kvant
és Matyematyika v skole, valamint a cseh és szlovak szakfolyodiratok biivkorébe,
de lapozgatott német szakfolydiratokban is. Tobbszor konyvjutalomban részesiilt,
mert a feladatmegoldd versenyeken el6kelé helyeken végzett. O vitte el galantai
didkjait el6szor a tatai Oveges-emlékversenyre, a nyolcosztalyos gimnazium 5-8.
évfolyamos tanuldit a bataszéki matematikaversenyre, a 9-12. évfolyamos tanulo-
kat a Zalamat alapitvany altal szervezett matematikai tréningre Balatonberénybe,
illetve Fonydédra. Ennek a tehetséggondozé tabornak rendszeres eléaddja. Tobbszor
tartott szlovak kollégaknak és tehetséges didkoknak foglalkozast Budmericében és
Gimesen. 1985 éta rendszeres résztvevije a Ratz Laszlé-vandorgytilésnek, egyetlen
alkalommal sem hidanyzott. Két alkalommal el6adast és szeminariumot is tartott.
Tartott elcadast a Zalamat alapitvany altal Nagykanizsan, a kétévente megrende-
zésre kerilé altalanos és kozépiskolai matematikai tehetséggondozé konferencian
is. Didkjai tobbszor sikeresen szerepeltek a KoMaL pontversenyében. Két tanit-
vanya a szlovak vélogatott keret tagjaként részt vett a Nemzetkozi Matematikai
Didkolimpidan Horvétorszagban, illetve Spanyolorszaghban Nagyon aktivan bekap-
csolédott a matematika modszertandanak népszeriisitésébe oktatoként. Munk&jat
szamos kitiintetéssel is elismerték, tobbek kozott:

1983-ban, az akkori Csehszlovakidban orszdgos els6 dijat nyert Pedagdgiai
felolvasasbol, 1984-ben pedig egy masodik dijban részesiilt. 2001-ben megkapta
a felvidéki pedagogusok legrangosabb dijat, a Czaban Samu-dijat. Eletének nagy
részét a matematikai tehetséggondozas toltotte ki. Példa lehet a fiatal kollegak
szaméra mind egyénisége, mind szakmai tudésa.

Mihdly Mdria és Székely Andrds Zsolt megosztott dijat kapnak, mindketten
1986-ban végztek Szegeden, a Jézsef Attila Tudomanyegyetemen matematika—fizika
szakon és mindketten informatika szakos diploméaval is rendelkeznek. A gyulai
Erkel Ferenc Gimnéazium tanarai, ahol mindharom szaktargyukat magas szinvona-
lon tanitjak. Mindketten munkako6zosség-vezeték, Maria az osztalyfénoki munka-
kozosséget, Andras pedig a matematika munkakozosséget vezeti. Allandéan képzik
magukat. Nemcsak a kotelez6 programokon vesznek részt, hanem ezeken feliil is.
Rendszeres résztvevoi a Ratz Laszlé-vandorgytléseknek. Mindketten emelt szintii
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matematika érettségi feladatsorokat szerkesztenek, amelyek a KoMal-ban meg is
jelentek. Munkajukat a precizitas jellemzi. Ordikra mindig lelkiismeretesen felké-
sziilnek, azok szinesek, élményszamba mennek. Egyformén figyelnek minden didkra,
nem hagyjék elkallédni a matematikabdl gyengébb képességii tanuldkat sem. A te-
hetségekkel is sokat foglalkoznak. Tanitvanyaik orszagos szintii eredményeket értek
el. A tanitds mellett tobb helyi, orszagos, Kérpat-medencei program szervezésé-
ben vettek részt. Kezdetektdl segitették a Hajnal Imre Matematika Tesztverseny és
Moédszertani Napok szervezését. Oroszlanrészt vallaltak abban, hogy sikeres legyen
Gyuldn a 2007-es Ratz Laszlo-vandorgytilés, a 2008-as Altaldnos Iskolai Fizika-
tanari Ankét és Eszkozkiallitdas és a 2009-es Nemzetkozi Magyar Matematikaver-
seny. Maria ezen kiviil egy latassériilt tanitvanyat is felkarolta, és kapcsolatuk az-
Ota is tart. Meghato és példaértékii az is, ahogy nyugdijas kollégakkal a kapcsolatot
tartja, rendszeresen taldlkozik veliik. Székely Andrast a kozosség is érdekli, amiben
él, dolgozik. Kollégai tiszteletét és elismerését az is bizonyitja, hogy hosszi évek
ota valasztott tagja, jelenleg valasztott elndke az iskoldja kozalkalmazotti tand-
csanak. Tobb évtizedes munkédssdgaért Polgarmesteri dicséretet is kapott Gyulan.
Mindketten remek pedagdgusok, nagyon jé kollégak. Rendkiviil szines egyéniségek,
egyben kival6 csapatemberek. Igazi példaképek didk, sziilo és pedagdgus szaméra
egyarant.

Széplaki Gyiorgyné 1971-ben szerzett matematika—fizika szakon kozépiskolai
tandri diplomét az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetemen, majd az ELTE Radnéti
Miklés Gyakorls Altaldnos Iskola és Gimnéziumba keriilt tandrnak, 1977-t61 vezetd
tanar. Egyarant lelkiismeretesen tanitotta a matematika irant kevésbé fogékony
tanuldkat és a kiemelkedden tehetséges tanuldkat is. 1982-t6l napjainkig talalkoz-
hatunk tanitvanyaival a legkiilonb6z6bb matematikaversenyek élvonalaban, illetve
a KoMaL valamint az ABACUS pontversenyében. Osztalyait is lelkesiteni tudja,
nem csak a kiemelkedéen tehetséges tanuldkat, igy tanitvanyai szép sikereket értek
el a teljes osztdlylétszamot igényld Matematika Hatdrok Nélkiil versenyen is (2003-
ban elsd lett az akkori 9.A osztédly, 2008-ban harmadik a 9.B osztélya). Vezet&tandri
tevékenységét teljes odaadassal, szakmai és emberi elkotelezettséggel végzi. Nagy
hangsilyt helyez az ordkra valo felkészitésre, a szemléltetésre, az dérakat kovetd
tartalmas megbeszélésekre és mindenekelGtt a pedagogus palya szépségeinek meg-
mutatasara. Rendszeresen tart eléadast a tanarjelolteknek az interaktiv tananyag
hasznélatatdl, a geometriaszemlélteté eszkozeinek bemutatasardl és még szamos
izgalmas témakorbol. Széplaki Gyorgyné szakmai tevékenysége messze tilmutat
az iskola keretein. 1989 6ta jelen van a matematikaoktatds orszagos férumain. Egyik
megalkotéja volt az ELTE Radnéti Miklos Gyakorldiskola nyolcosztélyos és hatosz-
talyos tantervének, melyhez egy szerzotarssal tankonyvesaladot irtak. Tankonyvirdi
munkajat az Apédczal Kiadénal folytatta, ahol hatodmagaval az altalanos iskola
fels6 tagozata szdmaéara irtak egy tankonyvsorozatot, melyhez feladatgylijtemény,
tanari kézikonyv és digitalis tananyag is késziilt. Szerzéként és szakmai lektorként
egyarant részt vett a SuliNova Kht. kompetencia alapt oktatési programcsomagja-
nak kidolgozasaban. Rendszeresen tartott akkreditalt tanartovabbképzéseket, elo-
adasokat tartott a Varga Tamas Napokon, a Ricz Laszlé-vandorgytilésen is. Szép-
laki Gyorgyné teljes ember. Legyen sz6 matematikardl, tankonyvirasrél, modszer-
tani szakértoi tevékenységrol, elesettek tamogatasarol, nyugdijasok kardcsonyarodl,
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szipogd gyerekek vigasztaldsardl, éneklésrdl, jatékrdl, taborozasrdl, O mindeniitt
ott van. Szivvel, 1élekkel, mert szdméra a vildg masként elképzelhetetlen lenne.
Els6k kozott kapta meg az iskola tanarainak titkos szavazataként a Karman Mor-
emlékgytiriit. 2008-ban Ericsson dijat, 2011-ben Graphisoft dijat kapott. 2013 ju-
niusaban nyugdijba vonul. Az iskolai gyerekserege helyett 6t unokajanak szenteli
szabadidejét, melyhez nagyon j6 egészséget és sok boldogsagot kivanunk.

Vdgi Veronika tevékenysége Székesfehérvarhoz kotddik. Tobb évtizeden &t
ugyanabban a kozépiskolaban tanitott, az Ybl Miklos Kozépiskoldban, majd annak
megszlinte utdn a Kodoldnyi Janos Kozépiskolaban. Palyajat szakfeliigyeloként,
illetve szaktanacsaddéként folytatta. Elmélyiilt matematikai ismereteit jol kamatoz-
tatta tovabbképzések szervezésében. Kiemelkedd szakmai felkésziiltsége, kozvetlen
modora miatt kollégai nagyra becsiilik. Matematikai és mddszertani kérdésekben
naprakészen tajékozott és szaktandcsadoként jél alkalmazta ezeket az ismereteit.
Biztos érzékkel vélasztotta meg a matematikai nevelés aktudlis, a tanarok szaméara
fontos témait. Ezekbol tovabbképzéseket tartott és szervezett a megye kozépiskolai
tanarainak. Mar 28 év 6ta a tagozat faradhatatlan titkara. Feladatkoréhez tartozik
az évenként megrendezett megyei matematika verseny, amelynek elOkészitéséhez
tartoznak az évfolyamonként és szakmanként megvalasztott évfolyambizottsagok.
Ezek munkajat egy cstcsbizottsag fésiili Gssze és ellendrzi, melynek megszervezése,
a tagok felkérése, sok tapintatot és nagy gyakorlatot igényel. Vagi Veronika fogta
Ossze a kétfordulds verseny valamennyi teenddjét a feladatsorok végso Gsszeallitasé-
t6l az eredményhirdetésig. Székesfehérvar 6nkorményzata a helyi tudomanyos koz-
élet tdmogatasdara, 6nall6 kutatdsok publikacidinak kozzétételére hozta létre Szekfii
Gyula—Lénczos Kornél Alapitvanyt. Ezen alapitvany kuratériumédnak a természet-
tudoméanyos szakértéje Vagi Veronika. Munkajat az énkorményzat nagyra értékeli,
f6tanacsosi cimben és Pro Civitate dijban részesitette. Vagi Veronika nagyon sokat
tett a matematika népszeriisitéséért.

Griinwald Géza-emlékérem

2012-ben a Griinwald Géza-emlékéremre tiz jelolés érkezett. A bizottsdg crommel
allapitotta meg, hogy a jeloltek igen magas tudoményos szinvonalat képviselnek,
ami egyben jelzi a Griitnwald-emlékérem tarsadalmi és tudoméanyos elismertségét.
A Bolyai Tarsulat évente legfeljebb négy dijat adhat ki. A bizottsig szavazatai
alapjan az idei a dijazottak a kovetkezOk: Balka Richard, Csikvari Péter,
Mérai Laszlé és Szollosi Ferenc.

Indoklas: Balka Richdrd 1982-ben sziiletett, 2006-ban szerzett matematikus
diplomat az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen, majd 2012-ben PhD fokozatot
ugyanott Elekes Marton témavezetésével. Jelenleg fiatal kutaté a Rényi Intézetben.
Balka Richardnak 7 tudoméanyos publikacidja van, valamint tovabbi szdamos cikke
van jelenleg elbiralas alatt. F6 kutatasi teriilete a geometriai mértékelmélet és a va-
16s analizis. Legjelent6sebb eredményeit Elekes Martonnal és Buczolich Zoltdnnal
kozos két cikkben érte el, melyekben egy 1j fraktdldimenzio-fogalmat épitenek ki,
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és érdekes alkalmazasokat is talalnak. Mély és érdekes ennek a magasabb dimen-
zi6s altalanositdsa is, amely Balka friss, ondallé publikdcidja. Szintén kiemeljiik,
hogy a kozelmiltban Elekes Martonnal és Mathé Andréssal kézosen megoldotta
Kolmogorov egy 80 éves problémajat. Megmutattak, hogy nem minden sikbeli hal-
maz kontrahalhaté kozel ugyanakkora mértékii poligonra, sét taldltak korlappal
homeomorf ellenpéldat is.

Publikédcidinak mélysége mellett soksziniisége is figyelemremélté. Fo teriilete,
a geometriai mértékelmélet mellett vannak publikédciéi a lokalisan kompakt csopor-
tok, a fixpont-tételek, a halmazelmélet, a fiiggvényegyenletek, a kontinuumelmélet
és a leir6 halmazelmélet teriiletén is. Kiemelkedé eredményeire tekintettel Balka
Richard a Griinwald Géza-emlékéremben részesiil.

Csikvari Péter 1984-ben sziiletett, 2011-ben szerzett PhD fokozatot az Eot-
vos Lordnd Tudoményegyetemen Sarkozy Andras és Szényi Tamds témavezetésé-
vel. Jelenleg tanarsegéd az ELTE szamitégéptudomanyi tanszékén, valamint fiatal
kutaté a Rényi Intézetben. Csikvari Péternek 12 publikaciéja van. Kutatasi terii-
lete elsosorban a kombinatorika, de szamelméletben is ért el jelentés eredményeket.
Az Acta Arithmetica-ban 2008-ban megjelent cikkében azt vizsgdlja, hogy Fj-nek
mekkora részhamaza adhaté meg gy, hogy a részosszegek kozott ne szerepeljen
kvadratikus nem-maradék. Alsé és felsé becslést is ad, és szellemesen kombindl esz-
kozoket a matematika kiillonbozo teriileteir6l. Tobb dolgozataban a Kelmans altal
bevezetett graftranszformécio hatasat vizsgdlja kiilonbozo grafpolinomok esetében.
Az eredmények az egyiitthatok, illetve a legkisebb vagy legnagyobb gyok valtoza-
sanak iranyat hatarozzak meg. Talan legismertebb eredménye a monoton-ut fakat
hasznalja annak bizonyitdséra, hogy tetszolegesen nagy atmér6ji fa létezik, amely-
nek spektruma egész szamokbdl all. Legtujabban Frenkel Péterrel kozos dolgozaté-
ban egy 1j bizonyitasi mddszert bevezetve messzemendkig dltaldnositjak Hubai és
Abért egy korabbi eredményét grafsorozatok kromatikus polinomjairél. Osszefog-
lalva, Csikvari Péter munkassaga kiemelkedéen magas szinvonald, rendkiviil érté-
kes eredményekkel, amelyek mutatjak szakmai ismereteinek mélységét és rendkiviili
bizonyito erejét. Kiemelkedd eredményeire tekintettel Csikvari Péter a Griinwald
Géza-emlékéremben részesiil.

Mérai Laszlo 1982-ben sziiletett, 2006-ban szerzett alkalmazott matematikus
diplomat az Eotvos Lorand Tudoméanyegyetemen, majd 2011-ben PhD fokozatot
ugyanott Sarkozy Andrés témavezetésével. Jelenleg az ELTE komputeralgebra tan-
székén valamint a Budapesti Gazdasagi Féiskolan dolgozik adjunktusként. Mérai
Laszlénak 11 tudoményos publikacidja van, valamint két szabadalma. Kutatasi te-
riilete a pszeudovéletlen sorozatok vizsgalata. A téma igen aktudlis, mivel az ered-
mények gyakorlati alkalmazdst nyerhetnek kriptografidban. A két szabadalom is
ilyen alkalmazasokhoz kapcsolédik: egy szavazdsi rendszer és egy arverési rend-
szer. A sorozatok véletlen voltat dltaldban az eloszlasi- és a korreldcids mértékkel
jellemzik. A legtobb konstrukcié multiplikativ vagy additiv karaktereket hasznal.
Meérai az Acta Arithmetica-ban megjelent cikkében altalanositja az osszes eddigi
moédszert, ennek segitségével kis korrelacids és kis eloszlasi mértékkel rendelkezd so-
rozatokat konstrual. Szintén hatékony pszeudo-véletlen sorozatokat készit a Proc.
AMS-ben megjelent dolgozataban, eztuttal elliptikus gorbék segitségével. Mérai ko-
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moly hangsilyt fektet a kutatdsi témainak magyarorszagi megismertetésére. En-
nek érdekében tobbszor tartott népszeriisito eléadasokat, valamint magyar nyelven
is publikal. Kiemelked6 eredményeire tekintettel Mérai Laszlé a Griinwald Géza-
emlékéremben részesiil.

Sz0lldsi Ferenc 1985-ben sziiletett, 2008-ban szerzett matematikus diplomat
a Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetemen, majd 2012-ben PhD fo-
kozatot a CEU-n Matolcsi Maté témavezetésével. Jelenleg JSPS posztdoktori 6sz-
tondijas Japanban a Tohoku Universityn. Szollési Ferencnek 14 publikiciéja van.
Kutatési teriilete a komplex Hadamard-métrixok elmélete. A komplex Hadamard-
matrixok a valés Hadamardoknak olyan altalanositdsai, ahol az elemek 1 abszolit
értéki komplex szamok lehetnek. Ezek a matrixok a matematika szdmos dgaban al-
kalmazast nyernek, igymint kombinatorikaban, Fourier-analizisben, linedris algeb-
rdban és operatorelméletben. Ez is magyarazza Szoll6si Ferenc szamos nemzetkozi
tarsszerj6jét, valamint azt az érdeklédést és figyelemremélté szamu hivatkozast,
ami az eredményei irant mutatkozik. Legismertebb eredményét a Journal of the
LMS-ben kozli, ahol megad egy 4 paraméteres komplex Hadamard-csaladot 6 di-
menzidéban, és ezzel igen kozel keriil a 6 dimenziés komplex Hadamardok teljes
klasszifikdcigjahoz. A teljes klasszifikdcié mindeddig csak 5 dimenzi6ig ismert, Ha-
agerup egy eredménye altal. A Proc. AMS-ben megjelent méasik publikaciéjaban pe-
dig 1j szellemes bizonyitast ad olyan prim-dimenziés komplex Hadamard-matrixok
létezésére, amelyek a Fourier-matrixtol kiilonbdznek. Kiemelked6 eredményeire te-
kintettel Szollosi Ferenc a Griinwald Géza-emlékéremben részesiil.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsig, a beérkezett javaslatok alapjdn 2012-ben négy Farkas Gyula-emlék-
dijat adomanyoz. A dijazottak: Follath Janos, Nagy-Gyo6rgy Judit, Orlovits
Zsanett és Siile Zoltan.

Indoklas: Folldth Janos 1981-ben sziiletett Szolnokon. 2005-ben szerzett prog-
ramtervez6 matematikus diplomat a Debreceni Egyetemen. Utdna nappali tagoza-
tos PhD hallgaté volt a DE Matematika és Szamitastudomanyok Doktori Iskold-
jaban. A doktori képzés befejezését kovetden tandrsegéd lett a DE szamitoégéptu-
domaényi tanszékén. A PhD tudoményos fokozatot 2012-ben szerezte meg. Téma-
vezetOje Pethd Attila volt. Kutatéasi teriilete a kriptografia, ezen beliil els6sorban
pszeudovéletlen binaris sorozatokkal és hash fliggvényekkel foglalkozik. Paros ka-
rakterisztikaju véges testek felhasznalasdaval konstrualt jo tulajdonsidgokkal rendel-
kez6 pszeudovéletlen bindris sorozat csalddot. Legfontosabb eredménye az UDHash
fiiggvény konstrukcidja és matematikai elemzése. Eddig 7 tudoményos dolgozata je-
lent meg kutatasi teriiletének elismert folydirataiban. Tarsszerzokkel készitett egy
egyetemi jegyzetet és tobb szoftvert, amelyben eredményeit hasznositja.

Nagy-Gyorgy Judit 2000-ben matematikatanari, 2003-ban pszicholégus, 2005-
ben programtervez6 matematikus diplomat szerzett. Ezt kovetéen 2005-t61 2008-ig
doktorandusz hallgaté volt, majd 2009-ben doktori fokozatot szerzett. Diplomait
és a doktori fokozatot is mind Magyarorszagon, Szegeden szerezte meg. Jelenleg
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az SZTE TTIK Bolyai Intézetében egyetemi adjunktus a sztochasztika tanszéken.
Kutatasi munkéja az alkalmazott matematikdahoz sorolhatd, els6sorban algoritmu-
sok fejlesztésével és elemzésével foglalkozik. FEzen beliil {6 érdeklodési teriilete és
a doktori disszertaciéjanak téméja is az online optimalizalds. Ennek tobb részterii-
letén ért el fontos eredményeket. Cikkei jelentek meg az iitemezés, a graf és hyper-
graf szinezés, a ladapakolas, a lapozas és k-szerver problémakorokben. Az online
optimalizalas témakorén kiviil is van két tovabbi publikacidja, az egyik fak be-
agyazasardl szol, a mésik pedig a nemdeterminisztikus automatak iranyité szavaira
javitja meg az ismert legjobb becsléseket. Tudoméanyos munkajanak magas szinvo-
naldt jol mutatja, hogy a folydirat cikkei az adott szakteriileten rangosnak tartott
folyéiratokban jelentek meg. A két tovabbi cikkébol pedig az egyik az ICALP kon-
ferencidn lett elfogadva, amely konferencia az elméleti szamitastudomany egyik leg-
jelentésebb féruma. A maésik, nem folyéiratban kozolt publikdcidja pedig a Bolyai
Society Mathematical Studies sorozatban jelent meg. Osszesen 8 cikket publikalt,
és jelenleg egy tovabbi cikke van benyudjtva kozlésre. A publikélt cikkek megje-
lenési helye mellett még érdemes kiemelni, hogy olyan nemzetkozileg is elismert
kutatékkal dolgozott egyiitt, mint Szemerédi Endre, Tuza Zsolt és Leah Epstein.
A tudomdnyos cikkein kiviil még tarsszerzdje egy valdszintliség-szamitési és statisz-
tikai példatarnak is.

Orlovits Zsanett kozépiskolai tanulmanyait a tatai E6tvos Jézsef Gimnézium-
ban végezte. Egyetemi diploméajat az ELTE TTK alkalmazott matematikus szakan
szerezte 2003-ban. Kés6bb ugyanitt doktori képzésben vett részt Gerencsér Léaszld
szakmai irdnyitasaval. 2012-ben summa cum laude min6sitéssel védte meg doktori
(PhD) disszertéci6jat. Az MTA Fiatal Kutatéi Osztondijat elnyerve 3 évig volt
az MTA SZTAKI munkatarsa. 2006 6ta a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudo-
manyi Egyetem Matematika Intézetének differencidlegyenletek tanszékén dolgozik,
jelenleg adjunktusi munkakorben. Orlovits Zsanett eddig elsésorban sztochaszti-
kus volatilitdas modellek pénziigyi alkalmazasaival foglalkozott. Egyik f6 eredménye
a GARCH folyamatok rekurziv becslésének egy 1j megkozelitése, mely az off-line
kvazi-maximum likelihood mddszer egy tovabbfejlesztése. Az 1j mbdszer elemzé-
séhez a Markov-folyamatok elméletén alapul6 sztochasztikus approximacidelmélet
eszkoztarat hasznalja. Ennek segitségével igazolta a javasolt rekurziv algoritmus
1 valésziniiségli konvergenciajat. Az el6bb emlitett eszkoztar alkalmazdsaként két
maésik jelentés probléméat is megoldott, amelyek a véletlen matrixfolyamatok sta-
bilitasanak kérdéskoréhez tartoznak. Az elméleti munka mellett eredményesen fog-
lalkozik gyakorlati modellezési feladatokkal is. Eddig 3 dolgozatot publikdlt ran-
gos nemzetkozi tudoményos folydiratokban, ezen feliil 4 konferenciakozlemény és
2 egyetemi jegyzet (tars)szerzdje.

Siile Zoltdn 1980-ban sziiletett. 2003-ban szerzett informatikatanari oklevelet a
Veszprémi Egyetemen, 2004-ben programozoé, 2006-ban programtervezé matemati-
kus diploméat vehetett at a Szegedi Tudomanyegyetemen. 2006 juliusiatél a Pannon
Egyetem rendszer- és szamitastudomanyi tanszékének munkatarsa. Kutatomunka-
jaban miiszaki folyamatok modellezésével valamint optimalizdlasi feladatok vizsga-
lataval és megolddsaval foglalkozik. Az integralt informaciébiztonsag és az iizleti
folyamatok matematikai modellezésére valamint kiilonféle szempontok szerinti op-
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timalizadlasara dolgozott ki munkatérsaival egy djszeri P-graf alapi modszertant.
Adaptalta ezt az eredetileg folyamathalozat-szintézis feladatok kezelésére kifejlesz-
tett megkozelitést a fent emlitett tudomanyteriiletekre, lehetOséget teremtve igy
azok Ujszerl vizsgalatara. Megadta a kiilonb6z6 szemponti informatikai bizton-
sagot garantald rendszereszkozok struktirajanak és topoldgidjanak leirasi modjait,
valamint az iizleti folyamatok BPMN reprezentansainak lehetséges P-graffa valé at-
alakitasi lehetOségeit is. Ezen tilmenden olyan optimalizalé algoritmusokat, mod-
szereket valamint szoftvereket dolgozott ki, amelyekkel mod nyilik kiilonféle op-
timalizalasi feladatok hatékony és gyors megoldasara. Eddig 43 publikacioval és
tudomanyos munkéval rendelkezik.

Rényi Katé-emlékdijat 2012-ben nem adtuk ki

Patai Laszlé Alapitvany dija

A Bizottsdg igy dontott, hogy a ,Patai Laszld Alapitvany” dijat 2012-ben Mader
Attila részére itéli oda.

Indoklas: Mdder Attila 2004-ben a Szegedi Tudoményegyetem Természettu-
domanyi Kar matematika szakén szerzett MSc diplomat, 2012-ben a kar Szami-
tastudomanyi Doktori Iskolajaban szerzett PhD fokozatot. Tehetséges fiatal mate-
matika tanar-kutatd, aki tanarként meggy6z6 erével tartott eléadasaival szeretteti
meg kozépiskolas és egyetemi didkjaival a matematikat. Ennek érdekében a leg-
modernebb informatikai eszk6zoket és ezek hasznalatanak moédszereit alkalmazza,
azokat tovabbfejleszti, és 6nallé kutatdsokat végez. Eredményeirdl publikdcidokban,
szamos tudomanyos eldadason szamolt be. Intenziv iskolakon, tovabbképzéseken
tartott eléadasokat nagy sikerrel.

A szamitogéppel segitett oktatds modszertana kiemelt kutatéasi teriilet. A hor-
dozhato, nagy teljesitményi, kivals grafikaval ellatott informatikai eszk6zok az élet
minden teriiletének, igy a tudomanyos kutatasnak és oktatasnak is szerves részévé
valtak. Kérdés, hogyan lehet ezeket az eszkozoket kreativ mdédon alkalmazni az ok-
tatasban? Hogyan lehet a ,,minek tanulni matematikat, a szamitégép lgyis megcsi-
nélja” altalanos vélekedést legyézni? Hogyan lehet a klasszikus manudlis médszere-
ket hatékonyan 6tvozni az 1) szamitogépes kisérletez6 mddszerekkel? Egyaltalan,
hogyan lehet tanftani a mostani 4j informatikdban jdrtas generdciét (informati-
kai bennsziilottek). Kutatdsai és oktatasfejlesztési munkdja ezen a teriileten példa-
mutatdak, ezen eredményeinek Osszefoglaldsa doktori értekezésének elsé részében
talalhato.

Egy maésik probléma, hogyan lehet a szamitégépes eszkozoket a matematikai
kutatasban alkalmazni. Bizonyos problémak, kérdések fel sem meriilnek, a megol-
désukra pedig esély sincs a szamitégépes kisérletezések nélkiil. Ehhez kapcsolodik,
hogy hogyan lehet absztrakt tudoméanyos eredményeket, éppen az egyszeriibb ese-
tek szamitogépes vizsgalata révén a didkoknak is bemutatni, szadmukra érthetéen
tanitani. Ezzel a teriilettel is foglalkozik, tudomanyos kutatasokat végez egy absz-
takt algebrai problémakorrel a ,szigetek” kel kapcsolatosan. Ezek gyakorlati alkal-
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mazhatésdga inspiralta, hogy kozépiskolasok szamara is értheté médon mutassa
be a ,szigetek” problémdit. Doktori értekezésének mésodik része tartalmazza ezt
a témakort.

Tanari és modszertani kutatéi munkassaga a matematikaoktatds korszeriisité-
séhez nagy mértékben hozzajarul.

A bizottsag a fentiek alapjdn dontott ugy, hogy ,,Patai Laszlé Alapitvany” dijat
2012-ben Mader Attilanak itéli oda.
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JELENTES A 2012. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2012. oktéber 26. és november 5. kozott
rendezte meg a Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kdzép-
iskolai tanuldk, egyetemi és foiskolai hallgaték, tovabba azok vehettek részt, akik
egyetemi vagy f6iskolai tanulmanyaikat 2012-ben fejezték be.

A verseny lebonyolitdsara a Tédrsulat a kovetkezd bizottsdgot kérte fel: Csikds
Baldzs, Frenkel Péter (titkdr), Keleti Tamds, Lovdsz Ldszlé (elndk), Mdri Tamds,
Pach Jdnos, Ronyai Lajos, Stipsicz Andrds, Szegedy Baldzs.

A bizottsag oktéber 19-i iilésén 11 feladatot t{izott ki. A bizottsdg kdszonetét
fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a versenyre; a kitiizott feladatok
esetében a kovetkezdknek: 1. Csirmaz Ldszld, 2. Keleti Tamds, 3. Gydrfas Andrds,
4. Lovdsz Laszlo, 5. Fehér Laszlo, 6.—7. Csikds Baldzs, 8. Laczkovich Miklos, 9. Kos
Géza, 10. Stipsicz Andrds, 11. Mdri Tamds.

A bizottsag 6rommel allapitja meg, hogy a versenyt az utébbi évekhez képest
nagyobb érdeklédés kisérte, és lényegesen tobben vettek részt: 20 versenyz6 Gsszesen
101 feladatra adott be dolgozatot.

A versenybizottsag a dolgozatok dttanulményozdsa utdn, november 30-i {ilé-
sén megallapitotta, hogy egyetlen versenyz& oldott meg lényegében nyolc felada-
tot. Ennek alapjan I. dijban és 50000 forint pénzjutalomban részesiil Mészaros
Andras, az ELTE matematika alapszakos hallgatdja, aki megoldotta az 1., 2., 3.,
5., 7., 11. és kis hidnyossdgtol eltekintve a 9. feladatot, valamint a 8. feladat (a) ré-
szét és a 10. feladat (b) részét.

Hérom versenyzé oldott meg lényegében hét feladatot. Ennek alapjan II. dij-
ban és 25000 forint pénzjutalomban részesiil Nagy Csaba, az ELTE matemati-
kus doktorandusza, Nagy Ddéniel, az ELTE matematika mesterszakos hallgatéja
és Tomon Istvan, a Cambridge-i Egyetem matematika mesterszakos hallgatoja.
Koziiliikk Nagy Csaba a 3., 5., 6., 7., 9., 10. és 11., Nagy Déniel az 1., 2., 3., 5., 7.,
10. és 11., Tomon Istvan pedig a 3., 4., 9., 10., kis hidnyosségtol eltekintve a 11.,
tovdabba hidnyosan a 2., 6. és 7. feladatot oldotta meg.

Ot versenyz6 oldott meg lényegében hat feladatot. Ennek alapjan IT1. dijban
és 15000 forint pénzjutalomban részesiil Backhausz Tibor, az ELTE matematika
alapszakos hallgatéja, Grész Daniel, az ELTE matematika alapszakos hallga-
téja, Nagy Janos, az ELTE matematika alapszakos hallgatdja, Szalkai Balazs,
az ELTE matematika mesterszakos hallgatéja és Wolosz Janos, az ELTE ma-
tematika mesterszakos hallgatdja. Koziiliikk Backhausz Tibor megoldotta a 3., 8.,
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valamint — kis hidnyossagtdl eltekintve — az 1. és 6. feladatot, tovabba részlegesen
a 2., 4. és 10. feladatot, emellett a 8. feladathoz egy érdekes kiegészité megjegyzést
fzott. Grész Déniel az 1., 3., 5., 7., 10. és 11. feladatot oldotta meg. Nagy Janos
megoldotta a 3., 8. és minimalis hidnyossagtol eltekintve a 7., tovabba részlegesen
a 2., 4., 6. és 9. feladatot. Szalkai Baldzs megoldotta az 1., 3., 5., 6., 7. és 10. felada-
tot. Wolosz Janos megoldotta az 1., 3., 5., 9. és 10., valamint — javithaté hibatol
eltekintve — a 2. feladatot.

Két versenyz6 oldott meg lényegében 6t feladatot. Ennek alapjan 1. dicsé-
retben részesiil Bodor Bertalan, az ELTE matematika alapszakos hallgatdja és
Gyenizse Gergd, a Szegedi Tudoméanyegyetem matematika mesterszakos hallga-
toja. Koziilik Bodor Bertalan megoldotta a 2., 3., 5., 8., valamint hidnyosan a 6.
és 7. feladatot. Gyenizse Gergd megoldotta a 2., 3., 5., 11., valamint hidnyosan a 7.
és 10. feladatot.

Egy versenyzo6 oldott meg lényegében négy feladatot. Ennek alapjan 2. dicsé-
retben részesiil Kalina Kende, az ELTE matematika alapszakos hallgatdja, aki
megoldotta a 3., 11., minimalis hidnyossdgtol eltekintve a 6., valamint hidnyosan
a 7. és 10. feladatot.

A dijakat a Morgan Stanley Magyarorszag Elemzé Kft. tdmogatta, ezért a ver-
senybizottsag koszonetét fejezi ki.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat. Van-e olyan « valds szdm, amelyhez vannak olyan f(n) és g(n) (N-bdl
N-be képezd) rekurziv figguények, hogy

o= lim M

n—oo g(n) ’

ugyanakkor az o n-edik tizedesjeqyét megadd fiigguény nem rekurziv?

Megoldas. Van ilyen a € (0,1) szdm. Legyen « n-edik tizedesjegye 1, ha az n-
edik Turing-gép az iires szalaggal megéll, és legyen 0, ha nem; ez persze nem re-
kurziv fiiggvény. Csak a megfeleld f(n) és g(n) fiiggvényeket kell megadni. Le-
gyen w(u) egy rekurziv bijekcié N és N x N kozott, a szokdsoknak megfeleléen
m(u) = (K (u), L(u)). Definidljuk raciondlis szémok egy sorozatét a kivetkez8kép-
pen. Legyen a(0) = 0. Az a(u+ 1) — a(u) kiilonbség legyen 10~2() ha az L(u) sor-
szadmu Turing-gép pontosan K (u) 1épésben &ll meg, kiilonben pedig legyen nulla.
Alkalmas f és g rekurziv fiiggvényekkel a = f/g. Mivel a(n) a fenti a-hoz konvergdl,
készen vagyunk.

Megoldotta: Backhausz Tibor, Grész Déniel, Kocsis Zoltan Attila, Mészaros Andras,
Nagy Déniel, Szalkai Balazs, Wolosz Janos. Hibas 1 dolgozat.

2. feladat. Nevezziik a (Z,,+) ciklikus csoport eqy A részhalmazdt gazdagnak, ha
minden x,y € Zy-hez van olyan r € Z,,, amelyre x —r, x+r, y —r és y +r mind-
egyike A-ban van. Milyen a-hoz létezik olyan C, > 0 konstans, amelyre bdarmely
pdratlan n-re minden A C Z,, gazdag halmaz legaldbb Con® elemi?
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Megoldas. Megmutatjuk, hogy pontosan akkor van ilyen konstans, ha o < 3/4.

Az egyik irdnyhoz azt latjuk be, hogy barmely paratlan n esetén minden
A C Z, gazdag halmaz legaldbb n3/* elemti.

Tegyiik fel tehdt, hogy n paratlan é A C Z, gazdag halmaz. Legyen
S(Z) = {(aaa/) EAXA: a+alzz}_

A feltétel szerint tetszéleges x,y € Z,-hez vannak ay,as,as,as € A elemek, ame-
lyekre
a] — T =T —Aay =043 — Y =Y — aq.

Ebbdl atrendezve
az+az3=x+y=a1+ay4, a1+ax=2x, az+as=2y

kovetkezik, tehdt minden (z,y) szdmpdrhoz hozzérendelheté (legaldbb) egy
((a1,a4), (az,as)) elem S(z +y) x S(z + y)-bol, és a hozzdrendelés injektiv (mivel
n péaratlan, ezért a1, as, as, aqy meghatarozzak (x,y)-t). Mivel rogzitett z =z +y
esetén z értéke n féle lehet, ezért ebbdl az kovetkezik, hogy barmely z € Z,,-re
|S(z) x S(z)| = n, tehdt |S(z)| > v/n. Tehdt

AP = [Ax Al= 3 [S()] = v/,

2€Zn

vagyis |A| > n®/*, ahogy éllitottuk.

A masik irdnyt kétféleképpen is bizonyithatjuk: véletlen konstrukciéval is és
determinisztikus konstrukcioval is. Bar az utdbbi révidebb, frappdansabb és erd-
sebbet ad, figyelemre mélté a véletlen konstrukeid is, mert az sok mas esetben is
miikodik.

I. Determinisztikus konstrukcié: n = k* (k =1,3,5,...) esetén megadunk leg-
feljebb 4k3 = 4n3/* elemtii gazdag halmazt Z,-ben. Ebbél azonnal kivetkezik, hogy
a < 3/4 esetén nincs megfeleld C, konstans.

Alljon A azon Z,-beli elemekbdl, melyek négyjegyli k-as szémrendszerbeli
alakjdban van 0 szamjegy. Vildgos, hogy ekkor A elemszdma legfeljebb 4k3. Azt kell
csak megmutatnunk, hogy A gazdag. Legyen z,y € Z, tetsz6leges. Ekkor valasszuk
r négyjegyll k-as szamrendszerbeli alakjaban a negyedik szdmjegyet tgy, hogy
x —r (négyjegyll k-as szamrendszerbeli alakjdnak) negyedik szdmjegye 0 legyen,
a harmadikat ugy, hogy = + r harmadik szamjegye 0 legyen, masodikat ugy, hogy
y — r masodik szamjegye 0 legyen, végiil az els6t ugy, hogy y — r elsé szamjegye 0
legyen. Ekkor x — r,x +r,y —r,y +r € A.

I1. Véletlen konstrukciéval megadunk C+/Iogn -n3/* elemii gazdag halmazt
barmely n-re. Kés6ébb megvalasztando rogzitett p-re valasszuk ki Z,, minden elemét
egymastdl fliggetleniil p valészintiséggel.

El6szor megmutatjuk, hogy adott x, y-ra

(1) P((A—a)n(e—A)N(A—y)n(y—A) =0) < (1-pH"°,
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ahol C abszolit konstans. Mivel annak valészintisége, hogy négy adott (kiilonb6z6)
Zn-beli elem mindegyike A-ban van, p?, ezért ehhez csak azt kell meggondolni,
hogy adott x, y-hoz megadhaté legaldbb n/C diszjunkt (aq,as, as,aq) szémnégyes,
amelyre ey —z=x—ay =a3 —y =y — ay.

Tehét (1) alapjan a rossz (x,%y) parok varhaté szdma legfeljebb n?(1 — p4)"/c,

fgy annak valészinfisége, hogy van rossz (z,y) par legfeljebb n?(1 — p4)n/ “ Te-
hat ha n?(1 — p4)n/ ¢ < 1, akkor pozitiv valészintiséggel j6 konstrukciét kapunk.
Konnyti ellendrizni, hogy p* = QCIT“” esetén ez teljesiil. Ekkor pedig nagy valdszi-
niiséggel akkora az A halmaz, amekkorat akartunk (mdsik C-vel).

Megoldotta: Bodor Bertalan, Gyenizse Gergé, Mészaros Andras, Nagy Déaniel. Rész-
ben megoldotta: Backhausz Tibor, Kutas Péter, Nagy Janos, Tomon Istvan és Wolosz
Janos. Két dolgozat nem tartalmaz érdemi eredményt.

3. feladat. Bizonyitsuk be, hogy egy k-kromatikus graf éleit tetszélegesen két
szinnel szinezve van olyan k pontu részfa, melynek élei ugyanolyan szintiek.

Megoldas (Szalkai Baldzs megolddsa). Jelolje G = (V, E) a grafot, G a fekete élek
részgrafjat és Gy a fehér élek részgrafjdt. Készitsiik el a kovetkezd H = (S, T, F)
péros gréafot (melyben esetleg lesznek tobbszoros élek): Legyen S a Gp Osszefiiggd
komponenseinek halmaza, T pedig Gy Osszefiigg6 komponenseinek halmaza. To-
vabbé, minden v € V-re legyen f, € F egy él v fekete és fehér komponense kozott!

Legyen A a maximalis fokszdm H-ban. (Ekkor A megegyezik G-ben egy maxi-
malis cstcsszamu, osszefiiggd, egyszinl részgraf csicsainak szdmadval.) Kénig élszi-
nezési tétele szerint H felbomlik A péarositdsra, azaz A szinnel élszinezhetd. Mivel
az élek a csucsoknak felelnek meg, ezért ez megad egy csicsszinezést a G grafon.
Ez a szinezés j6 szinezése lesz G-nek. Ugyanis tegyiik fel, hogy u,v € V' 6ssze van-
nak kétve G-ben — mondjuk — fekete éllel. De ekkor a két csics G g-nek ugyanabban
a komponensében van, vagyis f, és f, ugyanarra az S-beli csiicsra illeszkedik, tehét
kiilénb6z6 szintiek.

Kiszineztiik tehat A szinnel G csticsait, tehat A > k = x(G). A A definiciéja
miatt tehat van olyan — mondjuk — fekete komponens, melynek mérete legalabb k.
Ebben a komponensben tehat 1étezik > k-pontu fekete fa. Levelek lesziiretelésével
pedig ennek a fanak a pontszama lecsckkentheté pontosan k-ra.

Megoldotta: Backhausz Tibor, Bencs Ferenc, Bodor Bertalan, Grész Déniel, Gyenizse
Gergé, Kalina Kende, Kutas Péter, Mészaros Andréds, Nagy Csaba, Nagy Déniel, Nagy
Janos, Soltész Déniel, Szalkai Baldzs, Tomon Istvan, Wolosz Jénos.

4. feladat. Legyen K egységnyi térfogati konvex test az n-dimenzids térben. Legyen
S C K olyan Lebesgue-mérhetd halmaz, melynek mértéke legaldbb 1 — €, ahol 0 <
e < 1/3. Bizonyitandd, hogy K-t a silypontjibdl 2e1n(1/e) ardnyban kicsinyitve,
a kapott test tartalmazza S sulypontjdt.

Megoldas. Feltehets, hogy K silypontja az origé. Vegyiik észre, hogy ha s ¢
2eln(1/e)K, akkor van olyan H hipersik az (1/(2& ln(l/e))!)s ponton &t, amely
a K testet nem metszi. Feltehetjiik, hogy ez az x1 = —1 hipersik. Tehat K minden
pontjara x; > —1. Tovabba v = —1=£5 elsd koordinataja legaldbb 21n(1/¢).

€
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Legyen F(t) az 1 =t — 1 hipersik és a K test metszetének mértéke, és G(¥)
az r1 >t — 1 féltér és a K test metszetének mértéke. Nyilvan G'(t) = —F(t). Mivel

K sulypontja az origd,
o0 o0
/ tF(t) dt :/ G(t)dt =1.
0 0

Vélasszunk olyan 8 szdmot, melyre G() = . A Brunn—Minkowski-tételbél kovet-
kezik, hogy G(t) log-konkav. Mivel az ¢/? fiiggvény értéke megegyezik G(t)-vel
at=0ést= [0 pontokban, ezért

>et/f, ha 0<t<p,
G(t
<etP. ha t>p.

Igy 5 5
1> / G(t)dt z/ et/B dt = M,
0 0 In(1/¢)
és ezért B <1In(1/e)/(1 —¢).
Mivel v a K egy ¢ mértékli részének silypontja, v elsé koordinatdja akkor
a legnagyobb, ha ezt az ¢ mértékili részt a legnagyobb els6é koordindtaju pontokra
koncentraljuk; igy

1

o < 5/:“— D)= L[t 1)GO]] + 1/: Gt dt <

Jé] In(1l/e) +¢
In(1/¢) = 1—¢

1 o0
§6—1+—/ effdt=p—1+ < 2In(1/e),
3
B

ami ellentmondaés.

Megoldotta: Tomon Istvan. Részlegesen megoldotta Backhausz Tibor, Nagy Jéanos,
Virosztek Déniel.

5. feladat. Legyenek Vi, Va, Vi, Vi olyan négydimenzids linedris alterek R3-ban,
amelyek kozil barmely kettdnek a metszete csak a nullvektorbol dll. Mutassuk meg,
hogy van olyan W négydimenzids linedris altér R®-ban, amelyre mindegyik W N'V;
metszet kétdimenzids.

Megoldas. Felidézziik a grafikon-konstrukcict (amely példaul a Grassmann-soka-
ség térképeinél is szerepel).

1. definicié. Legyenek A, B, C a D vektortér linedris alterei. Tegyiik fel, hogy
ANB=BNC=0¢é A+ B = D. Ekkor minden a € A-hoz pontosan egy olyan
b € B létezik, hogy a + b € C, tehat a

v(A,B,C,D): A— B
linearis leképezést egyértelmiien definidlja a
v(A,B,C,D)(a) +a € C
tulajdonsag. Vagyis C' a vy grafikonja.
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Ha ANC =0 is teljesill, akkor (B, A,C, D) av(A, B, C, D) leképezés inverze.

2. definicié. Legyenek Vi, Va, Vi, Vi 2k-dimenzids, paronként csak 0-ban metszd
alterei a V 4k-dimenzids vektortérnek. A W 2k-dimenzids alteret jol metszdének
hivjuk, ha dimW, :=WnV, =k, i=1,...,4.

3. allitas. Legyenek Vi, Vo, V3, Vy 2k-dimenzids, paronként csak 0-ban metszé al-
terei a V 4k-dimenzics vektortérnek, és legyen W jol metsz6 altér. Ekkor

Y3(Wh) = ya(W1) = W,
ahol Vi = 7(‘/17‘/2a ‘/i,V)7 i= 374

Az &llitds azonnal kévetkezik abbdl, hogy vily,, = v(Wi, Wa, Wy, W), és hogy
~; invertalhato.

4. kévetkezmény. A W — Wi = W NV} megfeleltetés bijekci a jol metszé alterek
és o=y, Yvs 1 Vi = Vi leképezés k-dimenzids invaridns alterei kézott.

Valéban, a 3. allitasbol kovetkezik, hogy W7 invaridns altér lesz. Masrészt,
ha U k-dimenziés invarians altere a-nak, akkor koénnyt ellendrizni, hogy W :=
U+73(U) =U + v4(U) jol metszé.

Vagyis a feladat megolddsdhoz az alabbi észrevétel elegendd.

5. allitas. Egy a : R* — R? linedris leképezésnek mindig van 2 dimenzidés invaridns
altere.

Ez leggyorsabban a valds Jordan-féle normdlalak 1étezésébol kovetkezik: Legye-
nek « sajatértékei a, b, ¢, d. Ha minden sajatérték valds, akkor egy sajat-bazisban
a komplex Jordan-alakndl megszokott lehetGségeink vannak. Ha a = x + iy, b=
x — 1y komplex konjugdalt sajatértekpér, akkor egy (fy z) blokk jelenik meg. Ha
ezek kétszeres gyokok, akkor el6fordulhat az

z gy 1 0
-y x 0 1
0 0 z wy
0 0 —y =

eset is. Azonnal latszik, hogy minden lehetséges esetben az els6 két bazisvektor
invaridns alteret feszit ki, hiszen van egy (§ ) blokk a bal als6 sarokban.
Megjegyzések. (a) A v leképezések projekcidk segitségével is definidlhatdk.
A D tér direkt felbontdsa A-ra és B-re definidl w4 : D — A és ng : D — B pro-
jekcidkat, és
-1
’Y(AaB?CzD):ﬂ-BO(ﬂ-A'C) .

(b) A fenti bijekci6 tetszéleges test {616tt érvényes. Vegyiik észre, hogy egy tipi-
kus C?¢ — C?* linedris leképezésnek 2k kiilonbozé sajatértéke van, tehat beldttuk
a kovetkezdt:
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6. tétel. Legyen adott 4 dltaldnos helyzetii (beleértve, hogy « sajdtértékei kiilon-
bozéek) 2k-dimenziés altere C**-nak. Ekkor (Qkk) jol metszé altér van.

Specialis esetként kapjuk k = 1-re a 4-egyenes-tételt, k = 2-re pedig 6 megoldas
van. Schubert-kalkulussal meglepden nehéz a 6. tételt beldtni. A k = 2 esetet ldsd
alabb.

A valés esetben egy tipikus R2* — R?* linedris leképezésnek 2k kiilonbozo sa-
jatértéke van, ezek vagy valésak, vagy konjugélt parok, tehat belattuk a kovetkezot:

7. tétel. Legyen adott 4 altalanos helyzetii 2k-dimenziés altere R**-nak. Ekkor

Nalka) =3 (?) (2: _ 22;)

=0

Jjol metszé altér van, ahol a = 0,1,. ..,k a megfelel6 a leképezés konjugalt sajatér-
tékparjainak szama.

a = 0-ra a komplex esetbdl kovetkezo (Zkk) fels6 becslést kapjuk. A tételbdl az
is kideriil, hogy vannak rések, nem minden péros szdmot kapunk meg Ngr(k,0) és
Nr(k, k) kozott. Példaul k = 2-re tipikusan 2 vagy 6 jél metsz6 altér van.

(¢) Kohomologikus megfontoldsokbdl kévetkezik, hogy ha az dltaldnos esetben
a valasz nem nulla, akkor mindig van megoldés (a tobbszorss sajatértékek esetén
is). A komplex esetbdl kénnyen kiovetkeztethetiink a valds megolddsok szdménak
paritdsara. Sajnos a 6 paros szam, igy ez nem segit.

(d) Bizonyos esetekben létezik valds Schubert-kalkulus Z folott is, és a mi
esetiink ilyen. Ebbdl az kovetkezik, hogy az altalanos esetben a megoldasok el6jeles
szama 2 (6sszhangban a fenti szdmoldsokkal). Erre egyel6re nem tudok j6 referenciét
adni.

(e) A komplex eset Schubert-kalkulussal:

A definicié végiggondoldsaval kapjuk, hogy

022 = {V € Gry(C®) : dim(V N Fy) > 4},

4
[ e
Gr4 ((CS)

A Giambelli-formuldbdl o 2 = 0% — 0103, tehat

tehat a vélasz

03 = 02,2(03 — 0103),

amit a Pieri-formula kétszeri alkalmazasaval tudunk kiszamolni:

L= | + + [ ]
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Hasonléan, 03203 = 04,21 + 03,22. A Pieri-formuldt még egyszer alkalmazva kap-
juk, hogy
2
02205 = 0431+ 0422+ 04211 +0332+0331,1+03221
+ 032,21+ 02222+ 0422

+ 044+ 0431+ 04202,
és

0920301 = 0431 1+0422+0421.1

14y

+ 04,22+ 0332+ 03221-

Vagyis
2
029 =033,1,1 +03221+02222+044+0431~+04202.

Mivel ezen particiék mindegyike éndudlis, azonnal adédik, hogy

/ 0—42{2 = 6.
Gry(C8)

Megoldotta: Bodor Bertalan, Grész Déniel, Gyenizse Gerg6, Mészaros Andras, Nagy
Csaba, Nagy Déniel, Szalkai Baldzs, Wolosz Janos. Nem tartalmaz érdemi eredményt
5 dolgozat.

6. feladat. Legyenek A, B, C olyan n X n-es, komplex elemid mdtrizok, melyekre
[A,B]=C, [B,C] = A és[C,A] = B, ahol [X,Y] az X ésY mdtrizok XY —Y X
kommutdtordt jeloli. Bizonyitsuk be, hogy e*™ az egységmdtriz.

Megoldas. Az egységkvaterniok SU(2) Lie-csoportjanak su(2) Lie-algebraja a fer-
dén 6nadjungalt, 0 nyomu 2 x 2-es matrixokbdl all. Ebben bazist alkotnak az

1/i 0 1/0 1\ S 1/0 i
Ao_z(o z) 30_2(1 o> “ Co_z(z' o)

métrixok, melyek egymdssal éppen az [Ag, By] = Co, [Bo, Co] = Ag és [Co, Ag] =
By szabélyok szerint kommutdlédnak, tehdt a ¢ : su(2) — C"*", ¢p(x Ay + yBy +
2Cp) = x A+ yB + zC R-linedris leképezés egy Lie-algebra-reprezentdcié. Az SU(2)
csoport homeomorf az S? gémbbel, tehdt egyszeresen sszefiiggd. Ismert, hogy ek-
kor a ¢ Lie-algebra-reprezentacié egyértelmiien megad egy ¢ : SU (2) = GL(n,C)
Lie-csoport-reprezentéciét, melyre g?)(emAOerBO*ZCO) = eb(@AotyBot+zCo) g — 4,
y = z = 0 helyettesitéssel

amA _ g(amAo) _ 2(anAey _ o (€77 0 ) _ s _
€ =e€ - ¢(e ) - (b O —27i - ¢(‘[2) - In?

e

ahol I a k x k-as egységmatrixot jeloli.
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Megoldotta: Backhausz Tibor, Kalina Kende, Kutas Péter, Nagy Csaba, Szalkai
Balazs. Részlegesen megoldotta: Bodor Bertalan, Nagy Janos, Tomon Istvén, Virosztek
Daniel.

7. feladat. Legyen I' egy r sugari korben fekvd, rektifikdlhato, | hosszusdgu egyszeri
gorbeiv, és legyen k egy természetes szdam. Bizonyitsuk be, hogy ha | > krm, akkor
van olyan r sugard korvonal, mely T'-t legaldbb k + 1 pontban metszi.

1. megoldas (Mészdros Andrds dolgozata alapjdn). Legyen A és B két adott
pont a sikon. Tekintsiik azon P pontok H halmazat, amelyekre az A és B pontok
koziil az egyik a P koré rajzolt r sugart korlap belsejében, mig a masik a kiilsejében
van, azaz

H:={P: AP >r > BP vagy BP >r > AP}.

Azt Allitjuk, hogy minden ¢ > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha az A és B
pontok t tdvolsdga kisebb, mint §, akkor A(H) > (r —¢)4t, ahol X a sikbeli Lebesgue-

/i AN
RN /AN

A t B
H

&>

A bizonyitdshoz rajzoljunk A és B koré is egy r sugard zart korlapot, H ép-
pen ezek szimmetrikus differencidjanak a belseje lesz. Ha t < r, akkor ez a két kor
metszi egymast két pontban. Hizzunk e két ponton keresztiil parhuzamost a sza-
kaszunkkal, nézziik csak az ezen két egyenes kozé esO részét H-nak. E két egyenes
kozott haladd, veliikk parhuzamos egyenes mindig 2 darab ¢ hosszi szakaszt metsz
ki H-bdl, azaz az Osszes szelés mértéke 2t. fgy e két egyenes kozotti része H-nak
mar énmagaban 2t2h = 4th mértékid, ahol h az r szaru t alapu egyenlGszari ha-
romszog alaphoz tartozé magassaga. Ez a magassag, ha t elég kicsi, nagyobb, mint
r — &, és ezzel belattuk az segédallitast.

Vegyiik észre, hogy ha P € H, akkor tetszOleges A-t és B-t 6sszekotd folytonos
gorbe metszeni fogja a P kozépponti r sugaru korivet egy A-t6l és B-t0l kiilonb6z6
pontban. fgy elegendo egy olyan beirt poligont taldlni, amelyre ha minden szaka-
szdhoz tekintjiikk a megfelel6 H halmazt, akkor 1étezik olyan P pont, mely ezek
koziil legalabb k + 1-ben benne van, mert egy ilyen P kozépponti r sugari kor-
nek lesz k + 1 metszéspontja a gorbével, és ezek mind kiillénbozéek, mert més-mas
paraméterintervallumrdl valdk, és a gorbe egyszert.

Legyen | > ly > krm. Ekkor létezik olyan & > 0 szdm, hogy (r — €)4ly > 4kr?r.
Legyen 6 > 0 a segédallitasunk szerint ehhez tartozo 4.

Most tekintsiink egy olyan beirt torottvonalat, melyre a téréttvonalat al-
koté szakaszok ly,ls,...,l, hosszai mind kisebbek, mint &, de a szakaszok lg =
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Iy + 1o+ -+ -+ 1, 6sszhossza nagyobb, mint [y. Ekkor a szakaszoknak megfelelé H
halmazok mértékei legaldbb (r — £)4l; nagyok, igy mértékeik dsszege nagyobb, mint
4kr?m. De vegyiik észre, hogy az 6sszes halmaz benne van egy 2r sugari, azaz egy
4r%7 mérték{ korlemezben, ami csak gy lehet, ha van olyan pont, mely legaldbb
k + 1-ben benne van. A halmazok karakterisztikus fiiggvényeinek tsszege ugyanis
nem lehet < k mindeniitt, mert akkor a kirlemezen vett integrélja legfoljebb kdr2m
volna, ami kisebb, mint a halmazok mértékeinek 6sszege, holott az integral lineari-
tasa miatt azzal egyenlonek kellene lennie, ami ellentmondés.

2. megoldas. Jelslje 6 € [0,2n] és x € R? esetén P ) : R? — R? az origd
koriili § szogii forgatds és az x vektorral valé eltolds kompozicidjat. A Poincaré-
formula szerint (14sd L. A. Santal6, Integral Geometry and Geometric Probability,
Chapter 7, §. 2.), ha I és T két rektifikdlhato, I, illetve [ hossztisagu gorbefv az R?

euklideszi sikon, és m(6,x) € NU{oo} jeloli a I' és a @y )(I") gorbék metszéspont-

jainak szamat, akkor
27 _
/ / m(0,x)dfdx=4-1-1.
x€ER2 JO

Ha a T gdrbének az origé kozépponti r sugart kort vélasztjuk, akkor m(0,x)
csak az x-tél fiigg és m(x) = m(0,x) az x koézépponti r sugart kor és a T' gorbe
metszéspontjainak szama. A Poincaré-formula ebben a specidlis esetben az

/ m(x)dx = 4rl > (2r)°wk
S

egyenletet adja. Mivel m tartéja egy 2r sugard korbe esik, m-nek egy pozitiv
mértéki halmazon k + 1-nél nagyobbnak kell lennie.

Megoldotta: Grész Daniel, Mészaros Andras, Nagy Csaba, Nagy Déniel, Nagy Jénos,
Szalkai Balazs. Részlegesen megoldotta: Bodor Bertalan, Gyenizse Gergd, Kalina Kende,
Tomon Istvan. Nem tartalmaz érdemi eredményt egy dolgozat.

8. feladat. Rendeljiik hozzd minden f: R? — R figguényhez azt a OF R? —
[—00, 00] fiiggvényt, amelyre ®¢(x,y) = limsup,_,, f(z,z) minden (v,y) € R2-re.

(a) Igaz-e, hogy ha f Lebesgue-mérhetd, akkor ®; is Lebesque-mérhetd?
(b) Igaz-e, hogy ha f Borel-mérhetd, akkor ®; is Borel-mérhetd?

Megoldas. (a) A vélasz negativ. Legyen A C R nem Lebesgue-mérhetd halmaz,
és legyen f az A x Q halmaz indikatorfiiggvénye, ahol Q jeldli a racionélis szdmok
halmazat. Ekkor A x Q nullmértékii a sikbeli Lebesgue-mérték szerint, tehat f
Lebesgue-mérhet6. Masrészt ®; az A x R halmaz indikatorfiiggvénye, amely nem
Lebesgue-mérheto.

(b) (Nagy Janos megoldasa alapjan.) A valasz szintén negativ. Legyen B C R?
olyan Borel-mérhet6 halmaz, amelynek az z-tengelyre vett A vetiilete nem Borel-
mérhet6. Legyen f a D = UyeQ (B + (0, y)) halmaz indikétorfiiggvénye, ahol
B+ (0,y) a B-nek a (0,y) vektorral valé eltoltjét jelenti. Ekkor D Borel-mérheté
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halmaz, tehat f Borel-mérheté. Mésrészt a ® fiiggvény nem mds, mint A x R
indikatorfiiggvénye, amely nem Borel-mérheté.

Megjegyzés (Backhausz Tibor dolgozata alapjan). Ha f Borel-mérhetd, akkor
®; univerzalisan mérhet6 (igy Lebesgue-mérhetd). Valéban,

o= (1) o).

ahol I, azon (0, y) pontok halmaza a sikon, amelyekre 0 < |y| < 1/n. Itt megszdm-
lalhaté sok analitikus halmaz metszete all, mert két Borel-halmaz direkt szorzata
is Borel, s emiatt két Borel-halmaz Minkowski-0sszege — a direkt szorzat vetiilete
lévén — analitikus. Ezért a metszet is analitikus, tehat univerzalisan mérheto.

Megoldotta: Backhausz Tibor, Bodor Bertalan, Nagy Janos. Az (a) részt megoldotta
Mészaros Andras.

9. feladat. Legyen D = {z eC: |z] < 1} a komplex egységkorlemez, és legyen
0 < a <1 valds szdm. Tegyiik fel, hogy f: D — C\ {0} olyan holomorf fiiggvény,
amelyre f(a) =1 és f(—a) = —1. Bizonyitsuk be, hogy

1— a2
SEEU(ZHZeXp( yP 7T).

Megoldas. Legyen M = sup |f(z)|. Mivel f nem konstans, |f| < M a D &sszes
zeD

pontjadban. Az f(a) = 1 feltételbdl tudjuk, hogy M > 1.

Legyen g a (log f)-nek az az dga, amelyre g(a) = 0. Ekkor g(—a) = log(—1) =
kmi valamilyen paratlan egész k-ra. Tovabbd, | f| < M miatt Re g < log M. Legyen
H ={z: Rez < log M}; ekkor tehit g egy holomorf D — H fiiggvény.

Definidljuk a kovetkezd tortlinearis fliggvényeket:

z+a 1 z—a
: D D = =
¢: D= D, ¢z 5o * (2) =1
és .
:H—=D = ——
¥ V@)= ST

Tekintsitk a h: D — D, h = o g o p fiiggvényt. Mivel p(0) = a, g(a) =0 és
¥(0) = 0, teljesiil, hogy h(0) = 0. Alkalmazzuk a Schwarz-lemmét a h fiiggvényre

ésa pl(—a)= 1:_% pontra; azt kapjuk, hogy |h(%)‘ < %, tehat
2a _
oo 2 e )| = [ele(-a)| =
_ ki _ 1
| 2log M — ki ’
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ahonnan

logMZ@ (

2\ 2 _ 2 _ 42
1+a _1:\k|7r.1 a> _1-a
2a 2 2a T da

2

M > exp

Megjegyzés. A feladat &llitasa éles; példaul az

PR—— (iz—a2 7r)

iz+1 2a
fliggvényre egyenl6ség all.

Megoldotta: Nagy Csaba, Tomon Istvan, Wolosz Janos. Kissé hidnyosan oldotta meg
Mészaros Andrés és Nagy Jdnos. A feladat &llitdsandl jéval gyengébb becslést ad egy
dolgozat.

10. feladat. Legyen K egy csomd a 3 dimenzids térben (tehdt a korvonal egy dif-
ferencidlhaté bedgyazdsa R3-ba), és D a csomd diagramja (azaz olyan vetiilete egy
stkra, amely transzverzalis duplapontoktdl eltekintve szintén differencidlhato bedgya-
zdsa a korvonalnak). Szinezziik ki D komplementumdt sakktablaszerien feketével és
fehérrel. Definidljuk a diagram T'g(D) fekete grafjat a kivetkezd mddon: T'p(D)
csucsai legyenek a fekete tartomanyok, és két tartomdny minden érintkezési pont-
jan dt menjen egy Oket Osszekdtd él.

(a) Adjuk meg az dsszes olyan csomdt, amelynek van olyan D diagramja,
hogy a T'g(D) grdfnak legfeljebb 3 feszitéfdja van. (Két csomdt nem tekintink
kiilonbozonek, ha az egyik a mdsikba mozgathaté a kérvonal bedgyazdsainak egy
1 paraméteres seregével.)

(b) Ldssuk be, hogy bdrmely csomd bdarmely D diagramjdra T g(D)-nek pdratian
sok feszitofdaja van.

Megoldas. (a) Megmutatjuk, hogy ha a T' (D) grafnak legfeljebb 3 feszitéfdja van,
akkor a csomé vagy trividlis (tehdt egy bedgyazott korlap pereme), vagy a rajzon
abrazolt haromleveli csomodba, vagy ennek tiikorképébe mozgathaté a korvonal
beagyazasainak egy 1 paraméteres seregével.

1. d@bra. A hdaromlevelli csomd eqgy vetiilete

Egy levél minden fesz{t6fdban benne van, egy hurok (tehét olyan él, amelynek
két vége megegyezik) viszont semelyikben sem. Tehdt ezeket elhagyva a feszitéfak
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szama nem valtozik. Viszont egy levél olyan tartomanyhoz tartozik, amelynek
csak egy sarka van (tehdt ez egy ,csavarintds”), igyhogy a vetiilet valtoztathatd
gy, hogy a csomoé nem véltozik, de a levél eltiinik. Hasonldéan, egy hurok olyan
keresztezodéshez tartozik, amelyet ki lehet ,forgatni”. Feltehetd tehat, hogy a graf
nem tartalmaz sem levelet, sem hurkot.

Amikor egy feszit6fa van, akkor a graf egy fa, a fenti dtalakitdasok utan tehat
egy egypontd graf, és a csomoé nyilvan trividlis.

Ha két feszitéfa van, akkor a grafban csak ketté hosszu ciklus lehet, abbdl is
csak egy. Ilyen graf csak egy van: két csics két éllel 6sszekotve. Ez azonban nem
csomoét, hanem két komponensii ldncot ad, dsszhangban az aldbb bizony{tandé (b)
allitassal.

Meg kell nézni még, hogy mi a helyzet akkor, ha pontosan harom feszitéfa
van. Ekkor a (levél és hurok nélkiili) gréfban legfeljebb hdrom hosszi ciklus lehet,
vagy harom él kot Gssze két cstucsot. Ez két lehetséges grafot ad, amik egyenként 8
vetiiletbdl szdrmaznak (attdl fiiggden, hogy az él milyen keresztezddésnek felel meg
a kett6bdl). A csomdk pedig csak azt a hdrom tipust engedik meg, amit &llitottunk.

Ez a harom csomo6 valéban jo is.

(b) A megoldds két ismert tételt alkalmaz. Az els6 szerint minden csomo, és
val6jaban minden vetiilet, kibogozhaté. Pontosabban, minden vetiiletet alkalmas
keresztez8dések megvaltoztatdsdval a trividlis csomé vetiiletévé lehet alakitani. (In-
duljunk el a csomén, és alakitsuk at Ugy, hogy amikor el0szor ériink egy kereszte-
z6déshez, akkor az feliill menjen. Nem nehéz 14tni, hogy a csomd trividlissd valt.)
Mivel a keresztez6dés cseréje nem véltoztatja meg a I'g(D) gréifot, az allitdst elég
a trividlis csoméra belatni.

A mésik hasznédlandé tétel valamivel nehezebb (de minden csomdelmélet konyv
az els6 lapjain targyalja): két vetiilet pontosan akkor felel meg ugyanannak a cso-
monak, ha az Ry, Ro, R3 Ugynevezett Reidemeister-mozgdsokkal egymasba alakit-
hatdk. (A mozgdsokat a 2. rajz mutatja be.)

4 V N/
?( ﬁ<\ >\ R3 /\

2. d@bra. A hdrom Reidemeister-mozgds

A fentiek alapjan azt kell tehat belatni, hogy a Reidemeister-mozgasok nem
véltoztatjak meg a fesz{t6fdk szdmdnak paritdsat (hiszen a trividlis csomé keresz-
tez6dések nélkiili vetiiletéhez tartozo fekete grafban egyetlen feszitéfa van).

Az els6 mozgds nem valtoztatja meg a feszitéfak szamét. A méasodik mozgéas
egy paros szammal valtoztatja csak meg: ezt a két lehetséges szinezés vizsgalataval
konnyti ldtni. Valdban, a valtoztatds vagy egy dupla él kihagydsdval jar (ami megoli
azokat a feszit6fdkat, amikben a dupla él valamelyike szerepelt), vagy két egymads
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utdni él egy pontra ejtését eredményezi; itt azokat a feszitéfakat oljiik meg, amelyek
a két él koziil pontosan az egyiket tartalmaztak.

A harmadik mozgas a grafot Ugy valtoztatja, hogy egy haromszoget atcserél
egy ,,Mercedes-jelre” (4-szogponti fara egy harmadfoki csticesal). Itt egy kis eset-
szétvalasztassal lehet belatni, hogy a feszit6fdk szaménak paritdsa nem valtozik:
az esetszétvalasztas aszerint megy, hogy a haromszogbol 0, 1 vagy 2 él szerepel
a feszit6fdban. Azon feszit6fak, melyek egy élt sem tartalmaztak a haromszogben,
héromszor annyi feszit6fat hatdroznak meg természetesen az atalakitott grafban
(behtizva a Mercedes-jel egy tetsz8leges élét). Azon feszitéfdk, melyek a hdromszog-
nek egy élét tartalmaztak, egyetlen feszit6fat adnak természetesen az 1j grafban
(alkalmas két élt véve a Mercedes-jelben). Végiil a két hdromszogbeli élt tartalmazé
fak egyértelmiien hataroznak meg egy feszitéfat az 4j grafban, de harom feszitéfa
ugyanazt a fat fogja meghatdrozni az 4j grafban, igy ebben az esetben a szdmot
hiarommal osztani kell. A paritds azonban valtozatlan marad, amivel a bizonyitas
teljes.

Megoldotta: Grész Déniel, Nagy Csaba, Nagy Déniel, Szalkai Baldzs, Tomon Istvén,
Wolosz Janos. Hidnyosan oldotta meg: Backhausz Tibor, Bencs Ferenc, Gyenizse Gergd,
Kalina Kende. A (b) részt megoldotta Mészdros Andras.

11. feladat. Legyenek X1, Xo, ... figgetlen, azonos eloszldst valdszintségi vdl-
tozok, és legyen Sy, = X1+ -+ X, n=1,2,.... Melyek azok a c valos szamok,
amelyekre minden n esetén
Sh 1
_= — > -7
)23

(-4
2n n

Megoldas. Meglepd médon az egyenlotlenség minden valds c-re fennall. Mivel az
X;-k tetszOlegesek lehetnek, az egyenlétlenséget elegend6 a ¢ = 0 esetben bizonyi-
tani. Legyen S;, = X;,41 + - - + Xa,, akkor

P (‘ S2n
2n

1
> P(1Sal +1S] < 21Sul) = P(IS1] < 1S]) 2 5.

Sn
n

<

) — P(IS, + S < 25.]) >

ugyanis S, és S/, fiiggetlenek és azonos eloszldstiak, ezért

1< P(IS;] < 1Sul) + P(ISal < 1S4]) = 2P(]S;,] < [Sal).

Megoldotta: Grész Daniel, Gyenizse Gergd, Kalina Kende, Mészaros Andras, Nagy
Csaba, Nagy Déniel, Tomon Istvan, Virosztek Déniel. Hibas egy dolgozat.
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