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NEHANY KOMBINATORIKUS PROBLEMAROL

VI. RESZ: DESCARTES-SZORZATOK,
ILLESZKEDESEK

ES FUGGVENYKOMPOZICIOK

|ELEKES GYORGY |

Az el6z6 részek kitérGje utan ismét visszatérink a fGsodorba: az illeszkedési
probléméakhoz.

A TI. részben megismertiik a Szemerédi-Trotter-tételt, mely — kissé egyszerii-
sftett formaban — azt allitja, hogy a sik N pontjabol legalabb k darabot (2 < k <
VN ) tartalmazo egyenesek szdma nem lehet t&bb, mint

N2
alkalmas pozitiv C' abszolut konstanssal. Emlitettiik azt is, hogy az optimalis
(vagy ahhoz kozeli nagysagrendet add) pont- és egyeneshalmazok szerkezete nem
ismeretes.

Ebben a részben az eddig talalt egyetlen ilyen irdnyu strukturatétellel ismer-
kediink meg. Az eredmény olyan ponthalmazokra érvényes, amelyek N = n? elemii
n X n-es Descartes-szorzatok, tovaibba olyan egyenesekre vonatkozik, amelyeken egy
ilyen Descartes-szorzatnak legalabb cn pontja taldlhato. E lényeges megszoritasok
ellenére a tétel — mint latni fogjuk — a kombinatorikus geometria szdmos témakdo-
réhez kapcsolodik: egyrészt a kevés iranyt vagy kevés kiilonbozo tavolsdgot meg-
hatarozo ponthalmazokhoz (lasd 1.3. szakasz, illetve III. rész), sot az I. részben
megismert gytimoélesosok problémajahoz is (1.5. tétel). Ugyanakkor algebrai jellegi
alkalmazésait is lathatjuk majd, példaul az 5.2. tételt és csaknem az egész VI. részt.

Ebbél is lathat6, milyen lényeges attorést jelentene, ha sikeriilne az (1) becs-
lésben a kozel optimalis nagysagrendet add pont—egyenes konfigurdciok szerkezetét
teljes altalanossdgban lefrni.



1. Geometria

1.1. Descartes-szorzatok gazdag atléi. Szokas szerint az X,Y C R halma-
zok Descartes-szorzaténak nevezzikk a P = X x Y & {(z,y);z€ X,ye Y} CR?
ponthalmazt.

Egy ilyen Descartes-szorzat dtldja olyan egyenes, amelyik se nem vizszintes, se
nem fiiggéleges, és amely X x Y-nak legalabb két pontjat tartalmazza. Ha nemcsak
kettd, hanem legalabb k& > 2 ponton megy at, akkor k-gazdag dtlonak nevezziik.

E rész kézponti kérdése:
mely n x n-es Descartes-szorzatoknak van
sok ,nagyon gazdag” (> k = cn-es) dtlojuk?

A kérdés két részbol all.
Els6 kérdés: hdny cn-gazdag datldja lehet egy n x n-es Descartes-szorzatnak?

1.1. allitas. Ha |X|,|Y| < n, akkor X x Y-ban legfeljebb C*n darab cn-gazdag
atlo talalhato (ahol C* = C*(c) nem fiigg n-tol).
Bizonyitas. A Szemerédi-Trotter-féle (1) becslést az N < n? elemii X x Y pont-
halmazra és k = cn-re alkalmazva, az egyenesek szdma legfeljebb
2 2)2
c. ¥ 0. (n°)

=C*n. B
k3 = (CTL)3

A korlat tehat lineéaris n-ben. Mivel n x n-es Descartes-szorzat esetén n darab
vizszintes és ugyanennyi fiiggéleges egyenes (az y = y;, illetve = x; egyenletiiek)
mindegyike eleve n ponton megy at, a lényeges informaci6é az, hogy a cn-gazdag
atlokbol sem létezhet ennél 1ényegesen tobb.

Azt, hogy ez a nagysagrend el is érhetd, két példaval illusztraljuk n > 3-ra és
k = n/2-re.
1.2. példa. Egy n x n-es négyzetracsban > n (paros n > 4-re n + 1) darab 45°-os
és ugyanennyi —45°-os, n/2-gazdag atlo talalhato.

1.3. példa. Ha X és Y mértani sorozat, példaul X =Y = {1,2,4,...,2"" 1}, akkor
az origon atmend, n/2-gazdag atlok szama ugyanennyi.

A mésodik kérdés: milyen Descartes-szorzatokban talalhaté ilyen sok cn-
gazdag atlo; specialisan: létezik-e a fenti kettétdl lényegesen kiilonbozd példa? A va-
lasz negativ [2].

1.4. tétel. Ha egy legfeljebb n x n-es Descartes-szorzatban létezik cyn darab con-
gazdag atlo, akkor ezek kozott

— vagy csn darab parhuzamos;

— vagy can darab egy k6zos ponton megy at;
ahol c3 = c3(cy, ¢2) nem fiigg n-tol.



Megjegyezziik, hogy a VII. részben — erdsebb feltétel mellett — még finomabb,
az X, Y halmazok struktaradjat is megkoté karakterizaciot mutatunk majd. Az
1.4. tétel — valamint a késSbbi részekben ismertetends tovabbi alkalmazisai — a
kombinatorikus geometria szamos témajahoz kapcsolodik. Miel6tt a bizonyitasra
térnénk, ezek koziil mutatunk be most kett6t. Magat a (nagyon roévid) bizonyitést
— megfelels el6készités utan — a 4. szakaszban ismertetjiik.

1.2. Ujra a gyiimolcsdsdk. Az I. rész 3. szakaszénak végén (a 3.14. tétel utan)
mondtuk ki a kovetkezo allitast. Most valtjuk be igéretiinket, hogy bizonyitasara
visszatériink [4].

1.5. tétel. Ha egy H ponthalmaz harom, egyenként legfeljebb n ponti részre
bonthaté, pl. H = Hy U Hy; U Hy 1gy, hogy

(a) Hy egy lo egvenesre, Hy egy |, egyenesre esik; Hy pedig diszjunkt ly U 1;-tdl;

(b) legaliabb cn? héromszoros egyenes létezik, azaz olyan, amelyik mindhdrom H;-
bél tartalmaz egy-egy pontot,

akkor alkalmas, csak c-tél fiiggd ¢* konstanssal Hy-nek is legalabb c*n pontja
kollinedris.

Bizonyitas. Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden Hs-beli
pontra legalabb (¢/2)n darab héromszoros egyenes illeszkedik (kiilonben az ennél
kisebb multiplicitast pontokat kidobva minden szempontbél csak egy konstans
szorzot veszithetiink).

Az allitas duélisara tériink at: a pontokhoz egyeneseket és az egyenesekhez pon-
tokat rendeliink kélesonésen egyértelmtien és illeszkedés-tartéan, az I. rész 1.7. defi-
niciojaban latottakhoz hasonloan, de mas megvalositasban. (A lényeges modositas
az, hogy itt a végtelen tavoli pontokat és egyeneseket is bevessziitk — vagyis a projek-
tiv sikon dolgozunk.) Ez a hozzarendelés tigy is megtehetd, hogy a tétel feltételében
szereplo y egyenesnek az y tengely végtelen tavoli pontja feleljen meg, az l; egye-
nesnek pedig az x tengelyé. Ekkor [y (és ezen beliil Hy) pontjaibol fiiggsleges, 1)
(és ezen beliil H;) pontjaibol pedig vizszintes egyenesek lesznek. Igy Hy pontjai
(HaNlp = Hy N1y = () miatt) se nem fliggdleges, se nem vizszintes egyeneseknek
felelnek meg. Utobbiak tehat dtlok a Ho-nak, illetve H;-nek megfeleld fiiggsleges, il-
letve vizszintes egyenesek altal meghatarozott racsban (Descartes-szorzatban). S6t
az is igaz, hogy ezek az atlok (c/2)n-gazdagok, hiszen a haromszoros egyenesek-
nek azon pontok felelnek meg, ahol egy-egy vizszintes, fiiggéleges és atlos egyenes
talalkozik.

Az 1.4. tételt hasznalva olyan egyenes-sereget talalunk, amely kozos — esetleg
végtelen tavoli — pontra illeszkedik. A megfelels eredeti, Ha-beli pontok tehat egy
egyenesre esnek. W



1.3. Kevés iranyt meghatarozo ponthalmazok.

1.6. definici6. Tetszoleges véges A C R* ponthalmazra legyen

def

D(A) = #{ az A, A, szakaszok iranya | A1, Ay € A, Ay # Az}

Nem kiilonboztetjiik meg az A; Ay és Ao Ay irdnyokat; méas szoval két szakaszt akkor
tekintiink azonos iranyinak, ha parhuzamosak.

A kevés iranyt meghatarozo ponthalmazok vizsgalatat Scott kezdeményezte.
Egy négyzet és a kozéppontja csak négy kiilonb6z6 iranyt ad. Ennek altalanositasa
a kovetkez6 harom végtelen példacsalad.

(1) Egy szabélyos 2k-szog és a kozéppontja: 2k irany;
(2) két parhuzamos egyenesen egy-egy (egybevago) k tagt szamtani sorozat plusz

a szimmetria-kézéppontjuk: 2k irany;

(3) akoordinita-rendszer tengelyein ,dupla” mértani sorozatok, pl. —2k—1, —2k=2,
ceny—4,-2,-1,0,1,2,4,...,2F2 2k=1 (mint lathaté, itt is bevettiik mindket-
tébe a 0-t). Ez a 4k 4+ 1 pont 4k kiilonb6z6 iranyt hataroz meg.

Mivel a probléma affin invarians (a sik ,0sszenyomésa’ parhuzamos egyeneseket
parhuzamos egyenesekbe visz) mindharom fenti konstrukcio affin képei is D(A) =
|A| — 1-et adnak. (Példaul egy ellipszisen egy ,affin szabalyos” sokszog csticsai és a
kbzéppont.)

Scott sejtése az volt, hogy ezeknél kevesebb méar nem lehetséges: barmely nem
kollinearis ponthalmazra D(A) > |A| —1 [5]. Ezt végiil Ungar igazolta [6] (l4sd
még [1]). Ismeretes még néhany ,sporadikus” konstrukeié; megoldatlan viszont az
osszes, D(A) = |A| — 1-et teljesité ponthalmaz lefrasa.

A fenti példak mindegyikében a pontok (esetleg egy kivételével) egy kiuipsze-
leten helyezkedtek el — hiszen egy egyenespéar is elfajulé kupszeletnek tekinthetd.
Megoldatlan, hogy mindig talalhato-e sok pont egy kipszeleten.

Az viszont ismeretes, hogy ha a pontok pozitiv szazaléka egy egyenesre esik,
akkor a maradékbol is sok pont kollinearis. S6t ez még sokkal altalanosabb feltételek
mellett is igaz. Egyrészt elég annyit feltenni, hogy D(A) < C|A| (valamilyen C > 1
konstanssal, mikézben |A| nagy). Masrészt nem kell az sszes pontpart figyelembe
venniink: elég, ha a parok pozitiv szazaléka altal meghatarozott iranyokat tekintjiik.

1.7. definicié. £ C A x A esetén legyen

def

Dg(A) = #{ az A, A, szakaszok iranya | (4, A2) € E}.
1.8. tétel. Legyen A = A; U A, C R? olyan, hogy A, egy |, egyenesre esik, me-
lyen As-nek egyetlen pontja sincs; tovabba |A;|, | Az| <n és E C A; x Ay melyre
|E| > en?.

Ha Dg(A) < Cn valamely fix C > 1-re, akkor As-nek is legaldbb c*n pontja
kollineéris, alkalmas ¢* = ¢*(C, ¢) konstanssal.



Bizonyitas. Jelolje [y a végtelen tavoli egyenest és Ag ennek azon pontjait, melyek
az FE-beli parok altal meghatarozott Dp(A) < Cn darab irdnynak felelnek meg.
Minden ilyen pontpar altal meghatarozott egyenesen van pontja Agp-nak is, A;-nek
is és Ag-nek is. Mivel a parok szama legalabb cn?, az 1.5. tétel alkalmazhato
n helyett (C' + 2)n-nel és a H;-k szerepében az A;-kal; megtalaltuk a keresett
kollinearis ponthalmazt.

2. Csak egy-két lépés az algebra. ..

E szakaszban azt ismertetjiik, miként vezet az 1.4. tétel geometriai problémaja
fliggvény-kompoziciokra vonatkozo6 algebrai kérdésekre.

Olyan Descartes-szorzatokat vizsgalunk tehat, amelyek mérete legfeljebb n x n
és sok k = con-gazdag atlojuk van (valamilyen con > 0-ra).

2.1. Egy specialis eset tanulsagai. Nézziik elGszor azt a végletet, amikor az X x
Y Descartes-szorzat vizszintes mérete éppen az atlok k gazdagsaga, azaz | X| = k.
Ekkor persze az atlok minden fiiggsleges, © = x; egyenletii egyenesrdl tartalmaznak
egy-egy pontot (1. abra). Természetes gondolat, hogy az atlokat y = ma +b (m # 0)

1. dbra. k x l-es Descartes-szorzat k ponti egyenesei

alaku fiiggvények grafikonjanak képzeljiik. Ha ¢ (z) = myz + by és pa(z) = moz +
by két ilyen fiiggveny, akkor ¢1(X),a(X) C Y. Kovetkezésképpen a @1 0@y " :
Y — Y fiiggvény (vagyis a ¢ (<p2_ 1(y)) Jkozvetett fiiggvény” vagy ,kompozicio” )
Y -nak legalabb | X | = k = con pontjat képezi Y-ba — nevezetesen a pa(z;) (z; € X)
alakuakat biztosan. Arra jutottunk, hogy a ¢; o ¢, ' kompoziciok grafikonjai mind
con-gazdagok Y x Y-ban.

Latszolag cseberbdl vederbe keriiltiink: ismét gazdag atlokat talaltunk, csak
most egy masik Descartes-szorzatban. A lényeges kiilonbség az y = @1 0 @y ()
egyenlet( 4tlok szdmdban van! Eredetileg ugyanis a k = cn-gazdag atlok

®={p1,...,ps}



halmaza s = ¢;n elemii volt. Most viszont a ¢;, ¢; parokboél

S - cin - ﬁnz

2 2 2
darab k = con-gazdag atlo keletkezett a még mindig n x n-es Y x Y-ban. Ez ellent-
mondani latszik az 1.1. allitas C*n-es felsé becslésének! Hol a hiba?

Csak annyit hagytunk figyelmen kiviil, hogy a ¢; o @5 ! kompoziciok nem
feltétleniil kiilonbozdek. S6t, az el6zd észrevétel éppen azt mondja: nagyon sok
egybeesés van!

A 1V. részben latottakhoz hasonl6 a helyzet. Bevezetve a
@0 @™ € {pi007; pi,p; € B}

jelolést,
* C* *
|<I>o<I>*1|§C*n=C—-cln§ -s=C
C1 C1 C1

| @]

Eszerint a szdmelméleti IV. rész ,kis 0sszeghalmazaihoz” hasonlo ,kis kompozicio-
halmazokra” jutottunk. Ezek egyrészt az 1.4. tétel altalanos esetének bizonyita-
saban tesznek majd jo szolgédlatot, masrészt a VII. részben is tjra latokoriinkbe
keriilnek majd.

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti észrevétel ajabb példa a IV. részben, az
LOsszeg-szorzatos” 3.2. tétel bizonyitdsaban latott elvre: ha sok fliggvényink van,
de nem elég, készitsiink beldliik 1ijabbakat! Az 4ltaldnos esetben is ezt alkalmazzuk
majd.

2.2. ,Statisztikus” kompoziciohalmazok. A specialis | X| = k eset utan vissza-
tériink az altalanos | X| > k eset elemzésére.

Képzeljiik el, hogy egy n x n-es X x Y Descartes-szorzatba behuzunk (ha lehet)
néhany k-gazdag egyenest egymaés utan, egyenként. Amikor egyet-egyet lerajzolunk,
jeloljiik meg a rajta levé > k pontot és nevezziik ezek vetiiletét az z-tengelyen az
egyenes X -tartdjanak. (Hasonloan definidlhaté az Y-tart6 is.)

Ha k = cn (0 < ¢ < 1), akkor ezek a tartok eleinte akar teljesen diszjunktak is
lehetnek. Amikor azonban mar t6bb, mint 1/c darab egyenest rajzoltunk be, akkor
(|X| = n miatt) sziikségképpen keletkezik két, egymasba metszd tartdo. Tovabb-
haladva, ha mar tobb, mint 1/c? darab egyenesiink van, akkor valamelyik tarté-
parnak legalabb két kozos pontja is lesz. (Valoban, egy tartoba > (%) ~ ¢®n?/2
pontpar esik az dsszesen (3) ~ n?/2 parbol.) Varhato, hogy — szemléletesen fogal-
mazva — sok cn-gazdag egyenes esetén sok olyan tartépar talalhato, melyek k6zos
része nagy (s ekkor az el6z6 szakasz specidlis esetében hasznalt kompoziciootlet is
mikodik majd). Varakozasunk teljesiil; az alabbi grafelméleti allitas szerint a parok
potitiv szazalékanak tartoi nagy (pozitiv szazaléknyi) részben metszenek egymasba.



2.1. lemma. Ha @1, p2,...,0s (s = cin) a legfeljebb n x n-es X x Y Descartes-
szorzat con-gazdag atléi, akkor létezik czn? darab (i,j) par, melyekre a ¢; és
p; egyenesek X-tartéinak is, Y-tartéinak is legalabb cyn kozos pontja van. (Itt
cs = c3(c1,¢) és cqg = cq(c1,c2) nem fiigg n-tol.)

Bizonyitas (vazlat). Definialjunk az X = {x1,...,2,}, Y = {y1,...,yn} pont-
halmazokon és a ® = {¢1,¢2,...,ps} egyeneshalmazon mint csticshalmazokon egy
,dupla” paros grafot (14sd 2. dbra) oly médon, hogy mindegyik ; € ®-t dsszekotjiik
X-beli és Y-beli tartojanak pontjaival.

2. dbra. a. Dupla paros graf, két éld ut és négy éld kor.
b. Pontpar, mindkét oldalon legalabb ¢ kozos szomszéddal.

Ennek a grafnak a kovetkezd tulajdonségai vannak:

(1) Minden ; € ®-bdl legalabb con 2! indul X-be is, Y-ba is.

(2) Az x— p; —y tipusi, kétéld utak szama X és Y kozott = cin - (can)® =
eyan® = ¢ -n®,

(3) Egy-egy (z,y) parra (z € X, y € Y) atlagosan ¢’n ilyen 1t illeszkedik, ezekbdl
pedig ~ (C;") ~ ¢ -n? darab @ — ¢; — y — ¢, — @ tipust, négyéld kor képezhets
(lasd 2. 4bra).

(4) A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség szerint Gsszesen legalabb
n? - "'n? = ¢"n* darab ilyen kor létezik.

(5) Legyen cq = ¢ /c?, és tekintsiik azon (¢;, ¢;) parokat, melyekre kevesebb mint
ean®  — p; —y — p; — x tipust kor illeszkedik. Az ezek éltal lefogott korok
szama legfeljebb

ein o O & 5 & 4
siggnt < e WL ===
2 2 e 2

(6) A maradék — legalabb ennyi — kor olyan (¢, ¢;) parokra illeszkedik, melyeken
at ,s0k” (legalabb c4n?) kor megy. Ehhez persze egyrészt X-ben is és Y-ban is
legalabb c4n kozos szomszédra van sziikség (vagyis a tartoknak legalabb ennyi
kozos elemiik van), masrészt Osszesen ¢'n?/2 kor csak tgy gytilhet dssze, ha
az ilyen (¢;, ;) parok szama legalabb

/! (,'I/

: /

4 /2 2
—n " /n"=—n"=c3n. B
2 2



A tartok sok kozos elemét a 2.1. szakaszhoz hasonloan hasznaljuk ki. A lényeges
kiilonbség az lesz, hogy most nem minden ¢; o ¢, ' kompoziciot vesziink figyelembe,
hanem csak azokat, melyekben a két fliggvény X-tartojanak is, Y-tartojanak is
sok (legalabb cyn) kozos eleme van. Jeloljiikk ezen parok halmazéat E-vel! (Ezt a
® csticshalmazon egy graf élhalmazanak képzelhetjiik.) A szamelméleti IV. rész
Statisztikus” 6sszegeihez hasonloan definialjuk a

_1 def &
Bop @' = {piow;! (pip;) € E}
.statisztikus kompoziciohalmazt”

2.2. kovetkezmény. Ha az s ~ cin darab ¢1(x) = miz + by, ..., ps(x) = mex +
bs fiiggvény (Vm; # 0) mindegyikének grafikonja con-gazdag a legfeljebb n x n-es
X x Y-ban, akkor létezik olyan graf a ® = {¢1,...,ps} csucshalmazon, melynek
élszama |E| > c3n? és

|®op @7 < C**|D| és |@~ 1 op ®| < C**|®)|,
ahol C** = C**(¢y,¢) és c3 = c3(cq,c2) nem fiigg |®|-t6l.

Bizonyitas. Legyen ismét E a fenti 2.1. lemmabol kapott olyan (¢;,¢;) parok
halmaza, melyek X-tartoi is, Y-tartoi is legalabb cym elemben metszik egymast.
Valasszunk egy ilyen part és jeloljiik T),-szel, illetve Ty-nal a tartok kozos részét!
Ekkor a ¢; o cpj_l 1Y =Y fliggvény (vagyis a cpi(tpj_l(y)) kozvetett fliggvény”) Y-
nak legalabb [T, | pontjat képezi Y-ba — nevezetesen a ¢;(z) (x € T,) alakuakat
biztosan.

Az ilyen gazdag grafikonu fliggvények szamat az 1.1. allitasbol becsiilve
| o ¢>—1| < C*(eg)n = gﬂ cen < M o= M -|®| = C**|®|.

&1 51 €1
A maésik becslés hasonloan adodik a T)-ok vizsgalatabol. ®

A kovetkezé szakaszban megmutatjuk, hogy ilyen sok egybeesés csak akkor
fordulhat el6, ha a ¢; fiiggvények ,,jo részének” grafikonja specialis: vagy parhuza-
mosak, vagy egy kozos ponton mennek at (lasd 3.1. lemma). Ebbél pedig mar az
1.4. tétel is kovetkezik majd (lasd 4. szakasz).

3. Kis kompoziciohalmazok egyenesseregei

Az el6z6 szakasz végén arra jutottunk, hogy az 1.4. tétel visszavezethetd fiiggvény-
kompoziciok bizonyos egybeeséseinek vizsgalatara.

Az alabbiakban ismertetends gondolatok kénnyebb megfogalmazasa céljabol
néhany jelolést vezetiink be és egy fogalmat definialunk: az un. ,kommutéator gra-
fot”.



Jeloljiik £-lel az @ — max + b (m # 0) alaka nem konstans linearis fliggvények
osztalyat. A poth: x +— @(1(x)) kompozicio L-beli fliggvényekhez L-beli fiiggvényt
rendel; még az is igaz, hogy L a ,0” miivelettel csoportot alkot. A tovabbiakban
® és ¥ L-beli linearis fliggvények véges halmazait jeloli. A beldliik képezhetd
kompoziciok halmaza legyen

DoV ={pory; pe®, ¢ € U}

Hasonléan, E C ® x U esetén (amit egy paros graf élhalmazéanak is képzelhetiink
®-n és W-n mint csucshalmazokon), az E élhalmaz mentén készitett kompozicio-
halmaz jelolése:

Dop¥={pot; (pv) € E}.

A 2.2. kovetkezményben olyan (i, j) parokat — azaz E élhalmazt — talaltunk, melyre
|E| > en?, de a kompoziciéhalmazok kicsik:

Pop @ <C*n &  |®@'op® <C*n.

Megmutatjuk, hogy ebb&l mér kivetkezik sok olyan ¢; € ® létezése, melyek grafi-
konjai mind parhuzamosak vagy mind egy ponton mennek at. S6t ez akkor is igaz
marad, ha nem ®-rél és ®~'-r6l, hanem utébbi helyett, ® mellett valamilyen més
U118l tesziink fel hasonlot.

3.1. lemma. Minden ¢, C > 0-hoz létezik c* = c*(¢,C) > 0 a kévetkez6 tulajdon-
saggal.

Legyen ®, ¥ C L, |®|,|¥|<n és EC®x ¥, |E| > cn? (Kévetkezésképpen
|®|, |¥| > en.) Tegytik fel, hogy

|(@op ¥™')U (T op @) < Cn.

Ekkor létezik olyan ®* C ®, melyre |®*| > c¢*n, és a ¢ € ®*-ok grafikonjai vagy
csupa parhuzamos egyenesbdl allnak, vagy mindnyédjan egy kdzés ponton men-
nek &t.

(Szimmetriaokokbdl természetesen W-rdl is hasonlé allithato.)

A bizonyitds — néhany el6készits észrevételt kovetSen — a 3.7. lemma utan
talalhato.

Mivel a nem kommutativ £ csoportot vizsgaljuk, kézenfekvé olyan fogalom be-
vezetése, amely — bizonyos értelemben — az elemek ,nem-felcserélhetdségét” kodolja
(s igy a csoportelméletbdl ismert szokasos kommutétorok rokona — bar utébbiakra
nem lesz sziikségiink).

3.2. definicié. Tetszéleges p,1) € L-re legyen (pov~ 1,9 1oy) a ¢ és 1 4ltal
meghatarozott kommutdtorpdr. (Az elnevezés Simonovits Miklostol szarmazik.)

3.3. megjegyzés. Természetesen a par két tagja azonos is lehet; ez pontosan akkor
all fenn, ha ¢ és ! felcserélhets; ez pedig ¢ és ¢ felcserélhetGségével ekvivalens.
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3.4. definicio6. Tetsz6leges ¢, ¥ C L-re és E C ® x W-re az F iltal meghatéarozott
kommutdtorgraf-nak nevezziik azt a Gg(V, E) grafot, melynek élhalmazat az E-
beli o, 1 parokhoz tartozé kommutatorparok alkotjak, azaz

V=(2opg ¥ U W lop®); és
E={(poy™" 97 0p); (p,9) € E}.

3.5. megjegyzés. Bar E tekinthets iranyitott grafnak is, az E-beli élek mindig
iranyitatlanok.

3.6. lemma. A kommutatorgraf minden Osszefiiggé komponensének cstcsai olyan
linearis fiiggvények, melyek meredeksége azonos.

Bizonyitas. Elég annyit megmutatni, hogy egy (po1 1,1 o) él két végpontja-
nak megfeleld egyenesek meredeksége azonos; ez pedig nyilvanvaloan teljesiil, hiszen
kozos értékiik ¢ és 1) meredekségének hanyadosa. ®

3.7. lemma. Legyen a p1,¢n € L linedris fiiggvények grafikonjanak egyetlen kozds
(esetleg végtelen tavoli) pontja Py, a pa,19 € L grafikonjdnak kozds pontja pedig
P,. Ha P, # P5, akkor a (¢ owl_l,zpl_l o 1) 6s (p2 01[)2_1,1[;2_1 o o) kommutétor-
parok kiilénbozdek.

Bizonyitas. Ha P; = (a1,b1) és Py = (as, bs) kiilonb6z6 véges pontok, akkor az
elsé parban szereplé fiiggvények fix pontjai by, illetve a; (azaz @1 (¢; ' (b1)) = by
és 1/)1_1(4,01((1,1)) =a;), a masodikban szereplskéi pedig by, illetve as. Igy a pérok
valoban kiilonbozdek, hiszen azonos fiiggvényparhoz nem tartozhat kiilonb6zé fix-
pontpar. (Az allitas végtelen tavoli P;-k esetén is konnyen ellenérizhets.) m

A 3.1. lemma bizonyitasa. Legyen adva a lemmaéaban szerepls ®, ¥ C L és
E C ® x VU, |E| > en?. Tekintsiik e linearis fiiggvények grafikonjait, és jelsljiik ki
ezen egyenesek cn? darab (esetleg végtelen tavoli) metszéspontjat; éspedig pontosan
a (p,1) € E parokét. Beck . két véglet” tételének (1asd I1. rész 3.1. tétel) statisztikus
duéalisat alkalmazzuk:

(i) vagy van (¢/n)® darab egybeess metszéspont — ekkor legaldbb (¢/)*n darab
¢ € ® grafikonja egy kozos (esetleg végtelen tavoli) ponton megy at —, és készen
vagyunk;

(ii) vagy van (¢ n)2 darab kiilénbo6z6 kijelolt metszéspont, s ekkor az 3.7. lemma
szerint a kommutatorgrafnak legalabb ennyi kiilonbozs éle van.

Konnyen lathato, hogy a (i) esetbsl adodé < Cn cstest, > (¢'n)? éld grafnak van
legalabb ¢/'n? élii 6sszefiiggd komponense. (Dobjuk ki a (¢/)*n/(2C)-nél kisebb fokii
pontokat; a maradék barmely komponensében talalhaté legalabb (¢/)*n2/(8C?2) =
c'n? él.)

Vegyiik észre, hogy ennek a ¢/n? éli dsszefiiggé komponensnek minden csiicsa
azonos m meredekség linearis fliggvényt reprezental az 3.6. lemma szerint. Jeloljiik
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a komponens élhalmazéat E*—gal és tekintsiik ezen kommutéatorparokat definialo
eredeti (¢,7) € E parokat! Legyen ezek halmaza E*, azaz

E* = {(p,¥) € B; (pov ™,y op) € B}

|E*| = |E’*| > ¢'n? miatt létezik olyan 1/ € W cstics, melynek foka E*-ban legalabb
¢'n. Az ezzel 5sszekotott ; € ®-k halmaza megfelel ®*-nak: az dsszes ilyen ¢; 01~
azonos meredekség(i, kovetkezésképpen maguk a p;-k is parhuzamosak. m

4. Az 1.4. tétel bizonyitasa

A 2.2. kovetkezmény szerint sok gazdag atlo esetén sziikségképpen sok parbdl
készithetiink két kis kompoziciohalmazt; utébbiak létezésébdl viszont a 3.1. lemma
alapjan nagy parhuzamos vagy egy ponton atmend egyenessereg is talalhato. m

5. Egy kovetkezmény, egy atfogalmazas és egy altalanositas

Erdekes, hogy az 1.4. tétel, bar éppen csak hogy megsziiletett, méris képes egyik
sziilgjét tulszarnyalni (pontosabban: altaldnositani).

5.1. Aszimmetrikus kompozicibhalmazok. Az 3.1. lemma feltételét, neveze-
tesen hogy ® op W1 is, W~ !op @ is kicsi, lényegesen kihasznéltuk a kommutétor-
grafos bizonyitasban. Mi a helyzet, ha csak annyit tesziink fel, hogy pl. az elsé kicsi,
de a mésodikrél nem kotiink ki semmit? A bizonyit4s természetesen nem mikodik,
de az allitas igy is igaz marad — és ez éppen a most igazolt geometriai 1.4. tételbdl
kovetkezik a legegyszertibben! (2]

5.1. tétel. Minden ¢, C' > 0-hoz létezik c* = c*(¢,C) > 0 a kovetkezd tulajdonsag-
gal.

Legyen ®, @ C L, |®|,|¥|<n és EC ®x VU, |E| > cn?. (Kévetkezésképpen
|®|, |¥| > cn.) Tegyiik fel, hogy

|(I) oR ‘IJ| = Cn.

Ekkor létezik olyan ®* C ®, melyre |®*| > c¢*n, és a ¢ € ®*-ok grafikonjai vagy
csupa péarhuzamos egyenesbdl allnak, vagy mindnyéjan egy kézos ponton men-
nek at.

(Szimmetriaokokbél természetesen W-rdl is hasonlé allithato.)

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az E élhalmaz-
ban minden ¢ € ® foka legalabb (¢/2)n (kiilonben az ennél kisebb foktiakat kidobva
minden szempontbol csak egy konstans szorzot veszithetiink).
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Vilasszunk olyan u € R-et, melyre a 1)(u) értékek (i) € U-re) mind kiilonbo-
z6ek! (Ehhez csak annyi sziikséges, hogy a 1)-k grafikonjanak metszéspontjai koziil
egyik se essen az r = u egyenesre.)

Vezessiik be az X = {¢(u); p € U} ésaz Y = {cp (w); (p,0) € E} jelole-

seket! Nyilvan | X| = |¥| ~n és |Y| < |® op ¥| < Cn. Ugyanakkor minden ¢q € ®
grafikonja legalabb (¢/2)n pontot tartalmaz X x Y-bél; nevezetesen a

(¥ (u), o ((u)))

alaktakat (¢p,1)) € E-re. Az 1.4. tételt hasznalva megtalaljuk a keresett szabélyos
egyenessereget. W

5.2. Abel-részcsoportok. Bar a linearis nem konstans fiiggvények £ csoportja
nem kommutativ, el6fordul, hogy bizonyos elem-(fiiggvény-)parok felcserélhetdk.
Egyrészt természetesen mindig, ha egyikiik az y = = ,egységelem”. Masrészt, ha
egyikiik sem az, akkor is — mint az konnyen kiszamolhat6 — marad még két lehet&ség:

(i) vagy mindketts grafikonja 45°-0s, azaz p(z) = = + b alakiak;
(ii) vagy grafikonjuk metszéspontja az y = x egyenesre esik.

Eszerint L-nek kétféle Abel-féle (azaz kommutativ) részcsoportja van:
t={z—z+b beR} illetve
Sy ={z+— m(z —u)+u meR-{0}} tetszbleges u € R-re.
E részcesoportok segitségével az 5.1. tétel a kovetkezSképpen fogalmazhatoé at.

5.2. tétel. Minden ¢, C > 0-hoz létezik ¢* = ¢*(¢,C) > 0 a kovetkezd tulajdonsig-
gal.

Legyen ®, ¥ C L, |®|,|¥| <n és EC®x V¥, |E| > cn? (Kévetkezésképpen
|®|, || > cn.) Tegyiik fel, hogy

|®og ¥| < Cn.

Ekkor létezik olyan S Abel-részcsoport és ¢ € L, hogy a ¢ o S baloldali mellékosz-
talyba ®-nek legalabb c¢*n eleme esik.

(Szimmetriaokokbdl természetesen W-rdl is hasonlé allithato, jobb oldali mel-
lékosztallyal.)

5.3. Descartes-szorzatok és polinomgorbék. Az 1.4. tétel nemcsak egyene-
sekre igaz.

5.3. tétel. Ha egy legfeljebb n x n-es Descartes-szorzatbol en darab egyvaltozos,
legfeljebb r-edfokt F; polinom grafikonja tartalmaz egyenként legalabb cn pontot,
akkor koziiliik ¢*n darab egy egyparaméteres seregbdl valo.
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Pontosabban: léteznek f, g egyvaltozos polinomok és s; € R szamok, hogy az
alabbi két eset valamelyike legalabb ¢*n darab Fj-re teljesiil:

Fi(z) = f(9(z) +s:);  vagy
Fi(z) = f(g(x) i Si)-

A bizonyitas ugy torténik, hogy részben kombinatorikus, részben algebrai eszko-
zoket hasznélva visszavezetjiik az allitast az 1.4. tételre. Ezt terjedelmi okokbdl
nem részletezziik, de azt megemlitjiik, hogy az F; o F' j_l fliggvénykompoziciok itt
is lényeges szerepet kapnak (lasd [3]).
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NEHANY MEGOLDATLAN ES MEGOLDOTT
PROBLEMAROL AZ IRANYITOTT GRAFOK
ELMELETEBEN. I. RESZ

ADAM ANDRAS*

1. Bevezetés és el6zmények

1.1. Az iranyitott grafokrol — évtizedek soran — irt munkdimban tébb olyan
kérdés meriilt fel, amelyre magam nem adtam valaszt. Volt olyan a nyitva hagyott
kérdések kozott, amely mésok élénk és eredményes érdeklgdését valtotta ki; akadt
olyan is, amely mindeddig megoldatlan. A jelen attekintd cikket azzal a céllal irom,
hogy rairanyitsam a kollégak figyelmét e problémak koziil azokra, amelyck ma is
érdekeseknek tiinnek (akar tigy, hogy elintézetlenek, akar tigy, hogy tanulsidgos lehet
megismerkedni a hozzajuk kapcsolodo eredményekkel).

Amikor problémarol beszélek, azon érthetek igenls vagy tagado valaszt igénylo
(konkrétan megfogalmazott) sejtést is, de érthetek valamely fontosnak 1atszo kér-
déskor vizsgalatat feladatul kitiizé kutatasi programot. is.

A cikk attekintd jellegének megfelelGen a kimondott allitasok bizonyitasat al-
talaban csak az eredeti munkdkban taldlhatja meg az érdeklédé. Altalaban, de nem
mindig: ugy vélem, az olvasé figyelmének ébren tartasat szolgilja, ha alkalmanként
kitérek egyes éllitasok révid és frappans igazolasara is.

1.2. E munka 2. fejezete szamértékii fiiggvények bevezetésével indul; az itt defi-
nialt harom fiiggvény mindegyike azt méri, mennyire tér el egy G iranyitott graf
attol, hogy ciklusmentes legyen. Elgszor a téma {6 eredményével ismerkediink meg
(ez a harom fiiggvény koziil kettének az egyenlGségét is 4llitja), majd azt vazolom,
torténetileg miképpen jott létre a f6 eredmény. A témarol valo tudasunk fokozatos
kialakulésa soran vet6dott fel az él-megforditasi sejtés, amely (habar az alapkérdést
e sejtés elintézése nélkiil is tisztazni lehetett) ismert nyilt probléméaja a grafelmé-
letnek.

A véges ciklusmentes grafokrol egyszertien adhato strukturalis attekintés, ez-
zel az 1.6. szakaszban ismerkediink meg. Az is jol attekinthets, hogy egy tetszdle-
ges graf miként allithato els egy ciklusmentes kiilsg” grafbol és erésen dsszefiiggd

*A munka az OTKA tamogatéasaval késziilt. Szerz6désszam: NK 62321.
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wbelsd” grafokbol (3.3. szakasz). Ezzel szemben az erésen sszefliggd grafok struk-
turalis vizsgilata nehéznek tiing, kidolgozatlan kutatési irany.

A [3] cikkben tipusokra tagoltam az erdsen Osszefiiggs grafok Osszességét, e
tipusok bevezetése révén az altalanos struktura-problémat részproblémakra lehet
felbontani. Kedvezs esetben e részprobléméak egymaés utani megvilagitéasa elvezethet
minket a struktira-probléma teljes megoldéasihoz.

A jelen munka 3. fejezetében (és az ehhez csatlakozo fiiggelékben) a [3] cikk
gondolatait ismertetem és utalok a téméaba vago tjabb eredményekre.

A tervezett folytatasban foként a cirkulans grafok izomorfia-problémajanak
megoldasit szandékozom vézolni.

A jelen nyit6 fejezet utan kovetkez6 fejezetek egymastol fliggetleniil olvashatok.

1.3. A tovabbiakban grafon — csaknem mindig — véges iranyitott egyszert grafot
értiink. A graf egyszeri volta (vagyis hogy nem multi-graf) azt jelenti, hogy egy
pontparat ugyanolyan iranyitassal nem kothet 6ssze egynél tobb él, tovabba hogy
sem 1, sem 2 hosszisagi (irdnyitott) ciklus nem lehet a grafban. Amikor ezeken a
megszoritasokon (ritkdn) Atmenetileg enyhitiink, azt a széveg mindig félreérthetet-
leniil vilagossa teszi.

Ha egy e él az A pontbdl a B pontba fut, akkor e jelolésére AB-t is irhatunk.
Az A pontot dtmend pontnak mondjuk, ha a grafnak pontosan egy éle van, amely
A-ba fut be, és olyan éle is pontosan egy, amely A-bdl indul ki.

Tekintsiink két kiilonbozs élt, legyenek ezek e; = AB és eo = C'D. Ha az A,
B, C, D pontok kozott éppen harom kiilonbozs van, akkor ej-et és es-t adjacens
élpdrnak nevezziik. Ellentétesen adjacens élparrol beszéliink, ha az A =C, B=D
egyenldségek egyike érvényes; folytatolagosan adjacens élparrol, ha az A = D,
B = C egyenlgségek valamelyike all fenn.

1.4. A felvaltva pontokbol és élekbdl allo
(1) A0,617A15625A27637"'5At—1~et7At

sorozatot vtnak (éspedig t hossztusagi ttnak) nevezziik, ha az e; él az A;_; pontbol
az A; pontba visz minden i-re (ahol t > 0 és i 1-t6l t-ig fut). Az (1) utat zdrtnak
nevezziik, ha Ay = Ay; a zart utat ciklusnak mondjuk, ha t > 0 és A, Ag,..., Ay
paronként kiilonbozék. Egyszerinek hivjuk az utat, ha az Ag, Ay, Ao, ..., A; pontok
kiilénboznek paronként.

Ha az ut fenti definiciojat azzal gyengitjiik, hogy az e; él az A;_; és A; pontokat
koti ossze (de akar egyikiik, akdr masikuk felé lehet iranyitva), akkor irdnyitatlan
atrél beszéliink.

Amikor a cikkben utat emlitiink jelzé nélkiil, azon egyszert utat értiink.

A G graf egy A pontjat szétvdgé pontnak nevezziik, ha vannak G-nek olyan
(A-t6l és egymastol kiilonboz6) B, C pontjai, hogy a B és C' kozotti irdnyitatlan
utak mindegyike atmegy A-n.
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A G graf két kiillonbozé A, B pontjat ciklikusan kiegészitheté pontparnak
nevezziik, ha van G-ben olyan ciklus, amely A-n is, B-n is 4&tmegy. Analég médon
értelmezziik, hogy két kiilonbozé él mikor alkot ciklikusan kiegészithets part,!
tovabba hogy egy pontot és egy élt mikor mondunk ciklikusan kiegészithets parnak.

1.5. A 2. fejezetben lényeges szerepet fog jatszani az a ¢(G) szam, hogy a G graf-
ban hany ciklus van. Avégett, hogy ennek a fogalomnak pontos értelmet adjunk,
szabatosan le kell rogziteniink, hogy két

(2) AOvel-,Al«e?vA?’-'-wetaAO

alaku ciklust mikor tekintiink megegyezének és mikor nem. Megallapodunk abban,
hogy a (2) ciklus egyenls az

A15821A27 sim 7et7A07elvAl

ciklussal; két ciklust pontosan akkor tekintiink kiilonbozének, ha nem vihets At
egyik a masikba ennek az atalakitasnak az ismételt alkalmazasaval.

A kiilonbozo ciklusok ilyen értelemben vett szamat G ciklusai teljes szaméanak
nevezziik.

1.6. Jol ismert az alabbi modszer a ciklusmentes iranyitott véges grafok elgallita-
sara.

1. konstrukei6. 1. lépés. Tekintsiik a R, Rs, ..., R, egyméstol diszjunkt véges
halmazokat (s > 1). Ezek egyesitése lesz az elGallitand6 G graf pontjainak halmaza.
Ha A € 8;, B € & ési < j, akkor azt mondjuk, hogy A alacsonyabb szinten van,
mint B. Ha A € §; és B € R&;;1, akkor azt mondjuk, hogy A eggyel alacsonyabb
szinten van, mint B.

2. lépés. Minden olyan B ponthoz, amely a
R UR3U---UR;

halmazba tartozik, felvesziink egy olyan AB élt, hogy A eggyel alacsonyabb szinten
van, mint B.

3. lépés. Tetszbleges szamban felvesziink tovabbi C'D éleket (esetleg egyet sem)
ugy, hogy C' alacsonyabb szinten van, mint D.

A (nem feltétleniil 6sszefliggs) G graf elGallitasa ezzel véget ért.

Az 1. konstrukcio egyértelmien szolgéltatja a ciklusmentes véges grafokat
abban az értelemben, hogy a £, Rs,..., 8 ponthalmazok visszanyerhetdek a kész
G grafbol; G egy A pontja ugyanis akkor és csak akkor tartozik a £; halmazba,
ha a graf A-val végz6dd (iranyitott egyszert) utjai koziil a leghosszabb éppen i — 1
hosszusag.

!Ellentétesen adjacens élpar nem lehet ciklikusan kiegészithetd.
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1.7. Legyen G egy (nem feltétleniil ciklusmentes) graf, jeloljik G pontjainak
halmazat *U-vel. Valasszunk 2U-ben egy nem iires valodi $ részhalmazt. Azt a
G, grafot, amely G-bdl a $ halmaz egy pontta vald Osszevonasaval keletkezik,
a kovetkezé modon értelmezziik:

2. konstrukcié. A konstrukei6 6t szabalybol all.

(1) Toroljiik $ elemeit és mindazokat az AB éleket, amelyekre A és B legalabb
egyike $-ba tartozik.

(ii) Megtartjuk U\ $ elemeit és mindazokat a C'D éleket, amelyekre C' is, D
is (U \ $)-ba tartozik.

(iii) Felvesziink egy P(¢ ) 4j pontot.

(iv) Valahanyszor egy (U '\ 9)-ban levé C' ponthoz volt $H-ban legalabb egy
olyan B pont, hogy létezett G-ben a C'B él, tigy felvessziik GG1-ben a C'P élt.

(v) Valahanyszor egy (U \ $)-ban levé D ponthoz volt $-ban legalabb egy
olyan A pont, hogy létezett G-ben az AD él, ugy felvessziik Gi-ben a PD élt.

Amennyiben 1, 92, ..., 9, diszjunkt nem iires részhalmazok -ben, gy nyil-
vanvalo, hogy mit értiink (a 2. konstrukcié altalanositasaként) a $1,92,...,9,
halmazoknak egy-egy pontta valo Gsszevonasan.

Megjegyezziik, hogy a 2. konstrukcio révén el6allo G grafban felléphet 2 hosz-
szusagu ciklus akkor is, ha G-ben ilyen ciklus nem volt. Olyan koriilmények kézott
azonban, mint ahogyan a 2. konstrukciora a 3.4. szakaszban hivatkozni fogunk, ez
a jelenség nem fordulhat el6.

2. Az él-megforditasi probléma és hattere

2.1. Az iranyitott grafok koziil — amint a bevezetd fejezet 1.6. szakaszaban lat-
tuk — a ciklusmentesek szerkezete a legjobban attekinthetd. Felmeriil az a kérdés,
valamely G véges iranyitott graf mennyire 4ll tavol attol, hogy ciklusmentes legyen.
Ennek a ,tavolsag’™nak a mérésére harom mennyiséget vezethetiink be:

legyen ¢(G) a G grafban levé ciklusok teljes szama;

legyen t(G) azon n szamok legkisebbike, hogy létezik n él G-ben, amely élek
torlésével ciklusmentes graf all eld;

legyen f(G) azon n szamok legkisebbike, hogy létezik n él G-ben, amely élek
irdnyitasanak megforditasaval ciklusmentes graf all eld.
Ha nem &ll fenn a félreértés veszélye, gyakran (pl.) c-t fogunk irni ¢(G) helyett.
A t < ¢ egyenl6tlenség szinte nyilvanvaléan igaz barmely grafra, mivel megte-
hetjiik, hogy a ciklusok mindegyikében kivalasztunk egy élt (nem feltétleniil kiilon-
bozéket), és ezen éleket toroljiikk. A ciklusmentesség ennélfogva elérhetd nem tébb
mint ¢ él torlésével.
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At < f formulat hasonloképpen konnyt belatnunk. Legyen ugyanis § egy f(G)
élbél allo halmaz, amely élhalmaz elemeinek megforditasaval G ciklusai megsziin-
nek; amennyiben a $-ban levs éleket (az iranyitas megforditasa helyett) toroljiik,
azzal éppugy megsziintettiikk G ciklusait.

2.2. Az 1960-as évek elején elStérbe keriilt az a kérdés, hogy mi az dsszefliggés az
f és ¢ mennyiségek kozott — kozelebbrdl, hogy f < ¢ mindig igaz-e —; néhany évvel
késébb arra is raterel6dott a kutatok figyelme, hogy t és f kozott van-e erésebb
kapcsolat, mint a t < f egyenlGtlenség.

Szinte trividlis példa-sereg adhaté arra, hogy a ¢ — f kiilonbség feliilr6l nem
korlatos:

1. példa. Valasszunk egy m szdmot. Tekintsiik azt az m + 2 pontbol és 2m + 1
élbal allo GU™) grafot, amelynek pontjai A, B,Cy,Cs, ..., Ch. és amelynek élei

AB,BCy, BCs;. .. ; BCpi; C1A,C54,...,Cnri

(1. abra). Vilagos, hogy f(G(m)) = t(G(’”)) =1és c(G(’")) =m.

1. dbra

Keésobb fogok szolni a t, f és ¢ mennyiségek kapcsolatara vonatkozo tudasunk
fokozatos kialakulasarol. E16bb azonban lassuk azt az 6sszefoglalo eredményt, amely
a hatvanas évek végére mar altalanosan ismertté valt:

1. tétel. Barmely G iranyitott grafra f(G) = t(G) < ¢(G) érvényes. Tetszoleges
n pozitiv szamhoz létezik olyan G’ graf, amelyre ¢(G') — t(G') > n.

Bizonyitas. A 2.1. szakaszban mondottak és az 1. példa utan csak az f <t
egyenlGtlenséget kell kimutatnunk.

Legyen $ olyan részhalmaz G élei halmazaban, hogy

(1) G barmely ciklusa atmegy legalabb egy $-beli élen, és

(2) $ elemeinek szama a lehetd legkisebb az (1) feltételt teljesité halmazok
kozott, azaz |9 = t(G).

Amennyiben e él $-ban van, tgy (2) miatt létezik olyan K, ciklus, hogy K,
élei koziil egyediil e tartozik $-ba.? Jeloljiik G-gyel azt a grafot, amely a $-ba
tartozo élek megforditasaval all el G-bdl.

2Ezzel a K, ciklusok paronként kiilénbozé volta és igy t < ¢ (amit mar belattunk) is adodik.
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Ahhoz, hogy az f <t osszefliggést igazoljuk, azt kell még belatnunk, hogy G4
ciklusmentes graf. Tegyiik fel, hogy G1-ben van (legalabb egy) ciklus, ellentmon-
déasra akarunk jutni. Az (1) feltétel folytan

(3) Gy barmely Z ciklusa atmegy legalabb egy $-beli élen (pontosabban: annak
megforditésan).

Rogzitsiink egy Z ciklust. Jeloljiik ej-gyel, ex-vel, ..., e,-mel Z azon éleit,
amelyek $-ba tartoznak. Valtoztassuk meg Z-t gy, hogy az e; €l helyett K ,-nek az
e; kihagyasaval el6allo részén futunk végig (az i szamok mindegyikére, 1 <i < m).
Ezzel egy Y zért tthoz jutunk, amely nem sziikségképpen ciklus (ismétldés lehet
benne), és amely nem tartalmaz $-beli élt. Y-bol kivalaszthatoé ciklus, ez pedig (3)
szerint lehetetlen. ®

A fenti bizonyitas lényegileg Gallai Tibortol szarmazik.

2.3. Az idérendi attekintésre ratérve el6szor az érdemel emlitést, hogy az f < ¢
egyenlStlenség érvényének kérdését — amennyire tudom — Fidrich Ilona vetette fel
1962 tajan, és elsd izben ¢ adott ra bizonyitast. Miutan ezt a kérdést mint sejtést
megismertem, joideig az alabbi rokon allitas foglalkoztatott:

1. probléma. Dontsiik el, igaz-e a kivetkezs barmely G grafra: ha ¢(G) pozitiv,
akkor van G-ben olyan ¢ ¢l, hogy az e megforditasaval adodo Gl¢l grafra c(G[e]) <
¢(@) érvényes.

Amennyiben az 1. problémara igenld a vilasz, ugy ebbdl f < ¢ kozvetleniil
adodik, hiszen G-t élek egyenkénti megforditasaval legfeljebb ¢(G) lépésben ciklus-
mentes graffa alakithatjuk at.

Az 1. problémat az [1] cikkben és a [6] konferenciakotet probléma-rovataban
(157. old.) publikaltam. Ez az egyszertinek t{ing sejtés maig sincs eldontve (az alap-
esetben, azaz amikor nem multi-grafokat tekintiink). J. Bang-Jensen és G. Gutin
azzal a megjegyzéssel vették bele konyviikbe, hogy ,one of the most interesting
conjectures on cycles in digraphs” ([4], 587. old.).

Az iranyitott grafok bizonyos specidlis osztélyaira K. B. Reid [16] és J. Jirasek
[13] igazoltak a sejtést.

2.4. Az f < c relaciora mind (elssként) Fidrich [5], mind (kissé kés6bb) magam
[1] nehézkesebb bizonyitasokat adtunk annal az elegéns gondolatmenetnél, amelyet
utobb Gallai Tibor hozott tudomasomra. A harom bizonyitas egymas utan, egyezo
,striséggel” megfogalmazva talalhatdo meg a [2| cikk 2. részében.

2.5. f ést egyenlosége elGszor E. Grinbergs and J. Dambitis egy kozleményében
szerepel [9]. Voltaképpen azt mutatték ki, hogy az élek torlésére vonatkozéan mi-
nimélis ciklus-megsziinteté élhalmazok éppen egybeesnek az élek megforditasara
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vonatkozoéan minimalis ciklus-megsziinteté élhalmazokkal.® A két lett matematiku-
séval nagyjabdl egyez6 alapgondolattal, téliik fiiggetleniil Gallai Tibor is igazolta
ugyanezt az allitast |7]. Ezek a bizonyitasok a ciklusmentes grafok struktirajéanak
azt az attekintését hasznaljak fel (a publikalt forméajukban), amelyet a jelen cikk
1.6. szakaszaban lattunk.

2.6. A |7] munkaban kozolt kovetkeztetésnek egy modositott — és a struktura-
lis attekintésre nem tamaszkodd — valtozata képezi Gallai bizonyitasat az f < ¢
formulara, amelyre a 2.4. szakaszban utaltam. Gondolatmenete valtoztatas nélkiil
alkalmazhato f <t igazolasara, ezt a bizonyitast ismertiik meg a 2.2. szakaszban.

2.7. Az eddigiekben csak a tobbszoros élek nélkiili grafokat vettiik figyelembe.
Amennyiben vizsgalodasaink korébe a multi-grafokat is bevonjuk, ugy az 1. prob-
lémara tagado a valasz: léteznek olyan G multi-grafok, hogy c(G[e]) > ¢(Q) igaz,
akarmelyik e élét forditjuk is meg G-nek.

Az els6 ellenpélda-sereget Grinbergs taldlta a hetvenes években. Az altala
konstrualt multi-grafok publikalasara csak joval az 1982-ben bekovetkezett halala
utan keriilt sor a Dambitis és J. NeSetfil gondozasaban megjelent [8] kozleményben.
Késébb C. Thomassen és J. Jirasek szerkesztettek ellenpéldakat ([17], [12], [14]).

A cikk 2. fejezetét egy Jirasek altal konstrualt multi-graf bemutatasaval zar-
juk [14].

2. példa. Legyen G az a graf, amelynek pontjai Ay, As, ..., Aj2, és amelyben az
A;A; él pontosan akkor létezik, ha a j — i kiilonbség a 2, 3, 8 szdmok egyikével
kongruens mod 12. Jeloljiikk G*-gal azt a multi-grafot, amelyet gy kapunk G-bdl,
hogy G’ minden egyes A;A; élét A;-bsl Aj-be mend négy éllel helyettesitjiik.

G és G* pontjainak szama 12, az élek szama G-ben 36, G*-ban 144.

Jirdsek megmutatta, hogy GG*-nak nincs olyan éle, hogy annak megforditasaval
csokkenne a ciklusok szama. Azon multi-grafoknak, amelyeket az él-megforditasi
sejtés ellenpéldai gyanént eddig ismeriink, egyike sem tartalmaz 12-nél kevesebb
pontot.

3. Az erGsen Osszefiiggd grafok strukturajanak kérdéseirél

3.1. Tekintsiink egy G iranyitott grafot. Vezessiik be G pontjainak halmazaban az
e kétvaltozos relaciot ugy, hogy (A, B) éppen akkor igaz, ha A-bol B-be is, B-bél
A-ba is visz iranyitott 1t G-ben. Kénnyen belathato, hogy & ekvivalencia-relacio.
G pontjainak halmaza tehat ekvivalencia-osztalyokra bomlik e-ra vonatkozoan.

Eszrevehetjiik, hogy G egy ciklusanak pontjai mind ugyanabban az e szerinti
ekvivalencia-osztalyban vannak.

3Bizonyitasuk A. A. Zikov konyvében is megtalalhato ([18], 38. szakasz, 309. oldal).
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3.2. A korabbiakban mar foglalkoztunk ciklusmentes grafokkal; attekintettiik az
1.6. szakaszban ezen grafok szerkezetét. Vilagos, hogy pontosan azok a grafok
ciklusmentesek, amelyekben az € szerinti ekvivalencia-osztalyok mind egyelemtiek.

A ciklusmentes grafok osztalyaval szemben allo tipust képeznek azok a grafok,
amelyekben az 6sszes pontok egyetlen ekvivalencia-osztéilyt alkotnak az e relaciéra
vonatkozoan. Ezeket az iranyitott grafokat erdsen dsszefiiggo grafoknak mondjuk.
Az alabbi tény a grafelmélet folklorjahoz tartozik.

1. megallapitas. Egy G irdnyitott graf akkor és csak akkor erésen Osszefiiggd, ha
G 0Osszefiiggd és G barmely e éléhez van e-n atmend ciklus.

Bizonyitas.

Sziikségesség. ErGsen osszefiiggs grafra a feltétel nyilvanvaléan teljesiil.
Elegendéség. Azt akarjuk kimutatni, hogy amennyiben G-re az erds Osszefiiggés
nem 4ll fenn, agy a megéllapitasban foglalt feltétel sem érvényes.

A 3.1. szakasz utols6 mondatabol kovetkezik, hogy egy AB élen akkor és csak
akkor megy &t ciklus, ha A és B kozos osztalyban vannak e szerint. Ha tehat G
Osszefiiggs, de az erSs Osszefiiggség nem igaz ra, ugy van G-ben olyan él, amelyen
egy ciklus sem megy at. W

3.3. Ki lehet-e terjeszteni azt a szerkezeti leirast, amelyet a ciklusmentes grafok
esetében ismeriink, az irdnyitott grafok minél szélesebb osztalyara?

A 3.3. és 3.4. szakaszokban kovetkez6 meggondolasaink azt fogjdk mutatni,
hogy egyrészt a ciklusmentes grafok (létez6), masrészt az erésen Osszefliggs grafok
(reménybeli) strukturalis Attekintésére tamaszkodva teljes leirast lehet adni az
0sszes véges iranyitott grafrol.

3. konstrukcio. Legyen adva egy F' ciklusmentes graf, jeloljik F' pontjait V-
gyel, Va-vel, ..., Vy,-nel. Vegyiink n szamu erGsen osszefiiggs grafot,* legyenek ezek
H,,Hs,...,H,. Jeloljik Hy pontjainak szamat hi-val (1 < k <n). Epitsiink fel
egy G grafot az alabbi négy lépésben:

(1) Képezziik a Hy, Ho, ..., H, grafok diszjunkt egyesitését, jeldljiik az elgallo
grafot H-val.

(2) Minden olyan (i, ) indexparra (ahol 1 <i<n,1<j <n,i#j), hogy F-
ben létezik a V;Vj él, jeloljiik £;;-vel az Gsszes olyan (A, B) rendezett pontparbol
4ll6 halmazt, hogy A H;-beli és B H;-beli pont.®

(3) Valasszuk ki tetszSlegesen az () # M;; C £;; feltételnek eleget tevs M;;
halmazokat.®

(4) Képezziik H-bol a G grafot tgy, hogy megtartjuk H pontjait és éleit,
tovabba felvesziink egy-egy AB élt, valahanyszor (A, B) egyike az M;; halmazok
valamelyikének.

4Ezek izomorfak is lehetnek egyméssal. Nem zarjuk ki az egyetlen pontbél 4ll6 (él nélkiili)
grafot.

5£;; nyilvan h;h; elembdél 4ll.

6 Annyi M j-t valasztunk ki, ahany éle van F-nek.
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3.4. A 3. konstrukci6é a véges iranyitott grafokat szolgaltatja. E grafok mind-
egyikét pontosan egyszer allitja el§ abban az értelemben, hogy az eredményiil
adodo G grafbol a Hy, Ho, ..., H, grafok is visszanyerhet6k (mint G-nek az e
relacié ekvivalencia-osztalyai altal indukalt részgrafjai) és az F' graf is (mint az
ekvivalencia-osztalyoknak egy-egy pontta vald Gsszevonasaval keletkezs graf).

Az 1. és 3. konstrukciok fényében a strukturaelmélet teljes kiépitéséhez azt
a hidnyossagot kell még betdlteni, hogy az erésen Osszefliggs grafokrol szerkezeti
attekintést adjunk. Ez a feladat alapvetGen nehezebbnek latszik, mint a teriiletnek
az eddigi konstrukciokban megvilagitott részkérdései. A bonyodalmakat az okozza,
hogy egy erdsen Osszefiiged graf esetében nincs ra természetesen adodé mod, hol
kezdjiik ,felfejteni” annak szerkezetét.

3.5. Hogy a holtpontrél elmozduljunk, az tiinik (esetleg) jarhat6 ttnak, hogy a
nehéz kérdést részproblémakra tagoljuk, amelyek kiilon-kiilon — remélhetéleg — a
siker nagyobb esélyével tamadhatoak. Egy ilyen széttagolasi lehetSséget kezdemé-
nyeztem a [3] cikkben. A javasolt kutatdsi program vazlata a kovetkezd:

(a) tulajdonsagokat bevezetni az erésen Osszefliggs grafok osztalyaban;
(b) osszefiiggéseket igazolni a bevezetett tulajdonsagok kozott:

(c) példakkal megmutatni, hogy a méar ismert 6sszefiiggéseken til nincs tobb
kapcsolat:

(d) miutan a tulajdonsagok hierarchiaja teljesen ismertté valt, strukturilisan
kivizsgalni a hierarchia egy sztik osztalyat, majd ezt fokozatosan kiterjeszteni bo-
vebb osztalyokra.

3.6. Tekintsiik az erdsen Osszefiiggé grafokra vonatkozoan az alabbi nyole tulaj-
donségot, ahol A, B pontok és e, f élek G-ben, tovabba feltessziik, hogy A # B és

e# f:
(C) Barmely (A, B) par ciklikusan kiegészithetd.
(D) Barmely (A, e¢) par ciklikusan kiegészithetd.

(E) Barmely olyan (e, f) par ciklikusan kiegészithets, hogy e és f nem ellen-
tétesen adjacens élek.

(F) Van olyan A, hogy barmely (4, B) par ciklikusan kiegészithetd.
(G) Van olyan A, hogy barmely (A, e) par ciklikusan kiegészithetd.
(H) Van olyan e, hogy barmely (A, e) par ciklikusan kiegészithetd.
(J) Van olyan e, hogy barmely (e, f) par ciklikusan kiegészithetd.

(K) Van olyan e, hogy barmely (e, f) par ciklikusan kiegészithets, amennyiben
e és [ nem ellentétesen adjacens élek.
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Vilagos, hogy a bevezetett tulajdonsagok kozel 4llnak egyméashoz, igy sok kap-
csolat talalhato kozottiik. A nyilvanvalo implikaciokat attekintve és igen kénnyd
meggondolasokkal kiegészitve a [3] cikkben azt kaptam, hogy a 2. abraban feltiin-
tetett hierarchia érvényes rajuk.

F
C\ G H
D %
E S
2. dabra

3.7. A (C)—(K) tulajdonsiagok 2® kombinécioja koziil a 2. abran lathaté implikaciok
236 lehet&séget kizarnak; a fennmarado husz eset tobbségérsl tudjuk, hogy megva-
losithato. Az ezt igazolo példék némelyikét mar a [3] cikkben kozoltem; e munkahoz
csatlakozva Gyarfas Andras, (id.) Hetyei Gabor és Hubenko Alice szamos tovabbi
kombinéciora adtak példat.

A fejezet tovabbi részében (és a fiiggelékben) a tomorség kedvéért azt a jelolés-
modot hasznaljuk, hogy pl. (CK) tipustinak neveziink egy grafot, ha a (C) és (K)
tulajdonsdgoknak eleget tesz, de azok a tulajdonsidgok mind hamisak ra, amelyek
sem (C)-bol, sem (K)-bol nem kovetkeznek a 2. dbra szerint.

Az erésen Osszefliggd grafokat ezzel hisz tipusba soroltuk; a tipusok a kévet-
kezdk:

(©), (D), (E), (F), (G), (H), (J), (K),
(CG), (CH), (CJ), (CK), (DJ), (DK),
(EJ), (GH), (GK), (CGH), (CGK),

valamint azon erdsen Osszefiiggs grafok osztélya, amelyekre (F) nem teljesiil.
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2. probléma. Léteznek-e olyan GGy, G5 grafok, hogy G, a (C) tipusba, Gy a (CG)
tipusba tartozik?

Ha e két tipus egyike sem bizonyulna iiresnek, azzal igazolva lenne, hogy a
2. dbra pontosan leirja a nyolc tulajdonsig hierarchiajat.

A fiiggelékben példakat fogok felsorolni a 2. problémaban nem érintett ti-
zennyolc tipusra (néha ugyanazon tipusra egynél tébbet is).

Amennyiben egy grafban szétvago pont van, ugy a graf szerkezetének vizsga-
lata visszavezethets az e pont altal szétvalasztott részek kiilon-kiilon torténd vizs-
galatara. Ertékesebb példanak tekintjiik ennélfogva a szétvago pont nélkiili gréafot,
mint azt, amelyben van szétvago pont. A fliggeléekben sorra vett példak sem szét-
vAag6 pontot, sem dtmend pontot nem tartalmaznak.”

Legtijabban Hubenko Alice igazolta a (C)=>(H) implikaciot a grafok egy spe-
cialis osztalyara [11].

3.8. A harmadik fejezetben mondottak betetozéseként egy Osszetett (és merész
kihivast képezd) problémaval talaljuk szemben magunkat. Ha sikeriilne ezt a kérdést
teljesen tisztazni, az a 3.5. szakaszban vézolt program hianytalan megvalositasat
jelentené. A problémaét elég az olyan Osszefiigg iranyitott grafok esetében vizsgélni,
amelyekben sem szétvagd pont, sem atmend pont nincs.

3. probléma. Irjuk le az (EJ) tipusu grafok szerkezetét. Terjessziik ki a leirést
(i) az (E) és a (J) tipusu grafokra,
(ii) majd lépcs6zetesen (a 2. abra szerinti hierarchiat alulrol felfelé kovetve)
egyre bdvebb graf-osztalyokra,
(iii) végiil az erdsen osszefliggd grafok osszességére.
A 2. és 3. problémara vonatkozo kutatdsokban hasznos lehet tamaszkodni

A. V. Kosztocska egy eredményére [15], amely a jelen kozlemény terminologidjaval
a kovetkezéképpen fogalmazhato meg;:

2. tétel. Ha egy iranyitott grafnak nincs meg a (G) tulajdonsaga, akkor a grafban
van két diszjunkt ciklus.

Filiggelék

A 3.7. szakaszban husz tipusra bontottuk az erésen Osszefiiggs véges iranyitott
grafok Osszességét. A jelen fiiggelékben tizennyolce tipusra latunk példakat (legalabb
egy-egy példat mindazon tipusokra, amelyek a 2. problémaban nincsenek emlitve).
A példaként szolgalo grafok pontjainak szama 4 és 11 kozott van.

A 3. abra [a], [b], [c] részein lathato grafok rendre a (CJ), (G), (EJ) tipusokat
reprezentaljak; a 4. abra [a] és [b| grafjai a (GK), illetve (E) tipusokat.

7[3]-ban elsfordultak példak, amelyek szétvago pontot tartalmaznak. Ezek helyett a fiiggelék-
ben Gyéarfas Andrés kifogastalan példait kozolhetem.
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[a] [b]

7. dabra

Az 5. abran az (F) és (DK) tipusokra latunk egy-egy példat.

A 6. abra két grafja a (CGK) tipusba, a 7. abra két grafja a (J) tipusba tartozik.

A 8. abran megadott [a] és [b] grafok a (K), illetve (DJ) tipusokat képviselik.
A 8. abra [c] grafjaban 6t ciklus van; a ciklusok vizsgalataval meggy6zédhetiink
réla, hogy erre az erdsen Gsszefiiggd grafra az (F) tulajdonsiag nem teljesiil (tehét
az (F)-nél erésebb tulajdonsagok sem).

AN

Se

R

[c]
8. dbra

A 9. dbran harom példat lathatunk a (CK) tipusra. A 10. 4bra |a] és [b] grafja
a (D), illetve (CGH) tipusba tartozik.

A 11. dbra két grafja a (H) tipust reprezentélja, a 12. 4bra két grafja a (CH)
tipust. Végiil elérkeztiink a legbonyolultabb példahoz: a 13. 4bran lathato grafhoz;
ez a (GH) tipusba tartozik.

A latott 24 példa elemzése azt mutatja, hogy a logikailag lehetséges 20 tipus
koziil (legalabb) 18 valoban létezik.

A példa gyanant felsorolt grafok koziil az 5[al, 8[c], 9[a], 9[b], 10[a] grafo-
kat Gyarfas Andras, a 12[b| grafot Hubenko Alice szerkesztette. Mindkettejiiknek
koészonetemet fejezem ki azért, hogy ezeket az altaluk nem publikalt példakat tu-
doméasomra hozték.
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12. dbra

13. dbra

A példak kozel felet Hetyei Gabor [10] munkija nyoman kozlom, éspedig: a
11. és 13. abrakon szerepl6 grafokat (Gsszesen harmat), tovabba az alabbiakat: 5[b],
6[b], 7[b], 8[al, 8[b], 9]c], 10[b] és 12[a].

A fennmaradé példék (azaz a 3. és 4. abrak grafjai, 6[a|, 7[a]) a |3]| cikkben
szerepelnek.
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Andras Adam: On some unsolved and solved problems in the theory of
directed graphs. I

In this survey paper two subjects are treated.

After the introductory chapter, the number ¢(G) of (directed) cycles in a finite
digraph G is dealt with in Chapter 2. The connection of ¢(G) and two other numbers
(each of them is a measure of how far G is from being cycle-free) is stated, following
the articles of Gallai 7], Grinbergs and Dambitis [9]. In the course of the genesis of
this result, the author has conjectured [1] that, whenever ¢(G) > 0, there exists an
edge in G whose reversal diminishes the number ¢(G). Since then, this conjecture is
an open question if simple graphs are considered. It is not valid (in general) when
multi-graphs are viewed.

The topics of Chapter 3 is suggested by the endeavour of getting structural
results about the strongly connected digraphs. The author has introduced eight
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properties in [3], any of them is more special than the strong connectedness. Easy
inferences show that the eight properties admit at most twenty combinations from
among the imaginable 256 ones. The present status of the subject is that eighteen
combinations do really exist, the existence of the remaining two ones is not decided.
The examples for the eighteen combinations, due to Hetyei (Sr.) [10], Gyarfas,
Hubenko (unpublished), and the author [3], are listed in the Appendix. After
completing the study of the hierarchy, the difficult problem of structural description
will split into a sequence of particular questions.

Addm Andrds

MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatéintézet
1053 Budapest, Realtanoda u. 13-15.

tappancs@renyi.hu
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KIMATEKOZNI A LEGJOBB MUNKAT*

SARAH E. NEEDLEMAN

A matematikusok végeztek az élen a legjobb-legrosszabb amerikai foglalkozasokat
bemutatoé legijabb listan.

19 éve Jennifer Courter egy olyan karrierbe kezdett, mely azota is folyamatos,
jol jovedelmezd, stresszmentes munkét biztosit szamara. Foglalkozdsa — matemati-
kus — most az élen végzett egy 1j, a legjobb-legrosszabb amerikai munkéakat besorolo
tanulméanyban.

.Sokkal tobb, mint egy unalmas kotelezs tantargy az iskolaban: a probléma-
megoldas tudomanyal” — nyilatkozta Mrs. Courter, aki kutaté6 matematikus egy
Mental Images Inc. nevii San Francisco-i programfejleszté cégnél.

A tanulméany, melyet a CareerCast.com nevii 1j allasportal jelentetett meg,
5 kozos szempont alapjan 200 foglalkozast hasonlit Gssze a legek megtalalasahoz:
kornyezet, jovedelem, karrierkilatasok, fizikai igénybevétel és  stressz.
(A CareerCast.com-ot az Adicio Inc. adja ki, melyben a Wall Street Journal-
tulajdonos News Corp.-nak kisebbségi részesedése van.)

A tanulmanyt Les Kranz, a Jobs Rated Almanach szerzdje allitotta 6ssze. Az
adatok az amerikai munkaiigyi hivatal statisztikaibol, a népszamlalasi hivataltol,
kereskedelmi szovetségek tanulméanyaibol és Mr. Kranz sajat tapasztalataibol szar-
maznak.

A tanulmény szerint a matematikusok — tébbek kézott — azért végeztek az élen,
mert altaldban kedvezéek a munkakoriilményeik: zart térben, zaj- és flistmentes
helyeken dolgoznak, ellentétben a lista végén allokkal, mint pl. viztisztito-tizemi
munkas, fest6-mézolo, illetve kémiives. Nem kell tovabba nehéz fizikai munkat
végezniiik, kuszni-maszniuk, mint a tiizoltoknak, autoszerelGknek, vizszerelknek.

A tanulmany a fizetést is vizsgalja: ezt az egyes munkak atlagfizetésével és
novekedési ratajaval jellemezték. A matematikusok atlagfizetése évi 94 160 dollar
(kb. 21 milli6 forintnak felel meg), de Ms. Courter 38 évesen ennél tobbet keres.

Egy virtualis csapat részeként dolgozik, mely matematikai alapokon nyugvé
szamitogépes programokat tervez. Némelyiket felhasznéltak olyan filmek készitése-
kor is, mint a Matrix vagy a Speed Racer—Total Turb6. Otthonrol végzi a munkajat,

*Sarah E. Needleman: Doing the Math to Find the Good Jobs — Mathematicians Land Top
Spot in New Ranking of Best and Worst Occupations in the U.S. A cikk a Wall Street Journalban
jelent meg, 2009. januar 26-an. Forditotta: Szécsi Vagk.
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elvétve tulorazik, és csak ritkan van kitéve stressznek. Véleménye szerint ,a prob-
lémamegoldés sok gondolkodéast igényel, és ezt én nyugtaté hatastinak érzem”.

Néhany tovabbi foglalkozas, mely az élen végzett a tanulmanyban: aktuarius,
statisztikus, biologus, szoftvermérnok és szamitéogéprendszer-elemzs, torténész és
szociologus.

Mark Nord szociologus, a washingtoni Foldmiivelésiigyi Minisztérium Gazda-
sagi Kutatoszolgalatanal dolgozik. Amerikai haztartasokban kutatja a taplalkozasi
szokasokat, és kutatasi beszamolokat ir eredményeir6l. Az & szavaival: ,A munka
legszebb része az az érzés, hogy valamivel hozzajarulok a megfelelé szabalyozas ki-
alakitasahoz. Eredményeimet tanicsadé szervezetek, a média és a kormanyzat is
felhasznéalja.”

A tanulmany szerint a szociologusok atlag évi 63 195 dollart (kb. 14 milli6
forintot) vihetnek haza, bar Mr. Nord, 62 évesen ennek duplajat keresi. Mint el-
mondta, nem lep6détt meg a tanulmany eredményein, hiszen munkéja nagyon ke-
vés stresszel jar, és dllando, 7:30-16:00-ig beosztasban dolgozik. ,Minden az asztali
szamitogépemen torténik, a legfébb foglalkozasi artalom a kéztGalagut szindroma.”

A munkavalaszték masik végén a favagok allnak. A tanulmény szerint ez a leg-
rosszabb foglalkozas, mivel nemcsak hogy veszélyes tevékenység rossz munkahelyi
kilatasokkal, hanem még keveset is lehet vele keresni: atlag évi mindossze 32 124
dollart (kb. 7 milli6 forintot).

Uj védofelszerelések (mint a megerdsitett szovetbél késziilt munkanadrag) és
a biztonsagra forditott fokozott figyelem segitségével csokkent a sériilések szama a
favagok kozott — nyilatkozta Paul Branch, aki az akroni Pike Lumber Co. faipari
vallalat fiirészaru részlegét vezeti. Ennek ellenére balesetek id6rsl idére torténnek,
némelyik akar a haléllal is végz&dhet. Mr. Branch szerint ,nem olyan munka, amit

barki el tud végezni”.

Erik Nellans 35 éves, és 11 éve vagja a fat a Pike Lumbernek; nagyon szenve-
délyes a munkajaval kapcsolatban. ,Nagyon kielégit6 munka, f6ként a nap végén,
amikor szembesiiliink az elvégzett munkaval.” Mr. Nellanst az sem téantoritotta el,
amikor négy éve véletleniil kidontott egy elhalt fat, és ekozben eltorte a labat.
Elmondaésa szerint .6t héten beliil Gjra az erd6ben voltam vagni a fakat”.

Tovabbi munkik a lista végérdl: tehenész, taxisof6r, tengerész, mentds miisze-
rész, tetGacs.

Mike Riegel, egy 43 éves flemingtoni tetSacs szeret odakinn a friss levegén
dolgozni. Mivel sajat vallalkozéasa van, melyet apjatol 6rokolt, a meleg idében koran
kezdheti és [ejezheti be napjat, mig hidegben csinalhatja épp ellenkezéleg.

A tanulmany a tetGacsok atlagos éves jovedelmeét 34 164 dollarra teszi (kb.
7,7 milli6 forint), ami megfelel annak az Gsszegnek, amit Mr. Riegel fizet az 1j
alkalmazottaknak. A tetGacsok a veszélyes munkakoriilmények miatt is keriiltek a
lista aljara. Egy tetGacs nyilvanvaléan nem lehet tériszonyos — mondta Mr. Riegel.
O egyszer két emeletet zuhant, amikor a tetén dolgozott esds idében, de szerencsére
egy puha szemétdombon landolt, 3 méterre a betonfeliilettdl.
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OLVASOI VELEMENY

A Matematikai Lapok 2008/2. szam (3-13. old.) Csete Lajos ,Egy Schur-féle
egyenl6tlenségrdl” c. cikkében az egyenlGtlenségre Watson altal vazolt bizonyitasrol
azt allitja, hogy az hibas, és nem csak sajtohibarol van szo. Allitasat arra alapozza,
hogy a Watsont6l idézett angol nyelvii szovegben és a képletben is harom tag szere-
pel, s szerinte négytagu a helyes kifejezés. Ezzel szemben, ha Watson kifejezésében
az utolso, harmadik tagban az (z —y) tényezs helyett (y — z) all, a helyes azonossag
adodik. Ez az eliras bizonyéra sajtohiba.

A szerz6 néhany idézett bizonyitas utan egy 1j, érdekes bizonyitast is ad.

Bagyinszki Janos

33



TARSULATI ELET - 2008

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga a 2008.
évi érmet Pethé Attilanak itélte oda.

Indoklas: Pethd Attila nemzetkozileg elismert, élvonalbeli kutato, aki kima-
gaslo tudoméanyos eredményeket ért el a diofantikus egyenletek elméletében, a line-
aris rekurziv sorozatok elméletében, az algebrai szamelméletben és a szamitogépes
szémelméletben. A tiszta matematikai kérdések vizsgalatan til igényesen és ered-
ményesen foglalkozik a kapcsolodé algoritmikus problémakkal is. Tobb esetben ja-
rult hozza sikeresen alkalmazott szamitasi modszerek kidolgozdsahoz. Munkéssaga
szamitastudomanyi szempontbol is igen értékes. Figyelemre méltoé a kriptografia
teriiletén végzett publikacios és tudoméanyszervezd tevékenysége. A nemzetkozi ér-
deklédés kozéppontjaban allo, sokak altal vizsgalt problémakkal foglalkozik, s rend-
szerint 1j, eredeti utakat keres és talal azok megoldéséara. LegkiemelkedSbb tudo-
manyos eredményeit a diofantikus egyenletek numerikus, szamitogépes megoldasa
teriiletén folytatott ttéré munkassaga soran érte el. A 60-as évek végétdl kezdve
alakult ki a diofantikus egyenletek effektiv elmélete, mely a Baker-mo6dszernek mas
(algebrai szamelméleti, geometriai szamelméleti és kombinatorikus) moédszerekkel
valé kombinélaséval diofantikus egyenletek egy-egy széles osztalya esetén explicit
felsé korlatot szolgaltat az Gsszes megoldésra. Ezek a korlatok azonban tul nagyok
ahhoz, hogy konkrét egyenletek esetén az 6sszes megoldas tényleges meghatarozasat
lehetévé tegyék. Nemzetkozi viszonylatban az els6k kozott kapesolédott be azokba
a kutatasokba, melyek soréan olyan konkrét egyenletekre alkalmazhat6 hatékony el-
jarasokat dolgoztak ki, melyekkel a Baker-modszer alkalmazasabol adodo igen nagy
korlatokat tobb lépésben redukalni lehet, s végiil szamitogép segitségével az Osszes
megoldas meghatarozhato. Uj, eredeti, hatékony diofantikus és algebrai szdmelmé-
leti algoritmusokat és szamitogépes eljarasokat alkotott, s ezek segitségével fontos
egyenlettipusok esetén szdmos konkrét egyenlet Gsszes megoldasat meghatarozta.
Ma mar klasszikus eredménynek szamit a Thue-egyenletek ,kis” megoldéasainak sza-
mitogépes megkeresésére adott eljarasa.

Kutatéasaiba tobb fiatal kollégajat is bevonta, s meghonositotta Magyaror-
szagon ezt a fontos kutatasi irdnyt. Gaal Istvannal és M. Pohsttal kozdsen egy
cikksorozatban hatékony eljarast dolgozott ki index forma egyenletek megoldasara
negyedfoki algebrai szamtestekben. Ennek segitségével tobb tizezer szamtestben
meghataroztdk a minimélis index értékét, és az Osszes minimalis indexd elemet.
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Specialis esetként sikeriilt meghatarozniuk az Osszes hatvanyegész-béazisokat a szo6-
ban forgo szamtestekben. Kiilonboz6 tarsszerzékkel kozosen, uttors jellegi eredmé-
nyeket ért el parametrizalt Thue-egyenletekkel, index forma és egységegyenletekkel
kapcsolatban. A szoba johets paraméterértékek mindegyikére sikeriilt meghataroz-
nia a tekintett egyenletek Osszes megoldasat. Az elmilt 25 évben igen szinvonalas
és eredményes egyetemi oktaté munkat végzett itthon és kiilfoldon. A KLTE-n
rendszeresen tartott fékollégiumokat és specialkollégiumokat a matematika és az
informatika kiilonb6z6 tertileteirsl. TanszékvezetSként 6 szervezte meg a KLTE-n
a programtervezd matematikus szakot, kidolgozta annak tantervét. Részt vett a
komputeralgebra sav kidolgozasaban. Iranyitasaval épiilt ki a DOTE szamitogeé-
pes informatikai rendszere, a vezetésével indult el az orvostanhallgaték informatika
oktatasa. Meghatarozo6 szerepet jatszik a Debreceni Egyetem Diofantikus és kon-
struktiv szamelmélet PhD alprogramjanak a munkajaban. Részt vett a program
kidolgozasaban, rendszeresen tart el6adasokat doktoranduszoknak, tébb doktoran-
dusz munkijat iranyitotta, illetve iranyitja témavezetSként. Tanitvanyai: Fazekas
Attila, Herendi Tamas és Kodmon Jozsef PhD fokozatot szereztek. Fazekas Attila
2003-ban habilitalt a Debreceni Egyetemen. Doktoranduszai koziil Huszti Andrea
és Szabo Laszl6 Zsolt méar az értekezéseiken dolgoznak. A DE Informatikai Tu-
doméanyok Doktori Iskolajanak alapito vezetGje. Sok olyan fiatal kutatdé munkajat
segitette, akiknek més volt a témavezetdjiik.

JelentGs és igen sokrétii tudoméanyszervezsi tevékenységet folytat. Tagja volt
az OTKA Matematika zsiirinek, az OTKA Elettelen Természettudomanyi Szak-
kollégiumnak és az MTA Matematikai Doktori Bizottsaganak. Tagja a MAB Villa-
mosmérnoki és Miiszaki Informatikai Szakbizottsagénak és a Bolyai Janos Kutatéasi
Osztoéndij kuratérium matematikai bizottsaganak, ennek 2004-t61 elnéke; tarselnéke
majd elnoke volt a DAB Matematikai és Fizikai Bizottsdganak.

Igen kiterjedt nemzetkozi kapcsolatokkal rendelkezik. Szoros munkakapcsola-
tot alakitott ki a szakteriilet vezetd szaktekintélyeivel. Szamos kozos dolgozatot
publikilt a nevezett matematikusokkal és mas hazai és kiilfoldi vezets szakembe-
rekkel. TémavezetGje volt tobb matematikai illetve informatikai targya OTKA és
minisztériumi palyazatnak, és magyar részrél tobb magyar-német, magyar-osztrak,
magyar-horvat és magyar-japan kozos palyazatnak. Tobb sikeres nemzetkozi konfe-
renciat szervezett, konferenciakoteteket szerkesztett. Tudomanyos eredményeit egy
konyvben és 130 tudoméanyos dolgozatban publikalta, négy proceedings tarsszer-
kesztGje volt. Munkainak igen jelentds a nemzetkozi visszhangja, sokan csatlakoztak
kutatéasaihoz. Publikacitira tébb mint 800 hivatkozés tortént.

Allandé meghivottja, szamos esetben féel6adoja szakteriilete nemzetkozi ren-
dezvényeinek. Osszesen tébb mint harom évet toltott kiilfoldon vendégprofesszor-
ként Saarbriickenben, Strasbourgban, Tokyoban, Grazban, Barcelonaban és Linz-
ben. 2002-t61 a grazi Miiegyetem tiszteletbeli professzora.

Tagja a Publicationes Mathematicae, a Journal of Universal Computer Science
és a Periodica Mathematica Hungarica nemzetkozi folydiratok szerkesztGbizottsé-
ganak, az utébbinak 2000 és 2006 kozott felelds szerkesztGje volt. Tudoményos
eredmeényeiért 1978-ban Griinwald Géza-dijban, 1992-ben Akadémiai Dijban, 1999-
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ben Bolyai Farkas Szakkuratoriumi Dijban, 2004-ben Szent-Gyorgyi Albert-dijban
részestlt.

Beke Manoé-emlékdij

A 2008. évi Beke Mano-emlékdij bizottsag hatarozata alapjan a kovetkezsk része-
siiltek a Dijban: Dr. Bajza Istvanné, Bencze Mihaly, Erdés Gabor, Klein
Imréné, Kékuti Agnes, Mike Janos és Urban Gyorgyné.

Indoklas: Dr. Bajza Istvanné 1989-ben végzett a DE (KLTE) matematika—
szamitéastechnika szakan, azota a Debreceni Reforméatus Kollégium Gimnéziuméaban
tanitja szaktargyait. 1992-t6l eredményesen vezeti az iskola matematikai munkako-
z0sségét. 2004-ben felkérték az emelt szintii probaérettségi javitojanak és vizsgaz-
tatojanak. 2005-t6]1 oktatéasi szakérts. 1992-ben egyik kezdeményezGje volt a Re-
formatus Iskoldk Orsziagos Matematika Versenyének, azota a verseny szervezdje,
2007. mércius 2-3-4n 15. alkalommal keriilt megrendezésre a reformatus kozépis-
koldk 7-12. évfolyamos tanuloi szaméra. A verseny feladatair6l és eredményeirsl
tobb alkalommal is beszamolt a KéMal.-ban. A feladatsorokat 1998 6ta a DE Ma-
tematikai Intézetének oktatoi allitjak ossze, igy veliik is szoros munkakapcsolatba
keriilt. A 15. évforduléra megjelent Matematika versenyek (1993-2006) Reformé-
tus iskolak orszagos matematika versenye c. konyv egyik szerkesztdje volt. A Bay
Zoltan Alapitvany tamogatasaval inditott matematikai palyazatot és megjelentette
hazi jegyzetben a kitiizott feladatokat és megoldasaikat. Sokat tett a matematika
oktatésaért, a tehetséggondozasért. Iskolai szakkort vezet, kiilonb6zs versenyekre
késziti fel a diakokat. 2005-t61 vezeti a Debrecen vonzaskorzetébe tartozo refor-
matus altalanos iskoldk (7-8. osztalyosok) didkjainak tehetséggondozasat. Kiting
szervezl. Az iskola matematikatanarai kozott meghatérozo, aktiv vezetd egyéniség,
aki példamutatd munkat végez, szivesen segiti kollégai munkajat, méltan kapja a
Beke Mano-dijat.

Bencze Mihdly 1978-ban szerzett diplomét a kolozsvéari Babeg—Bolyai Egyetem
matematika karan. Mar az egyetemi évek alatt matematika kort tartott az egye-
temistaknak, és egy feladatmegoldo versenyt vezetett. A kolozsvari ,Visszhang” di-
akradio szerkesztésében is részt vett. 1978 és 1990 kozott a brassoi Voros Zaszlod
Kozépiskola matematikatanara volt. 1989 decemberében részt vallalt abban a bi-
zottsagban, melynek célkitiizése volt az 6nallé brassoi magyar kozépiskola létre-
hozasa. Ez iigyben személyesen fordult az Eurépai Parlamenthez. 1990-t6l itt, a
brass6i Aprily Lajos Fégimnaziumban matematikatanar. Matematika szakkért az
egyetemi évek utan is tartott, 1978 és 1990 kozott Brassoban magyar diakkort veze-
tett, s6t tanari szakkort is tartott, heti 6 6raban. 1990-t61 Brasséban heti 4 6raban a
SWildt-Corduneanu” matematika szakkort vezeti, egyszer magyar, egyszer roman
nyelven. A szakkorokon résztvevs didkok a roméniai és nemzetkozi matematikai
versenyek dijazottjai kozt szerepelnek. Sok egykori didkja mar egyetemi tanar, ku-
tato, kozépiskolai tanar: Kanada, USA, Ausztralia, Nyugat-Europa, Magyarorszag,
Romaénia egyetemein és az erdélyi magyar iskolakban. 1974 és 2007 kozott 150 hazai
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és foként nemzetkozi matematikai konferencian vett részt, tudomanyos dolgozatok
bemutatasaval. A Kéarpat-medence teriiletén szinte mindeniitt, ezen kiviil 6-szor
Németorszagban, illetve Ziirichben, Amszterdamban, Périzsban. Nem csupéan ma-
tematikai, de irodalmi lapok fészerkesztGje is (példaul a Brassdi fiizetek, vagy a
Vadrozsdk). 1990-ben megalakitotta a jogilag hivatalosan bejegyzett Wildt Jozsef
Tudomanyos TAarsasigot, amely kozépiskolasok és egyetemi hallgatok szakmai ta-
mogataséaval foglalkozik, didkkonferencidkat, tudomanyos koroket és versenyeket
szervez évente tobbszor is. Megalakitotta a Fulgur kiadot, tobb versenyt kezdemé-
nyezett és szervezett, elinditotta és szerkeszti az Octogon nemzetkozi matematikai
folyoiratot. Matematikai munkassaga paratlanul termékeny. T6bb cikke jelent meg
a Matematika tanitasaban, a Polygonban, a KéMalL-ban, a kolozsvari Matematikai
Lapokban, de tavolabb is, Kinaban és az USA-ban. Kiilonb6z6 lapokban 13 000
problémat tiizott ki. Csak az Octogonban 454 cikke jelent meg. Munkajaval mar
tobb dijat kiérdemelt az USA-ban, Cambridge-ben. A Roméniai Magyar Peda-
gbogusok Szovetségétdl Eziistgyopar dijat és Apaczai-dijat kapott. Magyarorszagi
elismerését jelzi a Beke Mano-dij.

Erdés Gdbor 1990-ben végzett az ELTE-n, matematika—fizika-szamitastech-
nika szakon. 1993-t6l a nagykanizsai Batthyany Lajos Gimnazium és Egészségiigyi
Szakkozépiskola tanara, majd 2005 nyara 6ta az iskola egyik igazgatohelyettese.
Kivalo szakmai felkésziiltségli kolléga, aki jo pedagogiai érzékkel is rendelkezik.
A sokréti matematikai tehetséggondozé munkat magas szinvonalon végzi. Részt
vesz a Nemzetkozi Kenguru Matematika Verseny lebonyolitasaban: a feladatsorok
magyar valtozatat 6 késziti, évrél-évre osszeallitja a feladatsorok megoldé fiizeteit.
Tanit a nyolcosztalyos gimnaziumi osztalyban, iskolai szakkort, olimpiai szakkort
vezet. Részt véllal az Erdss Pal Matematikai Tehetséggondozé Iskola munkaja-
ban, megalakulasa 6ta rendszeresen tanit Veszprémben. ElGadasokat tart pedago-
gus tovabbképzéseken, a Ratz Laszlo-vandorgytilésen, Gyulan 6 bonyolitotta le a
tanarversenyt. Rendszeres el6adoja a Nagy Karoly Matematikai Didktalalkozonak
Rév-Koméaromban, Balatonberényben az Orszagos Matematikai verseny-tréningen,
s kiilonbozo nyari didktaborokban. A BJMT Zala megyei tagozatanak titkara. El-
mélyiilt, sokréti tudasaval, rendszeres, céltudatos orai és 6ran kiviili munkaja-
val nagyban hozzajarul a didkok sikeres versenyzéséhez. Volt mar Kalméar-, Varga
Tamas- és Arany Déaniel-versenyen is dijazott tanitvanya, az eddigi szép eredmények
megkoronazasaként 2006-ban didkja (Németh Zsolt) els6 helyezett lett az OKTV
II. kategoridjaban. Két évtizedes odaado, magas szinvonalt szakmai munkaja alap-
jan mélto a Beke Mano-dijra.

Klein Imréné 1974-ben végzett a JATE matematika—fizika szakan és tobb mint
harom évtizede els6 munkahelyén a kiskunhalasi II. Rakoczi Ferenc Mezdgazda-
sagi, Kozgazdasagi, Informatikai Szakkozépiskola és Kollégiumban tanit. 1985 6ta
a természettudoméanyi munkakozosség vezetGje. Ezt a megbizast szakmai munkaja
elismeréseként kapta, mert tanmenetei atgondoltak, orai jol tervezettek tartalmi és
nevelési szempontbol egyarant. Mint munkakozosség-vezetd tevékenyen részt vesz
a szakmai szervezé és ellenérzé munkaban. Nagy szerepet vallalt az Gj tantervek
bevezetésében, a helyi tantervek elkészitésében. Nagy hangsilyt fektet a tehetség-
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gondozasra. Tanitvanyai évrél-évre kiemelkeds eredményeket érnek el tanulményi
versenyeken. Munkajanak nagymértékben koszonhets, hogy a megyei értékelése-
ken hosszu idék o6ta iskolaja az els6k kozott van matematikabol. Sikerrel szerepel-
nek tanitvanyai a GORDIUSZ matematika versenyen és az Orszagos Kozépiskolai
Tanulményi Versenyen. Az OKTV-n az utébbi 8 évben négy alkalommal volt di-
akja az orszagos dontSben, koziiliik 3-an az els§ tizben végeztek. Kovetkezetes,
magas szintii szakmai munkajanak készonhetGen tanitvanyai évrél-évre kiemelke-
déen allnak helyt az érettségi vizsgakon. Az eddigi emelt szint( érettségiken didkjai
koziil mindenki jelest kapott, a csoportja 96%-os eredményt ért el. Mint osztaly-
fénok olyan kozosséget formal, amelyben maximalisan kibontakozhatnak az egyéni
képességek, amelyben az emberség, az egyén tisztelete meghatarozova valik diak-
jai tovabbi életében is. A 25 éves osztalyfénoki tevékenysége soran a gyermekek
oktatasa-nevelése érdekében végzett kiemelkedd munkavégzésével kivivta munka-
tarsai, a tanulok és a szlil6k megbecsiilését. Munkaja elismeréseként a Magyar
Koztarsasag Bronz Erdemkereszt kitiintetést és a Graphisoft Alapitvany a Ma-
tematika Oktatasaért Dijat kapta. Mindezek indokoljak, hogy megérdemli a Beke
Mano-dijat.

Kokiti Agnes 1980-ban végezte el a tanitoképzs foiskolat Budapesten. Per-
balon kezdett tanitani, majd a Krisztina Téri Altalanos Iskolaban toltétt tbb
évet, ahol mar szakvezet6i feladatokat is ellatott. 1999 ota dolgozik a Lauder Javne
Zsido Kozosségi Ovoda, Altalanos Iskola és Gimnaziumban. Jelenlegi munkahe-
lyén az elemi matematika munkacsoport vezetsje. Szakmai, modszertani felkésziilt-
sége magas szint, minta lehet minden tanité szaméara. Tudatos szakember, aki a
napi tanitéi munkaja mellett folyamatosan fogad pedagogusjelolteket is. A tani-
tojeloltek a féiskolan szakmailag és modszertani otletekkel feltoltve, rendszeresen
lelkesen szamolnak be szerzett élményeikrdl. A foiskola szaméara készitett bemutato
orai példaértékiek voltak. Tanitéi munkajaban egyarant fontos helyen all a tehet-
séges gyerekek fejlesztése és az elakaddk maximalis segitése. Kiilon figyelemmel
fejleszti tanitvanyai logikajat, elmélyiti tudasukat, felébreszti kisérletezé kedviiket,
ily modon eliilteti benniik a jatékok és a gondolkodas szeretetét. Mindez tovabb-
gytriizik a sziilok, kollégak és a fgiskolasok felé. Megszallottként dolgozik, nyitott
az 1j pedagogiai megoldasok irant. Gyakran aktivan részt vesz szakmai forumokon,
Varga Tamaés-napokon, Ratz Laszlo-vandorgytilésen, ahol szeminériumi csoportve-
zetést vallalt. Kapesolatrendszere szertedgazo, fontos tagja az orszagot behalozo
Jogikaijaték-maffianak”. Nevéhez kapcsolodik a Ludens logikai képességeket fej-
leszté jatékprogram, amely beépiilt iskolajanak pedagogiai programjaba. Az iskola
,Jom-sisi” nevi havi jatékdélutanjai, és a vasarnapi jatszéhazak alakitasiban mind
szerepet vallalt. Mindezek alapjan méltan kapja a Beke Mano-dijat.

Mike Janos 1985-ben végzett a Jozsef Attila Tudomanyegyetem matematika—
fizika tanari szakan. 1985-t61 a szegedi Radnoti Miklés Gimnazium tanéra. Egyik
elinditoja volt 1987-ben a hatosztalyos matematika tagozatos képzésnek a Radnoti
Gimnéaziumban.

T6bb feladatgytijtemény szerzgje, illetve tarsszerzdje, ezek sorra jelentek meg
a Mozaik Kiadénal: Erdekes matematikai feladatok, 1991-ben; Matematika ossze-
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foglalo feladatgytijtemény 10-14 éveseknek, 1993-ban; Jol felkésziiltem-e matemati-
kabol? - 7. osztély, 1994-ben. 2007-ben az 1) tipusu érettségi feladatsoraib6l nagyon
jol hasznalhato feladatgytijteményt allitott Gssze, ami a szegedi Maxim Kiad6nal
jelent meg.

Mike Janos diplomaja megszerzése 6ta a szegedi Radnoéti Miklos Gimnazi-
umban tanit zomében matematikat, kisebb 6raszamban fizikat. Matematika orai-
nak tobbsége tagozatos osztalyokban van. Kival6é problémamegoldd, preciz, tudatos
tanaregyéniség. Tudasat szétosztja, szétszorja tanitvanyai kozott, akik (nemcesak
ezért) nagyon szeretik. Tanari palyaja soran szamos tanitvanya ért el orszagos ver-
senyeken kivaloé eredményeket (pl. Maroti Miklos, Ambrus Gergely, Varju Katalin,
Varju Péter, Janké Zsuzsanna, Sziics Gergely, Nagy Donat), koziiliik néhdnyan mar
nemzetkozi szinten is elismert matematikusok. Tanéri tevékenysége meghatarozo
iskolajaban, annak ellenére, hogy csendesen, kicsit visszahtiz6dé modon dolgozik.
Nagyon sokat. Elvitathatatlan tekintélyt vivott ki mind a didkok, mind a tanarok
korében. A tagozatos osztalyok szamara, hazi hasznélatra készitett kivalo feladatai,
feladatsorai mind modszertani, mind tartalmi szempontb6l a matematikai tehet-
séggondozés cstcsteljesitményei. Oraadoként néhany évig tanitott az egyetemen
matematikatanar szakos hallgatokat Elemi matematikabol. Tanartovabbképzés ke-
retében tobb kivalo eldadést tartott. Eredményes tanari munkajaért megkapta méar
az Ericsson és Graphisoft dijakat (utébbit idén mésodik alkalommal), s most meg-
érdemelten a Beke Mano-dijat.

Urbin Gyérgyné matematika—fizika-technika szakos tanar. Altalanos iskolai,
matematika—fizika szakos tanari oklevelét 1965-ben szerezte meg az akkori Szegedi
Tanarképzé Féiskolan. 1965. augusztus 1-t6l nyugdijba vonulasaig — kozel negy-
ven éven keresztiil a Kossuth Lajos Altaldnos Iskola és Csongrad varos oktatésa-
nak meghatarozo egyénisége volt, és az ma is. Nevel-oktaté munkajat kivaloéan,
lelkiismeretesen, példamutatoan végezte évtizedeken at. Véleménynyilvanitasaban
koriiltekinté, megfontolt és reélis. Sajat munkijaval szemben igényes és kovetke-
zetes, amit megkovetel tanitvanyaitol is. Keze alatt” a gyerekek megszerették a
matematikét, élvezettel gondolkodnak és oldjak meg a problémékat. Ordin a tanu-
16k sokszor jutottak sikerélményhez, amely tovabbi inspiricio forrasaként szolgal.
Palyaja soran rendszeresen foglalkozott versenyeztetéssel, didkpalyazatok frasaval.
Ezckre torténd felkészitésre szabadidejébdl is sokat dldozott. Szamtalan tanitvanya
biiszkélkedhet varosi, megyei, orszigos helyezésekkel matematikabol. Mig didkjai
versenyeznek, 6 maga részt vesz a megyei és teriileti matematikaversenyek zstiri-
jében. Az imméar 20 éves Makkoshézi Matematikaverseny értékels bizottsaganak
kezdetektdl alapito tagja, korabban feladatkit(izéje is volt. Fontos kiemelni, hogy
tanorain a kozepes és gyengébb képességii tanulokkal is eredményesen foglalkozott.
1988-ban — els6sorban az 6 eredményeire és személyes szakmai hozzéértésére ala-
pozva — javasolta az akkori szaktanicsadés, hogy iskoldjaban szakositott tantervi
matematika osztaly induljon 5. osztalytol felmend rendszerben. Az emelt szint i ma-
tematika oktatasa azota is a csongradi Kossuth Lajos Altalanos Iskola egyik vonzé
profilja, melyet nyugdijba vonulasaig donts tobbségében & vezetett. Szamos didkja
vélasztotta a matematikusi vagy fizikusi hivatast, orientalodott miszaki palyak
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felé, talan éppen ,Blanka néni” ordin elsajatitott ismeretek szépsége, érdekessége
és hasznossaga miatt. 1988-t6l iskoladja real munkakozosségének vezetGje, majd a
varosi munkakozosség vezetSje is volt. Palyaja soran nagyon sok féiskolai hallgato
leshette el t6le a szakma fortélyait a tanitasi szakmai gyakorlatuk soran. Rendsze-
resen tartott bemutatd érakat a helyi és varosi munkakozosségeknek, a Csongrad
Megyei Pedagogiai Intézetnek. Szakértsi feladatokat is ellat. Szerény, csendes sze-
mélyét tisztelet és megbecsiilés 6vezi, 2002-ben Csongrad varosa Pedagogiai Dijjal
jutalmazta. Méltan részesiil a Beke Mano-dijban.

Griinwald Géza-emlékérem

A 2008. évi bizottsagnak nyolc igen szinvonalas jelolt koziil kellett kivalasztania a
dijazottakat. Egyontet vélemény volt, hogy eredményei alapjan minden jelolt ér-
demes lett volna a dij elnyerésére. Végiil a bizottsag hatarozata alapjan az Emléké-
remben a kiovetkezdk részesiilnek: Frenkel Péter, Juhasz Andras, Kun Gabor
¢és Lovas Rezs6 Laszlo.

Indoklas: Frenkel Péter matematikusként végzett az ELTE-n 2002-ben. PhD
fokozatot 2008-ban szerzett a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetem
doktori iskolajaban. A Schweitzer-versenyen egyszer II1., egyszer II. és haromszor
I. dijat kapott.

Eddig hat tudoméanyos dolgozata jelent meg. Az els6ben egy Erdés Paltol
szarmaz6 kombinatorikus szamelméleti problémara adott egy 1j, szellemes, meg-
lep&en révid elemi megoldast. A méasodik dolgozatdban Sziics Andrasnak egy a
3 dimenzios sokasagok véges transzformacidcsoportjaira vonatkozo tételét fejlesz-
tette tovabb. Két dolgozatot irt — Domokos Matyéssal kozosen — az ortogonéilis
csoport vektorinvaridnsairél. Ezen dolgozatok varatlan eredménye olyan tetszdle-
gesen magas foka multilinearis polinominvariansok konstrukcioja, amelyek felbont-
hatatlanok 2 karakterisztikiban vagy az egészek felett. Otodik dolgozatéaban 1j
karakterformuldkat talalt az tigynevezett klasszikus csoportok irreducibilis abréazo-
lasaira. Ezek a Weyl-féle karakterformulak valtozatai, de mégis jelentGsen eltérnek
azoktol abban a tekintetben, hogy a karakterértékét a csoportelem (méatrix) hatva-
nyainak elemeibdl allitjak els explicit moédon (és nem az elem sajatértékeivel fejezik
ki a karakter értékét). Utolso megjelent dolgozataban a valos linearis funkcionilok
pontonkénti szorzatanak normajara vonatkozo legersebb ismert als6 becslést javi-
totta meg. Ehhez Elliott Liebnek egy pozitiv szemidefinit matrixok permanenseire
vonatkozo egyenltlenségét vitte at hafnianokra. Sokoldali problémamegoldo ké-
pességével, érdekes eredményekkel jarult hozza olyan kiilonbo6z6 teriiletekhez, mint
a szamelmélet, a topologia, az algebra, a reprezentacidelmélet, és a lineéris algebra
és funkcionalanalizis hatarteriilete.

Juhdsz Andrdas az ELTE matematikus szakat 2004-ben végezte el, majd idén
méjusban védte meg PhD disszertaciojat Princeton-ban a topologia legaktivabb
teriiletén, az alacsony dimenziés sokasigok vizsgalatdban érve el olyan eredményt,
amivel nagyszamu konferenciameghivas mellett még egy posztdoktori allast is ho-
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zott neki az angliai Cambridge-ben. Jaliusban egy honapot a Parizs melletti IHES
nemzetkozi kutatokozpontban dolgozott, ami szintén elismerésre mélté meghivas.
Igen latvanyos eredményeket ért el disszertaciojaban. Kozel szézéves problémékat
old meg a disszertacidja egyszert kovetkezményeiként. Mar az egyetemi szakdol-
gozata is — melyet a PhD témajatol kiilonbozs tertiletnek, az tn. globalis szingu-
laritaselméletnek szentelt — harom publikiciora épiilt, melyek vezeté kiilfoldi ma-
tematikai folyoiratokban jelentek meg és tulajdonképpen mar megfeleltek a PhD
kovetelményeknek. Kétszer nyert eredményeivel OTDK-n elsé dijat. 2003-ban a
Rényi Kato-dij els6 fokozataban részesiilt.

Elsé eredményeként zart feliiletek R3-ba mené lokélisan generikus leképezé-
seit osztalyozta regularis homotopia erejéig. Ha a leképezés szingularis, akkor a
szingularitdsok szdma teljes invarianst ad. Ezeket az eredményeit kés6bb altala-
nositotta zart n-sokasigok R(?"~1)-be mend lokélisan generikus leképezéseire. Ké-
s6bb a Heegaard Floer-homolégia és a csomdé Floer-homologia kozos altalanosita-
saként bevezeti egy invariansat varratos 3-sokasadgoknak. Ez az un. varratos Floer-
homologia. Megmutatja, hogy feliiletek mentén elvagva egy varratos sokasagot a
Floer-homologiaja az j sokasdgnak az eredeti egy részcsoportjaval izomorf. Ennek
segitségével egyszeribb bizonyitast ad a Heegaard Floer-elmélet f6bb eredménye-
ire, és belatja, hogy a csom6 Floer-homologia felismeri a fibrélt csomokat. Ezutan
a csomo Floer-homologia legfelss tagjanak rangja segitségével felsé becslést ad egy
csom6 paronként diszjunkt nemizotép minimélis génuszu Seifert-feliileteinek sza-
mara.

Kun Gdbor matematikusként végzett az ELTE-n 2003-ban. PhD fokozatot
2006-ban szerzett az ELTE matematika doktori iskoldjaban. 2002-ben megnyerte a
Schweitzer-versenyt. Kiemelkedd alkotoképességt, kivételesen sokoldala fiatal ma-
tematikus. Eddig 9 tudoméanyos dolgozata jelent meg a matematika kiilonb6zé terii-
leteir6l. F6 eredményeit véletlen strukturak és modszerek vizsgalataban, valamint
a bonyolultsidgelméletben érte el, de munkaja kiterjed — tobbek kézott — a valos
analizisre, az algebrai logikira és a geometriara is.

Disszertaciojanak témaja az in. Constraint Satisfaction Problem (CSP) vizs-
galata: ez a problémaosztily példaul linearis egyenletrendszereket és hipergraf-
szinezési problémaékat tartalmaz. Ezen a teriileten a legfontosabb nyitott prob-
léma az tn. dichotémia-sejtés, amely szerint minden CSP probléma vagy NP-teljes
vagy P-beli. Témavezetdjével, Szabo Csabaval k6zos munkaiban elsérendben de-
finidlhaté CSP problémékat vizsgél, és ezek algebrai jellemzését hasznalva adnak
kombinatorikus-topologikus karakterizaciot. Disszertaciojanak f6 eredménye annak
bizonyitasa, hogy a CSP problémak osztalyanal bévebb, méasodrendid egzisztenci-
alis formulakkal definialt tgynevezett Monotone Monadic Strict NP (MMSNP)
osztaly minden probléméaja egy CSP probléméaval polinomiélisan ekvivalens. A bi-
zonyitas kulcsa egy expanderfogalom bevezetése hipergrafokra, és ilyen korlatos
fokszamu és rovid kor nélkiili expanderek hatékony konstrukcidja. Disszertéacioja
utan is folytatja az ilyen iranyu kutatasokat: Jaroslav NeSetfillel kombinatorikus
jellemzést adnak az NP és MMSNP osztalyokra. Munkajuk ravilagit, hogy kom-
binatorikus problémék bizonyos intenziven kutatott osztalyainal nem véarhaté a
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remélt dichotémia. Szegedy Marioval a dichotomia sejtés algebrai véltozatanak
egy statisztikus ekvivalensét adjak. Ezt felhasznalva az irdnyitatlan grafok dicho-
tomiajara vonatkozo Hell-NeSettil-tétel egy teljesen 1j bizonyitasat adjak diszk-
rét Fourier-analitikus eredményeket felhasznalva. Munkajuk Osszekoti a diszkrét
Fourier-analizis, a kvadratikus dinamikai rendszerek és a CSP problémak elméle-
tét.

Az tgynevezett Neumann-probléma dinamikai valtozata az, hogy minden va-
loszintiségi mértéktéren majdnem szabadon és mértéktartoan haté nem amenéabi-
lis csoportbdl kikeverhet6-e mérheté majdnem szabad hatés. Ezt kanonikus cso-
porthatasok esetén nemrég latta be Lyons és Gaboriau. Kun tin. szofikus esopor-
tokra bizonyitja a sejtést. (Egy csoport szofikus ha Cayley-grafja statisztikai, an.
Benjamini-Schramm értelemben approximalhaté véges gréaffal. Nem ismert, hogy
vajon minden csoport szofikus-e.) A tétel Kun altalanosabb, regularis grafsorozatok
felbontaséara vonatkozo tételének kovetkezménye: egy regularis, véges graf felbont-
hat6 kevés él elhagyasaval korlatos méretti komponensekre és egy olyan részgréfra,
ami tartalmaz nagy derékbdéségi, 4 regularis részgrafot Lipschitz értelemben.

Lovas Rezsd Laszlo 2001-ben a Debreceni Egyetem Természettudoméanyi Ka-
ran fizikus és angol-magyar szakfordito szakon szerzett diploméat. Még ebben az
évben elkezdte doktori tanulmanyait a Debreceni Egyetem TTK Matematikai és
Informatikai Doktori Iskolajaban a matematika doktori program keretében. 2004-
t6] predoktori statuszt toltott be a Debreceni Egyetem TTK geometriai tanszékén.
Egy év milva tudoméanyos segédmunkatarsi, 2006 marciusaban pedig tanarsegédi
kinevezést kapott az analizis tanszékre. A kutatémunkat, elméleti fizikai témaban,
mar egyetemi hallgaté koraban elkezdte. Ugyanakkor egyetemi tanulméanyainak
korai szakaszatol kezdve intenziven érdeklédott a differencidlgeometria irant is, és
tanulmanyainak befejezésekor mér ezen a teriileten is olyan jol kidolgozott isme-
retrendszerrel rendelkezett, amely lehetévé tette, hogy ilyen témaban kezdje meg
munkajat a doktori program keretében. PhD dolgozatéat Szilasi Jozsef iranyitasa-
val készitette el, és summa cum laude eredménnyel 2005 nyaran védte meg. Ez
a 109 oldalas angol nyelvii munka koherens modon Gsszegezte azokat az eredmé-
nyeit, amelyeket a palyageometriaban (a spray-sokasagok” elméletében) valamint
a Finsler-metrikik és altalanositasaik vizsgalataban ért el.

Eddig nyolc, részben tarsszerzds, de kozottiik két igen terjedelmes (45-45 olda-
las) dolgozatot publikalt nemzetkozi folyoiratokban, illetve alaposan lektoralt kote-
tekben. Eredményei hatarozott figyelmet keltettek a kiilfoldi szakemberek korében
is. Prof. Crampin angol kutaté fontos fejleményként idézte a Lie-derivalas Lovas
Rezs6 altal kidolgozott elméletét s annak alkalmazasait. Prof. Bao, a mai Finsler-
geometriai kutatasok egyik vezets szaktekintélye megleps eredményként emlitette
egy most megjelent dolgozatiaban Lovas Rezs6nek a Finsler-Minkowksi-norméakkal
kapcsolatban tett észrevételét. Teljes leirasat adta bizonyos tipusi Ehresmann-
konnexidkhoz csatolt metrikus kovarians derivalasoknak, és megmutatta egy olyan
kovarians derivalasnak a létezését, amelynek a Cartan-féléhez hasonlé jo tulajdon-
sagai vannak, csak sokkal altalanosabb koriilmények kozott. Azt is leirta, hogyan
adjak vissza ezek az eredmények egy Finsler-sokasag Cartan-féle kovarians deriva-
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lasénak egyértelmiiségérdl szolo klasszikus tételt, elére adott Ehresmann-konnexio
nélkiil. Tudoméasunk szerint ennek ez a legelsé koordinadtamentes bizonyitasa. Ezen
feliil sikeresen tudott bekapcsolodni a fiiggvényegyenletek kutatocsoport munké-
jaba is.

Négy honapig a DAAD (Német Akadémiai Csereszolgélat) posztdoktori ku-
tatoi Osztondijasaként dolgozott a Darmstadti Miiszaki Egyetemen és a Pader-
borni Egyetemen Helge Glockner és Karl-Hermann Neeb iranyitasaval, illetve ve-
liik egyiittmitkodve. Ennek a kutatasi projektnek a célkittizése végtelen dimenzios
Poisson-vektorterek és koadjungalt orbitok vizsgilata volt. Lovas RezsG és Helge
Glockner bebizonyitott egy olyan Stefan—Sussmann-tipusu tételt, amely Banach-
sokasdgoknak nem feltétleniil komplementalt altereibdl allo disztribuciok integral-
hatosagat jellemzi. Ennek kovetkezményeként megkaptik a Frobenius-tételnek egy
olyan valtozatat, amely egy Banach-sokasag ¢rintényalabjanak olyan résznyalabja-
ira vonatkozik, amelyek nem feltétlentil hasitott részsokasagok.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsag, a beérkezett javaslatok alapjan 2008-ban négy Farkas Gyula-emlék-
dijat adomanyoz. A dijazottak: Banhelyi Balazs (Szegedi Tudoméanyegyetem,
informatika tanszék), Hazy Attila (Miskolci Egyetem, Gépészmérndki és Infor-
matikai Kar, alkalmazott matematikai tanszék), Izsak Ferenc és Sikolya Eszter
(ELTE TTK, alkalmazott analizis és szamitasmatematikai tanszék).

Indoklas: Bdnhelyi Baldzs teriilete az experimentélis matematikai analizis.
Publikicios jegyzéke hat megjelent folyoiratcikket tartalmaz. Ezek mindegyikének
téméja dinamikai rendszerek kaotikussdganak szamitogép altal segitett bizonyi-
tasa. A bizonyitasokhoz sziikséges ugynevezett megbizhato, tehat a kerekitési hibak
worst-case elemzését is tartalmazé szamitégépes munkat taldlékonyan, a globélis
optimalizacio Csendes Tibor altal kezdeményezett modszereinek érdemi tovabbfej-
lesztésével, tapasztaltabb matematikus tarsszerzdinek is gyakorta j elméleti 6tle-
teket ad6 modon végezte el.

Hdzy Attila készitett egy linearis kétvaltozos fiiggvényegyenletek, illetve diffe-
rencial-fliggvényegyenletek megoldasara szolgald algoritmust és egy Maple prog-
ramnyelven megirt programot, amely bizonyos természetes feltételek mellett egy
egyenletet atalakit koézonséges differencidlegyenletté, majd megkeresi ennek meg-
oldéasait. A konvexitds fogalmat altalanositva Bernstein—Doetsch-tipusu és stabili-
tasi eredményeket bizonyitott t-konvex, megkozelitSleg t-konvex, illetve Breckner
s-konvex fiiggvények esetében. A Jensen-konvexitas, a konvexitas és az Hermite-
Hadamard-egyenl6tlenség kapcsolatat vizsgélta abban az esetben, amikor az egyen-
16tlenségek stabilitasi tagjai fiiggnek a valtozok tavolsagatol.

Izsdk Ferenc kutatési teriilete a differencidlegyenletek és a numerikus ana-
lizis. Tizenkilenc megjelent folyoiratcikke van. Ezek mintegy kétharmada vegyész
tarsszerzovel késziilt esettanulmany kémiai csapadékok mintazatképzédéseirdl. Leg-
jabb, Hollandidban tanult kutatési teriilete a Maxwell-egyenletek végeselem meg-
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oldasainak a posteriori hibaanalizise, amelyrdl a legrangosabbak kozé tartozo SIAM
Journal of Numerical Analysis és a Mathematics of Computation folybiratokban is
publikalt.

Sikolya Eszter a dinamikus halozatok és az operatorfélcsoportok miivelsje.
Publikacios jegyzéke kilenc megjelent folyoiratcikket tartalmaz. Egyméashoz a cso-
moépontokban csatolt kézonséges és parcialis, hullam illetve diffazios differenciale-
gyenletek altal indukalt folyamok kvalitativ tulajdonsigaival foglalkozik véges és
végtelen halozatokon. Heidelbergi tarsszerzéivel egyiitt az aszimptotikus viselke-
dés, a periodicitas, a megfigyelhetGség, az irdnyithatosag és a rekurrencia kérdéseit
tanulmanyozta mind technikailag, mind gondolatilag igényes dolgozataiban.

Rényi Kato-emlékdij

A bizottsag dontése alapjan a 2008. évi Rényi Kato-emlékdij elsé fokozataban
Komjathy Julia, Sz6116si Ferenc és Toth Agnes részesiil, mindharman a Buda-
pesti Miiszaki és Gazdasagtudoméanyi Egyetem alkalmazott matematikus szakianak
végzett hallgatoi. Az Emlékdij masodik fokozataban részesiilnek Kovacs Tiinde, a
Debreceni Egyetem végzett és Pluhar Gabriella, az ELTE 6todéves matematika—
angol szakos hallgatoja.

Indoklas: Komjdathy Jilia [1] cikke a konstans rataji, teljesen aszimmetrikus
zero range folyamatokkal foglalkozik. Ez a folyamat kolcsonhato részecskerendsze-
rek egy olyan nagyobb osztalyaba tartozik, amire régi sejtés, hogy a karakteriszti-
kan mért részecskearam fluktuacioja az idé 1/3-adik hatvinyéval skalazodik. A cikk
ezt a skalazést igazolja az els6 olyan folyamatra, amelyben egy racshelyen tobb reé-
szecske is tartozkodhat. A felhasznalt modszerek valoszintiségi jellegtiek, a folytonos
idejii nagy allapottert rendszerek dinamikijanak alapos megismerésén, a csatolasi
modszerek finom alkalmazasan alapulnak. A [2] dolgozat a kovetkez6 probléméaval
foglalkozik: A piacon egy bizonyos arucikk kereskedése korlatozott vagy nagy kolt-
ségekkel jar, de egy hasonlo viselkedésii cikk kereskedése jol miikédik. Mennyire
lehet kivédeni a kockazatokat azzal, hogy az elsé cikk helyett a masodikkal vég-
ziink tranzakciokat? A cikkek arfolyama diszkrét idében mozog, egyiittes lognor-
malis eloszlasi, ergsen korrelalt. A f6 eredmények az optimélis stratégia létezésérsl,
egyértelmiiségeérol és karakterizaciojarol szolnak. A dolgozat analitikus, martingal
és nagy eltérés tipusi érveléseket tartalmaz. Komjathy Julia dolgozatai:

[1] M. Balazs and J. Komjathy: Order of current variance and diffusivity in the rate one

totally asymmetric zero range process, J. Stat. Phys., 133 (2008), 59-78.

[2] J. Komjathy: The risk of hedging by substitution of a correlated asset, TDK dolgozat.

Szolldsi Ferenc komplex Hadamard-matrixokkal (olyan unitér matrixok, ame-
lyek minden eleme, a matrix alkalmas normalizalasa utan, egységnyi abszolut ér-
tekii) kapcsolatos kutatasokat végez. Ezek teljes klasszifikacioja csak 5 dimenzidig
ismert. Szollési Gj konstrukciokat adott meg alacsony dimenziés esetekben, tob-
bek kozott 6 dimenzioban is. Altalinos és igen alkalmazhaté modszert adott meg
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Hadamard-méatrixok paraméterezésére (adott matrixbol kiindulva folytonos csalad
konstrukcidjara). Ma még nem ismert, mely komplex Hadamard-matrixok indu-
kalnak folytonos csaladot. Severinivel kozos [5] dolgozataban unitér matrixok null-
mintézatait vizsgalja. Tobbek kozott belatjak, hogy egy sziikséges feltétel legfeljebb
5 x H-0s matrixok esetén elégséges is. Szollssi Ferenc dolgozatai:

[1] D. Petz, K. M. Hangos, A. Szant6 and F. Szoll6si: State tomography for two qubits
using reduced densities, J. Phys. A: Math. Gen., 39 (2006), 10901-10907.

[2] M. Matolesi, J. Réffy and F. Sz6ll6si: Constructions of complex Hadamard matrices
via tiling Abelian groups, Open Sys. Inf. Dyn., 14 (2007), 247-263.

[3] F. Szoll6si: Parametrizing complex Hadamard matrices, European Journal of Com-
binatorics, 29 (2008), 1219-1234.

[4] M. Matolesi and F. Szdllgsi: Towards a classification of 6 x 6 complex Hadamard
matrices, Open Sys. Inf. Dyn., 15 (2008), 93-108.

[5] S. Severini and F. Szollgsi: A further look into combinatorial orthogonality, Elect.
Journal of Lin. Alg., 17 (2008), 376-388.

Téth Agnes [1] dolgozata Simonyi Gébor egy sejtését igazolja. Eszerint egy
véges graf k-adik lexikografikus hatvanya Hall-haAnyadosanak k-adik gyoke a graf
frakcionalis kromatikus szaméahoz tart, ha k tart végtelenhez. A messze nem magé-
tol értet6ds bizonyitas diszkrét és folytonos médszereket is hasznal. A 2| dolgozat
J. Brown, R. J. Nowakowski és D. Rall egy cikkében felvetett problémat old meg.
Az emlitett cikk bevezeti és vizsgalja véges graf hatvanyai fiiggetlenségi hanyadosa-
nak hatarértékét. Megmutatjak, hogy teljes tobbrészes graf esetén ez a hatarérték 1,
ha valamelyik rész nagyobb, mint az alaphalmaz fele. Téth Agnes megadja a ha-
tarértéket az osszes tobbi esetben, megmutatva, hogy akkor a limesz az eredeti
fiiggetlenségi hanyadossal esik egybe. Toth Agnes dolgozatai:

[1] A. T6th: On the ultimate lexicographic Hall-ratio, Discrete Mathematics, megjelenés
alatt.

[2] A. Téth: The ultimate categorical independence ratio of complete multipartite
graphs, STAM Journal on Discrete Mathematics, benytjtva.

Kovdcs Tiinde diofantoszi egyenletek kutatéisaval foglalkozik. [1] dolgozatéaban
szamos olyan egyenletet old meg, amelyek kiilonb6z6 oldalain teljes hatvanyok, bi-
nomialis egyiitthatok, egyméas uténi szamok szorzatai allnak. (2] cikkében az 1 gé-
nuszi gorbék egész pontjainak meghatarozésara szolgalo ismert modszereken javit
azaltal, hogy az LLL-algoritmust nem egy, hanem tobb bézisra alkalmazza. Legu-
jabb dolgozatdban szamos lineéris rekurzioval nyerhets sorozatban hatarozza meg
a binomialis egyiitthatokat, teljes hatvinyokat, egymés utani szdmok szorzatait.
Kovacs Tiinde dolgozatai:

[1] T. Kovacs: Combinatorial Diophantine equations — the genus 1 case, Publ. Math.
Debrecen, 72 (2008), 243-255.

[2] L. Hajdu and T. Kovacs: Parallel LLL-reduction for bounding the integral solutions
of elliptic equations, Math. Comp., megjelenés alatt.
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[3] T. Kovacs: Combinatorial numbers in binary recurrences, Periodica Math. Hung.,
benyujtva.

Pluhdr Gabriella [1]-[3] dolgozataiban két, univerzalis algebraban felmeriils
rekurziv sorozatra ad aszimptotikit. Tovabbi dolgozataiban egy Czédli Gabortol
ered6 kérdés altalanositasaival foglalkozik. Az eredeti feladat az volt, hogy ha egy
matrix elemei valés szamok, hany olyan résztéglalap lehet, amiben levé szadmok
mind nagyobbak a téglalappal szomszédos helyeken levé szamoknal. Becsléseket
ad a magasabb dimenziés esetre, illetve amikor a szamokat haromszogracsban
helyezziik el. Pluhar Gabriella dolgozatai:

[1] G. Pluhéar and Cs. Szabo: The free spectrum of the variety of bands, Semigroup
Forum, 76 (2008), 576-578.

[2] G. Pluhar and Japheth Wood: The free spectra of varieties generated by idempotent
semigroups, Algebra and Discrete Mathematics, 2 (2008), 89-100.

[3] Pluhar Gabriella: Szavak szAma idempotens félcsoportokban — kéteg varietasok sza-
bad spektruma, Matematikai Lapok, 13 (2006-2007), 44-53.

[4] Eszter K. Horvéth, Zoltdn Németh and Gabriella Pluhéar: The number of triangular
islands on a triangular grid, Acta Sci. Math. (Szeged), megjelenés alatt.

[5] G. Pluhér: The number of brick islands by means of distributive lattices, Studia Sci.
Math. Hung., megjelenés alatt.

wPatai Laszld Alapitvany” dija

A 2008. évi dijat Mathé Andras kapta.

Indoklas: Mdthé Andrds 1981-ben sziiletett Ajkan. Az ELTE matematikus
szakat 2005-ben végezte el kitiinteséses diploméaval. Jelenleg az ELTE Matematika
Doktori Iskola doktorandusza. Mar hallgato koraban kitiint rendkiviili matematikai
képességével. A Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyen 2002-ben harma-
dik, 2003-ban mésodik, 2004-ben elsé helyezést ért el. Tudomanyos diakkori dolgo-
zataval 2002-ben elnyerte az ELTE TTK TDK elsé dijat. 2004-ben az ELTE TTK
kivalo hallgatoja volt. 2004-ben a csehorszagi Jarnik Nemzetkozi Matematikaver-
senyen masodik, az Egyetemi Hallgatok Nemzetkozi Matematikaversenyén (IMC)
pedig elsé dijat nyert.

Négy dolgozata jelent meg, egy dolgozatat az Israel J. Math. kozlésre elfogadta,
két dolgozata van benyujtva, két tovabbi dolgozata pedig hamarosan benyujtasra
keriil. Ez méar pusztan mennyiségileg is nagy teljesitmény. Ennél fontosabb, hogy az
eredményei koziil tébb is van, amely komoly nemzetkozi visszhangot valtott ki. Ilyen
a [4] dolgozat eredménye, amely Daniel Mauldin egy régi probléméjat oldja meg.
A kézlésre elfogadott [5] dolgozat szintén egy régi (tobb mint 20 éves) problémét
old meg. Ebben megmutatja, hogy a kiilonboz6 dimenziokhoz tartozé Hausdorff-
mértékek paronként nem izomorf mértéktereket definialnak a Borel-halmazokon.
Ezt a kérdést David Preiss évtizedeken 4t a mértékelmélet egyik legfontosabb nyi-
tott problémajaként emlegette. A megoldashoz vezetd {6 eredmény szintén rendki-
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viil figyelemre mélt6. Ezen tétele szerint barmely f : [0,1] — R Borel-mérheté fiigg-
vényhez és d € [0, 1]-hez van olyan d-dimenziés kompakt halmaz, amelynek f altali
képe legfeljebb d-dimenzios. Ez a gyonyori 4llitas azt mutatja, hogy a mértékelmé-
letben még mindig lehet egyszertien hangzo6 és alapvetd tételeket talalni. Ugyancsak
régi problémét old meg egy el6késziiletben levé dolgozata. T6bb mint 20 éve nyi-
tott volt az a kérdés, hogy minden folytonos fiiggvény korlatos valtozasi-e valamely
ynagy” halmazon. Ismeretes volt, hogy bizonyos folytonos fiiggvények nem korlatos
valtozastak semmilyen 1/2-nél nagyobb dimenzioji halmazon. Méathé Andrés le-
zérta a kérdeést: a [8] dolgozatban megmutatja, hogy barmely [0, 1]-en értelmezett
folytonos (s6t barmely mérhets) fiiggvény korlatos valtozasi egy 1/2-dimenzids
halmazon. T6bb nemzetk6zi konferencian is elGadott, és az eredményei mindeniitt
nagy visszhangot valtottak ki. Publikacioi:

[1] Mathé Andréas: A nowhere convergent series of functions converging somewhere after

everv non-trivial change of signs, Real Analysis Exchange, 30 (2004/05), no. 2, 855~
859.

[2] Kun Géabor, Olga Maleva és Mathé Andras: Metric characterization of pure unrecti-
fiability, Real Analysis Exchange, 31 (2005/06), no. 1, 195-213.

[3] Buczolich Zoltan és Méthé Andras: Where are typical C' functions one-to-one?,
Mathernatica Bohemica, 131 (2006), no. 3, 291-303.

[4] Mathé Andras: The Angel of power 2 wins, Cornbinatorics, Probability and Comput-
ing, 16 (2007), no. 3, 363-374.

[5] Méthé Andras: Hausdorff measures of different dimensions are not Borel isomorphic,
Israel J. Math. (elfogadva)

[6] Elekes Marton, Keleti Tamas és Mathé Andras: Self-similar and self-affine sets;
measure of the intersection of two copies (benyujtva).

[7] Elekes Mérton és Mathé Andras: Can we assign the Borel hulls in a monotone way?
(benyujtva).

[8] Mathé Andras: Measurable functions arc of bounded variation on a set of dimension
1/2 (el6késziiletben).

[9] Mathé Andras: Covering the real line with translates of a zero dimensional compact
set, (elGkésziiletben)
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JELENTES A 2008. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Versenybizottsag a verseny 1. dijat Hubai Tamasnak és Strenner Ba-
lazsnak itéli.

Hubai megoldotta az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 10. és 11. feladatot és részeredményt
ért el a 9. feladatban; a 6. feladat megoldasa kicsit hianyos.

Strenner megoldotta az 1., 2., 3., 5., 6., 7., 9. és 10. feladatot. A 9. feladat
megoldésa kicsit hidnyos.

Miésodik dijban részesiil Paulin Roland és Maga Péter.
Paulin megoldotta az 1., 2., 3., 5., 7., 10. és 11. feladatot.

Maga megoldotta az 1., 2., 3., 5., 6., 8. és 9. feladatot. A 6. és 9. feladat
megoldasa kicsit hidnyos. Kiemelends, hogy egyediil 6 oldotta meg a 8. feladatot.

Harmadik dijban részesiil Racz Béla.

Réacz megoldotta az 1., 2., 3., 5., 7. és 11. feladatot és részeredményt ért el a
10. feladatban. A 11. feladat megoldasa kicsit hianyos.

Elsé dicséretben részesiil Horvath Marton, Kiraly Csaba és Nagy Csaba.

Horvath megoldotta az 1., 2., 3., 7. és 11. feladatot és részeredményt ért el a
10. feladatban.

Kiraly megoldotta az 1., 2., 3., 5. és 7. feladatot.

Nagy megoldotta az 1., 2., 3., 5. és 7. feladatot.

Masodik dicséretben részesiil Puskas Anna és Baldur Sigurdsson.
Puskas megoldotta az 1., 2., 3. és 7. feladatot.

Sigurdsson megoldotta az 1., 7. és 10. feladatot.

A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Hajnal Andras, Pach Janos). Adott eqy H C P(X) halmazrendszer az X
alaphalmazon, valamint egy k > 0 szdmossdg gy, hogy barmely = € X -et kevesebb mint
k darab H-beli halmaz tartalmaz. Bizonyitandd, hogy létezik X-nek olyan f: X — k
szinezése, amiben minden nem iires A € H-nak van ,egyedi” pontja, azaz olyan x € A,
amelyre barmely x #y € A esetén f(x) # f(y).
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Megoldas: Legyen < az X egy jolrendezése. Definialjunk egy grafot az X halmazon,
amelynek E élhalmaza:

E = {{{min (4),2} : min(4) <z € A}: A€ H}.

A feltevés miatt X minden pontja X-nek csak r-nal kevesebb nala < pontjaval van
Osszekotve E-ben. Ekkor azonban az E graf, transzfinit indukeioval, jol kiszinezhets s
szinnel. Legyen f a graf egy s szint jo szinezése. Allitjuk, hogy f kielégiti a feladat
kovetelményét. Valoban, H tetszbleges A elemének min (A) sajatszinii pontja, mert A
tetszoleges min (A)-tol kiilonbozs « elemére {min(A),z} E-ben van és igy f(min (A)) #
f(z).

2. feladat (Kérolyi Gyula). Legyen t > 3 egész és 1 <i < j <t esetén legyen Ai; = Aj;
az n elemid X halmaz tetszéleges részhalmaza. Igazoljuk, hogy létezik olyan 1 <@ < j < t,
amelyre

=
—2t-2

\(X\A,J)U U (Aik mA]‘k)
k#i,j

Megoldas: Legyen 1 < i < j <t esetén
Si; = (X\ Au)U |J (AN Az).
k#1,j

Azt fogjuk megmutatni, hogy az X halmaz minden pontja eleme legalabb

o-(2)-(7)

szami S;; halmaznak, innen az allitas egyszeri atlagolassal adodik, s6t paratlan ¢ esetén
az erGsebb b
|Si5] 2 2 °
becsléshez jutunk alkalmas (7, j) parra.
Jeloljon z;; (1 <i<j<t) tetsz6leges 0-1 valtozot, és legyen x = (z12,x13,...,

xi—1,¢) az ezekbdl alkotott vektor. Az xj; = x;; konvenciot is bevezetve tekintsiik 1 <
i1 < j <t esetén az

fij(x) = max {1 — @i5, sazin (k#4,5)}
fiiggvényt. Ha most p € X esetén a valtozokat az
Tij; = .Zij(p) =1<4<=pecA;

el6iras szerint értékeljiik ki, akkor nyilvan

D E Sij; — f”(x(p)) =1
Elég tehat megmutatni, hogy minden x-hez legalabb ¢(t) szama 1 <4 < j <t par van ugy,
hogy fij(x) = 1.
Rendeljiik hozza x-hez a G = G(x) grafot az {1,2,...,t} csucshalmazon tgy, hogy

ij pontosan akkor tartozzon a graf E = E(G) élhalmazéhoz, ha z;; = 0. Vilagos, hogy ha
ij € E, akkor f;;(x) = 1. Ha tehat |E| > c(t), akkor készen vagyunk. Ellenkezé esetben a
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grafnak |E| = ¢(t) — s éle van valamilyen s pozitiv egésszel, tehat a graf G¢ komplemente-
rének |E°| = T(t) + s éle van, ahol T'(t) = [t*/4] a Turan-szam. Mivel s > 1, a Turan-tétel
szerint G°-ben van legalabb egy haromszog. Kénnyt tehat megmutatni s szerinti teljes in-
dukcioval, hogy G“-nek van legalabb s + 2 olyan éle, amire G°-ben illeszkedik haromszog.
Van tehét legalabb s + 2 olyan (%, j) péar, melyhez talalhaté k # i,j ugy, hogy ijk iires
haromszog G-ben. Az ilyen (i, j) parokra is teljesiil hogy fi;(x) = 1 és ezeket korabban
még nem vettiik figyelembe, tehat most is taldlhato Gsszesen legalabb

|E|+ (s +2) = (c(t) — s) + (s +2) > c(t)
olyan (i,7) par, amelyre f;;(x) = 1. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.

3. feladat (Tardos Gabor). Egy G pdros grifot az {z1,...,zn} és {y1,...,yn} csicsokon
(azaz az élek x;y; alakiak) szelidnek neveziink, ha semelyik z;y;ziy tjdra (i,j,k,l €
{1,2,...,n}) sem teljesiil, hogy j <1, dei+j >k +1.

Hatdrozzuk meg az olyan o walés szimok infimumdt, melyekhez létezik olyan ¢ =
c(a) > 0 konstans, hogy birmely szelid grdfra e < c¢-n®, ahol n a csicsszdim fele, és e az
élek szdma.

Megoldas: A vélasz o = 3/2. Legyen s = [\/n], ahol [] az (als6) egészrészt je-
16li. Tekintsiik a kovetkezé G grafot: akkor huzzuk be az z;y; élt, ha [i/s] = (j mod s).
Ha z;y;jzry egy Ut G-ben, akkor [i/s] = (j mod s) = [k/s] = (I mod s). Ezért egyrészt
|z — k| < s, masrészt j — [ oszthato s-sel. Ha tehat j < [, akkorl—j > s >i—k,igyi+j <
k + 1. Tehat G szelid. Mivel minden y; cstcsnak s a foka, ezért e(G) = ns > n*/? — n.

Most belatjuk, hogy nagysédgrendileg nem is lehet tobb éle egy szelid grafnak. Nevez-
ziink egy xy; élet picinek, ha minden z;y; élre i < k + s. A tobbi élet nevezziik nagynak.
Egy y; csucshoz legfeljebb s pici él illeszkedik, hiszen a legkisebb és legnagyobb k, melyre
wry; pici legfeljebb (s — 1)-gyel tér el. Igy a pici élek szama legfeljebb ns. (Megjegyzés: a
fenti konstrukciéban pont ennyi él szerepel, és mindegyik pici.)

Tegyiik fel, hogy valamely x; cstucshoz illeszkedik egy nagy zry; €l és még egy xry
él valamely | > j indexre. Legyen x;y; az az él, ami miatt zxy; nem pici, azaz i — k > s.
Ekkor z;y;zry egy ut és j < [, tehat G szelidsége miatt i +j < k+[. Ekkor i — k > s
miatt [ — j > s is teljesiil. Azaz fix x; csics mellett azon j indexek, melyre zxy; nagy
él, legalabb s tavolsagra vannak egymastol. Igy az zx-hoz illeszked6 nagy élek szama
maximum n/s + 1. Az Ssszes nagy él szima maximum n?/s + n.

G-nek tehat legfeljebb ns 4+ n?/s +n < 2n%/? 4 2n éle van. Ezzel a bizonyitast befe-
jeztiik.

4. feladat (Pyber Lészlo). Legyen A az S, szimmetrikus csoport egy részcsoportja, és G
normdloszté A-ban. Mutassuk meg, hogy ha G tranzitiv, akkor |A : G| < 5"~

Megoldas: Vegylink egy ellenpéldat, ahol n minimalis. Legyen Bi,...,B; egy A-
invarians particio, ahol k, a blokkok mérete minimalis (k > 1, ha A primitiv, akkor legyen
k = n). Jelolje H; a B; blokk A-beli stabilizatoranak a B;-n vett hatasat. Legyen K az
A csoport blokkokon vett hatdsanak magja és K; a K hatésa a B; blokkon. Elészor a
kovetkez6t bizonyitjuk.

Lemma: |[K: GN K| < 5"t

Mivel k& minimélis, ezért a H; permutaciécsoport primitiv. Praeger és Saxl egy
kozismert tétele szerint ha P egy k-adfoki primitiv permutacidcsoport, amely nem tar-
talmazza az Ay alternélé csoportot akkor |P| < 4% (lasd Dixon-Mortimer: Permutation
groups 176. oldal vagy Cameron: Permutation groups 113. oldal).
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Tegyiik fel most, hogy Hy nem tartalmazza Ag-t. Ebbol kovetkezik, hogy |Hi| < Bl
(mert k > 8 esetén 4% < 5871 65 k < 7 esetén |Sy| < 5%7'). Innen az adodik, hogy |K| <
[P Z 5,

Tegyiik fel most, hogy H; tartalmazza Ag-t. Mivel K; normaélis Hi-ben, ezért
Ky =1,Ax vagy Sk. Ha Ky =1 akkor K = 1. A tobbi esetben a K csoport k-adfoku
szimmetrikus illetve alternalé csoportok szubdirekt szorzata. Ebbdl azt kapjuk hogy a K’
kommutétor részcsoport alternald csoportok szubdirekt szorzata és |K : K'| < 2'. Mivel
Ay, nemkommutativ egyszeri csoport, ezért konnyen belathato, hogy a {Bi,..., B:} hal-
maznak van egy olyan particioja, hogy K’ diagonélisan hat az egy particiorészhez tartozo
blokkokon, és K’ az igy kapott diagonalis részcsoportok direkt szorzata. A blokkok fenti
particioja nyilvanvaloan A-invarians. Konnyen lathato, hogy A tranzitivan hat a fenti
direkt szorzat Gsszetevdin és ezért K’ az A egy minimalis normaloszt6ja. Ha most G tar-
talmazza K'-t, akkor |K : GN K| < |K : K'| <2' < 5"7*. Ha G nem tartalmazza K'-t,
akkor G és K’ diszjunkt norméalosztok A-ban, és gy felcserélheték egymassal. Mivel G
tranzitiv, a centralizatora szemiregularis, és ezért K’ is az. Ez ellentmond a feltevésnek,
miszerint K’ ugy hat Bj-en, mint Ay. Ezzel a Lemmat belattuk.

A GK/K permutaciécsoport tranzitivan hat ¢ ponton és norméalosztoja az A/ K-nak,
ezért indukcioval adodik, hogy |A: GK| = |A/K : GK/K| < 5", A Lemmat alkalmazva
azt kapjuk, hogy |A: G| =|A:GK||GK :G|=|A: GK||K : GK| < 5" L.

5. feladat (Ruzsa Imre). Legyen A a természetes szamok végtelen részhalmaza, és jeldlyik
Ta(n)-nel az n szim A-beli osztéinak a szamdt. Konstrudljunk olyan A halmazt, amire
> <. TA(n) =+ O(loglog ), és mutassuk meg, hogy nincs olyan A halmaz, ahol a fenti
képletben a hibatag o(loglog ).

Megoldas: Legyen A = {a; < a2 < ...}. Ekkor

F(z)=Y_ ralm)=> [x/ai

n<z i

(itt [ ] az egészrész). Legyen

F(zx)—=x
(1) s(A) = limsup u—l
r—oc loglogx
El6szor konstrualunk egy halmazt, amire s(A) = log 2, aztan belatjuk, hogy kisebb nem
lehet. Ebbdl a feladat allitasa kovetkezik. Definialjuk az a; szamokat a kévetkezd rekurzi-
Gval:
1 1 1 1

(2) a=2, —+—+...+ -+ =il
ay az ak—1 ar— 1

Két szomszédos egyenletet kivonva kapjuk, hogy
ak+1 =1+ ar(ar — 1),

tehat ezek a szamok egészek, a sorozat eleje 2, 3, 7, 43. Ebbél tovabba latszik, hogy
Giai =1 > {os =1)",

és innen indukciéval a > 92°7% A definiciobol pedig kiolvashato, hogy
Y Lay=1,
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Emiatt

F(a)i= Z[w/ai] =x— Z{z/ai}.
Z{z/ai} < Z 1+=x Z 1/a;.

a; < a;>r

Most

Itt az els6 Osszeg az a;-re adott alsé becslés miatt
<2+ ?log?logz = log 2loglog z + O(1).
A masodik Gsszeg pedig, mivel 7 > 1 esetén a;+1 > 2a;, becsiilhets igy:

<a(lfe+1/)+:..) =2

Als6 becslés.

Ha " 1/a; # 1, akkor mar F(z)/x sem tart 1-hez, a kérdezett limes persze végtelen.
Feltehetjiik tehat, hogy > 1/a; = 1, és ekkor, mint az imént,

G(x)=z—F(z) = Z{m/a,}
Mindenesetre

a
a; >z a; <z s

Gle)zm ¥ l/ai:m(l— > l)

Legyen = ag+1 — 1, ekkor tehat

’

1 1 —
3) G(z)zw(l———...——>zﬁi—l
ai ag Qi i+« Ak

ugyanis a zaréjelben all6 kifejezés pozitiv racionalis szadm, amelynek nevezdje a; ... ax.
Ha most van olyan € > 0, hogy

a1 > (ay = a,k)H—5

végtelen sokszor, akkor (3) miatt az ilyenekre

G(ak41—1) > ai/fl,

az (1) hatarérték tehat végtelen.

Ha ilyen ¢ nincs, akkor az axy1 < (a1 ...ax) " becslésbél indukcioval

(4) T

adodik. Legyen most = a1 ...ax — 1, akkor {z/a;} =1 —1/a; i < k esetén, igy
£ 1
l——>k-1,
G(z) > ; =5
tehat G(x) > k, mert egész. (4) miatt pedig k > (log2 — ) loglog z.

6. feladat (Csornyei Marianna). Meg lehet-e adni tigy kéréket a sikon, hogy minden
egyenes legaldbb 1-et, de legfeljebb 100-at messen koziilik?
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Megoldas: Nem lehet megadni. A feladat szempontjabol lényegtelen, hogy a kor
érintését metszésnek tekintjiik-e, mindenesetre nevezziik dtmetszésnek azt, amikor egy
egyenes két pontban metsz egy kort.

Tegyiik fel, hogy van ilyen korelhelyezés. Tekintsiink egy olyan egyenest, amely
maximalis sok kort metsz dt. Ezen egyenes egy pontjat nevezziik ki origonak, az egyenes
pedig legyen az = tengely. Vilagos, hogy ha az z tengelyt kicsit megforgatjuk az origé koriil,
tovabbra is atmetszi ugyanazokat a kordket, tehat pontosan ugyanazokat a koroket metszi
at. BEzért ha az = tengelyt kicsit megforgatjuk az origo koriil, akkor pontosan ugyanazokat
a koroket fogja elmetszeni is, mint maga az x tengely. Tehat létezik ¢ € (0,7/2), hogy az

{(z,y) €eR*: |y| < |z|tg p}

szogtartomanyba csak véges sok kor metsz bele.

Feltehetjiik, hogy az origd nem esik bele egyik korbe sem. Mindenképpen megszam-
lalhatoan végtelen sok kor adott, jelolje sugarukat r;, kozéppontjuk tavolsagat az origotol
pedig R;. Adjuk &ssze azokat a szdgeket, amelyek alatt az egyes korok lathatéak az origo-
bol (kb. 7;/R;). Nem kaphatunk tébbet, mint 100-szor 180°, mert minden origon atmend
egyenes legfeljebb 100 kort metsz el. Tehat

Ti
E RO

Az i-edik kor kozéppontjanak y koordinatajat jelolje y;. Feltehets, hogy minden i-re
y: # 0. Vilagos, hogy az [y; — ri,y; + ri] intervallumok unioja lefedi a szimegyenest (mert
minden vizszintes egyenes metsz el kort). Azt allitjuk, hogy ekkor

Ha végtelen sok i van, amelyre ; > |y;|/10, akkor ez vilagos. Egyébként pedig ezen véges
lyil+ri 1 dt
+dt.

sok kivételtsl eltekintve r;/|y:| konstans szorzo erejéig ugyanannyi, mint fly s

Mivel [ §dt = oo, kapjuk, hogy 3 i = oc.

Felhasznalva a megoldas elején tett megjegyzésiinket, véges sok kor kivételével
Ri > |yi| > Rising,

tehat > LR"— <ocoés ) ﬁ = oo ellentmond egymasnak.
7. feladat (Barany Imre). Legyen f : R — R? olyan folytonos figgvény, amelyre f(z) =
f(x+1) minden x-re, legyen tovdbbd t € [0,1/4]. Bizonyitandd, hogy van olyan x € R, hogy
az f(x —t)-b6l az f(x +t) pontba mutaté vektor merdleges az f(x)-bol az f(x + 1/2)-be
mutato vektorra.

Megoldas: Feltehetjiik, hogy ¢t = p/(2q), ahol p és ¢ nagy primszamok, mert ebbdl
hataratmenettel kovetkezik az allitas.

Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, akkor minden z € [0,1]-re az f(z +t) — f(z —t)
és f(x +1/2) — f(x) vektorok skalaris szorzata allandoé elSjeld. Legyen z; = i/(2q), i =
0,1,...,2¢ — 1 és v; = f(xp:) ahol az indexeket mod 2¢ redukéljuk. Az indirekt feltevés
szerint a (vi41 — vi—1)(vitq — v;) skaldris szorzat pozitiv (vagy negativ) minden i-re. De,
amint azt konnyii ellendrizni, ezeknek a skalaris szorzatoknak az Osszege i = 0,...,2q — 1-
re éppen nulla.
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8. feladat (Buczolich Zoltan). Legyen S az dbrdn ldthatd Sierpinski-hdromszog. Mit tu-
dunk mondani az S-en értelmezett tipikus folytonos valds fiigguény f~*(y) szinthalmazai-
nak Hausdorff-dimenzidjardl? (Egy tulajdonsdg akkor teljesil az S-en értelmezett tipikus
folytonos valds fliggvényre, ha az e tulajdonsdggal nem rendelkezd fiiggvények halmaza elsé
Baire-kategoridji a folytonos S — R fuggvények metrikus terében a szuprémum normdval.)

Megoldas: A kérdéses dimenzi6é nulla. Jeldlje R(k) azon (ri,...,r3:) € st racio-
nalis szam 3"-asok halmazat, melyekre Vi, j-re ha i # j, akkor r; # r;. Legyen

,,,,, rge =m0 {ri —151/3: 4,5 =1,...,3% i#£ 4},

Ha (Tla L) TS’“) € R(k) akkor 67~1 """ T3k i

Legyen 5T1v-~-7"3k = min{—E, 7‘1»~~v7‘3k} > 0.
A kovetkezdkben definidljuk az fi .,
pinski-haromszog k-adik szintjén levé 3% db kis haromszog legyen T, .. .., Ty.. Tegyiik
fel, hogy 7 egy ilyen haromszog, melynek cstcsai a Vi, Vo és Vi pontok. Legyenek a 7; i/,

,,,,, Tk ¢ S — R folytonos fiiggvényeket. A Sier-

¥ = 1:2.3, & T kis; 3”"‘2 oldalhosszusagu, sarokharomszogei, (Vir € T; ;7). Ha a Vjs cstcs
egy masik 7, haromszoghoz is hozzatartozik, akkor legyen fr -, (Vi) = r‘—;rl Ha Vs

csak T;-hez tartozik, akkor legyen fk,n,-u,rak (Vir) = 4.

Ha z € (T;NS) \U T;,;r, akkor legyen fkvrl-“*v"'sk (z)=r;.Haz € U?:l T, NS,
akkor valasszuk meg fkm,-ungk (x)-et agy, hogy legyen fr . .. Tk folytonos 73 N S-en, és
értékei essenek az r;, f(V; /) szamok minimuma és maximuma kozé.

..... Tak

Legyen
G(K) = U U B(fk,rl,...,rsk761‘1,...,7‘3k)'

k2K (r1,...,7g5) ER(K)

G(K) kénnyen lathatoan stri és nyilt C'(S)-ben. Legyen G' = Ng G(K). Azt allitjuk, hogy
G a kivant reziduilis halmaz. Legyen f € G. Mivel egy kompakt halmazon értelmezett,
tipikus folytonos fiiggvény a minimumat és maximumaéat csak egy pontban veszi fel, igy

y=m ' min fesy=M 4f max f esetén a szinthalmaz egyelemi és igy 0 dimenzits.
Tegyiik fel, hogy m < y < M. Valasszunk Ko-t, hogy m + KL() <y< M- KL(, Mivel f €
G(Ko) igy van olyan k > Ko és (r1,...,73x) € R(k), hogy f € B(fkn'1,~~,r3k §Ofys s 1‘3;\4)~
Ekkor y € (7 — ry,..ryp s Ti + Ory,...,ry ) CSak legfeljebb 1 db i = iy-ra dllhat fenn. Igy

.....

‘W enm UU U

=l =1
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Tegyiik fel, hogy s > 0 rogzitett és € > 0 adott.

g® 3
1T, I°+ D) Y ITywl* <

j=1 /=1
£ (05" 4 3Moe ™) =0 4 37 e
ha K elég nagy és k > K.

9. feladat (Halasz Gabor). Adott o > 0 mellett tekintsiik a {|z| < 1} egységkirben értel-

mezett, requldris, sehol sem eltind f(z) fiigguényeket, amelyekre f(0) =1, %sz'(%l > —a
(2| < 1). Mutassuk meg, hogy kiziiliik a g(z) = ﬁﬁ fiigguény értékkészlete tartalmazza
az dsszes tobbi értékkészletét! A g(z) fligguénynek azt a requldris dgdt tekintjik, amelyikre

g(0) =1.

1. megoldas: Ehhez minden sziikséges elGismeret szerepel az egyetemi bevezetd komplex
fliggvénytani elGadasban.

Ha 0 < r < 1, akkor az f(rz) fiiggvény is teljesiti a feltételeket. Ha erre mar tudnank
az allitast, akkor r-rel tartva 1-hez adédna, hogy minden f(z) (|z| < 1) érték a szoban-
forgod értékkészlet lezarasaban van. A hatarara azonban csak akkor eshetne, ha az f(z)
fliggvény konstans volna, amikor pedig minden trivialis.

Feltehetd tehat, hogy f(z) az egységkornél nagyobb tartomanyban is teljesiti a fel-

tételeket, specialisan

u(z) 0 J;l((:)) +a>0

a zart egységkorben is folytonos, a nyiltban harmonikus fiiggvény.

Mint ilyen, s6t az a reguléris fiiggvény is, amelynek & a valds része, kiszamithat6 a
keriileten felvett értékei segitségével:

zf'(z) - 2T e 4 2
f(2) T 2w Jy ev—z

w(e®)dp (|2 <1);

altalaban egy additiv imaginéarius tagra is sziikség van, itt azonban z = 0-ban mind a bal
oldal, o, mind a jobb oldal,

valos.

Ezen utobbi integral értéke tehat o, és képletiinket igy is irhatjuk:

0

flz) = e — 2z
f’(z) N 1 27 e—igo o
o = ;/0 T_ewezU¢ )40
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A hatvanyfiiggvény értelmezésével Gsszhangban a log 1 L - fiiggvényen az origoban

eltling regularis agat fogjuk mindig érteni. Mindkét oldalt 0-t6l integralva

1 27 1 o B
log f(z) = ;/0 log mu(e )dp =
S 1 u(ei“”)
=2 ————=dyp,
a/o log 1 —e %2z 27 &

a bal oldalon log f(z)-nek az origéban eltiing reguléris agaval. Azért emeltiik ki a 2a-t,
mert igy az utols6 integral a log 12— fiiggvény értékeinek pozitiv sillyal,

27 ip
/ u(e'?) dip =1
0

2T

llz (|z| < 1) fliggvény

osszsullyal vett atlaganak tekinthets. Mint ilyen, benne van a log
értékkészletének konvex burkaban.

Ez az értékkészlet azonban maga konvex. Valoban, az 1 — z = pe'” polarkoordinatas
alakban az egységkor pontjait |[¥] < §, 0 < o < 2cos? jellemzi, tehat az értékkészlet a

T i
— 219 : — e
{a’ i |19|<2,a>log2c0819}

halmaz, és a log 50— (|9| < %) hatérologérbe valoban konvex fiiggvény.

log f(z) értékkészlete tehat része a 2arlog - fiiggvényének, f(z)-¢ az ﬁ%— fiigg-

vényének.

A feladat megfogalmazéasaban az is benne van, hogy az f(z) = (1_—}7,)75 fliggvény is
egyike a tekintetteknek, ami
. 7(2) _ 20z
J&).  1—2

alapjan vilagos, hiszen a linearis tortfiggvény a {Rw > —a} félsikra képezi az egységkort.

2. megoldas: Megmutatjuk, hogy

. e
(1- w(z))za

alkalmas, az egységkorben regularis w(z) fiiggvénnyel, amelyre |w(z)| <1 (|z| < 1). Ezzel

készen lesziink. Azokban az esetekben, amikor ——— konform leképezést valosit meg,
(1-z2 P 3

egy ilyen eldallitas valojaban ekvivalens a feladat allitasaval.

f(z) = (2] < 1),

Ugy mondjék, hogy f(z) szubordinaltja ﬁm-nak. A szubordinécié elméletének
egy ismert technikdjat hasznaljuk.

w(z) értelmezése magatol adodik:
w(z) € 1- f(z)7%

log f(z)-nek azzal a regularis agaval, amelyik z = 0-ban 0-t vesz fel. Azt kell tehat csak
megmutatnunk, hogy lw(z)l <1 (lsl €1}
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EllenkezG esetben volna egy legkisebb abszolut értékd zo &ef r0e’??, 0 <1 < 1,
amelyre |w(zu)| = 1; ro = 0 azért nem lehet, mert w(0) = 0.

A z = re' jeldléssel, ahol w(z) # 0,

Odlog |w(re“’)| B dlog w(re'™) w'(z) - w'(2)
9 = =% rid" =~ w(z)’

810g|w(rem)| _ §R(‘)log;w(rew) N mw'(z)em A wi(z)

or or w(z) T w(z)

zo definiciojabol kovetkezik, hogy |w(z)| zp-ban felveszi a maximumat az ro sugari
kérvonalon, tehat a most kiszamolt 1) szerinti parcialis elttinik zo-ban, mas szoval

tisztan valos.

Ugyancsak zg definicioja alapjan latjuk, hogy |w(z)| <1 (2| <o), tehat a w(zo0z)
fiiggvény teljesiti a Schwarz-lemma feltételeit, ezért

|w(zoz)| <lzl (lz| <1), ‘w(zor)| Sh= |w(zo)|r (0:<E < 1),

Innen
dlog |w(re™)| ~ log] —Lul,u((;uo,) | log 1 1
— | = lim > —_—r = —
oY r—1-0 719 —TQT r—~1 org(l—r) 710

Z0

tehat az r szerinti derivalt képlete szerint

_ o w'(20) _ o w'(20)
0= 20 el Rz ailzo) > 1k

(Amit eddig a w(z)-re tett feltevésbdl levezettiink, azt az elméletben Jack-lemmanak
nevezik.)

Esetiinkben
’ 1 sabei], 1 f (z)
— 2a )
w(e) = 5o fETE () = 55 (- w(e),
1 f'(20) 1 —w(20)
0=205- e
2a f(z0) w(z0)
I’ (20) w(zo)
=2ap———.
0 Fz0) T T w(z0)
Mivel |w(zo)| =1, és az s= %= linedris tortfiiggvény az egységkorvonalat a
Rs = —% fliggblegesre képezi, tovabba « és p pozitiv valos szam, o > 1,

£ (z0)
B prs =

ellentmondasban a feladat feltételével.
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10. feladat (Sziics Andras). Jelslje V az R® nem kollinearis rendezett vektorparjainak
halmazat, H pedig az R® origéon atmend egyeneseinek a halmazat. Igaz-e, hogy barmely
f: V — H folytonos fiiggvényhez létezik olyan g : V — R?\ {0} folytonos fiiggvény, amire
g(v) € f(v) minden v € V esetén?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy mindig létezik a keresett g fiiggvény. Vegyiik észre,
hogy H igazabol a projektiv sik, és jeloljiikk p: S? — H-val azt a leképezést, ami az
S? egységgdmb egy adott pontjahoz a rajta és az origbn dtmend egyenest rendeli. Ez
tulajdonképpen a szokasos S? — RP? 2 rétii fedés. Ismeretes, hogy egy f: X — RP?
fliggvényt pontosan akkor lehet ,felemelni” egy g : X — S? fiiggvénnyé (azaz megadni egy
g: X — S? folytonos fiiggvényt, amire po g = f) ha f.(m (X)) C p«(m1(S?)). Mivel ez
utébbi egyelemii, ezért a feladat megoldasdhoz tulajdonképpen pontosan azt kell belatni,
hogy barmely f: V — H leképezés minden V-beli hurkot null-homotép hurokba visz.

Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy V homotop ekvivalens RP*-mal, amire az R?
rendezett ortogonalis egységvektor-parjaiként gondolhatunk. Mivel m; (RP?) = Zo, ezért
V-ben egyetlen nem trivialis hurokosztaly van, errél kellene belatni, hogy f null-homot6p
hurokba viszi. (Ez az allitas tulajdonképpen a Borsuk-Ulam-tétel egy atfogalmazasa.)

A Dbefejezéshez tobb 1ut is kinalkozik: A legrévidebb kohomol6giat hasznélni: ha
71 (RP?) generatora nem 0-ba megy, akkor csakis 7 (RP?) generatoraba mehet. Ekkor
viszont f* : H'(RP? Zs) — H'(RP3 7Zs) is a generatort a generatorba viszi. De ekkor
0= f*(«®) = f*(z)* # 0, ami ellentmondas (z € H'(RP?,Zy) a generator).

Elemibb befejezés a kovetkezs (vazlatosan): Barmely f: RP® — RP? leképezés fel-
emelhetd egy f': S® — S? leképezéssé. Ha f a nem trivialis hurkot a nem trivialis hurokba
viszi, akkor f’ antipodalis, azaz f'(—x) = —f’(x). Szoritsuk meg f'-t az S* egyenlit&jére,
ekkor kapunk egy h: S? — S? leképezést, ami még mindig antipodalis. Ismert, hogy
minden S% — 5? antipodalis leképezés foka paratlan. Masrészt mivel h kiterjed az S°
fels6 félgombjére (maga f’ a kiterjesztés!), ezért h null-homotép, tehat a foka nulla. Ez
ellentmondaés, igy a bizonyitast befejeztiik.

11. feladat (Major Péter). Legyenek &1, ..., &, (nem feltétleniil fiiggetlen) normdlis elosz-
ldsu valosziniségi valtozok, amelyekre EE; = 0, Ef;‘-’ <1, 1 <j < n. Bizonyitsuk be, hogy

E( max. &) < 2logn.

Megoldas: A Jensen-egyenlStlenség alapjan tetszéleges t > 0 szamra

tE( max {,) < log E exp tlrélja.é(ng} < logE(Zetij) < lognet2/2.
S j=1

153

Innen E( max &) < (8™ 4 L) ést = \/2Tog n valasztassal kapjuk a bizonyitando egyen-
n

l6tlenséget.
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NEHANY KOMBINATORIKUS PROBLEMAROL
VIL. RESZ: SZABALYOS STRUKTURAK
A GEOMETRIABAN, SZAMELMELETBEN ES
ALGEBRABAN

ELEKES GYORGY

Bevezetés

Ismer6s vidékekre kalauzoljuk most az Olvasot, de 4j céllal: aratni indulunk a
kombinatorikus geometria, algebra és szamelmélet harmas hatarara.

Geometria

Szédmelmeélet 4
% Algebra

Jartunk mér mindhdrom téjon. Az akkor elvetett magok kikeltek, szarba szok-
kentek és most (szinte eréfeszités nélkiil) béséges termést takarithatunk be.

El6szér idézziink fel néhidny eredményt, amelyekre sziikségiink lesz!

1. El6zmények

(a) A szdmelméletben megismertiik az {a + k1 A1 + koAz + ... + kgAg; Vi < d-re
0 < k; <n; — 1} altaldnositott szdmtani sorozatokat és az {a- g% - k2 -....gke;
Vi<dre 0 <k; <n;— 1} &ltaldnositott mértani sorozatokat, ahol d a sorozat
dimenzidja és n =n; - ng - ...-ng a ;mérete”. Emlitettiik a ,nem til nagy” sszeg-
vagy szorzathalmazzal rendelkezé A C R vagy A C C szamhalmazok strukturajat
is (l4sd IV. rész 2.3. és 2.4. tétel)®:

! Matematikai Lapok, 2004-2005/1.




1.1. allitas ([4], [5], [6], [7], [1]). Ha |A|,|B| > n és |A+ B| < Cn vagy |A-B| <
Cn, akkor AU B-t tartalmazza egy &ltaldnositott szimtani vagy mértani sorozat,
melynek dimenzidja < d* és mérete < C*n (alkalmas, n-tdl fiiggetlen d* = d*(C') és
C* = C*(C) konstansokkal). Ugyanez igaz marad akkor is, ha |A — B| < Cn vagy
|A/B| < Cn.

(b) Az algebréban kis kompoziciéhalmazokat vizsgéltunk. Az y = mz + b alaki
(valés vagy komplex valtozés) linedris fiiggvények véges ®, ¥ részhalmazaira ® o ¥
jelélte a {(pov); ¢ € ®, ¥ € ¥} kompozicibhalmazt. A VI. rész? 5.2. tételében
lattuk az aldbbit (pontosabban ennél 4ltaldnosabbat).

1.2. allitas. Ha |®|,|¥| > n és |® o ¥| < Cn, akkor valamelyik S C L Abel-rész-
csoport szerinti alkalmas @S baloldali mellékosztalyba ,sok” eleme esik ®-nek;
pontosabban

|® N @S| > c*n,

ahol c¢* csak C-tdl fiigg, n-t6l nem.

(c) A geometridban (VI. rész 1.1. allitas és 1.4. tétel) lattuk a kovetkezdket.

1.3. allitas.

(i) Egy legfeljebb n x n-es Descartes-szorzatbdl legfeljebb C*n egyenes tartalmaz-
hat egyenként cn pontot (azaz cn-gazdag);

(ii) Ha létezik cin darab con-gazdag 4tl6 (azaz se nem vizszintes, se nem fiigg6leges
egyenes), akkor ezek kozott vagy csn darab parhuzamos, vagy can darab egy
kézds ponton megy 4t — ahol ¢z = c3(c1, c2) nem fiigg n-tél.

Ugyancsak geometriai problémékkal foglalkozott az V. rész®: a hasonlé rész-
halmazok szdmdval. Lattuk ott, hogy egy rogzitett mintdnak akir n? koriili darab-
szamu példanya is eléfordulhat n pont kozott — bar a valéban négyzetes nagysag-
rend nem mindig volt elérhetd.

Nem latszik ugyan, hogy a fenti (a)—(b)—(c) alatti hdrom téma kiilonésebben
erés kolesonhatasban dllna egymdssal, de meggy6z6dhetiink majd réla, hogy a
kapcsolat erésebb, mint gondolnank.

Jelen rész eredményeinek kozos tulajdonsdga, hogy a kordabbiaknal erdsebb
feltételekbdl kiindulva szigoribb, a ponthalmazok szerkezetét teljesen leird struk-
tardkat taldlunk. (Ezek a szamelméleti dltaldnositott szdmtani és mértani sorozatok
rokonai s egyben &ltaldnositasai lesznek.)

Ugyancsak emlitésre mélto lehet, hogy a 3.3. szakasztdl kezdve a bizonyitandé
tételek nagy része az 1.1. allitas két, Osszegekre, illetve szorzatokra vonatkozé alak-
janak kozos altalanositasa lesz: ezek tipikusan gy adédnak majd specidlis esetként,
ha egyszerii, y = x + b vagy y = ma alaku fiiggvényekre, illetve azok grafikonjaira

2 Matematikai Lapok, 2009/1.
3 Matematikai Lapok, 2008/1.



alkalmazzuk az eredményeket. (Ez nem jelenti azt, hogy a fenti allitdsra Gj bizo-
nyitast is kapnank, mert az ismertetendé eredmények mind a kis Osszeg- és szor-
zathalmazok karakterizacidjan alapulnak.)

Ezen rész korsétajanak kiindulépontja az utébbi geometriai kérdés ,nagy ha-
sonlé részhalmazokra” vonatkozé véltozaténak vizsgalata.

2. Nagy hasonlé részhalmazok

Az V. részben tetszéleges A, B C R? ponthalmazokra H (A, B)-vel jeléltiik A ha-
sonlé példanyainak szamat B-ben, azaz

def

H(A,B) = #{A' CB; A"~ A},

ahol ,~” azt jeloli: azonos koriiljarasi hasonld; azaz kicsinyitett vagy nagyitott,
esetleg elforgatott vagy eltolt példany.

2.1. definicié. Tetszoleges k,n € N természetes szamokra legyen
h(k,n) = max {H(A,B); |A| = k, |B] = n}.

Ez a legnagyobb darabszam, ami adott méretii, iigyesen vélasztott A-ra és B-re
elérheto.

Példaul megkérdezhetjiik, hogy egy n elemii ponthalmaznak hiny \/n pontd
vagy n/100 ponti részhalmaza lehet hasonlé egymaéshoz; ez h(ﬁ, n), illetve
h(n/100,n) meghatérozasat igényli.

A kovetkez6 éltaldnos kérdés, amivel foglalkozunk:

mi a h(k,n) kétvaltozos fiiggvény nagysagrendje?

Mint az V. részben lattuk, h(k,n) < 2n(n — 1), hiszen A egy adott pontja n helyre
képzidhet; egy masik legfeljebb n — 1-re és egy harmadik mar legfeljebb kettore.
Fix k-ra ez a nagysigrend el is érhetd, igy ekkor h méasodfoku.

Mi a helyzet, ha k végtelenhez tart n-nel egyiitt, példdul (mint fentebb),
n elemii halmazokban sok hasonlé k = y/n vagy k = n/100 elemii részt keresiink?
A pontos nagysagrendet a kovetkez6 allitds mutatja.

2.2. tétel. Van olyan C > 0 konstans, hogy

Tovabba n > 2k esetén



Bizonyitas. Elészor az alsé becslést igazoljuk. Ez egyszeriien kévetkezik abbdl,
hogy egy n tagl szdmtani sorozat egy k taginak legalébb |n/(2k)]||n/2] hasonlé
példényét tartalmazza (és |z] > z/2, ha z > 1).

Az fels6 becslés bizonyitasa céljabdl tegyiik fel, hogy valamely k,n szdmpérra
egy A, B halmazpir adja a maximumot, azaz | A| = k, |B| = n és H(A,B) = h(k,n).
El6szor azt az esetet igazoljuk, amikor A és B kollinedrisak; az egyszeriiség kedvé-
ért legyen A, B C R. Jeloljiik Ap, As,..., Ap-val A-nak B-ben el6fordulé hasonld
példanyait, és legyen

f,-(m)=miz'+b,- (’i=1,...,h)

az a linedris leképezés (hasonlésig), amelyik A-t A;-be viszi, azaz f;(A) = A;.
(E fiiggvények megjelenése mdr jelzi, hogy kézelediink az algebra hatdrshoz!)

Az A x B Descartes-szorzatb6l minden f; grafikonja k pontot tartalmaz, éspe-
dig minden a € A-ra (a, fi(a))-t (1asd 1. 4bra). A Szemerédi-Trotter-tétel (II. rész

1. dbra. k x n-es Descartes-szorzat k pontd atléi.

1.5. tétele)* azt 4llitja, hogy a sik N pontjabél legaldbb k-t tartalmazé egyenesek
szdma < CN?%/k, ha 2 < k < y/n. Eszerint — felhasznalva, hogy k < /|4 x B| =
Vkn — az ilyen grafikonok (egyenesek) szdma legfeljebb
AxB? _(kn)® n?

B
Az altaldnos (nem feltétleniil kollinedris) esetre térve: a bizonyitds ugyanez, csak
most A, B elemeit komplex szdmokal reprezentaljuk, az f; fiiggvények m; és b;
egyiitthatéi is komplex szdmok lesznek, valamint a valés Szemerédi-Trotter-tétel
helyett a II. rész 1.8. megjegyzését alkalmazzuk A x B C C?-re. m

h<C

A bizonyitds nem véletleniil volt ismerds: a VI. részben mar széba keriiltek
k x n-es Descartes-szorzatok sok k-gazdag egyenessel. Ott lattuk azt is, hogy az
ilyen egyenesek szdma legfeljebb C'n?/k, ami éppen a fenti felsé becsléssel ekviva-
lens.

A nagyséagrend ismeretében természetes a kovetkez6 kérdés.

4 Matematikai Lapok, 1998-99/1-2.




2.3. probléma. Milyen szerkezetii A, B halmazokra lesz H (A, B) aszimptotikusan
legjobb, azaz mikor teljesiil |A| =k, |B| =n és H(A,B) > con?/k, valamely fix
co > 0-ra?

I. A  kis” halmazok esetét (amikor k fix és n — 00) elemeztiik az V. részben.

II. A  kozepes” halmazok esete, vagyis amikor k — oo de k/n — 0, teljesen
megoldatlan. Ennek oka valészintileg az, hogy a Szemerédi-Trotter-tétel aszimp-
totikusan extrém konfiguraciéinak leirdsa még senkinek sem sikeriilt. (Lehetséges,
hogy ez nem is lesz kénnyii.)

III. A ,nagy” hasonlé részhalmazok struktiréja — az el6bb vazolt nehézségek
ellenére — leirhaté! Olyan A, B-ket tekintiink tehat, amelyekre |A| > ¢o|B|. A jelolést
kissé egyszeriisitve (eggyel kevesebb valtozét hasznélva) a

(1) k=|A|<|B|<Ck é H(AB)>ck

feltételeket teljesité halmazparokat vizsgaljuk k — oo mellett, mikézben C > 1 és
¢ > 0 rogzitett. Az (1) képlet éppen azt jelenti, hogy A és B optimalis nagységrendi
példat ad.

Az elsd érdekesség az, hogy ilyenkor a szimtani sorozatokon kiviil 1j lehetéség
is felmeriil: ha A és B azonos hanyadost mértani sorozatok, |A| = k és |B| = Ck,
akkor H(A,B) > (C — 1)k = Cyk, feltéve, hogy C > 1.

Tovabba — bar ez nem megleps — a szdmtani és mértani sorozatok mellett az
altalanositott szamtani és mértani sorozatok is megfelelnek.

2.4. példa. Legyen a G* éltaldnositott szdmtani sorozat, illetve a G* &ltaldnosi-
tott mértani sorozat dimenzi6ja d — kovetkezésképpen |Gt + Gt| < 24|G*|, illetve
|G*® - G*| < 24|G*|. Vilasszunk ki (véletlenszerfien vagy valamilyen szabély szerint)
egy A részhalmazt, melynek elemszdma k = |A| > |G|, és legyen B =G+ + G*, il-
letve B =G*-G*. Ekkor az fi(z) =z +¢; (9: € 1), illetve fi(z) = giz (9: € G°)
fiilggvények grafikonjai k = |.A|-gazdagok lesznek A x B-ben, hiszen tartalmazzak
az (aj, fi(a;)) pontokat minden a; € A-ra. Ugyanakkor B mérete

M _ 2

Bl < 2°|g] < 2= = —k = Ck,

és az f; fiiggvények szdma |G| > |A| = k.

Ugyanez(ek) a konstrukci6(k) nagy hasonlé részhalmazokra fogalmazva azt
mutatja(ék), hogy

a legfeliebb Ck = (2%/¢)k méretii B halmazban el6fordulhat a k elemfi
A-nak legalabb k hasonlé példanya.

Az alabbi eredmény azt allitja, hogy lényegében csak ezek a példdk léteznek. A ,1é-
nyegében” tigy értendd, hogy a B halmazbdl természetesen csak azon részhalmaz



szerkezete irhato le, melynek pontjai A-nak legaldbb egy hasonlé példényéba bele-
esnek (a maradék nyilvdn barmilyen lehet). Ezért vezetiink be még egy jelolést:

Ba ¥ | J{A cB; A~ 4}

Erdekessége lesz a tételnek, hogy a fenti Bg-nak kivétel nélkil minden pontjdra
vonatkozik — még azokra is, amelyek csak egyetlen A’-be esnek bele [2].

2.5. tétel. Hak = |A| < |B| < Ck és H(A, B) > ck, akkor létezik G dltaldnositott
szamtani vagy mértani sorozat, melyre
(i) G dimenzidja legfeljebb d*, mérete legfeljebb Cf;
(ii) G alkalmas eltoltja tartalmazza A-t;
(i) B lefedheté G+ G, illetve G - G korldtos szamu (legfeljebb C5 darab) eltolt
és/vagy elforgatott példdnydval,
ahol d* = d*(c,C), Cf = Cf(c,C) és C5 = C3(c,C) nem fiigg k-tdl.

A bizonyitéds a 4.1. szakaszra marad. A 3. szakaszban kidolgozandé algebrai
moédszerekbdl (specidlisan a 3.4. tételbdl) kovetkezik majd a fenti allitds (lasd
4.1. tétel).

Megjegyezziik még, hogy magasabb dimenziékban csak a sok homotetikus
— azaz kozéppontosan hasonld, tehat kicsinyitett vagy nagyitott, de el nem for-
gatott — példanyt tartalmazé halmazok struktirdja ismert [3].

3. Algebra — kitekintéssel két iranyban

3.1. Geometria és kompozicidk. Ismét a VI. részben latott médszert kovetjiik:
ha sok fiiggvényiink van, de nem elég, komponaljuk 6ket egymassal!

Szokasunk szerint L-lel jeloljikk az  — mz + b (m # 0) alaki nem konstans,
linedris fiiggvények osztilydt. A pop: z — go(zp(x)) kompozicié L-beli fiiggvé-
nyekhez L-beli fiiggvényt rendel; még az is igaz, hogy L a ,,0” miivelettel csoportot
alkot. E csoport egységeleme (,,neutralis eleme”) a p(z) = z identitds-fiiggvény; ezt
a tovabbiakban id-del jeldljiik.

Legyen @ = {p1,¢2,...,ps} C L ilyen fiiggvények tetszSleges halmaza, és
vezessiik be a ®o®~! jelolést a ¢; ogaj_l tipusi kompoziciék halmazara, ahol
<29 <4

3.1. lemma. Legyenk = |A| < |B| < Ck és s > ck, ahol C > 1 ésc > 0 rogzitett. Ha
a p; € ® nem konstans, linearis fiiggvények (i < s) grafikonja egyenként k pontot
tartalmaz A x B-bdl, akkor

(2) |20 27| < C*|@).
(Itt C** = C**(C,c) nem fiigg k-tdl.)



Bizonyitas. Ha p;(x) = m;z +b; és p;j(x) = mjz + b; grafikonja egyarant k pontot
tartalmaz A x B-bdl, akkor a p; o ij_l kompozicié — vagyis a ¢; ((pj_l (z)) kézvetett
fiiggvény — B-nek legaldbb k elemét viszi B-belibe; éspedig a {p;(z); =z € A}
alaktiakat mindenképpen. Més széval, p; o <pj_1 grafikonjara a legfeljebb Ck x Ck
elemli B x B (nem sajtéhibal) Descartes-szorzat legaldbb k pontja illeszkedik. Az
1.3.(i) allitast n = Ck-ra alkalmazva val6ban

cC C*
c

|®0®1| < C*|B| < C*Ck = Clo|=c*|o]

ek <

(]

3.2. Tiszta algebra: részcsoportok és mellékosztalyok. Az el6z6 szakaszban
arra jutottunk, hogy a

(3) |®Po® < C|®| vagy [Po®@7!|<C|P|

feltételt teljesité ® fiiggvényhalmazok szerkezetét kell leirnunk (a 3.1. lemméaban
az utébbi tipust lattuk).

Mostantél kezdve a |®| = n jeldlést hasznaljuk. Tovabbé, ha p € £ és @ C L
tetszolegesek, akkor a 1) ® egymés mellé iras” jelentése

YO=1vYod={Poyp; p€ P}
A nem konstans, linedris fiiggvények L csoportjaban a 45°-os grafikoni
St={z—z+c; ceC}

fiiggvényhalmaz részcsoportot, éspedig Abel-féle (kommutativ) részcsoportot alkot.
Hasonlo részcsoport az origén atmend grafikonu

Sy = {z— cz; ce C—{0}}

fiiggvényhalmaz (a +, illetve e fels6 indexekkel a megfelelé miiveleteket jeloljiik),
s6t barmely u-ra az (u,u) ponton 4tmend grafikond

Sg ={z+— c(z —u)+u; ce C-{0}}

halmaz is Abel-részcsoport. Utébbiak az S§ konjugéltjai az n,(z) = = + u fliggvé-
nyekkel. (Valéban, 7, 0 S§on, ' = Sg.) St-nak azért nincsenek hasonlé rokonai,
mert 6t barmivel konjugélva sajat magét kapjuk vissza. (Algebrailag: S* normélis
részcsoport, azaz norméloszt6.) Az is kénnyen ellendrizhetd, hogy L£-nek minden
Abel-részcsoportja izomorf a fent emlitettek egy részcsoportjaval.

Ha nem 45°-0s, hanem tetszdleges rogzitett m # 0 meredekségli grafikonnal
rendelkez6 linearis fiiggvényeket tekintiink, ezek ST egy mellékosztalyat alkotjak,
éspedig a (n(7) = ma fiiggvénnyel képezett akar baloldali, akér jobboldali ¢, o ST
vagy St o (,, mellékosztilyokat. Hasonléan, ha egy rogzitett (a,b) ponton 4tmend
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grafikondakat vizsgalunk, ezek (a korabban hasznélt n,(z) = z + u jel6léssel) az
Mo—a © Sg vagy Sp o My—q mellékosztilyokat alkotjik. Az 1.2. 4llitds szerint éppen
ezen két mellékosztalytipus fordul el6 sziikségképpen minden kis kompoziciéhal-
mazban; még az altaldnosabb ® o ¥ alakiakban is.

Megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz: az egész ® és az egész W korlatos szamu
mellékosztaly egyesitésébe esik.

3.2. tétel. Minden C' > O-ra létezik C* = C*(C) > 0 a kévetkezd tulajdonsdggal.
Legyen ®,¥ C L, melyekre |®|,|¥| > n, és tegyiik fel, hogy

|®o ¥l < Cn.

Ekkor létezik olyan S C L Abel-részcsoport, éspedig vagy S, vagy valamely S3,
melynek korlatos szamii baloldali mellékosztélya lefedi ®-t és U-t. Mds széval létezik
QC L, hogy | < C* és

(4) dUT C Qo S.

Bizonyitds (vazlat). Azt az ismert tényt haszniljuk majd tobbszor is, hogy két
kiil6nb6z6 baloldali (vagy két kiilonbozé jobboldali) mellékosztaly mindig diszjunkt.

El§szor alkalmazzuk az 1.2. éllitast! Vagy S = St-nak, vagy valamely S = S2-
nak egyetlen ¢S baloldali mellékosztalydban olyan ®* = ® NpS-et kapunk, melynek
mérete |®*| > c*n.

Ha a 97 1,1/); 1 € U1 elemek az S szerinti kiilonbéz8 jobboldali mellékoszts-
lyokba esnek, akkor — mint a bizonyitds elején emlitettiik — Sy;' és Sty ' disz-
junktak; kovetkezésképpen ¢S 1gs pSpy ! valamint, utébbiak részhalmazaiként
®* o)y 1 és @* oYy ! is diszjunktak lesznek. Eszerint U~! osszes eleme legfel-
jebb |® o ¥~1|/|®*| < (Cn)/(c*n) = C/c* darab jobboldali mellékosztélyba esik.
Mivel ezek valamelyike sziikségképpen legaldbb (c*/C)n elemii, a gondolatmenetet
— a jobb- és baloldal szerepének felcserélésével — megismételve arra jutunk, hogy
®-t is lefedi korlatos szamu baloldali mellékosztaly. ®

3.3. kdovetkezmény. A 3.2. tétel feltételei mellett a ® U V-be esé fiiggvények
grafikonjai lefoghatéak vagy egy fiiggbleges, vagy a végtelen tdvoli egyenes < C*
pontjaval.

Bizonyités. S* minden mellékosztalya pdrhuzamos egyenesekbél 4ll; Sg-nak pedig
minden baloldali mellékosztéalya egy-egy fix (u,v) pontra illeszkedd egyenessereg.
|

Mar csak egyetlen kérdés maradt: min mulik az, hogy a (4)-et teljesité ® és ¥
halmazokra ® o V=1 kicsi lesz-e?

Az () halmaz szerepe mellékes. Példaul az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel,
hogy Q-nak hérom eleme van: Q = {w;,ws,ws3}. Ha

I-
p=wjos’;

¢ =y 08”,



alaki (ahol s',s"” € S és 1,5 = 1,2,3), akkor pop~™! =w; 08 o Y ew; . T B

jobbrél-balrél harom-hirom lehetséges elemmel valé komponélés legfeljebb kilenc-
szer annyi ¢ o9~ !-et ad, mint a megfelel6 s’ o s” kompozici6k szama. Az tehat a
kérdés, hogy

egy S Abel-részcsoportbdl hogyan vélasszunk elemeket, hogy kis kom-
poziciéhalmazt adjanak?

Hasonlé kérdésekkel — példaul valés szamok 6sszeg- vagy szorzathalmazaival —
az additiv szamelméleti IV. részben mar foglalkoztunk.

3.3. Szdmelmélet és algebra. A szdmtani és mértani sorozatok analdgijara (és
— mint 14tni fogjuk — bizonyos értelemben kézos dltalénositasukként) ,kompozicié-
sorozatokat” is definidlhatunk. Ha ¢ € L tetszileges, és

®, (p2=<po<p, <p3=(po<po<p, g (pn_l

csupa kiilonbozé fiiggvények, akkor ® = {p, p?,...,p" 1 }-et G.n. kompozicidsoro-
zatnak nevezziik. Egy ilyen sorozatra nyilvan

[Pod|=2n—-1<2|P|, és
|@od® ! =2n—-1<2|9|

A kompoziciésorozatok egyes specidlis esetei szamtani, illetve mértanisorozat-
szertiek; példaul

p(z) =z +1 esetén O ={a4+i; 1<i<n}, illetve
p(z) =22 esetén @ = {2'z; 1<i<n}.
(Elébbiek grafikonja parhuzamos, utébbiaké pedig az origén megy ét.)

E kétfajta fiiggvényhalmaz rokonai kapnak fontos szerepet e szakasz tovabbi
részében:

(5) 't ={p(x)=z+g; g G} c ST,

ahol G altaldnositott szamtani sorozat; illetve

(6) o = {e(z) = gz; g € G} C S,

ahol G 4ltalanositott mértani sorozat — sét, utébbi altalanositasaként,

(7) I ={e(@) =g(z —u)+u; geG} C Sy

Ezeket — algebrai oldalrél nézve — a ¢, 9> =pop, ..., p"~! kompozicidso-

rozatok rokonaiként, akar ,altaldnositott kompoziciésorozatoknak” is nevezhet-
jitkk. Magyardzat: tegyiik fel, hogy (5)-ben az &ltaldnositott szdmtani sorozatot a
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Ay, Ag,...,Aq kiilonbségek (illetve (6)-ben és (7)-ben az altaldnositott mértani
sorozatot a ¢i, ¢z, ..., qq hdnyadosok) definidljak. Ekkor ¢;(z) = = + A;-re (illetve
wi(x) = ¢; - x-re), alkalmas v € L , kezd6taggal” mindkét valtozatban a

I":{'yogp’flocp'z"zo...ocp’;“; Vi <d-re 0<k; <n;}

altalanositott kompoziciésorozathoz jutunk. Az ilyen I'-k nyilvan megérzik azt a
régi j6 tulajdonsdgot, hogy [T oT'| < 2¢|T| és [T o I'"!| < 2¢|T'|. (Ehhez sziikséges
volt, hogy a definidlé ;-k felcserélhetbek voltak egymadssal.)

Ha a fenti fiiggvényhalmazoknak csak egy (n-tél fiiggetleniil rogzitett ardanyi)
részét, példaul 1%-at valasztjuk ki akér véletlenszerlien, akar valamilyen szaba-
lyosség szerint, akkor is igaz marad, hogy [T o I'"!| < C|T'| - persze 2%-nél rosszabb
(nagyobb) C egyiitthatéval. (Az 1%-os konkrét ardny esetén C' = 100 - 2¢ megfelel).

Végiil — mivel az el6z6 szakaszban fontosak voltak a mellékosztalyok — beveze-
tiink még egy utolsé(!) elnevezést. Ha S C £ Abel-részcsoport (azaz S = ST vagy
S =8) és T C S éltaldnositott kompozicidsorozat, tovdabba w € L tetszdleges, ak-
kor az

wol'={woxy; yeTI}

halmazt I' baloldali mellékosztdlydnak nevezziik. (Ezt az indokolja, hogy wo T az
S-nek egyetlen baloldali mellékosztélyéba, w o S-be esik.)

Most mar kimondhatjuk a sziikséges és elégséges feltételt, amely a kis kompo-
zicibhalmazokat karakterizalja.

3.4. tétel. Legyen ®,V C L, melyekre |®|,| V| > n, és tegyiik fel, hogy
|®o ¥~ < Cn.

Ekkor létezik S C L Abel-részcsoport, éspedig vagy S*, vagy valamely S és benne
olyan I' C S &ltaldnositott kompoziciésorozat, melynek korldtos szamii baloldali
mellékosztélya lefedi ®-t és W-t. Mds széval létezik Q2 C L, hogy |2 < C* és

PUY CQNoT,

ahol C* = C*(C) > 0 nem fiigg n-tél, és T dimenzidja legfeljebb d*(C), mérete
pedig legfeliebb C**(C) - n.

Bizonyitas (vazlat). Csak a ® = U esetet részleteziik; az 4ltaldnos ® # ¥ eset
hasonlé, de technikailag bonyolultabb.

S-et konnyl megtaldlni: a 3.2. tétel éppen ilyen Abel-részcsoport létezését
allitja.

Hogyan keressiink alkalmas altalanositott kompoziciésorozatot? Ha véletleniil
maga S fedi ®-t, akkor az S-beli ,természetes miiveletre” (azaz ,,+"-ra vagy ,, - "-ra)
alkalmazva az 1.1. allitast, alkalmas I'-ra ® C T lesz.
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Ha @ egyetlen baloldali mellékosztalyaba esik S-nek, példaul w o S-be, akkor
y,hizzuk vissza” ®-t S-be! Ezt gy értjiik, hogy ® tetszbleges ¢ elemét ¢ = ws
alakban irjuk (s € S), és a ¢ — s leképezést hasznaljuk.

Végiil, ha -t C* darab mellékosztély fedi, példaul
dCwuSUwSU...Uwe-S,

akkor mindegyiket visszahtizzuk (l4sd 2. dbra). Ezaltal S-ben még mindig legaldbb
|®|/C* > n/C* = n* kiilonb6zd elemet kapunk, melyek kiilonbség-, illetve hanya-
doshalmaza tovébbra sem lehet nagyobb, mint Cn = C - C*(n/C*) = C - C* - n*.
igy ismét a kivant tulajdonsagi I' 4ltaldnositott kompoziciésorozathoz jutunk. ®

. -1
w1 Swy 1 w1Swy

"5 ; @@ :
S O

= =1
w28 waSwy't w2 Swy

2. dbra. Visszahtizds S-be. (a) ® visszahiizisa. (b) ® o ®~! visszahizésa.

'

3.4. Siirii paros grafok. Mint a szdmelméleti IV. részben tettiik, az el6z6 tételt
is kimondhatjuk gy, hogy nem az 6sszes kompoziciot vizsgaljuk, hanem csak egy
®-n és ¥-n mint csticshalmazokon definiélt, F élhalmazi graf mentén képezziik a

Qop ¥ ={poy; (p,¥) € E}

ystatisztikus” kompozicihalmazt. Itt is igazak maradnak a megfelelé allitasok —
és tovabbra is C lesz a leger6sebb, ami a-siirlin Osszefliggd grafokra vonatkozik
(azaz olyanokra, melyek csucsait tetszolegesen osztva diszjunkt Vi, V; osztélyokba,

kozottiik legaldbb a|V;| V2| él fut).
FE élhalmaz, d U W fedése altalanositott
melyre ® op U1 kicsi kompoziciésorozatokkal
(A) || teljes graf egy sorozat korldtos szamu
baloldali mellékosztélya fed
(B) || teljes paros graf ugyanaz
(C) || a-strin osszefiiggd graf ugyanaz
(D) || minden fok nagy korlatos szamu sorozat
egy-egy mellékosztalya fed
(E) || stirt graf nagy rész és sok él
egyetlen mellékosztalyban
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4. Vissza a geometridba

4.1. A 2.5. tétel bizonyitasa. A kovetkezd (kicsivel erésebb) allitast igazoljuk.

4.1. tétel. Legyen A,B C R vagy C C és k = |A| < |B| < Ck. Tegyiik fel, hogy

a ® = {y1,92,...,ps} nem konstans, linedris fiiggvények (ahol s > ck) egyenként

k pontjat tartalmazzak az A x B Descartes-szorzatnak. Ekkor létezik G* dltaldno-

sitott szamtani vagy mértani sorozat, melyre

(i) G* dimenzidja legfeljebb d*, mérete legfeljebb C7;

(ii) G* alkalmas eltoltja tartalmazza A-t;

(iii) U;_, pi(A) lefedhets G* + G*, illetve G* - G* korldtos szamii (legfeljebb Cj da-
rab) eltolt és/vagy elforgatott példdnydval,

(iv) s6t még az is igaz, hogy ®-t tartalmazza egy G*-ra épil6 I't = {p(z) =z +g;
g € G*}, illetve 'y, = {p(z) = g(x —u) +u; g € G*} dltaldnositott kompozicié-
sorozat legfeljebb C5 darab baloldali mellékosztalya,

ahol d* = d*(¢,C), Ct = Ci(c,C) és C3 = C3(c,C) nem fiigg k-t6l.

Bizonyitas. A feltételekbdl a 3.1. lemma szerint |® o @1 < C**|®| kovetkezik.
fgy a 3.4. tétel alkalmazhaté: 1étezik ' dltaldnositott kompoziciésorozat, melynek
korlatos szdmu baloldali mellékosztélya lefedi ®-t. Ez a ' persze az (5)—(7) képle-
tekben szerepl definicidk szerint valamilyen G dltalanositott szdmtani vagy mértani
sorozatra épiil, azaz I' = {z + g; g € G} vagy I' = {g9(z —u) + u; g € G}.

Ha véletleniil maga I" fedi ®-t, akkor G +.A C B, illetve G- (A —u) +u C B
(azaz G - (A —u) C B — u) miatt kis dsszeg-, illetve szorzathalmazra jutottunk. Igy
az 1.1. allitas szerint GU.A C G*, illetve GU (A —u) C G*, alkalmas G* altalanositott
szamtani sorozattal, melyre (i)—(iv) kénnyen ellenérizhetd.

Ha t6bb baloldali mellékosztalyunk van, akkor ismét a 2. 4brdn bemutatott
,Vvisszahiizés cselt” alkalmazzuk (mely nem azonos az aranycsapat balésszek6t6jé-
nek kedvencével!). Ezt nem részletezziik. m

4.2. Egy tovabbi alkalmazdas: kevés irdny. A VI. részben méar emlitettiik a
kevés irdnyt meghatdrozé ponthalmazokat. Most teljes leirdsat adjuk ezek kéziil
azoknak, melyeknek pozitiv szdzaléka esik egy egyenesre is és azon kiviilre is.
Két példa ilyen ponthalmazokra:
(a) Rogzitett szami parhuzamos egyenesen egy altaldnositott szamtani sorozat
egy-egy példanya;
(b) Rogzitett szami, egy ponton atmend egyenesen egy altaldnositott mértani
sorozatnak egy-egy példanya, mindegyik 0-ja a kozos pontban (lasd 3. dbra).

Latszolag dltaldnosabb konstrukciékhoz jutunk, ha (a)-ban a parhuzamos egye-
neseken a sorozatokat tetszSlegesen eltoljuk; vagy ha (b)-ben a kozés metszéspont-
bél nagyitjuk vagy kicsinyitjiik 6ket. Ezek valéban szintén kevés irdnyt hatéroznak
meg; azonban mégsem tjak, mert az eredetiek tartalmazzdk ezeket, ugyanis:
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3. dbra. Két, kevés iranyt meghatarozé konfiguracié

egy altaldnositott szamtani sorozat s darab eltoltja, illetve egy altalano-
sitott mértani sorozat s darab 0-bdl nagyitott /kicsinyitett példanya egy
legfeljebb s-sel nagyobb dimenzids, legfeljebb 2°-szeres méretii ugyan-
ilyen sorozatba esik,

hiszen az eltolasvektorokat, illetve a nagyitasi aranyokat tekinthetjiik uj A; kiiléonb-
ségeknek, illetve g; hdnyadosoknak.

4.2. tétel. Ha A = A, U Ay C R? olyan, hogy A; pontjai egy | egyenesre esnek, de
Az Nl =0, tovabbd

(1) [Axl,|A2] = c|Al;

(ii) A pontpdrjai legfeljebb C|.A| kiilénbozé iranyt hataroznak meg;

akkor A lefedheté a fenti (a)—(b) konfigurdacick valamelyikével. (Specidlisan Az is
fedheté legfeljebb C* = C*(c,C) egyenessel.)

Bizonyitds. Csak azt vézoljuk, hogyan lehet A-t lefedni C* egyenessel; utana az
altalanositott szamtani vagy mértani sorozatok mar konnyen megtaldlhatéak az
1.1. allitas segitségével.

Dualizéljuk a probléméat! Méas széval: feleltessiink meg az eredeti egyeneseknek
pontokat és a pontoknak egyeneseket, kélesondsen egyértelmiien és illeszkedéstar-
téan! Hasonlét az I. rész 1.7. definiciéjdban maér lattunk; most viszont még azt is
megkoveteljiik, hogy

(i) az z-tengely pontjainak a fiiggdleges egyenesek feleljenek meg;
(ii) a végtelen tavoli pontoknak pedig a vizszintes egyenesek.

(Csak zédrGjelben jegyezziik meg, hogy — projektiv koordinatdkkal megadva — az
(a,b,c) pont <> (cx + by + az = 0) egyenes megfeleltetés jé lesz; igazabdl azonban
maga a leképezés érdektelen.)

Az éltaldnossidg megszoritasa nélkiil tegyiik fel azt is, hogy az A;-et tartalmazoé
| egyenes éppen az z-tengely és legyen k = |A|. Ekkor |Az| > c|A| > c|A;| > ck;
ugyanakkor a meghatarozott irdanyok szama

sk=0C'%.

50|A|=%-c|AIS%
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A dualizdlés sordn A; pontjainak fiiggdleges egyenesek felelnek meg; az irdnyoknak
— mint a végtelen tavoli egyenes pontjainak — vizszintesek; végiil A, pontjainak,
melyek sem az z-tengelyre nem esnek, se nem végtelen tavoliak, sziikségképpen se
nem fiiggbleges, se nem vizszintes egyenesek.

Az, hogy egy P € A; és egy P, € Ay pont a végtelen tavoli egyenes @ pontja
altal reprezentélt irdnyt hatdrozza meg, gy is fogalmazhatd, hogy P1, P és Q egy
e egyenesre esik. A nekik megfelel6 P, P2 és @ egyenesek tehat az illeszkedéstartés

7" o—

miatt az e-nek megfelel6 € ponton mennek at. (Léasd 4. 4bra.)

Q o
P,
---------- g
Az , F
_ry s
< Z M

4. dbra. Az (i)—(ii) tulajdonsigokkal rendelkezd dualitds

Eszerint egy k fiiggbleges és legfeljebb Ck vizszintes egyenes dltal meghataro-
zott Descartes-szorzatbdl legaldbb ck ,,4t16” tartalmaz egyenként k pontot. A 3.2. té-
tel 3.3. kovetkezménye szerint az Az-nek megfelelé (dudlis) atlok lefoghatéak leg-
feljebb C* darab kollinearis ponttal. Ezekhez hozzavehetjiik a fiiggbleges tengely
végtelen tavoli pontjit, ami az A; pontjainak megfelel egyeneseket fogja le. fgy
az eredeti A pontjai is korlatos szamu konkurens (k6zos véges vagy végtelen tavoli
pontra illeszkedd) egyenessel fedhetéek. m

A tétel kettdnél tobb dimenzids terekre is dltaldnosithaté. E célbdl az 4ltaldno-
sitott szamtani sorozatok természetes médon kiterjeszthetéek, mint sokdimenziés
racsok vetiiletei kevesebb (de egynél tobb) dimenziéba. Ugyanakkor az &ltaldno-
sitott mértani sorozatoknak ilyen kiterjesztései nem ismeretesek. A legjobb, amit
tehetiink, hogy (mint el6bb is) egy konkurens, de nem egy sikba esé egyenesseregen
helyeziink el kozonséges, egyenként kollineéris sorozatokat.

Lehetséges, hogy az altalanositott mértani sorozatok lényegiiket tekintve egydi-
menziés objektumok? Ezt az érzést — ami persze nem szigori matematikai 4llitds —
tamasztja ald az a tény is, hogy:

magasabb dimenziékban csak az 5. abrdn ldthaté konfigurdciék hata-

rozhatnak meg kevés irdnyt — feltéve, hogy a pontok , jo része” egy
(hiper)sikon helyezkedik el [3].
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5. dbra. Tébbdimenzids konfigurdciok kevés irdannyal
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ELEKES GYORGY

Mély megrendiiléssel tudatjuk, hogy 2008. szeptember 29-én, 60. életévében el-
hunyt Elekes Gyérgy, az ELTE TTK Matematika Intézet, szamitégép-tudomanyi
tanszékének professzora, az MTA doktora.

Elekes Gyorgy 1949. méjus 19-én sziiletett Féton. Matematikai tehetsége koran
megmutatkozott. 1963 és 1967 kozott a budapesti Fazekas Mihdly Gimnéziumban a
kiv4lé matematikatandr, Kévary Kéroly tanitvinya volt. A Nemzetkozi Matemati-
kai Didkolimpian 1965-ben harmadik, 1967-ben els6 dijat kapott. 1966-ban masodik
lett a Kiirschdk Jézsef matematikai emlékversenyen.

Az ELTE matematikus szakdt 1967 és 1972 kozott végezte. Ezutan oktaté-
ként az ELTE-n maradt, eleinte az analizis I. tanszéken (1980-ig tandrsegédként,
majd adjunktusként), majd 1983-ban a szamitégép-tudomanyi tanszék egyik ala-
pité tagja lett (1995-ig adjunktus, 2005-ig docens, majd egyetemi tanar). 1978-ban
egyetemi doktori, 1994-ben kandidétusi fokozatot, 2001-ben az MTA doktora cimet
szerezte. 1999-2002 ko6zott Széchenyi 6sztondijas volt.

Kutatési eredményeinek részletes feldolgozasa a jovo feladata, most csak rovi-
den foglaljuk ossze kutatoéi életpalydjat.

Elekes els6 kutatdsi teriilete a halmazelmélet volt. Megoldotta Erdds és Hajnal
egy végtelen halmazok felbontésaira vonatkozé probléméjat, és (részben Erddssel és
Hajnallal kézésen) sikeriilt a kombinatorikus halmazelmélet egy 1j 4gat kiépitenie.
Sok szép eredményiik ma is publikalatlan.

Egy tovéabbi fontos eredménye az a Hoffmann Gyorggyel kozosen bizonyitott
tétel, amely szerint van tetszdlegesen nagy kromatikus szdmi majdnem diszjunkt
halmazrendszer.

A geometria kérdései mindig is nagyon érdekelték, és ehhez az érdeklédéséhez
1j témaként csatlakozott az 1970-es években kialakul6 algoritmuselmélet. A geo-
metriai algoritmusok teriiletén egy alapvetd eredmény kapcsolddik a nevéhez. Egy
sltala taldlt elegdns egyenlStlenség segitségével igazolta, hogy egy tetszbleges ma-
gas dimenziés euklidészi térben egy konvex test térfogatat polinomialis id6ben csak
igen nagy hibdval lehet becsiilni. Ez a cikk fontos kutatasok sorat inditotta el.

A geometriai algoritmusok iranti érdekl6dése az oktatas szintjén mindig meg-
maradt, a téma oktatdsit 6 alakitotta ki az egyetemen. A kutatds teriiletén azonban
a nyolcvanas évektdl témat valtott, a szintén Erdds altal alapitott kombinatorikus
geometridval kezdett el foglalkozni. Rényai Lajossal kozosen igazoltdk G. Purdy
azon sejtését mely szerint két egyenesen levé n — n csticsi ponthalmaz csak kevés,
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legfeljebb Cn kiilénbozé tavolsdgot hatéroz meg akkor a két egyenes parhuzamos
vagy merdleges. Tovabbi igen mély eredményeket ért el Szabé Endrével és Simon-
ovits Mikldssal gorbeseregek tobbszoros pontjairdl.

Elekes nemcsak mély eredményeket bizonyitott ezen a teriileten, de ezen téma
kapcsolédasi pontjait is felfedezte méas matematikai teriiletekhez, és ennek révén
kutatési teriiletei késobb a ma additiv kombinatorika néven ismert teriilet, illetve
hatérteriiletei lettek. Itt sikeriilt igen jelentds hirnevet kivivnia, pedig ezen az igen
aktiv teriileten a szdmelmélet és a kombinatorika szamos jelentés, Fields-éremmel
és mas dijakkal kitiintetett vezeté kutatéja is dolgozik. Kutatasai olyan alapvetd
jelent6ségliekké véltak, hogy Terence Tao és Van Vu Additive combinatorics cimii
monografidjadban egy teljes fejezetet szenteltek az incidencia geometria és az ad-
ditiv kombinatorika Elekes altal felfedezett kapcsolatanak. Elekes nemcsak nehéz
tételeket igazolt, de sikeriilt meglatnia azokat az algebrai és egyéb strukturakat,
amelyek egyes esetekben a vizsgilt kombinatorikus jelenségek hatterében rejlettek.

Elekes Gyorgy kivalé oktaté volt, aki a tanitist mindig egyik legszentebb
feladatédnak tartotta. Tanitvdnyai nagyon szerették mint oktatét és mint embert.
Egyetemi jegyzeteket irt és tjrairt, keresve a gondolatok, példék, részletek legjobb
prezenticiéjat. Az éltala irt Véges matematika egyetemi jegyzet és feladattar ma
is igen népszerii a didkok korében. Az algoritmusokhoz és tételekhez fiizott meséi
néha a legabsztraktabb dolgokat is egy csapasra kozérthetové tették.

Stlyos betegségével folytatott majdnem egyéves kiizdelme soran az egyetem, a
tanitds, a tudomdny iigyeit mindig figyelemmel kisérte, igyekezett erejéhez képest
részt venni benniik.

Sokunknak jé baratja, mindannyiunknak j6 kollégaja volt. Tudésa és a tanitéas
iranti mély elkotelezettsége nagyon fog hidnyozni.

Komjath Péter
Lovasz Ladszlo
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ELEKES GYURI ES AZ ILLESZKEDESEK

SIMONOVITS MIKLOS, SZABO ENDRE

Elekes Gyuri mir nagyon beteg volt, amikor befejeztiik vele és Szabé Bandival
kozos cikkiinket. Ez a cikk ,,Gyurinak allit emléket”. Maga a cikk két jol elvalaszthaté
részre bomlik. Az els6 egy személyesebb rész, amit nem lett volna egyszerii kdzdsen
megirnunk, igy azt én irtam. A maéasodikat ketten irtuk. Ez kitér az Elekes—Szabé-cikkre
is, mely Gyurinak nagyon fontos volt.

Simonovits Miklés

Gyurit nagyon régen ismertem meg, és valamiért mindig kedves emlékeket
hordoztam réla. Itt Gyurirdl és a kozos tételeinkrdl szeretnék irni. De mielStt ebbe
belefognék, egy képpel kezdem, amelyiken Gyuri még gimnazista kordban lathatd,
egy Matematikai Didkolimpiara valé felkésziilés kozben.

A kép az olimpikonokat mutatja, a képet Surdnyi Lacitdl kaptam. A szerepl6k:
Laborczi Zoltan, Szlics Andris, Csirmaz Laci, Elekes Gyorgy, Babai Laci, Pintz
Janos, Surdnyi Laci, Hoffman Kiicsiik. A jobb oldalon a kép kozepe van kinagyitva.
A kép Gyurinak is nagyon kedves lehetett, egyetemi szob4jaban is ott volt a falon.

1. Az 6sidék

Amikor elvégeztem az egyetemet, 1967-ben, T. Sés Vera hivépéra odakeriiltem
az ELTE TTK analizis I tanszékére. Tanszékvezetém Csdszdr Akos volt. Nagyon
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élveztem a tanszék munkalégkorét, barati hangulatot drasztott és szakmailag olyan
embereket gylijtott 6ssze, akikre csak biiszkék lehettiink. Emellett az oktatast is
nagyon lelkesen végeztiik.

Néhény évvel kés6bb, 1972-ben Gyuri ugyanigy itt kezdte a munkdjat, itt
ismertem meg. (Persze, mar didkkordban is ismertem egy kicsit.) Egészen 1985-ig
dolgoztunk itt, ugyanazon a tanszéken. A viharos id6k, matematikus veszekedések
elsodortak benniinket egymastol.

Amikor eljéttem az ELTE-rél, atgondoltam, mi az, amit sajndltam, hogy ott
kellett hagynom. Sajndltam a tanitdst, bizonyos dlmaimat, és sajndltam baratai-
mat. A bardtaim és legkedvesebb munkatarsaim kozott Gyurit is.

2. A vég kezdete

Amikor valakivel kozlik valamilyen formaban, hogy hamarosan meg fog halni, az,
hogy miként reagdl, nagyon jellemzd lehet rd. Nem tudom pontosan, Gyurival mit
és hogyan kozoltek, de azt tudta, hogy ardnylag keveset fog mar élni. Es ekkor
elkezdte befejezni a megiras alatt levé cikkeit.

Arénylag révid idé alatt 7 cikket fejezett be, zart le. Ezek koziil egyet Szabd
Bandival és egyet Szabé Bandival és velem kozosen. Elekes Gyurir6l és errdl a két
cikkrol lesz itt szo.

(Persze, Gyurinak ezen utolsé periédusdban nem csak a munka maradt. T6bb-
szoér meglitogattam, gyakran Szabé Bandival, hogy befejezziik a cikket, és amikor
mar befejeztiik a cikket, akkor is kiugrottam hozza néhanyszor. Vildgos volt, hogy
Gyurinak nagyon fontos volt mindvégig a csalddja, az unokai, és a barétai is.)

Valamikor 2006 janudrjaban Gyuri bejott hozzéank a Rényi Intézetbe, és elkezd-
tiink matematikardl beszélgetni. Valahol elakadt egy probléméjaban, és én ajanlot-
tam neki egy ,tdmaddsi médot”. Egy bizonyos fiiggvénykapcsolat lehetetlenségét
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kellett kimutatni. Azt javasoltam, hogy a tekintett fiiggvények szingularitdsainak
vizsgalatéaval , jusson ellentmondasra”. Persze, mar régebben is gyakran ,megtor-
tént veliink ez”, de ez volt az elsé eset, hogy kozos cikkbe kezdtiink.

Kicsit vildgosabban fogalmazva, azt mondtam, hogy abban az egyenletben,
amit Gyuri vizsgélgatott, bizonyos szingularitdsok lépnek fel az egyik tagban, amit
a tobbi tag nem ejthet ki, és ,ez ellentmondds”. Az alapétletet részben a Turdn
jegyzetbdl vettem, amelybdl szamelméletet tanultam, részben komplex fiiggvény-
tani ismereteimbdl.

Gyuri néhany nap mulva visszajott egy kész cikkel. Ennek a f6tétele a kovet-
kez6 volt:

1. tétel. Ha van a sikban 3 pontunk, A, B és C, és mindegyiken dtmegy n egység-
kor!, akkor a 3-szoros pontoknak, azaz, azon pontoknak, amelyek 3 ilyen korhéz is
tartoznak, a szama legfeljebb cn?~" valamilyen ¢ > 0 és 7 > 0 konstansokkal.

Gyurit ez a kérdés azért izgatta, mert ha egységkorok helyett egyeneseket
vesziink, teljesen més valaszt kapunk:

Ha a sikracson alkalmasan vesziink fel n pontot és n vizszintes, n fiig-
gbleges egyenest, és n 45°-osat, akkor ezeknek lehet cn? haromszoros
pontjuk. Ezt latjuk az 1.(b) dbrdan. S6t, példaul 100 irdnyt hasznélva
készithetiink 100 olyan egyenessereget, melyekre a 100-szoros pontok
szama cjgon?.

Ez tehat kombinatorikusan is megkiilonbozteti az egyeneseket a rogzitett su-
garu koroktol. Természetesen, ha kiilonboz6 sugari koroket is megengediink, akkor
ilyen megkiilonboztetést nem tehetiink: ha egy illeszkedési rendszert egyenesek-
kel meg tudunk valésitani, azt korokkel is meg tudjuk valésitani. Val6ban, min-
den egyenes-pont illeszkedési rendszert inverziéval atvihetiink kér-pont illeszkedési
rendszerbe.?

1A tovébbiakban ilyenkor azt fogjuk irni, hogy n + n + n gorbe.
2 A forditott irdny nem igaz: két ponton akarhany kor mehet keresztiil, és &tmehet két egységkor
is. Ezt egyenesekkel nem valésithatjuk meg.
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1. dbra. (a) Korok (b) és egyenesek

A cikk tehit készen volt, egyaltaldn nem volt trividlis, de szdmomra tul spe-
cidlisnak tiint, igy elhatdroztuk, hogy megprébéljuk kideriteni, milyen altalano-
sabb tétel 4ll a hattérben. Azt szerettiik volna megérteni, mikor és miért lehet cn?
3-szoros metszéspont egyik esetben és csak cn?~" a méasikban. Mint 1atni fogjuk,
ez bizonyos értelemben sikeriilt is, bar ezzel a tétel publikdldséat jol elhtuztuk.

Azt szerettiik volna megmutatni, hogy a tipikus esetekben kevés 3-szoros pont
lehet csak, azaz, valamilyen erésen elfajult eset az, amikor sok 3-szoros pont van.

Megtaldltuk az &ltaldnos tételt is, amelyik nagyon erésen felhasznélta az
Elekes—Szabé6-cikket [2]. Ezért harmasban fejeztiik be az Elekes—Simonovits-cikket
is, Szab6 Endrével. Volt erre egy masik, utélag gy érzem, fontosabb okunk is: har-
man hdrom kiilénb6z8 médon tekintettiik a problémat, és Endre szemlélete egyre
fontosabb lett hozzdalldasunkban. Gyuri utolsé napjaiban nagyon erdsen dolgozott
ezen a két cikken (is).

A koz6s cikkiink cime:

On the number of high multiplicity points for 1-parameter families of
curves. (Elekes, Simonovits, és Szabd);

. és egy kicsit csaltam, amikor azt mondtam, hogy befejeztiik, mert egy
bizonyos, elemibb forméaban fejeztiik be: most amikor ezt a visszaemlékezést irom,
cikkiink lektordalds alatt all. Szab6é Bandinak és nekem még be kell majd fejezniink
egy masik Elekes-Szab6—Simonovits-cikket: eredményeink és bizonyitésaink egy
masik valtozatanak a publikdlasat is.

A 6 kérdés tehdt az, hogy 1 paraméteres szép gorbeseregek esetén mikor
lehet sok 3-szoros pont. Lattuk, hogy egyeneseknél lehet, ezért koroknél is lehet,
az inverzi6é miatt, és allitottuk, hogy egységkorsorokndl ez nem lehet. Az inverzié
helyett vehetiink persze altalanosabb transzforméciét is. Ha pl. az

(1) U= f(zay)v Vis= g(a:,y)

transzformaciét alkalmazzuk az 1.(b) &bréra, akkor olyan 1 paraméteres gorbe-
seregbél kapunk n + n 4+ n gorbét, ahol szintén ~ cn? 3-szoros metszéspont van.

3Persze vehetiink tetszdleges transzformacidkat is, de benniinket itt a szép gorbeseregek érde-
kelnek, teh4t mi csak folytonos transzforméciékat hasznédlunk.
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3. Milyennek lattam Gyurit?

Miel6tt tovabblépnénk, hadd irjak egy kicsit Elekes Gyurirdl.

e Nagyon okos, gyors, vilagosfejii.
e Nagyon hatdrozott, talan kedvesen kemény?

e Nagyon kedves, nemcsak azért mert mosolygds volt, hanem mert valéban
kedves volt.

3.1. Gyuri és a matematika: , korai” hatasok. Gyakran volt, hogy Gyurival
matematikardl beszélgettiink, esetleg vitatkoztunk, és Gyuri abban az értelemben
tdl szerény volt, hogy ha azt kérdeztem, ,miért nem tanulod meg ehhez ezt és
azt, gondolom, az j6 volna, vagy segitene”, Gyuri erre néha ugy felelt, mintha tgy
érezné, azt nehéz volna megtanulnia. Ennek ellenére nagyon sok mindent megtanult,
és azokat fel is hasznélta az oktatdsban és kutatdsaiban is.

Es itt alljunk meg egy pillanatra. Gyurit én mindig pozitiv értelemben maga-
biztosnak éreztem. Ilyenkor, amikor arra hivatkozott, hogy valamit nem tud meg-
tanulni, én inkdbb arra gondoltam, hogy valéjaban szeretne csak tovabbmenni az
eredeti utjan.

Ha végigtekintiink munkassagan, azon is egy hosszabb ivet latunk:

e kezdte Erdés—Hajnal-féle kombinatorikus halmazelmélettel,

e majd beletanult az algoritmusokba,

e végiil olyan geometriai problémakkal foglalkozott, amelyekben mély eszk6z6-
ket, gyakran mélyebb algebrai eszkozoket kellett felhaszndlnia.

Sajat maga, egyik 6néletrajzaban ettdl kicsit eltérden, ezt irta:

Erdekédési kore: Kombinatorikus geometria és algoritmusok; kombinatorikus
szamelmélet és kombinatorikus algebra. (A legutébbirél korabban még nem hallot-
tam.)
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Egyik idevonatkozé el6adasanak a kovetkezd cimet adta:

The interface between geometry, algebra and number theory.

Talédn ennek a cikknek is lehetett volna ez a cime, bar itt a szdmelméletrél nem
lesz sz6.

3.2. Gyuri és a strukturalt programozas. Gyuri palydjan volt egy matematikai
torés. Elhatarozta — kicsit az én tanacsomra is —, hogy elmegy Szegedre Lovész
Lészl6 aspirdnsanak, tanul algoritmuselméletet, és ir egy kandiddtusi disszertaciot.
A felvételiztetd bizottsig szerintem nem tévedésbol, hanem bizonyos elfogultsdghdl
Gyuri felvétele ellen dontott. Megkérdezték téle, mi az a struktirdlt programozas,
és Gyuri nem tudta. Nem is kellett tudnia. De nem vették fel. Nem akarok itt
tovabbi részletekbe bonyoldni, de az eset nagyon felhdboritott.

Ha akkor felveszik, meggy6zddésem, hogy sok tovabbi szép tételt bizonyitott
volna, jéval el6bb szerzi meg a Tudoményok Doktora fokozatot, és az ELTE is sokat
nyert volna ezzel.

4. Egy kis matematika

Itt most attériink matematikara, és a cikk atvaltozik egy kétszerzos cikké.

Ami Gyurit érdekelte, legalabbis azon a teriileten, amelyikrdl itt irok, az a
kovetkezé volt:

Ha véletleniil kivalasztunk sok adott tipust gorbét, a kétszeres pon-
tok szdma lehet akar kvadratikusan sok is (azaz > en?), de a legaldbb
haromszoros pontok szama mar aranylag kicsi. Mégis, mint lattuk, az
egyenesseregek esetén lehet cn? haromszoros pont. Ez egy degeneralé-
das, valamilyen furcsa 6sszeesés. Milyen degeneracidk kizarasa esetén
lehetiink biztosak abban, hogy csak kevés haromszoros pont van?

Az ilyen jellegii, egyenesseregek (vagy altaldnosabb gorbeseregek) incidencia-
strukturajara vonatkozé vizsgalatok a kombinatorikus geometria alapkérdései kozé
tartoznak, és kb. 140 évre mennek vissza, Sylvester-hez, a hires angol matemati-
kushoz.

Sylvester lényegében azt vizsgilta, hogy R2-ben n egyenesnek maximum hény
haromszoros pontja lehet. Bebizonyitotta, hogy

2. tétel (Sylvester). Ha L n darab egyenesbdl dll, akkor a haromszoros pontok
maximélis széma, Tz(n) = n?/6 + O(n).

Ha ugyanezt korokre vizsgéljuk, az viladgos, hogy nemcsak a haromszoros, de
mar a kétszeres pontok szdma is legfeljebb T4(n) < n(n — 1), sét, ha olyan gérbékre
szoritkozunk, ahol barmely kett6 csak korldtos sok pontban metszi egymast, akkor
is igaz, hogy mar a kétszeres pontok szdma is csak O(n?).
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3. tétel (Elekes). Megadhatd n egységkor gy, hogy a haromszoros pontok szdma,
legaldbb cn®/? legyen.

Az alsé és felsé becslések elég tavol vannak egymastol.

Sejthetnénk azt, hogy valahdnyszor szép gorbéket vesziink, amelyek nem egye-
nesek, akkor csak kevés 3-szoros pont lehet. Ez nincs igy: az egyenesseregek pél-
déja atalakithat6 1igy, hogy parabolaseregeket kapjunk ugyancsak cn? hiromszoros
ponttal.

Mégis, szép gorbék esetén, ha egy bizonyos fajta degeneraciét kizarunk, akkor
bizonyithaté, hogy a hiromszoros pontok szdma cn?~", alkalmas ¢ >0 és 7 > 0
konstansokkal.

Itt nem toérekedve az altaldnossigra, bemutatjuk tételiinket. Két dolgot kell
tisztaznunk:

e Mik a szép gorbék?

e Mik a kizdrand6 degeneracidok?

Szép gorbeseregek. Az aldbbiakban az alapgondolatok leirdsa a legfontosabb
szamunkra, igy néhol kicsit lazan fogunk fogalmazni. Majd amikor az 4ltalanosabb
3 szerzos cikket is leirjuk, ott ezeket a részleteket szigortiibban fogjuk megfogal-
mazni.

Most megmondjuk, mit neveziink gérbének, gorbeseregnek, és pontosan mir6l
sz0l a tételiink. Itt egy gorbe mindig egy kétvéaltozés P polinom zérushelye a sikban:

{(z,y) € R?| P(z,y) = 0}.

Persze, a kérdéseket tekinthetjiik a valds és a komplex test felett egyardnt. Feltéte-
lezziik azonban, hogy olvaséink t6bbsége a valGs esetet szereti jobban. A gdrbéket
irott nagybetiikkel fogjuk jelolni: A, B, C, £ stb. Ha egy gérbe egyenletében az
egyiitthatokat elkezdjiik folytonosan véltoztatni, akkor a gérbe is folytonosan vil-
tozik — egy gorbesereget kapunk. Most csak olyan gorbeseregekkel foglalkozunk,
ahol az egyiitthatékat egy ¢t paraméter polinomjaként adjuk meg. A gorbeseregeket
rendszerint indexelt irott nagybetiikkel jeloljiik, példdul {A;}, {B:}, ahol az index
a paraméter: Ha ¢; € R egy konkrét paraméterérték, akkor A;, jeloli majd az {A;}
gorbesereg t = t; paraméterhez tartozé tagjat.

4. példa. A mondanivalénk tetszéleges goérbeseregekre érvényes, de érdemes szem
elott tartani egy konkrét példat, amely egy kicsit dltaldnosabb, mint az egységkorok
az 1. tételben. Adott a sikon egy A pont és egy polinomegyenlettel megadhaté
konvex zart gorbe, Ao, amelyik nem feltétleniil megy 4t az A ponton. A 2. dbrin
az Ag gorbét kérbeforgatjuk az A pont kériil, egy gorbesereget kapunk: az a szoggel
elforgatott példanyt A¢-vel jeloljiik, ahol t = tg §.

Jogosan kérdi az Olvasé: miért nem az « széggel paramétereziink? Azért, mert
az egyenletekben megjelenik sin a és cos , egyik sem polinom-fiiggvény. A tangens-
varazslattal viszont minden ¢-véltozéji polinomm4é véltoztathaté. A polinomok
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2. dbra. Konvex gorbék serege, két valtozat

konkrét forméja szamunkra lényegtelen, csak az a fontos, hogy léteznek ilyen poli-
nomok. (A bizonyitdsokban sem kell ismerni a polinomokat!)

Két viltozatot is lerajzoltunk: bal oldalon a forgdscentrum a gorbéken beliil
van, jobb oldalon pedig kiviilre keriilt. A gorbék mindkét esetben egy korgytirii
alaki tartomédnyt strolnak. Ha viszont a forgdscentrum éppen a gorbén volna,
akkor a korgytirii belsé kore egy ponttd zsugorodna, igy a gorbék egy korlapot
surolnanak.

Az abran lathaté két kiilonleges gorbe: € és F. Egy € gorbét az {.A;} gorbesereg
burkoldjdnak hivunk, ha £ minden pontjiban érinti az {A;} sereg valamelyik tagja
&-t, de semelyik A;-nek sincs £-vel kozos ive. (Tehat kozeli £-pontokban mas-
més A; gorbe érinti £-t, és igy £ végtelen sok gorbét érint a sereghdl.)? A mi
gorbecsalddunknak £ és F a burkoléja.

A 2. 4bran a gorbéket két ivre osztottuk: az egyik vékony vonali, a masik
vastagabb (és szaggatott). A gorbék altal strolt teriilet minden pontjan (példaul a
P ponton) két-két gorbe halad at: az egyik a vastag, a masik pedig a vékony ivével.

Hasznos lenne, ha minden ponton csak egy gorbe haladna at. Ezt a sikon beliil
maradva nem tudjuk elérni. Ezért a 3. d4bran a gérbéket kiemeltiik a sikbdl a térbe,
az A, gorbét r magassagba. Ezek a térbeli gorbék egy spirdlvonalban haladé csévé
allnak Ossze:

V={(Pr)eR*xR|Pec A}

Léathat6, hogy ha a gorbéinket a sik helyett a V feliiletre rajzoljuk, akkor ezen a
feliileten mar nem metszik egymaést: minden ponton pontosan egy gorbe halad 4t.5
Térjiink vissza a 3-szoros metszéspontjainkhoz.

5. definicié. Adott hdrom gorbesereg: {A,}, {Bs}, {Ct}. Azt mondjuk, hogy ezek
a seregek ,specidlisan illeszkednek”, ha barmelyik elég nagy n természetes
széamra taldlhatunk olyan XY, Z C R paraméter-n-eseket, hogy az X xY x Z C R3

4A definici6t gy fogalmaztuk meg, hogy egy burkolé részive is burkolé legyen.
5Maga ez a spirélis csé olyan, mint némely barokk templomoszlop.
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3. dbra. A kiemelt gorbék spirdlvonalban haladé csévet alkotnak

yaltaldnositott rcsban” legaldbb cn? olyan (r, s,t) paraméter-pont van a lehetséges
n3 koziil, mely (legalabb egy) haromszoros metszéspontot ad:

A-NB,NCy #0.

Ha a gorbéink nem ,,specidlisan illeszkednek”, akkor azt mondjuk, hogy ,,tipi-
kusan illeszkednek”. A névvilasztast az indokolja, hogy a legtobb esetben kevés
a 3-szoros metszéspont. Példaul az 1. tétel korseregei is ,tipikusan illeszkednek”.
Meglepd, de igaz: ha hdrom gorbecsaldd ,,tipikusan illeszkedik”, akkor akdrhogyan is
vélasztjuk ki a fenti X, Y és Z n-eseket, az X x Y x Z C R3  4ltaldnositott racsban”
legfeljebb cn?~" olyan (r, s,t) paraméter-pont van, mely ad haromszoros metszés-
pontot.® A kovetkezékben mindkét fajta viselkedést bemutatjuk. A 6. példdban a
mar korabban megismert egyenesseregeket idézziik fel ijra, ezek ,specidlisan illesz-
kednek”. A 7. példaban pedig a tipikus viselkedéssel taldlkozunk, ez majd elvezet
az 1. tétel altalanositasahoz.

6. példa. Jeldlje A, az y = r egyenletii vizszintes egyenest, B, az = = s egyenletii
fiiggbleges egyenest, és C; legyen az y = x + t egyenletii ferde egyenes. Ezek harom
egyenessereggé allnak ossze: {A,}, {Bs} és {C;}. Ez a hdrom egyenessereg lathaté
az 1.(b) 4dbran, és a rajzon kénnyii megszdmolni a hdromszoros metszéspontokat is.
Vildgos, hogy ez a harom sereg ,specidlisan illeszkedik”: ha példdul X =Y = Z =
{a,2a,3a,...,na} egy tetszdleges a > 0 szdmra, akkor az X X Y x Z ,rdcsban” ()
hiromszoros metszéspont van.

Szamunkra nagyon fontos ez a harom egyenessereg. Késébb, a 14. tételben
latni fogjuk, hogy minden ,speciédlisan illeszkedé” gorbesereg-konfigurdcié ebbél az
egyetlen konfiguraciébdl szarmaztathato.

6 Azért meglepd, mert ha n nagy, akkor cn?~" sokkal kisebb, mint cn?, teh4t egy konfiguraci-

6ban vagy ,nagyon sok” a hdromszoros metszéspont, vagy ,nagyon kevés”, nincsenek , kozbiilss”
konfiguréacidk.
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4. dbra. Harom korsereg

7. példa. A 4. 4brén a 4. példa gorbeserege lathaté harom példanyban: adott harom
forgascentrum, és hdrom konvex zart gorbe. Mindhdrom gérbét korbeforgatjuk a
megfeleld centrum koriil, igy harom gorbesereget kapunk, ezeket { A, }-rel, {B}-sel,
illetve {C;}-vel fogjuk jelslni.

A 4. dbrédn P-vel jeloltiink egy haromszoros metszéspontot — berajzoltunk egy-
egy rajta dthaladé folytonos vonald, szaggatott, illetve pontozott gérbét. A hirom
gorbesereg egy-egy korgyiiriin s6por végig, a haromszoros pontok tartoméanya tehat
ezen korgytiriik metszete. A mi dbréankon ez éppen az EF'G , gorbevonali harom-
szog”. De ha pl. a Bs gorbék egy kicsit kisebbek volnanak, akkor ez a sereg nem
érne el az F' cstcsig, a haromszoros metszéspontok nem fednék be a tartomany sar-
két. Es léteznek olyan elrendezések is, amikor a hdromszoros pontok halmaza még
bonyolultabb alakzat.

8. tétel. Tegyiik fel, hogy a 7. példaban a gérbeseregek a 4. abrén lathaté médon
helyezkednek el: a haromszoros metszéspontok halmaza pontosan az EFG tarto-
madny. Ilyenkor a hdrom sereg ,tipikusan” illeszkedik, tehdt n —n —n gorbének
legfeljebb cn®~" hdromszoros pontja lehet, alkalmas ¢ > 0 és n > 0 konstansokkal.

Térjiink vissza most a ,specilisan illeszkedd” gorbeseregekhez. Természetesen
a 6. példan kiviil vannak még masféle ,specislisan illeszked8” konfiguracidk is. Lat-
tuk a 21. oldalon, az (1) képlet koriil, hogyan kaphatunk folytonos transzforméciok
segitségével egy ,specidlisan illeszkedd” konfiguraciébdl szamtalan sok Gjabb ,spe-
cidlisan illeszked8” konfiguraciét. Most csak olyan transzformdicidkat hasznalunk,
amelyeket polinomfiiggvényekkel adhatunk meg, és a képhalmazuk kétdimenzids
(ezzel kizarjuk pl. az egyenesre val6 vetitést). Ezeket hivjuk polinomidlis transzfor-
mdcioknak.
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9. példa. Legyen a 21. oldalon, az (1) képletben f(z,y) = z2 és g(z,y) = y* — 3y.
Most kivételesen egymastdl fiiggetleniil vizsgalhaté, hogyan viselkedik a transz-
forméciénk fiiggdleges és vizszintes irdnyban. Az z2 fiiggvény gy képezi a szam-
egyenest énmagédba, hogy a szdmegyenes negativ oldaldt ,rdhajtja” a pozitiv olda-
lara. Ezért a mi transzformaciénk is ,,félbehajtja” a sikot az x = 0 egyenes mentén.
Az y3 — 3y fiiggvény monoton né a (—oo,—1) félegyenesen, ott ,visszafordul”, és
monoton fogy a (—1,1) szakaszon, majd megint ,,megfordul”, és monoton né az
(1,00) félegyenesen. Tehat a transzformiciénk az y az irdnyban kétszer is ,be-
hajtja” a sikot: az y = —1 és az y = 1 egyenesek mentén. Képzeljiik azt, hogy egy
lepeddt egy fiiggbleges vonal mentén félbehajtunk, azutdn két (egyméashoz kozeli)
vizszintes vonal mentén ,rancot” hajtunk bele, majd az egészet belevasaljuk a sikba.
A mi transzformaciénk nagyon hasonlit ehhez, de van egy apré kiilonbség. Ha a
lepedét téglalapokra vagjuk a hajtdsvonalak mentén, akkor a vasalé az egyes dara-
bokat egybevagdan simitja bele a sikba, a mi transzforméciénk azonban vizszintes
és fliggbleges irdnyban is ,eltorzitja” Sket: néhol nydjt, mashol pedig zsugorit.

Osszefoglalva: a 9. példédban szerepl$ polinomislis transzformacié ugy képezi
a sikot 6nmagaba, hogy bizonyos egyenesek mentén Osszehajtogatja. A hajtdsvo-
nalak komplementuma véges sok téglalapbél 4ll, és a transzformécié mindegyik
téglalapot egy-egy-értelmiien képezi valamilyen sikbeli téglalapra. Ez a viselke-
dés jellemz6 minden polinomiélis transzforméciéra, azzal a kiilénbséggel, hogy a
hajtasvonalak altaldban gorbék, és igy a komplementum is , gérbevonald poligon-
lemezekbdl” éll, és az egyes ,, gorbevonali poligonlemezek” transzformaltja is ,, gor-
bevonali poligonlemez”.

Egyvéltozés polinomoknak &ltaldban nincs igazi inverz fiiggvényiik, de mégis
sokszor hasznélunk ,tobbértékii inverz fiiggvényeket”. Jé példa erre a mésodfokii
egyenlet megoldéképlete, ami kétértékii, vagy a harmadfokii egyenleteket megoldé
Cardano-formula, ami haromértékii. Altalénosabban, egy d foki polinom inverze
legfeljebb d-értékii. Ugyanigy invertalhatjuk a polinomidlis transzformécidkat is: az
inverziik egy ,,t6bbértékii transzformécis”, tehat a pontokat egyszerre tébb helyre”
is eltranszformélja. Felmeriil a kérdés, hogy legfeljebb hdny helyre. Lehet a sikon
véges sok kivételes pont, amelyeknek egy-egy gorbe (tehat végtelen sok pont) lesz a
képe, de az Gsszes t6bbi pontnak legfeljebb deg (f) - deg (g) képe lesz,® ahol f és g az
eredeti (invertdlandd) transzforméciét megadé polinomok (14sd a 21. oldalon az (1)
képletet). Az aldbbi 14. tétel kimonddsdhoz nem volna feltétleniil sziikségiink ezekre
az inverz transzformaciokra. Azért alkalmazzuk 6ket, mert sokkal szemléletesebbé
teszik az allitdsokat.

Van még egy érdekes lehetdség, amit eddig még nem hasznaltunk ki: gérbese-
regeket nemcsak a sikba rajzolhatunk, hanem gémbfeliiletre, hengerre, vagy barmi-
lyen maés sima feliiletre is. Egy ilyen rajz ldthat6 péld4ul a 3. 4brdn. Mi most olyan
feliiletekkel foglalkozunk, amelyek ,,simék”, és megadhaték polinomokkal. Ezeket

7Pontosabban fogalmazva: nulla, egy vagy tébb helyre.
8Két kétvaltozés polinomegyenletbdl 4ll6 egyenletrendszernek vagy végtelen sok megoldasa
van, vagy legfeljebb annyi, mint az egyenletek fokdnak szorzata.
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sima algebrai feliileteknek hivjuk; a pontos definiciét, hely hidnydban, inkdbb nem
idézziik.

10. példa. Nézziik meg tjra a 6. példat, és a hozza tartoz6 1.(b) abrat! Ha ezt
a sikbeli rajzot fiiggbleges iranyban ,0sszetekerjiik”, akkor egy vizszintesen fekvo
hengerfeliilethez, és harom rarajzolt gérbesereghez jutunk: a vizszintes egyenesekbdl
lesznek a henger alkotéi, a fiiggéleges egyenesekbdl fiiggblegesen allé korvonalak
lesznek (ezek a henger keresztmetszetei), a ferde egyenesekbél pedig a hengeren
kérbe-korbe futé spirdlvonalak. Vildgos, hogy ez a hdrom gorbesereg is ,specialisan
illeszkedik”.

Ha a hengert a maésik irdnyban is ,feltekerjiik”, akkor egy vizszintesen fekvo
uszégumi alaku feliilethez jutunk, ezt hivjdk térusznak. A henger alkotéibdl viz-
szintes korok lesznek, a henger fiiggéleges korei megmaradnak fiiggdleges koroknek
(ezek a torusz keresztmetszetei), a hengerre rajzolt spirdlvonalakbél pedig az t6-
ruszt korbe-kérbe jaré (térbeli) spirdlvonalak lesznek. Vilagos, hogy ez a harom
gorbesereg is ,specidlisan illeszkedik”.

A téruszra rajzolt spirdlvonalaink lehetnek énmagukba zarédok, vagy a vég-
telenségig korbe-kérbe jar6 vonalak — attdl fiiggben, hogy a két , feltekerés” hogyan
viszonyul egymdshoz. Szamunkra csak az 6nmagéba zar6dé spirdlok fontosak, mert
csak ezeket a spiralokat lehet polinomegyenletekkel megadni. (A konkrét polinomok
most sem fontosak.)

Erdemes meggondolni, hogy ha egy téruszra rajzolt spirdlvonal nem zarédik
6magaba, akkor keresztiil-kasul bejarja a téruszt, méghozza egyenletesen, a képe
mindeniitt stirli halmaz lesz. Ebbdl persze kovetkezik, hogy ha egy polinom zérus-
helye tartalmaz egy ilyen spirdlvonalat, akkor az egész feliiletet is tartalmazza —
tehét a siird spirdlvonalakat nem lehet polinomegyenletekkel megadni.

11. definicié. A 6. és a 10. példakban szerepl6é haromféle gorbesereg-konfiguraciot
kozos névvel egyenesszeri konfigurdcionak nevezziik. Vegyiik észre, hogy az egye-
nesszerili konfiguriciékban semelyik csalddnak sincs burkoléja.

Hamarosan 1dtni fogjuk, hogy minden ,specidlisan illeszkeds” konfigurécié
megkaphat6 az egyenesszerii konfiguraciék valamelyikébdl polinomiélis transzfor-
macidkkal és azok inverzeivel. Valéjaban persze minden egyenesszerii konfiguraciét
folytonos transzforméciéval kaptunk a 6. példa egyenesseregeibdl, igy végs6é soron
minden ,,specidlisan illeszked6” konfiguraci6 a 6. példabdl szairmazik. De a 10. példa
transzformécidja, a ,feltekerés”, mivel periodikus fiiggvény, nem lehet polinom. Eb-
ben a cikkben mindent polinomokkal akarunk megadni, ezért érdemes mégis tobb-
féle ,,alapvets” konfiguraciét hasznalnunk.

12. példa. Adott egy F feliiletre rajzolt egyenesszerii konfiguraci6 (tehat F vagy a
sik, vagy egy henger, vagy egy térusz). Szeretnénk bel6le minél dltalanosabb sikbeli
konfiguraciét gyartani. Vélasszunk egy W sima algebrai feliilet, egy ¢ : W — R? és
egy ¥ : W — F polinomiilis transzforméciét. Jelolje ¢(¢~1(-)) azt a ,tébbértékii
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transzformaciét”, amit Ggy kapunk, hogy el6szér alkalmazzuk a 1) transzforma-
cié inverzét (ez tobbértéki, 1 ~! jeléli), majd utdna a ¢ transzforméciét. Ez az
Osszetett transzformacié az F' feliiletet el0szoér a W feliiletre, majd onnan tovéabb,
a sikba transzformalja, és természetesen az F'-re rajzolt egyenesszeri konfiguraciét
attranszformalja egy sikbeli ,,specidlisan illeszkedd” konfiguraciéba.

Ideélis esetben azt mondhatnank, hogy attdl specidlis egy konfiguracié, hogy
tartalmazza a 3 egyenessereg egy képét. Ez lényegében igaz, de nem teljesen.

Attdl még, hogy egy konfiguricié ,specidlisan illeszkedik”, nem virhatjuk el,
hogy a konfiguracié minden részlete ,,szép” legyen. Elképzelhetd ugyanis, hogy egy
szép konfiguracié gorbéihez valaki ,foloslegesen” hozzdad extra fveket® — ezzel nyil-
vanvaléan nem csokkenti a haromszoros metszéspontok szdmét. Tehat a legtobb,
amire szamithatunk, hogy minden ,specidlisan illeszked6” konfiguracié gorbéibol
kivalaszthatjuk a ,lényeges” iveket, amelyek mar valéban ,;szépen viselkednek”.
13. definicié. Legyen {A,} és {B,} két gorbesereg a sikban. Azt mondjuk, hogy
van k6z6s komponensik, ha minden r értékhez taldlhaté olyan s érték, hogy az A,
és a B, gorbéknek van kozos iviik.

14. tétel. Tegyiik fel, hogy az {A,}, {Bs}, {C:} gorbeseregek ,specidlisan illesz-
kednek”. Ekkor a 12. példa mintédjdra létezik

e egy F feliiletre rajzolt egyenesszerii konfiguricié: { Az}, {Bs} és {C;} (tehat
F vagy a sik, vagy egy henger, vagy egy torusz),'°

e egy W sima algebrai feliilet, egy o : W — R? és egy 1 : W — F polinomiilis
transzformacié

ugy, hogy a ¢(y~'(-)) ,tobbértékii transzformécié” az {Ar} gérbesereget olyan
sikbeli gorbeseregbe transzformalja, amelynek van kézos komponense az { A, } gor-
besereggel, és hasonlé médon, {Bs}, illetve {C;} transzforméltjanak van kozés kom-
ponense {B,}-sel, illetve {C; }-vel .}

Vajon mi lehet a geometriai oka a ,tipikus” viselkedésnek? Mi az, ami kizarja
a fenti transzformécié 1étezését? Bizonyara sejti méar az olvasé, hogy a héattérben
egy nagyon altaldnos elv miikédik: a burkolék eskiidt ellenségei a ,specidlis illesz-
kedésnek”. Ahhoz, hogy ezt az elvet precizen megfogalmazzuk, sziikségiink lesz egy
irreducibilitési feltételre. Egy burkol6 csak azokrdl a gérbeivekrél adhat informé-
ciét, amelyeket érint — és korabban méar lattuk, hogy egy konfiguricié gorbéihez
barmikor hozzdadhatunk tovabbi iveket, amelyek egészen masképpen viselkednek,
mint az eredeti konfigurdcié. Az irreducibilitas kizarja az ilyen kettds viselkedést.

9 Az extra ivek lehetnek a korabbi fvek meghosszabbitasai is, de lehetnek t6liik teljesen fiiggetlen
vadonatij ivek is.

10 Azért jelsljiik a paramétereket 7-sal, 5-sal, illetve Z-sal, hogy megkiilénboztessiik az 7, s és t
paraméterektSl. A tétel kimondja majd, hogy mindegyik A, gérbe kapcsolatban 4ll valamelyik
A5 gorbével, de arrél semmit nem mond, hogy a két paraméterérték, s és 3, hogyan viszonyul
egymashoz.

Kicsit pontosabban is fogalmazhatunk: a kozoés komponenseket dgy is ki lehet véalasztani,
hogy maér 6k is ,,specialisan illeszkednek”.
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15. definicié. Adott a sikban harom gorbecsalad. Azt mondjuk, hogy ,,a hdrom-
szoros pontok grafikonja irreducibilis” ha van egy olyan 3 valtozés irreducibilis
polinom, P(r, s, t), amelyik a 3-szoros metszéspontokat adé (r, s,t) paraméterpon-
tokban elt{inik.

Ez igy nagyon elvontnak tilinik, ezért kés6bb megmutatjuk, hogyan lehet ezt
a feltételt a gyakorlatban ellenérizni. A P(r,s,t) = 0 egyenlettel megadott térbeli
feliiletet nevezhetnénk a 3-szoros pontok grafikonjanak, de ehelyett egy kicsit més-
ként fogalmazunk.

16. tétel. Adott hdrom gorbesereg: { A}, {Bs} és {C:}. Tegyiik fel, hogy az egyik
seregnek, mondjuk {C;}-nek, van egy £ burkolGja, ez a burkol6 egy pontban taldl-
kozik a mdsik két sereg egy-egy gorbéjével, mondjuk Ay,-lal és Bs,-lal (tehat vy és
8o konkrét paraméterértékek). Ha a hdrom széban forgé girbe, £, Ay, és B, koziil
semelyik ketté nem érinti egymast, és a haromszoros pontok grafikonja irreduci-
bilis, akkor a gorbeseregek ,tipikusan illeszkednek”, azaz haromszor n gérbének
legfeljebb cn?~" hdromszoros pontja lehet.

Térjiink vissza a 8. tételhez. Késébb majd latni fogjuk, hogy ebben az esetben
a haromszoros pontok grafikonja irreducibilis. A 4. dbran harom burkol6t is latunk:
a megvastagitott FF, FG és GH iveket. Valasszuk mondjuk az EG ivet: az dbran
jOl latszik, hogy mind a szaggatott gérbék (az {A,} csaldd tagjai), mind pedig a
pontozott gorbék (a {B,} csalad tagjai) dtmetszik az EF ivet, egyikiik sem érinti 6t.
Raadasul azok a szaggatott és pontozott gérbék, amelyek éppen az EF iv mentén
taldlkoznak, egymast is Atmetszik. Ezért alkalmazhaté a 16. tétel az EF burkoléra.
(Persze alkalmazhaté a mésik két burkoléra is.) Tehdt a 8. tétel speciélis esete
16. tételnek.

Ejtstink par szét a 16. tétel bizonyitasarol. Tegyiik fel, hogy a harom gorbe-
sereg mégis csak ,specidlisan illeszkedik”. A 14. tétel szerint van egy cp(w‘l(_))
,t0bbértékii transzformaci6” ami egy egyenesszerii konfiguraciobdl allitja elé a mi
gorbeseregeinket (itt kell az irreducibilités: az egész konfigurdciénkat eléallitja, nem
csak egy kis darabk4jat). Az egyenesszerii konfigurdciékban persze nincsenek bur-
kolok, tehat a mi £ burkol6 iviink a transzformaécié soran ,keletkezett”. A 28. ol-
dalon, a 9. példa utan lattuk, hogy egy polinomidlis transzformécié az F' hajtas-
vonalakon kiviili részén nagyon szépen viselkedik: minden egyes K komponenst
egy-egy-értelmiien képez valamilyen sikbeli tartoméanyba, tehat ha egy gorbesereg
K-ba esé részének nincsen burkoléja (azaz kozds érintd gorbéje), akkor az ezen rész
transzformaltjanak sem lesz burkol6ja. Ez a leirds érvényes marad a mi ,,t6bbér-
tékii transzformdacidinkra” is. Ezért burkold csak a ¢ (¢ ~*(-)) hajtésvonalai mentén
keletkezhet. De egy ilyen hajtdsvonal képe mindhdrom csalddnak burkoléja volna,
hiszen ott minden gorbe ,visszafordul” (sét, az egész ,papir” visszafordul). Ezt a
lehetGséget kizartuk a 16. tétel masik feltételével: a mi £ burkolénkat a maésik két
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sereg (konkrétan az A,, és a B,, gorbe) dtmetszi.'> Ellentmonddsra jutottunk,
tehat a harom sereg nem lehet ,specidlisan illeszkedd”.

Most bemutatunk egy altaldnos geometriai médszert, az eldgazé fedéseket. Ezt
a médszert hasznéljuk majd arra, hogy beldssuk (amint megigértiik): a 8. tételben
a hdaromszoros pontok grafikonja irreducibilis. De egy ilyen altaldnos mdédszer sok
mindenre hasznédlhaté, példdul a 14. tétel bizonyitdsa is ezen alapul (terjedelme
miatt azt nem tudjuk bemutatni).

Térjiink vissza a 4. 4brahoz és a 8. tétel gorbeseregeihez. Feltevésiink szerint a
héaromszoros metszéspontjaink mind az EF'G , gorbevonalii haromszégben” élnek,
ezért csak ezzel a haromszoggel, illetve a belerajzolt ivekkel torédiink. Van egy
szembeszokd eltérés a 4. dbra és az 1.(b) dbra gorbeseregei kézott. A 4. 4bran hdrom
ivet latunk athaladni a P ponton, de a rajz hidnyos: a 2. abraval kapcsolatban
lattuk, hogy mindhdrom seregbdl két-két iv (tehdt osszesen hat iv) halad 4t a P
ponton. Ugyanez érvényes az EFG haromszdg minden pontjira. Ezzel szemben az
1.(b) dbran minden pontban mindhirom seregbdl csupan egy-egy egyenest latunk.
Prébéljuk meg ezt az eltérést megsziintetni!

A 3. dbran lattuk, hogyan lehet egy térbeli triikkel elérni, hogy egy goérbesereg
tagjai ne taldlkozzanak egymassal. Jatsszuk el most is ezt a triikkk6t mondjuk az
{A,} gorbesereggel! A 3. abran azt latjuk, hogy egy sikbeli tartoméanyt (ott éppen
egy korgyliriit) az egyik (a megvastagitott) hatdrvonala mentén ,széthajtjuk”, és
egy térbeli felilletdarabot kapunk (ott éppen egy csészertiséget), amelyik ,,dupldn
fedi” az eredeti tartomanyt, és az 1j feliilet pontjain keresztiil mér csak egy-egy kon-
vex gorbét rajzoltunk. A teljes korgytir(i tartoméanybd6l minket most csak az EFG
héromszég érdekel (ldsd a 4. 4brat), a 3. dbra megvastagitott ,hajtdsvonaldbol”
tehat csak egy rovid ivnek, az F'G ivnek lesz szerepe.

5. dbra. Labdahajtogatas

Tehat mi is széthajtjuk (megdupldzzuk) a hdromszégiinket az FG {v mentén,
és a két haromszog egy gombgerezd jellegli feliiletté 4ll Gssze. Tobbek kozott ezt
a széthajtast szemlélteti az 5. dbra: egy lyukas labda 3 lépéses oOsszehajtogatasat
fényképeztiik le. (Négy fazist latunk, a fazisok kozétt egy-egy hajtds tortént.) Az
utols6 1épésben egy gerezdet hajtunk félbe, és egy gémbhdromszog alaku feliile-
tet kapunk — erésen megvastagodva, hiszen egy valédi labda rétegei nem simulnak

12Miért nem elég, ha csak A, metszi 4t a burkolét? Az érvelésnek ehhez a részéhez elegendd,
az itt el nem mondott részletekben hasznaljuk. Vannak a tételnek olyan valtozatai is, amelyekben
csak az egyik csalddnak kell 4tmetszenie a burkolét — de azokban is sziikség van tovébbi (més
jellegil) feltételekre.
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szorosan egymashoz. A kapott ggmbharomszog nagyon hasonlit a mi EF'G harom-
szogiinkh6z. A mi széthajtasunk tehat a valésdgban koriilbeliil gy néz ki, mintha
(visszafelé haladva) egy labdahdromszoget széthajtandnk egy labdagerezddé. Fi-
gyeljiikk meg a fényképen, hogyan dupldzédnak meg a hiromszoég EF és EG élei:
egy-egy (tehat osszesen két) sima korivvé dllnak ossze.

Ez a triikkk persze csak az {A,} gorbéit ,vélasztja szét”, ezek ,parhuzamosan
vonalkazzadk be” az 0j gerezdiinket (ldsd a 3. abran). Képzeljiik el, hogy felrajzol-
juk a labdahiromszogre a mésik két gorbeseregiinket is, gy, ahogyan a 4. dbra
EFG haromszogében latszanak. (J6 erésen ranyomjuk a ceruzat, hogy mindegyik
gumirétegen megldssék.) A széthajtds utdn, a labdagerezden, az egyes ivek meg-
dupldzédnak (de 6k most nem &llnak éssze: mindegyik ivbél két-két kiilondlld iv
lesz). Részben még most is fenndll az eredeti probléma: minden ponton keresztiil
két-két iv halad 4t mind a {B;}, mind pedig a {C;} seregbdl.

Sebaj, megismételjiik az eljardst még kétszer, ,teljesen széthajtogatjuk” a lab-
dénkat (mint az 5. fényképsorozaton, ha jobbrél balra kovetjiik a fazisokat). Az elsé
lépésben, mint mar 1attuk, szétvélnak az {A,} ivei. Kénnyii elképzelni (és valéban
igy is van), hogy a mésodik széthajtdssal a {B,} ivei is szétvalnak, a harmadik
széthajtés pedig a {C;} iveit is szétvalasztja egymastol. Ezért végiil a teljesen szét-
hajtogatott labddan minden ponton keresztiil csak egy-egy iv halad 4t mindhdrom
seregbdl.

(Az 6vatosabb olvasék meggondolhatjék, hogy menet kdzben minden egyes iv
megnégyszerezédik — hiszen az egyik lépésben, amikor éppen 6t ,vélasztjuk szét”
a tarsaitél, nem dupldzzuk meg. Az is bizonyéra feltlinik, hogy a széthajtogatott
ivek mar nem feltétleniil simak, a hajtdsvonalak mentén lehetnek benniik torések.)

Es hogy mindez mire volt j67 Hiaba dolgoztunk — mondhatja az olvasé — ugy-
sem kaphatjuk meg az 1.(b) abrat, hiszen a mi konfiguriciénk ,tipikus”, amaz
pedig ,specilis”. Igy igaz, nem is ez a célunk. Az 1j, gombre rajzolt dbrén bar-
melyik haromszoros metszéspont atmozgathaté bamelyik masikba (hiszen a gémb
Osszefiiggd), és ebbol kiovetkezik majd, hogy a haromszoros pontok grafikonja irre-
ducibilis.

Az 4ltalanos esetben is eljatszhatjuk ugyanazt a széthajtogatast, minden egyes
burkolé gorbe mentén. Ha becsiiletesen végigesindljuk, eljutunk egy W feliilethez,
amelyiket mindhdrom goérbesereg ,egyszeresen” vonalkaz be. De arra nincs semmi
garancia, hogy ez a feliilet gomb lesz. Megtorténhet, hogy mondjuk két gombbol
és egy toéruszbdl all. Kideriil, hogy ha a W feliiletnek egyetlen komponense van,
akkor a haromszoros pontok grafikonja irreducibilis. Az persze jéval bonyolultabb
kérdés, hogy az az egyszem komponens micsoda, de szerencsére az alakjat nem kell
tudnunk.

A 8. tételben szereplé korseregekre elvégeztiik a hajtogatast, és lattuk, hogy
W ott egy egyszerli gémb. Ezért a haromszoros pontok grafikonja itt irreducibilis,
alkalmazhat6 a 16. tétel. Altaldban is igy szoktuk ellendrizni az irreducibilitast:
széthajtogatjuk a feliiletiinket, és megnézziik, hany komponenst kapunk a végén.
Végiil, biicsiizéul, elaruljuk az egyik miihelytitkot: akkor sincs semmi baj, ha W-
nek tobb komponense van. A 16. tételt persze nem tudjuk kozvetleniil alkalmazni,
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de az érvelést igen. Ha W mindegyik komponenséhez taldlunk egy-egy megfelelé
burkolét, akkor a konfigurdciénk tipikus.
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[1] Gy. Elekes, M. Simonovits and E. Szab6, A Combinatorial Distinction between Unit
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ELEKES GYURI ES A HALMAZELMELET

HAJNAL ANDRAS

1. Els6 eredmények

Elekes Gyérgy (Budapest 1949. mijus 19. — Fét, 2008. szeptember 29.) matema-
tikus professzorra, bardtomra emlékezem. Gyuri 1972-ben végezte el az egyetem
matematikus szakst. En ebben az id8ben egyéves kanadai utamrél hazatérve, az
egyetemet elhagyva, mar a matematikai kutatéban dolgoztam. Erdés, nem sokkal
édesanyja haldla utén, éppen itthon volt. Naphosszat a kutatéban iiltiink, rendsze-
rint az igazgatéi iroddban, melyet tulajdonosa csak ritkan hasznalt.

Rengetegen keresték fel Erddst, hogy megbeszéljék vele sajat matematikai
probléméikat, vagy tjakat kapjanak téle. En meg, kbzben az el6z6 problémékon
gondolkoztam.

A halmazelmélet a Cohen utani nagy fellendiilés korszakat élte. A kombinato-
rikus halmazelméletnek is ez volt a virdgkora, nem kis részben azért, mert EP hi-
hetetlen éleslatéssal vetett fel problémakat, legtobbszor olyanokat amelyeket éppen
nem lehetett a kordbbi mdédszerekkel megoldani. Néhany éve kezdtiik intenziven
vizsgdlni végtelen halmazokbdl 4ll6 halmazrendszerek kromatikus szamat. Ekkor
kérdeztiik, hogy igaz-e a kovetkez6 allitas:

Tetszbleges k végtelen szdmossaghoz 1étezik olyan, paronként majdnem disz-
junkt, megszdmldlhatéan végtelen halmazokbdl 4116 halmazrendszer, melynek kro-
matikus szama k-nal nagyobb.

Mir hallottunk réla, hogy két végzés hallgato, Elekes és Hoffman bebizonyi-
totta ezt az allitast.

(Errél szdl elsé dogozatuk [1]. Maga a bizonyitds nem volt nehéz, s6t Komjath
[7], 1981-ben, még egyszeriibb bizonyitast is taldlt. Mégis a dolgozat tovabb él:
Komjéith, nemrégen a tétel egy érdekes alkalmazisit fedezte fel [8].)

Ennek a tételnek az els6 szerzdje jelent meg egy déleltt koriinkben, szerényen,
mosolyogva, de érezhetd dnbizalommal. Mondta, hogy 6 bizony be tudja bizonyitani
azt a sejtést, amelyet Erdds professzor ur a minap az el6adasdban kérdezett: Ha a
nemnegativ egész szamok w halmaza 6sszes részhalmazai halmazit megszamlalhaté
sok részre bontjuk; azaz

Plw) = U{S" i n € wl,
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akkor létezik olyan n € w ,szin”, és léteznek A, B halmazok, melyekre
A, B, AU B kiilonbozéek és {A, B, AU B} C S,,.

Az Erdés éltal felvetett Ramsey-tipusd kérdést — w alaphalmazra — Gyuri, kés6bb,
a kovetkez6 éltalanosabb tételekkel vélaszolta meg:

A. Tétel [3]. Tegyiik fel, hogy P(w) = |U{Sn : n € w}. Ekkor létezik olyan n € w
és olyan végtelen Z C S,, amelyre az 6sszes, a Z elemeibdl képezett nem iires véges
unick kiilonbézéek és elemei S, -nek.

Definicié. Tetsz6leges S C P(w) halmazra jelélje U(S) az

{Uz: ZCSéZ ;eo} halmazt.

B. Tétel [3]. Létezik a P(w) halmaz olyan P(w) = SoUS; particija, melyre
U(Z)N S; nem megszamlilhaté, ha i < 2, minden olyan Z C P(w)-ra, melyre U(Z)
nem megszamlalhato.

Kideriilt, hogy Gyuri altalanos médszert taldlt, pozitiv, az A. Tételhez ha-
sonlé allitasok bizonyitasara. Alkalmasan valasztott halmazrendszerekbdl alkotott
terekben, Baire-tipusu stirtiségi tételekkel lehetett homogén halmazokat taldlni.

2. K6z6s munkak

A kovetkez6 években sokat gondolkoztunk hdrmasban Erdéssel és Gyurival ered-
ményének dltaldnositdsain. 1974-ben jelent meg Hindman alapvetd eredménye:

Tétel (Hindman, [6]). Ha w véges részhalmazait véges sok osztdlyba osztjuk,

azaz ha
[w]“ = U{S" YRS}

valamely r < w-ra, akkor létezik olyan végtelen, paronként diszjunkt halmazokbdl
all6 Z C [w]=“, és létezik olyan n < r szin, amelyre a Z elemeibdl alkotott dsszes
nem tires véges uniok elemei Sy,-nek.

Kérdéseinket az motivalta, hogy mennyire lehet ezt az eredményt, w helyett
K > w-ra és r > w-ra altalanositani. Ez a l4tdsméd, amely egyszerre tudta vizsgdlni
a rokon véges és végtelen problémaékat, Erdésre szinte egyediilalléan volt jellemzd,
és rendkiviil hasznosnak bizonyult, még akkor is, ha néha egy-egy érdekes véges
kérdés végtelen viltozata trividlisnak bizonyult, vagy az érdekes végtelen probléma
vélt végesben érdektelenné.

Altalénositottuk példaul a Hindman-tételt tobb reguléris k > w-ra 1gy, hogy a
végességet a ,k-nal kisebb szdmossagi” feltétellel helyettesitettiik, de a paronként
diszjunkt feltétel helyett Z-rél csak azt tudtuk kikétni, hogy A-rendszer.
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(A Z halmaz A-rendszer, ha létezik olyan D halmaz, melyre Z barmely két
kiil6nb6z6 elemének metszete D. Homogén A-rendszer létezését el6szor K. Prikry

cseh-amerikai matematikus vizsgélta és k > w-ra J. Baumgartner egy médszerét
alkalmaztuk.)

Ezekrél az eredményekrdl sajnos csak egy elézetes kozlemény jelent meg a
Studidban, [4]. Hat oldalon soroltuk a tételeket és definicidkat, a bizonyitdsokra
csak sziikszavu utalasokat téve.

Ez utan sokdig nem foglalkoztunk a fenti kérdésekkel. Gyuri, egyeldre, hiitlen
lett a halmazelmélethez. Erddst azonban egyre jobban érdekelte, hogy miért nem
tudunk soha pdronként diszjunkt halmazokat kapni. Szinte valamennyi probléma-
felvet6 cikkében megemlitette a kovetkez6 két kérdés valamelyikét:

A. Kérdés. Létezik-e olyan k szamossag, amelynek tetszbleges

P(r) = J{Sn: new}

szinezéséhez létezik végtelen sok paronként diszjunkt halmaz, melyeknek az Osszes
nem tires véges unidja egyszinti?

B. Kérdés. Létezik-e olyan k szamossag, amelynek tetszbleges
P(K) = So U Sl

szinezéséhez létezik végtelen sok paronként diszjunkt halmaz, melyeknek az Gsszes
nem iires unidja egyszinii?

Altalanos volt az a vélemény, hogy a valasz talan fiiggetlen az axi6émaktol,
és az ilyen szdmossag ha van, feltehetéen igen nagy. Konzisztenciabizonyitésok is
sziilettek ilyenek ,nem létezésére” példdul a konstrudlhaté halmazok modelljén.
1990-et irhattunk, amikor Gyuri és K6pé (Komjath) ragyogva jott hozzam, hogy
nincsenek ilyen szamossagok és mér csak néhény kiegészité pozitiv eredményt kell
bizonyitani. Igy sziiletett az [5] dolgozat.

3. Egy szép bizonyitas

Bizonyitjuk, hogy nem létezik az A. Kérdésben keresett x szdmossag.

P(k)-t azonositjuk a k-n értelmezett karakterisztikus fliiggvények K halmaza-
val.

Definidljuk a K egy

U{S" i nEw}

sz 2

K-t a kételemii test feletti vektortérnek tekintjiik. Vélasztunk benne egy
B = {b; : i € I} bazist. Legyen b € S,, ha b n baziselem 6sszege. Tegyiik fel, hogy
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Mneis

A, -+ a k halmaz paronként diszjunkt részhalmazai, és valamennyien az S,,

halmazban vannak, valamely n < w-ra.

Ekkor
x(Ay) =XZ{b; € E,}

valamely E, C I és |E,| = n-re, minden r < w-ra. A A-rendszer lemma miatt felte-
hetd, hogy az E, halmazok A-rendszert alkotnak. Ekkor azonban hasznilva, hogy
diszjunkt halmazok uniéjanak karakterisztikus fiiggvénye a halmazok karakteriszti-
kus fiiggvényeinek Osszege, konnyii szamolassal adddik, hogy méar a kettes és harmas
unidk sem lehetnek valamennyien az S, osztdlyban. ®
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A KIS GEOMETER” ES A TERFOGATSZAMITAS
NEHEZSEGE

LOVASZ LASZLO

Elekes Gyurival el8szér a Fazekas Gimnézium matematika szakkorén taldlkoz-
tam (egy évvel volt fiatalabb ndlam). Amivel mér akkor kitlint, az a geometria
feladatok egyszerii, elegans megoldasa volt. El is neveztilk magunk kézétt (mi, a
nagy méasodikosok) ,kis geométernek”. Hadd mondjam el az egyik olyan eredmé-
nyét, amit6l a kis geométerbdl nagy geométer lett.

1. Hattér: konvex halmazok és orakulumok

Az 1980-as évek elején tobbekkel a konvex testek algoritmikus elméletén dolgoz-
tunk. A kutatdst Khachian polinomi4lis idejii linedris programozési algoritmusa, az
Ellipszoid Médszer motivalta; ez az algoritmus érezhetéen minden épesziien meg-
adott konvex testre miikodott, de mit jelentett ez matematikailag? Egy n-dimenziés
térbeli konvex testet 4ltaldban nem lehet véges sok adattal megadni, csak specié-
lis osztalyok esetén (pl. poliéderek). Hogyan lehet megkeriilni, hogy minden ilyen
osztélyra kiilon-kiiloén le kelljen irni és elemezni a mddszert?

A megoldés az volt, hogy a konvex testet egy ordkulummal adjunk meg. Sokféle
ordkulum alkalmazhaté. A legegyszeriibb az ELEME ordkulum: a K C R™ konvex
testet egy fekete doboz irja le, melybe egy = € R™ vektort beadva, megmondja,
hogy =z a K testben van-e. Ennek er6sebb véltozata a SZEPARACIO orakulum,
mely abban az esetben, ha a vilasz nemleges, megadja ennek egy bizonyitékat
is egy z-et K-t6l elvalaszté hipersik forméjaban. Tovabbi érdekes ordkulumok:
ERVENYESSEG, ami egy adott féltérre megmondja, hogy az tartalmazza-e K-t;
és OPTIMALIZACIO, ami egy adott lineéris célfiiggvényre megmondja annak
maximumat K-n.

Nem célom itt a konvex testek ordkulumainak részletes targyaldsa, de Elekes
Gyorgy eredményének ismertetéséhez még néhany megjegyzést kell, hogy tegyek.

— Az ordkulumokhoz meg kell még adni néhdny adatot (polinomiélis szamu
racionélis szamot) ahhoz, hogy miikédjenek. Példaul az ELEME ordkulumhoz meg
kell adni egy olyan gémb kozéppontjat és sugarat, ami K-t tartalmazza, és egy
olyan gémb kézéppontjit és sugardt, ami K-ban van.
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— Mivel véges (s6t n-ben és a tébbi adatban szerepld szdmjegyek szdmaban
polinomidlis) algoritmusok érdekelnek minket, a bemenetek és kimenetek raciona-
lisak kell, hogy legyenek. Az OPTIMALIZACIO orékulumnél ez nem is mindig
lehetséges, ami mindjart atvezet minket a kovetkezd megjegyzéshez:

— Az orakulumoknak gyakran hasznos egy gyenge viltozatuk, aminél az ered-
ményt csak elére megadott hibdval kérjiik (a hibakorlat része lesz az orakulum
inputjénak).

Mindezek utén kideriilt, hogy ezek az ordkulumok polinomélis id6ben egy-
masra visszavezethetOk, és ezeknek a visszavezetéseknek legfontosabb elemiik
Khachian ellipszoid médszere. Példdul az eredeti eredmény gy fogalmazhaté meg,
hogy egy (gyenge) SZEPARACIO ordkulummal megadott konvex testre a gyenge
OPTIMALIZACIO ordkulum polinomiélis idében megval6sithato.

Maés fontos algoritmikus kérdések azonban nyitva maradtak, a legfontosabb
ezek koziil a térfogat kiszamitdsa volt. Az Ellipszoid Médszert haszndlva, minden
(mondjuk gyenge SZEPARACIO orskulummal megadott) K konvex testhez poli-
nomidlis idében ki lehet szamitani egy olyan E ellipszoidot, mely a testben van, de
ha egy n3/2-es faktorral felfijjuk, akkor mar tartalmazni fogja K-t. Emiatt

vol (E) < vol (K) < n®"/2vol (E).
Mivel E térfogata konnyen kiszamithaté, igy K térfogatit n3"/2 relativ hibaval

megtudjuk becsiilni.

Ez a hiba persze oriasi, ha n nagy. Lehet-e jobb mddszert talalni, és K térfoga-
tat akdrmilyen kis relativ hibaval, vagy legaldbbis konstans hibaval megbecsiilni?

2. Elekes als6 becslése a hibara

Elekes Gyorgy [4] bebizonyitotta, hogy a valasz nemleges:

Tétel. Legyen A olyan polinomislis algoritmus, mely minden SZEPARACIO ors-
kulummal megadott konvex K testhez egy olyan V(K) szamot szdmit ki, melyre
V(K) < vol (K). Ekkor minden elég nagy n dimenziéban van olyan K test, melyre
V(K) > 2999 vol (K).

(A kitevSben a 0,99 helyett barmely 1-nél kisebb szdm irhaté.)

Ennek az eredménynek gyonyori bizonyitasa teljes egészében elmondhaté egy
ilyen révid cikkben is. A bizonyitéds kulcsa az aldbbi lemma.

Lemma. Legyen B az n dimenzids tér egységgombje, és legyen P C B olyan konvex
poliéder, melynek p csiicsa van. Ekkor

vol (P) < 2

e 2_n vol (B)
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A Lemma bizonyitasa. A P poliéder minden v csticsdhoz tekintsiik azt a B,
gombot, melynek a v-t az origéval 6sszekotd szakasz atmérdje. Megmutatjuk, hogy
ezek a gombok lefedik a P poliédert. Valéban, legyen u € P, ekkor az u'z > u'u
féltérbe a poliédernek esik pontja (nevezetesen u), és ezért esik ide egy v csiicsa is.
De ekkor az OQuv szog tompaszog, és ezért u € B,,.

Mivel B, dtmérdje legfeljebb fele B atméréjének, vol (B,) < 27" vol (B). Ezek
alapjan a P térfogata kénnyen becsiilhet6:

vol (P) < 3 " vol (B,) < p2~" vol (B).

Ezzel a Lemmat bebizonyitottuk.

A Tétel bizonyitisa. Alkalmazzuk az A algoritmust elészor a B egységgombre.
A kapott V(B) szamra a feltételek szerint V(B) > vol (B).

Legyen marmost S azon pontok halmaza, amiket az orakulumtél megkérdez-
tiink, és amik a gébmbben vannak, és legyen P az S halmaz konvex burka. Ha az
algoritmust most a P konvex testre alkalmazzuk, akkor rendre ugyanazokat a pon-
tokat kérdezziik, és ezért ugyanazokat a valaszokat kapjuk, mint a B esetében. fgy
a végeredmény is ugyanaz, vagyis V(P) = V(B). Igy tehat a Lemma szerint

n

V(P) > vol (B) > 2;vol (P).

Mivel p az n-nek polinomjaval becsiilhetd feliilrdl, a tétel kovetkezik.

3. A tétel utdéletérol

Elekes eredményét megjavitotta Bardany és Fiiredi [1]: megmutatték, hogy a tétel-
beli 2999 egyiitthaté helyettesitheté n®%"-nel. Igy a kitevében fellépd egyiittha-
t6t6l eltekintve, az Ellipszoid Médszerrel kapott becslés nem javithato.

Az altalanos negativ eredmény nem mond semmit konkrét specidlis konvex
testekrdl. Khachian bebizonyitotta, hogy egy egyenlétlenségrendszerrel megadott
konvex poliéder térfogatdnak kiszdmitdsa (pontosan vagy a futédsi id6ben exponen-
cidlisan kicsi hibdval) NP-nehéz. Nem ismeretes, hogy meg lehet-e becsiilni egy
ilyen explicite megadott poliéder térfogatat polinomidlis id6ben mondjuk egy 2-es
faktoron beliil.

Mivel Elekes eredménye szerint a térfogat polinomidlis idejii algoritmussal nem
becsiilhetd, egy kovetkezd kérdés az, hogy mi toérténik, ha véletlent hasznélé (ran-
domizélt, Monte-Carlo tipusi) algoritmusokat is megengediink. Igazi meglepetéssel
szolgalt Dyer, Frieze és Kannan [3], akik megmutatték, hogy ilyen algoritmussal egy
gyenge ELEME ordkulummal megadott test térfogata tetsz6legesen kis relativ hi-
béaval polinomialis id6ben becsiilhet6. Elekes eredményével egyiitt ez azt mutatja,
hogy legalabbis az ordkulummodellben a randomizalas jelentdsen segit.
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Ezek szerint Elekes fenti gondolatmenete randomizalt algoritmusra nem al-
kalmazhaté (érdemes végiggondolni, hol bukik meg). De megfelelé médositéséaval
mégis lehet fenti tipust negativ eredményt bizonyitani randomizalt algoritmusra is.
Példsul megmutathaté [2], hogy egy SZEPARACIO orakulummal megadott konvex
test A&tmérdje a konnyen kaphat6 O(y/n ) hibanal lényegesen jobban nem becsiilheté
még randomizalt algoritmussal sem.
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ELEKES GYORGY POLINOMOKKAL
KAPCSOLATOS KOMBINATORIKAI
EREDMENYEIROL

RONYAI LAJOS

Elekes Gyurival — masfél évtizedes, sportban és matematikai beszélgetésekben
gazdag barati viszony folytatdsaként — 1996-ban kezdtem el intenziven egyiitt dol-
gozni, amikor megkeresett a korlatozott polinomokkal kapcsolatos vizsgalataiban
felmeriilé algebrai természetll kérdésekkel.

Legyen C > 1 valés, n pozitiv egész, F' € R[z, y] kétvaltozds valés egyiitthatos
polinom. Az F' polinom (C,n)-korldtozott, ha vannak olyan X,Y C R halmazok,
melyekre |X| = |Y|=mn, és |F(X xY)| < Cn.

Korl4tozott polinomok (C = 2, n tetsz6leges) a kovetkezék: F(z,y) =z +y
és G(z,y) = zy. Az F esetében szamtani, a G-nél pedig mértani sorozatok adnak
megfeleld X, Y halmazokat. Ezek a példak bizonyos értelemben tipikusak. A [7]
dolgozat egyik f6 eredménye a kovetkezo:

1. tétel. Tetszbleges C > 1 valds és pozitiv egész d esetén létezik az ng = no(C,d)
egész a kovetkezd tulajdonsdggal: ha az F € R[z,y] polinom (C,n)-korlatozott
valamely n > ng egészre, akkor alkalmas f, g, h € R[z] polinomokkal

1. F(z,y) = f(g9(z) + h(y)) vagy
2.  F(z,y) = f(g(z) - h(y)).

A tételnek van polinomok helyett racionalis fiiggvényekre vonatkoz6 vélto-
zata is. A korlatozottsag helyett elég, ha valamely ¢ > 0 &llandéval kelléen nagy
n-re vannak n elemti X,Y,Z C R halmazok, hogy F grafikonjinak > cn? pontja
van az X X Y X Z halmazon.

Az F korlatozottsidga a kovetkez6 médon ellendrizhetd. Legyen
e OF |0F
q1 ’y S ax ay '
Az 1. tétel segitségével megmutathatd, hogy F pontosan akkor lesz 1. vagy

2. alaki, ha
_ 8?(log|qi(=,y)|)

q2(x7y) G axay =07
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mindeniitt, ahol g, értelmes.
A tétel segitségével sikeriilt bizonyitanunk G. Purdy kévetkezd sejtését:

1. sejtés. Legyen s ést két egyenes az euklideszi sikon, U C s, V C t két ponthal-
maz, mindketté n ponttal. Tegyiik fel, hogy az n? darab d(U;, V;) tdvolsdgérték ké-
zott (U; € U, V; € V) csupdan < Cn kiilénbéz6 van. Ekkor, feltéve hogy n > ng(C),
a két egyenes vagy parhuzamos, vagy merdleges.

A koszinusztételt alkalmazva arra jutunk, hogy az F(z,y) = z? — 2\zy + y?
polinom korlatozottsagat kell vizsgalni. Egyszerii szamolassal adédik, hogy g = 0
csak akkor lehetséges, ha A = 0 vagy +1, ami bizonyitja a sejtést. Az [3] dolgozatban
Gyuri — P. Brass és J. Matousek kérdését megvalaszolva — élesebb &llitast igazolt:
ha a két egyenes nem parhuzamos vagy meréleges, akkor legaldbb en®/4 kiilénb6zé
tavolsag 1ép fel U és V pontjai kozott, ahol ¢ > 0 egy alkalmas allandé.

Az 1. tétel bizonyitdsdhoz haszndlt eszkozok tobb teriiletrél valdk (a Pach—
Sharir-tétel a kombinatorikus geometriabdl, Liiroth tétele a testelméletbél, kombi-
natorikus érvelések), jelentds résziik megjelenik Elekes Gyuri korabbi rokon témaji
dolgozataiban [1], [2], [4]. A kovetkezd eredmény fontos szerepet jatszik az 1. tétel
bizonyitasiban; a segitségével kaphaté kvalitativ 4llitds (polinomok alakjira vo-
natkozo allitds) az eredetileg rendelkezésre 4ll6 kvantitativ informéciébol (gérbék
illeszkedéseinek szdma).

2. tétel. Legyen C > 1 és d pozitiv egész. Van olyan c* = ¢*(C,d), amellyel igaz
a kovetkezd: legyenek X,Z C R, n < |X|,|Z]| < Cn és F C R[t] legfeljebb d foki
polinomok halmaza, melyre |F| > n. Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden f; € F
grafikonja legalabb n pontot tartalmaz az X x Z halmazbdl. Ekkor az f; polinomok
koziil legalabb c*n vagy

1 fi(z) = f(g9(z) + si) vagy
2. filz) = flg(@) - si)
alakd, ahol s; € R és f,g € R[t] rogzitett (i-t6l fiiggetlen) polinomok.

A tételnek mar a d = 1 esete is érdekes, amikor is az f; polinomok linedrisak,
vagyis egyeneseket hataroznak meg. Az egyenesekre vonatkozé viltozat — amit
Elekes Gyuri Linedris Tételnek nevezett — az [1] dolgozataban jelent meg. A Linedaris
Tétel azt mondja, hogy a feltételek teljesiilése esetén vagy van sok parhuzamos az
egyeneseink kozott (az 1. lehet8ség az allitdsban), vagy pedig kivdlaszthaté koziilitk
sok, egy ponton dtmend egyenes (2. lehetdség).

Hasonl6 eszk6zok alkalmazasaval, egyebek k6zott a Linedris Tétel egy projektiv
véltozata segitségével kapta Elekes és Kirdly [6] a kovetkezé eredményt, amely az
additiv szdmelmélet egyik kozponti vizsgédlati irdnyat terjeszti ki nem kommutativ
csoportokra.
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Jelolje P az R U {oo} valés projektiv egyenes z — %fﬁ alakt automorfizmu-
sainak (vagyis ad — be # 0) a halmazat.
P, U C P esetén legyen

Sol = {porp: ped, ¢p € TV}

3. tétel. Legyen C >0 és @,V C P. Tegyiik fel tovdbbd, hogy |®|, |¥| > n és
|® o ¥| < Chn.

Ekkor létezik a P-ben egy S < P Abel-részcsoport tgy, hogy ® (illetve W)
lefedheté az S konstans sok bal (illetve jobb) oldali mellékosztalyaval.

Az 1. tételt Elekes Gyuri és Szabé Endre az utébbi években igen erételje-
sen &ltaldnositottdak és kiterjesztették. A [8] dolgozat szép eredményeinek egyikét
szeretném itt idézni. Jelolje D C C a komplex egységkorlemezt.

4. tétel. Legyen d pozitiv egész. Léteznek olyan n = n(d), A = \(d) és ng = no(d)
konstansok, amelyekkel a d foki V C C? algebrai feliiletre ekvivalensek az alabbiak:
(a) Legaldbb egy n > no(d) esetén vannak olyan n-elemi X,Y,Z C C részhal-
mazok, amelyekre
V(X Y x Z)| =20,

(b) V vagy tartalmaz egy gorbe feletti hengerfeliiletet (ami F(z,y) = 0, vagy
F(z,z) =0, vagy F(y,z) =0 alaki), vagy pedig vannak olyan f,g,h: D — C
invertédlhaté komplex analitikus fiiggvények, hogy

V > {(f(2),9(z), h(z)) € C% z,y,z€ D, z+y+2z=0}.

(¢) Minden pozitiv egész n esetén vannak olyan n-elemi X,Y,Z C C részhal-
mazok, amelyekre
VN (X xY x 2Z)| > (n—-2)%/8.

A tétel igen komoly eldrelépést jelent abban, hogy a komplex szamok C teste
felett érvényes, mig a korabbi médszerek csak R felett miikédtek. Ugyanakkor ennek
a tételnek is van valds valtozata.

Itt a V tetszéleges feliilet lehet, nem csak egy F(z,y) alaku fiiggvény gra-
fikonja. S6t, a dolgozatban még altaldnosabb korldtos foku algebrai halmazokra
vonatkozé eredményt is igazoltak.

A koribbiakkal szemben ugyancsak lényeges elérelépést jelent, hogy cn? helyett
csupdn n?~" illeszkedés is elég az (a) = (b) kivetkeztetés bizonyitasdhoz.

A tétel kiilonds kulturélis kapcsolataként emlithetjiik, hogy egy hires és nehéz
modellelméleti tétel — E. Hrushovski Csoport Konfiguriciés Tétele — is megjele-
nik a képben. A Hrushovski-tétel fontos specidlis esetére adnak 6nall6, algebrai
geometriai fogalmakon alapulé bizonyitast.

Az eredményeik erejét szép 1j alkalmazasokkal érzékeltetik: valaszt adnak Hir-
zebruch egy kérdésre, ami kiipszeletek kozti érintések szaméaval foglalkozik; a 4. tétel
kozvetlen alkalmazéasaként érdekes felsé korlatot nyernek korseregek haromszoros
pontjainak a szdmdéra. A tételeik altaldnossdga és erdssége alapjan varhatd, hogy a
jovoben tovabbi tartalmas alkalmazéasok sziiletnek.
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OSSZEG- ES SZORZATHALMAZOK

KAROLYI GYULA

El6ad4som targyanak olyan témat valasztottam, amely szivemhez nagyon koézel all,
és hiven tiikrozi Elekes Gyorgy eredeti latdsmédjat, meglepben gyonyorti bizonyi-
tasok iranti fogékonysdgat. Ebben a rovid beszamoléban csupan az emlékiilésen
elhangzottakat kivinom Osszefoglalni, torekedve az el6adds hangulatdnak megdr-
zésére. Egy pontos referencidkkal kiegészitett részletesebb véltozattal az Eotvos
Lordnd Tudoményegyetem Annalesének lapjain taldlkozhatnak majd olvaséink.

Legyen A a pozitiv egész szdmok egy n elemi részhalmaza, és jelolje A + A =
{a+bla,be A} az A elemeibdl képezheté kéttagi Gsszegek halmazat. Vildgos,
hogy

m—1<[A+4]< ﬁ("—;i)

Az is kénnyen lathaté, hogy |A + A| = 2n — 1 pontosan akkor teljesiil, ha A elemei
egy szamtani sorozatot alkotnak. Tovabbmenve, |A + A| < 3n — 4 esetén A része egy
legfeljebb 2n — 3 tagi szamtani sorozatnak; Freiman egy mély eredménye szerint
pedig, amelyre Ruzsa Imre adott elészor kézérthetd bizonyitast, |A + A| < cn, vagy
az un. Vinogradov-féle jelolésmddot hasznélva, |A + A| < n esetén A része egy
alacsony dimenzids, n-ben lineéris elemszdmi altaldnositott szamtani sorozatnak,
melyet egy téglaracs affin képeként képzelhetiink el.

Nyilvan ugyanezek a becslések érvényesek az A - A szorzathalmazra is, ahol
|A- Al =2n — 1 azzal ekvivelens, hogy A elemei egy mértani sorozatot alkotnak.
Ez a két struktira azonban nagyon tévol esik egymastol: ha A elemei egy szamtani
sorozatot alkotnak, akkor |A - A| > n?/log®n, kvadratikus alsé becslés azonban
altalaban nem mondhato.

Vérhatéan azonban olyan struktira sem létezik, amely kielégité médon ko-
zelitené egymdshoz a kettét. Erdéstdl és Szemeréditél szarmazik a sejtés, hogy
tetszolegesen kis pozitiv epszilonra igaz

max {|A + A|,|A- A|} > n®"°.

Az A elemeire adott pozitivitasi feltételnek vilagos, hogy nincs kiilonosebb szerepe,
és valdszinlisithetd az is, hogy a sejtés egészek helyett a valds szamok esetében is
fennill. Az els6 nem trividlis alsé becslés a probléma kit{iz6itdl szarmazik, melyen
elébb Nathanson, majd Ford hajtott végre aprébb javitast. Az els6 igazi attorés
azonban Elekesnek koszonhetd, aki egy frappéans otlettel, az illeszkedési geometria
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eszkozeit hasznélva adott n5/4 nagysigrendii alsé becslést, amely a val6s szémok
korében is érvényes.

A bizonyitds Szemerédi és Trotter kovetkez6 sikgeometriai eredményére ve-
zethetd vissza. Legyen adott a sikon P szdmu pont és E darab egyenes. Ekkor a
kozottiik megallapithaté illeszkedések I szaméra

I < max {E, P,(EP)*/?}.

Ha E és P egyike sem tl kicsi a mésikhoz képest, akkor itt a domindns tag (EP)Z/ o

ami nem javithato.

Valés szamok adott A = {ai,as,...,a,} részhalmaza esetén tekintsiik a si-
kon az (A+ A) x (A- A) halmazt, vagyis azon pontokat, melyek elsé koordina-
tdja az A + A halmaznak, mésodik koordindtija pedig A - A-nak eleme. Ez tehit
P=|A+ A|-|A-A| darab pont.

Y

;0K

Tekintsiik most azt az E = n? darab egyenest, amelynek egyenlete
e : y=aiz—a;)

alaki. Mivel az (a; + ax, ajax) pont illeszkedik az e;; egyenesre, a pont-egyenes
illeszkedések szama I > n3. A Szemerédi-Trotter-tétel alapjan tehat

max {|A + A, |4 - A} > VP > n¥/A.

A szamelmélet és a geometria vilaga kozotti atjaras régi keleti, szisztematikus
kiépitése Minkowski érdeme. Elekes Gyuri itt bemutatott megkozelitése egy addig
rejtett Gjabb kapcsolatra mutatott ra, amivel a kérdéskort a legjelentésebb nem-
zetk6zi kutatdsok homlokterébe emelte. Erre alapozva sikeriilt Elekesnek Ruzsa
Imrével egyiitt igazolni az Erd4s-Szemerédi-sejtést olyan A valés szdmhalmazokra,
amelyekre az dsszeghalmaz kicsi, mérete n-ben linedris. Noha a bizonyitas dualiza-
lasat célzo kisérletek nem jartak sikerrel, Mei-Chu Chang az Annals of Mathematics
folyéiratban megjelent cikkében megmutatta, hogy ha a szorzathalmaz mérete ki-
csi, akkor az A+ A Osszeghalmaz méretére kvadratikus alsé becslés is érvényes.
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Ez a megoldds mar erdsen épit arra, hogy A elemei egész szdmok. Masik fontos
aspektusa, hogy a fegyvertarat kibévitette a harmonikus analizis eszkozeivel, ezzel
lehetdséget teremtve a probléma véges testek folotti valtozatanak megtamadésara.
Erre egyik legizgalmasabb példa Bourgain, Katz és Tao fajsilyos cikke, melyben
tobbek kozott a diszkrét Kakeya-problémara valé alkalmazas is helyet kapott. Thl-
zas nélkiil allithatjuk tehat, hogy Elekes Gyorgynek az Acta Arithmetica hasabjain
1997-ben megjelent ,On the number of sums and products” cimii dolgozatat egyik
legnagyobb hatdsi munkéjaként tarthatjuk szdmon.

Ezzel azonban a térténet még kordntsem ért véget. A kozelmuiltban Helfgott
eredményeinek koszonhetéen robbandasszeriien tovabbszélesedett az Osszeg- és szor-
zathalmazok elmélete, valamint annak alkalmazasi kore, ami most mar az expan-
der grafok igen fontos elméletét és a Hecke operatorok spektralis elméletét is érinti.
Hogy csak egyetlen konnyen érthetd példat emlitsiink, Helfgott igazolta az S Ly (p)
és SL3(p) csoportok Cayley-grafjainak uniform exponenciélis novekedését, elészor
mutatva példat olyan végtelen csoportosztilyra, amelyre teljesiil Babai egy hires
régi sejtése. Helfgott cikkei is olyan rangos folydiratokban kaptak helyet, mint az
Annals és az Inventiones, legijabb, tobb mint 70 oldalas kézirata pedig nemrég
keriilt fel az arXiv-ra. Ma mar szinte heti gyakorisaggal jelennek meg az interneten
olyan tanulményok, amelyek kozvetve vagy kozvetleniil Elekes cikkéhez kapcso-
l6dnak. Gyuri munkdjdnak nyomén tehdt egy olyan, dinamikusan fejlédé elmélet
alakulhatott ki, melynek hatdsa éppolyan szertedgazéan névekszik, mint az el6bb
emlitett Cayley-gréafok.

Végezetiil szeretnék még roviden visszatérni az eredeti Erd6s—Szemerédi-prob-
léméara és annak geometriai megkozelitésére. Par éve Solymosi Jézsef egy logaritmi-
kus faktortél eltekintve n'4/11-re javitotta Elekes alsé becslését. Kiilon érdekessége
ennek a szintén illeszkedési geometriara alapul6 érvelésnek, hogy a komplex szam-
test f6lott is miikédik, ami mér csak azért is figyelemre mélt6, mert a Szemerédi-
Trotter-tételnek egyelére nem ismeretes a komplex sikon érvényes pontos megfe-
leléje. A legijabb fejlemény ebben az irdnyban Solymosi igen ravasz bizonyitéasa,
amelynek sordn a kitevét sikeriilt 4/3-ra megjavitania. Ennek a megolddsnak az
otletét szeretném még itt felvazolni a technikai részleteket mellézve.

Az egyik gondolat az, hogy az A - A szorzathalmaz helyett az A/A hanyados-
halmazzal foglalkozunk. Gondoljunk arra, hogy ha a szorzathalmaz egy ab eleme
cd alakban is felirhat6, akkor a hdnyadoshalmaz a/d eleme is reprezentalhaté c/b
alakban. A dolog persze nem ennyire egyszerii, de fogadjuk el munkahipotézisként.
Legyen |A/A| = ¢ > 1, és tovabbi egyszeriisités végett — konnyen meggondolhaté,
hogy ezéltal csak egy log-faktor nagysigrendii lehet a hiba —, tegyiik fel, hogy a héa-
nyadoshalmaz minden eleme koriilbeliil ugyanannyiszor, vagyis ~ n?/¢-féleképpen
irhaté fel a/b alakban az A halmaz alkalmas a,b elemeivel. Ez geometriailag azt
jelenti, hogy az A x A Descartes-szorzat pontjai nagyjabdl egyenletesen oszlanak el
£ darab, origén athaladd egyenesen.

Tekintsiik az egymadssal szomszédos e, f egyeneseket. Legyenek a, b, ¢, d az
A halmaz olyan elemei, hogy az (a,b) pont az e egyenesre, (c,d) pedig f-re illeszke-
dik. Ekkor az (a+ ¢,b+ d) pont a két egyenes altal meghatérozott szogtartomanyba
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esik. A két egyenes irdnyvektoranak fiiggetlensége miatt egy mésik hasonlé pont-
parbdl kiindulva az (A+ A) x (A+ A) halmaz egy ijabb pontjahoz jutunk. Az adott
szogtartomany tehdt ennek a halmaznak > (n?/ Z)2 kiilonb6z6 pontjat tartalmazza.
Lévén ¢ — 1 ilyen szogtartomaény,

|(A+ A) x (A+ A)| > n?/e,

ahonnan |A + A[* - |A/A| > n?, végiil max {|A + A|,|A/A|} > n*/® ad6dik.

Az imént latott gondolatmenet azt hiszem mindenkit meggy6zott arrdl, hogy
noha Elekes Gyuri méar nincs kozottiink, szellemisége, gondolatvildga tovabbra is
benniink él. Az el6addst megel6zéen kaptam egy levelet Solymosi J6zsitél, amelyben
igy ir: ,Szeretném megjegyezni, hogy Gyuri bizonyitdsa inspiralta az én javitdsomat
is. T6le tanultam, hogy geometridt hasznéljak additiv problémék megoldéséra.
Onzetleniil 6riilt az eredményeimnek, nem banta, hogy megdéntéttem az & »rekord-
jat«.”

Kedves Gyuri! Koszonjiikk mindazt, amit Téled kaptunk.

Karoly: Gyula
ELTE TTK Matematikai Intézet
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