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Az Egervary Jens Kombinatorikus Optimalizalasi Kutatocsoport (angol neve utani
roviditéssel EGRES) 2001-ben alakult, 2003-t6] MTA-ELTE akadémiai kutatoceso-
portként mikodik. A csoport a magyar kombinatorikus iskola optimalizalasi irany-
zatat képviseli, amelynek alapjait Kénig Dénes és Egervary Jend rakték le, és amely-
hez Gallai Tibor majd Lovisz Laszlo jarult hozza alapvetGen. Az EGRES kutata-
sainak fokuszédban a kombinatorikus optimalizalasnak az az irdnyzata all, amelyet
leginkdbb A. Schrijver 2003-ban megjelent Combinatorial Optimization cimid ha-
romkdtetes miive fémjelez. Ennek lényege az, hogy az adott feladatra vonatkozo
polinomiélis futasidejd megoldo algoritmus létrehozasahoz az 1t a probléma mély-
rehato strukturalis vizsgalatan keresztiil vezet.

Az EGRES 2005 oktoberében egynapos tinnepi konferenciat szervezett az Aka-
démian a Magyar Modszer 50. évforduléja alkalmabol. Mint ismeretes, paros graf-
ban maximalis sulyt parositas keresését Egervary Jens oldotta meg 1931-ben egy
minimax formula révén. Egervary bizonyitasat hatékony algoritmikus formaba Ha-
rold W. Kuhn ontétte, az 1955-ben megjelent , The Hungarian method for the
assignment problem” cimd munkajaban. Kuhn a Magyar Modszer elnevezést Eger-
vary és Kénig uttoré munkajanak tiszteletéiil adta.

Az MTA az egyetemi kutatocsoportjainak tovabbi tamogatasara kifrt pa-
lyazata kapcsan 2006 soran elkészitettiink egy terjedelmesebb kiadvanyt, amely
attekinti az EGRES-nek az elmult 6t év soran elért kutatdsi eredményeit,
a fébb iranyokat, motivaciokat, keresztkapcsolatokat. (A kiadvany letolthets a
www.cs.elte.hu/egres cimrdl, de kivinsagra bekotott példanyt is szivesen posté-
zunk).

A jelen Osszeallitas célja, hogy fiatal kutatoink néhany 1j, rovidebb eredmé-
nyének bemutatasaval adjunk izelitét csoportunk tevékenységébdl.

Japan kutatok adtak elvi vilaszt arra a forrastelepitési feladatra, amelyben a
cél egy iranyitott grafban a csicsok olyan minimalis elemszamu részhalmazanak
a meghatéarozasa, amelybsl minden pontba vezet k élidegen ut. Nyitva maradt
azonban a szébanforg6 mennyiségek algoritmikus meghatarozasa. Csoportunknak
ezt sikeriilt megoldania, és a megkonstrualt algoritmus hatékonysaganak vizsgalata
kapcsan vet&dott fel az az jszert extrém halmazrendszeres probléma, amelynek
megoldasat Bernath Attila irasa tartalmazza.

1Az Egervary Kutatécsoport vezet&je



Koézismert a teljesen unimodularis hipergrafok (pl. paros grafok, intervallum-
rendszerek) egyenletes szinezhet&ségét kimondo eredmény. Fekete Zsolt és Szabo
Jacint munkaja joval bonyolultabb koriilmények kozott igazol egy fakra vonatkozo
egyenletes szinezési tételt.

A H. Kuhn altal bevezetett (erésen polinomiélisnak bizonyulé) Magyar Mod-
szer kiindulépontja Egervary tétele volt. Jiittner Alpéar cikkében kimutatja, hogy
Egervary bizonyitasanak eredeti, generikus alakja nem szolgaltat polinomialis algo-
ritmust, s6t nem-racionalis koltségfliggvény esetén még csak nem is biztosan véges.
Igazan meglepd, hogy ez nem volt korabban ismert.

A frissen felbukkané kombinatorikus optimalizélasi problémék donté tobbségé-
r6l hamar kideriil, hogy vagy NP-teljes vagy pedig visszavezethetd olyan korabbrol
ismert jol kezelhetd modellek valamelyikére, mint amilyenek példéul a folyamok, pé-
rositésok, matroid metszetek. Ebben a tiikkorben jelentésnek tekinthets az a mastél
évtizede tett felismerés, hogy megannyi osszefliggdség-novelési problémara létezik
jO karakterizacio és polinomialis algoritmus, ugyanakkor ezek a kérdések a korabbi
ismert eszkozokkel nem kezelhetSk. Arra is fény deriilt, hogy a hattérben szuper-
modularis fiiggvények minimalis fedésére vonatkozo olyan 1j tipusu eredmények
allnak, melyek fliggetlenek az Edmonds altal megalapozott szub- és szupermodu-
laris fiiggvényekre vonatkozo elmélettsl. Kiraly Tamas dolgozata rendkiviil elegans
bizonyitast ad Szigeti Zoltan egy ilyen jellegti tételére szupermoduléris fiiggvénynek
minimalis 6sszméreti hipergraffal torténd fedésérsl (amelynek példaul egy nagyon
specidlis kovetkezménye arra a messze nem trivialis kérdésre ad vélaszt, hogy egy
élkapacitésos teljes grafban miképp lehet a kapacitasokat minimélisan megnovelni
agy, hogy a folyamérték minden pontpar kozott egy elére megadott kiiszobot elér-
jen).

Az irdanyitott Osszefliggdség-novelési eredmények, illetve a mogottiik allo szu-
permodularis fliggvények fedésérsl szolo tételek hosszi soraban egy tjabb allomas
Kiraly Taméas és Makai Marton cikke. A dolgozat szép példaja annak, hogy a meg-
felel§ fogalmak kialakitasa utan viszonylag egyszerii technikai apparatussal miként
lehet amugy igencsak nehéz tételeket igazolni.

Tutte teljes parositasokra vonatkozo tétele volt az els olyan eredmény, amely
felhivta a figyelmet a paritis kozponti szerepére a kombinatorikus optimalizilasban.
A teriileten a Lovéasz Laszlo altal kidolgozott matroid partner (parity) elmélet igen
meély eredményeket szolgaltat, de ezek direkt kombinatorikus felhasznalhatosagat
nagyban csékkenti a benniik rejlé geometriai hattér. Egyik f6 kutatasi célkitiizé-
siink éppen az olyan szitudciok felderitésére iranyul, melyekben a vélasz tisztan
kombinatorikus. Egy ilyen esetet mutat be Kiraly Tamaés és Szab6 Jacint munkaja,
amelyben koézos altalanositasat adjak az emlitett Tutte tételnek és Nebesky egy
szép eredményének grafok maximaélis génuszarol.

Altalanos tapasztalat, hogy polinomialis futasidejd algoritmust ott érdemes
keresni, ahol a probléméra mar ismert jo karakterizacié vagy min-max tétel. Pap
Gyula egy ilyen esetet old meg. Hartvigsen egy eredményét megjavitva Kiraly Zol-
tan adott min-max formulat egy paros graf olyan részgrafjanak maximalis élsza-
mara, amelyben minden pont foka legfeljebb 2, és amely nem tartalmaz 4-éli kort



(négyszoget). Erre a Kirdly-féle eredményre ir le Pap egy rendkiviil elegéns algo-
ritmikus bizonyitast. Erdemes ezt Hartvigsennek a JCT-nél idskdzben megjelent
igencsak bonyodalmas algoritmuséval dsszevetni, hogy ijabb megerdsitést nyerjen
a természetes elvarasunk: ahol létezik szép, attekinthets jellemzés, ott kell lennie
szép, attekinthetd algoritmusnak is.

Ugyanez a cél all az utolsé cikk hatterében is, amely Végh Laszloval kozos
munka. Algoritmikus valaszt adunk arra a kérdésre, hogy legkevesebb hany 1j él
hozzdadaséaval lehet egy k-Osszefliggs iranyitott grafot (k + 1)-Osszefligg6vé tenni.
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MATRINOK KOMBINATORIUS TULAIDONSAGAIROL.

Jelen dolgozat kiindulopontja u kovetkezé Kosie Disrs-tol
szdrmazd tétel:

Ha egy matriv clemei részben zérusok, részben zérustol
Kulonbozé szdmok vagy figgetien vallozok, ugy azon vonalak*
minimdlis sdima, melyek a walviz Gsszes zérustol kalombozd
elemeit lartalmazedk, eqyenli azon zérustdl kilonbozi elemek
mazimdlis szdmdval, melyek kizal nines ketté egy vonalban.

Kévic ezen tételt graphelméleti fiton bizonyitotta be és a
étel graphelméleti fogalmazisa nila egyéb graphelméleti kér-
désckkel is kapesolatba jut.* .

A tételnek egy specidlis esete aequivalens Fropeviws-nak a
kovetkezd determinanstételével? Ha cgy n-ed rendd determi-
nins elemei részhen zérusok, részben filggetlen valtozok, fgy
a determindns identikus* eltinésének szikséges és elegendd
feltétele, hogy legalibb n+-1 vonal kézds elemei zérusok legye-
nek. A feltétel elegendd, mert teljesiilése esetén az n-edrendd
determindnsnak 2n vonala kdzil a tébbi » —1 vonal tartal-
mazza az Ssszes el nem tind elemeket, tehat a fenti tétel szet
rint legfeliebb n —1 olyan el nem tiné elem vilaszthaté ki,
melyek kozil nincs kettd egy vonalban, azaz a determindns

4 Vonalnak sevezem koz0s néven a malrix sorait ¢s osalopait.

2 A nevezett tételt KAnio eldadta o Tirsulat 1981 mirciusi eldads alé-
sén & graphelméletrdl 52616 konyvében meg fog jelenai.

3 G. Frosesos: Cber zerlogbare Determivanten, Sitzungsber. d. Berl.
A 1917, 1. pp. 2477,

4 gy doterminins, molyben ax dsszes zérustdl koloubdis elemek fag-
getlen valtozdk, akkor &c csak akkor Linik el identikusan, ba dsszes ki-
fejtési tagjal eltfnnek.

Egervdry eredeti cikke 1931-bdl
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- (A transiation by Kuba of “Matrixok
na'orice Tulajdonsigaifol,” Matematikal éa
¥al Tapok 38 (1931) pp. 16-28.)
The starting pott of the present vork is the follovipy
Dines Kinig: L_oon
If the elements of & matrix are partly teros and jartly -
bers different from zerc (or independent variables), then the
minimua nusber of lines' that contain all of the Ton-1ero ele-
20ta of the mAtrix 1s eqal to the maximm musber of non-zera
iements that can be chosen Vit o tvo OB the same line.

Konig, in proving this tieorem by greph-theoretical means, srrived st the

theores 15 & “bich bas with other
questions of graph theory.”

A opestal case of this thecrem Lo equivalent %o the follovirg remat of
Proventus on fcternioants. Por the determimant of an n by A matri vits

elements that ere partly ters and partly independent variables to vanish

Egervdry cikkének Kuhn dltali
forditdsa

THE HUNGARIAN METHOD FOR THE ASSIGNMENT PROBLEM'

e perform-
ance of each of . per, problem”
15 the qaest for an assigrment of persons ta joks 5o that the som of the
lazge as possible. It is shownthat ideas latent
1an athematicians may be exploited 10 yield
is problem.

Assuming

1. INTRODUCTION

Stated Informally, the problem of per soonel-assignment asks for the best assignment of
36t of persons o 4 set of jobs, where the passible assignments are ranked by the total scores
or ratings of the workers i the Jobs i which (hey are assigned Variatious of his problem,
both mathematical and non-mathematical, have a long history (see the Bibliography appended).
However, recent interest In (he qUeStion, when posed in the terma of linear programming,
seems 1o stem [rom the incependent work of Flood, J. Robinson, Votaw, and Orden. Flood's
work (12], begun i 1949, regards the problem as the most “degenerate” case of the transpor-
tation problem. Robinson regarded it as a relative of the iravelling salesman problem; ber
work 1s available only in the form of RAND Corporation memoranda. The problem was dis-
cussed from various points of view i the work of Votaw and Orden (see | 9]) presented o the
SCOOP Syrmposium on Licear lnvqualitics and Programming, June 14-16, 1951, The compu-
Lational advantages to by gained by considering the problem in combination with the dual linear
program have been stressed by Dantzig, vou Nvumana and others (see (6], (10), and [12]). The
purgse of this paper is to develop a compotationa] method that uses this duality in & particu-
larly effective manner. One inter esting aspuct of U Alorithm is the fact that it is latent in
work of . Koalg and E. Egervary (hal peedates the birth of lioear programming by more than
15 years Oence the name. the "Husigarian Mothod")

The (hearetical basis of (e algaritha (s laid ia Sections 2 and 3. Section 2 (which is
derived (rom the proot of Konlg i “Theorie der Graphen™ (1936) Chelaea, 1950, pp. 232-233)
treats the problem of assignment when there are bal (wo ratings, 1 and 0, indicating that a
worker 18 qualified or not. Section 3 (which is derived from the work of Egerviry in [3]) shows
tha the general problem of assignment can be educed to this special case by & procedure that
1 computationally trivial

The algorithm is given an indopendent (ind self-cantained) statement 1n Section ¢ and
Section § is devoted 10 3 dutailed example Lo illustrate its application.

2. THE SIMPLE ASSIGNMENT PHOBLEM
The problem of Simple Ausignment 15 (Uastrated by the following mintature example:
Four individeals (denoted by i + 1, 2, 3, 4) are avallable for four jobs (denoted by ) = 1,
2,3, 4). They qualify «s follows:

MThe preperation of this report was supported, in part, by the ONR Logistics Praject
Depastmnent of Mathematics, Princeton University.

Kuhn 1955-0s cikke

I/ﬂ’»"ln 7‘&7/«1;‘14 %ﬂ- a‘ 2
B L sy S

4”"4{ h'~/{/m~

Reprinted From Naval Research Logistics Quarterly
Vol. 2, Nos. | § 2. March - June 1955

Kuhn cikkének boritéja




Egervdary Jend Kuhn professzor



Képek a Magyar Médszer 50. évforduldjara rendezett konferenciarol

Lex Schrijver Tardos Eva Lovdsz Laszlo

-~ 4 i 5
A hallgatdsag Frank Andrds, Harold W. Kuhn és
Jack Edmonds



METSZO HALMAZRENDSZEREK
REPREZENTALASA

BERNATH ATTILA!

Legyen adott egy F C 2Y — {0} halmazrendszer a kvetkezs tulajdonséggal: ha X
és Y az F keresztezs elemei, akkor X UY is F-ben van. Kénnyen lathat6, hogy ilyenkor a

H={X € F : X maximalis s-elkeriil6 F-beli halmaz valamely s € V-re}

halmazrendszernek legfeljebb n(n — 1) eleme van. Az alabbiakban bebizonyitjuk, hogy
ennél sokkal jobb becslés adhaté: belatjuk, hogy |H| < 2n — 2, ahol |V| = n. A tétel 4l-
talanositja a jol ismert eredményt egy laminéris halmazrendszer maximalis méretérsl.
A tételbol kovetkezik, hogy segitségével tetszéleges metsz6 (vagy keresztezd) halmaz-
rendszert el tudunk kédolni O(n?) helyen, aminél jobb nem is varhat6. Egy masik alkal-
mazési lehetdség az Iranyitott Forras-Telepitési Algoritmus, amelynek meggyorsitasara
a tétel reményt nyujt, azonban az alkalmazas moédja még nem vilagos.

1. Bevezetés

Legyen V egy n elemi halmaz és legyen adott ezen az alaphalmazon egy hipergréaf,
amelynek F élhalmaza nem tartalmazza az iires halmazt. Tegyiik fel, hogy F
teljesiti a kovetkezd tulajdonsagot:

(*) Ha X és Y az F olyan elemei, amikre X NY # 0, X UY # V, akkor X UY
is F-ben van.

Szarmaztassuk F-bdl a kévetkezé halmazrendszereket:
Hs ={X € F : X tartalmazasra maximalis s-elkeriils halmaz F-ben}

ahol s € V tetsz6leges elem, és legyen H = Ugey Hs.

A (x) tulajdonsag miatt H, egy részparticiéja a V' — s halmaznak, kovetkezés-
képpen |Hs| < n—1, amibél |H| < n(n — 1). Felmeriil a kérdés, hogy vajon tudunk-e
jobb korlatot adni H méretére. A valasz igen, az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy
|H| < 2n — 2, ami viszont mar nem javithato.

Az alabbiakban bevezetiink néhény hasznos jelolést.

1A kutatast az OTKA K60802 és TS049788 palyazatai, valamint az ADONET Marie Curie
RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) taAmogatta.



Jelblések. Az X,Y C V halmazok kiilonbségét az X — Y jeloli. Ha r € V, akkor
X — {r} helyett egyszeriien csak X — r-et frunk. Ha X NY = (), akkor azt mond-
juk, hogy az X egy Y -elkeriild halmaz, {r}-elkeriils helyett egyszertien r-elkeriil6t
irunk. Az egyelemt halmazokat szingletonoknak is hivjuk. Ha egy X halmazra hasz-
naljuk azt a szot, hogy valamilyen tulajdonsagra mazimdlis, akkor azon azt értjiik,
hogy nem létezik X-et tartalmazo ilyen tulajdonsagu halmaz. Hasonlo értelemben
hasznaljuk halmazokra a minimdlis szot is.

Az itt ismertetendd eredmény (2.1. tétel) motivacioja a kovetkezs feladatbol
ered:

Iranyitott Forras-Telepitési Probléma. Adott egy D = (V, A) iranyitott graf,
valamint k,! pozitiv egész szamok. Talaljunk minimalis méretd R C V' ponthal-
mazt, amelyet Gsszehizva egy r pontta olyan grafot kapunk, amely r-bél (k,1)-
élosszefiiggs.

A teljesség kedvéért megadjuk az alabbi definicidkat, a problémaval (és valto-
zataival) kapcsolatosan tovabbi részletek (3], [2] és [1]-ben talalhatok.

1.1. definicié. Legyen adott egy D = (V, A) iranyitott graf. Ekkor egy X C V
halmazra o(X) (6(X)) jeloli az X halmazba beléps (abbol kiléps) élek szamét.
Ha r € V egy pont, és k, | pozitiv egész szamok, akkor D-t (k,1)-éldsszefiiggonek
mondjuk r-b8l, ha minden X C V' — {r} nemiires halmazra o(X) > k és 6(X) > L.

Az Iranyitott Forras-Telepitési Probléméara Barasz Mihaly, Becker Johanna
és Frank Andras nemrégiben erésen polinomialis algoritmust adott, amit az ér-
deklodok megtalalhatnak [1]-ben. A megoldas soran bevezetik a tdmdr halmazok
fogalmat, amit a kovetkezéképpen definialnak:

1.2. definicié. Egy nemiires X C V halmazt be-tomadrnek hivunk, ha o(Y") > o(X)
minden Y C X nemiires részhalmazra. Egy nemiires X C V halmazt ki-tomaornek
hivunk, ha §(Y) > §(X) minden Y C X nemiires részhalmazra. Az X halmazt
tomornek hivjuk, ha be-tomor, vagy Kki-tomor.

A megoldas egyik kulcsészrevétele az alabbi lemma volt.

1.3. lemma (Barasz, Becker, Frank [1]). Ha X és Y egymast metsz6 tGmor
halmazok, akkor X UY is tomor. m

Tehat F-fel jelolve a tomor halmazok rendszerét az teljesiti a fent megfogalma-
zott (x) tulajdonsagot: definialjuk hozz4 a fent megfogalmazott médon a H, (s € V')
és 'H halmazrendszereket. Az [1]-ben ismertetett Iranyitott Forras-Telepitési Algo-
ritmus egyik lépése az, hogy meghatarozza a H hipergrafot, és ezt ugy teszi, hogy
minden s € V-re egyesével meghatarozza H-et. Mivel ez az algoritmus leginkabb
idGigényes lépése, az itt ismertetendd eredmény (2.1. tétel) reményt ad arra, hogy
ennél ligyesebben is el lehet jarni, kihasznélva, hogy a ‘H; hipergrafok nem fiiggetle-
nek egymaéstél. Sajnos még nem tudjuk, hogy ezt a tényt hogyan lehetne kiaknazni
az algoritmus meggyorsitasara.

Megemlitjiik a tomor halmazoknak még egy fontos tulajdonsagat, amirél keé-
s6bb még lesz sz6.



1.4. definicié. Az F C 2V halmazrendszer rendelkezik a Helly-tulajdonsdggal, ha
barmely X1, Xs,...X; paronként egyméast metsz6 F-beli halmazokra teljesiil, hogy

My X7 0

1.5. tétel (Barasz, Becker, Frank [1]). A t6mdr halmazok hipergrafja rendelkezik
a Helly-tulajdonséggal. ®

Més teriileten viszont mar most alkalmazhaté a 2.1. tétel — ezt irja le részletesen
a 3. fejezet. Roviden ismertetjiik a feladatot, el6bb azonban néhany definiciéra van
szitkséglink.

1.6. definicié. Azt mondjuk, hogy az X,Y C V halmazok metszdk, ha az X — Y,
Y — X és X NY halmazok egyike sem iires. Ha toviabba X UY # V, akkor azt
mondjuk, hogy az X és Y halmazok keresztezik egymast (vagy keresztezok). Azt
mondjuk, hogy az F C 2V halmazrendszer metsz6 (keresztezd), ha tetszdleges X,
Y metsz6 (keresztezs) F-beliekre az X NY és X UY halmazok is F-ben vannak.
Egy F C 2" halmazrendszerre jeldlje co (F) ={X CV : V- X € F}.

Kombinatorikus optimalizalasi feladatokban gyakran kell kezelnlink metszd
(keresztezd) halmazrendszereket. Egyes esetekben sziikségilink lehet egy ilyen hal-
mazrendszer elkédolasidra minél kisebb tarteriileten. Konnyen adhatunk olyan mod-
szert, amely O(n®) helyen térol el egy ilyen halmazrendszert. ElGszor Gabow ([4])
mutatott olyan konstrukciét, amely O(n?) térhelyet hasznél csak, ami az elmé-
letileg elérhetd legjobb korlat. A 2.1. tétel segitségével egyszertien elkbdolhatunk
egy metsz6 halmazrendszert O(n?) helyen, amit at lehet vinni keresztez6 halmaz-
rendszerekre is. Rdadasul a kapott konstrukei6 lényegesen egyszertibb, mint Gabow
reprezentacioja. A részleteket lasd a 3. fejezetben.

2. A f6 eredmény

2.1. tétel. Legyen V egy n elemii halmaz, és legyen adott ezen az alaphalmazon
egy hipergraf, amelynek F élhalmaza nem tartalmazza az iires halmazt. Tegyiik
fel, hogy F teljesiti a kovetkezd tulajdonsagot:

(¥) Ha X ésY az F keresztez6 elemei, akkor X UY is F-ben van.
Ekkor a H = UseyHs halmazrendszernek legfeljebb 2n — 2 eleme van, ahol
Hs = {X € F : X tartalmazédsra maximélis s-elkeriil6 halmaz F-ben}
tetszoleges s € V esetén.
Kovetkezmény. Egy D = (V, A) irdnyitott grafban a

H = {X CV : X maximalis s-elkeriil6 t6mér halmaz valamely s € V-re}



halmazrendszer tagjainak a szama legfeljebb 2n — 2 (ahol |V| = n). Megemlitjiik,
hogy kénnyii példat mutatni arra, hogy ez a korlat éles. Tekintsiik példaul a kovet-
kezd digréafot. A ponthalmaz legyen az 1,2, ... n szamokkal indexelve, az élhalmaz
pedig a kovetkezo: minden i € {1,2,...n — 1} esetén mutasson i parhuzamos él az
t-edik pontbdl az i + 1-edik pontba, és mutasson n — i parhuzamos él az i + 1-edik
pontbdl az i-edikbe (ldsd az dbrat: a szamok az élek multiplicitasét jelolik). Ebben
a példaban a be-tomor halmazok pontosan azok, amelyek egymas utani szamokkal
indexelt pontokbél allnak (azaz az 1,2,...,n 0t részutjai), a ki-témor halmazok
pedig az egyelemii halmazok.

n—1 n—-2 n—-3 n—-4 n-5 1

Megjegyzés. A 2.1. tétel bizonyitéasa kicsivel egyszertibbé valik, ha feltessziik, hogy
az F halmazrendszer rendelkezik a Helly-tulajdonsdggal, ami igaz a tomor halmazok
hipergrafjara. Az alabbi bizonyitasban kitériink ezekre az egyszertisitésekre.

A 2.1. tétel bizonyitasa. A tételt n szerinti indukcioval fogjuk bizonyitani. Az
n = 1,2 eset konnyen ellenérizhets. Tegytik fel tehat, hogy n > 2.

Nevezziik az egyelemi halmazokat trividlisnak. Ha ‘H minden tagja trivialis,
akkor készen vagyunk, hiszen |H| < n. Tehat tegyiik fel, hogy H-ban vannak nem-
trivialis halmazok is. Legyen X € H egy minimédlis nemtrivialis H-beli halmaz, azaz
minden Y € H trivialis, amelyre Y C X. Legyen s € V olyan elem, amire X € Hs.
A 'H elemeit két diszjunkt részre osztjuk az alabbi szempont szerint:

H ={¥YeH: XY =0vwgy X CY}
H:={YeH: XNY#£0&XZY}

Szamoljuk 6ssze elGszor a H2-be esé halmazokat: azt szeretnénk belatni, hogy ezek
szama legfeljebb 2| X | — 2. Ha v ¢ X, akkor ‘H, C H!, hiszen X € F. Ha v € X,
akkor a H, egy tagja

e vagy diszjunkt X-t6l (ezek a halmazok H'-be esnek),

o vagy X-be esik (azaz egyelemii),

o vagy metszi X-et, de nem esik teljesen X-be: egy ilyen halmaz szlikségképpen
tartalmazza az s pontot a (x) tulajdonsag miatt, azaz csak egy ilyen lehet
H,-ben (ismét az F rendszer (x) tulajdonsiga miatt): jeloljiik ezt a halmazt
Z,-vel, ha létezik.

Vezessiik be az X, = {v € X : Z, nem létezik} jelolést. A kovetkezs esetek lehet-
ségesek:

e Az |X;| > 2 eset egyszert, hiszen H? legfeljebb |X| szingletont tartalmaz és
legfeljebb | X| — 2 kiilonb6z6 Z,,-t.



e Ha X; = {z}, akkor észrevehetjiik, hogy {z} ¢ H?, hiszen ha létezne egy
v € X, amelyre {z} € H,, akkor Z, nemtrivialis z-elkeriils F-beli halmaz
lenne, ellentmondasban az = € X, feltevéssel. Ujra csak készen vagyunk, hi-
szen H? legfeljebb |X| — 1 szingletont, és legfeljebb |X| — 1 kiilonboz6 Z,-t
tartalmazhat, tehat H?-ben nem lehet t6bb, mint 2|X| — 2 halmaz.

e Ha X, =0 (azaz Z, létezik minden v € X-re), akkor tekintsiik a {Z, : v € X}
halmazrendszert. Azt allitjuk, hogy ebben legalabb két minimélis halmaz van.
Tegytiik fel, hogy nem ez a helyzet, azaz a halmazrendszer egyértelmd minimélis
tagja Z,, valamely a € X-re. Tehat Z, C Z, minden v € X-re. Azonban egy
v € Z, N X pontra ez nem éallhat fenn, ellentmondés.

Tekintsiink egy minimalis Z, elemet a {Z, : v € X} halmazrendszerbél. Ekkor

1. vagy {a} ¢ HZ2,
2. vagy {a} € Hyp valamely b-re, de ekkor b € X — Z, (a Z, minimalitasa
miatt), igy Z, = Z, (nem lehet bévebb).

Béarmelyik eset is all fenn, azt kapjuk, hogy H? kiilonbozs elemeinek a szama
legfeljebb 2| X | — 2 (felhasznalva azt a megallapitast, hogy legalabb két mini-
malis tagja van a {Z, : v € X} halmazrendszernek).

Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy az X; halmaz nem lehet lires, amennyiben az F
halmazrendszer rendelkezik a Helly-tulajdonsaggal is. Ha ugyanis ez lenne a helyzet,
akkor az ) = X N (ﬂve x Zv) egyenldség ellentmondana a Helly-tulajdonsagnak,
mivel ezek egymést paronként metsz6 F-beli halmazok (Z, N X # 0 a Z, deflinici-
6ja miatt, és ha vy, vy € X, akkor Z,, és Z,, egyarant tartalmazzak s-et). Valoja-
ban kénnyen belathato, hogy X = (nvex—X1 Zv) N X, de mi ezt nem fogjuk itt
kihasznalni.

A 'H' halmazrendszer méretére az indukcios hipotézis felhasznalasaval akarunk
fels6 korlatot adni. Ennek érdekében bizonyitjuk a kovetkezd allitast:

Allitas.

H' C | Ho U {maximalis X-elkeriils F-beli halmazok }
v X

Az allitas bizonyitasa. Vegyiink egy 7 € ‘H' halmazt. Ekkor létezik egy v € V,
amelyre Z € H,. Ha v ¢ X, akkor készen vagyunk, tehét feltehets, hogy v € X,
kovetkezésképpen Z diszjunkt X-t6l. Tehat Z maximalis v-elkeriils F-beli halmaz,
ezért maximalis X-elkeriil6 F-beli halmaz is. &

Megjegyzés. Megemlitjiik, hogy itt nem feltétleniil teljesiil egyenlGség, amint
azt az F = 21123} — {(} halmazrendszer példaja mutatja, tetszéleges nemtrivialis
X € 'H valasztasaval. iz arra is példa, hogy a fent definialt X; halmaz lehet iires
altalanos esetben. Azonban ha F rendelkezik a Helly-tulajdonsiaggal, akkor az
allitasban egyenl6ség bizonyithato. Ezt ellenérizendd vegytlink egy Z halmazt, ami
eleme a jobb oldalnak. Ha Z € Uvex H,, akkor tudjuk, hogy Z € H! is teljesiil,
tehat tegyiik fel, hogy Z maximalis X-elkeriils F-beli halmaz. De ekkor Z € H,
tetszoleges v € X-re, tehat Z € H' teljesiil.
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A bizonyitas befejezése a kovetkezd. Huzzuk ossze az X halmazt egy pontta,
és alljon az F' halmazrendszer azon Z € F halmazok képeibdl, amelyek vagy disz-
junktak voltak X-t6l, vagy tartalmaztak X-et. Kapunk egy halmazrendszert egy
n — | X|+1 elemd alaphalmazon, amelynek 7’ élhalmaza konnyen ellenérizhetGen
teljesiti a (*) tulajdonsagot. Tehat definialhatjuk a H’ halmazrendszert az F' tagja-
inak segitségével ugyanolyan médon, ahogy H-t definidltuk F-fel, és észrevehetjiik,
hogy a fenti allitas kovetkezményeképpen M’ tartalmazza a H' elemeinek képét.
Az indukeios hipotézis felhasznalasaval tehat azt kapjuk, hogy

[HY < |H|<2(n—|X|+1) —2=2n-2|X]|
Ezt egybevetve a |H?|-re adott korlattal a tétel adodik. m

3. Egy alkalmazas

Tekintsiik a kovetkezd feladatot: adott egy F metszd (vagy keresztezs) halmaz-
rendszer, taroljuk el minél kisebb tarteriileten. Harold Gabow [4]-ben bemutat egy
moédszert, ami O(n?) tarteriileten oldja meg ezt a feladatot: az ugynevezett posetek-
faja (tree-of-posets) reprezentaciot. Ezt a meglehetdsen bonyolult konstrukciot az
alkalmazasokban kivalthatjuk a 2.1. tétel segitségével a kovetkezs észrevétel alap-
jan:

3.1. lemma. Legyen F egy metszG halmazrendszer a V' alaphalmazon, F' =
F — {0}. Ekkor

HOU{0,V}=Fu{o,V}
ahol

H ={X CV : X maximélis s-elkeriil6 F'-beli halmaz valamely s € V -re}

t
M = { ﬂ Xy % big N, Xq;XgyoooXy lenie 'H-uak}. u
4=1

Tehat az F metszé halmazrendszer elkddoliasahoz elegends a ‘H halmazrend-
szert elkodolni, amihez a 2.1. tétel alapjan legfeljebb 2n? — 2n bitre van sziikségiink,
majd még esetleges tovabbi 2 bitben megmondjuk, hogy () és V' valamelyike F-ben
van-e. Ezt keresztezd halmazrendszerre a kovetkezSképpen vihetjiik at: az F ke-
resztez6 halmazrendszert elGallithatjuk két metsz6 halmazrendszer segitségével az
alabbi moédon: F = Fy Uco (F?*), ahol

Fo={XeF:8¢ X}, F={V-X:5€X€eF}

amikrél konnyen lathato, hogy tényleg metsz6 halmazrendszerek, tehét reprezen-
talhatok O(n?) tarteriileten, igy veliik egyiitt F is.

Ko6szonetnyilvanitas. Koészonom Frank Andrasnak, Barasz Mihéalynak, Becker
Johannéanak és Szab¢ Jacintnak a sok és sokféle segitséget, amit t6liik kaptam.
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Attila Bernath: A representation for intersecting families

Suppose we are given a system F C 2V \ {0} that satisfies the following condition:
if X and Y are crossing elements of F then X UY is also in F. It is easy to check
that the hypergraph

H={X CV : X is a maximal s-avoiding set in F for some s € V'}

has cardinality at most n(n — 1), where n = |V|. In this paper we prove a much
better bound on |H|: we show that |H| < 2(n — 1) (this bound is already tight as
examples show). This observation can be used to give a representation for a general
intersecting (or crossing) subfamily of 2V using O(n?) space. This matches the
theoretical bound for such a representation and is much simpler than the solution
known before.

Berndth Attila

MTA-ELTE Egervary Kutat6csoport
ELTE TTK Operaciokutatasi Tanszék
1117 Budapest

Pazmany Péter sétany 1/C.

bernath@cs.elte.hu
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FAK EGYENLETES SZINEZESE

FEKETE ZSOLT ES SZABO JACINT!?

Adott egy G graf és abban egy S fiiggetlen cstcshalmaz. Tegyiik fel, hogy G
élhalmaza két éldiszjunkt feszitéfara bonthato. Azt a kérdést fogjuk vizsgélni, hogy
igaz-e, hogy ekkor ugy is felbomlik két Fy, Fy éldiszjunkt feszitéfara, hogy S minden
v cstcsaban a v-re illeszkedd Fj-beli és Fy-beli élek szama legfeljebb eggyel tér el
Megmutatjuk, hogy ha S legfeljebb haromelemi, akkor igaz, egyébként nem feltétlentil.

1. Bevezetés

Tegyiik fel, hogy adott egy G = (V, F) iranyitatlan graf és egy S C V' fiiggetlen
csticshalmaz. A rovidség kedvéért 2-fanak neveziink egy grafot, ha az élhalmaza
két éldiszjunkt feszitéfa unioja. A két fara igy gondolunk, mint a graf éleinek két
szinnel valo megszinezésére, ahol mindkét szinosztaly élei egy feszitéfat alkotnak.
Nevezziik a két szint kéknek és pirosnak! Azt mondjuk tehat, hogy (Fi, F») a G
graf egy 2-fa-szinezése, ha Fy, Fs két éldiszjunkt feszt6faja G-nek, és E = Fy U Fy.
Megjegyezziik, hogy egy 2-faban lehetnek parhuzamos élek, de csak kétszeresek;
hurkok pedig nincsenek benne.

Azt mondjuk, hogy egy 2-fa-szinezés S-egyenletes, ha
ldr, (v) — sz(’U)| <1 minden v € S esetén.

A kérdésiink az, hogy tetszdleges G = (V, E) 2-fa és S C V fiiggetlen cstucshalmaz
esetén létezik-e G-nek S-egyenletes 2-fa-szinezése. Ezt a kérdést fogjuk koriiljarni
cikkiinkben.

Megfogalmazunk egy valamivel altalanosabb kérdést. Tegyiik fel, hogy adott
egy G = (V, E) 2-fa és P az E élhalmaz egy részparticidja. Azt mondjuk, hogy egy
(F1, Fy) 2-fa-szinezés P-egyenletes, ha

tetszoleges P € P esetén ||F1 NP|—|F”RNP|| <1 teljesil.

P

A kérdés az, hogy vajon milyen G = (V, E) 2-fara és éleinek P részparticiojara
igaz, hogy létezik P-egyenletes 2-fa-szinezése.

LA kutatast az OTKA K60802 és TS049788 palyazatai, valamint az ADONET Marie Curie
RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) tamogatta.
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Egy v € V cstcs csillagjanak a ra illeszkedd élek halmazat nevezziik és A(v)-
vel jeloljiik. Ha adott egy S fiiggetlen cstucshalmaz egy G = (V, E) 2-faban, akkor
B= {A(v) :vES } egy részparticioja F-nek, és egy 2-fa-szinezés pontosan akkor
S-egyenletes, ha P-egyenletes.

Megemlitjiik, hogy a kérdés egyik motivacioja Edmonds fenySk pakolasarol
sz016 tételének [2] a kovetkezd folyomanya. Ha G = (V, E) egy 2-fa, és van egy olyan
irdnyitasa, amire egy r csucs kivételével minden befok 2, akkor létezik ebben az
iranyitott grafban két éldiszjunkt feszitéfenys. Legyen P := {A+ (v) tveV—r},
ahol AT (v) av-be belépd élek halmazat jelenti. A két feszit6fenys ekkor irdnyitatlan
értelemben egy P-egyenletes 2-fa-szinezése G-nek.

Masik motivaciot szolgaltat a kérdés vizsgélatahoz az a tény, hogy tetszéleges
G = (V, E) 2-fa esetén, ha v € V, akkor viszonylag konnyen — egyszert kicserélési
gondolatokkal - igazolhato, hogy létezik {v}-egyenletes 2-fa-szinezése G-nek (ezt a
bizonyitast nem részletezziik, mivel ennél 4ltalanosabb tételeket is belatunk).

Roviden kitériink arra, hogy miként definidlhatnank tetszdleges matroid esetén
az eddig felvetett kérdéseket. Legyen M egy matroid az E alaphalmazon, és legyen
P az E egy részparticioja. Azt mondjuk, hogy az M egy E = By U By particidja a
B,, B, bazisokra P-egyenletes, ha

||31 NP|—|BzN P|| <1 teljesiil minden P € P esetén.

Legyen k egy pozitiv egész. Egy M matroidot k-egyenletesnek neveziink, ha feltéve,
hogy M két diszjunkt bazis unidja, az F tetszileges k-elemi P részparticidja esetén
van az F-nek olyan két diszjunkt bazisra torténs particija, ami P-egyenletes.
Felmeriil a kérdés, hogy bizonyos matroidosztilyok matroidjai milyen k egészek
esetén k-egyenletesek.

Azt mondjuk, hogy a G graf M kérmatroidja k-csillag-egyenletes, ha feltéve,
hogy G 2-fa, tetszéleges k elemii S fliggetlen csiicshalmaz esetén létezik S-egyenletes
2-fa-szinezése G-nek.

Emlitettiik, hogy egy graf kérmatroidja mindig 1-csillag-egyenletes. A 2. sza-
kaszban belatjuk, hogy a kormatroidok 1-egyenletesek de nem feltétleniil 2-egyen-
letesek. A 3. szakaszban belatjuk, hogy a kérmatroidok 2-csillag-egyenletesek, de
nem feltétleniil 4-csillag-egyenletesek. Megjegyezziik, hogy a kérmatroidok 3-csillag-
egyenletesek is, de ennek bizonyitdsa hosszadalmas és meghaladja jelen cikk kere-
teit. A részletes targyalashoz lasd [3], ahol lényegében a jelen cikkben bemutatott
eszkozokkel belatjuk, hogy a kérmatroidok 3-egyenletesek is.

Nyitott az a kérdés, hogy vajon tetszé6leges matroid 1-egyenletes-e. Megemli-
tiink itt még egy ide kapcsolodo sejtést (lasd [4]-ban). Ehhez kimondjuk elészor a
2-faknak Nash-Williams-t6] szarmazo6 karakterizaciojat [1]. Egy G = (V, E) iranyi-
tatlan graf és egy X C V csiicshalmaz esetén jelolje i (X) azon G-beli élek szamét,
amelyek mindkét végpontja X-beli.

1.1. tétel (Nash-Williams) [1]. Egy G graf pontosan akkor 2-fa, ha |E(G)| =
2|V(G’)| —2ésig(X) < 2|X| —2 teljesiil minden ) # X C V(G) esetén.
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1.2. sejtés. Legyen G = (V, E) egy irdnyitatlan graf, melyre |E| = 2|V | — 2. Tegyiik
fel, hogy ic(X) < 2|X| — 3 teljesiil minden () # X C V esetén, és G minden csticsa
legfeljebb 4-ed foku. Ekkor F felbomlik két Hamilton-it diszjunkt uniéjéra.

Az E két éldiszjunkt Hamilton-utra valo particionélas felfoghato olyan 2-fa-
szinezésnek, ami minden cstcs csillagan egyenletes. Tehat érdekes lenne nemcsak
a 2-fak egyenletes szinezhetGségnek vizsgilata, hanem az olyan 2-fiké is, amik az
iq(X) < 2|X| — 3 extra tulajdonsagot is teljesitik.

Azaz érdekes lehet specidlis grafosztélyok vizsgéalata. Most megemlitiink két
olyan matroidosztalyt, amikkel kapcsolatban bizonyithatoak bizonyos egyenletes
szinezhetdségi tulajdonsidgok: a gyengén bazis-rendezhets és az erdsen bazis-ren-
dezhet6 matroidokat. Ezek olyan matroidok, amik a bazis-kicserélési tulajdonsagot
erésebb formaban teljesitik.

1.3. definicié. Azt mondjuk, hogy egy M matroid gyengén bdzis-rendezhetd, ha
tesz6leges két By, Bs béazis esetén létezik egy f : By — By bijekcid gy, hogy
minden v € By esetén a By — v + f(v), Bo + v — f(v) halmazok az M béazisai. Azt
mondjuk, hogy egy M matroid erdsen bdzis-rendezhetd, ha tesz6leges két By, Bs
bazis esetén létezik egy f : By — Bs bijekcio nigy, hogy minden X C Bj esetén a
By — X + f(X) halmaz az M bazisai.

Megjegyezziik, hogy az erds bazis-rendezhetGséghdl kovetkezik a gyenge-béazis-
rendezhetdség, mert két bazis esetén ugyanaz az f bijekcié megteszi (az X = {v}
és az X = By — {v} valasztésokbol latszik).

A kovetkezs allitasok igazak — és kénnyen igazolhatoak is.
1.4. tétel. Minden gyengén bézis-rendezhetd matroid 1-egyenletes.

1.5. tétel. Minden erésen béazis-rendezheté matroid k-egyenletes tetszéleges k-ra.

2. A koérmatroid 1-egyenletes

Ebben a szakaszban belatjuk, hogy a kérmatroid 1-egyenletes. Megjegyezziik, hogy
nem feltétlentil 2-egyenletes, ugyanis a K, kormatroidja, és annak az élhalmazanak
két éldiszjunkt teljes pérositasbol allo részparticiojadhoz nem létezik egyenletes
diszjunkt bazispar.

Sziikségiink lesz néhany tényre a 2-fakkal kapcsolatban.
2.1. definicié. Egy X C V(G) halmaz pontos, ha ig(X) = 2|X| — 2.

Az i szupermodularitasabol konnyen kovetkezik a kovetkezé allitas.
2.2. allitas. Ha G egy 2-fa, akkor két metszé pontos halmaz uniéja is pontos. Sét,

ha X pontos és u ¢ X, akkor dg(X,u) < 2.
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Az alabb értelmezett leemelés miiveletét gyakran fogjuk alkalmazni. Azt mond-
juk, hogy egy leemelés megengedett, ha a miivelet végrehajtisa utdn a graf 2-
fa lesz. Az inverz-mtveletet felemelésnek fogjuk nevezni. Legyen v € V(G) amire
degq(v) < 4. A kovetkezs konvenciot gyakran alkalmazzuk: egy élet zy-élnek ne-
vezzik, és gy jeloljik, hogy e = zy, ha e két végpontja = és y.

e Hadeg(v) =2, akkor a v leemelése egyszertien a v torlését jelenti G-b6l. Vila-
gos, hogy G — v szintén 2-fa lesz. G — v tetszéleges 2-fa-szinezése kiterjesztheto
a G 2-fa-szinezésévé, méghozza kétféleképpen.

e Ha deg(v) = 3, akkor legynek a v-re illeszkeds élek e; = vu; ahol i = 1,2, 3.
Az e, e; (i # j) €élpdr leemelésén azt értjiik, hogy tordljiik v-t és a ré illeszkedd
éleket a grafbol, és a maradékhoz hozzdadunk egy e = u,;u; élet. Jelolje a
keletkezd grafot H. Azt mondjuk az el6z6 miivelet esetén, hogy a v-t leemeltik
egy ujuj-be. Az 1.1. tétel miatt egy e;, e; élpar leemelése pontosan akkor
nem megengedett, ha G-ben van olyan X pontos halmaz, amire u;,u; € X
és v ¢ X. Tehat a 2.2. allitasbol azonnal kovetkezik, hogy legalabb kétféle
megengedett leemelése is létezik a v cstcsnak (feltéve, hogy v-nek harom
kiilénb6z6 szomszédja van, mert ha két parhuzamos él illeszkedik v-re, akkor
ez a ketts egybeesik). Megint lathatjuk, hogy H tetszéleges 2-fa-szinezése
kiterjeszthetd G egy 2-fa-szinezésévé a kovetkezSképpen (a v felemelésével).
Ha a leemelt e él mondjuk kék szint, akkor G-ben az e;, e; legyen kék, és a
harmadik v-re illeszked6 €l pedig piros.

e Ha deg (v) = 4, akkor legyenek a v-re illeszkedd élek e; = vu; ahol 1 < i < 4.
Az ey, es élpdr leemelése azt jelenti, hogy tordljiik v-t G-bdl, és hozzadadunk
a kapott grafhoz két élet, az e = ujus és az f = uzuy éleket. A kapott grafot
jelolje H. Konnyen lathato, hogy ez a leemelés pontosan akkor nem megenge-
dett, ha létezik olyan pontos X halmaz G-ben, amire v ¢ X, és vagy uq,us € X,
vagy usz,us € X. A 2.2. allitasbol konnyen kovetkezik, hogy a harom lehetsé-
ges leemelés koziil legalabb az egyik megengedett. Ekkor H tetsz6leges 2-fa-
szinezésébdl kaphatunk a G-nek egy 2-fa-szinezését (a v felemelésével). A G
grafot szinezziik ugy, hogy az ej,es kapja meg e szinét és es, ey pedig az f
szinét. Ha e és f kiilonb6zé szintiek voltak, akkor ez a szinezés jo lesz. Ha
pedig mindketten mondjuk kékek voltak, akkor a G szinezésében a kék élhal-
mazban lesz egy kor, és ennek valamely v-re illeszkeds élét atszinezve pirosra
egy 2-fa-szinezést kapunk.

Az 1.1. tételbdl kovetkezik, hogy egy (legaldbb 2 cstcsu) 2-fanak vagy van
mésodfoku cstcsa, vagy van harmadfoku cstcsa (mert ) o d(v) = 2|E| = 4|V| —
4). Tehat mindig végrehajthato valamelyik csicsan egy megengedett leemelés.

2.3. tétel. A 2-fik kérmatroidjai 1-egyenletesek.

Bizonyitas. Legyen G egy 2-fa és P C E(G). Az G élszaméara vonatkozo tel-
jes indukciéval bizonyitjuk, hogy G-nek létezik {P}-egyenletes 2-fa-szinezése. Ha
E(G) = 0, akkor az allitas trividlisan igaz. Emlékeztetiink rd, hogy az 1.1. tételbsl
kovetkezGen G-nek létezik 2 vagy 3 foku csiicsa.

16



Tegyiik fel, hogy G-nek van 2 foku csicsa. Legyen A(v) = {e, f}. Ha mond-
juk e€ P és f ¢ P, akkor az indukcios feltevés szerint G — v-nek létezik egy
(F1, Fy) {P — e}-egyenletes 2-fa-szinezése. Tegyiik fel mondjuk, hogy |F1 N (P -
e)| <|Fn(P—e) |. Ekkor (Fy +e, F> + f) G-nek egy {P}-egyenletes 2-fa-szinezése.
Ha {e, f} C P vagy {e, f} N P = (), akkor alkalmazzuk az indukcios feltevést a G —v
grafra és a P — {e, f} halmazra.

Tegyiik fel, hogy G-nek v egy 3 foku csticsa. Legyen A(v) = {ej, ez, e3}, ahol
e; =vu; © = 1,2,3-ra. Tudjuk tehat, hogy ekkor G — v 4 w;u; 2-fa legalabb két
kiillonboz6 1 < i < j < 3 valasztas esetén.

Ha |A(v) nP | = 0, akkor alkalmazzuk az indukcios feltevést a v cstics barmely
megengedett leemelése utan a P halmazra. Ekkor a leemelt grafban teszéleges P-
egyenletes 2-fa-szinezésb@l kaphatunk egy G-beli P-egyenletes 2-fa-szinezést.

Ha ’A(v) N P’ =1, akkor feltehetjiik, hogy mondjuk G —v + ujuy 2-fa és
e; € P. Alkalmazzuk az indukcios feltevést a G — v + ujus-ben a P — ey + wqus-
re. A G — v +ujug egy P — ey +ujus-egyenletes 2-fa-szinezésének egy felemelése a
G-nek egy P-egyenletes 2-fa-szinezését adja.

Ha ]A(U) mP| = 2, akkor feltehetjiik, hogy mondjuk G — v+ ujus 2-fa és
e1,e3 € P. Alkalmazzuk az indukeios feltevést a G — v+ ujug-ben a P — {ey, ez }-ra.
Mint az el6bb, most is a G — v+ ujus egy P — {e1, e3}-egyenletes 2-fa-szinezésének
a felemelése a G-nek egy P-egyenletes 2-fa-szinezését adja.

Végiil, ha |A(v) N P| = 3, akkor v tetszéleges az u;u;-be torténd megengedett
leemelése utan az indukcios feltevést alkalmazva a P — A(v) 4 w;u; halmazra, a
felemelés utan a G egy P-egyenletes 2-fa-szinezését kapjuk. m

3. A kormatroid 2-csillag-egyenletes

Elgszor egy ellenpéldaval megmutatjuk, hogy egy kormatroid nem feltétleniil 4-
csillag-egyenletes. Tekintsiik az 1. abran adott H gréfot és a P = {{ab, ae}, {bc, bf},
{da,df},{ce,cd}} részparticiot. Kénnyen ellendrizhets, hogy H 2-fa, de nincsen P-
egyenletes 2-fa-szinezése. Figyeljiikk meg, hogy P illeszkedd élparokbol all. Minden
{e} = uv,e? = uw} € P parhoz (1 <i < 4) vegyiink fel egy-egy 1j v; csiicsot és
helyettesitsiik az e}, e? élpart négy 1j éllel: két parhuzamos uv; éllel és a vv;, w;
élekkel. Ezek utédn egy G 2-fat kapunk, amiben az 4j v; csticsok fiiggetlenek. Azt
allitjuk, hogy G-ben nincs ezen négy fiiggetlen cstcs csillagai 4ltal meghatarozott
részparticiohoz egyenletes 2-fa-szinezés. Indirekt tegytik fel, hogy van {A(vi) el
1 < 4}—cgyenlctcs 2-fa-szinezés. Minden egyes v; csticsra G-ben illeszkedik pontosan
egy parhuzamos élpar. Ezek Osszehtizasa utan a H-nak egy olyan 2-fa-szinezését
kapjuk, ami P-egyenletes. Ellentmondés.

3.1. tétel. A 2-fik kérmatroidjai 2-csillag-egyenletesek.
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c d
1. dbra. A H graf

Bizonyitas. Adott egy G = (V, E) graf és u,v € V két fliggetlen cstues. Azt akarjuk
belatni, hogy létezik a G-nek egy {A(u), A(u)}—egyenletes 2-fa-szinezése. Egysze-
riibb lesz egy ennél altalanosabb allitast belatni: ha G = (V, E) 2-fa és u,v € V két
tetszdleges cstics (nem feltétleniil fiiggetlenek), és A C A(u), B € A(v) ugy, hogy
AN B =), akkor létezik {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezése. Nevezziik mostantol az
A és B elemeit lényeges éleknek.

Indirekt tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz. Tekintsiink egy olyan cllenpéldat,
aminek csticsszama minimalis. Megallapitjuk majd ennek az ellenpéldanak néhany
tulajdonsagat, végiil kideriil, hogy ez a graf csak néhéany bizonyos graf lehet, amikre
viszont leellenérizziik az allitas igaz voltat, és ez szolgaltatja az ellentmondast.

3.2. allitas. Tegyiik fel, hogy G = (V, E) egy minimalis csucsszamii ellenpélda.
Ekkor V — {u,v} minden legfeljebb negyedfokii csiicsa az u és v csiicsokkal Gssze
van kétve legalibb egy-egy lényeges éllel. Az u,v csiicsok legalabb negyedfokuak,
valamint legfeljebb egy masodfokii csiics van G-ben.

Bizonyitas. Tegyiik fel elGszor indirekt, hogy van G-ben egy masodfoki w €
V — {u,v} csics, amire legfeljebb egy lényeges él illeszkedik. Ekkor G' —w mar
kevesebb cstcsszamu graf, azaz nem ellenpélda, tehat létezik egy 2-fa-szinezése,
ami egyenletes az A’, B’ halmazokhoz, ahol A’ := A —uw, B' := B — vw (azaz A,
B-bél kihagyjuk a w-bdél kiindulo élet, ha van ilyen). Konnyen lathato, hogy meg
lehet ugy szinezni a w-re illeszkeds éleket, hogy a kapott 2-fa-szinezés {A, B}-
egyenletes legyen (a w-re illeszkedd lényeges ¢l szinét megvélasztjuk, és a masik
legyen ellenkezs szint). Ez pedig ellentmond annak, hogy G ellenpélda.

Tegyiik fel indirekt, hogy w olyan mésodfoku cstcs, amibél kiindul két lénye-
ges €l, és ezek parhuzamosak. Definidljuk megint az A’ B'-t tgy, hogy A, B-bél
kihagyjuk a w-re illeszkedd éleket. Ekkor G — w-nek egy {A’, B’ }-egyenletes 2-fa-
szinezését kiterjesztve a G egy 2-fa-szinezésévé, automatikusan {A, B}-egyenletes
2-fa-szinezést kapunk. Ellentmondas.

Tegyliik fel indirekt, hogy G-ben van legalabb két olyan méasodfoka cstcs
w1, ws, amire csak lényeges élek illeszkednek, és amiknek szomszédai az u és v
csucsok. Ekkor tehat a w,wq-re illeszkedd két-két él lényeges. Definialjuk az A,
B’-t ugy, hogy A, B-bél kihagyjuk a w;, ws-re illeszkeds éleket. Ha G — w; — wo-
nek vessziik egy {A’, B’ }-egyenletes 2-fa-szinezését, akkor ezt ugy egészithetjiik ki
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a G-nek egy {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezésévé, hogy a wiv, wou éleket pirosra, és
a wiu, wov éleket kékre szinezziik. Ellentmondas.

Ezzel belattuk, hogy V — {u, v}-ben legfeljebb egy masodfoki cstics lehet, és
arra két lényeges él illeszkedik, és szomszédai az u és v csiesok.

Tegyiik fel indirekt, hogy van G-ben egy olyan harmadfoka w € V — {u,v}
cstics, amire legfeljebb egy lényeges €l illeszkedik. Ha w-re nem illeszkedik lényeges
él, akkor w tetszéleges leemelése utan kapott graf egy {A, B}-egyenletes 2-fa-
szinezését kiterjesztve a G egy 2-fa-szinezéséve, egy { A, B}-egyenletes 2-fa-szinezést
kapunk, ami ellentmondés. Ha w-re pontosan egy lényeges él illeszkedik, akkor
legyen mondjuk az az e = wu él. Legyen a w-re illeszkedé masik két él f; = wtq,
f2 = wty. Tudjuk, hogy ekkor létezik a w csticsnak legalabb kétféle leemelése, tehat
valamely 7 € {1,2} esetén G — w + ut; egy 2-fa. Tekintsiik a G — w + ut;-nek egy
{A — e+ ut;, B}-egyenletes 2-fa-szinezését. Ezt a szinezést kiterjeszthetjiik a G-nek
egy {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezésévé (e és f; olyan szint kap, mint ut; és fi_; az
ellenkezd szint). Ellentmondés.

Indirekt tegyiik fel, hogy van G-ben egy olyan harmadfoka w € V — {u,v}
csucs, amire pontosan ketté lényeges él illeszkedik, és azok parhuzamosak. Legyenek
ezek az e, f élek, és tegylik fel, hogy ezek w és u kozott futnak. Legyen a w-re
illeszkedd masik él g = wt. Tudjuk, hogy ekkor G — w + ut egy 2-fa. Tekintsiik a G-
nek egy {A — e — f, B}-egyenletes 2-fa-szinezését. Ezt a szinezést kiterjeszthetjiik a
G-nek egy {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezésévé (e és g olyan szint kap, mint ut; f az
ellenkezd szint). Ellentmondés.

Ezzel belattuk, hogy minden V' — {u,v}-beli harmadfoku csicsot két lényeges
¢l kot Ossze az u és v csucsokkal.

Tegyiik fel indirekt, hogy van G-ben egy olyan negyedfoka w € V — {u,v}
cstucs, amire legfeljebb egy lényeges él illeszkedik. Ha w-re nem illeszkedik lényeges
¢él, akkor w tetszéleges leemelése utan kapott graf egy {A, B}-egyenletes 2-fa-
szinezését kiterjesztve a G egy 2-fa-szinezésévé, egy {A, B}-egyenletes szinezést
kapunk, ami ellentmondas. Ha w-re pontosan egy lényeges él illeszkedik, akkor
legyen mondjuk az az e = wu él. Legyen a w-re illeszkedd masik harom él f; = wty,
fo = wty, f3 = wts. Tudjuk, hogy ekkor létezik a w csicsnak leemelése, tehat
valamely {i,j, k} = {1,2,3} esetén G — w + ut; + t;t) egy 2-fa. Tekintsiik a G —
w + ut; + tjtg-nak egy {A — e+ ut;, B}-egyenletes 2-fa-szinezését. Ez a szinezés
kiterjeszthet6 a G-nek egy {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezésévé (e és f; olyan szint
kap, mint ut; és f;, fr pedig az ellenkezé szint kapja). Ellentmondas.

Indirekt tegyiik fel, hogy van G-ben egy olyan negyedfoka w € V — {u,v}
cstics, amire pontosan kettd 1ényeges €l illeszkedik, és azok parhuzamosak. Legyenek
mondjuk ezek az e, f élek, és tegyiik fel, hogy ezek w és u kozott futnak. Legyen a w-
re illeszkedd masik két €l g1 = wty, go = wty. Tudjuk, hogy ekkor G — w + uty + uto
egy 2-fa. Tekintsiik a ennek egy {A — e — f, B}-egyenletes 2-fa-szinezését. Ez a
szinezés pedig kiterjeszthets a G-nek egy {A, B}-egyenletes 2-fa-szinezésévé (e és
g1 olyan szint kap, mint ut; és f és go pedig az ellenkezs szint). Ellentmondés.

Ezzel belattuk, hogy minden V' — {u, v}-beli negyedfoki cstcsot két lényeges
él kot Ossze az u és v csucsokkal.
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Tegyiik fel indirekt, hogy u és v koziil legalabb az egyik masodfoki, mondjuk
u. Definialjuk az B’-t ugy, hogy B-bdl kihagyjuk az u-ra illeszkedd éleket. Ekkor
tekintsiink egy teszSleges {B’}-egyenletes 2-fa-szinezést, ami létezik a 2.3. tétel
miatt. Ez automatikusan kiterjesztheté {A, B}-egyenletes szinezéssé is (mert A
vagy egyelemi, vagy ha kételemi, akkor minden 2-fa-szinezés egyenletesen szinezi
6t). Ellentmondas.

Azt allitjuk, hogy u, v legalabb negyedfokiak G-ben. Tegyiik fel indirekt, hogy
mondjuk w harmadfokt. Ha |A| = |A(u)| = 3, akkor szinezziikk meg G-t ugy, hogy
B-egyenletes legyen, és ekkor ez a szinezés automatikusan A-uniform is. Ha |A| = 2,
akkor legyen e; = uw;, ea = uws, €3 = uws a harom wu-ra illeszkeds él és A = eq, es.
Tudjuk, hogy az u-nak van legalabb két megengedett leemelése, tehat valamely
i€ {1,2} esetén G — u + w;w3 2-fa. Ha e3 € B, akkor legyen B’ := B — e3 + w;ws,
ha es ¢ B, akkor B’ := B. Ekkor a G — u + w;w3-nak egy B’-uniform 2-fa-szinezése
természetes modon kiterjeszthets a G egy {A, B}-uniform 2-fa-szinezéséve.

Ezzel belattuk, hogy u, v legalabb negyedfokuak, és ezzel az éllitas bizonyitasat
befejeztiik. &

Legyen G egy minimalis ellenpélda, és legyen G’ = (V' E') az a graf, amit G-
bél kapunk az esetleges egy darab masodfoku cstics kihagyasaval. Jelolje [ a V' —
{u,v}-beli harmadfoka csticsok szamat, és legyen k a V' — {u, v}-beli negyedfoka
csicsok szama. A fentiek miatt tudjuk, hogy 2k + 21 < d(u) + d(v).

Ekkor:

5(|[V/| —k—1—2) + 4k + 31 + 2k + 21 < d(u) + d(v) + Z d(w)
weV—u—v

=2|E| = 4|V'| - 4.

Ebbél
(¥ —h=l=8) 954 124

A (V| —k—1-2) aV’'—{u,v} legalabb 6tddfoku cstcsainak szdéma. Ebb¢l az
egyenlStlenségbdl latni fogjuk, hogy tényleg csak kevés kis grafot kell konkrétan
leellenérizniink.

Mivel u és v is legalabb harmadfoki G’-ben (hiszen legaldbb negyedfoknak G-
ben), igy G’-ben van legalabb 4 darab harmadfoku cstics (mert ), .y dy, = 2|E| =
4|V| —4), tehat [ > 2.

Ha Il = 4, akkor k =0 és |V/| — k — [ — 2 = 0, ekkor konnyen lathato, hogy G’
csak a 2. abran baloldalt lerajzolt graf lehet. Tehat G a 2. dbran lathatd gréafok
valamelyike. Tudjuk, hogy minden u, v-re illeszkedd €l lényeges (kiillouben lehetett
volna valamelyik leemelést alkalmazni). Ezeknek pedig létezik megfelels szinezésiik
az abra szerint. Ellentmondas.

Hal =3, akkor k=0¢s |V'|—k—1—2 < 1, és u, v kozlil az egyik harmadfoki.
Ha |V'| —k —1—2 =0, akkor tehat a G’ u, v-bdl és harom harmadfoka csticsbol all.
Ezek koziil legalabb az egyik — jeldljiik ezt w-vel — olyan, hogy neki két szomszédja
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2. dbra. l=4,k=0,|V/|—k-1-2=0

van: u, v. Legyenek a w-re illeszkedd élek mondjuk e = wu, f = wu, g = wv. Tudjuk,
hogy w-bdl megy u-ba és v-be is lényeges él, tehat mondjuk f és g lényeges. Ha
e is lényeges, akkor tekintsiik G — w + uv-nek egy {A — e — f, B}-egyenletes 2-fa-
szinezését, ha e nem lényeges, akkor tekintsiik G — w + uv-nek egy {A —e — f +
uv, B}-egyenletes 2-fa-szinezését; ezekbdl konnyen adhat6 egy {A, B}-egyenletes
2-fa-szinezése G-nek. Ez ellentmondana annak, hogy G ellenpélda. Ha |[V'| — k —
[l —2 =1, az azt jelenti, hogy G’ u, v-bél, hdrom harmadfoku cstcsbél és egy w
legalabb 6todfokn esiesbol all. Mivel u, v koziil az egyik harmadfoki, ezért w-bsl
csak a masikba mehet €él, oda is legfeljebb kettd, valamint a harom harmadfokuba
is legfeljebb 1-1. Tehat w pontosan 6todfoki. Ekkor viszont G’-nek 11 éle van és
6 csucsa, tehat nem is 2-fa. Ellentmondas.

Hal = 2, akkor k < 1 és u és v is harmadfokt. Ha k = 1, akkor |V/| -k —1—2 =
0. Ellenérizhets, hogy hogy G’ csak a 3. 4bra bal oldalan lerajzolt graf lehet. Tehéat
G a 3. abran lathato grafok valamelyike. Tudjuk, hogy minden u, v-re illeszkedd él
lényeges. Ezeknek pedig létezik megfeleld szinezésiik az 4bra szerint. Ellentmondas.

3. dbra. l=2,k=1,|V|—-k-1-2=0

Hak =0, akkor |V'|—k—1—2 < 2.Ha |V'|—k—1—2 = 2, akkor a két legalabb
otodfoka cstiecsbol mashova legalabb 6 él megy (egymassal legfeljebb két él koti
oket Ossze), de u, v-be és a masik két harmadfokuba is csak legfeljebb 1-1, azaz
Osszesen 4 mehetne. Ellentmondas. |V/| —k —1 —2 = 1, akkor a legalabb 6todfoka
cstiesboél u, v-be és a mésik két harmadfokuba is csak legfeljebb 1-1, él azaz Gsszesen
legfeljebb 4 él mehetne, ellentmondas. Ha |V’| —k —1—2 = 0, akkor G’ a K4. Ekkor
G vagy a K4, vagy a 4. abran lathato graf. De K4 valéjaban nem lehet, mert tudjuk,
hogy wu,v legalabb negyedfokuak. Az wwv-élen kiviil minden wu, v-re illeszkedd él
lényeges. Lehetséges, hogy uv nem lényeges, illetve az is, hogy lényeges és A-beli
vagy B-beli. Mindharom esetben a 4. abran feltiintetett szinezés megfelels.
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Tehat G-nek van megfeleld szinezése, azaz G mégsem ellenpélda, ellentmon-
das. m

4. dbra. 1=2,k=0,|V/|—k—1-2=0
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Zsolt Fekete and Jacint Szab6: Uniform coloring of trees

Given a graph G and a stable set S. Assume that the edge set of G' can be partiti-
oned into two spanning trees. We rise the question, whether it can be partitioned
to spanning trees I} and F5 in such a way that at every vertex the degrees in Fj
and in F; differ in at most 1. We show that if |S| < 3 then such a partition indeed
exists, while otherwise not necessarily.

Fekete Zsolt és Szabs Jdcint

MTA-ELTE Egervary Kutatécsoport
ELTE TTK Operaciokutatasi Tanszék
1117 Budapest

Pazmany Péter sétany 1/C.
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AZ EGERVARY-ALGORITMUS HATEKONYSAGA

JUTTNER ALPAR!

E cikk két példat mutat arra, hogy az Egervary Jend eredeti mivében implicit
szerepl6 maximalis sulyt teljes parositas algoritmus dnmagéban nem hatékony. Az elsé
példa egy olyan grafot és egész élstlyokat mutat, amin az algoritmusnak exponencialis
lépésszamra lehet sziiksége az optimalis megoldas megtalalasdhoz. A masodik példa
pedig azt mutatja, hogy valés élsulyok esetén az algoritmus véges futasi ideje sem
biztositott.

1. Bevezetés

Legyen G = (A, B, E) péros graf, és az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy |A| =
|B|. Egy M C E halmazt pdrositisnak neveziink, ha minden pontot legfeljebb
egyszer fed. M teljes pdrositds, ha pérositéas és |[M| = |A|.

Egy X C A halmazra ' (X) jelolje az X szomszédainak halmazat a G grafban,
azaz 'g(X):={be B : Ja€ X, (a,b) € E}.
1.1. tétel (Hall). G-ben pontosan akkor van teljes pérosités, ha
(1) ITa(X)] > |X]|
teljesiil minden X C A részhalmazra.
Egy, az (1) egyenlétlenséget sért6é halmazt hidnyos halmaznak, az
1X| - [Te(X)|

szamot az X hidnydnak nevezzik.

Tegyiik most fel, hogy G tartalmaz teljes parositast, és legyen adott egy w :
E — R sulyfiiggvény az éleken.

Ekkor egy m : AU B — R sulyozast megengedett potencidlnak neveziink, ha
m(a) +7(b) > w(a,b) teljesiil minden (a,b) € E élre. Egy (a,b) € E él m-pontos, ha
m(a) + m(b) = w(a,b). Jelolje E, a m-pontos élek halmazat.

LA kutatast az OTKA K60802 palyazat, valamint az ADONET Marie Curie RTN (504438 sz.
FP6 szerz6dés) tamogatta.
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Ko6nnyen lathato, hogy minden M teljes parositasra és minden m megengedett
potencialra

(2) wM)< Y (o)

vEAUB
teljesiil, amibdl
(3)
max {w(M) : M teljes parositas} < min{ Z m(v) : ™ megengedett pot.}
vEAUB

kovetkezik. Egervary hires cikkében ([1]) megmutatta, hogy (3)-ban val6jaban
egyenl@ség teljesiil, vagyis:

1.2. tétel (Egervary). Egy M teljes pérositas pontosan akkor w-maximaélis, ha
létezik egy m megengedett potenciil, amire M C E,.

E tétel bizonyitasa a kovetkezs algoritmust sugallja a maximaélis sulyt teljes
parositas megtalilasara.

El8szor valasztunk egy tetszéleges m megengedett potenciélt. Ezutén keresiink
egy teljes parositast F -ben. Ha taladltunk, akkor az 1.2. tétel alapjan ez egy ma-
ximélis parositas, tehat megallhatunk. Amennyiben E -ben nincs teljes parositas,
akkor vegyiink egy tetszéleges X hianyos halmazt, és modositsuk 7-t a kovetkezs-
képpen. Legyen

(4) a:=min {m(a) + 7(b) — w(a,b) : a € X,b ¢ T'(X)}
és
w(v) —a, ha ve X,
(5) m'(v) == { w(v) +a, ha veTl(X), kiilénben
7(v).

Azonnal adodik, hogy 7’ szintén megengedett potencial, és az Osszege (azaz a
Y weaun T(v) mennyiség) szigortan kisebb a 7 dsszegénél. Ezutéan a fenti lépéseket
ismételjiik, amig egy teljes (kovetkezésképpen maximalis) parositast nem talalunk
Er-ben. Koénnyen lathato, hogy egész élstlyok (és egész kezdeti potencial) esetén a
fenti algoritmus véges idén beliil megtaldl egy maximalis stlyt parositast.

Sajnos ez énmagaban még nem lesz hatékony algoritmus, még akkor sem, ha
minden lépésben egy maximaélis hianyt X halmaz mentén moédositjuk a potencialt.

Ez a cikk erre a jelenségre mutat két példat. Az els§ példa megmutatja, hogy
egész sulyok mellett az X szerencsétlen vilasztasa esetén az algoritmus exponenci-
alisan sok lépést is tehet. A masodik példa pedig megmutatja, valos silyok esetén
még az is elfordulhat, hogy az algoritmus nem all meg véges iddben, s6t, a duéalis
megoldas (azaz a potencialosszeg) még csak nem is konvergél az optimumhoz.

A masodik jelenségre mutat egy példat Julian Ardoz és Jack Edmonds cikke
(|4]) is, de ott a csokkentések nem maximalis hidnyt halmazon torténnek.

24



2. Exponencialis 1épésszam egész silyok esetén

Tekintsiik az 1. abran lathato grafot. Az élekre irt szamok az élstulyokat, a pontokra
irtak a kezdeti potencialt mutatjak.

El6szor valasszuk az X; := {a,c} hidnyos halmazt, a kévetkezd iteracioban
pedig X» := {a, b}-t. Ezutéan felvaltva valasszuk Xi-et és Xo-t. Koénnyti ellendrizni,
hogy ezek maximalis hidnyt halmazok lesznek, és a = 1 lesz minden iteraciéban.
Ebbol kovetkezben (a,d) csak 2™ — 2 iteracio utan valik pontossa.

» 3 2
O

1

d

S

1. dbra. Példa egész sulyokkal

3. Végtelen futasidé valos sulyok esetén

Tekintsiik az

(6) f = (ﬁ)n Vn=12,...

sorozatot, ami a kovetkezd konnyen bizonyithaté tulajdonsaggal rendelkezik:

3.1. lemma. f,, — fu41 = fnt2 teljesiil minden n-re (n =0,1,2,...). Tovabb4

() i f“ <2 =

Tekintsiik most a 2. Abran lathato grafot. A szdmok megint az élsilyokat,
illetve a kezdeti potencialt jelolik.

2 0 0 0 0 0 0
@ G @ @ & @ @
0 fo 3 0 f1 h 0 0 0 0
®» O© ©@ ® O @ O
0 0 0 0 0 0 0
2. dbra. Példa valos sulyokkal
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Most az n-edik iteraciéban (n=1,2,...) a kovetkez6 hidnyos halmazokat
valasztjuk:
{a,b,d,g}, ha n=3k+1
(8) Xp = < {a,be; f};, ha n=3k+2
{a,¢,d, f}, ha n=3k.

Itt is konnyen ellenérizheté, hogy minden i iteracioban X; maximalis hiany,
tovabba

(9) an = fn

lesz.

Végiil a (7) egyenlStlenség mutatja, hogy az (a, h) €l soha nem valik pontossa,
kovetkezésképpen az algoritmus nem Aall meg véges lépésben és az potencial sem
konvergal az optimumhoz.

4. Elégséges feltétel az erSs polinomialitasra

A fenti példak mutatjak tehat, hogy még a maximalis hianyt halmazokon valo
csokkentés sem biztositja az Egervary-algoritmus polinomialitasat.

Masrészrdl viszont jol ismert tény, hogy a Kuhn maximalis teljes parositas
algoritmusa ([2]) altal megtalalt hidnyos halmazok mentén valé modosités biztositja
az erGs polinomialitast.

Ebbdl kiindulva megadhatunk egy olyan feltételt a maximalis hianyu halmazok
kivalasztaséra, ami biztositja az erds polinomialitast.

4.1. allitas. Ha minden lépesben a maximélis hidnyu halmazok kézil az (egyér-
telmiien meghatérozott) tartalmazésra nézve miniméalis mentén médositjuk a po-
tencialt, erésen polinomialis algoritmust kapunk.

Val6jaban Kuhn eljarasa is éppen ezeket a halmazokat valasztja, igy a fenti
allitas kovetkezik a Magyar modszer erds polinomialitasabol. Masrészt [3]-ban egy
elemi, alternalo utakat nem hasznalo bizonyitast is talalhatunk.
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Alpar Jiittner: On the efficiency of Egervary’s perfect matching

algorithm

This paper presents two examples on which the original version Jené Egervary’s
maximum matching algorithm is not polynomial. The first one is a graph with
integer weights on which the algorithm needs exponentially many steps to find
the optimum. The second example shows that enabling real number weights, the
algorithm may fail to find an optimal solution in finite number of steps.
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ELOSSZEFUGGOSEG-NOVELES HIPERELEK
OSSZEVONASAVAL

KIRALY TAMAS!

R6vid bizonyitast adunk Szigeti Zoltan hipergrafok élosszefiiggdség-novelésérsl szo16 egy
eredményére [1], csekély mértékben altalanositva is azt.

1. Bevezetés

Szigeti Zoltan [1]-ben megoldotta a lokalis élésszefiiggdség-novelési feladatot hiper-
grafokra abban az esetben, amikor a cél a hiperélek Gsszméretének (azaz méreteik
Osszegének) minimalizalasa. A feladat a kovetkez6képpen fogalmazhatoé meg: adott
egy Ho = (V,&) hipergraf, és minden w,v € V csticsparra egy r(u,v) élosszefliggs-
ség-igény a két csiics kozott. Olyan minimaélis 6sszméretii H = (V, ) hipergrafot
keresiink, amire Hy + H az Osszes pontparra teljesiti az ¢losszefiigg@ség-igényt, azaz
tetszbleges u és v csticsokra az Gket elvalaszté vagasok mérete legalabb r(u,v).

Szigeti egy minimax formulat bizonyitott H minimalis 6sszméretére. Ennek
kimondéaséahoz vezessiik be a kévetkezd jeloléseket:

val (H) :=Z|e|.

eef
du(X)=|{e€&:enX #0, en(V - X) # 0} (xev),
po(X) = max {r(u,v) : u€ X, v ¢X} —dp,(X) (X V)

Konnyt latni, hogy Hy + H pontosan akkor teljesiti az osszes élosszefliggdség-
igényt, ha dy(X) > po(X) minden X C V halmazra.

LA kutatast az OTKA K60802 palyazat, az NKTH Oveges program, valamint az ADONET
Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) taAmogatta.
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1.1. tétel (Szigeti, [1]). A fenti jelolésekkel

(1) min{val(H) : du(X) > po(X) VX C V}
t
= max { Zpo(Vi) : {,...Vi}aV részpartfciéja}.
i=1

A tételnek egy altalanosabb alakja is kimondhat6. Egy V' véges alaphalmazon
definialt p : 2¥ — Z U {—oo} halmazfiiggvényt ferdén szupermoduldrisnak neve-
ziink, ha minden X,Y C V halmazparra a kovetkezs két egyenl6Stlenség legalabb
egyike teljestil:

(2) p(X)+p(Y) <p(XNY)+p(XUY),
(3) p(X)+p(Y) <p(X -Y)+p(Y - X).

Belathato, hogy a po halmazfiiggvény rendelkezik ezzel a tulajdonséggal. Szi-
geti valojaban azt az altalanosabb tételt bizonyitotta be, hogy az (1) formula pg
helyén tetsz6leges szimmetrikus ferdén szupermoduléris halmazfiiggvénnyel igaz.
Bizonyit4sdnak lényegi része a kovetkezd, dnmagaban is érdekes fokszamelsirt hi-
pergrafokra vonatkozo tétel, amibdl az eredmény mar megszokott modszerekkel
kovetkezik:

1.2. tétel [1]. Legyenp : 2¥ — Z U {—oo} egy szimmetrikus ferdén szupermodu-
laris halmazfiiggvény, és m : V — Z, egy fokszameldiras. Pontosan akkor létezik
olyan H hipergraf, amire dy(v) = m(v) minden v € V csticsra és dy(X) > p(X)
minden X C V halmazra, ha

(4) > m(v) > p(X) minden X CV halmazra.
veEX

Célunk révid bizonyitast adni erre a tételre. Ehhez az alabbiakban megfo-
galmazunk egy csekély mértékid altalanositast, ami rendkiviil egyszert indukcios
lépéseket tesz lehetove.

Legyen H = (V, &) egy hipergraf. Két diszjunkt hiperél dsszevondsdnak nevez-
ziik azt a miiveletet, hogy H-bol kihagyjuk Sket, és bevessziik az uniojukat. , Bizo-
nyos hiperélek osszevonasa H-ban” ennek a miiveletnek a tobbszori megismétlését
jelenti. Definialjuk a

bu(X):=|{e€ € : enX # 0}

halmazfiiggvényt. Konnyen lathato, hogy by teljesen szubmoduléris, és
bp(X)+by(Y)>bpg(X -Y)+byg(Y — X) + |{e€£ : (Z);éeﬂYgXﬂYH.

1.3. tétel. Legyen H = (V, &) egy hipergraf, ésp : 2¥ — ZU {—oc0} egy szimmet-
rikus ferdén szupermodularis halmazfiiggvény, amire

(5) bg(X) > p(X) minden X CV halmazra.
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Ekkor H-bél bizonyos hiperélek Osszevonésaval kaphaté egy olyan H, = (V,E.)
hipergraf, amire

(6) du,(X) > p(X) minden X CV halmazra.

Az 1.2. tétel annak a speciélis esetnek felel meg, amikor H minden hiperéle
egyetlen cstcsbol all, és m(v) a {v} hiperél multiplicitasa H-ban.

2. A tétel bizonyitasa

Az 1.3. tétel bizonyitasa. A tételt H hiperéleinek a szamara vonatkozé induk-
cioval bizonyitjuk (a tétel nyilvanvaloan igaz, ha €& = (). Nevezziink egy X C V
halmazt szorosnak, ha by (X) = p(X). A by és p halmazfiiggvények tulajdonsigai-
bél kévetkezik, hogy ha X és Y szoros, akkor vagy X NY és X UY is szoros, vagy
X —Y ésY — X is szoros. Ezenfeliil, ha X és Y szoros, és létezik egy olyan e hiperél
amire ) #eNY CXNY, akkor XNY és X UY szoros.

Legyen e a H egy tetszSleges hiperéle. Ha nincs olyan Z pontos halmaz, amire
eo C Z, akkor legyen H' := H — ¢ és

g p(X)—1 ha egNX #0ésegn(V —X)#0,
p'(X):= N
p(X) egyébként.

A p' halmazfiiggvény szimmetrikus és ferdén szupermoduléris, és by (X) > p'(X)
minden X C V halmazra, igy az indukcios feltétel szerint H’ bizonyos hiperéleinek
az Gsszevonasdval kaphat6 egy olyan H| hipergraf, amire dg, (X) > p/(X) minden
X C V halmazra. Ekkor persze a H, := H. + eo hipergraf kielégiti a (6) feltételt.
Feltehetjiik tehat, hogy van egy olyan X szoros halmaz, amire e C Xj.

Legyen Y azon szoros Y halmazoknak a rendszere, amikre egNY # (). Ha
Y ey akkor  #egNY C XgNY, tehat XoNY és Xy UY szintén benne vannak
Y-ban. Ha Y7 és Y, két tartalmazésra nézve maximalis halmaz )-ban, akkor ey C
Y1 NY; az eldbbi megfigyelés szerint, tehat Y1 NY; és Y, U Ys szintén Y-beli, azaz a
maximalitas miatt Y3 = Ys. Ezek szerint Y-ban van egy egyértelmii maximalis Y
halmaz.

Tegyiik fel hogy nincs olyan e € £ hiperél, ami diszjunkt Yy-tol. Ekkor
p(V =Ys) = p(Yo) =bu(Yo) > bu(V — Yp) (mivel ey C Yp), ami ellentmond az (5)
feltételnek. Tehat van egy Yp-tol diszjunkt e; € € hiperél. Tekintsiik a H’ :=
(V, € —{eo,e1} + (U el)) hipergrafot, azaz vonjuk 6ssze H-ban az ¢g és e; hiper-
élt. Ha by (X) < p(X) valamilyen X C V halmazra, akkor eg N X # 0, ey N X £ 0,
és X szoros halmaz. De ekkor X € ), ami ellentmondas, mert e; NY = () minden
Y € Y halmaazra.

Belattuk, hogy H' kielégiti a tétel feltételeit, tehat az indukciés feltétel szerint
H' bizonyos hiperéleinek 6sszevonaséval (azaz egyben H bizonyos hiperéleinek
Gsszevonasaval) kaphato egy olyan H, hipergraf, ami kielégiti a (6) feltételt. m
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IRANYITOTT HIPERGRAFOK
ELOSSZEFUGGOSEG-NOVELESE

KIRALY TAMAS ES MAKAI MARTON!

Berg, Jackson és Jordan [1] iranyitott hipergrafokra vonatkoz6 leemelési tételének
bizonyitjuk egy absztrakt alakjat. Megmutatjuk tovabba, hogy ez hogyan hasznalhato
iranyitott hipergrafok élosszefiiggéségének novelésére.

1. Bevezetés

Berg, Jackson és Jordan egy érdekes, iranyitott hipergrafokra vonatkozo leeme-
lési tételt bizonyitott [1]-ben. Ennek alkalmazésaként jellemzést adtak ra, hogy
egy iranyitott hipergrafnak mikor létezik k-élosszefiiggévé novelése adott ki- és
befoksorozattal. Megmutatjuk, hogy ez a leemelési tétel kimondhato egy altalano-
sabb alakban (és hasonléan bizonyithato). Kévetkezésképp, iranyitott hipergrafok
él0sszefliggbség-novelési problémainak egy szélesebb osztalyara kapunk megoldést.

Legyen V' véges alaphalmaz. Haszniljuk az m(X):=3}_ . m(v) jelolést,
amennyiben m : V — R és X C V. A tovabbiakban az e hiperélen aze : V — Z,
multiplicités-fiiggvénnyel definialt multihalmazt értjiik, azaz a v pont e(v) multip-
licitassal szerepel e-ben; v € e alatt azt értjiik, hogy e(v) > 0, és az |e N X| jelolést
hasznaljuk e(X)-re.

Az a iranyitott hiperél alatt egy kijelolt h(a) € a fejjel rendelkezé hiperélet
értiink; a tévek multihalmazan pedig t(a) = a — h(a)-t, azaz azt a multihalmazt
értjiik, melyet a-bol kapunk h(a) multiplicitisinak eggyel valoé csokkentésével.
A H = (V,€) hipergraf egy irdnyitdsdt kapjuk, ha minden e € £ hiperélre kijels-
lilnk egy h(e) € e fejet. Az e hiperélet v-hiperélnek hivjuk ha |e| = v, s az a iranyi-
tott hiperélet (r, 1)-hiperélnek hivjuk, ha |t(a)| = r. Hasonl6an, egy v-hiperélekbél
allo hipergrafot v-hipergrafnak, s egy (r,1)-hiperélekbél 4ll6 iranyitott hipergrafot
(7, 1)-hipergrifnak hivunk.

Az e hiperél belép az X halmazba, ha eNX #0 és en(V — X)#0. Az a
irdnyitott hiperélrél akkor mondjuk ugyanezt, ha h(a) € X és t(a) N (V — X) # 0.
A H = (V,€) hipergraf és D = (V, A) iranyitott hipergraf esetén a kdvetkezGeket

LA kutatast az OTKA K60802 és TS049788 palyazatai, az NKTH Oveges program, valamint
az ADONET Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) tamogatta.
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definialjuk: dy (X) := |{e € & | e belép X—be}|, op(X) = ’{a € A|a belép X-be}|
és Op(X) := op(V — X ). Ezen mennyiségek teljesitik a kovetkezs szubmodularitési
egyenlGtlenségeket:

(1) dg(X)+dg(Y) >dy(XNY)+dyg(XUY) Ha XX C W,
(2) op(X)+ep(Y) 2 ep(XNY) +op(XUY) ha X, Y C V,
(3) (5D(X)+5D(Y)Z(SD(XHY)+(5D(XUY) ha XY € V.

A V részhalmazainak egy F rendszerére legyen co (F):={V - X | X € F}. Az
X és Y halmazokat keresztezének mondjuk, ha X - Y,V - X, XNY,V — (XU
Y) mind nemiiresek. Egy halmazrendszert keresztezésmentesnek hivunk, ha nem
tartalmaz keresztezé halmazokat. Legyen p : 2 — ZU {—o00} egy halmazfiiggvény,
(mindig feltessziik, hogy p()) = 0). Azt mondjuk, hogy a H hipergraf (D iranyitott
hipergraf) fedi p-t, ha dg(X) > p(X) (op(X) > p(X)) minden X C V halmazra.
A p halmazfiiggvényt keresztezon szupermoduldrisnak hivjuk, ha

(4) p(X)+p(Y) <p(XNY)+p(XUY)

fennall, amennyiben X NY # 0 ésV — (X UY) # 0.

2. Iranyitott leemelés

A kovetkezs tétel egy specidlis esetét bizonyitja Berg, Jackson és Jordan [1]-ben
(ahol p(X) =k — op(X) minden @ # X C V halmazra valamely adott pozitiv egész
k-ra és D iranyitott hipergrafra).

2.1. tétel. Legyen p : 2V — ZU {—oco} keresztezén szupermodularis fiiggvény,
m; : V—>Zy ésm, : V — 7, fokelSirasok, rm;(V) < my(V) < (r + 1)m;(V) va-
lamely pozitiv egész r-re, és

(5) m;(X) > p(X) minden X C V-re,

(6) mo(V —X) > p(X) minden X C V-re.

Ekkor létezik olyan (r,1)-hiperélekbdl és (r + 1,1)-hiperélekbdl &ll6 D iranyitott
hipergraf, melyre ép(v) = m,(v) és op(v) = m;(v) minden v € V pontra, és

op(X) > p(X) minden X C V-re.

Az érthetdség kedvéért emlékeztetiink ra, hogy a 2.1. tétel grafokra vonatkozo
specialis esete Frank kovetkezd tétele.
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2.2. tétel (Frank [2]). Legyen p : 2¥ — Z U {—oc} keresztezén szupermoduléris
fiiggvény, m; : V — Z, ésm, : V — Z, fokel6irdsok, ahol m;(V) = m,(V), és

(7) m;(X) > p(X) minden X C V-re,
(8) mo(V — X) > p(X) minden X C V-re.

Ekkor létezik olyan D irdanyitott graf, amire dp(v) = my(v) és pp(v) = m;(v) min-
den v € V pontra, és

op(X) > p(X) minden X C V-re.

A 2.1 tétel bizonyitasa. Legyen a egy irdnyitott hiperél, melyre m;(h(a)) > 0 és
mo(v) > |t(a) N {v}| minden v € t(a) pontra. Definialjuk az m¢ : V — Z;, m :
V — Z, foksorozatokat, és a p® : 2¥ — Z U {—o0} halmazfiiggvényt a kovetke-
z8képp: mi-t m;-bél kapjuk h(a)-n vald eggyel csokkentéssel, m?-t pedig m,-bol
tgy, hogy minden ponton t(a) ottani multiplicitasaval csokkentiink. Végiil p®-t ugy
kapjuk, hogy csokkentjiik p-t eggyel minden halmazon, melybe a belép. Az igy de-
finialt mtiveletet az a leemelésének nevezzik. Azt mondjuk, hogy az a leemelhetd,
ha m$(X) > p*(X) és m2(V — X) > p*(X) minden X C V halmazra. A leemelést
(1,1)-leemelésnek hivjuk, ha It(a)‘ = [. Erdemes megfigyelni, hogy a leemeléskor
keletkez8 p® is keresztezén szupermoduléris (2) miatt. A kovetkezd lemma arra
ad jellemzést, hogy mikor létezik viszonylag kis pontszami leemelhetd iranyitott
hiperél.

2.3. lemma. Legyen p : 2V — Z U {—o0} keresztezén szupermoduléris, m; : V —
Zy és m, : V — Z fokeldirasok, melyekre m;(V) < my(V) < rm;(V) valamely r
egészre, és

9) m;(X) > p(X) minden X C V-re,
(10) mo(V — X) > p(X) minden X C V-re.

Legyen tovabba w eV, m;(u) > 0. Ekkor létezik olyan leemelheté a irdnyitott
hiperél, melyre h(a) = u és [t(a)| < 7.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy m;(V) > 2. Az X halmazt be-kritikusnak mondjuk,
ha v € X és m;(X) =p(X). A (tartalmazasra) maximalis be-kritikus halmazok
paronként ko-diszjunktak (azaz uniojuk V'), hisz metszetiik nemiires, és p keresz-
tezén szupermodularitasa miatt két keresztezd be-kritikus metszete és unioja is
be-kritikus. A maximalis be-kritikus halmazok komplementereit szirmoknak ne-
vezziik. Legyen F a maximaélis be-kritikus halmazok rendszere és a := |F|; ekkor
F-et a-virdgnak nevezzik.

2.4. allitas. a <r.
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Bizonyitas. Kiilonben

Z p(X) = Z mi(X) > rm;(V) > my(V) > Z mo(V — X),

XEF XeF XeF

ami ellentmond (10)-nek. m

Amennyiben a = 0, akkor a = {u} leemelhetd, tehat legyen elészor av = 1. Le-
gyen P az egyetlen szirom, ekkor vilagos, hogy m,(P) > m;(V —P) > 0. Az X
halmazt ki-kritikusnak hivjuk, ha v ¢ X és m,(V — X) = p(X) > 0. Ha nines ki-
kritikus halmaz, akkor barmely v € P-re, amelyre m,(v) > 0 teljesiil, az a = vu
irdnyitott €l leemelhets. Mivel p keresztezdén szupermoduléris, két ki-kritikus nemii-
res metszete is ki-kritikus. Mivel u ¢ X és m;(X) > m,(V — X) minden ki-kritikus
halmazra, nincs két diszjunkt ki-kritikus halmaz, kovetkezésképp létezik egy egyér-
telmd minimalis ki-kritikus halmaz Y. A P —Y és Y — P halmazok egyike iires,
kiilonben m,(P=Y)+m;(Y = P) < mo(V—=Y)+m;(V—-P) =p(Y)+p(V — P) <
p(Y =P)+p(V—(P-Y)) <mi(Y — P)+mo(P—Y), ami ellentmondés. Emellett
mo(Y) =mo(V)—mo(V =Y) >2mi(V) —mo(V -Y) > my(V) —m;(Y) > 0, tehat
me(P) > 0 miatt m,(Y N P) > 0. Legyen v € Y N P egy pont, amire m,(v) > 0.
Ekkor az a = vu élet le lehet emelni.

Ha o > 2, akkor definialjuk a-t gy, hogy minden szirombol valasztunk tetszd-
legesen egy v tovet, melyre m,(v) > 0. Belatjuk, hogy a-t le lehet emelni. A konst-
rukci6 miatt (9) fennmarad a leemelés utan.

Tegyiik fel, hogy van olyan X halmaz, mely megsérti (10)-et a leemelés utén,
azaz m&(V — X) < p®(X). Ha a belép X-be, akkor p(X) > m,(V — X) — |t(a) N
(V- X)| + 1, ha pedig a nem lép be X-be, akkor u ¢ X és p(X) > m(V — X) —
|(t(a)) NV - X)} Mindkét esetben p(X) > mo(V — X) — |an(V — X)l =1,

Allitjuk, hogy van olyan P szirom, melyre P — X # () és X — P # (). Ez vila-
gos, ha X része valamely sziromnak, kiilonben pedig barmelyik P szirom j6, amire
Pna ¢ X. Ilyen szirom pedig van, kiilonben m,(V — X) = m%(V — X) < p*(X) <
p(X), ami ellentmondana (10)-nek. Mivel |a NP — X)| < 1, és p keresztezén szu-
permoduléris, ezért

mi(X — P) +mo(P — X) <mi(V — P) + mo(V - X) — |[an(V - X)| +1
<PV — P) +plX) L p(E = P) +plV = (P—-X)),
azaz V — (P — X) megsérti (10)-et, ami ellentmondas. m

Térjiink vissza a 2.1. tételhez. A 2.3. lemma alkalmazéasaval egymas utan
leemelhetd hiperélek sorozataként kaphatunk egy D* irdnyitott hipergréafot, melyre
dp+(v) = m,(v), pp«(v) = m;(v) minden v € V pontra, és pp-(X) > p(X) minden
X CV halmazra. Vilagos, hogy rm;(V) < m,(V) miatt |a| > 7+ 1 fennall a D*
legalabb egy iranyitott hiperélére, tehat van egy leemelhets (rq,1)-hiperél h(a)
fejjel valamilyen r; > r-re. Ugyanakkor a 2.3. lemma miatt van olyan leemelhetd
(re,1)-hiperél is h(a) fejjel, ahol ro <7, ha rm;(V) = m,(V), és ro <r+1, ha
rmi (V) < mo(V).
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2.5. lemma. Ha létezik leemelhetd (ry,1)-hiperél u fejjel és leemelhetd (rq,1)-
hiperél u fejjel, és 1 > r > rq, akkor létezik leemelhetd (r,1)-hiperél is u fejjel.

Bizonyitas. Legyen a az (rq, 1)-leemelésnél kapott iranyitott hiperél. Indukcié mi-
att ekkor elég azt igazolni, hogy valamely v € t(a)-ra a h(a') = u és t(a') = t(a) — v
altal definidlt o’ leemelhets. Ha a(v) > 2 valamely v-re, akkor készen vagyunk;
legyen tehat minden pont multiplicitasa legfeljebb 1 a-ban. Ha r; > 2 akkor te-
gyiik fel indirekt, hogy minden v € t(a) ponthoz létezik be-kritikus X, halmaz,
amelyre a —v C X, és v ¢ X,. Feltehets, hogy ezek tartalmazasra maximalisak.
Tehat {X, |v € t(a)} egy r1 szirmi u-ra illeszkedd virdg, ami ellentmond annak,
hogy létezik leemelhets (7o, 1)-hiperél u fejjel.

Ha r; =2, akkor ro = 0, tehat nincsenek be-kritikus halmazok. Korédbban
lattuk, hogy van egy egyértelmid minimalis ki-kritikus Y halmaz, amelyre u ¢ Y.
Ekkor t(a) —Y = 0, kiilénben a nem lenne leemelhetd. De igy mindkét (1,1)-hiperél
leemelhets. B

A 2.1. tételt m;(V')-re vonatkozo6 indukcioval igazoljuk. A 2.5. lemménak meg-
felel6en van olyan w € V' pont, melyre m;(u) > 0, és létezik leemelhetd (r,1)-
hiperél u fejjel, ha rm;(V) = m,(V), és leemelhets (r,1)-hiperél vagy (r+ 1,1)-
hiperél u fejjel, ha rm; (V) < m,(V'). Legyen a a leemelésnél kapott hiperél. Ekkor
rm& (V) <m&(V) < (r +1)m¢(V). Indukcié miatt létezik olyan D’ iranyitott hi-
pergraf mely (r,1)-hiperélekbél és (r + 1, 1)-hiperélekbsl all, és kielégiti a feltéte-
leket m$, m¢ és p®-ra vonatkozoan. Az a iranyitott hiperél D’-h6z adasaval kapott
iranyitott hipergraf kielégiti a 2.1. tétel feltételeit. m

3. Elosszefiiggoség-novelés

Ebben a részben az [1]-ben latott technikdhoz hasonléan vezetiink le egy élossze-
fligg6ség-novelési eredményt a 2.1. tételbsl, Fujishige kiovetkezd tételét hasznalva.

3.1. tétel (Fujishige, [4]). Legyen p : 2V — Z U {—oc} keresztezén szupermodu-
laris fiiggvény, és legyen

(11) B(p) :={z € RY | 2(Z) > p(Z) minden Z C V-re, és 2(V) = p(V)}.

Ekkor B(p) pontosan akkor nemiires, ha

t

Y p(X) <p(V), D p(V-Xi)<(t-1p(V)

i=1 =1

fennall a V minden {X,,X>,...,X;} particiojira. Amennyiben B(p) nemiires,
akkor cstcsai egész vektorok.
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3.2. tétel. Legyen p : 2¥ — Z U {—o0} keresztezén szupermoduléris fiiggvény.
Pontosan akkor létezik p-t fedd (r,1)-hipergraf «y irdnyitott hiperéllel, ha

(12) T p(X),
XEF

(13) ry= Y p(V —X),
XeF

(14) (161 - 1)y > > p(V - X)
Xeg

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége konnyen lathato. Az elégségességhez meg-
konstrualunk a 2.1. tétel feltételeit kielégité m; és m, fokelGirasokat. Definidljuk a
p' : 2V — Z, halmazfiiggvényt ugy, hogy p'(V) =1, p'(z) = max {0,p(z)} egye-
lemi halmazokra, és p'(X) = p(X) egyébként. Jegyezziik meg, hogy p’ keresztezén
szupermodularis. Ha F a V particidja, akkor (12) miatt

Y <s D> pX) <y,

XeF XeF, p(X)>0

és ha (14)-t alkalmazzuk, vagy (12)-t egyelemii részparticiokra, akkor

> PX)< > p(X) < (IF] = 1)

X€Eco (F) Xe€co (F), p(X)>0

Tehat a 3.1. tétel p’-ra valo alkalmazasaval kapjuk az m; nemnegativ egész vektort,
amire m;(X) > p(X) minden X C V halmazra, és m;(V) = ~.

Az m, megkonstrualasahoz tekintsiink egy nemnegativ vektort, melyre
my(V — X) > p(X) minden X C V halmazra; legyen ez tovabba minimalis abban
az értelemben, hogy minden v € V, m,(v) > 0 pontra létezik X halmaz, amire
vég X és mo(V —X)=p(X). Legyen G = {X;,Xs,...,X;} ilyen halmazok egy

rendszere, melyre | minimélis. Két halmaz tehat nem keresztezhet, hisz akkor a
metszetiikkel helyettesithetnénk cket. Ha G ko-diszjunkt halmazokbél all, akkor

l

!
(V) = Zm(,(V -X;) = Zp(Xi) < ry,

=1
(13) miatt. Ha lenne két diszjunkt halmaz, X; és X, akkor pedig
mo(V) < mo(V — Xi) + mo(V — X;) = p(Xi) + p(X;) <.

Ezek utan megnovelhetjiik m,-t egy tetszéleges ponton, hogy m, (V) = rvy legyen.
Végiil alkalmazzuk a 2.1. tételt, hogy konstruéljunk egy p-t feds (r, 1)-hipergrafot
m; s m, fokelGirasokkal. m
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Jol ismert, hogy iranyitott grafok, azaz (1, 1)-hipergrafok esetén a (14) feltétel
elhagyhato, hisz az kovetkezik (13)-bol.

A kovetkezd példa mutatja, hogy irdnyitott hipergrafok esetén ez altalaban
nem tehets meg. Legyen V = {v1,v2,v3}, p({v1,v2}) = p({v1,v3}) = p({v2,v3}) =
2 és p(X) = 0 a tobbi halmazra, r = 3, v = 2. Lathato, hogy (12) és (13) teljesiilnek,
de (14) nem, és nincs p-t feds (3, 1)-hipergraf 2 iranyitott hiperéllel.

Egy masik specialis eset, amikor (14) kovetkezik (12)-bé&l, a (k,1)-élosszefiig-
gOség-novelés irdnyitott hipergrafoknal (I < k), ami az [1]-ben vizsgalt k-élossze-
fliggGség-novelés altalanositasa. A D’ iranyitott hipergrafot (k,[)-élosszefiiggének
nevezziik, ha valamely rogzitett s € V-re gp/(X) > k,has ¢ X #0, és op/ (X) > 1,
ha s € X # V. Legyen D iranyitott hipergraf, rogzitsiink egy s € V pontot, legyen
p(X)=k—0op(X)has¢ X #0,p(X)=1l—pop(X) hase X #V, és p(X)=0
kiilonben. Legyen F = { X3, Xo,..., X} a V egy particioja (¢t > 2). Ha (12) fennall,
akkor

Yo opX)=@t-Di+k— > ep(X)<I+(t-1k- Y p(X

XE€Eco (F) X €co (F) Xeco (F)
=l+{E-1k— > en(X)= ) p(X)<7.
XeF XeF

3.3. kovetkezmény. A D = (V, A) irdnyitott hipergraf pontosan akkor tehetd
(k, 1)-élosszefiigg6vé «y 1j (r, 1)-hiperél hozzéavételével, ha

v ) p(X

XeF

rr2 Y plV-X)

XeF
fennéall a V minden F részparticidjara, ahol p a fent definidlt halmazfiiggvény.
Megjegyzés. Ha a 2.1. tételt kombinéaljuk Frank és Kiraly [3]-ban leirt eredmé-
nyeivel, akkor polinomiélis algoritmust és minimax formulat kapunk hipergrafok

particio-osszefliggdségének novelésére. Ennek az alkalmazéasnak a leirasa az [5] Tech-
nical Reportban szerepel részletesen.
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SZUPERMODULARIS FUGGVENYT FEDO ADOTT
BEFOK-PARITASU IRANYITASOK

KIRALY TAMAS ES SZABO JACINT!

Nebesky egy eredményét kiterjesztve Frank, Jordan és Szigeti karakterizaltak, hogy
mikor létezik egy grafnak olyan iranyitasa, amely tartalmaz k élidegen fenyé6t, és amely-
nek minden csticsban a befoka elSirt paritastu. Ezen eredményt kiterjesztve ebben a
cikkben jellemezziik olyan adott befok-paritast irdnyitas létezését, amely egy p nemne-
gativ, metszén szupermoduléris halmazfiiggvényt fed. Megmutatjuk, hogy egy particios
formula adja meg a rossz paritasu befokkal rendelkezé cstcsok szdméanak minimumét a
p-t fedd iranyitasok kozott.

1. Bevezetés

Tutte [9] hires éldiszjunkt feszitofas tétele szerint az iranyitatlan G = (V, E) grafban
pontosan akkor létezik k£ éldiszjunkt feszitéfa, ha V-nek minden F particiojara az
F osztalyai kozott futd élek eg(F) szdméra eg(F) > k(|F| — 1) teljesiil. Tutte
tétele alapjan megfogalmazhatunk egy grafiranyitasi tételt. Rogzitsiink egy » € V'

cstcsot, és definialjuk a p : P(V') — Z halmazfiiggvényt tgy, hogy X C V-re legyen

0, ha relX,

(1) p(X) =
B k, egyébként.

Egy iranyitast p-t fedd irdnyitdsnak hivunk, ha minden X C V-re o(X) > p(X)
—itt p(X) az X csucshalmazba belépé iranyitott élek szamat jelenti. Tutte tételébol
rogton kévetkezik, hogy G-nek pontosan akkor 1étezik p-t feds irdnyitasa, ha V-nek
minden F particiojara

ea(F) 2 k(IF-1) = 3 _ p(X)
XEF
teljesiil.
Tetszéleges p halmazfiiggvényre p-t fedd iranyitas létezését mar nem tudjuk
mindig karakterizélni. A kovetkezs specialis esetben viszont igen.

1A kutatast az OTKA K60802 és TS049788 palyazatai, az NKTH Oveges program, valamint
az ADONET Marie Curie RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) tamogatta.
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1.1. definicié. A p : P(V) — Z, p(0) = 0 halmazfiiggvény metszén szupermoduld-
ris, ha

(2) p(X)+p(Y) <p(XNY)+p(XUY)

teljesiil minden X NY # () halmazpéarra. p szupermoduldris, ha (2) tetsz6leges hal-
mazpéarra all.

Frank egy eredmeénye szolgéltatja az igért karakterizaciot nemnegativ, metszon
szupermodularis halmazfiiggvényt fedd iranyitas létezésére [2].

1.2. tétel. Legyen G = (V, E) egy graf, ésp : P(V) — Z4 egy nemnegativ, metszon
szupermoduldris halmazfiiggvény. G-nek pontosan akkor létezik p-t fedd irdnyitisa,
ha V-nek minden F particiéjara

(3) ea(F) > ) p(X).

XeF

A kérdés bonyolultabba valik, és egy nehéz, eddig csak részben feltart teriiletre,

a matroid partner problémdra vezet, ha olyan p-t fedd iranyitéast keresiink, amelynek
minden pontban a befoka eléirt paritasi. Egy iranyitast T-pdratlannak mondunk,
ha 7' C V pontosan a paratlan befoku cstucsok halmaza. Nebesky [8] egy eredményét
amely grafok 2 dimenzios feliiletekre valdo beagyazasarol szol — kiterjesztve és
egyszertiisitve Frank Andras, Jordan Tibor és Szigeti Zoltan [3] belattdk, hogy
pontosan akkor létezik T-paratlan, az (1)-ben definidlt p halmazfiiggvényt fedd

()= Y p(X),

XeF

ahol
p(X), ha p(X)+ic(X)+|T N X| paros,

b s
p(X) =
: {P(X)+1, egyébkent.

Itt i;(X) az X C V csticshalmaz altal feszitett G-beli élek szamat jelenti.

Jelen dolgozatban azt igazoljuk, hogy ezen tétel nemnegativ, metszén szu-
permoduléris p halmazfiiggvényre is igaz. Eredményiink magéban foglalja olyan
iranyitas keresését is, amelynek minden pontban a befokara adott egy alsd korlat
és egy paritasel6iras (Frank, Sebd, Tardos [4]). Ez altalanosan is igaz: egy metszén
szupermoduléris fliggvény értékét egyelemi halmazokon megnévelve nem rontjuk
el a metszon szupermodularitast.

Mint emlitettiik, nemnegativ, metszén szupermodularis p halmazfiiggvényt

(méas néven matroid parity) problémaként. Ez a kovetkezs. Adott V' véges hal-
maz és h : P(V) — Z szupermodularis fiiggvény mellett feladat eldénteni, hogy
létezik-e olyan m € ZY vektor, amelyre m(V) = h(V) és m(X) > h(X) minden
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X C V halmazra, tovabba amelynek koordinatai el6irt paritastiak. A matroid part-
ner probléméra Lovasz Laszlo dolgozott ki polinomialis algoritmust és minimax
formulét arra az esetre, amikor h linedrisan reprezentdlt |6, 7). A h fiiggvényt ak-
kor hivjuk linedrisnak, ha reprezentalhaté egy vektortér altereivel, és h linedrisan
reprezentalt, ha adott is ez a reprezentaci6é. Megjegyezziik, hogy majdnem min-
den a gyakorlatban el6fordulé, matroid partner problémaéra vezeté kérdés lineéris
h-t ad, azonban egyrészt nem ismeretes eljaras reprezentacio megadasara, masrészt
Lovasz modszere csak igen nehezen ad kombinatorikus vélaszt tisztan kombinato-
rikus matroid partner problémakra. Néhany kombinatorikus alkalmazést Lovész is
levezetett. Azota megoldas sziiletett néhany tovabbi matroid partner problémara,
de atfogo elmélet nincs — dacéara annak, hogy tobben foglalkoztak mar a kérdéssel,
mivel szamos, a legkiilonb6z6bb tipustu fontos nyitott kombinatorikus optimaliza-
lasi probléma esik a matroid partner probléma korébe. Ilyen kérdés példaul erésen
Osszefiiggd adott befok-paritasa iranyitas keresése, amelyre a jelenleg ismert techni-
kiakkal eddig nem sikeriilt valaszt adni. Megjegyezziik, hogy ez utobbi probléma egy
a metszénél altalanosabb halmazfiiggvény, egy keresztezén szupermodularis fiigg-
vény adott befok-paritasu fedéseként fogalmazhaté meg. Fontos és nehéz kutatési
tertilet altalanosabb halmazfiiggvényt fedd adott befok-paritasu iranyitasok vizsga-
lata. Mind Frank, Jordan és Szigeti fent emlitett eredménye [3|, mind az eredmé-
nylink alkalmazasaként targyalt Berge-Tutte-formula [1] levezethets a Lovasz altal
kidolgozott elméletbél. F6 eredményiinkre azonban, amely e két probléma kozos
altalanositasa, nem ismert sem algoritmus, sem a Lovasz altal kidolgozott elméle-
ten alapulé bizonyitas. Ezen cikk eredménye — azon tul, hogy a matroid partner
problémaéra vonatkozo minden részeredmény elérelépés — azért lehet lényeges, mert
ez az elsé olyan gyakorlati szempontbdl is érdekes eset, amely nem csak lineéris
halmazfiiggvényrél szol.

2. Tétel

F6 eredményiink kimondasa el6tt szitkséglink van néhany megfigyelésre és defini-
ciora. Konnyen belathato a kovetkezd karakterizacio egy tetszdleges p halmazfiigg-
vényt fedd iranyitasok befok-sorozataira. Az m : V — N fiiggvényre bevezetjiik az
m(X) =3 {m(z) : z € X} jelolést, X C V-re.

2.1. lemma. Legyen G = (V, E) graf, p : P(V) — Z egy nemnegativ halmazfiigg-
vény, és m : V — N egy befok-eléiras ugy, hogy m(V') = |E| teljesiil. G-nek ponto-
san akkor létezik olyan p-t fedd iranyitasa, hogy o(v) = m(v) minden v € V csticsra,
ha

m(X) > p(X) +i¢(X) minden X C V-re.

A p : P(V) — Z halmazfiiggvény monoton csokkend, ha p(X) > p(Y') minden
) # X CY halmazparra. Ha p(V) =0 és p monoton csokkend, akkor p nyilvan
nemnegativ. Metsz6n szupermoduléris fiiggvényekre ennek forditottja is igaz.
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2.2. allitas. Ha p nemnegativ, metszén szupermodularis és p(V) =0, akkor p
monoton csokkend.

Bizonyitas. Legyen 0 # X CY CV és Z = (V-Y)U X. Ekkor p(Y) < p(Y) +
p(Z2) <p(YNZ)+p(Y UZ)=pX)+p(V)=pX)n

Legyen G = (V, E) egy graf, ' C V a paratlan befok-el6irasu pontok halmaza,
ésp: P(V) — Z egy nemnegativ, metszén szupermodularis halmazfiiggvény, amire
p(V) =0.Egy U C V halmazra G egy iranyitasa (p, U)-megengedett, ha U-paratlan,
és fedi p-t. Egy X C V halmaz (p,T)-pdros, roviden paros, ha p(X) +iq(X)+|X N
T| paros; és (p, T')-pdratlan, roviden paratlan, ha p(X) +ig(X) + | X NT| paratlan.
Vilagos, hogy GG minden (p, T')-megengedett iranyitiasara o(X) > p(X) + 1 minden
paratlan X halmazra. Legyen ezért

p(X), ha X paros,
pT(X) =
p(X)+1, ha X paratlan.

p’ tehat G-tdl is fiigg. Nyilvan
(4) pT(X)=ig(X)+|XNT| (mod 2)

pr(F) =Y pT(2) - ec(F)
ZeF

az F hianya, ami T-n kiviil fligg persze p-t6l és G-t6l is. Az egyelemii particié
hianya p” (V) = 0 vagy 1.

2.3. allitas. Adott G, T és p mellett minden particié hianyanak paritasa |T'| + | E|.

Bizonyitas. (4) szerint

Y 0" (2) —ec(F)= D p"(2)+ D ic(Z) - |E|=|T|+|E| (mod?2). m
ZeF ZeF ZeF
Cikkiink {6 eredménye az, hogy egy (p,T)-megengedett iranyitis létezésének
egyetlen akadalya egy hidnyos particio lehet.
2.4. tétel. G = (V, E) egy gral, T CV ésp : P(V) — Z egy nemnegativ, metszon
szupermoduléris halmazfiiggvény, amire p(V') = 0. Tegyiik fel, hogy G-nek létezik

p-t fedd irdanyitasa, azaz (3) teljesiil. Ekkor G-nek pontosan akkor létezik egy (p,T)-
megengedett iranyitdsa, ha V-nek minden JF particijara

Y 7(2) < ea(F).

ZeF

A bizonyitas [3] modszerein alapul és a kovetkezo fejezetben talalhato. Meg-
emlitjiik, hogy a tétel hipergrafokra vonatkozé véltozata is igaz [5].
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3. Bizonyitas

Koénnyt latni, hogy G minden (p,U)-megengedett irdnyitasara |[TAU| > max
{pr(F) : F particio}. (A a két halmaz szimmetrikus differenciajat jelenti.)
A 2.4. tételnél erdsebbet fogunk bizonyitani, mégpedig azt, hogy itt egyenlSség
is elérhetd.

3.1. tétel. Létezik olyan U C V' halmaz, hogy G-nek van (p,U)-megengedett iré-
nyitasa, és
|TAU| = max {ur(F) : F partici6}.

Indirekt dolgozunk, tekintsiink egy ellenpéldat, ahol [V| + | E| minimalis. Le-
gyen [ = max {,uT(]-') 0 3 partl’ci(’)}. Az F = {V} partici6 mutatja, hogy pr > 0.
Belatjuk, hogy létezik egy olyan |F| > 2 particio, amelyre pp(F) = pr. Toroljiink
ki egy tetszéleges e = uwv € E élt, és legyen T = T A{v}. Vilagos, hogy pr = pr
vagy pr = pr + 2. Ha pupr = pp, akkor feltevéstlink szerint az 0j G' = (V, E —e)
grafnak létezik egy (p, U)-megengedett iranyitasa, amire |TAU| = pps. Ezen iranyi-
tashoz hozzavéve az ud iranyitott élt, egy megfelels iranyitasat kapjuk G-nek. Ha
viszont pur: = pr + 2, akkor azon F particiora, amelyre pup/ (F) = pp all, nyilvan
wr(F) = pr is teljesiil. Ekkor persze |F| > 2.

Legyen F* = {V4,...,V;} egy olyan particio, amelyre ur(F*) = ur és t ma-
ximalis. Az el6z8ek miatt ¢ > 2. Legyen G, = (Vi, E) az a graf, amelyet G-b6l a
V; osztalyok 4j v; csiicsokka valo 6sszehtzasaval kapunk. p-t a természetes médon
kiterjesztjiik P(Vi)-ra, és hasonloan, T, C V, alljon azon v; cstucsokbol, amelyekre
|V; NT| +ic(V;) paratlan (ekkor tehat p™ (v;) = p”(V;) minden i-re). F* vélasz-
tasa miatt ) p’* (v) — pT*(X) — i, (X) nemnegativ, és persze paros minden
X C V,-re.

Elészor T-bél készitiink egy U halmazt, hogy |[TAU| = ur, Z;zlpu* (1) =
|Ey| 68>, ex PV (v) —p¥*(X) —ic.(X) > 0 minden X C Vi-ra. Ha pur = 0, akkor
U = T megfelel, igy tegyiik fel, hogy pur > 0. Egy X C V. halmaz kritikus, ha paros
és b(X) =3 ,cxp™ (v) — p™(X) —ig,(X) = 0. Minden egyelemii paros halmaz
kritikus, és minden kritikus X halmazra p(X) = p~ (X) a parossag miatt. Legyenek
X és Y metszd kritikus halmazok. Ekkor ig, ¢és p szupermodularitidsa miatt

0=b(X)+b(Y) =Y p™(®) —p(X) —ic.(X)+ D p™(v) —p(Y) —ic.(¥) >
veEX veEY

> ¥ p™@) -pXNY) —ic. (X NY)+
veXNY

+ Y pT () —p(XUY) —ig (XUY) >
veEXUY

>b(XNY)+bXUY) >0,
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vagyis X UY is kritikus. Ha V, minden csiicsa benne volna egy kritikus péaros
halmaaban akkor tehat V,-nak létezne egy kritikus péros hahnazokb()l éllé partl’ci»

PP

egy paratldn v; € V szmgleton, amit nem tartalmaz kritikus péaros halmaz Legyen
F' = TAiv} egy te/ztsz(ileges v € Vj csucsra. Ekkor 23:1 pT(v;) = |Ey| + pr — 1, és
Y vex P (v) = pT+(X) —ig,(X) > 0 minden X C V,-ra. A fenti eljarast ismételve
ur-szer, a végiil kapott 7" halmaz egy megfelels U C V lesz.

3.2. allitas. G.-nak létezik egy (p,U,)-megengedett iranyitasa, ahol v; befoka
U s =
pU*(vy),i=1,...,t-re

Bizonyitas. Tudjuk, hogy S°i_, pU~(v;) = | E.|.
akkor létezik a kivant iranyftas, ha 3, - p¥= (v)
V.-re. Ez teljesiil U valasztiasa miatt. B

A 2.1. lemma alapjan pontosan
> pY+(X) +ig, (X) minden X C

Legyen D, egy (p,U.)-megengedett iranyitasa G.-nak, és jeloljik a G graf
G.-ban is szerepld éleinek megfelels iranyitasat Do-lal. Ezentul egy halmaz paros-
sdgat U hatarozza meg. A kovetkezs lépésben megmutatjuk, hogy minden pératlan
{v;} szingletonra kitorolhetiink egy belépd élt gy, hogy a kapott D’ iranyitasban
op (X) > p(X) tovabbra is all minden X C V,-ra. Legyen {v;} egy péaratlan szing-
leton. Annak az oka, hogy egy v;-be 1ép6 a élt nem lehet kitérolni az, hogy 1étezik
egy X, C Vi, halmaz, hogy a belép X, -ba és op_(X,) = p(X,). Hivjuk az ilyen tu-
lajdonsagn halmazokat szorosnak. Vegytiik észre, hogy minden szoros halmaz paros.
A D, graf (p,U,)-megengedett, —op, és p metszén szupermodularisak, igy metszd
szoros halmazok metszete is szoros. Vagyis ha egyetlen v;-be 1ép6 €l sem torolhetd,
akkor létezik egy szoros X C V, halmaz, hogy D, minden v;-be 1épé éle belép X-be
is. Ez viszont ellentmond annak, hogy V; paratlansaga és p monoton csokkenése mi-
att op.(X) = p(X) < p(Vi) < pY (Vi) = op. (v;). Vagyis kitorolhetiink G.-bol egy
vi-be 1épé élt, és U-t megvaltoztathatjuk UAwv;-vé, hogy {v;} péaros halmazza val-
jon.

A fenti eljarast elvégezve minden péaratlan {v;} szingletonra, végiil kapunk egy
D irdnyitast. Legyen D, a megfelels iranyitas V-n, és legyen G~ az a graf, ame-
lyet G-bél kapunk, miutan kitéroltiik Do — D, éleit. Legyen tovabba U~ = UA{v :
2p,-p; (V) = 1}. Vilagos, hogy ¢p (X) = p(X) ha X néhany F*-beli osztaly uni-
Oja, és op; (Vi) = p(V;) = pY (Vi) minden i-re. Tovabba, ha Dy kiterjeszthets egy
(p, U™ )-megengedett iranyitassa G~ -ban, akkor Dy kiterjesztheté G-nek egy (p, U)-
megengedett iranyitasava.

Most minden i-re megkonstrualjuk G[V;]-nek egy olyan iranyitasat, amelyek
Dy -szal egyiitt egy (p,U~)-megengedett iranyitasat adjak G—-nak. Legyen p; :
P (Vi) — Z az alabbi médon definidlva:

pi(X) :==p(X) - Op; (X), X cVre.
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Ekkor p; metszén szupermoduléris, monoton csokkend, és p;(V;) = 0, mivel o Dy (V)
= p(V;). Legyen tovabba

Ui=U " nV)AeV : ep;(v) =1 (mod 2)}.

Definialjuk a pgj i1 P(V;) — Z fiiggvényt hasonloképpen, mint pT-t tettiik, csak
G[V;i], pi és U; hasznalataval.

3.3. allitas. V; minden F particiéjara

(5) ecvy(F) = Y pH(2).

zZeF

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik egy F particio, amelyre az egyenlGtlenség
nem teljesiil. Ekkor egpy,)(F) < Y, crp; '(Z) — 2 a 2.3. llitas miatt. Definialjuk
V egy partici6jat, F* := F U F* — {V;}. Ekkor

pr(F) = pr(F*) =T (V) + ) T (2) — eqy (F) = ur(F*) +
ZeF

+ ) p(2) — eqwy(F) = 22 pr(F*) = pr,
ZeF

mivel - zc 0 (2) S T per T (Z) —0p; (Vi) +1 S T ze 70" (2) —p" (Vi) +2. E2
utobbi egyenl6tlenség azért all, mert Z pontosan akkor (p, T')-paratlan, ha (p;, U;)-
paratlan. Vagyis pr(F?) = pr(F*) és |[FY| > |F*|, ami ellentmond F* valasztasa-
nak. ®

Indukcios feltevésiink miatt a 3.1. tétel igaz G[V;], p;, U;-re. Vagyis a 3.3. al-
litds szerint létezik G[Vi]-nek egy D; iranyitésa, hogy op,(X) > p;(X) minden
X C Vj-re, és pp,(v) paratlan pontosan akkor, ha v € U;.

Legyen D~ az az irdnyitott graf, amit Dy és Dy,..., D; Osszetevésével kapunk.
A fentiek alapjan op-(X) > p(X), ha X C V; valamely i-re, és op-(v) pontosan
akkor paratlan, hav € U~. D konstrukcioja alapjan az is vilagos, hogy op- (X) >
p(X) akkor is, ha X elsall F* néhany osztalyanak uniéjaként.

Tegyiik fel, hogy létezik egy X C V halmaz, amire op- (X) < p(X). Valasszuk
X-et olyannak, hogy maximalis sok F*-beli V; osztalyra alljon az, hogy X C V; vagy
V; C X vagy X NV; = (. F*-nak persze létezik egy olyan V; osztalya, hogy a fentiek
egyike sem igaz. op-(V;) = p(V;), igy p metszén szupermodularitasa alapjan vagy
op- (X NV;) <p(XNV;), vagy op- (X UV;) < p(X UV;). Mindkét eset ellentmond
X véalasztasanak.

D~ tehat egy (p,U~)-megengedett iranyitdsa G~ -nak, és igy Dy valamint
Dy, ..., D; unidja egy (p,U)-megengedett iranyitasa G-nek. Ezzel bebizonyitottuk
a 3.1. és igy a 2.4. tételt.
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4. Egy alkalmazas

Alkalmazéasként levezetjiik a jol ismert Berge-Tutte-formulat maximalis parositasok
meretérdl [1]. Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf. Minden e € E élt osszunk
fel egy 1j u, csticesal, és a kapott grafot jeloljiik G’ = (V/, E')-vel. v € V-re legyen
p({v}) = deg(v) — 1, és legyen p(X) = 0 minden més X C V' halmazon. Alljon
T C V' azon v € V csucsokbol, amelyekre deg(v) — 1 paratlan.

4.1. tétel [1].
|V| - 2v(G) = max {oddc(W) — |W| : W C V},

ahol oddg (W) jeldli a G — W paratlan csiicsii komponenseinek szamat.

Bizonyitas. A nemtrivialis iranyt bizonyitjuk. Legyen F egy olyan particioja V'~
nek, amelyre pup(F) =Y ;7" (Z) — e/ (F) maximélis, és ezen feltétel mellett
|7| minimélis. Legyen W = {v eV : {v} € F}, és alljon F' az F azon oszté-
lyaibol, amelyek nem szerepelnek W-ben. Ekkor p(X) =0 minden X € F’ hal-
mazra. Vegyiik észre, hogy nem fut ¢l semely két F'-beli osztaly kozt, hisz akkor
kicserélhetnénk ket az uniéjukra, ellentmondva F vélasztasanak. Emiatt X € F'-
re pT(X) =3, cxnv(degg(v) — 1) +ic/(X) = [X N V| (mod 2), vagyis pontosan
oddg (W) olyan X € F’ osztaly van, amelyre pT'(X) = 1. Igy

=3 01(2) - e (F) = Y (degav) 1) + 3 p7(2) ~ec:(F) =

ZeF veW ZeF'

= oddg(W) — [W]|.

Masfelsl a 3.1. tétel szerint létezik G’-nek egy olyan irdnyitésa, amely fedi
p-t, és amely pp(F) csucson hibas befok-paritasa. Feltehets, hogy minden e € E
élre p(u.) # 1, kiilonben a belépd élt atiranyitva tovabbra is fedjiik p-t, és a rossz
befok-paritast csiicsok szama is valtozatlan. Ekkor azon e € E élek, amelyekre
o(ue) = 2, egy péarositast alkotnak, amely altal fedett cstcsok szama |V| — pr(F).
Tehat 2v(G) > |V| — pr(F) = |V| —oddg(W) + |W|. m
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NEGYZETMENTES 2-PAROSITASOK PAROS
GRAFOKBAN

PAP GYULA!

Adunk egy egyszerii algoritmust paros grafban maximalis elemszamu négyzet-
mentes 2-parositas keresésére. Ez egy Gj bizonyitas Kiraly Z. min-max formulajéra.

1. Bevezetés

A 2-parositasok, és dltalanosabban a b-pérositasok paros grafokban alaposan kivizs-
géalt teriilete a kombinatorikus optimalizalasnak. Ismertek min-max formulak, algo-
ritmusok, poliéderes leirdsok. Ezeket az eredményeket szamos irdnyban altalanosi-
tottak, példaul nem paros graf esetére, illetve absztrakt szinten a matroid-metszet
tétel felé. Ebben a cikkben egy kevésbé ismert, tjabb keletd altalanositast vesziink
elé, melyben a b-parositasok egy részhalmazabol kell maximalis elemszamut talalni.
A cikk célja egy egyszerii, algoritmikus bizonyit4si modszer bemutatésa.

Adott egy G egyszerii paros graf és a csiicshalmazan értelmezett {0, 1,2}
értékid b fliggvény. b-parositasnak olyan élhalmazt neveziink, amely legfeljebb b(v)
élt tartalmaz a v cstucsra illeszkedd élek koziil, tetszsleges v cstics esetén. Minden b-
parositas bizonyos diszjunkt korok és utak élhalmaza. Négyzetmentesnek neveziink
egy b-parositast, ha nem tartalmazza semelyik 4-hosszti kor minden élét.

Maximaélis elemszamua b-parositast, illetve négyzetmentes b-parositast szeret-
nénk keresni. Kiindulunk egy tetszdleges megoldasbdl, ismételten attértink egyre
nagyobb elemszamuakra, amig nem taldlunk egy legnagyobbat. Ekkor a talalt meg-
oldas optimalitasat tanuasitjuk egy fels§ becsléssel, igy egy min-max formulét is bi-
zonyitunk. Az, hogy hogyan tériink at egyre jobb és jobb megoldésra az algoritmus
soran, a feladattol fiigg, de szamos feladat esetén ugynevezett alternald utak szok-
tak segiteni. Ehhez meg kellene fogalmazni egy alternéal6 utas lemmaét, mely szerint
vagy talalhatoé egy novels alternélo ut, vagy mér optimumban vagyunk. Maganak
a bizonyitasnak, vagy az algoritmusnak az alternalo ut nem pottyan az olébe, ha-
nem felépit egy keresési strukturat a grafban, példaul parositas algoritmusokban
az alternalo erdsét. Ebben a keresési struktaraban aztan vagy egy alternalé utat
talalunk, vagy az optimalitas tanasitvanyéat.

LA kutatast az OTKA K60802 és TS049788 palyazatai, valamint az ADONET Marie Curie
RTN (504438 sz. FP6 szerz6dés) tamogatta.
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Ez az algoritmikus séma célravezets lehet, ugyanis optimalitasi tantsitvany-
ként szolgalhat Hartvigsen [4] leirasa vagy Kiraly frappans min-max formulaja [6].
Ezen cikk el6tt ismert volt egy polinomialis futésideji algoritmus, ugyanis a négy-
zetmentes b-péarositasok visszavezethetSk Frank és Jordan halmazpéarok fedésének
elméletére |2, 3]. Erre az altalanos feladatra Benczir és Végh [1] adott nemrég po-
linomialis futasidejd algoritmust. Ebben a cikkben négyzetmentes b-parositasokra
egy egyszeribb, kozvetlen megoldéast adunk.

A négyzetmentes 2-parositésok feladatara azonban nem olyan kénnyt megfo-
galmazni alternélo utas lemmaéat. Hartvigsen [4] ugyan megfogalmaz egy ilyet, de
definicioi, és bizonyitasai igen Gsszetettek. Modszeriink a fenti séméatol eltér abban
az értelemben, hogy nem kozvetleniil keresiink alternal6é utat, hanem mas modon
keresiink jobb megoldést, egy egyszeriibb modszer reményében. Az tijszerti meg-
kozelités igénye azért meriil fel, ugyanis a négyzetmentes b-parositasok feladata
bizonyos szempontbél nehezebbnek tiinik, mint a b-parositasoké. Mig maximaélis
stlyta b-parositéas keresése megoldhaté polinomidében, a sulyozott feladat a négy-
zetmentes esetben NP-nehéz.

A cikk f6 eredményét, a 3.2. tételt a 3.1. lemma segitségével bizonyitjuk be.
A bizonyitasboél egy polinomialis futésideji algoritmikus szerkesztheté maximélis
elemszamu négyzetmentes b-parositas keresésére. A 3.1. lemma segitségével vagy
novelni tudunk, vagy egy optimalitasi tantasitvanyt kapunk, vagy egy redukciora
alkalmas konfiguraciot — egy tn. illeszkeds négyzetet — talalunk. Igy az algoritmus
lelke a 3.1. lemma bizonyitasaba van rejtve — utana véazoljuk, hogyan tehets ez
valojaban algoritmikussa.

2. b-parositasok

Tekintsiink egy G = (A, B; E) egyszerii paros grafot a V = AU B ponthalmazan
b:V — {0,1,2} pontkapacitassal. b-pdrositdsnak olyan M C E ¢lhalimazt neve-
ziink, melynek a foka minden v € V' pontban teljesiti a b(v) fokkorlatot, azaz a v-re
illeszkeds M-élek szama das(v) < b(v). Vezessiik még be a kovetkezs jeloléseket.
Egy U C V ponthalmazra legyen b(U) := »_ ; b(v), és jeldlje ig(U) az U-ban fe-
szitett G-beli élek szamat. Egy F C F élhalmaz és egy U C V ponthalmaz esetén
jelolje F[U] az U-ban feszitett F-beli élek halmazat.

A kovetkez6 tétel segitségével meghatarozhatjuk egy b-parositas leheté legna-
gyobb elemszamat.

2.1. tétel. GG-ben egy b-parositas lehetd legnagyobb elemszima

(1) rzngn‘}b(V—Z)—i—zc(Z).

TetszSleges M b-parositasra nyilvan fennall |]W[Z][ <ig(Z) és lM - AI[Z]’ <
b(V — Z), amikbdl kiovetkezik a 2.1. tétel konnyd irdnya. A nehéz irdnyt a kovet-
kezG alternélo utas tétel segitségével bizonyitjuk, melyre a teljesség kedveéért egy
sztenderd, kozvetlen bizonyitast adunk.
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2.2. tétel. Adott egy M b-péarositas G-ben. Ekkor az alabbiak koziil legalabb egy
eset fenndll:

1. Van egy Z C V ponthalmaz melyre |M|=b(V — Z) +ic(Z).

2. Létezik egy un. novels M-alternalo tt, azaz egy P 1t melyre V(P) = {vg,v1,

.y V2m+1}, E(P) = {eo,e€1,...,e2m}, € = v;viy1, melynek élei eq; € E — M,

€2;41 € M, a pontjai paronként kiilonbozéek, melyekre vo; € A, vo;41 € B, és
dnm (vo) < b(vo), dm(vam+1) < b(vam+1)-

v v v v
B C RV «U &% eV )
£ \ér ¥ \E¢ F \&
,’I €eo ," (2] ," ey ,” €g
A [ ® v » (% . Vg ® Vg )

1. dbra. Egy alternald ut

Vegyiik észre, hogy egy P novels M-alternalo atra MAFE(P) egy b-parositas.

Bizonyitas. Jelolje D = (A, B; F') azt az iranyitott grafot, melyet G-bdl ugy ka-
punk, hogy az M-beli éleket megiranyitjuk A felé, a tobbi élt pedig B felé. Je-
16lje Ag:={veA:dy(v)<bw)} illetve Bo:={v e B : dy(v) < b(v)} a laza
pontok halmazat. Ha létezik egy iranyitott ut egy Ap-beli pontbél egy Bp-beli
pontba, akkor annak a P &sképe egy novels M-alternald ut lesz. Jelolje W az
Ap-bol D-ben elérheté pontok halmazat, és indirekt tegyiik fel, Bo N W = (). Le-
gyen Z := WAB. Azt szeretnénk kimutatni, hogy |M|=b(V — Z) +ig(Z). W de-
finicioja miatt M[Z] = E[Z], azaz |M[Z]| =ig(Z). W definiciéja miatt minden
v € V — Z-re pontosan b(v) darab M-beli él illeszkedik. W definicioja miatt a se-
melyik V' — Z-ben feszitett ¢l nincs M-ben, tehat a Z-beli pontokra illeszkedd élek
csupa kiilonbdzsek. Mivel a Z-ben nincsen laza pont, ezért |M — M[Z]| = b(V — Z).
|

3. Négyzetmentes b-parositasok

A négyeéli koroket négyzetnek is fogjuk hivni. Egy M b-parositast négyzetmen-
tesnek hivunk, ha a (V, M) grafnak nincs négyzet részgrafja — vagy ami ezzel
ekvivalens, (V, M )-nek semelyik komponense sem négyzet. Azt mondjuk, hogy egy
K négyzet illeszkedik az N négyzetmentes b-pdrositdsra, ha V(K) = {x1,22; 1,92},
NNE(K) = {z1y2, T2y2, T2v1 }, T; € A, y; € B, b(x;) = b(y;) = 2, és nincs olyan
z1v € M él, melyre v € B — {y1,y2}-
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2. dbra. Igy nézhet ki egy illeszkedd négyzet

e

-

3.1. lemma. Adott egy M négyzetmentes b-parositas G-ben. Ekkor az alabbiak
koziil legalabb egy eset fennall:

1. Van egy N négyzetmentes b-parositas, melyre |M| = |N| + 1.
2. Van egy Z C 'V ponthalmaz, melyre |M| =b(V — Z) + ig(Z).
M| = |N|, és van egy K négyzet,

3. Van egy N négyzetmentes b-parositas, melyre
ami illeszkedik N -re.

Bizonyitas. Ha M maximalis b-parositas, akkor a 2.1. tétel szerint készen vagyunk.
Kiilénben létezik egy P M-alternalo novels tut, hasznaljuk a 2.2. tétel jeloléseit. Az
MAE(P) egy nagyobb elemszamu b-parositas. Ha MAE(P) négyzetmentes, akkor
az 1. eset all fenn, készen vagyunk. Kiilonben tekintsiik a P ut kezddszeleteit,
jeloljik Pj-vel a vy € A-ban kezdddd, i élid kezdGszeletet. Ekkor M; := M APs; b-
péarositds minden i-re. Legyen j a legnagyobb index, amire M, négyzetmentes. Azt
fogjuk kimutatni, hogy valamely négyzet illeszkedik M;-re.

5 LA
A 7Ly

U2j+2

3. d@bra. A j < m esetben M; egy részlete

Eloszor tegyiik fel, hogy j < m. j valasztasa miatt M, egy olyan b-parositas,
amely nem négyzetmentes. Az M;AM;, szimmetrikus differencia két szomszédos
V2jU2j+1, V2j+2v2j+1 éIbSl All, melyek koz0s pontja vy 1 € B. Igy egyetlen négyzet
van M 1-ben, és konnyen ellendrizhetd, hogy illeszkedik M-re.

5[ p A )
I
A 73

Vam

4. dbra. A j = m esetben M; = M, egy részlete
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Most tegyiik fel, hogy j = m. Ekkor M; + vomvamt+1 = MAE(P) nem négy-
zetmentes. Hasonl6 okfejtés szerint létezik egyértelmi négyzet M AE(P)-ben, és ez
illeszkedik Mj-re. m

D. Hartvigsen [4] adta az elsé karakterizaciot négyzetmentes 2-faktor (azaz
négyzetmentes teljes 2-parositas) létezésére, és megfogalmazott egy min-max for-
mulét is a négyzetmentes 2-parositds maximalis elemszamara. Késobb Kiraly Z.
egy erdsebb min-max formulat bizonyitott.

3.2. tétel (Kiraly Z., [6]). Adott egy G = (A, B;E) egyszerii paros graf b €
{0,1,2}V pontkapacitasokkal. Ekkor a négyzetmentes b-parositésok legnagyobb
lehetséges elemszama

(2) ;Angir‘} bV - 2) +ic(Z) — ¢(G[Z)),
ahol ¢(G[Z]) a G[Z] részgraf négyzet komponenseinek szamét jeloli.

Bizonyitas. El6szor a ,konnyd iranyt” bizonyitjuk, azaz egy M négyzetmentes
b-parositas elemszamara fels6 becslés a (2) képletbeli kifejezés tetszéleges Z C V
esetén. A fokkorlatok szerint |M — M[Z]| < b(V — Z), tovabba |M[Z]| < ig(Z) —
c(G[Z]) abbol kévetkezik, hogy M[Z] nem tartalmazhatja egy négyzet minden
élét. Egy Z ponthalmazt M tanijdnak nevezzik, ha [M|=b(V — Z) +ig(Z) —
¢(G[Z]). Ha Z tantja M-nek, akkor |M — M[Z]| =b(V — Z) és |M[Z)| = ic(Z) —
c(G [Z]) kovetkezik, s6t, ezekbdl az alabbi optimalitasi feltételeket kapjuk. Ha M
egy négyzetmentes b-parositas, melynek Z egy tantja, akkor
1. minden v € V — Z pontra dj(v) = b(v), és M-nek nincs Z-t6l diszjunkt éle,
tovabba
2. M|[Z] tartalmazza E[Z] minden élét, kivéve pontosan egyet G[Z] minden négy-
zet komponensébdl.

Tekintsiink egy M négyzetmentes b-parositast, amely illeszkedik a K négy-
zetre. Egy G’ = (A’, B'; E’) egyszerii paros grafot konstrualunk ugy, hogy kito-
roljiik a K éleit, azonositjuk egymassal az x, és az xo pontokat, illetve az y; és
y2 pontokat, keletkezd parhuzamos élek koziil egyet-egyet megtartva. Jeldlje az ]
pontokat z, y, értelemszertien. Vegyiik észre, hogy a definicié szerint az 4j = és y
pontok kozott nem lesz él. Definialunk 1ij pontkapacitasokat b’ : A’UB’ — {0,1,2}
gy, hogy

() = {b(u) ha we A'UB' - {z,y}

1 ha u € {z,y}.
Az E — E(K) éleinek van egy egyértelmi képe E’-ben, jelolje M’ az M — E(K)
élhalmaz képét. Konnyen lathato, hogy M’ egy négyzetmentes b'-péarositas G’-ben.

3.3. lemma. A fenti jeloléseket hasznalva az alabbiak kivetkeznek.
1. Ha M maximadlis, akkor M’ is maximalis.
2. Ha Z' tantija M'-nek, akkor van egy Z tantja M-nek is.
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Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy |M'| = |M| — 3. Most tegyiik fel, hogy van egy
N’ négyzetmentes b/-parositas G'-ben, melyre |[N'| > |M’|. Jeldlje N’ ésképét M".
A definiciokbol kovetkezik, hogy a K négyzet élei koziil valamelyik harom hozzave-
heté M"-hoz, hogy G-ben egy egyszerii b-parositast kapjunk; jeldlje ezt M. M
négyzetmentes, ugyanis tetszéleges komponense megegyezik N valamelyik kompo-
nensével, kivéve azt az egyetlen komponensét, amiben a K négyzet harom hozzavett
éle van. Az a komponense sem lehet négyzet, hiszen K negyedik éle nincs benne.
Ezzel az els6 allitast belattuk.

A maésodik allitashoz tekintsiink egy tartalmazasra nézve minimalis Z’ hal-
mazt, mely tandija M’'-nek. Jelolje Z’ Gsképét Z. Azt fogjuk kimutatni, hogy Z
tantja M-nek. A definiciébol kévetkezik, hogy dps () = 0. Az 1. optimalitési felté-
telbsl 2 € Z’ kovetkezik. Tovabba b'(z) = 1, igy a 2. optimalitasi feltétel azt adja,
hogy egy maximalis négyzetmentes b’-parositasnak tartalmaznia kell E’[Z’] minden
z-re illeszkedd élét. Tehat nincs xt € E’ él, melyre t € Z'.

Ha y ¢ Z', akkor b(AU B —Z) =V (A’ UB’' — Z') + 3; tovabba c(G[Z]) =
c(G'2']) ésic(Z) = ic/(Z') kdvetkezik. Ha y € Z', akkor (AU B — Z) = b/'(A’ U
B' - 7') és iq(Z) =ic/(Z') + 4. Azt allitjuk még, hogy ¢(G[Z]) = ¢(G'[Z']) + 1.
Ehhez elég lenne kimutatni, hogy nincs olyan xt € E’ vagy yt € E’ él, melyre t € Z'.
Azt mar belattuk, hogy nincs zt € E' él, melyre t € Z'. Tegyiik fel, hogy van cgy
yt € E' él, melyre t € Z'. Ekkor azonban Z’ — y tantija lenne M’-nek, ami ellent-
mond Z’ valasztasanak. A fenti megfigyelésekbdl az aldbbiakat kapjuk.

M| <b(AUB - Z) +ic(Z) —c(G[Z]) =

=b(AUB -Z)+ig(Z)-c(G'Z))+3=|M'|+3=|M|. =

4. Algoritmus

Az eddig bemutatott bizonyitdsokbol algoritmust szeretnénk szerkeszteni.
A 2.1. lemma bizonyitdsa soran a D iranyitott grafban az A-beli laza pontokbol
iranyitott aton elérhetd pontokat kell megkeresni, ami O(|V|+ |E|) futdsidében
megtehetd. A 3.1. lemma bizonyitasaban egyszer kell az 2.1. lemmaét elsiitni, majd
aztan legfeljebb |V| darab M-t kell konstrualnunk. A 3.1. lemméra egyszeri alkal-
mazésa igy legfeljebb O(|V| + | E|) futsidst vesz igénybe.

Az eddigi eredményekbdl Gssze lehet allitani egy algoritmust maximélis négy-
zetmentes b-parositas keresésére. Az algoritmusunk fenntart egy G,b, M harmast,
mely egy G grafbol, annak a cstcsain értelmezett b vektorbol, és egy M négyzet-
mentes b-parositasbol all. Ekkor elsiitjiik a 3.1. lemméat G, b, M-re, azaz kapunk egy
nagyobb négyzetmentes b-parositast vagy egy tanut vagy egy ugyanakkora négy-
zetmentes b-parositast egy illeszkedd négyzettel. Az els6 esetben attériink a G, b, N
harmasra, ez egy névelés. A masodik esetben készen vagyunk, talaltunk egy maxi-
malis megoldast, és a maximalitasanak egy tanujat. A harmadik esetben attériink
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a korabban definialt G’, b, M’ harmasra. Ott a fentieket rekurzive alkalmazva vagy
novelni tudunk, vagy egy tanut talalunk. Ezeket pedig a 3.3. lemméban mutatott
konstrukciokkal fel tudjuk emelni az eredeti G, b, N harmasra vonatkozo noveléssé,
vagy tanava.

Az algoritmus futésidejét a kovetkezdképpen becsiilhetjiik. Legfeljebb |V| nove-
lés fordulhatott els. Két novelés kozott legfeljebb |V |-szer alkalmaztunk G,b, N —
G, b, M’ redukci6t. Tehat a 3.1. lemmat legfeljebb |V |*-szer kellett alkalmaznunk.
A teljes futasids igy legfeljebb O(IVI3 + |V|2|E|).

5. Egy altalanositas

Azon b-parositasokat vizsgaljuk, melyekben bizonyos négyzeteket megengediink, bi-
zonyosokat pedig megtiltunk. Adott tehat a G grafon és a b pontkapacitasokon kiviil
a négyzeteknek egy tetszéleges Q listaja. Egy M b-parositast Q-mentesnek neve-
ziink, ha M nem tartalmazza semelyik Q-beli négyzet mind a négy élét. Azonnal
latszik, hogy a 3.2. tétel alabbi Altalanositdsdban a minimumban szerepld kifeje-
zés felsG becslés egy Q-mentes b-parositas elemszaméra. A min-max formuldban az
egyenlGség teljesen hasonléan bizonyithat6, mint a 3.2. tétel esetén.

5.1. tétel. Adott egy G = (A, B; E) egyszerti péaros grafb € {0,1, 2}V pontkapaci-
tasokkal. Ekkor az Q-mentes b-parositasok legnagyobb lehetséges elemszama

3) min bV — Z) +ic(2) - ¢(G12]),

ahol c(G Z ]) a G|Z] részgraf azon komponenseinek szamét jeloli, melyek szerepel-
nek Q-ban.

Ko6szonetnyilvanitas. A szerzé koszonettel tartozik Frank Andrasnak a hasznos
tanacsokért.
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KOMBINATORIKUS ALGORITMUS
PONTOSSZEFUGGOSEG EGGYEL VALO
NOVELESERE

FRANK ANDRAS ES VEGH A. LASZLO!

Megadunk egy kombinatorikus algoritmust egy (k — 1)-Osszefiiggs iranyitott graf
k-Osszefliggévé novelésére minimalis szami 1j él hozzadadasaval. Ez a probléma a [6]-
ban megadott altalanos min-max formula specialis esete, algoritmusunk a formulara
alapozott dual médszer. Szintén a min-max formula specidlis esete paros grafok k-
tébbletessé valé novelése, ami a pontosszefiigghség-novelés altalanositasa. A cikkben
erre a feladatra adunk algoritmust. El6zménye az [5]-ben leirt algoritmus, mely Gyéri
[8] utak generalasara vonatkozé tételére keresi meg az optimalis megoldast.

1. Bevezetés

Egy D = (V, H) iranyitott grafot k-élosszefiiggének neveziink, ha a cstcsok min-
den X nemires valodi részhalmazara az X-be beléps élek szama legalabb k.
Az 1-élosszefiiggs grafokat mas néven erdsen osszefiggonek hivjuk. D akkor k-
pontdsszefiiggd, ha legalabb k 4 1 cstcsa van, és tetszdleges k-nél kevesebb csticsot
elhagyva erdsen Osszefiiggé marad. Menger tételének kiilonbozd verzioi alapjan is-
mert, hogy D akkor és csak akkor k-él/pontosszefiiggd, ha tetszdleges két pont kozt
legalabb k éldiszjunkt /beliil pontdiszjunkt ut vezet (és a pontosszefiiggsség esetén
legalabb k + 1 csticsa van). k-Osszefiiggd graf alatt mindig k-pontosszefiiggot fogunk
érteni.

Az iranyitott él/pontosszefiiggbség-novelés probléméja az, hogy talaljunk mi-
nimalis szdmi olyan élt, akiket a grafhoz véve k-él/pontdsszefiiggs grafot kapunk.
Altalanos novelési feladat esetén tetszéleges grafbol indulhatunk, eggyel valé nove-
lés alatt pedig azt értjiik, hogy egy (k — 1)-él/pontédsszefiiggd grafbol indulunk ki.

Elosszefiiggéség novelésére Frank [4] megadott egy min-max tételt és egy kom-
binatorikus polinomialis algoritmust. A pontosszefiiggdség vonatkozasaban Frank
és Jordan [6] ad meg egy min-max formulat. Ez a formula az altalanos esetet is ma-
gaban foglalja, most azonban csak az eggyel novelés specialis esetére irjuk le. Egy

LA kutatast az OTKA K60802 palyazat, valamint az ADONET Marie Curie RTN (504438
sz. FP6 szerz6dés) tamogatta. Az els§ szerzé tovabba a Traffic Lab Ericsson Hungary, H-1037
Budapest Laborc u. 1. munkatéarsa.
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D = (V, H) irdnyitott graf esetén az (X,Y) diszjunkt nemiires csiicshalmazokbol
allo part iranyitott pontvagéasnak hivjuk, ha D-ben nem megy él X-bsl Y-ba. X-et
az iranyitott pontvagas tovének, Y-t a fejének nevezziik. D akkor és csak akkor
(k — 1)-0sszefiiggs, ha minden irdnyitott pontvagasra |V — (XU Y)| >k —1. Egy
(k — 1)-0sszefliggs digrafban azokat az irdnyitott pontvigisokat nevezziik szoros
vagdasnak, melyekre |V — (XU Y)| = k — 1. Két szoros vagas fiiggetlen, ha vagy a
fejeik, vagy a toveik diszjunktak.

1.1. tétel [6]. Legyen D = (V,H) egy (k — 1)-dsszefiiggs digraf, |V| >k + 1.
Azon élek minimalis szama, amelyeket D-hez adva k-0sszefiiggd digrafot kapunk,
megegyezik a paronként fiiggetlen szoros vagasok maximalis szamaval.

[6] a formula segitségével megad egy algoritmust is az dltalanos novelési feladat-
ra. Ezen algoritmus az ellipszoid modszert hasznélja, a tisztan kombinatorikus
algoritmus létezésének kérdése pedig nyitott maradt.

Az elsd, kombinatorikus algoritmussal megoldott specidlis eset Eswaran és
Tarjan [1] eredménye a k = 1-re. Frank és Jordan [7] megad egy kombinatorikus
algoritmust az altalanos feladatra, tetszoleges rogzitett k-ra. Ez azt jelenti, hogy
az algoritmus futisideje polinomidlis a csicsok szaméaban, de k-ban exponencialis.
Szintén az éltalanos feladatra Végh és Benczur [9] megad egy olyan kombinatorikus
algoritmust, amely k-ban is polinomiélis.

Ebben a cikkben az eggyel valo novelés specialis esetére adunk egy kombi-
natorikus polinomiélis algoritmust. Az eredmény elénye [9]-hez viszonyitva, hogy
koncepcionalisan sokkal egyszertibb. Megjegyezziik azonban, hogy [9]-hez képest
rosszabb futésiidé-becslést adunk. Az algoritmus motivacioja Frank [5] algorit-
musa Gy®6ri tételére. Frank és Jordan [6] min-max formuldja ugyanis nemcsak az
Osszefliggiség-novelés problémakorét fedi le, hanem kovetkezik belSle Gyéri tétele
is 8], mely egy ut részutjainak generalasarol szol. (Gyori tételének egy kiilonlege-
sen szép alkalmazasa derékszogi fiiggslegesen konvex poligonok téglalapokkal vald
fedésérdsl szol.)

Jelen kozelitésben az OsszefiiggGség-novelés helyett az alabbi, kicsit 4ltalano-
sabb problémat fogjuk vizsgalni. Legyen G = (A, B, F) egy paros graf. Tudjuk,
hogy akkor és csak akkor létezik A-t feds parositas, ha teljesiil a Hall-feltétel: min-
den X C A-ra [X| < |I'(X)|. G-t akkor hivjik elemi paros grafnak, ha |A| = |B|
és minden () # X C A halmazra [X| + 1 < [[(X)| is teljesiil. Ez azzal ekvivalens,
hogy G tetszdleges élét elhagyva is van benne teljes parositas. Ezen fogalom alta-
lanositasaként, nevezziik a G = (A, B, E) paros grafot k-tobbletesnek, ha minden
0 # X C Ahalmazra | X|+k < |F(X )l vagy I'(X) = B. Az Gsszefliggbség-noveléssel
analog feladat: adott egy (A — 1)-tobbletes paros graf, tegyiik minimalis szamu él
hozzavételével k-tobbletessé.

Megmutatjuk, hogy erre a feladatra visszavezethets Gsszefiiggdség eggyel valo
novelése is. Egy D = (V, H) iranyitott grafhoz készitsiink egy G' = (A, B, E) péros
grafot az alabbi médon. Minden v € V' cstcsnak feleljen meg egy v/ € A és v € B

cstcs. Minden uwv € H-hoz legyen egy u/v” € F él, és minden u € V-hez egy u/u" €
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E él. D k-6sszefiiggsége éppen azt jelenti, hogy a G paros graf k-tobbletes. Ezen
(k — 1)-tobbletes paros graf k-tobbletessé valé novelése tehat a (k — 1)-0sszefliggd
digraf k-Osszefiiggévé novelésének felel meg.

Frank és Jordén [6] min-max formuléjanak kovetkezménye az alabbi min-max
formula (k — 1)-tobbletes paros graf k-tobbletessé valo novelésére. Legyen 7(G) azon
élek minimaélis szama, melyeket G-hez adva k-tobbletes grafot kapunk. Nevezziik
az ilyet javité élhalmaznak. Masrészt, nevezziik szorosnak az olyan () # X C A
halmazokat, melyekre I'(X) # B és |['(X)| = |X| + k — 1. Minden szoros halmaz
megjavitasahoz sziikségiink lesz egy olyan uv élre, amire u € X, v € B —I'(X). Az
X ésY szoros halmazokat fliggetlennek mondjuk, ha XNY = @) vagy (X UY) = B.
Jelolje v(G) a paronként fiiggetlen szoros halmazok maximalis szamat.

1.2. tétel. Legyen G = (A, B, E) egy (k — 1)-tébbletes péaros gréaf. Ekkor v(G) =
7(G).

A cikkben megadunk egy szubrutint, mely meghatarozza v(G)-t. Figyeljiik
meg, hogy ¢ szubrutin segitségével egy 7(G) elemi javit6 élhalmaz is kénnyen
meghatarozhatd. Szamitsuk ki v(G)-t, majd valasszunk egy tetszéleges e ¢ F élet,
és szamoljuk ki v(G + e)-t. Ha v(G) = v(G + e) + 1, akkor adjuk hozza e-t G-hez,
ha pedig nem, akkor vélasszunk egy mésik élt helyette. Igy egy lépésben eggyel
csokkentjiik v(G)-t, és a tétel garantalja, hogy mindig tudunk megfelels e-t talalni.

A v(G)-t meghatarozé szubrutin f6 6tlete a Dilworth tételére valé visszave-
zetés lesz. Megkeressiik a szoros halmazoknak egy olyan specialis K részhalmazat,
ami egyrészt kis elemszami, masrészt benne ugyanannyi a paronként fliggetlen
elemek maximalis szima, mint az 0sszes szoros halmaz kézott. Harmadik és legfon-
tosabb tulajdonsaga, hogy K-ban a tartalmazasra mint részbenrendezésre nézve az
antilancok éppen a paronként fiiggetlen elemekbél 4llo részhalmazok lesznek. Igy
Dilworth tétele alapjan K-ban kénnyen meg tudjuk hatarozni a fliggetlen szoros
halmazok szadméanak maximumét.

A fejezet hatralevd részében bevezetiink néhany fogalmat és jelolést. Tetszdle-
ges X és Y halmazok esetén X C Y alatt azt értjiik, hogy X részhalmaza Y -nak,
és X # Y. Legyen G = (A, B, E) egy (k — 1)-tobbletes paros graf. Alljon C a szoros
halmazokbol, vagyis:

C:={X:0#XCA T(X)#B, |X|+k-1=|T(X)|}.

Az XY € C halmazok viszonyanak jellemzésére vezetjiik be az alabbi fo-
galmakat. X-et és Y-t akkor nevezziik fiiggetlennek, ha vagy X NY = (), vagy
X UY) = B. A nem fiiggetlen parokat dsszefiiggének hivjuk. Ha X C Y vagy
Y C X, akkor X és Y dsszehasonlithatéak. Akkor mondjuk, hogy X és Y kereszte-
zoek, ha X NY # 0 és (X UY) # B, tovabba X és Y nem osszehasonlithatoak.
Ilyenkor azt is mondjuk néha, hogy X keresztezi Y-t, illetve Y keresztezi X-et.
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Az F CC részhalmazt zdrtnak mondjuk, ha X,Y € F keresztezé elemekre
XNY, XUY € F.C maga is zart, ami egyszertien lathato IF(X )I szubmodularitasat
hasznéalva:

(1) XUY|+k-1+4+|XNY|+k-1<|I(XUY)|+ DX NY)| <
< TX)|+|TY)|=I1X|+k—14+|Y|+k— 1.

Itt végig egyenlSség kell hogy alljon, tehat (X UY), (X NY) € C.

Egy K € F elem esetén legyen F + K az F azon elemeinek halmaza, melyek
nem keresztezik K-t. Hasonléan, egy K C F halmazra F <+ K alljon azon elemeibdl
F-nek, akik K egyetlen elemét sem keresztezik. Egy H C C halmazt vdznak mon-
dunk, ha nincsen két eleme, melyek kereszteznék egymast. Egy H C C vazat akkor
mondunk teljes vdznak, ha C +~H = H, ami éppen azt jelenti, hogy H tartalmazasra
nézve maximaélis vaz.

Az e = wv &l javitja az X € C part, hau € X, v ¢ I'(X). Egy F C E élhalmazt
javitonak mondunk a F zart részhalmazra nézve, ha F minden elemét javitja egy F-
beli él. Jeldlje 7(F) az F-et javito élek minimalis szaméat, v(F) pedig F paronként
fliggetlen elemeinek maximalis szamat.

Szintén Frank és Jordan [6] min-max tételének egyszerd kovetkezménye az
alabbi, az 1.2. tételnél kicsit altalanosabb Allitas.

1.3. tétel [6]. Ha F C C egy zart részhalmaz, akkor 7(F) = v(F).

2. Dual Algoritmus

A dual algoritmus lényege az alabbi tétel.

2.1. tétel. Legyen K C C teljes vaz. A péaronként fiiggetlen halmazok maximalis
szama ugyanannyi, ha K-ra vagy C-re nézziik, vagyis v(K) = v(C).

A teljes vazak kitiintetett szerepe abban &ll, hogy ha két eleme nem fiiggetlen,
akkor osszehasonlithaté. Tehat ha a K vazra alkalmazzuk Dilworth tételét a tar-
talmazasra mint részbenrendezésre nézve, akkor az antilancok paronként fiiggetlen
elemekbdl allnak, vagyis a maximalis antilanc éppen v(K)-t adja meg. A késGbbi-
ekben megadunk egy kombinatorikus algoritmust teljes vaz keresésére. A 2.1. tétel
bizonyitasa el6tt néhany elemi allitast kell belatnunk.

2.2. allitas. Ha X, Y € C dsszefiiggd halmazok, akkor '(X)NT'(Y) =T(X NY).
Bizonyitas. Egyszerten kovetkezik abbol, hogy (1)-ben végig egyenlGség all. m

2.3. allitas. Tegyiik fel, hogy X,Y € C, ésT'(X) CT'(Y). Ekkor X C Y.
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Bizonyitas. Ha X nem részhalmaza Y-nak, akkor [X UY| > |Y|. Méasrészt |F(Y)|
=|Y|+k—1,éT(Y) =T (X UY), ahonnan [I(XUY)| < |XUY|+k — 1, ellent-
mondasban azzal, hogy G (k — 1)-tébbletes. B

2.4. lemma. Ha F zart, akkor tetszéleges K € C-re F + K is zart lesz.

Bizonyitas. Legyen X,Y € F + K két keresztezs elem. Azt kell belatnunk, hogy
sem X NY, sem X UY nem keresztezheti K-t.

Tegyiik fel el6szor, hogy K osszehasonlithaté mind X-szel, mind Y-nal. X C
K CY vagyY C K C X esetén X ésY is Osszehasonlithatoak lennének, tehat csak
K C X,Y vagy K D X,Y lehet. Az els6 esetben K tartalmazva van X UY-ban és
X NY-ban is, a masodik esetben tartalmazza mindkettejiiket.

Tegyiik fel most, hogy K fiiggetlen X-t6l és Y-tolis. Ho KNX =0, KNY =0,
akkor K diszjunkt X UY-tol és X NY-tolis. Ha KNX =P ésT(KUY) = B, akkor
Kn(XNY)=0 és F(KU(XUY)) = B. Végill ha T(KUX)=T(KUY)=B
teljesiilne, akkor természetesen I'(K U (X UY)) =B, és T(KU(XNY)) =B is
fennall a 2.2. allitas kovetkezményeként.

Utolsé esetként vizsgéiljuk azt, amikor K fiiggetlen X -t6l és 6sszehasonlithato
Y-nal. Ha KN X = (), akkor csak K C Y lehetséges, mivel X és Y nem fiiggetlenek.
Ekkor KN(XNY)=0, K C(XUY). Hapedig I'(KNX) = B, akkor csak Y C K
lehet. Ebben az esetben [(KN(XUY)) =B, XNY CK.m

2.5. lemma.

(i) Legyenek K,L,M € C olyanok, hogy K NL és M 0sszefiiggdek, de L és M
fiiggetlenek. Ekkor (I'(L) —I'(K)) —I'(M)# 0 és K —LC M.

(ii) Legyen L és M fiiggetlen, de K U L és M Gsszefiiggé. Ekkor (T'(L) —T'(K)) N
'M)=0éMn (K —L)#{.

Bizonyitas. (i) Vegyiik észre, hogy K N LN M # 0, igy L és M csak ugy lehetnek
fiiggetlenek, ha I'(M U L) = B. Masrészt I'(M U (K N L)) # B, amibél adodik az
allitas els része. I'(K) C B=T(M U L), innen a 2.3. allitas alapjan K C M UL,
ami épp az allitds méasodik része.

(ii) L és M csak ugy lehet fiiggetlen, ha LN M = (). Minthogy M N (K UL) # 0,
igy M N (K — L) # 0. A 2.2. allitas szerint (K UL)NT(M)=T((KUL)NM) =
INKNM)CT(K), amibdl adodik az elsé feltétel is. m

2.1. Teljes vazak

Készen allunk, hogy belassuk a 2.1. tételt. A bizonyitas az alabbi lemma alapjan
torténik:

2.6. lemma. Ha F zart és K € F, akkor v(F) = v(F + K).
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Elészor azt mutatjuk meg, hogyan kovetkezik a tétel ebbdl a lemmabol. Legyen

K ={Ki,...,K} a teljes vaz. Alkalmazzuk a lemmat elészor C-re és K;-re, majd
az 4. lépésben C + {Ki,... K, 1}-re és K;-re. Vegyiik észre, hogy a 2.4. lemma
alapjan C + {Kj,... K;_1} zart. Tehat v(C) =v(C+ K1) = ... = v(C =+ K), amibd]

C + K = K alapjan adodik az allitas.

A 2.6. lemma bizonyitasa. Legyen £ az F-nek egy olyan maximalis fiiggetlen
részhalmaza, aminek a lehet§ legtobb eleme esik F + K-ba. Tegyiik fel indirekten,
hogy L — (F+ K) # 0, és valasszunk egy tetszoleges L € L — (F + K) elemet. Ekkor
L keresztezi K-t. Azt allitjuk, hogy vagy L— L+ LNK, vagy L— L+LUK
fiiggetlen rendszer lesz. Ez ellentmondés, mivel az 0j rendszernek eggyel tobb kozos
eleme lesz F + K-val.

Tegyiik fel, hogy sem £ — L+ LN K, sem £ — L+ LUK nem fiiggetlen. Ekkor
van olyan M € L — L, ami Osszefiigg L N K-val, és egy méasik M’ € L — L, ami
osszefiigg LU K-val. Kénnyti ellenérizni, hogy M = M’ esetén M és L nem lennének
fiiggetlenek. Tehat csak M # M’ lehetséges. Ekkor a 2.5. lemma (i) esete 4ll a K, L
és M parokra, a (ii) eset pedig K, L és M'-re alkalmazhato. Azt allitjuk, hogy M és
M’ nem lehetnek fiiggetlenek. Val6ban, I'(L) — I'(K') tartalmaz olyan elemet, ami
nincs benne I'(M U M')-ben, K — L viszont tartalmaz olyan elemet, ami M N M'-
ben is benne van. B

2.2. Vazépités

Teljes vaz keresésére az lenne a legkézenfekvébb, ha mohon valasztanank halmazo-
kat Ggy, hogy ne keresztezzék egymést. Amikor nem tudunk tjat valasztani, akkor
készen vagyunk: megtalaltunk egy teljes vazat. A nehézség abban rejlik, hogyan
dontsiik el egy tetszéleges vazrol, hogy bévitheté-e még. Eppen ezért specialis for-
maja vazakat fogunk épiteni. Egy H véazat alvdznak neveziink, ha teljesiil az alabbi
tulajdonsag:

(2) HaKeH, ZC K, ZcC—"H, akkor Z keresztezi H egy elemét.

Ez azt jelenti tehat, ha mar van H-nak egy Z-t tartalmazo eleme, akkor H nem
bévithets Z-vel.

2.7. allitas. Egy alvaz akkor és csak akkor teljes védz, ha tartalmazza C Gsszes
tartalmazédsra nézve maximalis elemét.

Bizonyitas. C egy maximaélis eleme nem keresztezhet senkit, tehat minden teljes
vaznak tartalmaznia kell mindannyiojukat. Masrészt, tegyiik fel indirekten, hogy
a ‘H alvaz tartalmazza az Gsszes maximaélis C-beli halmazt, mégsem teljes. Ekkor
valamely Z ¢ H-ra H + Z is véz lesz. Legyen K € H egy Z-t tartalmazé maximalis
eleme C-nek. Ekkor H, K és Z ellentmond (2)-nek. m
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Az algoritmusunk olyan Kj,..., K, elemeket fog keresni, hogy minden j-re
K; ={Ki,...,K;} alvaz lesz, K = K, pedig teljes vaz. Adott tehat egy nem teljes
K; alvaz. Kellene egy olyan K1 € C—K;, amire K; + K4, is alvaz. Legyen M egy
tartalmazasra maximalis eleme C-nek ugy, hogy M ¢ K;. A 2.7. allitas értelmében
létezik ilyen M. Legyen

(3) Ly={KeK; : KCM}); Lg={Kek;: KM}

Azt mondjuk, hogy Z illik (K;, M)-hez, ha (a) Z € C - K;, Z € M; (b) Z fiig-
getlen Lo minden elemétél; (c) tetszdleges K € Lq-re vagy K C Z,vagy K N Z = (.

2.8. allitas. Legyen Z € C — K, Z C M. Ekkor az alabbi két tulajdonsag ekviva-
lens: (i) Z illik (K;, M)-hez; (ii) K; + Z vaz.

Bizonyitas. (i) = (ii) a definiciobol adodik. A masik iranyhoz a definiciéban sze-
replé (b) és (c) tulajdonsagokat kell belatnunk. Mivel K; alvaz, igy tetszéleges
K € Kj-re vagy K C Z, vagy pedig K és Z fiiggetlenek. (b)-hez azt kell megmu-
tatnunk, hogy ha K € L,, akkor nem lehet K C Z. Ez pedig abbél adédik, hogy
K C Z C M ellentmondana K € Ly-nek. (c)-hez azt kell belatni, hogy ha K € £;-
re K és Z fiiggetlenek, akkor K N Z = (). Ez abbdl kovetkezik, hogy K, Z C M, igy
NKuZ)CT(M)CB.m

2.9. kovetkezmény. Ha Z minimalis (K;, M)-hez ill6 elem, akkor K; 4+ Z alvéz.

Vegyiik észre, hogy maga M illik (K;, M)-hez, igy mindig létezik ilyen Z. Erre
tehat K, := Z valaszthat6. A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogyan lehet
megfelel6 Z-t talalni.

2.3. Faktorok

Valamely f : AU B — N fliggvényre F' C E-t f-faktornak nevezziik, hogyha min-
den z € AU B-re dp(z) = f(z).

2.10. allitas. Adott egy G = (A, B, E) péros graf és f : AU B — N stilyozéas gy,
hogy f(A) = f(B) és minden zy € FE esetén f(z) =1 vagy f(y) = 1. Akkor és csak
akkor létezik f-faktor, hogyha minden X C A részhalmazra f(X) < f(I'(X)).

Bizonyitas. A Hall-tétel egyszerii kovetkezménye, minden z € AU B pontot f(z)
példanyba széthuzva. ®

Els6ként azt vizsgaljuk meg, hogyan taladlhatéak meg C maximaélis elemei.
Valasszunk egy a € A és egy b € B elemet gy, hogy ab ¢ E. Nevezziik X € C-t
ab-halmaznak, ha a € X és b ¢ I'(X). Legyen most f ugy definidlva, hogy f(a) =
f(b)=k+1,ce AUB —a—b esetén pedig f(c) = 1. Ha erre az f-re létezik f-
faktor, azt k-ab-faktornak fogjuk hivni. Ha G egy (k — 1)-tobbletes paros graf, akkor
a 2.10. allitas kovetkezményeként létezik egy (k — 1)-ab-faktor. Legyen ez Fyp.
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2.11. allitas. Ha létezik k-ab-faktor, akkor nincsen ab-halmaz.

Bizonyités. Legyen egy X egy ab-halmaz. Erre X €C miatt |['(X)|=|X|+
k—1. Mivela € X, b ¢ I'(X), igy f(X) = |X|+k, f(D(X)) = |X|+k — 1, vagyis
a 2.10. allitas szerint nem létezik k-ab-faktor. m

Konnyen lathatod, hogy ha léteznek ab-halmazok, akkor van koztiik egy egyér-
telmi tartalmazasra nézve minimaélis és egy egyértelmi maximéalis. Most megmutat-
juk, hogyan lehet ezeket algoritmikusan megtalalni. Az U = zoyoz191 - .. T4y; utat
az F' élhalmazra nézve alterndld utnak nevezzik, ha z; € A, y; € B és z;y; ¢ F min-
den ¢ =0,...,t-re, tovibba y;z;,1 € F minden i =0, ...,t — 1-re. F-nek az U-val
valo javitasan az

F'=F-— {yi$i+1» Z:()aat_l}+{zly27 2:017t}
élhalmazt értjik.

2.12. allitas. (a) Ha létezik a és b kbzott Fup-re nézve alternélé tit, akkor nem
létezik ab-halmaz. (b) Tegytik fel, hogy nem létezik a és b kzt F,y,-re nézve alternélé
ut; legyen S az a-bél alternalé titon elérheté pontok halmaza, és legyen X = SN A.
Ekkor X az egyértelmii minimélis ab-halmaz. (c) Tegyiik fel, hogy nem létezik a és
b kézt F,,-re nézve alternalé it; legyen S’ a b-bél alternélé titon elérheté pontok
halmaza, és legyen Y = A — S'. Ez az Y az egyértelmii maximalis ab-halmaz.

Bizonyitas. (a) Legyen U egy alternéld t Fpp-re nézve a és b kozt. Vegyiik
észre, hogy Fy-nek az U-val valo javitasa egy k-ab-faktor, melynek létezése esetén
a 2.11. allitas szerint nem létezik ab-halmaz. (b) Legyen Z egy ab-halmaz. Minden
z € Z — ara I'(Z) tartalmazza azt az egyértelmd y-t, amire zy € Fyp, és azt a k
darab y-t, amire ay € Fop. Mivel [['(Z)| = |Z| + k — 1, Z-nek ezeken kiviil nincsen
tobb eleme. Ebbdl egyszertien lathato, hogy Z tartalmaz minden olyan x € A-t, ami
egy a-val kezd6dg alternald uton szerepel, ezért X C Z. Azt kell még igazolnunk,
hogy X € C. Ehhez elég azt latni, hogy minden y € T'(X)-re létezik = € X, hogy
xy € Fap. Ez viszont kovetkezik X definiciojabol. (¢) Ez a (b) ponthoz teljesen
hasonléan igazolhat6. m

Az algoritmus kezdéseként minden a € A, b € B, ab ¢ E-re hatarozzuk meg
maximalis folyam algoritmus segitségével az F,;, élhalmazokat. Innen a 2.12. allitas
alapjan szélességi kereséssel nyerhetjiilk a maximélis ab-halmazokat. Ezek koziil
kivalasztva a tartalmazisra nézve maximalisakat, azok épp C maximalis elemei
lesznek.

Legyen most K; egy nem teljes alvaz, M € C — K; maximalis elem, £, és Lo
pedig (3) szerint definidlva. Feladatunk egy olyan K, halmaz talalasa, ami illik
(K;, M )-hez, és minimalis erre a tulajdonségra nézve. Legyen 7 az £, maximélis
elemeinek halmaza.

2.13. allitas. 7 elemei paronként diszjunktak.
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Bizonyitas. Legyen 7,7, € 7. Mint maximaélis elemek, fiiggetlenek, tehat vagy
Ty NTy =0, vagy T'(Ty UT) = B. Az utobbit azonban kizarja az, hogy T1,T> C M,
tehat F(T] UTz) (- F(]\/I) cB.nm

Készitsiik el G-b6l az alabbi G’ grafot: minden X € Lo-re hizzuk be az Gsszes
élt X-bsl B —I'(X)-be. Toviabba minden T € 7-re hizzunk be minden élt 1" és
I(T) kozt.

2.14. allitas. Legyen Z € C —K;, Z C M. Z akkor és csak akkor illik (K;, M )-hez,
ha Z szoros halmaz G’-ben.

Bizonyitas. Z akkor illik (IC;, M)-hez, ha Z fliggetlen £, minden elemétél, és tet-
sz6leges T € T-re TNZ = ) vagy T' C Z. Ha ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkezik,
akkor egyetlen 1ij él sem rontja el Z szorossagat. Méasik iranyba, ha Z nem lenne
fiiggetlen valamely X € Lo-t6l, akkor egy X és B —I'(X) kozti €l behuzasaval I'(Z)
néne. Ha pedig valamely 7' € 7-re T' és Z keresztezbek, akkor a 2.3. allitas alapjan
I(T) —T(Z) # 0, ezért a T és I'(T) kozti 1) élek valamelyike novelné I'(Z)-t. m

Legyen most Q C M egy tetszéleges halmaz. Legyen Z(Q) az egyértelmi mi-
nimélis X, ami rendelkezik az alabbi tulajdonsaggal:

(4) X eC, QC X, és X illik (K;, M)-hez.

Z(Q) léetezése kovetkezik egyrészt abbol, hogy M-re teljesiil (4); masrészt ha X-re
és X'-re teljesiil (4), akkor X és X' osszefiiggdek, és konnyen lathatoan X N X'-re
is fennall (4). Az alabbi allitas alapjan Z(Q)-t konnyen meg tudjuk talalni:

2.15. allitas. Legyen a € Q, b€ B —T'(M). G'-h6z adjunk hozza minden élt a és
I'(Q) kozott, legyen az igy kapott graf G". Legyen S az a-bél F,y-re nézve G"-ben
alternal6 tton elérheté pontok halmaza, és legyen X = AN S. Ekkor Z(Q) = X.

Bizonyitas. A 2.12. allitas (b) részét G helyett G”-re alkalmazva lathato, hogy
X a minimalis ab-halmaz G”-ben. Vegyiik észre, hogy @ C X. Ugyanis I'(X U
Q) =T(X), igy ha X C QU X lenne, akkor (X UQ)| = |T(X)| = |X|+k—-1<
[ X UQ|+ k — 1 ellentmondast adna. A 2.14. &llitas alapjan X a minimalis olyan
halmaz G-ben, amire (4) teljesiil, és b ¢ I'(X). Z(Q) € M miatt b ¢ T'(Z(Q)) is
fennall, ebbdl pedig mar adodik, hogy Z(Q) = X. &

Legyen L a 7 elemeinek uni6ja. ElGszor megkeresiink egy olyan minimaélis Z;
halmazt, ami illik (K;, M)-hez, és amire Z; — L # (. Minden a € M — L-re tekintsiik
a 2.15. allitas alapjan megtalalhato Z(a) halmazt. Megfelel6 Z;-et kapunk, ha egy
tartalmazasra nézve minimalisat valasztunk a {Z (@) : a € M — L} halmazbdl.

Ennek alapjan Z;-et meg tudjuk hatarozni dsszesen M — L = O(|A|) darab
szélességi kereséssel. Ekkor vagy Z; egy minimalis (KC;, M)-hez ill6 halmaz, vagy
pedig létezik egy Zo C L N Z;, ami szintén illik (K;, M)-hez. Z, tehat 7 néhany
elemének az unidjaként allhat els. Ha Z; a 7-nek csak egyetlen elemét tartalmazza,
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akkor ez nem lehetséges. Tegyiik fel tehat, hogy Z; a 7-bél legalabb két halmazt
tartalmaz. Ahhoz, hogy megkapjuk Zs-t, minden 73,7 € T, T;,T; C Z;-re haté-
rozzuk meg Z(T; UT;)-t. Ezek koziil tartalmazasra nézve minimalisat vélasztva
megfeleld Zs-t kapunk; ehhez O(|A|2) szélességi keresésre van sziikségiink.

Zy egy minimalis (K;, M)-hez ill6 halmaz, ezért K1 := Z, megfelels valasz-
tas.

2.4. A dual algoritmus leirasa

A fenti vazépité szubrutin segitségével az alabbi duélis algoritmusunk van v(G)
meghatérozasara. Felépitiink egy teljes vazat, és erre alkalmazzuk Dilworth algo-
ritmusat. (J6l ismert, hogy egy részbenrendezett halmaz maximalis antilincat és
minimalis lancfelbontasat egy paros graf maximalis parositasanak kiszamitasara
vezethetjiik vissza.) A maximalis antilanc mérete éppen v(QG) lesz.

A javité élek minimalis szaméanak kiszamitasara legyen H az E komplementere.
Minden lépésben vilasztunk egy e € H-t, kiszamitjuk v(G + e)-t, és elhagyjuk
e-t H-bol. Ha v(G + e) = v(G) — 1, akkor e-t hozzavessziik G-hez, egyébként G-t
valtozatlanul hagyjuk.

2.5. Bonyolultsag

Tekintsiik most azt az esetet, amikor |A| = |B| =n. (Ez éppen ekvivalens az
Osszefiiggéseg-noveléssel.) [6] 4.7. kovetkezménye alapjan tudjuk, hogy van olyan
javité halmaz, ami egy parositas. Ezért az 1.1. tétel alapjan a maximalis fiigget-
len halmaz mérete legfeljebb n. Egy egymésba agyazott halmazokboél 4ll6 lancnak
is legfeljebb n eleme lehet, tehat Dilworth tételét alkalmazva egy teljes vaz mé-
rete legfeljebb n?. A vazhoz el6szér O(n?) darab egyenként O(n®) ideji folyam
kiszamitasaval megkapjuk C maximaélis elemeit és az F,;, élhalmazokat. Ezek utan
O(n?)-szer kell K; 1 meghatarozasahoz egyenként O(n?) darab O(n?) idejti széles-
ségi keresést végezni. Vagyis a teljes vaz megkeresésének ideje O(nf). Ezt a szub-
rutint alkalmazva O(n?)-szer a teljes futasi ids O(n®) lesz.

3. Zar6 megjegyzések

Az itt leirt modszerekkel kezelni tudunk altalanosabb OsszefiiggGség-novelési fela-
datokat is, mint az ST-él/pontosszefiiggdség eggyel valo novelése. (Egy D = (V, H)
iranyitott grafot @ # S, 7" C V halmazokkal k-ST-él/pontosszefiiggének hivunk, ha
tetszGleges S-beli és T-beli pontok kozt van k éldiszjunkt/beliil pontiszjunkt tt.)
Itt azonban némely technikai bonyodalmakkal szembesiiliink: a teljes vaz elemeit
nem valaszthatjuk tetszélegesen, hanem még egy tovabbi tulajdonsagot is meg kell
kovetelniink.

Ha az élekre koltségeket irunk, akkor a feladat NP teljessé valik: a (V) er6sen
Osszefiiggévé novelése altalanositja az utazd ligynok probléméajat. Pontindukalt
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koltségfiiggvény esetére azonban a jelen modszer kiterjeszthets. Ez azt jelenti, hogy
adott egy ¢ : V — R fiiggvény, és az uv él behuizasanak koltsége c(u) + ¢(v). Ennek
részleteirdl 1d. [3].
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We develop a combinatorial polynomial-time algorithm to make a (k — 1)-connected
digraph k-connected by adding a minimum number of new edges. This problem is
a special case of the min-max theorem described in [5]. We also define the notion
of the k-elementary bipartite graph, and formulate a corresponding augmentation
question, which generalizes the connectivity augmentation problem. We present
a dual method for this problem based on the min-max formula. A motivation is
the algorithm described in [5] for theorem of E. Gyéri to find a minimum set of
generators of a family of subpaths of a circuit.
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BEVEZETES

. -..soha a féldnek golycbisdan eqy nemzet sem tehette
addig magdéva a bolcsességet, mélységet, valameddig
a tudomdnyokat a maga anyanyelvébe bé nem hizta.
Minden nemzet a maga nyelvén lett tudos, de idege-
nen sohasem.”

(Bessenyei Gyorgy: Magyarsdg (1778))

Mindenki az anyanyelvén tanul meg gondolkodni. A kiilonb6zé nyelvek méas-
mas gondolkodést sziilnek. A magyar nyelv sajatossagai megjelennek az emberek,
tudésaink gondolkoddasmodjaban. Bessenyei 6ta tobben megfogalmaztiak a magyar
szaknyelv tudatos és mélyrehato miivelésének fontossagat. A magyar matematikai
nyelv fejlesztése a magyar gondolkodasmod megérzésének kulcsa. Igy fontos és
elvarhato kutatoinktol, hogy eredményeiket vagy legalabb azok kivonatat magyar
nyelven is ismertessék.

Ezért is oriiltem, amikor Katona Gyula megkért, hogy tanitvianyaim munkait
jelentessiik meg magyar nyelven is. Azonban meglep&dtem, hiszen a fiatal tehetsé-
ges kutatokat, akikkel egyiitt dolgozom, sosem tekintettem tanitvanyaimnak. Min-
dig kutatotarsak voltunk, és altalaban tarsszerzékkeé lettiink. Mitobb, a nyolec nalam
fiatalabb tarsszerz6m koziil csak harman jartak altalam tartott egyetemi orédkra.

Négy dolgozat témaja egy-egy algebrai indittatasi bonyolultsagi probléma.
Az alapkérdés a kovetkezs: egy (véges) algebra folott milyen nehéz megoldani
egy egyenletet, illetve milyen nehéz eldonteni, hogy egyaltalan megoldhato-e az
egyenlet. A masik kérdés ennek a tarsa: adott két algebrai kifejezés, milyen nehéz
eldénteni, hogy e két kifejezés ugyanazt a fiiggvényt hatarozza-e meg. Gytrtk felett
fogalmazva az elsé kérdés annak eldontése, van-e egy adott polinomnak gydke.
A masodik pedig lényegében azt kérdezi, azonosan nulla-e egy polinom az adott
gytrd f6lott.

Biiki Judit, Vértesi Vera, Pluhdr Gabriella és Horvdth Gdbor munkai fél-
csoport-elméleti indittatastak, bar ez nem mindegyiken latszik.

Molndr-Sdaska Ildikd matematika tanarszakon irt szakdolgozataban kifejlesz-
tette a kétdimenzids osztéjatéknak (Chomps) egy 1j elemzési modszerét. E mod-
szerrel lényegesen kozelebb keriiltiink a nyer6 stratégia megismeréséhez. Ugyan-
ekkor Andries Brouwer (Eindhoven) nagyon hasonloan kozelitette meg a jaték
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menetének lefrasat. A két munkabol egy sokszerzGs dolgozat sziiletett, amely az
Integersben jelent meg.

Meérai Liszlo az ENIGMA mésodik vilaghéborus torténetének elemzése kap-
csan jutott el az azonossagteljesiilési probléméhoz véges csoportok f6l6tt. Ugyanezt
az eredményt John Lawrence (Waterloo, Kanada) is megfogalmazta. Az egyszert
csoportokra adott bizonyitas Lawrence-nél 11 oldalt, mig Horvath Gabornal és Mé-
rai Lacinal minddssze haromnegyed oldalt tesz ki. A tobbszerzés kozos dolgozat a
Bullettin of The London Mathematical Societyben jelent meg.

Horvath Gébor harom dolgozatban is (tars)szerzd. Onallé dolgozataban az azo-
nossagteljesiilési probléma bonyolultsagat vizsgalja metaciklikus csoportok, példaul
S3, f616tt. Gondolhatnank, hogy errdl a hat elemii csoportrél, ami raadasul izomorf
a haromszog szimmetridinak csoportjaval, mindenki mindent tud. Erdekes modon
S3-nal akadtak el mind a csoportelméleti, mind a formalis nyelvek kapcsan elkezdett
kutatasok. Csoportok koziil a nilpotens csoportokrél lehetetett tudni, hogy az azo-
nossagteljesiilési probléma polinom idében megoldhato. A legkisebb nem-nilpotens
csoport S3. Formalis nyelvek kapcsan az osszes legfeljebb hat elemii monoidrol is-
mert volt a probléma bonyolultsaga, kivéve S3-ro6l. Gabor ezt a kérdést vélaszolja
meg dolgozataban.

Vértesi Vera szamos korai eredményébdl a Svetlana Pleschevdval (Jekatye-
rinburg) kozos, félcsoportelméleti indittatdsi munkajat valasztotta. Mindkét lany
hallgaté volt, amikor egy montreali nyari iskolan nekilattak egy bonyolultsagi prob-
léma megoldasanak, amellyel Sveta témavezetGje, Mihail Volkov, évek 6ta nem bol-
dogult. Hogy a ndi nem bajanak vagy a fiatal gondolkodasmodnak koszonhets-e,
nem tudni, de annyi biztos, hogy a két ifji kutatojelolt egy este alatt frappans
bizonyitas adott Volkov sejtésére.

Pluhar Gabriella véletleniil csoppent bele a szabad spektrumok vizsgalataba.
Itt az a kérdés, hogy hany kiilonbozd algebrai fliggvény van egy adott véges algebra
folott. Dolgozatiban a kiétegvarietasok szabad spektrumaét jellemzi.

Svetlana Plescheva azota férjhez ment és Goldberg néven publikil tovabb.
Molnar-Saska Ildik6 is férhez ment, Horvath Géabor és Mérai Laszl6 megndsiil-
tek, 6k harman nem valtoztattak meg a neviiket. Biiki Judit is elkotelezte magét.
Diploméaja megszerzése utan elment apacanak. Pluhar Gabriella e pillanatban har-
madéves egyetemi hallgato.

Szabo6 Csaba



GRAFHOMOMORFIZMUSOK

BUKI JUDIT!

Legyen H egyszert graf, f részleges leképezés G-bSl H-ba, ahol G egyszerti graf.
Az OAL-HOM H jeldli a kovetkez6 problémat: kiterjesztheté-e f leképezés grafhomo-
morfizmussa G-bél H-ba.

Pavol Hell sejtése az, hogy az OAL-HOM-probléma, szemben més grafhomomor-
fizmus-problémakkal, nem osztja fel a grafok osztalyat két csoportra, igymint P-beli és
NP-teljes részre. Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy bar OAL-HOM H-r6l még
nem tudunk semmi biztosat, OAL-HOM H x H-ra igaz a kovetkezd: P-beli, ha H fa, és
NP-teljes egyébként.

1. Bevezetés — Eldontési problémak

1.1. Szinezési problémak

1. feladat. Kiszinezhetsk-e egy G = (V, E) graf pontjai n szinnel ugy, hogy barmely
él két végpontja kiilonbozd szind legyen. Azaz, létezik-e egy f: V — {1,2,...,n}
leképezés gy, hogy v,w € V, v ~ w esetén f(v) # f(w).

A probléma n = 2-re P-beli. Ha n = 3, akkor kozvetleniil visszavezethets a
3 — SAT-ra, amelyrdl Cook (lasd [5]) els6ként bebizonyitotta, hogy NP-teljes. Ha
n > 3, a probléma visszavezethets a 3-szinezésre, azaz NP-teljes. Az n-szinezhetség
tehat NP-teljes n > 3-ra. A probléma altalanositasara két lehetéség kinalkozik. Els6é
lehetdség az Erdés Pal altal kitalalt listas szinezés.

2. feladat. Kiszinezhet6ek-e a G graf csucsai n szinnel, ha a graf minden csticsahoz
adott a szinek egy listaja, mely szinekkel lehet szinezni. Azaz ha G = (V, E) egy egy-
szerii graf, és | : V — P({l,?, ...,n}) leképezés a csticshalmazbol az {1,2,...,n}
hatvanyhalmazaba, akkor kiszinezheté-e V' n szinnel, ugy, hogy minden v cstcs
szine [(v)-ben van.

A listas szinezés NP-teljes probléma n > 3-ra. Annak eldéntése ugyanis, hogy
G graf kiszinezhets-e n szinnel, nehéz. Ha G-vel egylitt egy [ lista is adott, a feladat
még nehezebb.

1Koszonet a Magyar Nemzeti Bank ,,A kozjoért” Alapitvanyanak, valamint az NSERC Kanadai
Tudomanyos Alapnak, hogy az utazast és a kutatébmunkat lehetsvé tették. A kutatast az OTKA
N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.



1.2. Grafhomomorfizmus-probléma. Az altalanositas masik modja a grafho-
momorfizmus: HOM H. Vegyiik észre, hogy az n-szinezés nem més, mint annak
eldontése, létezik-e homomorfizmus K, -be.

3. feladat. Adott két graf: H = (V(H),E(H)) é G = (V(G), E(G)). Létezik-
e homomorfizmus G-bél H-ba, vagyis van-e leképezés G-bdl H-ba, mely cstcsot
cstcsba, élt élbe visz.

Azaz létezik-e egy h: V(G) — V(H) leképezés, melyre Yv,w € V(G), v ~ w
esetén h(v) ~ h(w).

4. tétel. Tetszoleges H paros graf esetén HOM H P-beli.

5. tétel (lasd [4]). Ha H nem péros graf, akkor HOM H NP-teljes.

1.3. Listas grafhomomorfizmusok. A fenti két problémakor (listas szinezés és
grafhomomorfizmus) kézos altalanositasa a listas grafhomomorfizmus.

6. feladat. Létezik-e grafhomomorfizmus G-bgl H-ba, ha G minden v pontjahoz
megadjuk V(H) egy részhalmazat, mint v lehetséges képeinek halmazat.

Adott: H = (V(H), E(H)) egyszerti graf.

Input: G = (V(G), E(G)) egyszerti graf, és egy | : V(G) — P(V(H)) leképezés
a GG csucshalmazabol V (H) hatvanyhalmazéaba.

Kérdés: van-e listahomomorfizmus G-bsl H-ba [ listara szoritkozva? Azaz
letezik-e egy h: G — H grafhomomorfizmus tgy, hogy minden v € V(G) cstcsra
h(v) € I(v).

A probléma jelolésére L-HOM H-t hasznaljuk.

Az L-HOM H probléma specialis esete CL-HOM H. Ez az L-HOM H leszii-
kitése azokra az esetekre, amikor tetszSleges v € V(G)-re I(v) H-nak Osszefiiggs
részgrafja.

Foglaljuk 6ssze az L-HOM H és CL-HOM H probléméak bonyolultsagaval kap-
csolatos eredményeket.

7. tétel (lasd [3]). Az L-HOM H P-beli, ha H intervallumgraf. Ha H nem inter-
vallumgraf, akkor NP-teljes.

8. tétel (lasd [3]). Ha H minden 4-nél hosszabb korében van hiir, akkor CL-HOM H
P-beli. NP-teljes egyébként.

1.4. Az OAL-HOM-probléma. Az OAL-HOM H-probléma az L-HOM H leszi-
kitése azokra az esetekre, amikor [(v) egyelemi vagy az egész V (H).



9. feladat. Kiterjesztheté-e egy [ : G — H részleges leképezés grafhomomorfiz-
mussa. Azaz létezik-e olyan grafhomomorfizmus G-b8l H-ba, ami az [ altal megha-
tarozott v € V(G) pontokat [(v)-be viszi.

Adott: H = (V(H), E(H)) egyszerti graf.

Input: G = (V(G),E(G)) egyszerii graf és egy 1: V(G') — V(H) (ahol
G' C ) részleges leképezés.

Kérdés: létezik-e h: G — H homomorfizmus, amely minden v € V(G')-re
h(v) = l(v)?

Az OAL-HOM-probléma még megoldatlan. Azt sem tudjuk, hogy az el6z6
problémakhoz hasonléan két csoportba sorolhaték-e a grafok: az egyik csoportba
tartoznak azok, melyekre OAL-HOM H P-beli, a méasikba pedig azok, melyekre
OAL-HOM H NP-teljes. Feder és Hell sejtése (lasd [3]) az, hogy a grafok nem
oszthatok fel igy két részre.

Hell és Nesetfil (lasd [4]) fentebb emlitett tételébsl kovetkezik:
10. tétel. Ha H nem péros graf, akkor OAL-HOM H NP-teljes.

Az OAL-HOM-probléma tehat megoldott nem paros grafok esetén.
A paros grafokrol a kovetkezoket tudjuk.

11. lemma (lasd [3|). Ha H graf k-hosszi kor és k > 4, akkor OAL-HOM H
NP-teljes.

A fenti tétel altalanositisa a kovetkezd.
12. tétel (lasd |2]). Ha H gréafnak létezik két éle: (a,b) és (c,d) agy, hogy
d(a,c) =d(b,d) > 2,

és I(a,c), I(b,d) intervallumok kozitt csak két él van: (a,b) és (c,d), akkor
OAL-HOM H NP-teljes.

Pozitiv iranyban ezidaig kevés eredmeény sziiletett. Ami CL-HOM-r6l elmond-
hato, igaz OAL-HOM-ra is.

13. kévetkezmény (lasd [3]). Ha H intervallumgraf, akkor OAL-HOM H P-beli.
A P-beli grafok eddig ismert legnagyobb osztilya az abszolut retrakt.

14. definici6. Legyen H paros graf. Legyen G részhalmaza H-nak. Az f : V(H) —
V(Q) leképezés retrakcic H-bol G-be, ha minden u,v € V (H) csucsra (u,v) € E(H)
esetén (f(u), f(v)) € E(G), és minden w € V(G) esetén f(w) = w.

15. definici6. Legyen G graf H részgrafja. A G izometrikus részgrdfja H-nak,
ha minden u,v € V(G) esetén a G-beli d(u,v) tavolsag megegyezik u és v H-beli
tavolsagaval.



16. definici6. Egy G graf abszolit retrakt, ha barmely H grafba (G C H) izomet-
rikusan beagyazva G retraktuma H-nak.

A tovabbiakban hasznalni fogjuk a kovetkezs tételt, mely az abszolut retrakt
vizsgalatahoz nyijt segitséget.

17. tétel (lasd [1]). Legyen G péros graf. A G graf pontosan akkor abszolit ret-
rakt, ha kielégiti az alabbi intervallum-feltételt: tetszdleges u,v € V (G), d(u,v) > 3
csticsokra az I(u,v) intervallumban v szomszédainak van tovabbi x € I(u,v) kézos
szomszédjuk.

18. tétel. Ha H graf abszolut retrakt, akkor OAL-HOM H P-beli.

Megemlitjiik itt az alabbi tételt, melyre a késGbbiekben lesz sziikségiink. Jelolje
B,, azt a 2n cstcst paros grafot, melynek cstcsai {a1,az,...,an,b1,b2,...,bp}, és
a;, b; csticsok Ossze vannak kétve, ha @ # j.

19. tétel (lasd [6]). Ha n > 3, akkor OAL-HOM B,, NP-teljes.

1.5. Grafosszehtzasi probléma

20. feladat. Létezik-e grafhomomorfizmus G = (V(G), E(G))-b6l H = (V(H),
E(H))-ba, ha G-ben létezik H' C G egy H-val izomorf részgraf. Azaz van-e graf-
homomorfizmus, ami a grafot osszehizza H-ra.

A probléma jelolésére RET H-t hasznaljuk.

A grifosszehuzasi probléma az OAL-HOM-probléméhoz hasonléan még meg-
oldatlan.

21. tétel (lasd [3]). Minden H grafra OAL-HOM H és RET H polinomiélisan

ekvivalens.

2. Grafok direkt szorzata

A grafoknak kétféle direkt szorzatardl beszélhetiink. Az egyik jobban megfelel az
algebrai szemléletnek, a masik inkabb grafelméleti jellegi.

Kezdjiik az elébbivel.

22. definicié. A G és H graf teljes direkt szorzata I' = G @ H graf, amelynek
csticsai a G és H csticsaibol 4116 pontpéarok, V(T') = {(g,h) | g € V(G), h € V(H)},
és ((gl, hy), (gz,hz)) € E(T'), ha g1 = g2 és hy ~ hg, vagy g1 ~ g2 €és hy = ha, vagy
g1 ~ g2 és hy ~ ha.



23. definicié. A G és H graf direkt szorzata I' = G x H graf, amelynek cstcsai
a G és H cstcsaibol all6 pontparok, V(I') = {(g,h) | g € V(G), he V(H)}, és
((g1,h1), (g2, h2)) € E(I), ha g1 = g2 és hy ~ ha, vagy g1 ~ g2 és hy = ha.

A kérdés a kovetkezs: abbol, hogy G, H milyen nehéz, lehet-e kovetkeztetni
G x H,illetve G & H bonyolultsagara, és forditva: G x H, illetve G & H bonyolult-
sagabol lehet-e kovetkeztetni a komponensekére.

2.1. Teljes direkt szorzat. Vegyiik észre, hogy Ky & Ko = K4, amely nem paros
graf, igy a 10. tétel alapjan OAL-HOM Ko @& K9 NP-teljes.

A gondolatmenetbdl latszik a kovetkezo tétel.
24. tétel. Amennyiben G és H egyike sem az iires graf, OAL-HOM G & H NP-

teljes. Ha G az iires graf, OAL-HOM G & H bonyolultsaga megegyezik OAL-HOM H
bonyolultsagéaval.

2.2. Direkt szorzat. A I' = G x H kérdése kicsit bonyolultabb lesz.

A kovetkezo észrevétel egyszertisitheti a problémat.

25. allitas. Legyen H a diszkrét graftol kiilonbézd paros graf. Ekkor tetszdleges G
esetén G x Ko eldall a G x H direkt szorzat retraktumaként.

Bizonyitas. Legyen I' = G x H. Legyen H két osztdlya A és B, (a,b) € E(H).
Ekkor (a,b) retraktuma H-nak, létezik egy € : H — (a,b) homomorfizmus tigy, hogy

a, ha z € V(A)
e(x) = {
b, ha z € V(B).

Legyen
0: ' -G x Ko

5((g,h) = (g,¢(h)).

Ekkor & homomorfizmus és elemenként helybenhagyja G x (a,b)-t, azaz
G % (a,b) elsall T' retraktumaként. |

Ennek a tételnek a jelentGsége a kovetkezs tételbdl dertil ki.

26. allitas. Legyen H, a H graf retraktuma. Ha OAL-HOM H, NP-teljes, akkor
OAL-HOM H is NP-teljes.



Bizonyitas. Legyen G tetszéleges graf, h : G — H, részleges leképezés. Meg kell
mutatnunk, hogy OAL-HOM H nehezebb, mint OAL-HOM H,.. Megmutatjuk, hogy
G grafbol pontosan akkor van homomorfizmus H-ba, ha H,-be is.

Elsszor tegytik fel, hogy h kiterjesztheté G — H,. grafhomomorfizmussa. Ekkor
nyilvan van G-bél H-ba is, mert H, C H. Ha pedig létezik f : G — H homomorfiz-
mus h részleges leképezés figyelembevételével, akkor megmutatjuk, hogy van G-bdl
H,-be is. A H, ugyanis retraktuma H-nak, tehat létezik g : H — H, homomorfiz-
mus. Ekkor go f : G — H, grafhomomorfizmus. W

Kiilon figyelmet érdemes szentelni tehat G x Ky-nek.

27. lemma. Ha G tartalmaz négyszoget, akkor OAL-HOM G x K, NP-teljes.

Bizonyitas. Legyen G két osztalya A és B. Legyen G-ben egy négyszog G’ csi-
csai V(G') = {ay,az,b1,b2}. Létezik € : G — G’ homomorfizmus, mely elemenként
helybenhagyja G’-t:

ay, ha @ =d,
bl, ha J?Zbl,
a2, ha ze€V(A), z#a,
b2, ha zeV(B), z#b.

e(z) =

Azaz G’ el6all G retraktumaként. Legyen
R GXKQ——’G,XKQ
8((9.m) = (=(9).1).

Ekkor § homomorfizmus és elemenként helybenhagyja G’ x Ko-t. Azaz G’ x Ky
retraktuma G x Ko-nek.

A G’ x K graf a kocka él-csucs grafja, amely izomorf Bz-mal. A 19. tétel szerint
OAL-HOM B3 NP-teljes. A 26. allitas alapjan OAL-HOM G x K is NP-teljes. ®

A tétel tovabbi altalanositasahoz sziikségiink van az alabbi lemméra.

28. lemma. A G x H gratban I((gl, h1), (g2, hg)) intervallum megegyezik I(g1, g2)
és I(hy, hy) intervallumok direkt szorzataval.

A kovetkezGkben felhasznaljuk ennek a lemménak egy specialis esetét, ezért
ezt kiilon megemlitjiik.

29. kévetkezmény. A G x H grafban 1((g1,h), (g2, h)) intervallum megegyezik
(I(g1,92),h)-val.

30. lemma. Ha G-ben van kor, akkor OAL-HOM G x K, NP-teljes.



Bizonyitas. A bizonyitashoz felhasznaljuk a 12. tételt.
Ha G-ben van négyszog, akkor a 27. lemma miatt készen vagyunk.

Ha G-ben nincs négyszog, akkor a legrovidebb kor legyen 2n hosszi: Aqp, Ag,
...y Aoy Jelolje N(A) A szomszédait. A 12. tétel miatt elég megmutatni, hogy
N(A)NI(Ay, Apga) és N(Az) N I(Asz, Ajtq) k6z6tt nines él. A 29. kovetkezmény
értelmében e feltételt G x Ko helyett elég G-n vizsgélni:

I((Al,h), (An+2,h)) = (I(Al,An+2),h)
és

I((A2,h), (An41,h)) = (I(A2, Ant1), h),
ahol h € K.

Az I(Ay, Ap42) intervallum az Ay, Aop, Aopn—1,..., Anto 0t, és I(Az, Apt1) az
A, Az, Ay, ..., Apy 1t

N{Ay) P I{Asy Anga] = Ao

és
N(A3) NI(Ag, Any1) = As.

Az Az és Ay, pontok kozt pedig nincs él, ellenkezd esetben a G-ben lenne négyszog.
|

31. allitas. Ha G nem fagraf, és H tetszdleges nemiires graf, akkor OAL-HOM
G x H NP-teljes.

Bizonyitas. A feltétel szerint H a diszkrét graftol kiillonbozs paros graf, ezért
a 25. allitas alapjan G x Ks el6all G x H retraktumaként. Ha G nem fagraf, akkor
van benne kor. A 30. lemma szerint ekkor OAL-HOM G x K5 NP-teljes. Ebbdl
kévetkezik a 26. allitas alapjan, hogy OAL-HOM G x H is NP-teljes. ®

Belattuk tehat, hogy ha G graf tartalmaz kort, akkor tetszéleges H nemiires
grafra OAL-HOM G x H NP-teljes. Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor GG grafban
nincs kor.

32. tétel. Ha G és H fagrafok, akkor G x H abszolit retrakt.

Bizonyitas. A 17. tétel alapjan azt kell megmutatni, hogy G x H barmely (g1, h1)
és (ga, he) pontjara az I((gl, hy), (gg,hz)) intervallumban (g;,h;) szomszédainak
van tovabbi k6zos szomszédjuk. A 28. lemma szerint [ (( g1,h1), (92, hz)) intervallum
két intervallum direkt szorzata. Kihasznaljuk, hogy fagrafban az intervallum egy tut.
Ha a két at hossza [y, illetve I3, a két at direkt szorzata egy [y-szer lo-es négyzethalo.
Itt a (g1, h1) pontnak pontosan két szomszédja van: a négyzet oldalai mentén két
iranyba indulhatunk. Egy négyzet két atellenes cstcsaba jutunk. Ezeknek pedig
nyilvan van kozos szomszédjuk: a négyzet negyedik cstcsa. H



A kovetkezd tétel nem csak a fagrafok egy 1uj jellemzését adja, hanem az
alabbiakra is ramutat: bar valoszintitlen, hogy OAL-HOM NP-teljes és P-beli részre
osztana a grafok osztalyat, ugyanez igaz a G x Ky és a G x (G alaki grafokra: Minden
grafra OAL-HOM G x G vagy P-beli, vagy NP-teljes.

33. tétel. Tegyiik fel, hogy P # NP. Ekkor egy G grafra az alabbiak ekvivalen-
sek:

(1) G fa;

(2) OAL-HOMG x Ky P-beli;

(3) OAL-HOMG x G P-beli;

(4) OAL-HOMG x T P-beli tesz6leges nemiires T fa esetén;

(5) OAL-HOMG x K3 nem NP-teljes;

(6) OAL-HOM G x G nem NP-teljes;

(7) OAL-HOM G x T nem NP-teljes teszbleges nemiires T fa esetén.

Bizonyitas. A fenti allitasok ekvivalenciajat két lépésben mutatjuk meg: az 1. al-
litasbol kovetkezik a tobbi hat, illetve a 2-7. allitdsok mindegyikébdl levezethetd
az 1.

1. = 2, 3., 4. Ha G fa, akkor a 32. allitas alapjan tetszéleges nemiires T fa
esetén G x T abszolut retrakt. Azaz OAL-HOM G x T P-beli. Ez igaz tetsz6leges
T fara, igy Ks-re és G-re is.

1. = 5.,6., 7. Az el6bb belattuk, hogy OAL-HOMG x T' P-beli tetsz6leges
nemiires 7' fa esetén, azaz nem NP-teljes (feltevésiink szerint).

5.,6.,7.= 1. Ha G nem fa, akkor a 31. allitas alapjan OAL-HOMG x H
NP-teljes minden H nemiires grafra. Ez ellentmond a feltételiinknek, miszerint
OAL-HOMG x K,, OAL-HOM G x G, illetve OAL-HOM G x T (T tesz6leges fa)
nem NP-teljes. Tehat G fa.

2., 3., 4. = 1. Ismét a 31. allitast alkalmazzuk. Ha G nem fa, akkor OAL-HOM

G x H NP-teljes. Feltettiik azonban, hogy OAL-HOMG x T (T'= Ko, T =G is
lehet) P-beli, azaz nem NP-teljes. Tehat G fa. m

Megmutattuk, hogy G' x G-re az OAL-HOM-probléma (és a 21. tétel alapjan
a grafosszehizési probléma is) két csoportba sorolja a grafokat: P-beli és NP-teljes
osztalyba. Nyitva maradt a kérdés, hogy ugyanez elmondhaté-e G-rél is. Az eddigi
tételek jellege azt mutatja, hogy ennek eldontése akar pozitiv, akar negativ iranyban
nehéz.
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VEGES CSOPORTOK AZONOSSAGAI

HORVATH GABOR!

A G csoport folotti ekvivalenciaprobléma annak eldéntése, hogy egy azonossig
teljesiil-e G folott. Az mar ismert, hogy véges nilpotens csoportok f6létt a probléma po-
linomialis, nem felodhat6 csoportokra coNP-teljes. Feloldhat6, nem nilpotens csoportok
nagy osztalyara (pl. metaciklikus csoportok, diéder csoportok, S3, A4) megmutatjuk,
hogy az ekvivalenciaprobléma polinomidében ellenérizhets.

1. Bevezetés

Napjainkban az algebrai, szamitogépalgebrai és automataelméleti kutatasok leg-
fébb iranya a kiilonbozs algebrai kérdések bonyolultsdgelméleti vizsgalata. Az uni-
verzalis algebra, automataelmélet és formalis nyelvek egyik legfontosabb kérdéskore
az azonossagok vizsgalata a kiilonbozd algebrai strukturakban. Egy adott A al-
gebrara tébbféle probléméat is megfogalmaztak. A Term-EQ két kifejezés azonos-
sagat vizsgalja, a Pol-EQ probléméaban konstansok is lehetnek a kifejezésekben, a
Pol-SAT egy egyenlet, a Pol-SYS egyenletrendszernek a megoldhatosagat vizsgalja.

Azon tul, hogy ezek a probléméak énmagukban is érdekesek, komoly alkalma-
zasaik vannak a matematika kiilonbozd teriiletein. Az univerzalis algebra egyik
legfontosabb megoldatlan kérdése, hogy egy algebra benne van-e egy adott algebra
altal generalt varietasban. A probléma kinalja, hogy azonossagok vizsgalataval pro-
baljuk megoldani. Az egyenletek megoldhatosagaval kapcsolatos eredményeket au-
tomataelméletben hasznaljéak, szintaktikus monoidok vizsgalatara, de a gyakorlati
életben is fontos szerepet jatszo programkielégithet&ség-probléma is visszavezethetd
polinomok kielégithetdségére.

A Term-EQ probléma esetén két, csak valtozokbol allo kifejezésrél kell eldon-
teni, hogy a két kifejezés azonosan egyenlé-e A-ban, azaz minden A-beli helyette-
sités esetén ugyanazt az értéket veszik-e fel. Példaul Ay-ben, a 4-edfoki alternalo
csoportban x6 = ([zl,le)2 azonossag, mivel minden Ay-beli helyettesités esetén
mindkét oldal az egységelemet veszi fel értékként. Véges algebrak esetén ez a prob-
léma mindig eldonthetd, &m nem mindegy, hogy az azonossag hosszatol fiiggéen
mennyi idére van ehhez sziikség. Ennek a probléméanak a bonyolultsagat jeloljiik
Term-EQ(A)-val.

LA kutatast az OTKA N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.
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A Pol-EQ problémaban egy konstans és egy, akar konstansokat is tartalmazo
kifejezésrdl (polinom) kell eldénteni, hogy A-ban azonosan egyenlSk-e. Természe-
tesen véges algebrakra ez is eldonthetd, itt is a bonyolultsag az érdekes a polinom
hosszanak fiiggvényében. Pol-EQ(.A)-val jeloljiik ezt a bonyolultsagot egy adott A
algebra esetén. Ezekben a problémakban (és a tovabbiakban is) az A algebra a
miivelettablajaval van adva.

Klasszikus algebrai kérdés, hogy egy adott A algebrdban egy egyenletnek,
egyenletrendszernek van-e megoldéasa. Ha igen, akkor hany megoldas van, vala-
mint mik ezek a megoldasok? Ezeket a probléméak a kielégithetSség (satisfiabi-
lity) témakorébe tartoznak. Adott algebraban azt kell tehat eldénteniink, hogy
t és s polinomokra a t=s egyenlet megoldhato-e, azaz van-e a valtozoknak
olyan A-beli kiértékelésiik, mely mellett ¢ értéke és s értéke megegyezik. En-
nek a problémanak a bonyolultsagat jeloljiik Pol-SAT(A)-val. Egyenletrendszerek
esetén ty,ta,...,tn,S1,82,...,5, polinomokra kell megallapitani, hogy a t; = s,
L5 =80 s t, = s, egyenletrendszer kielégithets-e A-ban. Adott A algebrara je-
16ljiik Pol-SYS(.A)-val.

Dolgozatomban csoportokra vizsgalom az ekvivalenciaproblémakat. Korabban
csak annyi volt ismert, hogy nilpotens csoportokra a Pol-EQ probléma P-beli, nem
feloldhatokra coNP-teljes. A dolgozat egyik {6 eredménye, hogy feloldhato, nem
nilpotens csoportok nagy osztalyaban (pl. metaciklikus csoportok, diéder csoportok,
S3, As) polinomidében ellendrizhets, hogy két, akar konstansokat is tartalmazo
kifejezés azonosan egyenlG-e.

2. Korabbi eredmények

Az alabbiakban felsoroljuk a klasszikus strukturikra vonatkozo eredményeket. Vi-
lagos, hogy a kielégithet&ségproblémak mindig NP-beliek, mig az ekvivalenciaprob-
léemak minden algebrara coNP-beliek.

2.1. Gytrik. Kommutativ gytiriikre ismert [3], hogy a term ekvivalenciaprobléma
P-beli, ha a gytri nilpotens, egyébként pedig coNP-teljes. Burris és Lawrence [1]
belatta, hogy ez minden gytriire igaz, vagyis egy R gytri esetén a Term-EQ(R)
probléma P-ben van, ha R nilpotens, egyébként pedig a probléma coNP-teljes.

Ez a bizonyitas Osszegek hosszu szorzatat hasznélta, ami kibontva monomok
Osszegére mar lehet akar exponencialis hosszt is. Ezért Willard és Lawrence beve-
zette a yx, véltozatat ezeknek a problémaknak, ahol tehat minden polinomot tgy
tekintiink, mint monomok &sszegét, vagyis példaul (z + y)"” nem megengedett po-
linom, mivel kibontva mar 2" hosszi. A Termy-EQ (Polg-EQ) probléma tehat
annak a bonyolultsagat kérdezi, hogy két adott p és ¢ term (polinom) megegyezik-e
minden behelyettesitésre. [4]-ben az alabbit bizonyitottak be:

1. tétel. Legyen R gytirii, J(R) a Jacobson radikélja.
Ha R/J(R) kommutativ, akkor a Pol-EQ(R) probléma P-beli.
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Ha R = M,(F) véges matrixgytrti, amelyben az invertalhaté elemek nem
feloldhaté csoportot alkotnak, akkor Termy-EQ(R) coNP-teljes. Vagyis ha n > 3
vagy |F| > 4, akkor Termy.-EQ (M, (F)) coNP-teljes.

Szabo és Vértesi bizonyitottak a kimarado két esetre ([5]-ben n =2 és |F| =2
esetben, [6]-ben n=2 és |F|=3ra), hogy Termy-EQ (Mz(Z2)) valamint
Termy-EQ (Mz(Zg,)) szintén coNP-teljes, raadasul a bizonyitasban nem hasznéaltak
6sszeadast. 2004-ben Szabo és Vértesi [7| bebizonyitottak az alabbi tételt:

2. tétel. Legyen R gytirtd, J(R) a Jacobson radikélja.
Ha R/J(R) kommutativ, akkor Terms-EQ(R) P-beli.
Ha R/J(R) nem kommutativ, akkor Terms-EQ(R) coNP-teljes.

Ezzel a tétellel a Termys:-EQ probléma is karakterizalva lett gyfiriik esetén.

2.2. Csoportok. A probléma csoportokra még sok tekintetben nyitott. Burris és
Lawrence [1]| bizonyitotta az alabbi tételt:

3. tétel. Ha G nilpotens, akkor G-ben a Term-EQ probléma P-beli.
Ha G nem feloldhat6, akkor G-ben a Term-EQ probléma coNP-teljes.

Példaul As, az 5-6dfoku alternélo, 60 elemd csoportra a Term-EQ probléma
coNP-teljes. Megmutattik tovabba, hogy a diéder csoportokra a probléma P-beli.

Goldmann és Russell [2] az egyenletrendszerek megoldhatosagat vizsgaltak, és
sikeriilt igazolniuk a kévetkezét:

4. tétel. Ha G nilpotens, akkor G-ben a Pol-SYS probléma P-beli.
Ha G nem feloldhat6, akkor G-ben a Pol-SYS probléma coNP-teljes.

Ebbél a tételbdl persze kovetkezik, hogy a Pol-EQ probléma P-ben van a
nilpotens csoportokra. Ha ugyanis p = ¢-t kell eldonteniink, akkor csak annyi a
dolgunk, hogy megnézziik, hogy pg~! = g mely g csoportelemekre elégithets ki.
Ha csak az egységelemre, akkor p = ¢ azonossag, ha egy mésikra is, akkor nem
azonossag.

A nem nilpotens de feloldhato csoportok viszont mindeddig ellenélltak a tama-
dasoknak. Kezdetnek érdemes lehet a metaciklikus csoportokat vizsgilni koziiliik,
mert nekik van a legegyszeriibb szerkezetiik. A dolgozat elsGsorban ilyen csopor-
tokra probalja megoldani a fenti problémaéakat.
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3. Metaciklikus csoportok

A dolgozat ezen fejezetében azt vizsgaljuk, hogy mi mondhaté metaciklikus csopor-
tokra. Els6sorban a Pol-EQ problémaéra koncentralunk, ezen beliil is azt vizsgaljuk,
hogy mikor P-beli a probléma. Természetesen ha egy csoportra a Pol-EQ probléma
P-beli, akkor arra a csoportra a Term-EQ probléma is P-beli.

5. allitas. Csoportokra a polinomekvivalencia-probléma ekvivalens egy wiws . ..
w, = 1 egyenldség vizsgalatdaval, ahol w;-k véltozok valahanyadik (akar negativ
kitevss) hatvanyai, vagy valamilyen csoportbeli konstansok.

Bizonyitas. A polinomekvivalencia-probléma soréan olyan egyenlGséget akarunk
megoldani, hogy vyvs...vs = uyug ... us, ahol v; és u; valtozok, azok inverzei vagy
csoportbeli konstansok. Ez az egyenléség ekvivalens azzal, hogy u, 1“;—11 v .ul_lvl
Vg ...V, = 1, ami éppen olyan alaku, mint az allitasban megfogalmazott egyenls-
ség, miutan osszevontuk az azonos szomszédos valtozokat, valamint a szomszédos
konstansokat. W

Elegend6 tehat csak a p = 1 alaki azonossagokat tekinteni. Ezentiil csak ezeket
vizsgaljuk.

6. allitds. Ha G = A x B, valamint Pol-EQ(A) is és Pol-EQ(B) is P-beli, akkor
Pol-EQ(G) is P-beli.

Bizonyitas. A direkt szorzatban a szorzas koordinatanként torténik. Egy szorzat
pontosan akkor 1, ha minden koordinataban 1. Vagyis a feladat visszavezetddik a
komponensekben valo vizsgalatra. W

Vagyis azon véges csoportok osztélya, melyre a Pol-EQ probléma P-ben van,
zart a direkt szorzatra.

Az alabbi tételben bévitjiik azon csoportok osztalyat, melyekrsl ismert, hogy
a Pol-EQ probléma P-beli.

7. tétel. Ha G ~ A x B, ahol A ~ Z,, valamilyen p primre, valamint Pol-EQ(B)
P-beli, akkor Pol-EQ(G) is P-beli.

Bizonyitas. Legyen a az A generatora. A szemidirekt szorzas miatt adott B —
Aut A homomorfizmus a B-beli elemmel valo konjugalas. Mivel A ciklikus, ezért
minden b € B elemmel valo konjugalas egy b-t6l fliggd kitevsji hatvanyraemelést je-
lent. Tovabb4 minden G-beli csoportelem egyértelmiien felirhaté b-a* alakban, ahol
b € B, valamint k € {0,1,...,p — 1}. Vizsgaljuk, hogy wiws ... w; = 1 azonossag-e.
Irjunk be ide w; = bja;-t (ahol tehat b; € B, a; € A), majd a kommutélast felhasz-
nalva hozzuk el6re a b-ket (a;—1b; = bia?i_l), ezaltal az aldbbi szot kapjuk:

(baba ... b)) - (a5 Pals bt ).
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Ez a szorzat pontosan akkor 1, ha mindkét tényezo 1, hiszen az elsé tényezé B-beli,
a masodik tényez6 pedig A-beli. A feltétel miatt az els6 tényez6rsl polinomidében
eldénthetd, hogy azonosan 1, vagy sem.

Vizsgaljuk most csak a masodik tényezst. Mivel A kommutativ, ezért az azonos
a; valtozok (konstansok) egymaéas mellé hozhatok, vagyis ez a szorzat az alabbi
alakra hozhato:

a?“a?” i a?”la;magm ; agmz ...aﬁ“aﬁ” ” .a:k"“ =1
ahol a h;;-k B-beli tetszéleges szavak, az a;-k pedig paronként kiilonbozs A-beli
ismeretlent vagy konstanst jelolnek. Belatjuk, hogy polinomidében eldénthetd, hogy
ez azonossag-e.

Ha azonosan 1 ez a sz6 minden behelyettesitésre, akkor 1-et kapunk akkor is,
ha az a; helyébe a-t frunk, a tobbi a; helyébe pedig 1-et. Masrészt, vilagos, hogy
ha tetsz&leges B-beli behelyettesitésre ai'a” ... a" = 1 minden egyes i-re, akkor
teljesiil az is, hogy (at)" (at)™? ... (a*)"" =1, azaz (a;)" (a;)"? ... (as)"" =1.
Igy

alighz g ghnghe Laa cor @il ...a:k"“ =N

hivghiz  ghiti = 1 minden i-re. Vagyis

a™ =1 alaku egyenldségekrdl eldonteni, hogy azonos-

pontosan akkor azonossag, ha kiilon-kiilon a
elegendd csak az a™a"2 ...
sagok-e.

Jeloljiik az ismeretleneket (és a konstansokat is) x;-vel. Legyen h;-ben az x;
B-beli ismeretlen (vagy konstans) kitevéje k;;.

Mivel Aut A Abel, ezért a®1%2 = a2%1 igy a fenti sz6 pontosan ugyanaz, mint

k11 k12 ok ka1 k22 k kyy k12 ky P ¢ 3
az @®1 T2 TaMgli TpT TR g1 %30 n™ g76  Ekkor minden egyes B-beli
x; valtozohoz (vagy konstanshoz) létezik egy 1 és p — 1 kozé esé y; egész szam,

hogy a®7 = a¥%, amibdl kévetkezik, hogy a fenti sz6 megegyezik az

ki1, k12 kin

k11, k12 k k21, k22 k
& in I Tl VR /1

a¥r Y2 T -Yn Y2

szoval. Ez viszont pontosan akkor 1, ha
k k kin k k i ki1, k Kin
P | yh 11y k12 oykin o8 21, K22 yzz +t oy “J 12 . ykin

ahol tehat y; egy olyan (ismeretlen vagy fix) egész szam, mely 1 és p — 1 kozé esik,
k;j pedig nemnegativ egész szam, amiket meghatarozott az eredeti egyenlség.

Persze itt az y;-k nem biztos, hogy tetsz6leges 1 és p—1 kozotti szamot
felvehetnek, hanem Z, multiplikativ csoportjinak egy (a G &ltal) meghatéarozott
H részcsoportjabol vehet fel értékeket.

A bizonyitas befejezését az alabbi lemma szolgaltatja:

Q

8. lemma. Legyen I, a ¢ = elemi véges test, H < F; a multiplikativ cso-

port egy reszcsoportja Ekkor polmomIdoben eIIenonzheto az yk“yk“ ykin 4
ykaykee  gken 4oy kg ke ki bolinomrél, hogy minden H-beli behelyet-

tesitésre 0 lesz-e.
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Bizonyitas. F,; ciklikus, legyen a generédtora g. Ekkor H is ciklikus, legyen az &
generatora g'. Ez azt jelenti, hogy y; éppen g hatvanyait veheti fel. Irjunk most
minden y; helyébe z;-t. Ekkor az eredeti polinom egy H-beli behelyettesitéséhez
létezik az j polinomnak egy F-beli behelyettesitése, amire a két polinom ugyanaz,
és forditva, az 1j polinom egy F,-beli behelyettesitésthez van az els6 polinomnak
egy H-beli behelyettesitése (konkrétan pl. y; = z;), amelyre a két polinom egyenld.
Vagyis elegends a ziM11z8f12 | gthin oy gtk jthas | tkan ... o ptku bk | this
polinomot vizsgélni Fy;-beli behelyettesitésekkel. Mivel z?_l =1, ezért elegendd a
kitevsket mod ¢ — 1 nézni.

Allitjuk, hogy ez a polinom pontosan akkor lesz minden F, o ~beli behelyettesi-
tésre 0, ha minden F-beli behelyettesitésre 0. Az egyik irdny persze trivialis.

A miésik irdny bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy a fenti polinom minden F/-beli
behelyettesitésre 0, de van egy olyan z; = u; behelyettesités, amire nem 0 a polinom
értéke. Legyen olyan ez a behelyettesités, melyre az u;-k kozott a legkevesebb 0
van, és legyen pl. u, = 0. Ekkor z, kivételével irjunk minden z; helyébe u,-t, igy
kapunk egy z,.-ben legfeljebb ¢ — 2-odfokt polinomot, melynek a 0 nem gyoke, F,
tobbi eleme viszont igen (az uj-ki minimalis vélasztasa miatt). Viszont Fj felett
nincs olyan legfeljebb ¢ — 2-odfoka polinom, melynek pontosan ¢ — 1 gydke van.

Vagyis a lemmaban szerepld polinom pontosan akkor lesz minden H-beli behe-
lyettesttésre 0, ha a 25512 p8%12 | ptkin 4 ptha jthaz sx B e snp Fikngtha gtk
polinom 0 lesz minden F-beli behelyettesitésre. Am mivel Fj, kommutativ gytri,
ezért az 1. tétel alapjan ez a probléma polinomiélisan eldénthets. =

A lemma igazolasaval a tétel bizonyitasat is befejeztiik. ®
A tételbdl konnyen adddik az alabbi kévetkezmény:

9. kovetkezmény. Ha G ~ A x B, ahol A ~ Z,, valamilyen m négyzetmentes
szamra, valamint Pol-EQ(B) P-beli, akkor Pol-EQ(G) is P-beli.

Bizonyitas. Ilyenkor A egyértelmten felirhaté paronként kiilonbozé Zp-k direkt
szorzatara. Ha most tekintjiik egy b € B hatasat egy ilyen Z,-nek a, generdtoran,
akkor azt allapithatjuk meg, hogy af, mindenképpen Z,-n beliil marad. Koévetkezés-
képpen tekintjiikk minden p | m-re a megadott polinomot Z, x B felett, ami ponto-
san akkor lesz A x B felett azonosan 1, ha minden p-re Z,, X B felett azonosan 1. Az
el6z6 tétel alapjan viszont ezeket a problémékat el tudjuk dénteni polinomidében.
| |

Olvasva a tétel bizonyitésat, az embernek ohatatlanul is az az érzése tamad,
hogy az 6tlet nincs teljesen kiaknazva. Vegyiik észre, hogy a bizonyitas eleje ugyan-
igy elmondhato, ha A is és B is Abel. Ebben az esetben azt kapjuk, hogy az eredeti
A % B-beli azonossag ellendrzése polinomialisan visszavezethetd egy

ki1 k koy ks o ki k k
zlllm,_,”...zf,"‘ a%“%”---f‘ﬁz“ - 'a‘tl“‘t2l2'“z‘”ln -

a
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alaku azonossag ellenérzésére, ahol a € A, x; € B, k;j-k pedig egészek. Kovetve bi-
zonyitasunk gondolatmenetét az z;-knek megfeleltettiink y; egészeket, ahol z; pont
gy hatott a-n konjugalassal, mint az y;-edik hatvanyraemelés. Altalaban minden
x; € B elemnek meg tudunk feleltetni egy y; elemet A endomorfizmusgyiirijébél
agy, hogy x; ugy hat konjugalassal az A-beli elemeken, mint az y; endomorfizmus.
Ezzel az otlettel polinomidlisan vissza tudjuk vezetni a probléméankra az End A
egy specialis részgytrijében (amit a B-nek megfelel6 endomorfizmusok general-
nak) azonossagok vizsgalatanak problémajat.

Sajnos altaldaban nehéz ezt a bizonyos részgytir(t meghatarozni, &m bizonyos
esetekben konnyt kezelni. Példaul olyankor, ha az endomorfizmusgytiri méatrix-
gyurd. Ezen az 6tleten alapul az alabbi tétel:

10. tétel. Ha G ~ A x B, ahol (|A|,|B|) =1, B kommutativ, valamint A elemi
Abel, akkor Pol-EQ(G) P-beli.

Bizonyitas. Legyen A ~ Z'. A 7. tétel bizonyitasaban leirt modot kévetve tehat
clegendd csak azt ellendrizni, hogy

k k k k ke k- k k k
i llx212"‘1n]" az1211222___1"2n o a‘zl“m2l2'“1”ln

a =3l

azonossag-e, ahol tehat a € A valtozé vagy konstans, x;-k pedig B-beli valtozok
vagy konstansok. A félig direkt szorzat ad egy ¢: B — Aut(Z)') ~ GLy(Zp) ho-
momorfizmust, vagyis egy b € B elemmel valo konjugélés tekinthets egy matrixszal
val6é szorzasnak. Legyen B’ = im . Ha most az z; € B elemmel val6 konjugélas-
nak az y; € B’ matrixszal valo szorzas felel meg, akkor igazabol azt kell ellendrizni,

hogy tetszbleges a € A, valamint y; € B’ behelyettesités esetén a

ki, & k10 ko1, k 5 ki1, k n
(yllly2l2"‘ykl +y12|y222'”y§2 +___+y1ny212__'y:€11 )(a)
vektor 0-e. Ez ekvivalens azzal, hogy tetszéleges y; € B’ behelyettesitésre a

{Cn k12 ka1, koo ki2 kin

. ) K
gy Lyl Pyl e eyl gt

matrix 0.

Legyen R < M,,(Z,) a B’ altal generalt gytrtd. és tekintsiik ezeket a mat-
rixokat Z, algebrai lezartja felett (F'). Mivel char F' = p{|B|, ezért a Maschke-
tétel alapjan R féligegyszerti, azaz felbomlik matrixgytirik direkt osszegére. Vi-
szont R kommutativ (hisz B kommutativ), amibél kovetkezik, hogy éppen 1 x 1-
es matrixgytrtk, azaz testek direkt Gsszege: R = ®{_,F,.. (B',-) < (R,-), vagyis
B’ ~ &;_, H;, ahol H; multiplikativ részcsoportja Fy -nak. A fenti kifejezés tehét
pontosan akkor adja minden lehetséges behelyettesitésre a 0 matrixot, ha minden
egyes koordinataban 0-t ad. Vagyis minden ¢ € {1,2,...,s}-re meg kell vizsgilni,
hogy az yf1iys2 | ykin fybagher  pkan oo gkugkie g kin bolinom minden
egyes H;-beli behelyettesitésre 0-t ad-e. Ezt viszont a 8. lemma megoldja nekiink.
Tovabbé ez polinomidlis visszavezetés, mivel s < |B| sziikségképpen teljesiil. ™
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11718 kﬁvetkezméﬁy. Ha G ~ A x B, ahol A, B kommutativak, (|A|,|B|) =1, és A
exponense négyzetmentes, akkor Pol-EQ(G) P-beli.

Bizonyitas. Ilyenkor A ~ Z7" x Z}"2 x --- x Z'*-val, ahol i # j esetén p; # p;
primek. Tekintsiikk most egy b € B elemnek egy a; € Z;'" elemre valo hatédsat.
Mivel a p; primek paronként relativ primek, ezért biztosan al € Zy'* lesz, hiszen
a p;-Sylow egyértelmd. Vagyis elegends megvizsgalnunk minden egyes i-re, hogy
a megadott polinom minden egyes behelyettesités esetén 1 lesz-e Z'" x B-ben.
Amennyiben igen, ugy A x B-ben is, ha pedig nem, akkor vilagos médon A x B-ben

sem. Ezzel adtunk egy polinomialis visszavezetést az el6z8 tételben polinomialisan
megoldott problémara. W

Ezzel nem nilpotens, feloldhato csoportok egy meglehetGsen nagy osztalyarol
igazoltuk, hogy a polinomekvivalencia-probléma bonyolultsaga P-beli. Ilyen csopor-
tok pl. D,,,, ahol m négyzetmentes, a meta-ciklikus csoportok nagy része, Ss, Ay4.

Jelenleg a legkisebb csoport, amire a fenti problémék bonyolultsaga nem meg-
oldott, az Sy.
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SZOPROBLEMA NEM FELOLDHATO CSOPORTOK
FOLOTT

HORVATH GABOR ES MERAI LASZLO!

A G csoport folotti széprobléma annak eldontése, hogy egy azonossag teljesiil-e
G folott. Az mar ismert, hogy véges nilpotens, illetve méas feloldhaté csoportok folott
a probléma polinomialis. Megmutatjuk, hogy a széprobléma co-NP teljes a véges, nem
feloldhat6 csoportok f6l6tt. A problémaéat a graf k-szinnel valo szinezésére vezetjiik vissza,
ahol k a G csoport rendje.

1. Bevezetés

Napjainkban a szamitogépek terjedésével és fejlédésével egyre inkabb elGtérbe keriil
az a kérdés, hogy egy adott probléma megoldhaté-e, eldontheté-e szamitogéppel,
illetve ha igen, mennyi idé alatt. Az tgynevezett szoprobléma bonyolultsaga egyre
nagyobb teret hodit algebrai vizsgélatokban.

Azon tul, hogy ezek a problémék énmagukban is érdekesek, komoly alkalma-
zasaik vannak a matematika kiilonb6z6 teriiletein. Az univerzélis algebra egyik
legfontosabb megoldatlan kérdése, hogy egy algebra benne van-e egy adott algebra
altal generalt varietdsban. A probléma kinalja, hogy azt az azonossagok vizsgéla-
taval probéaljuk megoldani.

Eleinte a szaimitastudomanyi berkekben foglalkoztak kiilénb6z6 algebrai struk-
rurdk folott az gynevezett szoproblémaval. LegelGszor a Syracuse-i Egyetem Com-
puter Science tanszékének kutatoéi talalkoztak a problémakorrel, 6k vezették be a
szoprobléma (the term equivalence problem) elnevezést is. A kérdést eredetileg csak
véges kommutativ gytirtk és véges halok folott vizsgaltak. Kutatasaiknak gyakorlati
hattere volt: gyogyszeripari kisérletek Gsszehangolasa vezetett a fenti kérdésekre.
Bebizonyitottéak, hogy véges kommutativ gytirtk (R) esetén a szoprobléma P-beli,
ha R nilpotens és NP-teljes egyébként [3]. Kés6bb Burris és Lawrence [2] bebizo-
nyitottak, hogy ugyanez teljesiil tetszéleges (nem feltétleniil kommutativ) gytirtikre
is.

A véges csoportok folotti szoprobléma nagyobb kihivasnak bizonyult. 2004-ben
Burris és Lawrence [1] bebizonyitotta, hogy ha G nilpotens, vagy péaratlan n ese-
tén G ~ D,,, akkor a szoprobléma P-beli. Kés6bb Horvath és Szabo [4] kidolgoztak

1A kutatast az OTKA N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.
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egy modszert metaciklikus csoportokra. Bebizonyitottak példaul, hogy G ~ A »x B
esetén a szoprobléma G f6lott P-beli, ha A, B kommutativ, A exponense négyzet-
mentes és (|A|,|B|) = 1.

Ross Willard egy 1996-ban Torontoban tartott eldadasan emlitette a kovetkezd
tételt, mint Lawrence egy eddig még nem publikalt eredményét:

1. tétel. A széprobléma véges, nem feloldhaté csoport esetén co-NP teljes.

A dolgozatban az 1. tételt fogjuk bizonyitani.

2. Csoportok fol6tti szoprobléma

Csoport 6l6tti kifejezés (t(z1,...,2,)) az x; valtozokbol, illetve azok inverzébél
allo véges szorzat. Minden ¢(xq,...,x,) kifejezéshez és G csoporthoz természetes
modon definialhatjuk a t% : G™ — G kifejezésfiiggvényt. Egy G csoport kielégiti az
s(%) = t() egyenldséget, ha a kifejezésekhez tartozo s© és t¢ fiiggvények megegyez-
nek. Egy G csoport 6lotti szoprobléma esetén a s =t egyenlGség teljesiilését kell
eldénteni. Példaul A4-ben, a 4-edfoku alternélé csoportban 28 = ([.’1‘1 , .’1,'2])2 azonos-
sag, mivel minden Ay-beli helyettesités esetén mindkét oldal az egységelemet veszi
fel értékkent.

Véges algebrak folott ezek a kérdések konnyen eldonthetéek. Ellenérizni kell
az Osszes lehetséges behelyettesitést, és ha a két kifejezés mindegyiknél megegye-
zik, akkor ekvivalensek, egyébként pedig nem ekvivalensek. Ha pedig talalunk egy
behelyettesitést, ahol a két kifejezés értéke nem egyezik meg, akkor polinom idé-
ben eldonthetd, hogy a két kifejezés nem ekvivalens. Tehat véges algebrak esetén a
probléma coNP-beli.

Annak belatasa el6tt, hogy nem feloldhato csoportok esetén a probléma nem
csak coNP-beli, hanem co-NP teljes, kovetkezzék néhany definicio és egyszertibb
allitas (Tovabbi részleteket 1d. [5].)

2. definicio.

(a) Kommutdtor alatt a kovetkezd kifejezést értjiik:

[z,9] == ="'y 2y

(b) Indukci6 segitségével definidljuk a ¢,.(zq,...,22-) kommutéator kifejezést:
r =1 esetén legyen c1(x1,22) := [z1, T2], és 7 > 1 esetén

ChlBin . sedlor) = I:Cr(ml,...,xgr-—l),cr(.r21‘—1+1, ...,.’Egr)].

(¢) G pontosan akkor feloldhato, ha létezik olyan r > 1, hogy G ¢, =1, a
legkisebb ilyen r a G csoport feloldhaté hossza.

(d) a € G esetén legyen
[a,G] :={[a,g] : g € G).

21



3. lemma.
(a) Ha N <G, N és G/N feloldhatoé, akkor G is az.

(b) Ha N; és Ny két feloldhaté normaloszté G-ben, akkor az Ny - No szorzat is
az.

(¢) [a,G] normaloszté G-ben.
(d) Ha G nem kommutativ, egyszert csoport, akkor

Bt v BRedi=1
G, "ha a#1.

Kovetkezzék néhany jelolés és éallitds a verbdlis részcsoportokra vonatko-
zoan |[6].

4. definicio.

(a) Adott a kifejezések egy T halmaza. Legyen
(== || BAE™).
teT

(b) A T(G) altal generalt részcsoportot verbilis részcsoportnak nevezziik, és a
kévetkezé modon jeloljiik:

T*(G) := (T(G)).

(¢) {1} és G verbalis részcsoportok. Ha ezeken kiviil nincs mas verbalis részcso-
port, akkor GG verbélisan egyszerti részcsoport.

(d) Adott két s(zq,...,2m), t(z1,...,2m) kifejezés. Ekkor az s; kifejezést a
kovetkezoképpen definialjuk:

St(mle'- -71'1nn) = S(t(l‘],- . '7xn)at(xm+17' "7:1:21‘1.),"’7

t(x(m—-l)n+17 sy Imn))

(e) G véges csoport esetén legyen d¢ olyan pozitiv egész, melyre G generatorai-
nak minden X halmazara

G= L] X%

0<k<dg
(f) Adott s(xy,...,x,,) kifejezés és G véges csoport esetén legyen
dg—1
861y s vy Bmdg ) = H Bt on y Bl
i=0
ahol 1, ..., xmna4, paronként kiilonb6z6 valtozok.
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5. lemma.
(a) Minden verbalis részcsoport normaloszto.
(b) Minden véges csoportnak létezik maximalis feloldhaté verbélis részcsoportja.
(¢c) G véges csoport esetén, ha T = {t1,...,tx}, legyent :=t; - ... - t). Ekkor

TG = ta(G).

(d) Ha G csoport, V < G verbalis részcsoport, akkor eldall egy kifejezés érték-
készleteként.

A bizonyitas soran fontos fogalom a kifejezés hossza. Egy kifejezés hosszat a
kovetkezSképpen definialhatjuk:

6. definici6. Indukcio segitségével definidljuk egy kifejezés hosszat: Egy valtozo,
vagy annak inverzének hossza legyen 1. Tovabba, ha s, t két kifejezés, melyek hossza
a, b, akkor az s - t szorzat hossza legyen a + b.

7. lemma.
(a) Az s; hossza az s, illetve t kifejezések hosszanak szorzata.

(b) Az s hossza az s hosszanak és dg-nek a szorzata.
Mivel G |= s =t pontosan akkor teljesiil, ha G E=st™!' =1, elég a t =1 ti-

pust egyenloségekkel foglalkozni. A kovetkezo allitas kitiintetett szerepet jatszik
az 1. tétel bizonyitasaban.

8. allitas. Legyen G véges csoport.

(a) V verbalis részcsoport esetén legyen s olyan kifejezés, hogy s(G) = V. Ekkor
minden t kifejezésre:

VEt=1<=GEt;=1

(b) Tegyiik fel, hogy G nem feloldhaté, de az Gsszes valédi verbélis részcsoportja
az. Legyen V a maximélis feloldhaté részesoport G-ben. Legyen r a 'V fel-
oldhaté hossza. Ekkor minden t kifejezésre:

G/lVEt=l1<<GEci, =1

(¢) Ha G-nek nincs valodi verbélis részcsoportja és N <1 G, akkor minden t
kilejezés esetén
GEt=1<—=G/NEt=1.

Bizonyitéas.

(a) Legyen t = t(z1,...,%n) és s = s(x1,...,%m). Legyen tovabba

—

yi:(yily"'ayim)v izlv"'an
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Es (Wi« 25Unm) = t(s(g'l), s % 3(37”))

Mivel §; végigfut a G™ elemein, ezért s(ij;) végigfut a V elemein. Igy a
(h1,...,hs) € V™ esetén ha t(hy,...,h,) # 1, akkor s(i;) = h; valasztéssal
(A

Masrészrdl, ha ts # 1 G f6lott, akkor létezik olyan #,. .., 7, helyettesités,
hogy ts # 1. Ekkor h; = ¥; valasztéassal kapjuk, hogy t(h,...,h,) # 1, azaz
t £ 1V folott.

(b) Legyen tg =tg(z1,...,xm). Ha t =1 G/V felett, akkor tg(G) <V, igy
ta(G) feloldhato és ¢, =1 G felett. Masrészrél, ha t # 1 G/V folstt, akkor
te(G) nem fololdhato, és te(G) =G. Tehat léteznek g1, ..., g2 € G elemek,
hogy ¢,(g) # 1, illetve §* m-esek, hogy tg(7*) = gi. Ekkor cp (7, ..., 72 ) #
1, azaz ¢4, #1 G fol6tt.

(c) Hat = 1G felett, akkor nyilvan t = 1 G/N f5l6tt. Tegyiik fel, hogy t = 1 G/N
folott. Ekkor tq(G) < N. Mivel tq(G) verbalis, igy tq(G) = {1}, adodik,
hogy t =1 G folott. =

3. Co-NP teljesség bizonyitasa

A szoprobléma egy véges G csoport f6lott nyilvan co-NP-beli: annak ellenérzésé-
hez, hogy ¢(Z) =1 nem teljesiil G 616tt, elég egy § tant melyre t“(§) # 1. Adott §
esetén a t9(g) érték kiszamitasa pedig polinomiélis id6ben végezhets. A tétel bizo-
nyitasahoz elég mutatni egy NP-teljes problémét és egy polinomialis visszavezetést
a G folotti szoproblémara. A legelegansabb vélasztasnak a k-szinezés probléméja
bizonyult, ahol k a G csoport rendje, és G egyszer(i, nem kommutativ csoport. Ez-
utan az altalanos esetet a nem feloldhato részcsoportokra vonatkoz6 indukcioval
bizonyitjuk.

9. tétel. Legyen G véges, egyszerti, nem kommutativ csoport. Ekkor a szoprobléma
co-NP teljes.

Bizonyitas. Legyen k = |G|. A csoport egyszer(i és nem kommutativ, igy k& > 60.
Polinomialisan visszavezetjiikk a graf k& szinnel valo szinezését a szoproblémaéra.
Legyen I' = (V, E) egy tetszSleges egyszerti graf tobbszords és hurokél nélkiil,
V={v1,...,v,} é&s E={e1,...,em}. I pontjait szeretnénk szinezni G elemei-
vel. v; szine legyen g;. Megadunk egy t kifejezést G folott, hogy t(g1,...,9n) # 1
pontosan akkor, ha a graf k-szinezhetd.

A 3. lemma alapjan [g, G] = G minden g # 1 csoportelemre. Legyen dg a 4. de-

finicioban definialt konstans. Ez a konstans csupian G-tél fiigg, és minden g € G

elemre
dg

G = [9.G) = []lg, vil-

i=1
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Legyen
dg
S(@,y1, . ya0) = 5@, §) = [ [z, .
k=1

Minden v; € V ponthoz rendeljiik hozza az z; valtozot, és minden e = (v;,v;) €l
esetén legyen

Si(#) = S(zix; ™, §).
Ekkor S; ;(G) = 1 pontosan akkor, ha z; = x; és S, ;(G) = G pontosan akkor, ha
x; # x;. S; j hossza csupan G-t6l fiigg: minden kommutator 3 valtozot tartalmaz,
kétszer ismételve, a dg taga szorzat Osszesen 6d¢ hosszu.

Definialjuk most a ¢ kifejezést. Legyen e = (v;,v;) I' egy éle, és legyen
te(#) = 8i,5(F) = S(ziz; ™", H)-
Legyenek €1, ..., e, I' élei, és r olyan, hogy 2" ' < m < 2", tovabba

TR NG SUER TR SR, o

Itt a t., kifejezésekben az ¢ valtozok paronként kiilonboznek. Igy dsszesen dg2"
darab .,y valtozo szerepel. Ekkor t hossza 6dg - 4" < 6dg(2m)" = 24dgm? tehat T
méretének polinomja.

Igazoljuk, hogy t # 1 G folott pontosan akkor, ha I' k-szinezhets. ElSszor te-
gyiik fel, hogy T k szinezhet6 a G elemeivel és legyen a v; szine g;. Ekkor az z; = g;
helyettesitéssel minden e élre kapjuk, hogy t.(G) = G. Mivel G nem feloldhato,
¢, #1 G f6lott, igy t # 1. Masrészrél tegyiik fel, hogy I' nem k-szinezhets. Ekkor
minden szinezésnél van egyszinii e él. Ekkor t, = 1, igy £ = 1 is minden helyettesi-
tésnél, azaz t =1. M

10. lemma. Legyen V a G egy verbélis részcsoportja. Ha a széprobléma V' folott
co-NP teljes, akkor GG 6l6tt is az.

Bizonyitas. Polinomialisan visszavezetjiik a V' f6l6tti problémat a G folétti problé-
mara. Minden V-beli t(z1,. .., z,) kifejezés esetén mutatunk egy G-beli t' kifejezést,
hogy t = 1 V {616tt pontosan akkor, ha t' =1 G {6lott.

Mivel V' verbilis, ezért létezik G folott olyan s(xq,...,z,) kifejezés, hogy
s(G) =V. Legyen t' := t,. Ekkor t = 1 V 6l6tt pontosan akkor, hat’' =1 G f6lott.

A visszavezetés polinomidlis, ugyanis ¢’ hossza a t és az s hosszanak szorzata,
ahol a masodik tag csupan a csoporttol fiigg. H

Ezek utan mér bizonyithatjuk az 1. tételt.

Az 1. tétel bizonyitasa. G rendje szerinti indukcioval bizonyitjuk a tételt.

Els6 eset: Létezik egy V nem trivialis, nem feloldhat6 verbalis részesoport G-
ben. Mivel |V| < |G|, ezért az indukcios feltevés miatt a probléma V 6l6tt co-NP
teljes. Ekkor azonban G folott is a 10. lemma alapjan.
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Masodik eset: Nincsen nem trivialis, nem feloldhato, verbalis részcsoport,
de van nem triviélis feloldhat6 részcsoport. Legyen V a legnagyobb feloldhaté
verbalis részcsoport, és jelolje r a csoport feloldhato hosszat. A G/V faktorcsoport
nem feloldhato. Mivel |G/V| < |G|, ezért az indukcios feltétel miatt G/V 616tt a
probléma co-NP teljes. Polinomiélisan visszavezetjiik a G/V {6l6tti sz6problémat
a (G f6lotti probléméra.

Legyen t egy G/V feletti kifejezés. A 8. allitas alapjan t = 1 G/V felett pon-
tosan akkor, ha ¢+, =1 G folott. ¢, hossza a ¢, és a tg hosszanak szorzata, ahol
az utobbi a ¢t hosszanak és a dg-nek a szorzata. Az utols6 tag és a ¢, hossza csak
a csoporttdl fiigg, igy a t hosszanak polinomja.

Harmadik eset: Nincs verbélis részcsoport G-ben. Ha G egyszerti akkor
a 9. tétel alapjan készen vagyunk. Ellenkezd esetben legyen N normaloszté G-
ben, és t egy kifejezés. A 8. allitas alapjan tudjuk, hogy t =1 G f6lott pontosan
akkor, hat =1 G/N folstt. A G/N faktorcsoport nem feloldhat6, mert G’ verbélis,
igy G’ = G. Igy az indukcios feltevés miatt a G folotti probléma co-NP teljes. W

4. Problémak

A véges csoportok 6lotti szoproblémak vizsgalata még kozel sem teljes.

11. probléma. Adjon algebrai jellemzést a véges csoportok osztalyara, melyekben
a szoprobléma polinomialis illetve co-NP teljes!

Az még maig nem vilagos, hogy vajon minden véges csoport besorolhato-e
ebbe a két osztalyba.

12. probléma. Van-e polinomialis/co-NP teljes dichotémia a véges csoportok
folotti szoprobléma esetén?

Maig nem tudjuk, mely osztalyba soroljuk a legkisebb csoportot, mely se nem
nilpotens, se nem metaciklikus:

13. probléma. Taladlja meg az Sy f6lotti szoprobléma komplexitasat!
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A MERGEZETT CSOKOLADE REJTELYE

HORVATH GABOR ES MOLNAR SASKA ILDIKO!

A meérgezett csoki nevii 50 éves jaték megjelenésétsl kezdve a matematikusok érdekls-
désének kozéppontjaban all. Mar akkor sincs szinte semmi informéaciénk a nyerd straté-
giarol, amikor egy 3 X n-es tablan jatszunk. Mutatunk egy 0j megkozelitést és egy kobos
algoritmust a nyer6 mez&k megkeresésére. Tobbek kozott bebizonyitjuk, hogy végtelen
sok kezd& nyer6 mezé van a harmadik sorban.

1. Bevezetés

A mérgezett csoki jaték évtizedek ota a figyelem kozéppontjaban all. A jatéknak
egyszer( szabélyai vannak, 4m ennek ellenére mar tobb mint 20 éve dacol az 6sszes
probalkozassal, ami az elemzésére iranyul. Bizonyos esetekben ismerjiik a stratégiat,
altalaban azonban nem.

Csakany Béla konyve alapjan a jaték a kovetkezd: ,Szamtanfiizetben keretez-
ziink be egy m és n egység oldalu téglalapot. Mez&i megadasara ... a nemnegativ
egész szamokat hasznalhatjuk. A jaték kezdete el6tt jeloljiik meg — »ikszeljiik ki« —
a délnyugati sarokban allo (0,0) négyzetet. A jatszma abban all, hogy Anna és
Balazs felvaltva kiikszelnek egy még tires (i, j) négyzetet, és azzal egyiitt az Gsszes
olyan (s,t) négyzetet is, amelyek (i,7)-bol északra és keletre haladva elérhetdk,
vagyis az Osszes olyan (s,t) négyzetet, amelyre ¢ < s, j < t. Aki nem tud ikszelni,
az veszit.” [5]

A jatékot David Gale [8] talalta ki 1982-ben, és GNIM-nek nevezte el. Am
a G beti hozziadas a jol ismert NIM jatékhoz nem volt jogos, ugyanis a jaték
specialis esete a kordbban Fred Schuh [10] altal bevezetett un. osztojatéknak. A
jaték mégsem GNIM, vagy divisor game néven valt ismertté a vilagon, hanem
CHOMP néven. A ,chomp” angol sz6 jelentése: csamcesog, ragesil. De mi koze van
ennek a szonak a jatékhoz? Thomas S. Ferguson [7| cikkében elmeséli, hogy a
jatékot egy tabla csokoladéval jatsszak, melynek bal fels§ sarka mérgezett. A két
jatékos felvaltva torhet a csokoladébol ngy, hogy kijeldl egy mezdt, s mindent letor,
ami ettdl a mez6tdl jobbra vagy alatta van. Az veszit, aki kénytelen a mérgezett
darabot letorni. Ferguson emlitést tesz egy internetes cikkrél is, ahol a jatékot ki
lehet probalni. (http://207.106.82.89/Puzzles/Chomp/Chomp.htm)

1A kutatast az OTKA N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.
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Ismert, hogy mindig a kezdének van nyers stratégiaja, valamint ismert egy-
szer(i nyerd stratégia n x 2-es, valamint n x n-es csokoladék esetén. Annal meg-
lep6bb, hogy méar n x 3-as csokoladé esetén sem tudunk mondani szinte semmit.
David Gale 100 $-t ajanlott fel az n x m x k-as jaték teljes elemzéséért.

A problémat a fent emlitetteken tal vizsgalta J. H. Conway ([4], [1]). Hivatkozik
David Gale és Fred Schuh munkaira. Azonban a jatékkal kapcsolatban csak néhany
nyer6 allast emlit meg, lényegesen nem jut kozelebb a nyerd stratégidhoz.

Az egyik legutolso cikket, ami a jatékkal kapcsolatban megjelent, Doron Zeil-
berger [13] frta. O is megfogalmaz egy-két szabalyt, amelyek speciélis elrendezések
esetén mondanak valamit, valamint feltérképezte a nyers allasokat, ha az utols6
oszlopban 115-nél kevesebb mez6 van. Zeilberger [11] cikkében targyalja, hogy ho-
gyan hasznalhato fel a szamitogep a jaték elemzéséért folytatott harcban. Irt is egy
programot [12], mely az Osszes nyerd mez6t kilistazza egy adott tablara.

Az ezzel kapcsolatos kérdéskor Magyarorszagon is nagy népszertiségnek érvend.
Noha Csékéany Béla [5] konyvében tgy emlegeti, mint Gale lefedds jatéka, a koztu-
datba inkabb téglalapos jatékként, vagy mérgezett csoki jatékként vonult be. Posa
Lajos a tehetséggondozo taboraiban rendszeresen fel szokta adni altalanos iskolas
gyerekeknek a 2 x 8-as, 4 x 4-es, valamint a 3 x 4-es specialis eseteket. A Dienes
Zoltan kéziratat feldolgozo, Dienes professzor jatékai cimi konyvben is megtaldl-
hat6, mint lefedss jaték” [6]. O is, mint sokan mésok, leirja, hogy miért mindig a
kezdének van nyerd stratégiaja, megmutatja a 2 X n-es és az n X n-es tablakra a
nyerd stratégiat, illetve beszél a specialis 3 x 4-es tablarol. Megmutatja azt is, hogy
az osztojaték és a téglalapos jaték ugyanaz. Megmutatja még néhany jatékallasrol
is, hogy az nyerd, de ennél tobbet 6 sem ir. A dolgozat a fenti terminologiak koziil
végig a mérgezett csokoladé verziot fogja hasznalni.

A jaték tehat mind a mai napig aktivan foglalkoztatja az embereket, kiilonosen
az n % 3-as eset. Megdobbent6 ugyanis a tény, hogy a jaték rendkiviil egyszerti,
mégsem tudunk hasznos dolgokat mondani a nyeré stratégiarol. Ertelmes kérdés
példaul, hogy egyértelmi-e egy adott helyzetben, hogy hova kell 1épniink, hogy
biztosan nyerjiink? A valasz azonban nemleges, méar n x 3-as csokoladé esetén is
van olyan jatékallas, amibol elérheté két nyerd mezé is. Akkor vajon egyértelmi-e
az els6 nyerd 1lépés? A valasz erre a kérdésre is tagadd: 10 x 8-as csokoladé esetén
két kezdeti nyers 1épés van. Az n x 3-as esetben nem tudjuk a valaszt. Valoszintleg
egyértelmii a kezdd nyerd lépés, de bizonyitani eddig senki nem tudta.

A dolgozatban (mely [9] atdolgozott valtozata) az n x 3-as jatékot 1j megkozeli-
tésben elemezziik. Elsallitjuk a nyeré mezdket egy parcialis rekurziv fiiggvény segit-
ségével, majd a tovabbiakban ezen fiiggvényt vizsgaljuk tovabb. ElsGsorban a kezdd
nyerd mezdékre koncentralunk. Csak két kezdd 1épés lehet: vagy a kozépsG oszlopba
toriink, vagy az utolsoba. Jeldlje (A4, B, C') azt a jatékallast, amikor az els6 oszlop-
ban A, a masodik oszlopban B, a harmadik oszlopban pedig C' mez§ van. Ekkor a
kezdd lépés (A, B, B) vagy (A, A,C) tipusi lehet. Részlet az (A, B, B) nyer me-
26k sorozatabol: (3,1,1), (4,2,2), (6,3,3), (8,4,4), (10,5,5), ..., (87,50, 50). Idaig
minden szam el&fordult (1-t61 50-ig), valamint a tablak mérete is monoton nétt, igy
az sejthetd, hogy ez a két tulajdonsiag kés6bb is megmarad. A sorozat kovetkezd
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eleme azonban (88, 52,52), vagyis a két sejtés egyike biztosan megddl, konkrétan:
a monotonitas. A kévetkezs kezdS nyerd lépés ugyanis (89,51,51). A 18. tételben
belatjuk, hogy a maésik sejtés mindig all. Az (A, A, C) tipusi kezds nyer6 mezs-
ket vizsgalva rajohetiink, hogy itt nem fog minden C eléfordulni, sikeriilt viszont
igazolni a 21. tételben, hogy végtelen sok ilyen tipusi nyers kezdd lépés van. To-
vabba a 27. allitasban megfogalmazunk egy elégséges feltételt arra vonatkozoan,
hogy csak 1 nyers kezdé lépés legyen minden n x 3-as csokoladé esetén.

A jaték tehat tovabbi elemzésre szorul, remélhetdleg ezzel az tj megkozelitéssel
konnyebben meg lehet majd fogni a nyerd stratégiat.

2. Az altalanos jaték

Adott egy n x m-es csokoladé, melynek bal fels6 sarka mérgezett. Két jatékos
felvaltva tor a csokoladébol egy darabot gy, hogy kijelol egy kockat a még meglevs
tablan, majd letori a kijelolt kockat, valamint mindazokat, melyek téle jobbra
és/vagy lefele esnek. Az a jatékos veszit, aki kénytelen a mérgezett darabjat letérni
a csokoladénak.

Jeldljiik az i-edik sor j-edik kockajat (i, j)-vel.

1. példa. A két jatékos egy 3 x 4-es tablan jatszik. Az elsé jatékos letori a (2, 3)-as
mezGt, s vele egyiitt a (2,4), (3,3), (3,4) mezdket is. Erre a masodik jatékos letori
a (2,2)-es, s vele egylitt a (3, 2)-es mezdket. Erre az elsé jatékos az (1,4) mez6t tori
le. A masodik jatékos letori a (2,1), valamint (3, 1) mezdket, majd az els6 jatékos
letori az (1,2) és (1,3) mezdket, és ezzel nyert, hisz a masodik jatékosnak mar csak
az (1,1) (mérgezett) kocka maradt (1. abra).
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1. dbra. Példajaték

A jaték kiilonb6z6 csokoladéméretekre mas és mas, kiilonboznek a nyerd stra-
tégiak is. A ,stratégialopas” modszerével azonban koénnyen lathato, hogy az elsé
jatékosnak mindig van nyerd stratégiaja.

2. Allitas. Az elsé jatékosnak tetszdleges n x m-es csokolddéméret esetén nyerd
stratégidja van.
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Bizonyitas. A jatékrol azonnal latszik, hogy véges, hiszen legfeljebb nim lépésben
véget ér, és dontetlen nem fordulhat els. A véges, kétszemélyes jatékok esetén
mindig van valamelyik jatékosnak nyerd stratégiaja [14].

Tegyiik fel, hogy nem az elsd, hanem a méasodik jatékosnak van nyerd stratégi-
aja. Bz azt jelenti, hogy barmelyik mez6t torje is le kezdetben az elsé jatékos, arra
van egy olyan lépése a masodik jatékosnak, melybdl biztosan tud nyerni. Vagyis ha
az els6 jatékos az (n,m) mezdt tori le, arra is van egy nyerd lépése, mondjuk (z, 7).
Azonban ha az els¢ jatékos az (i,j) kockat torte volna le kezdésnél, akkor ezzel
a lépéssel az el6zd helyzet allt volna eld, csak most a masodik jatékos kovetkezik.
Viszont innen a feltételezés miatt az els§ jatékos biztosan nyer, ellentmondasban
azzal, hogy a masodik jatékosnak erre is van nyerd valaszlépése. Az ellentmondas
bizonyitja az allitast. M

A jaték stratégiaja két specialis esetben ismert, ezen esetek elemzése meglehe-
tosen egyszertd [5].

2.1. A 2 x n-es jaték. Az els6 jatékos jatsszon a kovetkezGképpen: kezdetben a
(2,n) kockat (a jobb also sarkot) tori le, majd a tovabbiakban ha a masodik jatékos

z (1,14) kockat tori, akkor az elss jatékos az (2,7 — 1)-et, ha pedig a mésodik jatékos
az (2,1) kockat tori le, akkor véalaszul az els6 jatékos az (1,74 1)-et tori le.

b4Vl Vd V744
/‘///’v >4

2. dbra. Stratégia a 2 x n-es csokoladén

Konnyti latni, hogy a fenti modon az els§ jatékos mindig nyer, mert a jaték
folyaman végig fenn tudja tartani azt az allapotot, hogy a lépése utan az elsé sorban
1-gyel tobb mezd legyen, mint a masodikban.

2.2. Az n x n-es jaték. Az elss jatékos letori a (2,2) mez6t, majd ha a masodik

jatékos az (i, 1) mezét tori le, akkor 6 az (1,7) mezét, ellenkezé esetben pedig pont
forditva.

Ez a modszer is egy szimmetrikus helyzet fenntartasan alapszik, amivel végiil
az els6 jatékos nyer.

A tovabbiakban csak az n x 3-as esetet fogjuk vizsgilni, &m ott mar sajnos
nem fogunk tudni hasonloan szép elvet mutatni, mely egy szimmetrikus strukttra
megorzésén alapszik.
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3. dbra. Stratégia az n x n-es csokoladén

3. Az n x 3-as jaték

3.1. Nyerd6 mezdk. Mostantol a jatéknak csak azzal a specidlis esetével foglalko-
zunk, melyben a csokoladénak 3 oszlopa van.

Jelolés. Jeloljiink (A, B, C)-vel egy olyan jatékallast, melyben a csokoladé elss
oszlopaban A, a masodik oszlopban B, mig a harmadik oszlopban C' mez6 van még
meg. Tovabba ha az egyik jatékos torése utan az (A, B, C') jatékallas allt els, akkor
azt mondjuk, hogy a jatékos (A, B, C)-t lépte.

A jaték szabalyaibol azonnal adoédik, hogy egy (A,B,C) jatékallasra
Az B>,

3. definicié. Nevezziik (A, B, C)-t nyeré mezének, ha az egyik jatékos ezt lépve

képes ezutan nyerni, barhogyan jatsszon is a mésik jatékos. A tobbi jatékallast
nevezziik veszté mezonek.

Nyilvan (1,0,0) nyerd mezd, hiszen ekkor a masik mar csak a bal fels6 sarkot
torheti. A definiciobél az is vilagos, hogy nyerd mez6rsl csak veszté mezére 1éphe-
tiink, viszont minden vesztd mez6rél tudunk legalabb egy nyerd mezére 1épni. Ez
lehetGséget ad a nyerd- és vesztG mezdk rekurziv megallapitasara.

4. kbvetkezmény. Ha (A, B, C') nyeré mezd, akkor az alabbiak veszté mezdk:

(1) (A,B,Ci), ha C > Cy,
(2) (A,C1,Cy), haC > C4,
(3) (C1,C1,C), ha C > Cy,
(4) (A,B;,C), haB> B, > C,
(6) (B1,B1,C),haB> B; > C,
(6) (A1,B,C), haA> A > B.

32



Bizonyitas. Az (A, B, () allashol csak a fent felsorolt allasokba léphetiink. m

Vilagos, hogy egy nyerd stratégia ismeretéhez a nyeré mezdGket kell ismerniink,
egy nyerd stratégia ugyanis abbol all, hogy minden egyes lépésiinkkel nyerd mezékre
lépiink. A nyerd mezdk felderitését segitik az alabbi fliggvények.

5. definicié. Legyen f: N x N — N az alabbi kétvaltozos parcidlis fiiggvény:
f(0,0) =1. B < C esetén f nem értelmezett; B > C-re akkor értelmes, ha nincs
B-nél kisebb By, melyre f(B;,C) = Bj, valamint nincs C-nél kisebb C;, melyre
f(C1,Cy) = C1, ekkor az értéke legyen

A+ f(B,,C), ha C<B, <B
F(B,C)=min{ A>B: A+ f(B,C1), ha C1<C
A;éf(Cl,Cl), ha C1 < ¢

A fenti definiciobol kivilaglik, hogy f parcidlis rekurziv fliggvény, aminek a
legnagyobb elénye, hogy kiszamolhato (a késGbbiekben latni fogjuk, hogy a bonyo-
lultnak t(ing definicié ellenére meglehetsen egyszertien).

6. definici6. Legyen g: N x N — N az a kétvaltozoés parcidlis fiiggvény, melyre
g(B,C) = A pontosan akkor, ha (A, B,C) nyeré mez5. Amennyiben (B,C)-hez
nincs megfeleld A, gy ¢ nem értelmezett.

B < C esetén tehat g nincs értelmezve, valamint a 4. kévetkezmény 6. pontja
miatt nem fordulhat els, hogy egy (B, C') parhoz legyen A és A; is, melyre (A, B, (')
is és (A1, B, C) is nyer6 mezdk lennének, vagyis g definicidja értelmes.

Vilagos, hogy ¢ ismeretében ki tudunk alakitani nyerd stratégiat, hiszen g
valamilyen értelemben ,elkddolja” a nyerd 1épéseket.

Az alabbi tétel megadja a fenti két fliggvény kozotti kapcesolatot.

7. tétel. A fent definidlt f és g fiiggvények ugyanott vannak értelmezve, és ha egy
(B, ) péaron értelmesek, akkor f(B,C) = g(B,C).

Bizonyitas. A tételt teljes indukciéval bizonyitjuk. Tudjuk, hogy f(0,0) =
g(0,0) = 1. Vilagos tovabba, hogy B < C esetén f(B,C) és g(B,C) egyike sincs
definialva.

Tegyiik most fel, hogy f(B1,C1) = g(B1,C1) minden olyan B, < B, C; <C
esetén, ahol (B,C) # (B, C). Belatjuk, hogy ekkor f(B,C) = g(B,C) is teljesiil.

Ha f(B,C) nincs értelmezve valamilyen B > C' esetén, akkor a definicio alap-
jan van B; < B, hogy f(B;,C) = By, vagy van Cy < C, melyre f(C;,C;) = Cy. Az
elss esetben az indukcié miatt (By, By, C') nyerd mezd, ahova léphetiink az (A, B, C)
jatekallasbol, vagyis (A, B,C) semmilyen A esetén nem lehet nyer6 mezd, tehat
g(B, C) sincs definialva. A masik esetben (Cy,C1,C}) nyerd mez6 az indukeié mi-
att, és az (A, B, C) jatékallasbol szintén tudunk mindig ide lépni, vagyis (A, B, C)
szintén nem lehet nyeré mez6, igy g(B,C') ekkor sincs értelmezve.
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Tegyiik most fel, hogy f(B,C) = A. Belatjuk, hogy (A, B,C) nyerd mezo,
igy g(B,C) = f(B,C). Az (A, B, () jatékallasbol csak a 4. kovetkezményben lefrt
jatékallasokba léphetiink (ha mindegyik veszt6 mezs, akkor (A, B, C') valoban nyerd
mez6):

(1) (A,B,C4), ahol C > Cy, de A # f(B,C;) = g(B,C)), igy (A, B,C}) veszto
mezo.

(2) (A, Cl,Cl), ahol C >Cq, de A 75 f(C'1,C1) = g(Cl,Cl), igy (A,Cl,Cl)
vesztd mezo.

(3) (C1,C1,Ch), ahol C > Cy, de Cy # f(C1,Ch) = g(C1,Ch), 1gy (C1,C1,Ch)
vesztd mezd.

(4) (AvBhC)7 ahol B > Bl 2 Cv de A 7é f(Blvc) = 9(3170)7 ng (A’ Bl’C)
veszté mezao.

(5) (B],Bl,C), ahol B > B] 2 C, de A # f(B17B1) = g(Bl,Bl), igy (A,Bl,Bl)
veszté mezo.

(6) (A1,B,C), ahol A > A; > B, de mivel f definiciojaban a legkisebb lehet-
séges A-t valasztjuk, ezért léteznek B; < B,C; < C, hogy tudunk lépni
az (Ay, B1,C1) jatékallasra az (A, B,C) jatékillasbol, valamint A; =
f(B1,C1) = g(By,Cy), vagyis (Ay, B,C) veszté mezo kell, hogy legyen.

Az (A, B, C) jatékallasbol csak veszt6 mezdkre léphetiink, igy (A. B,C) nyerd
mez6. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztilk. m

3.2. A tablazat. Most mér rekurzivan ki tudjuk szamitani az f fliggvényt (a nyerd
mezdket), amit abrazolhatunk egy tablazatban ugy, hogy az oszlopok adjik az els6
koordinatat, a sorok pedig a masodik koordinatat, vagyis f(B,C) = A azt jelenti,
hogy A szerepel a C-edik sor B-edik oszlopaban (4. dbra).

Lassuk, miként jelentkezik az 5. definicié a tablazatban: Ha f(B,C) definialt,
akkor f(B,C) a legkisebb olyan természetes szam, ami legalabb B, valamint nem

szerepel B-edik oszlopban foljebb, nem jelenik meg a C-edik sorban korabban,
valamint nem szerepel a fgatloban a C-edik sorral bezar6an.

8. példa. f(13,11) = 22, ugyanis f(13,11) az a legkisebb pozitiv egész, mely
legalabb 13, és nem szerepel a 4. abraban sziirke szinnel.

A fiiggvény nincs definialva a C-edik sor B-nél nagyobb oszlopaiban, ha
f(B,C) = B, vagy ha valahol is el6fordul, hogy f(A, A) = A. Belatjuk, hogy az
utobbi eset azonban lehetetlen.

9. lemma. A féatloban szereplé elem mindig nagyobb, mint a kézvetlen felette levé

(amennyiben mindketté létezik), azaz f(C,C —1) < f(C,C). Tovabb4 f(C,C) és
f(C,C —1) egyszerre értelmezett.
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4. dbra. A tablazat eleje

Bizonyitas. f(C,C) és f(C,C — 1) definicioja minddssze annyiban tér el egy-
mastol, hogy az elbbiben eggyel tobb elemet zarunk ki, konkrétan f(C,C — 1)-
et. Vagyis f(C,C) pontosan akkor értelmezett, mint f(C,C —1), és f(C,C) >
fic,C-1). m

10. kdvetkezmény. Semmilyen A-ra nem lesz f(A, A) = A, vagyis (A, A, A) min-
dig veszt6 mezd. Igy a kezdd jatékosnak van nyerd stratégiaja.

Bizonyitas. Indirekt modon legyen A a legkisebb természetes szam, melyre
f(A,A) = A. Ekkor f(A,A—1) is definialt, és f(A—1,A—1) # A—1 a feltevés
miatt. Az f fiiggvény definiciojabol A < f(A, A—1) < f(A, A) = A, ellentmondaés.
|

A kovetkezmény alapjan az f fiiggvényt egyszeriibben is definidlhatjuk:

11. definicié. Legyen f: N x N — N az alabbi kétvaltozos parcialis fiiggvény:
f£(0,0) =1. B < C esetén f nincs definidlva; B > C-re akkor van definialva, ha
nincs B-nél kisebb By, melyre f(B;,C) = B, ekkor az értéke legyen

A#f(BlaC)v ha CSB1<B
f(B,C)=min{ A>B: A4 f(B,C1), ha O <C
A+ F(C,C1), ha C,<C

Lathato tehat, hogy a téblazat meglehetSsen egyszertien és gyorsan tolthetd

ki: Ha fel akarjuk télteni az elsé n sor els6 m oszlopat, akkor O(nm) helyen kell
kiszamolnunk az f fiiggvény értékét, egy érték kiszamolasa pedig O(n+m) lépésben
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megtehetd, igy a tabldzat els6 n x m-es része O(nm(n + m)) idében tolthets ki.
Ha n x 3-as csokoladéval jatszunk, akkor a tablazatnak legfeljebb elsé n sorara és
n oszlopara van sziikségiink, amit tehat O(n?) lépésben kiszamithatunk.

Tovabba, ha mar kiszamoltuk elére a tablazatot, és jatszanunk kell a segitsé-
gével, akkor sincs nehéz dolgunk. Ha az ellenfél az (A, B, C) mezére tort, akkor
vizsgéljuk meg f(B,C)-t! Ha nincs definidlva, akkor annak az az oka, hogy van
B, < B, melyre f(B;,C) = By, vagyis (By, B1,C) nyer6 mezd, torjiink oda! Ha
Ay = f(B,C), és A = Ay, akkor nincs mit tenni, torhetiink barhova, hiszen az ellen-
fél nyerd mezére tort, igy mi nem tudunk. Ha Ay < A, akkor (A;, B, C) nyer§ mezd,
valamint elérhetd az aktualis jatékallasbol, ezért torjiink oda! Ha pedig A < Ay, ak-
kor ez azt jelenti, hogy amikor kiszamoltuk f(B,C)-t (a tablazat C-edik soranak
és B-edik oszlopanak elemét), akkor ott azért szerepel A-nal nagyobb szam, mert
A-t kizartuk, vagyis szerepel a B-edik oszlopban korabban, vagy a C-edik sorban
korédbban, esetleg a féatloban kordbban. A fenti esetek koziil barhol legyen is A,
az egy olyan nyerd mez6t jelent, ahova tudunk toérni az (A, B, C') jatékallasbol, igy
torjiink odal

Ez vilagos modon nyerd stratégia, és az is latszik, hogy az (A, B,C) mez6rdl
a kovetkezé 1épés kiszamitdsa O(B + C) miiveletet igényel.

Ez a tablazat minden informéciét tartalmaz a jaték nyerd stratégi-
ajarol, igy a tovabbiakban elegendd ezt a tablazatot vizsgalni.

3.3. A kezdd nyerd mezd. Az elsd nyerd lépés szintén érdekes kérdés: hova
torjiink eldszor? Az (A, A, A) jatékallasbol 3 féle pozicioba tudunk torni: (A, A, C)-
be, (A, B, B)-be ¢s (B, B, B)-be, am az utobbir6l belattuk, hogy mindig veszt6
mezS. Az (A, B, B) tipust nyerd kezddlépések a tablazat féatlojaban talalhatok,
mig az (A, A, C) tipustak a véges sorok végén. Az utobbiakat ddlt szammal jeloltiik
a 4. Abraban.

Erdekes kérdés, hogy egyértelmi-e mindig a nyerd lépés. Sajnos nem, bizonyos
helyekrél tobb nyerd mezére is torhetiink. Kérdezhetjiik azt, hogy egyértelmii-e a
nyer$ kezdélépés. Am erre a kérdésre is nemleges a valasz. Ismert, hogy 8 x 10-
es csokoladé esetén két nyerd kezdd lépés van. Akkor: egyértelmt-e a nyerd kezdd
lépés n x 3-as csokoladé esetén? Valosziniileg igen, am még senkinek sem sikeriilt
bizonyitania. Vilagos azonban a kovetkezs:

12. allitas. Legfeljebb két kezd& nyerd mezd létezhet az n x 3 csokoladé esetén,
és ha valéban kettd van, akkor azok (A, B, B) és (A, A,C) alakuak, ahol C' < B
(5. abra).

13. példa. (14, 14,10) nyeré mez6. Ahhoz, hogy legyen egy (14, B, B) tipusu nyerd
mez6 is, az kell, hogy a 14-es szam el6forduljon a tablazatban a vastagon, sziirke
szinnel szedett helyeken, vagyis 10 < B < 14 sziikséges (5. dbra).

A 12. allitas bizonyitasa. Ha (A, B, B) nyerd mezd, akkor A szerepel a f6atloban.
Ha (A, A, C) nyerd mezs, akkor A szerepel az A-adik oszlopban. A f6atloban is,
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5. dbra. Két nyers kezdslépés lehetséges elhelyezkedése

valamint egy oszlopban is legfeljebb egyszer fordulhat el6 minden szam, igy ketténél
tébb kezdd nyerd mezé nem lehet. Tovdbba ha (A, B, B) nyerd mezs, akkor az
A szam nem fordulhat el a tablazatban a B + 1-edik sortol kezd6dGen, vagy akar
a B-edik sorban késobb, igy ha (A, A, C) is nyerd mez6, akkor C' < B. &

14. tétel. Minden (B, C) péarra, amelyre f(B,C) értelmezett, fennall az f(B,C) <
B + C + 1 egyenlitlenség.

Bizonyitas. A tételt indukcioval bizonyitjuk. A kezdetieset: f(0,0) =1 <0+0+1.
Tegyiik fel, hogy a fenti egyenl6tlenség teljesiil minden olyan By < B, C; <C
esetén, ahol (By,C,) # (B, C). Amikor kiszamitjuk f(B,C) értékét (ha értelmezve
van), bizonyos szamokat kizarunk, melyek egyike sem lehet tobb B + C-nél az

indukcio szerint, vagyis f(B,C)-nek nem fogunk B + C + 1-nél nagyobb szdmot
véalasztani. Ez pedig éppen a bizonyitandé volt. W

Hasonléan igazolhatok az alabbiak:
15. allitas. Ha 2 < C, akkor f(B,C) < B+ C.
16. allitas. Ha 5 < C, akkor f(B,C) < B+ C — 1.
17. kévetkezmény. Ha (A, B, B) nyer6 mez6 (és 5 < B), akkor A/B < 2.

Ha megvizsgaljuk az (A, B, B)-tipust kezd6 nyeré mezdket, azt sejtjiik, hogy
minden B-hez létezik egy megfelels A, melyre (A, B, B) nyerd mezd, valamint
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B = 50-ig felirva ezeket a nyerd mezdket (ezek éppen a f6atloban megjelend sza-
mok), azt is sejtjiik, hogy nagyobb B-hez nagyobb A tartozik, hogy (A, B, B) nyerd
mezG6 legyen:

(1,0,0),(3,1,1), (4,2, 2), (6,3,3), (8,4,4), (10, 5,5), (11,6,6),
(72,41,41), (73, 42, 42), (74,43, 43), (76,44, 44), (78, 45, 45),
(80,46,46), (82, 47, 47), (83,48, 48), (85, 49, 49), (87, 50, 50).

Erdekes modon a kivetkez6 (A, B, B) tipust nyers mezd (88,52, 52), igy a fent
megfogalmazott két sejtés legalabb egyike hamis. Vajon melyik marad érvényben
a tablazat tovabbi részében? A monotonitas, vagy minden lehetséges B érték els-
fordul? A kovetkezs (A, B, B) tipusu nyerd mezd (89,51,51), igy a monotonitas
megddlt. A masik sejtés viszont mindig fennall, precizen:

18. tétel. Minden B-hez létezik egy A > B, hogy (A, B, B) egy kezdd nyerd mezd.

den B esetén definidlva van. ®

Vizsgaljuk most az (A, A, C) tipusi kezdd nyers mezsket! Az els6 szembeting
tény, hogy (A, A,2) mindig veszts mezd:

19. allitas. Ha B > 2, akkor f(B,2) értelmezett, és f(B,2) = B + 2.

Bizonyitas. Konnyt latni, hogy f(B,0) = B + 1 (ez tulajdonképpen az n x 2-es
jaték), valamint B > 2 esetén f(B,1) nincs definialva. f definiciojabol igy méar
vilagosan adodik, hogy f(B,2) = B+2. &

Ez azt jelenti, hogy nem minden C esetén tudunk talalni megfelels A-t, hogy
(A, A, C) nyerd mez6 lenne. Nem vilagos azonban, hogy mely C-kre tudunk meg-
felel6 A-t mutatni, azt azonban be tudjuk bizonyitani, hogy végtelen sok C-hez
van A.

Az alabbi megfigyelés egyszertien kovetkezik a tablazat képzési szabalyabol:

20. allitas. Ha (A, A, C) nyeré mez6, akkor csak véges sok (pontosan A — C' + 1
darab) olyan (E, F) pér létezik, melyre (E, F,C') nyeré mez6. Tovabba: ha (A, A, C')
nyeré mezo, és C < F < A, akkor egyértelmiien létezik hozza E, hogy (E, F,C) is
nyeré mezd legyen.

21. tétel. Végtelen sok C' esetén talalhaté olyan A, hogy (A, A,C) nyeré mezé
legyen.
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Bizonyitas. Tegyiik fel az allitassal ellentétben, hogy csak véges sok (A, A, C) ti-
pust nyer6 mez6 van. Ez azt jelenti, hogy van olyan N, hogy ha A > N, akkor nincs
(A, A, C) tipusi kezdd nyers mez6, igy ezekre a A-kra (A, B, B) tipust nyers mezd
kell, hogy legyen. Tehat ha A > N, akkor van hozza B, hogy A = f(B, B). Legyen
M a f64t16 els6 N elemének maximuma, azaz M = max { f(B,B) | B < N}. Le-
gyen tovabba P az a szam, ami legfeljebb M, és ezek koziil a legutoljara fordul els a
féatloban; legyen éppen a D-edik sor D-edik oszlopaban. Formalisan D = max {B |
f(B,B) < M}, és legyen P = f(D, D). Ha most B > D, akkor f(B,B) > M, igy
B > N is teljesiil, amibsl N < D. Vizsgéaljuk most az X = f(D,D — 1) elemet.
A 9. lemma miatt X = f(D,D —1) < f(D,D) = P < M, vagyis P definici6ja mi-
att X mar nem fordulhat el6 a D-edik sor utan a f6atloban, a D-edik sor el6tt
pedig f definici6ja miatt nem fordulhat el6. Am N < D < f(D,D —1) = X miatt
valamikor fel kellene bukkannia a féatloban X-nek. Az ellentmondas bizonyitja a
tételt. m

3.4. A sorok minimuma

22. definicié. A tovabbiakban a véges sorokat rdvid sornak, a végtelen hosszi
sorokat pedig hosszi sornak nevezziik.

Ugy ttinik, hogy a sorok minimumértékeit és minimumhelyeit érdemes vizs-
galni, ugyanis rendkiviil érdekes sajatossagokat mutatnak. Elészor is, az Osszes
kiszamolt értékre igaz, hogy a révid sorok minimumai éppen a sorok végén he-
lyezkednek el. Ez azt jelenti, hogy ha (A, A, C) kezd§ nyers mezs, akkor minden
C < B < A esetén van C1, hogy (A, B,C7) nyeré mez6. Masodszor, a minimumok
monoton nének, a minimumhelyek jobbra tolédnak, valamint a hosszi sorok mi-
nimuma éppen a kovetkezs roévid sor vége (és egyben minimuma is). A fentiekbdl
mar az is kovetkezik, hogy csak egyetlen kezdd nyeré mezé van n x 3-as csokoladé
esetén, am sajnos a fentiek koziil nem tudjuk mindet bizonyitani.

23. definicié. Jelolje Mo a C-edik sor minimumat, valamint B¢ azt az oszlopot,
amiben M¢ fellép. Ekkor f(Be,C) = Mc. A sorok minimumait (ha nem a sor
végére esnek) vastag betiivel jeloltiik a 4. dbraban.

ElGszor a kovetkezot latjuk be:

24. allitas. A sorok minimumai névekednek, valamint jobbra tolédnak:

(1) Ha Cy < Cy, akkor M¢, < Mc,,

(2) ha ekkor M¢, = Mc,, akkor Bc, < Bg,.
Bizonyitas. Jelolje M = M¢, és By = B, . Tekintsiink egy C > C)-et, és vizsgl-
juk, hogy mi lehet f(B,C)!

Ha f(B, () értelmezett, akkor f(B,C,) > M azt jelenti, hogy az Gsszes B <
K < M szamot kizartuk valahol a 11. definiciéban. Am mivel a C; sor minimuma
M, ezért csak az lehet, hogy véve egy fenti K-t, az szerepel a fgatloban, vagy a
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B-edik oszlopban mar valahol a Ci-edik sor el6tt. Mindkét eset azt jelenti, hogy
K nem keriilhet be a C-edik sor és a B-edik oszlop metszetébe. Ha még B < By
is teljestil, akkor K = M-re is elmondhaté a fenti gondolatmenet, B = B; esetén
pedig f(B,C) # M, mivel a B-edik oszlopban M maér szerepelt egy korabbi sorban.

Ha f(B,C)) nincs definialva, akkor van olyan B > L > By, hogy f(L,C;) =
L > M. Viszont ekkor f(B,C)> B >L > M.

A két részt Osszetéve kapjuk mindkét allitas bizonyitasat. W

25. kovetkezmény. Ha Mo = B¢ (azaz a sor minimuma éppen a sor végén van),
akkor Mc < Moy, vagyis Mo tébbé nem Iép fel a tablazatban.

Bizonyitas. A 24. allitds miatt Mo < Mc4y, és ha Moy, = Me lenne, akkor
M = Be < Boy1 < f(BC_H,C == 1) = M¢ ellentmondast ad. ®

26. kovetkezmény. Ha f(C,C) = M (azaz a sor minimuma a sor legelején van),
akkor Mc_1 < Mc < Moy .

Bizonyitas. Mo megjelent a fGatloban, vagyis a tablazat tovabbi soraiban nem
léephet fel, igy a 24. allitds miatt Mo < Mcyq. Tudjuk, hogy Mc_1 < Me, és
ha M¢c_; = M lenne, akkor C — 1 < Be_; < Be =C, igy Bo—1 = C — 1, vagyis
f(C —1,C—-1) = Mc_1, de ebben az esetben Mc_; = M¢c nem léphetne méar fel
a C-edik sorban. |

A tablazat ismert részei azt sugalljak, hogy a rovid sorok minimumai a sor
végén vannak, valamint a révid sorok hossza ng. Amennyiben ezt tudnéank, tgy az
alabbi fontos dolgot bizonyithatnank:

27. allitas. Ha a rovid sorok minimumai éppen a sor végén vannak, akkor n x 3-as
csokoladén jatszva egyértelmi a kezdd nyerd mezd.

Bizonyitas. A 12. allitasban belattuk, hogy ha (A, A,C) és (A, B, B) egyarant
nyerd mezdk, akkor C' < B teljesiil. Am ekkor A a C-edik sor végén lenne, vagyis
a sor minimuma lenne, és ekkor a 25. kovetkezmény miatt tobbet nem lépne fel a
tablazatban. |

A fenti két észrevétel egyébként nem fiiggetlen egymaéastol, pontosan:

28. allitas. Tekintsiik az alabbi két allitast:
(1) A rovid sorok minimuma éppen a sor végén van.

(2) Ha a C; < Uy sorok révidek, a végiik a By, illetve By oszlopban van, akkor
By, < Bs.

Ha az elsé allitas teljesiil a C-edik sorig, akkor a mésodik is.

Ha sor minimuma (a harmadik sortél kezd6déen) nem lehet a féatloban, vala-
mint a masodik allitas teljesiil a tablazatban, akkor az elsé is.
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Bizonyitas. Tegyiik fel el@szor, hogy az elsé allitas teljesiil. Ekkor egy Cy < C
rovid sor vége egyben a minimuma is (legyen ez M), és ekkor a 25. kévetkezmény
miatt a késébbi Cy < C révid sor Ms minimuma nagyobb: M; < M,, valamint ez a
minimum egyben a sor vége is, vagyis az Ma-edik oszlopban 1ép fel, vagyis valéban
késébb.

Ha a masodik allitas teljesiil a tablazatban, akkor legyen C) az elsé olyan
rovid sor, melyre az M; minimuma nem a sor végeén van. Legyen a sor vége B;. M,
fel kell, hogy lépjen a f6atloban, vagy valahol egy sor végén, hiszen az M; x 3-as
csokoladé esetén az elsé jatékosnak van egy kezdd nyerd lépése. Viszont a f6atloban
nem fordulhat els: a Ci-edik sorig azért nem, mert M; fellép késébb a Cj-edik
sorban, késébb pedig a 24. allitas miatt. Ez viszont azt jelenti, hogy M; valamikor
a (Ch-edik sor utan sor végén lép fel, ami viszont M; < B; miatt ellentmond a
masodik allitdsnak. ®

Lathato, hogy a fenti két 4llitdAs majdnem ekvivalens a tablazatban, nem
vilagos azonban, hogy a kozbeszurt technikai feltétel (miszerint sor minimuma nem
esik a f6atloba) hogyan hagyhato el.

4. Tovabbi megjegyzések

Mint lattuk, a tabldzat minden informéciot tartalmaz a 3 soros mérgezett csoki
jatékrol, igy csak a tablazat tulajdonsagait kell vizsgadlnunk. Mér most is rengeteg
informacionk van a tablazatrol, és még tobb megfigyelésiink.

Megmaradtak a kovetkezok:

1. probléma. Teljesiilnek-e az alabbi allitdsok a teljes tablazatra? (Az elsé 100 000
sorig igen.)

(1) A rovid sorok minimuma a sor végén van;

(2) A rovid sorok hossza né;

(3) Sor minimuma nem esik a f6atloba (ez a 0. és 2. sorra nem teljesiil);
(4

) Egy hosszi sor minimuma éppen a kdvetkezd révid sor minimuma.

Ha jobban megfigyeljiik a hosszi sorokat, akkor észrevehetjiik, hogy egy id6
utédn egy hosszi sorban szerepld szamok 1-gyel nének, ami azt jelenti, hogy ha
a (C-edik sor hosszii, akkor van egy «, hogy (A + a, A,C) nyer§ mezék, ha A
elég nagy. Ha ez igaz lenne, akkor kozelebb lennénk ahhoz, hogy belassuk, hogy a
rovid sorok hossza né (4m ez a feltétel még nem elegendd). A tablazatnak azonban
ez a tulajdonsaga nem all fenn, a C = 120-as sor az els§, melyben més minta
lép fel a hosszu sorban. Konkrétan megfelel6en nagy A-ra az fog teljesiilni, hogy
(A +a+ (—1)A, A,120) lesz nyerd mez6 (alkalmas o konstanssal). Ami viszont igaz,
hogy egy hosszu sorban a nyeré mezdk (A, B, C') sorozatara teljesiil, hogy A — B
periodikus lesz. Ezt a tételt Byrnes bizonyitotta [3]-ban, am a periédus hossza
meglehet&sen valtozatos lehet: C' = 120 esetén példaul 2 a hossz, am eléfordul 3-as
(pl. C =2027), 4-es (pl. C = 402), s6t 9-es periodus is (pl. C' = 6541). [2]
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A tablazat elejét vizsgalva egy masik kérdés is felmeriil a hosszu sorokkal
kapcsolatban: van-e két egymast kovets hosszu sor a tablazatban? Van: a C' = 119
és a C' = 120-hoz tartoz6 sorok egyarant hosszu sorok.

Vizsgaljuk most kozelebbrél a féatlot és a folotte levs atlot! Tobb érdekes
megfigyelést is tehetiink: el@szor is, ha valamikor megtorik a fGatlobeli elemek
monotonitasa, az azonnal korrigalodik a kovetkezd elemmel. Masodszor, az Gsszes
természetes szam eléfordul a f6atloban vagy a folotte levé atloban (ami ekvivalens
azzal, hogy ha (A, A, C) nyers mezs, akkor A elSfordul valamikor a {6atlo feletti
atloban). Els6 ranézésre ugy tiinik, hogy ezen atl6 elemei névekednek, &m ez nem
igy van: amikor megtorik a f6atl6 monotonitasa, akkor megbomlik a folotte levs
atloeé is.

Tekintsiik a kezdd nyeré mezdket, és koncentraljunk elsésorban az A/B és A/C
aranyokra, ahol (A, B, B), illetve (A, A,C) nyerd mezdk. Ugy tiinik, hogy a fenti
héanyadossorozatok konvergéalnak:

2. probléma. Igazoljuk, hogy
(1) az A/C sorozat hatarértéke /2,
(2) az A/B sorozat hatarértéke 2L2\/~2!
Egy maésik érdekes észrevétel, hogy ha egy adott A-ra B és C' azok a természetes

szamok, melyekre |A/ B - Zﬂzé| és |A/C - \/§| minimélis, akkor a kezdd nyerd
mezdSk az alabbi hat koziil keriilnek ki:

(1) (4, =1}
(2) (A B, B)

(3) (A,B+1,B+1),
(4) (4,4,C—-1),

(5) (A,4,0),

(6) (A,A,C +1).

Ez A < 100000 esetén fennéall, valoszintileg késébb is. Nyilvan rengeteg kovet-
kezménye lenne, ha valoban igaz lenne. [2]-ben tovabbi informéaciok talalhatok ezen
aranyokkal kapcsolatban.

Lathato tovabba, hogy az itt megfogalmazott modszer a nyerd mezdk kiszamo-
lasara hasznalhato az dltalanos esetben is. n x m-es csokoladé esetén a parcidlisan
rekurziv fiiggvényiinknek m — 1 argumentuma lesz, és a rekurzié abbol fog adodni,
hogy csak veszté mezdkrdl tudunk nyerd mezdre lépni. Vagyis nyers mezé lesz az
elsd olyan mezd, amelyrél nem tudunk nyerd mezdre lépni. Az 5. definici6 minta-
jara tehat definialhato a nyeré mezéket megado fiiggvény, amivel mar a keziinkben
lesz a nyers stratégia is konkrét n, m-ek esetén. Persze a nyeré mezdk kiszamitésa,
valamint a jaték kézben annak eldontése, hogy melyik nyerd mezére tudunk lépni
az aktualis jatékallasbol, joval tobb id6t vehet igénybe.
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Nem vilagos azonban, hogy mennyivel jutottunk kozelebb egy expliciten meg-

fogalmazhato6 nyerd stratégiahoz. Remélhetdleg a fenti megkozelités hozza fog majd
segiteni valakit ahhoz, hogy megfossza David Gale-t 100 $-t6l.
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SZAVAK SZAMA IDEMPOTENS
FELCSOPORTOKBAN - KOTEG VARIETASOK
SZABAD SPEKTRUMA

PLUHAR GABRIELLA!

Megmutatjuk, hogy a kiteg varietasokban a szabad algebra méretének logaritmusa

ﬁnk’:* logn — (_kf:sTnk_3 Zk_‘z L 4 O(nk—*logn), ahol k egy, a varietéstol fiiggs
allando.

g=1 j

1. Bevezetés

Lokalisan véges varietdsoknal gyakran szoros kapcsolat van a varietasban levé al-
gebrak strukturdja és a varietas szabad spektruma kozott. Egy varietas lokalisan
véges, ha benne minden végesen generalt (szabad) algebra véges. A leggyakrabban
vizsgalt eset, amikor a varietas végesen generalt. Legyen A egy k elemszamu véges
algebra, és V jelolje az A altal generalt varietést. Kozismert, hogy az n elem altal ge-
nerélt szabad algebra mérete, Fy(n) V-ben legfeljebb k*". Ha k > 2, akkor va(n)|
legalabb n. A V varietés szabad spektrumén a |[Fy(n)|, n = 0,1,2,. .. sorozatot ért-
jik. Peéldaul, a Boole-algebrak varietasanak szabad spektruma: |Fv(n)| = 22",

Ha G egy véges csoport, akkor a G altal generalt varietasban az n elem
altal generalt relativ szabadcsoport mérete exponencialis n-ben, ha G nilpotens,
és dupla-exponencialis, ha G nem nilpotens (|9] és [15]). Egy méasik eredmény,
Theorem 12.3 [10]-ben kongruencia disztributiv varietasokkal foglalkozik: ha V egy
nem trivialis lokalisan véges kongruencia disztributiv varietés, akkor le(n)| S P
minden 0 < ¢ < 1-re és minden elég nagy n-re.

Félcsoport varietasokra eddig kevés eredmény van. 0-egyszerii félesoportok al-
tal generalt varietasok szabad spektruma [12]-ben, [13]-ben, és [14]-ben talalhato.
Mi az idempotens félcsoportok, tn. kotegek, altal generalt varietasok szabad spekt-
ruméat vizsgaljuk. Megmutatjuk, hogy a kiteg varietdsokban a szabad algebra mé-
retének logaritmusa (E—f—:mnk_e‘ logn — @f—B)!nk_3 Zj;f Z +0(n* *logn), ahol k
egy, a varietastol fiiggs allando.

LA szerz6 koszonetet mond Toéth Arpadnak ([17]) és Balog Antalnak ([1]), amiért modszereket
mutattak két valtozos rekurziv formulak megoldasara és becslésére. A kutatast az OTKA N67867
és K67870 szamu palyazatai tamogattak.

44



2. Kifejezések

Altalaban egy A algebra folott kifejezésnek neveziink egy olyan tobbvaltozos
miiveletet, amely a projekciok és az alapmiiveletek segitségével kifejezhets. Ha
t =t(xy,...,2,) egy n-valtozos kifejezés, akkor A elemeinek behelyettesitése a
valtozokba meghataroz egy n-vdltozds kifejezésfiigguényt, t& A™ — A, @ — t*(a)
(@e A™).

Az n-valtozos kifejezésfiiggvények halmazat Clo,, A-val jeloljik. Ha V egy A
altal generalt varietés, akkor |Fy(n)| = | Clo, Al.

Legyen t = t(x1,...,z,) egy n-valtozos kifejezés. Egy kifejezésfiiggvényt, tA-t,
valdédi n-vdltozésnak hivunk, ha minden valtozotdl fiigg, pl, ha minden 1 <7 <n
esetén léteznek olyan aqy,...,a;_1,a,b,a;41,...,a, € A elemek, hogy

tA(alv"'aai—lvavai-{-lw--aan) 75 tA(als""ai—l7b’ai+l7-"’an)'

Jeloljiik az A folotti valodi n-valtozos kifejezésfiiggvényeket E,,(A)-val. Itt Eg(A)
jeloli A konstansait. Legyen p,(A) = |En(A)| Igy, az

n

[Fu)| =1 Clon a1 =3 (} )oe(a)

k=0

egyenl6ség fennall. Félcsoportok p, sorozataval kapcsolatos altalanos tudnivalok
[3]-ban talalhatok.

3. Kotegek

A kéteg idempotens félcsoport, azaz olyan félcsoport, amelyben az % = z azo-

nossag teljesiil. A kotegek fontos szerepet jatszanak a félcsoportelméletben. Ko-
tegekkel kapcsolatos altalanos tudnivalok [11]-ban talalhatok. A koteg varietéso-
kat tobb kiilonb6z6 szempontbdl jellemezték. A koteg varietasok halojanak leirasa
megtalalhato [2|-ben, [4]-ben és [5]-ben. A hélo a varietasoknak tiz végtelen so-
rozatat tartalmazza, valamint hét varietast a héalo aljan (lasd 1. abra). Az é&bra
jobb oldalan és bal oldalan levé varietasok unié-felbonthatatlanok, és mindegyi-
ket egy-egy szubdirekt-irreducibilis algebra generalja, A;, A}, B;, B;. Ezek leirasa
[7]-ben megtaldlhat6. Az algebrak az {1,2,...,i} halmaz 6énmagéra képezs fiigg-
vényeinek egy részhalmazaval vannak megadva. Minden varietas el6all legfeljebb
kett6 unio-felbonthatatlan varietds uniojaként. Mindegyik koteg varietés definial-
hato egyetlen azonossaggal (lasd [4]). Hagyoményosan a kozépen levs varietasokat
3,3 .4, 4", .. -val jeloljiik, és a masik két sorozat kisebb sorozatokra bomlik, amiket
Uy Uy, o oo UG UG o o UG US . .. BTG UL s < <-val jelBliink.
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V(Ba4) V(Bi)
V(A4) V(A3)
V(Bs) ’ V(B})
V(A3) V(A3)
V(B2) V(B3)

1. dbra. A koteg varietdasok haloja

4. Szabad spektrum

A halo aljan levo kilenc varietas szabad spektruma jol imert.

1. allitas. A halo aljan levé kilenc varietds szabad spektruma a kévetkezo
e Fr(n)=1,
o Fy(a,)(n) = Fyag(n) =n,
e Fs(n)=2"—1,
o FrnB(n) = Frag(n) =n2"1,
e Frrpa(n) =n?,

o Fy(p,)(n) = Fys)(n) = 3 (3)k!
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Ezen szint felett levé koteg varietdsok p,, sorozatait a kovetkezé modon lehet
kiszamolni (lasd [6] Theorems 4.4 és 5.1).

2. tétel. Legyen V egy kéteg varietés. Ekkor

pn(V) = \/Pn(V)pn(V),

aholn > 0, V a legkisebb varietas k vagy k' forméjaban, ami tartalmazza V-t és V.
a legnagyobb ilyen, amit V tartalmaz. Tovabba, ha k > 3 és n > 0, akkor

pn(kl) = \/pn(k)\/bn(k +1):

Ezért a kovetkezo egyenléségek fennallnak.

3. lemma. Barmely kiteg varietas p, sorozata kiszdmolhaté p, (k) (k € N) soro-
zatok segitségével.

pn(V(Ak)) = pn(V(A})) = VPn(k)Vpn(k + 1),
Pn(V(Bk)) = n(V(B})) = /Do (K")V/Pu(k + 1) = 3/pu(k)p2 (k + 1)pn(k + 2),

Pn(Ur) :pn(uk Vpn(k Vpn (k') = pn(k pn k+ 1),

PaUf) = paUy) = V/Pa(K)V/Pa(k + 1) = 3/ palk)pa(k + 1)°.

Tehat elég kiszdmolni p, (k) értékét, és abbol kénnyen megkaphaté barmely koteg
varietas szabad spektruma.

Az Osszes koteg altal generalt varietas p,, sorozatara Gerhard a p,(oco0) jelolést
vezette be. A p, (o) sorozatra a kivetekezs rekurziv formula teljesiil (lasd [8]):

(1) Pn(00) = n?pj_;(c0).

Tovabba, p;(c0) = 1, emiatt pa(00) = 4, p3(c0) = 144 stb. p,, (k)-ra a formula sokkal
bonyolultabb (lasd [6] és [16]):

(2) pn(k) = n?p?_,(co ]__I]pJ (k—1), n>k>4esetén.
j=k-1

A kezdeti értékek

p(3)=n? & pu(k) =pa(c0), han<k.

Alkalmazzuk (2)-t k-ra és k — 1-re; osztas utén azt kapjuk, hogy

pn(k)

2 ,
=n°pn_1(k—1), n >k > 4 esetén.
P (k) Db 1( )
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Megmutatjuk, hogy ez igaz minden n-re és k-ra. Ha k > n, akkor (1)-be behelyette-
sithetjiik pp, (k) = pn(00)-t, valamint p,,—1 (k) = pp—1(00) az egyik p,—1(o0) helyébe
és pr—1(k — 1) = pp—1(c0) a masik p,,_1(c0) helyébe. Kapjuk, hogy

Pu(k) = n?pp_1(k — 1)pn_1(k), k>n, k> 4 esetén is.

Emiatt

(3) pn(k) = 7l2pn—1(k)pn—l(k =k

altalaban igaz n > l-re és k > 4-re. Legyen p(n, k) = logp, (k). (3)-ban mindkét
oldal logaritmusat véve kapjuk, hogy

(4) p(n,k) = 2logn +p(n —1,k) + p(n — 1,k — 1)
n>1, k > 4 esetén és
(5) p(n,3) =2 logn és p(l,k)=0.

A (4)-es rekurziv formula megoldésanak zart alakja az (5)-ben levs kezdeti érté-
kekkel

n—1

(6) P k) =43

m=1

k
Z(n s )logm+2logn.
t=0

4. tétel. A koteg varietdsok p,, sorozatira

k— 3

n*3logn — nk- SZ + O(n*~*logn)

log py. (k) =

4
(k — 3)! k—3)"

teljestil.

Bizonyitas. Rendeziik at (6)-ot ugy, hogy kiilonvalasztjuk a fétagot.
L fe—-m—1
k) =4 ' 1
p(n, k) ;( k— 4 )0gm+
o N |
( 5 z ( 1) 1ogm+21ogn)
n=1 t=0

Irjunk log n-et logm helyébe a hibatagban, és hasznaljuk a

@ G

n=t
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azonossagot. Ekkor azt kapjuk, hogy

n—1
—m-1 A
p(n, k) =4 Z (n kr:z4 )logm+O(n’”‘4 logn).
m=1

Felhasznélva a
=1

(8) logm = ——’y+0<i>
= l m

egyenlgséget,

n—1 n—1 n—1
i n—m-—1 n—m-—1 =
p(n,k):4§ 75 ( B i )—472 ( e )+O(nk % logn) =

o P, n—1
=4y |, —4 *4logn).
4 l<k—3) 7(/@'—3) + O(n""logn)

Ay [ _M_{_()(nk’_“)tbehel ettesitve
k-3) = (o3 i

n—1

)k—B
9) p(n, k)

(n—1
l

4
~ (k=3)! ~ (k—=3)!

=1

i nF=3 4+ O(n*~*logn)

adodik. Kifejtve a szamlalot a binomialis tétel segitségével, csak a f6 tagokat

megtartva, és a (8)-t tjra alkalmazva megkapjuk, hogy

4 % ;
log pr (k) = mn"‘B logn + O(n*~3).
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Ha pontosabb eredményt szeretnénk kapni, akkor (9)-ben minden egyiitthatot ki
kell szamolni.

4 n—1 (n = l)k——.‘} 4 E k—3 )k—a—t (k‘ k 3) ntlk—3—t

(k —3)! : l (k —3)! il t l
n—1 k—4 3
4 1 k-3 jgt [ B~ By PP
(k —3)! =1 ! t=0 t !
B 4 2. n—1 1 4 n—1 k—4 kg E—3 e
~ -3 l:1l+(k—3)!§t:0( 1 g AT

4 k-3 4 °es k—3-t k—3 t1k—4—t
RS e DI gy IR

t=0 1=1
k—4 n—=1
4 Je—3 4 k—3—t k S 3 t k—4—t
= 1 —1 l .
&—31" Ogn+(k—3)!§( ) t ";
R k—4
Most helyettesitsiink Tt = —/——— —%)-et.
ost helyettesitsiin beZl k~3~t+0(n )-et

=1

k—4
4 - 4 peggfB—8Y 4 nF > k—4y _
(k_3)!n logn+(k_3)!§( 1) ( ; )nk__3_t+0(n =
k

—4 "
4 iy 4 3-t(k—38\ n*3 -
:mnk 310gn+(k_3)'2(—1)k G t( " )k—_3—_‘Z+O(Hk 4):
; T t=0
—4
4 < 4 . _3_+(k—3 1 »

:(k——:})—'nk 3logn+(k_—3)'nk SZ(—I)k . t( " )k__g_t-i-O(nk 4).

5 i t=0

Vizsgaljuk meg n*~3 egyiitthatojaban szerepls osszeget. Az Gsszeg Yo %—l

sz fla) =Y (_—1)33& fuggvény értéke az z = 1 helyen. Derivalva f(z)-et

s=1

7'(z) = ;:(_1)5(’:)358—1
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adodik. Atalakitva az 6sszeget, az

fe) =3 (1) (m>1 B =LA s e

g=i a=1 " %
| m 1 B B m—1 .
:—i—iﬂ___:—al—@m1441—mm2+”.+U:L_ (1—z)
1-2z)-1 ,
=0
Osszefiiggést kapjuk. Az f/(x) fliiggvényt integrilva
m ]
j [ g
flz)=— Z (736) + ¢, valamilyen c-re.
g=1
Tehat,
m S/m m ]
(-1) 7t 1—z)
(10) ﬂ@=§:**%i—=—2ﬂ AT
=1 g=1 J
Behelyettesitve = = 0-t (10)-be, azt kapjuk, hogy
m
1
=301
i=17
Most (10)-be z helyére 1-et helyettesitve megkapjuk, hogy
() g
s=1 % o
Végiil, helyettesitsiink be m = k — 3-at és s = k — 3-at. Ekkor
k=3
e k-3 k—3 2 k—4
log p (k) = (k_3)!n logn — (k—3)!n ;j+0(n logn). &

A tobbi koteg varietas p, sorozata kiszamolhato a 3. lemma segitségével.
A szabad spektrumra, Fy(n)-re kapjuk

5. kovetkezmény.

k-3

— 1
k— k—3 k—4
n E =+ 0(n" *logn).
j:l 7

n*3logn —

logFi(n) =

(k — 3)! (k—3)!
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Bizonyitas.

log Fi(n) = log (; (’Z) pt(k)> = log (Z (’Z) ep(t,m) =p(n,k) +O(1) =

t

4
=——nf3logn—

k-3
1
=3\ 1 k—4
=3 i E j+0(n logn). &

(k—3)

=1

Bebizonyitottuk, hogy a koteg varietdsok szabad spektruméanak logaritmusa

polinomszor logn nagysagi. Ez csak egy lépéssel vitt minket kozelebb a {6 célhoz,
a félcsoport varietasok szabad spektrumanak jellemzéséhez.

1. probléma. Osztéalyozzuk a félcsoport varietasok szabad spektrumat!

Hivatkozasok
[1] A. Balog, személyes kommunikdcic.
[2] A. P. Biryukov, Varieties of idempotent semigroups, Algebra Logic, 9 (1970), 153
164.
[3] S. Crvenkovi¢, I. Dolinka and N. Ruskuc, The Berman conjecture is true for finite
surjective semigroups and their inflations, Semigroup Forum, 62 (2001), 103-114.
[4] C. Fennemore, All varieties of bands, Math. Nachr., 48 (1971), 237-262.
[5] J. A. Gerhard, The lattice of equational classes of idempotent semigroups, J. Algebra,
15 (1970), 195-224.
[6] J. A. Gerhard, The number of polynomials of idempotent semigroups, J. Algebra, 18
(1971), 366-376.
[7] J. A. Gerhard, Some subdirectly irreducible idempotent semigroups, Semigroup Fo-
rum, 5 (1973), 362-369.
[8] J. A. Green and D. Rees, On semigroups in which z" = z, Proc. Cambr. Phil. Soc.,
48 (1952), 3540
[9] G. Higman, The order of relatively free groups, Proc. Internat Conf. Theory of
Groups, Canberra 1965, Gordon and Breach Pub., (1967), 153-163.
[10] D. Hobby and R. McKenzie, The structure of finite algebras, Contemporary Mathe-
matics no. 76, Amer. Math. Soc., Providence (1988).
[11] J. M. Howie, An introduction to semigroup theory, L. M. S monographs, no. 7,
Academic Press, London—New York Providence (1976).
[12] K. Katai and Cs. Szabd, The free spectra of the variety generated by the 5 element
Bandt-semigroup, Semigroup Forum, végleges forméban elfogadva (2006).
[13] K. Katai and Cs. Szab6, The free spectra of the variety generated by the completely
0-simple semigroups, Glasgow Journal of Mathematics, megjelenés alatt (2007).
[14] K. Katai and Cs. Szabo, The free spectra of exact varieties, kézirat (2006).

52



[15] P. Neumann, Some indecomposable varieties of groups, Quart. J. Math. Ozford, 14

(1963), 46-50.

[16] S. Seif and J. Wood, Asymptotic growth of free spectra of band monoids, kézirat

(2006).

[17] A. Toth, személyes kommunikdcid.

Pluhdr Gabriella

Eo6tvos Lorand Tudomanyegyetem
Algebra és Szamelmélet Tanszék
1117 Budapest

Pazméany Péter sétany 1/c.

plugab@cs.elte.hu

53



AZONOSSAGOK 0-EGYSZERU
FELCSOPORTOKBAN

VERTESI VERA ES SVETLANA PLESCHEVA!

A széprobléma vagy masnéven ekvivalenciaprobléma félcsoportok felett azt a kér-
dést vizsgalja, hogy két kifejezés mikor vesz fel minden behelyettesitésre azonos értéket.
Ebben a cikkben belatom Volkov (2001) sejtését, amely szerint egy konkrét 19 elemii
0-egyszert félcsoportra a széprobléma coNP-teljes.

1. Bevezetés

A szamitogépek egyre nagyobb térhoditasa tapasztalhaté a matematikai, speciali-
san az algebrai kérdések bonyolultsaganak elemzésében. Azt gondolhatnank, hogy
egy adott algebrai struktirara vonatkozo allitas ellenérzése mindossze egy alkalmas
program megirasanak kérdése. Egy ilyen programnak azonban nemcsak a szamito-
gépek képességei, hanem a matematikai logika is hatart szab. Az egyik legtobbet
vizsgalt ilyen kérdés a szoprobléma: a feladat annak eldontése, hogy két adott ki-
fejezés megegyezik-e tetszsleges behelyettesités mellett.

2002-ig nem volt ismert olyan félcsoport, amelyre a szoprobléma coNP-teljes
lenne. Végiil Volkov (2002) mutatott egy koriilbeliil 2'7% elemszamu félcsoportot,
amelyre a feladat coNP-teljes. Nem sokkal késébb Kisielewicz (2002) konstrualt
egy néhéany ezer elemid példat. Szabé Csabaval (2003) megadtunk egy 13 elemi
félcsoportot, amelyre a probléma coNP-teljes. A legkisebb elemszamu példa Klima
(2003) eredménye: az ugynevezett Brandt-monoid, amely hatelemt. A 0-egyszerii
félcsoportok olyan épitSkovei a félesoportoknak, mint a csoportok korében az egy-
szerti csoportok. Mindkét esetben a struktira f§ faktorair6l van sz6. Igy remélhetd,
hogy azon 0-egyszeri félcsoportok karakterizaldasa, amelyekre a széprobléma poli-
nomialis, segithet a félcsoportok altaldnos karakfterizalasaban is.

Az eddigiekben a 0-egyszert félcsoportok koziil csak olyanokra voltak eredmé-
nyek, amelyek struktiracsoportjara a széprobléma coNP-teljes, és ebbdl automati-
kusan adodott az eredeti félcsoportra is a coNP-teljesség; illetve a kombinatorikus
0-egyszert félcsoportokra, amelyekre a probléma polinomialis (Seif, Szabé 2000).
E cikkben belitom Volkov (2001) sejtését, amely szerint egy konkrét 19 elemii

LA kutatast az OTKA N67867 és K67870 szamu palyazatai tamogattak.
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0-egyszerti félcsoportra a szoprobléma coNP-teljes. Ez a legkisebb olyan példa,
amelynek strukturacsoportjara polinomiélis a széprobléma, de magéra a félcso-
portra mégis coNP-teljes.

2. El6zmények, alapfogalmak

Mivel a szoprobléma bonyolultsagelméleti vizsgalata a szamitastudoméany és az al-
gebra hatérteriiletén van, ezért mindkét témakorben rogziteni kell a jeloléseket, de-
finialni kell az alapfogalmakat. Ennek a fejezetnek ez az egyik {6 célja. Ugyanakkor
betekintést szeretnénk adni a szoproblémaval kapcsolatos eddigi eredményekbe is.

2.1. Szamitasi bonyolultsag. Nem célunk a bonyolultsagelmélet egzakt felépi-
tése, inkdbb csak a sziikséges fogalmak felelevenitése. A témat kimeritSen targyalja
a szakirodalom [15, 17]. A szamitasi bonyolultsag a szamitastudomany azon terii-
lete, amely annak okat kutatja, hogy egyes problémakat miért olyan nehéz szamito-
géppel megoldani. Ezen nehézség mértéke alapjan az eldontési problémék, vagy mas
néven nyelvek, bonyolultsagi osztalyokba sorolhatok. Most csak azon bonyolultsagi
osztéalyokat fogjuk attekinteni, melyekre a kés6bbiekben sziikségiink lesz, ilyen a P,
NP, coNP nyelvosztalyok és az NP-teljes, coNP-teljes nyelvek. Azt mondjuk, hogy
egy algoritmus polinomialis, ha futésideje a bemenet méretének egy polinomjaval
becsiilhets!. Eldontends kérdések egy halmaza P-ben van, ha van egy minden be-
menetre polinomidében vilaszol6 algoritmus. Ilyen példaul az 0SzT0O nyelv, mely
az a és b bemenetekrdl azt kérdezi, hogy a osztdja-e b-nek. A kérdésekre pl. az Euk-
lideszi algoritmus polinomidében vélaszt ad. Eldéntendd kérdésekbdl allo halmazt
NP-belinek neveziink, ha az igen vélasz egy polinomidében ellenérizhetd tantuval
bizonyithat6 (ez az osztaly épp abban kiilonbozik a P-t6l, hogy ebben az esetben
a tanut nem az algoritmus szolgaltatja, hanem adottnak vessziik, pl. egy ordku-
lum stigja). NP-beli példaul az OSSZETETT nyelv, amely soran egy bemenetként
kapott a szamrol kell eldonteni, hogy Osszetett-e. Hiszen ha a valasz igen, akkor
tanuként megadhatjuk egy osztéjat, amelyrsl az el6bbiek szerint polinomidében
ellendrizhets, hogy valoéban oszt6. Hasonloan, egy nyelv coNP-ben van, ha a nem
valasz bizonyithato polinomialis tantval. Ilyen példaul a PRiM 2 nyelv, melynél
egy bemenetként kapott a szamrol azt kell eldonteni, hogy prim-e. Altaliaban véve,
ha egy A nyelv NP-beli, akkor az A nyelv, amely azt kérdezi egy bemenetrdl,
hogy nem teljesiil-e A, coNP-beli. Azt mondjuk, hogy egy A nyelv polinomialisan
redukalhaté B nyelvre (A <p B), ha A minden bemenetéhez polinomidében ad-
haté B-nek egy olyan bemenete, amelyre B pontosan akkor igaz, ha A igaz volt
az eredeti problémara. A és B polinomiélisan ekvivalens (A =p B), ha B <p A és
A =<p B. Egy nyelv NP-teljes, ha minden NP-beli nyelv redukilhato ra polinomiali-

INem tériink ki ra, hogy pontosan mit is neveziink algoritmusnak, és milyen egységekben
meérjiik a tarat, illetve az idét.
2A kézelmiltban a prim nyelvr6l megmutattak [1], hogy valéjaban P-beli is.
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san. Tehat valamilyen értelemben az NP-teljes nyelvek a legnehezebbek az NP-beli
nyelvek koziil. A coNP-teljes nyelvosztaly hasonléan definidlhat6. Jol ismert NP-
teljes problémék: a SAT, mely egy bemenetként kapott konjunktiv norméalformaban
adott Boole-formularol kérdezi, hogy kielégitheté-e; A 3SAT, mely a SAT megszori-
tasa az olyan konjunktiv normaélformaban adott Boole-formulékra, melyekben min-
den kl6z pontosan harom literalt tartalmaz; Valamint az r-COLOR (r > 3), melynél
egy bemenetként kapott grafrol kell eldonteni, hogy szinezhets-e r szinnel.

A bonyolultsagelmélet egyik legtobbet vizsgalt probléméija az tgynevezett
reldcichomomorfizmus-probléma (Constraint Satisfaction Problem, csp). Egy
B = (S, p) relacios struktara az S alaphalmazbol, és egy az S-en adott r-valtozos,
0 C S™, relaciobol all. csp(B) egy adott B = (S, 0), relacios strukturara a kovet-
kez&: minden bemenetként kapott A = (7', v) ugyanolyan tipusi relacios struktira-
ol el kell donteni, hogy van-e relaciétarté 7' — S leképezés? A probléma nyilvan-
valéan NP-beli. A cSP legismertebb esetei a SAT, a grafhomomorfizmus-probléma
és a szinezettgrafhomomorfizmus-probléma. Ugyanakkor, mint azt Feder és Vardi
[5] belatta minden csp redukélhaté egy paros graf szinezettgrafhomomorfizmus-
problémajara is. A kutatasok mai f6 célja dichotomia tételek bizonyitasa altalanos
esetben. Sokan azt gondoljak, hogy ha van bonyolultsagi osztaly P és NP kozott,
akkor van ilyen bonyolultsaga cSP probléma is.

2.2. Grafok. A klasszikus grafelméleti fogalmakon kiviil, mint a grdf, pdros grdf,
csucs (pont), €l, tobbszoros €l, hurokél, egyszeri grdf, pont foka, részgrdf, it, séta,
ciklus, kor, dsszefiiggd graf, Osszefiiggdségi komponens, szinezés, sziikségiink lesz
néhany kevésbé ismert grafelméleti fogalomra is. A G(A, B, E) péaros graf szom-
szédsagi matriza egy olyan |A| x |B|-es 0-1 matrix, melynek az M (a,b) eleme 1, ha
a megfelels a € A és b € B csticsok kozott ¢l fut G-ben, és 0 egyébként. Két azo-
nos csucshalmazi, G(V, E) és H(V, F), esetleg tobbszoros éleket tartalmazo graf
unidja: (G W H)(V,EW F), tehat csucshalmaza megegyezik G, illetve H csicshal-
mazaval, az élhalmaz az élhalmazok unibja, és egy adott e € E'W F' él multiplici-
tasa a két grafbeli multiplicitasanak osszege. A G(V, E) és H(W, F') grafok kozotti
(graf )homomorfizmus a csucshalmazok olyan ¢ : V' — W leképezése, mely élt élbe
visz, azaz (u,v) € E-bol kovetkezik (¢(u), ¢(v)) € F. Ha H részgrafja G-nek, és a
¢ : G — H grafhomomorfizmus fixen hagyja H cstcsait (|, = id), akkor ¢ G-nek
H-ra valo retrakcidgja.

Rogzitslink egy H(W, F') grafot. A H-ra vonatkozo grafhomomorfizmus-prob-
léma, HOM(H) sordn egy bemenetként kapott G(V, E) grafrol azt kell eldonteni,
hogy van-e G-nek H-ba mend homomorfizmusa. Természetesen ez a probléma NP-
beli. Ha H tartalmaz hurokélet, akkor mindig létezik ilyen homomorfizmus. Ugyan-
akkor altalaban a kérdés nehezen megvalaszolhato, hiszen példaul ha H = K, az
r csticesu teljes graf, akkor ez épp G r-szinezhetéségének kérdése, ami NP-teljes
(r > 3). Hurokélet nem tartalmazo grafokra Hell és Nesetfil [8] bebizonyitotta,
hogy ha a graf paros, akkor HOM P-beli, nem parosokra pedig NP-teljes. A H-ra
vonatkozo retrakcids probléma, RET(H ) esetben az a kérdés, hogy egy bemenetként
kapott G, H-val izomorf H’ részgrafot tartalmazo grafnak létezik-e retrakcioja
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H'-re. Biiki és Szabo [2]| altal bizonyitottak szerint, ha .J,, az n x n-es csupa 1-esbdl
allo matrix, I, pedig n x n-es egységmatrix, akkor, ha H szomszédsagi matrixa
Jn — L, akkor RET(H ) NP-teljes. Tehat példaul a hatszogre NP-teljes a probléma.
A szinezettgrafhomomorfizmus-probléma, OAL(H ) annak eldontése, hogy egy beme-
netként kapott G(V, E) grathoz és f: V --» W részleges leképezéshez taldlhato-e
olyan ¢ : G — H homomorfizmus, mely f-nek kiterjesztése. Azon G-beli csticso-
kat, amelyekre f meg van adva, nevezziik szinezettnek. Ez a kérdéskor magéban
foglalja a HOM(H) és RET(H) problémaékat is, igy legalabb olyan bonyolult. Fe-
der, Hell és Huang belattak [6], hogy minden hurokélet nem tartalmazo nem péros
grafra OAL(H) NP-teljes. Paros grafok esetében csak a legalabb 6 hosszi paros ko-
rokre, azaz példaul a hatszogre sikeriilt NP-teljességet bizonyitaniuk. Feder és Vardi
[5] belatta, hogy a csp redukilhato a paros grafok szinezettgrafhomomorfizmus-
probléméjara.

A tovabbiakban sziikségiink lesz még egy H-ra vonatkozo eldontends kérdésre,
ehhez definialjuk a pdros homomorfizmus fogalmat: egy G — H homomorfizmus
paros, ha az Gsszes f € F él inverzképének elmeszdma paros, azaz ¢ !(f) =0
(mod 2). Az tgynevezett pdroshomomorfizmus-probléma, 2HOM(H ), soran egy be-
mentként kapott G grafrol kell eldonteni, hogy minden ¢ : G — H homomorfiz-
musra paros-e. Mint azt majd a 31. tételben belatjuk, ez a probléma coNP-teljes a
hatszogre.

2.3. A szoéprobléma. Az algebra napjainkban egyre szélesebb korben vizsgalt
teriilete az algebrai bonyolultsagelmélet, amely az algebra targykorében felmeriilé
kérdések megoldasara adhato algoritmusok nehézségének meértékével foglalkozik.
Ide tartozik a széprobléma is, amely egy effektiv moédon (pl. a Cayley-tablajaval)
adott A algebra folott azt a kérdést vizsgélja, hogy teljesiil-e két tetszoleges kifeje-
zésre (u és v), hogy minden behelyettesitésre egyenld értéket vesznek fel, azaz, hogy
u = v azonossig-e A-ban. A széprobléméanak tobb valtozata fogalmazhato meg asze-
rint, hogy milyen fajta kifejezéseket engediink meg bemenetként (mi lehet u és v).
Egy adott algebra felett egy kifejezést termnek neveziink, ha az adott algebra feletti
alapmitiveletekbdl, és valtozokbol all; formélisan a tipushoz tartozo kifejezésalgebra
elemeirél van sz6. Példaul félcsoportok esetében egy term xxs . . .z, alaka. Egy ki-
fejezés polinom, ha algebrabeli konstansok is szerepelhetnek benne. Igy a két — uni-
verzélis algebrai szempontbol — legfontosabb valtozat a term-ekvivalenciaprobléma
(TERM-EQ) és a polinom-ekvivalenciaprobléma (POL-EQ), amikor teh&t a beme-
netként kapott kifejezések termek, illetve polinomok. Amennyiben a 0 benne van
az algebraban, értelmezhetéek a TERM = 0 és a POL = 0 problémakorok is, ame-
lyek soran egy bemenetként kapott ¢ termrél, illetve p polinomrdl kell elddnteni,
hogy azonosan 0-c. A POL =0 a POL-EQ egy megszoritasa, ¢s ha a 0 konstans
A-ban, akkor a TERM = 0 a TERM-EQ megszoritisa. Az egyenletmegoldhatosdgi
probléma, POL-SAT, TERM-SAT pedig az el6zGekhez hasonloan azt kérdezi, hogy
az u = v egyenletnek van-c megoldasa. Véges struktiarakra mindkét problématipus
behelyettesitéssel eldonthetd, ezért ilyenkor a feladat bonyolultsaga a kérdés. Mivel
minden term egyben polinom is, ezért a TERM-EQ (TERM-SAT) mindig legfeljebb
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olyan nehezen eldonthetd, mint a POL-EQ (POL-SAT). A szoprobléma véltozatai ter-
mészetesen coNP-ben vannak, hiszen ha a két kifejezés nem egyenls, akkor ennek
egy gyorsan ellendrizhets bizonyitéka az a behelyettesités, amelyre a kifejezések kii-
16nbo6z6 értékeket vesznek fel. Hasonloan lathato, hogy az egyenletmegoldhatosagi
probléma NP-beli. Az eddigieket 6sszefoglalva:

1. allitas. Tetszéleges A algebréra
(1) TERM-EQ(A) <p POL-EQ(A) € coNP;
(2) TERM-SAT(A) <Xp POL-SAT(A) € NP;
(3) Ha0 € A, akkor PoL = 0(A) <p POL-EQ(A);
(4) Ha pedig 0 konstans is A-ban, akkor TERM = 0(A) <p TERM-EQ(A).

Adott strukturatipusoknal altalaban a dichotémia bizonyitasa a cél, azaz, hogy
a szoprobléma (egyenletmegoldhatosagi probléma) a strukturék egy részére P-beli,
a tobbire coNP-teljes (NP-teljes). A tovabbiakban a szoprobléméval kapcsolatos
eddigi eredményeket foglaljuk 6ssze. Minden a tovabbiakban szerepld struktira
végesnek tekintendd.

2.3.1. Gyfirtik. Régota ismert [12], hogy kommutativ gyiirtikre a széprobléma
P-beli, ha a gytird nilpotens, és coNP-teljes egyébként. Burris és Lawrence [3]
belatta, hogy ugyanez igaz a gytrtikre altalaban is: a TERM-EQ P-beli, ha a gytiri
nilpotens, és coNP-teljes egyébként. Igy persze nem nilpotens gytirtikre a POL-EQ is
coNP-teljes. Kideriilt tovabb4, hogy nilpotens gytiriik esetében a [3]-beli algoritmus
meég a POL-EQ-ra is polinomialis lefutasi. Azaz gytriik esetében a két széprobléma
azonos bonyolultsagia. Ez az Osszefiiggés nem minden algebrai struktirara igaz:
kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportokra a TERM-EQ probléma mindig P-
beli, azonban van olyan kombinatorikus 0-egyszert félcsoport, amelyre a POL-EQ
coNP-teljes, erre konstrualunk példat a 3.1.1.; illetve a 3.2.2. fejezetekben.

A 2 elemi gyfiriire, Zy-re a TERM-EQ coNP-teljessége a 3SAT NP-teljességének
egyszeri kovetkezménye. Azonban a visszavezetés soran Osszegek magas hatvanyait
hasznaljak, melyeket monomok 6sszegeként kifejtve méar nem polinomiélis vissza-
vezetést kapnank. Ezért Willard definialta a szoprobléménak egy mésik valtozatat,
az ugynevezett s-verziot (TERMy-EQ, POLy-EQ) amikor a két megadott szo csak
monomok Gsszege lehet. Ez a moéd természetesebb, hiszen példaul — a klasszikus
algebraban — a polinomokat is ilyen formaban szoktuk megadni. A kérdés ebben az
esetben is a szokasos, csak bizonyos szavak kifejtve lényegesen hosszabbak lehet-
nek, igy a bemend adatok mérete valtozik. Ha egy gytirtre az eredeti széprobléma
P-beli, akkor nyilvan polinomialis a y-verzidja is. Willard és Lawrence [14] igazol-
tak, hogy ha a Jacobson-radikal szerinti faktor kommutativ, akkor a TERMy-EQ
P-beli; azon M, (F,) matrixgytirtikre pedig coNP-teljes, amelyekre az invertalhato
elemek csoportja nem feloldhato. Ezzel megoldottiak az n > 3, illetve ¢ > 4 ese-
teket. Az eddig még megoldatlan esetekre, az My(Zso) és az Mo (Zsz) méatrixgyt-
riikre a [21] és a [20] cikkekben Szabé Csabéval belattuk, hogy a probléma ekkor
is coNP-teljes, tehdt TERMg-EQ coNP-teljes a nemkommutativ teljes méatrixgyii-
riikre, és persze polinomialis a kommutativokra. Val6jaban ennél erGsebb allitast
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sikeriilt igazolni; azt, hogy a fenti matrixgytrtik multiplikativ félcsoportjaban is
coNP-teljes a szoprobléma. Ez az addig ismerteknél nagysagrendileg kisebb példat
adott olyan félecsoportra, amelyben a szoprobléma coNP-teljes. Belattuk még [22]
hogy a nemkommutativ matrixgytriiknek mar a multiplikativ félcsoportjaban is
coNP-teljes a probléma. Ezen eredmény felhasznalasaval bizonyithatoé véges gyt-
ritkre a dichotémia: a TERMy-EQ bonyolultsaga is csak a Jacobson-radikil szerinti
faktortol fiigg: P-beli, ha a faktor kommutativ, és coNP-teljes egyébként.

2.3.2. Csoportok. Csoportokra a kérdés korant sincs megoldva. Horvath, Law-
rence, Mérai és Szab6 [9] megmutattik, hogy nem feloldhatd csoportokra a
TERM-EQ coNP-teljes, valamint tudjuk, hogy nilpotens csoportokra P-beli [7]. Itt
ugyanis, ha van ,ellenpélda”, akkor van korlatos elemszamu is. A nem nilpotens,
de feloldhaté csoportokra nincsenek altalanos eredmények, a kérdés még Sy-re is
nyitott. Horvath Géabor [10] egy TDK dolgozatiban megmutatta, hogy bizonyos
metaciklikus csoportokra a TERM-EQ coNP-teljes.

2.3.3. Félcsoportok. 2001-ben Szabo6 és Seif [18] megmutattak, hogy minden
csP-hez van egy olyan S 0-egyszerii félecsoport hogy az adott CSP polinomidlisan
ekvivalens POL-SAT(S)-sel. Ett6] kezdve mindkét szoprobléma gyors karriert futott
be. Elészor Popov és Volkov [16] mutattak egy olyan (2'7%° elemii) félcsoportot,
amelyre a TERM-EQ coNP teljes, majd ugyanebben az évben Kisieliewicz muta-
tott egy parezer elemszami példat ugyanerre. Szabé Csabaval [21, 20| igazoltuk,
hogy TERM-EQ (]\/[2(22)) és TERM-EQ (MQ(Z3)) coNP-teljes, és ennek kapcsan mu-
tattunk egy 13 elemi példat is. Ezutan elkezdddtek a szisztematikus kutatasok.
Klima [13], illetve Szabo és Seif [19] igazolték, hogy a legkisebb elemszami ilyen
félesoport a hatelemii Brandt-monoid. Szabé és Seif [19] pedig megmutattik, hogy
kombinatorikus 0-egyszeri félcsoportokra a TERM-EQ mindig P-beli. Nagy kérdés
volt, hogy teljesiil-e ez minden olyan 0-egyszerii félcsoportra, amely alapcsoportja
feloldhato6. Erre a kérdésre keresem a valaszt ezen cikk 3.3. fejezetében.

2.3.4. Egy tjabb széprobléma. Pawel Idziak és Szabo Csaba 1) szemszogbdl
vizsgaltak a széprobléma vAltozatait: arra keresték a véilaszt, hogy mi térténik ak-
kor, ha megengedjiik véges sok miivelet hozzavételét a tipushoz (pl. csoport estén a
kommutétort). Ez az tigynevezett *- (csillag-) problémakor. Az 6j miveletek, mii-
velettablai az el6készités soran kiszamithatoak, majd kés6bb bemenetként elfogad-
hatoak az ezen miiveletekkel alkotott kifejezések is. A probléma bonyolultsagat ez
jelentésen megvéltoztathatja. Idziak és Szab6 megvizsgaltik a POL-SAT" probléma
bonyolultsagat kongruenciamodularis-varietasokra. A primhatvanyrendii algebrak
direkt 0sszegeként nem eldallo kettes tipust nilpotens algebrak kivételével sikertilt
dichotomiat bizonyitaniuk.

2.4. 0-egyszerii félcsoportok. Ebben a fejezetben rovid leirast adunk a teljesen
0-egyszeri-, illetve Rees-mdtriz félcsoportokrol, alapvetd tulajdonsigaikrol, bemu-
tatva kozben tovabbi vizsgalataink f6 targyat, Mig-et. Bizonyos alapvets félcso-
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portelméleti fogalmakat eleve ismertnek feltételeziink; ezek és a fejezetben targyalt
egyéb fogalmak, illetve éllitasok megtaldlhatok a szakirodalomban [4, 11]. Adott
egy G csoport, és egy M métrix, melynek elemei a G U {0} halmazhol keriilnek
ki, és minden sora, illetve oszlopa legalabb egy nem nulla elemet tartalmaz. Je-
16lje A az M métrix oszlopainak, I a sorainak indexhalmazat. Az M méatrixhoz
tartozo6 G struktiracsoportt Rees-métrix félesoport, M(I, A, G; M) alaphalmaza
I xGxAU{0}. A 0 elnyel6 elemként viselkedik: 0(i,g,\) = (i,9,A)0 = 0. A nem
nulla elemek szorzasat az alabbi képlettel definialjuk:

i i R {(z,gM(/\,J)h,u) ha M(Aj) €G,
0 egyébként.

Ellendrizhets, hogy a fent definialt szorzéas asszociativ, igy M (I, A, G; M) valéban
félcsoport. A félcsoport elemeire az (i, g, \) jelolés helyett gyakran az (i, \) jelolést
hasznéljuk, amennyiben a csoportelem nem lényeges. Jelolje 7y, mg, mp a nem
nulla elemek elsé-, masodik, illetve harmadik koordinatajara valo vetitést. Egy
adott Rees-matrix félcsoportot tobb kiilonb6z6 matrixszal is lehet reprezentalni;
errdl szol az alabbi lemma:

2. lemma. Legyen M(I,A,G; M) egy Rees-métrix félcsoport, ekkor:
(1) Az M matrix két oszlopat, illetve sorat felcserélve izomorf Rees-matrix fél-
csoportot kapunk;

(2) Az M matrix egy oszlopat, illetve sordt egy csoportelemmel megszorozva
izomorf Rees-maétrix félcsoportot kapunk.

A Rees-matrix félcsoportnal a szorzas egyszertien kiszamolhaté miivelet:
amennyiben az eredmény nem 0, csak az elsé és az utolsé tényezsktsl fiigg az
értéke. A kovetkez6 lemma ezt az Osszefiiggést hivatott formalizalni:

3. lemma. Legyen M(I,A,G; M) egy Rees-matrix télcsoport, b = (i, \), d = (j, ),
c1 = (1,91, M), c2 = (12,92, A2), - - -, Cn = (Eny Gn, An) € M(I, A, G; M), ekkor:

(1) b-d =0 pontosan akkor, ha M(\,j) = 0;
(2) c1c2...c, =0 pontosan akkor, ha taldlhaté olyan k € {2,3,...n} index,
melyre c_1cx = 0;

(3) Hacicy...cp # 0, akkor cica...cp = <7r1(c1), 7rA(cn)> = (315 Anie

A Rees-matrix félcsoportok definicioja az alabbi, egyszerii példan szemléltet-
hets, amely egyben ezen cikk targya is:

4. példa. Legyen G = Z; = (a), és legyen:

P =

= Q O
—_— O =
O = =
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Ekkor A =1 = {1,2,3}. Legyen M9 = M(I,A,Zs; P). Mig-ben a szorzas a ko-
vetkezGképpen mikodik: (1,a,1)(2,1,1) = (1,1,1), hiszen P(1,2) =a, és mivel
P(2,2) =0, (1,2)(2,1) = 0. Altalaban Mg-ben az (i, A\)(j, p) szorzat, akkor és
csak akkor 0, ha A = j.

Van egy jol ismert, klasszikus példa is Rees-métrix félesoportokra: L, (F), a
legfeljebb 1 rangu n x n-es matrixok multiplikativ félcsoportja az F véges test felett.

5. tétel. L, (F) Rees-métrix félcsoport.
Bar a bizonyitas ismert és nem is nehéz, a teljesség kedvéért alljon itt.

Bizonyitas. Legyen V =F", legyenek {l; = (v;): i € I}, V egydimenzios alte-
rei, azaz |I| = “ﬁFlr__ll. Legyen tovabba I = A. Definialjuk az M |A| x |I|-es matri-
xot F* U {0} felett a kovetkezdképpen: M (A, i) = vlv;. Minden A 1 rang matrix
diad, igy egyértelmtien irhat6 fel A = av;v] alakban, ahol o € F*, i € I, A € A.
Az A = avivl = (i,a, \) és a 0 0 leképezés izomorfizmust létesit Ly, (F) és az
M(I,A,F*; M) Rees-matrix félesoport kozott. M

A Rees-matrix félcsoportoknak van egy kevésbé formalis targyalasmodjuk is,
az tgynevezett szendvicsmatrixos reprezentacio. Ekkor M(I,A,G; M) elemei a
legfeljebb 1 nemnulla elemet tartalmazo |I| x [A|-es matrixok, szorzasukat pedig
a szokasos matrixszorzasbol oroklik az M, mint szendvicsmatrix beiktatasaval.
Pontosabban:

AoB = AMB.

A dimenzidkat dsszehasonlitva rogton latszik, hogy a szorzas értelmes. A o mitive-
let asszociativitdsa a méatrixok szorzasanak asszociativitasabol azonnal kovetkezik.
A két definici6 valoban ugyanaz: a 0 méatrixnak feleljen meg a 0, egyébként egy
A # 0-nak pontosan egy eleme nem nulla, legyen pl. az i-edik sor \-adik eleme g;
feleltessiik meg ekkor A-nak az (i, g, \) félcsoportelemet. Ez tényleg izomorfizmust
ad. Az elébbi példa a szendvicsmatrixos terminologiaban:

6. példa.
a 0 0 0 0 0 a 0 0 0 1 1 0 00 1 0 0
00 0lall @ 0l=]0 ¢ 0 @ 100 1 0 6]l=]0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 110 0 00 0 0 0

A kombinatorikus teljesen 0-eqyszeri félcsoportok olyan Rees-méatrix félcsopor-
tok, melyeknek strukturacsoportja trivialis. Tehat egy adott M, csupa 0 sort, illetve
oszlopot nem tartalmazo |A| x |[[]-as 0-1 matrixhoz tartozo Sy = M(I, A, 1; M)
kombinatorikus teljesen 0-egyszerti félcsoport alaphalmaza:

IxAU{0}={(@, A :iel, Ae A}uU{o}.
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A 0 elnyel6 elem, azaz 0(i, \) = (i, A\)0 = 0, a tobbi elem szorzata pedig:

[ b MO 20,
<27 /\> (]’ :u> = {0 egyébként-

Minden S = M(I, A, G; M) Rees-méatrix félesoport redukalhaté kombinatorikus 0-
egyszerii félcsoportta: egyszeriien az M struktiiramatrix minden nem nulla ele-
mét kicseréljiik egyesre, jelolje ezt M]|,, legyen ekkor a kombinatorikus redukalt
S|, = Smy,- gy példaul a 4. példaban targyalt félesoport kombinatorikus redu-
kaltja az

O 1 1
A= [l 00 3
1 4 9

matrixhoz tartozé6 S4 teljesen kombinatorikus 0-egyszeri félcsoport. Definidlhato
altalaban egy tetszéleges v : G — H csoporthomomorfizmus szerinti redukalt is:
Legyen M|y, az a matrix, melyet M-bédl agy kapunk, hogy M-ben minden g € G
elemet kicseréliink 9(g)-re; ekkor S ¥-redukaltja S|, = M(I,A, H; M|;). Termé-

~

szetes médon definislhaté egy 9 : S — S| » félcsoporthomomorfizmus is, a 9¥(0) = 0,
9 ((i,9,N) = (i,9(g), A) képlettel. A redukalt félcsoport elég sok informaciét meg-
6riz az eredeti félcsoportrol, példaul egy kifejezés nemnullasagat. Igy ha csak erre
vagyunk kivancsiak, akkor elég csak a kombinatorikus teljesen 0-egyszeri félcso-
portokat vizsgalni.

7. megjegyzés. Tetszbleges S = M(I, A, G; M) Rees-matrix félcsoportra:
(1) TERM-EQ (S|y) <p TERM-EQ(S);
(2) PoL-EQ(S|,y) <p POL-EQ(S);
(3) TERM =0 (S|,) =p TERM = 0(5);
(4) poL=0(S|,) =p POL = 0(S5).

2.4.1. Miért épp Mi97 A teljesen 0-egyszert félcsoportok olyan épitékovei a fél-
csoportoknak, mint a csoportok kiorében az egyszert csoportok (mindkét esetben
a struktira {6 faktorairol van sz6). Igy remélhets, hogy azon O-egyszert félcso-
portok karakterizalasa, amelyekre a TERM-EQ polinomialis, segithet a félcsoportok
altalanos karakterizalasaban is; ez a cikk tekintheté egy kezdd lépésnek ebben az
iranyban. Természetes kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan 0-egyszert félcsoport,
amelyre TERM-EQ coNP-teljes? Mi lehet a legegyszeriibb ilyen félcsoport? A kombi-
natorikus teljesen 0-egyszert félcsoportokra TERM-EQ polinomialis, igy koztiik nem
is érdemes a példat keresni. Ha egy 0-egyszerii fécsoport struktiramétrixadban nem
is jelennek meg az 1-en kiviil mas csoportelemek, akkor felette a széprobléma ek-
vivalens a kombinatorikus redukéaltja, és a struktiracsoportjabeli szoprobléméval.
Mivel a csoportok széoproblémajarol még kevesebbet tudunk, mint a félcsoporto-
kérol, és amigy is inkdbb félcsoportokrol sz6l6 eredményt szeretnénk bizonyitani,
igy ezektdl az esetektdl is eltekintiink. Fogadjuk el, hogy egy 0-egyszerti félcsoport
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annal egyszertibb, minél t6bb nullat tartalmaz a struktiramatrixa, és minél ,egysze-
riibb” a struktiuracsoportja. A 2. lemma tébbszori alkalmazéasaval megmutathato,
hogy a fennmarado6 0-egyszerii félesoportok koziil a legegyszertibb valoban Mg.

Még egy ok, amiért talan érdemes Mg-et vizsgalni, hogy van egy termé-
szetes reprezentacidja transzformaciokkal. Vegyiik ehhez a harom elemen hato
transzforméacio-félcsoportot, T3-at (|T3| = 3% = 27)! Soroljuk az elemeit rangjuk sze-
rint 3 csoportba: T5(3) = S5 a 3 rangtak, 75(2) a 2 rangtiak és T3(1) az 1 rangtak.
Mivel kompozicié soran a rang nem ndéhet, igy 73(1) ideal T3-ban. Vegyiik T3(2)
T3(1) szerinti Rees-faktorat, azaz huzzuk 6ssze T3(1)-et egyetlen 0-elemmé. A ka-
pott félesoport 19 elemt, és mint az Clifford és Preston [4] hires félesoportelméleti
konyvében bizonyitva van, izomorf Mg-cel. A cikkben a kovetkezo tételt 1latjuk be:

8. tétel. TERM-EQ(M19) coNP-teljes.
Végezetiil leirjuk M9 néhany fontos tulajdonsagat:

9. lemma. Legyen b = (i, \), d = (j,pu) € Mg ésc; = (i1,91,\1), 2 = (i2,92, \2),
ey Cpn = (‘inygnyAn) € Mlg; ekkor:

(1) b-d = 0 pontosan akkor, ha P(\,j) =0, azaz ha \ = i;

(2) Mg idempotens elemei: {(i,g, \) : A # i};

(3) ciea...cy, =0 pontosan akkor, ha talalhaté olyan k € {2,3,...n} index,
melyre ci_1c; = 0, azaz A\p—1 = ix;

(4) Jeldlje |l = |{1 ckEn=1:19=1, Xps1 = 2}| (a szorzatban fellépd ,extra”
a-k szamat). Ekkor, ha cics . ..c, # 0, akkor

E1805 < iCr, = (11,5, 0105 - 10 i, Ak

3. Mi konnyti? Mi nehéz?

A szamitastudomany szemszogébdl konnyti az, amire van polinomialis algoritmus,
azaz P-ben van, nehéz pedig, ami coNP-teljes. A tovabbiakban a sz6problémét pro-
baljuk ebbdl a nézépontbol vizsgalni, kiilonos figyelmet forditva eredeti téménkra,
a Rees-matrix félcsoportok szoproblémajara.

3.1. P-beli problémak. Azt, hogy egy adott strukturara a szoprobléma P-beli,
mi sem bizonyitja jobban, mint hogy megadunk egy tényleges polinomidejti algorit-
must az eldontésére. Altalaban ez az algoritmus, mint az alabbi 3.1.1. fejezetben is,
az azonossagok pontos karakterizaciojat hasznalja. Nem mindig sziikséges a teljes
karakterizacio, elég azt belatni, hogy csak polinomsok behelyettesitést kell ellend-
rizni az azonossag igazolasahoz a . Brute Force” exponencialissok helyett. Goldmann
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és Russel [7] példaul ezt a modszert alkalmazza a nilpotens csoportok szoproblé-
maéajanak P-beliségének bizonyitasdhoz.

3.1.1. TERM-EQ(S4). A tovabbiakban teljesen kombinatorikus 0-egyszerti félcso-
portok feletti azonossagokat vizsgalunk. Mint latszani fog, j6 megkozelités adodik
ehhez a grafokon keresztiil. Ezért most az eddigi fogalmakat atiiltetjiik a grafelmélet
teriiletére.

Tetsz6leges Spr kombinatorikus teljesen 0-egyszerti félcsoporthoz természetes
modon definidlhato egy Hyr(A, I, F') paros graf: az a graf, amelynek szomszédsagi
matrixa épp M, igy példaul a 2.4. fejezetben definialt S-hoz tartozo péaros graf
épp egy hatszog:

A1 Ao A3
H(-‘, :
i1 i 13

Ismert, hogy a félcsoportok felett egy term egyszertien t = x1z5 . . . x,, alaki, ahol az
x;-k nem feltétleniil kiilonbozdek. Jeldlje X, = {x1,z2,...,2,} a t-ben eléforduld
valtozok halmazat. Tetszbleges t termhez konstrualunk egy Gi(A¢, By, E;) paros
grafot a kovetkezdképpen: legyen Ay = {a, : © € X}, By = {b; : © € X;}, és fusson
él a, és b, kozott, ha az xy kifejezés részszava t-nek. A konnyebb érthetsség kedvéért
alljon itt egy példa erre.

10. példa. Legyen t = 12971 2032475201 220w 20, A t-hez tartozo graf:

A a; as as aq as
Gt .
Bt 5 bl b2 b3 b4 b5

Ezen grafkonstrukciok segitségével vizsgalhatjuk az Sy, feletti termeket:

11. lemma. Legyen t = x125...x,, ahol az x;-k nem feltétleniil kiilonbozoek.
Legyen tovabba € : X, — Spr t egy kiértékelése. Ekkor a fenti jelolésekkel:

(1) e(t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alakt részszavara
sem;

(2) Hae: Xy — Sy nem veszi fel a 0-4t semmilyen x-re sem, akkor definialhaté
egy o : Gy — H)y leképezés a kovetkezd formulaval: oi(a,) = ma (8(:1:)) és
@1(be) = mr(e(x));

(3) e(t) # 0 pontosan akkor, ha € nem veszi fel a 0-4t, és az ekkor definidlhat6
i+ Gy — Hyy leképezés grafhomomorfizmus.
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Ezen leiras segitségével mar pontososan karakterizalhatok S4 azonossagai.
A pontos leirast Szabo es Seif [19] cikke tartalmazza, most az egyszeriiség ked-
véért ezeket az eredményeket mar csak az el6bbi példaban adott S, félesoportra
targyaljuk.

12. allitas. Legyenek t = x1xo ... 2y, S = Y192 ... Ym termek. Ekkor a fent beve-
zetett jelolésekkel t = s pontosan akkor teljestil S s-ban, ha mindkét alabbi feltétel
teljesiil:
(I) Gt = G;
(I1): z1 = y1 €S Ty, = Ym-
Valojaban ez az éllitds egy az egyben igaz az olyan strukttramatrixi félcso-

portokra, amelyek nem csak néhéany, csupa 1-esbdl allé blokkot tartalmaznak, azaz
amelyekhez tartozé H)ys péaros graf nem teljes paros grafok diszjunkt unioja.

Bizonyitas. Lattuk, hogy H4 = Hg épp egy hatszog. Ha (1) teljesiil, akkor a két
termben ugyanazok az wxy kifejezések szerepelnek részszoként, azaz a 3. lemma
2. pontja alapjan t és s ugyanakkor nulla. (II) teljesiilése pedig a 3. lemma 3. pontja
szerint azt biztositja, hogy ha egy behelyettesitésre a termek nem nullak, akkor
egyenliek.

A ,csak akkor” irdnyhoz elég konkrét behelyettesitéseket adni, melyekre a két
term nem egyenlé.

Tegyiik fel, hogy (I) nem teljesiil, azaz G; # G5. Ez kétféleképpen fordulhat
els: vagy a két graf cstcshalmaza kiilonbozik, vagy az élhalmazuk. Az elsé esetben
X; # X,. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy @ € X; \ X. Tekint-
siik ekkor a kovetkezd behelyettesitést:

il 0 na 2=,
~1(2,3) egyébkent;

ekkor e(t) = 0 # (2, 3) = &(s).
Ha az élhalmaz nem egyezik meg, akkor megint feltehets, hogy (z,y) € E; \ Es,
azaz az ry kifejezés részszava t-nek, de s-nek nem; ekkor az

(2:1) ha 2=z,
e(z) =4(1,3) ha z=y,
(2,3) egyébként
behelyettesitésre £(t) = 0 # e(s).
Tegyiik fel, hogy (II) valamelyike nem teljesiil, és tekintsiik a kovetkezd behelyet-

tesitéseket:
(L:2y haes=3,
(3,2) egyébkent.
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Ha z1 # y1, akkor e(t) = (1,2) # (3,2) = &(s).

e (3,2) haz=ay;
(3,1) egyébkeént.

Ekkor x,, # ym esetén (t) = (3,2) # (3,1) = e(s). ™

Mivel ezek a tulajdonsagok polinomidében tesztelhetdk, igy:
13. kévetkezmény. TERM-EQ(S4) P-beli.

Az azonossagok hasonlé karakterizaciojaval belathato, hogy:

14. tétel. Minden teljesen kombinatorikus 0-egyszeri félcsoportra, TERM-EQ
P-beli.

3.2. coNP-teljes problémak. A coNP-teljesség bizonyitasara lényegében egyet-
len modszer létezik: visszavezetjiik egy mar ismerten coNP-teljes probléméra, azaz
megmutatjuk, hogy amennyiben az eredeti probléma gyorsan megoldhat6, akkor
az ismert probléma is (ez az ugynevezett Karp-redukei6). A bizonyitésok csak ab-
ban térhetnek el, hogy az eredeti kérdést milyen modszerekkel, és milyen ismert
problémara vezetjiik vissza.

3.2.1. Az els6 példa. Popov és Volkov [16] muatott elGszor példat olyan fél-
csoportra, melyben a szoprobléma coNP-teljes. Mint minden elsé példa ez is akar-
milyen bonyolult lehetett. A konstrukcié a SAT-ra valé visszaveztéssel ment. ,Egy-
szerien” definidltak egy olyan félcsoportot, amelyben minden Boole-formula el-
kodolhato; ez két elem &ltal generalt (a,b) szabad félcsoport egy faktora lesz.
A Pj =ab®ta? (0 <j < 14) elemek segitségével adhatok meg a kifejezések al-
kotoelemei:

(=PPP  )=FRPP

1=PPioPr 0=PRP,P

A kifejezések (L£):

(0), (1), (=0),(—1)
(ViAVaA...A VL), ahol V; € {0,1,-0,—1}
WiV W, V...VW,;, ahol W; a fenti alaka
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A relaciok:

U=W, haUW ¢ L

—-0=1 -1 =
(0OA0=(0 (0OA1=(0
(1AO=(0 (1A1=(1
AO A0 = AO AOA1= A0
AL A0 = AO ALAT=AL

OVv©O)=0) OVv@)=(1)
Qiv=01F (V)= {L)

Igy kapunk egy félesoportot, ami elkédolja a Boole-formulakat, és mindenesetre
teljesiilnek benne a Boole-formulak alapvetd azonossagai. A kérdés az, hogy ezektdl
a relacioktol nem esik-e tulsdgosan Ossze a félcsoport, azaz a kiilonb6z6 Boole-
formulékat tényleg kiilonbozd félcsoportelemek reprezentajak-e? Ennek bizonyitasa
nagyon hosszt és technikai, ezért nem részletezziik. Kozben adhato egy felsé becslés
a félcsoport méretére is: kijon, hogy legfeljebb 21700 elemii lehet.

3.2.2. POL-EQ(S4). Ezt a problémakdort is érdemes visszavezetni a grafokra,
ugyanigy, mint azt a TERM-EQ esetében tettiik. A polinomok a félcsoportok koré-
ben a kovetkezd altalanos alakba frhatok: p = ejes ... e,, ahol az e;-k (1 < i < n)
vagy valtozok, vagy félesoportbeli konstansok, és nem feltétleniil kiilénbozéek. Fel-
tehetd, hogy p-ben nem szerepel a nulla konstansként, ekkor ugyanis p = 0, azaz
minden ra vonatkozo kérdés trividlisan eldonthetd. Jeldlje X, a p-ben elGforduld
valtozok, Cp, C I x A a p-beli konstansok halmazat. Definidljuk tovabba a p-ben sze-
repl6 konstasok els6, illetve utolso tagjainak halmazat: I, = 7 (Cp) és Ap = mA(Ch).
A 3.1.1. fejezetben mutatott konstrukcié mintajara most is definidlhaté egy graf
az adott p polinomhoz. Legyen tehat G,(Ap, By, E,) a p-hez tartozé graf, ahol
As={az: z€ X} UAy, By ={b:: z€ X} U I, tovibbéa a € A, & b € By ké-
zott fusson él, ha az a-nak és b-nek megfelels valtozok vagy konstansok egymés
mellett szerepelnek p-ben. Persze ha p egy term, akkor ez a konstrukei6 visszaadja
a 3.1.1. fejezetben targyalt grafot. Nézziink erre is egy példat:

15. példa. Legyen p = z122(2,3)23(3,1)(2, 1)z371(3,2), a p-hez tartoz6 graf:

Ap 2 ay (15 as )\1 )\2 )\3
[ ] °
Gy
Bp : b1 b2 b3 ig i3

Ismét azt latjuk, hogy egy polinom nemnullasiga egy grafhomomorfizmus-
probléméra vezethets vissza, csak ezittal szinezettre.
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16. lemma. Legyen p egy polinom, amelyben a 0 nem szerepel konstansként; ekkor
a fenti jel6lésekkel:

(1) Cp € I x A, igy az identitas definial egy f, : I, UA, — H leképezést;
(2) Hap # 0, akkor f, részleges grafhomomorfizmus.

Tegyiik fel, hogy f, részleges grafhomomorfizmus és legyen ¢ : X, — Sy p egy
kiértékelése; ekkor:

(3) e(p) # 0 akkor és csak akkor, ha e(ef) # 0 p semelyik ef alakii részszavara
sem;

(4) Ha ¢ nem veszi fel a 0-at semmilyen xz-re sem, akkor definidlhatoé egy
¢p: Gp — H leképezés a kivetkezd formulaval: ¢ Lua, =fp € op(az) =

ma(e(z)) és p(bz) = 71 (e());
(5) e(t) # 0 pontosan akkor, ha € nem veszi fel a 0-at, és az ekkor definidlhaté
o+ Gy — H leképezés grathomomorfizmus.

A lemma azonnali kovetkezmeénye:
17. kévetkezmény. p # 0 pontosan akkor, ha f, kiterjeszthets G, -re.

Lattuk, hogy minden p # 0 problémahoz természetes modon deifinialhato egy
szinezettgrafhomomorfizmus-probléma. Mint azt Seif és Szabé [19] igazolta, ennek
a megforditasa is igaz:

18. allitas. Legyen H); olyan graf, melynek szomszédsdgiméatrixa nem tartalmaz
csupa nulla sort, illetve oszlopot. Ekkor OAL(Hys) minden input-probléméjahoz
definialhaté olyan p polinom, amellyel pontosan akkor létezik a szinezetthomomor-
fizmus, ha p # 0.

Bizonyitas. Legyen G(V, E) és f : V — I U A részleges homomorfizmus OAL(H /)
egy bemenete. Ha a szinezettgrafhomomorfizmus-problémanak nem trivialisan
nincs megoldasa (ilyenkor példaul a p = (1,1,1) polinom megfelel az 4llitasbeli
kovetelményeknek), akkor G paros graf, és van a cstcsainak egy olyan V = AU B
felosztasa, hogy egyrészt A-n és B-n beliill nem megy él, masrészt f(A) C A és
f(B) C I. Jelolje az A-beli szinezett cstucsokat A’, a B-belieket I’, az A-beli nem
szinezetteket A’ és a B-belieket B’. Esetleg néhany 11j csiics hozzavételével felte-
het6, hogy |A’| = |I'| és |A'| = |B’|. Legyen X, = X U* {z. : e € E} valtozok egy
halmaza, melyre |X| = |A’| = |B’|. Ekkor persze A’ és B’ halmazok indexelhet&k
X-szel: A’ ={a, : v € X}, B' = {b, : x € X}. Tovabba legyen |C| = |A’| = |I|; ek-
kor A’ és I' indexelhets C-vel: A’ = {\.: ce C}, I' = {i. : ¢ € C}. Jelolje az igy
kapott paros grafot G'(A’U* A/, B’ U* I’ E)). Definiljunk minden e = (a,b) € E
élhez egy w, szot:

TYTe ha a=a, € A ésb=0b, € B,

T(\d,id)Te ha a=a, €A ésb=ig€l,
We =

{Neyie)YTe ha a=A. €N éb=b, e B,

<)\caic><)\d7id>$e ha a= M. €N ésb=iqel.
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Legyen
pi= H We.

ecE

Ekkor a p-hez tartozo G, graf, G’-bél és még 2|E| darab G’ egy-egy pontjahoz
kapesolodd pontbol all. Es, mivel M minden sora, illetve oszlopa tartalmaz nem
0 elemet, igy a H graf tetszéleges csucsanak van szomszédja, azaz pontosan ak-
kor létezik G' — H)ps szinezett-grafhomomorfizmus, ha van G, — Hp; szinezett-
grafhomomorfizmus is. Tehat p megfelel a kovetelményeknek. H

Es igy mivel POL =0 <p POL-EQ, és a 2.2. fejezetbeli megjegyzés szerint
0AL(Hg) NP-teljes:

19. tétel. POL-EQ(S4) coNP-teljes.

3.3. TERM-EQ(Mg). A 3.1.1. és a 3.2.2. fejezetekhez hasonléoan ez a probléma
is sikeresen vizsgalhato grafhomomorfizmusokon keresztiil, azonban mivel mar nem
teljesen kombinatorikus 0-egyszerii félcsoportrol van szo, igy egy termhez tartozo
grafnak nemcsak az wy részszavakat, hanem azok multiplicitasat is kodolnia kell.
Ezért most egy t termhez a 3.1.1. fejezetbeli G,(A,, B, E,) grafon kiviil egy t&bb-

szoros éleket is tartalmazo a;(At,Bt,E) paros grafot is definidlunk: legyen az
(ag,by) € By, multiplicitasa F;-ben az xy részszo t-beli el6forduldsainak szama.

20. példa. Igy a 10. példaban adott t-hez tartozo graf:

A : aj az as aq as

B; ; by ba b3 ba bs

Az eddigiekhez hasonléan G, és 'Gj grafkonstrukeiok segitségével tudjuk vizs-
galni az Mg feletti termeket:

21. lemma. Legyen t = x125...%,, ahol az x;-k nem feltétleniil kiilénbozdek.
Legyen € : X; — Mg t egy kiértékelése; ekkor a fenti jelolésekkel:

(1) e(t) # 0 akkor és csak akkor, ha e(xy) # 0 t semelyik xy alaki részszavéra
sem;

(2) Hae: X; — Mg nem veszi fel a 0-at semilyen x-re sem, akkor definidlhato
egy oy : Gy — Hg és egy ©y : G: — Hy leképezés a kivetkezd formulaval:
(Pt(ar) = @97(%) =TA (E(I)) és (pt.(bw) — @(bz) =] (6('1:));

(3) &(t) # 0 pontosan akkor, ha € nem veszi fel a 0-at, és az ekkor a definidlhato
ot : Gy — Hg, illetve oy : Eft — Hg leképezések grafhomomorflizmusok;
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(4) Jelolje l; = |{2 <k<n:paz) =1, p(bs,,,) = 2}|, és definialjuk az 7 :
X — Ly leképezést a kivetkezoképpen: 1)(x) = mg (e(x)). Ekkor ha e(p) # 0,
akkor

e(t) = (@e(az,), n(x1)n(x2) ... n(xn) - ", @i(bs,));

(5) &t =@ (A, i2)[;
(6) Ha e(t) # 0, akkor

e(t) = (¢e(@1), n(@1)n(®2) - .. (wn) - @lPe T Criall oy (2,)).

A tovabbi vizsgalathoz egy technikai definiciéra van sziikségiink. Hg a 3.1.1. fe-
jezetben definialt hatszog. Legyen G(A, B, E) egy (esetleg tobbszoros éleket tartal-
maz0) paros graf, jelolje G;(A;, B, E;) (1 < i < k) az Osszefliggd komponenseit. Azt
mondjuk, hogy két ¢,1) : G — Hg homomorfizmus forgatds-ekvivalens (¢ ~ 1)), ha
vannak a Hg hatszognek olyan w; : Hg — Hg izomorfiai, melyekre ‘P|G,- = w; 0 ¢|G,--
Ekkor ¢ a 1 egy elforgatasa. Konnyen latszik, hogy ~ ekvivalenciarelacié a G-bdl
Hg-ba mend homomorfizmusok halmazan.

22. lemma. Legyen t egy terin, jelolje G, a t-hez definialt grafot. Legyen tovabba
adva egy ¢ : Gy — Hg homomorfizmus; ekkor:
(1) ¢ : Gy — Hg-nek pontosan egy olyan elforgatasa van, melyre )(A;) C A és
Y(B) CI;
(2) Van egy olyan € : X; — Mg kiértékelés, amelyhez tartozé ¢, : Gy — Hg
homomorfizmus ¢ egy elforgatottja.

A kovetkez6kben a 12. Allitdshoz hasonléan leirjuk Mg azonossigait, majd
fokozatosan feltarjuk a TERM-EQ(M9) és a 2HOM(Hg) kozotti szoros Osszefiiggest.

23. allitas. Legyenek t = x1xo...2p,8 = Y1Y2...Ym termek, a fent bevezetett
jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesiil Myg-ben, ha a kivetkezd négy feltétel
mindegyike teljestil:

(D Gy =G4

(IL)s iy =4 8818, =Ym/
(III): Minden véltozé el6forduldsanak paritdsa megegyezik t-ben, illetve s-ben;
(IV): Tetszéleges Mg feletti kiértékelésre az egymasutani (.,2)(1,.) tagok els-

fordulisanak paritdasa megegyezik t-ben, illetve s-ben, azaz l; = I, (mod 2)
minden behelyettesitésre;
Bizonyitas. A 9. lemma alapjan ezek a feltételek tényleg elégségesek. Az (I) és (IT)

feltételek a 12. allitas szerint méar S, felett is sziikségesek voltak, igy Mg felett is.
A tobbi feltétel sziikségességét konkrét behelyettesitésekkel bizonyitjuk:

Tegyiik fel, hogy = nem felel meg a (III) feltételnek, azaz pl. paros sokszor
szerepel t-ben, és paratlanszor s-ben. Tekintsiik az alabbi behelyettesitést:

sl (2,a,3) ha 2=,
"~ 1(2,1,3) egyébként.
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Ekkor €(t) = (2,1, 3) # (2,a,3) = €(s).
A (IV) feltétel sziikséges a (II1) feltétel teljesiilése és a 16. lemma szerint. W

Az (1), (IT) és (I1I) feltételek polinomidében ellendrizhetdk, igy valojaban elég
csak a (TV) feltétel ellendrizésével foglalkozni. Es ha ez a harom feltétel tényleg
teljesiil, akkor nem kell minden behelyettesitést kiilon kezelni:

24. lemma. Tegyiik fel, hogy t = s a TERM-EQ egy bemenete; ekkor a (111) feltétel
teljesiilése esetén elég az (i, \) alaku behelyettesitéseket ellendrizni at = s azonossag
M g-beli teljesiilésének bizonyitédsahoz.

A tovabbiakban mindent atfogalmazunk a grafok nyelvére.
(II"): Minden cstics fokszdmanak paritasa megegyezik a-ben, illetve év's—ban;
(IV"): Minden Mg feletti kiértékelésre a (A2, i1 ) €l Gsképének paritdsa megegyezik
pi-nél, illetve @g-nél, azaz:

|‘25t_1(/\2»'l'1)| = I@s_l()\g,il)l (mod 2).

Mivel a hatszog forgasszimmetrikus, igy a (IV') feltétel ekvivalens az alabbival:

(IV"”): Minden Mg feletti kiértékelésre az Osszes (A,i) él Gsképének paritésa
megegyezik @;-nél, illetve pg-nél, azaz

|87 (N 0)] = |85 (A, i) (mod 2).

Vezessiik be a a;,(AES, Bi—gs E/’—t;) = a ) (73 jelolést. Ekkor a 22. lemma segit-
ségével jabb ekvivalens feltételek fogalmazhatok meg:

(TTT”): Minden G,—,-beli cstics foka paros.

7 . =Nl s Al 2
(IV""): Minden v : Gy=s; — Hg homomorfizmusra az dsszes (A, i) €l sképe péros,
azaz

[v™'(A\i)| =0 (mod 2).
25. megjegyzés. A (IV") feltételbsl kovetkezik a (I11”) feltétel.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy van egy paratlan foka csics: v; az altalanossig
megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy v € A;=. Vegyiik a kovetkez6 homomorfizmust:

A3 ha u=w,
p(u) =< i ha u € B,
Ay egyébként.

Azaz ilyenkor a (IV") feltétel sem teljesiil. m
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Arra jutottunk tehat, hogy:

26. allitas. Legyenek t = x1x2...%n,8 = Yy1Y2...Yym termek, a fent bevezetett
jelolésekkel: t = s pontosan akkor teljesiil M1g-ben, ha az (1), (II) és (IV") feltétel
teljestilnek.

Kijott tehat, hogy a TERM-EQ(Mg) minden bemenetéhez tarsithato egy,
a 2.2. fejezetben definialt paroshomomorfizmus-probléma. Most belatjuk, hogy en-
nek a megforditasa is igaz. Mivel eddig a grafoknak csak paritési tulajdonsigait
hasznaltuk, igy tekinthetiink két grafot azonosnak, ha mod 2 nem kiilénboznek.
Azt mondjuk, hogy G(V, Eg) és H(V, Ey) grafok mod 2 megegyeznek, G = H
(mod 2), ha minden (u,v), cstcsparra az (u,v) él multiplicitdsdnak paritiasa meg-
egyezik Eg-ben és Ey-ban.

27. allitas. Legyen G(A, B, E) egy paros graf, melynek minden csicsanak foka
péros. Ekkor létezik olyan t = s azonossag, amelyre az (1) és a (II) feltételek

teljesiilnek, és G=y = G (mod 2).

Bizonyitas. Esetleg néhany 1j cstucs hozzavételével feltehetd, hogy |A| = | B|. De-
finidljuk a Gi=s(Ai=s, Bi=s, E) grafot az A=, = AU* {c} és a Bi=s = BU* {d}
egyenlSségekkel. Legyen X U* {z} valtozok egy halmaza tgy, hogy |X U* {z}| =
|Aj=s| = |Bi=s|. Ekkor tehat a csicsok indexelhetdk X U* {z}-vel: Ai=s = {a. :
z € X} U*{c} és Bi=s = {by : = € X}U*{d}, és c, illetve d tartozzanak z-hez. Egy
e = (agz,by) € E élhez definialjuk a w. = zy szét. Legyen

h = H(weyz)‘

e€E
Tekintsiik a
t:=y%h
s :=y%hh

termeket. Ekkor Gi=s = G (mod 2), azaz t = s a feltételeknek megfelel6 azonossag.
|

A konnyebb érthetGség kedvéért a fenti bizonyitast egy példan keresztiil szem-
léltetjiik.

28. példa. Legyen
a1 az as

b] bQ b3 b4
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A fenti GG grafhoz konstruélt termek a kévetkezGképpen néznek ki:

2.5 5.5
h = 7111 I1I2y $2y I2Ily T2y Tay I2$3y ;r3y r\,y 2?41221 x4x3y

t = y? 22y’ 20y’ way raz Y eyt a3y  vow sy aiy? 23y’ T4y Taw3Y?
s =y’ aiy’ e zayt eyt esn yt asytagy v sy eyt eyt s eyt eazsy® -

59 5y 5 19
-2yl z oy’ rayom y eyt ady raxsy iy’ 2yt a oy T ez syt

Példaul a t-hez tartozo graf:

Gti

Hasonloan felrajzolhaté a és (/;t\; is.
A 16. és 22. lemmakbol az alabbi kovetkezik:

29. kovetkezmény. Legyen G(A, B, E) olyan paros graf, melynek minden fok-
szama péros. Ekkor megadhaté egy az (1) és (II) feltételeket teljesité t = s azo-
nossag, melyre t = s igaz Mg felett pontosan akkor, ha minden ¢ : é?; — H
homomorfizmus paros.

Mostantol a 2HOM(Hg) coNP-teljességét szeretnénk belatni. Ehhez, mivel
RET(Hg) NP-teljes a 2.2. fejezetbeli megjegyzés szerint, elég a kovetkezét bizo-
nyitani:

30. allitas. Minden, egy H{ hatszoget tartalmazo G egyszerii grafhoz definialhato
egy olyan G paros graf, melynek minden fokszdma péros, és pontosan akkor létezik
¢ : G — Hg retrakcio, ha létezik ¢ : G — Hg nem paros homomorfizmus.

Bizonyitas. Legyen G az allitasbeli paros graf. Ekkor G-ot tgy kapjuk, hogy G
minden nem a H{ hatszoghoz tartozo élét megduplazzuk. Ekkor persze G minden
cstcsa valoban paros foku lesz. Azt allitjuk, hogy G megfelel az allitas kovetelmé-
nyeinek.

Tegyiik fel, hogy ¢ : G — H{ retrakcio; ekkor ugyanez a leképezés megad egy
Pp: G — Hg homomorfizmust is. Legyen ekkor 1) = w o ¢, ahol w az izomorfizmus
Hg és H{, kozott.

A masik irdnyhoz tegyiik fel, hogy 1 : G~ Hg nem péaros homomorfizmus. Mi-
vel a hatszog éleit kivéve minden élet megduplaztunk, igy ¢|y, : Hg — He szintén
egy nem paros homomorfizmust ad, ami izomorfizmus is, hiszen a hatszég barmely
nem sziirjektiv homomorfizmusa paros. Ekkor ¢ = (d)] H(,-)_l o1 G egy Hg-ra valo
retrakciojat definialja. m
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Az eddigiekkel tehat azt sikeriilt igazolni, hogy:
31. tétel. 2HOM(Hg) coNP-teljes.

Ezekbdl pedig rogton kovetkezik a 8. tétel, miszerint TERM-EQ(M9) NP-teljes.

4. Zaro megjegyzések

Mint az eddigiekbdl kideriilt, a TERM-EQ nehézségének megallapitasahoz nincs jol
bevallt, mindig mikodé modszer. Erdekes kérdés, hogy a félcsoportok korében
van-e egyéaltalan remény a dichotémia bizonyitésara, vagy van-e esély legaldbb a
0-egyszerii félcsoportok esetében? A késGbbiekben egy ezzel kapcsolatos negativ
eredményt szeretnénk bizonyitani, mely szerint a probléma nehezebb az eddig
még megoldatlan CSP problémakdrnél: sejtésiink, hogy minden cSp problémahoz
van olyan 0-egyszerd félcsoport, amelyre a szoprobléma ekvivalens az adott CSP
problémaéaval.
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TARSULATI ELET - 2005

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsaga a 2005.
évi érmet Sarkozy Andréasnak itélte oda.

Indoklas: Sdrkozy Andrdas 1963-ban végzett kitiintetéses oklevéllel az ELTE
TTK matematikus szakin, 1969-ben szerzett kandidatusi fokozatot, 1982-ben lett
a matematikai tudomanyok doktora, 1998-ban az MTA levelezd tagjanak valasztot-
tak, 2004 ota pedig az MTA rendes tagja. 1995-t6l egyetemi tanar az ELTE TTK
algebra és szamelmeélet tanszékén (ahol 1963-t6l 1971-ig tanarsegéd, majd adjunk-
tus volt, de masodallasban, illetve 6éraadoként akkor is oktatott itt, amikor 1971
és 1994 kozott foallasban az MTA Matematikai Kutatointézetében dolgozott tudo-
méanyos fémunkatarsként, majd tudoméanyos tanacsadoként), 1995 és 2005 kozott
a tanszék vezetdje volt. Szamos vendégprofesszori, illetve vendégkutatoi meghivast
kapott az USA, Kanada, Franciaorszag, Németorszag és Anglia neves egyetemeire;
ezek idGtartama Osszességében mintegy 11 évet tesz ki. A Marseille-i Université de
la Méditerranée egyetem diszdoktora.

Tudomanyos munkijanak eredménye 203 tudoméanyos dolgozat és 4 konyv.
A dolgozatok nagyrészt szamelméleti témajuak (az analitikus, a kombinatorikus és
a szamitogépes szamelmélet teriiletérsl), az ezekre valo hivatkozéasok szama meg-
haladja az 1130-at. Kiemelkedd jelentéségiiek a kiilonbségsorozatokra vonatkozé
eredményei, koztiik a ma mar klasszikusnak szamito Fiirstenberg—Sarkozy-tétel.
Alapvetd fontossaguak az Osszegsorozatok aritmetikai szerkezetére vonatkozéd té-
telei, valamint ezek multiplikativ analogonjai is. Szamos alkalmazésa van a véges
sorozatokra vonatkozo addicios tételeinek, kiilonosen a részhalmaziosszegekre vonat-
koz6 eredményeinek. Az utébbi idében pszeudovéletlen sorozatokkal kapcsolatban
ért el jelentds és gyakorlati szempontbol is fontos eredményeket.

A tehetséges fiatalok bevezetését a matematikai kutatasba, megfelels szint és
témaji problémakkal valé ellatasukat olyan magas szintre fejlesztette, hogy tanit-
vanyai rendszeresen (és gyakran egyszerre tobb dolgozattal is) els6 dijasok a kari és
az Orszagos Tudomanyos Didkkéri Konferencidkon, s6t tobbségiiknek mar hallgato
koraban megjelenik els6 tudomanyos dolgozatuk (néhéanyuknak maér elss, illetve
masodévesként, egy harmadévesnek pedig az egyik legrangosabb folyoirat, az Acta
Arithmetica fogadta el kozlésre a dolgozatit). Ezen kiemelkeds didkkori munkajaért
az Orszagos Didkkori Tudoméanyos Tanacs mestertanari cimmel tiintette ki.
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Legsikeresebb fiatal magyar tanitvanyai (betiirendben felsorolva): Bérczi
Gergely, Dombi Gergely, Gyarmati Katalin, Harcos Gergely, Horvdth Gdabor, Valko
Benedek és Zdbrdadi Gergely. Ezen kiviil kozremiikodott tobbek kozott Balog Antal,
Freud Robert és Sandor Csaba kutatoi palyajanak elinditasaban is.

Sarkozy Andras egy-egy sok faradsaggal jaro COST, OTKA, FKFP, PFP,
illetve TéT program vezetGjeként lehetdvé tette magyar tanitvanyai utazasat kiil-
foldi tanitvanyaihoz, illetve tarsszerz6ihez is tovabbi tudoményos munkéara. Sar-
kozy Andras tarsszerzSinek a szama mintegy 50, és kiilonésen gyiimolesozs egyiitt-
mukodeést alakitott ki francia kutatokkal (néhany francia tanitvany-munkatarsa:
J. Cassaigne, C. Dartyge, S. Ferenczi, C. Mauduit, J. Rivat, P. Hubert).

Sarkozy Andras munkassagat a méar emlitett diszdoktori, valamint mesterta-
nari cimen kiviil szaimos tovabbi kitiintetéssel is elismerték: Griinwald-dij, Rényi-
dij, Erdés-dij, Akadémiai Dij, Ipolyi Arnold Tudoményfejlesztési Dij.

Sarkozy Andras igen szertedgazo tudomanyos kozéleti tevékenységet is folytat,
tobbek kozott elnoke az MTA Matematikai Bizottsaganak, korabban elndke volt az
ELTE TTK Matematikus Professzori Tanacsanak, konferenciak szervezéje, szamos
folyoirat szerkesztdje és matematikai zstirik (OTKA, SZPO) elndke, illetve tagja.

Beke Mano6-emlékdij

A 2005. évi Beke Mano-emlékdij bizottsag a dij elsé fokozataban részesitette
Palfalvi Jozsefnét; a dij masodik fokozatat kaptiak: Gyengéné Beé Andrea,
Lippai Gergelyné, Pintér Klara, Poronyi Gabor, Szoldatics Jozsef,
Udvarhelyi Csaba.

Indoklas: Pdlfalvi Jozsefné 1963-ban végzett az ELTE matematika—fizika sza-
kan. 1963-65 kozott Budapesten az Irinyi Janos Gimnaziumban, 1965-75 kozott a
Szilagyi Erzsébet Gimnaziumban tanitott. 1975-t6l a Budapesti Tanarképzs Féis-
kolan adjunktusként, majd docensként dolgozott. 1989-t6]1 a matematika tanszék
vezetGje. Ezen idGszakban is 15 éven at tanitott a Veres Palné Gimnaziumban.

Egyik elokészitGje a Varga Tamas altal féemjelzett tanitéasi kisérlet kozépisko-
lai bevezetésének. Ennek nyoman sziiletett a Bartal-Palfalvi gimnéziumi munka-
tankonyv-sorozat és négy tankonyvi utmutaté. E tankényvek méar a 70-es évek
végén elsGsorban a tanuloi aktivitdast, a problémamegoldd gondolkodas fejleszté-
sét tiizték ki célul. Igen jol hasznalhato a Baratkozzunk a szamokkal” c. szakkori
fiizete.

Palfalvi Jozsefné 30 év 6ta igen sokat tesz annak érdekében, hogy a f6iskolarél
jol felkésziilt, helyes matematikai szemlélettel és megfelel6 modszertani kultiréaval
rendelkez6 altalanos iskolai tanarok keriiljenek ki. Rendszeresen tartott tanitoknak
és altalanos iskolai tanaroknak tovabbképzd eldadasokat a szamfogalom és a fligg-
vényfogalom fejlesztésérsl és egyéb fontos modszertani kérdésekrsl Budapesten és
vidéken. Szamos cikke is megjelent.
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Kiemelkedd érdeme az altala 15 éve minden év novemberében megszervezett
Varga Taméas-napok, a Varga Tamés Akadémia. Kezdeményezésére tobb hasznosit-
hat6 palyazati iras sziiletett tanitoktol, tanaroktol kozvetleniil a tanitasi gyakorlat-
bol. 1978-ban a Beke Mané-emlékdij masodik fokozataban részesiilt.

Gyengéné Beé Andrea matematika—fizika szakos tanari diploméajat kitiintetés-
sel szerezte meg 1985-ben. Azota a budapesti E6tvos Gimnazium tanara. Egyik koz-
remiikoddje volt a Posa Lajos vezette matematika tanitasi modszertani kisérletnek.
Az ELTE TTK vezetStanari munkat, az Arany Déniel-versenybizottsagi tagsagot
kollégai és az érintett didkok, hallgatok megelégedésére végzi tobb éve. Iskolajanak
pedagogiai koncepcidjanak és matematika szaktargyi programjanak kidolgozoja.
A kerettantervi munkalatok egyik legaktivabb tagja.

Szakmailag kiemelkedSen felkésziilt, a tanuloi felfedezésre épité matematika-
tanitasi moédszer irant elkotelezett tanar. Alapvetd célja a targy megszerettetése és
szépségének minél tébb didk szamara lathatova tétele. Ezek segitségével forméalja
tanitvanyainak gondolkodasat. FelelGsséggel és eredményesen vezeti az iskola ma-
tematika munkakozosségét. Sokat tesz azért, hogy az 4j tantervi fejezetek tanitasat
a munkakozosség felkésziilten kezdje el, a szaktargyi kovetelmények egységesek és
realisak legyenek. TObb osztalyt vezetett osztalyfénokként. Ezt a feladatot is em-

patiaval, igényesen, a tanulok személyiségének komplex fejlesztéséért érzett nagy
felelGsséggel végezte.

A hatosztalyos gimnéaziumi osztilyok szamara 7. és 8. osztalyos tankonyvet is
irt. Szaktargyi, modszertani felkésziiltsége, a matematikai nevelés orszagos felada-
taiban valo sikeres kozremitikodése, iskolafejlesztd tevékenysége kiemelkedd.

Lippai Gergelyné (Orban Edit) 1974-ben kapott tanitoi diplomat a Besse-
nyei Gyorgy Tanarképzd Foiskolan. Tiszanagyfalun, Nyiregyhaza-Sostohegyen tani-
tott majd 1982-ben nyert kinevezést mai iskolajaba, a Méricz Zsigmond Altalanos
Iskolaba, ahol tanit6i munkaja mellett az uttérGesapat helyettes vezetGjeként is
tevékenykedett, tobb évig volt munkakozosség-vezets, 1998-t61 igazgatohelyettes.

Céltudatos személyiség. Allasfoglalasaiban megbizhato. Realis gondolkodasii.
Kitartasa, szorgalma, lendiilete példa a nevelGtestiilet el6tt. Kollégaival valo kap-
csolatat a nyugodtsag, tiirelem, és a szakmaisag jellemzi. ElsGsorban a matema-
tika és a készségtargyak oktatasaban, az osztalyfénoki nevel6munkéban mélytilt
el. Munkajara az alapossig, a nagyfoku igényesség és a lelkiismeretesség jellemzé.

teszik utolérhetetlenné. Tanitvanyaival kapcsolata példaértéki, gyermekkozpont,
kozosségfejleszts. Szamtalan tanitdsi 6ran kiviili programot, tarat, tAborozéast szer-
vez osztalykozosségének. Szivesen segiti munkatarsait, bemutatd tanitasokat val-
lal. Szamitogépes matematikatanitasa egyediilallo, melyhez tobb oktatéprogramot
is készitett. Alsés gyerekek és tanitéik szaméra tobb kiadvanyt is készitett. Isko-
laja 1990-ben kezdte meg az emelt szintl matematika—informatika oktatast. Eddig
3 egyedi tantervet készitett e teriileten. A pedagogiai programok tervezémunkaibol
is kivette részét: a személyiségfejlesztés-kozosségfejlesztés tertiletének egyik alko-

toja. Iskoldja tobb mint egy évtizede, hogy évente megrendezi a 4-500 résztvevos
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Dienes Pal megyei matematikaversenyt. Ezt a versenyt 6 inditotta el és a mai na-
pig oroszlanrészt vallal a szervezésben. Az, hogy iskoldja az utobbi években a véaros
egyik legjobb hird, legeredményesebb iskolaja lett, az 6 munkajanak is koszonhetd.
Ezt miniszteri, varosi kitiintetések is elismerik.

Pintér Kldra Szegeden, a JATE Sagvari Endre Gyakorld Gimnaziuménak fi-
zika tagozatan érettségizett. 1975-t6l a JATE programtervezs matematikus hallga-
toja, 1980-ban szerzett diplomat. 1980 és 1986 kozott a Szegedi Orvostudoményi
Egvetem Szamitokozpontjaban dolgozott. 1986-t6l tanit a Juhész Gyula Tanér-
képzG Féiskola matematika tanszékén, 1996-t6l adjunktusként. 1988-ban kozépis-
kolai matematika-szamitastechnika szakos tanari oklevelet szerzett. 1994 és 1996
kozott 6raado tanarként tanitott a JATE Sagvari Endre Gyakorlo Altalanos Iskola-
jaban. Publikacios tevékenysége igen jelentds. Szamos cikke jelent meg kiilonb6z6
magyarorszagi és kiilfoldi szakdidaktikai folyéiratokban. Ezen cikkek témaja zo-
mében {6 érdeklGdési teriileteivel, a tehetséggondozassal és a problémamegoldasi
képességek fejlesztésével kapcsolatosak. Tankonyvek és feladatgytijtemények szer-
zGje illetve tarsszerzdje, ezek koziil is kiemelhetjiik a méltan kozkedvelt Matema-
tikai problémakalauzt és a Sokszinii matematika tankonyvsorozatot. Pintér Klara
az altalanos matematikai tehetséggondozas orszagosan elismert alakja. Szamos te-
hetséggondozo6 tdborban tartott foglalkozdsokat (Vac, Készeg), ezek mellett hossz
évek 0ta minden augusztus végén tehetséggondozo tabort szervez Csongrad megye
tehetséges altalanos iskolasainak. Rendszeresen kérik fel eléadonak konferencidkon,
tanartovabbképzéseken. Eldadésai, tehetséggondozo foglalkozasai érdekesek, tjsze-
riiek és igen magas szakmai szinvonaltak. Nagyon sok helyre hivjak, és 6 zomében
elfogadja ezeket a meghivasokat. A f6iskolan felkarolja a tehetséges, érdekl6ds ta-
nar szakos hallgatokat, mindig van TDK dolgozatot ir6 hallgatoja. Egyik hallgatoja
2005-ben az OTDK tantargy-pedagogiai szekciojaban II. dijat kapott dolgozatéaért.
Féiskolai orai, eladéasai, gyakorlatai, specialkollégiumai igen népszertiek, a hall-
gatok szeretik. Tagja a Bolyai Janos Matematikai Térsulat valasztményanak és
oktatasi bizottsaganak, valamint a Polygon folyoirat szerkesztGbizottsaganak. Pin-
tér Klara mind emberi, mind szakmai szempontbol kivalé kolléga.

Poronyi Gdbor 1964-ben végzett a Pécsi Tanarképzé Féiskola matematika—
fizika—miiszaki ismeretek és gyakorlatok szakan. Munkajat a nagynyaradi iskolaban
kezdte. Munka mellett végezte el az ELTE fizika tanari, majd a debreceni Kossuth
Lajos Tudomanyegyetem szamitastechnika tanar szakot. 1979-ben az ELTE-n ma-
tematikabol egyetemi doktori cimet szerzett. 1968 6ta tanit kozépiskolaban, szak-
targyai kozil foleg matematikat. Dolgozott a Baranya megyei pedagogiai intézet-
ben moédszertani munkatarsként, majd 1991-ben igazgato6 lett az Arpad Fejedelem
Gimnazium és Altalanos Iskolaban.

Szervezémunkajanak koszonhetik a baranyai gyerekek, hogy els6k kozott kap-
csolodhattak be a Zrinyi [lona-versenybe 1992-ben. Kozépiskolai kollégékkal, bara-
tokkal a matematika versenyek gondozésara alapitvanyt hozott létre. Fé szervezgje
a karpat-medencei Gordiusz-versenynek. A szervezés mellett feladatokat is készit,
az altala kittizott feladatok konyvekben is megjelentek. Az évek sorén ezeken kiviil
is publikalt, tobb modszertani cikke jelent meg. Tanitvanyait a tantargy szere-
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tetére, magas szinti miivelésére nevelte. Sok fiatal kollégija téle tanulta meg a
gyerekekkel valo mértéktartdéan gondoskodo, tiirelmes, kovetkezetes banasmodot.
Kiemelt feladatanak tekinti igazgatoként is a tehetséges tanulok fejlesztését, segi-
tését, gondozasit. Rendszeresen vezet szakkort, ahova tanitvanyai szivesen jarnak.
Munkatarsaitol elvarja az igényes, kovetkezetes pedagogiai, szaktargyi munkat, ah-
hoz igyekszik megteremteni az optimaélis feltételeket. A hosszt idén at végzett kivald
és eredmeényes, a tantargyat népszertisité oktaté-nevelé munkéjat ismeri el a Beke
Mano-emlékdij.

Szoldatics Jozsef méar kozépiskolai didkként kiemelkedett térsai koziil szor-
galméaval, tudaséaval, tehetségével. A megyei cstcsszakkor leglelkesebb latogatoja.
1986-ban matematika—fizika szakos, 1996-ban szamitastechnika szakos tanari diplo-
mat szerzett az Eotvos Lorand Tudoményegyetemen. Jelenleg a kapuvari Felsébiiki
Nagy Pal Gimnazium tanara, dolgozik a Veszprémi Egyetem Miiszaki Informatikai
Kar Erdés Pal Matematikai Tehetséggondozoé Iskolajaban. 1992-ben a Gy6r-Moson-
Sopron Megyei Pedagbgiai Intézet kozépiskolai matematika szakértének kérte fel.
Aki csak ismeri, kivalo, rutinos pedagogust tisztelhet benne. Aktivitasa paratlan,
teherbirasa példaértékd. A napi tanitdsi munka mellett iskolajanak szamitogépes
rendszerét gondozza, a matematika munkakozosség vezetGje. Barmely tehetséggon-
dozo foglalkozéason ott van, hozza tanitvanyait, magas szinvonalon tanit, elGada-
sokat tart tobbek kozott a Ratz Laszlo-vandorgyiilésen is, cikke jelent meg a Ma-
tematika Tanitasdban. Tudomanyos kutatomunkat folytat Tuza Zsolt professzor
irdnyitasa mellett. Az Erdds Pal Matematikai Tehetséggondozo Iskola valamint a
sajat iskoldja honlapjat is szerkeszti. Szerénysége példamutatdé. OKTV bizottsagi
tagként hozzajarult a verseny szinvonalas munkajahoz. Személyében olyan ember
kap kitiintetést, aki eddig is sokat tett a matematikaért, és masoknak is lendiiletet
adott, hogy végezze ezt a nemes feladatot sok-sok didk 6romére!

Udvarhelyi Csaba matematika-fizika—szamitastechnika szakos tanar jelenleg
Szegeden, a Balint Sandor Altalanos Iskolaban tanit. Altalanos iskolai, matema-
tika—fizika szakos tanéari oklevelét 1983-ban a szegedi Juhasz Gyula Tanarképzd
Féiskolan szerezte. 1988-ban a Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen altalanos is-
kolai szamitastechnika szakos tanari diplomét is szerzett. Pedagogus palyajat a
Juhasz Gyula Tanarképzé Féiskola Gyakorlo Altalanos Iskolaban kezdte. Tanorait
az alaposan megszervezett tanuléi tevékenykedtetés és a jol tervezett fogalomalko-
tas, gyakorlas jellemzi. Sikeresen él a pedagogiai és modszertani szabadsig lehe-
toségeivel. Tanitvanyait képességeik szerint igyekszik foglalkoztatni, erre 6sztonzi
kollégait is. Nagy gondot fordit az onképzésre. A tehetséges tanulokkal valéd kie-
melt foglalkozas sziviigye. 1990-t6] a szegedi Gutenberg Janos Altalanos Iskolaban
személyére épitve inditottak csoportbontésban szervezett matematika tagozatot.
Tevékeny részese volt az iskolajaban méar akkor beinditott szamitastechnika tan-
targyszerii oktatidsinak. Az eredményesebb munka érdekében megszerezte a szé-
mitastechnikai szoftveriizemeltetd szakképesitést. Az 1994 /95-6s tanévtol a Juhasz
Gyula Tanarképzé Féiskola Matematika Tanszéke kiilsé szakvezetd tanarnak kérte
fel. Azota a matematika szakos tanarjeloltek tanitasi gyakorlatat is iranyitotta,
segitette tobb éven at. E mellett rendszeresen fogad a februari kiilsé gyakorlatra
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negyedéves hallgatokat. A kezdd tanarok szakmai és beilleszkedési problémairol
modszertani elGadasra is felkérték a féiskolan. Tanitvanyai rendszeresen részt vesz-
nek a helyi, teriileti és orszigos szervezésii matematika-, szamitastechnika- és ter-
mészettudoméanyos versenyeken, ahol rendszeresen elismerésre mélto eredményeket
érnek el. Mindig fontos feladatanak tekintette a tehetséggondozast, a tehetségekkel
val6 rendszeres foglalkozast. Immar 13 éve végzi nagy odaadéassal Csongrad me-
gyében a Kis Matematikusok Levelezé Versenyének szervezését. A versenyt egy éve
Bonifert Domonkos-matematikaversenynek nevezték el és az Interneten is hozzafér-
hetd a sulinet oldalain. TAmogat minden kezdeményezést, ami a matematikat, mint
tudoméanyt és mint tantargyat népszertsiti. T6bb mas verseny szakmai munkaja-
bol is alaposan kiveszi a részét. A tehetséges tanulokkal valo torédés a tanéven tul
is sziviigye. A Csongrad Megyei Matematika-, Fizikatanarok Szegedi Alkotomiihe-
lye altal az érdeklédo tanulok szaméra tobb éven keresztiil szervezett nemzetkozi
matematika—fizika tehetséggondozo szaktabor tartalmas lebonyolitasaban aktivan
részt vett minden évben. A tehetséggondozas mellett mindennapi munkéajiban nem
hanyagolja el a szerényebb képességi tanulok fejlesztését, felzarkoztatasat sem.
Szamukra tanéran kiviil is igyekszik biztositani az esélyegyenlGséget a biztonsé-
gos tovabbhaladasban. A Gutenberg Janos Altalanos Iskola bezarasa utan keriilt a
Balint Sandor Altalanos Iskolaba, jelenlegi munkahelyére, ahol matematikat, fizikat
¢és szamitastechnikat tanit. Idén ujabb diplomat szerzett kozoktatas vezetd szakon.

Griinwald Géza-emlékérem

A 2005. évi bizottsag hatarozata alapjan az Emlékéremben a kovetkezok része-
siilnek: Bessenyei Mihaly, Braun Gabor, Kalman Tamas, Waldhauser
Tamas.

Indoklas: Bessenyei Mihdly, a Debreceni Egyetem Temészettudomanyi Kara
analizis tanszékének tanarsegédje, 1975-ben sziiletett Debrecenben, 2000-ben a
KLT-n szerzett matematikus szakon diplomét.

Mar egyetemi hallgatoként bekapesolodott az analizis tanszék oktato- és tudo-
manyos kutatomunkajaba. Jelenleg a ,Matematika” cimi targy elGadésait és gya-
korlatait tartja informatikatanar szakos hallgatéknak. Tudoméanyos kutatémunka-
jat — Péles Zsolt iranyitasa mellett — fliggvényegyenlétlenségek témakorben végzi.
Eddig négy dolgozata jelent meg referalt nemzetkozi folyoiratokban, egy all meg-
jelenés alatt, és tovabbi egy-egy van bekiildve, illetve elékésziiletben. Eredményei,
amelyeket 11 alkalommal mutatott be nemzetkozi szeminariumokon, illetve kon-
ferenciakon, jelentés érdeklGdeést keltettek. Az ,Hermite-Hadamard-type inequali-
ties for generalized convex functions” cimmel angol nyelven irt PhD disszertacioja-
ban, az Hermite-Hadamard-egyenlStlenséghez kapcsolodo kutatasairdl ad szamot.
Az egyenldtlenség klasszikus véltozata szerint korlatos zart intervallumon értel-
mezett konvex fiiggvény integralatlaga alulrol és feliilrsl becsiilhets a fiiggvény
értelmezési tartomanyanak kozéppontjaban felvett értékével, illetve az értelme-
z6si tartoméany végpontjaiban felvett értékek szamtani kozepével. Ertekezésében
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Hermite-Hadamard-tipustu egyenlétlenségeket igazol altalanositott konvex fiiggvé-
nyekre, vagyis also és felsG becslést ad altalanositott konvex fiiggvények integra-
latlagara az értelmezési tartomany bizonyos alappontjai segitségével. Tehetségét és
szorgalmat eddig tobb alkalommal elismerték: mér egyetemi hallgato koraban nyéri
osztondijban részesiilt, megosztott elss dijat kapott hazi TDK konferencian, a Deb-
receni Egyetem TTK Tanécsa emlékérmének tulajdonosa és 2003-ban elnyerte az
JSFE-Medalt”, a Fiiggvényegyenletek és -egyenlotlenségek” elnevezésii nemzetkozi
konferenciasorozat Tudoményos Tanacsanak dijat.

A fentiek alapjan itélte a Bizottsag az emlékérmet Bessenyei Mihédlynak.

Braun Gabor, az Eo6tvos Lorand Tudoményegyetem algebra és szamelmé-
let tanszékének tudomanyos munkatarsa, 1978-ban sziiletett, 2002-ben végzett az
ELTE matematikus szakan, majd Németorszigban, az Esseni Egyetemen szerzett
doktori fokozatot 2003-ban. Jelenleg az Oktatasi Minisztérium posztdoktori 6szton-
dijasa. Braun Gabornak eddig 6 dolgozata jelent meg, egyet kozlésre elfogadtak,
egyet benyujtott, egy tovabbi pedig el6késziiletben van. Munkait vezetd nemzetkozi
szakfolyoiratok (pl. Journal of Algebra, Proceedings of the American Mathematical
Society) kozolték.

Braun Gabor jelentés eredményeket ért el mind az algebréaban, mind a topo-
logiaban, amelyek koziil az alabbiak emelendsk ki: Riidiger Gobellel kézés munka-
iban lokélisan véges p-csoportok automorfizmus-csoportjat vizsgalta. Legfigyelem-
reméltobb eredményiik szerint minden csoporthoz talalhato olyan lokalisan véges
p-csoport, amelynek az adott csoport a kiils6 automorfizmus-csoportja.

Braun Géabor bebizonyitotta Philip Higginsnek egy 1971-es nevezetes sejtését,
amely kozos altalanositasat adja a csoportok szabad szorzataira vonatkozé Kuros-
tételnek és Higgins kapcsolodo eredményének.

Ko6z6s altalanositasat adta Hirzebruch virtualis index formuldjanak és az im-
merziok r-szeres pontjainak karakterisztikus osztéalyait megadé, Sztics Andrastol
szdrmazo6 formulénak.

Lippner Gaborral koézos cikkében egy immerzié r-szeres pontjainak lehetséges
kobordizmusosztalyait vizsgalja, és becsléseket ad azon elemek alkotta részesoport
indexére a kobordizmuscsoportban, melyek tartalmaznak ilyen r-szeres pontsoka-
ségot.

Legtjabb, Némethi Andrassal k6zos munkajaban azt vizsgalja, hogy mennyire
hatarozza meg egy f komplex kétvaltozos fliggvény analitikus tulajdonsagait a
{2 | f(2) = e} sokasdg topologidja.

A matematika tobb teriiletén elért mély eredményeiért kapja Braun Gabor az
Emlékérmet.

Kdlman Tamds 1975-ben sziiletett, jelenleg a Los Angeles-i Egyetemen poszt-
doktor. Eddig Osszesen 4 munkaja van. Kett6 megjelent még didkkordban a
Topology and it’s Applications-ben. A harmadik, egy tobb mint 40 oldalas cikk,
mér megjelenés alatt van az igen szinvonalas Geometry and Topology c. folyoirat-
ban, mely a 3 és 4 dimenzios topologia témakorében a vezets folyoirat.
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A negyedik, kb. 30 oldalas cikke az interneten olvashatoé, elfogadasrol még nincs
visszajelzés.

Stable maps of surfaces into the plane cimi cikkében leegyszertsitette Eliash-
berg és Levine bizonyitésat a cusp-ok (csticsszingulariasok) eltavolithatosagarol és
megoldott egy Haefliger altal kb. 30 éve felvetett problémat a szingularis gorbék
lehetséges szamarol.

Disszertacioja készitése soran egy teljesen 1j és modern elméletbe tanult bele,
igy be tudott kapcsolodni a legmodernebb kutatési iranyokba.

Explicit szamitasi algoritmust sikeriilt kifejlesztenie a Chekanov-féle kontakt
homologiak kiszamitasara a csomok egy széles osztalyara.

Ennek segitségével be tudta latni, hogy a Legendre-csomék R3-ban egy nem
egyszeresen Osszefiiggs teret alkotnak.

Negyedik cikkében becslést sikeriilt adnia e tér fundamentélis csoportjanak
rendjére.

Rendkiviil nehéz és modern teriileten ért el nemzetkozi érdeklédést kivalto
eredményt.

Waldhauser Tamds, a Szegedi Tudoményegyetem Bolyai Intézetének tanar-
segédje 1975-ben sziiletett. A szegedi egyetemen (akkor még JATE) szerzett ki-
tiintetéses matematikus oklevelet 1998-ban. Az Orszagos Tudoméanyos Didkkori
konferencian masodik dijat nyert 1997-ben. 1998-t6l a JATE-n, majd 2000-t5] a
University of New Hampshire-en doktori tanulméanyokat folytatott; majd PhD fo-
kozatot szerzett 2004-ben. Kutatéasi eredményeirél tobb nemzetkozi konferencian
tartott el6adast. Eddig 5 dolgozata jelent meg, illetve van kozlés alatt.

A véges halmazok minimalis klonjai csak a 2 és 3 elemi esetben ismertek.
Leirasuk a 4 elemii halmazon Rosenberg egy eredménye alapjan héarom eset vizsga-
latat kivanja. Ezek koziil az els6t Szczepara intézte el 1995-ben, a masodikat pedig
Waldhauser az elsé szép és mély meggondolasokat tartalmazé cikkében.

A nemasszociativ miiveletek tavolsagat az asszociativitastol egy végtelen szam-
sorozat, az un. asszociativ spektrum mutatja, amelynek n-edik eleme azt mondja
meg, hogy a szoban forgdé miiveletbdl kiilonbozé zarojelezésekkel hany n-valtozos
miivelet szarmaztathato. (Asszociativ esetben csak egy.) A mésodik cikke bevezeti
az asszociativ spektrum fogalmat, leirja legfontosabb tulajdonsagait, meghatarozza
szamos klasszikus nemasszociativ miivelet spektrumat, és vizsgalja a miiveletek mas
tulajdonsagaival val6 kapcsolatat.

Harmadik cikkében a szerz6 bonyolult gondolatmenettel bebizonyitja, hogy

kozzétett eredményei gyengébb feltevések mellett is érvényesek.

A negyedik — korabbi cikkeitd] teljesen fiiggetlen — dolgozatban a dijazott meg-
mutatja, hogy Liming Ge és Yitang Zhang eredménye, mely szerint a Riemann-
sejtés egy alkalmas Hilbert-téren értelmezett operator 6nadjungaltsiagaval ekviva-
lens, érvényben marad, ha alaptestnek a racionélis szimtest helyett annak tetszd-
leges algebrai bévitését tekintjiik.
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Az 6todik dolgozatban a szerzd leirja azokat a spektrum-értelemben majdnem
asszociativ mtveleteket, valamint azokat az asszociativitashoz ugyancsak kozeli
Széasz-Hajek-grupoidokat, amelyek minimalis klont generalnak. Waldhauser Tamaés
kiilénbozé teriileteken ért el érdekes és értékes eredményeket, melyekért méltan
kapja az Emlékérmet.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsag a beérkezett javaslatok alapjan 2005-ben harom Farkas Gyula-emlék-
dijat adomanyoz. A dijazottak: Kocsor Andras (MTA-SZTE, Mesterséges Intelli-
gencia Kutatocsoport), Marét Mihaly Csaba (Szegedi Tudoméanyegyetem),
Szeszlér David (BME szamitastudomanyi és informatikai tanszék).

Indoklas: Kocsor Andrds 1971-ben sziiletett. Egyetemi tanulményait Sze-
geden végezte, 1995-ben kapott programtervezd matematikus diploméat. A Sze-
gedi Tudoméanyegyetemen 2004-ben szerzett PhD fokozatot. Jelenleg a Mester-
séges Intelligencia Kutatocsoportban tudoméanyos fémunkatirsként dolgozik mint
csoportvezetG-helyettes. Tobb projekt témavezetGje, illetve szegedi szakmai veze-
téje. Erdeklsdési teriilete a gépi tanulas és ennek alkalmazasai. Elméleti kutaté-
sail soran Ujszerd nemlinearis, optimalizacidalapt klasszifikicios, vizualizacios, reg-
resszios és tulajdonsagkinyers gépi tanulasi algoritmusokat vizsgalt és dolgozott ki.
Gyakorlati eredményei leginkabb beszédfelismeréshez, jelfeldolgozashoz és bioinfor-
matikahoz kapcsolodnak. Ezek koziil a legismertebb a Beszédmester szoftver, amit
szamos helyen alkalmaznak hallaskarosult gyerekek beszédtanuldsanak segitésére és
olvasésfejlesztésre is.

Mér 98 kozleménye jelent meg, ezek koziil néhany kiilfoldi folydiratokban,
illetve konferenciakotetekben.

Markot Mihdly Csaba 1976-ban sziiletett. Egyetemi tanulményait Szegeden
kozgazdasagi programozo matematikus szakon végezte, 1999-ben kapott diplomat.
A Szegedi Tudoményegyetemen 2004-ben szerzett PhD fokozatot. Jelenleg kutato-
osztondijas az Europai Uriigynokségen. F6 kutatasi teriilete a globalis optimalizalas
és az intervallum analizisre épiilé megbizhaté numerikus szamitasok. Mar hallgato
koraban is foglalkozott kérpakolasi probléméakkal, ebben a témaban TDK dolgoza-
tot is irt. Azota is tobb cikkében foglalkozik azzal a kérdéskorrel, hogy ha pontosan
k egyforma méretl kort rakunk bele az egységnégyzetbe, akkor mekkora lehet a
sugar maximuma. Egyik e téméaban irt cikke a STAM Journal of Optimization fo-
lyoiratban fog megjelenni.

Szeszlér Ddvid 1975-ben sziiletett. Az ELTE-re jart egyetemre, ahol 1998-ban
kapott matematikatanar és angol szakfordité diplomét. A BME szamitastudomanyi
és informécioelméleti tanszékén volt doktorandusz, a doktori értekezését novem-
berben sikeresen megvédte. Jelenleg a BME SZIT tanarsegédje. Kutatési teriilete
a diszkrét matematika és alkalmazésai. ElsGsorban nagy bonyolultsigu integralt
aramkorok huzalozasanak algoritmikus kérdéseivel foglalkozik. Elsé 6nallo eredmé-
nyét még egyetemi hallgato koraban érte el. Mar akkori munkéjara, és a késGbbrol
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szarmazé 3 dimenzids VLSI-huzalozéassal kapcsolatos eredményeire is jellemzdek
az algoritmikus bizonyitasok. A klasszikus grafelmélet egy tobb évtizede lezartnak
hitt teriiletén, a Hamilton-korok létezését biztosité fokszamfeltételek témakorében
is vannak 1j eredményei. TéarsszerzGje a Rendszeroptimalizdlds cimi egyetemi tan-
konyvnek.

Rényi Kato-emlékdij

A 2005. évi Rényi Kato-dij 1. fokozataban részesiil Glavosits Tamas (Debreceni
Egyetem, 2005-ben végzett).

Indoklas: Glavosits Tamdas cikkeiben relaciok kiilonbozé tulajdonsagait vizs-
galja. A [3] cikk egy csoportokra vonatkozo tulajdonsagot vizsgal, ebbdl a [6] cikk-
ben sziikséges és elégséges feltételt adnak arra, hogy mikor létezik csoportok ko-
zOtti relacionak paratlan szelekciofiiggvénye. A [4] cikkben relaciok pontonkénti és
globalis Osszegének, illetve negativjdnak tulajdonsagait vizsgaljak. A [7] cikk, egy
a valoszintiség-szamitasbol ereds fiiggvényegyenletet old meg. A [12]| dolgozatban
sziikséges és elégséges feltételt adnak meg a prerendezési, a tolerancia-, illetve az ek-
vivalenciarelaciok felcserélhetSségére vonatkozolag. A kéziratban levé [8-11] cikkek
szubadditiv és szuperadditiv relacidkkal foglalkoznak.

Cikkei:

[1] Generated preorders and equivalences, Acta Acad. Ped. Agriensis, Sect. Math., 29

(2002), 95-103.

[2] Preorders and equivalences generated by commuting relations, Acta Math. Acad.

Paedagog. Nyiregyhazi (N.S.), 18 (2002), 53-56. (elektronikus)

[3] Decompositions of corpmuting relations, Acta Math. Inform. Univ. Ostraviensis, 11

(2003), 25-28. (Szaz Arpaddal)

[4] Pointwise and global sums and negatives of binary relations, An. St., Univ. Ouvidius

Constanta, 11 (2003), 87-94. (Szaz Arpaddal)

[5] On the existence of nonnegative domains of subsets of groups, Demonstr. Math., 37

(2004), 505-516. (Szaz Arpaddal)

[6] On the existence of odd selections, Adv. Stud. Contemp. Math., (Kyunggshang), 8

(2004), 155-164. (Szaz Arpaddal)

[7] The general solution of a functional equation related to the characterizations of
bivarite distributions, Aequationes Math., 70 (2005), 88-100. (Szaz Arpaddal)

[8] A few Basic facts on subadditive and superadditive relations, kézirat. (Szaz Arpaddal)

[9] General conditions for the subadditivity and superadditivity of relations, kézirat. (Széz

Arpaddal)

[10] Some further observations on subadditive and superadditive relations, kézirat. (Széz

Arpaddal)

[11] Sublinear relations defined by multiplications with sets of vectors, kézirat. (Szaz

Arpaddal)
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,,Patai Laszl6 Alapitvany” dija

A 2005. évi dijat Varja Péter kapta.

Indoklas: Varju Péter a Szegedi Tudoményegyetem V. éves matematikus
hallgatdja. Az International Mathematical Competition for University Students
versenyen 2003-ban, 2004-ben és 2005-ben egyarant I. dijat szerzett, 2005-ben
kozel 250 hallgato kozott elért 4. helyezésével f6dijat kapott. Ugyancsak sikeresen
szerepelt a Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyen, 2003-ban III. dijat,
2004-ben II. dijat kapott.

Kezdeti publikaciéi a kombinatorika és szamelmélet hatarteriiletére, valamint
a matematikai analizis teriiletére esnek. Elsg publikiciéja még kozépiskolas kordban
jelent meg a Polygon didaktikai foly6iratban. Az Eqy szakkiri feladat dltaldnositdsa
cimt munkajiban el6szor megad egy olyan képlettel lefrt sorozatot, amely értékei
pontosan azok a természetes szamok, amelyck nem négyzetszamok. Majd a kép-
letet beédgyazza egy képletseregbe és megvizsgalja, hogy az igy kapott sorozatok
értékkészletei milyen természetes szamokat hagynak ki. Mar masodéves hallgato-
ként sikeresen szerepelt a helyi és orszagos TDK talalkozon. Itt Fraenkel egy tobb
mint 30 éves sejtésével foglalkozott. A sejtés azt vizsgalja, hogy hogyan lehet felirni
a pozitiv egész szamok halmazat diszjunkt Beatty-sorozatok uniojaként. Fraenkel
sejtése azt mondja ki, hogy ha véges sok (legalabb harom) sorozatot hasznalunk a
particiondlasra és ezek a paramétere kiilonbozdk, akkor ezen a paraméterek a par-
ticionald sorozatok szaméabol egyértelmien meghatarozhatok. A sejtés vizsgalata
2000-ben felgyorsult. Harom cikk is megjelent a téméaban, amelyek bebizonyitjak
a sejtést, ha a benne szereplé sorozatok szama 3, 4, 5 vagy 6. A sorozatok szama-
nak emelkedése lényeges technikai problémékkal jar egyiitt. Varjua Péter szamitogép
segitségét is igénybe véve igazolta Fraenkel sejtését hét sorozat esetére (ezt az ered-
ményt az Indag. Mathem. folyoiratban publikalta). Egy tovabbi publikacioja is van
megjelenés alatt Beatty-sorozatokkal kapcsolatban.

Varju Péter masodik TDK dolgozata mar grafelmélet témaban sziiletett. Egy
graf jo szinezésénél azt koveteljiikk meg, hogy két szomszédos csiics ne kaphassa
ugyanazt a szint. Mi van, ha utak mentén olvassuk le a szineket, és azt koveteljiik
meg, hogy a kapott szinsorozat ne tartalmazzon olyan szinintervallumot, ami rog-
ton utana megismétlédik? A kérdést (bévebb sétaosztilyokra és élszinezésekre is
felvetve) Noga Alon és tarsszerzoi kezdték el vizsgalni. A klasszikus szinezési prob-
lémahoz hasonléan itt is nagyon érdekes a sikgrafok szinezésének probléméja: vajon
a megfelels kromatikus szam korlatos-e? A sok szinezési valtozat mindegyike egy-
egy optimalizdlasi kérdéshez vezet. Varju Péter vizsgalatai el6tt az sem volt ismert,
hogy ezck a valtozatok kiillonboz6 grafparaméterekhez vezetnek-e. A TDK dolgo-
zatban tisztazodott a kromatikus valtozatok kiilonbozdsége. Tovabba a sikgrafok
tobb fontos részosztalyaira belatta, hogy a nem ismétl6dé szinezésekhez kapcsolodo
kromatikus szam korlatos. Ebbsl a TDK munkabol sziiletett publikaciot (Barat
Janossal kozosen) a Combin. Probab. Comput. folybirathoz nyujtottak be.

Legtijabb eredményei homogén polinomokkal torténd approximacioval kapeso-
latosak. Kro6 Andras sejtette, hogy ha S az R? térben egy centralszimmetrikus
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konvex tartoméany hatara, akkor S-en minden folytonos fiiggvény egyenletesen app-
roximélhato két homogén polinom Osszegével. Varju Péter tobb ekvivalens atfogal-
mazéast adott a problémaéra, és igazolta a sejtést két dimenziéban, valamint tet-
szbleges dimenzioban, ha S sima, illetve ha poliéder. Ezek nagyon szép eredmé-
nyek, amelyek a rangos Constructive Approrimation folyéiratban jelennek meg, és
amelyekkel Varju Péter az approximéacidelméleti kutatasok nemzetkozi élvonalaba
kertilt.

Kiigazitas. A 2004-2005. évi 2. szam 4. oldalaba sajtéhiba keriilt. Reményi
Gusztéy észrevétele alapjan helyesen: Réatz Tanar Ur Eletmiidij.
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JELENTES A 2005. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Téarsulat 2005. oktober 28. és november 7. kozott
rendezte meg a 2005. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt.

A verseny megrendezésére a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat a kovetkezd
bizottsagot jelolte ki: Nagy Péter (elndk), Lovas Rezsé Ldszlo, Tengely Szabolcs
(titkarok), Araté Mdtyds, Bdcsé Sdndor, Bodi Béla, Bodi Viktor, Boros Zoltdn,
Daroczy Zoltan, Démdési Pal, Fazekas Istvan, Gadl Istvdn, Gildnyi Attila, Gydry
Kalman, Hajdu Lajos, Kormos Jdnos, Kozma Ldszld, Lajké Kdroly, Lakatos
Piroska, Losonczi Ldszlo, Major Péter, Maksa Gyula, Molndr Lajos, Pdles Zsolt,
Pap Gyula, Pethé Attila, Pintér Akos, Ruzsa Imre, Szabo Jozsef, Sziz Arpdd,
Székelyhidi Laszlo, Szilasi Jozsef, Sztrik Janos, Tamdssy Lajos, Tran Quoc Binh.

A bizottsag 12 feladatot tizott ki. A feladatokat — sorrendben — Tardos Gdbor,
Sigeki Akiyama — Pethd Attila — Wolfgang Steiner, Gyéry Kdlmdn, Abért Miklds,
Figula Agota — Karl Strambach, Figula Agota — Karl Strambach, Dardczy Zoltdn —
Maksa Gyula — Pdles Zsolt, Dardczy Zoltdn — Pdles Zsolt, Totik Vilmos, Fleiner
Tamds, Szilasi Jozsef — Lovas Rezsd valamint Major Péter bocsatotta a bizottsig
rendelkezésére.

A versenyre 10 versenyz6 41 megoldast nyujtott be, melyek koziil 24 teljes
megoldés. A legtobb teljes megoldas (hat) a 6. feladatra érkezett, a legkevesebb
(egy-egy) a 4. és 11. feladatokra érkezett. A beérkezett megoldasok értékelése utan
a versenybizottsag 2005. december 5-i iilésén a kovetkez6 dontést hozta:

I. dijban részesiil Varja Péter.
III. dijban részesiil Harangi Viktor.
Dicséretben részesiil Pach Péter PAl.

Indoklas:

Varji Péter mind a 12 feladatra teljes megoldast adott, a 4. feladatra beadott
(egyediili) megoldasa kiilonosen elegans, tovabb4 az 1., 8., 9., 11. és 12. feladatra
teljes megoldasa csak neki volt.

Harangi Viktor teljes megoldast adott a 2., 5., 6. valamint a 10. feladatra,
majdnem teljes megoldast adott a 7. feladatra, a 3. feladatra benytjtott megoldasa
nem teljes.

Pach Péter Pdl teljes megoldast adott a 6. és 10. feladatra, majdnem teljes
megoldést adott a 3. feladatra. A 10. feladatot altalanositotta.
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A feladatok és megoldasaik

1. feladat (Tardos Gabor). Jelélje [n] az{1,2,...,n} halmazt. Tetszéleges a,b € N esetén
jelentse G(a,b) a kivetkezd eldirdssal definidlt (nem irdnyitott) grdafot: A csicsok (i, f)
alakiak, aholi € [a], és f : [a] — [b]. Egy (i, f) és egy (J,g) csicsot akkor kit dssze él, ha
i # j, és f(k) # g(k) pontosan a szigorian i €s j kozotti k értékekre teljesiil, a tobbi k-ra
f(k) = g(k). Igazoljuk, hogy barmely c € N esetén van olyan a,b € N, hogy G(a,b) csicsai
nem szinezhetok jol ¢ szami szinnel.

A Kkitiizé megoldasa. Nyilvan sok megoldas lehet, egy olyat ismertetiink, amibdl elég jo
korlat jon ki a kromatikus szamra. Megjegyezziik még, hogy G(a,b) graf haromszégmentes,
valamint, hogy a graf nem osszefiiggs, az (i, f) csucsokat f(1) és f(a) szerint osztalyozva
b? izomorf komponenst talalunk. Nyilvan mindegyik komponens kromatikus szaméra igaz
a bizonyitando alsé becslés.

Legyen a és b fix, és valasszunk egy fiiggetlen F' cstucshalmazt G(a, b)-ben. F' méretét
becsiiljiik feliilrél, ebbél kovetkezik majd az alsé becslés a kromatikus szamra. Az i szamot
az (1, f) cstcs tipusanak hivjuk.

Az (i, f) cstics rakovetkezsjét definialjuk i < a esetén. Ez az (i + 1, f') csiics lesz,
ahol

(1) (i, f) € F esetén f' = f.
(2) (i, f) ¢ F esetén
(a) f'(k)=f(k) hak#1i
(b) (i, f)¢F

(¢) f'(i) = f(i) +  modulo b a legkisebb x pozitiv egészre, amivel ((a) mellett)
(b) teljesiil.

Azaz (i, f) ¢ F esetén f'-t ugy kapjuk f-bél, hogy a k-nal felvett értéket addig
noveljiik egyesével (modulo b), mig (i, f') ¢ F tGjra teljesiil. LegkésSbb b 1épés utan ez
bekovetkezik, amikor visszaériink f-hez. Alljon H az olyan csticsokbol, amelyekre ez
kovetkezik be, tehat az olyan (i, f) csticsokbol, amik nincsenek F-ben, de rakovetkezdjiik
mégis (i + 1, f). Ha (i, f) € H, akkor az a b — 1 darab (i, f') alaki cstics, ahol f’ csak az
1 helyen felvett értékében kiilonbozik f-t6l (de ott igen), mind F-beli kell, hogy legyen a
definici6 szerint. Igy

IF|
-1
Lancnak neveziink egy vy, v2, ..., v, cstcssorozatot, ha v; rdkévetkezdje vi41 minden 0 <
1 < a esetén (azaz v; tipusa i lesz). Vegyiik észre, hogy kiilonboz6 csucsok rakovetkezGje
is kiilonbozé, igy a G(a,b) csticshalmazat b® darab a elemi lancra bontottuk.

|H| <

Tekintsiink egy v1,. .., va lancot. Allitjuk, hogy benne barmely két F-beli kozott van
H-beli is. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamely i < j esetén v; F-beli, de v; és v; kézott sem
F-beli, sem H-beli nincs a lancban. Konnyi latni, hogy ebben az esetben v; és v; Ossze
van kotve, igy v; méar nem lehet a fiiggetlen F halmazban. Igy egy lancban legfeljebb
eggyel tobb F-beli, mint H-beli van. Osszesen tehat csak b*-val tobb eleme lehet F-nek,
hiszen ennyi lanc van:

|H| 2 |F| =85
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A két kiemelt egyenlétlenségbdl:

b (b—1)
|F| < =2

Ezt Osszevetve a csticsszammal, ami ab®, azt kapjuk, hogy a kromatikus szam legalabb

a(b—2)
e 1.

Persze az utolsé két becslés csak b > 2 esetén értelmes. Erdemes megjegyezni, hogy G(a, 2)
paros graf, igy b = 2 esetén nem véletleniil nem kaptunk értelmes als6é becslést. Viszont
b = 3 esetén mar nem korlatos a kapott also becslés. Erdekes még, hogy b > a+ 1 esetén a
kapott als6 becslés nagyobb a — 1-nél, igy a kromatikus szam pontosan a, hiszen cstucsokat
tipusuk szerint szinezve a szint jo szinezést kapunk. W

2. feladat (Akijama Sigeki, Peths Attila, Wolfgang Steiner). Legyen (an)
olyan sorozata, amely minden n > 2-re eleget tesz a

1-v5
2

nen €965z szdmok

0 <an-1+

an + an+1 < 1
egyenldtlenségnek. Bizonyitsuk be, hogy (an), .y periodikus.

Janko6 Andras megoldasa. Ha ismerjiik a sorozat a, és a,—1 elemeit, a megadott egyen-
16tlenség egyértelmiien meghatarozza an+i-et, mivel egész szam, igy ani1 = —[an_l +
l:—‘/ganJ.
2
Vizsgaljuk a sorozat két egymas utani elemébdl alkotott péarokat! Ha (a,b) =
(@n-1,an), akkor a kivetkezs par:

N(a,b) := (an, @ns1) = (b, = {a pr= ‘/ng .

Legyen

(1) (2) 1—«/5. (@)
Hy = {(u,b) :a < for,b < for,—a— 2\/_17 < fok,

(4) 1—+5
2

(5)
—a—b < fagyr,— a_beZk}gNXNv

ahol fi a k-adik Fibonacci-szam, azaz f, = %’ ahol ¢ = 1—'*"—2—‘/—5

Azt latjuk be, hogy ha (a,b) € Hy, akkor N(a,b) € Hy. Mivel a Hy halmazok véges
sok pontot tartalmaznak, ezért az (a,) sorozat szomszédos parjaiboél alkotott sorozat

periodikus lesz, ha (a1,a2) € Hy, és igy az (a,) sorozat is periodikus. Viszont |J Hp =
kEN
N x N, azaz minden (a1,a2) szamparra (a1,a2) € Hj, teljesiil elegendSen nagy k esetén.

Igy az (a,) sorozat periodikus tetszéleges a1, a2 € N kezddszamokkal.
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N(a,b) € Hy igazolasahoz a Hj definiciojaban szerepls 5 egyenlétlenséget kell meg-

mutatnunk a (b,—La+ I“T‘/gbj) szamparra. Ezeket az egyenlGtlenségeket jeloljik az
(1%),...,(5%) jelekkel.

) h
b < fae=(17)

1 5 | 3 .
= {a+ +2\/_bJ < —|—f2] = far = (27)
2
—b+1_‘/g a+1"‘/5b 31—\/§a+ -1+ L b=
2 2 2 2
5-—1 4) "
= \/_2 (—a—1b) < \/_2 fok+1 < far = (37);
az utolso egyenlétlenség a Fibonacci-szamok explicit alakjabol kovetkezik, mivel
fan P -(1-p)* g _ 1 -1
f2k+1 - ‘102k+1 ( ) 2k+1 — 2k+1 . © 2 iy
_b+{a+1_2\/ng§{a— 2‘/_J

_ [1+2\/5 (_1—2\/5a_b)J ® [1+\/—

fsz = for+1 = (4")

a+ <a<f2k¢(5)

1o, |

1-+/5 5 o
2
Igy, N(a,b) € Hy, és azt mar belattuk, hogy ebbél kivetkezik a feladat allitasa. W

3. feladat (Gyo6ry Kalméan). Legyen a < 22 nemnegativ egész szam. Melyik o esetén lesz a
(1) 8:523 - 50y23 =1

egyenletnek a legtobb x, y egész megolddsa? Mit mondhatunk o > 23 esetén?

Varju Péter megoldasa. Ha a = 0, akkor az egyenletnek van megolddsa: x = 0, y = —1.
Megmutatjuk, hogy 0 < a < 22 esetén nincs megoldas, igy o = 0 esetén van a legtobb. Ha
van az egyenletnek megoldésa, akkor a 82%° — 5%y** = 1 (mod p) kongruencianak is van
tetszdleges p > 2 egész esetén.

Legyen p = 47 = 223+ 1, ami prim. A 23-adik hatviAnymaradékok mod 47 a 0,1, —1.
Tehat a kongruencianak, és igy az egyenletnek csak akkor lehet megoldasa, ha 5% mod 47 €
{£1,£7,+9}. Ez pedig csak o = 9 és 17 esetén teljesiil.

Egyszerii szamolassal ellendrizhetd, hogy o =9 esetén p = 139, mig o = 17 esetén
p = 277 vélasztassal a kongruencidnak nincs megoldasa. Tehdt 0 < a < 22 esetén tényleg
nincs az egyenletnek megolddsa.

Ha = = zo és y = yo az egyenlet megoldisa valamely o > 23 esetén, akkor z = o,
y = byo megoldasa a 8z — 5272y =1 egyenletnek. Tehat annyi megoldas van, ahany
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olyan (z,y) megoldas van a — 23 esetén, amire 5 | y. 23 t « esetén ez nulla, 23 | « esetén
pedig véges a Thue — Siegel-tétel miatt (lasd Gyarmati, Turdn: Szamelmélet, Tankonyvki-
ado6 1980), és szigornan kevesebb, mint o = 0 esetén, mert az x = 0, y = —1 megoldasra
5{—1. m

4. feladat (Abért Miklés). Legyen F' megszdmldlhato szabad csoport, és legyen F = Hy >
Ho > Hs > ... az F' csoport véges indexi részcsoportjainak egy leszdllo ldnca. Tegyiik fel,
hogy a lanc NienH; metszete nem tartalmazza F egyetlen nemtrividlis normdlosztéjat sem.
Ldssuk be, hogy léteznek olyan g; € F' elemek, amelyekre a H?* konjugdlt részcsoportok
szintén ldncot alkotnak, és N:H{" = {1}.

Varja Péter megoldasa.

k
1. lemma. Legyenek Ni, Na,..., Ny az F szabad csoport normalosztéi. Ha (| N; = {1},
F=1
akkor N; = {1} valamely j-re.

Bizonyitas. Ha N; # {1}, akkor van olyan [ > 1, amire N = ﬂ N; # {1}, de NN Nj41 =

{1}. Ekkor NNj4+1 = N X Njt+1. Ha Nj4, # {1}, akkor NNJH nek van Co X Cog-nel izo-
morf részcsoportja, ami lehetetlen, ugyanis a Nielsen — Schreier-tétel szerint szabad cso-
port minden nemtrivialis részcsoportja szabad. Co, X Cse pedig egy Coo-nel nem izomorf
kommutativ csoport, tehat nem szabad. W

2. lemma. Legyen G az F szabad csoport részcsoportja. Ha G-nek van olyan A # {1}
részcsoportja, aminek F-beli Np(A) normalizatora véges indexii F-ben, akkor tartalmazza
F' valamelyik nemtrividlis norméalosztéjat.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekten, hogy G nem tartalmazza F' egyetlen nemtrivii-
lis normalosztojat sem. Legyenek ai,az,...,ar az Np(A) jobboldali mellékosztalyainak
reprezentéansai. Ekkor A% = a} 'Aa; az A 6sszes konjugélt részesoportja F-ben. Mivel

N; A% < F, N;A% = {1}. Legyen N = (Np(A))". Ekkor N az F véges indexi, ezért

J
nemtrivialis normalosztéja. Mivel Np(A)-nak A is normalosztéja, az 1. lemma miatt
N N A # {1}. Legyen A; = NN:A%. Ekkor A; = (N N A)* nemtrivialis normalosztoja
N-nek. Ez viszont N;A; C N;A% = {1} miatt ellentmond az 1. lemmanak. H

Most ratériink a feladat allitdsanak bizonyitasara.

Legyen fi, f2,... az F elemeinek egy felsorolasa. Legyen ko = 1, go = 1. Tegyiik
fel, hogy méar megadtuk a ko < k1 < ... < kn pozitiv egészeket és a go,g1,...,9n € F

elemeket tigy, hogy 0 < i < n esetén [71 = gi—1h; valamely h; € Hz;_'l-gyel és fi ¢ Hgl

Ekkor (| H J‘?" = (Ny>iH. )" nem tartalmazza F egyetlen nemtrivialis normalosztOJat
J=kn
sem. Ekkor a 2. lemma miatt H, f” egyetlen nemtrivialis normalosztéjat sem tartalmazza,

hiszen ch" véges indexti. Tehat van olydn hn+1 € Hy" hogy fnt+1 ¢ (mjzkn Hf")h"“,

ezért van olyan kn41 > kn, hogy fny1 € Hk +;““. Legyen gn+1 = hn41. Miutan rekurzivan

megadtuk a ko < k1 < ...-kat és go, g1, .. -ket legyen g; = g, arra az l-re, amire kj11 <
j = ki. Vilagos, hogy ezekre a g; elemekre teljesiil a feladat allitasa. W
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5. feladat (Figula Agota, Karl Strambach). Legyen GL(n,K) a K test feletti linedris
csoport ellitva a K test eqy x — |x| nem arkhimédészi abszolit értéke dltal indukdlt
topologidval. Igazoljuk, hogy ha az M € G L(n, K) mdtrizot tartalmazza GL(n, K) valamely
kompakt részcsoportja, akkor M minden sajdtértéke 1 abszolit értéki.

Harangi Viktor megoldasa. Nem arkhimédészi abszolit értéken egy olyan |- |: K —
R™ leképezést értiink, melyre
& =0 = &=0
lzy| = |2| - |yl
|z +y| < max (|z], |y|)
Kovetkezmény:
e [ll=1:1=1|-1]=|1]=0v.1,de |l]]=0=>1=0. Igy 1| = 1.
e Haz #0, akkor [1| = |z &7 = |z]- |27} | = 27| = .
Vegyiink egy K test feletti invertalhat6, n x n-es M € GL(n, K) matrixot. Tegyiik fel,
hogy 3z = (z1,...,2n) € K" és A\ € K, |\| # 0 gy, hogy Mz = Az. (A # 0, mert a métrix
invertalhato, igy 0 < |A\| < 1, vagy |A| > 1.) Ha a 0 < |A| < 1 eset &ll fenn, akkor vegyiik
M helyett az M~ '-et. Erre M~ ' (\z) = z = A\~ '(\z), igy M~ '-nek mar \~" a sajatértéke:
X7 = ﬁ > 1. Persze M és M ! egyszerre vannak benne egy részcsoportban vagy sem.
Tehat feltehets, hogy |A| > 1. Ekkor

Mg=M""'Mg=X-Mg=...=2" g
igy \* sajatértéke M*-nak, és |\¥| = |A| - |A|- ... |A| = [A\|¥. Az indukalt matrixnorma:
Il = sup 1221

lz| -

Esetiinkben || M*| = SUP,o 1e7g) > |A|* — oo (k — o00), hiszen [A| > 1.

|z
Tegyiik fel indirekten, hogy M € H < GL(n,K), ahol H kompakt halmaz az indukalt
topologia szerint. Ekkor M* € H (Vk).

Gm = {A € GL.(K) : ||A|| < m} nyilt halmaz, Gi C G2 C ...

U Gm =GL(n,K) D H *™25** 30 : Gy D H=>VYA € H: | A < mo.

m=1
A fentiek szerint || M*|| — oo (k — o0), ellentmondasra jutottunk. M

6. feladat (Figula Agota, Karl Strambach). Tegyiik fel, hogy az

SUQ(C)={( - ;}) : z,w€C, zE+ww=l}

—W

madtrizcsoport A elemének €'t és e, a B elemének pedig €'%? és e~ 2 a sajdtértékei,

ahol 0 < 0; < . Bizonyitsuk be, hogy ha €% sajdtértéke AB-nek, akkor teljesiil a
|61 — 03] < Bs < min {61 + 6, 27 — (61 + 65)}

egyenldtlenség.
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A kittz6k megoldasa. Jelolje H a kvaternidalgebrat, Q pedig az egységkvaterniok cso-
portjat. Legyenek i, j, k = ij € Q egymaéssal antikommutélé képzetes egységkvaterniok. A
z w )
¢ : (_@_ Iz‘) — z+wj: SU2(C) — Q,

leképezés csoportizomorfizmus, ahol az i € C komplex képzetes egységet azonositjuk az
1 € Q képzetes egységkvaternioval, és igy tekinthetjiik a Z C Q tartalmazast. A A € C
komplex szam a ¢~ (z + yi + uj + vk) € SU>(C) matrix sajatértéke akkor és csak akkor,
ha A = z 4+ i\/y? + u? 4+ v2. Mivel a bels6 automorfizmusok tranzitivan hatnak a képzetes
egységkvaterniok S° ¢ Q halmazan, azt kapjuk, hogy ¢’ € Z a ¢ € Q egységkvaternihoz
tartozo ¢~ '(q) € SU>(C) matrixnak akkor és csak akkor sajatértéke, ha g valos része cos @
és ¢ atkonjugalhato e’ -be.

Legyenek ¢(A) = g1, ¢(B) = q2, #(AB) = gs. Ekkor g1 atkonjugélhato6 alkalmas kva-
ternioval ¢} = e?'-be, ugyanazon elemmel valé konjugalas a g2 és g3 elemet g5 és ¢ ele-
mekbe viszi. Az 17 egységkvaterniot az e'’ alaku egységkvaternioval valé konjugalasok
fixen hagyjak. Viszont az e'* elemmel val6 konjugalassal a j és k vektorok altal kife-
szitett sik tetszoleges forgatasa eldallithaté. Igy alkalmas konjugélassal az is elérhetd,
hogy ¢i = €% és ¢ = cos 02 + i sinfa(cos 3 + ksin 3) alkalmas B-val. Az a feltétel, hogy
q1¢> = g5, azt adja, hogy qiqs = €”*(cos b + isinfz(cos 3 + ksin 3)) valos része cosfs,
azaz

cos 61 cos B — sin f; sin B cos 3 = cos 3.

Mivel sin 8, sinfly > 0, adott 6y, 02, 03 értékekhez akkor és csak akkor létezik az elézé
egyenlGtlenségnek eleget tevé 3, ha

—sinf; sin O3 < cos f, cos B2 — cos B3 < sin @, sin O,
vagy masképpen cos(f; + 62) < cosf3 < cos(61 — 62), amely ekvivalens a
|01 — 62| < 63 < min {01 + 62,2m — (61 + 02)}
feltétellel. W

7. feladat (Daro6czy Zoltan, Maksa Gyula, Pales Zsolt). Legyen t € R. Bizonyitsuk be,
hogy akkor és csak akkor létezik olyan 0 # A : R x R — R szimmetrikus, biadditiv fliigguény,
melyre

A(tz,z) =0, VzeR,

ha t nem algebrai, vagy algebrai és a definidld polinomjdnak —t is zérushelye.

Varja Péter megoldasa. Tegyiik fel, hogy ¢ transzcendens, vagy ¢t minimalpolinomjanak
—t is gyoke. Mindkét esetben van olyan ¢ : Q(t) — Q(t) Q feletti automorfizmus, amire
¢(t) = —t. Ugyanis az algebrai esetben a t és —t kozos (irreducibilis) definialé polinom-
janak gyoOkein a Galois-csoportja tranzitivan hat, ha pedig t transzcendens, akkor —t is
az. Legyen z¢, £ € ¢ egy bazis R-ben mint QQ feletti vektortérben, melyre zo = 1. Jeldlje
a: R— Q(t) a Q(t)-re valo ,vetitést”, azaz legyen a(aoxo + ai1xe, + ...+ anxe, ) = ao.
a nyilvan additiv, és Vo € R-re a(tz) = ta(z).

Legyen A(z,y) = a(x)p(a(y)) + ¢(a(z))a(y). Ez nyilvan szimmetrikus és biadditiv,
és Vr € R-re

A(tz, z) = a(tr)p(a(z)) + ¢(a(tz))a(z) = ta(z)p(a(z)) + (—t)¢(a(z))a(z) = 0.
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Tovabba A(1,1) = 2 # 0 miatt A # 0.

Most tegyiik fel, hogy A # 0: R*> — R szimmetrikus, biadditiv, és A(tz,z) =0
Vz € R-re egy rogzitett t algebrai szimmal, amely minimélpolinomja P(x) = an a;x’.
Megmutatjuk, hogy P(—t) = 0. ]_0

Elsszor belatjuk, hogy A bilinearis Q folott. Ha r = p/q valamely p, g pozitiv egé-
szekkel, akkor:

A (z,gy) bt A (xgy) = el = il o el

&)

~
~~ 4 p db
q db

ahonnan A(z,ry) = rA(z,y) Vz,y € R-re. Tovabba A(z,0)+ A(z,0) = A(z,0) miatt
A(z,0-y) = A(z,0) = 0. Ekkor A(z,y) + A(z, —y) = 0, ahonnan

Az, (-1)y) = (D A(z,y).

Ezzel belattuk a bilinearitast.
Tetszbleges z,y € R-re:

0= A(t(z +y),z+y) = A(tz,y) + A(ty,z), ahonnan
A(tz,y) = —A(z, ty).
Ekkor tetszGleges n, k egészekre és = € R-re
AP g, 'z) = (-1) 2 A(P e, 2 g) = AP 2, t'3), fgy
A(tz,y) = —A(z, ty).
Ekkor V [ nemnegativ egészre és x € R-re:
n
A(t'z, P(~t)z) = A(t*z, [P(~t) — P(t)]z) = Y _ [(-1) - 1]a;A(t*x,t'z) = 0.
J=0
Hasonléan V | nemnegativ egészre és = € R-re:
A(t* 'z, P(=t)z) = A(t* Tz, [P(~t) + P(t)]z) = 0.
Mivel Vs € Q(t) t hatvanyainak linearis kombinécioja Q felett,
A(sz, P(—t)z) =0 Vz € R-re.

Specislisan A(P(—t)x, P(—t)z) = 0. Ha P(—t) # 0, akkor x = y/P(—t)-vel kapjuk, hogy
A(y,y) = 0 Yy-ra. Ekkor viszont Yu,v € R-re

A(u,v) = % [A(u +v,u+v) — A(u,u) — A(v,v)] =0

ami ellentmondana A # 0-nak. Tehat P(—t) = 0, és ezzel belattuk az allitast. W
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8. feladat (Daroczy Zoltan, Pales Zsolt). Hatdrozzuk meg mindazon ¢ : Ry — R folytonos
és szigordan monoton fligguényeket, amelyekre az

gl (:w(az j: zy;<p(y)) +ot (yw(mi i z<p(y)> SrERe

fiigguény homogén, azaz F(tzx,ty) = tF(z,y) minden t,z,y € Ry esetén.

A kitiz6k megoldéasa. Ha ¢ generalja F-et, akkor legyen ez F,.

Els6ként megmutatjuk az alabbiakat. Ha ¢, : Ry — R folytonos és szigoriian mo-
noton és Fy(z,y) = Fy(z,y) Vz,y € Ri-ra, akkor létezik a # 0 és b konstans, hogy

P(z) = ap(xz)+b minden =z € R -ra.

Bizonyitas. Felhaszniljuk az alabbi alternativatételt. Ha ¢, 1 adott, akkor vagy
Ap(z,y) < Ay(z,y) Vz,y € Ri-ra,

vagy létezik t, s € Ry, hogy

(1) ¢~ (pe(t) + (1 = p)p(s)) > ¢ (py(t) + (1 — p)i(s))

minden p € ]0, 1[-re.

Megmutatjuk, hogy (x) F,(x,y) < Fy(z,y) Vz,y € Ry-ra akkor és csak akkor igaz,
ha (k) Ay (z,y) < Ay(z,y) Va,y € R, Ha (x*) igaz, akkor Ay p(z,y) < Ay p(z,y) Yo,y €
Ry-re és p € ]0, 1[-re. Legyen itt p = :Lﬂ, ésp = ;j{—y, akkor ebbél Fi,(z,y) < Fy(z,y), azaz
(*) igaz. Ha (*) igaz, akkor tegyiik fel, hogy (**) nem igaz. Ekkor létezik ¢, s € R, hogy
(1) igaz minden p € |0, 1[-re. Legyen p = tis és p = 5, akkor (1)-bél Fi(t,s) > Fy(t, s),
ami ellentmondas.

Ebbdl nyilvanvaléan adodik: F,(z,y) = Fy(z,y) akkor és csak akkor, ha A, (z,y) =
Ay(z,y). Ez viszont csak akkor igaz, ha ¢(z) = ap(z) + b, ahol b #0. W

A homogenitas miatt ¢(z) := @(xt) (t > 0 fix) jeloléssel tehat p(xt) = a(t)p(x) + b(t)
Vz,t € Ry-ra, ahol ¢ folytonos és szigorian monoton, a(t) # 0. Ismert ennek megoldasa:

p(z) = Az* + B A#0 a#0
vagy

p(x) =Clogz + D C#0 (a=0).

Itt Ag(z;y)= go_l(m;L(y)) a kvazi-aritmetikai, A, p(z,y)=¢ " (pp(z) + (1 —
p)e(y)) a sulyozott kvazi-aritmetikai kozép.

Lemma. Legyen f: J — R folytonos fiiggvény. Akkor vagy [ konvex, vagy pedig létezik
olyan a,b € J, hogy

(2) f(pa+ (1 = p)b) > pf(a) + (1 - p)f(b)

minden p € ]0, 1] esetén.
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Bizonyitas. Ha f nem konvex J-n, akkor van olyan ug,vo € J, hogy

f (uo ;%) " f(UO);rf(UO)

Vilagos, hogy wo # vo. Tegyiik fel, hogy uo < vo. Definialjuk a g: J — R fiiggvényt a
kovetkezdképpen:

o(u) o= fu) — LV TW) () pu)
0 — Uo
minden u € J esetén. Akkor g folytonos J-n, és
3) g(uo) = g(v0) =0, g (“5) > 0.

Legyen

és

Ekkor (3) alapjan
gla) =g(b) =0, és g(u)>0, ha uc€la,b[.

Ebbdl kiovetkezik, hogy

M(u— uo) + f(uo) = Li(a)(u ~&)+fla)

Vo — UWo b

minden u € [a, b] esetén, tehat

_ ) = fa),

0<g(pa+ (1—p)b) = f(pa+ (1—p)b) =

pa+(1-p)b—a)— f(a)

minden p € |0, 1[ esetén, ami a (2) allitas. W

Tétel (Alternativatétel). Legyen ¢, € CM(I). Akkor vagy
(4) Ap(z,y) < Ay(z,y)
minden z,y € I esetén, vagy pedig van olyan t,s € I, hogy
(5) App(t,s) > Ayp(t,s)

minden p € ]0, 1] esetén.
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Bizonyitas. Feltehetjik, hogy v ndvekvé. Ha 1 nem névekvs, akkor —i novekvs, és
mivel A_y , = Ay, I*-en minden p € |0, 1[ esetén, igy a tétel 4llitasa érvényben marad.

Legyen J := ¢(I), ami nem iires nyilt intervallum. Legyen
(6) fi=gpop™

a J intervallumon, ami folytonos fiiggvény J-n. Ekkor a lemma szerint vagy

) f(u;rv) < f(u);f(v)

minden u,v € J esetén (ez azt jelenti, hogy f konvex J-n), vagy pedig van olyan a,b € J,
hogy

(8) f(pa+ (1 —p)b) > pf(a)+ (1 —p)f(b)

minden p € ]0, 1[ esetén.

(7)-bo6l (6) alapjan azt kapjuk, hogy vagy

o ‘"lu o _l'u
) wow_l(u;v)gw % ();w " (v)

minden u, v € J esetén, vagy pedig van olyan a,b € J, hogy
(10) Yoy~ (pa+ (1 —p)b) >pop '(a)+ (1—p)oy '(b)

minden p € ]0, 1] esetén.

Az x = ¢ *(u), y = ¢ *(v) helyettesitésekkel (z,y € I tetszéleges) és a t := ¢ *(a),
s = 1(b) (t,s € I) jelolésekkel, mivel ¥ névekvs, (4)-bsl kévetkezik (9), és (5)-bol ko-
vetkezik (10). W

9. feladat (Totik Vilmos). Igazoljuk, hogy ha T, olyan komplex raciondlis tortfiiggvény,
amelyben mind a szdmldlo, mind a nevezd fokszama legfeljebb n, akkor

1 1
ST

ahol || - ||, az origd korili a sugari kéron vett szuprémumot jeléli.

a

Varja Péter megoldasa. Ha ||ral|,,, + || ']|, < 1/2"7" lenne, akkor elég kis & ese-
tén 7, (z + €)-ra se teljesiilne az allitas, igy feltehetjiik, hogy z = 0 r,,-nek nem zéréhelye,
és nem is polusa. Legyenek &1, &2, ... &, illetve n1,...,m az r, |z| < 2 kirlapra esé zé-
réhelyei, illetve polusai abszolut érték szerint névekvs sorrendben ugy, hogy mindent a
multiplicitasanak megfelel6 szamu példanyban szerepeltetiink. Tegyiik fel, hogy a zérohe-
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lyek és polusok koziil &1, &z, ..., &, illetve ny,...,m esik a |z| < 1/2 korlapra. Ekkor 7y,
nevezdjére és szamlalojara alkalmazva a Poisson — Jensen-formulét:

Tn (%e“) dt — % /.7r log (77, (26“)} dt =

k' 4
1. = 1 o
- [10g|rn(0)1 +log [ ] 516l '—log [] 3 1mil 1] -
j=1 j=1

i "lo
27 g

=K

k 1
y [1og\rn(o>| +10g [ 21651~ —logHmnjrl] -
j=1

=1

logH + log H |£’ +logH4+log H 2|n;|~ >10g41,c _logi.

j= k’nv J=1'4 ]
>1/4 =
Ekkor
sup log|rn(z)| L/Tr log |7y (le”)‘ dt
lel=1/2 E 2
" T it
és  sup log > ——/ log |rn(2¢")| dt
|z|=2 Tn,(Z) 27 -
miatt:
1
log [|7nl, /5 + log ! > log Y
ahonnan
lrnlly /2 + 111/7nll, 1) o1
9 = ”7'71”1/2 7 5 = 2_717

amit bizonyitani kellett.

Vegytik észre, hogy az egyenl6tlenség igaz tetszéleges olyan meromorf fiiggvényre,
aminek legfeljebb n zérdja van a |z| < 2 korlapon. W

10. feladat (Fleiner Tamas). Adva van 5 nemzérus vektor a hdromdimenzids euklideszi
térben. Bizonyitsuk be, hogy a pdronként bezdrt szégeik osszege legfeljebb 6.

Pach Péter Pal megoldasa.

Altaldnositds. Legyen ®(2k) = k*n, ®(2k+ 1) = k(k + 1)7, (k> 0 egész). Ha meg van
adva a térben n > 1 nemzérus vektor, akkor a paronként bezart szogeik Osszege (réviden
szogosszege) legfeljebb ®(n).

Megjegyzés. Van a térben n > 1 olyan vektor, amelyek szogosszege ®(n). Legyen ugyanis
v # 0 tetszbleges vektor. Ha n = 2k, akkor legyen k darab vektor v, a masik k£ darab vektor
pedig —v. Han = 2k + 1, akkor legyen k + 1 darab vektor v, a méasik k darab vektor pedig
—v. Ezek szogosszege nyilvan ®(n).
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Sziikségiink lesz az alabbi két lemmaéra:

1. lemma. Jeldlje v, az adott térbeli vektor n-est, A,, pedig annak szogosszegét. Ek-
kor van olyan sik, amelyre v,,-t merélegesen vetitve olyan sikbeli vektor n-est kapunk,
amelynek szGgosszege > Ay, .

Bizonyitas. Legyen v, = (v1,V2,...,vn) és S = {x: |x| = 1}. Minden x € S? vektorra
képezziik a v, vektorainak az x normélvektoru sikra valo meréleges vetiileteit. Jelolje g(x)
a levetitett vektorok szogosszegét. Ha a levetitett vektor 0, akkor a hozzatartozo szogeket
0-nak szamitjuk. Megmutatjuk, hogy fsz g =4m > A,,, . Vizsgaljuk elGszor az n = 2 esetet.
Elég belatni, hogy ha v = (a, b) szige As,, és ha hy,(x) jeloli az x normalvektort sikra
valo merdGleges vetiiletek szogét, akkor [, ho, = 4mAo,. A hy,(x) fiiggvény az x € S?
vektornak korlatos és véges sok ponttél eltekintve differencialhaté fiiggvénye. Nyilvanvalo,
hogy az | g2 hv, integrél invarians a tér S%-t meg6rz6 forgasaival szemben, ezért értéke
nem filigg vo sikjatol, hanem csak az a = A,, szogtdl, aminek differencialhaté fliggvénye.

Tekintsiik az 1
fo)= 3= [ .

fiiggvényt. Koénnyen meggondolhaté, hogy f(0) =0, f(x) ==, és f(a) >0 minden 0 <
a < T szogre.

Belatjuk, hogy az f(«) fliggvény additiv, azaz f(a+ () = f(a) + f(B) teljesiil min-
den 0 < v, B < 7 szdgre. Valéban, mivel az f(«) fliggvény értéke nem fiigg az o szdget
meghatarozo vektoroktol, hanem csupéan f(a) értékétdl, ezért feltételezhetjiik, hogy az «,
B és o+ 3 szogeket olyan a, b, c vektorokkal adjuk meg, amelyek egy sikban vannak,
és teljesiil, hogy az (a,b) vektorpar szige a, a (b, c) vektorpar szoge 3, és az (a,c) vek-
torpar szége o + 3. Ekkor a szogosszeg vetiilete megegyezik a vetiiletek osszegével, tehat
h(a,c)(X) = R(a,b)(X) + hb,c)(X), amibdl kovetkezik f(a+ ) = f(a)+ f(5). Kaptuk, hogy
az f(«) folytonos fiiggvény kielégiti a Cauchy-féle fiiggvényegyenletet a [0, 7] intervallu-
mon f(0) =0, f(m) =7 és f(a) > 0 mellékfeltételekkel, tehat f(a) = a teljesiil minden
0 < a < 7 szogre.

Ebbdsl kovetkezik fs2 h(a,p) = 4ma, azaz f52 g = 4mAap) teljesiil az n = 2 esetben.
Ha n > 2, akkor a kapott 6sszefiiggést alkalmazzuk a vi,va,..., v, vektorokbol képezett
vektorparokra, majd sszeadva a kapott egyenleteket nyerjiik az | g2 9 = 4mA,,, Osszefiig-
gést. Az integralszamitas kozépértéktétele szerint kovetkezik, hogy van olyan sik, amelyre
a vektorokat merdélegesen vetitve nemzérus vektorokat kapunk, melyek szogosszege lega-
labb Ay, . Ezzel a lemmat igazoltuk. M

2. lemma. Jeldlje A,,, az adott sikbeliv,, vektor n-es szogosszegét. Ekkor van olyan sikbeli
vektor n-es, amely tartalmaz elGjelben kiilonb6zé vektorpart, és szogosszege > Ay, .

Bizonyitas. Legyen v, = (vi,Vva,...,v,) egy olyan vektor n-es a sikon, amely nem
tartalmaz elGjelben kiilonb6z6 vektorpart. A vy irdnyd egyenes meghatarozta két fél-
sik egyikének belsejébe a v,,-beli vektorok koziil legfeljebb "T_l vektor mutat. Az in-
dexek esetleges atjelolésével feltehetjiik, hogy ezek va,...,vi, (i —1< 23%). Jeloljik
at a vit1,Viga,...,v, vektorok indexeit gy, hogy vi+1 legyen az a vektor, amely
a legkisebb § szoget zarja be a —v; vektorral. Legyen vi = —v;y1, és tekintsiik a
o', = (V],Vv2,...,Va_1,Vn) vektor n-est, melyben a v},vii1 vektorok elgjelben kiilon-
boznek. A v vektornak a va,...,v;, (i—1< "T_l) vektorokkal bezart szogosszege legfel-
jebb "1 . § sziggel kiscbb, mint a v, vektornak ugyanezekkel a vektorokkal bezart szo-

2
gosszege, ugyanakkor a vi vektornak a vii1,viya,..., v, vektorokkal bezart szogdsszege
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legalabb "T_l - § szoggel nagyobb, mint a v; vektornak ugyanezekkel a vektorokkal be-
zért szogosszege. Ebb6l kovetkezik, hogy v', vektor n-es A,: szogosszege eleget tesz az
Ayr > Ay, egyenlGtlenségnek. W

Visszatériink az A,, <k’ illetve Au,,,, < k(k + 1)« allitasok igazolasara. k = 1
esetben mindkét allitas nyilvanvalé. Feltessziik, hogy a v, vektor n-es egy sikba esik, és
vi = —Vit1. Ekkor (v1,vit1) szoge, tovabba a (vi,v;) és (v;,viy1) szogosszege m, ahol
j=2,...,i,i+2,...,n, azaz egyiittesen (n — 1)mw. A tovabbi (vi,v2,...,Vi,Vig2,...,Vn)
paronként bezart szogeinek dsszege az indukcios feltevés szerint legfeljebb (k — 1)%m, illetve
k(k — 1), attol fiiggen, hogy n = 2k, vagy n =2k + 1. A (k— 1)’ + (2k — 1)7 = k®m
és a k(k —1)m + 2km = k(k + 1)7 osszefiiggésekbdl most mar kovetkezik a feladat allitasa.
|

11. feladat (Szilasi Jozsef, Lovas Rezs6). Legyen E : R™\ {0} — Ry akdrhanyszor dif-
ferencidlhato, mdsodfoki pozitiv homogén (azaz tetszéleges N pozitiv valos szdm €s p €
R™ \ {0} pont esctén az E(\p) = A2E(p) reldcidnak eleget tevé) fiiggvény. Bizonyitsuk be,
hogy ha az E"(p) : R™ x R" — R mdsodik derivdlt barmely p € R™ \ {0} pontban nemel-
fajulé bilinedris forma, akkor E" (p) (p € R™ \ {0}) pozitiv definit.

Varju Péter megoldasa. Legyen A azon p € R™\ {0} pontok halmaza, ahol E”(p)-nek
van negativ sajatértéke, és B azoké, ahol E”(p) minden sajatértéke pozitiv. Mivel E” (p)
sehol sem szingularis, AU B = R" \ {0}, és E” pontosan a B pontjaiban pozitiv definit.

Megmutatjuk, hogy A nyilt. Legyen p € A, és K egy olyan kor a komplex szamsik
negativ valos részii szamokbol allo félsikjan, amely belsejében van E’(p)-nek sajétértéke,
a hatéran viszont nincs. E”(p) karakterisztikus polinomja folytonosan fligg p-t6l, ezért
Rouché tétele miatt p-nek van olyan U kornyezete, hogy tetszéleges ¢ € U-ra E"(q)-nak
van sajatértéke K belsejében. Ez a sajatérték csak egy negativ valés szam lehet, mert
E"(q) szimmetrikus. Ekkor U C A, és igy U nyilt.

Teljesen hasonléan belathat6, hogy B is nyilt. Ekkor R™ \ {0} Osszefiigg6sége miatt
A=0, vagy B=0.

Tehat elegendé megmutatni azt, hogy van olyan pont, ahol E’(p) pozitiv definit.
Legyen po € S™ ! egy olyan pont, ahol F felveszi az S™ ! egységgdmb f5l6tti minimumat.
Jelolje po az origdbol po-ba mutatod vektort. Legyen v # 0 a po-ra merdleges tetszdleges
vektor. Jelolje £x A > 0 esetén a po-ra merdleges és a Apo ponton athaladé hipersikot.

Mivel EI):,\ minimélis a Apy pontban, E,(Apy) = 0, és E, ,(po) > 0. Ekkor

d
Ey 5 (po) = <7 Ev(Apo) =0.
s PO dA ey

Legyen most u # 0 tetsz6leges vektor. Ekkor u = app + v valamely a € R szammal és po-ra
merdleges v vektorral. Igy

Euu(Po) = Eagy ap (P0) + 2E4 ap, (P0) + Eq. 4 (po) = 20 E(po) + Ey,(po) 2 0.
Mivel E”(po) nemelfajulé, a fenti egyenlStlenség szigort. Ezzel az allitast belattuk. W

12. feladat (Major Péter). Legyenek &1, . .., & figgetlen, egyforma eloszldsi valdsziniiségi
vdltozdk, Snp = > k.
k=1
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(a) Legyen P(|&| <1) =1, E& =0, BE = o® > 0. Mutassuk meg, hogy minden u >
2no? szdimra P(Sn > u) < e~ Culos(/ n®) alkalmas (univerzdlis) C > 0 szammal.
(b) Legyen specidlisan P(§&1 = 1) = P(& = —1) = "72, P(¢&1 = 0) = 1—0? valamely 1 >
02 > 0 szdmmal. Bizonyitsuk be, hogy léteznek olyan B; <1, By >1 és B3 >0
konstansok, hogy ha valamely n > 1 és u > 1 egész szdmokra érvényesek a Bin >
2
u > Bano? egyenldtlenségek, akkor P(S, > u) > g Patlogmasy,

Varju Péter megoldasa.

(a) Reényi Alfréd Valosziniségszamitas cimi konyvének |[Tankonyvkiado, Budapest,
1966] VI. fejezet, 4. §, (4) formulaja (320. oldal):

2D2 KEK
t+ 202 (14 £8)

=

<et

= k]

PiEz

ahol £ K-nil majdnem biztosan nem nagyobb abszolut értékii, D varhaté értéki
fiiggetlen véletlen valtozok osszege, D* = E€?, és € és t tetszGleges pozitiv valos
szamok.

Ezt alkalmazhatjuk & = S, D? = no? és K = 1 mellett.

Legyen t = zulog (7%7) és e = 1log (=%;). u > 2no” esetén ezek tényleg pozi-
tivak, tovabba 1 < £ log (%z),/=%. Ekkor

no

22
t+ 5 (1+4%) 1 1 u 2[(8 1 u u
e §§“+Zlog(n72)m 6+6)l°g(ﬁ) no? | S

74 2 U
S—s—u—}-gna mzu

Itt hasznaltuk, hogy (logz)® < I/z, ha z > 1.
Innen addédik, hogy

=8

P(Sn > u) < e~ Toulos(52z)

ami a bizonyitandé6 allitas C' = %—dal.
(b) Legyen A = %. Ekkor 1 > XA >0, és ;’\7 > Bs> 1.

Vélasszuk meg a konstansokat gy, hogy 555z > (Biz)Bs. Ekkor ;Tz > ("72)33.
El6szor vizsgaljuk a A = 1 esetet. Ekkor u = n, és

2\ U 2\ U 2\ B3u
P(Sn 2 u) = (%) = (%) > (%) = e—Baubg(#).

Most legyen A < 1. P(S, > u) nagyobb, mint annak a valészintisége, hogy &; = 1
u darab j-re és £ = 0 a tObbi esetben, azaz:

P(Sn >u) > (;’) (";)u ) (;) (?)M (1 Py

| porodika Z0GR Lot
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Felhasznalva, hogy k > 1 esetén (f)k\/27rk <kl< 2(§)k\/27'rk,

( n > " n! \/271'71(%)" -
VA COICERDI 2v2mAn (22)™" 2/2x(1 —A)n(u—em)“—*)" .

1 1 3
= :
~ 4v2man [,\*(1 —/\)1_’\]

2
Ekkor 11’_‘; > 1 miatt:

0_2 An 0'2 An 02 BaAn e ( & )
Sn = u) > (—) = <—> =ToRe e el
o 4v27r)\n ( > 30A A

A maésodik egyenlétlenségnél azt hasznaltuk, hogy An > n, és

1 1
—., h > 1. |
4\/_ 5 A |
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