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GRATULALUNK!

LOVASZ LASZLO A NEMZETKOZI MATEMATIKAI UNIO
UJ ELNOKE

A nemzetkozi matematikai élet legjelentsebb szervezete, a Nemzetkozi Mate-
matikai Uni6o (IMU) 25. kongresszusat augusztus 22-29. kézott tartotta Madridban.

A tanacskozast augusztus 22-én 1. Janos Karoly spanyol kiraly nyitotta meg.
Az IMU 1j elndke Lovasz Laszlo akadémikus, az ELTE Matematikai Intézetének
igazgatoja lett, aki a kovetkezé négy év soran, az Indiaban tartand6 kovetkezd
kongresszusig tolti be ezt a tisztséget.

Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat






POLLAK GYORGY EMLEKERE

FRIED ERVIN

Oszintén koszoném a szegedi algebristaknak, hogy meghivtak, és felkértek arra,
hogy Pollak Gyurka sziiletésének hetvenotodik évfordulojan Rola én is megemlé-
kezzek.

Ezel6tt 6t évvel is hasonld megtiszteltetésben részesiiltem, amikor a Matema-
tikai Intézetben bucsuztattak Ot, és engem kértek fel a ,nekrolog” elmondaséra.
Akkor oriiltem neki, mert agy tartottam, hogy a dicsérd szavakat jobb még az élet-
ben meghallani. Ahogy a kolté mondja: ... Kiket — midon mdr elhunytak s midon
Ingyen tehette — csif hdlddattal Kezdett imddni a galad vildg . . .

Most, ennek a felkérésnek nem oriilok, de hat az ember nem ura a sorsnak, és
a megtortént dolgokat nem tudja meg nem torténtté tenni.

A felkérés utan — mindenekel6tt — elGvettem akkori szavaimat, és megalla-
pitottam, hogy akkori érzelmeimmel most is azonosulni tudok. Allitolag Goethe
mondta — amikor szemére vetették, hogy egész sorokat atvesz masoktol —, hogy
Jmiért mondjak el valamit rosszul, amit masok jol megirtak”. Engedjék meg ezért,
hogy azzal kezdjem, amit akkor mondtam.

&

Nekem jutott az a megtiszteltetés, hogy Pollak Gyurkat a Matematikai Kuta-
tointézettsl elbuicstiztassam. Hadd kezdjem bucstztatasomat azzal a Jozsef Attila
idézettel, ami errél 6hatatlanul eszembe jut:

. Ne menj el, mesélj, ... Mi hallgatunk és lesz, aki csak éppen néz téged,
mert oril, hogy ldt ma itt fehérek kozott egy eurdpait. Valoban, Pollak Gyurka igazi
européer volt; ami sajnos ritkasag. Mindenesetre, a ritkasagokat meg kell, meg
kellene, de legalabbis jobban meg kellene becsiilni.

Pollak Gyurkat nagyon régota ismerem. Homalyos képem van arrdl, hogy
egylitt sakkoztunk a Podmaniczky utcaban a gangon, ahol & lakott; és mérges
voltam, mert sokszor megvert. Mésik emlékem, ami mély nyomot hagyott bennem,
hogy egy Balatonvilagoson tartott konferencia alkalmabol — még abban az idében,
amikor a matematikusok megértették egymést, nem ugy, mint ma, amikor még az
univerzalis algebristdkat sem értem meg —, szoval ott sétalgattunk és beszélgettiink.
Nem is tudom, hogy mirél, csak azt tudom, hogy igen mély hatéssal volt ram, és
meghatarozta hozza kapcsol6dé emberi érzelmeimet.

MAGYAR
FUBOMAN YOS AKADENRA
KONYVTARA



»Hivatalos” emlékeim réla 1960-ig nytlnak vissza, amikor kandidéatusi disszer-
tacidjat opponaltam. A disszertici6 az euklideszi gytirik altalanositasaval foglalko-
zott. Szamomra vilagos volt, hogy a dolgok ,miértje” izgatta; kereste az ,jgazsagot”.
Ha mar itt tartok, akkor néhany széban szeretnék szélni Pollik Gyurka ,matemati-
kajarol”. Ugy talalom, hogy mindig az elsbbi cél lebegett eltte (természetesen nem
csupan a matematikan beliil). Talan éppen szerénységbdl, de leginkabb a félcsopor-
tokhoz vonzédott (ott kevés és egyszerd miivelet van). Ez nem jelenti azt, hogy
masban nem lett volna otthon. Szeminariumokon mindig volt lényeges észrevétele,
kérdése (legalabbis én ezt tapasztaltam, amikor én is ott voltam).

Felmeriil az emberben a kérdés: hogyan lehetséges, hogy egy ilyen széles lato-
kord ,kultirmatematikus” nem tudott a tudoméanyos szamarlétran feljebb kapasz-
kodni? Legalabbis sokakban felmertilt. Persze megkérdezhetjiik, Mi az, mi embert
boldogga tehetne? Kincs? hir? gyonyor? Legyen bdr mint 6zom, A telhetetlen el-
meriilhet benne, S nem fogja tudni, hogy van szivérém. Mi lehetett az, ami Pollak
Gyurkanak igazi szivoromet jelenthetett.

Mint mar emlitettem, boldogga tette 6t — igy vélem — a matematika szépsége.
De tudjuk, hogy a megosztott 6rom duplan szamit. Es 6 igyekezett megosztani
a szépséget mindenkivel. Azt hogy ez sikeriilt neki, leginkabb legjobb tanitvanya,
Szendrei Marika példaja mutatja. De tudomésom szerint komoly szerepe volt a
szegedi matematikai élet kialakitasaban ... S ez az igaz kélté — azaz, hogy mate-
matikus —, ki a nép ajkdra Hullatja keblének mennyei manndjdt. . ..

Mint emlitettem, Pollak Gyurka igazi européer, és humanista szemléletét min-
denhova ,elszorta”. Természetesen elsGsorban a JATE Bolyai Intézetében. Az a
hangulat és szellem, ami ott uralkodik, nagymértékben tudhaté be az ¢ hatasa-
nak. Természetesen nem & volt az egyetlen, aki ilyen iranyban hatott. Nemrégiben
(az 6t évvel ezelSttiekhez képest) Klukovits Lajos mesélte, hogy jelen volt Pollak
Gyurka és Csakany Béla egy valami vitat el6készité beszélgetésén, és egy id6 utan
mindenki csak 4mulva hallgatta Gket.

Errél jut eszembe, hogy nem értem, miért nem egy szegedi mondja ezt a
visszaemlékezést, hiszen 6k sokkal jobban ismerik.

Emlitettem volt, hogy sokan felrottak neki, miért nem jutott el6bbre, hiszen
erre megvolt a képessége. Ahelyett, hogy nekiiilt volna, és irta volna a jobbnél
rosszabb és a rosszabbnaél jobb cikkeket, csupan tanitott (nem csak matematikara);
csupan olvasott szépirodalmi miiveket, idegen nyelven is, és ezekben lelte 6rémét.
S akik szorgoskodnak, és méltatlankodnak, azok szdmara hadd idézzek egy igen
olvasott mibdl:

Uram — méltatlankodott (Marta) — nem torédol vele, hogy higom elnézi,
hogy egyediil szolgdljalak ki? ... Az Ur azonban igy vdlaszolt: ,Mdrta, Mdrta sok
mindenre gondod van, és sok minden nyugtalanit, pedig csak eqy a sziikséges. Mdria
a jobbik részt vilasztotta.” ... (Lukéacs 10.)

Pollak Gyurka is a jobbik részt valasztotta. Milyen céljai voltak? Valoszintileg
— és remélem — soha nem voltak olyan céljai, amelyekért foggal-korommel kiizdott
volna; és tudom, hogy soha nem voltak olyan céljai, amelyekért méasokat legazolt



volna. Es ami céljai voltak, azokat minden bizonnyal igy fogalmazta, vagy fogal-
mazta volna meg: ... Mi dolgunk a vildagon? kiizdeni, FEs tapot adni lelki vagyaink-
nak. ... Mi dolgunk a vildigon? kiizdeni Erénk szerint a legnemesbekért . . .

Mindig 6romet jelentett, baratnak, kolléganak egytitt lenni vele, hallgatni ész-
revételeit a vilagrol, amibe természetesen a matematika is belefért. De benne volt
a matematikan kiviil az irodalom, a zene, a torténelem, a nyelv. .. | szoval az egész
kultara. Még a politika is belefért.

Ami kiilénlegesen jo volt, ha naluk volt az ember, és érezte az emberszeretetet,
a csaladszeretetet. Ebben viszont mar nem volt egyediil, mert felesége Fiileki Mdaria
is ,belesegitett”.

Azt hiszem nem én voltam az egyetlen, aki sokat nyert azaltal, hogy Polldk
Gyurkat ismerte, és baratjanak vallhatta.

*

A mai nap ezekhez a kovetkezdket flizném hozza:

Sok olyan ,nagy” ember van, akit életében is elismernek, és haldla utan is
dicsGitenek, de ha megnézziik, mit adott masoknak, kideriil, hogy nem maradt
utanuk semmi. Az olyan embereket, mint Pollak Gyurka életiikben sem kiséri sok
siker, és ugy tlinik, mintha halaluk utén is kissé megfeledkeztek volna roluk. De ez
csak a latszat! Mert a hatasuk, észrevétlen szellemi morzsakban nemzedékekig él
tovabb; akkor is, ha ezt nem vessziik észre ... Mikor mozdulok, 6k olelik egymadst.
FElszomorodom néha emiatt — ez az elmilds. Ebbél vagyok. ,Megldsd, ha majd nem
lesziink! . ..”7 — megszolitanak. . ..

Talan most mégis megértem, miért engem kértek fel ennek a bevezetd beszéd-
nek a megtartasara. Akik itt vannak, azok talan mind tual kozel voltak hozza. Talan
messzebbrol inkabb latszik az egész, mig kozelrdl jobban latszanak a részletek.

Azért egy részletet mégis megemlitenék. Az évnek ebben a szakidban rendsze-
resen 0Osszejottiink Szegeden kozosen tinnepelni. ,,Hivatalosan” ez csaladi innepféle
lehetett: aprilis 23-a Béla-nap, 24-e Gyorgy-nap és 26-a Ervin-nap — és ekkor van
Gyurka sziiletésnapja. Valojaban ennél tobbrél volt szo, mert ilyenkor az egész sze-
gedi algebristavilag 0sszejott. Engedtessék meg, hogy ezért a lehetdségért — mint
befogadott idegen — koszonetet mondjak. Koszonetet mondjak mindnyajotoknak,
de els6sorban Gyurkanak. Legutébbi — azaz sajnos legutolso — alkalommal a ,,g6dor-
ben” ebédeltiink, és azt firtatta, hogy a magyar matematikus értelmiségre melyik
harom magyar ir6 volt legnagyobb hatassal. Akkor mar nagyon beteg volt, de szelle-
mileg teljesen ép. Ugy tiint, a gyogyulas titjara lépett. Sajnos nem igy volt. Nagyon
varatlanul tavozott — de ,csak a teste”. Hiszen:

... Nem hal meg az, ki milliokra kolti
Duis élte kincsét, ambdr napja mail, . ..

Szeretném megkoszonni feleségemnek Hay Erzsébetnek, hogy amit irtam, at-
nézte, nemcsak formailag, hanem tartalmilag is; hiszen mindketténket meleg ba-
ratsag flzott — fiiz — Pollakékhoz.



NEHANY KOMBINATORIKUS PROBLEMAROL
IV. RESZ: KOMBINATORIKUS SZAMELMELET

ELEKES GYORGY

1. Bevezetés

Jelen rész — latszolag — még az eddiginél is nagyobb kitérd felé vezeti az Olvasot:
kilépve a geometriabol, szamelmeéleti kérdéseket vizsgalunk. Tobb oka is van annak,
hogy ilyen messzire koborolunk.

El6szor is, a kérdések és eredmények dnmagukban is szépek és fontosak. Erde-
kes az is, hogy — bar a szamelmélet eredete tobb ezer évre, a régi gorogok korara
nyulik — a természetes szamokkal kapcsolatos kombinatorikus kérdések vizsgalata
még szAz éves miltra sem tekinthet vissza. Erdemes tehat ilyen ,viszonylag friss”
kombinatorikus eredményekkel is megismerkedniink.

A masik ok arra, hogy egy geometriai targyunak indult cikksorozat kells
kozepén ilyen problémakorok tiinjenek fel, az, hogy — a szamelmélet és a geometria
szoros kolesonhatasanak jo példajaként — a késébbi részek geometriai vizsgalataiban
gyakran tamaszkodunk majd az aldbbiakban ismertetendd fogalmakra és tételekre,
elsGsorban a ,kis 6sszeghalmazok” elméletére, valamint az ,altalanositott szamtani
sorozatokra”.

Végiil, hogy a geometria kedvel6i konnyebb szivvel bocsassak meg a kitérdt, a
két teriilet egymésra hatasanak tjabb, jelen esetben forditott iranyi példajaként
az utolso, 3. szakaszban kombinatorikus szamelméleti problémak megoldaséra hasz-
nalunk majd illeszkedés-geometriai modszereket.

1.1. Szamtani sorozatok

A kombinatorikus szamelmélet egyik legkorabbi eredménye Van der Waerden tétele.
Miel6tt megismerkednénk vele, oldjunk meg egy egyszerti feladatot!

1.1. feladat. Osszuk a természetes szamokat két részre tigy, hogy egyik se tartal-
mazzon végtelen szamtani sorozatot!

A lehetséges megoldasok koziil valoszintleg az a legegyszertibb, amikor a
szamokon végigsétalva, az elsGt az egyik osztalyba tessziik, a kovetkezd kettét a



masikba, a kovetkez6 harmat tjra az egyikbe,‘a kovetkezs négyet tjra a masikba,
sth.:

1 4,5,6 105 o515
2,3 7,8,9,10

gy valoban nem tartalmazhat végtelen szamtani sorozatot egyik rész sem. Ha
ugyanis az ai,a; +d,as +d,a; + 3d, ... sorozatot nézziik, az mindig allandé d
hossztsaga ,lépésekkel” halad, igy nem maradhat ugyanabban a részben (hiszen a
maésik részben lesznek d-nél hosszabb blokkok, amelyek a komplementerben hosszu
tires blokkoknak felenek meg, s ezeket a sorozat nem tudja ,atugorni”).

1.2. megjegyzés. Erdemes megprobalkozni a feladat egy ,ikertestvérével” is: ke-
resstink olyan két részre osztdst, hogy eqyik rész se tartalmazzon végtelen mértani
sorozatot!

Még miel6tt barkinek az az érzése tamadna, hogy az algebrai mtiveleteknek
(0sszeadas, illetve szorzas) specidlis szerepiik van, megemlitjiik, hogy a kovetkezd is
igaz: Ha A1, As,...,A,, ... atermészetes szamok megszamldalhato sok végtelen rész-
halmaza, akkor a szamok két részre oszthatok gy, hogy egyik rész se tartalmazzon
egyetlen A;-t sem. Ez persze az el6z6 két allitasnal altalanosabb, hiszen szamtani
sorozat is, mértani sorozat is csak megszamlalhato sok van.

1.2. Van der Waerden tétele

Az el6z6 feladatban latott kettéosztas persze nem zarja ki az akarmilyen hosszu
véges szamtani sorozatok létezését, hiszen egy ,elég tavoli” blokk mar ilyen. (Jo
példa ez a ,végtelen” és az ,akdrmekkora véges” fogalméanak kiilonbozségére.)

Schur vetette fel a kérdést: létezik-e olyan kettéosztdas, ahol nemcsak végtelen
szdmtani sorozat nincs, de az egy-eqy részbe esé véges sorozatok hossza is korldtos?
A valaszt — ketténél tobb rész esetére is — Van der Waerden adta meg.

1.3. tétel (Van der Waerden). Legyen k és | tetszéleges pozitiv egész! Ha a ter-
meészetes szamokat barhogyan k részre osztjuk, akkor valamelyik osztaly tartalmaz
| hossziisagi szamtani sorozatot.

A tétel bizonyitasaval terjedelmi okok miatt nem foglalkozunk — annak elle-
nére sem, hogy a kozelmultban S. Shelah ,yviszonylag egyszertibb”, tjabb bizonyitast
talalt, de jelen cikksorozat kereteit még ez is meghaladja.

1.4. megjegyzés. Még az is igaz, hogy a Van der Waerden-tétel érvényességéhez
nem sziikséges, hogy az dsszes szamot felhasznaljuk: véges szamu is elég, ha
megfelelGen sokan vannak. Precizen: minden k, | pozitiv egészhez létezik olyan
N = N(k,l), hogy az 1,2,3,..., N szdmokat barhogyan k részre osztva, valamelyik
osztaly tartalmaz | hosszusagu szamtani sorozatot.



1.3. Roth és Szemerédi tételei

Erdést és Turant is lenytigozte a fenti eredmény szépsége. Addig-addig forgattak a
fejiikben, amig érdekes gondolatra jutottak: Lehetséges, hogy a Van der Waerden-
tétel hatterében az dll, hogy a részek legaldbb egyike siri? Preciz megfogalmazasban
kérdéstik a kovetkezs volt:

1.5. probléma (Erdés—Turan). Legyen | tetszéleges pozitiv egész! Igaz-e, hogy ha
az 1,2,...,N természetes szamokbol akarhogyan valasztunk ki N/1000-et (altala-
ban: fix e-ra eN-et), akkor lesz koztiik | hosszii szamtani sorozat — feltéve, hogy N
elég nagy l-hez (altalaban pedig l-hez és e-hoz) képest?

A probléméra adott igenld vélaszbol persze kovetkezett volna Van der Waer-
den tétele is: az ¢ = 1/1000-es alakbol k£ < 1000 részre, altalanos € > 0-bol pedig
tetszSleges k-ra (ha e = 1/k-ra alkalmazzuk).

A kérdés sokdig megvalaszolatlan maradt. Roth tette meg az els6 lépést a
megoldas felé: megmutatta, hogy tetszéleges £ > 0 esetén barmely e N szam kozott
létezik [ = 3 tagu szamtani sorozat, ha N > ng(e). Ez az eredménye egyike volt
azoknak, amelyekért Fields-érmet kapott. (Mivel nincs matematikai Nobel-dij, a
matematikusok altalaban ezt tekintik a legmagasabb elismerésnek.)

Végiil — elébb | = 4-re, majd az altaldnos esetre is — Szemerédi igazolta Erdds
és Turan sejtését [16]. Az eredmény annyira varatlanul jott, hogy példaul Erdds
is csak akkor kapott észbe: kordbban — szokésa ellenére — elfelejtett ,kiilondijat”
kittizni a problémara, mert annyira reménytelennek tartotta, hogy valaki még az &
életében megoldja. (Utolag potolta.)

Mondjuk hat ki még egyszer, most mar nem kérdés, hanem pozitiv allitas
forméajaban.

1.6. tétel (Szemerédi). Tetszdleges € > 0-hoz és | pozitiv egészhez létezik olyan
N = N(&,l), hogy az 1,2,3,..., N szamokbél barhogy valasztva ki eN darabot,
lesz kozottiik | taga szamtani sorozat.

A tételre a kozelmultban Gowers (egy masik Fields-érmes) talalt egyszertibb
és a réginél jobb korlatot ad6 bizonyitast.

Végezetiil megemlitjiik még Erdés egy ide kapesolodo régebbi sejtését: Ha az
ai, as,...,a, természetes szamok kézétt ,sok” (legaldbb n*/1000, vagy dltaldban
en? darab) hdromtagi szdmtani sorozat taldlhatd, akkor van ,sokkal tGbb” tagu
(tetszéleges k-ra k hosszusdgi) is — feltéve, hogy n elég nagy k-hoz képest.

A bizonyitéast a kovetkezs szakasz 2.7. tétele ismerteti majd.



2. A Freiman—Ruzsa tételkor

Egyszertien fogalmazva a probléma a kovetkezé: milyen szerkezetiek azok a szam-
halmazok, amelyekbdl csak kevés” kilonbozo dsszeq (vagy szorzat) képezhetd? A
pontos megfogalmazéashoz egy jelolést vezetiink be.

Legyen A valés szamokbol (vagy komplexekbdl, esetleg vektorokbol) allo
tetsz6leges halmaz. Az A-bol képezhetd kéttaga Osszegek

A AL {a+d; a,a’ € A}

halmazéat szokés szerint A dsszeghalmazdnak nevezziik. Hasonléan definidlhato az
A—A={a-d; a,d € A} kiilonbséghalmaz is.

Vilagos, hogy ha |A| = n, akkor A+ A-nak legfeljebb (%) +n kiilonboz6 eleme
lehet — alkalmasan ,szabalytalan” A esetén — hiszen az () péronkénti Ssszeghez
az n darab a + a alaka szam jon még. Persze a kiilonb6z6 6sszegek szama kisebb
is lehet, példaul ha bizonyosak egybeesnek. Els6 kérdésiink: milyen sok egybeesés
lehet; pontosabban: ha |A| = n, milyen kicsi lehet A+ A? Konnyd megmutatni,
hogy ha A C R, akkor

(1) [A+A|>2|A-1=2n—1.
Valoban, ha A elemei nagysag szerint a; < as < ... < a,, akkor
a1 +a;<ar+ax<azt+az<ayt+az<az+az<...<apn-1+an <an-+ay,

tehat 2n — 1 kiilonb6z6 szamot mindenképpen kapunk. Azt sem nehéz belatni, hogy
(1)-ben csakis akkor 4llhat egyenl@ség, ha A szdmtani sorozat.

Ebbdl az egyszerti észrevételbdl né ki az additiv szamelmélet egyik, mosta-
naban sokat vizsgalt aga: a kis Osszeghalmazok struktirajat vizsgalo elmélet.

2.1. Altalanositott szamtani sorozatok

Létezik-e a szamtani sorozatokon kiviil mésfajta sorozat is, melynek 6sszeghalmaza
—ha nem is 2n — 1, de — nem sokkal tobb elemii? Igen, példaul az ti.n. dltalanositott
szamtani sorozatok. (Ilyeneket Szemerédi vizsgalt elGszor, az 1.5. probléméat meg-
old6, més szoval az 1.6 tételt igazolo cikkében.) Ezeket ismertetjiik az alabbiakban.

Ha egy szamtani sorozat kezdétagja a és kiillonbsége A, akkor tagjai a + kA
alakuak, ahol 0 < k < n — 1. Ha nemcsak egy, hanem d > 2 darab kiilonbséget is
megengediink, pl. Ay, Ag, ..., Ag-t, tovabba ny,no, . .., ng pozitiv egészek, akkor az

{a+k1A1+k2A2++ded, VzSd—re ngzgnz—l}
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szamhalmazt d-dimenzios, n = nq -ng - ... ng ,méretd”’ altalanositott szamtani so-
rozatnak nevezziik. (Ugy képzelhetjiik, hogy egy d-dimenziés pontracsot vetitiink
egy egyenesre, lasd 1. abra.) A ,méret” azért keriilt idézGjelbe, mert nem feltétlentil
azonos a halmaz elemszamaéaval; ezek csak akkor egyeznek meg, ha minden szereplé
Osszeg kiilonboz6 — egyébként az elemszam kisebb lesz.



Ay
- As

1. dbra. Kétdimenzios, n = 4 - 3 méretii (és elemszamu) altalanositott szamtani sorozat
mint pontracs vetiilete; tovabba 6sszeg- vagy kiilonbséghalmaza (utébbi ketts
ugyantugy néz ki — bar mashol helyezkednek el)

2.1. megjegyzés. Ha A altalanositott szamtani sorozat, akkor A + A is az lesz:
A+ A= {2a+ kA1 +koAg + ...+ kgAg; Vi < dre 0<k; <2n;—2}. Ugyancsak
altalanositott szamtani sorozat lesz A — A = {k1A; +koAg+. ..+ kgAg; —m;+1 <
k; < n; — 1} is, bar ez kevésbé szembeo6tls; de aza = —(n1 —1)A1 —...— (ng—1)Ay
kezd6taggal, m; = 2(n; — 1) korlatokkal A — A = {@ + k1A1 + k2o + ... + kglg;
0<k; <m; —1}.

2.2. allitas. Tetszoleges d-dimenzios altalanositott szamtani sorozatra
A+ Al <294

Bizonyitas. Ez szemléletesen jol latszik az 1. abrabol: a pontracs osszeghalmaza
minden jiranyban” legfeljebb kétszeresére hizik, ezaltal mérete — s vele egyiitt
A+ A és A— A mérete is — legfeljebb 2%-vel szorzodik. A fenti érvelés persze
csak akkor allja meg helyét, ha A mérete és elemszdma azonos; egyébként a preciz
bizonyitashoz célszerti A-nak legfeljebb 2¢ darab ,sarkat” definialni:

H ={a+kA +kaAg+ ...+ kgAg; Vi <dre k; =0 vagy n;}.

Ezek koziil persze egyesek egybeeshetnek. Szamuk azonban < 2¢, hiszen d-szer van
moédunk két lehetGségbdl valasztani. Az is kdnnyen lathato (a 2.1. megjegyzéshez
hasonl6an), hogy

A+ AC H + A

a jobb oldalon pedig legfeljebb 2¢|A| elem szerepel. W

A fenti allitas szerint tehat egy két-, illetve haromdimenzios altalanositott
szamtani sorozatra [A+ 4| < 4| A, illetve | A+ A| < 8|.A4]; és altalaban A+ A mérete
linearis fiiggvénye |A|-nak, ha d rogzitett.

Tovabbi példék adodnak kis dsszeghalmazokra gy is, hogy pl. egy 10n mé-
retd d-dimenzios B altalanositott szamtani sorozatbol kivalasztunk egy n elemi A
részhalmazt akéar véletlenszertien, akar valamilyen szabaly szerint. Ekkor

A+ A| < |B+B| <2¢B| < (2¢-10)n;



vagyis az Osszeghalmaz elemszédma (rosszabb egyiitthatoval ugyan, de) tovabbra is
linearis lesz n-ben. Természetesen hasonld érvényes barmely rogzitett C egyiitt-
hatoval 10 helyett.

Az additiv szamelmélet nevezetes eredménye Freiman tétele, mely szerint més
eset nem lehetséges.

2.3. tétel. Ha az n elemii A valés vagy komplex szamhalmazra, esetleg vektor-
halmazra

A+ A <Cn vagy |A—A|<Chn,

akkor A befoglalhaté egy legfeljebb dy(C') dimenzios altalanositott szamtani soro-
zatba, melynek mérete linedris n-ben, azaz < C1(C)-n. Itt d1(C) > 0 és C1(C) > 0
az n-tdl fiiggetlen konstansok. (Még az is feltehetd, hogy az elemek csupa kiilonbé-
zéek.)

A tétel kommutativ torziomentes csoportokban is igaz marad — erre azonban
a tovabbiakban nem lesz sziikségiink. A bizonyitas eredetileg egy kb. szazoldalas
konyv 6 eredménye volt [9, 10]. Az6éta Ruzsa talalt ,emészthetSbb”, attekinthets
bizonyitast [14, 15]. Jelen cikksorozat kereteit azonban ez is meghaladja.

Freiman tétele szorzat- és hanyadoshalmazokra is atfogalmazhato:

2.4. tétel. Ha az n elemi A valos vagy komplex szdmhalmazra |A - A| < Cn vagy
|A/A| < Cn, akkor A befoglalhaté egy legfeljebb do(C') dimenziés

{a-qf‘-qu-...~q§d; Vi<dre 0<k; <m;—1}

altalanositott mértani sorozatba, melynek mérete < Co(C')-n. Itt q1, ..., qq a soro-
zat hanyadosai, d2(C') > 0 és Cy(C') > 0 pedig az n-tél fiiggetlen tijabb konstansok.

Bizonyitas. Pozitiv valosak esetén logaritmussal vezethetjiik vissza az allitast az
eredeti 2.3. tételre. Ha negativokat is megengediink, akkor egy 0j go = —1 héanya-
dost bevezetve (ng = 2 korlattal) talalhatunk alkalmas sorozatot. Végiil komplex
A szamhalmaz a elemét egyértelmiien reprezentalhatjuk a = e“** alakban, ahol u
tetsz6leges valos és v € [0,27). Ugyancsak kifejezhetjiik A - A elemeit kétféleképpen
is: egyszer v € [0, 27)-vel, egyszer v € [2m,4n)-vel. Ha B-vel jeloljiik az A elsalli-
tasaban szerepld kitevok halmazat, akkor B + B-t tartalmaznia kell az A - A-hoz
(kétféleképpen) rendelt kitevShalmaznak. Innen

IB+B| <2lA- Al <2Cn.

Igy ezt is visszavezettiik a kis 6sszeghalmazok esetére. W

2.2. ,Statisztikus” eredmények

Mit mondhatunk az A halmaz szerkezetérdl, ha nem az Osszes parrol, hanem csak
bizonyosakrol tessziik fel, hogy kevés kiilonbo6z6 Gsszeget adnak? A kérdés persze



csak akkor érdckes, ha azért a tekintett parok szama nagy (hiszen kevés parbol
mindenképpen kevés Gsszeg adodik).

A tovéabbiakban olyan Osszeghalmazokat vizsgalunk, amelyekben az Ossze-
adasra keriil6 parok szama az Osszes lehetséges par pozitiv szazaléka, azaz — mivel
maximum ('2’) ~n?/2 par lehet — legalabb yn? sszeget tekintiink, valamely rogzi-
tett v > 0 (és nagy n) mellett. Az ilyen tipust 6sszeghalmazokra vezette be Balog
és Szemerédi a ,statisztikus” jelzot.

2.5. definicid. Legyen A tetszéleges szamhalmaz. Vegyiink A elemein mint csi-
csokon egy grafot; ennek élhalmaza legyen E. Ekkor az E altal meghatéarozott
statisztikus dsszeghalmaz

A+p A {a+d; (a,d’) € E}.

Hasonléan adédnak a statisztikus szorzat-, kiilonbség- és hanyados-halma-
zok is.

Sajnos az a (gyenge) feltétel, hogy |E| > yn?, még nem biztosithatja, hogy
az egész A halmaz strukturajat leirjuk. Péld4aul ha az A egyik fele egy n/2 elemii
szamtani sorozatot alkot, akkor maris lesz ~ n?/8 olyan par, amelyek csak n kii-
16nb6z6 Gsszeget adnak — fiiggetleniil a maradék n/2 elemtdl, amelyek tetszdlegesek
lehetnek.

Talan ha még azt is megkoveteljiik, hogy minden fokszam nagy legyen (azaz
minden cstcsra sok él illeszkedjen; mésszoval, hogy minden szam sok Osszegben
szerepeljen)? Ez mar biztatobb, de még egy ilyen graf is széteshet fiiggetlen ré-
szekre. Példaul, ha két teljes, egyenként n/2 csucsu részgrafbol all, de a két rész
k6zott egyetlen él sem fut, akkor még mindig nem lehetiink biztosak abban, hogy az
egész szamhalmaz belefér egyetlen, nem tul nagy altaldnositott szdmtani sorozatba.
Konkrét szamokkal: alljon A az 1,2,...,n/2 és a v/2,2v/2,3V2,...,(n/2)V?2 széa-
mokbol és csak azokat az Gsszegeket tekintsiik, amelyek vagy i + j, vagy iv/2 + jv/2
alaktiak. Tlyen Gsszesen 2(™4%) ~ n?/4 van, de koziiliik csak ~n +n = 2n kiilon-
boz6. Egyetlen nem til nagy altalanositott szamtani sorozatba viszont nem férhet
be az egész A, mert akkor csak Cn kiilonb6z6 6sszeg lehetne dsszesen, holott az
i+ j+/2 alaki szamok (i,7 < n/2) mind kiilonbézdek és (n/2)(n/2) = n?/4 van
beléliik. '

Az azért igaz, hogy a fenti ,statisztikus” feltételek mellett a szimhalmaz ,,j6 ré-
sze” (pozitiv szdzaléka) egyetlen altalanositott szamtani sorozatba esik. Ezt Balog
és Szemerédi mutatta meg; azt a (latszolag kicsi, de) fontos élesitést pedig Laczko-
vich és Ruzsa igazolta, hogy még azt is megkovetelhetjiik, hogy ebbe a részbe sok
él essen.

2.6. tétel (Balog-Szemerédi és Laczkovich-Ruzsa). Ha |A|=n és |E| > yn?,
tovabba

|A+5 Al < Cn,

akkor talalhaté olyan G &altalanositott szamtani sorozat, melynek elemei csupa
kiilonbozdek, tovabba
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(i) A-nak legalabb v*n elemét tartalmazza [1|;
(i) AN G legalabb v*n? darab E-beli élt feszit (azaz legalabb ennyi élnek tartal-
mazza mindkét végpontjat) [13];
ugyanakkor G dimenzidja legfeljebb d*, mérete pedig legfeljebb C*n, ahol d* =
d*(C,y) > 0, C* = C*(C,v) > 0 és v* = v*(C,~) > 0 mindnydjan n-tdl fiiggetlen
konstansok.

Természetesen a (ii) tulajdonsiagbdl (i) is kovetkezik.

A 2.3. és az el6z6 2.6. tétel kozti Jhianyzo lancszemet” a kovetkezd szakaszban
lathatjuk majd. Elébb azonban megmutatjuk, mi célb6l bizonyitotta Balog és
Szemerédi a fenti tétel (i) részét és ennek — valamint az 1.6 ,nagy” Szemerédi-
tételnek — segitségével hogyan oldottak meg az 1. szakasz végén, az 1.6. tétel utan
emlitett Erdds-sejtést.

2.7. tétel (Balog-Szemerédi). Legyen [ tetszéleges pozitiv egész. Ha az A = {a,
as,...,a,} valés szimhalmazban legalabb en? darab haromtagi szamtani sorozat
talalhato, akkor van | hosszusag is — feltéve, hogy n > ng(g,l).

Bizonyitas. A >en? darab (a;,a;,ax) 3 tagi szamtani sorozat mindegyikére
a; + ar = 2a;. Ha tehat elkészitjilk azt a grafot, melyben a fenti tipusi (a;,ar)
parokat kotjiik oOssze egymassal E-beli éllel, akkor egyrészt >en? élt kapunk;
mésrészt A+ A C 24 (ahol 24 = {2a; a € A}), tehat |A+g A| < |A|. Alkalmazva
a 2.6. tétel (i) részét, létezik Ag C A, |Ag| > an, amely egy ,kis”, < C*n elemd,
< d* dimenzios G éltalanositott szamtani sorozatba esik (melyrél — mint a 2.3 tétel
végeén — feltehetjiik, hogy elemei kiilonbozdek).

Mivel |G| > |Ag| > an, ezért van olyan n; dimenzio, amelyre
n; > %an = a* 4/n.
Tekintsiik G ,,j-edik irdnya fonalait” Ez azt jelenti, hogy rogzitsik a A;-khez

tartozo k; egylitthatokat, az egyetlen k; kivételével, s utobbit futtassuk 0-tol n; —1-
ig (lasd 2. abra). Tudjuk, hogy

~eeo00o oeee 0000

2. dbra. Altalanositott szamtani sorozat egy fonala

191,

ezért az is igaz, hogy a j-edik iranyt fonalak valamelyikének is legalabb o/C*-
szorosat toltik ki Ay odaess elemei.

Erre a fonalra és ¢ = a/C*-re alkalmazva az 1.6. tételt, a kivant [ hosszisagu
szdmtani sorozat adodik Ay C A -ban, feltéve, hogy n; = a* 4/n > ng(a/C*,1). W

|A0|Zan=%-0*n> -

i *

16|



2.3. Sird és még stribb grafok

E szakasz célja, hogy kozos altalanositasat adjuk a minden part Osszeadd 2.3.
tételnek és a statisztikus, azaz csak a parok pozitiv szazalékaval toréds 2.6. té-
telnek. Ezt nemcsak a kérdés érdekessége miatt tessziik, hanem azért is, mert e
cikksorozat tovabbi részeiben sok olyan eredményt lathatunk majd, amelyek az
Osszeg- (és szorzat-) halmazok itt bemutatott elméletére tamaszkodnak — és minden
esetben célszerii lesz az allitasokat kozos, egységes forméban kimondani.

E célbél olyan grafokra lesz sziikségiink, amelyek ,elég kizel” vannak a teljes
grafokhoz, de elég kevés éliik van ahhoz, hogy minden stir( grafban megtalalhatok
legyenek.

A tovabbiakban sdrdnek mondunk egy n cstcst grafot, ha legalabb yn? éle
van, valamely fix 7 > O-ra. (Pontosabb lenne a ,,y-stirti” elnevezés, de inkdbb az
el6z6 a szokésos.) Az ilyen grafok persze csak akkor érdekesek, ha n nagy.

Az el6z6 pontban lattuk, hogy sem a stir(i, sem a nagy foku grafok nincsenck
elég kozel a teljesekhez, hiszen még az utébbiak is tobb részre eshetnek szét. Ezen
segit a kovetkezd definicio.

2.8. definicié. Legyen a € (0, 1]. Egy grafot a V' csticshalmazon «-sirin dsszefiig-
gének neveziink, ha V' barmely V = V; UV, diszjunkt részekre vigasa esetén Vi és
Vo k6z0tt legalabb o V| |Va| él megy.

A kiilonboz6 grafok mentén képzett, kis dsszeghalmazokat karakterizalo ered-
ménycket az alabbi tablazat foglalja ssze. (Latni fogjuk, hogy koziiliik a (C) alatti,
a-strtn Osszefiiggd valtozat a legerdsebb.)

| H E, melyre A +g A kicsi I Allitas A-ra _ |
(A) || teljes graf tartalmazza egyetlen
altalanositott szamtani sorozat

(B) || teljes paros graf, mindkét

osztalyban > en csiccesal ugyanaz
(C) || a-stirtin 6sszefiiggs graf ugyanaz
(D) || minden fok nagy fedhetd korlatos szamu
(példaul > ~|.A|) | altalanositott szdmtani sorozattal
(E) || stird graf nagy rész és sok él egy

altalanositott szamtani sorozatban

Itt (C) valoban altalanositasa (A)-nak és (B)-nek, hiszen kénnyen kiszdmol-
hato, hogy ha egy n csucsu teljes paros graf mindkét cstcshalmaza legalabb en
elemt, akkor alkalmas a = a(e)-ra — egy teljes graf pedig a = l-re — a-stiriin
Osszefliggd lesz.

Ugyanakkor (C) = (D) = (E) is igaz. Utobbi kovetkeztetés azért helytallo,
mert yn? élii graf mindig tartalmaz olyan (nem-iires) részt, amelyben az Ssszes
fokszam legalabb yn. (Kellemes gyakorlo-feladat!) Elgbbi pedig arra hivatkozva
lathato be, hogy ha egy n cstcst grafban minden fokszam > fn, tovabba « € (0,/3)
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tetszGleges, akkor a graf csucsai lefedhetGek korlatos szamu, mondjuk C' = C(a, )
darab a-strtin osszefliggs graffal. (Ezt nem részletezziik.)

Végezetiil (C) visszavezethetd (A)-ra, azaz a 2.3. tételre — cikkiink kereteit
azonban ez is meghaladja.

2.4. Egy nem kommutativ csoport

Az Gsszeghalmazokra vonatkozo fenti allitasok tetszéleges kommutativ, torzio-
mentes csoportban igazak maradnak. (Az elsd feltétel azt jelenti, hogy a csoport-
miivelet tagjainak sorrendje felcserélhetd; a masodik pedig azt, hogy egy nem-nulla
a elembdl képzett, akdrhany tagi a + a + ... + a alaku sszegek egyike sem nulla.)

Logikus a kérdés: mi mondhatd mem-kommutativ csoportokra? Sajnos ezek-
r6l nagyon keveset tudunk. Valosziniileg ilyenekre is ,jigaz lesz valami”, de a fenti
struktara-tételeket eddig csak az y = ax+bésazy = (ax+b)/(cx +d) alaku fiiggve-

1) ®\w 1
tipusit matrixok szorzascsoportjara — sikeriilt atvinni |5, 3]. Ez nem sok; csak azért
emlitjiik Sket, mert a kovetkez6 részben lényeges szerepiik lesz geometriai (!) kér-
dések kapcsan.

-~ ” - 2 a by, [uvwv
nyck kompozicidesoportjara — vagy (ami lényegében ugyanaz) az 0 S )

3. Erdés—Szemerédi ,,hibrid” problémaja és kapcsolata illeszkedési
kérdésekkel

Az 6sszeg- és kiilonbséghalmazokhoz hasonléan szorzat- és hanyadoshalmazokat is
hasznaltunk mar:

(2) A-AY(a-d; a,d € A} s AJAY {a/d’; a,d' € A, d #0}.

Legyen A a nem-nulla valos vagy komplex szamok n elemii részhalmaza. Erdés és
Szemerédi vetette fel a kovetkezd kérdést [8):

Adott n-re milyen kicsi lehet A+ A és A - A egyszerre?

Mas szoval, keressiink alsé becslést a
g(n) = min max {|4+AJ,|A- A}

fiiggvényre.

3.1. megjegyzés. A probléma akkor valik érdekessé, amikor észrevessziik, hogy
kilon-kilon |A+ A| és |A- A| barmelyike kénnyen minimalizalhaté — szamtani,
illetve mértani sorozatokkal. Viszont mindkét példaban nagy (n? koriili) lesz a
mdsik halmaz. Példaul az 1,2,...,n sorozatbol szorzatként el6all minden olyan
szam n’-ig, melynek nincs n-nél nagyobb primosztéja. Az ilyen egészek szama
(a szadmelmélet itt nem részletezends erdeményei szerint) ~ n?/(logn)®, alkalmas
a > 0 kitevével. Egy tipikus mértani sorozatbol, pl. az 1,2,4,...,2" 1-bdl el6allo
Osszegek pedig mind kiilénbozéek lesznek.
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Emlitett cikkiikben Erdds és Szemerédi megmutattak olyan pozitiv a konstans

létezését, melyre
g(n) > n1+a.

A hangsiily a létezésen volt; a talalt a-t — annak igen kicsiny volta miatt — nem is
szamoltak ki pontosan. (A 3.1. megjegyzésben emlitett példak azt sugalljak, hogy
g(n) nagysagrendje sokkal nagyobb; valésziniileg n? koriili, pontosabban legalabb
n?~¢ lesz.)

1996-ban talalt M. B. Nathanson explicit alsé6 becslést: g(n) > n3%/3!, Ezt
K. Ford javitotta n'%/'5-re. Megmutatjuk, hogy a Szemerédi-Trotter-tételbol 1é-
nyegesen jobb korlat adodik [4].

3.1. Egy als6é becslés

A modszer, amit alkalmazunk, tobbszor is visszatér majd a kovetkezd részekben:
ha sok fiigguényink van, de nem elég, készitsink beldlik ujabbakat!

3.2. tétel. Létezik olyan pozitiv abszolit ¢ konstans, hogy bérmely n elemi A C

C\ {0} halmazra '
c-n2<|A+ Al |A-A|;

kévetkezésképpen c¢; - n®/* < max {|A+ A|,|A- Al}.

Bizonyitas. Tetszoleges A = {aj,as,...,a,}-re definidljuk a kévetkezé n? darab

figgvényt (melyek a; # 0 miatt mind kiilonboz&ek):

fix(@) ef aj(z — ax) ha 1<jg k<mn

Ezek az fj -k a természetes” t — t +a; és t — t - a; fiiggvényekbdl késziiltek ugy,
hogy grafikonjuk az = = g(t) =t + ax, y = h(t) =t - a; paraméteres gorbe lett.
(Ezt lerajzolni csak a valés szamokon végigfuté ¢ paraméter mellett tudjuk — bar
komplex véltozokra is értelmes.) Masképp fogalmazva, a g(t) = t+ay és h(t) =t-a;
figgvényekbdl komponaltuk Sket ugy, hogy f;i(z) = h(g_l(a:)).
3.3. lemma. Minden j, k < n parra az f; . fiiggvény A+ A-nak legalabb n elemét
képezi A - A-ba.

(Valéban, minden a; € A-ra f;r(ar +a;) =a;-a;, € A-A) R

Geometriai szempontbol a fenti lemma azt allitja, hogy barmely f; ;. grafikonja
legalabb n pontot tartalmaz a P def (A+A) x (A- A) Descartes-szorzatbol. Legyen
N=|P|=|A+A|-|A-A|. A Szemerédi-Trotter-tétel (lasd a II. rész 1.5. tételét;
komplex szamhalmaz esetén pedig ugyanazon rész 1.8. megjegyzését) azt allitja,
hogy tetszéleges k < v/N esetén a sik N pontja koziil legalabb k-t tartalmazo

egyenesek szidma nem tobb, mint C' - N?/k® — alkalmas C' abszolat konstanssal.
Ezt a P halmazra és az n® darab f; fiiggvény grafikonjéra alkalmazva,

N2
n

adodik, azaz N > C~1/2p5/2 — amit igazolni akartunk. m
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3.2. Konvex fiiggvények

Erdekes, hogy a 3.2. tétel nem a szorzathalmaz valamely kiilonleges tulajdonsagan
mulik. Mint az alabbiakban kideriil, csak az szamit, hogy az y = logz fliggvény
szigortian konkav.

Legyen A a valos szamok tetszGleges n elemii részhalmaza és f szigortan
konvex (vagy konkav) fiiggvény egy, az A-t tartalmazé intervallumon. Vezessiik
be a kovetkezo jelolést!

FA) Y {f(a) : ac A}.

3.4. tétel [6].
|A £ Al |f(A) £ f(A)] > en®?,

ahol a £-ok helyére tetszolegesen irhatunk +-t vagy —-t.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy f szigortian monoton. (Ellenkezs esetben ugyanis
két ilyen részre vaghatjuk — konvex, illetve konkéav fiigvényekkel ez megtehets —
és csak azt az intervallumot tekintjiik, ahova A-nak tobb eleme esik. A maradék
elemeket kihagyjuk; ez csak egy konstans szorzonyi veszteséget jelent.)

Definialjuk a kévetkezd fiiggvényeket a;,a; € A-ra:

fii(z) = f(z F ai) * f(a;)-

Ezek mindnyajan az eredeti f eltoltjai, s igy grafikonjaik kétparaméteres gérbe-
sereget alkotnak. Még az is igaz, hogy ez a sereg (a II. részben hasznalt értelemben)
pszeudoegyenes-rendszer, hiszen — mint az konnyen belathato — szigorian konvex
fiigguény grafikonjanak két eltoltja legfeljebb egyetlen pontban metszheti eqgymdst.

Ugyanakkor a P = (A =+ A) x (f(A) £ f(A)) halmazbol minden f; ; legalabb n
pontot tartalmaz, éspedig k < n-re (a;c + a;, flax) £ f(aj))—t biztosan. A 3.2 tétel
bizonyitasanak végén talalhato szamolast szo szerint megismételve a kivant allitast
kapjuk. m

3.5. megjegyzés. E becslést az f(x) = log z fiiggvényre alkalmazva specidlis eset-
ként a 3.2. tétel (pontosabban annak pozitiv valos valtozata) adodik.

A fenti eredmény segitségével még egy tovabbi Erdds-problémaban javithato
a legjobb korabbi also korlat.

Legyen B = {b; < by < ... <b,} a valés szamok olyan n elemd részhalmaza,
melyre b; — b;_1 < bj1 — b; teljesiil minden 1 < i < n-re. Erdds kérdezte, igaz-e,
hogy

|B — B
n

— 00 ha m—o0?

A vélaszt Hegyvéri adta meg, megmutatva, hogy |B — B| > cnlogn/loglogn [12].
Ezt a becslést javitjuk meg most a 3.4. tétel segitségével.

3.6. tétel [6)].
|B — B| > en®/2.
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Bizonyitas. A feltételek szerint létezik olyan, alkalmas I D {1,2,...,n} inter-
vallumon szigoruan konvex f fiiggvény, melynek grafikonja tartalmazza az Gsszes
(7,b;) pontot (1 <7 <n). Legyen A = {1,2,...,n}; ekkor B= f(A). Felhasznalva
a 3.4. tételt és azt, hogy [A— Al =n—1<n,

3/2

enb/?
|B—B|:|f(.A)-—f(.A)|> > cn®/“. ]

T A-A

3.3. Két kozel pontos nagysagrend

Valoszintileg az eddig latott, javitott als6 becslések sem élesek; pl. a fenti prob-
lémanal n?~¢ felett lehet az igazsag, az n°/?-cs also becsléseknél pedig n3—¢ felett.
Ezek a kérdések azonban megoldatlanok. Egy kivételt és egy ,majdnem-kivételt”
azonban érdemes megemliteni.

Ugyesebben valasztott illeszkedési becslésekbél lényegében pontos nagysag-
rendek addédnak Erdds és Szemerédi egy specidlisabb kérdésével kapcsolatban:
igaz-e, hogy ha |A + A| nagyon kicsi (legfeljebb C|.A]), akkor |A - A| nagyon nagy;
legalabb c|A|°™°? A vélasz igenl6 [7].

3.7. tétel. Ha |A| = n és | A+ A| < Cn, akkor |A - A| > cn?/logn.

Ez a becslés még erésebb is valamivel, mint az eredeti kérdés. A nevezo-
ben szerepld logaritmus — pontosabban annak valamilyen hatvanya — ,szilikséges
rossz”: mint a 3.1. megjegyzésben emlitettiik, létezik példa, ahol a szorzathalmaznak
~ n?/(logn)” eleme van.

A fentinél altalanosabb allitast igazolunk [7].
3.8. tétel. Ha |A| = n, akkor (|A+ A|)4 -|A- A| > en®/logn.
A bizonyitas alapja a kovetkezs észrevétel.

3.9. lemma. N x N pontii X x Y Descartes-szorzatban legfeljebb CN* -log N
kollinearis pontharmas talalhato.

Bizonyitas. Ha egy egyenes k < N = /N x N pontot tartalmaz a Descartes-szor-
zatbol, akkor (g) < k? kollinearis harmas helyezkedik el rajta. A legalabb k pontii

egyenesek szama pedig II. rész 1.5. tétele szerint legfeljebb C(N2)2/k3. Kovet-
kezésképpen a legalabb k, de legfeljebb 2k pontii egyeneseken egyiittvéve < k3 -
C(N?)?/k3 = CN* kollineris harmas talélhaté. Ezeket dsszegezve k = 2,4,8, . ..,
2llog N _yre  éppen a kivant korlathoz jutunk. m

A tétel bizonyitasa. Vezessiik be az s = |A+ A| és p = |A- A| jeloléseket! Ekkor
A x A lefedhets p darab zy = A egyenlett (A € A - A) hiperbolaval. Egy atlagos
ilyen hiperbola tehat n?/p pontot tartalmaz A x A-bél, azaz ~ en*/p? pontpart.
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A szamtani és négyzetes kozép kozti egyenlStlenségbdl konnyen lathato, hogy az
sszes ilyen — azonos hiperbolara es6 — pontparok szama legalabb p-cn? /p? = en? /p.

Ezen (a;,a;), (ar, a;) parokra tehat a;a; = apa;. Képezziink beldliik és barmely
(ay,a,) € A x A-bol pontharmasokat a kévetkezGképpen:
(A, @)y (@i + @y, ak + av), (@1 + uy a5 + ay) € ((A+ A)UA) x ((A+A)UA).

Ezek szama n? - en* /p = en® /p; a kiilonbozbeké pedig ennek legalabb harmada, hi-
szen mindegyiket legfeljebb haromszor szamoltuk. Ugyanakkor minden ilyen pont-
harmas kollinearis a;a; = ara; miatt. A fenti lemma szerint az ilyen harmasok

szdma nem lehet t8bb, mint C|(A + .A) U .Al4 log n; ezt felhasznalva

< C(s+n)tlogn,

wlo
IA 'U|:m

amibdl a bizonyitandé allitas (n < s miatt) azonnal kovetkezik. m

Az 3.7. tételhez hasonlo alsé becslés mutathaté A/ A-ra is. Mas gondolatme-
nettel azonban ekkor még a nevezében szerepls logaritmustél is megszabadulha-
tunk [7].

3.10. tétel. Ha |A| = n és | A+ A| < Cn, akkor |A/A| > cn®.

Bizonyitas. Definisljuk a P = ((A+.4)UA) x ((A+.4)UA) ponthalmazt! Ennek
elemszama az N = (C + 1)n jelolés mellett legfeljebb N2, Tekintsiik a kovetkezd
pontparokat: (ay,ay), (ay + ai,ay + a;), ahol ay,a,,a;,a; € A tetsz6leges. Ezek
szama n? = N*/(C + 1)*; ugyanakkor e pérok csupa olyan iranyt hataroznak meg,
melyek meredeksége A/A-beli: a;/a; € A/A. Elég tehat annyit igazolnunk, hogy
tetszdleges N x N-es Descartes-szorzatban bdrhogyan jelolimk ki ¢y N* pontpdrt,
ezek legaldbb coN? kiilonbozé irdnyt hatdroznak meg (ahol ¢y = ca(c1) nem fiigg
N-t6l). Ebbl ugyanis |A/A| > caN? = ¢3(C 4 1)°n2 = en? is kivetkezik majd.

Beck ,két véglet” tételének (II. rész 3.1. tétel) ,statisztikus” valtozatat hasz-
nalhatjuk: ha a sik p pontja kézétt akdrhogyan jeldlink is ki cip® pontpdrt, ezek
kézil vagy van cop? pdr, amelyek mind ugyanazt az egyenest hatdrozzdk meg, vagy
van cop? pdr, amelyek mind kiilonbozé egyenest hatdroznak meg. Esetiinkben az
N x N-es Descartes-szorzat p = N? pontja kozott az elobbi lehetetlen (legfeljebb
N? = p < cyp®-szer kaphatjuk ugyanazt az egyenest). Igy a kiilonboz6 egyenesek
szama legalabb cop? = ¢ N4, koziiliik pedig legfeljebb N2 lehet parhuzamos, hiszen
mindegyiken van a Descartes-szorzatnak pontja. Arra jutottunk, hogy a kiillonb6z6
iranyok szama legalabb coN4/N? = ¢y N2 — amit igazolni akartunk.

3.11. megjegyzés. A fenti 6tletbol altalanosabb becslés is kivetkezik (bizonyitasat
nem részletezziik):

A+ AI°-|A/A| > cn®.
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3.12. megjegyzés. Varhato, hogy az 3.7. és 3.10. tételekben az Osszeadas és a
szorzés szerepe felcserélhetd: ha A - A vagy A/ A kicsi, akkor A+ A lesz nagy.
Erre az esetre azonban nem ismeretes jobb becslés, mint a 3.2. tételb6sl ad6do

A+ A| > cn®2/|A- Al ~ n3/2.

3.4. Ures-e az [1,2) x [1,2) négyzet?
Az Osszeg- és szorzathalmazokrol szolo, eddig megismert alsé becsléseket foglalja
Ossze az 3. abra.

Keépzeljiik el, hogy egy koordinata-rendszerben pontot rajzolunk (u,v)-be (ahol
u,v € [1,2]), ha n elemd (szdm)halmazok Gsszeg-, illetve szorzathalmazat képezve
lehetséges, hogy ezek mérete nem haladja meg az n"“, illetve n” nagyséagrendet.
Pontosabban — mivel ,nagysagrend”-rél csak végtelenhez tarté n mellett beszélhe-
tiink — ha alkalmas rogzitett Cy, Cy konstansokhoz végtelen sok n-re talalhat6 n

elemi A, melyre
A+ Al < Cin" és |A- Al < Caon®.

Eddigi példaink alapjan nem tudunk olyan (u,v) pontokat rajzolni, melyekre u is,
v is kisebb 2-nél, hiszen az Osszeg-, illetve szorzathalmaz valamelyike mindig lega-
1abb n?/(logn)” volt — lasd a 3.1. megjegyzést.

Az, hogy nem is rajzolhatunk akarmit, kovetkezik pl. az emlitett megjegyzés
utan idézett eredményekbdl: a nagy négyzet bal als6 sarkdban lathaté harom kis
négyzet rendre Erdés—Szemerédi, Nathanson és Ford eredménye szerint iires. A 3.2.,
illetve az 3.7. tétel pedig tigy interpretalhaté, hogy az u+v < 5/2, illetve a du+v <
6 tartomanyba nem eshet ilyen pont. Sejtés: max {u,v} = 2.

v
2 .......
dutv=6
u+v=>5/2
i bl

- -

3. dbra. Also becslések Osszefoglalasa. Sejtés: a sziirke (nyilt) rész is iires

Epilégus. A kizelmiltban Solymosi Jozsef talalt a 3.2. tételben szerepls n°/*
also becslésre teljesen elemi (csak leszamlalast hasznalo) 1 bizonyitést, mely még a
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komplex esetben is miikédik. Legiijabban pedig a kitevét 5/4-r6l 14/11-re javitotta.
Eredményei nyomtatasban még nem jelentek meg.
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EGY MINIMAX PROBLEMA
HALMAZRENDSZEREKRE

KERI GERZSON ES TUZA ZSOLT

1. Bevezetés és jelolések

Rendeljiik hozza a Petersen-graf cstcsaihoz az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl kép-
zett rendezetlen szamharmasokat az 1. dbran lathat6 médon. Ehhez a (g) =20
lehetséges szamharmasbol 10-et, minden komplementer szamharmas-parbol a par
egyik tagjat hasznaltuk fel. Két szamharmas akkor és csak akkor szomszédos a
grafban, ha ezek egyiittesen négy kiilonb6z6 szadmjegyet tartalmaznak. Ha a graf
éleihez az igy meghatarozott szamnégyeseket rendeljiik hozza, akkor a 15 lehetséges
szamnégyes mindegyike pontosan egyszer fordul el6 a graf 15 élén. A Petersen-graf
csuicsaihoz rendelt szimharmasok érdekessége, hogy egyiittesen extremalis struk-
turat képeznek a k = 3 specialis esetben egy altalanosabb minimax probléméahoz,
amit réviden a bevezetés végén, részletesebben a 2. szakaszban fogalmazunk meg
tetszdleges k egészre, majd a 3. és 4. szakaszban megoldjuk k < 5-re. Ha nagy k-ra
nem is ismerjiik a pontos megoldast, altalanos becsléseink aszimptotikusan élesek
(1+ o(1))-es szorzo erejéig.

123

512 234

451 345

1. dbra
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A tovabbiakban jeloljiik [n]-nel az {1,2,...,n} szamhalmazt, 24-val valamely
A szamhalmaz Osszes részhalmazanak a halmazéat, (?)-val pedig A Osszes k szé-
mossagu részhalmazanak a halmazat.

Ebben a munkaban olyan S C ([2:]) halmazrendszerekkel foglalkozunk, me-
lyekre tetszoleges A € (1¥) esetén

(1) A€ S vagy [2k]\ A€ S.

Tetszoleges S C (1)) halmazrendszer esetén S-sel jelolve a {[2k]\ A : A € S}
halmazrendszert, definialjuk a koévetkez6 két halmazrendszer-csaladot:

2) Fi = {S . SUS = <[2:])}

(3) f,@:{S:Su?:(p:]),Sn?:@}.

Az Fi — és egyuttal az F; — csalad egyszerten elGallithato tagjai az egy
megadott egész szamot tartalmazo k-asok egyiittesei. Ilyen az 1 szamot tartalmazo
k-asokbol allé Sy halmazrendszer:

(4) SO:{A:AE(B:]),IGA}E}',C.

Egy masik példa, kissé lazabb megfogalmazasban, a [2k] = {1,2,...,2k} szam-
halmaz részhalmazain értelmezett tetszéleges szuperadditiv fiiggvény segitségével
adhato meg. A ¢ : 22F] 5 R fiiggvényt szuperadditivnak nevezziik, ha barmely
A,B e 2P¥ AN B =0 esetén (AU B) > p(A) + p(B).

Marmost legyen ® = ¢([2k]) és legyen

s={a:ae (%), s < 2).

A ¢ fliggvény szuperadditivitasa folytan minden A € ([2:]) halmazra teljesiil (1),
kovetkezésképpen S € Fy.

Nevezetes szuperadditiv fiiggvény a kédelméleti fedési sugar (covering radius),
amennyiben egy tetszoleges (de rogzitett) kodbol kiindulva, a koordinata-alterekre
vonatkozo vetiilet-kodok fedési sugaraként definialjuk a ¢ fiiggvényt. '

Allapodjunk meg abban, hogy az S halmazrendszerhez tartozo k-asokat jo k-
asoknak, az S-hez nem tartozokat pedig rossz k-asoknak nevezziik. A kdédos példa
esetében jo k-asok az azon k komponensi vetiilet-kodok koordinataihoz tartozo
indexhalmazok, melyek fedési sugara kisebb vagy egyenls, mint az alapul vett 2k
komponensii kod fedési sugaranak a fele.
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Visszatérve az altalanos esetre, olyan S € Fy, illetve S € Fj, extremélis hal-
mazrendszerek meghatarozasinak a kérdésével kivanunk foglalkozni, melyekre

°(+)

értéke a lehetd legkisebb. Idealis esetben itt valamennyi SN (¥) szamossaga meg-
egyezik egymaéssal, vagyis mind (k + 1)/2. Megmutatjuk, hogy ez csak akkor le-
hetséges, ha k = 2¢ — 1 alaki paratlan egész. Megadunk egy-egy extremalis hal-
mazrendszert k = 1,2, 3,4 és 5 esetére, és megmutatjuk, hogy k < 3-ra nincs maés,
a megadott konstrukeiotol kiilonbozé extremélis halmazrendszer a vizsgalt prob-
léma szempontjabol. Altalanos k-ra pedig bebizonyitjuk, hogy létezik olyan S € Fj,
melyre

max
Be (1)

max |SN (B)‘ < m +O(vklnk).
me(in " \KJ1Z 72

2. A vizsgalt probléma megfogalmazasa

Adott pozitiv egész k-ra tekintsiik az olyan tulajdonsagi S C ([2:]) halmazrendsze-
reket, melyekre tetszéleges A € ([2:]) esetén teljesiil (1). Valamely S € F}. esetén

legyen B € (,£2+k]1) olyan (k + 1)-es, amely a lehetd legtobb jo k-ast tartalmazza,
(2k]

vagyis
B (&
>
s (5)]2fsn (5)]
minden C' € (k+1

Célunk olyan S € Fj, halmazrendszert talalni, melyre a fenti értelemben vett
maximalis szdmossag a lehetd legkisebb. Ehhez adott k& esetén az alabbi minimax
feladatot kell megoldanunk:

) esetén.

B
— 1 =’?
© o= g me 50 ()]

Vegyiik észre, hogy az (5) minimax probléma megoldéasara iranyul6 vizsgalato-
kat elegendd olyan S € Fj, halmazrendszerek korében végezni, melyekre SN S = ().
Ellenkez6 esetben ugyanis S-nek van olyan S € Fj részhalmaza, példaul S, =
S\ (SN Sp), melyre mar S; NSy = 0. E részhalmazra nyilvanvaléan fennall

sin(3)]< max s (7]
k/17 meE” \k

Igy a tovabbiakban az F, +. csaladhoz tartozo extremalis halmazrendszerekre korléa-
tozzuk a vizsgélatokat.

max
Be(i%1)
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Mivel az Fj, csaladba tartoz6 S halmazrendszerek esetén S és S elemei kdleso-
nosen egyértelmiien megfeleltethetSk egymésnak, ezért

- 2k 2k —1
— = 2=
== () 2= (52)
teljesiil tetszdleges S € Fj, esetén.
Ha most B € ( ,[CZf]l) barmelyike azoknak a (k + 1)-eseknek, melyek az 1 szamot
tartalmazzak, akkor a (4) alatt definialt Sy halmazrendszerre ISO N (f)| =k, ha

viszont B az 1 szamot nem tartalmazza, akkor |So N (f )| = 0. Eszerint

B
Soﬂ(k)‘—k‘,

amibdl fr-ra az alabbi fels6 korlat adodik:

max
2k
Be(

(6) Fu K

A kitiintetett szerepet kapott S, halmazrendszer segitségével az F| és Fy
csalad tébbi tagja a kovetkezé modon képezhets. Adjuk meg az Sy halmazt elemei
felsorolasaval:

So = {AlaA?.a"',AN}a

1

ahol N = (Z,f:l). E jeloléssel az Fj, csaladhoz tartoznak mindazok a halmazrend-
szerek, melyekre )

S: {X17X2,...,XN},

ahol X; = A; vagy X; =[2k]\ A; (i=1,2,...,N). Az F csaladhoz tartoznak
mindazok a halmazrendszerek, melyekre

S=Y1UY,U---UYy,

ahol Y; = {A;} vagy Y; = {[2k] \ Ai} vagy Y; = {4;,[2k]\ A} (i=1,2,...,N).
Ennek alapjan megallapithatjuk, hogy F, illetve Fj szamossaga 2V, illetve 37,

3. Konstrukciok

E szakaszban egy-egy konstrukciét mutatunk k = 1,2,3,4 és 5 esetére, melyek az
(5) minimax probléma megoldasat képezik.

A teljesség kedvéért az evidens (s6t elfajult esetnek is tekinthetd) k = 1 esettel
kezdjitk. Az F| csaladba nyilvanvaloan két egyelemi halmazrendszer tartozik, és
az ezekben 1évé halmazok maguk is egyelemiek:

F={{1}}. {21} sy A ={{1}}. {2}, {{1}. 2}}
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F| barmelyik eleme optimalis (F; harmadik eleme viszont nem optimalis) az (5)
minimax probléma szempontjabol, tehat f; = 1.

A kovetkezd, k = 2 esetre is még nagyon konnytd az (5) probléma megoldasat
meghatarozni. Az Sy halmazrendszer most az A, = {1,2}, Ay = {1,3}, A3 = {1,4}
halmazokbol 4ll, Sy-bol pedig 8 kiilonbozs Fj-hoz tartozoé halmazrendszer szarmaz-
tathato. Ezek kozott azonban csak két 1ényegesen kiilonb6z6 konstrukeié fordul eld,
mivel a 8 lehetséges esetet felsorolva lathato, hogy F5 barmelyik eleme Sy és Sy
egyikével ekvivalens (aszerint, hogy péaros vagy pératlan szamu Sp-beli halmazt
cseréliink ki a komplementerére). Mivel

= 1B
s (3) -

B
max Soﬂ( >’=2 és max
ennélfogva az Sy halmazrendszer extremalis és fo = 2.

Be('y)

2 Be([;])

Ha k értékét tovabb noveljiik, az F), csalad szamossaga robbanasszerten no-
vekszik, k = 3 esetén 2'0-re, k = 4 esetén 23°-re, k =5 esetén 2!?6-ra. Ezekre a
k értékekre mégis sikeriilt f5 értékét meghatarozni. Most elGszor azt latjuk be,
hogy f3 <2, fys <3 és f5 < 4, tehat a (6)-ban megadott & mint altalanos fels kor-
lat ezekben az esetekben (k — 1)-re csokkenthetd. Annak igazolasat, hogy az alabbi
konstrukeioknal (melyekre az extremalis jelz6t megel6legezziik) jobb megoldas nem
létezik, a 4. szakaszban fogjuk elvégezni.

A k = 3 esetben egy extremalis halmazrendszer a cikk elején méar kérvonalazott
struktira, amely a kovetkez6 szamharmasokbol all:

{1,2,3},4{2,3,4},{3,4,5},{4,5,1}, {5, 1,2},

() {1,6,3},{2,6,4},{3,6,5},{4,6,1},{5,6, 2}.

A fenti elrendezésben szandékosan tértiink el a névekvs sorrendtdl, igy ugyanis
sokkal jobban latszik a konstrukeié logikdja, amely 6nmagit magyarazza.

A k = 4 esetre szamitogép segitségével talaltuk a kovetkezd extremaélis halmaz-
rendszert:

[1,2,8,4},{1,2,8,5}, {1,2,4,5}, {1,2.4, 73, 41,24, 83. 1.2 5,6}, {1,2, 5,8},
{1,2,6,7),41,8,4,6), {13, 4.7}, {1,8.4,80.{1,3.5. 75, {1.3,6.7}, {1,3, 7,8},
{1,4,5,6},{1,5,6,7},{1,5,6,8},{1,6,7,8},{2,3,4,6}, {2, 3,5,6},{2,3,5,7}
[2,8,5,8),{2,3,8,7},{2,8. 6,8}, {2,4,56, 7}..{2,4,6, 7}.-{2,4, 7,58}, {2, 6,7, 8},

{37 47 57 6}7 {37 47 57 7}7 {3a 47 67 8}7 {37 51 7, 8}7 {47 57 67 7}w {4~ 51 67 8}5 {43 57 77 8}

A gép altal kapott konstrukcio, ugy ttinik, nem mutat fel logikat, ezért itt
visszatértiink a halmazok elemeinek novekvd sorrendben torténd felsorolasara.
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A k = 5 esetre vonatkozo megoldast logikai iton hataroztuk meg, a konstrukcio
helyességének a bizonyitasat viszont szamitogéppel végeztiik. A konstrukcio ismer-
tetésének rovidebbé tétele céljabol a kovetkezs jelolést alkalmazzuk: Tetszoleges
{a1,as,...,ax} € ([Qkk]) szamhalmaz esetén legyen

{al,ag,...,ak}2k:{{a1+i,a2+i,...,ak +1 iE{O,l,...Qk—l}}
és
{al,ag,...,ak}k:{{a1+2i,a2+2i,...,ak+2i 3 ie{O,l,...k——l}}.

Az Gsszeadéast itt természetesen modulo 2k értelmezziik, annak biztositasa céljabél,
hogy mindkét esetben az {1,2,...,2k} szamhalmazon beliil maradjunk. E jellé-
sekkel legyen

S=8WysAys®ysg®ust,

ahol
B 1.2, 8.4. T U{1,2,8,4,9), 41,235 6} U {1,2,8.5 Thy
8 ={1,%,8,8, 75 UAL2, % 6,80 {128,680} Uil 284,501,
S ={1.2,4,6,8};, U {1,2,4,6,9},; U {1,2,4,7,8} 45
B =11,2.3.410},L{1,2.3,59}, 01,2458},

§®) = {{2,4,6,8,10}}.

Az ily modon értelmezett 126 elemszamu S halmazrendszerrdl belathato, hogy
lS N (153‘ ) | <4 barmely B € ([160]) esetén, s vannak olyan B-k, melyekre itt egyenlGség
teljesiil. Ennek belatasat szamitogéppel végeztiik, bar gép nélkiil is elvégezhets a
bizonyitas, csak hosszadalmas diszkussziot igényelne.

4. Altalanos korlatok fi-ra

Megfogalmazunk négy altalanos allitast fi korlataira vonatkozoéan. Az egyonteti-
ség kedvéeért tételként is tjra kimondjuk a 2. szakaszban mar levezetett, nagyon
egyszertien adodo felss korlatot. Az ezutan kovetkezs két (alsé korlatra vonatkozo)
tételt, valamint az aszimptotikus fels6 korlatot a tételek kimondésa utédn ebben a
sorrendben fogjuk bizonyitani.

1. tétel. f < k minden pozitiv egész k-ra.
2. tétel. fi > (k +1)/2 minden pozitiv egész k-ra.

3. tétel. Ha k paratlan pozitiv egész, de k + 1 nem 2 hatvény, akkor fr > (k+3)/2.
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4. tétel. Alkalmasan valasztott ¢ > 0 konstans mellett fr, < (k+1)/2+ ¢VkInk.

A 2. tétel bizonyitasa. Tetszdleges A € ([2:]) esetén az A-t tartalmazo (k + 1)-
esek szama k. Kovetkezésképpen barmely S € F; halmazrendszer esetén fennall

(8) 3 Sn(f)|=|5|.k,

Be([2k])
és ebbdl az sszegzésben szerepls |S iz )[ kifejezések szamtani kozepére az

k+1

151-k _ Gio) b _k+1
wr)  (ag) e

érték adodik. Ez egytuttal alsé korlatja az Osszeg legnagyobb tagjanak, tehat

B k+1
woff) 2452

max

Be(2) b .

Ebbdl a tétel allitdsa mar nyilvanvaléan kovetkezik. B
A 3. tétel bizonyitasahoz felhasznaljuk Lucas kovetkezo tételét (lasd [3]):

Lucas-tétel. Ha az a és b pozitiv egészeknek a p primszam alapt kifejezései
a=ap+ap+ap*+---+apt ésb=by+bp+bap®+---+bpt, ahol 0 < a;,b; < p,

akkor t
(§)-11(z) o

A szokésos konvencionak megfelelGen (‘;) értékét 0-nak tekintjiik, ha a; < b;.

Il

A 3. tétel bizonyitasa. Ha k£ + 1 nem 2 hatvany, akkor a k+2,k+3,...,2k egészek
kozott kell lennie egy 2 hatvanynak, tehat van olyan j egész, melyre £+ 1 < j <
2k — 1, j + 1 pedig 2 hatvany. Ilyen j-re a Lucas-tétel szerint (i) paratlan értéki.
Most tegyiik fel indirekten, hogy fr < (k + 3)/2, ahol k péaratlan, de £+ 1 nem
2 hatvany. Ekkor a 2. tétel allitasabol kovetkezik, hogy fr = (k+1)/2. Ebbél az
egyenlGségbdl viszont adodik, hogy a (8) bal oldalan 4ll6 Gsszeg minden tagjanak
egyforman (k + 1)/2 az értéke. Legyen j olyan egész, melyre k+1 < j < 2k — 1,
(1) pedig paratlan értekt, és legyen C € ([r"jk]). Ekkor

o 2 pr(l=le) 5 ) 5

Be(,$,)
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Ebbél viszont ki tudjuk szamitani az S N (f) metszet elemeinek a szamat is. Mivel
a ( ) halmazrendszer minden egyes eleme j — k szamu olyan B-nek a részhalmaza,
melyre B € (,, +1) ezért (9) felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

(10)

oo Q=r2x 5 fon (Dl () 220/

Itt azonban ellentmondas lépett fel, mivel (10) bal oldalan egész érték, jobb oldalan
viszont nem egész érték all. Eszerint a 3. tételben megadott korlat helyes. m

A 4. tétel bizonyitasaban fontos szerepet kap Erdds és Lovasz [1] alabbi ered-
ménye:

Lokalis lemma. Legyenek Ey,..., E, véletlen események, bekévetkezésiik va-
l6szintisége P(E;) = p = p(n) minden i < n indexre; legyen tovabba d = d(n) egy
alkalmasan vélasztott érték, amelynél minden egyes E;-re teljesiil, hogy legfeljebb
d masik eseménytdl eltekintve az F; teljesen fiiggetlen az Osszes tébbi E;-t6l. Ha
4dpd < 1, akkor pozitiv a valészintisége annak, hogy semelyik F; nem kdvetkezik be.

A 4. tétel bizonyitasa. Osszuk be a [2k] alaphalmaz k-asait { A, [2k]\ A} komple-

menterparokba. Véalasszuk az S C ([2kk]) halmazrendszert véletlenszerten tigy, hogy
minden egyes parnak az egyik elemét vegyiik bele, mégpedig 1/2 valosziniiséggel,
azaz P(A€ S) = P([2k]\A€ S) =1/2¢ésP(A€ SA[2k]\A€ S) =0.Igy S € F;,
mindenképpen fennall. Feltessziik, hogy minden komplementer parboél a kivalasztas

az Osszes tobbi partol fiiggetleniil torténik, vagyis az F;. csalad minden egyes tagja
_ 2k—l)

2 "7 valoszintséggel all els. Meg fogjuk mutatni, hogy egy alkalmas (késSbb
rogzitendd) ¢ > 0 konstans mellett a

SN (B)‘ <%+c iink

11
(11) max k

Be([?k])

egyenlGtlenség pozitiv valosziniséggel teljestil. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy lé-
teznie kell a tétel feltételeit kielégité S halmazrendszernek.

Legyen n = (k+1) Minden B € (l[jfll

ami akkor kovetkezik be, ha |Sﬁ k ‘ > in +c¢-Vklnk. A tovabbiakban a Lokalis
lemma szerinti p = p(n) és d = d(n) mennyiségekre adunk becslést.

) halmazra jelentse Fp azt az eseményt,

Az utébbival kezdve, ha az F'p esemény nem fliggetlen az Ep: eseménytdl, ak-
kor valamely A € (¥) részhalmazra A € (i’) vagy [2k]\ A € (i’). Az el6bbi esetben
|B N B'| =k, az utoébbi esetben pedig |B U B’| = 2k. Az els6 tipusu B’ halmazok
szama k? — 1 (B-nek minden k elem részhalmaza k — 1 médon egészithets ki B-t61
kiilsnb6z6 k + 1 elemi halmazza), mig a méasodik tipusiaké (¥3') (ennyi lehetsség
van BN B’ két elemének kivalasztasara). Osszegezve, ha k — oo, nagysagrendileg
d = O(k?) adodik.
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Masrészt egy tetszéleges B € (k) halmazra és annak barmely A € BN 2%
k+1 k

részhalmazéara P(A € S) = 1/2, és k > 1 esetén B-nek ezen részhalmazai paronként
metsz6k. Igy a & := |S N (},f)| valoszintiségi valtoz6é binomialis eloszlastu és %
varhato értékd (k+ 1 fliggetlen kisérlet 1/2 valészintséggel), melyre P(Ep) az
ettdl ¢ - VkIn k-nal nagyobb mértékd (pozitiv iranyt) eltérés valoszintiségét méri.
Alkalmazzuk most az ismert Osszefliggést (1d. pl. a [2] konyvben a IX.(6.4), VIL.(1.6)
és VIL.(1.8) képleteket), amely szerint minden o > 1 esetén teljesiil a

P(|6 = M(&)| > ay/M(€)/2) < e/

egyenl6tlenség. Vagyis a = ¢/v/2Ink és ¢ > /2 mellett e=72 = k~(¢)* = o(k=4).
Ha tehat egy ilyen ¢’-re és az Eg definiciojaban szerepld c-re egyuttal ¢/vk + 1 <
eVk is teljesiil, akkor az aszimptotikus P(Fp) = o(k~?) becslést nyerjiik. Emiatt
c alkalmas megvalasztiasaval a 4dpd < 1 feltétel minden k-ra biztosithato, és igy a
Lokalis lemma alapjan pozitiv valosziniiséggel semelyik EFr nem kovetkezik be,
vagyis a (11) egyenlStlenség teljesiil. m

A 2. tételbdl kovetkezik, hogy f3 > 2 és fy > 3, a 3. tételbdl pedig kovetke-
zik, hogy f5 > 4. A forditott iranyu egyenlStlenségeket a 3. szakaszban megadott
halmazrendszer-konstrukciokkal bizonyitottuk, ennélfogva bizonyitast nyert, hogy
f3=2,f4a=3¢é fs=4.

Ha valamely k-ra fennall az f, = (k + 1)/2 egyenlGség, akkor az (5) minimax
probléma megoldasat megvalosito extremalis halmazrendszerek egy kiilonosen fi-

gyelemre mélto tulajdonsaggal rendelkeznek, amit a kovetkezd tételben mondunk
ki.

5. tétel. Ha f, = (k +1)/2, akkor az (5) minimax probléma optimalis megoldésat
megvalésité barmely Fj-hoz tartozé S halmazrendszer esetén SN () és S (€)

k
szamossaga egyforman ('fl) / 2 minden C C [2k], |C| > k esetén.

Bizonyitas. A 3. tétel bizonyitasanak gondolatmenetéhez hasonloan adodik, hogy
ha az fr = (k+ 1)/2 egyenléség érvényes, akkor (10) fennall minden olyan j-re,

0 @O OO~ €/ ()

A gondolatmenetbdl az is lathato, hogy a 4. tétel feltételénck teljesiilése esetén
S és S koziil vagy mindketts extremadlis, vagy egyikiik sem. B
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5. Megjegyzések

Jelenleg nem tudjuk, hogy a k =1 és k = 3 értékeken kiviil van-e mas olyan k =
2! — 1 egész, melyre fr = (k+ 1)/2. Erre a két k értékre ekvivalenciatol eltekintve
egy-egy extremalis S halmazrendszer létezik. A [2k] halmaz részhalmazaibol allo
két halmazrendszert ekvivalensnek tekintjiik, ha az 1,2,...,2k szamok valamely
permutacidja az egyik halmazrendszert a masikba viszi. A k = 1 esetre vonatkozo
unicitas trivialis, a k = 3 esetben érvényes unicitast a kovetkezé gondolatmenet
bizonyitja.

Legyen S € F} olyan, melyre |S N (?)I =2 minden B € ([i]) esetén. Ekkor

fennall |§ n(; )| = 2 is ugyancsak minden B € (1%) esetén. Szimmetria miatt fel-
tehetjiik, hogy {1,2,3} € S és {2,3,4} € S, viszont {1,2,4} € S és {1,3,4} € S.
A komplementer halmazokra attérve, az eddigiekbdl kovetkezik, hogy {4,5,6} € S,
{1,5,6} € S, illetve {3,5,6} € S és {2,5,6} € S.

Ekkor az S és S halmazrendszerek extremalis tulajdonsaga miatt sziikség-
képpen {1,4,5} € S és {1,4,6} € S, illetve {2,3,5} € S és {2,3,6} € S. A fenti
gondolatmenet szerint

(12)  S={{1,2,3},{23,4},{3,5,6},{2,5,6},{1,4,5},{1,4,6} ... },

ahol a kipontozott helyekre tovabbi négy alkalmas szamhalmazt kell talalni. To-
vabbra is tigyelve az S és S halmazrendszerek extremélis tulajdonsagara, a (12) sor
folytatasa csak a kovetkezd két modon lehetséges:

(13) = ... 41,2,5}, 48,4, 5} {1,8,6}, {2,4,6} }
vagy
(14) 8= o {8,485 {1, 2,8}, 12,45} {1,835} }-

Az els6 esetben megkaptuk a 3. szakaszban mar ismertetett konstrukciot, a
masodik alternativa gyanant kapott konstrukci6 pedig tigy is szarmaztathato, hogy
az elsére alkalmazzuk az (135426) ciklust.

Nyitott probléma maradt, hogy 3-nél nagyobb 2! — 1 alaki k-ra létezik-e ha-
sonl6 konstrukeio. Mar k& = 7-re sem tudjuk a valaszt. A probléma nehézségét mu-
tatja, hogy a kérdés eldontése olyan linearis egyenletrendszer megoldhatosaganak az
eldontésével ekvivalens, amely az altalanos esetben ( kz_kl) egyenletbdl all és (2kk__11)
binéris (0 vagy 1 értéki) valtozot tartalmaz. k = 3-ra ez 15 egyenletet és 10 valto-
z0t jelent (de az egyenletrendszer matrixanak a rangja csak 5), k = 7-re viszont az
egyenletek szama méar 3003, a valtozok szama pedig 1716. Konnytd belatni, hogy az
egyenletrendszer matrixa az utébbi esetben sem teljes rangu, de sokkal nehezebb
azt meghatarozni, hogy a rang pontosan mennyivel kisebb a feltételek szamanal,
és hogy netan a valtozok szamanal is kisebb-e, mint k = 3 esetén. A valtozokat
minden esetben a komplementer parokhoz (az Sp halmazrendszerhez tartozo egy-
egy halmazbol és annak komplementerébdl 4llo parhoz) rendeljiik, értékiik aszerint
0 vagy 1, hogy a par melyik elemét valasztjuk. Az egyenletek a [2k] szamhalmaz
(k 4+ 1)-eseire vonatkozo kovetelményeknek felelnek meg.
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Gerzson Kéri and Zsolt Tuza: A minimax problem for set systems

Let [2k] denote the set {1,2,...,2k}, () the system of all k-element subsets of a
set A C [2k]. Consider the minimax problem
B
N =7
()

where Fj = {S t BUR = ([2,;"])} and S = {[2k]\ A : A€ S}. It is shown in the
paper that fi =1, fo = f3 = 2, f4 = 3 and f5 = 4. In general, a lower and an upper
bound on f are given as follows: (k+1)/2 < fi < k where equality regarding the
lower bound can hold only if k=2 —1 (1 =1,2,3,...). For k large, the upper
bound is improved to fir < (k+1)/2+ O(\/klnk ), yielding a tight asymptotic
estimate as k — oo.

= min max
e R oe
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TOBBVALTOZOS LAGRANGE-FELE
INTERPOLACIO*

SANDOR ISTVAN

A dolgozat célja annak vizsgalata, hogy mennyiben lehet a jol ismert egy valtozos
Lagrange-féle interpolacios eljarast magasabb dimenzidkra altalanositani.

1. A Lagrange-elv alkalmazasa magasabb dimenziékban

Az egész dolgozat soran a kovetkezd jelolést fogjuk hasznalni: egy tetszéleges n — 1
valtozos, valos értéki f fliiggvény egy adott (xy,...xz,—1) pontban felvett helyettesi-
tési értékét az (z1,. .. &p_1, 2, ) n dimenziés vektor jeloli, ahol z,, = f(z1,...2p-1).
Ilyen jelolés mellett tehat példaul a klasszikus egyvaltozos interpolacios feladat agy
foghato fel, hogy R%-ben adott N szami pont (amelyeknek elsé koordinatéi kiilon-
bozdk), és keresiink olyan egy-valtozos N — 1-edfoku polinomot, amelynek ezek a
megfeleld helyettesitési értékei.

Az els6 részben azt mutatjuk meg, hogy hogyan lehet az egyvaltozés Lagrange-
elv egy természetes altalanositasa segitségével n dimenzios térben adott N darab
pontra egy n — 1 valtozés N — l-edfoki interpoléacios polinomot illeszteni. A fel-
irt polinom azonban n > 2 esetén nem feltétleniil lesz a ponthalmazra illeszthets
legkisebb fokszamu polinom.

A legegyszeriibb interpolaciés formula az R?-ben a Lagrange elve alapjan
felirt forma. Ez N pontra illeszt N — 1-edfokt polinomot alappolinomok lineéris
kombinéciéjaként. Az alappolinomok tulajdonsaga, hogy az egyik alappontban 1,
a tobbiben pedig 0 értéket vesznek fel. Gauss [1| kimutatta, hogy az igy nyert
polinom ekvivalens a Newton-féle interpolacios polinommal. Kriilov [2] kimutatta,
hogy ez a polinom felirhaté N ismeretlenes linearis egyenletrendszer megoldéasa
nélkiil. Lagrange olyan pontokra illesztette a polinomot, melyeknek els6 koordinatai
kiilénbozsek. A feladatot meg lehet oldani altalanos esetre is, lasd [3], [4], [5], [6].

TIsmeretes, hogy egy adott ponthalmazra egyértelmi legkisebb fokszamu po-
linom csak akkor irhato fel, ha a pontok szdma megegyezik a keresett polinom

*In memoriam Prof. O. Kis
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egyiitthatéinak szimaval. Ez R2-ben (azaz az egyvaltozos esetben) automatikusan
teljesiil. Egy n — 1 valtozés N — 1-edfoki polinom egyiitthatéinak szama:

(1) P=CN,

vagyis n — 1 elemnek N —1-ed osztalyu ismétléses kombinécidja. Ez abboél kovetke-
zik, hogy a polinom minden tagja egy N — 1 tényezls szorzat. Kovetkezésképpen
nem varhatjuk, hogy n > 2 esetén egy N szdmossiagti ponthalmazra egyértelmien
legyen illesztheté IV — 1-edfoku polinom, sem pedig azt hogy a ponthalmazra illeszt-
hets legkisebb fokszama polinom fokszama N — 1 legyen. Mégis, az alabbiakban
bemutatott eljaris elénye az, hogy az egyvaltozos Lagrange-modszer természetes
altalanositasanak tekinthetd, hiszen a kapott polinom a Lagrange-elv alapjan felirt
alappolinomok linearis kombinaciéjaként all els. Vegyiik észre azt is, hogy a felirt
polinom fokszédma csak a pontok szaméatol fiigg, a dimenzi6tol nem.

ElGszor az alappolinomokat adjuk meg. Az 1 < k* < N ponthoz tartozo alap-
polinom N — 1 tényez0s szorzat alakjaban all elg, ahol a k-dik tényezd

(2) [a" — 2"(K)]/ [«" (k") - 2" (k)]

alaku tortek Osszege, ahol h = 1,2,...,n — 1 a valtozok sorszama, k pedig az alap-
pont sorszama, és k # k*.

Tehat példaul az els alappolinom &ltaldnos alakja:

N n—1
(3) Ll(.’L‘l,xg, . -zn—l) = H <Z [xh — zh(k)]/[mh(l) = xh(k)])

k=2 YNh=1

Ebbél a formulabol egyrészt jol lathato, hogy ez az alappolinom az els alap-
pontban (n — 1)N_1 értéket vesz fel, mig az 6sszes tobbi alappontban 0-t, masrészt
a tényezGk alakjat tekintve joggal allithatjuk, hogy ez az 1 valtozos Lagrange-
interpolaciés polinom természetes altalanositasa.

Végiil a keresett interpolacios polinom az alappolinomoknak a fiiggvényérté-
kekkel sulyozott linearis kombinacidjaként all els:

N
1 .
(4) L(z1,33,...Tn-1) = ——x— 3 _ 2" () Lj (1,22, ..., Tn1).
(n—1) =

Ezek utan mutatunk egy numerikus feladatot. Legyenck a megadott pontok:
A(l,2,3,4), B(4,3,2,1), C(3,1,4,2), D(2,4,1.3), B(5,.5,.5;:1.5)-

Tehat egy negyedfokti hAromismeretlenes polinomot keresiink. A fenti formulak
alapjan:

Li(z,y,2) = (—0,33z — y + 2+ 2,33)(—0,52 + y — z + 4,5)
(—z — 0,5y + 0,5z + 3,5)(2z + 0,66y + 0,4z — 1,53),
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Ly(z,y,2) = (0,33 + 0,29y — z + 0,5)(z + 0,5y — 0,52 — 1,5)
(0,52 — y + 2 + 2)(0,292 + 4y + 0,662 — 67)
Li(z,y,z) = (0,52 —y + z — 1,5)(—z — 0,5y + 0,5z + 4,5)
(z — 0,33y + 0,332 — 1)(0,4z + 2y + 0,29z — 1,34)
Ly(z,y,2) = (x+ 0,5y — 0,52 — 0,5)(=0,5z +y — 2+ 1)
(—z + 0,33y — 0,33z + 4)(0,66 + 0,20y + 2z — 1,47)
Ls(z,y, 2) = (=22 — 0,66y — 0,4z + 4,5)(—0,29z — 0,4y — 0,66z + 3,64)
(—0,4z — 2y — 0,292 + 2,54)(—0,66z — 0,29y — 2z + 4,66).

Igy a keresett interpoléaciés polinom:
L(:L‘, Y, z) = 1/81 [4Ll (IL‘, Y, Z) L2(1‘a Y, Z) a 2L3($7 Y, Z)+
== 3L4(za vy, Z) + 1’5L5(I3 Y, Z)] .

Tehat erre az 5 pontra illesztett polinom egyenlete kifejtve:

L(z,y,z) = — 0,006z* — 0,04z3y + 0,152%y? + 0,1zy® + 0,01y* + 0,092>2—
—0,16z%yz — 0,12zy%z + 0,021y%2z + 0,18x222 + 0,34zy2%—
—0,023y22% — 0,036z2% + 0,07yz> — 0,0142* + 0,192° + 0,31z%y—
—0,75zy? — 0,14y% — 1,032%2 — 0,49zyz — 0,28y%2 — r2%—
—0,09y22 + 0,0642% — 0,122 + 0,162y + 0,97y + 4,29z + 2,95y2+
+1,372% + 0,63z — 2,38y — 4,88z + 3,12.

Ezek utan roviden foglalkozzunk azzal az esettel, amikor 3 dimenzioban elhe-
lyezkedd olyan ponthalmazra akarunk kétvaltozos interpolécios polinomot illeszteni,
ahol a ponthalmaz elsé két koordinataja altal meghatarozott halmaz az alapsikon
téglalap alaki tartoméanyban a koordinatatengelyekkel parhuzamos racson helyez-
kedik el. Ez az eset megtalélhaté az irodalomban, ismertetik pl. a [3], [4] munkék.
Ebben az esetben az interpolacios feladat konnyen visszavezethetd az egyvaltozos
esetre, hiszen elég minden racsvonalon az alkalmas egyvaltozos interpolacios poli-
nomot felirni, és ezek szorzatainak linearis kombinéciojabol nyerhets a kétvaltozos

interpolaciés polinom. Ebben az esetben nem adunk 1j eredményt, mindossze meg-
emlitjiik és atlathatobb formaba 6ntjiik az irodalomban megtalalhato formulat.

A [3], [4] munkdkban a kovetkezs interpolacios formula talalhato:

(5) Flz,u)=Y_ Y fluy)Li@)k(y)-

i=1 j=1
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Mi egy ekvivalens, de talan kénnyebben attekintheté matrix irasmodban fog-
juk felirni ezt a formuléat. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kapott interpolacios
polinom nem lesz azonos az elézGekben targyalt (4) egyenlettel adott polinommal
(a fokszam ebben az esetben jol lathatoan (n — 1)(m — 1), mig a (4) egyenlettel
termeészetesen nm — l-ed foku polinomot kapnéank).

Legyenek tehat adva R%-ben az (z;,y;) pontok, ahol i =1,2,...,n és j =
1,2,...,m. Legyen tovabba A az az n X m-es matrix, amely a megadott f(z;,y;)
fliggvényértékeket (azaz az alappontokhoz tartozé harmadik koordinatakat) tartal-
mazza. El6szor kiszamitjuk az Xo = [Li(z), La(z),. .., Lm(2)] és Yo = [l1(y),l2(y),
w5 ey ik (y)] egyvaltozos interpolacios polinomok rendszerét a megfelel6 racsvonala-
kon (ezek rendre n — 1-ed illetve m — l-ed foki polinomok lesznek). Ezek utan a
keresett kétvaltozos interpolacios polinom az

alakban irhato fel.

A masodik numerikus feladat (6) alatti formulara késziilt. A z = z?/(2? +
y?) fiiggvényrél vettiink 49 darab pontot. Az X|[1, 1,8, 2,6, 3,4, 4,2, 5, 5,8] és az
Y[1, 1,6, 2,2, 2,8, 3,4, 4, 4,6] értékekhez tartozo racsban szamitottuk ki a fiiggve-
nyértékeket. Ezek sorfolytonosan

0,5 0,28 0,17 0,11 0,08 0,06 0,05
0,76 056 04 029 0,22 0,17 0,13
0,87 0,73 0,58 046 0,37 0,3 0,29
092 082 0,7 059 05 042 0,35
0,95 087 0,78 069 06 0,52 045
0,96 091 0,84 0,76 0,68 0,61 0,54
0,97 093 083 081 0,74 0,68 0,61

Ezek a sorok alkotjak az A matrixot. A megfelel6 egyvaltozos interpolacios poli-
nomok explicit felirasatol eltekintiink. Ezek utan gépi programmal szamithatjuk
a kiilonboz6 helyekhez tartozé interpolacios fiiggvényértékeket. Kettst példaként
felirunk: (2,3, 2,6, 0,7144), (4,3, 4,2, 0,695).

2. Legkisebb fokszamu interpolacio

A masodik részben csak olyan ponthalmazra irunk fel polinomot, melynek pontosan
annyi eleme van, amennyi a legkisebb foku interpolacios polinom egyértelmiségét
biztositja. Ismeretes, hogy ez a pontok szamara vonatkozoan szigoru korlatot ir
el6. A sziikséges pontszam az egyértelmiiséghez és a felirhato6 legkisebb fokszamhoz
annyi, amennyi egytitthatoja van a felirandé polinomnak. Maga a polinom ismét
elgallithato az alappolinomok linearis kombinéciojaként. Az alappolinomok azon-
ban nem allithatok els a (3) alatt latott ,Lagrange-forméaban”. Ha az alappolino-
mokra nincs sziikségiink, akkor a végeredményt egy egyenletrendszer megoldasaval
kaphatjuk meg.
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Tekintettel arra, hogy az alappontok szama megegyezik a keresett polinom
egyiitthatoinak a szamaval, az i-edik alappolinom egyiitthatoinak meghatarozasara
egy linearis egyenletrendszer irhat6 fel, amelynek ismeretlenei a keresett alappoli-
nom egyiitthatoi, az egyenletrendszer egyiitthatoi pedig az alappontok koordinata-
inak behelyettesitésével adodnak, az erdeményvektor pedig az i-edik egységvektor
(hiszen az i-edik alappolinom az i-edik alappontban 1, a tébbiben pedig 0 értéket
vesz fel). Tehat, ha vessziik az egyenletrendszer egytitthatomatrixat (vegyiik észre,
hogy ez i-t6l fiiggetlen), és ennek az inverzét (ha létezik), akkor ezen inverz oszlopai
az alappolinomok egytitthatoéit tartalmazzik. Ezeket az alappolinomokat azonban
nem lehet felirni a (3) alatti formaban. A modszer hasznalhatosaga az alacsonyabb
fokszam miatt jobb, ugyanakkor a pontok szaméara tett kikotés miatt ez a modszer
csak igen korlatozott esetekben alkalmazhato, ellentétben a teljesen altalanos (4)
formulaval.

Az elmondottakra mutatunk néhany feladatot. Az els6 kettSt a [6] alatti dol-

gozatbol vettiik. A szerzé nem irja fel a polinomot és maga a moédszer sem hasz-
nalhato tetszoleges dimenzioban. Egy példa pedig a [3] és a [4]-ben mutatott példa
analogiaja.
1. példa. Legyenek adva a kovetkezd pontok: (1,1,2), (1,—1,1,5), (—1,1,2,3),
(-1,-1,-2), (2,0,1), (=3,0,0,5). Legyen a keresett polinom L(z,y) = ajz? +
aszy + azy® + asx + asy + ag. Az ezekhez a pontokhoz tartozé egyiitthatomatrix
a kovetkezd (az ay, . .., ag ismeretlenek egyiitthatoit tgy kapjuk, hogy az alappon-
tokat sorra behelyettesitve z, y helyére):

| SR IS C | 1 1
1=l 1. L =l |
1 -11 -1 1 1
N WS (SR (Rt o |
4 0 0 2 0 A
9 0 0 -3 0 1

Ennek alapjan az alappolinomok és az interpolaciés polinom kiszamithatok
az inverz matrix segitségével (az alappolinomokra természetesen nincs feltétleniil
sziikség). Két alappolinomot felirunk:

Li(z,y) = 0,25z2 + 0,25zy + 1,5y + 0,25z + 0,25y — 1,5
L¢(z,y) = 0,222 + 0,62 — 0,8.
Az interpolacios polinom pedig:
L(z,y) = 0,72% — 0,95zy + 3,65y + 0,8z + 1,2y — 3,4.

2. példa. Legyen adva a kovetkez6 tiz pont: (0,0,1), (1,0,2), (2,0,—1), (0,1,1,5),
(1,1;1), (2,1,3), (0,2,-2), (3,0,1,5), (1,2,1,2), (0,3,1,3). Erre a ponthalmazra
harmadfoki kétvaltozos polinom irhato. Csak a végeredményt irjuk fel.

L(z,y) = 1,58z° + 3,25x%y + 2,6zy® + 1,8y> — 6,752 — 7,35zy — 7,4y +
+ 6,17z + 6,1y + 1.
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3. példa. Legyen adva a kovetkezd hat pont. Hairom dimenziéban erre mésod-
foku kétvaltozos polinom irhato. A [3] és a [4] alatti dolgozat algoritmusa szerint
harmadfokt polinom adédik. A pontok: (0,0,1), (1,0,0,1), (2,0,0,3), (0,1,0,5),
(1,1,2), (2,2,1). Itt is két alappolinomot frunk fel:

Li(z,y) = 0,52° + 2y — > — 1,5z + 1
L¢(z,y) = 0,5y° — 0,5y.
A végeredmény:
L(z,y) = 1,922 + 2,4xy — 5,3y% — 2,8z + 4,8y + 1.

Ezekbdl a feladatokbol lathato, hogy megfelel pontszamu adott ponthalmazra
kiilénosebb nehézség nélkiil lehet illeszteni legkisebb fokszamu polinomot.

Lathatjuk, hogy az elsd illetve méasodik részben leirt algoritmusok lényege-
sen kiilonboznek egymastol. Mindkét esetnek vannak elényei és hatranyai. Az els6
esetben az egyvaltozos Lagrange-féle polinom forméajanak altalanositasaval lehet
dolgozni. Igaz itt a fokszam nem a legkisebb, de nincs korlat a ponthalmaz elem-
szaméara. A méasodik esetben elérhetd a legkisebb fokszam, de az alappontok szama
pontosan meg kell, hogy egyezzen a felirandé polinom egyiitthatéinak szaméaval. El-
lenkezg esetben a ponthalmazbdl csak annyi elem vehetd szamitiasba, amennyi tagja
van a polinomnak, tehat informéaciovesztéssel kell szamolni. Egy N-edfoku n — 1
valtozos polinom felirasdhoz sziikséges pontok szama egyenlé N +n — 1 elemnek
N-edosztalyu kombinaciojaval. Megjegyezziik még, hogy a [3] és a [6] alatti dolgo-
zatokban talalhato algoritmus csak harom dimenziéban alkalmazhato, ott is csak
specialisan elhelyezkedé ponthalmazra.

Osszefoglalas:

A fentiek alapjan az alabbiakat lattuk be. Az els részben adott algoritmusra
igazak a kovetkezdk:

1. Minden olyan N pontra, melyeknek azonos indexii koordinatai kiilonbo6zdk,
illeszthet6 olyan interpolaciés polinom, melynek fokszama N — 1. Az egyiitthatok
szama P = C]J\\,]:fJ"".

2. Minden alappolinom elgallithato N — 1 tényezds szorzat alakban, ahol min-
den tényezd n — 1 linearis tag Osszege.

3. Minden alappolinom el&allithaté linearis polinomok szorzataként.

4. A N pontra illeszthets polinom egytitthatoi egyenletrendszerA megoldasa
nélkiil is felirhatok.

5. A polinom egytitthatéinak szdma nem valtozik, ha a fokszamot a fiiggetlen
valtozok szamaéval felcseréljiik.

A masodik részben kaptuk:
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6. Az alappontok behelyettesitésével kapott egyenletrendszer egyiitthatémat-
rixa inverzének az i-edik oszlopa adja az i-edik alappolinom egyiitthatoit, és ezen
alappolinomok linearis kombinéciojaként all el6 a keresett interpolaciés polinom.
A végeredmény az [1]-ben talalhato egyenletrendszer megoldasaval elGallithato.
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Zusammenfassung

Der Aufsatz hat sich zum Ziel gesetzt, auf einige Standpunkte hinzuweisen, die
die Herstellung der Formel (5) sowie ihre Verwendung auf jede mehrdimensionale
Punktmenege ermdéglich machen wo die Koordinate von gleichen Index verschieden
sind. Das ergibt eine mdgliche Verallgemeinerungdas Polynom vom geringsten
Order ergibt. Dieser Mangel ist zu beseitigen, nur wenn die Punktzahl unter (1)
zur Verfugung steht und das auf diese gelegene lineare Gleichungssystem eine ein-
deutige Lésung hat. Es ist nicht schwer einzusehen, dass nur in einem zweidimen-
sioalen Raumzu erreichen ist, auf Punkt IV ein Polynom von N — 1 Order zu legen.
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TARSULATI ELET - 2003

Szele Tibor-emlékérem

A Szele Tibor-emlékérem Bizottsdg dontése értelmében a 2003. évi érmet Csiszar
Imre az MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézet informacioelméleti oszta-
lyanak vezet&je kapta.

Indoklas: Csiszar Imre a magyar informacioelméleti kutatas és oktatas kie-
melked§ alakja.

Sokrét munkassagabol elsésorban az informacioelméleti funkcionalokhoz kap-
csolodo vizsgilatai emelkednek ki. Elméletileg érdekes, és a valosziniliségszamitasi
és statisztikai alkalmazésok szempontjabol igen lényeges Osszefiiggéseket tart fel
a teriileten. Ilyen eredmények, pl. a Sanov-tételre igen altalanos feltételek mellett
adott bizonyit4sa, a maximum-entropia-elv axiomatikus alatadmasztésa, és az infor-
macidelméleti funkcionalok minimumhelyét megkeresé algoritmusok terén végzett
kutatasai. Korner Janossal egylitt angol nyelven irt konyve a diszkrét, emlékezet
nélkiili rendszerekrsl, megjelenése 6ta az informaciéelmélet egyik alaptankonyve
vilagszerte.

A kriptografia elméleti megalapozasa szempontjabol 1ényeges eredményei van-
nak a két egymastol tavol levs informacioforras altal generalhato u.n. ,kozos vélet-
len” mértékét illetGen (R. Ahlswede-vel egyiitt). Alapvets eredményei vannak a tet-
sz6legesen valtozo csatornak kapacitasanak pozitivitdsaval kapcsolatban is (P. Na-
rayannal egytitt).

Csiszar Imre 1961 6ta dolgozik az MTA Matematikai Kutato Intézetében, 1968
Ota az informéacioelméleti osztaly vezetdje, 1995 o6ta az MTA rendes tagja. Elndke
a Bolyai Janos Matematikai Téarsulatnak.

Csiszar Imre nagy nemzetkozi tekintélynek orvend, nemzetkozi konferenciak
rendszeres meghivott plenaris el6addja.

Tébb nemzetkozi és magyar kitiintetés birtokosa: Az IEEE (Institute of Elect-
rical and Electronic Engineering) Informéciéelméleti tagozata, amely a nemzetkozi
informacioelméleti kozosség elsGszamu forumanak tekinthets, 1988-ban a legjobb
publikicio dijaval tiintette ki, majd 1996-ban, addigi munkassigaért, Shannon-
dijjal. 1989-ben megkapta az MTA interdiszciplinaris dijat. 1998-ban a Magyar
Koztarsasag Tiszti Keresztje (polgari tagozat) kitiintetést kapott.
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Evekig tanitott informéci6elméletet az Eotvos Lorand Tudoményegyetemen,
1995 ota a Budapesti Miiszaki Egyetem félallast professzora. JelentGs szerepet
vallalt 1997-ben a BME matematikus képzésének elinditasakor az igényes tanterv
kidolgozasaban. Rendszeresen oktat matematikus hallgatokat, illetve doktorandu-
szokat, 1999-t6] mint Széchenyi professzori 6sztondijas. Szamos kiilfoldi egyetemen
volt vendégprofesszor vagy vendégkutato.

Magyarorszagon mindenki, aki informacioelmélettel foglalkozik, az & tanitva-
nya: némely esetben kozvetve, de nagyon sokszor kozvetleniil is. (P1. Korner Janos
— aki jelenleg Roméaban él —, Nemetz Tibor, Marton Katalin, Gyorffy Laszlo.)

Beke Mané6-emlékdij

A 2003. évi dij masodik fokozataban az aldbbiak részesiiltek: Dobos Sandor,
Halasz Agnes, Dr. Tharos Csabané, Kuti Gusztavné, Marosszéky Gabor,
Paulics Istvanné, Szamadoé Laszlo, Varga Jozsef.

Indoklas: Dobos Sandor az egyetem elvégzése Ota a Fazekas Mihaly Févarosi
Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnézium tanara, ahol mind normal tantervi, mind
speciilis matematika tagozatos osztalyokat tanit eredményesen.

Nagyszerti pedagogus. Belss indittatasbol folyamatosan tovabbképzi magét, az
alkotomunka a lételeme. Szinvonalas feladatgytjtemények Osszeallitasaval segiti a
tehetséges gyerekek képzését. Szakmai tudasat kiemelked6 modszertani kultiraja és
empatikus készsége kovetkeztében nagy hatasfokkal adja at tanitvanyainak. Tagja
az OKTYV II. kategoéria bizottsaganak, sokaig — Reiman Istvan mellett — segitette,
ma mar iranyitja a didkolimpiai csapat kivalasztasat és felkészitését.

Erzékeny, intelligens, sokoldaltian miivelt ember. Hiteles személyisége az altala
kozvetitett értékek befogadasara készteti a gyerekeket. Keze alol a vilagra nyitott,
tevékeny, énmagukkal szemben igényes didkok keriilnek ki. Tanitvanyainak nya-
ranta kerékpartarat szervez az orszaghatéaron beliili és azon tuli természeti kinesek
és hagyomanyok felkutatasara. Sokoldalusagat bizonyitja, hogy énekel a Szent Ist-
van Kiraly Oratoriumkorusban és az iskola énekkaraban is.

A BJMT Oktatatéasi szakosztélyanak titkara, a Réatz Laszlo-vandorgytilések
szakmai szervezésének oszlopos tagja.

Haldsz Agnes 1973-ban szerzett tanari diploméat az ELTE-n. Mar egyetemista
koraban kittint jo képességével, a szakmodszertani kérdések iranti érdekldésével.
Mint egyetemi hallgaté tanitott a kébanyai Szt. Laszlo Gimnaziumban.

T6bb mint 20 éve tanit a Bolyai J. Textilipari Szakkozépiskoldban (illetve
utodjaban a Zsigmond téri Gimnazium és Szakkozépiskolaban). Evek ota oktat a
budapesti E6tvos Gimnaziumban is, altalaban emelt 6raszamn csoportokban. Tel-
jes attekintése van a 10-18 éves tanulok életkori sajatossigairdl, a leggyengébbekkel
és a legjobbakkal valo foglalkozas lehetdségeirdl, modszereirél. Nagy tapasztalatai
alapjan lett az Févarosi Pedagogiai Intézet matematika szaktanacsadoja. Ezt a
munkét is, mint minden megbizést lelkiismeretesen, a pedagogusok és az iskolave-
zetGk nagy megelégedésére végezte, komoly segitséget nyujtva kollégainak.
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A gyengék eredményes tanitasira kidolgozott modszerét kiilonbozé elGadaso-
kon, koztiik a Ratz Laszlo-vandorgytilésen is ismertette, s cikket is irt a témarol.
Alapvetének tartja, hogy minden gyerek jusson sikerélményhez, merjenek kérdezni.
A tanuldk aktivitasanak elérésére kiilonbozé modszereket, koztiik vitat, jatékot is
alkalmaz. :

Dr. Tharos Csabdné Kaposvaron sziiletett, 1966-ban végzett a Zenemitvészeti
Féiskolan, majd 1970-ben fejezte be tanulméanyait az ELTE matematika tanari
szakan. 1968 ota tanit a kaposvari Téancsics Mihdly Gimnéaziumban. A kezdetek ota
részt vesz a specialis, illetve az emelt szintd matematikai osztalyok tanitasaban.
Tanitvanyai rendszeresen szerepelnek az Arany Daniel és az OKTV déntékon,
s tobb dijat kaptak, illetve OKTV 1-10. helyezést értek mar el. Ugyancsak jol
szerepelnek a KOMAL feladatmegoldo versenyein is.

Sok energiat fordit arra, hogy tanitvanyai bejussanak az egyetemekre, és ott
helytalljanak. Igyekszik elérni, hogy a tanitvanyai szamara is a matematika szép
muzsikava alljon 6ssze, és legalabb annyira szeressék is.

Munkajaban a magas szinti szakmai tudas és a gyerekek iranti szeretet szeren-
csésen Otvozédik. Munkija elismerésétil 1985-ben Kivalo Munkaért allami kitiinte-
tésben részesiilt, majd elnyerte a Graphisoft Alapitvany a Matematika Oktatasaért
Dijat.

Kuti Gusztdvné az esztergomi tanitoképzot kovetGen az ELTE BTK peda-
gbgia szakan szerzett diplomét, majd tanitott a Zugligeti Altalinos Iskoldban az
Arany Janos 12 évfolyamos iskolaban. 1981-t61 a Fazekas Mihaly Fovarosi Gya-
korlé Altalanos Iskola vezetStanitoja lett. 1986-t6l a Févarosi Pedagogiai Intézet
alsos vezetd-szaktanicsadoja. 1992-t6] a ,, Tanitok a Gyermekekért” egyesiilet veze-
t6jeként iranyitotta azt a teljesen egyedi versenyt, mely a tanitok szamara szolt,
és lényege a jo szemlélett, hibatlan szakmai felkésziiltséget igazolo irasbeli, szobeli
és gyakorlati tanit6i munka bemutatésa. Irasai, cikkei, kényvei, tanulményai nem
csak gyermekbarat szemléletét, hanem empatiajat, elhivatottsigat és maximalis,
naprakeész felkésziiltségét igazoljak. Munkajat, szakmai megjelenését a baratsagos
elegancia és a mérhetetlen igényesség jellemzi.

Tovabbképzései, el6adasai, az altala vezetett szakmai beszélgetések nem csak
az alsosok szaméara kinaltak mindig ujdonsdgokat, hanem szamtalan esetben a
fels6 tagozatos, s6t a kozépiskolas tovabbképzéseken is meglepték a résztveviket.
Orszagos jelentGségii munkai kozott kiemelkeds a matematika tanterviras.

Marosszéky Gabor 2000 augusztusatol tagja a Salgotarjani Bolyai Janos Gim-
nazium nevel$ kézosségének. ElStte a Borbély Lajos Miiszaki Kozépiskola, majd a
Tancsics Mihaly Kozgazdasagi és Kereskedelmi Szakkozépiskola tanara volt.

Erettségi utan az Egri Tanarképzs Féiskola matematika szakara jart, majd a
KLTE-n szerzett diplomat. Sziviigye a felzarkoztatas, versenyeztetés, tehetséggon-
dozas. Szakmunkastanulok megyei és orszagos matematikaversenyén mindig voltak
tanitvanyai, kezdetek ota készit fel tanulokat a Pedk Istvan Matematikaversenyre,
aminek {6 szervezgje is. Tanitvanyai, szinte minden matematika targyt versenyen
ott vannak, koziiliikk sokan az élmezényben (Varga Tamaés, Zrinyi Ilona, Gordiusz,
Abacus, Kenguru). '
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Délutani szakkorok, versenyfelkésziték, taborok forméajaban segiti tanuloi fel-
késziilését. Oktat fakultacios csoportokat, emelt 6raszamu osztalyokat. Elgadasokat
szervez tanitvanyai és kollégéi szamara. Hosszt id6n at az iskola matematika mun-
kakozosségének vezetSje volt. Szinvonalas szakmai munkajaért kollégai elismerik.

A BJMT Nograd megyei Tagozatanak titkdraként szamos kollégat vont be a
tarsulat munkijaba. A versenyrdl, eredményekrél, tobb évben is kiadvanyt szer-
kesztett. 2002-ben a Bolyai évfordulé kapcsan vetélkeddt szervezett a megye ko-
zépiskolai szaméara Bolyai életérdl, munkéassagarol.

Olyan pedagogus, akinek mindene a matematika, sziviigye a tehetséggondozas,
a matematika iranti érdekl&dés felkeltése.

Paulics Istvinné 1949-ben sziiletett Tokajban, a Tokaji Ferenc Gimnézium-
ban érettségizett. Az egri Tanéarképzé Fdiskolai évek alatt méar bemutatd orakat
tartott, s munkat vallalt a gyermekvarosban. A fGiskola elvégzése utan 1972-ben
Kaptalanfan kezdett tanitani, s kozben a matematika, miszaki ismeretek szakok
mellé harmadikként a fizikat is elvégezte. 1973-t6l az ajkai 2. szamu és a 4. szamu
altalanos iskoldkban is tanit, majd az utoébbiban 1975-t6] igazgatohelyettes.

A kezdetektd] fogva sok energiat fordit tanitvanyai versenyeztetésére, melyet
tobb megyei elsé helyezés tanisit. Ugyanilyen odaadassal végezte, s végzi ma is
a hatranyos helyzet gyerekek felzarkoztatasat. Kis Matematikusok Barati Kore
szakkort szervezett iskolajaban, s 1989-ben beinditottak a matematika tagozatos
szintd oktatasat. Azota tanitvanyai mindig ott vannak a kiilonb6z6 matematikaver-
senyek dontéiben. Munkak6zosség-vezetSként szakmai kapcsolatokat dpol a varos
kozépiskolaival. Rendszeresen tovabbképzi magat. Tébboldaltsigat mutatja, hogy
tobb mint 10 éve tagja a varosi pedagogus néi korusnak. Munkajat Kivalo Munkaért
allami kitiintetéssel ismerték el.

Szdmadd Liszlo 1986-ban végzett a JATE matematika—fizika szakan, majd a
budapesti Veres Péter nyolc évfolyamos gimnaziumban kezdett tanitani. Jelentds
szerepe van abban, hogy a Veres Péter Gimnazium a matematikai tehetséggondozas
egyik orszagosan is elismert intézménye lett.

2002 szeptemberétsl a budapesti Arpad Gimnézium tanara, ahol hat évfolya-
mos specialis matematika tagozatos csoportot kezdett tanitani. 1990-t61 nyolc éven
at az ELTE Tanarképzs Féiskolai Karanak vezetStanaraként foglalkozott matema-
tika szakos tanarjeloltekkel. Evek ota olvashatjuk a KéMaL-ban felvételi mérélap-
jait. A tehetséggondozas orszagos munkajaban az Abacus és a KOMalL szerkeszto-
bizottsagi tagjaként vesz részt 1998, illetve 2000 o6ta.

A Hajnal csalad megkeresésére feleségével, Szamadoné Békéssy Szilviaval elval-
laltak a Hajnal-féle kozépiskolai tankonyvsorozat atdolgozasat. 1999 szeptembere
ota a Févarosi Pedagogiai Intézet matematika szaktanacsadoja kozépiskolai terii-
leten. A Réatz Laszlo-vandorgyilésen tobbszor tartott sikeres elGadést. 1999-ben
Ericsson-dijat kapott a matematika népszertsitéséért.

Varga Jozsef 1955-ben sziiletett Mosonmagyarovéaron, egyetemi tanulményait
a debreceni Kossuth Lajos Tudoméanyegyetem matematika-fizika szakan fejezte be,
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majd ugyanott elvégezte a technika szakot, késébb a Szegedi Tudomanyegyetemen
pedagdgiai értékelési szakértd képesitést nyert.

A kecskeméti Bolyai Janos Gimnéazium alapito tanara 1987 6ta. Munkakozos-
ség-vezets, a Bolyal Janos Matematikai Tarsulat Bacs-Kiskun Megyei Tagozata-
nak titkdra, a METESZ operativ bizottsaganak tagja, 4 Kecskemét és kdrnyéke
iskolatarsulas matematikai munkakozosségének vezetGje. Részt vesz a Zrinyi Ilona-
matematikaverseny elGkészitésében, véarosi szintl tehetséggondozé szakkort vezet.
Megszéallott hive a tehetségek felkutatasanak és minél teljesebb kibontakoztatéasa-
nak. Tébb tanitvanya ért el OKTV-n 1-10. helyezést, és rendszeresen szerepelnek
tanitvanyai az Arany Daniel a Kenguru, illetve a Gordiusz versenyek élmezényé-
ben is. Tanitvanyai szinte kivétel nélkiil felvételt nyernek a kiilonbo6zé felsGoktatasi
intézményekbe.

Munkajat tébb dijjal is elismerték: els6ként kapta meg a Kecskemét véros altal
alapitott Bolyai-dijat 1994-ben. 1997-ben Kecskemét varosért Oktatéasi Dijat, majd
1999-ben a Graphisoft Alapitvany a Matematika Oktatasaért Dijat kapta.

Griinwald Géza-emlékérem

Az e célbol létrehozott bizottsag 2003-ban tgy hatarozott, hogy a jeldltek koziil a
2003. évi emlékérmet: Abért Miklos, Gyory Maté, Toth Imre Péter, Weiner
Zsuzsa kapja.

Indoklas: Abért Miklos 1974-ben sziletett, 1998-ban végzett az ELTE ma-
tematikus szakin, majd ugyanott harom évig doktori tanulményokat folytatott.
,Product decompositions of groups” cimi értekezését 2002-ben védte meg.

Abért Miklos a csoportelméletben ért el tobb, nagy érdeklddést kivalto ered-
ményt. 2003-ig négy dolgozata jelent meg és egy tovabbit kozlésre elfogadtak. Ezek
a cikkek mind vezet6 nemzetkozi folyoiratokMan (Bulletin of the London Mathe-
matical Society, Proceedings of the American Mathematical Society, Duke Journal
of Mathematics, International Journal of Algebra and Computation) lattak napvi-
lagot, illetve fognak megjelenni.

Az els6 dolgozata tartalmazza eddigi leghiresebb teljesen meglep6 eredményét,
miszerint tetszéleges végtelen halmazon haté teljes szimmetrikus csoport eléallit-
hat6 korlatos szamt Abel-féle részesoport szorzataként (a dolgozatban 289 tényezd-
vel igazolja ezt). A véges szimmetrikus csoportokra ilyen korlat nem adhato, mivel a
sziikséges Abel-féle részcsoportok szama O(logn) nagysagrendi. Azota tobben fog-
lalkoztak a korlat csokkentésével: Komjath Péter, Seress Akos, és legutébb Saharon
Shelah, aki mindossze 6 tényezét hasznéalt.

Masodik dolgozataban Keleti Tamaéssal egyiitt a el6zé cikk bizonyitasédnak
otletét terjesztik ki a valos sik esetére; azt mutatjak meg, hogy a sik pontjainak
barmely permutéci6ja el6allithaté (z,y)H (z,y + f(z)), illetve (z,y)H (z + f(y),y)
alaku transzforméaciok legfeljebb 209 tényezds szorzatként.

-A harmadik dolgozatban Emerson egy korabbi eredményét erdsitve Abért Mik-
lésnak sikeriilt teljes lefrasiat adnia azoknak a véges Abel-csoportoknak, amelyeknek

43



van olyan prezentaciojuk, ahol a relaciok invaridnsak a generatorok tetszéleges per-
mutaciéjara nézve.

Kovetkezs dolgozataban tarsszerzékkel egyiitt Alex Lubotzkynak a linearis
csoportok részcsoport-novekedésével kapcsolatos egyik nevezetes probléméjat ol-
dotték meg. ;

Az 6t6dik dolgozatban nagynevii tarsszerzékkel egytitt egy intenziven kutatott
témaban, a korlatosan generalt csoportokkal kapcsolatban érnek el fontos eredmé-
nyeket. Egyebek kézott bebizonyitjak, hogy pozitiv karakterisztikaju test folott egy
korlatosan generalt linearis csoportnak mindig van véges indexti Abel-féle részcso-
portja. Ezt felhasznalva példaul Rapincsuk egy ismert tételét is sikeriil altalanosi-
taniuk.

Abért Miklos dolgozatai zsenidlis Otleteket tartalmaznak, és nagy targyi tudast
mutatnak.

T6th Imre Péter matematikai péalyafutasa kozépiskolas koraban a Posa Lajos
altal vezetett matematika szakkorben kezdddott, itt ismerkedett meg az analizis,
az algebra, a grafelmélet néhany szép bevezetd feladataval, és foleg szamtalan, a
nagy diszciplinakba nehezen besorolhatd, énmagéért érdekes problémaval és meg-
oldasaval.

Diplomajat 1998-ban kapta a Kossuth Lajos Tudoméanyegyetem fizikus sza-
kan, ionkristilyok kolesonds diffuziojarol irott szakdolgozata megvédésével. Egye-
temi évei alatt szamos, a fizikusok szdméra nem kotelezd matematika targyat is
hallgatott. 1998-t61 2001-ig a Budapesti Miszaki Egyetem matematika szakos PhD-
hallgatdja. 2001 6ta az MTA Tamogatott Kutatohelyek Irodaja Sztochasztika Ku-
tatocsoportja tudomanyos segédmunkatarsa. Témaéaja determinisztikus dinamikai
rendszerek, elsgsorban bilidrdok ergodikus tulajdonsagainak vizsgalata.

Gydry Maté egyetemi tanulmanyait a Kossuth Lajos Tudomanyegyetem termé-
szettudomanyi karan és a Debreceni Egyetem kozgazdasagtudomanyi karan végezte.
1998-ban mint okleveles matematikus és angol-magyar szakfordit6, 2002-ben pedig
mint okleveles kozgazdasz szerezett kitiintetéses diploméat, valamint megkapta a
Természettudomanyi Kar Emlékérmét is.

A matematikai kutatéomunkaba mar hallgato koraban bekapcsolodott. Eredmé-
nyeivel az Orszagos Tudomanyos Didkkori Konferencian két alkalommal szerepelt
sikeresen. Tébbek kozott ezen sikereinek koszonheti a ,,Pro Scientia” Aranyérem-
mel valo kitlintetését, amely az egyetemi hallgatoknak szant legrangosabb magyar
elismerés.

1998 és 2001 kozott a Debreceni Egyetem Matematikai analizis és fiiggvénye-
gyenletek Ph.D. (doktori) programjaban vett részt doktori 6sztondijasként, s ku-
tatasi eredményeinek egy részét 5 rangos nemzetkozi folyoiratban (J. Funct. Anal.,
Linear Algebra Appl., Arch. Math. (Basel), Acta Sci. Math. (Szeged), Publ. Math
(Debrecen)) megjelent tudoményos publikiciokban adta kozre (ezek kozott szere-
pelnek tarsszerzos cikkek is Molnar Lajossal, illetve Peter Semrl-lel), s tobb nem-
zetkozi konferencidn tartott roluk elSadast. PhD dolgozatat ,summa cum laude”
mindsitéssel védte meg.
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1998-to6l 2002-ig a Doktoranduszok Orszagos Szovetségének tudoméanyos osz-
talyvezetGjeként tudoményszervezdi tevékenységet is végzett. Ugyancsak 4 évig volt
a Lathatatlan Kollégium tagja és a DE Matematikus TDK titkara. Tagja a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulatnak.

Weiner Zsuzsa 1974 augusztusaban sziiletett. Munkai a véges geometria téma-
korébe tartoznak. Ezen beliil a teriilet legfrissebb kérdéseivel (hézagos polinomok,
lefogd ponthalmazok), valamint klasszikus problémakkal ((k, n)-ivek) egyarant fog-
lalkozik. Osszesen 6 dolgozata jelent meg nemzetkozi folyoiratban vagy referalt
konferencia-kiadvanyban (Journal of Comb. Th. (A); Designs, Codes and Cryp-
tography; Journal of Geometry), egyet kozlésre elfogadott a Finite Fields and their
Applications, egy dolgozatot nytjtott be (a Journal of Combinatorial Designs-hoz),
tovabbi harom dolgozata van kéziratban. Doktori értekezését 2003 majusaban védte
meg, témavezetGje Szényi Tamés volt

Els6nek megjelent dolgozata, amely jorészt szakdolgozatan alapul, kis nem-
Reédei tipusu lefogo ponthalmazokkal foglalkozik, egy explicit geometriai konstruk-
ciot ad kis nem-Rédei tipusi lefogdé ponthalmazok elgallitdsara.

© A kés6bbiekben ezt a kutatési irdnyt folytatva Leo Storme-val kozosen ma-
gasabb dimenzios terek lefogd ponthalmazait vizsgaltik. A dolgozat a Designs,
Codes and Cryptography folyoirat Jaap Seidel 80. sziiletésnapjara dedikalt sza-
maban jelent meg. Geometriai modszerek segitségével négyzet és kobrendt Galois-
terek lefogd ponthalmazait karakterizaljak. A négyzetrend( esetben megmutatjak,
hogy PG(3, ¢) masodik legkisebb (sikokra vonatkozo) minimaélis lefogo ponthalmaza
sikbeli.

Kés6bb ezt az eredményt témavezetGjével kozosen tovabbfejlesztette, és az
»1 modulo p” eredményt kiterjesztették térbeli lefog6 ponthalmazokra. Ez tobbek
kozott a részgeometriak, mint lefogd ponthalmazok karakterizdlasat is lehetéve
tette.

Weiner Zsuzsa egyik, a dij elnyerésekor élékésziiletben levé dolgozata azt mu-
tatja meg, hogy ebbdl az eredménybdl Bokler és Metsch Baer-részsikokra emelt
kupokat karakterizalo tétele jelentGsen élesithetd (és a bizonyitas is egyszertibb).
Egy maésik el6késziiletben levs kézirat az eredmények tébbszorosen lefogé ponthal-
mazokra valé kiterjesztését tartalmazza.

Weiner Zsuzsa nemzetkozi elismertségét mutatja, hogy meghivast kapott a
2001 decemberében Oberwolfachban megrendezett Véges Geometria konferenciara.
Ennek kotetében (mely a Designs, Codes and Cryptography c. Gjsagban jelent
meg), Weiner Zsuzsanak két dolgozata is van. Az els6ben Aart Blokhuis-szal és
Szonyi Tamaéassal a Segre-féle modszert kombinaljak a Rédei-polinom vizsgalataval
és ennek segitségével paros rendii Galois-sikokon érintémentes halmazokra latnak
be hézagtételt.

A miésik ebben a kotetben szerepls dolgozat Gacs Andrassal kozos. Ebben
Korchméaros Gabor és Franco Mazzocca eredményeit fejlesztik tovabb.

A hatodik mar megjelent cikk részben 0sszefoglalo dolgozat, de 1j eredménye-
ket is tartalmaz. )

45



Feltétleniil szolni kell a Finite Fields and their Applications dolgozatban elfoga-
dott cikkérdl. Ebben (k,n)-ivek (niq) bedgyazasaval kapcsolatban témavezetGjének
eredményeit javitja meg. Modszere az els6 olyan bizonyitas, amely nem hasznalja a
Segre-féle altalanositott Menelaosz-tételt. (Talan éppen ez ad reményt a tovabbi al-
kalmazhatosagra.) Az egyik el6késziiletben levé kézirat is ezt a modszert alkalmazza
nagy minimélis lefogd ponthalmazokra vonatkozé nem-létezési tételek belatésara.

Farkas Gyula-emlékdij

A Farkas Gyula-emlékdij Bizottsag 2003-ban a kovetkezéknek itélte oda az emlék-
dijat:

Bidtkai Andrds 1972-ben sziiletett. Az ELTE TTK matematika-fizika tanari
szakjan 1995-ben kapott diplomat. PhD-t a Tiibingeni Egyetemen szerzett 2000-
ben. Kutatasi témaja operatorfélcsoportok és alkalmazasaik. Ez a differencialegyen-
letek és a linearis funkcionalanalizis hatarteriilete, és mint ilyen klasszikus témakor-
nek szamit, ahol az eredményekhez komoly, szertedgazo technikai tudas sziikséges.
Batkai Andras ezen a teriileten mér szamos eredményt publikalt, és tobb cikke
van folybiratokhoz benyujtva. Kiilfoldi konferencidkon is beszamolt eredményei-
r8l. A sikeres kutatas mellett szerepet véllalt az Analysis and Operators internet-
szeminarium szervezésében, lebonyolitasaban is.

Maddi-Nagy Gergely 1973-ban sziiletett, 1997-ben végzett az ELTE TTK mate-
matikus szakan. 2002-ben az ELTE TTK Operaciokutatas, alkalmazott matematika
és statisztika doktori iskolajan kapott PhD-t. Doktori tanulméanyai kozben a Buda-
pesti Kozgazdasagtudomanyi Egyetemet is elvégezte. Az altala vizsgalt témakor az
operacidkutatason beliil a tébbvaltozé diszkrét momentumproblémékhoz kapcsolo-
dik. Eddigi legfontosabb eredményeit témavezetsjével, Prékopa Andrassal kozosen
érte el. Az eredmények alapjan tobb kozos cikkiik is sziiletett. Ezek koziil a legje-
lentésebb a teriilet vezets folybirataban, a Mathematics of Operation Research-ben
jelent meg.

Wiener Gdbor 1973-ban sziiletett, 1996-ban végzett az ELTE TTK matema-
tikus szakan és szintén az ELTE-n, 2003-ban szerzett PhD fokozatott. Kutatasi
teriilete a kereséselmélet, ami a kombinatorika, a szamitastudoméany és az informéa-
civelmélet kozott elhelyezkeds alkalmazasorientalt elmélet. Jelentds hozzajarulasa a
témakorhoz, hogy sikeresen Gsszekapcsolta mas teriiletekkel, ezzel lehetdséget adva
arra, hogy a maéshol kidolgozott modszerek a kereséselmélet is hasznosithatoak
legyenek. Ezen kiviil a kozelité keresés modelljét, elméleti alapjait is kidolgozta.
Munkéssdganak elismertségét mutatja, hogy tobb esetben is mint meghivott eld-
ado6 vehetett részt nemzetkozi konferenciakon.
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Rényi Kato-dij

A Rényi Kato-dij 1. fokozatat Juhasz Andras, az ELTE 6todéves hallgatoja,
Nyul Gabor, a DE végzett hallgatoja és Sziics Gabor, az SZTE végzett hallga-
toja kapta.

A 1II. fokozatot Hartmann Miklés, az SZTE végzett hallgatoja és Katona
Zsolt, az ELTE végzett hallgatoja kapta.

Indoklas: Juhdsz Andrds az ELTE 6todéves hallgatéja belatta, hogy ha f
és g ugyanazon zart felilletek generikus leképezései R3-ba és vannak Whitney-
eserny( pontjaik, akkor f és g pontosan akkor kothetSk ossze a (lokalisan) generikus
leképezések terében egyparaméteres csaldddal, ha ugyanannyi Whitney-esernyd
pontjaik vannak. Egy masik cikkében altalanositja ezt a tételt n-dimenzios feliiletek
beagyazasara (n > 3).

Nyul Gdbor a DEgyetem 2001-ben végzett hallgatoja, 2001-ben mar kapott
I1. fokozatot. Ujabb kutatasaiban belatta, hogy ha egy multikvadratikus algebrai
szamtest diszkrimindnsa paratlan, akkor nincs hatvany egész bazisa. Bizonyos test-
beli egészek rendjeirsl kimutatja, hogy 2 nagy hatvanyaival oszthatoak, tovabbi
altalanos eredményt ér el az oktikus esetre. Gaal Istvannal algoritmust ad csak
adott primekkel oszthaté rendd elemek meghatarozasara a bikvadratikus esetben,
ez megoldja egy diofantoszi egyenlettipus p-adikus varidnsat.

Sziics Gdbor az SZTE végzett hallgatdja a matematikai statisztika hatarelosz-
lasainak téméajaban bizonyitott tételeket. Kijavitotta Rémillard és Theodorescu
egy, az empirikus generatorfolyamat konvergenciajaval kapcsolatos hibas bizonyi-
tasat és szamos 1j eredményt is igazolt.

Diplomamunkijaban, ami megjelenés alatt all, a parametrikus bootstrap fo-
lyamat konvergencidjara ad az eddig ismerteknél altalanosabb feltételek mellett
technikailag nehéz és igen inventiv bizonyitast.

Hartmann Miklos SZTE végzett hallgatdja tovabbfejlesztve Szendrei Maria
egy példajat igazolta, hogy ha V csoportvarietds, ami nem az Osszes csoportok
varietdsa, akkor létezik olyan E-unitér regulérig félcsoport, amely egy kotegnek V-
beli csoporttal vett bévitése és nincs olyan E-unitér fedGje, amely bedgyazhato
koteg és V-beli csoport szemidirekt szorzataba.

Katona Zsolt az ELTE végzett hallgatoja dolgozataiban olyan halmazrend-
szerek nagysagat vizsgalja, ahol r halmaz metszete mindig legalabb s elemt, de ¢
halmaz metszete mindig legfeljebb t elemii. Mar specialis esetekben is faradsagos,
kiilonb6z6 technikak finom Osszeillesztését igénylé a becslés, a Fiiredi Zoltdnnal
nyert altalanos eset pedig szamos j nehézséget hordoz.

Patai Alapitvany dija

Lovas Rezsd Laszlo 1978-ban sziiletett Debrecenben. 1994-ben az Arany Daniel
Matematikaversenyen 3. dijat, 1996-ban pedig a matematikai OKTV-n 6. dijat
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nyert. Szintén 1996-ban a Nemzetkozi Fizikai Didkolimpian Osléban bronzérmet
kapott.

1996-ban felvették a KLTE fizikus szakara. Els¢ tudomanyos munkajat 1998-
ban kezdte a kdosz témakorében. Ugyanebben az évben, az I. nemzetkozi Ortvay
Rudolf fizikai problémamegold6 versenyen 2. dijat nyert. 1999-ben jelentkezett dip-
lomamunkara dr. Trocsanyi Zoltannal nagyenergias részecskefizikai témaban. E té-
méban irott Tudoményos diakkoéri dolgozataért az Orszagos Tudoményos Didkkori
Konferencia Atommag- és részecskefizika szekciojaban 2. dijat nyert. 2001-ben védte
meg Hadronkeletkezés virtualis fotonok egymason valo szorodasakor és a nagyener-
gias hatéresetben szerepl§ szorasi tényezék cimi diplomamunkijat Ugyanebben az
évben, a DE matematika doktori programjanak differencidlgeometria és alkalma-
zésai alprogramjara felvételizett. Témavezet&jével, dr. Szilasi Jozseffel a permet-
(spray-) és Finsler-geometria jelenleg még tiszt4zatlan teriileteinek a kutatasaval
foglalkoznak. A 2001/02-es tanév folyaman aktivan kozremik6dott témavezetsjé-
nek A Setting for Spray and Finsler Geometry cimi terjedelmes tanulméanyanak
megirasaban, amely a Kluwer Academic Pressnél megjelenés alatt 4116 Handbook
of Finsler Geometry cimi kotet egy fejezetét fogja képezni. 2002-ben Marosvasar-
helyen (Tirgu Mures) a Bolyai Janos, Gauss és Lobacsevszkij tiszteletére rendezett
Non-Euclidean Geometry in Modern Physics cimii 3. konferencian eladast tartott
Lie derivatives and Killing vector fields in Finsler geometry cimmel, amelynek az
irott valtozata megjelent a konferenciakotetben. 2003-ban Debrecenben a Works-
hop on Finsler Geometry and its Applications cimi konferencan sikeres eladast
tartott, melynek cikkforméaja a Periodica Mathematikaban jelenik meg.
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JELENTES A 2003. EVI SCHWEITZER MIKLOS-
EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2003. oktober 31. és november 10. kozott
rendezte meg a 2003. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A verse-
nyen kozépiskolai tanulok, egyetemi és foiskolai hallgatok, tovabba azok vehettek
részt, akik egyetemi vagy f6iskolai tanulmanyaikat 2003-ban fejezték be.

A verseny megrendezésére a Téarsulat a Szegedi Tudomanyegyetem Bolyai Inté-
zetét kérte fel. A Bolyai Intézet tanacsa bizottsagot nevezett ki a verseny lebonyoli-
tasara, amelynek elnoke Csorgs Sandor, titkara Fodor Ferenc, tagjai pedig Béalintné
Szendrei Maria, Czédli Gabor, Gehér Laszlo, Hajnal Péter, Hatvani Laszlo, Hege-
dis Jend, Kérchy Laszlo, Kincses Janos, Kramli Andras, Krisztin Tibor, Leindler
Laszlo, Németh Jozsef, Pintér Lajos, Simanyi Nandor, Staché Laszlo, Szabo Laszlo,
Szabé Laszlo Imre, Terjéki Jozsef és Totik Vilmos voltak.

A versenybizottsig felhivasara Gsszesen 34 kittizhet6 feladat érkezett be. Ko-
szonjlik mindazoknak a munkajat, akik ezeket a feladatokat javasoltak; a verseny
sikeréhez akkor is nagyban hozzajarultak, ha feladataik végiil nem keriiltek be a
versenybe. Ellenérzés és mérlegelés utan, a rendelkezésre all6 gazdag anyagbdl a
kialakult hagyomanyok figyelembe vételével a bizottsag tiz feladatot tiizott ki.

A 2003. évi Schweitzer Miklos Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Legyen (X, <) tetsz6leges rendezett halmaz. Bizonyitsuk be, hogy X pontjait
ki lehet szinezni két szinnel gy, hogy két azonos szint pont kozott mindig legyen
téliik kiilonb6z6 szind pont.

2. Legyen p primszam, és M olyan egész szamokbol allé n x m-es matrix, hogy
Mv # 0 (mod p)) minden olyan v # 0 oszlopvektorra, amelynek minden kompo-
nense 0 vagy 1. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan egészekbdl allé = sorvektor,
amelyre x M semelyik komponense sem 0 (mod p).

3. Legyen Z = {z1,...,2n-1}, n > 2, kiilonb6z8 komplex szamok olyan halmaza,
amelyben barmely szammal egyiitt annak komplex konjugaltja is benne van.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan (a Z halmaztol fiigg6) C konstans, hogy
minden ¢ € (0, 1) szamhoz talalhato olyan n-edfoka zg algebrai egész, amely-
nek q,...,T,—1 konjugaltjaira |z — 21| < &,...,|Tn—1 — 2n—1| < € teljesiil, és

~amelyre |zo| < C/e.
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b) Mutassuk meg, hogy van olyan Z = {z1,...,2,-1} halmaz és olyan ¢, po-
zitiv szam, hogy minden olyan n-edfoku x( algebrai egész szamra, amelynek
Z1,...,Tn—1 konjugaltjaira |1 — 21| < &,...,|Tn-1 — 2n—1| < € teljesiil, fennall
az |zo| > ¢, /e egyenlétlenség.

4. Legyenek {anyl,...,an,n}f;l egész szamok ugy, hogy an; #an; ha 1 <i<
j<n,n=23,...,6sjelolje (y) € [0,1) az y valos szam tortrészét. Mutassuk meg,
hogy ekkor van olyan {z,,},_, valos sorozat, hogy az (an 1Zn),. . ., (annTn) szamok
aszimptotikusan egyenletesen oszlanak el a [0, 1] intervallumon.

5. Legyen d > 1 egész szam, és 0 < r < 1/2. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik véges
sok (csak az adott d és r szamoktol fiiggd) nem nulla vektor az R? euklideszi térben
azzal a tulajdonséggal, hogy amennyiben egy R?-beli egyenes téavolsaga a Z<¢ egész
racstol legalabb 7, gy ez az egyenes merdleges e véges sok vektor valamelyikére.

6. Igazoljuk, hogy az n = z,(Tn—1 + Tn + Tny1), n=1,2,..., g = 0, rekurziénak
egyetlen nemnegativ megoldasa van.

7. Bizonyitsuk be, hogy ha r nemmegativ folytonos fiiggvény a szdmegyenesen,
akkor létezik olyan nem azonosan nulla f € C*(R), amelyre f'(z) = f(z—r(f(z))),
z €R.

8. Legyenek fi, fa,... folytonos valos fiiggvények a szamegyenesen. Igaz-e, hogy ha
ay | fn(z) fiiggvénysor minden z-re divergens, akkor ez az dsszeg elGjelezésének

tipikus megvaltoztatasa utan is igy marad (vagyis azon {e, },. , € {-1, +1}" soro-
zatok, amelyekre a Y > | &, fn(x) fliggvénysor legalabb egy = pontban konvergens,

LA

9. Adott a sikban néhany nyilt félsik, melyek hatarolé egyenesei a sikot konvex
tartoméanyokra osztjak. Megadando olyan C(g) mésodfokii polinom, amelyre tet-
sz6leges q > 1 egész esetén igaz az, hogy ha a félsikok a sik minden pontjat legalabb
g-szor lefedik, akkor a pontosan g-szor fedett pontok halmaza legfeljebb C'(¢) darab
tartoméany egyesitése.

10. Legyenek X ésY fiiggetlen szentpétervari véletlen valtozok, melyek tehat min-
den k=1,2,... esetén a 2* értéket 1/2* valoszintiséggel veszik fel, és jelolje I{A}
az A esemény indikatorat. Mutassuk meg, hogy X és Y megadhatok egy olyan,
elég bé valoszintiségi mezon, amelyen értelmezhets fliggetlen szentpétervari véletlen
valtozoknak egy masik, X’ és Y’ parja is ugy, hogy X +Y =2X'+Y'I{Y’ < X'}
majdnem biztosan.

Az els6 feladatot Juhdsz Istvdn, a masodikat Szegedy Baldzs, a harmadikat
Ruzsa Imre, a negyediket Totik Vilmos, az 6todiket Simdnyi Ndandor és Szdsz Do-
mokos, a hatodikat Névai Pal és Totik Vilmos, a hetediket Krisztin Tibor, a nyol-
cadikat Keleti Tamds és Mdtrai Tamds, a kilencediket Elekes Gyorgy, a tizediket
pedig Csdorgé Sdandor és Gordon Simons bocsatotta a bizottsag rendelkezésére.
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A versenyre 10 versenyz6 osszesen 68 megoldast nyajtott be; ebbe nem szé-
moltuk bele a 2. feladatra érkezett két olyan dolgozatot, amelyek egyéb egyszeri
megjegyzések mellett csak a konnytinek itélhets p = 2 esettel foglalkoztak. Név sze-
rint, Ambrus Gergely megoldast kiildott az 1., 6., 8. és 9. feladatra, Csdka Endre
ad.,b.,6.,09. és 10. feladatra, Juhasz Andras az 1., 3., 4., 5. és 7. feladatra, Mdthé
Andrds az 1., 2., 3., 4., 6., 7., 8., 9. és 10. feladatra, Pdlvolgyi Domdétor az 1., 3., 4.,
5., 6., 9. és 10. feladatra, Rdth Baldzs az 1., 4., 5. és 10. feladatra, Terpai Tamds
mind a tiz feladatra, Varju Péter az 1., 3., 4., 5., 6., 7., 9. és 10. feladatra, Vizer
Madté és Zibrdadi Gergely pedig az 1., 3., 4., 5., 6., 8., 9. és 10. feladatra. Verse-
nyen kiviil megoldast nytjtott be a 6. és 10. feladatra Lovas Rezsé Liszl6 T11. éves
doktorandusz, aki korabban fizikus szakon szerzett diplomét.

A megoldasok értékelésében a bizottsag tagjain kiviil részt vett Keleti Tamas,
aki, a probléma egyik kit{izGjeként, a 8. feladatra érkezett 6t dolgozat elbirala-
sara ajanlkozott. A versenybizottsag a 2003. december 1-jén megtartott iilésén a
kovetkezo hatarozatot hozta:

A 2003. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny dijazottjai

L. dijban és 50 000 forint pénzjutalomban részesiil Terpai Tamas, az ELTE
otodéves matematikus hallgatéja;

I1. dijban és 40 000 forint pénzjutalomban részesiil Mathé Andras, az ELTE
negyedéves matematikus hallgatoja;

I11. dijban és 30 000-30 000 forint pénzjutalomban részesiilnek Varja Péter,
a SzTE harmadéves és Zabradi Gergely, az ELTE negyedéves matematikus
hallgatoi;

Dicséretben és fejenként 15 000 forint pénzjutalomban részesiilnek Juhész
Andras, az ELTE 6tédéves, Palvolgyi Domotor, az ELTE negyedéves, és Vizer
Maté, az ELTE negyedéves matematikus hallgatoi.

Indoklas:

Terpai Tamds kifogastalanul megoldotta mind a tiz feladatot. Kiemelkedd az
5. és 8. feladatra adott megoldasa, valamint Gsszes megoldasanak vilagos okfejtése
és tomor, tiszta leirdsa.

Mathé Andras teljes megoldast adott az 1., 2., 3., 4., 6., 8., 9. és 10. feladatra,
és kissé hidnyosan megoldotta a 7. feladatot is. A 4. feladatra lényegében két
megoldast adott, kiemelkeds a 8. és a 9. feladatra adott megoldasa, a 2. feladatot
pedig tetszoleges p > 2 természetes szamra altalanositotta.

Zabradi Gergely kifogastalanul megoldotta az 1., 3., 4., 5., 6., 8., 9. és 10.
feladatot, kiemelkedd az 5. feladatra adott megoldasa.

Varju Péter teljes megoldast adott az 1., 4., 5., 6., 7., 9. és 10. feladatra
¢s megoldotta a 3. feladat b) részét is. Kiemelkedd a 4., 5. és 9. feladatra adott
megoldasa.
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Vizer Maté helyesen megoldotta az 1., 5. és 9. feladatot, kisebb hianyossagokkal
a 8. feladatot és lényegében megoldotta a 4. és 10. feladatot.

Padlvélgy: Dimdotor jol megoldotta a 4., 5. és 9. feladatot, hidnyosan a 6.
feladatot, ergsen hianyosan az 1. feladatot, és 1ényegében megoldotta a 10. feladatot.

Juhdsz Andras kifogastalanul megoldotta az 1., 3., 4., 5. és 7. feladatot, kie-
melkedd a 3. feladatra adott megoldasa.

A bizottsag kiilon emlitésre méltonak tartja Csdka Endre, az ELTE matema-
tikus hallgatoja jo szereplését, aki elsGéves 1étére jol oldotta meg a 4., 6., 9. és 10.
feladatokat.

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2003. évi koltségvetése az els6, masodik
és harmadik dijakra, valamint a dicséretekre rendre 45 000, 30 000, 20 000 és 10 000
forintot iranyzott el6 fejenként, eredetileg tehét dsszesen 145 000 forint pénzjutalom
kifizetésére volt lehetség. Ezt az Osszeget a Szegedi Tudoményegyetem Bolyai
Intézete 50 000 forinttal megtoldotta, igy alakultak ki a jutalmak fenti osszegei.

Csorgo Sandor és Fodor Ferenc

A feladatok megoldasai

1. feladat (Juhész Istvan). Legyen (X, <) tetszéleges rendezett halmaz. Bizonyitsuk
be, hogy X pontjait ki lehet szinezni két szinnel igy, hogy két azonos szini pont
kozétt mindig legyen tdlik kilonbozd szind pont.

Megoldas (Rath Balazs). Az a,b € X elemek esetén a ~ b jellje azt, hogy az [a,b]
intervallum véges. Ez egy ekvivalenciarelacié X-en, melynek minden osztélya olyan, hogy
az altala indukalt rész rendezett halmaz izomorf (Z, <) egy intervalluméval. Az osztalyokra
igaz a feladat allitasa, hiszen (Z, <) intervallumaira igaz. Ezt a paritas szerinti szinezés
mutatja, ami igazabol két szinezés aszerint, hogy a két szint miként osztjuk el a két paritéasi
osztaly kozott.

A legalabb kételemt osztalyok esetén a fenti két szinezés koziil tetszélegeset kovetve
szinezzlk ki az osztaly elemeit. A tobbi elem egyelére szinezetlen marad. Az egyelemii osz-
talyok elemeinek vegyiik egy jolrendezését, amit rendszamokkal val6é indexezéssel jeloliink:
{aa : a < &} valamely ¢ rendszamra. Ezeket az elemeket indexiik szerinti sorrendben,
egyesével szinezziik ki: a. szinezésénél vegyiik a mar szinezett elemek (a legalabb két-
elem( osztalyok elemei és a {ag : 8 < o} halmaz elemei) és a, altal indukalt (R(aq), <)
rész rendezett halmazt. Ha ebben az a. elemnek van kisebb és nagyobb szomszédja is (két
elem szomszédos, ha nincs koztiik X-beli elem), és ezek azonos szintek, akkor a, szine
legyen szomszédai szinétdl eltérs. Mas esetben a, szine tetszéleges lehet.

A fenti transzfinit eljaras végeredmeénye egy, az allitast bizonyit6 szinezés lesz, azaz
olyan szinezés, amelynek barmely legalabb kételemi intervalluma nem egyszind. Ennek
belatasahoz vegyiik (X, <) két kiilénb6z6 elemét, a-t és b-t. Ha az (a,b) intervallum
tartalmaz legalabb kételemi osztalyboél vett elemet, akkor ennek valamely szomszédjat
is tartalmazza az [a,b] intervallum, igy az nem lehet egyszini. Ha az (a,b) intervallum
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Osszes eleme egyelemii osztélyt alkot, akkor vegyiik a fenti jolrendezésben az elsé (c) és
masodik (d) elemet az (a,b) intervallumbol, tovabba a ¢ és d kozti elemek koziil a legelsét
(e). Ekkor e szinezésénél (R(e), <)-ben létezik e-nek két szomszédja: ¢ és d. Igy eljarasunk
biztositja, hogy nem lehetséges, hogy c-nek és d-nek kozos szine legyen, ami e szine is
egyben. Azaz most is igaz, hogy az [a, b] intervallum nem lehet egyszint.

Erkezett 9 dolgozat. Helyes Juhasz Andras, Mathé Andras, Rath Balazs, Terpai
Tamas, Varja Péter, Vizer Maté és Zabradi Gergely megoldéasa. Erdsen hianyos Ambrus
Gergely és Palvolgyi Domotor megoldasa.

2. feladat (Szegedy Balazs). Legyen p primszim, és M olyan egész szimokbdl
d@llé n x m-es mdtriz, hogy Mv # 0 (mod p) minden olyan v # 0 oszlopvektorra,
amelynek minden komponense 0 vagy 1. Mutassuk meg, hogy ekkor létezik olyan
egészekbdl dllé x sorvektor, amelyre xM semelyik komponense sem 0 (mod p).

Megoldas. (M4thé Andrés és Terpai Taméas dolgozatai alapjan). Legyen & = *™/? egy
p-edik egységgyok és jeloljon A = {a; ;} egy olyan egészek feletti n X m-es maétrixot,
amelynek elemei mod p az M matrix elemeit adjak. Legyen

m
F(Bi,89, 005T0) = H (522=1 GkGTE _ 1)
j=1

az egész szam n-eseken értelmezett fliggvény. Legyen Y az m hossza 0 — 1 sorozatok
halmaza. Egy adott y € Y sorozatra legyen §(y) aszerint 1 vagy —1, hogy y paros vagy
paratlan sok l-est tartalmaz. Legyen tovabbéa ~(y) az A maétrix oszlopainak y-lineéris
kombinacioja. Kifejtve a fenti szorzatot, azt kapjuk hogy

n
Tl e s n ) =1(=1)"™ Z 5(y)€z‘°=‘b"z’°.
yey,
¥(y)=(b1,b2,....bn)

Az 6sszegezés felcserélésével feltételiink alapjan latszik, hogy

Z FUB T voniyin ) = Z (=172 Z 5(y)527§=1bkrk

0<z1,z2,...,zn<p—1 0<z1,....;.en<p—1 yeY
7(y)=(b1,b2,-.-,bn)

i AR YIS W s

yeYy 0<zy,z2,...,2n<p—1
v(y)=(b1,b2,...,bn)

2—1 p—1
—comra ey Y (T et (X ).
yeY\{0,0,..., 0} zq1=0 Tp=0
Y(y)=(b1,b2,...,bn)

Ha itt p f b;, akkor 25];10 (%)™ = 0. Viszont ha y € Y\ {0,0,...,0}, akkor feltételiink
alapjan mindig van olyan k, hogy p t bi.. Ezért fenti sorban a méasodik tag értéke 0, s igy

3. f(z1,2a,...,20) = (=1)"p".

0<x1,22,...,.2n <p—1
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Ennek alapjan léteznek olyan tq,t2,...,tn egészek melyekre f(t1,t2,...,tn) # 0. Visz-
szatérve f eredeti szorzat alakjahoz, ez azt jelenti, hogy ai jt1 + az jto + -+ an,jtn
semmilyen j € {1,...,m} esetén nem oszthat6é p-vel, ami pedig ekvivalens azzal, amit
bizonyitani akartunk.

Erkezett 2 dolgozat, Mathé Andréas és Terpai Tamas ragyogo fenti megoldasai.

3. feladat (Ruzsa Imre). Legyen Z = {z1,...,2,—1}, n > 2, kiilonbéz6 komplex szd-
mok olyan halmaza, amelyben barmely szammal egyiitt annak komplex konjugdltja
is benne van.

a) Bizonyitsuk be, hogy van olyan (a Z halmaztdl fiiggs) C' konstans, hogy min-
den € € (0,1) szamhoz taldlhaté olyan n-edfoki xo algebrai egész, amely-
nek x1,...,Tn—1 konjugdltjaira |1 — z1| < €,...,|Tn-1 — 2n—1| < € teljesil, és
amelyre |zo| < C'/e.

b) Mutassuk meg, hogy van olyan Z = {z1,...,2n—1} halmaz és olyan c, pozi-
tiv szam, hogy minden olyan n-edfoki xo algebrai egész szimra, amelynek
T1,...,Tn—1 konjugdltjaira |x1 — 21| < €,...,|Tn—1 — 2n—1]| < € teljesiil, fenndll

az |zg| > cn /e egyenlétlenséy.

1. megoldas (Juhasz Andréas). a) Legyen ¢t € R esetén

n

fi@)=(@z—21)(z—22) - (2— 2zn-1)(z2—1) = Zajzj, ahol a, = 1.
=0

Mivel Z zart a komplex konjugélasra és ¢ valos, ezért fi(z) egylitthatoi valosak. Legyen

tovabba
_—y . n—1 2
o= (, min |z —zl) (1 - \[,, )

Mivel Z elemei paronként kiilonbozéek, ezért €9 > 0.
Lemma. Tetszéleges § > 0 esetén létezik olyan L = L(Z,§) konstans, hogy ha 0 < e < &g
és |t| > £, akkor minden olyan val6s egyiitthatés

f2)=(z—a) (2= an-1)(z—a0) = D _ b;2’
i=0

polinomra, melyre |a; — bj| < 6, 0 < j < n, igaz az, hogy
|a1 N Z]| < Eyvnny |an—1 e zn—ll < E;

Bizonyitas. Legyen i := {|z —z| = s} a zr-t megkeriils gorbe. Ekkor £ < gp miatt
fi(2)-nek pontosan egy gyoke esik v, belsejébe, mégpedig 2. Ha méarmost

(%) minden z € W esetén |fi(2)| > |fe(2) — f(2)|,

akkor Rouché tétele szerint f(z)-nek is pontosan egy gyoke esik ~i belsejébe. Jelolje ay
az f(z) polinom ~; belsejébe es6 gyokét és vezesssiik be az

n
M =max {|z1],...,|#m-1|} és K:éZ(M+1)j
=0
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jelblé.seket. Ekkor, ha z € i,

n

| fe(z) — D (@i —b)2 | <6 (M+e) <8 (M+1)Y =K
=0 4=0 3=0
|fe(2)| = elz | H |z — 2;].
J#k

Most igazoljuk a kovetkezs allitast:

(%) ha [t| > 4e+ M, akkor |z —t| H |z — 25| > [z;c —t H |2k — z;].
J#k J#k

Valéban, vegyiik észre, hogy ¢ < gy vélasztasa miatt

z— 2 z—2z z—2z
L= Eplz1-|—=
Zk — Zj Zk — Zj 2k — Zj
=l > 1 — d z\ﬁ
|2k — 24 mini<j<k<n—1 |2 — 2 3
és igy
le—zﬂnglzk—zJ
J#k J#k
Mésrészt
z—t z— -z € 3
Epllmie s = ==,
2 —t Zk-—t k—t Izk-—t| 4

azaz |z —t| > 4e, hiszen |2 — t| > |t| — |2k| > 4e + M — |zx| > 4e. Ezzel (*x)-ot belattuk.

Legyen most

n—1
N= lginslzll_l I:[l |zk - Z_jl == (0.
;#k
Ekkor ()-bol kovetkezik, hogy z € vx esetén | fi(2)| > £N|zx —t|. Ha tehat [¢| > 2K + M,

akkor |zx —t| > 2£ minden k-ra, amibol kovetkezik, hogy |fi(2)| > K, tetszoleges k és
Z € Y, esetén, de 1lyenkor | fi(2) — f(2)| < K. Legyen végiil L olyan nagy, hogy az adott
£ € (0,0] mellett £ > max {4e + M, 28 + M }. Ekkor [t| > £ és 1 < k < n — 1 esetén (%)
teljesiil. Ezzel a lemma.t belattuk.

Most visszatériink a feladat a) részénck megoldasahoz. Legyen |t| = %, fi(2) =
>y a;27, & < g9. Ekkor minden 1 < j < n—1és a; € R esetén létezik olyan b; € Z péaros
szam, melyre |a; — b;| < 2. Tovabba a;-hez létezik olyan by € Z, melyre by = 2 mod 4 és
la1 — b1| < 2. Végiil legyen b, = 1. Ekkor az

fR)=(z—11)...(2—2n-1)(z2 —x0) = ijzj
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polinom irreducibilis Z felett a Schonemann—Eisenstein-kritérium miatt, ugyanis 21 b,,
2| bn—1,...,b0,41bo. Tehat xzo n-edfoka algebrai szam, aminek konjugaltjai z1,...,Tn_1.
Mivel |t| > L, ezért a lemma miatt |21 — 21| < &,...|Tn_1 — 2n_1| <.

A gyokok és egytitthatok kozotti Osszefiiggésekbdl

n—1=(D"Yz +...+2-1+1t) 6 bp1=(-1D""Yz1+... 4+ Tp—1 + o).

Igy
22 |an-1—bn-1| 2 |(z1 —21) + - + (2n-1 — Tn-1) + (t — z0)|
Slt—zo| — |21 —x1| — - — |2Zn—1 — Tn-1| > |t — zo| — (n — 1),

ahonnan Eobt
|zo| < |t|+(n—1)5+2—T+(n—1)6+2

Tehat ha C elég nagy, akkor |zo| < %
Ezzel a feladat a) részét belattuk akkor, ha 0 < € < g¢. Végiil legyen C = g Ekkor

b= megfelel6 ¢ < go esetén. Ha pedig 0 < € < 1, akkor zo-t vélasszuk €o-hoz; ekkor
|£Eo| - % =10 %

b) El6szor tekintiink egy olyan

= i ci?’ € Q[z]
j=0

polinomot, ahol ¢y =1/2, ¢1 =1/3 és ¢, # 0, amelynek nincs tobbszoros gyodke. Ilyen
val6ban létezik, ha (n — 1) > 1. Valasszuk meg a ca,...,cn—1 € Q szamokat tetszSlegesen
(en—1 # 0). Ha h(z) diszkriminansa nulla, akkor a c;-k kis valtoztatasaval elérhetd, hogy
a diszkriminans méar ne legyen nulla, s ekkor A(z)-nek mar nincs tobbszords gyoke. Jeldlje
ezeket a gyokoket 21,...,2n—1.

Az l={-1t,1 — 3t : t € R} C R® egyenes racionalis meredekségu Ezért ha meg-
mutatjuk hogy lﬂZ% 0, akkor d(l Z?*) > 0. Valéban, ha (— 3—3t) e 7? volna, akkor

t=kez, azazt——2k s igy 2— 1t = 22k € 7 lenne. Tehat6|3+4k és igy 3 | k,

valamlnt —lt =2k ¢ Z, teh4t vegul 5 — —t ¢ Z ami ellentmondas.

Tegyiik fel, hogy az xo n-edfoki algebrai egész z1,...,xn,—1 konjugaltjaira fennall,
hogy |z1 — 21| < &,...,|Tn—1 — 2n-1| < €. Legyen ekkor

f(z)=(z—m1)...(2 — Tn_1)(z — z0) Z

tovabba B
feo(2) = (2 —21)...(2 — 2n-1)(2 — T0) = Z a;?.
=0
Ekkor ]
a; = (-1)"7 (Fa=s{2is: 005 8-}t On~gilZise  » Ta-i)To),
by = (=1 2 on— (B0 s Bt F Tinmget [y ¢ + oy Bt 20
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végiil

n=j—1
¢; = (—1)"7 on-j-1(z1,...,2n-1),
ahol o, az m-edfoka elemi szimmetrikus polinomot jeloli. Tehat aj = ¢;—1 — ¢;xo. Speci-
alisan ag = —%xo,al =cyg—C1To = % — %:1:0.

Mivel d(l,7Z%) > 0, ezért létezik olyan & > 0, melyre tetszéleges (x,vy) € | esetén
d(z,Z) > ¢ vagy d(y,Z) > 6. Minden 0 < j < n esetén b; € Z, de mivel (ao,a1) = (— %zo,

1 — 1x0) €1, ebbdl kdvetkezik, hogy k = 0 vagy k = 1 valamelyikére |ax — by| > 4.

A o; polinom C'-ben van, tehat Lipschitz-folytonos a {|z| < 2M} kérlemezen.
Igy létezik olyan L > 0 konstans, ami csak M-t6l fiigg, melyre m € {0,1,...,n— 1} és

|21 — 21| < &,...,|Tn-1 — 2n—1] < € < M esetén
3 n—1
’Um(ml,...,:cn,l) —o'j(zl,...,zn,l)l < LZ |z — 21| < L(n — 1)e.
1=0
Ebbél
lak — bk| < |on-k(x1,...,Zn-1) — On-k(21,...,2n-1)|
+ ’(J'n_k_l(il,‘l,...,.’lln_l) - on_k_l(zl,...,zn_1)|:c0 < L(n— 1)€(1 + |:c0|).

Tehat § < L(n — 1)e(1 + |zo|), amibél kdvetkezik, hogy |zo| > f(n’s_—l)e — 1. Ezért létezik
olyan ¢, > 0 konstans, hogy ¢ < % esetén |zo| > ﬁ — 12> 2. Ezzel a feladat b)
részét is igazoltuk.

2. megoldas (a kitiz6). a) Legyen 6 = minx; |z — z;|. Elég az € < §/2 esettel foglal-
kozni. Ekkor a feladat elsé fele igy fogalmazhat6: van olyan n-edfoka egész egyiitthatos
irreducibilis 1 féegyiitthatoju f polinom, amelynek minden |z — z;| < € korben van gyoke,
és az n-ik gyok abszolut értéke is < C'/e.

Legyen most
n—1 n—1
g(2)=(z—-A) [J(c—2z)=2"+ ) a;?,
2 j=0

ahol az A pozitiv szamot majd késébb valasztjuk meg. A Z halmazra tett feltevés miatt
az egylitthatok valosak. Legyen b; az aj-hez legkozelebbi olyan egész szam, amely = 2
(mod 4). Ekkor |a; — b;| < 2, és tekintsiik az

n—1
flz)=2"+ Z b;2’
§=0

polinomot. Ez irreducibilis a Schonemann—Eisenstein-kritérium miatt.

A tovabbiakban a kovetkezs tényt hasznaljuk: ha g és h analitikus fiiggvények és egy
korvonalon Ih(z)| 24 Ig(z)], akkor a kor belsejében g-nek és g + h-nak ugyanannyi gyoke
van. Persze h = f — g lesz. Azt kell belatni, hogy |h| < |g| teljesiil egyrészt a |z| = C'/e
koron, masrészt a |z — z;| < € korokon.

Mivel h (n— 1)-ed foku és minden egyiitthatoja abszolut értékben < 2, ezért |z| = C'/e
esetén

|h(2)| < 2n(C/e)" .
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Nézziik most ugyanitt g értékét. Ha egyrészt C > 2Ae, mésrészt C > 2maxi<j<n—1 |2,
akkor a g-t definialo n taga szorzat mindegyik tényezGje abszolut értékben > C'/(2¢), és

igy N
latal] > (fg) .

Ha C > n2", akkor ezekbdl |h| < |g| kovetkezik.

Nezzuk most a |z — z;| < e koroket. Ezeken |z| < 1+ max |z;| = C1, tehat |h(z) |
2nCT ™" = Cy; ez csak a Z halmaztol fiiggs konstans.

Tekintsiik most a g-t definialé szorzatot. Ennek az egyik tényezgje abszolut értékben
pontosan €. A tobbi |z — z;| pedig > d —e > §/2. Végiil az elsé tényez6 |z — A| > A—Cy >
A/2, ha A > 2C,. Ekkor tehat

lg(2)| > (A4/2)e(8/2)" 2 = Ca Ae.

Igy avégett, hogy |h| < |g| fennalljon a kis korckon, elégséges, hogy C3Ae > Oy legyen.
Legyen tehat A = C3/(Cse). Ezek utan a C-re tett feltevések a

C > max (n2",2C2/C3,2max |z;|)

format o6ltik. Ezzel a feladat elsé felét belattuk.

Megjegyezziik, hogy a kis korokhoz kell nagy A érték, és persze nem varhato, hogy f
legnagyobb gytke ennél kisebb lesz. Az els6 okfejtés (a becslés a nagy koron) sokkal kisebb
szamra is mikddne. Fontos, hogy a z; szamok mind kiilonb6z6k: ha példaul mindegyik 0,
akkor, mivel |H;.l:_11 z;j| > 1, ezért |xo| > ™. Az az allitas, hogy minden e-hoz van ilyen
algebrai szam, az xo becslése nélkiil, Motzkin tétele 1947-bél.

b) Vegyiink olyan z; val6s szamokat, hogy ;.1:_11 zi =0¢és Z; 11 zj = 1/2. Legyen ezutan
z; = zj + &, ahol tehat |J;| < . Legyen o = Z;:ll J;, amire |o| < ne. Legyen végiil o =
m — o. Ekkor m = Z;:ol z; az Osszes konjugalt Osszege, tehat egész szam.

o ; z = 2 2
Szintén egész szam lesz Z?:o I?, és igy egész szam lesz

n—-1
§ 2
J=0

252+221 + 0% — 2mo

N:M—-‘

is. Itt . g
n— n-— 1
3 (07 +2l2505]) + 0 < (R +n)e® + 26> |z < 3
j=1 g=1

ha e elég kicsi. Ekkor tehat |2mo| > 1/4, azaz |m| > 1/(80) > 1/(8ne).

Erkezett 7 dolgozat. Helyes Juhasz Andras, Mathé Andras, Terpai Taméas és Zabradi
Gergely megoldasa. Csak a b) részt oldotta meg Varju Péter. Részben hibés, részben nem
értékelhetd két dolgozat.

4. feladat (Totik Vilmos). Legyenek {anyl, e ,an,"}:o:l egész szamok gy, hogy
OnjiFOng hal<i<j<n, n=2,3,..., €3 jelofje (y) € [0,1) az y valds szdm
tortrészét. Mutassuk meg, hogy ekkor van olyan {x,},. | valds sorozat, hogy az
(@n1n)s .. (annty) szdmok aszimptotikusan egyenletesen oszlanak el a [0, 1] in-

tervallumon.
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Megoldas. (Juhisz Andrés). Legyen m € 7 és n > 1 esetén
omn(z) = L3 emmanse, s e R
m,n n s .

Mivel a, x € Z, 1 < k < n, ezért barmely z € R esetén @m »(z+1) = Om,n(T) és Pmn(x) =
@—m,n(z). A Weil-kritérium miatt elég talalni egy olyan {z,} >, val6s sorozatot, melyre
m#0 esetén limp—co @m,n(Tn) =0. Mivel Y_mn(Tn) = Pmn(Tn), ezért elég olyan
{zn};7, sorozatot talalni, amelynél lim, oo Ym,n(xn) = 0, ha m > 0.

Az an;i # an,; (1 <1< j < n) feltétel miatt a ¢, » trigonometrikus polinom minden
Fourier-egyiitthat6ja 0 vagy ‘%, tovabba az % egyiitthatok szama m # 0 esetén n, igy a
Parseval-formula miatt

4 2 1
m,n de=n— = —.
|omn(@)|" da = n—; 7
Ebbél viszont
11 Lvnl i 1 1
m,n de = - < —y
| X fomater e 12 < 72
ahonnan kovetkezik, hogy létezik olyan z,, € [0,1], melyre ‘/=_ |<pm n(zn)’2 < \/Lﬂ Te-
hat
2 1 2 1
|S01.n(mn)| < ﬁa ey |‘p[\/ﬁjn($n)| s —ﬁ

Tehat n > (m + 1)? esetén ]cpm i :vn)| \/—, ahonnan limp,— e Ym,n(Zn) =0 ham > 0.

Megjegyezziik, hogy a fenti megoldas, tovabba Cséka Endre, Varju Péter és Zabradi
Gergely megoldasai is — anélkiil, hogy ezt célul tiizték volna ki — becslésre vezet a D,, =
SUPg< <1 |2 3% I{0 < (anran) < o} — 2| diszkrepancia rendjére: D, = O(1/y/n).

Erkezett 9 dolgozat. Helyes Csoka Endre, Juhasz Andras, Mathé Andras, Palvolgyi
Domotor, Terpai Tamas, Varju Péter és Zabradi Gergely megoldasa. Nehezen kovetheto,
de lényegében jo Vizer Maté megoldasa. Nem értékelhets egy dolgozat.

5. feladat (Simanyi Nandor és Szasz Domokos). Legyen d > 1 egész szam, és
0 < r < 1/2. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik véges sok (csak az adott d és r
szdmoktdl figgs) nem nulla vektor az RY euklideszi térben azzal a tulajdonsdggal,
hogy amennyiben egy R -beli egyenes tdvolsiga a Ze egész rdcstdl legaldbb r, tigy ez
az egyenes merdleges e véges sok vektor valamelyikére.

1. megoldas (Terpai Tamas). Jelélje ||z|| az T legk()zelebbi egésztol valo tavolsagat.

Legyen tovabbé e(y) = €™, A = L) és f(z) = max {0,1— JL} Ekkor az
f fiiggvény 1 szerint periodikus és )(# 0 eseten Ic adik Fourier-egyiitthatoja

ak = /01 f(z)e(—kz)dz = /_AA f(x)e(—kz)dz = /()A <1 ||z||) [e(—kz) + e(kz)] dz

A 7 A . A
sin 2wkx 2 |zsin2wkx  cos2wkx
= o onkzdr =2 |[—— | - =
/0 (1 A) 2cos2mkx dx = [ ok ]0 % [ ok + (@nk)? ]
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2 Asin2nkA 2 cos2mkA 2 1
Uiheer————s
A (27k)

_ sin2wkA _o_2
Ef wk A 2k A (27rk)2

1 —cos2mkA — 0 €

29AK T AEE)

igy a Fourier-sor dominaltan egyenletesen konvergens, tehat elallitja f-et és ezért van
¥ e Oxe(ka)| = | I - are(kz)| <e,z€R

aqt + B4) paraméterezéssel, ahol

olyan n pozitiv egész, melyre |f(z
Legyen egyenesiink megadva a t — (a1t + 51,
). Mivel ennek tavolsaga a Z? racstél legalabb r, ezért

(ah.”,ad)¢(0,.q0
d
<Y llagt+ 85117,
j=1

tehat valamely j-re |lajt + 35| > == = A. Igy

ﬁ( i are(k(ajt + B;) )

j=1 k=—n

minden valés t-re. Ekkor viszont minden N > 0 esetén

2 N 2
(2%)°N >/
0

=l 2 9%

S8

H |f(041t+ﬂ1 |+5 < (1+¢)

Zn: are(klajt + 5;])

i=lk=—
N n 2
=/ Z ak, -+ - axge(kioat + B1]) - - - e(ka[aat + Bd))
0 [ SR kg=—-n
2

n d d
Rt Ty e(tZ(kj—lj)aj+Z(kj—lj)ﬁj> dt
j=1
N d
= > ak,---akdazl~-~azd/ e(tz (kj —1; )aJ-f-Z(k =1;) )dt
k1,eerkgyll e lg=—n 0 j=1 j=1
e(NZ;i 1 (K — (Xd: >
i)

= E Ay * Ahg @y - Ay
27”21 1( j=1

yelg=—n

zgzl(kj—lj)aj;éo
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n d
+ N Z Ay == Ol Qg+ (Z(k —-l )

Riflynesy kgyl1,...lg=—n
T4y (kj—1j)a;=0

n

d
=0(1)+N 5 aky - .. Ak a1 ...a,de<2(kj—lj)5j)

K1yeeoskaslyseelg=—n i=1
L1 (kj—tj)a;=0

ha N — oo, tehat N egyiitthat6ja az egyenléség jobb oldalan legfeljebb 22%¢%. Masrészt
ezen egyiitthatoban az olyan tagok Osszege, amelyekben minden j-re k; = [},

n n

d
S akcakgar, cak, e(0) =[] D ake(0)
F=1

1 2d 5 r2d
:(/0 f(a:)d.r) =N =

igy ha £22%¢ < L:;—, akkor & < r*/(2mvd )d. Az sszeg persze mas Osszeadandokat is
tartalmaz, azaz vannak olyan ki, ..., kq,l1,...ld € [-n,n] egészek, melyekre (k1,..., kq) #
(... la) s T3, (kj —l;)a; =0, tehdt A; = k; —I; € Z jelbléssel (M1, ..., Ad) # (0, ...,0)
és ijl A\ja; = 0. Ha tehat egyenesiink Z-t6l legalabb r tavolsagra van, akkor merdleges
a{(A1,...,Aa) | (A1,-..,Aq) # (0,...,0),—2n < \; < 2n minden j-re} nemnulla vektorok
egyikére.

2. megoldas (Rath Balazs). Megmutatjuk, hogy az R = R(d,r) = 3%~ /r szam mellett
a (Z*N B(0,R)) \ {0} vektorhalmaz rendelkezik a kivant tulajdonsaggal, ahol B(0,R)
az origd kozépponti R sugart nyitott gomb az R%ben. A tovabbiakban vektortéren R®
altereit értjiik, norma alatt pedig a || .|| = || . ||, norma megszoritasat a megfelels altérre.

Legyen V egy vektortér és H C V legyen V olyan részhalmaza, mely a vektordssze-
adasra nézve csoportot alkot. Ekkor, ha H diszkrét, akkor jelolje p(H) a legrévidebb
nemnulla H-beli vektor hosszat. Ha lin(H) = V, akkor jeldlje pu(H) = sup, ¢y dist(v, H),
ahol dist(v, H) := inf.en ||v — z||. Megjegyezziik, hogy lin(H) =V esetén pu(H) < oo, il-
letve hogy H topolégiai lezéartja, H is részcsoportja V-nek. Igaz tovabbéa az is, hogy
w(H) = u(H) és H esetén hasznalhatnank infimum helyett minimumot és szuprémum he-
lyett maximumot p definiciéjaban. Mivel V-rél feltettiik, hogy R? altere, igy V dualis
V™ tere azonosithaté V-vel a szokdsos moédon. Tovabba, ha W <V altér, akkor a V/W
faktortér azonosithaté W'-el, azaz W-nek a V-beli ortogonalis kiegészitjével.

Legyen W < V altér, H C V részcsoport. Jelolje H/W= a H halmaznak W-re vonat-
kozo6 merdGleges vetiiletét, azaz W-nek egy « elemére € H/W™, ha létezik olyan y € w+,
hogy (z +y) € H. Kénnyen lathaté, hogy H/W is részcsoportja W-nek. Ha H C V rész-
csoport, akkor H-nak a H™ duilisa alljon mindazon v* € V* =V vektorokbdl, amikre
minden v € H esetén igaz, hogy (v,v*) € Z. Példaul Z% C R? esetén (Z29)" = Z7.

Legyenek V, W, H olyanok, mint eddig. Ekkor H/W* C W, igy jelélje (H/W*)" a
H/W*-nek a W-beli dualisat.

1. allitas. (H/WH) = H* nW.
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Bizonyitas. Vilagos, hogy w* € (H/W*)" <= w* € W és Vz € H/Wt-re (w*,z) €
Z <= w* €W és Y olyan z € W-re, amihez 3y € W+, hogy (z+y) € H, igaz, hogy
(w*,z) €Z <= w* € W ésVolyan € W-re és y € W-re, amire (z + y) € H, (w*,z) €
Z <= w* € W és V olyan x € W-re és y € W-re, amire (z + y) € H, igaz, hogy a bels6
szorzat (w*,z+y) € Z <= w* € W és Vv € H-ra (w*,v) EZ<= w* € H*NW.

2. allitas. Legyen H C V, H = H és H nem diszkrét. Ekkor létezik olyan © € V, hogy
||[2]] =1 ésRo C H, azaz Vt € R-re tv € H.

Bizonyitas. Létezik olyan v; € H, i € N, sorozat, hogy ||vi|| — 0, ha i — co. Ekkor a
”—Z:}—IT vektorok a V-beli egységgémb felszinén vannak, ami kompakt halmaz, igy ennek
a sorozatnak van torloédasi pontja, mondjuk v. Ahhoz, hogy igazoljuk, hogy Vt € R-re
tv € H, elég megmutatni, hogy Va € [0,1]-re av € H, mivel H csoport. Ehhez pedig
elegendd azt bizonyitani, hogy tetszéleges € > 0-hoz létezik v € H, hogy |av —v|| < &,
hiszen H zart.

Vi %
S =)

flosl

Legyen i € N olyan, hogy ||vi|]| <&/2 és < /2. Ekkor h:—”J € Z, és igy

"= v; € H, és ezért
llvs |

at — tij Vi
floall | ™

& ”ai} o
[lvill

+|oqeg - o>
[lvill flosll | ™

-+ (2= 2| ) el <

v; (5 €
V———=|+ ||| £ s+ 35=e
||vin” Il <3 +3

=al|lv

(%
[lvil|

3. allitas. Legyen H C V, H = H. Ekkor van olyan W < V altér, hogy W C H és H/W
diszkrét részcsoportja W= -nek.

Bizonyitas. Legyen W a legbGvebb H-beli altér. Ilyen nyilvanvaléan létezik. Ekkor
H/W diszkrét, mivel ha nem igy lenne, akkor a 2. allitds szerint lenne olyan & € W+,
[|[v]| = 1, hogy ha lin(v) C H/W, akkor teljesiilne lin(v) + W C H, ami ellentmond W
maximalitasanak.

4. allitas. Legyen A C V racs és W < V altér. Ekkor AN'W pontosan akkor racs W-ben,
ha A/W réacs V/W-ben.

Bizonyitas. Legyen m : V — V/W a faktor leképezés. Vilagos, hogy a V-beli A racs w(A)
képe torziomentes és végesen generalt Abel-csoport (tehat algebrailag a Z egy véges direkt
Ossszegével izomorf), ami kifesziti a V//W képteret. Az is j6l ismert, hogy

(%) rank(A N W) + rank (7(A)) = rank(A) = dim V,
(%%) dim W + dim(V/W) = dim V.

Itt a (*) bal oldalanak els6 tagja pontosan akkor egyezik meg a (xx) bal oldala elss
tagjaval, amikor a A N W metszet egy racs W-ben, valamint a bal oldalak masodik tagjai
pontosan akkor egyeznek meg, ha a w(A) kép egy racs V/W-ben.

Azt tudjuk, hogy ha A C V racs, akkor A* C V is racs és A** = A.
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5. allitas. Ha dim(V') = n, akkor u(A)p(A*) < 3™.

Bizonyitas. A bizonyitast n-re valo teljes indukcioval végezziik. Tudjuk, hogy n =1

esetén p(A) = ép( A . Most legyen n > 1 tetszleges. Legyen v a A* egyik legrévidebb

nemnulla vektora. Ekkor ||v]| = p(A*). Jelslje A* /v a A*-nak a v'-re valo vetiiletét. Ek-
kor A*/v racs lesz, mivel lin(A*/v) = v* és mivel A" /v diszkrét, s6t az is igaz, hogy

p(A* /v) > $p(A*). Ugyanis, ha nem 1gy lenne, akkor lenne olyan z € v, hogy valamilyen
B € R-re (z + Bv) E A" és 0 < ||z|| < 3|lv||. Jeldlje [B] a B hoz legkozelebbi egész szamot.
Ekkor |8 8] < 1. Most @ + (8 — [3]v) € A" és ||z + (8 [B) o] < llall + Lllvl < llvll,
ami ellentmondé.s, ugyanis ¢ L v és z # 0 miatt = +( [ﬂ])v # 0, és ez ellentmond
annak, hogy v a legrovidebb A*-beli nemnulla vektor. Tehat A*/v racs v*-ben. Igy
(A*/v)" is racs lesz v*-ben. Az 1. allitds és a A** = A egyenldség felhasznélésdval kap-
juk, hogy (A*/v)* = Anw*. Tehat ANuvt racs vt-ben. A v-vel valé skalaris szorzas
additiv csoporthomomorfizmus A-bol Z-be és sziirjektiv, mivel ha csak kZ lenne a kép,
akkor %1) € A* lenne, ami ellentmond v hossza minimalitasanak. Ezek szerint minden
k € Z esetén a V-beli (z,v) = k hipersik tartalmazza ANv*-nek egy eltoltjat. Igy ha
egy x pont rajta van ezen a hipersikon, akkor van hozzé olyan y € A, hogy (y,v) =k és
|z —y|| < p(ANnwvt). Tovabba az ilyen h1pers1kok ”v” ( =y széles cs1kokra vagjak V-t.

Igy aztan tetszéleges z € V-re dist(z,A) < 3 —1 p(A,) + u(ANwvt). Ebbsl kovetkezik, hogy

gn— 1 1+2_3n—1 3n
#(A) < oo + s < o < s

6. allitas. Legyen H C V tetszbleges csoport, amire 0 < u(H) < oo. Ekkor 0 < p(H*) <
o0 és teljesiil u(H)p(H*) < gdim(V)

Bizonyitas. Kénnyen lathaté, hogy pu(H) < co <= lin(H) =V <= H™ diszkrét. p(H™")
értelmes és 0 < p(H"), illetve p(H) w(H*) és H = H*. Szintén egyszertien latszik,
hogy w(H) =0<= H=V <= H = {0} <= p(H") = co. Igy u(H) > 0 miatt p(H*) <
00. Legyen tovabba W < V az az altér, amit a 3. allitas biztosit. Mivel H/W diszkrét
és lin(H) =V, igy lin(H/W) = W=, tehat H/W racs. Természetesen u(H) = u(H/W).
Tovéabba az 1. allitas miatt (H/W)* = H* "W, de W C H miatt H* C W=, Mivel H/W
és (H/W)* racsok, igy az 5. allitast alkalmazzuk rajuk: pu(H/W)p((H/W)*) < gdim(W) <
gdim(V)_

Most visszatériink a feladat allitasanak bizonyitasdhoz. Legyen egyenesiink az alR + b,
ahol a # 0 és (b,a) = 0, tehat b € a*. Ekkor r < dist(aR +b,2%) = dist(b, 2?/a) < u(Z%/a).
Mivel (Z%)" = 2%, igy (Z%/a)" = Z*Na™*. Tehat p(Z* Nat) < 3971 /u(Z%/a) < 3% /7, fgy
van olyan 3?71 /r-nél révidebb nemnulla Z?-beli vektor, ami meréleges a-ra. Ezt akartuk
belatni.

Erkezett 8 dolgozat. Helyes Juhasz Andras, Palvolgyi Démotor, Rath Balazs, Terpai
Tamaés, Varju Péter, Vizer Maté és Zabradi Gergely megoldasa. Nem értékelhets egy
dolgozat.

6. feladat (Névai Pal és Totik Vilmos). Igazoljuk, hogy az n = xp(tp—1 + xn +
Tpy1), n=1,2,..., 2o = 0, rekurzionak egyetlen nemnegativ megolddsa van.

1. megoldas (Lovas Rezs6 Laszlo, versenyen kiviil, és a kittiz6k). El6szor megmutatjuk,

hogy
(V2-1)vn<zn<vn, neN.
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Ha ugyanis z, > v/n, akkor Zn—1,Zn+1 > 0 miatt n = zp(Tn-1 + Tn + Tnt1) > z2 > n,
ami lehetetlen. Ha viszont z, < (v/2 — 1)y/n, akkor

$n(1n—1+l‘n+1‘n+1)< (\/E_l)ﬁ[Vn_1+(\/§_1)\/ﬁ+ VTL+1)]

< (VZ-1)va[2va+ (VZ-1)va) = (V2-1)(V2+1)n=n,

ami ismét ellentmond a feltételnek, tehat z, > (v/2 — 1)/n is teljesiil. Ezért az {Zn},en
sorozatrol attériink az y = {yn}, oy sorozatra az

s 1 — Zn
yO o k] yn = \/ﬁ»

elGirassal, aminek eredményeképpen

1 1
(\/5—1) Syn<1 6és yn(yn_q/l—E+yn+yn+1\/1+5) =1

teljesiil. Tehat y eleme azy : N — [\/§ -1, 1] sorozatok terének, amely a szuprémum nor-

maéaval teljes metrikus tér; ezt a teret az I [\/5 -1, 1] szimb6lummal jeloljik. Definidlunk
egy ¢ leképezést, amely az ezen térbeli sorozatokhoz egy masik valds sorozatot rendel:

¢ {Un}tnen = {(WY)n},cn = {¥n}nen> mégpedig tgy, hogy yo = 1, és n > 1 esetén

2
7 Yn—-1 1_%+yn+1 1+'71;: Yn—1 1_%+yn+lvl+%

= -
te 2 L 2

Megmutatjuk, hogy ¢ az I [\/§ -1, 1] teret onmagéba képezi le, kontrakcio, és egy sorozat
pontosan akkor fixpontja, ha a vizsgalt rekurzionak megoldasa.

Annak belatasahoz, hogy ¢ : loo[\/i—l, 1] — loo[\/ﬁ—l,l],deﬁnié.ljuk az f : [0,1]
t— f(t) = —t+ Vt? +1 € R fiiggvényt, amelyre

Yn—14/1— 2 +ynp1y/1+ 1
2

fe =

Az argumentumban lévé kifejezésre teljesiil, hogy

1 Yn—1 1_'71;+yn+1 1+%

- < 1.
v 2 -
Az f fliggvény szigorian monoton csokkend, mivel
t
') = -1+ —— <0, telo,1],
£t — 0.1

tovabba f(1) = v2—1és f(1 — 75) <1, tehat yp, € [vV2-1,1].
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A ¢ operator kontrakcié voltanak bizonyitasahoz legyen vy, z € Il [\/ﬁ -1, 1]. Az yl,
és z), tavolsagara a kovetkezd becslést kapjuk a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével:

|lvn — 20l =
131 =L tynpry/1+ 2 Zn-14f1— 2 + zn414/1+ %
= . _f \/ ‘ \/
15047 1 1
:§|f (g)wy"—l\/1“E+yn+1\/l+ﬁ— ‘
n—1"— n Zn
=|f(£)|y - y+1 £
—1— Zn— 1 — 1
< | &11—%1‘ — = g Bkl = Sl 1
_|f(£)|( e = \/”n

<o (fi-Iefie D <ir@l -,

ahol € € [1 - —\}?,1]. Az f mégegyszeri derivéalasaval ellendrizhets, hogy [’ szigortan

monoton novekvés, tehat
1
"(6)] < ’(14—)|<1.
rel<|r (1-

Ezzel azt is belattuk, hogy ¢ kontrakcié.

Vegyiik észre végiil, hogy y., a pozitiv gyoke az

, 1 al
yn<yn—1\/1——+y;+yn+1\/l+—) =1
n n

masodfoki egyenletnek, és igy az y,, = y, egyenlség akkor és csak akkor teljesiil minden
n-re, ha y = {yn}, . megoldéasa a vizsgélt rekurziénak.

Mivel I [\/5 -1, 1] teljes metrikus tér, ezért a Banach-féle fixponttétel szerint a ¢
kontrakciéonak egyetlen fixpontja, és igy a rekurziénak egyetlen megoldasa van.

2. megoldas (Varji Péter és Terpai Taméas dolgozatai alapjan).

Létezés (Varju Péter). Legyen x1 =t. A sorozat tobbi tagjat az zni1 = ;- — on —
Zn—1 képlet alapjan egyértelmien kiszamithatjuk. (Feltéve, hogy nem kell 0-val osztani.)
A sorozat tagjait z,, (t) fliggvényeknek tekintjiik.

Teljes indukciéval bizonyitjuk, hogy léteznek olyan
=1 <m<az<--<P3<fPa<fr1=1

szamok, hogy pontosan akkor teljesiil z;(t) € [0, \/—] minden i < k-ra, ha t € [a, Bk].
Tovabba ha k paratlan, akkor xj, és xx + Tx—1 is monoton nové [ak, Bk|-n, zr(ox) =0
és zx(Bk) = Vk, mig ha péros, akkor monoton csdkkendek, zx(ak) = Vk és zx(Bk) = 0.
Tovabba xy folytonos [ak, Bk]-n
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Ha. k =1, akkor ar; = 0 és 31 = 1 valasztasidval mindez trivialis. Tegyiik fel, hogy
k-ra igaz az allitas, és bizonyitjuk (k + 1)-re. Mivel a maésik eset hasonloan targyalhato,
feltessziik, hogy k + 1 paros.

Mivel zx + zx—1 monoton novs és zky1(t) = ﬁ — xk(t) — zr—1(t), igy ha ai <
k41 < Br+1 < P, akkor x4 folytonos [ak+1, Br+1]-en.

Mivel zr monoton nové, xr+; monoton csokkenése kovetkezik zxii + Tx mono-
ton csokkenésébdl, ezért elegendd ez utobbit igazolni. Ha i + x; monoton csokkend
és Tk + xkr—1 monoton novekeds, akkor kovetkezik, hogy zx + xr4+1 monoton csokkend.
Ezért elegends azt igazolni, hogy % + xr monoton csokken. Ehhez hasznaljuk a ko-
vetkezs8 segédfiiggvényt. Legyen f : [O, \/E] Su— % +u. Ekkor f'(u) = —;k'z +1<0
pontosan akkor, ha u < Vk. Ez alapjan ﬁ + xx monoton csokkens (ay, Bx]-n. Ekkor
lim¢— a0 Tr+1(t) = 00, és igy

Te41(Br) = — Tk(Br) — Tk—1(Bk) = —zr—1(Br) <0

Tk (ﬁ )
Mivel x4 folytonos, és monoton (o, Bk]-n, nyilvan létezik o < ars1 < Br+1 < Bk (
< a k = 1 esetre vonatkozik, maskor < van), hogy zxi1(akrs1) = VEk és zr41(Brs1) =0,
tovabba, ha t € [ak, Bk], akkor 0 < zx41(t) < Vk pontosan akkor teljesiil, ha a1 <t <
Br+1. Ezzel belattuk az allitast (k + 1)-re.

Olyan to létezik, hogy ax < to < Br minden k > 1 esetén. Ekkor zx(to) € [0, \/E],
k> 1, igy a0,to,z1(to), z2(to), ... sorozat a rekurzié egy nemnegativ megoldasa.

o

Egyértelmiiség (Terpai Tamas). Legyen {z, } és {yn} két nemnegativ megoldésa a fela-

datbeli rekurzionak és legyen d,, = yn, — z,,. Ekkor yp41 = E — Yn—1—"Yn 68 Tny1 = wl” -
n—1 — &n az n-edik rekurzios feltétel alapjan, és ezért dny1 = Ynt1 — Tny1 = (yln - yn) -
(L —@n) + Tn-1—Yn—1 = (Yn — Zn)f'(€n) — dn—1 valamely &, € [zn,yn] mellett, ahol

fr(z)=2 -2 neN Igy fi(2)= —-7 — 1; mivel pedig {z,} és {y.} nemnegativ so-
rozatok, n = wn(zn 1+ Tn + Tni1) > x2, amibol kivetkezik, hogy zn < /1, és ugyanigy
Yn < /1, tehét &, € [zn,yn] C [0, \/—] és ezért f}(£,) = —1— e < —2. A kezdeti feltétel

miatt do = yo — xo = 0. Tehat

d2 =difi(§) = |d2| > 2|du],

’ 1
ds = dzfg(fg) —ds == |d3| = 2|d2| - |d1| > 2|d2| = ,—2‘

3
|= 3 ldl,

2 4
di =dsfs(€s) —d2 = |d4|22|d3|—|d2|22|d3|—§|d3|=3|d3|’

és igy tovabb. Ez a gondolatmenet azt mutatja, hogy

ld | = 2|dn 1|—|dn 2] >2|dn 1|_ Idn ll
Tehat 1
n n-—
e > e (3 ) i =
a2 s =—— 2Idll n|di|.

Masrészt |dn| < 2v/n, és igy |di| < y/n/n minden n > l-re. Innen d; = 0 kovetkezik, de
akkor a fentiek alapjan mindegyik d, =
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Megjegyzés (Totik Vilmos). Tekintsiik a po,p1,...,Pn,-.., deg(prn) = n polinomokat,

amelyek a w(z) = e~=/4 sulyfliggvényre nézve ortogondlisak, azaz
o0 o0

/ Pn(2)pm(2)w(z)de =0 han#m, és / pi(z)w(z)de =1, n=0,1,2,....
—5 —oo

Ismert, hogy ortogonalis polinomok kielégitenek egy haromtagt rekurziot, amelynek alakja
jelen esteben zp, () = anpni1(x) + an—1pn—1(x) valamilyen pozitiv szamokbdl all6 {an }
sorozattal. Megmutathato (lasd pl. P. Nevai: Orthogonal polynomials associated with
exp(—z*), in ,Second Edmonton Conference in Approximation Theory”, Canadian Math.
Soc. Conf. Proc. 3 (1983), 269.), hogy z, = a2 kielégiti a feladatbeli rekurziot, és igy
kaphat6, hogy az egyetlen x; érték, amelyre a rekurzi6 minden tagja pozitiv, nem egyéb
mint x; = 2I'(3/4)/I'(1/4), ahol I'(+) a szokasos gamma fiiggvény.

Erkezett 9 dolgozat. Helyes Ambrus Gergely, Csoka Endre, Mathé Andras, Terpai
Tamas, Varju Péter, Zabradi Gergely és (versenyen kiviil) Lovas Rezs6 Laszl6 megoldasa.
Hianyos Palvolgyi Domotor megoldasa. Részben hibas, részben nem értékelhets egy dol-
gozat.

7. feladat (Krisztin Tibor). Bizonyitsuk be, hogy ha r nemnegativ folytonos fiigg-
vény a szamegyenesen, akkor létezik olyan nem azonosan nulla f € C1(R), amelyre

f(z) = f(z - r(f(x))), z € R.

Megoldas (Terpai Tamas dolgozata alapjan). Minden n # 2 egész esetén definialjuk a
gn : R — R fiiggvényt tgy, hogy gn(x) = = minden 2 < 0 esetén, ha pedig g, mér definialt,

a (— oo, %] intervallumon valamely k > 0 egészre, akkor x € (%, %] esetén legyen

gn(z) = gn (S) +/‘;ngn <:c— % —-r (gn <z— %))) dt.

Kénny latni, hogy g € C(R) N C"((0,00)), gn pozitiv, monoton ndvé,

gn(2) = gn (x—%—r gn (z—%))) x>0

Ezért g, (z) > %, z > 0, amibdl gn(x) > % + =, @ > 0 kovetkezik. Tovabba

(e_lgn(a:))} =e " [gn (:1: - % —7r (gn (33 = %))) = gn(z)] <0,

igy gn(x) < Le® adodik, ha @ > 0. Tehét létezik egyetlen t, € [logn,n — 1] ugy, hogy
gn(tn) = 1. Legyen fn(z) = gn(x +tn), z € R. Ekkor f, € C(R), fn folytonosan diffe-
rencidlhat6 (—logn,oo)-en, f)(z) = fn(:c - ;11- — 'r(fn (r - %))) minden = > —logn ese-
tén, f, monoton névé R-en, f, szigorian monoton noévé (—logn,oco)-en és fn(0) = 1.
Ha z > —logn, akkor f}(z) < fn(x) kovetkezik, innen pedig (e"’fn(a:))/ < 0. Ezért
—logn < x <0 esetén e < fn(x), mig z > 0 esetén fn(z) < e”.

Legyen A > 0. Minden = € [—A, A] esetén fn(z) € [0,e?]. Ha n > e?, akkor f, dif-
ferencialhato [— A, A]-n, és fi,(x) € [0,e”]. Igy az ArzelaAscoli-tétel és a Cantor-féle di-
agonalizalasi eljaras alkalmazasaval kapjuk, hogy {f»}-nek van egy { fnk} részsorozata,
amely minden kompakt intervallumon egyenletesen konvergal egy f : R — R folytonos
fiiggvényhez. Az f-re teljesiil e” < f(z), ha z <0, és f(z) <e”, haz > 0.

67



Legyen —oco <z <y < oo. Ha t € [z,y], akkor t — 2 —r(f.(t — 1)) € [z —1 - R,y],

ahol
R= max r(u).
u€[0,max{1,e¥}]

Felhasznalva, hogy r egyenletesen folytonos [0, max{l,ey}]m, f egyenletesen folytonos
[t —1— R,yl-on, és {fn,} egyenletesen konvergal f-hez [z — 1 — R,y]-on, azt kapjuk,

hogy
Sry (t— nl =1 (fn,c (t~ 7%))) — f(t), amint k — oo,
k k

t-ben egyenletesen az [z, y] intervallumon. Innen

f) = f(@) = lim {fo, (¥) = for (@)}

lim {fnk 4 [ (1= = (e (1= ) )
~ i@ = [ (1= 2= (o (- 2)) dt}
Jim, nynk (t—nik—r(fnk(t—' ))) /ft—r (t))) dt.

Mivel = és y tetszleges volt, f € C*(R) és f'(z) = f(z—r(f(z))) kévetkezik minden
z € R esetén.

Erkezett 4 dolgozat. Helyes Juhész Andras, Terpai Taméas és Varjt Péter megoldasa,
kissé hianyos Mathé Andras megoldasa.

8. feladat (Keleti Tamas és Matrai Tamés). Legyenek f1, fa, ... folylonos valds
fiigguények a szimegyenesen. Igaz-e, hogy ha a Y, | fo(x) fiiggvénysor minden
x-re divergens, akkor ez az dsszeg eloyelezesenek tipikus megudltoztatdsa utdn is igy
marad (vagyis azon {e,},., € {1, +1}Y sorozatok, amelyekre a Foni En i)
fuggvenysor legaldbb egy = pontban konvergens, elsé kategoridji halmazt alkotnak a
{—1,+1}" szorzattérben)?

A feladat héatterével kapcsolatban elszor is megjegyezziik, hogy numerikus sorra
igaz, hogy ha >° | a, divergens, akkor tipikusan divergensek a > °° | +a, sorok is. Ezt
bizonyitotta Ambrus Gergely dolgozata.

n=1

1. megoldas (Terpai Taméas). Konstrualni fogunk egy olyan {f.} C C(R) sorozatot,

hogy az
L

halmaz rezidualis lesz {—1, l}N-ben. Ehhez elészor egy ' gyokeres fat fogunk konstruélni,
melynek éleihez valos szamok lesznek rendelve a kovetkezs tulajdonsagokkal:

z) legalabb egy x pontban konvergens}

1. Minden ag a gyokértdl tetszdlegesen tavol is elagazik, de mindig csak véges sok
csucs felé;
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2. Barmely 1it mentén véve az élekhez rendelt szdmokat, divergens sort kapunk;

3. Azon {e,} € {—1,1}" sorozatok, melyekre van olyan 4g I'-ban, hogy a gyokértél
n tavolsagra 1évs szamot £,-nel szorozva konvergens sort kapunk, rezidualis.

Tekintsiik azt a I' fat, melyben minden cstics vagy végpont vagy pedig négyfelé agazik:
egy +1-gyel ellatott él megy egy végpontba, egy —1-gyel ellatott él megy egy végpontba, és
egy +1-es, illetve —1-es él megy nem végpontba. (f egy masik leirasa: vessziik a végtelen
binaris fat a természetes +1 értékekkel az élein, és minden csiicsbol kivezetiink még egy
+1-es és még egy —l-es élt végpontokba.) A T fa azon éleit, melyek nem végpontba
vezetnek, tiszta éleknek fogjuk nevezni. Ezutan I'-t egy = I'h cT'2 C... n6v8 lanc
unidjaként fogjuk elgallitani, ahol I'j41-et I';-bdl a kovetkezé médon kapjuk: I'; minden
végpontjahoz egy 27 + 1 élbdl all6 lancot illesztiink, melynek éleire sorra az zij, 2%,, e % 2 2
értékeket irjuk, ahol z = 0, ha az aktuélis végpontbdl péros sok élen keresztiil jutunk el
eloszor T'j—1-be (illetve a gyokérbe j = 1 esetén) a gyokér felé haladva, és z = —! kiilonben.
Ezen lancokat ellenérzé lancoknak fogjuk hivni. Ezutan az 4j végpontok mindegyikéhez
' egy példanyat illesztjiik, mégpedig az éleken szerepld szdmokat jﬁ-gyel szorozva. Az
igy kapott graf lesz I';j1+1. Most megvizsgaljuk, hogy I teljesiti-e az 1-3. tulajdonsagokat.

Az 1. tulajdonsagot nyilvinval6an teljesiti, hiszen minden cstics foka legfeljebb 4 lesz
és minden I'j-beli pontbdl vezet €l vagy I'j-be, vagy I'j;1-be; I'j-be raadasul 4, T'j+1-be
pedig 1 ellendrzélancon juthatunk at, melynek a vége megintcsak elagazik.

A 2. tulajdonsag azért teljesiil, mert egy ag vagy végtelen sok ellenérzé lancon halad
at, és ekkor a részletosszegek kozott van legalabb %2]‘ = l-es eltérés akarmilyen nagy
index utan is, vagy az ag egy id6 mulva egyetlen FJ-HK I';j részben, tiszta éleken halad, és
igy a sorban egy id6 mulva csak :l:jﬁ tagok vannak. Mindkét esetben a részletosszegek
sora divergens.

A 3. tulajdonsagot a Banach—Mazur-jaték segitségével latjuk be: allitjuk, hogy ha
ketten felvaltva véges +1 sorozatot mondanak, akkor a masodik jatékos elérheti, hogy ja-
ték végén a mondott véges sorozatok egymas utan frasaval keletkezé (£, ) sorozat valamely
adgan I'-nak konvergens részletosszeg-sorozatot adjon. Ugyanis az elsé 1épésben keletkezik
egy €1,...,ex sorozat; ennek I' = I'; \ T'o-ban megfelel egy v1 végpontban végzédé lanc,
melynek élein az €1, —€2,€3,.. ., (—1)"“5;c szamok szerepelnek (minden véges sorozatnak
pontosan egy ilyen végpont felel meg I' konstrukciéjabol adodoéan.), igy e mentén a lanc
mentén a sor 1,—1, 1,...,(—1)’c alaki. A masodik jatékos ezutan az 1,—1,1 sorozattal
béviti a sorozatunkat, mialtal a v1-bdl indulé ellenérzé lancon az %, —%, - 25:1 (=g
elemeket kapjuk. Ezutan csak a v1-bdl indulo ellenérzd lanc végpontjahoz illesztett rész-
fara figyeliink, egy k44, .. .,Ek+m+3 €ls6 jatékos altal megadott bévitésre az 1,—1,1, —1,1
sorozattal valaszolunk, és igy folytatjuk. Ekkor a j-edik lépésben I'; \ I';_1-ben a v;_1-bél
indul6 ellendrzé lanc végebdl talalunk egy lancot I'j egy v; végpontjaba ugy, hogy az élein
levs szamok elGjelei az els6 jatékos altal a j-edik lépésben megadott elGjelekkel felvaltva
egyeznek meg, illetve kiilonboznek. Igy a sorba bekeriils részlet

s
i+11
s B e et i o S
A J 202 2" & = J
alak, ha a v;_1-bél indulé ellendrzé lanc végébdl a v;-bdl induld ellendrzé lanc végébe
haladé utat nézziik. Ennek viszont a részletosszegekben egy legfeljebb 533 nagysagu eltérés
lesz az eredménye, és a rész végén adodo részletosszegek sorozata 0-hoz konvergal. Ezzel

a 3. tulajdonségot is belattuk.
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Most legyen Fy D F> D ... kompakt R-beli halmazok olyan sorozata, mely realizélja
a I' fat abban az értelemben, hogy F; véges sok szakasz diszjunkt unidja, melyek egy-
egyértelmt modon megfeleltetheték I' j-edik szintjén lévé csticsoknak ugy, hogy ha a
v csucs a w csucs felett all, akkor a megfelelé I, és I, szakaszokra I, D [, teljesiil.
Legyen f;(z) egy olyan folytonos fiiggvény, amely az F; halmaz 1-sugart kornyezetén
kiviil azonosan 1, és a v (j-edik szinten levs) cstucsnak megfelels 7, szakaszon megegyezik
a v-be a gyokér fel6l befutoé élhez hozzarendelt szammal. Ekkor az { fj(z')} sorozat az
= ﬂJ 1 F; halmazon kiviil minden pontban egy idé milva azonosan 1, hiszen {m|
fi(z) # 1} CFo (—— —) amibél kivetkezik, hogy

I CRCPIERUERE )

n=1 j=n n=1 j=n

e (D)

ahol az A és B halmazok esetén A@ B={a+b|a€ A, b€ B}. Tehata } 72, f;(z) sor
az R\ F' halmazon divergens. Masrészt F Osszefliggdségi komponensei egy-egyértelmien
megfelelnek a I-beli dgaknak (z € F—{vel | I, 3z}), ésa

gyokér —»vl —s V3 — ...
e1 e2 e3
agnak megfelelé komponensen { fi (w)} az e1, ez, . .. élekhez rendelt szamok sorozata, igy a
2. tulajdonsag miatt E;’;l fi(x) divergens, tehat E;’il fj(z) minden valés z-re divergens.
Masrészt viszont

oo
Z ¢; fi(z) valamely z-re konvergens}
j=1

{em e -1y

Z g;fi(z) valamely x € F esetén konvergens}
=1

2 {{En}:O=1 ef—1, 1}N

={denkney € {=1; 1N | T egy 4ga menti szamokat rendre £1-gyel, 2-vel, . . .
megszorozva és Osszeadva konvergens sort kapunk}

tartalmaz egy reziduélis halmazt, igy maga is reziduélis. A feladat kérdésére tehat tagado
a valasz.

2. megoldas (Mathé Andras). Az aldbbiakban azt fogjuk megmutatni, hogy olyan ellen-
példa is létezik, amelyre csak arra a megszamlalhato sok {e,} | sorozatralesz Y o> | enfn
mindeniitt divergens, amelyben +1-bél vagy —1-bél csak véges sok van. (Azaz csak azokra
a {en},., sorozatokra, amelyekre » > e, fn nyilvanvaléan mindeniitt divergens, ha
g fn mindeniitt dlvergens ) Mlvel a { i 1}N tér teljes tovébbé egy megszémlélhatc‘)

negativ a valasz a feladat kérdésére.

Allitas. Azon {,}>°, € {—1,1}" sorozatok halmaza, melyek végtelen sok —1l-et és
végtelen sok +1-et tartalmaznak, nem elsé kategériaji halmaz {—1, l}N-ben, val6jaban a

komplementere els6 kategoriéji.
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Bizonyitas. A szobanforgo komplementer megszamlalhaté halmaz, ezért els6 kategoriaja.
Mivel {—1,1}" teljes metrikus tér, ezért az egész tér méasodik kategoriaja. Tehat a {—1,1}"
térbsl megszamlalhato pontot elhagyva mésodik kategériaji halmazt kapunk.

Azt fogjuk tehat bizonyitani, hogy léteznek fi, f2,... folytonos fiiggvények, hogy
barmely = € R esetén 3.°° | f,(z) divergens, de minden olyan {e,}°, € {—1,1}" soro-
zatra, amelyben sem a +1-ek, sem a —1-ek szama nem véges, létezik olyan = € R, hogy
Yoo | fa(z) konvergens.

A fiiggvénysorozatot elszor a C' Cantor-halmaz pontjaiban definialjuk. Legyen z €
C. Irjuk fel z-et 3-as szamrendszerben tgy, hogy csak 0-s és 2-es szamjegyei legyenek.
Tekintsiik a tizedesvesszé utani szamjegysorozatot. Ezt blokkokra osztjuk: egy m-hosszi
blokkban (n > 2) az els6 n — 1 helyen az egyik szamjegy alljon, az n-edik helyen a maésik.
Igy végtelen sok blokkot kapunk, kivéve, ha csak véges sok 0, vagy véges sok 2-es volt a
sorozatban. A blokkok képzését az elején kezdjiik, példaul

[0002][220][20][220][0002][02][20]...

Ha a szam végtelen sok 0-ra, vagy 2-re végzddik, azt is beletessziik egy blokkba. Az n-edik
fiiggvény értéke z-nek csak az elsé n+ 1 jegyétdl fog fliggeni. Jelolje k azt, hogy = hanyadik
blokkjaban szerepel az n-edik szamjegy. Legyen d a blokk hossza, és jelolje ¢ azt, hogy x
n-edik szdmjegye e blokkon beliil hanyadik elem, 1 < i < d. Ezek utan,

ha i péaratlan,

1 e
—%, ha i péros;

ha 1 <1i<d— 2, akkor legyen f,(z) = {%’
ha i = d — 1 és i paratlan, akkor legyen fn(z) = 1;
ha i =d — 1 és i paros, akkor legyen f,(z) = 0;
és ha i = d, akkor legyen fn(z) = 1.
Ez a definicio akkor is helyes, ha d = oo, amikoris f,(z) = %, ha i paratlan, és fn(z) = —%,
ha 7 paros. Latjuk, hogy f.(z) tényleg csak x els6 n + 1 jegyétdl fiigg.

Allitas. Minden z € C esetén Y oo | fa(x) divergens.

Bizonyitas. Ha z végtelen sok O-ra, vagy 2-esre végz&dik, akkor f,(z) nem tart nulldhoz.
Ha x nem ilyen, akkor végtelen sok blokk van, a k-adik blokkban a szamok Osszege éppen
+ + %, és mivel Zszl 2 — 00, ha N — oo, latjuk, hogy > > | fa(z) divergens.

Allitas. Tetszéleges x € C-hez rendeljiik hozza azt az {en};>, sorozatot, amelyree; = 1,
ha hérmas szamrendszerben z i-edik jegye 2-es, e; = —1, ha z i-edik jegye 0. Ha {en}o
végtelen sok 1-est és —1-est tartalmaz, akkor ) .~ , en fn(x) konvergens.

Bizonyitas. Ha a k-adik blokk z-nek a-adik, a + 1-edik, ..., a + d — 1-edik szamjegyébdl

all, akkor ::;’2 frle)i= %, Fod—1(L) = %, tovabba eq,...,64+d—2 azonos elgjeld és

€at+d—1 vellik ellentétes, tehat 2‘;2‘:"1 fn(z) =0. Mivel fn(z) — 0, ha n — oo, ezért
o 1 Enfn(z) konvergens, 0-hoz konvergal.

Allitas. Minden n-re f,(x) folytonos a Cantor-halmazon.

Bizonyitas. Ehhez csak annyi kell, hogy az f,(z) érték z-nek csak az elsé n + 1 szimje-
gyétol figg. A [0,1] zart intervallum felbomlik véges sok diszjunkt zart szakaszra, amelyek
lefedik C-t, és f, mindegyik ilyen zart szakasz és C' metszetére megszoritva konstans, tehat
folytonos.
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Allitas. Az f, fiiggvények kiterjeszthetSk az egész szdmegyenesre folytonosan tigy, hogy
>°2° | fn(z) minden z-re divergens.

Bizonyitas. Mivel a Cantor-halmaz zart, ezért a Cantor-halmazon definialt f, fliggvé-
nyeket folytonosan kiterjeszthetjiik a teljes szamegyenesre ugy, hogy tovabbra is minden
fliggvény a [—1,1]-be képezzen. (Hivatkozhatunk Tietze tételére vagy kiterjeszthetjiik a
fliggvényt linearisan a kiegészit6 intervallumokon és konstansnak (0, 1)-en kiviil.) Ha f,,
igy kapott kiterjesztéséhez hozzéadunk nd(z,C)-t, ahol d(z,C) a Cantor-halmaztél vett
tavolsagot jeloli, akkor egy masik kiterjesztését kapjuk. Ez a modositott kiterjesztés garan-
taltan jo lesz, hiszen a kiterjesztett fr(z) legalabb nd(z, C') — 1, azaz C-n kiviil végtelenbe
tart, azaz .. ; fn(z) a Cantor-halmazon kiviil sem lehet konvergens.

Mivel f,(0) = +1 vagy —1 minden n-re, és fn(1) szintén, ezért = < 0 vagy = > 1

esetén is )~ | fn(z) divergens, tehat R minden pontjaban. Tehat a konstruélt f, sorozat
valoban rendelkezik minden igért tulajdonséaggal.

Megjegyzések (Mathé Andras).

1. Az 4llitds a szamegyenes helyett tetszdleges olyan metrikus téren is igaz, amely
tartalmaz a Cantor-halmazzal homeomorf részhalmazt. Ennek igazolasara a kiterjesztésre
vonatkozé éllitas bizonyitasa alkalmazhato.

2. Az ellenpélda a feladat kérdésére lehet polinomok sorozata is. Valoban, legyenek
fn ¢ R — R folytonos fliggvények, h, : R — R pedig olyan folytonos fiiggvények, ame-
lyekre Y 2% | |hn(z)| minden z-ben konvergens. Ekkor az {fn} és az {f, + hn} fiiggvény-
sorozatok ekvivalensek: pontosan ugyanazon ¢; elgjelezésekre konvergensek valamely pont-
jukban. A fentiek mintajara, kozelitsiikk most fn-et [—n,n]-en polinommal legfeljebb 1/n?
hibaval. Ez Weierstrass tétele alapjan lehetséges. A kapott polinomsorozatra ugyanazt a
{—1,1}"-beli halmazt kapjuk, mint f,-re.

3. Nincs olyan ellenpélda, amelyben minden f,, nemnegativ, sét, ha fi, fa,... foly-
tonos valds fiiggvények a szamegyenesen és minden z-re létezik olyan ngy, hogy minden
n > ng esetén fn(z) > 0, vagy létezik olyan ng, hogy minden n > ng esetén f,(z) <0,
és a » | fu(z) fliggvénysor minden z-ben divergens, akkor ez az 8sszeg el§jelezésének
tipikus megvaltoztatasa utan is igy marad.

Ennek bizonyitasara tekintsiik az 1 < n < N egészeket és legyen

k
Y fil=)

i=n

Gnp,N = {:c € R : valamely k € {n,n+1,...,N} esetén

>1}.

Minden ilyen G, n halmaz nyilt és G, v C Gn,n+1. Minden z pontban a fliggvények
egy id6 utan azonos elGjeltiek és Osszegiik divergens, ezért minden z € R és n € N esetén
van olyan N >n, hogy « € G, n. Tehat tetszéleges k € Z és n € N esetén [k, k + 1] C
UN=nGn,N. Mivel Gn, N € Gn,N+1, a [k, k+ 1] kompakt halmazt egy ilyen halmaz, mond-
juk Gy N(n,k), is lefedi. Tehat z € [k,k + 1] esetén |Y._ fi(z)| > 1 valamilyen n <1<
N(n, k) egészre. Vegyiik azokat az {e;} elGjelsorozatokat, amelyekre létezik x ugy, hogy

o 1 €nfn(x) konvergens, és osszuk fel ezek halmazit megszamlalhaté (nem feltétleniil
diszjunkt) részre aszerint, hogy melyik [k, k + 1] intervallumban létezik ilyen z. Lévén,
hogy minden ilyen z-ben - °° e, fn(x) Cauchy-konvergens, ennek alapjan valasszunk
olyan a € N kiiszobszamot, hogy minden n1,n2 > a esetén teljesiiljon a | 3°72 en fn(2)| < 1
egyenlStlenség. Bontsuk tovabb megszamlalhat6 részre az {e;} sorozatok halmazat asze-
rint, hogy mennyi « értéke. Tehat legyen Ay o az olyan {e;} elGjelsorozatok halmaza,

72



amelyekre van olyan z € [k, k + 1], hogy > .2, € fi(z) konvergens és |ZZT enfn(z)] <1

mutatjuk, hogy Ay . sehol sem stirt. -

A {—1,1}" térnek bazisa azon nyilt halmazok Gsszessége, melyek véges sok i in-
dexre el6irjak, hogy mennyi e; értéke. Vegyiink Ay o-ban egy béaziselemet, a megkotott
indexek maximuma plusz egy legyen no értéke. Mutatunk ebben a béaziselemben olyan
nyilt halmazt, amiben nincs Ay o-nak pontja. Legyen n := max(no, ). Kossiik meg az
n,n+1,n+2,..., N(n, k) indexeket 1-re. Ha ebben lenne Ay o-nak pontja, pl. az {&;}
sorozat, akkor legyen = € [k, k + 1] az ehhez tartoz6 z. Ekkor l Ei’:n Eifi($)| < 1 minden
l > n esetén, de N(n,k) > 1 > n esetén ugyanakkor Zizn eifi(z) = li=n fi(z), ami pedig
ellentmond annak, hogy | 3>!_ e:fi(z)| > 1 valamilyen n <1 < N(n,k) esetén.

4. Megadhat6 olyan ellenpélda is, amelyben az f, fiiggvénysorozat pontonként nulla-
hoz tart. Ez a fenti 2. megoldas médositasaval érhet6 el: a blokkokat ugyantgy definialjuk,
de a fliggvényeknek més értékeket adunk. Tegyiik fel, hogy a k-adik blokk a-to6l a +d — 1-ig

tart. Ekkor fa, fa+1,- .., fa+da—1 ilyen sorrendben %—szorosa a kovetkezs értékeknek:
i A |0 8 N VAN | 1S A 1 |
AW § N N T S
’ 27 272’27 3’ 3’ 3’373,37 70’ 707 )

ahol az els6 szam az f,-hoz tartozik, az utolsé pedig az f,+4—1-hez. Tehat i darab —%—t )
darab % kovet, de ha nem férne ki a végén az Osszes, akkor ezek helyére O-kat irunk és az
utolsé tag 1-es. Ekkor a-t6l (a + d — 1)-ig 6sszeadva 2-t kapunk, ha pedig az els6 n + d — 2
tagot azonos elGjellel, az (a + d — 1)-ediket ezektdl kiilonbozs elGjellel adjuk Gssze, akkor
0-t. Az = szam 3-as szamrendszeri alakjaban akar véges sok, akar végtelen sok blokk van,
>0, fn(x) divergens lesz (az elsé esetben oszcillal, a méasodik esetben végtelenhez tart).
Az {&;} sorozatok és C' pontjai kozott ugyanaz a megfeleltetés mikodik. Ellendrizhetd,
hogy fn csak z els6 2n + 2 jegyétol fiigg. A kiterjesztés ugyanugy miikodik, a kiterjeszett
fiiggvényekre Y >° | fn(z) mindenhol divergens.

Erkezett 5 dolgozat. Helyes Mathé Andras, Terpai Tamas és Zabradi Gergely meg-
oldasa. Helyenként nem teljesen vilagos Vizer Maté j6 megoldasa. Megmutatvan, hogy
numerikus sorok esetén igenlé a valasz, az ellenkezé iranyban ért el eredményt Ambrus
Gergely.

9. feladat (Elekes Gyorgy). Adott a sikban néhdny nyilt félsik, melyek hatdrolo
egyenesei a sikot konvex tartomdnyokra osztjak. Megadando olyan C(q) mdsodfoki
polinom, amelyre tetszdleges q > 1 egész esetén igaz az, hogy ha a félsikok a sik min-
den pontjdt legaldbb q-szor lefedik, akkor a pontosan q-szor fedett pontok halmaza
legfeljebb C(q) darab tartomdny egyesitése.

1. megoldas (Mathé Andras). A tartomény szo6 helyett inkabb a cella szot fogjuk hasz-
nalni, mert tartoméany alatt az analizisben nyilt, Osszefiiggé halmazt értenek, a feladat-
ban azonban el6fordulhat, hogy a pontosan g-szor fedett pontok halmaza zart szakasz. Ez
nem fordulhat els, ha feltessziik, hogy a félsikok hatarol6 egyenesei kiilonb6zéek. Nem for-
dulhatna elé semmilyen nem-kombinatorikai nehézség a bizonyitas soran, ha feltennénk,
hogy az egyenesek kiilénbozéek és semelyik harom nem metszi egymést egy pontban, il-
letve ekkor a ,konvex tartoméany” értelmezése nyilvanvalo. Mégis mi az altalanos esettel
foglalkozunk, amelybél az is kideriil, hogy egyértelmien lehet értelmezni a g-szor fedett
pontok korében a konvex cellakat.
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Legyen innentdl ¢ az a maximaélis szam, amelyre igaz, hogy a félsikok a sik minden
pontjat legalabb g-szor fedik. Ekkor a legalabb g + 1-szer fedett pontok halmaza nyilt. Ez
ugyanis uniéja minden ¢ + 1 darab nyilt félsik metszetének, ami nyilt. Ebbsl kovetkezik,
hogy a pontosan g-szor fedett pontok halmaza zart.

Jeloljiik a nyilt félsikokat Bj-vel, ¢ = 1,...n, a komplementeriiket A;-vel, ugyhogy
B; = A—f, ahol a feliilhtizas a lezarast jelenti. Konvex cellak alatt a nemiires A;, N A, N
.- N Aj, ﬂA_jlﬂ - N A;nik alaku halmazokat értjiik, ahol az i1,%2,...,%k,J1,. -, Jn—k
szamok az 1,2, ..., n szamok egy permutécioja. Ezek zart sokszogek, vagy zart szakaszok,
vagy pontok lehetnek, beleértve ezek nem korlatos megfelelGit is. Nem feltételeniil igaz,
hogy egy ilyen cella minden pontja ugyanannyiszor van fedve. Minden cella relativ belseje
azonban ilyen tulajdonsagu (ha nem iires). Vegyiik észre, hogy két kiilonboz6 g-szor fedett
cellanak nincs k6z6s pontja. Legyen ugyanis x egy kozos pontja, mondjuk, a g-szor fedett
C' és D cellaknak. Ha egy nyilt félsik tartalmazza z-et, akkor az tartalmazza C-t és D-t
is. Mivel z g-szor van fedve, ezért a C-t fedd és a D-t feds nyilt félsikok megegyeznek,
ami ellentmond annak, hogy C és D kiilonbé6zdek.

Most megmutatjuk, hogy tetszéleges egyenes a sikon legfeljebb ¢ + 1 darab kiilénb6z6
g-szor fedett cellaba metsz bele. Indirekt médon fogunk érvelni. Tegyiik fel, hogy egy e
egyenes q + 2 g-szor fedett cellaba metsz bele. Ekkor az egyenesen felvaltva sorakoznak a
g-szor és a legalabb g + 1-szer fedett szakaszok, azaz kivalaszthatunk g + 1 legalabb g + 1-
szer fedett pontot a g-szor fedettek kozott. Koordinatazzuk e-t R-rel, a g + 2 darab g-szor
fedett pont legyen 1, x2,...,2q4+2, a ¢+ 1 (¢ + 1)-szer fedett pont pedig y1,yz2, ..., Yg+1
ugy, hogy

1 <Y1 <22<Y2<...<Tg+1 < Yg+1 < Tg+2.
Ha egy nyilt félsik metszi e-t és nem tartalmazza az egész egyenest, akkor hatérol6 egyenese
is metszi e-t, mondjuk z-ben, és (—o0, z]-t, vagy [z, +00)-t is tartalmazza. Mivel z, g-szor
fedett, y1 pedig (g + 1)-szer, igy létezik olyan nyilt félsik, amely yi-et tartalmazza, de
z1-et nem, és amelynek hatéarol6 egyenese a z1 € [z1,y1) pontban metszi e-t. Hasonl6an,
létezik olyan félsik, amely nem fedi zo-t, de fedi y2-t és amelynek hatarol6 egyenese a
22 € [T2,y2) pontban metszi e-t. Igy kapjuk a z; € [z, ;) pontokat, i = 1,...,q+ 1. De
ekkor xg4y2-t mar e ¢ + 1 nyilt félsik mindegyike fedi, ami lehetetlen.

Legyen D egy g-szor fedett cella, z a D egy hatarpontja és e egy z-en Atmend egyenes,
amely egy nyilt félsik hatara. Akkor ez a félsik nem tartalmazza D-t, hiszen az z-et és
D-t feds félsikoknak meg kell egyezniiik. Legyen k a g-szor fedett cellak szama és a cellak
legyenek C1,Cs,...,Ck. Legyen c¢; € C; tetszéleges, i = 1,...,k, és tekintsik a [c1,c;]
szakaszokat, ahol i = 2,3, ..., k. Legyen d; a C; N [c1, ¢i]-nek c1-hez legkdzelebbi pontja.
Igy d: a C; hatarpontja, ezért létezik olyan e; egyenes, amely dtmegy d;-n és egy nyilt
félsik hatarolé egyenese. Ez a nyilt félsik tartalmazza ci-et, de c;-t nem. Az e; egyenesek
koziil legfeljebb g+ 1 eshet egybe, ha ugyanis tébb esne egybe, akkor ez az egyenes (q+ 1)-
nél tobb g-szor fedett cellaba metszene bele. Ezért az e;-k kozott van [ﬁ] paronként
kiilonbo6z6. Az ezekhez tartozo félsikok fedik ci-et, azaz

k-1 k—1 2
> = S == Y + >k— = < +q+ 1.
q_’Vq 1-‘_q 1 q(q 1)_k 1 k<gq q+1

Tehéat a g-szor fedett pontok halmaza legfeljebb ¢* 4+ g + 1 cella egyesitése. Ezzel a feladat
megoldasat be is fejeztiik.

Most megvizsgaljuk a feladat allitdsanak egy lehetséges altalanositasat. Legyenek
a By, Ba,...,B, olyan halmazok a sikon, hogy az A; = Bf komplementereik konvexek,
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i=1,2,...,n. Tegyiik fel, hogy a B; halmazok minden pontot legalabb g-szor lefednek,
és van olyan pont, amit pontosan g-szor fednek. Egy particién azt értjiik, hogy minden
i-re A;-t, vagy Bi-t metsziik 6ssze. Barmely n — ¢ + 1 darab kiilonb6z6 i1, 42, ..., in—g+1
indexre A;; NA;,; N...NA = (), ugyanis nincs (¢ — 1)-szer fedett pont. Vegyiik azt
is észre, hogy

in—g+1

AilﬂAizﬂ...ﬂAin_q:AilﬂAQﬂ...ﬂAin_qﬂ< n Bj).
J#11,0,JFIn—q

Tovabba kiilonb6z6 (41,42, .. . ,in—q) index (n — g)-asok esetén az A;; N A, N...N A, _,
halmazok metszete iires, tehat a nemiires A;; N A;, N...N A;,_, halmazok diszjunktak.
Ezeket fogjuk cellaknak tekinteni. Most megvizsgaljuk, hogy hany cella létezhet. Mivel
A, NA;,N...NA,;, =0,igy a Helly-tétel alapjan létezik harom halmaz, A, Az, As, hogy
A1 N AN Az = (. Ha egy n — g hossztu indexsorozathoz tartozoé cella nem iires, akkor
legalabb egyet kihagy e harom halmaz koziil. Legyen mondjuk ez A;. Ekkor Ao N...N A,
még mindig iires ¢ > 1 esetén, tehat létezik ijabb harom halmaz, aminek a metszete iires.
Tehat ha a cella nem iires, akkor a cella indexsorozata legalabb egyet kihagy ezek koziil.
Es igy tovabb. Tehat legfeljebb 3?-féle nemiires g-szor fedett cellat kaphatunk.

Ha A; és B; ugyanilyen tulajdonsiagu halmazsorozat a d dimenziés térben, akkor a
g-szor fedett cellak szdma legfeljebb (d+ 1)?. A bizonyitds ugyanaz, mint fent, csak a
Helly-tétel d dimenzios valtozatat hasznaljuk. Megfigyelhets, hogy az eredeti feladat bi-
zonyitasadban éppen ugyanezen probléma 1 dimenziés valtozatat oldottuk meg el8szor és
annak segitségével oldottuk meg 2 dimenziéban. Igy adédik indukcié a feladat tobbdi-
menzios altalanositasanak megoldasara. Azaz, ha adott a d dimenzés térben néhany féltér
és e félterek a tér minden egyes pontjat legalabb g-szor fedik, akkor a g-szor fedett cellak
szama legfeljebb ¢? + ¢~ + .- 4 ¢+ 1.

Ezt dimenzi6 szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az allitast d = 1 és d = 2 esetén méar
megmutattuk. (Igaz, hogy ott a cellak definicioja bonyolultabb volt és nem teljesen egye-
zett meg az itt hasznalttal, de a g-szor fedett cellak ugyanazok mindkét definici6é szerint,
és az is vilagos, hogy a definiciobeli kiilonbség lényegtelen mind az allitas, mind a bizonyi-
tas szempontjabol.) Tegyiik fel, hogy d-re igaz az allitas és tekintsiik a (d + 1) dimenzios
feltereket. Tetszoleges d dimenzios hipersikra megszoritva a féltereket visszakapjuk a d
dimenziés allitast. Tehat minden d dimenziés hipersik legfeljebb P s R R O |
g-szor fedett cellaba metsz bele. Ha k darab g-szor fedett cellank van, akkor pontosan
ugyanugy, ahogy d = 1-re lattuk a sikon,

k-1
qd+qd—1+...+q+

<gq,
l_q'

tehat k< g™l 4+ ¢+ .. +q+ 1.

2. megoldas (Varju Péter). Jelolje F a félsikokat hatarolo egyenesek, @ pedig a kialakulo
konvex tartomanyok halmazat. El6szor azt diszkutaljuk, hogy az E-beli egyenesek pontjait
mely @Q-beli tartoméanyba tartozonak célszerii tekinteni. Ha egy pontot csak egy FE-beli
e egyenes tartalmaz, akkor ahhoz a tartomanyhoz tartozik, ami e masik oldalan van,
mint az e-nek megfelels félsik. Ha egy pont pontosan két E-beli egyenes egyetlen kozos
pontja, akkor ahhoz a tartomanyhoz tartozik, ami abban a szogtartomanyban van, amit
egyik megfelels félsik sem fed le. Ha egy ponton ketténél tobb E-beli egyenes is athalad,
amik nem esnek mind egybe, akkor két eset van: ha van olyan szogtartoméany, amit egyik
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megfelel§ félsik sem fed le, akkor a pont az ebben levs tartomanyhoz tartozik, ha pedig
minden szégtartoméany le van fedve, akkor a pontot egy elfajul6é tartoméanynak tekintjiik.
Ha néhany félsik egybeesik, akkor ezeket egy félsiknak tekintjiik, és a lefedések szamat
multiplicitassal szamoljuk. Ha két E-beli egyenes egybeesik ugy, hogy a megfelels félsikok
nem esnek egybe, akkor az egyenest a tobbi E-beli egyenes elfajulé tartoméanyokra osztja.

Kénnyen igazolhato, hogy a tartoményok minden pontja ugyanannyiszor van lefedve.
Bebizonyitjuk, hogy legfeljebb C(q) := ¢* + ¢ + 1 van koztiik, amelyek pontosan g-szor
vannak lefedve.

Legyen K € @ olyan, hogy K pontosan g-szor van lefedve. Megmutatjuk, hogy K-t
nem fedik le az azt hatarolé E-beli egyenesekhez tartozo félsikok. Az elfajulo esetekben ez
trivialis, ezért csak a nem elfajulokkal foglalkozunk. Tegyiik fel indirekten, hogy az e (K-t
hatarold) egyeneshez tartozo félsik lefedi K-t. Ekkor alkalmasan valaszthato két pont, P
és P', az e kiilonboz6 oldalain tigy, hogy P € K, P' ¢ K, valamint P és P’ kozott csak e
halad az E-beli egyenesek koziil, és igy P’ csak (¢ — 1)-szer lenne fedve, ami ellentmond
a feltételnek.

Legyen RKe Q egy K-tol kiilonbozs, pontosan g-szor lefedett tartoméany. Hozzaren-
deljitk K-hoz az egyik olyan hatérol6 egyenesét, amelyhez tartozo félsik lefedi K-t, és ezt
ep-pal jeloljiik. Legyen P € K és P’ € K. Ha K nem elfajuld, akkor eg-nak vélasszuk
azt az-egyenest, ami a P’-hoz legkozelebb metszi a PP’ szakaszt. Mivel ez nem fedi le
P’-t, lefedi P-t, és igy K-t is. Ha K elfajuls, akkor mindkét esetben viladgos, hogy K egy
alkalrnas hatarolo egyenese lefedi P-t.

Mivel minden olyan egyeneshez, amit hozzarendeltiink egy tartomanyhoz, tartozik
egy K-t lefeds félsik, legfeljebb ¢ darab ilyen egyenes lehet. Most megmutatjuk, hogy egy
egyenest legfeljebb ¢ + 1 kiilénb6z6 tartomanyhoz rendeltiink hozza.

Legyen e egy egyenes, és K1, Ko,...,K, € Q azok a tartomanyok, melyekhez e-t
rendeltiik. Tegyiik fel, hogy ebben a sorrendben kévetik egymést e-n. Han > i > 1, akkor
legyen e; a K;-nek az a hatarold egyenese, ami a K;-hez kozelebbi cstcsaban metszi e-
t. Ha K; elfajuld, akkor olyan hatarolé egyenest valasszunk, ami lefedi Kj-et. Mindkét
esetben nyilvanvalo, hogy ez megtehet6. Vilagos, hogy az e;-khez tartozo félsikok lefedik
K -et, ugyanakkor ezek a félsikok kiilonbozéek. Tehat n < g + 1.

Ezért K-n kiviil még legfeljebb ¢(g + 1) darab pontosan g-szor lefedett tartomany
van, és igy osszesen legfeljebb ¢* + g + 1 darab.

Erkezett 8 dolgozat. Ambrus Gergely, Csoka Endre, Mathé Andras, Palvilgyi Domé-
tor, Terpai Tamas, Varju Péter, Vizer Maté és Zabradi Gergely megoldésa, tehat mind a
nyolc, helyes.

10. feladat (Csorgs Sandor és Gordon Simons). Legyenck X és Y fiiggetlen szent-
pétervdri véletlen vdltozok, melyek tehdt minden k =1,2,... esetén a 2F értéket
1/2% wvaldszintiséggel veszik fel, és jelolje I{A} az A esemény indikdtordat. Mutassuk
meg, hogy X ésY megadhatdk egy olyan, elég bé valdsziniségi mezdn, amelyen ér-
telmezhetd fiiggetlen szentpétervdri véletlen vdltozdknak egy mdsik, X' és'Y' pdrja
is gy, hogy X +Y =2X' + Y'I{Y' < X'} majdnem biztosan.

Megoldas. (Csoka Endre, Lovas Rezs6 Laszlo versenyen kiviil, Terpai Tamas, Varju Péter

és a kit(iz6k). Legyen (Q, A, P) harom fiiggetlen szentpétervari jatékot leir6 valészintiségi
mezd, . amelyen tehat X és Y mellett adva van egy harmadik szentpétervari véletlen
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valtoz6 Z, tgy, hogy X,Y és Z fiiggetlenek. Azt allitjuk, hogy ez a mezé eleget teéz
a kivanalmaknak. Valoban, vezessiik be az

ax(X,Y)

X' =XHX =Y}+ 2L H{X £Y)

és
Y=XZI{X=Y}+min(X,Y)I{X #Y}.
véletlen véltozokat ezen a mezén. El6szor az algebrat ellendrizve, ha X =Y, akkor tényleg
2X' +Y'{Y' < X'} =2X+XZI{XZ< X}=2X=X+Y,
és ha X # Y, akkor ismét

max(X,Y)

2X'+Y'I{Y' < X'} =2 5

+min(X,Y) I {min(X, Y) < %2’“’2}

= max(X,Y) + min(X,Y)
=X4Y,

mivel ha X # Y, akkor max(X,Y) legalabb kétszer akkora mint min(X,Y).

Azt ellenérizends, hogy X' és Y’ a kivant egyiittes eloszlast kovetik, vagyis, hogy
fiiggetlenek, és mindketts tényleg szentpétervari valtozo, vegyiik észre, hogy tetszéleges
J.k=1,2,... esetén

P{X' =2, Y/ =2%}

=P{X'=2, V=2 X=Y}+P{X' =2, V=2, X>Y}
+PX =9, V=2" X< ¥}

=P{X=2, XZ=2" X=Y}+P{X =2, Y=2% X>VY)}
+P{y =21 X =2 X <Y}

=P{X=2,Y=2 Z2=2""}+2P{Xx =2, Y =2% X>VY}

P{X=2,Y=2, 6 2=2%7}, ha k>j+1,
2P{X =2t Y =2 X>Y}, ha k<j+1,

PIX =2 Y=2 Z=2"%} ha hEg+1,
2P{X =2, ¥'=2"}, ha k< j+1,
ugyhogy mindkét esetben

7 . 1 5
P{X'=2, Y’:2’°}=§§c—:P{X:ZJ, Y =2},

amibdl az allitasok kovetkeznek.
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Megjegyzések. Vilagos, hogy i,7 € N esetén a 2" + 27 érték egyértelmtien meghatéarozza
i és j értékeit. Ezt hasznalva, elemi Osszehasonlitdasokkal azonnal adodik a feladat alli-
tasdnak az a gyengébb valtozata, miszerint X +Y és 2X + YI{Y < X}, és ennélfogva
a bizonyitando6 egyenlség két oldalanak az eloszlisa megegyezik. Ez Proposition 1.1 a
kitiz6k egy nemrégi cikkében (The two-Paul paradox and the comparison of infinite ex-
pectations. In: Limit Theorems in Probability and Statistics Vol. 1, pp. 427-455. Janos
Bolyai Mathematical Society, Budapest, 2002); ennek az eloszlasbeli egyenléségnek a bi-
zonyitasaval indul Zabradi Gergely megoldasa, bar a teljes megoldasban (ami nala X, Y,
X', Y megfelel§ egyiittes eloszlasanak megadasara épiil) ez nem jatszik szerepet. Mint-
hogy YI{Y < X} varhato értéke 2, az allitas paradox lényege abban &ll (amint ezt a fenti
cikk béven elemzi), hogy ha két szentpétervari jatékos elére megegyezik, hogy a bank
veliikk jatszott egy-egy jatékanak a nyereményeit maguk kozott atlagolni fogjak, akkor
mind a kettd varhatéan egy dukattal gazdagabb lesz ahhoz képest, mintha kiilon-kiilén
csak egyszerien elfogadnak a sajat nyereményeiket, annak ellenére, hogy a bank Gsszesen
ugyanannyit fizet ki kettejiiknek. A feladatban szerepls erés valtozat a kittiz6k egy készii-
I6ben levé Gj dolgozataban (Pooling strategies for St. Petersburg gamblers) az egyik elsé
lépés afelé, hogy még meglep&bb allitdsokat nyerjenek ketténél tobb jatékosra.

A forditott irdnyban, feltételezve, hogy az 6hajtott megoldas valamilyen (£2, .4, P)
valoszintségi mezoén létezik, Totik Vilmostél ered a kovetkezé gondolatmenet, amelyben
események egyenlSségén indikatoraik majdnem biztos egyenlGségét értjiik. (Indulas elstt
jegyezziik meg, hogy P{X =Y} =P{X <Y} = P{X > Y} = 1/3, és igy ugyanez igaz a
vesszGs valtozokra is.) Ha X # Y, akkor X + Y nem kettShatvany, és igy a feltételezett
X+Y =2X"+Y'I{Y’ < X'} egyenl6ség csak gy allhat fenn, ha {X # Y} ={Y’' < X'}.
ey {X=Y)}={X'<Y'},6s X'=Xha X =Y. Haviszont {X #Y}={Y' < X'} ké-
vetkezik be, akkor X <Y esetén a fenti egyértelmiiségi 4llitds miatt csak X' =Y /2ésY' =
X alehetséges megoldasok, mig Y < X esetén X' = X/2ésY’ =Y. Tehat Y/ = min(X,Y)
ha X # Y, és altalaban X' = XI{X =Y} + max(X,Y)I{X # Y}/2. Visszatérve a ma-
sik esetre, amikor {X =Y} = {X' < Y'} teljesiil, és igy X' = X, az X' és Y’ valtozok-
16l feltételezett egyiittes eloszlas miatt P{X =Y =2" YV//X' =2/} =P{X' =X =Y =
gk, ¥! = 2k} = PIX’ = 2F, V' = 2¥9) = 1/9%%+9, barmilyen 4.k = 1,2, ... szémokra
Minthogy P{X' = X =Y = 2¥} = 1/2%* latjuk, hogy X =Y esetén Z =Y’/ X’ az X-t6l
fiiggetlen szentpétervari valtozo, amivel ekkor Y/ = ZX. Tehat a feladatnak lényegében
egy megoldasa van.

Mas forméaban ugyanerre lyukad ki Mathé Andras is. A lényegében egyetlen megol-
dast a legtermészetesebb médon héarom fiiggetlen jatékkal valosithatjuk meg, ahogy a fenti
megoldasban; ez némileg rejtve marad Mathé Andras, Rath Balazs és Zabradi Gergely
(egymastol is kiilonbo6z6) j6 megoldasaiban.

Erkezett 9 dolgozat. Helyes Csoka Endre, Mathé Andras, Rath Balazs, Terpai Tamas,
Varju Péter, Zabradi Gergely és (versenyen kiviil) Lovas Rezs6 Léaszlo megoldasa. Nem
szabatos, de lényegét tekintve elfogadhaté Palvolgyi Domotor és Vizer Maté megoldasa.

MAGYAR
PUBOMANYOS AKADEMRA
8 KONYYTARA
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A TARSULATROL - KULFOLDIEKNEK

CSASZAR AKOS

A Matematikai Lapok olvaséi szaméara — gondolom — kozismert, hogy a Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat (BJMT) hosszabb ideje (pontosan 1990 6ta) tagja az Eurépai
Matematikai Tarsasdgnak (European Mathematical Society, EMS). Ennek a havi fo-
lyéirata (Newsletter of the EMS) idénként egy-egy cikkben ismerteti a tagegyesiiletek
miikédését: a BJMT-rél a 2006. évi marciusi szam kozolt egy cikket, amelynek megira-
sara tarsulatunk vezetGsége a szerzét kérte meg.

Ugyane vezet&ségnek az volt a véleménye, hogy az eredetileg természetesen elss-
sorban kiilf6ldi olvasok tajékoztatasara szolgalo cikk anyaga, vagy legalabbis annak egy
része, érdekelheti a BJMT 2006. majus 13-a4n tartott kiildottgy(ilésének résztvevéit is,
igy felkérte a szerzét egy, a cikk anyagat roviden ismertets eladasnak az emlitett kiil-
dottgytlésen valé megtartasara.

Ugyancsak a BJMT vezet&sége az el6adas sikerének hatésara tgy vélte, hogy az
elhangzott eladas szélesebb kor, a Matematikai Lapok olvasoi szamara is érdekes lehet,
és a szerz6t egy ilyen cikk megirasaval is megbizta. Igy jott létre az elGttiink fekvé iras.

A Newsletterben kozolt cikk (The Hungarian Mathematical Society (BJMT)) ssze-
allitasahoz a szerz6 természetesen felhasznalta Széndssy Barndnak a Matematikai La-
pokban 1966-ban megjelent cikkét, amely a BIMT jogel6djének akkor 75 éve tortént
megalapitasaroél szolt (Tarsulatunk 75 éve); a kés6bbi események attekintéséhez a BJMT
birtokaban 1évé kiilonféle iratok nyujtottak tampontot. Az utébbiak sszegytijtésével a
BJIMT igazgatoja, Kulcsdr Cecilia sietett a szerzé segitségére, amiért & &szinte koszo-
nettel tartozik (ezt a Newsletter cikke is, nagyon helyesen, megemliti).

Magyarorszdgon a matematikai kutatéssal foglalkozok kore a XIX. szazad
elsé felében lényegében véve a két Bolyai (Farkas és Janos) személyére korlato-
zodott. A szédzad végére azonban a helyzet lényegesen megvaltozott, igyhogy 1885-
t6l kezdve Budapesten a matematikai és fizikai egyetemi oktatok tobbé-kevésbé
rendszeresen talalkoztak egy-egy étteremben egy szakmai elGadas meghallgatasara,
amit azutan k6zos vacsora kovetett. A mintegy 20-30 résztvevs koziil kiemelkedik a
matematikusok részérsl Kénig Gyula, Hunyady Jend, Scholtz Agoston, a fizikusok
részérsl Eotvos Lordnd és Szily Kdlmdn; néha a Kolozsvarrél Budapestre latogato
Réthy Mor és Schlesinger Lajos is csatlakozott a résztvev6khoz. Ezek az Ossze-
jovetelek évekig minden hivatalos jelleg nélkiil folytak, mig aztan 1890. december
18-an E6tvos Lorand olyan gytilést szervezett mintegy 100 f6 részvételével, amelyen
egy matematikai és fizikai kutatokat és oktatokat tomorits egyesiilet megalakitasat
hataroztak el, és kikiildtek egy bizottsagot az alapszabalyok megfogalmazasara. En-
nek eredményeképpen a beliigyminiszter 1891. augusztus 21-én az alapszabalyokat
jovahagyta, és igy 1891. november 5-én 298 {6 részvételével megtarthatta alakulo



iilését a Mathematikai és Physikai Tarsulat. Elnoknek E6tvos Lorandot vélasztot-
tak, a matematikusok koziil Kénig Gyula alelnok, Rados Gusztdv titkar lett.

Az 1j egyesiilet talan legfontosabb feladata egy olyan magyar nyelvii folyoi-
ratnak a meginditdsa volt, amely a matematika és fizika fejlédését volt hivatva a
tudoméanyegyetemi és kozépiskolai oktatok részére ismertetni. Ez az 1j folyoirat,
a Mathematikai és Physikai Lapok, hasznosan egészitette ki a Magyar Tudomaé-
nyos Akadémia (MTA) kiad4saban megjelend Mathematikai és Természettudoma-
nyi Ertesité mikodését. Kozolt cikkeket 1j tudoméanyos eredményekkel (igy példaul
hasabjain jelent meg Fejér Lipdt nevezetes doktori értekezése a Fourier-sor szum-
maci6jarol, valamint Riesz Frigyes, Gedcze Zodrd, Haar Alfréd t6bb fontos cikke),
ismertette a két tudomany egy-egy diszciplinajanak ajabb fejlédését, volt benne
feladatrovat (feladatok kittizése és a megoldasok ismertetése), kozolt konyvismerte-
téseket, tajékoztatott a Tarsulat rendezvényeirdl és a tanuléversenyekrél (1. alabb).
A szerkesztést matematikai részrél eleinte Rados Gusztav végezte, t6le 1914-t61
Fejér Lipot, majd 1932-t81 Kdnig Dénes vette at.

A Tarsulat egy mésik nagy jelent8ségt tevékenysége volt matematikai és fi-
zikai tanuloversenyek szervezése. Ilyeneket 1894-t8l kezdve évenként rendeztek a
kozépiskolai tanulményaikat éppen befejezett fiatalok részére kiilon matematika-
bol és fizikabol. A matematikai versenyek olyan sikeresek voltak, hogy anyagukat
Kiirschak Jozsef 1929-ben Matematikai versenytételek cimen megjelent konyvében
kiilon ismertette. Ez a nagy sikerti konyv azutén tobb izben is folytatast nyert, je-
lenleg az 1998-ig megrendezett versenyek anyaga van konyv alakban feldolgozva;
angol nyelven is megjelent a versenyek ismertetése.

A tanuloversenyekre valo felkészitést szolgalo folydiratnak (Kozépiskolai Ma-
tematikai és Fizikai Lapok) kezdetben nem volt kapcsolata a Térsulattal.

Eo6tvos Lorand 1919-ben bekovetkezett halala utan a Téarsulat 1921-ben fel-
vette az E6tvos Lorand Matematikai és Fizikai Tarsulat (ELMFT) nevet, és a
tanuloversenyeket is roviden Eotvos-verseny néven kezdték emlegetni. Az ELMFT
egyik fontos feladata volt a Koénig Gyula-alapitvany mikodtetése. Ezt a nevében
emlitett kivalo tudos gyermekei alapitottak azzal a céllal, hogy kétévenként egy-
egy igéretes eredményeket elért fiatal matematikus (egyetemi tanarok nem johettek
szoba) az alapitvanyt forrasként hasznalé Kénig Gyula-jutalmat atvehesse. Erde-
mes attekinteni az 1922-t61 kétévenként megjutalmazottak névsorat: Bauer Mihdly,
Szegd Gdbor, Székefalvi Nagy Gyula, Jordan Kdroly, Szdsz Ottd, Egervdry Jend,
Veress Pal, Kalmdr Ldszlo, Lipka Istvan, Rédei Ldszlo, Hajos Gyorgy, Székefalvi-
Nagy Béla, Varga Otto.

Az utolso, 1944-ben atadott dij utan az alapitviny a haboru kiovetkeztében
elveszitette vagyonat, s ezzel sajnalatosan megsziint.

Az ELMF'T tevékenységeként rendszeresen szerveztek a matematika és fizika
egyes eredményeirdl sz6l6 el6adasokat Budapesten, matematikabol évente mintegy
5-10-et; néha mod volt kiilféldi el6adok megnyerésére is, de ezek szama Osszevéve
is 10 alatt maradt (kozéjiik tartozott pl. Neumann Janos). A taglétszam a meg-
alakulas utan rovidesen elérte a 400-at, ez a két habort kozott kb. 200-ra esett
vissza.
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A maésodik vilaghaborii pusztitasai utan hosszabb ideig nem volt mod az egye-
siileti élet Gjrainditasara; Szegeden jott létre az ujjaalakulés olyan forméban, hogy
1947. janius 21-én megalakitottak az ELMFT egyik jogutédjat, a Bolyai Janos Ma-
tematikai Téarsulatot (BJMT). A csekély szamu jelenlevé mellett tébben levélben
jelezték csatlakozasi szandékukat. A hatar menti Szegedrsl nehéz volt a tarsu-
lati életet iranyitani, igy a BJMT mér 1949-ben Budapestre tette at székhelyét.
A taglétszam hamarosan elérte az 1500-at, ma 2500 koriil ingadozik. A BJMT maéar
1948-ban tagjava valt a Miszaki és Természettudoményi Egyesiiletek Szovetségé-
nek (MTESZ), 1956-t6] kezdve tagja a Nemzetkozi Matematikai Uniénak (IMU),
1990-t61 kezdve nedig az Europai Matematikai Tarsasagnak (EMS).

Az ELMFT masik jogutodjaként hamarosan megalakult az Eotvos Lorand
Fizikai Tarsulat (ELFT) is.

A BJMT miikodése kezdettdl fogva a Tudomanyos Szakosztaly és az Oktatasi
Szakosztaly keretei kozott folyt; 1963-ban létrejott a Matematika Alkalmazéasai
Szakosztaly is. Az orszag egész teriiletén folyd miikodés lényeges kellékeként révid
id6 alatt létrejottek a ma mar nagy szamban miikods helyi tagozatok is.

A BJMT tevékenységének egyik fontos részeként ismételten rendezett mate-
matikai kongresszusokat — elGszor 1950-ben az I. Magyar Matematikai Kongresszust
az MTA részvételével - Fejér Lipot és Riesz Frigyes sziiletésének 70-edik évfordulo-
jat kivanva ezzel emlékezetessé tenni. 200-nal tobben vettek ezen részt, koztiik kb.
50 kiilfoldi. 1960-ban (ismét az MTA-val egyiitt) keriilt sor a II. Magyar Matema-
tikai Kongresszusra (600-nal tobb, koztiik 300-nal tobb kiilfoldi résztvevovel). Csak
magyar résztvevikkel zajlott le a BJMT alakulasanak 10-edik évfordul6éja alkal-
mébol Szegeden, majd 1972-ben a 25-6dik évfordulé megiinneplésére Debrecenben
néhany szaz résztvevivel egy-egy kisebb kongresszus. 1996-ban, mar az EMS-hez
val6 csatlakozés utdn, a BJMT-nak jutott a II. Eurépai Matematikai Kongresszus
megrendezése (700-nal tobb, zémmel kilféldi résztvevs). Az 1950-es kongresszus
anyaga kotetben is megjelent.

A matematikai tudomany egészét feldolgozo kongresszusok mellett rendszere-
sen szervezédnek egy-egy tudomanyag teriiletére kiterjedd, sziikebb anyagot érinté
konferencidk. Ezek koziil elsének emlitends a Bolyai Janos sziiletésének 150-edik
évforduldja alkalméabol 1952-ben rendezett konferencia, amelynek résztvevéi kozott
masokkal egyiitt P. S. Alexandroff és E. Cech jelenlétét is tidvozolhettiik. 1953-t61
kezdve évenként 3-4 témaban szervez konferenciat a BJIMT, tébbnyire néhany tu-
cat, tulnyomoan kiilfoldi résztvevivel; ezek anyaga sokszor kiilon kétetben (néha
t6bb kétetben is) megjelenik.

A matematika oktatasanak elésegitése, szinvonalanak emelése céljat szolgaljak
az évenként néhéany széz hazai résztvevivel megrendezett vandorgytilések, majd az
1990-t61 kezdve ugyancsak évenként rendezett Varga Tamas-napok; az utobbiak
anyaga kotet forméajaban is napvilagot 1at. Kiilon emlitést érdemel az 1963-ban
az UNESCO tamogatisaval szervezett konferencia, amelynek célja a matematikai
tananyag korszertisitésének megvitatésa volt, és hatasa maig érzédik. Ugyancsak a



matematikaoktatas tdmogatasara szolgal a tehetséges tanuldkat tomorité Ifjusagi
Matematikai Kor is.

Fontos része a BJMT munkédjanak kiilonféle matematikai kiadvanyok szer-
kesztésében és kiadasadban vald részvétel. A kongresszusi és konferenciakoteteket
mar emlitettiik, hozzajuk jarult néhany inkabb tankényv jellegti kiadvany is. T6bb
folyotirat szerkesztésében is részt vesz a BJMT; idegen nyelven a Periodica Mathe-
matica Hungarica jelenik meg 1971 6ta, a Combinatorica pedig 1981 6ta. Magyar
nyelven a Matematikai Lapok lépett 1950-t61 a kordbbi Matematikai és Fizikai
Lapok egyik utodjaként szinre, s ettdl kezdve mar a Kozépiskolai Matematikai
Lapok is a BJMT szerkesztésében jelenik meg, 1959-t6] ismét fizikai rovattal is
bévitve. 1997-t61 az Alkalmazott Matematikai Lapok és az ABACUS is tarsulati
lap lett, s6t 1953 és 1990 kozott ilyen volt a Matematika Tanitdsa is. Legtjabb
fejlemény a matematika magyar kutatéinak munkéssagat angol nyelven attekints
A Panorama of Hungarian Mathematics in the Twentieth Century elsé kotetének
megjelenése a Springer kiadasdban, Horvdth Jdnos szerkesztésében, és folyik a méa-
sodik kdotet elGkészitése is.

Jelentds része a BJMT tevékenységének a kiilonféle tanuloversenyek megrende-
zése. A korabbi Eotvos-verseny 1949 6ta Kiirschak Jozsef-verseny néven fut tovabb,
de most mar a kozépiskolasok is részt vehetnek rajta.

Ugyancsak 1949-ben vette kezdetét a Schweitzer Miklos-verseny megrendezése,
amelyen egyetemi hallgatok tobbnapos otthoni munkéval oldhatjak meg a kitizott
(tobbnyire 10) feladatot. Ennek az tijszerd versenynek anyagat angol nyelven ismer-
tetd kotet is megjelent 1961-ben, majd ennek folytatasa 1991-ben. Fiatalabb tanu-
16k részére rendezi a Tarsulat az Arany Déniel-versenyt 1949-t6l, a Varga Tamas-
versenyt pedig 1985 és 1999 kozott szervezte meg. A BJMT rendezésében folyt az
Orszagos Tanulmanyi Verseny matematikai része is 1951-t61 1976-ig. A nemzetkozi
matematikai olimpiara késziilg tanulokat ugyancsak a BJMT késziti fel, 1961-ben
és 1982-ben mi is rendeztiik meg ezt a versenyt. 1990-t6l folyik valtakozva hazai
és izraeli rendezésben a Magyar—Izraeli Matematikai Verseny. A felsorolt orszagos
versenyek sorat sok helyi verseny is kiegésziti egy-egy tagozat szervezésében.

A matematikai kutatasban, illetve a matematikai oktatdsban kiemelkedds tel-
jesitményt nyajté személyek jutalmazasara szamos dijat oszt ki évente a BJMT.
1950-t61 Beke Mano-dijat kapnak a legkivalobb oktatok. A jelentés eredményt elért
fiatal matematikusok elismerését szolgélja 1953 ota a Griinwald Géza-dij. 1970-
tSl kezdve kap Szele Tibor-emlékérmet egy kiemelkedd és iskolat nevels kutato.
A mar a kutatasban is eredményt felmutato egyetemi hallgatok jutalmazasara szol-
gal 1973 6ta a Rényi Kato-dij. A matematika alkalmazasaban sikeres fiatal kuta-
ték a Farkas Gyula-dijban részesiilhetnek. Egy sikeres egyetemi hallgaté évente a
Patai-alapitvany dijat nyerheti el. Részt vesz a BJMT maés szervek altal alapitott
és fenntartott dijak odaitélésében is (Ericsson-dij, Récz Tanar ar Eletmidij stb.)

Erdemes megemliteni, hogy volt egy fontos térténelmi tényezs, amely mate-
matikai tarsulatunk meger8sodéséhez vezetett. A II. vilaghdbort utani politikai
rendszer fokozatosan betiltott minden civil kezdeményezést. Csak néhany kivétel
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volt, tobbek kozott a tudoményos tarsulatok. Ezeket, mint tagszervezeteket, a M-
szaki és Természettudomanyos Egyesiiletek Szovetsége ellendrizte. Ily médon tarsu-
latunknak jogdban allt nemzetkozi konferencidkat szervezni, konferenciakoteteket
kiadni stb., ami altalaban az allam monopoliuma volt. A maéasik tudomanyos ira-
nyultsagi szervezet a Magyar Tudoméanyos Akadémia volt. Ez azonban — mintegy
minisztériumként — nagyon biirokratikusan miikodott. Ezek a koriilmények vezet-
ték a matematikai aktivitast a mi tarsulatunkba, megerssitve azt. A nemzetkozi
konferencidk szervezése és a kotetek kiadasa keményvalutat hozott, aminek annak
idején nagy jelent6sége volt. Ennek egy részét a tarsulat maga hasznalhatta fel,
példéaul nyugati utazasokra.

A Newsletterben megjelent cikk a BJMT eddigi elnokeinek, ftitkarainak és
tiszteletbeli elnokeinek felsorolasaval zarul.



BUCSU GEHER ISTVANTOL

Kedves Gyaszolé Csalad! Tisztelt Gyaszolok! Kedves Barataim!

Megrendiilten 4llunk atyai baratunk és mesteriink, Gehér Istvan hamvai el6tt. Még
felfoghatatlan, hogy eltavozott. Szamukra O mindig kortalan volt, kedves és vidam.
Rendkiviili tehetségd embert temetiink.

Zalaegerszegrol indult, ott élt a csalad. Matematikai tehetségére koran felfi-
gyeltek. Az els6 biztato szavakat és matematikai témajt konyvet a gimnéziumban a
hitoktat6jatol kapta. Még dult a habort, amikor 1943-ban megkezdte tanulményait
a Pazmany Péter Tudoményegyetemen. Kiemelkedd képességeire hamar felfigyel-
tek professzorai. A XX. szazad egyik legnagyobb hatast matematikaprofesszoranak,
Riesz Frigyesnek lett a tanarsegédje. A nehéz koriilmények ellenére is minden adott
volt a nagy ivii tudoményos karrierhez.

A sors azonban kozbeszolt. Az 50-es évek elején igaztalan vadak alapjan elta-
volitotték az egyetemrsl. Karrierjét megtorték, de jelleme és gerince egész életében
hajlithatatlan maradt. Elejtett szavaibol tudjuk, hogy tobben, nagy befolyassal
biré emberek, felajanlottak a kozbenjarasukat érdekében. De, ahogy O mondta,
volt Onérzete. Dolgos, munkaszeretd csalddban nétt fel, nem érezte lealacsonyito-
nak a fizikai munkat. Hitt abban, hogy a sors karpotolni fogja az igazsagtalan
bantalmakért.

1957-ben mér az Istvan Gimnéazium tanira. Ha csak ezzel teljesedett volna be
szakmai karrierje, igy is teljes életmii lenne. Didkgeneraciok sora 6rzi Ot emlékeiben
tisztelettel és szeretettel.

Az igazi elégtételt szamara az 1964-es év hozta meg, amikor munkatarsa lett a
Magyar Tudoméanyos Akadémia Szamitastechnikai Koézpontjanak. Tehetsége szinte
szarnyalt. Alig néhany év alatt a funkcionélanalizis legmodernebb teriiletein végzett
djra magas szintd kutatémunkat, és tanitott benniinket, hiszen egész életében tanar
maradt a sz6 legnemesebb értelmében. Azon kevés és kivételes matematikusokhoz
tartozott, akiknek valamely probléma megoldasa vagy egy értékes gondolata azért
is okozott 6rémet, mert ezzel mindenki masnak is 6romet akart szerezni. Abbol az
alkot6 kornyezetbdl, amelynek kimagaslo egyénisége volt, akadémikus, tudoméanyok
doktorai, kandidatusok sora keriilt ki, mindenki elismerte és tisztelte kivételes
tehetségét.

1970-ben a Magyar Tudoméanyos Akadémia Szamitéstechnikai és Automatiza-
lasi Kutatoéintézete vezetdi felismerve kivételes alkoté kozosséget teremts képessé-
gét, ra biztak annak az osztalynak a megszervezését, amely az iizembe helyezésre



keriils, akkor nagyon korszeri szamitogép szoftverének fogadasaval és miikodtetésé-
vel foglalkozott. Amikor elmentek az Ggynevezett gépvard szakemberek, magunkra
maradtunk. Elhataroztuk, hogy agy probaljuk megoldani a feladatokat, hogy a Ma-
gyar Tudoméanyos Akadémian foly6 kutatasok, és az Intézet ne keriiljon kiszolgalta-
tott helyzetbe a nyugati szakmai partnerek el6tt. Nehéz szavakat talalni, ahogyan
osztalyat vezette. Ha kellett batoritott, ha kellett beallt a sorba, nem valogatva a
feladatok kozott. Kiveételes, oldott hangulati alkoté mthely volt, amelyet létreho-
zott. Csak az elvégzett munka eredménye és a tehetség szamitott. Eredményesen
képviselte az Akadémiat a Control Data Corporation eur6pai férumain, és arra is
futotta erejébsl, hogy eurdpai szintid konferenciat szervezzen, gazdagitva ezzel az
Akadémia nemzetkozi elismertségét.

Eletében nem gyijtott vagyont, hiszen erre nem is volt lehet&sége, de ha a sors
ugy hozta, hogy viszonylag gondtalanabbul élhetett, minden keresetét szeretteinek,
a csaladjanak adta. 1985-ben 60 éves kordban vonult nyugdijba megelégedett em-
berként. Kapcsolatait mindvégig apolta volt munkatéarsaival. A sors megkimélte a
betegségektol, jellemzden a legsilyosabb balesetét akkor szenvedte el, amikor mas
embertarsan akart segiteni.

Amilyen szeretettel nevelte kislanyat, olyan odaadassal foglalkozott unokéival
is. Hiiséges feleségéhez mindenkor nagyon ragaszkodott.

Néhanyunknak megadatott, hogy 80-adik sziiletésnapja el6tt par héttel talal-
kozhattunk Vele egy barati osszejovetelen. Néhany perc utan szelleme a régi volt. Az
emelkedett hangulat kozepette szolt nekem, hogy elfaradt, induljunk haza. Akkor
dobbentem ré, hogy elmilhatunk. Ovtam, és megszoritottam a kezét. Ezt tettiik
sorban mindannyian. Igy bucsiuztunk el Téle, a hajdani osztalya, akik kozott olyan
jOl érezte magat, t6link, akik mindig nagyra becsiiltiik, tiszteltiik és szerettiik.

Kedves Pista! Emléked sziviinkben él! Gondolatainkban veliink vagy, és veliink
is maradsz! Isten veled, nyugodjal békében!

Toke Pal
_‘(K_

Gehér Pista volt az elsé hallgato, akivel az egyetemre keriilésem utan (1949
augusztusdban) talalkoztam. O akkor mér negyedéves volt. Occsével, Lacival a
Kézépiskolai Matematikai Lapok révén tudtunk egymasrol, és innét ismert Pista is.
En el6szor azt hittem, 6 a Laci, és csodalkozva tapasztaltam, hogy két Gehér van
(kés6bb tudtam meg, hogy harom).

Kezdett6] fogva nagyon jo baratsagban voltunk. En tgy néztem ra, mint ,ma-
tematikai batyamra”. Rogton ,szarnyai ala vett”, és nagyon sok szépet tanulhattam
t6le. Ahogy Faludy Gyorgy irja Villon Testamentumjdban: ... lim-lom, és szemét
kozt gyongydket fogott a levegében, s aztdn megfordult s gy, mellékesen, gy fél-
halkan és félig elmendben marokra szérta dket énnekem. . ..

Csodékat és ,jigaz matematikat” mesélt. Sajnos nem emlékszem mar mindenre,
de koztiik volt a hamazelméleti szamossagok ekvivalencidjara vonatkozo Bernstein-
tétel és az izoperimetrikus probléma Fejes T'6th Ldszlotol szarmazd bizonyitésa.



Nem csak szoban tanitott; az O javaslatara olvastam el a Rademacher—Tdplitz-
konyvet (Von Zahlen und Figuren), és Dérrie konyvét (Triumph der Mathematik).

Szépet tudott alkotni is: Surdny:i Jdnos beszervezett néhany jobb hallgatét a
feladatmegoldasok jobb megfogalmazisa végett, mert a didkok megoldasa akkor
sem mindig volt igazan hasznalhat6. Jelen voltam, amikor Pista megtalalta azt a
szép megoldast, ami a Lapok 1951. évi marciusi szamaban a 274. oldalon szerepel
(210. feladat).

Nem csak nekem mesélt csoddkat, hanem mindenkinek, akit az érdekelt. Ter-
meészetesen elsGsorban a jo hallgatoknak, akiknek akkor is mesélt, ha nem kérték,
mert O tele volt kozlésvaggyal. Ha kellett, masnak is magyarazott, mert ezt koteles-
ségének tartotta. Szertelen volt, talan nem is mondott mindig igazat —, de soha nem
hazudott; azt mondta, ami eszébe jutott. Nem tudok rola, hogy valaha is artott
volna valakinek. Hadd mondjak el rola egy esetet, ami palyamat nagymértékben
befolyésolta:

Turdn-szeminariumon eléadta a Hajds-tételt. En is a hallgatésag kozott vol-
tam, s amikor a masodik dupla ora végén befejezte, megkérdezte télem, hogy ,hogy
tetszett”. Azt mondtam, hogy tetszett, de nem igazén értettem. Hogyhogy nem
értetted — mondta —, mikor allando6an beleszoltal, hogy itt vagy ott hibas. Ja — fe-
leltem —, azt lattam, hogy az el6z6ekbdl ez nem kovetkezhet. Elkezdett kiabalni:
Menj el algebristinak! Menj el algebristinak! — Es igy 16n.

Fried Ervin



EMLEKEZES KLEIN ESZTERRE ES
SZEKERES GYORGYRE

LACZKOVICH MIKLOS ES T. SOS VERA*

Klein Eszter és Szekeres Gyorgy, az Ausztralidban él6 magyar szirmazasa mate-
matikus hazaspar hazassaguk 70. évében, egyazon 6raban, 2005. augusztus 28-4n
elhunyt.

Mindketten Budapesten sziilettek, Klein Eszter 1910-ben, Szekeres Gyorgy
1911-ben. Szekeres Gyorgy 1932-ben szerzett vegyészmérnoki diplomat a Budapesti
Miiszaki Egyetemen, majd mérnokként dolgozott a simontornyai bérgyarban 1939-
ig. Klein Eszter a Pazmény Péter Tudomanyegyetemen végzett matematika—fizika
szakon. 1939-ben az iildozések elol Shanghajba menekiiltek. 1948-ban Ausztralidba
telepiiltek at. Szekeres Gyorgy 1963-ig a University of Adelaide, majd 1963-t6l
1976-ig a Univesity of New South Wales professzora, 1976-t6l halalaig az utobbi
egyetem emeritus professzora volt.

Mindketten nagy mértékben hozzajarultak az ausztral matematikai élet meg-
szervezéséhez és apolasdhoz. A matematikai tehetséggondozas megteremtésében a
magyarorszagi hagyoményokat atiiltetve kozépiskolai folyoiratot alapitottak, és el-
inditottak a kozépiskolai és egyetemi matematikai versenyeket. Szekeres Gyorgy

kozi matematikai élet élvonalaba keriiltek.

Szekeres Gyorgy alapito tagja volt az Ausztral Matematikai Tarsulatnak. 1963-
ban az Ausztral Tudoméanyos Akadémia tagjava valasztotta; 1986-ban lett a Magyar
Tudoményos Akadémia tiszteleti tagja. Szamos teriileten alkotott maradandot, igy
tobbek kozott a kombinatorikiban, geometriaban, szamelméletben, csoportelmélet-
ben, altalanos relativitdselméletben, ami tudomanyos munkassaganak kiilonlegesen
széles spektrumaét jelzi.

Szekeres Gyorgy sosem részesiilt formalis egyetemi szintd matematikai képzés-
ben. Hogyan tett szert akkor ilyen hatalmas matematikai miveltségre? O maga
err6l igy beszélt Sidney-ben a 90. sziiletésnapja tiszteletére rendezett banketten:
»Ahelyett, hogy egy disszertacio irasaval gyotortem volna magam valamely hiresség
— mint Fejér vagy Riesz — vezetése alatt, inkabb szenvedélyesen matematikat olvas-
tam. Matematikai tuddsom nagy részét a kortarsaimmal, Erdds Pallal és Turan
Pallal valo egyilittmiikodés révén szereztem.”

*Megjelent az Emlékbeszédek 20022005 cimii konyvben (MTA, Budapest, 2006).



Klein Eszter Turan Pallal, majd késébb Erddés Pallal egyiitt végezte mate-
matika tanulményait a Pazméany Péter Tudoméanyegyetemen. Mindharman tagjai
voltak annak a fiatal matematikusokbdl 4ll6 csoportnak, amely késébb Anonimus
korként valt ismertté. Valoszintleg Klein Eszter volt az, akin keresztiil Szekeres
Gyorgy kapcsolatba keriilt ezzel a csoporttal. De Klein Eszter szerepe ennél tobb
volt. Ahogy Szekeres visszaemlékezett: ,Az Eszter altal folvetett geometriai prob-
léma volt az, amelyen keresztiil megtanultam, hogy mit jelent teljes koncentrécioval
kitartéan kiizdeni egy matematikai probléma megoldasaért.” Ez a maga koraban
merdében tjszerti probléma olyan vizsgélatokat inditott el, amelyek a diszkrét mate-
matikanak a mai napig intenziven kutatott, eredményekben és nyitott kérdésekben
gazdag témakoreivé valtak.

Mar 1933-ban megjelentek Erdés Pallal, illetve Turén Pallal irt k6zos dolgo-
zatai. Ez az egylittm(ikodés, amely harom kontinens tévolsagat athidalva hosszt
évtizedeken 4t tartott, olyan vizsgélati irdnyokat inditott el, amelyek a matematika
fejlédésére dont6 hatast gyakoroltak. Valojaban a matematikai egyiittmikdodés és
ko6zo6s publikilas a teljes Anonimus korre jellemzdé volt. A matematikai életben ez
abban az id6ben meglehet&sen szokatlan volt még, és ugy véljiik, hogy ez az in-
tenziv, ujszerd munkastilus — amely ma mér a nemzetkozi tudoméanyos vilagban
mindennapos és nélkiillozhetetlen — a magyar matematikai élet karakterének meg-
formalasaban is lényeges szerepet jatszott.

Meg kell emlitentink, hogy ugyancsak Magyarorszighoz kotédik Szekeres
Gyorgy hires altalanos relativitdselméleti dolgozatanak keletkezése és publikalasa
azon elsé alkalmommal, amikor 20 év tavollét utan 1958-ban hazalatogatott. Ez lett
egyik legismertebb dolgozata, amelyben eldremutaté médon megalkotta azokat a
matematikai eszkozoket, amelyek kulcsfontossdgiak a kozmologiai fekete lyukak
megértéséhez.

Az 1958-as latogatas utan Klein Eszter és Szekeres Gyorgy gyakran visszatér-
tek Magyarorszagra. Szekeres Gyorgy mar kozel a 90-hez, 1996-ban és 1999-ben is
hazalatogatott Erdés Pal temetésére, majd az Erd6s Pal emlékére rendezett konfe-
rencia alkalméaboél. Ezen két utolsé latogatasan éppoly aktiv volt, mint korabban:
el6adasokat tartott, Gjra bejarta a 60 évvel korabbi kirandulasainak helyszineit — a
budai és a pilisi hegyeket —, kamarazenélt és matematizalt a barataival. Az aktiv
zenélés nagyon fontos része volt életének. Hegediin és bracsan jatszott; a rendszeres
hazimuzsikalasokon kiviil t6bb zenekarnak is tagja volt élete végéig.

Sosem vesztették el a szoros kapcsolatot a magyar matematikai élettel és kul-
taraval, dacéara annak, hogy még 30 évesek sem voltak, amikor el kellett hagyniuk
Magyarorszagot, és igy életiik nagyobb részét sziil6foldjiikon kiviil toltotték. Mégis,
ezek a korai évek egész életiikre nézve meghatarozéak voltak. Szekeres Gyorgy ezt
igy fejezte ki az Erdés Pal temetésén mondott beszédében 1996. oktober 18-an:
wzadmomra a Palitol valoé bacstazas egyuttal bucsiut jelent az ifja éveimtdl és a mate-
matikai beszélgetésektsl a varosligeti Anonimus-szobornal ... Bicsta gyakorlatilag
mindattol, amit Budapest jelentett szamomra, és amit egész életemben magamban
hordoztam.”
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Mindketten nagy tirt hagytak maguk utan. Kiilonleges humanitast, erkolcsi
tisztasagot, kultirat sugarz6 egyéniségiik mindenkire mély benyomast tett, aki is-
merhette 6ket. Klein Eszterre és Szekeres Gyorgyre szeretettel és tisztelettel em-
lékszik a magyar és nemzetkozi matematikai vilag.
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SZOKEFALVI-NAGY BELA
1913-1998

KERCHY LASZLO*

Ez az emlékbeszéd a szerz6nek Heinz Langerrel kozosen irt, Székefalvi-Nagy Béla életét
és munkéssagat bemutaté angol nyelvi cikkén alapszik, amely a Birkhauser Kiadé
Operator Theory: Advances and Applications sorozatanak 127., Recent Advances in
Operator Theory and Related Topics, Béla Székefalvi-Nagy Memorial Volume cimd
kotetében jelent meg.

Eletrajzi vazlat

Szokefalvi-Nagy Béla 1913. jalius 29-én sziiletett Kolozsvarott. A csaladi név ne-
mesi szarmazasra utal: Szokefalva kis falu Erdélyben, nem messze a Kiikiill6 menti
Erzsébetvarostél, ahol édesapja sziiletett. Edesapja, Gyula szintén neves matema-
tikus volt, aki Kolozsvarott a Szegény Iskolanévérek rendjének iskolajaban, a nagy
multia Marianumban tanitott, késébb pedig a Szegedi Tudoméanyegyetem geometria
tanszékét vezette. Edesanyja, Bol6ni Jolan matematikafizika—természetrajz szakos
polgari iskolai tanari diploméval rendelkezett. ,,Szdmomra gyermekkorom még ma is
meseszeriien szépnek tlinik” — mondta egy interjiban Székefalvi-Nagy Béla. A kis-
fiat szinte minden érdekelte. Nagyon vonzodott a novényekhez, allatokhoz, a sziil6i
hazban sajat kis parcellajat onalléan miivelte meg. Kés6bb nagy élvezetet talalt
a kiilonb6z6 nyelvek grammatikai szerkezetének vizsgalataban. Anyanyelvén kiviil
folyékonyan beszélt francidul, németiil, roméanul és kés6bb angolul; az iskolaban
még gorogot is tanult. Matematikai tehetségének jelei koran megmutatkoztak, a
kis Béla mar hatéves koraban elkapraztatta sziileit a kombinatorikus jellegii jaté-
kok, feladvanyok megoldasadban mutatott iligyességével.

Az 1. vilaghabort megvaltoztatta a hatéarokat, Erdély roméan fennhatésag ala
keriilt. Edesapja, elvesztvén kolozsvéri allasat, meghivast kapott a Klebelsberg
Kuno altal ajonnan alapitott Szegedi Tanarképzo Féiskola matematika tanszékére.
A csalad Magyarorszagra koltozott, s két év mulva Székefalvi-Nagy Béla beiratko-
zott a Szegedi Tudoméanyegyetem matematika—fizika szakara. Ezekben az években
a modern fizika forradalmi véltozasokon ment keresztiil. Mar gimnazista koraban
Béla kedvenc olvasményai Neumann Janosnak a kvantummechanika matematikai

*Megjelent az Emlékbeszédek 20022005 cimd konyvben (MTA, Budapest, 2006).
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alapjairol és B. L. van der Waerdennek a kvantumelmeélet és a csoportelmélet kap-
csolatérol irt kényvei voltak. Ezeket olyannyira élvezte, hogy egy-egy passzusnal,
amelyeket kiilonosen érdekesnek taldlt, nem tudott tovabb olvasni, felpattant, ki-
szaladt édesanyjahoz a konyhéaba elmondani neki, hogy itt valami csodalatos dolog
van. Az egyetemen nagyon élvezte Bay Zoltan fizika-el6adéasait. Ugyanakkor mély
hatést gyakoroltak ra matematikaprofesszorai: Riesz Frigyes, Haar Alfréd és Kerék-
jarté Béla. Neumann konyvébol mar tudta, hogy milyen fontos szerepet jatszanak
a Hilbert-térbeli operatorok a kvantumfizikiban, az egyetemen pedig az operator-
elméletet eredeti forrasbol, Riesz Frigyest6l tanulhatta, aki ezen modern kutatési
irany egyik megalapozdja volt.

Egy interjuban Székefalvi-Nagy Béla a kovetkezéképpen emlékezett vissza arra
az idére, amikor a tanitvanybol kolléga lett.

+Riesz egyik dolgozatahoz taldlni véltem egy joval egyszeriibb megkozelitési
modot. Megmutattam neki. Két nap mulva kozolte, hogy egy rossz 1épés van a
munkémban. Nem keseredtem el — éreztem, hogy jo irdnyba indultam —, hanem
nekilattam kikoszoriilni a csorbat. Ez pedig gy ment, hogy lefekiidtem a divanyra,
és gondolkodtam. Ha az ember nem tud atkelni a folyon egy helyen, keres egy méa-
sik helyet. Par nap milva megtalaltam a helyes lépést. Nyar volt. Riesz professzor
lent toltotte az id6t a Tiszan. Bar tudtam, hogy nem illendd taldn a nagy tekinté-
ly tudos pihenését zavarni, folkerestem a csonakhazon. Azt mondta, menjek vissza
maésnap. Es masnapra megvaltozott. Mar amikor baratsagosan kezet nytjtott, érez-
tem, hogy ezzel a gesztussal kollégajava fogadja a tanitvanyat. Szdmomra persze
tovabbra is 6 volt a Mester.”

Sz6kefalvi-Nagy Béla kiils6 tagja volt a budapesti mintara alapitott E6tvos
Lorand Kollégiumnak, ahol szintén élénk szellemi életre talalt. Doktori értekezését
— Haar Alfréd kutatésaihoz kapcsolodva — az izomorf fliggvényrendszerekrdl irta;
,sub auspiciis” avattak doktorra. 1937-38-ban nyolc hénapot toltott Lipesében, ahol
van der Waerden és Heisenberg dolgoztak ebben az id6ben. 1939 els szemeszteré-
ben Grenoble és Parizs egyetemein folytatta tanulmanyait, ahol — tobbek kozott —
Hadamard-ral és Denjoy-val talalkozott. 1939-ben az egyetemre tavozott édesapja
megiiresedett katedrajat foglalta el a Szegedi Tanarképzé Féiskolan, melynek ma-
tematika tanszékeét kilenc évig vezette. 1940-ben lett a Szegedi Tudomanyegyetem
magantanara, 1948-ban pedig kinevezték az egyetem nyilvinos rendes tanirava.
(Nem kis biiszkeséggel 6rizte Neumann Janos ajanlolevelét, akivel személyesen csak
egyszer, Budapesten sikeriilt taldlkoznia.) El6szor az abrazold geometria tanszéket
iranyitotta, majd az analizis tanszéket vezette 1983-ban tortént nyugdijba vonula-
saig.

A vilaghirnevet szaméara a Springer Verlag Ergebnisse sorozataban 1942-ben
megjelent, Spektraldarstellung linearer Transformationen des Hilbertschen Raumes
cimii tomor Osszefoglaldé munkaja hozta meg, melybdl generaciok tanultak a nor-
maélis operatorok spektralelméletét. 1952-ben jelent meg a Riesz Frigyessel kézosen
irt Lecons d’analyse fonctionelle cimi monografidjuk, amely hat nyelvre leforditva
a funkcionalanalizis alapvetd tankonyvévé és hivatkozasi forrasava valt.
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1956-ban meghalt Riesz Frigyes, s ugyanebben az évben Szdékefalvi-Nagy Béla
megismerkedett a tehetséges fiatal roman matematikussal, Ciprian Foiassal. Egy
alkalommal életének ezt az eseményét Szokefalvi-Nagy az 1j Dalai Lama tibeti
felbukkanasahoz hasonlitotta. A kvantumfizika szdméra a normaélis operitorok az
els6dleges fontossaguak. Ugyanakkor a matematika mas alkalmazéasi teriiletei (pél-
déul a szoraselmélet vagy az elektronikus halézatok elmélete) a nem-normalis ope-
ratorok vizsgalatat kivanjak meg. Szdékefalvi-Nagy Béla Dilatacios Tételébdl ki-
indulva, Sz6kefalvi-Nagy és Foias a nem-normaélis operatorok elméletének egy 1j
iranyat fejlesztették ki. Eredményeiket az 1967-ben megjelent Analyse harmoni-
que des opérateurs de l’espace de Hilbert cim( monografidjukban foglaltik Ossze,
amelyet aztan angolra és oroszra is leforditottak.

2. Tudomanyos eredmények

A tovabbiakban Székefalvi-Nagy Béla munkassagat néhany kivalasztott példan ke-
resztiil szeretném ismertetni; matematikai érdekl6désének és eredményeinek sokré-
tiisége miatt nem térhetek ki minden egyes alkotasara.

Els6 dolgozatok. Els6 dolgozatai algebrai-analitikus vizsgalatok a csoportelmé-
letben és az ortogonalis fiiggvények elméletében. Ezek még szoros kapcsolatban
allnak tanarai, Riesz Frigyes és Haar Alfréd kutatésaival. Riesz érdeklodését kii-
16ndsen a [3]! munka keltette fel, amelyben a 22 éves szerzs tobbek kézott aj bi-
zonyitast adott M. H. Stone-nak az unitér operétorok erésen folytonos (U(t))

félcsoportjainak

t>0

[ <]

U(t) = / e dEy,

— 00

spektralis elallitasarol szolo tételére és egyuttal kiterjesztette az eredményt nor-
malis operatorokbol allo félesoportokra is (lasd még [18]-at). Stone tétele alapvets
jelentdségl az elméleti fizikidban, a sztochasztikus folyamatok elméletében és méas
alkalmazasi teriileteken.

Szdkefalvi-Nagy Béla doktori értekezésének eredményeit a [6]-[9] dolgozatok
tartalmazzak. Itt, Haar Alfréd egyik munkajahoz kapcsolodva, tobbek kozott a
kovetkezé allitast bizonyitja be. Tegytik fel, hogy az R valos egyenes M és M
részhalmazain definialt (¢;) és (1;) ortogonalis fiiggvényrendszereknek ugyanaz a
szorzasi tablazata, azaz, hogy

/ 19 ds = / ST / Dililete= / ¥y ds
M M N M

LA hivatkozasok a tudomanyos dolgozatok jegyzékére utalnak.
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teljestil minden j, k, [ indexre. Ekkor a két rendszer egyméasba transzformalhato
az M mérhetd részhalmazainak M mérhets részhalmazaiba torténd, kolesénosen
egyértelmi halmaz- vagy pontleképezése ttjan.

Fourier-sorok és approximéacio. Szdkefalvi-Nagy Béla sokoldaltian jarult hozza
a Fourier-sorok és az approximéci6 elméletéhez. Koran elhunyt kollégajaval, Solyi
(Strausz) Antallal kdzosen, H. Bohr és J. Favard vizsgalataihoz kapcsolodva, 1937-
ben 1ij bizonyitast adott az

m
|F(2)] < o sup |f ()]
Bohr-féle egyenl6tlenségre ([17], lasd még [57]-et). Itt

fe)= Z(ak COS URT + b, Sin ugx)
k
alaku trigonometrikus polinom, ahol uy > U > 0, F' pedig a hozza tartozo integ-
ralfiiggvény:
1.
F(z) = — i —b 2
(z) zk: = (ak sinugz — by cos ugx)
A kérdéskor tanulmanyozésat 4ltalanos formaban a [19, 20] munkékban folytatta
(lasd még [14, 15]-0t). Az alabbiakban ismertetjiik az egyik idevago eredményt, a
periodikus fiiggvények esetére specializalva.
Jelolje K, azoknak a 27 periodust, mérhets fliggvényeknek a halmazat, ame-

lyekre | f (z)| < 1 és amelyeknek a Fourier-sora a cos ma-et és sin maz-et tartalmazo
tagokkal kezdédik, azaz

oo
(1) Z (ak cos kx + by sin kx)

k=m

alaki, ahol m adott nem negativ egész szam. Megadva egy A = (A(k));o:m valos
szamsorozatot és egy § valds szamot, rendeljitk hozza az (1) sorhoz a

(2) i A(k) (ak cos (kw -+ %6%) + by sin (k:x + %67r))

k=m

transzformalt sort. Keressiik annak a feltételét, hogy (2) egy folytonos fliggvény
Fourier-sora legyen. Jellje T{} f ezt a folytonos fiiggvényt (ha létezik). Ekkor a
kovetkezs kérdés tehetd fel: létezik-e olyan, az m, A, § mennyiségektdl fiiggs, de az
f € K,, fiiggvény valasztasatol fiiggetlen M3 allando, amellyel |(T5% f)(x)| < M3}
teljesiil minden z-re? Specidlisan kereshetjiik a legkisebb ilyen &llandét, valamint
azokat az fy ,extremalis fiiggvényeket”’, amelyek mellett ez a legjobb alland6 el-
éretik. Szdkefalvi-Nagy Béla a [19] dolgozatban megmutatta, hogy ezek a felada-
tok szabatosan megoldhatok, ha a \ sorozat bizonyos monotonitasi tulajdonsagok-
kal rendelkezik. Ha példaul m > 0,0 = 0 és A egy hadromszorosan monoton zérus-
sorozat (azaz A nulldhoz tart és X els§, masodik és harmadik differenciasorozata
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nem-negativ), akkor barmely f € K, fiiggvényhez talalhat6 ilyen T35 f folytonos
fiiggvény, az M} érték explicit modon kifejezhets:

m 4 e kA((2k 4+ 1)m)
MA":EkZ(_I) 2%k+1
={)

és az (eltolastol eltekintve egyetlen) extremaélis fliggvény: fo(z) = sign cos mz. Ha-
sonlo allitas érvényes 6 = 1 mellett olyan kétszeresen monoton A zérussorozatok
esetén, amelyekre Y~ A(k)/k < oo; ekkor

A((2k + 1)m)

M= ;; 2%k +1

Ezekbdl az igen éltalanos eredményekbdl le lehetett vezetni H. A. Schwartz és
P. Koebe harmonikus fiiggvényekrol szolo tételeinek bizonyos dltalanositasait, to-
vabbéa az (1)-hez tartozé egész vagy nem egész rendd integralfiiggvényekre vonat-
koz6 egyenlétlenségeket, amelyek tartalmazzak H. Bohr, S. N. Bernstein, J. Favard,
N. I. Akhieser és M. G. Krein egyes allitasait. Végiil bizonyos folytonos fiiggvények
trigonometrikus polinomok utjén torténd approximaciéjaval kapcsolatos kovetkez-
mények voltak nyerhet&k, amelyek a harom utobbi szerzé allitasainak kiterjesztései.
Megjegyezziik, hogy ezeket a vizsgalatokat a legutobbi iddkig is gyakran idézik és
fejlesztik tovabb, f6ként orosz matematikusok.

Sz8kefalvi-Nagy Bélanak a Fourier-sorok elméletébe vago eredményeit szdmos
ilyen iranyu monografia ismerteti. A [39] dolgozat sziikséges és elegendd feltéte-
leket ad arra, hogy egy a [0, 7] intervallumon értelmezett, csokkend, Lebesgue-
integralhat6 és alulrél korlatos g fliggvény

iy ™

2 2
g, = = /g(x) cosnzdz, b, =— /g(:c) sin nz dx
s

™
0 0

Fourier-egytitthatéival képzett
o0 o0
| b

sorok konvergensek legyenek. Ezek az eredmények magyar és kiilfoldi matematiku-
sok szamos tovabbi kutatasainak kiindul6pontjava valtak; lasd példaul R. P. Boas-
nak az ,Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete” sorozatban megjelent
Integrability theorems for trigonometric transforms cimi konyvét.

A Fourier-sorok elméletének egyik kozponti kérdése, hogy mennyire j6 az app-
roximéacio, ha egy f fiiggvényt Fourier-sora részletosszegeivel vagy a részletossze-
gek valamilyen szummacios eljaras alapjan valasztott kozepeivel kozelitiink. A [37]

dolgozatban Szdkefalvi-Nagy Béla a szummécios modszereknek egy igen altalanos
osztalyat targyalja. Becslést ad a

= “fs“ipg lon(H]l.,
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,Lebesgue-féle allandokra”, ahol o,(f) a vizsgalt modszerrel megalkotott n-edik
kozelités, és a
Pig SHID 1 F—on(H)]

approximéaciés allandékra, feltéve, hogy p, definicidjaban f vagy valamelyik deri-
valtja eleget tesz egy 1 allandoju Holder-feltételnek. Ezek a kutatasok Fejér Lipot,
S. N. Bernstein, D. Jackson, Ch. de la Vallée Poussin, S. M. Nikolskii, Alexits
Gyorgy és méasok eredményeihez csatlakoznak.

Tekintsiik egy adott f fliggvény tetszés szerinti ortogonalis rendszerre vonat-
kozo kifejtését. Jelolje s, (f) e kifejtés n-edik részletosszegét vagy n-edik Fejér-féle
kozepét. W. Rudin egyik munkajihoz kapcsolodva, amely a p = 2 esettel foglalko-
zott, Sz6kefalvi-Nagy Béla a [61] dolgozatban alsé becslést ad a

||f o Sn(f)Hp
N(f)

mennyiségre. Itt a fels6 hatart egy bizonyos fliggvényosztaly, példaul egy Lipschitz-
féle osztély Osszes f elemére kell venni, N(f) egy az osztalyhoz tartozo funkcional,
példaul a legkisebb Lipschitz-allandé, végiil || f||,, az LP-beli norma. Az ad6dik, hogy
az 0sszes ortonormalt rendszer koziil a trigonometrikus rendszer és a Haar-féle rend-
szer rendelkezik bizonyos értelemben a legjobb approximaéacios tulajdonsagokkal.

sup

Geometria. A [25, 38, 66, 81] munkakban Székefalvi-Nagy Béla a geometria terii-
letére tett kitérsket. Ezek a mtivek is a benniik talalhato gondolatok tovabbvitelére
osztonoztek mas matematikusokat: a [25] dolgozat példaul iranyitas-elméleti felada-
tokkal kapcsolatban még ma is sokat idézett. Itt csak a [81] dolgozat eredményeinek
rovid ismertetésére vallalkozom.

Legyen G tetszés szerinti nem iires ponthalmaz a sikon, amelynek zart burka
nem az egész sik. Ismeretes, hogy a G halmaz t > 0 tavolsaghoz tartozé G kiilsé
parallelhalmazan az osszes G-beli kozéppontu, ¢t sugara zart korlap egyesitését
értjiik. Konvex és korlatos G esetén, A(G;)-vel, illetve L(G;)-vel jeldlve G teriiletét,
illetve hataranak hosszat, minden ¢ > 0-ra érvényesek az

A(Gy) = A(Go) + L(Go)t + t%, L(G:) = L(Gy) + 2nt

Steiner-féle képletek. Egy sikbeli nem iires, zart G ponthalmazt (n,v) tipustnak ne-
veziink, ha n szamu korlatos és v szami nem korlatos komponensbél all (n > 0 egész
szam és v = 0, 1). Feltessziik, hogy a nem korlatos komponens mindig tartalmazza a
oo pontnak egy teljes kdrnyezetét, azaz egy korlap kiilsejét. Szokefalvi-Nagy Béla a
[81] dolgozatban Makai Endre vizsgélataihoz kapcsolodva megmutatta, hogy (n,v)
tipustt G halmazra a
t — A(G{\Go) — m(n — v)t?

fiiggvény, alkalmas p* > 0 mellett, a 0 <t < p* intervallumon folytonos és konkav.
Ebbdl kovetkezik, hogy az

L:E(Gt) = hlir(r)li h_lA(Gt+h\Gt)
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egyoldali derivaltak 0 <t < p*, illetve 0 < t < p* esetén léteznek, a t valtozonak
monoton fliggvényei, és fennall az L_(G;) < Ly (G}) egyenlStlenség. Azokra a t
pontokra, ahol L4 (G;) = L_(G;) =: L(G;) (legfeljebb megszamlalhatéan sok kivé-
tellel minden pont ilyen), az

L(Gy) < L(Go) + 21t (t > 0)

becslés adodik. Ezt korabban, valamivel specialisabb tartoméanyokra és a hatar-
halmazok hossziisaganak létezését feltételezve, Makai Endre bizonyitotta be mas
uton.

Az L? fiiggvénytér. A [12, 13, 40| dolgozataiban Székefalvi-Nagy Béla belss
jellemzéseit adja az L? fiiggvénytérbe tartozé nem-negativ valos értékii fiiggvények
és a karakterisztikus fliggvények halmazénak. Igy példaul [13]-ban a kovetkezsket
bizonyitja be.

Legyen P a szeparébilis H Hilbert-tér vektorainak egy halmaza. Ahhoz, hogy
H-nak létezzék a valos egyenes egy alkalmasan valasztott o pozitiv Borel-mérté-
kéhez tartozé L? térre valé lineéris és izometrikus leképezése, amely a P halmazt
az L?-beli nem-negativ valés fiiggvények halmazaba viszi at, a kovetkezs feltételek
teljesiilése sziikséges és elegendd:

(A) H egy u eleme akkor és csak akkor tartozik P-be, ha P minden v elemére
(u,v) 2 0;

(B) ha P valamely elemnégyesére u; +up = vy + v, akkor létezik olyan wy, w2,
wo1, Wao elemnégyes is P-ben, amelyre u; = ), Wik, vk = Y _; Wik-

Ha az (A) feltételt a kovetkezére enyhitjiik:

(A”) P O-csicsu zart ktip H-ban, amely reprodukalé (azaz P — P = H) és normalis
(azaz ||ul| + ||v|| < K||lu + v|| igaz minden u,v € P elempéarra valamely K
allandoval),

akkor (A’) és (B) teljesiilése sziikséges és elegends ahhoz, hogy H-nak létezzen egy
waffin” (azaz mindkét iranyban folytonos bijektiv, linearis, de nem sziikségképpen
izometrikus) leképezése egy L? térre, amely P-t az L2-beli nem-negativ fiiggvények
halmazaba viszi at [40].

Linearis operatorok. Szdkefalvi-Nagy Béla matematikai tevékenységében koz-
ponti helyet foglalnak el azok a miivek, amelyek a Hilbert-tér linearis operatorainak
elmeéletével és ennek a matematikai analizis kiilonb6z6 tertiletein valé alkalmazéasé-
val foglalkoznak. Az eredmények valtozatossidga miatt itt is néhany kiragadott pél-
dara kell szoritkoznom. Székefalvi-Nagy Bélanak egy mara klasszikussa valt, sokat
idézett tétele a [33] dolgozatban bebizonyitott kovetkezs allitas: ha a H Hilbert-tér
S operéatora invertalhato, és S Osszes pozitiv és negativ kitevsji hatvanya kozos
korlat alatt marad, vagyis

(3) IS < K, n=0+1,2,...
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teljesiil egy alkalmas K < oo allandoval, akkor S hasonlé egy unitér operatorhoz,
vagyis van olyan invertalhaté6 A operéator, mellyel az U = ASA~! operator unitér.
Analog tétel érvényes olyan egyparaméteres (S;), —oo < t < 0o operatorcsopor-
tokra, melyekre az ||S;|| < K < 0o (—o0 < t < 00) korlatossagi feltétel teljesiil.

Ezeket az eredményeket tobben altalanositottak, koztiik J. Dixmier és M. M.
Day. Ennek soran az egész szamok, illetve a valos szamok additiv csoportjat helyet-
tesiteni lehetett tetszoleges ,amenabilis” csoporttal. Maig nyitott, izgalmas kérdés
azon csoportok jellemzése, melyek korlatos reprezentéacioi unitér reprezentéaciokhoz
hasonléak.

Bizonyos mértékii kiegészitést nyert az el6bb idézett allitds a [83] dolgozat-
ban, amelyben Székefalvi-Nagy Béla bebizonyitotta, hogy minden olyan kompakt
S operéator, amelyre a (3)-ban szerepld egyenl6tlenség nem negativ n kitevékre tel-
jesiil, hasonl6 egy kontrakci6hoz, vagyis olyan operatorhoz, amelynek a norméja
nem nagyobb 1-nél. Késébb R. S. Foguel egy példa segitségével megmutatta, hogy
tetszés szerinti S operétorra ez az allitas altalaban hamis.

A perturbacioszamitas mar J. W. Rayleigh miiveiben szerepet kapott 6nad-
jungalt operatorok izolalt sajatértékeivel kapcsolatban, E. Schrodinger 6ta pedig
altalanosan hasznalatos a kvantumelméletben. A kovetkezd feladatrol van szo. Te-
kintsiikk operatoroknak egy A(e), |e| < d csaladjat (e valés vagy komplex para-
méter), ahol A(e) folytonosan vagy analitikusan fiigg e-t6l. Tegyiik fel, hogy az
A(0) operatornak van egy A(0) izolalt sajatértéke. Milyen az A(e) operator spekt-
ruma A(0) kornyezetében, ha e kicsiny? Specilisan, ha A(e) analitikusan fiigg e-
tol, valaszthatunk-e szintén analitikus \;(e) figgvényeket agy, hogy A;(0) = A(0)
és A(e) spektruma a A(0) egy kornyezetében pontosan a A;(e) (j =1,2,...) pon-
tokbol all, ha e elegend@en kicsiny? Hasonlo kérdéseket lehet feltenni a spektrum
més részeivel kapcsolatban is. Egy a Riesz-féle fliggvénykalkulust és egy ujszert
indukcios kovetkeztetést felhasznalé modszer kifejlesztésével Szokefalvi-Nagy Béla-
nak a [29, 30, 34, 50] dolgozatokban sikeriilt F. Rellich ide vonatkoz6 eredményeit
élesitenie és kiterjesztenie, amennyiben egyrészt a fellép6 hatvanysorok konver-
genciatartoméanyaira adott sokkal kedvez6bb becsléseket, masrészt szamos allitast
Banach-térbeli zart operatorokra is altalanositott.

A perturbacioelmélet kérdéskoréhez tartoznak az [52] dolgozatban kozolt vizs-
gélatok is. Itt Szskefalvi-Nagy Béla els6ként bizonyitotta be, hogy zart, nem sziik-
ségképpen korlatos operatorok indexe tetszés szerinti kompakt perturbécié esetén
stabilis. Mint ismeretes, az indexre vonatkozo ilyenfajta allitasok fontos szerepet
jatszanak tobbek kozott a szingularis integrilegyenletek elméletében.

A [71, 73, 80] munkakban Sz¢kefalvi-Nagy Béla tanitvanyaval, Koranyi Adam-
mal egyiitt szoros Osszefiiggést allapitott meg egyrészt a Nevanlinna—Pick-feladat és
az analitikus fiiggvények elméletének hasonld kérdésfelvetései, masrészt a Hilbert-
térbeli izometrikus vagy hermitikus operatorok altalanositott rezolvensei kozott.
Ismeretes, hogy a Nevanlinna—Pick-probléma a kovetkezSképpen hangzik: A komp-
lex sik D nyilt egységkorlapjanak S részhalmazéan értelmezett f fliggvény kiterjesz-
tendd az egész D-n értelmezett f fliggvénnyé gy, hogy f D-ben holomorf, valos
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része pedig nem-negativ legyen. Ilyen fkiterjesztés akkor és csak akkor létezik, ha a

t
oo, 8) = 1)+ 7D
1—st
magfliggvény pozitiv definit az S x S halmazon. Az emlitett kapcsolat az izomet-
rikus operétorok altaldnositott rezolvensével abban 4ll, hogy az

(4) f(s) =ib+ ((I+sU)(I - sU) 'v,v) (s€S)

relacio kolesonosen egyértelmd megfeleltetést létesit az f fiiggvény kivant fkiter—
jesztései és egy izometria U unitér kiterjesztései kozott; itt v a megfelels H Hilbert-
tér egy vektora, b pedig valos konstans. Ez az eljaras lehet6vé teszi, hogy az idézett
dolgozatokban operator értékd f fliggvényekre vonatkozo6 analog kérdések ugyani-
lyen moédon targyalasra kertiljenek.

Hilbert-térbeli kontrakcidk. Aktiv kutatéi tevékenységének utolsdé 30 évében
Szokefalvi-Nagy Béla vizsgalatainak kozéppontjaban a Hilbert-terek altalanos ti-
pust (azaz nem sziikségképpen onadjungalt, unitér vagy normélis) kontrakcioi 4ll-
tak. Ebben a téméban — a méar emlitett monografian kiviil — tobb mint 75 dol-
gozatot publikalt, koztiik koriilbeliil 50-et Ciprian Foiassal kozosen. A matematika
torténetében kevés ilyen hosszan tarté és intenziv egytittmiikodeés fordult el6 két tu-
dos kozott, amely raadasul ennyire részletesen kidolgozott elmélethez vezetett. Az
otvenes évekkel kezd6dden a kontrakciok elmélete a nem-normaélis operatorok elmeé-
letében a harom {6 fejlédési irany egyikét jelentette; a masik két iranyt N. Dunford
és J. T. Schwartz spektraloperatorai, valamint M. G. Krein és iskolaja képviselték.
Masrészrol, Szokefalvi-Nagy és Foias elmélete szorosan kapcsolodott a szovjet is-
koldhoz, nevezetesen M. S. Livsic és M. S. Brodskii vizsgalataihoz. Nem véletlen,
hogy Szé6kefalvi-Nagy és Foias mély és szép eredményei sok orszag szamos matema-
tikusat inditottak az 1j elmélettel valo foglalkozésra. Igy napjainkra e targykorben
rendkiviil gazdag irodalom jott létre, a fejlddés vége pedig még nem lathato.

E vizsgalatok {6 célja Hilbert-téren értelmezett minél 4ltalanosabb T korlatos
linedris operétorok szerkezetének tisztézasa. Altalaban feltehets, hogy T' kontrak-
cio, azaz ||T|| < 1, hiszen tetszés szerinti korlatos lineéaris operator ilyenné tehet
megszorozva Gt egy alkalmas pozitiv szdmmal. A kiindulépontot Sz&kefalvi-Nagy
Béla egy tétele képezte, amely szerint barmely H Hilbert-téren haté 7' kontrak-
cibnak létezik unitér dilatacioja ([62], lasd még [64, 68, 110]-et kiilonféle tovabbi
bizonyitasokkal). Ez azt jelenti, hogy talalhat6 egy bévebb K Hilbert-téren haté U
unitér operéator ugy, hogy

(5) T f = PyUf, fe™H

teljesil minden n=0,+1,+£2,... esetén. Itt Py a K tér H-ra vald6 merdleges
vetitésének operatora, és

= arm ha. n=0,1,::
o T*I"l ha n=-1,-2,....
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Ennek az altalanos tételnek el6zménye volt egyrészt Halmos Pal eredménye olyan
Ui unitér operator létezésérdl, amely (5)-0t az n = 1 esetén teljesiti, azaz amelyre
Tf = PyUif (f € H), masrészt M. A. Naimark nevezetes tétele fél-spektralmérték
spektralmérték ortogonalis vetiileteként vald eldallitasarol. Mivel az unitér opera-
torok szerkezete eléggé jol ismert, az (5) Osszefiiggés lehetGséget nyujt arra, hogy a
T és U kozotti kapesolat tanulméanyozéasa utjan 7' szerkezetére vonatkozé felisme-
résekhez jussunk.

Az (5)-ben szerepls T és U kozti kapcsolat szemléltetése céljabol vegyiik a J. J.
Schiffert6l szarmaz6 matrix-konstrukciot U egy lehetséges megvalasztasara. A 'H
téren adott 7' kontrakcidhoz tekintsiik a

K= 3 &H. (Ho=H =029, ..)
téren az ) .
I 0 0 0
U= 0 Dp» T 0
0 -7 Dr O
0 0 0 1

két-iranyban végtelen matrix segitségével definialt U operatort, ahol
Dr=({I-TT""? & Dr.:=(I-TT")""

Itt a T' matrixelem indexei: 0,0. A f6atlo alatti atloban a nem jelolt elemek az
identikus I operatorral egyenlSk, az Osszes tobbi nem jelolt méatrixelem a nulla
operator. Meg lehet mutatni, hogy ez az U unitér és rendelkezik az (5) tulajdon-
saggal. A bal felsG és a jobb als6 sarokban 4ll6 részmatrixok eltolasi operatorokat
reprezentalnak, mig a T-t6l fliggs részt az

UO,—l U(),o - DT. T
U,-1 Ui =1* Dy

blokk alkotja. Tehat az U operator szerkezete megfelel annak a (példaul a villamos
halozatok elméletében) gyakran alkalmazott elvnek, hogy bizonyos rendszerekben
a kimenet a bemenetbdl egyszerii eltolassal allithaté els, a rendszer belsejében
lejatszodo folyamat pedig egy kozépen elhelyezked6 ,fekete dobozzal” irhato le.

Az (5) Osszefiiggésben szerepld U unitér dilatacié specidlisan valaszthaté mi-
nimaélisnak is, vagyis olyannak, hogy az U™ f, f € H, n = 0,+1,+2,... vektorok
kifeszitsék a IC teret; ekkor izomorfiatél eltekintve U egyértelmiien meghatarozott.
Ha a T kontrakci6 teljesen nem-unitér, azaz H nem tartalmaz olyan nem nulla
alteret, amelyen 7' unitér operatort indukilna, akkor megmutathato, hogy az U
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minimalis unitér dilataci6é spektralmértéke abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre
nézve. Ennek kovetkeztében a fiiggvénykalkulust ki lehet terjeszteni polinomok-
rol a H* fiiggvényosztaly Osszes elemére (azaz az egységkor belsejében korlatos,
analitikus fiiggvényekre), tovibba azokra az egységkorlapon nem korlatos fiiggvé-
nyekre is, melyek uv~! hanyadosként frhatok, ahol u € H>® és v € K. Itt K
azoknak a v € H* fliggvényeknek a halmaza, amelyekre v(7") kolesonosen egyér-
telmid és stird képtert. Tetszbleges teljesen nem-unitér 7' kontrakci6 esetén Kg°
tobbek kozott tartalmazza a H-beli ,kiils¢” fiiggvényeket (a Beurling-féle érte-
lemben). Székefalvi-Nagynak és Foiasnak ezek a hatvanas évek elején elért eredmé-
nyei lényegesen elGsegitették és nagymértékben Osztonozték a kontrakciok tovabbi
tanulmanyozasat.

Ismeretes, hogy véges dimenzios térben barmely T linearis operatorhoz talal-
hato olyan u(# 0) polinom, melyre u(7) = 0. E tulajdonsag altalanositasa céljabol
Szoékefalvi-Nagy és Foias bevezették azon teljesen nem-unitér 7' kontrakciok C
osztalyat, amelyekhez talalhato olyan w € H*® (w # 0) fiiggvény, hogy w(T") = 0.
Barmely T € Cy esetén létezik my ,minimélis” fliggvény is, pontosabban szélva
olyan mr ,belsg” fiiggvény (azaz |mT(e”)| =1 teljesiil majdnem mindeniitt az mp
fliggvény egységkoron vett hatarértékeire), amelyre mz(T) = 0, és amely minden,
a w(T) =0 feltételt kielégit6 w € H™ fliggvénynek H*-beli osztbja. A Cy osz-
talyhoz tartozo 1" operatorok érdekes tulajdonsagai koziil mutatéban felsoroljuk a
kovetkezdket:

(i) barmely f € H vektorra T"f — 0 és T*" f — 0, ha n — 00;

(ii) a o(T) spektrum mr-nek az egységkor belsejében elhelyezkedd zérushelyei-
bél és az egységkorvonal azon pontjaibol all, amelyeken keresztiil mp nem
folytathaté analitikusan az egységkor kiilsejébe;

(iii) T-nek van nem trividlis invariéns altere;

(iv) aT és I altal generalt, az erés operatortopologiaban zart algebra megegyezik
aT operétor (T)"” bikommutansaval, valamint az X = v(T) " "u(T) (u € H*®,
v € K7°) alakban irhat6 operatorok osztalyéval;

(v) T-nek akkor és csak akkor van ciklikus zo vektora (azaz melyre a T"zg,n =

0,1,2,... vektorok kifeszitik az egész H Hilbert-teret), ha a T operator (T")
kommuténsa kommutativ.

Emlékeztetiink ra, hogy a T operator (T)’ kommuténsan azon S operitorok
halmazat értjiik, amelyek felcserélhetSk T-vel (azaz ST = TS); a T operétor (T')"”
bikommutansa ennek megfelelden azokbol az operatorokbol all, amelyek (7) mind-
egyik elemével felcserélhetsk. A Cy osztaly (i)—(v) tulajdonsigai a véges dimenzios
terek operatoraira érvényes hasonlo tények altalanositasai, a bizonyitasok azonban
az altalanos esetben meélyek és bonyolultak.

Unitér-ekvivalens modell. Székefalvi-Nagy Béla és Ciprian Foias elméletének
egyik kozponti eredménye a teljesen nem-unitér kontrakciok unitér ekvivalens mo-
delljének megadasa. E modell leirasa céljabol jelolje L2, egy £ Hilbert-térre, az
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egységkorvonalon értelmezett, £-beli vektor értéki, mérhets, négyzetesen integral-
hat6 u fiiggvények terét az

1 27 %
PR 8 ity |2
lull = (h [lluten] dt)
0

norméval. A HZ Hardy-tér azokbol az u € L% fiiggvényekbdl all, amelyeknek
Fourier-sora u(e') =Y, ., une™ (u, € L) alaki. Tovabba legyen © a kovetke-
z6kben olyan az egységkor belsejében analitikus fiiggvény, amelynek az értékei egy
L Hilbert-térbél egy L, Hilbert-térbe hat6 kontrakeiok, és amelyre ||@(0):r|| < ||z||
(z € L,z #0). Az ilyen O fiiggvényt (L, L,)-kontraktiv analitikus fiiggvénynek ne-
vezziik. Ha még ezenkiviil a ©(e'!) peremértékek majdnem mindeniitt izometrikus
operatorok, akkor azt mondjuk, hogy © belsé fiiggvény.

Az emlitett modellt elészor arra a specidlis esetre adjuk meg, amikor a T'
kontrakci6 teljesiti a

(6) T*"h —0 (heH és n — 00)

feltételt. Legyen © (L, L.)-kontraktiv analitikus belsd fiiggvény. Képezziik a
Ho(O) = H2 © OH?2

Hilbert-teret és az

So(@)u = PHO(G)(XU) (u (S Ho(@))

operétort, ahol Py, ) az L% tér merleges vetitése Ho(O)-ra és x(A) = A. Ek-
kor a T := Sy(©) operator (6) tulajdonsigi kontrakcio. Megforditva, ha egy (6)
tulajdonsagu adott T' kontrakciohoz megalkotjuk a

(7) Or(\) :i= [~ T+ ADr-(I - AT*)™'Dr] | DrH  (|A| < 1)

ugynevezett karakterisztikus fliggvényt, amely az £ := DrH és L, = Dp-H valasz-
tas mellett mindig (£, £, )-kontraktiv, belss és analitikus, akkor 7" unitér ekvivalens
az So(Or) operatorral. Az eddig targyalt (6) specialis esetben ezt a modellt méas
aton G. C. Rota, J. Rovnyak és H. Helson is megkapték, bar a © fiiggvény (7)-nek
megfelel§ explicit alakja nélkil.

Ezek utan a Szokefalvi-Nagy és Foias altal tetszés szerinti teljesen nem-unitér
T kontrakciéra adott altalanos modell a kovetkezSképpen irhato le. TetszGleges
(L, L,)-kontraktiv analitikus © fliggvény esetén képezziik a

A(e®) = (I — O(e)"O(e")) ?
fliggvényt, és tekintsiik a

(8) H(©):= (HZ, ® ALZ) © {Ow® Aw : w € HZ}
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Hilbert-teret, ahol AL% a {Av : v € L%} halmaz L%-beli lezartja. A H(O) téren
értelmezziik az

(9) 5(0)(u @ v) := Pre)(xu® xv)

operatort. Ekkor S(©) teljesen nem-unitér kontrakcié. Megforditva, adott 7" telje-
sen nem-unitér kontrakciéra a (7)-bél kapott Op-vel és az L := DyH, L. := DpH
alterekkel (9) szerint megalkotott S(©1) operator unitér ekvivalens T-vel.

A kontrakciok Szdékefalvi-Nagytol és Foiastol szarmazoé modellje és a vele szo-
ros kapcsolatban allo6 karakterisztikus fiiggvény fontos szerepet jatszik napjaink-
ban a Hilbert-térbeli linearis operatorok elméletében sok elméleti és gyakorlati
kérdés targyaldsanal. Segitségiikkel példaul sziikséges és elegendd feltételeket le-
het adni arra, hogy egy kontrakcié hasonlé legyen valamilyen unitér operatorhoz.
Felhasznalasukkal a kontrakcidk bizonyos osztalyaira igazolni lehetett nem trivia-
lis invarians altér létezését, az ilyen alterek ugyanis nagyon szorosan Osszefiiggnek
a karakterisztikus fliggvény szorzatfelbontasaival. Ezen ttlmenden a karakteriszti-
kus fiiggvénynek lényeges alkalmazasai vannak a villamos hélézatok mar emlitett
elméletében és szamos mas gyakorlati kérdés kapcsan. Végiil megjegyezziik, hogy
szoraselméleti vizsgéalatai soran Lax Péter és R. S. Phillips olyan modellt allitott fel
bizonyos operatorokra, amely alkalmas transzformécié utjan kapcsolatba hozhato
Szdkefalvi-Nagy és Foias modelljének a (6) kikotés mellett érvényes forméjaval.

A Lifting Tétel. Hogy megfogalmazhassuk Szdékefalvi-Nagy és Foias egy tovabbi
idevagé fontos eredményét, emlékeztetiink a H-beli 7' kontrakeié minimalis izo-

2otz

olyan V' izometrikus operatort értiink, amelyre
T f=PpV®f ha n=0;:1,2,... 68 f&H

¢és amelyre tovabba a K tér megegyezik a V" f (n=0,1,2,...; f € H) vektorok
zart linearis burkaval. 7' minimalis izometrikus dilataciéja mindig létezik és izo-
morfia erejéig egyértelmtien meghatarozott. A 7' kontrakcio (8)—(9) modelljében
Ki=H} ®ALZ és V(u®v) = xud xv.

Szokefalvi-Nagy és Foias , Lifting Tétele” a kovetkezSképpen hangzik [118, 119]:
Legyen a H, Hilbert-téren haté T; kontrakcié minimalis izometrikus dilatacioja a
KCi téren hatd V; operator (i = 1,2), és legyen adott a H; teret a Ho térbe ké-
pezd X korlatos linearis transzformacio, melyre 75X = XT7. Ekkor létezik olyan,
a K teret Ko-be képezd Y korlatos lineéris transzformécio, amelyre VY = YV,
PY(I—-P) =0, PRY | Hi = X teljesiil, és az is elérhets, hogy Y| = || X]| le-
gyen. Ez a tétel messzemenden altalanositja D. Sarason egy eredményét, és sok
fontos alkalmazassal bir. Igy példaul levezethets belsle T. Ando két felcserélhets
kontrakcio unitér dilataciojanak létezését kimondo eredménye. Felhasznaltak az S
és T kontrakciokat tartalmazé S*XT = X operatoregyenlet targyalasanal, Hankel-
matrixokra vonatkozo6 szélsGérték feladatoknal, a fent bevezetett Cp-osztalyt kont-
rakciok szerkezetének vizsgalatanal, és mas teriileteken. A. E. Frazho és C. Foias
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The Commutant Lifting Approach to Interpolation Problems cimi monografiaja
atfogo képet ad azokrél az Gjabb eredményekrsl, amelyeket e tétel kiaknazasaval
értek el az utobbi idében.

Kvazihasonlésagi modellek. Azokon a modelleken kiviil, amelyek egy adott
operatorral unitér ekvivalensek, érdeklédésre tartanak szamot a hasonlosagi és
a kvazihasonlosagi modellek is. Példaul Székefalvi-Nagy Bélanak egy korabban
idézett eredménye tgy is megfogalmazhato, hogy a (3) tulajdonsagi S operatorok
szamara az unitér operatorok hasonlosagi modellt szolgaltatnak. Székefalvi-Nagy
és Foias a H tér T operatorat és a H' tér T' operéatorat kvazihasonloaknak nevezik,
ha léteznek olyan koélesondsen egyértelmd, stirt képtert

X:H=-2H, Y:H =-H
korlatos linearis transzformaciok, amelyekre
T'X=XT, TY=Y¥YT.

Véges dimenzioju térben a hasonlosag és a kvéazihasonlosag fogalma nyilvanvaléan
egybeesik.

A linearis algebra egy ismert tétele szerint véges dimenzioju térben minden
operator hasonlo egy Jordan-féle operatorhoz, vagyis egy olyan operatorhoz, amely
ciklikus operatorok ortogonalis 0sszege, s ahol a felléps miniméal-polinomok az oszt-
hatosiag szempontjabol csokkend sorozatot alkotnak. Kontrakcidelméletiik kereté-
ben Székefalvi-Nagynak és Foiasnak sikeriilt megadniuk egy operatorosztalyt, az
ugynevezett Jordan-operatorokét, amely egyrészt altalanositja az el6bbi operato-
rokat, masrészt a kontrakciok egy tag osztalya szamara szolgaltat kvazihasonlosagi
modellt. Ezek a Jordan-operéatorok a kovetkezs modon jellemezheték. Legyenek

Uy, Usg, ..., ur nem konstans H>-beli belss fliggvények, melyekre u; 1 osztja wu;-t
H*>-ben (j =1,2,...,k — 1). Képezziik az
(10) 5(u1)695(uz)€9635(uk) = S(ulauZ""auk)

ortogonalis 6sszeget, ahol az S(u;) operator értelmezése ugyanaz, mint S(©)-é volt
kordbban. A (10) alakt operatorok teljesen nem-unitér Co-osztélybeli kontrakciok
u; minimal-fiiggvénnyel. Két ilyen operator, S(uj,us,...,ur) és S(vi,va,...,vp)
pontosan akkor lesz kvazihasonlo, ha egybeesik, azaz ha k=1 és u; =v;, j =
1,2,..., k. Ezzel kapcsolatban Székefalvi-Nagy és Foias egyik f6 eredménye a ko-
vetkezé [125, 126]: A (10) alaku Jordan-operatorok kvazihasonlésagi modellt szol-
galtatnak a véges multiplicitasa T' € Cj kontrakcidk szdméra. A véges multiplici-
tas azt jelenti, hogy létezik véges sok hi, ha,..., hy € H vektor ugy, hogy a T"h;
(n=0,1,2,...;j=1,2,...,k) vektorok kifeszitik a H teret; az itt fellép6 minimé-
lis k szam (ami a T' operator multiplicitdsa) megegyezik a megfelels (10) Jordan-
operatornal szereplé k indexszel.

Késébbi munkaikban Szdkefalvi-Nagy és Foias, Hari Bercovici kozremkodé-
sével, kiegészitették és tovabb altalanositottak a fenti eredményt kvazihasonlosagi
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modellt szolgaltatva minden Cj-beli kontrakciéra, de ennek a részleteire itt nem
térek ki. Csak annyit jegyzek meg, hogy az operatorok Jordan-modelljére iranyulo
vizsgélatok tobbek kozott kiindulépontjai voltak az egységkorlapon korlatos anali-
tikus fiiggvények H*° algebraja feletti (véges vagy végtelen) matrixok egy ujfajta
kvaziekvivalencia elméletének, amelyet E. A. Nordgren (véges eset) és Szdkefalvi-
Nagy Béla (végtelen eset) fejlesztett ki [146]. H. Bercovici Operator Theory and
Arithmetic in H* cimi konyve jo Osszefoglalasat adja a Cy-kontrakcidkkal kapcso-
latban 1988-ig elért eredményeknek.

3. Dijak, kozélet

Szdkefalvi-Nagy Béla kiemelkedd tudomanyos teljesitménye, amely 167 cikkben és
3 monografidban 6ltott testet, méltd elismerésben részesiilt. Még csak a harmincas
évei elején jart, amikor 1945-ben megvalasztottak a Magyar Tudoményos Akadémia
levelezs tagjanak; 1956-ban lett az Akadémia rendes tagja. 1971-ben valasztottak
meg a Szovjetuni6 Tudoményos Akadémiaja kiilsé tagjava, majd 1973-ban az Ir,
1976-ban pedig a Finn Akadémia tiszteleti tagja lett. 1980-ban elnyerte a Szovjet
Akadémia Lomonoszov Aranyérmét, 1987-ben pedig az MTA Aranyérmével tiintet-
ték ki. A Drezdai Miiszaki Egyetem (1965), a Turkui Egyetem (1970), a Bordeaux-i
Egyetem (1987) és a Jozsef Attila Tudoményegyetem (1988) fogadta Honoris Causa
doktorava. Szamos kongresszus és konferencia f6el6addja volt, s tobb alkalommal
tett eleget kiilfoldi vendégprofesszori meghivisnak.

Szbkefalvi-Nagy Béla kivalo el6ado volt, az a vilagos és elegans stilus jelle-
mezte, amelyet David Hilbertnél megcsodalt. Sikerrel alkalmazta azt a brillians
technikat, amelyet Hilbert matematikai gondolkodasmoédjaval kapcsolatban fogal-
maz meg egy, a nagy elddot méltaté cikkében: | Témajat eldszor mindig konnyedén
megvilagitja, ramutat a nehézségekre, a probléma részletei kozotti kapcsolatokra, s
csak miutan igy tokéletes elGkészitést és tajékoztatast nyajtott, indul neki — képlete-
sen szo6lva — a hegy megmaszasanak, de akkor aztan egyenesen tor felfelé, megéllas és
kitérsk nélkiil.” Generaciok tanultak meg Székefalvi professzortol nem csak a targy
anyagat, hanem a fegyelmezett, logikus gondolkodéas 6romét is. Szigora vizsgaztato
volt, azt vallotta, hogy ha valaki nem tudja magat vilagosan kifejezni, akkor nem
is érti igazan a visszaadando anyagot. Egy sikeres Székefalvi-vizsga utan sokakban
tamadt olyan érzés, hogy az életben mar nem johet szamukra legy&zhetetlen aka-
daly. Valos fiiggvények és fligguénysorok tankonyvét angolra is leforditottak. Rang
és igazi megmérettetés volt elGadni a heti rendszerességgel tartott oktatoi szemina-
riuméan, melyen sok kivalo kiilfoldi kutaté is megfordult. Ennek légkorére a szigoru
kritika volt jellemzs, nem lehetett atsiklani félig megértett részleteken. Ugyanakkor
elismerése és batoritasa szarnyakat adott a fiatal kollégaknak.

Az Acta Scientiarum Mathematicarum folyoiratot Haar Alfréd és Riesz Fri-
gyes inditottak utjara 1922-ben, a kolozsvari egyetem Szegedre valo koltozése utéan.
Tevékenységiiknek koszonhetSen hamarosan az egész vildgon olvasott és keresett
folyoiratta valt, melynek cserekapcsolatai révén révid idén beliil a semmibdl egy
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jol hasznalhaté matematikai konyvtarat és folyoirattarat hoztak létre a Bolyai In-
tézetben. Az alapit6 szerkesztSktsl 1946-ban Szdékefalvi-Nagy Béla vette at a sta-
féetabotot, s allt fGszerkesztéként a szerkesztébizottsag élén 1982-ig, utédna pedig
halalaig tiszteletbeli fGszerkesztként adott hasznos tanacsokat. Aldozatos munka-
janak koszonhetSen a szegedi Acta megérizte rangjat, magas szinvonalat, s csere-
kapcsolatait. Sok fiatal szerzé az & szerkesztGi észrevételei és javaslatai kapcséan ta-
nulta meg, hogy hogyan kell egy matematikai cikket szinvonalas médon megirni. Az
1975-ben beinditott Analysis Mathematica magyar—orosz folyoirat tarsfészerkesz-
t6je, s emellett szamos vezet kiilfoldi folyoirat és konyvsorozat szerkesztGbizottsagi
tagja is volt.

Kiemelkeds tudoményszervezsi és kozéleti tevékenysége is. Hosszu idén at,
1953 és 1990 kozott vezette az MTA Matematikai Bizottsagat, 1977 és 1985 ko-
zOtt elnokségi tag, 1970-t61 1985-ig pedig a Szegedi Akadémiai Bizottsag elnoke
volt. Két periédusban (1951/52 és 1963/66) latta el a JATE TTK dékani teen-
dosit. Vezetsi feladatainak koriiltekinten, kivalé diploméciai érzékkel tett eleget.
Elismertségére jellemzs, hogy 1956-ban megvalasztottak a Szegedi Egyetemi Forra-
dalmi Bizottsag elnokévé. Tudomanyos kapcsolatainak koszonhet&en ezért késébbi
biintetése ,csupan” annyi volt, hogy nem engedték ki az edinburgh-i matematikai
vilagkongresszusra. ElGadasat tavollétében Halmos Pal olvasta fel, tiintet6 sikerrel.
Tudoméanyos, kozéleti tevékenységét allami kitiintetések sordval honoraltak: 1950-
ben, 1953-ban Kossuth-dijat, 1978-ban Allami Dfjat kapott, 1983-ban a Magyar
Neépkoztarsasag Zaszlorendjével jutalmaztak, 1994-ben pedig megkapta a Magyar
Koztérsasagi Erdemrend Kozépkeresztjét.

A helyi kozéletben is kivette a részét: egyebek mellett, meghataroz6 szerepe
volt a sziviigyének tekintett Szegedi Vadaspark létrehozasdban. Igazi lokdlpatriota
és vilagpolgar volt egyszemélyben. Olyan ember, aki sohasem szakadt el Szegedtdl,
feltén ovta kornyezetét, ifjukori hajlaménak engedve 6rak hosszat figyelte a kozeli
Fehért6 madéarlesébdl a csodalatos élévilagot. Ugyanakkor otthon volt a vilag sza-
mos egyetemén, emberi kapcsolatai behaloztak az egész foldet. A helyi kozosségért
végzett munkija elismeréseként 1990-ben elnyerte a Szegedért Alapitvany fédijat,
1991-ben pedig Szeged véros diszpolgarava valasztottak.

Vallasat gyakorld, csalddszereté ember volt. 1941-ben hazasodtak dssze fele-
ségével, Jolannal, aki egy énektehetséggel megaldott torténelem szakos tanarné
volt. Hat gyermeket neveltek fel, akik azota sikeres pélyat futottak be. Sziileté-
siitk sorrendjében: Katalin énekmiivész, a Radio zenei szerkesztdje; Zoltan fizikus,
a tudoméany doktora; Maria fizikus oklevelet szerzett szamitastechnikus; Erzsébet
bdlesész oklevéllel a szegedi Somogyi Konyvtar Somogyi Karoly altal adoméanyozott
gyiijteményének gondozoja; Agnes fizikus; Zsuzsanna pedig kdzgazdasz.

Amikor Sz6kefalvi-Nagy Béla 1998. december 21-én elhunyt, tucatjival érkez-
tek a megbecsiilést és szeretetet sugarzo részvétnyilvanito iizenetek a Bolyai Inté-
zetbe a vilag minden tajarol. Emlékének tiszteletére 1999. augusztus 2. és 6. kozott
nagy sikerti nemzetkozi operatorelméleti konferenciat rendeztiink Szegeden 82 kiil-
foldi és 9 magyar résztvevével. E konferencia proceedings-e Recent Advances in
Operator Theory and Related Topics, Béla Székefalvi-Nagy Memorial Volume cim-
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mel jelent meg 2001 Gszén a Birkhéduser Kiadénal kozel 700 oldal terjedelemben, 35
1j, tudoméanyos eredményeket tartalmazo dolgozattal és egy Szskefalvi-Nagy Bélat
méltatd bevezetd résszel.

Elhunytéaval a vilag egy kival6 matematikust veszitett el, s egyittal egy meleg

szivi, kivételes karaktert embert. Egyenes tartasa, szilard belsd értékrendje azok
kozé a nagy egyéniségek kozé emelik, akik kisugarzasukkal, példajukkal hatnak

rank.

Emlékét, tanitasat kegyelettel megdrizziik.

SzGkefalvi-Nagy Béla publikaciéi
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EMLEKEZES FEJER LIPOTRA
SZULETESENEK SZAZHUSZONOTODIK
EVFORDULOJA ALKALMABOL

HORVATH JANOS*

1980-ban, Fejér Lipot sziiletésének szazadik évforduldja alkalmabél, Tandori Karoly
[20] és Jean-Pierre Kahane [18] szamoltak be Fejér életérdl és méltattak munkassa-
gat. Ezenkiviil Fejér életérdl és miiveirsl emlékeznek meg Aczél Janos [1] és Széasz
Pal [19], Turan Pal pedig harom cikket szentel a targynak [21], [22], [23]. Nem szan-
dékom megismételni a konnyen hozzaférheté dolgozatokban elmondottakat, inkdbb
arrél akarok szolni miképp alakult Fejér élete a masodik vilaghabora alatt, koz-
vetleniil el6tte, valamint utana. Ez volt az a korszak, amelynek egy részében én és
didktarsaim kozeli személyes kapcsolatba keriiltiink Fejérrel.

Az 1930-as évek nagyszeriien kezdédtek. Az ellenforradalmi idék tulkapésai
elesitultak. 1930-ban Fejér Otvenéves volt, munkaerejének és munkakedvének tel-
jében. 1930 és 1932 kozt kilenc cikket publikalt, f6leg interpolaciorél, mégpedig
az altala bevezetett konjugalt pontok szerepérdl a Lagrange-féle interpolécional,
valamint az Gn. Hermite—Fejér-interpolaciorol (1. lejjebb).

1933-ban a Rhode Island allam févarosaban, Providence-ben 1évé Brown Egye-
tem alapitasanak haromszazadik évforduléjat tinnepelte. Ebbél az alkalombol tobb
eurépai tudost avattak diszdoktorré, koztiik Fejér Lipotot és a nagy angol matema-
tikust, G. H. Hardy-t, akinek onvallomasat [17] a nem matematikus is haszonnal
forgathatja. Hardyt Fejér az 1912-es cambridge-i Nemzetkozi Matematikai Kong-
resszuson ismerte meg és Hardy azota is kozeli kapcsolatot tartott a magyar mate-
matikusok nagyrészével, Riesz Marcellel és Polya Gyorggyel kozos konyvet is irt.

Fejér szaméra az amerikai ut nagy élményt jelentett, amelyrdl szivesen mesélt.
Az Olympic nevii gézhajon utazott Amerikaba — ahogy mindig megjegyezte — a
szerencsétleniil jart Titanic testvérhajojan. Providence-ben a Narraganset hotelben
lakott, amelynek jelmondata ,where the guest is a king” volt. A jubileumi {innepsé-
gek keretében rendeztek egy szimfonikus koncertet, ahol persze Brahms Akadémiai
iinnepi nyitanyat is eléadtak. Az elegancia igen nagy volt, a férfiak vagy frakkban
vagy szmokingban jelentek meg, de mivel nem volt ruhatar ,6liikben szorongattak
koszos iiberzieheriiket”.

*Megjelent az Emlékbeszédek 2002-2005 cimd kényvben (MTA, Budapest, 2006).
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Fejér eldadott az American Association for the Advancement of Science-nek
a chicagoi vilagkiallitas keretében tartott kongresszusan, valamint tobb keleti és
kozépnyugati egyetemen. Az el6adasok szovege megjelent részben angolul, részben
magyarul [6], [7], [8]. Ezek az els6 cikkek, amelyeket Fejér angolul publikalt; utana
még két angol nyelvi cikket irt: az egyik egy levél R. E. A. C. Paley-hez [9], a masik
egy sokkal kés6bbi Szegé Géaborral kozos cikk [12].

1933-ban még egy masik jelentds esemény is tortént: januar harmincadikan
Hindenburg elnok egy osztrdk pojacat nevezett ki Németorszag kancellarjanak.
A hataloméatvétel csak lassan éreztette hatasat Magyarorszagon, igy Fejér lelkesen
tudott tovabb alkotni. 1933 és 1936 kozt tizenhat cikket publikalt, az egyiket Szegd
Géaborral mint tarsszerzével. Uj témakorck meriiltek fel kutatésaiban:

1) hatvanysorok és trigonometrikus sorok tobbszorésen monoton egyiitthatokkal;

2) annak vizsgilata, miként tiikrozik a Fourier-sor magasabbrendii Cesaro-féle
kozepei a kifejtett fiiggvény alaki viszonyait (novekvés, konvexitas);

3) mechanikus quadratura pozitiv Cotes-féle szamokkal.

Ez ut6bbihoz meg kell jegyeznem, hogy a pozitivitds mindig nagy szerepet
jatszott Fejér eredményeiben: példaul az interpolacional, és mar az 1900-as korszak-
alkoto tételének is az a nyitja, hogy a Fourier-féle sor Cesaro-kozepeinek magja, az
un. Fejér-féle mag (1. lejjebb (3) alatt), pozitiv.

1937-ben egy cikk sem jelent meg Fejér tollabol, 1938-ban — abban az évben
amelyben a magyar orszaggytilés megszavazta ,a tarsadalmi és gazdasagi élet ha-
talyosabb biztositasarol” szolo XV. torvénycikket — csak egyetlenegy, amelyik az
utolso volt 1948-ig.

Az 1938-as cikkben [10] a mar emlitett Hardy és annak hires munkatarsa,
J. E. Littlewood egy tételére ad 0ij bizonyitast. Legyen f egy 27 szerint periodikus, a
[0, 27] intervallumban integralhaté fiiggvény a szamegyenesen, amelyik a £ pontban
folytonos, és legyen f(&) = s. Jeldljiik az f Fourier-féle sora n-edik szeletének
értékét a £ pontban s,-nel. Fejér klasszikus tételének értelmében az s,-ek szamtani
kozepei s-hez tartanak, azaz

So+81+...+8p

lim =8
n—oo n+1

Méarmost Hardy és Littlewood azt fedezték fel, hogy fennall az erGsebb

T sg+s¥+...+s% o o
n—oo n+1

Osszefiiggés.

Hardy és Littlewood eredményét Fejér egy a kétvaltozos fiiggvények Fourier-
fele sorarol szolo tételbol vezeti le. Legyen F(x,y) egy a sikban definialt fiigg-
vény, amelyik a 0 < z,y < 27 négyzetben integralhat6. A Fourier-sort réviden a
> =0 om0 Amn (2, ) alakban frva, ahol Apmn (T, %) = 3|, j=m Djvj=n I
(v.0. [24], I1. kotet, 301. old.), Fejér a sor fészeleteit:

Snn(I,y) = Z ZAMV('T’?J)

pn=0 v=0
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tekinti. Tegyiik fel, hogy F(x,y) folytonos a (£,7) pontban, és legyen s, =
snn(€,m). Fejér tétele azt mondja ki, hogy az s,, f6szeletek harmadrend(i Cesaro-
féle kozepei, azaz az

("3%)s00 + ("3)s11+ -+ (3)8nn
n+3
("2)
kifejezések az F'(§,n) értékhez tartanak, midén n — oo. Ebbél a tételbsl Hardy és
Littlewood eredménye két sorban kaphaté meg ([3], II. kotet, 727. old.).

Fejér az s, (z,y) f6szeletek harmadrend kozepeire a kovetkezs zart elsallitast
adja:

1! 2w p2m
_—2/ F(t,u)kn(t — z,u — y) dt du,
4m? J, 0
ahol
in 2vtly i 2v41
(1) kn(t,u)=Li n+2 — v\ sin 21t sin 2Ly
(&= 2 singtsin 1u

Itt megint a Fejér altal kedvelt pozitivitas jatszik szerepet, ugyanis ky(t,u) > 0.
Fejér megjegyzi, hogy ez neki egy régebbi tétele, amelyik azon a nem egészen
egyszerten bizonyithat6 tényen alapszik, amely szerint a

i sin(2n + 1)0
T;)(Zn s sin 6

sor masodrendii Cesaro-kozepei pozitivak. Maga a fenti tétel bizonyitésa a k, mag
pozitivitasan feliil még mas tulajdonsagait is megkivanja, ezért azt egyebiitt kivanja
kozolni. Viszont bebizonyitja a tételt abban az esetben, amikor F'(z,y) = f(z)f(y)
alakid, ami elég a Hardy-Littlewood-tétel bizonyitasahoz. Megjegyzi azt is, hogy
egy a tételével analég eredmény érvényes a Laplace-féle sorra is. Fejér a felsorolt
négy allitas egyikét sem kozolte.

Fejér osszegytijtott munkaihoz fiizétt elézetes megjegyzéseiben ([3], 1. kotet,
13., 15. old.) Turan P4l megemliti, hogy Fejér igen terjedelmes kiadatlan kézi-
ratokat hagyott hatra, amelyek 1970-ben ,nincsenek definitiv allapotban; gondos
attanulmanyozéasukat az id6 rovidsége nem engedte meg”. Nem tudom tortént-e az-
Ota valami ezekkel a kéziratokkal, és hogy vajon a fentebbi allitasok bizonyitasai
megtalalhaték-e benniik.

1939-ben jelent meg ,A zsidok kozéleti és gazdasigi térfoglalasdnak korlato-
zasa” cimid IV. torvénycikk, amely szerint zsidé nem lehetett allami tisztviseld,
tehat tanar sem. Kivételt tett olimpiai bajnokokkal, arany vitézségi éremmel ki-
tlintetettekkel és egyes egyetemi tanarokkal, koztiikk Fejér Lipottal. A harmadik
zsidotorvény, az 1941. évi XV. tc., mar a niirnbergi ,faji” torvények mintajara ké-
sziilt, de Fejér tovabbra is megtarthatta allasat.
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En 1942-ben keriiltem az akkori PAzmany Péter Tudoményegyetem Bolcsészeti
Karara mint matematika-fizika szakos hallgat6. Az elsGéveseknek tartott differen-
cial- és integralszamitas el6adéast Fejér hirdette meg, de Szasz Pal tanitotta. Ez
szerencsés volt, mert Szasz kivaléan adott els: szabatosan, vildgosan nagy anyagot
targyalt. Akkor mar egy ideje Fejér csak egy targyat tanitott évente, mégpedig
felvaltva ,A Fourier- és Laplace-féle sorokrol” és ,Fiiggvénytan” cimen. Allitélag
sohasem jutott el a Laplace-féle sorokig és a habort utidn méar csak ,,A Fourier-féle
sorr6l” cimen hirdette meg el6adasat.

Az 1942/43-as tanévben Fejér a Fourier-féle sorokrol adott el6. Mivel nagyon
kevés matematikat lehetett akkor az egyetemen tanulni — hiszen Fejéren kiviil csak
egy matematikus rendes tanar volt: Kerékjarto Béla, a geometria professzora, és
egy rendkiviili tanar: Szasz Pal —, és mivel gimnazista koromban némileg megismer-
kedtem az infinitézimalszamitas elemeivel, elhataroztam, hogy beiilok Fejér orait
hallgatni. Ez rosszul kezdédott. Fejér a Fourier-sor aj és by egyiitthat6irél ma-
gyarazott és azokat persze akanak és békanak ejtette ki. En, aki az elsé padban
iiltem, nagyon mulatsdgosnak taladltam, hogy ez a furcsa kis ember békakr6l me-
sél és elkezdtem nevetni. Fejér észrevette és ramszolt: ,ne tessék nevetni, mi itt
komoly dolgokrol beszéliink”. Szerencsére ennek semmi kovetkezménye nem volt,
Fejér sohasem emlitette, valoszintleg elfelejtette.

A kovetkezs tanévben Fejér fiiggvénytanrol (azaz egy komplex valtozoé holo-
morf fiiggvényeirsl) adott el§, amikor mércius 19-én beiitott a ménkid. Az egyete-
met aprilis 15-i hatallyal bezartak, Fejér elvesztette allasat, lakasat bombatalalat
érte, egy ,csillagos” hazban hizta meg magat, ahol egy december végi napon sorba
allitottak, hogy elvigyék a Dundhoz agyonléni. Ettél a sorstél egy katonatiszt koz-
belépése mentette meg. Az 1945-0s nagy cseberbdl vederbe jutast silyos betegen
egy sziikkségkorhazban érte meg.

En tavol voltam Budapesttsl 1944 novemberétdl 1945 jaliusaig. Amikor vissza-
értem, Fejért siralmas koriilmények kozt talaltam. A tanari szob4djaban az egyete-
men lakott minden kényelem nélkiil. Egy kis divanyon aludt, és az ételt, amelyet
baratai hoztak, egy villanyrezson melegitették meg. En is gyakran melegitettem
meg az ebédjét, s6t még f6ztem is neki ebédet. Ennek a helyzetnek megvolt az
az elénye, hogy mi didkok bejaratosak voltunk néla, és igy kozeli kapcsolatba ke-
riiltlink vele. Kiilénlenyomat-gytijteménye nagyrészben megmaradt, azt athoztak
lakdsa romjaibol, és mi raktuk abc sorrendbe.

Az 1945 /46-0s tanév a koriilményekhez képest rendezett kerékvagasban indult
el. A elméleti fizika professzora, Ortvay Rudolf, az ostrom alatt Ongyilkos lett;
amig 0j tanart nem neveztek ki, Laszlo Zoltan tanarsegéd tanitotta a targyat.
Kerékjart6 Béla megbetegedett és a tanév végén meghalt. Helyette a Kolozsvarrél
Budapestre keriilt Fejes Laszlo tanitotta a mértant. Akkor kezdte a Fejes Toéth
nevet hasznalni, nehogy Fejérrel Osszetévesszék. Fejér visszakapta katedrajat, és
a ,Fourier-féle sorr6l” adott els. Ezuttal megint felvettem a targyat és kiilonosen
nagy benyomast tett ram bizonyitasa Lebesgue egy tételére [5], amelyet részletesen
analizalt. A harom oldal, amelyre feljegyeztem Fejér targyalasat, még most is
megvan.
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Legyen f egy 2w szerint periodikus fliggvény a szamegyenesen, amelyik a [0, 27]
intervallumban integralhaté. Legyen = € (0, 27) és vezessiik be a Fejér 4ltal gyakran

hasznalt ” o
gy L2 5 £ ) W)

jelolést. Lebesgue tétele azt mondja ki, hogy ha

o
(2) im 2 [ ool at =0,

akkor a Fourier-féle sor szeleteinek elsérendt Cesaro-féle o, (z) kozepei az x helyen
tartanak az f(z) értékhez. Fejér felhasznalja az altala 1900-ban felfedezett

s

(3) ona(e) = 1) < = [ o) (Si“”t)2 dt

™ sint

egyenlGtlenséget. Bizonyitasa marmost abbol all, hogy a (3) egyenl6tlenség jobb
oldalat feliilr6l megbecsiili a kénnyen kezelhetd

. ng L I n?t
(4) 2 (2) ———-—(1+n )2 +47r/0 7 (t)—(1 o dt

(Sl

kifejezéssel, ahol
* 1 .
F=7 [ low)du
0

1946 vége felé a British Council meghivta Fejért egy angliai el6adaskoritra,
de a budapesti angol hatésagok nem adtak neki vizumot. A mendemonda szerint
az angol konzul személyesen taldlkozott Fejérrel, és tigy vélte, hogy ennek a fé-
radt Oregembernek a latogatasa nem hajt hasznot az angol tudoméany szamara.
Fejért kissé lestjtotta ez a visszautasitas, és annal nagyobb 6romet jelentett sza-
maéra, amikor meghivtak a francia Association pour I’Avancement des Sciences genfi
vandorgytilésére eladni. Az el6adas 1948 juliusaban hangzott el. Fejér sok régi is-
merdssel, pl. Hadamard-ral és Montellel talalkozott Genfben, és érdekes fiatalabb
kollégakkal, igy Rafael Salemmel ismerkedett meg. En az 1947/48-as tanévet Pa-
rizsban toltGttem, és szerettem volna a gytlésre elmenni, de ezittal én nem kaptam
vizumot.

Amikor 1948 augusztusaban visszaérkeztem Budapestre, Fejér mar egy szép
villalakasban a Varosligeti fasorban egy csaladnal bérelt két szobat teljes ellatés-
sal. Egy napon vendégiil latott engem Szegd Géaborral egyiitt ebédre, és orommel
allapithattam meg, milyen rendezett koriilmények kozt él.

Fejér genfi eléadasanak, amely egyben a habora uténi els§ publikaciéja [11],
cime ,Intégrales singuliéres a noyau positif”. A cikk annak a fejtegetésével kezdsdik,
hogy vajon kitél szarmazik a neve, és micsoda tulajdonképpen egy szingularis
integral. Itt meg kell jegyeznem, hogy Calderén és Zygmund korszakalkoté Acta
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Mathematica cikke [2] 6ta méast értiink ,szingularis integral” alatt, mint Fejér, akinél
ezek

/ k(. t) dt

alaku kifejezések, amelyeknek viselkedésére vagyunk kivancsiak, amikor n a vég-
telenhez tart. Fejért féleg azok az integralok érdeklik, amelyeknél a k,(z,t) mag
pozitiv, de belatja, hogy ,nem a mag elGjele az, amit6l a szingularis integral konver-
gencidja vagy divergencidja fligg, midén n — oo, hanem inkdbb az abszolit értéké-
nek integralja az, ami elhatarozé ebben a kérdésben, ha a mag ezenfeliil még méas
feltételeket is kielégit”. A k,(z,t) = k,(z — t) alakt magoknal éppen Fejér nevezte
az [ |kn(t)| dt szémokat Lebesgue-féle dllandoknak [4].

Fejér felsorol néhany nagyon régi és néhany nagyon 4j példat szinguléris in-
tegralok magjaira, koztiik az (1) alattit, a (3) egyenl6tlenség jobb oldalan allot (a
Fejér-féle magot), és a (4)-beli integral magjat feliilrl megbecsiilé még egyszertibb

n
(14 nt)?

magot. Jean-Pierre Kahane-nak nagyon tetszett Fejérnek az a szolasmodja, amely
szerint elsd latasra a pozitiv magokkal rendelkezé szingularis integrélok tgy hason-
litanak egymaésra, mint a pingvinek. Azonban mégis lehet Gket osztalyozni, még-
pedig aszerint, hogy a mag derivaltjai egy bizonyos rendig valtakozva pozitivak

és negativak. Bebizonyit egy tételt, amely szerint ha (—1 VLk".,(Q >0 teljesiil a
Y dt
v=0,1,...,s értékekre, és k,(t) kielégit még néhany természetes feltételt, akkor
4 Cflz+t)+ —t
lim / £ )+ fl= )kn(t) dt = f(z),

valahanyszor f az z helyen eleget tesz a Lebesgue-féle (2) feltétel abszolut érték
nélkiili analogja Hardytol és Littlewoodtol szarmazo

h
. S s—1 -
}lzll%ﬁ/o et)(h—1t)" "dt=0

alaku altalanositasanak.

Fejért mar 1946-ban megvalasztottak a Magyar Tudoméanyos Akadémia tisz-
teletbeli tagjanak, és 1948-ban az els6k kozott kapott Kossuth-dijat.

1950-ben volt Riesz Frigyes és Fejér Lipot sziiletésének hetvenedik évfordu-
16ja. Ebbél az alkalombél a szegedi Acta Scientiarum Mathematicarum egy kétko-
tetes {innepi szamot adott ki, amelyben a vilag matematikusainak elitje irt cikket.
A szammal két kis probléma meriilt fel. A sorrend szerint a két kotet az Acta
12. és 13. kotete lett volna. ,Nem vagyunk babonéasak, de azért mégsem akarjuk
kihivni a sorsot” alapon az az elhatarozéas sziiletett, hogy nem lehet valakinek a
sziiletésnapjat egy 13 szamu kotettel meglinnepelni, igy a kotetek a 12A és 12B
megjelolést kaptak. A masik baj az volt, hogy egyesek azok koziil, akik segitettek
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Sz6kefalvi Nagy Bélanak a szerkesztésben, mint jomagam is, kiilféldon tartézkodtak
és ,megtagadtak a hazatérést”. Igy keriilt aztdn a neveink helyett a ,compluribus
adiuvantibus” a tartalomjegyzék végére.

1950. augusztus 27. és szeptember 2. kozt zajlott le az Els6 Magyar Mate-
matikai Kongresszus. Ez mintegy az augusztus 30-t6] szeptember 6-ig az USA-beli
Cambridge-ben megtartott Nemzetkozi Kongresszus ellenkongresszusa volt politi-
kai okokbol. A szocialista orszagokbol kiildottségek jottek amelyeknek Osszlétszama
31 volt, ezeken kiviil jelen volt még egy kiilféldi: a belga P. Libois. A Szovjetunié ki-
lenc résztvevot kiildott I. M. Vinogradov vezetésével. A kongresszus megiinnepelte
Fejér és Riesz sziiletésnapjat. Ebbdl az alkalombél a Szovjet Tudoményos Akadé-
mia lidvozletet kiilldott mindkett&jiiknek, amelyet a megnyit6 iilésen felolvastak, és
diszalbumokba kotve atadtak az iinnepelteknek. Az {idvozleteknek kiilon pikanté-
ridja, hogy azokat Vinogradov irta ala, aki kozismerten a szovjet matematikusok
kozt a legszélsGségesebb zsidogylols volt.

Fejér tartotta az elsé elGadast ,,Approximacié interpolacié utjan” cimmel [14].
Attekintést ad el6z6 munkassagarol, f6leg a Hermite-Fejér-interpolacioval kapcso-

latban. Ha z1,...,z, a [—1, 1] intervallum kiilénb6z6 pontjai, akkor jelélje
() H(z) =) (yshi(@) + yibr(z))
k=1

azt a legfeljebb (2n — 1)-edfoka parabolat, amelyre H(zx) = yi ¢s H'(zx) = y},.
Legyen marmost f a [—1, 1] intervallumban értelmezett folytonos fiiggvény. Ehhez
Fejér haromfajta parabolat rendel hozza:

e a lépcsdparaboldt, amelynél yi = f(zk), y. = 0;
e a simuld paraboldt, feltéve, hogy [ differencialhato, melynél yx = f(xg),

yfc = f'(xx);

e az interpolutoriusan parhuzamos paraboldt, amelynél

= Ff(oa)s Vo="Chualza);

ahol Cy,,_1 az a Cebisov-féle legfeljebb (2n — 1)-edfoki polinom, amelyik f-t6l
legkevésbé tér el, azaz melyre

max |f(z) — Con-1(2)| = Ban—1(f) = min  max |f(z) — P(x)|,

—-1<z<1 PePap_1 —1<z<1

ha P, jeloli a legfeljebb n-edfokt polinomok halmazat.

Pontcsoportsorozatrol akkor beszéliink, ha minden természetes n szamhoz tar-

tozik egy kiilonb6z6 pontokbél allo m&") ...,z pontesoport a [—1,1] intervallum-
ban. Fejér egyik klasszikus eredménye szerlnt, ha zgcn) = cos m—zgﬁ (=105

akkor a lépcsGparaboldk egyenletesen tartanak f-hez, midén n minden hataron tul
nd.

Jelen el6adasaban Fejér az interpolutériusan parhuzamos Hs, | parabolakra
vonatkoz6 eredményeire helyezi a hangsiulyt. Egyik amerikai el6ad4saban [8] azt
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bizonyitotta be, hogy ha a pontcsoportsorozat normaélis, azaz hy(x) > 0 min-
den k-ra és n-re a [—1,1] intervallumban, akkor |f(z) — Han-1(2)| < 2E2n-1(f),

€ [—1,1]. Egy az elsad4s id6pontjaban megjelensfélben 1évs cikkben [13], amelyet
Erhard Schmidt hetvenotodik sziiletésnapja tiszteletére irt, azt mutatja ki, hogy a
2F5,—1(f) becslés nem javithato.

Fejér élete utolso cikkét [16] Szegd Gabornak ajanlja hatvanadik sziiletésnapja
alkalmabol. A cikk datuma 1955, és targya az (5) alatti kifejezésben szerepls hy
és b alappolinomok néhéany tulajdonsaga. Bebizonyitja, hogy a hj polinomnak az
zi helyen szigoru lokélis maximuma van, és talal egy az  — z} hatvanyai szerint
halado6 sorfejtést hy-ra. Kimutatja, hogy a by polinomnak 2n — 1 valés egyszeres
zérushelye van; ezek kozott szerepelnek természetesen az xi1,s,...,T, pontok,
amelyeket ha névekvé sorrendben irunk, és a tobbit szintén névekvs sorrendben az
N1,M2, - - -, Mn—1 Szimbolumokkal jeloljiik, akkor fennallnak az

DI<ME< T <MK ILI< . oo < L=l € D=1 <D

egyenlGtlenségek.

Egy Szeg6 Gaborral kozos cikke 1949-ben késziilt, és 1951-ben jelent meg [12].
A dolgozat a |z| < 1 egységkor konform leképezéseirdl szol, f6leg a |z| = 1 koroknek
és az arg z = konst. sugaraknak megfelel gorbéket tanulményozza. Miutan egy
sereg elemi képletet felsorol, a Fejér altal bevezetett, a vertikalis irdnyban konvexnek
nevezett leképezésekkel foglalkozik, végiil pedig a geometriai sor magasabb rendi
Cesaro-féle kozepeivel.

Fejérnek még egy cikke jelent meg 1951 és 1955 kozt [15], ez Riesz Marcel
hatvanotodik sziiletésnapjara késziilt. Egy mindkettGjiiknek kedves targyrol szol:
pozitiv trigonometrikus polinomokroél. A legmeglepSbb benne az az allitas, amelyet
. Fejér egy H. Burkhardt és E. Esclangon &ltal irt enciklopédiacikkben talalt, és talan
Fejért magat is meglepte, hogy a

sin ¢ sin —i—t
E sin ut = _sm—
2

Osszegképlet mar Archimedesnél megtalalhato, természetesen geometriai formaban
" a gombsiiveg feliiletmértékével kapcsolatban.

Fejér munkaiban 1938 6ta ismételten felmeriil az a szdndéka, hogy egyes kér-
désekre masutt részletesen visszatér. Sajnos ezekre nem keriilt sor, 1955 utan nem’
jelent meg tobb cikke. Elete utolso két évét elboruld elmével kérhazban toltétte,
és egy sikerekben és megalaztatasokban gazdag élet utan 1959. oktéber 15-én, egy
masik emlékezetes esemény tizenotodik évfordulojanak napjan, meghalt.
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A HATALOM BANZHAF-FELE INDEXENEK
ALKALMAZASATI:

A BIZTONSAGI TANACS ES AZ USA HATALMI
RENDSZERENEK EGY ELEMZESE

CSETE LAJOS

1. Bevezetés

A formalis szavazéasi hatalom mérésére tobbféle modszert talaltak ki. A Shapley—
Shubik-féle index mellett [2], [4], [6], [7] példaul ismert a hatalom Banzhaf-féle
indexe, amelyet John F. Banzhaf III iigyvéd vezetett be egy 1965-0s cikkében
(1], [7].

Talan érdekes lesz targyalnunk elemi médon a Banzhaf-indexet kiilonféle pél-
dakon keresztiil. Ugyanis a Banzhaf-féle hatalmi index a masik emlitett index mel-
lett kivaloan alkalmas arra, hogy a halmazok és a kombinatorika egy kozépiskolas
szakkoron is targyalhato gyakorlati alkalmazasat ismerhessiik meg.

A halmazok témakorébdl a részhalmaz fogalméat, mig a kombinatorikabol a
bizonyos részhalmazok szdmét megad6 binomiilis egyiitthatokat alkalmazzuk sii-
riin. A felhasznalt segédeszkozok egyszertiségéhez képest érdekes elmélet épithetd
ki bizonyos személyek, csoportok, illetve allamok formalis szavazasi hatalméanak a
mértékérsl, amely altalaban eltérd szokott lenni a rendelkezésiikre 4ll6 szavazatok
szamanak aranyatol.

Mindenkinek van intuitiv fogalma egy igen-nem szavazérendszerrdl, de azért
lassuk a kovetkezs formalis definiciot:

1. definicié. Legyen adva az Osszes szavazé X halmaza. Szavazasnak nevezziik X
egy A részhalmazat. Az A halmazbeli szavazok igennel szavaztak, mig a tobbi sza-
vaz6 nemmel szavazott. Egy szavazérendszertdl elvarjuk, hogy minden A szavazasra
adjon pontosan egy végeredmeényt, vagyis dontse el, hogy elfogadtik a javaslatot
vagy nem. Masképpen, a szavazorendszer egy v : P(X) — {i,n} leképezés, ahol
P(X) az X halmaz részhalmazainak a halmaza, és v(A) =i, ha A C X szavazas
esetén igent mond a szavazorendszer, és v(A) = n, ha nemet mond a szavazorend-
szer [8].

A [2] cikkben targyaltuk a Shapley—Shubik-féle hatalmi index miikodését pél-
dékon keresztiil. Ezen index egy lehetséges definicioja:
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2. definici6. Legyen p egy szavaz6 egy igen—nem szavazorendszerben, és legyen X
az Osszes szavazo halmaza. Rendezziik az 0sszes lehetséges sorrendbe az X halmazt
alkoto szavazokat.

Minden egyes ilyen sorrendben balrél jobbra haladva a szereplé szavazokon,
kényszeritsiik a szavazokat arra, hogy a javaslat elfogadasara szavazzanak. Ezt
egészen addig végezziik, amig el nem jutunk egy olyan kulcsszemélynek nevezett
szavazoig a sorrendben, akinek a szavazataval a javaslat elfogadotta valik, azaz meg
lesz szavazva.

Ekkor a p szavazé hatalméanak Shapley—Shubik-féle indexét jeloljik SSI(p)-
vel, és ez legyen egyenld azzal az arannyal, amit akkor kapunk, ha azon sorrendek
szamat, amelyben p kulcsszemély, elosztjuk az Osszes lehetséges sorrend szaméval.

Megjegyzés. Ha az X halmaz elemeinek szama n, ahol n pozitiv egész, akkor
az Osszes lehetséges sorrend, vagyis az Osszes permuticié szdma, mint tudjuk a
kozépiskolabol n! =1-2-3---(n—1) -n ([2], [4], [6], [7])-

A tovabbiakban a Banzhaf-féle hatalmi index mtikodését fogjuk vizsgalni pél-
déakon keresztiil.

3. definicié. Tegyiik fel, hogy p egy szavazd egy igen—nem szavazérendszerben.
Ekkor a p szavazo teljes Banzhaf-hatalma, amelyet TBP(p)-vel jeloliink, megegyezik
azon K szavazOkoaliciok szamaval, amelyekre teljesiil a kovetkez6 harom feltétel
mindegyike:

1. p tagja a K koaliciénak.

2. K gyd6ztes koalicio, azaz v(K) = 1.

3. Ha p-t toroljiik a K koaliciobol, akkor a maradék koalicié mar nem gyGztes

koalicio.

Példa. Legyen egy haromtagu bizottsagban a-nak két szavazata, b-nek 1 szavazata
és c-nek is egy szavazata. A bizottsag egyszeri tobbséggel hozza meg a dontéseit,
vagyis egy dontés elfogadasahoz 3 szavazat sziikséges. Hatarozzuk meg a bizottsag
tagjainak teljes Banzhaf-hatalmat!

Megoldds:

Eldszor hatarozzuk meg TBP(a)-t!
Azon koaliciok, amelyekben a szerepel: {a}, {a,b}, {a,c}, {a,b,c}.
Ezek koziil a gyoztes koaliciok: {a, b}, {a,c}, {a,b,c}.
Ha a-t toroljiik azon gy&ztes koaliciokbol, amelyekben szerepel, akkor a maradék
koaliciokbol egyik sem lesz gyGztes koalicié. Ezen halmazok szama 3.

Ezért a-nak a teljes Banzhaf-hatalma 3, vagyis TBP(a) = 3.
Hatérozzuk meg TBP(b)-t!
Azon koaliciok, amelyekben b szerepel: {b}, {a,b}, {b,c}, {a,b,c}.
Ezek koziil a gy6ztes koaliciok: {a, b}, {a, b, c}.
Ha b-t toroljik azon gydztes koaliciokboél, amelyekben szerepel, akkor a maradék
koaliciokbol az {a} nem lesz gy6ztes. Ezen halmazok szama 1.
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Ezért b-nek a teljes Banzhaf-hatalma 1, vagyis TBP(b) = 1.
A szimmetria miatt TBP(c) = 1. Ez a példa a helyesen végigszamolt valtozata a
[3]-ban szereplének.

Mivel a TBP szamok nem negativ egész szamok, ezért érdemes bevezetni egy
olyan hatalmi mértéket, amely intuitiv médon megadja, hogy a szavaz6 valamilyen
értelemben a hatalom hanyad részét birtokolja. Ehhez 0 és 1 kozé es6 szamok kelle-
nek, illetve 0% és 100% kozé essen a szavaz6 hatalméanak a mértéke. Ehhez normalni
kell a szavaz6 teljes Banzhaf-hatalmat. Ezt konnyen elvégezhetjiik, ha az Osszes
szavaz) teljes Banzhaf-hatalméanak az Gsszegével elosztjuk az egyes szavazok teljes

Banzhaf-hatalmait. (Total Banzhaf Power = teljes Banzhaf-hatalom = TBP).

Tehat az a szavazé Banzhaf-hatalmi indexe Bl(a) = 3735 = £, hasonléan
BI(b) = Bl(c) = % Ezen példa éppen a [2] cikk 2. példaja. Ott azt kaptuk, hogy e
rendszer tagjainak Shapley Shubik-féle hatalmi indexei:

SSI(a) = ; SSI(b) = é SSI(c) = %

A rendszer tagjainak szavazati aranyai 2:1:1 = 50% : 25% : 25%, a Banzhaf-féle
hatalmi indexeinek aranyai 3:1:1 = 60% : 20% : 20%, mig a Shapley—Shubik-féle
indexek aranyai

2 2 2
4:1:1=66=%:16=% : 16=%.
663% 163% 163%

2. A Banzhaf-féle hatalmi index

4. definici6. Legyenek egy igen—nem szavazorendszer szavazoi pi,psa,...,Pn. Te-
gylk fel, hogy p; tetszdleges szavaz6 (1 =1,2,...,n) a szavazok koziil. Ekkor a p;
szavaz6 Banzhaf-indexének nevezziik, és BI(p;)-vel jeloljiik a kovetkezd szamot:

TBP(p:)
TBP(p1) + TBP(p2) + ...+ TBP(p,)’

Bl(p;) =

Allitas. Ha egy igen—nem szavazorendszerben a szavazok pi,ps, .. ., pn, akkor tet-
szbleges p; szavazo (i = 1,2,...,n) Banzhaf-indexére fennéll, hogy 0 < BI(p;) < 1.

Bizonyitas. A bizonyitas a Bl(p;) definici6jabol kovetkezik. Esetleg érdemes meg-
gondolnunk, hogy mindig értelmes-e a definicié. Vagyis: TBP(p;) + TBP(p2) +...+
TBP(p,) # 0 mindig fennall?

Allitas. Ha egy igen—nem szavazérendszerben a szavazék py,ps, . . ., pn, akkor fenn-
all, hogy
BI(p1) + BI(pz) + ... + Bl(pn) = 1.

A bizonyitas nagyon egyszerd. Lasd példaul [3]-at, ahol egyszert példakat ol-
vashatunk, végigszamolva a definici6 alkalmazéaséra. A [3]-ban és [7]-ben egyarant
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megtalalhaté az 1973 el6tti Eurdpai Gazdasagi Kozosség tagjainak Banzhaf-féle
hatalmi indexeinek kiszamolasa. Méasrészt [3]-ban olvashatunk kiilonféle eredmé-
nyeket arrél, hogy mi tortént volna az egyes tagok Banzhaf-féle hatalmi indexeivel,
ha megvaltoztattuk volna az igynevezett kvotat, vagyis azt a szavazatszamot, ame-
lyet el kell érni ahhoz, hogy egy javaslatot megszavazzanak.

3. A korai Biztonsagi Tanacs Banzhaf-tipusi elemzése

Az Egyesiilt Nemzetek Szervezetének, vagyis az ENSZ-nek az alapitasi napja 1945.
oktober 24. Persze ennek voltak korabbi el6zményei is, amelyeket itt nem targya-
lunk. Ekkor a Biztonsagi Tanacsot, azaz a BT-t is megalapitottak.

A Biztonsdgi Tandcs elsd iilése 1946. januar 17-én volt ([5], 226. oldal). Val-
tozatos helyszinek utan a BT székhelye 1950-t61 New York lett.

A korai Biztonsagi Tandcsnak ot allando tagja volt: Az Amerikai Egyesiilt
Allamok, a Szovjetuni6, Kina, Nagy-Britannia és Franciaorszag. Ezeket a tovab-
biakban nagyhatalmaknak fogjuk nevezni. Masrészt a Biztonsagi Tanécsnak 6 va-
lasztott orszag is tagja volt, amelyek bizonyos ideig voltak csak tagok, és aztan
tjakat valasztottak helyettiik. Ezeket a nem alland6 tagokat kishatalmaknak fog-
juk nevezni.

Egy javaslat elfogadasihoz az kellett, hogy mind az 6t nagyhatalom megsza-
vazza a javaslatot, hiszen mindegyik nagyhatalomnak vétojoga volt. Masrészt még
az kellett, hogy legalabb két kishatalom is a javaslat mellett szavazzon. Erdekes le-
het megemliteni a Szovjetuni6 aktivitasat: az 1965 kozepéig leadott 109 darab nagy-
hatalmi vétobol a Szovjetunio egymaga 103 darab vétot nyajtott be ([5], 215. oldal).

3.1. El6szor szamitsuk ki egy nagyhatalom teljes Banzhaf-hatalmat,
vagyis a TBP(nagyhatalom) értéket!

Azon gy6ztes koaliciok szaméat kell leszamolnunk, amelyben egy kivélasztott nagy-
hatalom benne van, és ha a kivalasztott nagyhatalmat toroljitk a gy6ztes koalicio-
bol, akkor a maradék méar nem lesz gy6ztes koalicio.

Az 6t nagyhatalom mindegyikének benne kell lennie mindegyik gydztes koali-
cioban és ha egyik is kilép, akkor mar a maradék nem lesz gy&ztes koalicio.

3.1.1. eset: Ha az 6t nagyhatalom mellett két kishatalom van a gy&ztes ko-
aliciéban. A két kishatalmat a 6 kishatalombol kell kivalasztanunk. Mint tudjuk
6 elemi halmaz 2 elemi részhalmazainak a szama: () = 15 a megfelels gyztes
koaliciok szama.

3.1.2. eset: Ha az 6t nagyhatalom mellett 3 kishatalom van a gy6ztes koalicio-
ban. Ekkor a 3 kishatalmat 6 kishatalombol kell kivalasztanunk. Ezt (g) = 20-féle
modon tehetjiik meg.

3.1.3. eset: Ha az 6t nagyhatalom mellé 4 kishatalmat valasztunk. Ezt (2) = 15-
féleképpen tehetjiik meg.
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3.1.4. eset: Ha az 6t nagyhatalom mellé 5 kishatalmat vélasztunk. Ezt (§) = 6-
féeleképpen tehetjiik meg.

3.1.5. eset: Ha az 6t nagyhatalom mellé 6 kishatalmat valasztunk. Ezt (§) = 1-
féleképpen tehetjlik meg.

Igy egy nagyhatalom teljes Banzhaf-hatalma:
6 6 6 6 6
TBP(nagyhatalom) = 9 + 3 + M 5 + gl 154+20+154+6+1 = 57.

3.2. Szamitsuk ki egy kishatalom teljes Banzhaf-hatalmat!
Valasszunk ki egy tetszéleges kishatalmat és gondoljuk meg, hogyan szerepelhet ez
egy gyoztes koaliciéban!

3.2.1. eset: A kivalasztott kishatalom mellett 6t nagyhatalom van a gy&ztes
koalicibban és még egy kishatalmat kell a gydztes koalicioba véilasztanunk. Ezt a
kishatalmat mar csak ot kishatalom koziil valasztjuk ki, hiszen a 6 kishatalombol
1 mér a gy6ztes koalicioban van.

Otelemti halmazbol egy elemet (7) = 5-féle modon vélaszthatunk ki. Tehat ez
lesz a megfelel6 gy6ztes koaliciok szama. Ha egy ilyen gy6ztes koaliciobol kivalik a
kivalasztott kishatalom, akkor a maradék méar nem lesz gy6ztes koalicio.

Gondoljuk meg, hogy hiadba szerepel a kivalasztott kishatalom tovabbi gy&ztes
koalicibkban, ezekbdl valo kivalasa mar nem lesz kritikus. Vagyis hidba valik ki
ezekbdl, a maradék koalici6 tovabbra is gy6ztes lesz. Tehat a kivalasztott kishatalom
teljes Banzhaf-hatalma

TBP (kishatalom) = (?) =5

3.3. A hatalmak Banzhaf-indexei

Bl(nagyhatalom) = TBP(nagyha;l;iljlf;légyrﬁglgl&)ishatalom) 6
:ﬁz%:%ms,w%.
Bl (kishatalom) = TBP(nagyhat:;(]ii)(l.d;}f?g;)kishatalom) 6
- % - 6_13 ~ 1,50%.

Hasonlitsuk 6ssze egy nagyhatalom Banzhaf-indexét egy kishatalom Banzhaf-inde-
xével!
Bl(nagyhatalom) 3= 57

Bl(kishatalom) 35

o
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Tehat a korai Biztonsagi Tanacsban egy nagyhatalom hatalmi Banzhaf-indexe 11,4-
szer akkora volt, mint egy kishatalomé. Vagyis egy nagyhatalom Banzhaf-indexe
egy kishatalom Banzhaf-indexének 1140%-a volt.

Ellenérzé teszt: (2. allitas)

57 5 315
5 - Bl(nagyhatalom) + 6 - BI(kishatalom) = 5 5 +6 35 = 3

Eredményeink atmentek az ellendrzési teszten.

4. A jelenlegi Biztonsagi Tanacs Banzhaf-tipust elemzése

Még 1966-ban megvaltoztattak a Biztonsagi Tanécs szerkezetét. Az 1966 utani Biz-
tonsagi Tandcsban tovabbra is maradt az 6t nagyhatalom, mindegyike vétojoggal.
Masrészt 10 kishatalmat véilasztanak be a Biztonsigi Tanacsba. Ezen kishatalmak
allandoan valtoznak a Biztonsagi Tanécsban, csak bizonyos ideig tagok, és aztan
ajakat valasztanak helyettiik.

A jelenlegi Biztonsagi Tanacsnak az 6t alland6 tagja: az Amerikai Egyesiilt
Allamok, Oroszorszag, Kina, Nagy-Britannia és Franciaorszag.

Egy dontés elfogadisihoz az 6t nagyhatalom és legalabb 4 kishatalom szava-
zata sziikséges.

4.1. Szamitsuk ki egy nagyhatalom teljes Banzhaf-hatalmat!

4.1.1. eset: A kivalasztott nagyhatalom sziikségképpen benne van minden gy&ztes
koaliciéban. A gy6ztes koalicioban szerepld 6t nagyhatalom mellé 4,5,6, ... stb.
kishatalmat valasztunk a 10 kishatalombol, igy a 3.1. szamoléashoz hasonlé moédon
kaphatjuk, hogy:

e = () (5) (£) - () (2)+ () () -

=210 + 252 + 210 + 120 + 45 + 10 + 1 = 848.

4.2. Szamitsuk ki egy kishatalom teljes Banzhaf-hatalmat!

4.2.1. eset: A kivalasztott kishatalom mellett 6t nagyhatalomnak kell lennie a
gybztes koalicibban. A kivalasztott kishatalom mellé még 3 kishatalmat valasztunk
a maradék 9 kishatalombol.

Ezt (3) = 84-féleképpen tehetjiik meg. Minden ilyen gydztes koalicié esetén,
ha a kivalasztott kishatalom kilép a koaliciobol, akkor a maradék koalicio méar nem
lesz gyd&ztes.

Vegyiik észre, hogy a kivalasztott kishatalom hidba szerepel még tovabbi gy&z-
tes koaliciokban, azok méar szolnak bele a teljes Banzhaf hatalmanak az értékébe,
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hiszen hiaba valik ki a kivalasztott kishatalom ezen gyéztes koaliciokbol, a maradék
koaliciok tovibbra is gy6ztes koaliciok lesznek.

Igy TBP(kishatalom) = 84.

4.3. A hatalmak Banzhaf-indexei
TBP (nagyhatalom)

Blinagyhatalom) ~ s e iatiios) - 5 -F TRE(Eilatalon) 10
~ 348 58i884- 0 5804880 N é_gg e L
Bl(kishatalom) = TBp(nagyhataqli)Prf;(-k ;Sia';%(;?liishatalom) ST
_ % i 1_3% ~ 1,65%.
Ellendrzd teszt: (2. 4llitas)
5 - BI(nagyhatalom) + 10 - BI(kishatalom) = 5 - % +10- % = 2—82—8 =

Eredményeink dtmentek az ellendrzd teszten.

Hasonlitsuk 6ssze egy nagyhatalom Banzhaf-indexét egy kishatalom Banzhaf-
indexével!
Bl(nagyhatalom) % 848

= = — =~ 10,1.
BI(kishatalom) B 84 0

Tehat a jelenlegi Biztonsagi Tanacsban egy nagyhatalom hatalmi Banzhaf-indexe
kb. 10,1-szer akkora, mint egy kishatalomé. Vagyis egy nagyhatalom Banzhaf-
indexe egy kishatalom Banzhaf-indexének kb. 1010%-a.

Vegyliik észre, hogy a 10 kishatalom egyiittes hatalmi Banzhaf-indexe, kb.
16,5%, kisebb egyetlen nagyhatalom hatalmi Banzhaf-indexénél is, amely kb.
16,69%.

5. Az amerikai elnok, a szenatus és a képviselohaz teljes Banzhaf-féle
hatalma

5.1. A szavazasi rendszer egyszertsitett vazlata

Az amerikai hatalmi rendszerben a politikai hatalom formélisan az elndk, a szenatus
és a képvisel6haz kozott oszlik meg. A szendtusnak 100 tagja, azaz szenatora
van, mig a képvisel6haznak 435 tagja, azaz képviselGje van. Egy olyan dontést
vizsgalunk, amelynek meghozataldhoz mindharom hatalmi tényezs szavaz.
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1. tipus:

Egy javaslatot elfogadnak, ha az elnok szavaz mellette, a szendtus legalabb
51 tagja és a képvisel6haz legalabb 218 tagja. Ez a szenatus esetében 50% és
még 1 szavazat, mig a képvisel6haz esetében 217,5 az 50%, igy ebben az esetben
nem kovetelik meg az 50% + 1 szavazatot, hanem azt mondjak, hogy 50%-nal
tobb szavazat kell. Ez a megfogalmazas persze érvényes a szenatusra is, erre is
mondhatjuk, hogy 50%-nal tobb szavazat sziikséges a dontéshez.

2. tipus:

Egy javaslatot akkor is elfogadhatnak, ha az elndk nem szavaz mellette; ebben
az esetben a szenatus tagjainak legalabb kétharmadanak és a képvisel6haz tagja-
inak is legalabb kétharmadéanak a javaslat mellett kell szavaznia. Figyeljiik meg,
hogy itt nem azt mondjik, hogy a kétharmadnal tobb szavazat kell, hanem azt,
hogy legalabb kétharmad.

Vagyis a szenatus 100 tagja koziil legalabb 67-nek a javaslat mellett kell
szavaznia, mig a képvisel6haz 435 tagja koziil legalabb 290-nek kell a javaslat mellett
szavaznia.

A tovabbiakban a Taylor-kényv (217-220. oldal) elemzését kovetve indulunk
el, majd a konyv tévedését javitva folytatjuk az elemzést.

5.2. A gy6ztes koaliciok szama
Jeloljiik S-sel azon koaliciok szamat, amelyek tartalmazzak a szenatus tagjainak
legalabb kétharmadat. Igy

e 100 " 100 e 100
-\ 67 68 ©r\100/”
Jeloljiik s-sel azon koaliciok szamat, amelyek tartalmazzak a szenatus tagjainak
tobb mint a felét. Igy
(100 + 100 g 100
"=\ 52) " " \100)°

Legyen H azon koaliciok szama, amelyek tartalmazzak a képviselohdz tagjainak
legalabb a kétharmadat. Igy

e 435 + 435 i - 435
—\290 291 Tt \435)°

Legyen h azon koaliciok szama, amelyek tartalmazzédk a képvisel6haz tagjainak

t6bb mint 50%-4t. Igy
- (435 o 435 e 435
208 219 T \435 )

Gondoljuk meg, hogy ekkor a gy&ztes koaliciok szama S - H + s - h.
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5.3. Az elndk teljes Banzhaf-hatalma

Az elndk h- s darab gydztes koalicioban szerepel; ezek mindegyike 1. tipust. Amde
azokat a gydztes koaliciokat, amelyekben a szenatorok tobb mint kétharmada és a
képviseldk tobb mint kétharmada a javaslat mellett szavazott, nem tudja az elnok
a tavozasaval ,felrobbantani”; ezek szama H - S.

Vagyis TBP(elnck) =h-s— H - S.

Attol tartok, hogy a Taylor-konyv a tovabbiakban elvi hibat kovet el. Folytat-
juk a kombinatorikus elemzést, de nem a téves tton.

5.4. Egy szenator teljes Banzhaf-hatalma

Szemeljiink ki egy szenatort és hatarozzuk meg azon gyéGztes koaliciok szamat,
amelyek tartalmazzak a kivalasztott szenatort, és amelyeket a szenator felrobbant
a kilépésével.

Nézziik el6szor az 1. tipusu gyoGztes koaliciok esetét! Ha kivalasztottunk egy
szenatort, akkor mar csak 50 szenatort kell kivalasztanunk ahhoz, hogy meglegyen
az 51 szenator. Az 50 szenatort pedig mar csak 99 szenator koziil valaszthatjuk
ki. Ezt (gg)-féle modon tehetjiik meg. Igy a kivalasztott szenator (gg) - h darab
1. tipust gy6ztes koaliciét tud felrobbantani kilépésével.

Nézziik most a 2. tipust gy6ztes koaliciok esetét! Ha kivalasztottunk egy
szenatort, akkor melléje mar csak 66 szenatort kell kivalasztani; ezeket mar csak
99 szenatorbol valasztjuk ki. Ezt (Jg)-féle médon tehetjiik meg. Igy a kivalasztott

szenator (22) - H darab 2. tipusu gyo6ztes koaliciot tud felrobbantani a tavozasaval.

Tehat a kivalasztott szenator teljes Banzhaf-hatalma:

TBP(szenator) = (gg) -h+ (22) - H.

5.5. Egy képviselS teljes Banzhaf-hatalma

Szemeljiink ki egy képvisel6t, és hatarozzuk meg azon gydztes koaliciok szamat,
amelyek tartalmazzak a kivalasztott képvisel6t, és amelyeket a kivélasztott képvi-
seld felrobbant a tavozasaval.

Nézziik eloszor az 1. tipusa gyoGztes koaliciokat! A kivalasztott képvisel6 mellé
mér csak 217 képvisel6t kell valasztanunk, hogy megkapjuk a 218 képvisel6t. Ezt

a 217 képvisel6t mar csak 434 képviselgbdl valaszthatjuk ki. Ezt (3?‘71)-féleképpen

tehetjiik meg. Igy a kivalasztott képvisels (;:13‘;) - s darab 1. tipusi gyéztes koaliciot

robbanthat fel a tavozasaval.

Nézziik most a 2. tipusi gydztes koaliciokat! A kivalasztott képvisels mellé csak
289 képviseldt kell valasztanunk, hogy 290 képviselS legyen. Ezeket mér csak 434
képvisel6bdl valasztjuk ki, ez;cs}l)edig (333)—féle modon tehetjiik meg. Igy a kivalasz-

tott képvisels a tavozéasaval (,y) - S darab 2. tipust gySztes koaliciot robbanthat fel.
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Tehat a kivalasztott képvisel6 teljes Banzhaf-hatalma:

TBP (képviseld) = (;i’i) -8+ (;Zg) WSt

A Taylor-kényv a 218-219. oldalon nézetiink szerint azt a hibat kovette el, hogy
a kivalasztott szenatort és a kivalasztott képviselGt tartalmazo gyoztes koaliciokat
szamolja Ossze a 218. oldalon. De nekiink olyan gyGztes koalicioknak a szama kell,
amelyek nem maradnak gy6ztesek, ha toroljiik beldlik a kivalasztott szenatort,
illetve a képvisel6t.

5.6. Az elnok hatalmanak Banzhaf-féle indexe
A definicio szerint:

BI(elndk) — TBP(elnok)
" TBP(elndk) + 100 - TBP(szenator) + 435 - TBP (képvisels)’

vagyis BI(elnsk) ~ 0,038 025 833 ~ 3,8%.

5.7. Egy szenator hatalmanak Banzhaf-féle indexe
A definici6 szerint:

BI(szenator) = TBP (szenator)
" TBP(elnsk) + 100 - TBP(szenator) + 435 - TBP (képvisels)’

vagyis Bl(szenétor) ~ 0,003 288 148 ~ 0,33%.

5.8. Egy képvisel6 hatalmanak Banzhaf-féle indexe
A definici6 szerint:

TBP (képvisels)
TBP (elndk) + 100 - TBP (szenator) + 435 - TBP (képvisels)’
vagyis Bl(képvisels) ~ 0,001 455 539 ~ 0,146%.

Kozépiskolas szakkoriinkkel probalkozzunk tovabbi szavazasi rendszerek
Banzhaf-indexét meghatarozni, illetve probaljuk megoldani a kittizott feladatot.

Bl(képvisels) =

Feladat

Tegyiik fel, hogy a Biztonsagi Tanacs 6t allando tagjat hétre novelik Németorszag-

gal és Japannal. Tehat a 7 alland6 nagyhatalomnak vétojoga lenne a képzeletbeli

BiztonsAgi Tanacsban. TovAbbra is 10 kishatalom lesz a képzeletbeli BT-ben. Egy

javaslat elfogadasdhoz a 7 nagyhatalom és legalabb 4 kishatalom szavazata kell.

Szamitsuk ki e képzeletbeli Biztonsigi Tanacs tagjainak Banzhaf-indexét!
Végeredmények:

4 4
BI(nagyhatalom) = % ~ 12,51%, Bl(kishatalom) = 63—76 ~ 1,24%.
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TARSULATI ELET - 2004

Szele Tibor-emlékérem

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Szele Tibor-emlékérem bizottsdga a 2004.
évi érmet Csobrgé Sandornak itélte oda.

Indoklas: Csiérgd Sdindor a Szegedi Tudoményegyetemen, matematikus sza-
kon végzett 1970-ben, jelenleg az egyetem sztochasztika tanszékének vezetGje. A va-
loszintiségszamitas és matematikai statisztika nemzetkozileg kiemelkedd miivelGje,
aki a hatareloszlasok elméletének és alkalmazasanak tobb kiilonb6zé teriiletén al-
kotott maradandot. Eddig egy tudoméanyos monografiat tett kozzé, és 155 tudoma-
nyos cikke jelent meg vagy van sajto alatt, régota dolgozik masodik monografidjan.
Munkaira kétezer-egyszaznal tobb hivatkozast tart szdmon, és rékeriilt a leggyak-
rabban citalt 231 matematikusnak a Science Citation Index 2003-ban koézrebocsé-
tott kitlintets listajara. Munkassagat itthon 1970-ben Rényi Kato-dijjal, 1974-ben
a Griinwald Géza-dijjal, 1986-ban az Erdés Pal Matematikai Dijjal, 1999-ben pedig
Akadémiai Dijjal ismerték el; a Magyar Tudomanyos Akadémia 2001-ben levelezd
tagjai kozé valasztotta.

Kiilféldon az Institute of Mathematical Statistics 1984-ben fellow-va, az Inter-
national Statistical Institute pedig 1988-ban taggé vélasztotta. Tagja volt a Ber-
noulli Society Europai Bizottsaganak, jelentés nemzetkozi szakfolyoiratok szerkesz-
tésében miikodott és miikodik kozre. Toébb mint 50 nemzetkozi konferencian volt
meghivott elado, és 80-nal tobb meghivott szeminariumi el6adast tartott kiilon-
b6z6 egyetemeken és kutatointézetekben itthon és szerte a vilagon. Szamos kiilfoldi
egyetemen volt vendégprofesszor.

1970 el6tt a valosziniiségelméletnek és matematikai statisztikdnak nem volt
kutatoi szinti miivelSje Szegeden. Amellett, hogy ezen targyak egyetemi oktaté-
sanak rendszerét Tandori Karoly vele kozosen dolgozta ki, a sztochasztikus ma-
tematikai kutatésok szegedi iskolajat Csorgs Sandor teremtette meg. Az egyetem
Matematikai Intézetének egyik legnépszeriibb és legnagyobb hatasa oktatoja. Nala
diploméazott Posfai Janos 1977-ben, aki az elsé bioinformatikusok egyike. Csorgd
Sandor iranyitasaval irott egyetemi doktori disszertaciojat Pelle Laszlo 1981-ben,
Szentimrey Tamas pedig 1986-ban védte meg. Csorgd professzor legsikeresebb koz-
vetlen szegedi tanitvanyai Horvath Lajos, Viharos Laszlo és Megyesi Zoltan, akik
rendre 1981-ben, 1989-ben és 1999-ben fejezték be egyetemi tanulméanyaikat. Ok is
nala diploméztak, és mindhArman a vezetése alatt irott elsé dijas didkkori dolgo-
zatokkal hivtak fel magukra a figyelmet. Csorgé Sandor iranyitasa mellett Horvath
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Lajos 1982-ben szerezte meg az egyetemi doktoratust, 1984-ben pedig a matema-
tikai tudoméany kandidatusi fokozatat; Viharos Laszlo 1994-ben doktoralt Csorgs
Sandornal, 1997-ben pedig vezetésével szerezte meg a PhD fokozatot; Megyesi Zol-
tan 1999 és 2002 kozott volt Csorgs Sandor doktorandusza, a PhD fokozatot 2002
6szén meg is szerezte.

Csorgé Sandor rendszeresen tiiz ki feladatokat a Schweitzer Mikl6s-emlék-
versenyre. 1999-es feladata kapcsan kezdett dolgozni Valké Benedekkel, az ELTE
akkor végzds hallgatéjaval, ami Valké dijnyertes didkkoéri dolgozatahoz és végiil
egy 2001-ben megjelent kozos cikkhez vezetett. A Michigan Egyetemen SzeMan
Tse (Honkong) és Wei Biao Wu (Kina) doktoréaltak Csérgé Sandornal.

Legtjabban Csorgé Sandor bevonta kutatémunkajaba Szab6é Tamast, aki mar
a méasodik matematikai statisztikai térmaja kozos cikkét irja Csérgével. Diploma-
munkaja folytatasaként 2002-ben lett Csoérgd Sandor doktorandusza Krauczi Eva.
2003-ban végzett tanitvanya, Szilics Gabor, aki jelenleg Csorgs Sandor doktoran-
dusza.

Csorgd Sandor a Matematikai és Informatikai Doktori Iskola Sztochasztika
Alapprogramjanak vezetGje.

Nem lebecsiilendé hatasa Szeged tudomanyos életének egészére sem: biologu-
sok, fizikusok, foldrajzosok, vegyészek, bolesészek és orvoskutatok gyakran veszik
igénybe statisztikai tanacsait.

Beke Manoé-emlékdij

A 2004. évi Beke Mano-emlékdij bizottsag a dij els6 fokozataban részesitette tRacz
Janost; a dij méasodik fokozatat kaptak: Antal Gabor Attila, Ferenczi Eva,
fFilep Laszlo, Szab6 Zsofia, Tarcsay Tamas, Toth Ferencné.

Indoklas: Rdcz Jdnos matematika—fizika szakos tanar a dij odaitélésekor 58
éves tanari multtal rendelkezett, és még tanitott a budapesti Szent Istvan Gimnéa-
ziumban. 1957-ben lett ,Istvanos” tanar, 63-ban létrehozta a specialis matematikai
osztalyt. (2005-ben halt meg.)

Teljesen hivatasanak, a nevel6-oktaté munkanak él6 tanar volt. Kiemelked&en
felkésziilt, igen magas fokon oktatta a matematikat. Evtizedeken keresztiil a ma-
tematika munkakozosség vezetdje. Oroszlanrésze volt abban, hogy iskolajaban or-
szdgosan elismert matematikai mthely alakult ki.

Az oktatomunkan tul rengeteget tett a matematika népszertsitéséért, a tehet-
ségek gondozasaért, kibontakoztatasaért. Kiilonos szeretettel készitette fel tanuloit
az orszagos versenyekre. Nem csupan az OKTV-n értek el didkjai szép eredménye-
ket, de tobben a Nemzetk6zi Matematikai Diakolimpian is képviselhették hazankat.

Nagy gonddal foglalkozott fiatal tanarokkal is. 1969 Ota, mint az ELTE kiils6
vezetGtanara, a tanarképzésben is igen eredményesen dolgozott. Tapasztalatait
szamos tanulmanyban jelentette meg féleg a geometria tanitasaval kapcsolatban;
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megjelentek példatarai, tankonyvsorozata. Ezekr6l a kérdésekrsl tobbszor tartott
el6adéasokat kiilonb6z6 férumokon.

Antal Gdbor Attila a debreceni Kossuth Lajos Tudomanyegyetemen 1956-ban
szerzett matematika fizika szakos kozépiskolai tanari oklevelet. 5659 kozott Szé-
csényben tanitott az altalanos iskolaban, délutan a Dolgozok Altalanos Iskolajaban
tanitott, majd az Ipari Szakmunkésképzd Intézet matematika és fizika orait latta
el. 1959-69 kozott Nagybatonyban dolgozott a gimnaziumban, mellette a Banyai-
pari Technikum tanéara is volt, mindezt harom miiszakban. Ugyanebben az id6ben
még az egri Tanarképzs Foiskola kihelyezett konzultéciés csoportjat is tanitotta
és vizsghztatta ot éven at. 1969-t6l 96-ig a salgotarjani Bolyai Gimnéazium tanéra,
munkakozosség-vezetGje, tovabba szakfeliigyeld, szaktanacsado, taniigyi igazgatasi
szakért6i teenddket latott el. Tanitott a Pénzligyi és Szamviteli Féiskola levelezd
tagozatan, tevékenykedett a fGiskola felvételiztetd bizottsagaban.

Szamtalan tanitvanyat .fert6zte meg” a matematika szeretetével. Tantargyat
nagy hozzéaértéssel oktatta, 6rait a matematikatorténet anekdotéival, és sajatos
humoru vicceivel szinesitette. Pontossagra, szakmai alazatra, a tudoméany megbe-
csiilésére és tiszteletére nevelt, és ennek volt 6 maga is él6 példaja.

Nograd megye szakfeliigyel6jeként kozel 100 iskola tartozott hozza. A kezds
kollégakat egyenrangt partnerként kezelte, értékelte erdfeszitéseiket, kedvesen ira-
nyitotta helyes utra esetleges tulkapéasaikat. Hatalmas munkabirasu, faradhatatlan
tanar, segit6kész, megbizhaté ember.

Ferenczi Fva altalanos iskolai matematika—kémia szakos tanar 1980-ban vég-
zett Szegeden, 1982-t6] tanitott a Bp. XVII. Ker. Pesti Uti Altaldnos Iskoldban.
Sajat tantestiiletében és azon til is hamar kitiint kivalo szakmai felkésziiltsége-
vel, a matematika tantargy és a matematikai nevelés iranti elkotelezettségével, jo
szervezSkészségével. Ezek alapjan felkérést kapott a keriileti munkako6zosség-vezetsi
feladatok ellatasara. Szaktanari munkajahoz hasonléan ezt a munkat is mintasze-
riien, kollegai és szakmai felettesei teljes megelégedésére, mintaszertien latta el.
A keriileti kollegaknak bemutat6 érékat és mas tovabbképzéseket tartott és szer-
vezett. Figyelt a tanarok munkajaban fellépé problémakra, és segitett megkeresni
a megfelels megoldast. A Varga Tamaés-versenyek elsd és méasodik forduléjanak ke-
riileti lebonyolitasat lelkiismeretesen intézte. 1998-ban a XVII. Ker. Balassi Balint
Nyolc Evfolyamos Gimnéziumba keriilt tanitani, ahol a tehetséggondozas szép ta-
néari feladata keriilt el6térbe. Felkészité munkijanak eredményeképpen tanitvinyai
évrol évre egyre jobban szerepelnek a Varga Tamaés, a Zrinyi Ilona és az ABACUS
feladatmegold6 versenyeken.

tDr. Filep Ldszlo t6bb mint 40 évvel ezel6tt szerzett matematika—fizika szakos
tanari oklevelet a Kossuth Lajos Tudoméanyegyetemen. Ezutdn 9 évig kozépisko-
laban tanitott, tobbek kozott a tagozatos osztdlyokban is. Didkjai eredményesen
szerepeltek a versenyeken és a KoMaL pontversenyén, mikézben 6 maga a Mate-
matika Tanitasa folyoirat egyik legeredményesebb feladatmegoldéja lett.

1973-t6l oktatott a nyiregyhéazi Bessenyei Gyorgy Tanéarképzé Foiskolan. Koz-
ben folytatta a tehetséggondozast, kozépiskolai szakkort vezetett Nyiregyhazan és
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Matészalkan. Matematikatorténeti kutatomunkajanak jelent8s alloméasa doktora-
lasa 1978-ban summa cum laude mindsitéssel. Ismeretterjeszts tevékenységét nagy-
szamu cikk, tanulmany, el6adéasok és konyvek jelzik. A tudomdnyok kirdlyndje cimd
Osszefoglalé miive sok évtizedes f6iskolai el6adasainak tapasztalatait osszegzi. El6-
adasai, irdsai nemcsak nagy tudasat, szakmai hozzaértését tiikrozték, hanem élve-
zetes fanyar humorét, remek el6adoéi stilusat is. A tarsadalmi és a szakmai kozélet
aktiv szerepldje, a Bolyai Tarsulat megyei tagozatanak elncke volt 2004-ben beko-
vetkezett halalaig.

Szabo Zsdfia a békéscsabai Rozsa Ferenc Gimnazium matematika—fizika—szami-
tastechnika szakos tanara, izig-vérig pedagogus. Onzetleniil szorgalmas és tanitvé-
nyainak sokat nytjt6, igényes tanar. Szerencsés kettésségben 6tvozi a kivetkezete-
sen szigoru, ugyanakkor hatartalanul empatikus tanité személyiséget. Ennélfogva
az Onfegyelmet, a szivos munkat, a hosszi tava eredményességet értékels tanulok
és sziil6k értik és érzik tiszta szigorusagat. Informatikabdl az els6k kozott szerzett
szakképesitést. Példasan illusztralja a megujulasi lehet&ségeket és bizonyito erdvel
annak sziikségességét. Erdekesen tanit, kutaté, felfedezs oktatési stratégidja példa-
mutato. Lelkesedése és lelkesits példaja erdteljesen hat. A tehetségeseket éppugy jo
érzékkel gondozza, mint ahogyan a gyengébbek elérehaladéasat segiti. Szivesen vallal
osztalyfénoki feladatot. Kozosségformalé munkija latvanyos. Tanitvanyai szamos
eredményt értek el a regionélis és orszagos versenyeken. O maga a Hajnal Imre
Matematikai tesztverseny és Modszertani Nap, valamint a ,Matematika Hatéarok
Nélkiil” csapatverseny egyik szervezgje.

Tarcsay Tamds matematika—fizika—technika szakos tanar 1979 6ta tanit a
szegedi Sagvari Endre Gyakorlo Gimnaziumban. A magas szinvonali, sokoldali
oktato-nevel6 munkijanak eredményeképpen 1985 6ta matematika szakvezets ta-
néar.

Munké4ja soran specialis tantervi, fakultativ, valamint alapératervii matema-
tikat tanuld, kiilonbozé tehetségl tanulokkal egyarant eredményesen foglalkozik.
Rendkiviil eredményes az a torekvése, hogy tanitvanyaiban felkeltse a probléma-
érzékenységet, és ezaltal kialakitsa a tantargy iranti érdeklédést. Ennek is készon-
hets, hogy igen sok tanitvanya valasztotta életpalyanak a matematika miivelését,
tanitaséat.

Folyamatosan nagy figyelmet szentel a szamitégépek, a szamitastechnika kells
koriiltekintéssel torténé orai alkalmazasanak. Sok energiat fektet a valoszintiség-
szamitas és a matematikai statisztika szamitégépes tanitasanak modszertani ki-
dolgozasaba. 1999 nyaratol a Sulinet program internetes matematika rovatanak
vezetGje. Az igényes, tanarok és tanulok szaméra egyarant rendkiviil hasznos elekt-
ronikus lap szerkesztésével eléviilhetetlen érdemeket szerez a matematika tantargy
népszertsitésében.

Téth Ferencné Budapesten a XI. keriiletben a Bocskai Istvan Altaldnos Isko-
laban folytatta kimagaslo pedagogiai tevékenységét tobb évtizeden keresztiil, mely
hatéassal volt a keriilet szakmai életére is.

Palyafutésa alatt az als6é tagozaton tanitoként, munkakozosség vezetSként,
majd igazgatohelyettesként tanitotta a matematika tantargyat. Ez iranyt neveld
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és oktatoé munkija soran sokat tett azért, hogy tanitvanyaival megszerettesse a ma-
tematikat. Hatékonyan alkalmazta a gyerekek életkoranak megfelels, a kozvetlen
tapasztalatokra, a sokszini szemléltetésre épiilé modszereket. Tanitvanyai megsze-
rették a matematikat, sikeresen helytalltak a fels6 tagozaton, j6 eredményeket értek
el kertileti és févarosi szinti versenyeken.

Folyamatosan részt vett kisérletekben, tobb tankonyvnek, taneszkoznek a ki-
dolgozasaban. Nyugdijasként is elkotelezettje, faradhatatlan képvisel§je az alsé ta-
gozatos matematikatanitas tigyének. Gazdag tapasztalatait kézikonyvekben, a ta-
nulok differencialasat szolgalé munkafiizetekben Osszegzi. Ezek nagy hianyt potol-
tak, ezért igen népszeriiek a tanitok, gyermekek, sziil6k korében.

Griinwald Géza-emlékérem

A 2004. évi bizottsag hatarozata alapjan az Emlékéremben a kovetkezdk részestil-
nek: Gyarmati Katalin, Hegediis Pal, Kiraly Tamas, Valké6 Benedek.

Indoklas: Gyarmati Katalin 1978. aprilis 6-an sziiletett. 2001-ben fejezte be
tanulméanyait az ELTE TTK matematikus szakan, ,,On pseudorandom binary se-
quences” cimi doktori értekezését 2005-ben védte meg. A ,Cotutele de These” prog-
ram keretében részt vett az Université Nancy 1 (Franciaorszig) doktori program-
jaban is.

Els6 tudomanyos cikkét (mely az Acta Arithmeticaban, a legrangosabb nem-
zetkozi szamelmélet folyoiratban jelent meg) harmadéves koraban irta. A dij oda-
itéléséig Osszesen 13 tudoményos cikket irt, valamennyit angolul, kéziiliik 6 jelent
meg, és tovabbi 6 volt kozlésre elfogadva. E cikkek koziil 5 tarsszerzds; tarsszerzoi
kozt olyan neves matematikusok vannak mint Simonovits, Pethd, Bugeaud, Ste-
wart.

Cikkei két témakor koré csoportosulnak: 7 cikkben diophantikus problémakkal,
6 cikkben pszeudovéletlen binéris sorozatokkal foglalkozik.

Els6 diophantikus témaju cikkében Diophantosz egy problémajanak két soro-
zat esetére és magasabb hatvanyokra valo altalanositasaval foglalkozik; a modszert,
melyet e kérdések vizsgalatara dolgozott ki, ma mar Gyarmati-féle hézagelvnek hiv-
jak, és — a Baker modszerrel kombinalva — mar masok is alkalmazzék. Tovabbi cik-
keiben folytatta e vizsgélatait, becsiilték a megoldasok szamat, illetve vizsgaltak
azok kombinatorikai szerkezetét. Kés6bbi cikkében egy Erddssel valdé probléméanak
multiplikativ analogonjat vizsgalja, majd Diophantosz problémajanak négyzetsza-
mokrol polinomokra valé kiterjesztésével foglalkozik. Két (Stewarttal és Sarkozyvel
kozos) cikkében egy tovabbi rokon kérdéskorrel foglalkozik. Egy tovabbi dolgoza-
taban bevezeti a pszeudovéletlenség egy Gj mértékét, és vizsgalja annak tulajdon-
sagait. Kés6bb kiterjeszt egy pszeudovéletlen sorozatokra vonatkozé konstrukciot
erds pszeudovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezé binaris sorozatok egy nagy csa-
ladjara, majd kidolgozza ennek a konstrukcionak egy lényegesen gyorsabban gene-
ralhat6é valtozatat is. A W és C mértékek kozti kapcesolatra vonatkozé egyenlét-
lenség témaban irt cikkei koziil kiemelkedik az a dolgozata, melyben megold egy,
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a masodrendd, illetve harmadrendi korrelacié kozti kapcsolatra vonatkozo, tobb
éven Kkeresztiil nyitott problémat (ez volt e kérdéskor egyik legfontosabb nyitott
problémajal). Peth6vel és Sarkozyvel kozos cikkében modulo p linearis rekurziéval
definialt sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagaival foglalkozik.

Dolgozataiban szamos szellemes és eredeti elemi 6tlet taldlhato, igyesen alkal-
maz kombinatorikai segédeszkozoket is, és egyre gyakorlottabban banik exponenci-
alis Osszegekkel és karakterdsszegekkel is.

Eredményeit ma méar nemzetkozileg is széles korben elismerik, szamos konfe-
rencian és egyetemen volt meghivott el6ado, és szamos kutatéprogramban vett részt
Franciaorszédgban, Németorszagban, az Egyesiilt Allamokban, Lengyelorszagban és
Magyarorszagon.

Hegedis Pdl 1974-ben sziiletett, 1998-ban végzett az ELTE matematikus sza-
kan, majd ugyanott kezdte meg doktori tanulményait, amit aztin egy év multan
Cambridge-ben folytatott, ahol témavezetGje Jan Saxl volt. ,,Topics in group the-
ory” cimi értekezését 2002-ben védte meg ott. A dij odaitélésekor posztdoktori
Osztonijasként dolgozott az ELTE algebra és szamelmeélet tanszékén.

Hegediis Pal a csoportelméletben ért el fontos és érdekes eredményeket. Hat
dolgozata koziil 2004-ig négy jelent meg, egyet kozlésre elfogadtak, egy tovabbi
nemrég késziilt el.

Az elsé tarsszerzGs dolgozata még egyetemista koraban késziilt és szamelméleti
téméaju.

Masodik dolgozataban Domokos Matyassal kézosen E. Noether egy 1916-bol
szarmazo6 eredményét élesitik. Noether azt mutatta meg, hogy ha a G véges cso-
port hat egy V vektortéren, akkor a V feletti G-invarians komplex egytitthatos
polinomok algebrajat generaljak a legfeljebb G polinomok. Ez az eredmény cikli-
kus csoportok esetén éles, de a szerzéknek azt sikeriilt megmutatniuk, hogy minden
mas csoport esetén G javithato.

A 3. rovid dolgozatban Liebeck, Praeger és Saxl egy problémajat oldja meg: az
AGL(r1,p) affin csoportban olyan regularis részcsoportokat konstrual, amelyek nem
tartalmaznak eltolast. Eredménye meglepetést keltett, ugyanis a probléma kitiz6i
azt gondoltak, hogy ilyen részcsoportok nem létezhetnek.

A 4. dolgozatban a p = 2 esetben tanulményozza az utobbi idében sokat vizs-
galt gynevezett Nottingham-csoportot. A korabbi eredmények jelentss része csak
a paratlan karakterisztikaju esetre vonatkozott; ebbdl a cikkbol megértjiik, hogy
ez azért volt igy, mert a 2 karakterisztikidju esetben a csoport méasképpen visel-
kedik. Kiemelkedik a cikknek az az eredménye, hogy a Nottingham-csoport pro-2
csoportként tekintve 6roklédGen éppen végtelen.

Az 5. dolgozat eredményeinek csirai mar Hegediis Pal szakdolgozataban is
megoldatlan probléma azon csoportok jellemzése, amelyeknek minden karakteriik
racionalis értéki. Feloldhato csoportokra Gow bizonyitotta, hogy egy ilyen csoport
rendje csak a 2, 3, 5 primekkel lehet oszthat6. Hegediis PAl megmutatta, hogy ebben
az esetben az 5-Sylow részcsoport normaéloszté és elemi Abel-csoport, tovibba
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abban az esetben, ha a csoport rendje 3-mal nem oszthato, a szoban forgo csoportok
teljes lefrasat adta.

Az univerzalis algebra leghiresebb megoldatlan problémaja annak eldontése,
hogy vajon minden véges halo eldall-e egy véges algebra kongruenciahaléjaként.
Ehhez a kérdéshez kapcsolodik Hegedtis Pal 6. dolgozata. Az M hal6 ragasztasaibol
adodo ,kigyok” altal generalt halovarietashoz tartozo véges halokat sikeriilt véges
algebrak (éspedig operatorcsoportok) kongruenciahalojaként elgallitani.

Heged(is Pal dolgozatai remek Otleteket tartalmaznak, és a csoportelmélet tobb
teriiletének nagyon alapos ismeretét mutatjak.

Kirdly Tamds 1975-ben sziiletett. Szakdolgozatat Frank Andrasnal irta, majd
az & vezetése mellett volt doktoranduszhallgato, és készitette el Edge-connectivity
of undirected and directed hypergraphs cimi doktori értekezését, melyet 2004
tavaszan ,summa cum laude” mindgsitéssel védett meg. A dij odaitélésekor az MTA-
ELTE Egervary Jend Kombinatorikus Optimalizalasi Kutatocsoport tudoményos
munkatarsa volt.

Munkai koziil kiemelends a Covering symmetric supermodular functions by
uniform hypergraphs cimi dolgozata, amely a tekintélyes Journal of Combinato-
rial Theory foly6iratban jelent meg 2004-ben. A kutatas kiindul6 pontja Watanabe
és Nakamura egy alapvetd eredménye iranyitatlan grafok élosszefiiggdségének op-
timalis novelésérsl, mely probléméaval kapcsolatban Kiradly Tamas megoldotta a
szupermodularis fliiggvények uniform hipergrafokkal torténé fedésének probléma-
jat. A megoldashoz a korabbi bonyolult technikak alapos ismeretén tul lényegi 1j
otletekre volt sziikség.

Submodularity cimmel S. Fujishige szerkesztésében 2003-ban jelent meg a Disc-
rete Applied Mathematics (DAM) tematikus szdma, amelyben Kiraly Tamés harom
dolgozata is napvilagot latott: A. Frank and T. Kiraly, Combined connectivity aug-
mentation and orientation problems; A. Frank, T. Kiraly and Z. Kiraly, On the
orientation of graphs and hypergraphs; A. Frank, T. Kiraly and M. Kriesell, On
decomposing a hypergraph into k connected sub hypergraphs. Ezek tartalméval és
értékével kapesolatban megjegyzendd, hogy P. Hammernek, a folyoirat f&szerkesz-
t6jének hivatalos levele szerint a harom cikk koziil kettst is bevalasztottak az év
legjobb publikacioi kozé! Mindharom dolgozat létrejottében Kiraly Tamasnak donto
érdemei voltak. A megjelent publikiciokon til harom tovabbi dolgozata késziilt el
- és kertilt folyoirathoz benytjtasra.

Az évek soran szamos konferencian vett részt és tartott eredményeirdl besza-
molo6t.

Valké Benedek 1978-ban sziiletett, 2000-ben végzett az ELTE matematikus
szakan. 2004. szeptemberben védte meg PhD dolgozatat a BME Matematika Intézet
Doktori Iskoldjaban. Doktori munkajat Toth Balint témavezetésével végezte, 2003-
t6l az MTA Rényi Alfréd Matematikai Kutatointézetének fiatal kutatoja.

Nagyon tehetséges és sokoldaliian képzett matematikus. Mar egyetemi hallgato .
kordban olyan kutatisi eredményeket ért el, amelyeket szinvonalas nemzetkozi
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folybiratokban publikalhatott. Egyetemi TDK dolgozatainak és szakdolgozatéanak
eredmeényeit négy cikkben publikalta.

Doktoranduszként a hirhedten nehéz hidrodinamikai hataratmenetek témako-
rében kezdett dolgozni. E kutatasok a modern valészintiségelmélet teljes technikai
fegyvertara mellett komoly ismereteket feltételeznek a hiperbolikus parcialis diffe-
rencialegyenletek terén is. Valkoé Benedek e teriileten is kiemelkedé eredményeket
ért el, ezek a dolgozatok alkottak PhD dolgozatanak gerincét.

A publikiciés lista tanisaga szerint Valké Benedek cikkeit rangos nemzet-
ko6zi folyoiratokban publikilja, s a publikicioknak méaris komoly visszhangjuk van,
cikkeit idézik, rangos konferencidkra és kiilféldi egyetemi szeminaniumokra/kollok-
viumokra hivjdk meg el6adénak.

Kutatasi eredményei koziil a szamelméletieket 3 dolgozata tartalmazza; e cik-
keiért 2000-ben Rényi Kato-emlékdijat kapott. Klasszikus valoszintiségelmélet té-
makorébe tartozé eredményeket egy dolgozataban kozolt, 4 tovabbi dolgozataban
kolesonhato részecskerendszerek hidrodinamikai hataratmenetére vonatkozo ered-
ményeket ir le.

Farkas Gyula-emlékdij

A Bizottsag 2004-ben négy Farkas Gyula-emlékdijat adoméanyozott. A dijazottak:
Baran Sandor (Debreceni Egyetem, Informatikai Kar, alkalmazott matematikai
és valoszintségszamitasi tanszék), Hajda Andras (Debreceni Egyetem, Informa-
tikai Kar, informacié technologia tanszék), Horvath Rébert (Soproni Egyetem,
Kozgazdasagtudoméanyi Kar, Gazdasagmatematikai és Statisztika Intézet), Marx
Daniel (BME, szamitastudoméanyi és informéciéelméleti tanszék).

Indoklas: Baran Sdndor 1973-ban sziiletett. Egyetemi tanulméanyait Debre-
cenben végezte, ott kapott 1995-ben matematikus, 1996-ban matematikatanar és
angol szakfordit6 diplomét. A Debreceni Egyetemen 2001-ben szerzett PhD fokoza-
tot. Erdeklédési kore elméleti kutatésokra és gyakorlati alkalmazasokra is kiterjed.
Tobb, a klasszikus regressziés modellekre kifejlesztett becslési modszert altalano-
sitott a hibéaval terhelt megfigyelések esetére. A biolégiai és geologiai alkalmazé-
sok szempontjabol fontos térbeli autoregresszios modellek paraméter-becsléseivel
kapcsolatban is érdekes eredményeket ért el. Baran Sandor részt vett tobb olyan
munkaban is, amelyben statisztikai modszereket alkalmaztak konkrét geologiai és
orvosi vizsgalatokban. Szamos cikket publikalt, tobb esetben neves tarsszerzdékkel
egylittmikodve. Munkaira mar most 13 fliggetlen hivatkozas van. A sikeres kutatés
mellett részt vett egyetemi jegyzet irasaban, szerepet vallal konferenciak szervezé-
sében.

Hajdi Andras 1973-ban sziiletett. A debreceni Kossuth Lajos Tudoméany-
egyetemen 1996-ban kapott matematikus, matematikatanar és angol szakfordito
diploméat. PhD fokozatot 2003-ban szerzett a Debreceni Egyetemen. Kutatasi té-
maja a digitélis képfeldolgozashoz kapcsolodik. Gyakorlati problémék altal moti-
valva sikeriilt kidolgoznia néhany igéretes elméleti eredményt. Példaul a digitalis
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terekben valo mozgasokkal kapcsolatos szomszédsagi szekvenciakat vizsgalta algeb-
rai, geometriai és analitikus oldalrél is, ami korabbi eredmények javitasahoz, alta-
lanositasahoz vezetett. Hajda Sandor részt vesz egy orvosi képfeldolgozé rendszer
kifejlesztésében is, mely lehetGség ad miitéti otletek szimulécios tesztelésére. Tobb
cikke jelent mar meg, illetve van el6késziiletben. Eredményeirsl szamos magyar és
néhény igen szinvonalas nemzetkozi konferencian is beszdmolhatott mar.

Horvdth Roébert 1971-ben sziiletett. PhD fokozatot 2001-ben az ELTE Doktori
Iskolajanak alkalmazott matematikai szakirdnyan szerzett. Mar egyetemista kora-
ban elkezdett dolgozni a Soproni Erdészeti és Faipari Egyetem Matematikai Intéze-
tében, amely mindméig (a névvaltozasoktol eltekintve) egyetlen munkahelye. A nu-
merikus matematika tantargy megujitasaért megkapta a Nyugat-Magyarorszagi
Egyetem Legjobb Fiatal Oktatéja cimet. Horvath Robert igazi matematikussa
Eindhovenben valt, ahova 6sztondijasként ment. A linearis parabolikus differen-
cialegyenletek végeselem kozelitéseinek tulajdonsagait vizsgalta. Az elért eredmé-
nyeinek éles, vagy részben éles voltat szamitogépes kisérletei is jol demonstraljak.
Ezen kiviil elvégezte néhany, a Maxwell-egyenletnél szokisos alapvets kozelité meg-
oldasi modszer elemzését, és ujabb kozelité modszert is javasolt.

Marz Ddniel 1977-ben sziiletett. A BME miszaki informatikai szakat végezte
el, 2000-ben kapott diplomat. PhD dolgozata 2004-ben késziilt el. Kutatasi terii-
lete az algoritmuselmélet és a szamitéasi bonyolultsag. Ezen beliil egyik {6 témaja a
grafszinezéseknek kiilonbozd, gyakorlati probléemakhoz kapcsolodoé valtozatai. Ezek
altalaban algoritmikusan nehéz feladatok; Marx Déniel igen sikeresen igyekszik
feltérképezni, hogy melyek a még hatékonyan megoldhat6 specialis esetek, és mi-
kortol valik a kérdés NP-nehézzé. Egy masik, elméletileg és gyakorlati szempontbol
is fontos teriilet a paraméteres bonyolultsag; az egyik ilyen targyt eredményét a
bonyolultsagelmélet legfontosabb nemzetkozi konferenciajan is eléadhatta. Cikkei
tanusitjak, hogy Marx Déniel fiatal kora ellenére méar érett matematikus. A tudo-
manyos munkan kiviil programozasi versenyek szervezésében is részt vesz, az idei
egyetemistaknak sz6l6 ACM nemzetkozi programozési verseny kelet-eurépai fordu-
lojanak feladatait is 6 allitotta Gssze.

Rényi Kato-emlékdij

2004-ben a Rényi Kato-emlékdij I. fokozataban részesil Varja Péter (SZTE ne-
gyedéves, Barat Janos tanitvanya) és Vértesi Vera (ELTE, 6tédéves, Szab6 Csaba
tanftvanya). II. fokozatot kap Kalmar Boldizsar (ELTE, 6todéves, Sztics Andras
tanitvanya).

Indoklas: Varju Péter Barat Janossal kozosen, mas szerz6k munkajat kiter-
jesztve belatja A. Fraenkel egy, a természetes szamok majdnem szamtani soroza-
tokra valo particioirol szolo sejtését, ha az osztalyok szama legfeljebb hét. Egy
masik cikkiikben megfogalmazzéak azt a sejtést, hogy ha a természetes szamok hal-
mazat végtelen sok szdmtani sorozatra particionaljuk, akkor van kettd, hogy az
egyik differenciaja osztja a masikét. Ezt igazoljak arra az esetre, amikor az Osszes
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differencia két prim hatvanyanak szorzata. Egy tovabbi, szintén Barit Janossal ko-
zOsen irt cikkében Varju azt vizsgalja, hany szinnel szinezhets egy graf, ha nincs
at, ami két, azonosan szinezett ut (ciklikus) dsszeillesztésébdl adodik. Szamos ész-
revétel mellett belatjak, hogy ha a ,tree-width” k, akkor k-ban exponenciilis felsé
korlat adhato.

Vértesi Vera Szab6 Csabaval irott két cikkében véges matrixgytriik szoproblé-
majaval foglalkozik. A teljes lefrashoz csak két eset hidnyzott: a két-, illetve harom-
elemii test feletti 2 x 2-es matrixgytirik esete. Belatjik, hogy ezekben az esetekben
mar két monom egyenldségének kérdése is coNP-teljes. Kun Géabor és Vértesi Vera
egy cikkben belatjék, hogy bizonyos, hipergrafokbdl szarmaztatott algebrakra az a
kérdés, hogy egy véges algebra benne van-e egy masik véges algebra altal generalt
varietdsban, nem donthetd el polinomialisan.

Kalmdr Boldizsar lényegesen leegyszertsitette a zart feliileten értelmezett
Morse-fiiggvények meghatarozasat. Ezen kiviil — Sztics Andras egy otletét meg-
valositva — kiszamolta az M® — R? hajtéas-leképezések kobordizmuscsoportjat.
A bizonyitas erés geometriai intuiciérol tandskodik, és a modszer reményt ad a
Pontrjagin-Thom-konstrukci6 negativ kodimenzios leképzésekre valo alkalmaza-
sara.

,wPatai Laszlo Alapitvany” dija

A 2004. évi dijat Nagy Benedek kapta.

Indoklas: Nagy Benedek méar altalanos iskolas koraban tobb matematikai,
fizikai és sakkversenyen ért el sikert, majd kozépiskoldsan részt vett a matematika
és a fizika didkolimpiai felkészit6 szakkorok munkajaban. Egyetemi tanulméanyait
1991-ben a KLTE fizikus szakdn kezdte. Ebben az évben az orszagos Eotvos fizika
versenyen megosztott 2-3. dijat kapott és megnyerte a Radon—Nikodym-Lebesgue.
egyetemi matematikaversenyt.

1996-ban végzett fizikusként, 1997-ben végzett programoz6 matematikusként
(dicséretben és jutalomban is részesiilt), 1998-ban filozofusként (logika specializa-
cioval), 1999-ben programtervezé matematikusként, 2000-ben fizika tanéari, illetve
alkalmazott és altalanos nyelvészi okleveleket szerzett. 1999-t61 harom évig a Debre-
ceni Egyetem, Matematika és Szamitastudomanyi doktori iskola nappali tagozatos
hallgatoja volt. Tudomanyos munkassiaga TDK dolgozataival indult. 1994-ben fizi-
kabol (Rényi-entropiak és gazok), 1996-ban matematikabol (Idjatékok) is készitett
dolgozatot, 1997-ben pedig OTDK kiiléndijat nyert Intervallum-logika cimii dolgo-
zataval. Tovabbi kiilénb6z6 konferencidkon is részt vett. 2004-ben sikeresen védte
meg ,,Neighbourhood sequences in different grids” cimd doktori értekezését. Kii-
16nb6z6 folydiratokban és konferenciakstetekben 26 dolgozata jelent meg. Ertékes,
1j eredményeket ért el digitalis geometria teriiletén, a szomszédsagi sorozatokkal
kapcsolatban végzett szamitasaiban. A szomszédsagi szekvenciakkal definialt tavol-
sagok nem mindig generalnak metrikus teret. Nagy Benedek sziikséges és elégséges
feltételt adott a metrikussag feltételének ellendrzéséhez. Vizsgalatait a haromszog-
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és a hatszogracsra is kiterjesztette, ezzel matematikailag megalapozva a gyakorlati
(pl. képfeldolgozasi) alkalmazasok hatterét. Munkassaganak masik f6 irdnya a lo-
gikai fejtorck és grafok viszonyanak vizsgilata. Ennek keretében néhany specialis
igazmondo-hazug fejtorGtipust grafokkal szemléltetett, és grafmanipulacios eszko-
zokkel oldott meg.
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JELENTES A 2004. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

FRENKEL PETER

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 2004. oktober 29. és november 8. kozott
rendezte meg a Schweitzer Miklos Matematikai Emlékversenyt. A versenyen kozép-
iskolai tanulok, egyetemi és fGiskolai hallgatok, tovabba azok vehettek részt, akik
egyetemi vagy féiskolai tanulmanyaikat 2004-ben fejezték be.

A verseny lebonyolitasara a Téarsulat a kovetkezd bizottsagot kérte fel: Bu-
czolich Zoltdn, Csdszir Akos, Frenkel Péter (titkar), Freud Robert, Fried Ervin,
Haldsz Gabor, Laczkovich Miklés, Makai Endre, Michaletzky Gydrgy, Pdlfy Péter
Pdl, Ruzsa Imre (elnok), T. Sos Vera. Ruzsa Imre végiil nem tudott a bizottsag
munkijaban résztvenni, helyette Laczkovich Miklos vallalta az elnoki teenddket.

A bizottsag oktober 12-i iilésén a kovetkezd feladatok kittizése mellett dontott:

1. Egy X topologikus tér L(X) Lindelof-szdma az a legkisebb \ végtelen sza-
mossag, amelyre igaz, hogy X minden nyilt lefedésébsl kivélaszthato legfeljebb
A szamossagu részfedés. Bizonyitandd, hogy ha X olyan M;-tér, amelyben min-
den nem-megszamlalhatéan végtelen halmaznak van kondenzaciés pontja, akkor
L(X) = sup L(A), ahol A az X szeparabilis zart alterein fut végig.

(A H C X részhalmaz kondenzaciés pontjan olyan x € X pontot értiink,
amelynek minden kérnyezete H-nak nem-megszamlalhatoéan végtelen sok pontjat
tartalmazza.)

2. Jelolje t(G) a G graf teljes négyszogeinek szamat és eg(S) a G grafban az S pont-
halmaz altal feszitett élek szamat. Legyenek G, és Go egy kozos V ponthalmazon
értelmezett (egyszert) grafok, |V| = n, és tegyiik fel, hogy barmely S C V halmazra
lec, (S) — eq, (S)| < n?/1000. Bizonyitands, hogy [t(G1) — t(G2)| < n*/1000.

3. Bizonyitsuk be, hogy van olyan ¢ > 0 konstans, hogy minden n > 3-ra létezik
olyan n pontu sikgraf, amelyet akarhogy rajzolunk le egyenes élekkel a sikba, mindig
lesz két olyan éle, melyek hosszanak aranya legalabb cn.

4. Adjuk meg azokat a teljesen multiplikativ és nemnegativ f : Z — Z fiiggvénye-

ket, amelyekre teljesiil, hogy valahanyszor a,b € Z és b # 0, akkor léteznek q és r
egészek ugy, hogy a = gb+r és f(r) < f(b).
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5. Legyen G nem feloldhato6 véges csoport és € > 0. Mutassuk meg, hogy van olyan
pozitiv egész k és olyan w € Fy sz6, melybe k darab, G-n egyenletes eloszlast
fiiggetlen valtozot helyettesitve w = 1 valészintisége kisebb, mint e. (Itt Fj a k
elem altal szabadon generalt csoport.)

6. Igaz-e, hogy ha F C [0,1] nulla Lebesgue-mértéki perfekt halmaz, akkor a
C1[0,1] térben mindeniitt siird halmazt alkotnak azok a fliggvények, amelyeknek
F-re val6 megszoritasa injektiv?

(A [0,1] intervallumon folytonosan differencidlhat6 valés fiiggvények C*[0,1]
terében a topologiat a

d(f,9) = sup |f(z)—g(z)|+ Sl[loplllf'(w)—g’(z)l

z€[0,1 z€[o,
metrika definialja.)
7. Legyen K olyan centralszimmetrikus zart halmaz az
S?={(z,y,2) eR® : 2? + > + 2% =1}

gombfeliileten, amely az S?\ K barmely két 4tellenes pontjat elvalasztja. Igazoljuk,
hogy minden pozitiv e-hoz van olyan paratlan fokd homogén P polinom, hogy a

Z(P) = {(z,y,2) € 8* : P(z,y,2) =0}
halmaznak K-t6l vett Hausdorff-tavolsaga kisebb, mint e.

8. Igazoljuk, hogy minden 0 < § < 27 szamhoz létezik olyan m > 1, hogy ha n tet-

sz6leges pozitiv egész, és az egységkorvonalra es6 zi, ..., z, komplex szamokra
2y + ...+ zZ = 0 teljesiil minden 1 < v < m egész kitevs mellett, akkor az egység-
kérvonal minden & hossztisagt ive tartalmazza a 21, ..., 2, szdmok valamelyikét.

9. Legyen F sima (azaz C™), zart feliilet. Egy f : F — R? folytonos leképezést
nevezziink majdnem-immerzionak, ha létezik egy v sima, zart, beagyazott (nem
feltétleniil Gsszefiiggs) gorbe F-ben, melyen kiviil az f sima és maximalis (azaz 2)
rangt, és minden p € v pontra létezik p koriil, illetve f(p) koriil olyan (z,y), illetve
(u,v) lokalis koordinatarendszer, melyekben e pontok az origonak felelnek meg, és
az f leképezés az (z,y) — (u,v), u = |z|, v =y alakot Olti.

Milyen génuszii sima, zéart, 6sszefiiggs, iranyithato F feliileteknek létezik olyan
majdnem-immerzi6juk a sikba, melynél a v gorbe Osszefiiggd komponenseinek
szama adott n pozitiv egész?

10. Legyen N, egy p dimenziés standard normalis vektor, és tetszGleges a € RP
vektorra jelolje Hp(a) az E|N, + a| varhat6 értéket. Bizonyitsuk be, hogy p > 1

esetén -
Hy(a) = (p—1) / ( o ) iy
V1+12) (14712)%
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A bizottsag koszonetét fejezi ki mindazoknak, akik feladatot javasoltak a ver-
senyre; a kitiizott feladatok esetében a kovetkezdknek: 1. Juhdsz Istvdn, 2. Lovdsz
Ldszlo, 3. Pach Jdnos, 4. Ruzsa Imre, 5. Abért Miklés, 6. Buczolich Zoltdn, 7. Totik
Vilmos, 8. Biré Andrds, 9. Sziics Andrds, 10. Mori Tamds.

A versenyen indulé hat versenyz6 Osszesen 27 feladatra adott be dolgozatot.
A versenybizottsag a dolgozatok attanulmanyozasa utan, december 9-i iilésén meg-
allapitotta, hogy a versenyzd&k koziil

Mdthé Andrds kiemelkedd megoldast adott az 1. és 6. feladatra, teljes megol-
dast adott a 3., 4., 5. és 8. feladatra is, és apré pontatlansiagoktol eltekintve helyes
megoldast adott a 7. és 9. feladatra. Ennek alapjan

1. dijban és 50 000 forint pénzjutalomban részesiil Mathé Andras, az ELTE
otodéves matematikushallgatéja.

Varju Péter kiemelkedd megoldast adott a 4. és 10. feladatra, tovabba teljes
megoldast adott az 1., 3., 6., 7. és 8. feladatra is. Ennek alapjan

II. dijban és 40 000 forint pénzjutalomban részesiil Varja Péter, a SzTE
negyedéves matematikushallgatoja.

Vizer Mdté teljes megoldast adott a 8. feladatra, és 1ényegében helyesen oldotta
meg az 1., 3. és 6. feladatot is. Ennek alapjan

Dicséretben és 10 000 forint pénzjutalomban részesiil Vizer Maté, az ELTE
otodéves matematikushallgatéja.

A feladatok megoldasai

1. Nyilvan L(X) > sup L(A). Tegyiik fel indirekt m6don, hogy > 4ll, s legyen U olyan nyilt
lefedése X-nek, melybsl nem valaszthaté ki legfeljebb sup L(A) szdmossagu részlefedés.
Transzfinit rekurziéval definidlunk z, € X pontokat és legfeljebb sup L(A) szamossagu
Us C U részrendszereket minden o < w; rendszamra. Ha az zg pontok 3 < o esetén méar
adottak, akkor legyen ezek halmazanak lezartja A, és legyen U, C U egy legfeljebb L(Ay)
szdmossagi, Aq-t lefed6 részrendszer. Legyen z, € X olyan pont, melyet egyetlen, a-t
meg nem haladoé indexd Ug sem fed le. Ilyen van, mert o < wy, tehat megszamlalhato sok
sup L(A)-nal kisebb szamossagt Us C U részrendszerrsl van sz6, igy indirekt feltevésiink
miatt ezek egyiittesen sem fedhetik le X-et.

Legyen x € X kondenzacios pontja a H = {Ts : o < w1} halmaznak. Mivel az X
tér M, tulajdonsagt, ezért van a < w;, melyre z benne van az {zg : 8 < a} halmaz
lezartjaban. Ez lehetetlen, mert ekkor | U, olyan kérnyezete z-nek, amely megszamlalhato
sok pontban metszi H-t.

A kitiiz6 (Juhdsz Istvdn) megolddsa
Megoldottak: Mathé Andras, Varju Péter, Vizer Maté.

2. A G graf csiucshalmazanak tetszoleges S, T' részhalmazai esetén jelolje ec(S,T) azon
(s,t) € S x T rendezett parok szamat, amelyekre {s,t} € E(G). Ekkor

ec(S,T) =ec(SUT) —ec(S\T) —ec(T\S) +ec(SNT),
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és innen

n2

M [ex (8, T) = €6 (5,T)| < 45505-

Legyen F tetszéleges négycstcst graf, V(F) = {1,2,3,4}. Jelélje h(F) a V halmaz
azon rendezett (vi,va,vs,vs) négyeseinek szaméat, melyekre minden {i,j} € E(F) esetén
{vi,v;} € E(G1) és minden {i,j} ¢ E(F) esetén {'Ui,’Uj} € E(G2). Ekkor

1
HG) = g2h(Ks),  1(Ca) = srh(Ka)
Allitjuk, hogy ha F és F' csak egy élben kiilénboznek, akkor
2 4———-o

Ebbd6l mar kovetkezik, hogy

n? n?

1000 ~ 1000°

[6(G1) — 1(Ga)| = 5 |h(Ka) — h(Ka)| < 5764

A (2) egyenl6tlenség belatasahoz feltehetjiik, hogy F' és F' a {3,4} élben kiilonboz-
nek: mondjuk {3,4} € E(F), de {3,4} ¢ E(F’). Legyen mondjuk {1,2} € E(F). Tetsz6-
leges {v1,v2} € E(G1) élhez legyen T3 C V azon v € V pontok halmaza, melyekre i = 1,2
esetén fennall, hogy ha {3,i} € E(F), akkor {v,v;} € E(G1), mig ha {3,i} ¢ E(F), ak-
kor {v,v;} € E(G2). Legyen T4 hasonléan definidlva mint azon v € V' pontok halmaza,
melyekre i = 1,2 esetén fennall, hogy ha {4,i} € E(F), akkor {v,v;} € E(G1), mig ha
{4,i} ¢ E(F), akkor {v,v;} € E(G2). Ekkor a h(F)-ben beszamitott (v1,vz,vs,vs) négye-
sek szama éppen eg, (13,T4), mig a h(F’)-ben beszamitott (v1,v2,vs,vs4) négyesek szama
éppen ec, (T, Ty). Igy adott vy és va esetén ez a két szam legfeljebb 4n? /1000-rel kiilén-
bozik (1) szerint. A tekintends (v1,v2) parok szama 2|E(G1)| < n®, igy

TL4

|R(F) — h(F")| < n?-4- 1000 =l

A kitdz6 (Lovdsz Ldszlo) megolddsa alapjdan
Megoldotta Mélykuti Bence.

3. A bizonyitas nyolc részbdl all.

1. Elgszor definialni fogjuk minden n > 3-ra a G, grafot, amelyrél majd megmutatjuk
a feladat allitasat.

Legyen el6szor n = 3k, ahol k > 1 egész. Ekkor a graf csicspontjai 1 < i < k-ra
Ain,Ai2,Aiz. Az élei A; j, Aij, (1 <i<k,1<j1,j2 <3,j1#j2)és Aij; Air1,5, (150 <
i+1<k, 1< 1,52 <3, 71 # j2) alaktiak. Han = 3k + 1 vagy n = 3k + 2, ahol k£ > 1 egész,
akkor G, a fent definialt Gsi grafbol egy, illetve két izolalt pont hozzaadasaval kapott
graf. Nyilvan elegends az n = 3k, k > 1 esettel foglalkozni, amit ezutan fel is tesziink.

2. El6szor megmutatjuk, hogy n = 3k > 6-ra G,, sikbarajzolhatoé tgy, hogy a maximé-
lis és minimalis él hosszanak aranya n/\/§ =0,5773...-n. Legyen A, 1A1,2A1,3 pozitiv
koriiljarast szabéalyos haromszog, amelyre a koréirt kor kozéppontja O és sugara 1; to-
vabba legyen 1 < i < k-ra az A;1Ai2A; 3 haromszog az A11A12A1,3 haromszégnek az
0-bol i-szeresre nagyitott példanya. Mindegyik ilyen haromszog pozitiv koriiljarasi, és
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1 <i < k-ra a pozitiv koriiljarasa A; 10A; 41,1 szog 27 /3. Specialisan, G,, sikgraf (min-
den n = 3k,3k + 1,3k + 2, k > 1 egészre).

3. Ezutan vizsgaljuk a G, graf lehetséges sikbarajzolasait. Sztereografikus projek-
cioval azonosithatjuk a sikot az S? egységgémb minusz az északi polussal. Igy G, sik-
barajzolasa adja Gn-nek egy S2-be rajzolasat; célszertibb lesz ezen S%-be rajzolasokat
vizsgalni.

4. Legyen K; a grafnak A;1A;2A;3 kore. Az S%-be rajzolasnal ennek egy topo-
logikus kor felel meg, amely S2-t két topologikus nyilt félgémbre vagja szét. Tovabba
1<i<i+1<kraK;és K;+1 képei diszjunktak, igy K;+1 képe az el6bb emlitett két to-
pologikus nyilt félgomb egyikébe esik. Igy K; és Kii1 képei S%-t harom Gsszefiiggd részre
vagjak szét: egyiknek hatara csak K; képe, masiknak hatara csak K;y1 képe (ezek to-
pologikus nyilt korlemezek), mig a harmadiknak a hatara K; és K;i1 képei unitja (ez
az Osszefiiggd rész tehat a K; és K;41 képei kozotti nyilt gombsav). Nyilvanvaloan a K;
és K1 csucsai kozott halado grafélek képei a K; és K;+1 képei kozotti nyilt gémbsav-
ban vannak, a végpontjaik kivételével. Tovabba konnyen lathaté, hogy a K, Kiy1 és a
csucsaik kozott haladé élek képei a K; és K1 képei kozotti zart gombsavot topolo-
gikusan egyféle médon triangulaljék: a topologikus haromszogek A;;jAi j+1Ait1,j+2 €S
Ait1,j A j+1Aiq1,542 képei, ahol j = 1,2, 3, és az indexekben az 6sszeadds mod 3 értends.

5. Legyenmost 1 <i—1<i<i+1<k. Allitjuk, hogy K; képe a K;_1 és K;4+1 ké-
peit elvalasztja, azaz a két utobbi kor képe a K; képe altal hatarolt két topologikus nyilt
félgomb egyikébe, illetve méasikaba esik. Tegyiik fel ennek ellenkezdjét, azaz hogy K;—1 és
K1 képe ugyanabba a K; képe altal hatarolt topologikus nyilt félgémbbe esik. Ekkor az
Ai1A; 2 él képéhez csatlakozik az A;1A4;2A;_1,3 hiromszognek és az A;1A4;2Ai+1,3 ha-
romszognek a képe, méghozza az A; 1 A; 2 €l képének ugyanazon a partjan. Ekkor konnyen
lathatéan az egyik fenti haromszdg képe a masik fenti haromszog képét tartalmazza. Te-
gyik fel pl., hogy Ai1Ai2Ai+1,3 képe tartalmazza A;1Ai2Ai—1,3 képét. Ekkor A;_1 3
képe benne van a A;1A;2Ai11,3 haromszog képe belsejében. De az A;_, 3 0ssze van kdtve
az Ai—1,3Ai—1,1, Ai—1,14:,3 €élsorozat segitségével az A; 3 csticcsal. Marpedig az A; 3 képe
az Ai1Aqi2Ai+1,3 haromszog képének kiilsejében van. Ez ellentmondés.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a K1, . .., K\ képei topologikusan tigy kovetik egymast,
mint egyre északabbra halado szélességi korok.

6. Nézziik meg, hogy mindez mit mond a sikbarajzolasra. A sztereografikus pro-
jekci6 polusa az S*-re rajzolt graf altal adott triangulacié barmelyik lapjanak belsejébe
eshet (él vagy cstucs képére nem). Ha ez a lap a K1 vagy Kj képe altal hatéarolt, a si-
kon a Ki,..., K képei egymasba skatulyazott topologikus korvonalak, amelyek az in-
dexek novekedésével vagy csOkkenésével skatulyazodnak egymasba. Ha pedig ez a lap
valamely 1 < ko < ko+ 1 < k-ra a Ky, és Ki,+1 képei altal hatarolt nyilt gémbsavba
esik, akkor a sikon Kj, és Kpi,4+1 képei egymas kiilsejében levs topologikus korvona-
lak, és K1, ..., Kk, képei az indexek csokkenésével egymasba skatulydz6dé topologikus
korvonalak, mig Kgy+1,..., Kr képei az indexek novekedésével egymasba skatulyazodo
topologikus korvonalak. Tehat mindenképpen van [k/2] db egymaésba skatulyazott képt
K; kor.

7. A topologikus viszonyok tisztazésa utan most térjiink ra a G, graf egyenes sza-
kaszokkal val6 sikbarajzolasaira. Mondjuk, a K1, ..., K[ 27 korok vannak egymasba ska-
tulyadzva, az indexek csokkenésével csokkend modon. Feltessziik, hogy a G, grafnak a
fent emlitett korok altal feszitett részgrafjdban a minimalis élhossz 1. Meg fogjuk mu-
tatni, hogy ugyanebben a részgrafban a maximalis él hossza legalabb cn, valami ¢ > 0
konstanssal, ami a feladat allitasat bizonyitani fogja.
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Tekintsiik a grafunknak a K;, Kiy1 (1 <i<i+ 1< [k/2]) csucsai altal feszitett
részét. A jelolés egyszertisége céljabol feltessziik, hogy ¢ = 1. Ekkor tehat a K kor képe,
ami geometriailag egy haromszog, benne van a K» kor képének belsejében, ami egy nyilt
haromszog.

Feltevésiink szerint Ko oldalai legalabb 1 hossztiak, és az A ;, Az j, (j1 # j2) élek
hossza legalabb 1/2 (igaz itt az 1 also korlat is, de csak 1/2-et fogunk kihasznalni, ami a
megoldas egy lényeges eleme). Ekkor a K> haromszog csticsainal tekintiink egyenls szara
haromszogeket, amelyek alappal szemkozti csucsai a K2 megfelel§ cstcsai, szaraik a K»
haromszoég megfelels csiicsaibol kiindulé oldalain vannak, és a szarak hossza 1/2. Ezeket
az egyenld szaru haromszogeket, kivéve az alapjukat, levonjuk Ko-bdl. Azt allitjuk, hogy
a maradék (esetleg elfajuls) K3 zart konvex hatszdg még mindig tartalmazni fogja Ki-et.
Legyen az Aj ; cstcsnél (az alapja kivételével) levagott kis haromszog T; (1 < j < 3). Meg
kell mutatni, hogy K csiicsai nem lehetnek a T; haromszégekben, kivéve az alapjukon.
Ebbél mar kovetkezni fog, hogy K cstcsai, és igy az egész K1 haromszog a K5 zart
konvex hatszdgben van.

Legyen pl. j = 1. Mivel As 1A és As 1A1 3 hossza legalabb 1/2, Ay 2 és Aj 3 nem
lehetnek T'-ben, kivéve az alapjan. Tegyiik most fel indirekt médon, hogy Ai 1 Ti-ben
van, de nem az alapjan. Tekintsiik az As 2A2 3A1,1 haromszoget a grafunkban. Az A,
illetve A1 3 pontok ennek a haromszdgnek a kiilsejében vannak, és 6ssze vannak kotve Az 3-
mal, illetve As o-vel. Igy az A o, illetve A1 3 pontok benne vannak a pozitiv koriiljarasa
Az1A234A1 1, illetve A1 1Az 2 Az 1 szogtartoméanyoknak K3 belsejébe es6 részében, de nin-
csenek benne a Ty zart haromszogben, esetleg kivéve annak zart alapjat. Ekkor viszont az
A1,2A1 3 él atmetszi az Aq,1 A22 és A1,1 A2 3 éleket, ami ellentmond a sikbarajzoltsagnak.
Ezzel belattuk, hogy K1 C K5.

8. Jelolje egy P konvex sokszog keriiletét L(P). Ekkor L(K1) < L(Kj3) = L(K2) —
(1 —sin (A2’3A2,1A2Y2<I/2)) — (1 —sin (A2'1A2,2A2,3<I/2)) - (1 —sin (A212A2'3A211<I/2)) <
L(K3) — 3+ 3sinm/6 = L(K2) — 3/2, ahol az utolso egyenlGtlenségben a sinz fiiggvény
konkavit4sat hasznaltuk fel a [0, /2] intervallumban. Tehat L(K2) > L(K1) + 3/2.

Ugyanigy minden 1 < i < i+ 1< [k/2]-re L(Ki+1) > L(K;) + 3/2. Ezekbdl

L(Kpk/2) = L(K1) + ([k/2] — 1) -3/2 >3+ ([k/2] — 1) - 3/2.
Végiil a Ky /o) haromszog leghosszabb élének hossza legalabb
L(Kk/21)/3 > 1+ ([k/2] —1)/2 > k/4+1/2 > n/12.
Az n =3k + 1,3k + 2 esetekben is igaz az utolso egyenlStlenség. Tehat valaszthato ¢ =
1/12 = 0,08333..., amivel a feladat allitasat belattuk.
Vizer Mdté és Varji Péter megolddsai alapjan

Megjegyzés. Két megoldé nem a K41, K; keriileteinek, hanem atmérdinek kiilonb-
ségére ad alsé korlatot. Jelolje diam K; a K; haromszog 4tmér6jét (azaz leghosszabb ol-
dala hosszat). A fenti jeldlésekkel belathato, diam Ky < diam K35 < diam K3 — 1/2, amely
becslés, egy 1épésben, még pontos is: ha K> akarmilyen, legalabb 1 oldalhosszt szabélyos
haromszog, diam K% = diam K — 1/2, és K1 megvalaszthato tgy, hogy atmérgje diam Ka-
vel legyen egyenls: két csucsat K5 egy atmérdje két végpontjanak valasztjuk. Ebbdl az
egyenl6tlenségbdl ugyanaz az alsé becslés jon ki a maximalis élhossz és minimalis élhossz

hanyadosara, mint fenn. Viszont ehhez relativen sokat kell szamolni, igaz, hogy ezek a
szamoléasok teljesen standardok.

Megoldottak: Mathé Andras, Varju Péter, Vizer Maté.
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4. Minden n egészre f(0) = f(0-n) = f(0)f(n), ezért f(0) =0, vagy f(n) =1 minden
n-re. Mivel az utoébbi esetben mar b = 1 esetén sem teljesiilne a feltétel, csak f(0) =0
lehet. Minden n-re f(n) = f(1-n) = f(1)f(n), igy f(1) =1, vagy f(n) = 0 minden n-re.
Az utobbi eset most sem lehetséges. Mivel 1 = f(1) = f((—1) - (=1)) = f(-1)f(-1) és f
nemnegativ, igy f(—1) = 1. Emiatt f(—n) = f(—=1)f(n) = f(n) minden n-re.

Megmutatjuk, hogy z,y > 0 esetén f(z+y) > f(z) vagy f(z +y) > f(y). Tegyiik
fel indirekt médon, hogy x, y olyan ellenpélda, amelyre f(z + y) minimalis. Ekkor a
feladat feltételét b = x +y és a = y valasztéassal alkalmazva kapjuk, hogy valamely q egészre
f(y—q(@z+y)) < f(z+y). Legyen g minimalis abszoltt értékd. Az indirekt feltevés miatt
q#0,1. Hag > 1, akkor y — g(z +y) < 0, és

flez+(@—1)y) = fly—qlz+v)) < fle+y) < f((g- 1z + (g —2)y),

ahol az utols6 egyenlStlenség a |g| minimalitasabol kovetkezik. Igy az 2/ =z +y és
y' = (¢ — 1)z + (¢ — 2)y valasztéssal ellentmondasra jutunk. A maésik eset, amikor ¢ < 0,
hasonléan kezelhetd.

Tegyiik fel indirekt modon, hogy valamely z1, 2, ...,z pozitiv egészekre f(z;) >
f(z1 + -+ + zx) minden i-re. Ekkor f(z1 + 22) > min (f(z1), f(z2)) > f(z1 +z2+--- +
). Hasonloan, teljes indukcioval megmutathato, hogy

f@i+z2+--+z)> flxr+z24+ -+ k)

minden 2 < i < k-ra, ami ellentmondas.

Megmutatjuk, hogy ha 0 < n < m < I, és n, m relativ primek, akkor f(n) < f(l) vagy
f(m) < f(l). Tegyiik fel indirekt médon, hogy f(n) > f(l) és f(m) > f(l). Alkalmas k-ra
1* > km**'. Meg fogjuk mutatni, hogy ekkor

k=1 k

(3) lk:agmk-}—alm n4-+arn

alkalmas pozitiv a; egészekkel. Ekkor
F@*) = fOF < fm)* " f(n)" = fF(m*'n) < faim™'n")

miatt ellentmondésra jutunk.

Tekintsiink egy (3) alaku felirast nem feltétleniil pozitiv egyiitthatékkal. Ilyen van,
mert m* és n* relativ primek. Ha minden egyiitthaté pozitiv, akkor ez egy alkalmas
feliras. Legyen i a legkisebb index, amelyre nem teljesiil, hogy 0 < a; <n. Ha i < k,
akkor alakitsuk 4t az Osszeget a kovetkezSképpen. Valamely g és 0 < ai < n egészekre
a; = o) +nq. Legyen o}, = aip1+mg, és j #4,i+ 1 esetén o) = ;. Ekkor ¥ = agm* +
aimFIn+ ... 4 ajn®. Az eljarast folytatva olyan (3) alaku felirashoz jutunk, amelyben
0 < a; < n minden ¢ < k index esetén. Ugyanakkor

agn® = 1% — (ozom’c Foon b i) ak-lmnkfl) > 1* — km** > 0,

ahonnan oy > 0.

Tegyiik fel, hogy valamely P, @ primhatvinyokra (megengedjiik az elsé hatvanyokat
is) P <@, de f(P) > f(Q). Legyen most r egy tetszéleges prim, mely nem oszt6ja PQ-
nak. Ha valamely a, 3 > 0-ra ¢® > r?, akkor n = min(P?,r?), m = max(P?%,r?), | = Q°
valasztassal a fentiek miatt f(Q%) > f(r?). Ha pedig Q* < r?, akkor n = P*, m = Q°,
1 = P valasztassal f(Q*) < f(r?) adodik. Tehat

f(QLBIOSQ rJ) < f(T‘B) <f(Qfﬁ10gQ7‘])_
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Innen 1 ;
L. 2 o§Q e logs(q) f(r) < Ll OEQ il

Ekkor 3 — oo hatératmenettel log; o) f(r) = logg 7. Azt kaptuk tehat, hogy f(r) =r7,
ahol v = log,, f(Q) fiiggetlen r-t6l. Mivel van olyan r prim, amelyre r > @Q, s igy 77 =
f(r) > f(Q) = Q", tehat v > 0. Az f(r) = r” egyenl6ség teljesiil r|Q esetén is, mig ha p
az a prim, amelynek a hatvanya P, akkor f(p) > p”, mert f(P) > f(Q). Ha nincsenek
olyan P < @ primhatvanyok, hogy f(P) > f(Q), akkor hasonléan megmutathaté, hogy
f(r) = r” valamely r-t6] fiiggetlen v konstanssal, de akkor ez minden r primre teljesiil.

Osszefoglalva, azt kaptuk, hogy ha f teljesiti a feladat feltételeit, akkor van olyan
p prim, v pozitiv valés szém és w > p” egész, hogy f(p’s) = w®s” minden § > 0 egész
kitevére és p-vel nem oszthat6 s egészre. Megmutatjuk még, hogy ~ pozitiv egész. Mivel
ebben az esetben az igy megadott f fliggvény teljesiti a feltételeket, ezzel megadtuk az
Osszes lehetséges f-et.

Altalanosabban, k = || szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy ha a o, . . ., &,
~ nemnegativ val6s szamokra és a g : N — R nulldhoz tarté fliggvényre

f(@) =box” + - + &z " + g(z)

egész minden = = pi + 1 alaku helyen, akkor 7y egész.

Ha k = 0, akkor van olyan N, hogy minden i > N-re

fo(p(i+1)+1)7 — &o(pi+1)7 <1/3,
és
max (|g(pi +1)|, |9(p(i + 1) +1)|) < 1/3.

Ekkor f(pi+1) és f(p(i+ 1) + 1) egymastol 1-nél kevesebbel tér el, de egészek, igy meg-
egyeznek. Tehat f(pi+ 1) = f(pN + 1) minden ¢ > N-re, tehat f nem tart a végtelenbe,
igy v =0.

Legyen most k > 0, és tegyiik fel, hogy az allitas igaz (k — 1)-re. Ekkor a (z + pz)”
fiiggvény z szerinti sorfejtésébdl

(z+p)"—2" = p(?) ! +p° (;) 72 4. 4" (Z) "% + o(1),

ahol ('J’) =v(y—=1)---(y—Jj+1)/j". Most f(z+p)— f(z)-re alkalmazva az indukcios
feltevést, kapjuk, hogy v — 1 egész. De ekkor 7 is az.
Varju Péter megolddsa
Megoldotta Mathé Andras és Varjia Péter.

5. Vilagos, hogy faktorcsoportokra a keresett valoszintiség legalabb akkora, mint a G
csoportra, ezért feltehetjiik, hogy G minden valédi faktorcsoportja feloldhat6. Ekkor G-
ben egyetlen minimalis norméloszté van, jeloljiik ezt M-mel. A G/M faktor feloldhato,
M maga nem feloldhaté, ennélfogva, ha N tetszéleges nemtrivialis norméloszté6 G-ben,
akkor N > M. Tovabba az [M, M] kommutator-részcsoport, nemtrivialis normaloszto
lévén, megegyezik M-mel.

A behelyettesités nem méas, mint egy Fr — G homomorfizmus. Azt mutatjuk meg,
hogy van olyan w € F) sz0, amely egyetlen szirjektiv homomorfizmusnal sem képz&dik
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az egységelemre, majd pedig kimutatjuk, hogy k — oo mellett nullahoz tart annak valo-
szintsége, hogy egy véletlenszertien valasztott Fr — G homomorfizmus nem sziirjektiv.

Vegyiik azokat a K; < Fy norméalosztokat, amelyekre Fi /K; ~ G. Ilyen véges sok van.
Legyen M;/K; ~ M <G ~ Fi/K;.

Ha NaF; és N £ K;, akkor 1 # NK;/K;<4Fy/K; ~ G, tehat NK; > M;. Ha N1, N2<
Fk, N1, Nz ﬁ Ki, akkor [N], Nz]Kz/K1 = [NlKi/Ki, NzK,/K-L] 2 [MZ/K,, Mz/K,] =
M, /K;, tehat [Ny, N2] £ K;, még inkabb N1 N N2 £ K;. Innen teljes indukciéval kévet-
kezik, hogy Li =4, K; £ Ki. Legyen w; € Li\K; és w = [ w;. Itt a w; tényez6 nincs
benne K;-ben, de az dsszes tobbi igen, ennélfogva w ¢ K; teljesiil az 6sszes K; homomor-
fizmusmagra, azaz w nincs benne egyetlen Fy — G sziirjektiv homomorfizmus magjaban
sem.

Végiil becsiiljiik meg annak val6szintiségét, hogy egy véletlenszertien valasztott
Fy — G homomorfizmus nem lesz sziirjektiv. Ehhez az kell, hogy a generatorok képei
mind egy valédi részcsoporthoz tartozzanak. Természetesen elég csak a maximalis rész-
csoportokat tekinteni, legyenek ezek Hi, ..., Hn,. Ekkor annak val6sziniisége, hogy a
homomorfizmus nem sziirjektiv, legfeljebb

1 i k m
i=1

A kitizé (Abért Miklés) bizonyitdsdt egyszerisitette Pdlfy Péter Pdl
Megoldotta Mathé Andras és Patakfalvi Zsolt.

6. A valasz nemleges. Legyen 0 < ¢ < 1/3. Legyen F = F;, ahol Fp = [0,1], és Fi41-et
agy kapjuk, hogy az F; zart intervallumok diszjunkt uni6jaként valo elGallitasaban szerepld
zart intervallumok mindegyikének elhagyjuk a kozépsé nyilt c-szeres hossziisagn részét.

Azt fogjuk belatni, hogy
1 1 1
F =-F+= -, =
3 4" [4’ 4]
egy ellenpélda a feladat kérdésére.

El6szor azt igazoljuk, hogy ha f : [0,1] — R differencidlhatd, tovdbbd |f(z) — x| < 1
és 2¢/(1—c) < f'(z) < (1 —c)/2c minden x-re, akkor f(F)NF # (. Ez azzal ekvivalens,
hogy f grafikonja metszi F' x F-et. Ez pedig kompaktsagi okokbol azzal ekvivalens, hogy
metszi mindegyik F; x Fj-t. Az |f(a:) — z| < 1 feltétel biztositja, hogy Fy x Fy-t metszi.
Tegyiik fel indirekt modon, hogy F; X Fj-t metszi, de Fj41 X Fjyi1-et nem. Az F; X F;
szorzat 4’ darab ((1 —c) /2)] oldalt négyzet diszjunkt unidja. Legyen Q ezek koziil egy
olyan, melyet a grafikon elmetsz. A Q\(Fj+1 x Fj41) ,kereszt” egy kozépsé kis négyzet-
bdl és négy olyan téglalapbol all, melyekben a két oldal aranya (1 — c¢)/2c. A grafikon
metszi legalabb az egyik téglalap révidebbik oldalait (nem csicsban), igy a Lagrange-féle
kozépértéktétel miatt ellentmondasba keriiliink a derivaltra kirott feltétellel.

Most belatjuk, hogy ha f,g € C'[0,1] elég kizel vannak az identikus fiigguényhez,
akkor f(F')Ng(F') # (. Kénnyti latni, hogy ha f és g elég kozel vannak az identikus
fliggvényhez, akkor szigortan monoton novéek, az inverziik is folytonosan differencialhato,
g~ ! o f értelmezett és folytonosan differencialhaté [1/4,3/4]-en, és ott tetszdlegesen el&irt
pontossaggal approximalja az identikus fiiggvényt a C’-metrika szerint. Az F-r6l fent
bizonyitott allitast [0, 1] helyett [1/4,3/4]-re és F' helyett F'-re alkalmazva kapjuk, hogy
ekkor g~ '(f(F')) N F’ # 0, ahonnan f(F') N g(F’) # 0.
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Végiil belatjuk, hogy F’ ellenpélda a feladat kérdésére. Legyen h € C'[0,1] olyan,
hogy

4

Megmutatjuk, hogy ha hy € C*[0,1] elég kizel van h-hoz, akkor hi-nek F'-re val6 megszo-
ritasa nem injektiv. Valoban, definialjuk az f,g € C! [i, 2ZC] fiiggvényeket az f(x) = h1(z)

és g(x) = ha (z — 1£<) formuldkkal (ha példéul hy = h, akkor f = g az identikus fiiggvény).

Ha h, elég kozel van h-hoz, akkor f és g tetszGlegesen kozel lesznek az identikus fliggvény-
hez, igy a fent bizonyitott allitast [0, 1] helyett [, 27°]|-re és F” helyett annak ide es6 Fy
részére alkalmazva kapjuk, hogy Fi-nek f-nél és g-nél vett képe nem diszjunkt egymaéstol,
ezért hy nem injektiv F’'-n.

Mdthé Andrds megolddsa
Megoldottak: Mathé Andras, Varju Péter, Vizer Maté.

7. Els6 megoldas. Az S? egy Q részhalmazat nevezziik §-szeparaltnak, ha béarmely
két pontjanak (ivhossz-)tavolsaga legalabb §. Ekkor a Q pontjai koriili 6/2 gémbi sugart
gémbsapkak diszjunktak, és mindegyikiik teriilete nagyobb, mint 2(6/2)? = §2/2, igy |Q| <
8 /2.

Az 5% egy Q részhalmazat nevezziik d-halonak, ha az S? minden T pontjdhoz van
olyan Q € Q, melynek T-t6l vett d(T, Q) (ivhossz-)tavolsaga kisebb, mint 6. Ha 0 < é < ,
akkor barmely maximalis centralszimmetrikus d-szeparalt részhalmaz sziikségképpen 6-
halo. Specialisan, létezik 87/ §2-nél kevesebb pontbol all6 centralszimmetrikus J-halo.

Legyen k nagy paratlan egész, és tekintsiik minden Q = (zo,yo,20) € 52 ponthoz
a Py(z,y,2) = ch)(x, y,2) = (zox + Yoy + z02)* polinomot. Ha T € S?, akkor Po(T) =
cos® d(Q, T). Legyen r = r'®) = arccos (1/2)"/* és R = R*) = arccos (TZ/IOO)I/k. Ekkor r
az 1/vk két pozitiv konstansszorosa kozott van, igy R is nullahoz tart, ha k — oo.

Ha d(Q,T) < r, akkor Po(T) > 1/2. Ha d(Q,T) < R, akkor Py(T) > 0. Ha d(—Q,T)
<r, akkor Po(T)< —1/2. Ha d(—Q,T) < R, akkor Po(T) <0. Ha d(Q,T) > R és
d(—Q,T) > R, akkor |Po(T)| < r2/100. A P polinomot ilyen Pg polinomok &sszegeként
fogjuk el@allitani.

Tekintsiink egy legfeljebb 87 /r? pontt centralszimmetrikus Q r-halét. Irjuk az SEK
nyilt halmazt Ut U U~ diszjunkt uniéként, ahol U* az S?\ K bizonyos sszefiiggs kom-
ponenseinek uniéja gy, hogy U~ = —U™". Alljon 9F a QN U* azon pontjaibol, melyek
K-t6] 7R-nél nagyobb téavolsagra vannak. Alljon V* az U* azon pontjaibol, melyek K-
tol (7R + r)-nél nagyobb tavolsagra vannak. Ha T € V*, akkor mindegyik olyan @ € Q,
amelyre d(T,Q) < r, sziikségképpen Q*-hoz tartozik, mert kiilonben @-nak K-tol vett
tavolsaga legfeljebb 7R, igy T-nek K-t6l vett tavolsdga (7R + r)-nél kisebb volna, ami
lehetetlen. Tehat dist (T, QF) < r. Masrészt dist (T, QF) > 14R + r, mert K elvalasztja
T-t minden Q € QF-t6l, ezért az dsszekotd fven van K-beli pont, s az T-t6l (TR + 7)-nél
nagyobb, Q-t6l pedig 7R-nél nagyobb tavolsagra van.

Legyen Q egy maximalis centralszimmetrikus 4R-szeparalt halmaz, mely tehat egy
7/2R?*-nél kevesebb pontbél all6 4R-halé. Legyen Q' a Q azon pontjainak halmaza,
melyek K-t6l 4R-nél kisebb tavolsagra vannak. Minden £Q € Q' antipodélis pontpérhoz

tekintsiink egy +A, +B pontnégyest gy, hogy d(A,Q) = d(B,Q) = R és d(A, B) = 2R.
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Legyen O az A és a —B alaku pontok, O~ pedig a —A és a B alaka pontok halmaza.
Ekkor minden T € V* pontra

dist (T,0YUQ™)>7R4+r— (4R+ R)=2R+r.

Tovabba,
dist(@tUQ~,QTUQ ) >7R— (4R+ R)=2R

és
dist (Qt,Q7) >4R— (R+ R) = 2R.

Minden T € K pontra
dist (T, 9*) < 4R+ R = 5R.

Legyen
Pirj= 3 Pl
QeQtuQt
ez homogén k-adfoku polinom. Az Osszeg tagjainak szama

@t u ot < Q|+ Q| < 8r/r® + n/2R? < 50/r>.

Ha T € VT, akkor P(T) > 1/2—(50/r%)(r*/100) = 0. Ha T € V~, akkor P(T) < 0. Ezért
Z(P) minden pontja legfeljebb 7R + 7 tavolsagra van K-t6l. Masrészt, ha T € K, akkor
van Q% € Q% t6le 5R-nél kisebb tavolsagra; ezekre P(Q%) >0 és P(Q™) < 0, ezért az
Osszekots iven van pontja Z(P)-nek, s ez szintén 5R-nél kisebb téavolsagra van T-t6l.
Ezzel belattuk, hogy K és Z(P) Hausdorfl-tavolsaga legfeljebb 7R + 7, amely k — oo
esetén nullahoz tart, igy készen vagyunk.

Varjiu Péter megolddsa alapjan

Masodik megoldas. A feladat allitasanak erdsebb, kvantitativ valtozatat bizonyitjuk:
a P polinom fokszama C'/e-nil nem nagyobbnak vélaszthaté, ahol C' alkalmas abszolit
konstans. A bizonyitas az approximéacioelméletbél ismert Jackson-tételen alapul. Ha ezt a
nala gyengébb Weierstrass-féle approximécios tétellel helyettesitjiik, akkor a feladatként
kittizott valtozat bizonyitasahoz jutunk.

Tévolsdgon most is gombi tavolsagot értiink. Rogzitsiink egy A > 2 szamot, és egye-
16re tetszéleges pozitiv egész n mellett legyen T C K olyan maximalis centralszimmetrikus
halmaz, hogy T barmely két pontjanak tavolsaga legalabb A/n. Ekkor K minden pontja
A/n-nél kisebb tavolsagra van T-t6l. A T-nek minden p, —p pontparjara irjunk el§ egy
sign(p) = £1 elsjelet tigy, hogy ez p-re és —p-re ellentétes legyen, és S* \ K minden L kom-
ponensére is irjunk el§ egy sign(L) = +1 elGjelet tgy, hogy ez az 4tellenes komponensekre
kiilonboz6 legyen. A T halmaz minden p pontja koriili A/2n sugaru kérben definialjuk
az fn fiiggvényt az f.(v) = sign (p)sin (4nn|v — p|/A) /n formulaval, tovabba S$? \ K min-
den L komponensében legyen f,(v) = sign(L)(dist(v, K)/A — 1/n), ha dist(v, K) > A/n.
Mindeniitt méshol legyen f, = 0.

Vilagos, hogy f. paratlan Lipschitz-fiiggvény 47 /A Lipschitz-konstanssal, ezért
— Jackson tétele szerint — valamilyen abszolit D konstanssal D47/An pontossaggal app-
roximéalhat6 egy legfeljebb n-edfokt haromvaltozés R, polinommal (el8szér ki kell ter-
jeszteni fr-et egy kockara a Lipschitz-konstans meghagyasaval, és a kockdn mar ismert a
Jackson-tétel). Mivel f pératlan, ezért (Rn(v) — Rn(—v))/2 is legalabb olyan jél approxi-
malja, és ez mar paratlan, igy feltehets, hogy R, paratlan. Ezutan R, homogénna tehets
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gy, hogy az alacsonyabb foku tagokat 2® 4+ y* + 2> megfelels hatvanyaval megszorozzuk
(a gombfeliilet pontjaiban vett értékén ez nem valtoztat).

Ha A > 87D, akkor D4rn/An < 1/2n, ezért R,-nek van zérushelye a T barmely
pontjatol legfeljebb A/2n tavolsagra. Masrészt, mivel |fn (v)| > 1/n ha dist(v, K) > 2A/n,
az R, minden zérushelye legfeljebb 24 /n téavolsdgra van K-t6l. Tehat van olyan C' abszolut
konstans, mellyel az n = |C/e| valasztas mar biztositja, hogy K és Z(R,) Hausdorff-
tavolsaga kisebb, mint e.

A kitiiz6 (Totik Vilmos) megolddsa
Megoldotta Mathé Andréas és Varju Péter.

8. Els6 megoldas. Tegyiik fel indirekt médon, hogy minden m-hez vannak zi,..., 2,
pontok az egységkorvonalon, amelyekre minden 1 < v < m esetén ) z; = 0, de létezik a
z;-k egyikét sem tartalmazo6 6 hosszu iv. A zj-ket egy alkalmas, m-tdl fiiggs, 1 abszolut
érteki szammal beszorozva feltehetjiik, hogy ez az I = {e** : 0 < t < §} nyilt iv. Legyen
Mm a z; pontokra koncentralt, rajtuk egyenletes eloszlasu valoszintiségi mérték; ekkor
[ 2" dum(z) =0, s igy [z ¥ dium(z) =0 minden 1 < v < m esetén (az utébbi az el6bbi
konjugaltja), tovabba g, (I) = 0. Ismeretes, hogy a korvonal val6szintiségi mértékeinek
tetszbleges sorozatabol kivalaszthato gyengén konvergens részsorozat. Esetiinkben legyen
a gyenge limesz p. Ez olyan valészintiségi mérték a korvonalon, amelyre [ 2" du(z) =0
minden v # 0 egész kitevés esetén, és u(l) = 0.

Vegyiink egy olyan folytonos fiiggvényt az egységkorvonalon, amely /-ben mindeniitt
pozitiv, rajta kiviil nulla. Ennek p szerinti integralja nulla, de Lebesgue-integralja pozitiv.
Alkalmas konstanst (a Lebesgue-atlagértéket) kivonva olyan folytonos fiiggvényt kapunk,

“melynek u szerinti integralja negativ, de Lebesgue-integralja nulla. Weierstrass masodik
approximacios tétele miatt e fiiggvény egyenletesen approximélhaté (konstans tag nélkiili)
Laurent-polinomokkal, de ezeknek g szerinti integralja nulla. Ez lehetetlen.

Vizer Mdté megolddsa alapjdin

Maiasodik megoldas. Az allitds azonnal kovetkezik Erdds és Turan egy tételébdl. Esze-
rint ugyanis a z1, ..., z, pontsorozat diszkrepanciaja (eloszlasfiiggvényének az egyenletes
eloszlasétol valo, szuprémum-norma szerinti eltérése) legfeljebb

L s |
(m Sl

ahol ¢ abszolut konstans. Ha a z; szamok teljesitik a feladatban kirott feltételt, akkor itt
¢/m &ll; ez m alkalmas vélasztaséval tetsz6legesen kicsivé tehets, s ezért nem létezhet &
hosszt {ires intervallum (mert a diszkrepancia nyilvan alulrél becsiilheté a leghosszabb
iires intervallum hosszanak pozitiv abszolut konstansszoroséaval).

n

.
g

=1

Megoldottak: Mathé Andras, Mélyknti Bence, Varju Péter, Vizer Maté.

9. El6szor megmutatjuk, hogy ha F' a g nemi feliilet, ahol g és n kiilénb6z6 paritéa-
stiak, akkor F-nek létezik a kivant tulajdonsagi majdnem-immerzi6ja. Ha mar adott egy
majdnem-immerzi6, akkor a 7 hajtasgorbe komponenseinek n szamat novelhetjiik ketts-
vel oly médon, hogy egy az adott majdnem-immerziénal a sikba beagyaz6d6 korlapon
megvaltoztatjuk a majdnem-immerziot tgy, hogy két aj hajtasvonal képzédjék. Emiatt
feltehetjiik, hogy n = 1 és g péaros, vagy n = 2 és g paratlan. Ekkor az F feliilet a térbe
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val6 ,szokasos” beagyazéasinak van olyan szimmetriasikja, mely F-et n kérvonalban met-
szi. A tiikrozéssel faktorizalva egy m helyen kilyukasztott |g/2| nemii feliiletet kapunk.
Ismert, hogy ez immertalhaté a sikba. Az immerziét a faktorleképezéssel komponalva,
F-nek a kivant tulajdonsagi majdnem-immerzi6jat kapjuk.

Megforditva, kimutatjuk, hogy ha létezik a kivant tulajdonsagt f majdnem-immer-
zi6, akkor az F' feliilet g neme n-t8l kiilonbo6z8 paritast. Rogzitsiik F egy iranyitasat
és a sik standard iranyitasat. Legyen Fl, illetve F_ azon F-beli pontok halmazanak le-
zéartja, amelyekben f sima és a Jacobi-determinansa pozitiv, illetve negativ. Ekkor F és
F_ peremes feliiletek, kozos peremiik v, uniojuk F. Mindkettejiik Euler-karakterisztikaja
azonos paritasi n-nel, mert n korlap beragasztisaval kaphatunk beldliik irdnyitott zart
feliiletet. Elég belatni, hogy F és F_ Euler-karakterisztikaja megegyezik, ekkor ugyanis
1—g=x(F)/2= (x(Fy)+ x(F-) — x(7)) /2 = x(F}) azonos paritast n-nel, igy g kiilon-
b6z6 paritasu n-tél.

Ehhez viszont elég belatni, hogy ha egy (nem feltétleniil 6sszefiiggs) kompakt pere-
mes feliiletet immertalunk a sikba, akkor a perem érintévektoranak x koriilfordulasi szama
éppen a feliillet Euler-karakterisztikaja. Ehhez bontsuk a feliiletet olyan sima oldalu ha-
romszogekre, melyek beagyazodnak a sikba, és amelyek oldalai mentén az érintGvektor
iranyanak oszcillacioja kisebb, mint 1 fok. Egy ilyen haromszog peremén az érintévektor
koriilfordulasi szama 1, tehat elfordulasa 27. Ezeket Osszeadva a belsé éleken vett elfordu-
las kiesik, a perem élein Gsszesen a 27 értéket kapjuk, mig minden egyes v csicsnal (akar
a peremen van, akar nem) a (d, — 2)7 értéket kapjuk, ahol d, a v-bél kiindul6 élek szama.
Ha [ haromszog, e él, c csiics van, akkor tehat 127 = )" (d, — 2)7 + x27 = 2em — 2¢m + X2,
tehat x tényleg az Euler-karakterisztika.

A kitiz6 (Sziics Andrds) megolddsa alapjdn

Megoldotta Mathé Andras.

10. Az r = tan ¢ helyettesitéssel a bizonyitand6 egyenléség jobb oldala a

/2
(p— 1)/ Hi (|a| cos ¢) sin”? ¢ do
0
alakot olti. Ezt
01 [ m(ew)d
Sp—1

alakba is frhatjuk, ahol SP~! a p dimenzi6s tér egységgombje, és dv azt a felszinnel aranyos

mértéket jelenti, amelyre [, , dv = 0”/2 sin? 2 ¢ do.

Legyen y € R” tetszoleges. Ekkor
e 2 lyl 1 q7/2 yl
/ |(y,v)|dv=/ |y|cospsin® “pdp = ——=[sin® "], =-——=.
go-1 4 p—1 p—1

Ezt y = N, + a valasztassal alkalmazva kapjuk, hogy

Hy(a) = EN; 4| = (0~ 1>E/ |0 1,6 =
Sp—1

=(p— 1)/91)—1 E|(Np + a,v)| dv.
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Mivel (Np,v) standard normaélis eloszlasi, ezért itt
E|(Np + a,v)| = E|(Np, v) + (a,v)| = Hi({a,v)).

Ezt beirva és a fentiekkel 6sszevetve éppen a bizonyitandét kapjuk.
Varju Péter megolddsa
Megoldotta Varja Péter.
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