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HIPERGRAFOK OSSZEFUGGOSEGENEK VIZS-
GALATA A SPEKTRUMON KERESZTUL

BOLLA MARIANNA ES TUSNADY GABOR

Hipergrafok klaszteresedési tulajdonsigait vizsgaljuk lineéris algebrai segédeszko-
zokkel. Altalanositjuk a Laplace-matrix fogalmat és ennek sajatértékeibs] vonunk
le kovetkeztetéseket a hipergraf osszefiiggbségére és a klaszterek szaméra vonat-
kozéan. Maguknak a klasztereknek a megkonstrudlasahoz a sajatvektorokat, ill. a
hipergraf altaluk definidlt euklideszi reprezentaciéjat hasznaljuk. Egy iterdciés el-
jarast is ismertetiink.

Bevezetés

A kromatikus szam mellett az OsszefiiggGség a grafok masik gyakran vizsgalt tu-
lajdonsdga. Mindketts a graf csiicsainak particionédlasat (felosztasat, diszjunkt le-
fed6rendszerét) jelenti, csak ellentétes szempontokbdl.

Ha egy graf kromatikus szdma k, akkor a csticsoknak létezik olyan k-particiéja
(a lefed6rendszer k elemit), hogy élek csak a partici6 kiilonb6z6 tagjai kozt futnak
(nincsenek ,belsé élek”), és k-nél kisebb elemfi, ilyen tulajdonsdgi particié nem
létezik. Ha egy particié elemeinek kiilénbz6 szineket feleltetiink meg, akkor a par-
tici6 a csiicsok tn. k-szinezésének is tekinthets. Bebizonyitott tény, hogy sikgrafok
kromatikus szama legfeljebb 4, igy barmely térkép kiszinezhet6 4 kiillonb6z6 szin
felhasznélaséaval.

A fenti kovetelménnyel szemben, ha egy graf k sszefiiggé komponensbél all,
akkor csicsainak létezik olyan k-particiéja, amelyben egyaltalan nincsenek koztes
(kiilonb6z6 szind csicsokat Osszekstd) élek, azaz élek csak a particié elemein beliil
futnak. Ez a tulajdonsag persze nagyon konnyen felismerhetd, hiszen ilyenkor a
partici6 elemei a benniik fut6 élekkel egyiitt kiilon kis autonom grafokat alkotnak, és
az egész graf nem més, mint ezek Osszessége. A szinezések nyelvén: itt £ kiilonboz6
szinfl un. klasztert tapasztalhatunk.

Az 6sszefiiggségi tulajdonsagot most statisztikusan fogjuk tekinteni. Ez azt
jelenti, hogy egy grafot jol klaszteresithetének neveziink akkor is, ha ugyan ossze-
fiiggd, de valamely k pozitiv egészre csticsainak létezik olyan k-particidja, hogy a
partici6 altal definialt részgrafok ,tomorek” (sok a belss él), a koztes élek szama
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pedig ehhez képest ,elenyészéen kevés”. A koztes élek mennyiségét a graf kiilon-
bdz6 médon silyozott vagasaival lehet mérni. Ez azonban bonyolult leszamléalési
feladatokhoz vezetne, rdadédsul az 8sszes sz6bajovs k-ra (1 < k < n, ahol n a csi-
csok szama) ki kellene szamolni ezeket a mennyiségeket és minimaliz4lni az 6sszes
lehetséges particiéra. Ezért ezirdnyi vizsgdlatainkat a spektrumon keresztiil fogjuk
végezni.

A gréfon beliili tsszefiiggdség szorossdganak mérésére Fiedler [10] 1973-ban
bevezette az incidenciamétrixbél szamolt in. Laplace-métrixot, és ennek legkisebb
pozitiv sajatértékét vizsgalta. Juhdsz és Malyusz [12] az el6bb emlitett sajatértékhez
tartozo sajatvektor kordinatainak elGjele alapjan meg is talalta a két lazan Ossze-
filggé komponenst. Ennek altaldnositdsaként mi a k-klaszteresithetGség mérésére
a Laplace matrix k — 1 legkisebb pozitiv sajatértékét fogjuk vizsgédlni, maguknak
a klasztereknek a megtaldlasahoz pedig a hozzéjuk tartozé sajatvektorok alapjin
meghatarozzuk a csicsok un. euklideszi reprezentdnsait. Ezek (k — 1)-dimenzi6s
vektorok, melyek metrikus klaszteresitése a matematikai statisztika klaszteranali-
zis cimf fejezetének j6l koriiljart probléméja, 1d. McQueen [14], Dunn [8], Lengyel
[13]. .

Vizsgélatainkat persze barmely k-ra (1 < k < n) elvégezhetjiik, de k értékének
novelése csak a dimenzi6é novelését jelenti olyan m'odon, hogy tdjabb komponenseket
adunk hozza a cstcsok reprezentansaihoz, a mar meglevé komponensek valtozatla-
nok maradnak. Azért el6z6leg érdemes a spektrumbeli rés(ek) alapjan tajékoz6dni
az optimalis k-r6l.

A kromatikus szdmot is szoktdk a graf incidenciamétrixdnak legnagyobb saja-
tértékével kapcsolatba hozni. A Laplace-métrix alapjan is kijon, hogy ha van k db.
elég jol elkilloniils nagy sajatérték (itt a legnagyobb sajatértéktsl lefelé haladva ke-
ressiik a rést), akkor a graf kromatikus szdma ugyan nem biztosan k, de néhany
belsé él elvételével ez megoldhat6, azaz van olyan k-particié, hogy ,kevés” él fut a
partici6é elemein beliil és sok a ,koztes” él. Ha a kromatikus szamot egy ilyen sta-
tisztikus ,kvéazi-kromatikus szammal” helyettesitenénk, akkor azt jellemezhetnénk
a Laplace-méatrix nagy sajatértékeivel, a hozzdjuk tartozé sajatvektorok segitségével
pedig az optimalis particié metrikus szemlélet alapjan lenne nyerhets. A térképé-
szeti problémét ez természetesen nem oldand meg, de nyilvin vannak olyan par-
ticionélasi feladatok a gyakorlatban, ahol azt szeretnénk, hogy az egy csoportba
tartozds laza, a kiilosnbsz6kbe valé tartozis pedig szorosabb kapcsolatot fejezzen ki
(pl. agy akarunk klubokat 1étrehozni, hogy az egy klubba tartoz6 emberek lehets-
leg ne ismerjék egymadst, viszont sok legyen a kivezetd szdl). Ezzel a kérdéskorrel,
mivel kevésbé természetes mint a mésik, itt nem akarunk foglalkozni. Megjegyez-
zuk még, hogy a statisztikus vizsgédlatokhoz mind a cstcsok, mind az élek szdmét
tekintve nagyméreti grafokra van sziikség.

A klaszteresitési feladat 1épten-nyomon felvet&dik a gyakorlatban, pl. ismeré-
soket vagy hasonld tulajdonsagokat szeretnénk egy klaszterbe sorolni, egyaltalan
felismerni a hasonlé tulajdonsdgokat. Szamunkra egy ilyen probléma djsziilottek
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velesziiletett rendellenességeinek statisztikai analizisekor allt el6, amikor kapcsolé-
dési csoportokat (tin. szindrémakat) szerettiink volna taldlni a sokféle (csaknem 50)
rendellenesség kozt. Mintaul mintegy 10 000 rendellenesen sziiletett jsziilotton re-
gisztralt megfigyelések szolgaltak, melyek nem is egy kozonséges graffal, hanem egy
hipergraffal irhaték le. Mig egy grafndl mindig két cstcs van éllel dsszekodtve, addig
egy hipergraf hiperéle tobb csicsot is magdban foglalhat, a tovidbbiakban ezeket
is egyszertien csak élnek nevezziik. Esetiinkben a hipergraf csicsai a rendellenes-
ségek, élei pedig az egyes ujsziilotteken regisztralt rendellenességeknek megfelel
cstics-részhalmazok voltak.

fgy a Laplace-matrix fogalmat hipergrafokra altalanositjuk, és az SsszefiiggGség
kérdését is hipergrafokra fogjuk vizsgélni tetszbleges k (1 < k < n) egész szadm
esetén. A k = 2 eset, vagy kozonséges grafok esete ebbsl specidlisan addédik.
Eredményeink fejezetek szerint a kovetkez6kben foglalhaték dssze:

1. Definidlunk egy célfiiggvényt, melynek minimalizdldsaval a csicsok és élek
olyan reprezentdnsait kapjuk, hogy egy ¢l reprezentdnsa euklideszi tavolsdgban
mérve kozel van az é4ltala tartalmazott csiicsok reprezentdnsaihoz. A célfiigg-
vény linedris algebrai segédeszkoztkkel minimalizdlhaté, természetes médon
adédik a Laplace-matrix és annak spektréalfelbontasa.

2. Definidlunk a k-particiékat jellemzs kiilonboz6képpen silyozott vagasokat, és
ezekkel hozzuk Osszefiiggésbe a Laplace-méatrix sajatértékeit. Nevezetesen, a
k — 1 legkisebb pozitiv sajatérték osszegére adunk alsé- és felsd becslést a fenti
kombinatorikus mérdszamok segitségével. A fels6 becslés valdjaban azt fejezi
ki, hogy k ,kicsi” sajatérték megléte szitkséges feltétele a ,,j6” klaszteresithets-
ségnek. Az als6 becslés mads konstansokat is tartalmaz, és tudunk konstruélni
példat arra, hogy bér az als6 becslés eléretik, a graf mégsem klaszteresedik jol.
Igy ebbdl az alsé becslésbs] nem vonhaté le a kivetkeztetés, hogy a k ,kicsi”
sajatérték megléte elégséges is lenne.

3. Ugyanakkor vizsgaljuk a megfelels sajatvektorokb6l adédé reprezentansokat.
Ezek metrikus ,,j6” klaszteresithetGsége (a klaszteratmérdkre tett korlatoza-
sokkal) mar elégséges a hipergraf j6 klaszteresithetGségéhez.

4. Létezik egy sejtés, hogy a spektrumbeli ,rés” megléte Snmagaban is elégséges,
de ehhez nem tudunk beldtni egy lemmat, csak k = 2-re. Orommel vennénk,
ha k > 2-re valaki bebizonyitana vagy ellenpéldat konstruélna.

5. Végiil egy szamitégépes algoritmust javaslunk nagyméret( hipergrafok klasz-
teresitésére. Az algoritmus az eredeti particionalasi feladatot csak részként
tartalmazza, eredményként pedig nem feltétleniil diszjunkt csics-klasztereket
produkal.

A 6. fejezet néhany érdekes, de felhasznéldsra nem keriil6 tényt kozol hiperg-
rafok sajatértékeivel kapcsolatban, és megadjuk néhany specidlis graf euklideszi
reprezentéciéjat. A 7. fejezet a f6bb tételek bizonyitasat tartalmazza, ami érdekes
lehet azok szdmadra, akik linedris algebréval foglalkoznak.



A cikkiinkben kozolt eredmények megtaldlhatéak a [6] dolgozatban, egyes
részleteket [3]-ban és [4]-ben kozoltiink, a [16] egyetemi jegyzetben egy fejezet
foglalkozik témankkal. A grafok spektrumaval sokan masok is foglalkoznak, koziiliik
az [1], [2], [7], [11] cikkeket emlitjiik.

1. Hipergréfok euklideszi reprezenticiéja

Jelslje a H = (V, E) hipergraf csicsainak és éleinek halmazat V = {v;...v,} és
E = {e;1...en}. H egyértelmtien megadhat6 az A n x m-es incidenciamatrixszal,
melynek altaldnos eleme aj; = Z(v; € e;), ahol a v € e rel4ci6 azt jeloli, hogy a v
csucs benne van az e hiperélben:

1, ha vEe
Tuge)= {O, kiilsnben.

Legyen k (1 < k < n) rogzitett egész. Keressiik a cstcsok xi,...,X, és az élek

Yi,---,¥m k-dimenziés reprezentansait a
(1.1) Z XJ'X?—_—I]c
=1
kényszerfeltétel mellett agy, hogy az élek koltségtsszegét kifejezs
(1.2) Q=) K(e)
i=1

célfiiggvény minimadlis legyen, ahol

n \
(13) K(e:) = _ajillx; - yil*

j=1

az e; hiperél reprezentdlasanak koltsége.

A célfiiggvény konstrukciéja olyan, hogy a hipergraf élei 6ssze szeretnék hizni
a csticsok reprezentdnsait, mig a kényszerfeltétel kifesziti azokat. Az optimélis
reprezentacié bizonyos kompromisszum: azok a csticsok keriilnek kozel egymashoz,
amelyek sok kozos élben benne vannak.

Ezekutédn a célfiggvényt a kovetkezd lépésekben minimalizaljuk. Jelolje x(e)
az e hiperélet alkot6 csicsok reprezentdnsainak atlagat:

(1.4) x(e) := I%IZI(W € e)x;.
j=1



Jelolje X := (x1--'Xp) és Y := (y1-'-ym) a cstcsok és élek reprezentansaibol,
mint oszlopvektorokbdl 4ll6 k x n-es ill. k x m-es méatrixokat, tovabb4 D, ill. D, a
cstcs- ill. él-fokszamokat tartalmazé n x n-es ill. m x m-es diagondlmétrixokat (a
diagonadlisban 4ll6 elemek val6jdban az incidenciaméatrix marginélisai). Feltehet6,
hogy D, nem szinguldris (nincsen iires él).

Ezekkel a jelolésekkel K (e) cstokkenthets és a Steiner-formula alapjan a kovet-
kezg atalakitas végezhetd:

B ZI('U]’ € e)||xj - i(e)”z, e€ E.
i=1 ‘

A jobb oldalt L(e, X)-szel jellve egy kis szdmoldssal

n

1 n
(1.5) L(e,X) = E‘TZ ZI v; € e)I(v; € e)||lx;i — x4]|>, e€E
i=1l j=1

adédik. Az L(X) := Z L(e, X) jeloléssel a Q > L(X) egyenlGtlenség a csicsok bar-

mely X reprezentéaéﬁra fennall. L(X) viszont altalanositott kvadratikus alakka
alakithaté:

(1.6)
n n 1 1 n n
> [2 > I(vi € e)I(v; € G)H] s = %50* =D Y exlx;,
i=1 j=1 ecE i=1l j=1
ahol
— S I(vi € e)I(v; € e)ﬁl, ha % 75
ecE
(1.7) Cij = I(v; € e) = 8! I(v; €e ha i
1 el T %3 1 ) _]7
"B O =4 B o
e[>1

éssi=#{e€E :vi€e, |e|>1}.

1.1. Definicié. A (1.6)-beli kvadratikus alak méatrixat a H hipergraf Laplace-
mdtrizdnak nevezziik és C-vel jeloljiik.

C elemei (1.7) alapjan szamolhat6k, matrix jeloléssel pedig C = D, —
AD:AT,

Minimalizdljuk a fenti L(X)-szel jelolt altaldnositott kvadratikus alakot az
(1.1) kényszerfeltétel mellett! Kénnyen ldthat6, hogy a minimalizdlandé kifejezés
nem més, mint tr XCX7T, a kényszerfeltétel pedig XX7 = I). Mivel az n X n-
es C matrix szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, egy — homogén kvadratikus
alakok szélsGértékeire vonatkoz6 — tétel szerint (megtaldlhat6é pl. Rao [15]-ben)
bebizonyitottuk a kovetkezs Gn. Reprezentdcids Tételt:



1.2. Tétel. Az (1.2) célfiiggvény minimuma az (1.1) kényszerfeltétel mellett

i=1

ahol 0 = A\; < Ay ... < A\, jeloli a C Laplace-métrix sajatértékeit. A minimum
arra az X k-dimenzi6s euklideszi reprezent4ciora éretik el, amely a C métrix k leg-
kisebb pozitiv sajatértékéhez tartozé paronként ortogondlis, normalt sajitvektorait
tartalmazza soraiban, a sajatértékek novekvd sorrendje szerint. Egy ilyen optimalis
X-et X*-gal jelolve, az élek optimélis reprezentécidjsra Y* = X*AD! ad6dik. m

Az optimélis reprezentici6 egyértelmiiségérél a kivetkez6k mondhaték el. Ha
R tetsz6leges k x k-as ortogonalis méatrix (RR7 = I), akkor sem a célfiiggvény,
sem a kényszer nem valtozik az X’ = RX helyettesités hatdsara (nyilvanval6, hogy
a reprezentdsok rendszerét elforgatva, kolcsonds helyzetiik valtozatlan marad). fgy
X* csak forgatés erejéig egyértelmi, amennyiben a sajatvektorok azok (vagyis, ha
a C matrix sajatértékei mind egyszeres multiplicitasiak). Egyébként, ha tébbszo-
ros sajatérték is van, akkor X* megfelel6 sorai tetsz6legesen valaszthatok (persze
ortogondlis médon) a megfelels sajataltéren beliil.

Megjegyezziik, hogy k értéke itt még nem jatszik kiilsndsebb szerepet, mivel
barmely k-ra (1 < k < n) egy optimélis (k + 1)-dimenziés euklideszi reprezent4-
ci6 konnyen nyerhet6 a k-dimenzi6sbél egy tdjabb sajadtvektor hozzavételével X*
soraihoz.

Az (1.7) képletb6l az is latszik, hogy a hurkok (élek, melyekre |e] = 1) nem
jarulnak hozza a Laplace-métrixhoz, igy a tovdbbiakban csak hurokmentes hiperg-
rafokkal foglalkozunk.

Vegyiik észre, hogy a Laplace-métrix mindig szinguldris (ui. sordsszegei
0-k). A 0 sajatértékhez tartoz6 normaélt sajatvektor az ﬁe, vektor, ahol e jelsli az
osszes koordin4tajaban 1-et tartalmazé n-dimenziés vektort. Igy ennek a koordins-
tanak alapjan a reprezentansok nem kiilonithet6k el, a k-dimenziés reprezentéacioé
val6jdban az e-re ortogondlis (k — 1)-dimenzi6s altérben torténik.

Az is nyilvanval6, hogy a H hipergraf osszefiiggé komponenseinek szdma meg-
egyezik a 0 sajatérték multiplicitdsaval (ha H Osszefiiggs, csak egy 0 sajatértéke
van), hisz az sszefiigg6 komponensek C-t blokkmatrixokra osztjak, és mindegyik-
nek lesz egy 0 sajatértéke. A komponensek kiilon-kiilon vizsgalhaték, igy a tovab-
biakban elég osszefiiggd hipergrafok vizsgalatara szoritkoznunk.

Osszefiiggs hipergrafok esetén természetesen meriil fel a kérdés, vajon hany él
elmozditésédval sziintethetd meg ez az 4llapot, és hogyan dertil ki az Osszefiiggés la-
zasdga magabdl a spektrumbél, tovabb4 hogyan tudjuk konstruktive megtalalni az
egymassal lazan Osszefiiggé komponenseket. Mar Fiedler [10] megmutatta kozonsé-
ges grafokra, hogy Ag ,kicsisége” két 0sszefliggt komponens meglétét jelzi. Juhész
és Malyusz [12] meg is konstruéltak a két komponenst a A\;-hoz tartozé sajatvektor
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koordinatdinak elGjele alapjan. Mi a tovabbiakban megmutatjuk, hogy a két kom-
ponens szétvilasdba Ay és A3 ardnya is belesz6l, tobb komponens szétvalasztasahoz
pedig a rékdvetkezs sajatértékeket is vizsgaljuk.

2. Hipergrafok spektruma és kombinatorikus tulajdonséigai kozti
osszefiiggések

Legyen H = (V,E), |V| = n, |[E| = m egy 0sszefiiggé, hurokmentes hipergraf,
Laplace-métrixanak sajatértékeit jelolje 0 = Ay < Ay < -+ < A,. Bevezetiink
néhany kombinatorikus mérgszamot, amelyek a hipergraf tsszefiiggéségét karakte-
rizaljak.

H csticsainak (Vi, ..., Vi) nem-iires, diszjunkt részhalmazokra val6 felosztasat
k-particiénak nevezziik és roviden Py-val jeloljiik. Jelolje Py a hipergraf tsszes k-
particiéinak halmazat.

2.1. Definicié. A P, = (V4,..., Vi) partici6 v(Py) stirdségét a

v(Py) : z E ai(e)aj(e

eGE 1<1<_7<k

u(Py)-val jelolt stlyozott siiriiségét pedig az

1 1
W)=Y ¥ (54 n—,.) ai(e) as(e),
e€EE 1<i<j<k
Osszefiiggés definialja, ahol a;(e) = |e N V;| és n; = |Vi].

Ezek utén legyen a H hipergraf minimdlis k-sirisége

(2.1) pr(H) = min v(Fk),
minimdlis silyozott k-stiriisége pedig

(2.2) vi(H) = PIIIEI%L u(Py).

2.2. Definicié. A P, = (Vi,...,Vy) partici6 k-vdgdsa azoknak az e éleknek az
dsszessége, melyekre |e N V;| # 0 teljesiil legalabb két killonboz6 Vi-vel. Ezt a
halmazt H(Py)-val jelvljiik.

A Py partici6 tekinthetd a csicsok k-szinezésének is: a v cstics szine ¢(v) := 1,
ha v € V;. Egy e hiperélet ,tarkdnak” neveziink ebben a szinezésben, ha van
legalabb két kiilonboz6 szinti csics benne. fgy a H(P:) halmaz éppen az ilyen
tarka élekbdl all.



A H hipergraf minimdlis k-vdgdsa az, amelynek szamossaga (a benne levs
hiperélek szdma) a legkisebb. Egy ilyen minimumot adé particiét Py-gal jelslve
(nem biztos, hogy egyértelmt), (H) := |H(Py)|.

2.3. Megjegyzés. A fent definidlt mennyiségekre nyilvanval6an

po(H) < ps(H) <+ < pn—1(H) < pn(H),
(2.3) vo(H) S wv3(H) L - <vp_1(H) < va(H),

O2(H) < O3(H) <+ <0p_y(H) <O (H)=m. =

2.4. Tétel. A H hipergraf k legkisebb sajitértékének dsszegére a fenti kombina-
torikus mennyiségekkel

k
(2.4) cnbi(H) < Y A; < wi(H)

teljestil, ahol c, = ﬂ;g'—_ﬁ'
A tétel bizonyitdsa a 7. fejezetben taldlhato.

Ha vy (H) ,kicsi”, ez azt jelenti, hogy a minimadlis silyozott k-sfirtiséget ad6
k-particié olyan tulajdonsagu, hogy ,kevés” benne a tarka él és azok is viszony-
lag kisméretd csics-klaszterek kozott futnak. Ezért a fenti fels6 becslés azt jelzi,
hogy ilyen esetben a k legkisebb sajatérték sszege is kicsi. Azaz k viszonylag kis
sajatérték megléte szilkséges feltétele a j6 klaszteresithet&ségnek.

Az alsé6 becslés egy, a cstcsok szamatol fiiggd konstanst is tartalmaz. Vannak
grafok (1d. a 6. fejezet szalagjai, hal6i és pokjai, 6.7.-6.10. példak), melyekre az
als6 becslés nagysagrendileg eléretik, mégsem klaszteresednek j6l semmilyen k-ra.
Persze, itt a sajatértékek eloszlasa egyenletes, nincsen rés a spektrumban.

k = 2 esetén precizebb becslés adhaté A\; és Ao Osszegére, azaz Az-re:

2.5. Tétel. Legyen H ¢sszefiiggd hipergraf és jelovlje A, a legkisebb pozitiv sajdt-
értékét. Akkor

(2.5) Xs 5 {2(1 —cos Z)pg(H), ha 0< po(H) < Lsmax

C1[1,2(H) — C28max, ha %smax < MZ(H);
ahol ¢, = 2(cos Z — cos 27"), co = 2cos %(1 - cosﬁ) €S Smax = MaX; S;.

Kozonséges grafokra ez az alsé becslés megegyezik a Fiedler éltal [10]-ben
adottal.
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3. A reprezentansok klaszterei

Most az optimélis k-partici6kat szeretnénk felismerni. Ehhez valasszunk egy olyan
k-t, melyre A\x és Ary1 kozott viszonylag nagy rés van a spektrumban. Tekintsiik
a hipergraf optimélis k-dimenzi6s euklideszi reprezentéacidjat, ahol az xj,...,x),
cstcs-reprezentdnsok val6jadban (k — 1)-dimenziés vektorok. Klaszteresitsiik 6ket a
k-kozép médszerrel (1d. McQueen [14]). Tegyiik fel, hogy a fenti pontoknak létezik
az alabb definialt j6 tulajdonsagokkal rendelkezé k-particiéja.

3.1. Definicié. A P, = (V4,..., Vi) particiét a csicsok X = (x;,...,X,) euk-
lideszi reprezentacidjaban jél-szepardltnak nevezziik, ha vele a(Py) > 1 teljesiil,
ahol

min ||x; — x;
. Slveielv;) = i

max X; — X5
b T

(3.1) a(Py) :

Ez azt jelenti, hogy az egy klaszteren beliili reprezentdnsok maximalis tavol-
séga is kisebb, mint a kiillonboz6 klaszterbeliek kozti minimalis tavolsag. (Ha ilyen
jol-szeparalt k-particié létezik, akkor Dunn [8], [9]-ben bebizonyitotta, hogy az
egyértelmf, és algoritmust adott a meghatdrozaséra.)

A kovetkez6 tétel arrdl szol, hogy amennyiben létezik a reprezentdnsoknak
egy ,nagyon” jol-szeparélt k-partici6ja, (ezalatt a klaszterdtmérGkre tett tovabbi
korldtozasokat értiink), akkor ugyanaz a mennyiség, amivel az el6z6 fejezetben a &
legkisebb sajatérték osszegét feliilrsl becsiiltiik, most alsé becslést ad a k legkisebb
sajatérték vsszegének konstansszorosara.

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy valamely 1 < k < n egészre létezik az optimalis k-
dimenziés reprezentdnsoknak olyan jél-szepardlt klaszteresitése, melyben a klasz-
teratmérék e-ndl kisebbek, ahol € < #ﬁ- Akkor

k
(3.2) ve(H) <> A,
Jj=1

A 2
ahol g =1+ ==.
A tétel bizonyitasa szintén a 7. fejezetben taldlhato.
Osszehasonlitva a 2.4. és 3.2. Tételek eredményeit azt kapjuk, hogy

k k
Z/\j < w(H) §q22/\j, ahol 1<g¢g<2.

7=1 =1

Teh4t az el6bbi tétel feltételei mellett E;?:l A; 6s vi(H) legfeljebb csak egy 4-es
faktorban kiilonboznek, azaz a reprezentdansok metrikusan j6 klaszteresedése esetén
Z§=1 A; kicsisége elégséges is a kombinatorikus értelemben vett j6 klaszteresithe-
toséghez.



4. Becslések siilyozott grafokra

Tovabbi vizsgélatainkat a spektrufnbeli rés elégségességével kapcsolatban egysze-
ribb silyozott grifokra megfogalmazni, mivel ott bizonyos folytonosség teljesiil (a
stilyok ui. tetsz6leges valés szamok, melyekkel kénnyebb perturbéciés eredményeket
bizonyitani). Az eredmények érvényben maradnak hipergrafokra is, hiszen minden
hipergréfhoz egyértelmtien hozzarendelhets egy, az aldbbiakban definialt silyozott
graf.

Legyen tehat G = (V, W), egy stlyozott grafa V := {vy,...v, } cstcshalmazon
a W silymaétrixszal megadva. W egy n x n-es szimmetrikus métrix, diagonalisa
azonosan zér6, mig a nemdiagonalis w;; = w;; > 0, ¢ # j elem a {v;,v,} €l stlya (ha
v; és v; nincsenek éllel vsszekotve, akkor ez a sily 0). Egy kozonséges graf ennek
specidlis esete, ahol a silymé&trix a szokdsos 0 — 1 adjacencia-métrix.

A G stlyozott graf euklideszi reprezentéciéjdban csak a csticsokhoz rendeliink

reprezentansokat. Az xi,...,X, (k — 1)-dimenzi6s reprezentansokra a x,-x;f =
b J=1
n
Ii—1 kényszerfeltétel mellett még a > x; = 0 kikotést is tessziik, igy az els6
=1

koordinatak egyenldségét kizarjuk. (Az 1. fejezetbeli k-dimenziés reprezentansokrol
is lattuk, hogy val6jaban egy (k — 1)-dimenzi6s altérben helyezkednek el.)

A minimalizdland6 célfiiggvény most

n—1 n
(4.1) Q= Z Z w,'jllxi - Xj||2 = tl‘XCXT,

i=1 j=i+1

ahol az X (k — 1) x n-es métrix a reprezentdnsokat tartalmazza oszlopaiban, a
C n x n-es matrix pedig a silyozott graf Laplace-matrixa. Konnyﬁ latni, hogy

C = D—-'W, ahol a D diagonédlmatrix diagondlis elemei d; = Z w, (t=1,...,n).

Az is konnyen lathaté, hogy az ugyanezen a csucshalmazon deﬁma.lt H = (V,E)
hipergrafhoz

1 A ol
Wij = Wy; = ZI('W €e)I(v; € e)H, (1<2 <7 < n).
e€E

stlyokkal hozzarendelt silyozott graf Laplace-métrixa azonos a hipergraféval. Egy
vsszefiiggs silyozott graf (sulymadtrixa nem hasad blokkokra) Laplace-matrixanak
pontosan egy 0 sajatértéke van és rendelkezik a jol ismert tulajdonsdgokkal.

@ minimuma itt is a Laplace-méatrix k legkisebb (vagy ami ekvivalens, k — 1
legkisebb pozitiv) sajatértékének Osszege, és eléretik, ha az X métrix soraiba a
hozz4juk tartozé sajatvektorokat tessziik (itt a O sajatértékhez tartozé sajatvektort
kihagyjuk a reprezentaciébol).
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A csticsok egy P, = (V4,...,V,) particiGjanak stirtisége és stlyozott stirtisége
itt is hasonl6éan definialhatoé:

k-1 k-1 1 1
v(Py) = Z Z Wiy, U(PE) = Z Z (n—l + E) Wi,

=1 m=l+1 =1 m=l+1

aholwy,, = Y, Y wij, (1<l <m<k)ésny,=|Vp|. A px, vx mennyiségek
vi€VI v;€Vi
pedig ezek Pi-n vett minimumai.

A perturbécits vizsgédlatokhoz rogzitsiik a P partici6t. Ennek megfelel6en a G
silyozott graf két, éldiszjunkt részre bonthat6: Az egyik tartalmazza az egyszint,
a masik pedig a tarka (itt kétszint) éleket a P, partici6 dltal meghatarozott szi-
nezésben. Mindkét részt ugyanazon a csicshalmazon tekintve a két silyozott graf
Laplace-métrixa 6sszead6dik (1d. 6.1. Allitas): C = B + P. Mivel az egyszinti élek-
b6l 4ll6 rész k tsszefiiggs komponensre bonthaté (az egyes szineknek megfelelGen),
B-nek pontosan k db. 0 sajatértéke lesz. Jellje p a B maétrix legkisebb pozitiv
sajatértékét (ez azonos valamely egyszin( blokk legkisebb pozitiv sajatértékével).
Legyen tovabb4 e := ||P|| (¢ annal kisebb, minél kevesebb a tarka él). Tegyiik fel,

hogy ¢ < p.
4.1. Definicié. Az xi,...,x, € R*! vektorok k-variancidja a P, particiéban

2

&

Y

k
S}PX)=Y 3 _&:L_,):_x_:

i=1l j:e¢(j)=t

ahol ¢ a megfelel6 szinezés és n; = |Vi|. Az xy,...,%x, vektorok k-variancidja

5i(X) = p“fsi%k 5P X).

ke
A fenti jelolésekkel a kivetkezé 4llitas lathaté be:

4.2. Tétel. Az e < p feltevés mellett az

SE(Pe, X*) < k=
e
fels¢ becslés adhat6 az Xj,...,X;, optimélis (k — 1)-dimenzids reprezentdnsok Pj-
beli k-variancidjara.
A bizonyitast 1d. a 7. fejezetben. Megjegyezziik, hogy
e=|P|<trP = Z wi; = v(Pk)
(i) (i)
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és

2(1 — cos %i)[lz(Gi), ha 0 < u2(G;) <

q
=d;
o = min \;(B;) > { ] o
; Ci1p2(Gi) — Cia@imax, ha 3dimay < p2(Gi),

2 ), cia = 2cosZ (1 — cos Z)s dimax = maxjev; d;

ahol ¢;; = 2(cosZ, — cos 2*,

— 1d. 2.5. Tétel — és B; a V; cstcshalmaz alta.l indukalt, G;-vel jelolt sulyozott
részgraf n; x n;-es Laplace-métrixa. B; a B matrix i-edik diagonalis blokkja. Ezért
minél kisebb a P partici6 stirtisége és minél nagyobb az egyszinfi részgrafok 2-
vagasa (azaz a G; részgrafok erGsen Osszefiigg6ek), anndl jobban klaszteresithetSk

az optimalis (k — 1)-dimenzi6s reprezentansok k klaszterbe.

A fenti becslés egy adott k-particiéra vonatkozik, g és € az adott Pr-t6l fiigg.
A kovetkez§ éllitas az optimélis (k — 1)-dimenzi6s reprezentdnsok k-variancidjara
vonatkozik.

4.3. Allitas. Legyen X* optim4lis (k — 1)-dimenzids reprezentacidja a fenti silyo-
zott grafnak. A csics-reprezentdnsok k-variancidjara az

AL+ oo+ Akt

X)L P X") 2
¥ (X*) < Si (P, X*) < o(P)

Usszefiiggés teljesiil birmely Py particiéval, ahol o(Py) a Py, particié 4ltal indukalt
részgrafok tomorségére jellemzo, az el6bbiekben bevezetett konstans.

Szeretnénk most a fenti k-varianciat kozvetleniil a A\x és Ar41 sajatértékek
hanyadosaval feliilbecsiilni. Ez k¥ = 2 esetén sikertilni is fog. Az eredményt még
altaldnosabban, stilyozott csicsi silyozott grafokra mondjuk ki.

Legyenek a G = (V, W) siilyozott graf csicsai az di,...,d, stlyokkal ellstva,
ahol d; = )~ w;;. Jelvlje D az ezeket a siilyokat ilyen sorrendben diagonélisdéban
i#]
tartalmazé diagondlmatrixot. Most a (4.1)-beli Q célfiiggvényt a Z;—':l dysyx] =
XDXT =1, é E;=1 d;jx; = 0 kényszerfeltételek mellett minimalizaljuk. Mivel @
most
tr XDXT = tr(XD/2)[D~/2CD~1/2)(XD"/2)"

alakban irhat6, és az XD maétrix sorai a kényszer miatt ortonorméltak, Q mi-
nimumaéat most a szogletes zargjelben 4ll6, a tovabbiakban Cp-vel jelolt sulyozott
Laplace-mdtriz (amely szintén szimmetrikus, szinguldaris, pozitiv szemidefinit) k—1
legkisebb pozitiv sajatértékének 6sszege adja, az optimalis (k — 1) dimenziés repre-
zentansok pedig az X*D'/2 matrixb6l nyerhet6k, mely a megfelels sajatvektorokat
tartalmazza soraiban. Cp sajatértékeire egyébként 2 fels6 korldt, igy ha G még
Osszefiiggd is, akkor
=i <A S A€ ... SAa 2
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4.4. Tétel. Legyen X* optimalis 1-dimenzios reprezentdcidja a fenti médon si-
lyozott grafnak (X* a Ag-hoz tartozo sajatvektorbdl nyerhets transzformdciéval).
Akkor az optimé4lis reprezentdnsok 2-variancidjara a spektrumbeli réssel a kovet-
kezd becslés adhato: A
S3X*) < 2
A3
Felmeriil a kérdés, vajon a (k—1)-dimenziés optimaélis euklideszi reprezentansok
k-variancidjat nem lehetne-e feliilr6l becstilni a Ag és Ag41 kozti spektrumbeli réssel
vagy annak esetleg k-t6l fiiggs konstansszorosaval. Sejtéstink a kovetkezs:

4.5. Sejtés.

A+ A+ A
Ak+1

SHX*)<(k-1)- . 1<k<n-1

A 4.4. Tétel bizonyitdsa és a 4.5. Sejtés bizonyitdsahoz sziikséges lemma a
7. fejezetben van leirva.

5. Egy ad hoc algoritmus hipergréafok klasztereinek megallapitdsara

Mintdul a v;,vs,...,v, bindris (0-1) véltozékra tett ej,es,...,e, megfigyelé-
sek szolgdlnak (n < m). Ezek a H = (V,E) hipergrafot alkotjdk, ahol V =
{v1,v2,...,vn} és E = {e1,€2,...,em}, Z(v € €) = v(e) pedig 1 vagy 0 aszerint,
hogy az e objektumon a v tulajdonsigot megfigyelték-e vagy sem.

Legyen E' C E egy al-minta, amely a H' = (V,E') hipergrafot generilja.
Jelolje 0 = A\ (H') < X\o(H') < ... < A\ (H') a H' hipergraf Laplace-spektrumét
és az n X n-es X*(H') méatrix tartalmazza soraiban a hozzdjuk tartazo teljes
ortonormalt sajatvektorrendszert. Az 1.2. Reprezentaciés Tétel szerint béarmely
d egészre (1 < d < n) a d x n-es X}(H') matrix, amely X*(H') els6 d sorat
tartalmazza, a H' hipergraf optimalis d-dimenzi6s reprezentédcicjat adja. Az E’'-
beli élek dsszvariancidja ebben a reprezentaciéban

X (H').

M-

L(X3(H')) = ) L(e,X3(H")) =

e€E’ J=1

A H' hipergraf bedgyazasanak koltségét a

K(H') := de{rﬁiﬁn} [c2"~¢ + L(X3(H"))]

célfiiggvénnyel definidljuk, ahol a c konstanst el6re vélasztjuk meg (a probléma mé-
retének megfelelGen), és a c2"~¢ tag a tilsdgosan nagy dimenzi6kat biinteti (az élek
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osszvariancidjat kifejez6 L (X5(H')) tag — épp ellenkez6leg — a dimenzi6 novelésé-
vel csvkkenthet§). A minimumot adé d* dimenziét az E’ él-klaszter dimenzidjdinak
nevezziik.

Jelolje S az E élhalmaz sszes lehetséges partici6it. Keressiik azt az S € S
partici6t, melyre a K = > K (H;) célfiggvény minim4lis, ahol H; = (V, E;). Most

valasszunk és rogzitsiink egy k egészet (1 < k < n). Definidlunk egy iteraciot,
amely a fenti célfiiggvény egy relativ minimuméhoz vezet, ha csak az Sg-val jelslt
k-particiék korében keressiik a minimumot. Legyen tehdt (E,,...,Ey) € S az E
élhalmaz egy k-partici6ja. Az el6z6 jeloléseket alkalmazva az indukalt H; = (V, E;),
(i=1,...,k) rész-hipergrafokra a

Qd.-(Hi) T + L(xz,(Hl)L (1 =1,... ?k)

k
jeloléseket bevezetve a Q = 3 Qq,(H;) koltségfiiggvényt fogjuk minimalizalni a
=1
Sk-beli particiék és a dy, . .., dr dimenziék kdrében.

A minimumot keresd iteracié a kévetkezs 1épésekbsl 4ll:

0. Kiindulasul tekintsiik az E élhalmaz tetsz6leges Ei,..., Ej partici6jat (egy
ilyet nyerhetiink pl. a k-kozép médszerrel, 1d. [13], [14]).

1. Az E,, ..., E; klasztereket rogzitve: meghatarozzuk a H; = (V, E;) hipergrafok
Laplace-métrixainak spektréalfelbontasat. Ezutan Qg (H;)-t a d; dimenziéban
minimalizaljuk (minden i-re kiilon). Mivel 1 < d; < n egész, ez egy diszkrét mi-
nimalizalasi feladat. Jeldlje df a minimumot adé (nem feltétleniil egyértelmii)
dimenzi6t, amellyel tehat

dar

Qa:(Hi) = 2% + Y " N\;(H:) (i=1,...,k).

j=1

2. Most a d-dimenziékat rogzitve az objektumokat dtsoroljuk a klaszterek kozt:
az e objektumot abba az E; klaszterbe helyezziik, amelyben a hozz4 tartozo
L(e,X}.(H;)) variancia minimdlis (ha tébb klaszterre is minimalis, akkor
vegyiik ‘a legkisebb ilyen i-t). Az objektumok igy nyert 1j klaszteresitését
EY, ..., E;-gal jelolve, ezekkel megismételjiik az 1. és 2. lépéseket, amig csak
Q@ csokkenthetd.

Trivialis, hogy a fenti 1épések @ értékét csokkentik, s mivel az objektumok
szama véges, az algoritmus véges lépésben @Q relativ minimumdahoz vezet. (Ese-
tiinkben, n = 50, m = 10 000 értékekkel az iterdcié 5-6 lépésben véget ért.)

Bevezethetnénk egy k-ban minimalizal6 lépést is, igy azonban az algoritmus
nagyon hosszadalmas lenne. Inkdbb végigesindljuk néhény kivalasztott k-ra (pl. a
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k-kozép eljarast lefuttatva kaphatunk k-ra ttletet), és tsszehasonlitjuk a minimum-
ként kapott @ értékeket.

Az iteracié soran Kkiiirtilhetnek, és altalaban ki is tirtilnek él-klaszterek. A k
értéke természetesen ezzel csbkken. A H; = (V, E;) hipergrafok altalaban tartal-
maznak izolédlt csicsokat (nem Osszefiiggbek), jelolje V; a nem izolalt csicsok hal-
mazét. Ekkor U7_; V; = V', de a Vi,..., Vi rendszer nem feltétleniil diszjunkt. Ezek
a diszjunkt él-klaszterekre jellemz6 tulajdonsdg-asszocidcidkat tartalmazzak. A mi
mintdnkon, ahol a tulajdonsagok velesziiletett rendellenességek, az objektumok pe-
dig érintett jsziilottek voltak, ezek az asszocidciok épp a rendellenességek specialis
kapcsol6dasi csoportjait, tn. szindrémait adtdk meg.

6. Néhany megjegyzés hipergrafok spektruméhoz

Az els6 fejezet jeloléseit hasznaljuk, ill. ha nem egyértelm, hogy melyik hipergrafrél
van sz6, akkor a Laplace-matrix, sajatértékek és egyéb mennyiségek argumentuma-
iban feltiintetjiik a hipergrafot.

6.1. Megjegyzés. Legyenek a H; = (V,E;), (i = 1,...,k) hipergrafok él-
diszjunktak ugyazon a cstcshalmazon. Az E = U*_ E;, E;NE; = 0 (i # j),
H = (V, E) jeloléssel a H hipergraf Laplace-métrixara

k
(6.1) C(H) =) _C(H)
=1

teljesiil. m
6.2. Megjegyzés. Legyenek a H;, = (V,E;), i = 1,2 hipergrafok él-diszjunkt
részhipergréfjai a H = (V, E) hipergrafnak, azaz E = Ey U Ey, Ey N Ey = (0. Akkor
k k k
1 2
e Y AP+ 4%, fLhdn,
=1 j=1 j=1

(6.2)

<

ahol /\gi) a H; hipergraf j-edik sajatértékét jeloli nagysag szerint névekvé sorrend-
ben (i=1,2).

6.3. Megjegyzés. Az el6z6 megjegyzés jeloléseivel

(6.3) dia S A £ 8 15 L)

ahol r; a H; hipergraf C; Laplace-méatrixdnak a rangja (¢ = 1,2), tovabba \; = 0,
hal < 1.

6.4. Megjegyzés. Legyen e a H = (V, E) hipergraf egy éle, |e| = z. Az E' :=
E\ {e}, H' := (V, E') jelvlésekkel
k—z41 k

k
(6.4) DoM< NI N, (2<k<n-1)
Jj=1 j=1 Jj=1
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ahol \'-k jelolik a H' hipergraf Laplace-méatrixanak sajatértékeit.

6.5. Kovetkezmény. z = 2 esetén a (7.3) dsszefiiggés két egyenlStlenségét egymés
utdn valtakozva alkalmazva adédik, hogy

(65) 0< A< XS A +A3 <l +XS N+ + A< +l+M4<---. m

Az alabbi megjegyzések az 1. fejezet definici6i és néhédny, a pozitiv definit mét-
rixok sajatértékeire vonatkozé tétel (pl. [15]-ben) alapjan konnyen bizonyithatok,
a bizonyitasok megtaldlhat6ék [6]-ban. A tovdbbiakban megadjuk néhany j6l ismert
graf ill. hipergraf optimélis euklideszi reprezentaciojat.

6.6. Példa. Legyen C,, az n csicsu teljes hipergrdf 2™ —n — 1 hiperéllel. Laplace-

matrixanak legkisebb sajatértéke 0, a tobbi sajatérték pedig mind egyenls az
n2n1—27 41

6.6 L2 S e

(6.6) —

szdmmal. Ehhez az (n — 1)-szeres multiplicitdsa sajatértékhez tartozé sajatvektorok

tetszGlegesen valaszthatok (persze azért gy, hogy ortonormalt rendszert alkossa-

nak) az e = (1,...,1) vektorra meréleges altérben. MW

6.7. Példa. Legyen P, a szalag-grdf. Tegyiik fel, hogy a csiicsok szdma pératlan
(n=204+1),ésv_y,...,v0,...,v-ként indexeljiik 6ket. A legkisebb pozitiv saji-
térték 1 — cos Z, az ehhez tartozé sajatvektor koordindtai — melyek az optimélis
2-dimenziés reprezentaciéban lépnek fel — pedig

v2 . .7 .
(6.7) xj—ﬁsm(];), j=-=1,...,0,...,1. n
6.8. Példa. Legyen S; az n = d+1 csiicsi csillag. Ennek legkisebb pozitiv sajatér-
téke 1/2, multiplicitdsa d — 1. Egy optimaélis d-dimenziés euklideszi reprezentéci6t
ad egy d-cstcst szabalyos poliéder, ahol az 1-fokiu csicsok reprezentdnsai a poliéder
csticsai, a d-foku cstcs reprezenténsa pedig a poliéder szimmetriacentruma. B

6.9. Példa. Jeldlje G4, az Sy graf finomitasat gy, hogy S, éleit tovabbi csicsok
beiktatasaval [ élre osztjuk fel, igy a csticsok szama n = dl + 1. G4,-t egy d-labu,
minden 14bén [ izt tartalmazé pdknak nevezziik. A fenti p6k Laplace-méatrixanak
legkisebb pozitiv sajatértéke 1 — cos 5777 és multiplicitdsa d — 1. G4, egy optim4-
lis d-dimenzi6s euklideszi reprezentacidja az Sy és Psy1 grafok reprezentaci6jabol
adédik, ahol a szabalyos poliéder szimmetriacentrumét a csicsaival 6sszek6t6 sza-

kaszok vannak (6.7) szerint szinuszosan felosztva. M

6.10. Példa. Jeldlje L4, a d-dimenzi6s rdcsot. Csicsainak koordinatédi a —1, . .., 0,
..., I szamokbdl kivalasztott d-esek; ahol két ilyen d-es akkor van 0sszekttve éllel, ha
pontosan egy koordindtdjukban kiildnbsznek. A cstcsok szdma igy n = (21 + 1)d.
Az Lqa, graf legkisebb pozitiv sajitértéke 1 — cos 5, multiplicitdsa d. Egy opti-
malis (d + 1)-dimenziés euklideszi reprezentécié egy d-dimenzi6s récs, szimmetria-

centruma az origd, oldalai pedig (6.7) szerint szinuszosan vannak felosztva. W
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6.11. Példa. Legyen K,,, .. n, a Turdn-grdf, amely a csicsok Vi, ..., Vi-val jelslt
in. fiiggetlen részhalmazaibél all (a fiiggetlenség azt jelenti, hogy a részhalmazokon
k

beliil nem futnak élek). Legyen |V;| = ni, (i = 1,...,k) és n = ¥ n; a csicsok
szama. A szinezések nyelvén, ebben a grafban nincsenek egyszint ‘éltek, viszont az
Osszes lehetséges fajta kétszini él megtaldlhat6. Ky, . n», spektruma: egy db. 0,
n; db. 3(n —n;), (i = 1,...,k), a legnagyobb sajatérték pedig %—n, multiplicitdsa
k — 1. Ha ez utébbihoz tartozé sajatvektorokkal adjuk meg a Ky, . ., euklideszi
reprezentaciojat, akkor az azonos szini csicsok reprezentansai ugyanabba a (k —
1)-dimenzi6és pontba esnek Ossze, igy a reprezentaci6 k kiilonbdz6 pontbdl all.
Megjegyezziik, hogy a Turdn-graf kromatikus szama k.

A maésik véglet az az eset, amikor a hipergraf k OSszerg.gCS komponensbél
4ll. Ilyenkor a 0 sajatérték multiplicitdsa k, és a hozza tartoz6 sajatvektorok altal
meghatarozott euklideszi reprezentédciéban az azonos komponensbe tartozé csicsok
reprezentansai esnek egybe.

Az els6 harom fejezetben lattuk, hogy ha a hipergraf tsszefiiggd (csak egy 0
sajatérték van), de van k —1 ,kicsi” pozitiv sajatértéke, akkor varhaté, hogy a hoz-
zdjuk tartoz6 sajatvektorok altal meghatarozott reprezentéci6ban a hipergraf jél
klaszteresedik. Mikor az 1. fejezetbeli @ célfiiggvény maximumat keressiik, analég
moédon megkérdezhetnénk, vajon k — 1 elkiiloniilten ,nagy” sajatérték a spektrum-
ban jelzi-e mindig k db. kozel fiiggetlen csicsklaszter meglétét, és kovetkezik-e ebbsl
a megfel6 sajatvektorok altal térténs reprezentaciéban a reprezentdnsok metrikus
értelemben vett j6 klaszteresithetGsége? Tudunk-e ebbél kovetkeztetni a kromatikus
szdmra? Val6szintileg nem, mert a kromatikus szam egy szigorian kombinatorikus
mennyiség. Viszont, ha egy olyan kvézi-kromatikus szdmot tekintenénk, ahol nem
baj, ha van néhany egyszini él is, akkor ezt tudnd jelezni a nagy sajatértékekre
adaptalt algoritmus, s6t kiadna a kozel fiiggetlen csicsklasztereket is.

7. A fontosabb tételek bizonyitasa

7.1. Lemma. Legyen A > 0 valds, n és k pedig rogzitett egészek (1 < k < n). Ak-
kor tetsz6leges, a T tulajdonsagot teljesit6 xi, . ..,%, € R* pont-n-es kiszinezhet&
k+1 kiilénbzd szinnel oly médon, hogy a kiilonboz6 szintiek kozti minimdlis tdvol-
sag legalabb A, ahol a T tulajdonsdg a kovetkezd: R* barmely egyenesére vetitve
a pontokat, ezen az egyenesen van legaldbb két szomszédos pont, melyek tdvolsdga
legaldbb A.

Bizonyitas. Teljes indukcioval, k = 1-re az allitds maga a 7 tulajdonsag. Tegyiik
fel, kogy (k — 1)-re mar bebizonyitottuk az 4llitast. k-ra: a 7 tulajdonsag szerint
a pontok kiszinezhet6k 2 kiilonb6z6 szinnel a kivant médon. Vilasszunk egy-egy
pontot mindegyik szinb6l. Kossiik dssze Gket és és vetitsiik pontjainkat az osszekotd
egyenesre merdleges (k — 1)-dimenziés altérre.
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Ugyanakkor tekintsiik az xi,...,X, pontok A-szintgrafjat (az egymastél A-
nal kozelebb levoket kotjiik Ossze). Azt kell megmutatnunk, hogy ez a graf k + 1
osszefiiggd komponensbél 41l. Mivel a pontok a fentiek miatt 2 szinnel kiszinezhet&k,
legaldbb 2 komponensiink van. A vetités utdn azonban ez a 2 komponens ssze lesz
kotve. Ezért az osszefiiggé komponensek szama a vetités utan eggyel cstokken. De
az indukci6s feltevést a vetiiletekre alkalmazva, k — 1 dimenziéban benniik mar van
k 6sszefiiggs komponens. Ezek sszefiiggek maradnak k-dimenziéban is. Viszont
a vetités sordn, mint lattuk, az Osszefiiggé komponensek szdma eggyel csokkent,
tehat eredetileg k£ + 1 volt. =

7.2. Lemma. Legyenek x,,...,X, € R* tetszéleges pontok a Z;=1 x; =06 a
Z;;l xjx}" = I kényszerfeltételekkel. Ezek kiszinezhet6k k + 1 kiilénb6z6 szinnel

. - v o 5 2\/5
igy, hogy a kiilénboz6 szintiek kozti minimdélis tdvolsag legaldbb py oerm ey

Bizonyitéds. Az el6bbi lemmat alkalmazzuk A = d,-nel. Azt kell csak beldtnunk,
hogy a 7 tulajdonsag teljesiil ezzel a A valasztassal. Ui. legyen egy tetszélegesen
valasztott egyenes irdnyvektora f. Az 4ltaldnossidg megszoritdsa nélkiil feltehetd,

hogy ||f|| = 1. Akkor a vetiilletek az z; = f7x; pontok lesznek, melyekre az eredeti
pontokra tett kényszerfeltételek miatt

Yozi=0 6 Y a2=Y fT(x;xDIT = |If|* = 1.
=1 =1

=1
Jelolje z7, ...,z anagysag szerint rendezett 1, ...,z, egydimenziés pontokat
és legyen
5= =
lrgia&xn(xz-i-l xz )
Ezzel
n n n n—1 n
*2 * * 2 * * 2
m=Y et =Y @ -l =2% ¥ i-m)is
j=1 i=l j=1 i=1 j=itl
n—1 n 62
<2 82(j —i)? = =n?(n2 - 1).
<2)) Y £G-i=Tnlw -

=1 j=i+1
fgy 62 > d2, amib6l mar kovetkezik, hogy A = d,, j6 vilasztds. W
A 2.4. Tétel bizonyitisa.
A felsd becslés: Legyen (Vi*,...,V}’) a minimélis stlyozott k-sirtiséget ad6 parti-

cidja a V cstcshalmaznak, legyen |V;*| = n!, (¢ = 1,...,n). Definidljuk a csicsok
kovetkezs k-dimenziés euklideszi reprezentéciGjat:

. ha v;€V*
zj(i):z{ﬁ .

0 kiildnben,
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ahol z;(2) jelsli az x; reprezenténs i-edik koordinatéjat. Ezekre a reprezenténsokra
Z;‘:l xjx}" = I szintén teljesiil. Az 1. fejezet jelvléseivel az e €l variancidja ebben
a reprezentaciéban

Lie,X)= % B (nl " ni) ai(e)al(e), e€E,

ahol aj(e) = len V|, (i = 1,...k). Mivel }_ .z L(e,X) = u(Vy,...,Vy) =
vi(H) és Zle A; = L(X*) — ahol X* az optimaélis reprezentacija H-nak —,
az optimalitds miatt Z;?:l Aj < v(H).

Az alsé becslés:

1. A koltség barmely reprezentdciéban monoton: az e’ C e rel4ciéboél kivetkezik,
hogy L(e',X) < L(e,X). Ez egyszerti geometriai meggondoldsokkal adédik.
Részletesen 1d. [6]-ban. ’

2. Ha e = {v;,v;}, akkor az (1.5) osszefiiggéssel L(e, X) = 3||x; — lel2 barmely
X reprezentaciéban.

3. Tekintsiik az optimélis k-dimenziés euklideszi reprezentaciét adé xi,...xJ,
vektorokat (az els6 koordindtdk — mivel egyenl6k — el is hagyhat6k, a mara-
dék x; vektorok teljesitik a Z;’zl X}(X7)" = Ii—1 kényszert). A 7.2. Lemma
szerint X;-ok, és igy x;-ok is kiszinezhet6k k kiilonboz6 szinnel ugy, hogy
a kiillonboz6 szintiek kozti tavolsag legalabb d,,. Jelslje (Vi,... Vi) az ez &l-
tal a szinezés 4ltal indukalt k-partici6t, az altala generdlt vagést pedig jelslje
H(Vi,...,Vi). Egy vagasbeli e €l tartalmaz egy kétszint e’ = {v;,v;} €let, igy
az 1. és 2. rész eredményeit alkalmazva

2
X} — X} d?
Ife, X*) = L. X") = fixs =agil” > -t
2 2
2
adédik, ahonnan ¢, = i? = m;?_—ly. Mivel azonban X* az optimalis k-
dimenzi6és euklideszi reprezentdcié volt, a 1.2. Reprezentaciés Tétel alapjan

adédik, hogy

Sa=>LEe,X)> Y L(e,X*) > ca|H(VA, ..., Vi)| 2 cabi(H).
j=1 ecE e€H(Wi,...,V&)
| |

A 3.2. Tétel bizonyitisa. Legyen ¢ < 2—\-17; és legyen P, = (V4,...Vi) a cst-
csok olyan jol-szeparalt k-particiéja az X* = (xj,...,x};) optimélis k-dimenzi6s
euklideszi reprezentaciéban, hol a klaszteratmérsk e-nél kisebbek. (Az els6 koordi-

niték egyenlGsége miatt ezek helyett megint csak a X} (k — 1)-dimenziés pontokat
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tekintjiik, a metrikus tavolsadgok ugyanazok.) A skalarszorzat folytonossidga miatt
feltehetjiik, Hogy a 3.2. Tétel feltételei mellett van k olyan ,centrum”, hogy a repre-
zenténsok az ezek korili ¢ sugari gombokben tomoriilnek, és — y(X7)-gal jellve
az X}-hoz legkdzelebb es§ ,,centrumot” — a E -1 Y(X])y T(x ) = Ix—, Usszefiiggés
a ,,centrumokra” is fennall. Mivel a ,,centrumok” kozt k ku10nb0z6 van Scjeldl_]e eze-
ket y1,...,yx) ezekre z:c:l niyiy: = Ix_1 teljestl, ahol n; = |Vi|, S5;_, ni = n,
tovabba ez a feltétel y;-ket egyértelmiien meghatarozza:

L ha i=1I
i D= ni’ ]
v:(0) {0, kiilsnben.

Itt az argumentumban a koordinatét jeloltiik. Jelolje Y(X*) az y(X}) vektorok
altal meghatarozott (kK — 1)-dimenzi6s euklideszi reprezentaciéjat a csticsoknak.
Konnyen lsthats, hogy Y .cp L(e, Y(X*)) = u(Py), igy kétszer is alkalmazva az
(1.5) osszefiiggést a kovetkez6 adédik:

n(H) <Y L(e,Y(X*) = > L(eY(X") =

e€EE e€H(Py)
L o
=y ?Z Z I(vi € e)I(v; € e)|[y(x}) — y(&})||” <
e€EH(Py) =1 j=1
1 n n
=¢ 3 el Y D I(vi € e)I(v; € O)|IRE - %] =

eEH(Pk) =1 j=1

I(v; € e)Z(vj € e)llx} —x}|I* =

[V]:
M-

i
L D s

7 1

<.
I

k
=¢ Y LeX)<P) LEeX)=¢) )\
g=1

e€EH(Py) eEE
Itt ¢ onnan hatarozhaté meg, hogy a legkisebb tavolsdg a ,centrumok” kozt

2
6= mmZm—n -—-+nl —\_/—_'r;’
J

tovabba az X ill. X} reprezentansok az y(x}) ill. y(X}) centrumok korili e-sugari
gombokben iilnek, és ezért

_ 8 2¢ il ey/n
=g " e 1—evn

7.3. Lemma. Rendelkezzen az n X n-es, szimmetrikus B maétrix a kovetkezd
tulajdonsdggal: van olyan k-dimenziés F C R™ altér, hogy x” Bx ¢ (a,b) minden
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x € F (||x|| = 1) vektorra, ahol a < b val6s szamok (esetleg a = —o0 vagy b= ).
Akkor B-nek legaldbb k sajatértéke az (a,b) intervallumon kiviil esik.

Bizonyitas. Jelolje m a B maétrix (a,b)-beli sajatértékeinek szamat, H pedig a
hozzéajuk tartozo sajatvektorok altal kifeszitett alteret. Akkor

k+m =dim(F) + dim(H) < n,
amivel be is bizonyitottuk az 4llitast, hiszen a B matrix (a, b)-n kiviili sajatértéke-
inek szaman-m>k. W
7.4. Kovetkezmény. Az el6bbi jelolésekkel,

[a] ha van olyan k-dimenziés F C R™ altér, hogy x'Bx > a minden x € F
(x|l = 1) vektorra, akkor B-nek legalabb k db. legalabb a-nyi sajatértéke
van;

[b] ha van olyan k-dimenziés F C R™ altér, hogy x'Bx < b minden x € F
(llx|| = 1) vektorra, akkor B-nek legalabb k db. legfeljebb b-nyi sajétértéke
van;

[c] ha van olyan k-dimenziés F C R™ altér, hogy x'Bx € [a,b] minden x € F
(llx|| = 1) vektorra, akkor B-nek legaldbb k db. sajatértéke van [a,b]-ben. ®

7.5. Lemma. Legyen az n X n-es, szimmetrikus, pozitiv szemidefinit B métrix
0 sajatértéke k multiplicitdsi, a pozitiv sajatértékekre pedig legyen o > 0 alsé
korlat. Legyen a P n x n-es pozitiv szemidefinit ,perturbdciés” matrix norméja
||P|| = e. Akkor az n x n-es pozitiv szemidefinit C := B + P mdtrixnak legaldbb
k db. legfeljebb e-nyi sajatértéke van. Tovabba y.,...,yk-val jelolve a k legkisebb
sajatértékhez tartozo sajatvektorokat, és felbontva Gket

(71) yi =ui + 2, UiEF, Zi_LF,
alakban, ahol F a B magtere, a meréleges komponensekre

1 :
llzi* < J& (i=10k)

teljestil.
Bizonyitas. Legyen u € F, |lu|| = 1 tetsz6leges. Akkor egyrészt
(7.2) u’Cu=u"Pu<|P| - |ulf’ <e.
Mivel F k-dimenzi6s altere R"-nek, a 7.4. Kévetkezmény [b] része alapjan a C
méatrixnak legalabb k db. e-nél nem nagyobb sajatértéke van.

Masrészt, barmely y € R™ vektor egyértelmiien felbonthaté y = u+2z alakban,
ahol u € F ész L F. Tehat

(7.3) y"Cy = y"By +y"Py = 2"Bz + y"Py > o|z||".
Legyen y1,...,yx a C métrix k legkisebb sajatértékéhez tartozé ortonormélt sa-
jatvektorrendszer. Akkor (7.2) és (7.3) szerint

e>yTCy; 2 ollzil?, (i=1,...,k)
teljesiil, amivel be is lattuk az &llitast. W
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7.6. Lemma. Legyen A rogzitett k x k-as matrix, R pedig egy k x k-as ortogo-
ndlis matrix. A tr AR akkor lesz maximélis, ha AR szimmetrikus. Ez esetben a
maximum az A métrix szinguldris értékeinek sszege. (A bizonyitést 1d. [5] 67. ol-
daldn.)

7.7. Lemma. Legyen F' C R™ a B mdtrix magtere (az el6z0ek szerint F dimen-
zi6ja k) ésyy,...,yk egy tetsz6leges R™-beli ortonormalt vektorrendszer. Bontsuk
fel az y; vektorokat

yi = Vv; + z;, i€ B zid B (i=1y:::58)

alakban. Akkor létezik az F' altéren beliil olyan uy,...,u, ortonormélt rendszer,
hogy

k k

2 2
Sollyi—wll? <23 [zl
=1 =1

Bizonyitds. Jelslje Y és U az y; és u; vektorokbél, mint oszlopvektorokbél alko-
tott n x k-as métrixokat, ahol uy, ..., u, tetsz6leges F-beli ortonormalt rendszer.
Azt kell megmutatnunk, hogy van olyan k X k-as ortogonalis R matrix, hogy

Y - UR|” < 24,
ahol A := Y% ||z;[|>. A bal oldalt L(R)-rel jelolve,
L(R)=tr(Y -UR)"(Y - UR) =
=trYTY + trRTUTUR - 2tr YTUR =
=tr YTY + tr(UTU)(RRT) - 2tr YTUR = 2(k — tr YTUR).

Masrészt L(R) minimalis, ha tr Y7 UR maximalis.
A 7.6. Lemmat az Y7U maétrixra alkalmazzuk:

k
min  L(R) = 22(1 — 8i),
i=1

R ortogonalis
ahol 0 < 8; < ... < s az YT U métrix szingul4ris értékei. Masrészt
A=Y -UUTY|’ = tr (Y - UUTY) (Y - UUTY) =

k
=t YTY - tr ¥YTUUTY = k- [¥7U)' =) (1 - 4d).

=1
Mér csak azt kell beldtnunk, hogy 1 —s; <1—s%, (i=1,...,k). Ez az
8; < 85 < u(Y)-8p(U) =1,

Osszefiiggésbdl kovetkezik, mivel mind Y, mind U legnagyobb szingularis értéke
1 (s6t, mivel oszlopaik ortonormaltak, pontosan k db. 1-gyel egyenls szingularis
értékiik van). W
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7.8. Kovetkezmény. A 7.1.,7.3. és 7.7. Lemmak jelolései és feltételei mellett van
olyan uy,...,u, € F ortonormdlt rendszer, hogy

k
3 llys — wil® < 2k=.
$=] 0

A 4.2. Tétel bizonyitisa. Rogzitsilkk a P, particiét. Legyen F' C R™ a B mat-
rix k-dimenziés magtere. Jelolje y;,...yx a C = B + P Laplace-matrix k leg-
kisebb sajatértékéhez tarozé ortonormalt sajatvektorrendszert. Mivel a C métrix
¥1,--.,ykr-hoz tartozé sajatértékei legfeljebb e-nyiak, a 7.6. Lemma alkalmazéisaval

ey, F)<=, @G=1,...,k).

™

Osszegezve i = 1,. .., k-ra, a bizonyit4s kész. W

A 4.4. Tétel bizonyitasa. A feltételek miatt a silyok tsszegére

(7.4) zn:di =1.
i=1

A siilyozott csicst és élii grafok definici6ja miatt (1d. 4. fejezet) a Ao sajatértékhez
tartoz6 u sajatvektor koordinétdira a

idiui =0 6és Xn:d,-u;‘-) =1
i=1 i=1

feltételek teljesiilnek. Most konstrudlunk egy olyan y € R™ vektort (y; koordina-
takkal), amely kielégiti a kovetkezs feltételeket:

(7.5) Zdiy,‘ =0
g=1
és
(7.6) Z diu;y; =0
i=1

A kovetkezd alakban keressiik y-t:
(747) Yi := |u; —a| — b, (8 =1y ragit)
ahol a és b val6s szamok.
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Csak egzisztenciat bizonyitunk. Megmutatjuk, hogy léteznek olyan a és b sza-
mok, hogy a veliik elsallitott y-ra a (7.5) és (7.6) feltételek teljesiilnek. Ervelésiink
a kovetkezs: tegyiik fel, hogy mar megtaldltuk a-t. Akkor (7.4) és (7.5) miatt b-re

(7.8) b= Z di"ltz(i) —al.
=1
adodik. Ezzel a b valasztassal a (7.6) feltétel teljesitése azt jelenti, hogy

> diua(i)|ua(i) — a| = 0.
i=1

.

Mivel a bal oldal a folytonos fiiggvénye és 1-gyel egyenls, ha a < min; u;, —1-
gyel pedig, ha a > max; u;, ezért a Bolzano-Weierstrass tétel miatt a bal oldali
fiiggvénynek van legalabb egy gytke min; u; és max; u; kozott. Nevezziink ki egy
ilyen gyokot a-nak, ezutan a megfelel§ b (7.8) szerint adédik, y koordinatéit pedig
egyértelmtien meghatarozza a (7.7) Osszefiiggés. Legyen ¢; :=a — b és co:=a + b.
Konnyen lathat6, hogy

c1 —u;, ha u;<a,

i = |u; —a|l—-b=
=l {ui—Cz, ha u; > a,

ezért

(7.9) lyi| = min {|u; — 1], |ui — c2|}

teljesiil minden i-re. Jelolje
o*(y) =) diy}
i=1

az y vektor koordinatdinak variancidjat. Mivel az u vektor 2-variancidja
(7.10) §3(u) = min ) difu;  ca]’,
i=1

ahol u; jeldli az u vektor i-edik koordindtéjat, tovabba c,, € R és a; vagy 1 vagy 2
(annak megfelel6en, hogy melyik klasztercentrumtol val6 tavolsagot nézziik), ezért
o%(y) egyike azoknak a (7.10)-beli kifejezéseknek, amelyek minimuma S3(u). Igy
a?(y) > S3(u).

o(y) = 0 esetén S3(u) szintén 0, amikor a tétel &llitdsa trividlisan teljestil.
Ezért feltehets, hogy o(y) > 0. Legyen z; := y;/o(y), (1 = 1,...,n) és jelvlje
z a z;-kbo6l, mint koordinatakbol allé6 vektort, x; pedig legyen az a 2-dimenzios
vektor, melynek elsé koordinatdja u;, masodik pedig z;. Jelvlje tovabba X az
u és z vektorokat soraiban tartalmazé 2 x n-es métrixot, mig X* az u és v
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vektorokat hasonléan tartalmazé 2 x n-es métrixot, ahol v a Cp Laplace-métrix
A3 sajatértékéhez tart6zo sajatvektoranak transzformaltja (a 4. fejezetbeli feltételek
szerint). Akkor egyrészt

IZ,'—ZJ'I < i

i1 !
(Tl wiFu; |up —uj| = o(y)

mivel y(z) definici6jabél kvetkezik, hogy

|yi_yj|5|ui_u1'|v (296.7)’

azaz y (mint u fiiggvénye) teljesiti a Lipschitz-feltételt. Mdasrészt a sajatértékek
extremdlis tulajdonsdga (1d. [15]-ben) és a (4.1) sszefiiggés alapjan a kovetkezd
becslés végezhetd:

Mt ds  uXCXT | GXCXT Bk S willx =%l

Mo ufCu T u'Cu E::ll Z;=i+1 'wij(ui—uj)2
_ T i wis[(vali) — wa(3)” + (26) ~ 2(3))’]
Y T (=)

(Z,' = Zj)2 1 1
<1+ max s 14 ) <1l+ 3 y
wiFu; (u; — uj) o?(y) 53 (u)

amelybdl atrendezéssel rogton adédik a kivant allitds. W
A 4.5. Sejtés bizonyitasahoz sziikség lenne a kovetkez6 lemmaéra:

7.9. Lemma. Van olyan y; = f(x}) transzformdcio, melyre az f fiiggvény teljesiti
a Lipschitz-feltételt, S diyi = 0, Sr  dix}y; = 0 6s 02(y) := Y1 diy? >
Lo P . ¢

Azt gondoljuk, hogy ilyen y konstrudlhaté vk Lipschitz-konstanssal. Ezut4n
a sejtés mar bizonyithat6 lenne (ld. [6]-ban).
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LINEARIS PARCIALIS DIFFERENCIALEGYEN-
LETEK IRANYITASELMELETE

KOMORNIK VILMOS

0. Bevezetés

A jelen dolgozat célja, hogy révid bevezetést adjon a linearis parcialis differencisle-
gyenleteknek a tartomany hataran keresztiili megfigyelhet&ségét, irdnyithat6sagat
és stabilizalhat6sagat vizsgalé elméletrsl. A dolgozat alapjat a szerzének a rémai
y,Mauro Picone” Intézetben 1996 szeptemberében tartott el6adasai képezik. Ha a
jelen iras felkelti az olvasé érdekl6dését, szamos tovabbi eredményt taldlhat a [17],
(18], [12] munkakban és azok irodalomjegyzékében.

A szerz6 koszonetet mond P. Cannarsa-nak és P. Loreti-nek az el6ad4sok soran
tett javaslataikért, valamint a cikk lektordnak a hasznos tanédcsaiért.

A dolgozat felépitése a kdvetkezs:

1. Megfigyelhet6ség. A multiplikdtor médszer
1.1. Az egydimenziés hullamegyenlet megfigyelhetGsége
1.2. A tobbdimenziés hulldimegyenlet megfigyelhet&sége
1.3. Egy egyszeri lemezmodell megfigyelhetGsége

2. Iranyithatésag. A Hilbert unicitdsi médszer
2.1. A hulldmegyenlet irdnyithatésiga
2.2. A lemezmodell iranyithat6saga
2.3. Egy éltaldnos eredmény: megfigyelhetGség —> iranyithatésag

3. Stabilizaci6 ,természetes” visszacsatoldssal
3.1. A hullamegyenlet stabilizaci6ja linearis visszacsatoldssal
3.2. Nemlineéaris visszacsatolasok

4. Stabilizaci6 tetszélegesen nagy energiacstkkenési ratdval
4.1. Egy altalanos eredmény: megfigyelhet&ség = stabilizalhatésag
4.2. Alkalmazas a hullimegyenletre
4.3. Alkalmazés a lemezmodellre

5. Irodalomjegyzék
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1. Megfigyelhet&ség. A multiplikdtor médszer

1.1. Az egydimenziés hullimegyenlet megfigyelhetGsége. Legyen 2 egy I’
hatara korlatos tartomény R™-ben, és tekintsiik a kovetkez& problémét:

u' —Au=0 Q x R-ben,
(1.1) u=0 I" x R-en,
uw(0)=up 6és u'(0)=wu; Q-ban.

Sok mas egyéb mellett, n = 2 esetén (1.1) j6 modellje egy 2 nyugalmi helyzetti,
hataranal rogzitett rugalmas membran kis transzverzalis rezgéseinek.

Emlékeztetiink a kovetkezs jol ismert eredményekre (lasd példaul [19]):

o tetsz6legesen adott (ug,u;) € H(Q) x L2() kezdeti feltételek esetén az
(1.1) problémanak van egy egyértelmiien meghatarozott (igynevezett gyenge) meg-
oldésa:

u € C(R; Hy(Q)) nC* (R; L3 ());

e a megoldés energidja, amelyet az
(1.2) E() = %/ u'(t)? + |Vu(t)|2dz
Q

képlettel definidlunk, val6jaban fiiggetlen ¢ € R-t6l. Ezért a tovdbbiakban egysze-
riien E-vel jeloljiik;

e ha 2 C? osztalybeli és az (uo, u1) kezdeti adatok (H?(Q2)NHJ(Q)) x Hg(Q)-
ba tartoznak, akkor a megfelels (igynevezett erds) megoldasok simabbak:

(1.3) u € C(R; H*(Q)) nC'(R; H'(Q)) n C*(R; L*(Q)).

Most vizsgaljuk a kovetkez6 problémat. Tegyiik fel, hogy a megoldést csak a
tartomany hatdaranak egy kis kornyezetében tudjuk megfigyelni. Lehetséges-e ily-
médon megkiilonbdztetni a kiillénboz6 kezdeti adatokhoz tartozé megoldasokat? Az
egydimenzi6s esetben ez a kérdés kdnnyen megvalaszolhat6 kozvetlen szdmitassal.
Az egyszeriiség kedvéért egy 7 hosszisagi intervallumot tekintiink.

1.1. Allitas. Legyen Q = (0, 7). Ekkor az (1.1) probléma erés megoldésaira fennéll
az alabbi egyenl6ség:
(1.4) / (0, 8)? + ua(m, £)? dt = 4E.

0

Az sllitasbol kovetkezik, hogy ha (1.1) két erds megoldésa, v és w, amelyek
a (vo,v1), ill. (wo,w;) kezdeti adatokhoz tartoznak, megegyeznek a (0,7) inter-
vallum végpontjainak valamely (0,e) U (7 — &,7) kornyezetében a 0 < t < =
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idGintervallumban, akkor valéjdban a v és w megoldasok azonosak. Val6ban, al-
kalmazzuk az 4litdst az u := v — w fiiggvényre (amely szintén megoldédsa (1.1)-nek,
az (uo,u1) = (vo — wo, v1 — w1 ) kezdeti adatokkal), (1.4) bal oldala nulldval egyenl6
a feltevésiink miatt. Innen E = 0, és specidlisan Vu(t) = 0 2-ban minden ¢ € R-re.
Minthogy u(t) € H}(Q2), a Poincaré-egyenl6tlenségbél adédik, hogy u(t) = 0 Q-ban
minden ¢ € R-re, tehdt v = w.

Bizonyitis. A Fourier-médszert alkalmazva adédik, hogy (1.1) megoldésa alkal-
mas oy, és By val6s egyiitthatékkal:

tla )= Z(ak cos kt + B sin kt) sin kz.
k=1
Innen

™ g o0 2
/ ug(0,8)? + ug(m, t)% dt = / (Z k(ay cos kt + P sin kt)) +
0 0.\

oo

2
+ (Z (-1)*k(ax coskt + By sin kt)) dt =

k=1

W 2
=5 / 2( " k(ak coskt + fi sin kt)) £
0

k paratlan

2
2( Z k(ax coskt + By sin kt)) dt =

k péros

/ Z 2k a? cos? kt + 2k*G} sin® kt dt =
0

k=1

=7y K (a} +BY),

k=1
mert a vegyes szorzatok az integrélas soran eltiinnek.
Tovabba
0o 2

4E(0) = 2/ ( Z kB sin km) (Z kay cos km) dx =

k=1

= 2/ E k262 sin® kz + k®a? cos® kzdx =
0 i

=y k(i +B7),
k=1
és a két eredményt Osszevetve megkapjuk az allitast. W
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Sajnos az 1.1. Allitas bizonyitdsa nem éaltaldnosithat6 R™ altalanos tartomé-
nyaira. A kovetkezs szakaszban bevezetiink egy hatékonyabb bizonyitdsi médszert.

1.2. A tobbdimenziés hullimegyenlet megfigyelhetdsége. Jelvljik v-vel a
I' hatar pontjaiban az Q-bdl kifelé mutaté normaélis egységvektort. E szakasz {6
eredménye az

1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy 2 C? osztalybeli, és legyen B(zo, R) a legkisebb, -
t magaban foglalé xy kozépponti, R sugard nyilt gomb. Ekkor barmely T > 2R
szdmhoz taldlhatok olyan ¢y, ¢y pozitiv konstansok, hogy az (1.1) probléma erds
megolddsaira fennédllnak a

o o
(1.5) clES/ /|avu|2 dl dt < coE
0 i

egyenl6tlenségek.

A bizonyités el6tt tegyiink néhdny megjegyzést.

(a) Az (1.5)-beli masodik egyenl6tlenséget gyakran nevezik direkt egyenl6t-
lenségnek. El6szor Lasiecka és Triggiani [15], valamint Lions [16] igazoltak. Ez az
egyenlGtlenség lehetvé teszi, hogy egy egyszert sfirtiségi meggondoléssal (a gyenge
megoldast sima fiiggvényekkel kozelitve) definidljuk (1.1) gyenge megoldasainak a
d,u normalis derivaltjst mint az L?(0,T;L*(I")) Hilbert-tér egy elemét. Vegyiik
észre, hogy a gyenge megolddsok definici6jdban szerepld regularitds és a szokdsos
nyomtételek, mint amilyenek példdul Lions és Magenes [19] monografidjaban szere-
pelnek, ezt nem teszik kozvetleniil lehet6vé. Ezért ezt az eredményt gyakran rejtett
reqularitdsi tulajdonsagnak is nevezik. Vegyiik azt is észre, hogy ezzel a definicioval
az (1.5) egyenlGtlenségek érvényesek maradnak (1.1) gyenge megoldésaira is.

(b) Ez a rejtett regularitési tulajdonséag lehet6vé fogja tenni, hogy egy alkalmas
dudlis probléma megold4sait meglehet6sen irreguldris hatarfeltételek esetén is defi-
nidlni tudjuk. Erre sziikségiink lesz a kivetkezs fejezetben egy irdnyitédsi probléma
megoldéasdahoz.

(c) Az (1.5)-beli els6 egyenlGtlenséget gyakran nevezik inverz vagy megfigyel-
hetdségi egyenl6tlenségnek. Elgszor Ho [6] igazolta elég nagy T-re, majd Lions [17]
a fenti gyengébb T' > 2R feltevés mellett.

Megismételve az el6z6 szakaszbeli okoskod4st, az inverz egyenl6tlenség a kivet-
kez6 megfigyelhetGségi tételre vezet. Tegyiik fel, hogy (1.1) két gyenge megoldasa
megegyezik I'. x (0,7)-ben valamely ¢ > O-ra és T' > 2R-re, ahol I'; a I" hatar

e-konyezete:
L. = {z € Q] dist(z,T) < €}.

Akkor valgjaban v = w  x R-ben.

(d) Mivel a hullimegyenletben a hatdsok véges sebességgel terjednek, az (1.5)-
beli els6 egyenl6tlenség nem 4llhat fenn tetszélegesen kis T esetén. Az Q = B(zo, R)
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specidlis esetben egy rovid elemi bizonyitassal (ldsd [12], Remark 3.6) beldthato,
hogy az egyenl6tlenség T' < 2R esetén mar nem igaz. Jo6 [7] bebizonyitotta, hogy
n > 2 esetén az inverz egyenl6tlenség méar T' = 2R-re sem érvényes, ellentétben az
egydimenzi6s esettel. Altalanos tartoméanyok esetén 7' kritikus értékének a meg-
hatdrozéasa nehéz probléma; lasd példaul Bardos, Lebeau és Rauch [1] és Tataru
(22] munkait. Ezek szerint T kritikus értéke egyenls az Q-ban fekvs leghosszabb
egyenes szakasz hosszaval.

Az 1.2. Tétel bizonyitasa a multiplikdtor mddszeren alapul. F6 technikai esz-
koziink az aldbbi lemma, amely lényegében Rellich [20] egy dolgozatdhoz vezethets
vissza.

.1.3. Lemma. Legyen u egy (1.3)-beli simasdgi fiiggvény, amely eleget tesz az
u"” — Aw = 0 hullimegyenletnek 2 x R-ben. Rogzitsiink egy tetszéleges o € R™
pontot és vezessiik be a révidség kedvéért az

(1.6) m(z)=x—xz0 6 Mu:=2m- -Vu+(n-1)u

jeloléseket. Ekkor tetszoleges —oo < S < T < oo esetén fenndll az alabbi azonossag:

T
(L.7) [5 /r(a.,u)Mu + (m - 1/)((u')2 - |Vu|2) dl'dt =

T T
- [/ u’Muda:] +/ /(u')2+|Vu|2d:cdt.
Q S S Q

(A pont R™ szokésos skalaris szorzatat jeloli.)
Bizonyitas. Parcidlis integraldssal lathat6, hogy

T
0=/ /(u"—Au)Mudxdt:
S JQ

= [/Qu'Mudz]:—/ST/F(B,,u)MudI“dt—

T g
—/ /u'Mu'dzdt+/ /Vu-V(Mu)dxdt.
S JQ S JQ

w'Mu' =2u'm-Vu' + (n— 1)) =m- V(') + (n-1))?

Itt
és
Vu - V(Mu) = 8;ud; (2miru + (n — 1)u) =
= 2(8;u)(8;my)(Oku) + 2my (0;u)(8xOiu) + (n — 1)|Vu|2 =
=m-V(|Vul?) + (n +1)|Vu|*.
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Az utolsé szamitdsban alkalmaztuk az ismételt indexek 6sszegzési konvenciéjat, és
felhasznéltuk a nyilvanvalé 0;my = 6;; Usszefiiggést.
Behelyettesitve ezeket az egyenlGségeket az els§ azonossagba, a

T T
0= [/ u'Muda:} —/ /(8,,u)MudI‘dt+
Q s Js Jr

T
+ / / -m - V(u')2 —(n- 1)(u')2 +m- V(qulz) +(n+1)|Vuf?
s Ja

azonossagot kapjuk. Ujbél parcidlisan integralva és felhasznalva a divm = n 8ssze-

fiiggést, megkapjuk a lemma 4llitasat:
T

0=[/u'Mudx] +
Q S

4
+/s /F—(a,,u)Mu+(m-u)(|Vu| — (u')%) dT dt+

T
+/ /(u’)2+|Vu|2da:dt. =
s Ja

Jegyezziik meg, hogy a lemma és bizonyit4sa érvényben marad, ha (1.3)-ban R-et
annak valamely I részintervallumaval helyettesitjiikk és S, T € I.

Sziikségiink lesz még [9]-bol egy masik azonosségra is:
1.4. Lemma. Tetszoleges u € H?(Q)-ra érvényes a kovetkezd azonossag:

(1.8) /(I(Mu)zdsz|2m-Vu|2+(1 —n2)u2d:c+(2n—2)/r(m-u)u2dI‘.

Bizonyitas. Ismét parcidlisan integralunk, és felhasznéljuk az divm = n Osszefiig-
gést:

/ (Mu)? dz = / |2m - Vu + (n — l)ul2 dz =
Q Q
= / |2m - Vu|2 + (n —1)%u® + 4(n — 1)um - Vudz =
Q
= / 12m - Vul® + (n — 1)%u® + (2n — 2)m - V(u?) dz =
Q
= / [2m - Vul|? + (n — 1)%u® — n(2n — 2)u® dz+
Q

+(2n—2)/(m-1/)u2dF. [ |
r

Most mér igazolni tudjuk a kévetkezs, [9]-ben kapott eredményt:
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1.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy Q2 C? osztélybeli, és legyen B(zo, R) egy -t ma-
gaban foglal6 nyilt gomb. Ekkor barmely T > 2R szdmra az (1.1) probléma erds
megoldéasai teljesitik az alabbi egyenl6tlenségeket:

T
(1.9) 2(T - 2R)E < / / (m-v)(8,u)? dl'dt < 2(T + 2R)E.
0 iy

Bizonyitas. Alkalmazzuk az 1.3. Lemmabeli (1.7) azonossidgot S = 0-val. Mint-
hogy u = 0 I"x R-en, fennallnak az u’ = 0 és Vu = (9, u)v egyenlGségek is I" x R-en.
Ezért az azonosség bal oldaldn az integraljel alatti kifejezés (m - u)(a,,u)z-re egy-
szer{istdik.

Tovabba, felhasznélva az energia definici6jat és az id6t6l valé fiiggetlenségét, az
azonossag jobb oldaldn 4ll6 utols6 integral 27" E-vel egyenl6, tigyhogy az azonossig
végiil a kovetkezd alakot olti:

T 7ia
/ /(m v)(8,u)? dl"dt = [/ u' Mu dx] +2TE.
0o Jr Q 0
Ha megmutatjuk az

(1.10) < 2RE

/u'Mudx
Q

egyenlGtlenséget, akkor innen a (1.9) becslések mar adédni fognak. Az (1.10) egyen-
16tlenség igazolasdhoz elGszor is jegyezziik meg, hogy az 1.4. Lemmabeli (1.8) azo-
nossag maga utdn vonja az

/(Mu)2dw$/|2m-Vu|2dx54R2/ |Vul? dz
Q Q Q

egyenl6tlenséget, mert w = 0 I'-n, n > 1, és mert |m| < R Q-ban. Ezek utan (1.10)
méar konnyen adédik:

/ |u/ Mu|dz < / R(w)? + (4R)"'(Mu)?dz < R / (')’ +|Vu|’dz = 2RE. m
Q Q Q

Az 1.2. Tétel bizonyitasa. A tételt csak abban a specidlis estben bizonyitjuk,
amikor az ) tartomény szigortan csillagszerd xo-ra nézve, vagyis ha van olyan
r > 0 szadm, hogy m - v > r I'-n. Ebben az esetben a tétel azonnal adédik az el6zé
tételbsl a ¢ = 2(T'— 2R)/R és ca = 2(T — 2R)/r konstansokkal.

Az altaldnos esethez egy kicsit altaldnositani kell az 1.3. Lemmat, az m fiigg-
vény helyett egy olyan h filggvényt hasznalva, amely I'-n megegyezik a v normalis
vektorral; lasd példéul [17], [18] vagy [12]. m
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1.3. Egy egyszeri lemezmodell megfigyelhetGsége. Most tekintsiik a kovet-
kez& problémat:

v+ A%u=0 Q x R-ben,
(1.11) u=0,u=0 I' x R-en,
uw(0)=up és u'(0)=wu; Q-ban.

A kétdimenziés esetben ez a probléma j6l modellezi egy, a hatdranal fogva
rogzitett, vékony, rugalmas lemez kis transzverzalis rezgéseit.

Emlékeztetiink a kvetkezs eredményekre (lasd példsul [19]):

o tetszolegesen adott (ug,u1) € HZ(Q) x L%(Q) kezdeti feltételek esetén az
(1.11) probléménak van egy egyértelmtien meghatdrozott gyenge megoldasa:

u € C(R; H}()) N C' (R; L*());
e a megoldas energidja, amelyet az
E(t) = / u'(t)? + (Au(t)’ da
2 Ja ¥

képlettel definidlunk, valgjaban fiiggetlen ¢ € R-t6l. Ezért a tovabbiakban egysze-
riien E-vel jeloljiik;

e ha 0 C* osztélybeli és ha az (ug,u;) kezdeti adatok (H*(2) N H3()) x
HZ()-ba tartoznak, akkor a megfelels erds megoldasok is simébbak:

u € C(R; HY(Q)) N C*(R; HX(Q)) N C*(R; L*(Q)).

Fennall a kovetkezo

1.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy  C* osztalybeli. Ekkor tetszoleges T > 0-hoz vannak
olyan c;, co > 0 konstansok, hogy

i o
c1E5/ /(Au(t))zdl"dtSCQE
0 r

(1.11) barmely gyenge megolddsara.

A tételbsl adédik, hogy a killénboz6 kezdeti adatokhoz tartozé megoldasok
megkiilonbdztethet&k, ha azokat I' egy tetsz6legesen kis kdérnyezetében, tetszdlege-
sen rovid ideig megfigyeljiik. (Nincs ellentmondds, mert a jelen modellben a hatasok
végtelen sebességgel terjednek.)
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Az 1.6. Tételt elGszor Lions [17] igazolta elég nagy T-re, majd az & feltételét
Komornik [9] a gyengébb T" > 2R/, /i1 feltétellel helyettesitette, ahol B(zo, R) az
Q-t magaban foglal6 legkisebb gémb, és u; a

A%y = —pAv, v € H3(Q)

sajatérték-probléma legkisebb sajatértéke. Végiil, Holmgren egy mély tételét fel-
hasznélva és kompaktsagi-unicitdsi meggondolasokat alkalmazva Zuazua [23] bebi-
zonyitotta a tételt tetsz&leges T > O-ra.

Kés6bb [10)-ben egy konstruktiv és elemibb médszer keriilt bevezetésre, amely
lehet&vé tette az inverz egyenlGtlenségekre kapott elégséges feltételek gyengitését
szdmos esetben. A médszer egy egyszerfi ,receptet” szolgéltat: valahdnyszor egy
T > f(p1) alaki elégséges feltételt nyeriink egy inverz egyenlGtlenség teljestiilésére,
ahol p; egy alkalmas sajatérték-probléma legkisebb sajatértéke, az inverz egyenlGt-
lenség automatikusan fennéll, a rendszerint gyengébb, T > f(+o00) feltétel mellett
is. A jelen esetben ez a T' > 2R/ + co = 0 feltételhez vezet. Az 1.6. Tétel ilymédon
torténd bizonyitdsa megtaldlhaté [12]-ben.

2. Irdnyithatésiag. A Hilbert unicitasi médszer

2.1. A hullamegyenlet iranyithatésaga. Rogzitsiink egy T > 0 szdmot és
tekintsiik a kovetkez& problémat:

y' —Ay=0 Q x [0, T]-ben,
(2.1) y=v T x [0,T]-n,
y(0)=yo és y'(0) =y -ban.

E szakasz {6 célja Lions [17] alabbi tételének az igazoldsa:

2.1. Tétel. Tegyik fel, hogy Q C? osztalybeli, és van egy Q-t magdban foglalo
T-nél kisebb &tmérdji nyilt gomb. Ekkor tetszéleges (y°,y') € L?(Q) x H~1(Q)
kezdeti adatokhoz taldlhaté olyan v € L*(0,T;L?*(T)) fiiggvény, hogy a (2.1)
probléma megoldésa teljesiti az

(2.2) y(T)=9y'(T)=0 Q-ban
svégfeltételeket”.

Itt és a tovdbiakban azonositjuk az L?(Q) és L?(T") Hilbert-tereket a dualis
tereikkel.

Vizsgaljuk meg el6szor a (2.1) probléma korrektségét. Mivel meglehetsen
irregularis kezdeti és hatdradatokra lesz sziikségiink, az Ggynevezett transzpozicié
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médszerével fogunk alkalmas gyenge megolddsokat definidlni. Tekintsiik ehhez az
1.1. és 1.2. szakaszokban vizsgélt problémat:

u' —Au=0 Q x R-ben,
(2.3) u=0 I' x R-en,
i w(0) =up és u'(0)=wu; Q-ban,
P =du I' x R-en.

Ha y megoldésa (2.1)-nek, u pedig (2.3)-nak, akkor tetsz6leges S € [0,T] esetén
végezziik el a ktvetkez szamitést:

S
O=/ /(y”—Ay)udwdt:
0 Q

S S
= [/ y'u—yu' dx] +/ / y(u" — Au) dz dt+
Q 0 0 JQ

v y [~ +yomara.

A (2.1)- és (2.3)-beli kezdeti és hatérfeltételek alkalmazédsaval innen adédik, hogy

/ﬂ —y'(S)u(S) + y(S)u'(S)dz = /n —y1ug + Yous dz + /05 /r vy dl dt,
amelyet az aldbbi absztraktabb alakban is irhatunk:
@4 {(~ 95 u(8): (WS),¥(8)) s ayrscanmrcaancay =

= ((-v1,%0), (UOv“1)>H~1(n)xm(n),ng(n)xLz(Q) +(v,0,u)12(0,5;L3(r))-

Ez a formula a ko vetkez& definiciét sugallja: a (2.1) probléma megoldaséan egy olyan

folytonos
(¥,9") : [0,T] = L*(Q) x H}(Q)

figgvényt értiink, amely tetsz6leges (ug,u1) € H(R2) x L3(Q) és S € [0, T esetén

teljesiti a (2.4) azonossagot, ahol u (2.3) gyenge megoldésa. A definici6 jogosségét
a kovetkezd eredmény mutatja:

2.2. Allitas. Tetszolegesen adott (yo,y1) € L*(Q)x H~1(Q) ésv € L?(0, S; L*(T))
esetén a (2.1) probléma egyértelmti megoldassal rendelkezik.

Bizonyitas. Rogzitsiink elgszor egy tetsz6leges S € [0, T] szdmot. Az (1.5)-beli m4-
sodik egyenl6tlenség miatt a (2.4) egyenl6ség jobb oldala a (uo,u1) € Ha (2) x L2(R2)
mennyiségnek folytonos linedris forméjat definidlja. Minthogy a (2.3) probléma id6-
ben reverzibilis, az (ug,u1) +— (u(S),u'(S)) linedris leképezés az H§ () x L2(%)
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Hilbert-tér automorfizmusa. Ezért a (2.4) egyenlség jobb oldala tekinthets az
(u(S),u'(S)) € Hy(S2) x L*(2) mennyiség folytonos linedris forméjanak is; jelol-
jik ezt Lg-sel. A Hilbert-tér duélisanak a definicidja szerint létezik egyetlen olyan
(—9'(S),y(5)) € H1(Q2) x L*(Q) psr, amely eleget tesz a (2.4) azonossagnak.

Minthogy az Lg folytonos linearis forma folytonosan fiigg az S paramétertol
(ez kozvetlen szdmoldsal konnyen ellendrizhets), az S — (—y/(S5),y(S)) figgvény
is folytonos. ®

A 2.1. Tétel bizonyitasa. Az alapgondolat az, hogy egy speciélis, v = 8, u alaki
kontrollt keresiink, ahol u a (2.3) probléma alkalmasan vélasztott (ug,u;) kezdeti
adatokhoz tartoz6 megoldasa. Elegend6é megmutatnunk, hogy ha (uo,u1) végigfut
H} () x L*(Q) elemein és ha y-nal jeloljiik az

y' —Ay=0 Q x [0, T]-ben,
(2.5) y=v I' x [0,T)-n,
y(T)=9'(T)=0 Q-ban

probléma megoldésat, akkor (y(0),%(0)) végigfut L%(Q) x H~1() elemein. Va-
l6ban, ekkor elegend§ lesz ugy védlasztani v = d,u-t (2.1)-ben, hogy a megfelel6
(uo,u1) € HY(N) x L*(Q)-ra y(0) = yo és y'(0) = y; teljesiiljon.

Ekvivalens médon elegend6 megmutatnunk, hogy a A(uo,u1) = (y'(0), —y(0))
képlettel értelmezett

A : HY(Q) x L}(Q) - H™Y(Q) x L*(Q)

line4ris operator raképezés. Ennél tébbet bizonyitunk: igazoljuk, hogy A izomorfiz-
mus. A Lax-Milgram lemma miatt elegend6 ehhez megmutatnunk, hogy a megfelelé

(A(uo, u1), (vo, ”1)>H-1(n)xL?(n),Hg(n)xLz(n)

biline4ris forma folytonos és koercitiv H} () x L?(Q2)-n.

A A leképezés folytonossaga a (2.3) és (2.5) problémék korrektségének kovet-
kezménye. (A hulldimegyenlet reverzibilitdsa miatt a (2.5) probléma korrektsége a
(2.1) korrektségébésl levezethets a t — T —t helyettesitéssel.) A A operator koerci-
tivitdsa az 1.2. Tételb6l fog kovetkezni, ha igazoljuk a

14
2
<A(u07u1)a(u0>ul))H—l(Q)xLz(Q),Hé(Q)xLz(Q) =/0 /Flal/u' dr dt.

formulat. Ez viszont kénnyen adédik, ha megismételjiik a (2.4) azonossag levezeté-
sét az S = T esetben, és felhasznaljuk a (2.5)-beli hatar- és végfeltételeket. M
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2.2. A lemezmodell irdnyithatésidga Az el6z6 szakasz médszerét alkalmazva,
az 1.6. Tétel felhasznalasaval a kovetkez6 eredményt kaphatjuk az

¥+ A% =0 Q x [0, T)-ben,
(2.6) y=0 és dy=v I’ x [0, T]-n,
y(0)=yo 6s y'(0)=y1 -ban

probléma iranyithatésagara:

2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy Q C* osztalybeli, és rogzitsiink egy tetszéleges T > 0
szamot. Ekkor barmely (y°,y') € L?() x H~%(Q) kezdeti adatokhoz van olyan
v € L?(0,T; L*(T")) fiiggvény, hogy a (2.6) probléma megoldsa teljesiti az

y(T) =y (T)=0 Q-ban
végfeltételeket.
Ezt a tételt Lions [17] igazolta elég nagy T-re, majd Zuazua [23] tetszélegesen
kis T-re. A részletes bizonyitdst az olvaséra bizzuk (vagy lasd [12]).
2.3. Egy altaldnos eredmény: megfigyelhetdség —> iranyithatésag. Te-
kintsiik az
(2.7) - z' = Az + Bv, z(0) = zo |

absztrakt linedris evoltciés probléméat, ahol A egy sfirtin definidlt, zart linearis
operétor egy H Hilbert-térben és B egy sfirtin definiélt, zart line4ris operédtor egy
masik G Hilbert-térb6l H-ba. Tekintsiik egyittal a

(2.8) o' =-A",  @(0)=¢o, V=B

dudlis problémét is, ahol A* és B* az A, B operatorok adjungaltjat jelolik. Ira-
nyitaselméleti terminolégiaval élve B egy kontroll operator, v egy kontroll, B* egy
megfigyelési operator és 1 egy megfigyelés.

Tegyiik fel a kovetkezket (G’ és H' a G és H Hilbert-terek duélisait jelolik):
(H1) Az A* operstor egy e*A” csoportot general H'-ben;
(H2) D(A*) ¢ D(B*) és van olyan c¢ konstans, hogy

|1B*wollg: < c|[A%@oll g
minden ¢y € D(A*)-ra;

(H3) Vannak olyan pozitiv T, ¢;, c2 szdmok, hogy a (2.8) probléma megoldésai
teljesitik a
alleollg < 1¥llp20,m.60 < c2lleoll g
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egyenlGtlenségeket minden g € D(A*)-ra.

Az alkalmazédsokban a (H1) hipotézis rendszerint teljesiil id6ben reverzibilis
problémékra. A (H2) hipotézis felesleges, ha a B operator folytonos, és gyakran
teljesiil hatarkontroll-feladatokban, ahol a B operétor nem folytonos. Végiil a (H3)
hipotézis a direkt és inverz egyenl6tlenségeknek egy absztrakt forméja.

Kés6bb latni fogjuk, hogyan irhat6k at a korabban vizsgalt konkrét problémak
ebben az absztrakt alakban.

e A (H1) feltevésbol kdvetkezik, hogy barmely o € H'-re a (2.8) probléménak
létezik egy egyértelmd ¢ € C(R; H') gyenge megoldasa, amelyet a ¢(s) = e~*4"
képlet ad meg.

e Tovéabba a (H1) és (H2) feltevésekb6l kovetkezik, hogy barmely ¢ € D(A*)-
ra a (2.8) probléméanak létezik egy egyértelmt erds

¢ € C(R; D(A*)) N C}(R; H')

megoldéasa, és hogy ¥ € C(R;G’). Innen ad6dik speciédlisan, hogy a (H3) feltevés
értelmes.

e A (H3) feltevésbeli masodik (direkt) egyenl6tlenség lehet&vé teszi ezek utan,
hogy (stirtiségi meggondol4ssal) értelmezziik -t mint az L?(0,T;G’) Hilbert-tér
elemét barmely o € H'-re.

Mutassuk most meg, hogy a (H1), (H2) feltevéseknek és a (H3)-beli masodik
egyenlStlenségnek a felhasznéldsdval definidlhatjuk a (2.7) probléma megoldasat
barmely zo € H és v € L?(0,T'; G) esetén. Forméalisan okoskodva, ha z megolddsa
(2.7)-nek, ¢, 9 pedig (2.8)-nak, akkor minden S € [0, T]-re fennall az

s
(2.9) (2(5),(8)) g, 11 = (%0, %0) b1, v +/0 (v(8),9(9)) g, ds

azonossag. Val6éban,

S
| 666+ A4%0(6)) g 5 =
S [(x( >1—1 H’ / <— @'(s), (s >H T (x(s) A%p >H s =
s S
= (a0 eleD ]y + [ (=2'(6)+ A2 0(6)) s =
= (=), 0(8)) ) / (Bo(s),0(9)) g d

= A sl / (0(5), ¥(5)) g g &
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Ezek utan definidljuk (2.7) megoldasat mint egy olyan folytonos x : [0,T] —
H fiiggvényt, amely minden ¢y € H'-re és S € [0, T|-re teljesiti a (2.9) azonossagot.
A bizonyitas jogossigéit a kovetkezd eredmény mutatja:

2.4. Allitas. Tetszolegesen adott xo € H ésv € L%(0,T;G) esetén a (2.7) problé-
mdnak létezik egy egyértelmd megoldasa.

Bizonyitas. A (H3)-beli masodik egyenlGtlenség miatt a (2.9) jobb oldala a ¢y €
H'’ mennyiségnek folytonos linedris formajat definidlja. Minthogy a (H1) feltevés
alapjan a ¢g — ¢(T') leképezés a H' Hilbert-tér automorfizmusa, (2.9) jobb oldala
egyben a ¢(S) € H' mennyiségnek is folytonos linedris forméaja. Mivel H"” = H, ez
a folytonos linedris forma egyértelmiien reprezentalhaté egy z(S) € H vektorral,
ugyhogy (2.9) teljesiil. m

Mindezidaig nem volt sziikségiink a (H3)-beli els6 (inverz) egyenl&tlenségre,
amely a (2.8) probléma megfigyelhetGségét fejezi ki. Most igazoljuk, hogy a (2.8)
probléma megfigyelhet&sége maga utdn vonja a (2.7) probléma irdanyithatésagét:

2.5. Tétel. A (H1), (H2), (H3) hipotézisek fenndllisa esetén barmely xo € H
kezdeti dllapothoz talalhaté olyan v € L*(0,T; G) fiiggvény, hogy a (2.7) probléma
megolddsa eleget tesz az x(T') = 0 végfeltételnek. (Azt mondjuk, hogy a v kontroll
T id6 alatt nyugalomba viszi a rendszert.)

Bizonyitas. A (H1), (H2), (H3) hipotéziseknek koszonhetGen a

T
((PO,T/)O) H/ (B*e_SA ‘pOaB*e_SA wO)G' ds
0

képlet egy folytonos, szimmetrikus és koercitiv bilinedris format definidl H'-n.
A Riesz reprezentécios tétel alapjan van olyan tnadjungélt, pozitiv definit A €
L(H', H) izomorfizmus, hogy

‘
<A‘p0’¢0)H,H' =/ (B*e—sA Lpo,B*e_sA wO)G’ ds.
0

minden g, € H'-re.
Jelsljiik J : G’ — G-vel a kanonikus Riesz-izomorfizmust. Tetsz&legesen adott
To € H esetén azt alitjuk, hogy a

v(s) := —JB*e 4" A1z,

kontroll zo-t T id6 alatt nyugalomba viszi. Val6ban, tetsz6legesen adott ¢o € H'
esetén, (2.8)-at és (2.9)-et felhasznélva az

T
<$(T)’<P(T)>H’HI = (an‘PO)H,H' +A <v(s)7w(s)>G'GI ds =
T - -
= (5'307900)}1,}1' "/ (B*e_m A—leaB*e_SA ®0)gr ds =
0

-3 (IO’LPO)H,H’ - <AA_1101¢0)H,H' = 0
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egyenldséget kapjuk. Minthogy a (H1) feltevés miatt pg-lal egytitt ¢(T") is befutja
az egész H' teret, innen kovetkezik, hogy z(T)=0. m

Dolecki és Russell [5] bebizonyitottdk, hogy a (H1), (H2), (H3) feltevések
mellett a (2.7) probléma irdnyithatésaga val6jaban ekvivalens a (2.8) probléma
megfigyelhet&ségével. (Egy révid bizonyitas taldlhaté erre [13]-ban is.)

Lions [17], [18] kidolgozott egy 4ltalanos médszert linedris parcislis differenci-
alegyenletek irdnyithat6saganak a vizsgédlatara. Ez az igynevezett Hilbert unicitési
moédszer (HUM) lényegében a fenti tételen alapul.

Példa. A 2.1. szakaszban vizsgélt problémat atirhatjuk az itt vizsgalt absztrakt
forméba. Vezessiik be ehhez a ¢ = (u,u'), po = (ug,u1) jeloléseket, majd definidljuk
az A* és B™ linearis operatorokat az alabi képletekkel:

D(4%) = D(B*) = (HX(Q) n H}(®) x H}(),
A*(Zo,zl) = —(Zl,AZo),

B*(Zo, 21) = 6,,20.

Ekkor a (2.3) probléma a 0, u megfigyeléssel a (2 ) bsztrakt alakot olti.

Mutassuk meg, hogy a H' = H}(Q) x L*(Q) és G' = L*(T") valasztassal a (H1),
(H2), (H3) tulajdonségok mind teljesiilnek. A (H1) tulajdonsag j6l ismert és szoro-
san kapcsolédik az energia megmaradédséhoz, lasd példaul [19]. A (H2) tulajdonsig
A*, B* definici6jab6l és a Laplace-egyenletre vonatkoz6 elliptikus regularitasi el-
méletb6] kovetkezik: ha zg € H?(Q) N H} (), akkor

”B*(zO’zl)”LZ(P) = 18v20ll L2(ry < cllzoll g2y < cllAzoll L2(q) <
= c”A*(ZO’zl)”H(;(n)xLZ(a)'

Végiil (H3) ekvivalens az 1.2. Tételben igazolt egyenlGtlenségekkel.

Osszehasonlitva a (2.4) és (2.9) azonossagokat lathat6, hogy a (2.8) probléma
dudlis probléméja éppen (2.1), ha bevezetjik az z = (-y',¥), z0o = (—¥1,%0)
jeloléseket, és ha a G, H Hilbert-tereket a G := G” = L) és H := H" =
H~1(Q) x L?(Q) képletekkel értelmezziik.

Alkalmazva a 2.5. és 1.2. Tételeket, innen tjra adédik a 2.1. Tétel.
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3. Stabilizacié ,természetes” visszacsatolassal

Ebben a fejezetben disszipativ ,hatarfeedback”-eket tekintiink és becslést adunk az
energiacsokkenési ratdara. Az itt alkalmazott Ljapunov tipusi eljarast Komornik és
Zuazua [14] vezette be, majd Komornik [11] fejlesztette tovabb a konkrét Ljapunov
filggvények helyett egy specidlis integralegyenl6tlenséget alkalmazva.

3.1. A hulldmegyenlet stabiliziciéja linearis visszacsatoldassal. Rogzitsiink
két folytonos a,b : T' — (0, +00) fiiggvényt, és tekintsiik az alabbi problémat:

u' —Au=0 Q2 x [0, +00)-ben,
(3.1) u+au+bu =0 I’ x [0, 400)-en,
w(0) =uo ¢és u'(0)=wu; Q-ban.

Ilyen tipust hatarfeltételeket az els6k kozott Russell [21] tanulményozott. Emlé-
keztetiink a kovetkezs eredményekre (lasd példaul [11], [12]):

o tetszélegesen adott (ug,u;) € H'(R2) x L*(2) kezdeti adatok esetén a (3.1)
probléménak van egy egyértelmiien meghatarozott gyenge megoldéasa:

u € C([0,+00); H'(R)) N C* ([0, +00); L*(R));
e a megoldas energidja, amelyet az
1 1412 2 1 2
(3.2) E(t)=7 [ «'t)° + |Vu(t)| dz+ 5 [ au(t)"dl
2 Ja 2 Jr
képlettel definidlunk, t-nek monoton fogyo6 fiiggvénye;

e ha Q C? osztélybeli és ha az (uo,u;) kezdeti adatokra (ug,u;) € H?(Q) x
HY() és O,up + aug + bu; = 0 I'-n, akkor a megfelels erds megoldasok simabbak:

u € C([0,+00); H3(2)) N C* ([0, +00); H*(22)) N C2([0, +00); L*(£2)).

Adjunk rogton pontosabb eredményt az energia csokkenésére:

3.1. Lemma. A (3.1) probléma erds megolddsai minden 0 < S < T < 400 esetén
teljesitik az

Y
(3.3) E(S) — E(T) = /S /r bu'(t)? dT dt
egyenldséget.
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Bizonyitas.

E'=/u'u"+Vu-Vu’dx+/auu'd1"=
Q r
=/u'Au+Vu'-Vudz+/auu'dI"=
Q r
=/u'(3,,u+au)d1’=
r

B / b(u')?dl. m
) By

Ha Q C? osztélybeli csillagszer( tartomény, akkor az energia t — +0o esetén
exponencidlisan nulldhoz tart. Az egyszertiség kedvéért csak egy nagyon specidlis
esetben bizonyitjuk be ezt az eredményt; az érdekl6d6 olvasé [11], [12]-ben taldlhat
altalanosabb eredményeket.

3.2. Tétel. Legyen 2 az R3 tér B(zo,1) egységgombije, és legyen a = b = 1. Ekkor
a (3.1) probléma minden megolddsara

E(t) < E(0)e'"t2,  wt>o0.

Bizonyitas. Elegend6 erés megoldasokkal foglalkoznunk, mert az &dltaldnos eset
ebbdl egyszer( sfirtiségi meggondolassal kvetkezik.

Alkalmazzuk az 1.3. Lemmat (lasd a bizonyitasat kdvet6 megjegyzést):

T
/ /(auu)Mu + (m - 1/)((u')2 — |Vul?) dT dt =
S JI

T e
— [/ u'Mudz] +/ /(u')2+|Vu|2d:cdt
Q s Js Ja

tetsz6leges 0 < S < T < +oo esetén. Mivel most m - v = 1, dyu = —u — o' és
Mu = 2m - Vu + 2u, az energia definici6jat is felhasznélva ez az azonossdg 4tirhaté
a kovetkezd alakba:

T
(3.4) /s /1“ W)? = |Vul? — 2(u+u')(m - Vu) — 2(u + v')u + u? dl dt =

T L
= [/ u'Mud:c] +2/ E dt.
Q S S
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Minthogy |m| = 1 I'-n, a bal oldali integraljel alatti kifejezés igy becsiilhets:
(W)? = |Vul® = 2(u + v')(m - Vu) - 2(u + v )u +u? <
<) = |Vul* + (u+ ") + |m- Vul* = 2(u+u')u +u? <
< (u’)2 + (u +al)? - 20u +u')u+u? =
=2(u)%.

Ezért, felhasznalva a 3.1. Lemmat is, (3.4)-b6l a kovetkezs egyenlGtlenség adodik:

7

(3.5) 2/STEdt <2E(S)-2E(T) - [/Qu'Mudw]S.

Ha megmutatjuk, hogy

(3.6) < 2E,

/ uw' Mudx
Q

akkor (3.5)-b6l a
2 /T Edt < 2E(S) — 2E(T) + 2E(S) + 2E(T) = 4E(S)
S

egyenl6tlenséget, ebb6l pedig T — 400 hatdrdtmenettel az

+o0
(3.7) Edt < 2E(S) minden S > 0-ra
s

egyenlGtlenséget fogjuk kapni.

A (3.6) egyenl6tlenség bizonyitasahoz induljunk ki az 1.4. Lemma (1.8) azo-
nossagabol:

/ (Mu)? dz = / |2m - Vul®> + (1 — n?®)u?dz + (2n — 2)/(m -v)u?dr.
Q Q r
Mivel |m| < 1 Q-ban és mivel n = 3, innen kovetkezik, hogy

/(Mu)'*’dx54/ |Vu|2da:+4/u2dF.
Q Q § i

Ezek utan (3.6) egyszertien adédik:
/ |u' Mu|dz < / (')? + (1/4)(Mu)* dz < / (w')? + |Vul® dz + / w?dl’ = 2E.
Q Q Q r

Mivel az energiafiiggvény nemnegativ és monoton fogyé, a tétel a (3.7) egyenlGt-
lenségekbol kovetkezik, ha alkalmazzuk az alabbi Gronwall tipusi lemmaét:
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3.3. Lemma. Legyen E : [0,+00) — [0, +00) monoton fogyé fiiggvény, és tegyiik
fel, hogy alkalmas T' > 0 konstanssal fennéllnak az

(3.8) / E(s)ds < TE(t), Vt>0
t

egyenlStlenségek. Ekkor

(3.9) E(t) < E(0)' YT,  wt>o0.

Bizonyitas. Az
flx)i= e’/T/ E(s)ds, x>0

fiiggvény lokalisan abszolit folytonos. Tovdbba f monoton fogy6, hiszen (3.8) miatt
fl(z) = T“le’/T( / N E(s)ds — TE(a:)) <0
majdnem minden z > O-ra. Innen, tjra alkalmazva (2 8)-at,
(@)1 = [ B©)ds STEO, Va0,
tehat

[o0)
(3.10) / E(s)ds <TE(0)e~*/T, Yz >o0.
Mivel E nemnegativ és monoton fogyé,
oo z+T
/ E(s)ds > / E(s)ds >TE(z+T).

Behelyettesitve (3.10)-be azt kapjuk, hogy
E(z +T) < E(0)e>/T, Vz > 0.

Innen ¢t := x + T helyettesitéssel (3.9) minden ¢ > T-re adédik. Végiil 0 <t < T
esetén (3.9) trividlisan teljesiil, hiszen E(t) < E(0). m

Természetes kérdés, hogy elérhet6-e tetszGlegesen nagy energiacsokkenési rata
az a és b egyiitthatok alkalmas vélasztdsaval (3.1)-ben. Koch és Tataru [8] ered-
ményei mutatjik, hogy ez lehetetlen. A dolgozat utolsé fejezetében més tipusi
hatarfeedback-eket fogunk konstrudlni, amelyek segitségével tetszélegesen magas
energiacstkkenési rata érhetd el.
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3.2. Nemlinearis visszacsatoldsok. Az el6z6 szakaszban alkalmazott médszer
altalanosithaté nemlinedris feedback-ek vizsgélatara. Példaként ismertetiink itt egy
ilyen tipusi eredményt; az érdekl6ds olvas6é megtalalhatja a bizonyitast [12]-ben.
Legyen g : R — R egy monoton fogy6, folytonos fiiggvény. Tegyiik fel, hogy
van egy olyan p > 1 val6s szam és léteznek olyan ¢; pozitiv konstansok, hogy ¢
eleget tesz az alabbi novekedési feltételeknek:
alal? < |g(z)| < cala/? ha 2] <1
és
cslz| < |g(m)| <c4lz| ha |z|>1.

Rogzitsiink egy a : I' — (0,+00) folytonos fiiggvényt és tekintsiik a kdvetkezs
problémat:

u' —-—Au=0 Q X [0, 4+00)-ben,
(3.11) du+au+g(u')=0 I x [0, +00)-en,

u(0) =uo és u'(0)=wu; Q-ban.
Ez a probléma korrekt H'(Q) x L?(2)-ban. Ertelmezziik a megoldsok energidjat
ugyanazzal a (3.2) képlettel, mint az el6z6 szakaszban. Ekkor érvényes a kvetkezs

3.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy Q egy C? osztélybeli, csillagszer( tartomany. Ekkor
a (3.11) probléma megoldésai teljesitik az

E(t) < Ct—2/(p—1)
becslést minden t > 0-ra, ahol a C konstans csak a kezdeti E(0) energidtdl fiigg.

4. Stabiliz4cié tetsz&legesen nagy energiacsokkenési ratéval

Elegancidja és viszonylagos egyszertisége ellenére az el6z6 fejezetbeli médszernek
van két hatranya. ElGszor is, a médszer csak kevés esetben alkalmazhat6. Masod-
szor, a médszer nem vezet tetszélegesen nagy energiacsokkenési ratdhoz. A jelen
fejezetben egy 1j eljarast alkalmazunk, amely nagyon gyakran alkalmazhatoé, és
amely lehet6vé teszi tesz6legesen nagy energiacstkkenési ratdhoz vezets feedback-
ek konstrudlasat. A jelen fejezet anyagat a [13] dolgozatbdél kélcsonoztiik.

4.1. Egy altalanos eredmény: megfigyelhetség —> stabilizalhatésag. Tér-
jiink vissza a 2.3. szakaszban tanulméanyozott 4ltaldnos problémahoz. Tegyiik fel
ismét a (H1), (H2), (H3) hipotéziseket. Ekkor tetsz6leges w pozitiv val6s szdmra a

T,
(Aw‘POa¢0)H,HI :=/ ew(s)(B*e—sA <po,B*e"’A ¢O)GI ds
0
képlet, ahol

. e v, ha0<s<T,
TV %alh =), T L<s<T.,
egy vnadjungalt, pozitiv definit A, € L(H', H) izomorfizmust definial.
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4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a (H1), (H2), (H3) hipotézisek teljesiilnek, és rogzit-
siink egy tetszGleges w > 0 szdmot. Ekkor az

(4.1) z' = (A - BJB*A; )z, z(0) = xo

probléménak tetszéleges xo € H-ra létezik egyetlen + € C(R;H) megoldésa.
Tovabba van olyan M konstans, hogy a (4.1) probléma megoldésai eleget tesznek
az

(42) l=®ll 5 < Ml|zo|| re™*
becslésnek minden xo € H-ra és minden t > 0-ra.

Misszéval a tétel azt 4llitja, hogy a v = —JB*A_?! feedback, ahol J : G’ — G
ismét a kanonikus Riesz-izomorfizmust jeloli, egyenletesen stabilizdlja az

! = Az + Bv, z(0) = zo

problémaét, és a megolddsok cstkkenési ratdja legalabb w-val egyenl6.

A specialis e,(s) stlyfiiggvényt Bourquin [2! j- rasolta a szerz6 4ltal korab-
ban hasznélt e=2%* helyett. E siilyfiiggvény hasz il..a jelentSsen leegyszerfisiti a
bizonyitdst. A tételbeli eljaras numerikus szempontbdl is j61 hasznéalhaté: lasd Bo-
urquin, Briffaut, Collet [3] és Bourquin, Briffaut, Urquiza [4].

A bizonyitds véazlata. Fogadjuk el a megoldasok 1étezését és egyértelmiiségét, és
irjuk a A, operatort a kdvetkez& alakban:

TU
A =/ ew(s)e *ABJB*e™*4" ds.
0

Ha z a (4.1) probléma megoldéasa, akkor egy egyszer(i (formélis) szdmol4s a kivet-
kez& azonossdghoz vezet:

0 i - . A=
(4.3) (05" 2,2) g g = (AS', (AAy + AL A* = 2BJBY)AS )y, .

Felhasznélva a

T
BIR® = —/ i(eL,,(s)e""ABJB"‘e_"“‘) ds =
o ds

Tw
= AA, + A A" - / el (s)e *ABJB*e™*4" ds
0

egyenlGséget és a
BJB* >0, e€.(s) <—2we,(s)
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egyenl6tlenségeket, innen az
AA, + ALAY —2BJB* < —2wA,,

egyenl6tlenséget kapjuk. (Ez azt jelenti, hogy a jobb- és baloldal kiilénbsége pozitiv
szemidefinit.) Ennek felhasznaldsaval a (4.3) azonossaghol a

'/ [ o
'd—t'(Awlx,x)H',H S —2W(Aw1$,I)H1,H

egyenl6tlenség ad6dik. Innen
(44) <A;1$(t), $(t)>H,‘H S (A;)_lxo’ xo)H’,He_zw,:

minden ¢ > 0-ra. Minthogy A, € L(H', H) egy 6nadjungélt, pozitiv definit izomor-
fizmus, van két olyan pozitiv ¢; és co konstans, hogy

2 = 2
allzlly < (Awlx,z)H,_H < eo|lzlly

minden z € H-ra. Ezekb6l és (4.4)-b6l a (4.2) becslés M = /cy/c1 valasztassal
ad6édik. m

A fenti bizonyitds teljesen korrekt a véges dimenzi6s esetben, a végtelen di-
menzi6s esetben azonban bizonyos technikai nehézségek lépnek fel, mert még az
erds megoldasok sem elég simdak a fenti lépések véghezviteléhez. A teljes bizonyités
megtaldlhaté [13]-ban.

4.2. Alkalmazas a hulldimegyenletre. Mint azt a 2.3. szakaszban lattuk, ha az

u' —Au=0 Q x R-ben,
u=0 I' x R-en,
w(0) =wuy és u'(0)=wu; §-ban,

P =0,u I' x R-en

problémét atirjuk a
' =-A%, 90)=p, P=DB"p,
absztrakt alakba, akkor a megfelels
z' = Az + Bv, z(0) = zo

irdnyitasi probléma az

y'—Ay=0 Q x R-ben,
(4.5) y=v I' x R-en,
y(0)=9yo és y'(0)=y; $-ban
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problémaéval ekvivalens. (Most végtelen id6intervallumot hasznalunk [0, T'] helyett.)
Mivel a (H1), (H2), (H3) hipotézisek teljesiilnek, alkalmazhatjuk a 4.1. Tételt. Hatra
van még a v = —JB*A! feedback azonositssa. A

A7l : HTY(Q) x L3(Q) — HY(Q) x LA (D)

a P =9
wi=(G 3

matrix alakban felirva és felhasznédlva B* definici6jat a

operatort a

v=—JB'A 'z = 2(Py +Qy)
osszefiiggést kapjuk. (Itt G = L%(T')-t azonositottuk a G’ duélisdval.) Bebizonyi-
tottuk tehat a kovetkezé eredményt:

4.2. Tétel. Legyen () egy C? osztalybeli tartomany, és rogzitsiink egy tetszélegesen
nagy w szdmot. Ekkor megadhaté két folytonos linedris leképezés

P:HY Q) - HNY), Q: L) — HY®)
és egy M pozitiv konstans gy, hogy az

y'—Ay=0 O : R-ben,
y=0,(Py +Qy) . x R-en,
y(0)=yo és y'(0)=y1 Q-ban

probléma korrekt H := L?(Q2) x H~1(Q)-ban, és a megolddsok eleget tesznek az

@4 )|l < M|\ (@0, 31,67 VE>0
becslésnek minden (yo,y1) € H-ra.

4.3. Alkalmazas a lemezmodellre. Alkalmazva az 1.3. szakasz eredményeit, a
4.1. Tétel maga utdn vonja az aldbbi stabilizacios tételt:

4.3. Tétel. Legyen Q) egy C* osztalybeli tartomdny, és rogzitsiink egy tetszélegesen
nagy w szdmot. Ekkor megadhaté két folytonos linedris leképezés

P: H%Q) - H}Q), Q:L*N)— HEN)
és egy M pozitiv konstans gy, hogy az

' +A% =0 Q x R-ben,
y=0 é 8,y=APy +Qy) T x R-en,
y(0)=yo és y'(0)=u Q-ban

probléma korrekt H := L?(2) x H~2()-ban, és a megold4sok eleget tesznek az

”(y’ y’)(t)”'H < M”(yo, yl)”'He_wta vt = 0
becslésnek minden (yo,y:) € H-ra.

A bizonyitast lasd [13]-ban.
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SETA AZ EGYERTELMU FAKTORIZACIO
KORUL

FRIED ERVIN

0. El6zetes informéaciék

Az egész szamok egyértelmi primtényezss felbontasa, illetve a raciondlis vagy val6s

vagy komplex egyiitthatés polinomok irreducibilis faktorokra valé felbontésa szinte
az egész matematikiban alapvetd szerepet jatszik. Ennek koszonhetGen mindegyi-
kiik fontos része az egyetemi algebra vagy szamelméleti elsadasoknak. Tekintettel
arra, hogy a kétfajta bizonyitds nagyon hasonlit, ezért mindkét tényre egy kozos
bizonyitast adnak, nevezetesen azt, hogy az egyértelmi faktorizaci6 minden eukli-
deszi gytirfiben igaz; és a fenti esetekben euklideszi gyfrtikkel 4llunk szemben®.

Természetesen felmertiils kivinsdg megtudni, hogy min milik az egyértelm
faktorizacio, azaz vele ekvivalens egyszertibb feltételt taldlni. Ennek olyan feltétel-
nek kell lennie, amelyik a fentiekts] kiilsnbz6 fontos esetekben is kénnyen ellend-
rizhetd. Ilyen feltétel 1étezik, és az egyetemen tanitjuk is.

A feltételek kozott sziikséges kiindulasként szerepel, hogy a vizsgalt gydrdben?
legyen egységelem, ezért nincs egyértelmi faktorizacié a paros szamok korében.
En soha nem szerettem ezt kikotni, hanem tgy ,cstirtem-csavartam” a dolgot,
hogy ez kovetkezzék az egyértelmii faktorizdaciébél. Egyetemi kollégdim mindig
yakadékoskodtak”, hogy ,,de ha masképpen definidlnék bizonyos fogalmakat”, akkor
mér ebbdl esetleg nem is kovetkezne az egységelem léte®. Ezek utdn értem el
ezeket az eredményeket 1995-ben. Amikor el6adast tartottam ebben a témakdrben
a bécsi Miiegyetem algebra szemindriuman, akkor az egyik résztvevs kozolte, hogy
valaki nemrégiben hasonlé eredményeket kapott a nem egyértelmd felbontdsok
esetében, amelyeket kiilonb6z6 folysiratokban kozolt is (1. az irodalomjegyzéket).
Ugy éreztem, akkor nekem nem illik ezeket barhova kozlésre benytjtani. Tekintettel

Késziilt a T16432 és T023186 OTKA és az FKFP 0877/1997 tdmogatasaval.

1Ebben a részben nincs sziikségiink a fogalmak definiciéjara; a sziikséges fogalmakat a
megfelel§ helyen fogjuk definidlni.

2Definiciét késébb adunk.
3Kiilénosen Freud Réberttel beszéltiink errsl sokat.
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azonban arra, hogy a kapott eredmények tanulsdgosak, Ggy hiszem jelen magyar
nyelvil foly6iratban mégis érdemes kozolni.

1. Bevezetés

Mindenekel6tt el6re bocsatunk néhany fogalmat, amelyekre sziikség van a szokdsos
egyértemt faktorizaciénal?.

Gyird elemek egy R halmaza két miivelettel, az tsszeadédssal és a szorzas-
sal; amelyekre a szokdsos azonossagok teljesiilnek. Az a,b € R elemek Osszegét
a + b, szorzatukat a - b vagy ab jeloli. 0 a gyfirti nulleleme, R*-gal fogjuk jellni
a 0-t6l killsnbzé R-beli elemek halmazat. Altaldban a szorzds kommutativitdsat
nem kivanjak meg, de mi csak kommutativ gytirikkel foglalkozunk. Gytrtik esetén
lehetséges, hogy a,b € R* esetén ab = 0, azaz a gyfiriben nulloszték vannak. Mi
ezt az esetet is kizdrjuk: csak nullosztémentes kommutativ gyfirtikkel foglalkozunk.
Ezek neve integritdsi tartomdny. Integritasi tartoméany pontosan azt jelenti, hogy
R* zart a szorzasra. A tovabbiakban feltessziik, hogy az integritasi tartoméanyok-
nak legaldbb két elemiik van®. Ha van olyan 1 € R, amelyre minden a € R esetén
1-a = a teljesiil, akkor ezt a gyfirt egységelemének nevezziik. Nem minden in-
tegritasi tartomanynak van egységeleme, példdul a paros szamok gytr{jében nincs
egységelem. Ha van az integritasi tartomanyban egységelem, akkor egységelemes
integritdsi tartoményrél beszéliink. Egy kommutativ gytrti (kommutativ) test, ha
barmely nem-0 elemével lehet osztani; méas széval R* a szorzdsra nézve csoport.
Vilagos, hogy minden test egységelemes integritdsi tartoméany.

Minden integritdsi tartomanynak létezik hdnyadosteste; amely az integritési
tartomany elemeib6l képezett ,tortek”-bél all. Az R hanyadostestét A(R)-rel fog-
juk jeltlni. Sokszor célszerti nem az Osszes tortet nézni, csak ezeknek egy olyan
részét, amelyek azért gyfirtit alkotnak (a testbeli miiveletekre). A mtveletek el-
végezhetGsége végett célszertd megengedni, hogy a nevez6k halmaza zart legyen a
SZOrZasra.

Fel fogjuk hasznélni az oszthatdsdg elemi tulajdonséagait, 4ltaldban minden
utalds nélkiil. a|b jeloli azt, hogy a osztéja b-nek. Néhany tényt és fogalmat azért
megemlitiink:

(1) 0-nak minden elem oszt6ja, és 0 egyediil a 0-nak osztéja.

(2) Az egységelem 0szt6it egységnek nevezik, ezek pontosan azok, amelyek minden
elemnek osztéi.

(3) Két elem asszocidlt, ha mindegyik oszt6ja a mdasiknak, azaz mindegyik a ma-
siknak egységszerese.

4FeltehetSen ezeket minden olvasénk ismeri, de nem térténhet baj azzal, hogy felsoroljuk.

5Ezzel azt értiik el, hogy R™ félcsoport, mert egy félcsoport nem lehet iires. Amit elvesz-
tettiink, az az egyediil 0-bél allé6 gytir(i, de az igazdn nem nagy veszteség.
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(4) Az R* egységt6l kiilonbdz6 elemeit valddi elemeknek fogjuk nevezni.

(5) Az a valédi elem felbonthatatlan, ha a = be esetén b és ¢ valamelyike egység (a
masik ekkor a-nak asszocidltja).

(6) Az oszthatésdg tranzitiv, az asszocidltsag erejéig antiszimmetrikus és az egy-
ségelemes esetben reflexiv.

(7) Az R egy p eleme primtulajdonsdgi, ha plab esetén pla és p|b kozil legalabb
az egyik teljestil.

(8) 0 és az egységek eleve primtulajdonsagiak. A tobbieket valddi primtulajdon-
ségi elemnek nevezziik.

Definicié. Azt mondjuk, hogy az R egységelemes integritdsi tartoményban ér-
vényes az egyértelmi faktorizdcié, ha R* minden valédi eleme lényegében egyér-
telmten felbonthat6 felbonthatatlan elemek szorzatara (egytényezGs szorzatot is
megengedve).

Az egyértelmiiség azt jelenti, hogy ha

a=p1’'...'Pn=4q1"°..."qk

két felbontas, akkor van egy olyan ¢ : {1,...,n} — {1,...,k} kolcsontsen egyér-
telm( megfeleltetés, hogy g, (;) és p; asszocidltak®.

Tétel. Az R egységelemes integritdsi tartomdnyban akkor és csak akkor érvényes
az egyértelmti faktorizacio, ha az alabbi két feltétel mindegyike teljesiil:
1) Ha R*-ban az ay,as,...,an,... elemek mindegyike valédi osztéja a megel6z6-
nek, akkor a sorozat véges.

2) R*-ban minden felbonthatatlan elem primtulajdonsigu.

Az ebben a tételben szerepld elsé tulajdonsdgot algebrailag masképpen szoktdk
megfogalmazni. Ehhez a megfogalmazéshoz sziikségiink van egy fogalomra amelyet
a kés6bbiekben tgyis hasznélni fogunk.

Az R gyfirt elemeinek egy nem-iires Z részhalmazit idedinak nevezziik, ha
a,be T esetén a+b,a—b e T, valamint a € 7 és r € R esetén ra € T is teljesiilnek.

Mivel idedlok koz6s része idedl, azért minden a € R elemhez létezik egy a-t
tartalmazo legkisebb ideal, amit (a) jelsl. Az (a) alaku idedlok neve az a generélta
foidedl. Vilagos, hogy (a) tartalmazza az ra alaki elemek Ra-val jelslt halmazat,
ahol r végigfut R elemein. Azonnal lathaté, hogy Ra is idedl. Egységelemes in-
tegritdsi tartomanyokban Ra = (a). Ha azonban R-ben nincsen egységelem, akkor
a fenti egyenl6ség csak az a = 0 esetben teljesiil. (Példdaul a paros szdmok gyf-
riijében a 2 generélta f6idedl az egész gy(r(; mig a mésik idedl a 4 egész szamu
tobbszoroseibél 4ll.)

6Ez a pontos megfelel§je annak a kifogisolhaté megfogalmazésnak, hogy a felbontas sor-
rendtdl és egységektdl eltekintve egyértelmi.
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Atfogalmazé.s. A fenti tétel 1) alatti feltétele a kovetkez6képpen mondhato:

Ha (a1) C (a2) C ... C (an) C kiilonboz6 f6idedlok névé lanca, akkor a ldnc
véges.

Erre a tulajdonségra dgy fogunk utalni, hogy a f6idedlokra érvényes a mazi-
mum feltétel.

A tovébbiakban még egy kozismert fogalomra lesz sziikségiink:

Az R gyftr( egy P idedljat primidedinak nevezik, ha barmely a,b € R elemek
esetén az ab € P feltételbs] kovetkezik, hogy vagy a € P vagy b € P teljesiil.

Ha P az R gyfirinek primideélja, akkor tehat a gytr P-n kiviili elemeinek
a halmaza zart a szorzasra. Tekintsiik A(R)-ben azokat az elemeket, amelyeknek
a nevez@je P-n kiviil van. A szorzdsra val6 zartsig miatt ezek gyfiriit alkotnak,
amely természetesen ugyancsak integritasi tartomény. Ezt a S = Ap(R) gyfirtit az
R gyfird P szerinti lokalizdltjanak nevezziik. Az ilyen S gyfirtik neve lokdlis gytrd” .
A lokalis gyftirtiket arrél lehet felismerni, hogy valédi idedljaik kozott van egy olyan,
amelyik minden valédi idealt tartalmaz; ez egy primide4l®.

2. Egyértelmi faktorizacié egységelem nélkiil

Ebben a részben az egyértelmi faktorizacié lehetségét vizsgaljuk meg abban az
esetben, ha az integritdsi tartomédnynak nincs egységeleme. Mar eleve az osztha-
tésdg is gondot okoz, nem is beszélve az asszocidltsagrél, amely az egyértelmiiség
megfogalmazéasaban jatszik fontos szerepet.

Azt a tulajdonsigot fogjuk felhasznalni, hogy egy elem oszt6janak ,t6bb”
tobbszorose van. Pontosabban szélva, ha a,b € R esetében b|a, azaz alkalmas ¢ € R
elemmel a = bc, akkor minden 7 € R elemre ra = (rc)b. Ennél a felirdsnal viszont
nem szerepel az eszthat6sag, csupan a szerepls elemek tobbszorssei. Egységelemes
R integritasi tartomany esetében tehat bla pontosan akkor, ha Ra C Rb.

Definicié 2.1. Legyen R tetszdleges integritédsi tartomdany és a,b € R.

(1) b kvdziosztdja a-nak, ha Ra C Rb.

(2) a és b ekvivalensek, ha Ra = Rb; ezt a ~ b jeloli.

(3) Ha b kvaziosztéja a-nak, de nem ekvivalensek, tehat Ra C Rb, akkor b valdds
kvéazioszto.

(4) p € R primtulajdonsdgi, ha az Rab C Rp feltétel esetén Ra C Rp vagy
Rb C Rp teljesiil.

"Ez az elnevezés nem a miiveletek lokalis voltara utal, hanem arra, hogy egy adott helyen
(lokélisan) értelmezheté polinom-hényadosok ilyenek.

8 A tovabbiakban az allitasokat és definici6kat szamozni fogjuk, mert azok nem kézismertek,
és hivatkozni fogunk rajuk a bizonyitasok sorén.
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Mindenekel6tt néhany alapvets elemi tulajdonsdgat® soroljuk fel a kvazioszt-
hatésédgnak:

T(0,1). A kvdzioszthatésag nyilvdnvaléan reflexiv, tranzitiv és ekvivalencia erejéig
antiszimmetrikus. W*°

T(0,2). Az oszthatdsdgbol kbvetkezik a kvazioszthatésag, azaz, ha a = be, akkor
Ra CRbésRaCRec. B

T(0,3). 1. Ha a kvdziosztdja b-nek, akkor ac kvéziosztja be-nek; 2. kvdziosztok
szorzata kvaziosztdja a szorzatnak; 3. ha a ~ b és ¢ ~ d, akkor ac ~ bd.

Bizonyitas. 1. azt allitja, hogy ha Rb C Ra, akkor Rbc C Rac, ami azonnal
kovetkezik a definiciéb6l. Ebb6l és a tranzitivitasbol azonnal kovetkezik, hogy ha
Rb C Ra és Rd C Re, akkor Rbd C Rac, azaz 2.; mig 3. az antiszimmetria alapjin
adédik 2.-bsl. m

T(0,4). Ha Rbd C Rac és Ra C Rb, akkor Rd C Re.

Bizonyitas. Feltételeinkb6l a kvazioszthat6sag definici6ja alapjan kovetkezik, hogy
minden z € R* elemhez van olyan y € R*, tovdbba ehhez van olyan z € R*,
amelyekre z(bd) = y(ac), tovabba ya = zb teljesiil. Ebbsl kévetkezik, hogy zbd =
zbe, ami a nullosztémentesség miatt az xd = zc Osszefiiggést, végiil is a kivant
eredményt adja. M

T(0,5). Haac ~ bd és b~ a, akkor ¢ ~ d.

Bizonyitds. Az antiszimmetridra valé tekintettel azonnal kivetkezik T(0,4)-b6l.
|

T(0,6). Ha ac valédi kvdziosztéja bd-nek és b kvéziosztéja a-nak, akkor c valédi
kvaziosztdja d-nek.

Bizonyitéas. A feltétel szerint Rbd C Rac és Ra C Rb. T(0,4) szerint Rd C Re.
A ¢ ~ d esetben Rc C Rd. T(0,3) szerint ebbsl a Ra C Rb feltétellel egyiitt
Rac C Rbd kovetkezik, ami nem lehet, mert Rbd C Rac. Igy csak Rd C Rec lehet,
mint allitottuk. M

T(0,7). Oszté kvdziosztéja és kvazioszté osztbja oszto.

Bizonyitéas. Legyen el6szor bla és Rb C Re. Ekkor van olyan z € R* és ehhez olyan
y € R*, amire a = zb = ye, tehat c|la. A mésik esetben, amikor c|b és Ra C Rb,
van olyan x € R* és ehhez olyan y € R*, amire b = zc és za = yb. Ebb6l za = yuxc,
illetve a nullosztémentesség alapjan a = yc kovetkezik, mint allitottuk. M

9A tulajdonsig sz6 kezdSbetijét hasznalva ezeket T(i,j) fogja jelezni, annak megfelelden,
hogy hanyadik rész hanyadik tulajdonsagarél van szé.
10A M jel a bizonyitas végét jelzi.
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A tovabbiakban a faktorizaciora vonatkoz6 néhany fogalmat definidlunk, ame-
lyeknél nem hasznaljuk ki azt, hogy az integritasi tartomany egységelemes.

A felbonthatatlan elemet itt is ugyanigy definidljuk, mint az egységelemes
esetben. Megjegyezziik viszont, hogy ha R nem egységelemes és az a = bc felbon-
tasbol kovetkezik, hogy b és ¢ valamelyike egység, akkor ez azt jelenti, hogy ilyen
felbontas nem létezik.

A faktorizaciét ugyantgy értelmezziik, mint az egységelemes esetben. Az egyér-
telmtiségen kiviil azonban sziikségiink van egy méasik fogalomra.

Azt mondjuk, hogy az a = p; - ... - p, felbontds része a b = ¢ - ... ¢
felbontasnak, ha van egy olyan ¢ : {1,...,n} — {1,...,k} egyértelm (azaz
injektiv) leképezés, amelynél g, (;) ~ p; (a 2.1 Definici6 szerint!). Ha ¢ kolcsondsen
egyértelmi (azaz bijektiv), akkor ekvivalens felbontdsokrél beszéliink.

Azt mondjuk, hogy R-ben egyértelmd a faktorizdcié, ha ekvivalens elemek
faktorizaci6ja is ekvivalens, amennyiben létezik faktorizdci6juk. Ha R* minden
valédi elemének létezik is faktorizacidja, akkor azt mondjuk, hogy R-ben érvényes
az egyértelmd faktorizdcio.

A tovabbiakban az ilyen gytri(k elemi tulajdonsagait mutatjuk be. Tekintettel
arra, hogy ezek az egységelemes esetben kozismertek, ezért most hallgatélagosan
feltessziik, hogy a szerepls integritasi tartoménynak nincs egységeleme.

T(1,1). Ha b kvdziosztija a-nak, akkor a-nak van olyan felbonthatatlan faktora,
amely b egy felbonthatatlan faktordval ekvivalens.

Bizonyitas. Legyen a = py - ... -pn és b= q; - ... - qr egy-egy felbont4s. Ha R*
0sszes felbonthatatlan eleme ekvivalens a ¢, ..., q: elemek valamelyikével, akkor
készen vagyunk. Egyébként legyen x ezekkel nem ekvivalens felbonthatatlan elem.
A kvazioszthatésag szerint ehhez létezik olyan y € R*, amelyre za = yb. Az
egyértelm faktorizdci6 alapjan a jobb oldalon 4116 minden g; felbonthatalan faktor
ekvivalens a bal oldalon all6 valamelyik felbonthatatlan faktorral. Mivel ez nem
lehet z, ezért csak valamelyik p; lehet. ®

T(1,2). Ha a p felbonthatatlan elem kvdziosztéja a q felbonthatatlan elemnek,
akkor ekvivalensek.

Bizonyitas. A kvéazioszthat6sag alapjan létezik olyan z € R*, amelyre q¢ = xp
teljesiil. Az egyértelmd faktorizaciébol kdvetkezik, hogy p ekvivalens a bal oldal
valamelyik tényezGjével. B

T(1,3). Aza € R* minden felbonthatalan p valédi kvédzioszt6ja osztija a-nak.

Bizonyitas. T(1,2) szerint a nem lehet felbonthatatlan. Az egyértelmd faktori-
zaci6 szerint p ekvivalens a egy oszt6javal. Ebb6l pedig T(0,7) felhasznaldsdval
kapjuk, hogy pla. ®m
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T(1,4). A b elem barmely a valédi kvdziosztdja osztéja b-nek.

Bizonyitis. Legyen a = p; ... p, és b = q1 - ... - qr egy-egy felbontés, és
legyen Rb C Ra. Allitasunkat n-re vonatkozé teljes indukci6val igazoljuk. Az
n = 1 esetben az 4llitds azonnal kovetkezik T(1,3)-b6l. Egyébként T(1,1) miatt
feltehets, hogy p; ~ ¢;. Ekkor, T(0,6) szerint, a; = ps - ... - p, valédi kvaziosztéja
aby =qo ... qr elemnek, ami biztositja az indukciés 1épést. M

T(1,5). (M): A kvazioszthatcésagra teljesil:

Ha az aj,as,...,an,... sorozat minden eleme valédi kviziosztja a megelo-
z6nek, akkor a sorozat véges. (Idedlok Ra; C Ras C --- C Ra, C --- alaki
sorozatéra teljesiil a maximum feltétel.)

Bizonyitas. Az egyértelmii faktorizdcié szerint az R* béarmely a elemére az a
felbonthatalan faktorainak #(a) szdma a-val egyértelmien meghatdrozott. Ugyan-
csak az egyértelmii faktorizaciébol kovetkezik, hogy #(ab) = #(a) + #(b). Ezekbsl
viszont T(1,4) miatt azonnal kovetkezik az éllitds. m

T(1,6). (P): Minden felbonthatatlan elem rendelkezik a primtulajdonsdggal.

Bizonyitas. Legyen a p felbonthatatlan elem kvaziosztéja az ab szorzatnak. Ha
ekvivalencia erejéig p az egyetlen felbonthatalan elem, akkor az mind a-nak, mind
b-nek kvaziosztéja. Egyébként legyen ¢ egy p-vel nem ekvivalens felbonthatatlan
elem. A kvézioszthatésag definici6ja szerint ehhez taldlhat6 olyan z € R*, amire
gab = xp. Az egyértelmi faktorizaci6 szerint p ekvivalens a bal oldal valamelyik
felbonthatalan tényezGjével. Mivel az nem g, ezért csak a-nak vagy b-nek az egyik
tényezGje lehet. M

A kovetkezo 4llitasndl csak azt tessziik fel, hogy létezik faktorizacio, az egyér-
telmiiséget nem:

T(1,7). (P) teljesiilése esetén a p felbonthatatlan elem minden q kvaziosztdja
ekvivalens vele.

Bizonyitas. MindenekelGtt beldtjuk, hogy a kir6tt feltételek teljesiilése esetén:

Keét felbonthatatlan elem szorzata legfeljebb két tényezd szorzatdra bonthatd, és
minden ilyen felbontdsban a tényezdék ismét felbonthatatlanok.

Legyen pg a megadott szorzat, és tegyiik fel, hogy abc ennek egy felbontésa.
Ez azt jelenti, hogy példaul p osztéja a szorzatnak, igy kvéziosztéja is. Feltétel
szerint minden felbonthatatlan elem rendelkezik a primtulajdonsiggal, igy példaul
Ra C Rp. Mivel ab € Ra, ezért van olyan d € R*, amire ab = dp, azaz pg = dpc.
A nullosztémentesség miatt p-vel egyszerfisithetiink, de a kapott ¢ = dc egyenléség
ellentmond ¢ felbonthatatlansadgdnak. Ebb6l azonnal ad6dik az is, hogy barmely
kéttényezds felbontas tényez6i felbonthatatlanok, mert egyébként egy haromténye-
z6s felbontashoz juthatnank.
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Most ratériink a T(1,7) 4llitds bizonyitdsdra. A kvézioszthatésag alapjan 1é-
tezik olyan z € R*, amire pp = gx. A most belatottak szerint p felbonthatatlanss-
gabol kovetkezik, hogy g és @ is azok. Mivel ezek mindegyike oszt6ja pp-nek, ezért
kvaziosztdja is. Mint lattuk, ezek felbonthatatlanok, igy primtulajdonsagiak, tehat
mindegyikiik kvaziosztéja p-nek:

RpCRq é RpCRazx.

(Az els6 tartalmazas a feltétel szerint is igaz.) A madsodik tartalmazas szerint
minden u € R* elemhez van olyan v € R* elem, amire up = vz. Ezt g-val
szorozva és az eredeti egyenl&séget felhasznédlva azt kapjuk, hogy upq = vgz = vpp.
A nullosztémentesség miatt ebbdl az kévetkezik, hogy minden u € R* elemhez van
olyan v € R* elem, amire ug = vp, azaz Rq C Rp, tehat p és q ekvivalensek. W

1. Tétel. R-ben akkor és csak akkor létezik egyértelmi faktorizacio, ha mind (M)
mind (P) teljesiilnek.

Bizonyitas. T(1,5) és T(1,6) alapjan az egyértelmii faktorizaciéb6l mindkét
tulajdonsag kovetkezik.

Tegyiik most fel, hogy R-ben (M) is és (P) is teljesiil. Ha R-ben létezik
egységelem, akkor e két feltételb6l — mint ismeretes — kovetkezik az egyértelmii
faktorizaci6. Egyébként R* nem iires, és az (M) feltétel szerint létezik olyan a
eleme, amelynek nincs valédi kvéaziosztéja. Ez az elem biztosan felbonthatatlan:
Ha ugyanis a = be volna, akkor T(0,2) szerint b kvazioszt6ja a-nak, a vilasztsa
alapjan tehat ekvivalensek. Ezért a ¢ € R* elemhez volna olyan x € R*, amire
(a =)cb = za kovetkezik. Ez integritdsi tartomédnyban csak gy lehetne, ha z
egységelem — ellentétben feltevésiinkkel.

Most megmutatjuk, hogy R* minden eleme vagy felbonthatatlan, vagy ilye-
neknek a szorzata. Legyen ugyanis A azoknak az elemeknek a halmaza, amelyek
nem ilyenek; és tekintsiik A-beli elemeknek egy olyan ay,as,...,a,, ... sorozatat,
amelyek mindegyike az el6z6nek valodi kvaziosztéja, és folytassuk e sorozatot, amig
lehet. Az (M) tulajdonsag szerint ez a sorozat véges, tehat van koztiik egy olyan
a = ay, amely utdn a sorozat mar nem folytathat6. Az a elem nem lehet felbont-
hatalan, mert eleme A-nak. Ha a = bc, akkor e tényez6k mindegyike a-nak va-
16di kvaziosztdja, és a maximalitdsa miatt egyikiik sem lehet A-ban. Ekkor viszont
mindegyikiik vagy felbonthatatlan, vagy ilyenek szorzata, s ezért a is felbonthatat-
lanok szorzata lenne. Mivel a nem ilyen, ezért csak az lehetséges, hogy A iires, mint
allitottuk.

Végiil az egyértelmiiséget bizonyitjuk. Mivel létezik faktorizaci6, ezért a tovab-
biakban felhasznalhatjuk T(1,7)-et. Legyen a ~ b. Allitasunkat az a egy rogzitett
felbontasaban felléps felbonthatatlan tényez6k szaméra vonatkozé teljes indukcié-
val bizonyitjuk. Ha a felbonthatatlan, akkor T(0,7) miatt b is az, ezért a felbontés
egyértelmi. Legyen egyébként a ~ b és felbontasuk a = p; - ... - p,, valamint
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b=q ... qr. Mivel p; kvazioszt6ja b-nek, ezért (P) szerint valamelyik tényez6-
jének, mondjuk g;-nek is. Ebbél viszont T(1,7) alapjan kovetkezik, hogy p; ~ q1.
Legyen a = p; - a; és b = ¢ - by. T(0,5) szerint ebb6l kovetkezik a; ~ by, ami
bizonyitja az indukcids 1épést. W

Ezek utdn két kérdés meriil fel. A bizonyitds ugyan hibétlan (legaldbbis annak
tiinik), de van-e egyaltaldban ilyen gytiri? A mésik kérdés pedig az, hogy ha léte-
zik ilyen gyfirt, akkor miképpen irhatjuk le az sszeset. Természetesen az ,0sszes”
altalaban nem azt jelenti, hogy tényleg az Osszeset, hanem csak azt, hogy ,ha bi-
zonyosakat ismerek” akkor ezek segitségével. Konkrétan esetiinkben az az értelmes
kérdés, hogy miképpen irhatok le ezek a gytrik azoknak az egységelemes integritdsi
tartoméanyoknak a segitségével, amelyekben érvényes az egyértelmi faktorizacioé.

2. Tétel. Legyen R olyan integritdsi tartomany, amelyben nincsen egységelem és
érvényes az egyértelmt faktorizacié. Alljon S az R hanyadostestének azokbél az &
elemeibdl, amelyekre b kvdziosztéja a-nak. Ekkor a kovetkez6k teljestilnek:

(1) A definicié értelmes, S egységelemes integritdsi tartomdny, amelyben R idedl.

(2) S-ben az R-en kiviili elemek pontosan az S egységei; R az S-nek minden valédi
idedljat tartalmazza. (S lokélis gytirt, amelynek R a legnagyobb ideélja.)

(3) S-ben a felbonthatatlanok pontosan az R-beli felbonthatatlanok asszociéltjai.

(4) S-ben érvényes az egyértelmit faktorizacio és asszocidltaktol eltekintve ugyan-
az, mint R-ben.

Megforditva, ha S egy olyan lokilis gytrt, amelyben érvényes az egyértelmi
faktorizdcié, akkor ennek az R legnagyobb idedlja nem egységelemes és érvényes
benne az egyértelmi faktorizacid.

Bizonyitds. A definici6 értelmessége azt jelenti, hogy ha § = § € A(R) és b
kvézioszt6ja a-nak, akkor d is kvazioszt6ja c-nek. A két tort egyenlésége azt jelenti,
hogy ad = bc amibdl allitasunk T(0,4) szerint kovetkezik.

A miiveletekre val6 zartsighoz legyenek #,5 € A(R) elemei S-nek, azaz
Ra C Rb és Re C Rd.

Ebb6l egyrészt kapjuk, hogy Rad, Rbc C Rbd, és igy R(ad — bc) C Rbd, tehat
gib_gb—c € 8. Masrészt az ad6dik, hogy Rac C Rbc = Rcb C Rdb, és igy 35 € S.
Tehat S gy(ir(; s mint egy test része, integritdsi tartomény.

Amennyiben § € S, akkor Ra C Rb. Nyilvan 0- § = 0 € S. Ha ¢ € R*,
akkor tehat létezik olyan z € R*, amire ca = zb, és igy c- § = x € S, ami az
idedltulajdonsagot bizonyitja. Ezért (1) valéban igaz.

(2) bizonyitdsahoz tekintsiink egy ¢ € & elemet. Két eset lehetséges. Ha b
valédi kvéziosztéja a-nak, akkor T(1,4) alapjén ¢ € R. Ha nem, akkor b ~ a, és
ezért a is kvaziosztGja b-nek, tehat % € S. Mivel ezek szorzata 1 (az egységelem),
ezért mindketten egységek. Tehat S-nek az R-en kiviili elemei pontosan az S-beli
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egységek. Tekintettel arra, hogy egy egységet tartalmazé idedl csak az egész gytiri
lehet, ezért valéban R a legnagyobb ide4l.

Mivel egy S-beli felbonthatatlan elem nem egység, ezért S minden felbontha-
talan eleme R-ben van. Ezek természetesen R-ben is felbonthatatlanok maradnak.
Forditva, ha a € R felbonthatalan és S-ben a = bc, akkor nem lehet mindkét té-
nyez& R-beli, igy valamelyikiik egység, azaz a az S-ben is felbonthatatlan. Ezzel
(3) is bizonyitast nyert.

(4) bizonyitdsdhoz tekintsiik az R-beli a elemnek az R-beli a = p; - ... p,
felbont4dsat. (3) miatt a tényez6k S-ben is felbonthatalanok, tehdt S-ben minden
valédi elem felbonthatatlanok szorzata. Legyen most a = ¢ - ... - q& az a-nak

felbontésa felbonthatatlanokra. (3) miatt ez felbontas R-ben is, igy a két felbontés
ekvivalens. Feltehets, hogy az indexek kozotti egyértelm( megfeleltetés éppen az
1 — 1. Eszerint p; ~ q;, ezért S definici6ja szerint £; = i,n = ;L € S. Mivel ezek
szorzata 1, mindketten egységek, vagyis q; = &;p;, tehat ezek asszocidltak.

A megforditas szinte trivialis. Ha az S lokalis gytriiben érvényes az egyértelmii
faktorizéaci6, akkor S-nek a legnagyobb, R idealjaban is érvényes; de R-ben nincs
egységelem. W

1. Megjegyzés: Még mindig nyitva van egy kérdés. Sok integritdsi tartomanyrol
jol tudott, hogy érvényes benne az egyértelmi faktorizaci6: az egész szamok, a
test feletti egy- vagy tobbhatarozatlani polinomok stb. Ezeknek egyike sem lokalis
gylrd.

Mint emlitettiikk minden Z (egységelemes) integritési tartomany lokalizélhat6
barmely P primidedlja szerint. Ha Z-ben érvényes az egyértelmii faktorizaci6, akkor
barmely lokalizéltjaban is érvényes lesz. Az eljaras folyaman nem torténik ugyanis
maés, mint az, hogy a P-n kiviili felbonthatalan elemek (és igy ezek szorzatai is)
egységekké vilnak. Ezaltal barmely 7 integritdsi tartomanyb6l, amelyben érvényes
az egyértelm faktorizacio, készithetiink olyan lokalis gyftir(it, amelyben ugyancsak
érvényes. Természetesen, ha lokalis gytribsl indulunk ki, akkor a legnagyobb ideél
szerinti lokalizdlds snmagat adja, azaz a fenti médon barmely olyan lokalis gytird
- el6all, amiben az egyértelmi faktorizéci6 teljesiil.

Ha a kiindulé 7 integritdsi tartomanyban minden idedl f6idedl (példdul az
egész szamok, vagy a test feletti egyhatarozatlani polinomok gyfrije), akkor va-
16di primideélok nem tartalmazhatjak egymast. Ekkor a lokalizdlds utdn egyetlen
felbonthatatlan elem marad. Példdul a péaratlan nevezdji tortek esetében csak a
2-vel ekvivalens szamok. Ha azonban nem ilyen integritasi tartomanybdl indulunk
ki, példdul a racionélis szamok feletti x,y hatarozatlanok polinomjaib6l, akkor mas
lehet&ségek is vannak. Tekintsiik azokat a hdnyadosokat, amelyek nevez&jében —
egyszer(isités utdn — olyan polinom szerepel, amelynek a konstans tagja nem 0. Itt
tehat aszerint a P primidedl szerint lokalizdltunk, amely a 0 konstans tagi polino-
mokbol 4ll't. A P elemei kozott nagyon sok nem ekvivalens felbonthatatlan van,

11 Ezek a (0,0) helyen — lokalisan — eltiing polinomok.
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példaul az osszes x + r -y alaki, ahol r tetszGleges raciondlis szam. Valéban, az
(z+7r-y) (x+7r-y) € P-(z+7-y) soha nem irhaté iz’z (z+s-y) eP-(x+s-y)

alakba f(z,y), g(z,y) polinomokkal, ha r és s killénb6z6 raciondlis szdmok és g(z, y)
konstans tagja nem 0. ®

2. Megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hogy az Ra alaki idedlok helyett nem lenne-e
célszeribb a féidedlokat tekinteni. Megmutatjuk, hogy nem.

Legyen Q a raciondlis szamtest, és tekintsiik az efolotti polinomok Q[z] gyi-
rijét. Legyen P = (x), az = generalta f6idedl, amely primidedl. Legyen végiil S
a polinomgyfirtinek P szerinti lokalizaltja. Ekkor R olyan polinomhényadosokbél
all, amelyeknek — egyszerfisitett alakban — a szdmlal6ja z-nek tobbszérsse, mig
nevezGjében a konstans tag nem 0. Az 1. Megjegyzésb6l kovetkezik, hogy ebben
a gyfirtiben érvényes az egyértelmi faktorizaci6, annak ellenére, hogy nincs benne
egységelem. Ez azt is jelenti, hogy az Ra alaki idedlokra érvényes a maximum
feltétel.

Tekintettel arra, hogy azok a polinomok, amelyeknek a konstans tagja nem 0,
egységek, igy az ilyenekkel val6 szorzas (vagy osztds) ekvivalens elemeket produkal,
ezért szoritkozhatunk polinomokra. Nézziik a c- alaki elem generalta (c-x) f6ideal
polinomjait. Kénnyen lathato, hogy ez az n- (¢-x) +r - (c- z) alaki elemekbdl all,
ahol n egész szam és r € R. Ennek megfelelGen (¢; - z) C (cq - ) pontosan akkor
teljesiil, ha van olyan n egész szam, amelyre n - co = c¢;. Ezért az egyenldség csak
akkor lehetséges, ha vagy ¢; = ca, vagy ¢; = —c2. Ebbdl azonnal kapjuk, hogy az

@c(3)c(z)cc(z) e

foidedlok szigortiian nove sorozata végtelen. Ennek megfelel6en a féidedlokra nem
teljesiil a maximum feltétel. |

3. Megjegyzés: Ezek utan esetleg azt lehetne hinni, hogy a f6idedlokra vonat-
koz6 maximum feltétel er6sebb, mint az Ra alaki idedlokra. Ha tehat a maximum
feltételt a fGidedlokra kotjiik ki, akkor csupdn egy gyengébb tételt kapunk. Meg-
mutatjuk azonban, hogy ez sem igaz.

Induljunk ki a kételemti Q, testb61'? és tekintsiik az efolotti olyan ,tortkite-
v6s” polinomokat!®, amelyekben a nem-konstans tagok kitevdje legaldbb 1. Ezek
olyan

fxy=a™ +a2™ +---+a™

alaki formalis kifejezések, amelyekben 0 < 7y < rg < --- < 1, raciondlis szdmok és
koziiliik az elsé 0-t6l kiillénboz6 legaldbb 1. Ha véges sok ilyen kifejezést tekintiink,
akkor ezek mindegyike egy alkalmas z"-nek a polinomja lesz, ahol r = 71-; alaki.

12Ez gy tekinthets, mint az egész szamok maradékosztalyai modulo 2.

13Tulajdonképpen mis test is megfelelne, de ebben az esetben egyszertibb a szamolas.
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Ezért a miveleteket itt is a szokdsos polinomokhoz hasonléan lehet végezni. Ezek
a kifejezések a fenti miiveletekre nézve integritasi tartoméanyt alkotnak, amelyet
Q: [z(729)] fog jelolni. A fenti polinom fokan a d(f) = r,, szdmot értjitk. Sziikségiink
van a fenti polinom ,als6 fokara” is, ami nem més, mint a ¢(f) = r; szam.

A Q, [z(’“c)l pozitiv (tehdt > 1) als6 foki elemei egy P primidedlt alkotnak.
Legyen S a Qo [:c "‘C)] integritasi tartomanynak a P szerinti lokalizéltja. Ezek olyan
hanyadosok, amelyeknek a nevezgje (egyszertisités utan) 1 konstans tagi polinom.
Az S minden eleme felirhat6 3 alakban, ahol u,v € Qa [x(“‘c)], és v konstans tagja
1. Ezekre is atorokithets az alsé fok: c(%) = c¢(u). Tekintsiikk S-nek az egységekto]
kiillonbdz6 elemeit, vagyis azokat, amelyeknek az alsé foka legaldbb 1. Kénnyen
lathato, hogy ezek egy R gyfirtit alkotnak4.

Nézzilkk most meg az R f6idedljait. Mivel az S-beli 6sszeadasra f + f = 0
teljesiil, ezért az f € R elemmel generalt (f) f6idedl az R f elemeibdl és azokbodl az
f + h alakid elemekbél 4ll, amelyekre h € Rf. Ezek mindegyike % - f alaki, ahol
u,v € Qa[2(m*)] és ¢(v) = 0. Forditva, legyen g ilyen alaki. Ha c(u) # 0, akkor
c(u) > 1ésezért * € R, tehat g € Rf. Ha c(u) = 0, akkor c(v) = 0 miatt w = v—u
konstans tagja 0, és igy ** € R. Ezért g = f+%-f € (f). Ha marmost g ¢ R f, akkor
c(u) = 0. Ekkor f = £.g (a Q2 [z("*)] hdnyadostestében); s mivel c(u) = c(v) = 0,
ezért f € (g). Ezek szerint ha (g) C (f), akkor vagy (g9) = (f), vagy g € Rf. Ez
viszont csak ugy lehet, hogy c¢(g) > ¢(f)+ 1. Ha méarmost (fo) C (f1) C -+ C (fn),
akkor ¢(f1) < ¢(fo) — 1,...,¢(fn) < c(fo) — n. Tekintettel arra, hogy az als6 fok
nem negativ szam, ezért a fenti sorozat csak véges lehet.

Nézziik most az R f alakid idedlok ndvé lancat. Bebizonyitjuk, hogy ez végtelen
is lehet. Tekintettel arra, hogy csak egy példat kell mutatni, ezért szoritkozhatunk
az f = " esetre. Mint lattuk, Ra" azokbol az % -z" alaki elemekbdl 4ll, amelyekre
c(u) > 1és ¢(v) =0. Legyen s > r, azaz t = s —r > 0. Ekkor Rz*® tetszbleges

eleme !
U1 uy u -
_.xsz_.xt-i-r: .z"
U1 V1 V1

alakba irhat6. Mivel c(uy) > 1, ezért c(uy - z*) = c(uy) +t > 1 is igaz. Eszerint
Rz C Ra" teljesiil. Egyenl&ség viszont nem &llhat fent, hiszen z - 2" € Ra”, de
x-x" ¢ Ra*, hiszen ez utébbi elemeinek az als6 foka legalabb s + 1, mig 2"+ als6
foka 7+ 1 < s+ 1. Igy s > r esetén Ra®* C Ra".

Tekintsiik most az r; = 1 + % szigorian monoton csskkend sorozatot, ahol ¢
pozitiv egész. Ezek mindegyike nagyobb, mint 1, ezért minden r; esetén z™ € R.

Igy
Rigr CER- g2 C...CR-g™C...

egy szigoriian névl végtelen sorozat. M

14Fz a gyfirti S-nek primidealja, a legnagyobb ideal. A konstrukcié ugyanaz, mint a tételben,
de itt nem érvényes az egyértelmi faktorizacié.
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3. Faktorizacié egyértelmiiség nélkiil

A tovébbiakban csak egységelemes R integritdsi tartomanyokkal foglalkozunk. Ezek
esetében, mint lattuk, az egyértelmii faktorizaci6 az aldbbi két feltétel egyiittes
teljesiilésével ekvivalens:

(1) A féidedlok halmazdban érvényes a mazimum feltétel.
(2) Minden felbonthatatlan elem rendelkezik a primtulajdonsdggal.

Az (1) feltételb6l azonnal kdvetkezik a faktorizacié. Val6ban, ha a € R* nem
egység és nincs felbontédsa, akkor a = be, ahol (a) C (b) és (a) C (c); tovabba e két
elem valamelyikének szintén nincs felbontésa (ellenkezs esetben a-nak is volna), ami
ellentmond a maximum feltételnek. A szokdsos bizonyitdssal kénnyen belathato,
hogy az (1) feltétel jelenlétében (2) ekvivalens a faktorizdcié egyértelmiiségével.

Annak a szokdsos bizonyitdsa, hogy az egyértelmi faktorizaciébol kovetkezik
(1), azt hasznélja fel, hogy az egyértelm faktorizaci6 esetében ,oszténak kevesebb
felbonthatatlan tényezGje van”. Ez azt mutatja, hogy a maximum feltétel esetleg
hatarozottan erGsebb, mint a faktorizaci6 létezése. Az alabbi eredmény azt adja
meg, hogy a maximum feltétel pontosan mit mond a faktorizaciérél:

Allitas. Egy R egységelemes integritdsi tartomanyban az alabbi két feltétel ekvi-
valens:

(1) Foidedlokra teljestil a maximum feltétel.

(2) Az R* barmely nem-egység elemének barmely felbontdsa véges sok lépésben
véget ér.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a foidedlokra teljesiil a maximum feltétel és tekint-
siink egy olyan a; elemet, amelyre (2) nem 4&ll fenn. Ez azt jelenti, hogy létezik
olyan a; = bc felbontés, hogy a két tényez6 valamelyikére, jelvlje ezt az, szintén
nem teljesiil (2). A felbontéas azt jelenti, hogy (a) valédi része mind a (b), mind a (c)
idedlnak, igy (a1) C (a2) C -+ C (an) C --- f6idedloknak egy végtelen, szigorian
nové lanca, ellentétben feltételiinkkel.

A megforditdshoz tekintsiik f6idedloknak egy (0) C (a1) C (a2) C --- C (an) C
.-+ C (1) szigorian novs lancat. A tartalmazds egy a; = ai+1b; felbontéast ad. Ha
a fenti lanc végtelen volna, akkor a;-nek egy olyan felbontasadhoz jutnank, amely
véges sok lépésben nem érne véget. W

Ez a bizonyitds természetesen nem szolgaltatja azt, hogy a (2) feltétel kiilon-
bozik att6l, hogy létezik felbontds; de még azt sem, hogy a (2) feltétel kevesebbet
mond, mint azt, hogy minden felbont4s ugyanannyi tényez&bdl 4ll.

Val6jaban sok természetes feltétel szerepel a faktorizacio léte és egyértelmtsége
kozott.
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3. Tétel. Tekintsiik az R egységelemes integritdsi tartomany nem-0, nem-egység
elemeire vonatkozé alabbi dllitdsokat:

(1) Minden elemnek van faktorizacidja.

(2) Minden elemnek van faktorizdcidja és barmely faktorizacio véges sok lépésben
véget ér.

(3) Minden elemnek van faktorizacidja és minden a elemhez létezik egy olyan n(a)
természetes szam, hogy a barmely faktorizaciéjaban legfeljebb n(a) tényezé
szerepel.

(4) Asszocidltaktdl eltekintve minden elemnek véges sok osztéja van.

(5) Minden elem barmely faktorizdciéjaban megegyezik a tényez6k szdma.

(6) A faktorizdci6 egyértelm.

Ekkor az (i) feltétel teljesiiléséb6l nem kovetkezik az (i + 1) feltétel teljesiilése;
mig i # 4 esetén az (i + 1) feltétel teljesiilésébdl kbvetkezik az (1) feltételé; tovabba

az (5) feltétel teljestilésébol kovetkezik a (3) feltétel teljesiilése és a (6) feltétel
teljestilésébdl kovetkezik a (4) feltétel teljesiilése.

A kovetkezSkben ezt a tételt fogjuk bizonyitani.
Azonnal lathaté, hogy:

@=>{D}=+o=0-=+o0

ahol (i) = (J) azt jelenti, hogy az (¢) tulajdonsagbdl kévetkezik a () tulajdonség.

Az igazi nehézség olyan példdkat adni, amelyek bizonyitjak, hogy ezek a tulaj-
donsagok val6ban kiillsnbtznek, tehat ,szigorian névs sorrendben” vannak:

M #» @ # B # @ # (6 # (6),

ahol (i) # (j) azt jelenti, hogy az (7) feltételb6l nem kovetkezik a (j) feltétel.

Ebbél kovetkezik mér, hogy a felsorolt feltételek mindegyike hatarozottan
erGsebb, mint az el6z6; kivéve egyetlen esetet: nem biztos ugyanis, hogy az (5)
feltételbsl kovetkezik a (4) feltétel. Az viszont lathat6, hogy ezek a feltételek is
kiilsnboz6ek.

1. Példa. (5) # (6).

Bizonyit4s. Ismeretes, hogy példdul a Z[y/=5] szdmgyfirtben bérmely elemnek
barmely faktorizaci6jdban ugyanannyi a felbonthatatlan tényezék szdma, de a fak-
torizaci6 nem egyértelmd. (Ezeknek a bizonyitdsa nem tuil egyszerti. Tekintettel
arra, hogy ezek a bizonyitdsok minden algebrai szamelmélettel foglalkozé konyv-
ben megvannak, nem targyaljuk itt a bizonyitdst. Megjegyezztik azonban, hogy
kozvetleniil ezekhez az eredményekhez a fenti jellegii kdnyvekben 1év6 igen altala-
nos eredmények nem szitkségesek.) W
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2. Példa. (4) # (5).

Bizonyitas. Tekintsiik példaul a raciondlis egyiitthat6s polinomokat (val6jaban
barmely test feletti polinomok megfelelnek). Alljon R az ag + azz® + -+ + anz™
alakd polinomokbél (,nincs z-es tag”). Azonnal lathat6, hogy ezek a polinomok
a polinomdsszeadédsra és polinomszorzasra gyir(it alkotnak. Ebben a gyfirtiben
asszociadltaktol eltekintve minden polinomnak legfeljebb annyi osztéja lehet, mint
az Gsszes polinomok kozstt — tehat véges sok. Igy (4) teljesiil. Ezzel szemben az
2% polinomnak mind az 2?2 - 22 - 22 mind az z3 - 23 felbontdsdban csak (R-ben!)
felbonthatalan tényezs szerepel, ezért (5) nem igaz. W

Sejtés. (5) #» (4. m

A konstrukciék lényege: A tovabbi példdkndl a 3. megjegyzésben szerepls
Q: [2(7%9)] gyfirti részgytirdiit fogjuk tekinteni. Mint emlitettiik Q, azt biztositja,
hogy az egyiitthat6kkal ,nem sok gondunk akad”. Ennek a gytrtnek nagy elénye,
hogy lokalisan tgy viselkedik, mint egy polinomgyf{ri. Ha ugyanis véges sok ele-
met néziink, akkor ezekben 6sszesen csak véges sok tag 1ép fel. Ezek kitev&jében
véges sok tort dllhat, s ezek nevezGjének van egy n legkisebb kozos tobbese. Ekkor
viszont a szerepld elemek mindegyike igazi polinomja lesz az y = z+ elemnek. Eb-
b6l az is kovetkezik, hogy barmely véges sok elemnek létezik ,legnagyobb” kizos
osztéja (azaz olyan kézos oszt6, amely minden kozds oszténak tdbbszorose). Ma-
sik el6nye viszont az a ,hatranya”, hogy a konstans tag nélkiili elemei soha nem
lehetnek felbonthatatlanok (2" mindig oszthat6 z*-sel, ha s < 7).

A szerepl6 ,polinomok” ¢sszeszorozhatésagahoz az sziikséges, hogy a kitevsk
halmaza az 6sszeaddsra nézve zart legyen. Legyen tehdt M a nem-negativ racionélis
szdmoknak részfélcsoportja (azaz r, s € M esetén r + s € M is teljesiiljon). Az M-
hez tartoz6 Sy gyfrd alljon az

flx) =2 +2™ 4 oo+ 2™ 0L i <re<ain <n

alaki elemekbdl, ahol r; € M, minden szereplé i indexre. Mint mar szerepelt, az
f(z) als6 fokdn a c(f) = r; szdmot értjitk. Sziikségiink lesz a fétag fogalmara, ami
a fenti f(x) esetében z™. Azokat az z” tagokat, amelyek f(z)-ben fellépnek, az
f(z) komponenseinek fogjuk nevezni.

Avégett, hogy a még megmaradt felbonthatalan elemekt6l megszabaduljunk,
tekintsiik a pozitiv alsé foki elemek Py halmazéit. Ez a halmaz nyilvan primideal.
Legyen R az Sp-nek a Ppy szerinti lokalizéltja. (Ezaltal az 1 konstans tagi
polinomok egységekké valtak — mads lényegében nem is tortént.)

A lokalizélas utdn a fenti f(z) polinom f(z) = f}‘%} alakiva valt, ahol v(z)
egység. A f6tag egyértelmiisége kovetkeztében az Ry gytrtbeli elemek minden
faktorizaciéjanak kolcstndsen és egyértelmiien megfeleltethets egy M-beli 6sszeg-
felbont4s.

15Fzt a sejtést csak azzal tudom indokolni, hogy nem tudtam az ellenkez&jét bizonyitani.
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3. Példa. (3) # (4).

Bizonyitas. Legyen M = {0} U {r|r > 1}. Ha f € Ra nem egység, akkor
c(f) > 1. Ha f-nek felbontdsa f = p; - ... - p,, ahol egyikiik sem egység, akkor
c(pi) 2 16s c(f) = 3, c(pi) miatt r < ¢(f), azaz (3) teljesiil. Ezzel szemben 23
oszthat6 z"-rel barmely 1 < r < 2 esetén. Mivel ezek nem asszociéltak, ezért z3-
nek végtelen sok oszt6ja van, kovetkezésképpen ebben a gytrtben (4) nem &ll fenn.
2]

A kovetkez6 példahoz tekintsiik azt az N halmazt, amely azokbdl a tortekbsl
all, amelyek el64llnak 1 alaki tortek dsszegeként!S, ahol p tetszéleges primszam.
E halmaz, definicidja szerint, félcsoport. Err6l a félcsoportrél kell néhany dolgot
beldtnunk.

T(2,1). N minden eleme egyértelmtien felirhaté

ay Qan
Q=i ot ==k e —
Y41 Pn
alakba, ahol py,...,p, kiilbnbéz6 primek, ag,ay,...,a, olyan egészek, amelyekre
ag > 0650 < a; < p; teljesiil minden sz6bajovs i index esetén. ag neve az o egész
része'”

Bizonyitas. Definici6 szerint A” minden eleme olyan tortek tsszege, amelyeknek
a nevezGje primszam. Ezekbdl levélasztva az egész részeket, és ezeket Osszeadva
pontosan a kivant felbontdshoz jutunk.

Az egyértelmiiséghez tekintsiink egy a = by + —1; + - p felbontést is.
Mindkét felbontdsban megengediink véges sok 0 egyﬁtthatét is, 1gy feltehetd, hogy
mindkét felbontdsban ugyanazok a nevez6k szerepelnek. Ez azt jelenti, hogy a; = 0
és b; = 0 is megengedett. Az

egyenlGséget a nevezSk szorzatdaval megszorozva azt kapjuk, hogy ¢ > 0 esetén
a; = b;i(p;) Tekintettel arra, hogy —p; < a; — b; < p;, ezért ebb6l a kongruencidbél
a; = b; kovetkezik. Ekkor viszont ag = by is ad6dik mér. W

T(2,2). Tekintsiik N'-nek az

a a b bn c Ci
a=ag+— 4t —=, B=byt—+-t =, y=cot— At —
n Pn y4\ Pn y4i Pn

16Ezeknek a toérteknek a nevez&je természetesen négyzetmentes szam. Forditva azonban nem
igaz, mert nem végezhetiink kivonast: péld4aul % sem 4&ll igy el8.
17Ez nem a szokésos egész rész, mert itt példaul % + %— egész része 0, mig a ,val6sagban”
z %+ % = % egész része 1.
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elemeit, amelyekre a = 3 + v, és az a;, b;, ¢; szdmok kozott 0 is megegedett. Ekkor
aog > bo + co. Ha ap = by + co, akkor pozitiv ¢ index mellett a; = b; + c;, tovdbba
minden i-re b;,c; < a;; s ha v # 0, akkor van olyan ¢ index, amelyre b; < a;;

tovabbd a,, = 0 esetén b,, = ¢, = 0.

Bizonyitas. Végezziik el a 3 + v sszeadast. Legyen a; = b; + ¢;. Ha pozitiv i-re
a; > p;, akkor csak a; = p; +a! lehet, ahol 0 < a < p;. Legyen a! = a}, ha a; < p;.
T(2,1) szerint pozitiv i-re a! = a;; mig ag igy kaphato, hogy a by + ¢y Osszeghez
annyi darab 1-et adunk hozz4, ahdnyszor al > p;.

Tehat ag > bo + co; és egyenlGség esetén a; = b; +¢; is igaz. A tovabbi allitasok
ebbdl azonnal adédnak. ®

T(2,3). Ha az N egy a elemét Osszegre bontjuk fel, akkor az eljdrds véges sok
lépésben befejezodik.

Bizonyitas. Indirekt m6don bizonyitunk. Nevezziik rosszaknak az N azon « ele-
meit, amelynek van olyan felbontésa, amelyik véges sok lépésben nem fejez6dik be.
Ha « rossz, akkor van olyan a = 3+~ felbont4s, amelyben valamelyik tag, példaul
B3, rossz. Ha van N-ben rossz elem, akkor ezek kozott van olyan is, amelyiknek az
egész része minimalis. Legyen a ilyen. Ezért, és T(2,2) miatt a fenti felbontas-
nél a 3-ban ugyanazok a nevez6k szerepelhetnek csak, mint a-ban, és a megfelelé
szadmlélékra b; < a;; tovabb4 valahol nem 4llhat egyenlGség. A fellép6 rossz elemek
kozott kell lenni olyannak, amelyben a szamldlékat mar nem lehet cstkkenteni,
ellentétben a felbonthatésaggal. m

T(2,4). Van olyan elem N-ben, hogy barmely n természetes szdmhoz ennek az
elemnek van n-nél hosszabb felbontdsa.

Bizonyitas. Tekintsiik az 1 € N elemet. Tetsz6leges n-hez vdlasszunk olyan p
primszamot, amelyre p > n. Ekkor az
1

1
l==4 4 -
P p

felbontas rendelkezik a kivant tulajdonsédggal. W
4. Példa. (2) # (3).

Bizonyitas. Legyen f(z) € Sy tetsz6leges polinom. Mint lattuk, f(z) tetsz&leges
szorzatfelbontédsa egyértelmtien megadja f6tagja kitevjének egy tsszegfelbontdsat.
T(2,3) alapjan ez véges sok lépésben véget ér. Sy-ben tehat barmely elemnek
barmely felbontdsa véges sok lépésben befejezédik, azaz (2) igaz. Ezzel szemben
T(2,4) miatt az = polinomnak akdrmilyen hosszt felbontédsa lehet, azaz (3) nem
igaz. H

A legutolsé példa el6tt ismét sziikségiink van néhéany eredményre.
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T(3,1). Legyen P = 2 és legyen K az 1 = P°, P,...,P",... elemekb6l képezett
vsszegek halmaza.

Ekkor K félcsoport, amelynek minden eleme egyértelmiien felirhat6
(%) a=aP’+a;P' +...+a,P"

alakba 1gy, hogy 0 < ag, 0 < a1,...,an, < 2 ésa, > 0. A w(a) =n szdmot az o
stilydnak nevezzik, a 0 silya is legyen 0. Ekkor w(f + v) < max (w(ﬁ), w('y)).

Bizonyitas. A felirhatésag, a P-hatvanyok egyiitthat6ira vonatkoz6 feltétel nél-
kiil, a K definici6jabdl kovetkezik. Ezekutan, n-t6l kezdve, csokkend r kitevével
alkalmazzuk a 3P" = 2P"~! felirdst mindaddig, amig P" egyiitthat6ja nagyobb,
mint 2. Ekkor természetesen lesz egy olyan legnagyobb n, amire a,, > 0.

Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy a-nak adott egy méasik () alaki felirésa,
ahol az egyiitthat6ékra ugyancsak teljesiil a kir6tt feltétel. A két felirds kiillsnbségét
véve a 0 = cg + 1P + ... + ¢, P™ felirdshoz jutunk, ahol minden pozitiv indexre
—3 < ¢; < 3 teljestil. Tegyiik fel, hogy k£ > 0 mellett a cx+1 = -+ = ¢, = 0 egyen-
16s6get mar igazoltuk (k = n is lehet). 3*-nal szorozva O-ra olyan dsszegel6allitast
nyeriink, ahol az utolsé tagot kivéve a tobbi tag oszthaté 3-mal. Ezért ez a ¢, 2% is,
kovetkezésképpen ¢ is oszthaté 3-mal, ami —3 < ¢, < 3 miatt csak gy lehet, ha
cr = 0. Ha viszont ez mar minden pozitiv indexre igaz, akkor a megmaradt 0 = ¢
egyenlGség biztositja a (x) alatti felirds egyértelmiiségét.

w(a) = n azt jelenti, hogy «a révidithetetlen tortalakjdban a nevezd 3™. Mivel
tortek osszegének a nevez@je osztéja a nevez8k legkisebb kdzos tébbesének, ezért a
w(B + ) < max (w(B), w(y)) Osszefiiggés is igaz. M

Ha valamely ¢ indexre a; > 2, akkor azt mondjuk, hogy « sfirii elem. (Termé-
szetesen a; > 2 csak az ¢ = O esetben lehetséges.) Amennyiben minden 7 indexre
0 < a; <1 teljesiil, akkor ritka elemr6l beszéliink.

T(3,2). Ha a (x) alatt felirt o elem stird, akkor minden k > w(a) természetes
szdmhoz létezik olyan a = 2P* + By, felbontds, ahol vagy a = 2P* és B = 0, vagy

w(B) < k.

Ha a (x) alatt felirt o ritka elemre a = 3+ «, ahol 3 = by + -+ + b, P",v =
co+ -+ csP° € K, akkor (3 és v mindegyike ritka és minden ¢ indexre a b; és c;
szdmok egyike a;-vel egyezik meg, mdsikuk pedig 0.

Egy a ritka elem sszeg-elGallitasaban legfeljebb w(a) + 1 tag szerepel.

Van olyan a € K elem, amelynek alkalmas 6sszegfelbontdsa minden hatdron
til folytathato.

Bizonyitas. Ha a (x) alatt felirt « stird, akkor van olyan 7 < w(a) index, amire
a; = 2. Legyen v a K-nak az az eleme, amelyikben minden egyiitthat6 ugyanaz,
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mint a-ban, de az i-edik egyiitthaté 0. Ez azt jelenti, hogy a = 2P" + v. Ekkor
barmely k > w(a) mellett

2P 4y = (2Pk+[Pi+l+“_+Pk—1+Plc])+,7 * 2Plc+([Pi+l+.‘_+Pk—1+Pk]+7)'
A B =[P 4 ... + Pk-1 4 PF] 4 4 elemre o = 2P* + 3, teljestil. Mivel v
felirdsaban barmely tort nevezdje 3% osztéja, ezért w(Bi) < k val6ban igaz.
Tekintsiikk most a masodik esetet. Az allitasnal valamivel erésebbet bizonyi-
tunk, nevezetesen azt, hogy
ha valamelyik © indexre b; = 0 és ¢; = 0 egyike sem igaz, akkor a sird.
Legyen k az r és s maximuma, és hatdrozzuk meg a 3 + v Osszeget:

B+ = (bo+co)P° + (by +c1)P' + -+ + (bk + cx) P

Ezekutan végezziik el a 3P*t! — 2P stalakitdsokat az i = k— 1 esett6l kezdve
cstkkend sorrendben minden indexre annyiszor, ahdnyszor lehet. Tegyiik fel, hogy
egy adott 7 index mellett ezt d;-szer tudjuk megtenni. Természetesen az atalakités
utdn P* egyiitthatéja T(3,1) miatt a; lesz. A d. = 0 jeloléssel ekkor azt kapjuk,
hogy

a; + 3d;—1 = b; + ¢; + 2d;, =k E—1,ki—=2;...,2:1.

Ha itt d; > 0 és a; < 2, akkor 3d;_1 = b; + ¢ -2d; —a; > b; +¢; > 0 is
igaz. Ha tehdt valamelyik d; pozitiv, akkor vagy glelel6 a; = 2 vagy di—1 is
pozitiv. Tekintettel arra, hogy ag esetében ,d_,” nom létezik, ezért ha valamelyik
d; pozitiv, akkor van olyan j < i, amelyre a; = 2. Ez pedig azt jelenti, hogy a sfrf.
Marad még az az eset, amikor minden egyes d; = 0. Feltételiink szerint van olyan
i index, amire b;,¢; > 0. A fenti Osszefliggés alapjan, a d;-kre vonatkoz6 feltétel
szerint a; = b; +¢; > 1+ 1 =2, és igy a stir.

Ha a ritka és w(a) = n, akkor minden 8sszeg-el6allitdsban minden tagnak
legalabb egyik egyiitthat6ja nem-nulla, de ez minden tagban masik indexhez kell,
hogy tartozzék. Ezért az tsszeg tagjainak a szdma legfeljebb 1 + w(a).

Az utolsé 4llitas bizonyitdséara tekintsiik példaul a 2 € K elemet. Erre:

2=P42P=P+ P4 2P =P+ P4 PP = vi=
=P+P*+P3+...+P"+2P"=-..
teljesiil, igy ez a felbontds soha nem ér véget. W

T(3,3). Legyenek ay,...,a, € K és legyen r > w(a;) minden i € {1,...,n}
indexre. Ekkor van olyan a,f,...,0, € K, amelyre w(a) > r, és oy = a +
Biy...,an = a+ 3, teljesiil, tovabbd valamelyik i indexre [3; ritka.

Bizonyitas. Ha az a;-k egyike sem ritka, akkor alkalmazzuk a T'(3,2)-ben szerepld
elso eljarast a k = r esetre. Ekkor minden i-re 3; < a; adédik. Tekintettel arra,
hogy minden «; > %, ezért ugyanezt alkalmazva, mondjuk ¢ lépés utan olyan
esethez jutunk, amikor ez mar nem alkalmazhat6. Ez pedig akkor lehetséges, ha a
kapott elemek kozott van ritka. Mivel kdzben a sily nem novekedhetett, ezért a
kapott elemek mindegyikének legfeljebb r a stlya. A valasztott « nyilvan 2tP". W
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5. Példa. (1) # (2).

Bizonyitas. Tekintsiik az Sk gyfriinek egy tetszsleges
fl@)=2""+x7 +:+2™, 0<r1<m< <y, THEK

elemét. Ha f(z) felbonthat6, akkor mindegyik tagja el64ll szorzatként, és igy min-
den r;-nek is létezik 6sszeg-elGéllitdsa. Ekkor T(3,3) szerint van olyan, csak a
kitev6ktol figgd r, hogy r; = r+ s; minden sz6bajove i-re, ahol valamelyik s; ritka.
Ekkor f(z) = z"g(x), ahol

9@) =37 +22 + - +a™, 0<s <2< <3sn, 8EK,

és valamelyik s; ritka. Ennek kovetkeztében g(z)-et csak korldtos szdmi tényezs
szorzatara bonthatjuk. Nézziik most az z” tényez6t. Mivel r € K, ezért r felirhat6
P* alaki szamok osszegeként. Bontsuk fel z7-t ennek megfelelGen az Osszes el6-
fordulé =¥’ szorzatéra. Mint lattuk, P? egyéltalan nem bonthaté tovabb; igy az
eredeti f(z) elemet felbontottuk véges sok felbonthatatlan elem szorzatara.

A T(3,2) bizonyitdsdnak befejez6 részében latottak alapjan:

2 2 2 2 3 n n
xzzzp-xzp =$P‘IL'P '.'172P :$P'$P '(EP .’L'P '$2P = ..y

ez a felbontds tehat sohasem fejez6dik be. m

A szerz& koszonetét fejezi ki a lektornak gondos, értékes és hozzaért6 munks-
jaeért.
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Ervin Fried: Walks around unique factorization

Two questions are investigated.

If the integral domain is not unital then the principal ideals are substituted by
all multiples of the generating element. This enables us to define unique factoriza-
tion in non—unital case. All integral domains of this kind can be produced in the
following way: Take a unital integral domain with unique factorization. Localize it
by a prime ideal. The elements of the image of this prime ideal form a non-unital
integral domain with unique factorization.

Consider the following properties of a unital integral domain: 1) Every element
has a factorization. 2) The factorization terminates in finitely many steps. 3) The
factorizations of an element contain a bounded number of factors. 4) Every element
has finitely many divisors, up to association. 5) The number of factors in the
decompositions of an element is the same. 6) The factorization is unique. It is
shown that every property implies the previous one, except that 5) yields only 3).
Examples are given to show that none of these properties imply the next.

Fried Ervin

ELTE TTK Algebra és Szimelmélet Tanszék
Budapest

e-mail: efried@cs.elte.hu
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JELENTES AZ 1994. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

Az 1994. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyre, amelyen kozépiskolai
tanuldk, egyetemi és f&iskolai hallgaték, valamint 1994-ben egyetemet vagy f6is-
kolat végzettek vehettek részt, a Bolyai Janos Matematikai T4rsulat a kdvetkezs
bizottsagot jelolte ki: Laczkovich Mikl6s (elnsk), Drasny Gabor (titkar), Csaszar
Akos, Fejes Téth Gabor, Freud Rébert, Fried Ervin, Haldsz Géabor, Kiss Emil,
Komjath Péter, Michaletzky Gyorgy, Ruzsa Imre, T. S6s Vera.

Az 1994. november 4-e és 14-e kz6tt megrendezett versenyre a Bizottsag 11
feladatot tiizott ki. A feladatokat sorrendben Koés Géza és Karolyi Gyula, Kiss
Emil, Ruzsa Imre, Buczolich Zoltan, Laczkovich Mikl6s, Halasz Gabor, Erdés Pal,
Juhész Istvan, Bognar Matyas, Szlics Andras, valamint Ruzsa Imre bocsatottdk a
Bizottsag rendelkezésére.

Az 5. feladat sajndlatos médon hibédsan lett kittizve, a feladat &llitdsa csak egy
kicsit ergsebb feltétel mellett igaz.

A kittizott feladatokra 15 versenyz6t6l 81 megoldas érkezett, ezek 55%-a bizo-
nyult helyesnek. November 28-i iilésén a Bizottsag a kivetkez& dontést hozta:

I. dijban és 7000-7000 F't pénzjutalomban részesiil
Biré Andrds, az ELTE 1994-ben végzett hallgatéja,
Lakos Gyula, az ELTE III. éves hallgatéja,

II. dijat a Bizottsag nem adott ki,

III. dijban és 4000-4000 Ft pénzjutalomban részesiil
Harcos Gergely, az ELTE IV. éves hallgatéja,

Csornyer Mariann, az ELTE 1. éves hallgatéja,

Csirik A. Jdnos, a Cambridge-i Trinity College V. éves hallgatéja,
dicséretben és 1500-1500 Ft pénzjutalomban részesiil

Fleiner Tamds, az ELTE V. éves hallgatdéja,

Benkd Ddvid, a JATE V. éves hallgatéja,

Balogh Jozsef, a JATE V. éves hallgatéja.
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Indoklas:

Biré Andrds megoldast nydjtott be az 1., 2., 3., 4., 6., 7., 8., 9. és 11. feladatra.
Valamennyi megoldésa kifogédstalan.

Lakos Gyula megoldést nydjtott be az 1., 2., 4., 5., 6., 7., 8., 9. és 11. feladatra.
Helyes az 1., 2., 4., 6., 8., 9. és 11. feladatra adott megolddsa. Az 5. feladatra
adott megolddsdban ugyan & sem vette észre, hogy a feladat a kittizétt formajaban
nem igaz, azonban a versenyz6k kozil 6 volt az egyetlen, aki megfogalmazta és
helyesen bebizonyitotta a feladatot a szilkséges ersebb feltétel fennélldsa esetén.
Megold4sanak ez a része igen egyszerfi és elegéns. A 7. feladatnak csak a kénnyebbik
felét oldja meg. Kiemelked6 a 2., 8. és 9. feladatokra adott megoldéasa.

Harcos Gergely megoldast nydjtott be az 1.,2.,3., 6., 7., 8., 9. és 11. feladatra.
Helyes az 1., 3., 6., 7. és 8., kiemelked6 a 6., hidnyos a 9., apr6é részeredményt
tartalmaz a 2., hibés a 11. feladatra adott megoldésa.

Csornyei Mariann megoldast nyujtott be az 1., 3., 4., 7., 8. és 11. feladatra.
Helyes az 1., 3., 7., 8. és 11., részeredményt tartalmaz a 4. feladatra adott megol-
désa.

Csirik A. Jdnos megoldést nyidjtott be az 1., 3., 4., 6., 8., 9. és 11. feladatra.
Helyes az 1., 3., 9. és 11., apr6 hibatél eltekintve he , a 8., kisebb részeredményt
tartalmaz a 4. feladatra adott megolddsa. A 6. fc.adatban j6 elképzelése van a
megoldasrol, de nem valdsitja meg elgondolasét.

Fleiner Tamds megoldast nydjtott be az 1., 3., 4., 6., 7., 8. és 9. feladatra.
Helyes az 1., 3., 4., 7., hidnyos a 8., hibas a 9. feladatra adott megoldasa. A 6.
feladatra adott megolddsa nem tartalmaz értékelhets részeredményt.

Benké Ddvid megoldast nyujtott be az 1., 4., 5., 7., 8., 9. és 11. feladatra.
Helyes a 7. és 11., kis hibatol eltekintve helyes a 8. feladatra adott megoldasa. A
9. feladatban egy igaz 4llitast hibasan bizonyit, egyébként megoldésa helyes. Az 1.
feladatban részeredményt, a 4. és 5. feladatban apro6 részeredményt ér el.

Balogh Jézsef megoldast nytdjtott be az 1., 6., 7., 8., 9. és 11. feladatra. Helyes
az 1., 7. és 11., részeredményt tartalmaz a 8., hibas a 9. feladatra adott megoldasa.
A 6. feladatra adott megoldasa nem tartalmaz értékelhetd részeredményt.

Az 1994. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Egy rendezett szimhalmaz dtlagmentes, ha z < y < z esetén y # f=.
Lehet-e a val6s szamokat dtlagmentesen rendezni?

2. Mely véges G csoportokhoz létezik egy s egész a kovetkezd tulajdonsdggal:
barhogy vessziik is G egy véges direkt hatvanyanak tetsz6leges H részcsoportjat, H
minden részcsoportja el6all H legfeljebb s indext részcsoportjainak metszeteként.
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3. Legyen p paratlan primszam, A legyen a mod p maradékosztédlyok egy nem
iires részhalmaza, f pedig egy A-n értelmezett valds értéki fiiggvény. Tegyiik fel,
hogy f nem konstans, és teljestil r4, hogy

f@+h)+ f(z—h)
2 )
valahédnyszor z,x + h,z — h € A. Bizonyitand6, hogy |4| < %

f(z) <

4. Adott a irraciondlis szam esetén legyen y; o = {a}. Ha yn—1,o adott, akkor
legyen y, .« a ({ka});il sorozat els6 olyan tagja, mely a (0,yn—1,o) intervallumba
esik ({z} az x szdm tortrészés jeloli). Mutassuk meg, hogy létezik olyan G C (0,1)
nyilt halmaz, amelynek 0 torl6déasi pontja, és tetszéleges irraciondlis a esetén az
(Yn,o) sorozat végtelen sok tagja nem tartozik G-hez.

5. Legyen H a szdmegyenes egy G; tipust részhalmaza, melynek lezartja
pozitiv Lebesgue-mértéki. Bizonyitsuk be, hogy a

H+H+H+H={z+y+z2+u: z,y,2,u€ H}

halmaz tartalmaz szakaszt.

6. Mutassuk meg, hogy ha n tetszéleges természetes szdm és /n < K < %,
akkor létezik n kiilonb6z6 egész szam, k; (j = 1,...,n) Ggy, hogy

n
§ eikjt
Jj=1

teljesiil a (—m,7) intervallum egy legaldbb cn/K? Lebesgue-mértékt halmazan,
ahol ¢ alkalmas abszolit konstans.

>R

7. Bizonyitsuk be, hogy léteznek 0 < a < 3 < 1 szdmok az alabbi tulajdonsa-

gokkal.
(i) Minden elég nagy n-re megadhaté R3-ban n pont tgy, hogy ezek mindegyike
a kivalasztott pontok koziil legalabb n® méasik pontt6l egyenls tavolsagra van.

(ii) A fenti 4llitss n* helyett n-val mar nem igaz.

8. Bizonyitand6, hogy egy X Hausdorff-tér pontosan akkor megszamlalhat6an
kompakt, ha minden U nyilt fedéséhez van olyan A C X véges halmaz, melyre

def

st(AU) = | J{UeU : UnA£0}=X.

9. Legyen X egy R™-nel homeomorf sfird halmaz az Y kompakt Hausdorff-
térben. Bizonyitsuk be, hogy n > 2 esetén Y \ X 0sszefiigg, n = 1 esetén pedig
legfeljebb két komponensbél 4ll.
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10. Legyen F? egy zart, irdnyitott 2-dimenzi6s sima feltilet, f : F? — F? egy
olyan sima homeomorfizmus, melynek rendje egy p péaratlan prim (azaz a p-tagi
fo fo...of kompozici6 az identitds). Ekkor az f-nek véges sok fixpontja van:
Py,...,P;. A P; fixpontban vett érintGsikban vilaszthaté egy olyan pozitiv irdnyi-
tasi (azaz a feliilet irdnyitdsaval kompatibilis) bazis, melyben az f differenciélja
2mk; /p pozitiv szogl forgatds, ahol k; természetes szam, 0 < k; < p. Bizonyitsuk
be, hogy

Zkf_z =0 (mod p).

i=1

11. Legyenek &, &' azonos eloszlast, fiiggetlen valoszintiségi valtozok. Legyen
& + & eloszlasfiiggvénye F', a [—1,1] intervallumon egyenletes eloszldsé pedig G.
Bizonyitsuk be, hogy
max |F(z) — G(z)| > 1071%%4,

Sajnos, a feladatok megoldéasa jelenleg nem &ll a szerkeszt&ség rendelkezésére. Reményeink
szerint egy késébbi szamunkban tudjuk ket kézdlni.
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TARSULATI ELET

1. Az 1995. évi nagyrendezvényekrdl

a) Csillag Pal taldlkozé (Somly6sziget, jinius 8-12.; kb. 25 6)

A talalkozét Szirmai Akos és Keleti Tamas szervezték. Az 6j hely megfelelének
bizonyult, az egyetlen problémat a nehéz megktzelithetGség jelentette. Sajnos igen
kevesen jottek el. A most mar évek 6ta allando résztvev debrecex}i ,kemény mag”-
on kiviil szinte csak hallgaték és doktoranduszok jelentek meg. Ugy tiinik, hogy a
méar dolgoz6 matematikusoknak nincs igazan kedve/energisja/ideje a taldlkoz6hoz,
ezért megfontolandd, hogy a kovetkezé években a taldlkoz6 a vizsgaidGszak vége
utén legyen, ugyanis sokkal t6bb didk jott volna el, ha nem vizsgaid&szak lett volna
épp. A taldlkozénak kellemes csalddias hangulata volt. Sokan tartottak elGadast,
igy végiil a kevés résztvevs ellenére igen sfir( és szinvonalas volt a taldlkozé szakmai
része.

A kovetkez6 el6adasok hangzottak el:
— Géacs Andrés: Projektiv sikok blokkol6 halmazai
— Csornyei Marianna: 22 + dy? alaki szdmok hanyadosai
— Hegedi{is P4l: Determinansok, permanensek -
— Mont4gh Bal4zs: Abel-csoportok automorfizmusai
— Abért Miklés: Schreier-tétel és szimmetrikus prezentéciék
— Lukédcs Andrés: Cstcstranzitiv grafok
- ifj. Katona Gyula: Szivés és még szivésabb grafok
— Szirmai Akos: Kombinatorikus jatékok
— Keleti Taméas: Harom fraktalgeometriai problémakor

A talalkozoéra elhivtuk az alapité OH ,elemeket” is. (Ennek az szolgilt apro-
péul, hogy egyikiik szdmit4sa szerint épp 30 éve volt az els§ egyetem utani ,OHa-
zium” .

Hat OH elem (Haldsz Gabor, Petruska Gyorgy, Szdsz Domokos, Tusnady Ga-
bor, Vértesi Péter, Virdg Ildiko) jott le egy napra. Délel6tt elsaddsokat tartottak:
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Hal4asz Gabor véletlen multiplikativ fiiggvényekr6l, Petruska Gydrgy a derivaltak-
16l és az 6 viszontagsdgaikrél, Szdsz Domokos pedig a Naprendszer stabilitdsarol
beszélt. A kozos ebéd utan az elGkeriilt OH-naplé alapjan meséltek az Elemek a
»régi szép id6krél”.

Végiilis a taldlkoz6 egyfels] rosszul sikeriilt, mert kevesen jottek el, mésfelsl
viszont j6l, mert az a kevés ember jol érezte magat és kellemes koriilmények kozott
megismerhettilk egymas matematik4jat. Ugy ttinik, hogy minden szempontbél a
didkok a legaktivabbak, igy a tovabbiakban lehet, hogy inkdbb rajuk kéne szdmi-
tanunk.

(készitette: Keleti Tamaés)

b) Hipergrafok és szimmetrikus struktirdk (Balatonlelle, jinius 18-23.;
62 f6)

A konferencian 28 kiilfoldi és 34 magyar matematikus vett részt. A szervez§ bi-
zottsag az aldbbi volt: Fazekas Géabor, Fiiredi Zoltan (elntk), Katona Gyula, Sali
Attila, Simonyi Gébor és Sz6nyi Tamés (titkdr). A rendezvényen tizennégy, 45 per-
ces meghivott el6adés és szamos 20 perces szekci6 « ‘5. |4s hangzott el. A meghivott
el6adok névsora a kovetkezs: R. Ahlswede, E. Banui.i, A. Blokhuis, E. Boros, S. Do-
dunekov, D. Fon der Flaass, P. Frankl, J. Korner, K. Metsch, A. Orlitsky, J. Seidel,
L. Teirlinck.

A konferencia f6 témai grafelmélet, extremadlis kombinatorika, véges geomet-
ridk és blokkrendszerek, valamint k6delmélet voltak. Az egyik fontos cél az volt,
hogy ezen teriiletek mtivel6i kolcsonosen megismerjék egymdas eredményeit. Egy
mésik fontos célkitiizés az volt, hogy minél tobb hallgaté vehessen részt a konfe-
rencidn. A meghivott el6adédsok igen széles teriiletet fogtak 4t, s ez a fenti célok
szempontjabél igen fontos volt. Orémteli, hogy a hallgaték (doktoranduszok és
TMB-sztondijasok) nagyon aktivan vettek részt a konferencia munkajaban, kozii-
liik négyen sikeres el6adést is tartottak.

Osszefoglalva: csaladias hangulati, tudoményosan aktiv és sikeres konferencia
volt a balatonlellei ,Hipergrafok és szimmetrikus struktirdk” konferencia.

(készitette: Szényi Tama4s)

c) Ratz Laszlé vindorgyitilés (Békéscsaba, jilius 3-7 (8); 410 {6)

Az Oktatasi Szakosztdly 1995. julius 4-7-ig Békéscsaban rendezte meg a XXXV.
Vandorgyftilést kozel 400 matematikatanar részvételével a Kérosi Csoma Séandor
Féiskolan.

A jdlius 4-i plendris iilést Révész Pél, a Tarsulat megbizott elndke nyitotta
meg. A Beke Man6 Emlékdijakat Surdnyi Janos, a Tarsulat tiszteletbeli elnoke adta
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4t. A plenéris iilésen a résztvevsk a kdzoktatds aktudlis kérdéseirél Sziics Mikl6stol
(MKM), grafol6giai alapismeretekr6l Szimethné Galaczi Juditt6l hallottak elGadast.
Nagy érdeklédés kisérte Erdss Pal Megoldatlan problémdaim c. programon kiviili
el6adésat, amelyet a Féiskola videofelvételen rogzitett.

A vandorgyfilés jilius 5-7. kozott szekcibiiléseken folytatta munkajat.

Az als6- és fels6tagozatos szekci6kban az el6addsok, szemindriumok vezetSinek
helyes aranyt sikeriilt kialakitaniok a tovabbképzési cél és a napi gyakorlatban j6l
hasznosithat6 témak, feldolgozasok kozott.

Nagy sikert aratott Uhrin Janosné matematikai jatékokat bemutatd, érzel-
mekkel teli el6adédsa, Wéber Aniké és Brenyé Mihaly szeminariuma, Fehér Istvanné
gyerekekkel tartott bemutaté foglalkozasa (szoroban), Csord4ds Mihaly a Zrinyi ver-
senyr6l sz6l6 szemindriuma. Escher miivészetét matematikus és szamitégépes fejjel
megkozelits eldaddsa (Radnainé Szendrei Jilia és Zombory J6zsef) és szeminari-
umsorozata érdekesen szemléletformalé volt.

A kozépiskolai szekci6 elGaddsai és szemindriumai koziil kiemelkeds volt Uh-
rin Janos ,Jéatékossdg a matematikaéran” cimd — grafelméleti indul6 énekes-zenés
bemutatasaval végz6ds — el6adasa. A FelsGoktatasi Ankéttal kozosen rendezett
el6adasok kozill magas szinvonali volt Mekis Attila KAOSZ, Szasz Domokos
Osszeomlik-e a Naprendszer c. el6ad4sa. Az analizis elemeinek szakkozépiskoldban
torténd lehetséges oktatdsat, a szaktandri és a tankonyviréi dilemmaékat egyarant
bemutaté el6adéast hallottunk Honti Dénestol.

Az Informatikai Bizottsag rendezvényei irant kissé csappant az érdeklGdés.
Ennek oka taldn az is lehetett, hogy szamitégépet is hasznal6 el6adds 30 volt a
teljes rendezvényen, és ez megosztotta a hallgat6sagot is. Igen j6 szemindriumokat
tartott a vandorgyfilésen elGszor szereplé Scharnitzky Mikl6s.

A vandorgyfilés kiemelten kivant foglalkozni a hatdron tili magyar anyanyelvi
matematikaoktatédssal. Sajnos a plenaris iilésre nem érkezett meg Elek Erng Kéar-
pataljarol. A két erdélyi elad6 (Simon Janos és Szab6 Tibor) j6l mutatta be sajat
munkateriiletét. Kiemelked& volt Simon Janos el6addsdnak a Nagyenyedi Kollégiu-
mot bemutaté miivel6déstorténeti része. A szerda délutani kerekasztalbeszélgetés a
hatarontili magyar anyanyelvi matematikaoktatédsrél igen hasznos volt, mert a sz-
lovéakiai, ukrajnai, roméniai, kis-jugoszlaviai magyar anyanyelvi matematikaoktatés
jelenlévs képvisel6i jol meg tudtdak fogalmazni, hogy milyen segitséget varnak Tar-
sulatunktél. Példaértéki volt a komarnoi Olah Gyorgy vitat elkezdd korreferatuma
mindazokrél a tevékenységekrsl, amelyekhez Tarsulatunk segitséget nydjthat.

A Matematikai didkolimpidk torténete c. videobemutat6 sok érdekl6dét von-
zott (80-100 £6), a videoanyag nemcsak tartalmaban volt érdekes (szerkesztette Acs
Katalin és Herczeg Janos), hanem a kiallitasa, formai kivitelezése is j6 szinvonali
lehetett az MKM anyagi tdmogatasanak koszénheten.

A szekciéiiléseket jol egészitették ki a szemléltetd eszkozoket is bemutaté kidl-
litasok és konyvarusitdsok (TYPOTEX, MOZAIK, CALIBRA, Nemzeti Tankdnyv-
kiadd).
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A vandorgyfiléshez julius 7-8-an MAT-KAPOCS konferencia csatlakozott.
(készitette: Békefi Zsuzsa)

d) Approximdaciéelmélet konferencia (Budapest, augusztus 20-27.; 122 {6)

A konferencidt a BM Rendértiszti F6iskoldjan rendeztiik. Az el6addsok két parhu-
zamos szekciéban folytak, dsszesen 91 elGadast tartottunk Tandori Karoly 70. szii-
letésnapja tiszteletére. A meghivott el6addk koziil kiemelkedett A. Pinkus és D. Lu-
binsky.

Igen sok elismert ,vildgsztar” volt itt: Névai P., A. Leviatan, J. Korevaar,
Erdés Pal, S. Nikolskii, B. Kasin, Z. Ciesielski, R. Nessel, G. Mastroianni, H. Stahl,
L. Golinskii, J. Musielak, M. F. Timan. A konferencia el6addsaib6l j6 kstet meg-
jelenése varhato.

(Vértesi Péter jelentése alapjan)

e) Intuitiv geometria (Budapest, szeptember 3-7.; 70 {6)

Az immér negyedik Intuitiv geometria konferencia el6adasai az MTA MKI-ében
voltak, a vendégek széllashelyéiil az Allamigazgatasi Féiskola Kollégiuma szolgalt.

A konferenciat a kordbbiakndl talan kisebb, de még igy is jelent&s érdekl6dés
kisérte. A kiilfsldi vendégek szdma 41 {6 volt. Sikeriilt nemzetkszi tekintély( kuta-
tokat megnyerni meghivott elsad6knak: P. McMullen (London), V. Klee (Seattle),
P. Goodey (Norman), J. Matousek (Praga), J. Wills (Siegen), A. Florian (Salzburg)
és Laczkovich Mikl6s.

A konferencidén megiinnepeltiik Fejes T6th Lészl6 80. sziiletésnapjat, mar,
amennyire az {innepelt kdzismert szerénysége ezt lehet6vé tette.

Az Intézet adottsagai miatt egyetlen szekci6ban zajlottak az el6adédsok, dssze-
sen 44, kozottilk nagyon sok kivalé. Az el6adék maguk jelentkeztek elGadés tar-
tdsdra és szlirésre nem volt lehetGség. Ez persze a szinvonal egyenlGtlen voltét
eredményezte. A résztvevék kivansagara volt egy igen sikeres probléma szekci6 is.

Terveziink egy kotetet is; tobb igéretet kaptunk, igy van remény szinvonalas
cikkegyiittes 8sszehozasara.

(készitette: Bardny Imre, Boroczky Karoly)
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2. Az 1995. évi tarsulati dijak odaitélésérdl

a) Szele Tibor Emlékérem

Az 1995. évi Szele Tibor Emlékérmet az odaitélésére kikiildott bizottsag hatarozata
alapjan Szdsz Domokos, a Magyar Tudomanyos Akadémia r. tagja kapta.

Szdsz Domokos 1941-ben sziiletett Budapesten. 1964-ben szerzett matemati-
kusi oklevelet. Az ELTE TTK Val6szintiségszamitasi Tanszékén szerzett egyetemi
doktori cimet 1967-ben. Az 1969 és 1971 kozotti idGszakot a moszkvai Lomono-
szov Egyetemen toltotte. Kandidatusi értekezését 1971-ben védte meg kitiintetéssel.
1971-t61 folyamatosan az MTA Matematikai Kutat6intézetében dolgozik, 1993-t6l
annak igazgat6jaként. A matematikai tudomany doktora cimet 1981-ben szerezte
meg. A Magyar Tudomanyos Akadémia 1990-ben levelezs, majd 1995-ben rendes
tagjainak sordba valasztotta.

Moszkvabdl hazaj6ve néhdny kollégaval (név szerint Fritz Jozseffel, Kramli
Andréssal és Major Péterrel) kutat6csoportot hoztak létre, elsGsorban azzal a céllal,
hogy a korszak egyik legpezsg&bb téméjanak, a matematikailag szigort statiszti-
kus fizikdnak és mezGelméletnek fejleményeit kovessék, technikait elsajatitsak. Szész
Domokos érdeme az, hogy e kis csoportbél néhany éven belill a nevezett témakor-
nek vildgszerte egyik legtekintélyesebb miihelye lett. Az altala alapitott és vezetett
Statisztikus Fizika Szemindrium t6bb, mint hisz éve nemzetkdzi szinten is jelentds
foruma e tudomanyteriiletnek. E szeminariumok a magas tudoméanyos szinvonal
mellett igen fontos neveli/oktatéi funkciét is ellattak: tehetséges fiatalok (felsoé-
ves hallgatok, frissen végzettek) mindig aktivan vehettek részt a ,nagyok” szakmai
megbeszéléseiben, el6adhattak eredményeikrsl. Szdsz Domokos val6ban iskolat te-
remtett a magyar matematikaban. Az 6 iranyitasa alatt irt kandidatusi dolgozatot
Vetier Andras, T6th Balint és Siményi Nandor. Egyetemi doktori dolgozatot irtak
az & irdnyitasaval: Lukdcs P4l és Telcs Andrés. Szakdolgoz6i voltak: Staar Gyula,
Szenes Andras és Erd6s Laszl6. Szdsz Domokos irdnyitasa alatt a fiatal kutaté olyan
témat kapott, amely biztosan az aktudlis érdeklgdés homlokterében van. T6le nem-
csak technikai eszkdzdket, hanem szemléletet és a mély Osszefiiggések megértését
lehetett elsajatitani. Kiilfsldi tanitvanyai koziil kett6t emlitiink: Andreas Grevent
(Heidelberg) és Peter Doyle (Dartmouth College).

Az ELTE Val6szintiségszamitasi Tanszékén toltott 60-as évek soran aktiv ré-
szese volt annak a folyamatnak, amely — Rényi Alfréd majd Prékopa Andrés szel-
lemi irdnyitdsdval — a sztochasztikus folyamatok modern szemlélet oktatdsat ho-
nositotta meg Magyarorszagon. Tarsszerz&je annak a val6szinfiségszamitési feladat-
gytjteménynek, amely ma is a legelterjedtebb a magyarorszagi matematikus didkok
korében.

A matematikai fizika bizonyos 4gainak egyetemi oktatdsa mindig sziviigye
volt: dinamikai rendszerek és ergodelmélet, illetve statisztikus fizika specidlelGa-
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désai nemcsak a matematikus, hanem a matematikai orientéci6ji fizikus hallgaték
korében is egyre népszertibbek.

A Magyar Akkreditaciés Bizottsdgban faradhatatlanul dolgozik a szinvonalas
matematikus doktori képzés érdekében.

Széasz Domokos tudoményos kutatoi tevékenységének magas szinvonaldt pél-
dasan dokumentalja az a mintegy 80 dolgozat, melynek nagy részét a legrangosabb
foly6iratokban publikdlta. Tudoméanyos kutatéi kvalitdsai is szerves részét alkot-
jék annak az inspirativ 1égkornek, amely az altala vezetett mihelyt jellemzi. Szasz
Domokos mint tudoményos kutato, oktaté és iskolateremts egyéniség egyarant ki-
emelked6t alkotott a magyar matematikdban.

b) Griinwald Géza Emlékdij

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat Griinwald Géza Emlékdij Bizottsdga ugy
dontott, hogy az 1995. évi Griinwald Géza Emlékdijat Megyesi Gdbornak itéli oda.

Megyesi Gdbor egyetemi tanulmanyait Szegeden kezdte, majd Cambridge-ben
szerzett matematikusi diplomét 1990-ben. Az6ta a JATE tanarsegédje. Az amerikai
Utah Egyetemen is dolgozott, de kapcsolata a JATE algebrai szeminariuméval
akkor sem sziint meg. Kutatasi terillete az algebrai geometria, amin beliil eddig
foleg két témaval foglalkozott. Az egyik az algebrai feliiletek invaridnsai kozotti
Miayoka-Yau egyenlGtlenség dltaldnositdsa szinguldris feliiletekre. A mésik téma
az algebrai varietdnsok tanulmédnyozasa primkarakterisztikaju testek felett. Négy
tudomdényos dolgozata koziil 1995-ig kettd jelent meg.

c) Farkas Gyula Emlékdij

A Tarsulat Farkas Gyula Emlékdij bizottsdga dontésének értelmében 1995-ben két
fiatal matematikus nyerte el a Farkas Gyula Emlékdijat: Kiss Krisztina és Solymosi
Tamds.

Kiss Krisztina 1965-ben sziiletett és 1988-ban szerzett matematikus-mérnoki
diplomat a Budapesti Miiszaki Egyetemen. 1993-ban megvédte egyetemi doktori
(dr. univ.) értekezését.

Szamos alkalmazott matematikusi munksban vett részt a BME Altaldnos és
Analitikai Kémia, ill. Gépészkari Matematika tanszékén. 1995-ig négy alkalmazott
matematikai dolgozata jelent meg idegen nyelven, lektoralt folyéiratban és harom
nemzetkozi konferencian (Krakkoban, Budapesten, Hamburgban) tartott elGadast
kutatasi eredményeir6l. Ezeken kiviil egy egyetemi jegyzet tarsszerzdje.

Kutatasi teriilete a biomatematika, szitkebben populdciédinamikai modellek
matematikai vizsgdlata, ami a differencidlegyenletek elmélete, a stabilitds- és a
bifurkdciéelmélet magasszint{i alkalmazasat kivanja meg.
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Solymosi Tamds 1960-ban sziiletett, matematikus diplomé&jat 1984-ben a sze-
gedi Jézsef Attila Tudomédnyegyetemen szerezte. 1993-ban a University of Illinois
at Chicago (USA) egyetemen Ph.D. fokozatot szerzett. ‘

A dij odaitéléséig 3 alkalmazott matematikai dolgozata jelent meg idegen nyel-
ven, igen rangos foly6iratokban, és harom nemzetkozi konferencian (Briisszelben,
Bécsben és az USA-beli Stony Brookban) tartott elsadést kutatasi eredményeirél.

F& kutatasi teriilete a kooperativ jatékok elmélete és ezen beliil is a nucleolus
hatékony kiszdmitdsa fontos speciélis jatékok esetében, valamint a tébbkritériumi
dontések elmélete.

d) Rényi Katé Emlékdij

Az 1995. évi Rényi Katé Emlékdij bizottsdg a beérkezett javaslatok alapjan a
kovetkez6 hatérozatot hozta:
A dij els6 fokozatdban részesiti:
— Balogh Jézsefet (a JATE V. éves matematikus hallgatéjat),
- Battydnyi Pétert (a KLTE IV. éves matematikus hallgaté6jat),
- Nagy Gdbort (a JATE V. éves matematikus hallgatsjat).

Balogh Jozsef az egységnégyzet egyenl6 teriiletd haromszogekre valé felda-
raboldsa és a p-adikus szamok kapcsolatéra lett elGszér figyelmes, ezt az érdekes
vsszefon6déast TDK dolgoztaban ismertette. Kédolaselmélettel — MDS (maximum
distance separable) ciklikus k6dok nemlétezésével — foglalkozott. Tobb dijat kapott
TDK dolgozataira.

Battydnyi Péter kiemelked6 képességii, a matematika szamos teriilete (els6-
sorban funkcionélanalizis, algebra) irant intenziven érdekl6dé fiatalember. A tudo-
manyos munkaba II. éves kordban kapcsol6dott be a funkciondlanalizis teriiletén.
Kutatasi teriilete {6ként a Jordan *-deriviciék elmélete. OTDK konferencian kie-
melt I. dijat ért el.

Nagy Gadbor jol felkésziilt, széles latokord didk, aki elsGsorban az algebrai
jellegi modszerek geometriai alkalmazasdban ttinik ki. Galois-geometridk teljes
silvegeire vonatkoz6 becslések témakorrel foglalkozik.

e) Patai Alapitviny dija

A Patai Alapitvany 1995. évi tAmogatasanak odaitélésére harom javaslat érkezett.
A BJMT Elnoksége altal kikildott bizottsag tobbségi hatarozataval Aszalds Ldsz-
l6nak itélte oda a tdmogatast.

Aszalds Laszlié 1994-ben szerzett diplomét a Kossuth Lajos Tudoményegyetem
matematikus szakin, 1995-ben ugyanott Ph.D. hallgat6 volt. Kutatasi teriilete a
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matematikai logika, ezen beliil az automatikus programbizonyités. Eddig elért ered-
ményeirs] két cikke jelent meg a Bulletin for Applied Mathematics-ben. Harmad-
éves kora 6ta gyakorlatot vezet a debreceni egyetemen. Dragélin Alberttel és Valyi
Séandorral kozosen egyetemi jegyzetet irt Szamitégépes oktatéprogramok a mester-
séges intelligencidban cimmel. Egyetemi évei alatt Onreferal6 itéletkalkulus cimmel
irt didkkori dolgozatot. A Tempus 8szténdijat elnyerve fél évet Hollandidban tol-
tott.
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RENYI ALFRED SZULETESENEK
75. EVFORDULOJA

A Magyar Tudoményos Akadémia Matematikai Tudomanyok Osztalya és a Bolyai
Janos Matematikai Tarsulat 1996. november 29-én emlékiilést rendezett Rényi
Alfréd sziiletésének 75. évfordul6ja alkalmabol az MTA Roosevelt téri székhazaban.
Az emlékiilés programja a kdvetkezd volt:

10.00 Glatz Ferenc, a Magyar Tudomédnyos Akadémia Elnske megnyitotta az em-
lékiilést.
Révész Pal: Rényi Alfréd a magyar valészintiségszamitési iskola megalapitdja
Katona Gyula: Rényi Alfréd az ember, az oktaté és a vezets

Sziinet

14.00 T. Sés Vera: Véletlen fak csalddjainak fokszam-eloszldsarodl
Kétai Imre: A nagy szitarél
Csiszar Imre: A Rényi-féle a-rend informaciék kédolasi interpretacidja

Sziinet

16.00 Csaki Endre: Strassen tétele tsszetett folyamatokra
Csorgs Sandor: A Rényi-féle konfidenciasdvok véletlen cenzira esetén
Michaletzky Gyorgy, Szeidl Laszl6, Varlaki Péter, Vladimir Zolotarev: Val6-
szinfiségi valtozok fiiggségi mértékének Rényi-féle megkozelitésérsl
Tusnady Géabor: Dinamikus faktoranalizis

A Matematikai Lapok jelen szaméaban elkezdjiik a megemlékezésen elhangzott
eladasok, illetve az azokkal kapcsolatos cikkek kozlését. A tobbi eladést és cikket
a kés6bbi szamokban folyamatosan adjuk kozre. A cikkek utdn egy most elGkeriilt
Rényi-dokumentumot is kozliink.

RSY A ; 1
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RENYI ALFRED, AZ EMBER, A VEZETO,
AZ OKTATO*

KATONA GYULA

Elismerem, hogy vannak okok arra, hogy én tartsam a visszaemlékezésnek ezt a
nem-matematikai részét, de az el6adasomra val6 késziilés kbzben rajottem, van egy
nagy hidnyossdgom. Csak kevesebb mint tiz évig ismertem Rényit, nem ismertem
azokban a fontos években, amikor a hédbort utdn a tudoményt djjszervezték, a
Matematikai Kutat6é Intézet 1étrejott. Izgalmas, nyiizsgéssel teli évek voltak ezek,
amikrél csak masok elbeszélésébdl tudok egy keveset. Bar igyekeztem sokat meg-
tudni azokrél az id&szakokrdl is.

Elére is elnézést kérek, hogy az emlékekben sokszor szereplek magam is. De
ennek természetes oka, hogy a leger6sebb benyomésaim a személyes élményekb6l
keletkeztek.

Rényi Alfréd, az ember

Legfontosabb tulajdonsdganak hatartalan optimizmusdt tartottam. Ez minden te-
vékenységében jellemzé volt rd. Sok méas tulajdonséga is erre volt visszavezethetd.
Péld4ul egyéltalan nem volt pontosnak nevezhetd. Szerintem késéseinek elsédleges
oka az volt, hogy az utolsé pillanatig bizott benne, hogy minden jol 6sszejon, és &
még id6ben odaér, ahova akar. ;

Kezdetben elég rossz hire volt autévezetésének. A néhany baleset is azért
kovetkezhetett be, mert optimistan azt hitte, hogy még van elég hely és idé. ..
(Megjegyzem, engem Rényi tanitott aut6t vezetni, Amerikdban.)

A matematikdban is hatartalanul optimista volt. Néha egészen naiv ttletekkel
indult harcba egy probléma megoldasaért. Es tudott hinni benne, hogy abbél is
kijon. Tobbszor voltam a kétkeds kritikus, és hanyszor lett neki igaza! Val6ban
elég volt az egyszerd otlet.

Mindenr6l igy képzelte, hogy meg tudja javitani. A lemezjatszét, az autét. Ha
nem sikeriilt, elfelejtette. Ha sikeriilt, az tovabb erdsitette optimizmusat.

*Ez az irs a Természet Vilaga 129. évf. 1998. III. (Matematika) kiilénszamaban is megjelent.



Es ez az optimizmus nagyon egyszer( élettapasztalatokon alapult. Hiszen val6-
ban minden lényeges dolog sikeriilt neki. Rovid élete sikerek sorozata. Az ,egyetlen”
balszerencse ami érte, az felesége, Kat6 és sajat maga korai tragikus haldla. De ha
van masvildg, akkor most ott optimista.

Nagyon kedves, kozvetlen, bardtsdgos ember volt. Ha barataival, tanitvanyaival
talalkozott, akkor is megallt egy kicsit beszélgetni, ha sietett. (Na persze ez is oka
volt azutan a késéseknek.) A bardtsagossag nagyon idGigényes tevékenység, de neki
erre is jutott ideje.

A jobb didkokkal mar negyedéves korukban elkezdett tegez6dni. Optimizmusa
atsugarzott a beszélgetGpartnerre is. Nagyon j6 érzés volt vele beszélgetni. Az
ember gy érezte, mi most ketten mindent meg tudunk csindlni. Nem hiszem, hogy
sok akadémikust, tanszékvezet&t, intézeti igazgatét hivtak olyan jatékos néven,
hogy Buba. Negyedéves korunkban meg lehetett veliik csindlni, hogy Katé nap
alkalméabél varatlanul beallitott hozzdjuk egész 15 f6nyi évfolyamunk.

Kiilseje jol tiikrozte fenti jellemvonésait. Kissé kovérkés alakja volt, mindig
mosolygott, mosolyréanca ett6l nagyon erds volt, és mindig azt a benyomast keltette,
hogy raér. Elegansnak nem volt mondhat6. Zak6ban, alatta pecsétes, cigarettatol
lukas kék puléverben, kihajtott ingnyakkal jart. Es sajnos nagyon sokat dohanyzott.

Nagyszertd humorérzéke volt. Egy j6 tréfatol, beugratdst6l nem sajnélta az
id6t, barmilyen elfoglalt is volt. Hadd meséljek el néhényat.

A métrahédzai iidiil6ben megldtogattam a Rényi hazaspéart. Tobb ir6, kolts
is volt ott. Némi megbeszélés utdn Rényi bemutatott Somly6 Gytrgynek mint
egy lengyel irodalomkritikust, aki jol torte a magyart. Hosszasan elbeszélgettiink,
megigértem, hogy leforditjuk, kiadjuk egy kotetét. A beszélgetés csicspontja az
volt, mikor Juh4sz Ferenc elment az asztal mellett, Somly6 Gydrgy mutatta nekem,
de én megjatszottam, hogy csak Juhdsz Gyularél halottam. Somlyé csak masnap
tudta meg, hogy vicc 4dldozata lett.

Amikor egyszer valamilyen ajanlélevelet kellett rélam irnia, megirta rogton
sopponensi véleményét” is még tervbe sem vett kandidatusi értekezésemrsl. Az
altala kezdeményezett kereséselméletbsl minddssze egyetlen egy cikkem volt, bato-
ritani akart, hogy folytassam e munkat, ebb6l a témabdl irjak kandidatusit. Még
egy Rényi mértéki tudésnak is komoly munka lehetett egy kidolgozatlan irdnyban
fogalmakat, tételeket megsejteni.

Egyszer, lakasuk tjrafestése el6tt Rényiék meghivtak néhdanyunkat, hogy ide-
iglenes freskokat fessiink falukra. Vértesi Péternek sikeriilt egy vateszi mivet al-
kotnia. Egy koponya alatt két cigaretta fekiidt keresztbe. En egy pillang6szarnya-
kon repdes6 fsldgdmbét festettem, amit Buba egy lepekehaléval iilddz. Sajnos ezen
orokbecsti miivek csak néhdany napot éltek meg.

Kozismert volt Rényi hatalmas maveltsége. A human és a természettudoma-
nyok teriiletén egyarant lenyiigbz6 volt tudédsa, ismeretanyaga. Didkkoraban még
6gorogb6l is nyert versenyt. Jellemz6 az a Rényi 4ltal néha elmesélt térténet, ho-
gyan is lett 6 matematikus. Eleinte torténész akart lenni, az Atlantisz torténete
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izgatta. Hamarosan rajott, hogy a geofizika alapos ismerete nélkiil labdaba sem
righat. A geofizikit pedig matematika nélkiil lehetetlen szinvonalasan mfivelni.

Miiveltségéhez hozzatartozott a zene ismerete és szeretete is. Aktiv alapter-
mészetének pedig nem felelt meg a passziv zenehallgatas. Hozz4 a jaték illett. Jol
zongorézott. Abban a szerencsében volt részem, hogy sokat zenélhettem vele egyiitt.
Mozart és Schubert hegedi-zongora szonat4it jatszottuk. 1969-ben fél évig egyiitt
laktunk Amerikdban. Itt is sokat zenéltiink. Amikor néhdny napra meglatogatott
benniinket Rényi kordbbi zenélGtarsa, Sziisz Péter, két hegedtire és zongorara irt
miiveket jatszottunk mindaddig, mig a kornyéken laké didkok kiildsttsége nem kérte
annak abbahagyésat.

A pszichol6gusok szerint az drva gyermekek minden férfiban ap4t keresnek.
Ez erss tilzas, de sajat tapasztalatom szerint is fontosabb szamukra egy példakép,
mint az apa mellett felnsv6knek. En Bubaban taldltam meg ezt a példaképet,
akiben nem csak a matematikust lattam, hanem a sokoldalian tehetséges, nagy
életerej embert is. Mint ahogy a fii egy bizonyos életkor utdn a hibékat is elkezdi
keresni apjdban, én is kerestem a hibakat Rényiben. Meg kellett allapitanom, hogy
hajlamos arra, hogy erdsen szubjektiv véleménye alapjan hozzon déntéseket. De
egyrészt ezt a korszellem erdsen tdmogatta, mdasrészt rendszerint utélag kideriilt,
hogy neki volt igaza, és végiil képes volt belatni, ha tévedett, és korrigdlni a hibas
dontést. Esetleges egyoldali dontéseit olyan kedvesen, a meggy6zés szandékaval
hozta, hogy ezért nem lehetett rd haragudni. De végiil is taldltam benne egy igazdn
silyos hibdt. Amikor egyiitt laktunk Amerikdban, mindig & ébredt fel el6bb, és
finom célzasaimmal sem sikeriilt fél év alatt elérnem, hogy ne csapdossa az ajtékat.

Rényi Alfrédrol nem lehet felesége, Rényi Kat6 emlitése nélkiil beszélni. O szin-
tén egy tehetséges, szeretetre mélt6 egyéniség volt. J6 matematikus, kivil6 oktaté.
Rényivel remekiil osszeillettek, kiegészitették egymast. Bar csipkeldve, de nagyon
tisztelték és szerették egymast. Egy jellemzé érdekesség életiikkbsl. Megallapodtak,
hogy Katé nem vezeti a kocsit, de Buba barmikor értemegy, elviszi, ha & kéri azt.
Ezt a megéllapodédst mindketten maradéktalanul betartottak.

Rényi Alfréd, a vezetd

Emberi tulajdonségai predesztinédltdk a vezets szerepre a matematikai életben.
Ehhez hozzdjarult az, hogy er6sen hitt azokban az elvekben, amelyeket akkor a
magyar értelmiség egy jelentés hanyada magaénak vallott. Hatalmas energidval
vetette bele magat a matematikai élet szervezésébe. Volt idGszak, amikor egyszerre
volt a Bolyai Janos Matematikai T4rsulat f&titkara, az MTA III. Osztalyanak
titkdra, és az MTA Matematikai Kutat6 Intézetének igazgatéja.

Rengeteget tett a magyar matematikdért. Pusztdn tudoméanyszervezé munkas-
sagaért is megérdemelné, hogy most megemlékezziink réla. De ha nem lett volna
a tudoméany o6ridsa is, nem biztos, hogy ilyen jol ratalalt volna a helyes iranyokra.
Akkor taldn mar kevesen emlékeznének ra.
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O harcolta ki, hozta létre ezt az Intézetet. Stilusdra, mitkddési rendszerére
alapvetd hatédssal volt. Ma is lényegében ugyanazon elvek alapjan miksdik az In-
tézet, amint azt Rényi létrehozta. A kezdeti id6szakban nagyon fontosnak tartotta
az alkalmazasokat, maga is sokat foglalkozott ilyen problémékkal. Kés6bb érdek-
16dése jobban elméleti irdnyba fordult. Az Intézet ezt kovette, de ma is er6sebb
Intézetiinkben az a szdrny, amelyik az alkalmazédsokhoz kézelebb 4116 elméletekkel
foglalkozik. ‘

Bér hitt a korszak irdnyit6 elveiben, igyekezett annak ostobasigait megke-
riilni. Igy torténhetett, hogy az Intézet ,osztalyidegenek”, ideolégiai okokbdl nem
kivanatos személyek szdméra nyugodt kutatasi lehetGséget nyidjtott.

Az Intézetbe elsGsorban a tehetségiik alapjan vette fel a a kutatékat, persze
ebben szabadon hagyta érvényesiilni szubjektiv véleményét is. De hamar belatta,
ha tévedett, és ekkor keresett az illet6nek méashol munkat, szeretettel rabeszélte,
hogy jobb lesz neki ott, vagy az Intézeten beliil bizta meg valamilyen nem kutaté6i
feladattal, hogy ha az illet6 kutatdsai nem is olyan szinvonalasak, mégis hasznos
tagja legyen az Intézetnek.

Ma én iilok Rényi intézeti székében. Néha bizony feszengek, nagy nekem ez a
szék. Eszembe jut ilyenkor, vajon hogyan déntene egy-egy helyzetben 6. De azutén
eszembe jut az a szovjet film is, melyben a 40 éves férfi Almaban tanacsot kér a
haboriban elhunyt apjatol, hogyan dontson egy sorsfordité iigyben. Amire az apa
véalasza: — Fiam, honnan tudhatndm én azt, 22 éves voltam, amikor meghaltam,
nekem sokkal kevesebb az élettapasztalatom, mint neked. Valésziniileg Rényitél is
hasonl6 valaszt kapnék, nem mintha 49 évesen nem lett volna elég élettapasztalata,
hanem a vilag, az orszig, a kdrnyezet, az Akadémia véltozott meg azéta alaposan.
Bar Rényi optimizmusdt, 6nbizalmat, tanulékonysagat figyelembe véve, biztosan
tudna j6 tandcsokat adni ma is a mésvilagrol.

Rényi Alfréd, az oktatd

Nagyszerii pedagogus is volt. Err6l szo6l6 emlékeinket Tusnddy Gaborral kozos kis
cikkiinkben mar leirtuk a Matematikai Lapok 1970-es évfolyaméban. Ezeket most
nem akarom megismételni. De feltétleniil meg kell emliteni, hogy a tudomanyos
utanpotlas nevelésében is kiemelkedd volt szerepe. Az erés magyar val6szintiség-
szamitési iskola majd minden tagja az O tanitvanya volt, vagy tanitvanyénak ta-
nitvénya. '

De mint a matematika ismeretterjesztie, még nagyobb volt a hire. Szamta-
lan népszerii cikke méig is példdul szolgdl, hogyan kell(ene) a matematikarél sokak
szamaéra is érthetGen irni. Legnagyobb hatédst miivei azonban trilégidja: Dial6gusok
a matematikarol, Levelek a val6szintiségr6l, Napl6 az informéciéelméletrsl. Ezeket
az Osszes vilagnyelvre leforditottdk. Az els6ben a matematika, a matematika és a
val6sdg viszonya, a matematika alkalmazésai filozéfiai kérdéseit taglalja mindenki
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szdmdra élvezetes fomaban, hires torténelmi személyiségek szdjiba adva mondani-
valéjat. Hadd 4alljon most itt egy, Rényi stilusdban 4ltalam irt dialégus, melynek
egyik szereplGje a sajnos mar torténelmi szereplévé valt Rényi Alfréd.

Dialégus a matematikai ismeretterjesztésrdl

Szerepl6k: Rényi Alfréd egyetemi tanér, és Pesszi Mihdly (baratainak Pesszi Miska),
matematikus kutaté.

Rényi Alfréd: (Kezet nydjt) Szerbusz Miska. Mi tjsag?
Pesszi Mihdly: Szerbusz, kdszdéndm, megvagyok.
R. A.: Mit sz6lsz a XX. Kongresszushoz?

P. M.: Mit sz6lnék? Semmi érdekes. Az Gj nagyfénok kiteregeti a régi szennyesét,
azutan folytatja ott, ahol a régi abbahagyta.

R. A.: Nem, nekem meggy6z6désem, hogy nagyon fontos véltozasok kezdete ez,
aminek nalunk is alapvet§ kévetkezményei lesznek.

P. M.: No igen, Te mindig optimista voltal. De azért err6l ne irjal ismeretterjeszt&
cikket!

R. A.: Ne aggédj, maradok a matematil.anal.

P. M.: Szerintem a matematikai ismeretterjesztés reménytelen iigy, de legaldbb
teljesen veszélytelen.

R. A.: Tiltakozom, egyaltaldn nem reménytelen!

P. M.: Ugyan Buba, j6l tudod, hogy a matematika tudomanya egy éptilet, amiben
nem lehet a fels6 emeleteket megérteni, ha valaki nem tudja az alapokat. Tehat vagy
kozépiskolas szinten maradsz, vagy az olvas6é nem érti meg, csak zavaros képzetei
lesznek.

R. A.: Egyik pontban sincs igazad. Egyrészt a kozépiskoldkban egyaltalan nem
tanitanak meg minden fontos, kdzépiskolai szint{ anyagot.

P. M.: Példaul?

R. A.: Példaul a kombinatorikat, grafelméletet, valészintségszamitdst. Ezek mind
elemi szinten jol elmagyardzhaték, és roppant fontosak. Ha a szamit6gépek ro-
hamos fejlédését elnézem, ezek be fognak hatolni mindennapjainkba, s alapelveik
megértéséhez pontosan ezen matematikai teriiletekre van sziikség.

P. M.: Ha igazad van, akkor ezeket be kell vezetni a kdzépiskolai oktatasba.

R. A.: Bizonyos, hogy be kell 6ket részben vezetni, de sose lesz annyi tanéra, hogy
minden érdekes dologrél ott sz6 is legyen. Erdekl6ds diskok, felnéttek pedig vannak,
akik tobbet akarnak megérteni a matematikabol akkor is, ha azt szakméjukban nem
tudjadk hasznélni, egyszerfien csak jobban akarjik érteni a vildgot, vagy élvezni
képesek a matematika szépségeit.
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P. M.: Na j6, ebben lehet valami. De bonyolultabb dolgokat mar nem lehet az okos
géplakatosnak sem elmondani. Legfeljebb be tudod csapni, azt hiszi, hogy érti, de
csak zfirzavart okozol szegény fejében.

R. A.: En nagyon sajnslom, hogy ismét ellent kell mondanom, de ez sem igaz. Hi-
szen sokszor nincs sziikség a matematika teljes épiiletét ismerni ahhoz, hogy egy-
egy emeleten jol elboldoguljunk. Példaul, ha valaki egy elemi geometriai feladaton
tori a fejét, teljesen matematikus médon gondolkozhat anélkiil, hogy a geometria
axiémarendszerét ismerné, vagy ha ismeri, figyelembe venné. De tovdbb mennék.
Mindenki szdméara természetes, hogy az elektromossagot a Maxwell-egyenletek is-
merete nélkill targyalja, mert a fizika fejlédése olyan, hogy a pontatlan fel6l a
pontosabb modell felé halad. Ez a matematikdban, mint tudoményban nem igy
van, mégis sokszor sokat meg lehet érteni anélkiil, hogy az alapokat valaki ren-
desen tudnd. Példaul a differencidlszamitds preciz ismerete nélkiill megértheték a
differencidlegyenletek stabilitdsi problémadi. Sokszor persze nehéz szellemi munka
egy matematikai elméletet a hozz4 nem ért6 olvaséhoz ,kdzelhozni”.

P. M.: Furcsdkat mondasz! Preciz differencidlszamitas nélkiil differencidlegyenletek!
Meg, hogy stabilités.

R. A.: No azt nem mondtam, hogy az olvasé rogtén a téma kutatéjava valik,
de valamit megért abbdl, hogy mit csindl egy matematikus, miért szép, és miért
hasznos a matematika.

P. M.: Es el is olvassa valaki ezeket a cikkeket?

R. A.: Igen! Nagyon sok varatlan visszajelzést kapok. Megleps, hogy kik, és
mennyien olvasnak ilyen cikkeket. Es ne felejtsd el, hogy jon a televizié! Az lesz a
tudomdnyos ismeretterjesztés aranykora. Lelki szemeimmel latom, hogy millick iil-
nek egy szombat este a televizi6 el6tt, és egy érdekes matematikai elsadést néznek!

P. M.: Minden tiszteletem az optimizmusodé. De szerintem a vilagnak is haszno-
sabb lenne, ha ilyen ismeretterjeszts cikkek helyett matematikat csinalnéal.

R. A.: Sokszor még sajat kutatdsaim szamara is hasznos az ismeretterjesztd cikkek
frdsa, mert mas nézGpontbol, kiviilr6l nézek a témadara, eredeti gondolataim ta-
madnak. De a matematika szdméra feltétleniil nagyon fontos az, hogy minél tobb
,outsider” értsen meg valamit a matematikdb6él. A matematika erkolcsi és anyagi
tamogatésa fiigg tole.

P. M.: No igen, ha nem az lesz az olvas6 konklizi6ja, hogy ,nahét ezek a matema-
tikusok micsoda értelmetlen dolgokkal toltik az idejiiket. Es a mi pénziinkon!”

R. A.: Azt készségesen elismerem, hogy az ismeretterjeszté felel6ssége nagy.

P. M.: Bér sok értelmét nem latom, irjal csak. De arra kérlek, hogy hires megoldat-
lan problémikat ne emlits. Mert azutdn én olvashatom a megolddsokat. Naponta
jon egy ,cikk”, amiben valaki bebizonyitja a négyszin-sejtést, a Fermat-sejtést, a
Riemann-sejtést, anélkiil, hogy az elemi logikai szabalyokat képes volna betartani.
Néha egy miiben az tsszes ilyet bebizonyitja. Kar, hogy ezek még legalabb szaz
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évig nem lesznek bebizonyitva. Vissza is vonnom, hogy a matematikai ismeretter-
jesztés veszélytelen. Ezek a fickék nem mindig veszélytelenek. Hél'istennek nélunk
az Oriilltek nem hordanak fegyvert.

R. A.: Részvétem. Hat nem kénnyd banni veliik.

P. M.: Szé6val nem teljesen gy6ztél meg az ismeretterjesztés értelmérél, de azt el
kell ismernem, hogy Neked eredeti &tleteid vannak ezen a téren. Hogyan jonnek?
Leiilsz az iréasztalhoz, és azt mondod magadnak, hogy na most ismeretterjesztek
egy nagyot?

R. A.: A budapesti egyetemen volt egy jogdszprofesszor, aki szébeli vizsgakon a
kovetkezs kérdést tette fel a hallgatéknak: ,Mit 14t, ha a Gellérthegyrél lenéz a
varosra?” A hallgatéknak ezt kellett vdlaszolniuk: ,Jogtargyakat és jogalanyokat.”
Ezt szokta kifacsarni kedvenc professzorom igy: ,Sztochasztikus folyamatokat!” En
viszont igy modositom a kérdést: ,Mit 1atsz a matematika Himalajarol letekintve?”
A helyes vilasz pedig: ,Ismeretterjesztésre alkalmas szép patakokat.” Ezzel azt
akarom mondani, hogy a matematikai munkdm kozben jutnak eszembe otletek:
hogyan lehetne ezt a laikus szamadra is érthet6en leirni.

P. M.: Vannak konkrét terveid?

R. A.: Hajjaj, egy csomé terv régéta motoszkal a fejembem. Péld4ul szeretnék irni
egyszer a matematikdnak a val6sdghoz val6é viszonyarél, a matematika filozéfiai
alapkérdéseirdl, a matematika alkalmazésanak nehézségeir6l. Mégpedig valamilyen
torténelmi személyiségek szdjaba adva a gondolatokat, parbeszéd formajaban. New-
ton és Leibnitz? Hat ezt még nem tudom. Egy masik régi tervem a val6szintiségsza-
mitds alapjait bemutatni, de nem dgy, mint egy kész tudoményt, hanem val6ban
a kezdeti alapgondolatokat, a tévedési, eltévedési lehetGségeket is bemutatva. Ezt
elmondhatn4 taldn két szerencsejatékos, akik a csaldst se, a matematika tanulmé-
nyozasat se zarjak ki, a meggazdagodas érdekében. Egy tovabbi nagy tervem, hogy
az informAci6elmélet alapjairdl irok egy ismeretterjeszté konyvecskét. Sajnos ez
— viszonylag bonyolult — képletek nélkiil megoldhatatlan, még nem latom, ho-
gyan keriiljem el a nehézségeket. De nagyon fontosnak tartom, mert szerintem az
informacios tarsadalom felé haladunk. Es a Fibonacci-szamok. Sokrétt alkalma-
zésaik a matematika kiilonbozé teriiletein egyszertien lenytigoznek. Ezt is Ossze
akarom hozni valamikor. De hat az id§, az id6! Na menjiink is dolgozni.

P. M.: Viszlat taggytilésen!
R. A.: Viszlat.



RENYI-FELE KONFIDENCIASAVOK*
CSORGSH SANDOR

Rényi Alfréd eloszlasfiiggvényekre és tulélésfiiggvényekre vonatkozé aszimpto-
tikus konfidenciasdvjainak szélessége minden pontban egyformén ardnyos a be-
csillendé fiiggvény természetes torzitatlan becslésével. Megmutatjuk, hogy ezek
a sdvok messze kiterjeszthet6k aszimptotikusan kicsi és nagy mintaelemekig.
A kiterjesztett Rényi-féle savok bizonyos sziikitett kombinacidival is foglalko-
zunk.

1. A savok

Legyen X;,...,X, egy n elemd statisztikai minta, n € N := {1,2,...}, azaz
Xi,..., X, fiiggetlen véletlen véltozék a kozos F(z) := P{X < z} eloszlasfiigg-
vénynyel, x € R, mely F(-) fiiggvényr6l a dolgozatban mindvégig feltessziik, hogy
az egész R valés szamegyenesen folytonos. Ha a minta empirikus eloszlasfiiggvényét
F,.(")-nel jeloljiik, ha tehat F,(z) := #{1 < j <n : X, < z}/n, z € R, akkor
Kolmogorov 1933-b6l szdrmazé jol ismert eredménye szerint

p{va sup | Fa(2) — F(z)] < yp = K@y)=1+ 2; (~1)fe~ Y

minden y > 0 esetén, azzal a dolgozatban végig érvényes megallapodéssal élve,
hogy konvergenciédra és az aszimptotikus rendre vonatkozé, kiillén nem specifikalt
allitasok és rel4ci6k mind n — oo esetén 4llnak fenn. 1949-ben Doob a K (-) fiigg-
vényt a supg<,<; |B(s)| véletlen véltoz6 eloszlasfiiggvényeként azonositotta, ahol
{B(s) : 0 < s < 1} egy tgynevezett Brown-hid, vagyis olyan minta-folytonos
Gauss-folyamat, amelynek a varhaté értéke minden pontban nulla, a kovarianci-
afiiggvénye pedig E(B(s)B(t)) = min(s,t) — st, 0 < s,t < 1. Igy, amennyiben
o jelsli véletlen véltozok eloszlasbeli konvergencidjat, Kolmogorov tétele tgy is
irhat6, hogy

vn sup |F,(z) - F(z)| 2, sup | B(s)|-
z€R 0<s<1

*Elsadéasra keriilt a Magyar Tudoményos Akadémia Rényi Alfréd Emlékiilésén, Budapesten,
1996. november 29-én. A dolgozat angol nyelvii viltozata a Studia Scientiarum Mathematicarum
Hungarica Rényi emlékszamaban jelent meg: 34 (1998), 71-87. [Work supported in part by the
National Science Foundation U.S.A.; Grant DMS-96-25732 held at The University of Michigan.]
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A jelen dolgozat egész tartamara rogzitsiink egy a € (0, 1) értéket. Jelolje ezekutan
Yo > 0 azt az egyértelmien meghatédrozott szdmot, amelyre K (ya) = 1 — .
A tiszta illeszkedés hipotézisvizsgilatira vagy az ismeretlen F(-) eloszlasfiiggvény
becslésére az eredményiil adédé Kolmogorov-féle konfidenciasavra ekkor fennall,
hogy P{F(z) € [Fu(z) — yan™Y/2,Fu(2) + yan~/2], 2 € R} — 1 — . A hasonl6
alakt egyoldali konfidenciavonalakra vonatkoz6 aszimptotikus allitdst Szmirnov
bizonyitotta 1939-ben.

Hiisz évvel Kolmogorov cikkének megjelenése utdn, dolgozatat Kolmogorov
otvenedik sziiletésnapjara dedikalva, Rényi [12] bebizonyitotta, hogy barmely rog-
zitett p € (0,1) esetén, y > O tetsz&leges valasztasa mellett,

np Fo(z) — F(z)
(1) P {\/T——p F(:)Usli_p 1-F@) < y} - 29(y) -1,

ahol ®(-) a standard normalis eloszlasfiiggvény, és

np_ IFn(:lz) -F(.’L‘)l e
(2) P{Ml—pF;gL{_T?fGT_Sy} L(y),

ahol pedig

090 k 2k+1)2x2
Eligy s 4 Z (-1) s

Tlv2k+1°

k=0

Ezek az allitasok valéjaban Rényi 5. és 6. (a [12] dolgozat magyar véltozatdban a
3.1. és 3.2.) Tételeinek az eloszlds jobboldali farkdra vonatkoz6 valtozatai, melyeket
az 1 — F(z) = P{X > z}, x € R, talélésfiiggvény becslésének probléméja motival.
A megfelels, matematikailag ekvivalens bal-farok véltozatok (kiterjesztett formai)
alabb, (5) és (6) alatt keriilnek megfogalmazéasra. Rényi Alfréd nevezetes [12] dol-
gozata, amellett hogy a nemzetkozi szakirodalom madig stirtin idézett mive, igen
nagy hatéssal volt a magyar val6szintiségelméleti és matematikai statisztikai iskola
fontos kutatési irinyainak meghatarozasara is.

A (bal-farki valtozathoz tartozo) mogottes statisztikai gondolatot Rényi ([12]
magyar valtozatiban) a kovetkezSképpen fejti ki:

Kolmogorov tétele az 'Fn (z) - F (z)] eltérést ugyanolyan sillyal veszi fi-
gyelembe, akirmekkora is F'(z) értéke; ezéltal példdul az |F,,(z) — F (x)| =
0,01 eltérés ugyanolyan stllyal esik latba olyan z helyen, ahol F(z) = 0,5,
vagyis ahol ez az eltérés 2%, mint egy olyan z pontban, ahol F(z) =
0,01, vagyis ahol az eltérés 100%-ot tesz ki. Ezen tgy segithetiink, hogy
| Fn(z) — F(z)| helyett az |F,(z) — F(z)|/F(z) hényadost, vagyis Fn(z)
viszonylagos hibdjdat tekintjiik.

Annak a hipotézisnek az ellen6rzésére, hogy a sokasag eloszlasfiiggvénye val6ban
F(+), a baloldalra vonatkozé6 tételek igy tiszta illeszkedési prébékra vezetnek:
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Ezeknek a kritériumoknak a jellegzetessége abban all, hogy egy olyan
sdvot adnak meg F'(z) koriil, amelyben a hipotézis helyessége esetén az
F,,(z) empirikus eloszlasfiiggvényeknek bizonyos megadott valészintiséggel
haladnia kell, amely sdvnak a szélessége minden z pontban F(z)-szel
aranyos.

Ezeket az eredményeket bizonyitds nélkil Rényi tankonyveiben is targyalja, példaul
a magyar nyelv{ [14] kényvben is.

Ha az F(-) és 1 — F(-) sulyfiiggvényeket a bal- és jobb-farki prébastatisztikak-
ban rendre az F, () és 1 — F,,(+) sulyfiiggvényekkel helyettesitjiik, aszimptotikusan
ekvivalens alternativ probakra jutunk. Hogy ezeket a helyettesitéseket tényleg el
lehet végezni, azt Csorgs Mikl6s [2] latta be, egyuttal szimos més valtozatot is fel-
vetve. Kés6bb, az 1953-as dolgozata altal kivaltott tizenttéves fejlsdés eredményeit
attekint6 [13] cikkében Rényi maga is mutatott egy egyszertibb médszert a fenti
helyettesitések elvégezhetdségére. Szintén Csorgs Miklos [3] mutatott rd arra, hogy
Rényi tételei kovetkeznek az empirikus folyamat gyenge konvergencidjara vonatkozé
Donsker-féle tételbsl, és ezéltal az (1) és (2) alatt megjelend hatareloszlasfiiggvé-
nyeket rendre a supy<,<; W(t) és supg<;<; lW(t)] véletlen valtozok eloszlasfiigg-
vényeiként kapta meg, ahol {W(t) : ¢ > 6} egy standard Wiener-folyamat, tehét
olyan minta-folytonos Gauss-folyamat, amelynek a varhat6 értéke minden pontban
nulla, a kovarianciafiiggvénye pedig E(W (s)W(t)) = min (s,t), s, > 0. (Lasd még
példaul a [6] konyvben is, p. 165.) A tovabbiakban {W.(t) : ¢t > 0} egy masik
standard Wiener-folyamatot fog jelolni, amely figgetlen az el6z6 {W(t) : t > 0}
folyamatt6l. Igen sok szellemes, kombinatorikus természeti munka foglalkozik a
Kolmogorov-, Szmirnov- és Rényi-tipusi statisztikdk pontos eloszlasdénak megha-
tarozdsaval. A rogzitett mintaméret melletti pontos eloszlasok egyesitett elméletét
Cséki Endre [1] dolgozta ki kandidéatusi disszertaciéjaban, ahol az addigi fontosabb
irodalom jegyzéke is megtaldlhat6; a jelen cikkben emlitett, de a hivatkozott dol-
gozatok kozott fel nem sorolt referencidk is mind benne vannak Cséki 109 cikket
felvonultato listdjaban vagy a [6] konyv irodalomjegyzékében.

Rényi eredeti tételeiben a relativ hiba hasznédlatdnak az az dra, hogy aszimp-
totikusan a minta p-ed része, avagy 100 p%-a kizar6dik a statisztikai analizisbé&l,
vagy a nagy, vagy pedig a kis megfigyelések. Az eloszlas teljes tartéjara a szo-
banforgé szuprémumokat nem lehet kiterjeszteni, tekintve, hogy Henry Daniels
1945-b6l szarmazé klasszikus tétele szerint

F.(z) 1
P s > = — Dbéarmely y > 1 esetén.
{F(:c)p>0 F(z) y} Y s

(Megjegyezziik, hogy a mar hivatkozott, kés6bbi [13] dolgozatdban Rényi ezt egy
fél oldalon bebizonyitja, a rendezett mintaelemeknek a nevéhez fiiz6d6, a [12]-beli
médszer alapjaul szolgalé reprezentaci6javal.) Azonban Csaki [1] dolgozatanak 2.8.
és 2.9. Tételeiben megmutatta, mégpedig a megfelel§ pontos eloszlasokat leir6 for-
muldibol torténs hataratmenettel, hogy (1) és ennek baloldali viltozata érvényben
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maradnak akkor is, ha benniik az eddigi rogzitett p-t olyan p, € (0,1) sorozatra
cseréljik, hogy p, — 0, amennyiben np,, — 0.

A jelen dolgozat masodik fejezetében leirasra keriils silyozott approximéaciék
egyik legkonnyebb els6 alkalmazasaként a [4] dolgozatban ezen tilmenéleg belattuk,
o0

hogy ha {p,},_, olyan sorozat, amelyre minden n € N esetén 0 < p, < p valamely
p € (0,1) szdmra és np,, — oo, akkor

B R e )
G e Tl
= T I AL
R e ]

Ha p, = p, akkor ezekb&1 Rényi eredeti tételeit kapjuk, ha meg p, — 0 teljesiil, ak-
kor (3) és (5) Cséki eredményeit adjék. A jelen cikk dnmagéban valé érthet&ségét
elérendd, a (3) és (4) relaciok bizonyitdsait beiktattuk a kovetkezd fejezetbe; ezen
bizonyitdsok bevétele egyébként is megkonnyiti a jelenlegi f6eredmények bizonyi-
tasainak az el6adasit. Az eloszldsbeli konvergencia (3)—(6) alatti egyedi 4llitdsain
tilmendleg Mason [11] azt is beldtta, hogy ezek egyiittesen is teljesiilnek, amennyi-
ben p, — 0. A bal- és jobb-farki statisztikdk aszimptotikus fiiggetlenségének ekkor
az az oka, miként ezt bizonyitdsa pontos forméaban felfedi, hogy a (3)- és (4)-beli
legnagyobb eltérések F'(z)-nek az 1 — p,, szdmhoz koézeli értékeire lépnek fel, mig
az (5)- és (6)-beliek F'(x)-nek a p,-hez kozeli értékeire, és ha p, — 0, akkor azok
a széls6 mintaelemek, amelyek ezeket az 1 — p,, és p, kozelében felvett szuprému-
mokat meghatarozzak méar eléggé tavoliakkd valnak ahhoz, hogy aszimptotikusan
fiiggetlenek is legyenek. A gondolatmenet egy valtozata az aldbbi 1. Tétel itteni
bizonyitasdban is fellelhetd.

A (3)—(6) alatti eredményekben megnyilvanul6 ,folytonossag” igencsak meg-
jegyzésre mélto: p, csokkenésével megfelelGen nG a legnagyobb egyoldali és kétoldali
eltérések sztochasztikus rendje, de a hatéreloszlas ugyanaz marad mindaddig, amig
np, — 00. Az np, — oo feltétel sziikséges is az ut6bbihoz, ugyanis Csaki [1] 2.8. és
2.9. Tételeinek mésodik része azt mutatja, hogy bar ugyan a sztochasztikus rendet
illeten a ,folytonossdg” még akkor is megmarad, amikor p, = v/n egy tetszéle-
gesen rogzitett v > 0 szdmra, ahogyan ezt Daniels fentebb idézett tétele alapjan
varhatjuk is, a hatareloszlasok ekkor mar drasztikusan megvaltoznak.

Tiszta illeszkedési prébak persze pontosan ugyantigy alapozhaték a (3)—(6)
alatti tesztstatisztikikra, mint kordbban; mitobb, p, — 0 esetén ezek a probak
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mind konzisztenssé valnak. Azonban ha egy nullhipotézis nem specifikilja az F
filggvényt (és gy latszik, hogy bizonyos j6l aldtdmaszthat6 okok folytdn a tiszta
illeszkedési probak az ut6bbi két évtizedben a statisztikai gyakorlatbdl elttintek),
akkor a (3)—(6) baloldalain szerepls statisztikdk nincsenek meghatérozva. Specia-
lisan, az 1 — F vagy az F fiiggvényre csak olyan intervallumokon szerkeszthetiink
konfidenciasavokat, amelyeket a minta hataroz meg, nem pedig a becsillends isme-
retlen F'. A kérdés tehat az, hogy megmaradnak-e igaznak ugyanazon eredmények,
ha F,-nek az (5) és (6) alatti egy- és kétoldali maximaélis relativ hibsjét az {z :
pn < F(z)} halmaz helyett az {z : p, < F.(z)} halmazon vesszilk, illetve ha az
1 — F, fiiggvény (3) és (4) alatti maximalis relativ hibéit az {z : F(z) <1 —pn}
halmaz helyett az {x : Fo(z) <1- pn} halmazon tekintjiik. Amikor p, = p, az
igenls vélaszt konny( beldtni; voltaképpen ekkor Rényi [12] eredeti bizonyitasaiban
éppen annak beldtdsa az els6 1épés, hogy a kétféle 4llitdasok egymadssal ekvivalen-
sek. Azonban az tavolr6l sem nyilvanval6, hogy ez minden olyan {p,} sorozatra is
igaz, amelyre p, — 0 és np, — o00. A jelen dolgozat célja az, hogy Rényi emlé-
kének annak megmutatdsdval ad6zzunk, hogy a vilasz dltaldban igenls, és ezaltal
kiterjesztett Rényi-féle konfidenciasavok szerkesztése vilik lehetségessé.

Statisztikai szempontb6l viszont vonzébb és kivinatosabb, ha azokat az in-
tervallumokat amelyeken a sdvokat rajzoljuk kozvetleniil az X4, ..., X, minta ren-
dezett X1, < -+ < Xp ., elemei hatarozzak meg. Ez magyardzza azt a formaét,
amelyben a dolgozat f6eredményeit az aldbbi tételben megfogalmazzuk. Megje-
gyezziik azt is, hogy a véletlen cenziira melletti konfidenciasavokra vonatkoz6 legi-
jabb eredmények is ilyen formaban nyertek megfogalmazast a [7] dolgozatban, igy
lesz tehat a legkonnyebb tsszehasonlitdsokat tenni. A tétel azt mondja meg, hogy
milyen messzire terjednek ki a Rényi-féle konfidenciasdvok.

1. Tétel. Legyen {k,}oo, egész szamok olyan sorozata, amelyre minden n > 1/p
esetén 1 < k, < np valamely p € (0,1) értékre és k, — co. Ekkor az eloszlasbeli
konvergencidra vonatkozé hat-4llitds, miszerint

g e e
© ot P 2 s,
® S e Y
(10) e e o AL

n

13



kn IFn(JL’) i F(x)| D
11 i W (t)|,
(1) Vo 22 Cierm o, el
[ “ka |Fu(z) — F(2)| p
12 ———— su —_— — Su Wit 5
0 1- % zsxn_pkn,,. 1 - Fa(z) 0<t<1 Ire]

egyiittesen teljesiil. Az eloszldsbeli konvergencidra vonatkozé hat &llit4s, miszerint

k, F,(z) — F(x) i 2

= T R 1) b
(15) : fﬂ% S %@l 7 s Wa(0)
o i B2 o)
i s < e A

szintén egyiittesen teljesiil. Tovabbd, ha k,/n — 0, akkor mind a tizenkét 4llitds
egyiittesen teljesiil.

Legyen most z, > 0 az az egyértelmiien meghatarozott szam, amelyre L(z,) =
1 — a. Linedrisan interpoldlva a (8] dolgozatban kozolt tablazat szomszédos értékei
kozott és hdrom tizedesjegyre kerekitve, azt taldljuk példdul, hogy 2901 = 2,806,
20,03 = 2,433, 20,05 = 2,241, 20,07 = 2,108, 20,1 = 1,960, 20,15 = 1,780 és 20,2 =

1,599. Vezessiik be a
\1-5 1—ka
A, + e R
ke

mennyiségeket. Ekkor tulélésfiiggvényekre (11) szerint az kovetkezik, hogy

P L}F"—(z) <1-F(z) < 1Pt < Xnboamp = 1-a,
c'n.,k" (a) C’nykn (a)

Cpp @) ==1=2q
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mig (12) szerint meg az, hogy

P{cn ke a)[1-Fu(z)] <1-F(z) < cI,k"(a)[l —Fy(z)], z < Xn—k,,,n} —>1—-0
Marmost vegyiik észre, hogy az els6 sav als6 hatarvonala mindeniitt a masodik sav
alsé hatérvonala felett huzédik, mig a mésodik sav fels6 hatarvonala mindentitt
az elsé sav fels6 hatdrvonala ala.tt van. Ez a tény természetszertileg veti fel azt az
Stletet, hogy esetleg az IL—FI(. = [{1 - Fa(: ek, (@), (a){1 - )}]
kombinéalt bels6 burkolésav is ugyam‘lgy érvényes aszimptotikusan, mint az el(iz(i
ketts. (Ilyen lehet6ségek elGszor a [9] dolgozatban vet6dtek fel véletlen cenzira
melletti becslési problémékra.) Ugyanez a jelenség 1ép fel az F'(-) eloszlasfiiggvény
becslésére a (17) és (18) kovetkezményeiként ad6d6 [Fu(-)/c;f i (@), Fa(-)/c; ., ()]
6s [c,, ., (@)Fa(-), ¢t i (@)F,(-)] sdvok esetén is, amelyek mindegyikének ugyancsak
1 — a az aszimptotikus lefed6 val6szintisége az Xy, »,00) félegyenesen. Ekkor meg
a mindeniitt sztikebb

Fn()
c:,k,. (a)

JLF](') = ) C:,k,.(a)Fn(')

kombinélt bels6 burkolésav kindlkozik F'(-) becslésére. Hogy az tlet valéban mi-
kodik, az az alabbi 2. Tétel elss allitasa (19) és (20) alatt.

Béarmely z < X,,_, » pontban az 1F(2) sav szélessége dff,’,zn {1-F.(z)},
vagyis az 1—F,(z) fuggvényértékkel aranyos, a JiF) (z) sav szélessége pedig akdrme-
lyik z > Xk, n pontban d:k F, (x) vagyis az F,(x) fiiggvényértékkel aranyos, ahol

(“) = { o ke - 1}/cn k, (@). Az - F]( ) sévot természetesen felirhatjuk
az F () fuggvényre vonatkozo savként tehdt az

1= Fyu(

A = [1-cf ) (@){1-Fa()}, 1 - W(ci))

alakban is. Ekkor I (x) varhatolag az X,,_, » jobb végponthoz kozeli nagy x-ekre
lesz j6, JiF ](:v) pedig az Xy, » bal végponthoz kozeli kis z-ekre. Valéban, tetszéleges
cn > 1 szdmra egyszer( algebra mutatja, hogy 1 —c,{1— Fn(z)} < Fn(x)/cn akkor
6s csak akkor, ha F,(z) < cn/(1 + ¢p), illetve 1 — {1 — F(2)}/cn < cnFau(2)
akkor és csak akkor, ha F,(z) > 1/(1 + ¢,). Ezek a tények magyardzzdk az
eddigi két kombinalt savbol kombinélt altaldnos céli kétoldali belsé burkol6séav
hatarvonalainak aldbbi megvélasztéasét.

Ezek bevezetésére, tjra hasznalva a (2) alatti L(-) fuggvényt legyen most
zh > 0 az az egyértelmfien meghatarozott szam, amelyre L(z}) = V1 —a. Az
el6z6 z, megadott értékeivel torténd dsszehasonlitas kedvéért Jegyezzﬁk meg, hogy
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zg,01 = 3,025, 2503 = 2,671, 2§ o5 = 2,495, 25 o7 = 2,369, z5; = 2,231, z§ ;5 = 2,064
és 25 o = 1,937. Ezekutan legyen

1 — B
Cn k(@) =14 2 ~oEr |
és jelolje F;1(s) :=inf{z € R : F,(z) > s}, 0 < s <1, a minta kvantilisfiiggvé-
nyét, amelyre igy F lis) =X ;.. ha -7— cssd 3=0 0 FoNO) = X
Tekintsiik végiil az

(a) (a:) %’ kansx<F’:1(%ff%),
1-cp . (@) [1 = Fa(2)], F;l(%{jﬁ—l)) L& Bty o
alsé és
U (@) = k. (@) Fa(z), Xpyn <2< FTL_I(W)’
h "t () S0 S Xekm

fels6 hatarvonalakat, megjegyezve még azt is, hogy c;, , (a)/[1+ ¢} (a)] — 1/2
6s 1/[1+ C keu ()] — 1/2 az 1. Tételnek a {k,} sorozatra tett feltételei mellett,
a € (0,1) barmely valasztasara.

2. Tétel. Legyen {k.} -, egész szdmok olyan sorozata, amelyre minden n > 1/p
esetén 1 < k, < np valamely p € (0,1) értékre és k,, — co. Ekkor

(19) P {IIL”S) <1-F(z) <cf) (a)[l = Fu(z)], = < Xn_kmn} —1-0
cn,k,. B
és
(200 P {-f"—(’i)— < Filg) 26t (@Fla), T 2 :v} N
cn,k"(a) skn

Tovabbd, ha k,/n — 0, akkor

21)  P{LY) (z) < F(z) S UL (), Xiwn ST < Xncpun} = 1 -0

Természetesen a /(n — k) /n faktor mindeniitt helyettesithetd 1-gyel amikor
kn/n — 0. Megtartdsa mindemellett célszertd, tekintettel arra, hogy jelenléte egy-
ségesiti az eredményeket, némileg sziikiti a sdvokat és, amint ezt a bizonyitasok jol
mutatjik, természetesebbé teszi az aszimptotikus kozelitést. Bizonyos statisztikai
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helyzetekben nem igazan természetes viszont az, hogy ugyanannyi kicsi és nagy
extrémalis megfigyelést hagyjunk el. Ha 1 < m,, < n — k, < n olyan m,, és k,
egész szdmokra, hogy m, — oo és k, — oo, de m,/n — 0 és k,/n — 0, akkor a
(7)—(18) alatti tizenkét egyiittes konvergencia-relaci6 érvényben marad dgy is, hogy
(13)—(18) alatt kp-t mindeniitt m,-re cseréljiik. Kévetkezésképpen, ahogy ez a bi-
zonyitdsdbol 1athato, a (21) 4llitas egy alkalmasan médositott forméja is érvényben
marad az [Xm, n, Xn—k,,n| intervallumon kombinalt savra, mely sav hatarvonala-
inak ,valtépontjait” most a cj, ,, (@) és c;, , (a) értékek egytittesen hatdrozzak
meg.

Mason [11] fent emlitett aszimptotikus fiiggetlenségi eredménye valéjdban egy
kissé 4ltalsnosabb sszefiiggésben jelenik meg. O ugyanis az 1 — F(-) és F(:)
filggvényektsl dltaldnosabb silyfiiggvényekre terjesztette ki a (3)—(6) éllitasokat.
Péld4ul, ha p, — 0 és np, — oo, akkor megmutatja, hogy

\/ﬁ( Pn )5—0 - F,(z) — F(x) D, b W(t)

1=pn F(z)<1-pn [1 - F(x)] e oct<a B0

b

1o .
\/ﬁ( Pn > sup |Fn($) F(l‘)l _D_) |W(t)]

1—pn F(z)<1—pn [1 = F(x)] i o<t<1  t?

1-0
Pn wp @) =F@) - W)
v (1 - pn) pu<h(z) [Fz)]'° s & 7

b0 _
\/ﬁ(_p_) wp [P@-F@| o W.0)

—
1—pn pn<F(z) [F(z)]l_a oct<1  t?

egyiittesen teljesiilnek barmely @ € [0,1/2) konstansra. (Ilyenirdnyti kés6bbi ered-
ményekre és irodalomi utaldsokra nézve lasd még az [5] konyv 5.1 és 5.5 részeit.)
Mason [11] azt is bebizonyitja, hogy ha (3)-(6) minté4jéra csak annyit tesziink fel,
hogy 0 < p, < p, n € N, valamely p € (0,1) szdmra és np, — 0o, akkor az els6 két
egyiittes konvergencia még mindig igaz marad amennyiben az [F(z)] ® szorzéténye-
zével kib6vitjiik a nevez6t, az utolsé két egylittes konvergencia pedig gy, hogy az
[1 — F(z)]’ faktorral bovitjik ki a nevezét. Ha a (3)-(6) allitasok helyett ezekbo]
az altalanositasokbol indulunk ki, akkor az 1. és 2. Tétel tsszes allitdsdnak termé-
szetes altaldnositdsara jutunk, amelyek mindegyike a megfelel§ jelenlegi allitdsra
redukal6dik ha 8 = 0.

Tipikus esetekben a (19) és (20) alatti sdvok hasznélhatatlanul szélesek lesznek
a baloldali és jobboldali farkakon ha a szokdsos nomindlis lefedési val6szintiségeket
hasznaljuk, példaul az 1 — o = 0,9 val6szintiséget. Ez még olyan = pontokban is
gyakran igy lesz, ahol Fy,(x) ~ 1/2, hogyha az érdeklgdésiinkre szamottarté far-
kon messzire ki akarunk menni, vagyis ha k,-t kicsinek vélasztjuk. Persze ez még
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inkdbb igy lesz a (21)-beli kombinalt sav kozéps6 részén. Ennélfogva a Rényi-féle
savok igazabdl farokbecslésre szolgdlnak. Erre a célra viszont a k, adott n melletti
valtoztathat6sdga igazi elényt jelent. ErdeklGdésre tart szamot annak szimul4ci6s
kimérése, hogy az n mintaméret és a k, vilasztdsanak milyen kombinacioi mellett
lesznek a val6di és a nominalis lefedési valészintiségek elfogadhatéan kozel, eltéré-
seiknek milyen az irdnya, és hogy 6 € (1/2,1) esetén statisztikailag hasznosak-e az
1- F(-)]o és [F (_)]o stlyfiiggvények ezekben a kérdésekben. Minthogy barmely
véges n mintaméretre a lefedés val6szintisége semmilyen kiterjesztett Rényi-féle sav
esetén nem fiigg az ismeretlen folytonos F-t6l, mely tény a kovetkezo fejezetben
azonnal vilagossd vélik, minddssze egy ilyen szimuldciés vizsgdlatra van sziikség.
Ezt a problémakért mar tanulményozza egy tanitvinyom.*

2. Bizonyitasok

Véletlen valtozék egy {£, )., sorozatara és pozitiv konstansok egy {an}o., soro-
zatara akkor irjuk, hogy &, = Op(a,), ha limy_, o, limsup,, _, o, P{l§n| = yan} =0,
és akkor irjuk, hogy & = op(an), ha lim,_. P{|&| > ya.} = 0 barmely y > 0

esetén, vagyis ha a sztochasztikus konvergencia szokasos jelslésével &, /a, 0.

A bizonyitdsok egy olyan specidlisan konstruélt (2, A, P) val6szintiségi mezén
torténnek, amelyen értelmezve van a (0, 1) intervallumon egyenletes eloszlasu fiig-
getlen véletlen valtozéknak egy Ui, Uy, ... sorozata, amelyre barmely n € N esetén
Uin £ -+ £ Upp jeldli az Uy, ...,U, minta rendezett elemeit, és Brown-hidak
egy Bi(-),Bz(:),... sorozata ugy, hogy ha G,(s) := #{1 < j < n : U; < s}/n
6s Un(s) :=inf {t € [0,1] : Gn(t) > s}, 0 < s < 1, jelolik a megfele16 empirikus
eloszlas- és kvantilisfiiggvényeket, tehdt az utébbira Uy, (s) = Ug,n ha f=l < s < ’“
k=1,...,n,és Uy(0) = Uy, akkor az ezekhez tartozé a,(s) := v/n [ a(s) —s] &
Bn(s) := /m [s — Ua(s)], 0 < s < 1, igynevezett egyenletes empirikus és kvantilis
folyamatokra a rogzitett v € (0,1/4), 6 € (0,1/2) és A > 0 konstansok akdrmilyen
valasztdsa mellett fennall, hogy

M =0Op (i)

0<s<1 [S(]. - S)]%_'Y n?

“ |Ba(5) = Ba(s)] (1)
L =0p(=).

sup P e v T
dcec1-2 [s(1—s)] 77 n

Ez a konstrukcio, az egyenletes empirikus és kvantilis folyamatok silyozott appro-
ximécidja, a [4] dolgozat egyik f6eredménye. Az empirikus folyamatokra vonatkozo,

*A vizsgéilatok fontosabb része idékézben mar befejezédstt: Megyesi Zoltin, Rényi-féle
konfidenciasdavok lefedési valészintiségeirl, Matematikai Lapok, jelen szam.
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a nemzetkdzi szakirodalomban egyszertien magyar konstrukciéknak nevezett app-
roximéci6knak a nevezetes Koml6s—-Major-Tusnady bedgyazas mellett ez a masik
megjelenési forméja. (Arra, hogy az a,(:)-re vonatkozé els6 szuprémum az egész
(0,1) intervallumra kiterjeszthets, a [10] dolgozatban mutattunk ra. Kiilonben az
els@ allitas v = 0 esetén is érvényes, amennyiben a B, (-) folyamatot azzal a B} (-) fo-
lyamattal helyettesitjik, amely az [1/n,(n—1)/n] intervallumon belil B (-), azon
kiviil pedig nulla.) Jegyezziik meg egybdl, hogy a {k,} sorozatra az 1. Tételben
tett feltételek mellett a 3, (-)-re vonatkozé méasodik rel4ciébél azonnal kivetkezik,

hogy

@ (s (1-5)} = fE 5 (1-2) w00 ()

és

n kn| _ n ki 1
Fe{omn =8 (3) ror (i)

ahol Op(1/k) = op(1) minthogy k, — oo,
Pl B e i Y Jtopl J8a (MY o
kn n k. n
y q)(—_) 2 (=)
-

(R (-5) ) R ()

=T @(L> <1-%(z) = &(-2)

és

k
— el
1 n

minden n € N és x > 0 esetén.

Mivel {Fn(2) : z € R} 2 {G,.(F(x)) : « € R}, ahol a 2 eloszldsbeli egyen-
16ség a szobanforgé két folyamat Osszes végesdimenzids eloszldsainak egyenlGségét
jeloli, az F(-) eloszlasfiiggvény mindvégig feltett folytonossagabol azonnal kovetke-
zik, hogy a (3)—(6) alatti statisztikdk egyikének sem fiigg az eloszlasa F-t6l. To-
vabbmenGleg, ha bevezetjiik az F-hez tartozé6 F~!(s) :=inf {z € R : F(z) > s}
kvantilisfiiggvényt, 0 < s < 1, amelyre F~1(0) := lim,o F~!(s), a (7) formula
baloldal4ra azonnal latjuk, hogy
F.(z) - F(z) p Gn(F(z)) — F(z)

sup = sup
we i L= F(@)<F(F-1(Un-sna)) 1~ F(2)

Gn(s) =
= sup = ————
Ol b T8
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minden értelmes n esetén; s6t, az eloszlasbeli egyenlGségek n-ben egyiittesen is
fennéllnak, de erre nem lesz sziikségiink a jelen munkdban. Ugyanezen a médon
vildgos igy az is, hogy a (7)—(18) alatti statisztikdk egyikének sem fiigg az elosz-
lasa a folytonos F-t6l. Ezért az altalanossiag megszoritdsa nélkiil feltehetjiik az
alabbi bizonyitdsok mindegyikében, hogy F' a (0, 1) intervallumon egyenletes elosz-
l4s eloszlasfiiggvénye. Ezt fel is tessziik, mint ahogy ugyanigy azt is, hogy a fent
leirt specidlisan konstruédlt mezén vagyunk és hogy sszes statisztikiank a (0,1) in-
tervallumon egyenletes eloszlasu fiiggetlen valtozok ottani Uy, Us,... sorozatdnak
segitségével van felirva, tehat azéval, amelyre a siilyozott approximéciék érvénye-
sek.

A (3)—(6) allitasok bizonyitdsa. Ahogy mar mondtuk, ez a bizonyitds a [4]
dolgozatbdl szérmazik. Rogzitstink le egy v € (0,1/4) szamot. Ekkor

Ga(s)—s _ B,.(s)

l—pn 1-3s l—pn 1-3s

= Pn sup an(s) _ Bn(s)
V 1—pn o<s<izpn

l1-3s 1-—s
1 an(s) — Bn(s
” /lpn T . M
T Pn pa<1-s<1 (1 —38)277 0<s<1 (1-—-8)277

1 1 1
I N - —
AT (=)
1
() =r®
De minthogy

—LM:OSSSI—pn 2 dw{ 2o . :0<s<1—-p,
1—p, 1-35 L=y 1—3

minden n € N esetén, igy az is igaz, hogy

sup _Pn Bn(s) = sup W( En . ) = sup W(t)
0<s<i—p, Y 1 —Pn 1—35 0<e<1—pn l1—pn1-—35 0<t<1

Pn 8
W (1 —pn 1 — s)
Ezekb6] (3) és (4) mar kovetkezik. Az (5) és (6) allitdsok bizonyitdsa teljesen

hasonléan torténik; formailag ezeket részleteztiik a [4] dolgozat 4.5. fejezetében.
u

(23) sup
0<s<1-pn

és

2 sup
0<s<i—pa V1 =Pn 1—3 0<s<1—pn

= sup |W(t)|.
0<t<1
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Az 1. Tétel (9), (12), (15) és (18) vsszefiiggéseinek bizonyitdsa egy segédtételt
kivan meg.

Lemma. Ha a {k,}.., sorozat kielégiti az 1. Tétel feltételeit, akkor

1-s

1-Gn(s)

8

Gn(8)

P
- 1‘ — 0 és sup
Ukp ,n<8<1

sup
0<s€Un—kp.n

Bizonyitas. Rogzitsiink most egy € € (0,1] szdimot. Ekkor Rényi [13] dolgozata
3.§-dnak egyszert Stletével,

1;3_1 >€
1-Gn(s)

1-3s
=1-P{—-¢e<———-1<¢, 0<s<Upn—k,n
{-eslgm s osestn

P{ © sup

0<s<Un—kp.n

€ 1—-Ga(s) €
=1-P{- % =14 0<s<Upn
{ Tha— 1—3 =S Trag” e

e _1-=Gn(s)
=S —_—_ L — 1L
1 P{ e 1

IA

g, 0<s< Un_k“,n}

1 -G,
sup (s) = 1‘ s
0<s<Un_tpun T 1-8 2

1-Guls) 1‘ > 5} +P{Un—-km" >1 _qﬁ}’
D) n

I/\

és hasonl6an

S
P su — =1 >
{Uk".,.gsgl Gn(s) ‘ }
kn
<P{ sup M—1‘>E}+P{Uk",n<q—}
gtagsc1| 8 - "

akarmilyen g € (0,1) esetén. Marmost az tobbféle médon is lathat6, hogy a felsé
korlatok méasodik tagjai nulldhoz tartanak. (S6t, tetszéleges g € (0,1) mellett ezek
nem nagyobbak, mint e~“e¥» olyan C, > konstansokra, amelyekre limgo C; = 00;
lasd a (4.2) relaciot és bizonyitasat a [7] dolgozatban.) Azok az egymaéssal ekvivalens
allitasok, hogy a korlatok els6 tagjai minden ¢ € (0, 1) szdmra nulldhoz tartanak, j61
ismertek. Ezt el6szor Chang Li-Chien bizonyitotta 1955-ben; taldn a legegyszertibb
direkt bizonyitas a [16] cikkben taldlhat6. MW
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p € (0,1) szémmal és np,, — oo, mig vk./n = \/p,/n — 0. Ahhoz hogy (7), (8)
és (11) bizonyitast nyerjenek azt kell beldtnunk, hogy

Pn [an(s)]l D
20) [P ep  E2PL D g [we)], 1=1,2,3,
e 1-pn ogsgu,.p_km,. 1—# ogtgl v,

ahol minden val6s z-re [z], := z, [2], := -2 és [2]; := |2|.

Az 1. Tétel bizonyitdsa. Legyen p, := k,/n, n > 1/p. Ekkor p, < p a feltételbeli

Pontosan ugyanigy, mint a fenti (23) becslésben,

/ Pn sup
1—-p, 0<s<Un —kyp ,n

tetszGlegesen rogzitett v € (0, 1/4) szdmra. Ha most Y7, Y5, ... fiiggetlen exponen-
cidlis eloszlést véletlen valtozék, amelyek mindegyikének varhaté értéke 1, akkor

1/[1 — Up—p, u] £ Y1+ - + You1l/[Ya-ka+1 + - - - + Y3,] minden n-re, és ezél-

tal konnyen lathat6, hogy p};/[l - Un—k,.,n]%+7 = Op(n"/k}), mibs] kovetkezden
az egész fels§ korlat sztochasztikus rendje Op(1/k)) = op(1). Ahhoz tehat hogy
(24)-et bebizonyitsuk, elegendd beldtni, hogy

Pn [Bﬂ(s)][ D
25 —_ su _— — su wit)l,, 1=1,2.3,
(25) Vi-p. ogsgu,.p_k",’,. 1 =% 0921 W),

a specidlis konstrukcié tsszetevéire.

an(s) Bn(s)
Yok . L=a

1 ok ( 1 )
< Op|—
Vi=§ 1- Un_k",n]%+7 n?

Minden y > 0 és = > 0 szamra, valamint [ = 1,2, 3 barmelyikére

P{ Pn sup M<y}—P{Un—k“,n<l_%—$m}

1—-pn T Ay 1-3s n

B, (s
cpl o o, [BO)
L — B 0%t 1=

<P { re sup __[Bn(s)], < y}

1—pn 0<s<1—py +z4/ B2 1-s

+P{Un—k,.,n >1—%+.’t k"}

n
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amennyiben n elég nagy ahhoz, hogy az ¢ < \/n/p, és z\/n/pn <1 — p, egyen-
16tlenségek teljesiiljenek. Mivel

Pn [Bn(s)]l
—1 £3 sup ——‘——1 =
Pn o<s<1—pntzy/pnjn 9

sup

[ (5]
0<s<1—pn £24/pa/n l1-pa1-3/ll,

1+ 2, /i
sup{[ww, el S T V}

e

IS

—sup{[W(t)], : 0<t <1},

ahol a konvergencia a W(-) folyamat minta-folytonossaga kovetkeztében majdnem
biztosan teljesiil, és mivel a supgc,<; [w(t)] , Valtozo eloszlasfiiggvénye folytonos,
1=1,2,3, (22)-nek a jobboldali farokra vonatkoz6 része maga utdn vonja, hogy

P{ L0 W), <y} -2(-2)

B, (8
<liminfP{ /22— sup 150
n—oo 1 = pn OSSSUn—kn.n 1 =2

(75 5. 2]

1= 0goglnorpn 18

minden y > 0 és > 0 szamra, valamint [ = 1,2, 3 barmelyikére. Ha most x — oo,
akkor (25) mar kovetkezik.

Igy (7), (8) és (11) mar bizonyitottak. A (9), (10) és (12) relaciéknak a (0, 1)-
en egyenletes eloszlashoz tartozé véltozatai, amelyek magukkal a (9), (10) és (12)
allitdasokkal ekvivalensek, rendre kvetkeznek a (7), (8) és (11) valamint a Lemma
elsé allitasdnak kombinéci6ibél. Az hogy az eloszldsbeli konvergencidra vonatkozé
hat 4llitas egyiittesen is teljesiil, nyilvanval6an kivetkezik az egész bizonyitas szer-
kezetébsl: mindent egyszerre kell csindlni, és ezt persze lehet.

A baloldali (13), (14) és (17) valtozatok bizonyitasa teljesen analég, avagy
matematikailag egyenértéki (7), (8) és (11) bizonyitasaval, (15), (16) és (18) pedig
ismét rendre kovetkezik a (13), (14) és (17) valamint a Lemma mésodik 4llitdsanak
Osszetevésével. Az megintcsak nyilvanval6, hogy a hat hatareloszlds egyiittesen is
fennall.

IA

< limsup P

n—oo

IA
<@

<7{ gz, 0l 5o} +20-0
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Abban az esetben amikor k,/n — 0, az aszimptotikus fiiggetlenségre vonat-
kozé legutolsé kijelentés bizonyitdsadhoz a j = 0 és j = 1 értékekre vezessiik be a

Gn(s) —s kn Gn(s)—s
~h T RO R
1-1-Gi'(s) w  Gg'()

£k () 1=

folyamatokat, ahol Gg.o)(s) =905 s <4l 68 Gs,l)(s) = G,(8), 0 < s <1, minden
n-re. Ekkor
Viith=  smp [69 6], 2 s [WE)], =% §=011=1,23,

n kn
0C0<Us 0<t<1

egyiittes fennallasa, valamint

W,(L3,z+l). sup [n(’) (9)], = sup. [W ®), =V i=01;1=123,
Ukn n<s<l1 0<

egyiittes fennalldsa jelenti rendre a (7)-(12) alatti hat konvergencia valamint a
(13)—(18) alatti hat konvergencia mar beldtott egyiittes fennalldsat. A kérdés az,
hogy teljesiil-e egyiitt mind a tizenkettd.

Legyen {m,},. , egész szdmok olyan sorozata, hogy 1 < k, < m, < n ha
n > 3 és my/n — 0, de m, /k, — 00. Vezessiik be a

Ay sup [€9) (9], i=01;1=1,23,
Un-mnn<s<Un—kp.n
és ‘
A sup [#9) ()], =01 1=1,23,

Ukn.n SSSUm.. n

véletlen véltozékat. Ekkor 7 = 0,1 és | = 1,2, 3 8sszes tarsitdsdhoz tartozé mind a
hat esetre

(26) VA, — VS| <[22 Y v = o1)0p) = on(0),
k mn ~ h
n
ahol az els6 egyenl6ség (11) és (12) hasznédlataval adédik, vagyis tgy, hogy a j =0
és 7 = 1 eseteket az | = 3 esettel pérositjuk a konvergencia-allitasok el6bbi els§
hatos csoportjaban; mind a két 4llitast most persze a {k,} sorozat helyett az {m, }
sorozattal alkalmazzuk. Hasonléan lathaté az is, hogy
w&) —wlt o, j=011=123

n,kn,mn
Ezért, minthogy

Vak, = (V) ...,V ) 25 (M, V3, V5,1, Va,Va) =

n‘
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és
Wn,k,. = (W(l)

D * * * * *
- W) 2 (B30, W15, 15) = V.,
az R® térben (ahol torténetesen jelslésiink szerint V és V, egymast6l filggetlen

véltoz6k valamilyen val6szintiségi mezén és V L V., de azt még nem tudjuk itt,
hogy az ut6bbi két vektorsorozat egyiittes eloszldsa is konvergal; éppen ezt akarjuk
bizonyitani), az is igaz, hogy

Vo kn,ma = (Vys,lk)mm",«--,v,s?k)n,m") L2,V azR® térben
és
W’l‘l.,k,,_,m" = (W"stlk):n My )"0 WYE,GI‘)?vA |mn) 2" v* az IRS térben-
Vegyiik észre, hogy a V, x, m, vektor csak a rendezett minta Up—m, ny---,Unpn

fels6 extrémalis elemeinek fiiggvénye, mig a W, x, ,m, vektor csak az Uip,...,
Unm, n alsé extrémadlis elemeké. gy, mivel m, — oo és m,/n — 0, Rossberg
[15] dolgozatdnak 4. Tételébsl kivetkezik, hogy a Vi k. m, €5 Wy k. m,. véletlen
vektorok aszimptotikusan fliggetlenek. Mivel azt mar beldttuk, hogy

(Vo = Vbt Wit = Wb i) =m0 {0 10400 € B2,

ezért a V,, i, és W, 1. véletlen vektorok ugyancsak aszimptotikusan fiiggetlenek,
vagy ami ugyanaz, (Vo x,, Wax,) — (V,V,) az R'? térben. m

A 2. Tétel bizonyitasa. Bevezetve a

Cn_k" (.’E) o ’1 fn]gﬂ_ Fn:fz—) ;(};)(.’I:) 65 Pk, (.’L') = ’1 fnh F'r;(-i)‘l;n(Fw()z)

jeloléseket, latjuk, hogy (19) baloldala nem egyéb mint

PY{ =l (0) £ a5 ® £ Krikoin} D {onien () £ 703 B 5 Xoybuin} §

- p{{ 2% _dof  Gui, (m)} N { SUp Pk, (2) < za}}

2SXn—kn.n 2L Xn—kn.n

—>P{{—za§0inf W(t)}ﬂ{ sup W(t)SZa}}

<t<1 0<t<1

=P{ sup |W(t)| Sza}zL(z,,)zl—a,

0<t<1

ahol a hataratmenet (8) és (9) egyiittes alkalmazésabél ad6dik. A baloldali farokra
vonatkoz6 (20) 4llitas ugyanigy kovetkezik (13) és (16) egyiittes fennéltabol.
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Végiil vezessiik be az

1— F,(x)

o (a)

An o () = { <1-F(z) < chp, (@)1 - Fu(a)] }

és
B {ﬂf)— < F@) <, (a)an}

ok (@)

eseményeket. Ekkor (21) baloldala megegyezik a
Pn = P{{An,k“ ((L’), Xk,,,n <z< Xn—k,,,n} N {Bn,k,. (.’l?), Xk,.,n <z< X'n—k,.,n}}

valészintiséggel, ami éppen a szébanforgé sav bevezetését motival6 gondolatmenet
részleteibdl lathat6. Minthogy (26) és a megfelels bal-farki valtozat miatt

PlAns. (@), 2 < Xgon) =1 8. PlBos(#), 23 Xa-tapn) =1,

hasznélva (19) és (20) fenti bizonyit4sat latjuk, hogy

pn—»P{ sup |W(t)| < 23, sup |W*(t)|5z;}=L2(z;)=1—a,
0<t<1 0<t<1

nevezetesen (8), (9), (13) és (16) négyvaltozés vektoridlis alkalmazasdval. W
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Csorgé Sdndor

Szegedi Tudomaényegyetem
Bolyai Intézet

H-6720 Szeged

Aradi vértanik tere 1.

Sandor Csoérgé: Rényi Confidence Bands

Rényi’s asymptotic confidence bands for distribution or survival functions, the
width of which at each point is proportional to the natural estimator of the function
to be estimated, are shown to extend far out to small and large order statistics,
respectively. Certain combinations of these bands are also proposed.

27



RENYI-FELE KONFIDENCIASAVOK LEFEDESI
VALOSZINUSEGEIROL*

MEGYESI ZOLTAN

Csorgd Sandor [6]-tal jelslt cikkének folytatédsaként az ott targyalt kiterjesztett
Rényi-féle konfidenciasivok gyakorlati alkalmazhatésiganak és az alkalmazas
feltételeinek vizsgalata torténik egy széleskor(i szimulacié alapjan. Néhany j
sav is ismertetésre kertiil.

1. Bevezetés

Rényi Alfréd 1953-as [8] dolgozatanak 5. és 6. (a [8] magyar véltozatdban 3.1. és
3.2.) tételei olyan, az eloszlas— vagy tilélésfiiggvényre vonatkozo aszimptotikus kon-
fidenciasdvok szerkesztését teszik lehetévé, amelyek szélessége minden pontban a
becsiilend6 fiiggvény torzitatlan becslésével ardnyos. E tulajdonsaggal rendelkezs
sévokat nevezzilkk Rényi-féle konfidenciasdvoknak. Csoérgs Mikl6s [2]-ben megmu-
tatta, hogy Rényi ezen két tételében a nevezdben ill. a szuprémum tartomanyat
meghatérozo kifejezésben az F'(-) ismeretlen folytonos eloszlasfiiggvény az F,(-) em-
pirikus eloszlasfiiggvénnyel helyettesithets. Ezen behelyettesitések elvégzésével azo-
nos nomindlis lefedési valészintiségii, de eltérG alaki savokat kapunk. Csaki Endre
[1] disszertaciGjanak 2.8. és 2.9. tételei szerint Rényi egyoldali statisztikikra vo-
natkozé 5. tétele akkor is érvényben marad, ha az eddigi régzitett p-t egy olyan
pn € (0,1) sorozatra cseréljiik, hogy p, — 0 és np,, — oo; tovdbb4 megadja véges
mintaelemszam esetén ezen egyoldali statisztikik pontos eloszlasait is. (Itt és a
késébbiekben minden konvergencidra vonatkozé allitds n — oo mellett értendé.)
Csorgé Miklés, Csérgé Sandor, Horvath Lajos és David M. Mason [3] bebizonyi-
totta, hogy Rényi mindkét tétele érvényben marad tetsz6leges p,, € (0, p) sorozatra,
barmely p € (0,1) val6s szam esetén, feltéve, hogy np, — oo; azaz még a p, — 0
feltétel is elhagyhat6. (Ennek bizonyitasa a [6] cikkben is megtalalhato.)

Csoérg6 Sandor [6] megmutatja, hogy Rényi tételeiben a nevez&ben szerepld és
a szuprémum tartoményat meghatarozé kifejezésben F(-) helyére F,(-) sokkal dlta-

*Késziilt a Pro Renovanda Cultura Hungariae Alapitvany ,Didkok a tudoményért” szak-
alapitvanyanak részleges tdmogatasaval. A dolgozat angol nyelvii valtozata a Studia Scientiarum
Mathematicarum Hungarica Rényi emlékszamaban jelent meg: 34 (1998), 317-332.
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lanosabb feltételek mellett behelyettesithets, s a savok kiterjeszthet&ek aszimpto-
tikusan kicsi mintaelemekig (ez a dolgozatban az 1. tétel); a 2. tétel pedig bizonyos
szlikitett és kombindlt véltozatok létezését igazolja.

A fenti eredmények mind hatéreloszlastételek, Csaki [1] egyoldali statisztikdk
véges eloszldsait megadé formuldi kivételével. Barmilyen gyakorlati alkalmazésnal
j6 tudni, hogy a kiilonbz6 savok esetén a nomindlis, vagyis a limeszben beéll6
lefedési val6szintiséghez a konvergencia milyen irdnyb6l torténik, és a statisztikai
gyakorlatban szokdsos mintaméret esetén a tényleges lefedési valészintiségek mikor
keriilnek hozzé elfogadhatéan kozel; tovabba adott mintaméret és nominélis lefedési
val6szinfiség esetén honnan induljanak a Rényi-féle savok, hogy a tényleges lefedési
val6szinfiség a nomindlist elérje vagy meghaladja. Jelen dolgozat targya egy ezeknek
a kérdéseknek a megvalaszolasat célz6 atfogé szimuldcids vizsgdlat eredményeinek
az ismertetése.

Hasznélni fogjuk Csorgs Sandor (6] jeloléseit, megallapodésait és definiciéit,
dolgozatunk tehat [6] folytatdsdnak tekinthets. Eredményeinket mindig az eloszlas
jobb oldali farka, pontosabban az 1 — F(-) tdlélésfiiggvény becslése altal motivalt
formdban irjuk, az ekvivalens bal farki véltozatokat a 6. fejezetben adjuk meg.

A tovabbiak sordn kovetkezetesen fogunk hasznélni néhany kifejezést. Konfi-
denciasdvrdl akkor fogunk beszélni, ha az ismeretlen eloszlasfiiggvény lefutdsara
alsé és felss hatart egyszerre adunk meg; konfidenciavonalrél pedig akkor, ha csak
az egyiket. (Eddig konfidenciasdavra a kétoldali statisztika, konfidenciavonalra az
egyoldali statisztika elnevezést hasznaltuk, de ezek a jelz6k mast fognak jelenteni.)
Egyoldali sévrél vagy vonalr6l akkor fogunk beszélni, ha sdvunk vagy vonalunk
az eloszléds jobb és bal oldali farka koziil csak az egyiknek a becslésére hasznos; s
kétoldalirdl, ha mindkett6rél egyszerre akarunk valamit mondani. (Mint tudjuk, a
Rényi-féle konfidenciasdvok elsGsorban farokbecslésre szolgélnak.) Ebben az érte-
lemben majdnem az 6sszes sdvunk és vonalunk egyoldali lesz; kétoldali példaul az
alabb a (8) formuldval megadott.

Rogzitsiink valamely o € (0,1) els6faju hibat, s legyenek Yo, 2o, Wo azok az
egyértelmfien meghatarozott pozitiv valés szdmok, melyekre K (yo) = L(za) =
2&(w,) —1 =1 — @, ahol K(-) a Kolmogorov-féle eloszlasfiiggvény, L(-) a [0,1] in-
tervallumon értelmezett standard Wiener-folyamat abszolit szuprémuménak, ®(-)
pedig a standard normalis eloszldsnak az eloszlasfiiggvénye. (Az yo és w, szémok a
K(-) és ®(-) figgvényekre kozolt tablazatokbdl kiolvashatéak, z, pedig az L(-)-ra
[4]-ben adottbél. A nagyobb pontossag érdekében azonban programjaink ezeket a
kritikus értékeket maguk szdamoltéak ki.) Legyenek tetsz6leges p, € (0,1)-re

1 Pn
za‘/ .
nPn

1= 1—pn 2,
x =1 \/—"' F =1 z‘/—; =1-
Tpn (a) + Wa NPn Vi 1Cpy * 2a NPn Cpn

Ha p, = p, akkor Rényi [8] 5. tételébol a kovetkezs konfidenciavonalat kapjuk:

1— Fy(z)
1) P{Wg—mx F(x)gl—pn}—»l—a,
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a 6. tétel pedig a kovetkezd savot adja:
@ PSR ca-ro< 2R peciop) e

cpa (@) Cpn (@)
A [6] dolgozat szerint (1) és (2) tetsz6leges p € (0, 1) esetén barmely p,, € (0, p) soro-
zatra igaz, feltéve, hogy np, — 00. Az (1) és (2) savok tart6ja, a (—oo, F~*(1-p,)]
intervallum nem fiigg a véletlentsl; vagyis az F(-) ltal determinalt. Probléma csak
ott van, hogy ha egy nullhipotézis nem specifikilja F(-)-et, akkor (1) és (2) nincse-
nek meghatédrozva. Ennélfogva csak tiszta illeszkedési prébakra hasznalhat6ak, és
az ismeretlen eloszlasfiiggvény becslésére, vagyis valédi sévszerkesztésre alkalmat-
lanok. Megkiilonboztetésiil a kdvetkezs bekezdésben targyaltaktdl, az ilyen savokat
és vonalakat tesztelési sdvoknak ill. vonalaknak fogjuk nevezni.

Csorgé [6] 1. tételének (7) formuldjabol kapjuk a kivetkezs konfidenciavonalat:

3) P{%SI—F@), zSXn_kmn}—»I—a,

ahol

1—ka
’Y:k,.:l_*_wa kn,

)
n

Xin pedig az n elemi rendezett minta i-dik eleme. Ezen 4llitds egész szdmok
tetszoleges {kn}.., sorozatdra teljesil, ha minden n > 1/p esetén 1 < k, < np
valamely p € (0,1) értékre és k, — oco. Ezen vonal tartéjanak a hosszat a véletlen
hatdrozza meg, s mivel a tart6 meghatarozdsahoz nem sziikséges az ismeretlen F'(-),
igy annak becslésére is alkalmazhaté. Az ilyen sdvokat és vonalakat fogjuk valddi
savoknak és vonalaknak nevezni.

Ugyanakkor p, = k,/n vilasztdsa esetén (1) és (3) tartéjuk kozos részén
egybeesnek; ezért (3)-at (1) valddi analogonjanak tekinthetjiik. A [6] dolgozat (11)
és (12) formulai pedig a kdvetkezére vezetnek:

1 —F,.(z)
+

= x S X —kn, —-1-a
Cnkn (@) Crn (@) ’ "} :

(@P{lﬁﬂﬁ51—m@s

(5) P{c;,k" (a@)[1-Fa(z)] £1-F(z) < c:’k" (@)[1 = Fu(z)], z< Xn—k,.,n}
—1-aq,

a {kn},., sorozatrael6bb tett feltétetelek mellett. A (4) Rényi eredeti (2) savjanak
valédi valtozata. Pusztan analégia alapjan is varhato, hogy (5) tesztelési valtozata
is miikodik:

6) P{cp,(a)[1 - Fu(z)] <1-F(z) < ¢} (a)[1 - Fu(z)], F(z) <1-pn}

—1-aq,
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a {pn},., sorozatra az el6z6ekben tett feltételek mellett. Hogy ez valéban igy van,
azt a kovetkezd fejezetben igazoljuk.

Csorg6 [6] 2. tételének elsG része alapjan teljesiil

(7) P{lc—:kf% <1-F()<ct, (@[l - Fao)], < X _km,,} -

mig a tétel harmadik &llitasa szerint (7)-b6l és a megfelel bal farki valtozatbol
kn/n — 0 esetén kétoldali sav szerkeszthetd:

‘8)  P{LY) (2) < F(z) SUL) (2), Xkun ST < Xnpon} = 1-a,

Az LS:;Z,‘ és US’,C)" alsé ill. fols6 kontarvonalak [6]-ban olvashat6ak.

Az els6 és legfontosabb tény, amit a fonti konfidenciasdvokkal és vonalakkal
kapcsolatban meg kell emliteni az az, hogy a lefedés konkrét val6szintisége tetsz6-
leges értelmes n, pn, kn, o esetén sem fiigg az F(-) eloszldsfigguénytél, — vagyis az
(1)—(8) formuldkban megadott konfidenciasdvok és vonalak mind eloszldsmentesek
minden végesen rogzitett n mellett. Ennek belstasa [6] Bizonyitasainak egyik els6
lépése. Jelen dolgozat sordn emlitett minden tovabbi sav ugyanigy eloszldsmentes
lesz, s ez a tény nytjt lehet&séget arra, hogy a tényleges lefedési val6szintiségeket
a [0,1] intervallumon adott egyenletes eloszldson alapulé szimulécids vizsgélattal
,kimérhessiik”. Tehdt a tovabbiak soran F'(-) eloszlasfiiggvényiink a [0, 1] interval-
lumon identikusan z, de minden megéllapitdsunk tetsz6leges folytonos F'(-) esetén
is igaz. Nyilvanval6, hogy az elméleti eloszlasfiiggvénynek az empirikus édltal meg-
hatédrozott savon val6 belillmaradasat elegend6 az egyenletes eloszlasbol szarmazoé
rendezett minta elemeiben vizsgélni.

Vizsgalataink elsGsorban a sdvok lefedési valészintiségeinek viselkedésére ira-
nyulnak, a vonalak vizsgélata f6ként kontrollként szolgalt. Tsbb IBM PC 133 MHz
Pentium gépen dolgozva szimuldci6ink 8sszesen tobb ezer é6ra futasi id6t vettek
igénybe.

2. Egyoldali savok lefedési valésziniiségei

Szimulé4ci6s vizsgédlatainkat az alkalmazasok szempontjabél legfontosabb tartoma-
nyon, n = 10 és n = 2000 koz6tti mintaméretre végeztiik, a leggyakrabban hasz-
nalatos els6faji hibakkal, « = 0,1, @« = 0,05 és a = 0,01 esetén, vagyis rendre
90%, 95% és 99% -os nomindlis lefedési valésziniiségre; minden kvalitativ és kvan-
titativ megallapitdsunk erre a leghasznélatosabb harom esetre vonatkozik. Mi-
vel a Rényi-féle konfidenciasavok és vonalak elsGsorban farokbecslésre alkalmasak,
ezért vizsgalataink tesztelési savok esetén a p, € (0, %), val6di sdvok esetén a
k. € {1, & |_§ _| } értékekre vonatkoznak. (Itt |z illetve [z] az = val6s szam alsé
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ill. fols6 egész részét jelvli.) A szimuldlt lefedési val6szintiségek 100 000 megfigyelés
atlagdbol szarmaznak: ez azt jelenti, hogy a tényleges és a szimulélt értékek eltérése
=0z a=0,05 a=0,01
90% valoszintiséggel legfeljebb 0,00156  0,00113 0,00052
95% val6szintiséggel legfeljebb 0,00186 0,00135 0,00062
99% val6szinfiséggel legfeljebb 0,00244 0,00177 0,00081

1. Tabldzat

Az (1)-(8) savokkal kapcsolatban meg kell jegyezniink, hogy rogzitett n és a
esetén p, illetve k, csdkkentésével a sav szélessége n6 — ezért nem nyilvanvalé,
hogy a tényleges lefedési valoszintiségek lefutdsa milyen lesz. Els6ként vizsgaljuk a
legsziikebb savot, (7)-et (1d. 1. 4bra). Erre k, nvelésével egyiitt szimulaciénk alap-
jén a lefedési val6szintiség is monoton né; de ezzel egyiitt még k,, = [%J kozelében
sem keriil a nominélishoz megfelelGen kozel; n = 100 esetén a tényleges lefedési va-
16szintiségek 0,9; 0,95; 0,99 helyett rendre legfeljebb 0,8656; 0,92; 0,9728. Nagyobb
mintaméret esetén a helyzet persze jobb — de az eltérés még igy is nagyon nagy,
pl. n = 1000 esetén a tényleges els6faji hiba még k,, = |_12'-J esetén is még mindig a
nomindlis 1,13-1,44-szerese, annak ellenére, hogy k, ezen valasztdsa mar hasznal-
hatatlanul révid tartomanyt jelsl ki. Vagyis a (7) alatti, szttkitett sav esetében a
lefedési val6szintiségek konvergencidja a nominélishoz alulrél térténik, s viszonylag
lassti — tehat a sav gyakorlati statisztikai alkalmazéasra nem hasznélhat6.

Vizsgaljuk a (4) és (5) savokat, amelyekb6l a (7)-et kaptuk. Mivel az, hogy
F(-) (7)-be beleesik, pontosan azt jelenti, hogy (4)-en és (5)-6n is beliil marad,
ezért (4) és (5) viselkedése varhat6an jobb.

Val6ban, a lefedési val6szintiségek lefutdsa. (4) és (5) esetén a (7)-hez hasonl6an
kn-nel egyiitt (a vizsgalt tartoméanyon) monoton né, és (4) esetében kozel keriil a
nomindlishoz, de csak nagy n-ekre éri el, mig (5) lefedési val6szintiségei minden
n-re elérik azt, s viszonylag kis k,-t6l kezdve meg is haladjak. (Azzal, hogy ez a
,viszonylag kis k,” val6jaban mit jelent, a 6. fejezetben foglalkozunk).

A (4) sav kapcsdn meg kell jegyezniink (s ez (2)-re is igaz), hogy nagyon kicsi

ky (ill. p,) esetén ¢, () ill. ¢, (a) negativva vilik, igy a sév fels6 hatarolévonala
eltiinik; ez

o 2
2 Z
kn < @ ill. < L
"1+ %4 p"—n+zg
n

esetén tdrténik meg, ezekben az esetekben a lefedési valészintiséget 0-nak tekintet-
tiik.

A (4) sav szélessége mindig nagyobb, mint az (5) savé, s ha az 1 — F,,(-)-nel
ardnyos sdavszélességek aranyossagi egyiitthatojat rendre df:;c" () ill. dfiln (a)-val
jeloljiik, akkor

220/kn(1 - 22) 1—ka
(4) = i 409 = n
dy i, (@)= b 22 (1 - %) i Ay, (@) =224 E
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1. dbra. n =100, a = 0,1 esetén a (4), (5) és (7) sdvok lefedési valdszintségeinek
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0.67g
lefutdsa (k, fiiggvényében), rendre vékony, vastag és szaggatott vonallal dbrdzolva.

azaz
(4) . -4(6) kn
d'n.,k,, (a) &= dn,kn (a) kn . 23(1 — %) i

Vizsgélataink sordan mindvégig figyeltiik a mindenhol azonos szélességii Kolmo-

gorov-sav lefedési val6szintiségét is. (Ez egyben a szimuldci6 tesztelésére is szolgalt.)

A Kolmogorov—-Szmirnov statisztikakrol régéta koztudott, hogy konzervativak; tet-
sz&leges véges mintaméret esetén a lefedési valdszinfiség a nominélis felett van.
Ezzel az éltalunk is vizsgalt Kolmogorov-sav esetében szimuldciénk eredménye tel-
jes mértékben egybevagott. A Szmirnov-féle konfidenciavonalra a fenti tapasztalati

tényt Massart [7] matematikailag igazolta.

Rényi Alfréd (2) savjat vizsgdlva ugyanilyen jelenséggel taldlkozunk — szi-
muldciénk eredménye alapjan a (2) sav n és p, minden értelmes, 1/2-nél kisebb
értékére konzervativnak bizonyult, mindhdrom vizsgélt a-ra. A 2. dbra alapjén lat-
hato, hogy ez a konzervativitds minden p,-re mar nem teljesiil, 1-hez nagyon kozeli
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pn-€kre a lefedési valdszintiségek ,beoszcilldlnak”.
Miel6tt (6) vizsgdlatdra ratérnénk, célszerd volna elGszor bebizonyitanunk
Jelolje a (6) sav tényleges lefedési val6szintiségét valamely n,p, és a esetén m,(a)
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2. abra. A (2) tesztelési sdv lefedési valdszindségei (p, figguényében), n = 20

(szaggatott vonal) és n = 500 (folytonos vonal) esetén, 0,9, 0,95, és 0,99

nomindlis lefedést valészindségekre.

Ekkor, tulajdonképpen Rényi [9] 3.§-dnak egy egyszerii tletét hasznalva,
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ahol a np, — oo mellett [6] (4) formul4ja alapjan, a hatareloszlas folytonossagat
felhasznélva, az alsé és f6ls6 korlatok egyarant 1 — a-hoz tartanak, vagyis m,(a) is
oda tart; s ez éppen az, amit bizonyitani akartunk.

A (6) sav lefedési val6szintiségei a (4)-6hez hasonléan viselkednek; p,-nel
egyiitt n6nek ugyan, de a nomindlist csak nagyon nagy mintaméret esetén kozelitik
meg vagy érik el. Tehat (6) viselkedése (2)-t6l elmarad, s gyakorlati alkalmazasa
nem ajanlhato.

Tanulsdgos viszont 8sszevetni (2), (6), (4) és (5) viselkedését. A (4) és (5)
formuldval megadottak val6di, mig (2) és (6) tesztelési savok; és p, = kn/n va-
lasztdsa esetén (2) és (4), ill. (6) és (5) szélessége minden pontban megegyezik;
(4) és (5) tart6janak varhat6 hossza pedig (felirdsunk médjabol kovetkezs kis elté-
réssel) megegyezik (2) és (6) tartohosszéaval. Meglep6 médon (4) és (5) koziil (5)
— a keskenyebbik — viselkedett messze jobban, mig (5) tesztelési analogonja, (6)
alulmaradt (4) tesztelési véaltozatdval, (2)-vel szemben. Ez azt mutatja, hogy még
tiszta illeszkedési prébédk esetében is, amelyre a fenti sdvok mind alkalmazhatéak,
nagyon nem mindegy, hogy ugyanannak a siavnak azonos nomindlis val@szintiségt
valédi vagy tesztelési valtozatat valasztjuk, mivel a tényleges lefedési valészintiségek
drasztikusan eltérhetnek.

0.6 =

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

3. 4bra. Az (5) valédi sdv tipikus képe n = 100, k, =9, a = 0,1 esetén,
dsszehasonliva a Kolmogorov-sdvval (vékony vonal).
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Ez a tény viszont tovabb noveli (5) jelent&ségét: til szélesebb alkal- mazhato-

sdgén, az eredeti Rényi-féle (2) sdvnak egy olyan valddi sziikitését adja, amely (2)

konzervativ tulajdonsdgat nagymértékben megtartja. A (5) savot a 3. 4bra mutatja,
egy véletlen mintdn. Mivel a Rényi-féle konfidenciasévok elsésorban farokbecslésre

alkalmasak, ezért az dbra a jobb farokra koncentral.

3. Konfidencia-vonalak
A Rényi-féle eredeti (1) vonal vizsgalata egyben szimulaciénk ellenérzését is szol-
gélta, hiszen Cséki [1] 1.4.2. kovetkezménye megadja a pontos lefedési valészin(isé-

geket. A szimuldlt és szamolt val6szintiségek Osszevetése megnyugtaté eredményt
adott; az eltérések j6 kozelitéssel 0 varhaté érték( és a Monte-Carlo méretének

megfelel6 sz6rasti normadlis eloszlast kovettek.
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4. 4bra. Az (1) tesztelési vonal szémolt és a (3) szimuldlt lefedési

valdszindségeinek lefutdsa (folytonos ill. szaggatott vonal), p, = kn/n
vdlasztdsdval, n = 200, a = 0,1 esetén.

Az (1) vonal lefedési valészinfiségeinek lefutdsa Snmagéban is érdekes; (Id. a
4. 4brat); mindazonaltal nagyon gyorsan kozel keriilnek a nomin4lis értékhez, majd
sokdig annak kozelében ingadoznak, s csak viszonylag kés6én haladjik meg azt, majd
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csvkkenve ugyan, de felette maradnak. Ami (3)-at, (1) valédi analogonjét illeti,
a lefedési val6szinfiségek lefutdsa itt (1)-el ellentétben monoton; de mind (1)-t6l,
mind a nominélis értékt6l messze elmarad, vagyis az el6z6 fejezet végén targyalthoz
hasonlé jelenséggel taldlkozunk.

4. Kétoldali savok

Az eddigiek soran kétoldali sdvra az egyetlen példa a (8), amely (7) bal- és jobbol-
dali valtozatanak Osszetételébdl keletkezik; (7)-r6l pedig mar lattuk, hogy tényleges
lefedési valészintiségei a szokdsos 10 és 2000 kozotti mintaméret mellett elmarad-
nak a kivdnatost6l. A szimuldciés eredmények alapjan (8) 6rokli (7) ezen gyakorlati
szempontbdl kellemetlen tulajdonsédgéat.

Prébéljunk tehat a ,jol viselkeds” (5)-b6l kétoldali sdvot szerkeszteni.
Teljesiiljon 2% -ra L(2%) = /1 — a, és legyenek
/g

v, il Ve

Az (5) sévot felirva az eloszlasfiiggvényre, ill. [6] (18) alapjan a baloldali farokra,
kapjuk:

Ny P Cp (@) Fn(z) < F(z) < *c;t,k" (@)Fn(z), 2 Xkon} = V11—

‘ula) i =1-2 s e (@) =142,

(xx) P{1-"*c}, (a)[1-Fu(z)] < F(z) £1-"*c;; (a)[l - Fu(2)],
z< Xn—k,.,n} -1 -a.

Itt a (*) fels6 hatdrolévonala pontosan akkor halad (xx) fels6 hatérolévonala
alatt, ill. () alsé hat4rolévonala (**) alsé hatdrolévonala felett, ha F,(z) < 1/2.
Ez indokolja az alsé és felss kontirok aldbbi megvalasztasat:

( ) { *c;,k"(a)Fn(-T)» Xk,.,n Sz < X[n/ﬂ,nv
xTr) =

*L(&
1- *C;I;,k“ (e) [1 — Fn(.’l,‘)], X[n/2],n L8 < Xoikony

n,kn

*ct . (@) Fn(z), X i L8 2 KXoy on

*Uf:_'k)" (z) == it
=" i (a)[l - Fn(:c)], Xin/2in £ 2 < Xnkoyne

Ekkor egész szamok barmely olyan {k,},., sorozatira, amelyre minden n >
1/p esetén 1 < k,, < np valamely p € (0,1) értékre és k,, — oo, valamint k,, /n — 0
teljesiil, igaz lesz, hogy

)  P{"LE) () S F(@) < UL (@), Xewn 7S Xnokn} = 1- e
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Ennek bizonyitasa [6] (21) formuldjsval — amely a jelen dolgozatban (8) — teljesen
anal6g médon torténik, azaz [6] (12) és (18)-ra val6 visszavezetéssel. Megjegyezziik,
hogy ugyanilyen médon a két oldalt tekintve aszimmetrikus sav is szerkeszthetd.

A (9) kétoldali sav szélessége az z € [kan, Xin/21 ,n) intervalumon F,(z)-
szel, az [X [n/2]ms Xn—k,.,n] intervallumon pedig 1 — F,,(z)-szel ardnyos, s e szé-
lesség ardnyossagi tényezsjét dg?}c" (a)-val jelslve

R
des (o) =2 o
WKn kn

A (9) savtol azt vartuk, hogy orokli (5) j6 tulajdonségait, és ez val6ban igy is
torténik. A lefedési valészintiségek k,-nel egyiitt ndvekedve hamar kozel keriilnek
a nominélishoz, amelyet késGbb elérnek és meghaladnak. A lefedési valészintiségek
lefutdsat az 5. dbra, magat a (9) savot pedig, a Kolmogorov-savval sszehasonlitva
a 6. 4bra mutatja.

0.96+

0.94-"

0.86

0 10 20 30 10 50 60 70 80 90

5. abra. A (9) kétoldali sdv lefedési valdszintiiségeinek lefutdsa n = 200 (folytonos
vonal) és n = 2000 esetén (szaggatott vonal). (Ez utobbindl a vizszintes tengelyen
a tényleges k, értékek 1/10-e olvashatd.)

38



ey " " s

0 0.2 0.4 0.6 0.8

6. dbra. A (9) sdv tipikus képe egy véletlen minta alapjdin, n = 100, k,, = 17,
a = 0,1 esetén, dsszehasonlitva a Kolmogorov-sdvval (vékony vonal).

5. A Kolmogorov-sav egy sziikitéséral

Csorg6 S. és Horvath L. [5]-ben kozlik a Kolmogorov-féle sav egy sz(ikitését, mely
szerint

Yo va
P{ F.(z) - <F
A { (@)= qam * nFn(z) + yant/? = @)

Yo y2

< Fn(l') + nl/2 - n[l La Fn(l')] e yan1/2 )

—-oo<:z:<oo}—+1-—a.

Szimuléciés vizsgdlatainkat erre a sdvra is kiterjesztettiik, s ennek alapjan azt
allapithatjuk meg, hogy a sziikités altal a Kolmogorov-sav elvesziti konzervativité-
sat, a nominélis lefedési val6szintiséghez valé konvergencia alulrél fog térténni, és
rendkiviil lassi lesz.

Az [5] szerz6i 4ltal a cikkben emlitett [0, 1] intervallumon egyenletes eloszl4s-
b6l szarmazo6 50 elemi minta 40 példanyan végrehajtott szimuldci6 — amikor is
a = 0,1 mellett a 40 esetb6l az F(z) = z, z € [0,1] tényleges eloszlasfiiggvény
mindossze 1 esetben ment ki — minden bizonnyal rossz volt; tekintve, hogy sa-
jat, 100000 példanyon alapul6 vizsgdlatunk szerint a fenti koriilmények mellett a
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1500 2000

500 1000
n

7. dbra. A (10) sdv lefedési valdsziniségei, @ = 0,1 (folytonos vonal), a = 0,05
(ritkdn szaggatott) és o = 0,01 (sdrin szaggatott vonal) esetén.

tényleges lefedési valészintiség minddssze 0,443; és igy a cikkben leirt esemény be-
kovetkezésének val6szintisége helyes szimulaci6 esetén kevesebb mint tizezred része
annak, hogy a lottén egy szelvénnyel jatszva 6tos taldlatot érjink el.

A (7) és (10) savok példaja okot ad konzervativ savok sziikitéseinek gyakorlati
jelent&ségével szemben bizonyos szkepszisre; konnyen elGfordulhat, hogy a sztikebb
sdv esetében a konzervativitas elveszik, és a tényleges lefedési val6szintiségek gya-
korlatilag hasznos mintaméret-tartomany esetén messze elmaradnak a nominalist6l.

6. Konzervativitasi pontok. Néhany egyszeri szabdily

Ebben a fejezetben az el6zGek alapjan ,,Jél viselked§” savok gyakorlati alkal-

mazésanak feltételeit vizsgaljuk.

A (2) sav a p, € (;L‘;-Q-, 2) intervallumon az altalunk vizsgalt a-kra kon-
zervativnak mutatkozott, tehat a 10 < n < 2000 mintaméret-tartoméanyon tiszta
illeszkedési prébdkra alkalmazhaté.

Az (5) egyoldali és a (9) kétoldali savokrol lattuk, hogy lefedési valészintiségiik
kn-nel egyiitt névekedve hamar kozel keriil a nominalishoz, majd eléri, és k,, < n/2-
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re a tovabbiakban afolott marad. Azt a k, szdmot, amelyre a tényleges lefedési
val6szintiség a nomindlist eléri, s a néla nagyobbakra meghaladja, konzervativitdsi
pontnak fogjuk nevezni, s k,(a)-val jeloljiik; ha fontos, hogy melyik sdv kon-
zervativitdsi pontjarél van szé, akkor ns‘s)(a) ill. nslg)(a)-t irunk.

Az els6 észrevétel, amelyet rogzitett n mellett k,(a)-kra tehetiink, hogy cstk-
ken6 a-ra (vagyis novekvé nomindlis lefedési valészintiségre) k,(a) is né. Az
a = 0,1-t valasztva k,(0,1) koriil a lefedési val6szintiségek még viszonylag me-
redeken nének, s igy £,(0,1) értéke a szimuldci6bél elég pontosan meghatirozhato,
mig a = 0,05, de kiilsnssen a = 0,01 esetében pedig a lefedési valészintiségek
maér olyan helyen érik el a nominalist, ahol azok lefutasa sokkal ,laposabb” — igy
kn(0,05) és k,(0,01) szimuldciéval meghatarozott értékeinek véletlen ingadozasa
sokkal nagyobb; viszont a lefedési val6szintiség xn () értékének tag kornyezetében
mar nagyon kdzel van a nominélishoz, s az eltérés gyakorlati szempontbél tulajdon-
képpen elhanyagolhat6. Ez ut6ébbi megallapitas k,(0,1)-re is igaz n > 200 esetén.

A konzervativitasi pontok tdbldzatban térténd hosszadalmas megadésa helyett
inkdbb néhdny egyszerti és — reményeink szerint — konnyen megjegyezhets ,,6kol-
szabdlyt” adunk meg, angol sz6hasznédlattal ,rule of thumb”-ot. Ezen szabalyok
10 < n < 2000 esetén érvényesek, és hangsilyozzuk, hogy a konzervativitdsi pon-
tok aszimptotikus viselkedésér6l nem allitanak semmit.

Az (5) savra a kovetkezdk teljesiilnek:
£9(0,1) < 4002
x)(0,05) < 1,50%55
{3 (0,01) < 0,8n%®

Vagyis pl. @ = 0,1 esetén 270 elem( mintdra az (5) sidv lefedési valészintisége
n/2 > kn, > 4-270%% azaz 135 > k, > 13 esetén a 0,9-t eléri vagy meghaladja.
A fenti szabalyok n < 200 esetén ugyan igazak, de nem elég élesek, ezért ng.s)(a)-kat
n kis értékeire az aldbbi tabldzatban adjuk meg.

10 [20 [30 [40 | 50 60 |70 | 80 90

09 |3 |4 |56 ] 6 7 7 8 8
095 |3 |5 |7 |8 [10(9) | 11 B s 14
099 [3 |6 |9 |12 | 14 |17 (16) | 19 |22 (21) |24 (23)
100 120 140 160 180 200

0,9 | 9(8) 9 10 10 |11 (10) 11
095 | 15 17 | 19 (18) | 21 (20) | 23 (22) | 24 (23)
0,99 | 26 (25) | 31 (30) | 34 (33) | 40 (38) | 44 (42) | 46 (44)

2. Tabldzat
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Amennyiben valamely celldban két elem szerepel, ott a szimul4ci6 alapjan nem
donthetd el egyértelmtien a konzervativitasi pont értéke; amennyiben &, a nagyob-
bikkal egyenld, igy a tényleges lefedési val6szintiség 90%-os biztonsiggal nagyobb
a nomindlisnal, de mar a kisebb, zar6jelben szerepls érték esetén is legalabb 10%
eséllyel érheti el. A tablazat 2 500 000 Monte-Carlo alapjan késziilt.

A (9) sav esetén a ,rule of thumb”-ok taldn meg konnyebben megjegyezhetek:
Nslg)(O,l) <0,70%7
x)(0,05) < 0,6 %%
£ (0,01) < 0,5n%°

Ezen szabélyok n kis értékeire is nagyon jo kozelitést adnak, ezért kiegészit6 tab-
lazat megadasatdl eltekintiink. Itt (5)-t és (9)-et 6sszehasonlitva lathatjuk, hogy a
kétoldali sdv valamivel kés6bb valik konzervativva.

Az (1) konfidenciavonalra ilyen szab4lyt megadnunk felesleges, mivel a lefedési
val6szintiségek explicit médon kiszamolhato6k, ezért csak mint érdekességet emlitjiik
meg, hogy lefutdsanak alakjabol kovetkezGen itt olyan éllitdsokat tehetiink, hogy
pl. amennyiben 0,9 helyett 0,885 lefedési valésziniiséggel megelégsziink, akkor 10 <
n < 400 esetén p,, > 7/n re, ill. 400 < n < 2000-re p, > 10/n-re ez a val6szintiség
eléretik, s6t, barmilyen mas nominélisnal kisebb valészintiségre hasonl6 egyszert
szabdaly taldlhatoé.

Eddig minden éllitdsunkat a jobb oldali farok becslése altal motivéalt formaban
irtuk; adésak vagyunk az ekvivalens bal farki valtozatokkal. Tesztelési savok esetén
nyilvanval6, hogy tetszéleges 0 < ¢; < 1 < ¢y < oo konstansokra és p, € (0,1)-re
barmely n € N esetén

P{c1Fy(z) < F(z) < c2F(x), F(z) 2 pa} =
=P{a[l - Fa(x)] <1- F(z) < c2[1 - Fo(z)], F(z) <1-pn},
valédi savok esetén pedig elemi szamolds mutatja, hogy
PleiFolx) € Fle) < eaFla), &> X 410) =
=P{c1[l - Fa(z)] £1-F(z) < c2[1 = Fa(@)], 2 < Xnkoun}>
"

figyelembe véve, hogy F,(-)-t jobbrsl folytonosnak definidltuk.

Megjegyezziik, hogy [6]-ban a bal és jobb farki véltozatok felirdsa a fentiek
alapjan nem ekvivalens, jelen dolgozat soran a [6]-tal val6 kompatibilitds okén
hasznaltuk a (8) és (9) sdvok esetén ezt a bal és jobb oldalt tekintve nem teljesen
azonos irasmodot. Természetesen megtehetd, hogy a két oldalt a fenti ekvivalens
moédon irjuk fel, ekkor aszimptotikusan persze minden ugyantgy van, a véges
esetben pedig a lefedési val6szintiségek valamelyest javulnak.
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7. Konklazié

Vizsgalataink alapjan a farkakon val6é abszolit eltérés ellenhipotézise elleni tiszta
illeszkedési prébakra a Rényi-féle (2) konfidenciasav a és n barmely értéke esetén

Dn € (n—f;g—, %) tetsz6leges valasztdsa mellett alkalmazhaté. Amennyiben az isme-
retlen eloszlasfiiggvény egyik farkon val6 viselkedése kiilondsen érdekes, igy az (5)
sdv annak becslésére alkalmazhat6; amikor pedig mindkét oldali farok viselkedése
fontos, dgy a (9) sav 10 és 2000 kozotti n, tetszGleges a € {0,1;0,05;0,01} és —
az el6z6 fejezetben kozoltek figyelembevételével — k,-nek fesf)(a) ill. n%g)(a)-nal
nagyobb vélasztdsa esetén hasznalhaté.

Zarasképpen koszonetet mondok Csorgé Sdndor professzornak, aki felhivta
figyelmemet a jelen dolgozatban térgyalt témdara, s értékes tandcsokkal segitette
annak elkésziiltét.
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ZERUS AVAGY NULLA

RENYI ALFRED

A Természettudomanyi Lexikon f6szerkeszt6je, Erdey-Griz Tibor ugy vélte, hogy
a ,zérus” és a ,nulla” kifejezések egyikét kell kovetkezetesen hasznélni a késziils
miiben. Mivel Rényi Alfréd, a matematikus szerkeszt6 tart6san kiilfoldon volt, Biré
Gabor (korabban a Budapesti Miszaki Egyetemen, ma a Géabor Dénes Féiskolan
tanit fizikdt) kapta azt a feladatot, hogy meginterjivolja 6t, hogy melyiket tartja
helyesnek. A kérdésre Rényi egy ,eposz”-szal valaszolt. fme:

Kedves Gabor, a kérdésed oly mélyen szant6,
Megvélaszolni csak hési eposszal lehet.

Lelki szemeimmel latom, amint Rékos mezejére
Felvonul a két sereg, fényesen csillog a vértjiik.

Sokszor latott csatat ez a vérontozte siksag,
Amde ilyen elszant csapatokat sohasem.

Zaszloikon latod, hogy magasztos eszme vezérli
Mind a két oldalon a harcosok ezreit.

Nem két nép jovSje dol el ebben a harcban,
Az egész emberiség sorsa forog kockén.

Az egyik sereg zdszl6in egy oriési O van,
A masik seregén: egy ugyanakkora 0.

Azt hinnéd, ugyanaz az eszme vezérli hat Gket,
Oriasit tévedsz: csak a jel ugyanaz.

Az egyik szerint az 0 az zérus,
A maésik szerint: nulla az & neve.

Zérus-e a nulla vagy forditva: nulla a zérus?
Ez itt a nagy kérdés, ezt kell eldonteni!

Hogy is élhettiink tunyan és elpuhultan,
Mig e nyitott kérdés sebként iiszkossdott?
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De most mér elég! Tiszta vizet a pohérba!
Mire lenyugszik a nap, dontsenek a fegyverek.

Hetvenhét napon 4t tombolt a szavak csatéja,
Stlyos, mély érvek repkedtek ide s oda,

Méltatlan nemes lovagokhoz szavakkal vivni,
Stjtson hat le a kard, repiiljon a buzogény.

Amig zérus az 0, az élet értelme nulla,
Amig nulla az 0, zérét ér életiink.

(Azt hiszed te balga, hogy semmiért 8mlik a vér itt?
Ertsétek meg ostobéak: az O vagy nulla vagy zérus,
Am barhogy hivjuk is, semmikép sem ,semmi”.

O a szilard pont, melybsl minden 1t indul,

A szamsor kezdete, s a vilag kozepe.

Puszta jelenlétével megtizszerez 6 téged,

Ha méltén fogadod, s jobbodra iilteted 6t.

Jol vigyazz azonban, hogy tisztelettel fogadjad,
Ha balra helyezed, bosszib6l megtizedel.

Akit 6 megszoroz, az eltinik nyomban,

Ily hatalmas erd rejlik e ,semmi”-ben.

Végtelen hat e kerekképii imposztor hatalma?
Nincs valahol titkos Achilles-sarka neki?

Elarulom neked féltve 6rzott titkat:

Ne mondd el senkinek: osztani képtelen &!)

Megrendiilt a fold, amikor egymésra rontott
A nullistak és a zéréistak serege.

Senkisem hatralt, hanem kiizdott, amig kihullott
Lenyisszantott kezébdl a vérboritotta kard.

Nullista zérus maradt a véraztatta harctéren.
Zéroistabol pedig éppenhogy nulla maradt.

Nem dontttte hat a vitat el a kard sem,
A vita dontdtte sirba a harcosokat!

Hadeszbe szallt le hés lelkiik, de az O kontra O kérdésre
Léthe vize sem hozott enyhits feledést.

Egyébként én a zérus tantorithatatlan hive vagyok. Szeretettel iidvizol benneteket

Ann Arbor, 1964. méjus 6. Buba
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JELENTES

AZ 1995. EVI SCHWEITZER MI}{LOS MATEMATIKAI
EMLEKVERSENY EREDMENYE

Ebben az évben a Jézsef Attila Tudoményegyetem Bolyai Intézete rendezte a Sch-
weitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A Bolyai Intézet bizottsagot nevezett
ki a verseny lebonyolitdsiara, amelynek elntke Csakany Béla, titkdra Makay Géza,
tagjai Csorgs Sandor, Czédli Gadbor, Gehér Laszl6, Gécseg Ferenc, Hajnal Péter,
Hatvani Lészl6, Kérchy Laszl6, Kincses Janos, Kramli Andras, Krisztin Tibor, Ku-
rusa Arpad, Leindler Laszl6, Megyesi Laszl6, Moricz Ferenc, Pintér Lajos, Pollak
Gybrgy, Szendrei Agnes, B. Szendrei Maria, Székefalvi-Nagy Béla, Stach6 Laszl6,
Tandori Kéaroly, Totik Vilmos, Viharos Lészl6 és Zadori Laszl6 voltak. Koszonjiik
a bizottsag tagjainak a beadott feladat-javaslatok referdldsaban és a versenyzdk
megoldasainak javitdsdban végzett munk4jat.

A versenyben 12 feladatot tiztiink ki, amelyekre 32 versenyz6 adott be megol-
déast. Legnehezebbnek a 12. feladat bizonyult, amelyre nem érkezett be a verseny-
z6kt61 helyes megoldas. Ugyancsak a nehezek kozé tartozik (nehézségi sorrendben)
ad.,a?2.,azb. ésa 3. feladat. Legktbnnyebbnek a 6., a 10., a 11. és a 7. felada-
tot talaltak a versenyz6k. A feladat-javaslatot bekiild6knek eziton is szeretnénk
megkdszoénni, hogy a versenyben ilyen sok szinvonalas feladat szerepelhetett. Az
5. feladatot Balog Antal és Ruzsa Imre, a 7. feladatot B6di Béla, a 6. feladatot Er-
dés Pal és Gyarfas Andras, a 12. feladatot Haldsz Gabor, a 3. feladatot Laczkovich
Miklés és Ruzsa Imre, a 11. feladatot Sz(ics Andrés, az 1., 2., 4., 9. és 10. feladatokat
Totik Vilmos, a 8. feladatot pedig Zadori Laszl6 tiizte ki.

A verseny dijazdsara a Bolyai Janos Matematikai Tarsulat, az ELTE TTK
didkkore és a Jozsef Attila Tudoméanyegyetem Bolyai Intézete ajanlott fel pénzju-
talmat. Ezen kiviil a dijat kapott versenyz6k megkapnak néhény, a Bolyai Intézet
altal tdmogatott Polygon Konyvtar sorozatban megjelent kotetet.

Az elsé dijat az 1.-11. feladatok helyes megoldasaért és az 5. feladat allitasanak
élesitéséért Lakos Gyula, az ELTE IV. éves hallgatéja kapta meg.

Két mésodik dijas versenyz6nk van: Pér Attila, az ELTE IV. éves hallgatéja
(az 1.-3. és 5.-11. feladatok helyes megoldéséért) és Ujvary-Menyhért Zoltan, az
ELTE IV. éves hallgat6ja (az 1., 2., 5.-10. feladatok helyes és a 3., 11. feladatok
majdnem teljes megoldasaért).

Két harmadik dijat osztunk ki, ezeket Csérnyei Marianna, az ELTE II. éves
hallgatéja (a 2.-4., 6., 7., 9.-11. feladatok helyes és a 8. feladat majdnem teljes
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megoldésaért), illetve Abért Miklds, az ELTE IV. éves hallgatéja (az 1., 6., 7.,
9.—-11. feladatok helyes és a 3., 5., 8. feladatok majdnem teljes megoldasaért) kapja.

Héarom versenyz&t részesitiink els6 dicséretben: Balogh J6zsefet, a JATE Ph.D.
hallgatéjét (a 2., 5.-7., 9., 10. feladatok helyes és a 8., 11. feladatok majdnem teljes
megoldéséért), Benké Davidot, a JATE Ph.D. hallgatéjat (az 1., 3., 6., 7., 9.-11.
feladatok helyes és a 8. feladat majdnem teljes megoldds4ért), valamint Mar6ti
Miklést, a JATE V. éves hallgat6jat (a 2., 3., 6.-8., 10., 11. feladatok helyes és a
9. feladat majdnem teljes megoldasaért).

A versenyben mésodik dicséretet kapott Fleiner Tamés, az ELTE Ph.D. hall-
gatdja (az 1., 2., 6., 7., 10., 11. feladatok helyes, a 8. feladat majdnem teljes meg-
oldasaért és az 5. feladatban elért részeredményéért) és Harcos Gergely, az ELTE
V. éves hallgatéja (az 1., 2., 6., 7., 9.-11. feladatok helyes megold4s4ért).

Gratuldlunk!

Csdkdny Béla, Makay Géza
a bizottsag elnoke és titkara

Az 1995. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Igazoljuk, hogy a sikon nem azonosan zéré harmonikus fiiggvény nem tiinhet el
kétdimenzids pozitiv mértékd halmazon.

Megoldas: (t6bb versenyz8 megoldéasa)

Legyen u egy az egész sikon harmonikus, nem azonosan konstans fiiggvény. Ekkor
van olyan holomorf h fiiggvény, amelynek a képzetes része u. Legyen E a h'(z) = 0
egyenlGséggel megadott z pontok halmaza. Mivel u nem azonosan konstans, h sem az, ezért
a deriviltja csak megszamlalhaté sok pontban vilhat nulldva, azaz E megszamlalhaté.

Ha ¢ ¢ E, akkor van £ koriil egy olyan D¢ nyitott korlap, amelyre h-t megszoritva
egy egy-egy értelmt h; holomorf fiiggvényt kapunk. Legyen h; értékkészlete (azaz hg_l
értelmezési tartoménya) H,. A nyilt leképezés tétele szerint H¢ nyilt halmaz, ezért H¢NR.
megszamlalhaté sok nyilt intervallumbdl 4l legyenek ezek 7, £ T £,2 00 Barmely ilyen D¢
kérlapon azon pontok amelyekben u eltiinik, benne vannak a I'y = hEI(R) halmazban,
amely a megszamlilhaté sok hgl(lf,j) differencidlhaté Jordan gérbe uniéja, ezért a két-
dimenziés Lebesgue mértéke 0. Marmost a C\ E halmazt a { D¢} ¢eC\E kérlapok lefedik,
ezért ezek kozil kivalaszthaté megszamlalhat6 sok { D, }zl gy, hogy mar ezek is lefedik
C \ E-t. A bizonyitashoz most mar csak azt kell megjegyezni, hogy az a halmaz, ahol u
eltiinik, biztosan benne van az EUUZ,; Dy, uniéban, amelynek minden tagja 0 mértéki,
igy maga is az.
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Megjegyzés: Az allitas akkor is igaz (lényegében ugyanezzel a bizonyitassal), ha u csak
a sik egy 8sszefiiggd nyilt részhalmazan értelmezett és ott harmonikus.

Erkezett 15 megoldas, ebbél j6 12.

Megoldotta: Abért Miklés, Benké David, Elekes Marton, Fleiner Tamas, Harcos
Gergely, Heged{is Pal, Jarai Antal, Lakos Gyula, Matolcsi Maté, P4l Ambrus, Pér Attila,
Ujvary-Menyhart Zoltan; nem értékelheté 3 megoldas.

2. Az f,g € L0, 1] fiiggvényekr6l tudjuk, hogy

[refsmr

Igazoljuk, hogy van olyan I intervallum, amelyre
/ fi= / g=1/2.
I I

1. megoldéas: (Balogh Jézsef, Pete Gadbor, Maréti Miklés és a kit{iz& megoldésa)

Legyen (£1,£2,€3) € S? a térbeli egységgomb felilletének egy pontja, azaz legyen
€2 + €2 + €2 = 1. Tekintsiik az alabbi leképezést

T(é1,€2,€3) = (X(f;61,62,€3), X(g;61,€2,€3)),

ahol
£3+¢€3 1

&3
X(f;€1,62,€3) = signéy f+sign52/ f+sign€3/ I
0 £ £3+€2

T a gombfeliilet egy folytonos és paratlan leképezése a sikba, ezért Borsuk (“antipodal”)
tétele szerint van olyan (€7, €3, £3) pont, amelynek képe T mellett a (0, 0) pont. A &7, &5, &3
szamok koziil kettS ugyanolyan el&jeld (a 0-t tekintsiik pozitivnak). Ha a harmadik szdm
f;-‘, és [ jelsli azt a {;2 hosszii intervallumot amelyre vonatkozé integralt T' definiciéjaban
sign ¢ -gal szoroztuk, akkor a T definicitja és T'(¢7,€3,&3) = (0,0) alapjan lathat6, hogy

/f=/ [ és /g=/ g
I [0,1\1 I [0,1\1

Ha most még figyelembe vessziik a fol f= fol g = 1 feltételt is, adédik a feladat allitdsa.

2. megoldas: (a kit{iz6 megoldasa) A kévetkez& geometriai tétel j6l ismert: Ha ~ :
[0,1] — R? egy folytonos gorbe amelyre 7(0) # (1), és k természetes szam, akkor
van olyan, a 7(0)y(1) szakasszal parhuzamos hirja y-nak, amelynek hossza éppen 1/k-ad
része a y(0)y(1) szakasz hosszanak (lasd az 1954. évi Schewitzer verseny 9. feladatat
a Schweitzer kényv 21. és 198-99. oldalin. Bar ez a feladat ugyanezt csak egyszeri
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torottvonalakra allitja, a bizonyitas sz6 szerint igaz barmely folytonos gorbere) Ez alapjan
a feladat igazoldsa egyszertien kindlkozik: legyen

) ( /0 " fw) du, /0 i du) .

Ekkor v(0) = (0,0) és a feladat feltevése alapjan v(1) = (1,1). Ha 0 < tg < t; < 1 olyan
pontok, amelyekre a y(p)y(t1) hdar parhuzamos a ~(0)7y(1) szakasszal és amelynek hossza
éppen fele a v(0)7(1) szakasz hosszanak (vagyis v/2-nek), akkor

t1

t1 g
f(u) du = / g(u) du = :i:§

to to

fenn kell, hogy éalljon. Ha itt a + jel szerepel, akkor ez ez igazolja az allitast.

Sajnos, el6fordulhat, hogy az el6bbi egyenl&ségsorozatban minden integral —1/2
(Ruzsa Imre észrevétele), azaz

/ 070 /t olu) du=—1

Ekkor a kévetkezst tehetjiik.

ElGszor hiizzunk 6ssze minden olyan intervallumot egy pontra, amelyen mindkét fiigg-
vény integrilja ugyanaz, es ez nulla vagy a —1/2 pozitiv egész szamu tobbszorose (tehat
ezen intervallumokat egyszerfien kivagjuk a fiiggvényeink értelmezési tartomanyabdl, és
az értelmezési tartomdny megmaradt részeit dsszetoljuk egy [ag, bo] intervallummad). Ez
megtehetd, mivel eleve elegend& 1épcsésfiiggvényekre igazolni az allitast, s6t ezek koziil is
csak olyanra, amelyekre csak véges sok olyan intervallum van, ahol pl. az elsé fiiggvény
integralja 0 vagy a —1/2 tébbszoérése. Marmost &sszehtizva a(z egyik) leghosszabb olyan
intervallumot, amelyen mindkét fiiggvény integralja ugyanaz, es ez nulla vagy a —1/2 po-
zitiv egész szamu tobbszorsse, majd ezt (mindig a leghosszabb intervallummal) ismételve
végezetiil olyan fiiggvények adédnak ([ag, bp]-on), amelyek integralja k/2 valamilyen 1-nél
nagyobb k-val. Ekkor a gérbetétel szerint a megfelel§ gérbén van a végpontokat 6sszekstd
szakasszal parhuzamos, annak 1/k-szorosaval megegyez6 hossztisagti hir. A korabbiak
alapjan ez ad egy I intervallumot (az 8sszenyomott fiiggvényekre), ahol az integral +1/2.
De —1/2 nem lehet, mert akkor /-t is eltavolitottuk volna egy tovabbi lépésben, és mi-
vel minden lépésben maximalis intervallumokat huztunk éssze, az I két végpontja kozott
osszehuzott intervallum sem fekhet. Tehat I megfelel a feltételeknek.

1. megjegyzés: A masodik bizonyitas azt is adja, hogy ha o 1/n alaki szdm, ahol n
egész, akkor van olyan I intervallum, amelyre

(**) /f=/g=a-
/4 I

Val6ban, a gérbetétel abban a forméaban is igaz, hogy ha~y : [0,1] — R? egy folytonos
gérbe amelyre v(0) # (1), akkor van olyan, a y(0)y(1) szakasszal parhuzamos hiirja -
nak, amelynek hossza éppen 1/n-ed része a 7(0)y(1) szakasz hosszanak.

50



Mas alaki a-kra az allitdis nem feltétleniil igaz. Pl. ha f(z) = (2n+1)/(n + 1) ha
2k/(2n+1) <2< (2k+1)/(2n+1) (k=0,1,...,n) és 0 kiilsnben, g(z) = (2n + 1)/n
ha (2k—-1)/(2n+1) <z < 2k/(2n+1) (k=1,2,...,n) és 0 kiilénben, akkor semmilyen
1/(n+1) < @ < 1/n-re nincs olyan I intervallum, amelyre (**) teljesiilne.

o 2o

2. megjegyzés: Az el6z6 megjegyzés altalanositdsaként az alabbi is igaz: ha egy 0 < @ <
1-ra nincs olyan I intervallum amelyre (x*) teljesiil, akkor 1 — a-ra feltétleniil van. Ebbél
az el6z6 megjegyzés éllitasa indukciéval igazolhaté (megint csak a gorbetételnek van ilyen
valtozata).

3. megjegyzés: Az els§ bizonyitds gondolatmenetével adédik a kovetkezs (a Borsuk tételt
kell magasabb dimenziéban alkalmazni): ha az f1,..., fr € LI[O, 1] fiiggvényekre,

1
0

teljesiil minden 1 < j < k-ra, akkor van olyan I halmaz, amely legfeljebb (k + 1)/2
intervallum egyesitése, és amelyre

/If,-=1/2

1gaz minden 1 < j < k-ra.

4. megjegyzés: A feladatnak specidlis esete az 1949. évi Schweitzer verseny 4. feladata:
Legyen A és B két pozitiv mérték{i halmaz a (0, 1) intervallumon. Ekkor minden n-re van
olyan I intervallum, amelyre | N A| = |A|/n, |I N B| = |B|/n (alkalmazzuk az allitast a
normalizalt karakterisztikus fiiggvényekre).

5. megjegyzés: Ha az egyik fiiggvény nemnegativ, akkor a kévetkezd elemi folytonosséagi
meggondolds célhoz vezet (altaldban azonban ez nem miksdik). Legyen pl. f > 0. f
helyett az (f + €)/(1 + €) fiiggvényt tekintve, majd e \, 0-t véve feltehetjiik, hogy f
szigortian pozitiv. Ekkor van egy olyan a € (0,1), hogy minden 0 < z < a esetén van egy

és csakis egy olyan y., amelyre
Y

f=1/2,

T

és itt y az x folytonos fiiggvénye. Vilagos, hogy yo = a, ya = 1, és ezért amint z-et 0-bdl
a-ba mozgatjuk folytonosan, lesz egy olyan z, amelyre

Ya
/ g=1/2
1 a 1
fo=forfs
0 0 a

vagy kisebb, vagy pedig nagyobb lenne 1-nél).

is fennall (ellenkezé esetben

6. megjegyzés: A feladat egyben megoldja az aldbbi gyéngysor-osztozkodasi feladatot:
adott egy gyéngysorunk melyen kétfajta gyongybédl paros-paros sok van. Igazolandé, hogy
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a gyongysor szétvaghato legfeljebb két helyen tgy, hogy az egyik 6sszefiiggd részen minden
gyongybdl éppen fele annyi van, mint amennyi az egész gyéngysoron volt.

Amennyiben k féle gyéngyiink van, akkor a 2. megjegyzés alkalmazhaté az 4ltalano-
sitott osztozkodasi feladatra.

Erkezett 23 megoldas, ebbdl j6 9.

Megoldotta: Csérnyei Marianna, Fleiner Tamés, Harcos Gergely és Lakos Gyula
(akiknek a megoldésa a fentiekt&l és egymasétdl is lényegesen kiilsnboz8 és szép) valamint
Balogh Jézsef, Maré6ti Miklés, Pete Gabor, Pér Attila, Ujvary-Menyhart Zoltan; kissé
hidnyos Gydéry Maté megoldasa; nem értékelhets vagy csak részeredményeket ér el 13
megoldas.

3. Jelvlje (z) az x val6s szam tavolsdgat a legktzelebbi egész szamtol. Legyen f sza-
kaszonként linedaris, 1 szerint periodikus, folytonos valés fiiggvény. Bizonyitsuk be,
hogy pontosan akkor vannak alkalmas n-nel olyan aj,...,an,b1,...,bn,c1,...,Cpn
valés szémok, hogy

filz) = zn:ci(a,-a: + bi)

minden z-re, ha van olyan k, hogy

£(4)
konstans.

Megoldas: (a kitiiz6k megoldasa)
(i) Elészér belatjuk, hogy ha f(z) elgallithato E:;l c;(a;z + b;) alakban, akkor a;-k
valaszthaték racionélisaknak is.

Legyen ay,...,am raciondlis, @m+1,...,an irraciondlis. Mivel f 1 szerint periodikus,
ezért tetszGleges pozitiv egész K és t mellett

1 ;
(1) f@) = 2 f@+it) =
Jj=1
n 1 K
= Zci? Z <ai(:c + jt) + b,’).
=1 Jj=1
Legyen t olyan egész szdm, amely az aj,...,am szamok nevezdinek tébbszérése. Ekkor

1 <1 < m esetén ta; egész, igy
(ai(z + jt) + b)) = (a;z +b;).
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Ha pedig m+1 < 7 < n, akkor a;t irracionalis, igy az a;jt, j = 1,2, ... szamok egyenletes
eloszlasiiak modulé 1, tehat K — oo esetén

L :
ciEZ@i(z +jt)+bi> — / (z)dr = 1/4.
j=1 0

Tehat (1)-bsl K — oo mellett

n

f(x) = Zci(aix + b)) +c

i=1

adédik, ahol

i=m+1
Mivel pedig (z) + (= + 1/2) = 1/2 azonosan, a ¢ konstans helyettesithets a 2c((a:) + (z +
1/2)) kifejezéssel.

(i1) Most belatjuk a feltétel sziikségességét. Feltehetjiik, hogy az 6sszes a; racionalis.
Az f fiiggvény periodicitdsa miatt tetszéleges K-val

Elég tehat olyan k, K szamokat taldlni, hogy minden egyes i-re

2k K

(2) > (aile +5/2%) + bi)

Jj=1

konstans. Mivel (z) + (z + 1/2) konstans, ez teljesiil, ha az aij/2k szamok olyan parokba
oszthatoék, hogy

- .
Jd =g

SF o (mod 1).

(3) a; +

DO =

Foglalkozzunk egy fix i-vel. Legyen a; = b/c, ahol b, c relativ prim egészek, és legyen
b= 2" B, ahol B pératlan. Vegyiik észre, hogy ha k> j+1ésj—j = 2k=r=1¢ akkor

|
k‘\
o]

Jimifiene i L

a; 2k = -2— = 5 (mod 1),
tehat (3) teljesiil. Ha pedig c|K, akkor az 1,..., 2% K szamok beoszthaték ilyen parokba
gy hogy az 1,...,2* "¢ szamokat sorban osszeparositjuk a geerale ..., 37"
szamokkal, és az igy kapott blokkot megismételjiik 2" (K/c)-szer.
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Ha tehat K tobbszordse az Osszes a; szam nevezGjének, k pedig nagyobb, mint a
2 kitev&jének maximuma az a; szdmok szamlaléiban, akkor az 6sszes (2) alakd kifejezés
konstans.

(iii) Hatravan még a feltétel elégségessége. Erdemes a sz6ban forgé fiiggvények helyett
a (mondjuk jobboldali) derivaltjaikat tekinteni. fgy

e /0 F(t)dt,

ahol F' 1 periédusii, jobbrél folytonos, szakaszonként konstans fiiggvény, amelyre

1 T
/F(t)dt:o és (:z):/ g(t)dt
0 0

teljesiil, ahol g(t) = 1 ha 0 < {t} < 1/2, és —1, ha 1/2 < {t} < 1. Az f(z) =
Yo, ciaiz + b;) alaki elGallitas azzal ekvivalens, hogy

n

@) F(z) =) ciglaiz +bs),

=1

a feltétel pedig azzal, hogy
2% .
i Y
(5) ZF(z+2—k)_o.
J=1

Tekintsiik elészér a k = 1 esetet. Ekkor F\(z + 1/2) = —F(z), vagyis ha F' egyik
konstancia intervalluma (modulé 1 tekintve) [u,v) és ott az érték s, akkor neki megfelel
egy [u+1/2,v + 1/2) intervallum, melyen az érték —s. F' tehat elsall

F(z) =) sihi(z)

alakban, ahol h; ilyen alakiu:

hi(z) =19 —1, haz € [u; +1/2,v; +1/2) (mod 1),

0 maskor.

{ 1, ha z € [u;,v;) (mod 1),

Vegyiik észre, hogy g
hi(z) = 5(9(m - u;) — g(z - v)),

és ez azonnal adja F kivant elGallitasat, mégpedig ugy, hogy az 6sszes a; = 1.
Az altalanos esetet teljes indukci6val kezeljiik. Tegyiik fel, hogy k — 1-re mar ismert

a megfelels elgallitas. F-et elgallithatjuk
F(z) = Fo(z) + Fi(=)
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alakban, ahol
F(z)+ F(z + 1/2)
2

Fo(z) =

1/2 periédusu,
F(z)— F(z +1/2)
2
pedig kielégiti az (5) feltételt k = 1 mellett. F}-r6l tehat mar tudjuk, hogy van a kivant
tipusi eléallitdsa. Mivel pedig

Fi(z) =

ok ) k—1

iy % .
ZF($+'2—E) —2ZFO (I+2—k) —0,
i=1 i=1

ezért az F*(z) = Fp(2z) kielégiti az (5) feltételt k helyet k — 1-gyel. F*-nak tehat az
indukcids feltevés miatt van (4) tipusi el@éllitasa, ami azonnal adja Fy és igy F elGallitasat
is.

Erdemes megfigyelni, hogy a konstrualt elGallitasban az sszes a; 2-hatvany.

1. megjegyzés: Lakos Gyula olyan disztribiciéelméleti megoldast adott, amely egyszerre
kiadja a feladat mindkét irdanyua allitasat.

2. megjegyzés: Hirom versenyz& (Csornyei Marianna, Hegediis P4l és Matolcsi Maté)
a feladat masodik allitasat direkt szdmolassal igazolta. Feltételezték, hogy a; lehetséges
értékei: 1,...,2"1 majd az f (z) fiiggvény toréspontjait alkalmasan valasztott, legfeljebb
2k elemi B; részhalmazokra bontottik. Ennek megfelelen az f(x) fiiggvény felirhaté
flz)= Zj fj(z) alakban, ahol f;(z) téréspontjai a B; halmazba esnek. Majd igazolték,
hogy az

fi(z) = z cp (27 + b)

bEB;i0<j, <241

el6allitasban a cy-kre felirt linearis egyenletrendszer megoldhaté.

3. megjegyzés: Maré6ti Miklés észrevette, hogy mar az f(z + 1/2) + f(z + 1) = const
feltételnek eleget tevs fiiggvénynek is lehet végtelen sok téréspontja. A kitiiz6k altal adott
konstrukcié tartalmazza ezt a lehet&séget.

Erkezett 15 megoldas, ebbél j6 5.

Megoldotta: Benk& David, Csérnyei Marianna, Lakos Gyula, Maréti Miklés, Pér
Attila; kissé hidnyos Abért Miklés, Matolcsi Méaté és Ujvary-Menyhart Zoltan megoldasa;
részeredményeket ért el vagy nem értékelhets 7 megoldas.

4. Az ay,...,a; paratlan és by, ..., by paros szamokra tudjuk, hogy
> af=) 4
Jj=1 Jj=1

teljesiil n = 1,2,..., N-re. Igazoljuk, hogy ekkor k > 2V, és hogy k = 2V esetén
mindig létezik fenti tulajdonsagu rendszer.
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1. megoldas: (a kit{iz6 megoldésa)
Tekintsiik a

: ()
p() =) (ab —a%) =B

kifejezést, ahol p; (z) polinom! A feladat feltétele alapjan p(1) = 0, p’(1) = 0, és igy tovabb
azt kap}yk hogy az 1 pontban p osszes derivéltja elttinik az N-edikig bezarélag. De ekkor
(1 ~p) it |p1(z), és igy (1 + ) Rk |p1(—=z) adédik, amibsl az ¢ = 1 helyettesitéssel
2 N+11p (—1) = 2k, és ezért k > 2N

A feladat masik részének igazoldsa indukciéval térténhet. N = 1-re 1 +3 = 2+ 2
alapjéan igaz az allitds. Ha k = 2V _re mér vannak a fenti tulajdonsagi aj,b; szdmok, és
ezek mind kisebbek mint a 2M + 1 paratlan szdm, akkor tekintsiik az

al,...,a2N,2M+1—b1,...,2M+1—sz

bl,...,b2N,2M+1—(ll,...,2M+1—G.2N

2N+1 darab paratlan ill. paros szamot. Az indukciés feltevés és a binomidlis tétel alapjan
vildgos, hogy (*) teljesiil j = 1,... N-re. De ugyanez igaz j = N + l-re is, ha ismét
hasznaljuk az indukciés feltevést és a binomidlis tételt.

2. megoldas: (Csérnyei Marianna megoldéasa alapjan)

El&szsr néhany egyszerli megjegyzést tesziink.

A feladat feltételei kozott ott van, hogy a feladatban szerepls paros szamokbél ugyan-
annyi van, mint paratlanokbél (mindkett6bsl k& darab). Amennyiben tetszSleges egész
szam 0-adik hatvinyat 1-nek definialjuk, akkor ez a feltétel tigy is megfogalmazhaté, hogy
az a; szamok 0-adik hatvanyainak Osszege megegyezik a b; szdmok 0-adik hatvanyainak
osszegével.

Az a; és b; szamokat egy c; sorozatba &sszegyfijtve szdmaink eredeti csoportositasat
visszanyerhetjiik, hiszen a paritds alapjin minden szam eredeti csoportja adédik. Az
Ssszefésiilt {Ci}ézl sorozatra a feltételek a kévetkezSképpen irhaték fel:

l
Z(—I)C‘c?=0, ahol n=0,1,2,..., N.
i=1

A bizonyitandé, hogy | = 2k > 2N+ lletve | = 2k = 2N 1! esetén megadhaté megfelel§
{Ci}é=1 sorozat.

A tovabbiakban a feladat két formajat (a két kiilonéallé sorozatra vonatkozé eredeti
format, illetve az sszefésiilés utan kapott sorozatot hasznalé megfogalmazast) felvaltva
hasznaljuk. A fenti jeloléseket (I = 2k, illetve {ci}izl az Osszefésiiléssel kapott sorozat) a
késébbiekben is hasznaljuk.

A feladat masodik része, | = 2%V esetén megfelels tulajdonsigi rendszer konstruk-
ciéja, lényegesen egyszertibb kérdés, mint a k-ra vonatkozé alsé becslés. Megoldasunkat
ennek ismertetésével kezdjiik.
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A fenti 2V 11! szam kozott (N;H) darab ¢ szam lesz, ahol ¢ = 0,1,2,..., N + 1. Hogy
ezen sorozat megfelels, az azt jelenti, hogy

N+1
2, = (N“)i" =D,
1=0 X

tetszéleges N-et meg nem haladé n természetes szamra.

A szita formula alapjan a bal oldal (egy esetleges el6jel véltassal) egy n elemi hal-
maznak egy N + 1 elemi halmazra torténd sziirjekci6it szamolja meg: Az 6sszes (N + 1)™
leképezésbdl | kiszitaljuk” azokat, amelyek esetén a képek a képtér egy i elemi részhalma-
zaba esnek. Mivel a kérdéses esetekben n kisebb, mint N +1, ezért a sziirjektiv leképezések
szama 0-nak adédik. Altaldban a bal oldal értéke (—1)N+1n!S(N+ 1,n), ahol S(N +1,n)
egy méasodfaji Stirling-szdam, egy N + 1 elem halmaz n osztélyba torténdé particiéinak
szama.

Koénnyft ellenérizni, hogy a fenti sorozat elemeihez ugyanazt az s szamot hozzdadva
is megfelel§ sorozatot kapunk. Ebben (N ;H) darab i + s szam all.

Ezek utén a feladat nehezebb részének igazolasara tériink 4t. A feladatban szerepls
allitasnal erdsebbet igazolunk. Belatjuk, hogy 2V | k vagy oV T]

Altalanositsuk a feladatot. Ehhez el6szor jeloléseket vezetiink be. A feladatban sze-
repls {c; }izl sorozatot C' : Z — Z fiiggvénynek fogjuk fel, ahol C(j) a j szdm multip-
licitasa a {ci}£=1 sorozatban. Legyen C a véges tartéju Z — 7 fiiggvények halmaza. (C
tartéja supp (C) = {i €L :C»H)# 0}.) C modulus az egész szamok gyfirije felett. C' € C
esetén legyen |C| = Eiez C(i). (Véges tartéju fiiggvények esetén a fenti 6sszegezésben
szerepld nem 0 tagok szama.) Ha C egy véges sorozatot kédolé fiiggvény, akkor |C| a so-
rozat hossza. Altaldban |C| lehet negativ szam is. Kénnyen adédik, hogy C, D € C és a, 8
egész szamok esetén |aC + SD| = «|C| + S| D|.

Ha a {c,-}li=1 sorozatra a 22.—.1 (=1)%c} hatvanyssszegek n = 0,1,..., N esetén 0-k,
akkor a megfelels C' fiiggvényre

(%) Y (-1)'C(@i" =0, aboln=0,1,...,N.
1€EZ

Legyen Cpy a C fiiggvényhalmaz azon elemeinek halmaza, amelyek kielégitik a (x) feltételt.
Cn egy részmodulus. Ha C egy véges sorozatot kédolé fiiggvény, akkor C' € Cy éppen
azt jelenti, hogy a sorozat (mint a feladatban szerepld péaros és paratlan szamok osszefé-
siiléséb&] kapott sorozat) kielégiti a feladat feltételeit. Belatjuk, hogy tetszéleges C' € Cn
esetén 2V 11 ||C|. Ez nyilvan 4ltalanosabb a bizonyitandénal.

s egész szam esetén legyen Bs : Z — Z, Bs(i + s) = (N;H). Azaz a Bs fiiggveé-

nyek a feladat konstruktiv részének megoldasiban leirt sorozatokat kédolé fiiggvények,
specidlisan Bs € Cp. Tetsz6leges s egész szam esetén |Bs| = 2N+1, Belatjuk, hogy a Bs
fiiggvények a Cy modulus egy bazisat adjik, azaz tetsz&leges C' € Cy fiiggvény felirhaté
Z:‘izl a; Bs; alakban, ahol az «; szdmok egészek. Ebbél adédik allitasunk, hiszen ekkor
10l = i ulBai| = iy es2™ ¥

Legyen C egy tetszdleges fiiggvény Cn-b6l. Azt kell belatnunk, hogy C felirhaté,
mint a B fiiggvények egész egyiitthatés kombinacidja. C # 0 esetén legyen M =
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maX;esupp (€) ¢ € ™M = Min;eqypp (0) &, tovabba legyen l(supp (C)) = M —m+1. (Tehat
l ( supp (C)) a C fiiggvény tartéjat tartalmazé legkisebb intervallum hossza, amennyiben
az intervallum hosszédnak a benne 1évé egész szdmok szamat értjiik. l(supp (Bs)) = N+2.)
Az allitast l(supp (C’))-re vonatkozé teljes indukciéval igazoljuk. l(supp (C)) < N+1
esetén azt igazoljuk, hogy C' = 0. A C € Cy tartalmazds N + 1 feltétel a C-t leir6
C(m),C(m +1),...,C(M), legfeljebb N + 1 szamra. A feltételeket felirva egy linearis
egyenletrendszert kapunk, amely maétrixa egy Wandermonde métrix. Tehdt az egyenlet-
rendszer teljes rangi, azaz csak a C' = 0 fiiggvény elégitheti ki. [ (supp (C)) > N+1
esetén vegyiik észre, hogy [ ( supp (C - C(m)Bm)) < l( supp (C)). Ezek utdn indukciéval
adédik az 4llitas.

A 3. és 4. megoldas bizonyitidsdnak alapdtlete: Csak a feladat nehezebb részét
igazoljuk. A feltételekbsl adédik, hogy tetszSleges legfeljebb N-ed foki p polinomra

! !
Zp(ai) = Zp(bi)-
i=1 i=1

Ha megadunk olyan ¢ egész egyiitthatés, legfeljebb N-ed foku polinomot, amelynek paros
helyeken vett helyettesité51 értékei oszthatok 2 -nel és paratlan helyeken vett helyette-
sitési értékei 2V -nel osztva 1 maradékot adnak (tehat a polinom nem feltétleniil egész
egyliitthatos, de egészek esetén helyettesitési értéke egész), akkor a fenti megjegyzés alkal-
mazasaval nyerjiik, hogy

=0 (mod 2N).

A koévetkezd két megoldas ilyen alacsony foki ,,2-modulus nagyité polinomokat” konstrual.

3. megoldas: (Lakos Gyula megoldasa)

Legyen a egy egész szamokbdl 4ll6, mindkét irdnyban végtelen sorozat (a : Z — 7Z).
Legyen Ag az {g(i +1) — g._(z')}iGZ sorozat. A-t differencia operdtornak szokis nevezni.
a sorozatot d-ed foki polinomidlis sorozatnak nevezziik, ha egy d-ed fokt polinom egész
helyeken vett helyettesitési értékeinek sorozata. Kénnyen bizonyithaté, j6l ismert tény,
hogy a akkor és csak akkor d-ed fokid polinomialis sorozat, ha Aa d — 1-ed foki polinomi-
alis sorozat. Alapétletiink olyan ¢ N N-ed foku polinomidlis sorozat megadasat kivanja,
amelyben szerepls egész szamok felvaltva 0 és 1 értékiiek modulo 2%, Ezt fokszamra, azaz
N-re vonatkozé teljes indukciéval konstrualjuk. N = 1 esetén az z polinom sorozata meg-
felels. Az indukciés lépéshez (g N1t szeretnénk definidlni ¢ N ismeretében) a polinomiélis
sorozatok fenti karakterizdciéjat hasznaljuk. Ez alapjan elég egy Ag N+l N-ed foki poli-
nomialis sorozatot megadni, amelyben szereplé szamok felvaltva 1 és —1 értéket vesznek
fel modulo 2. Ezen sorozatnak megfelel 1 —2¢ N

4. megoldés- (Hajnal Péter megoldasa)
A% pohmom 2- modulus nagyité tulajdonsagi, azaz paros helyeken vett helyet-

tesitési értékei oszthatok 2 -nel és paratlan helyeken vett helyettesitési értékei 2V _nel
osztva 1 maradékot adnak:

Csak a pératlan szamok helyettesitésével kell torédni. Ekkor az

2N—2 2N—3

+1) (2 +1) ... (2% +1) (e +1)(—1)
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polinomazonossag alapjan adédik az allitas.

N

Megjegyezziik, hogy N > 3 esetén x> *is megfelel§ polinom.

A fenti polinom egyetlen hib4ja, hogy a fokszama nagyon nagy. Mi ugyanilyen po-
linomot szeretnénk alacsony (N-et meg nem haladé) fokszimmal. Ehhez irjuk fel poli-
nomunkat az {z(:c -1)...(z—k+ 1)}keN bazisban. Ismeretes, hogy az egyiitthatok a
masodfaja Stirling-szamok lesznek:

2N—l

* > s@¥ T k2@ —1).. . (z - k+1).
k=0

Belatjuk, hogy

N
q(z) = z .S'(2N_1, kx(z—1)...(z—k+1)
k=0

megfelels, azaz j6 polinomot kapunk, ha 22" " fenti felirissban az N-nél nagyobb foka
tagokat elhagyjuk. Az igy kapott polinom nyilvin megfelel6 fokszamu. Csak azt kell
igazolnunk, hogy 2-modulus nagyité tulajdonsiga megmarad. Ezt Ggy bizonyitjuk, hogy
belatjuk az elhagyott tagok egész helyeken vett helyettesitési értékei 2V _nel oszthaték.
Egy elhagyott tag S(2N~1,M)z(z —1)...(z — M + 1), ahol M > N. Ez minden z
egész értékre oszthaté M!S (2N 1M )-mel. Mar lattuk, hogyan adhaté formula ezekre a
szamokra. Ennek felhasznéaldsaval az oszthatésag kénnyen igazolhaté:

e (M N-1

MIS@N M) = Z(—nM“’( " )F 3
1=0

= (—l)M"1 Z <M> = (—1)M'12M—1 =0,

1
1 paratlan

ahol az = jelek modulo 2% egyenléséget jelslnek.

Erkezett 19 megoldas, ebbél j6 2.

Megoldottak: Csérnyei Marianna és Lakos Gyula; 15 megoldas csak a konstrukciot
adja meg; nem értékelhets 2 megoldas.

5. Legyen A az {1,2,...,n} halmaz legalabb 100/n elemf részhalmaza. Bizonyit-
suk be, hogy van olyan négytagi szamtani sorozat, amelynek mindegyik eleme
el6éll az A halmaz két-két kiilsnboz6 elemének dsszegeként.

Megoldas: (Lakos Gyula és Sustik Matyis megolddsa alapjan)

Legyen A az {1,2,...,n} halmaz legaldbb 2k./n elemfi részhalmaza, amely felbont-
haté két diszjunkt részhalmazra B-re és C-te 1igy, hogy |B|,|C| > ky/n legyen (a feladat
szerint k = 50).
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Minden (b,c) € B x C' pérhoz rendeljiik hozza a 2b + c sszeget. Mivel ezeknek a
szama legalabb k?n és 1 < 2b+c < 3n, ezért k > 2 esetén a skatulya elv szerint talalhaték
olyan (b1,c1), (b2,c2) € B x C' pérok, és hogy (b1,c1) # (b2, c2) és

(1) 2b1 + ¢c1 = 2bg + ca.

Ha b; = by (vagy c1 = c2) lenne, abbédl a (by,c;) = (by,c2) kévetkezne, ami
ellentmondas. Ezért, valamint a B és C részhalmazok diszjunkt volta miatt by, cy, ba, co
paronként kiilénb&z8 elemei A-nak.

Tekintsiik a kévetkez8 négy szdmot:
c1 + bs c1 + by cg + ba co + b1

Ez a négy szam nemtrividlis szamtani sorozatot alkot, mivel az 1. és a 2. valamint a
3. és a 4. szam kiilonbsége egyarant by — by # 0, és (1) felhasznalasaval a 2.-bél a 3.-at
kivonva ugyanez adédik:

c1+by —cag—by=(c1 —ca) = (bg —b1) =2(bp — by) — (bp — by) = bz — by

A széamtani sorozat minden tagja két-két kiilonb6z6 elem 6sszege.

Megjegyzés: Amint a megoldasbdl kitlinik, a feladat szovegében szerepls 100-as szdm
4-re csokkenthet6.

Erkezett 12 megoldas, ebbdl j6 6.

Megoldotték: Balogh Jézsef, GySry Maté, Lakos Gyula, Pér Attila, Sustik Matyas,
Ujvary-Menyhért Zoltan; kissé hidnyos Abért Miklés és Waldhauser Tamas megoldasa;
részeredményeket ért el vagy nem értékelheté 4 megoldas.

6. Bizonyitsuk be, hogy minden véges haromszogmentes graf bedgyazhato feszitett
részgrafként egy véges haromszogmentes 2 4tmérsji grafba.

1. megoldas: (Balogh Jézsef és Waldhauser Taméas megoldasa)
Feltehetd, hogy a feladatbeli haromszogmentes G graf egyszerti. Minden maximaélis

(nem bévithets) F fiiggetlen halmazhoz vegyiink fel egy 4j, vp pontot (ezeket ,Gj pon-
toknak” nevezziik, szemben G pontjaival, amelyeket ,régi pontoknak” hivunk). Ezenkiviil
legyen z egy ,zarécsics”. G’ csticshalmaza tartalmazza a régi, az j pontokat és a zaré-
csticsot. G’ tartalmazza G éleit és ezeken kiviil pontosan az alabbiakat: z-t kossiik dssze
az 8sszes Gj ponttal és a vp ) pontot kossiik 6ssze az F-beli (régi) pontokkal. Belatjuk,

hogy az igy kapott véges graf megfelels.
G nyilvan feszitett részgraf.

Tetszoleges 1j csics és a zaré csics szomszédsaga is fiiggetlen, igy haromszég nem
tartalmazhat j csiicsot, illetve nem tartalmazhatja a zarécsticsot. Azaz haromszdget csak
régi csticsok alkothatnak. Mivel G haromszdgmentes, ezért G’ sem tartalmaz haromszdget.

Az, hogy G’ barmely két csticsa legfeljebb 2 tavolsagra van egymast6l, a kivalasztott
két cstics tipusa alapjan megkiildnboztetett esetek vizsgdlataval lathaté be:
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1. eset: zar6écsics-régi pont. Minden régi pont (r) benne van egy F' maximalis fiiggetlen
ponthalmazban. Ekkoz zvpr egy 2 hosszi ut.

2. eset: zar6cstics—ij pont. A definicié alapjan 8sszekotott pontok.
3. eset: Gj pont—ij pont. A zarépont kizbeiktatasaval egy 2 hosszi 1t vezet koztiik.

4. eset: 1ij pont-régi pont. Legyen v az Gj pont és r a régi pont. Ha r € F, akkor készen
vagyunk. Ha r ¢ F', akkor F' maximalitdsa miatt F'U {r} nem egy fiiggetlen halmaz, azaz
tartalmaz egy rs élt (s € F'). Ekkor vpsr egy 2 hosszi tt.

5. eset: régi pont-régi pont. Ha a két pont dsszekostott, akkor készen vagyunk. Ha az 7 és s
régi csticsok nem 6sszekstottek, akkor egy F' maximalis fiiggetlen halmaz tartalmazza eze-
ket. (Minden fiiggetlen ponthalmazt tartalmaz egy nem bévithetd fiiggetlen ponthalmaz.)
Ekkor rvps mutatja, hogy r és s tavolsaga 2.

Megjegyezziik, hogy tetsz&leges régi pont nincs 8sszekétve a csicsponttal, igy tavol-
saguk pontosan 2. Tehat G’ atmérdje pontosan 2.

2. megoldas: (Jiittner Alpar és Maréti Miklés megoldasa)

Feltehetd, hogy G egy legaldbb harom csicsi egyszerii graf. G minden &ssze nem
kotott w, v pontparjara vegyiink fel egy zy,» 0j csticsot, amelyet kossiink ossze u-val és
v-vel. Legyen G’ az igy kapott graf. G’ haromszégmentes egyszer( graf, amely feszitett
részként tartalmazza G-t. Vegyiik azon hdromszégmentes egyszerd grafok halmazat, ame-
lyek ponthalmaza V (G'), és tartalmazzak G'-t részgrafként. Ezen halmazban legyen G”
egy a részgraf rendezésre nézve maximalis elem. Azaz G’ megkaphat6 G'-bél a kovetkezs
telitési eljarassal: a haromszégmentesség megtartasaval addig kotiink ssze eddig ssze
nem kotott csiicsokat G'-ben, amig lehetséges. Belatjuk, hogy a véges G” graf megfelels.
Definiciéja alapjan G’ haromszégmentes.

G feszitett részgraf. Elég belatni, hogy G’ bévitésénél nem kotottiink ossze két G-beli
csticsot. Csak 6ssze nem kotott csticsokat kotottiink dssze és a bévitésnél vigyaztunk arra,
hogy ne keletkezzen haromszog. gy valéban nem kéthettiink dssze G-beli u és v ponto-
kat, hiszen ha nem 6sszekotottek, akkor a kdztiik vezets él hozzdadasa egy haromszoget
alkotott volna az {u, v, y,v} halmazon.

G"" legfeljebb 2 atmérgjti. Indirekt médon tegyiik fel, hogy az u és v csiicsok tavol-
saga legalabb 3. Ekkor G”-t az uv éllel bévitve nem kapunk haromszoget. Ez ellentmond
G" maximalitdsanak. Ha G 4tmérdje nem pontosan 2, akkor G teljes graf, ami a harom-
szogmentesség miatt nem teljesiilhet, ha G-nek legalabb harom pontja van.

Megjegyzés: A Zorn lemma egyszer(i alkalmazasaval mindkét megoldas kiterjeszthets
végtelen grafokra. Jiittner Alpar megjegyzi, hogy a 2. megoldas kiterjesztése a végtelen
esetre azt is bizonyitja, hogy egy végtelen graf beagyazhaté a feladatnak megfelelGen egy
ugyanekkora szamossagi grafba. Amennyiben nem szabunk hatart azon graf nagysiganak,
amelybe a bedgyazas torténik, akkor adott grafméret esetén univerzilis graf (azaz olyan
graf, amelybe tetszéleges adott méret(i hiromszégmentes graf beadgyazhaté) is megadhaté.

Erkezett 29 j6 megoldas.

Megoldottak: Abért Miklés, Balogh J6zsef, Barat Janos, Benkd David, Csornyei
Marianna, Dombi Gergely, Elekes Marton, Fleiner Balazs, Fleiner Tamés, Goldman Jiilia,
Gyéry Maté, Harcos Gergely, Hegediis Péal, Imreh Csanad, Jarai Antal, Jiittner Alpar,
Kiironya Alex, Lakos Gyula, Maréti Miklés, Matolcsi Méaté, Pal Ambrus, Pete Gabor,
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Pér Attila, Réti Géza, Sustik Matyas, Szabé Szilard, Tichler Krisztian, Ujvary-Menyhart
Zoltan, Waldhauser Tamaés.

7. Legyen R olyan asszociativ gy(ir(i, amelyben egyetlen nem 0 elem négyzete sem
0. Bizonyitsuk be, hogy ha z1,z3,...,2, € R és z123 - -z, = 0, akkor ugyanezen
elemek barmely méas sorrendben vett szorzata is 0.

1. megoldas: (Fleiner Tamas és Maré6ti Miklés megoldasa alapjan)

Legyen z1,z2,... € R tetszdleges. Akkor

(1) z1z2 =0 = (z0z21)% = zo(z122)T1 = 2021 = 0 = xox1 = 0.
Ezt tobbszor alkalmazva
(2) z1z2z3 = 0= z2(T12223) = (T22172)73 = 0 = x3(2T27122) =0 =

z1(z3z22122) = (T1732271)72 = 0 = z2(71237221) = 0 = (z221232221)23 =

(.’1:2:1:1.’1:3)2 =0 = ox123 =0:

(1)-ben z9 helyett z3...zn-t irva latjuk, hogy szorzat zérus voltat tényezéi ciklikus
permutéciéja nem valtoztatja. (2)-ben z3 helyett z3...zn-t irva ugyanezt nyerjiik az
els6 két tényezs transzpondlasara vonatkozéan. Mivel 1, ..., n teljes permutaciécsoportjat
(12...n) és (12) egyiitt generélja, zérus szorzat tényezSinek barmely permutaldsa utén is
zérus marad.

2. megoldas: (Dombi Gergely és Matolcsi Maté megoldasa alapjan) Legyen z1,z2,23 € R
tetsz&leges. Akkor

(1) z1z2 =0 = zoz; = 0 (l4sd az el6z6 bizonyitést),

(2) z122 =0=> :E3(:L‘1:1:2) = (a:lzcg):v;; =0,

3) z1z2 =0=> (fl!lillazg)z = z1z3(x271)T3T2 = 12302372 = 0 = 12372 = 0,

azaz szorzat zérus voltan nem valtoztat, ha tényezdi elé, kézé, vagy utan tovabbi tényezé-

ket irunk. Ha s1,s92,...,8n € R, 8183 ---8np =0, maz 1,2,...,nszamok egy permutacidja,
és s = S17827 *+* Snr, akkor 8™ tartalmazza az sy, s, ..., sp tényezdket ilyen sorrendben,

valamint koztiik és esetleg el6ttiik és utanuk tovabbi tényez&ket; ezért s™ = 0. Ekkor azon-
k k
ban s = 0, kiilonben s2,s%,...#0,és 2 > n-rea0=s5"-s2 ™ =52 # 0 ellentmondast

kapnank.

Erkezett 29 megoldas, ebbdl j6 27.

Megoldottak: Fleiner Tamads, Jiittner Alpar, Pal Ambrus, Pete Gabor, Waldhauser
Tamas (6k megjegyezték, hogy bizonyitdsuk birmely zéruselemes félcsoportra is j6); to-
vabba Abért Miklés, Balogh Jézsef, Benks David, Csérnyei Marianna, Dombi Gergely,
Elekes Marton, Fleiner Baldzs, Goldman Jilia, Gyéry Maté, Harcos Gergely, Hegediis
Pal, Imreh Csandd, Jarai Antal, Lakos Gyula, Matolcsi Maté, Mar6ti Miklés, Pér Attila,
Réti Géza, Sustik Matyas, Szabé Szilard, Ujvary-Menyhart Zoltan, Vérés Zoltan; nem
értékelhets 2 megoldas.

8. Legyen P véges részbenrendezett halmaz, melyben van legnagyobb elem és ez a
minima&lis elemek halmazanak egyetlen fels§ korlatja. Igazoljuk, hogy barmely f :
P™ — P monoton fiiggvény megkaphat6 g(z1,z2,...,2Zn,c1,...,Cn) alakban, ahol
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¢; € P és g monoton idempotens fiiggvény P-n (g idempotens, ha g(z,z,...,z) =z
minden z € P-re).

Megoldas: (Benks David, Pér Attila és Ujvary-Menyhart Zoltan megoldédsa alapjan)

Ha P egyelemfi, a feladat allitasa trivialis. Tegyiik fel, hogy P legalabb kételemi. Je-
lolje 1 a P legnagyobb elemét. Legyen cy,...,cm a P minimalis elemeinek egy felsorolasa.
Tekintsiink egy tetsz&leges f n-véaltozés monoton fiiggvényt P-n. Definidljuk a kévetkezd
g : P"™ — P fiiggvényt:

Fl@is:v.5%n)y  Da (Wyeesasyin) = (C1y:5.55Cm)
9(z1,-- -, Zn,Y1,---,¥m) =¢ 1, ha (y1,...,ym) > (c1,--.,cm)
Y1, kiilsnben.
Legyen

A={(Z1,..-,@n, Y15+, ¥m) : W1s-.,¥m) = (c1,...,0m)} € P*T™,
B == {142 5%nsWhi05 51 %m) 2 [Whivevsgm) 3oty soesom)} C ot

és C = P™™ \ (AU B). Mivel A,B és C paronként diszjunkt halmazok és uni6juk
P g 6l definialt. Vildgos, hogy g(x1,...,Zn,c1,...,em) = f(21,...,2n) tetszbleges
z1,...,Zn € P esetén.

Figyeljiik meg, hogy g az A, B és C halmazok mindegyikére megszoritva monoton.
Az A és C olyan részhalmazai P"T™-nek, melyek barmely elemmel egyiitt az &sszes nala
kisebb P™t™_beli elemet is tartalmazzak. Ezért g monotonitasihoz elég megmutatni,
hogy tetszéleges s € AUC és t € B elemekre, ha s < t, akkor g(s) < g(t). Ez viszont
g(t) = 1 miatt teljesiil. Tehat g monoton.

A P-re kirétt feltétel miatt P™*™ (1,1,...,1)-t6l kiilsnboz6 konstans elemei C-be
esnek, és mivel P legalabb kételemi (1,1,...,1) € B. Ezért g idempotens is.

Erkezett 14 megoldas, ebbdl j6 6.

Megoldotta: Benks Dévid, Fleiner Tamds, Lakos Gyula, Maréti Miklés, Pér Attila és
Ujvary-Menyhart Zoltan; kissé hidnyos Abért Miklés, Balogh J6zsef, Csérnyei Marianna,
Goldman Jilia és Waldhauser Tamds megoldédsa; nem értékelhets 3 megoldas.

9. Egy sikbeli P,..., P, nem feltétleniil kiillsnb6z6 pontokb6l 4all6 pontsorozatot
kigyézonak neveziink, ha P; és P;y; tdvolsdga legalabb 1, és a P; P;y; szakaszok fel-
véaltva vizszintesek ill. fiigg&legesek. Konstrualjunk olyan kompakt halmazt, amely-
ben van akdrmilyen hosszi kigy6z6 sorozat, de nincs ilyen zar6d6 sorozat (amelyre
tehat P,, = P; valamely i < m-re).

1. megoldas: (Ujvary-Menyhart Zoltan megoldasa)
Legyen f3 egy irraciondlis szim a (0, %) intervallumbél. Vegyiink fel egy derékszogii
koordinatarendszert (vizszintes és fiiggéleges tengelyekkel) és benne a kivetkezd pontokat:

A0;8); B(%:3+8); ¢(3,0); D(1,3);
E(2;0); F(3;1); G(2;2); H(3;3);
1(0;2); J(1;3);
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A kompakt halmaz legyen az AB, CD, EF, GH és 1J szakaszok unidja, jeloljiik ezt K-val.
34 /
94

1

172 /

B 14 c
>

Ebben vegyiink egy pontot az IJ szakaszrél. Etté] vizszintesen a GH szakasznak pontosan
egy pontja helyezkedik el, pontosan 2 tavolsigra, nincs mas pontja K-nak vizszintesen.
Fiiggdleges iranyban az AB vagy a CD pontjai lehetnek, de mindkettének csak legfeljebb
1 pontja (legalabb 1 tavolsigra). A GH szakasznak egy pontjatél vizszintesen az IJ egy
pontja, fiiggslegesen az EF egy pontja van, mindketts 2 tavolsagra. Az EF egy pontjatol
vizszintesen az AB egy pontja illetve a C'D egy pontja helyezkedhet el, de az is lehet, hogy
egyetlen ilyen pont sincs (egyébként ezek a tavolsagok is legaldbb 1-ek), fiiggSlegesen pedig
a GH egy pontja helyezkedik el (ez 2 tavolsigra van). Az AB egy pontjatél vizszintesen
legalabb 1 tavolsagra az EF pontosan egy pontja van, fiiggslegesen pedig az TJ szakasznak
pontosan egy pontja. Ugyanez all a C'D szakasz pontjaira is.

Nézziik meg, hogy mi térténik, amikor elindulunk egy kigy6zé sorozattal EF egy
pontjabdl fiiggsleges irdnyba. Legyen ez a pont a (2+a,a) pont, innen a GH egy pontjat
kapjuk, a (2+a,2+a) pontot (0 <a <1 volt). Innen vizszintesen csak az I.J egy pontja
van, mégpedig az (a,2+a) pont. Itt a < g esetén az AB szakaszon tudjuk csak folytatni,
a> 7 esetén csak a C'D szakaszonon, a = 7 esetén valaszthatunk.

(1) Az AB-on folytatédik: az (a,a + () pontba jutunk, innen csak az EF szakasz
(2 + a + B,a + 3) pontjaval folytatédhat a sorozat.

(2) A CD szakaszon folytatédik a sorozat: az (a,a — %) pontba jutunk, innen csak
az EF szakasz (24+a—1,a—1 pontjaval folytatédhat a sorozat.
2 2

Ebben a K ponthalmazban nincsen zar6dé sorozat. Ha ugyanis lenne ilyen, akkor
ennek sziikségképpen lenne pontja az EF; GH és 1J szakaszokon. fgy induljunk az EF
egy (2 + a,a) pontjabdl fiiggsleges irdnyban. (Ilyen kell legyen egy z4r6dé sorozatban.)
Innen indulva azonban az EF szakasznak a (2+a+k‘ﬂ—é- %; a+k-B—1C- %) alakid pontjait

kaphatjuk meg, ahol k és £ nemnegativ egészek, és mindig amikor wjra visszajutunk az EF
szakaszra (k+£) értéke 1-gyel nagyobb lesz, mint az el6z6 E F-on levé pont esetében (vagy
a k vagy az ¢ értéke nétt 1-gyel, a masik nem valtozott, a korabbiak alapjan). Viszont
ekkor nem kaphatjuk vissza az (a + 2,a) pontot, mivel ekkor:

a+2+k-,6’—€--;—=a+2 és a+lc-,3—£-%=a
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lenne, ami ellentmond f irracionalitasanak.

K-ban van végtelen hosszii kigy6zé sorozat; mivel EF egy tetszéleges pontjabol
fiiggSlegesen indul a sorozat mindig folytathaté (és sosem zarédik).

2. megoldas: (a kitiizé és Maréti Miklés megoldasa) Legyen C a szokasos Cantor—féle
triadikus halmaz. C-nek a pontjai egyértelmtien felirhatjuk a harmas szamrendszerben

a=0,a1a2...

alakban, ahol az a; szamjegyek mindegyike 0 vagy 2. Elgszor igazoljuk, hogy megadhat6
olyan f : C' — C folytonos fiiggvény, hogy f semmilyen iterdltjinak sincs fix pontja.
Legyen pl. f(1) = 0, ha pedig « triadikus alakjaban az elsé 0 szamjegy az an, akkor
legyen f(a); = 0 minden 1 < j < n-re, f(@), = 2, egyébként pedig f(a); = a; (j > n-
re); masszoval az elsé 0 el6tti ketteseket kmullazzuk az elsg 0 helyett 2-est; irunk, és
minden mas jegyet valtozatlanul hagyunk. Vilagos, hogy f folytonos. Megmutatjuk, hogy
f semmilyen iteraltjanak sincs fix pontja.

Legyenek az o triadikus kifejtésében az mj-edik, ng-edik stb. helyeken é&llé jegyek
a zérus jegyek (sorrendben), és el8szor tételezziik fel, hogy o kifejtésében a 0 végtelen
sokszor szerepel. Ekkor

n1—1
N
fl@)=0,0---02 apy41--+,
ny—2
N
FP(@)=0,20---02 an,41-,
n;—3
N
F®(a) =0,020---02 an 41+,
111—3

i S—
f(a)=0,220---02 apny 41+,

ng—1
£ (@) =0,2 2 Octguer +++,
ezért, az nj-edik jegy f(J) ben = 2 minden 1 < j < 2™-re, mig ugyanezen jegy = 0 az
a-ban, tehat ilyen j-kre f() (a) # a. Most
ng—1
f(2ﬂ1+1)(a) = 0,m2 Ong4l s
ny—2

n ’d\-\
F2 142 (0) =0,20---02 ang1++»

3-—1

SO () 20,8720 a4t -
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ezért, az ng-edik jegy f(j)—bg-:n = 2 minden 2™ < j < 2™ 42"2-re, mig ugyanezen jegy = 0
a-ban, tehét ilyen j-kre f(])(a) # a. Ezt az eljarast folytatva kapjuk, hogy f(J)(a) #a
barmely j-re. Ha a-ban csak véges sok 0 szerepel, az igazolas hasonléan torténik.

Alljon marmost a K halmaz az f fiiggvény grafjabol, valamint a

(2,0)(3,1), (2,-2)(3,-1), (0,=2)(1,-1)

szakaszokbdl. Jelsljiik ezen részeit K-nak rendre Kj, K3, K3 és Ky-gyel (1d. az 4brat)!
Megmutatjuk, hogy ez a K megfelel a feltételeknek.

\ 4

Megmutatjuk, hogy zar6dé kigy6zé sorozat nincs K-ban. Kénnyen lathatsé, hogy
ha Py,...,Pm egy kigy6z6 sorozat amelyre P; = (z;,y;) € K1 és a PjPj;1 szakasz
vizszintes, akkor a Pji4 pont z koordinitija megegyezik a P; pont y koordinatsjaval,
azaz T4 = y;. De y; = f(x;), ezért az z;14 = f(x;) Osszefiiggéshez jutunk. Marmost
a pontsorozat zarédasa ekkor az f egy iterdltjdnak egy fixpontjdhoz vezetne, marpedig
ilyen nincs. Ha a P;Pj;q, P; € K szakasz fiiggsleges, akkor a sorozatot forditva felirva
a fenti gondolatmenet alkalmazhaté.

Végiil megmutatjuk, hogy van viszont végtelen kigyézé sorozat. Valéban, K; bar-
mely pontjabél felvéaltva vizszintesen ill. fiigg&legesen elmehetiink el6bb K5 egy pontjaba,
majd egy K3-beli, egy Ky-beli, és végiil djra egy K)-beli pontba (alkalmazzuk a fenti
megfontolast P; és P4 koordinatairdl és azt, hogy f a Cantor halmazt énmagaba képezi
le); és innen az eljarés iterdlhatd, ezért K-ban van végtelen kigy6zé sorozat.

Megjegyzés: Ha van zar6dé kigyézé sorozat, akkor persze van végtelen is.

Erkezett 17 megoldas, ebbsl jé 11.

Megoldotta: Abért Miklés, Balogh Jézsef, Benké D4vid, Csérnyei Marianna, Elekes
Marton, Fleiner Balazs, Harcos Gergely, Lakos Gyula, Matolcsi Maté, Pér Attila, Ujvary-
Menyhart Zoltan; kissé hidnyos Maré6ti Miklés megoldasa; nem értékelhets 5 megoldas.

66



10. Legyen X = {X,, X»,...} megszdmldlhat6 halmaz a térben. Mutassuk meg,
hogy van olyan {ax} pozitiv sorozat, hogy a tér barmely Z ¢ X pontjira igaz
az, hogy a Z pontnak az {Xi, Xs,..., X} halmaztol vett tavolsaga legaldbb ax
végtelen sok k-ra.

Megoldas: (t6bb versenyzé megoldésa)

Legyen ri, > 0 olyan kicsi, hogy az Xi, -, X; pontok kéré irt r; sugard Dr, (X1),
...y Dry, (X)) gombék mind diszjunktak, és még kéveteljiik azt is meg, hogy 741 < ri/2
fennalljon. Allitjuk, hogy az {ro,73,...} sorozat, azaz a; = rr+1 megfelels (figyelem, ez
az eltolt sorozat! Ez a triikk az egészben!)

Legyen Z egy tetszéleges pont a térben, és tegyiik fel, hogy a Z pontnak az
{ X, Xgyeo5 Xk}

halmaztél vett tavolsdga kisebb, mint ap, minden k£ > ky. Azt kell megmutatnunk, hogy
Z megegyezik valamelyik X;-vel. Minden k > ko-ra Z benne van a

k
U DTL-+1 (Xj)

=1

halmazban, és ez az r; vélasztdsa miatt egyben azt is jelenti, hogy létezik egy és csakis

egy olyan jx(Z) € {1,2,...,k} index, hogy Z € Dy, (Xjk(Z) . Vegyiik észre, hogy

Dy, (Xjk(Z)) még a Dr;, (Xg41) gombtdl is diszjunkt, és ez utébbi tartalmazza a
Driy2(Xk+1) = Dapgr (Xk+1)

gombot. Tehat Z nem lehet eleme a Dr,,(X;), 7 # jx(Z2), 1 < j < k + 1 gombok
egyikének sem, igy fenn kell 4llnia a ji41(Z) = jx(Z) egyenlSségnek. Tehét van egy olyan
jz index, hogy jx(Z) = jz minden k > ko-ra igaz. Ez viszont azt jelenti, hogy Z minden
k-ra benne van az X, kériili ri4; sugari gémbben, de ez ri4; — 0 (k — oco) miatt azt
jelenti, hogy Z = X;,, amivel az allitast igazoltuk.

Erkezett 22 megoldas, ebbdl j6 20.

Megoldotta: Abért Miklés, Balogh Jézsef, Benké David, Csérnyei Marianna, Elekes
Marton, Fleiner Balazs, Fleiner Tamas, Gyéry Maté, Harcos Gergely, Hegediis Pal, Jarai
Antal, Jiittner Alpar, Lakos Gyula, Maréti Miklés, Matolcsi Méaté, Pete Gabor, Pér Attila,
Sustik Matyas, Tichler Krisztidn, Ujvary-Menyhart Zoltan; kissé hidnyos Pal Ambrus
megoldéasa; nem értékelhetd 1 megoldas.

11. Egy kor keriiletén vegyiink fel 2n diszjunkt ivet és 4llitsuk parba azokat. Az
egyes parokat egy téglalap alaki szalag odaragasztdsaval osszekotjiik. A ragasztés
torténhet ugy, hogy a kor és a téglalap egyiitt korgytrtivel homeomorf alakzatot ad,
és tigy is, hogy Mobiusz-szalaggal homomeomorf alakzatot ad. Az utébbit csavart,
az el6bbit nem-csavart ragasztdsnak mondjuk. Definidljunk egy n x n-es (A;;)
matrixot a kdvetkez6 médon: legyen A;; = 1, ha az i-edik téglalap odaragasztésa
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csavart, és legyen A;; = 0, ha az nem-csavart. Legyen A;; = 0, ha a kdrvonalnak van
olyan ive, mely az i-edik téglalap mindkét odaragasztott oldalat tartalmazza, 4m a
Jj-edik téglalap odaragasztott oldalaival nincs kizs pontja; ellenkez6 esetben legyen
A;; = 1. Legyen r az (A;;) matrix rangja a kételemi test felett, és k az n darab
téglalap korlaphoz ragasztasaval nyert felillet peremkoreinek a szdma. Igazoljuk,
hogy n =k+7r-1.

1. megoldas: (Lakos Gyula megoldasa)

Vonatkoztassunk el a topolégiai formatél, és tekintsiik az alapobjektumunkat mint
egy korvonalat, melyen van 2n lyuk, ezek parba vannak allitva és az egy parban levék
széleit az dbran lathaté médok valamelyike szerint kotjitk ossze:

X" ¥ Y X

XY XY

(itt B-nél nem szdmit, hogy alul vagy feliil van a keresztezés, csak az a lényeg, hogy egy
lyuk adott vége a megfelels mdsik lyuk melyik végével van osszekistve)

Ezutan egy ilyen 4brahoz természetes médon hozzarendeljiik a k szamot, mint az
objektum &sszefiiggé komponenseinek szamat, illetve az (A;;) matrixot (ezt persze csak
lyukak felsoroldsinak sorrendjéig egyértelmfi, mely a matrix rangjat nem befolyasolja.)
Egy A illetve B tipusi lyukparhoz természetes médon hozzarendelheté egy transzforma-
ci6: az A esetben az alapkér Y'Y’ (jobboldali) ivét tiikrézziik a vizszintes tengelyre, a B
esetben szintén a jobboldali, Y X' ivet tiikrozziik a vizszintes tengelyre.

,’B” X 4

Vilagos, hogy a k szam invarians az ilyen transzformacickra. Az (A;;) matrix kovetke-
z8képpen valtozik a fenti transzforméciék soran (a lyukak megfelels sorrend{ felirdsaval):
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0|1 110 0 0]1 1/0...0 1(1 110 0
i | 1 if
C D || C+1 D | o D | C+1 D
1 1 1
0
0 0 0

Itt 1 a csupa egyesekbél 4ll6 megfelel6 méret{i matrix. Az ,,A” transzformacié esetén
n és a rang valtozatlan marad (az utébbi azért, mert az Gj matrix agy adédik a régibdl,
hogy az elsé oszlopot hozzdadjuk a C blokk oszlopaihoz). A ,,B” transzforméaciénal n és
a rang is eggyel csokken. Osszességében az n — (k + r — 1) mennyiség invarians mind az
»A” mind a ,,B” tipusi transzformaciék soran.

Most bevezetiink egy specialisabb ,,C” tipusii transzformaciét is. Ez A tipusi lyuk-
parokra alkalmazhaté, de csak akkor, ha semelyik maésik lyukparral sem keresztez&dik:

XY Xy

'\

0[0...0
0
; =
,,,,, R
X Y XY 0

Ebben az esetben k eggyel csokken, n 1-gyel csékken, a matrix rangja invarians.
Vilagos, hogy az n — (k +r — 1) mennyiség most is invaridns. A bizonyitandé az, hogy ez
az ,A”, ,B”, ,,C” -invaridns n — (k + r — 1) mennyiség mindig 0.

A bizonyitas torténhet n szerinti teljes indukciéval.

n = 0-ra az allitas trivialis.

n > 1 esetén: Ha van csavart ragasztas, akkor ,,B” tipusi transzformaciéval n — 1-re
vezetjiik vissza.

Egyébként ,,C” tipusi transzforméciéval prébéalkozunk, ez n — l-re vezet vissza.

Ha sem ,,B” sem ,,C” tipusii transformaciéval nem prébalkozhatunk, akkor egy

»A”-transzforméacié utan biztos lehet ,B” transzformaciét alkalmazni és ezzel n — 1-re
vezettiik vissza.

2. megoldas: (Hegediis Pal bizonyitasa)

Definidljunk egy F» feletti V vektorteret a kévetkezSképpen: V = {H (T s N
n}}, Hy,Hy € V esetén legyen Hy + Hy = Hy A Hy (szimmetrikus differencia), 1- H = H,
0-H = 0. Ez kézismerten vektortér lesz, dimenziéja n. Most képzeljiik gy, mintha
V elemei olyan halmazok lennének, amelyek elemei a téglalapjaink koziil valék. (Vagyis
megszamozzuk a téglalapokat, miként a feladat is teszi.) Legyen B = {{1}, L2 s {n}}
a standard bazis V-ben. Az A matrixot képzeljiik tgy, mint egy ezen a vektortéren
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haté transzformaciét ebben a bazisban felirva. H € V tetszdleges, ekkor HA € V az
a halmaz, amelynek azok a téglalapok az elemei, amelyek paratlan sok H-belit metszenek
(i-edik metszi az i-ediket, ha csavart a ragasztisa, az i-edik metszi a j-ediket (i # j),
ha az A;; = 1 esetet leiré allapot teljesiil). A dimenziétételt felirva azt kapjuk, hogy
n = r + dim (Ker A), igy elég azt belatni, hogy dim (Ker A) = k — 1. Képezziink minden
peremkorhéz egy halmazt a kovetkezé médon: ¢ € H, ha az i-edik téglalapnak pontosan
egy oldalat tartalmazza a peremkoér. Legyenek ezek a halmazok Hj,...,H;. Ekkor a
kovetkezd harom allitas szolgaltatja a kivant eredményt:

1. Néhény kiilonboz6 H; 6sszege csak ugy lehet (), ha az dsszeset dsszeadjuk.

2. HHA=0, i=1...k esetén.

3. HA =0 esetén 3\; € Fy, hogy H = Y F_| \H;
Valéban, 1. miatt dim(H; : ¢ = 1,...,k) = k—1, 2. miatt H; € Ker A, i = 1,...,k,
3. miatt' KerA C (Hy 2 i=1,..., k)

1. bizonyitdsa: E:.;l H; = 0, hiszen igy minden téglalap mindkét oldalat pontosan
egyszer szamoltuk. Ha pedig néhany H; 6sszege 0, az azt jelenti, hogy az 4ltaluk érintett
téglalapokat elhagyva olyan feliiletet kapunk, amelynek a peremkérei elkeriilik a perem
egy részét (ti. az elhagyott téglalapok ragasztdsi pontjait), ez pedig képtelenség.

2. bizonyitdsa: Egy téglalap a kor keriiletét két részre osztja, egy belsére, és egy
kiilsére. (Ezek az elnevezések akkor hordoznak szemléletes jelentést, ha megprébaljuk a
sikba invertélni a feliiletiiket, erre nekiink most nincsen sziikségiink, hivhatnank a két
keriiletdarabot A-nak és B-nek is.) Tekintsiik most az i-edik téglalapot. Ekkor a j-edik
téglalap egy pereme pontosan akkor valt kiils6rél a belsére (vagy forditva), ha metszették
egymast a téglalapok, vagyis A;; = 1. Ez i # j-re nyilvanvals, de i = j-re is pont ezt
jelenti a csavart/nem csavart ragasztas. H; A = () azt jelenti, hogy H; minden téglalapot
paros sokszor metsz, de ez teljesiil is a fentiek miatt, vagyis egy peremkért tetszélegesen
irdnyitva, ha egy téglalap bels6 oldalardl indul (belsé teriiletrészérél, de nem feltétleniil a
téglalap valédi oldalarél), akkor oda is érkezik meg, igy paros sokszor metszi. (Ugyanigy,
ha kiils6rél indul, kiilsén is ér véget, hiszen eleje = vége.)

3. bizonyitdsa: Ezt n-re vonatkozé indukciéval latjuk be. n = l-re maga a feladat
allitasa is trividlis, miként ez az &llitds is. Most tegyiik fel, hogy n — l-re méar igaz,
be fogjuk latni, hogy n-re is igaz, és ezzel teljessé tessziik az egész bizonyitast. Legyen
H € V olyan, hogy HA = 0, vagyis H minden téglalapot paros sokszor metsz. Tegyiik
fel el&szor, hogy |H| < n. Ha most van olyan téglalap, hogy a két él (oldala) kiilénb&z&
peremkoérhoz tartozik, és nem eleme H-nak, akkor hagyjuk el ezt a téglalapot, a két
peremkor Osszeolvad az 1j feliileten, az indukci6 szerint H = ) A\;H;. Ha itt a H;-k
kozott szerepel ez az 6sszeolvadt peremkér 1 siillyal, akkor minden silyhoz 1-et adva
szintén eldallitasat kapjuk H-nak 1. szerint, és ez elGallitasa lesz neki az eredeti feliileten
is. Ha nincsen ilyen téglalap, akkor vegyiink egy olyan téglalapot, ami nincs H-ban, ekkor
ennek mindkét oldala ugyanahhoz a peremkérhoz (legyen ez az €. peremkér) tartozik.
Ennek a megfelel6 halmaza legyen H,. Hy minden eleme olyan téglalap, amelynek egyik
éle az ¢ peremkorhoz tartozik, a masik pedig egy masikhoz, igy H, minden eleme eleme H-
nak is. Vagyis H + Hy-nek van olyan nem-eleme, aminek a két éle kiilsnb6z6 peremkérhoz
tartozik, vagyis az el6zek szerint H + Hjy benne van (H;|i = 1...k)-ban, de igy H is
benne van. Maradt az az eset, hogy H = {1,2,...,n}. Hamost k > 1, akkor |H+ H;| < n,
igy H+Hy € (H;|i=1...n), vagyis H € (H;|i=1...n). Igy mar csak azt kéne belétni,
hogy k = 1 esetén H = {1,2,...,n} nem tud mindent paros sokszor metszeni. Szinezziik
ki a keriiletet (kor keriiletet) két szinnel, igy hogy a szomszédos ivek kiilonb6zé szintiek
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legyenek, és a ragasztasi pontok valasszak el egymastél az iveket. fgy kapunk 2n ivet, n
azonos sziniit. Mivel minden élet a tébbi téglalap (az 6sszes téglalap egyiitt) paros sokszor
metsz, igy minden él két végpontja azonos szint ivre esik, igy egy egyik szini ivrél indulé
peremkér nem mehet a4t masik szin ivre, vagyis legalabb két peremkér van, ellentétben
a feltételezéssel. Igy az az eset nem allhat fenn, a bizonyitast teljessé tettiik.

3. megoldés: (a kit{iz6 megoldasa) Irjuk fel az F,dF par homologikus egzakt sorozatét
(minden homolégia Zo f6l6tti).

Hy(F) — Ha(F,0F) — H1(0F) — H1(F) — H1(F,8F) — Ho(8F) — Ho(F)
Innen kovetkezik, hogy a kévetkezs sorozat egzakt:

0= Z& 1 o H\(F) = H\(F,0F) = Zx1 =0
A definidlt A;; métrix tulajdonképpen a
Hy(F)® H\(F) = Z,
metszési matrix. A Poincaré-dualitas folytan a kévetkezs parositds nem elfajulé:

HI(F)®H1(F,3F) — Zy

A fenti egzakt sorozatbdl kovetkezik, hogy a
H\(F)® Hi(F) — 22

parositas k — 1 rendben elfajul6, azaz a rangja n — k + 1.
Tehdt r=n—k+ 1.

Erkezett 19 megoldas, ebbdl j6 14.

Megoldotta: Abért Miklés, Benks David, Csérnyei Marianna, Elekes Marton, Fleiner
Tamés, Gy6ri Maté, Harcos Gergely, Hegediis Pal, Jarai Antal, Lakos Gyula, Maréti
Miklés, P4l Ambrus, Pér Attila, Waldhauser Tamas; kissé hidnyos Balogh Jé6zsef, Fleiner
Balazs, Pete Gabor, Sustik Matyas és Ujvary-Menyhart Zoltdn megoldésa.

12. F(z) legyen ismert eloszlasfiiggvény, az 7y, s . . . valészintiségi valtozok legyenek
fiiggetlenek a kozos F'(x —19) eloszlasfiiggvénnyel, ahol ¥ az ismeretlen, dgynevezett
eltolasi paraméter. Nevezziik az eltolasi paramétert ,,jol becsiilhetének”, ha létezik
¢ pozitiv konstans gy, hogy barmely ¢ > 0-hoz megadhat6 a szdmegyenesen olyan
¢ Lebesgue-mértékii E Borel-halmaz (konfidencia halmaz”) és olyan t,(z1,...,Zn)
(n =1,2,...) Borel-mérheté fiiggvény, amelyekkel barmilyen 9 esetén

P —ta(m,...,n) EE)>1—e"°" (n > no(e, F)).

Igazoljuk, hogy
a) ha F nem abszolit folytonos, akkor az eltolasi paraméter ,j6l becsiilhets”,

.



b) ha F' abszolit folytonos és F' folytonos, akkor nem ,,j6l becsiilhets”.

Megoldas: (a kitiz6 megoldasa) A co,c1,... és Ko, K1,... betiik mindig pozitiv, csak
F-t8] fiiggs konstansokat fognak jellni.

a) Mivel F(z) nem abszolit folytonos, tetszéleges ¢ > 0-hoz létezik olyan x(z)
folytonos fiiggvény, amelyre

X(.’I)) =0, ha |1L‘| 2> Ko,

0<x(x) <1,
IR

—00

/ " Ak = o

Legyen h(z) = ffooo X(u — x) dF(u). Ez 0-ban nagy,
(1) h(0) 2 co,

de altalaban kicsi: az £ = {:c : h(—z) 2 ¢ /3} halmaz Lebesgue mértéke legfeljebb 3¢/cp,
— tulajdonképpen ¢ helyett coe/3-at kellett volna venniink; az hogy E mértéke legfeljebb
€ és nem pontosan, nyilvan lényegtelen, hiszen tetszélegesen kibgvithetd, — ugyanis

/_Zh(z)dz:/_ix(z)dz/_z dF(z) < e.

A h(z — 9) fiiggvényt a hn(z) = (1/n) E:’zl x(m; — ) statisztikdval prébaljuk
becsiilni. Ez folytonos, *oo-ben elting fiiggvény, van tehat egy legkisebb érték, ahol
felveszi a maximumait; legyen ez t = t(n1,...,mn). A x(n; — z) fiiggvények egyenls
mértékben val6 egyenletes folytonossagabdl konnyen kovetkezik, hogy ez mérhetd fiiggvény
lesz. P(¥ —t € E) nyilvan fiiggetlen 9-t6l, feltehetjiik tehat, hogy ¥ = 0. Be fogjuk latni,
hogy ebben az esetben

(2) max Ihn(:z:) - h(w)l < cp/3,

—oo < T <00

ha elhagyunk egy, a feladatban szereplé exponencialisan kis valésziniiség(i eseményt. Ha
pedig ez fenndll, akkor specidlisan

| (0) = h(0)| < co/3,
tehdt (1) és ¢ definicidja alapjan
hn(t) > hn(0) > 2co/3.

De ismét (2) miatt ebbdl
h(t) > co/3,
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és E definici6ja szerint
(9—t)€E,

és készen lesziink.

Ami (2)-t illeti, nagy z-re trividlisan becsiiliink. Mivel x(z) eltiinik |z| > Ko-ra,

3) 0<ha@ < S 1 (k2 K),
|7:|=>K1—Ko
() 0<h@ < [ dF() < cof9 (o] > K1),
|u|>K1—Ko

ahol Kj-et az utols6 egyenlétlenségnek megfelelGen elég nagynak rogzitjiik.

A megmarad6 (—Kjp, K1) intervallumot m szamu fix z; osztépontokkal felosztjuk
gy, hogy mindegyik részben mind hn(z), mind h(z) oszcilliciéja legfeljebb co/9 legyen.
Ez x(z) egyenletes folytonossaga alapjan pusztan téle, tehat tulajdonképpen e-tél és F-t6l
filggs m-mel megvalésithaté. Kapjuk, hogy

(5) . |hn(z) = h(z)| < 2¢0/9 + max |hn(z)) = h(z1)|.

A hidnyzé becslések a Bernstein egyenl6tlenséghdl kovetkeznek, (1. példaul Rényi:
Valészinfiségszamitas):
Ha &y, ..., &n fiiggetlen valésziniiségi valtozok, 0 < ¢; < 1, akkor

1 n
P (; ;(& - B;)
ha0 <6< 1.

Alkalmazva ezt 6 = cg/9-cel a

E_{l) hal"h‘|2K1"K0,
~ 10, kilsnben

> 6) < 2¢~5'n/4

valtozékra, amelyek varhaté értéke f|1|> Ki—Ko dF(z) < ¢o/9, adédik, hogy

1 —cin/324
= < >1- 0
P(n E 1<2¢/9)>1—2e ;
|ni|>K1—Ko

és (3)-mal és (4)-gyel dsszevetve

(6) P(lzr?;%l |hn(z) — h(z)| < co/3) > 1 — 26 0™/324,

Alkalmazva a Bernstein egyenl6tlenséget 6 = cg/9-cel a & = x(n; — ;) véltozdkra,
amelyek varhaté értéke ffooo x(u — z;)dF(u) = h(z;),

P(|hn(z1) = h(z)| 2 co/9) < 2e™0"/324,

P(m,ax |hn(z1) = h(z1)| 2 c0/9) < 9me—con/324
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és (5)-tel 6sszevetve
P( max |hn(a:) - h(x)l < co/3) >1- Ime~on/324
|z| <Ky
Figyelembevéve (6)-ot is

P( max |hn(:c) - h(:c)l < c0/3) >1-2(m+ l)e'-c‘z’"/324 >1- e~ con/325

—oo<Lz<oo

n > ng(e, F) esetén, mivel m csak e-tél és F-tél fiigg. Eppen ezt allitottuk.

b) Legyen Py az n dimenziés térben az (n,...,7mn) 4ltal generalt valészinfiségi
mérték. Az éllitas tagadasa gy is irhaté, hogy

Py(t7H(~E-9)) >1-e""

minden Y-ra. (—E -9 tiikkrozést és (—9)-val val6 eltolast jelent, ~! inverz képzést.) A bizo-
nyitds gondolatmenete lényegében az lesz, hogy felhasznaljuk ezt ¥ = 0-ra: Py (t—l(—E ))

”nagy”, ebbél levezetjiik, hogy elég kis ¥-kra Py (t_l(—E')) is "nagy” lesz, majd megmu-
tatjuk, hogy alkalmas ilyen ¥ = 9o-lal Py, (t7* ((~E)N(~E—10))) "kicsi” lesz, de ekkor
nem lehet Py, (t_l(—E - 190)) is "nagy”, hiszen az egyiittes Py, mérték legfeljebb 1.

f(z) := F'(z) folytonossaga alapjan kénnyen megadhaté olyan H halmaz és co
konstans, hogy

(M) f@=9)>e 3 f(a)

minden z € H és || < cy esetén, tovabba

(8) : /H f(z)dz > e /2,

Mivel Py sfirtiségfiiggvénye H?=1 f(z; — 9), ebbél kévetkezik, hogy minden A C H"
halmazra

9) Py(A) > e~ 1M3Ry(4) (9] < c2).
Legyen p a val6s tengelyen a kovetkezd mérték:
n(X) = Po(H" nt™'(X)),

és x(z) a —FE halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ekkor

w(=E)N (=E - 9)) = / il 9 i
/ u((—B) N (~E - 9)) dd = | E|u(~E).
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(] itt a Lebesgue mérték.) Van tehat olyan |Jg| < cg, amelyre
(10) p((=E)N (=E = 9)) < |E|u(=E)/(2c2) < p(~E)/2
feltéve, hogy € = |E| < c2. Ekkor

u((=E)\ (=E = ¥0)) > u(-E)/2.

Alkalmazzuk (9)-et 9 = Jg-lal és A = H* Nt~ ((—E) \ (—E — 9g))-lal. Tudjuk az
indirekt feltevésbsl, hogy Py (t~'(—E)) > 1—e~“'™. Ebbél

Po(A) = “((—E) \(-E- 190)) >u(-E)/2= PO(H" ﬂt_l(—E))/2 >
> (Po(H™) + Py = bt (=E)) —1)/2 > ("% —e™%'") /2
felhasznélva (8)-at is. (9) tehat azt adja, hogy

Pﬂn(A) Z e—cl‘n/3(e—cln/2 oy e_cm)/Z.

Tudjuk azt is, hogy Py, (171 (—E —9g)) > 1 — e~ *'™. Mérpedig A és t "' (—E — %)
diszjunktak, tehat

1> Pgo(A) b Pi’o (t_l(—E _ 190)) > (e—5¢1n/6 - e—4c1n/3)/2 F1oe 1"

e—5c1n/6 < 91" +e—4cln/3 < 36—1:111,

ami elég nagy n-re ellentmondés.

Erkezett 3 megjegyzés, j6 megoldas nem.
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