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EGYVALTOZOS REKURZIV FUGGVENYEK

CSIRMAZ LASZLO

Az egyvaltozés rekurziv fiiggvények egy jellemzését adjuk meg. Az érdekes, és a
Church-tézissel — marmint hogy minden egyaltalan kiszamithato fiiggvény rekur-
ziv — Osszevetve kiilonosen meglepd tétel Julia Robinsontol szarmazik. Mivel kiza-
rélag természetes szamokon értelmezett fiiggvényekkel foglalkozunk, ezt kiilsn nem
fogjuk hangsilyozni. A természetes szamok halmazat w-val jeloljiik.

A rekurziv fiiggvények sok ekvivalens definici6ja koziil azt védlasztottuk ki,
ami az ELTE egyetemi elGadasaiban is szerepel; a bizonyitast kis faradsaggal at
lehet alakitani hogy tetsz6leges méas definiciéval is mikédjon. A hasznalt formalis
definiciét a bizonyitds soran fel fogjuk irni.

A tétel kimondasat néhany definiciéval készitjiik el6. Legyen I az (egyvaltozos)
identitasfiiggvény, S az, ami minden természetes szamhoz annak réktvetkezjét ren-
deli, végiil E az excess (rdadas) fiiggvény, ami azt mondja meg, hogy argumentuma
mennyivel nagyobb az alatta levs legnagyobb négyzetszamnal:

I(a)=a, S(@)=a+1l, E(a)=a-— [\/5]2 minden a € w-ra.

Tegyiik fel, hogy az f : w — w fiiggvényre Range (f) = w. Ekkor beszélhetiink f
inverzérdl:

fa)=min{bew : f(b) =a}.

Legyen S az egyvaltozos f : w — w fiiggvényeknek az a legsztikebb osztalya,
amelyre

(i) az I, S valamint E fiiggvények elemei S-nek;
(ii) ha f és g € S, akkor 0sszegiik és kompozici6juk is S-beli;
(iii) ha f € S értékiil minden természetes szamot felvesz, akkor f~! € S.

1. Tétel (Julia Robinson tétele). S éppen az egyviltozés rekurziv fiiggvények
halmaza.

Bizonyitds. A tételnek azt a felét, hogy az S-beli fiiggvények rekurzivak, gya-
korlatképpen az olvaséra hagyjuk, csak azt bizonyitjuk, hogy minden egyvaltozés
rekurziv fiiggvény S-ben van.



A bizonyités dtlete hogy a tébbvaltozés rekurziv fiiggvényeket egyvaltozésakkal
wkodoljuk,” és a rekurziv fiiggvények felépitésére vonatkoz6 indukciéval megmutat-
juk, hogy ezek a kédok mind S-beliek. A kédolas definicidjat azzal kezdjiik, hogy
egy sor fiiggvényr6l megmutatjuk, hogy eleme S-nek.

El&szor is vegyiik észre, hogy ha f € S és k > 1 egész szdm, akkor f-et k-szor
énmagéahoz adva az ad6dé6 k- f fiiggvény ugyancsak S-beli. Ezt az észrevételiinket
a tovabbiakban minden megjegyzés nélkiil hasznaljuk.

Mivel az E fliggvény értékkészlete w, azért E~! € S, tovdbba a € w-ra
E'2)=a?>+2a 68 E'(2a-1)=a’*+2a-1.

Az ESE~'(I+1) figgvény mint S-beli fiiggvények dsszege és kompoziciéja ugyan-
csak eleme S-nek és értéke az a € w helyen

E(1+ E7'(2a)) = E(1 + a® + 2a) = 0.

Igy az azonosan nulla fiiggvény is eleme S-nek, jeloljiik ezt Fp-lal. Ekkor S o Fp
azonosan 1, és 4ltaldban S* o F{) az azonosan k értéket veszi fel, és persze ezek is
S-beliek.

Tetszbleges a, b € w szdmokra

E7'(2a+2b)+3a+b+4=(a+b)>+(2a+2b)+(Ba+b+4) =
=(a+b+2)’+a—-b=
=(a+b+1)>+3a+b+3,

és ez mindig kisebb (a + b+ 3)*-nél. fgy a > b esetén
E(E7'(2a+2b)+3a+b+4) =a—b.

Az f és g egyvéltozés fiiggvények , kilonbségének” nevezziik, és f © g-vel jeloljiik
a kovetkez§ fliggvényt:

E(E7'(2f +29)+3f + g +4).

A kordbban mondottak alapjan az azonosan 4 értéket felvevs fiiggvény eleme S-
nek, tehét ha f és g is S-beli, akkor f © g is az. Ennek a ,kiilénbség” fiiggvénynek
az értéke az a € w helyen persze csak akkor lesz az f(a) és g(a) értékek kiilonbsége,
ha f(a) > g(a), egyébként valamilyen més értéket vesz fel.

Mivel a® + 2¢ > 2a minden a € w-ra, azért az S-beli E~'(I + I) és (I +I)
figgvények ,kiilonbségének” értéke az a helyen a?, s mivel a ,kiilénbség” is S-ben
van, a négyzetfiiggvény eleme S-nek. Innen adédik, hogy S-ben van az alabbi eldjel
fiiggvény is:

0 haz=0
- 2\, 2 )
B = BIECE ve {1 egyébként.



Az E~1 fiiggvény értékét ismerjiik, ebb6l konnyi latni, hogy

0 ha a péaratlan,

iy 3
ol { 1 ha a péros.

Kovetkezésképp minden természetes szam elGall 2E(b) + ESSE~!(b) alakban, igy
ennek a figgvénynek inverze ugyancsak S-beli, és

5] =E'(2E+ESSE) €.

Ebbél mér kozvetleniil adédik, hogy S zart a szorzdsra: ha f, g € S, akkor

Pty [(f+9)2—f2—ng e

2

Legyen a — b értéke a—b ha a > b, 6s 0 ha a < b. A kordbban definidlt /&1 € S
fiiggvény értéke minden a > 1 helyen a — 1, am a = 0-ra

001=E(E"'(0+2)+0+1+4)=E(@8)=4,

ezért 1© 1 és x — 1 kiilonboz6 fiiggvények. De (z © 1)-b6l megkaphatjuk (z —1)-et,
ha az el6bbit sgn (x)-szel szorozzuk:

z=-1=sgn(z)(z61),
tehat ez is S-beli. Ha most z € w négyzetszam, akkor az S-beli

E(x~

sq(x)=[ 5

1)] + sgn (x)

fiiggvény értéke éppen = négyzetgyoke, tehat
[\/5] =sq(z0 E(z)) €S

A tobbvaltozos fiiggvények kodoldsdhoz sziikségiink lesz a ,rendezett par”
fogalméara. A 7 ,parosit6” fiiggvény w és w? kozott egy olyan izomorfizmus, melyre
7 és mindkét inverze ,koénnyen” szamithaté. Ennek a kovetelménynek megfelel a

(a+b)(a2+b+1) o

7(a,b) =

fiiggvény. m rdadasul monoton: ha a < ¢ és b < d, akkor 7(a,b) < 7w(c,d). A
korabbiak szerint f, g € S esetén 7(f,g) € S is fenndll, hiszen 7(f,g)-t f-bol és
g-bol bsszeaddssal, szorzdssal és az [x/2] fliggvénnyel kaphatjuk meg.



Jelolje K azt a figgvényt, ami a m(a, b) értékhez a-t, L pedig azt, ami 7 (a, b)-
hez b-t rendeli. Mivel 7 izomorfizmus w? és w kozott, ez egyértelmtien definislja
K-t és L-et. Egy kis szdmolassal ad6dik, hogy

K(a) =a- [_[__M ]_1] . Dlaye [[—VSGH ]_1] — K(a).
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Mivel [z/8] = [[[z/2]/2]/ 2] , azért K S-beli fiiggvényekbdl kompozici6 és kiilonbség
képzéssel 4ll eld, tehat maga is S-beli, s természetesen ugyanez 4ll L-re.

Definidljuk most n > 1-re az w™ és w kozotti 7, izomorfizmust a kovetkezs-
képpen. Legyen 7, az identitds, n > 1-re pedig

Tt 16205 - 595 8n) = T(FRl@0; - s i85 ), Tn).

fgy példaul mp = 7 és m3(a, b, c) = m(m(a,b),c). Legyen még i < n-re K* a m,-nek
az i-edik koordinatara vonatkozé inverze, azaz minden z € w-ra

L= W"(Kg(x)’ Sy :—l(z))

Persze K} az identitds, K2 és K? pedig a fent definialt K és L fiiggvényekkel esik
egybe. n-re vonatkoz6 indukci6éval konnyen ad6dik, hogy egyrészt fo, ..., fn_1 €S
esetén 7, (fo, ..., fn-1) € S, masrészt hogy az tsszes K fiiggvény S-beli. Val6ban,
ez ut6bbihoz megjegyezziik, hogy K"t = L€ Sési <n-re K" = Kl'o K.

Most mar megadhatjuk a bizonyit4s elején igért kédoldst. n > l-re az n-
valtozés f fiiggvény kédja legyen az

F(z) = f(K3(),- .., Kn_1(2))

egyvéltozés fiiggvény. Persze egyvaltozés fiiggvény kédja sajat maga. A tétel bizo-
nyitandé6 fele azonnal kvetkezik az aldbbi allitasbol.

2. Allitds. Minden rekurziv fiiggvény kédja S-beli.

Ennek bizonyitisit természetesen a rekurziv fiiggvények felépitésére vonatkozé
indukciéval végezziik a kivetkezs definiciét hasznalva.

Definicié. A rekurziv fiiggvények R halmaza a természetes szamokon értelmezett
fiiggvények legsziikebb osztélya, ami teljesiti a kovetkezs feltételeket:
(i) A kovetkez6 fiiggvények elemei R-nek: az tsszeadds és szorzas (mint kétval-
tozés fliggvények), az n-valtozés I™(zg,...,Tn—1) = x; projekciéfiiggvény,
végiil az aldbbi K. fiiggvény:

0 haa<hb,

o clobye { 1 egyébként.



(ii) R zart a kompoziciéra, azaz ha g € R és i < n-re h; € R, akkor f(x) =

g(ho(x),...,hn-1(x)) € R.

(iii) R zart a p-operaciora, azaz ha az n + 1-véltozés g(x,u) R-beli és minden

X € w"hez van olyan u € w, amivel g(x,u) = 0, akkor pug(x,u) =
0 % min {u€w : g(x,u) =0} szintén R-beli.

Els6ként azt kell latnunk, hogy a 2. allits igaz az alapfiiggvényekre. Az IT
projekci6fiiggvényekre ez azzal ekvivalens, hogy K' € S. Az 8sszeadds és szorzés
esetén a megfelel§ egyvaltozos fiiggvények K(z) + L(z) illetve K(z) - L(x). Ezek
S-beliek, mivel K, L € S és S zart az dsszeadédsra és szorzéasra. A hidnyzé K<
esethez vegyiik észre, hogy

a+b+2 haa>b,
[VE-T(2a+2b) +3a+b+4] = {a+b+1 i
ahogyan azt a fiiggvények ,kiilonbségének” definidlasakor lattuk. Ezért

0 haa<hb,
1 egyébként.

[\/E‘1(2a+26)+3a+b+4] —(a+b+1)={

Itt a, b helyébe K (z)-et, L(x)-et irva éppen a K (K(z), L(z)) fiiggvényt allitottuk
el6.

Ma4sodjara azt kell latnunk, hogy ha a 2. 4llitds teljesiil az m-valtozés g-re
és 1 < m esetén az m-valtozos h;-re, akkor ez a bel6likk helyettesitéssel kaphato
n-valtozos

F) ¥ g(ho(x), .- -, hm-1(x))

fiiggvényre is 4all. Jeloljiik a fiiggvényekhez tartozé egyvaltozos kédokat a megfelels
nagybettivel. Az indukciés feltevés folytdn G és i < m-re H; is S-beli, és ekkor

F(2) = f(K§ (@), ... Ki_1(@)) = 9(Ho(@),. .., Hm1(2)) =
= G(mm(Ho(2),. -, Hn-1(2)))

valéban S-beli a 7,,-16l tett kordabbi megéllapitdsunk alapjan.

Végiil legyen g : w™t! — w olyan fiiggvény, hogy minden x € w"-hez van
u € w, amivel g(x,u) = 0. Legyen még G a g-nek, F' pedig az f(x)défuu g(x,u)=0
fiiggvénynek kédja. Ha = = m,(zo,...,ZTn—1), akkor a g-re tett kikdtésiink éppen
azt jelenti, hogy van u € w, amivel G(r(z,u)) = 0. A 7, bijekci6 w™ és w kozott,
ezért minden z € w-hoz talalhaté u € w, hogy G(7(z,u)) = 0, és persze

F(z) = puG(r(z,u)) =0.

fgy a 2. 4llitashoz azt kell belstnunk, hogy G € S esetén F € S. Ehhez nézziik az
(:v, G(7r(z, u))) alakd parokat, amint z és u egymastol fiiggetleniil dtfut w elemein.
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A péarok kozott az dsszes olyan el6fordul, ahol a mésodik tag 0, igy az y = 7(z,u)

jeloléssel a H(y) = def m(K(y),G(y)) fiiggvény értékkészlete tartalmazza az Gsszes
m(z,0) alakt szdmot. Mivel 7 még monoton is, azért rogzitett € w-ra a (z,u)
értékek koziil a minimdlis olyan, amire G(w(a:,u)) = 0 teljesiil, megegyezik a

w(x,min {u €w : G(m(z,u) = 0}) =z, F(2))
értékkel. Kovetkezésképp
min {y € w : H(y) = 7r(a: 0)} =
= min {w(z,u) tu€Ew 6 G(m } m(z, F(z)),
tehat
F(z) = K(n(z,F(z))) = KH*(n(z,0)).
Tudjuk, hogy H S-beli, azért ennek alapjén F' is S-beli volna, ha tudndnk, hogy
H~! € S. Ennek feltétele, hogy H értékkészlete az tsszes szdmot tartalmazza. Ez
azonban nem feltétleniil van igy, mindossze azt tudjuk garantalni, hogy a w(z,0)
alakt szamok elemei Range (H)-nak. Ezért legyen
def H(y)s ohaz=0,
Hix(g2) {7r(y,z) egyébként.
A 7 bijekci6 w? és w kozott, tehat ez egyértelmtien definialja a H' fiiggvényt,
rdaddasul Range(H') = w. A H' a 7(z,0) értéket csak tgy veheti fel, ha argu-
mentuma 7(y,0) alakd és még H(y) = w(z,0). Vagyis H' ! (n(z,0)) = 7(y,0) és
y = H~'(n(z,0)). Tehat H~'(r(z,0)) = KH'~*(n(z,0)), ezért
F(z) = KH '(n(z,0)) = KKH'"'(n(z,0)).
igy annak bizonyitasara, hogy F' € S elég latni, hogy H' € S. Ez pedig példdul
H'-nek az alabbi felirdasabol kovetkezik:
H'(z) = z-sgn (L(z)) + (1 — sgn (L(z)))-H(K(z)).
Ezzel a 2. allitast és igy Julia Robinson tételét is igazoltuk. W

Laszlé Csirmaz: Recursive functions of one variable

The ezcess function, defined on non-negative integers, gives, for each n, the excess
over the largest perfect square below n, i.e. n — [\/1_1]2 If f maps natural numbers
to natural numbers, and takes all possible values, then the inverse of f is also
defined, and at place n takes ¢ if ¢ is the smallest argument for which f(i) = n.
We prove the following nice theorem of Julia Robinson. Consider the smallest

set S of functions from natural numbers into natural numbers with the following
properties:

(i) the identity, the successor and the excess functions are in S,

(ii) S is closed under composition and taking inverse.
Then S is the set of recursive functions of one variable.
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AZ ISMERETLEN ISMEROS
Algebrai geometriarél — nem algebrai geométereknek

KOVACS SANDOR

A magyar matematikai életben az algebrai geometria egyedi helyet foglal el. Szinte
mindenki tud a létezésér6l, de kevesen ismerik behatéan, — amolyan ismeretlen
ismerdsként él kozottink. Az utébbi években az érdeklgdés megnstt irdnta, bér
a magyar nyelv{i irodalom tovdbbra is igen minimalis. [8] az algebrai gorbék el-
méletérdl irt kitiing munka, azok szdmaéra, akik komolyabban érdekl6dnek a téma
irdnt, feltétleniil ajanlott. [13] az algebrai geometridnak a Fermat-sejtés bizonyitd-
sdban jatszott szerepét mutatja be. [16] az algebrai geometria egyik legfontosabb
alaperedményérsl, a Riemann—-Roch tételr6l sz6l6 igen részletes iras.

Léssuk mi is az az algebrai geometria valéjaban. [7] bevezetésként igy ir réla:

»Az algebrai geometria két mediterran kultirabol szarmazo otletek
keveréke. A pozicié és forma gordg mivészete az arab tudomény egyen-
letek megoldéséara kifejlesztett szamitdsainak kodntosébe bijtatva. ... Az
algebrai geometria a geometriailag hihet6 és az algebrailag lehetséges ko-
zotti finom egyensilyt tanulmanyozza. ... ”

Ezt a jelenséget szépen mutatja be Bezout tétele. Ez azt 4llitja, hogy a komplex
projektiv sikon egy m-edfoki és egy n-edfoki gorbének — megfelel6 multiplicitassal
szamolva — mn metszéspontja van. Néhdany példa megvizsgédldsa utan ez az allitas
nyilvanvalénak ttinik, de a preciz bizonyitds komoly el6készilleteket igényel.

A legf6bb problémét az jelenti, hogy nem teljesen vilagos, hogy mit kell érteni a
ymegfelel6 multiplicitds” kitételen. Elvarhat6, hogy ez a ,multiplicitas” titkrozze a
metszéspont multiplicitdsit az egyes gorbéken, azaz, hogy ha példdul a metszéspont
az egyik gorbének p-szeres, a masiknak g¢-szoros pontja, akkor ez a ,multiplicitds”
legalabb pq legyen. Ugyanakkor azt is elvarjuk, hogy példaul egy kort érinté egyenes
és a kor metszéspontjat kétszeres multiplicitdssal szamoljuk. Ezeket figyelembe véve
lathatjuk, hogy mér az egy nehéz feladat, hogy ezt a bizonyos ,multiplicitast”
definidljuk.

A ,multiplicitast” klasszikusan a gorbék perturbacidjaval szokds definidlni,
azaz megmutatva, hogy létezik olyan perturbaci6, amely a grbéket igy mozgatja
el, hogy a metszéspontok egyszeresekké valnak, igy a kérdéses ,multiplicitas” ezen
egyszeres metszéspontok szdma. Ekkor még hatra van annak bizonyitédsa, hogy
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az igy adé6dé szam egyértelmi. Ez elég faradségos és Bezout tétele messze nem
nyilvanvalé.

A probléma algebrai megoldasa a helyes ,multiplicitast” egy megfelelGen vé-
lasztott vektortér dimenziéjaként adja meg. Ezek utan a munka nagy része abban
rejlik, hogy beldssuk, hogy ez az absztrakt médon definialt ,multiplicit4s” val6ban
megfelel azoknak a kévetelményeknek, amelyeket jogosan elvarunk. Val6jaban még
ennél is tobb igaz. Bizonyithato, hogy csupan egyetlen értelmes definici6 adhato,
azaz speciélisan ez a definicié megegyezik a perturbaciok segitségével kapottal. Az
algebrai definiciét kbvetve azonban Bezout tétele mar kénnyen ad6dik.

Az algebrai geometria — az eddigieknél kicsit pontosabban, bar kevésbé kolts-
ien fogalmazva — polinomokkal definidlhaté alakzatokkal foglalkozik. Targya geo-
metria, eszkozei algebraiak. Mindenki szdmdra ismerds példa a kipszelet, vagyis egy
masodfoku sikgérbe, azaz a sik azon pontjainak halmaza, melyek koordinétéi kie-
légitenek egy adott kétvaltozés méasodfoki polinomot. A kipszeletek osztélyozasa
elemi példat szolgdltat az algebra szerepére egy geometriai kérdés megoldédsaban.

Az érdeklods [8] bevezetGjében taldl egy rovid torténeti dttekintést, amelybdl
— az olvasé kényelme kedvéért — idézek egy részt:

. Az algebrai gorbe egy f(z,y) = 0 polinommal definidlt sik-
gorbe. Ezek vizsgalata a X VII. szdzadban kezd6dott. Ekkor azonban még
nem beszélhetiink az elmélet kialakuldsarél. Az els6 komoly eredményeket
a XIX. szdzad hozta, az analizisb&l indulva. Algebrai fiiggvényeket sze-
rettek volna integralni. A tobbértékiséget kikiiszobolends a fiiggvényt a
komplex sik helyett a fiiggvény Riemann feliiletén értelmezték, ami egy
algebrai gorbe volt. fgy Abel, Jacobi, Riemann és Weierstrass az analiti-
kus elmélet megalapoz6i. A szdzad vége felé a geometria keriilt elGtérbe,
a nagy geométerek, Clebsch, Brill, Max Noether mitkédése nyomén, akik
a sikgorbék elméletét lényegében lezart fejezetté tették.

Szazadunk elején a feliiletek vizsgalata folyt a legintenzivebben. Itt
elsGsorban a nagy olasz geométerek, Castelnuovo, Enriques és Severi nevét
kell megemliteni.

A téargykor dtalakitdsat, nagyon nagy mennyiségli kommutativ al-
gebra alkalmazdsdval Zariski és Weil végezték el a negyvenes években.
Ezzel egyrészt preciz bizonyitdsokkal helyettesitették elGdeik geometriai
heurisztikdjat, masrészt nagyon komoly 4j eredményeket értek el. A fo-
galmak még messzebb mend altaldnositésa, és szadmos 1) technikai eszkoz
bevezetése fliz6dik Grothendieck nevéhez. Az6ta ezen fegyvertar alkalma-
zasaira helyezik a f6 hangsilyt, és szdmos régi problémaét sikeriilt megol-
dani. A témakor jelenlegi legkival6bb miivel6i koziil talan Kodaira, Serre,
Hironaka, Mumford, Bombieri és Dellgne nevét érdemes leginkdbb meg-
emliteni. ... ”

Ezutén a 70-es, 80-as évek torténete roviden a kdvetkezs: a 60-as évek végére
a modern alapokat lefektették, majd a gorbék és feliiletek elméletét az Gj mod-
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szerekkel jra kidolgoztdk. A feliiletek osztdlyozédsdban az in. minimdlis modellek
kaptak kozponti szerepet. A 3-dimenzi6s sokasdagok rendszerezése azonban ekkor
még atlathatatlanul bonyolult feladatnak tiint, és hamar vildgossa valt, hogy a fe-
lilletekével teljesen analég minimélis modell elmélet nem létezik. 1972-ben Iitaka
vetett fel néhdny merész sejtést magasabb dimenziés sokasagokrol. Az litaka dltal
javasolt utat kovetve Ueno bizonyitotta az elsd struktiratételt 3-dimenzids sokasa-
gokrol 1977-ben.

A nagy attorést 1980 hozta meg. Mori 1j dtletek bevezetésével megtette az els
lépéseket egy — a feliiletekéhez hasonlé — minimélis modell elmélet kifejlesztése
felé. Ugyanebben az id6ben Reid definidlta a minimaélis modelleket, és feltételezve
létezésiiket, azok szamos hasznos alkalmazédsara hivta fel a figyelmet.

A 80-as évek végére a 3-dimenziés sokasagok minimalis modell elméletét teljes
mértékben kidolgoztdk. A legjelentGsebb eredmények Kawamata, Kollar, Miyaoka,
Mori, Reid és Shokurov nevéhez ftiz6dnek.

Ezen irds célja a gorbék, feliiletek és 3-dimenziés sokasagok osztalyozdsanak
véazlatos ismertetése. Igy tehat a cikk cime valamelyest félrevezetd, azaz nem az
algebrai geometria egészérdl lesz sz6, hanem (csak) osztédlyozési eredményekrél.
Az algebrai geometria (egyik) alapproblémaja az algebrai varietdsok osztalyozésa,
tehét ez a megszorits azért széles teret hagy az elmélyedésre.

Végiil, miel6tt a lényegre térnénk, egy menteget6zés: algebrai geometriarél ne-
héz kozérthetGen irni, mert rengeteg definici6 sziikséges a korrekt targyalashoz. gy
a kovethet&ség kedvéért a pontos definici6k helyett szamos helyen csak kozelit
fogalmat prébalok adni arrél, amire sziikségiink van. Ebben az esetben a kulcs-
sz6 melletti * mutatja, hogy a fiiggelékben tovabbi informéci6 taldlhaté az adott
fogalomrol, de ez sem éri el feltétleniil az dltalaban megktvetelt szigort.

A cikk néhédny feladatot is tartalmaz, amelyek megolddsédhoz a fiiggelékben
utmutatast taldl az olvasé.

Ko6szonetnyilvanitids. Szeretném megkoszonni Badics Tamaésnak, Erdés Lész-
l6nak, Kollar Janosnak, Kovacs Annamaéaridnak, Mayer Richardnak, Palfy Péter
Pélnak, Ronyai Lajosnak, Szab6 Tibornak, Szenes Andrasnak és Tihanyi Timeé-
nak hasznos észrevételeiket, javaslataikat és tandcsaikat. Sok hibatél 6vtak meg és
az irds szinvonala lényegesen javult segitségiik eredményeképpen.

1.§ Alapok

Polinomokkal definidlt alakzatokkal foglalkozunk. Ha ezt egy nem algebrailag zart
test felett tessziik, akkor bizonyos jelenségeket nem tudunk kielégitéen megmagya-
razni, és a sokfelé dgazo esetek kezelése rendkiviil nehézkes. Természetes tehat a
komplex szamok teste felett dolgozni. Ez részint megkonnyiti a dolgunkat, de sok-
kal fontosabb, hogy egyes dllitdsok nem is teljesiilnének, ha nem algebrailag zart
test felett tekintenénk Gket.



Egy masik fontos észrevétel, hogy néha latszélagos kiillénbségeket fedeziink fel,
amikor val6jadban csak figyelmen kiviil hagytuk az alakzatok viselkedését a végte-
lenben. Az eredmények gyakran egyszeriibbek, ha projektiv geometridban mondjuk
ki 6ket. Erre egy ismert példa a kupszeletek osztalyozasa. Mig hagyomdnyosan 3
affin, nem elfajulé kipszeletrsl tanulunk (ellipszis, hiperbola, parabola), azok pro-
jektiv geometriai szempontb6l csupdn abban kiilonbéznek, hogy az idedlis egyenest
hany pontban metszik. Itt érdemes megemliteni, hogy az ellipszis és a hiperbola
mar affin ekvivalensek is, ha a komplex test felett dolgozunk.

1.1 Definicié. Az n-dimenzids komplex projektiv tér, CP", a komplex szdmokbol
alkotott rendezett (n + 1)-esek halmaza, kivéve a (0,...,0)-t, ahol két rendezett
(n + 1)-est azonositunk, ha egymads skaldrszorosai, azaz CP" = (C**! — {0})/ ~,
ahol minden 0 # \ € Cre

(Zosti e T ) o NE o, = 2 5 AT )
Az (zg,...,T,) € C**! pontot tartalmaz6 ekvivalencia osztalyt (zg : ... : x,) fogja
jelolni.
Legyen most U; = {(zo : ...: z,) € CP™ | z; # 0}. Kénnyen lathat6, hogy a
(f)i :C" — CP"
Wias <3 Un) B2 AN s 5 10000 s )

leképezés* egy kolcsondsen egyértelmt megfeleltetés C* és U; kozott. Igy az is
l4that6, hogy CP™ egy n-dimenzi6s komplex! differencidlhaté sokasag.
Kovetkezs 1épésként szeretnénk polinomok zérushelyeit definidlni. Ehhez els6-
sorban le kell sztikiteni a megengedett polinomok halmazat, hiszen egy tetsz&leges
polinom esetleg eltiinik egy adott (zo,...,z,) helyen, de annak A-szorosian nem,
igy a polinom C"-beli zérushelye nem feltétleniil 4ll teljes ekvivalenciaosztalyok
egyesitésébsl. Ha azonban homogén* polinomokat tekintiink, akkor azokra

HAE, . o M) = XL fhr . Ta);

tehdt van értelme arrél beszélni, hogy egy homogén polinom a CPP™ mely pontjaiban
tinik el.

1.2 Definicié. A CP™ egy V' részhalmazat projektiv algebrai halmaznak nevezziik,
ha léteznek olyan fi,..., fr homogén polinomok, hogy

V= {xe O ilx)= .. Sfx) =081

1 Ezenttl dimenzién mindig komplez dimenziét fogunk érteni.
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Algebrai halmazok kozotti izomorfizmus* annyit jelent — ahogy az izomorfiz-
mus altaldban —, hogy a rendelkezésiinkre 4ll6 eszkozdkkel nem tudunk kiilonbséget
tenni az adott algebrai halmazok kozott. Nem egészen pontosan, de szemléleteseb-
ben fogalmazva két varietds izomorf, ha van koztiik mindkét irdnyban egy-egy le-
képezés, amelyek lokalisan polinomokkal reprezentdlhat6ak és ezek egymasutanja
a megfelel6 varietds identitdsat adja.

1.2.1 Megjegyzés. Erdekes megjegyezni, hogy Chow egy tétele szerint minden kom-
pakt komplex sokasag, amely bedgyazhat6 a komplex projektiv térbe algebrai, azaz
kielégiti a fenti definici6ét. Ez azt jelenti, hogy val6jaban nem veszitiink nagyon
sokat az dltalanossagbol azzal, hogy algebrai varietasokra szoritkozunk.

A definiciébdl kénnyen latszik, hogy projektiv algebrai halmazok metszete és
véges egyesitése is projektiv. Két projektiv algebrai halmaz kiillonbsége altalaban
nem projektiv, ezeket kvdziprojektivnak hivjuk.

Egy fontos specidlis eset a kbvetkezd: legyen V' egy projektiv algebrai halmaz,
és tekintsiik V NU;-t. Ez izomorf a ¢;1(V) C C™ halmazzal, tovabb4, ha fi,..., fk
a V-t definial6 polinomok, akkor ¢; (V) éppen az fi(y1 : ... ¥%i—1:1:¥ip1 ...
Yn)J = 1,..., k polinomok kozos zérushelye. A C* ilyen részhalmazait affin algebrai
halmazoknak nevezziik. A projektiv algebrai halmazokat ezek szerint tekinthetjiik
tgy, mintha affin részekbdl lennének 6sszeragasztva.

Ha U kvaziprojektiv, X projektiv és U C X, akkor U jelli a legkisebb projektiv
algebrai halmazt, amely tartalmazza U-t, azaz

e ) i

Z projektiv
ZcX

Erdekes megjegyezni, hogy U megegyezik az U lezéartjdval az euklideszi topolégié-
ban.

Egy projektiv algebrai halmaz irreducibilis, ha nem &ll el két valédi projektiv
algebrai részhalmaza egyesitéseként. Az U kvaziprojektiv algebrai halmaz irreduci-
bilis, ha U irreducibilis. Az irreducibilis algebrai halmazokat varietdsoknak nevez-
ziik. Ha egy varietas 1-dimenzi6s* akkor gorbének, ha 2-dimenziés, akkor feliiletnek
hivjuk.

1.3 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha X irreducibilis és Z C X egy projektiv
algebrai részhalmaz, akkor X \ Z is irreducibilis.

1.4 Definicié. A CP"-ben egy f(zo,...,2n) = 0 d-edfoki egyenlettel definidlt
algebrai halmazt d-edfoku hiperfeliiletnek hivunk. Egy els6foku hiperfeliiletet Ai-
persiknak neveziink. Igy tehét az

aTo + @121+ ...+ @nTn =0
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egyenlet, ahol nem mindegyik a; = 0, egy hipersikot definidl CP™-ben. Minden
hipersik izomorf CP"~!-gyel.

1.5 Definicié. Az
ar? +by? + c2? +dzy+exz+ fyz=0

egyenlet egy masodfokt gorbét, azaz egy kipszeletet definidl CP?-en.

1.6 Példa. Az
12z = z(x® +22)

egyenlet egy harmadfoki, un. elliptikus* gorbét definidl CP?-en. Ezen gorbék rend-
kiviil sok szép és érdekes tulajdonsaggal rendelkeznek, a veliik foglalkoz6 elmélet
igen kiterjedt. Tosbbek kozott a Fermat-sejtés bizonyitasdban is kézponti szerepet
jatszanak (vo. [13]).

Az algebrai geometria tehat az algebrai varietasok vizsgdlata. Az algebrai
geometria egyik alapprobléméja a kovetkezd:

Osztalyozzuk az algebrai varietdsokat izomorfia erejéig.

Ez igy tilsidgosan nehéz kérdés, amely talan soha nem lesz teljes mértékben
megoldva, ezért részfeladatokat kell kittizniink, és azok megold4saval foglalkoznunk.

Példaul egy ilyen — viszonylag egyszerd — részfeladat a kipszeletek oszta-
lyozédsa. Kovetkezs lépésként lehet a 3-dimenziés térben a masodfokd? feliileteket
osztalyozni. Ez az osztdlyozds — legaldbbis a valos test felett — ismerds lehet az
egyetemi geometria 6rakrol.

Tovabblépve, osztalyozhatjuk &dltaldban a mésodfokd hiperfeliileteket, vagy
tekinthetiink magasabb fokt egyenleteket. Ez ut6bbi mér igen komoly feladat. A
tovabbiakban mi més médon szoritjuk meg a feladatot. El6szor bevezetiink egy —
az izomorfizmusnal gyengébb — ekvivalenciareldciét, majd az osztalyozasi feladatot
tobb 1épésre bontjuk.

1.7 Definicié. Legyenek X és Y algebrai varietdsok, Z C X egy val6di algebrai
részhalmaz és ¢ : X \ Z — Y egy leképezés. Ekkor ¢-t az X-r6l az Y-ra képezs
raciondlis leképezésnek nevezziik.

Ha ezenfeliil 1étezik olyan W C Y val6di algebrai részhalmaz, hogy ¢ izomor-
fizmust ad meg X \ Z és Y \ W kozott, akkor ¢-t biraciondlis leképezésnek vagy
roviden biraciondlisnak hivjuk.

Az elnevezést az indokolja, hogy ekkor ¢! : Y\ W — X ad egy Y-rél X-be
képez& racionalis leképezést.

2 Hagyomanyosan ezeket szokas ,masodrendii” feliileteknek nevezni.
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Ez természetes médon definidl egy ekvivalenciarelaciét. Az ekvivalenciaoszta-
lyokat biraciondlis osztdlyoknak hivjuk. Ha X egy adott biracionélis osztaly tagja,
akkor azt mondjuk, hogy X a biraciondlis osztdly modellje. Ha X és Y azonos
biracionélis osztdlyhoz tartoznak, akkor azt mondjuk, hogy X biracionalis Y-nal,

1.7.1 Megjegyzés. Ha Z = 0, akkor azt fogjuk mondani, hogy ¢ mindeniitt értel-
mezett (bi)racionélis leképezés. Ez természetesen ugyanaz, mint ha ¢-t az X-r6l az
Y-ba képezs (kozonséges) leképezésnek tekintjiik.

Lényeges észrevétel a kovetkez6: mivel Z illetve W kisebb dimenziésak, mint
X illetve Y, azt mondhatjuk, hogy két algebrai varietds biracionélis, ha ,majdnem
mindeniitt” izomorf.

1.8 Példa. Legyen Z C X az X varietds val6di projektiv részvarietdsa. Ekkor
X \ Z biracionélis X -szel.

1.9 Példa. Tekintsiik a kovetkezs leképezést:

¢ : CP' — CP?
(w:t) = (ut® —ud :u?t -3 :ud).

Ekkor ¢(CP') azon pontok halmaza, melyek koordinatdira y*>z = z?(z+2). Legyen
X=CP 6sZ={(1:1),(1: -1)} C X, illetveY =¢(X) ésW ={(0:0:1)} C
Y. Ekkor az

Y\W — X\2Z

(x:y:2) b= (—z:9)

leképezés mutatja, hogy X \ Z és Y \ W izomorfak, azaz X biraciondlis Y -nal.
Ugyanakkor ¢ nem 1 — 1 értelmd, tehdt nem izomorfizmus.

1.10 Példa. Legyen
¢ : CP' — CP?
(w:t) = (ud:ut:83).

Ekkor CP! biracionalis ¢(CP!)-gyel, ami az 2%z = y* egyenlettel definidlt gérbe.
Ez a leképezés 1 — 1 értelmt, mégsem izomorfizmus, mert az

(x:y:2) = (z:9)
leképezés nem terjed ki (0:0: 1)-re.
Az utébbi két példaban ¢ és 1 mindeniitt értelmezett biracionéalis leképezések.
Nem sziikségszer(i azonban, hogy biraciondlis varietdsok kozott 1étezzék mindentitt

értelmezett biracionéalis leképezés.
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1.11 Példa. A fenti jeloléssel ¢(X) és (X)) biracionalis varietdsok, de nem létezik
kozottiik mindeniitt értelmezett biracionélis leképezés.

1.11.1 Megjegyzés. Ebbél is kovetkezik, hogy ¢ és 1) egyike sem izomorfizmus.
Lassunk végiil példat nem biracionélis varietasokra.

1.12 Példa. Az y%z = z(2? + 2?) egyenlettel definialt elliptikus gérbe nem bira-
ciondlis CP!-gyel.

Ezt az allitast a kovetkezs fejezetben fogjuk bizonyitani.

1.13. Most mar készen 4llunk, hogy az osztalyozasi problémat megfelelGen részekre
bontsuk.
(i) Osztélyozzuk a projektiv algebrai varietdsokat biracionélis ekvivalencia ere-
jéig.
(ii) Minden biracionélis osztalybdl valasszunk ki egy projektiv modellt, amely
valamilyen jol definidlt értelemben egyszerti.
(iii) frjuk le az osztaly tagjai és a (ii)-ben kivalasztott modell kzotti biracionalis
ekvivalenciat megadé leképezéseket.

1.13.1 Megjegyzés. Erdemes (ii)-vel kezdeni a munkat, mert akkor (i)-t lehet tgy
végezni, hogy csak a (ii)-ben kivélasztott modelleket vizsgéljuk. Ilyen médon nem
kapunk osztalyozast abban az értelemben, hogy nem allitunk fel egy listat. Ennek
ellenére mégis kapunk egy bizonyos fajta osztalyozast ugyanis lesz egy ,receptiink”,
ami megmondja, hogy bizonyos, mar osztalyozott 1épések elvégzése utan eljutunk
egy olyan objektumhoz, ami mar szerepel egy listan, azaz méar szintén osztdlyozva
van.

El6szor is azt kell meghatéarozni, hogy mikor tekintsiink egy modellt ,egysze-
riinek”.

1.14 Definicié. Legyen X egy algebrai varietds. Az x € X pont sima*, ha z-nek
van olyan kdrnyezete X-ben, ami egy komplex differencidlhaté sokasag. Az x € X
pontot, ha nem sima, szinguldris pontnak vagy szingularitdsnak hivjuk. X sima,
ha minden pontja sima, szinguldris, ha van nem sima pontja.

A kovetkezd tétel mutatja, hogy a simasag jo jelolt a keresett ,egyszer”
tulajdonsagra.

1.15 Tétel. Legyen X egy projektiv algebrai varietas. Ekkor létezik X sima pro-
Jjektiv algebrai varietds és egy mindeniitt értelmezett X — X sziirjektiv biraciondlis
leképezés. Azaz minden algebrai varietdsnak van sima modellje.

Sok neves matematikus foglalkozott ezzel a probléméval. A kévetkezs egy va-
16szinfileg nem teljes listdja ezeknek: Riemann, Kronecker, Max Noether, Albanese,
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Jung, Walker, Hirzebruch, Zariski, Abhyankar adtak részleges vagy teljes bizonyi-
tast az egy-, két-, illetve haromdimenzi6s esetre (Abhyankar majdnem minden pozi-
tiv karakterisztikdban). Az altaldnos esetet végiil Hironaka bizonyitotta 1964-ben.
Részletesebb térténeti dttekintés talalhat6 pl. [12]-ben.

1.15.1 Megjegyzés. Ez a tétel talan a leggyakrabban hasznalt tétel az algebrai geo-
metridban. Jelent&sége abban all, hogy megengedi, hogy sima varietdsok vizsga-
latara szoritkozzunk. A tétel legerdsebb formédja nagyon pontos informaciét ad az
allitasban szerepld biracionalis leképezésrél. igy (iii)-ra mar adhatunk egy részle-
ges véalaszt és ezzel a tovabbiakban elég egy sima projektiv varietds és a (ii)-ben
kivalasztott modell kozotti leképezést leirni.

2.§ Gorbék

2.1 Tétel. Legyenek X ésY sima projektiv gérbék. Ha X biracionalis Y -nal, akkor
X ésY izomorfak.

Ezek szerint mér vélaszt is tudunk adni (ii)-re, hiszen a fenti tétel és (1.15)
alapjan minden biracion4lis osztdlyban pontosan egy sima projektiv gérbe van. (iii)-
ra is konnyt vélaszolni ebben az esetben, hiszen (1.15) alapjan a sima modellrél
az adott gorbére képezs leképezés sziirjektiv, és ez 1-dimenzids alakzatok esetében
megfelelGen leirja, hogy mi torténik. Egy ilyen leképezésre lattunk példat (1.9)-ben.

Hatra van tehat a sima projektiv gorbék osztdlyozdsa. Egy sima komplex
projektiv gorbe valés dimenzidja 2, ezért szokas Riemann felilletnek is hivni. A
v/—1-gyel val6 szorzas természetes iranyitdst ad a Riemann feliilletnek. A kompakt
irdanyithaté feliiletek gobmbok, néhany fogantyival elldtva. Az egyetlen topolégiai
invaridns a fogantyik szama, ez a felillet neme (genus), jele g.

2.2 Példa. X = CP!. Ekkor X topolégiailag egy gémb, tehat g(X) = 0.
Ennek a megforditasa is igaz.

2.3 Tétel. Legyen X egy sima projektiv gorbe. Tegyiik fel, hogy g(X) = 0. Ekkor
X izomorf CP! -gyel.

2.4 Példa. Legyen E egy elliptikus gorbe (pl. az (1.6)-ban definidlt). Ekkor E
izomorf C/72-tel (1d. [13]), azaz E topol6giailag egy térusz, tehat g(E) = 1.

Ebb6l az is kivetkezik, hogy E nem lehet izomorf CP!-gyel, hiszen nem is
homeomorf vele. Kévetkezésképpen (2.1) alapjan E és CP! nem is biracion4lisak.
Ezzel belattuk (1.12)-t.
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2.5 Tétel. Legyen A C CP? egy d-edfokii sima projektiv sikgérbe. Ekkor
1
g(4) = 3(d - 1)(d-2).

Ebbél a formuldbél rogton latszik, hogy d = 1 és d = 2 esetben g = 0, ami
(2.3) alapjén azt jelenti, hogy a gorbe izomorf CP!-gyel. Ez azonban nem meglepd,
hiszen a d = 1 esetben a gorbe egy projektiv egyenes, a d = 2 esetben pedig egy
kapszelet. Az is kovetkezik a formuldbdl, hogy 2-nél magasabb foku gérbék neme
pozitiv, tehat nem lehetnek a CP!-gyel izomorfak, azaz ismét (2.1) szerint nem is
biracionéalisak vele.

2.6 Feladat. Bizonyitsuk be (2.3) gyenge véltozatdt: Legyen X egy sima projektiv
sikgorbe. Tegyiik fel, hogy g(X) = 0. Ekkor X izomorf CP!-gyel.

Elevenitsiik most fel a poliéderekr6l sz6l6 Euler tételt. Adott egyszert poli-
éderre jelolje ¢ a csicsok, e az élek és | a lapok szaméat. Ekkor

c—e+1l=2.

Egy poliéder egyszerii, ha topolégiailag a gtmbbel ekvivalens. A fenti tétel
altaldnosithaté a kovetkez& médon: olyan poliédereket tekintiink, melyek topolégi-
ailag ekvivalensek egy kompakt irdnyithaté feliilettel. A fenti jeloléssel ekkor

c—e+l=2-2g.

Az itt fellép6 2 — 2g mennyiséget szokds a Riemann feliilet Fuler-Poincaré
karakterisztikdjanak nevezni.

2.7 Feladat. Legyen f :Y — X egy nem konstans leképezés sima projektiv gorbék
kozott. Tegyiik fel, hogy véges sok pont kivételével minden = € X-nek d &sképe
van.® Bizonyitsuk be, hogy

29(Y) —2>d(29(X) —2).

2.8 Feladat. Legyen f : Y — X egy nem konstans leképezés sima projektiv gorbék
k6zott. Bizonyitsuk be, hogy
g9(Y) = g(X).

Ez egy nagyon hasznos eredmény a gorbék kozotti leképezések tanulmanyoza-
séra. (2.3)-mal egybevetve példaul a kovetkezd allitast kapjuk.

3 Igazolhaté, hogy a fenti f-re mindig létezik egy ilyen d. Hasznaljuk fel ezt a tényt a
kévetkezs feladat megoldasihoz!
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2.9 Tétel. Legyen X egy sima projektiv gorbe, és legyen f : CP' — X egy nem
konstans leképezés. Ekkor X izomorf CP! -gyel.

2.9.1 Megjegyzés. f nem feltétleniil izomorfizmus. A

C]PI e C]Pl
[z:t] = [z7: t7]

leképezésnél egy 4ltaldnos pontnak r &sképe van.

A sima projektiv gérbéket tehat topolégiailag a nem kiilénbdzteti meg egy-
mastol. Igy a gorbeék egyik legfontosabb paramétere a nemitk. Ez mar ad egy durva
osztélyozast, amit tovabb lehet folytatni az egyes osztédlyok specidlis tulajdonsagait
felhasznélva.

Ha g = 0, akkor a gorbe egyértelmtien meg van hatarozva, azaz izomorf CP!-
gyel. Ha g > 0, akkor taldlunk egyméssal nem izomorf, azonos nemi gérbéket.

Ha g = 1, akkor megmutathat6, hogy még egy numerikus invaridns — az dn.
J-invaridns — egyértelmtien meghatarozza a gorbét.

Ha g > 1, akkor djabb médszerekre van sziikség a tovabbi tanulmanyozashoz,
de erre itt nem tudunk kitérni.

3.8 A kanonikus divizor

E fejezet célja a kanonikus divizor és a metszési szam fogalménak bevezetése.

3.1 Definicié. Az X n-dimenzi6s sima algebrai varietdson divizornak* neveziink
egy (n —1)-dimenzi6s részvarietdsokbél alkotott formélis 6sszeget. Ezek nyilvanva-
l6an Abel csoportot alkotnak és értelmeziink kozottiik egy ekvivalenciarelaciot, az
an. linedris ekvivalencidt. Ez hozzévetSlegesen a kovetkezGt jelenti. Ha X be van
agyazva egy projektiv térbe, akkor két kiilsnbdz6 hipersik altal kimetszett divizort
szeretnénk ekvivalensnek tekinteni. Linearis ekvivalencia az a legsziikebb ekviva-
lenciarelaci6, amelyre ez teljesiil és ami invaridns a csoportmfveletre.

A lineéris ekvivalencia szokasos definici6ja a kovetkez6: Legyen X egy algebrai
varietéds, és legyen f egy nem azonosan nulla raciondlis figgvény* X-en. Ekkor
lehet definidlni minden 1-kodimenzi6s részvarietdsra az f multiplicitdsidt Y mentén,
multy (f)-et, ami rendelkezik az 6sszes olyan tulajdonsaggal, amit egy multiplicitas
fogalomt6l elvarhatunk, igy példdul multy (f) > 0, ha fly = 0 és multy (f) < 0,
ha f—lly =0.

Az f divizordt, div (f)-et a kovetkez6 médon definidljuk:

div (f) = ) multy(f)Y € Div(X),
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ahol Y végigfut az 1-kodimenziés részvarietdsok halmazan.
Ekkor a Dy, Ds € Div (X)) divizorokat linedrisan ekvivalensnek nevezziik, ha
létezik olyan f raciondlis fiiggvény, hogy

Dl = .D2 +d1V (f)

3.2 Definicié. Legyen D C X egy divizor és C C X egy gorbe. A D és a C
metszési szdmdt* a kovetkez6 médon definidljuk. Vélasszunk egy D-vel linedrisan
ekvivalens divizort, amely C-t transzverzalisan* metszi. Az igy kapott metszés-
pontok szdma fiiggetlen a valasztott divizortél, ezt a szdmot a D és a C' metszési
szdméanak nevezziik, és D - C-vel jelsljiik.

Ha dim X = 1, akkor X az egyetlen gorbe, tehat csak egy metszési szamot kell
megadnunk. Ezen a ktvetkezs&t értjiik: egy divizor most pontok formélis 6sszege,
azaz D = Y n;P;, ahol P; € X. Ekkor D - X = Y n; € Z. Ezt a szdmot szokas
deg D-vel jelolni.

Figyeljiik meg, hogy feliiletek esetében a divizorok gérbékbél alkotott formélis
vsszegek, tehat értelmezhetjiik két divizor metszési szamat. Ez hasznos lehet még
akkor is, ha — az eredeti definici6é szerint — csak a divizorok és gérbék metszési
szdmét akarjuk tudni, hiszen igy tobb lehet&ségiink van a szdmolédsra.

3.3 Példa. CP™-ben két hiperfelillet pontosan akkor linedrisan ekvivalens, ha
azonos foktiak.? Ez azt jelenti, hogy egy d-edfoku hiperfeliilet linearisan ekvivalens
dH-val, ahol H egy hipersik. Latjuk tehat, hogy linearis ekvivalencia erejéig minden
divizort irhatunk aH,a € Z alakba, tehdt egy gorbe és egy tetszéleges divizor
metszési szamaéanak kiszdmoldsdhoz csupdn a gorbe fokdnak ismerete sziikséges,
amit a kévetkez6 médon definidlunk:

degC =H - C.

3.3.1 Megjegyzés. Han = 2, akkor C maga is egy hiperfeliilet, teh4t mar definidltuk
C fokat. Szerencsére az Gjonnan definidlt fok megegyezik a régivel.

3.4 Példa. Legyen most C;, Cy C CP? egy d;- és egy dp-foki gorbe. Az el6z6 példa
alapjan C; linedrisan ekvivalens dj L-lel és C5 line4risan ekvivalens dy L-lel, ahol L
egy tetszbleges egyenes. Két egyenes egy kozos pontban taldlkozik, tehat L - L = 1
a definici6 alapjan. Ezek szerint C; - Cy = di L - do L = dydy,tehat C1 N Cy # (.

3.5 Példa. Tekintsik az X C CP?, zy = 2t egyenlettel definiélt feliilletet. Legye-

nek
Ri={(u:0:v:0)|(u:v) € CP'} C X,

Ry={(u:0:0:v)|(u:v) eCP'} CX.

4 Az Ggynevezett d-szeres bedgyazds — ami az (zo : ...: Tn) — (3 :cg_l:zl ol tmd)
hozzérendelésnek megfelels leképezés — a (P™-et gy &agyazza be egy ("jd) — 1-dimenziés

projektiv térbe, hogy az eredeti d-edfoku hiperfeliiletek elgallnak hipersikmetszetként.
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Konnyen 1sthat6, hogy Ry N Ry = {(1:0:0:0)} és, hogy R, U R, megegyezik
X és a H = (y = 0) sik metszetével. Jelolje H' az (z = z) sikot. Ekkor R; + R»
linedrisan ekvivalens X N H'-vel, azaz (R) + Ry) - (R; + Ry) definici6 szerint az

(RiUR))N(XNH"
metszet szdmossiga. Ez a metszet nem mads, mint
(XNH)N(XNH)=XNHNH'

Egyszer(i szamolds mutatja, hogy a fenti metszet két pontb6l — (1 : 0 : 1 :0) és
(0:0:0:1) — 4ll, azaz

(R1+ R2) - (Ri+ Rp) =2.
R; N Ry egy pontbdl é.il, tehat

Ry Ry =1,
(R1+R2)-(R1+R2)=R1-R1+2R1-R2+R2'R2=R1'R1+2+R2'R2,
Ry -Ri+ Ry -Ry=0.

Figyeljiik meg, hogy z és t felcserélése a CP3-nek egy olyan automorfizmusét adja
meg, amely X-et 6nmagéara képezi le, és R;-et és Ro-t felcseréli. Ezek szerint

RI-R1=R2-R2=0.

3.6 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy R; és Ry nem linearisan ekvivalensek X-en.

Erdemes megjegyezni, hogy Ry, Ry C H ~ CP?. A sikon barmely két egyenes
(hipersik) linearisan ekvivalens, tehat ott (Ry - R1)y = (R2 - Rz)y = 1. Lathatjuk
tehat, hogy két gorbe metszési szama, illetve linedris ekvivalencidja nagy mértékben
fiigg attol, hogy mely feliileten tekintjiik Sket.

Kovetkezo 16pésként valasztunk egy divizor osztalyt, amelynek elemeit kanoni-
kus divizoroknak® hivjuk. Ennek a jelent&sége a kovetkezs: valasztunk egy divizor
osztélyt minden X sima algebrai varietdsra egyszerre, ugyanazzal a moédszerrel,
azaz ,kanonikusan”.

Legyen X n-dimenzi6s sima algebrai varietés, azaz egy komplex sokaség. Egy
raciondlis n-forma X-en egy olyan w n-differencidlforma, melynek esetleg p6lusa
lehet, de egyébként holomorf médon véltozik. Ez pontosabban annyit jelent, hogy
egy (U, z1,...,2,) lokdlis térképen w = fdz; A ... A dz,, ahol f egy alkalmas
raciondlis fiiggvény™* X -en.

5 Az alabbitdl eltérs, algebrai definiciét 1d. [16].
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Ekkor f definidl egy div (f) divizort U-n. Igazolhat6, hogy ha U végigfut az
X egy nyilt halmazokbd6l 4ll6 fedésén, akkor az igy definiélt divizorok a megfelels
halmazok metszetein megegyeznek, ezzel definidlva egy divizort X-en.

Fontos megjegyezni, hogy egy raciondalis n-format leir6 lokalis fiiggvények 4l-
taldban nem ragadnak 6ssze egy globalis racionélis fiiggvénnyé, tehat az igy kapott
divizor nem div (f) alakda divizor.

Egy raciondlis n-forma &ltal definidlt divizort kanonikus divizornak neveziink.
Igazolhaté, hogy kiilésnbz6 raciondlis n-formék kiillénbozs, de egymaéssal linedrisan
ekvivalens divizorokat adnak, ezért a kanonikus divizorok osztalya j6l definialt.

Az X (barmely) kanonikus divizorat K x-szel jeloljiik. A tovabbiakban az X-
en taldlhat6 gorbék K x-szel valé metszési szaméat fogjuk vizsgélni, és latni fogjuk,
hogy ez meglepden sokat arul el X geometrigjar6l. Erdemes megjegyezni, hogy a
definicié alapjan K x és egy gorbe metszési szdma j6l definidlt, annak ellenére, hogy
K x-nek csak a lineéris ekvivalenciaosztalya van pontosan meghatarozva.

3.7 Példa. Legyen X = CP" az xo,...,z, koordindtdkkal és legyen minden
P U= (3dT 0 ) e (C]P" | z; # 0}. A bevezet6ben lattuk,
hogy U; azon031that6 C*™-nel az 2¢,..., 22 koordinatakkal. (Ertelemszertien -t
kihagyjuk. Ez a megjegyzés a tovabblakra 15 érvényben marad kiilon emlités nélkiil.)

Tekintsiik az ;
1 Zo Tn
i = (=1) —————d| — oAdl —
w ( )%O.%n (zi)/\ (371)

racionélis n-format U;-n. Ekkor tetsz6leges 4, j-re az U;NU; halmazon két koordina-
tarendszeriink is van. frjuk fel w;-t az 2o ..., %= koordinédtarendszerben! A tortek
differencidlasara vonatkoz6 szabdly szerint

=) ~\& &
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Latjuk tehat, hogy az U; halmazokon egyenként definialt racionalis n-formék a
megfeleld halmazok metszetein megegyeznek. Ez annyit jelent, hogy igy megadtunk
egy, az egész X-en értelmezett w raciondlis n-format, melynek az egyes U;-kre
val6 megszoritdsa éppen w;. Az w;-t definidlé racionélis fiiggvényeknek, =51z,

zérushelyiik nincs, de egyszeres polusuk van a koordinatahipersikok mentén® . Igy
konnyen lathat6, hogy az w altal definidlt divizor nem mads, mint —(Hy + H; +
...+ Hy), ahol H; = {(20 : ... : ) € CP" | z; = 0}, azaz ha H egy tetszoleges
hipersik, akkor
Kx =—(n+1)H.
Az n = 1 speciélis esetben tehat Kp: = —2P, ahol P € CP! egy tetsz6leges pont.
fgy
deg Kaﬂ = =2.

Legyen most X egy sima projektiv felillet, C' C X egy projektiv gorbe. Ekkor
a Kx +C és a C gorbe metszési szdma nagyon fontos sszefiiggést ad meg a feliilet
kanonikus divizora és a gorbe kanonikus divizora kozott.

3.8 Tétel. (Kx +C)-C =degKc.
El6szor is ellenérizziik, hogy ez CP-re azt az eredményt adja, amit varunk.
3.9 Példa. Legyen CP! ~ L C CP2. K2 = —3L, igy valéban .
(Bh o B f = B E e sed e By
3.10 Példa. Legyen CP' ~ C C CPP? egy kiipszelet. C linedrisan ekvivalens 2L-lel,

tehat
(Kep2+C)-C=(-3L+2L)-2L=—-L-2L=-2=degKc.

(3.8) segitségével sok esetben ki tudjuk szamolni a gorbe kanonikus divizoranak
fokat.

3.11 Példa. Legyen E C CP? az (1.6)-ben definialt elliptikus gérbe. Ekkor E
linearisan ekvivalens 3L-lel, azaz Kp2 + C = 0, tehat

deg Kg = 0.
3.12 Példa. Legyen A C CP? egy d-edfoki sima projektiv sikgorbe. Ekkor A
linedrisan ekvivalens dL-lel, azaz K2 + A linedrisan ekvivalens (d — 3) L-lel, tehat
deg K4 = d(d — 3).

Ha ezeket a példdkat 8sszehasonlitjuk a (2.2), (2.4), (2.5) példdkkal, akkor
latjuk, hogy K foka és a gorbe neme kozott szoros osszefiiggés van. Nevezetesen K
foka éppen az Euler—Poincaré karakterisztika (—1)-szerese.

6 Bzt természetesen az U;-nek CX -nel valé azonositdsa mellett kell érteni.
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3.13 Tétel. Legyen X egy sima projektiv gérbe. Ekkor
deg Kx = 2g(X) — 2

Ennek a tételnek a segitségével 14j formaba dnthetjiik, amit a gorbék osztalyo-
z4s4ardl tudunk.

3.14 Tétel. Legyen X egy algebrai gérbe. Ekkor egyértelmtien létezik X, az X -
szel biraciondlisan ekvivalens sima projektiv gorbe, amely a kovetkezo tipusok koziil
pontosan az egyikhez tartozik:

(3.14.1) deg K3 = —2, ekkor X izomorf CP! -gyel.

(3.14.2) deg K3 =0, ekkor X egy elliptikus gorbe.

(3.14.3) deg Ky > 0.
3.14.1 Megjegyzés. (1.15) utani megjegyzés értelmében ezzel a gorbék egy majdnem
teljes osztélyozdst kapjuk. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy (1.15)-6t gor-
békre nem nehéz bizonyitani és az X és az X kozotti kapcsolat is konnyen leirhato.
Ami hidnyzik a teljességhez, az a fenti tétel harmadik osztdlydba esG¢ gorbék pon-
tosabb rendszerezése. Erre mar nincs alkalmunk kitérni, de annyit azért érdemes
megjegyezni, hogy ezek a gérbék — régzitett g-re — 3¢ — 3 komplex paramétert6l
fiiggenek.

4.§ Feliiletek

Feliiletek esetében is el6szor (ii)-t prébaljuk megoldani, azaz adott biracionélis
osztalybol szeretnénk kivdlasztani egy ,egyszer” modellt. (1.15) alapjan tudjuk,
hogy valaszthatunk sima modellt, de a gorbékkel ellentétben itt egy sima modell
mar nem egyértelmd.

4.1 Példa. Legyen X C CIP? az zy = 2zt egyenlettel definidlt sima méasodfoki
feliilet. Legyen P=(0:0:0:1) € X és

o:X\{P} - CP?
a P-b6l valé vetités, azaz
(Z:y:z:t) — (z1y: 2)-

Legyen Z = (z =0)NX C CP3 és W = (z = 0) C CPP2. K6nnyen l4athat6, hogy
o izomorfizmust ad meg X \ Z és CP? \ W kozott, azaz X biracionalis CP?-tel.
Legyenek most
Ly ={(v:0:v:0)|(u:v) eCP'} C X,
Ly={(0:u:0:v)|(u:v) eCP'} CX.
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Ly és Lo két olyan projektiv gorbe X-en, melyek nem metszik egymést, tehat
Ly-Ly = 0. (3.4) alapjan tehdt X és CP? biracionalisak, de nem izomorfak. Erdemes
megjegyezni, hogy nem is homeomorfak. Ennek bizonyitdsat azonban az olvaséra
bizzuk.

A kovetkezs feladat segitségével egy — a metszési szamtol fiiggetlen — bizo-
nyitast adunk arra, hogy CP?-en barmely két gorbe metszi egymast.

4.2 Feladat. (a) Legyen 9 < C[z,y, z] egy maximalis idedl és I < Clz,y, 2] egy
tetszleges idedl, amelyre 9" C I C 9 valamilyen r € Z-re. Bizonyitsuk be, hogy
I nem generédlhat6 két elemmel.

(b) Legyenek X,Y C C® feliiletek. Bizonyitsuk be, hogy ha X NY # 0, akkor
X NY nem allhat egy pontbdl.

[Haszndljuk fel a kovetkezd dllitdst (Id. [8, F.2]): minden M <« Clz,y, z] mazi-
madlis idedlhoz léteznek olyan a,b,c € C konstansok, hogy M = (z —a,y — b,z —c).]

4.2.1 Megjegyzés. Ez az éllitds nem igaz R felett, ahogy azt egy gomb és egy azt
érint§ sik péld4ja mutatja.

Tekintsiink most két projektiv gorbét CP?-en, C;-et és Cy-t. Legyen Fy, Fy C
C? az a két feliilet, amelyeket tigy kapunk, hogy a C;-et és Cs-t definial6 polinomok
C3-beli zérushelyét tekintjiik. (0,0,0) € Fy N Fy, tehat F; N Fy nem fires, azaz (4.2)
alapjan tartalmaz egy 0 # P € Fy N F; pontot. Ez a P meghatdroz egy pontot
CIP?-en, amely kozos pontja lesz Cy-nek és Cy-nek. Ezzel belattuk, hogy CP?-en
barmely két gorbe metszi egymast.

Biraciondlisan ekvivalens sima feliiletek tehat nem feltétleniil izomorfak, igy
tovabbi munkéra van sziikség, hogy a keresett modellt megtalaljuk.

4.3 Definicié. Legyen X egy sima projektiv feliilet. Egy C C X projektiv gorbét
(—1)-gorbének hivunk, ha C izomorf CP!-gyel és Kx - C = —

4.3.1 Megjegyzés. Egy (—1)-gorbét altaldban tgy szokds definidlni, hogy az egy
olyan CP!-gyel izomorf gorbe, amelyre C-C = —1. Ez (3.7) és (3.8) miatt ekvivalens
a fenti definici6val.

4.4 Példa. Legyen S = {(z,0(z)) | = € X \ {P}} c CP? x CP?, ahol ¢ a
(4.1)-ben definialt leképezés. Legyen tovabba £ = 5 és ¢ : & — X a CP3-ra val6
projekciéb6l ad6dé leképezés. Ekkor ¢~ 1(P) egy (—1)-gorbe.

X sima, azaz P egy alkalmas kornyezetében megegyezik 0 € C? egy alkalmas
kornyezetével. Igy ¢ : © — X lokalisan a kovetkezd példaval egyezik meg.

4.5 Példa. Legyen 7 : C? \ {0} — CP' a 0-bdl val6 vetités. Legyen tovabba
C? xCP! OT = {(z,7(z)) |z € C*\{0}}, X =T ésp: C*> x CP! — C? az els6
tényezére val6 projekcié.
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4.6 Feladat. Bizonyitsuk be, hogy C = X Nnp~1(0) ~ CP'.

Igazolhat6, hogy Kx - C = —1, azaz C egy (—1)-gorbe. Erdekes megjegyezni,
hogy lokélisan (az euklideszi topoldgia értelmében) minden (—1)-gorbe izomorf
ezzel a példaval.

4.6.1 Megjegyzés. A fenti példakban szerepl6 konstrukcié az tgynevezett felftjas.
Részletesebben errdl 1d. [8].

A (—1)-gorbék fontos szerepét mutatja a kovetkezd tétel.

4.7 Castelnuovo Tétele. Legyen X egy sima projektiv feliilet, és C C X egy
(—1)-gorbe. Ekkor létezik egy
f: X — Xo

mindeniitt értelmezett sziirjektiv biraciondlis leképezés egy X sima projektiv felii-
letre, ahol C' egy pontra képzddik le, azaz f(C) = P € X, és az

f:X\C—Xo\P
megszoritds izomorfizmus.

Ez a tétel azt mondja, hogy egy (—1)-gorbét 6ssze tudunk hizni. Létezik
azonban olyan feliilet, amelyen végtelen sok (—1)-gorbe van. A kovetkezd tétel
mutatja, hogy ennek ellenére a fenti médszerrel véges sok lépésben elérhets, hogy
ne maradjon egyetlen (—1)-gdrbe sem. Ezek a tények nem ellentmondéak, ugyanis
Kx, és igy annak a gorbékkel val6 metszési szdmai is vdltoznak, tehét egy (—1)-
gorbe tsszehizasaval esetleg mas gorbék is megsziinnek (—1)-gorbének lenni.

4.8 Tétel. Legyen X sima projektiv feliilet. Ekkor létezik leképezéseknek olyan
X—->Xg—- X1 —...= X}

sorozata, hogy minden X; — X;y; egy (—1)-gorbe Osszehiizdsa, és Xy-n nincs
egyetlen (—1)-gorbe sem.

4.9 Definicié. Egy CP2-tel biracionélis sima feliiletet raciondlis feliiletnek hivunk.

4.10 Definicié. Legyen X egy sima projektiv feliilet. X-et vonalfeliiletnek (ruled
surface) hivjuk, ha létezik egy f : X — S leképezés, ahol S egy sima gorbe, és
minden s € S-re f~!(s) izomorf CP!-gyel.

4.11 Példa. Legyenek f : X — S és g : Y — S vonalfeliiletek ugyanazzal az
S bazisgsrbével. Ekkor X és Y biracionalisak. Igy példdul minden vonalfeliilet
biracionalis S x CP!-gyel.

4.12 Példa. Legyen X C CP? az zy = zt altal definialt felillet. Azt mar lattuk
(4.1)-ben, hogy X racionalis. Legyen most L C X egy egyenes (pl. {(0:u:0:v) |
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(u : v) € CP? }). Definidlunk egy f : X — L leképezést. Legyen z € X. Ha z € L,
akkor legyen f(x) = x. Ha z ¢ L, akkor legyen H az z és az L altal kifeszitett sik.
Ekkor X N H egy olyan mésodfoki algebrai halmaz a H ~ CP?-en, ami tartalmaz
egy egyenest és rajta kiviil egy pontot. Tehat X N H két egyenes uni6ja. Legyen
most f(x) ezen két egyenes metszéspontja. Vegyiik észre, hogy z helyett az X N H
L-t6] kiilsnb6z6 komponensének barmely pontjara ugyanazt az f(z)-t kapjuk, tehat
minden [ € L-re f~!(l) izomorf CP'-gyel, azaz X egy vonalfeliilet.

(3.7) szerint K2 = —3L, ahol L egy tetszSleges egyenes, tehat minden C
projektiv gorbére
Ke:-C <0,
de CP? nem tartalmaz (—1)-gorbét.

Hasonl6an, ha X egy tetsz6leges vonalfeliilet, legyen C' a vonalazast ad6 leké-
pezés egy rostja (= f~!(s)). Ekkor

Kx-C=-2.

Raciondlis- és vonalfeliileteken tehat taldlunk olyan C projektiv gorbéket,
melyekre

K-C-<
még olyan esetben is, amikor a feliilet nem tartalmaz (—1)-gérbét.
Erdekes megfigyelni, hogy ez a tulajdonséag jellemzi ezeket a feliileteket.

4.13 Tétel. Legyen X egy tetszbleges algebrai feliilet. Ekkor létezik X, az X-
szel biraciondlisan ekvivalens sima projektiv feliilet, amely nem tartalmaz (—1)-
gorbéket, és a kovetkezd tipusok koziil pontosan az egyikhez tartozik:

(4.13.1) X = CP2.

(4.13.2) X = S x CP! alkalmas S sima projektiv gorbére, mely nem izomorf
CP!-gyel.

(4.13.3) K¢ - C >0 minden C C X projektiv gorbére.

Hogyan vélasszunk tehat modellt? Ha X racionélis, kézenfekvs CP2-et valasz-
tani. Ha X biraciondlis egy vonalfeliilet tel, akkor vélasszuk a tétel altal adott
X = S x CP-et.

4.14 Definicié. Legyen X egy sima projektiv felillet. X-et minimdlisnak hivjuk,
ha nem tartalmaz (—1)-gérbét. Ha ezen feliill X nem izomorf CIP?-tel és nem vo-
nalfeliilet, akkor (4.13) alapjan kovetkezik, hogy minden C C X projektiv gorbére,
Kx-C2>0.

A tovabbiakban a (4.13.3) esettel foglalkozunk, azaz olyan feliileteket tekin-
tiink, melyek nem racionélisak, és nem biracionélisak egy vonalfeliilettel.

25



4.15 Tétel. Legyenek X ésY minimdlis feliiletek. Tegyiik fel, hogy X és Y egyike
sem vonalfeliilet, és nem izomorfak CP?-tel. Ekkor, ha X biracionalis Y -nal, akkor
egyben izomorfak is.

4.15.1 Megjegyzés. (4.1), (4.7) és (4.11) mutatjak, hogy a tétel feltételei sziikségesek.

(4.13) szerint a tétel feltételei ekvivalensek azzal, hogy Kx - C' > 0 minden
C C X projektiv gorbére és Ky - D > 0 minden D C Y projektiv gorbére. Azaz
a tétel ugy is fogalmazhat6, hogy egy biracionélis osztdlyban legfeljebb egy ilyen
tulajdonséagu feliilet lehet. Ez pontosan az a tulajdonsag, amire sziikségiink van.
Latjuk tehat, hogy (4.13) ebben az esetben is szolgéltat egy egyértelm( modellt.

Ezzel tehat megtaldltuk a keresett modellt, azaz vilaszt adtunk (ii)-re. Figyel-
jiik meg, hogy (iii)-t is megvalaszoltuk, hiszen (1.15) alapjan tudjuk, hogy hogyan
kapunk egy sima modellt, majd pedig (4.8) irja le, hogy egy tetszs&leges sima modell
hogyan képezddik le a minimalis modellre. :

Héatra van (i), azaz a minimélis felilletek vizsgalata. Ennek egyik {6 eszkoze a
kovetkezo:

4.16 Tétel. Legyen X egy minimdlis feliilet, amely nem izomorf CP?-tel és nem
vonalfeliilet. Ekkor minden elég nagy m € N-re létezik egy

¢me X - (C]PN(m)

leképezés, hogy mKx tgy adédik, mint ¢mic, (X) és egy CPN(™) _beli hipersik
metszetének az &sképe, kivételesen tehdt minden C C X projektiv gérbére

mKx -C =deg¢me(C).

Tovdbbd, ha m,m' € N megfeleléen nagyok, akkor ¢mr (X) €s ¢m kx (X)
izomorfak.

4.16.1 Megjegyzés. Itt deg a (3.3)-ben definidlt CPP"-beli fokszamot jeloli.

4.17 Definicié. ¢mi,(X) az X kanonikus modellje (elég nagy m € N-re). X
Kodaira dimenzidjat a k(X ) = dim ¢k, (X) képlettel definidljuk és ¢k -et az
X m-kanonikus leképezésének hivjuk.

Ezutédn a minim4lis feliileteket osztalyokba lehet sorolni Kodaira dimenzi6juk
szerint, majd az egyes osztalyokat kiillon-kiilon vizsgdlni a fenti ¢k, leképezés
segitségével.

A durva osztélyozés a kovetkezd:

4.18 Tétel. Ha k(X) = 0, akkor X a kovetkezd osztdlyok egyikéhez tartozik:
(1) K3 feliilet, azaz X olyan egyszeresen sszefiiggé feliilet, amelyre K x = 0.
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(2) Enriques felilet, azaz X olyan felillet, melyre Hy(X,R) = 0 és teljesiil,
hogy Kx # 0, de 2Kx = 0.7

(3) Abel feliilet, azaz X rendelkezik egy komplex Lie csoport struktiirdval.

(4) hiperelliptikus felilet, azaz X rendelkezik egy CP!-re valé leképezéssel,
amire minden pont 6sképe egy elliptikus gérbe.

4.19 Tétel. Ha x(X) = 1, akkor X egy tn. elliptikus feliilet, azaz X rendelkezik
egy (tetszbleges) gorbére val6 leképezéssel, amire majdnem minden pont Gsképe egy
elliptikus gorbe.

4.20 Tétel. Ha k(X) = 2, akkor X egy iin. dltaldnos tipusi felilet, azaz olyan
feliilet, amelyre a fenti tétel dltal adott ¢, leképezés biraciondlis.

A felsorolt osztdlyok mindegyike rendelkezik valamilyen speciélis tulajdonség-
gal, ami alapot nytdjt tovabbi tanulmanyozasukra. Bizonyos kérdések még tiszté-
zasra varnak annak ellenére, hogy a feliiletek osztalyozéasa befejezettnek tekinthetd.

5.§ 3-dimenzids varietasok

Az els6 1épés ismét az, hogy (1.15)-et hasznélva a sima 3-dimenziés varietdsok
vizsgalatdra szoritkozunk. Ezutdn hasonl6an szeretnénk eljarni, mint a feliiletek
esetében.

5.1 Definicié. Az X sima projektiv varietdst minimdlisnak nevezziik, ha minden
C C X projektiv gorbére, Kx - C > 0.

A célunk az, hogy kiindulva egy tetsz&leges sima projektiv varietasbél, ,egy-
szerli” transzforméciok segitségével taldljunk egy minimadlis modellt. Az els6 1épés
Castelnuovo tételének altalanositdsa. '

5.2 Gyenge Osszehtizasi Tétel. Legyen X egy legfeljebb 3-dimenzids sima pro-
jektiv varietds. Ha X nem minimdlis, akkor létezik egy CP'-gyel izomorf C C X
projektiv gérbe, amelyre Kx - C < 0 és egy ¢ : X — Y leképezés, amely C-t
egy pontra képezi le. Tovabba minden ¢ altal ¢sszehiizott gorbe K x-et negativan
metszi.

Vegyiik észre, hogy ez a tétel nem teljesen analég Castelnuovo tételével. Ha
X-et egy felilletnek valasztjuk, akkor a tétel lényegében azt mondja, hogy vagy van
egy (—1)-gbrbe, amit 6ssze tudunk hizni, vagy X egy vonalfeliilet, és a tétel altal
adott ¢ éppen az a leképezés, ami X -et azz4 teszi, vagy X ~ CP?, és minden gorbét

7 H1(X,R) az X els6 homolégia csoportja valés egyiitthatékkal. Kénnyen belathaté, hogy
egy Enriques felillet fundamentélis csoportja Z2 és az univerzalis fed&tere egy K3 feliilet. Az itt
hasznalt topolégiai fogalmakrél b6vebben 1d. [14].
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sszehtzunk. Igy ez a tétel inkabb Castelnuovo tételének és (4.13)-nak az egyiittes
analégja.

A kovetkezd természetes 1épés az lenne, hogy az (5.2) ismételt alkalmazasdval
eljutunk egy minimdlis modellhez. Ez azonban nem miikodik, mert azt nem tudjuk
biztositani, hogy Y sima legyen, ezért a tétel Y-ra mar nem alkalmazhatoé.

Tehat, amire sziikségiink van, az egy szinguldris varietds okra vonatkozé 6ssze-
hiuzasi tétel. Ennek természetesen vannak korldtai, mert példaul Kx és Kx - C
értelmezéséhez elengedhetetlen, hogy a szingularitdsok ne legyenek nagyon kezel-
hetetlenek (vo. Fiiggelék).

Végiil is létezik szingularitdsoknak egy olyan osztilya — az tn. termindlis
szingularitasok (Id. [9, 11.9]) —, melyekre Kx és Kx - C értelmezhetd, tovabba
(5.2) is — kisebb médositdsokkal — igaz marad olyan X projektiv varietdsokra,
melyeknek legfeljebb ilyen szingularitdsaik vannak.

Felmeriil azonban egy tjabb probléma. Ha elemezziik az 6sszehizéasok fajtait,
akkor azt taldljuk, hogy egy tipus kivételével Y-nak is legfeljebb terminélis szingu-
laritdsai vannak. Abban az esetben azonban, ha dim X = 3 és ¢ csak egy gorbét hiz
Ossze, akkor Y szingularitdsa mér olyan kezelhetetlen lesz, hogy a metszési szamot
nem lehet értelmesen definidlni. Ezért sziikség van egy 1j tipusi transzforméciéra.

5.3 Definicié. Legyen X egy 3-dimenzi6és projektiv varietds legfeljebb termindlis
szingularitasokkal. Tegyiik fel, hogy C' C X egy olyan projektiv gérbe, amelyre

Kx -C<O.

Tegyiik fel tovabbé, hogy az (5.2) altal adott ¢ : X — Y leképezés olyan, hogy
¢(C) = P €Y egy pont, és a

¢: X\C—-Y\P

megszoritds izomorfizmus.

Amennyiben létezik egy X+ 3-dimenziés projektiv varietéds legfeljebb termina-
lis szingularitasokkal, és egy Ct C X projektiv gorbe, amelyre

Kx+ - GF = 0,
tovabba létezik egy olyan ¢t : X+ — YV, hogy ¢T(Ct)=P€eY ésa
srixT ot aY\p

megszoritas izomorfizmus, akkor a ¢+ : X+ — Y leképezést a ¢ : X — Y flipjének
nevezziik.

Ennek a transzforméciénak (flip) a lényege a kovetkezs: Ha egy olyan gorbére
akadunk, amelyre az osszehizasi tétel egy olyan ¢-t ad, ami semmi mést nem hiz
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tssze, mint ezt az egy gorbét, akkor a keletkezs varietds szingularitdsa mar nem
lesz olyan, amit még kezelni tudunk, ezért az eddigi iton nem haladhatunk. Ennek
ellenére a gorbét el szeretnénk tiintetni. Ezért a gorbét ,kivagjuk”, és egy masikkal
helyettesitjiik, igy, hogy az ij gorbe mar pozitivan metszi K y-et. Az természetesen
nem nyilvanval6, hogy ez végrehajthaté. Az a tény hogy igen, az tgynevezett Flip
Tétel (Mori), a magasabb dimenziés geometria egyik legmélyebb eredménye.

A kdvetend6 modszer most mar vilagos. Amit lehet 6sszehizunk, ha elakadunk,
keresiink egy flipet, majd ismét Osszehizunk, amig el nem ériink egy minimalis
modellt. :

Ezt az egyszertien hangz6 tervet azonban nem olyan egyszerti megvalésitani.
El6szor is be kell 14tni, hogy a flip 1étezik. Masodszor pedig, hogy a fent vazolt
modszer egyszer véget ér. Ezek nagyon komoly, nehéz allitdsok, de szerencsére
bizonyitottan igazak.

Most méar ki tudjuk mondani tételiinket, amely egészen hasonl6 lesz a két-
dimenziés esethez. Lényeges kiilonbség, hogy a minimélis modellt nem tudjuk si-
manak valasztani, hanem meg kell engedniink terminalis szingularitdsokat. Erde-
mes megjegyezni, hogy egy feliilet, amelynek legfeljebb termindalis szingularitasai
vannak, mindig sima, tehét tekinthetjiik agy, hogy a minimélis modelleknek min-
dig legfeljebb termindlis szingularitdsai vannak, csak éppen ez kis dimenziékban
nem kiilonbozteti meg Gket a sima varietdsoktél. Ezért elGszor is kiterjesztjilk a
minimélis modell fogalmat.

5.4 Definicié. Az X projektiv varietdst, melynek legfeljebb terminélis szingula-
ritdsai vannak, minimdlisnak nevezziik, ha Kx - C > 0 minden C C X projektiv
gorbére.

5.5 Tétel. Legyen X egy 3-dimenzids varietds. Ekkor létezik X, az X -szel biraci-
ondlisan ekvivalens, legfeljebb termindlis szingularitdsokkal rendelkezé 3-dimenzi6s
projektiv varietds, amely a kévetkezd tipusok koziil pontosan az egyikhez tartozik.
(5.5.1) Létezik egy ¢ : X — Z, hogy dimZ < dim X, és K3 - C < 0 minden
olyan C C X projektiv gorbére, amelyre ¢(C) egy pont.
(5.5.2) Minden C C X projektiv gorbére K %:C 20, azaz X minimalis.

Ez tehat megvalaszolja (ii)-t. A valasz (iii)-ra kissé bonyolultabb, mint a felii-
letek esetében, de ez nem meglepd, hiszen a dimenzié novekedésével a struktirdk
varhatéan bonyolédnak. (1.15) megadja, hogy hogyan jutunk el egy sima modell-
hez. A sima modellt6l a minimdlis modellig olyan 1épésekkel tudunk eljutni, melyek
mindegyike vagy az (5.2) altal adott Osszehizas, vagy pedig egy flip.

Marad tehat (i). Az (5.5.1) esetben visszavezettiik a problémat alacsonyabb
dimenzi6s varietdsok vizsgélatara, (5.5.2)-ben pedig taldltunk egy minimélis mo-
dellt.

A minimélis modellek vizsgdlatat a felilletekéhez hasonl6an végezziik. Ismét
létezik kanonikus leképezés, a tétel forméja (4.16)-hoz hasonld, a Kodaira dimenzi6t
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is ugyanugy tudjuk definidlni. A 3-dimenziés varietdsokra azonban az ismert tételek
nem adnak olyan teljes leirdst, mint a feliiletek esetében.

6.8 Epilogus

Emlékeztetni szeretném az olvasét, hogy ez az irds csupédn ismeretterjeszt6 jellegti,
és nem ajéanlatos eredmények forrasaként hasznélni. A definiciék és tételek nem a
komoly kutatdshoz sziikséges pontossaggal és szigorral szerepelnek.

A témardl az olvasé részletes és sokkal pontosabb ismertet6t talal [9]-ben. Ez
nehezebb olvasmany, de feltétleniil megéri a befektetett energiat.

A maér emlitett magyar nyelvii irodalomban — [8], [13] és [16] — tovébbi
referencia taldlhaté bevezetd jellegl irdsokra. [9] irodalomjegyzéke b&séges tovabbi
olvasnival6t ajanl az érdeklédéknek.

Néhényat én is megemlitenék: [5] bevezetd jellegi konyv sok érdekes példaval
fiiszerezve. [3] és [7] konnyen olvashat6 bevezetést adnak az algebrai geometria mo-
dern nyelvezetébe. [4] és [17] minimalis elGismeretet igényld, az algebrai gorbékrsl
sz616 konyvek. Az dltaldnos algebrai geometria irdnt komolyan érdekl6k szaméra
tovabbi olvasnival6t kindl [15] és [6]. Ez utébbi komolyabb kommutativ algebrai tu-
dast feltételez, cserébe szigoru bevezetést ad a modern algebrai geometria felépité-
sébe. A sziikséges kommutativ algebrai ismereteket tartalmazzak példaul [2] és [1].
Végiil, de nem utolsésorban [10] és [11] a legmodernebb technikdkrél és kérdésekrsl
adnak részletes leirdst. Ez utébbiak olvasasa azonban mar komoly elGismereteket
igényel.

Hadd idézzem ismét Kollar Janost. [9]-ben olvashatjuk a kovetkez6t:

» --. M. Noether mondta egyszer, hogy az algebrai gérbéket Isten
teremtette, mig az algebrai feliileteket az Ordog. Ez kevés helyet hagyott
a 3-dimenziés algebrai varietdsok szdméra. ... ”

Jelen irds taldn nem mutatja be teljes mértékben, miért mondta ezt M. Noe-
ther, azt azonban megfigyelhette az olvasé, hogy a feliiletek osztalyozasa nagysag-
rendekkel nehezebb feladat, mint a gorbék osztalyozdsa. Azt varnank tehat, hogy
a 3-dimenzids algebrai varietdsok osztalyozdsa mar szinte lehetetlen. A kdzelmilt
eredményei azonban, — ahogy ezt [9]-ben is olvashatjuk — mé&st mondanak. A mi-
nimadlis modell program — ami Mori elmélet néven is ismert — egy olyan megko-
zelitését adja az osztdlyozasi problémanak, ami vairhat6an eredményes lesz minden
dimenziéban. Azt mondhatjuk tehdt, hogy a kordbban vartakkal ellentétben

» .. létezik egy mély és sokatmondé elmélet a 3-dimenziés algeb-
rai varietdsok osztdlyozdsara, ami sok tekintetben emlékeztet a feliiletek
osztalyozdsdnak elméletére. Minden ezen a teriileten dolgoz6 kutaté kozos
reménye, hogy az eddig bizonyitott eredmények csupén a kezdetét jelentik
egy részletes struktiraelmélet kifejlédésének.”
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Befejezésiil azt remélem, hogy sikeriilt néhany olvasé érdeklGdését olyan mér-
tékben felkelteni, hogy ne érje be ezzel a szerény bepillantdssal, hanem toviabb
folytassa az algebrai geometria megismerését.

Fiiggelék
§A. Adalékok a nem definiilt fogalmakhoz

dimenzié.? Varietdsok kodimenzidjat és dimenzidjat a kovetkezGképpen definidl-
juk:
codim (Y, X) =sup{k | Y = Zp $Z2G...5G Z, ahol
Z; C X irreducibilis részvarietasok }
dim X = codim (0, X)

divizor. Legyen X egy algebrai varietds. Jelolje Div (X) az X 1-kodimenzids
irreducibilis részvarietdsai dltal generalt szabad Abel csoportot. Div (X)) elemeit
divizoroknak hivjuk.

elliptikus és hiperelliptikus gérbék. Legyen X egy gorbe, amely biracionélis
az y?> = f(z) altal definialt sikgorbével, ahol f tobbszoros gyok nélkiili d-edfoku
polinom. X-et elliptikusnak nevezziik, ha d = 3 vagy 4, és hiperelliptikusnak, ha
d>'5:

Megjegyzések. (a) Egy elliptikus gérbe nem hiperelliptikus.

(b) A d > 4 esetben az y*> = f(x) altal definialt sikgtrbének a végtelenben van egy
szingularis pontja.

(c) Valéjaban a d = 4 eset nem ad 1j elliptikus gérbéket. Ezen gérbék sima modelljei
szerepelnek a d = 3 esetben.

(d) Egy sima projektiv hiperelliptikus gorbe nem dgyazhaté be CP?-be.

homogén polinom. Egy f € Clzo,...,z,] polinomot d-edfoki homogén poli-
nomnak neveziink, ha minden A € C-re

FOZo, ..., A%0) = X f(20,. .., %n).
Ez ekvivalens azzal, hogy az f-et alkoté 6sszes monom foka d.

izomorfizmus. Egy ¢ : X — Y morfizmust izomorfizmusnak neveziink, ha létezik
olyan 7 : Y — X morfizmus, hogy ¢ o9 =idy és 9 o ¢ = idx.

leképezés. Ha a vizsgilt objektumok osztilyat megszoritjuk — jelen esetben a
polinomokkal definidlt alakzatokra —, akkor a megengedett leképezéseket — mor-
fizmusokat — is definidlni kell.

8 Az alaptest C, a komplex szamok teste, ezért a dimenzi6 is C felett értends.
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Egy ¢ : X — Y affin varietdsok kozotti leképezést affin morfizmusnak ne-
veziink, ha minden f € A(Y') reguldris fiiggvényre*, f o ¢ reguldris X-en. Egy
¢ : X — Y tetszGleges varietdsok kozotti leképezést morfizmusnak neveziink, ha
affin részekre megszoritva affin morfizmust kapunk.

metszési szam. A szovegben kozolt definicié nem pontos. Val6jaban igy csak ak-
kor tudjuk a metszési szamot definidlni, ha D egy olyan divizor, ami az X egy
alkalmas projektiv térbe val6é bedgyazdsanél megegyezik X és egy hipersik metsze-
tével. Igazolhaté azonban, hogy minden divizor elgall, mint két ilyen tulajdonsagi
divizor kiilonbsége, tehat ezen a kozvetett iton tudjuk a metszési szamot dltalaban
definidlni.

Itt érdemes megjegyezni azt is, hogy miért fontos, hogy X sima legyen. Ellen-
kezG esetben ugyanis el6fordul, hogy nem minden divizor &ll el§, mint két olyan
divizor kiilonbsége, melyek az X egy alkalmas projektiv térbe val6 bedgyazasanal
megegyeznek X és egy hipersik metszetével.

Egy elegendd feltétel ahhoz, hogy metszési szamot tudjunk értelmezni az, hogy
minden divizornak egy alkalmas tobbszorose elgalljon a fenti médon.

regularis és raciondlis fiiggvények. Legyen X C C" egy affin algebrai varietas.
Jelolje

I(X) = {feC[xl,...,anf(a:):O, Vz e X}.

Ekkor az
A(X) — C[l‘l,...,.’rn]/I(X)

gytrtt az X koordindta gydridjének, a gyfiri elemeit pedig reguldris fiiggvényeknek
nevezziik. Az A(X) hanyadosteste, K (X), az X raciondlis figguényteste, elemei a
raciondlis figgvények. Ha X egy tetsz6leges algebrai varietds, akkor K (X )-et az X
egy strd affin részvarietdsanak a raciondlis fiiggvénytesteként definidljuk.

sima. Legyen z € X, és tekintsiik z-nek egy U C X affin kérnyezetét. Legyenek
fiy..., fx az U C C™ affin varietast definidlé polinomok. Ekkor z sima pontja
X-nek, ha

afi ;
rk [a—f](z)] =n—dimU.
Megjegyzés. Ekkor az implicit fiiggvény tétel szerint z-nek van olyan kornyezete
X-ben, amely egy differencidlhat6 sokasag.
transzverzalis metszés. Egy D hiperfeliilet és egy C gorbe transzverzalisan

metszik egymdst, ha minden P € D N C sima pontja D-nek és C-nek, és D P-
beli érint6tere nem tartalmazza C P-beli érintGterét.
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§B. Utmutaté a feladatok megoldasahoz
(1.83) X =X\ ZUZ és X irreducibilis, tehdt X = X \ Z, azaz X \ Z irreducibilis.

(2.6) (2.5) alapjan X vagy egy egyenes, ami nyilvan izomorf CP'-gyel, vagy egy
mésodfoki gorbe. Legyen tehdt X egy masodfoki gorbe. Egy gorbe definici6 szerint
irreducibilis, tehat X nem tartalmazhat egyenest. Rogzitsiink egy zo € X pontot,
és egy zo & L C CP? egyenest. Tetsz6leges z € X-re legyen ¢(z) az x és az g altal
meghatarozott egyenes (az zo-beli érint6, ha = xy) és az L metszéspontja. Ez a
¢ izomorfizmus X és L ~ CP! kozott.

(2.7) Rajzoljunk egy gréfot X-re gy, hogy a kivételes pontok a graf csicsai kozé
tartoznak. Emeljiik fel ezt a grafot Y-ra, azaz tekintsiik az X-en megadott graf
osképeként adodo, Y-on 1éve grafot. Ekkor az élek és lapok szama d-vel szorzédik,
mig a csticsok szdma legfeljebb a d-szeresére ng. Azaz Euler tétele miatt

2 - 29(Y) < d(2 - 29(X)).

(2.8) Ha g(X) = 0, akkor az 4llit4s nyilvan igaz, hiszen g(Y') > 0 mindig teljesiil.
Ha g(X) > 1, akkor (2.7) alapjén:

9(Y) > g(X) + (d - 1)(g(X) — 1) > g(X).

(3.6) R; - R, =1, azaz ha linearisan ekvivalensek lennének, akkor R; - Ry = 1
lenne, de lattuk, hogy val6jaban R; - Ry = 0.

(4.2) (a) Ha I generélhat6 lenne két elemmel, akkor C[z,y,z2] transzcendencia
foka legfeljebb 2 volna.

(b) X NY # 0 azt jelenti, hogy az X-et illetve Y-t definidl6é f illetve g
polinomok eltiinnek egy kozos (a, b, c) € C* pontban, azaz

fig€(x—a,y—>b,z—c) =M.

Az f és g altal generalt idedl (a) miatt nem tartalmazhatja 9t egyetlen hatvanyat
sem, tehat van egy 9MM-t61 killonboz6 maximalis idedl, M’ = (z —a',y — V', 2 — '),
ami tartalmazza f-et és g-t. Ez éppen azt jelenti, hogy (a/,0',¢') € X NY.

Val6jaban tobb is igaz: ha X NY # 0, akkor X NY tartalmaz egy gorbét.

(4.6) Legyen z = (u : v) € CP' és (A,) C C olyan, hogy A\, — 0 és 2,
(Anu, Apv) € C2. Ekkor (zn,7(zn)) — (0,2) € C* x CP!, tehat CP' C C
p~1(0) ~ CP.

Nl
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Sandor Kovics: The Unknown Acquintance — Algebraic Geometry for
Non-Algebraic Geometers

This article is a light introduction to algebraic geometry, in particular to the
birational classification of algebraic varieties.

After a short basic introduction the paper overviews the classification of al-
gebraic curves by their genus. The next section is devoted to the canonical divisor
which plays a central role in birational algebraic geometry. The curve classification
is reformulated in terms of the canonical divisor. Next the minimal model theory of
surfaces is discussed, again with special emphasis on the behavior of the canonical
divisor. In the final section one can glimpse into the difficulties of carrying out the
analogous theory in dimension 3.

The presentation is intended for a general audience and the interested reader
can find some exercises with hints to their solution.
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KONYVISMERTETES

Szili Laszlé — Té6th Janos: Matematika és Mathematica

Val6szintileg minden olvasénak van elképzelése arrél, mi a matematika, azonban
talan nem mindenki tudja, mi a Mathematica. Nos, az els6 ebben a téméaban meg-
jelent magyar nyelvii konyvbo6l erre természetesen fény deriil. Egy olyan program
csomag, amely nagyon megkonnyiti a matematika felhasznaléinak az életét, akar a
matematikdban, akir mérncki feladatokban, akdar program irdshoz, akir az okta-
tasban van sziikségiik valamilyen mar ismert feladat megoldasara.
A konyv héatsé boritéjan ennél kicsit részletesebb bemutatést is taldlhatunk.
Néhany lehetdség:
— Szimbolikus miiveletek végzése, példaul kifejezések egyszertisitése, primitiv
fiiggvények keresése, algebrai és differencidlegyenletek megoldésa.
— A hagyoményos programnyelvekkel szemben akédr tobb ezer értékes jeggyel is
végezhetiink numerikus szamitasokat.

— Grafikai lehet&ségei egészen kival6ak. Két dimenziés vektorteret vagy hdrom
dimenziés testeket is tobbféleképp dbrazolhatunk, akir mozgé képpel is.

— Magas szint{i programnyelv: Irhatunk proceduralis, szabalyalap, objektu-
morientélt és funkcionalis elven késziilt programokat, rdadasul a Mathematica
fiiggvényeit is hasznédlhatjuk.

— Tobb népszerti program kapcsolhat6 hozza: C, EXCEL, FORTRAN, TgX,
VisualBasic, Word.

A konyv el6szor egy rovid attekintést ad a szimbolikus programcsomagok tor-
ténetérdl és mas ilyen programcsomagokrél. A 2. fejezetben ismerkedhetiink meg a
Mathematica alapelveivel, példaul hogyan kell értéket adni, hogyan torténik a ki-
értékelés, milyen opci6k vannak. Ezt a részt feltétleniil érdemes elolvasni, bar lehet
érdemesebb el6bb néhany példat megnézni a kés6bbi fejezetekbél és késébb vissza-
térni ide. Sajnos elég kevés informaciét taldlhatunk az ablakos felhasznaloi feliilettel
kapcsolatos tudnival6krél. Pedig ez kezd6 felhasznélénak sok fejtérést okozhat, mi-
vel sokszor nem a més programokban szokdsos a Mathematica hasznélata.

A 3. fejezet (ami a kdnyv nagy részét kiteszi) az, amelyet az olvasé a legtobbet
fog forgatni. Példaul ha az olvas6 egy linedris algebrai feladatot akar megoldani,
akkor a 3.8. szakaszban taldlja meg, hogy milyen utasitdsokat hasznédlhat, hogyan
kell megadni egy métrixot és hogyan lehet ortogonalizdlni sorvektorait. Mindenre
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lathatunk példdkat is. Ez kiilondsen azért j6, mert bar a Mathematica-ba beépitett
help minden utasitdsrol leirja, hogyan kell hasznalni, példékat nem ad. Az egyes
szakaszok végén feladatokat is taldlunk, ami segiti az adott rész jobb megértését.

A szerz6k feltételeznek bizonyos matematikai elGismereteket, de ez természetes
is, hiszen aligha akar valaki differencidlegyenletet megoldani, ha nem tudja mi az.
Ugyanakkor a kevésbé kozismert, de a leirdshoz szitkséges matematikai ismereteket
megtaldlhatjuk a konyvben vagy legaldbb egy referencidt kapunk.

A 4. fejezetben a program irdashoz sziikséges legfontosabb tudnivalok taldlha-
t6k, taldn egy kicsit szitkszavian, az 5. fejezet pedig néhany érdekességet tartalmaz,
ami nem szorosan értelmezett matematika.

Végezetiil kedvesinalasként néhdany konkrét példa, amit a Mathematica-val meg
lehet csinélni:

gL 1099511627776
9/ 7 147808829414345923316083210206383297601
(].2 a2 ﬂ.2 a
L a g TFad—aT - “mf.;'if‘Ill——l
1 a.3 12 = 5 (@i=1a 0 ! (a®—1)a
A w207 @ a1

2 1 1 il 1
Sl e — = In(z? = 2 1
/xs_ldx 31n( 1+ z) g n(x +z+1)+3\/?_>arctan(3(2x+ )\/5)

Katona Gyula Y.
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FELADATROVAT

Szerkeszti LACZKOVICH MIKLOS

A feladatrovatnak szént kiildemények a kovetkezd cimre kiildendSk: Laczkovich
Mikl6s, ELTE Analizis Tanszék, 1088 Bp. Mizeum krt. 6-8. A kittizésre javasolt
feladatok szerzoit kérjiik, hogy mellékeljék a feladat megoldasat, valamint a feladat
keletkezésének hatterét megvilagité esetleges észrevételeiket.

Kitlizott feladat

247. Nevezziink egy sikbeli halmazt sokszignek, ha a hatdra véges sok szakasz
egyesitése.

(i) Mutassuk meg, hogy minden 0 < ¢ < 1-hez van olyan S C [0, 1] x [0, 1] sokszog,
amelyre az SY = {z € [0,1] : (z,y) € S} 6s S, = {y € [0,1] : (z,y) € S}
halmazok mértéke ¢ minden z,y € [0, 1]-re.

(ii) Van-e minden 0 < c¢ < 1-hez olyan fenti tulajdonsdgi sokszog, amelynek
minden hatédrszakasza vizszintes vagy fiiggtleges?

LACZKOVICH MIKLOS

Megoldott feladatok

237. feladat. Legyen p 4k + 3 alaki primszam, és jelslje F,(z,y) az (z +1iy)*
komplex egyiitthatés polinom valds és képzetes részének osszegét. Bizonyitsuk be,
hogy barmely a, b egész szdmra F},(a, b) minden a—b-hez relativ prim osztéja 2kp+1
alakd.

GYORY KALMAN, SURANYI JANOS és VARNAI FERENC

Megoldds. Nyilvan elég belatni, hogy ha ¢ olyan primosztéja F}(a, b)-nek, mely nem
osztja a — b-t, akkor ¢ = 2kp =+ 1. ElGszor is belatjuk, hogy itt ¢ = 2 nem lehetséges.
Ez vildgos, ha a — b paros. Ha viszont a — b pératlan, akkor F,(a,b) is pératlan,

ugyanis
P
D\ i1p—i
Fp(a,b)zz:si(i) b

1=0
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ahol ¢; = +1, tehit a jobb oldalon 4ll6 tagok koziil pontosan egy lesz paratlan.
Alkalmas raciondlis egész egyiitthatés A,(z,y), Bp(z,y) polinomokkal

(1) (z +1y)" = Ap(z,y) +iBy(z,y)
irhat6. (1) mindkét oldalat 2P = —i-vel megszorozva
(2) (iz — )P = —idy(2,y) + By(z,y)

adédik. (2) mindkét oldalanak komplex konjugaltjat véve
(3) (—iz —y)" = idp(2,y) + Bp(,y).
Mivel F,(z,y) = Ap(z,y) + Bp(z,y), (1) és (3) vsszege

(4) (z +iy)” - (iz +y)" = (1 +i)Fp(z,y).

Legyenek most zo,yo kiilonboz6 racionalis egész szamok, és legyen g az Fp(zo,yo)
egy olyan primosztéja, melyre ¢t (zo —yo). Ha d = (x0, y0) és xo = dx1, yo = dy1,
tgy Fp(zo,v0) = dPFp(x1,y1) és gt (zo — yo) miatt g| Fp(z1,91).

Tegyiik fel elgszor, hogy ¢ > 2. Jeldlje m a ¢ egy tetsz6leges primosztéjat a
Gauss-egészek gyfirtijében. Ha ¢ = 3 (mod4), tgy @ = ¢ vehets, mig ha ¢ =
1 (mod4), ugy n7 = q. Legyen a = z1 + y11 és 3 = y1 + x14. Ekkor (4)-b6l

(5) of =P (mod 7)
adédik. Mivel ¢ paratlan és g1 (zo — yo), ezért
(6) mf (a—p) = (1) (21 — 1)

Ebbél kovetkezik, hogy 7 nem osztéja a és 3 egyikének sem. Ekkor viszont van
olyan 3’ Gauss-egész, melyre B3 =1 (modn), és igy a v = af jelsléssel (5)-bsl
v? = 1 (modn) folyik. Tovabb4a, (6) miatt v Z 1 (mod ), ezért a mod w redu-
kalt maradékosztilyok multiplikativ csoportjaban a -t tartalmazé maradékosztély
rendje p. Mivel ezen csoport rendje N(7) — 1 (ahol N(7) a m elem norméjat jelsli),
igy Lagrange tétele szerint p| N(7) — 1. Viszont

_ | ¢* hag=3 (mod4),
Do {q ha ¢=1 (mod4),

amibdl a feladat allitdsa kovetkezik.

Végiil megmutatjuk, hogy ¢ = 2 nem lehetséges. Tegyiik fel, hogy 2| F,(z1, 1),
és jeloljiik most 7-vel az 1 — 4 primelemet. Mivel 2 = i7? és 1+ = i, ezért (4)-bél

a? = P (mod 73)
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kivetkezik. Kénnyen lathat6, hogy 2  (z1 — 1) kovetkeztében 7 { «, 3 és a #
B (mod 7?)). Ekkor viszont a fentiekhez hasonléan ad6dik

v* =1 (mod 7°)

és v # 1 (modn?)). Mivel p prim, ezért a modn® redukalt maradékosztalyok
multiplikativ csoportjaban a -t tartalmazé maradékosztaly rendje p. Am a mod 7*
redukalt maradékosztéilyok szdma 4, igy Lagrange tétele szerint p| 4. Ez pedig a p-re
tett feltevés miatt nem lehetséges.

GYORY KALMAN

Megjegyzések. 1. A feladat allitdsabol adodik, hogy tetszGleges g racionélis egész
szdm esetén Fy,(zg, o — 1) barmely primosztdja 2kp = 1 alaki. Ebbél kivetkezik,
hogy a fenti tulajdonsagi p mellett az ¢p+1 vagy az fp—1 szamtani sorozat végtelen
sok primszamot tartalmaz.
2. Ha egy p primszamra q| (zo — vo), akkor (4) miatt g| Fy(@o,y0). Az ilyen ¢
primszamokra tehat a feladat allitdsa érvényét veszti.
GYORY KALMAN

238. feladat. (i) Mutassuk meg, hogy minden zart térgdrbén van négy komplanaris
pont, és van olyan zért térgdrbe, amely nem tartalmaz 6t komplandris pontot. (ii)
Konstrualjunk olyan zart térgorbét, amely minden n-re tartalmaz n komplanéaris
pontot, de nem tartalmaz végtelen sok komplanaris pontot.

ROKA SANDOR

Megoldds. (i) Valasszuk ki a G térgtrbe két kiilonbsz6 A és B pontjat. Vetitsiik
mer&legesen a gérbét egy, az AB egyenesre mer6leges S sikra. A V vetiilet vagy
egy szakasz vagy egy konkav alakzat. Feltehetjiik, hogy a masodik eset kovetkezik
be. Ekkor a V' halmaznak van olyan e tdmaszegyenese az S sikban, amely V-nek
legaldbb két pontjat tartalmazza, de nem tartalmazza az A és B pontok vetiiletét.
Legyen az S’ sik mer6leges az S sikra, és messe azt e-ben. Ekkor az S’ sik olyan
tamaszsikja G-nek, amelynek legalabb két kozos pontja van G-vel. Konnyt beldtni,
hogy ha az S’ sikot 6nmagéval parhuzamosan eltoljuk az AB egyenes irdnyaban,
akkor elég kis eltolds esetén az eltolt siknak legaldbb négy kozos pontja lesz G-vel.

A miésodik 4llitast bizonyitandé legyen E egy ellipszis, és jeloljiik H-val azt a
hengerfeliiletet, amelynek az E sikjara val6 meréleges vetiilete éppen E. Messiik el
H-t egy olyan gombbel, amelynek a kozéppontja H belsejébe esik, és amelynek a
sugara elég nagy. Ekkor két olyan térgdrbét kapunk, amelyek egyike sem tartalmaz
6t komplanaris pontot. Tegyiik fel ugyanis, hogy az S siknak legaldbb 6t k&zos
pontja van ezen gorbék valamelyikével. Ezek a pontok egyrészt rajta vannak azon
a koron, amelyet S a gombbdl metsz ki, mésrészt a H N S ellipszisen. Konnyt
belatni, hogy ha a gdbmb sugara elég nagy, akkor a H N S ellipszis nem lehet kor.
Ez azonban lehetetlen, hiszen egy kornek és egy ellipszisnek csak négy koézds pontja
lehet.
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Egyébként az is konnyen ellenérizhetd, hogy a
t (-1t (-1 (- 1)) (te[o,1])

zéart térgorbe. Ez legfeljebb négy komplanéris pontot tartalmaz, ugyanis a® + b% +
c? + d? # 0 esetén az

a(t =t +bt—1)t2+c(t —1)t2 +d

polinomnak legfeljebb négy gytke lehet.
ROKA SANDOR

(ii) Koénnyen lathat6, hogy ha egy gorbe paraméterezésének koordindtafiigg-
vényei polinomok, és ha a teljes gorbe nem fekszik egy sikban, akkor a gorbe csak
véges sok komplandris pontot tartalmazhat. Legyen T at — (t,t2,¢) (t € [0,1]) pa-
raméterezéssel megadott egyszerd iv. Az el6z6 megjegyzés szerint I' csak véges sok
(legfeljebb 3) komplanaris pontot tartalmazhat. Jelsljik P,-nel a t = 1/(n+1)-nek
megfeleld pontot I'-n, legyenek r,, (alkalmasan megvalasztand6) pozitiv szaimok, és
jelolje B, a P, kozépponti és r, sugart gombot. Konnyt beldtni, hogy ha az 7,
szamokat elég kicsire valasztjuk, akkor teljesiilnek az alabbi 4llitasok.

(a) A B, gobmbok mindegyike az y = z sik alatt van.

(b) Ham > n, P € B, és S jeloli az z-tengelyen és a P ponton &tmend sikot,
akkor B,, az S sik alatt van.

(c) Ha Q, € B, (n =1,2,...), akkor az orig6bol Q,, felé mutato egységvektorok
konvergalnak az (1,0,0) vektorhoz (T érint&jéhez az origéban).

Most vagjuk ki I'-b6l a B,,-be ess részét, és helyettesitsiik azt egy olyan ivvel,
amely B,-be esik, nem fekszik egy sikban, koordinatafiiggvényei polinomok, és
tartalmaz n komplanaris pontot. Ekkor kapunk egy I" egyszerd ivet, amely az
orig6tél az (1,1,1) pontig halad és amely a végpontjaitél eltekintve az y = z sik
alatt fekszik. Belatjuk, hogy I'" nem tartalmaz végtelen sok komplandris pontot.
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, és legyen T olyan sik, amely I’ végtelen sok pontjat
tartalmazza. Mivel T'NT véges, és TN B, NI" is véges minden n-re, ezért TNB, # 0
végtelen sok n-re. Ebb6l (c) alapjan kévetkezik, hogy T tartalmazza az z-tengelyt.
Ez azonban lehetetlen, hiszen ha m > n olyan indexek, amelyekre T'N B,, # 0 és
T N B, # 0, akkor ellentmondésba keriiliink (b)-vel. fgy I nem tartalmaz végtelen
sok komplandris pontot, mésrészt a B,-be es§ részive tartalmaz n komplanaris
pontot. Végiil, ha I''-t tiikkrozziik az y = z sikra és egyesitjiik I''-vel, akkor egy
kivant tulajdonsagui egyszerd zart gorbét kapunk.

LACZKOVICH MIKLOS

239. feladat. Legyen ® olyan f : X — R fiiggvényekbdl 4ll6 halmaz, hogy f,g € ®
esetén max (f,g) € ® és min(f, g) € ®. Mutassuk meg, hogy ha

f= s {].iglg{gij}} = Inf { f.gg{hii}}’
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ahol g;j, hi; € ®, akkor vannak olyan f, € ® figgvények, hogy f = lim f,.
CSASZAR AKOS

Megoldds. Legyen g; = infjen{gij}, hi = supjeN{hij}. Feltehets, hogy h; > hiy1,
mivel
min ( sup{uk},sup{w}) = sup {min(uk,v)},
keK LeL kEK,teL

és igy h; helyébe min(hy, ..., h;) tehet6. Legyen most

o= oz (min (,imly 00 e b))
Nyilvan f, € ®; belatjuk, hogy limsup f, < f < liminf f,.

Legyen z € X tetszoleges. Ha ¢ < f(z), akkor gi,(xz) > ¢ és hiyjo(z) > ¢
alkalmas i, jo-ra, hiszen h;,(z) > f(z) > c. Igy n > max (g, jo) esetén

gio]'(z) > gio(z) >c (1 =<es n)7 hio.‘io(z) >c,

tehat f,(z) > c. Ezzel megmutattuk, hogy liminf f,(z) > c.

Ha ¢ > f(z), akkor h;,(z) < ¢ alkalmas ip-ra, és minden i-hez van olyan j;,
amelyre g;j; (z) < c (hiszen g;(z) < f(z) < c). Legyen jo = max (ji1,...,Ji,), €s
n > max (ig, jo). Ekkor 1 < ¢ < ig esetén g;j,(z) < c folytdn min;<;<n gij(z) < c,
io < © < n esetén pedig h;;j(z) < hi(z) < hi(z) < c folytan max;<j<n hij(z) < c.
gy fnu(z) < ¢, és limsup f.(z) < c.

CSASZAR AKOS

Megjegyzés. Sierpinski egy tétele szerint (Sur une propriété des limites d’ensembles,
C. R. Paris 192 (1931), 1625-1627), ha M = U,Ng Ank = NpUg Bpk, ahol Ak, B
tetsz6leges halmazok, akkor M = lim; C;, ahol a C; halmazok megkaphatdk az
Ank, Bar halmazokbdl unié- és metszetképzés segitségével. A feladat ezt a tételt
altalanositja: Sierpiniski tételét a feladatbol dgy kaphatjuk meg, ha attériink a
halmazok karakterisztikus fiiggvényeire.

CSASZAR AKOS

43



TARTALOMJEGYZEK

CsIRMAZ LAszLG: Egyvaltozos rekurziv fliggvények ..........................

KOVAGS'SANDOR: A7 1sSmeretlen ISTeras: i i . ol ot < Lo vt Wi L5 « s
IKonyRisSmertetes V. nessmuiar s O T Pl SR S R n e e
Feladatrovatimme Sue o) Cra b SortRlve . o st O S S, T T D

CONTENTS

LAszLO CsiRMAZ: Recursive functions of one variable .......................

SANDOR KovAcs: The Unknown Acquintance ............coovviienninenennnn.

3 OORITOYICW . vyt . Lo SRt = on el ool i SO N e R b T
P EODIOTAS @Y i ovavis o5 w2 oot Lonimie & LGB, oS it R et L gl e s

w;.“.g w2 2 ~
UM AR Y T T
A e TR AR -«-‘4;.?.*‘:‘4;;4

{Y VT ARA



Nyomdai munkdk: Keményfém és Tarsa Kft., Kiskunhalas






300519

Matematikai
LapoKk

N

1994 /2-3



MATEMATIKAI LAPOK

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat Lapja. Megjelenik évenként négyszer.

Uj sorozat 4. évfolyam (1994), 2-3. szdm
(Megjelent 1998-ban)

Tiszteletbeli fészerkeszts: Csaszar Akos
Megbizott f6szerkeszts: Barany Imre
F&szerkeszté-helyettes: Palfy Péter Pal

Tanéacsadé Bizottsag: Daréczy Zoltan (KLTE), Hajnal Andrds (MKI), Lovasz Laszlé
(ELTE), Sz8kefalvi-Nagy Béla (JATE)

Szerkeszté Bizottsag: Hetyei Gabor (JPTE), Laczkovich Miklés (ELTE), Nemetz Ti-
bor (MKI), Péles Zsolt (KLTE), Pelikan Jézsef (ELTE), Pogéts Ferenc (ELTE), Recski

Andras (BME), Reiman Istvan (BME), Rényai Lajos (SZTAKI), (nyugdijas
tanar), Staar Gyula (Természet Vilaga), Székely J. Gabor (BME)

Technikai szerkeszt&: Domokos Matyas
Szerkesztéség: 1027 Budapest I1., F& u. 68. II. em. 224. Telefon: 201-7656.

Eléfizetési dij 1995-re 550 Ft+AFA, egyes szam ara 150 Ft+AFA.
* Megjegyzés: Korabbi el6fizetéknek a lap 4ra az eddigi befizetés fiiggvénye.

Megrendelhets a szerkeszt&ségtol.



VENN-DIAGRAMOK SZERKESZTESE GRAFEL-
MELETI ESZKOZOKKEL!

HAMBURGER PETER

1. Bevezetés

Szitamd6dszerek és ezek geometriai illusztraldsa sok szdz éves miiltra tekint vissza.
Felfedezésiik olyan hires nevekkel fiigg 6ssze — tobbek kozott — mint a gorog Ariszto-
telész (i. e. 384-322) [4], a német Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) [17, 18] és
Gottfried Ploucquet (1716-1790) [56], a sv4jci Leonhard Euler (1707-1783) [25], a
francia Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) [29] és Johann Heinrich Lambert (1728~
1777) [49], az ir Sir William Rowan Hamilton of Edinburgh (1805-1865) [44], az
angol George Boole (1815-1864) [8], Lewis Carroll (1823-1898) [11] és John Venn
(1834-1923) [64, 65].

Margaret E. Baron angol matematikatanar és torténész a kovetkezsket irja
érdekfeszit tanulmédnyaban? [5]:

Az 6kori gérog logika megalapitéja Arisztotelész miivében (,,Organon”,
,Szillogizmusok Tana” [4]) hatdrozza meg és foglalja 0ssze kordnak logi-
kai médszereit. El6addsainak irdsos anyaga csak késébbi forrasokbdl ma-
radt rdnk, és ezek nem tartalmaznak geometriai illusztraldsokat. Ennek
ellenére szamos logikus 4llitja, hogy — mivel ezen irdsok el6addsmdédja és
nyelvezete olyan szemléletes — Arisztotelész nyilvinvaléan haszndlt geo-
metriai formdkat el6addsdnak illusztréldséra.
Tovabbiakban igy folytatja:

Izolélt diagramok, amelyek bizonyos geometriai formakat haszndlnak arra,
hogy propozicickat vagy szillogizmusokat dbrédzoljanak, megtaldlhaték né-
hény tizenhatodik szdzadi logikus munkdjdban [1]... Azonban a német
Gottfried Wilhelm Leibniz volt az, aki el6szor szentelt komoly tanulma-
nyokat arra, hogy analizaljon logikai propoziciékat diagramok segitségével.

1Ezt a cikket egyetemi taniraimnak Rényi Alfrédnak, Rényi Katénak és Suranyi Janosnak

ajanlom.

2Az idézetek nem szé szerinti forditasok, a forditas télem szarmazik.
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Baron szerint:

Leibniz nemcsak olyan diagramokat haszndlt amelyek egy, két, hdrom kort

vagy ellipszist tartalmaztak — aszerint, hogy melyikeket talalta jobbnak —,

hanem olyanokat is, amelyek hdrom végtelen egyenessel dbrazoltak szita-
médszereket.
Baron a tovdbbiakban azt 4llitja:

Azonban a svéjci Leonhard Euler [25] volt az, akinek munkdssaga végiil is

kozismertté tette a koroket tartalmazo diagramokat és rajta keresztiil ezek

a diagramok nagy hatdssal voltak a tizenkilencedik szdzadban... Mate-

matikusok munkédiban, (mint péld4ul a francia Joseph Diaz Gergonne [29]

és Johann Heinrich Lambert [49]), diagramok lényeges kiindulé pontok

voltak szillogizmusok vizsgdlatdaban... Anglidban a diagramos reprezen-

taciokat nagyon fontosnak tartottak és szamos konyv kiilon fejezetet szen-

telt nekik, mint példdul az ir Sir William Rowan Hamilton of Edinburgh

kényve [44]... Euler nem prébdlta meg a halmazosztdlyokat algebrailag

jellemezni.
Baron végiil kijelenti:

John Venn (1834-1923) [64, 65] volt azonban az, aki a legrészletesebb

figyelmet szentelte a diagramok kérdésének és az & érdeme, hogy min-

den lehetséges lépést megtett, hogy Osszefoglalja kortdrsai hozzdjaruld-

s4t a témahoz, annak ellenére, hogy csak kevesekrél volt egy j6 szava. A

diagramok kérdésének tisztdzdsa — amely Venn érdeme — természetesen

vsszefiiggott a szimbolikus logika fejlédésével és a halmazosztalyok algeb-

rdjan alapult, amelyet néhdny évvel kordbban az angol George Boole [8]

dolgozott ki.

Venn a koroket tartalmazé diagramokat Euler hires kéreinek nevezi [64]. Sza-
mos matematikus kollégam, aki érdeklddik a téma irant agy véli, hogy a toérténelem
igazsdgtalanul nevezi ezeket a diagramokat Venn-diagramoknak. Azt hiszem ezek
a vélemények tilzéak, hiszen Venn volt az, aki pontos geometriai meghatarozasat
adta az ugynevezett Venn-diagramoknak, habar néha hibasan eltért sajat definici-
6jatél. Tovabba Venn volt az, aki el6szor mutatta meg, hogy létezik Venn-diagram
tetsz&leges sok gorbével, és szamos hibas allitdsa ellenére 6 volt az els6, aki Venn-
diagramok geometriai tulajdonsagat kezdte vizsgalni.

A legtobb ember hallott Venn-diagramokrol, tanult réluk kozépiskoldban, 14-
tott egy, két és harom kort, amely illusztrédlja az dtletet egyszer( esetekben. Szamos
egyetemi analizis, algebra, halmazelmélet, kombinatorika és logika kényv bevezet&
fejezetben ismerteti a halmazok algebrijit és ezeket Venn-diagramokkal illuszt-
ralja. Jol ismert tény az is, hogy a hires harom-koros diagram gyakran hasznalt
egyszer( szitamo6dszerek geometriai dbrézoldséara, alkalmazasuk kiterjed a leszamo-
lasi médszerektsl a biztositasi szakmadig [6], a biol6gia tudomanyatél [21] az angol
drama elemzéséig. Azonban azt hiszem nagyon kevesen tudjak azt, hogy Venn-
diagramoknak komoly alkalmazasuk van komputerizalt ipari tervezésben, kompu-
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terizalt sik- és térbeli testgeometriai modellezésben és automatizalt ipari gyartési
eljarasokban is [47], [59].

A komplikdltabb sik- és gombi Venn-diagramok geometriai és topoldgiai tulaj-
donsagainak tanulményozésa — ezek alkalmazasa az algebraban [59], a grafelmélet-
ben (12, 13, 14, 42, 43], [68], a geometridban [35], [36, 37, 38, 39], a halmazelmé-
letben, [3], [66], a mértékelméletben [52], a logikdaban [2], [10], [53], a kombinato-
rikdban [37], [40, 41], [57], [58], a topoldgidban [19] és a matematika szdmos més
teriiletén — ebben a szdzadban valt fontossd és meglehet&sen imponal6 publikiciés
listat eredményezett. Ezek a vizsgédlatok elvaltak a szillogizmusok illusztralasdanak
tanulményozdsatol és a matematika egy 6nallé teriiletét alakitottak ki. Azt hiszem,
hogy vildgszerte, de Magyarorszégon is csak nagyon kevesen tudjak azt, hogy ha-
sonléan a kombinatorika néhdny maés teriiletéhez az els6 lényeges modern eredmény
ebben a témédban is magyar matematikusok nevéhez fiiz6dik. E. Marczewski cik-
kének [52] hatdsara — amelyben a szerz§ fiiggetlen sikbeli gorbeseregeket és ezek
tobbdimenziés anal6gidjit hasznalta bizonyos mértékelméleti kiterjesztési problé-
mak megolddsdra — Rényi Alfréd (1921-1970), Rényi Kat6 (1929-1969) és Surédnyi
Jénos cikke [58] nyitotta meg az Gj eredmények sorozatdt. Az6ta szimos mas mate-
matikus, mint példdul az amerikai Branko Griinbaum [34, 35, 36, 37, 38, 39] és Peter
Winkler [68], a lengyel P. Nowicki [54], az angol R. Rado [57] és a szintén angol
genetika professzor Anthony W. F. Edwards [19, 20, 21, 22, 23], a magyar Gyar-
fas Andrés és Lehel Jen6 [40, 41] komoly figyelmet szenteltek ezeknek vagy ezek-
hez kozeldll6 diagramok kombinatorikus geometriai vizsgalatdnak. Konvex Venn-
diagramok létezését és tulajdonsagait, a lehetséges k-oldali vagy a k-ndl nem tobb
oldalu sokszogek szamat egy n darab gorbét tartalmazé Venn-diagramban, tovabba
kiilénboz6 tipusi Venn-diagramok szamét és létezését vizsgaltak. Ismeretes, hogy
komputergeometridban és térbeli testek modellezésében csak konvex diagramokra
léteznek j6 algoritmusok, ezért ezek jellemzései napjainkban gyakorlatban alkal-
mazhaté eredmények, nem csak érdekes kiiloncségei a geometrianak.

Ebben a f6leg ismertetd jellegt cikkben ezeket az eredményeket Osszegezem. Ez
az vsszefoglalds hianyos. Ezért prébaltam az irodalomjegyzéket gy Osszeallitani,
hogy az érdekl6d6 olvaso ott megtalalhasson minden olyan jelentGs més eredményt
is, amit én ismerek. Azt hiszem, az itt kozolt irodalomjegyzék meglehet&sen teljes.
A legttbb figyelmet azonban azoknak az 4j médszereknek és eredményeknek az
ismertetésére szentelem, amiket magam dolgoztam ki két kollégdmmal, az indiai
Kiran B. Chilakamarri és az amerikai Raymond E. Pippert matematikusokkal [12,
13, 14, 15], [42, 43]. Ezek az 4j m6dszerek dont6 véltozast eredményeztek a specialis,
sik- és gbmbi, egyszerti, zart, Jordan-gorbeseregek vizsgdlatdban és lehetévé tették
szamunkra azt, hogy szdmos olyan sejtést és problémat oldjunk meg, amelyek
megoldatlanok voltak hosszi ideig, néhanyuk t6bb mint széz évig. Tébbek kozott
modszereink segitségével sikeriilt egy Venn-t6l szdrmaz6 — de szdmos méas neves
matematikus dltal is sokszor megismételt — téves allitast véglegesen helyesbiteniink
(lasd 3., 6., 31., 40, 45. dbrat, és 11.2., 12.2. Tételt). (Ezt a hibas 4llitast nemcsak
szdmos cikk, sok hires egyetemi tankényv, hanem néhany enciklopédia is kozolte.)
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Megvélaszoltuk még Branko Griinbaum és Peter Winkler egy olyan kizés sejtését
is, amely visszanyilik Venn eredeti cikkéhez, amelyet 116 évvel ezel6tt irt (lasd
9.1. Tételt). A legtsbb itt ismertetett eredmény és ezek bizonyitdsa mas kiilfoldi
foly6iratban is megjelent. Néhany sajat eredményt azonban itt publikdlok el6szor.
Szdmos itt kozolt eredményiink és eredményem egy folyamatban 1év6 kutatédsi téma
eredményei vagy részeredményei, ezek kutatasat tovabb folytatom. Mivel ennek a
teriiletnek a kutatédsa — mint a geometria és a kombinatorika més szdmos aga sem
— nem igényel nagy el6tanulmaéanyokat, csak féleg j6 ttleteket, ismertetek szdmos
megoldatlan sejtést és problémat is. Ugy gondolom néhany ezek koziil felkeltheti
az érdeklédését nemcsak a szakembereknek, hanem olyan kozépiskolai tanaroknak,
kozépiskolai és egyetemi didkoknak is, akik szeretnék kiprébalni bizonyit6 erejiiket
a szokasos tananyagon tul is. ' '

2. Geometriai definiciék

Egyszert, zdrt Jordan-gorbe a sikban a kdrvonal t&bbszérss pont nélkiili folytonos
képe. Camille Jordan francia matematikus (1883-1921) hires tétele — ami magé-
t6l értet6dének tlinik, de meglehetdsen komplikdlt bizonyitani — azt allitja, hogy
minden egyszerfi, zirt Jordan-gorbe két részre bontja a sikot, az egyik egy korlatos
rész, amit a gorbe belsejének, a mésik pedig egy a végtelenbe nyulé rész, amit a
kilsejének, a gorbét pedig ezek kozds hatdrdnak nevezzik.

Zdrt (nyilt) fv alatt a sikban a [0, 1] zart ((0,1) nyilt) intervallum, 6nmagét
nem metszd, folytonos képét értjiik.

A kiilénboz6 sikbeli Jordan-gorbeseregek definici6it és ezek kiilsnb6z8 oszté-
lyainak meghatdrozdsait Griinbaum [38] cikkébdl idézziik.

2.1. Definicié. Az F = {51, Ss,...,S5,} n darab halmazt tartalmazé halmaz-
rendszert figgetlen halmazrendszernek nevezziik, ha az 6sszes lehetséges (2™ da-
rab) kiilonb6z6 X; N XoN...N X, halmaz nem {ires, ahol az X; halmaz vagy az S;
vagy az S; halmaz komplementer halmaza (: = 1,2,...,n). Az X; nXonNn...Nn X,
halmazokat a rendszer atomgjainak nevezziikk. Ha a C; halmazok egyszerd, zart
Jordan-gorbék a sikban, az X; halmazok pedig ezek belsejét vagy kiilsejét jelolik,
az F = {C},Cy,...,Cn} halmazrendszert gorbék figgetlen halmazdnak nevezzik.
Ebben az esetben az atomokat stkbeli lapoknak vagy lapoknak hivjuk. Egy lapot
k-lapnak hivunk, ha a lap hatarat pontosan k darab kiillésnboz6 gorbebeli iv hata-
rolja.

2.2. Definicié. Venn-diagram (vagy n-Venn-diagram) a sikban n darab gérbének
a fiiggetlen halmaza, amelynek minden lapja nyilt, tsszefiigg6 tartoménya a siknak.
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Jegyezziik meg, nem nehéz megmutatni, hogy egy Venn-diagram minden lapja
nemcsak osszefiiggs, hanem egyszeresen Osszefiigg6® tartomany is, kivéve azt a
lapot, amelyet akkor kapunk, ha X;-t minden i-re a C; Jordan-gérbe kiilsejének
valasztjuk. Az is igaz azonban, hogy ez a lap — amit a Venn-diagram kiilsejének
(kilsg vagy végtelen lapjdnak) hivunk — pedig a komplementere egy egyszeresen
Osszefiiggs tartomanynak. A tobbi lapot véges lapnak nevezziik.

Nagyon fontos észrevétel az, hogy az 6sszes 2™ darab kiilonbz6 atomot (lapot)
egyértelmtien azonositani tudjuk egy n elemi rendezett 0-as és 1-es sorozattal, ahol
0-4t vagy l-et irunk aszerint, hogy X; a halmazt vagy a komplementerét (a gérbe
kiilsejét vagy belsejét) jelenti. Ezt a rendezett n-est az atom (a lap) kddjdnak hivjuk.

Tovabbi megkstéseket téve Venn-diagramok specidlis osztalyait nyerhetjiik.

2.3. Definicié. Egy Venn-diagramot kozénséges Venn-diagramnak neveziink, ha
minden pontban maximum két gbrbe metszi egymadst, ahol metszés alatt ,valédi”
metszést, nem érintést értiink. Ezeket a metszéseket dtlos metszéseknek nevezziik.
Olyan Venn-diagramot, amelyben t&bb mint két gbrbe metszheti egymast egy pont-
ban, vagy pedig két gorbe érintheti egymaést, nem kozénséges Venn-diagramnak
neveziink. A nem kozonséges diagramok koziil csak olyanokat engediink meg, ahol
két gorbe érintheti egymast véges sok izolalt pontban, de nem ivben vagy ivekben.
Feltéve ezeket a megkttéseket egyszert belatni, hogy ha egy Venn-diagram két lap-
janak van egy kozos ivhatdra, akkor a két lap kédja pontosan egy koordindtdban
kiilosnbozik. Ugyancsak igaz, hogy ha két lap kédja tobb mint egy koordinataban
kiilonbozik, akkor a két lapnak nincs kozos ivhatara.

2.4. Definici6. Egy sikbeli Venn-diagram sztereografikus? vetitése a gémb fel-
szinére gombi Venn-diagramot ad. Két sikbeli Venn-diagramot — amelynek létezik
sztereografikus vetitése ugyanabba a gdmbi Venn-diagramba-, azonos osztdlyhoz
tartozo (vagy kozos osztdlyhoz tartozd) Venn-diagramnak neveziink.

Sok esetben hasznos és egyszertibb lesz ha azonos osztdlyhoz tartozé sikbeli
Venn-diagramokrol gy gondolkozunk mint egy gombi Venn-diagramrél, ekkor dgy
képzeljiik, hogy az osztdlyt reprezentdlé Venn-diagram a gémbre van rajzolva.
Ennek tobbek kozott az az el6nye, hogy minden lap, a végtelen lap is, korldtos,
egyszeresen Usszefilggd tartomany a gombfelszinen.

3 Egyszeresen Gsszefiiggd tartomdny a sikban olyan tartomény, ahol barmely egyszer(, zart

Jordan-gorbe folytonosan sszehiizhaté egy pontta a tartomanyon beliil.

4 Sztereografikus wetités alatt a gémbfelszin egy olyan kélcsénosen egyértelmi leképezését
értjiik a sikra, ahol a kdvetkezsk teljesiilnek. A gémbét a ,déli-sark” pontjanal a sikra helyezziik.
A déli-sarknak a képe a sikon az érintési pont lesz. Az ,északi-sark” pontjanak a sik ,végtelen”
pontjat feleltetjiik meg. A gémbfelszin t&bbi pontjanak a képét ugy nyerjiik a sikon, hogy a gémb

. északi-sarkpontjat a gémbfelszini ponttal 6sszekété félegyenes és a sik metszéspontjat valasztjuk
a képpontnak.



2.5. Definicié. Két sikbeli Venn-diagramot izomorfnak neveziink, ha egyiket a
masikba vagy annak tiikoérképébe tudjuk transzformalni a sik folytonos transzfor-
maciéinak sorozataval.

Jegyezziik meg, hogy ez a definicié kiilsnbézik a szokdsos grafelméleti izomor-
fizmustol.

2.6. Definicié. Egy Venn-diagramot a sikon konveznek neveziink, ha a Venn-
diagram izomorf egy olyan Venn-diagrammal, aminek minden gérbéje konvex gérbe. -
Erésen konvernek nevezziik azokat a konvex Venn-diagramokat, amelyeknek min-
den véges lapja konvex tartoménya a siknak, mig a végtelen lap komplementere egy
sikbeli konvex tartomdnynak.

(Griinbaum nem hasznélja kovetkezetesen a ,konvex Venn-diagram” elneve-
zést cikkeiben [34] [38], ezért eltértem az dltala hasznalt meghatdarozastol.)

2.7. Definicié. Feszitett m-Venn-diagramnak neveziink minden olyan n-Venn-
diagramot, amelynek a kiilsé lapja egy n-lap.

Késébb megmutatjuk (6.1. Lemma), hogy egy Venn-diagramban minden gor-
bének legfeljebb csak egy ive lehet hatara egy rogzitett lapnak. Ez azt jelenti, hogy
minden feszitett n-Venn-diagram kiilsé lapjat pontosan n darab kiilonbdz6 gorbé-
hez tartoz6 iv hatérolja.

2.8. Definicié. Egy n-Venn-diagramot csikkenthetdnek hivunk, ha létezik leg-
alabb egy olyan gorbe, amit elhagyva, a megmaradé n — 1 gérbe egy (n — 1)-
Venn-diagramot ad. Kiilénben a diagramot minimdlisnak nevezziik. Egy n-Venn-
diagramot kiterjeszthetonek hivunk, ha létezik a sikban egy olyan egyszert, zart
gbrbe, amelyet a diagramhoz adva egy (n + 1)-Venn-diagramot nyeriink. Az igy
kapott diagramot a diagram kiterjesztésének hivjuk.

Jegyezzilkk meg, hogy egy n-Venn-diagramnak létezhet tébb nem izomorf ki-
terjesztése a sikban.

3. Grafelméleti definicidk és tételek

Grafelméleti fogalmakat és tételeket szabadon hasznalunk targyaldsaink soran, eze-
ket ismertnek tekintjiik. Itt csak néhany olyan meghatarozast és tételt sorolunk fel,
amelyeket gyakran haszndlunk vagy amelyek eltérnek a szokdsos haszndlattél. A
grafelméletben jératlan olvasé figyelmébe ajanljuk a kévetkezé magyar nyelv(i tan-
konyveket: [69], [70].

3.1. Definicié. Azokat a grafokat, amelyek sikba rajzolhaték gy, hogy az élei
egyszeril ivek, a szogpontjai az ivek végpontjai és barmely két él csak szbgpont-
ban metszi egymast, sikba rajzolhaté grdfoknak hivjuk. Egy ilyen rajzot sikgrifnak
neveziink.
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Egy G sikgraf gy tekinthetd, mint a kétdimenzios euklideszi tér egy részhal-
maza. A G graf komplementerhalmaza a sikban a G graf dgynevezett lapjainak az
egyesitése. Ha a G graf egy véges graf, akkor van a G grafnak a sikban egy olyan
rajzoldsa, amelyben minden lapja egy kivételével véges és egyszeresen Osszefiiggd
tartomédny. Hasonl6an a geometriai definici6hoz egy lapot n-lapnak neveziink, ha
a lapot pontosan n kiillésnboz6 él hatéarolja.

3.2. Definicié. Egy G grafot pdros grifnak hivunk, ha a sztgpontjait be lehet ugy
osztani két halmazba, hogy egyik halmazban sincsenek éllel 6sszekstdtt szogpontok.

Jol ismert tény, hogy egy G sikgraf mazimdlis pdros graf akkor és csak akkor,
ha minden lapja 4-lap [55, 45. oldal].

3.3. Definicié. A G graf egy korét, amely egy lapot hatdrol korlapnak nevezziik.
Egy kort dtldmentesnek hivunk a grafban, ha barmely két nem szomszédos szog-
pontjat él nem koti tssze. Egy kor szétvdgs kor a grafban, ha a kor szogpontjainak
és éleinek elhagyasa szétvagja a grafot diszjunkt, nem iires komponensekre.

3.4. Definicié. Egy egyszert graf (hurok és tobbszoros él mentes graf) mazimdlis
stkgrdf, ha minden 1j él hozzdaddsa a grafhoz egy nem sikba rajzolhaté grafot
eredményez. Egyszert hdromszigelés alatt egy olyan Osszefiiggd, sikba rajzolhaté
gréafot értiink, amelynek minden koérlapja 3-lap. Ezeket hdromszogelésnek is hivjuk.

Jol ismert tény, hogy egy sikgraf akkor és csak akkor maximalis, ha a graf egy
haromszogelés [55, 6. oldal].

3.5. Definicié. Egy G gréafot k-dsszefiiggének hivunk, ha k vagy k-nél kevesebb
szégpont (vagy él) elhagydsival a graf nem véighaté ketté vagy tobb nem iires
komponensre vagy nem redukalhaté egyetlen szégpontta. A legnagyobb k szamot,
amelyre a graf k-osszefiiggs, a graf dsszefiiggdségi szdmdnak hivjuk.

Euler hires grafelméleti tétele a kovetkezoket éllitja [55, 48. oldal].

3.6. Tétel. Ha egy sik- vagy egy gombfelszini graf csicsainak szdmét c, éleinek
szdmdt e és lapjainak szamat [ jeloli, akkor

l4+c—e=2.

Jegyezziik meg, hogy ezen tételnek létezik geometriai megfogalmazasa [71],
tovabba a tétel altalanosithat6 més felilletekre is.

3.7. Tétel ([55, 6. és 45. oldal]). Egy maximdlis G sikgraf 2-0sszefiiggs. A G graf
3-Usszefiigg6 is, ha nincs tébbszoros éle. Egy G maximalis paros graf 2-sszefiiggo,
ha nem tartalmaz tébbszoros élt. Jelolje S; és Sy a G pdros graf szogpontjainak
azt a két részhalmazat, amely a 3.2. Definicionak felel meg. A G graf ugyancsak
3-0sszefiiggd, ha a graf barmely két x és y szdgpontja nem tartozik egyszerre az
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Sy vagy az Sy halmazba, feltéve, hogy a két szogpont a G graf két olyan lapjanak
a kozos hatdrdn fekszik, amely kozds hatdr az x és y szégpontokon kiviil nem
tartalmaz egyetlen masik szégpontot sem. (Ldsd a 12. dbrat.)

3.8. Definicié. Egy kort Hamilton-kérnek hivunk a gréfban, ha a kor tartalmazza
a graf minden szogpontjat.

3.9. Tétel ([67]). Minden szétvagoé 3-kér mentes, maximélis G sikgrdfban van
Hamilton-koér.

3.10. Tétel ([32, 49. oldal]). Egy 3-0sszefiiggd, sikba rajzolhaté grafot (izomorfiz-
mustdl eltekintve) egyetlenegy mddon lehet a sikba rajzolni, ha rogzitjiik a kiilsé
lapot.

Ugyancsak hasznaljuk Tutte kovetkezs két fontos tételét:

3.11. Tétel ([61]). Ha a G graf 3-vsszefiiggd, sikba rajzolhaté graf, akkor a graf
minden sikbeli rajzaban a korlapok azok a lapok, amelyek dtlémentesek és nem
szétvagoak.

3.12. Tétel ([62]). Minden 4-0sszefiiggd sikgrafban van Hamilton-kor.

4. Korai eredmények sikbeli Venn-diagramokraél

Mar Venn szaméra is ismertek voltak a kovetkezs tények [64]. Egyetlen Venn-
diagram létezik a sikban egy vagy két gorbével. Ezeket egybevagd korokkel lehet
4abrazolni. Egyetlen kézonséges 3-Venn-diagram létezik a sikban, ez szintén megraj-
zolhat6 harom egybevag6 korrel. Tudta, hogy nem létezik n-Venn-diagram korskkel,
ha n legaldbb négy. Ismert volt szdméra az is, hogy létezik 4-Venn-diagram, amit
négy egybevagé ellipszissel lehet megszerkeszteni. Tovabbd tévesen azt allitotta,
hogy nem létezik 5-Venn-diagram ellipszisekkel. Ezt a téves 4llitast majdnem egy
évszazadon keresztiil senki sem ellendérizte, sok neves matematikus, hires egyetemi
tankonyv és enciklopédia kritikatlanul elfogadta és kozolte. Erre a késGbbiekben
(3., 6., 31., 40, 45. 4bra, 11.2., 12. 2. Tétel) visszatériink. Most megmutatjuk, hogy
a sikban nem létezhet 4-Venn-diagram korskkel, illetve 6-Venn-diagram ellipszisek-
kel. Szamos bizonyitas ismert, itt Griilnbaum cikkébdl [38] idézem azt, amelyik a
kedvencem. Csak a kérokre bizonyitjuk az allitast, az ellipszisekre a bizonyit4s tel-
jesen hasonl6an végezhetd el. Tekintsiik a Venn-diagramot mint egy sikbeli grafot,
ahol a szogpontok a gdrbék metszéspontjai, az élek pedig az ket Gsszekots ivek.
Tegyiik fel egy pillanatra, hogy a 4-Venn-diagram kozonséges. Mivel maximum két
gorbe metszheti egymést minden pontban, az élek szdma pontosan a kétszerese lesz
a szogpontok sziméanak. Ekkor Euler tételét a kovetkez6képpen irhatjuk:

l—c=2.



Egy 4-Venn-diagramban a lapok szdma 2! = 16. Mivel két kér maximum két
pontban metszheti egymaést, ezért négy kornek legfeljebb 12 metszéspontja lehet
a sziikséges 14 helyett. Ez ellentmond a feltevésnek. Még megjegyezziik, hogy ha
a 4-Venn-diagram nem kozonséges, akkor a lapok és szdgpontok ardnya rosszabba
vélik. (Ellipszisek esetére csak azt kell tudnunk, hogy két ellipszis maximum négy
pontban metszheti egymast.)

Griinbaum a kovetkezSket irja [36]: ,J. Venn 1880-ban definidlta a Venn-
diagramokat (ldsd [64]) és népszerisitette azokat kinyvében [65]. Venn igenis vizs-
gdlta Venn-diagramok létezésének kérdését tetszbleges n gorbére, és cikkében [64] egy
induktiv konstrukcidt adott ilyen diagramokra. Azonban, sokak dltal jobban ismert
kényvében [65], Venn nem emlitette a konstrukciot tetszdleges sok gorbét tartalmazdé
diagramokra, ezt hibdsan gyakran 1gy vélték, hogy Venn nem tudott ilyen diagramo-
kat taldlni és az elmalt szdzadban sok cikket kozoltek, amelyekben Venn-diagramok
létezését bizonyitottdk tetszdleges n gorbével.” Irodalomjegyzékiinkben a kovetkezd
cikkek ilyenek: [2], [3], [6], [10], [19], [27], [46], [53], [54], és [66]. Az igazs4g kedvéért
hozz4 kell tenni, hogy néhdny szerz§ egyetemista kordban publikdlta cikkét, né-
héany masik cikk més érdekes eredményt és problémat is kozol, tovabba azt is, hogy
néhdny cikk nemcsak akarmilyen Venn-diagramot, hanem ,esztétikailag szép” di-
agramokat akart taldlni tetsz6leges sok gorbével. (Szdmomra érthetetlen az a tény,
hogy néhédny cikk meglehetGsen j6 hirt foly6iratban jelent meg.)

Venn induktiv konstrukci6ja a kovetkezs. Kiindult a harom-kords diagrambél.
Ezt kiterjesztette egy gorbe hozzdadasaval egy 4-Venn-diagrammé a kévetkez6kép-
pen (lasd 1. dbra): Az altala patkénak nevezett ij gorbét gy rajzolta meg, hogy
az egyik kivalasztott korivet kiviilr6l kovetve addig rajzolta, amig bejarta a koriv-
vel hatdros lapokat, miel6tt visszatért abba a kiils6 lapba amibél kiindult, a kort
atlésan keresztiilmetszette, majd a korivet beliilr6l ellenkezé irdnyba kovetve addig
haladt, amig bejarta a korivvel hatdros sszes belsG lapot, majd miel6tt visszatért a
kiindul6 belss lapba tjra 4tlésan keresztiilmetszette a kort és dsszekdtdtte a gorbe
két végét. Mivel a kivalasztott koriv hatarolja a 3-Venn-diagram tsszes lapjat, ezért
a patk6 gorbe minden lapot két részre (bels6 és kiils6) bont. Konnyt latni, hogy
az igy konstrualt diagram 4-Venn-diagram. Ezt az eljarast megismételte a 4-Venn-
diagramra, a patké gorbét hasznélva a kivdlasztott kor helyett, igy konstrualt egy
5-Venn-diagramot. Ha egy n-Venn-diagram cstkkenthetd, egy olyan gérbét kvetve
—a Venn 4ltal adott eljarasban —, aminek az elhagyéaséaval egy (n — 1)-Venn-diagra-
mot kapunk, az Gj gérbe minden lapot két részre (bels6, kiilss) vag, ezért az itt leirt
konstrukci6 egy (n + 1)-Venn-diagram kiterjesztését adja az n-Venn-diagramnak.

Jegyezziik meg, hogy ez a konstrukci6 csak akkor vihets keresztiil ha a Venn-
diagram cstkkenthets. A fentiekben felsorolt sszes cikk tobbé-kevésbé ezt az in-
duktiv eljarast vagy ehhez nagyon hasonlé eljardst hasznalt tetszGleges sok szamu
gorbével rendelkez6 Venn-diagram szerkesztésére. Sokaig ez volt az egyetlen szer-
kesztési méd, ugyanis azt hitték, hogy minden n-Venn-diagramot le lehet ,bontani”
megfelel§ gorbe elhagydsaval egy (n — 1)-Venn-diagramra, majd jra elhagyva egy
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1. dbra 2. dbra

megfelel6 gorbét, egy (n — 2)-Venn-diagramra, folytatva ezt, végiil is el lehet jutni
egy 3-Venn-diagramhoz, 2-Venn-diagramhoz végiil egyetlen gorbéhez. Az 1. dbra
egy 5-Venn-diagram konstrukci6jat mutatja. A 2. 4bra szemlélteti a Venn cikkében
kozolt négy egybevagd ellipszissel rajzolt Venn-diagramot. P. Nowicki [54] lengyel
matematikus 1975-ben kérdezte azt, hogy létezik-e mas eljards is, azaz léteznek-e
nem csdkkenthet§ Venn-diagramok minden n-re. Ezt a kérdést kozonséges Venn-
diagramokra B. Griinbaum [36] vdlaszolta meg 1984-ben. Megmutatta, hogy min-
den 5 < n-re létezik minimalis, k6zonséges n-Venn-diagram. Kés6bbi eredménye-
ib6l1 kideriil, hogy n < 5-re azonban ilyen diagram nem létezhet. Tovabba latni
fogjuk, hogy létezik minimalis, nem kdzonséges 3- és 4-Venn-diagram is (41. dbra).
A torténethez tartozik még, hogy B. Griinbaum [34] 1975-ben koz6lt egy Venn-
diagramot, amelyr6l nem vették észre, hogy minimalis. Ezt mutatja a 3. dbra.
Jegyezziik meg, hogy ez az 5-Venn-diagram 6t egybevagé ellipszissel rajzolt. Ez
ellentmond Venn eredeti allitdsanak. Kés6bbiekben (6., 31., 40., 45. 4bra, 11.2.,
12.2. Tétel,) erre tjra visszatériink. Ez a diagram szimmetrikus, az 6t ellipszis
elforgatassal egymasba transzformélhat6. Ahhoz, hogy minimalis, elég belatni a
szimmetria miatt azt, hogy a csillaggal jelslt két tartomédny egy nem Osszefiiggs
atomja a fiiggetlen halmazrendszernek, amelyet gy nyeriink, hogy elhagyjuk a
Venn-diagrambél az A; ellipszist.

A kovetkez6kben Griinbaum induktiv bizonyitasat mutatom meg. ElGszor kissé
megvaltoztatva az Ay ellipszist a 3. 4bran, majd a diagramot kiterjesztve egy
gbrbe hozzdadasaval szerkesztiink egy minimalis 6-Venn-diagramot. A 4. dbra ezt
abrazolja. Ha ebb6l a diagrambdl elhagyunk egy A; gorbét, j = 1,...,5, akkor a
megmarado fiiggetlen halmazrendszer nem lesz Venn-diagram. Ez konnyen latszik
a 3. 4brabdl. Ha az Ag gorbét hagyjuk el, akkor az Aj-es, Aj-es, As-es gorbe
belseje az Ag-as és A5-0s gorbék kiilsejével metszve egy nem 6sszefiiggs tartoményra
bomlik, amelyet az dbran Rp és Sp jelol. Hasonl6an az Rk és az Sy sikrész, egy
atom két nem osszefiiggs tartoméanya lesz. Az Ay, Ag gorbe, az R, R, Sp és Sk
tartomanyok kiildnleges szerepet jatszanak az dltaldnos esetben.
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4. dbra

Ha egy Venn-diagramban létezik két gorbe B, C és négy lap Rp, Ry, Sp, Sk
gy, hogy ezek kielégitik a kovetkez6 6t kovetelményt, akkor azt mondjuk, hogy
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a Venn-diagram teljesiti Grinbaum minimdlis Venn-diagram induktiv mddszerének
feltételét:

(1) Az Rp, Sp lapok a B gorbe belsejében, mig az Ry, Sk lapok a gorbe kiilse-
jében vannak.

(2) Az Rp, Ry valamint az Sp, Sk lapoknak van kozos hatara és ezek ivei a B
gorbének.

(3) Az Rp és Rk lapokat a Venn-diagramban csak a B gorbe valasztja el, azaz a
két lap csak akkor van egy B-t6l kiilonboz6 gorbe belsejében vagy kiilsejében,
ha a maésik is itt van. Hasonl6an az Sp és Sk lapokat is csak a B gorbe
valasztja el.

(4) A Venn-diagram minden lapjanak hatéra, kivéve az Rg, Ry, Sp és Sk lapokét,
tartalmazza a C' gorbének egy ivét. Az Rp, Ri lapok a C gorbe belsejében,
az Sp és Sk lapok pedig a C gorbe kiilsejében vannak.

(5) A B gorbe L-lel jelslt ivének meghosszabbitdsa az egyik irdnyban — amely
szétvalasztja Rp és Ry lapokat — legelGszor a C' gorbét metszi miel6tt barmi
mas gorbét metszene.

(A 4. abran B és C gorbe szerepét az A; és Ag gorbék jatsszak.

A bizonyités indukciéval torténik. Tegyiik fel, hogy egy F n-Venn-diagram kie-
légiti Griinbaum minimalis Venn-diagram induktiv médszerét. Az altalanos esetben
ezt az 5. dbra (a) része illusztralja. Elgszor megvaltoztatjuk a C gorbét gy, hogy
az ij C* gorbe messe az Rp és Ry lapot. Ezt a lépést az 5. dbra (b) része mutatja.
A C* gorbe az Rp lapot két részre, az RY és az RY,, az Ry lapot pedig ugyancsak
két részre, az R és az R% lapra bontja, ahol b és k jeloli a C* gorbe belsejét il-
letve kiilsejét. Az igy kapott F* diagram — amelyben a C gorbét kicseréljitk a C*
gérbével — nem lesz Venn-diagram, mivel az RS U S atom nem dsszefiiggs. Az igy
nyert F* fiiggetlen gorbesereghez adva egy @j D gorbét, egy minimalis 7' (n + 1)-
Venn-diagramot nyeriink. Az 5. dbra (c) része mutatja ezt a lépést. A D gorbét a
kovetkez6képpen nyerjiik:

(i) A C* gorbének azon az ivén, amely megegyezik a C' gorbe ivével — a D gorbe
beliilrél, illetve kiviilr6l — megfelel6en kozel, koriilhatarolja a C* gorbét két
oldalrél 1gy, hogy ne tartalmazza teljesen az F* fiiggetlen grbesereg egyetlen
atomjat sem. Az egyetlen kivétel ett6l a C* gorbe egy olyan pontjanak kis
kornyezetében torténik, ahol egy masik, a rajzon J-vel jelolt gorbe metszi a C*
gorbét. Itt, kozel a metszésponthoz, mindkét oldalan a pontnak, a D gorbe C*
belsejében és kiilsejében haladé iveit 8sszekotjitk egymaéssal 4tmetszve 4tl6san
a C™ gorbét.

(i) A C* gorbe azon ive mentén ahol a gorbe kiilonbozik a C gérbétél a D gorbe
koveti a C* gorbét beliilr6l megfeleléen kozel. A C* kiilsejében — ahol C*
keresztiilmetszi az Rp és Rk lapot — a D gorbe nem koveti C* gorbét, hanem
megfelelGen kozel, teljesen koriilhatérolja az RY, és az RE tartoményokat.
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(a) (b) (c)
5. dbra

A fent leirt modon egy egyszerii, zart Jordan-gérbét kapunk, amely nem érint
egyetlen gorbét sem, valamint nem metsz egyetlen mésik gorbét mar meglévs met-
széspontban. A (4)-es feltétel miatt konnyf latni, hogy az igy nyert F' gorbesereg
egy kozonséges (n + 1)-Venn-diagramot ad, hiszen a D gorbe két részre metszett
minden lapot, kivéve az Rf, Ry, Sp és Sk lapokat, ezeket pedig kiilonvalasztja
belsejével illetve kiilsejével. Azt is konnyfi latni, hogy az igy nyert ' (n+ 1)-Venn-
diagram teljesiti Griinbaum minimélis induktiv mdédszerének feltételeit, ahol a B
és C gorbék szerepét a B és a D gorbék veszik at, az Rp és Rk lapok szerepét az
R% és az R, lapok kapjak, mig az Sp és Sk megmarad a feltételben. Ez biztositja,
hogy az eljarast folytatni tudjuk minden n-re. Végiil ahhoz, hogy ellenérizziik, az
F' diagram minimalis, a kvetkez6t kell meggondolnunk. Ha elhagyunk egy D-t6l
vagy C*-t6l kiillonboz6 gorbét F'-bol, akkor az F diagram minimalis volta miatt
keletkezik egy fiiggetlen gorbesereg, ami nem egy Venn-diagram, mig ha a D gor-
bét hagyjuk el, akkor az R% U S egy nem Osszefiiggs atom. Hasonl6an, a C*
gorbe elhagyésa a diagrambol R U Sp nem 6sszefiiggs atomot eredményez. Ezzel
befejeztitk Grilnbaum tételének bizonyitdsat.

A megfelel6 fejezetekben késébb még ismertetiink korai eredményeket. Most
ratériink Branko Griinbaum és Peter Winkler azon sejtéseinek és kérdéseinek ismer-
tetésére, amelyeket médszereinkkel sikeriilt részben vagy teljesen megvalaszolnunk.

5. Griinbaum és Winkler sejtései és problémai Venn-diagramokrél

Griinbaum a kovetkez6 néhany problémat és sejtést vetette fel [34, 38].

5.1. Sejtés. Minden n-Venn-diagram kiterjeszthetd (n + 1)-Venn-diagramma egy
megfelel§ gorbe hozzdaddsaval.
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Ez a sejtés Winkler [68] kovetkezs sejtésének a médositasa:

5.2. Sejtés. Minden kézénséges n-Venn-diagram kiterjeszthetd kézénséges (n+1)-
Venn-diagramma egy megfelel§ gérbe hozzdaddsaval.

Griinbaum [38] a kévetkezSket irja: , Venn [64] példdt adott cikkében egy 4-
Venn-diagramra négy ellipszissel. Azonban, hibdsan azt dllitotta, hogy ot ellipszis
nem alkothat 5-Venn-diagramot; valdéjiban csak egy kis tiirelemre van sziikség ah-
hoz, hogy wvalaki ellenérizze, hogy az [dbrdn] adott dsszes rajzon az 6t egybevdgd
ellipszis 5- Venn-diagramot ad. Venn hibds dllitdsdt ellenérzés és kritika nélkiil szd-
mos szerz6® megismételte magdnem egy szdzadon keresztil. Az elsé Venn-diagramot
ot ellipszissel ... csak 1975-ben kozolték [34]; egy nem kiozonséges példdt Schwenk
[60] taldlt 1985-ben. Euler tételét és azt a tényt haszndlva, hogy két ellipszis legfel-
jebb négyszer metszheti egymadst, — egy a kirok esetére haszndlt okoskoddshoz ha-
sonlo érveléssel -, konny@ megmutatni, hogy nem létezhet Venn-diagram hat vagy
tobb ellipszissel. Egy lehetséges magyardzat Venn (évedésére lehel az, hogy Venn
valészintdleg azt hihette, hogy minden Venn-diagramot egyfajta ,mohé” eljdardssal
lehet konstrudlni: ahhoz, hogy kapj egy n- Venn-diagramot, csindlj egy (n—1)- Venn-
diagramot €s aztdin adj hozzd egy utolsé gorbét. Azonban, konnyd@ beldtni, hogy
egyetlen az [dbrdn] ldthaté Venn-diagram (sem egyetlen mdsik kozén-
séges Venn-diagram &t ellipszissel) nem nyerhetd gy, hogy egy mégy
ellipszist tartalmazé Venn-diagramhoz hozzdadunk egy otodik ellipszist
[a kiemelés télem szirmazik]. Valdszinileg hasonlé igaz mem kizinséges diagra-
mokra.” Griinbaum, aki ezért a cikkéért elnyerte a Lester R. Ford dijat 1975-ben
és a Mathematical Association of America, Carl B. Allendoerfer-rél elnevezett di-
jat 1978-ban, a huszadik szdzad egyik legnagyobb hatasti geométere. Az & érdeme,
hogy helyesbitette Venn tévedését és el&szor kozolt egy kozonséges, minimalis Venn-
diagramot 6t egybevagé ellipszissel. Azonban, mint 1atni fogjuk, Griinbaum igaznak
fogadta el Venn tévedését kozonséges, csokkenthetd diagramok esetére (lasd a 11.2.
Tételt és a 30. dbrat). A 6. dbra a Griinbaum é&ltal 6t egybevagé ellipszissel szer-
kesztett négy darab kiilénb6z8 5-Venn-diagramot mutatja. Griinbaum [38] bizonyi-
tas nélkiil kézli, hogy csak egyetlenegy kézénséges, gémbi 4-Venn-diagram létezik,
amelynek két kiilonboz6 bedgyazasa lehetséges a sikba. Majd igy folytatja: ,, Ellen-
ben nem ismert, hogy hdny kiilonbizé (kézonséges vagy nem kizonséges) stk vagy
gombt Venn-diagram létezik hdrom gorbével, tovibbd az sem, hogy hdny kiillénbszé
tipusi kozonséges Venn-diagram létezik ot vagy t6bb gorbével.”

5.3. Kérdés. Hiény kiilsnbszé (kézénséges vagy nem kozénséges) Venn-diagram
létezik harom (vagy tébb) goérbével?

STsbbek kozott a P. Edwards altal szerkesztett Encyclopedia of Philosophy, Macmillan,
New York, 1967, M. Gardner altal irt “Logic Diagrams” 5. kdtet, 77-81. oldal.
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(a)

(b)

6. dbra

(c) -

(d)
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5.4. Kérdés. Hany kiilosnboz6 kozonséges Venn-diagram létezik 6t (vagy tébb)
gorbével?

5.5. Sejtés. Minden konvex, kozonséges 5-Venn-diagram izomorf a 6. dbrdn I4t-
hat6 egyik Venn-diagrammal.

5.6. Sejtés. Minden konvex 5-Venn-diagram izomorf egy Ot egybevago ellipszissel
szerkesztett diagrammal.

5.7. Kérdés. Igaz-e, hogy minden kézdnséges Venn-diagram egy osztalyba tarto-
zik egy feszitett diagrammal, vagy legaldbb egy konvex diagrammal?

A megfelels fejezetekben még ismertetni fogunk néhdny més sejtést és kérdést
is. Most ratériink azonban 1Gj mddszereink ismertetésére.

GRAF-MODELLEK

A cikk tovabbi részében ismertetett eredmények, ha masképp nem allitjuk, a sajat
eredményeink, melyeket cikkeinkben [12, 13, 14, 15, 42, 43] kozoltiink. Sik- és gombi
gorbeseregek tanulményozasara harom sikbeli grafot vezettiink be.

6. Venn-diagram graf

Egy F = {C1,C,,...,Cr} Venn-diagram maga gy tekinthetd, mint egy sikbeli
graf, ahol a gréf szogpontjai a gdrbék metszéspontjai és a graf élei a szogpontok
kozott 1évs Jordan-ivek. Ezt a grafot Venn-diagram grdfnak, vagy réviden Venn-
diagramnak hivjuk és V(F)-fel jeloljiik. A tovabbiakban az F és V(F) jeloléseket
szabadon felcseréljiik akkor, amikor nem fontos, hogy gréafrél beszéliink. Jegyez-
zitk meg, hogy a V(F) graf egy multigraf, egyes szogpont parok kozott tobb él
is lehetséges, de nem tartalmaz hurkot. Jelolje m(z,y) a V(F) graf x és y szog-
pontjai kozott 1évé élek szamat. Ezt az (x,y) él V(F) grdfbeli multiplicitdsdinak
nevezziik. Jegyezziikk meg azt is, hogy a V(F) graf fiigg attél, hogy hogyan rajzol-
juk a Venn-diagramot a sikba. A Venn-diagram grafnak a kovetkezd tulajdonségait
bizonyitottuk be. El6szor egy sokszor hasznalt, fontos topologikus lemmat és ennek
sokszor igen hasznos kdvetkezményét mutatjuk meg.

6.1. Lemma. Egy Venn-diagram egyetlen lapjanak hatdra sem tartalmazhatja egy
rogzitett Jordan-gérbe két kiilosnboz6 ivét.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a V(F) Venn-diagram f lapja tartalmaz négy vagy
tobb élt, és legalabb kettd, jeloljiik ezeket e; és es-vel, ugyanahhoz a C; Jordan-gor-
béhez tartozik. Eldszor tegyiik fel, hogy a két él nem szomszédos. Jeloljon p és q két
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7. dbra

olyan pontot a sikon, melyek az f lapon kiviil, de az e; és az e, ivekhez megfelelGen
kozel vannak. Azoknak a lapoknak a kédja, amely a pilletve a ¢ pontot tartalmazza,
megegyezik, hiszen ezek kédja pontosan az i-edik koordindtdban kiillénbozik az f
lap kodjatol. fgy a p, ¢ pontokat a V(F) graf egyetlen h lapja tartalmazza. Mivel
a h lap egy Osszefiiggl tartomény a sikon, ezért létezik egy P Jordan-iv, amely
sszekoti a p és g pontokat, nem metszi a V (F) graf egyetlen élét sem és teljesen
a h lapban fekszik. Tovabba létezik egy olyan P; Jordan-iv is, amely a p és ¢
pontokat tgy koti Ossze, hogy a P ivet p-t6l és ¢-t6l kiilonbdz6 pontban nem
metszi, az f és h lap hatdrat pontosan két pontban, az e; és ey élek belsejében
metszi, keresztiilszeli az f lapot és teljes egészében az f és h lapok egyesitésében
halad. (A két iv létezését Jordan tétele és annak kovetkezményei biztositjak.) Az
igy nyert PU P, gorbe egy Jordan-gérbe, amely az F diagram C; gorbéjét metszi,
de nem metsz egyetlen mas grbét sem. (A 7. dbra ezt abrazolja.) Mivel az e; és ey
élek nem szomszédosak, elvilasztja ket két gorbe. Igy léteznek C;-t6l kiilonbozs
gdrbék C; és Ci F-ben tgy, hogy az egyik gorbe teljesen P U Py belsejében, a
mésik pedig a kiilsejében van. Tehdt a C;, Ci gorbék nem metszhetik egymast,
ez ellentmond annak a feltételnek, hogy F egy Venn-diagram. Tegyiik most fel,
hogy az e; és es élek szomszédosak a V' (F) grafban és a kozos szogpontjuk az x
pont. Vélasszuk meg a p és ¢ pontot mint az el6bb, de az = ponthoz megfelelGen
kozel. Vilasszuk meg a P és P, gorbéket mint az el6bb, valamint gy, hogy a
P U P, Jordan-gorbe belsejében tartalmazza az x szogpontot. (Ez a Jordan tétel és
kovetkezményei miatt lehetséges.) A P U P, Jordan-gorbe specidlis megvalasztésa
miatt nem metsz egyetlen, a C; gorbétsl killonbozs F-beli gérbét sem. Mivel az
e1 6s eo élek kiilonbozsek, konnyt latni, hogy létezik legalabb egy C gorbe az F
diagramban, amely dthalad az x ponton, valamint teljesen a PUP; girbe belsejében
van. Igy C csak érinti a C; gorbét az = pontban, de nem metszi azt. Ez ellentmond
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annak, hogy F egy Venn-diagram. Mivel az utolsé gondolatban nem hasznaltuk,
hogy az f lapnak legalabb négy éle van, ezért a bizonyitas teljes, hiszen egy lap két
vagy hérom éle mindig szomszédos. M

6.1. Lemmabdl rogton latszik a kovetkezs:

6.2. Kovetkezmény. Legyen V(F) egy Venn-diagram és x egy szégpontja. Ha
€51,€52,...,€jk, €51 az x szogpontban taldlkozo V' (F)-beli élek egy felsoroldsa, (amit
igy kapunk, hogy orajérdssal ellentétes irdnyban, a sikon koriiljarjuk az x pontot
egy megfelelen kis sugari koron és minden taldlkozaskor a kovetkezd élt a sorba
rakjuk), akkor ebben a felsorolasban barmely két egymasutani €él kiilonboz6 F-beli
gorbéhez tartozik.

6.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy V(F) egy Venn-diagram, |F| > 3, és x ennek
egy olyan szégpontja, amely pontosan két masik szogponttal, y-nal és z-vel van
osszekotve a graftban. Ekkor az (x,y) és az (x,z) élek multiplicitdsa a grafban
megegyezik. (|A| az A halmazba tartozo elemek szamaét jeloli.)

8, dbra

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy m(z,z) > m(z,y). Ekkor létezik egy C gorbe F-
ben, ami keresztiilhalad az x és z szogpontokon, de nem halad &t az y szogponton
vagy egyetlen mésik szégponton sem. (A 8. dbra ezt dbrazolja.) Tegyiik fel, hogy
a C gorbe belsejében van egy F-beli D girbe két ive. Mivel az = pont csak a z
és y pontokkal van 6sszekotve, ezért a D gorbe teljesen a C' gorbe belsejében van,
tovabbé a D gorbe pontosan csak az x és z pontban érintheti a C' gorbét. fgy a D
gorbe belsejének és a C' gorbe kiilsejének a metszete iires. Ez ellentmond annak a
feltételnek, hogy az F egy Venn-diagram. Tehdt az F diagram minden gorbéjének
csak egy ive lehet a C belsejében. Ha |F| = n, akkor a C gorbe belseje legfeljebb n
tartoményra bomlik. De mivel V' (F) egy Venn-diagram, minden gorbe belseje, igy
természetesen a C gorbe belseje is, pontosan 2"~! tartoményra bomlik. 2"~1 < n
csak n < 2 esetén teljesiil. Ez ellentmond az |F| > 3 feltételnek. m

Az el6z6 6.3. Lemma bizonyitasa kis médositédssal a kovetkezoket adja:
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6.4. Kovetkezmény. Ha V(F) egy n-Venn-diagram, akkor m(z,y) < n minden
T és y szégpontjara.

6.5. Tétel. Minden V(F) Venn-diagram 2-6sszefiiggs, ha |F| > 3.

Bizonyitéas. Tegyiik fel, hogy az = pont elhagyésa szétvagja a V (F) grafot legalabb
két nem fires komponensre. Jelslje H és K két olyan nem iires részgrafjat a V(F)
grafnak, amelynek az egyetlen kozos szogpontja az x pont és semmi mas nem kozos
benniitk. Mivel H is és K is tartalmazza legalabb egy élét V(F)-nek, igy létezik két
F-beli gorbe C és D, amelyek vagy diszjunktak, vagy csak érintik egymést az z
pontban. Mindkét eset ellentmond annak, hogy F egy Venn-diagram. M

A kovetkez6kben néhdny olyan konnyen levezethetd formuldt sorolunk fel,
amelyek hasznosak lesznek. Legyen V' (F) egy m-Venn-diagram. Jelolje I, c és e,
a V(F) graf lapjainak, szogpontjainak és éleinek szamét. Nyilvanval6, hogy | = 2.
Jelslje minden 1 < i-re d; a V(F) graf azon szégpontjainak a szdmat, amelyeknek
a foka pontosan i. Nyilvanvalo, hogy dy = 0 és az is igaz, hogy d; = 0, ha ¢ paratlan
egész szam vagy i > 2n + 1. A kovetkez6 formulakat kis szdmoléds adja:

(%) 4dy + 6dg + . .. + 2nda, = 2e,
(%) dy +dg + ...+ dan

C

Euler 3.6. Tételét, valamint a (%), (%) azonossigokat hasznédlva kapjuk a
kovetkezd azonosséagot:

c+dsg+2dg+ ...+ (n—2)do, =2™ - 2.

Rogton adédik, hogy kozonséges Venn-diagramokra dy = ¢, d; = 0, minden 4-t6]
kiillsnbozs j-re, végiil ¢ = 2™ — 2.

Most ratériink a kozonséges Venn-diagram tulajdonsdgainak felsorolasara.
6.6. Tétel. Kozonséges V(F) Venn-diagram 3-sszefiiggd, ha |F| > 3.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az 4llitds hamis. Ekkor létezik két sztgpont, x és
y, aminek az elhagyasa a grafbol két vagy tobb, nem iires komponensre bontja a
grafot. Mivel barmely két F-beli gérbe legalabb két pontban metszi egymast, ezért
kell, hogy legyen két F-beli gérbe, C és C5, amelyek tartalmazzak x és y pontokat.
(Kiilbnben a két pont nem vagna szét a grafot.) Tovabba még az is igaz — a Venn-
diagram kozonséges volta miatt —, hogy minden mas F-beli gorbe elkeriili az z, y
pontokat, azaz a V(F) graf minden z-et és y-t tartalmazé éle a C; és a Cy gorbék
része. Igy azt kaptuk, hogy az x és y pontok elhagyésa a V(F) grafot pontosan két
nem iires komponensre bontja. Jelolje ezeket Hy és Hs. Jelolje Gy és Gy a V (F)
graf két részgrafjat, amit a Hy U {z,y} és a Ho U {z,y} indukal. (Az U{z,y} jelsli
a két szogpontd halmaz és a H; illetve H, grafokbdl az x és y pontokba haladé
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élek hozzavételét a megfelelé grafokhoz.) Tekintsiink egy tetszGleges v szogpontot
a G grafban. Ha a v pont a C; és Cy gorbék egyik metszéspontja, akkor a C
és Cy gbrbék G, részgrafba esd része legalabb két V(F)-beli lapot hatarol kérbe.
Méskiilsnben a v pont masik két gorbe C' és C” metszéspontja (egyik koziiliik
lehet C; vagy C3). Mivel a C’ és C” gorbék koziil legfeljebb csak az egyik haladhat
az * vagy y ponton keresztiil és mivel a V(F) grafot az {z,y} pontok elhagydsa
két részre bontja, ezért a C’ és C" gérbéknek metszeniiik kell egymast egy v-t6l, 2-
t61 és y-tol kiilonbdzé u szogpontban, tovabb4 az u pont a G, grafban lesz. Ez azt
jelenti, hogy a C', C" gorbék a V' (F) grafnak legalabb két G1-beli lapjat hataroljak.
Igy a G, és a G, grafnak (hasonlé okok miatt) legalabb két lapja van.

Mivel. | F| > 3, ezért van egy olyan C5 gérbe, amely a H; vagy a H, grafban
van. Tegyiik fel, hogy ez a Hy graf, a masik eset teljesen hasonl6an gondolhaté
meg. A C3 gorbe, mint minden més gorbe az F Venn-diagramban vagy szétvalaszt
két lapot vagy kettévag egy lapot G; grafban. Ez ellentmond annak a feltételnek,
hogy a C5 gorbe a H, grafban van. H

9. dbra

Jegyezziik meg, hogy minden n-re létezik nem kozonséges n-Venn-diagram,
amelynek az Osszefiigg@ségi szama pontosan kettd. A 9. dbra mutat két ilyen di-
agramot harom illetve négy gorbével. Figyeljiik meg, hogy a C; gorbe koveti a
C, gorbét, alternélva beliil és kiviil minden éllel 8sszekdtstt szogpont kozott, igy
kettévag minden lapot, amit C; érint. Mivel C; hatarolja a diagramnak minden
lapjat, ezért Co kettévdg minden lapot. Ez biztositja, hogy a diagram egy 4-Venn-
diagram. Az Osszefliggdségi szama mindkét grafnak ketts, mivel az 1-es és 3-mas
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szogpontok elhagyasa kettévagja a grafot. A fenti eljarast kovetve egy Gj C3 gorbe
hozzdadéséval egy hasonl6 tulajdonsagi 5-Venn-diagramot kapunk. Kénny( latni,
hogy ez az eljaras folytathat6 minden n-re, igy szerkeszthet6k nem kozdnséges n-
Venn-diagramok, amelyeknek az ¢sszefiigg@ségi szama pontosan kettd.

Végiil jegyezziik meg, hogy a 7.5. Lemmabol kdvetkezni fog:

6.7. Lemma. Ko&zonséges F Venn-diagramnak nincs 2-lapja, ha |F| > 3.

7. Venn-graf

A maésodik sikgraf, amit az F Venn-diagramhoz rendeliink a V(F) graf dudlis
grafja. A dudlis grafot D(F)-vel jelsljik és Venn-grifnak nevezziik. A D(F) gra-
fot Ggy kapjuk, hogy a V(F) graf minden lapjanak megfeleltetiink egy szégpontot,
ezek lesznek a D(F) graf szogpontjai. A szogpontot és a lapot egymdas megfeleld-
inek nevezzitkk. A D(F) graf két = és y szogpontjat akkor kotjilk ossze egy éllel,
ha az z és y szogpontoknak megfelel§ két lapnak a V(F) Venn-diagramban van
egy kozos ivhatdra. (Meggondolédsaink sordn sokszor ugy fogjuk képzelni, hogy a
D(F) graf a sikban a V(F) diagram ,belsejében” van. Ilyenkor olyan szemléletes
— matematikailag teljesen pontosithaté — allitdsokat fogunk haszndlni, mint pél-
d4ul: az F-beli gorbe metszi a D(F) graf egy élét vagy keresztiilhalad egy lap-
jan.) Kés6bb megmutatjuk (7.3. Tétel), hogy az igy nyert D(F) graf egy egyszert
sikgraf. Jegyezziikk meg, hogy a D(F) graf minden z szégpontjéhoz hozzérendelhe-
tiink egy rendezett 0-akbdl és 1-esekbdl 4ll6 n hosszi sorozatot. Ezt az x szdgpont
kédjdanak nevezziik. Ezt a kédot ugy kapjuk, hogy az = szdgpontnak a V(F) Venn-
diagramban megfeleld lap kodjat véalasztjuk az x kédjanak a D(F) grafban. Konny
latni, hogy két szégpont a D(F) grafban csak akkor van 8sszekotve egy éllel, ha a
kédjaik pontosan egy koordindtdban kiilsnbsznek. Ebbé] kovetkezik, hogy ha V (F)
egy Venn-diagram, akkor a D(F) Venn-gréifja egy olyan részgréafja az n-dimenzios
kockanak®, amely tartalmazza az n-dimenziés kocka tsszes szogpontjat. (Az olyan
részgrafokat, amelyek tartalmazzdk a graf minden szogpontjat feszitd részgrafoknak
hivjuk.) Kéztudott, hogy az n-dimenzi6s kocka egy péros graf, igy a D(F) graf is
paros. Most ratériink a Venn-graf tulajdonsdgainak ismertetésére.

7.1. Tétel. A D(F) grafban nincs t6bbszoros él.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy létezik két szogpont, z és y a D(F) grafban, amelyet
tobb él kot 0ssze. Legyenek X és Y azon lapjai a V(F) Venn-diagramnak, amelyek

SAz n-dimenzids kocka (vagy a hyperkocka) a kévetkezd graf: Szégpontjai 0-dkbél és 1-
esekbél 4ll6 n hosszi sorozatok. Két szégpont akkor és csak akkor van 8sszekdtve, ha pontosan
egy koordinataban kiilénbéznek. Ezt a grafot nagyon sokat vizsgéaltdk, tobbek kozott azért, mert
bizonyos parallel komputerek szerkezetét az n-dimenziés kocka graf szerint tervezték.
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az x és y szogpontoknak felelnek meg. Mivel az = és y pontok kozott halad él
a D(F) gréafban, ezért az X és Y lapoknak a kédja pontosan egy koordinataban
kiilonbozik. Tegyiik fel, hogy ez a j-edik koordindta. Ez azt jelenti, hogy az egyik
lap a C; gorbe belsejében, mig a mésik a kiilsejében van. gy az X és Y lap kozos
hatarat alkot6 ivek mind a C; gorbe részei. Mivel feltevésiink szerint az = és y
pontokat tobb él kiti vssze, kapjuk, hogy az X és Y lapok kézos hatara a C; gorbe
tobb diszjunkt ivét tartalmazza. Ez ellentmond 6.1. Lemméanak. M

7.2. Tétel. A D(F) graf éllel vsszekotott két szogpontjanak és a beléjiik futo
éleknek az elhagydsa nem vagja szét a grafot.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy x és y a D(F) graf két olyan szégpontja, amelyek éllel
vannak osszekotve és amelyeknek az elhagyasa szétvagja a D(F) grafot. Legyenek
X és Y azon lapjai a V(F) diagramnak, amelyek az = és y pontoknak felelnek
meg. Ekkor a 6.1. Lemmabdl és a 7.1. Tételbsl kovetkezik, hogy az X és Y lapok
hatardnak pontosan egy kozos ive van. Ez az F Venn-diagram egyik, mondjuk
Cj gorbéjének az ive. Az X és Y siktartomanyok hatdrdnak van egy kozos ive és
legaldbb egy p (vagy tobb, de mindenesetre véges sok) kozds pontja. A C; gorbe
tartalmazza ezt az ivet és keresztiilhalad minden kézts ponton. Az X és Y lapok
elhagyasa a hatarukkal egyiitt két vagy tobb részre viagja a sikot. Taldlhatunk egy
olyan I' Jordan-goérbét a sikon, amelyet az X és Y lapok belseje és hataraik lefednek,
tovdbba metszi a C; gorbét és athalad a p ponton, ahogy ezt a 10. 4bra mutatja.
(Ez qjra Jordan tétele és annak kovetkezményei miatt igaz.) A C; gorbe X és Y
lap hataraval kozos ivének végpontjain keresztiilhalad két C; és Cj F-beli gorbe.
A C; és Cy gorbe egy-egy ive hatédra az X illetve Y lapoknak (l4sd a 10. abrét).
A 6.1. Lemma miatt ezek az ivek kiillsnboznek a C; gorbe ivétsl. Mésrészt ezek
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kiillonboznek egymastol is. Az ut6bbi azért igaz mert, ha ez nem igy volna, akkor a
p pontban 6nmagat metszené egy F Venn-diagrambeli gérbe, ami lehetetlen. Mivel
a C; gorbe egyetlen lehetséges kijarati pontja a I' gérbe belsejébél a p pont lehet,
ezért a C; gorbe teljesen a I' belsejében van. fgy a C; gorbe teljesen a Cj gorbe
belsejében vagy kiilsejében fekszik. Ez ellentmond annak a ténynek, hogy a V(F)
egy Venn-diagram.

Jegyezziik meg, hogy az a feltétel, hogy a két szdgpont éllel 6sszekstott, nem
elhagyhat6 a 7.2. Tételben. Példaul a kdzdnséges 2-Venn-diagramnak a Venn-grafja
egy négy szogpontu kor, amelyet barmely két atellenes szogpontja szétvag két
diszjunkt nem iires komponensre.

7.3. Tétel. A D(F) Venn-graf egy egyszeri graf, amelyet egy szogpont elhagydsa
nem vag szét.

Bizonyitéas. A 7.1. Tétel miatt a D(F) grafban nincs t&bbszorss él és nyilvanvaléan
nem lehet hurok sem. A 7.2. Tételbsl pedig kivetkezik, hogy egyetlen szégpont nem
metszi szét a D(F) grafot. W

7.4. Kovetkezmény. A D(F) graf minden lapja hatdrdnak koriiljardsa egy egy-
szerti, zart koriiljaras’.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a D(F) graf valamelyik lapjanak hatdra nem egy
egyszeri koriiljaras. Legyen = egy olyan sztgpont, amely legaldbb kétszer szerepel
a felsorolasban. Ekkor az = szogpont elhagyasa szétvagna a D(F) grafot. Ez a 7.3.
Tétel miatt lehetetlen. m

Ratériink kozonséges Venn-diagramokhoz rendelt Venn-grafok tulajdonsagai-
nak vizsgélatara. Ha a V (F) diagram kozonséges, akkor legfeljebb két gsrbe metsz-
heti egymast egy pontban. {gy a D(F) graf minden lapjanak pontosan négy éle van,
ezért a D(F) graf maximalis paros, egyszer( sikgraf. Ha L, C, és E jeloli a D(F)
graf lapjainak, szogpontjainak illetve éleinek szamat, akkor C' = 2", E = 2L és igy
Euler 3.6. Tételébs] kovetkezik, hogy E = 2"t — 4,

7.5. Lemma. Ha V(F) kozonséges Venn-diagram, |F| = 3, akkor a D(F) gréfban
két lapnak nem lehet két olyan kozos éle, amelyek taldlkoznak egy szogpontban.

Tegyiik fel, hogy a D(F) grafban az f; és az f, lapoknak van két kozos éle és
ezek egy pontban taldlkoznak, ahogy ezt a 11. d4bra mutatja. A D(F) graf minden
élén pontosan egy Jordan-gérbe halad keresztiil. Ezért legfeljebb csak két F-beli
gorbe metszheti az fi; és fo lapokat. Val6ban, minden olyan gorbe, amely belép

TEgyszerti, zart koriiljaras alatt szégpontok és élek olyan alternal6 sorozatat értjiik, amely-
ben minden szégpontot illetve élt egyszer sorolunk fel, kivéve a sorozat elsé és utolsé elemét, ami
ugyanaz a szogpont. Tovabba barmely két szégpont kozott felsorolt €l dsszekoti a két szogpontot

a grafban.
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11. dbra

egy élen keresztiil egy lapba, ki is 1ép egy masik élen a lapbél. A feltevés szerint
V(F) egy Venn-diagram, ezért a D(F) graf barmely két szogpontjabol az egyiket
legalabb egy F-beli gorbe a belsejében, a mésikat a kiilsejében tartalmazza. A 11.
abran lathaté grafnak 6t szdgpontja van, ezeket két gérbe nem vélaszthatja szét a
kivint médon. W

Nyilvanval6an, a 7.5. Lemmabdl kovetkezik, hogy egy kozonséges n-Venn-
diagramban nincs 2-lap, ha n > 3, ahogy ezt allitottuk a 6.7. Lemmaban. Al-
kalmazva a 6.7. Lemméat kapjuk, hogy a D(F) Venn-graf minden sz6gpontjanak
foka legaldbb harom. Mésrészt, ha | F| = n, akkor mivel a D(F) graf egy (feszitett)
részgrafja az n-dimenziés kockdnak, ezért minden szogpontjanak foka legfeljebb n.
Létni fogjuk kés6bb, hogy a D(F) graf szégpontjainak foka fontos szerepet jatszik
Griinbaum t&bb sejtésének és kérdésének megolddsaban, de kiilsndsen érdekes és
meglepd lesz az 5.7. Kérdés megvalaszolasdban.

7.6. Tétel. Minden kozonséges V(F) Venn-diagram D(F) Venn-grafja 3-ossze-
fiiggd, ha |F| > 3.

Bizonyitas. Mivel a D(F) graf egy maximalis paros graf, hasznélhatjuk a 3.7. Tétel
mésodik részét. Ez azt allitja, hogy egy maximadlis paros graf 3-6sszefiiggd, ha nincs
benne a 12. dbran lathat6 részgraf, ahol f;, f> jeloli a lapokat, mig A és B jeloli a sik
azon két tartomanyat, amelyek tartalmazzéak a D(F) graf tobbi részét. Pontosan két
F-beli Cy, C; gorbe belsejével és kiilsejével szétvilasztja az f; lap négy szégpontjat.
A C) 6s a Cy gorbe is keresztiilhalad mindkeét tartomanyon. fgy a C; és Co gorbék
keresztiilszelik az A és B siktartomanyt hatarol6 osszes élt. Mivel a V(F) Venn-
diagram tételiink szerint kdzonséges, ezért egyetlen mas gorbe sem haladhat ezen
éleken keresztiil. [gy minden mas gorbe vagy az A vagy a B tartomany belsejében
van. Mivel két gorbe egy Venn-diagramban nem lehet diszjunkt, ezért minden méas
F-beli gorbe csak az A vagy csak a B belsejében fekszik. Tegyiik fel, hogy ez az
A tartomaény, a masik eset teljesen hasonléan gondolhat6 meg. A D(F) grafnak
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12. dbra

a B tartomanyban van egy f lapja. Valéban, ha ez nem teljesiilne, akkor a B
tartomanyon keresztiilhaladé C; és Cy gorbék metszenék egymaést a tartomanyon
beliil, eredményezve egy 2-lapot. Ez a 6.7. Lemma szerint lehetetlen. Marmost az
f és az f, lap kozos hatdra tartalmazna két egy szogpontban taldlkozé élt, ami
ellentmond a 7.5. Lemménak. ®

7.7. Lemma. Ha V(F) egy egyszerii Venn-diagram, |F| > 3, akkor a D(F) Venn-
gratban van legaldbb nyolc darab hdrom foki szdgpont, tovdbbd a szogpontok
fokdnak &dtlaga 4 — 1/2"3.

Bizonyitas. Konnyf latni, hogy
3ds +4ds + ... +nd, = 2F,

ahol d; jeloli a D(F) grafban 1év6 i-foki pontok szaméat, E pedig az élek szama.
Nyilvanval6, hogy ha C' a szégpontok szdma a D(F) grafban, akkor

C=d3+ds+...+dn,

ezért
3C+d3+d4+2d5+...+(n—3)dn=2E+d3.

Fentickben lattuk, hogy C = 2", E =2"*! — 4, igy kapjuk, hogy
d3+dy+2ds+ ...+ (n—3)d, =2" — 8+ ds.

De
d3+d4+2d5+...+(n—3)dn2d3+d4+...+dn=C=2",

amely mutatja, hogy d3 > 8.
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Mivel a szdgpontok fokdnak 6sszege minden grafban egyenls az élek szamanak
kétszeresével, ezért azt kapjuk, hogy ez az osszeg 2E = 2"*t2 — 8. Mivel a D(F)
grafnak 2" szdgpontja van, ezért

(2"+2 —-8)/2"=4-1/2""3 m

Jegyezziik meg, hogy a 7.6. Tétel és a 7.7. Lemma szerint ha egy kozonséges
V(F) Venn-diagram tartalmaz legalabb harom gorbét, akkor a D(F) Venn-graf
OsszefliggGségi szdma hérom.

Mint lattuk, ha V(F) egy koztnséges Venn-diagram, |F| > 3, akkor a D(F)
Venn-graf egy 3-0sszefiiggs sikgraf, igy Steinitz tétele [33, 235. oldal] szerint egy
3-dimenzi6s poliéder® hatdra. Ez a szemléletméd nagyon hasznos az aldbbi gon-
dolatmenetben; ez adja az egyik altaldanos médszeriinket kiillonb6zé kozonséges n-
Venn-diagramok szerkesztésére. Legyen V (F) egy kozonséges n-Venn-diagram. Ha
az egyik F-beli C' gorbét koriiljarva, felsoroljuk a D(F) graf éleit, azon sorrendben,
ahogy a koriiljaras sordn talalkozunk veliik, akkor lathatjuk, hogy minden egymas-
utani két €l a felsorolasban, a D(F) graf egyik 4-lapjanak hatarat alkoto, egymast
nem metsz8, ,szembenlévé” élpdrja. Tovabba, a felsorolasban szerepls élek szama
megegyezik a C gorbe més gorbékkel alkotott metszéspontjainak a szdméaval. Végiil,
a D(F) graf igy felsorolt éleinek halmaza fiiggetlen élek halmaza, amit figgetlen
élhalmaznak neveziink. Ez az észrevétel az alapja a kovetkezs definiciénak:

7.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy G maximadlis paros graf kielégiti a pd-
rositdsi feltételt, ha a G graf éleinek halmazéat be lehet osztani My, Mo, ..., My
halmazokba gy, hogy minden M; halmaz egy fiiggetlen élhalmaz, amelynek éleit
olyan e, ez, ... e, €1 ciklikus sorozatba lehet rendezni, hogy minden egymaés
utén kovetkezs két éle a sorozatnak a G graf egy lapjanak szembenlévé élei. Az M;
halmazok &altal indukalt részgrafokat oveknek, magukat az M; halmazokat pedig
ovbeli pdrositdsnak hivjuk.

Mivel egy kozonséges Venn-diagramban a gérbék nem metszik énmagukat,
ezért a fent elmondottakbol a kovetkezs tétel konnyen lathato.

7.9. Tétel. Ha V (F) egy kozonséges n-Venn-diagram, n > 3, akkor a D(F) Venn-
graf egy olyan maximadlis pdros graf, amely kielégiti a pdrositasi feltételt. A D(F)
graf osszefiiggdségi szdma hdrom, a grafban 1é6vé dvek szdma pedig n.

7.10. Tétel. Legyen G egy maximalis, 3-0sszefiiggs, paros graf. Ekkor minden
ovben paros sok él van.

8Az euklideszi tér egy K kompakt, konvex részhalmazat poliéder-nek nevezziik, ha az
extremadlis pontjainak halmaza véges. A K konvex halmaz egy x pontjat eztremdlis pontnak
nevezziik, ha az x pont nem belsé pontja egyetlen a K halmazban lév§ szakasznak sem.
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Bizonyitas. Legyen M egy 6v. Hagyjuk el az M 6v éleit a grafbol. Ekkor a G graf
szétesik két olyan G és Go részgréfra, amelyekben egy lap egy |M|-lap, a t&bbi
pedig 4-lap lesz. Jelvlje [; az i-lapok, E az élek szaméat a G, részgrafban. Ekkor

2E =) il; =414 + |M|.

1<i
Fenti azonossagbol azonnal latszik, hogy |M| paros. W

Legyen V(F) egy kozonséges n-Venn-diagram, My, Ms, ..., M, a D(F) graf
ovei. Konnyt latni, hogy |M;| < 2"~1. Mivel minden gérbe a Venn-diagramban
legaldbb kétszer metsz minden mésik gorbét, ezért |M;| > 2(n — 1) igaz minden
i-re, 1 < i < n. Legyen X; azon D(F) grafbeli 6veknek a szdma, amelyekben az
Ovbeli parositds pontosan ¢ élt tartalmaz. A 7.10. Tétel szerint x; = 0, ha ¢ paratlan
egész szam. Jegyezziik meg, hogy

Z T;i=Mn

2(n—1)<i
és
(% % %) > iz =|E(D(F))| =27 -4

2(n—1)<i

7.11. Tétel. Legyen V(F) egy gombi, kozénséges n-Venn-diagram, és D(F) a
megfelel6 Venn-graf. Legyen M, Ms, ..., M, a D(F) griaf n darab kiilbnbszé tve.
Ha elhagyjuk az M; ovet (1 = 1,2,...,n) a D(F) gratbdl, akkor a graf szétesik pon-
tosan két G1, Go részgrafra. A G, részgrafban 16vé szogpontok, élek, illetve lapok
szama megegyezik a Gy részgrafban 1évs szogpontok, élek illetve lapok szaméval.

Bizonyitas. Mivel V(F) egy Venn-diagram, ezért minden grbe belsejében, kiil-
sejében pontosan 2"~! darab lap van. Ez azonnal mutatja, hogy a G1, Gy grafban
a szogpontok szama megegyezik. Jelolje I} a G; grafban a 4-lapok szamét. Ekkor a
lapok szdma a G részgrafban [} + 1. A 7.10. Tétel bizonyitdssdban lattuk, hogy ha
ey az élek szdma a G, grafban, akkor

e = 21‘1 + (lMi|/2),

ahol M, jeloli az elhagyott 6vet. A G; gréf egy sikgraf, ezért alkalmazva Euler 3.6.
Tételét kapjuk, hogy
li =c - (lM,l/Z) + 1.

(A ¢; és a cy a szogpontok szamat jeloli.) Hasonlé gondolattal kapjuk, hogy
li = Cy — (|M1|/2) + 1.

Mivel a szogpontok szdama megegyezik G, és G5 grafokban, azonnal adédik, hogy
az élek szama is megegyezik. Végiil a két egyenlGségbdl kapjuk, hogy a lapok szdma
is megegyezik. W
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7.12. Definici6é. A 7.11. Tételben kapott két részgréafot fél- Venn-grifnak nevez-
ziik.

Az dnmagukban is érdekes 7.13. és 8.3. Tételeket mostanaban bizonyitottam
be. A tételeket bizonyitds nélkiil ebben a cikkben kozlom elGszor:

7.13. Tétel. Ha |F| > 3, V(F) egy kozonséges Venn-diagram, akkor hdrom szog-
pont csak akkor vagja szét a D(F) Venn-grafot, ha a hdrom szégpont egy hdrom
fokii szogponthoz csatlakozik. Tovabb4, a graf pontosan két komponensre esik szét,
az egyik komponens a hdrom foku szogpont, mig a mdsik komponens a graf tébbi
része.

8. Térképgraf

A harmadik sikgraf, amit bevezetiink, az altalam térképgrafnak nevezett graf. (Az
angol nyelvid irodalomban ezt a grafot ,radual” grafnak neveztem el. Ennek az
az oka, hogy ez a grif a dudlis (angolul dual) és az dgynevezett kiillsgraf [55,
46. oldal] (angolul radial) grafok egyesitése. Mindkét graf a hires négyszinsejtéssel
kapcsolatban valt ismertté az irodalomban. A dudlis graf ma is sokat vizsgélt és
alkalmazott a grafelmélet kiillonbozs teriiletén, mig a killograf feledésbe mertilt. A
magyar nyelvben a két sz6 8sszekapcsoldsa nagyon rosszul hangzik, ezért prébaltam
taldlni valami olyan nevet, ami a fogalom lényegére tor.) A térképgraf, ami vals-
jdban egy nagyon egyszert észrevétel eredménye, lényeges attorést eredményezett
a speciélis sikbeli Jordan-gdrbeseregek vizsgélataban. Tobbek kozott egy konnyf,
mechanikus, altaldnos médszert ad minden n-re, az 6sszes nem miniméalis n-Venn-
diagram (kozonséges vagy nem kozonséges) szerkesztésére. A térképgraf bevezetése
el6tt, ez egy hosszadalmas, faraszt6 feladat volt. Példaul A. J. Macula [51] cikkét a
kovetkez&kkel vezeti be: ,, Valaha is prébdltdl rajzolni egy Venn-diagramot négy, ét,
vagy hat gorbével igy, hogy dbrdzold az dsszes lehetséges metszést? Ez eqy meglehe-
tdsen terhes feladat.” Térképgrafok jatszanak donté szerepet Griinbaum sejtéseinek
és kérdéseinek megolddsaban is.

A D*(F) térképgrifot ugy kapjuk, hogy a D(F) Venn-graf minden f lapjaba
belerajzolunk egy z; szbgpontot, majd minden f lap hatarat az ¢6ra jarasaval el-
lentétes irdnyban koériiljarva, az x; szogpontot Osszekdtjitk egy éllel, minden az
f hatéran talalhat6 D(F)-beli y szogponttal annyiszor, ahdnyszor taldlkozunk az
y ponttal a koriiljards sordn. Az igy kapott xs szogpontokat a D*(F) térképgrdf
iy szégpontjainak, mig a D(F) grafbol ,orokolt” D*(F)-beli szogpontokat a tér-
képgrdf régi szogpontjainak nevezziik. Jegyezziik meg, hogy a térképgraf 4j szog-
pontjait kolcsonosen egyértelmi médon megfeleltethetjiik a V(F) Venn-diagram
szogpontjainak. Ezért az 4j szogpontokat Ggy tekintjiik, mint a Venn-diagrambeli
Jordan-gérbék metszéspontjait. Ugyancsak jegyezziik meg, hogy a térképgraf két
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F vagy V(F) D(F) D*(F)
13. dbra

ij szogpontja soha nincs sszekdtve éllel. A 13. dbra egy 3-Venn-diagramot, Venn-
grafjat és térképgrafjat szemlélteti. A 13. 4brdban, a harmadik rajzon lathaté régi
szogpontok pontokkal, mig az 4j szégpontok kockdkkal vannak jelélve.

8.1. Tétel. Minden V(F) Venn-diagram D*(F) térképgrafja szétvagé 3-kor men-
tes haromszogelés.

Bizonyitas. Mivel a 7.3. Tétel szerint a D(F) Venn-graf egyszerti, tovibba a 7.4.
Kovetkezmény miatt a D(F) minden lapjanak hatara egy egyszert, zart koriiljaras,
ezért a D*(F) térképgraf egy egyszert graf. Igy a D*(F) térképgraf konstrukcisja-
b6l azonnal lathaté, hogy a D*(F) egy egyszerti haromszigelés. Tegyiik fel, hogy
z, y és z olyan harom kiilonboz& szégpontja a D*(F) térképgrafnak, amely egy
zyz-vel jelolt 3-kort alkot. Megmutatjuk, hogy az zyz kor nem szétvagé a D*(F)
grafban. Mivel a D(F) Venn-graf egy paros graf, ezért az z, y és z szogpontok ko-
ziil csak maximum két szégpont lehet régi. Mivel két 1j szégpont nincs Osszekstve
éllel, igy az x, y és z szogpontok koziil pontosan ketts, mondjuk x és y régi, mig z
ij szdégpontja a D*(F) grafnak. Tegyiik fel, hogy az u és a v szégpontok a D*(F)
graf x, y, z szégpontjaitél kiilsnboz6ek. Ha az u és v is régi szégpont, akkor létezik
egy D*(F)-beli olyan tt, amely Osszekoti az u és v szogpontokat, valamint elkeriili
az z, y, z pontokat. Valéban, a 7.2. Tétel szerint a D(F) Venn-graf éllel tsszekotott
két = és y szogpontja nem vagja szét a D(F) Venn-gréfot, igy az z, y és z szégpon-
tok elhagyasa a D*(F) grafb6l nem véighatja szét az u és v pontokat. Ha az u és
a v szogpontok koziil az egyik vagy mindkettd dj szogpont, akkor ugyancsak talal-
hatunk egy olyan, az u, v szogpontokat 6sszektt6 D*(F)-beli utat, amely elkeriili
az x, y és z szogpontokat. Ez nagyon kénnyen beldthat6; mivel a 7.1. Tétel miatt,
a D(F) Venn-grafnak nincs 2-lapja, igy minden 4j szdgpont legalabb hérom régi
szogponttal éllel tssze van kotve. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a D*(F) térképgraf
sz6tvago 3-kor mentes. W
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8.2. Tétel. Minden V (F) Venn-diagram D*(F) térképgréfjaban van Hamilton-
kor.

Bizonyitas. Ha |F| = 1, akkor a D(F) Venn-graf a két szogpontu teljes graf, a
D*(F) térképgraf pedig a harom szogpontd teljes graf, azaz egy haromszog. Ha
|F| = 2, akkor a D(F) Venn-graf a négy szogpontt kor, mig a D*(F) térkép-
graf a hat szogponti teljes graf egy él kivételével. (A két 1j szégpont nincs éllel
osszekotve.) Ebben a két esetben a tétel 4llitdsa nyilvanval6. Ha |F| > 3, akkor a
8.1. Tétel szerint a D*(F) térképgraf egy szétvagé 3-kor mentes hdromszogelés, igy
Whitney 3.9. Tétele szerint tartalmaz Hamilton-kort. W

8.3. Tétel. Ha |F| > 2, akkor egy V(F) Venn-diagram D*(F) térképgrafja 4-
osszefiiggd.

Jegyezziik meg, hogy ez az djonnan bizonyitott és el6szor kozolt tétel, Tutte
3.12. Tételével egyiitt, egy méasik bizonyitdsit adja a 8.2. Tételnek.

9. Venn-diagramok kiterjeszthet8ségének kérdése, Griinbaum 5.1.
sejtésének megoldasa

9.1. Tétel. Minden n-Venn-diagram egy megfelel6 Jordan-gérbe hozzdaddsédval
kiterjeszthetd egy (n + 1)-Venn-diagramma.

Bizonyitas. Legyen F egy n-Venn-diagram. A 8.2. Tétel szerint az F Venn-
diagram D*(F) térképgrafjaban van egy H Hamilton-kor. Ez a H Hamilton-kor
a D*(F) térképgrafban pontosan egyszer keresztiilhalad minden régi szdégponton,
ezért a H' Jordan-gérbe az F Venn-diagram minden lapjat pontosan két részre (a
gorbe belsejére és kiilsejére) bontja. Tehat az igy kapott F’ gorbesereg egy (n+ 1)-
Venn-diagram. ®

Most ratériink Peter Winkler [68] 5.2. Sejtésének vizsgdlatdra. Mint a 9.1.
Tételbsl rogton lathato, az dltalunk kapott kiterjesztések keresztiilhaladnak a tér-
képgraf minden 4j szogpontjan is. Ezért minden a 9.1. Tételben kapott kiterjesztés
egy nem kozonséges Venn-diagram, még abban az esetben is, ha az n-Venn-diagram
kézonséges diagram volt. Igy ez a médszer nem ad valaszt Winkler sejtésére, a sejtés
ma is megoldatlan. A kdvetkez6ben Winkler [68] egyik tételét bizonyitds nélkiil
kozoljiik. Ez a tétel, mint 1atni fogjuk, specidlis esete az altalunk bizonyitott 9.3.
Tételnek.

9.2. Tétel. Minden 1 < n-re egy kozonséges n-Venn-diagram akkor és csak akkor
terjeszthetd ki egy megfeleld Jordan-gorbe hozzdadasaval (n+1)-Venn-diagramma,
ha a Venn-diagram dudlis grafjaban van Hamilton-kor.
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9.3. Tétel. Minden 1 < n-re egy V(F) n-Venn-diagram akkor és csak akkor
terjeszthetd ki egy V(F') (n + 1)-Venn-diagrammd, ha létezik a térképgrafnak egy
olyan kore, amely keresztiilhalad minden régi szégponton.

Bizonyitas. Ha a V(F) n-Venn-diagram kiterjeszthet6 egy C' Jordan-gérbének a
diagramhoz vételével egy V(F') (n+ 1)-Venn-diagrammad, akkor a C gérbe athalad
a V(F) Venn-diagram minden lapjan. A gorbe (belsejével és kiilsejével) két részre
vagja a V(F) diagram minden lapjat. A C gorbe keresztiilhaladhat néhany (vagy
az Osszes) meglév6 metszésponton is, de csak egyszer. Ez azért teljesiil, mert a
feltételek szerint egyetlen Venn-diagrambeli gérbe sem metszheti onmagéat.

A C gorbét koriiljarjuk az 6ra jarasaval ellentétes iranyban a sikon. Ezalatt, a
térképgrafon megjelsljitk a szégpontokat (régi és jak) olyan sorrendben, ahogy a
C gorbe koriiljarasakor talalkozunk veliik. Tgy a fentiek miatt egy K kort nyeriink
a térképgrafon. Mint tudjuk, a C gorbe a Venn-diagram minden lapjat metszi, igy
a K kor minden régi pontot tartalmaz.

A tétel masodik felét a 9.1. Tétel bizonyitasahoz hasonl6 meggondolassal azon-
nal lathatjuk. m

Winkler [68] megvalaszolta sejtésének egy specidlis esetét:

9.4. Tétel. Minden 1 < n-re egy kozdnséges, nem minimdlis V(F) n-Venn-
diagram, egy megfelel6 Jordan-gorbe hozzaaddasaval, kiterjeszthet6 egy kozonséges
V'(F) (n + 1)-Venn-diagramma.

Ez az eredmény a 7.9. és a 9.3. Tételiink nyilvanval6 kovetkezménye. (Val6ban,
ez azonnal latszik abbdl, hogy egy cstkkenthet§ Venn-diagram egy elhagyhaté
gorbéje dltal meghatarozott ¢v tartalmazza a graf minden szogpontjit.) A 9.1.
és a 9.3. Tételek végleges vilaszt adnak egy olyan sokak altal, sokszor vizsgalt
kérdésre, amely visszanytlik Venn [64] 1880-ban irt cikkéhez. A 9.3. Tétel pedig
egy eljarast ad minden nem minimélis (n + 1)-Venn-diagram megszerkesztésére. Az
igy nyert algoritmus az a ,moh6” algoritmus, aminek létezését Griinbaum olyan jél
megsejtette.

Tutte 3.12. Tétele azt mondja, hogy minden 4-sszefiiggs sikgrafban van
Hamilton-kor. Azonban, mint lattuk (7.9. Tétel), minden D(F) Venn-grafnak az
vsszefiigglségi szama harom. Ezért nagyon csabit6 azt sejteni, hogy minden olyan
3-vsszefilggs, maximalis, paros sikgraf, amely kielégiti a péarositési feltételt, tartal-
maz egy Hamilton-kort. A 14. 4bra mutatja, hogy ez nem igy van. Az dbran lathaté
graf kielégiti az tsszes feltételt, de nincs benne Hamilton-kor. A grafnak nyolc da-
rab négyzettel és hat darab korrel jelolt szogpontja van. Ezek a szégpontok a paros
graf kiilonboz6 részhalmazait alkotjak. Ez kizarja a Hamilton-kor létezését.
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14. dbra
10. Konvex, erésen konvex és feszitett Venn-diagramok

Elgszor Rényi Alfréd, Rényi Katé és Surdnyi Janos [58] kizos eredményeit ismertet-
jik. Az itt kozolt bizonyitdsok Griinbaumtoél [34] szarmaznak. Ezek ismertetéséhez
néhany definiciéra van sziikségiink.

10.1. Definicié. Jelslje n(k) a k vagy k-nal kevesebb oldald, konvex sokszogek
maximdlis szdmat egy n darab Jordan-goérbét tartalmazé fiiggetlen halmazrend-
szerben. Jelolje k(n) azt a legkisebb k egész szamot, amelyre létezik egy olyan
n gorbét tartalmazoé fiiggetlen halmazrendszer, amelyben a Jordan-gorbék k vagy
k-nal kevesebb oldali, konvex sokszogek.

Hasonl6an lehet definidlni az n*(k), k*(n), ng(k), ki(n), n**(k) és k**(n)
paramétereket, ha fiiggetlen halmazrendszer helyett Venn-diagramot, kézonséges
Venn-diagramot, illetve erdsen konvex Venn-diagramot helyettesitiink az n(k) és
k(n) paraméterek definici6jaba. Azonnal ad6dik, hogy n**(k) < nj(k) < n*(k) <
n(k) és k**(n) < kfi(n) < k*(n) < k(n) teljesiil.

10.2. Lemma. Ha egy n elemi fiiggetlen gbrbeseregben barmely két Jordan-gérbe
csak legfeljebb j-szer metszi egymadst, akkor

e 2)/(2) =4(2""! —1)/n(n - 1).

Bizonyitas. Ha harom gorbe nem metszi egymast egy pontban, akkor Euler 3.6.
Tételét (I — 2 = ¢) hasznélva kapjuk, hogy

n
=2=e<) ;
l C_](2>
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Mivel a gorbék fiiggetlen gdrbesereget alkotnak, ezért a lapok szdma legaldbb 2™.
Az allitas rogton adodik az el6z6 egyenlGtlenségbdl. Az altalanos esethez csak azt
kell megjegyezniink, hogy ha harom vagy tobb gorbe metszi egymaést egy pontban,
akkor az élek, szogpontok ardnya csak rosszabb lesz.

10.3. Tétel ([58)).
n(k) .. n*(k)

Icll-nolo log, k i log, k .

Bizonyitas. Mivel barmely két konvex sokszig, amelynek k vagy k-nél kevesebb ol-
dala van, legfeljebb 2k-szor metszheti egymadst, igy alkalmazhatjuk a 10.2. Lemmét
7 = 2k-ra. Kapjuk, hogy

. (k)
< 1
kll»nc}o log, k& — }

Lattuk, hogy ha n < 3, akkor létezik konvex n-Venn-diagram. Minden 4 < n-re
szerkesztiink egy V (F) kiszonséges n-Venn-diagramot, n darab 2"~ vagy kevesebb
oldali konvex sokszoggel. Ez adja a tétel méasodik felének bizonyitdsét, hiszen igy
azt kapjuk, hogy

n*(k) >n =2+ log, k.

A szerkesztés kiterjesztéssel torténik: A 15. dbra négy darab négysziggel szerkesz-
tett kozonséges, konvex Venn-diagramot mutat.

prmrmememmm e T
: * ;
: /IN
i | B i
. 7 N
| SR e N eyl
i L, N [
i 7 3 T
L ¥ R & 11
R B e e T T
i N ot i
i ™ L i
\ N ’/
e sameamaam. .\_.-.:,_,._ ......... o
N
0
15. dbra

Ha n > 4, akkor az 6j V(F') (n + 1)-Venn-diagramot tugy kapjuk, hogy a
V (F) n-Venn-diagramhoz hozzdadunk egy P(n + 1)-gyel jelolt 2" ! oldald konvex
sokszdget. Ezt a konvex sokszoget ugy szerkesztjiik meg, hogy a mar el6zéleg az n-
edik lépésben a diagramhoz adott 2"~2 oldali, konvex sokszg minden élét kétszer
atlésan keresztiilmetssziik, iigyelve arra, hogy az igy nyert sokszog konvex legyen. A
16. dbra ezt az eljarast illusztralja n = 5-re, azaz azt mutatja, ahogy a kozonséges,
konvex 4-Venn-diagramhoz hozzdadunk egy konvex nyolcszoget. (Ebben az esetben
a 2" 2 oldali sokszdg szerepét a 15. 4bran ABC D-vel jelslt négyszog jatssza.) W
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16. dbra

Jegyezziik meg, hogy az el6bb ismertetett eljaras kozonséges Venn-diagramokat
eredményez. Ez azt mutatja, hogy

. ng(k)
1 kil =
o log, k

is teljesiil. Griinbaum [34] bizonyitas nélkiil kézli, hogy

. n(k)
1
s log, k

allitas igaz, megjegyezve, hogy ez a 16. dbra egyszerti médositdsdval beldthaté.
Griinbaum professzor, kérésemre, egy nehezen ‘leirhaté eljardast mutatott erésen
konvex diagramok szerkesztésére. A 17. dbra ezt mutatja az n = 5 esetre. Az
abran (a) jelsl egy erGsen konvex 4-Venn-diagramot. Az ABCDE 6tsz6g hatéra
érint minden lapot. Az dbran D-vel jel6lt pontban ,kinyitjuk” a konvex idomot
és a pontokkal jelolt helyeken a soksztgeken egy 1j csicsot alkotunk, ahogy azt a
(b) dbra mutatja. Majd egy 1j P(5)-tel jelslt sokszoget adunk a diagramhoz. Az
»4j” ABCDE soksztg minden élét dtmetssziik egy 1j éllel, vigydzva, hogy a kapott
P(5) sokszog konvex legyen. Ugyelni kell arra is, hogy az j sokszdg minden csicsét
egy €élre tegyiik. Az eredményt, egy erGsen konvex 5-Venn-diagramot, a (b) abra
illusztralja. Ezzel az eljardssal a P(5) sokszbget hasznilva az ABCDE sokszbg
helyett egy erGsen konvex 6-Venn-diagramot kapunk. Ha mar megszerkesztettiik az
ergsen konvex (n — 1)-Venn-diagramot, akkor az eljarast megismételve az djonnan
kapott P(n — 1) sokszogre, egy erésen konvex n-Venn-diagramot kapunk minden n
egész szamra.
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18. dbra

Ugyancsak ebben a cikkben [34] Griinbaum azt irja: ,[az dbra] azt mutatja,
hogy k**(3) = 3, k**(4) < 4; valdjaban megmutathatd, hogy k**(4) = 4 és nagyon
valészind, hogy k**(5) =5.”

A 18. dbra mutatja, hogy a fenti két els 4allitas igaz, de a harmadik téves.
Valéjaban k**(5) = 3 teljesiil. (A 18. dbra els& két grafjat Griinbaum [34] szerkesz-

tette, a harmadikat ebben a cikkben kozlom el&szor.) A kovetkezs eredményeket
Griinbaum [34] 1975-ben kézolte, az utolsé allitast kivéve:
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10.4. Tétel. k(3) = k*(3) = kI*(3) = 3; Kk(4) = k*(4) = ki(4) = 3; k(5) =
k*(5) =3; Kk(6) <k*(6) <4; k(7)<6; ki*(5)=3.

19. abra

Bizonyitas. A 18. dbra bizonyitja az n = 3, az n = 5 és az utols6 allitast. A 19.
dbra mutatja az n = 4 esetet. Az n =6 és n = 7 eseteket bizonyit6é dbrak [34]-ben
taldlhatok. Erre a két esetre kés6bb még visszatériink. MW

A kovetkez6 hasznos megjegyzést Griinbaum [38] bizonyitds nélkiil kozolte, az
aldbbi bizonyitast itt kozlom elGszor.

10.5. Lemma. Ha egy kézonséges Venn-diagram konvex, akkor a diagram feszitett
is.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az F Venn-diagram konvex, de nem feszitett, azaz
egy C; gorbe teljes egészében a tobbi gorbe belsejében van. Tekintsiik az F Venn-
diagram egy olyan izomorf V' (F) diagramjat a sikban, amelynek minden Jordan-
gdrbéje egy korlatos, konvex, nyilt tartoméany hatara. Ezt megtehetjiik, mivel sikbeli
Venn-diagramok izomorf képe a tartalmazast nem véltoztatja meg. Tekintsiik azt
az l; lapot, amely a C; gorbe belsejében de minden més gorbe kiilsejében van, azaz
amelynek kédja csupa 0, kivéve az i-edik koordinétéat, amely 1. Mivel a C; gorbe
a tobbi gorbe belsejében van, ezért az I; lapnak a C; gorbe egyetlen ive sem lehet
hataran. A V(F) Venn-diagram kozonséges, ezért az [; lapnak a C; gbrbe egyetlen
pontja sem lehet az [; lap hataran. Tekintsiik azt az {; lapot, amelynek kédja csupa
1-es, azaz minden gérbe a belsejében tartalmazza. A feltételek szerint mind az I;,
mind az [; lap korlatos, nyilt tartomény a sikon. Ezért létezik K, K, O;, O kozép-
pontid kor, amely az [; illetve az l; lap belsejében van. Kossiik ¢ssze az O; és O;
pontokat egy h egyenessel a sikon. Mivel az [; lap korlatos, ezért a h egyenes azon
félegyenese, amely az O; pontbdl indul és nem tartalmazza az O; pontot, metszi az
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l; lap hatarat legalabb egy p; pontban. A p; pont, egy a C; gdrbét6l kiillonbozé C;
gorbén helyezkedik el. (Val6jaban, a metszéspont lehet két kiilonboz6 gorbe met-
széspontja is, ekkor vélasszuk az egyik gorbét.) A C; gérbe belsejében tartalmazza
az [, lapot, ezért tartalmazza az O, pontot is. (A 20. 4bra sematikusan illusztralja a
bizonyitds gondolatmenetét.) A feltétel szerint a V(F) Venn-diagram minden gor-
béje, igy a C; gorbe is egy korlatos, konvex tartomény hatara. Ezért a belsejében
1év6 O, és a gorbén 1év6 p; pontok egy a C; girbe belsejében haladé egyenes sza-
kasszal osszekothet6k. De az ket 6sszekots egyetlen szakasz 4tmegy az O; ponton,
ami a C; gorbe kiilsejében van. Igy azzal a feltevésiinkkel, hogy a tetszGleges C;
gorbe egyetlen ive sincs a kiils6 lap hatdran, ellentmondasra jutottunk. m

20.dbra

Jegyezziik meg, hogy a 10.5. Lemma megforditdsa nem igaz, azaz egy feszi-
tett Venn-diagram még nem feltétleniil konvex. Erre tobb példat fogunk latni a
kvetkez6kben (26. dbra). Most két magétdél értet6ds, egyszert, de a kés6bbiekben
hasznos észrevételt ismertetek. Az els6 észrevétel Griinbaum-t6l [38] szarmazik, a
masodik ennek egy altalunk [43] bevezetett altalanositésa.

10.6. Lemma. Ha egy sikbeli 7 Venn-diagram két Jordan-gorbéjének a belseje két
(vagy tobb) diszjunkt, nem tires komponensben metszi egymast, akkor az F Venn-
diagram nem konvex. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az F Venn-diagramban
létezik egy Griinbaum konstrukcié. Ha az F gombi Venn-diagramnak létezik két
Jordan-gorbéje tigy, hogy a gorbék belsejének és kiilsejének az Osszes lehetséges,
négy kiilésnb6z6 metszete mind Griinbaum konstrukciét képez, akkor az F Venn-
diagram minden sikrajzéban van egy Griinbaum konstrukcid, ezért az F Venn-
diagram egyetlen sikrajza sem lehet konvex. Ebben az esetben azt mondjuk, hogy
az F Venn-diagramban van egy konvezitdst kizdrd konstrukcio.

A 21. 4bra mutatja mindkét konstrukciét. Most ratériink Griinbaum 5.7. Kér-
désének megvalaszoldsdra [13]. A 22. dbra negativ vilaszt ad erre a kérdésre. Az &b-
ran egy kozonséges 6-Venn-diagramot latunk, amely nincs kozds osztdlyban egyet-
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21. dbra
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22. dbra

len feszitett (és igy a 10.5. Lemma szerint egyetlen konvex) diagrammal sem. Mi-
vel az 4brén lathaté Venn-diagramnak nincs 6-lapja, igy azonnal adé6dik allitasunk.
Még altalanosabban a kovetkezs allitds igaz: minden 6 < n-re létezik olyan ko-
zénséges, nem miniméalis n-Venn-diagram, amely nincs kozds osztalyban egyetlen
feszitett (és igy egyetlen konvex) diagrammal sem.
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23. dbra

10.7. Tétel. Minden n pozitiv egész szamra létezik egy kézénséges, nem minimd4lis
V (F) n-Venn-diagram, amelynek nincs k-lapja, ha k > 5.

Bizonyitas. A bizonyitds indukciéval torténik. A tétel nyilvan igaz, han = 1. Egy,
a tétel allitdsanal kissé erGsebb allitast bizonyitunk be. Azt mutatjuk meg, hogy
minden n-re létezik egy olyan V(F) n-Venn-diagram, amely kielégiti a kovetkezs
hérom feltételt:

(1) A V(F) diagramban nincs k-lap, ha k > 5.

(2) A V(F) diagramban az 5-lapok szdma kevesebb mint az 8sszes lap szamanak
negyede. y

(3) A V(F) diagram koztnséges n-Venn-diagram, egy (n — 1)-Venn-diagram kiter-
jesztése.

Ha n < 5, akkor nagyon konnyi szerkeszteni olyan n-Venn-diagramot, amely
kielégiti az (1)—(3) feltételt. Példaul a 23. 4dbra egy olyan kozonséges 5-Venn-
diagram, amelyben ¢sszesen két 5-lap van.

Tegyiik fel, hogy V, = V(F) egy olyan kozonséges, nem minimélis n-Venn-
diagram, n = p > 5, amely kielégiti (1)—(3) feltételt. Mivel V,, nem minimalis, ezért
létezik egy olyan C gorbe, amelynek az elhagydsa a V,, diagrambél egy V,—1 (n—1)-
Venn-diagramot eredményez. A C gorbén talalhato egy olyan S szogpontja a V' (F)
Venn-diagramnak, amely a V), diagram négy olyan lapjanak hatiran van, amely
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25. dbra

lapok mind 3- vagy 4-lapjai a diagramnak. Ez teljesiil a (2) indukciés feltétel miatt.
A 24. abra ezt illusztrdlja. Szerkesztiink egy Vo1 = V(Fpt1) kozonséges, nem
minimélis (p + 1)-Venn-diagramot tgy, hogy a V, Venn-diagramhoz hozzdadunk
egy C; Jordan-gorbét, amelyet a kdvetkezSképpen szerkesztiink meg: A C; gorbe
koveti a C gorbét, a C gorbe mindkét oldalan. Igy minden k-lapot a C' gorbe mentén
— a négy *-gal jelolt lap kivételével — a C1 gorbe kettévag, mégpedig egy 4-lapra,
amely a C és a C; gorbék kozott keletkezik, és egy k-lapra, amely a C; gbrbén
kiviil jon 1étre. A C; gorbe az S szégpont mindkét oldaldn, dtl6san keresztiilmetszi
a C gorbét, ahogy ez a 25. abran lathat6. Igy maximum négy 1j 5-lapot kapunk.
Ez abban az esetben lesz, ha a 24. 4brdn *-gal jelslt lapok mindegyike 4-lap volt.
Jegyezziik meg, hogy minden wj 5-lap, egy 3-lapot is eredményez, ami biztositja
a 7.7. Tételben bizonyitott ardny teljesiilését; azaz a 3-lapok szama az 5-lapok
szdméandl pontosan 8-cal tébb. A V,1; Venn-diagram nyilvinval6an kielégiti (1)-
(3) feltételt, biztositva az indukciés bizonyitds mitkodését. m

Jegyezzitk meg, hogy a 10.7. Tétel azt allitja, hogy (6tnél nagyobb) akdrmilyen
nagy n egész szamhoz taldlhaté olyan koézdnséges, nem minimélis n-Venn-diagram,
amelyben minden lapot maximum 6t kiilonbdz& gorbe ive hatdrol. Ez azt is je-
lenti, hogy az n-Venn-grafban minden szégpont foka maximum ¢t. Ilyen kiilonleges
diagramoknak a létezése meglepetés volt a témaéaval foglalkozé kutaték szdméra.
Mint kés6ébb latni fogjuk, ha n < 5, akkor minden k&zdnséges n-Venn-diagram egy
osztdlyban van egy konvex (és igy egy feszitett) Venn-diagrammal. Mint lattuk,
minden 5 < n-re létezik egy kozdnséges, nem minimélis n-Venn-diagram, amely
nincs kdzds osztalyban egyetlen feszitett (és igy konvex) Venn-diagrammal sem.
Ezért az n = 5 eset kiilonleges figyelmet érdemel. A 26. abra egy olyan kozon-
séges, minimdlis 5-Venn-diagramot dbrazol, amely feszitett diagram, de nincs egy
osztalyban egyetlen konvex diagrammal sem. Ezt az allitdst kénnyen belathatjuk,
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26. dbra

hiszen az 4bran C-gyel és Cy-vel jelolt gorbék, egy a konvexitast kizaré konstruk-
ci6t alkotnak. Kés6bb megmutatjuk, hogy minden koztnséges 5-Venn-diagram egy
osztalyban van egy feszitett diagrammal.

11. K6z6nséges, nem minimalis 5-Venn-diagramok

A 11. és 12. fejezetben megvalaszoljuk Griinbaum 5.4. Kérdését, 5.5. és 5.6. Sejtését
(43], [15]. Jegyezziik meg, hogy az 5.4. Kérdésre csak részleges valaszt adunk.
Modszereink elvileg lehetGvé teszik a kérdés megvélaszolasat, de 5 < n-re az eljarés
hosszadalmas és korillményes lenne. A gémbi 5-Venn-diagramok szdmat megadjuk,
de a kozonséges sikbeli 5-Venn-diagramok szdma meglehet&sen sok (60 és 640 kozé
becsiiljiik), ezért ezt a nem nehéz, és nem is érdekes, de hosszadalmas eljarast soha
nem végeztiik el.

11.1. Lemma. Egy kéztnséges V (F) n-Venn-diagram akkor és csak akkor nem
minimdlis, ha a D(F) Venn-grafban van egy ¢vbeli parositds, amely egy 1-faktor®.

Bizonyitds. A 7.9. Tétel szerint a D(F) graf egy maximadlis paros gréaf, amely
kielégiti a parositési feltételt. Ha a C gorbe olyan, hogy elhagyva a V(F) n-Venn-
diagrambol, egy V(F') (n — 1)-Venn-diagramot kapunk, akkor a C gorbe altal

9Egy G grafban 16v6 élek egy K halmazat 1-faktornak nevezziik, ha a graf minden szégpontja
végpontja egy K-beli élnek, és barmely két kiilsnb6z8 K-beli élnek nincs kézos szégpontja.
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meghatarozott 6v élei egy 1-faktort alkotnak. Ha a D(F) grafban van egy évbeli
1-faktor, akkor az ¢vet meghataroz6 C gorbét el lehet hagyni a diagrambdl, a
megmaradé gorbesereg egy (n — 1)-Venn-diagram. W

11.2. Tétel. (a) Tizenegy kiilonboz6 kozonséges, nem minimélis gombi 5-Venn-
diagram létezik. Ezeket a 27. és a 28. dbra mutatja.

(b) A tizenegy diagram mindegyike egy osztdlyban van egy feszitett sikbeli dia-
grammal. Ot koziilitk nincs egy osztdlyban egyetlen konvex diagrammal sem.
Ezek a diagramok a 28. abran lathatok.

(c) A tizenegy gbmbi diagram sztereografikus vetitése a sikra tizenkét nem izo-
morf, kézonséges, nem minimdlis, konvex, sikbeli 5-Venn-diagramot ad. Tiz
diagram 0t hdromszoggel, a megmarado két diagram pedig 6t négyszoggel
szerkeszthet6 meg. Ezeket a 29. és a 30. 4bra mutatja.

(d) A tizenkét sikbeli konvex diagram koziil pontosan kettd 6t hasonld ellipszissel
rajzolhaté meg a sikon. A két diagram ugyanabba az osztélyba tartozik. Ezeket
a 31. dbrén lithatjuk.

A 11.2. és a 12.2. Tétel véglegesen helyesbiti azt a téves allitast, amelyet Venn
[64] allitdsa inditott el, illetve amit még Griinbaum [38] is igaznak fogadott el
kozonséges, nem minimélis diagramok esetére.

Bizonyitas. A tétel bizonyitdsat lemmadak és megjegyzések sorozatara bontjuk.
ElGszor az (a) éllitast latjuk be.

A kovetkezo fejezet 12.1. Tételében megmutatjuk, hogy egyetlenegy V(F;)
gombi kozonséges 4-Venn-diagram létezik. A 2. dbrdan V(Fy) lathaté. Mivel min-
den nem minima4lis n-Venn-diagram egy (n — 1)-Venn-diagram kiterjesztéseként jon
létre egy megfelel6 gorbe hozzaadasaval, igy ahhoz, hogy beldssuk (a)-t, elég meg-
hatdrozni az osszes olyan gorbét, amely kiterjeszti a V' (F,) diagramot. Winkler 9.3.
Tétele miatt ehhez elég meghatarozni a V(F,) diagramhoz tartozé egyetlen D(Fy)
gbmbi 4-Venn-graf 8sszes Hamilton-korét.

11.3. Lemma. Gombi szimmetridtol eltekintve, a D(F4) gombi 4-Venn-grédfnak
tizenegy kiilénbsz6 Hamilton-kdre van.

Bizonyitas. A bizonyitas vazlata a kovetkezs: ElGszor egy kitiintetett kiilsé lappal
meghatarozzuk a D(Fs) Venn-graf egy sikbeli D(F4) rajzat. Mivel a D(F,) graf
3-0sszefiiggd, ezért Whitney 3.10. Tétele miatt, a Ds(F4) rajz (izomorfizmustol el-
tekintve) egyértelmil. Ezutdn, forgatési szimmetriatél eltekintve, a D (F,) grafban
meghatarozzuk az 6sszes Hamilton-kort.

Végiil felhasznélva azt a tényt, hogy a Ds(F;) graf azon két lapja, amelyben
minden szégpont foka négy ekvivalens a gémbon, azonositjuk azokat a Hamilton-
koroket, amelyek ekvivalensek a gémbi szimmetridban.
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Annak beldtédsa, hogy a 11.3. Lemmadaban kapott tizenegy Hamilton-kor ti-
zenegy kiilonboz6, kozonséges, nem minimélis, gémbi 5-Venn-diagramot ad, nem
igényel kiilonsebb dtletet. Ha minden egyes diagramban megszamoljuk az 5-lapok
szaméat, valamint minden gorbe metszéseinek szamat minden mas, a diagramba tar-
tozé gorbével, akkor azonnal kapjuk, hogy a tizenegy 5-Venn-diagram kiilénbozé.
Ezzel belattuk a tétel (a) allitasat.

Mivel a 27. és a 28. 4bran minden diagram feszitett, hogy beldssuk a tétel (b)
részét, csak azt kell megmutatnunk, hogy a 28. 4brdn lathaté diagramok nincsenek
egy osztalyban egyetlenegy konvex diagrammal. Ehhez csak azt kell észrevenniink,
hogy a 28. 4bra minden diagramjiban a Hamilton-kor és legalabb egy ellipszis egy,
a konvexitast kizdré konstrukciét forméal. Ezzel belattuk a (b) 4llitast is.

Ratériink a (c) allitds bizonyitdsara. Az nyilvanvalé, hogy kiilonb6z6 gémbi
Venn-diagramok nem adhatnak izomorf sikbeli Venn-diagramokat. A 10.5. Lemma
szerint, ha egy kozonséges Venn-diagram konvex, akkor feszitett is, ezért elég a
feszitett diagramokat, azaz azokat a diagramokat vizsgalni, amelyek kiils& lapja egy
5-lap. A 27. dbrdn minden Venn-diagramban minden 5-lapot egy csillaggal vagy egy
szammal jeloltiink meg. Ugyanabban a diagramban ugyanazzal a szimmal megjelolt
5-lapok izomorf Venn-diagramot adnak a sikban, ha a sikbeli Venn-diagramot
ugy kapjuk, hogy az azonos szdmmal megjelslt 5-lapokat hasznaljuk a diagram
kiils6 lapjanak. Ha a 27. dbra egy Venn-diagramjat ugy rajzoljuk a sikba, hogy az
egyik csillaggal megjelolt 5-lapjat hasznaljuk kiilsé lapnak, akkor a sikgrafban a
Hamilton-kor legalabb az egyik ellipszissel egy Griinbaum konstrukciét alkot, ezért
a sikdiagram nem lesz konvex. Az ut6bbi allit4dst egyszerfi ellen6rizni az abrén.

Jegyezziik meg, hogy a 29. és a 30. abran lathat6 Osszes diagramot (kettd ki-
vételével) 6t haromszoggel rajzoltunk meg. A megmarad6 két diagram pedig 6t
négyszoggel szerkesztett. Megmutatjuk, hogy az ut6ébbi két diagram nem rajzol-
haté meg haromszogekkel. Ez nyilvanvalé a ,Gyéméant” nev( diagramrol, hiszen
a Hamilton-kor az egyik ellipszist nyolcszor metszi, mig két hdromszdg egymaést
maximum hatszor metszheti.

A 27. abrén, a ,C” diagramban van hiarom gorbe, amelyek gy metszik egy-
mast, ahogy azt a 32. 4bra mutatja. Ha a harom gorbét harom konvex sokszoggel
rajzolndnk meg, akkor a harom sokszdgnek lenne egy csicsa az O-val, Q-val és
X-szel megjelolt gorbeszakaszokban. (A kiilénboz6 sokszogek csicsait kiilonbozé
bettikkel (O, @, X) jelsltiikk meg.) Ez tényleg teljesiil, mert ha két konvex (vagy
akar nem konvex) sokszog egymadsutan kétszer metszi egymast, akkor a két met-
széspont kozott egy csicspontnak kell lennie. A két O-7 és a Q-7 jelekkel megjelslt
szakaszok koziil az egyikben kell lennie egy cstcsnak. De ez a csics vagy a negyedik
cstcs lenne az O gorbén, vagy egy nem konvex szoget adna a Q-val jelolt gorbén. Ez
mutatja, hogy a két diagram nem rajzolhaté meg haromszogekkel. Ezzel befejeztiik
a tétel (c) allitdsanak bizonyitdsat.

A (d) é4llitas belatasahoz jegyezziik meg, hogy a 27. 4brén lathat6 6sszes diag-
ramban — egy kivétellel (,Bohé6c”) — taldlhat6 legaldbb egy olyan ellipszis, amely
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32. dbra

tobb mint négyszer metszi a Hamilton-kort. fgy ezek a diagramok nem rajzolhatok
meg ellipszisekkel, hiszen két ellipszis maximum négyszer metszheti egymast. A 31.
4bran a ,Boh6c” nevi diagram két nem izomorf konvex sikdiagramjat az ugyne-
vezett ,Drawperfect 1.1” komputer program segitségével 6t egybevagé ellipszissel
rajzoltuk meg. A kovetkezd 6t egyenlet, 6t olyan egybevago 6t ellipszisnek az egyen-
lete, amely példaul egy kozonséges, sikbeli, konvex, nem minimalis 5-Venn-diagram
gorbéit hatdrozza meg. (A maésik diagramhoz nem nehéz hasonlé egyenleteket ta-
lalni.) Az els6 ellipszis egyenlete; 22 + y?/4 = 1. A megmarad6 négy egyenletet az
elso ellipszis transzformacioival adjuk meg. Az els6 szam, az alabbi rendezett hér-
masokban az x irdnyba torténs, a méasodik szam az y irdnyba térténd transzforma-
ci6 hosszét jelsli. A harmadik szd4m pedig a forgatas fokokban mérve; (—26, 16, 95),
(—=70,—-145,127), (28,—83,32) és (60,—31,43). A vizszintes és fiiggsleges transz-
forméaciékat a 0,009 szammal kell megszorozni.

Ezzel a 11.2. Tétel bizonyitasat befejeztiik. W

A 11.2. Tétel valaszt ad Griinbaum 5.4. Kérdésére kozonséges, nem minimélis,
gbmbi és kozonséges, nem minimaélis, konvex, sikbeli 5-Venn-diagramok esetében.
A 29. és a 30. 4bran lathat6 Venn-diagramok tizenkét kiilonboz6 ellenpéldat ad-
nak Griinbaum 5.5. Sejtésére. Egy mésik ellenpéldat mutatunk a 12.2. Tételben.
Ugyancsak itt lathatjuk, hogy nincs tobb ilyen ellenpélda. Meglepetést okozott az
a tény, hogy a 30. abran lathat6 ,,C-1” és ,Gyémant” konvex diagram nem rajzol-
hat6 meg haromszogekkel. A ,C-1” diagram nagyobb meglepetés volt, mert itt az
akadaly nem a kiilonboz6 gérbék metszéspontjainak szama, hanem a gorbék egy-
maéashoz viszonyitott topol6gikus helyzete volt. A 28. dbra 6t olyan kozonséges, nem
minimalis, sikbeli 5-Venn-diagramot ad, amely nincs egy osztdlyban egyetlen kon-
vex Venn-diagrammal sem. A 29. és a 30. dbra, tiz ellenpéldaval, negativ valaszt
ad Griinbaum 5.6. Sejtésére. A 12.2. Tételben megmutatjuk, hogy ellentétben a
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kozonséges, nem minimadlis, konvex, sikbeli 5-Venn-diagramok esetével, minden ko-
zonséges, minimdalis, konvex, sikbeli 5-Venn-diagram 6t egybevago ellipszissel szer-
keszthets. Végiil a legnagyobb meglepetés a 31. dbra; két olyan kdzbnséges, nem
minimélis, konvex, sikbeli 5-Venn-diagram, 6t egybevigé ellipszissel, amelyeknek
w,hem szabadott léteznie”.

12. K6z6nséges, minimalis 5-Venn-diagramok

A kozonséges, nem minimélis Venn-diagramok szerkesztésének altalunk kidolgo-
zott mdédszere [13] fél-Venn-grafokat hasznél. Elgszor megszerkesztjiik az Osszes
fél-Venn-grafot a sikban, majd a gdmbon meghatarozzuk az tsszes lehetséges part,
kivalasztjuk azokat, amelyek ,0sszeparosithat6k”, végiil ellenérizziik, hogy a ka-
pott graf egy Venn-graf. A Venn-grafb6l azutdn a Venn-diagram megrajzoldsa mar
nagyon egyszer. Az 33. abra az els6 két lépést mutatja sematikusan. A médszer
illusztralasara megmutatjuk az n = 3 és n = 4 eseteket. (Az n = 1 és 2 esetek
trividlisak.)

Jordan gérbe

383. dbra

Ha n = 3, akkor hdrom &vbeli péarositas van és teljesiil, hogy
|My| = |Mz| = |Ms| = 4.

A D(F) Venn-graf mind a tizenkét éle az 6vben taldlhato, igy a G; és a G2 fél-Venn-
grafok a megmaradt 4-lapok. Igy egyetlenegy D(F) graf van harom gérbével, ezért
egyetlenegy kozonséges V (F) 3-Venn-diagram létezik, ami a 34. 4bran lathato.

Ha n = 4, akkor a 7.10. Tétel utan kovetkezé megjegyzésekbsl kovetkezik,
hogy 6 < |M;| < 8 minden 1 < 7 < 4 indexre. A 7. fejezet (* * *) egyenlete pedig
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35. dbra

azt mondja, hogy 6x¢ + 8zg = 28 és x5 + xg = 4, ahol zg és zg a 6, illetve a
8 hosszi dvbeli parositdsok szdma. Az egyenletrendszernek az egyetlen megoldédsa
Tg =g = 2.

Megkonstrualjuk az sszes fél-Venn-grafot. Egy nyolc hosszisagi 6vbeli paro-
sit4sbél indulunk ki. Az 6vnek huszonnégy éle és tizenhat szogpontja van. A D(F)
Venn-gréafban az élek szdama huszonnyolc, igy az tvben 1évG éleken kiviil még két

él talalhaté mindkét fél-Venn-grafban. Az egyetlen lehetséges fél-Venn-graf a 35.
4bran lathato.

Szimmetria miatt csak harom kiilénbz6 parositdsa van a gdmbi fél-Venn-
grafnak snmagéval a gobmbon. Osszerakhatjuk az 1-es lapot az 1-es lappal, az 1-es
lapot a 2-es lappal vagy az l-es lapot a 3-as lappal. Mas eset nincs. A kapott
Venn-grafok a 36. abran lathatok Az (a)-val és (b)-vel jelolt grafok nem adnak
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Venn-diagramot, mert az (a) grafban haladé gorbék koziil kett6 diszjunkt, mig a
(b) grafban haladé egyik gdrbe metszi nmagéat. Koénnyd ellenérizni, hogy a (c)
graf egy gombi Venn-diagram. A diagramnak van 3- és 4-lapja. Ezeket hasznélva
a sikban kiilsé lapoknak, két nem izomorf sikbeli kozonséges 4-Venn-diagramot
kapunk.

12.1. Tétel. Egyetlenegy kozonséges gémbi és két sikbeli nem izomorf 4-Venn-
diagram létezik. A gombi diagram két izomorf véltozatat a 2. 4bra mutatja.

Jegyezzitk meg, hogy az n = 3 és az n = 4 eseteket mésképpen is elvégez-
hettiik volna, hiszen ezek nem minimélis diagramok. Mivel az n = 5 eset sokkal
hosszabb és komplikltabb, ezért vélasztottuk a fenti két esetet az eljaras részletes
bemutatédséara.

Az n = 5 esetet csak vazlatosan mutatjuk meg. (Az érdekl6ds olvasé részére
a részletes okoskodést szivesen rendelkezésre bocsatjuk [15].) Az eljards teljesen
hasonl6 a bemutatott esetekhez, azzal a kiilonbséggel, hogy a nem minimaélis Venn-
diagramokat nem kell kiilén targyalnunk, hiszen azokra az eljarast a 11. fejezetben
lattuk.

Ha n = 5, akkor a D(F) 5-Venn-grafban teljesiilnek a kovetkezs feltételek:
c=32, e =60, 8 <|M;| <16, minden 1 <17 < 5 indexre. Tovdabb4 teljesiil, hogy

(1) T3+ Tio+ T2+ Tia+ Tie = 5,
(2) 8xg + 10x10 + 12712 + 14214 + 16216 = 60.
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(Az z; az 1 hosszt 6vbeli parositdsok szamat jeloli, 8 < i < 16.) Az (1)-(2) egyen-
letrendszer 6sszes nem negativ egész megoldasat a kovetkezs tablézat tartalmazza:

Ovbeli parositis hossza: 10 12 14 16
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A téablazatban vizszintes vonal vilasztja el azokat az eseteket, amelyeknél a leg-
hosszabb 6vbeli parositas hossza megvaltozik.) Mint latjuk harom eset van. A leg-
hosszabb 6vbeli péarositds hossza 16, 14 vagy 12. A 11.1. Lemma szerint azok az
esetek, amelyekben az vbeli parositds hossza 16, nem minimalis esetek. Ezt az ese-
tet a 11. fejezetben megtargyaltuk. fgy csak két kiilsnboz6 eset maradt hatra. Az
Usszes fél-Venn-gréafot hdrom médon lehet megszerkeszteni hasonlé logikai okosko-
déssal, ahogy az n = 4 esetben tettiik. Lehetséges az sszes fél-Venn-grafot kézzel
megrajzolni vagy lehet irni egy komputer programot, amely megrajzolja ezeket. Az
n = 5 esetre mi mindhdrom médot végigjartuk. Mindharom eljarasban felhasznél-
tuk a kovetkezs, a 7. fejezetben bebizonyitott tényeket: a Venn-grafban minden
szogpont foka minimum hdrom és maximum 6t. Minden lap egy 4-lap. Minden
k < n nem negativ egész szamra k darab gorbe dltal meghatarozott tartomanyban
(azaz k gorbe belsejének vagy kiilsejének metszete) a szogpontok szdma mindig
27~k Mindh4drom méd hosszadalmas, komplikalt és nem nagyon szérakoztaté.

A leghosszabb ovbeli parositds hossza tizennégy. Anélkiil, hogy a részleteket is-
mertetnénk a kovetkezGket talaltuk. A fenti tdblazat szerint négy kiillonb6z6 médon
lehet a leghosszabb 6vbeli parositds hossza tizennégy. Meglepé médon csak harom
esetre taldltunk megfelel§ kozonséges, minimélis 5-Venn-diagramot, nem létezik
olyan 5-Venn-diagram, amelyben a harom ¢vbeli parositds hossza tizennégy. Négy
olyan Venn-diagramot talaltunk, amely egy osztdlyban van egy konvex diagram-
mal. Hirom koziiliik egy osztdlyban van a Griinbaum 4altal taldlt négy diagram
koziil a megmaradt harommal, amelyeket (b), (c) és (d) jelol a 6. abran. A ne-
gyedik diagram egy 4j diagram, amelyet a 39. dbra mutat. Tovabbéa taladltunk még
négy diagramot, amelyek nincsenek egy osztdlyban egyetlen konvex diagrammal
sem. Ezek a 26., 37., illetve a 38. dbrdn taldlhaték. Jegyezziik meg, hogy mind-
egyik dbran mindegyik diagram feszitett. A 39. dbrdan lathat6 diagram pedig o6t

53



38. dbra 39. dbra

haromszoggel és 6t egybevago ellipszissel szerkesztett. Az 6t egybevagé ellipszissel
szerkesztett diagram a 40. 4bran lathat6. A 26., 37., és a 38. dbran lathaté diag-
ramok nincsenek egy osztalyban egyetlen konvex diagrammal. Ez azonnal ad6dik,
ha észrevessziik, hogy mindegyikben van egy a konvexitést kizar6 konstrukcio.

A leghosszabb ovbeli pdrositds hossza tizenkettd. Ha a leghosszabb pérosités
hossza tizenketts, akkor minden 6vbeli parositds hossza tizenketts. Az el6z6 esethez
hasonléan, nem irjuk le a részleteket, ezek [15]-ben taldlhaték meg. Ebben az
esetben egyetlenegy Venn-diagramot létezik. Az igy nyert kozonséges, minimélis
5-Venn-diagram egy osztdlyban van a Griinbaum é&ltal talalt egyik diagrammal,
amelyet a 6. dbran (a)-val jeloltiink.
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12.2. Tétel. Kilenc kiilénb6z6 kézonséges, minimélis gémbi 5- Venn-diagram léte-
zik. Ezek kozil ot egy osztdlyban van egy konvex diagrammal. Ezen ¢t diagram
mindegyike egyetlenegy konvex sikbeli diagramot ad. Mind az 6t nem izomorf diag-
ram Ot egybevagé ellipszissel rajzolhaté. Egyik koziiliik kiilbnbézik Griinbaum 5.6.
Sejtésében meghatarozott négy diagramtél. A négy nem konvex diagram minde-
gyike egy osztalyban van egy feszitett diagrammal.

Osszefoglalva a 11.2. és a 12.2. Tételeket a kdvetkez6ket kapjuk:

12.3. Kévetkezmény. Hiisz kbzonséges gombi 5-Venn-diagram létezik. Tizenegy
egy osztidlyban van egy konvex diagrammal. A tizenegy diagram tizenhét nem
izomorf konvex sikbeli diagramot ad. Tizentt konvex diagram &6t hdaromszoggel,
kett6 pedig ot négyszoggel szerkeszthet6 meg. Hét diagram 0t egybevago ellipszissel
rajzolhaté meg a sikon. Tiz ellipszisekkel nem szerkeszthet6 meg. Mind a hisz gombi
diagram egy osztdlyban van egy feszitett diagrammal.

(Mivel a hiisz gbmbi diagramnak van 3-, 4- és 5-lapja, ezért legalabb h4arom-
szor hisz, azaz hatvan, sikbeli nem izomorf kozonséges 5-Venn-diagram létezik.
Mindegyik diagramban harminckét lap van, ezért maximum hatszéznegyven sik-
beli kozonséges 5-Venn-diagram van.) A 40. 4bran lathaté kozonséges, minim4lis,
konvex 5-Venn-diagramot (6t egybevagé ellipszissel) Griinbaum nem taldlta meg.
Megtekintve az 4brét lathatjuk, hogy ez nem véletlen. A diagram nem szimmetri-
kus, néhany lapja (példdul az 4bran 11, 30 és 31 szdmokkal jelslt lap) nagyon kicsi.
Ezeket nem is lehet 1ényegesen nagyobbnak szerkeszteni egy szabvany papir mére-
tén, még akkor sem, ha ezt valaki kézzel és nem komputer programmal csinéalja,
ami még neheziti a feladatot. Aki valaha is prébalt ot ellipszist (egybevago vagy
akir nem egybevags) egymassal Osszerakni tudja, hogy ezt nagyon sok médon le-
het csindlni, igy biztosan értékeli a feladat nehézségét. Azt is tudja, hogy az 6sszes
ilyen diagram megkeresését pedig csak egy matematikailag el6ére bizonyitott eljaras
teheti sikeressé.

13. Nem koz6nséges Venn-diagramok

El6szér megvalaszoljuk Griinbaum 5.3. Kérdését. Az itt leirt eljards ismét elvégez-
het6 akarmilyen nagy n egész szamra. Mi ezt csak az n = 3 esetre mutatjuk meg.
Ennek az oka az, hogy mér az n = 3 esetre is sok diagram létezik, és ezek szdma ro-
hamosan n& az n novekedésével. Az eljaras hosszadalmas. A legfontosabb ok pedig
az, hogy ezt a kérdést én csak addig tartottam érdekesnek, amig a kereséssel méas
geometriailag, illetve topolégiailag is érdekes kérdéseket is meg tudtunk oldani.
Mint a bevezetésben emlitettem, Venn-diagramoknak fontos szerepiik van auto-
matizalt gyartési eljardsok tervezésében és végrehajtdsaban, illetve komputerizalt
geometriai modellezésben. Azonban csak konvex diagramokra ismertek algoritmu-
sok. Konvex diagramok (nagyon egyszerd és ,sima”’ gorbékkel, mint példaul kor,
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ellipszis vagy haromszog, négyszog stb.) geometriai, illetve topolégiai jellemzése
napjainkban nem csak érdekes kiiloncségei a geometridnak, hanem gyakorlatban
is alkalmazhat6é eredmények. Az itt kozolt bizonyitds egy altalam most taldlt 4j,
egyszer(ibb bizonyités, amit itt kozlok elgszor [13].

13.1. Tétel. Hat kiilsnboz6 (kozonséges vagy nem kozonséges) gombi 3-Venn-
diagram létezik. A hat diagram tizennégy nem izomorf sikbeli 3- Venn-diagramot ad.
Ezek a 41. 4bran ldthatok. Az dbrdn 1-gyel és 2-vel jelslt diagramok minimalisak,
a tobbi (az egyetlen létez6) 2- Venn-diagram kiterjesztése. Az dbrdan az 1, a 3, az 5,
a7, all é a 14 diagramok a kiilbnbéz& gémbi diagramok. Az utdnuk egy sorban
kovetkezd diagramok ezekkel egy osztdlyban 16vG, a sikban nem izomorf diagramok.
A 14-es diagram az egyetlen kézonséges 3-Venn-diagram.

. b
°

a b '\:/‘ ]

4 = c a b
2-Venn-diagram a & térképgraf
©
d 1
c d : ,
d 2 c 3
a
a b
d 4 o d 5 °

42. dbra

Bizonyitds. Ahhoz, hogy megtaldljuk az 6sszes nem minimalis, gombi 3-Venn-
diagramot, a 9.4. Tétel szerint meg kell taldlnunk az sszes olyan (a gémbon kiilon-
b6z6) kort a térképgrafban, amely tartalmazza a térképgraf dsszes régi szdgpontjat.
Ezt az eljarast a 11.2. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan végezhetjiik el. A kiilénbség
az, hogy itt az ot kiillonboz6 esetet a korben hasznélt régi élek szama szerint kiilon-
boztetjilk meg. (Ez lehet négy, harom, két szembenlévé vagy két szomszédos él. A
két szembenlévs €l két kiillsnbozs esetet ad.) Ezt az egyszerd eljarast ugyancsak az
olvaséra hagyjuk. A térképgraf és a kapott korok a 42. dbran lathatok. A 42. 4bran
az 1 kor a 41. abrén a 14 diagramot, a 2 kor a 11 diagramot, a 3 kor az 5 diagra-
mot, a 4 kor a 3 diagramot, az 5 kor pedig a 7 diagramot adja. Ezzel megkaptuk az
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Usszes nem minimalis, gdmbi 3-Venn-diagramot. Beldtjuk, hogy miniméalis gémbi
3-Venn-diagram csak egy van. Mivel egy Venn-diagramban egyik gorbe sem lehet
a mdsik belsejében, ezért barmely két gérbe két pontban atlésan metszi egymaést.
Ha a diagramban van két grbe, amely pontosan két pontban metszi egymast, ak-
kor ez egy 2-Venn-diagram és igy a 3-Venn-diagram nem minimaélis. Kénnyt latni,
hogy egy 3-Venn-diagramban két gérbe maximum négy pontban metszheti egymaést
(mivel a lapok szdma nyolc).

48. dbra

Ha a diagram két gérbéje négy pontban metszi egymast, akkor kell lennie két
olyan gorbének is, amely pontosan kétszer metszi egymést. Valéban, ha a két gor-
bének legalabb négy metszéspontja van, akkor ezek legalabb hat kiillonboz6 lapot
hatarolnak korbe. A harmadik gorbe a masik két gorbét atlésan kell messe két ko-
z0s érintési pontban. M4s metszés tobb, mint nyolc lapot adna. Tehat csak azt az
esetet kell megvizsgdlnunk, amikor barmely két gérbe pontosan hdromszor metszi
egymast. A 43. dbran egy korrel és egy ellipszissel dbrdazoltunk két egymést harom
pontban metsz6 gorbét. Mivel két metszéspontnak 4tlésnak, egynek pedig érintd
pontnak kell lennie, ezért az 4bra az altaldnos esetet mutatja. Az dbran a-val je-
161t pontban — a 6.1. Lemma miatt — a harmadik gorbe atlésan keresztiilhalad,
ahogy ezt rajzoltuk. A harmadik gorbe a maésik két gorbét, a mar meglév6é mé-
sik hdrom metszésponton kiviil egyetlen masik pontban sem metszheti. Ez a 6.3.
Lemma miatt teljesiil. Mivel a b és a ¢ pont szimmetrikusan helyezkedik el az dbrén,
ezért rajzunk az egyetlen lehetséges minimaélis, gbmbi 3-Venn-diagram (szimmet-
riatol eltekintve). (A 41. dbrdn ez az 1 diagram.) Ezzel belattuk, hogy maximum
hat kiilbnbz6 gombi 3-Venn-diagram van. Ezeknek a 2-, illetve a 3-lapjaikkal, mint
kiils6 lapokkal torténé sztereografikus vetitésiik a sikra adja a maradék nyolc diag-
ramot. A diagramokban 1év6 metszéspontok szaméabél, a kiils6 lapok hataran l1évé
élek és szogpontok fokabdl azonnal lathat6, hogy a tizennégy diagram nem izomorf
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a sikon. Annak beldtasat, hogy a sztereografikus vetités sordn méas ezekkel nem
izomorf diagram nem adédik, ugyancsak az olvaséra bizzuk.

AR

44. dbra

Jegyezziik meg, hogy a 41. abran lathaté Osszes diagram egy osztélyban van
egy konvex diagrammal. A nem koznséges 4- és 5-Venn-diagramokrol csak annyit
szeretnék megjegyezni, hogy ezek kozott sok van, amely konvex, vagy egybevagé el-
lipszisekkel rajzolhaté meg. Példaként a kovetkez6 fejezetben a 45. 4bran lathatunk
két nem kozonséges, konvex 5-Venn-diagramot 6t egybevagé ellipszissel. A 44. 4b-
rén pedig mutatunk két kiillosnboz6 nem kozonséges 5-Venn-diagramot, amely nem
rajzolhaté meg ellipszisekkel. (A két diagramban van két gérbe, amely hatszor met-
szi egymast.) Ezek a példdk negativ vilaszt adnak Griinbaum 5.6. Sejtésére nem
kozonséges diagramok esetében. A két ellenpéldat ebben a cikkben kozlom elGszor.

@lh@
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46. dbra

14. Esztétikailag szép diagramok

Griinbaum [39] attraktfvnak nevezi azokat a Venn-diagramokat, amelyek egybe-
vago gorbékkel szerkeszthet6k meg. Az el6z6 fejezetekben az tsszes korrel vagy
ellipszissel szerkesztett diagramunk attraktiv. Henderson [46] szimmetrikusnak ne-
vez egy Venn-diagramot, ha a diagram minden gorbéje egy adott gorbe egy pont
koriili elforgatdsdaval szerkeszthet6 meg. Nyilvanval6, hogy a forgatds szoge radi-
anban mérve 27/n. A 6. dbra (a) diagramja, 6t egybevéago ellipszissel szerkesztett
kozonséges, minimadlis, szimmetrikus, konvex 5-Venn-diagram. A 19. dbra pedig
négy haromszoggel szerkesztett kozonséges, nem minimélis, konvex, szimmetrikus
3-Venn-diagram. A 45. 4bran két, 6t egybevago ellipszissel szerkesztett nem kozon-
séges, minimélis, szimmetrikus 5-Venn-diagramot lathatunk. Az els6t A. Schwenk
[60] szerkesztette 1984-ben, a masodikat Griinbaum publikalta [39]. Ugyancsak &
kozolte a 46. abran lathaté diagramot 6t egyenls oldali haromszoggel. (Ez izomorf
a 6. abran talalhat6 diagrammal.) Mivel egy szimmetrikus diagramban minden lap,
amelynek kédjaban az 1-esek szama egy rogzitett p szam, egy olyan adott lap el-
forgatasaval keletkezik, amelynek a kédjaban pontosan p darab l-es van, ezért az
n elem p-edik kombin4ciéinak C(n,p) = (Z) szama oszthato kell legyen n-nel, min-
den p pozitiv egész n-nél kisebb szamra. Ez csak akkor teljesiil, ha n primszam
[74, 64. oldal]. fgy szimmetrikus Venn-diagram csak primszami sok gérbével létez-
het. Henderson [46] 4llitotta, hogy szerkesztett szimmetrikus 7-Venn-diagramot, de
ezt soha nem publikilta. Griinbaum elGszor azt sejtette, hogy ilyen diagram nem
létezhet, majd konstrudlt egyet.

A. W. F. Edwards [21] ugyancsak szerkesztett szamos esztétikailag csodalato-
san szép 7-Venn-diagramot. F. Ruskey [74] megadott egy komputer algoritmust,
amely (4llitélag?) megtaldlta az 6sszes — azt hiszem 39 darab — szimmetrikus nem
izomorf 7-Venn-diagramot. Engedélyével kett6t megmutatok a 47. 4bran. Felhivom
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47. dbra

az olvaso figyelmét, hogy az Interneten a [73] alatt megadott cimen egy szérakoz-
tato, érdekes, esztétikailag csodélatos, szines képekkel illusztralt révid bemutaté
taldlhat6 Venn- (f6leg szimmetrikus) diagramokrél. Szimmetrikus n-Venn-diagram
tizenegy vagy tobb gorbével jelenleg nem ismert.

15. Specidlis és magasabb dimenziés Venn-diagramok és alkalmazéasaik

Ebben a fejezetben roviden ismertetek néhdny eredményt n-dimenziés Venn-diag-
ramokro6l. Ezek tanulmanyozasénal grafmodelljeink nem voltak hat4dsosak, habar
csak nagyon kevés eréfeszitést tettiink ezek alkalmazdsdra. Minden ebben a fejezet-
ben emlitett eredmény masok eredménye, ezeket bizonyitas nélkiil ismertetem. Az
érdekl6dd olvasé szaméara a bizonyitdsokat tartalmazo cikkek irodalomjegyzékbeli
szamat kozlom a tételek elGtt.

Rényi Alfréd, Rényi Katé és Surdnyi Janos 1949-ben bizonyitottdk be a ko-
vetkez& tételeket [58]:

15.1. Tétel. Minden 1 < n egész szamra, az n-dimenziés euklideszi tér interval-
lumaibdl allé fiiggetlen halmazrendszer maximalis szamossaga 2n.

15.2. Tétel. Minden 1 < n egész szamra, az n-dimenzids euklideszi tér gombjeibdl
allé fiiggetlen halmazrendszer maximdlis szdmossdaga n + 1.

A lengyel J. Anusiak [3] bizonyitotta a kovetkezs tételeket:

15.3. Tétel. Az n-dimenzids euklideszi tér k darab gémbje akkor és csak akkor
alkot fiiggetlen halmazrendszert, ha a metszetiik egy (n — k)-dimenziés gmb.

62



15.4. Tétel. Az n-dimenzids euklideszi tér minden gémbokbdl 4ll6 fiiggetlen hal-
mazrendszere kiterjesztheté egy maximélis, n+ 1 darab gombdt tartalmazé fiigget-
len halmazrendszerré.

15.5. Tétel. Az n-dimenzids euklideszi tér minden gombokbél 4ll6 fiiggetlen
halmazrendszerének minden atomja Osszefiiggd. (Ez azt jelenti, hogy ezek Venn-
diagramok. Ez azt is mutatja, hogy Rényiék eredményei is Venn-diagramokrol szél-
nak.)

15.6. Tétel. Ha az n-dimenziés euklideszi tér gombjeinek egy halmaza Venn-
diagramot alkot, akkor a gémbok kdzéppontjai a tér linedrisan fiiggetlen halmaz-
rendszerét alkotjak.

15.7. Tétel. Ha az n-dimenziés euklideszi térben a py, pa, ..., pr pontok linedrisan
fiiggetlen halmazrendszert alkotnak, akkor azok a gombdok, amelyeknek kézéppont-
Jjai a p; pontok, sugaruk pedig ugyanaz azr > 0 szam, — amely legalabb akkora mint
annak a (k — 1)-dimenziés gombnek a sugara, amely tartalmazza a pi,pz,...,Dk
pontokat — egy Venn-diagramot alkotnak a térben.

B. Griinbaum [36] tobbértékii logikdk geometriai szemléltetése érdekében egy
olyan n részre val6 felbontdsit adta meg a (3-dimenziés) gomb felszinének, amely-
ben minden halmazt a gtmbfelszinen egybevagd, ekvivalens k darab részhalmaz
alkot. Ezzel bebizonyitotta a kivetkez& tételt:

15.8. Tétel. Minden pozitiv egész n és k szamhoz, k > 3, létezik egy n-Venn-
diagram, amelyben minden lap k lehetdséget illusztral.

Végiil a halmazelmélet, a Boole- vagy absztrakt algebra, a mértékelmélet, il-
letve az algebrai topolégia irdnt érdekl6dé olvaséknak a figyelmébe szeretném ajén-
lani az irodalomjegyzékben a [40, 41], [52, 75, 76], [57] és [66] cikkeket. Ezekben
a cikkekben sok olyan érdekes eredményt taldlhatnak, amelyek fiiggetlen halmaz-
rendszerekkel vagy ezek alkalmazasédval foglalkoznak.

16. Sejtések és kérdések

Mint méar emlitettiik Peter Winkler 5.2. Sejtése ma is megvalaszolatlan. A tovabbi-
akban Griinbaum olyan sejtéseit, kérdéseit és problémait ismertetem, amelyeket az
5. fejezetben nem soroltam fel. Ezek a [34, 35, 36, 37, 38, 39] cikkekben talalhatok

meg.

16.1. Sejtés. Ha egy kozonséges, feszitett Venn-diagramnak megvan az a tulaj-
donsaga, hogy a diagramhoz tartozé k darab gorbe belsejének metszete OUsszefiiggd
(minden k-ra, 1 < k < n), akkor a diagram konvex.

A kovetkez6 sejtés modositdsa Griinbaum egy sejtésének, amirél bebizonyitot-
tuk, hogy nem teljesiil (lasd 12.1. Tétel).

63



16.2. Sejtés. Ha egy kozonséges 5-Venn-diagram megrajzolhaté 6t egybevago
ellipszissel, akkor megrajzolhaté 6t akdrmilyen excentricit4sii ellipszissel is.

Griinbaum kdvetkez§ sejtései nem publikiltak, ezek személyes beszélgetéseink
és levelezésiink eredményei.

16.3. Sejtés. Ha egy kozonséges n-Venn-diagram minden részhalmaza egy Venn-
diagramot alkot, akkor a diagram konvex.

16.4. Sejtés. Minden n egész szamra lehet szerkeszteni olyan kozonséges n-Venn-
diagramot, amelyben az 5-lapok szdma nem t6bb, mint a lapok szaménak 1/16-od
része.

16.5. Sejtés. Létezik pozitiv ¢ és d szdm gy, hogy minden kézbnséges n-Venn-
diagramban a 3-lapok szama cn + d. Igaz-e, hogy ¢ = 47

16.6. Kérdés. Igaz-e, hogy ha egy kozonséges n-Venn-diagramban nincs két olyan
gorbe, amely egy konvexitast kizaré konstrukciét formaél, akkor a diagram konvex?

16.7. Kérdés. Létezik-e minden 5 < n egész szamra egy kozonséges, nem kon-
vex n-Venn-diagram, amelyb6l barmelyik gorbét elhagyva egy kézdnséges, konvex
diagramot kapunk?

A kovetkez§ sejtések publikaltak.
16.8. Sejtés. Minden 7 < p primszdmra létezik szimmetrikus p-Venn-diagram.
16.9. Sejtés. Nem létezik 6-, 7-Venn-diagram hat, illetve hét hdromszdsggel.

Megjegyzem, nem nehéz megmutatni, hogy ez igaz kézonséges Venn-diagramok
esetére. Tovdbba be tudom bizonyitani, hogy az 4llitds igaz nem kdzdnséges, nem
minimalis diagramokra is.

16.10. Sejtés. k(n) = k*(n) minden n pozitiv egész szamra.

16.11. Kérdés. Mi igaz k**(n)-re ha n > 57 Mi igaz a kj(n), illetve k;*(n)
fiiggvényekre, ha n > 57 Igaz-e, hogy a k(n) egyenlS azzal a legkisebb egész
szdmmal, amely nagyobb mint 2"~2/(n —1)?

16.12. Sejtés. Minden ivenként sima Jordan-gérbe hasznilhaté egy szimmetrikus
3-Venn-diagram szerkesztésére.

16.13. Sejtés. Nincs szimmetrikus 5-Venn-diagram 6t darab négyzettel.
16.14. Sejtés. Minden n pozitiv egész szdmhoz taldlhaté attraktiv n-Venn-diag-

ram.
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Ko6szénetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani Branko Grilnbaum professzornak segitségéért, hasz-
nos tanédcsaiért, amit az évek sordn kutatdsomhoz nyijtott. Ugyancsak szeretném
megkdszonni azokat a tandcsait, amelyeket ezen cikk megirasa soran nyujtott. Né-
hény bizonyitast, illetve dbrat segitsége nélkiil nem tudtam volna leirni, azaz meg-
rajzolni.

Szeretném két didkunknak, Chris Carlin Lomont graduate és Hao Wu un-
dergraduate didknak megktszonni munkéjat. Chris szamitotta ki az 6t egybevagéd
ellipszis egyenletét a 11.2. Tételiinkben. Hao rajzolta meg komputerrel a 45. és 46.
4dbrat. Ugyancsak & szerkesztette meg a 40. dbrdt, ami nem csak tigyes kompu-
ter technikdt, hanem matematikai élelmességet is igényelt. (Ezekhez az dbrakhoz a
CORAL DRAW 5 rajzol6 programot hasznélta.)

Koszonetet érdemel Frank Ruskey, hogy rendelkezésemre bocséatotta a 47. 4b-
rén lathaté esztétikailag szép Venn-diagramokat. (Az dbrét az Internetr6l masoltam
le.)

Heppes Aladar, Katona Gyula és feleségem Hamburger Hepp Edit nem csak
azért érdemelnek kdszonetet, mert segitettek az BEgyesiilt Allamokban toltstt tiz
év soréan felvett magyartalan nyelvhasznalatomat kijavitani, hanem azért is, mert
biztattak ennek a cikknek a megirasara. Nélkiiliik ez a cikk soha nem jott volna
létre.

Péter Hamburger: Constructing Venn-diagrams using graphs

Using planar and spherical graph models this paper investigates special families of
Jordan-curves on the plane as well as on the sphere. Those families are: independent
families of Jordan-curves and different types of Venn-diagrams. The graph models
that are introduced and studied in [12, 13, 14, 15, 43] are the Venn-diagram itself as
a planar graph, the dual graph of the Venn-diagram (that is called the Venn-graph),
and the so-called radual graph of a Venn-diagram. The paper is mostly a survey
paper with some new results. In the introduction the paper presents a brief review
of the history of inclusion and exclusion arguments and the development of their
diagrammatic representations and especially the history of Venn-diagrams. Secti-
ons 2 and 3 cover the necessary definitions and theorems of geometry and graph
theory that are needed in this paper. Section 4 shows the early results of Venn and
Griinbaum on the existence of reducible and irreducible Venn-diagrams with ar-
bitrarily many curves. In Section 5 the author states the problems and conjectures
of Griinbaum and Peter Winkler that are answered fully or partially in this paper.
In Sections 6, 7, and 8, the Venn planar diagram, the Venn-graph, and the radual
graph of a Venn-diagram are introduced respectively. In these sections their proper-
ties are shown as well. Section 9 addresses Griinbaum’s Conjecture 5.1 and Peter
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Winkler’s Conjecture 5.2 on the extension of Venn or simple Venn-diagrams. In
Section 10 the known properties of convex and strongly convex Venn-diagrams are
studied. First the results of Alfréd Rényi, Katé Rényi, and Janos Surdnyi are shown
with the results of Griinbaum, and then Problem 5.7 of Griinbaum is answered. In
Sections 11 and 12 a complete investigation of simple Venn-diagrams with three,
four or five curves is presented. Section 11 addresses the reducible case, Section
12 the irreducible case. Questions such as drawability with circles, ellipses, triang-
les, rectangles and convex curves are raised and answered. In Section 13 nonsimple
Venn-diagrams with three, four or five curves are studied. In Section 14 some of the
aesthetically nice diagrams of Griinbaum, D. W. Henderson, and Frank Ruskey are
shown. In Section 15 results on the n-dimensional Euclidean space’s Venn-diagrams
are investigated. Results such as those of Alfréd Rényi, Kat6 Rényi, Janos Suranyi,
Branko Griinbaum, J. Anusiak, E. Marczewski, and B. Weglorz are presented wit-
hout proofs. In Section 16 there are open problems and conjectures. Most of them
are conjectures of Grilnbaum, but some are the results of personal communication
of Griinbaum with the author. Some of the problems or conjectures are suitable
for research of undergraduate or graduate students as well as experts in the field.

A few results (in some sections) that were published by others than the
author without proof have a thorough proof (such as Lemma 10.5 or the result
of Griinbaum after Theorem 10.5 that says that there are strongly convex simple,
reducible n-Venn-diagrams for every positive integer n). This paper focuses first
and foremost on the survey of the methods and results that were done by the
author, in collaboration with Kiran B. Chilakamarri and Raymond E. Pippert
(Indiana-Purdue University at Fort Wayne). These new methods let them solve
many conjectures and problems of Griinbaum on Venn-diagrams. Theorem 9.1 with
Theorem 9.4 fully answers one conjecture of Griinbaum (Conjecture 5.1) on the
extension of Venn-diagrams with the addition of a suitable closed Jordan-curve,
that goes back to John Venn in 1880 and has been investigated by many others
since then. Theorem 11.2 with Theorem 12.2 and Corollary 12.3 corrects some
erroneous statements that started with John Venn more than a century ago and
have been repeated frequently by others. In Theorem 11.2 a simple, reducible Venn-
diagram with five congruent ellipses is constructed. This diagram is unique on the
sphere and produces two different plane diagrams. Theorem 7.13 and Theorem
8.3 are new results of the author. Theorem 7.13 states that the Venn-graph is 3-
connected, but the only way to separate the graph by the deletion of three vertices
is to delete three vertices that are adjacent to a vertex with degree three. There
are two resulting components: one a single point and the other the rest of the
graph. Theorem 8.3 says that the radual graph of a Venn-diagram with at least
two curves is 4-connected. This theorem with Tutte’s famous Theorem 3.12 gives
a new proof of Griinbaum’s Conjecture 5.1. These theorems are stated without
proof; the lengthy and technical proofs will be published elsewhere. Figure 18 and
the last statement of Theorem 10.4 are new, they prove that k**(5) = 3, disproving
a conjecture of Griinbaum. Also Figure 44 is published here first; this disproves
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Griinbaum’s Conjecture 5.6 in the irreducible case. (Griinbaum conjectured that
every convex Venn-diagram with five curves can be drawn with five (congruent)
ellipses.) These counterexamples were found by the author earlier than the similar
ones published first in [43] for the simple case, but have not been published before.
The proof of Theorem 13.1 is a new, simpler proof of the theorem given by the
author first here, using some of the lemmas of the previous proof.

I would like to express my gratitude for the help of Professor Branko Griin-
baum. In particular, I am grateful for his advice on the proof of his statement on
the existence of strongly convex Venn-diagrams with arbitrarily many curves, and
for his remarks regarding Figure 44. I also would like to thank two of our students
at Indiana-Purdue University Fort Wayne for their work. They are Chris Carlin
Lomont graduate student in our Masters’ program, and Hao Wu undergraduate
student. Chris set up the equations of the five congruent ellipses in Theorem 11.2.
Hao drew Figures 40, 45, and 46. Especially Figure 40 required not only excellent
computer technology but mathematical innovation as well. My gratitude to Frank
Ruskey for letting me use some of his beautiful Venn-diagrams. Finally, I would
like to thank Alad4r Heppes and Gyula Katona, my two long standing Hungarian
friends and colleagues, and my wife Edit Hepp Hamburger for their support and
continuous encouragement to write this paper. Without their help this paper could
not exist.
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PUKANSZKY LAJOS (1928-1996) MATEMATIKAI
MUNKASSAGAROL

SZEMELYES MEGEMLEKEZES

HAJNAL ANDRAS és KORANYI ADAM

Az alabbi megemlékezést Pukanszky Lajos matematikai munkassdgarol a Lie cso-
portok elGéllitas elméletének két vezet§ szakértdje irta. Szakmai részéhez hozza-
tenni, vagy belGle elvenni, semmiképp sem a mi feladatunk, de szeretnénk hoz-
zatenni néhany szo6t a szlikszavi életrajzi részhez, miutdn azon kevesek kozé tar-
tozunk, akik a reflektorfényt6l és minden indiszkréci6tdl irt6z6 Pukinszky Lajos
magénéletérsl valamit tudnak.

Nekiink kozeli bardtunk volt; tobbszor hosszu évekre elszakadtunk ugyan egy-
mést6l, de kapcsolatunk mindig djra kezd6dott és mindig Ggy tudtuk folytatni a
beszélgetést, mintha csak tegnap hagytuk volna abba. 1953 és 1956 kozott kezdd
matematikusokként rendszeresen egyiitt ebédeltiink a szegedi egyetemi menzéan és
uténa egyiitt kdvéztunk egy eszpresszéban; a korhoz Pollak Gydrgy és az utolsé év-
ben Kovécs Istvan is hozzatartozott. Lajos akkor is és kés6bb is, mindig segit&kész
j6barat volt, de ez nem jelentette, hogy id6pazarlasra ra lehetett volna venni. A
legszigoriibb norméak 6rz6je volt a maganéletben és a tudomanyos munkiban egy-
ardnt. A kompetencidt mindenben megkovetelte; jaj volt annak, aki pl. Thomas
Mann-r6l 4llitott valamit, de kideriilt, hogy nem ismerte Mann levelezését Kerényi
Karollyal. Eletét ugy szervezte, hogy a matematikat az dltala megszabott szinten
mifvelhesse. Szigori id6beosztéassal, dlland6 dlmatlansdggal kiizdve, szinte erején
feliil dolgozott, pedig tudott bardtok kozott viddman szérakozni is. Ezt azonban
csak el6re eltervezett pihen6napokon engedte meg maganak. Ha ugrattuk, hogy
Sylvestre Bonnard-ként a lemondés kegyetlen édességét (,1’austere douceur du sac-
rifice”) keresi, 6 csak kedvesen mosolygott és folytatta a munkat.

Visszatérve Thomas Mann-ra, akir6l sokszor volt sz6 Szegeden, meg kell, hogy
emlitsiik a rokonsagot, amit Lajos és Mann Doktor Faustus-d4nak h&se kézt mind-
nyéjan éreztiink. Ez nem csak egyéniségére vonatkozott, hanem arra is, hogy Lajost
is a matematikan kiviil elsGsorban a zene és a teolégia érdekelte. Szenvedélyes ze-
nehallgato volt egész életében; teoldgidval, mégpedig fiatalkordban katolikus, treg-
koraban zsid6 teol6gidval igen komolyan foglalkozott, bar maga nem volt valldsos,
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legaldabbis ami6ta mi ismertiik. Direkt kérdést erre vonatkozolag azért sohasem
mertiink volna feltenni neki.

1957 januérjaban hagyta el Magyarorszagot, egyikiink tarsasdgaban, majd
néhany hénap jugoszlaviai tdbor utdn az Egyesiilt Allamokba keriilt. Ekkor mar
ismert matematikus volt. Egy-két dtmeneti allds utdn dgy latszott, hogy végleg
letelepszik Los Angeles-ben, az University of Californian, de 1965-ben R. Kadison
az operatoralgebrak néhany més komoly szakemberével egyiitt az University of
Pennsylvania-ra csébitotta; innen is ment nyugdijba 1994-ben.

Karakteréhez tartozott, hogy a matematika legnagyobb tudast igényl6 részeivel
foglalkozott, azokkal amiket legkdzpontibb fontossdginak tartott. Egyediil dolgo-
zott, de mar 1953-t6] kezdve rendszeresen megtargyalta matematikai terveit Jac-
ques Dixmier-vel. Dixmier nyugalomba vonulasa alkalmabél irt cikkének ajanlasa
a horatiusi sor: ,0 mi presidium et dulce decus meum”.

Az 1970-es nizzai nemzetkdzi matematikai kongresszuson meghivott el6adé
volt. 1965-ben egy évet Parizsban toltott, de kiilsnben nem szeretett utazni és
szerepelni. Egészségére hivatkozva nem ment el arra a nemzetkozi konferenciara
sem, amelyet hatvanadik sziiletésnapja alkalméaboél rendezett Koppenhédgdban Niels
Vigand Pedersen. Viszont minket megldtogatni még 1964-ben t&bbszor is eljott Los
Angeles-b6l Berkeley-be, ahol akkor éppen egyiitt voltunk.

1994 6ta megint mindnyajan elég kozel éltiink egymashoz. Megldtogattuk Phi-
ladelphidban is, de dltalaban New-Yorkban talalkoztunk, ahol Lajos ragaszkodott a
szigori ritualéhoz: taldlkozéas két 6rakor a Metropolitan Museum-ban Michelangelo
arcképe alatt, késébb vacsora a Mocca nevli magyar vendéglében, ahonnan 7 é6ra-
kor rohant el taxival a vonatdhoz. Azonos volt 6nmagéval, memoridja is majdnem
a régi volt, bar mar nem tudta megmondani, mint régen Szegeden, hogy melyik év
melyik napjan pontosan mit csinéalt.

Beteg volt, de nem sokat panaszkodott. Valtozatlanul dolgozott, tervezett uj
kényvének négy teljesen kész fejezetét, azaz igen nagy részét talaltdk meg haldla
utan. Silyos vérszegénységben szenvedett, és az orvosok sem az okot nem talaltdk,
sem a megfelels gyogymodot. Elete utolsé két vagy harom hetében nagyon legyen-
giilt, ezt mar csak kés6bb tudtuk meg. Ugy latszik nem birta tovabb, és mi nem
figyeltiink ré eléggé. Most méar csak az emlékét tudjuk meg6rizni.
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MATEMATIKAI MUNKASSAG

JACQUES DIXMIER és MICHEL DUFLO
(forditotta KRAMLI ANDRAS)

Pukédnszky Lajos 1928-ban sziiletett Budapesten. Kandidédtusi értekezését
1955-ben védte meg, témavezetGje SzGkefalvi-Nagy Béla volt. 1956-ban elhagyta
Magyarorszagot. Kiilonboz6 posztokat toltstt be az Egyesiilt Allamokban és Fran-
ciaorszdgban. 1965-t61 nyugdijazaséig a University of Pennsylvania professzora volt.
1996. februar 15-én halt meg Philadelphidban.

I. Pukdnszky Lajos dolgozatai

[1] L. Pukénszky, A. Rényi, On the approximation of measurable functions, Publ.
Math. Debrecen, 2 (1951), 146-149.
[2] L. Pukanszky, On a theorem of Mautner, Acta Sci. Math. Szeged, 15 (1954),
145-148.
(3] L. Pukdnszky, The theorem of Radon-Nikodym in operator rings, Acta Sci.
Math. Szeged, 15 (1954), 149-156.
[4] L. Pukdnszky, On the theory of quasi-unitary algebras, Acta Sci. Math. Szeged,
16 (1955), 103-121.
[5] L. Pukanszky, Some examples of factors, Publ. Math. Debrecen, 4 (1956), 135~
156.
(6] L. Pukanszky, On maximal abelian subrings of factors of type II;. Canad. J.
Math., 12 (1960), 289-296.
[7] L. Pukanszky, On the Kronecker products of irreducible representations of the
2 x 2 real unimodular group. I. Trans. Amer. Math. Soc., 100 (1961), 116-152.
(8] L. Pukanszky, On the Kronecker product of irreducible unitary representations
of the inhomogeneous Lorentz group, J. Math. Mech., 10 (1961), 475-491.
[9] L. Pukénszky, On the Plancherel theorem of the 2 x 2 real unimodular group,
Bull. Amer. Math. Soc., 69 (1963), 504—512.
[10] A. Koranyi and L. Pukdnszky, Holomorphic functions with positive real part
on polycylinders, Trans. Amer. Math. Soc., 108 (1963), 449-456.
[11] L. Pukénszky, The Plancherel formula for the universal covering group of
SL(R,2). Math. Ann., 156 (1964), 96-143.
[12] L. Pukdnszky, On the characters and the Plancherel formula of nilpotent
groups, J. Functional Analysis, 1 (1967), 255-280.
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[13] L. Pukéanszky, Lecons sur les représentations des groupes, Monographies de la
Société Mathématique de France, No. 2 Dunod, Paris, 1967, viii+178 pp.

[14] L. Pukéanszky, On the theory of exponential groups, Trans. Amer. Math. Soc.,
126 (1967), 487-507.

[15] L. Pukanszky, On the unitary representations of exponential groups, J. Func-
tional Analysis, 2 (1968), 73-113.

[16] L. Pukéanszky, Characters of algebraic solvable groups, J. Functional Analysis,
3 (1969), 435-494.

[17] L. Pukanszky, Sur la représentation réguliere des groupes de Lie résolubles
connexes, C. R. Acad. Sci. Paris, 268 (1969), 1077-1079.

(18] L. Pukanszky, Sur la représentation réguliere des groupes de Lie résolubles
connexes, C. R. Acad. Sci. Paris Ser., 268 (1969), 1172-1173.

[19] L. Pukanszky, New results in the representation theory of solvable groups, In
Actes du Congres International des Mathématiciens (Nice, 1970), Tome 2, pp.
413-417. Gauthier-Villars, Paris.

[20] L. Pukanszky, Unitary representations of solvable Lie groups, Ann. Sci. Ecole
Norm. Sup., 4 (1971), 457—608.

[21] L. Pukanszky, Action of algebraic groups of automorphisms on the dual of a
class of type I groups, In: Conference on Harmonic Analysis (Univ. Maryland,
College Park, Md., 1971), pp. 273-279. Lecture Notes in Math., Vol. 266
Springer, Berlin.

[22] L. Pukanszky, Action of algebraic groups of automorphisms on the dual of a
class of type I groups, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., 5 (1972), 379-395.

[23] L. Pukanszky, The primitive ideal space of solvable Lie groups, In: Harmo-
nic analysis on homogeneous spaces (Proc. Sympos. Pure Math., Vol. XXVI,
Williams Coll., Williamstown, Mass., 1972), pp. 233-234. Amer. Math. Soc.,
Providence, R.I. 1973.

[24] L. Pukénszky, The primitive ideal space of solvable Lie groups, Invent. Math.,
22 (1973), 75-118.

[25] L. Pukanszky, Characters of connected Lie groups, Bull. Amer. Math. Soc.,
80 (1974), 709-712.

[26] L. Pukéanszky, Characters of connected Lie groups, Acta Math., 133 (1974),
81-137.

[27] L. Pukanszky, Lie groups with completely continuous representations, Bull.
Amer. Math. Soc., 81 (1975), 1061-1063.

[28] L. Pukanszky, Unitary representations of Lie groups with cocompact radical
and applications, Trans. Amer. Math. Soc., 236 (1978), 1-49.

[29] L. Pukanszky, On Kirillov’s character formula, J. Reine Angew. Math.,
311/312 (1979), 408-440.

[30] L. Pukanszky, Unitary representation of Lie groups and generalized symplec-
tic geometry. In: Operator algebras and applications, Part 1 (Kingston, Ont.,
1980), pp. 435-466. Proc. Sympos. Pure Math., 38, Amer. Math. Soc., Provi-
dence, R.I., 1982.
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[31] L. Pukanszky, Symplectic structure on generalized orbits of solvable Lie groups,
J. Reine Angew. Math., 347 (1984), 33-68.

[32] L. Pukanszky, Quantization and Hamiltonian G-foliations, Trans. Amer. Math.
Soc., 295 (1986), 811-847.

[33] L. Pukdnszky, On a property of the quantization map for the coadjoint orbits
of connected Lie groups. In: The orbit method in representation theory (Co-
penhagen, 1988), 187-211. Progr. Math., 82, Birkhauser Boston, Boston, MA,
1990.

[34] L. Pukédnszky, On the characters of connected Lie groups. In: Operator algeb-
ras, unitary representations, enveloping algebras, and invariant theory (Paris,
1989), 63—71. Progr. Math., 92, Birkhduser Boston, Boston, MA, 1990.

[35] L. Pukanszky, On the characters of exponential groups, J. Funct. Anal., 100
(1991), 381-399.

[36] L. Pukanszky, On the coadjoint orbits of connected Lie groups, Acta Sci. Math.
(Szeged), 56 (1992), no. 34, 347-358 (1993).

II. A dolgozatok ismertetése

Az [1] dolgozat a folytonos fiiggvényekre vonatkoz6 Stone-Weierstrass tétel szelle-
mében élesiti Rényinek egy a mérhetd fiiggvényekre bizonyitott tételét.

A [2]-[6] dolgozatok a Neumann-algebraknak vannak szentelve.

A [2] dolgozat a Neumann-algebrék direkt integralokra valé6 felbontasaval fog-
lalkozik.

A [3] dolgozat a nem sokkal kordbban Segal 4ltal bevezetett nem-kommutativ
integralas szellemében ir6dott.

A [4] dolgozat a kvédzi-unitér algebrédk elméletét mélyiti el. Az eredmények
elsfutarai Tomita és Takesaki tételeinek, melyek fontossdga kozismert.

Az [5] dolgozat hozta meg Pukinszky Lajos szdméra az igazi elismerést: egy
nagyon szellemes moédszerrel két nemizomorf III tipusi faktort konstrudlt. Abban
az id6ben ez az eredmény &ttorést jelentett, bar kés6bb lényegesen meghaladték.
Pukénszky Lajos leirta a III tipusi faktorok maximélis Abel-féle részalgebrainak
tulajdonsagait, amelyek addig csak a II; tipusi faktorokra voltak ismertek. Ez
a dolgozat abban a megtiszteltetésben részesiilt, hogy F. J. Murray ismertette a
Mathematical Reviews-ban.

A [6] dolgozatban Pukénszky Lajos bebizonyitja, hogy egy II; tipusi hipervé-
ges faktorban végtelen sok paronként nem konjugalt maximalis szinguldris Abel-féle
részalgebra 1étezik. E célbdl a II; tipusi faktorok Abel-féle részalgebrainak egy 1j
invaridnsat vezeti be.

" Pukanszky Lajos tovabbi munk4ssdga sordan — legalabbis direkt médon — nem
foglalkozott Neumann-algebrakkal. Lathat6, hogy hat év alatt olyan kutatasokat
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inditott meg ezen a teriileten, amelyek fontossdga a kés6bbiekben sziinteleniil no-
vekedett.

Pukédnszky Lajos majdnem minden tovabbi dolgozatat a Lie-csoportok unitér
reprezentdciinak szentelte. A kivételek: a [10], [31], [32], [33] és [36] dolgozatok.
A [10] dolgozat a klasszikus Riesz-Herglotz és Pick-Nevanlinna tételeket dltala-
nositja tobbvéltozés komplex fiiggvényekre. A [31], [32], [33] és [36] dolgozatokat
a reprezentacié-elmélet er6sen motivélta, annak ellenére, hogy tiszt4n geometriai
téméjiak; a tartalmukat késGbb ismertetjiik.

A [8] dolgozat az inhomogén G Lorentz-csoportot tanulményozza. A G cso-
port unitér reprezentaciéit Wigner Jend osztélyozta; koziilik bizonyosakat 77 -
mel jelslnek, ahol | =0,1,2,... és m egy nullanal nagyobb szdm. Pukinszky Lajos
megadja a T}, m, ® Ti, m,-nek és a T ,, szimmetrikus négyzetének irreducibilis
reprezentaciékra valé direkt integral felbontasat.

A [7], [9], [11] dolgozatok az SL(2,R) reprezentéci6it vizsgdljak. Legyen G az
SL(2,R)-nek a centrum szerinti faktorcsoportja. Legyen S és T a G két olyan ir-
reducibilis unitér reprezentacidja, amely a folytonos széridhoz tartozik. Pukanszky
Lajos [7]-ben megadja az S ® T' unitér irreducibilis reprezentdciékra valé integral-
felbontdsat. E célbél bizonyos differencidl operatorok spektralis tulajdonsdgainak
finom analizisét alkalmazza. (Ennek a dolgozatnak a mésodik és harmadik részét,
amely azt az esetet targyalja, amikor S és T az SL(2,R) tetsz6leges unitér ir-
reducibilis reprezentéciéi, Pukanszky Lajos sohasem publikalta). A [9] és [11] az
SL(2,R)-re és mindenekel6tt az SL(2,R) univerzalis fedGcsoportjara érvényes exp-
licit Plancherel formulaval foglalkozik. (Az elsG esetben a formula Bargmann és
Harish-Chandra munkiinak nyomé&n mér ismert volt). Az ut6bbi esetre Pukanszky
Lajosnak el6bb meg kellett hatdaroznia az irreducibilis unitér reprezentéciékat, ame-
lyek kordbban nem voltak ismertek. Médszereinek nagy része ij és a ,kemény ana-
lizis” korébe tartozik.

Legyen G egy valos 0sszefiiggé Lie-csoport. A G irreducibilis unitér repre-
zentédciénak halmazat jelolje & A féligegyszerti nem kompakt G csoportokra a
G meghatarozasa 1947 koriil kezd6dstt el, és azéta is folyik. Ha tetsz6leges G-re
akarjuk kiterjeszteni G vizsgalatat, akkor elGszor a feloldhaté G-ket kell tekinteni.
1962-ben Kirillov a palyamdédszerrel teljesen megoldotta a feladatot akkor, ami-
kor G nilpotens: G a g* /G-vel azonosithaté (g a G Lie-algebrija; g* a g dudlisa
a koadjungélt reprezentédciéval ellatva). [12]-ben Pukanszky Lajos egy fontos tétel-
lel egésziti ki Kirillov eredményeit: bebizonyitja, hogy ha G nilpotens, az  C g*
palyédhoz rendelt reprezentacié karakterének kiszamitdsdhoz az Q2-n értelmezett, a
szimplektikus struktirdbdl szairmaztatott — csak az 2 dimenzi6jatél fiiggs konstans
szorz6tol eltekintve meghatarozott — mértéket lehet felhasznalni. Ezen az aton azt
is megmutatja, hogy a G = g*/G-n értelmezett Plancherel-mérték egy racionélis
differencidl forméval definidlhat6. A [13] konyv, amely az 1964-65-ben Périzsban
tartott egyetemi el6addsain alapul, tartalmazza a teljes Kirillov-elmélet kifejtését,
tobb kiegészitéssel, egyszeriisitett, vagy Gj bizonyitdssal. Ez a rendkiviil vilagos
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kényv szamos fiatal kutatét nyert meg az unitér reprezentéciék elmélete tanulméa-
nyozdsidnak.

1967-t61 kezdve Pukanszky Lajos egy cikksorozatban — amelynek eredményei
megkoronéaztak kitarté kutaté munkajat — a nilpotens esetrél attért a feloldhaté
esetre. Ez az attérés a nehézségek egész sordval allitotta szembe.

Legyen G egy egyszeresen Usszefiiggs feloldhaté Lie-csoport és g a csoport
Lie-algebraja. A G csoport exponencialis, ha az exp leképezés g-nek bijekciGja G-
re. Egy ilyen G irreducibilis reprezentaciéinak G halmazat Bernat hatdrozta meg
Kirillov mo6dszerének kiterjesztésével. A G irreducibilis reprezentaciéinak konst-
rukcidja sordn a g algebran értelmezett [ linedris formanak aldrendelt részalgebrat
kell vdlasztani. Ez a valasztds nilpotens G esetén nem okoz nehézséget. Az expo-
nencidlis G esetén alkalmazott Bernat-féle médszer komplikalt. Pukdnszky Lajos a
[14] dolgozatban egy nagyon vildgos médszert ad erre, egy olyan geometriai felté-
tel bevezetésével, amely a tovabbi vizsgdlatokban nagy szerepet jatszik, és amely
hamarosan ,Pukdnszky feltétel” néven valik ismertté.

A [15] dolgozatban Pukanszky Lajos ismét az exponenciélis esetet vizsgélja.
Legyen T' € G, amely az § palyanak felel meg. A dolgozat szamos eredménye koziil
csak arra tériink ki, amely lehetGvé teszi T' karakterének kiszamitasat ha az € zart.
Ha ¢ € C(g), T egy Hilbert-Schmidt operétor, és

Te (T3Ty) = /Q (1) du(l)

ahol dv az 2-n értelmezett kanonikus mérték, és ahol ¥ az aldbbi médon adédik:
1) ¢ * ¢-t megszorozzuk A(exp !)-lel, ahol

exp (2a(l)) — exp (- Fa(l))
a(l) ;

Mexpl) = Alexpl)? [
aEF

F a g gyvkeinek egy bizonyos halmaza és A a G modularis fiiggvénye.
2) az igy kapott fiiggvényt az exp leképezés segitségével atvissziik g-re;
3) képezziik a g*-on értelmezett Fourier-transzformaltat.

Technikai okokb6l Pukanszkynak fel kell tennie, hogy g algebrai.

A [16] dolgozatban G tovébbra is feloldhaté és egyszeresen vsszefliggd, g algeb-
rai, de az exponencialitds mar nincs feltéve. (Tehat nem allunk messze az I tipusi
feloldhat6 csoportoktél, amelyekre G-t nem sokkal kordbban Auslander és Kostant
hatdrozta meg.) A [15] dolgozatban alkalmazottnil még sokkal nehezebb analizis
segitségével Pukanszky Lajos megmutatja, hogy ha T € G egy zéart palyanak fe-
lel meg, akkor T' karaktere az exponencidlis esethez hasonlé médon szamithaté ki.
Minthogy exp nem bijektiv, fel kell tenni, hogy a fent emlitett ¢ fiiggvény tartéja a
G egy bizonyos, a g gytkei dltal meghatérozott nyilt részében van, amely fiiggetlen
T vélasztasatol.
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[20]-ban G egy tetsz6leges feloldhat6 egyszeresen Osszefiiggs csoport. Pu-
kénszky Lajos minden palyadhoz hozzérendel egy térusz dltal paraméterezett félig-
véges faktor reprezentaci6 csaladot. Ha minden palya lokilisan zart (az I tipusi G
esetén ez a helyzet), akkor ezek a reprezentaciok elegendGek arra, hogy létrehozzak
a reguldris reprezentéci6 egy centralis felbontdsat. De bizonyos péalydk nem loka-
lisan zartak, ezért elkeriilhetetlen a pdlya fogalmanak altaldnositdsa: Pukanszky
Lajos bevezeti a kvazipalydkat: a palydknak olyan halmazait (,csomagjait”), ame-
lyeken G ergodikusan hat. Mint az Auslander-Kostant elméletben, ha Q egy kvézi-
pélya, akkor létezik olyan kanonikus principdlis nyaldb B({2), amelynek bézisa 2 és
struktira csoportja egy térusz és amely egy G-tér. A B(Q)-beli G-palyak lezartjat
Pukanszky Lajos egy kés6bbi cikkben &ltalanositott palydknak nevezi. Az 4ltala-
nositott palydkhoz rendeli Pukanszky Lajos a félig-véges faktor reprezentéciékat,
amelyeket centrdlisnak nevez, és amelyek lehet6vé teszik a reguléris reprezentéci6é
felbontésat. Az eredményeknek egy meglepd korollariuma, hogy a reguldris repre-
zentaci6 vagy teljesen I vagy teljesen II tipusi. Ez a dichotémia nem volt el6re
lathat6. A [20] dolgozat bevezetGje tartalmaz olyan sejtéseket, amelyek el6revetitik
Connes-nak a Lie-csoportok reprezentacidja és az injektiv faktorok kozotti kapcso-
latrél elért mély eredményeit. (A [20] cikk eredményeinek egy részét Pukanszky
Lajos a [17] [18] és [19] dolgozatokban mar bejelentette.)

Legyen G egy lokalisan kompakt csoport. Legyen R(G) az L?(G) operétora-
inak a bal-eltoldsok altal generdlt Neumann algebrija. Régéta ismert volt (Gode-
ment és Segal), hogy ha G unimodularis, akkor R(G) félig-véges és egy kanonikus
nyom definidlhaté rajta. A [17] és [18] dolgozatokban Pukénszky Lajos bejelenti,
hogy ha G feloldhaté és Osszefiiggs (nem feltétleniil unimoduldris), akkor R(G)
félig-véges és R(G)-n egy ,kvazikanonikus” nyom konstrudlhat6. Dixmier 1969-ben
bebizonyitotta, hogy tetszGleges vsszefiiggé G Lie-csoport esetén R(G) félig-véges.
De Dixmier bizonyitdsa nem volt teljes, Pukdnszky Lajos a rendkiviil nehéz [22]
dolgozatdban bebizonyitja azokat az eredményeket, amelyek Dixmier bizonyit4sa-
nak teljessé tételéhez sziikségesek. (A [22] eredményeit Pukdnszky Lajos [21]-ben
jelentette be).

Pukanszky Lajos [24] dolgozataban kiegészitette a [20] dolgozatot (az ered-
ményeket [23]-ban jelentette be). Legyen G tovabbra is egyszeresen osszefiiggs és
feloldhat6. Minden T € G-ra legyen kerT a T magja G C*-algebrajaban. Legyen
Prim G a C*(@G) primitiv idedljainak halmaza. Legyen Geent @ G centralis repre-
zentacioi kvazi-ekvivalencia osztalyainak a halmaza. Ekkor 7' — kerT" a Gcent-nek
egy bijekciGja Prim G-re.

A [26] dolgozatban — amelyre még visszatériink — Pukanszky Lajos bebizo-
nyitja, hogy a centralis reprezentdciék pontosan a hii nyommal rendelkezé faktor
reprezentaciok. A [20], [24], [26] cikkek eredményei, bizonyos szempontbdl a G cso-
port feletti harmonikus analizis teljes leirdasat adjak.

A [26] dolgozat (eredményeit a [25] cikkben jelentette be) Pukanszky La-
jos munkassdgaban egy uj korszak kezdetét jelenti: a tetszGleges vsszefiiggs Lie-
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csoportok reprezentaciéinak leirdsat ttizi ki célul. Valészintileg kezdettsl fogva ez
volt a szdndéka.

Legyen G egy Osszefiiggé Lie-csoport. Legyen G" a G faktor reprezentacioi
kvézi-ekvivalencia osztalyainak a halmaza. A T — ker T leképezés a G" egy & saziir-
jekciéja Prim G-re. Legyen G}, a G" hf nyommal rendelkez6 elemeinek a halmaza.
Ekkor § a Gfl-nek a Prim G-re val6 sziirjekci6jat indukélja. Ez az eredmény (amely
Guichardet példdja miatt nem igaz tetszGleges lokalisan kompakt csoportra) és
amely egy nagyon bonyolult bizonyitds eredményeképp sziiletett, a reprezentacié
elmélet egyik csiicsteljesitménye. (Az itt ismertetett dolgozatok eredményeinek egy
részét foglaljak ossze a [30] és [34] el6adasok.)

Legyen G egy lokalisan kompakt szepardbilis csoport. Azt mondjuk, hogy G
egy CCR-csoport ha minden T € G-ra és minden ¢ € L'(G)-re T(¢) kompakt.
[28]-ban Pukanszky Lajos a palydkkal kifejezve geometriailag karakterizalja az egy-
szeresen Osszefiigg CCR Lie csoportokat. Egy ilyen csoportnak, feltéve hogy nincs
féligegyszeri direkt faktora, kokompakt radikdlja van (ez a feltétel tavolrél sem
elégséges), innen a dolgozat cime. Az eredmény &ltaldnosabb tételek kovetkezmé-
nye. A G egy T faktor reprezentici6jst GCCR-nek nevezziik (G: ,generalised”)
ha T(C*(G)) minden eleme ,kompakt” a T'(G) altal generalt faktor értelmében.
Feltéve, hogy G-nek nincs féligegyszeri direkt faktora az aldbbi feltételek ekviva-
lensek:

(i) Prim G minden pontja zart;
(ii) G minden h{f nyommal rendelkez§ faktor reprezenticiéja GCCR;
(i) G minden h{f nyommal rendelkez§ irreducibilis reprezentéciéja CCR;
(iv) G radikélja kompakt és gyokei tiszta imagindriusak;
(v) G palyai kielégitenek egy geometriai feltételt (amelynek a leirdsa til hossza-
dalmas ahhoz, hogy itt ismertessiik).

Pukanszky Lajos karakterizalja a kokompakt radikéllal rendelkezs egyszeresen
sszefiiggd Lie-csoportok koziil az I tipustiakat ([28] dolgozat, bejelentve [27]-ben).

A [29] dolgozatban Pukdnszky Lajos visszatér az egyszeresen 0sszefiiggd nil-
potens Lie-csoportokhoz. Legyen G egy ilyen csoport, T € G, 0 a neki megfelels
koadjungalt pélya, xo pedig a T karaktere. Ez a karakter gyakran igen egyszertien
viselkedik a G egy elemével valé eltolds hatdsara. Pukdnszky Lajos megmutatja,
hogy ez a viselkedés optimalis, ha fennall a kovetkezd egyenlGség:

(1) /¢(expl)xg(exp H(l+e,—e))dl = /¢(expl)xg(exp J(e)l) di
g ]
minden ¢ € CZ(G)-re és minden e € g-re. A jelslések a kovetkez6k: H(l, k) =
log (explexp k) (I,k € g) a Campbell-Hausdorff sor és J(e) = h(ade), ahol h(z) =
(e*—1)/z.
Legyen Kj(l,e) az l-ben legfeljebb j-edfokd homogén komponensek osszege
H(l + e, —e)-ben; ekkor K;(l,e) = J(e)l. Minthogy g nilpotens, H(l + e, —e) =
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K;(l,e) elég nagy j-re. Mindezt feltéve Pukanszky Lajos d(f2)-val jeloli azt a legki-
sebb j egész szamot, amelyre (1) igaz ugy, hogy J(e)l-t K,(l, e)-vel helyettesitjiik.
Az idedlis eset az, amikor d(2) = 1. Legyen V = {v € g*| + v = Q}. Legyen
m(Q) = V1, ami egy szdmos ekvivalens definiciéval rendelkezs ide4l g-ben. Legyen
5(92) a legkisebb olyan k egész szdm, hogy m(Q2)* ortogonalis Q-ra (a k exponens a
centrélis leszall6 sorozatra vonatkozik). Ekkor 1) d(Q) < s(R2); 2) d(Q2) = s(R2) ha
dim g < 7; ez az 4llitds dim g = 8-ra nem igaz. A dolgozat még szdmos ezekkel a fo-
galmakkal kapcsolatos olyan eredményt tartalmaz, amelyek a Campbell-Hausdorff
formula mély alkalmazdasat igénylik.

A [31], [32], [33] és [36] dolgozatok teljesen geometriai targydak. Legyen G
egy egyszeresen Osszefiiggd feloldhaté Lie-csoport, g a Lie-algebraja és Q egy koad-
jungalt palya. Pukdnszky Lajos [31]-ben megmutatja, hogy a Am () — H.(Q,Z)
kanonikus leképezés bijektiv (A a kiils6 algebrat jelsli). Legyen wq a kanonikus
szimplektikus forma az Q pélyén, g € Q, G, a g stabilizdtora G-ben, G4, ennek
a neutrélis komponense, g, a Lie-algebraja, x, Ggo-nak az a karaktere, amelynek
a differencidlja —27g|g,. Ha a,b € Gy, legyenek «, # a m(Q) ~ G,/G4, nekik
megfelels elemei. Ekkor x,(aba=1b71) = exp 2mi (a A 3, [wq]), ahol [wq] az wq képe
H?(§)-ban. Ez visszaadja Kostant tételét, mely szerint x, akkor és csak akkor foly-
tathato a G, egy karakterévé, ha [wq] egész. A tétel legfontosabb alkalmazdsa a [20]
dolgozatban definidlt kvazi-palydkra vonatkozik. Legyen Q' egy ilyen kvazi-palya.
Tovébbra is fennall az izomorfizmus: A7 (') — H,(Q',Z). Altalsban nem létezik
2'-n kanonikus 2-forma, de Pukanszky Lajos megkonstruélja Z?(£2’) az alédbbi ér-
telemben ,megengedheté” w elemeit: w megengedhetd, ha minden '-ben 1évé Q
koadjungélt palyara valé megszoritdsa egyenls wgq-val. Emlékeztetiink arra, hogy
[20]-ban Pukdnszky Lajos bevezetett egy B(Q') = Q' principélis nyalabot, amely-
nek a struktira csoportja a 71 (') egy bizonyos II részcsoportjanak a IT duslisa;
B(Y) egy G-tér és az altalanositott palydk a G-pélyak lezartjai B(Q')-ben. Pu-
kénszky Lajos egy érdekes 7-nak megfelels szelést konstrudl, és az egyik kovetkez-
mény az, hogy ha [w] egésznek valaszthat6, akkor 7 megszoritdsa egy altalanositott
palyara bijekcio Q'-re.

A [32] dolgozatban Pukénszky Lajos bevezeti a Hamilton-féle G-f6lidzasokat:
ezek a Kostant dltal bevezetett tranzitiv Hamilton-féle G-terek &altalanositasai.
Pukénszky Lajos karakterizélja a Hamilton-féle G-félidzasok koziil azokat, amelyek
izomorfak az dltalanositott palydkkal. A momentum operétor ebben a kontextusban
definidlhat6. Mindenesetre, amint ezt példak mutatjak, szdmos, a tranzitiv esetben
igaz eredmény nem terjeszthets ki az altalanos esetre.

A [33] cikk célja N. V. Pedersen (Pukanszky Lajos tanitvianya) bizonyos ered-
ményeinek az dltalanositdsa. Legyenek &G, g és Q, mint kordbban. Tegyiik fel, hogy
wq egész, ami lehetdvé teszi egy  feletti L komplex vonalnyalab konstrukci6jat.
Igy a Kostant féle masinéria (prekvantizaci6, kvantizacio) teljes egészében alkal-
mazhaté. Tegyiik fel, hogy g-nek van egy valés G-invaridns polarizdci6ja. Ekkor a
kvantizacio egy izomorfizmust definidl £ (az Q Poisson-algebrajanak egy bizonyos
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részalgebréja) és az L szeléseinek egy terén vett < 1 rendf differencidloperdtorok
Lie-algebraja kozott. Pukanszky Lajos dltalanositdsaban wq-rél nincs feltéve, hogy
egész, ezért (-t egy ,standard fedG”-jével kell helyettesiteni. Ekkor 1étezik egy g
komplex polarizacié, amelyre Pedersen tételei — megfelelen médositva — érvénye-
sek maradnak. Pukdnszky Lajos bebizonyitja, hogy ha ) egyszeresen 6sszefiiggs,
akkor Q-n léteznek globalis Darboux-koordindtak (Pedersen ezt igazolta exponen-
cidlis G-re). A [36] dolgozat a Darboux-koordindtédk létezésének egy egészen més
bizonyitdsat adja. Egy olyan tételen alapszik, amely tetsz6leges G Lie-csoportra
igaz: g egy bizonyos m idedljanak kivdlasztdsa révén §2 principdlis nyalabba te-
het& az m* struktira csoporttal. Ez a nyaldb kanonikusan izomorf a 7* koérint&
nyaldbjanak egy résznyaldbjaval.

A [35] dolgozatban fel van téve, hogy G feloldhat6 és gyokei val6sak. Mint-
hogy az §-n értelmezett G-invarians mérték nem mindig temperalt, g*-ban az
2-nak megfelel6 T' reprezentédcié terén értelmezett bizonyos A pozitiv dnadjun-
galt operatorokat kell tekinteni és a Tr(7T,)-re vonatkozé6 meggondoldsokat a
Tr (AT4A)-ra vonatkozé meggondoldsokkal kell helyettesiteni (ahol ¢ € C°(G)).
Pukénszky Lajos bebizonyitja, hogy minden pozitiv t-re az A'T3A* nyomopera-
tor és a t — Tr(A'T4A") fiiggvény olyan meromorf fiiggvénnyé folytathaté Cre,
amelynek pélusai a val6s tengelyen vannak. A bizonyitas korollariuma: ha € egy
algebrai halmaz 6sszefiigg6 komponense, az 2-n értelmezett mérték temperalt.

Ez a mély benyomast kelt6 matematikai munkassag nagyaranyu és kitarté
erGfeszitésrsl taniskodik. Kozéppontjdban az unitér reprezenticiék elmélete all.
E koncentréltsig ellenére Pukanszky Lajos kimerithetetlen matematikai kultira-
val rendelkezett, dolgozataiban nemcsak a funkciondlanalizis és a Lie-csoportok
elméletének a teljes fegyvertarat hasznalta fel, hanem a matematikdnak olyan val-
tozatos eszkdzeit, mint a konnexiék, a szingularitdsok feloldésa, a parcidlis diffe-
rencidlegyenletek, a disztribiciék osztédsa, homolégidk elmélete. . . Pukdnszky Lajos
nagyon koran kivivta a nemzetktzi matematikus kozosség elismerését. 1988-ban
60-adik sziiletésnapja tiszteletére a Koppenhédgai Egyetem ,The orbit method in
representation theory” cimmel kollokviumot rendezett. A kollokvium elSadédsait a
Birkhauser Kiad6 publikalta (Progress in Mathematics, vol. 82).

A matematikus tarsadalom kiemelkedd alakjit vesztette el.

(A megemlékezés angol forditasa megjelent a Notices of the American Mathematical
Society, 45 (4) 1998, 492-499. szaméban.)
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A MATHEMATICA® PROGRAMCSOMAG

Discrete Mathematics rutingy{jteménye

ERDOS PETER

A Wolfram Research Inc. Mathematica® nevt terméke az egyik leghatékonyabb
matematikai manipulaciés programcsomag. Képes szimbolikus és numerikus szami-
tasok gyors és pontos elvégzésére, és az eredmények akar grafikus megjelenitésére.

A csomag egyik legfontosabb erényét nyitottsdga jelenti. A Mathematicdhoz
ma mar tobb szdz kiegészit6 rutincsomag sziiletett, melyek egy-egy speciélis teriilet
sajatos igényeinek kielégitésére szolgalnak. Ezek koziil j6 néhany programcsomag
bekeriilt a Wolfram Research altal tdmogatottak kozé: a cég elGsegiti (egyébként
ingyenes) terjesztésiiket, illetve tdmogatja a programokat leir6 kézikényvek tizletbe
keriilését. ;

A csomagok egyik prominens példéja Steven Skiena, a State University of New
York, Stony Brook professzoranak 1989/1990-b6l szarmazé Discrete Mathematics;
Combinatorics and Graph Theory with Mathematz’ca® csomagja, amely elérhetd a
cs.sunysb.edu anonymous FTP forrasbél, de a Mathematica Gjabb valtozataihoz
mar mellékelik.

Jelen leirds a csomag szolgdltatdsait ismerteti roviden és némi értékelést is
megkisérel adni, kézben a csomagra mint DM-csomagra fog hivatkozni. Alapjat
Steve Skiena konyve [1] képezi.

A konyv (és a programcsomag) két {6 téméajat a diszkrét matematika két kii-
16nbz6 teriilete jelenti: a kombinatorikus analizis, azon beliil bizonyos specidlis ob-
jektumok leszamlélasa, illetve a grdfelmélet alapvets alakzatainak megkonstrualasa
illetve megjelenitése. Ez ut6bbi téma kiruccandst jelent az algoritmikus grafelmélet
teriiletére is. Az egyes témakat részletesebben a fentebb idézett konyv sorrendjében
és alapjan ismertetjiik.

Mindenekel6tt megjegyezziik, hogy a programcsomag fiiggvényeinek eléréséhez
elgszor a csomagot be kell tolteni a kovetkezd parancesal:

In[1]:=< < DiscreteMath‘Combinatorica’
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I. Kombinatorikus analizis
1. Permutéaciék és kombinacidk

A permutdcié n megkiilldnboztetheté objektum (&ltaldban az els6 n természetes
szdm) valamely rogzitett sorrendje — illetve az az eljaras, amely az objektumokat
az alaphelyzetbdl ebbe a sorrendbe viszi. A kombindcié az el6z6 n objektum koziil
néhanynak a részhalmaza, ahol a kivalasztas sorrendje nem jatszik szerepet.

Az el6z6 objektumok igen alapvet6ek a diszkrét matematikdban (vagy maskép-
pen a kombinatorikdban).

1.1. Permuticiék. Ez a szakasz olyan miiveleteket tartalmaz, melyek konkrét
permutaciokat hoznak létre — azaz adott tulajdonsagi permutaciokat konstrualnak
meg.

e A PermutationQ fiiggvény azt ellenérzi, hogy adott n elemt lista az els6 n
szam egy permutaciéjat adja-e meg, a Permute fiiggvény pedig objektumok egy
rendezett list4jat képes dtrendezni a mésodik paraméterként bevitt permutacié
szerint (az el6z6 tesztfiiggvény alkalmazasaval azt is észleli, ha a mésodik
paraméter mégsem egy érvényes permutacio).

e A Mathematica eredetileg beépitett Permutation filggvénye alkalmas adott ob-
jektumok osszes sorrendjének szisztematikus meghatédrozasara. A kiegészits
csomag LexicographicPermutations parancsa viszont a listat lexikografikus sor-
rendben generélja.

e Az alkalmazott algoritmus j6l ismert (pl. R. Sedgewick [2], 1977), és
kételemt transzpozici6kon alapul.

e Az dsszesen n! féle permutéciét sok médon lehet sorbarendezni (definidlni raj-
tuk egy teljes rendezést). Ez a teljes rendezés a DM-csomagban a lexikografikus
rendezés. Az NthPermutation fiiggvény megadja ezen rendezés szerinti n-edik
permutéciét, mig a RankPermutation fiiggvény az el6zének éppen az inverze,
megadja, hogy egy adott permutacié hanyadik a lexikografikus rendezés sze-
rint.

e A RandomPermutation? fiiggvények (?7=1 vagy 2) véletlen permutéciokat al-
litanak els. Az els6 eljards n darab véletlen val6s szamb6l indul ki és ezek
nagysdga hatdrozza meg a permutdciét, mig a mdasodik egy tetszéleges, de
adott permutécié digitjeit cseréli ki valahogyan.

e Meg kell emliteniink, hogy mindkét eljards (mint minden szdmitégépes
eljaras) csak ,pseudo-véletlennek” tekinthets. Ugyanis a véletlenszam-
generatorok algoritmusai szintén csak pseudo-véletlennek tekinthetsk, és
sokszoros alkalmazasuk egymaéssal korrellaciéban 4ll6 szamokat produkal-
hat. (A megfelels definici6 szerint egyébként egy véletlen permutaciot
ugy kapunk, hogy az sszes lehetséges permutécié valamelyikét vessziik
ki, egyenl6 val6szintiséggel.) A felhasznalt algoritmusok hasznalhatésagét
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nem til egyszert bebizonyitani, de errél a kényv még csak emlitést sem
tesz.

e Megemliti viszont a konyv, hogy a Mathematica programozasi kornye-
zete nem igazan konform a szokott RAM-gépes modellel, ezért gyakran
eléfordul, hogy a kifejlesztett program nem éri el az elmélet megjésolta
gyorsasagot. Pl. a masodik randomizaciés eljaras elvi korlatja O(n), mig
a tényleges implementacié O(n?) komplexitési.

e A MinimumChangePermutations fiiggvény tgy sorolja fel a permutaciékat, hogy
a szomszédosak kdzott csupan egyetlen transzpozicié a kiilonbség.

e A halmazoknél bonyolultabb objektumok a multisetek (halmazok ismétlések-
kel) — ilyenkor az univerzum elemek egy listdja, ahol minden elemnél meg van
adva, mekkora multiplicitassal szerepelhet az adott elem a multisetben. Ha
multisetek permutéaci6it vizsgaljuk, akkor (a magyar terminol6giat kovetve) az
elemek ismétléses permutdcidjdt vizsgaljuk.

e Fzek szimat a polinomidlis egyiitthatok irjak le, és ket a
DistinctPermutations fiiggvény konstruélja meg. A konstrukciéra hasznalt
algoritmus alapjat az altaldnos céli Backtrack fiiggvény képezi, amelyet
tetszGleges olyan mas feladat megoldasara is hasznéalhatunk, amely vissza-
lépéses kereséssel megoldhaté.

e A szakasz utolsé pontja elemek rendezésével illetve rendezett listdk visszakere-
sésével foglalkozik. A téma persze eléggé szertedgazo6, hisz Donald Knuth egy
hétszéz oldalas kdnyvet [3] irt réla. A DM-csomag mindéssze két tovabbi ren-
dez6 algoritmust kindl (a bels6 Sort eljarason kiviil): a kivdlasztdsos rendezést
a SelectionSort, a kupacrendezést a HeapSort valésitja meg. A csomag egyetlen
visszakeres eljarast (BinarySearch) tartalmaz. Ez ut6bbi persze csak rendezett
listakon miikodik.

e A kinyv megjegyzése szerint a Mathematica beépitett rendezs eljardsa
sokkal gyorsabb, mint a DM-csomagé.

e A kupacrendezés egy megvalGsitdsa a kovetkezé fejezetben taldlhaté meg.

1.2. Permutéciécsoportok. A permutédciécsoport a kombinatorikus csoportel-
mélet talan legfontosabb objektuma. Kezelése régéta a szimbolikus szamit4si prob-
lémakor homlokterében van. Kifinomult programcsomagok vannak a piacon. (Pl. a
Cayley csomag, vagy az, amit az utolsé 4 évben Aachenben fejlesztettek ki. Ennek
egyik mozgaté ereje a Babai Laszlé nevével fémjelzett magyar iskola, benne példaul
a jelenleg Ohioban é16 Seress Akos.)

e Permutéciok (algebrai) szorzatat 4llitja el6 (tobbek kozott) a Permute parancs.
A konyv ennek illusztraldsara egy szimmetrikus csoport szorzétdablajat allitja
els.

e Egy adott permutédcié inverzének elGallitasara az InversePermutation fiiggvény
szolgal. A permutécié szerkezetét az ekvivalenciaosztélyok, azaz az elemek
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palyéi irjak le. Ennek kiszamitdsat illetve ellen6rzését intézik az
EquivalenceRelationQ, ReflexiveQ, TransitiveQ, EquivalenceClasses,
PermutationGroupQ valamint a SamenessRelationQ parancsok. Péld4ul

PermutationGroupQ[1,2,3,2,1,3]
True

e Az alkalmazott algoritmusok teljesen maguktoél értet6déek, nem tartalmaznak
semmi kiilonlegességet. Komplexitasukrél sem tudunk meg sokat a szovegbdl.
Megjegyzendd, hogy a hasonlé rekurziv megfogalmazéasok altalaban lasstak,
tipikusan exponencialisak.

exp[n_]:=Table[Random[Integer, {0,1}],{i,n},{j.n}]

adat=Table[{n,First[ Timing[TransitiveQ[exp[n]]]]/Second},{n,2,15}]
ListPlot[adat,PlotStyle— >AbsolutePointSize[2]]
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e A permuticiék kozismerten ciklusokra bonthaték. A ToCycle parancs végzi el a
felbontéast, a From Cycle parancs pedig helyredllitja a permutéciét a ciklusszer-
kezetébél, végiil a HydeCycle fiiggvény egy masik eljarassal késziti el az adott
ciklusokbél 4ll6 permutéciot.

e A NumberOfPermutationsByCycle hatdrozza meg a pontosan adott szamiu cik-
lust tartalmazé permutaciok szamat (ismét csak a szokott rekurziv el6allitas
alapjan). A rekurzi6 (mellesleg) definidlja az un. els6faju Stirling szamokat
(14sd pl. Jorddan Karoly klasszikus konyvét [4] a részletekért). Megemlitendd,
hogy a mésodfaju Stirling-szamok halmazok particiondldséanal lépnek fel. Mind-
két tipusi Stirling-szdmra tobbféle rekurzi6 is ismert, de nem létezik zért for-
mula. A DM-csomag a StirlingFirst és a StirlingSecond eljarasokat biztositja
a szamitdsokhoz. Az eredeti Mathematica csomag a SS1, SS2 fiiggvényeket
hasznélja.

e A permutécié paritdsdt (azaz a benne taldlhat6 inverzidk szamat) a
SignaturePermutation fliggvény hatarozza meg. ‘
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e Végezetiil a csomag tartalmazza a Pélya-tétel egy megvalésitasat, azaz képes

leszamolni objektumok ciklikus permutaciéit, amikor megkiilonboztethetetlen
elemek vannak jelen. Ezt a Pélya fiiggvény hajtja végre.

e A Pélya tétel talan legtipikusabb két alkalmazisa a kémiaban illetve a
grafelméletben taldlhaté: a kémidban a lehetséges kiilonféle molekuldk
szamat hatdrozzdk meg vele, a grafelméletben pedig a cimkézetlen fak
leszamlalasdra hasznaljak.

1.3. Inverzidk és inverziévektorok. Egy permutaciéban két elem inverzidban 4ll
egymassal, ha sorrendjiik ellentétes nagysagukkal. Az inverzidvektor i-edik eleme
az i-hez inverziéban 4ll6 elemek szaméat adja meg. Marshall Hall adott meg egy
kénnyen szamithaté bijekciét a permutacidk és az inverziévektorok kozstt.

e A TolnversionVector és a FromlnversionVector fiiggvény éppen ezt a bijekci6t

val6sitja meg. Az Inversions fiiggvény az inverziok szamat hatarozza meg adott
permutéciéban.

e A konyv az inverzi6k szdmaénak atlagat abbdl a ténybsl vezeti le, hogy
minden permutéci6é a megforditottjaval egyiitt 6sszesen n(n — 1)/2 inver-
zi6t tartalmaz (hiszen barmely elempar pontosan az egyik permutaciéban
van inverziéban). Ezen egyszer( tényt a konyvben példa igazolja (de nem
bizonyitja).

Az Index fliggvény kiszamitja a permutaci6 inverzét (a konyv itt MacMahon
egy tételére hivatkozik).

A Runs fiiggvény adott permutaci6kban a futamok, azaz egymésuténi elemek-
b6l 4all6, maximélis monoton névé részpermutdciék szamat adja meg. Mint
ismeretes, a hires Euler-szamok éppen a pontosan k-futamot tartalmazé per-
mutéaciék szdmat adjak meg. Ezt az Eulerian eljards éllitja el6. (Az eredeti
csomag EulerE fliggvénye a definidlé generatorfiiggvénybdl adja meg ezen szé-
mokat, az itteni eljaras viszont egy dinamikus program alapt rekurziébdl, ezért
hatékonysdga jobb.)

1.4. Specidlis permutéiciék. Miként a cim is mutatja, itt specidlis tulajdonsigi
(és nevesitett) permutdcié osztalyokat allitunk el6, illetve ellenérziink.

e Az InvolutionQ fiiggvény ellendrzi, hogy egy adott permutécié involicié-e. (Ez
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olyan eleme a permutdciécsoportnak, amely énmaga inverze, azaz kétszeres
alkalmazadsa az identitdassal azonos.)

A Derangements fiiggvény a fixpont nélkiili permutacickat allitja els, a
DerangementQ fiiggvény pedig azt ellenérzi, hogy egy adott permutécié ki-
elégiti-e ezt a feltételt. Végiil a NumberOfDerangements az ilyenek szamaét
hatarozza meg.

A Josephus-probléma annak meghatérozésa, hogy ha n ciklikusan sorbarakott
objektumbdél minden m-ediket kivessziik, akkor melyik objektum keriil sorra
csak a végén. Ezt a Josephus fiiggvény adja meg.



o A kupacok (angolul heap) nagyon hatékony adatstruktirédk binaris fak tarola-
séra. (Pl. a Windows operéciés rendszer legfontosabb bels6 valtozéit ilyenek
taroljak, lasd pl. a GDI-heapet). Ilyenek megkonstruédlasa és f6leg kezelése
nehéz feladat. Pl. két kupac ,0sszefésiillése” nevezetes probléma. Floyd fejlesz-
tette ki az els6 hatékony algoritmust ennek megoldasédra. A DM-csomag ezt
a Heapify fiiggvénnyel val6sitja meg. A kupacoknak egy jelentds alkalmazasa
az un. heapsort, amely egyike a leggyorsabb rendezési algoritmusoknak. Ennek
megval6sitdsa a HeapSort eljaras.

e A szoveg szerint a Mathematica belsé adatszervezése miatt, az elméleti
korlatokkal ellentétben, a megvalésitott kupacrendezési algoritmus nem ad
lényegesen gyorsabb eljarast, mint az eredetileg is beépitett SelectionSort.
Itt persze megint felmeriil a kérdés, hogy ez csak implementacios ,iigyet-
lenség”, vagy pedig immanensen jelen 1évé nehézség.

1.5. Kombinéciék. Ebben a szakaszban a DM-csomag egy sereg eljardast ad meg
n elem kombindciéinak adott sorrendi generaldsara.

o A leirds valamely okbdl itt emliti egy m elemi 4bécébdl (alphabet) képezhets
karakterfiizérek (string) generalasat. (Nem tévesztendd ossze a karakterfiizér
adattipussal!) Ezek nem mésok, mint az adott hossziséagi, korlatozéas nélkiili
(azaz nem multiset tipust) ismétléses varidcik. A Strings fiiggvény ilyeneket
allit el.

e A valamilyen okbdl” kifejezés arra utal, hogy a kombinéicié éppen sor-
rend nélkiili objektum, ellentétben a varidciékkal. Tovabb4a a késGbbiek-
ben emlitésre keriil6 kombinaci6k mind ,ismétlés nélkiiliek”, ellentétben
a karakterfiizérekkel.

Egy kombindcié nem més, mint az adott alaphalmaz egy részhalmaza. Egy
részhalmaz bels6 reprezentdldsa karakterisztikus vektoraval torténik. Ezek szerint
egy n elemf alaphalmaz minden részhalmaza megfelel egy 0 és 2™ — 1 kozotti egész
szamnak. Ez a reprezentacié meghatarozza a részhalmazok egy sorrendjét.

¢ Részhalmazokkal a DM-csomag Subsets, NthSubset, BinarySubsets, NextSubset
és RankSubset fiiggvényei dolgoznak. A fiiggvények alkalmazisa értelemszerfi.
Véletlen részhalmazokat véletlen valés szdmokon keresztiil dllithatunk el6, al-
kalmazva a részhalmazok bindris reprezentacigjat.

e A Gray féle k6d részhalmazok olyan sorbarendezése, ahol a szomszédos halma-
zok egyetlen elemben kiilonboznek egymastol. Ilyet allit el a GrayCode fiigg-
vény. A LexicographicSubsets a részhalmazokat értelemszertien lexikografikus
sorrendjiikkben allitja eld.

e Itt érdemes megjegyezni, hogy ez a sorbarendezés fontos szerepet jatszik
az extremaélis halmazrendszerek elméletében, mint a kanonizélas eszkoze.
Ott azonban kétféle lexikografikus rendezést is hasznédlnak. Az egyik egy
teljes, a masik azonban csak parcidlis rendezés (ez utébbi csak az azonos
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elemszdmi részhalmazok sorrendjét hatirozza meg). Az idézett konyv
azonban nem emliti ezen lehetGségeket.

e A KSubsets fiiggvény az alaphalmaz adott elemszami (a fiiggvényhivis méso-
dik paramétere) részhalmazait sorolja fel lexikografikusan név6 sorrendben, a
NextKSubset pedig a lexikografikus rendezés szerinti kovetkezét.

A RandomKSubset fiiggvény egy véletlen k-részhalmazt ad vissza.

2. Particiok és Young Tableau-k

A particié kifejezést két értelemben is hasznaljak. Az egyik a halmazok particidja,
ami az el6z6 részben targyalt dolgokkal van kapcsolatban: pl. az S(n, k) masodfaji
Stirling szdm azt adja meg, hdny mé6don lehet egy n elemt alaphalmazt k nem-iires,
diszjunkt részhalmazanak uniéjara bontani. Egy ilyen felbontas egy halmazparticio.

A partici6 sz6 méasik értelmét még Euler vezette be, és egy természetes szam
pozitiv szamok sszegére valé felbontédsat értette rajta. Ilyen objektumok leszam-
lalasa volt a kiindulépont a kombinatorikus analizis kifejlesztésére. A particiék
kiterjedt elméletérsl tobb j6 konyvet is irtak, ezek koziil a legalapvet&bb Andrews
konyve [5], amely a hires oxfordi Matematikai Enciklopédia sorozat masodik kotete
volt. Skiena kiterjedten hasznélja ezt a forrast.

2.1. Particiék.

e A Partitions fiiggvény egy adott természetes szam Osszes particiGjat allitja
el6. Megfelel6en paraméterezve azon particiok is elGallithatok a segitségével,
ahol elsirjuk a legnagyobb felhasznédlhat6 tagot is. A particik multisetként
sorbarendezhet6k (mésképpen szélva lehet venni lexikografikus sorrendjiiket),
igy a NextPartition megint csak értelemszertien mtikodik.

e A Partition beépitett fiiggvény listdkat bont megadott médon részlistdkba.

e A particiék dbrazolasara a Ferrer-diagramot szok4s felhasznélni. Ez egyszertien
fekete pontok egy rendszere: az 6sszeadandokat fogy6 sorrendbe rendezik, majd
az elsd sorba az els6 nagysagéaval megegyezs szamu pontot tesznek, a masodik
sorban hasonléan jarnak el a masodik dsszeadandé6val, stb. A Ferrer diagram
rendkiviil alapvets eszkoz kiilonbozé tipusi particiék kozotti bijekcidk elGal-
litdsahoz. A FerrersDiagram nevi fiiggvény egy adott particié6 megjelenitésére
szolgél.

FerrersDiagram[RandomPartition[100]]
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e Partici6k 4talakitdsdra és generédldsara szdmos eljaras van beépitve a DM-
csomagba. Ilyen a TransposePartition, DurfreeSquare vagy a RandomPartition
mivelet. Ilyen médon azonban eléggé reménytelen 4j particiébijekcick elGal-
litdsa, ezért ezek az eszkdzok is (hasonléan a permutaciokkal kapcsolatban
targyaltakhoz) leginkdbb demonstraciés célokra hasznédlhatok.

e A NumberOfPartitons fiiggvény a hires Euler-rekurzié alapjan hatarozza meg
adott szam particiéinak szaméat (mint ismeretes, erre megint csak nem létezik
zart formula). Szerepe és miikodése hasonlé a PartitionP beépitett fiiggvényé-
vel. A PartitionQ belsé fiiggvény pedig az eltér§ tagokba torténd kiillénbozé
partici6k szamat adja meg.

2.2. Kompoziciék. Ezek természetes szdmok nemnegativ egészek Osszegekénti
elgallitdsara szolgédlnak, de itt megengediink nulla 8sszeadandét is. A szdmok sor-
rendje szintén lényeges, de dltalaban korldtozva van az tsszeadandék szdma. Ez a
struktira nem jatszik lényeges szerepet a kombinatorikus analizisben (legf6bbkép-
pen, mert kénny( problémaékat vet csak fel), és talan csak a teljesség igénye hozta
els. A probléménak nyilvan kéze van elemek ismétléses kombinaci6ihoz.

A bevezetett miiveletek az el6z6khoz hasonlatosak, a DM-csomag képes ilye-
neket generdlni, megszdmolni, véletlen médon elGéllitani.

2.3. Young Tableau-k. Mint mar emlitettiik, a jelenlegi kombinatorikus ana-
lizisbeli kutatasok legtobb erdfeszitése ezen struktirdk vizsgélatéra dsszpontosul.
Ezek olyan kétdimenziés, természetes szdmokbdl 4ll6 (nem maétrix-alaki) tablaza-
tok, ahol minden sor és minden oszlop monoton nové sorrendd, a sorokat pedig
balra igazitjak, tovibba az egy-egy sorban 4ll6 értékek szdma az adott n szdm egy
rogzitett particigjat adja.
o A TableauQ fiiggvény eldonti, hogy az argumentumaként megadott tdblazat
T-e (ezentil ezt a roviditést alkalmazzuk). A TableForm belsé fiiggvény sikba
rajzolja a megfelels T-t. A TransposeTableau pedig azt vizsgélja, hogy a sorok
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és oszlopok cseréjével mit kapok. Végiil a ShapeOfTableau az adott T alakjat
adja vissza.

o (Ezek persze mind csak leiré jellegii funkci6k, még csak nem is gyorsita-
nak semmit. Mikézben bevisszilk az adatokat, mar el is végezhetnénk a
megkivant vizsgalatot.)

Ismeretes egy, a permutaciék és azonos alakii Tableau parok kézétt haté bi-
jekcié. Az ehhez sziikséges eljarasokat val6sitja meg az InsertintoTableau,
ConstructTableau valamint a DeleteFrom Tableau fiiggvény. Végiil a
TableuToPermutation fiiggvény val6sitja meg a teljes eljarast.

o Itt megfigyelhets a Mathematica csomag beépitett programozasi nyelvé-
nek hatékonysdga, hiszen igen témor programmal lehet elGallitani a sziik-
séges algoritmust.

A NumberOfTableaux parancs az adott alakid tablak szdmat tudja meghata-
rozni (megint csak kozismert, de nagy elméleti appardtust megmozgaté rekur-
zi6 alapjén). Ennek kapcsolata van a j6l ismert Catalan-szdmokkal is. Az érték
(igen egyszerfi) meghatdrozasara a DM-csomag a CatalanNumber eljarast tar-
talmazza. (Vigyédzat, a Catalan bels6 fiiggvény a Catalan féle allandot, azaz
egy végtelen sor 8sszegét adja meg.)

Mellesleg ez a mennyiség rengeteg leszamlalasi feladatban megjelenik. Pl. egy
konvex n-szdg haromszogeléseinek szamat, vagy egy n-tagt szorzat helyes za-
réjelezéseinek szdmét éppen a megfelel§ Catalan-szdm adja meg. Hasonléan,
az 1974-es Kiirschdk matematikai verseny ismert feladata (hény olyan sor-
banélldsa van n lanynak és n fiinak, hogy a sor végén fordul el§ el6szor az
az eset, hogy addig a lanyok szdma megegyezik a fitk szdmaéval) szintén egy
szarmaztatott mennyiség.

ARandom Tableau véletlen T-t generdl (az argumentumban megadjuk a T alak-
jat). Ez az eljaras egyaltalan nem trivialis, Nijenhuis és Wilf nevéhez fiiz&dik.

A TableauClasses és a LongestIncreasingSubsequence adott T vizsgélatara szol-
gal.

e Az 1935-re datalt hires Erd6s—Szekeres tétel azt 4llitja, hogy minden n?+1
elem( szamsorozatban létezik egy legalabb n+ 1 elemt monoton részsoro-
zat. Ennek tetszGleges részben rendezett halmazra vett altaldnositésa a jol
ismert Dilworth-tétel. Az els§ 4llitast demonstralja Skiena egy péld4ja.

rp=RandomPermutation[37];
LongestlIncreasingSubsequence /@
{rp,Reverse|[rp]}

{{7. 9, 11, 12, 13, 16, 27, 36},
{1,3,5,8, 15,17, 18, 29, 34, 35, 37}}

Lathat6, hogy most novekvd és csokkend hosszi sorozatot is talaltunk.

o A fejezet végén a kutatdsi problémak listdja kiilonosen esetlegesnek tiinik.
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II. Gréafelmélet
3. Gréfok reprezenticiéja

A gréfokat (mint sok egyebet is) Leonhard Euler vezette be a matematikdba, mikor
megoldotta a ,Konisbergi hidak problémé&jaként” ismertté valt feladatot. Azonban
hosszi ideig ez volt az egyetlen ismert eredmény. Vagy széz évvel kés6bb kezdett
Kirchhoff jra grafokkal (illetve, pontosabban szélva, halézatokkal) foglalkozni.
A grafelmélet felviragoztatdasat nagyrészt Kénig Dénes nevéhez, illetve 1930 koriil
kiadott kényvéhez lehetett kotni. Az altala megalapitott magyar iskola ma is a
vilag talan leger&sebb ilyen iskol4ja.

A gréafok definidlaséara két lehetGség kinalkozik. Az egyik a pontok illetve az élek
list4s felsoroldsa (ez a kombinatorikusnak tekintett 4t) vagy a szomszédsdgi mdtriz
bevezetése (ez a szokdsos méd algebrai vizsgélatok esetén); ezt az utat koveti a
DM programcsomag is. A harmadik m6d a dolgok vizualizdlasa lenne. Ezt hasznélja
minden grafelmélész, ha valamit meg akar vizsgélni, de ennek szamitégépes kvetése
eléggé reménytelennek tinik.

A szamit6gépes vizsgdlatok megkivanndk egy j6 adatstruktdra, valamint a
grafmiveletek hatékony megvalésitasat, de evvel ez a program sajnos adés marad.

Ugy ttinik, ebben az irdnyban a saarbriickeni egyetemen fejlesztés alatt 4ll6
LEDA programcsomag igéri a legtobbet, amely C++ nyelven definidlt megfelel§
adatosztdlyokat és eljardsokat. Mindamellett ez inkdbb programozasi segédletnek
tekintendd, azaz felhasznal6i programokbdl hivhaté rutinok gytjteménye.

Az érdekl6d6 olvasonak a témakorrel valé részletesebb megismerkedéshez tobb
koényvet is ajanlhatunk: a (vildgon) els6 konyv Kénig Dénes alapvets miive [6], a
talan legjobb magyar nyelvii kényvek pedig Andrésfai Béla miivei [7].

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a DM-csomag milyen segitséget nytdjthat
grafokkal kapcsolatos munkdinkban.

3.1. Adatstruktirdk grafok dbrazolasiara. A DM-csomag déntden az algebrai
utat koveti.

o Grafokat szomszédsagi (azaz adjacencia-) matrixukkal ad meg, méghozza ira-
nyitott grafként. Egy sorozat eljaras szolgél arra, hogy ebbél az adatstruktid-
rabdl kinyerjiik a gréafra jellemz6 mennyiségeket. Ilyenek az Edges, Vertices,
ChangeVertices, ChangeEdges fiiggvények. Egy adott grafot a ShowGraph pa-
rancs mutat meg. A parancs irdnyitott grafokra is alkalmazhaté.

e Enélkiil a graf csicsainak koordinatait kapjuk vissza, ami bizony nem segit
til sokat valamely probléma megoldasaban.

e A V[] illetve az M[] fiiggvény a cstcsok illetve élek szaméaval tér vissza.

e Az AddEdge, DeleteEdge fiiggvény segitségével 1ij éleket lehet bevinni, vagy
régieket torolni. Az InduceSubgraph filggvény valamely csicshalmaz indukélta
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részgrafot adja meg. Végiil a Connected-Components megadja az tsszefiiggs
komponenseket

A Spectrum az adott graf sajatértékeivel tér vissza (azaz a szomszédsagi matrix
sajatértékeivel). Ezek fontos mennyiségek, mert grafelméleti jelentésiik van.
A kémidban a molekuldk abrazoldsdnal a spektrum az energia szintekkel van
kapcsolatban.

Specidlis grafokat 4llit elg a Star, a Cycle és a K[x] (teljes graf) fiiggvény. Egyéb
miveletek: GraphUnion (két graf diszjunkt egyesitése), illetve a 4. fejezetben
kozolt (és kés6bb ismertetends) miveletek. A RealizeDegreeSequence (ez egy
adott érvényes fokszdmsorozatbél konstrudl egy olyan gréfot, amelynek fok-
szamsorozata megegyezik az eredetivel). M6d van irdnyitott és nem-iranyitott
grafok kozotti atalakitdsra is.

e Figyelem, az Union belsé fiiggvény listamiivelet, eltér az el6bbitdl.

Tovabbi elemi operécik: hurkok és tobbszorss élek eltdvolitasa, iires és teljes
graf elgallitasa, tovabba graftulajdonsigok ellendrzése (pl. iires-e valami, stb.).

Elek 6sszehiizasat a Contract, grafok komplementalasat a GraphComplement
filggvény végzi.

e Mindezek a mfiveletek ismeretesek a grafelméletbsl, de megval6sitdsuk
csak arra alkalmas, hogy a géppel is meg tudjuk ismételni a kézzel vég-
rehajhaté dolgokat, de nem nyujt automatizalt eljarast valami megtalala-
sara.

A két legalapvetébb grafalgoritmus a Breadth-First-Search illetve
Depth-First-Search, amelyek a grafok adott tulajdonsagi bejardsdn alapulé ke-
resési eljarasok. Az elsG olyan bejardson alapul, amely minél tovabb igyekszik
a kiindulé pont kézelében maradni. A méasodik pont forditva, igyekszik minél
messzebb keriilni a kiindul6 ponttél. Az eljarasok a BFS illetve DFS fiiggvé-
nyek. A keresések (a BreadthFirstTraversal illetve a DepthFirstTraversal) beja-
rasokon alapulnak.

KellGen ellenérizhets a grafok megjelenitése is, azonban itt is til sok mindent
kell kézzel el6irni.

e Mésképpen fogalmazva, ha egy konkrét gréfot szépen akarunk megjele-
niteni, akkor bevissziik az adatait, majd addig alakitjuk, amig gyonyori
nem lesz. De ez nem alkalmas gréafosztalyok megjelenitésének automati-
kus megszépitésére. Ez annyira igy van, hogy maga Skiena sem ezeket az
eljarasokat alkalmazta konyve dbrdinak elGallitdsdra, hanem a SPREMB
programcsomag GED szerkesztdjét.

A gréafok végleges megjelenitésére a Mathematica beépitett PostScript™ gra-
fikdja haszndlatos.

ShowGraph[SpringEmbedding[GraphJoin[EmptyGraph[2],K[7]]]]



e Grafok bedgyazdsara tobb eljards is van. A bedgyazds itt tobb mindent is
jelenthetne, részben feliiletekbe ,felesleges” metszés nélkiili bedgyazast, rész-
ben pedig adott tipusd univerzdlis graf pontjaiba valé bedgyazast. A DM-
csomagban ez utébbi a bedgyazds. Pl. a cstcsokat korben rendezhetjiik el (ez
persze csak kicsiny pontszam esetén lehetséges).

e Kiilon rutincsomag van fak (azaz kormentes grafok) kezelésére, abrazolasara,
bedgyazasahoz, stb. A gytkeres vagy gyvkértelen fakat eltérden kezelik.

e A csomag kellGen j6 export/import szolgaltatdst nyijt egy sor egyéb grafokkal
dolgoz6 csomaghoz. Pl. ilyen a SPREMB, amellyel képes adatokat cserélni.

e Megemlitend6 a GRAFFITI program, amely egy sor olyan sejtést &lli-
tott els, amely elméleti szempontbél is érdekesnek bizonyult, és tovabbi

kutatasokat implikalt.

4. Grafok generdaldsa

Ebben a fejezetben paraméterezhets grafosztdlyok generdlasarél van szo.

4.1. Grafok épitése egyéb grafokbdl.
Gréfok egyesitése és metszete: GraphUnion, Graphintersection

Grafok Osszege és kiilonbsége: GraphDifference, GraphSum, GraphJoin

Grafok szorzata: GraphProduct, ProductVertices

Incidenciaméatrix elGallitasa: IncidenceMatrix

Az élgraf elallitasa: LineGraph
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4.2. Regularis struktarak

e Tudunk teljes, iires vagy cirkulant grafot elGallitani. (Ez utébbi a kor egy alta-
lanositasa, ahol minden pont tobb csiccsal is 6ssze van kétve, de forgdsszim-
metrikus médon.) Van tovabba teljes k-részes graf (kozte a teljes kétrészes-,
azaz parosgraf is). Van egy specidlis fiiggvény a megfelel6 Turan-grafok elGalli-
tasdra, amelyek olyan k-részes grafok, ahol minden osztdly (majdnem) azonos
méretd.

e Van tovabb4 kor-, csillag- és kerékgrafot elGallité fiiggvény.

e Adott a racs-graf is (mint a Path, GridGraph) tovabb4 a hiperkocka.

4.3. Fik

o Az egyik legfontosabb eljaras cimkézett fak esetén a Priifer-kod elGallitdsa.
A LabeledTreeToCode fiiggvény adott fat kédol, mig a masik irdnyt a
CodeTolabeledTree fiiggvény valésitja meg.

e Egyébként a Priifer-kéd nytijtja a leggyorsabb eljarast annak bizonyité-

sara, hogy az n cimkézett ponton megadhato kiilonboz6 fak szama éppen
=2,

4.4. Véletlen grafok. A véletlen grafokat Erdds Pél vezette be hires bizonyitdsa-
ban, ahol a (mdig is) legjobb als6 becslést adta a teljes grafra vonatkoz6 Ramsey-
szdmra. O és Rényi Alfréd kezdte meg a teriilet szisztematikus vizsgalatat. A vélet-
len grafok vizsgélata ma is a magyar iskola egyik kozponti teriilete. A DM-csomag
a harom lehetséges véletlen modellbél kett6t tamogat.

e A RandomGraph az egyenletesen generalt élek modellje. Ekkor minden cstics-
parra azonos eloszldssal, nevezetesen p val6sziniiséggel, és egymastol fiiggetle-
niil fektetiink élt.

e Az ExactRandomGraph fiiggvény az sszes, pontosan m éld graf koziil valaszt
egyet véletleniil. Itt igen nehéz megvalésitani az uniform vilasztdst. Ekkor
ugyanis komoly gond a izomorf grafosztdlyok meghatarozasa.

e A harmadik modell esetén az Osszes lehetséges n-ponti graf koziil kell
egyet, egyenletes elosztéas mellett, kivalasztani. Nagyobb pontszam mellett
ennek megvalésitdsa a legnehezebb.

5. Graftulajdonsagok

Grafinvaridnsokat, azaz izomorfia erejéig meghatédrozott tulajdonsagokat vizsgal
ebben a fejezetben.
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5.1. Osszefiiggdség

e A ConnectQ fiiggvény ellenérzi az adott graf dsszefiigglségét, a
ConnectedComponents fiiggvény pedig megadja az Osszefiiggé komponenseket.
Iranyitott grafok esetén megkiilonbdztetik a gyenge és erds vsszefliggbséget.
El6bbi az irdnyitott graf nemirdnyitottkénti tsszefiiggését jelenti, az utébbi
tulajdonsag pedig akkor igaz, ha barmely pontbél barmely pontba el lehet ira-
nyitott iton jutni. A megfelel6 komponenseket a WeeklyConnectedComponents
illetve a StronglyConnectedComponents fiiggvény allitja el6.

e Az OrientGraph eljaras egy irdnyitatlan grafot prébél erésen osszefiigg6vé ira-
nyitani.

e A FindBiconnectedComponents eljards az adott graf kétszeresen Osszefiiggd
(azaz elvdgépont nélkiili) komponenseit hatdrozza meg. Az ezzel Osszefiiggs
tulajdonsdgok a ArticulationVertices, Bridges, BiconnectedComponents,
BiconnectedQ (ez ut6bbi ellenérzi, hogy a graf kétszeresen Osszefiiggs-e). Ide
tartozik annak ellenérzése is, hogy a graf rendelkezik-e Hamilton-korrel, vagyis
minden csticspontot pontosan egyszer érinté korrel. Erre val6 a HamiltonianQ
kritérium.

e Megjegyzendd, hogy ennek elddntése altalaban NP-teljes probléma, és igy
nagyobb grafokra reménytelen.

e Iranyitatlan grafokra killon eljards adja meg a cstcs- illetve élosszefiiggGsége-
ket. Ezek az EdgeConnectivity illetve a VertexConnectivity.

5.2. Grafok izomorfizmusa. A grafelmélet egyik nehéz kérdése két graf izomor-
fizmusdnak eldontése, bar nem vilagos, hogy ez vajon NP-teljes-e. A kérdés talan
leghiresebb kutatéja a magyar Babai Lészl6.

e Az ldenticalQ és IsomorphismQ két teszteljaras, de a masodik csak kicsi grafokra
effektiv. (Az els6 kérdés csak cimkézett grafokon értelmes, és annak eldéntése
ott viszonylag kénnyf.)

e Az Automorphism egy graf automorfizmusait hivatott felderiteni.

A SelfComplentaryQ eljaras azt ellen6rzi, hogy egy graf vajon snmaga komple-
mentere-e.

5.3. Grafok korei. A kor egy zart it (vagy mésképpen séta). Ez lehet iranyitott
vagy irdnyitatlan. Algoritmikus megtaldlasuk nagyon hasonlé (csak a tovabblépés
szabdlya kiillénbozik).

e A FindCycle fiiggvény megtaldl egy ilyen ciklust (masképpen kort). Egyéb
eljarasok: AcyclicQ, TreeQ, ExtractCycles, DeleteCycle.

e A graf derékbésége (girth) a legrévidebb kor hossza. A Girth eljaras ezt keresi
meg. Az eljards azon alapul, hogy breadth first search-t indit a graf minden
pontjabol. Ezek mindegyike megtaldlja a ponton dtmend legrévidebb kort.
Ezek minimuma a keresett ciklus.
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5.4.
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Euler-korsk elGéallitdsa szintén konnyt feladat, mar maga Euler is leirt egy
hasznélhat6 algoritmust. Az Euler-kor egy minden élt pontosan egyszer ma-
gabafoglal6 kor. Az EulerianCycle el@éllit egy ilyet (az ALL opciéval pedig az
Osszeset produkalja), mig az EulerianQ ellenérzi a tulajdonsdg meglétét.

e Mint ismeretes, ilyen kor akkor és csakis akkor 1étezik, ha minden pontra a
be- és kifokok megegyeznek (irdnyitatlan graf esetén minden fokszdmnak
parosnak kell lennie).

Az Euler-korsk egyik legszebb felhasznéldsa deBruijn-sorozatok elGallitdsa. Ez
pl. bindris esetben egy olyan 2n hosszt (ciklikus) 0 — 1 sorozat, amely részso-
rozatként tartalmazza az dsszes kiilonbz6 n hossztsdgi 0 — 1 sorozatot. Mint
deBruijn kimutatta, ezt legkdnnyebben Euler-kérsk rekurziv megkonstrudla-
saval lehet elgéallitani. Ezt teszi meg a DeBruijnSequence nevii eljaras.

Mar volt sz6 a Hamilton-korokrsl. Ezek minden cstcsot pontosan egyszer ejte-
nek ttba. Megtalalasuk, vagy akar létezésiik eldontése NP-teljes. Kis grafokra
a HamiltonianQ teszteli, mig a HamiltonianCycle megprébal egyet elgéllitani (az
ALL opcié megint az 8sszesre vonatkozik).

Hasonléan nehéz az Utazé Ugynok (Travelling Salesman) probléméja: itt
egy stlyozott élekkel ellatott grafban kell megkeresni a legkisebb 6sszsilyt
Hamilton-kort. Persze ebbdl tgy ttinik, hogy ez akir még az el6z6nél is ne-
hezebb probléma. (Ez nincsen egészen igy, a kett& azonos nehézségii: barme-
lyik gyors megoldhat6sdga a masik gyors megoldhat6sagat vonnd maga utén.)
A TravellingSalesman eljaras ilyesmit kisérel meg.

e Megjegyzends, hogy erre a problémaéra, az el6z6htz hasonléan, rengeteg,
tobbé-kevésbé sikeres kozelits eljards ismert. Ezekkel dltalanossdgban nem
foglalkozik a DM-csomag, de mutat egy j6 kozelits eljarast a sikbeli TSP-
re.

Vannak még dltaldnos becsl§ rutinok is a csomagban. Ilyenek a Travelling-
SalesmanBounds, az UpperBoundTSP toviabba a Lower-BoundTSP korldtok.
Ezek kozil az als6é korlat igen gyengének ttinik, mivel ez nem mas, mint a
legkisebb feszitd fa Osszsilya.

Részben rendezett halmazok
A PartialOrderQ kritérium eldonti egy relaciérél, hogy az vajon részbenren-
dezés-e. Ha nem, akkor a TransitiveQ, ReflexiveQ és AntiSymmetricQ az egyes
tulajdonsédgok ellen6rzésére szolgal. (A ReflexiveQ fiiggvény nevét a nyilvanos
fliggvények listdjdhoz hozzé kell venni a programcsomag elején ahhoz, hogy
kiviilrél is lathato legyen.)

e (A relaci6 e harom tulajdonsag egyiittes fennalldsa esetén lesz részben

rendezés.)

Egy iranyitatlan graf tranzitiv lezartja ekvivalenciareldciéva terjeszti ki a graf
altal leirt relaci6t. Annak megtaldldsa azonban, hogy egy tranzitiv gréafot



melyik legkisebb részgrafja fesziti ki, mar eléggé nehéz probléma.
A TransitiveClosure a megfelels lezartat allitja el6, mig a TransitiveReduction
ezen minimalis generdl6 gréafot éllitja el6.

e Ez ut6bbi Aho, Garey és Ulmann egy ismert eljarasan alapul [8].

e A HasseDiagram egy részbenrendezés abrazoldséra szolgél (grafelméleti fogal-
makkal ez éppen egy minimélis redukciét jelent szintezett — és igy irdnyitott,
gréafra).

e A TopologicalSort eljaras a részbenrendezés egy linearis kiterjesztését hatérozza
meg (azaz olyan linedris elrendezést, amelynek része az eredeti részbenrende-
768).

e Ilyen linedris kiterjesztés mindig létezik.

5.5. Grafszinezések. Egy graf j6 csicsszinezése (vertex colouring) gy rendel
szineket minden cstcshoz, hogy nincsen két azonos szin pont éllel tsszekstve.
A kromatikus szdm a j6 szinezéshez sziikséges legkevesebb szinszam.

e A ChromaticPolynomial eljaras egy graf kromatikus polinomjdt hatarozza meg.
(Ez egy jol definialt polinom, amely minden k-ra megadja az adott graf jo
k-szinezéseinek szamét.

e A kifejezés egyszerti rekurziobol szamolhaté, és még G. Birkhoff vezette
be. Leghiresebb kutatéja W.T. Tutte volt. A rekurzi6 lépésigénye azonban
a graf élei sziméanak exponencidlis fiiggvénye.

e Az el6z6k felhaszndlasdval a ChromaticNumber meghatarozza a graf kromatikus
szamat.

e A VertexColoring egy eléggé gyors heurisztikus csiicsszinezést valésit meg (Bre-
laz egy cikke alapjan). Az EdgeColoring eljards jo élszinezést allit el6 (és ez
megegyezik az élgraf egy j6 cstcsszinezésével).

5.6. Egyéb NP-teljes problémak. A komplexitds elmélete igen sok NP-teljes
problémét ismer. Ilyen a maximalis klikk meghatdrozdsa, a maximalis fiiggetlen
halmaz megaddasa vagy klikkek egy minimadlis csicsfedésének meghatarozasa. Ezek
koénnyen egymadsba alakithaté problémak. A MaximumClique, a
MinimumVertexCover illetve a MaximumIndependentSet eljarasok ezen értékeket ha-
tarozzédk meg. Végiil a PerfectQ eljaras egy adott graf perfektségét ellendrzi.

6. Algoritmikus grafelmélet

Itt a DM-csomag sztik, de jol valogatott eljardsegyiittest ajanl.

e A Dijkstra eljaras egy adott pontbo6l megtalélja az 6sszes tobbi ponthoz vezetd
legrévidebb utat. :

e Az AllPairShortestPath eljaras ugyanezt teszi egyszerre az 9sszes csics-parra a
Floyd-algoritmus alapjan.
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e Az u csticsbdl a v csicsba vezetd k-hosszi utak szamat (egyszerre minden u, v
pérra) a graf szomszédsagi matrixa k-adik hatvanyanak (u,v) eleme adja meg.
A GraphPower ezen hatvany meghatéarozasara szolgal.

e A legrovidebb feszit6fa megtaldldsara a Kruskal-algoritmus alapjén a
MinimumSpanningTree eljaras szolgdl. A feszit6 fak szamat Kirchhoff eljarasa
alapjan a NumberOfSpanningTrees eljaras adja meg.

e A NetworkFlow eljardas megtaldlja a maximalis értéki halézati folyamot a forras
és a nyel6 kozott (és az Edmonds-Karp eljardson alapul).

e A BipartiteMatching a szokott parosgrafos péarosit6 algoritmust adja — mig
a MaximalMatching az Edmonds-algoritmus alapjan ugyanezt teszi altaldnos
grafokon.

e A Dilworth-tétel alapjan a MinimumChainPartition eljards minimélis ldncok
unidjara bont fel egy parcialis rendezést, mig MaximumAntiChain a hozzatar-
tozé maximadlis antildncot biztositja.

e A StableMarriage stabil parositasokat taldl meg (ez népszerti, de nem igazén
fontos teriilet).

e Végiil a PlanarQ egy graf planaritasat (sikbeliségét) ellenérzi. Ez gyors eljarés
(bar nehéz implementélni).

Kovetkeztetések

A targyalt DiscreteMathematics programcsomag értékeléséhez tisztdzni kell, milyen
célra akarjuk felhasznélni.

A csomag nagyon jonak ttinik, mint bevezetés a Mathematica fejleszt6i nyelvé-
nek oktatdsahoz. Az persze kiilon elemzést igényelne, hogy a megvalésitott eljarasok
mennyire effektivek.

Ha a csomagot tematikusan értékeljiik, akkor még mindig két lehetséges né-
z6pont van. Kival6an hasznalhat6é demonstracios eszkoznek latszik. Konnyen lehet
példékat gyartani vele ismert jelenségek bemutatdsara (ha és amennyiben az alkal-
mazdja el6re tudja, mit is akar elGallitani). Szintén j6 lehet erésen szimmetrikus
struktirdk vizsgalatdhoz. Hasonl6an alkalmazhaté jé néhény, az algoritmikus gré-
felmélet korébe tartozé probléma kezelésére (bar ez utébbiakra sokkal hatékonyabb
eljarasok éllnak rendelkezésre, kiilontsen az NP-nehéz problémék heurisztikus vagy
kozelit6 megolddsaira). Ugyanakkor nem felel meg annak a célnak, amit a szerz6
kitlizott az eldszéban, nevezetesen ez nem alkalmazhato6 bevezetd konyvnek a kom-
binatorika oktatdsdhoz. Ennek {6 oka, hogy nem tartalmaz bizonyitdsokat, vagy
akar csak részletesebb hattérinforméciokat sem. Ezért a diszkrét matematika okta-
tasara csak, mind segédkonyvet lehetne ajanlani, egyéb anyagok kiegészitGjeként.
Réadésul az osszevalogatott feladat- (és kutatdsi probléma-) anyag rettenetesen
esetleges. A kelleténél sokkal jobban tiikrozi 6sszeéllitéjanak érdeklsdését.

Ugyanakkor a DM csomag nem t{inik tilzottan hasznos eszkoznek elméleti
matematikai kutatdsok tdmogatasara. Ennek t&bb oka is van:
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1. Kombinatorikus analizisben nagyon hasznos tulajdonsédg a szimbolikus mani-
puléci6 képessége, de ez az eredeti Mathematica csomagban mér kellGen erds,
ehhez sok ijat nem nytjt ez a kiegészitd csomag.

2. A megcélzott témakorokben csak olyan objektumokat képes hatékonyan elGél-
litani, amelyeket szinte kézzel is konny( csindlni (pl. a Stirling-szdmokat).

3. A grafokkal kapcsolatban rengeteg eljarast, mtveletet vezet be, de ezekkel alta-
laban nem konkrétan szokés szdmolni, hanem ,elméletben”. Azaz jelent&ségiik
inkdbb elméleti, és nem gyakorlati konstrukciékban van.

4. A felkinalt adatszerkezetek nem eléggé hatékonyak — bonyolult benniik meg-
val6sitani szokatlan lekérdezéseket. Pl. helyb6l nem képes kevert grafok keze-
lésére sem. Hasonl6 probléma, hogy silyozott grafokra sincs igazan felkészitve.

5. Az algoritmikus része, mint emlitettiik, j6l 4&tgondolt, de ebben a témaban mar
sok j6 rendszer érhet6 el, és ez nem nyijt semmi specidlis szolgaltatast, s6t. ..

Ennek megfelel6en a csomagot melegen ajanlandm egyetemistdk vagy Ph.D.
hallgaték oktatédsara, illetve demonstraciés anyagok elkészitésére, de ennél tébbre
nem alkalmas.
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KONYVISMERTETES

Jeffery M. Cooper: ,Introduction to Partial Differential Equations with
MATLAB, Birkhauser, Boston—Basel-Berlin, 1998” c. kényvérsl

GARAY BARNA

Ismét egy bevezetd parcidlis differencidlegyenletek tankényv! A szerzé 540 oldalon
at sorraveszi a szokdsos egyenlettipusokat, megadja azok levezetését és részlete-
sen targyalja a fizikai hatteret is. Ami Cooper kényvét — valamint a University
of Maryland hallgat6i szaméra tartott el6addsait, melyek kibévitett valtozataként
ez a konyv megir6dott — kiilondsen érdekessé teszi, az a szerz6nek az a torek-
vése, hogy a parcidlis differencidlegyenletek elemeit a szokdsosndl sokkal tagabb
perspektiviban mutassa be. Az el6adést tarté és a tankdényvir6 Cooper beemeli
a tananyag nemlinedris és numerikus vonatkozéisait az alapkurzus menetébe, igy
szamos olyan szempontra €s jelenségre tud ramutatni, amelyek tradicionalisan ki-
maradnédnak, sokkal kés6bb jonnének, tankonyv és egyetemi félév végére idegen
testként hozzébiggyeszt6dnének. A legfontosabb numerikus médszerek (véges dif-
ferencial, véges elemek, Ritz, Galerkin) ismertetése természetes médon illeszkedik
a tananyag egészébe. Az egyes fejezetek végén nagyszami és gondosan kidolgozott -
numerikus feladat varja a kisérletez6 kedvi olvasét, hogy a MATLAB program-
csomagjainak — a Cooper 4ltal irt kiegészitések letslthet6k az INTERNET-rél —
segitségével maga is megoldja a targyalt egyenleteket, sajit szamit6gépe képernys-
jén demonstralja a vizsgélt kvalitativ tulajdonsdgokat. A szerz6 tudatosan elkeriili
a keményebb matematikai eszk6zok alkalmazdsit (6sszességében vagy 120 oldalon
keresztiil ismerteti a valtozok szatvdlasztasdnak modszerét, mint sajatfiiggvények
szerinti Fourier-sorfejtéseit szakaszonként folytonos fiiggvényeknek; az alapmegol-
désok targyaldsandl nem hasznél disztribuciékat, csak a Dirac-deltat, stb.). Amit
vallal és felvallal, azt matematikai igényességgel, a természettudomanyi és miiszaki
szakokon tanul6 didkok érdeklodésére is szamitva, Gket tovabbi munkara 6sztoénozve
teljesiti. Kifejezetten hasznos kényvet irt!

Garay Barna
Miegyetem, Matematikai Intézet
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TARSULATI HIREK

1. Az 1994. évi nagyrendezvényekrél

a) Csillag Pal talalkoz6 (Balatonlelle, jinius 9-13.)

A taldlkoz6t a szokdsos helyszinen, a balatonlellei ex-KISz-taborban rendeztiik
(sajnos az idGjardas nagyon mostoha volt, hol viharos szél fujt, hol az es6 esett,
hol mindketts). Emiatt néhdnyan, kiiléntsen a csalddosok, korabban hazamentek.

A résztvevk gyakorlatilag azok voltak, akik minden évben el szoktak jonni.
Sajnos nagyon kevés olyan fiatal volt jelen, aki ténylegesen matematikai kutatéssal
foglalkozik, a legtobben mér évek 6ta csak szamitgépet programoznak. igy nem le-
hetett azt a koncepciét megval6sitani, hogy elmeséljiik egyméasnak, miket csindlunk
mostansdg matematika cimszé alatt, hiszen zommel semmit.

Szerencsére a meghivott eladok sokat emeltek a talalkoz6 tudoményos szinvo-
nalén és értékén. Laczkovich Mikl6s négyzetek hasonlé téglalapokra valé felbont-
hatosagarol beszélt (megadta a pontos feltételt), Petruska Gyorgy pedig a tipikus
folytonos fiiggvényekrél tartott el6addst. Mindkét eladds érthetd és érdekes volt
azoknak is, akik mér régen tdvol keriiltek a matematikitél és azoknak is, akik ha-
sonl6 témakkal foglalkoznak.

A résztvevsk el6addsai: Mécsy Miklés a biztositdsi matematikarél beszélt,
Lukacs Andras , Véletlen séték grafokon” cimmel tartott eladést, jémagam pedig
matematikai jatékok nyerd stratégidirél meséltem.

Petruska Gyorgy az el6addsa utdn mesélt a Csillag Pal taldlkozok Gsérél, az
»OH-zium”-okrél. Hazafelé jovet megdallapitottuk, hogy j6 volna valamit vissza-
csempészni ezek hangulatabodl, tudomanyos pezsgésébsl a mai Csillag Pal talél-
koz6kra. Ennek érdekében a kovetkezs taldlkozora lehivja a tobbi régi OH tagot.
(Erre remek aprop6ul szolgél, hogy most lesz 30 éves jubileumuk.) Remélhet6leg ez
elég lesz ahhoz, hogy sok ténylegesen kutato fiatal is eljojjon, és megvalosuljon va-
lami abbél az eredeti koncepciébdl, hogy a Csillag P4l taldlkozékon megtudhatjuk
miféle matematikat csindlnak a tébbiek.

(Keleti Taméas beszamol6ja alapjan)
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b) Ordered structures and universal algebra (Budapest, junius 13-17.)

A Bolyai Janos Matematikai Térsulat és a Magyar Tudoményos Akadémia felkéré-
sére rendeztiik meg a konferenciat Fuchs L4szl6 hetvenedik sziiletésnapja alkalmé-
bél.

A rendezvényen, melyet az aquincumi Vénusz Motelben rendeztiink 6sszesen
negyvennégy résztvevs volt; hét egyords fGel6adas és mintegy harminc huszonot
perces el6adds hangzott el, ezek j6 része survey jellegi volt. Tekintettel arra,
hogy Fuchs Lészl6 jelenlegi témadja és itthoni tanitvidnyainak téméja elég messze
all egyméstol, ezért a részvételi szdm igen magasnak mondhaté. Valészintileg akik
eljottek, kiilonb6z6 személyes okok miatt (ez Fuchs Laszl6 és az 6 hazai tanitvanyait
jelenti) jottek el.

A konferencidn elhangzott el6adasokat a BJMT Periodica Mathematica foly6-

iratdnak kiilosn szamaiban fogjuk kozolni; mégpedig varhatéan igen hamar. Mar
tobb kézirat beérkezett; a munka dandéarjat a technikai szerkeszts végzi.

A konferencidt a Soros Alapitvany és az ELTE tamogatta.

A szervez6 bizottsdg tagjai a kovetkez6k voltak: Fried Ervin elnok és Sch-
midt Taméas tarselntk; Hermann Péter titkdr, valamint Agoston Istvan és Szabé
Csaba a titkdr segitGi; a tobbi tagok George Gritzer, Wayne Powell, Szendrei Ag-
nes, Wiegandt Richard. A szervez§ bizottsag sok segitséget adott a konferencia
lebonyolitdsdhoz.

(Fried Ervin beszamol6ja alapjan)

c) R4tz Laszl6 vindorgyitilés (Pécs, julius 5-9.)

A vandorgytilésen, a Pollack Mihaly Miiszaki Féiskolan, 554-en (kozillik 25-en ha-
tarainkon tulrél érkeztek) vettek részt.

A rendezvényt Katona Gyula nyitotta meg, a Beke Man6 Emlékdijakat Suranyi
Jénos adta at.

A KoMaL centenariuma alkalmabdl a vandorgyiilés kiemelten foglalkozott a
foly6irat bemutatasaval (Surdnyi Janos, Radnai Gyula eladésai, valamint Kéntor
S4ndorné kidllitasa és az Acs Katalin — Herczeg J4nos szerkesztette vide6).

A szekci6iilések a hagyomaéanyos tagozédasban zajlottak, de a szerkezetvalto6
iskoldk matematikaoktatasi mithelyei (egy Somfai Zsuzsa, T6th Tiborné készitette
orszagos felmérés tapasztalatait bemutaté posztersorozattal és a hozza kapcsol6d6
elGadéssal) is lehetGséget kaptak a bemutatkozdsra.

Az alsétagozatos szekcioban C. Neményi Eszter és Perlaki Ernéné eladasai,
valamint a feladatmegold6 szeminariumok (Gyapjas Ferencné, Kovacs Eva, Wéber
Aniké) emelkedtek ki.
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A fels6tagozatos szekci6ban nagy sikert aratott Nagy Gyula ,Térgeometriai
problémék és Vancsé Odon ,A rizikébecslés tudoménya” c. elsad4sa.

A kozépiskolai szekciéban Péter Gyula ,A gondolkodés fejlesztése” c. el6ad4sa
kiilonleges élményt nytjtott a hallgatésdgnak, mert nemcsak szakmai és médszer-
tani mondanivalGja, hanem az el6ad6 embersége és életpélddja is lenytigéz6 volt.

Matematikai szenzaciot jelentett Ronyai Lajos ,Elliptikus gorbék és a Fermat-
sejtés” c. el6addsa, amely a felsGoktatdsi ankét és a kozépiskolai szekcié kozos
elGadasa volt.

A fels6tagozatos és kozépiskolai feladatmegoldé szemindriumok a szerkezet-
valto iskoldk igényeit is igyekeztek kielégiteni; mindegyik hasznosnak bizonyult
(vezették: Katz Sandor, Nagy Gyula, Német Jo6zsef, Orosz Gyula, Réka Sandor,
Sztrékay Kalmanné).

Az Informatikai bizottsdg rendezvényeit is sokan latogattdk. J6l hasznosithaté
anyagot ismertetett Klincsik Mihdly (MAPLE), a szemindriumok irdnt is volt
érdeklodés.

A szekciéiiléseket poszterbemutatok (konyvismertetések, regionalis versenyek
listdja) és konyvarusitdsok (TypoTeX, Mozaik, Nemzeti Tankonyvkiadé) egészitet-
ték ki.

A szakmai programok mellett megszerveztiik a szokdsos varosnézést, valamint
a megyében harom ttvonalon fakultativ kirdnduldsok is voltak.

A rendezvényhez jilius 8-9-én MAT-KAPOCS konferencia csatlakozott. A
vandorgy(ilés befejezéseként az Oktatasi bizottsag ilést tartott, melyen kiemelt na-
pirendi pontként, Urbdn Janos elGterjesztésében, a két szint( érettségi tervezetével
foglalkozott.

(Békefi Zsuzsa beszdmol6ja alapjan)

d) Numerikus médszerek konferencia (Miskolc, augusztus 21-26.)

A konferenciét, 74 {6 részvételével a Miskolci Egyetemen tartottuk. (Bar két, rész-
ben hasonl6é tematikdji, kozeli konferencidval is egybeesett az id6pont (Praga,
Vérna), részben a hazai érdeklsdés, részben a korabbi konferencidk sikere, részben a
meghivott el6adok listdja, részben a megfelel6 helyen (na-net digest, ilas digest) és
id6ben kozzétett tajékoztatéknak koszonhetSen résztvevSink szdma és Osszetétele
a varakozésnak megfelel6en alakult. Az elézetesen osszedllitott program szorosan,
de belefért a rendelekzésre all6 idébe. Minden jelentkezének lehetdséget adtunk,
legaldbb a poszter szekciéban, hogy eredményeit ismertethesse. A konferencia va-
lamennyi nagyobb szakteriiletének vilaghirti szaktekintélye elfogadta a meghivast
és plendris el6adést tartottak. A szekci6kban 9 félérds és 36 rovid (15 perces) ki-
seladas hangzott el, (ebbsl 30 kiilfoldi elGadas volt) és 6 posztert allitottak ki. A
pélyakezd6k részére palyazatot hirdettiink. Hat palyézat érkezett, hdrom szerzét
részvételi dij elengedésével jutalmaztunk.



Az egyetem részér6l minden segitséget megkaptunk. Hatérozottan agy éreztiik,
hogy fontosnak tartjsk, hogy a konferencidnak ne csupan helyet, hanem otthont is
adjanak. Ezért kiilon koszonet illeti Gket.

A rendezvény publikdcidjaként a Computer and Mathematics with Applicati-
ons c. foly6irat kiillonszaméanak elGkészitése folyamatban van, a kotet szerkesztGi:
Roézsa Pal, Schmidt J. W. (Drezda) és Szab6é B. (St. Louis), technikai szerkeszt6:
Stoyan Gisbert.

A konferencidhoz a Chemoltravel utazasi iroda 75.000 Ft tdmogatést adott.

Egészében tgy értékjiik, hogy a konferencia a vérakozasoknak megfelelt, s6t,
szakmai tekintetben a vdrakozasokat feliil is milta.

(Balla Katalin beszamol6ja alapjan)

2. Az 1994. évi tarsulati dijak odaitélésérdl

a) Szele Tibor Emlékérem

Az 1994. évi Szele Tibor Emlékérmet, az odaitélésére kikiildott bizottsag hatarozata
alapjan Prékopa Andrds, az ELTE TTK és a Rutgers University professzora kapja.

Prékopa Andrds 1956 szeptemberét6l 1968-ig az ELTE TTK Val6szintiségsza-
mitési Tanszékén el6bb adjunktus, majd docens; 1968-ban a BME Villamosmérnoki
Kar Matematika Tanszékének egyetemi tanara lett. 1977-ben 4&tment a Gépészmér-
noki Kar Matematika Tanszékére, hogy részt vegyen a matematikus-gépészmérnok
szakirdnyt képzésben. 1983-ban visszakeriilt az ELTE-re miutdn ott létrejott az
Operaci6kutatéasi Tanszék.

Abbol a célbdl, hogy a kordbban végzett matematikusok, mérnokok és kozgaz-
dészok is elsajatithassdk azokat az ismereteket, amiket egy ilyen szakirdny nytdjtani
tud, tovabb4, hogy az ELTE operaci6kutatasi szakirdnyt megalapozza, 1967-1969
kozott nagysikeri tanfolyamot szervezett a Bolyai Tarsulatban.

Legnagyobb oktatdsi érdeme a nemzetkdzi viszonylatban is ismert és nagyra
értékelt magyar operdcickutatasi iskola létrehozédsa. 1975-ben Alex Orden amerikai
professzor ir az 4ltala vezetett kutaté csoportrél: ,Joéllehet az amerikai operéci-
O6kutatési aktivitds mérete és valtozatossdga a magyarorszaginal sokkal nagyobb,
nehéz olyan amerikai egységet taldlni, melyben a matematikai kutatds, algoritmus
és szamitégépes program fejlesztés és az operaciSkutatéds alkalmazésai ily harmé-
nidban élne egyiitt ennyire széles teriileten”. Iskolateremts hatasa az alkalmazott
matematika mas agaira is kiterjedt. Osszesen 33-an szereztek kandidatusi, vagy
egyetemi doktori fokozatot vezetése alatt. Ezek kozott ma tobb egyetemi tanar, il-
letve akadémikus van akik, Magyarorszagon kiviil, a kévetkez6 orszagokbdl jottek,
illetve orszdgokban élnek: Jugoszlavia, Litvania, NSZK, Mongolia, USA, Vietnam.
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De sokan vannak, akik formalisan nem voltak tanitvanyai, mégis tudomanyos mun-
kassaguk elinduldsat nagyrészt neki kdszénhetik: Kovacs Laszlé Béla, Vizvari Béla,
Turchanyi Piroska, Maros Istvan, Terlaky Tamaés.

Prékopa Andras iskolateremtd hatdsanak egyik Osszetevéje, hogy kiilsndsen
széles spektrumi kutat6. 111 tudoméanyos dolgozata mellett szamos kényvet, kényv-
részletet, tanulményt irt. Kiemelend6 tankonyveinek hatdsa, pl. Val6szintiségelmé-
let konyve mar négy kiadast ért meg, és mind a valészintiségelmélet, mind a sta-
tisztika oktatdsdban ma is alapkdnyv.

b) Griinwald Géza Emlékdij

A Griinwald Géza Emlékdij bizottsdga 1994. okt6ber 15-én tartott iilésén egyhangt
szavazdssal gy dontstt, hogy az 1994. évi Griinwald Géza Emlékdijban részesiti
Biré Andrds, Domokos Mdtyds, Erdds Ldszlé és Pintér Akos fiatal matematikuso-
kat az aldbbi indoklas alapjan.

1. Biré Andrds 1994-ben végzett az ELTE TTK matematikus szakdn és 1994-
ben az ELTE TTK Doktori iskola ¢sztondijasa. Bir6 Andras harom tudomanyos
dolgozatot irt, amelyek koziil kett6 méar megjelent. Els6 dolgozatdban egy 6nall6an
felvetett sorelméleti kérdéssel foglalkozik, amit tletesen és tokéletesen old meg.
Maésodik dolgozatanak téméaja egy hatvanyosszeg-tétel, amely Turan Palhoz nytlik
vissza. A harmadik dolgozatban a Turan-Kubilius egyenl6tlenséget dltalanositotta
egy 1j, elemi médszer alkalmazédsaval.

2. Domokos Mdtyds 1992-ben végzett az ELTE TTK matematikus szakin és
az6ta az MTA Matematikai Kutaté Intézete doktori dsztondijasa, majd munka-
tarsa. Kutatasi teriilete a gytirielmélet. Egy dolgozata jelent meg, és tovabbi 5 van
kozlésre elfogadva jénevi nemzetkozi folyéiratokban. Elsé dolgozataban involuciés
gytirtikkel, a tobbiben métrix gytriik Euler-féle polinom azonosséagaival foglalkozik.
Legujabb eredményei az invarians-elmélethez tartoznak.

3. Erdds Ldszlo 1990-ban végzett az ELTE TTK matematikus szakén és a Prin-
cetoni Egyetemen lett 6sztondijas, ahol 1994-ben doktoralt matematikai fizikdbol.
7 dolgozata jelent meg, ill. van megjelenés alatt. Kutatdsainak téméja inhomo-
gén magneses térbe helyezett kvantumrészecske mozgasat leir6é Pauli-féle operator
spektralis tulajdonségai. F6 eredménye az 1994. évi Lieb-Thirring egyenl&tlenség
bizonyitdsa inhomogén méagneses térre. Errél 1994. évi Matematikai Fizikai Kong-
resszuson is beszamolt. Erd6s Lédszl6 amerikai tart6zkodésa alatt is nagy hangsilyt
fektetett arra, hogy tartsa a kapcsolatot az MTA Matematikai Kutat6 Intézet Sta-
tisztikus Fizikai Osztalydval.

4. Pintér Akos 1991-ben végzett a KLTE matematikus szakin és az6ta az ot-
tani Algebra és Szamelmélet Tanszék tanarsegédje. Mar 9 tudoményos dolgozata
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jelent meg és tovabbi 4 van megjelenés alatt. Munkai tobbségében diofantikus prob-
lémaékkal foglalkozik, Stirling szamok diofantikus tulajdonsigait tanulményozza, és
érdekes diofantikus eredményeket nyert fiiggvénytestek felett.

c) Farkas Gyula Emlékdij

A Farkas Gyula Emlékdijat a Tarsulat Farkas Gyula Emlékdij bizottsdga dontésé-
nek értelmében 1994-ben két fiatal matematikus nyerte el:

Mihalyko Csaba, Veszprém, valamint Kdnnai Zoltdn, Budapest.

Mindketten az ELTE-n tanultak, de egyébként életitjuk, tevékenységiik eléggé
kiilonbz6.

Mihdlyké Csaba 32 éves, Veszprémben sziiletett, 1982-87 kozott az ELTE-n
folytatta matematikai tanulmaéanyait, 1987 6ta a Veszprémi Egyetemen dolgozik,
de ekdzben 1990-92-ben az ELTE posztgradualis szakinformatikus tovabbképzésén
vett részt.

Jelenleg el6addsokat és gyakorlatokat tart a Veszprémi Egyetemen. Kutatasi
teriiletei a kozonséges differencidlegyenletek numerikus megoldésa spline fiiggvé-
nyek segitségével, a vegyiparben érdekes szemcsediszperziés rendszerek matemati-
kai modellezése, a szakaszos 6rlés analitikus és numerikus vizsgdlata (ami integro-
differencidlegyenleteknek a vizsgalatat jelenti). Ennek sordn tobb Gj médszert fej-
lesztett ki, negyedik rendig, a modellezett folyamat t6bb tulajdonségat figyelembe
véve, val6jdban diszkrét modelleket felsllitva a folytonos fizikai, kémiai val6sdg hi
leirdsdhoz; médszereit ki is tesztelte alaposan. Cikkei és el6adésai ezt a szerte4-
gazo tevékenységet tiikrozik; osszesen 9 cikke jelent meg alkalmazott matematikai
és kémiai foly6iratokban, ebb6l 4 sajitja, 5 tarsszerzGs. Disszertaciéja majdnem
elkésziilt.

Kdnnai Zoltdn viszont mar megszerezte az egyetemi doktori cimet is. 31 éves,
1983-88 kozott az ELTE-n tanult, 1988-92-ig az ELTE Szamit6kszpontjdban dol-
gozott, 1992 6ta a Kozgazdasagi Egyetemen oktat.

Kutatasi teriilete a Banach-terekben értelmezett differencidlegyenletek, koze-
lebbrél az ilyen egyenletek egzisztencia kérdése (valamint a kezdeti értékektsl valé
folytonos fiiggése) akkor, amikor a differencidlegyenletek jobboldala halmazértéki.
Err6l irt 8 cikket (4 sajat és a t&bbi tarsszerz6s; ezen cikkekb6l 5 nemzetkdzi folyo-
iratban jelent meg), és a disszertacicjat is. Igy munkassaga kzelebb 4ll az analizis-
hez, a tiszta matematikdhoz. Ugyanakkor viszont eredményeinek alkalmazhatésaga
azonnal lathato; arrél van sz6, vajon tobbértelm differencidlegyenletek megoldésai
adott halmazban maradnak-e vagy sem (a szakteriilet ,életképességi elmélet” neve
is erre utal).
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d) Rényi Katé Emlékdij

Az 1994. évi Rényi Kat6 Emlékdij bizottsag a beérkezett javaslatok alapjan a
kovetkez6 hatdarozatot hozta:

A dij els6 fokozatdban részesiti:

— Hausel Tamdst
(az Eotvos Lorand Tudomanyegyetem IV. éves matematikus szakos hallgat6jat),

— Vu Ha Vant
(az ELTE V. éves matematikus hallgat6jat),

a dij méasodik fokozatét pedig

— Harcos Gergelynek
(az E6tvos Lorand Tudoméanyegyetem III. éves matematikus szakos hallgatéjanak)
és

— Lévai Leventének
(az ELTE V. éves matematikus hallgatéjanak) itéli oda.

Indoklas:

Hausel Tamds gdbmbok pakolasaval ill. konvex terek racspontjainak fedésével
ért el eredményeket. Eddig 2 cikke jelent meg és tovdbbi hdrom van sajté alatt.
1991-ben TDK dolgozata 2. dijat nyert. Szimos versenyen ért el kivalé eredményt,
igy tobbek kozott az 1990-es Matematikai didkolimpidn, az 1989-es és 1990-es
Kiirschék-, az 1990-es Schweitzer és az 1992-es Haj6s-versenyen.

Vu Ha Van els6sorban extremadlis halmazrendszerekkel kapcsolatban végzett
kutatasokat, tobbek kdzott megoldott egy Bierbrauer-féle sejtést. Ezen kiviil tobb
igen erGs tételt bizonyitott regularis grafokkal kapcsolatosan.

Vu Ha Van a dij mésodik fokozatat 1992-ben nyerte el. 1990-ben Riesz verse-
nyen harmadik dijat, Schweitzer versenyen pedig masodik dijat nyert. Ot cikke van
benyijtva, illetve elGkésziiletben. Egy Bierbrauer altal felvetett problémat meg-
old6é dolgozatat szemindriumi el6adés keretében is ismertette. Egyik munkajaért
Tudomaéanyos Diakkori els§ dijat nyert (1992-ben).

Harcos Gergely élesitett egy, a hatvanydsszeg médszerrel kapcsolatos becslést.
Eddig két cikke jelent meg és egy tovabbi van sajté alatt, egy pedig el6késziilet-
ben. 1993-ban TDK dolgozata 2. dijat nyert. Szamos versenyen ért el kivil6 ered-
ményt, igy tobbek kozott az 1990-es és az 1991-es matematikai olimpiédn, az 1990-es
Kiirschék- és az 1991-es Schweitzer-versenyen.

Lévai Levente érdekl6dési teriilete az algebra, elsGsorban a csoportelmélet, de
foglalkozik komputer-algebraval és Lie csoportokkal is.



Az alabbi harom dolgozatdban a kovetkezd eredmények vannak:

All finite generalized triangle groups (bekildve Trans. Amer. Math. Soc.): a
probléma arrél sz6l, hogy bizonyos definidlé relaciékkal megadott csoportok vége-
sek, vagy végtelenek. Szamit6gépes médszereket is felhasznédlva Lévai Leventének
sikeriilt az utols6 két nyitvamaradt esetet is elintéznie.

Ciklikus algebrdk, szakdolgozat (1994): 6néll6 kezdeményezésként kezdte vizs-
gélni azokat az algebrai struktirakat, amelyek a csoportokban definidlhaté a *x b =
(ab) miivelethez hasonl6 alapmiivelettel vannak ellatva.

On binary minimal clones (el6késziiletben): a minimalis klénok irdnt megé-
lénkiilt az érdeklédés, de teljes leirdsukt6l még tavol vagyunk. A Palfy Péter Pal
altal kezdeményezett irdnyban tovabbhaladva Lévai Levente meghatarozta az 6sszes
olyan minimalis klént, amely pontosan hat kétvaltozos miveletet tartalmaz, és ez-
altal tobb, eddig ismeretlen minimalis kl6nt is felfedezett.

(A jelentésben szereplé adatok (pl. publikdciék szdma) az 1994. évvel bezarélag
értendok.)



CSASZAR AKOS 75 EVES

GYORY KALMAN

Csészar Akos akadémikus, a nemzetkozileg elismert tudés 1999. februar 26-an tolti
be 75. életévét. Ebb6l az alkalombél a magyar matematikus tdrsadalom nevében
tisztelettel kdszontjiik az E6tvds Lorand Tudoményegyetem professor emeritusét, a
Magyar Tudoméanyos Akadémia Matematikai Tudoméanyok Osztalyanak elntkét, a
Bolyai Janos Matematikai Tarsulat tiszteletbeli elntkét, az iskolateremt& mestert,
a magyar tudomanyos kizélet kiemelkeds alakjat.

Alig van a magyar tudomanyos életnek még egy olyan alakja, aki annyit tett az
altala mfivelt tudomanyért, annak oktatdsaért, szervezéséért és népszertisitéséért,
mint Csészar Akos. Rendkiviil eredményes és gazdag munkédssidganak néhany fontos
tertiletét szeretnénk kiemelni és méltatni a kovetkezs irdsokban.

Csaszar Akos 1924. februar 26-4n sziletett Budapesten. Kozépiskolai tanulma-
nyait a Ciszterci Rend Budai Szent Imre Gimnaziuméban végezte 1934 és 1942 ko-
z6tt. Ezt kovetGen a Pazmany Péter Tudoményegyetem hallgat6ja volt, ahol 1947-
ben matematika-fizika szakos kdzépiskolai tanari oklevelet szerzett. Még ugyanab-
ban az évben ,Sub Laurea Almae Matris” kitiintetéses bolcsészdoktorrd avattak.

Csaszar Akos két 6 kutatasi teriilete a val6s fliggvénytan és a topolégia. A 40-
es és 50-es években irt valés fiiggvénytani munkai a mai napig a témakor kiemel-
keds, és immér klasszikus eredményeinek szdmitanak. Az 50-es évek végén Csa-
szar Akos érdekl6dése a topolégia felé fordult. E témdban irt munk4ai hamarosan
az altalanos topoldgia nemzetkozileg elismert szaktekintélyévé avattdk. Egyik leg-
kiemelked6bb és legnagyobb hatdsi eredménye a topologikus terek, az uniform
terek és a szomszédsagi terek kozos dltaldnositdsaként bevezetett szintopogén tér
fogalma, valamint a szintopogén terek elméletének alapos kidolgozasa. Tudoményos
eredményeit tébb kényvben és mintegy 130 tudoméanyos kézleményben publikilta.
Matematikai munkassagat Makai Endre ismerteti dolgozatdban.

Csaszar Akos a matematikai kozélet és a matematika oktatdsénak szinte va-
lamennyi teriiletén paratlanul kiemelkeds szerepet jatszott és jatszik. A Magyar
Tudoményos Akadémia 1970-ben levelez tagjava, 1979-ben rendes tagjava va-
lasztotta. Az elmilt évtizedekben szamos akadémiai bizottsagnak, testiiletnek volt
tisztségviselGje vagy tagja. 1973 és 1976, majd 1990 és 1993 kozott elndke volt a
Matematikai és Fizikai Tudomanyok Osztélydnak. Az Osztaly szétvaldsa, 1993 6ta
elntke a Matematikai Tudoméanyok Osztédlyanak és tagja az MTA Elntkségének.

9



Kiemelkedd szerepet jatszott a matematikai felsGoktatasban. Egyetemi oktat6i
palyafutasat 1946-ban a Budapesti Miszaki Egyetemen kezdte. 1952-t61 40 évig (!)
tanszékvezet6ként dolgozott az E6tvis Lordnd Tudoményegyetemen. Kezdetben
az Analizis Alkalmazasai Tanszéket, majd megvaltozott név alatt az Analizis I.
Tanszéket vezette, melyet azonban inkdbb ,,Csészar-tanszék” néven ismertek. 1957-
ben nevezték ki egyetemi tandrnak, 1994-ben az ELTE emeritus professoraként
vonult nyugalomba. Csaszar Akosnak az ELTE-n kifejtett paratlanul értékes oktat6i
és vezetOi tevékenységét tanszékvezets utédja, Petruska Gyorgy méltatja cikkében.

1960 és 1993 kozott mellékallasban vezette a Magyar Tudoményos Akadémia
Matematikai Kutatéintézetében a Topolégiai Osztalyt, és megteremtette a magyar
topolégiai iskolat.

Ori4si részt vallalt a Bolyai Janos Matematikai Térsulat vezetésében. 1966-
t6l 1980-ig f6titkdra, ezt kdvetSen 1990-ig elndke volt a Tarsulatnak. 1990 6ta a
Tarsulat tiszteletbeli elnske. A Tarsulatban végzett munkassigat Katona Gyula
méltatja irdsdban.

1970-t61 1992-ig tagja, 1974 és 1977 kozott elndke volt a Nemzetkdzi Banach
Kozpont tudoményos tandcsanak. F6szerkesztje az Acta Mathematica Hungarica
és az Annales Univ. Sci. Budapest. E6tvs, Sectio Mathematica foly6iratoknak,
és tagja tobb mas nemzetkozi folydirat szerkeszt6bizottsaganak. Mindezek mellett
o6riasi szerepet véllalt a tudomanyos ismeretterjesztésben. Hosszd id6 6ta elntke
a Tudomaéanyos Ismeretterjeszté Tarsulat, valamint a Magyar Természettudomanyi
Térsulat Matematikai Valasztméany4nak.

Ilyen sokrét(i, gazdag és eredményes munk4issdghoz kivételes kutatéi, oktatéi és
vezet6i képességekre, erényekre van sziikség. Csaszar Akos rendkiviili matematikai
tehetsége hatalmas munkabirdssal parosult. Tevékenységére az emberi tisztesség,
lelkiismeretesség, a tudomany és a kdzdsség szolgélata, a kollégdk és tanitvanyok
megbecsiilése jellemz6. Rendithetetlen nyugalma, kompromisszum készsége, hig-
gadt és hatéarozott dontései, a mindenkor vildgos, tiszta, lényegre tor6 gondolko-
désa, szép, szabatos beszéde hosszt id6 6ta példaként szolgél a fiatalabb nemze-
déknek.

Cséaszér Akos tudoméanyos eredményeiért, iskolateremts tevékenységéért, vala-
mint a matematikai fels6oktatdsban és a matematikai kozéletben végzett kiemel-
ked6 munkassagaért szamos kitiintetésben részesiilt. 1962-ben Akadémiai Dijat,
1963-ban Kossuth-dijat kapott. 1983-ban neki itélték a Szele Tibor Emlékérmet.
1984-ben elnyerte a Munka, Erdemrend Arany fokozatat, 1992-ben az ELTE ara-
nyérmét, 1994-ben a Magyar Koztarsasagi Erdemrend Kozépkeresztjét. 1981-ben a
Csehszlovak Tudomanyos Akadémia Bolzano aranyéremmel tiintette ki.
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CSASZAR AKOSNAK 75. SZULETESNAPJAN

PETRUSKA GYORGY

Csaszar Akos matematikusi munkassaganak még oly vazlatos attekintése is csapat-
munkét igényel, kiilonosen, ha a ,matematikus” jelz6t annak megfelelGen értelmez-
ziik, ahogy & ezt a hivatdst betolti. Hiszen matematikusként dolgozott és dolgozik
ma is tucatnyi bizottsdgban, testiiletben, matematikusként végzi tudoményos ku-
taté munk4jat.

E rovid irdsban egy szegmens, a tanszékvezet6i munka méltatasara szoritko-
zom, mégpedig — a szubjektivitds veszélyét is vallalva — sokkal inkdbb személyes
emlékekre és tapasztalatokra, mint hivatalos dokumentumokra tdmaszkodva.

Csaszar Akos 1946 6ta egyetemi oktat6, kezdetben a Budapesti Miiszaki Egye-
temen, majd 1952-t6] tanszékvezets az ELTE Természettudomanyi Karan. Melyik
tanszéken is? A tanszék hivatalos neve t6bbszor is valtozott, most éppen Analizis
Tanszék, de ha valakivel gyorsan és pontosan tudatni akarom, hogy hol dolgozom,
ma is legegyszeriibb tgy valaszolni, hogy a Csaszar-tanszéken.

1957-1994 kozott egyetemi tanar, 1994 6ta Karunk emeritus professzora.
A tanszéket megalakuldsatol 1992-ig vezeti, ez bizony aranyjanosi értelemben tobb
mint egy emberdlts. E hosszt id6 nem csak orszdgunk, de az egyetem, a kar éle-
tében, a matematikai kozéletben sem volt éppen a csendes, nyugodt meditici6é
korszaka. Csaszar Akos a viharok, megrazkédtatasok kozepette is dgy iranyitotta
a tanszéket, hogy annak tudoményos és oktatéi tekintélye novekedjék. Annak ide-
jén a tanszék oktatéi ezt magétdl értet6dének tartottak, mint ahogy azt is, hogy
jol érzik magukat a tanszéken, véleményiikre leginkabb vezet&jiik figyel oda. Amit
akkor mint természetesen adottat fogadtunk, a mabdél visszatekintve lehetetlen tel-
jesitménynek tiinik fel, csodalkozva kérdezhetjiik, hogy lehetett ezt elérni?

Nem hiszem, hogy a j6 vezetsSk titkat teljesen meg lehetne fejteni, ez valahol
mélyen a jellemben gybkeredz6 képesség, mégis igyekezniink kell, hogy minél tébbet
eltanuljunk télik.

Egyetemi mitkodését (is) néhany nagyon egyszer( (csak éppen sokszor nagyon
nehezen kovethetd) elv szerint rendezte el: az emberi tisztesség, a tudomanyos kuta-
t61 és az egyetemi oktat6i hivatds mélységes tisztelete, a koz odaadé, faradhatatlan
szolgélata, a tanszéki munkatarsak megbecsiilése.

A nagyon magasra &llitott mércéhez mindig és minden korillmények kozott
ragaszkodik. Szerencsére masokkal szemben sokkal megért6bb, gyengeségeinket tii-
relemmel elviseli. Tudja és érzi, hogy sajat példajanal jobb nevels ers nem létezik.
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Mar az én hallgat6é koromban is hires volt rendithetetlen nyugalmarol. Nyugal-
mat taldn az alapozta meg, hogy tudta, a tanszék élén lényeges kiildetést teljesit.
Matematikai ismereteink szélesitése, az ismeretek dtaddsa mindennél fontosabb,
ehhez képest egyetemi viharok, tanszékek kozotti torzsalkodéasok, poziciéharcok,
intrikdk, rdgalmak és méltatlan tdmadasok mind-mind elhanyagolhaté semmisé-
gek. Ez adott a tanszék szamaéra bels6 biztonsigérzetet, ennek kdszonhets, hogy a
tanszéket nem hasogatta szét érdekellentét, vilagnézeti kiilonbség, ellenszenv vagy
alantassag. Az, hogy a tanszékt6l magas szakmai teljesitményt kovetel, az 6 példa-
jabol volt mindenki szdmaéra vildgos, ugyanakkor minden beosztottjat arra 8sztd-
nozte, hogy sajit egyénisége szerint épitse palyafutdsat, és ehhez minden segitséget
megadott.

A tanszékre Gj oktaték soha sem a vezets egyéni és kizar6lagos valasztasa
alapjan keriiltek be. Azoknak a munkatdrsaknak a véleményére tamaszkodott, akik
a jeloltet a legjobban ismerték. Csaszar Akos a tanszéket inkdbb épitette, mint
vezette, és az épiilet fundamentuma a tobbi oktatéval kialakitott kslecsénds bizalom.
A vezetés szaméra a kozosség, és ezen keresztiil a tudomény szolgélatat jelenti, és
nem a hatalom gyakorlasat vagy éreztetését.

Matematikus nemzedékek sora tanulta téle az analizist, a topolégiat, a valés
fiiggvénytant. A kristalytiszta felépités, a matematikai gondolatok pontos elemzése
jellemzik oktatéi egyéniségét, mely azokban a hallgatékban is mély nyomot hagy,
akik kés6bb més targyakban folytatjak kutatéi palydjukat. Analizis tankdnyve
allando hidnycikk, eddig minden utdnnyomads két nap alatt elfogyott. Tanitvanyait,
beosztott oktatéit ,csdszdrmorzsdnak” nevezték a hallgaték, ha dicsérni akartdk
Gket.

Mit mondhatndnk még? Taldn most egy kicsit szidni is kellene az iinnepeltet:
Akos, miért is vagy mar 75 éves? Sokkal jobb lenne, ha most is te vezetnéd a
Tanszéket.
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CSASZAR AKOS TEVEKENYSEGE A BOLYAI
TARSULATBAN

KATONA GYULA

Csaszar Akos hihetetleniil sokat tett Tarsulatunkért. 1949 6ta tag. Kezdeti tevé-
kenységérsl sajat korom miatt nem tudhatok sokat, de a kés6bbiek alapjan fel-
tételezem, hogy méar akkor is sokat dolgozott a Tarsulatért. 1965-ben véalasztottak
fotitkarrd, és ezt a sok munkaval és felelgséggel jaro feladatot 1980-ig latta el. Utdna
10 évig volt a Tarsulat elntke, 1990 6ta pedig tiszteletbeli elnske. Tehat 25 évig
kellett igen aktivan foglalkoznia a Té4rsulat apr6bb-nagyobb iigyeivel. Nincs olyan
magyar matematikus, aki csak hasonléan sokat tett volna Tarsulatunkért, mint 0.
Amiéta ,csak” tiszteletbeli elntk, azéta is rendszeresen jar az iilésekre, bolcs, va-
l6ban megfontolt tandcsaival aktivan segiti a munkit, és az elntk hidnya esetén
mindig Ot kérjiikk meg az iilés levezetésére.

Cséaszar Akos az idedlis elnsk. A vita végén kitinGen foglalja azt 6ssze, pil-
lanatok alatt képes a valaszthaté varidnsok szétvalasztasara. Tudja mikor kell a
kérdést szavazasra feltenni, és mikor kell a nyilvanval6 egyetértés miatt ,fejbélin-
t4s” utdn tovibbmenni. Mindig pontosan emlékszik a Téarsulat legut6bbi alapsza-
balyaban és iigyrendjében foglaltakra. (Hja, volt ideje megtanulni!) Szamomra a
legcsodalatosabb, és leginkabb kovethetetlen az, hogy mondanival6jat mindig pon-
tos, kerek mondatokban képes el6adni. Nem csak a gondolat hajszélpontos, hanem
a megfogalmazas is. Mondatait sose kell Gjrakezdeni, mindig be tudja fejezni a mon-
datot gy, ahogy elkezdte. Ebbsl arra kell kovetkeztetnem, hogy a mondat elején
mar tudja a mondat végét is. Mindehhez jarul még szép, erételjes hangja. Ezt is
irigylem, de nem csoddlom annyira, hiszen ez sziiletési adottsag. Talan a pontos
fogalmazas képessége is?

De nem csak pontosan fogalmazott, hanem ugyanilyen pontosan dolgozott
is. Szamtalan bizottsagnak voltunk egyiitt tagjai. O volt az, aki mindig késziilt,
mindig odafigyelt. A feladatokat nem halogatta, hanem elvégezte. Lényeges 1j
szempontokat vett észre. Es ami taldn a legjellemz6bb ra, sosem engedte, hogy
valamilyen ,szent cél” érdekében szabilytalansagokat kévessiink el.

Ha ez eredményeimen nem is latszik, a tdrsulati munka legttbb teriiletén
példaképem.
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CSASZAR AKOS MATEMATIKAI MUNKASSAGA

MAKAI ENDRE

Orommel teszek eleget a szerkeszt6bizottsag kérésének, hogy Csaszar Akos ma-
tematikai munkdssagdrél ismertetést irjak. Jelen cikk a Juhész Istvan-Petruska
Gyorgy 4ltal a Matematikai Lapok 23. évfolyam&ban megjelent hasonlé cikk foly-
tatdsdnak tekinthetd, és az azoéta eltelt idGszak eredményeit oleli fel (az iroda-
lomjegyzék szdmozasadban az [5] konyvt6l, ill. az [59] cikkts] kezdve), a jelen cikk
megirdsdnak kezdetéig.

Az [5] konyv a magyar nyelvi [4] konyv forditdsa, bizonyos kiegészitésekkel.
Szemléletén erGsen latszik a szintopogén struktirdk elméletének hatésa, amennyi-
ben a topologikus, szomszéds4gi és uniform tereket parhuzamosan targyalja, &mbéar
a szintopogén struktirdk maguk nem szerepelnek benne. A kozel 500 oldal terje-
delmi konyv alapos bevezetést nyiijt az dltalanos topolégidba, és sok témaban igen
messzire eljut.

A [6] konyv egyetemi tankonyv, a bevezetd analizis és val6s fliggvénytan té-
makoréb6l, mig [67] a szogfiiggvények bevezetésének problémakorét targyalja, egy
preciz felépitésben.

* * *

Csaszar Akos [59]-t6] [124]-ig terjeds idegennyelvi cikkeit a tovdbbiakban bi-
zonyos témacsoportok szerint ismertetjiik. Ezek, sorrendben, a kvetkez6k lesznek:

1) Valos fiiggvénytan; 2) uniform terek; 3) bitopologikus terek; 4) szintopogén
terek; 5) C(X) fiiggvényhalmazok; 6) folytonos fiiggvények félcsoportjai; 7) topo-
logikus terek; 8) kvaziuniform terek; 9) merot6pidk és ezekkel kapcsolatos egyéb
struktirak. A valés fiiggvénytan kivételével a tobbiek sorrendje bizonyos id6beli
sorrendet is tiitkroz.

1. Valés fiiggvénytan

[65]-ben Laczkovich Mikléssal egy X halmazon értelmezett valés fiiggvényekre a
diszkrét és egyenl6 konvergencia fogalmat vezetik be. Az f: X — R fiiggvény az
fa: X — R fiiggvényeknek egyenls limesze, ha Je, > 0, €, — 0, hogy Vo € X
Ing(z), hogy n > no(z) esetén |fn(z) — f(x)] < én, ill. diszkrét limesze, ha
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ugyanez a feltétel £, = 0 esetén teljesiil. Ha most & C RX (= az X-bsl R-be
mené Osszes filggvények halmaza) egy fiiggvényosztaly, akkor ®*, ¢, ®¢ jelsli a
®-beli fiiggvények sorozatainak pontonkénti limeszei, egyenl6 limeszei, ill. diszkrét
limeszei halmazat. A szokasos Baire klasszifikdci6 analégidjara lehet definidlni a 3L
egyenld és 3? diszkrét Baire fiiggvényosztalyokat, ahol @ < w; rendszam. Ha &
az X-en egy topolégidra a folytonos fiiggvények halmaza, ill. ennél 4tlaldnosabban
kozonséges, teljes figguényosztdly (azaz ® RX -nek, azaz az dsszes X-b6l R-be men6
fiiggvény halmazanak a kontansokat tartalmazé részgyfirtije és részhaléja, amely
seholsem elt@ing elemei reciprokait is tartalmazza, azonkiviil zart az egyenletes
konvergencidra), akkor <I>‘(.fl) = &, (ahol ®, a szokdsos Baire osztélyokat jelenti,
a ®-bdl kiindulva). Ugyanezen esetben a <I>‘(.,dl) filggvényosztalyt is jellemzik. Ha @
az X-en egy topoldgiara folytonos fiiggvények halmaza, <I>(le) = <1>§‘“, és bizonyos
topolégidk esetén karakterizaljsk ezen fiiggvényhalmazt.

[69]-ben ugyancsak Laczkovich Mikléssal egy X halmazon egy ® kozonséges és
teljes fiiggvényosztalyt vizsgdlnak. A Borel halmazosztalyok és ezeknek megfelels
Baire fiiggvényosztalyok kapcsolatanak vizsgdlata utdn minden a < w; rendszamra
tudjék jellemezni a 35 figgvényosztéalyt. A 3 fiiggvényosztélyra, a = 3 + 1
esetén teljesiil @5 C Q(ﬁ‘ll C ®p41 (mig 4ltaldban &, C <I>£,dl) sem teljesiil). Ezek
[65] megfelels allitasait élesitik.

[95]-ben megint Laczkovich Mikl6ssal kozosen egy X halmazon egy @ kozonsé-
ges és teljes filggvényosztalyt vizsgélnak. Definidlnak a < w;-re médositott Baire,
egyenl6 Baire és diszkrét Baire fiiggvényosztalyokat, ahol a definiciéban a limesz
rendszam esetén van eltérés az eredetit6l. Ezen fiiggvényosztalyok a < w esetén
az eredetiekkel megegyeznek, a > w esetén az a-dik eredeti filggvényosztaly az
(a+1)-dik mé6dositott fiiggvényosztéllyal egyezik meg ((I>ff) esetén csak o = B+ 1-
re). Ezek kicsit természetesebb definici6k, a rdjuk vonatkozoé 4llitasok egyszertibbek,
és a Borel-halmazokkal val6 kapcsolatuk is egyszeriibb. Belatjak, hogy a médositott
a-dik diszkrét Baire-osztaly egyenletes konvergenciara val6 lezarasa a médositott
a-dik Baire-osztdly. Karakterizdljak a médositott a-dik diszkrét Baire-osztalyt és
a = 3+1-re az a-dik egyenl6 Baire-osztalyt. gy az eredeti <I>ff) fiiggvényosztalyokat
tudjak karakterizalni, @ = 3 + 1 esetén.

[96]-ban a kovetkez6 kérdés analégja van vizsgdlva. Ha Y egy metrikus tér,
és B C Y, akkor tekinthetjiik a C(Y) és C(B) halmazt (Y-on, ill. B-n folytonos
val6s fiiggvények halmazat). Ezekre C(Y)|B C C(B), és vizsgéalhat6 az egyenlség
esete, azaz hogy mikor lehet folytonos valds fiiggvényeket B-r6l X-re kiterjeszteni.
Tovéabbé az analég kérdés felvethet az a-dik Baire fiiggvényosztaly esetére is. A
cikkben ennek analégidjira egy X halmazon egy ® kozonséges és teljes fiiggvé-
nyosztalybol indul ki. Legyen P(®) = {{x € X|f(z) <c}, {z € X|f(z) > c}|f €
®,ce ]R}, és tekinti egy A C X esetén a Py = P(®)|A halmazrendszert, azaz
P(®)-nek A-ra valé megszoritdsat. Ezutan legyen ®(Pp) = { fERAVcER {z €
X|f(z) <c}, {z € X|f(z) > c} € 730}. (Ezek a fenti C(Y'), az Y-beli ill. B-beli
zart halmazok, és C'(B) analégjai.) ®o = ®(Py) is koztnséges teljes fiiggvényosztaly,
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és vizsgalja a médositott a-dik Baire-osztalyt, egyenls Baire-osztalyt, ill. diszkrét
Baire-osztéilyt, ®-re, ill. ®p-ra. Egy ilyen, ®-re vonatkozé osztilyban levs fiigg-
vény megszoritasa A-ra ugyanolyan tipusi, ®o-ra vonatkozé a-dik osztalyban van.
Forditva, egy ilyen, ®¢-ra vonatkoz6 osztélyban levé fiiggvény X-re val6 kiterjesz-
tésének lehet&ségérsl bizonyit tételeket. A tételekben vagy olyan feltétel van, hogy
A egy alkalmas Borel-halmazosztalyban legyen, vagy pedig ha A tetsz6leges, akkor
a kiterjesztett filggvény az (a+ 1)-edik ugyanolyan tipusa fiiggvényosztalyban van.
Ezenkiviil a-ra is esetenként vannak megszoritasok.

[103]-ban és [105]-ben (amelyek koziil a masodik cikk az elsének kis korrekci6jat
is tartalmazza) additiv halmazfiiggvényeket vizsgél. Legyen A egy halmazrendszer
egy X halmazon. A metszet félhalé, ill. halo, ill. gytird, ha A;, A2 € A esetén
A1NAs € A,ill. A1nAs € A, AjUAs C A, ill. még ezeken kiviil A;\ A2 € A. Legyen
R az A-t tartalmaz6 legkisebb halmazgyfr{i X-en, és ¢: A — R val6s filggvény. Azt
vizsgélja, mikor van p-nek additiv ¢: R — R kiterjesztése. Ha A hal6, ennek ismert
sziikséges és elégséges feltétele (1) (A1 UAs) = (A1) +p(Az) — (A1 NAz), és (2)
0 € A= ¢(0) = 0. Ha A metszet-félhals, akkor a sziikséges és elegendd feltétel a
kovetkez6: (1) jobboldaldnak értéke csak A; U A,-t6l fiigg, és hasonl6 szitaformula
jellegti feltétel minden n > 2-re, és (2).

2. Uniform terek

Az uniform terek és kozottilk az egyenletesen folytonos leképezések a metrikus te-
reknek és kozottiik az egyenletesen folytonos leképezéseknek dltaldnositdsai. Mivel
az uniform tereknek késGbb tobbféle dltalanositdsa fog szerepelni, a késébbi hivat-
kozasok kedvéért itt megadjuk az uniform terek definici6jat. Egy uniform tér egy
(X,U) par, ahol X egy halmaz, U X x X-en egy filter, amelyre a kvetkez6 axiémak
teljesiilnek:

(U1:VUEUUD A = {(z,z)|z € X} (=4tlo)

(U2): U eU=U"" el (,szimmetria”)

(U3): U eU =3U; €U, U, oUy = U} C U (,haromszdgegyenl6tlenség”).
(U C X2%re U™ = {(z1,22)|(z2,21) € U}, és U,U; C X%re Uy o Uy =
{(ml,zz) € X?%|3z' € X, (z1,2') € Uy, (2',22) € Uy.) U szepardlt, ha NU = A.
(Ha csak (U1), (U3) teljesiil, kvdziuniform térrél beszélink; ha csak (Ul), (U2),
szemiuniform térrél.) Egy f: (X,U) — (Y,U) leképezés egyenletesen folytonos, ha
VeV = f}(V) € U. Példaként egy (X,d) metrikus tér uniform struktiréja az az
U filter, melynek bazisa {U.|c € (0,00)}, ahol U. = {(z1,22)|d(z1,22) < c}. Egy
(X,U) uniform, vagy kvaziuniform tér topol6gidja egy € X pontban a kovetkez6
kornyezetbazissal rendelkezik: {Uz|U € U}, ahol Uz = {a'|(z,2") € U}. (Altals-
ban A C X-re U(A) = {2'|3z € A, (z,2') € U.) Egy (X,U) uniform tér teljes, ha
'benne minden Cauchy filter konvergens (ekvivalensen: van torl6d4si pontja), ahol
egy F filter Cauchy, haVU e Y IF € F, F x F C U.
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Ezek utén ratériink [62] ismertetésére. Ebben a teljesség fogalméanak kiilsnféle
erGsitéseit vizsgalja. Egy (X,U) uniform tér hipertere (2% \ {0},V), ahol 2X X
hatvanyhalmaza, és V bazisa {{(4,B)|A,B C X, B C U(A), A C UB)}|U €
u } (Ez a formula a metrikus tér részhalmazain értelmezett Hausdorff tavolssg
definici6javal anal6g.) (X,U) szuperteljes, ha hipertere teljes. A Cauchy sziir6k
fogalmanak 4ltalanositdsa a stabil sz{ir6, mig ennek 4ltaldnositdsa a Corson-sziiré.
Az F X-beli szfir6 stabil, ha YU € U ﬂ{U(F)|F c f} € F, ill. Corson-féle, ha
YUeUTAC X,AXA CU,VF € F FNA # 0. (X,U) er6sen teljes, ill. ultrateljes,
ha minden stabil, ill. Corson-féle sztir6nek van torl6dési pontja. Egy uniform térre
fennéllnak a kvetkezs implikdciok: kompakt = ultrateljes = szuperteljes = er6sen
teljes = teljes. Karakterizalja az ultrateljes uniform tereket, és azon szeparalt
uniform tereket, amelyeknek teljes burka erGsen teljes, ill. ultrateljes.

3. Bitopologikus terek

[64] egy konferenciakstetben egy kivonat, tartalmi ismertetését illetGen utalunk a
Juhész—Petruska cikk 233. oldaldra, az [53] ismertetésére (ott [59]-cel jelslve).

4. Szintopogén terek

A Csaszar Akos éltal bevezetett szintopogén terek a harom klasszikus topoldgiai
struktirafajta, a topol6gidk, az uniformitdsok is a (Jefremovics) szomszédsigok
kdzos altaldnositisa.

Mivel a szomszédsagi struktirdk kevésbé ismertek, valamint késébb 4ltalanosi-
tasukra is sor keriil, definidlni fogjuk 6ket. Példaként emlithetjiik az (X, d) metrikus
teret, ahol A, B C X szomszédos, ha a d(A, B) tavolsdguk 0. Ennek anal6gisjara
egy (X,U) uniform térben A, B € X szomszédos, ha VU €¢ U U(A)N B # 0.
Egy maésik példa egy X normaélis topologikus tér, ahol A, B C X szomszédos, ha
ANB#0.

Egy Jefremovics szomszédsagi tér egy (X,8) par, ahol X halmaz, é relacié a
2X hatvanyhalmazon (kozelség), amelyre a kovetkezs axiémak teljesiilnek, ahol §#
a 6 tagaddsat jelenti:

(P1): 04X

(P2):Vz € X {z}6{x}

(P3): A6B, ACA',BC B'=> A'6B'

(P4): A1 #B, A2 B = (A1 U Az)#B

(P5): A6B = B6A

(P6): A§B = 3A',B'AuB' =X,
AgA', B'§B (,normalités”).
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Cech-szomszédsdgrol beszéliink, ha (P6)-ot elhagyjuk. Egy Jefremovics szomszéd-
sag topolégidjanak definicija: z € A4 <= {x}6A. (Megjegyezzilk, hogy Cech-
féle szomszédségbdl kiindulva ugyanez a formula nem definidl topolégidt, csak
egy Cech-féle lezdrdst, azaz egy 2X — 2% leképezést, amelyre § = 0, A C A,
AjUAy = A; U Ay.) Példaul egy adott X Tyihonov Ty topolégiat indukalé Jef-
removics szomszédsagok kolcsontsen egyértelmtien megfelelnek az X tér Hausdorff
kompaktifikdciéinak. Az f:(X1,61) — (X2, 082) leképezés az (X1, 61), (X2, 02) (vala-
melyik fajta) szomszédsagi terek kozott szomszédsagtarto, ha A6y B = f(A)d2 f(B).

Ha A§B, akkor X \ B-t A szomszédsagi kornyezetének mondjuk, jelben A <
X \B. Erre a < relaciéra természetesen 4tfogalmazhatok a fenti (P1)—(P6) axiémék.
Ha (P5)-6t elhagyjuk, és viszont (P1), (P4) dualis form4jat is feltessziik (amikoris a
kvéaziuniform terek analégidjara kvdziszomszédsdgrol beszéliink), az atfogalmazott
axiomék a topogén tér definici6jat adjak. (Megjegyezzik, hogy djabban az ezzel
ekvivalens kvaziszomszédsag elnevezés inkabb elterjedt.) Tehat (X, <) topogén tér,
ha < relaci6 2%-en, amelyre

(T1):0<0, X <X

(T2): A< B=ACB

(T A cA< BB =sA<H

(T4): A1 < By, Ay < By=> A1NAy; < By ﬂ‘Bz, A1 UA; < By UB,

(TS5 A< B=3C, A<C<B.

Ha (T5)-6t elhagyjuk, a topogén rendezés fogalmat kapjuk.

Egy szintopogén struktira egy X halmazon < topogén rendezéseknek egy S
csaladja, amelyre teljesiil

(S1): <", <"e S=>3<€S5,A<'B=>A<B,A<"B= A<B (azaz <
finomabb <’, <”-nél)

(82):<eS8=33<'€S, A< B=33C, A< C < B,

A szintopogén struktirdk koziil egyesek (lényegében) koélcstndsen egyértel-
miien megfeleltethet6k a topologikus, ill. uniform, ill. Jefremovics-féle szomszéd-
sagi tereknek, Ggy, hogy az azok kozotti folytonos, egyenletesen folytonos, szom-
. szédségtart6 leképezések (1ényegében) a megfelels szintopogén terek kézstt termé-
szetes médon definidlt szintopogén folytonos leképezéseknek felelnek meg, kolcso-
nosen egyértelmtfen. (f:(X1,81) — (Xa2,82) szintopogén folytonos, ha V <2€ S
3 <1€81, A<z B=> f~1(A) <1 f71(B).)

Ezek utan r4 tudunk térni a szintopogén terekkel foglalkozé dolgozatok ismer-
tetésére.

[59]-ben transzforméciécsoportokat vizsgal, azaz egy X halmazt egy I' csoport-
tal, melynek elemei X-nek bizonyos bijekci6i dnmagéra, ahol a csoportmtivelet a
kompozici6, és a csoportegység az identikus transzformaci6. Felteszi, hogy I' tran-
zitiv, azaz 1,22 € X = 3y € I, y(z1) = x2. Erre példa egy X = I' csoport,
ahol egy 29 € X elem az z — zgz bijekci6t indukalja. Ha X-en van egy I-invaridns
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struktira, amely egy masik, ,egyszeribb” struktirat indukal, akkor természetes el-
varni, hogy ez is I'-invaridns legyen. Forditva, megkérdezhets, hogy egy I'-invaridns
struktira X-en indukidlhat6-e I'-invaridns ,bonyolultabb” struktiraval. Egy topo-
logia, ill. Jefremovics-szomszédsag I-invarians, ha Vy € I' homeomorfizmus, ill.
szomszédsagi izomorfizmus. Egy uniformités I'-invaridns, ha van bézisa I'-invaridns
U halmazokb6l (azaz Vy € T (z1,22) € U <= (y(21),7(z2)) € U). Egy d psze-
udometrika (azaz olyan val6s fiiggvény, amely teljesiti a metrika axiémait, kivéve
d(z1,23) = 0 = x; = wp-t) T-invaridns, ha Vy € T d(z1,z2) = d(y(z1), 7(2)).
Elégséges (és tobbnyire sziikséges) feltételeket ad I-invaridns topolégia indukdlha-
tésdgéara I-invaridns Jefremovics-szomszédsaggal, ill. uniformitéssal, és I'-invaridns
Jefremovics-szomszédsag indukalhat6sagara I'-invarians uniformitassal. Minden I'-
invaridns ¢ uniformitas indukalhat6 I'-invaridns pszeudometrikdk egy {d.|a € A}
halmazaval, azaz a {{(wl,xz)lda‘.(xl,xz) <ed =1y omineN oy ..5.0: € A,
£> 0} halmazrendszer U-nak egy bézisa.

[61]-ben a szintopogén csoportokrél sz6l6 korabbi vizsgalatait ([52], [56], [57],
(58], ismertetve a Juhdsz—Petruska cikk 232-233. oldal4n, [55], [60], [61] szdm alatt)
terjeszti ki a fentiekben emlitett transzformaciécsoportok esetére. Egy rendezés-
struktira az X halmazon topogén rendezéseknek egy nemiires csaladja, amely csak
a fenti (S1).axiémat elégiti ki. Vizsgal (X,I') transzforméci6csoportokat, és X-
en szintopogén, ill. rendezésstruktirdkat. Egy R rendezésstruktira I'-invaridns, ha
<€ R és vy € T" esetén A < B <= v(A) < v(B). Ezen fogalom felhasznaldsaval
moédszert ad a [-invaridns halmazokbdl all6 pszeudouniformitds bazisok elGallita-
sara. (Egy pszeudouniformitds X x X-en csak (Ul)-et kielégité filter.) Ilym6don
bizonyitdsokat nyer a szintopogén struktirdk elméletének segitségével az [59]-beli
allitasokra is.

Jol ismert, hogy két normalis topologikus tér szorzata nem feltétlen normalis.
[72]-ben meglep6 médon megmutatja, hogy a szintopogén terek kérében més a hely-
zet. A normalitds definici6jat a topologikus terek normalitdsadnak egy, a topogén
rendezések nyelvére val6 leforditdsa adja. Egy X topologikus térhez hozzarendelt
topogén rendezés a kovetkez6: A < B <= A C int B. A normalitds a kovetkezs-
képpen irhat6 fel ennek segitségével: 3C, A Cc C Cint B= 3D, ACintD, D C B,
azaz

(1) A(<® o0 <)B = A(< 0 <°)B,

ahol A <¢ B <= X \ B < X \ 4, és o a szokdsos reldci6-kompoziciét jelsli (1.
a 2.§-t). Egy topogén rendezés normalitdsat (1)-gyel definidlva, egy S szintopogén
struktdira normdlis, ha van egy vele ekvivalens S’ szintopogén struktira (azaz ko-
z6s az alaphalmazuk, és azon az identikus leképezés mindkét irdnyban folytonos),
amelyre <€ 8§’ = < normélis. Az § szintopogén struktira gyengén normdlis, ha
<ES =3I <€ S, A(K° 0 <)B = A (<1 o <{)B. Az (X;,S;) szintopogén struk-
tarak szorzata az (egyik) legdurvabb (J] Xi,S) szintopogén struktira, amelyre a
[1 X: — X, projekcik mind folytonosak, ahol (X,S) durvdbb (X,S’)-nél, ha az

19



identikus leképezés X-en (X,S’) — (X,S) folytonos. Belatja, ha (X;,S;) (gyen-
gén) normélis, akkor szorzatuk is ugyanilyen tulajdonsagi.

[70]-ben zéré-halmaz tereket (més néven kozéré-tereket) vizsgél. Ezekre példa
egy metrikus, vagy &ltaldnosabban ttkéletesen normélis topologikus tér zart hal-
mazainak rendszere. (X, Z) zér6-halmaz tér, ha Z C 2X (amelynek elemeit zéré-
halmazoknak, és ezek komplementereit kozéré halmazoknak nevezziik), és teljesiil

(Z21): 0, X € Z
(22): Z1,Zo € Z=>Z1UZy € 2

(Z3): Z, € Z(ieN)=>NZ €2

(Z4): Z€ Z=>3Z; € Z(i€N), X\Z =10 Z
(,tokéletesség”)

(Z5): Z1,2Z5 € Z, Z1 NZy =0 = 3C,,Cs, X\C;e2,Z;CcC;,CinCa =9
(,normalitas”).

f:(X1,21) — (X2, 2;) zér6-halmaz leképezés, ha Zy € Z5 = f~1(2,) € 2.

(Megjegyezziik, hogy a zér6-halmaz terek és az 1.§-ban emlitett kozonséges és
teljes fiiggvényosztalyok kozott van egy bijekcio: az 1.§, [96] ismertetésében leirt
® — P(®), és Po — ®(Py) hozzarendelésekkel. Tovabba (X, Z) zér6-halmaz tér
pontosan akkor, ha van X-en egy uniformitds, amelyre az egyenletesen folytonos
fiiggvények zéré-halmazainak rendszere Z.) Hasonl6an, mint [72] ismertetésében
egy topol6gidhoz egy topogén rendezés van hozzarendelve, egy (X, Z) zér6-halmaz
térhez hozzarendel egy (X, <) topogén teret: A < B <= 3C, A Cc C C B,
X\C € Z.Ez egy beagyazasat adja a zér6-halmaz terek osztalydnak a topogén terek
osztalydba. Karakterizélja az igy kapott topogén tereket, vizsgélja az el6bb emlitett
bedgyazasnak egy bal-inverzét, amely az (X, <) topogén térnek megfelelteti az
(X, Z) zér6-halmaz teret, ahol Z = {f~1(0)|f: (X, <) — (R, <*)}, ahol 4, B C R-
re A <* B <= Je > 0, (A e-kdrnyezete)C B. Tovabba a fentebb kapott topogén
terek osztdlydnak az Osszes topogén tér osztdlyaval valé kiilonféle kapcsolatait
vizsgélja.

[74]-ben [70] vizsgélatait fejleszti tovabb. Mivel egy topogén tér szintopogén
tér is, igy [70] szerint a zér6-halmaz terek osztélya bedgyazhaté a szintopogén terek
osztalydba is. Ennek is vizsgalja egy balinverzét (a fenti balinverz kiterjesztését),
amely az (X, S) szintopogén térnek megfelelteti az (X, Z) zéré-halmaz teret, ahol
Z={f10)f:(X,S) = (R,{<c |¢>0})}, ahol 4,B C Rye A<, B <= (A ¢
kornyezete) C B. A bedgyaz4is képenként kapott szintopogén terek osztdlydnak az
Osszes szintopogén terek osztdlyaval val6 kapcsolatait vizsgalja, kiterjesztvén [70]
eredményeit. Vizsgal a zér6-halmaz terek korében kiilonféle operacickat.
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5. C(X) fiiggvényhalmazok

J6l ismert a C(X) (X-en folytonos valés fiiggvények) fiiggvénygytirtiknek Gelfand-
t6l szdrmazo karakterizdci6ja a Banach-algebrak korében, X kompakt T3 terek ese-
tén. [63]-ban egy ezzel analég helyzetet vizsgéal. Legyen X teljesen regularis tér; ek-
kor jol ismert kdlcsdndsen egyértelmii és rendezéstarté megfeleltetés van az X tér Y
T> kompaktifikdciéi(nak ekvivalencia osztélyai), valamint C*(X) = {f|f: X — R,
f korldtos} olyan & részhalmazai kozott, amelyekre a) {X \ f~1(0)|f € ®} X-
nek bézisa, b) ® zart az egyenletes konvergenciara, c) ® tartalmazza a konstans
fiiggvényeket, d) ® a pontonkénti miveletekkel gyfirti (vagy vektortér és hals). Az
Y-hoz hozzarendelt ® a C(Y)|X fiiggvényhalmaz. Itt ®; < @3 <= ®; C Do, és
Y1,Ys T, kompaktifikdcidkra Yy <Y, <= 3f: Y5 — Y}, f X-en identitas (és Y1, Y>
ekvivalens, ha Y] <Y, <Y)). Tovabb4 ezek szintén kolcsonssen egyértelmi kapcso-
latban édllnak az X-en levé és X topol6gidgjat indukalé prekompakt uniformitasokkal
(azaz YU € U In, FA,,...,An, X = CJA,-, A; x A; c U); mégpedig a szébanforgé
kompaktifikdciok ezen uniformitasok teljes burkai. Célja ezen eredmény atvitele a
C(X) = {f|f: X — R} fiiggvényosztalyok esetére, a ® fiiggvényhalmazra tett, al-
kalmas operacickra val6 zartsag feltételezésével. Az X-et tartalmazé Y bovitéseket
(azaz X C Y, X sfird Y-ban) most a redlkompakt terek (azaz R hatvanyainak
zart alterei) osztalyabol keresi, amely osztdly a C(X) fiiggvényhalmazokhoz ugy
viszonyul, mint a kompakt 7% terek osztdlya a C*(X) fiiggvényhalmazokhoz. Egy
& € RX fiiggvényosztaly kompoziciézirt (erésen kompoziciézdrt), ha barmilyen I
indexhalmaz és barmilyen f; € ® (i € I) esetén, tekintve az F' = (f;): X — R’ le-
képezést (amelynek i-edik koordinét4ja f;), barmely g: F(X) — R (g: F(X) — R)
esetén go F' € ®&. & erdsen kompoziciézart akkor és csak akkor, ha van egy 7 to-
polégia az X halmazon, amelyre C((X,7)) = ®. Egy X teljesen regularis térre
® c RX CO(Y)|X alaki, X-nek egy Y redlkompakt bévitésére, akkor és csak ak-
kor, ha ® C C(X), {X \ f~1(0)|f € ®} X-nek bazisa, és & kompozici6zért. Ez az
Y — ® megfeleltetés ugyancsak kslcsondsen egyértelmti az Y redlkompakt bévi-
tések (ekvivalencia osztalyai) és a fenti tulajdonsagi @ figgvényhalmazok kozott,
tovabbé rendezéstarté, a kompaktifikici6knal megadott értelemben. Végiil az X
teljesen reguldris tér dsszes redlkompakt b6vitését megkonstruélja bizonyos, X-en
lev6 uniform struktarak teljes burkaiként. A szébanforgé uniform struktirdk a ko-
vetkez6k: X topolégidjat indukaljak, maguk valos filggvényosztalyok altal indukalt
gyenge uniformitdsok, tovdbba a teljes burkukra folytonosan kiterjeszthetd valés
fiiggvények rajtuk egyenletesen folytonosak.

[66]-ban a ktvetkezs kérdés van tovdbb vizsgdlva. Legyen egy X halmazon
(vagy topologikus téren) megadva egy ® C R* (& C C(X)) fuggvényosztaly. Kér-
dés: mikor lesz ez C((X,7)) alaki, ahol 7 egy topolégia X-en, illetve C(Y')|X
alakid, ahol X C Y, Y topologikus tér, ill. X C Y, Y topologikus tér, X =Y.
A korabbi, ezekre vonatkoz6 eredményeket dltalanosabb formaban hozza. A ka-
rakterizaci6kban részben kiilonféle kompozici6-zartsag tulajdonsédgok szerepelnek,
[63] analégidjéra. Egy masik tipust jellemzés: & C RX C((X, 7)) alaki <= &
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a pontonkénti miveletekkel gytr(, amely a nem-elttin§ elemeinek reciprokait is
tartalmazza, és f; € ® (1 € I), g; € ® (j € J), supf; = infg; = sup f; € ®.
(® = C((X,T))-re {z|sup fi(z) > c}, {z|inf g;(z) < c} nyiltak, igy a feltétel
sziikséges). Végiil gytrtikre ad szilkséges és elégséges feltételeket, hogy izomorfak
legyenek fiiggvénygytriikkel, ill. C(X), C(Y)|X alaki fiiggvénygyfirtikkel.

[83]-ban megint ® C C(X) fliggvényosztélyokat vizsgal. Egy X-en levs F filter
&-filter, ha Vf € ® f(F) konvergens R-ben. & filter-zdrt, ha f € RX, VF ®-filter
f(F) konvergens = f € ®. ® C(Y)|X alakd, ahol Y D X, Y topologikus tér,
X = Y < & filter-zart. Ha X Tj-tér, akkor & C(Y)|X alakd, ahol ¥ D X,
Y Ty-tér, X =Y, pontosan akkor 4ll fsnn, ha & a filter-zart tulajdonsdgnak egy
kicsit erésebb valtozatat elégiti ki. X lokdlisan kompakt To-tér esetén @ C(Y)|X
alaki, ahol Y D X, Y Ty-tér, X =Y, pontosan akkor, ha ® a filter-zartsagnak egy
tovabbi erdsitését elégiti ki.

6. Folytonos fiiggvények félcsoportjai

A C(X) fiiggvénygytirtknek X kompakt T»-terek esetén Gelfandtél szdrmazé ka-
rakterizaci6ja egyik kdvetkezménye az, hogy amennyiben két ilyen fiiggvénygytrt,
C(X,), C(X,) gyfirtielméleti értelemben izomorf, akkor X; és X, homeomorf. (Pon-
tosabban a Banach-algebrak Gelfand-reprezentédciéinak segitségével lehet ezt bebi-
zonyitani.) Ennek egy altalanositdsa a Milgram-tétel, amely szerint mar a C'(X1),
C(X2) multiplikativ félcsoportok félcsoport izomorfidja maga utén vonja az X;, Xo
kompakt T5-terek homeomorfidjat. A most ismertetends cikksorozat ennek kiilon-
féle tovabbi altaldnositdsait targyalja.

Elgszor definidljuk azt a térosztalyt, amelyre ezt a kérdést természetes foltenni.
Az X tér redlkompakt, ha homeomorf R egy hatvanyanak zirt alterével. Egy X
Tyy tér vX Heuwitt-féle redlkompaktifikdcidja az F(X) tér, ahol F: X — RC(X) az a
leképezés, amelynek az f (€ C(X))-edik koordinét4ja éppen f. Minden f € C(X)
egyértelmien kiterjeszthet6 egy g € C(vX) fiiggvénnyé, ami C(X) és C(vX)
kozott félcsoport izomorfiat 1étesit. (Mindez anal6g a kompakt T terekkel, ill. a
Stone-Cech kompaktifikiciéval, amelyek definidlhaték a fentivel analég médon, R
helyett [0,1], és C(X) helyett C(X,[0,1]) segitségével.) Ezért a fenti kérdést csak
redlkompakt terek esetén érdemes vizsgéalni.

[84]-ben redlkompakt terekre a Milgram tétel egy altaldnositdsat bizonyitja.
Bevezeti két félcsoport, Si, So d-izomorfidjdnak fogalmét, ami az izomorfizmus
fogalmanak gyengitése. S1, So d-izomorf, ha van koztiik egy ¢:S; — Sa bijekcio,
amelyre Vf,g € S; [3h € S1,9 = hf <= 3N € S5, v(g9) = Mo(f)]. (Azaz ¢
az ,oszthat6sag” relaci6 szempontjabol izomorfizmus.) Bebizonyitja, hogy X1, Xo
redlkompakt terek esetén a C(X;), C(X2) félcsoportok d-izomorfidja maga utan
vonja X, és X homeomorfiajat.

[82]-ben a [84]-beli tételt a kovetkezGképpen altaldnositja. Legyenek Si, Sa
t.n. kvdzi-valds topologikus félcsoportok. Ennek definici6jat itt nem adjuk meg, de
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pl. ilyen R vagy C. Ekkor X, X, redlkompakt terekre C'(X;,S5;) és C(X2,S2) d-
izomorfidja maga utdn vonja X; és X, homeomorfisdjat. Vizsgélja tovabb4 a kvézi-
val6s topologikus félcsoportok osztélyat.

[87]-ben kompakt T terekre a Milgram tétel egy masik 4ltalanositdsat bizo-
nyitja be. Az S; és Sy félcsoportot u-izomorfnak hivja, ha létezik kozottiik egy
p: 81 — Sy bijekci6, amelyre Vf, g € 51 [f = fg <= o(f)e(9)]. (Azaz ¢ a g re-
lativ jobb egység a-ra” reldciéra nézve izomorfizmus.) Ez az izomorfia fogalménak
altalanositasa, s6t, legalabbis C(X) alaki félcsoportokra nézve, a d-izomorfia fo-
galmanak is. Legyenek most Sy, Sy G.n. szakaszszerd topologikus félcsoportok. Ezek
definici6jatél megint eltekintiink, de pl. [0, 1], vagy {z €|z < 1} ilyen, és minden
kvézi-valds félcsoport is ilyen. Bebizonyitja X;, X, kompakt T, terek esetén, hogy
C(X1,51) és C(Xa, S2) u-izomorfidja maga utdn vonja X, és Xo homeomorfigjat.

[92]-ben a [87]-ben vizsgalt kérdés egy varidnsat vizsgalja. Legyenek Xp, X,
lokélisan kompakt, nem-kompakt, To-terek, és Sy, Sy szakaszszerii félcsoportok.
Legyen Coo(X;,S;) azon X;-b6l S;-be mené folytonos fiiggvények félcsoportja,
amelyek folytonosan kiterjeszthet6k X; egy-ponti kompaktifikiciGjara X;U{oco}-re,
és a kiterjesztésiik a co-ben a 0 értéket veszi fel. Ekkor Coo (X1, S1) és Coo (X2, S2)
u-izomorfidja maga utdn vonja X;, X, homeomorfidjat.

[97)-ben E. Thiimmellel egyiitt a félcsoportok izomorfizmusanak egy masik
gyengitését vezetik be. Az S; és S, O-elemes félcsoport t-izomorf, ha létezik
@: 51 — S bijekci6, amelyre Vf,g € S1 f >¢ g <= ©(f) >t v(g), ahol a >; relacié
a kovetkezGképpen van definidlva: f >; g <= Jh € 5 [gh =g, (k€ S, fk =
0= hk = 0)]. A definici6 motivéacidja: a C(X) multiplikativ félcsoportok esetén
(X Ty 1 tér) a kerek zar6jelben levé implikaci6 az X\ f —1(0) > X \ h~1(0) tartal-

mazéssal ekvivalens, igy f >; g <= |X \ g~1(0) és int Z(f) folytonos fiiggvénnyel
elvdlaszthatok|. Ha Sy, Sy gyengén szakaszszertd topologikus félcsoportok (ez a sza-
kaszszerti topologikus félcsoportok fogalmanak egy altalanositasa), és X1, Xo kom-
pakt Ty terek, akkor C (X, S1) és C(X3, S2) t-izomorfidja maga utdn vonja X; és
X, homeomorfigjat. Az analég 4llitas igaz X; lokdlisan kompakt, nem kompakt 7%
terek, S; gyengén szakaszszer( félcsoportok, és a Coo (X, S;) félcsoportok esetén. A
[82]-ben bizonyitott tétel egy varidnsat bizonyitja: ha X, X, redlkompakt, Sy, So
egy, a [82]-beli félcsoportosztaly altal nem tartalmazott félcsoportosztalyban van,
és C(X1,851), C(X2,S2) izomorf, akkor X;, X, homeomorf.

[93]-ban &ttekintést ad a fenti témakorrsl, és teljessé teszi a (0-elemes) félcso-
portokra a fenti d-, u- t-izomorfia tulajdonsiagok kapcsolatdnak vizsgédlatat: ezen
tulajdonsagok egyikébél sem kovetkezik egyetlen masikuk sem.

7. Topologikus terek

[60]-ban és [112]-ben topologikus terek tgynevezett hiperbévitéseit vizsgalja. Ezek
definiciGja el6tt célszerd lesz felidézni egy X T, 1 tér SX Stone-Cech kompakti-
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fikdci6janak egy konstrukciGjat. Legyen Z(X) = {f~1(0)|f: X — R} az X zér6-
halmazainak rendszere. Ekkor 83X pontjai azonosithaték az F z-ultrasztrékkel,
azaz maximélis szir6kkel Z(X)-ben, és egy zart bazis fX-ben {{F € BX|F >
Z}|Z € Z(X)}. Itt egy z € X pontnak megfelel a {Z € Z(X)| Z 3 z} ultraszfir,
és ez adja X-nek SX-be val6 bedgyazasat. Ezzel anal6g konstrukcié egy X Ti-tér
wX Wallman kompaktifikdcidja. Itt az 6sszes zart halmaz F(X) rendszerét kell te-
kinteni, a fenti Z(X) helyett, és ezekb6]l maximalis sztir6ket, amelyek wX pontjai
lesznek. Egy zart bazis a fentivel analég médon {{F € wX|F 3> F}|F € F(X)},
és az X — wX bedgyazés is a fentivel analég médon torténik. A wX tér dltaldban
csak a 77 axiémat teljesiti.

A fentieket két irdnyban is tovabb altaldnositva, legyen S az X térnek szubba-
zisa, S 3 0,X,T = {X\S|S € §} és V = SUT . Filterek helyett most @.n. V-szitdkat
tekint, azaz olyan A C V halmazrendszereket, amelyekre A;, A; € A = A; N Ay #
p,6s A€ AAVeV, ACV =V € A Az v € X pontokhoz hozzarendelhetk
a {V € V|V 5 z} maximélis V-szitdk, amelyeket trividlisaknak nevez. Legyen az
(X,S )" halmaz az X halmaznak és az dsszes nemtrivialis maximalis V-szita halma-
zanak uni6ja. Ezen egy nyilt szubbdzis legyen {{'H € (X,S)h|S eEH}|S € S}. Az

igy kapott (X,S)" tér az X térnek S szubbdzisdhoz tartozé hiperbovitése. (X, 8"
altalaban csak szupertere X-nek (azaz X neki altere), de nem bévités, azaz X
nem siird. Vizsgalja (X, S)h-nak kiilonféle, X-et tartalmazo altereit is, amelyek
ugy allnak el6, hogy X-hez csak bizonyos tulajdonsigi nemtrividlis V-szitdkat vesz
hozza. Ez a tulajdonsig lehet pl.: H centralt, vagy H 7-szitdbdl, ill. S-szitdbol
szarmazik (azaz VA € H 3T ¢ TNH, T C A,ill. 3S € SNH, S C A). Bi-
zonyos vizsgalt alterekben tekinti X lezardsat is. A {6 célja: a fenti szuperterek
koziil bizonyosakat jellemezni, ill. a tér és bizonyos fenti szuperterek kbzotti 6sszes
szuperteret jellemezni. Az esetek j6 részében fel van téve az S szubbéazisroél, hogy
S €S = X\S €S. Pl ezen potlolagos feltevés mellett X-nek Y lezarasa (X, S)"-
nak azon alterében, amely X-b6l és a torlédaspont nélkiili H S-szitdkbo6l szarmaz6
V-szitakbol 4ll (azaz N{H|H € H} = 0), igy jellemezhets: y € Y \ X = {y} zért,
{T|T € T} zért szubbazis Y-ban, V1,Vo e V, Vi NV =0 =V, NV, C X (a
lezarasok természetesen Y-ban értve), és Y majdnem kompakt, azaz minden nyilt
fedésének van véges része, amelynek unidja stiri Y -ban.

[73]-ban és [75]-ben Baire terek specidlis osztédlyaival foglalkozik. (Megjegyez-
ziik, hogy a trieszti konferenciakstetben megjelent [73] tulajdonképpen a [75] kényv
rovid, bizonyitdsok nélkiili kivonata.) ElGszor is felidézziik a Baire-féle kategoériaté-
telt. Ha X teljes metrikus tér, vagy lokalisan kompakt T5 tér, és A benne elsd kate-
gorigji halmaz (azaz megszamlalhatéan sok seholsem stiri halmaz unitja), akkor A
nem tartalmaz nem iires nyilt halmazt X-ben. Egy X topologikus tér Baire-tér, ha
r4 érvényes a fenti Baire-kategériatétel. A Baire terek osztélya nem zart szorzésra:
van X Baire-tér, amelyre X2 nem Baire-tér. Mindamellett teljes metrikus tereknek,
vagy lokalisan kompakt 7% tereknek tetszéleges szorzatai Baire-terek, anélkiil, hogy
sltalaban (teljesen) metrizalhat6k vagy lokélisan kompakt 75 terek lennének. Ez
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motivalja Baire-terek olyan részosztalyainak definidlasat, amelyek egyrészt tartal-
mazzak a teljes metrikus és a lokalisan kompakt 75 tereket, masrészt pedig zartak
tetszGleges szorzatra. Ezt a feladatot oldja meg az i.n. afyé-kompakt terek beveze-
tésével, amely terek osztalya az a, 3,7, 6 vilasztdsdnak tobbségére zart a szorzatra,
és a tobbi esetben is zart a szorzatra a reguléris terek korében. Itt «, 3,7, 8 bizonyos
jelek, amelyek véges sok féle értéket vehetnek fel, az 6sszes (a, 3,7, 8)-sorozatok
szama 88. Az igy ad6dé térosztalyoknak bizonyos tulajdonsigai elég hasonl6ak.

Elgszor megjegyezziik, hogy a teljes metrikus és a lokdlisan kompakt T5 terek
egy kozos altalanositasa az i.n. Cech-teljes terek osztdlya. Egy X T3y tér Cech-
teljes, ha valamely (ekvivalensen: minden) 7% kompaktifikdciojadban Gs részhalmaz.
Ez azzal ekvivalens, hogy létezik nyilt fedéseknek egy {G.} sorozata, amelyre,
ha A centrilt rendszer és Vn 34, € A, 3G, € G,, A, C G,, akkor A-nak
van torléddspontja (azaz N{A|A € A} # 0). Egy X Cech-teljes térre legyen
B, = {B, C X|B, # 0 nyilt, 3G, € G,, B, C G,}, ami X-nek bazisa. Ekkor
specidlisan minden {B,} centralt rendszernek, ahol B, € B, van torlédési pontja.
Egy ilyen tulajdonsigui {B,} bazissorozattal rendelkez6 teret nevez gyengén gg-
kokompaktnak. (a=gyengén, 3 = g, 7 = ¢q, 6 = ko).

Az 8sszes definidlt avd-kompaktsdg definici6jatol itt eltekintiink. Csak megje-
gyezzik, hogy ezek egymassal tobbé-kevésbé analégak, és megadjuk a (73 esetben)
legerGsebbnek (@rg-kokompaktsag) és a leggyengébbnek (enyhén @p-szubkompakt-
nak) a definici6jat. X (rg-kokompakt, ha van B bézisa, amelyre, ha A centralt
rendszer és A C {B|B € B}, akkor A-nak van torl6dasi pontja. X enyhén @p-
szubkompakt, ha van pszeudobézisainak egy {P,} sorozata, amelyre, ha P, € Py,
és 0 # P,41 C int P,, akkor {P,}-nek van torl6d4si pontja. Egy P halmazrendszer
pszeudobdzis, ha P € P = int P #0,és 0 # G C X nyilt = 3P € P, P C G. Az
igy ad6dé afyd-kompaktsagi tulajdonsagok koziil tobbet mar, kiillonboz6 neveken,
vizsgéltak.

Fenndll: X lokalisan kompakt T, vagy teljes metrikus tér = X @rg-kokompakt
(a mésodik esetben ez Aarts—de Groot-McDowell tétele), X enyhén @p-szubkom-
pakt és T3 = X Baire-tér. Vizsgélja a kiillénb6z6 ayd-kompaktséigi tulajdonsdgok
egymashoz val6 kapcsolatat, bebizonyitja a fent mar emlitett szorzattételt. Vizs-
gélja ezen tulajdonsagok 6rokl6dését; pl. T3 terek esetén ezek nyilt altérre 6roklgd-
nek, és a T3 esetben egyesek stirti G alterekre is 6roklgdnek. Forditva, ha egy X
T3-térnek van nyilt fedése afyd-kompakt halmazokbél, akkor az a3y6-kompaktsagi
tulajdonsdagok tobbsége esetén X ugyanolyan tulajdonsagu.

(85]-ben és [104]-ben egy-egy specidlis térosztalyt vizsgal. [85] vizsgdlatdanak
targya az d.n. Tj-zart terek. Ezek definici6ja el6tt idézziik fel a kovetkezbket. Ha
X kompakt T tér, akkor X minden 6t tartalmazé Y T, térben zéart, vagy, ami
ezzel ekvivalens, X-nek nincs Y valédi T, b6vitése (azaz X g Y, X =Y). Bgy
X T, teret H-zdrtnak mondunk, ha teljesiil ra a fenti két ekvivalens allitas. Ezek
nem feltétleniil kompakt T, terek. Legyen pl. N egy megszamlalhat6 diszkrét tér,
BN ennek Stone-Cech kompaktifikici6ja, és definisljuk ezen egy, a szokdsosnél
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finomabb topolégidt a kovetkez&képpen. Egy n € N pont legyen izolélt, és egy
F € BN \ N szabad ultrasz(ir6 kornyezetbazisa legyen {{F} U F|F € F}. Igy egy
nem kompakt, H-zart T teret kapunk.

Tetsz6leges X topologikus térre a H-zartsag definici6jat Csaszar Klara a ko-
vetkezGképpen terjesztette ki. X -nek egy Y bovitését Th-redukdlinak nevezziik, ha
z€eY,y€eY\X,z#y esetén z-nek és y-nak vannak diszjunkt kodrnyezeteik. Egy
X topologikus tér H-zdrt, ha nincs valédi Ts-redukalt bévitése. Anal6g médon,
X-nek egy Y bovitése Ti-redukdlt, hax € Y,y € Y \ X,  # y esetén x és y bar-
melyikének van a mésikukat nem tartalmazé kornyezete. (A T5-, ill. T}-redukaltsig
szemléletes megfogalmazédsa: a T, ill. T tulajdonsig az X 4ltal megengedett ,ma-
ximélis lehetséges mértékben” teljesiil Y-on.) Egy X topologikus tér Tj-zdrt, ha
nincs val6édi T;-redukalt b6vitése. X T)-zart pontosan akkor, ha benne minden F
maximalis nyilt szfir6 fix, azaz NF # 0. Ambar az ilyen terek elég specidlisak, de
minden topologikus tér bedgyazhat6 (zart) altérként egy T;-z4rt térbe. Viszont T;-
zart bovitése egy X topologikus térnek pontosan akkor van, ha benne csak véges
sok maximalis nyilt sz{ir6 van; ha ez a feltétel teljesiil, X-nek egy T-zart b&vitése
a szabad (azaz nem fix) maximalis nyilt sz{ir6k segitségével konstrudlhat6. Ez a
konstrukci6 egy ,miniméalis” 74-zart b6vitést szolgdltat: X barmely mésik T7-zért
bévitésének altere.

[104] vizsgédlatdnak targya a Thompson &ltal bevezetett G.n. S-zart terek.
Az X topologikus tér S-zdrt, ha minden félig nyilt halmazokbél valé fedésének
van véges részrendszere, amelynek elemeinek lezartjai lefedik X-et. Egy A C X
halmaz félig nyilt, ha létezik G nyilt halmaz, amelyre G C A C G. Az S-zértsag
egy kompaktsig jellegli tulajdonsag, de még a T, esetben sem kovetkezik az S-
z4rtsag és kompaktsig egyikébsl sem a mésikuk. S6t, egy S-zart Th-tér extremdlisan
szétesd, azaz benne minden nyilt halmaz lezarasa nyilt. Egy X topologikus tér S-
zart pontosan akkor, ha benne minden F maximalis reguldris-nyilt sz(r¢ fix, azaz
NF # 0. Egy G C X halmaz reguldris-nyilt, ha G = int G. Megjegyezziik, hogy két
reguldris-nyilt halmaz metszete szintén reguldris-nyilt, ezért beszélhetiink regul4ris-
nyilt sztir6krsl. Barmely topologikus térnek van S-zart bGvitése, amely a szabad
maximélis reguldris-nyilt sztir6k segitségével konstruélhaté meg. Masrészt, egy X
topologikus térnek pontosan akkor van S-zart Tp (és igy extremélisan szétess)
bévitése, ha X extremadlisan szétesd 15 tér.

[102]-ben és [107]-ben topologikus terek abszolitumair6l van sz6. Miel6tt ezt
definidlnank, felidézzik T3y terekre a Stone—Cech kompaktifikici6 egy jellemz6 tu-
lajdonsagéat. Ha X Ts% tér, akkor X el6allithat6, mint egy SX kompakt T térnek al-
tere, i: X «— [BX bedgyazdssal, és ennek a bedgyazasnak univerzalitdsi tulajdonsdga
van az 0sszes kompakt T terekbe vezet6 dsszes leképezésre: Ha Y kompakt 75 tér,
és f: X — Y, akkor létezik egyetlen g: X — Y leképezés, amelyre f = g|X = gi.
Ez az univerzalit4si tulajdonsag karakterizalja is az 1: X — BX leképezést (beé-
gyazast), aminek kivetkeztében B(B8X) = X, azaz a [ operaci6 idempotens. Ha
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X,Y T3y tér, 1: X — BX, j:Y — PY bedgyazasokkal, akkor minden f: X — Y
leképezésnek van g: BX — BY kiterjesztése, azaz g|X = gi = jf: X — BY.

Ennek egy dudlis véltozata, hogy X nem altereként, hanem kvéciens-tereként
van eldéllitva bizonyos specidlis térosztalybél valé alkalmas térnek, és lehet&leg a
fenti univerzalitasi tulajdonsdg dudlisa is teljesiiljon, a térosztaly egy tetszGleges
terébsl az X térbe vezetd lehetSleg altalanos leképezés esetén (ez nem fog mara-
déktalanul megval6sulni).

Ha most csak kompakt 75 X terekre szoritkozunk, egy X kompakt 75 tér
elsallithat6 X, folytonos, sziirjektiv képeként (X,: az X halmaz, diszkrét topo-
l6giaval ellatva), azaz van egy 3X4 — X kvociens leképezés. Viszont az X — BXq4
hozzarendelés nem idempotens. (ﬂ[(ﬂXd) i # ﬂXd), igy BX4-t X-hez ,kozelebbi”
Gsképpel kell helyettesiteni. Erre az ad médot, hogy a X, alaki terek extremélisan
szétes6k (azaz benniik nyilt halmaz lezarasa nyilt), és igy kereshetiink altalanosab-
ban egy P — X sziirjektiv leképezést, azaz ekvivalens médon kvéciens leképezést,
ahol P extremadlisan szétes6 kompakt 75 tér. (Megjegyezziilk, hogy, algebrai anal6-
gidval élve, B X, a szabad algebranak felel meg, P a projektiv algebrdknak — azaz
a szabad algebrak olyan részalgebrainak, amelyekre van olyan leképezése a szabad
algebranak, amely az illet§ részalgebran identikus, és amelynek képtere az illets
részalgebra —, és a keresett P — X leképezés a projektiv felold4snak.)

Ha most ki akarunk lépni a kompakt 75 terek korébél, akkor nem tekinthe-
tiink tetsz6leges folytonos leképezéseket, hanem idénként csak perfekt leképezése-
ket (azaz f: X — Y folytonos, zdrt — azaz F C X zart = f(F) C Y zart —, és
y € Y = f~!(y) kompakt; kompakt T, terek kozott minden folytonos leképezés
perfekt). Viszont tovdbbra is P — X alakt kvéciens leképezést keresiink, ahol P
extremadlisan szétess. (Megjegyezziik, hogy, legaldbbis a T3 terek korében, az extre-
malisan szétesd terek egy olyan tulajdonsaggal karakterizalhatok, amely a projektiv
algebrak egy karakterizécidjaval analég.)

A fenti heurisztika alapjan el6szér Gleason kompakt 75 terek abszolitumait
definislta, majd Ponomarjov tetsz6leges T, terekre, és Uljanov tetszéleges topologi-
kus terekre terjesztette ki az abszolitum definici6jat. Val6jadban T3 terekre mennek
a bizonyitasok kénnyebben, mar T tereknél igazabol két fajta abszolitum defini-
4lhaté.

Az egyik, amelyet Ponomarjov-abszolitumnak hivunk és PX-szel jelslink (X
topologikus tér esetén), extremadlisan szétess, és van egy px: PX — X leképezés,
amely perfekt, irreducibilis (azaz sziirjektiv, de ' G PX zart halmazra px (F) G X;
igy a sziirjektivitdas és a zartsag miatt px kvociens leképezés), és szepardlt (azaz
z1,22 € PX, 21 # 22, px(21) = px(22) = x1,z2-nek vannak diszjunkt kdrnye-
zeteik PX-ben). Tovabb4, a fenti tulajdonsdgok karakterizaljak P X-et; specidlisan
X extremadlisan szétes6 esetben px: PX — X homeomorfizmus.

A masik abszoliutum definici6ja el6tt definidljuk a ¥-folytonos leképezéseket. Ez
a folytonossag fogalmanak gyengitése: X és Y topologikus terek kozott f: X — Y
halmazleképezés I9-folytonos, ha f(z) € V, V C Y nyilt esetén van z € U,
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U C X nyilt, amelyre f(U) C V. Ha Y regularis, a ¥-folytonossag ekvivalens a
folytonossaggal. Egy f: X — Y halmazleképezés J-perfekt, ha J-folytonos, zart, és
y €Y = f~1(y) kompakt.

Ha X regularis tér, akkor PX is regularis. Ekkor PX, mint regularis ext-
remélisan szétesd tér, egyszersmind sokkal jobb szétvalasztasi axiémat is teljesit:
teljesen reguléris, s6t van bazisa zart-nyilt halmazokb6l. Ha X nem reguléris topo-
logikus tér, akkor PX sem reguléris. Ha mégis regularis extremalisan szétesé teret
szeretnénk PX helyett, akkor a px leképezés folytonossagat kell gyengitentink. fgy
kapjuk az Iliadis-abszolitum fogalmat, amelyet E X-szel jelsliink. Ez reguléris, ext-
remalisan szétess, és van egy ex: EX — X leképezés, amely ¥-perfekt, irreducibilis
és szepardlt. Tovabb4, a felsorolt tulajdonsédgok karakterizaljak EX-et; specidlisan
X reguléris, extremalisan szétesS esetben ex: EX — X homeomorfizmus. Iliadis
EX-et csak X T, tér esetén definidlta és vizsgélta.

[102]-ben EX, és EX-nek PX-szel val6 kapcsolata 4ltalanos topologikus tér
esetében van vizsgilva.

Most ratériink PX és EX, valamint px: PX — X és ex: EX — X definici6-
jara. Legyen egy X topologikus tér esetén UX a maximélis nyilt szfir6k halmaza.
Ezen egy topolégia bazisa {{F € UX|G € F}|G C Xnyilt}. Az UX tér kom-
pakt T, és extremdlisan szétesS. Tekintsitk az X x UX szorzatteret, és abban a
PX = {(z,F)|F - z X-ben} alteret, és ezen definisljuk a px: PX — X folyto-
nos leképezést a px(z,F) = x formuldval. Ha X helyett IX-et vesszitk (azaz X
alaphalmazan az indiszkrét topolégiat), és tekintjilkk az IX x UX szorzattérben a
fentivel analég EX = {(z, F)|F — z X-ben} alteret, akkor ezen az ex: EX — X
J-folytonos leképezést a fentivel analég médon az ex(z, F) = z formuldval defi-
nidljuk. fgy PX és EX ugyanazon az alaphalmazon definialt topologidk, és PX
finomabb EX-nél.

Ha X,Y topologikus terek, és f: X — Y 1-folytonos, zart, irreducibilis, akkor
létezik egyetlen g: EX — EY folytonos leképezés, amely az f-nek ,felemelése”,
azaz amelyre eyg = fex. Ha X reguldris és extremdlisan szétes6, és f: X — Y
¥-folytonos, zart és irreducibilis, akkor létezik egyetlen g: X — EY folytonos
leképezés, amelyre f = eyg. (Ez az univerzalitdsi tulajdonsdg dudlisdnak egy
sgyengitett” véltozata.)

Egy X topologikus térben a reguldris-nyilt halmazok (azaz amelyekre A =
int A) egy, az X topol6gidjanal durvabb topolégia bazisat alkotjék, amelyet X
szemiregularizdcidjanak hivunk. Egy X topologikus tér esetén EX a PX tér sze-
miregularizéciéja.

[107]-ben a Ponomarjov-féle és az Iliadis-féle abszolitumok egy kézds 4ltaldno-
sitdsat vizsgalja. Egy Y tér egy X topologikus térnek abszolituma, ha Y extremé-
lisan szétesd, és van egy ky x:Y — X d-perfekt, irreducibilis, szeparalt leképezés.
(Ha ky x folytonos, a Ponomarjov-féle abszolitumot kapjuk, ha Y reguléris, az
Iliadis abszolitumot.) Egy X topologikus tér 8sszes abszolitumai megkaphaték
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(izomorfia erejéig) a kvetkez6 médon: vesziink a PX és EX terek kozos alap-
halmazan egy Y topolégiat, amelyik PX-nél durvabb és EX-nél finomabb (PX
finomabb EX-nél). Tovabba ky x (z, F) = z.

Ezutdn definidl egy RX-szel jelolt abszolitumot, rx: RX — X 9-perfekt,
irreducibilis, szeparalt leképezéssel. Az RX tér, a [102]-beli jelolésekkel, az r X x U X
szorzattérnek RX = {(z,F)|F — x X-ben} altere, és rx(z,F) = z. Itt X
az X tér szemiregularizaciéja. Az X,Y topologikus terek kozott egy f: X — Y
halmazleképezés majdnem folytonos, ha minden G C Y reguldris-nyilt halmazra
f~Y(G) nyilt. Fennéll: f folytonos = f majdnem folytonos = f ¥-folytonos. Egy
X topologikus tér azon Y abszolitumai, amelyekre a definiciéban szerepl6 ky x
leképezés majnem folytonos, (izomorfia erejéig) pontosan azok az Y topolégisk PX
és EX kozos alaphalmazén, amelyek PX-nél durvdbbak és RX-nél finomabbak.

[121]-ben az irodalomban kordbban targyalt kiilonféle dltalanositott nyilt hal-
mazoknak egységes targyalasat adja. Az 4ltala hasznalt definici6 a kévetkez6. Le-
gyen egy X halmazra y:exp X — exp X monoton leképezés (exp X: az X hatvany-
halmaza), azaz A C B = y(A) C v(B); ezen leképezések halmazat I-val jeloli. Egy
A halmaz y-nyilt, ha A C 7A. Példék egy X topologikus térben a v = int eseten
kiviil (amelyre int-nyilt <=> nyilt) ay =intcl, cl [, [cl [, cl [ cl leképezések (ame-
lyekre nyilt = ~v-nyilt — igy ezekre a 7y-nyiltsdg a nyiltsag altalanositdsa — ahol
cl most a lezarast jeloli), amelyeknek megfelel6 y-nyilt halmazok mind voltak mar
koradbban vizsgalva, kiilonféle elnevezések alatt. Tovabbi feltevések a vy leképezés-
161, amelyek kdzill bizonyosakat kiilsnféle allitasoknal feltesz: v(0) =0, v(X) = X,
v% =7, A C y(A), A Dv(A), v*(A) C v(A), ill. ha X topologikus tér, G C X nyilt,
A C X tetsz6leges, akkor G Ny(A) C v(G N A) (ami v = cl, int esetén teljesiil).

Vizsgélja tobb I'-beli ~; leképezés kompozici6jat, és azt, hogy a fenti tulaj-
donsagok milyen feltételek mellett teljesiilnek a kompoziciéra, ill. hogy a kiilon-
féle kompoziciékra a megfelel§ y-nyiltsagi tulajdonsdgok kozott milyen kapcsolat
van. Bizonyos v/, ¥" kompoziciékra alkalmas feltételek mellett egy v'-nyilt és egy
~"-nyilt halmaz metszetének alkalmas v"’-re v"’-nyiltsagat bizonyitja. v-nyilt hal-
mazok tetszéleges unidja y-nyilt, és bizonyos feltételek mellett a y-nyilt halmazok
topolégidt alkotnak.

Egy A halmaz ~v-reguldris, ha A = vA; ennek speciilis esetei a nyilt és a
zéart halmazok mellett pl. a regularis-nyilt és a reguldris-zart halmazok (azaz A =
int cl 4, ill. A = cl int A). Vizsgélja a kiilonféle 4’ kompoziciékra a v'-regularitasi
tulajdonsagok kapcsolatat, ill. két halmaz metszetének ~’-regularitdsat.

Legyen Xy C X, v € I'. Ekkor « indukal egy 7: exp Xy — exp Xo monoton
leképezést, v0A = v(A) N Xy (v = cl esetén 7o az altérbeli lezdrds). Vizsgal -
bdl, ill. yo-b6l, valamint egyéb, X-en, ill. Xo-n értelmezett ;, vo; leképezésekbsl
szdrmaz6 kompozicickat. Bizonyos ilyen 7, v} kompozicickra, alkalmas feltételek
mellett A ~'-nyiltsagabol kdvetkeztet AN Xy vy-nyiltsagara, ill. A C Xo, A vy-nyilt,
Xo 7'-nyilt esetében kivetkeztet A v'-nyiltsdgara.
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[125)-ben egy A C X halmaz &ltal tartalmazott maximélis v-nyflt halmazt
vizsgélja; ilyen létezik, mert y-nyilt halmazok tetsz6leges uniéja v-nyilt. Belétja,
hogy bizonyos feltételek mellett ez megegyezik AN~y(A)-val. A feltételek teljesiilnek
pl. egy X topologikus térre v = clint, int cl, int cl int, cl int cl esetén.

8. Kvaziuniform terek

Felidézziik a 2.§-bol, hogy egy kvdziuniform tér egy (X,U) par, ahol X halmaz, U
X x X-en filter, amelyre

(U1) VUeU UDA={(zz)reX}

(U3) UeU=3U,eU,U2CU.

(Jelvlések magyarazatat és példakat 1. a 2.§-ban.) Tehat az uniformitas szokasos
axiomai koziil a szimmetria van elhagyva. Egy f:(X,U) — (Y,V), kvaziuniform
terek kozotti leképezés egyenletesen folytonos, ha V € V = f~1(V) € U. Egy
(X,U) kvaziuniform tér indukél egy topolégiat, egy € X pont kdrnyezetbazisa
{Uz|U € U}, ahol Uz = {a'|(z,z’) € U}. Pontosabban, a szimmetria hidnya mi-
att, az X halmazon topolégidk egy rendezett parjat is indukélja (amit bitopologikus
térnek neveziink), az els6 topolégia a fenti, a masodikra egy € X pont kérnye-
zetbazisa {U'z|U € U}, ahol U™! = {(z1,22)|(z2,21) € U}.

A kvéziuniform terek elmélete részben az uniform terekével analég, részben
att6l erdsen eltér. Pontosabban a ,kétoldali” kérdések egy része megy hasonl6an,
mint az uniform tereknél.

Pl. az uniformitdsok indukdlhat6k pszeudometrikdkkal, azaz létezik egy
{do(z, y)} pszeudometrika-csaldd X-en (a pszeudometrika a metrika szokdsos axi-
6mait elégiti ki, kivéve d(z,y) = 0 <= x = y-t, ehelyett csak d(z,z) = 0 van
feltéve), amelyre egyrészt Vo V6 > 0 {(z,y)|da(z,y) < 6} € U, mésrészt YU € U
Ja, 36 > 0, U D {(z,y)|da(z,y) < 6}. Kvéziuniformitasokra ennek sz6szerinti
megfelelGje igaz, d, pszeudokvazimetrikdkkal (pszeudokvizimetrika a pszeudomet-
rika axiémait elégiti ki, kivéve a szimmetridt, azaz d(z,z) = 0, d(z,y) > 0, és
d(z,y) < d(z,y) + d(y, 2))-

Egy mésik példa: az uniformitasokkal indukalhaté topologikus terek ponto-
san a teljesen reguldris terek. Kvaziuniformitassal indukilt topolégidknak semmi
j6 tulajdonsaguk nincs; minden topol6gia indukalhat6 kvédziuniformitdssal. Mivel
minden T, tér bedgyazhat6 az S Sierpifiski tér alkalmas hatvényaba (S = {0,1},
és a nyilt halmazok 0, S, {0}), elég belatni, hogy S topolégidja indukélhaté kva-
ziuniformitéssal; ez egy trividlis esetvégignézéssel ad6dik. Az X topologikus té-
ren ebb6l adédik az ugynevezett Pervin-kvdziuniformitds, U, amelynek szubbdzisa
{(GxG)U(X\G)x X)|G C X nyilt} (azaz U € U <= 3n, 3U,...,Up a
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szubbéazisbol, HUi C U). Viszont ha az indukalt bitopologiat tekintjiik, az telje-
sen reguléris lesz, és forditva, minden teljesen regularis bitopolégia indukalhaté
kvaziuniformitéssal. (A teljesen reguldris (pairwise completely regular) bitopoldgia
definici6jat nem adjuk meg, az a topologikus terekre vonatkozé definiciéb6l szar-
mazik, mikdzben a nyilt halmaz szerepét médszeresen hol a 77-nyilt halmaz, hol a
To-nyilt halmaz veszi 4t, ahol (77,72) a bitopolégia.)

A teljesség és teljes burok kérdése a (szeparalt) uniformitdsoknal kénnyen ke-
zelhet&k. Kvéaziuniformitdsokra a Cauchy filter definici6jat az uniform esetb6l tébb-
féleképpen lehet atvinni, ennek megfelelGen tobbféle teljességfogalom van, amelyek
altaldban nem viselkednek annyira j6l, mint az uniform esetben.

Csészar Akos kvéziuniform terekkel foglalkoz6 dolgozataiban az ,egyik oldald”
kérdésekkel foglalkozik, ezen belill tobbségiikben a kvaziuniform terek b&vitéseivel.
Ezért elGszor az uniform terekre vonatkozé anal6g eredményt ismertetjiik.

Legyen (X,U) uniform tér, amely a 7 topol6giat indukédlja X-en. Legyen az
(X, 7) topologikus térnek egy bévitése az (Y,7') topologikus tér, azaz (X,7)
altere (V, 7")-nek, és stirf benne. Kérdés: mikor létezik 2/’ uniformités Y-on, amely
egyrészt a 7' topolégist indukélja Y-on, mésrészt U'|X := {U'|X( = U'N (X x
X))|U' € U’} = U. (Ha ilyen van, az egyértelmifen meghatarozott, mivel U’ €
U <= FU € U, U Cc U’', ahol a lez4rds Y x Y-ban értends.) Egy ilyen U’
uniformitdst az (U, 7T") pdrral kompatibilis uniformitdsnak nevez.

Egy ilyen uniformitds létezése feltételének megadédsa el6tt sziikséglink van
egy-két definiciéra. Legyen az (X,7) topologikus térnek egy bévitése az (Y,T")
topologikus tér. Ha y € Y \ X, ennek F(y) nyomszirdje a kornyezetsziir&jének
nyoma az X-en, azaz {BN X|B CY, intr B 3 y}.

Ha csak a nyomsztr6k {F(y)ly € Y \ X} rendszerét ismerjiik (mint egy
Y \ X-b6l az X-beli filterek halmazéba val6 leképezést), ebbsl a 7' topolégia
nem konstruslhaté meg egyértelmtfen az Y halmazon. Adott nyomszfir6rendszer-
hez egy fenti 7’ topolégia Y -on pontosan akkor létezik, ha Vy € Y\ X VA € F(y)
3G € F(y), G C A, G nyilt. Ha ez a feltétel teljesill, akkor van az adott nyom-
sziir6rendszert szolgéltaté bévitések kozott egy legdurvabb, az d.n. szoros (strict)
bé&vités, és egy legfinomabb, az G.n. laza (loose, simple) b&vités. A szoros bévi-
tés bazisa {s(G)|G C X nyilt}, ahol s(G) = {y € Y|G € F(y)} (itt y € X
esetén F(y) az y kornyezetszlirGje X-ben), a laza bovités bézisa {G|G C X
nyilt} U {{y} UGly € Y\ X, G € F(y), G nyilt}. Ha az Y bovités reguldris,
akkor automatikusan szoros.

Egy F sziir6 egy (X,U) (kvazi)uniform térben kerek, ha F € F = 3F; € F,
U eU,U(Fy) := {2'|3z € Fy, (z,2') € U} C F. Az (U, T") péarral kompatibilis U’
uniformitas létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy U uniformitas legyen,
(Y, T") szoros bévitése legyen (X, T )-nek, és Vy € Y \ X az F(y) nyomsz{ir6 kerek
és Cauchy legyen.

Egy X Tyihonov tér finom uniformitdsa a legfinomabb U uniformitas, amely X
topolégidjat indukélja, vagy (formélisan er6sebben, de) ekvivalens médon, amelybél
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barmely (Y, V) uniform térbe vezetd, (X topoldgidja és a V altal indukalt topolégia
kozott) folytonos leképezés egyenletesen folytonos. Ez minden X Tyihonov térre
létezik. Domiatyval kozds [71] cikkében ennek kvaziuniform anal6gjit vizsgalja,
egy X topologikus téren.

[76], [78], [79] témé&ja a kvaziuniformitdsok bévitése. Egy (X, U) kvdziuniformi-
tds bovitése az (Y,U') kvdziuniformitds, ha X C Y, U =U'|X = {U'|X)|U" e U'},
és X sfirti Y-ban, az U’ 4ltal indukalt topol6gidban.

Ha adva van egy (X,U) kvaziuniformitds, amely a 7 topolégiat indukélja,
és az (X,7) topologikus térnek (Y,7’) bévitése, az (U,T') pdrral kompatibilis
kvdziuniformitdst keres: tehat egy (Y,U’') kvaziuniformitast, amely &4ltal indukalt
topolégia 7', és amelyre U’'|X = U. Ha T’ laza bévités, ilyen kvaziuniformitas
létezésének sziikséges és elégséges feltételét megadja. Ha 7' szoros bovités, részleges
eredményeket nyer ugyanerre a kérdésre vonatkozélag.

Ha U'-t specidlis tulajdonsdgt kvaziuniformit4dsok kozott keresi — U’ egyenle-
tesen szoros bévitése U-nak (ami a topologikus terekre vonatkoz6 szoros b&vitésnek
segyenletes” viltozata), vagy U’ egyenletesen reguldris (ami a topologikus terek re-
gularitdsanak ,egyenletes” valtozata) — akkor az ilyen tulajdonsagt kompatibilis
U’ 1étezésének sziikséges és elégséges feltételét megadja. Ha Y \ X véges, akkor az
U’ egyenletesen regularis bovités egyértelmd is.

[77]-ben Matolcsy Kédlménnal kézdsen az utoljara ismertetett cikkekben vizs-
galt problémédnak azt az analogonjat vizsgaljak, amikor a kvaziuniformitésokat szin-
topogén struktirdkkal helyettesitik. Pontosabban, az (X,S) és (Y,S’) szintopogén
struktirdkra S’'| X és S ekvivalencidjat kivanjik csak meg, azaz hogy az identikus
leképezés S'| X — S és S — S’| X iranyban szintopogén folytonos legyen (1. 4.§). Itt
S'|1X ={(<|X) <€ &'}, ahol A, B C X-re A(< |X)B <= A < [BU(Y'\ X)]. To-
vabb4 az S’ 4ltal indukalt topol6gidban y € Y O C esetén y € int C <= I <€ &',
{y} < C; ennek a topolégidnak kell 7'-vel megegyezni. Megadjék az Y-on kere-
sett S’ szintopogén struktira létezésének sziikséges és elégséges feltételét, és ha
S’'-t kiilonféle specidlis tulajdonsagt szintopogén struktirdk kozott keresik, akkor
is megvalaszoljak ugyanezt a kérdést. Ha az uniformitdsok szimmetriatulajdonséa-
ganak egy analogonja teljesiil S’-re, akkor (ekvivalencia erejéig) unicitds van S’-re
(mint fenn az uniform esetben).

[80]-ban ismét kvéaziuniform terek bévitéseivel foglalkozik. Egy X szeparalt
uniform tér teljes pontosan akkor, ha barmelyik, 6t tartalmazé Y szepardlt uni-
form térben zart, az Y uniformitds altal indukalt topolégidban. Ez egy ,abszolit
zartsag” jellegd tulajdonsag. Egy X kvaziuniform tér H-teljes, ha zart altér minden,
6t tartalmazé Y kvaziuniform térben, amely Ts-redukdlt X -re nézve (azaz © € Y,
y € Y\ X, z # y esetén z-nek és y-nak vannak diszjunkt kdrnyezeteik), mindez
az Y kvéaziuniformitas topolégidjaban értve. Karakterizalja a H-teljes kvaziuniform
tereket és beldtja, hogy minden kvaziuniformitdsnak van H-teljes, To-redukalt b6-
vitése. S6t, az ilyen bovitések kozott (ezekbdl dltaldban tobb van) van egy, amelyik
a szeparéalt uniform terek teljes burka univerzalit4si tulajdonsdgédnak (azaz, hogy X
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szeparalt uniform térre és Y teljes szeparalt uniform térre barmely f: X — Y leké-
pezés egyértelmif médon kiterjeszthets X teljes burkab6l Y-ba mend leképezéssé)
egy gyengébb analogonjaval rendelkezik. Bizonyos Cauchy jellegi tulajdonsaggal
rendelkez6 filterek segitségével definidlt teljesség esetén megmutatja, hogy minden
kvéziuniform térnek van ilyen értelemben teljes bévitése, tovabbé az ilyenek kozott
van egy, amelyik a szepardlt uniform terek teljes burka univerzalitdsi tulajdonsa-
génak egy gyengitett valtozataval rendelkezik.

[81]-ben bevezeti a H-teljesség fogalmét a szintopogén terekre, a [80]-belivel
anal6g moédon, és ezeket a szintopogén tereket karakterizélja. TetszGleges szinto-
pogén struktirara létezik H-teljes, Thr-redukalt bévités, s6t az ilyenek kdzott van
egy, amelyik a szepardlt uniform terek teljes burka univerzalitasi tulajdonsaganak
egy gyengébb analogonjaval rendelkezik.

[106]-ban filtereknek egy mdsik, Cauchy jellegti tulajdonsagara alapozott tel-
jességet, illetve teljes bovitést vizsgal. A vizsgalt (X,U) kvaziuniform terek nem
tetsz6leges kvaziuniform terek, hanem a fent definidlt Pervin-féle kvéziuniformité-
soknak kissé altaldnositott varidnsai (szubbéazisuk {(G xG)U((X\G)xX)|G e B },
ahol B 3 (), X egy bézis az X topologikus téren, amely véges uniéra és véges met-
szetre zart; ekkor az (X,U) kvaziuniformitas dltal indukalt topolégia az X topo-
l6gidjaval megegyezik). Egy ilyen kvdziuniform térnek a vizsgélt értelemben vett
egyik teljes (szoros) b6vitését egy bizonyos konstrukei6 kiadja, és ez a teljes bévi-
tés ugyanilyen tipust kvaziuniform tér, a bévités topol6gidgjan egy alkalmas, fenti
tulajdonsagu bazis segitségével definidlva. Az itt megkonstrualt teljes b6vités to-
polégidja kompakt, mégpedig az X topologikus térnek a B bazisra vonatkozé d.n.
Wallman-tipusi kompaktifikdciéja. (Ennek definicijatél eltekintiink, csak annyit
jegyziink meg, hogy ha X Ti-tér és B az Osszes nyilt halmazok rendszere, akkor ez
az X topologikus térnek a 7.§-ban emlitett Wallman-kompaktifikicidja.)

[111]-ben megint a [106]-ban vizsgalt teljességfogalmat tekinti, és belatja, hogy
tetsz6leges X kvaziuniform térnek van ilyen értelemben teljes Y bévitése (méghozza
olyan, hogy Y topolégisja laza b6vitése X topolégidjanak), és ezek kozott van olyan,
amelyik a szeparalt uniform terek teljes burka univerzalitasi tulajdonsdganak egy
gyengitett valtozataval rendelkezik.

[124]-ben megint (X,U) kvéaziuniformitasok (Y,U’) bévitéseit vizsgalja. Ko-
rabban olyan kompatibilitasi feltételek mellett keresett b&vitést, hogy U = U'|X
legyen, és az U' 4ltal indukalt topolégia egy adott 7' topolégia legyen az adott
Y D X halmazon. Most U'-re mas kompatibilitasi feltételeket ir el6. Az Y D X
halmaz rogzitése mellett megkivanja, hogy U’-nek legyen egy Uj bazisa (azaz
U' eU' <= U, € Uy, Uy C U'), amelyre a {Us N (Y x X)|U}§ € Uy} halmazrend-
szer egy el6re megadott ¥ halmazrendszerrel egyezzen meg. Ennek egy varidnsa,
amikor a fenti halmazrendszer helyett a {Ué N[Y xX)u(X xY)]|Us € U(,}
halmazrendszert tekinti, és megkivinja, hogy ez egy elére megadott ¢ halmaz-
rendszerrel egyezzen meg. A ® halmazrendszerre vonatkoz6 kompatibilitasi feltétel
esetén megadja az U’ bovités létezésének sziikséges és elégséges feltételét, valamint
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egyenletesen szoros U’ boévités (ami a topologikus terekre vonatkozé szoros bé-
vitésnek ,egyenletes” véltozata) létezésének sziikséges és elégséges feltételét. A U
halmazrendszerrel kapcsolatos kompatibilitasi feltétel esetén az egyenletesen szoros
bévités esetén oldja meg az analdg feladatot. Mind a ®, mind a ¥ halmazrendszerre
vonatkoz6 kompatibilitédsi feltétel esetében az egyenletesen szoros bévitésre unicitas
all fenn.

9. Merotépidk és ezekkel kapcsolatos egyéb struktiarak

Cséaszar Akos tovabbi 23 dolgozata altalanosabb folytonossagi struktirakkal foglal-
kozik. Itt a cikkek részletes ismertetése helyett célszertibb lesz a témakor dltaldnos
bemutatésa, és a vizsgalt struktirafajtdk fontossdgadnak megindokolésa.

Torténetileg az els6 részletesen kidolgozott folytonossagi struktira a topologi-
kus tereké, a masodik az uniform tereké. Kétségteleniil a topolégia alkalmazéasaiban
ezeknek van a legfontosabb szerepiik, és az 6sszes ilyen struktirafajtdk kozott a to-
pologikus terek elmélete a leginkabb kidolgozott. Mas szempontbdl viszont a ma
mér nagyszamu vizsgalt struktdrafajta kozott eleve nehéz elddnteni, melyik milyen
szempontb6l természetesebb, és mely struktirafajtdknak vannak jobb tulajdonsa-
gaik.

Hogy nem csak a klasszikus folytonossédgi struktirdk vizsgalata indokolt, azt
mutatja az a tény is, hogy pl. az analizisben is tobbféle konvergenciafogalom is-
meretes, amelyek nem szarmaztathaték topol6gidbél. Pl. a [0, 1] intervallumon ér-
telmezett mérhets valés fiiggvénysorozatokra a majdnem mindeniitt konvergencia
fogalma, ami alapvet6 az analizisben, semmilyen topol6gidra vonatkozéan sem lesz
az arra a topol6gidra vonatkozé konvergencia. Pontosabban, ha a fenti fiiggvények
F halmazén egy topol6giat akarunk tekinteni, amelyben a majdnem mindeniitt kon-
vergens fiiggvénysorozatok a majdnem mindeniitti hatdrértékiikh6z konvergélnak,
akkor ez természetes modon elvezet a mértékben konvergens fiiggvénysorozatokhoz;
mégpedig a mértékben konvergens F-beli fiiggvénysorozatok is konvergélni fognak
a mértékbeni hatarértékiilkhoz, a tekintett topolégidban.

Maésrészt el6fordul, hogy a topologikus tereknél sztikebb térosztédlyokat vizs-
galnak. fgy pl. az algebrai topol6gidban fontos szerepe van a k-tereknek, azaz az
olyan X topologikus tereknek, amelyekre egy A C X altér pontosan akkor zart
X-ben, ha X-nek minden K kompakt alterére A N K zart K-ban.

A kiilonféle struktirafajtak kozos jellegzetessége, hogy a topologikus és uniform
tereknél szokasos alapvetd konstrukcick elvégezhet6k benniik; igy mindegyikik ese-
tében létezik 6sszeg, szorzat (amelyek alaphalmaza az alaphalmazok diszjunkt uni-
6ja, ill. szorzata), altér, kvécienstér, ill. halmazleképezés 4ltal indukalt inverz kép
struktira, tovabba adott alaphalmazon levs struktirdk tetszGleges rendszerének
létezik szuprémuma és infimuma, azaz a legdurvabb (legfinomabb) struktira ame-
lyik az adott struktirdk mindegyikénél finomabb (durvabb). (Egy X alaphalmazon
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lev6 S; és Sy struktardkra Sy finomabb Sy-nél, vagy més széval Sy durvdbb S;-nél,
ha az identikus leképezés X-en az (X, S;) struktirdnak az (X,S,) struktiraba
val6, az illet§ struktirafajta szerint folytonos — tehat pl. folytonos, egyenletesen
folytonos, stb. — leképezése.) Ezenkiviill minden konstans leképezés az adott struk-
tirafajta értelmében folytonos. A fenti tulajdonsdgok, hozzdvetGlegesen, azt fejezik
ki, hogy a szébanforgé fajtaju struktirdk, a struktirafajtdhoz megfelel6 médon
definiélt folytonos leképezésekkel, G.n. topologikus kategdridt alkotnak. (A pontos
definici6tél eltekintiink; mindenesetre a fent felsorolt tulajdonsdgok nem fiiggetle-
nek egymadstél.) A topologikus kategéridkra vonatkozéan, pusztdn a definiciGjukra
tdmaszkodva, sok tételt lehet bebizonyitani, amelyeket korabban a kiilonféle struk-
tarafajtakra killon-kiilén, &mbéar analég médon bizonyitottak.

Masrészt természetesen az egyes struktirafajtak osztalyainak (kategéridinak)
vannak kiilsnb6z6 tulajdonségaik is. Pl. a topologikus terek esetében az 6sszegnek
és szorzatnak van egy disztributivitdsi tulajdonsdga: ha az X, topologikus terek
Osszegét I&IX,,-val jeloljiik, akkor fennéll (I&IXO,) XY = E(X,, x Y). Ugyanez
a tulajdonsdg az uniform terek esetében nem érvényes. Ugyanis ha (X,,U,)-k
uniform terek, akkor ezek uniform 6sszege azon U uniformitas az X, alaphalmazok
X diszjunkt uniéjan, amelyre U € U <= Va U, € U,, L&JUa C U, mig az

(X,U), (Y,V) uniform terek szorzata azon W uniformitds X x Y-on, amelyre
WeW«WelU,3VeV,UxVCW. lgya(ZW) = (I(Xa,lU)) x (Y, V)
szorzat uniformitdsra W € Wy <= [Va U, € U,], 3V € V, (EU") %V € W.
Maésrészt, a (Z, W) = I ((X,Ua) x (Y,V)) bsszeg uniformitdsra W € W, <> Va
AUy € Uy, AV, € Vi, U(Uy x Vo) C W. Tehat Wy finomabb W -nél, és Wy # W,
pl. ha az a-k egy megszdmlédlhat6 indexhalmazbél vannak, mindegyik (X,,U.) egy
pontbdl 4ll6 uniform tér, és (Y, V) = [0, 1], a szokasos uniformitéssal. Tehat a fenti

tulajdonsag szempontjabdl a topologikus terek osztalya jobban viselkedik, mint az
uniform tereké.

Masrészt viszont a topologikus terek esetében, ha f1: X; — Y3, fo: Xy — Y5
kvéciens leképezések, akkor az fi X fo: X7 x Xy — Y; x Y; leképezés (amelyre (fr
f2)(z1,22) = (fi(z1), f2(z2)) 4ltaldban nem kvéciens leképezés. Viszont uniform
terek esetében kvociens leképezések szorzata kvociens leképezés és ez nemcsak két
tényezdre, hanem akdrhény tényezére is igaz, igy ebb6l a szempontbdl az uniform
terek osztalya jobban viselkedik, mint a topologikus tereké.

fgy egy természetesen ad6do, és az utébbi két évtizedben sokat vizsgalt kérdés,
hogy mely struktirafajtdknak milyen kivanatos tulajdonsdgaik vannak meg, ill.
olyan struktdrafajtdk keresése, amelyek lehet& sok ilyen kivdnatos tulajdonsaggal
rendelkeznek.

Az aldbbiakban csak azon struktiraosztalyokrol lesz sz6, amelyekkel Csdszar
Akos foglalkozott. Az alabb szerepls struktirafajtdk mind az d.n. merot6pidk osz-
talydval vannak kapcsolatban, amely struktiraosztalyt M. Katétov vezette be az
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1960-as években, és intenzivebb kutatdsuk az 1970-es években indult meg, H. Herr-
lich és munkatéarsai 4ltal.

A merotépidk definici6ja el6tt idézziik fel a 2.§-b6l az uniform terek definici-
6jat. Az ottani definici6 szerint egy uniform tér egy (X,U) par, ahol 4 X x X-en
egy filter, amely eleget tesz az (Ul), (U2), (U3) axiéméknak. U elemeit kornyékek-
nek mondjuk. Legyen {Ux|A € A} egy halmazrendszer az (X,U) uniform térben.
Ez fedés, ha L,\JU’\ = X, azaz ha Vo € X 3\ € A, z € Uy, és uniform fedés, ha az

ennél erGsebb
(%) WeU, VreX INeA, Uz={z|z2)eU}cCU,

feltétel teljesiil. (Specidlisan egy metrikus térbél szarmazé uniformitasra: Je > 0,
Vz € X I\ € A, © e-kdrnyezete része Uy-nak. Igy pl. az 6sszes z pont korili fix e
sugard nyilt gomb rendszere uniform fedést alkot.) Az uniform fedések {{Ura|A €
A} € A} rendszere egyértelmiien meghatarozza a kiindulasi uniform teret:

(%) U € U <= 3{Ux|\ € A} uniform fedés, LXJ(U,\ x U,) CU.

Tehat az uniform fedések segitségével is definidlhat6k az uniform terek. R4-
adasul egy f:(X,U) — (Y,V) leképezés az (X,U), (Y,V) uniform terek kozott
pontosan akkor egyenletesen folytonos, ha (Y, V)-nek barmely {Vy|A € A} uniform
fedésére annak inverz képe, { f~1(Va)|A € A} uniform fedése (X,U)-nak. Ilymé-
don az egyenletesen folytonos leképezések is igen egyszerfien leirhat6k az uniform
fedések segitségével.

A célb6l, hogy az uniformitasokat az uniform fedések segitségével defini-
aljuk (azaz, hogy egy uniformitdst egy X halmazon fedéseknek egy nem-iires
{{Uxa|X € Aa}|a € A}} rendszerével adjunk meg — azaz A # ) —, amely fe-
déseket definici6 szerint uniform fedéseknek neveziink), le kell forditani a fent em-
litett U filter-tulajdonsagat, és az (U1), (U2), (U3) axiémakat az uniform fedések
nyelvére. Miel6tt ezt megtennénk, két definiciéra van sziikségiink. Ha {Uy} és {V,.}
fedései egy X halmaznak, akkor {U,} finomitdsa {V,}-nek, jelben {Ur} < {V.},
ha VA 3u, Uy C V, (igy (x)-ban {Uz|z € X} < {U,} szerepel), ill. {Ux} csillagfi-
nomitdsa {V, }-nek, jelben {Ux} <* {V,}, ha a kovetkez6 ersebb feltétel teljesiil:
VA 3, 'St (U,\,{UA}) = U{Ux|UrNUyx # 0} C V,. (A St (UA,{U,\}) halmaz az
Uy csillaga {U))-ra vonatkozéan.)

Az uniform fedések nem-iires {{Uxa|\ € As}|la € A} rendszere segitségével
definidlt uniformitdsokra a fenti filter-tulajdonsag és az (U1), (U2), (U3) axiémék
a kovetkez6képpen forditédnak le:

(CU1): {Ux} uniform fedés, {V,} fedés X-en, {Up} < {V,.} = {V.} uniform
fedés (,felszall6 tulajdonsag”)

(CU2): {Ux|X € A}, {Vu| € M} uniform fedés = {Ux N V,|A € A, p € M}
uniform fedés (,,metszet-tulajdonsag”)
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(CU3): {Ux} uniform fedés = 3{V,,} uniform fedés, {V,} <* {Ux} (,csillagfi-
nomitas tulajdonsig”).

(Itt (CU1) a kornyékekkel definidlt (X,%) uniformitésnél az U felszall6 tulajdonsa-
géra emlékeztet, (CU2) az U metszet-tulajdonsigéra, és (CU3) az (U3) haromszo-
gegyenl6tlenség axiomara. (Ul)-nek és (U2)-nek itt nincs megfelelGje; ezek auto-
matikusan teljesiilni fognak egy uniform fedések altal definidlt uniformitasbol (*x)
segitségével szarmaztatott, kornyékekkel definidlt uniformitdsra.) Ha az X, ill. Y
halmaz a {{Usa|X € As}|a € A}, ill. {{V,s|p € Ms}|3 € B} uniform fedések
nem-iires rendszerével lefedéses uniformitas, egy f: X — Y leképezés egyenletesen
folytonos, ha 8 € B = {f~'(Vup)|u € Mg} € {{UralX € Aa}|a € A}.

Mindez azt jelenti, hogy az uniform tereket két teljesen egyenértékii médon
lehet definidlni, ilyen médon ugyanazt a térosztalyt, és ugyanazt az egyenletesen
folytonos leképezésosztalyt kapjuk. Az attérés az U kornyékek rendszerérdl a {U) }
uniform fedések rendszerére, ill. forditva a fent megadott () és (xx) formuldk
segitségével torténik (amelyek a kornyékek rendszerének segitségével definidljak
az uniform fedések rendszerét, ill. az uniform fedések rendszerének segitségével
definidljak a kornyékek rendszerét). Megjegyezziik, hogy tGjabban eléggé elterjedt
az uniformitdsoknak az uniform fedések rendszerével val6 megaddsa, szemben az
eredeti, kornyékekkel torténd definiciéval.

Megjegyezziik, hogy ha fedések egy nem-iires rendszere helyett véges fedések-
nek egy nem-iires {{Uxa|]A € Ao}l € A} rendszerét vessziik, és erre kivanjuk
meg a (CU1), (CU2), (CU3) axiémék analogonjait ((CU1)-ben {V,} véges fedés-
sel), a Jefremovics-féle szomszédsagi tereknek (1. 4.§) egy 1j definici6jat kapjuk. Itt
nem adjuk meg a ¢ Jefremovics-féle szomszédsdgi relacié és a véges fedések fenti
{{UxalX € Ao}|a € A} rendszere kozotti oda-vissza valo attérés formulait, csak
arra utalunk, hogy a Jefremovics-féle szomszédsagok kolcsondsen egyértelmiien és
izomorf médon megfeleltethet6k a prekompakt uniformitdsoknak. Egy (X,4) uni-
formitas prekompakt (vagy teljesen korldtos), ha VU € U 3In, 3A,,..., A, C X,
A X Ay CU =1 s 0yM); UA; = X. Igy a Jefremovics-féle szomszédsagok eredeti
definici¢janak és lefedéses definiciGjanak ekvivalencidja a prekompakt uniformitdsok
lefedéses definici6janak figyelembevételébsl adodik.

Megjegyezziik még, hogy a kornyékekkel torténd definicié az uniformitast egy
X alaphalmazon mint 2% *X-nek (bizonyos axiémaknak eleget tevs) U részhalma-
z4t definidlja, mig a lefedésekkel torténg definicié az uniformitést mint 22" -nek
(bizonyos axiémaknak eleget tevs) {{Uxa|\ € Ao} € A} részhalmazét definislja.
(2¥ az Y halmaz hatvanyhalmaza.) Igy az utobbi definici6 kicsit bonyolultabb,
viszont egyszersmind az dltaldnositdsokra alkalmasabbnak bizonyul.

Ezutén megadjuk a merotépia definici6jat. Egy X halmaz, és rajta fedéseknek
egy nem-iires {{Uxa|X € Aq}|a € A} rendszere merotdpia, ha ezekre teljestil a fenti
(CU1), (CU2) axiéma (tehat az uniform fedésekkel definialt uniformitasok axiémai
koziil az (CU3) csillagfinomitds axiémat elhagyjuk).
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Megjegyezziik, hogy ha a kornyékekkel definidlt uniformitdsoknél elhagyjuk
az (U3) haromszogegyenlGtlenség axiémat, akkor az d.n. szemiuniformitdsok fo-
galmat kapjuk, 1. 2.§. Ambar a lefedéses uniformitasoknal (CU3) a haromszdg-
egyenl6tlenségre emlékeztet, mégis a szemiuniformitasok és merotépidk osztélya
nem ugyanaz; a szemiuniformitdsok természetes médon egy valédi részosztalyat
képezik a merot6pidknak.

Ha fedések helyett véges fedéseknek egy nem-iires {{Uxo|A € Ag}|a € A}
rendszerét tekintjiilk, amelyekre (CU1) ({V,.} véges fedéssel) és (CU2) teljesiil, ak-
kor kontiguitdsrél beszéliink. Szemben a Jefremovics-féle szomszédségok eredeti
definiciGjanak (1. 4.§) és az el6bb emlitett lefedéses definiciéjanak ekvivalencidjaval,
a Cech-féle szomszédsagok (1. 4.§, amikoris a (P6) normalitds axiémat hagyjuk el
a Jefremovics szomszédsagok definici6jabol) és a kontiguitdsok (amikor a harom-
szogegyenlGtlenségre emlékeztets (CU3) csillagfinomitdsi axiéma véges analogonjat
hagyjuk el a Jefremovics szomszédsagok véges lefedésekkel torténd definici6jabol),
mar nem ekvivalens struktidrak: minden Cech-féle szomszédsag természetes érte-
lemben indukalhaté kontiguitédssal, de altalaban tobbel is.

Egy maésik dltalanositasi lehetség a kovetkezs. Legyen (X,U) uniform tér, és
tekintsiik benne az F Cauchy filterek C rendszerét (az F filter Cauchy, ha VU e U
dF € F, F x F c U). Ezek rendszere eleget tesz a kovetkez& axiémédknak:

(C1:Vze X {AC X|A>z} €,

(C2): Fec, F filter X-en, F C F' = F' €,

(C3): i, oeC,VFL e AVRRe h ANFK#0=>F1inF eC.
Megjegyezziik, hogy az F1 N F filterre 73 N Fy = {FA U R € Fi,Fy €
Fa}. A (C3) axiéma teljesiilése a haromszdgaxioma kovetkezménye. Megjegyezziik
tovabb4, hogy egy T» topologikus térben az 6sszes konvergens filterek rendszere is
eleget tesz a fenti hdrom axiéménak.

Egy X halmazt, és rajta filtereknek egy C rendszerét, amely kielégiti a (C1),
(C2), (C3) -axibmakat, Cauchy-struktirdnak nevezziik. Cauchy-struktirak kozott
egy f:(X1,C1) — (X2,C2) leképezés folytonos, ha F € C; = f(F) € Ca. (f(F)
az Xao-ben {f(F)|F € F} &ltal generdlt filter.) Ha csak a (C1), (C2) axiémékat
koveteljiik meg, filter-térral (filter-merotopia, grill, screen) beszéliink.

A fenti struktirdk koziil néhdnyat sorba éllitunk, kezdve a legédltaldnosab-
bal, és folytatva az egyre specialisabbakkal: merot6pidk, filter-terek, kontiguitasok,
Cech-szomszédsagok (4.§), Cech-féle lezarasok (4.§). (Ez analogonja a klasszikus
uniformitasok, Jefremovics-féle szomszédsagok, topolégiadk sorozatnak.) Itt mind-
egyik fajta struktira természetes modon indukdl egy kovetkezs fajta struktirét
(analég médon, mint ahogy egy uniformitds indukél egy Jefremovics szomszédsa-
got, és egy Jefremovics szomszédsag indukal egy topolégiat (1. 4.8)).

Az el6z6 bekezdésben felsorolt struktirdkndl fel lehet még tenni, hogy a ,hé-
romszogaxiomanak valamilyen gyongitett formdja” teljestil. Merot6pidk esetén az
egyik igy ad6dé struktira a H. Herrlich altal bevezetett d.n. ,nearness” terek,
amelyek az ut6bbi hisz évben kiterjedt vizsgalatok targya voltak.
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Csészar Akosnak a fent ismertetett és egyéb altaldnos folytonossagi strukti-
rakkal foglakozé dolgozatai vizsgédljdk a kiilonféle struktdrafajtdk egymassal val6
kapcsolatat. Egy adott specidlisabb struktirdnak adott fajt4ju dltalanosabb struk-
tirdkkal valé indukéldsa esetén sokszor van ezen indukal6 struktirdk kozott legfino-
mabb, vagy legdurvabb (mint ahogy pl. adott teljesen regularis topol6giat — ill. Jef-
removics szomszédsadgot — indukal6 uniformitasok kozott mindig van legfinomabb
— ill. legdurvabb); ezeket is vizsgalja. Tobb dolgozatot szentel, részben az azéta
elhunyt Dedk Jen&vel kézdsen, az igynevezett szimultén kiterjesztési problémanak.
Ennek egy specidlis esete szerepelt a 8.§-ban, amikoris adva volt egy Y topologikus
tér, annak egy X siird altere, és X-en adva volt egy U (kvazi)uniformitas, agy, hogy
U az X altér topolégidjat indukélta. Keresendd volt ekkor egy U’ (kvazi)uniformitas
Y-on, amely egyrészt Y topol6gidjat indukalja, méasrészt X -re val6 megszoritésa .

Az altaldnos szimultdn kiterjesztési probléma azt jelenti, hogy van egy Y
halmaz és ennek tetszGleges X; részhalmazai (1 € I). Az Y halmazon meg van
adva egy specidlisabb struktira, az X; halmazokon pedig egy-egy adott fajtaju
altalanosabb struktira, amelyek kielégitik a kovetkezd két kompatibilitasi feltételt:

(1): az X; halmazokon adott dltalanosabb struktira altal indukalt specialisabb
struktdra X;-n megegyezik az Y specidlisabb struktirdjanak X;-re valé megszori-
tasdval; valamint

(2): 4,5 €I, i # j esetén az X;-n, ill. X;-n megadott altaldnosabb struktirdk

megszoritdsai X; N X,-re egymdassal megegyeznek.
Kérdés: mi a feltétele annak, hogy létezzen egy, az adott fajtdji 4ltalanosabb
struktira Y-on, amely egyrészt Y specidlisabb struktirajat indukdlja, masrészt
az X; részhalmazokra val6 megszoritdsai az X;-ken el6re megadott altalanosabb
struktardkkal egyeznek meg.
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AZ EMBERI MOZGAS SZABALYOZASANAK
MATEMATIKAI MODELLJEI

LACZKO JOZSEF

Az aldbbi attekint§ jellegi cikk ismert matematikai médszerek, elsGsorban geo-
metriai és linedris algebrai médszerek alkalmazdsat mutatja be egy viszonylag 1j
kutatési teriileten, az emberi mozgés idegrendszeri szabdlyozasanak, vezérlésének
modellezésében.

Az utébbi években a szadmitdstechnika fejl6dése el6térbe helyezte az tsszetett
idegrendszeri funkciok kozvetett megismerését segité matematikai modellek [13,16]
alkalmazasat és elterjedését. Ilyen kozponti idegrendszeri feladat sok-komponenst
csont- és izom-rendszerek (végtagok) j6l koordindlt mozgasanak vezérlése. Hogyan
oldja meg az idegrendszer ezt a feladatot? Hogyan érthet& meg egy ilyen bonyolult
feladat idegrendszer &ltali megoldasa?

A kérdés visszavezet egy vektormennyiség tobb komponensre val6 felbontasara,
pl. egy pont elmozduldsanak a fizikai térben harom derékszogti komponensre val6
felbontdsara. A koordinaciés probléma érdekesebbé valik abban az esetben ha a
komponensek szdima meghaladja a minimum sziikségeset, azaz ha nincs egyértelm
megoldds. Ez az eset &ll fenn ha egy testrész, pl. az emberi kar elmozdulasat
kell létrehozni iziileti elforduldsokkal illetve izomdésszehiz6dédsokkal, tehat annyi
Osszetevére kell az elmozdulast felbontani, ahédny iziilet illetve izom vesz részt a
mozgasban. Ekkor az iziiletek illetve az izmok nagy szama miatt a testrész egy
adott elmozduldsa létrejohet a komponensek mozgésanak végtelen sok kiilonbozé
kombinéci6jaként. Nyomkdvets vagy célt eléré mozgéasok jol koordinélt vezérlésének
kérdése felveti a kovetkez6 feladatot.

Feladat: hatarozzuk meg egy sokiziiletd végtag iziileteiben az iziileti elfordu-
lasokat ugy, hogy a végtag végpontja

a) egy adott palydn mozogjon (nyomkdvets mozgés);
b) egy adott pontot érjen el a térben (célt eléré mozgas).

Az aldbbiakban ezzel a két feladattal kapcsolatos kutatdsokrol és a megoldas-
ban alkalmazhaté matematikai médszerekrél lesz sz6. Ezek a kutatdsok a nyolcva-
nas években kezdtek gyorsan fejlédni, amikor egyrészt a szamitégépvezérelt moz-
gésanalizalé berendezésekkel egyre tobb kisérletet végeztek és adatot gytijtottek,
mésrészt lehet6vé valt kiilosnbozs hipotéziseken alapulé vezérlési algoritmusok gyors
szamit6égépes szimulacidja.

47



Kisérleti eredmények szerint példdul az emberi kar természetes, akadaly nél-
kiili mozgasa sordn a kéz egy kezdeti pontb6l egy adott tervezett célpontba egyenes
palyan mozog [2]. Az egyenes pélyat azonban sokféleképpen meg lehet valésitani
iziileti hajlasszog-valtozasokkal. Mely megoldast vilasztja egy egészséges emberi
idegrendszer? Ilyen kérdések igen bonyolult biol6giai, fiziol6giai problémaékat is fel-
vetnek, hiszen pl. az iziileteket mozgat6 izmokban ébreds er6k és az izmok hossz4-
nak megvéltozasa kozti kapcsolat bonyolult médon fiigg nagyon sok tényez6t6l, pl.
az izmok szerkezetétsl, az izmokat ingerl6 motoros idegsejtek tulajdonsagaitol és
az iziiletek merevségétsl. Ez a kozlemény a biol6giai mozgas-koordinédciéval kap-
csolatos matematikai problémékkal foglalkozik.

Elgszor attekintést adunk a direkt kinematikai és inverz kinematikai feladat
néven robotikdbol ismert kérdésekrél [9] és az a) feladatra lokalisan linearis, kozelit
megoldéast mutatunk. Utalunk arra, hogy a bemutatott médszert hogyan hasznaltdk
fel emberi végtagok egészséges (optimdlis) mozgasdnak modellezésére.

Ezutén a b) feladat megoldasara egy ismert varidcié-szamitasi médszert alkal-
mazunk. Végiil az egészséges emberi karmozgésok egy tjonnan megfigyelt sajatsagat
fogalmazzuk meg. A megfigyelés a jelen kozlemény ir6janak szamitégépes szimuld-
cigjan és kiilfoldi laboratériumokban végzett kisérletek eredményein alapul [5]. Az
egészséges emberi karmozgédsok egy olyan geometriai tulajdonsdgara hivjuk fel a fi-
gyelmet amely idegrendszeri sériilés kovetkeztében karosodott mozgés esetén vagy
mesterségesen generdlt mozgasok esetén éaltaldban nem teljesiil. Tovabbi kutata-
sok targya lehet, hogy ez a sajatsdg milyen matematikai feltétel mellett, az iziileti
elforduldsokat leir6 fiiggvények milyen valasztisa mellett lehet igaz?

Sokiziilet{i végtag reprezentildsa térstt-vonallal

Hasznaljunk egy koéznapi fogalmat, a végtag fogalmat az aldbbi értelemben:

Végtag: t6bb csukl6ponttal rendelkezé, a csukl6pontokban eldgazas nélkiil egy-
mashoz csatlakoz6 és egymas koriil elfordulé részekbél 4ll6 geometriai alakzat.

Igy példaul végtag az emberi kar, ahol a felkar, az alkar és a kéz egyméshoz
iziiletekben kapcsol6dé forgé részek, ahol a kezet egyetlen résznek tekintjiik, de
ebben az értelemben végtag a fej-nyak rendszer is, ahol a kapcsol6dé forgé részek
a nyakcsigolydk és a koponya.

A végtagokat torttvonallal fogjuk reprezentélni, ahol a tdréttvonalat alkoté
szakaszok a végtag szegmenseinek és a toréspontok az iziilleteknek (csuklépontok-
nak) felelnek meg.

Tekintstink példaként egy n csukl6ponti végtagot, amelyet reprezentalé to-
rottvonal egy sikra illeszkedik (1. dbra), majd vizsgdljuk a végtag sikbeli mozgasat.

Jelolje (a1,...,a,) a végtag csuklopontjaiban a hajlasszogeket és (z,y) a
végtag végpontjanak (pl. a kéz egy kijelslt pontjanak) a koordinatait. Tegyiik fel,
hogy a végtag kezd6pontja (pl. a vall) helyben marad. Kérdés, hogyan valtoznak

48



r (xfayf)

(0,0)

1. dbra. Stkbeli, hdrom csukléponti torsttvonal. A csuklépontokban mért
(a1, a2, a3) hajldsszigek €s a vonalak hossza (1,12, l3) meghatdrozzdk a P
pont helyét a stkon. A P pont (z,y) koordindtdi azonban nem hatdrozzdk
meg egyértelmden az (o, a2, a3) szigeket.

az izilleti hajlasszogek, ha a végtag végpontjat egy (;0,...,a,0) kezdeti 4llapot
altal meghatéarozott (zo,yo) pontbél egy adott (zf,ys) pontba mozgatjuk?

A kovetkez6kben megemlitiink néhany ehhez a kérdéshez kapcsol6dé feladatot.
A kar végpontjanak pillanatnyi helyét egy p € R? vektorral, a kar pillanatnyi
helyzetét (4llapotat) pedig egy a € R™ vektorral jeloljik. a = (ai,...,an),

P = (z,9).

Direkt kinematikai feladat

Ha ismerjiik a pillanatnyi (a1, ..., a,) hajlasszdgeket, akkor hogyan szdmithaték
ki a végpont (z,y) koordinat4i? Tehat hogyan fiigg a kar pillanatnyi a helyzetétdl a
kar p végpontjdanak helye? Ezt a feladatot direkt kinematikai feladatnak nevezziik.

A direkt kinematikai feladat kodnnyen megoldhaté pl. n csukléponti, sikbeli

kar esetén.
(z,y) = (Z li cosm,zli sin )61')
=1 =1

ahol 3; = Z;’=1 (:TH
A p vektort az « fiiggvényében a fentiek szerint megadé fiiggvény folytonos
és differencidlhaté.
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Jeloljiik ezt a fiiggvényt f-fel.

(1) p=f(a)

Ez a fiiggvény azonban dltalaban nem invertalhaté.

Az inverz kinematikai feladat

Ha adottak a végtag végpontjanak koordinatai, akkor hogyan hatarozhaték meg a
szomszédos szegmensek 4ltal bezart szogek?

Mivel az (1) egyenletben szerepl6 f fliggvény nem invertdlhat6, ennek a fela-
datnak sok megold4sa lehet. Hogyan taldlhatunk egyet, és vajon mely megolddsok
vezetnek természetes emberi végtagok helyzetéhez?

Robotkarok vezérlésénél a végtag mozgasdnak leirdsdhoz lokélisan linearizalni
szoktak a hajlasszogek és a végpont koordindtai kozotti kacsolatot [9]. Ez fizikailag
a sebességekre val6 attérést jelenti. A végpont sebességének ismeretében kellene
kiszamitani az iziileti sz6gsebességeket, majd ebbdl integrildssal az iziileti szdgeket.

LokAlis inverz kinematikai feladat

Differencialva (1)-et, a

dp _[0p] da
(2) dt — [60:] dt

egyenletet kapjuk. Itt a pozici6 valtozasat a hajlasszogek viltozdsa hatérozza meg.
AJ= [gg—] € R**™ matrixot Jacobi-métrixnak nevezzik.

Az n csuklépontt végtag sikbeli mozgasa esetén:

—ilisinﬁ{,—ilisinﬂi,...,—ilisinﬂi
=1 i=n

=2

n n n
E licos,Bi,Zlicosﬂ,-,..., E l; cos 3;
=1 =2 =n

J=

Jelolje Ap a végtag végpontjinak egy el6re megadott palya mentén terve-
zett infinitezimalis elmozdulasat. Hatdrozzuk meg a Ap elmozdulashoz sziikséges
Aa = (Aay,...,Aay) hajlasszdgvaltozds vektort, ha ismerjiikk o pillanatnyi érté-
két. Tehat oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert:

(3) JAa = Ap
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Ha J négyzetes, nem szingularis, akkor
(4) Aa =J"1Ap

Ha sikbeli példankban n > 2, akkor J szingularis és (3)-nak végtelen sok megoldasa
létezik. Ezek kozill dltalaban valamilyen bioldgiailag, fizikailag relevans optimali-
zacios feltételt kielégit6 megolddsokat vizsgdltak és hasonlitottak ssze kisérleti
megfigyelésekkel [2, 10, 11, 12, 18]. Péld4ul a forgasi energia az iziileti szogsebes-
ségek négyzetével kapcsolatos, igy természetesnek ttint (3)-nak minimdalis norméja
megolddsat keresni [11, 14]. Tehét olyan megoldast, amelyre

(5) lAcl? =) Ac?
minimaélis.
Ez a megoldas J Moore-Penrose pszeudoinverze segitségével ad6dik. Az alab-

biakban sz6lunk J oszlopainak geometriai. jelentésérsl, majd a (3) egyenletnek a J
métrix M-P pszeudoinverzen alapul6 megolddsarél.

J oszlopai természetes (biolégiai) generator-rendszert alkotnak

A (3) egyenlet geometriailag azt jelenti, hogy a végtag végpontjanak pillanatnyi
elmozdulasat kell felbontani a J métrix oszlopait alkot6 vektorokkal parhuzamos
UsszetevGkre.

J oszlopai 4ltaldban generator-rendszert alkotnak R3-ben.

Teh4t Ap-t egy generédtor-rendszerre vonatkozé koordinatédkkal kell megadni:
Ap =AaJ; + Aaxds + ...+ Aa,nd,

Azt az izgalmas kérdést vizsgéltuk, hogy hogyan definidlhaték a biolégiai
rendszer geometriai tulajdonsagait tiikr6z6 generdtorok. A J métrix oszlopai példat
mutatnak egy egyszerti ,motoros” generator-rendszerre, amelyet a mozgé végtag
definiél.

Ha elfordulés jon létre az i-edik iziiletben, akkor ennek hatésara a végpont egy
olyan kérén mozdul el, amelynek kézéppontja az i-edik iziilet (c;), és sugara a p
végpontnak az iziilett6l mért tavolsdga. A J matrix i-edik oszlopa ennek a kdrnek a
p ponthoz tartozo érintGjének az irdinyaba mutaté vektor. Ezt szemlélteti a 2. dbra
sikbeli torottvonallal reprezentélhaté emberi kar esetén.

J; egyszertien szamithat6 az i-edik fziilet (c;), a végtag végpontja (p), és az
iziilet pillanatnyi forgéstengelyének (a;) ismeretében:

(6) Ji=a;x(p-c)
ahol x vektorilis szorzéast jelol és a; a forgastengely irdnydba mutaté egységvektor.
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A J métrix oszlopainak (6) szerinti definiciéjdban az iziileti forgastengelyek is
szerepeltek. Ha a mozgds sordn minden iziilet egy sikban marad, akkor a; alland6
és megegyezik minden i-re (nevezetesen, mer6leges arra a sikra, amelyen a végtag
mozog).

Haromdimenziés mozgasok esetén, még biomechanikai korlatozéasok figyelembe
vételével is, a forgastengelyek elméletileg sokféleképp valaszthaték és térben és
idében véltoznak.

A c; iziletben létrejovs elfordulds a; forgastengelye mindig felbonthaté két
komponensre oly médon, hogy az egyik komponens a p — ¢; vektor irdnyaba esik,
a maésik pedig erre a vektorra meréleges sikra illeszkedik. Ha p-nek a py # p pont
iranyaba val6 mozgatasa a cél, akkor a p — c; koriili elforgatas biztosan nem viszi
p-t kozelebb a célhoz, hanem p-t helyben hagyja Ezen tengely koriili forgatés tehat
felesleges, és ezért varhat6, hogy a; a p — c;-re mer6leges.

A p — c;-re merbleges sikb6l pedig azt az irdnyt célszerti forgastengelynek
vélasztani amely p — ps-re is meréleges. Teh4t

(7) a; = (p —¢i) x (p — py)

Feltételezhets, hogy egészséges mozgasok esetén, tanuldsi folyamat eredményeként
kialakult neurslis kényszerek hatésara, a forgastengelyek ily médon vélasztottak.
Ez szemmozgésok esetén kisérletileg bizonyithaté [17], és sok-iziiletli mozgasoknal
is célszertinek latszik [3].

Ez a vélasztés az egyes izilletek szintjén optimaélis forgastengelyt ad. Az inverz
kinematikai feladat azonban tovabbi optimalizélasi kérdést vet fel, mégpedig azt,
hogy sok iziilet esetén hogyan viszonyulnak egymaéshoz a vilasztott tengelyek koriili
elfordulésok.

A lokalis inverz kinematikai feladat Moore—Penrose pszeudoinverzen

alapulé megoldasa.

Ha legaldbb annyi iziilet van, mint a kiils6 tér dimenzi6ja (sikbeli mozgasok esetén
kett&), akkor J oszlopai egy generédtor-rendszert definidlnak, amely annyi elem,
ahéany forgé iziilete van a végtagnak. .

Ha a generatorok szdma nagyobb, mint a kiils6 tér dimenziéja, akkor J szin-
gularis, és ekkor 4ltaldnositott inverz alkalmazisdval adhat6 egy megoldas a (3)
egyenletre. Ez a m6dszer a J matrixnak egy olyan altérre val6 megszoritasan ala-
pul, amelyen invertalhat6 [1]. Ilyen altér a J nullterének (N (J)-nek) minden direkt
kiegészits altere.

Geometriailag indokolhaté a (3) egyenlet olyan megoldasat keresni, amely az
ortogondlis direkt kiegészits altérnek eleme. A (3) egyenlet homogén megoldésai
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2. abra. Az emberi kar dltal definidlt természetes generdtor-rendszer (Jy, Ja, J3).
Minden tziilethez a generdtor-rendszer egy eleme tartozik, és az merdleges
az iziiletet az ujj végpontjdval dsszekoté egyenesre, valamint az fziilet
pillanatnyi forgdstengelyére. (Sikbeli mozgdsok esetén a forgdstengely
minden fziletben a mozgds sikjdra merdleges).

(N(J) elemei) ugyanis olyan Aa; szdgvéltozasokat adnak, amelyek a végtag vég-
pontjat helyben hagyjak. Ezért a végpont adott irdnyba torténé kis elmozdulédsa
esetén (3)-nak olyan megold4sét célszer( keresni, amelynek nincs N(J)-beli 6ssze-
tevdje.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogyan szamithato ki egy ilyen megoldas. Ehhez
definidljuk a Moore—Penrose pszeudoinverzet

Jelvljilk egy A méatrix képterét R(A)-val és rangjat r(A)-val.
Jelvlje egy U altér ortogonalis direkt kiegészits alterét U+L.
Jelolje A|y(4)+ az A métrixnak az N (A)* altérre val6 megszoritését.

Definicié. Legyen A € R™*™. Definidljuk az A* € R™*X™ maétrixot illetve a neki
megfelel§ lineédris leképezést a kbvetkez6képpen:

A*v=0, ha veR(A)"', 6 Atv=(Alyu:) v, ha veR(4)
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Az At métrixot az A métrix Moore-Penrose pszeudoinverzének (M-P pszeudoin-
verz) nevezziik. W

Az Az = y egyenlet M-P pszeudoinverzzel ad6d6, z = Aty megoldasa a
minimélis norm4ji megoldast adja. Ugyanis, ha r(A) = k, akkor az &ltalanos
k n
megoldds x = ) c;e; + > c;e; alakban irhaté, ahol e;,...,e;x € N(A)J‘ és
i=1 i=k+1
€r+1,.-.,en € N(A).
Az egyetlen N (A)L-beli megoldashoz egy ra mer6leges IN(A)-beli komponenst
adva egy mésik megoldast kapunk, de minden igy ad6dé megoldds norméja na-
gyobb, mint az N(A)*-beli megoldésé.

Ha A € R™™, m > n és r(A) = n, akkor r(AAT) = n, tehat AAT invertal-
hat6. Ekkor At kiszdmithat6 a kévetkez6képpen:

(8) At = AT(AAT)™
Ezt mutatjuk meg az aldbbiakban.

Allitds. Legyen A € R**™ és r(A) = n, ekkor az Az = y egyenlet minim4lis
normdji megolddsa x = AT(AAT) 'y alaku.

Az sllitds a Lagrange-multiplikitor szabaly segitségével bizonyithaté [9] a
kovetkezGképpen:

Azt keressiik, hogy mely z esetén lesz minimélis a g(z) = (z,z) fiiggvény az
Az — y = 0 feltétel mellett. ((,) skalaris szorzatot jelsl.)

Legyen
F=(z,z) + (\, Az — ) = (z,z) + (AT)\,z) — (\,9)

Differencidlva F-et:
dF/dz =22+ ATA =0.

Tehat ha F' minim4lis, akkor
z =-1/2(AT)).

Ha Az — y = 0, akkor
A(-1/2(ATX) —y=0

tehat az adott feltétel esetén:
A =-2(44T) "y
z = AT(AAT) ™y
Tehat az Az = y egyenlet legkisebb norméji megolddsa z = AT (4AT) 'y. m
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Alkalmazzuk ezt az allitdst az inverz kinematikai feladatra.

A (3) egyenletben szerepld J matrix maximalis rangu (sikbeli mozgas esetén
rangja 2, térbeli mozgéskor 3), kivéve ha a végtag teljesen nyujtott helyzetben
van. Tehat sltalaban JJ7 invertalhato, tehat a lokalis inverz kinematikai feladat
minimélis norméjiu megoldésa:

(9) Aa=J3+Ap =3T1I37) Ap

Megjegyezziik, hogy ha JJ7 szingularis, akkor J* a JJT pszeudoinverzének segit-
ségével szamithaté: Aa = IT(JIT)* Ap.

Ha a forgési energia minimalizaldsa a cél, akkor az |Ac|| = 3 w;Aa? célfiigg-
vényt kell minimalizalni, ahol a w; silyok a végtag szegmenseinek tehetetlenségi
nyomatékaira utalnak. A fenti dllitAshoz hasonléan igazolhat6, hogy ekkor a lokalis
inverz kinematikai feladat megoldésa:

Aa = (WTW) T JT(JWTW) ™ JT) " Ap,

ahol W diagonélis méatrix, amelynek f64tléjaban a siilyok szerepelnek.

A lokélis inverz kinematikai feladat megoldasa tehat dltaldban egy valés szim-
metrikus métrix inverzének kiszamitasara vezethet§ vissza. Ilyen matrixok inverze
a sajatvektorok tenzorszorzatainak a sajatértékek inverzével képzett linedris kom-
binécidja.

Szinguldris valés szimmetrikus méatrix M—P pszeudoinverzének kiszamitasara
is alkalmas az alabbi médszer.

Legyen A val6s szimmetrikus matrix. Jelolje Ey, Fs,..., E, az A métrix li-
nedrisan fliggetlen, egységnyi hosszisagu sajatvektorait és \; az E; sajatvektorhoz
tartozo sajatértéket (z = 1,...,n).

PR - P o _ [1/N, ha X #0
AT =) " XN(ET-E;), ahol ,\1_{0’ b %

i=1

A sajatvektorok kiszamitdséra ismert iterdciés médszer alkalmazhat6, amely-
nek sordn el6szor a legnagyobb sajatértékhez tartozé sajatvektor, majd a tobbi
sajatvektor is meghatdrozhat6 [15]. Ennek az algoritmusnak az idegrendszer &l-
tali (pontosabban kisagyi idegsejthal6zatok 4ltali) implementalhat6ségat feltétele-
zik [14].

Az M-P pszeudoinverz segitségével megoldottuk a lokalis inverz kinematikai
feladatot. A végtag végpontjinak egy hosszabb péalydn val6 mozgéasédhoz sziiksé-
ges hajlasszogvaltozasokat gy szamithatjuk, hogy a pélyat kis részekre osztjuk,
és a fenti médszert lépésenként alkalmazzuk. Minden lépés végén az optimdalisan
valasztott a; forgastengelyek koriil végrehajtjuk az optimalis szogli Aq; iziileti el-
forgatasokat. Ezaltal a végtag Gj helyzete all el6, amelyb6l az dj helyzetnek meg-
felel6 forgastengelyeket és Jacobi-matrixot kiszamitjuk, majd a kovetkez6 lépéshez
sziikséges elforgatési szogeket a fent leirt médon (9) meghatérozzuk.
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Infinitezimélis elmozdulasokat tekintve, az M-P pszeudoinverz egy dd—? vek-
tort rendel egy %‘E sebességvektorhoz. Kérdés, hogy ha a végpont sebességének
ismeretében az M-P pszeudoinverzzel egyértelmtien meghatarozzuk az iziileti sz6g-
sebességeket, akkor ebbdl integraldssal adédik-e egy fiiggvény, amely Osszefiiggést
ad a végtag végpontjanak p = (z,y) koordinatéi és az a = (ay,...,q,) izileti
hajlasszogek kozott?

Az M-P pszeodoinverzet a végpontnak egy zart gorbén valé mozgésara alkal-
mazva Klein és Huang bizonyitotta [4], hogy bar a végpont poziciéja a mozgés kez-
detén és végén ugyanaz, a végsd helyzetben ad6dé iziileti hajlasszégek nem egyeznek
meg a kiinduldsi allapotban mért iziileti hajlasszogekkel. Tehat ha a végpont egy
zéart palyat ir le, ebb6]l nem kovetkezik, hogy a kar ugyanabba az allapotba keriil a
mozgés végén, mint amelyben a kezdetekor volt. Azaz [ p'(t) = 0,de [ J*p'(t) # 0.
Ez komoly probléméat jelenthet robotok vezérlése esetén. Az emberi mozgéast te-
kintve azonban a fenti médszerrel kiszamitott iziileti hajlasszogvéltozasok megj6-
soltak nyomkovet6s karmozgésok esetén létrejott iziileti hajlasszogvéltozasokat [6,
7, 8|.

Megfigyelések is azt mutatjak, hogy a végpont 4ltal leirt zart gérbének a kar
allapotterében nem feltétleniil zart gorbe felel meg.

Az n iziillet végtag allapottere a kar dllapotat leir6é (aq, ..., a,) valtozékbol
felépitett Riemann-tér. Ennek a térnek a pontjaival azonosithaté a kar egy-egy
allapota. Az @ = (ai,...,@,) ponthoz tartozé kovaridns metrikus alaptenzort
JLJ 4 adja, ahol Jo az a pont 4ltal definidlt 4llapotnak megfelels Jacobi-métrix.
Ennek segitségével ivhosszat értelmezhetiink az dllapottérben. Az a(t) gorbe s
ivhossza:

- ‘
(10) s=/0 \/|a’(t)-JT(a(t))J(a(t))-a’(t)ldt

Az allapottérbeli a(t) gorbének megfelels a;(t), az(t),...,an(t) izileti haj-
lasszogvaltozasok a végtag végpontjat egy p(t) gbrbén mozgatjak. Az s ivhossz se-
gitségével a végtag végpontjanak R3-beli palydjanak hossza a;(t), aa(t),...,an(t)
ismeretében kiszamithat6. Az édllapottérbeli ivhossz és a végtag végpontja altal leirt
R3-beli gorbe ivhossza (2) alapjan megegyezik:

T T
/0\/|a’(t)-JT(a(t))J(a(t))-a’(t)ldt:/o V(P (t), p'(t)) dt.

A kar végpontjanak (R3-beli) elmozduldsai dltal bezart szogek az allapottérben
is meghatarozhaték: Legyen Aa és A3 a kar azonos édllapotabdél indulé két allapot-
valtozas, ezen 4llapotvaltozasok hatdsara létrejovs (Apy, Aps2) elmozduldsok 4ltal
bezart szog:

Aa(t)ITIAB(Y)
Aa(t)ITIAa(t) - AB)ITIAR(R)
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A mozgéasnak R3-ban megfigyelhet6 jellemz6i tehat szamithatok olyan véltozok
(iztileti hajlasszogek) ismeretében, amelyeket az idegrendszer szabalyozni képes
idegsejteken érkezd informaciékkal.

A legsimiabb mozgas

Tekintsiink most egy adott célt eléré mozgast (pl. egy adott térbeli pontot a kézzel
eléré karmozgdast) és azt az optimalizacios feltételt, hogy a végtag végpontja a legsi-
méabban mozogjon. A legsimdbb mozgés azt jelenti, hogy a végpont gyorsuldsa nem
valtozik hirtelen, tehat a végpont elmozduldsdnak harmadik derivéltja minimélis.
Ez kovetelmény lehet a b) tipusi mozgéskoordindciés feladat esetén. Az ilyen moz-
géast a kovet6 mozgastol valé megkiillonboztetésiil ,elér6” karmozgésnak nevezziik.
Ekkor a kéz palydja el6re nem ismert. Kisérleti megfigyelések szerint azonban az
emberi karmozgésok egészséges esetben igen simék, nincsenek rangasok, a végpont
egyenes palydn mozog és a kar végpontjinak gyorsuldsa nem viltozik hirtelen. En-
nek alapjén javasolta Flash és Hogan a ,minimum jerk hipotézis”-t [2], mely szerint
a rangdas norméja négyzetének a mozgés tartama alatti id6 szerinti integrélja, tehat
az aldbbi integral minimaélis:

T
(11) /0 o t)||” dt.

Sikbeli mozgéas esetén ez lokalisan a kdvetkez6 mennyiség minimalizdlasat jelenti:

3z \? d*y .
(@) +(@)

Vegyiik észre, hogy ||p”’(t)“2 egyszeriibb mint a kdvet6 mozgasoknal (5)-ben mini-
malizalni javasolt ||Ac|*> abban az értelemben, hogy nem fiigg a torottvonal szer-
kezetétsl, a szegmensek hosszatol, és a szomszédos szegmensek altal bezart szogek
szogfiiggvényeit6l, hanem csak a végpont koordinat4it6l. A (11)-ben megadott op-
timalizacios kritérium meghatédrozza a végtag végpontjanak egy p(0) kezd6pontbol
egy p(T") célpontba val6 mozgasanak pélydjat, ha adottak a kezd6pontban és a cél-
pontban a p’(0), p'(T"), p”(0), p”(T) peremértékek. Az integrandus egyszeriisége
a (11) optimalizdciés kritériumot kielégit6 palya varidciészamitdsi médszerekkel
val6 kiszamitdsat kindlja [2]. Ugyanakkor fiziol6giai szempontbdl kiilonds hogy az
optimaélis pélya fiiggetlen a mozgé6 végtag szerkezetétsl.

Allitas. A (11) célfiiggvényt minimalizal6 p(t) trajektoria a p(0) és p(T') pontot
Usszekotd egyenes.

Az allitas azon a fontos tételen alapul, mely szerint ha p(t) n-szer folytono-
san differencialhato a (0, T) intervallumon, és adott egy L(t, p(t), p'(t), . ..,p™(t))
alapfiiggvény amely integralhaté (0,7)-n, és a

T
C(p(t))=/0 L(t,p,p,...,p™)dt
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célfiiggvény szélsGértéket vesz fel p(t)-n, akkor a p(t) fiiggvénynek ki kell elégitenie
az alabbi Euler-Lagrange egyenletet:

8L d [ oL [ 8L \
a—p‘a(m%“'”‘”dﬁ(m)‘“

Ha a (11) célfiiggvényt kell minimalizalnunk, akkor

L= iS_z 2+ d3_y )
dt3 dt3

és ebbdl adodik, hogy a célfiggvény minimalis, ha
a3 b (3) 3 (3)
G ok Bl i T
dt3 \ dt3 dt3 \ dt3

dSz dSy
i M el

Ezeknek a differencidlegyenleteknek a megolddsai 6todfokd polinomok:

Ebbél kapjuk, hogy

z(t) = ao + a1t + azt?® + azt® + ast* + ast®
y(t) = bo + byt + bat?® + byt® + byt* + bst®.

Ha a mozgdas 0 sebességgel és 0 gyorsuldssal indul és tgy is fejez6dik be, akkor a
kovetkezg trajektériat kapjuk:

z(t) = zo + (zo — z7)(157* — 67° — 1073)

W4l y(t) = yo + (yo — yr) (1574 — 67° — 107°)

ahol
T =t/T, (wo,y0) =p(0), (zr,yr)=p(T), 6 (z(t),y(t)) = p(t).

Lathato, hogy (12) egy egyenes palyat hataroz meg p(0) és p(T) kozott. ®

Bar a (11) optimalizaciés kritériummal sikeresen megjésoltédk a kar végpont-
janak trajektérigjat, de biol6giai, idegi vezérlési szempontbél ezzel a kritériummal
szemben jogos felvetés, hogy fiiggetlen a végtag egyedi szerkezetét6l. Kérdés, hogy
az idegrendszer képes-e kozvetleniil a végpont koordinatéit szabalyozni? Val6szi-
niibb, hogy a sima mozgés az iziiletek mozgdsanak megfelels szabalyozasaval kap-
csolatos. Ezt a problémét megoldani latszik, hogy ||J (t)oz”’(t)”2 minimalizdldsaval
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olyan mozgéds johet létre, amely a végpont legsimabb mozgasat jol kozeliti. Lattuk,
hogy

(13) p'(t) = J(t)a'(2)
Kétszer differencidlva ezt az egyenletet:
(14) p"(t) = 3"(t)a’(t) + 2 (t)a" (t) + I(t)a (¢)

A teljes rangds négyzetének integraljat is tagokra bonthatjuk.
Jelslje G, Gy, G2, G3 a (14) egyenletben szerepld kifejezéseket:

G(t) =p"(t); Gi(t)=J"(t)d(t); Ga=2T(t)a"(t); 6 G3=I(t)a"(t).

A (14) egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve majd integralva a kovetkezé
egyenletet kapjuk:

(15)/IG(t)Izdt=/|G1(t)|2dt+/]Gz(t)lzdt+/|03(t)|2dt+
+2- / ((G1(t), Ga(t)) + (G (t), G(t)) + (Ga(t), Gs(t))) dt

ahol (,) jelslés a vektorok skalaris szorzatét jeloli,

Egészséges karmozgdasok esetén p”'(t) = J(t)a"'(t).

A (14) egyenlet szerint a végpont rangésa fiigg a rendszer Jacobi-métrix4tél, an-
nak els6 és mésodik derivaltjatol valamint az iziileti szogsebességektél, szoggyor-
suldsoktdl és az iziileti szogek harmadik derivaltjatol (az ut6bbit forgasi rangasnak
nevezzik).

Kisérleti eredmények és szamitogépes szimulacié alapjan sejtheté azonban,
hogy egészséges emberi karmozgasok esetén a fenti tsszegben J(t)a”’(t) a domi-
nans tag. Kisérletek sordn goniométerekkel mérték az iziileti szégeket, majd a mért
szogekbdl kiszamitottak az iziileti szogsebességeket, szg-gyorsuldsokat, forgési ran-
géasokat, a Jacobi-matrixot és annak els¢ és masodik derivaltjat, majd a (14) képlet
szerint a végpont rangasat.

A (14) egyenlettel szamitott rangds minden esetben jol egyezett a (14)-ben
szerepl§ vsszeg harmadik tagjaval:

(16) p"(t) = I(t)a" (t)
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3. 4bra. Bal fels¢ diagram: a kéz elmozduldsdnak harmadik derivdltja elsd koor-
dinatdjdnak id6beli vdltozdsdt mutatja (p'''(t)). A tébbi diagram a (14)
egyenlet jobb oldaldn szereplé hdrom R?-beli vektor (J"o', J'a" és Ja'")
elsé koordindtdjanak idébeli valtozdsdt mutatja. Jobb felsé dbra az elsé
tagra, jobb alsé a mdsodik tagra, bal alsé a harmadik tagra vonatkozik.
A domindns vektor az tziileti szégudltozdsok harmadik derivdltjait adé
vektor €s a Jacobi mdtriz szorzata (Ja'").

Erre mutat példat egy célpontot eléré karmozgas esetén a 3. ébra.

A (15) egyenlet bal oldalan levs integral értékét jol kozelitette a jobb oldalon
szereplG Usszeg harmadik tagja. Megvizsgaltuk a jobb oldalon szereplé négy integ-
réal szazalékos megoszlasat (a teljes rangds négyzetének szdzalékiban). Kiilonbozé
sebességii és amplitid6ji mozgasokat tekintettiink. Mindig a harmadik tag volt a
dominéns.

T I
" 2d ~ " 2
(17) /0 o™ (t)||” at /0 13 o)) dt

A téablazatban egy egészséges ember karmozgéaséara vonatkoz6 értékek szerepel-
nek.

Ebben a kizleményben nem foglalkozunk azzal, hogy matematikailag magya-
razhat6-e ez a megfigyelés. Csupdn felhivjuk a figyelmet arra, hogy a J métrix
minden eleme az {ziileti sz6gek trigonometrikus fiiggvénye. A J derivéltjanak elemei
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sebesség | tavolsig elsé méasodik harmadik negyedik
Osszegtag Osszegtag Osszegtag Osszegtag

gyors hossza 2,69% 15,37% 93,56% —11,62%
gyors hosszi 2,51% 13,87% 90,45% —6,82%
gyors kozép 2,40% 1048%  100,40% —13,28%
gyors kozép 2,32% 9,99% 89,67% —2,01%
gyors révid 0,66% 2,55% 99,23% —2,49%
gyors rovid 0,77% 2,96% 98,06% -1,80%
normal hosszi 2,54% 10,75% 87,91% -1,20%
normaél hosszt 3,28% 14,96% 91,98% —10,22%
normél kézép 1,74% 7,32% 98,57% —7,63%
normal kozép 2,18% 8,97% 95,08% —6,23%
normaél rovid 0,28% 1,17% 103% —4,44%
normal rovid 1,11% 4,30% 102,70% -8,15%

Tablazat. A végpont rdngﬁsa négyzetének integrdlja a (15) egyenlet szerint négy
tagra bonthato. A tdabldzat kisérletileg mért karmozgdsokbol kiszdamitott
négy tag nagysdgdat mutatja a teljes rangds négyzete integrdljanak szdza-
lékdban. A wvizsgdlt esetekben a kéz kiilonbéz6 hosszisdgi (rovid, kozép,
hosszi) pdlydn és kilonbozd sebességgel (normdl, gyors) mozgott.

pedig trigonometrikus fiiggvényeknek iziileti szogek derivaltjaval vett szorzatainak
az dsszege. Pl. n csukl6épontu sikbeli végtag esetén:

L= (Z —1; cos ﬂi) o) (t)+
i=1
- (Zn: —1; cos ﬂ,-) as(t)+...+ (i —1; cosﬂi) al(t)

1=2 =n

A (15) egyenlet jobboldala tehat igen 6sszetett médon definidlt. Kérdés, hogy
az a; fiiggvények milyen valasztdsa mellett teljesiil, hogy a (15) egyenlet jobb
oldaldn szerepl6 harmadik integrdl majdnem megegyezik a balodali integrallal, a
tobbi tsszegtag pedig nem szdmottevs.

Felvet8dé feladatok

1.) Felvet6d6 kérdés, hogy vajon matematikailag kivethetGek-e az a;(t) fiiggve-
nyekre olyan feltételek, amelyekbs] kovetkezik az egészséges karmozgésoknak a
megfigyelt sajatsaga.
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2.) Felvet6ds kérdés, hogy altalaban milyen kapcsolat van a

J b
(19) /o [Tty )| dt

célfiiggvényt minimalizdl6 mozgasb6l ad6dé végpont-pdlya és a fOT ”p”’ (t)||2dt
célfiiggvényt minimalizal6 pélya kozott?

A (19) célfiiggvény lényegesen bonyolultabb, mint (11), de egyszertbb, mint a
(15) egyenlet jobboldalan szerepld négytagu kifejezés.

Itt nem vizsgdljuk a (19) célfiggvény minimalizalasaval foglalkoz6 varidciésza-
mit4si feladatot. A megfigyeléseken alapul6 feltételezéshél itt azt a kovetkeztetést
vonjuk le, hogy ha igaz a ,minimal jerk” hipotézis, akkor egészséges mozgas esetén
a végtag végpontjanak rangasat j6 kozelitéssel ||J ()" ( t)|| minimalizdsdval meg
lehet hatérozni.

Lattuk, hogy el(Sirva hogy a végtag végpontjanak mozgésa a legsiméabb legyen,
meghatarozhaté a fo o (t) ” dt célftiggvényt minimalizalé végpont-palya és an-
nak harmadik derivdltja. Az ilyen mozgésnak megfelel fziileti rangasok (a''(t))
azonban sokfélék lehetnek. Megjegyezziik, hogy ha

P (t) = IJ(t)a" (1)

akkor a végtag sima mozgasiat eredményez6 minimalis norméja o' (t) vektort jo
kozelitéssel kapjuk a végpont elmozduldsanak harmadik derivaltjabél az M—P psze-
udoinverz segitségével.

a"'(t) ~ J(t)+pm(t)

(o' (t) koordinatai az af’(t),...,al (t) izileti rdngésok).

Ezzel a végpont legsim4bb mozgésa tgy 4llithat6 els, hogy az iziileti hajlasszo-
gek valtozasa is kozel legyen a lehet6 legsimabbhoz.

3.) Els6sorban fiziol6giai kérdés, hogy a modellekben javasolt algoritmus implemen-
tdlhat6-e az idegrendszeri vezérlés soran.

Az emberi mozgast mozgéasanalizalé rendszerekkel vizsgéaljak. Lathat6, hogy
a rejtett idegrendszeri algoritmusok és a mozgéasi feladat lényeges paramétereinek
vizsgalatat jelentGsen segitik a matematikai modellek. Az egészséges és kéros moz-
géasok kozvetlenill nem mérhet6 killonbozéségének geometriai elemzése 4j modszert
ad a mozgésbetegségek klasszifikdciéjahoz.
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Mathematical models of human movement control

This paper gives an overview about mathematical methods applied in the studies
of control of human limb movements. Particularly the movements of a redundant
open kinematic chain (limb) is studied. Two types of movements are considered:
(a) reaching movements when the endpoint of the limb must reach a target and
(b) smooth pursuit movements when the endpoint of the limb pursuits a given
trajectory. The use of linear algebraic methods and variational calculus is presented
here and simulated movements are compared with data derived from biological
experiments.
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KONYVISMERTETES

Integrable Systems and Foliations — Feuilletages et Systemes
Intégrables

Claude Albert, Robert Brouzet, Jean Paul Dufour (szerkeszt&k)
Progress in Mathematics Vol. 145, Birkhauser, 1997

(Cikkszerzok: Y. Benoist, G. Cairns, B. Jessup, J. Pitkethly, V. Cavalier,
A. Haefliger, H. Flaschka, T. Raitu, E. Ghys, A. Lichnerowicz, G. Meigniez,
I. Moerdijk, F. J. Turiel, I. Vaisman, P. Vanhaecke.)

Szdmos matematikai elmélet valamilyen fizikai problém4b6l sziiletett és csak ké-
s6bb tisztult azzd az axiomatikus rendszerré, amellyel a legtobb matematikus —
a fizikai hattér teljes megértése nélkil — taldlkozik. A szimplektikus geometria
vagy szimplektikus topolégia azonban mindig is kdzel maradt fizikai gyokeréhez,
a klasszikus mechanika taldn legelegdnsabb megfogalmazésdhoz, az Gn. Hamilton-
formalizmushoz. Ugyanez a szimplektikus formalizmus bizonyult megvilagit6 ere-
jnek a fizika egyéb 4gaiban is, pl. a termodinamikéban, a kvantum-elméletben, a
geometriai optikdban.

Mi is ez a Hamilton-formalizmus? Miel6tt ezt megvalaszolnank, gondoljuk el,
hogy egy hegyoldalon eleresztiink egy goly6t. A goly6 persze arra fog elindulni,
amerre a hegyoldal a legmeredekebb. Ezt dgy is mondhatjuk, hogy az adott pontban
elképzeljiik a hegyoldal érint6sikjat, ezt egy vizszintes sikkal elmetssziik, majd az
igy kapott metszet-egyenesre merélegest allitunk az érint&sikban. Ebbe az irdnyba
mutat (lefelé) a goly6 sebességvektora. Lathat6, hogy a fizikai szitudciébol csak arra
volt sziikséglink, hogy adva legyen egy felillet (dltaldnosabban egy ,n-dimenzids
sokasdg”, vagyis egy olyan ,tér”, mely elég sima ahhoz, hogy minden pontban
legyen érintétere), minden érintGtérben legyen rogzitve egy skaldris szorzés, és
legyen még adva a magassag-fiiggvény (f : M — R differencidlhato figguény).
Ha most eleresztiink egy goly6t a sokasadg P pontjiban, ennek a kezdeti sebességét
a kvetkez6képpen kaphatjuk: az f meghatdrozza a P-beli érint6tér egy df linedris
leképezését R-be, s a sebesség ezen lineéris leképezés magjara lesz merdleges. Ezen
fogalmak a Riemann-geometria fogalomkorébe tartoznak.

Kideriilt, hogy sokkal gyiimolcstz6bb, ha nem kozonséges szimmetrikus ska-
laris szorzést régzitiink minden érint6térben, hanem annak az antiszimmetrikus
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parjat, egy ferde skaldris szorzdst (= szimplektikus formét). Tekintsiik a fenti moz-
gasegyenletet, a sebesség legyen a df magjara ferdemeréleges irdnyt. Némi lineéris
algebrai t{in6dés utdn arra jutunk, hogy ez az antiszimmetria azt eredményezi,
hogy a sebességvektor benne lesz df magjaban, s ezért a goly6 nem fog kimozdulni
az [ szintfeliiletérsl.

A klasszikus mechanika Hamilton-féle leirdsa a kovetkezs: egy fizikai rendszer
Osszes lehetséges mozgasallapotanak M sokasdgan adott egy H : M — R energia-
fiiggvény, valamint minden érint6térben egy szimplektikus forma (egy bizonyos
integralhatosagi feltétellel). A rendszer mozgéasat a fenti mozgasegyenlet adja: a se-
besség merGleges dH magjara. Pontos definiciék utan bizonyithat6, hogy mindez
ekvivalens az iskolabdl ismert newtoni mechanikaval. (Az energiamegmaradds tor-
vényét v.6. az el6z6 bekezdés végével.) A fenti mozgisegyenlet koordindtdkba ki-
irva egy parcialis differencidlegyenlet-rendszer, melynek integraldsa altalaban nem
konnyd. A szimplektikus geometria azonban elegans definici6kat, technikdkat és
tételeket tartalmaz erre az integralhatésigra vonatkozéan (,teljesen integralhaté
rendszerek”).

Nem igaz azonban, hogy a szimplektikus geometria a differencidlegyenletekhez
hasonl6 analitikus elmélet lenne. Inkdbb geometria és topolégia termékenyiti meg,
valamint a szimmetria és az antiszimmetria furcsa egymésbafonédésa. Van még egy
kett&sség, mely a modern szimplektikus eredmények fényében egyre markdnsabb: az
eredmények egy része a szimplektikus sokasigok egyfajta képlékenységét fogalmazza
meg, mig méasok ugyanezek bizonyos merevségét.

Itt az ideje, hogy sz6t ejtsiink a Birkhauser altal kiadott 11 dolgozatot tar-
talmaz6 kotetrsl, mely egy 1995-6s, P. Molino tiszteletére rendezett konferencia
cikkgytjteménye. A dolgozatok témédja a szimplektikus geometridn belil igen szer-
tedgaz6. Néhany igen speciélis, egymadstol is tavol 4ll6 kutatasi teriiletet ismerhe-
tiink meg a (t6bbnyire francia nyelv() cikkekbd&l, melyek integralhat6 rendszerek-
61, Poisson-struktiirakrél (a szimplektikus geometria egy altalanositasarol), folia-
z4sokrol, Lie-transzverzalis és tranzitiv strukttirakroél valamint klasszifikdciés prob-
1émékrol szélnak. Emlitsiink meg két, inkdbb- 8sszefoglal6 jellegti cikket. Az egyik
Y. Benoist mtive (Orbites des structures rigides (d’aprés M. Gromov)), melyben a
szimplektikus struktira merevségét dltalanosit6 fogalmakat talal. A masik, melyb6l
talan leginkabb profitdlhat az olvas6, I. Vaisman A Lecture on Poisson-Nijenhuis
Structures cim( Osszefoglalé cikke, mely Gelfand, Dorfman és a szerz8, Vaisman
munkéit mutatja be. Vildgos motivaciét ad a Poisson-struktirakra és arra, hogyan
hatdroz meg két ilyen struktdra involdciéban all6 fiiggvényeket, ezzel biztositva
bizonyos fontos (végtelen-dimenzi6s) Hamilton-rendszerek teljes integralhatésagat.

Riményi Richard
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Dimitri Vvedensky, Partial Differential Equations with MATHEMATICA,
Addison-Wesley, 1992.

A kényv anyaga a szerz6 éltal a londoni Imperial College harmadéves fizikaszakos
hallgatéinak tartott linedris és nemlinearis parcidlis differencidlegyenletek bevezets
el6adédsain nyugszik. Habar az el6fordulé egyenletek, egyenlettipusok er6s fizikai
héattérrel keriilnek bevezetésre — hiszen a szerz6 maga is fizikaprofesszor —, ha-
szonnal forgathatjdk mindazok, akik a matematika vagy a MATHEMATICA irant
érdekl6dnek. Az el6bbi csoportba tartozék a parcidlis differencidlegyenletek elméle-
tének ,pratikusabb” részeit ismerhetik meg; de az ut6bbi csoporthoz tartozé olvasé
is taldl hasznos ismereteket, s6t segitséget is ezek megkereséséhez, hiszen a MA-
THEMATICA-hoz kapcsol6dé részek kiilon szedve jelennek meg.

A bevezet6ben Vvedensky az els6 nyolc fejezetet a linearis egyenleteknek,
az utols6 kett6t pedig a nemlinedrisoknak igéri. Az elsé nyolcbdl szigorian véve
azonban csak ot foglalkozik a linedris egyenletekkel. Egy rovid bevezet6 fejezet
utén az els6rend( egyenleteket targyalja a karakterisztikdk médszerével, ami utan
a méasodrend( egyenletek kdvetkeznek: Cauchy-feladat a sikon, a Cauchy-feladat
geometridja, dllando egyiitthat6s egyenletek osztalyozasa.

‘A tovabbi fejezetek tartalmazzdk a mar emlitett ,praktikus” részeit az elmé-
letnek, itt lesz — habdar az els6 harom fejezet is tartalmazott — hangsilyosabb
a MATHEMATICA-ra irt hosszabb-révidebb programok szerepe. Cooper kényvé-
vel ellentétben itt csak mindegy 40 oldal foglalkozik a véltoz6k szétvalasztdsdnak
modszerével, és az is a Sturm-Liouville problémara valé alkalmazési igénnyel, de
helyet kapott kiilon fejezetben a megolddsok sorfejtéses alakban valé elGallitasa,
valamint a specialis fiiggvények és ortogonélis polinomok témakorérsl is b6ven le-
het olvasni. A hetedik fejezet téma4ja a transzforméici6s médszerek, melyekkel a
maésodrend(i egyenletekre alapmegoldasokat nyerhetiink. Ehhez szorosan kapcsol6-
dik (Green-fiiggvény) az integralreprezentaciok témakore, mely a nyolcadik fejezet
anyaga. Az utols6 két fejezetben egy rovid, de tomor bevezetést kapunk a nemli-
neéris egyenletekre alkalmazhat6 transzformaciés modszerekbe. Két egyenletet, a
Burgers, ill. a Korteweg—de-Vries egyenletet vizsgal részletesebben a Hopf-Cole, ill.
a Biécklund transzforméci6 segitségével. Mig a Hopf-Cole transzformécié képletet
ad a Burgers egyenlet megoldasara, a Backlund transzforméci6 elvezet a nemline-
aris szuperpozicioig.

Az egyes fejezetek végén taldlhatjuk az irodalomjegyzékeket, a kdnyv jelle-
géb6l adédéan tobbségében tankdnyvekre valé hivatkozassal, és a feladatokat a
megoldasukat segit6 dtmutatdsokkal. Egy, a parcidlis differencidlegyenletek alkal-
mazésait, megolddsi médszereit bemutaté el6addssorozathoz mindenképp hasznos
segédkonyv lehet.

Farkas Gyula
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Erratum:
Az ismeretlen ismerds
Algebrai geometriarél — nem algebrai geométereknek

A fenti cikk bevezetGjében a magyar nyelvi algebrai geometriai irodalom felsoro-
14s4bdl sajnos egy fontos iras kimaradt.

Buzési Kéaroly forditasdban jelent meg ugyanis I. R. Safarevics ,,Az algebrai
geometria alapjai” cim@ cikke magyarul az MTA III. Osztily Ko6zleményei 22
(1973), 79-184. és 283—-360. oldalakon. A forditds alapja az Uszpehi Mat. Nauk.
XXXIV 6 (150) 1969, 3—184. cikk.

Erre a hidnyossagra Pethé Attila hivta fel a figyelmemet, akinek eziton sze-
retném kifejezni halas koszonetemet.

Egytttal szeretném azok figyelmét felhivni erre a forditasra, akik szeretnének
az alapoktél kezdve komolyan megismerkedni az algebrai geometridval. Erre igen
megfelel6nek latszik ez a dolgozat, és megvan az a ritka elénye, hogy magyar nyelven
iré6dott.

Kovéacs Séandor
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