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VARIACIOK A RAMSEY TEMARA

In memoriam Gallai Tibor

GYARFAS ANDRAS!

1. KLIKKFEDES TETEL ES GALLAI SZAMOK
1.1. Intervallumuniék Gallai szdmai

Az els8 fejezetben szerepls vizsgélatok el6zménye és bizonyos fokig ihlet8je Gal-
lai egy kérdése volt 1968-ban. Tekintsilk a sfk két parhuzamos egyenesét, Ri-et
é8 Ra-t. Szepandll intervallumpdrok rendszerén értsuink olyan véges halmazrend-
szert (hipergrafot), melynek elemei (élei) R, és R; egy-egy zart intervalluménak
egyesitéseként frhaték. Gallai kérdése az volt, igaz-e, hogy paronként metsz§ sze-
parélt intervallumpérok rendszerét két pont lefogja? Vezessik be [DGK] nyoméan
hipergrafok H csaladjanak g(*,t) Gallai szdmait:

g(H,t) = }sllég‘{r(ﬂ) v(H) = t}

ahol 7(H) jelsli H minimélis lefogé ponthalmazanak szdmossagat, v(H) pedig H
paronként diszjunkt éleinek maximalis szdma4t.?

Szeparilt intervallumpéarok mint4jira vezessiik be a szeparalt k-intervallumok
S* csaladjat: ezek olyan véges halmazrendszerek, melynek elemei Ry, Ry, ..., Rx
parhuzamos egyenesekrél vett zart intervallumok egyesftéseként frhaték. A k = 1
esetben S' nem més, mint az intervallumrendszerek 7 csalddja, és Gallai egy
kdzismert (publikdlatlan) tétele szerint ¢(Z,t) = t minden ¢ természetes szdmra
(ez alapvetd tétel a grafok elméletében). Gallai mar emlitett kérdése az volt, hogy
fennéll-e g(5?,1) = 2. Ez, valamint g(S*,t) < oo (k és t fix) a kdvetkez§ tétel
folyoméanya.

1.1.1 tétel. ([GYLI]) g(S*,t) < g(S*~',T) +1t, ahol T = ((t+ 1)*~* = 1)t.

A tétel bizonyitisa a kivetkez8 lemman alapszik, mely k szerinti indukciéval
konnyen bizonyfthaté.

! Az ELTE matematikus szakin 1968-ban szerzett diplomat. Az MTA SZTAKI tudomé4-
nyos fSmunkatérsa. :

2 A cikk végén, a fuggelékben ismertetjik a gyakrabban hasznélt jelsléseket és definfcidkat.
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1.1.2 lemma. ([GYL1]) Legyen t > 2 é H, H,...,H, € 5" Hs
v({A1,Az,...,A}) < t minden A; € H; vAlasztdsra, akkor valamely
i€{1,2,...,t}-re v(H;) < t*.

1.1.3 kérdés. Milyen kisebb fuggvény frhaté t* helyett az 1.1.2 lemmaban?
A k = 1 esetben a lemma és Gallai tétele ezt adja:

1.1.4 ktvetkezmény. Ha Hy, Hy,...,H, € T (t > 2) és v({A1,As,..., A¢}) <Pt
minden Aj € H; vilasztésra, akkor valamely i € {1,2,...,t}-re 7(H;) < t.

Ez a kvetkezmény a Gallai tétel és a Helly tétel Lovasz-féle sltaldnositdsinak
([LO1]) kozs megfogalmazasa (Hy = Ha = ... = H; esetén az el6bbi, t = 2 esetén
az utébbi). '

1.1.1 tétel bizonyitdsa. Legyen H = {A;,A,,..., A} szepardlt k-intervallu-
mok rendszere, v(H) = t. frjuk A;-t A; = I; U B; alakban, ahol I; C R,, B; pedig
(k — 1)-intervallum. Definidljunk R;-en egy pontsorozatot. Legyen P, = —oco és
legyen P; a lehetd legjobbra a kdvetkez& tulajdonsig mellett:

v({Bi: L (B P)}) =t + 1) =1

Legyen H; = {B; : I; C (Pj-1, P;]}. Ekkor P; definfciéja miatt v(H;) = (t + l)"'l
és 1.1.2 lemma miatt P4, = co. Ezért a Py, ... P; pontokkal le nem fogott H-beli k-
intervallumok az Rj, Rg, ..., R egyeneseken olyan H’ (k — 1)-intervallumrendszert
alkotnak, melyre v(H’) < t((t +1)*~' — 1). Ebb6l a tétel kovetkezik. m

Ak =2,t=1esetben az 1.1.1 tételb&l g(S?,1) < 2 adédik. Mivel g(S2,1) > 2
trividlis példabél kovetkezik, kapjuk:

1.1.5 k8vetkezmény. ([GYLI1]) g(S%,1) = 2.

Az 1.1.1 tétel bizonyitasi médszere mar k = 3, ¢ = 1 esetén is durva, g(53,1) <
< 43-at ad. Ezzel szemben az igazsag:

1.1.6 tétel. ([GYL1]) g(S3,1) = 4.

Mivel a bizonyitis elég komplikilt, mell&zztik. Mindenesetre j6 tudni, hogy
altalaban g(S*,1) # k.

1.1.7 probléma. Kivdnatos lenne g(S*,1) j6 becslése, esetleg olyan, mely kdzvet-
lentl g(S¥-1,1) fuggvényében korlatozza g(S*,1)-et. Erdekes lenne még g(S?,t)
helyes nagysagrendje (az 1.1.1 tételbsl g(S?,t) < t? + t adédik).

1.1.8. Intervallumgrafok uniéjanak klikkfedése
A g(S*,t) Gallai szam interpretalhat6 a kovetkez&képpen is. Tekintstk azon G
grafokat, melyekre a(G) = t és melyek felirhaték k intervallumgraf, Gy,...,Gy
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egyesftéseként. Ekkor g(S*,t) a minimalis m, melyre minden ilyen G graf csicsai
lefedhet8k legfeljebb m olyan teljes graffal, melyek valamely G;-ben vannak. Az
1.1.1 tétel szerint m csak k-t6l és t-t&1 fugg. A klikkfedés tétele (1.2.3’) szerint ez
akkor is igaz marad, ha csak annyit tesztink fel, hogy nem tartalmaznak a G; gréfok
feszftett részgrafként Cy-et (négy ponté kort).

1.1.9. Nem szeparélt k-intervallumok Gallai szdmai

Azt a természetes kérdést is megvizsgdltuk a [GYLI1] dolgozatban, hogy mi
torténik, ha nem koveteljuk meg a k-intervallumok szeparéltsigat, azaz Ry = Ry =
=...= Ry = R. Jeldlje I* a k-intervallumok csaladjat, tehdt H € I*, ha H véges
sok olyan halmazbél 4ll, melyek R k zart intervalluménak egyesftéseként frhaték.

1.1.10 tétel. ([GYL1]) Fix k és t esetén g(I*,t) < oo.

Bizonyftds. (k-intervallumok szeparaci6ja). Legyen H € I*, v(H) = t. Legyen
H, az a rendszer, melyet H-bél kapunk a k-intervallumok els& két komponensét
unibjuk konvex burkdval pétolva. Ekkor Hi-nek van T transzverzdlisa, melyre
ITi] < g(Z*-',t). A Ty 4ltal lefogott halmazokat H-b6l elhagyva, a maradék
mésodik és harmadik komponenseit pétoljuk konvex burkukkal, fgy kapjuk a H,
rendszert, melynek megint van |T3| < g(Z*~!,1)-nek eleget tevs T, transzverzélisa.
Az eljarést (k — 1)-szer iterdljuk. Azok a k-intervallumok H-ban, melyeket nem
fog le a Ty UT3 U ... U T, halmaz, szepardlhaték az z; < 23 < ... < z3-)
pontrendszerek valamelyikével, ahol az z;-k egym4std| fuggetlentl végigfutnak T;
elemein. gy a bizonyftas az 1.1.1 tételre valé hivatkozéssal fejezhets be. ®

A k=2,1 =1 esetben pontos tétel adédik.
1.1.11 tétel. ([GYLI)) g(Z%,1) = 3.

Bizonyftés. Legyen H € 7%, v(H) = 1 és legyen H, az az intervallumrendszer,
melyet H-bé6l kapunk az intervallumparokat konvex burkukkal helyettesitve. Ekkor
H, lefoghat6 egy # € R ponttal és H-bél elhagyva az z &ltal lefogott parokat, a
tsbbi part z szeparalja, fgy 1.1.5 alapjdn két ponttal lefoghaté a tsbbi par. Tehét
9(Z?,1) < 3. A kovetkez8 példa mutatja, hogy ¢(Z2,1) > 3:

1 3 5
PR | Ul gt i i el il gy (e

I RS g e L 6

1.1.12. F&k részerddi

Az el826 szakaszok minden kérdése 4ltaldnosithaté figy, hogy a szdmegyenes
intervallumai helyett egy fa részfait tekintjuk. A [GYL1] eredményei azt mutatjsk,
hogy egyes tételek valtozatlanul igazak ebben az &ltaldnosabb forméban. Péld4ul
az 1.1.5 és 1.1.11 tételekkel ez a helyzet ((GYL1]). Az utébbi esetben az 4ltaldno-
sftés bizonyitdsa azonban jéval nehezebb az 1.1.11 tételénél. Az egzisztenciatételek
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(1.1.1 és 1.1.10) &ltaldnosftsira a klikkfedés tétel hasznilhaté (1.3.3 A, 1.3.5).
Nem ismert azonban olyan médszer, mellyel Gallai szdmok egyenl&ségét lehetne
bizonyftani.

1.1.13 probléma. ([LE]) Igaz-e, hogy k-intervallumok és k komponensi erdsk
Gallai szdmai egyenl&k?

1.2. Klikkfedés tétel

A szeparélt k-intervallumok Gallai szamainak korlatossaga (1.1.1 tétel) felveti, hogy
nem lehetne-e olyan éltaldnosftast tallni, mely az intervallumrendszernek csupan
bizonyos struktiralis tulajdonségait hasznilja. A [GY1] dolgozatban ilyen egzisz-
tenciatétel szerepel, mely a grafokra vonatkozé6 Ramsey tétel lényeges dltalanosi-
tdsa és tobb szempontbél is a lehets legtagabb dltaldnositis. Ezt a tételt fogjuk
kimondani és bébizonyltani ebben a szakaszban. Alkalmazésait az 1.3 szakaszban
tekintjuk &t (de az 1.4.2 tételnél is alkalmazzuk). El6szdr szitkség van néhdny de-

finfciéra. \

1.2.1. A Q gréafosztély

Jelslje Q azon grafok osztdlyat, melyek komplementerében nincs két élnek
kozvs pontja. Ez a grafosztaly igen kizel 4ll a teljes grafokhoz, @ = |J Q,,, ahol

Qp,¢ Jeltli azt a grafot, melynek komplementere p fuggetlen élbdl és ¢ iz:l;lt. pontbél
ll. Legyen Q, = Qp,0, ezt szokds 2p ponti koktélparti grafnak, vagy oktaéder
grafnak nevezni. A Q2 graf nem mds, mint Cy4, a négypontii kdr. A Qoo graf pedig
a ¢ ponti teljes graf, K.

1.2.2. Szfnezett 814 grafok klikkfedési szdma

Legyenek a G graf élei k szfnnel szinezve, egy él tobb szint is kaphat. Ekkor G
klikkfedési szdma, 0(G), jelentse azt a legkisebb m szamot, melyre G pontjai lefed-
het8k m egyszin( teljes részgraf pontjaival. A k = 1 esetben a definfcib és a jeltlés
dsszhangban van a szfnezetlen grafok (G) klikkfedési szdmaval, vagyis G' komple-
menterének kromatikus szamaval. Ezért a 0(G) jelolést szinezett és szinezetlen éld
gréfokra egyardnt haszndlhatjuk.

1.2.3 tétel. (Klikkfedés tétel, [GY1]) Rogzitett Gy,G,,...,Gx € Q gréfokhoz
létezik olyan s = 8(G,,Ga2,...,G) természetes szam, melyre igaz a kovetkezo: ha
K teljes graf éleit iigy szinezzuk k szinnel, hogy 0(K) > s, akkor valamely i-re
(1 < i < k) K feszftve tartalmazza G;-t az i szinben.

Megjegyzések.

1. Ha G;,Gjy,...,Gi teljes grafok és a hozzajuk tartozé Ramsey szdmot R =
= R(G,, Ga,...,G:) jelsli, akkor

s8<R< (1’2?5’(& IV(Gi)l - 1)(8— 1)+1



tehat s 1&tezésébdl trividlisan kdvetkezik R létezése.

2. A tételben a Q grafosztily nem b&vithets ,diagonalis” értelemben: ha olyan H
grafosztalyt keresink, melyre minden Gy, Gy, ...,Gi € H vélasztas esetén fennall
a tétel, akkor H C Q ([GY1]). Lehetséges azonban ,nem diagonélis” kérdés, melyre
az 1.4.1 szakaszban tériink vissza.

3. A tételben K teljes graf helyett nyilvan tetsz&leges G grafot frhatunk, azon az
4ron, hogy s nem csak G, Gy, ..., Gg-t6l, hanem a(G)-tél is fugg. fgy az 1.2.3 tétel
k8vetkez8 varidnsat kapjuk.

1.2.3’ tétel. ([GY1]) A G1,Ga,../,Gr € Q gréfokhoz és a, természetes szam-
hoz létezik olyan s = 8(G1,Gha,...,Gk,a,) szdm, melyre igaz: ha egy G gréfra
a(G) < a, és G éleit vgy szinezzuk k szinnel (egy él tobb szint is kaphat), hogy
0(G) > s, akkor valamely i-re (1 < i < k) G feszitve tartalmazza G-t az i szinben.

1.2.3 tétel bizonyftasa (osztalyozé struktira keresése).
a. Nyilvan elég azt az esetet tekinteni, amikor G; = Qp, (1 < i < k), hiszen tetsz&-
leges Q-beli graf feszftett részgréfja Qp-nek valamely p-re.
b. A bizonyftds egyszertibb eleme a Ramsey tételb8l ismert indukcié a
(p1,p2,--.,pk) vektor komponenseire. A  kezdGeset trividlis, hiszen

8(Qp,,Qpy)-- -+ Qp,) = 1 ha barmelyik p; = 1.
c. A bizonyftis lelke az ,osztdlyozé struktira” rekurzfv definicidja. A

C = {cy,ca,...,cx} szinhalmazzal szinezett K teljes grifban H(C) osztilyozé
struktirdt fgy definidljuk: ha C = {¢;} (azaz |C| = 1), akkor H(C) egy olyan
él K-ban, mely nincs a c; szfnnel szfnezve. Ha C = {c1,c2,...,cx} és k > 2 akkor
legyen H(C)-nek egy kitiintetett 2 pontja, melyet H(C) centruménak neveziink. A
H(C)—z legyen felfrhaté TyUTU. . .UT} alakban, ahol tetsz8leges i € {1,2,...,k}-
-re igaz:

— T; osztélyozé struktira a C — {¢;} szinhalmazra

— ha y € V(T;), akkor az zy élen nincs ¢; szfn

Példa: :

C = {1} C={1,2}
L 2
L2
2 1
(A felulvonas azt jelenti, hogy az élen nem szerepel az illet8 szfn.)

Az osztdlyozé struktira definfci6jabsl bizonyfthaték az aldbbi 4llft4sok.
d. allitas. Egy osztalyoz6 struktira pontszéma feltilr6l becstilhet8 a szfnszadm (k)
fuggvényében.

1
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e. Allitas. Tegytk fel, hogy K élei a C' = {c1,ca,...,cr} szinhalmazzal vannak
szfnezve és H(C) egy osztdlyoz6 struktira K-ban. Ekkor minden y € V(K )—-V(H)
beoszthaté H(C) valamely u,v pontparjdhoz Ggy, hogy valamely i-re (1 < i < k)
az uv élen nincs ¢; szfn, de az yu és yv éleken van c; szin.

Ha K C = {c;,c¢2,...,cx} szinhalmazzal val6 szfnezésében van H(C) oszté-
lyozé struktira, akkor e. alapjan V(K)— H(C) pontjai legfeljebb lc(“;') csoportba
oszthaték és minden csoport klikkfedése korlatos b. alapjan. A csoportok szama
a d. allits miatt korlatos. gy a bizonyftas teljes, ha belatjuk:

f. allitds. Ha K teljes graf C = {cy,ca,...,cx} szinhalmazzal szinezésében nincs
H(C) osztilyozé struktira, sem Q,, feszitve az i szinben, akkor 0( K') korldtos.
Ezt az &llitdst a b. indukcié és k-ra vonatkozé indukciéval bizonyitjuk. Jelslje
L., K azon pontjait, melyek ¢;-kdrnyezetében nincs C' — {c¢;} szinekre osztilyo-
z6 struktiira. (Az u pont ¢;-kdrnyezete azon v pontokbdl all, melyekre uv nem ¢
szfnd.) Elég 0(L.,) korlatossigat belatni, mert az L., halmazok egyesitése V(K).
Legyen uv olyan él L.,-ben, melyen nincs ¢; szin. Az L., definfciéja miatt u (és
v) ¢;-kornyezetei L, ,-ben nem tartalmaznak C — {c;}-re osztélyozé struktirat, fgy
k-ra vonatkoz6 indukciéra hivatkozhatunk. Az L., azon pontjainal, melyek mind
u, mind v ¢;-kdrnyezetében benne vannak, a korlitos fedés b.-b&l kdvetkezik.

1.3. A klikkfedés tétel alkalmazasai

Legyen G egy graf. A H hipergrifot G-mentesnek nevezzilk, ha metszésgrifja,
L(H), nem tartalmazza G-t feszitett részgrafként. Egy hipergrafcsalid G-mentes,
ha minden hipergrafja G-mentes. A klikkfedés tételt el6szér arra alkalmazzuk, hogy
hipergrafok 8sszegének részhipergrafjaira bizonyitsuk a Gallai szamok korlatossa-
gat. :

1.3.1. Hipergrafok 8sszege, tobbszirdzése

Legyenek Hy, Hj, ..., H; hipergrafok. Osszegtk, Y  H;, az a hipergraf, mely-
nek ponthalmaza UV (H;), élhalmaza pedig {e = ¢; Uea U...Ue, : ¢; € H;}. A-
mennyiben H; = Hy = ... = H; = H, akkor H t8bbszordzésérsl (k-szorozasardl)
beszéltnk, melyet H¥*-val jelslink. Az 8sszeg ezen definiciéja ugyanaz, mint a ,join”
([BERGE] 488.0ld.) vagy ,union” ((WELSH] 288.0ld.). Ha példaul Ry, Ra, ..., Rk
a sfk parhuzamos egyenesei és H; az R; Usszes zart intervallumainak hiperg-
- rafja, akkor Y H; részhipergrifjainak csalidja nem mas, mint S*, a szeparalt
k-intervallumok csalddja. Ha a példat gy médositjuk, hogy Ry = Ry = ... =
= Ri = R é H az R &sszes zart intervallumabél &ll6 hipergraf, akkor H* részhi-
pergréafjainak csalddja Z* lesz, a k-intervallumok csaladja.



1.3.2. Diszjunkt 8sszeg részhipergrafjainak Gallai szdmai
A klikkfedés tétel kdzvetlen alkalmazésa az

1.3.3-tétel. ([GY1]) Legyenek G1,G3,...,G € Q gréfok és Hy, H,, ..., Hy pont-
diszjunkt hipergréfok. Tegytk fel, hogy H; G;-mentes és g(rész(H;),1) < oo.
(rész(H) jeloli H véges sok élbol 4ll6 részhipergréfjainak csalddjét, ldsd 4.1). Ekkor
g(rész (3 Hi),t) < oo.

Bizonyftés. Legyen H € rész (3_ H;) és v(H) = t. Jellje G H metszésgrafjat,
ekkor a(G) = v(H) = t. Szinezzk ki G éleit a kdvetkez6képpen. Ha e, f € H
ése=¢e UeaU...Ue, f= fiUfaU... U fi, tovdabbd e N f # 0, akkor G
vevy €lét szfnezzilk mindazon j szfnekkel, melyekre e; N fj # 0. A H; hipergréfok
diszjunktsiga miatt G minden éle szfnezve van és 1.2.3’ tételt alkalmazva kapjuk,
hogy 6(G) korlatos. A G klikkfedésének egyszin klikkjei viszont pdronként metsz&
éleknek felelnek meg H;-ben, melyek g(rész(H;), 1) < oo ponttal lefoghaték.

Az 1.3.3. tétel olyan H hipergrafra alkaimazhaté, mely G-mentes valamely
G € Q-ra és g(rész(H),1) < oco. A ktvetkez8 példék az intervallumok kilsnbsz8
irdnyd altaldnosftdsai, fgy ezekre alkalmazva az 1.3.3 tételt, az 1.1.1 tétel killsnbsz8
dltaldnositdsait kapjuk.
A. Fék részfai. Legyen H egy fa részfaibél 4ll6 hipergraf. Ekkor H Qj-mentes
(s8t, metszésgrafja merevkdril) és g(rész(H),1) = 1 (Helly tulajdonsag).
B. A d dimenziés tér tégldi (boxai). Ha H hipergraf élei a d dimenzi6s tér
tengelyparhuzamos oldald téglai (boxok), akkor H Qg441-mentes ([RO]) és nyilvan
g(rész(H),1) = 1.
C. Homotetikus konvex soksztgek. Legyen P a sfk egy konvex soksztge. Ha
H = H(P) hipergraf élei azok a soksztigek, melyek P-b6l pozitiv homotécidval
éllnak el6, akkor g(rész(H),1) < oo ([DGK]). Méasrészt H Qp41-mentes, ahol h
jeloli P oldalirényainak szamaét ([GY1)).

1.3.4. T8bbszdr8zés részhipergrafjainak Gallai szdma

Az 1.3.3 tételben lényeges a hipergrafok diszjunktsiga, igy az csak szeparélt
rendszerek Gallai szamainak korlatossagat mutathatja. A Q,-mentes hipergrafokra
viszont t8bbszdrézés esetén is igaz az 1.3.3 megfelelsje. A kovetkez§ tétel ezért
1.1.10 éltaldnosit4sa.

1.3.5 tétel. ((GYL3]) Ha H hipergraf Qq-mentes és g(rész(H),1) < oo, akkor
g(rész(H*),t) < co. (k,t rogzitett.)

Bizonyftés. Legyen M € rész(H*), ¥(M) = t. Minden ¢; € M él felirhaté
€ = ei1 Ueiz U...U e alakban, ahol ¢;; € H. Nevezziik e;j-t e; j-edik kom-
ponensének. Jellje G M metszésgrafjat és szinezzuk ki G éleit a kivetkez8 médon.
l:a e; és ej M két metsz8 éle, i és j jelslje G megfelel§ pontjait. Szfnezztk G ij
élét



— pszinnel (1 < p < k) ha e; és ej p-edik komponensei metsz8k (egy €l itt tobb
szfnt is kaphat),

— kékkel, ha e;-nek és ej-nek van kézds komponense,

—— pirossal, ha az el8z8kben nem kapott szint.

Ilymédon G minden élét kiszineztik legaldbb egy szinnel, legfeljebb &k + 2
szfnt hasznalva. Az 1,2,...,k szinekben G nem tartalmazhatja feszitve Q2 grafot,
mert H Q,-mentes. Kénny( beldtni, hogy G kék szinben nem tartalmazhat k?-nél
tobb ponti klikket. Tegytik fel, hogy G piros szinben tartalmaz egy K, klikket, az
altalanossdg megszoritdsa nélkul feltehets, hogy K, pontjai 1,2,...,s. Tekintstk
azt a T grafot, melynek z;; pontjai e;j € H éleknek felelnek meg, i = 1,2,...,s
és j=1,2,... k. Hai # iy akkor az z;;, és z;,;, pontok kszétt T-ben pontosan
akkor legyen él, ha e;,;, Ne;,;, # 0. A piros élek definiciéjabol kovetkezik, hogy
J1 = Jjp esetén z; ; és z;,;, kozt nincs él T-ben, tovibba barmely i) # i3 eselén
van olyan j, és ja, hogy =z, ;, és z;,;, kozdtt van él T-ben. Ezért T k-osztalyid graf,
melynek legaldbb (;) éle van, fgy van két olyan osztilya, melyek kozstt legalabb
(3)/(%)él van. 36l ismert stirségtétel szerint ([GRS]) 95.0ld.) e két osztaly kozoiti
élek Cy-et hatdroznak meg, ha s elég nagy, ez pedig ellentimond annak, hogy H
Q2-mentes. Tehat s nem lehet nagyobb ck?-nél.

A G graf tehat k + 2 szfnnel szinezett, a(G) = t, és minden szinben tiltott Q
osztaly valamely grafja. Ebb6l 1.2.3° tétellel kovetkezik tételink. m

Az 1.3.5 tétel Q; helyett Q3-mal mar nem igaz, ezt a kdvetkez8 példa mutatja
([GYL3]). Legyen H a stk fugg&leges és vizszintes egyeneseibsl 4ll6 hipergraf, I
Qs-mentes és g(rész(H),1) = 1. Viszont az 2 = i, y = i egyenesparok i =
1,2,...,n-re H%-nek olyan M részhipergrafjét adjak, melyre v(M) = 1, 7(M) =
[n/2] és fgy g(rész(H?),1) = oo.

1.3.6. Magasabb dimenziés Gallai szamok
Definidljuk H hipergrafcsaldd p-dimenziés Gallai szamait 1 < p < t esetén:

9(H,t,p) = ;:g{r(ll) tvp(H) =t}

ahol y,(H) jelenti H azon éleinek maximalis szamat, melyek kozott nincs p + 1
élnek kozds pontja. Mivel v \(H) = v(H), az eddig definidlt Gallai szamok az
egydimenziés Gallai szainok. A klikkfedés tételt az 1.3.5 tétel bizonyftdsaban latott
médon hasznilva, Lehel bebizonyftotta az 1.3.5 kévetkezd altalanositdsat.

1.3.7 tétel. ([LE]) Legyen H Qa41-mentes hipergraf, g(vész(H),1) < 0o és p =
= min(k,d). Ekkor (fix t,d,k — ra) g(résa(11¥),t,p) < oco.

‘ Ez a tétel d = 1 esetén az 1.3.5 tételt adja. F& alkalmazdsa az, amikor H a d
dimenziés téglak hipergrafja.

Régi nyitott kérdés, hogy igaz-e g(rész(H ), 3,2) < oo a sfk konvex halmazaibél
4116 H hipergrafra ([DGK]). Ennél gyengébb allitast be lehet latni a klikkfedés tétel
segitségével.




1.3.8 tétel. Jelslje H; a stk konvex halmazaibdl 4116 olyan H hipergréfok csa-
l4dj&t, melyekhez van olyan H' C H, melyre |H'| < j és 7(H') = 3. Ekkor
9(M;,3,2) < oo (5 fix).

1.4. A klikkfedés tétel dltaldnosftasi lehet8ségei

1.4.1 Nem diagon4lis eset grafokra
A klikkfedés tételnél azt a legszélesebb grafosztalyt hatdroztuk meg ( a Q g-
réfosztélyt), melyre minden G, G, ...,Gy € Q esetén a K teljes graf éleinek min-
den 8(K) > f(G1,Gsy,...,Gy) feltételnek eleget tevs k-szfnezésében valamely i-re
(1 € i <k) K az i szinben feszitve tartalmazza G;-t. Ez diagonélis Ramsey tfpusi
tétel. A nem-diagonélis esetnek az felel meg, hogy olyan 1, Ga, . ..,Gx gréfoszté-
lyokat keressiik, melyekre G; € G; tetsz8leges vé.lasztéséfa K teljes graf éleinek
minden ,nagy klikkfedés” k-szinezésében lesz G; feszitve az i szinben. A [GY2]
konstrukcié alapjan kidertl, hogy trivialis esetekt&l eltekintve csak két lehet&ség
van a §1,03,...,0k osztdlyok vdlasztdsira:
(1) Minden G; = Q :
(2) Egy kivételével minden G; teljes grafokbdl all, a kivételes osztdly pedig olyan
grafokbél, melyek komplementerében nincs kor.
Az (1) esetet a klikkfedés tétel elintézi. A (2) esetben egyszer( megfontolds mutatja,
hogy elég a k = 2 esetre szorftkozni, tovabb4 feltételezhets, hogy K olyan 2-
szfnezésér6l van sz6, melyben minden élnek egyetlen szfne van. Ezen redukciék
utén a (2) feltételnek megfelels klikkfedési probléma a kivetkezs sejtéshez vezet.

1.4.2. Feszitett fa sejtés. ((GY2], [SU]) Legyen F' kérnélkuli graf, p pedig termé-
szetes szdm. Van olyan m = m(F, p) szdm, hogy amennyiben G grifra w(G) < p
és x(G) > m, akkor F feszitett részgrafja G-nek.

Ez a sejtés vezetett a x-korldtos grafok vizsgalatdhoz, melyet a masodik feje-
zetben térgyalunk.

1.4.3. Nem-diagondlis klikkfedés hipergrafokra

A [GY1]-ben mar szerepel az a megjegyzés, hogy a diagonalis klikkfedés tétel
hipergrafokra mér nem ad Gjat a Ramsey tételhez képest. Pontosabban, r-uniform
hipergréfok esetén a diagonélis klikkfedés tétel csak arra az osztélyra &ll, mely a
teljes r-uniform hipergrafokat és azt a (trivialis) hipergrafot tartalmazza, melynek
r pontja van és nincs éle. A grafokhoz hasonl6an, itt is csak akkor van remény
klikkfedés tételre, ha 7, teljes hipergrafokbél &ll, 2, pedig olyan hipergrafokbél,
- melyek komplementerében nincs kr. A legelss eset a 3-uniform hipergrafok esete,
Hy = K3, Hy = K3 — e vilasztassal. Ebben az esetben igaz a klikkfedés tétel és a
bizonyftas a grafok diagonalis klikkfedés tételét hasznalja Q; € Q valasztéssal, két
szfnre. Az 1.4.4 tétel utén két kunstrukci6 kovetkezik, melyek azt mutatjdk, hogy
a tétel nem altaldnosithaté bizonyos értelemben.



1.4.4 tétel. Van olyan c konstans, melyre igaz: ha H 3-uniform hipergréfra
a(H) = 3 és K3 — e nem feszitett részhipergrafja H-nak, akkor 6(H) < c.

Bizonyftés. Tegytk fel, hogy ABC ¢ H. A V(H) - {A, B, C} particionalhaté X,
X2, X3 halmazokra, hogy PAB¢ Hha P € X;, PAC¢ HhaP € X,, PBC¢ H
ha P € X3. Elég belatni, hogy X lefedhet& c klikkel. Legyen D, E € X, D # E.
Mivel DAB,EAB ¢ H, DEA € H vagy DEB € H (a(H) = 3 feltétel miatt).
Ezért X, felfoghaté egy két szinnel (A és B) szinekkel szinezett teljes grifnak,
melyet K-el jelslunk (egy él két szint is kaphat). A K, egyszind klikkjei H-ban is
klikket feszitenek a K3 — e tiltdsa miatt. Tegytk fel, hogy K,-ben van egy egyszfnil
feszftett Q3, mondjuk A szinben. Mivel a(H) = 3, Q2 valamely harompontii
részhalmaza él H-ban. Ezen él pontjaihoz A-t hozzavéve K3 — e keletkezik H-ban,
ami ellentmondés. Teh4t K szfnezésében nincs egyszindl @3, ezért a klikkfedés tétel
(1.2.3) alapjan a tétel kdvetkezik.

1.4.5 kérdés. Mi c legkisebb értéke 1.4.4-ben?

1.4.6 konstrukcié. Az 1.4.4 tétel a(H) = 4 esetén mar nem igaz. TetszS8leges
p pozitiv egészre legyen G, olyan graf, melyre 0(G,) > p és G, komplementere
nem tartalmaz 3,4,5 hosszisagi koroket ([EH2]). Ekkor G, pontjain definidljuk H
3-uniform hipergrafot tgy, hogy ABC' € H akkor é&s csak akkor, ha ABC a G,
grifban K3-mal izomorf.

1.4.7 konstrukcié. Az 1.4.4 tétel nem igaz r-uniform hipergrafra r > 4 esetén.
Legyen r > 4 és H' olyan (r — 1)-uniforin hipergraf, melynek komplementerében
nincs 2 és 3 hossziisdgi kor, tovabba 0(H’) = p. Ilyen hipergraf 1étezése j6l ismert
([LO4], [NERQ)). Definialjuk H-t H' ponthalmazin tgy, hogy H egy r elemi
részhalmaza pontosan akkor él, ha H’-ben klikket hatdroz meg.

1.4.8. Klikkfedés tiltott részhipergraf nélkiil

Korlatos klikkfedést tiltott részgrafl (vagy részhipergraf) nélkul is lehet garan-
talni, ha elég er8s metszetfeltételt tesziink fel. Erdekes, hogy a korlstosség hatéra
pontosan megallapithaté.

1.4.9 tétel. ([GY3]) Legyenek r,m > 2 természetes szdmok, M = rm + i,
0 £ i < r. Ha H r-uniform hipergraf, melyben bdrmely M pont ko&zott van
M — m+1 ponti klikk, akkor 0(H) < m+ 1. Ha csak azt tesszik fel, hogy bdrmely
M pont koz6tt M — m ponti klikk van, akkor 0( H) tetszéleges nagy lehet (nem

fugg r,m, i-t61).
A tétel egyszer(fen bizonyithatd, és a kisvetkez& kérdést veti fel.

1.4.10 kérdés. Igaz-e 1.4.9 tétel 0(H) < m kovetkeztetéssel? (Konny( latni, hogy
0(H) < m — 1 mar nem igaz.) Az r = 2 eset konny( (1.4.11). A legérdekesebb-
nek az m = 2 eset latszik, mivel ekkor 0(H) < 2-t kellene bizonyftani, ami a
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2-szfnezhet8ség komplementer fogalma. Ebben az alakban a kérdés fgy sz6l: (m = 2,
i = 0) ha H r-uniform hipergraf legaldbb 2: ponti és barmely 2r pontja kozti élek
egy ponttal lefoghaték, akkor H 2-szfnezhet&?

1.4.11 tétel. (GYUPI1) Ha a G gréfra |V(G)| > 2m és G bdrmely 2m pontja kdzt
van m + 1 ponti klikk, akkor 6(G) < m.

Bizonyftés. Indukcié |V (G)|-re. Ha |(V(G)| = 2m, akkor az &llitas nyflvanvalé.
Ha |V(G)| = n > 2m, akkor legyen z € V(G). Indukcié miatt (G — z) = m és
feltehetd, hogy z nincs sszekdtve legaldbb m ponttal G-ben. Ezért G egy m pontid
teljes részgrafjdnak ay,a,,...,a,, pontjaihoz vilaszhaték by, bs,..., b, killSnbdzs
pontok Ggy, hogy a;b; ¢ E(G) i = 1,2,...,m. Az a; és b; pontok &ltal feszftett
részgrif megsérti a tétel feltételét. m

2. x-KORLATOS GRAFOSZTALYOK

Definidljuk a x-korldtos grafok osztlyst, ennek el§zményei az 1. fejezetben, il-
letve [GY2], [GYL3] dolgozatokban szerepeltek. A fogalom és a felmertil§ alapprob-
lémék szisztemetikus vizsgalata [GY6)] és [GY7)-ben tortént, sok nyitott kérdést
kitdzve. Itt nagyjabsl [GY7)] térgyaldsat kdvetem, kiegészitve x-korlatos grafoszté-
lyok on-line szfnezési algont.musalhoz kapcsol6dé eredményekkel ([GYLS), [GYLT],
[GYLS)).

A x-korlatossdg komplementéris fogalma a f-korldtossdg. Kérdés, hogy a per-
fekt graf tételhez ([LO3]) hasonlé tétel dsszekapcsolja-e a két fogalmat (2.6). A
x-korlétosséggal analég (és ahhoz kapcsol6dé) fogalmak hipergréfokra is vizsgalha-
t6k. Ilyen fogalom példaul a r-korlatossdg, melynek duilis fogalma a p-korlatossig
([GYL3)). Az el6bbi a Gallai szamok korlétossagénak felel meg (1. fejezet), az u-
tébbira [GYL3]-ban és [BL)-ben vannak példsk.

2.1. x-korlétos és 0-korlatos grafok

Egy f : N — N fuggvényt x-korlat fuggvénynek nevezink G grafcsalddra, ha
minden G € § és minden G’ C G feszftett részgrafra

x(G) < f(w(G")).

Ag gr&fcsaléd x-korlatos, ha létezik x-korlt fuggvénye. Ha G csaldd x-
korlétos, akkor van legkisebb x-korlat fuggvénye, nevezetesen

Sf*(z) = max{x(G') : G'CGE€G, w(G) =1z}
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A x-korldtossdg komplementéris fogalma a 6-korlatossdg. Egy G grafcsalad
0-korlatos f 0-korlat fuggvénnyel, ha

8(G') < f(a(G))

teljestl minden G’ C G € G-re (G’ feszitett részgrafja G-nek). Nyilvan G 0-korlatos
f 0-korlat fuggvénnyel pontosan akkor, ha G x-korldtos f x-korlat fuggvénnyel
(G jeldli G komplementereibd] 4ll6 csalddot).

Példaként tekintstink néhdny geometriailag definidlt hipergrafcsaldd metszés-
grafjait.
A. Hirgréafok (kor hirjainak metszésgrafjai, lasd[GO]). Itt a legkisebb x-korlat
legfeljebb exponencidlis ([GY5], [KO]), de nem linedris ([KO]). Ugyancsak
Kostochka tétele, hogy a legkisebb #-korldt Q(z logz).
B. Box gréfok (a stk tengelyparhuzamos oldali téglalapjaibél 4116 hipergrifok
metszésgrafjai). A legkisebb x-korlat figgvény legfeljebb O(z?) és f*(2) = 6 ([AG])).
Igen megleps, hogy a 3-dimenziés box grafok osztalya nem x-korldtos ([BUR]).
A legkisebb #-korlatra Karolyi nemrég bebizonyitotta, hogy legfeljebb O(z logz).
C. k-intervallum grafok (k-intervallumok metszésgrafjai). A 6-korlatossag itt
1.1.10 tételbsl kovetkezik. A x-korlatossdg bizonyitdsa egyszertbb, és linedris
(2k(z — 1)) korlatfuggvény van ([GY5)).

2.2. A feszftett fa sejtés

Jeltlje G(G) a G gréfot feszftve nem tartalmazé grafok osztalyat. Ekkor a feszitett
fa sejtés (1.4.2) fgy fogalmazhaté.

2.2.1 sejtés Ha F erd8, akkor G(F) x-korlatos.

A sejtést elég fakra beldtni, hiszen minden F erdé feszitett részgréifja egy fanak.
{gy azonban minden T fara igazolni kellene G(T') x-korlatossagat ahhoz, hogy G(F)
x-korldtossdga kdvetkezzen. Ezért hasznos a kdvetkez§

2.2.2 propozicié. Ha F erdS minden C komponensére G(C) x-korl4tos, akkor
G(F) is x-korl4tos.

2.2.3 tétel. ([GY7]) Jelolje P, az n ponti utat. A G(P,) osztédly x-korlitos és
legkisebb f;(z) korlatfuggvényére fennall

R([2],z+1) -1
g1-1

S hiE) (-1

Megjegyzés. Az n = 3 és n = 4 esetekben az alsé korlat z és ez pontos, mivel G(Ps)
é G(P,) perfekt grafosztdlyok. Az n = 5 esetben azonban csak exponenciélis fels§
korlat ismeretes f5(X)-re. Erdekes lenne eldsnteni, hogy van-e polinomislis korlat.
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Ha van, kévetkezne bel6le Erd6s és Hajnal egy probléméjédnak specidlis esete: van
olyan ¢, hogy ha g € G(Ps), |V(G)| = n, akkor G vagy G tartalmaz egy legalabb
n® ponti teljes részgrifot (sejtés szerint ez Pg helyett tetsz8leges grafra igaz).

2.2.3 bizonyftésa. Fix n mellett w(G)-re vonatkozé indukci6, melynek kezd6 ese-
te (w(G) = 1) trividlis. Az indukcids feltételt hasznalva a kovetkezd 4llftést lehet
bizonyftani, mely (R R; ... R, feszfitett utat mutatva G-ben) ellentmondésra vezet.
Allitds. Ha G € G(P) & x(G) > (n=1)97"! akkor definidlhatsk
V(G) D V(G1) D V(G2) D ... D V(G,) részgrafok és R; € V(G;) pontok, melyek-
re minden i € {1,2,...,n}-re teljestl:

(i) G; bsszefuggs részgraf G-ben

(ii) x(Gi) > (n = i)(n — 1)“(?
(i) Ha 1 < j < i és R € V(G;) akkor R; R pontosan akkor éle G-nek, ha j =i—1

éR=R;, B

A csillag esete jéval egyszerdbb az Gténél. Ha K, , jeldli az n &ld csillagot,
akkor igaz

2.2.4 propozicié. ([GY7]) A G(K,,,) legkisebb f;(z) x-korldt fuggvényére

R(n,z+1)—-1

T SRS Rme)|

|
A faktor, mK; esetén a klikkfedés tétel bizonyftésa O(z?(™~!) x-korl4t fugg-
vényt ad a G(mK3) osztélyra, ez explicit forméban szerepel [WA]-ban.

2.2.5. Kis erd8k x-korlét fiiggvényei

Kis erd8k esetén a legkisebb y-korlat fuggvények Ramsey szdmok kdzelében
vannak. A kdvetkez8 eredmények [GY7)-b&] valék (az els§ két esetben a korlatok
kielégitSek, az utébbi két esetben nem vildgos a helyes nagységrend).

;- G(4K,) E@.% < f(z) < R(4,z + l):2R(3)z e l)
2. G(Ps+ K1) __R(3-=j;1)-. L ¢ pe)< R(3,2+;)+z—2
3. c(K:+2K1) E(&_z;k_l < f‘(z) < (z;'l) P

R(C41K8+l) S fo(z) S z+ 1
3 2
A 4. esetben a fels8 korltot a klikkfedés tétel médszere adja, explicit formé-

ban szerepel [WA]-ban. Az als6 becslés (ahol a négyes kor-teljes graf Ramsey széma
4ll) Chung ([CHU]) eredmén) ¢ alapjén legaldbb cz!*+¢, A probléma Gjra felmertil

4. G(2K,)
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Erd6&s és El-Zahar ([EEL]) dolgozataban, melynek kapcsdn Nagy és Szentmikl6ssy
20 dollart keresett f*(3) = 4 bizonyftasaval.

Legfeljebb 6t ponta F erdSkre G(F') x-korlatossdga miatt ismert, hatpontiak
kozott van két hidnyzé6 eset.

5. Probléma. Bizonyftsuk G(F') x-korl4tossagéit, ha F' a kdvetkez& két fa valame-

A e

2.2.6. Haromszdgmentes grafok

A feszitett fa sejtés még akkor is nyitott a legtobb fara, ha hadromszgmentes
grafokra szorftkozunk. Itt az Gt mellett a kétszintes fadkra van megoldva a sejtés.
Egy fa kétszintes, ha valamely pontjabél minden mas pont elérhet& legfeljebb két
éld Gton.

2.2.7 tétel. ([GYSZT]) Legyen F régzitett kétszintes fa. Ha G € G(F') és K3 ¢ G,
akkor x(G) < ¢ = ¢(F).

A bizonyitds nehéz, ezért mell6zom. Ha C3 mellett Cy is tiltott graf, akkor a
feszitett fa sejtés kdnnyen bizonyfthaté minden fara.

2.2.8 tétel. ([GYSZT]) Legyen F rogzitett k ponti fa. Ha G € G(F), Cs,C1 ¢ G,
akkor x(G) < k.

2.2.9 probléma. Haromszdgmentes grafok esetén a legkisebb fa, melyre a feszitett
fa sejtés nyitott:

2.3. Irdnyftott részfik tiltdsa

Erdekes lehet annak vizsgalata, mi torténik, ha irdnyitott fakra nézziik a feszitett
fa sejtést. Ennek ttlete mdas témabdl ered. Egy irdnyitott D graf k-tranzitfv, ha
barmely k él& PP, ... Py Pyyy irdnyftott Gtjdra Py Piyy él D-ben. Ez a fogalom

Hararyt6l szdrmazik, néhany eredmény van [GYJK]-ban. Igaz-e, hogy a k-tranziti-
van irdnyfthaté grafok osztélya x-korldtos. (A k = 2 esetben a tranzitivan irdnyit-
hat6 grafok osztalyarél van sz6, ami perfekt.) A k = 3 esetben ahhoz a problémahoz
Jutunk, hogy x-korlatos-e az irdnyftott Py-et feszitve nem tartalmazé iranyftott g-
rafok osztélya. Vezessitk be a kovetkez& jeloléseket. Legyen T' egy irdnyftott fa és
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G(T): azon grafok osztélya, melyek irauy{thaték Ggy, hogy nincs benntk T fe-
szftett részként

Gac(T): azon grafok osztélya, melyek aciklikusan irdnyfthaték feszitett T' nélkal.

Kérdés, hogy Gac(T) (vagy 4ltaldnosabban) G(T') mikor lesz y-korldtos. Az e-
redmények és kérdések a kovetkez&8k. (Irdnyftott részgrafokat feszitve tartalmazé
grafok és Ramsey elmélet kapcsolatéarél lasd [CD]-t.)

2.3.1. P, irdnyftésai ([GY9)]

A. A Goc (o—+e——e——s) osztdly Chvital tétele ((CH2]) szerint perfekt. Kérdés:
G (e—e—e—+e) x-horlatos? ;

B. Kérdés: G4c (s—+e—+e—e) x-korlatos?

C. Meglepetés: G,c (e——eo—<—e—e) nem yx-korlétos.

Tekintstk a j6l ismert Erd6s-Hajnal grafot ([EH1]), melynek pontjai az (i, j) parok
1 <i< j < nesetén é (a,b), (c,d) pontok akkor és csak akkor vannak dsszekdtve,
ha b = ¢ vagy a = d. Az el6bbi esetben legyen az irdnyftds (a,b) — (b,d),
az utébbiban (¢,d) — (b,d). Ennél az irdnyftdsnédl nincs (e——e——e—e) feszitve,
w(Gn) =2, x(Gn) = |logn] ([LOZ]).

2.3.2. Csillagok. Jelvlje S;; azt az irdnyitott csillagot, melynek befoka i, kifoka j.
Kdnnyen bizonyithaté, hogy G(So;) x-korlatos, kevésbé egyszerd, hogy Gac(S1,5)
is az. Nem vildgos azonban, hogy (S1,2) és Gac(Ss,2) x-korlitos-e.

2.4. T6bb részgraf tiltdsa

Egy részgraf helyett tobb (esetleg végtelen sok) részgraf tiltdsanak is fontos szerepe
van a x-korlitossagndl. Példdul Kierstead bebizonyftotta, hogy Kj3 és
Ks-e tiltdsa esetén x + 1 a legkisebb x-korlat fuggvény ([KI2]), és ez &ltaldno-
san is igaz ([KI3]). Hasonlé eredmény van [DH]-ban. Nyitott kérdés példaul, hogy
x-korlétos-e a négynél hosszabb koroket feszitve nem tartalmazé grafok osztilya
%[GY7]). Egyik legmeglep&bb kérdés, hogy x-korldtos-e a Berge grafok osztdlya
[GYL3)). :

|

Ha (mint a Berge grafok esetén) a tiltott grafok osztalya komplementerképzésre
zért, akkor a x- és 0-korlatossag (és a legkisebb x- és 0-korlat fuggvény) ugyanazt
jelenti. A kvetkez§ két tétel [GY7])-b61 vals.

2.4.1 tétel. G(Ky3,K1,3) legkisebb korlatfuggvénye |3z/2).

Bizonyftds. Ha G € G(Kl,a,-f?:,s) és G' nem perfekt, akkor Parthasarathy és
Ravindra tétele ([PARA]) miatt G-ben van feszftett részgrafként legaldbb 8t pon-
td pératlan kor, vagy komplementere. Nem nehéz beltni, hogy a tsbbi pontja
G-nek vagy teljesen ssze van kotve ezzel a részgraffal, vagy egyaltalin nincs vele
Saszekotve. Ebbs] indukciéval adédik a tétel, m
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2.4 2 tétel. G(2K;,2K;) legkisebb korlétmggvénye z+1.

Bizonyftds. Azt elég bebizonyitani, hogy G € G(2K3,2K3) esetén V(G) két
klikkre és egy fuggetlen halmazra particionilhats. Legyen S fuggetlen halmaz
G-ben, melyre |S| = a(G). Ha z,y € V(G) - S, zy ¢ E(G) akkor 2K; ¢ G
miatt ['(z)NS és I'(y)NS nem tires, tartalmazkods halmazok, mondjuk I'(z)NS C
C Iy NS. Mivel 2K; ¢. G, ezért |[I(z) N S| = 1. A fentieck miatt
Ki={z:z2€ V(G)- S, [F(z)NS| > 1} klikk. Belatjuk, hogy V(G) - (SUK,) is
klikk. Ha u,v € V(G) - (SU K,) és uv ¢ E(G) akkor |'(u)n S| = [F(v)nS|=1.
De I'(u) NS = I'(v) N S ellentmond S maximalitsdnak, I'(u) NS # I‘(v)ﬂS pedig
a 2K, ¢ G feltételnek. =

2.5. Komplement4ris korlatfuggvények

Jelslje G, azon grafok osztdlyat, melyekre az f fuggvény 0-korlat. Az f fuggvénynek
létezik komplementdris korlatfuggvénye, ha G, x-korlitos. Ekkor G, legkisebb x-
korldt fuggvényét f komplementdris korlatfuggvényének nevezzik. Vegyuk észre,
hogy x és 0 szerepel cserélhet a definfcié6ban.

Milyen figgvényeknek van komplementdris korlatfuggvényuk? A perfekt graf

tétel ([LO3)) szerint az f(z) = z dnmagdnak komplementere. A kdvetkez8 tétel
szerint csak kis fuggvényeknek lehet komplementéris korlitfuggvényuk.

2.5.1 tétel. ([GY7]). Ha f(z)-nek van komplementéris korlitfuggvénye, akkor
inf f(z)/z = 1.

Bizonyftés. Elég belatni, hogy az f,(z) = (1+¢)z fuggvénynek nincs komplemen-
taris korlétfuggvénye, ahol € tetsz8leges valés szdm, 0 < £ < 1. Erdés és Hajnal
([EH3)) bizonyftotta olyan G§ grafok létezését (minden € € (0, 1] és minden pozitfv
cgész k esetén), melyekre

(0)) x(Gy) =k
V(G)I g :
2) (C) <2+¢ Dbarmely G C G} feszitett részgaf esetén.
Mivel (2) miatt w(G}) = 2, (1) alapjan a G, = {G{,G}%,...,G%, ...} osztdly nem

x-korlétos. Belatjuk, hogy ugyanakkor f,(z) 0-korlit fuggvény G,-ra.

Legyen ugyanis G C G§ (feszitve). Azt kell igazolni, hogy 0(G) < (1 +¢)a(G).
A Tutte-Berge formula segitségével (8(G) = |V(G)| — v(G) hasznélatéval) igy
frhat6 &t az egyenlGtlenség: ;

[V(H)| + o(H)

G2 =315
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minden H C G feszitett részgrifra, ahol o(H) H pératlan komponenseinek szédma.
Legyenek H,, Hs, ..., H,, H komponensei és partfciondljuk {1,2,..., m} indexhal-
mazt harom részre: j

i € I} ha H; péros graf és |V(H;)| paros

i € I; ha H; péros graf és |V (H;)| paratlan

i € I3 ha H; nem péros gréf.

Ekkor fennéll:
a(Hi) > 'V(H‘)l ha i€l
a(H;) > I—% ha i€ I,
[V(H;)| +1 ;
a(H;) > ————————2(1 e ha i€ I3,

és itt csak az utolsé egyenlStlenség nem trividlis, de (2)-b&l kénnyen kbvetkeznk E
hérom egyenlétlenséget hasznilva

«(G)2 Y a(Hi) = Y a(Hi) + 3 a(H) + 3 a(Hi) 2

i=1 iel, i€l i€l
W41 UL VI +a)
R [ & < 2(1+¢)

Nem sikerillt azonban megvélaszolni a kévetkez& alapkérdést.

2.5.2 kérdés. ([GY7]) Van-e az f(z) = z + 1 fuggvénynek komplementéris korlat-
fuggvénye?

Ezt a részt a perfekt graf tétel stabilitdsdt mutats egyszer( tétellel zarjuk.

2.5.3 tétel ([GY7]). Ha f(z) komplementéris korlétfiggvénye 8nmaga, akkor
f(z)==z.

Bizonyités.

A. f(2) = 2. Ha f(z) # z valamely z € N-re, akkor £ € N legyen a legkisebb
szém, melyre f(k) > k. Ekkor f nyilvén 0-korlat fuggvény a Cyiyy gréfra, de nem
x-korlat fuggvény. Az ellentmondés azt mutatja, hogy f(z) = z minden z € N-re.
B. f(2) > 2 és valamely k € N-re f(k) < [51]. Tekintsuk azt a G, grafot,
melynek komplementere |k/2| diszjunkt Cjs és paratlan k esetén még van egy
minden més ponttal 8sszekststt pontja. Ekkor f f-korlt fuggvény Gi-ra, de nem
x-korlét fuggvény, mivel w(Gi) = k, x(Gi) = [%51].

C. f(k) > [35-1] minden k € N-re. Ekkor 2.5.1 tétel szerint f-nek egydltalén

nincs komplementéris korlatfuggvénye. ®
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2.6. Korlatos k8zelit8 és on-line algoritmusok

A x-korl4tossighoz kdzvetlentil kapcsolédik a korldtos szinezd algoritmus fogalma.
Nevezziink egy szfnez8 algoritmust G grafosztalyon korlatosnak, ha van olyan f
fuggvény, hogy az algoritmus minden G € G grafot legfeljebb f(x(G)) szinnel
jol szfnez. Altaldban persze kdnnyebb azt igazolni, hogy G-nek van j6 szfnezése
f(w(G)) szinnel és a korlatos szfnez8 algoritmusok ezen alapulnak.

2.6.1. Korlatos kdzelit8 algoritmusok

Kulsnbsz8 perfekt grafcsaldadokra polinomidlis algoritmusok vannak a pontok
x(G) = w(G) szinnel torténd szinezésére ([GO]). Kiderult, hogy ilyen polinomidlis
algoritmus az 8sszes perfekt grafok osztalyan is létezik ([GLS]).

A x-korlatos grafosztalyok természetes jeldltek polinomidlis kdzelits algorit-
musokra a szfnezési problémaban. Mivel itt szinte mindig olyan G osztalyokrél van
826, ahol a szfnezési probléma N P-teljes, indokolt kdzelits algoritmus keresése. Ti-
pikus eset, hogy egy f x-korlat fuggvény létezésének bizonyitésa egy G csaladra
polinomislis algoritmust szolgiltat G grafjainak jé szinezésére legfeljebb f(w(G))
szinnel. Ebben az esetben korlatos polinomidlis algoritmusunk van, melynek ha-
tdsardnya (performance ratio) legfeljebb f(w(G))/x(G) < f(w(G))/w(G). Ez a
becslés persze annél jobb, minél kisebb az f fuggvény. A legkedvez&bb esetben f
linedris filggvény, ekkor a hatdsardny konstans.

A fentiek ugyanigy érvényesek a klikkfedési problémara 6-korlatos grafosztély
esetén. Ilyenkor persze olyan klikkfedési algoritmust neveztink korldtosnak, mely
minden G € G grafot legfeljebb f(a(G)) klikkel tud fedni.

Iusztraci6képpen megemlitjiik, hogy a k-klikkintervallumgrafok szinezésére
konstans (2k) hat4saranyi kozelitd polinomialis algoritmus van ([GY5], a probléma
k > 2 esetén N P-teljes, lasd [GJMP]). A klikkfedési problémara viszont az 1.1.1
tételbdl kiolvashaté korldtos algoritmus nem ,j6”, mert a 6-korlat filggvény igen

nagy.

2.6.2. Korlétos on-line algoritmusok

Egy szinezési algoritmus on-line, ha Ggy szinezi j6l egy grif pontjait, hogy
a pontokat egyesével kapja és a pont szinét a kovetkez8 pont beérkezése elstt
véglegesen el kell dontenie (az eddig beérkezett pontok részgréafjanak ismeretében).
A legismertebb on-line szfnezési algoritmus a first fit”, alias ,mohé” algoritmus,
mely az 1,2,... szinekkel szfnez és minden 1épésben azt a legkisebb szint hasznélja,
amelyre az addig szfnezett részgraf jol szinezett.

A x- és 0-korlitossdg és az on-line algoritmusok viszonydval foglalkoznak
[GYLS5), [GYL7), [GYLS] és [KI1], ehhez kapcsol6dé tovabbi cikkek [LST], [KI4],
[KIT1).

A 2.2.3 tétel alapjan G(P,) x-korlstos. A korlatos on-line algoritmusok szem-
pontjabdl a kdvetkez&ket mondhatjuk.
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2.6.3 tétel. ([GYL3]) G(Py)-en a first fit szinezés tokéletes, azaz a kromatikus
szdémnyi szinnel szines. ’ .

Bizonyftds. Csak azt a kdzismert &llitast kell ismerni, hogy G(Ps)-ben barmely
nem ndvelhet8 fuggetlen halmaz és nem n&velhet8 klikk metsz8 ([BEDU]J).

2.6.4 tétel. ([GYLS8]) A G(Ps) osztalyon van korldtos on-line algoritmus.

A 2.6.4 tétel bizonyftés a 2.2.3 bizonyftdsédnak on-line valtozata, de sok nehéz-
séget kell lekiizdeni. A [GY5}-ben kitiiztuk azt a problémét, hogy a first fit szfnezés
korlétos-e G(Ps) osztélyon. Legtjabb hirek szerint ezt Kierstead, Trotter és Penrose
bebizonyftottdk.

2.8.5 tétel. ([GYLS5]) A §(Ps) osztélyon nincs korldtos on-line algoritmus. Sét,
minden k-hoz van olyan G, € G(Pg) péros grif, melyet barmely on-line algoritmus
legalébb k szinnel szinez.

A 2.2.2 propozicié szerint G(H) osztdly x-korldtossdga kovetkezik abbél, ha
G(C) x-korlétos H minden C komponensére. Ez igaz marad on-line algoritmusokra
a ktvetkez8 értelemben.

2.6.6 tétel. ([GYL7)] A G(H) osztélyon van korlétos on-line algoritmus, ha H
minden C komponensére a G(C) osztélyon van korlétos on-line algoritmus.

A 2.6.6 tétel értelmében példdul a G(mK,) osztdlyon van korlétos on-line
szinez8 algoritmus. A G(2K3) osztdlyon még a first fit algoritmus is korlatos, de a
G(3K3) osztélyon (sét a G(K3 + 2K,) osztdlyon) mér nem ([GYLS)).

Az on-line (specidlisan a first fit) algoritmusok szempontjabél a perfekt gré-
fok kuldndsen érdekesek, hiszen itt egy f(w(G)) szfnnel torténé szinezés esetén
S (w(G))/w(G) = f(w(G))/x(G) pontosan az algoritmus hatésardnya. A legegy-
szer(lbb perfekt grafokra, a paros gréfokra, s6t a fikra sincsenek korlétos on-line
algoritmusok.

2.6.7 tétel. ([GYLS5)] A fék osztélyén nincs korlétos on-line szfnezd algoritmus,
86t minden n-re van olyan T, fa, melyre bérmely on-line szinez& algoritmus legal4bb
n szint haszn4l.

Bizonyités. T, konstrukciéja emlékeztet Zykov hdromszdgmentes nagy kromati-
kus gréfot konstrudlé médszerére ([2Y]). Legyen Tp,_; olyan fa, melyen minden
on-line algoritmus legaldbb n — 1 szfnt hasznsl. Tekintsuk Ty |V(Tn-1)|(n - 1)
diszjunkt példényét és minden példanyban jelsljunk ki egy gyvkeret gy, hogy T}, _,
minden pontja pontosan n — 1 példanyban legyen gyskér. Az fgy kapott erdShodz
adjunk egy Gj pontot, melyet a gytkerekkel kstunk 8ssze. Az fgy definialt fa lesz
M

Legyen A on-line szfnez8 algoritmus. Adjuk be T},_; n -1 diszjunkt példény4t
rendre olyan sorrendben, mely n—1 szint kényszerit. Ekkor taldlunk n—1 klénbdz8
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példanyon n — 1 kuldnboz8 szint. Ezutan beadunk egy pontot, mely ezen n — 1
ponttal van dsszekdtve. Beadott grafunknak 7, részgrifja és mar eddig is n szint
hasznélt az A algoritmus. W

Vannak viszont olyan perfekt grafosztilyok, melyeken mar a first fit szinezés is
konstans hatdsaranyi. A hatdsarany split grafoknal 1, paros grafok komplemente-
rén 3/2, merevkdril grafok komplementerén 2 ([GYL5)]. Intervallumgrafok esetén
sokdig nyitott kérdés volt, hogy a first fit szinezés hatdsardnya konstans-e. Ezt
nemrégiben Kierstead oldotta meg ([KI4)]. Egy régebbi szép eredmény, hogy inter-
vallumgréafokon egy egyszer( on-line algoritmus 3 hat4sarannyal miksdik ([KIT1)].

3. FOGGELEK

Gyakrabban hasznélt jeltlések, definicidk.

H hipergrdfon értiink egy (V, E) part, ahol V tetszGleges halmaz, a pon-
tok halmaza, E pedig V bizonyos részhalmazaibél all, melyeket éleknek neve-
ziink. Megengediink tdbbszrs éleket is. Hipergrafot H = (V, E) jeltléssel, vagy
H = (V(H),e(H)) jeldléssel adhatunk meg. Geometriai jellegii hipergrafoknal sok-
szor megengedjik, hogy |V(H)| = 00 és e € E(H) esetén |e| = oo legyen. Viszont
az élek szdma szinte mindig véges. Rovidség kedvéért e € H jelentse azt, hogy
e € E(H), azaz e éle H-nak, tovabba |H| jelslje a hipergraf élszamat, |E(H)|-t.

frott nagy betdk hipergrifcsalddokat (osztalyokat) jelslnek. Példaul 7 azon
hipergrafok csalddja, melyek ponthalmaza a szdmegyenes, élhalimaza pedig zart
intervallumokbdl &ll.

Egy H' hipergraf H részhipergrdfja, ha V(H') C V(H) és E(H') C E(H).
Ha H hipergraf &8 S C V(H) akkor Hg legyen az a H' részhipergrafja H-nak,
melyre V(H') = S és8 e € H' pontosan akkor, ha e C S és e € H. A H hipergraf
feszitell részhipergrdfjai a Hg hipergrafok, ahol S végigfut V(H) részhalmazain. A
részhipergrifra (és a feszitett részhipergrafra is) a H' C H jelolést alkalmazzuk.
Ha H egy hipergraf, rész(H) jeloli H 8sszes véges sok él{f részhipergrafjabél alls
csalddot.

Egy H hipergraf z pontjanak foka, d(z), az z-et tartalmazé élek széma. A
maximdlis fokszdm, D(H) = gbﬁ)d(z). Egy H hipergrifban T' C V(H) transz-
z

verzdlis, vagy lefogé halmaz, ha TNe # 0 minden e € H esetén. A minimalis
szdmossagl lefogé halmaz szdmossagat 7(H) jeloli. Egy paronként diszjunkt él-
halmazt H-ban matchingnek neveztink, v(H) jelsli a lehets legtsbb éld matching
élszamét. Nyilvan v(H) < 7(H) bérmely H hipergrafra.

Egy H hipergraf 6sszefiiggs, ha nem lehet V (H)-t Ggy particionélni két részre,
hogy minden ¢ € H teljesen az egyik részben van. Nem Usszeftigg8 hipergraf
egyértelmien felbonthaté paronként idegen tsszefuggs hipergrafokra, melyeket H
komponenseinek neveztink.
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Egy H hipergraf dudlisa, H*, az a hipergraf, melyet H-bél a pontok és az élek
felcserélésével kapunk, a pont-él illeszkedéseket megtartva.

Egy H hipergraf metszésgrdfja, M(H), az a G graf, melynek pontjai H éleinek
felelnek meg és G-ben két pont pontosan akkor hatiroz meg éit, ha H megfelels
élei metsz8k.

Egy H hipergraf r-uniform, ha |e|] = » minden e € H esetén. A 2-uniform
hipergrafokat nevezzitk grafoknak. A K[ hipergréfot, melynck n pontja van és
minden r elem{ részhalmaz (egyszeres) éle, teljesnek, vagy klikknek nevezzik. A
K2 helyett grafoknal K,-et szokas hasznalni.

Tovabbiakban legyen minden hipergraf r-uniform. A H hipergraf komplemen-
tere, H, az a hipergraf, melyre V(H) = V(H) és egy r elem( részhalmaz pontosan
akkor &l H-ban, ha nem &l H-ban. A H klikkmérete, w(H), a legnagyobb m szadm,
melyre van H-ban K, -el izomorf részhipergraf. Az S C V(H) fiiggetlen halmaz, ha
barmely e € H-rae ¢ S, azaz S klikk H-ben. A H kromatikus szdma, x(H), a leg-
kisebb m, melyre V(H) particionalhaté m fitggetlen halmazra. A klikkfedédi szdm,
0(H), az a legkisebb m, melyre V(H) particionélhaté m klikkre. A H legnagyobb
fuggetlen halmazanak szdmossagat o H)-val jelsljik. Grafok esetén w(G) < x(G),
a(G) < 0(G). Azokat a G grafokat, melyekre w(G') = x(G’) minden G’ C G fe-
szftett részgraf esetén, perfekt grafoknak nevezik. Lovasz perfekt graf tétele szerint
([LO3)) a definiciéban a(G’) = 6(G") is frhaté.

Még néhény jelslés grafokra. Ha zy € E(G), ezt gyakran tgy fejezziik ki, hogy
»Z 68 y szomszédos” , vagy ,x és y 8ssze van kétve”. Ha z € V(G), akkor I'(z) jelsli
az z-el szomszédos pontok halmazit.

Végil még néhany jelslés:

C;: 1 ponti kor
P;: i ponti Gt
K,: n pontia klikk
Kmn: teljes paros graf, osztdlyaiban m és n ponttal
G1 + Ga: két pontdiszjunkt graf egyesitése
mG: G m diszjunkt példényanak egyesitése
Gm,n: péros graf m és n ponttal a két osztdlyban
G: G graf komplementere
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JELENTES AZ 1990. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Jénos Matematikai Térsulat a verseny megrendezésére az alabbi bizottsé-
got kérte fel: Csaszar Akos (elndk), Fejes Téth L4szl6, Freud Rébert, Haldsz G4bor,
Karolyi Gyula (titkar), Kiss Emil, Komjath Péter, Laczkovich Miklés, Michaletzky
Gyorgy, Ruzsa Imre, T. S6s Vera.

A versenyzSknek 1990. november 2. és 12. kozbtt tfz teljes napjuk volt a tfz
feladat megoldasira. A feladatok kit{z8i (a feladatok sorrendjében): Ruzsa Imre,
Ruzsa Imre, Pyber Laszl6, Szabados Jézsef, Laczkovich Miklés, Haldsz Gabor,
Halédsz Gdbor, Csikés Balazs, Juhész Istvan és Méri Tamads.

Sajnos a verseny irant az utébbi években tapasztaltnal lényegesen kisebb volt
az érdekl8dés. A feladatokra 17 versenyz8 minddssze 46 megoldast nyujtott be, és
ezeknek is csak kozel fele teljes érték(i. Nem érkezett megoldés a 6. feladatra, és
csak egy-egy helyes megoldas érkezett a 3., 5. és 9. feladatra.

A versenybizottsig a dfjak odafitélésérsl december 6-i ilésén dontdtt.

I. dijban és 5000 Ft jutalomban részestil Benczir Andrds, az ELTE III. éves
matematika szakos hallgat6ja. Benczir hét feladatra nyidjtott be megoldast. He-
lyes a 7. és 8. feladatra adott megoldésa, lényegében jél oldotta meg a 2., 5. és
9. feladatot, részeredményt ért el a 10. feladatban. Megoldasai egyszertiek, révidek,
néha a tilzott tdmdrség neheziti a megértést. Kiemelked6 a 7. feladatra nydjtott
megoldasa.

II. dijban és 4000 Ft jutalomban részestl Drasny Gdbor, az ELTE III. éves
matematika szakos hallgatéja. Drasny 6t feladatra nydjtott be megoldast. Helyes
az 1., a 8. és a 10. feladatra adott megold4sa, és jelent8s részeredményt ért el a 2.
és a 9. feladatban. Megoldasai vilagosak, érthet&ek, kulon kiemelkeds a 8. feladatra
nyidjtott megoldasa.

III. dijban és 3000 Ft jutalomban részestil Bird Andrds, az ELTE II. éves
matematika szakos hallgatéja. Biré négy feladatra adott be dolgozatot. Helyes a 3.
és a 4. feladatra adott megoldésa. A 10. feladatra adott megold4sa nem teljes, de
konnyen befejezhets. Ertékes részeredményt ért el a 9. feladatban is. A 3. feladatra
" egyedill 8 adott be dolgozatot.

A versenybizottsdg dicséretben részesiti Hausel Tamds.t, az ELTE I. éves ma-
tematika szakos hallgatéjat, és Makay Gézdt, a JATE V. éves matematika szakos
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hallgatéjat. Mindketten két feladatra nyijtottak be megoldast. Hausel kifogasta-
lanul oldotta meg az 1. és a 2. feladatot, Makay a 7. és a 8. feladatra adott kissé
bonyolult, de hib4dtlan megoldast.

Az 1990. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai

1. Legyen A véges ponthalmaz a d dimenziés térben (d > 2). Legyen minden
j=1,...,d-re Bj az A halmaz vetillete az z; = 0 egyenletd d—1 dimenziés altérre.
Bizonyitsuk be, hogy

d
IT18;1 > 14147
.3=1 :

2. Igazoljuk, hogy minden K pozitfv szdmhoz van végtelen sok olyan m és N
természetes szam, hogy az m+1,m+4,...,m+ N? szamok kozott a primszamok
szdéma legalabb

N

K :
‘logN

3. Legyen n = p*, ‘ahol p prim, és legyen G az S, szimunetrikus csoport egy
tranzitfv részcsoportja. Bizonyftandé, hogy G-nek S,-beli normalizitora legfeljebb
|G|¥*! elemit.

4. Legyen P olyan polinom; amelynek minden gyske valés és I°(0) > 0.
Igazoljuk, hogy ha m pératlan természetes szam, akkor minden valés z-re

nIy
7(0)

et

k=0
ahol f =.P=™.

5. Azt mondjuk, hogy az z,y val6s szamok Osszekothetk k hosszisagi 6-
lénccal (ahol § : R — (0,00) adott fuggvény), ha van egy z¢,z1,...,z, sorozat
gy, hogy 2o =z, z; = y és

|2i —ziy| < 6 (_a:,-_,2+ x;)

minden i = 1,... k-ra.

Mutassuk meg, hogy minden § : R — (0, 00) filggvényhez van olyan interval-
lum, amelyben barmely két elem 8sszeksthets 4 hossziisigi §-lanccal. Mutassuk
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meg azt is, hogy nem mindig talilhaté olyan intervallum, amelyben barmely két
elem tsszekdthets legfeljebb 2 hosszisagia 6-lanceal.

6. Adjunk meg olyan, az egységksrben meromorf ¢ és ¢ figgvényeket, ame-
lyekre teljestil, hogy barmely, az egységkorben regularis f fuggvényre az f — ¢ és
f — ¢ fuggvények kozil legalabb az egyiknek van gytke.

7. Jelslje B[0,1] és C[0,1] a [0, 1] intervallumon értelmezett korlatos, illetve
folytonos fuggvények Banach-terét a szuprémum normdval. Van-e olyan

T : B[0,1] — C[0,1]
korlatos linearis operator, amelyre T'f = f minden f € C[0,1] esetén?

8. Legyen A(O) A(O) n > 3 elem pontsorozat az R? euklideszi stkon. Defi-
nidljuk az A(l ), G ,An pontsorozatot (i = 1,2,...) rekurziéval a ktvetkez8 médon:
A(') legyen az A('—‘)Ag'_;'ll) szakasz felez&pontja, ahol Af,'_Hl) A('—l) Mutassuk
meg, hogy egy nulla Lebesgue-mérték halmaz kivételével minden (A(o) s'o)) €
(R?)" kezd8 pontsorozathoz létezik olyan N természetes szam, melyre az

A(IN), S A(N) pontok egy konvex n-szdg egymads uténi csicsai.

9. Bizonyftands, hogy ha egy X Hausdorfl-tér minden altere é-kompakt,akkor
X megszamlalhat6.

10. Legyenek X és Y val6s értéki, fuggetlen, azonos eloszlasii, véges varhaté
értékd valésziniségi valtozék. Bizonyftsuk be, hogy

E(IX +Y]) 2 E(|X - Y]),

ahol E a vérhaté értéket jeldli.

A megold4sok ismertetése

Az 1. feladat megoldédsa

A bizonyftdst az A halmaz elemszdméara vonatkozé teljes indukciéval végezziik el; |A] = 0
vagy 1 esetén az 4llitds nyilvanvalé. E

Ha |A| > 1, akkor az A halmaz egyik alkalmas koordin4ta-tengelyre valé vetulete tartalmaz
két ktldnbdzs pontot. Az 4ltaldnossdg megszoritdsa nélkul feltehets, hogy ez éppen a d-edik
koordinAta; ez azt jelenti, hogy egy alkalmas z4 = a egyenlet®f hiperstk A-t két nem tires részre
végja: A = X U*Y, Jelslje X és Y vemlctét az x; = 0 egyenletd altérre rendre C; és D;, ekkor
ICi| + |Di| = |Bi| minden i € {1,. ~ 1} esetén, valamint [C4| < |By| és |Dg4| < < |Bgl.
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Az indukcids feltevés alapjan

de
X149t < 1Bdl - [ 1Csl 4
=1

d-1

¥14=* < 1Bdl - [T 1051

=l

Haszn4ljuk fel a sz&mtani és mértani kieepek kiszitti egyenlStlenség kvetkezs ekvivalens alakjée:
ha a;, b; nem-negativ valés sz&mok és k pozitfv egész akkor

k 1/k
.l shc e H(a.+b.-)] :

=1

Ennek alapjén

d d-1
[T8:17 =187t - I] (1c51 4 10,) 7 2

J=1 =1
d-1 d-1
2 1Bl 7T - (]'[ IC,1 7T + HID,H*T) 2 IX|+1¥] = |4l,
J=1 =1

d
vagyis  []1Bj12 1414,
=1
amit bizonyftani akartunk.
Sustik Mdtyds megolddsa alapjén

Erkezett 11 dolgozat. Megoldotta Biré Zsolt, Drasny Gdbor, Hausel Tamés, Rim4nyi RichArd
és Sustik M4tyds. ;

A 2. feladat megoldésa

A bizonyités alapgondolata az, hogy egymerre tobb lehetséges m értékre &tlagoljunk dgy,
hogy kozben a kis primekkel valé oszthatdsigot kizérjuk.

Legyen Q = 3:5...p; az els§ | db. paratlan primszAn szorzata, ¢ pedig olyan Q-nél
nem nagyobb természetes szdm, amelyre —c kvadratikus nem-maradék a 3, 5,. .., p; modulusokra
nézve, a kinai maradéktétel alapjén ilyen c 16tezik. Keresstik m-et c+ kQ alakban, ahol 1 € k < N2,

Legyen 1 < i < N, ¢ vAlasztdsa miatt nyilvan (2 + ¢,Q) = 1. Ezért Dirichlet tétele alapjn
azi? +¢4Q, if-f- c+ 2Q,. .. szdmtani sorozatban végtelen sok primszam van, s8t a sorozat els8

N? eleme kozbtt aszimptotikusan R%; . hl;-?a a primek sz&ma. Ha teh&t N elég nagy (rdgzitett
Q esetén), akkor az 2
P4+c+Q ?+c+2Q,....% +c+ N?Q

szdmok kozdtt talslhats t8bb mint ﬁa; . fg"ﬁ primszém. {gy (multiplicit4ssal szémolva) az
24+c+kQ  (1<SiSN, 1<k<SN?

28



szdmok kdestt a primek szdma nagyobb mint S_d%; . #‘N, ezért valamely m = ¢ + kQ-ra az
m+1,m+4,...,m+ N? sz&mok kozdtt tsbb, mint #55 . l-nuﬁ primsz&m talélhaté.

Minthogy i : ;
s =iz

'>ﬁ(,+5‘)‘> Bt

r : pi
im] =]

00
és E }'- divergens, tetszSleges nagy K pozitiv szdm esetén Q megvalaszthaté dgy, hogy
=]
ﬁal: K teljestiljon. Ekkor pedig elegendSen nagy N esetén, mint azt l4ttuk, m megvalaszthatd
dgy, hogy as

m-i--l,m-}-4,...,m+N2

szdmok kozdtt a primek szdma legaldbb K - l_nuﬁ legyen.

Benczir Andrds és Hausel Tamds dolgozata alapjdn

Erkezett 5 dolgozat. Helyes Hausel Tam4s megoldésa, lényegében megoldotta a feladatot
Bencsdr Andrés. JelentSs részeredményt ért el Drasny Gébor.

A 3. feladat megoldédsa

ElGez0r belétjuk, hogy ha T G-nek minimélis tranzitiv részcsoportja, akkor T generdlhaté k
elemmel. T tranzitiv teh4t p*| |T|. Legyen P T-nek p-Sylow részcsoportja, ekkor P tranzitiv , tehat
T = P p-csoport. Valéban, ha G4 jeldli egy o pont stabiliz&torat G-ben, akkor |G : Ga| = p'.
ezért

?*]1G:Ga|-|Ga :GaNP|=|G:P|.|P:GanP|.

Mivd (|G : P),p) = 1, kapjuk, hogy p*| |P : GaNP|, vagyis p*| |P : Pa|, teh4t P valéban tranzitv.
Legyen most M maximalis részcsoportja T-nek. Ekkor M nem tranzitiv, igy M : To sem lehet
as. Ezért MTo = M, To < M. gy To része T maximalis részcsoportjai metszetének, a Frattini
résacsoportnak. Vagyis |T : #(T')| < |T : Ta| = p*, igy Burnside ismert tételét alkalmazva kapjuk,
hogy T valéban generdlhaté k elemmel, T = (g1,...,gx).

G Sp-beli normalizétorénak, N(G)-nek az elemei a konjugélds dtjsn hatnak G elemein,
asokat egymés koedtt permutéljsk. Ekkor a (g1, . . ., gk ) rendezett k-as lehetséges képeinek a sz&ma
kisebb, mint |G|*. Az n,m € N (G) elemekkel valé konjugélas pedig pontosan akkor hat ugyandgy
(91++--19%)-n, ha nm=1 € C(T), T Sn-beli centralizétoranak. Ezért |[N(G)| < |G|*|C(T)|. C(T)
azonban szemireguldris: ha x € C(T) az 1-et helyben hagyja, akkor tetsz8leges i € {1,...,p*}
esetén vilasszunk t € T elemet gy, hogy t(1) = i legyen. Ekkor ¢ = (1) = x~1tx(1) = »=1(i),
(i) =i, teh&t 7 as identikus permutadé. Igy |C(T)| < p*, & |N(G)| < |G|* - p* < |G|**?.

Bfré Andrds €s a feladat kit@z8jének megolddsa alapjdn
A feladatra egyedill Biré Andras adott be dolgozatot, megold4sa hibAtlan.

A 4. feladat megdldén

m-1 3
Legyen F(z) = E 12},(213* és tekintstk a Q(z) = P(z)™ - F(z) polinomot. Ha P fokét
k=0
n-nel jeloljuk, akkor (multiplicitdssal szdémolva) a P™ tényez6bsl Q-nak n-m valés gyvkét kapjuk.
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Tegytik fel a feladat £llftssdval ellentétben, hogy F-nek is van valés gytke. Kilonbdztesstink meg
két esetet:

1) F fokszdma m — 1, ekkor F-nek két valés gytke is van, hiszen fokszdma péros.
2) F fokszéma legfeljebb m —~

Rolle tétele miatt Q’-nek az elld esetben legalsbb mn + 1, a mdsodikban legalébb mn gyoké&
szdmolhatjuk 8esze (ugyancsak multiplicit4ssal véve). Megjegyezztik, hogy P(0) # 0 & F(0) # 0
miatt a 0 gyskst legfeljebb egyszer szdmolhattuk. A 0 valéban gyske Q’-nek, méghozed legalsbb
(m = 1)-szeres, mivel j = 1,2,...,m = 1 esetén

§. i
QW (o) = Z (;) [((P™ )] - [FU=9(0)) =

PR
=Y Q™) [14-0)] =
=0
=(P™. /)(J)(o) =0,

hiszen P™ . f a konstans 1 fuggvény.

Ezért az eddig dsszesz&molt gyskskhtz még legaldbb (m ~2)-t szdmolhatunk hozz4, tehét Q'-
nek az els8 esetben legal&bb nm 4+ m — 1, a masodikban legaldbb nm + m — 2 gytke van. Minthogy
azonban Q' foka az els& esetben nm + m — 2, a mdsodikban pedig legfeljebb nm + m — 3, kapjuk,
hogy Q' azonosan 0, teh&t Q konstans polinom, Igy az is azonosan 0, ellentétben azzal, hogy
Q(0) # 0.

Tehst F-nek nem lehet valds gydke, és mivel, F(0) = P(0)~™ > 0, F(z) > 0 teljestil minden
valés z-re

Domokos Métyds €s a feladat kit€z0jének megolddsa alapjén

Erkezett 5 dolgozat. Helyes Biré Andras, Domokos M4ty4s és Vu Ha Van megold4sa. Rése-
eredményt ért el P&sztor Gabor és Sustik Maty4s.

Az 5. feladat megoldésa

Az els8 Llliths igazoldsshoz vAlasszunk a Baire-féle kategdériatétel alapjsn olyan n természetes
szdmot és | intervnllumot melyekre Hy, = {: §(x) > 1} srd [-ben; az is feltehet8, hogy I
hossza |I| < A jon Legyen K az I intervallum k8zéps& harmada, megmutatjuk, hogy benne barmely
két elem Beszekdthets 4 hossuisdgy 5-lanccal.Legyen tehat z,y € K. Hac € KNHn ésb = c+ 432,
akkor a b-re, majd a c-re t8rténd ttikrdzés egymésuténja (z — y)-nal valé eltoldst eredinényez. Ha
ezt két a-ra val6 tukrozés koeé ékeljuk, (y — z)-szel torténd eltolast kapunk, ami az z-et y-ba viszi.
Ahhoz, hogy ilyen médon z-et y-nal Bsszeksts § l&ncot kapjunk, csak a ktvetkez8 két dologra kell
tgyelni: egyréset a € Hy, legyen, mésrészt 2a — = b-nek 2%1 sugard kdmyezetébe essen. Minthogy
azonban H, slrd I-ben, ez kdnnyen elérhets.

A feladat mésodik felének bizonyit4sa kicsit hosszabb megfontoldst igényel. Legyen B a véges
sok binAris szémjeggyel lefrhaté valés sz&mok halmaza. Ugy adjuk meg B-nek pontpérjait, hogy
alkalmas §-ra ne legyenek 8sszekdthet8k legfeljebb 2 houuht;ll é-lanccal, és mmden intervallum

tmdmauon ilyen pontpért. E célbél legyen P = U P;, ahol

i=1

ity _23| _22|+2 22!‘_2 225
. 22. ’ 1oy '—2_2':—»27 .
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Definiljuk 5-t elSszbr B elemein a kdvetkezd kézenfekvs médon: ha z € B v-re végzbdik, akkor
legyen §(z) = —&‘- (egész z-ek esetén i-t O-nak tekintjuk), ekkor P-beli pontp&rok nyilvdn nem
kothetsk vssze 1 hosszus&gu 6-lanccal, és olyan 2 hosszisagival sem, amely B-beli elemen halad
keresztull.
A kdvetkez8 médon terjesszik ki 6-t R-re. B additiv részcsoportja R-nek, igy R a + B alakd
mellékosztalyok diszjunkt uniéja. Ha a ¢ B, akkor az a + B mellékosztdlyon deﬁnitl_iuk agy 6-t,
.

hogy b € a+ B; esetén §(b) kisebb legyen min{2|:n— b|,2|y—b|}-nél minden (z,y) € U Pj esetén,
. Jml
oo * 5
ahol B = U B; és B; a pontosan i tortjeggyel lefrhaté sz&mokbél 4ll. Kénnyen me“ondolhaté
hogy 4-t lgy definidlhatjuk. A bizonyit4s befejezéséhez igazoljuk, hogy tetszSleges (z,y) € P,
2 € a + B esetén z,2z,y nem lehet §-l&nc. Tegytk fel, hogy (z,y) € P;, ekkor '—;-5 = -}. Ha

z, 22,y 6-lancot alkot akkor
6(-;-.:) >lz—2z] = 2|x - (;- + z) y

ezért § definfciéja miatt j > ¢ esetén § + z ¢ a + B;. Hasonldképp adédik g' +2¢a+ Bjis.
Ekkor azonban Y% lefrhaté legfeljebb i — 1 tortjeggyel, ami ellentmond 3% = -21;-nek.

Megjegyzés: nem ismeretes, mi a helyzet, ha legfeljebb 3 hosszisdgd §-lancok létezését
kivanjuk meg.

Benczir Andrds dolgozata alapjdn

Erkezett 3 dolgozat. A feladatot megoldotta Benczir Andrés, helyes bizonyftdst adott a
feladat els8 részére P4sztor Gabor.

A 6. feladat megoldésa
Vezessiik be a kivetkez§ jelvléseket:

K(z) = ¥(z) —p(2) £ 0
9(z) = f(2) = ()

e

Vizsgaljuk a kovetkezs feltételeknek eleget tevs figgvényeket:
1) f = hr + ¢ regularis,
2) hx seholsem 0,
3) (h = 1)x seholsem 0.

Allftjuk, hogy 1éteznek olyan ¢ és x az egységktrben meromorf figgvények, hogy x(z) # O ha
|z| < 1 és a fenti feltételegytittes nem tehaulhet semmilyen h fliggvényre. Ebbo’l a feladat 4llftdsa
ktzvetlentil leolvashaté.

Ha -t és x-t dgy vélasztjuk meg, hogy pélusaik helye és rendje megegyezzék, akkor az 1)
feltétel teljestilése maga utdn vonja azt, hogy h reguldris. Ha a harom kitdzstt feltétel teljestil,
akkor h(z) értéke csak x pélushelyein lehet 1, és ezt is kizarhatjuk x és ¢ tigyes megvalasztdssval.
Ha elsSrend pélusokat feltételeztink, akkor csak arra kell tigyelntink, hogy & ill. ¢ reziduumé4t a
2o pélusban A(z0) ill. B(zo0)-lal jeldlve 7 :o) értéke (—1)-tal kulonbdzzék. Az 1) feltétel alapjan

ugyanis ekkor h(20) = — :o #* 1.
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Ah ngnllnl ﬂluvl:l\y tehét az egységkdrben schol sem veszi fel a 0 ill. 1 értéket, fgy
Schottky tétele alapjén |h(z)| egy, csak |h(0)|-t8l és |z|-t5]1 fuggs korl4t alatt marad. Ez azonban
elképzelhetetlen, ha a kovetkezs fnwélvoomuoht tekintjok:

Wn=V=-+‘:%

(1-2)"

2(s~ 1)

Kn =
A 2 pélusban a rezsiduumokat kiszdémolva
An(0) = =2, Ba(0) =1, A..(%) = 3=, B..(-;-) o,

igy konnyen l&thats, hogy a ks, ¢n flUggvények kielégfitik az ir&ntuk eddig t&masztott kritéri-
umokat. A kit@z8tt hrom feltétel teljesidse esetén azonban ha(0) = 4 & h,.(%) = "=,
ellentétben a Schottky-tétel kivetkezményével. Ha tehat n elég nagy, akkor a s és ¢p, ill. &
belSluk szirmaztathatd ¥n = xn + ¢n fuggvényekre teljestl]l az &llit4s.

A feladat kit€z6jének megolddsa

A feladatra nem érkezett megoldés.

A 7. feladat megoldésa

Tételezztk fel egy ilyen T operdtor 16tendsét.
Tetszlleges 0 < a < 1 esetén tekintstik az

R s

foggwényt. A hy = fo — T fo fuggvény az a pontbeli 1 nagyssgi ugrdsstsl eltekintve folytonos és

T(ha) = T(fa - -Tfa) = 0. .

Satikeég esetén hg-t —hg-val helyeuedtve feltehet8, hogy a-nak egy kis jobb- vagy baloldali
pontosott kdmyesetében hy > §.

Legyen a; = } és készitstik el az ay,a3,. .. sorozatot gy, hogy a; € (0,1) és mindens > 2 -
esetén a; as a;—; megfelels kis kdrnyezetébsl valé. Ekkor a g, = Z ha; fuggvényre gn € B[O, 1],

*gn folytonos as ay,...,an pontokbelj 1 nagysigid ugrésoktsl eltelnntve. és gn > 2 az an pont
egy kis egyoldali pontozott kowny tében. Konnyen konstrudlhaté olyan [, folytonos figgvény,
melyre ||/n = gnll = sup |fa(z) - gn(z)| < % (Egész pontosan itt egyenlSség 4ll.) Ekkor a T

=€[0,1) £

operétor normdjdra a

T(Jn -
Wfn - II

becslés adédik, tetszSleges n természetes szémra. T teh&t nem lehet korlstos operétor, vagyis a
feladatban témasztott kdvetelményeknek eleget tevs T operator nem létezik.

2 22:lITfn = Tgnll = 2-|I/nll 2 —" ==

Benczir Andrds és o feladat kitizéjénck megolddse alapjén

Erkezett 7 dolgozat. Helyes Bencsir Andrés és Makai Géza megoldésa.



A 8. feladat megoldésa

Lényegében minden megoldés az alébbi algebrai ;ondolnt.ﬁnenetre éptl. Ha R2-et természe-
tes médon azonositjuk a C komplex szdmsikkal, akkor pontsorozataink a C» tér vektorainak
tekinthet8k, a rekurzids 1épés pedig az

Lo sy (31:32'.”'“1:'!1)

homogén linedris transzforméciénak felel meg.
Cn-nek létezik L sajstvektaraibél 4llé bazisa: az e = (1,¢7,6%,..., (=1 ) vektorokra és
2; = 14 kalarokra '
L(e;) = Aje; /i=12,...,n/
an !

alhol e=e primitfv n-edik egységgytk.

n
Cr tetsz8leges v vektora v = E aje; alakba frhaté. Minthogy e, = (141,2.5,2); A
=1
anen vektor hozzéadssa az eredeti IR? sikon pontrendszeriinknek egy rogzitett vektorral tdrténd
eltols4t jelenti. Ezért kdnnyen 14thaté, hogy elég a feladatot az ey, ..., en—1 vektor 4ltal generdlt
altérre megszoritva vizsgdlni. Tegytk fel tehét, hogy

n-1

'(A(,o),....A(,?)) =y= Za)‘e,‘.

J=1
A rekurziés 1épést N-szer egym4s utén alkalmazva kapjuk:

n-1
N
(A‘, ’....,A‘,.”’) =LN(v) = Za,—,\f’e,.
| J=1

Elemi szémolds mutatja, hogy 1 < j < n — 1 esetén |\;| < |\| és [Anoy] = [N gy
AN

1<j<n—1esetén I:.:
(esetben aje; + ap_1en—1 egy kuuvea wi-sily cgymdst kdvets csicsainak megfelels vektor. Es ez
valéban fgy is van, ha |a1| # |an—1], ugyanis e; egy szabilyos n-sztg egymést kivetsS csiicsaihos
tartoed vektor, aje; + ap—je,—1 pedig ahhoz a pontsorozathoz tartozik, melyet az elsbb emlitett
konvex n-sz0g egymdés uténi csicsaibél nyertink, alkalmazva R?-en a z — a12 + an-17 linedris
transeforméciét. Ez a transzform4cié nem elfajulé, mert a1z + 6,17 = 0 csak z = O vagy
|a;j = |an—1| esetén teljestilhet; igy konvex n-szdget konvex n-szdgbe visz.

— 0, ha N — oo. Ezért elég azt latni, hogy majdnem minden

n
Osszegezve, a C™ tér vektoraira, melyek E aje; alakba frhaték, |a1| = |an—1| kivételével
=1
teljestll a feladatban megfogalmazott tulajdonsag, a kivételes halmaz pedig valéban nullmértékd.
A feladatra megoldast nyijtott be Benczir Andras, Drasny Gdbor és Makay Géza. Mind-
harom dolgozat helyes.

A 9. feladat megoldédsa

Minthogy X maga is megsz4ml4lhaté sok kompakt halmaz egyesitése, elegends az &llftast
kompakt X terek esetén igazolni.
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Tegytik fel, hogy X-nek nincs 8nmagsban sdr(l részhalmaza. Ekkor X jélrendezhets dgy,
hogy minden kezdSszelete egy nyflt halmaz legyen. Valéban, tegytk fel, hogy 8 < o esetén pg € X
mér definiélt & Xo = {ps|B < a} # X. Ekkor létezik olyan pa € X \ Xqo, ami nem torléd4si
pontja X \ X,-nak, tehat egy alkalmas G, nyflt krnyezetére pa € Ga < Xa U {pa}. lly médon
definisltuk X-nek egy jélrendezését és minden a-ra | J Gp € Xa € |J {ra} € Ga mutatja,

p<a p<a p<a
hogy Xa = U G nyflt halmaz. Ha X-nek lenne w; tfpusd kezdfszelete, Ggy az nem lehetne
<«
kompakt, Lmﬁminden valédi része megszamlélhats, tehdt nem lehet megszdmldlhaté sok kompakt

halmagz egyesitése sem. Igy ex nem lehetséges, | X| < R;.

Elég tehat bebizonyftani, hogy X-nek nem lehet 8nmagéban sdr( része. Tegytk fel indi-
rekt, hogy van ilyen részhalmaz: Y. Ekkor Y snmagéban strd és zart. Ekkor megadhaté egy
f:Y = [0,1] folytonos fuggvény a kdvetkez8 médon. Y kompakt T tér, igy barmely ké&t kulon-
bdz8 p és ¢ pontjdhoz megadhatdk fgy Gp,Gq nyflt és Fp, Fy z4rt halmazok, hogy p € Gp C Fp
és q € Gp C Fy, valamint Fp N Fg = @. Ezért tetsz0leges véges {e;} 0-1 sorozatra definiélhats az
A.,,. .., CY z4rt halmaz dgy, hogy minden n természetes szdm és ey,...,en € {0,1} esetén

Acy,eno0 VU Acy, ens € Aey,en

teljestljon. Tetsz8leges €, €2, ... végtelen 0-1 sorozat esetén az

o
A(er,e2,...) = n Acier, .. 6n

n=l

halmaz nem tires z4rt halmaz, z € A(e;,¢2,...) esetén legyen

J(z) = Et.';l-',.

i=1

Az A(e1,e2,...) halmazok diszjunkt unidja is z4rt, hiszen elS4llithaté zartak metszeteként, és az
J fuggvény folytonosan réképezi a [0, 1] intervallumra. Ezért f kiterjeszthets folytonosan az egész
Y-ra, Im f = [0,1]. Azonban k&nnyen l4thats, hogy a [0, 1] intervallumnak csak kontimium sok
o-kompakt (mésszéval: Fy) része van, hiszen csak kontinuum sok zért részhalmaza van. Van tehat
Z ¢ [0,1), ami nem o-kompakt, ennek f~(Z) C ¥ &sképe sem lehet o-kompakt, ellentmond4sra
jutottunk. Teh4t X-nek tényleg nem lehet 8nmagéban s(ird része, és ezt akartuk bizonyftani.

A feladat kitizéjének megolddsa alapjdn

Erkezett 4 dolgozat. Lényegében j6 Benczir Andras megoldasa, értékes részeredményeket
tartalmaz Drasny Gébor és Biré Andrés dolgozata.

A 16. feladat megoldésa
Tetszbleges o és ( valés szamokra fenndll az
: la 4 B| = | = B| = 2 -sign(ap) - min{lal,lﬂ|}
egyenlSeég. Ezért
E(IX+Y[)-E(IX -Y|)=E(IX + V| = |X - V|)=
=2-E(min{|X|,|V|} - sign(XY)) =

e
-2-/ {P(leg 6 Y2t XY >0) - P(IX|> ¢, [V]> ¢, XY <0)}d¢.
0
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Minthogy X és Y fuggetlen, azonos elosztdsi valészindségi viltozdk & P(Z > t) = P(Z > t)
majdnem mindenhol, '

E(X+Y|=|X-Y]|) =

=2-/“{[P(X > z)]’+ [P(x < -:)]’ -2.P(X2t)-P(X < -n)}a =
1] f
gz./" [Px 2 0= P(X < -1)) dt 20,

(1]

vagyis E(|X +Y|) 2 E(IX - Y)).
Benczir Andrds dolgozata alapjdn

Erkezett 7 dolgozat. Kifogastalan Drasny Gabor megold4sa, lényegében helyes Kés Géza és
Biré Andrés dolgozata. Jelent8s részeredményt ért el Benczir Andrds.
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- FELADATROVAT

Szerkeszti Laczkovich Miklés

Feladatsorozatunk folytatédik. Kérjuk kedves olvaséinkat, hogy megold4saikat
ktldjék a rovatvezet8 cimére: ELTE, Analfzis Tanszék, 1088 Budapest, Mize-
um krt. 6-8. Felhfvjuk tovdbba olvaséink figyelmét az 1991/2 szdm 50-ik, illetve az
1991/3 sz4m 41-ik oldalén szerepls feladatokra, amelyeket 243. ill. 244. sorszdmmal
illesztink a kitdzdtt feladatok sordba.

Kitizdtt feladatok

‘ :
245. Legyenek Ay; (¢=0,1,...,n; 5 =0,1,...,m) az n-dimenziés euklidészi tér
olyan konvex részhalmazai, hogy minden 0 < jo,...,jn < m esetén Agj, N...N
Anj. # 0. Bizonyftandé, hogy van olyan 0 < i < n, amelyre

AicNAnN...NA, # 0.

LOVASZ LASzZLO

(Megjegyzés. Ezt a feladatot 206-os sorszémmal a Matematikai Lapok egyszer
mér kitdzte. Most azért kozoljuk ismét, mert amint azt Bollobds Béla nemrég
felfedeste, a feladatra adott megoldés hibés volt.)

Megoldott feladatok

232. feladat. Legyen Y oo, a, olyan divergens sor, amelynek tagjai pozitfvak
és nullshoz tartanak, és legyen 2:':1 a; = s, (k = 1,2,...). Bizonyftandé, hogy
n — 0o esetén

n
ag
& 78 W
PETRUSKA GYORGY
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1. Megoldds. Ha my = \/3; — \/5i—1 (i=1,2,...; 80 = 0), akkor a; > 0 miatt
m;>0&m+...4+m,= V/3n- Legyen 8, = a;/(,/s; + m;). Ekkor

ol o SRR e o T
TaE-E) | s

8i-1 8i—-1
=1 —_— =14,/ =
+V 8 8i-1+ a; V 1+(a-/st T

Ebbs8l a Cauchy féle hatarértéktéte] szerint (lasd Szasz Pal: A differencidl- és
integralszamitas elemei, Budapest, 1951, 545. oldal)

.a_l+ ofz n
m161+---+mn6n_\/3_1 e \/3_1:_’2
m +...4+my, V8n

DOBO ANDOR

2. Megoldds. Legyen f alulrél korldtos monoton fiiggvény (0, 1]-ben. Kénny
belatni, hogy ha f (improprius) integralja véges, ekkor [0,1] barmely minden ha-
taron tal finomodé6 felosztéssorozatat véve, f ezekhez tartozé alsé tsszegei az in-

" tegrélhoz tartanak. Legyen f(z) = 1//z, ekkor [ f dz = 2. Mivel

0<§1/sn<32/an<...<s,,/s,,=l n=13...)

- minden hatéron til finomodé felosztassorozatot alkot, tovabba f ezekhez tartozé

alsé Usszege
. > 1 ; Sk Sk Sk-1
g} ; 8k/8n ( ) Z ‘/-_

igy a fentiek szerint ez az 8sszeg 2-hdz tart.
: PETRUSKA GYORGY

A 232. feladat megoldasst bekuldte még HARCOS GERGELY és SZABO
SANDOR.

Megjegyzés. Mindkét megoldasbél kévetkezik, hogy a,, — 0 helyett elég felten-
ni, hogy a,/8,-1 — 0. Ez biztosan teljestl, ha a, korlatos.

233. feladat. Legyen P a 19-edrendif alterndlé csoport olyan eleme, amely
el6all nyolc kételemif és egy hdromelem diszjunkt ciklus szorzataként. Bizonyftsuk
be, hogy P nem 4llithaté el§ két hetedrend(f permutécié szorzataként.

J. L. BRENNER

Megoldds. Tegyuk fol, hogy léteznének olyan a,b,c € Alt(19) permutécidk,
hogy a és b hetedrend elemek, ¢ = ab ciklusfelbontasaban pedig nyolc 2-ciklus és
egy 3-ciklus szerepel. Jelslje a fixpontjainak halmazat A, b-ét pedig By.
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(1) Ao N B = 0, hiszen egy kvzos fixpont c-nél is fixen maradna.

Most a kovetkez6t latjuk be:
(2) ¢ minden ciklusa tartalmaz olyan elemet, amit sem a sem b nem hagy fixen.
Legyen a sz6banforgé ciklus tartéhalmaza C. Ha C' C Ag, akkor b = a~ !¢ ciklusfel-
bontésaban is el6fordul ez a 2- vagy 3-ciklus, ami nem lehet. Ugyanigy kovetkezik,
hogy C ¢ By. Tegytk f8l, hogy C C Ag U By, ekkor C-ben mind Ap-beli, mind
Bo-beli pontok eléfordulnak. Legyen a ciklus ( z y ) és tegytk fol, hogy mondjuk
b(z) = z. Ekkor y = ¢(z) = ab(z) = a(z), gy a(y) # v, tehat b(y) = y, ellentétben
az eddig megallapitottakkal. Legyen a ciklus ( z y z ) és tegyik f8l, hogy b(z) = =.
Ekkor az el6z6ekhez hasonl6an kapjuk, hogy a(y) # v, tehdt b(y) = y, és ugyanigy
b(z) = z, ismét ellentmondas.

A (2) megéllapftasbol kovetkezik, hogy |Ag U By| < pontok szdma —c ciklusa-
inak szdma = 19 — 9 = 10. Ezért
(3) mind a mind b két 7-ciklus szorzata, tehat 6t-6t fixpontjuk van, fgy az el6bbi

egyenl8tlenségben = 4ll, s ez azt jelenti, hogy

(4) ¢ minden ciklusdban egy és csak egy olyan pont van, amit sem a sem b nem
hagy fixen.

Jeldlje a két 7-ciklusdnak tart6halmazat Ay és A,. Megmut.atjuk hogy
(5) nincs c-nek olyan ciklusa, amely A;-bd8l és A,-bél is tartalmaz pontot.

Indirekten bizonyftunk. Legyen el8szdr a ciklus (z y ), z € Ay, y € Aa, ekkor
b(z) = a~'e(z) = a7 (y) € A3, b(y) = a”'c(y) = a~'(z) € Ay, tehdt z,y ¢ AgU
By, ellentmondas. Ha a ciklus ( z y 2 ), akkor az &ltalénossig megszoritasa nélkil
foltehetjik, hogy z € Ay, y € Az, z ¢ Az. Most b(z) = a~!¢(z) = a~!(y) € A,
tehat z ¢ By, tovabba b(y) = a"c(y) = a~!(2) € Ag U Ay, tehdt y ¢ Bo Azt
kaptuk, hogy z,y ¢ Ag U By, ami ellentmond a (4) allftasnak.

Vegytk most — (5) alapjdn — a-nak azt a 7-ciklusat, A;-t (1 < ¢ < 2), ami
diszjunkt ¢ egyetlen 3-ciklusatél. Tekintstik azokat a 2-ciklusokat c-b&l, amelyek
metszik ezt a 7-ciklust. Legyen ezeknek a 2-ciklusoknak a szama k, tart6halmazaik
egyesftése K. Vildgos, hogy |K| = 2k, valamint — lasd (5) — A; € K C A; U Ao,
fgy 7 < |K| € 12. A K halmaz mind c-nek mind a-nak egyes ciklusaibél 4ll, fgy
ugyanez igaz b = a~!c-re is. Csak az fordulhat el§, hogy K b egy ciklusabél
és néhany fixpontjabél all. K-ban a-nak 2k — 7 fixpontja van, b-nek ugyanannyi.
Ugyanekkor (4) szerint az sszes fixpontok szdma K-ban (c ciklusfelbontasabél
szamolva) k-nak adédik, azaz

22k —7) = k,

4m ilyen k egész szém nincs. Ezzel megkapt.uk a végsd ellentmondast.
PALFY PETER PAL
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KONYVISMERTETES

Collected Papers of Paul Turén
Akadémiai Kiad6, 1990

,Teli poggyasszal tdvozott kozulunk” — hangzott el az 1976-ban elhunyt Turén
P4l blcstztatdsakor. De amit rdnk hagyott, ktzel 250 cikke Ysszegy(fjtve is hdrom
terjedelmes kstetben jelent meg nemrég az Akadémiai Kia’dénél.

A cikkek angol, német és francia nyelven frédtak, a magyar nyelvil dolgozatok
angol forditasban kertiltek a kotetbe. :

Erdekes és egyben igen tanulsdgos belelapozni a kotetekbe; Turan sok tétele
ma mér a matematikai kézikdnyvek és el8adasok fontos és alapvets része. Nem
egy a matematika 4j fejezetének alaptétele. Emlitstink csak néhanyat itt mutatéba:
Hardy és Ramanujan tételének Turantél szdrmaz6 bizonyitdsa, a Sidon sorozatokra
vonatkozé tétel, a Van der Waerden tétel dltaldnositasat célzé, Erd&stsl és Turdntdl
szdrmaz6 eredmények és sejtések, vagy az extrémalis grafelmélet hires Turén tétele.

Legtbb cikke természetesen az 4ltala felfedezett hatvanydsszeg médszerrel és
annak killsnboz6 alkalmazdsaival foglalkozik, analitikus szadmelméleti ill. approxi-
macié-elméleti tém4ji. E besorolasok sem precizek egészen. Turdn hfres volt arrél,
ahogy egy volt tanftvdnya mondta, hogy ,egymastél tavol ess tertiletek kdzott talal-
ta meg a kapcsolatot”. Hatvanytsszeg médszerét sikeresen alkalmazta a Riemann-
féle zeta-fuggvények elméletében éppigy, mint az ett&l oly tivol es8 targykdrben,
az egyenletek kozelits megolddsdban. Vagy emlithetnénk azt a ciklussorozatot (On
some applications of graph-theory I, II, III), amelyekben grafelméleti médszerekkel
bizonyft geometriai, potencidl-elméleti és fiiggvénytani tételeket.

A kotetet a mar emlftett hatvanybsszeg médszer és alkalmazdsai, elemi és
analitikus szdmelméleti, komplex filggvénytani, approximaécié- és interpoldci6elmé-
leti, kombinatorika tém4ji cikkeket, differencidlegyenletek, statisztikus csoport- és
particiéelméleti, Fourier sorokkal kapcsolatos és numerikus médszerek targyd dol-
gozatokat, valamint matematikusokrél sz616 megemlékezéseket tartalmaz.

Szédmos cikk utdn a targyksr kiemelkedd hazai szakembere fifz megjegyzést
a felvetett kérdések ut6életérsl, az elért tovabbi eredményeket megemlitve, vagy
egyszer(ien régzitve a tényt: jobb eredmény, mint a cikkben elértek nem ismeretesek.

fgy a cikkek 8nmagukban is Gjabb megoldandé problémék kiindulépontjai le-
hetnek. Meg kell emliteni Turan azon cikkét, amelyet kdzvetlen e célbél, probléma-
felvetd dolgozatként publikalt (On some open problems of approximation theory).
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Ezen enciklopédikusnak is mondhaté cikkében csaknem 90, az approximéciéelmélet
targykdrébe tartozé problémat vet fel.

E harom kotettel Turdn cikkeinek csaknem teljes gyijteményét kapja kézhez
az olvasé; néhény ismeretterjeszt& cikke, forditdsok és néhdny kulfsldi el8adas frott
véltozata maradt ki a kttetbsl.

Mindazokat, ahogy e sorok fréjat is, akik nem ismerték Turdnt személyesen,
a kotetet lapozgatva megérintheti az az eredetiség és egyedilillésidg, ami e tudést
jellemezte.

»Olvassunk Eulert”, hangzott a XIX. szdzad matematikusainak a felhfvés.
Olvassunk Turdnt, ajanlhaté e harom kodtet minden érdekl8d8 szdmaéra.

Hegyvari Norbert

UJ PRIMSZAM

Lapzartakor érkezett (London, 1992. mércius 26, MTI). ‘

Uj primszamot fedeztek fel brit matematikusok. A csak eggyel és dbnmagaval
oszthaté szdmnak 227 832 helyiértéke van, és gy lehet megkapni, hogy a kett6t
756 839-szer megszorozzuk 8nmagdaval, majd kivonunk beléle egyet.

Az Oxfordshire-i Harwell-laboratérium kutatéi minden gyakorlati jelent&séget
nélktlsz6 felfedezéstiket egy CRAY-2 tipusi szuperszamitégép segitségével érték el.
Az Gj primszam 162 782-vel tobb szamjegybdl all, mint az eddigi ismert legnagyobb
primszdm, amelyet egy amerikai kutatékdzpontban fedeztek fel.
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Az 1991. évi Szele Tibor emlékérem

A Szele Tibor Emlékérem Bizotts4g hatarozata: a Bizottsig az 1991. évi Szele Tibor
Emlékérmet Lovasz Lészlénak itélte oda.

Indoklas:

Lovasz Laszl6 matematikai munkasségat réviden méltatni elég nehéz. Mintegy
150 cikkében és 7 konyvében rengeteg fontos dj eredinény, 4j elmélet, médszer van.

Kezdjuk taldn az 4ltala megoldott hires sejtésekkel. Mindhdrom felsorolt prob-
léma hosszt ideig allt az érdeklédés kozéppontjaban. 1) Bebizonyftotta Berge sej-
tését, hogy egy perfekt graf komplementere is graf. 2) Kneser sejtését, amely meg-
adta annak a grafnak a kromatikus szdmat, amelynek pontjai egy n-elemif halmaz
k-elem{ részhalmazai, s kett& 8ssze van kotve, ha diszjunktak. 3) Meghatarozta az
u.n. Shannon-8tsz8g zéré-hiba kapacitdsit. Ez ut6bbi véltotta ki a legnagyobb ér-
dekl&dést, hiszen Shannon a 40-es évek végén vetette fel a problémat, és igen széles
korben ismert volt mérnskok kozott is. El is nyerte 4ltala az év legjobb informé-
ciéelméleti (1) cikkének jaré dfjat.

Mér egyetemista kordban elkezdte kifejleszteni a matching theoryban &ttdr8
eredményeket hozé elméletét, amit Plumerrel frt kényvében teljesitett ki. Kifej-
lesztette a gridoidok elméletét, jelent&sen fejlesztette a geometriai algoritmusok
elméletét, a konvex halmazok algebrai elméletét.

7 kdnyve igen nagy jelent&ségd, de talan emeljuk ki a ,feladatgy((jteményét”,
amely feladatokon keresztill mutatja be a kombinatorika 1979-es 4llasat, s amely
hosszi ideig a legjobb iskola lesz a kombinatorikat kutatni szandékozék szdméra.

Lovasz sok @j médszert is hozott létre, amit nagyon kevés matematikusrél
lehet elmondani. Emeljuk ki ezek kozill azt az algebrai médszert, ami a Shannon-
és Kneser-probléméak megoldasdhoz vezetett el.

Munkassiganak nemzetkdzi elismeréseit sem lehet ilyen rovid méltatasban tel-
Jesen felsorolni. Amellett, hogy Akadémiank és az Eurépai Tudoméanyos Akadémia
Tagja, mar mésodik id&szakban tagja a Nemzetkdzi Matematikai Unié6 Végrehaj-
t6 Bizottsaganak, ami rendkivill nagy elismerés mind matemaikai teljesitményének,
mind szervez8készségének. Allami dfjas, tébb kilfoldi egyetem disz-doktora, elnyer-
te a Fulkerson-dfjat. Megszamlalhatatlan rangos egyetemen volt vendégprofesszor,
a nagytekintély{ Princeton-i egyetemen félillasa van. Az Amerikdban kiadott ,,C-
lassic Papers in Combinatorics” cfmif gy@jteményben két cikke is szerepel.
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Hatalmas tudésa, gyors gondolkozésa lehet&vé teszi, hogy néhény perces gon-
dolkod4s utén olyan Stleteket adjon tanftvanyainak, vagy az alkalmanként hozza-
fordul6knak, amikb&] azok némi munkdval egy-egy cikket tudnak kidolgozni. Kar,
hogy nincs olyan 8sszesftés, ami a kdszdnetnyilvanitdsokat tartalmazza. Lovész neve
mellett hatalmas sor 4llna.

Omaga tanftvanyanak tekinti Frank Andrast (tud. doktora), Turan Gysrgyst
(kand.), Juhdsz Roz4liat (kand.), a kinai Yi-t, Sz6nyi Tamast (kand.), Kirdly Zol-
tént, kisebb mértékben Tardgs Evét (kand.), Hajnal Pétert (kand.), Pyber Lészl6t
(kand.), Bacsé Géabort, Don Greenwellt, Toér8csik Jent. Ez is egy szép lista, de ide
lehetne sorolni sok olyan matematikust, aki nala idGsebb, vagy vele egykori, tehat
nem lehet a hagyomaényos értelemben tanftvanyanak tekinteni, de ,ij matematikai
életre” keltette Sket a kdz8s munka sordn, és szfvesen véllalndk a tanftvanysagot.
Ilyenek A. Schrijver, M. Grétschel, B. Korte, M. Plummer. Evfolyamtérsa, Recski
Andrés és a csak kissé fiatalabb Babai Laszl6 is Lovasz tanitvanyanak vallja magéat.

Lovéasz Lészl6 publikicidinak listdja

Konyvek:
Kombinatorika (Pelikdn J. és Vesztergombi K.) Tankonyvkiad6, Budapest, 1977
(Német forditds: Teubner, 1977; Japén fordit4s: 1985)

Algoritmusok (Gécs P.), Miszaki Konyvkiadé, Budapest, 1978; Tankonyvkiad6, Bu-
dapest, 1987.

Combinatorial Problems and Exercises, Akadémiai Kiad6 - North Holland, Budapest,
1979 (Jap4n fordit4ds: Tokai Univ.Press, 1988)

Matching Theory (M.D.Plummer), Akadémiai Kiadé -« North Holland, Budapest,
1986.

An Algorithmic Theory of Numbers, Graphs, and Convexity, CBMS-NSF Regional
Conference Series in Applied Mathematics 50, SIAM, Philadelphia, Pennsylvania 1986.

Geometric Algorithms and Combinatorial Optimization (M. Grotschel, A. Schrijver),
Springer, 1988; kinai kiad4s: World Publishing Corp., Beijing, 1990.

Greedoids (B. Korte, R. Schrader), Springer, 1991.
Cikkek:

1965:
Fiiggetlen koroket nem tartalmazé grafokrél, Mat. Lapok 16, 289-299.

1966:
On decomposition of graphs, Studia Math. Hung. 1, 237-238.

1967:
On connected sets of points, Annales Univ. R. E6tvés 10, 203-204.
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Uber die starke Multiplikation von geordneten Graphen, Acta Math. Hung. 18, 235-
241.
Operations with structures, Acta Math. Hung. 18, 321-328.

1968:
Graphs and set-systems, in: Beitrage zur Graphentheorie, Teubner, Leipzig, 99-106.
On chromatic number of graphs and set-systems, Acta Math. Hung. 19, 59-67.

On covering of graphs, in: Theory of Graphs (ed. P. Erdos, G. Katona), Akad. Kiadd,
Budapest, 231-236.

1969:

Kapcsolatok polinomoknak és helyettesitési értékeiknek szdmelméleti tulajdonsigai
kozott, Mat. Lapok 20, 129-132.

1970:

Generalized factors of graphs, in: Combinatorial Theory and its Applications, Coll.
Math. Soc. J. Bolyai 4, 773-781.

Subgraphs with prescribed valencies, J. Comb. Theory 8, 391-416.
A generalization of Konig’s theorem, Acta Math. Hung. 21, 443-446.
A remark on Menger’s theorem, Acta Math. Hung. 21, 365-368.

The factorization of graphs, in: Combinatorial Struc. Appl., Gordon and Breach,
243-246.

Representation of integers by norm-forms II, (K. Gy6ry), Publ. Math. Debrecen 17,
173-181.

1971:

On the cancellation law among finite relational structures, Periodica Math. Hung. 1
(1971), 145-156.

On finite Dirichlet series, Acta Math. Hung. 22, 227-231.
On the number of halving lines, Annales Univ. Estvos 14, 107-108.
A matroidelmélet rovid attekintése, Mat. Lapok 22, 249-267.

1972:

Normal hypergraphs and the perfect graph conjecture, Discrete Math. 2, 253-267;
reprinted Annals of Discrete Math. 21 (1984) 29-42.

On the structure of factorizable graphs, Acta Math. Hung. 23, 179-195.

The factorization of graphs II, Acta Math. Hung. 23, 223-246.

On the structure of factorizable graphs II; Acta Math. Hung. 23, 465-478.
Direct product in locally finite categories, Acta Sci. Math. Szeged 23, 319-322.

A characterization of perfect graphs, J. Comb. Theory 13, 95-98; reprinted in: Classic
Papers in Combinatorics (ed. I. Gessel and G.C. Rota), Birkhauser, 1987, 447-450.
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A note on the line reconstruction problem, J. Comb. Theory 13, 309-310; reprinted
in: Classic Papers in Combinatorics (ed. I. Gessel and G.C. Rota), Birkhauser, 1987,
451-452.

A note on factor-critical graphs, Studia Sci. Math. 7, 279-280.

A szitaformulirél, Mat. Lapok 23 53-69.

1973:
On the eigenvalues of trees (J. Pelikdn), Periodica Math. Hung. 3, 175-182.
Antifactors of graphs, Periodica Math. Hung. 4, 121-123.

Dissection graphs of planar point sets (P. Erdos, G.J.Simmons, E.G.Strauss) in: A
Survey of Comb. Theory (ed. S. Srivastava) Springer, 139-149.

A note to a paper of Dudley (P. Major), Studia Sci. Math. 8, 151-152.

Permutation groups and almost regular graphs (L. Babai), Studia Sci. Math. 8, 141~
150.

Finite homeomorphism groups of the 2-sphere (L. Babai, W. Imrich), in: Topics in
Topology, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 9, 61-75.

Connectivity in digraphs, J. Comb. Theory 15, 174-177.
Independent sets in critical chromatic graphs, Studia Sci. Math. 8, 165-168.
On the sum of matroids (A. Recski), Acta Math. Hung. 24, 329-333.

Coverings and colorings of hypergraphs, in: Proc. §th Southeastern Conf. on Comb.,
Utilitas Math., 3-12.

Factors of graphs, in: Proc. 4th Southeastern Conf. on Comb., Utilitas Math., 13-22.

1974:
Valencies of graphs with 1-factors, Periodica Math. Hung. 5, 149-151.

Minimax theorems for hypergraphs, in: Hypergraph Seminar (ed. C. Berge and
D.K.Ray-Chaudhuri), Lecture Notes in Math. 411, Springer, 111-126.

Every directed graph has a semi-kernel (V. Chvital), in: Hypergraph Seminar (ed.
C. Berge and D.K.Ray-Chaudhuri), Lecture Notes in Math. 411, Springer, 175.

Applications of product coloring (D. Greenwell), Acta Math. Hung. 25, 335-340.

A family of planar bicritical graphs (M.D.Plummer), in: Combinatorics, London
Math. Soc. Lecture Notes 13, 103-108.

1975:

Problems and results on 3-chromatic hypergraphs and some related questions (P.
Erdés), in: Infinite and Finite Sets, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 11, 609-627.

On bicritical graphs (M.D.Plummer), in: Infinite and Finite Sets, Coll. Math. Soc.
J. Bolyai 11, 1051-1079.

A characterization of cancellable k-ary structures (R. Appleson), Periodica Math.
Hung. 6, 17-19.

A family of planar bicritical graphs (M.D.Plummer), Proc. London Math. Soc. 30,
160-176.
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Three short proofs in graph theory, J. Comb. Theory 19, 269-271.

Spectra of graphs with transitive groups, Periodica Math. Hung. 8, 191-195.
2-matchings and 2-covers of hypergraphs, Acta Math. Hung. 26, 433-444.

On the ratio of opiima] fractional and integral covers, Discrete Math. 13, 383-390.
A kombinatorika minimax tételeir8l, Mat. Lapok 26, 209-264.

1976:
The number of values of Boolean functions (D.E.Daykin), J. London Math. Soc. 30,
160-176.

On two minimax theorems in grai)h theory, J. Comb. Theory B 21, 93-103.
On graphs of Ramsey type (S.A.Burr, P.Erdds), Ars Combinatoria 1, 167-190.
On some connectivity properties of Eulerian graphs; Acta Math. Hung. 28, 129-138.

Covers, packings and some heuristic algorithms, in: Combinatorics, Proc. 5th British
Comb. Conf. (ed. C.St.J.A.Nash-Williams, J.Sheehan), Utilitas Math., 417-429.

On the number of complete subgraphs of a graph (M. Simonovits), in: Combinatorics,
Proc. 5th British Comb. Conf. (ed. C.St.J.A.Nash-Williams, J.Sheehan), Utilitas Math.,
439-441.

A forbidden substructure characterization of Gauss codes (M. Marx), Bull. Amer.
Math. Soc. 82, 121-122.

A forbidden substructure characterization of Gauss codes (M. Marx), Acta. Sci.
Math. Szeged 38, 115-119.

Chromatic number of hypergraphs and linear algebra, Studia Sci. Math. 11, 113-114.

1977:

Some remarks on generalized spectra (P. Gics), Zeitschr. f. math. Logik u. Grund-
lagen d. Math. 23, 547-554.

Certain duality principles in integer programming, Annals of Discrete Math. 1, 363
374.

A homology theory for spanning trees of a graph, Acta Math. Hung. 30, 241-251.

On minimal elementary bipartite graphs (M.D.Plummer),J. Comb. Theory B 23,
127-138. 1

Flats in matroids and geometric graphs, in: Combinatorial Surveys, Proc. 6th British
Comb. Conf., Academic Press, 45-86. ;

Polynomes de la matrice des distances d’un arbre (R.L.Graham), in: Problémes
Combinatoires et Théorie de Graphes, CNRS, 189-190.

1978:

Distance matrices of trees (R.L.Graham), in: Theory and Appl. of Graphs, Lecture
Notes in Math. 842, Springer, 186-190.

Distance matrix polynomials of trees (R. L. Graham), Adv. in Math. 29, 60-88.

Mengerian theorems for paths with bounded length (M.D.Plummer, V.Neumann-
Lara), Periodica Math. Hung. 9, 269-276.
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Some finite basis theorems in graph theory, in: Combinatorics, Coll. Math. Soc. J.
Bolyai 18, 717-729.

Restricted permutations and the distribution of Stirling numbers (K.Vesztergombi),
in: Combinatorics, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 18, 731-738.

Kneser’s conjecture, chromatic number, and homotopy, J. Comb. Theory A 25, 319-
324.

1979:

Topological and algebraic methods in graph theory, in: Graph Theory and Related
Topics, Academic Press, 1-14.

Strong independence of graphcopy functions (P. Erdés, J. Spencer), in: Graph Theory
and Related Topics, Academic Press, 165-172.

Graph theory and integer programming, Annals of Discrete Math. 4, 141-158.
Cn the Shannon capacity of graphs, IEEE Trans. Inform. Theory 25, 1-7.

An algorithm to prevent the propagation of certain diseases at minimum cost (A.
Hajnal), in: Interfaces between Computer Science and Operations Research, Amsterdam
Math. Centr. Tract 99, 105-108.

Gréfelmelet s diszkrét programozés, Mat. Lapok 27, 69-86.

Determinants, matchings, and random algorithms, in: Fundamentals of Computation

Theory, FCT’79 (ed. L. Budach), Akademie-Verlag Berlin, 565-574.

Random walks, universal travelling sequences, and the complexity of maze problems
(R. Aleliunas, R.M.Karp, R.J.Lipton, C.W.Rackoff), Proc. 20th Ann. Symp. on Founda-
tions of Computer Science, 218-223.

1980:

On a product dimension of graphs (A. Pultr, J. Nesetril), J. Comb. Theory B 29,
47-61.

Selecting independent lines from a family of lines in a space, Acta Sci. Math. Szeged
42, 121-131.

Matroid matching and some applications, J. Comb. Theory B 28, 208-236.

The matroid matching problem, in: Algebraic Methods in Graph Theory, Coll. Math.
Soc. J. Bolyai 25, 495-517.

Matroids and Sperner’s Lemma, Europ. J. Combin. 1, 65-66.

Efficient algorithms: an approach by formal logic, in: Studies on Math. Programming
(ed. A. Prékopa), Akadémiai Kiadé, 119-126.

Kombinatorikus optimalizicié, Magyar Tudomdny 25, 736-742.

A new linear programming algorithm: better or worse then Simplex Method? Math.
Intelligencer 2, 141-146.

1981:

Mathematical structures underlying greedy algorithms, (B. Korte), in: Fundamentals
of Computation Theory (F. Gécseg, ed.) Lecture Notes in Comp. Sci. 117, Springer, 205~
209.
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On additive arithmetic functions satisfying a linear recursion (A. Sarkozi, M. Simo-
novits), Annales Univ. FEétvis 24, 205-215.

The ellipsoid method and its consequences in combinatorial optimization,
(M. Grotschel, A. Schrijver), Combinatorica 1, 169-197.

Remarks on a theorem of Rédei, (A. Schrijver) Studia Sci. Math. Hung. 16, 449-454.
Cycles through given vertices of a graph (A. J. Bondy) Combinatorica 1, 117-140.
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Submodular functions and convexity, in: Mathematical Programming: the State of
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‘; Self-dual polytopes and the chromatic number of distance graphs on the sphere, Acta
Sci. Math. Szeged 45, 317-323.
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Polynomial factorization and the nonrandomness of bits of algebraic and some t-
ranscendental numbers (R.Kannan, A.K. Lenstra) in: Proc. 16th ACM SIGACT Symp.
on Theory of Computing, 191-200.

Shelling structures, convexity, and a happy end (B.Korte), in: Graph Theory and
Combinatorics (ed.B.Bollobés), Acad.Press, 219-232.

1985 |
A note on selectors and greedoids (B.Korte), Eur. J. Combinatorics 6, 59-67.

Posets, matroids, and greedoids (B.Korte), in: Matroid Theory, Coll. Math. Soc. J.
Bolyai 40 (ed.L.Lovidsz, A.Recski), North-Holland, 239-265.

Polymatroid greedoids (B.Korte), J. Comb. Theory B 38, 41-72.

Basis graphs of greedoids and 2-connectivity (B.Korte), Math.Programming Study
24, 158-165.

Computing ears and branchings in parallel, 26th Annual Symp. on Found. of Com-
puter Science, IEEE Computer Soc., 464-467.

Some algorithmic problems on lattices, in: Theory of Algorithms, (eds. L. Lovasz and
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Foundations of Software Technology and Theoretical Comp. Sci., Lecture Notes in Comp.
Sci. 241, Springer (1986) 193-201.

Connectivity algorithms using rubber bands, Proc. Conf. on Foundations of Software
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Math. 15, 283-290.

1987:

The chromatic number of Kneser hypergraphs (N.Alon, P.Frankl), Trans. Amer.
Math. Soc. 298, 359-370.

On some combinatorial properties of algebraic matroids (A.Dress), Combinatorica 7,
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NEHANY MEGOLDATLAN ELEMI GEOMETRIAI
PROBLEMAROL

ERDOS PAL

Hossz1i életem soran sok cikket irtam geometriai problémakrél, de magyar nyelven
csak két ilyen publikiciém ([10] és [11]) jelent meg. Itt f&leg olyan kérdésekrél lesz
sz6, amelyek magyarul még nem jelentek meg, és amelyek megértéséhez semmi
el8ismeret nem kell, csak egy kis matematikai érettség. Remélem azonban, hogy az
alabb kozlendé megoldatlan problémak, melyeknek tébbsége tiz évnél régebbi, nem
kénnyek.

Dieudonné és Branko Griinbaum kozott tobbszor volt vita a geometria érté-
kérsl az oktatasban. Dieudonné hires jelszava igy szélt: ,Euklidész halott”. Taldn
tényleg igaz, hogy az utébbi szaz évben nem sok igazan szép olyan tételt taldltak,
melyek Euklidész tetszését is megnyerték volna. Mindenestre az itt felsorolandé
problémak kombinatorikus és metrikus természetiiek, és a milt szdzadban ilyen
kérdéseket nemigen vizsgaltak. Hadd emlitsem meg azonban Morley gydnysri té-
telét, melyet a szdzad elején talalt. Harmadoljuk az ABC haromszég szdgeit, és
legyenek a szomszédos harmadol6 félegyenesek metszéspontjai Ay, By, C;. Megle-
petés: az A; B;C; haromszég mindig egyenlSoldald!

Cikkiinkben z,,z3,...,z, n kiilénb6z& pont lesz a sikon. Ha nincs hirom
egy egyenesen és négy egy koroén, akkor azt mondjuk, hogy pontjaink altaldnos
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helyzetben vannak. d(z;,z;) jelenti z; és z; tavolsigat, D(z,,...,z,) pedig az
zy,...,Z, halmaz atmérgjét, azaz D(z,,...,,) = maXi<icj<n d(2i, Z;).

1. Legyen z,,...,z, n pont. Tegyik fel, hogy ha d(z;, z;) # d(zx, z;), akkor
(1) |d(zi, z;) — d(zx, z1)| 2 1.

Azaz ha két tavolsag killdnbdzd, akkor kiillénbségiik legalabb egy. Igaz-e, hogy ha
(1) fennall, akkor

(2) B2y, s ms) Sien

Sét, talan ha n > ng, akkor mar D(z,,...,z,) minimuma n—1. Lehet, hogy ez
mar n > 8-ra is igaz. ! (2) elsd bizonyitasaért vagy megcéfolasaért 10000 forintot
adok. Igaz marad-e (2), ha (1) csak olyan pontnégyesekre van feltéve, ahol mind a
négy pont, z;, z;, 2}, z; killonbdz6? Vagy talan (1) akkor is igaz marad, ha e négy
pont kozott csak harom killénb6zé van?

Ha pontjaink a haromdimenziés térben vannak, akkor (2) talin cn?/3-dal igaz.

Makai Endrével észrevettiik, hogy ha pontjaink altaldnos helyzetben vannak,
akkor talan

(3 D(zy,...,2,)/n — o0,
de van olyan altaldnos helyzeti z,,...,z,, hogy
(4) D(z;,...,2,)/n% = 0.

Koénnyi belatni, hogy D(zy,...,z,) < n? + o(1) lehetséges, de sem (3) sem (4)
nem latszik egyszerinek. :

2. Még 1945-ben sejtettem [9], hogy ha f(n) az a legnagyobb szam, hogy a
d(z;, zj) szamok kozott van legaldbb f(n) killénbsz8, akkor

n

f(n) > cm.

E sejtés bizonyitasaért vagy megcafoldsaért 500 dollart fgértem.
Jelslje D(z;) az z; ponttdl valé killénbdz8 tavolsagok szamat. Talan mar

n
(5) oy D(z;) > ¢ T

! Nemrég hallottam, hogy Harborth és egy tanftvAnya n = 9-re talslt 9 ilyen pontot,
melyeknek Atmérgje kisebb mint 5.
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is igaz. S6t, lehet, hogy (5) »majdnem minden” i-re is igaz. Nagyon érdekes lenne ki- ‘
vizsgélni, hogy hény olyan i lehet, melyre D(z;) lényegesen kisebb mint en/ /logn.
Itt még sejtésem sincs.

Igaz-e, hogy azon pontpérok szdma, melyekre d(z;, z;) = 1 legfeljebb

nlte/ loglogn_

E sejtés bizonyitdsaért vagy cafolasaért szintén 500 dollart adok. A sfkracs példaja
mutatja, hogy sejtésiink, ha igaz, nem javithaté. E sejtések, melyeket eldszdr 1946-
ban mondtam ki [9], biztosan igen nehezek, mert bar sok kivilé matematikus
foglalkozott veltik, nagyon messzire vagyunk a megoldasuktol.

Még egy érdekes sejtést szeretnék kimondani. Legyen n > 5. Sejtem, hogy
van legaldbb két nem hasonlé pontrendszer, zi,...,z, és y,...,¥s, melyek f(n)
klonbdz8 tavolsagot hatdroznak meg. n = 3 és n = 5 esetén a szabdlyos sokszog
az egyetlen ilyen ponthalmaz, de mar n = 4-re a négyzet és a kézds élid két
egyenldoldali haromszog mutatja a két pontrendszer létezését. 5000 forintot adok
egy ellenpéldaért és 10000-t egy bizonyftasért.

3. Tegyiik fel, hogy z1,...z, konvex soksziget alkot. Sejtettem, hogy ebben
az esetben a kilonbozd tavolsdgok szama legaldbb n/2. E sejtést Altman be is
bizonyitotta [1] és [2]. Tovabba sejtettem, hogy

i) > :
1?"?1. D(z-) >n/2

Ez még mindig nyitott, 5000 forintot adok a bizonyitdsaért vagy cafolasaért.
Fishburn sejti, hogy

n

> 02 (3),

f=1

és egyenl&ség csak a szabilyos sokszdg esetén all fenn. Fishburn sejtése egy kdzds
cikktinkben [14] fog megjelenni.

Leo Moser és én t6bb mint harminc évvel ezel6tt sejtettiitk, hogy egy konvex
n-szogben a d(z;, z;) = 1 parok szama kisebb mint cn. Ezért is 10000 forintot adok.
Firedi [16] nemrég cn helyett cn log n-et bizonyitott. Edelsbrunner és Hajnal Péter
[7] konstrualt olyan n-széget, melyben ugyanaz a tavolsig 2n — 7-szer fordul el8.
Fishburnnel sejtjik, hogy itt 2n a helyes fols6 hatar. A kbvetkezd élesebb sejtésem
van: Minden konvex n-szégben van legaldbb egy olyan z; sz8gpont, melytsl nincs 4
pont egyenld tavolsigra. Eredetileg ezt harommal sejtettem (négy helyett), de erre
Danzer ellenpéldat adott [13]. Jelslje d(z;) azt a legnagyobb szémot, melyre van
d(z;) pont egy z; kdzépponti koron. Taldn

Xn:d(zg) < 4n.

i=1



10000 forintot adok a bizonyftasért, és 10000-t az el8bbi sejtés cafolatdért ¢ = 4
helyett minden ¢ > 0O-ra.

Szemerédi [13, 100. oldal] bebizonyitotta, hogy ha z;,...,z, n pont a sikon,
melyek kozétt nincs harom egy egyenesen, akkor kozottik legalabb n/3 killonbozd
tavolsag fellép. Sejti tovabba, hogy legalabb n/2 kiilonboz6 tavolsag 1ép fel koztik.
Mindegyik problémanal meg kellene vizsgalni, mi torténik, ha konvexség helyett
csak azt tesszilk fel, hogy nincs harom pont egy egyenesen.

4. Legyenek az z;,...,z, pontok altaldnos helyzetben. Sejtem, hogy n > ng-ra
a d(z;, z;) tavolsagok eloszlidsa nem lehet olyan, hogy a leggyakrabban el6fordulé
tavolsag (n — 1)-szer fordul el, a masodik leggyakrabban eléfordulé (n — 2)-szér,
stb. Palasti Ilona [23] n = 8-ra még konstruilt 8 pontot ezzel a tulajdonsaggal.
5000 forintot adok bizonyitasért vagy ellenpéldaért. Taldn a kovetkezd sokkal erd-
sebb sejtés is igaz. Jeldlje f(zy,...,z,) az z,,...,z, pontok dltal meghatarozott
kiilonboz6 tavolsagok szamat. Legyen z1, ..., z, altaldnos helyzetben. Igaz-e, hogy

f(z1,...,2,)/n — 0.

10000 forintot adok bizonyitasért vagy ellenpéldaért. Egyelére f(zi,...,Zn)-re
nincs nemtrivialis becslésem. Trividlis, hogy d(z;) > 231. Lehet, hogy

(6) _ S alx = (ko o(1))n.
Talan (6) tal optimista, de biztosra veszem, hogy inaxd(z;) > n/2, és hogy azon i
indexek szima, melyekre ]

d(z;) > (1/3 + €)n,

nagyobb mint cn. Itt ¢ és ¢ becslésére egyelSre nincs sejtésem.

5. Legyen z;,...,z, n pont a sikban. Erika Pannwitz t6bb mint 60 évvel
ezelStt bebizonyitotta, hogy azon pontparok szima, melyekre

iz 2;) = IK2y, . .0i80)

legfeljebb n. A bizonyitds nem nehéz, és konnyd belatni, hogy n nem javithaté.
Pach Janos és én [15] azt sejtjitk, hogy n > 5-re nem lehet megadni olyan z3,...,z,
pontokat, melyre minden, az 4tmérénél kisebb tavolsag n-nél t6bbszdr fordulna els.
n = 4-re a sejtés nem lenne igaz, mint azt a kdzds €ld két egyenlSoldali haromszog
példija mutatja.

6. Fishburn és én [14] felvetettiik a kovetkezé problémékat. Legyen z,,...,Z,
n pont és ry > rp > ... > rp jeldlje az el6fordulé tavolsagok multiplicitdsat.
Természetesen m = f(z1,...,2,) és 3 r; = (3). Kérdestitk, hany r; lehet n-nél
nagyobb. El8szor tegyiik fel, hogy zi,...,z, konvex pozicibban vannak. Belattuk,
hogy n > 25-re r; > n é r, > n lehetséges, de nem tudtuk elddnteni, hogy
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r3 > n lehetséges-e valamilyen n-re. E kérdés elddntéséért 1000 forintot adok. Ha
a pontokrél semmit nem tesziink fel, tudjuk, hogy r, > n kériilbeltl n/6 k-ra
lehetséges. Erdekesek még a kovetkezs sejtések. Ha z,,. .., z, konvex, akkor

m

(7) Yo <en,

1

tovabba, ha n > 8, akkor §_ r? a szabalyos konvex n-sz6g esetén maximalis. Végul,
ha z,,...,z,-r6] nem tesziink 61 semmit, akkor

(8) er < eyn(logn)®.
- _

Sajnos (8) reménytelennek latszik: (8) bizonyitasaért 500 dollart adok, (7)-ért pedig
5000 forintot.

Régi kérdésem, hogy ha az z,,...,z, pontok kdzttt nincs harom egy egyene-
sen, legalabb hany olyan z;, z;, z; ponthdrmas van, hogy e hiromsz6g belsejében ne
legyen pont. Birany és Fiiredi [4] bebizonyitotték, hogy ha h(n) ennek minimuma,
akkor

n? < h(n) < 2n%.

Az itteni fels§ becslést Valtr [27) nemrég 1,8n2-re javitotta. Barany a kévetkezd szép
problémit vetette fel. Minden z;, z; pontparhoz legyen £(z;,z;) azon z; pontok
szdma, melyekre az z;,z;, z; haromszdg iires, azaz belsejében nincs pont. Legyen
tovabba

L@y oz )= 15rg;'n(:;xjxs"!(::.-,.‘z,-).
Barany sejti, hogy L(zi,...,Zn,) — 00, ha n — oo minden altaldnos helyzeti

pontrendszerre.

7. Tiz ével ezel6tt kérdeztem: Legyen k(n) az a legnagyobb szam, melyre meg-
adhaték olyan z,, ..., z, pontok a sikon, melyek kéz6tt nincs harom egy egyenesen,
és amelyek k(n) kiilonb6zd egységkort hataroznak meg. Sejtettem, hogy

CONRE N0
n n

Elekes [8] nagyon szellemes bizonyitast adott arra, hogy k(n) > cn®/2. A bizonyités
igy megy: Legyen €),...,e;, m egységvektor altaldnos helyzetben. Az n = (';')
pont legyen az e; + ¢; alaki Ssszegek halmaza (1 < i < j < m). (3) kor adédik;
kozéppontjaik az e; + e; + ex pontok (1 < i < j < k < m). Lehet, hogy Elekes
konstrukciéja mar az extremalis esetet adja. Kérdés még, hogy megviltozik-e a
helyzet, ha feltessziik, hogy az z,,...,z, pontok dltalanos helyzetben vannak.



8. Egy egységnyi oldalt négyzetbe befrunk n? + 1 négyzetet, melyeknek nincs
kozds belsd pontja. A négyzetek oldalhossza legyen a;, i = 1,...,n?% + 1. Igaz-e,
hogy

@ Y acn

K&nnyd beldtni, hogy n? ilyen négyzetre (9) trivialis, de n? + 2-re mar nem is igaz.

9. Legyenek az z,, ..., z, gy megadva, hogy d(z;,z;) > 1 minden kiilénbdz8
i, j parra. Milyen elhelyezés mellett lesz D(z,,...,z,) minimélis? E kérdés termé-
szetesen nem Uj. ElsS pillanatban azt lehetne remélni, hogy n > ng-ra pontjaink a
haromszdgracs részhalmaza lesznek, de valésziniileg ez nem igaz, és elképzelhetd,
hogy n > np-ra sohase lesz a ponthalmaz a haromszégracs része. Az viszont ta-
lan igaz lesz, hogy ha D(z,...,z,) minimdlis, akkor pontjaink elhelyezhet&k tgy,
hogy a haromszograccsal n — o(n) kdzds pontjuk legyen. Tudtommal ezt a kérdést
még nem vizsgaltik.

10. Sylv&ter problémajarél. Legyen z4,...,z, n pont a sikon, melyek kdzdtt
nincs négy egy egyenesen. Jellje e3(n) azon egyenesek maximalis szimat, melyek
hirom ponton mennek at. Nyilvan

es(n) < (;‘) /3.

Mar Sylvester tudta azt a szerintem nagyon megleps eredményt, hogy

(10) es(n) > 262 —en.

¢ pontos értéke még nem ismeretes, lasd Burr, Griinbaum és Sloane szép cikkét
[6] a ,faiskola problémarSl” (Orchard problem=a faiskola problémaja), lasd még
Firedi-Palasti [17). Legyen Ex(n) az a legnagyobb szam, melyre van n olyan pont
a sfkon, hogy a pontosan k pontot tartalmazé killénbsz8 egyenesek szama Ey(n).
Jelslje ex(n) ugyanezt a szamot, ha az n sikbeli pont kéz6tt nincs k + 1 pont
egy egyenesen. Valészinlinek latszik, hogy ea(n) = Es3(n), de a helyzet teljesen
megvaltozik, ha k > 3. Régi sejtésem, hogy eq(n) = o(n?), 10000 forintot adok
a bizonyitasért és 50000 forintot egy ellenpéldéért. Biztosra veszem, hogy a sejtés
igaz. Karteszi [21] taldlt példat e4(n) > en logn-re és Griitnbaum [18] e4(n) > en®/%-
re. Lehetséges, hogy e4(n) < ¢'n®?2. Grunbaum példija ex(n) > en(*=1/(¥=2)_¢ ad
és talan ez a helyes nagysigrend minden k > 3-ra. A racspontok példdja viszont
azt mutatja, hogy
Ek(n) De- 3 cknz,

de lim Ex(n)/n? értékét még n = 4-re sem tudom. Lehet, hogy Ei(n) a négyzetrics
esetén a legnagyobb. Ezt talan érdekes volna n kis értékeire ellendrizni. Valészini-
nek tartom, hogyha azon egyenesek szama, melyeken legaldbb 4 pont van, nagyobb
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mint en?, akkor kell olyan egyenesnek lennie, melyen ,sok” pont van, a ,sok” esetleg
ent/?,

A mar emlitett e3(n) = E3(n) sejtés talan még akkor is igaz marad, ha E;(n)-

ben megengedjtik, hogy egy egyenesen k + 1-nél t&bb pont is legyen: azaz legyen

t(n) az a maximalis szdm, melyre van n olyan pont a sikon, hogy a legalabb k
pontot tartalmazé egyenesek szdma E}(n). Bizonyédra k > 3 esetén

lim E;(n)/n? > lim Ex(n)/n?.

Még egy ide vonatkoz6 kérdést szeretnék megemliteni. Sejtettem, hogy azon
killénbsz8 egyenesek szama, melyeken /n-nél tobb z; van, kisebb mint cy/n. Ezt
a sejtést Beck [5], valamint Szemerédi és Trotter [26] be is bizonyitottik, de c-re
csak nagyon nagy értéket talaltak. A sikracs mutatja, hogy ezen egyenesek szama
lehet 2\/n + 2, és azt hittem, hogy (2+ o(1))y/n a helyes nagysagrend. De Sah [24]
talalt n olyan pontot, amelyeknél 3\/n egyenes tartalmaz /n pontot. Lehet, hogy
3\/n maér a helyes nagysagrend.

11. Tegyik fel, hogy az z;,...,z, pontok nincsenek mind egy egyenesen. Leg-
aldbb hany killsnbsz8 0 < a < 7 szdget hatdroznak meg ezek a pontok? Ez a
kérdés, mely Corraditél, Hajnaltél és t&lem vals, egy sajtéhiba folytan keletkezett.
A Kozépiskolai Matematikai Lapokban a kovetkezd (trivialis) gyakorlatot tiiztem
ki. Ha az z,,...,z, pontok kézott nincs harom egy egyenesen, akkor legalabb n —2
0 és 7 kozé es8 szdget hataroznak meg. Legnagyobb meglepetésemre Corradi és Haj-
nal mondték, hogy nem tudjdk megcsindlni, és kérdezték, hogy én hogy csindltam
meg. Gyorsan kideriilt, hogy a ,nincs harom egy egyenesen” helyett az allt, hogy
onincs mind egy egyenesen”. Igy mar én se tudtam megesinalni. Lehet, hogy a
szabalyos soksztg adja az extrémumot, és a valasz n — 2, ha n elég nagy.

12. Anning és én [3] bebizonyitottuk, hogy ha z;, z,, ... végtelen sok pont a
sikban és d(z;,z;) mindig egész szam, akkor ez csak Ggy lehet, ha a pontok mind
egy egyenesen vannak. Ugyanez igaz marad akdrhany dimenziéban is. Tébben vizs-
galtak a kovetkezd kérdést: Megadhaté-e n pont, z,,...,z, altaldnos helyzetben

gy, hogy minden d(z;, ;) egész szam. Harborth és Kemnitz [20] talaltak hat ilyen
pontot, melyre az 4tmér8 174, és ez a minimalis 4tmérs. Tudtommal nem ismeretes,
hogy van-e hét ilyen pont.

Ulam sejtette, hogy ha z;,... a sikban mindeniitt siirin van, akkor nem
lehet valamennyi tavolsig racionilis. E sejtés valészintileg igaz, de taldn nehéz lesz
bebizonyitani. Talan az is igaz, hogy van egy mindeniitt siri részsorozat, melyben
egyetlen tavolsig sem raciondlis. Besicovich Ulamtdl fiiggetlentll kérdezte: Van-e
minden e-hoz és n-hez egy szabalyos n-sz6g y1,...,yn és minden i = 1,...,n-re
egy zy, melyre d(y;, z;) < € és minden d(z;, 2;) raciondlis. Tudtommal a valasz mar
n = 5-re sem ismert. Taldn ha z,,z,, ... mindeniitt sird halmaz, akkor mindig van
mindeniitt slird részhalmaza, melyben minden tévolsig racionilis.



13. Legyenek most z,,...,z, pontok a d-dimenziés térben. Legyen f(n;d) a
legnagyobb szam, melyre ezen pontok legalabb f(n;d) killénbsz6 tavolsagot hata-
roznak meg. Konny@ bebizonyitani, hogy minden d-re és elég nagy n-re f(n;d) >
n¢¢, Persze ¢4 pontos értékét egyetlen d-re sem tudjuk meghatarozni, de most nem
ezzel fogunk foglalkozni, hanem a kovetkezs talan jszerd és érdékes kérdéssel. Az
zy,...,Z, pontokat osszuk két egyenld csoportba, az egyik yi,...,Yn/2, @ masik
z1,...,2n/2. Legyen g(n;d) az a legnagyobb szam, melyre d(y, z;) legaldbb g(n;d)
kitldnbsz8 értéket vesz fol. Lenz egy j6l ismert példaja szerint g(n;4) = n?/4; a pon-
tokat két ortogonalis kérén kell folvenni. Igaz-e harom vagy akar két dimenziéra,

hogy
‘ f(n;3)/9(n;3) — oo,
(m;2)/9(n;2) = o0.

Ha ez nem igaz (amit egyébként valésziniinek tartok), akkor mi lehet a limesz
értéke? A kérdés értelme persze az, hogy mar két vagy hirom dimenziéban is
sokkal kevesebb tavolsiagot kapunk, ha teljes graf helyett egy teljes paros grafot
vizsgalunk. E kérdésrél egyelSre semmit sem tudok.

14. Régi klasszikus Nelsontél és Hadwigertsl [19] valé probléma, hogy ha a
sikban két pontot 6sszekstiink, ha tavolsdguk egy, akkor mekkora e graf kroma-
tikus szama. Ismert, hogy ez 4 és 7 kbzott van, és valészintileg nagyobb mint 4.
Valészintinek latszik az is, hogy ha az r sugari korben egy halmazban nincs két
pont egységnyi tavolsigra, akkor a halmaz mértéke < xr?/4. Altalsban legyenek
zy,...,r, pontok a sikban, és jelslje f(n) azt a legnagyobb szamot, hogy ezen n
pont kozétt mindig van tébb mint f(n), melyre barmely kettd tavolsiga egytdl kii-
l6nbozik. L. és W. Moser [22] egy példdja mutatja, hogy f(n) < 2n/7. Masrészt
Székely Laszl6 bebizonyitotta [25], hogy f(n) > n/4. Valésziniileg f(n) = n/4. Bi-
zonyfitasért vagy ellenpéldaért 5000 forintot adok. Erdekes lenne f(n) értekét kis
n-ekre meghatarozni.

Tegytik fel marmost, hogy az z,,...,z, pontok minimalis tavolsiga egy. Kos-
siink ¢ssze két pontot, ha tdvolsdguk pontosan egy. Legyen g(n) az a legnagyobb
szam, melyre e grafban legalabb g(n) fiiggetlen pont van. Azt gondoltam, hogy
g(n) = n/3. De Fan Chung és Graham (publikilatlan, lasd [12]), és t&litk fiiggetle-
nill Pach (publikalatlan, lasd [12]) egy szellemes példat talalt, melyre g(n) < 6n/19.
Pollack (publikélatlan, 1asd [12]) egy egyszeri bizonyitast adott g(n) > n/4-re. Er-
dekes lenne g(n)-t meghatérozni, ez talan nem lesz kénnyd.
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AZ EOTVOS-KURSCHAK VERSENYROL
SURANYI JANOS

Magyarorszagon a milt szdzadban indult meg a tudomaényok fejlédése és ennek
nyomén a szazad masodik felétsl a tudomanyos szervezeteké is. A Matematikai és
Fizikai Tarsulat alapcélkitiizései kézbtt szerepelt a tudoményos és tanari utanpétlas
nevelésének segitése.

Ezt a céit szolgilta a megalakulas utdn nem sokkal, 1894-ben a br. E6tvis
Lordnd Matematikai Tanul6verseny, majd kevéssel kés6bb a fizikai tanul6verseny
meginditasa is, a targyak irdnti érdekl&dés felkeltésére és a tehetséges fiatalok mi-
elébbi felismerésére. A versenyeket évente rendezte a Tarsulat az azévben érettsé-
gizettek részére.

A 2. vilaghdbord utin a tudomdanyok fejlédésének megfelelden kilonvélt a
Fizikai és a Matematikai Tarsulat. Azéta Eétvos nevét értelemszeriien a Fizikai
tarsulat és versenye viseli. A matematikai verseny neve Kiirschdk Jézsefnek, a
Miegyetem neves professzoranak, kivalé pedagégusnak, haléldig a versenyek lelkes
szervez&jének emlékét Srzi. A versenyen az érettségizettek mellett iskolai tanuldk is
. részt vehetnek és vesznek. Evente orszagszerte tszdz koril van az indulék szima.

Kiirschék feldolgozta kényv alakban (Matematikai Versenytételek cimen) az
1928-ig rendezett versenyek feladatait és megoldasaikat. Egyes feladatokhoz fiizott
jegyzetekben egyrészt szélesitette az olvasék ismereteit, masrészt fényt vetett a ma-
tematika olyan 4gaira, amelyekrél nem esik sz6 az iskoldban. A mii azéta ismételten
megjelent egy 2. kétettel bévitve, amelyik utolsé kiadasdban 1963-ig dolgozza fel
a versenyeket, tovabbra is az eredeti mi elgondolasait ksvetve. Orsmmel tudatom,
hogy az 1964-1987. kozti versenyeket feldolgozé 3. kdtet mar ki van szedve.

Versenyiinket j6l1 ismerik hatdrainkon tiil is. A Versenytételeknek megjelent
angol, japan, orosz és roman forditasa is. A nemrég elhunyt Hans Freudenthal pro-
fesszor beszamol6t készitett a vilagszerte rendezett versenyekrsl. Ebben az Edtvos
versenyt id6rendben els6nek a Leningradban (ma Szentpétervar) 1934 6ta rendezett
verseny koveti. (Egy kés&bbi cikk a Romanidban mar 1906 6ta foly6 versenyekrsl
szamol be.)

Statisztikai adatok és altaldban elég j6l ismert részletek ismertetése helyett
legyen szabad még elmondanom néhany gondolatomat &ltaldban a versenyekkel
kapcsolatban.

A verseny a vele nagyjabél egyidSben megindult K&zépiskolai Matematikai
Lapokkal egyiitt j6l szolgalta az eredeti célkitiizést, szamos, késSbben hiressé valt
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kutaté tiint mar itt fel. Van azonban a versenyeknek szamos ellenzdje is, és indokaik
kozt olyanok, amelyeket komolyan mérlegelni kell. Legkevésbé talan az az ellenérv
fogadhaté el, hogy ezeken a versenyeken is elsdsorban kitarté edzéseken miilik a jé
eredmény elérése, csak kérdés, hogy megéri-e.

\ aléjdban ez az edzés feladatmegoldast jelent, és aki egyszer megérezte az
eredményes problémamegoldas 6romét, egy életre megdrzi azt; és amit ez kifejleszt,
a hajlékony gondolkodas, az az embert egész életén végigkisérs értékes képesség.

J6 eredmények eléréséhez azonban jé felkésziiltségen tal versenyezni kell a
rendelkezésre allé6 116vel is, megbirkézni az ebbdl ad6dé idegfesziiltséggel, tudni
gyorsan gondolkozni. Van akinek ez éromet okoz, de nem mindenki, akinek jok a
matematikai képességei, rendelkezik ezekkel a tulajdonsigokkal is. Eredménytelen
versenyzés pedig kedvét szegheti a matematikai munkatél.

Ez a felismerés vezetett ahhoz is sok évvel ezelStt, hogy a tobbfordulés ver-
senyek els6 fordul6jat 3-nal tobb, killonbsz6 nehézségi feladattal rendezzék, hogy
minden, némi matematikai érzékkel rendelkez8 tanulénak lehessen valami sikere.

A versenyeknek lehet élénkits hatasa az iskolai munkara is, példaul azzal, hogy
f~ladatainak viltozatossagaval segit a példatarak feladatainak felélénkitésében. Ta-
pasztalni vélek azonban egy nagyon karos jelenséget, azt, hogy gyakran szinte az
iskolai teljesitmény mércéjének tekintik a tanul6k versenyeredményeit. Ennek meg-
felels nagy silyt kap ez az egyes tanarok munkajanak jellemzésében is. (Es ez nem
elsGsorban a versenyek hibaja.) Marpedig énmagéban is nagy csabitds elsGsorban
a j6 képességli, a matematika irdnt spontan érdekl6dé tanuldkkal foglalkozni és
»megértének” lenni a gyengébbek irdnt, kevéssel beérni résziikrsl.

Az iskolanak fontos feladata azonban, hogy a nem kiillénssen matematikira
hangoltakkal is megkedveltesse a targyat. Ehhez persze hozzatartozik az is, hogy ne
probaljuk agyontdmni ket matematikaval, de t6liik is erejiikhdz mért erdfeszitést,
hangsitlyozom, ersfeszitést kivané kovetelmények tamasztasaval érzékeltessiik, hogy
képesek egyre jobb eredményekre.

Valami igazat azoknak is kell adnom, akik a versenyekre valé edzést hibaz-
tatjak. A feladatmegold6 készség fejlesztését, mint mondtam, fontos feladatnak, a
matematikai nevelés lényeges részének tartom, tilhangsilyozasa azonban torz ké-
pet nyidjt a matematikarél. A matematika kialakulasdban azonban a rendszerezés,
erre lehetSséget ad6 szempontok felfedezése; a problémafelvetés, felismerés képessé-
ge, és sok egyéb is fontos szerepet jatszott és jatszik. A versenyek ezek fejlesztésére
mar kevésbé alkalmasak.

Mindezeket mérlegelve tigy gondolom, hogy a versenyeknek nalunk tapasztal-
haté tdalburjanzasa mar veszélyes. Azon til, hogy gerjeszthetik azt a tilértékelést,
amit emlitettem, azzal is jar, hog, sokan megcsdmorlenek a matematikatél. Es ne
nyugtassuk magunkat azzal, hogy nem kotelez6 minden versenyen elindulni. Ugyan
hanyanhajlandék lemondani a siker lehet&ségérsl, ha egyszer fel van kindlva?

A versenyekben rejld veszélyekrsl beszéltem, de semmiképpen sem azok karos
voltarél. Bin volna lemondani azokrél az 8szténzé élményekrsl amiket a versenyek
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adhatnak. Ha masképp gondolndm, nem vennék aktiv részt versenyek szervezésé-
ben. Ez az élmény azonban a til sok versenyzés soran elveszhet, és az eredményes
megoldas folstti 6rém helyét fokozatosan a puszta gy8zni akaras foglalja el, ami
nem kivanatos. Parhuzamos versenyeknek elsGsorban akkor van értelme, ha mind-
egyiknek megvan az egyéni sajatossaga, csak arra a versenyre jellemzd igénye.

Egy véleményt mondtam el, bizonyara akadnak, akik egyik-masik részével,
esetleg az egésszel nem értenek egyet. Talan akadnak olyanok is, akik sokban
egyetértenek, és ekkor mar hasznos vita alakulhat ki.
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HOGYAN TEGYUK TONKRE
KONFERENCIAKON TARTOTT
ELOADASAINKAT AZ IRASVETITO
ALKALMAZASAVAL?

RECSKI ANDRAS

(Mivel frjunk?) Az igazi pancser mar a tollak vasarlasinal megteszi az elsS 1é-
péseket. Ha arra kell a toll, hogy az el6adas uténi vitdban a félidra frjunk par
sz6t, képletet vagy dbrat — mert az elSadéteremben nincs tdbla —, akkor vizben
nem oldhaté (water resistant, wasserfest) festékkel toltstt tollat haszndljunk: az e-
setleges hibat hidba prébaljuk letorsini (ujjunkkal, zsebkendSvel, akarmivel), csak
magunkat kenjitk ssze. Ha viszont az el6adas kézben bemutatandé félidk elkészi-
téséhez kezdiink hozza, csak vizben old6dé (water soluble, wasserloslich) festékkel
dolgozzunk. Minél nagyobb gonddal rajzolunk meg egy bonyolult abrat, annal va-
16szintbb, hogy az el6adas kézben — amikor az izgalomtél az atlagosnal jobban
izzadunk — réitenyereliink, és hallgatésigunk csak egyetlen izgalmas szines pacét
fog latni.

(Mire frjunk?) Az frasvetit8 feliillete egy 25 cm élhossziséagi négyzet. Ez
azt jelenti, hogy az A4 méretli szokasos félidknak vagy az alja, vagy a teteje nem
latszik — feltétleniil ide irjuk a legfontosabb dolgokat. Az se bizza el magat, aki
véletlentll négyzetes, épp j6 méretii f6liat tud szerezni. Ennek ugyanis a szélessége
nagyobb az A4-es szabvany lapokénal, igy barmilyen aktatdskdban, mappéban,
reklamszatyorban vissziik, az oldala felgytir6dik, &sszetéredezik.

(Mit frjunk?) Sok lényegtelen dolgot, mert akkor a hallgatésag 1-2 perc utan
mar nem tudja kévetni. Ha til sok teleirt félidAnk van, Gigyis id6zavarba keriiliink
és csak annyi ideig fogjuk fennhagyni a félidt a vetitén, hogy a kézonség ha akarna
sem tudna elolvasni. Az az el8adé, aki 10 cm/sec sebességgel keresztillhiz néhany
strdn teleirt f6lidt a vetitén, és kézben azt mondja, hogy ,még nagyon sok tovabbi
eredményt is ismertetni akartam”, biztos belopja magat mindenki szivébe.

Egyetlen félidt hagyjunk sokdig az frasvetitén: amin felsoroljuk, munkink e-
16zményeként, hogy kik csinaltak maér valamit ebben a téméban. fgy a téma nem
biztos, hogy a legjobb, de biztosan leghitibb szakért&jének bbséges ideje lesz kétszer
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ellendrizni, hogy &6t bizony kifelejtettilk, és mar most utédlni fog minket, holott csak
fél év miilva fogjak 6t felkérni cikkiink lektoralasara.

(Hogyan frjunk?)  Mindenekel6tt: apré betikkel. Olyan bet(i, mely a f6li-
a teljes hosszanak 5%-4anal kisebb, mar nem nagyon olvashaté az el6adéteremben.
Mivel a sorok kozott tavolsagot is kell tartani, 10-12 sor férhet egy félidra — frjunk
kétszer ennyit, és biztos a siker. Gyakorlottabbak a killsnféle szind tollak valtogata-
saval is kisérletezhetnek. Mindig a hasonlé jellegii adatokat irjuk kiilénbdz8 szinnel,
hogy mindenkit megzavarjunk. Ha folytonos szévegben a leglényegesebb szét ki a-
karjuk hangsilyozni, akkor azt az egyet fekete, sotétkék vagy sotétzold helyett frjuk
sargaval vagy halvanylilaval, hogy senki ne lassa. Persze sokkal kisebb faradsiggal is
megoldhaté a dolog: hasznaljunk reg, majdnem kiszaradt tollakat, és akkor semmi
sem latszik, még a lényegtelen informacié sem.

(Hogya.l\l taroljuk az elkésziilt f6lidkat?) E tekintetben harom uralkod6 nézet
van. Egyesek nem tesznek kozéjitk papirt. fgy a folidk ssszeragadnak és az elSadas
kozben legaldbb kettst tesziink fel egyszerre, majd elnézést kérve levessziik a j6t és
fennhagyjuk a rakovetkezdt, amivel lelShetjilk eladasunk egyetlen j6 poénjat.

Maisok mindenféle hasznélt papirt (Gjsidgot, mar nem sziikséges teleirt jegyzet-
lapokat) hasznilnak, ennek az az el6nye, hogy egészen addig, amig mar a hallga-
t6sag latja kivetitve, nem lehetiink biztosak benne, hogy mi is van a f6lidn és mi
volt csak alatta. Ezt egyesek tokélyre fejlesztik: papiron megtervezik, mi legyen a
félidn, riteszik a féliat a papirra, hogy a kiilénféle szini tollakkal az egyes részeket
tényleg megrajzoljak, majd ezt a papirt hagyjak a félia alatt elvalaszténak. Csak
amikor leveszik a félidt a papirrdl és felteszik a vetitére, akkor derill ki, hogy a
legfontosabb dolog hidnyzik, mert azt pirossal akartdk rajzolni és épp akkor szélt a
telefon. Az dsszekészités soran még nem deriilhetett ki, mert ami hidnyzott a f6lian,
az is ott volt alatta a papiron.

A harmadik csoport tiszta fehér papirral valasztja el a félidkat. Ilyenkor még
abban reménykedhetiink, hogy a papirvastagsdg megvalasztasaval rontunk el min-
dent. A papirt ugyanis arra is hasznaljuk, hogy el6adis kézben a félidnak leta-
karjuk az a részét, amit csak késSbb akarunk ,felfedni”. T\il vékony papir esetén
azt hisszitk, hogy csak mi latjuk a letakart részt, holott a hallgatéink is latjak, til
vastag papir esetén pedig mi sem latjuk, hogy mit fogunk felfedni.

(Kozvetleniil az el6adas el6tt) Ha repiil6gépen utazunk a konferenciara,
a f6liat a feladott poggyaszba tegyiik, ne a kézitaskaba. A feladott csomagot csak
ritkdn szoktdk ugyan tilbuzgé biztonsagi 6rok felrobbantani, de esetleg mas varosba
iranyfitjak és csak a konferencia vége utan jutunk hozza.

Ha mar a teremben vagyunk, a félidink is rendben vannak, akkor jon a
ventilldtor-effektus. A legtobb irasvetits sok hét fejleszt, igy allandéan miksdik
benne egy ventillator. Félidinkat az asztalnak mindig arra az oldalira helyezziik,
ahol dllandéan ,fdj a szél”. Altalaban akkor fogja félidinkat, de legalabbis a koztuk
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levd papirokat szétszérni a terem minden lehetséges iranyaba, amikor a legjobban
kellene koncentralnunk, vagy amikor rajévitnk, hogy kevés az ids és gyorsitani kell.

(Elsadas kdzben) Az irasvetitének az a lényege, hogy a vetiténél dllva, a
hallgatésidggal szembenézve beszélhetiink, és mégis latjuk, mi van moégoéttink a
vasznon. Ha rd kell mutatnunk valamire, akkor is elég ceruzaval tenni egy par
centiméteres mozdulatot a félidn, és a vasznon a ceruza arnyéka pont jé helyre
fog mutatni. Ehelyett a vaszon felé fordulva beszéljiink, sokkal kevesebbet fognak
hallani bel&le.

Ha nagy az el6adéterem belmagassaga, és igy a vaszon j6 magasan van, akkor
killonssen latvanyos, amikor nem a félidn, hanem a vasznon mutogatunk. Régi
egyetemi el6ad6termekben, ahol dobogé is van, de nem a terem teljes szélességében,
ilvenkor a nyuajtézkodas kézben egy kénnyed hatralépéssel borzaszt6 nagyot lehet
esni.

A modern el6adétermeknek viszont kicsi a belmagassiga. fgy a vaszon elég
alacsonyan van, és el6adas kézben testiinkkel Ggyis mindent eltakarunk.

Gyakorlottabbak mas tritkkokkel is prébalkozhatnak. Sokan szeretnek monda-
nivaléjuknak Ggy adni silyt, hogy a legfontosabb szét aldhtazzak vagy bekeretezik
beszéd kozben. Ilyenkor esetleg megtehetjitk, hogy a félia helyett a vetitévaszon-
ra rajzolunk, persze vizben nem oldhaté festékkel toltott tollat haszndlva. Az még
sokkal gyakoribb, hogy miutan tobb félia egymasrahelyezésével jutottunk el ahhoz
a latvanyhoz, amelyben ki akarunk emelni valamit, nem vessziik észre, hogy nem
azt a féliat firkdltuk &ssze, amin csak az a par szé van, hanem a felette 1év§, sok
gonddal elkészitettet.

(Es végul...) Ha az el6adas el6tti este megszallott minket az ihlet, és a
legfontosabb gondolatot mar csak féliara frtuk, akkor ezt a f6liat tegyik fel utoljara
és az el6adas utan felejtsiik a vetitdn. Soha tébbet nem fogjuk tudni rekonstrualni
a bizonyitast.

A szerzd eziton mond kdszonetet mindazon kollégdinak, akik elviselték azokat
az elSadasait, melyek soran a fenti szabalyokat kikisérletezte. Kovetkezhetne még
egy hosszabb lista is, hogy kiknek az el6adasait hallgatva hatarozta el a szerzd
Jjelen dolgozat 6sszeallitasat, de ez csak félidra van irva, hogy gyorsan lekaphassa a
vetit6rsl, miel6tt valaki megtaldlja rajta magat vagy legkedvesebb ellenségét.
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JELENTES AZ 1991. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat 1991. okt6ber 18. és 28. kozott rendezte
meg az 1991. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékversenyt. A versenyen k&-
zépiskolai tanulék, egyetemi vagy fSiskolai hallgaték, valamint 1991-ben egyetemet
vagy f6iskolat végzettek vehettek részt.

A verseny megrendezésére a Bolyai Janos Matematikai Téarsulat a kovetkezd
bizottsagot jelolte ki: Tandori Karoly (elnok), Hajnal Péter (titkar), Czédli Ga-
bor, Csakany Béla, Csirik Janos, Durszt Endre, Esik Zoltan, Gécseg Ferenc, Gehér
Laszlé, Hatvani Laszl6, Hegedids Jens, Imreh Balazs, Kérchy Laszl6, Kincses Ja-
nos, Klukovits Lajos, Krisztin Tibor, Kuba Attila, Leindler Laszl6, Makay Arpad,
Megyesi Laszl6, Méricz Ferenc, Nagy Péter, Németh Jézsef, Pintér Lajos, Polldk
Gyorgy, Staché Laszlé, Szabé Laszlé, Szalay Istvan, Szendrei Agnw, Szendrei Ja-
nos, Sz8kefalvi-Nagy Béla, Terjéki Jézsef.

Az 1991. okt6ber 18-a és 28-a koszdtt rendezett versenyre a bizottsag 12 felada-
tot tiizott ki. A feladatokat sorrendben Totik Vilmos, Szabé 1. Laszlé, Czédli Gabor
- Csdkany Béla, Szendrei Agn&s, Totik Vilmos, Krisztin Tibor, Leindler Laszlé, M6-
ricz Ferenc, Hatvani Laszlé — Totik Vilmos, Krisztin Tibor, Kérchy Laszlé és Csorgd
Sandor bocsatotta a bizottsig rendelkezésére.

A versenyre 17 versenyz6 103 megoldast nydjtott be, amibsl 74 bizonyult
teljesnek.

A beérkezett megoldasok értékelése utin a versenybizottsig a kovetkezs don-
tést hozta:

I. dijban és 8.000 Ft pénzjutalomban r&zgsul

Biré Andrdis, az ELTE III. éves hallgaté6ja.

II. dijat a bizottsig nem ad ki.

II1. dijban és 4.500-4.500 Ft pénzjutalomban részesiil
Fleiner Tamds, az ELTE III. éves hallgatéja,
Kés Géza, az ELTE 1991-ben végzett hallgatéja.

Dicséretben és 1.000 Ft pénzjutalomban részesiil
Domokos Mdtyds, az ELTE V. éves hallgatéja,

Hajdi Gdbor, az ELTE IV. éves hallgatéja,
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Harcos Gerygely, az ELTE 1. éves ha.llgatéja.,
Keleti Tamds, az ELTE IV. éves hallgatéja,
Vu Ha Van, az ELTE III. éves hallgatéja.

Indoklas
Biré Andrds megoldotta az 1., 2., 3., 4., 5., 6., 7., 9., 10. és 11. feladatot.

Fleiner Tamds megoldotta az 1.,4.,5.,6., 7., 10. és 11. feladatot. A 3. feladatra
beadott megoldasa hianyos.

Kés Géza megoldottaaz 1.,2.,5.,6.,9., 10. és 11. feladatot. A 4. és 7. feladatra
adott megoldasai hidnyosak.

Domokos Mdtyds megoldotta az 1., 2., 3., 6. és 7. feladatot.

Hajdi Gdbor megoldotta az 1., 2., 5., 6., és 10. feladatot. A 3. és 7. feladatra
adott megoldasa hidnyos.

Harcos Gergely megoldotta az 1., 2., 5., 6b, 7. és 10a feladatot.

Keleti Tamds megoldotta az 1., 3., 5., 6., 7. és 10. feladatot. A 6. feladatra
adott megoldasa kiemelkedd.

Vu Ha Van megoldotta a 2., 6., 7. és 10. feladatot. A 9. feladatra adott
megoldasiban egy konnyen javithaté hiba van. Az 5. feladatra adott megoldasa
hidnyos, az 1. feladatot rosszul értelmezte és a kitiizdttnél gyengébb allitast igazolt.
A 2. & 9. feladatra adott megoldasa kiemelkedd.

Az 1990. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny feladatai

1. n testvér egy 8rokség elosztasa érdekében egy partatlan bir6hoz fordul (tehat
a biré, ha nem kap megvesztegetést, akkor igazsigosan itél, azaz mindegyik testvér
az orokség n-ed részét kapja). Mindegyik testvér szeretné azonban a biré déntését
szamara kedvezden befolyasolni egy altala adott pénzdsszeggel. Az egyes testvérek
Sr&kségét ezen vesztegetési dsszegek folytonos és megfelels értelemben szigoriian
monoton filggvénye irja le (tehit egy adott testvér része az altala adott pénz'
monoton névekvs, mig a tébbiek altal adott 8sszegek monoton cstkkend fliggvénye).
Igazoljuk, hogy ha a legid&sebb testvér nem ad til sokat a birénak, akkor a tsbbiek
adhatnak neki igy, hogy a dontés igazsagos legyen.

2. Legyen adva n pont az egységkor kertiletén Ggy, hogy az egységkdr barmely
pontja tluk vett tavolsdgainak szorzata nem nagyobb mint kettd. Bizonyitsuk be,
hogy a pontok egy szabalyos n-széget alkotnak.

3. Ha a G véges csoport 3 exponensii Abel-csoportnak 2 exponensi Abel-
csoporttal valé bévitése, akkor G beagyazhaté a harmadfokii teljes permutéaciécso-
port egy véges direkt hatvinyiba. :
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4. Tetsz8leges n > 2 egészre tekintstik a G = (Z, U { 00 }, 0) gruppoidot, ahol

_fz+1 haz=ye€Z,,
i o {oo killénben.

Bizonyitandé, hogy a G altal generalt varietasban G az egyetlen szubdirekt irredu-
cibilis algebra.

5. Konstrualjunk olyan végtelen H C C|[0, 1] halmazt, hogy H barmely végte-
len részhalmazéanak linedris burka sird C[0, 1]-ben.

6. Legyen a > 0 irracionalis.

(a) Mutassuk meg, hogy léteznek ai, as, a3, as valés szdmok Ggy, hogy az f :
R — R, f(z) = e"(a; +azsin z + a3 cos z + a4 cos az) figgvény pozitiv minden
elegendSen nagy z-re és liminf, ., f(z) = 0.

(b) Igaz-e avfenti allitas, ha a; = 07
7. Ha a, > ap41 > 0 és létezik olyan pu természetes szdm, hogy

(a=)Tm == < g,
n Gny

akkor minden € > 0-hoz létezik olyan N természetes szam, hogy ha n > ng, akkor

n nN
Z ar <€ Zag
k=1 k=1

teljestil.
8. Bizonyitsuk be, hogy ha { a; } olyan val6s szamsorozat, amelyre

i

) oo 2% -1 2
Zla—;l i é Z( z k(ak—ﬂux)z) < 00,
k=1

n=1 \gk=2~-!
' 4 o0
/ Zak sin kz
; 0 k=1
9. Legyen h : [0,00) — [0,00) mérhetd, lokalisan integrilhaté fuggvény és
vezessiik be a :

akkor

dz = 0.

H(t) := /o hiids (t>0)

jelslést.
Bizonyitsuk be, hogy ha van olyan B konstans, amellyel H(t) < Bt? teljesill

minden t esetén, akkor
. o t
/ e"H(‘)/ eH®) dudt = oc.
0 0
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10. Tekintstik az f’(z) = f(z + 1) egyenletet. Mutassuk meg, hogy
(a) minden f : [0,00) — (0,00) megoldas exponenciélis nagysagrendd, azaz létez-
nek a > 0, b > 0 szamok tgy, hogy |f(z)| < a-€e¥*, z > 0;
(b) van nem exponencialis nagysagrendi f : [0,00) — (—0c0,00) megoldas.
11. Megadhaté-e egy H Hilbert téren olyan T korlitos linearis operator,
amelyre N3, T™(H) = {0}, de N3, T™(H)™ # {0}, ahol a ~ a lezarast jelenti?
12. Legyenek X, Xo,... filggetlen, azonos eloszlasi véletlen vaitozék, ame-
lyekre valamely 0 < a < 1 konstanssal

1
2_E )
Karakterisztikus fuggvényeik altal vagy méas médon meghatarozandé korlatlanul

oszthaté, nem (egy pontban) elfajult G, eloszlasfiiggvények egy sorozata iigy, hogy
ha n — oo, akkor

P{X,=2%}= k=490

sup - 0.

—oo<T< o0

P{—-———xl+“i+x" Sz}—G,.(z)

Na

A feladatok megoldéasai

Az 1. feladat megoldésa.
I. megoldsis.

A feladat a kdvetkezSképpen fogalmazhaté meg fliggvények segitségével. Adottak a
[0,00)"-en definidlt gy(z1,...,Zn), 92(Z1,--+1Zn)s--+y gn(z1,...,2n) folytonos fuggvények
(9,(z1,...,zn) azt jeldli, hogy ha az els5 testvér z; Ft-ot, a masodik r2 Ft-ot stb. ad a biré-
nak, akkor a j-edik testvér Srdksége mennyivel fog eltérni az egész 8rokség 1/n részétsl) amelyek
bsszege 0, és g;(1,...,Zpn) az z; valtozénak szigorian ndvekvs, mig minden mas z, k # j val-
tozénak szigorian cstkkend ftiggvénye. Tudjuk tovabb4, hogy a biré eredetileg partatlan, tehat
9;(0,...,0) = 0 minden j-re. Azt kell igazolmunk, hogy létezik olyan ap, >0, hogy ha0 < z,, < an

tetszSleges, akkor van olyan zy = z1(Zn),...,Zn—1 = Zn—1(Zn), amelyekre g;(z1,...,Zn) = 0
minden j-re. Ennél t8bbet igazolunk (pontosabban ennél t8bbet kell igazolnunk, hogy az aldbbi
bizonyft4s érvényben maradjon), nevezetesen azt, hogy olyan z; = z1(zn),...,Zn-1 = Zn-1(zn)-

ek is léteznek, amelyekre a fentieken til az is teljestll, hogy 0-hoz tartanak ha z, — 0.

n szerinti indukciét hasznélunk. n = 1 esetén nincs mit bizonyftani. Tegytk fel, hogy az
Allitas igaz n — 1 figgvény esetén. Allitjuk, létezik olyan b > 0, hogy ha 0 < z2,...,zn < b
tetszSlegesek, akkor van egy és csakis egy y = y(z2,...,Zn) Ggy, hogy g1(¥,22,...,2n) = 0,
tovdbba y az z;,...,z, valtozék szigorian novekvs folytonos fuggvénye. Valéban, y unicitisa
abbél kévetkezik, hogy g1 az els§ valtozdjsdban szigonian monoton n§. Ha z; = z3 = ... =
zn = 0, akkor y = 0 megfelel, mig méas értékekre y létezése igy lathaté be: g;(1,0,...,0) > 0,
ezért a feltételezett folytonossag alapjdn van olyan b > 0, hogy ha 0 < z2,...,zn < b, akkor
91(1,z2,...,zn) > 0. Mivel mAsrészrdl g1(0,z2,...,Zn) < 0, ismét a folytonossig alapjén a fenti
y-nak léteznie kell. Ha r; > x5, j # 1, akkor

gl(y(zz....z; ,x..),zz,...,z;,...,z,.) =0=01(¥(22):--+Tn)1 234+« +Tn)

> gl(v(tz,...,zn),z;,...,z;,...,zn),

20



és ez mutatja, hogy y(z2,...,Zn) az z,-nek ndvekvs fuggvénye. y folytonosssga igy lithaté be:
a(y(z2y.+yZn) = €,22,...,2n) <0< g1(y(22y ... 1Zn) + €,22,...,Zn),

ezért van olyan § > 0, hogy ha |z; —z;|56,j=2,3,...,n—re. akkor

91(!4(-"-‘2'- . 'izn) ey coz'zv e 1’;.) <0< gx(y(ta, .e -121.) + C,z;,.. . ,:;.).

Ez a fentiek alapjan igazolja, hogy az
UWZ2y. oy Zn) — €< Y(Zhy ..., Th) < Y(Z2,...,Zn) + ¢,

egyenlStlenségnek fenn kell Alinia.
Ezen elSkészitések utan tekintstik most a

\ hi(z2y... zn) = gi(¥(z2,...,Zn),22,.. ., Zn), F 2. a0

n—1 db. fuggvényt. y tulajdonssgai alapjsn ezek folytonosak és Beszegiik 0, valamint h;(0,...,0) =
0 minden j-re. Allitjuk, hogy megfelel5 értelemben szigorian monotonok. Valéban, ha k # j, és
zx n&, akkor y(z2,...,Zn) i8 n&, és ezért h; csvkken. Ezek szerint viszont ha z; n&, akkor minden
hx, k # j cstkken, és igy hj-nek ndnie kell, mivel a h;-ek 8sszege zéré. Teljestiinek tehst a
feladat feltételei az n — 1 db. h; fuggvényre, és igy az indukcids feltevés szerint van olyan al, >0,
hogy ha 0 < z, < a), tetszSleges, akkor léteznek olyan r2 = z2(zn),...,Tn—1 = Tn-1(Tn),
amelyekre h;(z2,...,Zn) = O minden j > 2-re, tovabb4 itt minden egyes z;(zn) O-hoz tart
ha z, — 0. Van teh4t olyan min(al,b) > an > 0, ahol b a fenti elSkészités sordn hasznAlt
konstans, hogy ha 0 < z,, € an, akkor minden j = 2,...,n — 1-re 0 < z,(n) < b. Ekkor azonban
az £ = z1(zn) := Y(22(Tn),- .- 1Zn=1(Tn), Zn), T2 = 22(Zn);:..1Zn=1 = ZTn-1(Tn) értékekre
9;(z1,...,Zn) = O teljestll minden j-re (j = 1-re az y vAlasztdsa miatt), és itt minden z,(zn)
0-hoz tart ha z, — 0 (hasznaljuk ismét y folytonossigat). Ezzel az Allitast igazoltuk n fuggvény
esetére is.

A szerz8 megoldésa.

II. megoldés.

Legyenek a gi-k (i = 1,2,...,n) az els& megoldasban definidlt fuggvények.

Legyen ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) az i-edik egységvektor R™-ben (az i-edik koordinita 1,
a tobbi 0). A feltételekbsl i > 1 esetén gj(e;) < 0. g7 folytonossigab6l kovetkezGen létezik
olyan ¢; > 0 szém, hogy minden 0 < ;1 < ¢; esetén gi(z1e1 + e;) < O teljestljtn. Legyen
¢ =min{ ¢ : 2 < i< n}. Belatjuk, hogy ha 0 < z; < ¢, akkor léteznek nemnegativ z3,73,...,Zn
szdmok, hogy minden 1 < ¢ < n esetén g;(z1,22,...,2Zn) = O legyen. Az Allftésunkhoz elegends
belatni, hogy gi(z1,z2,..-,Zn) = O minden i > 2 esetén (ekkor 2.. gi = 0 alapjsn készen
vagyunk).

Legyen 0 < z; < ¢ tetszSleges szadm, a tovabbiakban rdgzitett. Legyen

G(z3;---+yZn) =22'_ASX"Q.'(11,1‘2'----10)
és
H = {(z2,...,2n) € R;;’ :G(21,%2,...,2n) <0}.
Ekkor -

a) H € 10,1]"", mert ha z; > 1 valamilyen i > 2-re, akkor 0 > gi(z1e1 + &) >
g;(zl,:g,...,x").Igyzig.-EOalAijn G(22y.++12n) > 0.
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b) H zArt, hiszen egy folytonos fggvény nivéhalmaza.
c) H nem dures, hiszen (0,0,...,0) € H.

A fentiekb8l g1(z1,22,...,Zn) felveszi minimuméat H-n, (z3,23,...,2%) legyen egy minimum-
hely. Belatjuk, hogy gi(z1,z3,23,...,2%) = O minden i > 2 esetén. H vélasztssa folytan
9:i(z1,29,...,2%) € 0 (i = 2,...,n) vilagos. Tegyttk fel, hogy valamely i > 2-re

gilz1,23y. -, z%) < 0. Ekkor .r?-t. kicsit megndvelve tovibbra is H-ban maradunk, de g; értéke
cstkken és ez ellentmond (z9,...,z%) valasztdsadnak. Az ellentmondés az &llitsst igazolja.

Hajdi G4bor megoldésa.

Megjegyzés. 1. Konnyd példat mutatni arra, hogy az 4llitas elveszti érvényét, ha a szigoru
monotonitas helyett csak tagabb értelemben vett monotonitast tételeztink fel.

2. Itt egy egyszerd példa arra, hogy ha a > O teszdleges, akkor mAr nem lehet igazsigos ddntés
abban az esetben, ha a legiddsebb (pl. n-edik) testvér legaldbb a Ft-ot fizet a birénak: legyen

ar
9;(z1,.-vzn) = (n = 2)z; + _:1—31""‘3)'—1—3;-}1-""‘3»
haj=1,2,...,n-1, és legyen
azy azy aZn—1
Ll sZn) =(n=1)ey = - e oo i
e o] 5 z14+1 z2+41 Zn-1+1

Erkezett 14 megoldas. Helyes Biré Andras, Domokos Matyas, Fleiner Taméis, Gacs Andras,
Hajda Gabor, Harcos Gergely, Hausel Tamas, Keleti Tam4as, Kondacs Attila, Kés Géza és Prokaj
Vilmos megoldasa. Hidnyos 2 dolgozat. 1 megolds félreértette a feladatot.

A 2. feladat megoldésa.

A feladatban szereplS egységkdr legyen a komplex szamsfk origé koriili egységkdre. A ponto-
kat reprezentilé komplex szamok legyenek 21,22, ..., 2. Az 4bra elforgatasival elérhetjiik, hogy
21222 +... 2n = (=1)" legyen.

Tekintstik a k8vetkezd polinomot:

Pwy=(w=n)(w=2)...(w=za)=uw +a1w" ' +... 4 anqw+1=w"+ Q(w) + 1.

Ekkor |P(z)| a z komplex szdm 4ltal reprezentalt pontnak az adott pontoktél vett tavolsdgainak
szorzata. Teh4t ha z egy 1 abszolitértékdl komplex szam, akkor |P(z)| < 2.

Legyenek wy,wy,..., wn az n-edik egységgytsksk. Kdzismert, hogy wf -+ w; +...+ wﬁ =03
minden k = 1,2,...,n — 1-ra. Ebb&l kovetkezik, hogy Q(w1) + ... + Q(wn) = 0. Ha Q(w) nem
azonosan 0 polinom, akkor valamely j-re Q(w,) egy nem 0, nem negativ valés résszel rendelkezs
komplex szam. Ekkor |P(w,)| = |2+ Q(w;)| > 2. Ez ellentmond a feltevésnek. Tehat Q azonosan

0, azaz P(z) = z" + 1. {gy valéban a P(z) polinom z),z2;,...,2n gyokei egy szabalyos n-szoget
alkotnak.

A szerz& megoldésa
Erkezett 9 megoldas. Helyes Birkas Gydrgy, Biré Andras, Domokos M4tyas, Gacs Andras,

Hajdi Gabor, Harcos Gergely, Hausel Tama4s, Kés Géza és Vu Ha Van megoldssa. Kiemelkeds
Vu Ha Van megoldasa.
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A 3. feladat megoldésa.
A Schur-Zassenhaus tétel szerint a b&vités felhasads, azaz szemidirekt szorzat. Mivel minden
2 exponensil csoport kommutativ, igy a véges Abel-csoportok alaptétele szerint — izomorfistésl

eltekintve - G = Z:',">(<Z". ahol § egy Z7 — Aut ZT* = GL(m, 3) homomorfizmus. (Itt GL(m, 3)

a Z7', mint a 3-elemi test feletti vektortér automorfzmuscsoportjst jelsli.) Maschke tételét a

¢ csoportébrézolisra alkalmazva adédik, hogy van olyan b1,b2,...,bm (vektortéri) bazis Z7-

ben, melynek elemei €(Z7) minden elemének sajAtvektorai. Legyen ay,a2,...,an egy bazis Z3-

ben; ekkor b; a £(ai)-nek mondjuk a ¢;; € {1,2} sajatértékekhez tartozd sajétvektora. Az

S3 harmadfoki szimmetrikus csoport (1,2,3) és (1,2) elemét jelshie o és 7. TetszSleges b =
™o Nboe Z7-re legyen

=1

és legyen
m4s
\aom(rtitsliptiasl sl rtim =11l ,1....,1)655"""'.

Ekkor B := {b:b € Z* } egy Z*-mel izomorf normAlosztéja S5t "-nek. Az a; + a; leképezés
kiterjeszthetS egy Z7 — S;**" homomorfizmusss, s ekkor A := {a : a € Z] } egy ZJ-nel izomorf
részcsoport lesz S;"+"-ben. Jelslje n azt az A — Aut B homomorfizmust, amely z € A-hoz az

z-szel valé konjugélést rendeli. Ekkor az S:',""" BA részcsoportjira BA & B>"4A. Maésfelal
a € 27 és b € ZT esetén
bé(a) = pA3)

(ezt elegend§ tetszdleges b; és a; baziselemekre ellenérizni). {gy a szemidirekt szorzat egyértdmd
meghatérozottsigdbdl G = BA adédik.

Birkés Gy8gy megoldésa alapjdén

Megjegyzés. A Schur-Zassenhaus tételre torténs hivatkozas elkertilhets, ha tekinttink egy
2-Sylow részcsoportot.

Erkezett 11 megoldas. Helyes Birkas Gy&rgy, Biré Andras, Domokos Mé&ty4s és Keleti Tam4s
megoldasa. Hidnyos 2, hibas 5 dolgozat.

A 4. feladat megoldésa.

A oo értékd (unér) konstans miivelet — melyet szintén oo fog jelslni — nyilvan kifejezés-
fuggvénye G-nek: pl.

(0) co=(zoz)ozx (és teljestil az (z 0z) 0z = (y 0 y) 0 y azonossig).
Egyszer(ien ellendrizhets tovabb4, hogy G-nek az
) f@)=zoz & zVvy=f"l(zoy)

kifejezésfuggvényeire fenndlinak az alsbbiak:
(2) V félhal6 mivelet, melyre nézve co legnagyobb elem;

(3) f automorfizmus az V-re vonatkozdan; és
{4) teljestiinek az alabbi azonossigok:

Mz)==2z, fHz)VSi(z)=co, hak#1(0< k< n).

23



Az is igaz, hogy V és f segitségével kifejezhetS az eredeti o mdvelet, hiszen G-ben érvényes az
(5) zoy= f(zVy)

azonossag is. .

Legven C = (C;o) tetszileges algebra a G 4ltal generélt varietdsban, s tekintstk a
C' = (C:V, f,o0) algebrat, melynek alapmiveletei a C algebra (0)—(1) szerint definidlt kife-
jezésftiggvényei. Mivel a felsorolt tulajdonsagok mindegyike azonossagokkal leirhat6, ezek C-re
illetve C’-re is teljestilnek. Az (5) azonossig (a (0)—(1)-beli definicidkkal egytitt) biztositja, hogy
egy v:C — Zn U {oo} leképezés akkor és csak akkor ¢: C — G homomorfizmus, ha ¢:C' — G’
homomorfizmus. Ezért G illetve C helyett a kényelmesebben kezelhets G', C' algebrakkal dol-
gozhatunk. Jeldljik <-vel a (C;V) félhalé természetes rendezését.

Legyen a a C halmaz tetszSleges, co-t5] kiildnbdz5 eleme, s tekintstik C aldbbi részhalmazait:

Ci={c€C: c< f'(a)} €2Zn), Cow=C\ U Ci.
.ez.

Megmutatjuk, hogy {Co, .. -,Cn—1,C} osztalyozds C-n. Nyilvan e halmazok egyesitése C, s
egyikiik sem tires, hiszen f*(a) € C; (i € Zn) és 00 € Coo- Hac € C;NC; valamely0 < 1 < j < n-
re, azaz ¢ < f'(a) és ¢ < f7(a), akkor (_'2)—(3) felhasznilasaval

P Ve 7 () V £ (a) = f(a) V f(a) = f(a) < 00,

ahonnan (4) miatt kdvetkezik, hogy j —i = 0. Tehat Co,...,Cn—1 paronként diszjunkt, Co pedig
nyilvdn mindegyikitktsl diszjunkt.

{gy jsldefinilt az alabbi leképezés:
@a: C' =2 G', cps=1 ha c€C;.

NyilvAn ¢, sztirjektiv, fSlcserélhets az f mdvelettel és cop, = oo. Tetszbleges ¢, d € C-re és
| € Zp-re

(cvd)pa =1 @ cvd<fl(a) @ cd<fl(a) & cpa=I, dpa=1.

Ebbdl kovetkezik, hogy ¢a az V mivelettel is folcserélhets, tehat ¢qo: C' — G’ szurjektiv
homomorfizmus.

Mivel ap, = 0, tetszbleges b € C elemre ayp, = by, ¢ b < a. Ha tehat a,b a C’ algebra
ktlsnb3z5 elemei — mondjuk a # oo —, akkor b £ a esetén aw, # bya, b < a esetén pedig
(ekkor b # o0) apyp # byy. Kbvetkezésképpen a ¢, (a € C\ {oo}) homomorfizmusok megadjsk C’
egy elSallitasat G’ szubdirekt hatvanyaként. Ezzel belattuk, hogy C’ csak akkor lehet szubdirekt
irreducibilis, ha izomorf G’-vel.

K&nnyen ellendrizhets, hogy G’ egyszerl algebra, s fgy valéban szubdirekt irreducibilis. Ha
ugyanis G'-nek a o kongruendéjaraaoc b, a # b — mondjuk a # co —, akkora = aVa o aVbh = oo,
s igy barmely 0 < k < n-re f*¥(a)o f*¥(o0) = co.

Fleiner Tamés és a kit(z6 megoldasa alapjin

Erkezett 5 megoldas. Helyes Biré6 Andras és Fleiner Tamas megoldasa. Hidnyos 1, hibas 2
dolgozat.
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Az 5. feladat megoldésa.
1 Legyen { g« }32, str@ C[0,1}-ben (gx # 0). Megmutatjuk, hogy a H = {hn }3 , halmaz,
ahol
o0
Ry = wX gl L.
> (miz)

teljesiti a feltételeket.
Egy C[0,1] feletti L korlatos line4ris funkcionélra legyen

z) = 3 L 2*
M )';<ngkuw) :

=1

Ekkor h; analitikus az egységkdrben, és Lhn, = hp ({-) Legyen H' = { hn, ,hny,hns,...} a H
halmaz tetszﬁges végtelen részhalmaza, és legyen L € C[0,1]* egy tetszdleges H'-t annullsls
funkcion4l. Ekkor hL(;-‘l:) = Lhn,, =0 minden m-re, ezért hy = 0 ktvetkezik hy analitikussiga
miatt. fgy Lgx = 0 (k = 1,2,...), azaz L = 0. Ez viszont éppen azt jelenti, hogy H' stird
C[0,1}-ben.

Megjegyzés. A bizonyitas természetesen barmely szeparabilis Banach térre jé.
A szerz6 megoldisa

Erkezett 9 megoldas. Helyes Benczir Andras, Biré Andras, Fleiner Tam4s, Hajdid Géabor,
Harcos Gergely, Hausel Tama4s, Keleti Tamas és Kés Géza megoldasa. Részeredményeket tartalmaz
1 dolgozat.

A 6. feladat megoldésa.

a) Legyen f(z) = e* (2 — cos(z — 2wa) — cos az), ahol a-t késsbb definidljuk. Ekkor f(z) > 0
és f(z) = 0, ha a k és n egészekre ar = 2km, £ — 27a = 2n~. Innen a(n + a) = k kbvetkezik.
Ha valamely z/ # z helyen is f(z') = O lenne, akkor a(n’ + a) = k' kvetkezne valamely n' # n,
k' # k egészekre. Az a(n + a) = k, a(n’ + a) = k' egyenlsségekbdl o = :—:%‘r, ellentmondaés.
Tehéat f(z) > O minden elég nagy z-re.

V4lasszuk a € [0,1)-et Ggy, hogy a természetes szdmok egy { nji } részsorozatéra

n e—n,,w/a
I_i el RN
a

(mod 1)

nk

teljestiljon. Ilyen a létezése a kdvetkezSképpen igazolhats. Legyen K az 1 kertlletd kdrvonal és
po € K. po-bél indulva mérjuk %;-t K-ra n-szer (adott ir&nyban), kapjuk pn-et. Legyen I, a
[p.. - '_':h ,Pn + & = intervallum K-n. Legyen no = 1 és tegynk fel, hogy {nx }[t,
adott. Definisljuk nm4i-et gy, hogy nmy1 > nm é In, ., C In,. llyen npmyy van, mert

—nr/a

{Pn}3, stiri K-nés &<—— =0 (n— o). Iny D In, D...é8|In] =0 (n— oc0). Legyen
a =ng‘;olnk. Ekkor

f(2nk1r) = e2nim/a [2—003 (2’1*" —21ra) -coe2m,1r] = e2ma¥/a [l—oos21r(n—k—a-mg)],
o o a

ar/o

ahol m;. olyan egész szdm, hogy
e—"k w/a

n
_s_a_,,,,ls
o ng
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Igy,acocuZl—‘}egyenl&lensé;ethamﬂva
2
! ol <e2"'*"'/°l 2r 2-k-—-a-mk <2—’2——»0 (k — o).
a g 2 a = ni

Tehat iminf; — 4o f(z) = 0.

b) Megmutatjuk, hogy az e*, e* cos z, e* cos az fliggvények linearis burkiban pontosan akkor
van egy flggvény a megkdvetelt tulajdonsdgokkal, ha barmely ¢ > 0 esetén az

(=)

m e—7n/2
Ia —— < €
n

egyenlStlenség végtelen sok 2, m € N,n € N, racionélis szAmra teljestl.

Legyen g(z) = e*(a1 + a3 cosz + a4 cosaz) egy ilyen fuggvény. Akkor sztikségképpen a; =
laz| + |aa| és a; # 0, i = 1,3,4. Legyen { zx } olyan co-be tarté sorozat, amelyre g(zx) — O,
k — co. Mivel a; = |as| + |aal,

Ty =My + 6 3 azy = tmy + Ag,

ahol ny, m, természetes sz&mok, n, — oo, my — oo és 6 — 0, Ay — 0, k — oo. Legyen
B € (0,1) és b = min{ |as|, |as| }. Ha k elegendSen nagy, akkor

B> g(zi) =e™mrHox (a1 + a3 cos(mny + 6x) + a4 cos(rmy + Ak)) =

=e™ ¥4 (a) — |a3|cos by — |64|003Ak) =
52 a2
=e™ "k +6k (01 - laa] + lﬂal;"- +0(6}) - laa| + laal 2= + o(a}) ) 2
Ty iR b
2™ 71 = (lasls} + laalaR) 2 ™ = (5 + 4),

mivel cosu=1- ‘;+o(u2),u-0. Innen, elég nagy k-ra

el 1Al </ Zoemmmr2,

m
|a_ﬂ _|mmet Ax  mi| _ Ak e ok <|Ak|+2a|5k|<2°+l /g:_ﬁe""*/’
n ™y + Ok nk (,+£.t)nk =o i ix =g T = b ng

Mivel B € (0,1) tetszdleges, kapjuk, hogy barmely ¢ > 0 esetén (x) végtelen sok 2 racionalis
szamra fenn4ll.

Legyen ¢ > 0 rogzitett és tegytk fel, hogy (x)-nak végtelen sok ";'-.l, my € N, n; € N,

k = 1,2,..., raciondlis megoldasa van. Kivalasztva részsorozatokat, ha sztikséges, feltehets, hogy
mindegyik nx ugyanolyan paritasi, mindegyik my ugyanolyan paritési, és

e—m./ﬁ

PO it AR T T A

- T
Nk

Nk
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Legyen a; = 2

{1. ha {nx } tagjai paratlanok, " _{1. ha {m; } tagjai paratlanok,
—1, ha {n, } tagjai phrosak, * T 1-1, ha{m,) tagjai psrosak.

a3 =

Ekkor g(z) = e*(ay + a3 cosz 4+ a4cosaz) > 0,z > 0, és

g(nk~) =c"""[2 + azcosnyr + a4 cosanpr] = e"*’r[l — cosr(any — mk)] =

=alkh [%ﬂ’(ank -mi)? + o((ank - mg)z)] < e™Trlle” ™k = 212

elegendSen nagy k-ra. Teh4t liminfz— 4o g(z) < €272, Ha tetsz8leges ¢ > O-ra (»)-nak végtelen
sok megoldéasa van, akkor a fentiek alapjan liminf; 4o g(z) = 0.

Ha o algebrai szam, akkor a Thue-Siegel-Roth tétel szerint b&rmely § > O-ra csak véges sok
Z van tgy, hogy

m < 1
a—- — —_—
n n2+é

Teh4t, ha (*)-nak minden ¢ > 0 esetén van végtelen sok 2 racionilis megoldésa, akkor o
szlkségképpen transzcendens. Van ilyen o. Példdul, legyen N > e™/? egész, ny = N és npyy =
N™ k =1,2,..., tovibbs o = Ew L Ekkor az aj = 2" 1 = %.ljelblé-el a—ag <

i=1 n;’ =1 n;
vy = TliT' és ezért
|a ma| 7 it 2n) e~ "na/2
nk Nne (Ne-w/z)"" ni

Mive 2n;/ (Ne"/’)"' — 0, k — 0o, barmely ¢ > 0 esetén

e—"nk /2

mk
p Y
Nk

<e
nk

teljestil minden elegendSen nagy k indexre.

Tobb versenyz& és a kitz8 megoldésa alapjén
Erkezett 11 dolgozat. Helyes Benczir Andras, Biré Andras, Birkis Gydargy, Domokos M4tyés,
Fleiner Tama4s, Hajdd Gébor, Keleti Tamas, Kés Géza, Pésztor G&bor és Vu Ha Van megold4sa.

Harcos Gergely csak a feladat b) részére adott helyes megoldast. Kiemelkeds Keleti Tamés
megoldésa.

A 7. feladat megoldésa.

Bizonyftandé a feladatbeli feltétel mellett, hogy létezik no természetes szam, hogy bérmely
€ > O-ra létezik egy N természetes sza&m gy, hogy ha n > ng, akkor

; satd

z::sl Gk

o |-
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Legyen v valés szA&m a (E,.(c,./a,.,.),u) intervallumban és M egy természetes szam ugy,
hogy an/any < v minden n > M-re. Ebbsl kdnnyen kdvetkezik, hogy an/v' < a,, minden /> 0
és n > M természetes szAmra. ElGszor is belatjuk, hogy a Z:’l aj sor divergens. Valéban,

Za.)ZaM,>Z “%ZMa"(g)l'

k=1 k=1

M, apg rogztett és | — oo, igy, mivel ¥ < u, az egyenlStlenség jobb oldala tart végtelenhez,
tehat a Z:::l aj sort egy divergens sorozattal alulrdl becsiilttik. A sor divergenciija biztosit egy

K természetes szamot ugy, hogy Z:-: ax < Z:; M1 Ok amibél kdvetkezik, hogy 2:_, ar <
n . - " ¥
2 ZE=M+1 ax minden n > K-ra.

Legyen N késdbb meghatarozandé, e-t6l fllggs természetes szam u! alakd, ahol [ természetes
szam, és legyen n > K. Ekkor

}: 1% > E::a;:.' %k :h:Mu‘ °([k/p']+1)ul

k=
zk=l 22&:M+l - 22&:"-}1 -
E~=Mu' “[k/»']n/" W k=M /V 1 (u)‘

22:::«“1 & 2Zk-M+l 18

ahol [-] az egésmrész fuggvényt jelenti. Ha | — oo, az egyenlet jobb oldala végtelenhez tart, igy
barmely ¢ > 0-hoz taldlhatunk olyan | természetes szmot, amelyre (u/v) /2 > 1/e. Ez az el626
egyenlStlenséggel egytitt igazolja az Allitsst az N = u' valasztissal.

v

Makay Géza megoldésa

Erkezett 16 dolgozat. Helyes Bencziir Andras, Biré Andras, Birkss Gyargy, Domokos M&ty4s,
Fleiner Tam4s, G&cs Andras, Harcos Gergely, Hausel Tama4s, Keleti Tamas, Kondacs Attila,
Makay Géza, Pasztor Gabor, Prokaj Vilmos és Vu Ha Van megoldasa. Hianyos 2 dolgozat.

A 8. feladat megoldéasa.
Bar a

(1) im ax =0

k=00

feltétel nem szerepelt a feladat kitfizésében, ez kdvetkezik a jSlismert Cantor-Lebesgue tétel
alapjan abbél, hogy a

o0

(2) Za. sin kz

k=1

sor majdnem mindentitt konvergil. Megjegyezzik, hogy ezen tétel alkalmazisihoz az is elegends

lenne, ha a (2) sor pozitiv mértékd halmazon konvergilna. A késsSbbi hivatkozdsok kedvéért,
felsoroljuk a tovabbi feltételeket is:

(3) Z% =00
k=1
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) 2" -1 %
(4) Z( E klAa.l’) < oo,

n=1 \k=2%»-1

ahol
Aay = ax — Qx4 (k=1,2,:.2)-
(4)-b6] kbvetkezik, hogy az { ax } sorozat korlatos valtozasu, vagyis
oo
(5) Z IAde < oo.

Ugyanis, a Cauchy-féle egyenlétlenség szerint

1

oo 2"-1 205
PN S SRTES 5 Pl S I
k=1 n=1 k=2"-1 n=1 k=2n~-1
£ 2" -1 3
< (3 Hant)
n=1 \k=2"—1
Tekintstk a (2) sor n-edik részletdsszegét. Abel-atrendezéssel nyerjuk, hogy
n n
(6) > arsinks = Y Di(z)Aar + ans1Dn(2),
k=1 k=1

ahol Dy, (z) a konjugélt Dirichlet-féle magfuggvény:

Dn(z) == kaz_mi—::;(;“)z R )
Bevezetjtk a
Dn(z) := —%}—%)f (n=0,1,...)
jelslést. Ekkor
Dn(z) = Da(z) = Do(z) (n=0,1,... ,Do(z) = 0)

és (6)-bdl nyerjuk, hogy

n

Ea.‘ sinkz = ZD.(;)A“ = Do(z)ZAa,, + 6n41Dn(2) - an41Do(z) =

k=1 k=1 k=1

= Z Di(z)Aax — a1 Do(z) + a,.+|D,.(z) = Zbk(z)AGk + a.,..“D,.(:).

k=1 k=0
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azzal a megéllapod4ssal, hogy ao := O és ezért Aap = —a;. Innen kbvetkezik, hogy a (2) sor
konvergal:

) > arsinkz = Di(a)Aak =: f()
k=1 k=0

minden z-re, esetleg az z = 0 (mod 27) esetet kivéve.

A tovébbiakban felhasznalunk egy Sidon-tfpusi egyenlStlenséget: Tetszbleges n > 2 egész
szadm és { by } szdmsorozat esetén

x |2n—-1 2n-1
(8) / S wbule)|dz < C© (Z kb’) :
n k=n k=n

ahol C pozitiv dllandé. Ennek beldtasihoz alkalmazzuk eldszor a Cauchy-Schwarz egyenlStlensé-
get, majd hasmiljuk ki a { cos(k + 1)z} rendszer ortogonalitésat:
2n-1

2 by Dx(z) a:/"
k=n

= i x {2n—1 2 1
S(L (7:,;‘:%/2)_)2') (/ (Ebkcm(k+l/2):) ) <

k=n

2n-1 % 2n-1
<Cni (Z bi) <C (Z kb’)
k=n k=n

Legyen s > 1 egész szAm. (7) szerint

’i b, o8tk +1/2)z
2 nn(:c/z)

~

dz <

* 2’ -1 J=1 2°-1
© (@l > Z / D Du(z)dar|dz- ) / Zbk(z)mk =T -T.
x2—* k=0 - =1 , k=3
Felhasznilva az .
D;,(x)+;|$k+l (0<z<x k=0,1,...)

egyenlStlenséget, nyerjik, hogy

2°=1 -1 2°-1 x j=1
I > Z/ EAGA: - - Z/ Z(‘H' 1)|Aagldz =: I1; — Iy2.
=1 Tz-) k=0 J=1 _, 1 k=0
Mived 5 ; i
ln (1 + ‘.) > W ’
37 )

a fentiek szerint
= (lesl sl
s !
In 2 (—’ = —’) .
Z 3 i+1)
=1

30



Egyszerfien adédik, hogy

2" -1
la;|
Aa
ZJ(J“) < max|a ;IZJ(J“) _Eu ks
amelynek felhasznAldssval,
2=y
a
Iy 2 Z I ’I ElAakl
k=1
Hasonléan,
2°-13-1 Lad oo oo
Tia=nx E Z i l)|Aa,,| < «Emm < 21rZ|Aak|.
J=1 k=0 k=0 k=1
Osszefoglalva,
\ 2'—1
(10) y Z lah (l+21r)ZIAak|
1=1 k=1
Attértnk 7, becslésére:
s 2'<1 2'=1 © 2%-1
0 S il D35 >3 o) XN
I=1 j=21-1 k=3 n=l4l k=221
s 2t 2'=1 s 2211 e LS |
Y [T oesaerS T P 7S outstneni-
1=1 j=21-1 Y 757 | k= 1=1 j=21-1 n=l+1 Y 53T |k=2n-1
=T + I22.
Felhasznélva a 9
sinz> =z (0<z<I)
N 2
elemi egyenlStlenséget, nyerjuk, hogy
e 2= 21
In < Aaxldz <
ns) / e O e
i=1 y=2i-1
21+l 2'—1 3%=1
nln2
<Z/ |Aa.,|d:c= - E |Aay].
=1 k:?‘- k=1

Most alkalmazzuk a (8) egyenlStienséget:

w33

w2141 2"—1

Dy (z)Aax|dz <

=1 n=i41 k= 2!—
cotine=l Lea—t4L ] any
<ZE/ E Dy(z)Aay|dz =
n=2 =1 k=2"—1
2"-1 21 3
—E/ 3" Du@)aa "<CE( % k|Aa,,|’)
TR e Sl PP n=2 \k=2%-1
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O“zefoglalva,

1
2' -1 2% -1 2

(11) I; < ”—1:2' Z |Aak] +Ci ( Z klAdkP)

k=1 n=2 \k=2n-1

(9), (10) és (11) alapj4n nyerjtik, hogy

i

2° -1

0
In2
de> )" '“—:—I- (1+2r+ 12—) > laaxl-
k=1

k=1

<3(% k.A,.k,a)*.

n=2 \k=27-1

o0

Zakﬁnkz

k=1

Figyelembe véve a (3), (4) és (5) feltételeket, innen mar adédik a feladat 4llitésa.

A szerzé megoldésa

Erkezett 4 megoldas. Hisnyos 1, hibss 3 megoldés.
A 9. feladat megoldésa.

I. megold4s

Az integrilss sorrendjének felcserélésével kapjuk:

o t o pt
/ e'"")/ eH(®) gy dt =/ / e~ IHO-HW] gy 4t =
0 0 o Jo
oo oo
3 / / ~lHO-H(W gg gy =
0 u
] L] t
=/ / exp [-— / h(a)ds] dt du.
0 u u :

Elegend6 bizonyitani, hogy 1étezik olyan ¢ > 0 &llandé, amellyel

2T put t
Ty = / / exp [-/ h(s)ds] dtdu>ec
T u u
elég nagy T esetén.

2T  put ut 1 [T +%
IT) > / / exp —/ h(s)ds| dt du = T / exp | - f h(s)ds| du.
T u u T u

Vezesstik be a

u+#
Qr:={uv €T, 2T): / h(s)ds > 10B}
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jelslést és becstiljik meg feltlrdl a Q7 halmaz u(Q7r) Lebesgue-mértékét:

2T put i 2T+ %
10Bu(Qr) </ / h(s)ds du < / / h(s)du ds =

=%/2“*h(,)d:< B(2T+ ) :

T

tehat ’

u(@r) £ T (2T+ Tt F)

Ezt felhasznalva kapjuk:

I(T) > T/ e~10Bgy > £
[T.2T\Q@r

feltéve, hogy T > 1.

-10B

L& 9
(T —u(Qr1)) 2 € oo (1 = 1—0) =:¢>0,

A szerz6k megoldasa
II. megoldés

"El&szdr belatjuk, hogy ha g : [1,00) — (0, 00) mérhets, lokalisan integralhats, és

t
/ g(s)ds < Byjt>  (B; = konstans)
. :

/ —l—da =00
, 9(s)
Legyen T > 1 tetszdleges valés szam. A Bunyakovszkij-Schwarz egyenlStlenség szerint:
2T 2T 1
T? = (/ ldt) / Va(t) (/ g(t)dt) (/ -——dt) <
= 5 /g( r 9@

2T 1
<B;4T? / —dt,
r 9(t)

2T 1 1
—_—dt > — > 1)
/T bl

( )
t) i = —— t 1).
g(t) ];'e"(")du 2

A feladat szerint azt kell bizonyitani, hogy

|
—d 0.
/, s

minden t esetén, akkor

tehat

Legyen
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Az elsS megjegyzés szerint ehhez elegends a

¢
/ g(s)ds < B, t? (t>1)
1

egyenlStlenséget beldtni alkalmas B;-gyel. Ez nagyon egyszerd:

H(l) t 1
/ g(a)d:_/ = da=ln/ eH(“)du-ln/ eH(W) gy,
f (u)dy o o

Mivel H monoton ndvé
t
/ g(s)ds < In [te¥(V] =Int + H(t) < B + Int < Byf?
1

alkalmas Bj-gyel.
Vu Ha Van 8tlete alapjdn Hatvani L4szl6

4 dolgozat érkezett. Helyes Biré Andras és Kés Géza megolddsa. Vu Ha Van megoldasa
kdnnyen javithaté hibat tartalmaz. Részeredményeket tartalmaz 1 dolgozat. Vu Ha Van dolgoza-
tanak gondolata kiemelkeds.

A 10. feladat megoldésa.

A feladatbeli egyenletbdl kimaradt egy ¢ dllandé. Helyesen: f/(z) = cf(z+1),ahol 0 < ¢ < &
Ekkor létezik A > 0 tgy, hogy A = ce* és e** pozitiv megoldas. Ezzel szemben az f'(z) = f(z+1)
egyenletnek nincs pozitfv f megoldisa. Ha lenne, akkor f szigorian monoton n3vS lenne és a
Lagrange-féle kozépérték tétel szerint f(1) > f(1)— f(0) = f'(¢) = f(€+1) > f(1), ellentmondaés.
Az f'(z) = cf(z + 1) egyenletnek pontosan akkor van pozitiv megolddsa [0,00)-en, ha ¢ < %
(lasd a kitdz6 “Exponential bound for positive solutions of functional differential equations” cimd
megjelenés alatt all6 dolgozatat). ;

a) Az exponencidlis nagysadgrend bizonyftasa. Ha f : [0,00) — (0, 00) kielégiti az f'(z) =
cf(z + 1) egyenletet, akkor legyen a(z) = !1—’(&—)1, amibdl f(z) = f(0)exp (.I: a(s)ds) és a-ra
fenndll o(z) = c exp (f:'H or(a)da) > 0, azaz In (a(z)/c) = f:“ a(s)ds, z > 0. VAlasszuk k-t
gy, hogy k > a(0) és k > In(k/c). Definisljuk az { 5 }32 , sorozatot a kyvetkezSképpen. zo = 0,
zy = max{z € (0,1] : a(z) < k}. j: a(s)ds = In(a(0)/c) < In(k/c) < k-bél adédik, hogy z;
jol definidlt. Ha zo,...,zn adott, akkor defmisljuk z,41-et az Tp41 = max{z € (zn,zn + 1] :
a(z) < k} relaciéval. f::‘n a(s)ds = In(a(zn)/c) < In(k/c) < k-bél kapjuk, hogy zn41 jél
definidlt. Mivel a(z) > k az (zn41,Zn + 1] intervallumon, Tn42 > Zn + 1 kdvetkezik. Innen
[0,n] C Ulz;" [zi=1, 7). Ezért, ha z € [n — 1,n), akkor

Fjo1+1

/ a(s)ds </ a(s)ds < E/ a(s)ds < E/ a(s)ds =

t=1Y%

2n
=Zln"'(‘—“’) <ninE < 2nk < 20k 4 2k,
c [
=1

Tehét ¥
f(z) = f(O)exp ( / a(c)d:) < f(0)e?*e?k= (z >0).
o
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b) Van olyan ¢ € C*°[0,1] nem azonosan nulla fiiggvény, hogy ©(™)(0) = (™) (1) = o,
n=0,1,2,.... Példaul ¢(z) = exp(m), ha z € (0,1) és f(0) = f(1) = 0. Ekkor f(z + n) =
c—l..-w(")(z), n=0,1,...,z € [0,1], az f'(z) = cf(z+1) egy megold4s4t defini&lja. Legyen z € (0,1)
olyan,hogy ¢(z) # 0. A Taylor tétel szerint van 0 € (0, z) gy, hogy

n—1
o(z) = Z v('l)!(o)z‘ + el )(’7) " = ¢ )('7) z".

n! T
=0

et sl cl,.lw(")(,,), = Iw(r)‘(c:!)u‘.

amely gyorsabban n&, mint barmely ae®”, amint n — co. Teh4t f nem exponencislis nagysigren-
dd.
y; A szerzé és Benczir Andrés megoldésa

Erkezett 10 megoldas. Helyes Benczir Andras, Biré Andrés, Fleiner Tam4s, G4cs Andrés,
Hajdi Gabor, Keleti Tamas, Kés Géza, Pasztor Gabor és Vu Ha Van megoldasa. 5 dolgozat csak
a feladat a) részét oldja meg.

A 11. feladat megoldésa.

Megadhaté ilyen T operator. Legyen ugyanis H megszamlalhatéan végtelen dimenziés Hil-
bert tér, és legyen {en }72, ortonormalt bazis H-ban. A T operatort elSszor a bézisvektorokon
definidljuk. Legyen

0, han=1,
Ten = { €n+1, ha n > 2 nem négyzetszim,
ajze; + c—;"en+1. ha n = ;2 alaki négyzetszam, ahol j > 2 egész.

Az {a; }72, sorozatrél azt tessziik fel, hogy 0 < || < 1 minden j-re és o = Z;Z s 1? < o0.

Most kiterjesztjltk T definici6jat az egész H Hilbert térre. TetszSleges z € H vektor esetén
legyen Tz := Z:‘;l énTen, ahol &, = (z, en). Be kell 1atnunk elész8r, hogy a Tz vektort definidlé
sor konvergens, vagyis, hogy a részlettsszegekbsl 4ll6 sorozat Cauchy-sorozat. Legyenek k < [
pozitiv egészek. Ekkor

2

] 2 l
D enTenll <Y Ual+| D skl

n=k n=k k<3<l

ugyanis a 2:‘= p énTeyn kifejezésbe befrva a Te,, vektorok definicié szerinti értékét, a bazisvekto-
rok ily médon nyert line4ris kombinaddéjaban az { en }:le +1 vektorok mindegyikének egytittha-
téja legfeljebb 1 abszolutértékd, az e; vektor egytitthatéja éppen Zk <2<l @ 3€52, 8 tsbbi bazis-
vektort pedig e lineris kombin4ci6é nem tartalmazza. Kdvetkezésképpen, a Cauchy-egyenl5tlenség
alkalmazaséval

1 % 1 [
YotaTen| <Y lalP+ | Y Il | [ X kel | <+ kal

n=k n=k k<53t k<3<l n=k
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adedik. Mivel 3~ | Knl? = |lzll® < oo, ezért a 2 1 énTen sor konvergens. T linearitésa ezek
uté&n nyilvanvalé, s az el8z8 egyenlStlenségben k = l-et frunk és [-et tartatjuk a végtelenbe,
akkor a T operator korldtossaga is adsdik: ||T)| <1 4 a.

Megmutatjuk, hogy e; € T'(H)™ minden | természetes szamra teljestil. Valéban, j; > 2
esetén ¢,3 = TQ"QC(J_”:“ '8 igy

1 1 1 L3
1+ ~ej0yy = —Te;a =TV (—"(:—1)’“) AT
J oy ay
Kovetkezésképpen 25 — 1 > | esetén
1
er + sen € T¥-)(H) c T'(H),
s igy a j indexet a végtelenbe tartatva nyerjtk, hogy

e; = lim (e1 +:-_ ,-z“) €T'(H)".

Jrraen

Azt kell még megmutatni, hogy N2, T (H) = {0}. Tegytk fel, hogy z € n;’;lT‘(H). A T operéator

definici6jabél vilagos, hogy barmely [ esetén az { e, }'1, vektorok mindegyike meréleges a T'(H)

n=2

linearis sokasig vektoraira. Igy (z,en) = O teljestll minden n > 2 egészre. Masrészt viszont,
ha Ty # 0 valamely y € H vektorra, akkor sztikségképpen létezik olyan n > 2 egész, melyre
(y, en) # 0. De ekkor (Ty,en41) # 0, 8 igy az el6z5ek miatt z = T0 = 0.

Biré Andrés megoldésa
6 dolgozat érkezett. Helyes Biré Andras, Fleiner Tamés és Kés Géza megoldésa.

A 12. feladat megoldésa.

I. megoldas.

Legyen Sn = X1 +...+ Xn,n=1,2,....
Az alapeloszlas karakterisztikus fliggvénye

3 S 1
e(t) = E (e"x‘) = Ee""“’ o ,2tER.
k=1

Vezesstik be a k.,

2Nog n]

sorozatot, ahol [4] = min{n € N:u < n} az u > 0 sz&m "fels§ egész része”. Nyilvanvals, hogy
1 < ¥n < 1 minden n-re. A k&déses _7: v&etlen valtozé ¢, karakterisztikus fliggvényére a
fn“d.lenség miatt tetszbleges t € R pontban azt kapjuk, hogy

w-.(t)=E(e“:s?)=¢ ( ) (1+§("“ Ims _y )—)”=

1 L(k-Tlognl), = 1 2
el & Ly bl MR S e PRl
(‘ + Ihosm 2 (‘ ‘) 2*—Tiog »1)

k=1

1+l i c“’ﬁ’fl’r:} EA L
n 2r

r=~[log n]+1

Yn = =12, 00
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Adott % < v £ 1 szémra tekintsttk a

&
e e SRR
ho(t) = Z e v& -1 -;-'; teR,
r=—00

fuggvényt és legyen
£4(T) = ePr(®), t€R.

Mivel tetszsleges t € R esetén

-
k(1)) 2122" +1'"% ItIZ2(““)' < av+ T,
r=0
ez a definicié §rtelmes, és £4(.) a

©0 L

Zye= Z 2:}"(1)

o
r=-—00 i/

véetlen valtozé karakterisztikus fliggvénye, ahol Y, (v) figgetlen, E (Yy(v)) = 5+ varhats értékd
Poisson eloszlast véletlen vAltozék, r = 0,%1,+2,.... (Egyszertiség kedvéért Z., értelmezhets
mint a ;

2o

PR )

r=-—-n <
részletdsszegek eloszlasbeli hatarértéke. P. Lévy folytonossagi tételének alkalmazésival knnyen
lathaté, hogy ez lehetséges.) Nyilvanvalé, hogy Z., korlatlanul oszthaté véletlen valtozs.

A késSbbiek kedvéért azt is megjegyezzuk, hogy, amint ez konnyen lathats, £(t) barmely
rogzitett ¢ € R esetén mint ~ fliggvénye folytonos az [%. 1] intervallumon. (Valéjdban £~(t) mint
kétvaltozds fliggvény folytonos az [%,l] x R tartoményon.)

Belatjuk, hogy a

o0
&(t) = / e'**dHy(z), teER,
)

relaciéval egyértelmfien megadott H., eloszlasfiggvény, vagyis Z. eloszlésfuggvénye, tetszdleges
yiE [%, 1] esetén az egész egyenesen folytonos. Egyszeril szdmol4ssal kapjuk, hogy

2 [ o= [ Lo (s 35 (008 1) ) -
= /mexp (——y E (l -cos(a2£')) %) ds <
o r=—00
() 00 o
< / exp (—'y Z (l - cos(sQ't)) 2") ds <
v k=0
< /‘°° exp | — i (l - coa(a2-§)) 2% | ds,
° k=K(s)
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ahol tetszdleges s > 0 esetén K(s) jelsli a legkisebb olyan k > 1 egész szdmot, amelyre log (f;) <
k — 1. Minthog, ekkor K(s) < 2+log (2) €s 527 < £, ezért 52~ < Z, valahanyszor k > K(s),
igy az :

)

4
l-cos:r:z--;:x':2 0Lz <€
g

(AR

egyenlStienség alkalmazasival azt kapjuk, hogy

oo oo oo
¥ b)) e ST EEH L st (l)"-
(l cos(s? ))2 > = 2 > p Py
(t‘) k=K(s) k=K(s) k=K(s)

4 2
= —2322"5(‘) > —s.
s ™

Ezért,

/ lex(e)ldt < 2v% / e~ % %ds < oo.

-00 0

Ebbdl a karakterisztikus fliggvényekre vonatkozé inverziés formmldbél (lasd pl. Rényi Alfréd:
Valészindségszamitas, I1. kiadas, TankBnyvkiads, Budapest, 1968, 266.0ld.) kdnnyen kdvetkezik,
hogy H- folytonos.

Tekintsttk a Z,, véletlen valtozdkat, rendre a Yn(t) := €+, (t), t € R, karakterisztikus és
Gn(r) = H,,(z), z € R, eloszlasfiggvényekkel, n = 1,2,.... Mivel n — oo esetén, barmely t € R

pontban,
) Tadbh
B fe) = 2 (eu:-/ﬂ’ - 1) :;2 — 0,
r=—[logn]+1

konnyen lathats, hogy tetszdleges t € R esetén
(== =) en(t) - w"(t) et O

amint n — oo. Legyen végul
A(Fn,Gn) = sup |Fn(z)- Gn(z)l,
—0LrL 00
ahol
Sn
F’l(:)=P —LSI ) z €R,

Nea

és tekintstik a természetes szamok egy végtelenbe tarté { n’ } részsorozatat. Mivel % <Y <1,a
Bolzano-Weierstass tétel szerint taldlhaté olyan tovabbi { n” } C { n’} részsorozat, hogy valamely
~ € [45. 1) szamra v, — ~ midén n” — co. Ekkor

A(an, G"n) < A(Fnu, H-,) + A(G"u ,H-,),
és a fentebbi megjegyzés miatt Y, (t) = &, (t) = é+(t) barmely t € R esetén, amint n” tart
a végtelenbe. Lévy folytonossagi tétele szerint igy G, (z) = Hy_, (r) = H~(z) a hatarfiggvény
minden folytonossigi pontjdban. Tekintve, hogy H- mindentitt folytonos, Pélya egy jol ismert
tételébsl kdvetkezik, hogy a konvergencia egyenletes. Teh4at
A(Gpn,Hy) — 0, ha n"” — oo.
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Figyelembe véve a (* » ») relaciét, ugyanigy adédik, hogy
A(Fun,Hy) =0, ha n” — co.
Minthogy az { n’ } részsorozat tetszdleges valt, ebbdl kapjuk, hogy

A(Fn,Gn) — 0, ha n — oco.

Csdrgs Sdndor megoldésa

II. megoldss

Definidljuk a Z., véletlen valtozé sorozatot ugyanigy, mint Csdrgd Sandor megoldasiban:

oo
n S Latr
M= Sheeny  Ln=logn]  Zy, =n7M N7 22N Y (),

re= -0

ahol Yr (vn) fggetlen, 22 = n2~L»=" varhaté értékd Poisson eloszlsti véetlen vAltozdk sorozata.
Megjegyezziik, hogy a haromsor-tétel miatt a Z., -t definidlé sszeg konvergens. Felhasznaljuk
még a Csdrgs Sandor megoldasaban adott (x) és (xx) becsléseket, melyek azt biztositjik, hogy a
Z., véetlen valtozd Gn(z) eloszlasfiggvénye £, (t) karakterisztikus fliggvényének abszolit értéke
integralhaté és ez az integral egy n-tdl fuggetlen korlat alatt marad.

A Gn(x) eloszlasfuggvények nyilvanvaléan korlatlanul oszthat6k, megmutatjuk,hogy telje-
n
sitik a feladat feltételeit. Ez az alabbi két &llitasbél kdvetkezik. Legyen S, = n=1/< E X és
k=1
Fy(z) ennek eloszlasftiggvénye.

a) Létezik olyan £, — 0 pozitiv szdmsorozat, hogy minden z € (—o0, c0)-re

Gn(-"-' = Cn) —&n < Fn(z) < Gn(’-‘ + Bn) + &n.

b) Minden n-re Gn(z)-nek létezik a gn(z) sfiriségfiiggvénye, és van olyan n-t&] fiiggetlen
M, hogy minden z € (—o0, 00)-re gn(z) < M.

ElSsz8r megmutatjuk, hogy a feladat 4llitssa a) és b) kdvetkezménye. Valéban,

(1) Fn(z) = Gn(z) = Fa(z) = Ga(z + €n) + Gn(z + €n) — Gn(z) < €n + Men,

(2) Gn(z) = Fa(z) = Gn(z — €n) — Fn(z) + Gn(z) — Gn(z — en) < €n + Men.

Mivel e, — 0, az (1) és (2) egyenlSségekbsl kdvetkezik sup, |Gn(z) — Fn(z)| — O, ami a
bizonyitandé volt.

A b) Allitas kdvetkezik Ce8rgs Saindor mar idézett (=) és (==) becsléseibsl.
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Az a) 4llitss bizonyft4sa a ksvetkezs észrevételekbs] adsdik. Legyen d,, egy elegendSen lassan
oo-hez tarté szamsorozat: legyen

Zs‘l) a1l Z 2*“. 'rY,.(‘yn),

oo
Lo4r
Z$|2) =n—l/c E o Yr('Yn);

r=Ln+da

20 =z, 72 _ 7®),

n
SO =p=12 " x,1 B 1,
n n ; k (X,,<2!"°‘.) r(‘?n)

S =12 § " X0 1 Yr (),
n =N kz_; o >pkadis ()

s =s, —s0) — .

(I4 az A halmaz indikatorfiggvénye.)

Mivel P(5%2) £ 0) — 0, P(Z? # 0) — 0, ES") — 0 & EZL)) — 0, egyszertt szémoléssal
adédik, hogy

(3) Sn-SP 2062, -2 0

(a = sztochasztikus konvergenciat jelent).
Masrészt S&s) a kdvetkezs alakban frhaté fel:
Latda

5‘$.3)= Z zl/avln—lla’

I=Lpn—dpn

ahol v = #{j,1 € j < n, z; = 2"/}, 1 = 1,2,... (§.A jeldli az A halmaz szamossagat). Jelolje
Fi¥(z) az S8, 1P (2) a 28 eloszlasfuggvényét. Ekkor Allitjuk, hogy

(4) Var(F) (), G5 (z)) — 0.

(Var({p:}, {0:}) a {p:} és {q:} diszkaét eloszlasok Z:‘. |pi — qi| variaciés tavolsagat jelsli.)
A (3) és (4) relaciokbdl kovetkezik az a) 4llitas. Hatra van még a (4) konvergendia bizonyfitésa.
Jelslje distr{Y;(vn), || < dn}ill. distr{vi4r,, I| £ dn} az {Y;(9n)} ill. {#141,} véletlen

valtozék (|7] € dn, |l| < dn) egylittes eloszlasst. A (4) konvergenda a
(5) Var(distr{Y, (v), il € dn}, distr{vi41,, [l < dn}) =0

konvergencidbél adédik. Ez utébbi az aladbbi becsléssorozat kdvetkezménye.
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Mivel dp, elegendSen lassan tart a végtelenhez, az (5) reldcdéban szereplS véletlen valtozék
{p1, ll| € dn} értékkészletét log’n-nel korldtozva, az elkBvetett hiba nem befolyasolja a becslésso-
rozat érvényességét.

Py = pi, lil € dn) = ———— :
1=I_]¢. pt (ﬂ ¥ zf:" m)!
#u s b Dl
H o—Pi(Latl) (1 il E 2(-L.+«)) =
l=—dy I=—dga
=~ (n2—La—)? o log®n
= H e et i -(1+o( $ )):
4 ! n
log® - V
= (1 +0 (%)) H P(Yi(wm)=p) =
I=~d,
= (1 +0 (%)) P(Yiva) = p1, I < du).

Major Péter megolddsa

A feladatra megold4s nem érkezett be.
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TARSULATI HIREK

a. Csillag P&l Taldlkozdé (Balatonlelle, 1992. jinius 12-16.; résztvevSk szdma
kb. 45 {5)

A rendezvényt a szokasos helyen tartottuk, a BME balatonlellei tabordban. A fiatal
matematikusokon kiviil 10-15 6 csaladtag is volt a taldlkozén. A résztvevsk kozott
volt egy TEMPUS keretében posztgradualis képzésben résztvevs olasz diak, ezért
az eldadasok felét angolul tartottdk.

A talilkozé elsé napjan Katona Gyula, a BIMT f6titkira tartott rovid meg-
nyitét.

A rendezvényen hiarom meghivott el6adé volt, egyéras eladasaikat az alabbi
cimekkel tartottak:

Totik Vilmos: Csebisev konstans és transzfinit 4tmérd

Hajnal Péter: Dontési fak

Kiss Gyorgy: Segre tétele.

A fentieken kiviil tovabbi 6, egyenként 30—45 perces eldadas volt, kiillonb6z6
témakorskbdal.

A szakmai program mellett jutott id& fiirdésre, focizasra, bridzselésre, szalon-
nasiltésre is.

Az idei Csillag P4l Talalkozé szervezését (a BJMT apparitusa segitségével)
Buczolich Zoltan, Illés Tibor és Kiss Gydrgy végezték.

(A beszamolét Kiss Gydrgy készitette.)

b. Ratz Laszlé vandorgyiilés (Zalaegerszeg, 1992. jilius 6-10.; kb. 620 f5)

A rendezvényt a Pénziigyi és Szamviteli F&iskola Zalaegerszegi Intézetében rendez-
tik.

A jilius 7-iki megnyité iilésen a Beke Man6é Emlékdijakat a Tarsulat Elndksége
nevében Palmay Lérant adta at.

A pleniris tllésen hangzott el Recski Andras: A grafelmélet minimax tételei és
alkalmazasaik, és Andras Vera: Kommunikacié pszicholégus szemmel cimi el6ada-
sa. Plenaris eldadasba illett volna Bonifert Domokos: , Vadécba rézsat” c. el6adasa
is, erre az elGadasra megduplazédott ugyanis a felss tagozatos szekci6 hallgatésaga.
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Jilius 8-9-10-ikén szekcibitléseken folytatta a vandorgyiilés a munkat.

Az alsé tagozatos szekci6ban a 6-10 évesek szamolasi technikdinak lehetséges
kialakitasi médozatair6l hangzott el el6adas. Matyasné Kokovay Jolan ,Szoroban
elmélet” c. el6adédsa és az ehhez a témahoz kapcsol6dé szeminariumok nagy ér-
dekl&dést valtottak ki, de kiemelkeds szinvonaltinak tartottik a résztvevék Zsinké
Erzsébet, Vassné Varga Edit és C. Neményi Eszter el6adasait is.

A felsé tagozatos és kézépiskolai szekciéban fontos témat igyekezett koriiljarni
a ,Matematika versenyek szerepe és lehet&ségei” cimii ankét. A versenybizottsa-
gok altal delegalt témavezetSk tartottak vitaindité el6adasokat, ill. szamoltak be
a versenyek helyzetérdl ,csiicsbizottsdgi” szinten. A fels§ tagozaton megvitattdk a
Varga Tamas verseny tapasztalatait, a KMBK versenyek tj lehet&ségeit, az Esz-
kerék c. folydirat tehetséggondozé szerepét. A kozépiskolai szekciéban az OKTV
versenyek problémdi és az Arany Daniel versenyek dj koncepci6ja keriiltek meg-
vitatasra. E vitak legfontosabb ,hozadéka”, hogy a versenyre el6készité tanarok
megismerkedhettek a versenybizottsdgok munkajaval és problémaival, a versenybi-
zottsagok dontéshelyzetben 1évé vezetsi és tagjai pedig meghallgathattak a tanari
véleményeket a verseny szerepérél, feladatair6l. A vitdkat a targyszeriség, szakmai
hozzaértés és nagyfoki felelsségérzet vezérelte.

Az ankétokat feladatmegoldé szemindriumok egészitették ki. Pogats Ferenc
a Varga Tamas versenyek, Sztrékay Vera és Urban Jianos a KMBK versenyek,
Suranyi Jéanos és Suranyi Laszlé a Kiirschak versenyek, Lehel Jens az Arany Daéniel
— haladé verseny feladataibél valogattak. Ezek a szeminariumok igen népszeriiek
voltak, mert magas szinvonalon, teljes mélységében mutattdk be a versenyfeladatok
matematikai holdudvarat is.

Surédnyi Janos, a versenyekr&l sz6l6 gondolatait (betegsége miatt) irasban jut-
tatta el a szervezébizottsagnak. Az ankét résztvevsi kérték, hogy ezt a fontos gon-
dolatokat tartalmazé irast a Tarsulat jelentesse meg.

A vandorgy(ilés plenaris ankéton foglalkozott az iskolarendszer szerkezetita-
lakitasanak lehetséges médozataival, a tankonyvkérdésekkel, a tanuléi, tanari se-
gédanyagok problémadival. Ez az ankét a problémaék felszinre hozasaban segitett,
elindithatta a legjobb megoldasok megtaldldsanak igényét. A szervezébizottsignak
e témakhoz is illesztett elképzelése — a tankényvet kiadé cégek arusitassal torténd
megjelenése — az eddigi médszerek finomitasara és ) utak keresésére osztonzi a
kovetkezd vandorgyiilések szervezd&it.

A résztvevSk hasznosnak tartottdk a tudomanyegyetemeken bevezetett egy-
szakos matematikatanari képesitésrél sz6l6, a FelsGoktatasi ankét keretében meg-
tartott ankétot.

A Fels6oktatasi ankét és a kozépiskolai szekcié Osszevont el6adasin Klepp
Ferenc (Temesvari Egyetem) szamolt be felvételi tapasztalataikrél. Részvételét
alapitvinyi tdmogatas tette lehet&vé.
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Nagy érdeklédés kisérte Vancsé Oddn elképzeléseit, amelyet el6adésa soran
részletesen fejtett ki. Sokan tamogattdk a matematikaoktatasi adatbank létrehoza-
sira tett lépéseit.

Az Informatikai bizottsag legsikeresebb eladdsa Simonovits Miklés ,Matema-
tika - szamitastechnika” c. el8adasa volt. (Sajnéalatos, hogy Horvath Laszl6 — Zsaké
Laszl6 el6adasa elmaradt.)

A Péter Rézsa emlékére késziilt videdfilmet sokan megnézték. Tanfitvanyai,
munkatéarsai emlékeztek a professzor asszonyra haldlanak 15. évforduléja alkalma-
bél. (Az anyagot Acs Katalin és az Amerikai Alapitvanyi Iskola készitette.) A teljes
plenaris #lésr8l és 9 eladasrdl, ill. szeminariumrél videdfelvétel késziilt. Megfele-
18 technikai el&készités utan ezeket az anyagokat a megyei, ill. f6varosi pedagégiai
intézeteknek masolasra felajanljuk.

A vandorgyiilés résztvevsi onkéntes felajanlasokkal (,+n Ft”) segitették a
kornyez8 orszagokbol érkezett magyar nemzetiségli matematikatanarok (idén 41-en
voltak) részvételét.

A véandorgy(ilés szakmai programjat zalaegerszegi varosnézések, nagysikeri ké-
rushangverseny és négy tGtvonalon Zala megyébe szervezett kiranduldsok egészitet-
ték ki.

A vandorgyiilés befejezésekor, a szokasoknak megfelelen iilést tartott az Ok-
tatasi Bizottsag. Az ilés legfontosabb hatarozatairél az Elnokség iilésén esik majd
sz6.

(A beszamol6t Békefi Zsuzsa készitetic.)

c. XXXIII. Nemzetkdzi Matematikai Didkolimpia (Moszkva, 1992. jilius
10-21.)

Az ezévi Matematikai didkolimpiat Oroszorszag rendezte meg Moszkvaban. A ver-
senyen 64 orszag 351 didkja vett részt, orszagonként 6-6 tanuléval, az ett8l eltérd
csapatlétszamokat zaréjelben kozoljilk. A csillaggal jelzett orszagok nem hivatalo-
san vettek részt; versenyz&iket nem dfjaztdk és részvételitk altaldban onkoltséges
volt.

A résztvev8k: Argentina, Ausztralia, Ausztria, Azerbajdzsan*(1), Belgium, Brazili-
a, Bulgaria, Ciprus, Csehszlovékia, Dania (5), Dél-Afrika, Dél-Korea, Eszak-Korea,
Esztorszag*(4), Fehéroroszorszag*(3), Finnorszag, Franciaorszag, Fuggetlen Alla-
mok Kozossége, Fillop-szigetek(4), Gorogorszag, Hollandia, Hongkong, India, Indo-
nézia, Iran, [rorszig, Izland(3), Izrael, Japan, Jugoszlavia, Kanada, Kazahsztan*,
Kina, Kolumbia, Kuba(3), Lengyelorszig, Lettorszag*(2), Litvania(3), Magyaror-
szag, Maka6, Marokké, Mexiké, Mongélia, Nagy-Britannia, Németorszdg, Norvégia,
Olaszorszag, Oroszorszag, Orményorszag*(4), Portugélia, Roménia, Spanyolorszag,
Svéjc(3), Svédorszag, Szingapiir, Tajvan, Térokorszdg, Thaifsld, Trinidad és Toba-
g6, Tunézia(4), Uj-Zéland, Ukrajna*, USA, Vietnam.
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A csapatokat Moszkviban j6 koriillmények kozdtt helyezték el, és ellatasuk is
kielégits volt. A magyar csapat, t&bb valogatéverseny alapjan a k8vetkez8kbél allt
Ossze:

Farag6 Gergely 3.o.

Kalman Tamas 3.o.

Lakos Gyula 4.0.

Pér Attila 4.0.

Szendrsi Balazs 4.0.

Ujvéari-Menyhart Zoltan 4.0., valamennyien a Fazekas M. Gyakorlé Gimnazium
tanuléi.

A magyar csapat vezet&je Pelikin J6zsef, helyettese Reiman Istvan volt.

A verseny feladatait igen j6l készitették el§. Osszességitkben kissé nehezeknek
bizonyultak, hiszen a didkoknak csak 7,4 szazaléka teljesitett 75 szdzalékon feliil,
és 50% feletti teljesitményt is csak 27,1 szazalékuk ért el. A résztvevék 33,9%-anak
a teljesitménye 20 szdzalék alatt maradt, ez azt is mutatja, hogy a mezdny els§
harmadat jelent8 élmezény és az utolsé harmad kozstt igen nagy a kiillénbség.

A verseny zsiirije a kétnapos (3-3 feladatos) versenyen elérhets 6 x 7 = 42
pontbdl a legaldbb 32 pontot elérteknek itélt I. dijat (26 versenyzs), a 31-24 pont
kozotti eredmény II. dijat (56 versenyzd), a 14-23 pont kozotti pedig III. dfjat
jelentett.

A magyar didkok kozill Pér Attila I. dfjat (32 pont) kapott, II. dijasok: Ujvari-
Menyhért Zoltan (30 pont), Szendr&i Baldzs (25 pont) Lakos Gyula (24 pont),
I11. dfjas : Faragé Gergely.

A legtsbb pontot elért tiz orszag:

1. Kina 240, 2. USA 181, 3. Romania 177, 4. FAK 176, 5. Nagy-Britannia
168, 6. Oroszorszag 158, 7. Németorszag 155, 8—-9. Magyarorszag és Japan 142, 10.
Franciaorszag 139.

A magyar didkok ebben az igen erés mezényben is megérizték azt a helyet, amit
az utébbi években elértek; killondsen értékelhetjitk ezt, ha figyelembe vessziik, hogy
szadmos nagy lehet&séggel rendelkezd orszagot sikeriilt megelézniink, és Oroszorszag
ebben az évben két csapatot is indithatott.

Amiben a magyar didkok nagyon lemaradtak az élcsoporttél, az az frasbeli koz-
1ési készségiiknek az igen gyenge szinvonala; a jovében a valogatas szempontjainak
erre is ki kell terjedniiik.

Az egyes résztvevé orszagok statusza sok vitara adott okot, de elfogadott nem-
zetkdzi egyezmények hidnydban a rendez8 orsziagnak jelenleg lehet&sége van arra,
hogy a meghfvottakat kivilassza és meghatirozza azok stituszat. [gy térténhetett
meg, hogy pl. a balti dllamok csak ,fizeté vendégként” versenyezhettek (Usszesen
9 emberre futotta a pénzilkk) mig Szerbia csapata Jugoszlivia néven meghivottként
vett részt. .
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A versenyz&k szamara tobb moszkvai és kérnyékbeli kirdndulést szerveztek.

Kétségkiviil dicsérends tdrekvés volt, hogy Oroszorszag jelenlegi helyzetében
is véallalkozott egy nagy témegeket mozgaté rendezvény megszervezésére. A mate-
matikai jellegi el6készités és a feladatok megoldasanak az ellenérzése (koordinécié)
egy komolyabb hiba kivételével mintaszerd volt. A koordinaciéban mintegy negy-
ven, nyelveket tudé matematikus vett részt. Az irasbeli versenyek, a zsiiri iiléseinek
és a versenyeket &vezd rendezvényeknek a lebonyolitisa azonban mar sokszor tet-
te prébara — és sokszor haladta is meg — a szervez8k erejét. Iddnként akkora
ziirzavart sikeriilt produkalniuk, hogy az még az e téren nagy tapasztalatokkal ren-
delkez6k bamulatat is kivaltotta.

A dolgozatok frasara pl. a 351 versenyz8t harom kézépnagysagi terembe terel-
ték be. Az egy nemzethez tartozékat egymas mellé iiltették. A feladatokat csak a
versenykezdés utan masfél éraval koz6lték a didkokkal, akik addig a kozel 30 fokos
h&ségben {&ttek. Feliigyelet a versenyen szinte nem volt, a meg nem engedett esz-
kozok hasznalatat senki sem ellendrizte. Az ilyen versenyeztetés kétségessé teheti
az eredmény realitasat.

A kovetkezd évi olimpia szervezését Torskorszag véllalta.

(A beszamolét Pelikdn Jézsef és Reiman Istvan készitette.)

d. ASL’92 (Veszprém, 1992. augusztus 9-16., 150 f5)

A Szimbolikus Logika Szévetség (ASL) megbizasabdl az 1992. évi rendezvényt
Tarsulatunk rendezte meg, az Allamigazgatasi Féiskola Veszprémi Intézetében.
Tarsrendez8k voltak: MTA Matematikai Kutatéintézete, ELTE BTK Szimbolikus
Logika Tanszéke.

A konferenciit, melynek 21 orsziagbdl 150 résztvevsje volt, anyagi tdimogatas-
ban részesitette az ASL IUHPS/DLMPS, az UNESCO, az MTA és az OMFB.

A nemzetkézi programbizottsag a kvetkezskbsl allt: J. Baumgartner, J. van
Benthem, S. Givant, D. Monk, J. Paris, V. Pratt, P. Pudlak, S. Shelah. A bizottsag
magyar tagjai: Dragalin Albert, Gergely Tamas, Hajnal Andras, Madarasz Tiborné,
Németi Istvan.

A konferencia szervezd bizottsaga az alabbiakbdl tev8dstt 8ssze: Hajnal Andras
elndk, Csirmaz Laszl6 titkar, Andréka Hajnal, Demetrovics Janos, Dragélin Albert,
Fazekas Gabor, Gergely Tamas, Gécseg Ferenc, Juhdsz Istvan, Komjath Péter,
Madarasz Tiborné, Németi Istvan, Ruzsa Imre, Sam Ildiké, Soukup Lajos, Suranyi
Janos, Sz8ts Miklés, Ury Laszl6.

A programot plenéris és szekciéel6adasok alkottdk. A meghivott el6addk és
plenaris el6adasaik a kdvetkez8k voltak:

Andréka Hajnal: Recent trends in algbraic logic, language and information
M. Cresswell: Restricted quantification
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K. Fine: Progressive reasoning

M. Foreman: An ideal on small ultrapowers and chrometic numbers
D. Gabbay: Fibred semantics for LDS

M. Gitik: The singular cardinal problem

R. Goldblatt: A framework infinitary modal logic

Yu. Gurevich: Finite model theory

Komjath Péter: Paradoxical decomposition of Euclidean spaces

H. Kotlarsky: Automorphisms of countable, recursively saturated models for Peano
arithmetic

L. Levin: Randomness and non-determinism in computing
R. Maddux: On the derivation of identities involving projection functions and direct
products
Ruzsa Imre: Intensional logic admitting semantic value gaps.
Az idénként 6t parhuzamos szekci6ban &sszesen 74 el6adds hangzott el.

A tamogatasoknak koszonhetSen a meghivott eladék és a nemzetkozi prog-
rambizottsig megjelent tagjai koltségének fedezésén felill részvételi dij csokkenté-
sében, illetve részleges tamogatisban tudott tovabbi 6 f&t részesiteni a szervezd
bizottsag.

A szakmai programot egy alléfogadas, egy fakultativ kirdndulds és egy, szintén
fakultativ bicsi-vacsora egészitette ki.

A konferencia — a visszajelzések szerint — j6l sikeriilt, amihez nagy mér-
tékben jarult hozzé az is, hogy a helyszin idedlisnak bizonyult ekkora rendezvény
megtartasihoz.

(A beszdmolét Csirmaz Laszl6 készitette.)
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ELLIPTIKUS GORBEK ES A FERMAT-SEJTES!

RONYAI LAJOS

1993. jinius 23-4n Cambridge-ben a Newton Intézetben Andrew Wi-
les angol matematikus bejelentette, hogy bebizonyitotta a Fermat-sejtést.
A hir igazi szenzaci6vé vélt. A vilag nagy napilapjaiban hosszi cikkek jelen-
tek meg a nevezetes eseményrsl. Néhdany hénappal késGbb kideriilt, hogy a
nyari szemindriumon vézolt gondolatmenetben egy jelentds hidnyossidg van.
Mar megint a szokdsos torténet — mondtik sokan a Fermat-sejtésre adott
szamos korabbi kérészéleti ,megoldasra” gondolva. A szakért6k masként vé-
lekedtek, ramutatva, hogy Wiles munkdja orési el6relépést hozott a teriilet
egyik kozponti problémadjaval kapcsolatban. Néhanyan koziililk ugy lattak,
hogy a bizonyitdsban levé lyuk is befoltozhaté par hénap, esetleg par év
alatt. Most, 1995 februdrjiban tgy tinik, igazuk volt. Mar 1994 nyaran vol-
tak olyan hirek (pl. [17]), hogy létezhet egy keriilout, ami mentén teljessé
tehetd a bizonyitas. 1994. oktober 24-én azutdn Wiles nyilvanossagra hozta a
[30] és [31] kéziratokat. Az els tartalmazza annak az elliptikus gorbékre vo-
natkozo6 eredménynek a bizonyitasat, amelybdl kovetkezik a Fermat-sejtés.
A miésodik — Richard Taylorral kozos — munka foglalkozik a keriil6utat
jelentd algebrai allitdssal.

Ebben az irdsban az els6dleges célunk olyan matematikai fogalmak és
gondolatok rovid, vazlatos bemutatdsa, melyek jelentds szerepet kaptak
Wiles munkdjaban. Emellett kitériink a bizonyitds szempontjabdl érdekes
eseményekre is.

1 Készonetet mondok Brédy Ferencnek és Ivanyos Giébornak értékes észrevételeikért.
Ez a munka részben az OTKA 2581. sz. szerzGdés tamogatasaval késziilt.



1 A Fermat-sejtés régi torténete

A Fermat-sejtés egy lefegyverzden egyszertien megfogalmazhaté allitas:
Ha z,y,2,n egész szdmok, n > 2 és z™ + y™ = 2™, akkor zzy = 0.

A kérdés eredetét kutatva i.e. 250-ig tekinthetiink vissza. Ezid6tajt szii-
letett Diophantosz nagyhatdsi munkéja, az Aritmetika, ami — ismereteink
szerint — el@szor adott kozre rendszerbe foglalva szamelméleti és algebrai
eredményeket. A II. Konyvbél valé a kovetkezd probléma: osszunk fel egy
adott négyzetet két négyzetre. A kozolt megoldas a kovetkezd pontosabb meg-
fogalmazast sugallja: keressik az 22 + y? = 22 egyenlet egész megolddsait,
szokasos neviikon a pitagoraszi szimharmasokat.

Pierre Fermat (1601-1665) toulouse-i jogasz csak kedvtelésb6l foglalko-
zott matematikaval, de olyan sok és fontos eredmény fiiz6dik a nevéhez, hogy
méltan tartjék kora egyik legjelentGsebb matematikusdnak. Fermat olvasta
az Aritmetikat, mégpedig nagy figyelemmel, amire szamos, a konyv margo-
jara irt megjegyzésébsl kovetkeztethetiink. A fenti, a négyzet felosztdsdaval
kapcsolatos részhez az aldbbi széljegyzetet fiizte:

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-
quadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem in
duos ejusdem nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem mirabilem
sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

Magyarul mindez igy hangzik:

Nincsen mod viszont felosztani kébot két kobre, sem négyzetes négyzetet két
négyzetes négyzetre, és daltaldban a négyzeten til a végtelenig semmiféle hat-
vanyt két ugyanolyan nevezetire; mely dolognak 1gazan csuddlatos bizonyi-
tasdt taldltam. Szikebb a margs, semhogy befogadnd.?

A Fermat-sejtést tehat egy olyan dllitasként fogalmazta meg, melyet
igazolni tud. Azéta eltelt kb. 350 év, és egészen napjainkig senkinek sem
sikeriilt bizonyitast talalnia. Ezért dltalinos a vélemény, hogy Fermat valo-
szintleg tévedett, elnézett valamit, és nem volt igazdn csuddlatos bizonyi-
tasa. Az 1800-as évek elejére minden mads (levelekben és margéjegyzetekben
fennmaradt) allitasdt sikeriilt tisztazni, csak ez az egy allt ellen makacsul
minden kisérletnek. Innen szdrmazik a sejtés masik gyakran hasznalt elne-
vezése: Fermat Utols6 Tétele.

2 Brédy Ferenc forditasa.



A kovetkez6kben megemlitiink néhany nevezetesebb eseményt a sej-
tés torténetébsl. A téma irdnt bévebben érdeklédd olvasénak Edwards [3]
és Ribenboim [14] kittin6 munkait ajanljuk. Az n = 3 és n = 4 esetek-
kel Fermat maga is foglalkozott, utébbira adott gondolatmenete fennma-
radt (szintén lapszéli jegyzetek forméjaban). Pontosabban azt mutatta meg,
hogy ha z,y, z egészek, és a4 + y* = 22, akkor zyz = 0. Médszere maés
problémakra is alkalmazhat6, és a ma hasznélt igen kifinomult valtozatait
Fermat-leszallasnak nevezik. A leszallds lényege, hogy egy (indirekt feltevés
szerint 1étezd) xq, y0, 20, Toyozo # 0 megoldasbo6l mindig kaphaté egy olyan
x1,Y1, 21, T1y121 # 0 megoldds, melyre |z1| < |zg].

Fermatnak az Utolsé Tétel bizonyitasdaval kapcsolatos tévedésérsl tobb
elképzelés is van. Egy népszerii nézet szerint feltehetdleg gy vélte, hogy a
leszdllis modszere konnyen atvihets tetszéleges n kitevore. Ilyen dltaldno-
sitdst azonban senki sem talalt.

Az n = 4 kitevo kizarasa utan elég a kérdést azokban az esetekben
nézni, amikor n > 2 egy primszam. Az n = 3 esetet L. Euler oldotta meg
1753-ban. L. Dirichlet és A. M. Legendre taldltak bizonyitdst n = 5-re 1825-
ben. Ugyancsak Dirichlet nevéhez fiz6dik az n = 14 kitevs (1832), az n =7
esetet pedig G. Lamé tudta kezelni 1839-ben. 1847 jeles év volt a sejtés
torténetében. Ekkor sziiletett az elsé nevezetes hibas bizonyitds, méghozza
olyan ismert matematikusok miveként, mint A. Cauchy és G. Lamé. A ma-
sik — sokkal fontosabb — fejleményt E. E. Kummer eredményei jelentették.
Kummer a kvadratikus reciprocitasi tétel altaldanositasan dolgozva megve-
tette az algebrai szamelmélet alapjait. Ebben az 4j elméleti keretben talalt
olyan eszkozoket, melyekkel a sejtés tobb kitevore is igazolhaté. Mddszere
mikodik példaul a 37, 59 és 67 kivételével minden 100-nal kisebb n primre.
Kummer eredményeire épitve H. S. Vandiver (1920 koriil) igazolta a sejtést
n < 100-ra. A nevek és az évszamok mutatjik, hogy bér kival6 matematiku-
sok foglalkoztak a probléméval, a haladds meglehetésen lassi volt. Komoly
elorelépést jelentettek az olyan feltételek, melyek révén szamitégépes maod-
szerekkel lehet vizsgédlni a problémét nagyobb kitevékre. Ezek segitségével
1992-re n < 4 000 000-ig igazoltak a sejtést.

Fontos mérfoldké Gerd Faltings (1983) egy altalanos, sok egyenletre
érvényes végességi tétele, melybdl kovetkezik, hogy egy adott n > 2-re az
2™ 4+ y" = 2" egyenletnek csak véges sok (relativ prim egészekbdl 4ll6)
megoldédsa lehet.



2 Elliptikus gérbék

A torténet jelenkori folytatasdban f6szerep jutott az elliptikus gorbéknek.
Miel6tt az eseményekrél beszélnénk. ismerkedjiink meg ezekkel a rendkiviil
érdekes, gazdag struktirdjiu objektumokkal. Legyen K egy test. Az y? =
az® + bx? + cx + d, a,b,c,d € K alaku egyenlettel definialt sikbeli gorbe
elliptikus gorbe a K test felett, ha az f(z) = aa® + bx? + ca + d polinomnak
nines tobbszorss gyvke. A gorbe diszkrimindnsa a A = (a] — ag)?(a; —
a3)?(ag — az)? mennyiség, ahol ay,as, a3 az f(z) polinom gyokei. A gyokok
kiilonbozésége egyenértékd a A # 0 feltétellel. A kovetkezé abra két (R
feletti) elliptikus gorbe grafikonjat mutatja.

\x 1 :
|
|

Elliptikus gorbék

Az elliptikus gorbéknek sok szép geometriai és szamelméleti tulajdon-
saga van. Egy ilyen érdekes tulajdonsag, hogy lehet egy az 6sszeaddsra em-
lékeztetd miiveletet definidlni a gorbe pontjain. A miivelet jol szemléltet-
hetd a valés test feletti gorbék esetén. Vegyiink a gorbéhez egy co-nel jelolt
»pontot”. Errl a magikus pontrodl feltételezziik, hogy rajta van minden az
y-tengellyel parhuzamos egyenesen,3 tovabbd, hogy az x-tengelyre vonat-
kozé tiitkorképe onmaga. Ezutan a gorbe P és ) pontjainak P & Q) 0sszegét
a kovetkezd recepttel hatarozhatjuk meg: legyen a P, () pontokon atmend

2 A projektiv geometria nyelvén: oo a fiiggsleges egyenesek idealis pontja.



egyenes és a gorbe harmadik metszéspontja R; ennek az xz-tengelyre valé S
titkorképe (ami szintén pontja a gorbének) a P& Q 6sszeg. Ha P = @, akkor
az 0sszekotd egyenesiikon a gorbe P-beli érintGjét kell érteni. Elgfordulhat
az is, hogy R megegyezik a P, Q pontok valamelyikével, ekkor az egyenes
R-ben érinti a gorbét. Végiil legyen oo & 0o = o0.

o

b
P=Q
&/

T+T =00

PQ

) o
b
°

Osszeadds elliptikus gorbe pontjain

A @ miiveletre teljesiilnek az osszeadds szokdsos azonossdgai, és oo
jatssza a 0 szerepét: a gorbe tetszoleges P, Q, R pontjaira PHQ = QDB P, 0o
P=P, (PB5Q)HR=Pd(Q®R). Ezek a tulajdonsigok, kivéve az utolsot,
az asszociativ szabdlyt, konnyen igazolhatok. Szintén egyszert belatni, hogy
a gorbe tetszbleges P pontjahoz a P-nek az x-tengelyre valé R tiitkorképe az
egyetlen olyan pont, melyre P& R = oo teljesiil. Az §sszeaddsnal megszokott
értelemben haszndlhatjuk tehdt az R = &P jelolést.

Két pont 6sszegének a koordinatai kifejezheték az dsszeadanddk koor-
dinatdival és az elliptikus gorbe a, b, ¢,d egyiitthatéival, mégpedig csak a
+, —, -,/ miiveletek segitségével. Ebbg1 két fontos kivetkeztetés vonhato le.
Egyik, hogy a & miivelet definidlhat6 algebrai titon, koordinatdakkal. Masfe-
161, ha az a, b, c,d egyiitthatok és a P, Q pontok koordindtdi benne vannak
egy L testben, akkor P & @ koordinatéi is L-beliek (a oo is L-beli pont-
nak tekintendd). Ha L egy a K-t (és ekkor az a,b,c,d egyiitthatékat is)
tartalmazo test, akkor jelolije E(L) az E : y* = aa® + ba? + cax + d gorbe
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L-beli koordinataju pontjainak dsszességét. Az el6z6 fejtegetés szerint E(L)
csoport a 4 miivelettel.

Példa. Az y% = 23 — 22 gorbe egy P = (x,y) pontjara a P& P pont u, v
koordindtdit igy szamithatjuk:

2
3x2 -2 322 -2
(%) u= -2z + (T)—> ; U=t —-x—(;L' —u).
Y zy

A kifejezések nem értelmesek, ha y = 0. Ez azt a tényt tiikrozi, hogy ekkor
P & P = oo; mésképpen fogalmazva, a gorbe P-beli érintdje fiigg6leges.

3 Elliptikus gorbék a komplex test felett

A kovetkezGkben egy olyan megkozelitést vazolunk, mellyel viszonylag ter-
mészetesen szarmaztathaté az elliptikus gorbék pontjain értelmezett ossze-
adds. Az uniformizacio-tételt még azért is érdemes ismerni, mert a Wiles
altal bizonyitott tény szelid analégjinak tekinthetd.

Legyenek wy, ws komplex szamok, és tegyiik fel, hogy az wy /w9 hdnyados
nem valés. Az wy,ws altal generdlt A récs az awj + bws alakti pontok
halmaza, ahol a és b tetszGleges egész szamok.

Az f: C — C meromort fiiggvény elliptikus fiigguény (a A racsra nézve),
ha
f(z+w) = f(2) teljesiil minden z komplex szam és w € A racspont esetén
(f kettosen periodikus).

Els¢ halldsra talan meglepd, hogy vannak nem konstans elliptikus fiigg-
vények. Két klasszikus példa a Weierstral o-fiiggvény és a derivaltja p. A
A récs p-fiiggvényét az alabbi sorral definidljuk:

=g+ 5 (o)

w€EA, w#0

Nem nehéz megmutatni, hogy a sor abszolit kovergens, ha z nem récs-
pont, tovibba a kovergencia egyenletes C\ A minden korldtos zart részhal-
mazan. Innen kapjuk, hogy p regularis a C \ A halmazon. A sor alakjabél
ezutan rogton lithato, hogy p-nek a racspontokban kétszeres polusai van-
nak.

Az egyenletes konvergencia miatt ©’(z) a sor tagonkénti differenciala-
saval kaphato: 3

/
P (2) = -2 S,
wea (2 —w)



A @'-nek harmadrend( pélusai vannak a racspontokban, a C\ A hal-
mazon pedig regularis. A sor alakjabél azonnal adédik, hogy ¢ kettdsen
periodikus, igy tényleg egy elliptikus fiiggvény. Innen konnytd megmutatni,
hogy ¢ is kettGsen periodikus. Mivel ¢’ elliptikus, a p(z + w;) — p(2) kii-
lonbség dllandé. Hasznélva, hogy g péros fiiggvénye z-nek, a z = —g5w;
helyettesités mutatja, hogy az dllando 0.

Ezzel lényegében attekintést kaptunk az dsszes a A racsra nézve ellipti-
kus fiiggvényrsl. Igazolhaté ugyanis, hogy minden ilyen fiiggvény megkap-
hat6 a konstansokbél, p-bél és ©'-bsl a négy alapmiivelettel.

A p fiiggvény eleget tesz egy

2 3
(#'(2))" = 4p(2)” — g2p(2) — g3
alaku differencidlegyenletnek, ahol g9 = g2(A) és g3 = g3(A) a rdcstol fiiggd
dllandék. Az egyenletbél az y = '(z), * = p(z) helyettesitésekkel egy E
elliptikus gorbe egyenletét kapjuk:

y2 =423 — gax — g3.

A Weierstraf-fiiggvények az F gorbe egy paraméterezését adjik. Ennek
pontosabb értelmezéséhez vegyiik elgszor szemiigyre a C/A halmazt. A C/A
elemei a komplex szamok ckvivalencia-osztédlyai arra a relaciéra nézve, mely
szerint z1 és zo akkor ekvivalensek, ha a 21 — 29 kiilonbség racspont. A C/A
halmaz elképzelhetd tigy, hogy a 0, wy, wj +wa, ws paralelogramma szemkozti
oldalait osszeragasztjuk. A kapott alakzat egy torusz.

wy wyrw, -
~
‘
[ /o=
0 wy :

A C/A halmaz

A hajtogatas és ragasztas utdn a paralelogramma négy csicsa a térusz
ugyanazon P pontjanak felel meg. A Weierstrafi-fiiggvények tekinthetdék
olyan leképezéseknek, melyek a P kivételével a térusz minden pontjaban
értelmezettek. Nézziik ezutan a kovetkezs ¢ : C/A — FE leképezést:

¢(:) = { (57(5)’ p'(z)), ha j iC/A\ {P}v

00, ha P



Megmutathato, hogy ¢ egy kolcsonosen egyértelmii leképezése a C/A
térusznak az E elliptikus gorbére. Ennél tobb is igaz: a ¢ egy komplex
analitikus izomorfizmus is a két objektum kozott (tehdt példaul a téruszon
kozeli pontok képei kiozeli pontok lesznek a gorbén).

Algebrai szemmel nézve C/A a komplex szdmok additiv csoportjanak a
A részcesoport szerinti faktorcsoportja. (A térusz z; és z9 pontjainak dsszegét
ugy kaphatjuk meg, hogy a z1 + z9 komplex szamot alkalmas racsvektorral
visszatoljuk a 0, wy,w] + w9, wy paralelogrammaéba.) A ¢ megfeleltetés talan
legszebb tulajdonséga, hogy izomorfizmus a C/A és az (E,®) csoportok
kozott. Ez konnyen kovetkezik a Weierstraf-fiiggvényekre vonatkozé aldbbi
addiciés tételbdsl:

0(21) p'(21) 1
p(22) o' (22) 1{=0.
p(z1 +22) —p'(z1+22) 1

Az osszefiiggés azt mondja, hogy a ¢(z1), &(z2), ©¢(z1 + 22) pontok
egy egyenesen vannak, amib6l az E-beli 6sszeadés definici6ja szerint ¢(z1)®
¢(22) = ¢(21 + 22).

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy mely elliptikus gorbék kaphatok
meg az itt vazolt modon egy alkalmas C-beli racsbol. Az uniformizdacio-tétel
néven ismert eredmény szerint minden* komplex egyiitthatés elliptikus
gorbét megkaphatunk igy. Nevezetesen, ha g9 és g3 két komplex szam,
melyekre a 423 — g2x — g3 polinomnak nincs tébbszoros gyoke, akkor van
olyan A C C récs, melyre g2 = g2(A) és g3 = g3(A).

Az uniformizacié-tétel segitségével szamos, az (E,®) csoportra vonat-
kozé allitds egyszertien igazolhat6. Példaként legyen m > 1 egész és nézziik
az E[m| részcsoportot, melynek az elemei az E azon P pontjai, melyekre

[m]Pdng GP®---® P = oo (az Osszeg m-tagi). A C/A csoportban a
megfeleld elemek éppen az (i/m)w; + (j/m)ws alakiak, ahol 0 < 7,7 < m
egészek. Innen kovetkezik, hogy F[m] két m-edrend( ciklikus csoport direkt

szorzata.

Az itt vazolt, elliptikus fiiggvényeken alapulé megkozelités hasznalhato
az @ osszeadas bevezetésére (pl.[18]). Tudomésom szerint ez a legkevesebb
eszkozt igényld ut, kovetéséhez elegendd a komplex fiiggvénytan elemeinek
ismerete (pl. [27] a Weierstrafl fiiggvényeket is targyalja).

1 Két gorbét nem tekintiink kiillonbozének, ha egyik a masikbol @ — 72+ s alaku valtozécse-
rével kaphaté, ahol r,s € C. Ilyen helyettesitéssel tetsz&leges harmadfokii polinom atalakithaté
423 — gox — g3 alakura.

8



4 Elliptikus gérbék aritmetikija

Ha az a, b, c,d szamok egészek, akkor tetszGleges p primszamra tekinthet-
jik az y?2 = ax® + ba? + cx + d (mod p) kongruenciat. Ennek megolda-
sait a 0o ponttal egyiitt szokds a gorbe modulo p pontjainak nevezni. Az
Y2 =23 - 22 gorbe modulo 5 pontjait révid szdmolds utan megkaphatjuk:

007 (0’ 0)’ (1, 2)7 (17 3)’ (2? 2)’ (2’ 3)’ (3’ 1)’ (3’ 4)’ (4’ 1)7 (4’ 4)'

Néhany rosszul viselkedd primszamot kivéve — ezek a primek mind osz-
téi a A diszkrimindnsnak — értelmezhetd a @ osszeadds egész-egyiitthatos
gorbék modulo p pontjain is. Itt is sziikség van a oo pontra, és két pont dssze-
gét ugyanazokkal az algebrai kifejezésekkel szamithatjuk ki, amelyek a valds
pontokra megadjik az dsszeg koordinatait. Péld4ul a C : y? = 23 — 22 gorbe
modulo 5 pontjaira hasznalhatok a (x) formuldk, ha a P& P osszeget akarjuk
meghatdarozni. A modulo p redukélt gorbe fogalma kiterjeszthetd racionalis
gorbékre, ha eltekintiink azokt6l primektsl, melyek osztjék a, b, c,d valame-
lyikének a nevezgjét. A racondlis egyiitthatés F gorbe modulo p pontjainak
halmazit E(F))-vel szokas jelolni. E(F),) egy véges kommutativ csoport a
@ miivelettel. Igy tekintve C(F5) izomorf a tizelemii ciklikus csoporttal.

Az elliptikus gorbék szamelméleti tulajdonsagainak vizsgilata (egész és
raciondlis koordindtdju pontok, modulo p pontok, a & miivelet hatdsa eze-
ken) ebben a szdzadban vilt intenzivvé. Erdekességként azért megemlitjiik,
hogy az egyik elsg ilyen természetii allitdst szintén Fermat margdszéli fel-
jegyzései kozott talaltak. Arrél a tényr6l van szo, hogy az y2 = z3 — 2
egyenletnek csak két egész megolddsa van, nevezetesen (3,+5). Igen szép
és fontos eredmény L. J. Mordell tétele (1921): egy racionalis egyiitthatds
gorbének van véges sok raciondlis koordinatdju pontja, melyekb6l az 6sszes
raciondlis pont megkaphaté a & mivelet alkalmazédséval; masképpen fogal-
mazva, a raciondlis pontok csoportja végesen generdlhato.

B. Mazur (1978) megadta azokat a véges csoportokat, melyek elgfordul-
hatnak, mint véges rendi elemek csoportjai E(Q) alakt csoportokban (E
tetsz6leges raciondlis gorbe.) Ezek a csoportok legfeljebb 16 elemtiek.

A modulo p pontokkal kapcsolatban Emil Artin a doktori disszertacio-
jaban fogalmazta meg sejtésként a |p + 1 — |[E(Fp)|| < 2,/p egyenlStlensé-
get, amit egy analégia alapjan az elliptikus gorbékre vonatkozé Riemann-
sejtésnek nevezett. Ennek a sejtésnek és altalanositdsainak vizsgdlata ve-
zetett az aritmetikai algebrai geometria kialakuldsdhoz, és fantasztikus si-
kereihez. Taldn elegendd itt Pierre Deligne és Gerd Faltings Fields-érmes
eredményeire utalni. Az elliptikus gorbékre vonatkoz6 Riemann-sejtést H.
Hasse igazolta 1934-ben.



Az elliptikus gorbék aritmetikdja bévelkedik érdekes nyitott kérdések-
ben. Ezek kutatdsa igen aktiv teriilete a jelenkori matematikdnak. Egy ilyen
kérdést most alaposabban szemiigyre vesziink. 1955-ben Taniyama Yutaka
japan matematikus megfogalmazott egy a racionédlis egyiitthatos elliptikus
gorbékre vonatkozé sejtést. Kés6bb Shimura Goro japin és André Weil
francia matematikusok a sejtés pontosabb megfogalmazasat adtdk. Ezt a
hipotézist Taniyama—Shimura—Weil-sejtésnek (réviden TSW-sejtés) fogjuk
nevezni.

5 Modularis fiiggvények és a TSW-sejtés

Kovetkezd célunk a Taniyama—Shimura—Weil sejtés ismertetése. Ennek
egyik megfogalmazdsa sok tekintetben hasonlit a komplex gorbék Weier-
strafl-elmélete kapcsan megismert uniformizacio-tételre. A Weierstraf-el-
mélet szerint tetszGleges E komplex gorbéhez létezik egy A réacs és egy
¢ : C/A — E leképezés.

A A récsot tekinthetjiik ugy, mint az euklideszi sik egybevigésagainak,
még pontosabban eltolasainak egy (diszkrét) részcsoportjat. A C/A halmaz,
vagyis a 0,wy, we, wi +ws paralelogramma az élei mentén dsszeragasztva egy
alaptartomdny a A hatdsara nézve: egy z € C komplex szdmhoz pontosan
egy 2z’ € C/A van, melyre z — 2/ € A.

Vegyiik most a Bolyai-Lobacsevszkij geometria felsd félsik modelljét.
Ennek ponthalmaza a valés tengely feletti komplex szamokbdl allé H félsik.
Az egyenesek a képzetes tengellyel parhuzamos nyilt félegyenesek és az olyan
félkorivek, melyekhez tartozé kor-kozéppontok a valds tengelyen vannak.

A H modell pontjaira és egyeneseire teljesiilnek a sikgeometria szokisos
axiémaéi, kivéve a parhuzamosokra vonatkozét. Egy adott ponton keresztiil
egy adott egyeneshez tobb parhuzamos is hiizhatoé.

Ismert, hogy a z +— % alaku leképezések, melyekre a, b, ¢, d valésak
és ad —be = 1, a H modell egybevagésigai. Ezeket tigy is tekinthetjiik, hogy

b : \
az <Z d) alaki, 1-determinansi valos matrixok hatnak H-n. Szamunkra
most azok az egybevigdsigok lesznek fontosak, melyeknél a, b, ¢, d egészek.
Legyen

F:{(a b); a,b,c,degészekésad_bczl}‘
c d

A T tekintheté a H mozgatasaibol allo diszkrét részcsoportnak. Meg-
mutathaté, hogy a hatérolé vonalak mentén valé megfelel6 osszeragasztds
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utdn (ennek mikéntjét az olvaséra hagyjuk) az
L
F =4z ¢€ H; |Rez|§§es|z|21

halmazbél a I" egy H-beli alaptartoméanyat kapjuk.

Szamelméleti szempontbol igen fontosak a I' csoport kovetkezd részcso-
portjai. Legyen N > 0 egy egész szdm és

To(N) = {(‘;f fil) & Nlc}.

A To(N) véges indexi részcsoportja I'-nak. Nem nehéz megmutatni,
hogy |I' : To(N)| = NTI(1 + %), ahol p végigfut az N primosztéin. Az F
halmazbol kiindulva T'o(N) egy alaptartomédnyét kaphatjuk a kovetkezé mo-
don: legyenek az oy, ... ay, € I' elemek a I'g(N') baloldali mellékosztalyainak
reprezentansai (m = | : T'o(N)|). Ekkor az

Fo(N) = a7 (F)U---ua L (F)

halmaz (a hatarpontok megfelelé azonositasa utdan) a I'g(/NV) egy H-beli alap-
tartomanya lesz. Az a; elemek valaszthatok ugy is, hogy Fp(IV) egyszeresen
osszefiiggd legyen.

Példa. Nézziik meg alaposabban az N = 2 esetet. Az index-formula szerint
IT': Tp(2)| = 3. Tekintsiik a I' kovetkezs elemeit:

i X 0 -1
(3 1) 5= )

A T-nek megfelels leképezés H-n az 1-gyel val6 eltolds. S hatdsa pedig
az egységkorre vonatkozé inverzié, majd a képzetes tengelyre valé tiikrozés
Osszetételének tekinthetd.

Egyszertien ellendrizhets, hogy az I egységmadtrix, valamint S és L
a I'g(2) részcsoport I'-beli baloldali mellékosztalyainak egy reprezentdns-
rendszere. Figyelembe véve, hogy S? a H identikus leképezése, kapjuk, hogy

Fy(2) = FU S(F)UST(F).

Az Fy(N) halmaz néhany hatérpontja a valds tengelyen van. Ezeket
a fiiggtleges egyenesek végtelen tavoli pontjaval (jele i100) egyiitt a I'g(IV)
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cstcspontjainak nevezziik. Megmutathaté, hogy I'g(p)-nek (p prim) ponto-
san két csiicspontja van.

Legyenek k > 0 és N > 0 pozitiv egészek. A H félsikon meromorf f(z)
fuggvény k-silyi moduldris fiiggvény a I'g(N) csoportra nézve, ha minden

b
i e (Z d) € I'g(NV) transzformaciora teljesiil az

7 (E5) = (e + 04
osszefiiggés, tovabba f(z) meromorf a I'g(/N) csicspontjaiban. (Ez utébbi
tulajdonsag értelmezésétél a rovidség kedvéért eltekintiink; ezek az tn.
cstcsfeltételek az f(z)-nek a cstcspontok kizelében val6 viselkedésére adnak
kikotést.)

Az f(2) k-silyu csicsforma a T'g(N) csoportra nézve, ha az el6bbieken
til még f(z) reguldris H-n és eltiinik a csticspontokban.

A Tamyama—Shimura—Weil sejtés szerint minden raciondlis egyiitt-
hatds elliptikus gorbe paraméterezhetd 0-stulyt modularis fiiggvényekkel.
Pontosabban fogalmazva, tetszGleges raciondlis egyiitthatos y? = ax® +
ba? + cx + d gorbéhez van olyan N > 0 egész, és vannak olyan nem l-
landé, O-silyii, a To(XV)-re modularis f(z),g(z) fiiggvények, hogy f(z)% =
ag(z)3 4+ bg(2)? + cg(z) + d teljesiil.

A sejtés finomabb — de az eredetivel egyenértéki — megfogalmazdasa
a legkisebb alkalmas /N értéket is megadja.

Erdemes Osszevetni a TSW-sejtést az uniformizicio-tétellel. Ott az
euklideszi sik egy diszkrét mozgascsoportja segitségével tudtunk komp-
lex elliptikus gorbéket paraméterezni. A TSW-sejtés egy ezzel analég al-
litdst fogalmaz meg racionélis gorbékre. A hiperbolikus sik I'o(N) alaku
diszkrét mozgascsoportjait haszndlva az euklideszi esetre megismert elja-
rashoz hasonloan kaphatunk paraméterezést modularis fiiggvényekkel. A
Weierstraf-fiiggvényekkel val6 paraméterezhetGséget szokds euklideszi uni-
formizdcionak nevezni, a TSW-sejtésbelit pedig aritmetikar tipusi hiper-
bolikus uniformizdacionak (err6l a parhuzamrol tovabbi részletek taldlhatok
a [11] dolgozatban). A TSW-sejtésnek eleget tevs elliptikus gorbéket mo-
dularis gorbéknek nevezziik. A moduldris gorbék a kétfajta uniformizacio-
b6l hihetetleniil gazdag, kettds (euklideszi, illetve hiperbolikus) geometriai
struktirdat orokolnek, aminek sok érdekes szamelméleti kovetkezménye van.

A TSW-sejtésnek van egy maésik, tisztdn szamelméleti iz megfogalma-
zasa is. Ennek kimonddsahoz sziikség van néhany tovabbi tényre és foga-
lomra. Jelolje S(N) a I'g(/N) 2-stlyu cstucsformdinak (komplex) vektorterét.

14



Ismert, hogy S(N) véges dimenziés vektortér (pl. S(N) dimenziéja 0, ha
N <11,és1, ha N =11).

A T eltolds eleme a I'g(V) csoportnak, ezért tetszéleges f(z) modularis
fiiggvényre teljesiil az f(z) = f(z+ 1) osszefiiggés. Komplex fliggvénytanbol
jol ismert, hogy az ilyen értelemben periodikus fiiggvények Fourier-sorba
fejthetdk:

(e.@)

f(z) = Z ang",
n=—oo
ahol ¢ = €%™% és az a; egyiitthatok komplex szamok. Ha f egy cstcsforma,
akkor az ioco-beli csucsfeltétel szerint a kifejtésben ay, = 0, ha n < 0.
Az S(N) téren hatnak a Ty, (m > 1 egész) Hecke-operdtorok:

T f(2) = Z( Z danm/(l?)qn’

n=1 (d,N)=1
d|(n,m)
ahol (a,b) az a és b egészek legnagyobb kozos osztdja.
Az f(z) € S(N) egy sajatforma, ha Ty, f(z) = am f(z) teljesiil minden
m-re.

A moduldris tulajdonsdg szamelméleti megfogalmazdisa: Legyen E egy raci-
ondlis egyiitthatos elliptikus gorbe, p egy prim. Jelslje E(F,) a modulo p
redukélt gorbe pontjainak halmazéit (beleértve a co pontot is). Az E modu-
laris, ha van olyan N > 0 és f(z) = Y02 ang™ € S(N) sajatforma, melyre
véges sok p prim kivételével igaz az

ap =p+1—|E(Fp)|
egyenlség. A TSW-sejtés tehat kifejezhetd tisztdn csak az |E(Fp)| p =

2,3,5,7,11,. .. sorozat tulajdonsigaként.

Példa. Legyen C az y? = 23 — 422 + 16 egyenletii elliptikus gorbe.
A p = 2,11 eseteket 1\1\eve a modulo p redukalt gorbe elliptikus lesz.
Megmutathaté, hogy az

—qH(l—q ) =S gt =g - 22 — P +2¢* + ...

n=1
végtelen szorzat kifejtésével kapott sor egyiitthatéira
Cp =P +1— |C(Fp)|
teljesiil, ha p > 2. Igaz tovabba, hogy F(e%™"*
sajatformaja.

) a Tp(11) csoport egyetlen

15



6 Shimura, Frey, Serre, Ribet és Wiles

A TSW-sejtéssel kapcsolatos elsé jelents eredményt Shimura érte el 1971-
ben, megmutatva, hogy teljesiil azokra az E gorbékre, melyeknek van komp-
lex szorzasa.

A komplex szorzas fogalménak értelmezéséhez nézziik az (E(C),®)
csoport algebrai endomorfizmusait. Algebrai endomorfizmuson egy olyan
h : E — FE leképezést értiink, melyre h(co) = oo és h minden P €
E pont egy kornyezetében alkalmas raciondlis fiiggvényekkel definialhato.
Ebbél a két tulajdonsagbol kiovetkezik, hogy h csoport-homomorfizmus is.
Az eddigiek alapjan nyilvanval6, hogy az [m] : P +— [m]P alaki leképezések
algebrai endomorfizmusok (m egy egész). Az E-r6l akkor mondjuk, hogy
komplex szorzdsa van, ha rendelkezik olyan algebrai endomorfizmussal, ami
nem [m] alaku.

Példa. Az y? = a3 — 2 gorbe (x,y) — (—z,iy) leképezése egy komplex
SZOTZA4s.

Az euklideszi uniformizacié-tétel alkalmazasdval nem nehéz megmu-
tatni, hogy E(C) algebrai endomorfizmusainak a gytrije vagy Z-vel izo-
morf, vagy pedig algebrai egészek egy Z-nél bévebb gyftiriijével valamely
Q(V/M) testbsl, ahol M egy negativ négyzetmentes egész. (Az euklideszi
uniformizacié inverze ¢ ! az E algebrai endomorfizmusainak éppen azokat
az « komplex szamokat felelteti meg, melyekre aA C A.)

Ismert, hogy csak véges sok raciondlis egyiitthatés gérbének van komp-
lex szorzasa. (A megfelel6 invertdlhato transzformaciokkal egymésbol meg-
kaphaté gorbéket azonosaknak tekintjiik.)

A kovetkezd fontos esemény mér osszefizi a két szdlat, az Utolsé Té-
telt és az elliptikus gorbéket. 1985-ben Gerhard Frey német matematikus
meglepd kapcsolatot talalt. Tegyiik fel, hogy ¢ > 3 prim, és a paronként
relativ prim a, b, ¢ egészekre teljesiil, hogy a’ + b’ = ¢t b paros és a + 1
oszthaté 4-gyel. Konny{ meggondolni, hogy ha az Utolsé Tétel nem igaz,
akkor ilyen ¢, a, b, c négyes létezik. Egy ilyen ,megoldashoz” Frey a kovet-
kez§ egész-egyiitthatos elliptikus gorbét rendelte (in. Frey-gorbe® ):

y2 = o(z— ae)(x -+ bé).

5 Kzeket a gorbéket Yves Hellegouarch (pl. [6]) mar korabban vizsgalta; céljai azonban

forditott irdanytak voltak. A Fermat-sejtéssel kapcsolatos eredményeket alkalmazott elliptikus
gorbékre.
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A gorbe diszkrimindnsa A = a2b20c2 szép szimmetrikusan fiigg az a, b, ¢

szamokt6l. A német kutatét szamitdsai ahhoz a meggy6zddéshez vezették,
hogy a Frey-gorbékre nem teljesiilhet a T'SW-sejtés. A Frey altal vazolt heu-
risztikus gondolatmenetet pontositva Jean-Pierre Serre két sejtést fogalma-
zott meg, melyeket Cj-nek és Cy-nek nevezett [22]. Megmutatta tovabba,
hogy a C1,Cy és a TSW-sejtésekbdl kovetkezik a Fermat-sejtés.

A Cq és Cy sejtéseket Kenneth A. Ribet amerikai matematikus igazolta

a kovetkezG évben (1986) ([15], [16]). Ribet munkaja nyomén vilagossa valt,
hogy a TSW-sejtésbol kovetkezik az Utolsé Tétel.

Andrew Wiles péalydja kezdete 6ta foglalkozik elliptikus gorbék aritme-
tikdjaval. Els6 messzire szolo — tandraval, John Coates-szal kozosen elért -
eredménye [1] e targyban 24 esztendds kordban, 1977-ben jelent meg. A prin-
cetoni egyetem professzoraként méar régéta a kérdéskor egyik vezets szak-
tekintélyének szamit. A hirek szerint Ribet eredményének kozzététele 6ta
dolgozott a TSW-sejtés igazolasan. 1993. junius 23-4n Cambridge-ben tar-
tott eldadasan bejelentette, hogy igazolta a TSW-sejtést elliptikus gorbék
egy nagy osztdlydra, melybe, ha léteznének, beletartoznanak a Frey-gorbék
is. Bz az osztdly a félig stabil gborbékbdl 4ll. A félig-stabilitas feltétele a mo-
dulo p redukalt gorbékre vonatkozo kikités, ahol p|A. A feltételt nem nehéz
megérteni y2 = (x — A)(z — B)(x — C) alaku gorbék esetén, ha A, B, C egé-
szek. A modulo p redukalt gorbe akkor tesz eleget a kikotésnek, ha az A, B, C
szamok nem mind adjik ugyanazt a maradékot p-vel osztva (p = 2, 3-ra vala-
mivel bonyolultabb a helyzet, ezt nem részletezziik). Haszndlva, hogy a, b, ¢
paronként relativ primek, a Frey-gorbére p > 3 esetén egyszert ellendrizni
a félig-stabilitds feltételét.

7 Galois-reprezentaciok

Wiles bizonyitasdban stratégiai szerepet jatszanak a Galois-reprezentdciok.
Legyen G az osszes algebrai szambdl 4ll6 Alg test automorfizmusainak
csoportja. Példaul a komplex konjugilds eleme G-nek. Valamely R gytri
esetén jelolje GL,(R) az R gytr( feletti m-szer m-es invertalhaté matrixok
(multiplikativ) csoportjat. A Galois-reprezentacick G — GLpy(R) alaku
homomorfizmusok.5

Alapvetd konstrukcid. Legyen E egy racionalis egyiitthatés elliptikus gorbe.
A G hat az F(Alg) pontjain: ha ¢ € G és P = (u,v), akkor o(P) =

6 A definicié6 még egy folytonossagi feltételt is tartalmaz; ettsl itt eltekintiink.
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(0(u),o(v)). Abbol, hogy a P & Q pont koordinatii az osszeadandék ko-
ordindtaibol raciondlis miiveletekkel szamolhaték, kapjuk, hogy o egy ho-
momorfizmusa lesz az (E(Alg),®) csoportnak. Legyen n egy pozitiv egész
és tekintsiik az E gorbe E[n] részcsoportjat. A Weierstrafi-elmélet kovet-
kezményeként lattuk, hogy E[n] = (Z/nZ)2. Az E[n] végességébsl konnyen
kovetkezik, hogy pontjai algebrai pontok. E[n] elemei az E(Alg) csoport-
nak éppen azok a pontjai, melyek n-szerese elttinik. Ezért a ¢ € G au-
tomorfizmusok az E[n| részcsoportot énmagaba képezik. Jelolje p,(o) a o
hatdsdbol ad6do leképezését E[n|-nek. A o invertdlhatésdga miatt py (o) is
invertdlhat6, vagyis automorfizmusa az (E[n],®) csoportnak. A (Z/nZ)?
csoport automorfizmus-csoportja pedig éppen GLo(Z/nZ). A p, igy egy
G — GLo(Z/nZ) leképezésnek tekinthetd, ami egy Galois-reprezentdcio.

Példa. Legyen E az y2 = a3 +z egyenletd gorbe. Ekkor
E[z} = {OO, (0’0)7 (770)’ (_270)} = {001P11P27P3}-

A pa(G) részesoport meghatdrozasihoz nyilvan elegends G helyett a P,
pontok koordinatai altal generalt Galois-b&vitést és annak automorfizmusait
nézni. Bz Q(v/—1), a GauB-racionalisok teste, melynek automorfizmusai az
id identikus leképezés és a o komplex konjugdlds. Egyszeri szdamoldssal
kapjuk, hogy o(Py) = Pj és o(P,) = P; & P». Ha most rogzitjik E[2]-
ben a P, Py béazist, akkor az alabbi G L9(F9)-beli métrixok adédnak:

pid) = (g 1) )= (g 1)

A py reprezenticié képtere kételemti. Valamivel tobb szamolgatéssal igazol-
hat6, hogy az y? = 23 — 2 gorbénél po(G) = GLy(Fo).

(-adikus €s moduldris reprezentdcidk. Legyen F egy racionélis egyiitthatds
elliptikus gorbe, ( egy primszam, és nézziik az E-bol kapott ppm : G —
GLo(Z/I"Z) reprezentaciokat. Ezek az (-adikus egészek konstrukciéjahoz
hasonlé eljarassal osszerakhatok (inverz limesz) egy oy : G — GLo(Zy)
Galois-reprezentaciova; itt Z, jeloli az (-adikus egészek gytiriijét. op az F-
hez tartozé (-adikus reprezentdcié.” A oy reprezentacié a py egy felemelése
abban az értelemben, hogy py = r o gy, ahol r : GLy(Zy) — GLo(Fy) a
modulo ¢ redukcié.

7 Mar korabban emlitettiik, hogy a TSW-sejtés elsé valtozatat Taniyama Yutaka fogalmazta

meg. O vizsgalta elGszor az (-adikus reprezentacidkat is. Az altala elinditott két gondolat-fonal
néhany évtizeddel késGbb csattandsan ésszetalalkozott. Taniyama tragikusan révid, de igen ter-
mékeny palyajara emlékezik Shimura [24].
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A Zy-hez hasonlo gytriiket a TSW-sejtés szempontjabol az teszi érde-
kessé, hogy a sajatformak felgl is megkozelithet6k. Valamivel pontosabban:
M. Eichler és Shimura G. tetszoleges f € S(N) sajatformahoz konstrual-
tak py 4 1 G — GLy(A) Galois-reprezentdciékat, ahol A egy az f-t6l és
(-t61 fiiggs, a Zy-hez hasonlé® gytird. A p 7,A alakban megkaphat6 Galois-
reprezentaciok a moduldris reprezentdciok.

Wiles gondolatmenetében kozponti szerepet jatszik a kovetkezd hipoté-
zis. Legyen ( egy pératlan prim.

Felemelési sejtés ((): Legyen E egy félig stabil raciondlis egyitthatos ellipti-
kus gorbe, és tegyiik fel, hogy

(i) pe egy irreducibilis reprezentdcid,

(11) pe-nek van moduldris felemelése.

Ekkor E egy modularis gorbe.

Az (i) feltétel azt jelenti, hogy nincs E[f]-nek valédi py(G)-invaridns
részcsoportja. A (ii) feltétel egy py o alaki reprezentdci6 létezését irja eld,
melyre pg = ropy 4, ahol r az A-bdl az F algebrai lezartjaba vivs redukei6
kiterjesztése métrixokra.

A bizonyitas egyik részében megmutatja, hogy ha a felemelési sejtés
igaz az ( = 3,5 esetekben, akkor igaz a TSW-sejtés félig stabil gorbékre. A
felemlési sejtés alkalmazasandl a f6 nehézséget a (ii) kovetelmény jelenti.
Az egyetlen ismert moéd moduldris felemelés taldlasiara R. Langlands és
J. Tunnell mély eredménye ([10], [28]), ami ¢/ = 3 esetén ad megfelels
reprezenticiot (tetszoleges racionalis gorbére, melyre p3 irreducibilis). A
gondolatmenetnek ez a része boszorkdnyosan otletes, ugyanakkor kovethetd
tankonyv-szint{ ismeretek (pl. [7], [8], [13], [25], [23]) birtokdban is.

A 134 oldalas [30] kézirat nagyobbik része p : G — GLy(Fy) alaki
Galois-reprezentacick o felemeléseivel foglalkozik. A p és o reprezentédcidkra
megfogalmazott bonyolult kikotések mellett bizonyitani tudja, hogy utébbi
moduldris lesz ( 0.2. és 0.3. tételek a [30] kéziratban). Az eredménybdl
viszont kovetkezik a felemelési sejtés az ¢ = 3,5 esetekben, tehat a TSW-
sejtés igaz télig stabil gorhékre.

A bizonyitasnak ez a része igen nehéz, valésziniileg csak az aritmetikai
algebrai geometria néhany tucat szakértdje ismeri kell§ alapossiggal azt a
hatalmas arzenalt, amit a dolgozat haszndl. Az eszkozok kozott van példéul
Viktor A. Kolyvagin [9] és Karl Rubin [19] néhany éve kidolgozott mddszere,

& A kommutativ algebrat kedvelG olvasé szamara: A egy teljes lokdlis Noether-algebra Z,
felett.
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mellyel nagyon szép 1j osszefiiggéseket taldltak diofantikus egyenletek (ra-
ciondlis) megoldhatésiga és kongruenciaként valé megoldhatésiga kozott
(lasd pl. [12]). A [30] kézirat elss, 1993-as véltozatdban éppen a Kolyvagin—
Rubin-médszer alkalmazasaban talaltak hidnyossdgot.? A rés kozvetlen be-
toméséhez egy csoport rendjére kellett volna korlatot bizonyitani. A hidnyzo
allitésrol tobben gy vélekedtek, hogy az igaz,'? és csak id6 kérdése a bi-
zonyités.

Wiles mas utat valasztott. Visszatért egy kordbbi elgondoldsahoz, mely
szerint egy a Hecke-operatorok segitségével megadott gytiri vizsgdlata ad-
hatja hidnyz6 lancszemet. A megfelelg gytrtelméleti allitast Richard Tay-
lorral [31] sikeriilt igazolniuk. A [30] és a kiegészit§ eredményt tartalmazé
[31] kéziratokat 1994. oktéber 24-én tették kozzé.

Tudomaéasom szerint a két kéziratot az Annals of Mathematics-hoz nyuj-
tottak be kozlésre. A szerkesztGk négy birdlot kértek fel a dolgozatok atné-
zésére. Még nincs hivatalos hir a birdlatok eredményérsl, de minden eltelt
nappal egyre val6szintibb, hogy a bizonyitas allja a sarat. Barmi is lesz az
eredmény, az mar ma is bizonyos, hogy Wiles munkéja 6ridsi attorést hozott
a TSW-sejtéssel és altalaban a Galois-reprezenticiék moduléris felemelése-
ivel kapcsolatos kutatdasokban. Ezek koziil az egyik leglatvanyosabb fejle-
mény, hogy ma mar végtelen sok raciondlis egyiitthatos elliptikus gorbérsl
tudjuk, hogy moduléris. Utolsé példank ezt illusztrélja.

Példa. (K. Rubin—A. Silverberg [21] nyomén.) Jelslje E; a kovetkezs gorbét:
y? =23 + (27t* — 18t — D + 4t(27t* + 1),

ahol ¢ egy raciondlis szam. Megmutathat6, hogy E; egy elliptikus gorbe
tetszbleges t € Q esetén. Igaz tovdbba, hogy E[3] és E[3]| izomorf G-
modulusok, ahol E = Eg az y%2 = 23 — 2 egyenlet( gorbe. Az utolsé allitas
azt jelenti, hogy van olyan 7 : E;[3] — E[3] csoport-izomorfizmus, melyre
tetszéleges x € Ey[3] és 0 € G esetén o(n(z)) = n(a(z)).

E-nek komplex szorzdsa van, ezért Shimura idézett tétele szerint mo-
duléris. Wiles eredményeibdl kovetkezik, hogy ha t nevezGje nem oszthaté
3-mal (vagy, ami ezzel egyenértékii: E; modulo 3 redukéltja elliptikus gorbe),
akkor F; is modularis.

9 A hirek szerint a kézirat egyik biraléja, Nicholas M. Katz akadt ra.

10 Ezt tette John Coates is az 1994 tavaszan Budapesten tartott elGadasaban.
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Irodalom

Megjegyzések. Az elliptikus gorbék elmélete irant érdekléds olvasé tobb

igen j6, ujabb kelet konyv koziil vdlogathat: [25], [8], [7], [26]. Modularis

fiiggvényekkel és aritmetikai alkalmazasaikkal foglalkoznak a [13], [8], [23],

29] munkdk. Wiles cambridge-i el6addsa nyomén sziilettek az ismertetd

jellegt [2], [4], [5], [20] dolgozatok.
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ELLIPTIC CURVES AND FERMAT’S LAST THEOREM
L. RONYAI

The paper gives an account of the most important developments leading
to the recent proof of Fermat’s Last Theorem by Andrew Wiles. Some key
concepts related to the proof are introduced and briefly discussed. These
include elliptic curves, modular functions and Galois representations.
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RUGALMAS PENZERMEK!

SZALKAI ISTVAN? 6s DAN VELLEMAN

Képzeljiink el egy olyan érmét, amely 3—"'63@ valészinfiséggell) fej, és
1-p = 3;6‘@ valésziniiséggel irds. No jo, de ldassuk, mire jo egy ilyen
érme! Haromszor feldobva annak a valészintisége, hogy hdrom azonos dobast
kapunk (harom fej vagy hdrom irds) nem més, mint

_9+5v3 9-5v3 1
36 8 9

p>+(1-p)°

azaz, érménk haromszori feldobasdval egészen pontosan tudunk egy kozon-
séges (fej=irds=1/2 valésziniiséggel) érmét szimuldlni. Azonban, ha csak
kétszer dobjuk fel az érmét, mi annak a valészintisége, hogy egy irdst és egy
fejet kapunk? Pontosan 2p(1 — p) = 1/3, azaz érménket egy olyan érmét is
tudunk szimuldlni, amely 1/3 valdszintiséggel fej, 2/3 valészintiséggel iras.
A fenti eredményeket tgy is tsszegezhetnénk, hogy érménkkel a p = 1/2 és
a p = 1/3 val6szintiséggel fejre es6 érmék helyett is hasznalhatjuk. Hat ezért
nevezhetjiik rugalmasnak a p = 34?@ valészintiséggel fejre esd érmét!

3+v3

A tovabbiakban ezt ugy fogalmazzuk, hogy =z~ szimulalja mind az
1/2-et, mind az 1/3-ot. Altalaban pedig mondjuk azt, ha p és ¢ mindketten
0 és 1 kozé es6 val6s szamok, hogy p szimuldlja q -t, ha taldlunk egy olyan
n € N természetes szamot, és az n hossztségu fej-irds dobassorozatoknak ki
tudjuk jelolni egy olyan E részhalmazat tgy, hogy a p valészintiséggel fej ér-
mét n-szer feldobva a kapott dobassorozat F-nek pontosan ¢ valészintiséggel
lesz eleme.

T A cikk az American Mathematical Monthlyban jelent meg el&szér (100(1993), 26-33).
A szerz6k ezért a munkajukért a Mathematical Association of America 1994. évi Lester Ford
Dijat nyerték el. (Iivente 6t dijat osztanak ki a Monthlyban megjelent legjobb cikkek szerz&inek.)

 Jelen cikk a Peregrinatio I. Alapitvany 2/1991. sz. tamogatasaval késziilt

1) A 0 és 1 kézotti valés szamokat nevezziik valészintiségeknek.
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Persze ezt a valészintiséget konnyen ki is tudjuk szdmolni:
n . .
P(E) =3 ap'(l—p)"™",
1=0

ahol a; jeloli E' azon elemeinek (azon dobassorozatoknak) a szamat, ame-
lyekben a fej i-szer (és igy az iras n — i-szer) fordul el6. Az elemi valoszint-
ségszamitasban jartas Olvasé konnyen latja, hogy barmely dobédssorozatban
a fejek és irasok sorrendje lényegtelen, és hogy az ilyen dobdssorozatok va- .
16szintisége pontosan p'(1 — p)"~*. Osszegezés utan kapjuk a fenti képletet.
Az is beldthat6, hogy a; < (7) (binomidlis egyiitthat6), st tetszGlegesen
valasztott ilyen {a;};_ szamsorozathoz taldlhaté dobdssorozatok egy meg-
felel6 E halmaza.

Igy kimondhatjuk az alabbi definiciot:

0. DEFINICIO Tetsz6leges p,q € [0,1] valés szémok esetén p szimulalja
q-t, ha taldlhat6 olyan n € N természetes szdm, és olyan a; < (7) természe-
tes szamok 0 < i < n, amelyekre

n
g=> _ap'l-p)"" =
r

Dolgozatunkban a kiovetkezd kérdést feszegetjiik: a [0, 1] halmaz mely
részhalmazai szimulalhatoak egyszerre (egyetlen p szimmal), illetve adott p
szam a [0,1] halmaz milyen részhalmazat szimulalja?

Néhédny észrevételt maris tehetiink. A ,,p szimuldlja ¢-t” relacié nyilvan
reflexiv (azaz minden p szimuldlja 6nmagét), és konnyen lathatéan tranzi-
tiv (ha p szimulalja ¢-t n hosszi dobasokkal, és ¢ szimulalja r-et m hosszi
dobasokkal, akkor p szimuldlni fogja r-et n - m hosszi dobasokkal). Ennek
belatdsat az Olvaséra bizzuk. Az ilyen tulajdonsigu reldciékat a matemati-
kaban el6rendezésnek, angolul preorder-nek nevezziik. Nyilvanvaléan 0-at
és 1-et minden p € [0, 1] val6s szam szimulalja, és dltaliban p egyszerre szi-
mulélja (vagy nem szimuldlja) ¢-t és (1 — ¢)-t. Tovdbbd, ha p egyszerre szi-
mulalja ¢-t és r-et,akkor szorzatukat, ¢-r-et is. A fentiekbdl az is kovetkezik,
hogy ha p szimuldlja a ¢,r,s € [0,1] szdmokat, akkor a qr + (1 — ¢)s sz&-
mot is. Ezt a kiillonos tényt a 6. Tétel bizonyitdsaban majd hasznalni fogjuk,
ezért nevezziik (@) tulajdonsagnak. Megemlitjiik még azt az 6nmagéban is
érdekes algebrai tényt, hogy: tetszdleges p € [0, 1] szam éltal szimulélt valés
szamok halmaza nem mas, mint a {0, 1} halmaz (algebrai) lezartja egyetlen
kétvdltozos miiveletre, nevezetesen az f(x,y) := pxr + (1 — p)y miveletre
nézve.
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Mit allithatunk még a .p szimuldlja ¢-t" relaciérol? Mint a bevezetd-
ben is latjuk, olyan érméket érdemes tervezniink, melyek egyszerre tobb,
szamunkra  hasznos” valészintiséget egyszerre szimuldlnak. Mint példdul az
1/2-et és az 1/3-ot. De miért kellett olyan bonyolult szamot valasztanunk,
mint a 5%@ ~ 0, 78867 Péld4ul, racionélis szdmot nem taldlhattunk volna?
Sajnos nem. Elgszor is: 1/2 nem szimuldlja 1/3 ot. Mérpedig azért nem,
mert az 1/2 éltal szimuldlt szdmok, a > ;" a;p'(1 —p alaku kifejezé-
sek, olyan raciondlis szdmok, melyek nevezii 2-nek hatvinyai. Médsodszor
pedig: 1/2-et csak egyetlen raciondlis szam tudja szimulalni: 6nmaga. Le-
gyen ugyanis p = % olyan racionalis szam, mely szimulalja 1/2-et, persze j
és k relativ primek. Ekkor

)n.—i

1 n ) .
5= ap(l-p)""
=0

Ha most b; = (") — a;, akkor a binomiilis tétel miatt

n k . 1
Bint (] — 17,—1,:1____:_
_Z ip' (1 — p) S

Ne feledjiik, hogy ag + by = ({ 1) = 1, vagyis egyikiik 0, mondjuk a, Ekkor

—1 AN—1
a k—
‘E a;p'(1—p)"~ L—pE a;p (1 -p)" S| id' (k=)

-1
=1 ok k"

l\.alr—ﬂ

vagyis k" = 2j-Y 14 a;j l(/’c — j)"_l, azaz j | k"™ amibél j = 1 kovetkezik,

hiszen k és j relativ primek. De mivel 1 —p = (k — j)/k = (k — 1)/k szintén
szimuldlja 1/2-et, igy hasonlé okoskodéssal azt is kapjuk, hogy & — 1 = 1.
Vagyis j = 1, k = 2, azaz p = 1/2, Q.E.D. Végiil harmadszor: hasonl6, bar
kissé hosszadalmasabb gondolatmenettel az is megmutathaté,hogy 1/3-ot
csak két raciondlis szam tudja szimuldlni: az 1/3 és a 2/3.

A fenti harom ténybdl pedig valoban az latszik, hogy 1/2 és 1/3 semmilyen
raciondlis szaimmal nem szimulalhaték egyszerre.

(Altaldban az a tény is a fentiekhez hasonléan igazolhat6, hogy tetsz6leges 1-
nél nagyobb N négyzetmentes szam esetén az 1/N szdmot csak két racionalis
szam szimuldlhatja: 1/N és (N —1)/N).

A fentiek azt mutatjak, hogy a raciondlis szdmok altal szimuldlt valo-
szintiségekre nagyon erds (oszthatosdgi) feltételek kell, hogy teljesiiljenek.
Azonban irraciondlis (de még mindig algebrai) szamokkal sokkal rugalma-
sabban lehet akarhdny (de véges) szamot egyszerre szimuldlni, mint azt az
alabbi tételek mutatjak.
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1. TETEL Legyen F' C Q a raciondlis szamok egy tetszdleges véges rész-
halmaza, és F C [0,1]. Ekkor létezik egy olyan p € [0,1] valds szam, amely
egyszerre szimuldlja F' manden elemét.

A Tétel bizonyitasat az alabbi két dllitasra alapozzuk:

o =

, g > n—1
2. ALLITAS Tetszo6leges n > 1 természetes szam esetén (1 - %) =

o -1
BIZONYITAS: Tekintsiik az f(z) := (1 - %)x fiiggvényt.

Mivel Tim_ flx)=1¢és lin_li_ f(xz) = 400 konnyen latszik, ezért elegendd
= =010

&
azt megmutatnunk, hogy f monoton csokkend. Ha derivalunk:

(@) = f(z) - [i +1In (1 - 1)] .

x

Mivel In(z) < @ — 1 minden 2 € (0,1) val6s szamra, ezért ln( — %) < %
ha = > 1. Ebbdl pedig f'(x) < 0, vagyis f monoton csokkenése kovetkezik.

3. ALLITAS Tetsz6leges z € [0,1/e] valés és n € N természetes szamhoz
taldlhaté olyan p € [0, 1] valés szdm, amelyekre

np(l — p)n_1 —1
(azaz az egyenlet p-re megoldhato).
BIZONYITAS: n = 1 esetén egyszeriien p = z. Legyen most n > 1. Ekkor
p = 0 esetén az egyenlet bal oldala 0, ami z-nél kisebb; p = 1/n esetén pedig
a bal oldala 1/e-nél nagyobb (az 1. Allitas alapjan), igy z-nél is nagyobb.
Mérpedig a bal oldal p-nek folytonos fiiggvénye, vagyis valoban létezik 0 és
1/n kozott olyan p valés szam, mely kielégiti az egyenletet. m

Ez ut6bbi allitds azt mondja, hogy ha egy érmét, (mely p valészintiséggel
fej), n-szer feldobunk, pontosan z annak a valészintisége, hogy egy fejet
dobunk. n-et pedig a Tétel bizonyitasaban vilasztjuk meg, a szimuldlni
kivant raciondlis szamok F' halmazatol fiiggden.

Az 1. TETEL BIZONYITASA: Legyen F elemei nevezdinek maxi-
muma N, mondjuk N > 4, és legyen n = N!/3. A 3. éllitds szerint az
np(1 — )l = 1/3 egyenletnek van p € [0, 1] megoldésa. Ebbé] mar kovet-
kezik az, hogy p minden

apl-p)" ===
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alaki raciondlis szamot szimuldl, ha 0 < a < (]) = n = N!/3. Példaul az
1/3,1/4,...,1/N szamokat. Mint az 1. Tétel kimondésa el6tt megéllapitot-
tuk, ha p szimuldlja ¢-t, akkor (1 — ¢)-t is, s6t ha még r-et is, akkor a ¢r
szorzatot is szimuldlja p. Vagyis esetiinkben p még a 2/3,3/4,... (N—-1)/N
szamokat is szimulalja. S6t, 2/3-3/4 = 1/2-et is. (Itt hasznédltuk kiaz N > 4
feltevést.) Mivel tetszileges j/k alaku raciondlis szam el6all az eddig szimu-
lalt raciondlis szamok véges szorzataként:

J o8 j+1 442 - E=1

E~f+1 j42 543 k

(feltéve, hogy 1 < j < N), ezért p val6ban minden olyan j/k tortet szimulal,
melynek nevezGje N-nél nem nagyobb. N vilasztisa miatt ez pedig azt
jelenti, hogy p valéban szimuldlja F' minden elemét. m

Moédszeriinkkel irracionélis valészintiségek bizonyos halmazairél is meg-
mutathaté, hogy a halmaz minden eleme szimuldlhaté egyetlen p val6szint-
séggel: Legyen F tetszéleges olyan véges részhalmaza a [0, 1/e] intervallum-
nak, hogy F barmely két elemének hanyadosa raciondlis. (Azaz FF C Q- &
valamilyen € € R val6s szamra, ahol Q- & := {r - &|r € Q}.) Legyen F leg-
nagyobb eleme z. Ekkor F' minden eleme z-nek racionalis tobbszorose, azaz
valamilyen N kozos nevezdvel

_[, 0z zim
F—‘{'-'stNa"'»N}

ahol persze ji, j2, ..., jm N-nél kisebb egész szamok. Mivel z < 1/e, igy a 3.
Allitas miatt az Np(1 — p)N_1 = 2 egyenldség teljesiil valamilyen p € [0, 1]
valés szdmra. Ez a p szdm minden zj /N szamot szimuldl, ha j < IV, vagyis
p szimuldlja F' minden elemét.

Az F-re tett 1/e fels6 becslés is kikiiszobolhets. Mi eddig csak az
np(1 —p)"’_1 = 2z egyenl6séget oldogattuk meg p-re, azaz a szimuldlds-
kor egyetlen fejet irtunk els, a tobbi dobds irds volt. n sajnos elég nagy
is lehetett, pl. a nevez6k kozos tobbszorose. Az 1/e felsé becslés pedig a

n—1 .
lim (1 - %) = % egyenlGségb6l adédott (I1d. 2. Allitds). Azonban, ha

n—oo

tobb fejet is megengediink, az 1/e korldt varhatéan atléphetd.

Ezt a
k i n—1
n T T 1
lim li A A =% R
k_l_r,rolonl—{lcl)o; (’&) (n> ( n) et
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egyenlGség (x € R tetszéleges) teszi lehet6vé, hiszen igy minden z € [0,1]
szadm esetén k-t és ng-at elég nagynak valasztva (ng > k) a

k .
Z (7:> pZ(l i p)n—z g

1=1

egyenlet minden n > ng szam esetén megoldhaté p-re, p € [0,1], és a fenti
bizonyitds gondolatmenete megismételhetd. Ez bizonyitja alabbi Tételiinket:

4. TETEL Legyen F C [0, 1] egy olyan véges részhalmaz, amelynek birmely
két elemének hanyadosa raciondlis. (Azaz 3¢ € R F C Q- &.) Ekkor létezik
eqy olyan p € [0., 1] wvalés szam, amely szimuldlja F minden elemét.

A Tételre most egy masik bizonyitdst adunk:
BIZONYITAS: A szamolasok egyszerisitése végett tegyiik fel, hogy 1 ¢F.
Legyen F legnagyobb eleme z, és irjuk fel F' elemeit z raciondlis tobbszoro-

seiként: ; . ’
)1 2)2 Z)m
F = b S s T
{ NN N }
ahol j1,72,...,9m < n és N € N. z < 1 miatt taldilhatunk olyan elég nagy
n egész szamot, amelyre

1 1+aN _
S
Osszuk el maradékosan ('/)-t N-el, legyen ¢; a hanyados, r; < N pedig a
maradék (i = 1,2,...,n), azaz () = N - ¢; + r;. A bizonyitds kulcsa az a
tény, hogy az alabbi (*) egyenletnek van p € [0, 1] valés gyoke:

n
(%) D> Ngp'(l-p)" "=z
=1
Ha mar megtaldltunk egy ilyen p-t, akkor persze p az dsszes

. n
=) JH n—i
Fee= L=
= a=l
alaki szamot szimulédlja, azaz F minden elemét is, q.e.d.

Mar csak a (*) egyenletet kell megoldanunk. p = 0 esetén a bal oldal 0,
ami z-nél kisebb; p = 1/2 esetén pedig nem maés, mint

n n n
Ny, il n 1 ]

i=1 =1 =1

1 1+nN
>ﬁ[2” —1-nN]=1- o
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Mivel pedig az egyenlet bal oldala p-nek folytonos fiiggvénye, igy valéban
létezik 0 és 1/2 kozott olyan p valés szam, mely kielégiti az egyenletet.
[gy teljes mértékben belattuk a 4. Tételt. m

Vegyiik észre, hogy az 1. Tétel bizonyitdsaban szerepld p egy raciondlis
egyiitthat6ju polinom gyoke, az ilyen valés szamokat algebrai szamoknak
nevezziik. (Kozismert, hogy az algebrai szamok halmaza testet alkot a szo-
kasos + és - miiveletekkel. résztestként tartalmazza Q-t és részteste R-nek.
Mivel az 1. Tételben F elemei is racionalis szamok voltak, igy p nem is
lehet més, mint algebrai. A ,p szimuldlja ¢-t” relacié definicidja miatt ha
p,q € [0,1] és p szimuldlja ¢-t, akkor f(p) = ¢ valamilyen egész egyiittha-
toju polinomra, vagyis ha p és ¢ valamelyike algebrai szdm, akkor a masik
sem lehet mas. Altaldban még az is igaz: ha p,q € [0,1] és p szimuldlja g-t
akkor Q[p] = Q[g], ahol tetszdleges z € R valds szamra

Q[z] = {r € R | r algebrai Q(z) felett}
és
Q(z) = R legkisebb azon részteste, mely tartalmazza Q —t és 2 — t.

Ebbél az is kovetkezik, hogy ha p szimuldlja valamely F C [0,1] halmaz
elemeit, akkor F'\ {0,1} minden ¢ elemére Q[p] = Q[q] feltétleniil teljesiil.
Vagyis tetszéleges F' C [0,1] halmaz elemeit csak akkor lehet egyetlen p
valoszintiséggel szimulalni, ha F\ {0,1} minden ¢,r elemeire Q¢] = Q[r].
Nem tudjuk azonban, hogy a fenti felltétel elegendd-e. Példaul azt sem

tudjuk, hogy % és %, vagy pl. % és 47 szimuldlhatok-e egyszerre.

Mely F' C [0,1] halmazok elemeit lehet egyetlen p valoszintiséggel szi-
muldlni? Tételeink erre nem adnak dltaldban teljes valaszt.

Pontosabban, R tetszéleges részhalmazaira ugyan nem tudjuk a vdlaszt,
azonban ha csak raciondlis szamokra szoritkozunk, akkor pontosan le tudjuk
frni azon F C Q részhalmazokat, melyeket egy (tetszoleges valds) szdm
szimuldl. Eredményiink az alabb kovetkezs két Tételbsl fog kovetkezni.
Mindezekhez két jelolésre lesz sziikségiink.

Ha N € N tetsz6leges természetes szam, akkor jelolje Qn azon raciondlis
szamok halmazét, melyek nevez6i N-nek hatvinyai, azaz legyen

o= {

Jelolje tovabba S, a p altal szimuldlt szamok halmazat, azaz legyen

:j,kEZ} (N € N)

Sp = {q € [0,1] : pszimuldlja ¢ — t} (p € [0,1])
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5. TETEL Legyen p € [0,1] tetszdleges. Ekkor S, NQ C Qn walamilyen
N € N szdmra.
BIZONYITAS: A bizonyitas alapstlete Martin Goldsterntsl szarmazik.

Ha p nem algebrai, akkor, mint mér észrevettiik, S,NQ = {0,1}, vagyis
a Tétel éllitasa nyilvanvaléan teljesiil.

Tehét p algebrai. Legyen

1

flx) =anz" +ap—12"" " +---+ajx+ap

egy olyan minimalis fokt egész egyiitthatés polinom (nem azonosan nulla),
melynek p gyoke, és a, > 0. Megmutatjuk, hogy S, N Q C Qqan-

0 és 1 nyilvin elemei Quy-nek. Legyen tehat ¢ € S, N Q \ {0,1}. Mivel p
szimuldlja ¢-t, ezért ¢ = g(p) valamely

g(®) = by2™ + bm_lwm—l + -+ bz + by

egész egyiitthatés polinomra. Ekkor g(p) — ¢ = 0, de mivel f(x) minimélis
fokt polinom volt, ezért f(x) osztéja g(x) — g-nak, azaz

() 9(z) —q = f(z) - h(z),

ahol

k—1

h(z) = cpa® + R +-- 4z 4+

egy raciondlis egyiitthatos polinom. A (*) egyenlet a polinomok fokszamaira
és egyiitthatoira a kovetkezd egyenletrendszert jelenti:
m=n+k
Dy = 8, =G
bm—1 = an - Cg—1 + an—1-Ck
bn—2 =an - Cp—g + ap—1-Cp—1 +ap-2 -k

by =ay-co+ ap-Cy
bo — q = ap - Co
ALLITAS: (a,)" ! - ¢),_; mindig egész szam, ha i =0,1,...,k.
BIZONYITAS: i-re vonatkozo indukciéval. Az i = 0 esetet a fenti masodik
egyenlGség igazolja. Mads ¢ index esetén pedig induljunk ki a
bp—i =0n - Cp—| + Qp—1 - CRL il O —9 B4 5
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egyenl6ségbsl. Mindkét oldalt (ay, )i-vel szorozva kapjuk, hogy

i i+1 i i
(au)l 'bm—-'i = (an)H- ‘CA:—li"l‘(an)l *Ap—1"Ck—i+1 +(a'n)L'an—2'Ck—1+2+' s

Az egyenlGség bal oldala egész szam, és az indukcids feltétel szerint a bal
oldal mindegyik tagja is egész, az elsd kivételével, igy az elsd tag is egész
szam. Ez bizonyitja édllitdsunkat.

Az &llitas szerint (i = k) j = (a”,)/thl - ¢o egész szam, de igy a by — ¢ =
ap - co egyenldség miatt

. k
g = bO —ap- ]/((L'Il) T € Q(an

mint allitottuk. m

6. TETEL Minden N € N természetes szamhoz van olyan p € [0,1] valds
szdm, amelyre S, NQ 2 QN N[0, 1].
BIZONYITAS: Legyen N €N adott Az 1 Totel szerint van olyan p €
[0, 1], mely szimulélja az ﬁ Hyinvy W YV’ % T szamokat. Megmutatjuk,
hogy p szimuldlja Qy N [0, 1] minden clemet, azaz p szimuldl minden N*
nevezGji tortet.

k-ra vonatkozo teljes indukcioval bizonyitunk. A k = 1 esetet p valasz-
tasa igazolja. Az indukcids lépéshez legyen k rogzitett, és tegyiik fel, hogy
p szimuldl minden N¥ nevezdjti tortet, és legyen j < NF+1 Megmutatjuk,
hogy p szimuldlja a //N/“H tortet is. Osszuk el j-t maradékosan NF_val,
azaz legyen j =gN*¥+7r,0<q<Né0<Ly <Nl”.
Az indukeiés feltétel és p véalasztasa miatt p szimuldlja az x = 1ﬂ\, Tvl—q és
az ﬁrf racionalis szamokat, és a két utols6 szorzatit, z = N—_q k szamot
is. Ha y = 1, akkor a bevezetGben emlitett @ tulajdonsag miatt p Sznnulal]a
a

(N—qNF N T Nk NEFL ~ Nk

i+<1_i>. % 0 T qu"'-f-'r_ J
N N

szamot is, mint allitottuk. m

A fenti két Tételt osszevetve szitkséges és elégséges feltételt kapunk arra,
hogy racionélis szdmok mely részhalmazai szimulalhat6k egyetlen p € [0, 1]
valds szammal:

7. KOVETKEZMENY Tetsz6leges F C QN [0,1] részhalmazhoz ponto-
san akkor létezik egy p € [0,1] szam, mely F minden elemét szimuldlja, ha
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valamilyen N € N természetes szimra F' minden elemének nevezGje N-nek
hatvanya, azaz FF C Q. ®

Most részletesebben megvizsgéljuk, hogy a bizonyitasainkban felhasz-
ndlt p szamok milyen raciondlis szaimokat szimuldlnak. Legyen N > 4 pozitiv
egész, n = N!/3 és legyen p az np(1 — p)" ! = % egyenlet megoldasa. Az 1.
Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy p szimulalja az 6sszes, N-nél nem nagyobb
nevez@ji tortet. (Valéjaban ez N = 3 esetén is igaz, mint cikkiink beveze-
téjében irtuk.) A 6. Tétel bizonyitasaban lattuk, hogy ekkor p Qn N [0,1]
elemeit is szimulalja. S6t, az érvelést tovabbfejlesztve az is beldthato, hogy

QN1 N1[0,1] elemeit is szimulédlja p. Ez kovetkezik az alabbi Allitasbol:

8. ALLITAS: Legyenek p és N mint fent, M és k pozitiv egészek, 2 < k <
N, és tegyiik fel, hogy p szimulalja az osszes j/M alaki tortet,ha 0 < j < M.
Ekkor p a j/ME alaku torteket is szimuldlja minden 0 < j < Mk esetén.

BIZONYITAS: Legyen 0 < j < Mk. Osszuk el j-t maradékosan M-
el, azaz legyen j = Mg+ 7,0 < g < kés 0 < r < M. A feltétel
szerint p szimuldlja a %, Z:—l— és az 7 raciondlis szamokat. Mint a 6. Tétel

: S o . N
bizonyitdsdban lattuk, p szimuldlja a

2+(1_q) 1 L_]\/[q+‘1'__l_
k k)] k—q M Mk Mk

szamot is, mint allitottuk. m

Az 5. Tétel bizonyitasiat alaposabban megvizsgdlva a kovetkezdket
mondhatjuk: p nyilvan algebrai, hiszen a g(z) = 3nxz(1 —;1.-)”_l -1 =
Nlz(l - .1")”_1 — 1 egyenlet gyoke. Legyen f(x) olyan minimalis foki (nem
azonosan nulla) egész egyiitthatés polinom, melynek p gyoke, és legyen f
fGegyiitthatoja a. Az 5. Tétel bizonyitasakor lattuk, hogy p csak a Q, N0, 1]
halmazban levé racionalis szdmokat szimulalja.

Mit tudunk mondani a értékérsl?

Egy egész egyiitthatos polinom egyiitthatéinak legnagyobb kozos oszto-
Jat nevezziik a polinom tartalmanak, és nevezziink egy polinomot primi-
tivnek, ha tartalma 1. Az an. Gauss Lemma szerint (pl.[Fr] 100. old. 3.39
Tétel) primitiv polinomok szorzata is primitiv polinom.

g(x) polinomunk nyilvan primitiv, hiszen konstans tagja —1, és f(a)-r6l
is feltehetjiik, hogy primitiv. Mivel f(x) minimaélis fokszamu, ezért g(x)-nek
osztoja, azaz g(x) = f(x) - h(xz) valamilyen h(x) racionalis egyiitthatéju
polinomra. Hozzuk h(z) egyiitthatéit kozos nevezére, majd emeljiik ki a
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szamlalok legnagyobb kozos oszt6jat, ekkor h(x)-et £h*(x) alakban irhatjuk,
ahol h*(x) primitiv egész egyiitthatos polinom. Ekkor K - g(x) = j - f(z) -
h*(x). A bal oldal tartalma k, a jobb oldalé j a Gauss Lemma alapjdn, vagyis
J =k, igy h(z) = h*(x). Ebb6] kovetkezik, hogy h(x) egész egyiitthatos
primitiv polinom. Tovabba, ¢g(x) f6egyiitthatéja £N!, és g(a) = f(x)- h(x),
igy a | N! amib6l Q, C Qpn1 kovetkezik. Mivel tudjuk, hogy p szimuldlja
Qn1 N[0, 1] minden elemét, és p csak a Q, N[0, 1] halmazban levs raciondlis
szamokat szimuldlja, ezért

SpNQ=QnnN[0,1]
Példéul, N = 3 esetén kapjuk, hogy a bevezetGben emlitett p = 3+6 :
szam altal szimulalt raciondlis szdmok halmaza pontosan Qg N [0, 1].

Az 5. Tételt konnyen édltalanosithatjuk Q helyett Qz-re is, ahol z € R
tetszéleges valos szdm, és

Qz :={qz|q€Q}

9. TETEL . Legyenck z € R és p € [0,1] tetszolegesek, = # 0. Ekkor van
olyan N € N természetes szam, amelyre S, N Qnz C (Qnz) N[0, 1], ahol
Qnz=1{gz|q¢ € QN}-.

BIZONYITAS: (I) Legyen elgszor = transzcendens, azaz nem algebrai.
Ha p z-nek egyetlen nemnulla tobbszorosét sem szimuldlja, akkor nines mit
bizonyitanunk. Tegyiik fel tehat, hogy p szimuldlja z-nek valamely nem-
nulla tobbszorosét. Ekkor p algebrai Q(z) felett (Q(z)-vel jeloljiik a Q szam-
test z szammal val6 transzcendens bévitését), ezért van egy minimdlis foka
f(x) polinom, melynek egyiitthat6i Q(z)-bsl valék, és melynek p gyoke.
f(x) egyiitthat6i z-nek raciondlis egyiitthatds t'drtfiiggvényeiz) de a neve-
z6k kozos tobbszoroseivel bovitve feltehetjiik, hogy f(x) egész egyiitthatéju
polinom. Azaz

1

f(@) = an(2)a” + an-1(2)2""" + -+ ao(2)

ahol a;(z) egész egyiitthat6s polinomok ha i = 0,1,...,n. Legyen an(z)
foegyiitthatdja N, f(x)-et esetleg —1-gyel beszorozva feltehetjiik, hogy N
pozitiv. Megmutatjuk, hogy Sp N Qz C Qy=.

2) Racionalis tortfilggvénynek nevezziik két polinom hényadosat. Tehat f(w) egyiitthatol

racionalis egyiitthat6ji polinomok hanyadosai.
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Legyen tehat ¢ € Q, ¢ # 0 olyan, hogy p szimulélja ¢z-t. Valamely
g(z) = bypa™ + by—18™ L+ b-- - + bz + by

nemnulla egész egyiitthatdés polinomra ¢z = g(p), azaz g(p) — ¢z = 0. Ekkor
f(2) minimalis fokszama miatt g(xz) — ¢z oszthaté f(x)-szel, vagyis

9(x) — qz = f(z) - h(z)

valamely h(z) polinomra, melynek egyiitthatéi Qz-nek elemei. Azaz h(z)
egyiitthat6i z-nek raciondlis egyiitthat6ji racionalis tortfiiggvényei, vagyis

h(z) = cn(z )x"™ + cp— 1{z)a™ 1""""’CO(Z)

ahol ¢;(z) raciondlis egyiitthat6ju racionalis tortfiiggvények, i = 0,1,...,n.
Az 5. Tétel bizonyitasahoz hasonléan az alabbi Allitdast latjuk be:

9. ALLITAS: Minden i = 0,1,...,k esetén (an(~))1+1 viep_ite) = dy(z)
teljesiil valamely egész egvutthatos d i(x) polinomra.

BIZONYITAS: i-re vonatkoz6 teljes indukciéval. i = 0 esetén a
an(2)cp(z) = by, ami egész szam, vagyis do(z) = by, konstans polinom. Az
indukciés lépéshez hasznaljuk fel a

i —an( ) Cl— 1( )+0n 1(z ) Ck—'i+l(z)+

egyenldséget. Mindkét oldalt (ay(z )) -vel szorozva kapjuk:

((Lﬂ(z))L i b'm.—i = ((L'n(z))H_ & Ckf'i(:) T ((Ln(z))L ke ("nfi(:) £ Ck,l"}_l(Z) g
amibol az allitds az indukeiés feltétel miatt kovetkezik. m

Mivel g(z) — gz = f(x) - h(x), igy bg — gz = ag(z) - ¢o(z) Ha mindkét
oldalt (a,,( ))I"H—vel beszorozzuk, az Allitas i = k esetét alkalmazva kapjuk:
(an(2))F1 - (b — g2) = ag(2) - (an(2))* " - co(2) = ap(2) - dy(2).

Igy

bo - (an(2)*+" = gz (an(2))"*! = ag(2) - di(2) =
De 2 transzcendens lévén a bal oldali polinom azonosan 0 kell hogy legyen
(e ponton hasznéljuk csak fel z transzcendens voltat).
Mivel pedig by egész szam, szintugy az a,(x), ag(x) és a di(x) polinomok
is egész egyiitthatosak, ezért a ¢ - x - (a,n(r))l”"'“1 polinom egyiitthatoi is
sziikségképpen egész szamok. Specidlisan a fGegyiitthato, qNthl is egész
szam, vagyis ¢ € Qp, ami bizonyitja Tételiinket.
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(IT) Mar csak azon eset maradt hétra, mikor z algebrai, de nem racio-
nélis (a raciondlis eset éppen az 5. Tétel). Ez esetben Greg Call segitett at
minket a holtponton. Legven tehat

j(x) = dra” + dp_y 2"

+---+dp

olyan egész egyiitthatés nemnulla polinom, melynek z gyoke. Mint az (I)
esetben, ha p z-nek egyetlen nemnulla tobbszorosét sem szimulélja, akkor
nincs mit bizonyitanunk. Ha pedig igen,akkor,mint a bevezetében lattuk, p
is algebrai. Legyen tehat

f(z) = anz™ + apn_12™!

+- +ag
p minimélpolinomja, azaz egy olyan minimalis fokszami nemnulla, egész
egyiitthatés polinom, melynek p gyoke. Megmutatjuk, hogy ez esetben N =
dpa, igazolja a Tétel allitdsat (2 # 0 miatt dy # 0). Mint eddig, feltehetjiik,
hogy dy és a, mindegyike pozitiv.

Legyen ¢ € Q, ¢ # 0 olyan, hogy p szimuldlja ¢z-t. Ekkor ¢(p) = ¢z
valamely egész egyiitthatos nemkonstans g(z) polinomra. Igy =z = ¢(p)/q,
és 7(z) = 0 miatt kapjuk:

0=d"J (%) =dy (g(0)) +a-dr—1 - (g®) "+ +q" - do.
Legyen most ¢ = 7 ahol s és t relativ primek. A fenti egyenldség mindkét
oldalat t"~1-el szorozva az alabbit kapjuk:

0=t"dr (g(p)) +s-t" " dpy - (gp) "+ + 5" do/t

ami azt jelenti, hogy p gyoke valamely egész egyiitthatés (az utolsé tag
kivételével) u(x) polinomnak. Pontosabban:

rd
u(x) = bz™ + bm_lxm_l 2 S sl 'STO

ahol b; mind egész szdmok. Mivel f(z) minimadlis fokszami polinom, mely-
nek p gyoke, ezért u(x) oszthaté f(x)-el, azaz u(x) = f(x) - h(x) valamely
raciondlis egyiitthatoju

k-1

h(JJ) = Ck.’L'k + ¢35 +---4c
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polinomra. Az 5. Tétel bizonyitasaban szerepld Allitds most is ugyanigy
igazolhatd, mint az 5. Tételben. Igy taldlunk olyan e egész szamot, amelyre
Ty e/(an)k'_H. Ezért

s'dy e,
by + =apc) = ———
t (an)]ﬂ'l
amibél t(eag — bg(a)k+1) = s"do(an)k‘"1 kovetkezik. Igy t oszt6ja a baloldali

k+1
)

mennyiségnek, de mivel ¢ és s relativ primek, ezért ¢t | dg(ay, , amibdl

t N +1 kgvetkezik, hiszen N = doan. fgy g=s/tEQy. ®

Mint emlitettiik, sok megoldatlan kérdésre nem ismerjiik a valaszt, ha
irraciondlis szamokat akarunk szimultdn szimuldlni. Példaul szimuldlhaté-e
két tetszoleges [0,1]-beli algebrai szdm egyszerre? Még az 1/v/2, 1/v/3 par
esetén sem tudjuk a véilaszt!

Végezetiil megemlitjiik a probléma altalanositasat hdrom- és tébb- ol-
dali érmék esetére. Egy k-oldalt érme py,po, ..., p; valészintségekkel esik
oldalaira, ahol természetesen 0 < p; < 1 és py+pa+---+pp = 1. Az Olva-
sora bizzuk annak definidlasat, hogy egy (p1,pa, ..., ps)-érme mikor szimu-
lal egy (q1,q2,--.,qr)-6rmét. Az 1. Tétel szerint ha a p1,pa, ..., ps szamok
mindegyike racionalis, akkor a (py,p2,...,pr)-6érme szimulilhato egy két-
oldala érmével. A kovetkezs feladat megoldasat az Olvaséra bizzuk. Nem
nehéz belatni, hogy ha p szimulélja %—et és %—ot, akkor az (}; ?1;, %) hérom-
oldali érmét is szimulédlja. (Pl. a bevezetében emlitett p = ok 3.) Tovabba
az is konnyen beldathat6, hogy ha p szimuldlja az (%, %, %) haromoldali
érmét, akkor az % valoszintiséghez tartozo kétoldalu érmét is. A feladat: ta-
laljunk olyan p € [0, 1] szdmot, amelyhez tartozo kétoldali érme szimulélja
az (%, % %) haromoldali érmét, de nem szimuldlja az % valészintiséghez
tartozo kétoldali érmét!

A dolgozatunkban targyalt probléméat mar [SzV]-ben is targyaltuk, meg-
oldatlan problémadinkat [Szl]-ben és [Sz2]-ben is terjesztettiik. Hasonlo ér-
dekes témakrol olvashatunk még a [P1], [P2] cikkekben, s6t [CV]-ben ki-
meritGen koriiljarjak a szerz6k a jelen cikkiinkben (lényegében) kozponti
szerepet jatszé

n . )
> ap'(l1—p)",
1=0

alaku polinomokat. (Sajnos ott sem talilnak a szerzék olyan valdsziniiséget,
mely egyszerre szimuldlna az 1/v/2 és 1/v/3 szamokat!)
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VERSATILE COINS
I. SZALKAI and D. VELLEMAN
Imagine a coin which, when flipped, comes up heads with probability

17%5@. Flipping it three times, the probability of getting either three heads
or three tails would be 1/2, while flipping it twice the probability of getting
one head and one tail would be exactly 1/3. We say that this funny coin
simulates both the coins with probabilities of heads 1/2 and 1/3. In general
we say that p simulates ¢ if there is some positive integer n and positive
numbers 0 < a; < () for i =0,...,n such that

n
g= 3 w1l -gt
1=0

The main results of the present paper are:

THEOREM 1. Suppose F is a finite set of rational numbers and F' C [0, 1].
Then ther is a (sungle) number p € [0,1] such that p simulates every element
of F.

THEOREM 4. Suppose F C [0,1], F' is finite, and the ratio of any two
nonzero elements of F is rational. Then there is a (single) number p € [0,1]
such that p simulates every element of F'.
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COROLLARY 7. Suppose F C QN|0,1]. Then there is a (single) number
p € [0,1] such that p simulates every element of F iff for some positive
integer N, all the demominatots of the elements of F' are powers of N.

There are still many unanswered questions. E.g. if ¢ and r are algebraic
numbers between 0 and 1, must there be a number p € [0,1] such that p

simulates both ¢ and r? For example, 1/v/2 and 1//3 can be simulated by
a single p, or the two numbers % and ﬁ?
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FELADATROVAT

Szerkeszti LACZKOVICH MIKLOS

Kitilizott feladatok

246. Legyen ® az X halmazon értelmezett valos értéki és korlatos fiiggvé-
nyek egy olyan osztdlya, amely zart az egyenletes konvergenciara, és amelyre
teljesiil, hogy f,g € ® és ¢ € R esetén f + ¢, cf, max(f,g) € ®. Le-
gyen f : X — R, és tegyiik fel, hogy minden ¢ > 0-hoz van m € N
és vannak ¢1,...,gm € @ fiiggvények ugy, hogy valahdnyszor z,y € X és
|gi(x)—gi(y)| < e minden i = 1,...,m-re, akkor |f(z)— f(y)| < e. Mutassuk
meg, hogy ekkor f € ®.

CSASZAR AKOS
Megoldott feladatok

234. feladat. Tetsz6leges valés = esetén definidljuk az ap(x) sorozatot az
alabbi rekurzidval:

ap(z) =2 68 apy1(x) =an(z) — (=101, .5 )

1
an(x)

a) Mutassuk meg, hogy ha az a,(x) sorozat végtelen (azaz an(z) # 0
minden n-re), akkor a sorozat végtelen sok pozitiv és végtelen sok
negativ tagot tartalmaz.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha az (e,);2 elGjelsorozat végtelen sok pozitiv
és végtelen sok negativ tagot tartalmaz, akkor létezik egy és csak egy
olyan z valés szdm, amelyre az a,(z) sorozat végtelen és an(x) elGjele
e, minden n > 0-ra.

LACZKOVICH MIKLOS
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Megoldds. Tegyiik fel, hogy az a,(x) sorozat végtelen és aj(xz) > 0 minden
k > n-re. Ekkor aj(xz) > 1 minden k£ > n esetén, hiszen ha 0 < ap(z) <
1, akkor apq(z) < < 0. Igy az {ar(x)}32,, sorozat csokkend és alulrol
korlatos, tehédt konvergens. Ha A = limy_,, ai(x), akkor A > 1 és A =
img o0 agy1(2) = limg_oo(ag(z) — (1/ag(2))) = A — (1/4) < A, ami
lehetetlen. Ezzel beldttuk, hogy a,(z) < 0 végtelen sok n-re. Hasonl6an
bizonyithaté, hogy a,(x) végtelen sokszor pozitiv, amivel az a) &llitast
belattuk.

A b) allitast bizonyitandé el6szor is megmutatjuk, hogy minden (eg,
.,en) véges elGjelsorozathoz létezik pontosan egy olyan z = z(eqg,...,en)
szam, amelyre ai(z) elGjele e, minden k = 0,...,n-re, valamint a,4+1(z) =
0. Ezt n szerinti indukciéval latjuk be. Ha n = 0, akkor kénnyen lathatéan
z(1) =1 és z(—1) = —1 megfelel. Legyen n > 0, tegyiik fel, hogy az alli-
tds n — l-re igaz, és legyen (eg,...,en) adott. Legyen y = z(eq,...,en).
Az z — (1/2) = y egyenletnek két, kiilonboz6 el6jeld megolddsa van.
Konnyt ellenérizni, hogy ezek koziil az eq elgjelii megoldés lesz az egyet-

len, z(eq,...,en)-nek valaszthat6 szam. Az igy definidlt z(eg,...,e,) sza-
mokra konnyen lathatéan ap(z(eg,...,en)) = z(€g,...,en) teljesiil minden
0 <k < n-re.

Legyen (eq,eq,...) olyan eldjelsorozat, amelyben végtelen sok pozitiv

és végtelen sok negativ tag van, és legyen Iy = { (A ST
k} (k= 0,1,...). Vezessiik be az a(z) = z — (1/z) (x # 0) jelolést. Mivel
alzlen)) = a(£l) = 0 &8 afz(eg;. -~ 8n)) = (ek+1,..., n) ha n > k, ezért

a(Ty) = Try1 U {0} teljesiil minden k-ra.

Megmutatjuk, hogy a 7} halmazok mindegyike korlatos. Ha m > 1 és
x > m, akkor a;(2z) > 0 minden ¢ < m-re. Ebbél kovetkezik, hogy a;(z) < 0
esetén r < i. Ha tehat epy; = —1, akkor a;(2(eg,...,en)) < 0, és igy
z(ep,...,en) < i minden n > k + i esetén. Ezzel belattuk, hogy T}, feliilrdl
korldtos, és az alulrél valo korlatossiag ugyanigy bizonyithato.

Ha |z| < M teljesiil T}, elemeire, akkor |z| > 1/(M + 1) minden
z € Ty-ra, hiszen |z|] < 1/(M + 1) esetén |aj(z)] > M és a1(z) € Tpyq,
ami lehetetlen. Legyen z; a T) halmaz egy torlédédsi pontja, ekkor tehat
zi # 0 minden k-ra. Megmutatjuk, hogy aj(zg) torlédasi pontja Tj-nak. Ez
k = 0-ra nyilvinval6. Ha az allitds k-ra igaz, akkor ai(zg) # 0, hiszen az
el6bb belattuk, hogy 0 nem torlédasi pontja Tj-nak. Mivel az a fiiggvény
folytonos és lokalisan egy egyértehm’i R \ {0} n, ebbdl kijvetkezik hogy

rsce
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kovetkezGen minden z € T}, szam eljele ey,. Tgy ap(z0) elGjele is e, minden
k-ra, és ezzel a b) éllitdsnak az x szam létezésére vonatkozo részét belattuk.

Az egyértelmiiséget bizonyitando6 tegyiik fel, hogy = # y, az ai(x)
és ap(y) sorozatok végtelenek, tovabba ay(x) és ap(y) elGjele megegyezik
minden k-ra. Ha ap(z) > 0 > apyq(x), akkor 0 < ap(z) < 1, tovabba
ap(y) > 0 > apyq(y), és igy 0 < ap(y) < 1. Hasonléan, ha ap(z) < 0 <
ap41(x), akkor —1 < ag(z) < 0 és —1 < ar(y) < 0. Mivel végtelen sok
elgjelvaltas van, ezzel belattuk, hogy |ar(y) —ar(x)| < 1 teljesiil végtelen sok
k-ra. Mésrészt meg fogjuk mutatni, hogy k — oo esetén |ay(y)—ag(z)| — oo.
Valéban,

ar(y) — ag(z) — Fl e

lak+1(y) — akt1()] = ag(y) = ax(z)

1
m' > |ag(y) — ag(z)],

hiszen aj(x) és ap(y) azonos elGjeliiek. Mint az imént lattuk, elgjelvaltasndl
0 < ag(x) - ar(y) <1, tehdt a fenti egyenl6tlenség szerint ekkor |agy1(y) —
ap41(2)] > 2|ag(y) — ag(x)]. Mivel végtelen sok elGjelvaltds van, ebbdl
kovetkezik, hogy |ai(y) — ar(x)| — oco. Ez azonban ellentmond annak, hogy
lag(y)—ap(x)| < 1 végtelen sok k-ra, és ezzel a b) allitast is bebizonyitottuk.

la(y) — ap ()] - ‘1 +

FOLDVARI CSONGOR

235. feladat. Mutassuk meg, hogy az xy +2 =3, zz+y=1, yz+x =0
egyenletrendszer a raciondlis szamok teste folott gyokjelekkel megoldhatat-
lan, bar van valés x, y, z megoldésa.

LACZKOVICH MIKLOS és PETRUSKA GYORGY

Megoldds. Az els6 és harmadik egyenletet felhasznalva kifejezhetjiik z-et és
z-t y-nal: z = —3y/(1 — y2), z = 3/(1 — y?). Ezeket a masodik egyenletbe
helyettesitve az

f)=v’ -y -2 +2% -8y -1=0

egyenlethez jutunk. A feladat annak kimutatédsa, hogy az f(y) polinomnak
van valés gyoke (hiszen ez az eredeti egyenletrendszernek azonnal adja egy
valés megoldasat), de e polinom egyik gycke sem gyokkifejezés a raciondlis
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szamok teste felett. Az els6 allitds persze nyilvanvald, hiszen f(y) péaratlan-
fokt polinom.

Ami a mésodik allitast illeti, azt a kozismert kritériumot fogjuk hasz-
nalni, hogy ha egy egész egyiitthatés, irreducibilis és primfoki polinomnak
pontosan két nem valés gyoke van, akkor Galois-csoportja nem feloldhaté.
Egyszerii fiiggvényvizsgédlat mutatja, hogy f(y)-nak pontosan harom valés
gyoke van. Ami az irreducibilitdst illeti, a normaltsig miatt elég az egé-
szek feletti irreducibilitdst bizonyitani. Ha f(y)-nak lenne elséfoku faktora,
akkor volna egész gyoke; de f(n) minden n egészre paratlan. Igy csak az
lenne lehetséges, hogy f(y)-nak volna egy ¢g(y) normalt masodfoku faktora.
f(0) = —1 miatt e faktor konstans tagja +1. Igy g(y) = y? + ay £+ 1. Behe-
lyettesitéssel azonnal lathat6, hogy f(3) = 101 és f(—3) = —229; mindketts
primszam. ¢(3)|f(3) és g(—3)|f(—3) alapjan ¢g(3) + g(-3) = 18 £ 2 (= 20
vagy 16) megegyezne 101 és 229 egy-egy osztGjdnak az dsszegével, ami lehe-
tetlen.

FRIED ERVIN

236. feladat. Jeloljiik A,-nel azon pontok maximalis szdmat R"-ben, me-
lyek koziil barmely kettd tavolsdga 0,99 és 1 kozé esik. Mutassuk meg, hogy
alkalmas ¢ > 1-gyel A, > c" (n=1,2,...).

LACZKOVICH MIKLOS

Megoldas. Legyenek e és a rogzitett, 0 és 1 kozé es6 szamok, és legyen
A, az {1,...,n} halmaz [an]-elem{ részhalmazainak egy maximaélis olyan
rendszere, amelyben barmely két halmaznak san-nél kevesebb kozos eleme
van. Ha H € A, akkor legyen xy = (hy,...,hn), ahol h; =1 ha ¢ € H és
h; = 0 hai ¢ H. Konnyt ellenérizni, hogy H, K € A,, H # K esetén

\/2[an] — 2¢an < |z — x| < 1/2[an].

Legyen n =1/y/2[an] és A= {n-zy: H € Ay}, ekkor 1 —e < |a —b| L 1
teljesiil minden a,b € A, a # b-re. Igy elég megmutatni, hogy minden &-
hoz megvalaszthatjuk a-t ugy, hogy alkalmas ¢ > 1-gyel |Ay| > ¢™ teljesiil
minden elég nagy n-re.
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Az A, halmazrendszer maximalitdsiabol kovetkezik, hogy minden [an]-
elemi B C {1,...,n} halmazhoz van olyan H € A,, amelyre |BN H| >
[ean]. Nyilvanvalo, hogy egy adott H € Ay-hez legfeljebb

( [an] ) ( n — [ean| )
[ean] ) \ [an] — [ean]

ilyen B létezik, amibdl azt kapjuk, hogy

( lan] n — [ean] b
1) iy ([Eaﬂ]) (lan]—[w"l> - <la"]>'

Ezt felhasznalva be fogjuk latni, hogy ha a elég kicsi, akkor |Ap| > "
valamely ¢ > 1-gyel. Ehhez sziikségiink lesz az elemi (m/e)™ < m! <
m - (m/e)™ (m > T) becslésre. ElGszor is megmutatjuk, hogy ha =z > 8,
k egész, és |x — k| < 1, akkor

(z/e)® )z < k! < 3a%(x/e)*.

Valéban,

K< (ﬁ)k-k < (I+1>z+1(1‘+1) =

e e

1 z+1 ..\ z+1 A\ T+l X B
:<1+—> <i> (x+1) <8x(i) <3m2<3> .
x € (= e

Az als6 becslés hasonléan adodik. Ha most (1)-ben a binomialis egyiitthato-
kat kifejezziik a megfelels faktoridlisokkal, majd ezeket a fenti egyenlGtlen-
ségek segitségével megbecsiiljiik, akkor azt kapjuk, hogy |A,| > K nMC™,
ahol a K és M konstansok csak e-t6l és a-t6] fiiggnek (tehat n-t6l nem),
tovabba

e5%(1 - S)2(a—£a)

= (1 2 €a)l—-saa:sa &

c

Konnyti ellenérizni, hogy lim,_. ¢ Cl/* = o, teh4t elég kis a-ra C' > 1. Ha
a-t és C-t ily modon rogzitjiik, és valasztunk egy 1 < ¢ < C szamot, akkor
azt kapjuk, hogy |.Ay| > ¢” minden elég nagy n-re.

LACZKOVICH MIKLOS

Megjegyzés. A feladat kit(iz6jének (és megoldéjanak) csak utélag jutott tu-
domésara, hogy a feladat éllitasa Erdés Pal és Fiiredi Zoltan tétele. Kozos
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dolgozatukban (P. Erd&s and Z. Fiiredi, The greatest angle among n points
in the d-dimensional Euclidean space, Annals of Discrete Mathematics 17
(1983), 275-283) szamos érdekes eredmény taldlhaté azon szogek maximu-
marol, amelyeket n pont hataroz meg. A feladat allitdsa azzal egyenértéki,
hogy alkalmas ¢ = ¢(¢) > 1-re R"-ben meg lehet adni ¢ pontot gy, hogy
az altaluk meghatarozott szogek mindegyike kisebb (7/3) + e-nédl. Erdés és
Fiiredi azt is megmutattdk, hogy ha 0 < ¢ < 1, akkor R™-ben barmely
(14 ¢)™ pont kozott van hdrom olyan, hogy az altaluk meghatarozott szog
nagyobb (7/3) + (¢/4) — o(1)-nél.
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BESZAMOLO AZ 1992-ES PARIZSI ELSO
EUROPAI MATEMATIKAI
KONGRESSZUSROL

KRAMLI ANDRAS

1992. julius hatodika és tizedike kozott rendezték meg Périzsban az els6
Eurépai Matematikai Kongresszust. Dolgozatomban az elhangzott elGada-
sok egy részérél — szubjektiv vdlogatas alapjan — kivanok tomoren besza-
molni. A kongresszusnak két magyar eladéja volt: Babai Ldszlé és Lacz-
kovich Miklés: mindkettdjiik el6addsa (az dttetsz6 bizonyitdsokrol, illetve
a paradox felbontasokrél) nagy sikert aratott. Részletesebb ismertetésiikre
azért nem térek ki, mert a hazai matematikus tarsadalom jo6l ismeri mindkét
matematikusunk munkéassagat.

Elsgsorban a matematikai fizikai el6adasokrol szerzett benyomésaimat
foglalom 6ssze; a kongresszuson elhangzott 50 el6adas fele valamilyen formé-
ban kapcsolodott a fizikihoz, ami azt bizonyitja, hogy az elmult szazadok-
hoz hasonléan a matematika fejlsdésének jelenleg is a fizika a legjelent&sebb
»kiils6” forrdsa. A matematikai fizikai elsaddsokat mélté keretbe foglalta M.
Donaldson nyit6- és V. I. Arnold zaréelGadasa.

Donaldsont 1986-ban Fields-éremmel tiintették ki a 4-sokasdgok leirdsa
terén elért eredményeiért. Bebizonyitotta, hogy léteznek tgynevezett egzoti-
kus négydimenziés euklideszi terek, azaz olyan terek, amelyek topolégiailag
ekvivalensek, de nem diffeomorfak (nincs olyan inverzével egyiitt sima leké-
pezés ami egymasba atvinné Gket). Ilyen terek csak négy dimenziéban 1é-
teznek, érdekességiik, hogy van olyan kompakt részhalmazuk, amelyet nem
tartalmazhat egyetlen differencialhatoan bedgyazott 3-gombfeliilet belseje
sem. Médszereit a matematikai fizikabol ,kolcsonozte”: tomoren azt mond-
hatjuk, hogy a Maxwell-egyenletek nem-linedris altalanositasaiként felfog-
haté Yang-Mills-egyenletekhez tartozé varidciés probléma megolddsai —
az instantonok — paramétertere (modularis tér) hordozza a geometriailag
érdekes informéciot. A differencidlegyenletek elméletének geometriai alkal-
mazéasdban ez a moédszer mindeddig egyediilall6. Fizikus nyelvre leforditva
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Donaldson elméletének lényege a részecske—mez6 kettdsség. Emellett Do-
naldson olyan 1j invariansokat vezetett be, amelyekkel a topolégikusan ek-
vivalens, de nem diffeomorf 4-sokasdgok megkiilonboztetheték. Donaldson
el6adasiban osszefoglalta az elméletben 1986 6ta elért legfontosabb eredmé-
nyeket; ezeknek két f6 iranyuk van:

1. az invaridnsok kiszamitasi modszereinek fejlesztése;

2. tjabb alkalmazédsok a 4-sokasigok, és a bedgyazott 3-sokasdgok to-
pologiai tulajdonsdgainak vizsgélatara.

Arnold ismertette a Vasziljev-féle diszkrimindns elméletet, amely tobb
meglepd matematikai alkalmazas mellett lehetdséget teremt a csomoéknak a
Jones polinomokkal megacdott topolégiai osztdlyozasnal finomabb topologiai
osztélyozasara (Jones 1990-ben kapott Fields-érmet a csomok — nem teljes
— osztalyozdsdért). A diszkrimindnsok — témoren szélva — fiiggvényte-
reknek olyan részhalmazai, amelyek a tobbieknél ,szingularisabb” objektu-
mokbdl (figgvények, sokassgok, leképezések) dllnak.

M. Kontsevich eredményei szinte lefedik a modern kvantumtérelmélet
Jones és Arnold altal korvonalazott szertedgazé matematikai apparatuséat.

M. Berry a kvantumkaosz elméletenek egyik uttordje: a hetvenes évek
6ta vizsgilja a kérdéskort. A kvantumkiosz elméletének alapfeladata a kao-
tikusan viselked6 klasszikus mechanikai rendszerekhez rendelt Schrodinger-
operatorok spektrdlis tulajdonsdgainak leirasa: annak az altaldnosan elfoga-
dott hipotézisnek az igazolasa, illetve cafolata koukrét mechanikai rendsze-
rekre, hogy az energia-spektrum eloszldsa a véletlen métrixok spektruménak
eloszlasdhoz (Wigner-eloszlas) hasonléan viselkedik. Ez a jelenség jelenleg
a leghatékonyabban a Riemann-féle szimeleméleti (-fiiggvénynek dinamikai
analogonjai segitségével tanulmanyozhat6. M. Berry az e targykorben elért
legtijabb eredményeit ismertette. Szamos ilyen analogont definidltak, ezek
a kvantummechanika mellett a statisztikus mechanikidban is fontos szerepet
jatszanak . Példaként alljon itt a —1 gorbiiletd kompakt feliileteken a geo-
détikus dramldshoz rendelt Selberg-féle (-fiiggvény definiciéja: Legyen P a
v periodikus geodétikusok halmaza, T'(y) a v hossza.

¢(s) = IT (1 —exp(—sT (7))

YyEP

—1

o0

A Z(s) = [ IT ¢(s+ n)] filggvény analitikus egész fiiggvény, mely-
n=0

nek ,nemtrivialis” zérushelyei szoros kapcsolatban allnak a feliileten értel-

mezett Laplace-Beltrami-operdtor (a szabad részecske Schrodinger-operé-

tora) sajatértékeivel.
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D. Zagier eladasaban a klasszikus szamelméleti (-fiiggvény specidlis
helyeken torténd kiértékelésének algebrai geometriai alkalmazdsarol beszélt,
demonstralva a (-fiiggvény ,univerzalis” jelentGségét.

J. Frohlich a fizikai mértékelméletben (gauge elmélet) alapvets fontos-
sdgiu Kac-Moody algebrak reprezentacidelméletének modszereivel ad ma-
gyardzatot az 1980-ban felfedezett kvantum Hall-effektusra. Hall a mult
szazadban vizsgalta a méagneses térbe helyezett, a térre merdleges irdnyt
arammal atjart vezets ellenélldsat a fenti irdnyokra meréleges irdnyban.
Alacsony hémérsékleten, erds méagneses térben az tn. Hall ellendllds nem a
klasszikus — linedris — modon fiigg a térerdsségtsl, hanem lépcesosfiiggvény-
szertien, és a lépcsGsfiiggvény ugrédsai a Planck édllandé jol meghatarozott
tobbszorosei.

Michéle Vergne el6addsa — a Lie-csoportok reprezenticiéelméletében
elért j eredményeirél — kozvetve szintén a matematikai fizikihoz kapcso-
l6dott.

A fentiekben ismertetett eladdsok a kvantumfizika matematikai mega-
lapozasihoz kapcsolodtak. Végiil két olyan el6adasra hivom fel a figyelmet,
amelyek a klasszikus fizikai kdosz elméletéhez jarultak hozza.

J.-M. Bony a Boltzinann-egyenlet egy olyan viltozatdra igazolja a
Cauchy-feladat idében globalis megoldéasanak létezését, amelyben a sebessé-
gek értékkészlete diszkrét, az iitkozési integréalt egy Markov-tipusi valoszi-
niiségi dtmenet helyettesiti. Az eredeti Boltzmann-egyenlet — a kdzepesen
ritkitott gdzok statisztikus mechanikdjanak alapegyenlete — tobb mint 100
éve ellendll a matematikusok megoldési kisérleteinek: csak az egydimenziés
valtozatra létezik hasonl6 eredmény, harom dimenziéban csak idében lokalis
megoldas létezését sikeriilt igazolni.

J.-C. Yoccoz a latvanyos Mandelbrot-halmazok révén nagy népszerti-
ségre szert tett komplex dinamikai rendszerekrél adott eld.

Beszamolomat azzal az oromteli magyar vonatkozdsi eseménnyel za-
rom, hogy Tardos Gdbor kapta a fiatal matematikusoknak Parizs polgér-
mestere altal adomédnyozott dijak egyikét. Az indoklas kiemeli, hogy Tardos
Gabor jelentds eredményeket ért el algoritmuselméleti és algebrai kérdések
vizsgalataban, részben vagy teljesen megoldva szdmos ismert nyitott prob-
lémét.
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BESZAMOLO AZ EUROPAI MATEMATIKAI TARSULAT
VALASZTMANYANAK 1992-ES PARIZSI ULESEROL

KATONA GYULA

Az iilésen tarsulatunk két jelent6s diplomédciai sikert ért el. Egyrészt
Mark: Laszlot az Eurépai Matematikai Térsulat alelnokévé valasztottdk,
masrészt elfogadtak jelentkezésiinket (Barcelona ellenében) a mésodik Eu-
répai Kongresszus budapesti, 1996-os megrendezésére. Ez a nagy kitiintetés
a magyar matematika nagyvszeri hagyoményainak és a j61 megrendezett kon-
ferencidknak koszonhets. Ugyanakkor hatalmas feladat. Csak tagjaink aktiv
segitségével tudjuk jol megszervezni a két-haromezer f6s kongresszust. Kérek
mindenkit, akinek a szervezéssel kapcsolatos otletei vannak, vagy részt tud
venni a szervezés munkajaben, jelentkezzen a Tarsulat f6titkar-helyettesénél,
Kulcsar Cecilianal.
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JELENTES AZ 1992. EVI SCHWEITZER MIKLOS
MATEMATIKAI EMLEKVERSENYROL

A Bolyai Janos Matematikai Tarsulat a verseny megrendezésére az
aldbbi bizottsdgot kérte fel: Csaszar Akos (elnok), Fejes Téth Laszl6, Freud
Rébert, Halasz Gabor, Kiss Emil, Komjith Péter, Kés Géza (titkar), Lacz-
kovich Miklés, Michaletzky Gyorgy, Ruzsa Imre, T. S6s Vera. A bizottsig
munkéjabol egyéb elfoglaltsiagai miatt kimentette magéat Fejes Téth Laszlo
és Ruzsa Imre.

A versenybizottsag 10 feladatot (1dsd aldbb) tiizott ki, melyek megolda-
sdra oktéber 16. és 26. kozott 10 teljes nap allt a versenyzok rendelkezésére.
Az elsG feladat Hajnal Andrastol, a masodik Erdés Paltol, a harmadik Fried
Ervint6l, a negyedik Bardny Imrétsl és Karolyi Gyulétél, az o6todik Totik
Vilmostél, a hatodik Haldsz Géabortol, a hetedik Juhész Istvantél, a nyol-
cadik Csaszar Akostdl, a kilencedik Karolyi Gyulitél és Lovasz Laszl6tol, a
tizedik Komlés Janostol és Ajtai Mikléstol szarmazik.

A tiz feladatra 17 versenyzd Osszesen 77 megoldast adott be. A 10.
feladat bizonyult a legnehezebbnek, nem érkezett ra helyes megoldas. Egy-
egy versenyzd oldotta csak meg az 1. és a 6. feladatot. A 3. feladatra. egy
lényegében helyes és egy hidnyos megoldas érkezett. Ketten-ketten oldottak
meg lényegében a 4. és a 3., hatan a 7. feladatot. A 2., 5. és 9. feladatot a
versenyzdknek tobb, mint a fele megoldotta.

A versenybizottsig november 17-i iilésén dontott a dijak odaitélésérdl.

I. dijat és 6000 Ft. pénzjutalmat nyert

Biré Andrds, az ELTE IV. éves hallgatéja.

II. dijat és 4000-4000 Ft. pénzjutalmat nyert

Prokay Vilmos, az ELTE V. éves hallgatéja
Vu Ha Van, az ELTE IV. éves hallgatoja.
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II1. dizban és 2000-2000 Ft. pénzjutalomban részesiil
Benczir Andras,
Drasny Gabor
Keleti Tamds, mindharman az ELTE V. éves hallgatoi.
Indoklés

Biré Andrds hibatlan megoldast adott az 1., 2., 5., 7., 8. és 9. feladatra.
A 3. feladatra adott megoldasdban az egyik &llitds bizonyitdsa hidnyos. A
10. feladatban szereplé sorozatrél csak annyit bizonyitott be, hogy monoton
nd.

Prokaj Vilmos jo, illetve lényegében j6 megolddst adott a 2., 5., 7. és 9.
feladatra, és a 3. feladat megoldasaban is csak konnyen javithato technikai
hidnyossédgok vannak. A 8. feladatban egy esettel nem foglalkozik.

Vu Ha Van a 2., 4., 5., 6., 7., 8., 9. és 10. feladatra adott be megoldast,
ezek koziil a 2., 4., 5., 6. és 9. teljes. A 8. feladatban csak a véges alaphalmaz
esetével foglalkozik. A versenyzdk koziil egyediil 6 oldotta meg a 6. feladatot.

Benczir Andrds az 1., 2., 4., 5., 6., 7., 8. és 9. feladatra adott be
megoldast. Ezek koziil a 2., 4., 7. és 8. helyes, illetve lényegében helyes, mig
az 5. feladat megoldasaban javithato hiba van, amely a megoldds menetét
nem befolydsolja.

Drasny Gdbor lényegében helyesen megoldotta az 5., 7. és 9. felada-
tot, és egy szamitdsi hibab6l eredd minimalis hidnyossigtol eltekintve a 2.
feladatot. Ezen kiviil az 1. feladat kénnyebbik allitasat is bebizonyitotta,
és megmutatta, hogy a 10. feladatban szereplé sorozat monoton né. A 8.
feladatban csak a véges alaphalmaz esetével foglalkozik.

Keleti Tamas megoldotta a 2., 7. és 9. feladatot. Az 5. feladatban ugyan-
azt a javithaté hibat kovette el, mint Benczir Andras. Az 1. feladatban &
is bebizonyitotta a konnyebbik allitdst. A 8. feladat megolddsdban helye-
sen sejti meg az eredményt, de a nehezebbik irdny bizonyitdsa hibas. A 10
feladatban bebizonyitotta. hogy a sorozat monoton né.

Dicséretben és 1000-1000 Ft. jutalomban részesiill Hajdi Gdbor, az
ELTE V. éves és Kondacs Attila, az ELTE III. éves hallgatdja.

Haydi Gabor az 1., 2., 4., 5., 7. és 9. feladatra adott be megolddst.
J6l oldotta meg a 2., 5. és a 9. feladatot (az otodiket kétféleképpen). Az
1. feladatban a konnyebbik irdanyt j6l bizonyitja, a megforditast viszont egy
hibas ellenpélddaval probalja cafolni. A 4. feladatban csak az alsé becslést
bizonyitja.
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Kondacs Attila a 2., 5.,6., 7., 8. és 9. feladatra adott be megoldést, ezek
koziil a 2., 5. és 9. helyes. A 8. feladatban csak a véges alaphalmaz esetével
foglalkozik.

Konyvjutalomban részesiil Csornyei Marianna, a Fazekas Mihaly Gya-
korl6 Gimnazium III. osztilyos tanul6ja, aki a mezény egyetlen kozépiskolds
résztvevdje volt, megoldotta az 5. feladatot és a 9. feladatban is megtalalta
a helyes gondolatmenetet.

Az 1992. évi Schweitzer Miklés Matematikai Emlékverseny fela-
datai

1. Készitsiink griafot a megszdmlalhaté rendszdmok harmasainak hal-
mazan mint szogponthalmazon a kovetkezéképpen. {a, 8,7} és {o/, 3,7}
ossze van kotve, haa < <o <y < f <v vagyod < B <a<+ <
[ < 7. Bizonyitsuk be, hogy az alaphalmaz egy részhalmaza akkor és csak
akkor feszit ki megszamldlhat6é kromatikus részgrafot, ha rendtipusa — a
lexikografikus rendezésben — kisebb, mint w{’.

2. Legyen p prim és ay,as,...,a) paronként inkongruensek modulo p.
Bizonyitsuk be, hogy az a;-k koziil kivdlaszthato [k — 1] darab gy, hogy
a kivalasztottak koziil akarhdny kiilonboz6t osszeadva sohasem kapunk p-vel
oszthaté szamot.

3. Nevezziink egy (nem trivialis) hal6osztalyt alvarietdsnak, ha zdart
a homomorf kép, direkt szorzat és konvex rész képzésére. Bizonyitsuk be,
hogy a legkisebb disztributiv 4lvarietds nem definidlhaté elsérendd formu-
lahalmazzal.

4. Mutassuk meg, hogy léteznek c¢; és co pozitiv konstansok tugy, hogy
tetszoleges n > 3 esetén, valahdnyszor Ty és T két fa az X = {1,2,...,n}
szogponthalmazon, létezik olyan f : X — {—1,+1} fiiggvény, melyre

> f(=)

z€P

< cqlogn

tetsz6leges P ttra, mely T1-nek vagy Th-nek részgrifja, de ¢ log n/ loglogn
fels6 korlattal méar nem igaz hasonlé allitas.
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5. Igazoljuk, hogy ha az a;-k kiilonb6z6 természetes szdmok, akkor

(1) f:a§1‘[‘”+—a’“

7 T

négyzetszam.

6. Legyen E C [0,1] Lebesgue-mérhets halmaz, amelynek Lebesgue-
mértéke, |E| < % Legyen

dt
h(s)= | ——=
= L
ahol E = [0,1] \ E. Igazoljuk, hogy van olyan t € E, amelyre

dS P)
/p TR el

valamely ¢ abszolit konstanssal.

7. Bizonyitandd, hogy ha az X topologikus tér minden diszkrét alteré-
nek lezartja kompakt, akkor X maga is kompakt.

8. Legyen F X-beli sztir6knek olyan halmaza, hogy ha o,7 € F és
S €0, T € 7 esetén ST # 0, akkor o (7 € F. Azt mondjuk, hogy F
kompatibilis egy X-beli topolégidval, ha x € X pontosan akkor érintkezési
pontja A C X-nek, amikor van olyan ¢ € F, hogy z € S és SNA # 0
minden S € o-ra.

Mikor van ilyen kompatibilis 7 X-nek ama topolégidjahoz, amelyben
zartak X és X-nek véges részhalmazai?

9. Legyen K olyan korldtos, d-dimenziés konvex poliéder, amely nem
szimplex, P pedig K-nak egy pontja. Mutassuk meg, hogy ha a Py, ..., P
csucsok nem esnek K -nak ugyanarra a lapjara, akkor koziilitk valamelyik
elhagyhaté tgy, hogy KA maradék csicsainak konvex burka még mindig
tartalmazza P-t.

10. Az egységnégyzetben egymadstol fiiggetleniil, egyenletes eloszlas sze-
rint elhelyeziink n pontot. A G,, graf csicsai legyenek ezek a pontok. Két
pontot akkor kotiink ossze éllel, ha az ket 0sszekotd szakasz meredeksége
nemnegativ. Jelolje M,, azt az eseményt, hogy a G, grafnak van 1-faktora.
Bizonyitsuk be, hogy limy,—.oo P(Ms,) = 1.
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A megoldasok ismertetése

Az 1. feladat megoldasa

(a) Legyen A részhalmaza wq harmasai halmazanak. Konnyd latni, hogy A
tipusa a lexikografikus rendezés szerint w:f éppen akkor, ha

F*aF*BI*y ({a, 8,7} € A),

ahol 3* a ,létezik megszamldlhatonal tobb” kvantor. Innen azonnal kovetkezik,
hogy megszamlalhat6é sok w{’—nél kisebb rendtipusi halmaz egyesitése is wll)’—nél
kisebb rendtipusi. A feladat egyik feléhez elég tehat azt bizonyitani, hogy ha A w%
tipusi, akkor van benne él. Legyen a < 8 < wy olyan, hogy 3*y({a, 3,7} € A).
Legyen o > f3 olyan, hogy 3* 3'3*+/({/, #',7'} € A). Ezutan talalhatunk v > o'-t,
amire z = {a, 8,7} € A, végiil vilasztunk v < #/ < v/-t, amire 2’ = {o/, 5',7'} € A
s ekkor x, 2’ 6ssze vannak kistve.

(b) Ha A rendtipusa < u.z:f, a fenti észrevétel szerint

V¥aV*BY*y {a, B,7} € A),

ahol V* a ,minden elég nagyra” kvantor. Mivel azonos els6 koordinitdji pontok
nincsenek Osszekotve, a megszamlalhato sok ,kivételes” els§ koordindta megszam-
lalhat6 sok fiiggetlen halmazt hatdroz meg, ezért rogton feltehetjiik, hogy

VaV* Bv*y ({a, 8,7} € A).

hogy van olyan f(a) és g(a, ) fiiggvény, hogy B > f(a), v > g(a,3) esetén
{a, 8,7} € A.

A Lowenheim-Skolem tétel ismételt alkalmazasaval taldlhatunk olyan {65 :
¢ < wy} nové rendszamsorozatot, hogy ég = 0, b = sup{éc : ( < &} limesz
& esetére, tovabba a < 6§-re fla) < 65 és a,f3 < 6€-re g9(a,B) < 65. Ha most
B = b¢ 41 — O¢, akkor {Bg : £ < wy} intervallumokra val6 particioja wy-nek és
{a, 3,7} € A esetén «, 3, v nem lehet harom kiilonb6z6 BE-ben.

Nevezziik {a,,7} € A-t els6 tipustinak, ha {a,f,7} € B valamely &-re.
Nevezziik masodik vagy harmadik tipustinak, ha «, 3 € By, v € Bé, illetve o € By,
B,y € Bg alkalmas 7 < &-re. Elég kiilon-kiilon j6lszinezni az egyes tipusokat.
Az els6 tipusi harmasok jolszinezéséhez elég a halmazokat gy szinezni, hogy az
egy Bg-ben levé (megszamlalhat6 sok) harmast kiilonboz6 szinekkel szinezziik.
Ha {a, 3,7} mésodik tipusii hdrmas, a,3 € By, v € Bg, n < &-re, szinezziik
h(a, B,7) = F(n,&)-vel , ahol az F fiiggvény olyan tulajdonsagi, hogy ng < n1 < n9-
re F(no,m) # F(n,n2).

Ilyen F' a kovetkezoképpen kaphato: legyenek {ry : n < wy} kiilonboz6 valos
szamok, {¢; : 1 < w} a racionalis szamok felsorolasa. Ezutén 1y < n;-re, ha ¢;
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és ry; kozott van, legyen F(ng,n1) = 2i illetve 27 + 1 aszerint, hogy ryny <
illetve forditva.

A harmadik tipustd harmasok szinezése hasonl6an adhaté meg.
Biré Andrds megolddsa alapjdn.

Részeredményt ért el Drasny Gabor, Keleti Tamas és Hajda Gabor.

A 2. feladat megoldasa

Az allitas k < 4-re nyilvan igaz. Legyen t = k — 1. Feltehetd, hogy (a;,p) = 1
ha @ = 1,2,...,t. Szorozzuk végig mindegyik a;-t 1,2,...,p — 1-gyel és tekintsiik a
legkisebb nemnegativ maradékukat modulo p.

Belatjuk, hogy van olyan 1 < j < p — 1, amelyre jay,..., ja; maradékai koziil
legalabb [/t] darab nagyobb mint 0 és kisebb mint [p/v/t] + 1. Ezek az a;-k meg
fognak felelni, hiszen a ja;-k maradékai pozitivak, (j,p) = 1 miatt kiillosnbozdek és
osszegiik legfeljebb

4 p p 4
=l+([=]=1)+4[=]-2])+..< V] -[=] <»p
tehat sehany ja; 6sszege sem lehet p-vel oszthaté, amibél kovetkezik, hogy az a;-k
is jok.

Visszatérve a bizonyitandé megolddshoz; ha nem lenne megfelels j, akkor
minden j-re kevesebb, mint [\/f] darab ja; maradék esne az adott hatarok kozé, és
igy sszesen is legfeljebb (p — 1)([V/t] — 1)-szer fordulnanak el§ ilyen maradékok.
Masrészt barmely i-re (a;,p) = 1 miatt ja; pontosan [v/#]-szer esik az adott hatarok
kozé, az 6sszes ja; pedig pontosan [v/#] - (p — 1)-szer. Mivel ez nagyobb, mint az
elébb kapott becslés, ellentmondasra jutottunk.

Benczir Andrds, Biré Andrds, Drasny Gdbor, Hajdi Gdbor, Hegedis Ldszlo,
Keleti Tamds, Kondacs Attila, Prokaj Vilmos és Vu Ha Van megolddsa alapjdan.

Részeredményt ért el Laszl6 Akos.

A 3. feladat megoldasa.

(A ”komolyabb” lépések Ralph McKenzie-t61 valok.) Tetsz6leges K hal6osztaly
esetén jelslje H(K), C(K) és P(K) megfelelen a K-beli halék homomorf képeinek,
konvex részeinek és direkt szorzatainak az osztalyat. Konnyi belatni, hogy a K-t
tartalmazo legkisebb alvarietas H(C(P(K))). Mivel minden disztributiv halénak
homomorf képe a kételemti 2 hals, ezért a legkisebb disztributiv alvarietds Ko =
H(C(P(2))).

Tegyiik fel, hogy a korldtos L hél6 eleme Kg-nak. Ez azt jelenti, hogy van
olyan Ly € C(P(2)), Ly € P(2), hogy L az Li-nek homomorf képe, L1 az Lo-nek
konvex része. Legyen 0 és 1 az L hal6 legkisebb és legnagyobb eleme. Ezek elGallnak,
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mint egy-egy Li-beli 01 és 11 elem képe. Mivel az ezek meghatarozta intervallum
is konvex, ezért eleve feltehetd, hogy ezek Ly korlatelemei. Legyen Lo = [[;c7 2;
és legyen J = {j € I | mj(01) < m;(11)}. A konvexitdsbol azonnal kovetkezik, hogy
Ly = Hje J 2. Ebb6l kovetkezik, hogy L kételemii halok direkt szorzatanak, azaz
a J halmaz részhalmazai hal6janak homomorf képe.

1. dllitas: Egy megszamlalhato halmaz véges és kovéges részhalmazainak By
haléja nincs benne Kg-ban.

Mivel By korlatos, ezért csak gy lehet eleme Kg-nak, hogy létezik egy ¢ :
Ly — By homomorfizmus. Legyenek aj,...,an,... a By atomjai, és legyenek az
Aq,...,Apn,... C J halmazok tgy valasztva, hogy ¢(4;) = a; minden természetes
i-re. Az A} = Ay, Ay = Ag \ 4}, Ay = Ay \ (4] U A)),... vilasztéssal egy olyan
A’l, vy Al ... C J részhalmaz sorozatot kapunk, amely az el6z6 sorozathoz képest
azzal a tulajdonsdggal rendelkezik, hogy elemei diszjunktak. Legyen A* = UA’ZH—I

és AT = UAy;, ahol i a természetes szdmokon fut végig. Mivel ezek egymas
komplementerei, ezért a p-nél vett a* és at képiik is egymas komplementerei.
Mivel mindegyikiik végtelen sok atomnak fels§ korldtja, ezért mindegyikiik csak
kovéges lehetne; de kovégesek metszete nem lehet az iires halmaz.

2. dllitas: A megszamlalhato sok elemmel generdlt By szabad Boole-halé nem
eleme Kg-nak.

By a Bi-nek homomorf képe. Ha tehat By a Kg-ban volna, akkor a homomor-
fizmusra val6 zartsag miatt By is benne lenne, ami az 1. allitds miatt lehetetlen.

3. dllitas: Tekintsiik egy megszamlalhaté halmaz osszes részhalmazainak Boole-
algebrdjdt. Ebben egy kongruenciarelaciot definidlunk a kovetkez&képpen: két hal-
mazt akkor sorolunk egy osztélyba, ha szimmetrikus differencidjuk véges. Az esze-
rinti By faktorhél6 egy olyan Boole-hdlo, amely Kg-hoz tartozik és barmely két
osszehasonlithato eleme kozott van egy t6liik killonboz6 (azaz a halé stri).

Az allitas elsd része trividlis, hiszen B9 kételemii halok direkt szorzatanak
faktora. Tegyiik fel most, hogy U és V olyan nem kongruens halmazok, amelyckre
U < V a faktorhiléban. Ez azt jelenti, hogy alkalmas véges P és U-hoz diszjunkt
végtelen @ halmazra V U P = U U Q. Legyen RU S a @Q két végtelen diszjunkt
halmazra valo felbontdsa. Ekkor U < U U R <V teljesiil a faktorhaléban.

4. dllitas: By és By elemien ekvivalensek.

By egy siir(i Boole-halé. Ezek a tulajdonsagok megfogalmazhatéak elsérend
formulahalmazzal. A Leszallo Lovenheim—Skolem tétel szerint elemien ekvivalens
egy megszamlalhaté stirii Boole-hdléval. Mivel pedig barmely két megszamlalhato
stirit Boole-hal6 izomorf és a megszamlalhatéan generalt szabad Boole-hdlé is siirt,
ezért a jelzett elemi ekvivalencia fennall.

B és B9 ugyanazokat az els6rendii axiomadkat elégitik ki, egyikiik eleme Kp-
nak, masikuk nem, tehat a haléosztaly nem definidlhaté els6rendi formulahalmaz-
zal.
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Erdemes megjegyezni, hogy a Boole-halok mint halok alvarietdst alkotnak.
Valészint, hogy e halé és Kg kozott végtelen sok dlvarietds van, de hogy ezek
szamossaga megszamlalhaté-e, az nem vilagos.

Lényegében megoldotta Prokaj Vilmos. Részeredményt ért el Bir6 Andréas.

A 4. feladat megoldasa.

a) Tetsz6leges T fahoz definidljuk az X halmaz egy mp permutécijat. Legyen
mp(1) = 1. Tegyiik fel, hogy 7 (1),..., 7p(s) mar definidlt (s < n). Ekkor létezik
maximadlis r < s 1gy, hogy mp(r)-nek van mp(1),...,mp(s)-t6l kiilonb6z6 szom-
szédja. Jelolje mp(r)-nek ezeket a szomszédait vy(s),...,v;,(s). Hagyjuk el T-nek
mp(r)vi(s) éleit (1 < j < is) és jelolje T;(s) az igy kapott graf v;(s)-t tartal-
maz6 komponensét; ez is nyilvan egy fa. Rogzitsiik azt az indexet, melyre Tj(s)
cstcsainak szima maximalis, és legyen 77 (s + 1) = v;(s).

A m € Sx permutici6 intervallumai alatt a {7 (i),n(¢ + 1),...,7(j)} tipusi
halmazokat értjiik, ahol 1 <17 < j <n.

Allitas: A T fa minden részitja O(logn) darab mp-intervallum diszjunkt uni-
dja.
Bizonyitas. Egy utat hivjunk monotonnak, ha csicsai mind kiilonboz6 tavol-

sagra vannak az 1 ponttdl, nyilvan minden it legfeljebb két monoton 1t diszjunkt
uniéja. Indukciéval pedig kénnyen bebizonyithaté, hogy

1. lemma. Ha P monoton részitja T-nek, akkor P diszjunkt uni6ja mp legfel-
jebb [log(n + 1)] szdmu intervallumdnak. (A bizonyitdshoz nyilvan feltehetd, hogy
a P 1t egyik végpontja 1.)

Tehat a feladat elsé részének bizonyitasahoz elég megmutatni, hogy ha 7,0 €
Sy, akkorlétezik olyan f : X — {—1,+41}, hogy 7 és o minden I részintervalluméra

> f@)

zel

nem nagyobb, mint egy univerzalis konstans.

Nyilvan feltehets, hogy n paros. Nézziik a kovetkezé G grafot az X szogpont-
halmazon. G élei:

m(1)7(2), 7(3)7(4), n(5)m(6), ..., 7(n — 1)w(n),

a(1)o(2), o(3)a(4), o(5)0(6), ..., a(n —1)a(n).

Ebben minden pont foka legalabb 1, nem tartalmaz paratlan kort (Tetszoleges
korben az élek felvaltva vannak a két csoportbdl!), és az 1 foka pontok szomszédja
is 1 foku, tehat tartalmaz teljes péarositdst. Az egyik osztdly pontjait +1-gyel, a
masik osztaly pontjait —1-gyel szinezve megfelel§ konstrukeciét kapunk.
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b) Tetszoleges d > 2-re legyen m(d) = 1+ d + d? + ... + d41. Tekintsiik
X ={1,2,...,m(d) = n}-ben a kovetkezs két fat:

(Ty egy d magassagu fa, amelyben a két széls6 szint kivételével minden pont
foka d + 1, és a pontokat szintenként sorban szamoztuk meg.)

Konnyt latni, hogy ha nincs T7-ben olyan d hosszu ut, amelynek pontjait
csupa 1-gyel megegyez§ sziniire szineztiik, akkor 1étezik Th-ben olyan 1-bél indulé
d hossz1 1t, amelynek pontjait mind 1-gyel megegyezd szintire szineztiik. Tehat van
olyan d hosszi P ut T-ben vagy Th-ben, amelyre

¥ o) =2

zeP

Mivel d > logn/loglogn, ebbél az allitas kovetkezik.
Benczir Andrds és Vu Ha Van megolddsa alapjdn.

Részeredményt ért el Hajdu Gabor.
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Az 5. feladat megoldasa.

I. megoldas. Jelolje hn(aq,...,an) az (1)-ben leve kifejezést. n szerinti induk-
ciéval igazoljuk, hogy ez nem mds, mint (ay + ... + an)Q. n = 2-re ez konnyen
ellendrizhetd, igy csak az indukei6s 1épés igazoldsa marad hatra.

hp argumentumait tekintsiik komplex szamoknak. Rogzitett a9, ..., an esetén

Hn(z) — hn(z,aQ, ceny an)

fiiggvénynek legfeljebb elsérendi pélusai vannak az ag, ..., an helyeken, de egysze-
rifen lathat6, hogy hy reziduuma 0 ezeken a helyeken, ezért hy,, egész fiiggvény.
Mivel nagy z-re |Hpn(z)| < 2|z|2, egy jol ismert tétel alapjan H,, legfeljebb mésod-
fokd polinom.

Mindez persze barmely mas argumentumroél is elmondhato, amivel azt kapjuk,
hogy hp legteljebb masodtokd polinom minden egyes aj-ben, ha a tobbi valtozét
rogzitjiik. Jol ismert (és n szerinti indukeiéval konnyen igazolhaté), hogy ekkor hy
az ay, ..., an valtozok legfeljebb masodfoku polinomja, és h, homogenitasa alapjan

(2) hn(ay,...,an) — (a1 + ... + a,n)2 = Z Cijaia;
i<k

adodik valamilyen ¢;; konstansokkal.

Vegyiik észre, hogy ha c; = 0 valamilyen j-re, akkor

h(al, very (Ln) = hn_l(al, 4..,(Lj_1, aj+1, ...,(Ln),

és igy az indukcids feltevés alapjan (2) baloldala 0. Marmost az aj, = 1, a; = 0
(j # k) helyettesitésbsl cp, = 0, majd az ¢ = ap = 1, a; = 0 (j # k1)
helyettesitésbdl ¢y, = 0 adédik. Tehat (2) jobb oldala 0, amivel az indukeiés 1épést
igazoltuk.

I1. megoldds. Legyen

n

p(:): H Z+(Lk.

k=1 =%

A zp(z)-nek az aj-kben van szingularitdsa
a; + ap
aj - 2a; H s —
k#j "
reziduummal, ezért a kérdéses vsszeg %:p(z) véges reziduumainak sszege,

1 1

oy =R ;2})(:) (R > maz|a;l).
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Ha p(z) oo kériili Laurent-sora

akkor ez masfel6l by /2.

|z| > max|a;| esetén

f[ i ﬁ(1+—)( 7+%—§—+...>=

k=1 z k=il

Ii[(1+2—+2 x£ .. )

amibdl leolvashato, hogy by =23 7 a,% +41<kai<n o = 2(2 ag)?

III. megoldds. Legyen w(z ). A Lagrange interpoléciés formula
8 [ h=1(2 grang
szerint "
w(z)
b, = 7(2)
; I (2 —az) [Tg=1(a5 — ag)

az a legfeljebb (n—1)-edfoku polinom, amire r(a ) = b;. Legyen b; a;)f ngl(a]--k
ay) = (szq(aj), ahol ¢(z) = [Ti=1(z + ag)-

Latjuk, hogy a feladatban szerepls Osszeg nem mas, mint —r(0)/2w(0)
22¢(z) — r(z) tehat eltiinik az aj-kben, és igy s(z)w(z) alaki, ahol a fokszamok
alapjan s(z) méasodfokt, s(z) = 2% +az+b. Mivel ¢(z) = "n+01 MLy go 24,
ahol oy = 15 ag, 03 = Yi<k<icn %01 w(2) = 2* — 012" 1 4 03" 2 +.
az egylitthatok ssszehasonlitasaval a 22q(2) — r(z) = s(z)w(z) azonossigban:

n—2

mtl o2 + .. = (22 +az + B)(e" — 012" + 092 +...)

2 4oz
o1 =a—oi, a= 201,
o9 =b—aoy; + 09, b=a=sigma; = 20%.

Innen —7(0) = s(0)w(0) = bw(0) = 20%11)(0) és

Itt felhasznéltuk, hogy egyik a; sem 0; ellenkezG esetben az n csokkenthetd,
mint az I. megoldasban.
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Balogh Jozsef, Biré Andras, Csornyei Marianna, Drasny Gabor, Hajdi Ga-
bor, Kondacs Attila, Laszlé Akos, Mardéti Miklés, Podoski Kdroly, Prokaj Vilmos,
Szepesvari Csaba és Vu Ha Van megolddsa alapjdan.

Konnyen javithaté hibat vétett Benczir Andras és Keleti Tamas.

A 6. feladat megoldasa.

Legyen By = {t € E : minden I > t intervallumra |I N E| < K|E| - |I|}.
A maximaélegyenlGtlenség szerint K lertgzithet abszoliut konstansnak ugy, hogy
|Eq| > . A definici6 alapjan |E N E| = 0. Az

ds 1 dt
/E1 /E h(s)(s — t)‘Zdt o /E h(s) Jg, (s - t)zds

integralt fogjuk feliilrs] becsiilni.

Legyen Is olyan Is 3 s intervallum, amelyre |Is N E| = %|Is|. Ilyen m. m.
s € E-re van, ha |E| < %
Ha s € Eilyen és t € E| tetszéleges, akkor

1
5 sl < KIE|(|t - s + | Ls]),
azaz

1 ||
4K|E]|

dt oc du 8K|E|
E; (s—1) THTE U s

¢ — 5| >

ha K|E| < 1. Tehat

Masrészt

dt dt 5 1
hs:/——_>/ Rl | 1 (PR ;
(#) E(s—12 7 JI,nE (s—t)2 |1s|2| | 2|1s|

és igy
/ 2 < 16h(s)K|E].
Eq (s—1)

Ha K|E| > ;11, akkor

/El (s idtt)Z - /E (s ftt)g =h(s) < 4h(3)1\’|E| < 16h(s)K|E|.
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Mindkét esetben

1 dt 9
ds < 16K |E|*,
/E h(s) JE, (s=t)2 ~ i

azaz

ds 9
———dt < 16K |E|“.
/El /E e T S v

Van tehat olyan t € Ey, amelyre

ds 16K |E|? 9
< < 32K|EJ*.
/E h(s)(s — )2 |E1]

Vu Ha Van megolddsa alapjdan.

A 7. feladat megoldasa.

Nyilvan elég a feltétel sziikségességét bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy X nem kompakt, és legyen x a legkisebb szamosséag, amelyre
igaz, hogy X-nek van olyan x szamu nyilt halmazbél 4ll6 fedése, amelybsl nem
valaszthaté ki véges fedés. Nyilvan x regularis szamossag.

Legyen {Go : o € k} szigorian ndvekvd nyilt fedés. Vilasszunk ki minden
@ € K-ta egy pa € Ga41 \ Ga pontot, nyilvan pa € {pg:a <pB <k} C X\Ga1-

Azt allitjuk, hogy van olyan A C k végtelen indexhalmaz, amelyre
(i) m nem kompakt,

(ii) & € A esetén po & {pg: B € Aés B < a}.

Mivel {pa : @ € A} igy diszkrét altér, ezzel készen lesziink.

Tegyiik fel, hogy nincs ilyen A. Transzfinit rekurziéval definidlunk egy {a, } C
k novekvé rendszdmsorozatot, mely kofindlis lesz k-ban és (A4 = {ay }-re) kielégiti
(ii)-t.

Legyen ap=0, és ha valamely p-re Ay, = {a : v < p} definidlva van gy, hogy
Ay kielégiti (ii)-t és nem kofinalis s-ban, akkor {pa : o € Ay} kompakt, igy van
olyan ay > sup Ay, melyre {pa:ac€ Au} C Gay,- Nyilvan pay, & {pa:a € Ap}.

A rekurzi6 akkor akad meg, ha A, kofinalis x-ban. Ekkor (ii) teljesiil, tehdt
{pa : @ € Ay} kompakt, igy része valamely G-nak, ami viszont ellentmond annak,
hogy van olyan o € Ay, melyre a > 7.

Benczir Andrds, Biré Andrds, Drasny Gdbor, Juhdsz Géza, Keleti Tamds és
Prokay Vilmos megolddsa alopjdan.

61



A 8. feladat megoldasa

A vélasz: akkor, ha | X| < 22°.

Ha X véges, megfelel F = {z: z€ X} (itt e ={SC X : z € S}).

Legyen w < | X| < 22* | Tekintsiik az (z, B) parokat, aholz € X — B, BC X
pedig megszamlalhatéan végtelen; ezek szama < 92% Legyen (zq, Ba) e paroknak

kezd&szamtipusi jélrendezése. Minden a-ra vilasszunk egy Bg,-t tartalmazé g
szabad ultrasziir6t. Ezt rekurziéval megtehetjiik gy, hogy 3 < a esetén Ug # Vo

legyen. Val6ban, B-ban 22" gzabad ultrasziirG van (lasd Gillman-Jerison: Ring
of continuous functions, 9.2). s mivel az a-nél kisebb -k szdma < 22w, van koztik
olyan is, amely kiilonbozik az 05-k (f < @) Ba-n vett nyomaitol, s ezt folytathatjuk
X-beli ¥q ultrasztir6vé. Legven oo = o [) Va-

Alljon F a N7 v; alakd szir6kbol, ahol n € N, minden v; 0, alaki és a meg-
felel6 xn pontok minden ¢-re azonosak. Jelolje két X-beli a és b halmazrendszerre
al|b azt, hogy A B # 0 minden A € a-ra és B € b-re.

Ha F két elemére (] v;l| ﬂ{nv}- és az v;-k kozos xo-ja z, az v)-ké av, akkor
von olyan 7 és j, hogy v,-||'u.”-, ami azonban csak x = 2 esetén allhat eld, hiszen
az Uo-k szabad sziir6k, tovabbid a # [ esetén v, és 'Dﬁ kiilonboz6 ultrasziirsk.
Ilyenkor tehat (' v; N ]" v} € F.

F kompatibilis X-nek tekintett (szokdsos elnevezéssel kovéges) topolégidjaval.
Hax € Aésx € Ais dll, akkor egy 2-et nem tartalmazé megszamlalhat6an végtelen
B-t valasztva, (x, B) = (o, Ba) egy a-ra, és {z}||oa, {A}||oa, 0 € F. Hax & A,
akkor A végtelen; vilasztunk egy megszamlalhatéan végtelen B C A halmazt, erre
(z,B) = (®a, Ba) 68 0« ismét j6, mert B € ¥q,.

Ha viszont o = ] v; € F, {a}||o, {A}||o, akkor z éppen az v;-k kdzds zq-ja
(ismét az vq-k szabad volta folytan), tovibba vagy x € A, vagy {A}||v; egy i-re,
ami v; = 0o esetén (az x ¢ A esetben) csak {A}||Uq esetén lehetséges. Igy azonban
A végtelen (mert ¥ szabad), és x € A.

Legyen végiil | X| > 22 Ac X megszamlalhatéan végtelen. Minden = € X-re
all most = € A, tehat van olyan o, € F (egy feltételezetten j6 F-re), hogy {z}||oz,
{A}||oz. Legyen Uy egy az 0z A-beli nyomdndl finomabb A-beli ultrasztirg. Mivel
ilyen csak 22” szamu van, kell lenni & # y pontoknak, amelyekre U, = ¥y, s akkor
oz||oy, igyhogy oz Noy € JF. Csakhogy {z}||loz N oy, {y}|loz N oy folytin ebbsl

y € {z} kovetkeznék, pedig a kovéges topolégia T .
Biré Andrds megolddsa alapjan.

Lényegében helyes Benczir Andras megolddsa. Prokaj Vilmos megoldasabdl
egy eset vizsgdlata hidnyzik. Részeredményt ért el Keleti Tamas.

62



A 9. feladat megoldasa.

Legyenek {py, ..., Pp, V1, ..., v;} K csiicsainak halmaza. Ha ! = 0, akkor k > d+2
és az allitas Caratheodory tételébdl kovetkezik. Feltehetjiik tehat, hogy I > 0.

Megmutatjuk, hogy aff {py,...,pr} N conv{vy, ..., v} # 0. Ez nyilvanval6, ha
3 D R4, Egyébként létezik egy olyan hipersik, amely elvalasztja
aff{py,...,pp}-t conv{vy,..,v}-t6l. Ez a hipersik parhuzamos kell legyen
aff{py, ..., pp. }-val, ezért eltolhatjuk ugy, hogy tartalmazza aff{py, ..., py}-t. Ezzel
viszont /{-nak egy olyan tdmaszhipersikjat konstrualtuk meg, amely tartalmazza
P1s---» Pp-t, ami ellentmond annak a feltételnek, hogy ezek nincsenek ugyanazon a
lapon.

Legyen w € aff{py, ..., p;, }Nconv{vy, ...,v;}. Felirva p-t K cstcsainak konvex li-
nearis l\ombinaciojaként, léteznek olyan aq, ..., ay,, 01, ...,0; > 0, szamok, amelyekre
Zz—l a; + Z] 10j=1ésp= Zle a;p; + Zé:l 0;v;

Ha a; = 0 valamelyik | < ¢ < k-ra, akkor elhagyhatjuk p;-t és a maradék
csticsok konvex burka is tartalmazza p-t. Tegyiik fel tehat, hogy «; > 0 minden
t-re. Mivel a p;-k nincsenek K-nak ugyanazon a lapjan, ebbdl kovetkezik, hogy
p € [ K. De akkor azt is feltehetjiik, hogy 6; > 0 minden j-re. Legyen

u = Zl_ it 4 conv{py, ..., Pk}
! Z§'=1 8jv;

U= % conv{vy, ..., }.
i=19;

Az wu-t és w-t Osszekots egyemes aff{py,...,pp}-ban fekszik, igy metszi
9 conv{py, ..., pj }-t (a relativ topolégidban) két pontban: s-ben és s'-ben. Feltehet-
jiik, hogy u € conv{w, s}. Mivel k > 2, létezik egy i, amire s € conv{py, ..., pj—1,
Dit+1,---> D} Tehat

u € conv{pPy, ...; Di—1s Pit1> s PksVLs -V }

és

l
Zai u+ Z()]- u'Cconv{pl,...,pi_l,pi+1,...,pk,'vl,...,vvl}.

Biré Andrds, Drasny Gdbor; Hajdi Gdabor, Keleti Tamds, Kondacs Attila,
Maréti Miklés, Prokaj Vilmos és Vu Ha Van megolddsa alapjdn.

Csornyei Marianna megoldasanak gondolatmenete helyes, de két allitas bizo-
nyitasa hianyos.
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A 10. feladat megoldasa.

Barmely pontpar 0 valosziniiséggel esik egy vizszintes vagy fiiggéleges egye-
nesre, ezért feltehetjiik, hogy a pontok abszcisszai és ordinatai mind kiilonbozok.

Legyen N > 16 pozitiv egész és ¢ > 0 rogzitett. Legyen m = [%{}]

Osszuk fel az egységnégvzetet egy vizszintes vagdssal két részre tigy, hogy a két
felébe egyarant n pont essen. Ezutdn pedig osszuk fel a két ”fél” négyzetet egy-egy
fiiggtleges vagassal ugy, hogy az egyes részekben m, n — m, n —m, m pont legyen
az dbra szerint.

3
A B
> m pont
m pont n —m pont
/
3
C D
> 1 pont
n —m pont m pont
J

Megprébaljuk dsszeparositani az A tartomany pontjait a B-be esé pontok egy
részével, D pontjait C egy részével, majd B és C maradékat egymadssal.

Rendezziik sorba AU B pontjait a fiiggsleges koordinatajuk szerint. A pontjait
akkor nem tudjuk pérositani B egy részével, ha valamilyen k-ra az utolsé 2k — 1
pont koziil legalabb k& darab A-bdl valé. (Ilyenkor persze van olyan k is, amikor az
utols6 2k — 1 pont koziil pontosan k darab val6 A-bél.) Ennek valészintisége nem
lehet nagyobb, mint

m 2k 1)(n 2k-| 1) 2k 1)(n k)

§ ) 2 e,

o ok—gm(m —1)..(m —k+1)
LR T kD S

<o (@13 ()
zé( ) <3Z () -

k=0

ha N > 16.
Ugyanigy becsiilhetjiik annak val6szintiségét, hogy D-t nem péarosithaté dssze
C egy részével.
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Most megvizsgdljuk B és C' maradékinak Osszeparosithatésiagat. ElGszor is
megjegyezziik, hogy eddig csak a pontok fiiggsleges eloszlasat vizsgaltuk, most
pedig csak a vizszintes eloszlasra van sziikségiink. A B-ben, illetve C-ben levd
parositatlan pontok vizszintes eloszldsa ugyanigy egyenletes, mintha az A és D
parositasdhoz sziikséges pontokat véletlenszertien valasztottuk volna koziiliik.

Most a négyzet also és felss felét mashogy osztjuk fel, mégpedig N — 1 fiiggs-
leges vigassal 2N darab egyenld szélességii téglalapra.

Ei | Eq e Ey n pont
J
)
F1 | Fy e Fy n pont
/
— — S
1 1
N N N

Eredetileg a pontok szaraanak varhato értéke minden egyes téglalapban 7’{7 Ha
n elég nagy, akkor legaldbb | — ¢ val6szintiséggel mindegyik téglalapban a pontok
szama

kozé esik.

Hagyjuk el a mar osszeparositott pontokat. A megmaradt pontok vizszintes
koordindtdja ugyantugy oszlik el, mintha a fels§ sorbél az m legbaloldalibb, az
als6k koziil az m legjobboldalibb elhagydsa utan még m-m darabot véletlenszertien
hagytunk volna el.

A négyzet fels§ felében az m = [77%] legbaloldalibb pont elhagyédsa utdn az
Ey téglalap iires, az Fo- ben legfeljebb pont van, a tébbiben pedig a pontok

T TL
szama 7\7 - N3 és N + 5 N kozé esik.

Hasonloan a négyzet also felében az m legjobboldalibb pont elhagyésa utan

F)p tires, FN 1-ben legfel_]ebb pont van, a tobbiben pedig a pontok szama
7% n N + ——3 kozé esik.

A parositas soran felhasznalt tovabbi 2m pont lényegében egyenletesen oszlik
el a B3, Ey,..., By illetve /1, Fy,..., Fjy_o kozott. Ha n elég nagy, akkor m is
elég nagy, és akkor legalabb 1 — e valdszintiséggel mindegyik téglalapbél legaldbb

(1 - )m/( — 2), de legfeljebb (1 + N)m/(N — 2) pontot hagyunk el, tehat
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az Usszes mar parositott pont elhagydsa utdn Ej iires, E9-ben legfeljebb N"g pont
van, F3, ..., En-ben pedig a pontok szama

o) (o) o

e PO S sl o o A
~ N NWN-2) N3 )’
Hasonl6 a helyzet az Fy, Fy_q illetve Fy, ..., Fjy_o téglalapokkal.

Mindezekbél kovetkezik, hogy a négyzet felss felében megmaradt pontok koziil
balrél a k-adik minden 1 < n — 2m-re megel6zi az als6 félben megmaradtak koziil
k-adikat, igy ezeket Osszeparosithatjuk. Ha tehat az osszes feltételiink teljesiil,
talaltunk egy 1-faktort.

A szamunkra kedvez6tlen esetek:
— ha nem lehet A-t B egy részével parositani, ennek val6sziniisége kisebb,
: 4 .
mint N
— ha nem lehet D-t C egy részével péarositani, ennek valdsziniisége szintén
kisebb, mint 74V;

—haaz Eq, ..., En, Fy, .., F)y téglalapokban kozott elég egyenletesen oszlanak
el a pontok, ennek valészintisége kisebb, mint ¢;

— ha az elején parositott pontok nem elég egyenletesen oszlanak el az
Es,...,EpN, F1,...,Fn_o téglalapokban, ennek val6szintsége is kisebb, mint &.

Ha tehat n az N-t6] és =-t6l fiiggGen elég nagy, akkor

8
P(Mn) 21— = — 2.

Ezzel az allitas kész.

Komolyabb részeredményt senki sem ért el. A sorozat monotonitasat bebizo-
nyitotta Bir6 Andras, Drasny Gabor és Keleti Tamas.
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